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Introduction générale

Bien que 'on ne s’en rende pas toujours compte au premier abord, de nom-
breux matériaux que ’on cotoie dans la vie quotidienne se trouvent de fait hors
d’équilibre : verres de vitres, matiéres plastiques, mousses, colloides, sans parler
de matériaux plus complexes comme le bois. Pourtant, & 1’échelle de temps &
laquelle nous observons habituellement le monde qui nous entoure, il nous est dif-
ficile de percevoir le caractére hors d’équilibre de ces matériaux, qui sont pourtant
omniprésents. Ceci provient du fait que les matériaux que nous venons de men-
tionner évoluent sur des temps extrémement longs, bien supérieurs au temps que
nous pouvons passer i les regarder. Par exemple, il est assez connu que certaines
matiéres plastiques vieillissent en quelques décennies. Cela peut se traduire par
des altérations de l'aspect général de I'objet qui deviennent visibles & I’ceil nu. En
revanche, d’autres matériaux comme les verres de silice possédent des temps de
relaxation qui correspondent davantage & des échelles de temps astronomiques,
si tant est que I'on soit capable d’en estimer une valeur : I’exemple classique des
vitraux de cathédrale qui n’ont manifestement pas changé d’aspect depuis leur
fabrication il y a plusieurs siécles atteste que les temps de relaxation sont en tout
cas trés grands par rapport aux échelles de temps humainement accessibles.

On devine donc que la compréhension des propriétés des matériaux vitreux
revét une grande importance pour le physicien, et ce théme, bien qu’il ait suscité
de trés nombreux travaux, reste encore de nos jours un champ d’étude assez ouvert
au sein de la physique de la matiére condensée. Il peut étre utile a ce stade de
préciser deux notions importantes qui apparaissent dans le contexte des systémes
vitreux. La premiére est celle de dynamique lente : on dit qu’'un systéme posséde
des propriétés de dynamique lente lorsque le temps de relaxation de la quantité
que 'on mesure est grand par rapport aux temps accessibles au laboratoire (ou
au moins du méme ordre). Ce temps de relaxation peut ainsi varier de quelques
heures & quelques semaines, voire des années ou plus. Toutefois, une telle notion
de dynamique lente n’implique pas nécessairement que le systéme soit loin de
I’équilibre, il peut simplement relaxer au voisinage de 1’équilibre comme c’est le
cas lorsqu’on étudie la viscosité des liquides surfondus pour des températures
T légérement supérieures a la température de transition vitreuse 7,. Dans cette
situation, les propriétés du systéme sont invariantes par translation dans le temps :
seule compte la durée entre l'instant ¢,, ou I’'on perturbe le systéme et l'instant ¢
auquel on fait la mesure. Les grandeurs caractérisant la relaxation (fonctions de

1
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FiGg. 1 — A gauche : relazation de 'aimantation (en unités arbitraires) dans un
verre de spins, mesurée a linstant t,, +t aprés une trempe depuis une haute tem-
pérature. Un champ magnétique faible a été appliqué jusqu’a t,, et coupé ensuite
(t, = 10s, 30s, 100s, 300s et 1000s). On observe une forte dépendance du temps
de relaxation par rapport a t,. A droite : effet de rajeunissement et mémoire de
la réponse hors phase x" d’un verre de spins (cf. texte). Données expérimentales
reproduites avec [’aimable autorisation d’Eric Vincent.

réponse ou de corrélation) ne dépendent ainsi que de t — t,,.

En revanche, il existe des situations ol le systéme physique considéré reste loin
de I'équilibre, ce qui entraine ce que 1’on appelle des propriétés de vieillissement.
La présence de vieillissement, qui traduit I’absence d’invariance par translation
dans le temps, est en principe identifiée & partir de fonctions & deux temps, comme
les fonctions de réponse ou de corrélation évoquées plus haut. On constate dans ce
cas que plus le temps t,, entre la trempe du systéme depuis une haute température
et l'instant ou on le perturbe est long, plus la relaxation de cette perturbation
devient lente. Ce comportement est illustré sur la Fig. 1 (gauche), qui présente la
relaxation de "aimantation mesurée expérimentalement dans un verre de spins,
aprés application d’un faible champ magnétique pendant une durée t,, suivant une
trempe depuis une haute température. Dans les cas les plus simples, on trouve que
les courbes de relaxation se superposent une fois tracées en fonction de t/t,,, ce qui
contraste singuliérement avec le comportement en ¢ — ¢,, obtenu au voisinage de
I’équilibre. On voit ainsi que le temps de relaxation du systéme est proportionnel
a son Age, la “naissance” correspondant & l'instant ot le systéme entre dans la
phase vitreuse (par exemple par un abaissement brusque de la température).
Dans le cas ol les données se remettent a ’échelle en ¢/t,,, on parle souvent de
“vieillissement simple”, par opposition & des comportements en t/t’ avec v < 1,
que 'on qualifie alors de “sous-vieillissement”.

On observe aussi expérimentalement dans les systémes vitreux d’autres effets
inattendus que 'on nomme “effets mémoire”. Ceux-ci sont en général associés a



des changements de température. Un des plus simples, que I’on étudiera d’ailleurs
au chapitre 4, est observé lorsque 1’on applique une brusque remontée en tempéra-
ture aprés avoir laissé relaxer le systéme suffisamment longtemps 4 une premiére
température & laquelle il devient vitreux. Dans ce cas, on obtient de maniére
assez générique une évolution non monotone de la grandeur mesurée (le volume
par exemple). Cette effet montre que dans la phase vitreuse, I'état du systéme
garde une trace de son histoire thermique, ce qui justifie le nom d’effet mémoire.
D’autres phénomeénes plus complexes, qui associent rajeunissement et mémoire,
peuvent étre mis en évidence plus particuliérement dans les matériaux verres de
spins, comme l'illustre la Fig. 1 (droite). Le protocole thermique fait alors appel
dans ce cas & plusieurs changements de température successifs. Dans un premier
temps, le systéme est trempé depuis une haute température Ty jusqu’a une tem-
pérature Ty (77 = 12K dans cet exemple), et on mesure la réponse hors phase
du systéme & un champ magnétique oscillant. Cette réponse hors phase x” tra-
duit la dissipation interne. Au bout d’un temps #;, la température est abaissée
rapidement jusqu’a une valeur 75 < Ti (7> = 10K sur la Fig. 1), et on observe
une brusque remontée de x”, qui se met ensuite & relaxer comme si le systéme
venait d’étre trempé directement d’une haute température jusqu’a 75 : on parle
alors de rajeunissement. Ayant encore attendu un temps ¢, on remonte ensuite la
température jusqu’a 77, et on constate que la réponse x” reprend alors la valeur
qu’elle avait & 'instant #;, juste avant le premier saut en température. Il s’agit
d'un effet mémoire complet, comme on peut le vérifier sur 'encart dans lequel
la partie centrale, correspondant & 1’évolution & la température 7o = 10K, a été
supprimée. Le raccord entre les deux parties de la courbe est remarquable.

On voit ainsi que les propriétés des matériaux vitreux sont riches et complexes.
Pour décrire celles-ci, plusieurs approches ont été suivies dans la littérature. Une
des premiéres grandes idées a été de considérer l'espace des phases du systéme,
c’est-a-dire un espace abstrait dans lequel chaque dimension correspond & un
degré de liberté du systéme physique. L’espace des phases posséde donc en général
un trés grand nombre de dimensions. Dans ce cadre, il a été constaté que la
caractéristique des systémes vitreux était qu’ils possédaient de trés nombreux
minima locaux dans I’espace des phases, et que ces minima étaient responsables
du fort ralentissement de la dynamique & basse température (voir par exemple
[88]). De 1 est né le paradigme du paysage d’énergie, duquel provient 1’essentiel
de la compréhension intuitive que les physiciens peuvent avoir de la transition
vitreuse. Ce paradigme a de plus connu un important regain d’intérét ces derniéres
années, car la puissance des ordinateurs actuels permet de tester ces idées par
simulations numériques.

Au-dela du paysage d’énergie, d’autres approches plus formelles ont été dé-
veloppées, comme la théorie de couplage de modes pour les verres structuraux
[91, 90], ou les théories dynamiques de champ moyen des verres de spins [40, 61,
63]. La premiére traite des systémes sans désordre gelé, dans lesquels la struc-
ture amorphe est auto-induite par la dynamique, alors que la deuxiéme famille
de théories concerne des systémes possédant des énergies d’interaction aléatoires
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gelées, c’est-a-dire qui n’évoluent pas au cours du temps. Malgré ces différences
constitutives, il s’avére que les deux types de théories conduisent & des prédic-
tions similaires, puisque les équations qui décrivent la dynamique des modéles de
verres de spins en champ moyen (les modéles p-spins sphériques en particulier)
sont quasiment identiques aux équations de la théorie schématique de couplage
de modes. Ces théories prédisent ainsi I’existence d’une température critique 7,
associée & la transition vitreuse, telle que le temps de relaxation 7.4, ou de ma-
niére équivalente la viscosité n, diverge en loi de puissance au voisinage de ce
point critique :

Teq N~ (T =T.)7" (1)

ol 7y est un nombre positif. Cependant, les données expérimentales sur les verres
montrent que la viscosité 1 ne diverge pas en loi de puissance, mais soit comme
une loi d’Arrhénius 7 ~ e+/T (on parle alors de verres forts, par exemple SiOs),
soit plus rapidement encore avec un comportement bien ajusté par une loi du
type Vogel-Fulcher (verres fragiles, souvent des verres organiques comme 1’ortho-
terphényl) :

0~ T )
ou Ty peut étre considérée comme une température de transition vitreuse idéale.
Néanmoins, la température de transition vitreuse expérimentale T}, est déterminée
par convention comme la température & laquelle la viscosité atteint une valeur
de 10'® Poise (cette valeur peut varier quelque peu suivant les conventions), et
T, est donc sensiblement plus élevée que Ty (mais inférieure & la température 7.,
prédite par la théorie de couplage de modes).

Pour mieux appréhender la problématique du vieillissement, une approche
plus phénoménologique a également été employée, dans laquelle la dynamique
dans l’espace des phases est décrite de maniére simplifiée en supposant que tous
les minima sont reliés entre eux, et que la particule représentant le systéme dans
cet espace pouvait passer de 'un & l'autre en étant seulement limitée dans ces
mouvements par les barriéres d’énergie qu’elle doit franchir grice a l'activation
thermique [39, 129]. Ces modeles sont qualifiés génériquement de “modeéles de
piéges”, puisque la particule reste piégée un temps trés long dans les états les
plus profonds, et font apparaitre des régimes de vieillissement & basse tempéra-
ture. Suivant la forme de la distribution des barriéres d’énergie, on observe soit
une transition vitreuse stricte pour une température 7, (cas de la distribution
exponentielle), soit un régime de vieillissement interrompu au-deld d'une certaine
échelle de temps (distribution gaussienne par exemple). Une généralisation de ce
modéle incluant une structure en arbre permet aussi de rendre compte de cer-
tains effets de rajeunissement et mémoire [41, 141]. Bien que ne pouvant étre reliée
directement & la dynamique microscopique du systéme, une telle approche sim-
plifiée a le mérite d’étre intuitivement compréhensible, et de mettre en évidence
un scénario possible pour la dynamique vitreuse, dont les ingrédients essentiels
sont la présence de nombreux minima dans I’espace des phases, ainsi que 1’exis-
tence de lois de distribution larges des temps de séjour dans ces minima & basse



température. De surcroit, ce scénario fait apparaitre une dynamique fondamen-
talement intermittente, puisque le systéme n’est réellement “actif” qu’au moment
des transitions entre piéges. Ce point est particuliérement intéressant car des phé-
noménes d’intermittence en régime de vieillissement ont récemment été observés
expérimentalement dans des matériaux polymériques [55].

Dans le présent travail de thése, nous allons explorer davantage cette dyna-
mique de piéges, en en proposant des généralisations, et voir dans quelle mesure ce
type de description en termes d’espace des phases peut rendre compte des proprié-
tés vitreuses observées dans des modéles plus complexes et dans les verres réels.
Ce sera ’objet du premier chapitre, dans lequel nous essayerons d’illustrer et de
mieux comprendre certaines notions issues notamment des théories dynamiques
de champ moyen des verres de spins, comme la compétition entre dynamiques “en-
tropique” et “activée” suivant la structure du paysage d’énergie, ’apparition de
températures effectives en régime de vieillissement, ou encore les propriétés d’ul-
tramétricité dynamique de certaines fonctions de corrélation. Dans le deuxiéme
chapitre, nous nous intéresserons au cas ol ’espace des phases posséde une struc-
ture en ‘“rigole”, c’est-a-dire dans le cas ou les différents minima dans ’espace
des phases sont reliés deux a deux de facon & former un réseau a une dimension.
L’intérét de ce type de structure de l'espace des phases a été souligné en Réf. [13].
Nous étudierons donc la généralisation unidimensionnelle du modéle de piéges, qui
peut s’interpréter aussi en termes de diffusion de particules dans I'espace réel, en
présence d’un environnement désordonné. Nous verrons apparaitre de nombreuses
propriétés intéressantes dans la phase de basse température, comme un front de
diffusion non gaussien et sous-diffusif, des phénoménes de localisation dynamique,
ou encore la coexistence de vieillissement simple et de sous-vieillissement. Nous
aborderons également le probléme de la réponse & un biais, qui peut modéliser
les propriétés de transport dans un environnement fortement désordonné.

Nous tenterons ensuite de dépasser la description en termes d’espace des
phases pour obtenir une vision dans l'espace réel des phénoménes de dynamique
lente et de vieillissement. Nous essayerons en particulier de répondre & la ques-
tion de savoir si la dynamique vitreuse est caractérisée par une (ou éventuelle-
ment plusieurs) échelle(s) de longueur, dont la valeur augmenterait en abaissant
la température ou en augmentant la densité, puisque ces deux grandeurs sont
les parameétres de controle usuels de la transition vitreuse. Nous considérerons
pour cela deux modéles sur réseau différents : le premier, possédant une énergie
associée & chaque configuration, est contrélé par la température et le second, dé-
crivant des redistributions de la densité locale dans un milieu dense, est gouverné
par la densité moyenne. Ce sera l'objet du troisiéme chapitre, dont il faut noter
qu'il n’est pas complétement abouti, car les travaux qui y sont rapportés ont été
effectués a la fin de la thése.

Enfin, dans le dernier chapitre, nous illustrerons les différentes approches pro-
posées pour la transition vitreuse par ’étude d’un effet de type “mémoire” bien
connu des expérimentateurs depuis les travaux de Kovacs dans les années 60. Cet
effet montre que les systémes hors de 1'équilibre gardent une trace de leur histoire
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thermique, et que mesurer une variable macroscopique comme le volume ou 1’éner-
gie ne suffit pas & décrire complétement le systéme, il est nécessaire pour cela de
prendre en compte 1’ensemble de la distribution des valeurs locales de la grandeur
considérée, en raison de la présence de fortes inhomogénéités dans les systémes
vitreux. Nous comparerons les prédictions, concernant cet effet, des deux grandes
approches développées dans cette thése, & savoir une description dans 1’espace
des phases avec le modéle de piéges, et une vision dans 1’espace réel en termes de
croissance de domaines. Remarquons a ce sujet que méme si les notions d’échelle
de longueur croissantes introduites au troisiéme chapitre sont de nature assez dif-
férentes de celles qui apparaissent dans la croissance de domaine usuelle (de type
ferromagnétique), nous ferons appel pour ’essentiel & cette derniére approche,
qui est bien mieux comprise et établie.



Chapitre 1

Vieillissement dans 1’espace des
phases

De nombreux efforts, tant expérimentaux que théoriques, ont été consacrés
a l'étude de la dynamique des matériaux vitreux ces derniéres décennies (voir
par exemple [154, 158, 40]). Une part importante de notre compréhension de la
transition vitreuse provient de la théorie du couplage de modes (MCT) pour les
verres structuraux [91, 90] et de la théorie dynamique de champ moyen pour les
verres de spins [40, 61, 63|, qui restent les théories microscopiques les plus sophis-
tiquées dans ce domaine. Elles ont en particulier permis d’introduire de nouveaux
concepts en physique des verres, comme les propriétés d’ultramétricité dynamique
pour les fonctions de corrélation, ou de donner un sens précis a d’autres notions
qui était déja présentes & un niveau qualitatif, comme le paysage d’énergie ou
la température effective. Néanmoins, si ces théories présentent un intérét indé-
niable, il n’en reste pas moins que leur formalisme complexe rend difficile une
compréhension plus intuitive des phénoménes physiques en jeu.

C’est pourquoi une approche complémentaire basée sur des modéles phénomé-
nologiques a rencontré un certain succes, avec en particulier I’étude du modéle de
piéges [77, 76, 39, 41, 129], ou encore du modéle Barrat-Mézard [14]. Ces modéles
sont basés sur une description en termes de transitions entre les trés nombreux
états métastables présents dans l'espace des phases. Cette dynamique dans un
espace des phases ayant une structure simple, puisque le systéme peut transiter
directement d’un état quelconque vers n’importe quel autre état (on dira alors que
tous les états sont connectés), présente une certaine cohérence avec les modéles
de champ moyen, puisque dans ceux-ci tous les degrés de liberté microscopiques
interagissent. Ces modéles de dynamique dans I'espace des phases, qui proposent
une description & une échelle mésoscopique des phénoménes, mettent I'accent
sur le caractére générique des mécanismes responsables du vieillissement dans les
matériaux vitreux, & savoir l'existence de lois de distribution larges des temps
de séjours dans les états métastables. Ils offrent par 14 méme une compréhension
intuitive de la transition vitreuse, avec pour évidente contrepartie de ne conduire
qu’a des prédictions qualitatives pour 1’essentiel.

7
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Dans ce chapitre, nous souhaitons poursuivre cette démarche, et approfondir
la compréhension de certaines notions qui sont apparues comme fondamentales
dans le cadre des théories de champ moyen, & savoir la structure du paysage
d’énergie (ou d'énergie libre), la notion de température effective ainsi que les
propriétés d'ultramétricité dynamique, qui concernent les fonctions de corrélation
hors d’équilibre. Nous les illustrerons en nous basant sur des modeéles simples
de dynamique dans 1’espace des phases, comme le modéle de piéges, le modéle
Barrat-Mézard, et en introduisant aussi certaines généralisations de ces derniers.

1.1 Transition entre comportement entropique et
activé

1.1.1 Le paradigme du paysage d’énergie

Une maniére d’appréhender 1’'étude d’un systéme possédant des interactions
complexes entre ses degrés de liberté consiste & introduire la notion d’espace des
phases, c’est-a-dire un espace abstrait ayant un trés grand nombre de dimensions,
chacune de ces dimensions étant associée & un degré de liberté physique. Pour un
systéme constitué de N particules en interaction dans I’espace physique tridimen-
sionnel (typiquement, un liquide), I'espace des phases aura donc 6 N dimensions,
puisque chaque particule posséde six degrés de liberté, trois pour la position et
autant pour la vitesse. Cependant, il est commode de considérer un espace des
phases simplifié dans lequel sont prises en compte uniquement les coordonnées
de positions. Un tel espace devrait étre denommé espace des configurations, mais
nous l'appelerons également espace des phases, par abus de langage. Une telle
approche revient & décrire la dynamique d’un systéme & N corps par celle d'une
particule ponctuelle qui évolue dans un espace & 3N dimensions, en étant soumise
a D'énergie potentielle V (1, ..., 2 ), les (z;) étant les coordonnées de cette parti-
cule (M = 3N dans ce cas). On comprend dés lors que les propriétés géométriques
de I'hypersurface définie par z = V(xy,. ..,z ) puissent jouer un rdle important
dans la dynamique. Pour caractériser géométriquement cette hypersurface, on
commence par étudier les points singuliers définis par :

ov
axi
Pour classer ensuite ces points singuliers en minima et en points-selles, il est

nécessaire d’introduire la “matrice Hessienne” H;;, composée de toutes les dérivées
secondes du potentiel :

Vi,l<i<M

0 (1.1)

0*V

Hi ;] —
J (%iﬁxj

1<i,j<M (1.2)

Les valeurs propres \; (1 < i < M) de cette matrice Hessienne permettent de
savoir si I’énergie augmente ou diminue le long des directions définies par les
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vecteurs propres associés aux J;, sachant qu'une valeur propre positive corres-
pond & une direction “montante” (suivant laquelle I’énergie augmente). Si toutes
les valeurs propres \; sont positives, le point singulier est un minimum. Dans le
cas contraire, il s’agit d’'un point-selle, que ’on caractérise par son indice, défini
comme le nombre de valeurs propres négatives, autrement dit de directions “des-
cendantes”. Un minimum peut donc étre considéré comme un point-selle d’indice
nul.

Les théories de champ moyen dynamique pour les verres de spins ayant mis en
évidence le role prépondérant joué par la structure du paysage d’énergie [61, 63,
113], ce paradigme a suscité un grand intérét ces derniéres années [152, 54, 65,
114], en raison de la puissance croissante des ordinateurs qui permet désormais
de mettre en ceuvre efficacement les idées proposées a l'origine par Goldstein
[88], et précisées ensuite par Stillinger et Weber [153]. Ces études ont conduit &
associer la température de transition vitreuse 7, prédite par le couplage de modes
4 une énergie seuil E; de nature géométrique, séparant des régions de 1’espace des
phases dominées par des points-selles pour F > E; de régions dominées par des
minima pour E < E [7, 52, 92, 102, 8]. Dans ce cadre, la transition vitreuse qui
apparait dans les théories de champ moyen (et que I'on retrouve dans les théories
de couplage de modes) s’explique par deux propriétés importantes du paysage
d’énergie. D’une part, les points-selles et les minima sont nettement séparés en
énergie, autrement dit & une énergie donnée, on trouvera soit des points-selles,
soit des minima, mais on ne pourra trouver les deux simultanément. S'il s’agit
de points-selles, ceux-ci auront essentiellement tous le méme indice, déterminé
par I’énergie & laquelle ils se trouvent. D’autre part par les barriéres d’énergies
entourant les minima divergent avec la taille du systéme [113], ce qui signifie qu'il
n’est plus possible de les franchir pour un systéme & la limite thermodynamique.

On peut dés lors se demander quel deviendrait le comportement du systéme
si I'une de ces deux conditions au moins n’était pas remplie. On sait que dans ce
cas, cette transition vitreuse idéale s’estomperait, laissant place 4 une transition
plus floue et plus étalée en température, ce qui est observé dans les verres réels
[90]. En particulier, si les barriéres d’énergie restent finies, on peut s’attendre non
seulement & ce que le comportement du temps de relaxation avec la température
soit lissé, mais aussi a ce que les fonctions de corrélation reflétent cette transition
dynamique entre un régime temporel dans lequel les points-selles sont explorés
principalement, et un régime a temps long ou le systéme visite des minima en
majorité. Le point clé est le suivant : visiter des minima correspond & une dyna-
mique thermiquement activée dans laquelle le systéme doit franchir des barriéres
d’énergie, ce qui implique une forte dependance en température, alors que visi-
ter des points-selles est associé & une dynamique essentiellement indépendante
de la température, appelée parfois dynamique “entropique” : 1’évolution du sys-
téme est alors principalement limitée par le manque de directions descendantes
qui permettraient de s’échapper, lorsqu’il se trouve au voisinage d’un point-selle
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avec trés peu de valeurs propres négatives. Ce type de transition! entre deux
comportements dynamiques différents a déja été observé dans des simulations de
liquide surfondu de type Lennard-Jones [6, 67], mais une analyse quantitative des
échelles de temps associées n’a pas été effectuée pour l'instant.

Dans cette partie, nous étudions quantitativement cette transition ainsi que sa
dépendance par rapport aux paramétres pertinents dans des modéles simples de
dynamique vitreuse. Aprés avoir rappelé la définition et les principales propriétés
du modéle de piéges, nous considérerons le modéle de dynamique dans 1’espace
des phases introduit par Barrat et Mézard [14] (que nous appellerons le modéle
BM dans la suite), un modéle qui a connu récemment un regain d’intérét dans
le contexte des relations de fluctuation dissipation [139, 146]. Nous étudions le
régime de vieillissement de la fonction de corrélation C(t,, t,, +t) dans 'ensemble
de la phase vitreuse T' < T}, en généralisant ainsi les résultats obtenus initialement
en Réf. [14] dans la limite 7' — 0. Nous trouvons un comportement a temps long
(t > t,) essentiellement indépendant de la température, ainsi qu'une singularité
a temps court (¢ < t,,) qui apparait dans le domaine de température 7,/2 < T' <
T,, conduisant & des propriétés d’ultramétricité dynamique [62] pour T = T,,
comme dans le modeéle de piéges (cf. section 1.2 et Réf. [31]). Nous étudions la
fonction de corrélation dans le modéle BM de taille finie, & 1’équilibre comme
en régime de vieillissement, ce qui permet de mettre en évidence une transition
dynamique entre des régimes entropiques et activés. Enfin, nous généralisons le
modéle BM en introduisant un seuil en énergie afin d’imiter une structure de
I’espace des phases composées de points-selles et de minima. Nous montrons alors
que le changement de dynamique de vieillissement (d’entropique a thermiquement
activée) dans ce modeéle conduit & des comportements d’échelle non triviaux, et
que 1’échelle de temps associée & cette transition peut étre beaucoup plus courte
que le temps d’équilibration du systéme.

1.1.2 Le modéle de piéges

Etant donné que nous allons faire fréquemment appel, tout au long de cette
thése, au modeéle de piéges, il est utile de commencer par en rappeller la définition
ainsi que les principales propriétés. Ce modéle, introduit initialement dans le
contexte de la dynamique vitreuse en Réfs. [77, 76, 39, 129], et généralisé & une
structure en arbre en Réf. [41], apparait comme 'un des modéles les plus simples
présentant une transition vitreuse dynamique.

Définition et équation maitresse

Le modeéle de pieges est défini de la maniére suivante : on considére une parti-
cule qui est piégée dans des états ¢ de basse énergie, ayant une profondeur E; > 0,
définie comme la hauteur de la barriére d’énergie. L’énergie du fond du piége i

INous utilisons ici, faute d’un terme plus approprié, le mot “transition” dans le sens du mot
anglais “crossover”.
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est alors —F;, 'opposée de la barriére d’énergie. Cette particule s’interpréte en
général comme le point représentatif d'un systéme vitreux dans son espace des
phases. Les N énergies E; (on suppose que N est grand devant 1) sont des va-
riables aléatoires tirées a partir d'une distribution p(E), et le cas le plus simple
correspond au choix d’une distribution exponentielle des énergies :

1
p(E) == P E>0 (1.3)

g

o T, est ici une échelle d’énergie, qui s’interprétera par la suite comme la tem-
pérature de transition vitreuse. On définit ensuite une dynamique activée pour
ce modeéle : la probabilité par unité de temps w; de quitter le site ¢ vaut :

w; = Fo e’Ei/T (14)

[y étant une échelle de fréquence microscopique. Une fois sortie du piége, un
nouveau piége est choisi parmi tous les autres avec une probabilité uniforme,
égale & 1/N. Le taux de transition W (i — j) vaut alors :

1
W(i—j)==Toe /T (1.5)
N
et vérifie la relation de bilan détaillé :
Wi — j)e5/T =W (5 —i)ef/T (1.6)

Le signe + dans l'exponentielle vient du fait que E, la barriére d’énergie, est
I’opposée de 1'énergie réelle des piéges. De par le choix des w;, on constate que
la particule reste en moyenne sur chaque site un temps égal a 7; = 1/w;, avec
une distribution exponentielle autour de cette moyenne, qui traduit le fait que le
processus est markovien, autrement dit sans mémoire. Ces variables 7; sont donc
elles aussi des variables aléatoires gelées puisqu’elles se déduisent de FE; par la
relation 7; = Tyt eP/T. Grice a cette relation, qui peut s’interpréter mathémati-
quement comme un changement de variable, on déduit que la distribution de ces
temps de piégeage gelés Yy (7) (TM pour “trap model”) vaut :

bru(r) = o5 (L7)

ott 4 = T/T, est la température réduite, et ott I'y' a été choisi comme unité de
temps. On constate que pour p < 1, cette distribution n’a plus de moyenne, ce
qui va engendrer des effets de vieillissement, comme nous le verrons plus bas.
L’évolution de la probabilité P;(t) d’étre dans 1'état ¢ au temps ¢ est décrite par
une équation maitresse :

dP, 1
= —wiPi(t) + - Ej:w,-Pj(t) (1.8)
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Le premier terme du membre de droite traduit la probabilité de quitter le site ¢
entre t et t + dt, alors que le second membre correspond & la probabilité de venir
en i en partant d'un site j. Le facteur 1/N vient du fait que le site i est alors
choisi avec une probabilité uniforme parmi tous les sites.

Dans la limite d’'un trés grand nombre d’états accessibles, N — oo, on peut
passer a un formalisme continu en énergie, en regroupant tous les états dont
I’énergie est comprise entre E et E 4+ dFE. On s’intéresse alors a la distribution
de probabilité dynamique P(E,t), telle que P(E,t)dE soit la probabilité d’étre
au temps t dans un état d’énergie F & dFE prés. Cette distribution évolue suivant
une nouvelle équation maitresse, déduite de la précédente :

%—f(E, t)=e YT P(E,t) + p(E) / dE' e F'/T P(E' t) (1.9)
0

Puisque les taux de transitions vérifient les relations de bilan détaillé, il existe donc
un état d’équilibre de Gibbs (rappelons que E est en fait 'opposée de 1’énergie
réelle) :

PulB) = 5 plB) P/ (1.10)

Sil’on choisit une forme exponentielle pour p(E), comme en Eq. (1.3), on constate
que la distribution stationnaire n’est plus normalisable pour 7' < T,. Autrement
dit, il n'y a plus d’état d’équilibre possible et le systéme est contraint de vieillir
indéfiniment, ce qui se traduit par une lente dérive de ’énergie moyenne E(t) :

E(t)=Tlnt (1.11)

Plus précisément, on constate pour T' < T, que la distribution dynamique des
énergies P(E,t) prend a temps long une forme d’échelle :

P(E,t) = %U(ZS(U) (1.12)

en ayant défini une variable d’échelle u = /T /Tst [129]. De la sorte, ¢(u) est
normalisée & 1, [i° du ¢(u) = 1.

Cette dérive de 1’énergie n’est cependant permanente que si le nombre d’états
est infini, de sorte que le formalisme continu en énergie s’applique. Si au contraire
ce nombre est fini, le régime de vieillissement sera interrompu lorsque les états
les plus profonds auront été atteints. Ces états jouent le role d’une coupure qui
régularise la distribution d’équilibre, en la rendant normalisable. Il faut d’ailleurs
remarquer que le fait que la distribution P,,(F) ne soit plus normalisable pour
T < T, est équivalent au fait que la distribution des temps de piégeage Y7 (7)
ait un premier moment infini. En effet, la probabilité d’étre sur un site de temps
de piégeage T est a I’équilibre proportionnelle & 797/ (7), et devient donc non
normalisable pour T' < Tj,.
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Fonction de corrélation

On peut définir trés simplement une fonction de corrélation C(t,,t, +t) entre
les instants t,, et ¢, +t en disant que la corrélation vaut ¢; si la particule n’a pas
changé de piége, et ¢y < ¢ sinon. Sans restreindre la généralité, on peut choisir
q1 =1 et go = 0, puisque le cas général s’en déduit par une transformation affine.
On obtient dés lors [129] :

C(tw,tw+t):/ dE P(E,t,)e <" (1.13)
0

Dans la phase haute température T' > Ty, la distribution P(E,t,) converge vers
la distribution d’équilibre P,,(F) pour ¢, — oo, de sorte que la fonction de
corrélation ne dépend plus que de la différence des temps ¢t. Au contraire, dans
la phase vitreuse, la dépendance en t,, demeure, méme & temps long, et conduit
4 un comportement d’échelle :

w

Cltwste +1) = C (ti) (1.14)

ainsi qu’a des singularités & temps court et & temps long de la fonction d’échelle
C(v) [41, 129] :

1-Clv)~v'"* v—=0 Cl)~v ™ v—o00 0<p<1) (1.15)

Notons que le modéle de piéges semble rendre compte, malgré sa simplicité,
d’une partie des phénomeénes en jeu dans de nombreux types de matériaux, comme
les verres “fragiles” |70, 67, 20|, les matériaux “vitreux mous” [149, 147], les ma-
tériaux granulaires [94, 101], ou encore I’accrochage de défauts étendus tels que
parois de domaines, vortex dans les supraconducteurs, etc. [9]. De plus, les tran-
sitions activées entre les différents minima décrites par le modéle de piéges cor-
respondent & une dynamique intermittente, avec des pics d’activité associés a
chaque transition, et trés peu d’activité en dehors. Une telle intermittence de la
dynamique a effectivement été observée récemment dans des matériaux vitreux
[55], et de maniére plus surprenante, en physique atomique [10, 100, 53].

1.1.3 Le modéle Barrat-Mézard

Comme cela a été rappelé au paragraphe précédent, une des premiéres ten-
tatives visant & décrire la dynamique de vieillissement avec des modéles stochas-
tiques simples de dynamique dans 1’espace des phases a été le modéle de piéges,
avec pour objectif de mettre en évidence un scénario générique pour la dyna-
mique vitreuse, basé sur des effets d’activation thermique. Quelques années plus
tard, Barrat et Mézard [14]| ont proposé un modeéle quelque peu similaire, mais
dans lequel I'activation thermique était remplacée par une “activation entropique”,
c’est-a-dire par le fait qu’a basse température, le systéme tend & abaisser conti-
nuellement son énergie et que de moins en moins d’états sont alors accessibles a
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mesure que 1’énergie diminue. Dans une formulation continue en énergie, valable
dans la limite d'un nombre d’états infini, le modéle Barrat-Mézard (BM) est défini
comme un processus markovien dans lequel une “particule” (qu'il faut considérer
comme le point représentatif d'un systéme dans son espace des phases) est autori-
sée & sauter d’un état d’énergie vers n'importe quel autre. Ces états d’énergie sont
distribués selon une distribution a priori p(E), et les taux de transition W (E'|E)
de ’énergie E vers I’énergie E' correspondent & la prescription de Glauber :

Lo p(E")

WEIE) = T3 qw=nyr

(1.16)
ol ['y est une échelle de fréquence microscopique, que nous choisirons comme unité
dans la suite. La dynamique du modéle BM est alors décrite par la probabilité
P(E,t) d’avoir 'énergie E a 'instant ¢, qui satisfait ’équation maitresse suivante :

%—1; = /_Oo dE'[W(E|E"\P(E',t) — W (E'|E)P(E, )] (1.17)

dans laquelle nous avons restreint p(E) a étre non nulle seulement pour £ < 0,
ceci sans perte de généralité puisque nous sommes intéressés par la dynamique
de basse énergie.

Résultats 4 température nulle

Contrairement au modéle de piéges, et & tous les modéles pour lesquels ’acti-
vation thermique est 'ingrédient essentiel, la dynamique n’est pas complétement
gelée dans la limite de température nulle, ce qui conduit & une évolution quelque
peu similaire & une dynamique relaxationnelle de descente de gradient dans un
espace de haute dimension. Une propriété importante de ce modéle a température
nulle est que la dynamique, une fois exprimée en termes de temps de séjour plutodt
qu’en énergies, devient totalement indépendante de la forme fonctionnelle de la
distribution a priori des énergies p(E); en particulier, p(E) peut étre bornée ou
non. En définissant le temps de séjour moyen 7(E) a I’énergie E par la relation :

%z/_ dE' W (E'|E) (1.18)

qui se réduit pour T = 0 a 7(E)™' = [*_dE' p(E'), on trouve que la distribution
a priori des temps de séjour ¢o(7) déduite de p(E) est donnée par 1o(7) =
7726(7—1), indépendamment de la forme de p(E). Par conséquent, la distribution
dynamique p(7,t), qui a été calculée en Réf. [14], ne dépend pas non plus de
p(E). Cette distribution p(7,¢) n’atteint jamais d’état stationnaire, mais présente
a temps long une forme d’échelle p(7,t) = t=1¢(7/t), typique du vieillissement,
¢o(u) étant donnée par :

do(u) = L (1.19)
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En définissant la fonction de corrélation C(t,,t, +t) comme la probabilité de ne
pas avoir changé d’état entre ¢, et t, + ¢, qui peut s’écrire :

0
Clty,tw +1) = / dE P(E,t,) e t/"®) (1.20)

—0oQ

on trouve pour T'= 0 et pour £, > 1 :

Clty,ty +1t) =

1.21
by +1 ( )

Notons que dans le régime de temps court 1 < ¢t < t,, la fonction de corrélation
C(ty,tw +t) se comporte linéairement, au sens o 1 — C ~ t/t,,. Ce point va se
révéler important dans la discussion des résultats a température finie.

Vieillissement a4 température finie

Nous présentons maintenant les résultats que nous avons obtenus en régime
de vieillissement dans le cas de la température finie, avec une densité d’états
exponentielle :

p(E) = Byexp(B,E) 6(—E) (1.22)

comme on le fait habituellement dans le modéle de piéges. Dans ce cas, la distri-
bution d’équilibre de Boltzmann devient non normalisable pour 7' < T, = 1/f,,
et la distribution dynamique dérive indéfiniment vers les énergies les plus basses,
ce qui conduit au phénoméne de vieillissement, qui peut étre mis en évidence par
exemple grace au comportement des fonctions de corrélation.

Comme cela a été fait pour le modéle de pieges en Réf. [129], on peut chercher
une forme d’échelle pour la distribution dynamique des énergies. Une variable
d’échelle naturelle serait le rapport entre le temps typique 7(E) que le systéme
passe dans un état d’énergie F, défini en Eq. (1.18), et le temps ¢ écoulé depuis la
trempe. Le calcul de 7(E) pour 0 < p < 1 (avec p = T//T,) donne, en supposant
|E| > T, (la convergence est cependant exponentielle) :

7(E) = % e~ E/Ts (1.23)

Nous choisissons en fait une variable d’échelle u proportionnelle & 7(E)/t, en la
définissant par u~! = t /5. Cela conduit & une distribution P(E,t) = 8, u ¢(u),
ol ¢(u) est normalisée par [ dud(u) = 1. Une fois que ces substitutions sont
faites dans I'Eq. (1.17), on obtient ’équation différentielle suivante pour ¢(u) :

W2 () + (u— J) $(u) = — /0 e % (1.24)

u

avec J = mp/sinmu. Le comportement asymptotique de la distribution P(E,t)
peut étre extrait de maniére assez simple de cette derniére équation. Analysons
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par exemple le comportement a grand u de ¢o(u), qui correspond au comporte-
ment & grand |E| de P(E,t). Dans ce cas, l'intégrale qui apparait dans le membre
de droite de I'Eq. (1.24) se réduit & :

> o) [T _
/0 de_/o dvp(v) =1 u>1 (1.25)

de sorte que I'Eq. (1.24) s’écrit, en négligeant aussi J par rapport a u et en
appelant ¢;(u) I'expression asymptotique (pour u >> 1) de ¢(u) :

u*d)(u) +udy(u) = ! (1.26)

u

La solution générale de cette équation est la suivante :

A 1

¢l(u) = + 2 (1.27)
La contrainte suivant laquelle ¢(u) doit étre normalisable impose A = 0, de sorte
que ¢;(u) = u~2. Il est intéressant de constater que nous trouvons ici I’expression
asymptotique ezacte de ¢(u), y compris le préfacteur (qui se trouve étre égal
1), bien que nous n’ayons effectué que 1'analyse asymptotique d’une équation
linéaire. Ce résultat est d’ailleurs en accord avec ceux obtenus & température
nulle — cf. Eq. (1.19). Notons également que si I'on tient compte de la premiére
correction & I'approximation faite dans 'Eq. (1.25), on obtient ¢ (u) —u=2 ~ u=3.
En négligeant ces corrections, on trouve donc que P(E,t) est égal a BgteE/Tg,

c’est-a-dire proportionnel & p(E), pour e/Fl/Ts > ¢.
Dans le cas opposé u < 1, 'équation qui gouverne I’expression asymptotique

¢s(u) de ¢(u) s’écrit :

u*y(u) = Ty (u / dz 1¢iZf/M (1.28)

En cherchant une solution en loi de puissance ¢s(u) = a u®, I’équation précédente
est satisfaite & condition que :

o0 Za
= dz ———— 1.29
/0 1+ (1.29)

étant donné que le terme u?¢/,(u) peut étre négligé dans ce cas. En remplagant
chaque membre de ’équation par sa valeur respective, on trouve :

™o T
sinty  sin(1+ a)mu

(1.30)

La convergence de 'intégrale apparaissant dans I’Eq. (1.29) impose 0 < (1+a)u <
1. Dans cet intervalle, I'Eq. (1.30) admet deux solutions : « =0 et a = 1/p — 2.
Comme la limite de température nulle du modele BM est réguliére [14], la solution
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de température finie doit converger vers la solution de température nulle donnée
par 'Eq. (1.19), qui décroit plus vite que toute loi de puissance pour u — 0, de
sorte que l'on s’attend & ce que @ — oo pour p — 0. La solution correcte pour
¢(u) est donc :
d(u) ~utrP w1 (1.31)
Ainsi, la distribution des énergies se comporte a petit |E|, c’est-a-dire pour
e PlITs &« ¢, comme :
P(E,t) ~ t 711 Q- YWETs 11k (B ¢~ BT (1.32)
ce qui signifie que les “petites” énergies (les moins “profondes”) sont essentiellement
équilibrées. En considérant maintenant la fonction de corrélation C(t,,t, + t)

définie plus haut, ’'Eq. (1.20) peut se réécrire a ’aide de la fonction d’échelle
¢(u), en utilisant aussi 'Eq. (1.23) :

Cltw,tw +1t) = / ” du ¢(u) e~ Tt/ vt (1.33)
0

ce qui montre que la fonction de corrélation présente un comportement d’échelle
de type vieillissement simple :

Otwstw +1) = Cag(t/ta) (1.34)

En utilisant les résultats asymptotiques présentés ci-dessus pour ¢(u), on trouve
les comportements & temps court et & temps long de la fonction de corrélation.
En particulier, pour des temps ¢ >> t,,, C(ty,t, +t) est donnée par :

sinwp ty,

Clty,ty +1) =~ t>ty, (1.35)

Tt
pour toute valeur de u < 1, de sorte que la “queue” de la fonction de corrélation
se trouve étre une loi de puissance indépendante de la température, mis & part
le préfacteur. Ce point sera également important dans la suite pour identifier les
comportements entropiques ou activés.

Le comportement & temps court de la fonction de corrélation se calcule &
partir de la relation :

1—Clty, tw +1t) = /000 dv ¢(v) (1 — e /t/vtw) (1.36)

Pour t K t,,, on peut essayer de linéariser ’exponentielle dans le dernier facteur.
En utilisant 'Eq. (1.31), on voit que l'intégrale obtenue ne converge & sa borne
inférieure que si p < % ; dans ce cas, la fonction d’échelle C,y(u) est alors réguliére
pour u — 0 (c’est-a-dire 1 — Cpy(u) ~ u), comme dans la limite de température
nulle. Au contraire, pour % < p < 1, une singularité apparait, et on trouve :

1—p

1—Cay (ti) ~ (}) Tttt (1.37)
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Cette propriété peut s’interpréter de la maniére suivante : I’énergie moyenne (E')g
atteinte dans une transition de E vers F’ vaut :
0

<El>EET(E)/ dE'E'W(E'|E)=E — —~ 1T, (1.38)

o tanwp

Pour p < %, (E")g est inférieure & E de telle sorte que la dynamique est assez
similaire & la dynamique de température nulle : & chaque transition, I’énergie est
abaissée en moyenne. A I'inverse, pour p > 1, (E')g est supérieure a E et 1'éner-
gie augmente en moyenne i chaque transition. La lente décroissance de ’énergie
moyenne E(t) en fonction du temps résulte dans ce cas d’'un effet purement ci-
nétique : la particule reste plus longtemps sur les états de basse énergie. En fait,
la particule saute typiquement un grand nombre de fois parmi les états de haute
énergie avant d’atteindre un état profond, puis saute de nouveau vers les hautes
énergies et ainsi de suite. Ce scénario, vraisemblablement responsable de 1’ap-
parition de la singularité & temps court, est réminiscent du comportement du
modeéle de pieges, pour lequel (E')g = T, indépendamment de I’énergie de dé-
part E. Notons cependant que dans le modéle BM, les dynamiques entropique et
activée entrent toutes deux en jeu pour p < 1 (cette derniére ayant finalement
peu d’influence pour p < 1/2), mais 'activation thermique reste en régime de
vieillissement un mécanisme auxiliaire, le principal étant le “canal” entropique.
On peut vérifier ceci a partir du temps de séjour 7(E) - cf. Eq. (1.23) — qui est
toujours proportionnel & e=F/Ts, et non pas & e~ ¥/T comme ce serait le cas pour
une dynamique purement activée. Ainsi le présent scénario est quelque peu diffé-
rent de "image habituelle du paysage d’énergie, puisque le canal entropique reste
présent a toutes les énergies (et donc toutes températures). Nous allons voir dans
la suite comment généraliser ce modéle afin de rendre compte de la disparition
compléte des directions descendantes, et du rodle prépondérant alors joué par les
phénomeénes activés.

Nous présentons maintenant des résultats numériques en vue de confirmer
I’analyse précédente. Pour des raisons de programmation, les simulations ont été
effectuées avec une version légérement différente du modéle, dans laquelle les taux
de transition sont donnés par :

W(E'|E) = Top(E') E'<E (1.39)
W(E'|E) = Top(E)e F=P/T  E>E (1.40)

En effet, pour simuler la dynamique du modéle BM dans le formalisme continu
en énergie (correspondant & un nombre infini d’états), la nouvelle énergie E' est
tirée aléatoirement & chaque transition, avec une probabilité proportionnelle au
taux de transition W (E'|E). Ce tirage requiert de calculer I'intégrale :
5

I(E'") = 7(E) dE"W(E"|E) (1.41)
La valeur de E' est alors déterminée en tirant une variable aléatoire uniforme
u € [0,1], et en inversant la relation u = I(E") pour obtenir £’ en fonction de u.
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Fic. 1.1 — A gauche : fonction de corrélation en régime de wvieillissement
C(tw,tw +1t) du modeéle BM, pour t,, = 10*, 10°, 10° et 107 (de gauche a droite),
et u = 0.7 (simulations numériques). Encart : corrélation tracée en fonction de
t/t,, montrant une trés bonne superposition des courbes, a part de trés légéres
déviations pour t K t,,. A droite : 1 — C en fonction de t/t, pour up = 0, 0.2,
0.4, 0.6, 0.7 et 0.8 (de droite a gauche), montrant l'apparition de la singularité a
temps court pour 3 < p < 1, avec un ezposant (1—p)/p (pointillés). Pour p < %,
1—C est linéaire en t pour t < t,. Encart : décroissance a temps long en loi de
puissance C' ~ (t/t,)~, pour p = 0.2, 0.4, 0.6 et 0.8 (de droite & gauche).

L’intérét des taux de transition W (E'|E) est qu'ils permettent un calcul analy-
tique de I(E'), ainsi que de I'inversion E' = I !(u), ce qui n’est pas possible avec
W (E'|E). De plus, les taux de transition W (E'|E) se comportent qualitativement
comme les taux de Glauber habituels, si bien que ’on s’attend & ce que cette 1é-
gére différence n’affecte pas les lois d’échelle et les exposants trouvés plus haut,
mais induise seulement des corrections dans les préfacteurs numériques. Il faut
tout d’abord tester la forme vieillissante de la fonction de corrélation donnée par
I’Eq. (1.34). Les résultats sont présentés sur la Fig. 1.1 (gauche), qui montre la
corrélation C(t, t, +t) pour u = 0.7 et plusieurs temps d’attente, t,, = 10*, 10°,
10% et 107. La remise a 1'échelle, présentée en encart, se révéle trés bonne, avec
seulement quelques petites déviations & temps court (¢ < t,,), lorsque t,, n’est
pas suffisamment grand. Nous testons aussi les exposants prédits pour les régimes
de temps court et de temps long de la corrélation, comme montré sur la Fig. 1.1
(droite). On voit clairement le comportement linéaire de 1 — C' pour p < 1, ainsi
que la singularité prédite avec un exposant (1 — p)/p pour & < p < 1. 11 s’avére
cependant difficile de trouver une véritable ligne droite pour cette singularité a
temps court car t doit satisfaire 1 < t < t,, et une telle séparation d’échelle
est difficile & obtenir numériquement (notons que t,, vaut déja 107). Le régime
de temps long est plus facile & mettre en évidence quantitativement, puisque la
seule condition de séparation d’échelle est ¢ > t,,. Le comportement en loi de
puissance proportionnelle & (¢/t,,)~", avec un exposant indépendant de la tempé-
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rature, est clairement mis en évidence sur ’encart de la Fig. 1.1 (droite). Comme
nous ’avons précisé plus haut, il n’est pas possible de tester quantitativement le
préfacteur prédit par I'Eq. (1.35) car les simulations utilisent une version légére-
ment différente du modéle, mais on peut néanmoins constater que le préfacteur
trouvé numériquement décroit avec la température, en accord qualitatif avec la
prédiction théorique.

1.1.4 Equilibre en taille finie

Dans les modéles réalistes de verres, on s’attend a ce que la structure de
I’espace des phases global soit hautement non triviale, puisqu’elle doit rendre
compte du fait que ’espace physique est de dimension finie. Il apparait alors ten-
tant, au moins en premiére approximation, d'imaginer un systéme macroscopique
comme une collection de petits sous-systémes indépendants, dont la taille serait
de 'ordre de la longueur de cohérence [37, 155] (voir également [158]| pour une
approche expérimentale de cette question). Ce scénario est confirmé par de ré-
centes simulations [71] de liquides Lennard-Jones & basse température, montrant
que le comportement dynamique d’un systéme de 130 particules est & une bonne
approximation celui de deux systémes indépendants composés de 65 particules
chacun.?

Dans ce contexte, les versions de taille finie des modéles usuels de dynamique
dans ’espace des phases (piéges ou BM) apparaissent comme étant particulie-
rement pertinents, et le cas le plus simple & étudier est la situation d’équilibre.
Afin de faire le lien avec des modéles plus réalistes, rappelons que les “états”
dans le cas présent peuvent étre associés a des points singuliers dans 1'espace des
phases, & savoir des points-selles ou des minima, de sorte que 1’on s’attend & ce
que leur nombre M croisse exponentiellement avec le nombre N de degrés de
liberté physiques :

M ~ Mye*™ (1.42)

oll v est une constante numérique. De nombreux travaux ont étudié la dépendance
de a avec la température dans différents modéles (en considérant plus précisément
les états TAP, c’est-a-dire les points-selles de 1’énergie libre) et ont trouvé o < 1
[50, 51, 137, 54]. Il faut noter par ailleurs, en gardant a I’esprit I'image physique
proposée ci-dessus, que pour une cellule élémentaire, N est proportionnel & £(7')¢
et dépend donc lui-méme de la température.

En considérant M états d’énergie tirés aléatoirement d’aprés une distribution
exponentielle p(E), la distribution d’équilibre se concentre sur les états d’énergie
les plus profonds, de sorte que la fonction de corrélation décroit sur une échelle
de temps de l'ordre du temps de séjour le plus long 7., rencontré dans le sys-
teme : Ceg(t, M) = C(t/Tmax)- La valeur de Tma, peut étre estimée en utilisant

2Cette décomposition en un grand nombre de cellules élémentaires décorrélées ne doit pas
étre confondue avec la procédure invoquée habituellement pour justifier des propriétés d’auto-
moyennage dans les systémes désordonnés, car dans ce dernier cas, chaque cellule est déja censée
étre trés grande.
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un argument d’échelle : dans un modéle de taille finie, on peut imaginer que les
temps de séjour 7 sont tirés aléatoirement selon la distribution de probabilité
¥(7) associée au modele de taille infinie. Dans le cas du modéle de piéges, pour
lequel Yryp(T) = p/7iHE, cette image se révéle en fait exacte, puisque la rela-
tion 7 = elPI/T est valable localement, au niveau de chaque piége : on a ainsi
Tmax ~ MY#. A Dinverse, dans le modéle BM, la relation donnée en Eq. (1.23)
n’est valable que dans la limite de taille infinie, et devrait étre seulement une
approximation dans la cas oi M est fini. Néanmoins, on peut s’attendre & ce
que cette approximation soit capable de donner la bonne loi d’échelle avec M :
(1) ~ 1/72 conduit ainsi & Ty ~ M.

Une question intéressante apparait naturellement & propos de la dynamique
d’équilibre en taille finie dans la phase de basse température. Etant donné que
pour T' < T, la distribution d’équilibre (dans le formalisme continu en énergie)
P.,(E) o p(E) e P/T devient non normalisable, une échelle de coupure doit né-
cessairement apparaitre afin de régulariser la distribution P.,(E). Une fagon d’in-
troduire une telle coupure est précisément de considérer un nombre fini d’états.
Sinon, la coupure est générée spontanément par la dynamique elle-méme, puis-
qu’elle est donnée par le temps ¢, écoulé depuis la trempe. On peut alors se
demander si la dynamique est qualitativement la méme quelle que soit ’origine
de la coupure. Nous verrons que la réponse dépend du modeéle considéré.

Dans le modeéle de piéges avec distribution exponentielle des énergies, dans la
phase basse température y < 1 et avec un nombre fini de piéges M, la fonction de
corrélation d’équilibre ;LM (¢, M) se met sous une forme d’échelle Cryp(¢/M'/*),
et la fonction d’échelle Cry peut étre calculée dans les régimes asymptotiques
t <« MYk et t > M'Y¢ 11 en résulte que les comportements asymptotiques
sont similaires & ceux trouvés dans le régime de vieillissement, en remplacant la
coupure temporelle t,, par M/#. Toutefois, les préfacteurs sont différents de ceux
trouvés dans le régime de vieillissement [41]. Plus précisément, on obtient :

t o\
T™ - 1
1-CME, M) ~ K, (Mw) t < MY~ (1.43)
™ t \* 1/
Oeq (t,M) ~ K <W) t>> M w (144)
ol les préfacteurs k; et x; sont donnés par :
1
ke = 7T TA/p) A —p)~ (1.45)
—p

K

V2 p/arT (% + u) (1.46)

Cela montre que dans le modéle de piéges, les comportements asymptotiques
de la fonction de corrélation (une fois convenablement remise a 1’échelle) pour
i < 1 sont les mémes quelle que soit l'origine de cette coupure, & savoir statique
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Fic. 1.2 — A gauche : corrélation d’équilibre dans le modéle BM en taille finie
Cey(t, M), pour M = 103, 10*, 10° et 105, et u = 0.7. Encart : mémes données
en fonction de t/M, montrant une trés bonne remise a l’échelle, & part quelques
déviations d temps court. A droite : comportement & temps long (t > M) de
la corrélation Cey(t, M) ~ (t/M)™* (pointillés) typique des phénomeénes activés
(M =10% et 4 = 0.2, 0.3, 0.5 et 0.7 de haut en bas). Encart : singularité a temps
court (t < M), identique au cas vieillissant (M = 10°, u = 0.3, 0.4, 0.6, 0.7 et
0.8 de bas en haut; pointillés : pente —1).

(nombre d’états) ou dynamique (temps d’attente). Il serait intéressant de voir si
cette propriété reste valable pour le modéle BM.

Dans ce but, nous testons d’abord numériquement la loi d’échelle proposée en
t/M pour le modele BM en taille finie, en utilisant cette fois dans les simulations la
version “naturelle” du modéle, avec des taux de transition de Glauber (en effet, les
problémes d’intégration et d’inversion rencontrés avec le formalisme continu ne se
posent plus ici, et les différents choix possibles des taux de transition conduisent
au méme niveau de difficulté sur le plan numérique). La Fig. 1.2 (gauche) présente
Cey(t, M) pour différentes valeurs de M, a savoir M = 103, 10*, 10° et 106.
L’encart montre que les courbes se superposent bien une fois tracées en fonction
de t/M, avec cette fois encore de petites deviations dans le régime de temps court,
qui requiert des systémes de trés grandes tailles pour atteindre la forme d’échelle
asympotique.

En ce qui concerne maintenant les comportements asymptotiques, on voit sur
la Fig. 1.2 (droite) qu'a temps long (t > M), la fonction de corrélation n’est
plus indépendante de la température, comme dans le régime de vieillissement,
mais dépend au contraire fortement de cette derniére, et ’exposant de la loi
de puissance correspondante est égal & —pu, & la précision numérique. Ceci met
clairement en évidence le role prépondérant joué par la dynamique activée & temps
long, ce qui correspond au fait que la particule ne peut s’échapper des états de
plus basse énergie que par activation thermique. A I'inverse, la singularité a temps
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court (¢ < M) n’est pas modifiée par rapport au régime de vieillissement (si ce
n'est sans doute au niveau des préfacteurs), comme on peut le voir sur I’encart
de la Fig. 1.2 (droite). Ce résultat était attendu, car la dynamique & temps court
est dominée par les états d’énergie “intermédiaire” (c’est-a-dire les états d’énergie
élevée parmi les états profonds sur lesquels la mesure d’équilibre se concentre) a
partir desquels il reste possible de s’échapper vers le bas.

En conséquence, une transition apparait dans la fonction de corrélation d’équi-
libre de taille finie entre un comportement entropique & temps court et une dy-
namique thermiquement activée & temps long. Une question naturelle & ce stade
serait alors de savoir si cette transition dynamique est une spécificité de 1’équi-
libre, ou si elle existe aussi en régime de vieillissement.

1.1.5 Transition dans le régime de vieillissement

Il est admis que les phénoménes activés jouent un réle important en physique
des verres, et de nombreuses études expérimentales se sont concentrées sur 1’ef-
fet de la température dans les matériaux vitreux (voir par exemple [79] pour les
verres structuraux et [43] pour les verres de spins). Certains travaux théoriques
confirment également ce point de vue, puisqu’il a été montré que la transition
vitreuse idéale prédite par la théorie de couplage de modes était en fait “gom-
mée” dans les verres réels par les processus activés [91, 90]. Cependant, dans les
verres structuraux, on suppose habituellement que ces processus activés ne sont
pertinents que sur des échelles de temps proches du temps d’équilibration 7(T')
(qui devient extrémement grand au dessous de la température expérimentale de
transition vitreuse), et non pas dans le régime de vieillissement qui correspond
a des échelles de temps plus courtes. D’ailleurs, de récentes simulations sur des
liquides de Lennard-Jones semblent valider un scenario de type champ moyen,
avec une température effective bien définie [22, 21], & 'opposé du comportement
des modeéles thermiquement activés comme le modéle de piéges, pour lesquels
les graphes de fluctuation dissipation ne conduisent pas & des droites en général
[80, 148], mis & part dans certains cas trés particuliers [139].

On peut dés lors penser que la transition de la dynamique entropique a la
dynamique activée observée dans les simulations numériques [6, 67] pourrait étre
seulement due & la petite taille des systémes considérés, et que 1’échelle de temps
correspondante devrait étre trés grande dans les systémes macroscopiques, comme
le montre d’ailleurs ’analyse mathématique rigoureuse de la dynamique du mo-
deéle & énergies aléatoires [18, 68]. Néanmoins, les arguments présentés plus haut
suggérent qu’en dimension finie, cette échelle de temps devrait étre gouvernée
par la longueur de cohérence plutot que par la taille globale du systéme. On peut
aussi se demander si cette échelle de temps associée & la transition peut étre dans
certains cas nettement plus petite que le temps d’équilibration, ce qui la rendrait
plus facilement observable.

Dans cette partie, nous étudions ’apparition de cette transition dynamique
entre un comportement entropique et activé dans le régime de vieillissement de la
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fonction de corrélation. A cet effet, nous considérons le modéle BM de taille finie
ainsi qu’une généralisation qui inclut une énergie seuil en-dessous de laquelle tous
les états sont des minima isolés, et nous montrons que 1'échelle de temps associée
a la transition dynamique n’est égale au temps d’équilibration que pour le modéle
totalement connecté, et devient beaucoup plus faible dés qu'une structure (une
connectivité) non triviale est prise en compte.

Vieillissement dans un systéme de taille finie

Une généralisation naturelle de ’analyse effectuée au paragraphe précédent est
d’étudier le régime de vieillissement du modéle BM en taille finie, correspondant
a des temps d’attente ¢,, tels que 1 « t,, < M, dans le but de mettre en évidence
une transition dans le comportement dynamique de la fonction de corrélation
C(ty,ty +t, M) entre le vieillissement entropique usuel dans le modéle BM pour
t < M, et un comportement activé pour ¢ > M. Ainsi, la fonction de corrélation
est maintenant caractérisée par deux échelles de temps, t,, et M, au lieu d'une
seule des deux.

Les résultats numériques pour la corrélation C(t,,t, +t, M) sont présentés
sur la Fig. 1.3 (gauche) pour M = 103, ¢, = 10? et plusieurs températures
(= 0.2, 0.3, 0.5 et 0.7). Mis & part un décalage global, les parties initiales de
chaque courbe (pour des temps ¢ tels que t,, <t < M) se comportent de maniére
similaire, ce qui est caractéristique d’'un comportement entropique, indépendant
de la température, comme nous l’avons vu dans la partie précédente. Au contraire,
le régime de temps long (¢ 2 M) présente une loi de puissance avec un exposant
— i, qui est 'empreinte d’'une dynamique activée thermiquement.

Comme nous avons considéré jusqu’a présent des modéles totalement connec-
tés, on peut se demander si une connectivité finie Z < M modifierait fortement
ou non les résultats précédents. Bien quune étude détaillée du modéle BM en
connectivité finie dépasse le cadre du présent travail, nous commentons ici les
résultats de simulations préliminaires sur des graphes aléatoires avec une connec-
tivité moyenne finie. En particulier, décroitre la connectivité ne modifie guére le
temps global de décroissance de la fonction de corrélation, que ce soit a I’équilibre
ou en régime de vieillissement. Par contre, les résultats numériques hors d’équi-
libre présentés en encart de la Fig. 1.3 (gauche) pour M = 10° et différentes
valeurs de Z, indiquent que le fait de réduire la connectivité tend & diminuer
I’échelle de temps au-deld de laquelle I'activation thermique devient dominante.
Cela était attendu, car une connectivité finie génére de nombreux minima locaux,
a partir desquels on ne peut s’échapper que par activation thermique. On peut
alors supposer que dans des modéles vitreux réalistes, méme si la “cellule corrélée
élémentaire” peut contenir un grand nombre de degrés de liberté, l'effet de la
connectivité peut encore réduire davantage 1’échelle de temps associée & la tran-
sition, ce qui suggére que les phénoménes activés pourraient étre pertinents sur
des échelles de temps accessibles (expérimentalement ou dans des simulations).

A partir des résultats que nous venons de présenter, on peut suggérer le scé-
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F1G. 1.3 — A gauche : corrélation C(ty,ty, +1t, M) en régime de vieillissement du
modéle de taille finie, pour M = 103, t,, = 10? et u = 0.2, 0.3, 0.5 et 0.7, montrant
une transition d’un régime entropique 4 un régime activé avec un exposant — .
Encart : effet d’une connectivité Z finie pour M = 103, t, = 10? et u = 0.5.
Pointillés : Z = 100, tirets : Z = 300, trait plein : totalement connecté. Réduire
la connectivité raccourcit la durée du régime entropique. A droite : corrélation
C(tw,tw+t) du modele ThBM en régime de vieillissement (u = 0.7), pour 7, = 10°
(t, = 10%, 10%), 10° et 107 (t, = 107, 103, 10*) ; t,, augmente de gauche a droite.
On voit nettement une transition entre une dynamique entropique (exposant —1)
et une dynamique activée (exposant —u ).

nario suivant concernant le comportement des verres réalistes. D’une part, on
s’attend comme cela a été discuté plus haut & ce qu'un grand systéme puisse
étre considéré comme une collection de petits sous-systémes (quasiment) indé-
pendants [71], dont la taille serait de 'ordre de la longueur de cohérence, de
sorte que des modéles phénoménologiques de taille finie pourraient effectivement
étre pertinents pour décrire des verres réels. Par ailleurs, nous venons de voir
que méme avec une dynamique entropique, un régime dominé par l'activation
thermique apparait au-deld d'une certaine échelle de temps (qui diverge avec la
taille du systéme). Cependant, la présence d’une connectivité finie du réseau de
points-selles et de minima (c’est-a-dire le fait que toutes les transitions directes
ne soient pas possibles) peut réduire considérablement cette échelle de temps, si
bien qu’elle peut devenir beaucoup plus courte que le temps d’équilibration du
systéme, et étre de ce fait accessible dans les simulations numériques ou dans les
mesures expérimentales. Dans le régime activé & temps long, on s’attend donc
génériquement 4 ce que la dynamique d’un verre réaliste soit semblable & celle
du modele de pieges (avec cependant une distribution des barriéres qui n’est pas
nécessairement exponentielle). On peut d’ailleurs se demander a ce stade si un
petit nombre de minima seulement doivent étre pris en considération pour décrire
ces phénomeénes activés, au lieu d’un grand nombre comme cela est fait habituel-
lement dans le modéle de piéges. Dans la phase basse température du modéle
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BM totalement connecté, mais de taille finie, les phénomeénes activés ne font ef-
fectivement intervenir qu’un nombre restreint de minima, ceux dont I’énergie est
la plus basse. Au contraire, lorsque 1’on prend en compte une connectivité finie,
de nombreux minima locaux apparaissent, et tous ces minima contribuent a la
dynamique de vieillissement activée. Ce dernier cas de figure est probablement le
plus proche du comportement a temps long des verres réels, parmi ceux que nous
avons évoqués.

Méme si une étude quantitative du modéle BM en taille finie dans le ré-
gime hors d’équilibre serait d’un grand intérét, elle nécessiterait une séparation
d’échelle bien plus grande que celle que nous avons obtenue, ce qui est difficile
a atteindre numériquement. Nous proposons donc une autre version du modéle
BM, dans laquelle on peut sans risque prendre la limite M — oo sans éliminer la
transition dynamique qui nous intéresse ici. Ceci peut étre fait en tenant compte
d’une structure particuliére de ’espace des phases.

Effet d’une énergie seuil

En revenant au paradigme du paysage d’énergie avec une séparation nette en
énergie entre points-selles et minima [7, 52, 92, 102, 8|, on peut essayer d’imi-
ter cette structure de ’espace des phases en introduisant a la main une énergie
seuil F, qui va permettre de définir des contraintes cinétiques dans le modéle :
les transitions directes entre états d’énergie E et E’ sont interdites si F et E'
sont toutes deux inférieures a Fj, et inchangées dans le cas contraire par rapport
au modéle BM usuel. En d’autres termes, les états ayant une énergie £ > F
peuvent étre considérés comme des points-selles, a partir desquels tous les autres
états sont accessibles, alors que les états avec une énergie ' < F, réprésentent
des minima isolés depuis lesquels le systéme ne peut s’échapper qu’en sautant
vers un point-selle, avant de redescendre en fin de compte dans un autre mini-
mum, éventuellement plus profond. Une telle définition pourrait étre appliquée &
un systéme de taille finie M, et le temps d’équilibration serait dans ce cas une
fonction de M, probablement d’ordre M. Dans les liquides de Lennard-Jones, il a
été trouvé que ce seuil en énergie F, était apparemment proportionnel au nombre
N de degrés de liberté, mais selon les arguments développés plus haut, N devrait
étre borné par £(7)%, de sorte que I'on s’attend & ce que F reste fini méme pour
des systémes macroscopiques. De la méme maniére, M devrait aussi rester fini,
mais en supposant que la plus basse énergie E,,;, trouvée dans le systéme est net-
tement plus basse que F;, on peut néanmoins faire I'approximation qui consiste
a prendre la limite M — oo en gardant F, finie, afin de décrire la dynamique
sur des échelles de temps beaucoup plus courtes que le temps d’équilibration du
systéme (qui est fini en taille finie).

La Fig. 1.3 présente les résultats des simulations numériques de la fonction de
corrélation dans ce modéle BM généralisé, que l'on appelera désormais modéle
ThBM (“Threshold Barrat-Mézard”), pour différentes valeurs de ¢,, et Eg, en se
concentrant sur le régime de temps long (t > t,). Les simulations montrent
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I’apparition d’une transition entre deux lois de puissance distinctes, la premiére
avec un exposant —1 correspondant au comportement usuel & temps long du
modéle BM (dynamique entropique), et la seconde avec un exposant —u typique
de la queue de la corrélation dans le modéle de piéges (dynamique thermiquement
activée).

Nous présentons maintenant un argument d’échelle afin de mieux appréhender
cette transition dynamique. Nous nous concentrons tout d’abord sur le cas le
plus intéressant ot I’énergie typique atteinte a t,,, qui est d’ordre =7} Int,,, reste
nettement supérieure & F,, ce qui est équivalent & t,, < 7,, en ayant défini une
échelle de temps 7, = exp(|E,|/T).

Nous supposons, et nous l’avons testé numériquement, que la queue (E infé-
rieure & —T,Int,) de la distribution dynamique des énergies P(FE,t,) garde la
forme habituelle P(E,t,) o< ef/Ts (que 1'on trouve 4 la fois dans le modéle BM
et dans le modele de pieges) pour E > E, et pour E < E,. On s’attend alors au
comportement asymptotique suivant pour la distribution dynamique des temps
de séjour p(7,ty) :

1 (to)’

p(T,tw) ~ = (7) te K T K Ty (1.47)
A [t

p(T,tw) ~ . <?> T>T, (1.48)

ces expressions correspondant & la queue & grands 7 des distributions dynamiques
dans le modeéle BM et dans le modéle de piéges respectivement. Le facteur A est
déterminé par continuité de la distribution en 74, ce qui donne A = (t,/7,)' 7~.
En calculant la corrélation pour ¢, < t < T4, on retrouve comme précédemment
C(tw, tw +1t) ~ ty/t, alors que pour t >> 7,, on a maintenant :

tw S s

Cltutu+1) ~ 2 (2) (1.49)

T, \ 1
Pour résumer les résultats précédents, on peut introduire une fonction d’échelle
f(.) telle que C(ty, t, +t) s’écrive :

Cltu,to +1) = tT—“’f (Ti) (1.50)

avec le comportement asymptotique suivant pour f(z) :
1 1
@)~ (<), fe)~ (>0 (1.51)

Afin de tester cette prédiction, nous avons tracé sur la Fig. 1.4 les mémes données
que précédemment, mais en utilisant les variables d’échelle (75 /t,,) C(tw, tw +1) et
t/7s. La superposition des courbes est trés bonne a temps long (pour ¢ > t,,), ce
qui confirme la validité de cette analyse. Notons cependant que la totalité de la
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F1G. 1.4 - A gauche : mémes données que sur la figure précédente (modéle ThBM),
remises o l’échelle pour mettre en évidence la transition entropique / activé, en
tragant (7s/ty) C(ty,ty + t) en fonction de t/1s (cf. texte). Pointillés : pentes
—1 et —u. Encart : effet de la température, n = 0.2, 0.3, 0.5 et 0.7 de haut
en bas, t, = 10 et 7, = 107. A droite : méme analyse dans le cas t, > T,
(1t =0.3); (tw/7s)""*[1 — C(tw,ty, +1t)] est tracé en fonction de t/7,. On observe
une transition d’un régime entropique linéaire a un régime activé C ~ (t/t,)' ™" ;
e = 10% (t, = 10°, 10°) et 10* (¢, = 105, 107). Encart : idem pour p = 0.6. Le
régime entropique présente une singularité d’exposant (1 —p)/p; 75 = 5.10%, 10%,
2.10* et t, = 10°, 106, 107.

courbe ne peut pas se remettre & I’échelle de maniére simple car la premiére partie
se comporte encore en t/t,,, de sorte que deux régimes d’échelle t ~ t,, et t ~ 7,
doivent étre pris en compte séparément. La Fig. 1.4 (gauche) montre que dans la
limite d’une grande séparation d’échelle entre ¢,, et 75, les courbes se réduiraient
essentiellement, en échelles logarithmiques, & deux segments de droite avec des
pentes différentes —1 et —u. La dépendance en température de ces courbes est
clairement mise en évidence dans I'encart de la Fig. 1.4 (gauche), ce qui montre
que la pente est indépendante de p pour ¢, K t < 7, (et égale & —1), alors qu’elle
en dépend fortement (en étant égale & —pu) pour ¢ >> ;.

Dans le régime opposé t,, > 7, le systéme est piégé dans des minima profonds
de sorte que le comportement devient similaire & celui du modéle de piéges, & un
décalage prés en énergie. Toutefois, le systéme doit nécessairement visiter des
états d’énergie £ > E, pour s’échapper des minima, et relaxer ensuite vers un
autre minima. Par conséquent, une transition entre un comportement entropique
et un comportement activé est aussi attendue dans ce cas pour t ~ 7,, qui tombe
maintenant dans le régime de temps court (1 < ¢t < t,). Pour analyser cette
transition, on peut obtenir une relation d’échelle suivant la méme méthode que
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pour 'Eq. (1.50), qui s’écrit maintenant :

1= Cltu,ty +1) = (Z—S)H g <i) (1.52)

w

ou la fonction d’échelle ¢(z) se comporte comme :
9(z)~ 2" (2k 1), g(z) ~27F (2> 1) (1.53)

avec 7 = min[l, (1 — u)/u], comme pour le modele BM habituel. La Fig. 1.4
(droite) présente les résultats numériques pour différents ¢, et 7, avec u = 0.3
et 0.6, et montre une bonne superposition des données, confirmant 14 encore
I’existence d’une transition dynamique pour ¢ ~ 7.

En résumé, une structure non totalement connectée de ’espace des phases
génére un grand nombre de minima locaux, de sorte que ’échelle de temps associée
a la fin du régime entropique peut étre fortement réduite par rapport au cas
complétement connecté, ce qui suggére que cette transition devrait étre pertinente
dans des systémes vitreux réalistes sur des échelles de temps expérimentales,
méme en-dessous de la température de transition vitreuse.

1.1.6 Conclusion

Dans cette partie, nous avons montré qu'une transition d’un comportement en-
tropique & un comportement activé thermiquement apparait spontanément dans
des modéles vitreux simples une fois qu'une longueur de cohérence finie a été prise
en compte, ce qui autorise conceptuellement & décomposer un systéme macrosco-
pique en une collection de petits sous-systémes independants [37, 155]. Dans ce
cadre, on est conduit naturellement & considérer des modeles d’espace des phases
de taille finie pour décrire la dynamique locale dans une de ces “cellules corrélées
élémentaires”.

Il est intéressant de constater que dans le modeéle de piéges, la taille finie M
remplace schématiquement la coupure temporelle ,, qui apparait en régime de
vieillissement, sans affecter les lois de puissance & temps court et & temps long
trouvées pour la fonction de corrélation. A I'inverse, dans le modéle BM, 1’équi-
libre en taille finie différe de maniére significative du régime de vieillissement : la
singularité & temps court n’est pas modifiée, mais celle & temps long est gouvernée
par ’activation thermique plutoét que par un mécanisme entropique, car elle seule
permet de quitter les états les plus profonds, lorsque le nombre d’états est fini.
En généralisant cette analyse au cas du régime de vieillissement dans les systémes
de taille finie, pour lesquels les deux échelles de temps t,, et M entrent en jeu,
la transition dynamique existe pour t ~ M comme & 1’équilibre, et peut méme
étre trouvée plus tot si une connectivité finie est prise en compte. Bien qu’'une
transition similaire ait déja été observée dans des simulations numériques [6, 67],
une analyse quantitative de I’échelle de temps associée serait trés utile, afin de
voir comment elle varie avec la température et avec la taille globale du systéme.
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En particulier, si une décomposition en petits sous-systémes indépendants est
valable, on s’attend & ce que I’échelle de temps associée a la transition sature a
une valeur finie pour de grands systémes.

En s’inspirant du paradigme du paysage d’énergie, nous avons ensuite proposé
une généralisation du modéle BM dans laquelle la transition n’est pas liée direc-
tement & la taille finie du systéme, mais plutdt & un seuil en énergie Es qui sépare
I’espace des phases en points-selles pour £ > F, et en minima pour £ < F;.
En supposant que le temps d’équilibration est suffisamment grand, on trouve
que la fonction de corrélation continue de vieillir, méme au-deld de la transition
entre dynamique entropique et activée, avec cette fois un comportement carac-
téristique de ’activation thermique. Il est d’ailleurs intéressant de constater que
cette transition entre les deux types de dynamiques de vieillissement conduit &
des lois d’échelles inhabituelles, en raison du fait que deux échelles de temps t,,
et 7, sont impliquées dans la dynamique au lieu d'une. De plus, la présence de
nombreux minima locaux dans ’espace des phases conduit & des temps de tran-
sition entre les deux régimes nettement plus faibles que le temps d’équilibration,
contrairement & ce qui se produit dans le cas totalement connecté.

1.2 Vieillissement critique et ultramétricité dyna-
mique

Apres avoir étudié les propriétés d’une dynamique stochastique dans différents
types de paysages d’énergie, nous allons maintenant aborder un autre théme issu
des études dynamiques des modéles de verres de spins en champ moyen, & savoir
I'ultramétricité dynamique. Nous tenterons d’illustrer cette notion dans le cadre
des modéles de dynamique dans ’espace des phases (piéges et BM), afin de mieux
en cerner la signification physique. Il a été conjecturé qu'une classe particuliére de
modeles en champ moyen, incluant le modéle de Sherrington-Kirkpatrick (SK),
posséde des propriétés d’ultramétricité dynamique, qui reflétent trés précisément
la structure hiérarchique (en arbre) de la solution statique. Cette ultramétricité
dynamique est associée a l’existence d’'une infinité d’échelles de temps dans le
sens suivant : si C(t1,t2) est la fonction de corrélation entre les temps t; et ty
(t1 < t2), alors dans la limite dans temps longs :

C(tl,tg) = min[C’(tl,tg), C(tg,tg)], Viy € [tl,t3] (154)

Il a été montré que cette propriété des fonctions de corrélation était valable pour
la solution des équations dynamiques (de couplage de modes) décrivant les verres
de spins “continus” en champ moyen, dans le régime de vieillissement [62]. De
plus, cette propriété s’avére invariante par toute reparamétrisation du temps de
la forme ¢t +— h(t), ou h(t) est une fonction (arbitraire) croissante, suffisamment
réguliére et tendant vers l'infini quand ¢ — oo. Tester si l'ultramétricité dyna-
mique est satisfaite dans des systémes désordonnés réalistes est rendu difficile par
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le fait que cette propriété ne devrait étre valable que dans la limite des temps
asymptotiquement grands, et que des corrections de temps fini sont a priori at-
tendues. Par conséquent, une question pertinente dans ce contexte est de savoir
quelle est la forme de ces corrections, est surtout leur importance quantitative.
Dans cette partie, nous montrons analytiquement que 1'ultramétricité dyna-
mique est présente dans les modéles de type pieéges (modele de piéges usuel et
modele de Barrat-Mézard) si 'on se place exactement au point critique. Nous
donnons la forme explicite de la fonction de corrélation et nous discutons les
corrections de temps fini et de forcage fini. Notons que dans ces modéles & un
seul niveau d’arborence, la dynamique est ultramétrique alors que la statique ne
posséde pas de structure hiérarchique complexe. Nous aborderons également la
question des corrections de temps fini aux relations de fluctuation dissipation,
ainsi que les extensions & plusieurs niveaux du modéle de piéges, ce qui nous
permettra d’argumenter que 'ultramétricité dynamique devrait étre générique
a temps court (au début du régime de vieillissement) pour ce type de modéles,
dans I'’ensemble de la phase vitreuse. Nous montrons enfin que les données expé-
rimentales d’aimantation thermorémanente (TRM) confirment cette idée, et nous
rappellerons le lien avec le bruit en 1/f, déja discuté dans ce contexte.

1.2.1 Fonction de corrélation au point critique

Le calcul de la fonction de corrélation C(t,,t, +t) a la température critique
T =T, est détaillé en annexe, pour le modeéle de piéges et pour le modéle Barrat-
Mézard. De maniére trés intéressante, il s’avére que l'expression asymptotique
de la fonction de corrélation est la méme dans les deux modéles, ce qui suggére
que les propriétés de vieillissement au point critique présentent un certain degré
d’universalité. Plus précisément, dans la limite ou Int,, et ¢ sont tous les deux
grands, on obtient au premier ordre d’un développement en 1/Int,, :
In (14 &
Cltuty +1) ~ (1117:;) (1.55)
Cette relation montre que C(t,,t,, +t) n’est pas une fonction de t/t,,, & 'inverse
du comportement générique obtenu dans I’ensemble de la phase vitreuse 7' < T,
[41]. Au contraire, en prenant t ~ atl, on obtient dans la limite ¢,, — oo :

Ctw,tw +1t) =C(e) (1.56)
ou C(«a) est donné par :
Cla)=1-a (a<l), Cla)=0 (a>1) (1.57)

Remarquons que C(«a) est une fonction monotone décroissante de a.. Une relation
semblable a été trouvée récemment dans le modéle des électeurs [74], pour lequel
la fonction de corrélation Cye(ty, ty + t) définie par :

Coot(tws tw +1) = (S(ty)S(ty +1)) (1.58)
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est donnée par la relation :

In(1 + 2=)

Cvot(twa ty + t) = Int
w

(1.59)
au premier ordre en 1/ In(t,,), qui se réduit dans la limite des temps asymptotique-
ment grands & Cyot(ty, tw +1t) = C(a), avec le méme C(a) que pour le modele de
piéges. De surcroit, des résultats numériques sur le modéle d’Edwards-Anderson
en dimension d = 4 et d = 6, obtenus pour une température T' = 0.57,, semblent
confirmer cette dépendance temporelle de la corrélation [151].

Il est important de noter que la fonction de corrélation C(ty,t, + t) appa-
rait comme une fonction de @ = Int/Int, qui ne peut s’écrire sous la forme
d’une fonction du rapport h(t, +t)/h(t.), quelle que soit la fonction h choisie.?
Ce rapport apparait naturellement, avec une fonction A inconnue, dans la partie
vieillissante de la solution des équations dynamiques correspondant aux modéles
de verres de spins en champ moyen avec une brisure & un pas de la symétrie
des répliques. Toutefois, pour les modéles & brisure continue de la symétrie des
répliques, pour lesquels on s’attend & ce que I'ultramétricité dynamique soit véri-
fiée, la fonction de corrélation C(t,,t, +t) est donnée par une somme infinie de
contributions provenant des différents secteurs temporels [62, 40] :

Cltw, te +1) = ZC (%) (1.60)

ou les h; sont des fonctions (croissantes) inconnues définissant la i*™¢ échelle de
temps, et ou ’on suppose que les C; décroissent vers 0 de maniére monotone 4
grands arguments. Une forme utile pour h;(u), qui n’a pas recu pour l'instant de
justification théorique, mais qui permet d’illustrer la relation précédente, s’écrit
[40] :

}, 0<y <1 (1.61)

11 est facile de voir que pour ce choix de h;, ’échelle de temps sur laquelle le
rapport h;(t, + t)/hi(ty,) varie de maniére significative est précisément ¢2. Le
cas ¥ = 0 correspond donc a la dynamique stationnaire, alors que v = 1 donne
du vieillissement simple. Si on prend maintenant ¢ = ¢2 (avec 0 < o < 1) dans
I’Eq. (1.60), ainsi que la limite ¢, — oo, tous les secteurs tels que v; < a ont
relaxé vers 0, alors que les secteurs correspondant & v; > « n’ont encore pas
commenceé & décroitre. En introduisant un continuum de valeurs de v, on trouve
que la fonction de corrélation est donnée par :

Cltuw, tw +12) = /1 dvp(v)C,(1)  t, — 00 (1.62)

3En particulier, cette dépendance fonctionnelle est significativement différente de celle en
In(t, + t)/Int,, trouvée dans les modeéles de gouttelettes des verres de spins, malgré une res-
semblance apparente.




1.2. Vieillissement critique et ultramétricité dynamique 33

ou p(v) est la “densité” de secteurs temporels d’ordre t2, et C,(1) est la va-
leur initiale de la corrélation dans ce secteur. A partir de ce résultat, on voit
que C(ty,t, +t) devient en effet une fonction de a = Int/Int,, dans la limite
des temps longs. Par conséquent, la superposition d'une infinité de contributions
sous-vieillissantes définies par 'Eq. (1.61) conduit naturellement & une fonction
de corrélation qui dépend de Int/Int,, pour laquelle I'ultramétricité dynamique
s’avére explicite. Le modéle de piéges critique correspond ainsi & une contribution

uniforme de tous les secteurs, a savoir p(v)C,(1) =1, Yv.

1.2.2 Ultramétricité dynamique

Nous allons montrer maintenant que C(t,,t, +t), & la température critique,
est ultramétrique dans le sens défini ci-dessus. Pour alléger les expressions, on
peut introduire les notations suivantes :

C(tl,tQ) = Cl C(t2,t3) = CQ C(tl,t3) = 03 t1 <ty <ts (163)

En supposant que C(t,t') (avec t < t') est une fonction croissante de t et dé-
croissante de t', ce qui est une propriété trés générale, on obtient aisément que
C3 < min (C4, Cy). Nous devons simplement montrer que I'une au moins des deux
corrélations C; et Cy est égale & Cs. Afin de prendre la limite des temps infinis, il
est nécessaire de spécifier la relation imposée entre les trois temps. Une paramé-
trisation naturelle, justifiée par le fait qu’elle conduit & des valeurs non triviales
des C}, est la suivante :

ty—ty ~atd , ty—ty ~ bth (1.64)

avec bien entendu § < «. Il faut maintenant distinguer entre plusieurs cas :
— Si 8 < a,on apourt; — 00 :

ty—ty ~ atd —bt? ~ atd (1.65)

de sorte que C1 = C(B) et Cy = C3 = C(a) < C(B).

— Au contraire, si f = «, on obtient C; = C3 = C(«a), ainsi que Cy > Cs.

Par conséquent, nous avons bien montré que la relation C3 = min (Cy, Cy) était
satisfaite dans tous les cas, ce qui implique que ce modéle vérifie I'ultramétricité
dynamique. L’apparition de 'ultramétricité dynamique peut d’ailleurs étre consi-
dérée comme une signature de ’existence d’une multiplicité d’échelles de temps
impliquées dans la dynamique. C’est justement le cas de ce modéle, méme s’il
n'y a pas de structure en arbre des états pour rendre compte de cette hiérarchie
d’échelles de temps. Cette propriété provient en fait de ’exact compensation,
4 la température critique, du poids de Boltzmann /7 (E > 0 est la barriére
d’énergie) et du facteur entropique p(E) : la probabilité pour la particule d’avoir
une énergie donnée (ou, de maniére équivalente, un temps de piégeage donné, en
échelle logarithmique), est essentiellement uniforme sur I'intervalle [0, T, Int,].
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En d’autres termes, 'ultramétricité dynamique s’avére étre ici une conséquence
de 'invariance d’échelle critique.

1.2.3 Analyse a temps fini

Une analyse intéressante a été proposée par Cugliandolo et Kurchan dans le
cadre de ’étude dynamique du modéle SK [62]. Ces auteurs ont fait I’hypothése
que, dans la limite des temps infinis, il existe une fonction f(z,y), non néces-
sairement continue, telle que C5 = f(Cy, Cy). Nous avons montré au paragraphe
précédent qu'une telle fonction existait bien dans le cas présent et qu’elle était
donnée par f(z,y) = min (z,y).

Une représentation utile, proposée en Réf. [62], est de tracer les courbes de
niveau de f dans le plan (C1, Cs), autrement dit les courbes correspondant & Cj
constant, avec C3 = f(C1,Cs), qui se réduisent dans notre cas a deux segments
de droites (C7 = C5 et C2 = (3) a angle droit. Pour des temps grands, mais
finis, cette fonction f doit inclure des corrections de temps fini, de sorte que
C3 = F(Cy,Cy;ty), avee f(z,y) = limy, o F(x,y;t1). La représentation dans le
plan (C1, Cs) est ainsi un bon moyen de visualiser la convergence vers la fonction
asymptotique f(C,Cs). Elle a été utilisée avec les données numériques pour
tester si 'ultramétricité dynamique apparait dans certains modéles, sans arriver
pour autant & des conclusions définitives [62, 23], mis & part dans quelques cas
particuliers telle qu'une étude récente du modéle d’Edwards-Anderson & quatre
dimensions [150].

Appliquons maintenant cette procédure au modéle de piéges critique. Afin
de manipuler des équations valables & temps finis (mais grands), nous devons
repartir de I’'Eq. (1.55), reformulée de la maniére suivante :

ti
In(1+ = ti)
In ti
Il faut noter que tous les résultats & temps finis présentés dans cette partie doivent
étre entendus comme des développements au premier ordre en 1/In¢;. En inver-

sant ces relations pour exprimer ts et t3 en fonction de t;, C et C3, on peut écrire
une expression explicite pour F(Cy, Cs;t1) :

C(ti,t]‘) = t; < tj (166)

1
C3 = F(Cy,Cyty) = T In (79" +792(1 — ¢79) ) (1.67)
1

Afin de tracer les courbes définies par C3 constant, il est plus commode d’exprimer
C5 comme une fonction G(C1, Cs;tq) :

In(1 — ;") —In(t; 9 — ;")
Int; —In(1 — ;%)

Cg - G(Cl,C3;t1) = (168)

Les courbes correspondantes dans le plan C}, Cs sont présentées sur la Fig. 1.5
(gauche) pour C3 = 0.1, 0.3, 0.5 et 0.7, et pour trois temps distincts (¢; = 10°,
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F1G. 1.5 — A gauche : courbes correspondant & Cs5 = F(Cy, Cy; t1) constant dans
le plan (Cy, Cs) ; de gauche a droite, les courbes correspondent a C3 = 0.1, 0.3,
0.5 et 0.7. Chaque groupe de trois courbes montre la convergence avec t; vers la
fonction asymptotique f(C1,Cy) = min(Cy, Cy) avec t; = 10° (trait plein), 101°
(tirets / pointillés), 10'° (tirets). A droite : F(C,C;t1) — C en fonction de C
pour les mémes valeurs de t, que sur la figure de gauche. La droite en pointillés,
correspondant & f(C,C) = C dans la limite t; — 0o, a été ajoutée a titre de
comparaison. L’écart a la droite limite est presque indépendant de C, sauf pour
k1.

10 et 10%). Notons que cette convergence est trés lente prés de la singularité
01 = Cg.

Cugliandolo et Kurchan ont aussi introduit en Réf. [62] la notion d’échelle
de temps de corrélation a travers la représentation de f(C,C) en fonction de C.
Comme nous ’avons déja mentionné, cette fonction vérifie 'inégalité f(C,C) <
C. 1l peut alors exister des points fixes C* tels que f(C*,C*) = C*, et chacun de
ces points fixes est associé 4 une échelle de temps de corrélation. Si I'ultramétricité
dynamique est satisfaite sur un secteur temporel particulier, correspondant & des
valeurs de corrélation comprises entre C' et C”, tous les C appartenant a cet
intervalle [C", C"'] sont des points fixes. Dans notre cas, 'ultramétricité est vérifiée
sur tout l'intervalle de corrélation [0, 1]. Mais dans ce modéle, on peut aller au-
dela de ’analyse a temps infini et quantifier la convergence de F(C, C;t1) avec t;
vers la fonction asymptotique f(C,C) = C. On trouve :

_o 0+ -9M)

F(C,C;t 1.69
( 3~y 1) In tl ( )
Pour C' > 0, cette expression se simplifie lorsque ¢; > 1 :
In2
F i) =2 C — —— 1.
(Cv Cv 1) C Int; ( 70)

A P’ordre dominant, cette correction ne dépend pas de C, au moins lorsque C n’est
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pas trop proche de 0. La Fig. 1.5 (droite) présente F(C, C;t;)—C, pour les mémes
valeurs de t; que précédemment, afin de mettre en évidence cette convergence.

Le dernier résultat peut s’interpréter également dans le cadre de la Fig. 1.5
(gauche). Pour une valeur donnée de Cj, le point C(t;) défini par la relation
F(C(t1),C(t1);t1) = C3 converge vers la singularité & angle droit Cy = Cy = Cj
comme — cf. Eq. (1.70) :

In2
C(ty) ~ C: — 1.71
(t1) = Cs + 7 (1.71)
Cette correction logarithmique explique sans doute, si on la suppose relativement
générique, pourquoi il semble si difficile d’observer la convergence vers la relation
ultramétrique dans les données expérimentales ou numériques, pour lesquelles
seulement quelques décades (habituellement entre quatre et six) sont disponibles.

1.2.4 Effet d’un forgcage externe

L’effet d’un forgage externe (ou “cisaillement”) sur la dynamique de vieillisse-
ment a déja été étudié dans le contexte des modéles de champ moyen [23] et dans
une généralisation du modéle de piéges décrivant le comportement des “matériaux
vitreux mous”, le modéle SGR [149, 147, 81]. Dans les deux modéles, le vieillisse-
ment est interrompu par le forgage pour ¢, supérieur a une échelle de temps 7,
qui diverge lorsque le “taux de cisaillement” 4 tend vers 0. Dans le modeéle SGR,
cette échelle de temps est donnée par :

Ty 1 <ln 1) (1.72)
v v

Dans la limite ot le temps d’attente ¢,, est nettement plus grand que 7., la dyna-
mique du modéle devient stationnaire. En premiére approximation, la distribution
en loi de puissance des temps de piégeage p(7) n’est pas affectée par le forgage
pour 7 < T, alors que pour 7 3> 7., p(7) decroit exponentiellement. En consi-
dérant maintenant la fonction de corrélation C(t,%), on trouve le méme résultat
que précédemment, en remplacant simplement ¢,, par 7, :

NI

Ct,4) =C (i‘:) ~1o 11;1: t< T (1.73)
Comme cela a été discuté en Réfs. [23, 150], I'ultramétricité dynamique se mani-
feste dans ce contexte par 'apparition d'une infinité d’échelles de temps dans la
limite 7, — oo (c’est-a-dire 4 — 0) : le temps nécessaire a la fonction de corré-
lation pour décroitre jusqu’a une certaine valeur ¢ diverge comme 7, ¢ (cf. [112]
pour une discussion plus approfondie de ce point). Notons également qu’une loi
d’échelle en Int/In7, a déja été proposée afin d’ajuster des données numériques
[23].
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1.2.5 Rapport de fluctuation dissipation

Il est également intéressant d’étudier le rapport de fluctuation dissipation X
dans le modéle de piéges au point critique.* Ce rapport est défini comme :

TR(t,ts)
0C(t1,t2)/0t

ou R(t1,ts) est la réponse au temps to > #1 & un faible champ appliqué au temps
t1 [41, 80, 148]. Dans le modéle de piéges, ou le champ modifie uniquement le
temps de séjour du site de départ, on trouve que la relation suivante est valable
en toute généralité, sans hypothése de stationnarité :

X(t1,t2) = (1.74)

9C(t, 1)
ot

En utilisant ce résultat, on voit que dans la phase “liquide” T' > T}, pour laquelle
toutes les fonctions & deux temps ne dépendent que de la différence des temps,
le théoréme de fluctuation dissipation (FDT) usuel est valable et X = 1. Au
contraire, dans la phase vitreuse T' < T,, on trouve que X (t1,ty) = t1/t2 : la
valeur de X reste non triviale dans tout le régime d’échelle to —t; ~ t1. Au point
critique T' = T, on peut exprimer X au premier ordre en 1/In¢; comme :

(tf —1)°
tf(tf +1-0)
Par conséquent, pour toute valeur C' > 0 fixée, X tend vers 1 dans la limite
t; — 0o. Nous montrons sur la Fig. 1.6 (gauche) le graphe classique de la réponse
intégrée x(t1,t2) = ft R(t',ts)dt' en fonction de C(t1,t2), paramétré par t; < to
(a to fixé), qui doit donner une droite de pente —1/T, lorsque le FDT s’applique.
La encore, on constate une convergence trés lente vers le résultat asymptotique
X = 1. Remarquons que méme si la paramétrisation par ¢; a ¢, fixé n’est pas la
plus usuelle ni la plus intuitive, c’est la seule qui garantisse que la pente locale
est bien égale & —X (t9,1)/T lorsque la courbe limite n’est pas encore atteinte —
cf. Eq. (1.74).

X(tl,tz) = C= C(tl,tQ) >0 (176)

1.2.6 Modéle de piéges a plusieurs niveaux et discussion

Le modéle de piéges simple dont nous venons de décrire le comportement
critique peut étre considéré comme un modéle & un pas de brisure de symétrie
des répliques. Afin de généraliser ce modéle au cas de la brisure continue de
symétrie des répliques, il a été proposé en Réf. [41] (et développé davantage en
Réf. [141]) de suivre la procédure de Parisi pour la solution statique. Sans rentrer
dans les détails, cela signifie que chaque piége est divisé, de maniére récursive

411 faut noter que la notion de comportement critique hors d’équilibre qui apparait ici est
assez différente de celle correspondant au cas de la croissance de domaines ferromagnétiques
par exemple [86, 87].
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F1G. 1.6 — A gauche : graphe de la réponse intégrée x(t1,t2) en fonction de C(t1,ts)
paramétré par t, (avec t; < ty), pour ty = 103, 10° et 101°. La pente locale vaut
—X(t1,t2) (T, = 1), et elle converge trés lentement vers la valeur asymptotique
—1/T, pour les petites valeurs de C. A droite : données expérimentales de TRM
dans un verre de spins AgMn a T = 0.75T, ; M(ty,t, +t) est tracé en fonction
de la variable s(t,t,,) définie dans le texte, pour t,, = 300, 1000, 3000 et 10000s.
La remise a l’échelle est bonne pour s > 0.3 environ (soit Int/Int,, < 0.7), mais
elle devient inadaptée pour des temps plus longs (cf. encart ot M est tracé en
fonction de Ins). La droite en pointillés est un ajustement affine des données a
temps court.

et hiérarchique, en une nouvelle série de piéges. Chaque niveau k de piéges est
caractérisé par un certain recouvrement entre les états g et par une distribution
exponentielle des énergies de barriéres, avec une température critique Tg’“ qui
dépend du niveau considéré. Ces températures critiques sont reliées & la fonction
de Parisi 2, = z(qx) par T, = T'/xy, et satisfont les relations T < Ty~'. A toute
température, les niveaux de 'arbre correspondant & ¢ > gga(T), o gra est le
paramétre d’Edwards-Anderson, sont tels que x; > 1, de sorte que ces niveaux
sont équilibrés a temps long (car T < T').

Dans le modéle de piéges & un seul niveau, la fonction de corrélation C(t,,, t,+
t) en régime de vieillissement (7' < T;,) se comporte & temps court comme :

sin 7z t\'"
Oltus by +1) ~ 1 — —2TL_ ([ 1<t <ty 1.77
totut 1= 0T () 1<t 7

avec z = T'/T,. Dans le modeéle avec un nombre fini M de niveaux, la fonction de
corrélation totale est définie par :

M

Cltwrtw +1) = > @ [Crltw, tw + 1) — Craa(tu, tw +1)]

k=0
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M

= q+ Z(Qk — qi—1) Ci(tw, tw + 1) (1.78)

k=1

Ci(tw,t, +t) étant la probabilité que le marcheur n’ait jamais sauté au-dela du
niveau k de 'arbre entre t,, et t, + ¢, avec la convention Co(ty,t, +1t) = 1 et
Crs1(tw, tw +1t) = 0 [41]. A partir de cette définition, on voit que C(ty,t, + t)
est dominé & temps court par les niveaux k tels que x; ~ 1, pour lesquels la
singularité est la plus forte (nous supposons ici que 7' < Tf, autrement dit qu’'un
niveau au moins est dans la phase de vieillissement). On s’attend donc & observer
I'ultramétricité dynamique associée au niveau k* pour lequel zz- = 1 dans le
régime de temps court défini par Int/Int, < 1, avant que le régime en t/t,
associé aux niveaux k < k* n’apparaisse — rappelons que si C(ty,t, +t) est une
fonction de t/t,,, alors la fonction f(z,y) définie plus haut ne peut étre égale a
min(z, y).

Il est important de noter que cette ultramétricité & temps court existe pour
le modéle de piéges hiérarchique dans toute la phase basse température, mais
elle n’est pas reliée a 1'ultramétricité statique due a la structure en arbre, cette
derniére ayant pour but de rendre compte de la solution statique de Parisi avec
brisure continue de symétrie des répliques. Ainsi, I'origine de 1'ultramétricité dy-
namique dans le modéle de piéges généralisé apparalt comme trés différente de
celle trouvée dans les modéles de verres de spins en champ moyen, puisqu’elle
est dans notre cas liée & la dynamique critique de I'un des niveaux, et la hié-
rarchie d’échelles de temps ne peut étre associée a la hiérarchie des niveaux.
Par contre cette structure en arbre permet ’existence d’un niveau critique pour
toute température T < Tgo. L’interprétation physique des deux scénarios s’avére
donc radicalement différente, méme si une partie de la phénoménologie est trés
similaire.

Les expériences de vieillissement dans les verres de spins ont été interprétées
dans le cadre de ce modéle hiérarchique [41]. Le besoin de recourir a plusieurs
niveaux ne provient pas seulement des phénoménes de rajeunissement et de mé-
moire dans les expériences de saut en température, mais aussi de la forme détaillée
des courbes d’aimantation thermorémanente (TRM) & une température donnée,
qui montrent que les singularités & temps court et a temps long sont décrites
par des exposants zj, distincts [159]. L’exposant a temps court z ~ 0.8 se réveéle
notablement différent de celui & temps long, x ~ 0.2.

Comme cela a été discuté en Réfs. [9, 38|, il est naturel d’interpréter les niveaux
de la hiérarchie en termes d’échelles de longueur, en associant une valeur de
x = z({) & chaque échelle de longueur £ de telle sorte que z(£) ~ £=?, avec § > 0.
On peut donc s’attendre & ce que pour toute température dans la phase vitreuse,
il existe une échelle de longueur “critique” £* telle que z:(¢*) = 1. Cette échelle de
longueur particuliére va ainsi contribuer a la corrélation et a la réponse comme
une fonction de Int/Int,.

Nous avons réanalysé certaines données de TRM expérimentales dans 1'esprit
de la présente discussion, en supposant de maniére autocohérente que le FDT
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est vérifié dans le régime ¢ < t,,. Nous montrons sur la Fig. 1.6 (droite) la dé-
croissance de la TRM M (t,,t,, +t) dans AgMn a T = 0.757, [2, 134, 1], tracée
comme une fonction de la variable s(¢,t,) = In(1 + ¢,,/t)/ Int,, comme suggéré
par I'Eq. (1.55). Cette figure montre que la remise a I’échelle des données est trés
bonne & temps court, mais n’est plus vérifiée pour les grandes valeurs de t/t,,, cor-
respondant & s(t,t,,) petit. Partant de ’'Eq. (1.78), on s’attend d’ailleurs & obser-
ver la somme d’une contribution M(k < k*) des niveaux k tels que k < k*, qui de-
pendrait seulement de t/t,,, d"une contribution des niveaux k ~ k* proportionnelle
a s(t,ty), et finalement d’une contribution stationnaire des niveaux k > k*, que
’on peut supposer faible en premiére approximation. Lorsque o = Int/Int, < 1,
la premiére contribution varie peu, puisque (¢/t,,)! =% = o D0=m) oot tres faible
pour les grands t,,, alors que la seconde contribution est une fonction de «a. Ceci
suggére que dans le régime de temps court, on devrait observer :

M(ty,ty +t) = M(k < k") + mys(t, ty), (1.79)

ol my est un préfacteur inconnu. La quantité ¢ = m;/(M(k < k*) +m,) mesure
la contribution relative des niveaux k£ < k* et k ~ k* dans la décroissance totale
du signal. La ligne pointillée sur la Fig. 1.6 (droite) est un ajustement linéaire de
la décroissance initiale, en fonction de s, & partir duquel on peut extraire (dans
cet exemple particulier) ¢ ~ 0.2.

Dans les formules ci-dessus, le temps est mesuré implicitement en prenant
comme unité le temps microscopique 7y. La valeur de 7y n’est pas nécessairement
le temps associé au retournement d'un spin, d’ordre 107'2s, car des effets dy-
namiques collectifs peuvent exister au voisinage du point de transition [75, 43].
Sur la Fig. 1.6, nous avons choisi 7 = 10~®s pour obtenir la meilleure remise &
I’échelle. Cette valeur est également trés proche de celle extraite de ’analyse faite
en Réf. [75].

La conclusion est que les données de TRM sont en effet compatibles avec un
comportement en Int/Int, & temps court (au sens 1 K t < t,). Notons que ce
comportement est équivalent & une variation logarithmique de la susceptibilité
alternative, ou au bruit en 1/f. Il a été montré dans des travaux antérieurs
[41, 141] que 'existence de niveaux au voisinage de z = 1 conduit génériquement
au bruit en 1/f a temps long et & basse fréquence, car la contribution des autres
niveaux (de k supérieur ou inférieur & k*) devient négligeable dans ce régime.
Nous avons ainsi montré que les degrés de libertés qui contribuent au bruit en
1/f donnent également naissance & 1'ultramétricité dynamique.

1.3 Températures effectives dans les systémes vi-
treux

Nous poursuivons maintenant notre démarche visant & mieux comprendre
les notions issues des théories de champ moyen des verres en les mettant en
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ceuvre dans des modeéles simples, et le dernier théme que nous allons aborder
est celui de la température effective. Cette notion trouve ses origines dans des
approches empiriques déja anciennes, et il serait plus correct dans ce cas de parler
de température fictive [156, 133, 132, 64|, mais elle a acquis ses lettres de noblesse
grace aux développements des théories dynamiques des verres en champ moyen.
Nous commencerons par citer briévement les résultats bien établis concernant
cette notion, grice aux relations de fluctuation-dissipation, avant d’en cerner
certaines limites et de citer quelques solutions alternatives proposées dans la
littérature, ayant certes des fondations moins solides. Nous présenterons ensuite
nos propres résultats sur ce théme, en commengant par un modéle trés simple,
3 savoir un systéme & deux niveaux maintenu hors d’équilibre par un forgage
externe aléatoire. Malgré sa simplicité, nous verrons que les différentes grandeurs
physiques caractérisant ce modeéle sont décrites par (au moins) deux températures
effectives distinctes, toutes deux supérieures a la température du bain thermique.
Nous essaierons également de comprendre pourquoi les modéles de dynamique
vitreuse dans l’espace des phases (modéle de pieges ou de Barrat-Mézard) ne
permettent pas de définir une température effective, excepté dans certains cas
trés spécifiques [139]. Enfin, nous proposerons en tant que piste de réflexion une
conjecture sur une autre approche possible de la notion de température effective,
centrée sur l’entropie, et qui permet de faire le lien sous certaines hypothéses
entre différentes maniéres intuitives de comprendre la signification physique de
cette notion.

1.3.1 Un bref survol de I’état des connaissances
Les relations de fluctuation dissipation : une base solide...

Bien que les systémes hors d’équilibre comme les verres ou ceux présentant
de la croissance de domaines ne puissent pas étre décrits par le formalisme ther-
modynamique habituel, il a été montré que 'on peut donner un sens précis a
la notion de température dans de tels systémes en régime de vieillissement, ce
qui améne & définir une température différente de celle du bain thermique dans
lequel le systéme est plongé. Pour un systéme a 1'équilibre & la température 7', les
relations de fluctuation dissipation (RFD) reliant la fonction de corrélation C(t)
a la fonction de réponse R(t) s’écrivent :

R() = 7 % (1.80)

Cette relation peut étre généralisée au régime de vieillissement, en introduisant

un parameétre Tog(ty,t, + t) pour relier la corrélation C(t,,t, +t) & la réponse
Rltw,tw +1) [64] :

1 0
= 1.81
R(ty,t, +1) Tl tu 1) 6tw0(tw’tw +1) (1.81)
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Dans certains modéles de dynamique vitreuse en champ moyen (modéle p-spin
en particulier), on peut montrer que pour des régimes temporels particuliers,
Ter(tw, tw +t) est une constante Teg, différente de la température T du bain. De
plus, cette définition de Tq satisfait les propriétés fondamentales d’une tempéra-
ture, notamment le fait que le flux d’énergie entre deux systémes est spontanément
dirigé de celui dont la température est la plus haute vers celui dont la tempéra-
ture est la plus basse, ce qui justifie ainsi le nom de “température effective” qui
lui a été conféré. Il est commode d’introduire la réponse intégrée x(ty, t, +t) par
la relation :

R(tu,ty +1) = tus by +1) (1.82)

7 X
Oty
On peut alors représenter dans un graphe paramétrique x en fonction de C,
comme nous ’avons d’ailleurs fait plus haut pour le modéle de piéges au point
critique. Dans une telle représentation, un régime temporel dans lequel Tog est
constant apparait comme un segment de droite. Pour tester 'existence d’une
température effective dans un systéme vitreux, il suffit donc de chercher si la re-
présentation paramétrique x en fonction de C converge vers une courbe linéaire,
ou au moins linéaire par morceaux. Pour étre plus précis, des relations linéaires
par morceaux ne peuvent étre utilisée pour définir de maniére cohérente des tem-
pératures effectives que si la corrélation posséde plusieurs échelles de temps de
décroissance, ce qui conduit & définir une température pour chaque échelle de
temps. En passant & la limite d’'une infinité d’échelle de temps, on voit que 1’on
peut encore définir une température effective méme si la relation entre corré-
lation et réponse est complétement non linéaire. Cela nécessite néanmoins une
dépendance temporelle bien spécifique pour la corrélation, qui conduit en géné-
ral & I'ultramétricité dynamique. Dans les modéles réalistes tels que des liquides
de Lennard-Jones & basse température, pour lesquels des températures effectives
ont pu étre définies, on observe en général deux régimes successifs de décrois-
sance, dénommeés respectivement 5 et . Au premier régime 8 correspond une
température égale & celle du bain, alors que le régime o donne naissance & une
température effective Try le plus souvent supérieure & T'. Ces deux régimes sont
également observés expérimentalement sur des verres réels, mais pour l'instant la
détermination expérimentale de températures effectives par les relations de fluc-
tuation dissipation reste un probléme ouvert, méme si plusieurs études ont déja

été menées [93, 16, 95].

.. mais un domaine d’application restreint

En revanche, certains modeéles stochastiques simples comme le modéle de
piéges [39, 129] ou le modéle Barrat-Mézard [14, 30| présentent des relations
de fluctuation dissipation non linéaires (méme par morceaux), bien que leur fonc-
tions de corrélation et de réponse en régime de vieillisement ne décroissent que
sur une seule échelle de temps caractéristique t ~ t,,, ce qui ne permet donc pas
de définir une température effective de maniére pertinente [80, 148, 139, 146]. Par
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ailleurs, il faut noter que la température effective Trp est a priori une quantité
4 deux temps. Si on la définit & partir des relations de fluctuation dissipation en
transformée de Fourier, ce qui était en fait la définition originale [64], elle devient
une fonction de la fréquence w et du temps d’attente t,,. Méme si la notion de
température effective ne prend tout son sens que si Tpp est indépendant de w
dans certaines plages de fréquence (et converge vers une limite pour ¢, — o),
on peut cependant en donner une interprétation heuristique plus générale, quelle
que soit la dépendance en w, en supposant que Ty est la “température” (dans un
sens un peu vague) des modes de relaxation du systéme ayant une fréquence w.
Tout ceci suggére qu'il serait peut-étre intéressant d’introduire une notion moins
stricte de température effective, qui soit dans un sens & préciser une température
moyennée sur les différents modes.

Pour définir des températures effectives dans un cadre plus général, sans qu’il
soit nécessaire d’avoir une RFD linéaire, d’autres définitions alternatives ont été
proposées dans la littérature, basées essentiellement sur des notions d’entropie
configurationnelle. Remarquons a ce propos que la notion de température a 1’équi-
libre thermodynamique posséde de fortes connections avec ’entropie, alors que
cette grandeur est assez peu présente dans le cadre des températures effectives
liées aux RFD (voir cependant [60]). Dans ce contexte, elle est utilisée princi-
palement pour définir la limite de faible production d’entropie dans laquelle les
systémes vitreux sont considérés. Une alternative populaire, developpée a [’ori-
gine dans le cadre de 1’étude des poudres et de la matiére granulaire, consiste a
considérer que la dynamique s’effectue principalement entre états bloqués (ce qui
est finalement une vision proche de celle de la dynamique de piéges), et que le
nombre d’états bloqués correspondant & une valeur donnée des paramétres ex-
térieurs (volume, énergie...) permet de définir une entropie Sgg,. Les dérivés de
cette entropie par rapport au volume et & I’énergie peuvent alors étre identifiés
respectivement comme la compactivité effective et la température effective. Dans
les systémes vitreux, une telle approche revient pour l’essentiel & identifier la
valeur hors d’équilibre de I'énergie avec la valeur d’équilibre & une température
effective, en général plus élevée. C’est aussi ce qui ressort de I'approche utilisée
par Sciortino et collaborateurs [144], qui utilise la minimisation d’une énergie libre
construite & partir d’'une décomposition de la dynamique en pseudo-équilibre a
I’'intérieur des structures inhérentes, et en transition entre ces structures. Dans les
deux approches, la température effective est en fin de compte définie en inversant
la relation donnant ’énergie a I’équilibre en fonction de la température, E.,(T),
pour donner T(E), ou E est alors la valeur hors d’équilibre de I’énergie.

1.3.2 Modéle a deux niveaux avec forcage aléatoire

Nous allons considérer un modéle trés simple de systéme stochastique avec for-
cage externe aléatoire, qui nous avons introduit dans le cadre d’une collaboration
avec P. Bonville et J. Hodges afin d’interpréter des résultats expérimentaux de
spectroscopie Mossbauer dans des pyrochlores frustrés GdsSnaOr [35]. En effet,
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lorsque I’on tente d’ajuster le spectre Mdssbauer mesuré expérimentalement dans
ces composés & une température 7' = 27mK par un spectre théorique, on s’aper-
coit que 'on doit utiliser une température d’ajustement d’environ 90mK, bien
supérieure donc a la température de 'expérience. Cela s’explique physiquement
par les fluctuations du champ hyperfin, qui maintiennent les niveaux hyperfins
hors de I'équilibre.

Afin de rendre compte d'une maniére simplifiée de ces phénoménes, il est
commode d’introduire un modeéle & deux niveaux (up et down), décrit par une
variable de spin S = £my, et soumis & un champ extérieur H(t) = +H, qui
se renverse aléatoirement, avec une probabilité 1/7; par unité de temps. Bien
que ce modéle ait été proposé pour répondre & une question expérimentale bien
précise, nous allons dorénavant nous affranchir du contexte initial, et considérer
le modeéle en toute généralité comme un modéle minimal de systéme thermique
avec forcage externe, pour bien comprendre comment une température effective
peut apparaitre lorsqu’un systéme est maintenu hors d’équilibre.

Pour un systéme & deux niveaux, il est justifié de décrire la dynamique de
relaxation & 1’aide d’une seule constante de temps 7,.. En effet, I'opérateur d’évo-
lution de I’équation maitresse pour les probabilités P,(t) et Py(t) d’étre dans les
états up et down respectivement a deux valeurs propres : la premiére est nulle et
correspond & 1'équilibre de Boltzmann, et la seconde vaut 1/7,. Comme le champ
aléatoire H (t) est caractérisé par une probabilité de renversement 1/7¢ par unité
de temps, 'intervalle de temps entre deux renversements successifs est distribué
suivant une loi exponentielle de moyenne 7y :

1
plty) = = ~til's (1.83)
Tf

Pour déterminer les distributions des populations de chaque niveau, il apparait
plus simple, du fait des propriétés de symétrie du probléme, d’utiliser I’aimanta-
tion m(t) définie en associant a chacun des deux états un spin S = +1 :

m(t) = Pu(t) — Pa(t) (1.84)

Au cours d’un intervalle de temps durant lequel H (¢) est constant, on peut calculer
aisément ’expression de m(t), que nous désignerons par m*(t) ou m=(t), selon le
signe de H(t). En supposant par exemple que H(t) est positif entre les instants
t1 et to, puis négatif entre to et t3, on peut écrire, pour t; <t < t :

m*(t) = mo[1 — e /™) L (t;) e /™ (1.85)
et pour ity <t <t3:
mf(t) = —my [1 _ ef(tftz)/'rr] 4 m+(t2) ef(tftz)/'rr (186)

ou mo = th(Hy/T) est 'aimantation d’équilibre du systéme, a la température T
et sous un champ statique Hy. Puisque les instants ¢; sont choisis aléatoirement,
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nous devons déterminer la séquence des aimantations aléatoires correspondant a
chaque instant de renversement, m™(t5;11) et m*(tg;42). Dans I’état stationnaire,
ces deux quantités sont des variables aléatoires m~ et m*, avec une distribution
de probabilitée P_(m~) et Py(m*). Entre deux renversements, m* et m~ sont
reliés par :

mt =mo(1— e /™) - m=et/™ (1.87)

et réciproquement. De maniére évidente, m* et m™ sont tous deux dans l'inter-
valle [—myg, mo]. Le fait que les distributions de probabilité soient stationnaires
permet d’écrire 1’équation suivante :

Potmt) = [ dmpooo) [ atsotey) 5

—mo

§ [mt — (mo(1 —e™/™) + m=e /)] (1.88)

Pour des raisons de symétrie, les distributions P, et P_ satisfont la relation
suivante :

P_(m) = Po(—m) (1.89)

de sorte que I’on obtient une équation impliquant une seule distribution. Afin de
simplifier les notations, il est commode d’effectuer les changements de variable
suivants : N
u=etr/m, Y= m—, 2= (1.90)
mo mo
On a alors : Py(y) = mo P+(m™), ce qui conduit a I’équation intégrale :

1

P = [ azpi2) |

-1

1
7 du u™/7r

u Tf

8y — (1 —u) + zu)] (1.91)

En introduisant le rapport 4 = 7, /74, on trouve aprés quelques lignes de calcul :

1
P, (2)
Py(y) =p(l—y)* | "l de 1.92

) =n-op [ (1.92)
On peut vérifier que la distribution Béta suivante est une solution exacte de cette
équation intégrale :
Lz +np)
L(3)T (k)
La distribution P_(y) s’en déduit par symétrie, puisque P_(y) = P.(—y). Nous
sommes maintenant intéressés par la distribution de ’aimantation m(t) a un ins-
tant ¢ quelconque, qui ne correspond pas nécessairement 4 un renversement. En
supposant que les instants de renversement ¢; sont donnés, choisissons aléatoire-

ment un instant £, qui va ainsi étre compris entre ¢; et ¢;;;. La distribution de
probabilité de At =t —t;, sachant ty = ¢;11 — ¢;, est uniforme :

Pi(y) = (1—y) (1 +y)" (1.93)

p(Atlty) = %9(&)9(@ ~ A (1.94)
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Par ailleurs, la probabilité ¢(ts) de se trouver dans un intervalle de temps de
longueur ¢; est proportionnelle & ¢ :

t
U(ty) = L et/ (1.95)
Tf

On obtient donc pour la distribution globale de At :

p(Af) = / "ty p(Atlty) p(ty) = j—fe-“ﬁf (1.96)

Autrement dit, la distribution des At est identique a celle des 74, ce qui signifie
simplement que les instants de renversement sont choisis de maniére compléte-
ment aléatoire. Ainsi, les distributions P, (y) et P_(y) que nous avons calculées
sont aussi celles qui gouvernent I’aimantation observée & un instant quelconque.

Cette distribution peut étre utilisée pour calculer les populations moyennes
des niveaux d’énergie, comme nous allons le faire au paragraphe suivant. Ici, nous
mentionnons simplement le résultat obtenu pour la distribution globale P(y) de
I’aimantation adimensionnée, obtenue en moyennant sur les périodes de H positif
et négatif. Comme les deux valeurs de H sont équiprobables, on peut écrire P(y)
sous la forme :

Pl = 5 [P+ Pl = s (=P o0

qui est bien entendu une expression paire en ¥y, ce qui conduit & une valeur
nulle de I'aimantation. Notons que pour pu — 0, cette distribution tend vers deux
distributions ¢ de Dirac en y = 1, comme on pouvait s’y attendre. Il est d’ailleurs
intéressant de constater que pour p < 1, les points y = +1 restent les valeurs les
plus probables de I'aimantation. Cela vient du fait que pour des renversements
suffisamment espacés dans le temps, I’aimantation a le temps de converger vers
sa valeur asymptotique. En revanche, lorsque les renversements deviennent trop
fréquents (c’est-a-dire pour g > 1), la valeur la plus probable de 'aimantation
devient y = 0. Pour les grandes valeurs de p (@ > 1), on obtient une distribution
gaussienne de largeur égale a 1/,//.

Il apparait que ’on peut définir deux températures effectives différentes dans
ce modéle, selon que l'on fasse référence aux populations des niveaux d’énergie,
ou aux relations de fluctuation dissipation. Dans le premier cas, la démarche
consiste a identifier les populations moyennes de chaque niveau d’énergie avec
les populations d’équilibre a la température effective T¢ss, ce qui peut toujours
se faire dans un systéme & deux niveaux. Il faut cependant bien noter que nous
considérons ici les niveaux d’énergie (Ho et —Hy) et non les états de spins (up
et down), le lien entre les deux n’étant défini que pour une valeur donnée du
champ externe H(t). Lorsque H(t) = Hy, 'état d’énergie le plus bas correspond
a l'état de spin up, alors que pour H(t) = —H,, il correspond a 1'état down.
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Les probabilités d’étre dans ’état fondamental pour H(t) = Hy et H(t) = —H,,
notées pj’ et p, respectivement, sont données par :

1 1

pf = §(1 +mt) = 3 (1 +ymo) (1.98)
1 1

pz=§(1—m) 5(1—ymo)

Par conséquent, la population moyenne du niveau fondamental est obtenue par :

<p>=5+ 5 [ aylyPi) - v P (1.99)

Cette expression se réécrit, grace a la symétrie des distributions :

1 1
<p>=3 [1 +m0/ dnyJ,(y)] (1.100)
-1

En utilisant I’expression de P, (y) obtenue en Eq. (1.93), on trouve :

T(3 +u) TG)T (k) 1
<y>p = (1.101)
TN TG+ 1+2m
d’ou l'on déduit que la population moyenne du niveau fondamental vaut :
1 1
T == .
<pe> () = 5 (14 oy bl T) ) (1102)

On peut désormais identifier cette population moyenne avec une population d’équi-
libre & la température T :

1
<pe>(p,T)= 3 (14 th(Ho/Ter)) (1.103)
On obtient alors la relation suivante entre Teg, T et u :

th(Ho/Tex) =

1
Zuth(HO /T) (1.104)

qui redonne bien Teg = T pour p — 0. Dans la limite T >> mHj, cette expression
se réduit a :

Teg ~ (1+2u)T (1.105)
alors que pour T' < Hy, la température effective tend vers une constante :
1
Hy/T. 1.1
th(Ho/Tur) = 155 (1.106)

Gréce a la structure particuliérement simple de ce modéle & deux niveaux, les
propriétés thermodynamiques (énergie moyenne, chaleur spécifique) sont préci-
sément celles d'un systéme & deux niveaux sans forgage, a la température Tog.
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Par contre, les propriétés liées a I’aimantation (comme la susceptibilité) ne sont
pas décrites par cette température effective, qui ne fait appel qu’aux niveaux
d’énergie, et non pas aux états de spins. Nous allons donc étudier spéciquement
les relations de fluctuation dissipation dans ce modéle, en ne considérant pour
simplifier que les grandeurs statiques, plutot que les fonctions de corrélation et
de réponse, qui nécessiteraient le recours & un formalisme plus complexe.

Pour étudier les relations de fluctuation dissipation, considérons NV systémes
a deux niveaux indépendants, dans la limite thermodynamique. En associant &
chacun d’eux un spin S; = &1, on peut introduire I'aimantation totale M =
Zij\il S;. Les relations de fluctuation dissipation les plus simples s’écrivent, &
I’équilibre (sans forgage) :

1
X=Tkmﬂ>—<M>% (1.107)
ou x est la susceptibilité statique y = @ < M > /0h. On peut aisément expri-
mer la variance de I’aimantation en fonction de ’aimantation moyenne par spin
m(t)=<M > /N :

<M?*>—<M>? Y <S>+Y <Si>< 8> -Nmft)
i i

= N(1-m(t)?) (1.108)
Ces moyennes sont en fait des moyennes d’ensemble & un instant ¢ donné, et il

faut ensuite prendre la moyenne temporelle, notée < ... >;, pour tenir compte
des fluctuations liées au renversement du champ H(¢). On trouve alors :

2
N<lom#)?>=nN(1-_"0 1.1

Il faut également calculer la susceptibilité statique, et pour cela refaire les cal-
culs en appliquant un champ constant h, tel que |h| < Hy. En repartant de
I'Eq. (1.88), convenablement modifiée pour tenir compte du champ h en rem-
plagant m¢ = thH,/T par m¢ = th(H, + h)/T, on obtient par intégration sur
mt -
+ < — mg 4
<m >t_1+/~t+1+ﬂ<m_>t (1.110)

De méme, I’équation de bilan similaire pour P_(m_) conduit & :

Mo B > (1.111)

<m >i=
Tlvp 14

avec my = th[(—Ho+ h)/T]. En combinant ces deux équations et en développant
au premier ordre en h, on obtient finalement I’aimantation par spin moyennée
dans le temps :

h

1
<m > = §[< my >+ <m_ > = 7 [1— th?*(Ho/T)] (1.112)
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soit pour la susceptibilité statique :
N 2

On peut maintenant définir une température effective Trp par la relation de
fluctuation dissipation généralisée :

1
<x>i=—< (<M >—-<M>?) >, (1.114)
Trp
Cette relation conduit & ’expression suivante pour la température effective :

T 1+42u—th*(Hy/T)
C1+2u  1—th%(Hy/T)

Trp (1.115)

Cette expression donne bien une température effective supérieure & 7T', comme on
pouvait s’y attendre. Cela dit, on constate d’emblée que cette température effec-
tive Trp issue de la relation de fluctuation dissipation différe de celle introduite
plus haut & partir de considérations sur les populations des niveaux d’énergie.
On voit ainsi que méme dans un modéle aussi simple qu’un systéme & deux ni-
veaux, la présence d'un forcage externe qui maintient le systéme hors d’équilibre
nécessite I'introduction de deux températures effectives distinctes, chacune étant
pertinente pour décrire certaines grandeurs physiques. On peut dés lors se de-
mander si la température effective introduite dans les modeéles de champ moyen
de dynamique vitreuse grace aux RFD décrit bien 1’ensemble des propriétés du
systéme, ou si plusieurs températures effectives devraient étre introduites pour
obtenir une description compléte.

1.3.3 Absence de RFD linéaire dans le modéle de piéges

Il est maintenant bien connu que les modéles de dynamique dans ’espace des
phases que nous avons considéré dans ce chapitre (modéles de piéges et de Barrat-
Mézard) conduisent & des relations de fluctuation dissipation (RFD) non linéaires
dans leur phase vitreuse 7' < T, [80, 148, 146]. Ce n’est qu’en abandonnant les
relations de bilan détaillé, et pour certaines valeurs particuliéres des parameétres,
que des RFD linéaires ont pu étre obtenues récemment par Ritort [139]. Cette
étude mettait d’ailleurs ’accent sur le fait qu’il est nécessaire pour cela d’utiliser
des taux de transitions ne dépendant que du site d’arrivée, et non pas du site
de départ. On sait en effet depuis les articles fondateurs du modéle de piéges
qu’en choisissant de tels taux de transition, et en supposant qu’ils respectent le
bilan détaillé, on obtient bien une RFD linéaire, mais elle conduit & une tempé-
rature effective égale a la température 7' du bain thermique. Pour obtenir une
température effective différente, il faut renoncer au bilan détaillé.

Nous allons essayer dans ce paragraphe de comprendre pourquoi les RFD sont
génériquement non linéaires dans ces modéles, en revenant au cas du modéle de
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piéges usuel avec des taux de transition ne dépendant que du site de départ. Pour
cela, il est utile de rappeler le principe du calcul des relations de fluctuation dis-
sipation. Tout d’abord, une variable d’aimantation m; est tirée aléatoirement sur
chaque site ¢ d’aprés une distribution j(m) de variance 1, indépendamment de
I’énergie E;. Ces hypothéses, trés fortes, peuvent étre assouplies, mais nous pou-
vons nous restreindre ici au cas le plus simple, dans un but d’illustration. Compte
tenu du fait que I’aimantation rencontrée lorsque I'on change de piége est statis-
tiquement indépendante de ’aimantation précédente, la fonction de corrélation
de 'aimantation se réduit dans ce cas a la corrélation de saut C(t,,t, +t), au-
trement dit & la probabilité de ne pas avoir changé de piége dans l'intervalle de
temps [ty, ty + t].

En appliquant un champ h & partir de I'instant ¢,,, on peut également consi-
dérer 'aimantation M (t,t, + t) au temps t,, + ¢t. De maniére intuitive, cette
aimantation est due a deux contributions (qui ne sont a priori pas strictement
additive) : d’une part, la contribution du piége ou l'on se trouve & l'instant ¢,
et d’autre part la contribution des piéges visités par la suite. Méme si cette dé-
composition peut sembler de prime abord artificielle, elle est en fait & 1'origine
de la non-linéarité des RFD, comme nous allons le voir maintenant. Pour cela,
nous allons calculer ’aimantation que 1’on obtiendrait si la deuxiéme contribution
uniquement était présente dans le modéle. Cela revient en fait a considérer une
version modifiée du modéle, dans laquelle le temps de séjour est déterminé lors de
I’arrivée sur le piége ¢ & partir d’une distribution exponentielle de moyenne 7;, et
n’est pas modifié par I'introduction d’un champ au cours du séjour. Ce n’est qu’a
I’arrivée sur le piége suivant que 'effet du champ se fera sentir. Nous allons mon-
trer qu'une telle version du modeéle conduit & une RFD linéaire de pente 1/T},. Le
modéle est décrit par la distribution dynamique de probabilité Py(E, m,t, h), qui
donne la distribution des énergies P(E,t,h) par intégration sur m. En utilisant
la convention E < 0, la fonction de corrélation et ’aimantation définies plus haut
s’écrivent respectivement (avec § = 1/T) :

0
Cltwstu +1) = / dE P(E, t,,0) et (1.116)

M(ty, ty +1)

0 t
/ iE P(E,tw,O)/ dr p(r|E) Mo(t —7)  (1.117)
—o0 0
ou p(7|E) est la probabilité de sortir du piége aprés un temps 7 sachant que
le piege a une énergie E, et My(t) est 'aimantation moyenne aprés un temps
t en présence d'un champ h, sachant que l’on part de la distribution a priori
p(E) p(m) a l'instant ¢ = 0. En prenant la transformée de Laplace par rapport a
t des fonctions ci-dessus, on trouve :

A 0 P(E,t,,0)
N . 0 eBE
M(S,tw) = Mo(S) /Oo dEP(E,tw,O)W (1119)
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Pour calculer My(t), il est commode d’introduire la grandeur M;(E,t) définie
par :

M, (E,t) =/ dmm Py(E,m,t, h) (1.120)
de sorte que My(t) s’exprime de la maniére suivante :
0
Mo(t) = / dE M (E, t) (1.121)

L’équation gouvernant 1’évolution de M;(E,t) peut se déduire facilement de
’équation maitresse gouvernant la distribution de probabilité jointe Po(E, m,t, h),
en présence du champ h :

0P,

W(E, m,t,h) = —ePEhm) py(E m,t, h) (1.122)

0 o]
+ p(E)ﬁ(m)/ dE'/ dm' #E'=hm) py (' m' t, h)

Par intégration sur m et en négligeant les termes du second ordre en h, on trouve
pour M (E,t) :
0

EMl(E, t) = —e’PMy(E,t) + Bhe’F P(E,t,0) (1.123)

ou P(E,t,0) est la distribution dynamique des énergies en 1’absence de champ,
qui s’exprime en transformée de Laplace comme :

P(E,s,0) = 2 PE) [/_(;dE’ p(E) ]_1 (1.124)

ss+efF s+ ePF

Aprés résolution en utilisant la transformée de Laplace ]\Zfl(E, s), on trouve pour
My(s) :

Mg(s)zéﬁh/o dEM [/LdE P(E) ]1 (1.125)

oo (s+€°E) s+ ebP

Les intégrales ci-dessus peuvent se calculer dans la limite s — 0 (c’est-a-dire pour
des temps longs), et on trouve :

~ h

Mo(s) = ST (1.126)

ce qui signifie que I'aimantation My(t) converge vers la limite My, = h/T,. En
revenant & la grandeur qui nous intéressait au départ, & savoir ’aimantation

~

M(s,ty), on obtient finalement :

N h 0 eBE
M(s,ty) = — dE P(E,ty)———F% (1.127)
sT, s+ eb

g —0o0
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d’ott I'on déduit la relation de fluctuation dissipation suivante :

M(s,ty) = h [1 — C’(s,tw)] (1.128)

1, |s

En prenant la transformée de Laplace inverse, et en introduisant la susceptibilité
dynamique x(ty, ty +t) = M(ty,t, +t)/h, on peut écrire :

X(tur o 1) = 7 [L = Ot t 1] (1.129)
g

Dans cette version modifiée du modéle, on a donc bien une relation de fluctuation
dissipation linéaire, avec une température effective égale & T,. Nous présentons
sur la Fig. 1.7 des simulations numériques dans le modéle BM & 7' = 0 montrant
que si le piége ou 1'on se trouve & t,, n’est pas affecté par le champ h, on retrouve
une RFD linéaire, alors que la RFD est non linéaire dans la version originale du
modeéle [146, 139].

Pour tenter de mieux comprendre pourquoi le piége visité & ¢,, pourrait jouer
un réle différent de ceux visités ultérieurement, comme nous venons de le sug-
gérer, il est intéressant de rappeler que le modéle de piéges peut étre interprété
comme la dynamique & temps long du modéle a énergies aléatoires (REM) [68],
comme cela a été montré en Réf. [18]. En effet, dans le cas du REM & basse
température (7' < 1), le systéme séjourne trés longtemps dans les états les plus
profonds, et passe de I'un & I'autre en visitant des états de haute énergie, pendant
un temps qui reste court en comparaison. En considérant le REM comme la limite
a p — oo du modeéle p-spins, celui-ci posséde donc de maniére naturelle une va-
riable d’aimantation associée & chaque état, cette aimantation étant simplement
la somme de tous les spins. Lorsque ’on applique un champ h, méme trés faible,
les états les plus profonds vont étre complétement renouvellés, car les états ayant
une aimantation d’ordre N (ou N est le nombre de spins) vont subir un écart en
énergie d’ordre hIV, et certains d’entre eux vont donc devenir plus profonds que
les minima en I’absence de champ. Ce renouvellement des états les plus profonds
implique que le systéme va passer 1’essentiel de son temps sur des états d’ai-
mantation non nulle, ce qui n’était pas le cas avant d’appliquer le champ. Ainsi,
I’état dans lequel le systéme se trouve & 'instant ¢,, lorsque le champ est appliqué
aura typiquement une aimantation nulle. Pour s’échapper de ce site et trouver les
nouveaux états les plus profonds, le systéme doit passer par des états de haute
énergie, et donc franchir une barriére d’énergie. Si I’on suppose que 1’évolution du
systéme s’effectue par retournement d’un spin & la fois (ou éventuellement d’un
nombre fini de spins), on s’attend a ce que la barriére d’énergie a franchir soit peu
modifiée par l'introduction du champ. On devine ainsi que le piége dans lequel le
systéme se trouve & t,, lorsque le champ est introduit va jouer un role différent
de ceux visités par la suite.

Ces arguments suggérent également qu’il pourrait exister dans le REM une
transition, en fonction de I'intensité du champ h, entre un régime possédant une
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F1G. 1.7 — Graphe de fluctuation dissipation du modéle BM et du modéle de piéges,
modifiés suivant la procédure décrite dans le texte. Trait plein : modéle BM a
T =0, t, = 10%; tirets : modéle de pieges ¢ p = 0.3 et t, = 10*; pointillés :
modéle de piéges a = 0.5 et t,, = 103.

RFD linéaire pour 1/N < h < 1 et un régime semblable & ce qu’on obtient dans
le modeéle de piéges pour h < 1/N. En effet, dans ce dernier cas, les écarts en
énergie générés par l'application du champ h ne suffisent plus & renouveler les
piéges les plus profonds, et on peut s’attendre a retrouver un comportement de
type piéges en ce qui concerne les relations de fluctuation dissipation. Tout ceci
reste néanmoins spéculatif pour I'instant, et il serait nécessaire de tester ces idées,
soit par simulations numériques, soit analytiquement.

1.3.4 TUne notion moins stricte de température effective

Puisque certains modéles vitreux ne peuvent étre décrits par une relation de
fluctuation dissipation linéaire, peut-on alors trouver une notion moins stricte
de température effective, qui garde cependant une signification physique claire ?
C’est ce que nous proposons de faire dans ce paragraphe, et cela nous aménera a
formuler des liens entre différentes approches alternatives aux RFD, ouvrant peut-
étre ainsi une voie vers une meilleure compréhension de ces notions. Précisons
toutefois que les résultats présentés ici ne constituent pour 'instant que des pistes
de réflexion, et restent pour I'essentiel de nature heuristique.

Une approche thermodynamique

En partant des relations d’équilibre élémentaires, la température thermody-
namique est habituellement définie par :

1 8S

— == 1.130
T~ 3% (1.130)
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oil S est I’entropie et E est la moyenne thermodynamique de 1’énergie. Notons que
les autres quantités extensives comme le volume ol le nombre de particules sont
maintenues constantes dans cette dérivation. Cette relation signifie que si 'on
considére deux états d’équilibre trés proches 'un de 'autre, et qui ne différent
que par leur énergie et leur entropie, les différences d’entropie et d’énergie entre
ces deux états, dS et dF, sont telles que dEF = T'dS. Toutefois, on peut également
donner & cette relation un sens dynamique, si 'on considére un systéme proche
de I’équilibre, en contact avec un thermostat a la température 7. Dans ce cas,
I’équilibre correspond au minimum de 1’énergie libre F'. Si ’on considére une per-
turbation dP;(¢) d’ordre & par rapport a la probabilité d’équilibre P{? de chaque
état microscopique i, les dérivées temporelles E et S de I’énergie et de l'entropie
sont d’ordre ¢, alors que la dérivée de 1’énergie libre F est d’ordre £2, puisque
I’énergie libre est minimale & 1’équilibre. Pour une perturbation infinitésimale, on
a donc au premier ordre en ¢ la relation :

E-TS=0 (1.131)

Ainsi, la température thermodynamique peut étre mesurée également & partir des
taux de relaxation de I’énergie et de ’entropie, plutét qu’en considérant deux états
d’équilibre voisins. Maintenant, au lieu de s’intéresser & la relaxation trés prés de
I’équilibre, on peut considérer des systémes vitreux, ou présentant de la croissance
de domaines, pour lesquels 1’évolution se déroule loin de 1’équilibre, mais avec
un taux d’évolution des quantités & un temps (énergie, entropie...) qui devient
infiniment lent, comme c’est le cas prés de 1'équilibre (bien que les dépendances
temporelles puissent étre trés différentes dans les deux cas, & savoir en loi de
puissance ou exponentielle). Une maniére naturelle de définir une température
effective est alors de généraliser la relation précédente :

E-T.5=0 (1.132)

Un simple argument thermodynamique permet de relier cette température ef-
fective T, a la température 7' du bain thermique avec lequel le systéme est en
contact, et & la production d’entropie o. La deuxiéme loi de la thermodynamique
permet d’écrire :

1.

§=rEto (1.133)

En utilisant 'Eq. (1.132), on trouve alors :

1 1 o

=4 1.134

T=71% (1.134)
Ainsi, T, est finie et différente de T si la production d’entropie diminue approxi-
mativement au méme taux que le flux d’énergie. Il serait nécessaire de savoir si
une telle définition conduit & une grandeur qui vérifie les propriétés élémentaires
de la notion de température, comme le fait que la chaleur s’écoule spontanément
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du systéme le plus chaud & celui le plus froid. Nous n’avons pour l'instant pas
trouvé d’argument fort pour valider ou infirmer cette propriété.

D’autre part, méme si cette température effective n’est pas a priori reliée a
celle définie grace aux relations de fluctuation dissipation Typ, des similitudes
qualitatives apparaissent. En particulier, on constate que si ’on refroidit le sys-
téme, E < 0 et T, > T, comme on le constate habituellement pour Tpp [64]. A
I'inverse, si I'on chauffe celui-ci, £ > 0 et T, < T, en accord qualitatif avec les
résultats obtenus par les relations de fluctuation dissipation dans le modeéle XY,
ou il a été trouvé que Tpp < T si 'on part d’une condition initiale équilibrée &
température nulle [28].

Lien avec ’approche statistique

Nous allons maintenant tenter de donner une interprétation de cette tempé-
rature effective T, dans le contexte de la description statistique de la dynamique
de vieillissement. En considérant un systéme décrit par une distribution dyna-
mique des énergies P(E,t), on peut faire I'hypothése simplificatrice que cette
distribution P(E,t) vérifie une loi d’échelle du type :

P(E,t) = p(E — A(t)) (1.135)

dans laquelle \(¢) est une fonction du temps uniquement. Cette forme est satisfaite
de maniére exacte dans le modéle de piéges et dans le modéle BM lorsque 1’on
utilise une densité d’état p(E) exponentielle, auquel cas A(t) = —T'Int et =T, Int
respectivement. Il est important de remarquer que A(t) est aussi I’énergie moyenne
au temps t & une constante additive prés, de sorte que :

= dX

E=— 1.136

7 (1.136)

En partant d’un systéme & M états, on peut définir I'entropie S de la maniére
habituelle par :

M
S=-> PP (1.137)
i=1

A la limite thermodynamique M — oo, on peut réécrire I’entropie a 1'aide du
formalisme continu en énergie, en tenant compte de la relation entre formulation
discrete et continue P;(t) = P(E;,t)/[Mp(E)] (qui suppose que P; ne dépend de
i qu’a travers ’énergie E;) :

S(t) =In M — /EEW dE P(E,t) In [P(E’ t)} (1.138)

En dérivant par rapport au temps, on obtient :

= —/Em dE a—f(E, t) In [P(E’ t)] (1.139)

Emin 0
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Les propriétés d’échelle de P(E,t) données en Eq. (1.135) permettent d’écrire :

opP d\ OP
—(E,t)=—— —(E,t 1.14
o (B,t) = = (B, (1.140)
si bien que ’entropie devient :
: d\x [Fre= QP P(E,t)
=—— dE —(E,t) 1 - 1.141
T /Em o' n[ p(E) ] (1)
Une intégration par partie conduit pour des temps longs au résultat suivant :
: dx [Fmes o . [P(E,t)
=—— dE P(E,t) =—1 - 1.142
s=-G [ e gpn [ S5 (1)

sil'on suppose que P(E,,4;) et P(E,,;,,) sont nuls, ce qui est généralement le cas en
régime de vieillissement (mais pas nécessairement vrai a I’équilibre). En utilisant
I’Eq. (1.136), on trouve que la température effective définie par 'Eq. (1.132)
s’exprime en fonction de la distribution P(E,t) comme :

1 fme 0 A P(E,t)
— /Em 4B P(B,1) 5 =1 [ o ] (1.143)

Cette expression suggére une interprétation trés intéressante de cette grandeur : la
température 7, (ou plus exactement son inverse) s’exprime comme une moyenne
dynamique d’une pseudo-température inverse 3(E,t) associée a I’énergie E :

Tiez /E mm dE P(E,t) B(E, 1) (1.144)
B(E, 1) = _a% In [P p((ig)t)] (1.145)

Notons par ailleurs qu’au voisinage immédiat de 1’équilibre & la température 7T,
I'Eq. (1.143) est également valable, avec cette fois 7, = T'et S(E,t) = 1/T, mais la
démonstration en est différente, puisque le calcul que nous avons présenté suppose
que le systéme se trouve loin de ’équilibre. Enfin, en partant de I'Eq. (1.143), on
peut encore écrire, en supposant toujours que P(FE,,,,) et P(E;,) sont nuls :

1 Bmaz 9P Emas dInp
— = — E—(F EP(E,t) —— 1.14
Emax d ln p
= EP(E 1.14
[ e ey S (1.147)

de sorte que 1/T, peut s’interpréter comme une “température d’Edwards”. En
effet, In p(E) n’est rien d’autre que l’entropie microcanonique S(E), et dS/dE
est donc la température inverse microcanonique Smicro(F). Le fait d’associer a un
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systéme hors d’équilibre la température microcanonique correspondant a 1’énergie
E(t) — ce que suggere la relation Eq. (1.147) puisque P(E,t) est centrée sur F(t)
— est alors une procédure trés proche de celle proposée par Edwards.

Précisons que les résultats obtenus ci-dessus ne sont valables au sens strict
que dans le cas ol une relation entre temps et énergie telle que celle proposée
en Eq. (1.135) existe (la forme fonctionnelle de A(t) pouvant étre quelconque).
Cependant, en prenant une fois encore le modéle de piéges comme illustration,
on sait que pour une densité d’états non exponentielle (par exemple gaussienne
[129]), 'Eq. (1.135) se généralise en :

P(E,t) = B(E — X(t), 1) (1.148)

dans laquelle la dépendance temporelle principale est prise en compte dans A(¢).
Autrement dit, la déformation de la fonction d’échelle reste lente par rapport
4 la dérive globale en énergie. Dans ce cas, ’analyse proposée plus haut reste
valable pour I’essentiel, en tenant compte d’'une lente dépendance temporelle de
tous les paramétres. Par contre, nous n’avons pas trouvé comment généraliser les
résultats précédents au cas ou la forme fonctionnelle de la distribution dynamique
des énergies P(E,t) est trés différente de celle obtenue avec une distribution
exponentielle, par exemple :

1 E
P(E,t) = G P (W) (1.149)

comme dans le modéle de Sinai. Pour conclure, nous avons donc proposé une ap-
proche différente de la notion de température effective, basée sur les flux d’énergie
et d’entropie plut6ét que sur les relations de fluctuation dissipation. Bien que la
pertinence de cette définition du point de vue des propriétés élémentaires requises
pour une température ne soit pas établie, elle permet néanmoins de relier cette dé-
finition thermodynamique & d’autres interprétations de nature statistique, d'une
part la température d’Edwards, et d’autre part une moyenne dynamique sur les
énergies de la “pseudo-température” des modes d’énergie F. Dans le cas d’'une
densité d’états exponentielle p(E) = Tg_leE/ Ts. on trouve ainsi une température
effective T, égale & T,, ce qui est également cohérent avec la relation souvent
proposée dans les théories de champ moyen T, = T'/z, z étant le facteur de bri-
sure & un pas de la symétrie des répliques x = T'/T,. Mais comme nous 1’avons
rappelé plus haut, on s’attend a ce que les relations que nous avons proposées
soient valables pour une classe beaucoup plus grande de distributions p(E), en
incluant une lente dépendance temporelle de T,.
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Chapitre 2

Diffusion et vieillissement a une
dimension

2.1 Introduction

Dans le premier chapitre, nous avons etudié les propriétés de la dynamique
vitreuse dans 1’espace des phases, a I'aide de modeéles totalement connectés, ou
en gardant une forte connectivité lorsque des contraintes cinétiques ont été im-
posées. Dans ce type de modéles, le systéme peut choisir & chaque transition
entre un grand nombre de piéges possibles. Or il a été proposé il y a quelques
années de classifier les systémes présentant du vieillissement en deux grandes
familles, a 1’aide du recouvrement entre 1’état dynamique & l'instant ¢, + t de
deux répliques ayant des histoires thermiques identiques jusqu’au temps t,,, puis
indépendantes ensuite [13]. La premiére famille est définie par le fait que ce re-
couvrement tend vers 0 pour ¢ — oo (& t, grand, mais fixé), ce qui provient
justement du grand nombre de bifurcations possibles dans l’espace des phases
(grand nombre de nouveaux états accessibles en partant d'un état donné). Les
modeéles de piéges usuels correspondent donc & cette premiére famille, comme cela
a été démontré en Réf. [13]. Au contraire, pour d’autres systémes qui forment la
deuxiéme famille, et parmi lesquels on trouve la croissance de domaines, ce re-
couvrement tend vers une limite finie lorsque ¢ — oco. On peut alors interpréter la
dynamique comme 1’évolution & 'intérieur d’une “rigole” dans ’espace des phases,
ce qui force les deux répliques a rester proches 'une de ’autre. Il est ainsi natu-
rel de vouloir généraliser le modéle de piéges au cas de la dimension finie, et en
particulier au cas unidimensionnel, qui correspond & la diffusion d’une particule
sur un réseau & une dimension en présence de fort désordre. Ce modéle posséde
donc une double interprétation : soit il s’agit de la dynamique d’'un systéme vi-
treux possédant une structure en “rigole” de son espace des phases, soit on peut
le considérer comme un probléme de diffusion de particules dans ’espace réel, en
présence d’un environnement fortement désordonné.

diées il y a de nombreuses années [4, 5, 120, 44], mais seules des quantités & un
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temps, mal appropriées pour étudier le vieillissement, ont été considérées alors.
Ces propriétés de vieillissement n’ont été abordées que ces derniéres années, par
des physiciens [129, 138] ainsi que par des mathématiciens [82, 17], les deux ap-
proches se révélant complémentaires. Notons également que ce modéle de piéges
unidimensionnel a été étudié en utilisant une procédure de renormalisation dans
une série de travaux trés récents [126, 128, 127|. Par ailleurs, il a été récemment
proposé que le modéle de piéges unidimensionnel était pertinent pour décrire les
“bulles” de dénaturation d’ADN sous torsion [96]. On s’attend & ce qu’en dimen-
sion d > 2, le modéle de piéges ait des propriétés qualitativement similaires au
cas totalement connecté, car chaque site est visité par la marche un nombre fini
de fois. En basse dimension d < 2, les corrélations induites par les multiples
visites de la marche sur un site donné pourraient conduire a des changements
qualitatifs. Il a été montré par exemple que certaines quantités présentent des
propriétés de “sous-vieillissement” [138], c’est-a-dire qu’elles décroissent sur des
échelles de temps qui se comportent avec le temps d’attente ¢, comme t2, avec
v < 1. En raison du nombre limité de sites accessibles, on pourrait aussi s’attendre
a d’intéressantes propriétés de localisation dynamique, ce qui signifie qu'il y a une
probabilité finie pour que k particules indépendantes parties d'un site donné se
retrouvent sur le méme site (quel que soit ce site), méme aprés un temps t,, trés
long. De telles propriétés de localisation dynamique ont été établies pour la pre-
miére fois par Golosov dans le contexte du modeéle de Sinai [89], puis étendues au
cas biaisé [56], avant d’étre démontrées rigoureusement dans le modele de piéges
unidimensionnel [82].

Dans ce chapitre, nous présentons une étude détaillée du modéle de piéges
unidimensionnel, d’abord dans le cas non biaisé [32], puis en présence d’un faible
biais [33], en utilisant a la fois des simulations numériques, des approximations
analytiques et des arguments d’échelle. Dans la premiére partie, nous nous inté-
resserons plus particuliérement & la forme d’échelle du front de diffusion moyen
(p(z,t)) dans la phase sous-diffusive et non gaussienne, pour lequel aucun résultat
analytique n’est, a notre connaissance, disponible. Nous présenterons des argu-
ments d’échelle ainsi que des procédures d’approximation pour rendre compte de
nos données numériques. Nous discuterons ensuite 1'idée d’un équilibre partiel
dans ce modéle, associé a une échelle de longueur qui croit avec le temps, ce qui
peut étre testé en détail au travers de la distribution dynamique des probabilités
d’occupation. Les moments de cette distribution sont les “rapports de partici-
pations inverse”’ considérés habituellement dans la littérature, qui caractérisent
les propriétés de localisation de la mesure. De maniére un peu surprenante, ces
indicateurs de localisation sont finis (ainsi que cela a été montré pour la premiére
fois dans la Réf. [82]), mais différents de leur contreparties d’équilibre. Nous dis-
cuterons en détail 'origine de cette différence, et nous tenterons de caractériser
quantitativement la distribution dynamique des taux d’occupation. Dans la troi-
siéme partie, nous étudierons le comportement de vieillissement de deux fonctions
de corrélations, qui présentent des propriétés d’échelle différentes, ce qui signifie
que deux échelles de temps distinctes, t¥, et t,,, apparaissent dans ce modéle. Nous



2.2. Diftusion anormale dans le modéle de piéges 1D 61

développerons 13 encore des arguments intuitifs et des approximations analytiques
simples en vue de comprendre ces différences, et nous obtiendrons de nouvelles
prédictions pour le comportement asymptotique des fonctions d’échelle, qui se
révélent étre en trés bon accord avec les résultats numériques. Nous discuterons
aussi I’existence possible de multiples régimes d’échelle dans ce modéle, comme on
peut en trouver dans certains verres de spins [62] ou dans certaines généralisations
du modéle de pieges [138].

2.2 Diffusion anormale dans le modéle de piéges
1D

2.2.1 Définition du modéle

Considérons un réseau unidimensionnel, et définissons sur chaque site ¢ une
variable aléatoire gelée E; > 0, tirée a partir d'une distribution p(E). Cette
variable E; doit étre interprétée comme la barriére d’énergie que la particule (le
marcheur) doit franchir pour quitter le site 7. On choisit une dynamique activée
caractérisée par une température 7', ce qui signifie que le taux de transition
w; & partir du site ¢ est donné par w; = [oe %/T, ou Ty est une échelle de
fréquence microscopique. Une fois que la particule a quitté le site i, elle choisit
un des deux sites voisins, avec probabilité ¢, pour le site i + 1 et ¢ =1 — g4
pour ¢ — 1. Le cas totalement dirigé ¢, = 1 est relativement simple & analyser
analytiquement, puisque chaque site est visité une seule fois [115, 44, 56]. Le cas
non biaisé ¢; = ¢_ = 1/2 que nous étudions ici est nettement plus complexe car
chaque site est visité un grand nombre de fois, ce qui induit des corrélations dans
les taux de transitions vus par le marcheur. Notons également que dés l'instant
ol ¢4 # 1/2, on s’attend a ce que les propriétés a temps long de la marche soient
qualitativement les mémes que dans le cas complétement dirigé [56].

Une remarque importante doit étre faite a ce point : alors que les études numé-
riques ont été effectuées précisément avec le modele décrit ci-dessus, dans lequel
les transitions sont permises uniquement entre plus proches voisins, les études
analytiques ainsi que les arguments simplifiés présentés dans la suite sont censés
s’appliquer & un cas plus général ou les transitions sont seulement contraintes a
avoir une portée finie £yg,;.

Pour les arguments heuristiques et les études Monte-Carlo, il est plus commode
de considérer le temps de piégeage 7 d’une particule sur le site i plutét que
le taux de transition w;. Une fois que les w; sont donnés, T est une variable
aléatoire avec une distribution dépendant du site p;(7) = w; e **", de moyenne
7; = w; '. En choisissant une distribution exponentielle des profondeurs de piéges
p(E) = Tlge*E/ 1o la distribution des 7; sur I’ensemble des sites est donnée par
une loi de puissance :
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v =5 (rz4) (2.1

ot p = T/T, est la température réduite, et 7y = I';' I'échelle de temps mi-
croscopique. Pour T' > T, cette distribution a une valeur moyenne finie (7) =
wio/ (1 —1). Ceci correspond au cas de la diffusion usuelle, avec une constante de
diffusion D = a®/(7) (a étant 'espacement du réseau) qui s’annule pour 7' — T,F.
Au contraire, si T' < T}, le premier moment de la distribution diverge, la diffusion
devient anormale et des effets de vieillissement sont attendus. Une transition de
phase dynamique se produit & 7}, comme dans le modéle totalement connecté.
Cependant, on s’attend a ce que de nouvelles propriétés émergent de la structure
spatiale dans ce modéle & une dimension.

2.2.2 Sous-diffusion induite par le désordre : un argument
d’échelle

Nous rappelons d’abord un simple argument d’échelle, déja présenté dans les
références [4, 46, 44], qui conduit & un comportement sous-diffusif pour le modéle
de piége unidimensionnel introduit ci-dessus. Pour simplifier, nous prendrons dans
la suite a comme unité de longueur, et 7o comme unité de temps. De maniére
approximative, un marcheur typique partant d’un site initial donné a visité, aprés
N pas, de Pordre de v/N sites, ce qui implique un déplacement typique & ~ v/N.
Chaque site est donc visité de 1'ordre de v/N fois, ce qui conduit a écrire le temps
t écoulé sous la forme :

VN
t~VN Y w (2.2)
i=VN
Comme la somme de M variable aléatoires distribuées selon I'Eq. (2.1) est pro-
portionnelle & M %, nous obtenons :

1
t VN T gt (2.3)

En inversant cette relation, on trouve le comportement sous-diffusif suivant :

§(t) ~ ¢85 (2.4)

Notons que ’argument précédent n’est valable que dans la limite des temps longs,
qui est définie par la condition £(t) > £s44:. Ce résultat avait également été obtenu
par Machta [120], en utilisant des arguments de groupe de renormalisation. Le
méme comportement apparait aussi dans le modeéle & barriéres aléatoires avec
une distribution large des hauteurs de barriéres, qui est censé étre équivalent
au modele de piéges du point de vue des propriétés de diffusion [44]. Dans ce
modeéle, la probabilité (moyennée sur le désordre) d’étre sur le site initial peut
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étre calculée exactement, et décroit comme 1/¢tTH = 1/£(t), en accord avec le
résultat précédent. Cet exposant £1/(1+ ) a aussi été confirmé par des simulations
numériques [138].

Le cas 4 = 1 est particulier car des corrections logarithmiques apparaissent.
En généralisant les arguments précédents, on obtient :

t
€0~ o (m=1) (25)
alors que pour g > 1 on retrouve £(t) ~ /2.

En notant P;(t) la probabilité d’étre sur le site i au temps ¢, sachant que I’on
est parti du site ¢ = 0 & ¢t = 0, une densité spatiale de probabilité p(z,t) peut-
étre introduite par la relation P;(t) = ap(ia,t), qui ne prend un sens de limite
continue que lorsque la moyenne sur le désordre (les temps de piégeage 7;) (---),
a été prise. On s’attend a ce que le front de diffusion moyen (p(z,t)), prenne la
forme d’échelle suivante :

1 z
W = 5/ () (2.6)
ou ¢(t) est donné par ’Eq. (2.4), et f(.) est une fonction d’échelle continue, dont
la forme analytique n’est pas connue. Seule la valeur de f(0) dans le modéle de
barriéres a été obtenue dans la Reéf. [5]. Avant de nous pencher sur des problémes
plus subtils, nous avons étudié & la fois analytiquement et numériquement cette
question du front de diffusion moyen qui, bien que simple dans sa formulation,
recéle déja des difficultés techniques significatives.

2.2.3 Front de diffusion moyen

Pour un systéme sans désordre, ou dans le cas u > 1 pour lequel le temps de
piégeage moyen (1) est fini, le théoréme de la limite centrale implique que le front
de diffusion devient gaussien aux temps longs :

(0,0 = 5 exp (—Q—Dt) @7

D = a?/(7) étant la constante de diffusion, avec a I'espacement du réseau, si bien
que D o< (u — 1) lorsque g — 17. Dans le cas p < 1, la loi d’échelle est modifiée,
comme cela a été argumenté dans le paragraphe précédent, et on s’attend a ce
que le front de diffusion ne soit plus gaussien.

Nous avons développé des procédures d’approximation simples, qui sont cen-
sées devenir exactes dans la limite y — 17, pour calculer (p(z,t)), analytiquement
pour t — oo. Ces calculs, qui sont reportés en annexe, confirment que (p(z,t)),
peut effectivement se mettre sous la forme d’échelle donnée par I’'Eq. (2.4). De
plus, la fonction d’échelle f({) peut étre déterminée dans les limites ( — 0 et
(— o0
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€ <p(x,t)>

Fi1G. 2.1 — A gauche : £(t) (p(z,t)) en fonction de x/&(t) pour différentes tem-
pératures et différents temps (simulations Monte-Carlo). En haut : p = 0.2, et
t =10 (o), 108 (A), 10™ (+) ; au malieu : p = 0.5 et t = 10% (O), 10* (<), 10° (x) ;
en bas : = 0.9 et t = 103 (>), 104 (0), 10° (V). A droite : ||2=H/2f(¢) en fonc-
tion de |C|** pour u = 0.5(0), 0.8 (o) et 0.9(A) (extrapolations a4 t — oo des
données Monte-Carlo). La prédiction analytique est également présentée, pour les
mémes valeurs de p. L’exposant prédit |(|*T# est en bon accord avec les données
numériques. Le meilleur accord concernant b — cf. Eq. (2.8) — est trouvé pour
©=0.8.

fO) &~ fol¢|*exp(=bCl°)  [¢] = o (2.8)
fo— AlC" = fIC" <] =0, (2.9)

avec o = (p—1)/2, =14 p et v = min(2,1 + 2u). Les constantes fo, f1, f2, foo
et b sont des nombres dépendants de p qui sont également calculés en appendice,
excepté fo — cf. Eqs (B.39), (B.50) et (B.51).

Dans le cas y = 1, nous trouvons en utilisant la méme approximation, qui est
maintenant censée étre exacte a temps long, que la variable d’échelle  est donnée

=

~

SN—r
R

par z¢/Inz/t =~ x4/ % Int/t au premier ordre logarithmique, et que la fonction

f(C) est exactement gaussienne, comme dans le cas p > 1. Plus précisément, le
front de diffusion est donné, dans la limite ¢ — oo, par :

(p(z,1))r ~ \/ge)qo (—Z—z lnt) (2.10)

Nous avons également développé une approximation dans le cas g — 0 (cf. annexe
B), mais comme les résultats obtenus sont trés similaires & ceux que nous venons
de présenter dans le cadre de I’approximation g — 17, nous ne les discuterons pas
davantage ici. Nous avons testé numériquement la validité de la loi d’échelle (2.6)
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Fia. 2.2 — £.(t)(p(z,t)), en fonction de [x/E.(t)]* pour p = 1 et des temps t =
10° (0), 10* (=) et 10° (A); &.(t) est la longueur de cohérence critique, définie
comme &,(t) = [t/In(Tt)]z, T étant ajusté sur les données o t = 10%. Les courbes
semblent converger auz temps longs vers la forme asymptotique gaussienne prédite
par 'Eq. (2.10) — trait plein.

pour différentes valeurs de u. Le tracé de £(t) (p(z,t)) en fonction de x/&(t),
pour différentes valeurs de ¢, montre que les courbes se superposent de maniére
satisfaisante — cf. Fig. 2.1 (gauche). Les meilleurs résultats sont obtenus pour
©=10.2 et 0.5, méme si pour g = 0.2 les données sont plus bruitées. Cependant,
les corrections de temps fini deviennent fortes lorsque u approche de 1, comme
cela était attendu : en effet, on peut montrer que les corrections a la loi d’échelle
ne deviennent négligeables que dans la limite o = > 1 — voir la discussion de
ce point en annexe, en particulier 'Eq. (B.23). Pour g = 0.9 et ¢t = 10°, un des
plus grands temps accessibles numériquement, ce paramétre vaut environ 1.8. Par
conséquent, il est naturel que les données pour p = 0.9 soient fortement affectées
par le voisinage de u = 1, qui joue le réle d'un point critique.

Sur la Fig. 2.1 (droite), nous montrons les fonctions d’échelle correspondant a
u=0.5,0.8 et 0.9, obtenues par extrapolation a ¢ — oo des résultats numériques.
Nous tragons en fait f(¢)/¢® en fonction de ¢# sur un graphe semi-logarithmique,
afin de tester directement la forme asymptotique prédite par I’'Eq. (2.8). On peut
noter que bien que ’approximation soit censée étre valable seulement pour u
proche de 1, la forme prédite semble correcte méme pour des valeurs de u assez
faibles, telles que u = 0.5, puisque les courbes obtenues sont quasiment linéaires.
On peut donc penser que ’exposant 1 + p dans ’exponentielle est soit exact,
soit une trés bonne approximation. De maniére plus quantitative, la comparaison
avec les prédictions analytiques (en prenant en compte les valeurs exactes des
coeflicients f., et b) montre un écart systématique, qui est le plus faible pour y =
0.8, ce qui correspond & un compromis entre la perte de validité de I’approximation
lorsque u décroit et les corrections critiques de temps fini qui augmentent lorsque



66 Chapitre 2. Diffusion et vieillissement 4 une dimension

1 tend vers 1.

Les données correspondant au cas u = 1 sont présentées sur la Fig. 2.2. Il
est en fait nécessaire de prendre en compte une correction de temps fini, en
remplagant Int par In(T't), ou I' est une constante inconnue qui doit étre ajustée
sur les données. Cette correction apparait naturellement, puisqu’elle correspond
simplement & ajouter une contribution puremement diffusive. En ajustant I' sur
les données correspondant & ¢t = 10%, on trouve I' ~ 1.64. On constate alors que
pour de larges valeurs de |z|, la pente des courbes est la méme pour les trois
valeurs du temps simulées.

Nous avons aussi testé la région |(| < 1. Pour p = 0.5, la singularité en

|C| prédite par notre approximation — cf. Eq. (2.8) — est plutdt convaincante.
Toutefois, lorsque p approche de 1 (u < 1), le coefficient f; du terme en |(|* tend
vers 0, de sorte que la correction suivante, en |¢|? devient significative. On observe
alors approximativement une singularité effective avec un exposant d.ss compris
entre p et 2 : on trouve .55 =~ 1.6 pour u = 0.8 et b5y ~ 1.8 pour p = 0.9.

2.3 Localisation dynamique

2.3.1 Localisation dynamique et équilibre partiel

Le probléme de la diffusion unidimensionnelle est intéressant car, comme cela a
été dit plus haut, chaque site est visité un grand nombre de fois par la marche. Par
conséquent, une idée naturelle est qu’au temps ¢, la probabilité P;(¢) de trouver
la particule sur le site ¢ devrait étre trés similaire & la distribution d’équilibre
restreinte & un intervalle de longueur finie o< £(t). Plus précisément, on pourrait
s’attendre a ce que P;(t) puisse s’écrire sous une forme de “quasi-équilibre” P*(¢) :

it )
R(t) ~ Pr(p) = 20 e (211)
Z = Zgi(t)eEi/T,

dans laquelle les facteurs de forme g;(¢) varient lentement et décroissent sur une
longueur de l’ordre de £(t) (rappelons que E; est 'opposée de ’énergie du site, d’ou
le signe positif dans I’exponentielle). L'idée d’un équilibre “partiel” est en fait assez
générale, et souvent invoquée dans le contexte de la dynamique vitreuse. Bien
qu’un systéme soit hors d’équilibre, on peut considérer son état au temps ¢ comme
un équilibre partiel restreint & la région de l'espace des phases qu’il a exploré
jusqu’au temps t [161, 83, 12]. Cette idée d’équilibre partiel a été introduite et
utilisée quantitativement dans le contexte des modéles de marches aléatoires dans
la Ref. [138].

Nous allons discuter cette question en détail dans cette partie. Il apparait que

la statistique compléte des P° peut étre obtenue analytiquement, dans la limite
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£(t) — oo, et comparée & la statistique des Pj(t) déterminée numériquement.
Nous trouvons que ces statistiques différent de maniére significative, méme &
temps long, ce qui signifie que cette dynamique hors d’équilibre ne s’approche
jamais d’un régime de quasi-équilibre.

Rapport de participation et localisation

Afin de caractériser les propriétés statistiques d’'une mesure de probabilité
aléatoire, telle que P;(t) ou P/, il est intéressant d’introduire la distribution
suivante :

e(P)=(> P§P-P)), 0<P<I (2.12)

qui est définie de maniére & donner un poids faible au trés grand nombre de piéges
peu profonds, pour pouvoir mettre en évidence la statistique des piéges les plus
profonds présents dans le systéme. Cette distribution ¢(P) est normalisée, en
raison de la relation :

[ et =(3 Ry =1 (213

Les moments d’ordre k£ — 1 de la distribution ¢(P) sont les “rapports de partici-
pation inverse’ Y}, utilisés fréquemment dans ce contexte de localisation :

[ Premar = (3 phy. =, (214)

Ces rapports de participation possédent une interprétation intéressante : si Y;
demeure fini (pour k£ > 1) lorsque le nombre de termes dans la somme diverge, on
parle alors de localisation, car une fraction finie des particules restent concentrées
sur un nombre fini de sites, méme en présence d’'un nombre infini de sites dispo-
nibles. Les Y} ont été introduits initialement dans le contexte de la localisation
électronique [36] ainsi que dans la théorie des verres de spins [125], et étudiés dans
plusieurs autres problémes [69, 48]. Notons également que dans la limite £ — 1,
(Yr —1)/(1 — k) tend vers ’entropie statistique de la mesure P;.

A Téquilibre, et pour des valeurs entiéres de k, Y}, peut étre interprété de la
maniére suivante : Y} est la probabilité que k particules, toutes parties du méme
site & l'instant initial, se retrouvent sur le méme site au temps £, quel que soit ce
site. Manifestement, Y} ne peut étre non nul & temps long que s'il existe une at-
traction effective entre les particules. Dans le cas des systémes désordonnés, cette
attraction est induite par le désordre gelé, qui incite les particules a “condenser”
sur des sites particuliérement favorables, bien que celles-ci n’interagissent pas
entre elles.

Pour le probléme présent, les valeurs de quasi-équilibre Y} des rapports de
participation peuvent étre calculées, en utilisant par exemple des intégrales auxi-
liaires [69] (voir aussi [124, 47]). Il apparait que la forme précise des g;(t) — cf.



68 Chapitre 2. Diffusion et vieillissement 4 une dimension

Eq. (2.11) — n’intervient pas, et que les ¥’ coincident avec les valeurs d’équilibre
Y74 a la limite des temps longs et des grandes tailles. Pour x4 > 1, Y}’ tend vers
0, alors que pour g < 1, Y;*(¢) converge lorsque £(t) — oo vers la limite :

I'(k—p)

qu — YCII —
F T T DRI - p)

(2.15)
identique & celle trouvée dans le modéle & énergies aléatoires. Remarquons que
Y7 tend vers 0 pour p — 17, de sorte que Y, /?(p) est continue & u = 1, et que
Y,’(t) converge vers 0 pour p = 1, bien que trés lentement. Cela signifie que
dans la phase basse température 7' < T, la mesure d’équilibre se localise sur un
ensemble fini de sites. La distribution ¢.,(P) correspondante est donnée par :

1
el = =T

En vue de tester 'idée d’un équilibre partiel, une question pertinente est de savoir
si les rapports de participation dynamiques Yj(t) convergent, a temps longs, vers
les valeurs d’équilibre (ou de quasi-équilibre) Y. Ce point peut étre considéré
également comme une question de permutation des deux limitest — coet L — oo
[40]. Le cas d’équilibre consiste & prendre d’abord la limite ¢ — oo & L fixé, puis
a faire tendre L vers I'infini. Au contraire, pour le cas hors d’équilibre, on prend
L = oo dés le départ et on s’interesse ensuite & la limite ¢ — oo.

P7#(1 - P)rt (2.16)

Localisation dynamique : résultats numériques

Nous nous intéressons maintenant aux propriétés de localisation dynamiques,
en partant d’une condition initiale ponctuelle P;(t = 0) = §;0. Il a été montré
par Fontes, Isopi et Newman [82] que ce processus de marche aléatoire, avec un
temps de piégeage local dont la moyenne est infinie, converge vers un processus
stationnaire, au prix d’une remise & 1’échelle adéquate du temps et de 1’espace.
En conséquence, toutes les quantités & un temps, intégrées spatialement, telles
que les rapports de participation, convergent & temps long vers une valeur asymp-
totique a priori différente de la valeur d’équilibre. Pour les Y}, il a été montré
en particulier que cette valeur est non nulle. Malheureusement, cette approche
rigoureuse sur le plan mathématique n’a pas permis pour l'instant de déterminer
les valeurs atteintes dynamiquement par les Y}, mais seulement de prouver leur
existence. Nous avons donc calculé numériquement la dépendance temporelle de
Y}, (t) pour différentes valeurs de k (k = 2,5/2,3,7/2,4). Les précisions techniques
sur les méthodes employées dans les simulations sont reportées en annexe. Nos
simulations confirment la convergence de Yj(t) vers une valeur limite pour les
temps longs, et montrent également que cette valeur est distincte de la valeur
d’équilibre.

Afin de mettre en évidence clairement la convergence de Yj(t) vers des valeurs
asymptotiques différentes selon 1'ordre des limites ¢ — oo et L — 0o, nous avons
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F1G. 2.3 — A gauche : test de la convergence de Ya(t) vers une valeur asymptotique
hors d’équilibre, pour différentes (petites) tailles L = 2N + 1, afin que [’équilibre
puisse étre atteint, et u = 0.5. On voit nettement ’apparition d’un plateau pour
une valeur inférieure a Y,;(L) = 0.5+ O(1/L). En encart : le temps a été adi-
mensionné par le temps ergodique N HW/E  montrant que la remontée correspond
bien & la transition vers le régime d’équilibre. A droite : Y™ (symboles pleins)
et ;¥ (symboles vides) en fonction de pu. Y{%(p) (trait plein) et Y9(u) (tirets)
sont présentés pour comparaison. Les étoiles et les pointillés correspondent aux
prédictions d’un modéle simple (cf. texte). Encart : illustration de la procédure
d’extrapolation.

d’abord étudié des systémes de petite taille L = 2N + 1 pour lesquels 1’équi-
libre peut étre atteint au cours des simulations, dans le cas particulier k = 2
et 4 = 0.5. La Fig. 2.3 (gauche) montre nettement ’apparition d’un plateau
a une valeur Y;¥"(L) inférieure & la valeur d’équilibre Yy7(L) vers laquelle les
courbes remontent a temps longs (Y;?(L) = 0.5 + O[1/L]). En adimensionnant
t par le temps caractéristique NO+#)/# nécessaire au systéme pour s’équilibrer,
on constate que les courbes se superposent bien dans la région correspondant a
t ~ NO+W/k Ceci montre que ce plateau correspond effectivement a I’appari-
tion d’un véritable régime stationnaire hors d’équilibre, dans lequel la longueur
de diffusion £(t) est trés petite devant L. La transition entre les deux régimes se
produit lorsque &(t) ~ L.

Pour étudier la valeur asymptotique kay" = kayn(L — 00), nous avons si-
mulé des systémes de trés grande taille L. Cependant, la convergence temporelle
de Y (t) est trés lente, et il est nécessaire d’avoir recours a une procédure d’extra-
polation. Comme illustré sur '’encart de la Fig. 2.3 (droite) pour k =2 et u = 0.5,
nous avons fait I’hypothése d'une convergence en loi de puissance pour Y, de la
forme Yy (t) = Y;cdy" + At ™%, avec trois parameétres libres kay”, A et a; on constate
que cette forme fonctionnelle ajuste correctement les données. Toutefois, pour u
proche de 1, le paramétre kayn devient trés sensible au choix de 'intervalle de
temps utilisé pour ’ajustement, ce qui entraine des barres d’erreur importantes.
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La Fig. 2.3 (droite) présente les valeurs extrapolées de ;%" et ;%" en fonction
de pu, et les compare avec les valeurs d’équilibre (pour L — o0) Y5% =1 — p et
Y54 (p) = (1—p)(1—p/2). Il apparait clairement que la localisation dynamique est
plus faible que celle obtenue a I’équilibre. En particulier, Y;¥" et ;" convergent
vers des valeurs inférieures & 1 lorsque p tend vers 0. Nous argumenterons plus
loin que Y;¥"(u — 0) = 2/(k +1), alors que Y%(u — 0) = 1 pour toute valeur de
k > 1. Dans la limite opposée, u — 1, nous justifierons également dans la suite
que kay" s’annule linéairement avec u, cette fois en accord qualitatif avec les
résultats d’équilibre. Ce comportement linéaire est compatible avec les données
numeériques, mais compte tenu des barres d’erreur lorsque p est proche de 1,
d’autres formes fonctionnelles seraient aussi acceptables. Nous montrons sur la
Fig. 2.3 (droite) la prédiction d’un argument simple présenté dans la section 2.3.3,
qui suggere V" (1) = 2Y;(u)/(k + 1), ce qui est en assez bon accord avec les
données numériques.

Ainsi, on constate que les rapports de participation dynamiques kay” sont
distincts des valeurs statiques, autrement dit que les poids relatifs des différents
sites visités ne sont pas donnés par le rapport de leur poids de Boltzmann. Ce
point est important, car il a été montré que dans le modele de Sinai, les rapports
de participation dynamiques et d’équilibre coincident [130]. A ce stade, une pos-
sibilité interessante, déja envisagée dans le contexte des systémes vitreux, serait
que les kay" correspondent & une mesure d’équilibre, mais avec une température
effective différente de la température du bain thermique 7', la premiére étant une
fonction plus ou moins complexe de la deuxiéme. Cependant, nous allons montrer
plus loin que cette hypothése n’est pas vérifiée.

Notons que pour des espaces de dimension supérieure, en particulier d > 2,
on peut montrer rigoureusement que Y}cdy” = 0 [17], alors que Y} est toujours
donné par I'Eq. (2.15) — le cas d = 2 est marginal, mais on trouve aussi kay” =0,
la décroissance temporelle étant cette fois trés lente, typiquement en 1/(Int)*1.
Toutefois, dans ce cas (d > 2), chaque site est visité un nombre fini de fois, et
on pouvait s’attendre a ce que 'idée d'un équilibre partiel restreint & I’ensemble
des sites visités se révéle quantitativement incorrecte, bien qu’elle soit capable de
reproduire, au moins qualitativement, le comportement dynamique de certaines
fonctions de corrélation [138]. Nous aurons l'occasion de revenir plus loin sur le
cas de la dimension d > 2, qui présente également des propriétés intéressantes.
Un autre cas soluble est la marche unidimensionnelle complétement dirigée, pour
laquelle chaque site est visité une seule fois. Dans ce cas, YQdy" peut étre calculé
exactement [56], et on trouve qu’il est différent, quoique proche, de la valeur
d’équilibre 1 — p.

L’aspect le plus surprenant de nos résultats & une dimension est que chaque
site est visité, asymptotiquement, une infinité de fois, une propriété dont on pour-
rait s’attendre naivement & ce qu’elle conduise & un équilibre partiel. Les résultats
que nous venons d’obtenir concernent une population de particules, et montrent
que cette population, & un instant donné, n’est pas décrite par une distribution
d’équilibre. Une question différente, bien que reliée, concerne la fraction f;(¢) du
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temps total ¢ qu'une particule donnée a passé sur le site i pendant 1’'intervalle
de temps [0,%]. On peut également déduire de cette quantité des rapports de
participation Y(¢) définis comme :

Vi =<< Y filt)F > (2.17)

oll < ... >, représente la moyenne sur les particules et < ... >, correspond
comme précédemment & la moyenne sur le désordre. Dans ce cas, nous avons
observé numériquement que les Y; sont en fait donnés par la relation d’équilibre
— cf. Eq. (2.15). Par conséquent, nous sommes dans une situation ou l'ergodicité
est (faiblement) brisée : le temps relatif qu’une particule donnée passe sur les
différents sites n’a pas la méme statistique que la fraction relative des particules
que I’on trouve sur les différents sites & un instant donné. Une telle différence entre
des mesures d’ensemble et des mesures individuelles a déja été discutée, dans un
autre contexte, dans la Réf. [10], et a récemment été observée expérimentalement
[53].

Equilibre local sur une région de taille finie

Nous avons vu que les rapports de participation n’atteignent jamais leur va-
leur d’équilibre dans le régime dynamique. Est-il possible, néanmoins, d’isoler
une région de taille £(t) éventuellement beaucoup plus petite que £(t), telle qu’a
I'intérieur de cette région l'équilibre soit atteint? Pour tester cette idée, il est
possible de définir un rapport de participation restreint spatialement Yy (¢,t) de
la maniére suivante :

Yk(& t) = Z fji(t)kv (218)

li|<é

ol f%(t) est la probabilité que la marche se trouve sur le site 7, conditionnée au
fait que la marche est sur l'intervalle [, £] :
5 Fi(t)
Bt) = =——%— (2.19)
' > ii<e Bi(t)
La Fig. 2.4 (gauche) présente les résultats numériques pour la quantité AY;(4, )
définie par :

Ya(f,t) — V3"
}/Qeq _ Yv2dyn
telle que AY,; = 1 pour une région équilibrée, et AY, = 0 par construction pour

0> &(t).

Les résultats présentés ont été obtenus pour ¢ allant de 10° & 107, et u = 0.5.
Lorsque ¢ tend vers l'infini a £ fixé, on constate que Y>(4, t) converge vers la valeur
d’équilibre correspondante — qui dépend légérement de ¢, I'Eq. (2.15) n’étant

AY,(0,t) = : (2.20)
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FiG. 2.4 — A gauche : AYy((,t) en fonction de £ pour p = 0.5 et t = 103, 10%,
10°, 10°% et 107 (£(t) varie de 10 @ 215). En encart : mémes données en fonction
de L/E(t), montrant que la longueur d’équilibration est d’ordre &(t). La diver-
gence apparente & petit £ est due & des effets de petite taille. A droite : courbe
paramétrique Y3dy"(,u) en fonction de nyn(u), qui s’avere différente de la rela-
tion d’équilibre, correspondant a n = 0 dans le langage des répliques (pointillés).
L’hypothése n = —1 rend convenablement compte des données (tirets), mais la
meilleure description est obtenue par un argument simple, cf. texte (trait plein).

valable que dans la limite des grandes tailles. Nous présentons en encart AY5(4,t)
en fonction de £/£(t). La superposition des courbes est assez satisfaisante, ce qui
montre que la taille jusqu’a laquelle le systéme est équilibré croit comme &(t),
cette derniére étant donc la seule échelle de longueur dynamique dans ce modéle.
On aurait pu en effet imager un autre scénario dans lequel 1’équilibre ne serait
atteint que sur une région de taille £(t) < £(t). Insistons néanmoins sur le fait
qu’une description simple telle que celle proposée par I'Eq. (2.11), qui traduit la
perte d’équilibre sur des régions de taille {(¢) par des facteurs de pondérations
gi(t) ind%pendants des 7; ne peut rendre compte de la différence observée entre
Y57 et YU

2.3.2 Au-dela de I’équilibre partiel
Relation fonctionnelle entre les Y;,

Etant donné que les rapports de participation dynamiques ne prennent pas
leur valeur d’équilibre, serait-il possible de définir une température fictive fi, dé-
pendant de , telle que tous les V%" (11) correspondent a Y;(ji). Pour tester cette
idée, on peut éliminer p de I’'Eq. (2.15), et réexprimer par exemple tous les Y}, en
fonction de Y3, ce qui donne :

L(k—1+Y5)

Vi = fi(Ya) = T'(k)T(Ys)

(2.21)
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cette relation ne traduisant a priori qu'une condition nécessaire. Nous avons re-
présenté Y;¥" en fonction de Y¥" pour différentes valeurs de p sur la Fig. 2.4
(droite). Il apparait clairement que cette relation est différente de la relation
d’équilibre, présentée & titre de comparaison, ce qui montre qu’il n’est pas pos-
sible de définir une température fictive associée a la localisation & partir de Y3¥™.

Il a déja été montré que la relation précédente entre les Y} est incorrecte
dans d’autres modéles, tels que le modéle de “mapping aléatoire” par exemple
[69]. En s’inspirant de la méthode des répliques, on peut généraliser formellement
I'Eq. (2.15) en :

(2.22)

ou n est le nombre de répliques (qui doit étre pris égal & 0 pour retrouver
I'Eq. (2.15), cf. Réfs. [69, 47]). On peut alors, comme précédemment, exprimer
Y » en fonction de Y5, pour une valeur de n arbitraire. On trouve que la valeur
n = —1 rend compte de maniére raisonnable des données numériques pour tout
1 entre 0 et 1. Il est intéressant de constater que cette valeur n = —1 décrit de
facon exacte le modéle de “mapping aléatoire & aire conservée” étudié dans la
Ref. [69] (ou d’autres modéles, correspondant & différentes valeurs négatives de
n, sont également considérés). Cependant, comme nous allons le discuter mainte-
nant, une étude plus précise de ce point révéle que I’hypothése n = —1 ne décrit
pas complétement les données numériques.

Condition initiale uniforme : le réle du vieillissement

Afin de mieux comprendre les mécanismes associés & ’apparition de ces rap-
ports de participation dynamiques non triviaux, nous allons étudier briévement
le cas du régime hors d’équilibre avec condition initiale uniforme, c’est-a-dire
lorsque le site initial est choisi aléatoirement pour chaque marcheur. Pour mettre
en ceuvre plus facilement cette procédure, nous allons supposer que le systéme
est de taille finie, avec un nombre de sites V. Cette procédure peut s’interpréter
comme une trempe 4 partir d’une température initiale infinie, un protocole sou-
vent invoqué en théorie des verres, et que I'on peut étudier analytiquement dans
la version totalement connectée du modéle. D'un point de vue plus général, si
I’on suppose que la probabilité d’occuper un site ¢ peut se mettre sous la forme :

1 T
P(t)= —— (—) 2.23
avec les comportements asymptotiques suivants pour la fonction f(.) :

f(z) =1, z—=0 ; f(z)~=, z— o (2.24)
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Fi1G. 2.5 — A gauche : Y;(t) en fonction de t/NIHW/E partant d’une condition ini-
tiale spatialement uniforme, pourk =2, 3,4, u = 1/2 et N = 50, 100 et 200 (don-
nées Monte-Carlo). On voit clairement apparaitre la loi d’échelle en t/N(+#/1
ainsi qu’un comportement en loi de puissance Y, ~ tP. A droite : comparaison
entre les exposants By obtenus & partir des données numériques (symboles) et les
prédictions analytiques (cf. texte), en fonction de p et pour k =2, 3 et 4 (de bas
en haut).

alors les rapports de participation croissent en loi de puissance du temps tant que
I’on reste loin de 1’équilibre :

p\ B .
Yin(t) = Cy <N) 1€t K tepg(N) ~ N (2.25)

OU terg(N) est le temps nécessaire pour équilibrer un systéme consistant en N
piéges complétement connectés. Ce temps “ergodique” diverge lorsque N — oo,
mais aucune limite pertinente & N infini ne peut étre déduite pour Yy (¢) car cette
derniére quantité s’annule dans cette limite, & ¢ fixé. La forme proposée pour
les taux d’occupation P;(t) en Eq. (2.23) est exacte pour le modéle totalement
connecté, et il est possible de calculer explicitement la fonction f(.) dans ce cas,
mais on peut raisonnablement supposer qu’elle reste valable, au moins en tant
qu’approximation, en dimension finie (mais suffisamment élevée).

Une étude numeérique du comportement temporel de Yj(t) montre que les
données se comportent également en loi de puissance — cf. Fig. 2.5 (gauche) —
avec un exposant (g, qui dépend de k et de la température. La Fig. 2.5 (droite)
présente le comportement de [ avec les paramétres u et k. Ces résultats sont
clairement différents de I’exposant 3;, = u(k—1) trouvé dans la version totalement
connectée. Ce nouvel exposant peut s’interpréter de la facon suivante : dans le
modeéle en champ moyen, le temps de piégeage typique 7, atteint aprés un temps
t est de l'ordre de ¢ lui-méme, ce qui conduit & un comportement d’échelle en 7/t
pour la probabilité d’occupation P;(t), alors que dans le cas unidimensionnel,
Typ €st fortement réduit par le fait que la marche visite un site donné un grand
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nombre de fois. Comme 74, ~ /%, on a — cf. Eq. (2.4) :
Tigp ~ ETH (2.26)

Il est alors naturel de supposer que P;(t) se met sous la forme, dans le cas unidi-

mensionnel :
1 Ti

PO = 5579 () (2.27)

Dans ce cas, on trouve pour Y n(t) :

B
t1i+p 1+p

k—1
Yin(t) = Ci ( I ) 1<t Ltgg(N)~ N = (2.28)

Ce résultat conduit ainsi & deux prédictions sur le comportement de Yj(¢) en
dimension d = 1 : d’'une part, les rapports de participation ne dépendent de
t et N qu'a travers la variable d’échelle t/N(+#)/1 ot d’autre part I’exposant
Br vaut maintenant By = p(k — 1)/(1 + p). Ces deux prédictions se vérifient
quantitativement, comme le montre la Fig. 2.5.

Néanmoins, cette approche ne permet pas de prédire le préfacteur Cj, et
ceci pour deux raisons : d’une part, on ne connait pas l’expression analytique
de la fonction d’échelle g(.), et d’autre part, a une dimension, le modéle ne peut
étre décrit uniquement par une distribution de probabilité globale des énergies, la
structure spatiale doit étre prise en compte, ce qui signifie que I’Eq. (2.27) ne peut
étre qu'une approximation. Cependant, cela met en évidence le role important du
vieillissement de la distribution des énergies dans ’apparition de propriétés de
localisation hors d’équilibre.

Conjuguer vieillissement et croissance de longueur

Puisque I'approximation de I’équilibre partiel ne permet pas de décrire le com-
portement des rapports de participation observé numériquement, il est tentant
de proposer une autre approximation, qui prenne explicitement en compte le
phénoméne de vieillissement. En se placant d’emblée en dimension finie d quel-
conque, cette approximation consiste a remplacer le nombre de sites N par le
volume visité dynamiquement par la marche £(¢)?, dans les expressions obtenues
au paragraphe précédent pour une condition initiale uniforme dans un systéme
de taille finie. Au contraire, dans l'approximation de I’équilibre partiel, on rem-
placerait a priori N par £(t)¢ dans les expressions d’équilibre (notons que des
versions plus subtiles de "approximation d’équilibre partiel ont été développées
dans la Reéf. [138], mais leur interprétation reste un peu confuse). Pour d = 1,
cette nouvelle approximation conduit & :

Yi(t) ~ (tﬂg(lt;ﬂ) ) - (2.29)
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qui tend vers une limite finie ¥, pour ¢ — oo puisque £(t) ~ t#/(+#) . Malheu-
reusement, un tel argument d’échelle ne permet pas de déterminer précisément la
valeur de la limite, et une comparaison quantitative avec les résultats numériques
n’est donc pas possible, mais on comprend dans ce contexte que les ¥, n’ont
aucune raison d’étre égaux aux valeurs d’équilibre.

Pour tester un peu plus quantitativement cette approximation, il est intéres-
sant d’étudier les propriétés du modéle en dimension d > 1, ce que nous allons
maintenant faire trés briévement. Pour éviter les problémes liés aux corrections
logarithmiques qui apparaissent en dimension d = 2, nous allons formuler l'argu-
ment pour des dimensions d > 2, et présenter des résultats numériques pour le
cas d = 3. Pour d > 2, on s’attend & ce que &(t) ~ t*/% et 1, ~ t (car pour une
marche typique de n pas, on a t ~ n/* et £ ~ \/n), de sorte que I’approximation
donne pour Yj(t) :

N

Yi(t) ~ (—) ~ tmok=1) (2.30)
§(t)?

avec @ = u(% — 1). Cette derniére expression peut se reformuler en termes de &

uniquement :

Yi(t) ~ ()P0 (2.31)

Cet argument conduit donc & une prédiction non triviale pour le comportement
dynamique des rapports de participation. En effet, si les taux d’occupation étaient
a peu prés uniformes sur I’ensemble du volume £(#)¢ exploré a 'instant ¢, les Y, (¢)
présenteraient une décroissance en £(¢)~#*~1)_ bien plus rapide que celle prédite
ci-dessus. Ce résultat est d’ailleurs trés intéressant car il suggére que le nombre
de sites qui apportent une contribution significative aux Y} croit comme £(#)4-2,
autrement dit que la mesure de probabilité dynamique & l'instant £ se localise
sur un ensemble de dimension “fractale” d — 2 (bien que la dimension d — 2 soit
entiére, on s’attend & ce que ’ensemble soit non compact). Cependant, comme
pour la dimension d = 1, cet ensemble de sites évolue au cours du temps, et ne
converge pas vers une structure asymptotique (tant que la taille du systéme est
infinie). On retrouve ainsi le fait que la dimension d = 2 est marginale, puisque la
localisation se ferait alors sur un ensemble de dimension nulle. Mais on sait que
les rapports de participation tendent vers O en dimension deux, ce qui signifie que
la convergence est logarithmique.

Du point de vue de la distribution (P, t), les lois de puissance obtenues sur
Y}(t) se traduisent par un comportement d’échelle :

o(P,t) =t (t*P) (2.32)

Ce comportement d’échelle peut étre mis en évidence sur les résultats des si-
mulations numeériques, comme le montre la Fig. 2.6, pour g = 1/2. Nous avons
également confirmé ces résultats pour d’autres valeurs de p. Néanmoins, si la
loi d’échelle devient trés rapidement vérifiée pour les petites valeurs de P (pour
P < 0.1 environ), on peut constater que la région 0.1 < P < 1 garde une trace
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F1G. 2.6 — A gauche : distribution (P,t) dans le modéle de piéges en dimension
d=3, pour p = 0.5 ett = 10%, 103, 10* et 10°. A droite : mémes données remises
a Uéchelle ; p(P,t)/t"4=2)/2 est tracé en fonction de t*(4=2/2P,

trés significative des premiers instants de la dynamique, et ne se remet pas a
’échelle avant des temps relativement longs. Par conséquent, les rapports de par-
ticipation, qui sont fortement influencés par les valeurs de p(P,t) & P grand, ne
convergent que trés lentement vers la loi de puissance prédite. Autrement dit, on
voit que la distribution ¢(P,t) contient une information plus facilement exploi-
table que ses moments, méme si la connaissance de tous les Yj(t) équivaut en
principe a celle de (P, t).

En conclusion, on peut constater que cette approximation, qui va un pas
au-deld de la version élémentaire de 1'équilibre partiel, permet de comprendre
pourquoi les rapports de participation différent de leur valeur d’équilibre & une
dimension, et prédit un comportement non trivial en dimension d > 2, qui est
validé par les simulations numériques en d = 3. De surcroit, on voit apparaitre
dans ce dernier cas un régime de localisation faible, intermédiaire entre les états
localisés habituels (pour lesquels Y}, garde une valeur finie) et I’état complétement
délocalisé (correspondant a Yy ~ £~%k=1)). Cette localisation faible correspond &
une concentration de la mesure de probabilité sur un sous-ensemble de “volume”
£(t)42 a l'intérieur de l'espace exploré £(¢)4. Soulignons pour terminer que bien
que 'approximation développée dans ce paragraphe ne puisse fournir que des
arguments d’échelle, elle a le mérite de bien mettre en évidence l'existence de
deux mécanismes antagonistes, la diffusion qui tend & délocaliser la mesure, et le
vieillissement qui tend & la localiser.

Tentative de calcul analytique des rapports de participation

En utilisant la méme procédure que pour (p(z,t)),, on peut essayer de calculer
Y (t), qui est donné par :
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Nt) = [ dotpla. o)), (2.33)

Cependant, ce calcul se révéle nettement plus difficile que dans le cas de (p(z, t)),.
En annexe, nous présentons un calcul simplifié dans le cas k = 2, dont le but est
d’argumenter que YQdy" est non nul dans la phase basse température p < 1, et nul
pour g > 1. Bien que ce résultat ait déja été prouvé rigoureusement [82], nous
voulons introduire ici une méthode générale qui pourrait, en principe, fournir de
maniére systématique des approximations concernant Y; pour toute valeur de p,
et non pas seulement pour g < 1. Nous obtenons le comportement de Y;*" pour
p — 17, et nous prédisons aussi la maniére dont Y5(t) décroit avec ¢t pour p > 1.
Pour cela, nous introduisons une fonction R(t,t'), telle que Ys(t) = R(¢,t), par la
relation :

R(t,#') = / e (pl, 1) p(as 1), (2.34)

(o0}

ainsi que sa transformée de Laplace R(s, s') :

R(s,s') = / dt / dt'e =" R(t,t) (2.35)
0 0

En utilisant des approximations assez fortes, nous obtenons que dans le cas par-
ticulierou s =¢' et u < 1:

R
R(s,s) ~ 3_20 s—0 (2.36)

avec un coefficient Ry fini. En vue d’interpréter ce résultat, nous supposons que
R(t,t') satisfait, & temps longs, une relation d’échelle de la forme :

n t
R(t,t') = Y*"R (t—) (2.37)
ce que nous avons confirmé par des simulations numériques. On trouve alors :
. 2y e R(u)
R ~2 du———— 2.38
() &2 /1 u(l Fu)?’ (2.38)
ou, en utilisant I'Eq. (2.36),
R
dyn 0
> = o R@ (2.39)
2.[1 du(1+(u32

Puisque 'intégrale qui apparait dans I’équation précédente converge (car R(u) <
1), ce résultat suggeére que Y;iy" est fini pour x4 < 1. Comme de plus Ry s’annule
linéairement quand g — 17, nous pouvons conjecturer que :

Vo l—p  (p—1) (2.40)
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I i
o |J=0.3
— Ajust. (u=0.3)
4 p=0.1
--- Ajust. (u=0.1)

10,7 0 T % 02 04 06 08 1
Fi1G. 2.7 — A gauche : Y5(t) pour p = 1.3, 1.5 et 1.7 (traits pleins, de haut en
bas), montrant une décroissance en loi de puissance compatible avec la prédiction
tA=m/2 (pointillés). A droite : payn(P) pour p = 0.3 et 0.1, et ajustement par
w_1,z(P), avec i comme parameétre libre — cf. Eq. (2.43). L’ajustement ne parvient
pas a rendre compte des données de basse température. En encart : p(P,t) est tracé
pour t = 10, 10* et 10°, mettant en évidence la convergence vers la distribution
dynamique @gyn(P) (1 =0.5).

ce qui est compatible avec les résultats numériques, et similaire au comportement
d’équilibre. Le méme niveau d’approximation sur Y3 conduit aussi & une limite
finie Y;¥", et 2 un comportement linéaire en température Yy¥" oc 1—p (u — 1),
de sorte que ’on peut raisonnablement supposer que cette dépendance linéaire est
valable pour tout £ > 1. Nous avons aussi étudié le cas y > 1, et nous trouvons :

~ 5— ~

R(s,s)~s 2 (1<p<?2); R(s,s) ~ 52 (e >2) (2.41)

ce qui prédit que Yz(¢) tend vers 0 comme t!=#)/2 pour 1 < u < 2, et comme
t='/2 pour p > 2. Ce dernier résultat était en fait attendu : lorsque le second
moment de (7) est fini, la diffusion est purement normale, et la probabilité
que deux particules parties du méme site & £ = 0 se retrouvent encore sur un
méme site decroit comme &£(t) x 1/£(¢)? o< 1/y/t. Notons que pour 1 < u < 2, la
diffusion reste normale et £(t) ~ /¢, mais les probabilités P;(t) d’occupation des
sites deviennent fortement inhomogénes et ne peuvent plus étre approximées par
1/£(t)?, comme dans le cas p > 2. Par ailleurs, le résultat pour 1 < pu < 2 a été
testé numériquement pour g = 1.3, 1.5, 1.7 et les résultats sont présentés sur la
Fig. 2.7 (gauche).
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2.3.3 Décorrélation des demi-espaces
Une caractérisation fine : la distribution génératrice ¢(P)

Nous avons vu dans les paragraphes précédents que différentes approxima-
tions simples pouvaient étre proposées, et qu’en tenant compte simultanément du
vieillissement et de la croissance de la longueur £(t), on pouvait rendre compte
des lois de puissance caractérisant la décroissance de la localisation en dimension
d > 2. Cependant, le théme principal de cette étude reste la dimension d = 1, et il
serait souhaitable de comprendre un peu plus quantitativement les phénoménes
de localisation dans ce cas. Nous allons en particulier revenir sur ’hypothése
n = —1 émise plus haut, et formuler quelques arguments simples qui améneront
a des prédictions intéressantes.

Au lieu d’étudier Y}, pour toutes les valeurs de k, on peut analyser directement
I’évolution temporelle de la distribution génératrice ¢(P,t), définie comme — cf.
Eq. (2.12) :

e(Pt)=(>_ P§(P-Pt)), 0<P<l (2.42)

Pour des temps longs et dans un systéme de taille infinie, on s’attend a ce que
¢(P,t) converge vers une distribution stationnaire ¢, (P). L'encart de la Fig. 2.7
(droite) montre ¢(P,t) pour trois (grandes) valeurs de ¢ : t = 103, 10* et 10°. Les
trois courbes se superposent de maniére satisfaisante, au moins lorsque P n’est pas
trop proche de 0 ou de 1, ce qui montre que (P, t) est proche de @g,,(P). Notons
justement que puisque les Y}, sont sensibles & la région autour de P = 1, cet écart
de la distribution sur les bords du domaine explique pourquoi les Y% () convergent
plus lentement. La distribution génératrice ¢(P) apparait donc comme un outil
de caractérisation plus fin que ses moments Y}, d'une part en raison du fait qu’il
n’est guére possible de calculer tous les moments dans les simulations numériques,
et surtout parce que les effets de temps finis se séparent assez naturellement des
comportements asymptotiques dans la distribution ¢(P). En effet, la région P
proche de 1 converge lentement, ce qui influe fortement sur les moments, alors
que le reste de la distribution atteint plus rapidement le régime asymptotique
(méme si la normalisation impose des corrections, ces effets restent faibles).
On peut définir une distribution généralisée ¢, ;(P) comme celle qui génére
les Y »(f), ce qui conduit & la distribution béta suivante :
) _ I'(1—n) —ii(q _ p\i—-n—1
On,i(P) T TG = n)P (1-P) (2.43)
Nous allons maintenant tester de maniére plus précise si les données sont com-
patibles avec I’hypothése n = —1. La courbe paramétrique Yi¥*(Y¥") était
juste une maniére simple de tester si Y™ et Y;¥" satisfont une relation du type
Eq. (2.22), dans laquelle u serait remplacé par un paramétre inconnu fi. En ce qui
concerne gy, (P), on peut alors considérer i comme un parameétre libre, et tenter
d’ajuster les données numériques en variant ji, n étant fixé & la valeur n = —1
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trouvée au paragraphe précédent. Pour u > 0.5, les ajustements obtenus sont
relativement satisfaisants (données non présentées ici). Par contre, pour p < 0.5,
les meilleurs ajustements ne parviennent pas a rendre compte des données de ma-
niére satisfaisante, ’écart devenant de plus en plus grand 4 mesure que p décroit
— cf. Fig. 2.7 (droite) — ce qui montre que I'’hypothése n = —1 n’est finalement
pas valable. Ceci est dit au fait que ¢, z(P) est une fonction monotone de P pour
toute valeur de fi, alors que @g,,(P) devient non monotone & basse température.
En conséquence, les données numériques ne peuvent étre décrites par une rela-
tion du type Eq. (2.43), en particulier & trés basse température, méme si cette
hypothése rend compte de maniére plutdt satisfaisante de la courbe paramétrique
Y3dy”()’2dy”). Afin de mieux comprendre ce phénoméne de localisation dynamique,
nous allons nous intéresser plus particuliérement au cas g — 0, pour lequel des
arguments simples peuvent étre proposés.

Un argument heuristique dans la limite y — 0

Bien que ce probléme de localisation dynamique hors d’équilibre semble dif-
ficile & appréhender & température finie, il est possible de proposer un argument
simple® dans la limite g — 0. Cet argument rend compte des limites non triviales
(car strictement inférieures a 1) trouvées pour Yy et Y™ 3 trés basse tempé-
rature, comme on le voit sur la Fig. 2.3 (droite). Si p < 1, alors les plus grands
temps de piégeage accessibles au bout d'un temps ¢ > 1 seront nettement sépa-
rés les uns des autres. A titre d’exemple, on peut montrer que la distribution du
rapport R entre le deuxiéme plus grand temps et le premier est p(R) = uR*~,
qui tend vers d(R) lorsque p — 0. Par conséquent, dans cette limite, on peut
supposer que le temps écoulé avant de trouver le piége i le plus profond occupé
au temps ¢ devient négligeable par rapport au temps passé sur ce site ig. Notons
par ailleurs que le temps effectivement passé en iy est en réalité beaucoup plus
grand que le temps de piégeage 7;, lui-méme, car la marche revient sur ce site un
grand nombre de fois avant de trouver un piége plus profond (cf. section 2.4).

Le probléme devient donc équivalent & celui d’'une marche aléatoire en 1’ab-
sence de désordre, mais avec deux parois absorbantes (correspondant aux deux
plus grands piéges trouvés au temps t, de chaque coté de l'origine) placées en
des positions aléatoires. Si ces parois absorbantes se trouvent respectivement a
des distances z, et x; du site initial, alors la probabilité que la marche soit ab-
sorbée par la frontiére de gauche (par exemple) vaut p, = z,/(z; + ). Comme
le site initial peut se trouver en n’importe quelle position entre ces deux limites
avec une probabilité uniforme, il en résulte que p; et p, sont des variables aléa-
toires uniformément distribuées sur [0, 1]. En revenant au modeéle de piéges, cela
signifie que seulement deux sites peuvent étre occupés a un instant donné, et
que les taux d’occupation sont distribués uniformément. Plus précisément, o (P)
converge quand g — 0 vers ¢o(P) défini comme :

5Cet argument a été proposé i l’origine par Cécile Monthus (communication privée), et
exploité ultérieurement de maniére quantitative dans ses propres publications [126].
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F1G. 2.8 — A gauche : (P) a trés basse température, p = 0.2, 0.1 et 0.05. Les
courbes semblent converger vers la distribution asymptotique po(P) = 2P (poin-
tillés) pour p — 0, méme si la convergence est trés lente. Les points P = 0 et
P =1 sont manifestement singuliers. A droite : comparaison entre pgy,(P) ob-
tenu par simulations (symboles) et *(P) calculé a partir d’un argument simple.
L’accord s’avére trés satisfaisant, sachant qu’aucun paramétre d’ajustement n’est
utilisé. Encart : distribution W (p;) de la probabilité totale associée a un demi-
espace, pour i = 0.2, 0.5 et 0.8.

1
wolP) =P [ dn6(on~ P)+5(1 -~ )] =2P (2.44)
0
ce qui donne pour les rapports de participation Y, :
0 Yok 2
Y = P P)dP = —— 2.45
k /0 @o(P) kot 1 ( )

Dans les cas particuliers & = 2 et k = 3 présentés plus haut, on obtient Y? =
2/3 et Y = 1/2, en bon accord avec les extrapolations & température nulle
des données numeériques — cf. Fig. 2.3 (droite). De surcroit, la Fig. 2.8 (gauche)
confirme que p(P) converge vers ypo(P), méme si cette convergence semble trés
lente, en particulier pour P proche de 1. Remarquons aussi que g (P) peut s’écrire
sous la forme générale donnée par I'Eq. (2.43) avec le choix particulier n = —2 et
it = —1, méme si ces valeurs sont difficiles & interpréter physiquement.

Généralisation de Pargument & température finie

L’argument précédent peut étre réinterprété de la maniére suivante. A 1’équi-
libre, la limite des températures nulles correspond au fait qu'un seul site contient
tout le poids de la probabilité, ce qui implique que Y;*(1#) — 1 quand g — 0.
Par ailleurs, & une dimension, le temps nécessaire pour explorer un intervalle de
taille £ est d’ordre £(H#)/8  qui croit beaucoup plus vite que le temps nécessaire
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pour sortir des piéges les plus profonds (~ £'/#) trouvés dans cet intervalle. En
conséquence, si une particule trouve un piége profond par exemple & gauche du
site initial, il y a une probabilité significative pour que cette particule n’ait pas le
temps d’explorer la région de droite et de s’équilibrer avec un piége de profondeur
comparable. C’est précisément I’essence de 'argument précédent : & température
nulle, la fraction de la probabilité associée & chaque demi-espace (et concentrée
sur un seul site pour chacun de ces demi-espaces) est une variable aléatoire dis-
tribuée uniformément entre 0 et 1, indépendamment de la profondeur relative des
deux piéges. Une maniére simple de généraliser cet argument & température finie
est de supposer que chaque demi-espace est encore indépendamment équilibré et
porte un poids total uniformément distribué entre 0 et 1, comme dans la limite de
température nulle. Plus exactement, comme nous ’avions noté plus haut, il suffit
de supposer que dans chaque demi-espace, la distribution de probabilité a la forme
donnée par I'Eq. (2.11) avec des facteurs g;(t) arbitraire, mais indépendants des
7;. En notant ¢(P, p;) la distribution des poids restreinte au demi-espace gauche
et normalisée & p;, on trouve pour 0 < P < p; :

y4i _ -1
o(Pp) = c— v~ P (o — P)* (2.46)
’ D(1—p) T (k)
En moyennant sur p; avec un poids uniforme, et en prenant en compte le second
demi-espace, on obtient la prédiction suivante pour ¢(P) :

op) = (P =2 [ dpy o(P,p1) Bt — P) (2.47)
* 2 1—p ©
P = raararm T 0D

+ 2 Pr(1— P)lte (2.48)

P(1—p)T(2+p)

Bien que nous n’ayons aucune interprétation pour cela, il est tout de méme in-
téressant de noter que ¢* peut s’écrire comme une superposition de p_s; pour
deux valeurs distinctes de fi,

@' (P)=(1—p) ¢ 2u 1(P)+pp 2u(P) (2.49)
avec ¢, ; défini dans I'Eq. (2.43), et en accord avec le résultat trouvé pour y — 0,
certaines simplifications s’opérant dans ce dernier cas. Nous comparons cette pré-
diction avec les données numériques sur la Fig. 2.8 (droite), pour plusieurs valeurs
de p (p = 0.1, 0.3, 0.5). L’accord avec les données est étonnament bon, compte-
tenu de la simplicité de I’argument (ce dernier n’est a priori qu'une approximation
relativement grossiére), du fait qu’aucun parameétre d’ajustement n’est utilisé et
que les données numériques ne sont pas totalement convergées (en particulier,
on peut penser que ¢(P) est un peu sous-estimé pour P proche de 1). Notons
également que les rapports de participation déduits de ¢*(P) sont simplement
proportionnels aux valeurs d’équilibre, le facteur de proportionnalité étant Y :
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F1G. 2.9 — Fvolution de Yi(p,t) en fonction de t pour différentes valeurs de p (p =
0.5, 1, 2 et 5), p étant lexposant caractérisant la décroissance de la probabilité
de sauter directement de x en —x.

Vi) = i) (2.50)

Comme on le voit sur la Fig. 2.3 (droite), cette relation rend assez bien compte
des données numériques et donne de trés bons résultats pour les courbes para-
métriques Y3(Ys) — cf. Fig. 2.4 (droite). Par contre, si l'on calcule par simulations
numeériques la distribution W (p,) des poids p; = 1 — p, porté par 'un des demi-
espaces, on trouve qu’elle n’est probablement uniforme (comme nous ’avions
supposé) que pour g — 0 — cf. 'encart de la Fig. 2.8 (droite). Ceci donne donc du
crédit & 'argument de température nulle, et suggére que le résultat est peut-étre
exact dans ce cas. Par contre, on constate qu’a température finie, I’argument ne
peut étre qu’une approximation, dont la précision devrait diminuer & mesure que
u augmente. En fait, pour u proche de 1, cette prédiction est plus difficile & tester
car la proximité du point critique rend la convergence de (P, t) nettement plus
lente. Nous avons recalculé ¢*(P) en utilisant une distribution béta symétrique
pour W(p,), a savoir W(p;) = A[pi(1 — p1)]°, plus proche des résultats numé-
riques. De maniére assez surprenante cependant, la distribution ¢*(P) obtenue
ainsi est en moins bon accord avec les données que celle correspondant a o = 0.
En particulier, la forme asymptotique ¢(P) ~ (1—P)*, P — 1, qui apparait assez
clairement sur les données numériques, n’est compatible qu’avec o = 0. Ce point,
qui mériterait davantage d’éclaircissements, n’a pu étre résolu pour l’'instant.

Discussion

L’image physique qui émerge des paragraphes précédents est la suivante. En
ce qui concerne les quantités caractérisant globalement la localisation hors d’équi-
libre avec condition initiale ponctuelle, on peut raisonnablement considérer que
I’espace est divisé en deux demi-lignes, et que chacune se comporte comme si
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elle était équilibrée — ou quasi-équilibrée comme décrit par 'Eq. (2.11) - tout
en étant hors d’équilibre par rapport & ’autre demi-espace. D’autre part, nous
avons vu que les échelles de longueurs trés inférieures a £ pouvait étre consi-
dérées comme équilibrées, et que ’écart a 1’équilibre venait des plus grandes
échelles, |z| 2 £. L’argument précédent ne peut pas rendre compte de I’équilibra-
tion des petites échelles. L’ensemble de ces observations suggérent, afin d’obtenir
une image physique cohérente, que 1’espace pourrait étre en fait divisé en trois
régions, un domaine équilibré centré sur 'origine (de taille ¢¢, avec ¢ < 1), et
deux régions quasi-équilibrées de chaque coté, chacune de ces trois régions étant
hors d’équilibre par rapport aux autres.

Un reméde quelque peu artificiel & ce manque d’équilibration entre domaines
serait de permettre a la particule de faire de grands sauts, d’ordre &, au lieu
des sauts d’ordre 1 habituels. Nous avons pour cela ajouté aléatoirement des
liens entre les sites x et —z, de telle sorte que le nombre de liens décroisse comme
|z|~*. La Fig. 2.9 présente les résultats obtenus par cette procédure pour le rapport
de participation Y3(p,t), a la température g = 0.5. Les données suggérent qu'il
existe une valeur critique p. (comprise entre 1 et 2) telle que Ys(p,t) converge
lorsque t — oo vers Y54 = 0.5 pour p < p. et vers Y¥" ~ 0.3 pour p > p.. Il
pourrait étre intéressant d’approfondir ce point et de déterminer plus précisément
Pe, Mais cela s’avére délicat compte tenu de la lenteur de la convergence, qui doit
se faire sentir de plus en plus lorsque p approche p.. Nous nous contentons donc
d’'un résultat semi-quantitatif, car notre but était d’illustrer le fait que cette
différence entre ka”" et Y, est liée a la rareté des liens entre les sites sur ce
réseau unidimensionnel.

2.4 Vieillissement et sous-vieillissement des corré-
lations

2.4.1 Motivations de I’étude

Nous allons maintenant considérer différentes définitions possibles des fonc-
tions de corrélation, afin de sonder les propriétés de ce modéle en matiére de
vieillissement. Puisque le temps de piégeage le plus long rencontré au temps t,, se
comporte comme t¥, avec v = 1/(1 + u) < 1, on pourrait s’attendre naivement a
ce que les fonctions de corrélation & deux temps varient sur une échelle de temps
tv . Ceci correspondrait & un comportement de type sous-vieillissement, pour le-
quel le temps de relaxation croit moins vite que t,, lui-méme. C’est justement
le cas pour la probabilité II(¢,,t, + t) de ne pas étre sorti du piége ou 'on se
trouvait a t,, pendant tout 'intervalle [t,, t,, +t]. Cette fonction de corrélation a
été calculée numériquement dans la Réf. [138], et satisfait bien, dans la limite de
la précision numeérique, une relation d’échelle de la forme II(¢,,, ¢, +t) = w(t/t%).
De plus, la forme de la fonction d’échelle a été comparée a la prédiction d'un argu-
ment de type “équilibre partiel”, & savoir que la probabilité de trouver la particule
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dans un piége de profondeur 7 aprés un temps t,, est approximée par la proba-
bilité d’équilibre sur une région de taille £(t,,). Cette approximation prédit un
comportement en loi de puissance pour 7(s) a la fois pour les petites et pour les
grandes valeurs de s, avec des exposants qui concordent bien avec les détermina-
tions numériques. Cependant, la forme précise de 7(s) prédite par cet argument
s’écarte notablement des résultats numériques, ce qui est attendu compte-tenu
des approximations utilisées. Remarquons que le succés de cette approximation
de ’équilibre partiel réside dans le fait que II(t,,t, + t) dépend seulement de la
probabilité moyenne d’occuper un site, et non pas de corrélations d’ordre plus
élevé comme c’est le cas en ce qui concerne les rapports de participation Y.

De maniére un peu surprenante, il s’avére que des fonctions de corrélation dif-
férentes peuvent présenter des propriétés de vieillissement totalement différentes.
Considérons en particulier la probabilité C(t,,t, + t) que la particule occupe le
méme site aux temps t, et t, + t, mais cette fois-ci indépendamment du fait
qu’elle ait quitté ou non ce site au cours de cet intervalle de temps. Il est clair
que C(ty,ty +t) > (ty,t, + t). Mais il a été montré de maniére rigoureuse
[82, 17] que C(t,,t,, +t) est une fonction de t/t,, et non pas de t/t% . Cela signifie
que méme si la particule a, de maniére presque sfire, changé de site au bout d'un
temps t/ < t,, elle est retournée sur ce site de facon a ce que C(2t,,t,) soit
d’ordre 1, alors que I1(2t,,t,) tend vers 0.

Cette différence n’est pas trés intuitive a priori, en particulier parce que 'on
sait que lorsque la particule a quitté le site ou elle se trouvait & ¢, il lui faut en
moyenne un temps infini pour y retourner, puisque la marche est unidimension-
nelle. Mais comme C(t,, t,, + t) décroit sur une échelle de temps t,,, cela signifie
que la probabilité de ne pas trouver la particule sur le site qu’elle occupait a t,,
aprés un temps t tel que t!, < t < t,, doit tendre vers 0 lorsque ¢, — 00. Le
fait que la particule fasse de nombreux allers-retours entre ¢,, +t., et 2¢,, pourrait
donc a priori conduire & des comportements intéressants de C(t,,,t,, +t) dans le
régime de “temps courts” t < t,,, qui n’a pas été étudié en détail dans la Reéf. [82].
Par exemple, on pourrait trouver, comme dans la Réf. [138], différents “domaines
temporels” ¢ ~ 1, ¢ ~ t¥2, etc., pour lesquels la fonction de corrélation présente-
rait des comportements analytiques distincts. C’est le point que nous souhaitons
discuter maintenant.

2.4.2 Arguments analytiques

Avant de s’intéresser plus en détail au comportement 3 temps court de ces
deux fonctions de corrélation, nous allons tenter de comprendre, d’un point de
vue qualitatif, pourquoi II et C' présentent des temps de relaxation trés différents.
Pour que C(t,, t,,+t) puisse décroitre vers 0, il faut attendre que la région sondée
par la particule au temps t,,+% soit notablement plus grande que la région explorée
a ty, c’est-a-dire un temps ¢ tel que £(t, +t) > &(t,). Mais comme {(t,,) varie
en loi de puissance, ce temps de décroissance est donc nécessairement d’ordre t,,.
Ceci est dii au fait que lorsque la particule est confinée dans une région de taille
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finie, que ce soit la taille L du systéme ou la longueur dynamique £(t), les taux
d’occupation sont concentrés sur un nombre fini de sites, de telle sorte que le
seul moyen de se décorréler est de changer ’échelle de longueur de “confinement”.
Ceci ne se produit bien entendu que dans le cas du régime dynamique, ot £(t)
augmente spontanément. A ’équilibre sur une taille L, il n’est donc plus possible
de se décorréler totalement, et nous avons vérifié numériquement que la fonction
de corrélation converge bien, pour ¢ — oo, vers un plateau de valeur non nulle,
méme pour des grandes valeurs de L. Par contre, ce raisonnement ne s’applique
pas & II(t,,t, +t), puisque dans ce cas la particule doit simplement quitter son
piége pour se décorréler. Il faut remarquer également que ces arguments sont
valables pour des temps t d’ordre t,, et ne prédisent rien en ce qui concerne le
comportement & temps court (¢ < t,,) des fonctions de corrélation.

Dans le méme esprit que pour la Réf. [138], mais en utilisant une méthode
légérement différente, nous allons proposer un calcul approché de C(t,t,, +t). La
premiére étape consiste & introduire la probabilité d’occuper un site de temps de
piégeage T au temps t,,, que nous appellerons la distribution dynamique p(7,t,).
En s’inspirant des propriétés du modéle de piéges totalement connecté [129], il
est raisonnable de supposer la relation d’échelle suivante pour p(7,t,) :

p(T, tw) = tiyaﬁ (tl) (2.51)
w w
Cette relation prend en compte le fait que les temps de piégeage typiques sont
d’ordre ¢!, au bout d’un temps ¢, — ils seraient d’ordre ¢,, dans le modéle to-
talement connecté — et elle a déja été validée par nos études précédentes sur la
localisation avec condition initiale uniforme. Il est important de noter que cette
distribution dynamique n’est en principe qu'une approximation, méme sur le plan
des concepts, car on ne peux s’abstraire de maniére rigoureuse de la structure spa-
tiale du modéle, et de la présence de désordre gelé. Néanmoins, une approximation
simple de ce type donne des résultats intéressants. Si I’on suppose que les échelles
de temps courtes (7 < t7) sont équilibrées, alors que les grandes échelles (7 > 7))
sont distribuées selon 9 (7) (la distribution @ priori), comme c’est le cas dans la
version champ moyen, on obtient les formes asymptotiques suivantes pour ¢(z) :

Y0

o(z) =~ p” z—0 (2.52)
oo
o(z) =~ T z — +00 (2.53)
En utilisant la relation :
(ty, tw +1) =/ drp(7,t,) et (2.54)
1

on peut aisément déduire des Egs. (2.52,2.53) les comportements & temps court
et & temps long de II(t,,t, +1) :
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1—p
t
M(ty, ty +1) ~ 1-— 13;(,1) (t—) t<t (2.55)
t\ " i
O(tw,tw +1) ~ Yool'(p) <t7> t>t; (2.56)

en accord avec les résultats de la Reéf. [138], et avec nos propres simulations
numériques (voir plus bas).

En ce qui concerne C(t,,t, +1), il est nécessaire de prendre en compte le fait
que lorsqu’une particule quitte son piége, elle va y retourner un grand nombre de
fois avant de s’en échapper durablement. Nous proposons donc l'approximation
suivante : une particule sera considérée comme ayant réellement quitté son site
initial (celui occupé a t,,) si elle a trouvé un piége plus profond au cours de son
excursion hors du piége initial. Etant donné un temps de piégeage 7, la probabilité
que 7' > T s’écrit :

TN+p TH

oo !
P(r' > 1) = / pdr _ 1 (2.57)

Donc la probabilité p(¢,7) que le premier piége rencontré ayant un temps de
piégeage supérieur & T soit trouvé a une distance £ vaut :

1 1\
b, 7)=P(r' > 1) [P(r <7) " = = (1 - ﬁ) (2.58)
Pour 7 et £ > 1, on obtient :
~ 1 —L/TH
pll,m) = — e (2.59)

-
Il faut noter que nous ne donnons ici quun argument d’échelle, et que nous
négligeons donc les corrections liées & la présence d’un nouveau piége de chaque
coté du site initial. En conditionnant & la distance £ oul se trouve le nouveau
piége, la probabilité de l'atteindre vaut 1/¢ une fois que la particule a quitté
son site initial. Par conséquent, la probabilité par unité de temps de s’échapper
durablement du site initial peut s’écrire :

w(r,b) = % (2.60)

La fonction de corrélation C(t,,t, + t) est alors simplement donnée par :

Clty, ty +1) z/ d'rp('r,tw)/ dep(e, 7) e 0 (2.61)
1 1

Aprés quelques changements de variables, et en utilisant les Egs. (2.52,2.53), on
trouve les comportements a temps court et & temps longs suivants pour C(t,,, t,, +

t):
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A=
Cltw,tw +t) ~ 1—c, (—) t <K ty (2.62)

C(tw, tw + 1) >t (2.63)

1
k)
/N

el
€]
~—
|
T
=

ou les constantes ¢, et ¢ sont données par :

Pa— F<2—”>2 (2.64)

- 1—p 14+up
2
Yoo 7
— r 2.65
RN EnE (1+u) (2.65)

Ces valeurs des exposants des singularités & temps court et & temps long n’avait,
A notre connaissance, pas été prédites avant la publication de ce travail, et la va-
leur de l'exposant & temps long a été confirmée depuis par des études basées sur
la renormalisation [126]. Notons que ces valeurs devraient, en principe, pouvoir
étre déduites de 1’analyse exposée en Réf. [82] (méme si elles n’ont pas été calcu-
lées dans ’article), mais la complexité du formalisme employé dans cette étude
mathématique la rend peu exploitable par les physiciens. Nous allons maintenant
nous tourner vers I’étude numérique de ces prédictions asymptotiques.

2.4.3 Résultats numériques et échelles de temps multiples

La Fig. 2.10 (gauche) présente 1—I1(t,,, t,,+t) en fonction de t/t% , et C(ty,, tw+
t) en fonction de t/t,,, pour différents temps d’attente (¢, = 103, 10%, 10° et 10),
a la température y = 1/2. La superposition des données est bonne, confirmant la
validité des lois d’échelle prédites.

Nous commengons par tester briévement le comportement a temps long (¢ >
tw) par simulations numériques. La Fig. 2.10 (droite) montre les corrélations
(ty, ty+1) et C(ty,t, +1t) en fonction du temps ¢, remises a I’échelle de maniére
appropriée, pour t,, = 10° et 103 respectivement (u = 1/2). Les deux fonctions de
corrélation se comportent en lois de puissance & grand ¢, et les exposants trouvés
sont en bon accord avec ceux prédits par les Eqgs. (2.55) et (2.62), illustrés par
les lignes pointillées (avec un préfacteur arbitraire), au moins pour cette valeur
particuliére de p. Il faut noter également que, comme nous ne connaissons pas les
constantes Yo et Yoo, NOUS ne pouvons pas tester directement les valeurs prédites
pour les préfacteurs. Toutefois, en faisant le rapport des coefficients correspondant
a IT et & C pour éliminer 7y et 7, on peut tester partiellement ces prédictions,
et les résultats obtenus sont en assez bon accord avec les valeurs trouvées dans
les simulations.

Nous allons analyser maintenant en détail le comportement & temps court
de ces fonctions de corrélation. En tragant In(1 — IT) en fonction de In(¢/t), on
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F1G. 2.10 — A gauche : 1 — I1(ty, t, +1t) (courbe croissante) en fonction de t/t%
(p =v) et Cty,ty+t) (courbe décroissante) en fonction de t/t,, (p = 1) pour pn =
1/2 etv=1/(14p) = 2/3. Les lois d’échelle sont trés bien satisfaites, au moins
dans cette fenétre temporelle. Les symboles correspondent aux mémes t,, pour les
deuz courbes : t, = 10% (+), 10* (o), 105 (o) et 10° (). A droite : comportement
a temps long de T1(ty, ty,+1) et C(ty,ty+1t) en fonction de leur variables d’échelle
respectives, pour i = 0.5. Les courbes convergent vers un comportement en loi de
puissance qui correspond bien auz exposants prédits —1/2 et —1/3 (pointillés).

constate que la loi d’échelle est correctement satisfaite et en bon accord avec la
prédiction théorique 1 —1II ~ (¢/t%)'*, obtenue dans la Réf. [138], mis & part des
corrections de temps court qui disparaissent seulement pour I'gt > 1.

Par ailleurs, un graphe similaire de In(1 — C') en fonction de In(t/t,,) s’avére
moins convaincant, ce qui pourrait étre le signe de ’existence de regimes tempo-
rels multiples (comme cela était le cas dans la Réf. [138], ou des écarts aux lois
d’échelle semblables a ceux-ci ont suggéré de tels régimes). Un facon d’étudier
cette question consiste & introduire une fonction g(a, t,,) définie par :

_ln[l — C(tw, tw +1t2)]
Int, '

9(a,ty,) = (2.66)
Si cette fonction a une limite g,(a) quand ¢, — oo, cela signifie que dans le
domaine temporel correspondant & ¢ ~ ¢, la probabilité 1 — C' que la particule
se soit échappée de son site décroit comme #37*® pour les grands #,,. A partir
du régime en t/t, établi en Réf. [82], nous savons déja que goo(1) =0. Si1—C
se comporte comme (t/t,)*, méme pour t ~ t% avec a < 1, alors on devrait
observer goo(a) = A(1 — ). Une déviation a la loi linéaire signalerait des régimes
de temps multiples. En particulier, pour le modéle considéré en [138] pour d = 1,
ol deux exposants de sous-vieillissement s < v; < 1 apparaissent, on trouve que
la fonction go.(a) est linéaire par morceaux dans les intervalles [0, v5] et [vg, 1],
avec des pentes différentes. On obtient également g (v ) = goo(v4 ) de sorte que
Joo(@@) est continue en vy, et goo(a > v1) = 0. Dans ce cas, un changement de
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pente indique la présence d'une échelle de temps caractéristique. On pourrait
imaginer des situations “multi-échelles” plus compliquées, dans lesquelles go.(c)
serait une courbe non linéaire (méme par morceaux).

Nous avons d’abord testé cette procédure sur II(ty,t, +t), en définissant de
maniére analogue une fonction g*(«,t,) associée a II. Dans ce cas, on s'attend a
une loi d’échelle unique de sous-vieillissement, avec v = 1/(1 + pu), et A=1—p,
ce qui conduit & goo(@) = (1 — p)(v — ). La fonction ¢g*(a,t,) est tracée pour
différentes valeurs de t, (& savoir t,, = 10%, 105, 10° et 107) sur la Fig. 2.11
(gauche), pour x4 = 1/2. Par des arguments généraux, on peut s’'attendre a des
corrections de taille finie qui décroissent en 1/1Int,, et 1/¢7. En tenant compte de
ces corrections, on peut extrapoler de maniére tout-a-fait satisfaisante g% (a, ty,)
a une fonction qui se trouve trés proche du résultat attendu g% (o) = (3 — )
(cf. Fig. 2.11). Plus précisément, nous avons utilisé la forme fonctionnelle suivante

pour obtenir I'extrapolation a ¢, — oo :

0'(0 1) = gle(0) + () (2.67)
ou gi (a), c(a) et y(a) sont des paramétres libres, ajustés pour chaque valeur
de a, et b est un coefficient indépendant de «, car la correction en 1/Int,, est
censée provenir du préfacteur de (¢/t%)!=* dans le développement & temps court
de II(t,, t, +t). Ainsi, la valeur de b a été fixée par un ajustement direct de la
loi de puissance dans le régime de temps court de 1 — II.

On peut désormais appliquer la méme procédure a C(t,, t, +1). Les résultats
sont présentés sur la Fig. 2.11 (droite), en utilisant les mémes conventions que
pour II(t,,t, +1t); g(a, t,) est représenté pour les mémes temps d’attente t,, que
g*(a,ty,). On constate que, méme si les corrections de temps fini sont plus fortes
que pour II, les résultats extrapolés sont en bon accord avec notre prédiction
analytique pour le régime t/t,, < 1, & savoir goo(a) = A1 — ), avec A = (1 —
w)/(14 u) = 1/3, au moins pour « € [0.2,0.8]. Ceci suggére qu’il n’y a qu’un seul
régime temporel pertinent, ¢ ~ t,,, pour C(ty,t, +t), bien que nous sachions que
’échelle de temps ¢ < t,, gouverne 1’évolution de II(¢,,t, + t). Notons que les
corrections du type 1/ Int,, sont plus faibles que dans le cas précédent, et que I’on
est principalement dominé par des corrections en loi de puissance. Cela s’explique
par le fait que le préfacteur de (t/t,)* dans le régime de temps court se trouve
étre proche de 1 dans ce cas précis (et le paramétre b est donc petit) alors que ce
méme préfacteur vaut environ 0.57 dans le cas de II.

Bien que la situation ait finalement I’air simple, puisque chaque fonction de
corrélation ne fait apparaitre qu’une seule échelle de temps caractéristique, il est
tout de méme paradoxal que I'échelle de temps 2 disparaisse complétement dans
la corrélation C. Pour mieux comprendre ce point, examinons ce qui arrive aux
particules qui ont quitté le piége initial au bout d’'un temps d’ordre ¢, et qui
ont mis un temps trés long pour revenir, car c’est de ce point précis que nait le
paradoxe. La probabilité qu'une particule quitte le site aprés un temps t' vaut
O[L — M(ty, ty + )]0 ~ =1/t " Si le systéme n’était pas désordonné, la
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FiG. 2.11 — A gauche : fonction g*(a, t,,) associée a I1, pour p = 1/2 et t,, = 10%,
10°, 10° et 107. L’extrapolation d t, — oo, gt (a) (¢) est en bon accord avec la
prédiction g% (o) = 3(3 — a). A droite : fonction g(a,t,) associée a C, pour les
mémes parameétres que g*(«a, t,,). Bien que les corrections soient plus importantes,
Deatrapolation ge,(t) (o) est néanmoins en bon accord avec la prédiction goo(a) =

%(1 —a), au moins pour 0.2 < a < 0.8.

probabilité qu’elle ne soit pas retournée a son point de départ aprés un temps ¢ —¢'
se comporterait comme (¢ — ¢’ )*1/ 2. A cause de la présence de grands temps de
piégeage, cette probabilité décroit en fait plus lentement, comme (¢ — ') =#/(1+#),
La contribution A de ces marcheurs 4 1 — C est ainsi d’ordre :

t 1—
A~ / dt’ t(: (t —t/) #/ (), (2.68)
0 s )

En prenant ¢t = t2, on trouve que A est inférieur & la contribution principale
calculée plus haut — laquelle est d’ordre (¢/t,,)**#), cf. Eq. (2.62) — par un facteur
t;“”’“‘z; A est donc négligeable dans la limite des grands t,. Cette estimation
simple permet néanmoins d’éclairer plusieurs points importants : d’une part, on
comprend pourquoi les corrections de temps fini deviennent grandes quand a —
0; ensuite, cela montre que les corrections a g(«,t,) en loi de puissance, telles
que celles utilisées pour notre extrapolation, sont en fait naturelles, et finalement
cela justifie que I’échelle de temps ¢ n’apparaisse pas dans C(t,,t, +t).

En conclusion, on voit que le modéle de piéges unidimensionnel présente de
maniére générique du sous-vieillissement, au moins en ce qui concerne certaines
fonctions de corrélation. Ceci peut suggérer que les systémes expérimentaux dans
lesquels du sous-vieillissement est effectivement observé possédent une organi-
sation quasi-unidimensionnelle des minima les plus profonds [13]. Méme si une
telle structure n’est peut-étre pas nécessairement la seule maniére de générer du
sous-vieillissement (une telle propriété est quand méme assez rare dans les modéle
vitreux, car le vieillissement simple semble trés “robuste”), cette suggestion méri-
terait certainement d’étre testée plus avant. Par ailleurs, un point important serait
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de savoir si la présence simultanée de vieillissement simple et de sous-vieillissement
(suivant la fonction de corrélation choisie) peut se retrouver dans des quantités
éventuellement mesurables sur des systémes réels, en particulier si I’on interpréte
le modéle en termes de diffusion de particules. En effet, les fonctions de corréla-
tion que nous avons introduites ici ne sont pas a priori aisément mesurables, a
supposer que l'on puisse trouver un systéme expérimental dont la modélisation
en termes de modéle de piéges unidimensionnel serait pertinente, et ces fonctions
présentent également un certain degré d’arbitraire dans leur définition, méme si
ces derniéres sont motivées par des considérations physiques. Par conséquent, il
serait intéressant de voir si une fonction de réponse, dont la définition laisse moins
de place a I’arbitraire, et qui pourrait étre mesurée expérimentalement, peut reflé-
ter ces comportements de vieillissement et de sous-vieillissement. Ce sera 1’objet
de la partie suivante.

2.5 Réponse linéaire et non linéaire & un biais

Nous avons jusqu’a présent considéré le modéle non biaisé pour lequel les
probabilités de transition vers la droite et vers la gauche sont identiques : ¢, =
g— = 1/2. Nous allons maintenant aborder le cas de la marche faiblement biaisée
en présence de désordre, en introduisant un biais h, indépendant du site, tel que
g+ = (1 £ h)/2 [33]. Ce probléme de la réponse a un biais a d’ailleurs été étudié
trés récemment par des procédures de renormalisation [128, 127]. On peut noter
que cette procédure est équivalente, tant que A < 1, & 'introduction d’un champ
de force uniforme F, de faible intensité, qui transforme les taux de transition ¢}
en qx = ¢ exp(£Fa/2kT). Ici, a est le pas du réseau, qui est pris comme unité
de longueur dans la suite; la correspondance est ainsi h = F/2kT. Physiquement,
cette force peut étre due & un champ électrique externe dans le cas de matériaux
conducteurs [143], ou a I'asymétrie de la composition de la chaine d’ADN dans
le modéle considéré en Réf. [96].

2.5.1 Réponse en déplacement et en courant

En ce qui concerne la définition de la fonction de réponse, les deux choix
naturels sont d’une part la position moyenne de la marche une fois que le biais est
appliqué, et d’autre part le courant de probabilité moyen (qui n’est rien d’autre
que le courant électrique dans le cas d’un conducteur). En fait, il existe une
relation formelle entre ces deux quantités, & savoir que le courant est la dérivée
temporelle de la position moyenne. En appliquant un faible biais h & partir du
temps t,,, et en mesurant les grandeurs & un temps ultérieur ¢,, +%, on peut définir
pour un échantillon donné (une réalisation particuliére du désordre) la position
moyenne zy(t,t,) et le courant de probabilité total J(t,t,) comme :
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oattw) = > n Pt t) (2.69)
Thltte) = Y n1altite) (2.70)

n

ol ¢y 1, = WP P, —Wh P, est le courant local. En dérivant xy(t,t,,)

n—1l—n n—n—1
par rapport a ¢, on obtient :
8$h 8Pn
_— — = neln — On.n 2.71
ot - n ot ;In‘w) 1, ¢ y +1] ( )

En choisissant des conditions aux limites périodiques sur un réseau de taille L,
dont la taille tendra vers 'infini & la fin du calcul, on peut montrer que la somme
se réduit & ) ¢dn_1,, ce qui conduit & :

6.23h _
ﬁ(t,tw) = Ju(t, tw) (2.72)

Notons que dans le modéle de piéges unidimensionnel, les taux de transition
Wh., ., dépendent seulement de n (plus précisément de 7,), de telle sorte que
Jp(t,ty) = 0 pour h = 0, ce qui implique que z(t, t,,) est constant, et égal a 2:(0,0),
pour toute réalisation du désordre. En moyennant sur le désordre, il est clair
que I'Eq. (2.72) est également valide pour les quantités moyennes (z)(t,t,) et
(J)n(t,tw). Par conséquent, nous allons nous concentrer dans la suite uniquement
sur ’étude du déplacement moyen en présence de biais, le comportement du
courant pouvant s’en déduire aisément.

2.5.2 Arguments d’échelle et résultats numériques

Dans cette partie, nous donnons quelques arguments d’échelle simples afin de
prédire le comportement de (z)(t,t,) en fonction des trois variables t, t,, et h. Il
est intéressant de constater que des régimes non triviaux apparaissent en raison
du fait que les limites h — 0 et t,t,, — oo ne peuvent étre permutées. Le cas par-
ticulier t,, = 0 a déja été étudié dans la Réf. [44], ot il a été montré qu'une ligne de
transition apparaissait dans le plan h, 1/t. Rappelons briévement ces arguments,
car cela sera utile pour la suite. Il est commode d’introduire le nombre de pas
typique N de la marche au bout d'un temps ¢, et d’exprimer a la fois (z); et ¢ en
fonction de N. Il est clair que (z), ~ Nh; en considérant maintenant le nombre
typique de sites, N, visités par la marche, N; peut s’écrire approximativement
comme la somme d’un terme de dérive et d’un terme de diffusion :

N, ~ Nh+ VN (2.73)

Considérons tout d’abord le cas Nh > +/N, qui correspond & N; ~ Nh. Etant
donné que les temps de piégeage 7; sont distribués selon (1) = p/7!7#, la somme
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de M variables indépendantes 75, se comporte comme ZkM:1 Te ~ MY#. Comme
chaque site est visité de l'ordre de N/N fois, ¢ peut s'exprimer de la maniére
suivante :

N Ns/2 1
tN/\_/s_Z 7~ NN ¥ (2.74)
i=—Ns/2

ce qui se réécrit N ~ t*h#*~!. Finalement, on obtient pour (z)p, :

(x)p ~ hith (2.75)

Le critére Nh > V/N se traduit par h#t* > h#=D/2¢#/2 ou de maniére équiva-
lente ¢ > tj, ~ h=(+1W/W) Ay contraire, si Nh < v/N alors N, ~ VN, et N et ¢
sont reliés par N ~ t?*_ de sorte que :

(z) ~ ht™™ (2.76)

avec v = 1/(1+ p) comme précédemment. Par conséquent, la réponse est linéaire
en h, mais non linéaire en ¢ pour ¢t < t3, et non linéaire & la fois en h et ¢ pour
t > 1.

Considérons maintenant le régime de vieillissement, en supposant ¢, > 1.
Dans ce cas, si t est suffisamment petit (ce que nous préciserons par la suite), la
marche évoluera essentiellement dans la région de I'espace de taille £(¢,,) qu’elle a
déja visité par diffusion avant t,,. Le temps de piégeage moyen 7(t,,) a l'intérieur
de cette région peut étre estimé comme suit :

Tl W

ty d
(tw) ~ /1 RAT - pri-n) (2.77)

en considérant la valeur moyenne de 7 calculée a partir de la distribution (7),
et en tenant compte de la coupure naturelle ¢ induite par la dynamique (on
pourrait remplacer la borne supérieure par une pondération exponentielle, mais
cela ne changerait pas ’argument d’échelle). Par conséquent, tant que la particule
ne s’échappe pas de la région initiale, la position moyenne devrait dériver avec
une vitesse constante égale a h/7(t,) (rappelons que le pas du réseau est pris
comme unité de longueur), ce qui conduit a :

(x)p ~ ht/trd=1 (2.78)

Ce régime de temps court est limité par deux conditions : tout d’abord, |£(t,+t)—
E(tw)| < &(tw), ce qui implique t K ty,, et aussi [{(x),| K &(ty), ce qui nécessite
t < t*, ou t* est une nouvelle échelle de temps définie par t* = ¢ /h. 1l faut
cependant remarquer que cette échelle de temps n’est physiquement pertinente
que si t* < t,. Si on est dans la limite opposée t > t,, alors t,, ne joue plus
aucun role et on retrouve les résultats correspondant au cas t,, = 0. On doit donc
distinguer entre plusieurs régimes, selon les valeurs relatives de ¢, t,, et t* :
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- t* > t, (ou h € h* ~ t ). Dans ce cas, trois régimes différents appa-

raissent :
(z)p ~ ht/ttA0 <ty (2.79)
(v), ~ ht* ty Kt <ty (2.80)
(x)n ~ hetr t>ty (2.81)

avec t, ~ h~(H#/8 comme précédemment.
- t* K ty (ou h > h*). Le comportement de (z); peut étre résumé comme
suit :

() ~ ht/tr0=m (2.82)
(x), ~ h*t* t>t" (2.83)

11 est intéressant de reformuler les équations précédentes en termes de fonctions
d’échelle :

(r)y = ht*™ fi(t/t,) h<Kh* (2.84)
(Z)n = t fo(ht/t) h> h* (2.85)

les fonctions d’échelle fi(z) et fa(z) se comportant asymptotiquement comme :

filz) ~z  (z<1),  fi(z) ~ 2 (2>1) (2.86)
folz) ~2  (2<1),  flz)~ (2>1) (2.87)

Il faut noter que la fonction d’échelle fi(z) ne rend compte que du régime de
temps décrit par les Eqs. (2.79,2.80), autrement dit pour ¢ < t;. Toutefois, comme
nous sommes dans le cas d’un biais trés faible h < ¢, t; est donc beaucoup
plus grand que t,,, de sorte que cette échelle de croisement est difficile & mettre
en évidence numériquement. Il faut néanmoins garder a l’esprit que la réponse
devient toujours non linéaire & temps suffisamment long, quelle que soit la valeur
de h. Notons également que nous n’avons pas trouvé la fagon d’inclure tous les
régimes en t, t,, et h dans une seule fonction d’échelle.

Nous présentons maintenant les résultats numériques concernant la fonction de
réponse, et nous les comparons avec les prédictions du paragraphe précédent. Dans
le régime de trés faible biais h < h*(t), 1a loi d’échelle prédite par I'Eq. (2.84) est
bien vérifiée. La Fig. 2.12 (gauche) montre la remise & 1'échelle des données pour
trois valeurs de h (h = 2.1073, 5.107° et 8.1073) et trois valeurs de t,, (t, = 103,
10* et 10°), & la température u = 1/2.

Dans le régime opposé, h*(t,) < h < 1, 'Eq. (2.85) est également bien
satisfaite, comme le montre la Fig. 2.12 (droite) pour des biais A = 0.1, 0.2, 0.3
et des temps d’attente ¢, = 10*, 10°, 10, 107, toujours pour y = 1. Pour ne pas
surcharger la figure, les données correspondant & h = 0.2 et 0.3 sont présentées
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Fig. 2.12 — A gauche : réponse remise a léchelle selon U'Eq. (2.84), pour
h =21073, 5103, 8.10°3 et t, = 103, 10*, 10° (u = 1/2). La superposition
des courbes est bonne, méme si des déviations apparaissent d temps court et @
temps long. Le comportement prédit pour la fonction d’échelle est bien satisfait
(pointillés). A droite : méme procédure pour le régime h > h*(t,), en utilisant
I’Eq. (2.85), pour h =0.1, 0.2, 0.3, t,, = 10, 10, 10%, 107 (cf. texte) et u = 1/2,
montrant une excellente remise a l'échelle des données, sauf pour les temps courts
ot les effets de temps fini deviennent notables.

pour t,, = 10° seulement. Nous avons vérifié par ailleurs pour différentes valeurs
de i que les comportements & temps court et a temps long des fonctions d’échelle
fi(z) et fao(z) était bien conformes aux prédictions des Egs. (2.86,2.87) — cf.
Fig. 2.12 pour le cas p = 1/2.

Si 'on souhaite établir un lien avec les fonctions de corrélation C(t,, t, +1) et
[I(ty,t, +t) définies dans la partie précédente, on peut raisonnablement associer
(x)n(t,ty) avec C(ty,t, + t), en raison de la loi d’échelle en t/t, qui apparait
dans I'Eq. (2.84). Cependant, ceci reste limité au cas des trés faibles biais. Dans
le régime opposé h > h*(ty ), (x)n(t, ty) est une fonction de t/t* (t* ~ ¥ /h), a un
préfacteur pres, ce dernier dépendant de t,,. Ainsi & h fixé, (z)(t, t,,) se comporte
en t/t’, tout comme II(¢,, t,,+t). Cette relation n’est pas purement formelle, mais
elle correspond en fait & la physique sous-jacente. Pendant l'intervalle de temps
non biaisé [0,%,], la marche visite typiquement des piéges de profondeur ~ ¢2.
Une fois que le biais est appliqué, I’évolution est dominée par ces piéges profonds,
avant d’atteindre finalement un régime de temps long dans lequel la mémoire du
vieillissement jusqu’a t,, a été perdue. Si le biais est trés faible, la marche va visiter
ces piéges un grand nombre de fois, d’ordre t£”, et la dynamique de vieillissement
ressemble alors beaucoup a celle de C(t,,, t,,+t) en I’absence de biais. Au contraire,
si h est suffisamment grand (tout en restant petit devant 1), la marche visitera
un nombre fini de fois (quand ¢,, — o), d’ordre 1/h, les piéges les plus profonds
occupés au temps t,, de sorte que le vieillissement est cette fois dominé par le
temps nécessaire pour sortir de ces piéges pour la premiére fois, en étroite analogie
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avec II(ty,t, + t). De plus, il est intéressant de mentionner que si on applique
le biais & partir de 'instant initial au lieu d’attendre jusqu’a t,, mais que 'on
regarde néanmoins le déplacement entre les deux temps t,, et t,,+%, on observe des
lois d’échelle différentes. Pour h trés petit, on retrouve (z)(t,t,) = ht2* fi(t/ty)
comme précédemment, mais pour des valeurs plus grandes de h, on trouve une
loi d’échelle de la forme (x)(t,t,) = t* f3(ht/t,). Dans ce cas, un comportement
en t/t,, apparait également, mais pour une raison différente : & cause du biais, les
temps de piégeage typiques atteints aprés un temps t,, sont maintenant d’ordre
t,, et non plus d’ordre ¢!, et la marche visite ces piéges un nombre fini de fois,
d’ordre 1/h, apres t,,.

2.5.3 Autocorrélation et relation de fluctuation dissipation

Au-dela des fonctions de corrélation C et I considérées ci-dessus, ’autocor-
rélation naturelle associée a (x);, est le déplacement quadratique moyen restreint
a l'intervalle de temps [t,, t,, + t], en Pabsence de biais :

(Az?)o(t,tw) = ([2(tw +1) — 2(tw)]*)o (2.88)

ou les crochets (---) désignent & la fois une moyenne thermique (sur les mar-
cheurs), et une moyenne sur le désordre gelé. En utilisant le temps de piégeage
effectif 7(t,,), on peut aussi estimer (Az?)o(%,t,) dans le régime diffusif de temps
court comme (Az?)o(t,t,) ~ t/T(t,). Cette expression ne peut étre valide que
si (Ax?)o(t,tw) < &(tw)?, ce qui implique ¢ < t,. Dans le régime opposé,
t > t,, on retrouve asymptotiquement le méme résultat que pour ¢, = 0, &
savoir (Az?)o(t, ty) ~ E(ty +1)? ~ &(t)?. En résumé :

(Az?)o(t,t,) ~ /0ty (2.89)
(Ax*)o(t tw) ~ ¢ £ty (2.90)

Cela signifie que (Ax?)o(t,t,) peut s’écrire sous la forme d’échelle :

(Az)o(t, tu) = 1" g(t/tw) (2.91)

La Fig. 2.13 présente les données numériques obtenues pour (Ax?)o(%,t,), avec des
temps d’attente t,, allant de 10® & 107, en utilisant I'Eq. (2.91). On constate que la
remise & 1’échelle est parfaite, les différentes courbes ne pouvant étre distinguées
a eeil.

Etant donné les quantités que nous venons de calculer, il est maintenant natu-
rel de tester la relation de Fluctuation-Dissipation (RFD), ou relation d’Einstein.
C’est ce que nous faisons en encart de la Fig. 2.13, qui montre (z)x(t,t,)/h en
fonction de (Ax?)y(t,t,) en échelle logarithmique, pour A = 5.1073, ¢, = 10% et
p = 1/2. Cette relation s’avére bien vérifiée sur I’ensemble du domaine temporel
ou la réponse est linéaire (c’est-a-dire pour ¢ < t5), bien que ce systéme soit



2.5. Réponse linéaire et non linéaire 4 un biais 99

101’NH§ :
3
10°- = .
- 3 ]
10—17:\15 10 7“\: - T ]
Y 10°F A< 1 |
10_2* R 1
10 s
L ol <AX>01
3L 10 6 i 7 s
10 | ‘t/tw‘ 10° 10" 10" 10

10° 10% 10" 10° 100 10*° 10°

F1a. 2.13 — A gauche : autocorrélation (Ax?)o(t,t,) en l'absence de biais, remise
a Uéchelle selon I’Eq. (2.91), pour t,, = 103, 10, 10, 105 et 107, et u = 1/2. Les
différentes courbes ne sont pas distinguables d 'eeil. Les pointillés indiquent les
pentes 1 et 2/3 respectivement. Pour des raisons de temps de calcul, t est limité
a 107. Encart : tracé de la RFD (z)4(t,ty)/h en fonction de (Ax?)o(t,ty), pour
ty = 10°, h = 5.107% et u = 1/2. La RFD est clairement vérifiée dans tout le
régime temporel ou la réponse reste linéaire (t < t, ~ 107).

fortement hors d’équilibre. Ce résultat différe notablement de ceux obtenus dans
de nombreux modéles désordonnés pour lesquels la RFD est modifiée méme dans
le régime linéaire [58].

Nous proposons maintenant un argument général afin de démontrer la validité
de cette RFD pour le modéle de piége unidimensionnel en régime de vieillissement.
Il a été montré dans la Réf. [44] que pour une réalisation donnée du désordre, et
une position initiale x(t,,) donnée, la relation de fluctuation dissipation suivante
était valide, dans la limite h — 0 et dans le régime temporel ol la réponse reste
linéaire en h :

(Ax)y = (Ax)o + h[{Ax?)o — (Az)g] (2.92)

avec Ax = x(ty, +t) —z(ty ), et t fini. Pour des raisons de clarté, nous distinguons
ici la moyenne sur les histoires thermiques aprés t,,, notée (---), et la moyenne
sur les histoires thermiques avant t,, — donc sur z(t,) — et sur le désordre (~=~).
En appliquant maintenant cette deuxiéme moyenne & I’équation précédente, on
obtient :

()p(t, ty) = KT (Az2)o(t, ty) (2.93)

dans laquelle nous avons utilisé le fait que pour le modéle de piéges, (Az)o =0 —
cf. Eq. (2.72) — et h a été remplacé par son expression “physique” F/2kT. Nous
en concluons donc que la RFD est bien valide dans ce régime hors d’équilibre et
désordonné, tant que la réponse reste linéaire, et avec une température égale a
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celle du bain thermique T'. En particulier, cela implique que les fonctions d’échelle
f1(.) et g(.) sont identiques. Remarquons aussi qu'une telle relation d’Einstein en
régime de vieillissement a déja été trouvée dans la version “recuite” du modéle
[11].

En conclusion, on peut noter que I'influence d’un biais extérieur sur des sys-
témes désordonnés peut se révéler hautement non triviale. Dans le modéle de
piéges unidimensionnel présenté ici, nous avons déja trouvé plusieurs régimes a
I'intérieur du “cube” ¢, t,, h. Un des résultats les plus intéressants est que la
réponse devient non linéaire & temps long, méme dans la limite ou le biais tend
vers 0. On peut s’attendre & ce que cet effet soit assez générique, et il a déja été
observé, de maniére directe ou indirecte, dans des travaux théoriques et expéri-
mentaux sur le role du champ magnétique dans la dynamique des verres de spins
[59, 158].

1l est également possible d’étendre les arguments précédents au cas du modéle
de Sinai en présence d'un biais externe [116]. Déja dans le cas d’une faible force
exterieure F', avec t, = 0, on trouve en général quatre régimes distincts pour
le déplacement moyen (x) : il apparait en particulier un régime ou (x) croit
comme In’¢, mais avec un préfacteur indépendant de F, avant d’atteindre le
régime asymptotique dans lequel (z) ~ t*'. Dans d’autres exemples, comme les
marches aléatoires sur un réseau de percolation, la réponse peut méme devenir
non monotone avec F' [44, 45].



Chapitre 3

Dynamique vitreuse dans ’espace
réel

3.1 De 'espace des phases a 1’espace réel

La compréhension de la dynamique vitreuse a nettement progressé dés lors que
les physiciens se sont mis & interpréter cette dynamique en termes d’espace des
phases (voir par exemple [88]), c’est-a-dire l'espace abstrait dont chaque dimen-
sion correspond & un dégré de liberté du systéme physique. Une telle approche
a permis de comprendre que les systémes vitreux possédent de trés nombreux
minima locaux dans leur espace des phases, et que cette propriété impliquait
un fort ralentissement de la relaxation & basse température, c’est-a-dire lorsque
I’énergie cinétique devient faible et que les barriéres d’énergie potentielle se font
sentir. Bien que déja ancienne, cette approche a connu un fort regain d’intérét
ces derniéres années, d’une part grice & la puissance croissante des moyens de
calcul numérique, et d’autre part en raison du fait que les théories dynamiques
de champ moyen ont validé ce scénario du paysage d’énergie.

L’importance de la notion de paysage d’énergie peut maintenant étre considé-
rée comme assez bien établie (méme si quelques voix discordantes se font entendre
[26]). Nous avons dans la premiére partie de cette thése tenté de mieux com-
prendre ces notions de dynamique dans I’espace des phases a 1’aide de modéles
simples. Toutefois, une question demeure : quelle est la nature, dans 1’espace réel,
des structures impliquées dans le vieillissement, comme les nombreux minima, lo-
caux dans l'espace des phases? Bien entendu, le fait de ramener la dynamique
d’un systéme & N corps & I’évolution d’un point dans l'espace des phases n’est
pas en soi une approximation. La simplification vient ensuite lorsque ’'on suppose
que ’espace des phases posséde une structure simple, par exemple que tous les
minima sont connectés, autrement dit que des transitions directes entre tous les
minima sont possibles. Or on s’attend a ce que la structure de ’espace des phases
d’un systéme de dimension finie soit en fait extrémement complexe, et on peut
s’en convaincre par la remarque suivante. Un systéme de dimension d finie peut
a priori, s'il est de taille assez grande, étre décomposé en sous-systémes essentiel-

101
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lement indépendants. En d’autres termes, 1’évolution du systéme en deux points
éloignés est indépendante. Cette remarque suggére donc qu’il existe une échelle
de longueur ¢ caractéristique telle que des sous-systémes de taille supérieure &
¢ sont (presque) indépendants, au moins en ce qui concerne leur comportement
dynamique.

Dans ce chapitre, nous allons tenter de mieux cerner les caractéristiques en
termes d’espace réel de la dynamique vitreuse, en accordant une attention par-
ticuliére & la notion d’échelle de longueur. Nous ferons appel & deux modéles
sur réseau de nature assez différente : le premier modéle posséde une énergie,
et sa dynamique & basse température consiste donc & abaisser progressivement
cette énergie, alors que le second modéle est athermique et évolue grace a des
réarrangements locaux. Comme précédemment, nous utiliserons largement les si-
mulations numériques dans cette étude, mais nous pourrons également obtenir
dans le deuxiéme modéle mentionné ci-dessus un certain nombre de résultats
analytiques.

3.2 Deux échelles de longueur pour les systémes
désordonnés

L’existence d’une échelle de longueur croissante associée avec la transition vi-
treuse a fait I'objet de nombreuses études au cours de la derniére décennie, car
cela signifierait que la transition vitreuse appartient dans un certain sens a la
famille des phénomeénes critiques pour laquelle des méthodes d’étude génériques
ont été développées. Une telle échelle de longueur permettrait également de mieux
comprendre pourquoi le temps de relaxation augmente fortement en baissant la
température, car il serait alors associé a I'évolution de structures de plus en plus
grandes. Ce théme a engendré des débats pendant longtemps du fait de la pré-
sence de désordre & 1’échelle microscopique, qu'il soit gelé ou “auto-induit”, ce qui
rend inapplicables la plupart des outils comme les fonctions de corrélation spa-
tiales & deux points, ou les facteurs de structure. Méme si la situation commence
seulement & s’éclaircir pour les systémes sans désordre, il faut reconnaitre que des
méthodes efficaces ont été développées depuis plusieurs années maintenant pour
étudier la structure spatiale des systémes désordonnés en dimension finie, grace
a la notion de répliques (réelles) : en comparant I’évolution, avec des histoires
thermiques indépendantes, de deux copies d’un méme systéme (c’est-a-dire avec
les mémes réalisations du désordre), on parvient & identifier sans ambiguité une
échelle de longueur, qui caractérise des fonctions de corrélation & quatre points
(deux sites et deux répliques). Les études portant sur ’existence d’une échelle
de longueur dans les modéles de verres de spins, par simulations numériques
pour l’essentiel, se sont intéressées d’une part & la longueur de corrélation d’équi-
libre [123, 122], et d’autre part & la longueur de cohérence dans le régime hors
d’équilibre [104, 121], dont il a été constaté qu’elle croissait au cours du temps
comme une loi de puissance avec un exposant faible. Remarquons également que
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la croissance de cette échelle de longueur semble avoir un lien important avec les
propriétés d’échelle des grandeurs physiques que ’on peut mesurer par ailleurs
[107, 108, 109], et que cette longueur a pu étre mise en évidence de maniére
indirecte dans des verres de spins expérimentaux, en testant I'effet d’'un champ
magnétique [97].

D’autre part, de nombreux travaux se sont également intéressés 4 la notion de
structure inhérente dans les systémes vitreux, désordonnés ou non, ce qui consti-
tue une approche en termes d’espace des phases. Cette notion est apparue trés
intéressante pour la compréhension de la dynamique vitreuse. Ce n’est que trés
récemment que la question des propriétés dans I’espace réel de ces structures in-
hérentes a été clairement posée, principalement dans le cadre des systémes sans
désordre. Il a été montré en particulier que les modeéles définis par un Hamiltonien
trivial, mais avec des contraintes cinétiques, peuvent étre décrits (a une dimen-
sion d’espace en tout cas) en termes de trajectoires d’espace-temps des parois de
domaines associées & la structure inhérente visitée a l'instant ¢, sans devoir faire
référence a des notions d’espace des phases [25].

Par ailleurs, il est clair que le vieillissement dans les systémes possédant un
hamiltonien devrait étre associé avec une lente et irréversible décroissance de
I’énergie totale. C’est en effet ce qui se produit dans les modéles avec contraintes
cinétiques que nous venons de mentionner : dans ce cas, ’energie est contenue dans
les défauts, et elle décroit par annihilation de ces défauts lorsqu’ils se rencontrent
en diffusant [25]. Cependant, si ce scénario basé sur I’évolution de défauts peut
sembler générique dans le contexte des modéles sans désordre & contraintes ciné-
tiques, il parait difficilement transposable & des modéles avec désordre gelé, pour
lesquels il existe des corrélations statiques complexes. Il apparait donc particulie-
rement intéressant de tenter de donner une caractérisation spatiale des structures
inhérentes dans des systémes possédant un hamiltonien non trivial.

Dans ce chapitre, nous introduisons un modéle sur réseau avec désordre gelé,
qui peut étre considéré comme une sorte de description générique effective, & une
échelle intermédiaire, des systémes désordonnés. Nous nous limitons ici & I'étude
du cas unidimensionnel, qui est déja trés riche. Nous calculons d’abord numéri-
quement les grandeurs thermodynamiques d’équilibre telles que 1'énergie libre et
I’entropie, ce qui permet de conclure qu’il n’y a pas de transition vitreuse stricte
a température finie dans ce modéle, au sens ou ’entropie par degrés de liberté
reste finie (non nulle) pour tout 7' > 0. Mais & température suffisamment basse,
les temps de relaxation deviennent trés grands, de sorte qu'un régime de vieillis-
sement apparait sur une large fenétre temporelle. Ces propriétés de vieillissement
sont mises en évidence grice a une fonction de corrélation & deux temps, qui se
remet & ’échelle en t/t,. Nous étudions alors une fonction de corrélation spa-
tiale & deux répliques, ce qui permet de définir une premiére échelle de longueur
caractérisant la dynamique. Nous analysons ensuite les propriétés spatiales des
minima locaux de 1’énergie dans l'espace des phases (que l'on appelle dans ce
contexte des structures inhérentes), en introduisant un ingrédient clé qui consiste
A tester si une structure inhérente minimise localement son énergie, en fixant des
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conditions aux limites dont on varie la géométrie. Ceci permet de montrer, au
moins en d = 1, que les structures inhérentes s’organisent en domaines ayant un
faible recouvrement, et dont la taille est distribuée exponentiellement. La taille
typique de ces domaines croit en fonction du temps. En comparant avec I’échelle
de longueur dynamique obtenue & partir d’'une fonction de corrélation & deux
répliques, on peut conclure que 1’échelle de longueur caractérisant les structures
inhérentes est indépendante de celle issue des répliques suggérant un scénario a
deux échelles de longueurs pour le vieillissement dans I'espace réel des systémes
désordonnés. Nous mentionnerons également le lien entre énergie et échelle de
longueur dans ces structures inhérentes, ainsi qu’une généralisation aux systémes
sans désordre spatial.

3.2.1 Modéle sur réseau avec interactions aléatoires

Nous allons introduire un modéle sur réseau qui correspond & une vision & une
échelle intermédiaire des systémes vitreux présentant du désordre gelé. Si ’on re-
groupe par blocs les degrés de libertés élémentaires du systéme (par exemple
des spins) comme on le ferait dans la premiére étape d'une procédure de re-
normalisation dans ’espace réel, chaque bloc peut prendre un certain nombre
d’états, ce nombre pouvant étre éventuellement grand devant 1 selon la taille des
blocs. L’énergie du systéme se décompose alors en deux contributions, un terme
correspondant & 1’énergie propre de la configuration du bloc, et un terme d’in-
teraction avec les blocs voisins. Il est raisonnable de penser que les propriétés
non triviales de la dynamique, si elles existent, vont provenir essentiellement des
termes d’interactions entre blocs (pensons par exemple au modéle d’Ising pour
s’en convaincre). Nous ne prendrons donc en compte que les termes d’interactions
dans le modéle que nous allons maintenant présenter, et ces énergies seront de
plus considérées comme des variables aléatoires gelées indépendantes, ce qui cor-
respond & 'hypothése la plus simple. La définition du modéle dans le cas général
est la suivante : sur chaque site ¢ d'un réseau de dimension d, on introduit une
variable entiére ¢; = 1... M qui caractérise I’état local du systéme. On supposera
le réseau de taille finie, avec un nombre de sites N, et on utilisera des condi-
tions aux limites périodiques. Un hamiltonien H est ensuite défini par la relation
H=> <ij> Vi,j (@, qj), ot la somme porte sur les plus proches voisins unique-
ment. Le potentiel d’interaction V; ;(g;, ¢;) est une variable aléatoire gelée, tirée
pour chaque lien (3, j) et chaque valeur de g; et g; & partir d’une distribution p(V').
Ce modele est en quelque sorte une généralisation du modéle de Potts désordonné
a M états, puisque dans ce dernier cas on suppose que V; ; peut prendre seulement
deux valeurs distinctes, une pour ¢; = g; et 'autre pour ¢; # ¢;. Au contraire,
dans le modéle que nous proposons ici, V;; peut prendre M? valeurs distinctes.
En outre, ce modéle pourrait étre défini de maniére plus générale en incluant
un terme d’énergie sur chaque site, en plus des interactions de liens, ce qui per-
mettrait notamment de définir un champ extérieur. Nous allons cependant nous
concentrer sur le cas le plus simple, pour lequel seule ’énergie de lien est prise
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en compte (comme cela a été discuté plus haut), et pour la dimension d’espace
d=1.

Nous avons étudié numériquement les propriétés thermodynamiques de ce mo-
dele, a savoir 1’énergie libre par degré de liberté F(T') et l'entropie par degré de
liberté S(T'), en fonction de la température 7. A une dimension, ces quantités
peuvent étre calculées exactement en utilisant des méthodes de matrices de trans-
fert. Il est commode d’introduire pour chaque site 7 la matrice R; de taille M x M,
définie par :

Ri(q,q) = exp [—% Vit (g, ql)] (3.1)
Le terme R;(g, ¢') est bien entendu le poids de Boltzmann associé au lien (i, + 1)
lorsque les sites i et ¢ + 1 sont dans les états ¢ et ¢' respectivement. La fonction
de partition Z(T') s’exprime comme la trace du produit des matrices R; :

N
Z(T) =T [[R 1<q¢d<M (3.2)

i=1

Par conséquent, Z peut se calculer numériquement avec une grande précision. On
en déduit F(T') et S(T) par les relations usuelles :

OF

F(T) = —% In Z(T) S(T) = ~55

(3.3)
Notons que dans la limite 7" — oo, le calcul de Z se simplifie beaucoup puisque
Ri(q,q") — 1, d’ott 'on déduit que Z = M*. On obtient ainsi Fio(T') ~ —T In M
et S = In M, cette derniére valeur étant confirmée par les calculs numériques.
Les calculs présentés ci-dessus correspondent en fait aux propriétés thermody-
namiques d’'une réalisation particuliére, et devraient en principe étre moyennés
sur le désordre. Néanmoins, on sait que pour des systémes de grande taille N
dont la fonction de partition se factorise, les quantités thermodynamiques sont
automoyennantes [57|, et on constate bien numériquement que les valeurs obte-
nues sur un échantillon de grande taille convergent vers les valeurs moyennes sur le
désordre. Ceci se justifie aisément, puisqu’on peut décomposer le systéme en sous-
systémes quasi-indépendants, et que I’énergie libre d’un grand échantillon peut
donc étre considérée comme la moyenne de 1’énergie libre des sous-échantillons.

Les résultats sont présentés sur la Fig. 3.1, montrant a la fois I'énergie libre
F(T) et I'entropie S(T) en fonction de la température pour différentes valeurs de
M, a savoir M =5, 10 et 20. On voit que ’entropie reste finie pour toute valeur
de température 7' non nulle, ce qui montre qu’il n'y a pas de transition vitreuse
statique dans ce modéle & température finie. Cependant, on peut s’attendre a
ce que le temps d’équilibration 7(T") devienne grand a basse température et que
des effets vitreux apparaissent dans une certaine fenétre temporelle. Nous allons
introduire une fonction de corrélation temporelle afin de caractériser quantitati-
vement ce temps de relaxation.
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F1G. 3.1 — A gauche : énergie libre du modéle en fonction de la température, pour
M =5 M =10 et M = 20. A droite : entropie en fonction de la température,
pour les mémes valeurs de M. La décroissance pour T tendant vers 0 est régu-
liere, et ne présente pas de trace d’une transition vitreuse thermodynamique a
température finie.

3.2.2 Dynamique de vieillissement

En considérant maintenant la dynamique, il est tout d’abord nécessaire de
définir les régles d’évolution du modéle. Nous choisissons une dynamique locale,
qui satisfait le bilan détaillé : tous les sites évoluent indépendamment les uns des
autres avec un taux de transition w; qui dépend de la configuration du site et
de celle des sites voisins. Par simplicité, nous choisissons des taux de transition
activés :

wi({a} = {d}) = 10 /T (3.4)

ot I'g est une échelle de fréquence microscopique, et U; peut étre considérée comme
I’énergie potentielle locale du site i :

U{a}) = > Vijla a) (3.5)

JEV()

V(i) étant le plus proche voisinage du site i. Lorsqu’un site change de configura-
tion g, il choisit aléatoirement parmi les M états possibles avec une probabilité
uniforme (il peut ainsi arriver que la nouvelle configuration ¢' choisie soit la méme
que 'ancienne). Naturellement, d’autres dynamiques peuvent étre utilisées dans
ce modele, mais nous avons vérifié (cf. paragraphe 3.2.4) que les résultats que
nous présentons dans ce chapitre ne dépendent pas, pour I’essentiel, du choix de
la dynamique, dans la mesure ou celle-ci respecte le bilan détaillé.

Afin de mettre en évidence la dynamique de vieillissement qui apparait pour
des temps inférieurs au temps d’équilibration 7(7") quand ce dernier devient trés
grand, nous introduisons une fonction de corrélation temporelle simple C(t,,, t, +
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t) définie comme le recouvrement moyen entre les configurations occupées aux
instants t,, et t, +1¢ :

1
C(twvtw + t) = <N Z 0 i(tw)ﬂh(tw+t)> (3.6)

Nous avons calculé numériquement cette fonction de corrélation en utilisant un
algorithme de Monte-Carlo, et les résultats sont présentés sur la Fig. 3.2, pour
un nombre d’états locaux M = 10. A la température T = 0.2, on observe pour
des temps d’attente compris entre ¢, = 10* et 107 un régime de vieillissement,
qui est bien mis en évidence par la superposition des courbes une fois tracées
en fonction de t/t,, ce qui signifie que l'on est en présence de vieillissement
simple. Néanmoins, on sait que ce régime de vieillissement ne peut exister que
pour des temps inférieurs au temps d’équilibration 7.,,(T), et qu'une transition
doit s’opérer entre une dynamique de vieillissement pour ¢, < Te(T) (avec
cependant t,, > I'y"'), et le régime d’équilibre pour t,, 3> Te,,(T). Pour visualiser
ce changement de régime, nous avons également tracé sur la Fig. 3.2 la fonction de
corrélation pour une température plus élevée, T' = 0.4. L’approche de 1’équilibre
se traduit par la saturation du temps de relaxation de C(ty,t, +t) & mesure
que t,, augmente, et par ’apparition d’un plateau de hauteur croissante dans la
fonction de corrélation (méme s’il faudrait atteindre des temps plus longs pour
'identifier clairement). Ce plateau s’explique par le fait que pour des valeurs
finies de M, la probabilité de se trouver localement dans le méme état ¢ a ¢, et a
t, +t reste finie, et devient trés grande & ’équilibre, puisqu’d basse température,
la mesure de Gibbs est alors concentrée sur les états de plus basse énergie. Cela
signifie d’ailleurs que méme en régime de vieillissement, la fonction de corrélation
doit converger pour ¢ — oo vers une valeur non nulle, mais cette valeur reste sans
doute trés petite tant que t,, < Tey(T"). On peut de ce fait s'attendre a ce qu’il
existe dans ce dernier cas de légers écarts a la loi d’échelle en t/t,, pour t >> t,,.

Il est possible d’estimer la valeur de 7.,4(T") en fonction de la température, en
regardant au bout de quel temps £, les courbes commencent & se superposer. Bien
qu’a priori assez grossiére (les barres d’erreurs valent environ une demie décade),
cette estimation permet tout de méme de constater que 7,,,(7) se comporte pour
’essentiel comme une loi d’Arrhénius, 7..4(7) ~ exp(A/T) — cf. encart de la
Fig. 3.2 (droite). Un ajustement donne la valeur A = 7.24.

3.2.3 Corrélation spatiale & deux répliques

Comme rappelé dans l'introduction, une maniére désormais classique de déter-
miner une longueur de cohérence dans les systémes désordonnés est d’introduire
une fonction de corrélation & quatre points, qui associe deux sites ¢ et j du ré-
seau et deux répliques a et b du systéme, c’est-a-dire deux copies d’un méme
systéme, avec le méme désordre gelé, mais qui évoluent & partir de conditions
initiales distinctes et avec des histoires thermiques différentes. En introduisant
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F1G. 3.2 — Fonction de corrélation temporelle C(t,,t, +1t). A gauche : en régime
de vieillissement pour T = 0.2, avec t, = 10*, 10°, 10 et 107. Les courbes se
superposent une fois tracées en fonction de t/t, (encart). A droite : transition
entre le régime de vieillissement et le régime d’équilibre (T = 0.4, t,, varie de
10* a 10°). Le temps de relazation sature lorsque t,, atteint le temps d’équili-
bration Te,4(T), et un plateau dont la valeur augmente avec t,, apparait; Te.,(T)
se comporte essentiellement en loi d’Arrhénius To,.,(T) ~ e*/T avec la tempéra-
ture (encart). Les barres d’erreur sont d’environ une demie décade. Pointillés :
ajustement avec A = 7.24.

pour simplifier les notations une variable S;(¢) égale & :

Silt) = bue(ry.atr (3.7)

qui compare, & un instant ¢ donné, I'état des deux répliques a et b, la fonction
de corrélation C,(r,t) est définie comme une covariance normalisée des variables
Si(t) et Sipr(t) :

_ < Si)Sunlt) >i — < Sift) >?
Cap(r,t) = < Si(t)? > — < Si(t) >?

(3.8)

ol < ... >; indique simultanément une moyenne sur les sites 7, sur les histoires
thermiques et sur le désordre. La Fig. 3.3 (gauche) montre les résultats numé-
riques obtenus pour cette fonction de corrélation & la température T' = 0.4, pour
différents temps ¢t. On voit nettement que la longueur caractéristique de la dé-
croissance de C, (7, t) augmente avec ¢, tout en restant a des valeurs assez faibles
de quelques pas du réseau, comme on le constate habituellement dans les modéles
ou cette procédure a été appliquée [121, 104]. La longueur £(¢,T') a été déterminée
par un ajustement exponentiel des données. Méme si nous ne sommes pas cer-
tains que la décroissance soit purement exponentielle, et que cette détermination
peut donc s’avérer discutable, il s’agit de la méthode la plus fiable que nous ayons
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F1G. 3.3 — A gauche : fonction de corrélation spatiale & deux répliques C,p(r,t)
en fonction de r pour différents temps t allant de t = 10 a t = 10°, par incrément
d’une décade, et pour une température T = 0.4. A droite : comportement temporel
de Uéchelle de longueur caractéristique £(t,T) de la corrélation C,p(r,t), pour
différentes températures allant de T = 0.4 ¢ T = 0.8. La valeur d’équilibre &.,(T)
déduite de la saturation a temps long est présentée en encart.

trouvée. En particulier, une détermination par la relation :

_ >, 7 Cap(r,t)
Zr Ca,b(rv t)

se revéle trés sensible aux fluctuations autour de 0 de C,4(r,t) & grand r.

L’évolution temporelle de £(¢,7T') est présentée sur la Fig. 3.3 (droite), pour
différentes températures. Pour chaque température, cette longueur croit au cours
du temps, en partant d’une valeur initiale trés faible, jusqu’a atteindre la valeur
d’équilibre &.,(T'). La dépendance de &, avec la température est tracée en encart.

Notons & ce stade qu'une autre maniére assez classique de déterminer une
longueur de corrélation & I'équilibre est de considérer la convergence de 1’énergie
libre (par site) vers sa limite F(T') en fonction de la taille N du systéme. En effet,
si ’on considére I’énergie libre d’un systéme de taille finie F(T', N) (moyennée sur
le désordre), on peut montrer dans les systémes sans désordre que la convergence
avec N se produit justement sur 1’échelle caractéristique &, (T) :

13 (3.9)

F(T,N) = F(T) + ae /6@ (3.10)

En étudiant cette convergence en fonction de N dans le modéle qui nous intéresse
ici, nous avons constaté que la décroissance ne semble pas exponentielle, mais
plutot assez proche d'une loi de puissance en 1/N3, ce qui n’a pas permis de
définir précisément une échelle de longueur associée. Nous ne pouvons cependant
pas conclure avec certitude sur la dépendance fonctionnelle en IV car les données
sont encore trop bruitées, et il n’est pas exclu que pour des écarts relatifs entre
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F(T,N) et F(T) inférieurs & 10™® (ce qui correspond & N 2 10), la dépendance
puisse devenir exponentielle. Quoi qu’il en soit, I'échelle de longueur que 1’on peut
raisonnablement déduire par inspection visuelle de la décroissance de F/(T, N) est
de 'ordre de 1 & 2 pas du réseau, ce qui est cohérent avec les résultats obtenus
pour la corrélation & deux répliques C, (7, t).

3.2.4 Etude des structures inhérentes
Meéthode de détermination

Nous arrivons maintenant au coeur de cette étude, & savoir la caractérisation
des propriétés spatiales des structures inhérentes, ou minima locaux de 1’énergie
potentielle. Dans ce but, nous commencons par définir précisément ces structures
inhérentes (SI) dans le contexte de ce modeéle : une SI est définie comme une confi-
guration du systéme & partir de laquelle il n’est pas possible d’abaisser 1’énergie
globale en changeant I’état d’un seul site. D’autres définitions seraient possibles,
comme le fait de ne pas pouvoir abaisser 1’énergie en changeant 1’état de k sites,
pour un k£ donné ou méme pour tout k£ fini. Nous nous contenterons cependant
de la définition la moins restrictive, c’est-a-dire £ = 1. Une SI peut étre associée
de maniére non ambigiie & chaque configuration instantanée, par un algorithme
déterministe : en partant d'une configuration donnée, on peut chercher a chaque
pas quel est le mouvement, ne faisant intervenir qu’un seul site, qui abaisse le
plus possible ’énergie globale. Cette procédure est répétée jusqu’a ce qu'une SI
soit atteinte et qu’on ne puisse donc plus diminuer ’énergie de cette maniére.

Propriétés spatiales des structures inhérentes

Une fois qu’une SI a été déterminée, comment peut-on caractériser sa structure
spatiale ? Nous voudrions préciser quantitativement, et du point de vue de ’espace
réel (par opposition & l'espace des phases) le fait que des SI avec des énergies de
plus en plus basses sont visitées & mesure que le temps s’écoule. De plus, dans un
espace de dimension finie, on peut imaginer que les propriétés locales des SI en
deux points trés éloignés deviennent indépendantes les unes des autres, et qu'une
échelle de longueur doit probablement apparaitre pour quantifier la portée de ces
corrélations.

Nous proposons ainsi I’analyse suivante, valable en dimension d = 1, mais que
I'on peut conceptuellement généraliser & une dimension d quelconque. Partant
d’une SI caractérisée par les configurations (gx)i<k<n, on choisit deux sites i et
J = i+ et on cherche les configurations locales ¢;,,,...,¢;_; qui minimisent
I’énergie sur le segment ¢ + 1,...,7 — 1 en ayant fixé comme conditions aux
limites les configurations locales ¢; et g; sur les sites ¢ et j. On teste ensuite si les
configurations g;y1, . . ., gj—1 sont identiquesa g4, . . ., ¢;_;, auquel cas on dira que
la SI minimise 1’énergie localement entre i et j. En fixant ¢, on peut augmenter
progressivement r jusqu'd trouver une valeur maximale au-dela de laquelle la
condition de minimum de 1’énergie n’est plus vérifiée. Un balayage sur les valeurs
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de i permet enfin de décomposer les SI en un ensemble de “régions” ¢, délimitées
& chaque fois par les sites ¢ et j les plus espacés sur lesquels il a été possible de
minimiser I'énergie. Il s’avére que ces régions ne se recouvrent que faiblement,
puisque leur recouvrement moyen varie entre 0.1 et 0.2 environ. En regardant
plus en détail, on constate que la plupart des régions voisines ne se recouvrent
pas sur plus d’'un site, mais que certaines se recouvrent presque entiérement. Dans
ce dernier cas, on peut dire qu’il existe une quasi-dégénérescence et que la région
n’est pas parfaitement définie, autrement dit qu’il subsiste un léger flou sur les
frontiéres.

La Fig. 3.4 (gauche) présente les résultats obtenus numériquement concernant
la distribution Pgp(4,t) de la taille £ de ces régions pour différents instants ¢, ob-
tenue en recherchant la structure inhérente associée a la configuration dynamique
& l'instant ¢, puis en appliquant la procédure de décomposition spatiale décrite
ci-dessus. De maniére plus précise, la taille £ correspond au nombre de sites sur
lesquels ’énergie est minimisée, en excluant ceux dont la valeur est fixée. Au-
trement dit, en reprenant les notations introduites plus haut, j =i+ £+ 1. Les
distributions sont ensuite moyennées sur 10? réalisations du désordre. On voit clai-
rement que ces distributions sont exponentielles pour ¢ 2 4. Cependant, compte
tenu du fait que la distribution est non exponentielle & petit £, nous définissons
I’échelle de longueur caractéristique de la distribution comme sa valeur moyenne
plutdt que comme le paramétre obtenu griace a un ajustement exponentiel. Ces
deux procédés deviennent bien entendu équivalents dés lors que la moyenne de
la distribution devient grande par rapport & la maille du réseau. On en déduit
ainsi une échelle de longueur f(g1(¢,T'), fonction du temps ¢ et de la tempéra-
ture T, qui caractérise la structure spatiale des SL.” La dépendance temporelle
de cette longueur est présentée sur la Fig. 3.4 (droite), et on constate que cette
longueur augmente avec le temps avant de saturer. Plus précisément, on voit que
dans une premiére étape, £gy(t,T) reste constante, égale a une longueur £y, ce qui
peut s’interpréter en supposant que le systéme explore dans un premier régime
la SI ou il se trouve initialement. Puis d’autres SI sont explorées, caractérisées
par des échelles de longueur de plus en plus grandes, et des énergies de plus en
plus basses, avant d’atteindre le régime d’équilibre et une longueur £.,(7). On
constate également que P(/,t) posséde des propriétés d’échelle intéressantes, a
Savoir :

Us1(t, T) = [log(T) — o] F(T'Int) (3.11)

comme on le voit sur I'encart de la Fig. 3.4 (droite), avec cependant de légers

6Nous éviterons le terme “domaine”, car la notion introduite ici différe significativement de
la notion habituelle de domaines, et ce terme risquerait de préter a confusion.

"En dimension d > 1, un tel algorithme est cependant trés difficile 4 mettre en ceuvre, car
il faudrait explorer toutes les formes possibles des frontiéres sur lesquelles les conditions aux
limites sont imposées. On peut alors plus simplement choisir une frontiére simple, par exemple
une sphére de rayon £, et étudier en fonction de £ le recouvrement entre la structure inhérente
considérée et I’état minimisant 1’énergie & l'intérieur de la sphére. On s’attend & ce que ce
recouvrement décroisse sur une échelle caractéristique £s;.
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F1G. 3.4 — A gauche : distribution Psy({,t) des tailles { des “régions”, pour diffé-
rents temps allant de t = 10® a t = 10'°, par incrément d’une décade, et pour une
température T = 0.4. A droite : taille moyenne de ces régions £s1({,t) en fonction
du temps t, pour différentes températures allant de T =1 a T = 0.2 par pas de
0.1, de gauche a droite. Encart : mémes données remises 4 ’échelle (cf. texte),
représentées en fonction de TInt. La superposition est bonne, mais des écarts a
la loi d’échelle apparaissent pour T < 0.4.

écarts a cette loi pour 7' < 0.4. Ceci confirme que la dynamique est contrdlée
par les phénomeénes activés, comme on pouvait s’y attendre, compte tenu des
régles dynamiques choisie. Par ailleurs, la longueur d’équilibre £.,(7") est tracée
en fonction de la température sur la Fig. 3.5 (gauche), et on constate que e, (7') est
bien ajustée par une fonction affine de 1/T (encart), au moins pour 0.5 < 7T < 1.
Par un ajustement, on trouve :

leo(T) == — b (3.12)

a
T
avec a = 6.77 et b = 0.79.

Lien entre longueur et énergie

Aprés avoir identifié les structures inhérentes et analysé leurs propriétés spa-
tiales, il est intéressant de faire le lien entre échelle de longueur et énergie. Pour
ce faire, nous avons repris ’analyse détaillée plus haut, qui permet de décom-
poser les structures inhérentes en une collection de régions quasiment disjointes,
sur lesquelles I’énergie est minimum. On peut dés lors calculer I’énergie moyenne
E(¢) de ces régions, i taille ¢ fixée, ainsi que la variance o2(£) de cette énergie.
La Fig. 3.5 (droite) présente la densité d’énergie £(¢) :

E(()

e(l) = 11 (3.13)
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F1G. 3.5 — A gauche : longueur L.,(T) caractérisant les structures inhérentes en
fonction de la température T. On constate que cette longueur est une fonction
affine de 1/T (encart). A droite : densité d’énergie £(£) des régions composant
les structures inhérentes, en fonction de leur taille £. Encart : variance o*({) de
lénergie des régions de taille £ ; cette variance croit linéairement avec £.

en fonction de ¢, ainsi que la variance o?(l) (encart). La densité d’énergie est
calculée en divisant E({) par £ + 1 plutét que ¢ car E({) correspond & 1'énergie
de £ + 1 liens. On constate que la densité d’énergie £(¢) converge vers une limite
€so & grands £, qui peut étre déterminée par une extrapolation & £ — oo des
données. Cette valeur de ., devrait correspondre & la limite de température
nulle de I’énergie libre, et on constate en comparant avec la Fig. 3.1 que l'accord
est assez bon (rappelons que toutes les études numériques présentées ici ont été
effectuées pour M = 10). En retranchant cette limite, on peut essayer de tester
la forme fonctionnelle de la décroissance de 1’énergie. Celle-ci semble compatible
avec une dépendance exponentielle, mais compte-tenu de la barre d’erreur sur la
valeur de £, on ne peut exclure totalement un comportement en loi de puissance.
Une étude plus précise de ce point serait donc nécessaire pour caractériser sans
ambiguité la forme fonctionnelle de cette dépendance. Par ailleurs, la variance
o?(l) apparait linéaire en £, méme si les données sont trés bruitées pour £ > 30.

Pertinence du choix de la dynamique

Nous avons choisi pour étudier la dynamique de ce modéle d’utiliser des taux
de transition purement activés, assez semblables & ceux du modéle de piéges.
On peut dés lors se demander dans quelle mesure les résultats que nous avons
obtenus dépendent du choix des taux de transition. Une partie de la réponse
est immeédiate, puisque I'état d’équilibre du systéme ne dépend pas du choix
des taux de transition tant que ceux-ci respectent le bilan détaillé. Les résultats
d’équilibre, tels que les longueurs &.4(T) et £e,(T'), ne dépendent donc pas de ce
choix. Comme 1’état initial n’en dépend pas non plus, 'effet d’'un changement
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de taux de transition ne peut étre que de modifier la dépendance temporelle des
grandeurs considérées, entre des valeurs initiales et finales imposées.

Afin de tester ce point, nous avons effectué des simulations avec deux autres
types de taux de transitions qui respectent le bilan détaillé, a savoir les taux de
transition de Glauber :

!
wf'({a) = {d)) = o (314)
1+ -0 -/

et les taux de transition de type “descente de gradient & température finie”, définis
par :
w!"({q} = {d}) =T} e~ Wi{d' H—-Ui({a})]/2T (3.15)

les notations ayant été précisées en Eq. (3.4). Les échelles de fréquence I'y et '
ne sont pas nécessairement égales & I'yg et pourraient dépendre de M.

La Fig. 3.6 (gauche) présente la taille caractéristique gy(¢,7') obtenue avec
les trois types de dynamiques étudiées, en ayant pris I'g = I'j = I'j = 1, et pour
une température 7" = 0.5. L’encart montre les données brutes, alors que la figure
principale représente les courbes remises & 1’échelle sur ’axe temporel, en les
tracant en fonction de t/71/0, ol 715 est le temps caractéristique & mi-hauteur.
Bien que la forme des trois courbes ne soit pas exactement la méme, on voit
qu’elle dépend tout de méme assez peu de la dynamique choisie. Le principal effet
d’un changement de dynamique est ainsi de modifier, de maniére éventuellement
trés forte, ’échelle de temps typique de ’évolution du systéme, comme on le
constate sur l'encart. En particulier, pour des transitions telles que U;({¢'}) ~
Ui({q}), le taux de transition sera d’ordre 1 pour des dynamiques de Glauber ou de
“gradient”, alors qu’il vaudra e~V*{a)/T pour la dynamique activée, cette derniére
valeur pouvant devenir trés petite devant 1 & basse température et lorsque des
états profonds sont visités.

Remarquons que la procédure employée plus haut pour déterminer les struc-
tures inhérentes correspond & la limite de température nulle des taux de transition
wi". Par conséquent, ce n’est que pour ce choix particulier de dynamique que les
structures inhérentes sont obtenues par une trempe i température nulle, ce qui
correspond bien & la conception intuitive des structures inhérentes. Toutefois,
comme on vient de le voir, ’essentiel des résultats ne dépend que faiblement du
choix de la dynamique, qui n’est principalement affectée que par la modification
de ’échelle de temps élémentaire de la dynamique.

3.2.5 Extension au cas sans désordre spatial

Nous avons présenté plus haut ce modéle comme une sorte de description effec-
tive des systémes désordonnés (c’est-a-dire présentant du désordre gelé). Il semble
naturel de tenter de I'étendre au cas des systémes sans désordre gelé dans les-
quels le désordre est “auto-induit” par la dynamique. En effet, une des motivations
physiques de ce modéle était d’interpréter les états ¢; comme des configurations
atomiques ou moléculaires locales dans un verre structural par exemple. Dans ce
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cas, les énergies d’interaction ne dépendent pas de la position, mais seulement des
configurations ¢; et ¢; d’'une maniére qui peut d’ailleurs étre trés complexe, en rai-
son notamment de la frustration. On peut donc proposer une version du modéle
sans désordre spatial, avec des énergies d'interaction V' (g, ¢') indépendantes du
site, mais en supposant que ces interactions restent des variables aléatoires pour
prendre en compte (de maniére simplifiée) la complexité de I’espace des configu-
rations locales. L’'important est de restaurer les symétries de 1'espace physique,
a savoir 'invariance par translation d’espace (z + z + a), et I'invariance par
renversement d’espace (z — —z). Pour tenir compte de cette derniére symétrie,
nous supposons en outre que la matrice V(g,q') est symétrique, autrement dit
que V(g,¢') =V(d,9)-

Nous avons appliqué les mémes procédures que précédemment pour détermi-
ner les structures inhérentes et la distribution Psj(¢,t) des tailles de domaines,
ainsi que la longueur lg1(¢,T") associée, sans toutefois étudier de maniére sys-
tématique la dépendance en température de ces grandeurs. La Fig. 3.6 (droite)
présente les résultats obtenus pour £g(¢, T') en les comparant avec ceux du modéle
désordonné, pour une température 7' = 0.6. La encore, on constate que cette éch-
elle croit au cours du temps, et que le comportement est qualitativement le méme
dans les deux cas. Il faut cependant faire deux remarques importantes & ce stade.
D’une part, la distribution Psp(4,t) (cf. encart) présente des oscillations assez
importantes de pseudo-période Af = 2, de sorte que les valeurs paires de £ sont
moins probables que les valeurs impaires. D’autre part, dans le cas sans désordre
spatial, ’algorithme de détermination des structures inhérentes ne permet plus
d’associer de maniére univoque une structure inhérente a une configuration de dé-
part, car de nombreuses transitions conduisent aux mémes variations d’énergie.
Le code de calcul que nous avons utilisé dans cette étude préliminaire procéde
donc a des choix non controlés, et ce point nécessiterait des approfondissements.
Il faut remarquer que ces problémes ne s’étaient pas posés auparavant, car 1’in-
troduction de désordre spatial permet justement de lever cette dégénérescence.

3.2.6 Bilan : un scénario & deux échelles de longueur

Nous avons vu dans cette étude que deux types d’échelles de longueur appa-
raissent naturellement dans ce modeéle. D’une part, une premiére longueur £(¢, T)
caractérise ’état dynamique du systéme, et la fagon dont les configurations locales
g; se corrélent entre les différents sites. Cette longueur est mise en évidence 4 'aide
d’une fonction de corrélation C, 4(r, t) & quatre points, deux sites et deux répliques
(des copies d'un systéme avec le méme désordre, mais des histoires thermiques
différentes). Ce type de fonction de corrélation et 1’échelle de longueur associée
sont maintenant bien documentés dans la littérature. Notons que la plupart de
ces études ont été menées sur des modeles de verres de spins comme le modéle
d’Edwards-Anderson.

D’autre part, nous avons introduit un deuxiéme type d’échelle de longueur,
qui ne caractérise plus directement 1’état dynamique du systéme, mais plutét les
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F1G. 3.6 — A gauche : longueur caractéristique s1(t, T') pour trois types de dyna-
miques (Glauber, gradient & température finie, et activée standard), en fonction
du temps adimensionné par le temps typique de l’evolution Ty/5, pour T = 0.5
(données brutes en encart). La forme des courbes dépend assez peu de la dyna-
mique. A droite : lgy(t,T) dans une version du modéle sans désordre spatial, et
comparaison avec la version désordonnée standard (T = 0.6). Encart : distribu-
tion Psy(¢,t) dans le cas sans désordre spatial, montrant de fortes oscillations

(t=107).

structures inhérentes visitées au cours de 1’évolution du systéme. Ces structures
inhérentes sont définies, en partant d’une configuration quelconque, par un algo-
rithme de “descente de gradient” & température nulle, dans 1’espace des phases.
Une fois qu'une structure inhérente a été trouvée, nous avons montré qu’il est pos-
sible de la décomposer en différentes “régions” quasiment disjointes sur lesquelles
I’énergie est minimisée localement, sous la contrainte que les valeurs des ¢; aux
frontiéres de la région soient fixées. Nous avons montré que la distribution des
tailles £ de ces régions était exponentielle pour ¢ > 4 environ (les petites valeurs
de 7 telles que £ = 1 ou 2 sont en fait peu probables). La taille moyenne de ces
régions permet donc de définir une deuxiéme échelle de longueur /gy(¢,7'), dont
la valeur est significativement supérieure a celle de £(¢,T'). Ceci s’explique par le
fait que £ prend en compte les fluctuations thermiques & petite échelle, qui ont
tendance & décorréler le systéme sur de courtes distances.

Nous sommes ainsi passés d’une description en termes d’espace des phases,
avec la notion de structures inhérentes, & une description en termes d’espace
réel, avec une décomposition spatiale de ces structures inhérentes et ’apparition
d’une échelle de longueur caractéristique. Il est particuliérement intéressant de
constater que minimiser ’énergie localement dans 1’espace des phases correspond
a minimiser 1’énergie sur une certaine distance dans ’espace réel. Bien que cela
puisse sembler naturel d'un point de vue intuitif, ’équivalence entre les deux
n’est cependant pas évidente a priori. De plus, il serait tentant de dire que ces
différentes régions que nous avons mises en évidence évoluent de maniére presque
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indépendante, et que ’on pourrait donc découper le systéme en sous-systémes de
taille £s; (en supprimant les interactions entre les sous-systémes) sans affecter la
dynamique globale. Mais ce point reste pour l'instant une conjecture, dont nous
n’avons pas encore testé la validité.

Le point central de cette discussion est de savoir si les deux longueurs £gy(¢, T
et &(t,T) définies a partir de grandeurs différentes, constituent bien deux échelles
de longueur réellement indépendantes, ou si elles sont proportionnelles. Pour cela,
nous avons tracé sur la Fig. 3.7 le rapport de ces deux longueurs, £g1(t,T)/£(t, T)
en fonction du temps pour différentes températures (7' = 0.4, 0.5 et 0.7). On voit
clairement que ce rapport n’est pas constant, puisqu’il commence par décroitre
avant d’augmenter de nouveau & temps plus long (il doit cependant tendre vers
une constante pour ¢ — oo lorsque les valeurs d’équilibre sont atteintes). Ce com-
portement peut s’interpréter de la maniére suivante. A temps court, le systéme
commence par s’équilibrer dans les structures inhérentes ou il se trouvait a ’ins-
tant initial, ce qui se traduit par une augmentation de £(¢,T) alors que £g(¢,T)
reste constante. Ensuite, les structures inhérentes visitées vont étre de plus en
plus profondes, d’ou la croissance de fg;(t,7T), mais le systéme a le temps de
s’équilibrer dans ces structures inhérentes, et £(t,T) est donc proche de sa valeur
d’équilibre dans ce régime.

Par conséquent, il se dégage de cette étude un scénario & deux échelles de
longueur pour la dynamique des systémes désordonnés. On comprend dés lors
toute la richesse que l'on peut attendre du comportement de ces systémes. A
titre de comparaison, dans un systéme ferromagnétique sans désordre (disons un
modéle d’Ising pour fixer les idées), les seules structures inhérentes sont les deux
états complétement ordonnés, de sorte que fgi(t,T) = oo pour tout instant ¢ et
toute température 7'. On retrouve bien ainsi le scénario habituel de la croissance
de domaines, caractérisé par une unique échelle de longueur. Comme on le sait
depuis longtemps, la complexité des systémes vitreux vient de la présence de trés
nombreux états métastables (les structures inhérentes) dans l’espace des phases,
et les résultats obtenus ici dans le cas particulier de ce modéle unidimension-
nel suggérent qu'une deuxiéme échelle de longueur pourrait apparaitre dans les
systémes vitreux pour caractériser ces états métastables.

Bien que nous ne sachions pas trés clairement si ce scénario pourrait s’ap-
pliquer également aux verres de spin, ou s’il correspond seulement aux systémes
ayant un comportement de type “verres structuraux”, on peut espérer qu’un tel
scénario (ou une généralisation de celui-ci) pourrait aider & mieux comprendre les
phénoménes de rajeunissement et de mémoire observés dans les verres de spin.
En effet, ceux-ci peuvent s’expliquer dans une vision de type espace des phases
par une structure hiérarchique des états métastables [41], impliquant des bar-
riéres d’énergie de toutes tailles, et par la dynamique de vieillissement qui s’y
déroule. Méme si la contrepartie de cette structure hiérarchique n’apparait pas
pour l'instant de maniére évidente dans le scénario que nous proposons, il est
clair qu'une description en termes d’espace réel de la dynamique des verres de
spins doit inclure une (ou plusieurs) échelle(s) de longueur associée(s) aux états
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F1G. 3.7 — Rapport des deuz longueurs caractéristiques lsi(t,T)/E(t, T) en fonc-
tion du temps pour différentes températures (T = 0.4, 0.5 et 0.7). On voit que ce
rapport varie nettement au cours du temps, ce qui indique que les deuz longueurs
sont bien indépendantes. En particulier, £(t,T) augmente & temps court alors
que ls1(t,T) est quasiment constante (le rapport diminue), ce qui indique que le
systéme commence par explorer les structures inhérentes les moins profondes. La
dynamique change ensuite, puisque lsi(t,T) augmente et que £(t,T) commence a
saturer (le rapport croit de nowveau aprés un minimum), suggérant que le systéme
explore des structures inhérentes de plus en plus profondes, en étant quasiment
équilibré a lintérieur de ces structures inhérentes.

métastables. Le fait d’associer des échelles de longueur aux états métastables
n’est d’ailleurs pas une idée nouvelle en soi, puisque cela a déja été proposé pour
traduire dans l'espace réel le modeéle de piéges hiérarchique [43, 40]. L’origina-
lité (& notre connaissance) du présent travail réside dans le fait d’introduire une
définition précise de cette échelle de longueur, et d’en offrir une interprétation
claire.

En outre, cette idée de minimisation d’énergie sur une échelle de longueur ca-
ractéristique est également réminiscente du scénario de “croissance de domaines
limitée par la frustration” proposé en Réf. [105] pour les verres structuraux (donc
pour des systémes sans désordre). Dans ce scénario, on suppose que le systéme
souhaite s’ordonner localement suivant une “configuration préférée”, a savoir celle
qui minimise I’énergie localement, et que ’expansion de cet ordre local est bloquée
par la frustration géométrique, qui impose un cotit énergétique superextensif. La
compétition des deux effets conduit alors & une taille caractéristique pour ces do-
maines. Toutefois, méme si nous avons vu que I'on peut dans une certaine mesure
généraliser les méthodes développées dans ce chapitre aux systémes sans désordre
spatial, le lien entre les deux approches n’est pour 'instant pas clairement établi.
Il faudrait notamment pour cela que ces domaines frustrés correspondent aux
structures inhérentes du systéme.

Bien entendu, il serait maintenant nécessaire de valider ce scénario en di-
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mension d > 1, ainsi que dans d’autres modéles (désordonnés ou non) afin d’en
tester la généralité et les limites. Enfin, un point important que nous n’avons pas
pu explorer faute de temps est de comparer nos résultats avec une approche en
termes d’inhomogénéités dynamiques, dont il a été montré récemment qu’elles
permettaient aussi d’accéder & une échelle de longueur dans les systémes vitreux
[19].

3.3 Un modéle sans désordre avec contraintes ci-
nétiques

Comme nous venons de le voir dans les chapitres précédents, une vision clas-
sique de la dynamique vitreuse consiste & dire que le systéme atteint progres-
sivement des états d’énergie de plus en plus profonds, ce qui engendre un fort
ralentissement de la dynamique. Ceci suppose que ’on puisse définir une énergie
dans le systéme, ce qui n’est pas nécessairement le cas pour un systéme réel (par
exemple pour un matériau granulaire soumis & un cisaillement oscillant sur une
table horizontale). Une autre vision possible de la dynamique vitreuse consiste
4 introduire des modéles dépourvus d’énergie, ou avec un hamiltonien extréme-
ment simple, et & prendre en compte les interactions au travers de contraintes
cinétiques, c’est-a-dire en interdisant certaines transitions entre configurations.
Ceci peut s’interpréter soit comme une modélisation naturelle de certains sys-
témes sans hamiltonien (dans les matériaux granulaires denses, la géne stérique
empéche de passer d'une configuration locale & une autre sans réarrangement
collectif), soit comme une binarisation des barriéres d’énergie dans les systémes
ayant un hamiltonien, en une valeur finie et une valeur infinie qui conduit & des
transitions interdites. Plusieurs modéles simples avec contraintes cinétiques ont
été étudiés en détail dans la littérature; il s’agit le plus souvent de modéles de
“spins”, c’est-a-dire des modéles ou la variable locale n; est binaire, n; = 0 ou 1,
et s'interprétent respectivement comme 1’absence ou la présence d’une particule
sur le site. On peut citer en particulier le modéle de Kob-Andersen [106], ou le
modéele de Fredrickson-Andersen (85, 84].

Dans cette section, nous étudions un modéle proposé par F. Lequeux [118],
et dont les motivations physiques sont similaires & celles des modéles que nous
venons de citer, mais qui utilise des variables continues pour décrire la densité
locale, plutét que des variables binaires traduisant la présence ou ’absence d’une
particule. Nous verrons d’ailleurs que la présence d’une loi de conservation (la
masse totale est conservée) joue un role important. Il s’agit donc d’une descrip-
tion & une échelle plus grande que la taille des particules. Nous verrons que ce
modéle posséde des propriétés trés intéressantes, puisqu’on peut notamment ob-
tenir analytiquement la distribution stationnaire & N corps des densités, et en
déduire plusieurs grandeurs intéressantes, comme la distribution locale de la den-
sité. On pourra constater que la dynamique de ce modeéle est trés riche, et que
méme en ’absence d’énergie, on peut mettre en évidence une échelle de longueur
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qui croit lorsque 'on augmente la densité, traduisant ainsi la présence d’hétéro-
généités dynamiques.

3.3.1 Définition du modéle

Le modéle est défini sur un réseau, que ’on peut supposer de dimension d
quelconque. Sur chaque site du réseau, on introduit une variable p;, & valeurs
réelles positives, qui peut s’interpréter comme une densité locale. Autrement dit,
si 'on imagine que le réseau représente un découpage de l’espace continu en
cellules, dont le centre correspond & un site, alors p; est la masse contenue dans
la cellule élémentaire centrée sur le site ¢. Nous devons maintenant introduire des
régles d’évolution dynamiques. Nous choisissons ici encore une dynamique locale,
en veillant & ce qu’elle respecte la conservation de la masse totale. L’évolution
correspond donc & une redistribution des masses entre deux sites connectés. Plus
précisément, en considérant un réseau de taille finie possédant N sites, dans un
espace de dimension d, on tire aléatoirement des liens du réseau en attendant un
temps At entre deux tirages. Une fois qu'un lien (7, ) a été choisi, on redistribue
les masses p; et p; en p; et p, de la maniére suivante :

pi = a(pi+pj) (3.16)
p; = (1—a)(pi+pj) (3.17)
Le facteur de redistribution ¢ est une variable aléatoire comprise entre 0 et 1, et
distribuée suivant 9 (g). Pour respecter la symétrie du probléme, on suppose que la
distribution 1(g) est symétrique autour de ¢ = 1, c’est-a-dire que (1 —¢q) = ¥(g).
L’intervalle de temps At introduit ci-dessus est lui aussi une variable aléatoire,
tirée & partir d’une distribution exponentielle de moyenne /N :

p(At) = N Nt/ (3.18)
To

ol 1y est ’échelle de temps microscopique du systéme. Autrement dit, méme 4 la
limite thermodynamique, chaque lien garde une probabilité d’ordre 1 d’étre choisi
pendant une durée 7y. Ceci définit la version la plus élémentaire du modéle, qui
traduit une redistribution de la masse d’une cellule & une autre, suivant une dis-
tribution ¢ (¢) dont on peut supposer qu’elle devrait dépendre de la température
du systéme physique réel ainsi modélisé. Le présent modéle ne posséde cependant
pas de température, ni d’énergie. Compte-tenu de la dynamique choisie, on peut
s’attendre & ce quun tel modeéle se comporte de maniére essentiellement diffusive.
Pour lui conférer des propriétés vitreuses qui rendraient son comportement plus
riche, une maniére de procéder est d’introduire des contraintes cinétiques qui tra-
duisent la géne stérique, c’est-a-dire le fait qu’une configuration localement trop

dense est bloquée.
Pour mettre en ceuvre quantitativement cette idée, nous allons supposer que
pour qu’une redistribution le long d’un lien (i,j) soit possible, il est nécessaire
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que la masse totale p; + p; soit inférieure a 2p,, ot p, est une densité seuil. Ainsi,
lorsque qu'un lien est tiré au hasard, p; et p; ne seront modifiés que si le critére
précédent est vérifie. On congoit dés lors que si la densité globale est élevée, il
sera de plus en plus difficile pour un lien donné de vérifier ce critére, d’ou ’on
peut attendre des propriétés de dynamique lente. Dans la suite, nous choisirons
ps comme unité de densité, compte-tenu du fait que cette quantité joue un réle
centrale dans ce probléme. En outre, si ’on part d’une condition initiale telle que
tous les p; sont inférieurs & 2, les régles d’évolution ne pourront pas engendrer de
valeurs de p; supérieures & 2, de telle sorte que la distribution P(p) ne sera non
nulle que sur I'intervalle [0, 2].

3.3.2 Approche de type champ moyen

Nous allons maintenant étudier la distribution d’équilibre des densités P(p),
par une approche de type champ moyen, dont on verra par la suite qu’elle conduit
au résultat exact. Ce terme de champ moyen peut avoir de nombreuses acceptions
différentes, comme le fait de considérer un systéme totalement connecté, ou encore
de supposer que la distribution & NV corps est complétement factorisée, cette liste
n’étant pas exhaustive. Nous choisirons ici la deuxiéme solution, c’est-a-dire la
méthode d’approximation la plus simple, mais non contrélée. Nous ne chercherons
pas ici a justifier cette approximation dans le cas d’un modéle de dimension infinie
par exemple.

Ce paragraphe se contente de résumer les principales étapes du calcul, pour
permettre une premiére lecture plus aisée ; les détails sont reportés en Annexe C.
On commence par considérer un lien isolé, avec des sites dénotés par 1 et 2. Le
taux de transition s’écrit, en choisissant les unités de temps de maniére & avoir un
préfacteur égal & 1 devant l'intégrale (ce préfacteur ne dépend pas de N d’aprés
la définition de la dynamique) :

W (o1, p2 = o) = / dqb(q) 80, — 4]0l — (1— q)S]62 — §)  (3.19)

ol la variable S = p; + po a été introduite pour simplifier les notations. L’évolu-
tion de la distribution de probabilité jointe Q(p1, po,t) est décrite par I’équation
maitresse suivante :

6@ (oo} (oo}
¢ (Prop2st) = —Q(pl,pzﬂf)/ dp’l/ dpy W (p1, p2 = P, p5) (3.20)
0 0

oo oo
[ ot [ bWt~ ppa) QUoto it
0 0

L’hypothése de champ moyen consiste alors a supposer que la distribution jointe
est factorisée :

Q(plap%t) = P(plvt) P(p2,t) (3'21)
Pour aller plus avant, il est nécessaire de spécifier une forme fonctionnelle pour
la distribution t(g). Pour garder une certaine généralité, tout en profitant d’une
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forme analytique commode, nous choisissons pour (g) une distribution béta
symétrique, de paramétre y :

90 = p - P (3.2

Nous allons maintenant rechercher les solutions stationnaires pour la distribution
P(p), dans le cadre de cette approximation de champ moyen, sous la forme :

P(p) = Cp*e’r (3.23)

avec deux parameétres libres « et 3, la constante C étant fixée par normalisation.
Le fait d’inclure deux parameétres libres permet d’espérer trouver I’ensemble des
solutions du probléme (méme s’il n’y a au départ aucune garantie pour cela), car
celui-ci posséde deux paramétres de controle, la densité globale p et 'exposant
1 qui décrit de quelle maniére s’opére la redistribution. Si des solutions existent
sous la forme proposée, on peut s’attendre a ce « et 5 s’expriment en fonction de
p et pu. Aprés quelques lignes de calcul,

2
fo dp p* eBr
f02 dp pu—l eﬁp

On peut remarquer la similitude avec le formalisme habituel de la physique sta-
tistique, puisque 1’on peut écrire :

b= (3.24)

p= % In i dp pt=1ePr (3.25)
Cette derniére intégrale joue donc le role d’une fonction de partition (& un corps).
Il n’est malheureusement pas possible d’exprimer explicitement 5 en fonction
de p et de p, mis & part au voisinage de certains points particuliers. A titre
d’illustration, la distribution P(p) s’écrit dans le cas p = 1, qui correspond & une
distribution ?(g) uniforme :

_ B Bp
et la relation liant p & (3 est assez simple :
2¢% 1

qui reste cependant une équation implicite.

3.3.3 Calculs exacts en dimension quelconque

Nous allons maintenant présenter un calcul exact de la distribution P(p) pour
un espace de dimension d quelconque. Le déroulement en est le suivant : dans une
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premiére étape, nous écrirons une équation maitresse décrivant exactement, sans
approximation de champ moyen, 1’évolution de la distribution de probabilité & NV
corps. Nous en chercherons ensuite les solutions stationnaires, avant de revenir
a la distribution de probabilité & un site, et de comparer les résultats obtenus
avec ceux trouvés au paragraphe précédent dans le cadre d'une approximation de
champ moyen. Comme précédemment, les détails sont reportés en Annexe C, et
seul le fil conducteur du calcul est présenté ici, ainsi que les points importants
pour les discussions ultérieures.

Taux de transition d’un systéme a N sites

Il faut tout d’abord écrire les taux de transition globaux pour le probléme &
N corps. Ceux-ci s’expriment de la maniére suivante :

W({pr} = 4o = D ] 0o — oh) 6(0 + 0 = pi = p;) %

<i,j> k#i,j
/0 dgv(q) 81, — alps + ;)] 82 — pi — pj) (3.28)

ot la notation }__; ;. signifie une somme sur les liens du réseau. Les différents
facteurs s’interprétent comme suit : [],; ; 6(px — pj;) traduit le fait qu'une fois un
lien (4, j) choisi, les autres sites ne sont pas affectés par la transition; 6(p; + pj —
pi — p;) assure la conservation de la masse sur le lien; (2 — p; — p;) correspond &
la contrainte cinétique qui interdit la transition si la somme des deux masses est
supérieure & 2; enfin, 'intégrale sur ¢ rend compte de la redistribution aléatoire
des masses sur le lien. Ces taux de transition se réécrivent sous la forme suivante,
plus facilement utilisable :

W} = k) = >

<i,j>

1T 6(ox - p;a] X (3.29)

k#i,j

0(2 — pi — pj) p;
3(pi + 05— pi — pj Sy —
s, s pi + pj

Une fois ces taux de transition écrits, on peut obtenir ’équation maitresse, comme
cela est détaillé en Annexe C.

Solutions stationnaires et maximum d’entropie

Maintenant que I’équation maitresse est écrite en détail, il faut bien entendu
en trouver les solutions. Une méthode intéressante dans ce contexte consiste a
introduire une entropie, et a voir si cette entropie augmente au cours de 1’évolution
gouvernée par 1’équation maitresse. Nous allons tout d’abord étudier de maniére
un peu plus générale comment déterminer I’entropie qui est maximisée au cours
de ’évolution (sous certaines hypothéses) en partant d’une équation maitresse
générique.
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Partons donc d’un systéme décrit par les taux de transition W(a — ) de la
configuration « vers la configuration (. L’évolution de la probabilité P,(t) de se
trouver dans 1’état « & 'instant ¢ est gouvernée par I’équation :

=Y W(B = a)Ps — W(a— )P (3.30)
B

En introduisant ’entropie usuelle :

ZP t)In Py ( (3.31)

on peut montrer aisément que son évolution est régie par la relation suivante,
déduite de ’équation maitresse et valable en toute généralité :

dSl

73 Z[W (B — @)Ps — W(a— §)Pa][In Ps — In P,] (3.32)

Si on suppose maintenant que les taux de transition obéissent & une relation de
bilan détaillé élémentaire (micro-réversibilité) :

W(a—p)=W(B = a) (3.33)
on voit que ’entropie devient une fonction croissante du temps :
dS 1
Z W(a = B)[Ps — Po][InPs —InP,] > 0 (3.34)

ce qui est bien entendu un résultat classique. La dérivée de ’entropie ne peut étre
nulle que si tous les termes sont nuls, ce qui impose :

V(,8),Pa=P; siW(a— B)>0 (3.35)

Autrement dit, tous les états mutuellement accessibles sont équiprobables. On
peut cependant imaginer des formes plus générales de bilan détaillé, du type :

W(a = B) fa=W(B = a)fs (3.36)

Nous désignerons par W, g la valeur commune. Si le systéme posséde une énergie
E,, et que f, est donné par :
fo = e BT (3.37)

on retrouve le cas du bilan détaillé canonique. Mais nous nous placons ici dans un
cadre plus général, sans faire 'hypothése qu’il existe une énergie. En repartant
de I'Eq. (3.32), et en définissant P, = P,/ f,, on peut écrire :

ds 1

= = ZW 8[Pa— P [In Py —In Pg]+ " In fo [W(a = B)Pa—W (B — ) Py

B
(3.38)
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Le dernier terme peut se réécrire :

> Info[W(a— B)Pa—W(B—a)Ps] = =) In fadd% (3.39)
a,B a

d
= _E;Pa Inf, (3.40)

On en déduit donc qu'une “entropie généralisée” (ou fonction de Lyapounov) S
est maximisée par I’évolution :
dS 1~ .= = - .
—= =3 > WaplPo — Pl [In P, — In P > 0 (3.41)
a,/g
avec S = S + Yo Poln fo. Il en résulte que la distribution stationnaire, obtenue

en maximisant S, vaut :

P, = % £, acc (3.42)

avec :
Z=Y"fa (3.43)
aeC
ot C désigne une composante ergodique, c’est-a-dire un ensemble d’états mutuel-
lement accessibles. Il n’y a donc pas nécessairement une unique solution station-
naire, mais plutét une solution associée a chaque composante ergodique.

Dans le cas mentionné plus haut ot f, = exp(—FE,/T), entropie S est bien
str équivalente a 1’énergie libre F' usuelle (on a dans ce cas F = —TS’), mais ce
résultat est valable dans un cadre plus général. Il est en particulier intéressant
car il met ’accent sur 'importance des relations de bilan détaille. On voit en
effet que S, et la distribution stationnaire qui s’en déduit, ne dépendent pas de
la forme exacte de taux de transitions W («a — (), mais seulement des facteurs
fo qui apparaissent dans les relations de bilan détaillé.

Revenons maintenant au modéle qui nous intéresse ici. Compte tenu de la
discussion précédente, on peut chercher s’il existe une relation de bilan détaillé
(généralisée) dans ce modéle. En revenant aux taux de transition donnés par
I’Eq. (3.30), on voit que ces taux s’écrivent comme une somme de termes relatifs
& chaque lien :

W o} = {pi}) = Z Wii({pe} = {ni}) (3.44)

avec :

Wy{oe) = (o)) = [H 5<pk—pz>] x (3.45)

ki,

0(2 — pi — pj) i
3(pi + 05— pi — pi kil Gy
it 2 pi + p; pi + pj
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Si l’on choisit, comme précédemment, une distribution béta pour ?(g), on a :

p\ _ (pipy)
" (S—> = (3.46)

)

ce qui implique que la quantité :
Pi 1 p—1
(8 (S—) PRy (3.47)
»

est symétrique en permutant (p;, p;) avec (pj, pj). Comme de plus pj = p pour

k différent de i et j, et que S;; = Sj;, on peut écrire :

p—1

Wii({px} = {0}}) <H pk> =Wii({pi} = {px}) (H p%) (3.48)
k=1 k=1

En sommant sur les liens (4, j), on en déduit que la méme relation est valable pour
les taux de transition W({pr} — {p}}). Autrement dit, le facteur f, introduit
plus haut avec des notations discrétes vaut dans ce cas ([], pr)*". Il en résulte
finalement que la distribution stationnaire & N corps vaut dans ce probléme,
indépendamment de la dimension d de ’espace :

T

P({p}) = =—= [k ™" 62— p1)]& (Z Pr— Nﬁ) (3.49)

Zy(p) 11

En effet, cette distribution stationnaire est proportionnelle au facteur f, comme
nous 'avons vu plus haut, mais elle doit aussi tenir compte des contraintes ci-
nétiques, et du fait que seuls les états ayant la méme masse totale ), p; sont
mutuellement accessibles. Nous reviendrons au paragraphe 3.3.4 sur les hypo-
théses qui sous-tendent ce résultat.

Ce dernier est particuliérement intéressant car il généralise la distribution mi-
crocanonique usuelle §(3~, pr— N75), en la pondérant par un facteur ], [oh~'6(2—
pr)]- On voit donc que la présence d’une loi de conservation ne suffit pas & assurer
I'uniformité de la probabilité sur I'hypersurface associée a la quantité conservée,
ce qui fournit un contre-exemple explicite & I’hypothése la plus simple d’équipro-
babilité que I'on formule souvent en premiére approche. L’intérét de ce résultat
est qu’il ne se borne pas a fournir un contre-exemple, mais qu’il suggére aussi
les ingrédients de base nécessaires pour déterminer la solution stationnaire de
maniére plus générale, & savoir lorsqu’elles existent : la loi de conservation glo-
bale, les contraintes cinétiques, et la relation de bilan détaillé (éventuellement
généralisée).

Distribution stationnaire en un site

En partant de la distribution stationnaire & N variables obtenue en Eq. (3.49),
on peut chercher & un déduire la distribution de densité en un site, car c’est
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une quantité plus facilement exploitable en pratique, et que ’on peut en outre
comparer aux prédictions de champ moyen. En ayant défini la fonction Zy(z) qui
intervient dans la normalisation de la distribution & N corps :

Zn(x) = / dPy 5 (zNj P Nx) (3.50)

ou la notation dPy représente :

N

dPy = [T [k7'0(2 = pr)dps] (3.51)

k=1

La distribution & un site est obtenue en intégrant P({py}) sur N — 1 variables :

Pip) = #@ [ dpsas Lg pk—(Nﬁ—m] P02 p) (352)
_ P02 —p) Np—p

En supposant que Zy(z) se met sous la forme générique :
Zn(z) = f(N)eN5@ (3.54)

ou f(N) dépend de N de maniére “sous-exponentielle”, on trouve :
Pl) = - p e (V-1 (p- £=0) - Nsp)| @)
= P80 g e (V- 1) (56) - §25'D)) - NS(E)
soit finalement :

Pi(p) = pu—l ePS' (P)=5(p) o—pS'(P) 8(2 — p) (3.56)

On peut montrer en utilisant les propriétés de Zy(z) (cf. Annexe C) que cette
distribution est bien normalisée, et que sa valeur moyenne vaut p. On obtient
ainsi que la distribution de probabilité a un site Pi(p) vaut, dans le cadre d'un
calcul exact en dimension d quelconque, et & la limite thermodynamique :

Pi(p) =Cp* e (3.57)

En d’autres termes, on retrouve les résultats obtenus grice & une approxima-
tion de champ moyen, ce qui signifie que pour des systémes de grande taille, la
distribution & N corps est (quasiment) factorisée. C’est ce qu’on constate sur
I'Eq. (3.49), qui montre qu’en dehors du facteur 6(3", pr — Np) qui traduit la
conservation globale de la masse, la distribution est factorisée.
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Fia. 3.8 — Covariance des densités prises sur des sites voisins au cours du temps,
pour deux valeurs de la densité moyenne p = 1.2 (tirets) et p = 1.5 (trait plein),
obtenues par simulations numériques avec une distribution 1(q) uniforme. Dans
l’état initial, les densités locales sont décorrélées, puis elles ont tendance & s’an-
ticorréler au cours de l’évolution avant de revenir 4 un état décorrélé lorsque
l’équilibre est atteint.

Remarquons au passage qu’en dimension d = 1, ce modéle est équivalent
au “g-model” introduit dans le contexte de la matiére granulaire pour décrire la
transmission des forces dans un milieu granulaire bidimensionnel. Dans notre cas,
c’est le temps que joue le role de la direction verticale, et la correspondance entre
les deux modeles n’est effective que si 'on suppose que le poids des grains est
nul dans le g-model, ou que les forces transmises sont trés grandes devant ce
poids. Dans la version la plus simple du g-model, on s’intéresse habituellement a
la statistique des forces transmises par un grain aux deux grains situés en-dessous
de lui. Ces forces sont distribuées de maniére aléatoire entre les deux grains, avec
une fraction ¢ pour l'un et 1 — ¢ pour l'autre, ¢ étant une variable aléatoire
distribuée suivant 9(g). Les ingrédients de base sont donc assez similaires & ceux
introduits dans le présent modéle. Des résultats récents sur ’étude du g-model
avec une distribution t¥(q) en loi béta ont montré que l'on trouvait le méme type
de solutions que celles que nous présentons ici [145].

Ces solutions se comportent en loi de puissance a petite force, avec un exposant
qui dépend de p, et qui pourrait étre ajusté sur des données expérimentales. On
sait en effet que les distributions de forces obtenues expérimentalement présentent
une queue exponentielle de maniére assez universelle, mais le comportement &
petit argument depend du systéme considéré. Ceci est bien en accord avec nos
résultats, puisque nous obtenons une loi de puissance dépendant de u & petit
argument, et une queue exponentielle indépendante de p.

Pour mettre en évidence la décorrélation entre sites voisins que 1’on constate &
partir de la distribution & N corps, nous avons simulé la relaxation vers I'équilibre
de ce modéle en dimension d = 2, et mesuré la covariance des densités prises
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sur des sites voisins au cours du temps. Plus précisément, nous avons calculé la
quantité : . .

Ct) =< 55 2_ piltles(t) > = < 5 > pilt) >* (3.58)

<t,7> %

Les résultats sont présentés sur la Fig. 3.8, pour différentes densités. Comme la
condition initiale est tirée aléatoirement sur chaque site, la covariance C(t) est
nulle pour ¢t = 0. Il est intéressant de constater que C(t) décroit ensuite avant
de revenir a 0 lorsque 1’équilibre est atteint. Pendant la phase de relaxation vers
I’équilibre, les densités sur les sites voisins ont donc tendance & étre anticorrélées.
Ceci peut sans doute s’expliquer par le fait que la simulation a été effectuée avec
une distribution (¢) uniforme, ce qui entraine de fortes inhomogénéités sur les
liens : la masse est en effet redistribuée de maniére trés inégale entre les deux
sites avec une probabilité importante.

3.3.4 Fraction de liens mobiles et comportement vitreux

Nous allons maintenant tenter de caractériser un peu mieux les propriétés
vitreuses de ce modéle. Une quantité intéressante a considérer dans ce contexte
est la fraction 7 de liens mobiles, c’est-a-dire de liens dont la somme des masses
p1 + p2 reste inférieure & 2. Il est d’ailleurs assez naturel d’interpréter n comme
une sorte de paramétre d’ordre pour tester s’il existe une transition vitreuse dans
ce modéle. A I’équilibre, n se calcule par la relation :

n= / dpy / dpa Pi(p1) Pi(p2) 82 = pr — pa) (3.59)

En remplagant par l’expression Eq. (3.57) de Pi(p), on trouve aprés quelques
lignes de calculs :

L(n)” / 2 -
=C? dS §%#—1ehS 3.60
7 F(Q,U) 0 ( )

avec, rappelons-le, ’expression suivante pour le coefficient C :

2 -1
C= [/ dp "~ eﬁp] (3.61)
0

De plus, le paramétre de contrdle est a priori p plutét que 5, la relation entre les
deux étant donnée par I'Eq. (3.24).

On peut montrer facilement que n — 1 pour p — 0 (8 — —00), ce qui est le cas
trivial o1 la contrainte cinétique p; +p; < 2 ne joue plus aucun réle. En revanche,
le cas inverse p — 2 est plus intéressant car le systéme devient quasiment bloqué.
On peut obtenir dans ce cas une expression analytique explicite de n en fonction
dep:

2
LS 2 e (3.62)
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Ainsi, la fraction de liens mobiles tend vers 0 trés rapidement lorsque p — 2,
sans toutefois s’annuler. La situation est donc assez similaire & celle du modéle de
Kob-Andersen [106], pour lequel il a été montré récemment [155] que le coefficient
de diffusion tend vers zéro également comme D ~ exp[—1/(1— p)] (en dimension
d = 2). On constate ainsi qu’il existe une densité critique p, = 2 dans ce modéle,
telle que le temps de relaxation (dont on peut supposer qu’il est inversement
proportionnel & 1) croit plus vite que toute loi de puissance de (p, — p), une
propriété caractéristique des systémes vitreux.

Pour mieux comprendre la signification de cette densité critique p, = 2, nous
allons revenir sur la distribution de probabilité P({p;}) donnée en Eq. (3.49),
qui appelle quelques commentaires. Commencons par voir sous quelles conditions
cette distribution stationnaire peut étre atteinte & temps long, en partant d’une
condition initiale donnée. Comme la solution stationnaire est ergodique, elle sup-
pose donc que les masses ont été redistribuées un grand nombre de fois sur tous
les liens. Par conséquent, tous les p; doivent étre inférieurs & 2, car & 1’issue d’une
redistribution sur un lien (¢, ), on a bien entendu p; et p; < 2. Cela implique que
la solution stationnaire Eq. (3.49) ne peut étre atteinte que si la condition initiale
{p}} verifie :

Yk, ph <2 (3.63)
3i,9), o0 +p0 <2 (3.64)

La deuxiéme condition signifie qu’il doit exister & l’instant initial au moins un
lien mobile pour que le systéme puisse évoluer vers 1'état stationnaire (rappelons
que nous avons défini les liens mobiles comme les liens (4, j) tels que p; + p; <
2). Il n’est pas totalement clair que cette derniére condition soit suffisante (on
pourrait imaginer qu’il faille un nombre minimum ng > 1 de liens mobiles dans
I’état initial), mais elle est en tout cas nécessaire. On peut néanmoins proposer
I’argument suivant en faveur de ce critére. Dans le régime de forte densité, les
liens mobiles sont rares et isolés pour la plupart ; leur évolution correspond alors
a un processus de création et annihilation. En effet, il faut d’abord remarquer
qu'un lien mobile ne peut devenir immobile au cours d’une redistribution sur
ce méme lien, puisque la somme des masses associées au lien est conservée. Par
contre, un lien peut changer d’état (mobile ou immobile) lorsqu’un lien voisin
(c’est-a-dire qui partage un site avec le lien considéré) subit une redistribution.
En nous restreignant au cas d = 1 pour simplifier la discussion, le processus
peut donc étre schématisé par les trois “réactions” suivantes, ot M symbolise un
lien mobile : M — M (pas de modification), M — 2M (création d’un nouveau
lien mobile), 2M — M (annihilation d'un lien mobile lors de la rencontre de
deux liens mobiles). D’aprés les propriétés de conservation évoquées plus haut,
on voit que la réaction M — () n’est pas permise. De méme, une réaction du
type M — 3M n’est pas possible non plus : si l’on a trois liens (1,2), (2,3) et
(3,4), et que (2,3) est le seul lien mobile au départ, la redistribution de (2,3)
peut par exemple diminuer p, et rendre ainsi (1,2) mobile, mais dans ce cas p;
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aura augmenté et le lien (3,4) restera immobile. On voit qu’en dimension d > 1,
la discussion reste qualitativement identique, mais le nombre de processus de
création et d’annihilation devient plus important : lorsqu’un site voit sa densité
diminuer au cours d’une redistribution, cela peut créer entre 0 et z — 1 liens
mobiles, ou z est la coordinence du réseau. Par ailleurs, il faut insister sur le
fait que cette description en termes de liens mobiles est intuitivement parlante
et qualitativement correcte, mais elle ne rend pas compte de la totalité de la
dynamique des p;. Enfin, notons qu’il serait intéressant de considérer une version
généralisée du modéle dans laquelle la densité totale ne serait pas exactement
conservée, pour traduire un effet de compaction lente. Dans ce cas, la réaction
M — () pourrait étre présente avec une faible probabilité.

Si ’on en reste au stade de cette description simplifiée en termes de processus
de création et annihilation, on peut introduire des taux de transition pour chacune
des réactions M — M, M — 2M et 2M — M, qui peuvent en principe se calculer
a partir de la distribution P;(p). En premiére approximation, la densité ¢ de liens
mobiles évolue alors suivant 1’équation :

d 2
Y = s (3.65)

le premier terme du membre de droite correspondant & la création de liens mobiles,
et le second a ’annihilation. On voit ainsi que si 'on part d’une condition initiale
{p}} dans laquelle tous les p} sont inférieurs a 2, mais avec une trés faible fraction
de liens mobiles, la création de liens mobiles sera a priori prépondérante sur
I’annihilation, ce qui suggére que des liens mobiles vont se créer jusqu’a atteindre
la distribution stationnaire Eq. (3.49). Il faut noter également que les liens mobiles
sont capables de diffuser grace a I’enchainement des réactions M — 2M et 2M —
M, si le lien mobile final n’est pas le méme que le lien initial. C’est grace a ce
processus de diffusion des liens mobiles que le systéme parvient a rester ergodique
a forte densité.

Bien entendu, si l'on part d’une condition initiale telle que p? + ,0? > 2 pour
tous les liens (i, 7), tous les liens sont immobiles et le systéme est dans un état
bloqué : aucune évolution ne peut se produire. En revanche, que se passe-t-il si
I'on part d’une condition initiale telle que certains sites aient une densité p9 > 2,
mais qu'il existe par ailleurs des liens mobiles 7 11 est clair que les sites ayant un
p? > 2 ne pourront jamais évoluer, puisque quelle que soit la densité des voisins
j, on aura toujours p9 + p; > 2, et nous qualifierons donc ces sites i de “sites
bloqués”. 1l est alors naturel de séparer le réseau global en deux sous-ensembles,
I’ensemble des sites bloqués et son complémentaire.® On peut s’attendre a ce
que les sites non bloqués évoluent jusqu’a atteindre 1’équilibre, par diffusion des
liens mobiles. Cet équilibre (ou état stationnaire) est régi non pas par la densité

8Notons qu'il faut bien distinguer les notions de site bloqué et de lien immobile : un site
bloqué n’évoluera jamais, alors qu’un lien immobile est temporairement dans l'impossibilité
d’évoluer, mais il pourra peut-étre redevenir mobile & la faveur du réarrangement d’un lien
voisin.
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F1G. 3.9 — A gauche : fonction de corrélation temporelle ®(t), en régime station-
naire, pour des densités moyennes p = 1.2, 1.3, 1.4, 1.5, 1.6, 1.65, 1.7, 1.73, 1.75
et 1.77 (de gauche a droite), calculée sur un systéme bidimensionnel de taille li-
néaire L = 50. A droite : temps de décroissance % de ®(t) (défini par (%) = %
en fonction de p. L’encart montre que les données semblent compatibles avec une
dépendance en exp[2/(2 — p)] (pointillés) pour p proche de 2.

moyenne globale, mais par la densité moyenne des sites non bloqués, qui est par
définition inférieure & 2. Néanmoins, si la proportion de sites bloqués devient
trop forte, alors 'ensemble de sites bloqués va percoler, et les sites non bloqués
vont se retrouver séparés en un grand nombre de petits amas non connectés. Par
conséquent, on constate qu’il y a deux paramétres de contrdle pertinents dans ce
modéle : d’une part, la densité moyenne p des sites non bloqués, et d’autre part
la fraction w de sites bloqués. L’étude analytique présentée plus haut a permis
de bien comprendre le comportement du systéme dans le cas w = 0. Il faudrait
maintenant généraliser cette étude au cas w > 0, en faisant sans doute davantage
appel aux simulations numériques, pour mieux appréhender 'effet des amas de
sites bloqués (et leur percolation éventuelle) sur la dynamique des liens mobiles.

3.3.5 Hétérogénéités dynamiques et échelle de longueur

Pour conclure cette étude (encore relativement préliminaire) de ce modéle
avec contraintes cinétiques, il est important d’aborder la question des échelles de
longueur apparaissant dans ce probléme. Comme cela a été montré récemment,
I’apparition d’échelles de longueur dans les systémes sans désordre est intimement
lite a la question des hétérogénéités dynamiques [19, 25|, autrement dit a la
coexistence de régions mobiles et de régions immobiles. Dans la mesure oil ce
modéle permet de définir & tout instant si un lien est mobile ou immobile, on
pourrait se contenter de mesurer une fonction de corrélation spatiales des liens
mobiles. Cependant, cette approche souffrirait d’un certain manque de généralité,
dans la mesure ot la possibilité de définir de maniére instantanée si un lien (ou
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Fi1G. 3.10 — Visualisation directe des hétérogénéités dynamiques grice auzr va-
riables ¢f (cf. texte), sur une réalisation donnée de la dynamique, pour trois
valeurs différentes de la densité moyenne : de gauche a droite, p = 1.5, 1.65,
1.75 (taille linéaire du systéme : L = 100). Les sites n’ayant pas changé d’état
dans Uintervalle de temps [0, 7], ce qui correspond donc & ¢} = 1, apparaissent
en gris clair. On constate nettement que la taille typique des régions mobiles et
immobiles croit avec la densité moyenne.

une zone) est mobile ou non reste trés spécifique & ce modéle. En particulier,
il suffirait que 'on remplace la contrainte cinétique stricte par une contrainte
“adoucie” (de nature probabiliste) pour que cette définition ne soit plus possible.
Par conséquent, il est préférable d’adopter d’emblée une approche générale du
type de celle proposée notamment en Réfs. [19, 25|°. Commengons par définir
en chaque site 7 une fonction de corrélation temporelle ¢;(t) (qui n’est donc pas
moyennée), en supposant pour simplifier qu’elle prend des valeurs entre 0 et 1. On
peut en déduire la fonction de corrélation temporelle globale ®(¢) en moyennant
sur les sites et sur les réalisations :

o(t) = % Z¢i(t)> (3.66)

Le temps caractéristique de décroissance de ®(t), que nous notons 7*, permet
alors de définir une variable locale ¢} = ¢;(7*). Ceci permet de définir de maniére
générique les sites immobiles, qui se sont décorrélés moins vite que la moyenne,
et pour lesquels ¢ ~ 1, et les sites mobiles qui se sont décorrélés plus vite que
la moyenne, et qui vérifient donc ¢; ~ 0. Le choix spécifique de ¢ = 7* assure en
outre que les sites mobiles et immobiles ainsi définis sont en nombre comparable.
On peut alors calculer la fonction de corrélation spatiale C'(r) des variables ¢} :

C(r) = <% > ¢ - (%Zcﬁ) > (3.67)

[i—jl=r

9Précisons que nous nous plagons en régime stationnaire, et que nous n’étudions pas ici les
effets de vieillissement éventuels.
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F1G. 3.11 — Fonction de corrélation spatiale C(r) des variables ¢} pour différentes

densités p = 1.5, 1.6, 1.65, 1.7, 1.73 et 1.75. La longueur {yp caractérisant la

taille des régions mobiles et immobiles, déduite de la décroissance de C(r), est

représentée en encart en fonction de la densité moyenne p.

Le facteur 1/2N vient du fait que pour simplifier, nous n’avons pris en compte
que les sites ¢ et j situés a une distance r le long des deux axes du réseau. La
décroissance de cette fonction de corrélation fournit alors une échelle de longueur
qui caractérise la taille typique des régions mobiles et immobiles, dont on peut
d’ailleurs s’attendre a ce qu’elles aient des tailles similaires de par la symétrie
de leur définition. Insistons également sur le fait que la notion de mobilité que
nous utilisons ici est différente de celle employée au paragraphe précédent : elle
se rapporte ici & une échelle de temps 7%, alors que c’était auparavant une notion
instantanée et spécifique au modéle.

Nous allons maintenant mettre en ceuvre numériquement dans le présent mo-
déle cette méthode de caractérisation des hétérogénéités dynamiques. Les simu-
lations sont effectuées sur un systéme bidimensionnel de taille L x L = 502, avec
i = 1 et différentes valeurs de la densité moyenne p. Nous choisissons de définir
les ¢;(t) de la maniere la plus simple possible : en partant d'une condition initiale
équilibrée a la densité moyenne p, ¢;(t) est pris égal a 1 si aucune redistribution
de masse mettant en jeu le site i n’est intervenue dans 'intervalle de temps [0, ¢],
et égal & 0 sinon.

La fonction de corrélation temporelle ®(t) est présentée sur la Fig. 3.9 (gauche)
pour différentes valeurs de p comprises entre 1.2 et 1.77. On en déduit ainsi la
valeur de 7* en fonction de la densité moyenne — cf. Fig. 3.9 (droite) — en ayant
défini 7* par la relation ®(7*) = 1. Ce temps de relaxation 7* croit fortement
lorsque p approche de la valeur 2, et cette croissance est compatible avec une
dépendance en exp[2/(2 — p)], comme suggéré par ’expression (3.62) de 7.

On peut dés lors calculer les variables ¢}, qui ne sont finalement que des va-
riables de spin, et les représenter graphiquement pour visualiser les hétérogénéités
dynamiques. C’est ce qui est fait sur la Fig. 3.10, pour trois valeurs de la densité
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moyenne p = 1.5, 1.65 et 1.75, ot les sites ayant changé d’état entre 0 et ¢ (donc
mobiles d’aprés la définition précédente) sont représentés en noir. On voit claire-
ment que la taille typique des régions mobiles et immobiles augmente lorsque p
tend vers 2.

On quantifie ensuite cette échelle de longueur en calculant la corrélation spa-
tiale C(r). Les résultats sont représentés sur la Fig. 3.11, et on retrouve bien le
fait que la longueur caractérisant la décroissance augmente avec p. En représen-
tant les données en échelle semi-logarithmique, on observe que la décroissance
est notablement non exponentielle, et la détermination de 1’échelle de longueur
associée n’est donc pas immeédiate. Faute de mieux, nous avons défini arbitraire-
ment cette longueur fyp par la relation C(¢yp) = 0.2. L'encart de la Fig. 3.11
présente les valeurs de £yp ainsi obtenues en fonction de p, et confirme que cette
échelle de longueur /yp augmente nettement au voisinage de p = 2. Une étude
plus approfondie du comportement de fgp pour p — 2 serait nécessaire afin de
confirmer ces résultats préliminaires et de tester si cette échelle de longueur di-
verge ou non en p = 2. Dans l'affirmative, une telle divergence serait du plus
grand intérét puisqu’elle laisserait penser que 'on peut employer pour certains
systémes vitreux les techniques développées dans le cadre des systémes critiques,
comme le groupe de renormalisation.
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Chapitre 4

Effet Kovacs dans les modéles
vitreux

4.1 Introduction

Nous avons vu au cours des chapitres précédents différentes maniéres d’abor-
der la dynamique vitreuse, soit en termes de dynamique dans 1’espace des phases,
soit en termes de dynamique de croissance de domaines dans 1’espace réel. Nous
allons dans ce chapitre comparer ces concepts en les appliquant au cas d’'un effet
observé expérimentalement, et dont on souhaiterait savoir s’il permet de discri-
miner entre différentes approches de la dynamique vitreuse.

Les systémes ayant une dynamique lente ou vitreuse présentent souvent un
comportement non trivial lorsque des changements de température sont appliqués
au sein de la phase vitreuse. Puisque le systéme se trouve hors d’équilibre, on
s’attend a ce que ses propriétés dépendent en général de 1'histoire du systéme, un
effet que I'on appelle souvent “mémoire”. Cependant, ce terme générique recouvre
des effets assez différents. Dans la littérature récente concernant les verres de spin,
la mémoire est associée & une observable a deux temps, telle que la susceptibilité
alternative (qui dépend a la fois de la fréquence et de I’age du systéme) ou d’autres
fonctions de réponse. Il a été montré qu’aprés un cycle négatif en température,
la susceptibilité alternative retrouvait lors du retour & la premiére température
la valeur exacte qu’elle avait avant que la température ne soit abaissée, d’ou le
nom de mémoire. Cet effet serait trivial si la dynamique était totalement gelée a
basse température, mais les expériences montrent de maniére trés claire qu'une
évolution significative s’y déroule [117, 98, 43]. Le méme effet qualitatif, bien
que moins marqué, a été observé dans de nombreux autres matériaux vitreux
(polymeéres, colloides, ferro-électriques, etc.) [15, 42, 103, 136, 135].

Il existe cependant un autre effet mémoire, bien connu dans les verres structu-
raux et polymériques, qui fut étudié expérimentalement par Kovacs il y a quarante
ans. Cet effet concerne les observables 4 un temps, telles que le volume spécifique
ou la densité d’énergie, et montre clairement que ’état hors d’équilibre du sys-
téme ne peut pas étre complétement caractérisé par la valeur (fonction du temps)

137
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de quelques variables thermodynamiques. La procédure suivie par Kovacs était la
suivante [110, 111] : tout d’abord, une courbe de référence est obtenue en trem-
pant 1’échantillon depuis une température Ty suffisamment élevée jusqu’a une
basse température T3, et en mesurant le volume V' (¢) au cours du temps jusqu’a
un temps ¢, pour lequel le systéme peut étre considéré comme en équilibre. Cela
définit un volume V4 (T3) = V(). Dans une deuxiéme étape, ’échantillon est
trempé depuis Ty jusqu’a une température 77 < Ts, jusqu’a un temps t;. La tem-
pérature est alors brusquement remontée de 17 a T5. Le temps ¢; est précisément
choisi de sorte que le volume atteint juste aprés le saut en température(c’est-
a-dire une fois que les processus les plus rapides ont relaxé) prenne la valeur
V(tf) = Veu(T), sachant qu'a l’équilibre on aurait V,,(71) < V.,(T2). On pour-
rait s’attendre naivement & ce que 1’évolution soit stoppée, puisque le volume a
déja atteint sa valeur d’équilibre & la nouvelle température. Pourtant, le volume
V (t) montre en fait un comportement non monotone pour t > t;, en augmentant
d’abord pour relaxer ensuite vers sa valeur d’équilibre V,,(T5) :

V(t) = Vig(Ta) + AV (1), (4.1)

oit AV > 0 est la “bosse de Kovacs”, telle que AV (t = t{) = 0et AV (¢t — oco0) = 0.
1l faut noter que la condition V (tf) = V,,(Ty) (et non pas V(t;) = V,,(T3), qui
serait pourtant plus facile & imposer) a été choisie de fagon a éliminer la partie
“triviale” de cet effet, liée a I’expansion thermique des degrés de liberté rapides. La
présence d'un effet non trivial signale alors I'existence de réarrangements struc-
turaux, qui se déroulent sur des échelles de temps nettement plus longues. Cette
distinction étant basée sur une séparation des échelles de temps entre différents
processus de relaxation, on voit d’emblée qu’elle ne sera pas toujours évidente &
opérer, et qu'il est difficile de la définir en toute généralité.

La Fig. 4.1 reproduit les résultats originaux publiés par Kovacs en 1963 [110],
obtenus sur de ’acétate de polyvinyle. Cet effet montre sans ambiguité que
d’autres variables “internes”, outre le volume, sont nécessaires pour caractéri-
ser 1’état hors d’équilibre du systéme, et que ces variables n’ont pas atteint leur
valeur d’équilibre & T3 & la fin de la premiére étape. La mémoire dans ce cas référe
au fait que ces variables internes gardent une trace, dans une certaine mesure, de
I’histoire du systéme. Pour éviter la confusion entre les différents types d’effets
mémoire, nous suivrons la Réf. [27] et appellerons ce phénoméne “Ieffet Kovacs”,
méme si cette dénomination est pour l'instant assez peu répandue. La bosse de
Kovacs est caractérisée par sa hauteur AV, et par le temps 7 au bout duquel
le maximum est atteint : AV (¢t = t; + 7x) = AVk. Qualitativement, la hauteur
AV augmente avec la différence de température T, — T (elle doit de maniére
évidente s’annuler pour 77 = T3), alors que le temps 7x décroit lorsque Tp — Ty
augmente.

Un effet similaire a été rapporté récemment dans le contexte de la matiére
granulaire [99], pour laquelle la température thermodynamique n’est plus perti-
nente compte-tenu de la taille déja macroscopique des grains. On remplace donc
la température par une vibration mécanique extérieure, dont I’amplitude sert de
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F1G. 4.1 — Ewolution isotherme a Ty = 30°C de la variation relative du volume
(x10%) d’un échantillon d’acétate de polyvinyle : aprés une trempe directe depuis
To = 40°C a Ty = 30°C (1); apreés une trempe de Ty = 40°C a Ty = 10°C (2),
15°C (3), ou 25°C' (4) suivie d’une remontée a la température To = 30°C'. D’aprés
A. J. Kovacs, Adv. Polym. Sci. 3, 394 (1963).

paramétre de contrdle. Dans la premiére étape de cette expérience, on agite le
systéme avec trois amplitudes de vibration différentes (disons faible, modérée et
forte pour fixer les idées) pendant un temps #; choisi de maniére a atteindre
une densité donnée, la méme dans les trois cas. Dans la deuxiéme étape de 1'ex-
périence, on applique I’amplitude de vibration modérée dans tous les cas, et on
enregistre la densité au cours du temps. Si I'état du systéme était seulement décrit
par sa densité, alors I’évolution de la densité aprés ¢; serait la méme dans les trois
situations, et devrait suivre la courbe de référence correspondant a I'amplitude
modérée, qui n’a pas subi de variation du paramétre de contrdle. On constate ex-
périmentalement que cela n’est pas le cas : comme pour les verres polymériques, le
systéme faiblement vibré doit d’abord se dilater avant d’étre capable de reprendre
sa compaction, alors que le systéme fortement vibré se compacte plus vite juste
apres le saut d’amplitude que dans I’expérience de référence [99)].

Enfin, le méme effet a été récemment observé dans des simulations numériques
de verres de spins tridimensionnels [24] ainsi que dans des simulations d’un modéle
réaliste de liquide moléculaire [131]. Dans les verres de spin, la densité d’énergie
présente la bosse caractéristique de Kovacs lorsque la température est augmentée ;
la hauteur de la bosse et le temps du maximum se comportent qualitativement
comme dans les verres polymériques. Des propriétés similaires a l'effet Kovacs
ont été aussi identifiées expérimentalement dans des verres dipolaires [3] et dans
les verres de spins [140]. Puisque l'effet Kovacs semble étre trés générique, une
question naturelle serait de savoir si la physique sous-jacente est la méme dans
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tous ces systémes. Formulé différemment, est-ce que l'effet peut sélectionner entre
différents modéles microscopiques de dynamique vitreuse ?

Le but de ce chapitre est de discuter quelques modéles simples qui permettent
d’éclairer les questions précédentes. Les travaux qui y sont présentés sont le fruit
d’une collaboration avec J.-M. Drouffe et C. Godréche [34]. Dans ces modéles,
les variables internes auxquelles il a été fait référence plus haut sont en fait des
fonctions de distribution (de tailles de domaines, ou de temps de relaxation)
dont seule la moyenne est fixée par le protocole expérimental, alors que la forme
de la distribution garde une trace de ’histoire du systéme. Nous montrons que
l’effet Kovacs est bien générique d’un point de vue qualitatif, mais que la forme
détaillée de la bosse de Kovacs peut révéler certaines informations microscopiques
intéressantes sur les mécanismes vitreux en jeu (voir aussi & ce sujet la discussion
en Reéf. [29]). Nous discutons d’abord les modeéles dans lesquels la dynamique
vitreuse est due & un phénoméne de croissance de domaines, en rappelant et
généralisant les principaux résultats des Réfs. [49, 27]. Nous étudions ensuite
I'effet Kovacs dans le modéle de piéges, ou des calculs détaillés peuvent étre
effectués. Nous terminerons avec quelques suggestions pour analyser les résultats
expérimentaux, avec 1’espoir que l'effet Kovacs pourrait aider & identifier des
distributions de temps de relaxation, et mettre en évidence indirectement une
échelle de longueur croissante dans les systémes vitreux.

4.2 Effet Kovacs et croissance de domaines

Bien que nous ayons montré au chapitre précédent que la croissance d’une
échelle de longueur dans les systémes vitreux pouvait avoir une signification as-
sez différente de celle rencontrée habituellement dans la croissance de domaines
usuelle, nous allons considérer dans la suite ce dernier cas, qui est bien mieux
compris quantitativement.

Le systéme hors d’équilibre le plus simple est sans doute le modéle d’Ising
unidimensionnel avec une dynamique de Glauber, et nous rappelons tout d’abord
les résultats obtenus par Brawer [49] en insistant sur leur interprétation physique.
Ce systéme ne s’ordonne & aucune température non nulle, mais & température
suffisamment basse, la taille d’équilibre des domaines devient grande, et pour
des temps plus courts que le temps d’équilibration, la dynamique est gouvernée
par la croissance de la taille typique des domaines, qui varie comme la racine
carrée du temps. L’énergie, qui est simplement reliée & la densité moyenne de
parois de domaines, joue dans ce modéle le role du volume dans l'expérience de
Kovacs. Lorsque le systéme est préparé a température 77 pendant une durée ¢;
telle que la distance moyenne entre les parois soit égale & la taille d’équilibre &
T, > T1, la distribution hors d’équilibre des tailles de domaines a T} est davantage
piquée autour de sa moyenne que la distribution d’équilibre a T3 (cf. Fig. 4.2).
En particulier, les petits domaines sont sous-peuplés par rapport & 1’équilibre.
En chauffant, le premier effet est que de nouvelles parois de domaines nucléent
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a l'intérieur des grands domaines, provoquant une augmentation du nombre de
petits domaines (ainsi que de ’énergie). La forme de la bosse de Kovacs peut
étre calculée exactement dans ce modéle [49], et on trouve qu’elle est linéaire en
temps pour t < Tk, avec une pente qui croit avec 1’écart de température T — 11,
avant d’atteindre la courbe de relaxation exponentielle qui décrit une trempe
directe depuis les hautes températures. Notons que le temps de relaxation est
fini pour toute température 7" > 0 dans ce modéle; le taux de décroissance lors
de la relaxation finale ne dépend que de 75, mais pas de 7;. Comme discuté par
Brawer [49], ces propriétés sont qualitativement similaires & ce qui est observé sur
les courbes expérimentales reportées sur la Fig. 4.1.

En s’'inspirant des résultats précédents sur le modéle d’Ising unidimensionnel,
ainsi que sur ceux obtenus dans le modéle XY bidimensionnel & basse température
[27], on peut tenter de généraliser ce scénario concernant l’effet Kovacs dans les
systémes de dimension quelconque présentant de la croissance de domaines. Apreés
un temps t; passé i température 77, le systéme s’ordonne jusqu’a une longueur
0y = L(t1,T1). Si la longueur de corrélation d’équilibre £(7%) a la température Th
est infinie, ou en tout cas trés grande comparée a £(t;, 1), le mécanisme de I’effet
Kovacs peut étre décrit de la maniére suivante [27, 24].'° A I'instant ¢,, le systéme
posséde un excés d’énergie (par rapport a I’énergie d’équilibre) di & la présence de
parois de domaines avec une taille typique £;. Cette densité d’énergie en excés se
comporte comme £97% ot © est I'exposant donnant la loi d’échelle de ’énergie en
excés d'un domaine avec sa taille (par exemple, © = d — 1 pour le modéle d’Ising,
et © = d — 2 pour le modeéle XY). Lorsque la température est augmentée jusqu’a
T, I’énergie de volume des domaines est soudain trop basse comparée & sa valeur
d’équilibre & Ts. Cette contribution & la densité d’énergie croit alors rapidement
en nucléant de nouvelles parois de domaines parmi les grands domaines de taille
{1 qui préexistaient. Cette image physique a été en fait suggérée en Réf. [3] pour
interpréter des effets similaires & ’effet Kovacs dans des verres dipolaires.

Pour des temps plus longs, le processus de croissance de domaine initial redé-
marre et la densité de parois de domaines décroit, ce qui entraine une baisse de
la densité d’énergie totale. On pourrait s’attendre a priori & ce que la transition
entre les deux effets s’opére lorsque 1'échelle de longueur £(t, T5) associée au pro-
cessus dynamique initié par le changement de température devienne de l'ordre de
{1, c’est-a-dire aprés un temps 7 tel que :

K(T*,TQ) = El (42)

Toutefois, le temps 7x correspondant au maximum de la bosse de Kovacs se trouve
étre, en général, nettement plus petit que 7*. Plus précisément, I'image suivante

0Dans le cas opposé pour lequel £(Ty) < £(t1,Ty), Ueffet Kovacs est trivial dans le sens oil
seuls les degrés de liberté rapides, correspondant & I’énergie de volume des domaines, ont besoin
de se rééquilibrer. Ce n’est que dans le cas ot la bosse de Kovacs apparait pour des temps trés
supérieurs aux échelles de temps microscopiques que ’on peut observer un effet non trivial en
suivant le protocole de Kovacs, dans lequel la contribution des degrés de liberté rapides est
éliminée en choisissant E(t7) = E.,(Ty), comme cela a été discuté dans l'introduction.
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FiG. 4.2 — Distribution des tailles de domaines dans le modéle d’Ising unidimen-
sionnel pour deuzr températures différentes, de sorte que la taille moyenne des
domaines soit identique dans les deux cas. La distribution hors d’équilibre a tem-
pérature Ty < To (tirets) est davantage piquée que la distribution d’équilibre a
Ts (trait plein). En chauffant, les petits domaines, initialement moins nombreuz,
apparaissent rapidement a lintérieur des plus grands.

se dégage des calculs effectués en Réf. [27] sur le modéle XY bidimensionnel (dans
l’approximation des ondes de spins) :

— Dans la limite ou £(¢,T3) et ¢; sont bien plus grands que le pas du réseau a,
les processus rapides de nucléation ont déja eu lieu, et on peut s’attendre &
ce que la densité d’énergie E prenne la forme d’échelle suivante :

AE = E(t, +t) — Eoy(Ts) = AEx F (6(27%)) . Ut Ty)>a (4.3)

1

ou AE¥ est la hauteur de la bosse de Kovacs, et la fonction d’échelle F(u)
se comporte asymptotiquement comme F (u) ~ 1% quand v — oo. En
utilisant le fait que AE ne devrait pas dépendre de ¢; a temps longs, on
trouve AEx ~ (974, ce qui signifie que la hauteur maximale de la bosse
est de I'ordre de I'énergie d’excés emmagasinée dans les parois de domaines
lors de la premiére étape 4 température 77. Comme cela a été montré en
Ref. [27], la forme d’échelle ci-dessus est valable de maniére exacte pour le
modeéle XY bidimensionnel dans sa phase critique ordonnée, pour laquelle
© =d — 2. On trouve dans ce cas Fxy(u) = (1 +u?)"".

~ A Dinverse, dans la limite de temps court £(¢,7>) ~ a, on s’attend & une
contribution de nucléation & AFE qui soit responsable de la remontée de
I’énergie. En considérant encore le modéle XY sur sa ligne critique, ot la
longueur de corrélation d’équilibre £ est infinie, on trouve une contribution
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en loi de puissance [27] :

a

- (@f‘il | (4.4)

Notons que cette contribution s’annule bien pour ¢ = 0, car dans ce cas
{(t = 0,T5) = a, mais elle ne peut pas étre écrite sous la forme d’une
fonction de £/¢;, ce qui est a l'origine de la différence entre 7k et 7*. De
maniére plus générale, si la longueur de corrélation £ est finie, on s’attend
a ce que la loi de puissance précédente soit remplacée par une convergence
exponentielle, qui ne prenne pas une forme d’échelle non plus.

Dans ce scénario de croissance de domaines, on trouve que 1’échelle de longueur
¢y (et par conséquent 7*) est une fonction décroissante de Ty —T7. Physiquement,
cela vient du fait que 1’énergie de volume diminue en abaissant 77. La densité
d’énergie résiduelle (~ £97%), liée au parois de domaines, doit alors étre plus
grande afin que la somme des deux contributions soit égale & la valeur d’équilibre
a TQ .

E(tl,Tl) = Eeq(Tl) + é?_d = Eeq(TQ). (45)
Pour de petits écarts en température Ty — 77, on s’attend alors & une relation
lindaire AEx ~ (97¢ o« O(Ty — T1), oit C est la chaleur spécifique. Ainsi, la
dépendance qualitative de 7 et AEg ~ K?*d avec To — T est correctement
prédite dans ce cadre.

Si la longueur £(t,T) croit comme une loi de puissance du temps, alors a
partir de I'Eq. (4.3), AE/AEg devient une fonction d’échelle de t/7* dans la
limite des temps longs, pour laquelle la contribution initiale de nucléation (qui
ne se remet pas a l’échelle) disparait. A cause de cette derniére contribution,
la fonction d’échelle F a une valeur non nulle a petit argument : F(07) > 0.
Par conséquent, dans le scénario de croissance de domaines (qui inclut le cas
d’équilibre discuté par Brawer et rappelé plus haut), la bosse de Kovacs ne se
remet pas & I’echelle comme une fonction de ¢/7x. Au contraire, il faudrait plutot
adimensionner le temps ¢ par un temps caractéristique 7* déterminé de sorte que
I’amplitude de la bosse ait décru par exemple d’un facteur deux. Pour les mémes
raisons, des déviations systématiques par rapport a la loi d’échelle sont attendues
dans le régime t < 7*.

Nous allons comparer dans la suite les résultats de la croissance de domaines
avec ceux d’un autre modele soluble, le modeéle de piéges, qui prédit différentes
formes pour la bosse de Kovacs selon les régimes. Nous verrons que dans certains
cas, les résultats obtenus se trouvent étre trés similaires & ceux prédits par les
modéles de croissance de domaines.

4.3 Effet Kovacs dans le modéle de piéges

Nous présentons maintenant les principales étapes du calcul explicite de I’éner-
gie en fonction du temps dans le modéle de piéges avec distribution exponentielle
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des énergies lorsqu’on lui applique le protocole thermique de Kovacs. Comme les
degrés de liberté rapides sont absents dans le modéle de piéges (il n’y a pas de
dynamique de fond de puits), il n’est pas utile de distinguer entre les temps ¢7
et tI, alors qu'il est important de le faire & la fois expérimentalement et dans
les modéles possédant une dynamique microscopique. Remarquons d’ailleurs que
calculer I’évolution de I'énergie des piéges ressemble & la procédure appliquée en
Ref. [131], ou ’énergie des structures inhérentes a été mesurée en fonction du
temps dans des simulations de verres moléculaires.

Le détail des calculs est reporté en annexe. Notons que des résultats nu-
mériques concernant l'application d’un protocole thermique impliquant plusieurs
sauts en température ont été présentés dans la Réf. [157], mais le protocole utilisé
était différent, et seule la fonction de corrélation a été calculée. Les résultats que
nous présentons ici sont donc, a notre connaissance, originaux. Nous avons consi-
déré principalement deux cas différents. Dans le premier cas, les températures
Ti et T, sont toutes deux supérieures a T}, mais trés proches de cette tempéra-
ture de transition, de sorte que le systéme finit par s’équilibrer, mais avec des
temps de relaxation trés longs. Dans le second cas, les deux températures sont
en-dessous de T}, si bien que le systéme est dans le régime de vieillissement o
I’équilibre n’est jamais atteint. L'expérience originale de Kovacs correspondrait
au premier cas, puisque le volume atteint une valeur d’équilibre & T5, prise comme
référence pour ’énergie. Dans le deuxiéme cas, le temps ¢; auquel la température
est remontée devient en fait arbitraire, mais des propriétés d’échelle intéressantes
apparaissent. En outre, nous mentionnerons briévement les résultats correspon-
dant au cas 11 < Ty, < Ts.

4.3.1 Cas T > T, : relaxation vers I’équilibre

Nous utiliserons une description continue en énergie (cf. [129]), c’est-a-dire
que le systéme est décrit par la probabilité Pr(E,t) d’étre dans un état ayant
une énergie (de barriére) E au temps t et & la température 7', qui évolue selon
I’équation maitresse suivante :

%(E, t) = — e BT Pr(E,t) + w(t)p(E) (4.6)
ot w(t) = [7dE e ¥/TPr(E',t) est le taux de transition dynamique moyen.
Pour T > T,, Pr(E,t) relaxe vers la distribution d’équilibre P{/(E) = Z 'eP/T.
La quantité intéressante & étudier est alors I’écart a 1’équilibre, autrement dit la
distribution pr(FE,t) définie comme pr(E,t) = Pr(E,t) — P{(E). Concentrons-
nous d’abord sur une simple trempe isothermale & partir d’une condition initiale
donnée Po(E) = Pyl (E). L’évolution de pr(E,t) peut étre calculée en utilisant
une transformée de Laplace en temps, et si T > T, le comportement asympto-
tique de la distribution devient indépendant de la condition initiale Py(E), ce qui

donne :
(B, — B) e Ba=PE

1+ sePE [C(B) (2 —0) s — €BE] (4.7)

p(E,s) =
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ou f =1/T et § = T/T, est la température réduite, que 'on suppose comprise
entre 1 et 2 afin d’observer des effets vitreux. Définissons ’écart en énergie e (t) =
|Ep(t) — EY|. Il faut noter que dans la suite, les énergies doivent étre entendues
comme les vraies énergies physiques, & savoir 'opposé des barriéres d’énergie :
er(t) = — [;° dE Epr(E,t). Cette derniére quantité peut se calculer & partir de
p(E, s), et on obtient :

enlt) = tai_l[r(a) Int —T'(6)] (4.8)

Ainsi, la relaxation de I’énergie au-dessus de T}, est (& une correction logarithmique
prés) une loi de puissance avec un exposant qui devient petit pour T — T,. Le
temps t; auquel la température doit étre remontée de 77 & T3 dans la procédure
de Kovacs est défini par Et,(t1) = E7, ou de maniére équivalente e, (to) =
Efl?2 — Eflill. Donc t; est déterminé par ’équation :

6, — 0,

O (4.9)

1
F[F(ﬁl) Int; —T'(01)] =
Afin d’étre cohérentes, les équations ci-dessus supposent que 6, —6; < (6;—1)? <
1, auquel cas t1 > 1 (= 1).

En utilisant maintenant la distribution pr,(E,t) = pr,(E,to) + Pyl (E) —
P%‘i (E) comme condition initiale dans I’équation maitresse, on peut calculer I’évo-
lution de I’énergie & la température 715, au temps £; + ¢t. Une échelle de temps
7% = t] apparait naturellement (avec v = 6,/62). En définissant la variation

d’énergie AE(t) = E(t; +t) — E(t1), on trouve dans le régime de temps court
It

Ty 1 1 T T

(4.10)
ou vg = —I'"(1) est la constante d’Euler. Il est intéressant de constater que ce
comportement est trés similaire & celui trouvé pour la croissance de domaines. De
fait, dans la limite f, — 0; < (6; — 1)?, les deux exposants des lois de puissance
apparaissant dans I’équation précédente, 6, — 1/ et ; — 1, sont trés proches 'un
de l'autre, et ’expression peut étre simplifiée en :

T, ( 1 1 )
AE(t)~ — | [Int; + ——] — Int + 4.11
( ) t?l_l [ 1 01 — 1] t92_1[ ’YE'] ( )

Par conséquent, le maximum de la bosse de Kovacs est donné (dans la limite
considérée) par :
Ty by — 0,
—Inty " ——— 4.12
_ 1 (01 — 1)2 ( )
L’approche du maximum est décrite par une loi de puissance du temps avec une
correction logarithmique. Ce n’est pas trés différent du modéle de croissance de
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domaine discuté plus haut. Notons que la hauteur de la bosse est cette fois encore
linéaire en T3 — 17 pour les faibles écarts en température, comme cela était le cas
pour la croissance de domaines. De méme, 7* = t] est une fonction décroissante
de T — T1, en accord avec les résultats expérimentaux.
Dans le régime de temps long ¢ > 7%, on retrouve comme attendu le résultat
de la trempe isotherme Eq. (4.8) a la température T5 :
T

AB(t) = 7 25[0(8:) Int —T'(6:)] (4.13)

Ce résultat a temps long peut 14 encore se mettre sous une forme d’échelle :
t
AE(t) = AEk G (—*) ™=t (4.14)
T

mais le régime de temps court Eq. (4.11) ne peut étre inclus dans cette fonction
d’échelle G. De maniére générale, comme pour la croissance de domaine, on trouve
que T K T,

4.3.2 Cas du régime de vieillissement (71, T < T})

Nous considérons maintenant le cas du régime de vieillissement pour lequel
les deux températures T; et T, sont inférieures a T,. Dans ce cas, le systéme ne
converge jamais vers un état d’équilibre, mais vieillit perpétuellement, de sorte
que la situation est différente de celle de ’expérience originale de Kovacs, mais
ce cas pourrait aussi étre étudié expérimentalement. Puisque 1’énergie d’équilibre
a T, n’existe pas, on peut choisir de changer la température de 7 (atteinte ini-
tialement & ¢ = 0) & 75 aprés un temps t,, arbitraire, qui joue le réle du temps ¢,
utilisé au paragraphe précédent.

Dans le formalisme continu en énergie, I’équation maitresse (4.6) n’admet plus
de solution stationnaire. On peut néanmoins calculer la distribution dynamique
en régime de vieillissement, et le plus commode en vue de ce calcul est d’introduire
la transformée de Laplace temporelle Pp(E, s,,) de Pr(E, t,), ou t,, est le temps
écoulé depuis la trempe initiale. On trouve, dans le régime asymptotique s, — 0
(équivalent & t,, — 00) :

sin @ B ePE
(14 s, €8P)(s, efF)0

Pr(E,s,) ~ I (E, s,) (4.15)

ou § = T/T,. Etant donné que s, Iy (E, s,) est une fonction du produit s,, e,
II1(E,t,) ne dépend que de la variable d’échelle ¢ = 8F /t,,. Ayant calculé cette
distribution, on peut dés lors se tourner vers le calcul de la variation d’énergie
aprés un saut en température.

Le calcul détaillé de la variation d’énergie AE(t,,t) entre le temps ¢,, (ou la
température est changée de T1 & T) et t,,+t est reporté en annexe. Nous résumons
ici les principales étapes du calcul, en soulignant les interprétations physiques et
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les conclusions. D’un point de vue technique, ’outil mathématique adapté pour
calculer AE(t,,t) est la fonction de Green G (FE, Ey, t) définie comme la proba-
bilité d’avoir I’énergie E au temps t,, + ¢ sachant que ’énergie était Fy au temps
ty. Cette fonction de Green est calculée, comme pour Pr(E,t,), en utilisant
une transformée de Laplace temporelle. En introduisant la variable de Laplace
s conjuguée a t, on trouve pour s7p <K 1 (t > 7y) l'expression asymptotique
suivante :

R sE_E)+ b
1+ sefEo (B - 0)+1+565E0

GT(Ea EOaS) ﬁT(E? 3) (416)
Grace aux propriétés markoviennes de la dynamique, la fonction de Green ne
dépend pas de t,, mais seulement de la différence de temps ¢. On peut ainsi
exprimer 'énergie moyenne E(t,, + t) au temps t,, + ¢ & ’aide de la fonction de
Green :

Bty +1) = —/ dE/ dEy E G, (E, Eo, t) P, (Eo, t) (4.17)
0 0

ou le signe moins rend compte du fait que la variable F (la barriére d’énergie) est
en réalité 'opposée de 1'énergie. La variation d’énergie AE(t,,,t) est alors :

AB(t,t) = B(tw+1) — E(t) (4.18)
- —/m dE/OO dEo(E — Eo)Gr.(E, Eo, t)Pp,(Eo, tu) (4.19)

Apres quelques calculs, on peut montrer que AE(t,,t) présente une loi d’échelle
semblable & ce que l'on trouve dans le cas d'un régime de sous-vieillissement (voir
aussi la Réf. [142]) :
AE(ty,t) = ¥ (;) (4.20)
tw
ou vy = Ti/T> < 1. On voit ainsi que ’énergie évolue sur une échelle de temps
typique donnée par 7 = 7" = t], ce qui était d’ailleurs attendu & partir d’ar-
guments simples d’activation thermique. Notons cependant qu’il ne s’agit pas ici
de sous-vieillissement au sens strict, puisque la température est changée & l'ins-
tant ¢, alors qu’aucune modification ne devrait étre apportée aux parameétres de
controle du systéme pour pouvoir parler de sous-vieillissement. Il est également
possible d’étudier le comportement asymptotique, & temps court et & temps long,
de cette fonction d’échelle. En ce qui concerne le comportement & temps court, il
s’avére nécessaire de distinguer parmi les deux cas suivants :
— Siy > 1—6; (petits écarts de température), alors AE(t,,t) présente une
singularité & temps court :

tw

t (1-61)/~
AE(ty,t) ~ Ky (—) t< L], (4.21)
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F1G. 4.3 — A gauche : variation d’énergie AE(t,,t) dans le modéle de piéges en
fonction de t/t], pour t,, = 10%, 10%, 107 et 10%, §, = 0.5 et 6, = 0.6 (données
Monte-Carlo). Encart : comparaison entre simulations (t, = 108, trait plein)
et prédiction analytique dans le régime de temps court t < t,, pour les mémes
températures. A droite : AE(t,,,t) pourt, = 10° (Monte-Carlo), dans le cas d’un
saut négatif en température : 61 = 0.6 et 5 = 0.5. Encart : singularité a temps
court, numérique (trait plein) et analytique (tirets).

— Si au contraire v < 1 — #;, on trouve une dépendance linéaire en ¢ dans le
régime de temps court, avec cependant des corrections logarithmiques :

Y
AB(ty,t) ~ K- (m%w + 0) t% t<tl (4.22)

Les expressions des coefficients K., K. et C' — Eqs. (4.21,4.22) — sont données
en annexe dans les Egs. (D.37, D.43, D.44). Ces coefficients sont tous positifs pour
#, < 6, ce qui entraine que AE(t,,t) est positif & temps court, autrement dit
que effet Kovacs a bien le signe attendu.

Notons également que le coefficient K> s’annule (linéairement) lorsque 6; —
5. Le calcul est donc bien cohérent : en I’absence de saut de température, la
variation d’énergie doit étre réguliére, c’est-a-dire linéaire en ¢, et la singularité
doit donc disparaitre. De plus, si #; > s (ce qui correspond & un saut négatif
en température), le calcul présenté ci-dessus reste valable, avec cette fois un co-
efficient K> négatif et un exposant non trivial (1 — #;)/~. La bosse de Kovacs
devient alors un “creux de Kovacs”. Les données Monte-Carlo sont présentées sur
la Fig. 4.3, et montrent un bon accord avec les prédictions analytiques. Il faut
remarquer que la loi d’échelle Eq. (4.20) est seulement une approximation pour
des temps t,, finis. Une meilleure remise a 1’échelle peut étre obtenue dans le cas
6, < 6y en tracant AE(t,t,)/AEk en fonction de t/7x, ot AEg est la valeur
maximale de AE(t,,t), atteinte pour t = 7, ~ #7. L’Eq. (4.20) signifie que AEg
devient asymptotiquement indépendant de t,,.
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Enfin, le comportement a temps long est plus simple & analyser : on peut
montrer que Pr(E,t, + t) se comporte pour ¢ 3> t,, de la méme maniére quelle
que soit la condition initiale Pp(E,t, ), autrement dit comme si le systéme avait
été trempé directement depuis une haute température — voir Fig. 4.4 (gauche).
Cela signifie que dans cette limite E(t,, +*) ne dépend plus de t,,, mais seulement
det:

E(ty +1) ~ Eg(t) = T [T'(1) — wcot why) — Tolnt ¢ > ] (4.23)

ott Ejqz(t) est 'énergie moyenne au temps ¢ (supposé grand devant 79), aprés une
trempe directe depuis une haute température. Ainsi, AE(t,,t) est simplement
donné par :

AB(ty,t) = Frelt) ~ B(ta) ¢ 1 (4.24)

ce qui redonne bien une loi d’échelle en ¢/, compte-tenu de la dépendance en
T'Int de ’énergie moyenne.

4.3.3 Cas “mixte” T1 <T, < T

Pour terminer, et dans le but de donner un panorama complet des propriétés
du modele de piéges en ce qui concerne l'effet Kovacs, nous mentionnons les
résultats obtenus dans le cas ot la température de transition vitreuse T, est
comprise entre 17 et T5. Ce cas est également intéressant, car le systéme peut
finalement s’équilibrer & la température 75, avec des temps de relaxation longs
(on suppose que T est trés proche de T,), tout en ayant une large plage de
température possible pour 77. On retrouve les mémes singularités & temps court
que dans le cas du régime de vieillissement étudié plus haut :

£\ =t/

t

AE(tl, t) 1-6, > v (426)

t
t]
avec cependant des préfacteurs et des corrections logarithmiques différentes de
celles qui apparaissent lorsque 77 et 75 sont inférieures & 7,. Dans le régime de
temps long, on retrouve naturellement une convergence de AE(t,t;) proportion-
nelle a t=>=Y comme dans le cas T, v < Ti < T5. On constate donc, comme on
pouvait s’y attendre, que de maniére générale le comportement a temps court
est dominé par la maniére dont le systéme a été préparé avant le changement
de température, alors que le comportement & temps long ne dépend que de la
température finale T5.

4.3.4 Discussion : propagation d’un front dans la distribu-
tion des énergies

Afin de mieux comprendre les phénomeénes en jeu, il s’avére intéressant de dis-
cuter comment la distribution des énergies P(E,t) évolue lorsque la température
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F1G. 4.4 — A gauche : comparaison du comportement & temps long de E(t, +
t) = AE(ty,t) + E(ty,) dans le modéle de piéges, avec une trempe directe depuis
une température infinie (Monte-Carlo). La prédiction analytique est également
présentée (tirets). A droite : distribution dynamique des énergies P(E, ty,t, + 1)
au temps t, +t aprés un saut (positif) en température a t,, avec t, = 10*,
6, = 0.5 et 6, = 0.8 (modéle de piéges). On voit clairement le propagation d’un
front a faible énergie, associé a la rééquilibration progressive des petites échelles
de temps, avant la reprise de la dérive globale de la distribution pourt ~ t,,.

est augmentée de 71 & Ty > T7. La Fig. 4.4 (droite) illustre cette évolution : & la
température T3, la probabilité d’étre dans un piége peu profond (|E| < T'lnt,,)
est assez faible. Quand on augmente brusquement la température, le systéme se
rééquilibre plus rapidement dans les régions d’énergies élevées (faibles barriéres),
puisqu’elles possédent un temps de relaxation relativement court, ce qui entraine
un repeuplement de ces piéges, d’olt une remontée de ’énergie, qui correspond &
l'effet Kovacs. A mesure que le temps s’écoule, 1’équilibration progresse en une
sorte de “front” dans 1'espace des énergies, comme le montre la Fig. 4.4. Puis pour
des temps ¢ d’ordre t,, le pic de la distribution reprend sa lente dérive vers les
basses énergies (grandes valeurs de |E|).

Il est intéressant de constater que cette image physique est en fait trés proche
de celle qui émerge du modéle de croissance de domaines dans lequel les petites
échelles de longueur se rééquilibrent rapidement et conduisent & une augmen-
tation de 1’énergie moyenne, avant que les grandes échelles ne reprennent leur
croissance. A ce propos, on peut d’ailleurs penser que l'interprétation quanti-
tative de ’effet Kovacs pourrait fournir un outil extrémement intéressant pour
étudier expérimentalement le probléme de la croissance des échelles de longueur
ou de la statistique des temps de piégeage dans les systémes vitreux, un théme
qui souléve un grand intérét actuellement [72, 73, 160, 70, 67, 19, 155]. Cepen-
dant, comme cela a été discuté récemment [25], les différences physiques entre les
deux images (piéges ou domaines) ne sont pas aussi évidentes qu’elles peuvent
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paraitre. En particulier, la description en termes de modéle de piéges suppose
implicitement l'existence d'une longueur de cohérence [37], alors que les modéles
de croissance de domaine peuvent générer naturellement des distributions non
triviales de temps de relaxation [25]. Tout au long de cette partie, nous avons
vu de surcroit que les prédictions quantitatives des deux images étaient en fait
trés similaires. Cela dit, alors que ’'on s’attend & une dépendance en température
de 'exposant v (tel que celui trouvé dans les simulations Lennard-Jones) dans
une image de type piéges, cette dépendance est nettement moins naturelle dans
le cadre d’une croissance de domaines en loi de puissance du temps. Remarquons
toutefois que des lois de croissance plus complexes (logarithmiques par exemple)
peuvent dans certains cas imiter des lois de puissance avec un exposant dépendant
de la température [43, 24].

4.4 Bilan sur 'effet Kovacs

Bien que l'effet Kovacs soit connu depuis plus de quarante ans, son interpréta-
tion quantitative n’a été développée pour I'essentiel que trés récemment. Sachant
que cet effet semble étre générique et observé dans une grande variété de systémes
vitreux différents (expérimentaux ou modeéles), il apparait important d’établir
quel type d’information microscopique on peut extraire de ’analyse quantitative
de la “bosse de Kovacs”. Qualitativement, il est clair que 'effet Kovacs traduit
I’hétérogénéité du systéme : fixer la valeur moyenne macroscopique d’une obser-
vable telle que le volume ou ’énergie n’empéche pas 'existence de fluctuations
locales qui peuvent étre importantes, et qui gardent une trace de l'histoire du
systéme. Une description plus compléte requiert donc de considérer, au lieu de
simples moyennes, des distributions de probabilité qui seraient de maniére natu-
relle les distributions de volume spécifique ou de densité d’énergie a l'intérieur
du matériau. Dans les deux modéles étudiés analytiquement dans ce chapitre,
on peut transposer la distribution de densité d’énergie en d’autres distributions
qui permettent d’interpréter plus aisément la dynamique, & savoir la distribution
des tailles de domaines (pour la croissance de domaines) ou la distribution des
temps de piégeage (pour le modéle de piéges). Ces deux modéles conduisent a des
prédictions quantitatives et précises concernant la forme de la bosse de Kovacs,
qui sont rassemblées dans la Table 4.1, et que 'on peut également résumer par
une équation phénoménologique, inspirée de la forme trouvée & la fois dans la
croissance de domaines et dans le modéle de piéges (pour le cas T1,T> > T,) —
voir les Eqgs. (4.3,4.11,4.13) :

7_*11 (p
AE=AFEx |——+ — — 4.27
e ] 20
Dans les modéles de croissance de domaines, ’exposant v est égal & (d—©)/z, ou
z est 'exposant dynamique reliant les échelles de longueur et de temps : £ ~ ¢'/%,
Le premier terme correspond & la contribution & temps long des domaines qui
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existaient déja & l'instant ¢;, et le second terme correspond & l'excés d’éner-
gie crée par la nucléation de nouveaux domaines aprés le saut en température.
Une interprétation similaire des deux termes peut étre donnée dans le modéle
de piéges, avec v = T//T, — 1 (pour une distribution exponentielle de barriéres).
Notons aussi que d’aprés 'Eq. (4.27), les données devraient se remettre a 1’échelle
comme AEg G(%) lorsque 7* devient grand. La position du maximum 7x extraite

de I’Eq. (4.27) devient, dans la limite 7% > 1 :
TK R (gm'*)"l? LT (4.28)

de sorte que la variable d’échelle correcte n'est en général pas t/7x, sauf dans la
limite v — 0, lorsque 7x et 7 coincident.

Nous espérons que ces résultats motiveront de nouvelles études expérimentales
de cet effet. Il serait en particulier intéressant de tester I'Eq. (4.27), qui condense
de maniére phénoménologique les prédictions de la croissance de domaines et du
modele de piéges (pour T > T,), et qui décrit de maniére satisfaisante les résul-
tats numériques obtenus dans le modéle Lennard-Jones pour des températures
supérieures a la température de transition vitreuse.

Par ailleurs, on pourrait également extraire d’une analyse détaillée de 'effet
Kovacs une détermination quantitative de la distribution des temps de relaxation
dans des systémes vitreux, et sa dépendance en température. Cette distribution
pourrait étre comparée & d’autres déterminations dynamiques plus directes. Une
autre situation qui mériterait aussi d’étre étudiée expérimentalement serait 1’effet
Kovacs en régime de vieillissement, ol les deux températures sont maintenues en-
dessous de la température de transition vitreuse 7. Dans ce cas, 'instant auquel
le saut de température est effectué n’est plus fixé par le protocole, et devient au
contraire un paramétre supplémentaire qui permet de tester des lois d’échelle.

Enfin, d’'un point de vue théorique, il serait intéressant d’étudier les prédictions
des théories dynamiques de champ moyen des verres de spins (modéles p-spins par
exemple) concernant la forme de la bosse de Kovacs. Il est bien connu (cf. Réf. [40])
que les équations dynamiques décrivant ces modéles sont (quasiment) identiques
aux équations schématiques de la théorie de couplage de modes. Bien que 'on
s’attende & ce que les résultats de ce modéle soient 14 encore assez similaires 4
ceux obtenus dans la présente étude, il pourrait étre intéressant de vérifier cette
proposition plus en détail.
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Domaines (£, = 00) Piéges Ty > T, Piéges Th < T,

t (t, ) T Ty — Ty |t} ' Inty < T — T} tw

AFEg x Ty —1T; x Ty — 1T x Ty — 1T,

T* L%, Ty) = L(t1,Th) P =t/

TK T~ (T LT | T~ (7)) L T T ~ T*
AE(¢ry) AEg (1 - (979 AEx (1 —tVInt) | AEg(t/r*) -0/
AE(t>>.,—K) AEK (61 /é)d*@ AEK (T*/t)u =T ln(t/t%)

v (d—©)/z 6y —1

TAB. 4.1 — Résumé des différents résultats et régimes pour 'effet Kovacs, dans
la limite Ty — T, . Notations : ¢; (ou t,,) est le temps passé & la température 77,
O et z sont respectivement I'exposant de I'énergie et 'exposant dynamique de la
croissance de domaines, 7y est le rapport v = T /75 et 6,5 sont les températures
réduites 01,2 = Tl,g/Tg.
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Conclusion générale

Tout au long de ce travail de thése, nous avons développé différentes approches
de la transition vitreuse et des phénoménes de vieillissement. La premiére ap-
proche consiste & considérer ’évolution du systéme dans son espace des phases,
censé étre composé d'un grand nombre de minima, en faisant des hypothéses
trés simplificatrices sur la structure de cet espace des phases. L’hypothése la plus
simple, qui sous-tend le modeéle de piéges usuel, est de supposer que tous les mi-
nima sont connectés, et que le systéme peut transiter directement de I'un & I'autre
en franchissant simplement la barriére d’énergie qui les sépare. Nous avons étendu
cette étude a différents cas, d’une part le modéle Barrat-Mézard qui correspond
au choix de taux de transition de Glauber entre les états (qui ne sont plus dans
ce cas des minima, mais plutdt des points-selles), autrement dit & une dynamique
entropique ot le vieillissement est lié au fait que de moins en moins d’états de plus
basse énergie sont accessibles lorsque 1'on se trouve déja dans un état profond.
En particulier, cette dynamique différe de la dynamique activée du modéle de
piéges dans le sens ou I’évolution reste possible & température nulle. Nous avons
également considéré des systémes oi les deux types de dynamiques (entropique
et activée) existent, et nous avons mis en évidence dans ces modéles la présence
d’une transition entre deux régimes temporels dans la fonction de corrélation,
I'un dominé par la dynamique entropique, et ’autre & temps plus long gourverné
par ’activation thermique. Ceci se voit trés clairement dans la dépendance en
température des courbes, la dynamique activée étant trés sensible aux variations
de température, contrairement & la dynamique entropique.

En revenant au modéle de piéges, nous avons montré que la fonction de cor-
rélation au point critique présentait des propriétés d’ultramétricité dynamique,
une notion qui a été introduite dans 1’étude de la dynamique du modéle de
Sherrington-Kirkpatrick (SK). Ce résultat est en particulier intéressant car il
fournit un exemple explicite dans lequel on peut calculer la fonction de corréla-
tion et montrer qu’elle satisfait cette propriété, ce qui n’est pas le cas dans le
modéle SK. En outre, on peut calculer également les corrections de temps fini a
cette propriété, et montrer qu’elle décroissent trés lentement, en 1/Int, un résul-
tat dont on peut espérer qu’il présente un caractére générique. Pour terminer avec
cette description en termes d’espace des phases, nous avons étudié la question de
la température effective dans les systémes hors d’équilibre, une notion qui est
principalement basée sur les résultats obtenus dans les théories de champ moyen
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a propos des relations de fluctuation dissipation. Nous avons illustré cette notion
a I'aide d'un modéle trés simple & deux états avec un forgage externe, et mon-
tré que dans ce cas apparaissaient deux températures effectives, 'une décrivant
les propriétés de fluctuation dissipation du systéme, et 'autre les propriétés liées
a D’énergie, comme la chaleur spécifique. Nous avons de plus proposé quelques
conjectures sur les raisons pour lesquelles les modeéles de type “piéges” ne condui-
saient pas a des relations de fluctuation dissipation linéaires, et sur une autre
maniére d’aborder la notion de température effective, basée sur la production
d’entropie.

En poursuivant cette démarche, nous nous sommes intéressés au cas o 1’es-
pace des phases a une structure bien spécifique en “rigole”, de sorte que les mi-
nima forment essentiellement un réseau unidimensionnel. Ceci nous a conduit
4 introduire une généralisation unidimensionnelle du modéle de piéges qui peut
également décrire, en-dehors de la dynamique d’espace des phases que nous ve-
nons de mentionner, des problémes de diffusion de particules dans 1’espace réel
en milieu désordonné, et méme (de maniére simplifiée) la dynamique des bulles
de dénaturation de I’ADN [96]. Nous avons trouvé dans ce modéle de nombreuses
propriétés intéressantes, comme la présence de sous-diffusion associée a un front
de diffusion non gaussien, des propriétés non triviales de localisation dynamique
qui ne peuvent étre décrites par des considérations d’équilibre partiel, ainsi que
la présence simultanée de vieillissement et de sous-vieillissement suivant les gran-
deurs considérées. Nous avons aussi étudié les fonctions de réponse & un biais
h, tant dans le régime linéaire (par rapport au biais) que dans le régime non
linéaire. On constate d’ailleurs que la frontiére entre ces deux régimes dépend du
temps d’attente ¢, au bout duquel le biais est appliqué, et que plus ¢, augmente,
plus le régime linéaire en h est restreint. Nous avons de plus montré la validité
d’une relation de fluctuation dissipation dans le régime linéaire en h, qui inclut
néanmoins un régime non-linéaire par rapport au temps.

Nous avons ensuite tenté de comprendre comment on pouvait passer d'une des-
cription en termes d’espace des phases de la dynamique vitreuse, 4 une description
dans I’espace réel. La question est en particulier de savoir & quelles structures spa-
tiales correspondent les trés nombreux minima de 1’espace des phases dont on sait
qu’ils jouent un réle prépondérant dans le ralentissement de la dynamique. En
outre, une fois ces structures identifiées, on peut se demander quelle est leur taille
caractéristique, et si cette échelle de longueur croit en abaissant la température.
Nous avons pour cela étudié un modéle désordonné unidimensionnel, dans lequel
les structures inhérentes peuvent étre déterminées sans difficulté, et montré que
ces structures inhérentes peuvent étre ensuite décomposées en différentes régions
sur lesquelles I’énergie est minimisée localement. La taille moyenne de ces régions
fournit alors une échelle de longueur caractéristique de la dynamique. En compa-
rant avec la longueur obtenue gréice a une fonction de corrélation & deux répliques,
nous avons pu montrer que ce modéle était décrit par deux échelles de longueur
indépendantes au lieu d’une seule comme dans les problémes usuels de croissance
de domaines, un scénario dont on peut espérer qu’il présente un certain degré de
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généralité.

Nous avons par ailleurs considéré un deuxiéme type de modéle dont 1’évolution
n’est pas régie par un hamiltonien, mais par des régles dynamiques de redistribu-
tion des densités entre sites voisins. Ce modéle, dont nous n’avons pas pu achever
I’étude pour l'instant, semble avoir un comportement trés riche. Nous avons pu
montrer notamment par un calcul direct de la distribution de probabilité & N
corps que les résultats obtenus par une approximation de champ moyen étaient
en fait exacts, et que cette distribution de probabilité n’était en général pas uni-
forme sur I’hypersurface de 1’espace des phases compatible avec les contraintes,
contrairement & I’hypothése la plus simple que ’on pourrait formuler. En outre,
la présence d’hétérogénéités dynamiques se manifeste par I’existence d’une échelle
de longueur qui croit 4 mesure que l'on augmente la densité moyenne.

Pour terminer, nous avons appliqué ces différentes approches a 'effet Kovacs,
un effet mémoire observé expérimentalement dans les systémes vitreux depuis
plusieurs décennies, mais dont les premiéres études précises dans des modéles
vitreux sont bien plus récentes. Nous avons comparé les prédictions, concernant
cet effet, des modeéles de croissance de domaines et du modéle de piéges, qui
conduisent en fin de compte a des résultats assez semblables.

Ajoutons pour conclure que cette thése aura été pour nous ’occasion de déve-
lopper des collaborations avec d’autres chercheurs du laboratoire sur des thémes
divers, qui ne sont pas nécessairement reliés au sujet de la thése. Ces collabora-
tions se sont révélées fructueuses, puisque nous avons publié un article en collabo-
ration avec P. Bonville et J. Hodges sur des questions de températures effectives
détectées par effet Mossbauer [35] (nous avons discuté au premier chapitre le
modele alors proposé), et un deuxiéme article en collaboration avec S. Deboeuf,
E. Lajeunesse et O. Dauchot [66], traitant du probléme de la relaxation d’un em-
pilement granulaire, a été soumis récemment. Nous avons d’ailleurs proposé dans
ce dernier article, en nous appuyant sur un modéle et sur des données expérimen-
tales, un scénario pour la relaxation des systémes vitreux dissipatifs comme les
empilements granulaires. En nous inspirant des travaux de Cugliandolo et Kur-
chan [62] selon lesquels les fonctions de corrélation C(t,t') sont décrites générique-
ment par une reparamétrisation du temps h(t) telle que C(¢,t') = F[h(t)/h(t')],
nous avons suggéré que ce scénario pourrait rester valable dans les matériaux
granulaires, avec une reparamétrisation h(t) qui sature pour t — oo au lieu de
tendre elle-méme vers l'infini, cette saturation traduisant I’arrét complet de la
dynamique.
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Annexe A

Fonction de corrélation au point
critique

A.1 Corrélation dans le modéle de pieges AT =T,

Nous reportons dans cette annexe le calcul détaillé de la fonction de corrélation
C(tw,ty + t) du modeéle de pieges (et du modéle Barrat-Mézard, voir plus loin)
pour T' = T,. Commencgons par définir la transformée de Laplace de C(t,,, t,, +t)
par rapport a ¢, :

n [e.e]
Ct,E)= / dtwe P Oty ty +1) (A.1)
0
Il a été montré dans la Reéf. [41] (en utilisant une définition légérement différente
de la transformée de Laplace) que :

) T e—t/‘l’
Gt B) = %% (A2)

ou (...) désigne la moyenne sur la distribution a priori des temps de piégeage
(7). En prenant 79 comme unité de temps, on obtient pour le dénominateur :

T ®dr T *  du 1
<E7’—|—1> /1 2 Er+1 /E (1l + u) og( +E) (A-3)

En définissant f(E) comme :

. 1
E)= ——— A4
HE) Elog(1+ %) (Aa4)
on peut écrire C(t, E) de la maniére suivante :
A _; ®dr T —i/r
ce.r) = f5) [ Gt (A5)

On utilisant la relation :
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ETT+1 :/0 dt e~ Btwemto/ (A.6)
on trouve :
0@m==ﬂml<me%lj%f%mﬁ (A7)
i@ [ et A8
= f(E) ; w€ PR (A.8)

Le calcul de la transformée de Laplace inverse donne un produit de convolution :

1—e™ (t+tw—u)

m%m+o=AWMﬂm (A.9)

t+ty—u
ol f(u) est la transformée de Laplace inverse de f(E). Le comportement asymp-
totique & grand u de f(u) se calcule directement griace & un théoréme taubérien
[78] :

1 1
= o — A.10

F(w) logu + ((logu)2) v ( )
En supposant maintenant £ > 1, on peut négliger le terme exponentiel dans
I'Eq. (A.9), ce qui donne :

tw
Clty,ty +1) =~ /0 du% (A.11)
Nous souhaitons calculer C(t,,t, + t) pour de trés grandes valeurs de t,, au
premier ordre en 1/Int,. Comme nous ne connaissons que le comportement a
temps long de f(u), il est plus simple de séparer I'intégrale précédente en deux
termes C; et Cs, en introduisant une borne A telle que 1 € A < t,,. Le premier
terme s’écrit :

_ [t f) 1 !
C’l—/o dut—l—tw—ugt—l—tw—A/o f(u)du (A.12)

de sorte que ce terme devrait étre d’ordre A/t, avec des corrections logarith-
miques, comme on peut le déduire du comportement a F petit de f(E). En
effectuant maintenant le changement de variable v = t,e~1%8% dans le second
terme (s, et en gardant seulement le permier terme du développement de f(u),
on obtient :

ogtw —vlogtw
@z/l dy—° L (A.13)
0

v
1—1—%—6*“1"8“‘1 1—w
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Pour les grandes valeurs de Int,,, cette intégrale est dominée par le voisinage de
v =0, de sorte qu'un développement & petit v du dernier facteur 1/(1 — v) peut
étre effectué :

1—toed e—v1ogtuw

_ T logtw 9
C’z—/o dvl+%_ewlogtw (1+v+0(v?) (A.14)

Le remplacement de la borne supérieure par co conduit & des corrections d’ordre
1/t qui peuvent donc étre négligées. Le terme d’ordre n dans le développement en
v donne une contribution d’ordre (1/Int, )", comme on le constate en utilisant
le changement de variable z = uInt,. On peut donc se contenter de garder le
premier terme, ce qui donne :

00 —vlog tay 1 1 d 1 tw
/ do—© __ / A log(1+ 24)  (A.15)
0 1+E—e*v 0g tw logty, Jo 1+E—x log t,, t

De plus, le deuxiéme terme dans le développement & grand u de f(u) conduit
aussi & une correction en (Int,) 2. En conclusion, il a été montré que la fonction
de corrélation C(t,t, +t) est donnée dans la limite des grands t,, et ¢ par :

log(1 + &) 1

ou le préfacteur du terme sous-dominant pourrait étre calculé exactement si né-
cessaire.

A.2 Corrélation dans le modéle Barrat-Mézard a
T="1T,

Nous proposons ici de calculer la fonction de corrélation au point critique
dans le modéle Barrat-Mézard par une approche différente de celle utilisée dans le
modeéle de piéges, car basée cette fois sur I’équation maitresse dans le formalisme
continu. Comme nous 'avons fait pour 1’étude de la phase basse température
(1 < 1) du modele BM, on peut chercher une variable d’échelle qui relie le temps
et Iénergie de fagon & transformer asymptotique l'équation maitresse a deux
variables & une équation a une seule variable. En partant ici encore du rapport
t/T(E), on peut en simplifier I’expression de fagon a obtenir la variable d’échelle

u! = ePtInt. La fonction d’échelle ¢(u) doit étre reliée & u de la maniére
suivante : ]
P(Et)~ — Al
(Bt~ - ug(w) (A17)
La condition de normalisation ffoo dE P(E,t) =1 se traduit par :
1 o0
dup(u) >1 t— o0 (A.18)

lnt (tIng)—1
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ce qui impose que ¢(u) ~ u~' pour u — 0. L’équation maitresse devient alors
dans la limite des grands temps :

@' (u) + (u— 1) p(u) = - (A.19)

La condition suivant laquelle p(u) doit étre normalisable au sens de I'Eq. (A.18)
sélectionne une unique solution :

o(u) = (1 — e (A.20)

u

de sorte que P(E,t) est donné par :

1

P(E,t) = o7 [1— exp(—e”tInt)] (A.21)
n

A partir de cette expression, on peut calculer la fonction de corrélation C(t.,, t,, +

t) a la température de transition vitreuse 7}, :

0
Oltw,tw +1) = / dE P(E,t,) e /™5 (A.22)
ou 7(E) est donné par :

1 (% P aE 5 &

qui se réduit & |E|e” pour les grandes valeurs de |E| (E < 0). Ainsi la fonction
de corrélation s’écrit, pour Int, > lett>1:

0

1
Clty,tw +1t) = e dE exp(Ete”) [1 —exp(—e”t,Int,)] (A.24)

De cette expression, on peut déduire que la fonction de corrélation se rameéne
asymptotiquement & la méme forme que dans le modeéle de piéges :

log(1 + =) 1
ittt =050 (). e

Notons que cette approche s’applique également au modéle de piéges, a condition
de prendre comme variable d’échelle pour la distribution dynamique des énergies
v = (te?)7!, et 'équation différentielle satisfaite par la fonction d’échelle oy (v)
est la méme que pour p(u).



Annexe B

Modéle de piéges unidimensionnel

B.1 Le front de diffusion moyen

B.1.1 Formulation du probléme

Nous reportons dans cet appendice le calcul explicite de (p(z,t)),. Notons que
tous les calculs présentés dans cette annexe sont censés étre valides dans le cas plus
général ou les transitions sont seulement contraintes a avoir une portée spatiale
lhop finie, et dans un régime de temps ot &(t) > lhop. Il n'est pas nécessaire
de se restreindre au cas des sauts sur les plus proches voisins. Deux moyennes
distinctes vont étre introduites, la moyenne sur les marches aléatoires (...),,, et
la moyenne sur le désordre (les temps de piégeage 7;) {...). Nous considérons ici
une version légérement modifiée du modéle, dans lequel la particule reste sur le
site  un temps exactement égale & 7(z) (nous utilisons des notations continues
pour Iespace), plutot que distribué exponentiellement autour de cette valeur. On
s'attend, et nous 'avons testé numériquement, & ce que cette différence ne modifie
la forme de (p(z,t)), & temps long.

Pour une réalisation donnée du désordre, on peut décomposer la probabilité
p(z,t) que la marche soit sur le site x au temps ¢ en une somme sur le nombre de
pas de la marche :

p(z,t) = iP(m,n;t) = i(ézsz(tn <t <tpi1))w (B.1)

ou I(t, <t < ty41) est la fonction caractéristique de l'intervalle [t,,, t,11], égale &
1 si t appartient a cet intervalle et 0 sinon. Afin de simplifier les notations, nous
introduisons I,(t) = I(t, < t < t,41). En prenant la moyenne sur le désordre :

o0

(p(,0))r = D ((Bonala(t)))r (B2)

n=0
Le point clé est que ’'on peut permuter les deux moyennes, et effectuer d’abord la
moyenne sur le désordre pour une marche donnée. En notant (.. .), . la moyenne

163
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sur les marches & n pas se terminant en x, on obtient :

Zq (x|n){({In())r)nz (B.3)
n=0

ou g(z|n) est la probabilité standard, pour une marche aléatoire, de se trouver
au site x aprés n pas :

1
dlzln) = —o— e/ (B.4)
2mn

pour n > 1. On prend ensuite la transformée de Laplace temporelle £ de

(p(z,1))
S CACI A (8.5)

ce qui requiert le calcul de I,(s) :

>

n(8)
fn(s) ~ 7(z)e

tn+1
/ et dt = — e [1 — e ¥ (tnr1mtn)] (B.6)
tn s

puisque tn41 — t, = 7(x), et que 7(x) est au plus d’ordre s lorsque s — 0,
de sorte que s7(z) devrait étre petit devant 1. Pour une marche W donnée, se
terminant en x aprés n pas, le temps t, peut étre décomposé en une somme sur
les différents sites visités :

tn = ZNW(x') 7(z") (B.7)

ot Ny (z') est le nombre de visites de la marche W sur le site 2’. Maintenant,
I,(s) peut étre moyenné sur le désordre :

(o), = (e o) T e wr), (B.3)

' £z
Les moyennes du type (e7%7), ou (re™%"), se calculent facilement, dans la limite
a— 0,

< pd
ey = [ Ege e e (B.9)
1 T
(re ) = ), = cpat e (B.10)
a

avec ¢ = ['(1 — p), de sorte que (I,(s)), s’écrit :
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(Ba(8))r = et [sNop ()] oo [Zer v ] (B.11)

L’étape suivante est de moyenner sur ’ensemble des marches W se terminant au
site  en n pas. Comme cette partie est la plus difficile du calcul, nous avons fait
appel & des approximations simples, censées étre valides au voisinage de = 1 et
de p = 0 respectivement.

B.1.2 Une approximation pour p — 1

Une approximation simple consiste & effectuer la moyenne (. ..), , du membre
de droite de I'Eq. (B.11) en remplacant Ny (z') par N (z',n) = (Nw(2'))ne

(op [sNow ()] e oo [ M @]y

b}

e [sN(z,n)]* e[S Ne(@' m)] (B.12)

—
—
3
—~
V)
~—
~
S
~
3
8
Il

1

On s’attend a ce que cette approximation soit correcte, & temps long, pour u
proche de 1 (p < 1), car elle est exacte pour p = 1. Notons cependant que
pour x4 = 1, 'Eq. (B.9) n’est plus valable, et des corrections logarithmiques
apparaissent. En revenant Nz(x’ ,n), on peut montrer que pour les grandes
valeurs de n, cette quantité obéit a une loi d’échelle :

N, VnF ( ) (B.13)
(¢',n) = NN
la fonction F'(v, z) étant donnée par 'intégrale :
F(v, 2) / (B.14)
\/ 2w Vsin 7ru

Les différents facteurs dans I’'Eq. (B.12) peuvent alors étre calculés :

;Nw(x',n)“ = /:o Vndv [x/ﬁF (v, %)] o v tta (%) (B.15)

(en ayant introduit G(z) = [ T F(v, 2)"dv) et

Nz, mpit = /i LF \/EH(—> (B.16)

(f I)HZ NG

avec H(v) = F(v,v). A partir de ’'Eq. (B.5), une limite continue en espace peut
étre déduite, en définissant une variable d’échelle continue par la relation n = A\z? :
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(B(z,8))r = a:Q/Owd/\ [ﬁ%} x (B.17)

lcus“‘qule)\)“_lﬂ (%) ‘H] o [esr el VA 6 ()]

ou les propriétés de parité de G(z) et de H(z) ont été utilisées. En regroupant
les facteurs, et en introduisant une nouvelle variable d’échelle n = |z|(*+#)/#s, on
obtient :

o} —1
A 144 -1 B_q 1\* 7L_c7,u,\(1+u)/2g(L)
(B(z,8))r = |2 —=1n" DNTH (=) e %
27'(- 0 \/X
(B.18)

On peut remarquer que cette expression est en accord avec la forme d’échelle
attendue pour (p(z,t)), :

(p(z,1)), = % (%) (B.19)

ot € est I’échelle de longueur dynamique, & ~ t#/(0+#)_ En effet, on peut réécrire
la relation précédente sous la forme :

x

0l = 9 (s ) (B.20)

En prenant la transformée de Laplace par rapport 4 ¢, on a :

(B(z,8))r = |z["*3(n) (B.21)
ou g est la transformée de Laplace de g; cette équation est bien de la méme
forme que I’Eq. (B.18). On peut ainsi en déduire que la fonction d’échelle §(n)
est donnée par :

X [ 1\ . P26 (L)
a(n) = ——nt d\\z'H (—) e » 7 X (B.22)
V2r 0 VA

Il est intéressant & ce point de s’intéresser aux corrections & cette loi d’échelle,
pour savoir quel est le temps caractéristique au-dela duquel elle devient valable. La
principale correction consiste a prendre en compte le terme linéaire qui intervient
dans le développement de (e7*"), pour @ — 0 donné en Eq. (B.9). Ceci induit
alors l'ajout d’un terme constant a (re °7),, puisque cette quantité est obtenue
par dérivation de la précédente. En reportant cette correction dans la suite des
calculs jusqu'a I'Eq. (B.18), on obtient schématiquement :

(p(z,5))r = |2|"*[3(n) + () s174] (B.23)
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ou £(n) est une fonction qui peut étre calculée exactement. On voit donc que
cette correction & la loi d’échelle ne disparait que si s(!=#)/0+#) « 1 autrement
dit pour t(-m/0+s) > 1,

B.1.3 Comportements asymptotiques de la fonction f

Nous allons nous intéresser plus particuliérement aux comportements asymp-
totiques de §(n) pour 7 grand, ce qui nous donnera accés aux queues spatiales
de la distribution (p(z,t)),. Lorsque n — oo, l'intégrale précédente est dominée
par les petites valeurs de A, ce qui signifie qu’il faut connaitre le comportement
asymptotique & grand z de H(z) et de G(z). Commengons par étudier le cas de
H(z):

() = 2(1 —u)?

1 du
exp | —————
\/27r/ \/sin7ru p[ 2sin wu
2

\/2_/ m/z P [‘m}

Dans la limite z > 1, cette intégrale est dominée par le voisinage de v = 0,
et sin(mv/z) peut étre developpé au premier ordre, en remplagant également la
borne supérieure z de 'intégrale par +oo :

(B.24)

o 1 1 1
H(z) dvvT2e " = T (§> (B.25)

1 +
™2z /0 2/
d’out 'on déduit :

H(z) ~

1
- z — 00 (B.26)
z

En ce qui concerne maintenant G(z) :

+o0
G(z) = \/%TT/ dv F(v, z)* (B.27)

- m/+wd”{/ Ve [ﬁ]}

avec le changement de variable v = zw. L’intégrale entre accolades peut étre
calculée en introduisant une nouvelle variable ¢ = w — u :

22(w —u)? 2%q

I e B B e ]

(B.29)
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Si 0 < w < 1, cette intégrale est équivalente pour z > 1 & :

/1 du |: z2(w _ u)2:| +oo dq |: quz :|
TV XD | T = e XD |75
0 VSsInmu 2sin Tu o VSInTw 2 sin Tw

! / " gy = ! (B.30)
e = - .
21 J o 4 z

1

z

Pour w > 1 et w < 0, 'expression M (u,w) = (2“8’:25 a un minimum My(w) > 0

en fonction de w, de sorte qu'un calcul par une méthode du col conduit 4 :

1 2 2
du 22w — u) L )
— A S A RO B.31
/0 sin Tu P [ 2sin Tu ] z ¢ ( )

Les contributions des régions w > 1 et w < 0 deviennent négligeables & grand z,
si bien que 1’on obtient finalement :

G(z) = 2'7H (B.32)

Le comportement de §(n) pour les grandes valeurs de 7 est alors obtenu a partir

de :
o0

) = =t [ v dey, (B.33)
La transformée de Laplace inverse peut étre calculée en utilisant une méthode du
col. Pour mettre en ceuvre plus facilement cette méthode, nous introduisons la
nouvelle variable d’intégration p = Ap#/(+#) .

~

_1 +o0 n
o) = =" ( _ﬁ)u 2 / dppt=3 e Laptert] B.34
4(n) Vori Y o dep (B.34)
Il faut étudier le minimum de la fonction Q(p) = 1/2p + cp*; en définissant pg
par la relation '(pg) = 0, on obtient py = (2uc)~/(+#). La fonction §(n) s'écrit
alors :

. e o id el [ g~ ap 0 (o) (o po)?
g(n) = N TEpy Ce dpe”®
V2m oo
3/2-p 1 o1 —1/ A+ p)
= pe(2pc) O (po) 2y TEe " 7 (B.35)

Une maniére de calculer la transformée de Laplace inverse est de deviner la forme
fonctionnelle de cette derniére, d’en prendre la transformée de Laplace et de pro-
céder ensuite par identification. En supposant, pour 7 — 0, que g(7) se comporte
comme :

g(r) ~ Bree 7’ (B.36)
la transformée de Laplace §(n) se calcule & grand 7 par une méthode du col :
X Bys

7" e~ M¥(wo) (B.37)

) =~ V2m” (yo)
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avecy = (1+a+2)/(1+8), ¢¥(y) = y+ by P, en ayant défini y, par la relation
¥'(yo) = 0. En identifiant cette derniére expression avec 'Eq. (B.34), on obtient
en particulier f = p et & = —p /2, ainsi que les constantes b et B. En revenant
a la forme d’échelle usuelle Eq. (B.19) pour (p(x,t)),, on trouve finalement pour
f(Q)

Q) = foldl T e ™ ] = 00 (B-38)

avec ( = x/tH/ (1 et

_pr(—p)
e T

On peut aussi s’'intéresser a la limite ( — 0. En partant de I’'Eq. (B.22), nous
devons calculer le comportement a petit z de G(z) et H(z), qui est simple dans ce
cas car ces fonctions ont une limite finie en 0, notées go(it) et ho respectivement :

. b=27"T(1—p). (B.39)

go(p) = /+oo (m/ \/menfwu)u (B.40)

r(1)?
ho = _“ — (42) (B.41)
V27T o Vsinmu 2w

11 faut donc calculer I'intégrale suivante :

9(n) = % / A NE e axmesolunrAt il (B.42)

Pour n — 0, cette intégrale est dominée par les grands A. On peut alors effectuer
le changement de variable y = cgo(p)n* A +#)/2 ce qui donne :

1 2 2p

g(n) = Ay T / dyy T+ e™V exp (—§[cgo(u)]”n1+“ Y ““) (B.43)
0

avec une constante A donnée par :

A= al TORAS = “Th ppt B.44
\/ﬂ 1+ L ( M) QO(N) 0 ( )

A Tordre zéro en 7, 'intégrale précédente se réduit a :
/00 dyy TEeV =T (L> (B.45)

0 L+p

ce qui donne le premier terme du développement de g(n) an — 0 :

i(n) = AF(liu)nliu n—0 (B.46)
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En prenant la transformée de Laplace inverse, ce terme donne la valeur de (p(z =
0,t))-, qui est proportionnelle a ¢t Tre. Afin d’obtenir la dépendance spatiale,
nous devons calculer le terme suivant du développement en 7 :

AT (ﬁ) e —g(n) = Anliu/o dyyfﬁ e ¥ x (B.47)
1
[1 — exp (—§[cgo(u)]%n&y‘ﬁ>]

En introduisant la nouvelle variable z = %[cgo(u)n]ﬁ y‘ﬁ et la constante K =

Llego(p)]7#, Dintégrale ci-d écrit :
5 o\ ) egrale Cl-dessus S eCrit :

/ dyy_ﬁefy [1 — exp (—Knﬁr_uny_%)]
0

1 w [ u lip _14p
= #Kz/ dzz ' 2[l—eFle® 2= ° (B.48)
0

Pour n — 0, la derniére exponentielle peut étre négligée, et en intégrant par
parties, on trouve que cette intégrale vaut %F(l — £). En calculant la transformée
de Laplace inverse, on trouve :

g(r) = for T — fir " T 00 (B.49)
avec
__ 2uhg G )T (i)
T+
23",
fi = th r (1 - %) (B.51)

En revenant a la fonction d’échelle f(¢), on trouve finalement :

fO)=f-AlKK  ¢—=0 (B.52)

La correction suivante peut étre calculée également, et on trouve qu’elle est pro-
portionnelle a 2 pour p > 1/2, et & (1*2# pour p < 1/2.

B.1.4 Une approximation pour p — 0

En revenant a ’Eq. (B.11), on peut chercher s’il existe une autre approxima-
tion, valable dans le régime de température opposé p — 0, afin de calculer I'ar-
gument de ’exponentielle. De maniére schématique, pour p — 0, Ny (2')* = 0 si
Nw (') =0, et reste d’ordre 1 sinon, de telle sorte que (}°_, Nw(2')*), . devrait
se réduire au nombre moyen L(z,n) de sites visités par une marche allant de 0
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a z en n pas. Une étude un peu plus attentive révéle en fait qu’il est nécessaire
d’inclure une correction en /n* :

O Nw(@) Ve =V Lz, t)  p<1 (B.53)

afin de tenir compte du fait que Ny (z')* est d’ordre \/n" plutdét que d’ordre 1,
lorsque Ny (') est différent de 0. Par ailleurs, L(z,n) peut étre calculé exacte-
ment dans la limite n — oo [119] :

L(z,n) = /nt (%) (B.54)

avec une fonction d’échelle /(u) donnée par :
U(u) = u+ /7 2erfc (g) (B.55)

La fin du calcul suit précisément les mémes étapes que celles correspondant au cas
i — 1. On peut convertir la somme sur n en une intégrale, comme précédemment,
et obtenir la fonction d’échelle g(n) :

3] p—l
sy HC / AANSLH (L) o e A B.56
9(77) \/2_71' n 0 \/X ( )

Ici encore, nous sommes intéressés par le comportement a grand 7 de §(n), dominé
par la région A petit A de I'intégrale. Pour les grands arguments, £(u) est dominée
par le premier terme, ¢(u) ~ u. La fonction §(n) s’écrit ainsi :

é(n)=—j2c—ﬂn“‘1 : AN E e (B.57)

En introduisant la nouvelle variable d’intégration p = 5?#/*#) )\ on obtient :

c 2w \k3 [ o (1
Q(n)=\7—2—ﬁn“’1 (n 2+u) /0 dp p"~2 exp [—nw (% —I—cpg)} (B.58)

Le minimum de la fonction Qy(p) = 1/2p + cp*/? est donné par py = (uc)=2/C+m),
La méthode du col conduit donc pour §(n) au résultat suivant :

R 5—p 1 _e—pp? AR
9(n) = ()= Q(ps) 70~ 2 e 17 Oy(po) (B.59)

En utilisant la méme méthode que précédemment pour calculer la transformée
de Laplace inverse, nous obtenons, pour 7 — 0 :

g(7) = fro ST

(B.60)
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ol les constantes fu, et b sont données par :

b = 2P - Wi (B.61)
;L 2m(2 + ) o
Fo = 2 G s = ) (B.62)

Comme ce calcul n’est valable que dans la limite ¢ — 0, on peut de maniére
cohérente prendre aussi cette limite dans les coeflicients :

~ ~ T

bl foo2 ?“ (B.63)
Néanmoins, cette simplification n’est en rien nécessaire, elle permet seulement de
mieux appréhender le comportement de ces coefficients avec p. En revenant a la
fonction d’échelle f(¢) (avec rappelons-le ¢ = z/t*/(!+#) on trouve finalement :

pt

F() = Fuo 65 exp (—5IC|2(21++:)> I¢] = oo (B.64)

En ce qui concerne maintenant le comportement de f(¢) pour ¢ — 0, il est facile
de voir que le calcul est le méme que pour ’approximation précédente y — 17,
en remplagant simplement go(u) par lim, ,0f(u) = /7. Seule la valeur de la
constante fy définie en Eq. (B.50) est alors modifiée, et devient f; :

TR (e
2p hu—lr(l “)HHF(HN)

0
L+u r ()

B.2 Précisions techniques concernant les simula-

~ 1 _ 143p
fo=2"27g 20+m

(B.65)

tions numériques

Nous donnons ici les précisions techniques concernant les simulations numé-
riques du modéle de piéges unidimensionnel. Un nombre N,, de “marcheurs” indé-
pendants sont simulés successivement, un par un, pour une réalisation donnée des
énergies aléatoires {F;}. Une marche est simulée de la fagon suivante : le temps
de séjour sur le site 7 est tiré aléatoirement d’aprés une distribution exponentielle
de moyenne 7; = exp(E;/T'), et un des deux plus proches voisins est choisi aléatoi-
rement avec égale probabilité. On peut ainsi calculer la quantité recherchée pour
cet échantillon particulier, puis finalement moyenner sur le nombre N, d’échan-
tillons. De plus, afin de faciliter les comparaisons entre différentes simulations,
nous avons utilisé & chaque fois les mémes réalisations du désordre, en choisissant
les mémes nombres sources pour le générateur de nombres aléatoires. Pour les
simulations hors d’équilibre, dans lesquelles le nombre de sites L = 2NV + 1 est
censé étre infini, nous avons utilisé des conditions aux limites périodiques, avec
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le plus souvent N = 10%, excepté lorsque des temps trés longs étaient nécessaires,
auquel cas nous avons utilisé N = 10* (pour les Yj(¢) par exemple).

Les barres d’erreur sont estimées en faisant plusieurs simulations avec les
mémes parameétres (avec en particulier les mémes N,, et N;), en changeant uni-
quement les nombres sources et en mesurant les fluctuations d’une simulation &
I’autre. Nous avons ainsi choisi les nombres N, et N, de maniére & avoir autant
que possible de faibles barres d’erreur, tout en prenant en compte le temps ¢ qu'il
faut atteindre pour s’approcher suffisamment du régime asymptotique, ainsi que
le temps de calcul. Il faut souligner que I’amplitude des fluctuations dépend beau-
coup des quantités calculées. Les fonctions de corrélations sont faciles & calculer,
et des valeurs telles que N,, = N, = 10° sont suffisantes pour obtenir une erreur
relative inférieure & 1072. Les quantités reliées & la localisation fluctuent davan-
tage; pour les quantités intégrées telles que les Y, nous avons pris N,, = 10° et
N, = 10* (a I'exception des systémes de petites tailles, pour lesquels les calculs
ont été effectués avec N, = N, = 2 x 10%), ce qui s'est avéré étre un bon com-
promis en vue d’obtenir a la fois des barres d’erreur satisfaisantes (inférieures a
1072) et des temps suffisamment longs (par exemple ¢t = 10° pour y = 0.5). Pour
les distributions comme ¢(P) et (p(z,t)), il est nécessaire de moyenner sur un
plus grand nombre d’échantillons, afin d’obtenir des courbes suffisamment régu-
lieres (avec des fluctuations entre simulations inférieures a 5 x 1072). Ainsi, la
distribution (P) a été simulée avec N,, = 10* et N, = 105, alors que (p(z,t))
a été calculé avec N, = 10° et N, = 10°. Notons enfin que Y5(¢,t) a été simulé
avec N, = 10° et N, = 10® (sauf pour ¢ = 10° et 107, ou N, = 5.10* et 10*
respectivement), car dans ce cas nous avons besoin d'une bonne statistique sur
les sites peu profonds pour éviter des fluctuations trop importantes a £ petit.

B.3 Calcul approché des rapports de participation

Le calcul analytique s’avére assez difficile, et ’objectif de cet appendice est de
donner des arguments analytiques en faveur de 'existence d’une limite finie ;"
de Y3(t) lorsque t — oo pour g < 1, et de tenter d’en extraire des informations
sur le comportement de dey" en fonction de u, en particulier pour g proche de 1.

Le rapport de participation Y(t) est donné par l'intégrale :

V= [ i), (B.66)

—o0
La quantité (p(x,t)?), peut étre calculée suivant la méme méthode que pour
(p(z,t));. 11 est utile d’introduire la quantité & deux temps @Q(z,t,t') définie
comme :

Q(xvtvtl) = (p(af,t)p(.r,t’))., (B.67)

En définissant également R(t,¢') = [ dz Q(z,t,t'), on a Ya(t) = R(t,t), et en
passant en transformée de Laplace :
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R(s,s') = /0 dt /0 dt'e=*="Y R(t,t) (B.68)

Une hypothése raisonnable, confirmée par des simulations numériques, est que
pour de grands temps t et t' (¢ > t'), R(t,t') devienne une fonction de t/¢,

R(t,t) =Y*"R (tf) (B.69)

ce qui se justifie par analogie avec la fonction de corrélation C(t,t') étudiée a
la section (2.4). Pour simplifier, nous allons nous restreindre au cas particulier
s=4¢":

N o0 100 , t
R(s,s) = 2v," / dt’ / dt e IR (?) (B.70)
0 t
= 2y / dt' / dut'e™*! CFIR (y)
0 1
ou encore :
R QYdyn oo R(U)
R =2 du———— B.71
(5.9 = 22— [T (B.71)

Une limite finie pour Y3(¢) correspond ainsi a R(s, s) ~ s~ 2, et cest ce que nous

allons essayer de montrer dans la suite. En revenant & Q(z,t,t') et en décomposant
cette grandeur sur le nombre de pas, on a :

Q(z,t,t') = Zp(m,n,t)p(x,n',t') (B.72)

En moyennant sur le désordre, on obtient :

(Q(x,t,t)), = alaln)a(aln ) (I(tn <t < )ty < < b)) rm, o
n,n’
(B.73)
Pour des marcheurs donnés W et W', et une séquence donnée de 7;, introduisons
K, (s,s") défini par :

Ko (s, s') = / dt / A T(t, <t < tpyr)I(ty <t <t )e ="
0 0
~ T(x)2efstnfs’t:l, (B74)

en supposant a nouveau que tp4 — t, = t,,,, —t,, = 7(x), c'est-a-dire que les

temps de piégeage sont fixés plutdt que distribués exponentiellement, et que s7(z)
et s'7(z) sont tous deux beaucoup plus petits que 1, ce qui signifie que le plus
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grand temps de piégeage rencontré est beaucoup plus petit que les temps ¢ et ¢’
considérés. En introduisant la décomposition suivante :

th = > Nw(y,n)7(y) (B.75)
y
wo= > Nwy,n)7(y) (B.76)
y
Kpn(s, ') s'écrit
f(n’n,( s,8") =7(z)% ~[sNw (z,n)+s' Ny (1)]7(2) H e~ [sNw (yn)+5' Ny (y;n') ) (B.77)
y#T

En moyennant K, (s, s’) sur le désordre, on a :

(Knw(s,8)), = pl(2— p)[sNw(z,n)+ s' Ny (z, )P x

[]e wemesiwn]”  (Brs)
y#w

On peut maintenant écrire R(s, s) sous la forme :

R(s,s) = 2uT'(2—p ZZ (x|n)q(z|n") (B.79)

T n<n’

x &7 [N (2,m) + Ny (,n")]* " e 2w w0

Nous passons maintenant a la limite continue et remplagons comme pour (p(z,t)),
Ny (y,n) par sa valeur moyenne /nF ( T f) A ce stade, nous abandonnons

les constantes d’ordre un car nous allons procéder & des approximations assez
fortes. En faisant le changement de variable n' = 3n, on obtient :

o) et

En raison du facteur ﬁ, I'intégrale sur G est dominée par le comportement a

grand f3, ce qui signifie qu’en premiére approximation, on peut négliger des termes

comme F ( T \/_) par rapport a \/BF ( T \/—) En introduisant également

les variables & et ¢ par les relations £ = ﬁ et g = m, on a pour R(s s)
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R(s s) ~ st 2/ dx/ g3 / dnn'? e 205

" (%) e 6 () (B.81)

En changeant de variable dans la derniére intégrale sur n, par la relation :

1 v e
= o ) e

D'intégrale sur v devient [°dve™ =1 (pour s — 0), et R(s, s) se réduit 4 :

()"
R(s,s) ~ é/loo Z—f Z dz e§(1+;)(¥(\(/_[\}i) (B.83)

. - N - ep N 4 . . - d ,
Ainsi, ce calcul trés simplifié s’avére cohérent avec une limite finie Y57" donnée
par :

()
ygiom o — L / dp / di e $0+H VP (B.84)

T ()
VB
en utilisant ¢ = T'(1 — p).
Comme lim, ,0 G(z) = go(p) — 1 quand p — 1, et lim, o H(z) = hg est
indépendant de u, la seule dépendance forte par rapport & u provient du facteur
['(1 — p), ce qui suggere que :

"~ (l—p)  p—0 (B.85)

Ce résultat, semblable au comportement d’équilibre (Yy? = 1—u pour tout u < 1),
est compatible avec les données numériques. Pour 1 < u < 2, on peut montrer
en utilisant les mémes approximations que Y5(t) ~ 1/t*~V/2 quand ¢ — oo, alors
que Ya(t) ~ 1/+/t pour p > 2, ce qui est le résultat attendu. En ce qui concerne
Y3, nous avons vérifié que le méme niveau d’approximation conduisait aussi & une
limite finie, et & un comportement linéaire de cette limite par rapport & u lorsque
uw— 1



Annexe C

Modéle sans désordre avec
contraintes cinétiques

Les calculs détaillés relatifs au modéle sans désordre et avec contraintes ciné-
tiques proposé par F. Lequeux et présenté au paragraphe 3.3 sont reportés dans
cette annexe.

C.1 Etat stationnaire en champ moyen

Pour déterminer la distribution de probabilité stationnaire & un corps P(p)
dans le cadre d’une approximation de champ moyen, considérons un lien du ré-
seal, avec des sites dénotés par 1 et 2. Le taux de transition s’écrit, en choisissant
les unités de temps de maniére & avoir un préfacteur égal a 1 devant l'intégrale
(ce préfacteur ne dépend pas de N d’aprés la définition de la dynamique) :

1
Wionpa = pis) = [ davia) ol — aS)8ls3 — (1= 95182~ ) (C.

0
ou la variable S = p; + ps a été introduite pour simplifier les notations. L’évolu-

tion de la distribution de probabilité jointe Q(p1, pa,t) est décrite par I’équation
mafitresse suivante :

aQ Oo / Oo / / /
5 (P1op2st) = —Q(m,pz,t)/o dpl/o dpy W(p1, p2 = py,p3) (C.2)
o [ [ W= ) QU st

En remplacant les taux de transition par leur expression donnée en Eq. (C.1), on
obtient I’équation :

177
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0
6_?(P1,P27t) = —Q(p1,p2,t) (2 — p1 — p2)

n /dW /dpl/ dpydlpr — q(p) + pb)]

o2 — (1 = q)(p1 + p2)10(2 — pi — p5) Q(py, pa,t) (C.3)

En supposant maintenant que la distribution jointe est factorisée, dans ’esprit
de cette approximation de champ moyen :

Q(plap%t) = P(plvt) P(pQ’t) (04)

on obtient en intégrant I'Eq. (C.3) sur ps :

X

%—f(p, t)=—P(p,t) /0 dps P(ps,t) 6(2 — p — p) (C.5)

1 2 2
; / dg(q) / a7, / a8 — a0 + o)1 (2 — s — o) P(plt) P (o, )
0 0 0

Le deuxiéme terme du membre de droite, que nous noterons B, peut se réexprimer
de maniére un peu plus simple en effectuant les changements de variables S =
P+ py (2 p) fixé) et v = ¢S. On trouve alors pour B, aprés quelques lignes de

calcul :
_ /02 iy /; %P(p',t) P(S - p.1) /OS dvy (%) d(p—v) (C.6)

Pour aller plus avant, il nous faut maintenant spécifier une forme fonctionnelle
pour la distribution 7(q). Pour garder une certaine généralité, tout en profitant
d’une forme analytique commode, nous choisissons pour ?(q) une distribution
béta symétrique, de paramétre y :

¥(0) = s a1 = (©

11 est dés lors possible de calculer les intégrales précédentes :

[ () s = o [[arl5 (-] s e

- [as-a[50-97

d‘ott 'on déduit :

_F(QM) p—1 2 dS s ! / !
Btk /S (St [P PS - (Ca0)



C.1. Etat stationnaire en champ moyen 179

Nous allons maintenant étudier les solutions stationnaires pour la distribution
P(p), dans le cadre de cette approximation de champ moyen. Il est assez naturel,
compte-tenu de la forme de ’équation maitresse, de rechercher des solutions du
type :

P(p) = Cp*e’? (C.11)

avec deux paramétres libres « et 3, la constante C' étant fixée par normalisation.
Le fait d’inclure deux paramétres libres permet d’espérer trouver I’ensemble des
solutions du probléme (méme §’il n’y a au départ aucune garantie pour cela), car
celui-ci posséde deux paramétres de controle, la densité globale p et I'exposant
i qui décrit de quelle maniére s’opére la redistribution. Si des solutions existent
sous la forme proposée, on peut s’attendre & ce « et 3 s’expriment en fonction de
p et u. Le premier terme A du membre de droite de I’équation maitresse Eq. (C.3)
s’écrit, en utilisant I’expression Eq. (C.11) de P(p) :

2—p 2
A= —C’Qpaeﬁ”/ dps pSePrr = —C’zpa/ dz (z — p)*e?* (C.12)
0 P
D’autre part, le deuxiéme terme B devient :

2 s
B= C’zﬁ'ugp“_l/ ds ' (S — p)“_leﬁs/ drz®(S — z)* (C.13)
F(N) P 0

En posant x = Sy dans la derniére intégrale, on obtient :

2 1
B = C2F(2u2) p“_l/ dS §Hi-mta) (g p)“_leﬁs/ dyly(1 —y)]* (C.14)
F(:u) 14 0

On constate qu’en prenant o = 4 — 1, on trouve bien A+ B =0, car :

L(2u) [ o_
rot [ - =1 (C15)

ce qui signifie que la forme proposée en Eq. (C.11) pour P(p) est bien solution
de I’équation maitresse, pour & = g — 1 et pour toute valeur de 5. Les conditions
de normalisation s’écrivent :

2
C’/ dpp"~tePr =1 (C.16)

-
C’/ dpptefr = p (C.17)

0

d’ott 'on déduit : \
dp o* eBP

p= Jo dpp" e (C.18)

f02 dp pll'*l ebr
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On peut remarquer la similitude avec le formalisme habituel de la physique sta-
tistique, puisque 1’on peut écrire :

2
p= %ln/o dp p"~tel? (C.19)

Cette derniére intégrale joue donc le role d’une fonction de partition (& un corps).
Il n’est malheureusement pas possible d’exprimer explicitement 5 en fonction
de p et de p, mis & part au voisinage de certains points particuliers. A titre
d’illustration, la distribution P(p) s’écrit dans le cas p = 1, qui correspond & une
distribution ?(¢) uniforme :

P(p) = 623’%1 efr (C.20)

et la relation liant p & (3 est assez simple :

2e28 1

qui reste cependant une équation implicite.

C.2 Calculs exacts en dimension quelconque

Nous allons maintenant présenter un calcul exact de la distribution P(p) pour
un espace de dimension d quelconque. Dans une premiére étape, nous écrirons une
équation maitresse décrivant exactement, sans approximation de champ moyen,
I’évolution de la distribution de probabilité & N corps. Nous en chercherons en-
suite les solutions stationnaires, avant de revenir & la distribution de probabilité
a un site, et de comparer les résultats obtenus avec ceux trouvés au paragraphe
précédent dans le cadre d'une approximation de champ moyen.

C.2.1 Taux de transition d’un systéme a N sites

11 faut tout d’abord écrire les taux de transition globaux pour le probléme &
N corps. Ceux-ci s’expriment de la maniére suivante :

W e} = {0} = D T (ox — pb) 6(6 + 0 — pi — p3) x

<i,J> k#i,
1
/0 dqv(q) 810! — alps + ;)] B(2 — i — p;) (C.22)

ou la notation ) <ij> Signifie une somme sur les liens du réseau. Les différents
facteurs s’interprétent comme suit : [, ; d(pr — pj) traduit le fait qu'une fois
choisi un lien (¢, j), les autres sites ne sont pas affectés par la transition; d(p} +
p;—pi—p;) assure la conservation de la masse sur le lien ; §(2— p; —p;) correspond
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a la contrainte cinétique qui interdit la transition si la somme des deux masses
est supérieure & 2; enfin, 'intégrale sur ¢ rend compte de la redistribution des
masses sur le lien.

En utilisant le relation :

' ooy = L P
[ av@ii—ao+nn= v () e

pour p; < p; + p;, on peut réécrire les taux de transition sous la forme :

W({pe} = {pi}) Z lHJPk Pk] 8(p; + P — pi — pj)

<i,j> Lk#i,j

. — /
pi + pj Pi + pj

C.2.2 Equation maitresse
Nous pouvons maintenant écrire I’équation maitresse associée a ce processus :

a0 = P(ionh) [T Wiio) — 6

/ [T Wk} > ) PUALYD  (©29)

Comme précédemment, nous allons traiter séparément les deux termes A et B
du membre de droite de I'Eq. (C.25). Nous introduirons la variable S;; = p; + p;
pour simplifier les notations. Le premier terme A s’écrit :

A = —P(iph1) z/ndpkna

<4,j> k#i,j
9(2 — Sl ) P;
(61 + gy — 55250 (—) (C.26)
TSy Sij
6(2 — S ;
= Pkt 3 "5 [ a1+ 5 (4 Yoo
<i,j> Y ij

Or la derniére intégrale se réduit a :

1 pl 1 oo
——/MWW%+%—&ﬂw—L =m/@/‘@ﬂM—ﬂ—®%W@
Sij Sij o Jo

=1 (C.28)
d’ou 'on déduit :

= —P({m}.t) > 6(2 - Sij) (C.29)

<i,5>
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La derniére somme s’interpréte comme le nombre de liens mobiles sur le réseau
(“mobile” signifiant non bloqué, mais pas nécessairement en mouvement). D’autre
part, le second terme B s’écrit :

B = Z/Hdpk ({p}:t) H5

<i,j> k#i,j
(2 - Si;) Pi
o(p; + P — Sij) =" (—)
( 7 J) Sij Sij

82— Sy ;
= > uw(” )/dpldpj ({05 £} PrIrtir t) O(p; + Pl — Sij)

<i,j> Sij Sij

i 1
>0 (L) -5 [ dPUass. 0= 0Sspdast) (€20
<iyj> 4

En rassemblant tous les termes, I’équation maitresse devient finalement :

é?t {Pk} t) Z 0(2

<t,j>

-Pp) +o (£ ) /ldqmqsij,(l—q)sij,pk}m,j,t) (C31)

0

C.3 Distribution stationnaire en un site

En partant de la distribution stationnaire & N variables obtenue en Eq. (3.49),
on peut chercher & en déduire la distribution de densité en un site, car c’est
une quantité plus facilement exploitable en pratique, et que 'on peut en outre
comparer aux prédictions de champ moyen. En ayant défini la fonction Zy(z) qui
intervient dans la normalisation de la distribution & N corps :

_ /de 5 (i P — Nac) (C.32)

ol la notation dPy représente :

N

dPy = [T [ot'0(2 — px)dps] (C.33)

k=1

La distribution & un site est obtenue en intégrant P({px}) sur N — 1 variables :

Pip) = f@) / dPN_laLZ;pk—wﬁ—p)] P02 p) (C34)
_ P82 - p) Np—p
T e ( N-1 ) (&)
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En supposant que Zy(z) se met sous la forme générique :
Zn(z) = f(N) V5@ (C.36)

ou f(N) dépend de N de maniére “sous-exponentielle”, on trouve :

RG) = po=p e (V-1 (- 22) - ns)|  (can

= P80 g e (V- 1) (560) - §=55'D) - NS(G)
soit finalement :
Pl(ﬂ) — pufl ePS' (P)=5(p) o—pS'(P) 9(2 _ p) (0.38)

Il faut maintenant montrer que cette distribution est bien normalisée, et que sa
valeur moyenne vaut p. Partons pour cela de la relation de récurrence entre Zy (p)
et Z N—1 (ﬁ) :

2up)= [ dop 02— p) 21 (5 - 50 (C.39)

En remplagant Zy et Zy_; par leur expression Eq. (C.36), on trouve aprés un
développement similaire & celui effectué pour Pi(p) :

F(N) NS0 = f(N — 1) ®-DS@)+5() / T dp 02— p)e S (C.40)
0

d’ou l'on déduit, aprés réorganisation des termes, que la distribution Pi(p) est
bien normalisée & 1. Montrer que la moyenne vaut p est par contre un peu plus
subtil. Définissons pour cela Zy(\), la transformée de Laplace de Zy(z), par la
relation :

Zn(\) :/ dx Zy(z)e ™ (CA41)
0
Cette quantité Zy(\) peut se calculer directement :
~ e N
Zn(\) = / dz / dPy 3 | pi —Nx} e (C.42)
0 k=1

= % /dPN exp <—%Zpk) (C.43)

d’ou finalement :

v = [ [ aoor otz - ] (C.44)
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D’autre part, on peut calculer Z ~(A) en utilisant une méthode du col :
Zn(2) = F(N) / dar eN1S@)-Aa/N] (C.45)
0

La fonction g(z) = S(z) — Az/N est maximale pour z = p tel que S'(p) = A\/N.
Par conséquent, on peut réécrire Zy(A) sous la forme :

A

Zn(A) = af(N) eNIS(@)—pS"(p)] (C.46)

oll @ est une constante correspondant & l'intégrale sur le voisinage du col. En
prenant la limite N — oo & p fixé, ce qui correspond & des valeurs de A qui
tendent vers l'infini avec N, on obtient en égalant le logarithme des membres de
droite des Eqs. (C.44) et (C.46)

2
S(p) - pS'(p) = In / dppt=" e S0P (C.47)
0

En dérivant les deux membres de cette équation par rapport & p, on trouve la
relation attendue :

2 15
dp o* e=S'(P)p 2

p= £° e =/ dp p P(p) (C.48)
fO dp pﬂ*l e*S’(P)P 0

On a montré ainsi que la distribution de probabilité & un site P;(p) vaut, dans
le cadre d'un calcul exact en dimension d quelconque, et a la limite thermodyna-
mique :

Pi(p) = C pttefr (C.49)

En d’autres termes, on retrouve les résultats obtenus dans le cadre d’une approxi-
mation de champ moyen, ce qui signifie que pour des systémes de grande taille,
la distribution & N corps est (quasiment) factorisée. C’est ce qu'on constate sur
I'Eq. (3.49), qui montre qu’en dehors du facteur §(}°, pr — Np) traduisant la
conservation globale de la masse, la distribution est factorisée.



Annexe D

Effet Kovacs dans le modéle de
piéges

Nous présentons dans cette annexe les calculs détaillés de la variation de
I’énergie moyenne dans le modéle de piéges, en appliquant le protocole de Kovacs.
Nous nous restreindrons au cas oi les températures T} et 75 sont inférieures a T},
mais les méthodes développées ici s’appliquent également aux autres cas, dont les
résultats ont été donnés dans le texte.

D.1 Fonction de Green

L’équation maitresse du modéle de piéges s’écrit :

O (5,1) = " Pr(B) + w(t)o(B) (1)

avec w(t) = [*dE'e PP Pr(E',t), et § = %. L’énergie E est une variable posi-
tive, la profondeur des piéges, et se trouve étre en fait I'opposée de la véritable
énergie (négative) des états. Cette équation maitresse doit étre complétée par une
condition initiale :

Pr(E,t =0) = Py(E) (D.2)

ou Fy(FE) est une distribution de probabilité arbitraire donnée. Nous choisissons
aussi une densité d’états exponentielle, p(E) = T,'e /7. En introduisant la

transformée de Laplace Pr(E, s) par rapport a ¢ définie par :
Pr(E,s) = /00 dt e *' Pr(E,t) (D.3)
0
I’équation maitresse devient :
SPr(E,s) — Py(E) = —e PP Pp(E, s) + &(s)p(E) (D.4)

185
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En résolvant pour PT(E, s),on a:

B(B) _ a(s)o(E)
s+eBE " g4eBE

Pr(E,s) = (D.5)

ce qui permet de déterminer @(s) en multipliant 'Eq. (D.5) par e #F et en inté-
grant sur E. La distribution Pp(F, s) est alors donnée par :

P(E ebE P 1 PEp( eBE (E) -t
1B = 1 P+ o) | [ E ] o
avec P(s) définie par :

. *© Py(E)

Intégrer 'Eq. (D.6) sur E permet alors de tester que la distribution Pp(E, s) est
correctement normalisée, & savoir [~ dE Pr(E,s) = 1/s. Afin de calculer la va-
riation de ’énergie aprés un saut en température, on doit introduire la fonction de
Green G (FE, Ey, t) définie comme la probabilité pour le systéme d’avoir 1’énergie
E au temps t,, + t, sachant que ’énergie était Ey a t,, lors d’une évolution &
température 7. Notons que puisque le processus est markovien, la fonction de
Green ne dépend que de la différence des temps ¢, et pas de t,. La fonction de
Green en transformée de Laplace G (E, Ey, s) est obtenue directement a partir
de I’Eq. (D.6) en choisissant Py(E) = §(E — Ey) :
eBEo
1+ seBPo OE = Fo)

R Sl [/ dEfﬁE )]1 (D.8)

Gr(E, Ey, 5)

s 1+ sebPo 1+865E + sefE

Comme cela a été montré en Réf. [129], la distribution d’énergie Pr(E,t) prend
une forme d’échelle & temps long, ainsi que 1'on peut le voir a partir de I'Eq. (D.6)
en prenant la limite s — 0 :

A 1 Pp(E) [ [* . Fp(E)]™
Pr(B,s) = s 1+ sefE [/0 dEl—i—seﬂE]
. 0 BE R
- T Be = 1I(E, 5) (D.9)

T (14 s5ebE)(sefE)b

en ayant introduit la température réduite § = T'/T,, ce qui définit la distribution

asymptotique I (E, s). Sa transformée de Laplace inverse IIp(E, t) satisfait une
/T
t

I (E,t) = B£9(8) (D.10)

On trouve g(§) en inversant la transformée de Laplace donnée par I'Eq. (D.9) :

relation d’échelle par rapport & la variable £ =

i 1/¢
sin 70 lefl/f duu®~tet (D.11)
mI(6) ¢ 0

9(é) =
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A temps long, la fonction de Green est donc donnée par :

eBo 1
[ §(E — Eo) +

Nous considérons maintenant 1’histoire thermique suivante : 4 l'instant initial, le
systéme subit une trempe d’une température Ty > T, & T} < T,; au temps t,,,
la température est remontée jusqu’a une température 75 qui satisfait 73 < Tp <
T,. On est intéressé par I’évolution ultérieure de I'énergie, au temps t,, + t. La
probabilité d’avoir I’énergie E au temps t,, + ¢, compte tenu de cette histoire
thermique, est :

Gr(E, Ey,s) = (B, s) (D.12)

1+ s efFo

P(E, ty,t) = / dEy G, (E, Eo,t) Pr,(Eo, tu) (D.13)
0
En prenant une double transformée de Laplace par rapport & ¢, et ¢ :
P(E, sy,5) = / dEy G, (E, Ey, s) Py, (Eo, s) (D.14)
0
Les expressions asymptotiques Eqs. (D.9) et (D.12) permettent alors d’écrire :
N 632E R “ I_IT1 (E(), Sw)
P(E,Sw,s) = mHTI(Ej Sw) +HT2(E, 8)/0' dEom (D15)

D.2 Evolution de I’énergie moyenne et relation
d’échelle

En gardant a l'esprit que 'énergie d’un état donné est 'opposée de la barriére
d’énergie F, I’énergie moyenne E(t) au temps ¢ est définie par :

_E(#) = /0 " dE B Py(E, 1) (D.16)

En prenant en compte 'histoire thermique introduite au paragraphe précédent,
on peut définir la variation d’énergie entre t,, et t,, +1¢ :

AE(ty,t) = E(t, +t) — E(t,) (D.17)
On en déduit la transformée de Laplace temporelle :

—AE(sw,s)z/ dE/ dEy (E — Ey) Gr,(E, Eq, s) Pr,(Eo, s,)  (D.18)
0

En développant cette équation, on trouve pour 8,7 et s79 K 1 :

A II E
AB(5p,8) = / dEEHTQEs/ dE, 12;&;2) (D.19)
HTl(E075’u))
__/ dBy By 205

= 1(s) J(su,5) - ;K(sw,s) (D.20)
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ou I(s), J(sw,s) et K(sy,s) désignent respectivement les trois intégrales appa-
raissant dans 'Eq. (D.19). En effectuant les changements de variable 7 = %P

dans I et 7 = e#1F0 dans J et K, on a :

- sinwfy [ TolnT
I = —_ D.21
(5) T /1 R prpesTpeTE (b-21)
A _ sinwh; [ dr
(8w 8) = vy /1 (1 4+ s77)(1 + 8T)(87)% (D-22)
N _ sin A e drTi Int
K(sws) = m /1 (14 s77)(1 + 507)(5,7)% (D-23)

avec v = T /Ty; I (s) peut étre calculée en utilisant I'identité In7 = 97%/0a|4=0,
ce qui donne :

I(s) = %(w cot 7y — In s) (D.24)

Nous allons montrer que éEA(sw, s) satisfait une relation d’échelle. Remarquons
d’abord que pour s — 0, J(8y,s) est de la forme :

. L[ f(spu/st)
J(Su” S) = m/o du W (D25)

ou f(z) = (sinwhy)/[rz? (1 + z)], et u = s*/77. De la méme facon, K (s,,s)
s’écrit :
. . T o) w 1/v
K(sy,8) = —Tyln s J(su,s) + —1/0 du%

31/7

Inwu (D.26)

En revenant & AE(sw, s), on obtient & partir de I'Eq. (D.20) que les termes en
In s se compensent, pour donner :

~ 1 0 w 1/y
—AE(8y,8) = YA [WTQ cot m%/o du% (D.27)
oo 1/y

0 1 =+ uY
1 Sw
= —31+1/'Y (%2 (m) (D28)

ce qui implique une forme d’échelle simple AE(t,,t) = (/). Ceci peut se
démontrer facilement en calculant la transformée de Laplace de cette forme

d’échelle : . - . ,
Etwtw (T) = / dt/ dtw e_St e—Swtww <_’Y) (D29)
tw 0 0 tu)

Effectuons le changement de variable t = xt], (a t,, fixé), puis ¢, = v/(sz)/” (a
z fixé). On obtient finalement :

t 1 *  dx o s v
r _ 2 Wy
Ly, (t%) = iy /0 x1+1/7¢($) /0 dvv” exp ( 77 7 v )

1 Sw
= 81+1/7(p (m) (D30)




D.3. Comportement a temps court 189

ce qui donne bien la forme d’échelle attendue en transformée de Laplace.

D.3 Comportement a temps court

Dans ce paragraphe, nous étudions plus précisément le comportement & temps
court de AE(t,,t), caractérisé par ¢ < ¢, ou de maniére équivalente s > s} .
Notons cependant que seuls les temps grands par rapport au temps microscopique
sont considérés ici : ¢,t,, > 19 =1 (s, 5, < 1). D’aprés I'Eq. (D.27), on voit que
les deux intégrales suivantes doivent étre calculées :

sinwf; [ du

AN = — /0 T+ (1 + ) ) (D-31)
sinwh; [ Inudu

B = — /0 L+ a)(L+ Aa) ) (D.32)

oil \ représente le rapport s,,/s*7. Dans le cas A < 1, ces intégrales se réduisent
a:

sinwf; [ du sinwf; [ Inudu
A = ; B = D.
() T /0 (I4+unur ’ () A / (14 ur)ufr (D-33)

a condition que 6, + v > 1, ce qui assure la convergence des intégrales pour
u — 00. Le cas opposé, 0; + v < 1, sera considéré plus loin. Les intégrales A(\)
et B(\) peuvent étre calculées aisément a ’aide des identités suivantes :

/°° dv i ; /OO Invdv :7T2.C(2)S7T[1, (D.34)
o VH(l1+wv) sinmp o vH(l+4wv)  sin’mp

Finalement, on trouve pour AE (8w, 8) :

. 61
A Tym sin 76, ™ 1 s

CAB(sy,8) ~ 2RO p T 0 4ot ] —— (S} (D.35
() = e st X ) +eotrt i (21) 1 039)

Le comportement & temps court de AE(t,,t) est obtenu par transformée de
Laplace inverse, dans le cas ; +v > 1 :

t (1-61)/v
AE(ty,t) ~ K- (ﬂ) t <t (D.36)
ol le coefficient K- est donné par :

Tyo7 sin w6, [cot %(1 — 601) + cot 7y)]

K>=- vsin[Z (1 —6:)]T(61) F(—1+Z;61) (0-57)

Il faut remarquer qu’'en dépit du signe moins qui apparait dans I'Eq. (D.36),
AE(ty,t) est bien positif & temps court pour #y > 61, ce qui montre que I’éner-
gie doit d’abord croitre avant d’atteindre des valeurs plus basses. Toutefois, ce
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coefficient s’annule pour 6 = 6, ce qui signifie que la singularité disparait en
I’absence de saut de température, et devient négatif pour 6y < ;.

Dans le cas opposé, 61 + v < 1, une autre approximation doit étre utili-
sée. En faisant le changement de variable v = Au dans A(X) et B(\) — voir
Egs. (D.31,D.32) — on trouve :

sinwf, [ dv

AN = =3 | Tr it o (D-38)
sinmh; [ Inv—1In\

B = T/O W I+ o) (D-39)

Dans la limite A < 1, on a (v/\)” > 1, de sorte que A()\) et B(A) se réduisent
a:

sinwf; [ dv sinmfy; [ Inv—1InA
A(N) ~ : B(\) ~ ——— dv——————
O e e I OEL M t )

ces intégrales étant bien convergentes puisque v + #; < 1. On trouve alors pour
AE(sy,s) :

—AE(8y,8) =~ [7rT2cot7u92 —rTycotm(y+61) +T1ln 81—77] X
s

i 1 1y\ 177
sin 76, (s_) (D.41)

sinm(y + 61) s/ \ s,

La transformée de Laplace inverse donne :

t t
o K. et C sont donnés par :
T5 sin 76,
K. = D.43
< I'(1—~)sin7(y+6:) (D-43)
_ Fl(l — '7) !
C = vﬁ —T'(2) + wcot by — wcot w(y + 61) (D.44)
-7

D.4 Comportement & temps long

On peut aussi étudier le comportement & temps long (¢ > t7 ), qui se trouve
étre plus simple & appréhender que le comportement & temps court. En revenant
a l'équation de départ — Eq. (D.19) — la limite s <« s, simplifie grandement
I’équation, et on obtient :

~ T *° ~ 1 [ -
—AE(sy, s) = [ cot nhy—In s]/ dEoIlr, (Eo, $w) ——/ dEy Eoll, (Eo, $)
s Jo s Jo

~
1/8w

(D.45)
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Le second terme n’est autre que Ly, F(t,), qui apparait aussi dans le membre de
gauche de ’équation, & cause de la définition de AE(sw, s). En d’autres termes,
le comportement & temps long de E(t, + t) est le méme que si le systéme avait
subi une trempe directe depuis une haute température jusqu’a la température T
au temps t,,. On trouve finalement :

AE(ty,t) = E(t,+t)— E(ty) (D.46)
E(t, +t) = —E;l%(ﬂ' cot mh, —In s) (D.A4T)
= To[["(1) — wcot why] — Ty Int (D.48)

ce qui montre que E(t,+t) est bien indépendant de t,, et de T} pour des temps ¢ >
Y. Ce résultat peut aussi étre obtenu directement sans utiliser cette procédure
thermique : si on calcule la distribution de probabilité P(E,t) pour des grands
temps ¢, en partant d’une condition initiale arbitraire Py(E), il apparait que
cette distribution ne dépend plus de Py(E). En résumé, I’énergie moyenne dans
le protocole de Kovacs est donnée & temps long par :

E(tw,t +1) = Blaee(t) > 1], (D.49)

oil Ejq(t) est 'énergie moyenne au temps ¢ aprés une trempe directe depuis une
haute température.
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