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une cellule . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Probl¶ematique

Historiquement, la th¶eorie du contrôle s'inscrit dans la continuit¶e du calcul des variations
et analyse les propri¶et¶es de tout systµeme dynamique command¶e i.e. sur lequel nous pouvons
exercer un contrôle. Le contrôle optimal introduit une notion de rendement qu'il cherche µa
optimiser en faisant passer le systµeme contrôl¶e d'un ¶etat initial vers un ¶etat ¯nal donn¶es.

Avec le d¶eveloppement des systµemes automatis¶es, les problµemes issus de l'industrie sont
de plus en plus riches en problµemes d'optimisation qui peuvent être d¶ecrits sous la forme
de problµemes de contrôle. Les applications de la th¶eoriedu contrôle optimal sont de ce fait
extrêmement nombreuses dans des domaines trµes di®¶erents tels que l'a¶erospatiale (problµemes
de transfert orbital, de plani¯cation de vols, du contrôle du tra¯c a¶erien [67]), l'automatique
et la robotique (problµemes de coordination de mouvements de robots [38] par exemple) ou la
biologie (contrôle de r¶eseaux de r¶egulation g¶enique) pour n'en citer que quelques uns.

Cette th¶eorie a connu un v¶eritable essor depuis les ann¶ees cinquante avec la d¶ecouverte
d'outils puissants tels que le principe de programmation dynamique de R. Bellman [9] ou le
principe du maximum de Pontriaguine [70, 42]. Ces deux r¶esultats jouent un rôle central en
th¶eorie du contrôle et ont donn¶e lieu µa deux types d'approches des problµemes de contrôle
optimal : l'une est bas¶ee sur l'utilisation du principe du maximum de Pontriaguine, l'autre
sur les propri¶et¶es de la fonction valeur du problµeme.

Cependant, la plupart de m¶ethodes de r¶esolution actuelles sont num¶eriques. Deux familles
de m¶ethodes num¶eriques se distinguent actuellement : lesm¶ethodes de tir indirectes et les
m¶ethodes directes [46, 81].

Les m¶ethodes de tir indirectes sont bas¶ees sur l'utilisation du principe du maximum de
Pontriaguine qui fournit une formulation hamiltonienne du problµeme de contrôle optimal
consid¶er¶e ainsi que des conditions n¶ecessaires d'optimalit¶e. Le principe de ces m¶ethodes est
d'exprimer le contrôle sous la forme d'une fonction r¶eguliµere de l'¶etat et de l'¶etat adjoint et
de se ramener ainsi µa la r¶esolution d'un problµeme aux valeurs limites que l'on peut r¶esoudre
par exemple par une m¶ethode de Newton [11, 46]. Ces m¶ethodes e±caces en toute dimension
peuvent être di±ciles µa mettre en oeuvre (notamment pour la prise en compte de contraintes
sur l'¶etat) et demandent une connaissance a priori de la trajectoire optimale.
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Les m¶ethodes directes s'appuient sur la discr¶etisation en temps du problµeme de contrôle
formul¶e en termes d'¶equation d'Hamilton-Jacobi-Bellman.Il en r¶esulte un problµeme de pro-
grammation non lin¶eaire en dimension ¯nie, en g¶en¶eral degrande taille, que nous pouvons
alors r¶esoudre par des outils d'optimisation non sp¶eci¯ques µa la th¶eorie du contrôle. Ces
m¶ethodes e±caces en petite dimension sont donc g¶en¶eralement simples µa mettre en oeuvre
mais sont trop gourmandes en m¶emoire pour que l'on puisse esp¶erer les appliquer en dimen-
sion sup¶erieure µa 6 ou 7.

L'enjeu actuel est donc d'obtenir un compromis entre m¶ethodes directes et m¶ethodes in-
directes a¯n de pouvoir traiter des problµemes de taille cons¶equente avec une bonne pr¶ecision
et sans avoir µa e®ectuer de pr¶e-simulations pour localiserles solutions optimales cherch¶ees.

Dans ce manuscrit, nous proposons une nouvelle approche desproblµemes de contrôle par
des m¶ethodes de calcul hybride. Nous nous int¶eressons plus sp¶eci¯quement µa deux questions
essentielles : la contrôlabilit¶e (i.e. l'existence de trajectoires pour des conditions initiales et
¯nales ¯x¶ees) et la recherche de solutions optimales.

L'id¶ee d¶efendue dans cette thµese est que la mod¶elisation par les systµemes hybrides permet
la r¶esolution approch¶ee des problµemes de contrôle non lin¶eaires sans connaissance a priori
du comportement du systµeme ¶etudi¶e. L'objectif est donc de d¶evelopper par le calcul hybride
combinant calcul formel et analyse num¶erique, des outils math¶ematiques et algorithmiques
e±caces pour l'¶etude de dynamiques contrôl¶ees non lin¶eaires en tout dimension.

Ce manuscrit s'articule autour de trois grandes parties : lamod¶elisation hybride des
systµemes de contrôle non lin¶eaires, la contrôlabilit¶e puis la recherche de solutions optimales
approch¶ees grâce µa l'approximation hybride.

Mod¶elisation des systµemes de contrôle non lin¶eaires par les systµemes hybrides

Cette premiµere partie est consacr¶ee µa la mod¶elisation des systµemes de contrôle non lin¶eaires
par une nouvelle classe de systµemes hybrides a±nes par morceaux.

Le chapitre 2 propose une g¶en¶eralisation des m¶ethodes decalcul hybride aux systµemes
contrôl¶es. Un soin particulier est apport¶e µa l'¶etude de l'erreur et de la convergence de l'ap-
proximation a±ne par morceaux en fonction des hypothµeses de r¶egularit¶e du champ non
lin¶eaire mod¶elis¶e.

Le chapitre 3 introduit une nouvelle classe de systµemes hybrides a±nes par morceaux
particuliµerement adapt¶es µa la mod¶elisation des systµemes de contrôle non lin¶eaires. Nous y
d¶eveloppons un ensemble de m¶ethodes et d'algorithmes permettant le calcul µa la vol¶ee d'un
maillage de l'espace ¶etat-contrôle ainsi que de l'¶etat discret du systµeme hybride.

Approximation du domaine contrôlable

Dans cette deuxiµeme partie, nous nous int¶eressons au problµeme de la contrôlabilit¶e µa l'ori-
gine des systµemes de contrôle.
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Le chapitre 4 pr¶esente une ¶etude de la contrôlabilit¶e des systµemes non lin¶eaires et hybrides,
bas¶ee sur la caract¶erisation du domaine contrôlable de ces systµemes. Dans un premier temps,
nous nous int¶eressons µa la quanti¯cation de l'approximation du domaine contrôlable d'un
systµeme non lin¶eaire par le domaine contrôlable du modµele hybride construit au chapitre 3.
Dans un second temps, nous proposons une approche constructive de la contrôlabilit¶e d'un
point donn¶e permettant de r¶eduire l'exploration des ¶etats discrets de l'automate hybride.

Dans le chapitre 5, nous d¶eveloppons un algorithme d'approximation convexe du domaine
contrôlable sur des chemins discrets pour la classe des systµemes hybrides a±nes par morceaux
dans des chemins discrets de modes discrets. Cet algorithmerepose sur des algorithmes de
simulation des systµemes hybrides, g¶en¶eralis¶es dans lapremiµere partie de ce chapitre aux
dynamiques hybrides contrôl¶ees.

Recherche de solutions optimales

Cette derniµere partie est d¶edi¶ee µa la recherche de solutions optimales des problµemes de
contrôle non lin¶eaires et hybrides.

Dans le chapitre 6, nous justi¯ons la pertinence de la mod¶elisation hybride des problµemes
de contrôle non lin¶eaires µa travers deux approches : la premiµere repose sur l'utilisation du
principe du maximum de Pontriaguine, nous amenant µa d¶e¯nir un principe du maximum
hybride adapt¶e aux modµeles hybrides a±nes par morceaux. La seconde s'appuie sur la ca-
ract¶erisation des problµemes de contrôle optimal en termes de solutions de viscosit¶e d'une
¶equation d'Hamilton-Jacobi-Bellman. Nous montrons alors que l'approche hybride permet
une r¶esolution approch¶ee de ce type d'¶equation.

Le chapitre 7 propose une strat¶egie de r¶esolution des problµemes de contrôle optimal hy-
brides bas¶ee sur l'utilisation du principe du maximum hybride d¶e¯ni au chapitre pr¶ec¶edent.
Nous montrons en particulier comment exploiter les conditions n¶ecessaires d'optimalit¶e pour
en d¶eduire la forme g¶en¶erale du contrôle optimal.

Un dernier chapitre est d¶edi¶e µa la description des librairies Maple que nous avons d¶eve-
lopp¶ees et qui mettent en oeuvre les techniques et les algorithmes pr¶esent¶es tout au long
de ce manuscrit. Nous concluons ce chapitre par une application de ces outils au problµeme
du transfert orbital de satellite et par une confrontation des r¶esultats obtenus aux m¶ethodes
num¶eriques existantes.

En¯n, un bilan de ces travaux et des contributions que nous apportons est pr¶esent¶e dans
le chapitre de conclusion.

Ce premier chapitre pr¶esente les concepts g¶en¶eraux qui serviront de point de d¶epart µa notre
¶etude. La section 1.2 e®ectue une synthµese des di®¶erentes m¶ethodes num¶eriques en th¶eorie
du contrôle optimal dont l'¶etude comparative complµete peut être trouv¶ee dans [81]. Dans la
section 1.3, nous proposons une introduction µa la th¶eoriedes systµemes hybrides et au calcul
hybride.
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1.2 M¶ethodes num¶eriques en commande optimale

Cette partie a pour vocation de donner au lecteur une id¶ee des principes des m¶ethodes
num¶eriques de r¶esolution des problµemes de contrôle optimal. Nous distinguons deux familles
de m¶ethodes num¶eriques : les m¶ethodes de tir indirectes et les m¶ethodes directes. Aprµes avoir
trµes succinctement pr¶esent¶e le principe de chacune de ces m¶ethodes, nous pr¶esentons un ta-
bleau comparatif des caract¶eristiques de ces m¶ethodes emprunt¶e µa E. Tr¶elat au chapitre 9 de
son livre [81].

Nous consid¶erons dans cette partie un systµeme de contrôle g¶en¶eral de la forme :

_X (t) = f (X (t); u(t)) ; (1.1)

oµu les contrôles admissibles sont des fonctions mesurables born¶ees µa valeurs dans un sous-
ensembleU de Rm . Pour tout contrôle u admissible, nous introduisons alors la fonction coût :

J (X 0; u) =
Z t f

0
l (X (t); u(t))dt:

Le problµeme de contrôle optimal consiste µa amener le systµeme (1.1) d'un ¶etat initial vers un
¶etat ¯nal donn¶es en minimisant le coût consid¶er¶e et en tempsT ¯x¶e.

M¶ethodes indirectes

Les m¶ethodes de tir indirectes sont bas¶ees sur l'utilisation du principe du maximum de
Pontriaguine [70] qui nous donne des conditions n¶ecessaires d'optimalit¶e du premier ordre.
Nous introduisons l'hamiltonien associ¶e au problµeme de contrôle consid¶er¶e :

H (X; u; ¸ ) = l(X; u ) + ¸ T f (X; u ):

Nous avons alors µa r¶esoudre le problµeme d'optimisation suivant, dict¶e par le principe de
Pontriaguine :

8
>>>>>>>>><

>>>>>>>>>:

_X (t) =
@H
@¸

(X (t); u(t); ¸ (t)) ; _̧(t)T = ¡
@H
@X

(X (t); u(t); ¸ (t))

X (0) = X 0; ¸ (t f ) = 0

u(t) 2 argmin
v2 U

H (X (t); v; ¸ (t))

Le point cl¶e des m¶ethodes de tir est de caract¶eriser le contrôle : u(t) 2 argmin
v2 U

H (X (t); v; ¸ (t))

comme une fonction r¶eguliµere de l'¶etatX et de l'¶etat adjoint ¸ :

u(t) = Ã(X (t); ¸ (t)) :

PosonsZ (t) = ( X (t); ¸ (t)). Nous supposons que les conditions initiales et ¯nales sur l'¶etat et
l'¶etat adjoint s'¶ecrivent sous la forme :

R(Z (0); Z (t f )) = 0 :
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En injectant cette expression dans le systµeme hamiltonien, nous obtenons un systµeme en
Z = ( X; ¸ ) : 8

<

:

_Z (t) = F (Z (t))

R(Z (0); Z (t f )) = 0
(1.2)

sachant que :F (X; ¸ ) =
µ

f (X; Ã (X; ¸ )) ; ¡
@H
@X

(X; Ã (X; ¸ ); ¸ )
¶

.

L'id¶ee est alors d'introduire la solution Z (Z0; t) du systµeme _Z (t) = F (Z (t)) associ¶e µa une
condition initiale Z (0) = Z0. Par cons¶equent,Z (Z0; t) est une solution du systµeme (1.2) si et
seulement si la condition initiale R(Z (0); Z (t f )) = 0 est v¶eri¯¶ee, ce qui revient µa trouver une
condition initiale Z0 v¶eri¯ant :

R(Z0; Z (Z0; t f )) = 0 ;

Ce type d'¶equation peut être r¶esolue par une m¶ethode de Newton.

L'un des inconv¶enients de cette m¶ethode est le problµeme de l'initialisation de l'¶etat adjoint
qui a peu de signi¯cation physique. Le domaine de convergence de la m¶ethode de tir ¶etant
petit, la marge de manoeuvre pour le choix de l'¶etat adjointest trµes restreinte.

Remarque 1.2.1. Il existe ¶egalement des m¶ethodes de tir multiple qui permettent d'am¶eliorer
la stabilit¶e de la m¶ethode de tir pr¶esent¶ee ci-dessus. L'id¶ee est de d¶ecouper l'intervalle de temps
[0; t f ] en N intervalles [t i ; t i +1 ] sur lesquels on applique une m¶ethode de tir simple en prenant
soin de respecter les conditions de recollement des solutions aux instants t i de jonction.

M¶ethodes directes

Les m¶ethodes directes consistent µa transformer le problµeme de contrôle optimal en un
problµeme d'optimisation non lin¶eaire en dimension ¯nie.

Une premiµere classe de techniques consiste µa e®ectuer unediscr¶etisation totale du problµeme
de contrôle optimal consid¶er¶e se ramenant ainsi un problµeme de programmation non lin¶eaire
classique.

Une seconde classe de techniques s'appuient sur le principede programmation dynamique
et les propri¶et¶es de la fonction valeur :

V (X 0) = inf
u2 L 1 ([0;t f ];U)

J (X 0; u)

dont on d¶emontre qu'elle est une solution de viscosit¶e d'une ¶equation d'Hamilton-Jacobi-
Bellman :

@V
@t

+ sup
u2 Um

f¡ l (X; u ) ¡
@V
@X

f (X; u )g = 0 :

Ces techniques utilisent une version discrµete du principede programmation dynamique sur
une discr¶etisation en espace et/ou en temps de cette ¶equation d'Hamilton-Jacobi-Bellman
[7, 10, 18]. Le sch¶ema aux di®¶erences ¯nies est un exemple de sch¶ema simple de discr¶etisation
permettant de r¶esoudre cette ¶equation.
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Malheureusement, malgr¶e le d¶eveloppement de techniquese±caces de discr¶etisation (grâce
µa l'utilisation de maillages adaptatifs par exemple), la complexit¶e de ces algorithmes crô³t
exponentiellement avec la dimension de l'espace d'¶etat etles rend inapplicables en grande
dimension.

Bilan

Le tableau de la ¯gure 1.2 pr¶esente une synthµese des caract¶eristiques de chaque m¶ethode.

En r¶esum¶e, pour tout problµeme oµu l'on souhaite une trµesgrande pr¶ecision num¶erique
(comme en particulier dans les problµemes issus de l'a¶erospatiale), le choix d'un m¶ethode de
tir indirecte est incontournable. Pour pallier au problµeme de l'initialisation de l'¶etat adjoint
et du domaine de convergence de la m¶ethode, des m¶ethodes combinant des m¶ethodes directes
et des m¶ethodes indirectes ont ¶et¶e ¶elabor¶ee. L'id¶ee est d'obtenir grâce aux m¶ethodes directes
une premiµere approximation de la trajectoire optimale, cequi nous donne des informations
sur l'¶etat adjoint optimal et donc des conditions d'initia lisation pour appliquer ensuite une
m¶ethode de tir indirecte.

M¶ethodes directes M¶ethodes indirectes
Mise en oeuvre simple, Connaissance a priori de la structure

sans connaissance a priori de la trajectoire optimale
Peu sensibles au choix de la Trµes sensibles au choix de la

condition initiale condition initiale
Facilit¶e de la prise en compte Di±cult¶e th¶eorique de la prise en compte

de contraintes sur l'¶etat de contraintes sur l'¶etat
Contrôles (globalement) optimaux Contrôles (localement) optimaux

en boucle ferm¶ee en boucle ouverte
Pr¶ecision num¶erique basse ou moyenne Trµes grande pr¶ecision num¶erique

E±caces en basse dimension E±caces en toute dimension
Gourmandise en m¶emoire Calculs parall¶elisables

Problµeme de minima locaux Petit domaine de convergence

Fig. 1.1 { Tableau comparatif des m¶ethodes directes et indirectes emprunt¶e µa [81]

1.3 Le calcul hybride

Les systµemes hybrides constituent un cadre math¶ematiquepour la mod¶elisation et l'¶etude
de tout ph¶enomµene constitu¶e de processus continus interagissant avec ou supervis¶es par des
processus discrets. Ils se prêtent ¶egalement bien µa la mod¶elisation de systµemes physiques
continus soumis par exemple µa de brusques variations de certaines de leurs variables. Ces
variations sont alors repr¶esent¶ees par des ¶evµenementsdiscrets.

Les applications des systµemes hybrides sont extrêmementnombreuses et vari¶ees que ce
soit en informatique, en robotique [38], pour l'¶etude de r¶eseaux de r¶egulation biologiques [80]
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ou dans bien d'autres domaines encore. Avec le d¶eveloppement rapide des systµemes automa-
tis¶es, les systµemes hybrides sont devenus une disciplineµa part entiµere de l'automatique. Une
synthµese trµes complµete de leur rôle pour la mod¶elisation, l'¶etude et la commande des systµemes
automatis¶es est pr¶esent¶ee dans [85].

Les enjeux de la th¶eorie des systµemes hybrides sont de fa»con g¶en¶erale d'apporter des so-
lutions en termes de mod¶elisation, de m¶ethodes et de performance µa de nombreux problµemes
mal trait¶es par les approches classiques.

Cette partie est une courte introduction µa la th¶eorie des systµemes hybrides. Aprµes avoir
d¶e¯ni le concept g¶en¶eral de systµeme hybride et identi¯¶e certaines classes remarquables de
ces systµemes, nous pr¶esentons le calcul hybride qui est l'outil de mod¶elisation des systµemes
complexes par les systµemes hybrides utilis¶e dans ce manuscrit.

1.3.1 D¶e¯nition des systµemes hybrides

Du fait de la richesse de leurs applications, les systµemes hybrides ont longtemps manqu¶e
d'un cadre th¶eorique uni¯¶e. Entre autres, les travaux de M.S. Branicky [15] ont permis
d'¶etablir une d¶e¯nition trµes g¶en¶erale des automates hybrides que nous utilisons maintenant
sous une forme prôche de celle propos¶ee par A. Girard [44] :

D¶e¯nition 1.3.1. Un systµeme hybride contrôl¶e est un septuple

H = ( Q; E; D; U; F ; G; R)

oµu :

1. Q est l'ensemble d¶enombrable des ¶etats discrets (ou modes).

2. E ½ Q £ Q est l'ensemble des transitions.

3. D = f Dq = q2 Qg est la collection des domaines de l'espace d'¶etat.

8q 2 Q ; Dq ½ Rn et
±

Dq6= ;

4. U = f Uq ; q 2 Qg est la collection des domaines de contrôle.
8q 2 Q ; Uq est un sous-ensemble deRm .

5. F = fF q = q2 Qg la collection des champs de vecteurs.
8q 2 Q ; f q : Dq £ Uq ! Rn

6. G = f Ge = e2 Eg est la collection des gardes de l'automate.
8e = ( q; q0) 2 E; Ge ½ Dq

7. R = f Re=e2 Eg est la collection des fonctions Reset.
8e = ( q; q0) 2 E; Re : Ge ! P (Dq0) oµu P(Dq0) d¶esigne l'ensemble des parties deDq0. On
suppose que, pour toutX 2 Ge, Re(X ) 6= ; .

A tout instant, l'¶etat d'un systµeme hybride est d¶ecrit pa r deux variables : l'une discrµete
not¶ee q(t) µa valeurs dans l'ensemble d¶enombrableQ des ¶etats discrets, la seconde continue
not¶eeX (t) µa valeurs dans l'espace des phases. Dans chaque ¶etatq 2 Q , la variable X appar-
tient au domaine Dq et son ¶evolution est soumise µa la dynamique_X (t) = f q(X (t); u(t)) du
mode consid¶er¶e sachant que la variableu prend ses valeurs dans l'ensembleUq.
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La dynamique d'un systµeme hybride est donc d¶ecrite par le couplage d'une composante
discrµete (Q; E) et d'une composante continue (D; U; F ). Ce couplage se fait par l'interm¶ediaire
des gardes du systµeme. En e®et, pour qu'une transitione du systµeme hybride puisse se pro-
duire µa un instant t, il faut que l'¶etat continu X (t) appartienne µa l'ensembleGe.

Du fait de cette d¶e¯nition, les systµemes hybrides sont g¶en¶eralement repr¶esent¶es au moyen
de graphes ou d'automates dont les ¶etats correspondent auxmodes discrets du systµeme. Dans
la suite de ce manuscrit, nous employons indi®¶eremment lestermes de systµeme hybride ou
d'automate hybride.

La classe des systµemes hybrides poly¶edraux

Les systµemes hybrides poly¶edraux sont des systµemes hybrides dont la collection de do-
maines D = f Dq = q 2 Qg forme un maillage en polyµedres de l'espace d'¶etatRn et dont la
collection de fonctions Reset v¶eri¯e :

8e 2 E; Re(X ) = f X g:

Ainsi, l'ensemble Q des ¶etats discrets du systµeme correspond µa l'ensemble d¶enombrable des
indices du maillageD. Une transition e = ( q; q0) 2 E entre deux ¶etats q et q0 est possible si
et seulement si les cellules associ¶eesDq et Dq0 ont une frontiµere en commun. Cette frontiµere
not¶eeGe est appel¶ee garde du systµeme associ¶ee µa la transitione. De plus, µa chaque transition,
la variable continue X n'est pas r¶e-initialis¶ee ce qui assure la continuit¶e de latrajectoire du
systµeme.

La sous-classe des systµemes hybrides a±nes

La sous-classe la plus connue et la plus utilis¶ee des systµemes hybrides poly¶edraux est celle
des systµemes hybrides a±nes par morceaux :

D¶e¯nition 1.3.2 (Systµeme hybride poly¶edral a±ne). Un systµeme hybride poly¶edral
a±ne est un systµeme hybride poly¶edral dont la dynamique est a±ne dans chaque ¶etat discret.

Ces systµemes sont en e®et devenus un outil pertinent et performant dans la mod¶elisation
de nombreux ph¶enomµenes physiques (en th¶eorie des circuits ¶electroniques ou en biologie par
exemple) pour deux raisons. Ils permettent tout d'abord de construire des modµeles r¶ealistes
qui pr¶eservent les caract¶eristiques fondamentales des ph¶enomµenes physique. Ensuite, par leur
relative simplicit¶e, ils rendent possible l'analyse math¶ematique et la conception d'outils algo-
rithmiques e±caces.

1.3.2 Le calcul hybride

Le calcul hybride introduit en 2001 dans [29] et d¶evelopp¶epar la suite dans [44] est une
m¶ethodologie pour l'approximation des systµemes dynamiques non lin¶eaires par des modµeles
simpli¯¶es pour lesquels nous disposons d'outils math¶ematiques et algorithmiques permettant
leur analyse.

Consid¶erons une ¶equation di®¶erentielle autonome de la forme :

_X (t) = f (X (t)) :
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Les m¶ethodes num¶eriques classiques de type Euler ou Runge-Kutta proposent traditionnelle-
ment une discr¶etisation en temps de ce type d'¶equation et fournissent une discr¶etisation des
trajectoires solutions.

L'id¶ee du calcul hybride est radicalement di®¶erente : plutôt que de chercher une approxi-
mation de la d¶eriv¶ee _X (t), nous nous int¶eressons au calcul d'une approximation du champ
non lin¶eaire f par le biais d'une discr¶etisation de l'espace d'¶etat. Le principe est le suivant : on
construit un maillage de l'espace d'¶etat sur lequel on calcule localement des approximations
a±nes du champ non lin¶eaire que l'on souhaite mod¶eliser. Le maillage associ¶e µa la dynamique
approch¶ee d¶e¯nit implicitement un systµeme hybride que l'on ¶etudie.

Le succµes de cette m¶ethode repose sur le choix des approximations dans chaque cellule du
maillage de l'espace d'¶etat. Elles doivent en e®et être su±samment ¶elabor¶ees a¯n d'obtenir
un modµele r¶ealiste qui pr¶eserve les caract¶eristiques fondamentales du systµeme initial, mais
aussi su±samment simples pour permettre l'¶etude math¶ematique et algorithmique. Dans le
contexte des systµemes non contrôl¶es autonomes, les travaux d'A. Girard ont montr¶e que le
choix d'approximants lin¶eaires dans chaque cellule du maillage r¶ealise ce compromis quelle
que soit la dimension du systµeme [44].

Les points forts du calcul hybride

L'un des premiers atouts du calcul hybride tient dans la souplesse et la simplicit¶e de sa
mise en oeuvre sans connaissance a priori et quelle que soit la dimension du systµeme que l'on
souhaite mod¶eliser. En particulier, pour la simulation des systµemes hybrides obtenus par le
biais du calcul hybride, l'astuce consiste µa ne pas pr¶ecalculer le maillage de l'espace d'¶etat et
donc µa construire l'automate hybride µa la vol¶ee.

Ensuite, un deuxiµeme atout r¶eside dans le choix des approximations a±nes dans chaque
cellule du maillage de l'espace pour lesquels des r¶esolutions formelles sont possibles. Nous vou-
lons cependant insister sur le fait que le calcul hybride ne permet pas d'obtenir des modµeles
faciles µa ¶etudier mais des modµeles pour lesquels nous disposons d'outils math¶ematiques qui
nous permettent d'aborder leur ¶etude. Lµa oµu les m¶ethodes num¶eriques demandent des ¶etudes
de stabilit¶e et de conditionnement, l'utilisation du calcul formel permet de garantir et de
d¶emontrer certaines propri¶et¶es des r¶esultats obtenus.

Nous verrons dans le chapitre 3 une application des m¶ethodes de calcul hybride aux
systµemes dynamiques avec des termes de contrôle, la di±cult¶e ¶etant le manque de r¶egularit¶e
en g¶en¶eral des fonctions de contrôle.





Premiµere partie

Mod¶elisation des systµemes de
contrôle non lin¶eaires par les

systµemes hybrides
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Cette premiµere partie est consacr¶ee µa la mod¶elisation des systµemes de contrôle non lin¶eaires
par les systµemes hybrides a±nes par morceaux.

On considµere des systµemes dynamiques non lin¶eaires de laforme :

_X (t) = f (X (t); u(t)) ;

oµu la variable u d¶esigne le contrôle, suppos¶e born¶e, exerc¶e sur le systµeme. Le but de cette
partie est de proposer une mod¶elisation qui nous permette d'approcher de maniµere satisfai-
sante le comportement (solutions, portrait de phase, trajectoires optimales) du systµeme non
lin¶eaire consid¶er¶e.

L'outil de mod¶elisation pr¶esent¶e dans ce manuscrit est la classe des systµemes hybrides
a±nes par morceaux introduite au chapitre 1. L'id¶ee est de calculer une approximation a±ne
par morceaux de la dynamique contrôl¶ee non lin¶eaire que l'on se souhaite mod¶eliser.µA par-
tir de cette approximation construite sur un maillage impli cite de l'espace ¶etat-contrôle, on
d¶e¯nit un modµele hybride contrôl¶e qui nous permet d'approcher les solutions des problµemes
de contrôle trait¶es dans les parties II et III.

Cette partie pr¶esente des m¶ethodes et algorithmes permettant de mod¶eliser tout systµeme
de contrôle non lin¶eaire par le biais des systµemes hybrides a±nes par morceaux. Le chapitre 2
est consacr¶e au calcul, puis µa l'¶etude d'une approximation a±ne par morceaux et continue d'un
systµeme dynamique contrôl¶e non lin¶eaire donn¶e. Justi¯ant la pertinence de la mod¶elisation
propos¶ee, nous y d¶etaillons une analyse de l'erreur puis de la convergence de cette approxi-
mation en fonction des hypothµeses de r¶egularit¶e choisies sur le champf . Le chapitre 3 utilise
les outils de mod¶elisation d¶evelopp¶es au chapitre 2 pourconstruire un modµele hybride a±ne
par morceaux adapt¶e aux systµemes de contrôle non lin¶eaires.





Chapitre 2

Approximation a±ne par morceaux
des systµemes non lin¶eaires

Dans ce chapitre nous nous int¶eressons µa l'approximationpar des modµeles continus, a±nes
par morceaux, des systµemes non lin¶eaires de la forme :

_X (t) = f (X (t); u(t)) ; (2.1)

oµu f est une application continue deRn £ Rm dans Rn . Par ailleurs, les contrôles admissibles
u sont des fonctions mesurables born¶ees µa valeurs dans un polytope Um de Rm .

Historiquement, la classe des systµemes a±nes par morceauxa ¶et¶e r¶eellement reconnue
comme un outil performant pour la mod¶elisation des systµemes non lin¶eaires avec l'essor de la
th¶eorie des circuits et des r¶eseaux. En e®et, un grand nombre de non lin¶earit¶es rencontr¶ees
dans les circuits ¶electriques, ont des comportements a±nes par morceaux : par exemple, les
diodes et les transistors qui sont des composants cl¶es des circuits ¶electriques, sont naturelle-
ment mod¶elis¶es par des systµemes a±nes par morceaux. Motiv¶e par le besoin de simulations
e±caces et la perspective de traiter des circuits µa grande ¶echelle, un e®ort tout particulier est
accord¶e µa la repr¶esentation e±cace des systµemes a±nes par morceaux [54, 76].

Une approche de la mod¶elisation des systµemes non lin¶eaires du type Y = g(X ) pour la
th¶eorie des circuits [20], ou _X (t) = g(X (t)) pour les systµemes di®¶erentiels ordinaires auto-
nomes [43], est bas¶ee sur le d¶ecoupage de l'espace d'¶etaten simplexes. Une approximation
a±ne par morceaux du champ non lin¶eaireg est calcul¶ee par interpolation du champ non
lin¶eaire g aux sommets du maillage [20, 43]. L'avantage de cette approche r¶eside dans la
simplicit¶e de la formulation th¶eorique, ce qui nous permet de l'appliquer facilement µa des
systµemes non lin¶eaires d¶e¯nis a priori en toute dimension.

Dans ce chapitre, nous proposons une g¶en¶eralisation de cette m¶ethode aux systµemes de
contrôle non lin¶eaires tels que le systµeme (2.1). Le principe est le suivant : on se donne un
maillage en simplexes de l'espace ¶etat-contrôleRn £ Um . Dans chaque cellule du maillage,
on construit une approximation a±ne de la forme : _X (t) = AX (t) + Bu(t) + c du champ
non lin¶eaire f , calcul¶ee par interpolation aux sommets de la cellule. Cette approximation est

27



28. Chapitre 2 : Approximation a±ne par morceaux des systµemes non lin¶eaires

ensuite d¶ecompos¶ee sous la forme canonique de Kalman [56,57] :

_X (t) =
·

A1 A2

0 A3

¸
X (t) +

·
B1

0

¸
u(t) +

·
c1

c2

¸
;

faisant ainsi apparâ³tre une partie ind¶ependante du contrôle. Le maillage, associ¶e µa la dyna-
mique par morceaux, d¶e¯nit un systµeme hybride que nous explicitons au chapitre 3.

Dans un premier temps, nous construisons une approximationa±ne par morceaux du
systµeme (2.1) par interpolation du champ de vecteurs non lin¶eairef aux sommets du maillage.
Nous d¶etaillons ensuite un nouvel algorithme permettant de mettre les systµemes a±nes locaux
sous la forme canonique de Kalman. Nous concluons ce chapitre par une ¶etude d¶etaill¶ee de
l'erreur d'interpolation, ainsi que de la convergence de l'approximation.

Certains des r¶esultats expos¶es dans les paragraphes 2.1 et 2.3, sont inspir¶es de ceux
pr¶esent¶es dans [44, chapitre 11] dans le cadre des ¶equations di®¶erentielles ordinaires auto-
nomes. Cependant, dans notre d¶emarche, les r¶esultats de [44] concernant la convergence du
sch¶ema d'approximation ne sont g¶en¶eralisables aux systµemes de contrôle non lin¶eaires que sous
des hypothµeses de r¶egularit¶e fortes sur le champf , hypothµeses rarement v¶eri¯¶ees en th¶eorie du
contrôle. Nous proposons en cons¶equence une ¶etude approfondie et adapt¶ee de la convergence
du sch¶ema en fonction de la r¶egularit¶e du champ non lin¶eaire f et de son approximation.

2.1 Calcul de l'approximation a±ne par morceaux

Soit ¢ = (¢ i ) i 2 I un maillage simplicial donn¶e de Rn £ Um , oµu I est un ensemble
d¶enombrable d'indices. Nous voulons approcher le systµeme non lin¶eaire (2.1) par un systµeme :

_X (t) = f h(X (t); u(t)) ; (2.2)

oµu f h est une approximation continue, a±ne par morceaux du champ de vecteurs f dans
l'espace ¶etat-contrôleRn £ Um .

Il existe di®¶erentes m¶ethodes de lin¶earisation par morceaux. Par exemple, dans le cas de
systµemes dynamiques autonomes :_X (t) = g(X (t)), les auteurs de [29, 43, 4] utilisent une in-
terpolation multi-dimensionnelle sur un maillage implicit e de l'espace d'¶etat, d¶e¯nissant ainsi
une approximation a±ne par morceaux dans chaque cellule (simplexe) du maillage. On peut
¶egalement lin¶eariser s¶epar¶ement chaque ¶equation du systµeme non lin¶eaire par des m¶ethodes
de fonctions implicites, comme nous l'avons d¶ejµa fait surle modµele biologique du neurone [34].

La m¶ethode pr¶esent¶ee ci-aprµes est celle de l'interpolation du champ f aux noeuds du
maillage ¢ de l'espace ¶etat-contrôle. Dans un premier temps, nous appliquons les techniques
d'interpolation pr¶esent¶ees dans [20, 44] dans le cas des systµemes ordinaires, aux systµemes
de contrôle non lin¶eaires. Nous ¶etudions ensuite les propri¶et¶es de l'approximation f h ainsi
construite.

2.1.1 Interpolation du champ de vecteurs non lin¶eaire

Dans ce paragraphe, nous voulons calculer une approximation a±ne par morceaux f h du
champ de vecteurs non lin¶eairef . Dans [20, 44], les auteurs pr¶esentent des techniques d'inter-
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polation aux sommets d'un maillage donn¶e de l'espace d'¶etat Rn , pour des dynamiques non
contrôl¶ees (i.e. ind¶ependantes de tout contrôle). Cestechniques s'¶etendent aux dynamiques
contrôl¶ees telles que (2.1), permettant ainsi le calcul d'une approximation a±ne par morceaux
par rapport µa la position X et au contrôle u.

Il su±t en e®et de consid¶erer le champf comme une fonction µa (n + m) variables : toute
application a±ne d¶e¯nie sur Rn+ m ¶etant caract¶eris¶ee de fa»con unique par sa valeur enn+ m+1
points a±nement ind¶ependants, on peut alors calculer danschaque simplexe du maillage ¢
une approximation a±ne du champ f par interpolation aux sommets.

Soit ¢ i une cellule quelconque du maillage ¢ d¶e¯nie comme l'enveloppe convexe de ses
sommets : ¢i = Conv(¾i; 1; : : : ; ¾i;n + m+1 ). On introduit f i l'approximation a±ne de f dans
la cellule ¢ i :

f i (X; u ) = A i X + B i u + ci = [ A i j B i ]
·

X
u

¸
+ ci : (2.3)

L'approximation f i est calcul¶ee par interpolation du champ de vecteursf aux sommets de la
cellule ¢ i et v¶eri¯e donc : 8j 2 f 1; : : : ; n + m + 1g; f i (¾i;j ) = f (¾i;j ), soit :

8j 2 f 1; : : : ; n + m + 1g; [ A i j B i ]¾i;j + ci = f (¾i;j ):

De ces contraintes d'interpolation, on d¶eduit les relations suivantes :

8j 2 f 1; : : : ; n + m + 1g; f (¾i;j ) ¡ f (¾i; 1) = [ A i j B i ](¾i;j ¡ ¾i; 1) (2.4)

ci = f (¾i;j ) ¡ [ A i j B i ]¾i;j (2.5)

qui vont nous permettre d'expliciter la fonction a±ne f i .

On note M i la matrice de taille (n + m) £ (n + m) form¶ee des vecteurs colonnes¾i;j ¡ ¾i; 1,
j = 2 ; : : : ; n + m + 1 et Fi la matrice de taille (n + m) £ n form¶ee des vecteurs colonnes
f (¾i;j ) ¡ f (¾i; 1), j = 2 ; : : : ; n + m + 1.

Les contraintes d'interpolation (2.4) peuvent alors s'exprimer sous forme matricielle :
Fi = [ A i j B i ]M i . De plus, par ind¶ependance a±ne des sommets du simplexe ¢i , la matrice
carr¶eeM i est inversible ; d'oµu :

[ A i j B i ] = Fi M ¡ 1
i

ci = f (¾i; 1) ¡ [ A i j B i ]¾i; 1

(2.6)

Remarque 2.1.1. La constante ci peut être calcul¶ee µa partir de n'importe quel sommet¾i;j

du simplexe¢ i . En e®et, d'aprµes la contrainte d'interpolation (2.4), on a :

8j 2 f 1; : : : ; n + m + 1g; f (¾i;j ) + [ A i j B i ]¾i;j = f (¾i; 1) + [ A i j B i ]¾i; 1:

L'approximation a±ne par morceaux f h de f est donc d¶e¯nie par :

f h(X; u ) = f i (X; u ) = A i X + B i u + ci ; si (X; u ) 2 ¢ i

et est illustr¶ee sur la ¯gure 2.1.
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Fig. 2.1 { D¶e¯nition de l'approximation a±ne par morceaux sur un maillage ¢ de l'espace
¶etat-contrôle.

2.1.2 Propri¶et¶es de l'approximation

¶Etudions maintenant les propri¶et¶es de l'approximation a±ne par morceaux f h du champ
non lin¶eaire initial f construite au paragraphe 2.1.1.

On rappelle queh d¶esigne la taille du maillage ¢ = (¢ i ) i 2 I , d¶e¯nie par :

h = sup
i 2 I

hi avec :hi = sup
x;y 2 ¢ i

kx ¡ yk ;

oµu k:k d¶enote la norme1 sur Rn+ m .

Proposition 2.1.1. f h est continue sur Rn £ Um .

Id¶ee de d¶emonstration.La continuit¶e de f h est une cons¶equence directe du fait que les
simplexes ¢i du maillage ¢ ne se chevauchent pas. En e®et, µa l'int¶erieurde toute cellule du
maillage ¢, l'approximation f h est a±ne donc continue. Il su±t donc de montrer que f h se
recolle continûment µa l'intersection de deux cellules de¢. Ce dernier point a ¶et¶e d¶emontr¶e dans
[44, proposition 11.1.3] dans le cas de l'approximation dessystµemes autonomes et s'applique
ici en dimensionn + m au champ f et au maillage ¢ de Rn £ Um .

On se donne un point X µa l'intersection de deux simplexes ¢i et ¢ j du maillage ¢.
Le point X s'¶ecrit donc comme combinaison convexe de sommets communsµa ¢ i et ¢ j . On
montre alors quef i (X ) = f j (X ), oµu f i et f j d¶esignent les champs de vecteurs a±nes locaux
associ¶es respectivement aux cellules ¢i et ¢ j , ce qui prouve la continuit¶e def h .

¤

La continuit¶e des champsf et f h nous permet d'en d¶eduire le r¶esultat suivant :

Lemme 2.1.1. f et f h sont localement born¶ees par rapport µaX , uniform¶ement par rapport
µa u sur Rn £ Um , i.e. :

8R > 0; 9CR > 0; 8(X; u ) 2 B (0; R) £ Um ; kf h(X; u )k · CR :

Si, de plus, f est born¶ee surRn £ Um , alors f h l'est aussi (avec la même borne).
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Preuve. Le premier r¶esultat du lemme 2.1.1 est une cons¶equence imm¶ediate de la conti-
nuit¶e des fonctionsf et f h sur Rn £ Um : en e®et, quel que soitR > 0, f et f h sont continues
sur le compact ¹B (0; R) £ Um et donc born¶ees sur ce compact.

On suppose maintenant que le champ initialf est born¶e surRn £ Um :

8(X; u ) 2 Rn £ Um ; kf (X; u )k · C:

Soit (X; u ) 2 Rn £ Um : il existe une cellule ¢i = Conv(¾1; : : : ; ¾n+ m+1 ) du maillage ¢ de
Rn £ Um telle que : (X; u ) 2 ¢ i . (X; u ) peut alors s'¶ecrire comme combinaison convexe des
sommets de ¢i :

9(®j ) j =1 :::n + m+1 2 [0; 1]n+ m+1 ;
n+ m+1X

j =1

®j = 1 ; (X; u ) =
n+ m+1X

j =1

®j ¾j :

L'approximation f h ¶etant a±ne dans la cellule ¢ i , on a : f h(X; u ) =
n+ m+1P

j =1
®j f h(¾j ). De plus,

d'aprµes les contraintes d'interpolation aux sommets de ¢i , on sait que : 8j = 1 ; : : : ; n + m +
1; f h(¾j ) = f (¾j ), d'oµu :

kf h(X; u )k =

°
°
°
°
°

n+ m+1P

j =1
®j f h(¾j )

°
°
°
°
°

=

°
°
°
°
°

n+ m+1P

j =1
®j f (¾j )

°
°
°
°
°

·
n+ m+1P

j =1
®j kf (¾j )k · (

n+ m+1P

j =1
®j ) C = C:

¤

Proposition 2.1.2. f h est lipschitzienne sur tout compact deRn par rapport µa X , uni-
form¶ement par rapport µa u, i.e. pour tout compact  de Rn , la restriction de f h µa  £ Um est
lipschitzienne par rapport µa X , uniform¶ement par rapport µa u :

8 b Rn ; 9L  > 0; 8(X; Y ) 2  2; 8u 2 Um ; kf h(X; u ) ¡ f h(Y; u)k · L  kX ¡ Yk :

Preuve. Soit  un compact de Rn . On introduit l'enveloppe convexe de  not¶ee Conv(), i.e.
le plus petit convexe qui contient . Puisque  est compact, Conv() l'est aussi.

Dans le cadre de dynamiques non contrôl¶ees du type :_X (t) = g(X (t)), la proposition [44,
11.1.3] garantit que l'approximation du champ g construite par interpolation sur un maillage
en simplexes (¢i ) i 2 I d'un domaine compact convexeD de l'espace d'¶etat, est continue et
lipschitzienne sur D de constanteL h = max

i 2 I
kA i k.

Appliqu¶ee au domaineConv() et au champ f , cette proposition nous permet de conclure
que l'approximation f h est L  -lipschitzienne par rapport µa X sur Conv() en posant :

L  = sup
i 2 J (Conv ())

kA i k

oµu J (Conv()) est l'ensemble des indices des cellules ¢i du maillage ¢ qui intersectent le
domaine Conv() £ Um :

J (Conv()) = f i 2 I ; ¢ i \ (Conv() £ Um )g:
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De plus Conv() £ Um est le produit cart¶esien de deux compacts respectivement de Rn et
Rm ; c'est donc un compact. On en d¶eduit alors queConv() £ Um intersecte un nombre ¯ni
de cellules du maillage ¢, soit : card J (Conv()) < + 1 . La constante de Lipschitz L  est
donc bien d¶e¯nie.

¤

Pour chaque contrôleu(:) ¯x¶e, ces propri¶et¶es assurent l'existence et l'unicit¶e d'une solution
maximale d¶e¯nie presque partout, du problµeme de Cauchy :

½ _X (t) = f h(X (t); u(t))
X (0) = X 0

Nous reviendrons plus en d¶etails sur les questions d'existence et d'unicit¶e des solutions d'un
problµeme de Cauchy en th¶eorie du contrôle au paragraphe 2.3.1.

2.1.3 Une autre approche : les fonctions implicites

Jusqu'µa pr¶esent nous avons propos¶e une m¶ethode d'approximation des dynamiques non
lin¶eaires par interpolation a±ne aux sommets d'un maillage donn¶e. Cependant, les travaux
que nous avons r¶ealis¶e concernant la mod¶elisation de l'activit¶e ¶electrique d'un neurone isol¶e
[34], nous suggµerent une autre m¶ethode : l'id¶ee essentielle est de consid¶erer chacune des
¶equations du systµeme non lin¶eaire que l'on souhaite approximer et de les lin¶eariser par mor-
ceaux s¶epar¶ement les unes des autres grâce µa leur repr¶esentation implicite. On construit ainsi
implicitement un maillage de l'espace d'¶etat, sur lequel est d¶e¯nie une approximation a±ne
par morceaux du systµeme initial.

On suppose que la fonctionf est de classeC1 sur Rn £ Um . On pose :f = ( f 1; : : : ; f n ).
Le systµeme non lin¶eaire _X (t) = f (X (t); u(t)) s'¶ecrit donc ¶egalement sous la forme :

_X i (t) = f i (X (t); u(t)) ; i = 1 ; : : : ; n;

oµu : 8t 2 R; X (t) = ( X 1(t); : : : ; X n (t)).

D'aprµes le th¶eorµeme des fonctions implicites, si la matrice jacobienne @fi
@u(x; u) est in-

versible, alors il existe une application' i : Rn ! Rm telle que, pour un r¶eel® donn¶e, on
ait :

f i (X; u ) = ® , u = ' i (X ):

La fonction r¶eelle f i est alors remplac¶ee par la fonction : (X; u ) 7! ' i (X ) + bT
i u(t), oµu bi

est un vecteur deRm . Il su±t alors d'appliquer les techniques de lin¶earisation par morceaux
d¶evelopp¶ees par [44] au champ de vecteurs scalaire' i pour en d¶eduire une approximation
a±ne par morceaux ~' i de la fonction initiale f i . On en d¶eduit alors une approximation a±ne
par morceaux du systµeme initial (2.1) d¶e¯nie de la fa»con suivante :

_X (t) = ~' (X ) + Bu(t);

en posant : B = [ b1j : : : jbn ]T et ~' = ( ~' 1; : : : ; ~' n ). ~' est une approximation a±ne par mor-
ceaux du champ de vecteurs non lin¶eaire initial (2.1).
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L'avantage de cette m¶ethode r¶eside dans le fait que l'approximation a±ne par morceaux
est g¶eom¶etriquement plus proche du champ initial que celle calcul¶ee par interpolation au
paragraphe 2.1.1, ce qui se traduit par une approximation demeilleure qualit¶e des solutions
du systµeme initial. Cependant, en grande dimension, le calcul des repr¶esentations implicites
desn ¶equations du systµeme non lin¶eaire puis l'interpolationdu champ' rendent cette m¶ethode
algorithmiquement di±cile µa mettre en oeuvre.

2.2 Transformation canonique des systµemes a±nes locaux

Pr¶ec¶edemment, nous avons propos¶e une m¶ethode d'approximation d'un champ non lin¶eaire
par une fonction a±ne par morceaux sur un maillage donn¶e. Nous nous int¶eressons maintenant
aux systµemes a±nes d¶e¯nis dans chaque cellule du maillage¢. Pour des raisons de lisibilit¶e,
nous omettons dans ce paragraphe l'indice de la cellule consid¶er¶ee. Ainsi on considµere le
systµeme de contrôle a±ne suivant :

_X (t) = AX (t) + Bu(t) + c (2.7)

oµu A est une matricen £ n et B une matrice n £ m.

Lorsque le systµeme (2.7) n'est pas de rang plein (i.e.rg([B AB : : : A n¡ 1B ]) < n ), R.E.
Kalman a mis en ¶evidence l'existence d'une partie du systµeme ind¶ependante du contrôle, dite
incontrôlable [56, 57, 58].

Th¶eorµeme 2.2.1 ([56] Structure Canonique de Kalman). Soient A et B deux matrices
r¶eelles de tailles respectivesn £ n et n £ m. Il existe une matrice r¶eelle T inversible, telle
que :

T ¡ 1AT =
·

A1 A2

0 A3

¸
T ¡ 1B =

·
B1

0

¸
;

oµu A1 est une matrice carr¶ee de dimensionr et B1 une matrice de taille r £ m en notant :
r = rg([B AB : : : A n¡ 1B ]) = rg([B1 A1B1 : : : An¡ 1

1 B1]).

Il existe de nombreux algorithmes num¶eriques qui calculent la forme canonique de Kal-
man (entre autres : Polepack [64]). Cependant l'utilisation de ces m¶ethodes avec des donn¶ees
num¶eriques en entr¶ee peut rendre inutile ce calcul. En e®et, les situations oµu les matricesA et
B sont connues de fa»con exacte, sont fr¶equentes et dans ce cas il est trµes important de pouvoir
calculer exactement le rang du systµeme a±ne consid¶er¶e a¯n d'extraire la partie incontrôlable
du systµeme. C'est pour cette raison que nous proposons ici un nouvel algorithme exact de cal-
cul de la d¶ecomposition canonique de Kalman. De surcrô³t,contrairement µa la d¶ecomposition
initiale de Kalman, la forme canonique que nous calculons, renvoie une matriceA1 presque
diagonale ce qui nous permet ult¶erieurement d'acc¶el¶erer les calculs.

Nous commen»cons par rappeler le principe de la d¶ecomposition de Kalman en termes de
d¶ecomposition de l'espace d'¶etatRn . Nous d¶ecrivons ensuite notre algorithme de calcul exact
de la forme de Kalman.

2.2.1 D¶ecomposition canonique des systµemes a±nes

Le principe de la d¶emonstration du th¶eorµeme 2.2.1 reposesur la d¶ecomposition de l'espace
d'¶etat en deux sous-espaces :W

L ¹W , sur lesquels les matricesA et B s'¶ecrivent sous la forme



34. Chapitre 2 : Approximation a±ne par morceaux des systµemes non lin¶eaires

canonique donn¶ee par le th¶eorµeme 2.2.1. Une m¶ethode classique consiste µa introduire le sous-
espace lin¶eaire :

W (A; B ) = V ect(B; AB; : : : ; A n¡ 1B );

et µa v¶eri¯er que cet espace satisfait les propri¶et¶es suivantes :

i. Im (B ) ½ W (A; B )

ii. W (A; B ) est A-invariant i.e. : 8x 2 W (A; B ); Ax 2 W (A; B ).

On d¶emontre alors le lemme suivant :

Lemme 2.2.1. W (A; B ) est le plus petit sous-espace deRn qui v¶eri¯e les propri¶et¶es i. et ii..

Preuve. L'assertion i. se d¶eduit de la d¶e¯nition de W (A; B ) ; ii. est une cons¶equence du
th¶eorµeme de Cayley-Hamilton.

Soit V un sous-espace deRn v¶eri¯ant les propri¶et¶es i. et ii.. On veut montrer que le sous-
espaceV contient n¶ecessairementW (A; B ) : W (A; B ) ½ V .
Soit y 2 W (A; B ). Par d¶e¯nition, ( B; AB; : : : ; A n¡ 1B ) est une famille g¶en¶eratrice du sous-
espaceW (A; B ) ; il existe donc (x0; : : : ; xn¡ 1) 2 (Rn )n tels que :

y = Bx 0 + ABx 1 + An¡ 1Bx n¡ 1:

On a de plus suppos¶e :Im (B ) ½ V, ce qui implique : 8i = 1 ; : : : ; n ¡ 1; Bx i 2 V . Or V est
A-invariant d'oµu : 8(i; j ) 2 [j0; n ¡ 1j]2; A j Bx i 2 V . On en d¶eduit donc :y 2 V .

¤

Il s'agit ensuite de d¶eterminer une base (v1; : : : ; vr ) du sous-espaceW (A; B ) que l'on complµete
en une baseV = ( v1; : : : ; vn ) de Rn . On choisit alors comme matriceT du th¶eorµeme 2.2.1 la
matrice de passage de la base canonique deRn µa la baseV calcul¶ee. Il reste alors µa v¶eri¯er
que T ¡ 1AT et T ¡ 1B sont bien sous forme canonique.

On note E = ( e1; : : : ; en ) la base canonique deRn . Par d¶e¯nition de la matrice de passage
T, T ¡ 1AT est la matrice A exprim¶ee dans la base canonique. On pose :

A1 A2

A3A4

v1
...
vr

vr +1
...
vn

T ¡ 1AT =

Av1 : : : Avr Avr +1 : : : Avn

.

D'aprµes la propri¶et¶e ii., W (A; B ) est A-invariant ce qui implique : 8i = 1 ; : : : ; r; Av i 2
W (A; B ) = V ect(v1; : : : ; vr ), soit : A4 = 0.
Calculons maintenant la matrice T ¡ 1B : c'est par d¶e¯nition la matrice form¶ee des vecteurs
colonnesf T ¡ 1Bei ; i = 1 ; : : : ; ng exprim¶es dans la base canonique :

T ¡ 1B = [ T ¡ 1Be1 j : : : j T ¡ 1Ben ]:

Or, d'aprµes la propri¶et¶e i., les vecteursBei 2 Im (B ) appartiennent µa l'espaceW (A; B ), soit :

8i 2 f 1; : : : ; ng; T ¡ 1Bei 2 T ¡ 1W (A; B ):
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Par construction, (v1; : : : ; vr ) est une base deW (A; B ) ; (T ¡ 1v1; : : : ; T ¡ 1vr ) est donc une base
du sous-espaceT ¡ 1W (A; B ). De plus, T est la matrice de passage de la base canoniqueE µa
la baseV, ce qui nous donne les relations suivantes :

8i 2 f 1; : : : ; ng; T ¡ 1vi = ei :

On en d¶eduit alors que la famille (e1; : : : ; er ) est une base du sous-espaceT ¡ 1W (A; B ). Tout
vecteur de T ¡ 1W (A; B ) et donc en particulier les T ¡ 1Bei , s'¶ecrivent comme combinaison
lin¶eaire desei , i = 1 ; : : : ; r dont les (n ¡ r ) derniµeres composantes sont nulles. On conclut
alors queT ¡ 1B est bien de la forme cherch¶ee.

2.2.2 Algorithmes de d¶ecomposition canonique par blocs

Nous d¶ecrivons maintenant un nouvel algorithme de calcul de la forme canonique de
Kalman. L'id¶ee est d'utiliser une version par blocs des algorithmes d'algµebre lin¶eaire, comme
cela a ¶et¶e fait dans [31]. Une telle approche nous permet d'am¶eliorer la complexit¶e alg¶ebrique
des calculs et de traiter des problµemes de plus grande dimension plus rapidement. Elle permet
en e®et non seulement un calcul exact e±cace du rang de tout systµeme lin¶eaire, mais aussi
l'utilisation de la d¶ecomposition LQUP [50, 32] (aujourd'hui aussi rapide que les routines
num¶eriques) pour e®ectuer la d¶ecomposition canonique.

Les algorithmes pr¶esent¶es ci-aprµes et r¶ealis¶es en collaboration avec C. Pernet, sont d¶ecrits
de maniµere beaucoup plus complµete dans [66]. Ils sont ¶egalement d¶ecrits dans [35, 36]. Les
preuves des algorithmes d¶ecrits dans la suite, sont donn¶ees en annexe B.

On introduit la matrice de Kalman :

K (A; B ) = [ B j AB j : : : j An¡ 1B ]:

L'algorithme de base du calcul de la forme de Kalman consisteµa d¶ecomposer la matrice
K (A; B ) via une ¶elimination de Gauss, de fa»con µa faire apparâ³tre une base de l'espace
W (A; B ) d¶e¯ni pr¶ec¶edemment. On en d¶eduit alors la matrice de transformation T du th¶eorµeme
2.2.1 ainsi que l'expression du systµeme a±ne consid¶er¶e sous forme canonique.

D'aprµes une id¶ee de G. Villard [83], la complexit¶e de cet algorithme de base peut être
am¶elior¶ee d'un facteurn en utilisant l'algorithme rapide de Keller-Gehrig [59] ; le calcul de
la matrice K (A; B ) ¶etant trµes coûteux, l'id¶ee est de traiter virtuellement K (A; B ) et de ne
jamais la calculer explicitement. L'algorithme de calcul de la forme de Kalman se d¶ecompose
alors en deux ¶etapes :

1. D¶e¯nir une matrice K , appel¶eematrice compress¶ee de Krylov, calcul¶ee en s¶electionnant
au plus n colonnes ind¶ependantes deK .

2. Calculer la forme de Kalman en utilisant K .

La complexit¶e alg¶ebrique de cet algorithme est alors enO(n! log n) oµu ! d¶esigne l'exposant
intervenant dans la complexit¶e du produit matriciel ; les travaux de D. Coppersmith et S.
Winograd [22] ont montr¶e que cet exposant est compris entre2 et 2,3755. Th¶eoriquement, le
meilleur algorithme connu a un exposant prôche de 2,3755 ; les algorithmes classiques utili-
sables ont une complexit¶e enO(n3) ou O(nlog27).
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Aprµes avoir d¶etaill¶e le calcul de la forme de Kalman par l'algorithme de Keller-Gehrig,
nous pr¶esentons un second algorithme bas¶e sur d'autres techniques de calcul du polynôme
caract¶eristique pr¶esent¶ees dans [33]. Bien que la complexit¶e de ce second algorithme ne soit
qu'en O(n3), celui-ci se r¶evµele plus rapide en pratique.

Remarque 2.2.1. Dans la suite, on note r le rang de la matrice de KalmanK (A; B ) de
taille n £ nm. On a donc n¶ecessairement :r · n.

a. Calcul de la forme de Kalman en utilisant l'algorithme de Kell er-Gehrig

D¶e¯nition de la matrice compress¶eeK de Krylov.
La premiµere ¶etape de l'algorithme est de calculer la matrice compress¶eeK de Krylov. C'est
une matrice de taille r £ n obtenue en s¶electionnantr colonnes ind¶ependantes dansK (A; B ).
Le principe du calcul deK est le suivant : on introduit les vecteurs colonnesbi , i = 1 ; : : : ; m,
de la matrice B : B = [ b1 j : : : j bm ] et on considµere la matrice de KrylovK engendr¶ee par
ces vecteurs :

K = [ b1j : : : jAn¡ 1b1j : : : jbm j : : : jAn¡ 1bm ]:

La matrice K correspond µa l'ordre de ses vecteurs colonnes prµes µa la matrice de Kalman
K (A; B ) et est donc de même rang. Le calcul de la matrice compress¶ee est bas¶ee sur l'obser-
vation suivante : si un vecteur colonneA i bj est lin¶eairement d¶ependant de tous les vecteurs
colonnes le pr¶ec¶edant dansK , alors n¶ecessairement les it¶er¶eesAkbj (k > i ) de ce vecteur le
sont ¶egalement. Par cons¶equent,K peut s'¶ecrire sous la forme :

K = [ b1j : : : jAd1 b1j : : : jbpj : : : jAdp bp]; (2.8)

oµudi 2 f 0; : : : ; ng est la plus grande puissance deA, telle que le vecteurAdi bi soit lin¶eairement
ind¶ependant de tous les vecteurs colonnes le pr¶ec¶edant dans K .

Comme le montre la ¯gure 2.2, la matrice compress¶eeK est construite au fur et µa mesure,
en parcourant les vecteurs colonnes de la matriceK : la matrice K est initialis¶ee µa [b1]. On
ajoute ensuite successivement les puissancesA i b1 de b1, tant que le rang du systµeme triangul¶e
augmente de un µa chaque it¶eration. Si le rang n'augmente pas, cela signi¯e que nous avons
trouv¶e une it¶er¶eeAd1+1 b1 lin¶eairement d¶ependante des pr¶ec¶edentes. La matriceK est alors
r¶e-initialis¶ee µa [b1; : : : ; Ad1 b1] et on lui applique le même processus, en parcourant la liste des
it¶er¶eesA i b2 pour i 2 f 1; : : : ; n ¡ 1g. L'algorithme se termine quand le rang du systµeme est
¶egal µan, ou alors quand la liste des vecteurs colonnes deK a ¶et¶e entiµerement parcourue.

µA chaque it¶eration, on e®ectue une ¶elimination de Gauss sur un systµeme triangul¶e plus un
vecteur, soit un coût enO(n2) op¶erations. ¶Etant donn¶e qu'on e®ectue autant d'it¶erations qu'il
y a de colonnes lin¶eairement ind¶ependantes, la complexit¶e totale est enO((r + m)n2). Cet
algorithme am¶eliore donc d¶ejµa la complexit¶e du calcul de la forme de Kalman d'un facteurn
par rapport aux m¶ethodes classiques oµu la matriceK (A; B ) est complµetement calcul¶ee.

Calcul de la matrice compress¶eeK par l'algorithme de Keller-Gehrig.
La complexit¶e de l'algorithme pr¶ec¶edent peut encore être am¶elior¶ee en utilisant l'algorithme
de Keller-Gehrig. Le calcul de la matriceK est bas¶e sur les remarques suivantes :
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Fig. 2.2 { Principe de base de calcul de la matrice compress¶ee de Krylov

{ Une ¶elimination de Gauss par blocs permet de connâ³tre laposition des colonnes lin¶eaire-
ment ind¶ependantes dans une matrice donn¶ee. Keller-Gehrig a introduit une ¶elimination
dite step-form avec une complexit¶e enO(n! ) [59].

{ Il est possible de calculer toutes les it¶er¶ees de la matrice B en seulementO(n! log2n)
op¶erations. On calcule, en e®et, les it¶er¶ees carr¶ees dela matrice A, i.e. les matrices :

A; A 2; : : : ; A2i
; : : : ; A2[log 2n ]¡ 1

Ainsi, toutes les it¶er¶ees d'un vecteur colonneb donn¶e de B sont calcul¶ees grâce au
sch¶ema suivant :

V0 = b; Vi +1 = [ Vi jA2i
Vi ]:

Nous pouvons alors construire un algorithme de calcul de la matrice compress¶ee de Krylov,
inspir¶e sur l'algorithme de Keller-Gehrig :

1. On pose :V0 := B ;

2. Pour i variant de 0 µa (log2n) ¡ 1,

(a) Calculer le produit A2i
Vi , soit O(n! ) op¶erations.

(b) Former la matrice Wi obtenue en intercalant les colonnes deVi et de A2i
Vi , de

fa»con µa avoir, dans l'ordre, les it¶er¶ees deb1, puis celles deb2 et ainsi de suite.

(c) Former la matrice Vi +1 , obtenue en s¶electionnant par l'¶elimination de Gauss par
blocs, les colonnes lin¶eairement ind¶ependantes deWi , soit O(n! ) op¶erations.

Remarque 2.2.2. L'¶etape (b) de l'algorithme d¶ecrit ci-dessus, n'est pas n¶ecessaire pour le
calcul de la forme de Kalman. Le fait de r¶eordonner les vecteurs colonnes µa chaque it¶eration,
nous permet seulement d'obtenir des blocs de matrices compagnons dans la forme de Kalman,
ce qui est utile pour le calcul du polynôme caract¶eristique [66].
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Cet algorithme calcule donc la matrice compress¶ee de Krylov de la matrice de KalmanK (A; B )
en [log2 n] it¶erations i.e. en seulementO(n! log2 n) op¶erations.

Calcul de la forme de Kalman
La derniµere partie de l'algorithme consiste µa retrouver la matrice de transformation T du
th¶eorµeme 2.2.1. Par construction, lesr vecteurs colonnes de la matrice compress¶eeK forment
une base du sous-espaceA-invariant W (A; B ). L'id¶ee est maintenant de compl¶eter cette base
en une base de l'espace tout entier.

La matrice T s'obtient en compl¶etant la matrice K en une matrice inversible selon la
technique utilis¶ee dans [33, th¶eorµeme 2.1] : on calcule la factorisation LUP de la matrice K

T
:

K
T

= L
£

U1 U2
¤

P:

oµuL est une matricer £ r triangulaire inf¶erieure par blocs,U1 est une matricer £ r triangulaire
sup¶erieure inversible etP est une permutation d'ordre n. On remplace ensuite la matrice

U =
£

U1 U2
¤

par la matrice inversible
·

U1 U2

0 I n¡ r

¸
et la matrice L par

·
L 0
0 I n¡ r

¸
, ce

qui nous donne la matrice inversible cherch¶ee :

TT =
·

L 0
0 I n¡ r

¸ ·
U1 U2

0 I n¡ r

¸
P =

·
K PT

·
0

I n¡ r

¸ ¸ T

;

et la d¶ecomposition canonique de Kalman (cf algorithme 1).
On obtient alors le r¶esultat suivant (d¶emontr¶e en annexeB, paragraphe B.1.2) :

Th¶eorµeme 2.2.2. Soient A 2 M n;n (R) et B 2 M n;m (R). L'algorithme 1 est correct et
n¶ecessiteO(n! log n) op¶erations arithm¶etiques en utilisant la compression deKeller-Gehrig.

b. Calcul de la forme de Kalman par l'algorithme LU-Krylov

L'algorithme pr¶esent¶e ci-aprµes et inspir¶e de l'algorithme 2.2 de [33], calcule une matrice
eK (qui n'est pas une matrice compress¶ee de Krylov) mais qui joue le même rôle queK pour
le calcul de la matrice de passageT cherch¶ee.

Cet algorithme repose ¶egalement sur le calcul des it¶er¶ees de Krylov et autant que possible
sur le produit matriciel. Les it¶er¶ees de Krylov ¶etant calcul¶ees µa partir de produits matrice-
vecteur, la complexit¶e est enO(n3). Toutefois cet algorithme se r¶evµele plus rapide en pratique
que celui de Keller-Gehrig pour le calcul du polynôme caract¶eristique [33] et donc a fortiori
pour celui de la forme de Kalman.

La matrice de passageT est obtenue alors par le même proc¶ed¶e que pr¶ec¶edemmenten
posant :

T =
·

eK PT
·

0
I n¡ r

¸ ¸

et l'algorithme 1 s'applique alors de la même fa»con. On d¶emontre en annexe B, paragraphe
B.2.2 le r¶esultat suivant :

Th¶eorµeme 2.2.3. Soit A une matrice n £ n et B une matrice n £ m. L'algorithme 1 de calcul
de la forme de Kalman est correct et n¶ecessiteO(n3) op¶erations en utilisant l'algorithme 2.
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Algorithme 1 Forme de Kalman par blocs
Donn¶ees : A une matrice n £ n, B une matrice n £ m, d¶e¯nies sur un corps
Sortie : r; T; A 1; A2; A3; B1 (cf th¶eorµeme 2.2.1)

1: (K; r ) = CompressedKrylovMatrix (A; B ) f par l'algorithme de Keller-Gehrigg
2: si (r=n) alors
3: Renvoyer (n; Id; A; ; ; ; ; B )
4: sinon
5: (L; [U1U2]; P) = LUP( K

T
)

6: T =
·

K PT
·

0
I n¡ r

¸ ¸

7: B1 = L ¡ T U¡ T
1 PB

8: A0 = PAT PT =
·

A0
11 A0

12
A0

21 A0
22

¸

9: C1 = L ¡ T U¡ T
1 A0

12 ; C2 = A0
22 ¡ UT

2 U¡ T
1 A0

12
10: pour tout j faire
11: Soit t j les indices des colonnes dansK de la derniµere it¶er¶eel j du j µeme bloc.
12: mj = l j L ¡ 1

1:::t j ;1:::t j

13: ¯n pour
14: Construire la matrice polycyclique H en pla»cant chaque vecteur colonnemj µa l'indice

de colonnet j et en ajoutant 1 sur la sous-diagonale de toutes les autres colonnes.
15: Renvoyer (r; T; H; C 1; C2; B1)
16: ¯n si

Remarque 2.2.3. En comparant les algorithmes 1 et 2, on s'aper»coit que la derniµere ¶elimina-
tion dans l'algorithme 2 correspond µa la premiµere ¶elimination dans l'algorithme 1. L'id¶ee est
donc de fusionner les deux algorithmes a¯n d'¶eviter les op¶erations inutiles. On calcule ainsi
simultan¶ement la matrice compress¶ee et la forme de Kalman.La complexit¶e reste cependant
en O(n3). L'algorithme complet est d¶etaill¶e dans [66].

En conclusion, l'impl¶ementation et la preuve constructive de la d¶ecomposition de Kalman
sont bas¶ees sur la factorisation LQUP et le calcul matriciel par blocs. Le recours aux primitives
BLAS (Basic Linear Algebra Subroutines), même pour des calculs symboliques [32], nous
permet d'am¶eliorer le temps de calcul et de concurrencer les performances num¶eriques.

2.2.3 Transformation locale du systµeme

Revenons maintenant au systµeme a±ne par morceaux :_X (t) = f h(X (t); u(t)) d¶e¯ni au
d¶ebut de ce chapitre. D'aprµes le th¶eorµeme de Kalman, dans toute cellule ¢ i du maillage
de l'espace ¶etat-contrôle, le systµeme a±ne associ¶e :_X (t) = A i X (t) + B i u(t) + ci peut être
remplac¶e par un systµeme a±ne canonique de la forme :

_Y(t) =
·

A i; 1 A i; 2

0 A i; 3

¸
Y (t) +

·
B i; 1

0

¸
u(t) +

·
ci; 1

ci; 2

¸
; (2.9)

en posant : T ¡ 1
i ci = [ ci; 1 j ci; 2 ]T et en e®ectuant le changement de variable d'¶etat :

Y (t) = T ¡ 1
i X (t), oµu Ti est la matrice de passage du th¶eorµeme 2.2.1.
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Algorithme 2 Matrice de passage de Kalman par LU-Krylov
Donn¶ees : A une matrice n £ n, B une matrice n £ m d¶e¯nies sur un corps
Sortie : ( eK; rang ( eK ))

1: S¶electionner la premiµere colonneb de B .

2:

½
K 1 =

£
b Ab A2b : : :

¤

(L; [U1jU2]; P) = LUP(K T
1 ); r1 = rang( K 1)

f La matrice K 1 est calcul¶ee µa la vol¶ee : on calcule ainsi au plus 2r1 colonnes. La matrice
U1 est de taille r1 £ r1.g

3: si (r1 = n) alors
4: Renvoyer (K 1; r1)
5: sinon

6: A0 = PAP T =
·

A0
11 A0

12
A0

21 A0
22

¸
oµu A0

11 est r1 £ r1.

7: AR = A0
22 ¡ UT

2 U¡ T
1 A0

12
f La matrice AR est appel¶eecompl¶ement de Schurde A0

11 dans A.g

8: B 0 =
·

L ¡ T U¡ T
1 0

¡ UT
2 U¡ T

1 I

¸
PB

9: Calculer la matrice de permutation Q telle que B 0Q =
·
X Y
0 BR

¸

10: Appel r¶ecursif de (K 2; r2) = LUCKM(AR ; BR )

11: eK =
·

K 1 PT
·

0
K 2

¸ ¸

12: Renvoyer ( eK; r 1 + r2)
13: ¯n si

De plus, toute matrice Ti est associ¶ee µa une cellule ¢i donn¶ee du maillage ¢. Cette
remarque signi¯e en particulier qu'il n'est pas possible ded¶e¯nir une approximation a±ne
par morceaux canonique du champ non lin¶eaire initialf .
En e®et, le changement de variable induit par le th¶eorµeme de Kalman dans chaque cellule ¢i
du maillage, s'¶ecrit :

·
Y
u

¸
= ~Ti

·
X
u

¸
en posant : ~Ti =

·
T ¡ 1

i 0
0 I m

¸
: (2.10)

Comme le montre l'exemple 2.2.1, sauf cas particuliers (lesmatrices ~Ti sont par exemple
toutes identiques), la famille ( ~Ti ¢ i ) i 2 I n'est pas un maillage deRn £ Um .

Exemple 2.2.1. On se place dans le cas oµun = 2 et m = 1 . Le but de cet exemple est de
montrer qu'on ne peut en g¶en¶eral pas d¶e¯nir de fonction a±ne par morceaux canonique.
Consid¶erons deux cellules adjacentes¢ 1 et ¢ 2 d'un maillage suppos¶e de l'espace ¶etat-contrôle
R2 £ [0; 1] :

¢ 1 = Convf (0; 0; 0); (1; 0; 0); (1; 1; 0); (1; 0; 1)g;
¢ 2 = Convf (0; 0; 0); (0; 1; 0); (1; 1; 0); (1; 0; 1)g;

sur lesquelles on d¶e¯nit une fonctionf h continue, a±ne par morceaux v¶eri¯ant les contraintes
d'interpolation du paragraphe 2.1 :

f h(X; u ) =
½

f 1(X; u ) si (X; u ) 2 ¢ 1

f 2(X; u ) si (X; u ) 2 ¢ 2
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avec : f 1(X; u ) =
·

1 0
1 1

¸
X +

·
0
1

¸
u et f 2(X; u ) =

·
0 1
2 0

¸
X +

·
1
0

¸
u.

L'id¶ee est alors de calculer les matrices de changement de variable ~T1 et ~T2 induite par
la d¶ecomposition de Kalman, respectivement dans les cellules ¢ 1 et ¢ 2. On en d¶eduit alors
des fonctions a±nes canoniques d¶e¯nies sur les images respectives ~T ¡ 1

1 ¢ 1 et ~T ¡ 1
1 ¢ 1 de ¢ 1 et

¢ 2. Pour pouvoir d¶e¯nir une nouvelle fonction a±ne par morceaux, il faudrait que les cellules
~¢ 1 = ~T ¡ 1

1 ¢ 1 et ~¢ 2 = ~T ¡ 1
2 ¢ 2 soient ou bien d'intersection vide, ou bien adjacentes.

{ Le systµeme _X (t) = f 2(X; u ) est d¶ejµa sous forme canonique. Il est donc inutile de calculer
la d¶ecomposition de Kalman de ce systµeme et on a :

~T2 =
·

I 2 0
0 1

¸
= I 3 et ~¢ 2 = ¢ 2:

{ La matrice de Kalman associ¶ee au systµeme_X (t) = f 1(X; u ) est ¶egale µa :K 1 =
·

0 0
1 1

¸

et est de rang1; on e®ectue alors le calcul de la d¶ecomposition canonique du systµeme,
ce qui nous donne :

~T1 =

2

4
0 1 0
1 0 0
0 0 1

3

5 et ~¢ 1 = Conv((0; 0; 0); (0; 1; 0); (1; 1; 0); (0; 1; 1)):

La ¯gure 2.2.1 montre que les int¶erieurs des simplexes~¢ 1 et ~¢ 2 sont d'intersection non vide,
ce qui interdit la d¶e¯nition d'un maillage contenant ces deux cellules.

Fig. 2.3 { Les cellules ¢1 et ¢ 2 (µa gauche) et leurs images aprµes transformation canonique
(µa droite)

2.3 Convergence du sch¶ema d'interpolation

Dans les paragraphes pr¶ec¶edents, nous avons d¶evelopp¶edes outils pour l'approximation de
champs de vecteurs non lin¶eaires par des fonctions a±nes par morceaux. Nous nous int¶eressons



42. Chapitre 2 : Approximation a±ne par morceaux des systµemes non lin¶eaires

maintenant µa l'¶evaluation de l'erreur d'interpolation c ommise ainsi qu'µa la convergence de l'ap-
proximation.

Concernant l'approximation des solutions de systµemes nonlin¶eaires autonomes du type :
_x(t) = g(x(t)), les travaux d'A. Girard [44] proposent une ¶etude d¶etaill¶ee de l'erreur d'ap-
proximation sur un domaine D de l'espace d'¶etat sous certaines hypothµeses de r¶egularit¶e de
la fonction g. Par exemple sig est lipschitzienne surD , l'erreur d'interpolation est d'ordre
O(h) et est donc lin¶eaire en la tailleh du maillage. En faisant des hypothµeses suppl¶ementaires
sur g, on montre que l'approximation est d'ordre sup¶erieur (cf [44, chapitre 11]).

En th¶eorie du contrôle, du fait du manque de r¶egularit¶e du contrôle, de telles hypothµeses de
r¶egularit¶e sur le champ de vecteurs non lin¶eaire sont di±ciles µa obtenir : une fois le contrôle
u(:) ¯x¶e, tout systµeme de contrôle : _X (t) = g(X (t); u(t)) peut s'¶ecrire sous la forme d'un
systµeme di®¶erentiel ordinaire non autonome :

_X (t) = G(t; X (t)) ; (2.11)

en posant : 8t ¸ 0; G(t; X (t)) = g(X (t); u(t)). Le contrôle u(:) ¶etant suppos¶e seulement
mesurable, la continuit¶e même du champG : (t; X ) 7! g(X; u (t)) n'est donc pas garantie.

Nous commen»cons donc notre ¶etude par une mise au point sur les di®¶erentes hypothµeses de
r¶egularit¶e choisies sur la fonctionf . Selon chacune de ces hypothµeses, nous ¶etudions ensuite
l'erreur d'interpolation due au sch¶ema d'approximation pr¶esent¶e au paragraphe 2.1. Nous
terminons par des r¶esultats de convergence des solutions du systµeme a±ne par morceaux vers
les solutions du systµeme non lin¶eaire.

2.3.1 Choix des hypothµeses de r¶egularit¶e

Le choix de ces hypothµeses est li¶e µa l'application du th¶eorµeme Cauchy-Lipschitz µa la th¶eorie
du contrôle. Pour des systµemes du type : _x(t) = g(x(t)), le th¶eorµeme classique a±rme l'exis-
tence et l'unicit¶e d'une solution maximale d¶e¯nie presque partout pourvu que la fonction g
soit continue et localement lipschitzienne par rapport µax. En th¶eorie du contrôle, il s'agit,
pour un contrôle u(:) ¯x¶e, de v¶eri¯er que la fonction ( t; x ) ! f (x; u(t)) satisfait ces hypothµeses.

La premiµere chose µa faire est donc d'¶enoncer une version g¶en¶erale du th¶eorµeme de Cauchy-
Lipschitz, adapt¶ee µa la th¶eorie du contrôle. Ce problµeme a ¶et¶e trait¶e de fa»con trµes complµete
dans [74, appendice C] et [81, chapitre 11]. Nous en rappelons ici les ¶el¶ements essentiels
n¶ecessaires µa notre ¶etude.

D¶e¯nition du problµeme de Cauchy

Comme nous l'avons remarqu¶e en introduction du paragraphe2.3, pour un contrôle u(:)
¯x¶e, le systµeme non lin¶eaire (2.1) peut s'¶ecrire sous laforme d'un systµeme di®¶erentiel ordinaire
non autonome en introduisant la fonction F : R £ Rn ! Rn d¶e¯nie par la relation :

8t ¸ 0; F (t; X (t)) = f (X (t); u(t)) :

On peut alors d¶e¯nir un nouveau problµeme de Cauchy :
½ _X (t) = F (t; X (t))

X (0) = X 0
: (2.12)
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Une solution de ce problµeme est un couple (J; X (:)) oµu J est un intervalle de R contenant
0 et X (:) est une fonction continue, d¶erivable par morceaux surJ , v¶eri¯ant (2.12) presque
partout sur J . On a alors le th¶eorµeme suivant :

Th¶eorµeme 2.3.1 ([81, th 11.1.1] Th¶eorµeme de Cauchy-Lipschitz). On suppose que la
fonction F : R £ Rn ! Rn v¶eri¯e les hypothµeses suivantes :

1. F est localement lipschitzienne par rapport µaX au sens suivant :

8X 2 Rn ; 9r > 0; 9k 2 L 1
loc(R; R+ );

8t 2 R; 8(X 1; X 2) 2 B (X; r )2; kF (t; X 2) ¡ F (t; X 1)k · k(t) kX 2 ¡ X 1k ;

2. F est localement int¶egrable par rapport µat, i.e. :

8X 2 Rn ; 9¯ 2 L 1
loc(R; R+ ); 8t 2 R; kF (t; X )k · ¯ (t):

Alors, pour toute donn¶ee initiale (t0; X 0) 2 R £ Rn , il existe une unique solution maximale
du problµeme de Cauchy (2.12).

De plus, sous les hypothµeses du th¶eorµeme 2.3.1, la solution du problµeme de Cauchy
consid¶er¶e peut s'¶ecrire de fa»con ¶equivalente sous forme int¶egrale :

8t 2 J; X (t) = X 0 +
Z t

0
F (s; X (s))ds = X 0 +

Z t

0
f (X (s); u(s))ds: (2.13)

Choix des hypothµeses sur f

Le problµeme est maintenant de choisir des hypothµeses sur la fonction f de fa»con µa ce que,
pour un contrôle admissible u ¯x¶e, la fonction F : (t; X ) 7! f (X; u (t)) associ¶ee v¶eri¯e les
conditions du th¶eorµeme 2.3.1.

D'aprµes la d¶e¯nition du problµeme de contrôle non lin¶eaire, le champ de vecteursf est
suppos¶e continu surRn £ Um . En particulier, pour tout X 2 Rn ¯x¶e, f (X; : ) est continue sur
le compact Um , ce qui implique qu'elle est born¶ee (et atteint ses bornes)sur Um :

8X 2 Rn ; 9M X > 0; 8u 2 Um ; kf (X; u )k · M X : (2.14)

On peut alors en d¶eduire que la fonctionF : (t; X ) 7! f (X; u (t)) est localement int¶egrable
par rapport µa t. En e®et, grâce µa l'in¶egalit¶e (2.14), on majorekF (t; X )k par la constante M X

ind¶ependante du temps et donc localement int¶egrable surR :

8X 2 Rn ; 8t 2 R; kF (t; X )k = kf (X; u (t))k · M X :

Par cons¶equent, l'hypothµese cl¶e du th¶eorµeme 2.3.1 estl'hypothµese 1. µA partir de maintenant,
nous allons donc consid¶erer di®¶erents jeux d'hypothµeses sur la r¶egularit¶e de la fonction f
permettant de v¶eri¯er les conditions du th¶eorµeme de Cauchy-Lipschitz :

Hypothµese a f : Rn £ Um ! Rn est L a-lipschitzienne sur Rn £ Um , au sens oµu :

8((X 1; u1); (X 2; u2)) 2 (Rn £ Um )2; kf (X 2; u2) ¡ f (X 1; u1)k · L a[kX 2 ¡ X 1k+ ku2 ¡ u1k]



44. Chapitre 2 : Approximation a±ne par morceaux des systµemes non lin¶eaires

Hypothµese b f est continue, globalementL b-lipschitzienne par rapport µa X , uniform¶ement
par rapport µa u, i.e. :

8u 2 Um ; 8(X 1; X 2) 2 (Rn )2; kf (X 2; u) ¡ f (X 1; u)k · L b kX 2 ¡ X 1k :

Hypothµese c f est de classeC1 sur Rn £ Um .

Hypothµese d f est continue, lipschitzienne sur tout compact par rapport µa X , uniform¶ement
par rapport µa u i.e. :

8 b Rn ; 9L  > 0; 8(X 1; X 2) 2  2; kf (X 2; u) ¡ f (X 1; u)k · L  kX 2 ¡ X 1k :

On remarque alors que ces quatre hypothµeses forment un enchâ³nement logique :

Hypothµese a) Hypothµese b) Hypothµese d
Hypothµese c) Hypothµese d

La premiµere s¶erie d'implications ne pose aucun problµeme. La seconde, moins imm¶ediate, est
une cons¶equence du lemme suivant :

Lemme 2.3.1. Si f est de classeC1 sur Rn £ Um , alors f est lipschitzienne sur tout compact
par rapport µa X , uniform¶ement par rapport µa u.

Preuve. Soient  un compact de Rn et u 2 Um . Par hypothµeses, la fonctionf est de classe
C1 sur Rn £ Um . Par cons¶equent, sa d¶eriv¶ee partielle@f

@X(:; u) est continue sur Rn et donc en
particulier sur le compact . On en d¶eduit alors qu'elle est born¶ee sur  :

9L  > 0; 8 ~X 2  ;

°
°
°
°

@f
@X

( ~X; u )

°
°
°
° · L  :

Grâce µa l'in¶egalit¶e des accroissements ¯nis [19, th 3.3.2.], on peut conclure :

8(X 1; X 2) 2  2; kf (X 2; u) ¡ f (X 1; u)k · L  kX 2 ¡ X 1k :

¤

Ainsi dans la suite, il su±t donc de d¶emontrer les r¶esultats de convergence selon l'hypothµese
d pour qu'ils soient vrais selon les hypothµeses a, b et c. En particulier, les conditions du
th¶eorµeme 2.3.1 sont v¶eri¯¶ees quelle que soit l'hypothµese consid¶er¶ee.

2.3.2 Calcul de l'erreur d'interpolation

Nous nous int¶eressons maintenant au calcul de l'erreur d'interpolation de l'approximation
f h construite au paragraphe 2.1 en fonction de la r¶egularit¶edu champ de vecteurs initial f .

La m¶ethode est la suivante : nous ¶evaluons dans un premier temps l'erreur d'interpolation
commise au niveau d'une cellule ¢q0 du maillage ¢ de l'espace ¶etat-contrôle Rn £ Um . Si
l'erreur ainsi calcul¶ee ne d¶epend pas de la cellule ¢0q, alors nous en d¶eduisons l'erreur d'in-
terpolation globale sur Rn £ Um ; nous obtenons sinon une ¶evaluation de l'erreur sur tout
compact  £ Um de l'espace ¶etat-contrôle.
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Proposition 2.3.1 (Erreur d'interpolation).

i. Si f est L a-lipschitzienne sur Rn £ Um (hypothµese a), alors [44, proposition 11.1.1] :

sup
(X;u )2 Rn £ Um

kf (X; u ) ¡ f h(X; u )k ·
4L a(n + m)
n + m + 1

h:

ii. Si f est de classeC1 sur Rn £ Um (hypothµese c), alors pour tout compact de Rn , il
existe L  > 0, tel que :

sup
(X;u )2  £ Um

kf (X; u ) ¡ f h(X; u )k ·
4L  (n + m)
n + m + 1

h;

en posant :L  = max
q02 I=¢ q0\ ( £ Um )6= ;

Ã

sup
(X;u )2 ¢ q0

kDf k

!

.

Preuve. Cette d¶emonstration repose sur l'¶evaluation de l'erreurd'interpolation commise
au niveau d'une cellule ¢q0 du maillage ¶etat-contrôle. Commen»cons donc par faire le point
sur les propri¶et¶es def dans ¢q0 :

{ Si f v¶eri¯e l'hypothµese a, alors on a :

8((X 1; u1); (X 2; u2)) 2 ¢ q0; kf (X 2; u2) ¡ f (X 1; u1)k · L a [kX 2 ¡ X 1k + ku2 ¡ u1k] :

{ Si f v¶eri¯e l'hypothµese c, alors sa di®¶erentielleDf existe et est continue surRn £ Um

et donc en particulier sur le compact¢ q0. Elle est donc born¶ee sur¢ q0 :

9L ¢ q0 > 0; 8(X; u ) 2 ¢ q0; kDf (X; u )k · L ¢ q0:

Grâce µa l'in¶egalit¶e des accroissements ¯nis, on d¶eduit :

8((X 1; u1); (X 2; u2)) 2 ¢ q0; kf (X 2; u2) ¡ f (X 1; u1)k · L ¢ q0 [kX 2 ¡ X 1k + ku2 ¡ u1k] :

Dans la suite de la d¶emonstration, on utilise la notationL pour d¶esignerL a (resp. L ¢ q0) si f
v¶eri¯e l'hypothµese a (resp. l'hypothµese c).

Calcul de l'erreur d'interpolation au niveau d'une cellule du maillage ¢
Soit q0 un indice du maillage ¢. On note :

¾1 = ( X 1; u1); : : : ; ¾n+1 = ( X n+1 ; un+1 )

les sommets de la cellule ¢q0 associ¶ee. Soit (X; u ) un point quelconque de ¢q0 ; (X; u ) s'exprime
donc comme combinaison convexe des sommets¾i de ¢ q0, i.e. :

9(®i ) i =1 :::n + m+1 2 [0; 1]n+ m+1 ;
n+ m+1X

i =1

®i = 1 et ( X; u ) =
n+ m+1X

i =1

®i (X i ; ui ):

On choisit maintenant un indice k0 2 f 1; : : : ; n + m + 1g tel que : ®k0 ¸ 1
n+ m+1 . ¶Evaluons la

distance def (X; u ) µa f h(X; u ) :

kf (X; u ) ¡ f h(X; u )k · k f (X; u ) ¡ f h(X k0 ; uk0 )k + kf h(X k0 ; uk0 ) ¡ f h(X; u )k :
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Or, par construction, en tout noeud ¾du maillage ¢ : f (¾) = f h(¾). D'oµu :

kf (X; u ) ¡ f h(X k0 ; uk0 )k = kf (X; u ) ¡ f (X k0 ; uk0 )k

· L [kX ¡ X k0 k + ku ¡ uk0 k]

· 2L(1 ¡ ®k0 )h:
et

kf h(X k0 ; uk0 ) ¡ f h(X; u )k ·
n+ m+1P

p=1
®p kf h(X k0 ; uk0 ) ¡ f h(X p; up)k

·
n+ m+1P

p=1
®p kf (X k0 ; uk0 ) ¡ f (X p; up)k

· L
n+ m+1P

p=1
®p [kX p ¡ X k0 k + kup ¡ uk0 k] · 4L(1 ¡ ®k0 )h

Comme 4L(1 ¡ ®k0 )h · 4L (n+ m)
n+ m+1 h, on conclut :

sup
(X;u )2 ¢ q0

kf (X; u ) ¡ f h(X; u )k ·
4L(n + m)
n + m + 1

(2.15)

Calcul de l'erreur globale d'interpolation
Si f v¶eri¯e l'hypothµese a, alors L = L a ne d¶epend pas du choix de ¢q0 et donc la relation
(2.15) s'¶etend µa l'espace tout entier :

sup
(X;u )2 Rn £ Um

kf (X; u ) ¡ f h(X; u )k ·
4L(n + m)
n + m + 1

h:

Supposons maintenant quef v¶eri¯e l'hypothµese c. Soit  un compact de Rn ; on introduit
l'ensemblek() des cellules du maillage ¢ qui recouvrent  £ Um , i.e. telles que :

k() =
©

q0 2 I ; ¢ q0 \ ( £ Um ) 6= ;
ª

:

On a donc ¶egalement la relation :  £ Um ½
S

q02 k()
¢ q0, ce qui implique :

sup
(X;u )2  £ Um

kf (X; u ) ¡ f h(X; u )k · max
q02 k()

Ã

sup
(X;u )2 ¢ q0

kf (X; u ) ¡ f h(X; u )k

!

:

On introduit alors la constante : L  = max
q02 k()

L ¢ q0. Le domaine  ¶etant compact et donc

born¶e, on a : card k() < + 1 et donc L  est bien d¶e¯nie. On obtient ainsi la relation
cherch¶ee :

sup
(X;u )2  £ Um

kf (X; u ) ¡ f h(X; u )k ·
4L  (n + m)
n + m + 1

h:

¤

Dans la suite de ce manuscrit," (h) d¶esigne l'erreur d'interpolation globale commise en
fonction du pas h > 0 du maillage de l'espace ¶etat-contrôle et"  (h) l'erreur d'interpolation
commise sur un compact  de l'espace d'¶etat.
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2.3.3 Convergence de l'approximation

Soit X 0 2 Rn un point initial donn¶e de l'espace d'¶etat. Dans ce paragraphe, nous ¶etudions
la convergence des solutions du systµeme a±ne par morceaux vers les solutions du systµeme non
lin¶eaire initial pour un contrôle u(:) admissible donn¶e.

On note X (:) la solution du systµeme non lin¶eaire : _X (t) = f (X (t); u(t)) pour la condition
initiale X (0) = X 0 et X h(:) la solution du systµeme non lin¶eaire : _X h(t) = f (X h(t); u(t)) pour
la même condition initiale X h(0) = X 0.

Solution approch¶ee du systµeme non lin¶eaire

Dans notre contexte, la solution X h(:) du systµeme a±ne par morceaux n'a d'int¶erêt que
si elle approche e®ectivement la solution du systµeme non lin¶eaire initial (2.1).
Comme cela existe d¶ejµa pour l'¶etude des ¶equations di®¶erentielles ordinaires (voir [19, chap II,
x1.3], [30] entre autres), nous sommes amen¶es µa introduirela notion de solution approch¶ee
d'un systµeme contrôl¶e, solution de r¶egularit¶e plus faible que dans le cadre classique :

D¶e¯nition 2.3.1 (Solution ²-approch¶ee). Une fonction ' continue, d¶erivable par mor-
ceaux, est une solution²-approch¶ee du systµeme :_X (t) = f (X (t); u(t)) , X (0) = X 0, si la
condition suivante est v¶eri¯¶ee :

8t ¸ 0; pour lequel _' (t) est d¶e¯ni; k _' (t) ¡ f (' (t); u(t))k · ²: (2.16)

Pour un contrôle et une condition initiale ¯x¶es, on d¶emontre alors que les solutions du
systµeme a±ne par morceaux (2.2) approchent les solutions du systµeme non lin¶eaire (2.1) :

Lemme 2.3.2. X h(:) est une solution"(h)-approch¶ee continue et d¶erivable par morceaux du
systµeme non lin¶eaire : _X (t) = f (X (t); u(t)) .

Preuve. X h(:) est la solution du problµeme de Cauchy associ¶e au systµemea±ne par mor-
ceaux : _X h(t) = f h(X h(t); u(t)) et µa la condition initiale : X h(0) = X 0. X h(:) est donc une
fonction continue, d¶erivable par morceaux. De plus, en tout point t oµu la d¶eriv¶ee existe, par
d¶e¯nition de l'erreur d'interpolation "(h), on a :

°
°
° _X h(t) ¡ f (X h(t); u(t))

°
°
° = kf h(X h(t); u(t)) ¡ f (X h(t); u(t))k · " (h):

¤

Nous avons ainsi v¶eri¯¶e que toute solution du systµeme a±ne par morceaux est une solution
approch¶ee du systµeme non lin¶eaire initial. Il s'agit donc maintenant d'¶evaluer la convergence
de cette approximation.

Convergence de l'approximation

Consid¶erons une fois de plus l'¶equation di®¶erentielle ordinaire non autonome associ¶ee au
systµeme (2.1) : _X (t) = F (t; X (t)). Dans le cas oµuF est une fonction continue, le lemme
fondamental [19, lemme 1.5.1],[30] nous permet de majorer la di®¶erence entre la solutionX (:)
et la solution approch¶eeX h(:), ce qui nous permet de conclure quant µa la convergence de
notre approximation (cf [44, th 11.2.1]).
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Dans le contexte plus g¶en¶eral des systµemes de contrôle,nous avons soulign¶e le fait que
la fonction F n'est a priori que mesurable et le lemme ne s'applique donc pas. Nous allons
cependant montrer que, sous les di®¶erentes hypothµeses ¶evoqu¶ees au 2.3.1, nous obtenons des
r¶esultats similaires.

Sous les hypothµeses a ou b, on peut montrer que le th¶eorµemede convergenceC1 de
l'approximation des systµemes non contrôl¶es de [44, th 11.2.1] se g¶en¶eralise aux systµemes de
contrôle non lin¶eaires tels que (2.1) :

Th¶eorµeme 2.3.2 (Convergence C1 de l'approximation). On supposef globalementL -
lipschitzienne par rapport µa X , uniform¶ement par rapport µa u. Pour tout temps t ¸ 0, pour
lequelX (t) et X h(t) sont d¶e¯nies,

kX (t) ¡ X h(t)k ·
" (h)

L
(eLt ¡ 1) et

°
°
° _X (t) ¡ _X h(t)

°
°
° · " (h)eLt :

Pour d¶emontrer le th¶eorµeme 2.3.2, nous avons besoin du lemme auxiliaire suivant, ¶enonc¶e
et d¶emontr¶e dans [19, page 117] :

Lemme 2.3.3 (Lemme auxiliaire). Soit ' (:) une fonction continue d¶e¯nie sur un intervalle
de temps[0; T]; (T > 0), µa valeurs positives, v¶eri¯ant l'in¶egalit¶e :

8t 2 [0; T]; ' (t) · at + k
Z t

0
' (s)ds:

On a alors :
8t 2 [0; T]; ' (t) ·

a
k

(ekt ¡ 1):

Preuve du th¶eorµeme 2.3.2.Soit t ¸ 0. On cherche dans un premier temps µa ¶evaluer la
di®¶erence entre la solution du systµeme non lin¶eaire et lasolution approch¶ee.

Par d¶e¯nition, X (:) (resp. X h(:)) est solution du problµeme de Cauchy _X (t) = f (X (t); u(t))
(resp. _X h(t) = f h(X h(t); u(t))) pour la condition initiale X (0) = X 0 (resp. X h(0) = X 0). On
peut alors ¶ecrire les solutions sous forme int¶egrale (2.13) :

X (t) = X 0 +
Z t

0
f (X (s); u(s))ds; Xh(t) = X 0 +

Z t

0
f h(X h(s); u(s))ds:

On en d¶eduit ainsi :

kX (t) ¡ X h(t)k =

°
°
°
°

tR

0
[f (X (s); u(s)) ¡ f h(X h(s); u(s))]ds

°
°
°
°

·
tR

0
kf (X (s); u(s)) ¡ f h(X h(s); u(s))k ds:

De plus, d'aprµes l'in¶egalit¶e triangulaire, pour tout s 2 [0; t], on a :
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kf (X (s); u(s)) ¡ f h(X h(s); u(s))k · k f (X (s); u(s)) ¡ f (X h(s); u(s))k

+ kf (X h(s); u(s)) ¡ f h(X h(s); u(s))k :

Par hypothµese,f est L -lipschitzienne par rapport µa X , d'oµu :

kf (X (s); u(s)) ¡ f (X h(s); u(s))k · L kX (s) ¡ X h(s)k ;

et, par d¶e¯nition de l'erreur d'interpolation, on a ¶egalement :

kf (X h(s); u(s)) ¡ f h(X h(s); u(s))k · " (h):

En r¶einjectant ces in¶egalit¶es dans le calcul dekX (t) ¡ X h(t)k, on obtient :

kX (t) ¡ X h(t)k ·
Z t

0
[L kX (s) ¡ X h(s)k + "(h)]ds = "(h)t + L

Z t

0
kX (s) ¡ X h(s)k ds:

La fonction s 7! k X (s) ¡ X h(s)k ¶etant continue sur [0,t], on lui applique le lemme auxiliaire
2.3.3, ce qui nous permet de conclure :

kX (t) ¡ X h(t)k ·
" (h)

L
(eLt ¡ 1):

La seconde in¶egalit¶e s'obtient alors simplement µa partir des même in¶egalit¶es interm¶ediaires :
°
°
° _X (t) ¡ _X h(t)

°
°
° = kf (X (t); u(t)) ¡ f h(X h(t); u(t))k

· " (h) + L kX (t) ¡ X h(t)k · " (h)eLt :

¤

D'autre part, sous l'hypothµese d, on obtient un r¶esultat similaire au th¶eorµeme 2.3.2 grâce
µa la compacit¶e des ensembles atteignables µa partir deX 0 en temps inf¶erieur ou ¶egal µa t. Le
r¶esultat de compacit¶e ¶enonc¶e ci-aprµes a ¶et¶e d¶emontr¶e et justi¯¶e en d¶etails dans [1, chapitre 10,
paragraphe 10.3]. Le soin est laiss¶e au lecteur de s'y reporter pour davantage de pr¶ecisions.

Th¶eorµeme 2.3.3 (Compacit¶e des ensembles atteignables). Soit A (X 0; t) l'ensemble
des points atteignables µa partir du pointX 0 en un temps inf¶erieur ou ¶egal µat du systµeme
_X = f (X; u ). On suppose :

i. Il existe un r¶eel positif M tel que toute trajectoire issue deX 0 selon un contrôle admis-
sible u et not¶eeX [X 0; u], est uniform¶ement born¶ee parM sur [0; t], i.e. :

9M > 0; 8u 2 L 1 ([0; T]; Um ); 8s 2 [0; t]; kX [X 0; u](s)k · M:

ii. Pour tout X 2 Rn , l'ensemblef f (X; u ) ; u 2 Um g est convexe.

Alors l'ensembleA(X 0; t) est compact quels que soientX 0 2 Rn et t > 0.

Par une d¶emonstration tout µa fait similaire µa celle du th¶eorµeme 2.3.2, on prouve la conver-
genceC1 de l'approximation pour des fonctions f satisfaisant l'hypothµese d :
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Proposition 2.3.2. On supposef lipschitzienne sur tout compact par rapport µaX , uni-
form¶ement par rapport µa u (hypothµese d). On suppose ¶egalement que l'ensemble atteignable
A(X 0; s) est compact pour touts > 0.
Alors pour tout temps t > 0,

kX (t) ¡ X h(t)k ·
"  (h)

L 
(eL  t ¡ 1) et

°
°
° _X (t) ¡ _X h(t)

°
°
° · "  (h)eL  t ;

oµu  est le compactA (X 0; t) [ A h(X 0; t).

Dans ce chapitre, nous avons d¶evelopp¶e une m¶ethode d'approximation des dynamiques
contrôl¶ees non lin¶eaires par des systµemes a±nes par morceaux. Nous avons ¶egalement fourni
une ¶etude complµete de la convergence de cette approximation selon di®¶erents jeux d'hy-
pothµeses qui garantissent l'existence et l'unicit¶e de solutions du systµeme non lin¶eaire. Il ap-
parâ³t alors que le point cl¶e de cette ¶etude est la d¶e¯nition du maillage de l'espace ¶etat-contrôle
et de sa tailleh. Dans le prochain chapitre, nous allons voir qu'il n'est pasobligatoire de mailler
tout l'espace ¶etat-contrôle mais qu'au contraire, on peutle calculer µa la vol¶ee.



Chapitre 3

Construction d'un modµele hybride
de contrôle

Dans ce chapitre, nous nous int¶eressons µa la mod¶elisation des systµemes de contrôle non
lin¶eaires par les systµemes hybrides.¶Etant donn¶e un systµeme non lin¶eaire g¶en¶eral :

_X (t) = f (X (t); u(t)) ; (3.1)

nous voulons construire un modµele su±samment ¶elabor¶e an̄ d'approcher la dynamique
(3.1) avec une bonne pr¶ecision mais aussi su±samment simple pour en permettre l'analyse
math¶ematique.

La notion de calcul hybride est une notion r¶ecente apparue en 2001 dans [29]. L'id¶ee du
calcul hybride est d'approcher des dynamiques non lin¶eaires par des modµeles hybrides. Une
classe de modµeles trµes utilis¶ee est la classe des systµemes dynamiques a±nes par morceaux
introduite par E.D. Sontag dans [75]. Ces systµemes sont en e®et devenus un outil trµes perti-
nent et performant dans l'¶etude des systµemes non lin¶eaires : ils parviennent g¶en¶eralement µa
reproduire les caract¶eristiques intrinsµeques des systµemes physiques, tout en permettant une
analyse math¶ematique relativement souple [52].

Un aper»cu des di®¶erents types de problµemes pouvant êtretrait¶es par le calcul hybride est
pr¶esent¶e dans [65]. Citons en particulier les travaux d'A. Girard qui appliquent les id¶ees du cal-
cul hybride µa la r¶esolution d'¶equations di®¶erentielles ordinaires autonomes : _X (t) = F (X (t))
sur un domaine compact de l'espace d'¶etat [43, 44].

Le principe g¶en¶eral est le suivant : on construit un maillage de l'espace ¶etat-contrôle sur
lequel on calcule une approximation a±ne par morceaux du champ de vecteurs non lin¶eaire
f en utilisant les r¶esultats du chapitre 2. Le maillage, associ¶e µa la dynamique a±ne par mor-
ceaux, nous permet de d¶e¯nir un automate hybride contrôl¶e mod¶elisant le systµeme initial.

Contre toute attente, la classe habituelle des systµemes hybrides a±nes par morceaux (dont
la dynamique dans un modeq donn¶e est a±ne) se r¶evµele inadapt¶ee pour l'approximation de
dynamiques contrôl¶ees non lin¶eaires. Nous proposons encons¶equence une nouvelle classe de
systµemes a±nes par morceaux plus appropri¶ee compte tenu du problµeme qui nous int¶eresse.

51
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Ce chapitre s'articule autour de la construction algorithmique d'une nouvelle classe de
systµemes hybrides poly¶edraux a±nes par morceaux. Ces systµemes introduits au chapitre 1
sont d¶e¯nis en deux temps de la fa»con suivante :

1. On construit un maillage D = ( Dq)q2Q de l'espace d'¶etat ce qui nous permet alors
d'introduire la dynamique discrµete (Q; E) de l'automate associ¶e : l'ensembleQ des ¶etats
discrets du systµeme correspond µa l'ensemble d¶enombrable des indices du maillageD.
Une transition e = ( q; q0) 2 E entre deux ¶etatsq et q0 est possible si et seulement si les
cellules associ¶eesDq et Dq0 ont une frontiµere en commun. Cette frontiµere est appel¶ee
garde du systµeme et est not¶eeGe.

2. On introduit ensuite l'approximation du champ non lin¶eaire f d¶e¯nie sur le maillageD,
d¶ecrivant ainsi la dynamique continue (D; U; F ) de l'automate.

Le couplage des deux composantes - discrµete et continue - sefait par l'interm¶ediaire des gardes
du systµeme : une transitione entre deux modesq et q0 est possible µa l'instant t si la variable
continue X (t) appartient µa la garde Ge.

Dans la partie 3.1, nous proposons donc une m¶ethode explicite de construction d'un
maillage semi-implicite de l'espace ¶etat-contrôle. Ensuite, en utilisant les outils d¶evelopp¶es
au chapitre 2, nous d¶e¯nissons dans la partie 3.2 un automate hybride mod¶elisant le systµeme
de contrôle non lin¶eaire (3.1). Nous proposons en particulier des algorithmes permettant le
calcul µa la vol¶ee de l'¶etat discret et des contraintes du modµele µa un instant donn¶e.

3.1 Maillage implicite de l'espace ¶etat-contrôle

Soit h > 0 le pas de discr¶etisation. Dans cette partie, nous voulonsconstruire un maillage
implicite de taille h de l'espace ¶etat-contrôleRn £ Um . Il existe une in¯nit¶e de fa»cons de
construire un tel maillage. Cependant le choix du maillage est un ¶el¶ement d¶eterminant dans
l'approximation des dynamiques non lin¶eaires. En e®et, µaun maillage donn¶e correspond une
unique approximation a±ne par morceaux (2.2) calcul¶ee parinterpolation du champ f . Il est
donc important de choisir un maillage adapt¶e µa la con¯guration dynamique du systµeme que
l'on mod¶elise.

3.1.1 Caract¶erisation du maillage implicite

A partir de maintenant, on note ¢ = (¢ i ) i 2 I le maillage en simplexes de l'espace ¶etat-
contrôle Rn £ Um . I d¶esigne donc l'ensemble d¶enombrable des indices des cellules de ¢.

Le premier critµere de choix du maillage ¢ est un critµere dynamique. En e®et, le problµeme
de contrôle non lin¶eaire d¶e¯ni au chapitre 1 consiste µa prouver qu'il existe des contrôles
admissibles u(:) permettant d'atteindre une cible donn¶ee (ici X f = 0). Une fois la cible
atteinte, le systµeme ne doit plus ¶evoluer ce qui se traduitpar l'existence d'un point ¯xe du
systµeme non lin¶eaire en (0; 0).

Par cons¶equent, parmi l'ensemble des maillages possiblesde l'espace ¶etat-contrôle, nous
s¶electionnons ceux pour lesquels le systµeme a±ne par morceaux associ¶e admet un point ¯xe
en (0; 0) (i.e. pour lesquels :f h(0; 0) = 0). Une fa»con simple de garantir l'existence de ce point
¯xe est d'imposer la propri¶et¶e suivante au maillage cherch¶e :

Propri¶et¶e 3.1.1. Si 0 2 ¢ i , alors 0 est un sommet de¢ i .
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Lemme 3.1.1. Soit ¢ un maillage deRn £ Um v¶eri¯ant la propri¶et¶e 3.1.1. Alors (0; 0) est
un point d'¶equilibre du systµeme : _X (t) = f h(X (t); u(t)) .

Preuve. En tout sommet ¾du maillage ¢, les contraintes d'interpolation du paragraphe
2.1.1 s'¶ecrivent :f (¾) = f h(¾). De plus, (0; 0) est par d¶e¯nition un point ¯xe du systµeme non
lin¶eaire (3.1). On en d¶eduit donc :f h(0; 0) = f (0; 0) = 0.

¤

Le second critµere de choix de ¢ est une contrainte g¶eom¶etrique sur la position des cellules
du maillage dansRn £ Um . On impose arbitrairement au maillage ¢ de se projeter sur un
maillage en simplexes, not¶eD = ( D i ) i 2Q , de l'espace d'¶etatRn :

Propri¶et¶e 3.1.2. Soit D = ( D i ) i 2Q la projection orthogonale de¢ = (¢ i ) i 2 I sur Rn .

1. D est un maillage simplicial deRn

2. Soit (i; j ) 2 I 2. On pose :D i = p?
Rn (¢ i ) et D j = p?

Rn (¢ j ). On a alors :

D i = D j ou
±
D i \

±
D j = ;

Cette propri¶et¶e nous permet d'introduire la relation d'¶equivalence» d¶e¯nie sur l'ensemble
I des indices du maillage ¢ :

i » j , p?
Rn (¢ i ) = p?

Rn (¢ j ):

D'aprµes la propri¶et¶e 3.1.2, deux simplexes ¢i et ¢ j sont en relation, si et seulement s'ils se pro-
jettent exactement sur un même simplexeDq du maillage D de Rn . Les classes d'¶equivalence
de la relation » sont donc d¶e¯nies de la fa»con suivante :

Lemme 3.1.2. Les classes d'¶equivalence pour la relation» sont les ensemblesK(q) d¶e¯nis
comme suit :

K(q) = f i 2 I ; p?
Rn (¢ i ) = Dqg

oµu q est un indice du maillageD de Rn . De plus : 8q; card K(q) < + 1 .

Ainsi, µa chaque celluleD i du maillage de Rn correspond une \colonne" de cellules de ¢
qui se projettent exactement surD i , cf ¯gure 3.1-(a).

Um

Rn

10

1

3

0,2

0,6

42 5

0,8

0,4

0
10 5

1

0,8

4

0,6

0,4

3

0,2

0
2

(a) (b)

Fig. 3.1 { Exemples de maillages, pour n=m=1, v¶eri¯ant la propri ¶et¶e 1. La ¯gure (a) v¶eri¯e
¶egalement la propri¶et¶e 2. Ce n'est pas le cas de (b).

D'aprµes la structure du maillage ¢, le domaine Dq £ Um se d¶ecompose encard K(q)
simplexes selon la formule :
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Lemme 3.1.3. Dq £ Um =
S

q02K (q)
¢ q0.

Cette propri¶et¶e nous permettra dans la suite de d¶e¯nir les mêmes conditions de sorties
pour toutes les cellules ¢i ayant même projet¶eD j sur Rn . De ce fait, les conditions de sortie
ne d¶ependent plus que de la position dans l'espace d'¶etat.Nous reviendrons plus en d¶etails
sur ces notions dans le paragraphe 3.2.

Nous sommes maintenant en mesure de d¶e¯nir un algorithme demaillage de l'espace ¶etat-
contrôle. Cependant, dans le cas de la r¶esolution d'un problµeme de contrôle, la triangulation
i.e. le d¶ecoupage en simplexes, du domaine de contrôle ne peut se faire µa la vol¶ee. En e®et, la
di®¶erence essentielle avec la r¶esolution µa la vol¶ee dessystµemes di®¶erentiels ordinaires r¶eside
dans le fait qu'en th¶eorie du contrôle, nous ne disposons g¶en¶eralement pas de condition initiale
sur le contrôle. De ce fait, pour une position initiale X 0 2 Rn donn¶ee dans l'espace d'¶etat,
nous calculons la cellule du maillage de l'espace d'¶etat qui contient X 0. Nous sommes ensuite
oblig¶es de calculer toutes les cellules de contrôle possibles ce qui revient µa calculer une fois
pour toutes une triangulation complµete du domaine de contr̂ole.

3.1.2 Triangulation de Rn £ Um et taille du maillage

Le maillage implicite de l'espace ¶etat-contrôle est d¶e¯ni comme suit : on commence par
calculer une fois pour toutes une triangulation explicite du domaine de contrôle Um . On
construit ensuite un maillage implicite D = ( Dq)q2Q de l'espace d'¶etat, ce qui nous permet
d'en d¶eduire un maillage semi-implicite (¢ i ) i 2 I de l'espace ¶etat-contrôleRn £ Um .

Triangulation du domaine de contrôle

Le domaine de contrôleUm est un polyµedre convexe born¶e, d¶e¯ni comme l'enveloppe
convexe de ses sommets. La subdivision simpliciale de tels polytopes a ¶et¶e trµes largement
¶etudi¶ee ces derniµeres ann¶ees et nous disposons aujourd'hui d'outils performants pour les cal-
culer (par exemple, triangulation de Delaunay du logicielQhull1[6]).

Pour pouvoir construire un maillage de l'espace ¶etat-contr̂ole, nous avons besoin de calculer
un maillage r¶egulier (autant que possible) de tailleh du polytope Um . Pour l'instant, nous
utilisons un algorithme combinant une discr¶etisation du type Sierpinski avec une triangulation
de Delaunay : l'id¶ee est de rajouter de points r¶epartis r¶eguliµerement dans le polytope et
d'appliquer une triangulation de Delaunay grâce au logiciel Qhull.

Maillage implicite de l'espace d'¶etat

Pour cette ¶etape, nous reprenons l'algorithme d¶ecrit dans [44,x11.1.2]. Le principe g¶en¶eral
est le suivant : l'espaceRn est implicitement d¶ecoup¶e enn-cubes d'arêtes de longueurh.
Chaque cube est ensuite maill¶e enn! simplexes et la partition r¶esultante est un maillage
de Rn . Dans ce paragraphe, nous compl¶etons cette construction par le calcul de la taille du
maillage obtenu et par une d¶emonstration complµete de l'algorithme pr¶esent¶e.

1Outil pour le calcul d'enveloppes convexes, de triangulation de Delaunay ou encore de diagrammes de
VoronoÄ³ en dimension 2, 3 ou plus.
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Tout cube C en dimensionn est d¶e¯ni par la donn¶ee d'un point origine a = ( a1; : : : ; an )
de Rn et de la longueurh de ses arêtes :

C = [ a1; a1 + h] £ ¢ ¢ ¢ £[an ; an + h]

On note : C = a + [0 ; h]n . De la même fa»con, nous d¶e¯nissons le maillage deRn en n-cubes :

D¶e¯nition 3.1.1 (Maillage de Rn en n-cubes). Soit a = ( a1; : : : ; an ) un point de Rn et
h > 0. Alors (a + kh + [0 ; h]n )k=( k1 ;:::;k n )2 Zn est un maillage deRn en n-cubes.

D'aprµes la propri¶et¶e 3.1.1, le point (0; 0) doit être un sommet du maillage cherch¶e, ce qui
revient µa choisir a = 0 comme origine de ce maillage. Maintenant que nous savons d¶ecouper
l'espace d'¶etat enn-cubes de côt¶eh, la di±cult¶e est de construire une triangulation implicit e
de chacun de ces cubes.

Consid¶erons unn-cube C = b+ [0 ; h]n quelconque deRn (ici b 2 hZn ) et Sn l'ensemble
des permutations def 1; : : : ; ng. Pour toute permutation ' 2 Sn ,

Db;' = f (x1; : : : ; xn ) 2 Rn ; 0 · x ' (1) ¡ b' (1) · ¢ ¢ ¢ · x ' (n) ¡ b' (n) · hg (3.2)

est un simplexe deRn dont les sommets, not¶es¾';p , sont d¶e¯nis par :

½
8i = 1 ; : : : ; p; x' ( i ) = b' ( i )
8i = p + 1 ; : : : ; n; x ' ( i ) = b' ( i ) + h

; p = 0 ; : : : ; n (3.3)

¾id;2 ¾id;1

¾' 0;1¾' 0;2

¾' 0;3 = ¾id;3 = b

b+ h = ¾id;0 = ¾' 0;0

Fig. 3.2 { D¶ecoupage du cubeb+ [0 ; h]3 en simplexes : sur la ¯gure ci-dessus, on repr¶esente
les simplexesDb;' = Conv(¾'; 0; ¾'; 1; ¾'; 2; ¾'; 3), pour ' = id et ' = ' 0 = (3 ; 2; 1).

On a alors les r¶esultats suivants :

Proposition 3.1.1 ([40]). (Db;' ) ' 2 Sn est un maillage dun-cubeC = b+ [0 ; h]n .

Corollaire 3.1.1. (Db;' ) ' 2 Sn est un maillage de taille
p

nh.
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Preuve. On considµere un simplexeDb;' , ' 2 Sn , du maillage de C. On rappelle que la
taille de Db;' est ¶egale µa : sup

(x;y )2 D b;'

kx ¡ yk2 oµu k:k2 d¶esigne la norme euclidienne d¶e¯nie sur

Rn .

Soit (x; y) 2 Db;' . Calculons la distance euclidiennekx ¡ yk2 de x µa y :

kx ¡ yk2 =

vu
u
t

nX

i =1

(x i ¡ yi )2 =

vu
u
t

nX

i =1

(x ' ( i ) ¡ y' ( i ) )2

De plus, par d¶e¯nition de Db;' , pour tout i 2 f 1; : : : ; ng, on a : 0 · x ' ( i ) ¡ b' ( i ) · h et
0 · y' ( i ) ¡ b' ( i ) · h d'oµu :

8i 2 f 1; : : : ; ng;
¯
¯x ' ( i ) ¡ y' ( i )

¯
¯ · h; ce qui implique : kx ¡ yk2 ·

vu
u
t

nX

i =1

h2 =
p

nh:

La taille du simplexe Db;' est donc au moins ¶egale µa
p

nh. De plus, d'aprµes les formules (3.3),
on v¶eri¯e que les points b et b + h appartiennent µa Db;' quelle que soit la permutation '
choisie :

8' 2 Sn ; b 2 Db;' et b+ h 2 Db;' (3.4)

La distance debµa b+ h ¶etant exactement ¶egale µa
p

nh, on en d¶eduit queDb;' est de taille
p

nh
pour toute permutation ' de Sn . Le maillage (Db;' ) ' 2 Sn du n-cube C est donc exactement
de taille

p
nh.

¤

En r¶esum¶e, l'espace d'¶etat est d¶ecoup¶e µa partir de l'origine 0 en n-cubes de côt¶eh. Ensuite,
chaque n-cube est µa son tour subdivis¶e enn! simplexes. Le point cl¶e de cette construction
est donc de v¶eri¯er que l'ensemble des simplexes qui maillent les n-cubes de la partition de
Rn forme un maillage de l'espaceRn tout entier. Par construction, la r¶eunion de tous ces
simplexes est bien ¶egale µaRn ; il s'agit donc de v¶eri¯er que les simplexes de cubes adjacents
coÄ³ncident sur la face d'intersection des deux cubes (cf ¯gure 3.3).
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Fig. 3.3 { Exemple de deux simplexes qui ne se recollent pas µa l'intersection de deux cubes
adjacents

On note C = ( Ck )k2 Zn le maillage deRn enn-cubes, d'origine 0. Dans un premier temps, on
montre que les simplexes (Dk;' )k2 Zn associ¶es µa une permutation' 2 Sn donn¶ee, se d¶eduisent
les uns des autres par translation :
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Lemme 3.1.4 (lemme auxiliaire). Soient Ck = kh + [0 ; h]n et Cl = lh + [0 ; h]n deux cubes
distincts quelconques du maillageC. Alors, pour toute permutation ' 2 Sn , le simplexeD l;'

est l'image du simplexeDk;' par une translation de vecteur(l ¡ k)h :

8' 2 Sn ; D l;' = Dk;' + ( l ¡ k)h

Preuve. Soit ' 2 Sn une permutation de l'ensemblef 1; : : : ; ng. On considµere la translation
t !

v de vecteur
!
v = ( l ¡ k)h. L'image d'un simplexe par une translation est un simplexe,dont

les sommets sont les translat¶es des sommets de d¶epart. Pour d¶emontrer le lemme, il su±t
donc de prouver que l'image d'un sommet deDk;' par t !

v est un sommet deD l;' .

Soit X = ( x1; : : : ; xn ) un sommet deDk;' . D'aprµes la d¶e¯nition des sommets donn¶ee par
(3.3), il existe p 2 f 0; : : : ; ng, tel que les coordonn¶ees deX v¶eri¯ent :

½
8i = 1 ; : : : ; p; x' ( i ) = k' ( i )h
8i = p + 1 ; : : : ; n; x ' ( i ) = ( k' ( i ) + 1) h

:

On d¶e¯nit alors Y 2 Rn le translat¶e deX par t !
v . On a donc :

Y = t !
v (X ) = X + ( l ¡ k)h = ( x1 + ( l1 ¡ k1)h; : : : ; xn + ( ln ¡ kn )h)

d'oµu, pour tout i 2 f 1; : : : ; ng, y' ( i ) = x ' ( i ) + ( l ' ( i ) ¡ k' ( i ) )h, ce qui nous donne :

½
8i = 1 ; : : : ; p; y' ( i ) = k' ( i )h + ( l ' ( i ) ¡ k' ( i ) )h = l ' ( i )h
8i = p + 1 ; : : : ; n; y' ( i ) = ( k' ( i ) + 1) h + ( l ' ( i ) ¡ k' ( i ) )h = ( l ' ( i ) + 1) h

:

On en d¶eduit alors :Y 2 D l;' .

¤

Grâce au lemme auxiliaire ci-dessus, il nous su±t alors de d¶emontrer que les maillages induits
sur deux faces parallµeles d'un même cube se superposent, ce qui nous permet de d¶emontrer
le r¶esultat suivant :

Proposition 3.1.2. (Dk;' )k2 Zn ;' 2S n est un maillage simplicial deRn .

Preuve. D'aprµes la d¶e¯nition 3.1.1, l'espaceRn est d¶ecoup¶e enn-cubesCk , k 2 Zn , eux-
mêmes subdivis¶es en simplexesDk;' , ' 2 Sn , ce qui nous donne donc :

Rn =
[

k2 Zn

Ck =
[

k2 Zn

[

' 2S n

Dk;'

D'aprµes la d¶e¯nition A.2.1 d'un maillage, il reste donc µad¶emontrer que l'intersection de deux
simplexesDk;' et D l;Ã est soit vide, soit ¶egale µa l'enveloppe convexe de leurs sommets com-
muns.

La d¶emonstration que nous proposons s'appuie sur deux remarques : premiµerement, si les
simplexesDk;' et D l;Ã sont dans des cubes non adjacents, leur intersection est n¶ecessaire-
ment vide. Nous nous ramenons donc µa des simplexes contenusdans deux cubes adjacents et
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le problµeme illustr¶e sur la ¯gure 3.3 est de v¶eri¯er que les maillages respectifs de ces deux
cubes se recollent sur la face commune aux deux cubes.
De plus, d'aprµes le lemme 3.1.4, pour une permutation' donn¶ee, les simplexes associ¶es µa
' dans deux cubes adjacents se d¶eduisent l'un de l'autre par translation. Il su±t donc de
d¶emontrer que les triangulations des faces parallµeles ducube se superposent.

On considµere le cube unit¶eC = [0 ; h]n et une permutation ' de l'ensemblef 1; : : : ; ng.
Le simplexe D ' associ¶e µa' est donc d¶e¯ni comme l'enveloppe convexe de ses sommets¾p,
p 2 0; : : : ; n, donn¶es par la formule (3.3) :

¾p :
½

xp;' (i ) = 0 ; i = 1 ; : : : ; p;
xp;' (i ) = h; i = p + 1 ; : : : ; n;

; p = 0 ; : : : ; n

Avec ces notations, on a donc :¾0 = ( h; : : : ; h) et ¾n = (0 ; : : : ; 0).

On considµere la faceF = Conv(¾1; : : : ; ¾n ) du simplexe D ' (i.e. : ¾0 = ( h; : : : ; h) =2 F ).
Par d¶e¯nition des sommets deF , nous avons donc la relation :

8p = 1 ; : : : ; n; xp;' (1) = 0 ; (3.5)

ce qui signi¯e que la faceF est incluse dans l'hyperplan d'¶equation (x ' (1) = 0).

On applique alors la translation de vecteurh
!
e ' (1) µa la faceF : c'est la translation qui

permet de passer de l'hyperplan (x ' (1) = 0) µa l'hyperplan parallµele (x ' (1) = h) ; on d¶e¯nit
alors les points translat¶es°p = ( yp;1; : : : ; yp;n ) des sommets¾p, pour p = 1 ; : : : ; n :

8p = 1 ; : : : ; n; 8j = 1 ; : : : ; n; yp;j = xp;j + h±' (1) j ; (3.6)

oµu ±ij est le symbole de Kronecker, ¶egal µa 1 sii = j , µa 0 sinon.

On obtient ainsi un (n ¡ 1)-simplexe image contenu dans l'hyperplan d'¶equation : (x ' (1) =
h). Le problµeme est maintenant de v¶eri¯er que ce simplexe est une face d'un simplexe du
maillage du cube. D'aprµes (3.4), le point (0; : : : ; 0) appartient n¶ecessairement µa tout simplexe
de la subdivision du cubeC. On pose en cons¶equence :

D = Conv(¾n ; °1; : : : ; °n )

Nous voulons maintenant d¶emontrer queD est un simplexe et qu'il appartient au maillage
du cube C, i.e. qu'il existe une permutation Ã 2 Sn , telle que : D = DÃ .

On pose : ! 0 = °1, ! 1 = °2, . . ., ! n¡ 1 = °n , ! n = (0 ; : : : ; 0). Nous cherchons donc une
permutation Ã 2 Sn , telle que les points! p v¶eri¯ent une relation du type (3.3), i.e. :

8p = 1 ; : : : ; n;

8
<

:

yp;Ã(j ) = 0 ; j = 1 ; : : : ; p ¡ 1

yp;Ã(j ) = h; j = p; : : : ; n

On introduit l'application Ã d¶e¯nie de la fa»con suivante :

Ã(j ) = ' (j + 1) ; j = 1 ; : : : ; n ¡ 1

Ã(n) = ' (1)
:
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Puisque ' est une permutation deSn , Ã l'est aussi. D'aprµes la relation (3.6), on sait que :

8p; j = 1 ; : : : ; n; yp;Ã(j ) = xp;Ã(j ) + h±' (1)Ã(j ) ;

d'oµu, par d¶e¯nition de Ã, pour tout p = 1 ; : : : ; n :

8j = 1 ; : : : ; n ¡ 1; yp;Ã(j ) = xp;' (j +1) + h±' (1) ' ( j +1) = xp;' (j +1)

yp;Ã(n) = xp;' (1) + h±' (1) ' (1) = xp;' (1) + h = h
;

puisque xp;' (1) = 0 d'aprµes (3.5). On peut alors en d¶eduire les relations cherch¶ees :

8
>>>><

>>>>:

yp;Ã(j ) = xp;' (j +1) = 0 ; j = 1 ; : : : ; p ¡ 1

yp;Ã(j ) = xp;' (j +1) = h; j = p; : : : ; n ¡ 1

yp;Ã(n) = xp;' (1) + h = h

;

ce qui nous permet de conclure :D = DÃ .

¤

Ainsi, nous avons d¶emontr¶e par recollement que le d¶ecoupage de Rn en n-cubes puis en
simplexes, est un maillage deRn . Ce dernier r¶esultat nous permet d'a±rmer que le maillage
de l'espace d'¶etat ainsi construit est de taille

p
nh.

Maillage de Rn £ Um

Soient (D i ) i 2 J et (Uj ) j maillages respectifs deRn et Um . On construit un maillage ¢ de
Rn £ Um via la triangulation de Delaunay des domainesD i £ (Uj ) j , i 2 J sans ajouter de
sommets (en utilisant Qhull). De ce fait, le point (0; 0) 2 Rn £ Um est bien l'un des noeuds
du maillage ¢ et la propri¶et¶e 3.1.2 est satisfaite.

Au chapitre 2, nous avons insist¶e sur le rôle de la taille dumaillage consid¶er¶e pour la
convergence des solutions approch¶ees du systµeme lin¶eaire. Il est donc important de calculer
la taille du maillage semi-implicite de Rn £ Um obtenu :

Lemme 3.1.5. Soient D i et Uj deux polytopes respectivement deRn et Rm . On a alors :

diam(D i £ Uj ) =
q

diam(D i )2 + diam(Uj )2

Preuve. Soient (x; u) et (y; v) deux points quelconques du domaineD i £ Uj . Par d¶e¯nition
de la distance euclidienne, on observe que :

k(x; u) ¡ (y; v)k2
2 = kx ¡ yk2

2 + ku ¡ vk2
2 : (3.7)

D'oµu la relation : k(x; u) ¡ (y; v)k2
2 · diam(D i )2 + diam(Uj )2, i.e. :

diam(D i £ Uj ) ·
q

diam(D i )2 + diam(Uj )2 (3.8)
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De plus d'aprµes la proposition A.1.2, on sait qu'il existe deux sommetss1 et s2 (resp. u1 et
u2) du polytope D i (resp. Uj ), tels que :

diam(D i ) = d(s1; s2) et diam(Uj ) = d(u1; u2)

En appliquant la relation (3.7) µa (x; u) = ( s1; u1) et (y; v) = ( s2; u2), on obtient :

d((s1; u1); (s2; u2))2 = d(s1; s2)2 + d(u1; u2)2 = diam(D i )2 + diam(Uj )2:

Or les points (s1; u1) et (s2; u2) sont des sommets du produit cart¶esienD i £ Uj . On en d¶eduit
donc que le diamµetre deD i £ Uj est au moins ¶egal µadiam(D i )2 + diam(Uj )2. D'aprµes (3.8),
on a donc bien ¶egalit¶e.

¤

On d¶eduit du lemme 3.1.5 que le maillage ¢ obtenu est de taille
p

n + 1h.

Dans cette premiµere partie, nous avons d¶ecrit les principales ¶etapes de la construction
d'un maillage simplicial implicite de l'espace ¶etat-contr̂ole. Nous allons maintenant montrer
que ce maillage, combin¶e µa l'approximation a±ne par morceaux du chapitre 2, nous permet
de d¶e¯nir une approximation hybride du systµeme non lin¶eaire initial.

3.2 D¶e¯nition du modµele hybride

Au paragraphe pr¶ec¶edent, nous avons d¶e¯ni un maillage semi-implicite ¢ de l'espace ¶etat-
contrôle. Grâce aux techniques d'approximation a±ne par morceaux d¶evelopp¶ees au chapitre
2, on construit une approximation du systµeme di®¶erentielnon lin¶eaire (3.1) :

_X (t) = f h(X (t); u(t))

oµu f h est une approximation a±ne par morceaux def d¶e¯nie sur le maillage ¢. Nous nous
int¶eressons maintenant µa la d¶e¯nition d'un automate hybride mod¶elisant le systµeme non
lin¶eaire initial.

L'¶etat d'un systµeme hybride est d¶ecrit par deux variables : l'une discrµete not¶eeq(t) µa
valeurs dans un ensemble d¶enombrableQ, la seconde continue not¶eeX (t) µa valeurs dans
l'espace des phasesRn consid¶er¶e. Dans chaque ¶etatq 2 Q , l'¶evolution de la variable X (:) est
soumise µa la dynamiquef q du mode consid¶er¶e. De ce fait, du choix de l'ensemble d'¶etat Q
choisi, d¶epend le type de dynamique consid¶er¶ee et donc lechoix des m¶ethodes de r¶esolution
appropri¶ees.

3.2.1 Choix des ¶etats discrets et d¶e¯nition de l'automate hybride

Au chapitre 2, paragraphe 2.3.1, nous avons insist¶e sur le fait qu'en th¶eorie du contrôle,
nous sommes g¶en¶eralement amen¶es µa consid¶erer des fonctions de contrôle mesurables, non
continues (au mieux continues par morceaux). Ainsi, toute trajectoire (X (:); u(:)) dans l'es-
pace ¶etat-contrôleRn £ Um est a priori discontinue, alors que la trajectoireX (:) dans l'espace
d'¶etat est continue (cf ¯gure 3.4).
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X 0 X

u

D2D1
umin = 0

umax

Fig. 3.4 { Exemple de trajectoire discontinue dans l'espace ¶etat-contrôle R £ [0; umax ]

Par ailleurs, la ¯gure 3.4 met ¶egalement en ¶evidence le fait que la notion de transition
entre deux cellules du maillage ¢ n'a aucun sens par rapport µa la variable de contrôle. En
e®et, toute fonction de contrôle admissible peut passer µan'importe quel moment d'une cel-
lule du maillage ¢ µa une autre, non n¶ecessairement adjacente et surtout, que la trajectoire
(X (:); u(:)) ait ou non atteint une garde du systµeme.

Pour toutes ces raisons, le choix de la variable continue d¶ecrivant l'¶etat du systµeme hybride
µa d¶e¯nir est limit¶e µa la variable X µa valeurs dansRn . En cons¶equence, l'ensemble des ¶etats
discrets choisi est celui des indices du maillage simplicial de l'espace d'¶etatRn .

On introduit alors les notations suivantes :

{ Q l'ensemble d¶enombrable des indices d'un maillage simplicial (Dq)q de taille h de l'es-
pace d'¶etat comme d¶e¯ni au paragraphe 3.1.2.

{ E = f (q; q0) 2 Q ; @Dq \ @Dq0 6= ;g l'ensemble des transitions : une transition est
possible entre deux ¶etatsq et q0 si les cellules correspondantesDq et Dq0 du maillage de
Rn sont adjacentes.

{ D = f Dq ; q 2 Qg la collection des domaines du maillage deRn . Par construction, pour

tout q 2 Q , Dq est un n-simplexe deRn et est donc d'int¶erieur non vide (
±
D q6= ; ). Le

domaine Dq d¶e¯nit un ensemble de contraintes a±nes sur l'¶etat :

Dq = f X 2 Rn ; NqX + L q · Og

{ U = f Um ; q 2 Qg la collection des domaines de contrôles. Dans chaque ¶etatdiscret q,
le contrôle est µa valeurs dans le domaine initialUm .

{ F = f f q ; q 2 Qg la collection de champs de vecteurs a±nes par morceaux, d¶e¯nis par
interpolation du champ non lin¶eaire f (cf chapitre 2) :

8q 2 Q ; f q : Dq £ Um ! Rn

(X; u ) 7! f h(X; u )
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D'aprµes le lemme 3.1.3, on sait que :Dq £ Um =
[

q02K (q)

¢ q0. Le champf q est donc d¶e¯ni

localement par :

8q0 2 K (q); 8(X; u ) 2 ¢ q0; f q(X; u ) = Aq0X + Bq0u + cq0

{ G = f Ge ; e 2 Eg l'ensemble des gardes :

8e = ( q; q0) 2 E; Ge = @Dq \ @Dq0 ½ Dq

{ R = f Re ; e 2 Eg l'ensemble des fonctions Reset. On pose :8e 2 E; Re(X ) = f X g, ce
qui traduit le fait que la variable continue X (:) n'est pas r¶e-initialis¶ee au moment d'une
transition e du systµeme.

D'aprµes la d¶e¯nition g¶en¶erale des systµemes hybrides donn¶ee en introduction (cf paragraphe
1.3.1), nous avons ainsi construit un systµeme hybride approchant la dynamique non lin¶eaire
initiale :

Proposition 3.2.1. Le septuple H = ( Q; E; D; U; F ; G; R) d¶e¯ni ci-dessus est un systµeme
hybride.

Dq0

Dq1

Dq2

Dq3

0 X 1

X 2 G(q1;q3)

Fig. 3.5 { Illustration de la d¶e¯nition d'un automate hybride

Par d¶e¯nition de l'automate H, l'¶evolution de la variable continue X (:) d¶etermine µa elle
seule celle de la variable discrµeteq(:) au cours du temps. En e®et, tout ¶etat discretq 2 Q cor-
respond µa une unique celluleDq de l'espace d'¶etat et est donc li¶e µa la position du systµeme dans
l'espace d'¶etat. Si l'on considµere une trajectoireX (:) dans Rn , celle-ci traverse n¶ecessairement
un certain nombre de cellulesDq du maillage D de Rn , d¶e¯nissant ainsi la suite discrµete des
valeurs prise par la variableq(:) au cours du temps.

µA tout instant t, l'¶etat du systµeme hybrideH est d¶ecrit par sa positionX (t) dans l'espace
d'¶etat et le mode q(t) = q associ¶e.µA l'instant t = 0, le systµeme se trouve µa la positionX 0.
On en d¶eduit le modeq0 dans lequel se trouve l'automateH µa l'instant t = 0. Dans le mode
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q0, la variable continue X (:) est soumise µa la dynamique : _X (t) = f q0 (X (t); u(t)) d¶e¯nie sur
le domaine Dq0 £ Um . Dµes que le systµeme atteint une gardeG(q0 ;q1 ) µa un instant t1, il peut
e®ectuer une transition discrµete de l'¶etatq0 vers l'¶etat q1. On applique alors µa nouveau le
même processus µa partir de la positionX (t1) dans l'¶etat q1.

Remarque 3.2.1. Dans la suite de ce manuscrit, nous supposons que le modµele hybride ainsi
construit n'accepte pas de trajectoire solution dite Z¶enon qui e®ectue une in¯nit¶e de transitions
en un temps ¯ni. En e®et, l'existence de trajectoires Z¶enonpose parfois des problµemes de
simulation puisque les instants de transition sont de plus en plus prôches jusqu'µa devenir
num¶eriquement indi®¶erentiables [87],[44,x2.3].

3.2.2 Construction µa la vol¶ee de l'¶etat courant

Soit X 2 Rn un point donn¶e de l'espace d'¶etat. Dans ce paragraphe, nous proposons un
algorithme de calcul de l'¶etat q du systµeme hybrideH, i.e. du simplexeDq 2 D , dans lequel
se trouve le systµeme µa la positionX .

Le principe de l'algorithme 3 ci-aprµes bas¶e sur la d¶e¯nition du maillage implicite de Rn

d¶e¯ni au paragraphe 3.1.2, est le suivant : on calcule tout d'abord le n-cube deRn qui contient
X 0, puis le simplexe du maillage de ce cube qui contientX 0.

1. Calcul du n-cube qui contientX 0.

D'aprµes la d¶e¯nition 3.1.1, le n-cube qui contient X 0 est d¶e¯ni par un point origine kh =
(k1h; : : : ; knh) 2 hZn , la longueur h de ses arêtes et les relations suivantes :

8i = 1 ; : : : ; n; k i h · x i · (ki + 1) h i.e. : 8i = 1 ; : : : ; n;
x i

h
¡ 1 · ki ·

x i

h

Par d¶e¯nition de la partie entiµere, on en d¶eduit alors l'origine kh = ( k1h; : : : ; knh) 2 Zn du
n-cube cherch¶e :

² Si
x i

h
n'est pas entier, alors :ki =

hx i

h

i
.

² Si
x i

h
est un entier alors X 0 est µa l'intersection de deuxn-cubes. Par convention, on

choisira le cube le plus proche de 0, soit :

ki =

8
>><

>>:

x i

h
¡ 1; si x i ¸ 0

x i

h
; si x i < 0

2. Calcul du simplexe qui contientX 0.

Nous avons calcul¶e len-cube C = kh + [0 ; h]n qui contient X 0. D'aprµes la proposition
3.1.1, C peut être subdivis¶e enn! n-simplexes d¶e¯nis par :

8' 2 Sn ; D ' = f X 2 Rn ; 0 · X ' (1) ¡ k' (1) h · ¢ ¢ ¢ · X ' (n) ¡ k' (n)h · hg (3.9)

Pour d'¶eviter d'avoir µa calculer explicitement les n! simplexes qui d¶ecomposent len-cube C,
l'id¶ee est d'utiliser la d¶e¯nition (3.9) a¯n de calculer d irectement la permutation ' qui d¶e¯nit
le simplexe cherch¶e. Le principe est le suivant :



64. Chapitre 3 : Construction d'un modµele hybride de contrôle

i. On forme la liste : L := [ X 1 ¡ k1h; : : : ; X n ¡ knh] ;

ii. On applique un algorithme du type tri par s¶election µa la liste L , ce qui nous donne la
liste tri¶ee ~L et la permutation ' sur les indicesf 1; : : : ; ng qui permet de passer de la
liste L µa la liste ~L .

iii. On en d¶eduit la liste des sommets du simplexeD ' qui contient X 0.

Remarque 3.2.2. Il existe des algorithmes de tri plus performants que le tri par s¶election :
entre autres, le tri fusion ou le tri rapide - QuickSort en anglais. Actuellement, de nombreux
problµemes issus de l'industrie, notamment de l'a¶eronautique, ne d¶epassent pas la dimension
6 ou 7. La liste µa trier donn¶ee en entr¶ee ¶etant de taillen i.e. la dimension de l'espace d'¶etat,
nous ne chercherons pas pour l'instant µa optimiser l'algorithme de tri choisi.

Algorithme 3 CurrentMode Calcul du simplexe contenantX
Donn¶ees : h > 0 le pas de discr¶etisation,X un point de Rn

Sortie : le simplexe deRn de taille h qui contient X
1: f Calcul du n-cube C de côt¶eh qui contient X g
2: pour tout i variant de 1 µa n faire
3: ki := [ x i

h ] ;
4: ¯n pour
5: f Calcul du simplexe deC qui contient X 0g
6: On pose :L = [ X 1 ¡ k1h; : : : ; X n ¡ knh] ; ' := [1 ; 2; : : : ; n] ;
7: pour tout i variant de 1 µa n faire
8: i max := i ;f On parcourt la liste Lg
9: pour tout j variant de i+1 µa n faire

10: f On parcourt L µa partir de l'indice i ; on cherche le premier indicej > i dont l'¶el¶ement
est plus petit que X i ¡ ki hg

11: si X j ¡ kj h < X i max ¡ ki max h alors
12: i max := j ;
13: ¯n si
14: ¯n pour
15: ¶Echanger ' [i ] et ' [i max ] ;
16: ¯n pour
17: f Calcul desn + 1 sommets V 1; : : : ; V n+1 du simplexe cherch¶e grâce µa (3.3)g
18: pour tout p variant de 1 µa n+1 faire
19: pour tout i variant de 1 µa p, faire
20: V p+1

' [i ] := k' [i ]h ;
21: ¯n pour
22: pour tout i variant de p+1 µa n, faire
23: V p+1

' [i ] := ( k' [i ] + 1) h ;
24: ¯n pour
25: ¯n pour
26: Retourner f V 1; : : : ; V n+1 g.

Le calcul de l'¶etat courant n¶ecessite doncO(n) op¶erations pour le calcul du cube qui
contient X 0, puis O(n) op¶erations pour former la liste L . Par application de l'algorithme de
tri dont la complexit¶e est en O(nlog n), nous avons alors le r¶esultat suivant :
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Proposition 3.2.2. L'algorithme 3 de calcul de l'¶etat courant du modµele hybride est correct
et n¶ecessiteO(nlog n) op¶erations arithm¶etiques.

3.2.3 Calcul des contraintes locales sur le contrôle

Soit q 2 Q un mode quelconque de l'automateH d¶e¯ni pr¶ec¶edemment et Dq 2 D la
cellule associ¶ee dans l'espace d'¶etat. Le domaine de contrôle dans le modeq est le polytope
Um de dimensionm dans Rm . D'aprµes le lemme 3.1.3, le domaineDq £ Um se d¶ecompose en
simplexes ¢q0 de l'espace ¶etat-contrôle :

Dq £ Um =
[

q02K (q)

¢ q0

Toute cellule ¢ q0, q 2 K (q), induit des contraintes mixtes sur l'¶etat et le contrôle, ce qui
signi¯e que, localement, les contraintes sur le contrôle d¶ependent de la position du systµeme
dans l'espace de contrôle. Dans ce paragraphe, nous voulons calculer les contraintes locales
explicites sur le contrôle en fonction de la position. Pourcela, on d¶e¯nit Uq0(X ) l'ensemble
des contraintes sur le contrôle dans la cellule ¢q0 µa X ¯x¶e (voir ¯gure 3.6) :

8X 2 Dq; 8q0 2 K (q); Uq0(X ) = f u 2 Rm = (X; u ) 2 ¢ q0g (3.10)

Ui 6 (X 0)

Ui 5 (X 0)

Ui 4 (X 0)

Ui 3 (X 0)

Ui 2 (X 0)

Ui 1 (X 0)

¢ i 6

¢ i 5

¢ i 4
¢ i 3

¢ i 2

¢ i 1

X 0

Dq

Domaine de contrôle

Espace d'¶etat

Fig. 3.6 { D¶e¯nition de l'ensemble Uq0(X 0) des contraintes locales sur le contrôle dans une
cellule Dq

Par construction, le domaine de contrôleUm se d¶ecompose alors de la fa»con suivante :

Lemme 3.2.1. 8X 2 Dq; Um =
S

q02K (q)
Uq0(X ).

Le problµeme est maintenant de d¶eterminer la structure g¶eom¶etrique deUq0(X ) dans Rm .
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Exemple 3.2.1. On se place dans le cas oµu l'¶etat et le contrôle sont de dimension 1 (n =
m = 1). Consid¶erons une cellule¢ q0 de R2 d¶e¯nie par :

¢ q0 = Conv((ak ; ui ); (ak + h; ui ); (ak + h; ui + h))

Les contraintes mixtes sur l'¶etat et le contrôle s'expriment sous la forme d'un systµeme a±ne :

x · ak + h; u ¸ ui ; u ¡ x · ui ¡ ak

On en d¶eduit facilement :

(x; u) 2 ¢ q0 ,

8
<

:

x 2 Dq = [ ak ; ak + h]

u 2 Uq0(x) = f u 2 R = 0 · u ¡ ui · x ¡ akg

On remarque ainsi sur cet exemple que le domaine de contrôleest un segment (1-simplexe)
dans R si x 2]ak ; ak + h], ou est r¶eduit µa un point f ui g si x = ak . Dans la suite, nous allons
voir que ce r¶esultat est g¶en¶eralisable en dimension quelconque.

Soient X 2 Dq et q0 2 K (q). Par construction, ¢ q0 est un simplexe deRn+ m et peut donc
être d¶e¯ni par un systµeme de (n + m + 1) in¶egalit¶es a±nes ind¶ependantes :

MY + d ¸ 0 avecM 2 Mn+ m+1 ;n+ m (R) et d 2 Rn+ m+1

La matrice M se d¶ecoupe en deux matrices :

M 1 = M
·

I n

0

¸
2 Mn+ m+1 ;n (R); M 2 = M

·
0

I m

¸
2 Mn+ m+1 ;m (R);

de fa»con µa avoir :M = [ M 1 j M 2 ]. Le systµeme d'in¶egalit¶es devient donc :M 1X + M 2X + d ¸ 0,
ce qui nous donne une nouvelle caract¶erisation deUq0(X ) :

8X 2 Dq; Uq0(X ) = f u 2 Rm = (X; u ) 2 ¢ q0g
= f u 2 Rm = M2u + ( M 1X + d) ¸ 0g

;

Ainsi, l'ensembleUq0(X ) est caract¶eris¶e par un nombre ¯ni d'in¶egalit¶es a±nes sur le contrôle ;
c'est donc un polyµedre deRm . De plus, ¢ q0 ¶etant born¶e, Uq0(X ) l'est aussi. Uq0(X ) est donc
un polyµedre born¶e, i.e. un polytope deRm . On peut alors ¶enoncer les r¶esultats suivants :

Proposition 3.2.3. Soit X 0 2
±

Dq et q0 2 K (q). Alors Uq0(X 0) est un m-simplexe deRm .

Corollaire 3.2.1. Soit X 0 2 @Dq et q0 2 K (q). Alors Uq0(X 0) est soit un m-simplexe, soit
un point de Rm .

Preuve de la proposition 3.2.3.On se donneX 0 2
±

Dq et q0 2 K (q). Le problµeme revient en
fait µa calculer l'intersection du sous-espace a±ne :

P = f (X 0; u) = u 2 Rm g ½ Rn+ m

avec le simplexe ¢q0 (cf ¯gure 3.7) :

Uq0(X 0) = f (X 0; u) = u 2 Rm g \ ¢ q0 = P \ ¢ q0
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x1

x2

u1

u2

0x

x 0x

u

Fig. 3.7 { Intersection P \ ¢ q0 pour (n; m) = (1 ; 2) µa gauche, (n; m) = (2 ; 1) µa droite.

D'aprµes [88, th¶eorµeme 1.1], l'intersection d'un sous-espace a±ne avec un simplexe est un
polytope. Donc Uq0(X 0) est un polytope deRm . D'aprµes la d¶e¯nition A.1.2 donn¶ee en annexe,
un m-simplexe est un polytope µa (m +1) sommets. La question est donc de calculer le nombre
de sommets deUq0(X 0).

L'id¶ee est d'intersecter le sous-espaceP de dimensionm avec lesn-faces de ¢q0. Ces inter-
sections, si elles existent, sont de dimension 0 et d¶e¯nissent les sommets deUq0(X 0). Il reste
ensuite µa prouver qu'il existe exactement (m + 1) n-faces di®¶erentes qui intersectentP pour
pouvoir conclure.

Soit f X 1; : : : ; X n+1 g les sommets deDq. Par d¶e¯nition, on a : p?
Rn (¢ q0) = Dq. On introduit

alors les sommets de ¢q0 :

Vk =
·

X i k

uj k

¸
; k = 1 ; : : : ; n + m + 1

avec i k 2 f 1; : : : ; n + 1g, j k 2 f 1; : : : ; m + 1g et f X i k gk=1 ;:::;n + m+1 = f X 1; : : : ; X n+1 g.

On suppose queX 0 2
±

Dq ; X 0 s'¶ecrit donc comme combinaison convexe stricte des sommets
du simplexe Dq, i.e. :

9!(®k )k=1 :::n +1 2]0; 1[n+1 ;
n+1X

k=1

®k = 1 et X 0 =
n+1X

k=1

®kX k (3.11)

Premiµere ¶etape : toute n-face de ¢ q0 admet au plus un point d'intersection avec
le sous-espace a±ne P.

Soit F une n-face de ¢q0 d¶e¯nie par la liste (renum¶erot¶ee pour faciliter la lecture) de ses

sommets : (
·

X i k

uj k

¸
)k=1 ;:::;n +1 oµu i k 2 f 1; : : : ; n + 1g, j k 2 f 1; : : : ; m + 1g.

1er cas : lesi k sont tous di®¶erents.
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On a alors n¶ecessairement :f X i k = k = 1 ; : : : ; n + 1g = f X 1; : : : ; X n+1 g, ce qui nous

permet de r¶e¶ecrire la relation convexe (3.11) sous la forme : X 0 =
n+1P

k=1
®i k X i k . On

introduit alors le point X F d¶e¯ni comme suit :

X F =
n+1X

k=1

®i k

·
X i k

uj k

¸
=

2

4
X 0

n+1P

k=1
®i k uj k

3

5 :

Par d¶e¯nition du sous-espace a±neP, on a :X F 2 P. On a de plus suppos¶e :X 0 2
±

Dq, ce
qui implique que la relation convexe d¶e¯nissantX F est ¶egalement une relation stricte ;

on en d¶eduit alors :X F 2
±
F , soit : X F 2 P \ F .

Par unicit¶e de la d¶ecomposition convexe dans un simplexe,on peut conclure :

P \ F = f X F g et X F 2
±
F

2µeme cas : lesi k ne sont pas tous distincts.

On a alors : f X i k = k = 1 ; : : : ; n + 1g ( f X 1; : : : ; X n+1 g. Soit Y un point quelconque de
la faceF : Y s'¶ecrit comme combinaison convexe des sommets deF :

9!(° i k )k=1 :::n +1 2 [0; 1]n+1 ;
n+1X

k=1

° i k = 1 et Y =
n+1X

k=1

° i k

·
X i k

uj k

¸

Par ailleurs, on a suppos¶e :X 0 2
±

Dq ; X 0 d¶epend donc de tous lesX i , i = 1 ; : : : ; n + 1.

On a donc n¶ecessairement :
n+1P

k=1
° i k X i k 6= X 0, soit : Y =2 P. On en d¶eduit : F \ P = ; .

Deuxiµeme ¶etape : il existe exactement (m + 1) n-faces di®¶erentes qui intersectent
le sous-espace a±ne P.

Par construction, on sait que : f X i k = k = 1 ; : : : ; n + m + 1g = f X 1; : : : ; X n+1 g; quitte µa
renum¶eroter les sommets de ¢q0, nous pouvons donc supposer :

8l 2 f 1; : : : ; n + 1g; Vl =
·

X l

uj l

¸

² On pose :F0 = Conv(f V1; : : : ; Vn+1 g). D'aprµes l'ind¶ependance a±ne des sommetsX i ,
i = 1 ; : : : ; n + 1, de Dq, les sommetsV1; : : : ; Vn+1 de F0 sont a±nement ind¶ependants.
F0 est donc unen-face de ¢q0 qui intersecte P.

² Soit n + 2 · l · n + m + 1 (i.e. m choix possibles). On d¶e¯nit :

Fl = Conv(( f V1; : : : ; Vn+1 g ¡ f Vi l g) [ f Vl g); 1 · i l · n + 1

en remarquant que :Vl = ( X i l ; uj l ) et Vi l = ( X i l ; uj i l
). De même que pourF0, la face

Fl est unen-face de ¢q0 qui intersecte P.
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En r¶esum¶e, nous avons trouv¶e exactement (m + 1) n-faces di®¶erentes de ¢q0, qui inter-
sectentP. Chacune de ses faces admet un unique point d'intersection avecP. Ces points ¶etant
µa l'int¶erieur de chacune de cesn-faces, on a donc (m + 1) points a±nement ind¶ependants ap-
partenant µa P \ ¢ q0 = Uq0(X 0). Uq0(X 0) ½ Rm est par cons¶equent un polytope deRm µa m + 1
sommets, i.e. unm-simplexe deRm .

¤

Preuve du corollaire 3.2.1.Soit X 0 2 @Dq et q0 2 K (q). On suppose que le pointX 0 appartient
exactement µa unek-face deDq (avec k < n ) : il existe donc (k + 1) sommets de Dq, que l'on
note X 1; : : : ; X k+1 , tels que :

X 0 2
±

Fk ;

en posant :Fk = Conv(X 1; : : : ; X k+1 ). On d¶e¯nit maintenant les ensembles :

e¢ q0 = f (X; u ) 2 ¢ q0 ; X 2 Fkg et eUq0(X ) = f u 2 Um ; (X; u ) 2 e¢ q0g:

On v¶eri¯e alors que :
[

q02K (q)

e¢ q0 = Fk £ Um et eUq0(X ) = Uq0(X ):

Par construction, Fk ¶etant une k-face deDq, e¢ q0 est une face de ¢q0 de dimension au moins
¶egale µak. On distingue alors deux cas :

Si e¢ q0 est unek-face de¢ q0,
alors le domaineUq0(X 0) est n¶ecessairement r¶eduit µa un point (d¶emonstration par l'ab-
surde bas¶ee sur le fait queX 0 s'¶ecrit de fa»con unique comme combinaison convexe des
sommets deFk ).

Si e¢ q0 est de dimension sup¶erieure µak + 1 ,
alors e¢ q0 est n¶ecessairement de dimensionk + m. On peut donc maintenant appliquer
la proposition 3.2.3 oµu Fk et e¢ q0 jouent respectivement les rôles deDq et ¢ q0 et on
conclut que Uq0(X 0) = eUq0(X 0) est un m-simplexe deRm .

¤

Pour terminer, remarquons que par construction l'ensembledes domaines de contrôle
Uq0(X ) pour X 2 Dq et q0 2 K (q), est convexe :

Lemme 3.2.2. Soient (q1; q2) 2 K (q). Alors :

u1 2 Uq1 (X 1) et u2 2 Uq2 (X 2)
+

8® 2 [0; 1]; 9q0 2 K (q); ®u1 + (1 ¡ ®)u2 2 Uq0(®X1 + (1 ¡ ®)X 2)

Preuve. Soit ® 2 [0; 1]. D'aprµes la d¶e¯nition (3.10) des domaines de contrôle, on sait que :

u1 2 Uq1 (X 1); u2 2 Uq2 (X 2) ) (X 1; u1) 2 ¢ q1 ; (X 2; u2) 2 ¢ q2
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Par hypothµeses,q1 2 K (q) et q2 2 K (q), d'oµu : X 1 2 Dq et X 2 2 Dq. La convexit¶e de
Dq implique : ®X1 + (1 ¡ ®)X 2 2 Dq et celle de Um donne : ®X1 + (1 ¡ ®)X 2 2 Dq et
®u1 + (1 ¡ ®)u2 2 Um . D'oµu :

(®X1 + (1 ¡ ®)X 2; ®u1 + (1 ¡ ®)u2) 2 Dq £ Um

De plus, par construction du maillage ¢, on sait que : Dq £ Um =
S

q02K (q)
¢ q0. Il existe

donc un simplexe du maillage ¢ qui contient le couple ¶etat-contrôle d¶e¯ni ci-dessus :

9q0 2 K (q); (®X1 + (1 ¡ ®)X 2; ®u1 + (1 ¡ ®)u2) 2 ¢ q0;

ce qui prouve que :®u1 + (1 ¡ ®)u2 2 Uq0(®X1 + (1 ¡ ®)X 2).

¤

Ainsi, nous avons construit un automate hybride mod¶elisant le systµeme non lin¶eaire initial.
La construction de cet automate se fait en pratique µa la vol¶ee : µa tout instant, nous sommes
d¶esormais capables de calculer l'¶etat dans lequel se trouve le systµeme ainsi les contraintes sur
l'¶etat et le contrôle auxquelles il est soumis.
Dans la partie suivante, nous allons voir comment d¶eterminer un ensemble approch¶e des
conditions initiales µa partir desquelles le systµeme hybride H peut atteindre la cible 0 2 Rn en
temps ¯ni pour un contrôle bien choisi.
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73.

Dans cette partie, nous nous int¶eressons µa l'existence desolutions approch¶ees du problµeme
de contrôle non lin¶eaire.

On considµere un systµeme de contrôle non lin¶eaire trµes g¶en¶eral :

_X (t) = f (X (t); u(t)) :

La question de l'existence de solutions (non n¶ecessairement optimales) est la suivante :
¶Etant donn¶e un point X 0 2 Rn , existe-t-il un contrôle admissible u tel que la trajectoire
associ¶ee µa ce contrôle joigneX 0 µa la cible 02 Rn en temps ¯ni ? Si oui, le point X 0 est dit
contrôlable (cf ¯gure 3.8).

0

X 0

X [X 0; u](t)

Fig. 3.8 { Problµeme de contrôlabilit¶e

L'ensemble des points contrôlables deRn par le systµeme consid¶er¶e est appel¶edomaine
contrôlable du systµeme.

Cette partie est consacr¶ee µa la d¶e¯nition et l'approximation du domaine contrôlable des
systµemes non lin¶eaires. Dans le chapitre 4, nous d¶e¯nissons les concepts et les enjeux du
problµeme de contrôlabilit¶e des systµemes non lin¶eaires. Aprµes avoir ¶etudier l'approximation
du domaine contrôlable non lin¶eaire par le domaine contr^olable hybride, nous proposons une
approche constructive de la contrôlabilit¶e d'un point initial donn¶e par le biais des systµemes hy-
brides. Le chapitre 5 est consacr¶e µa l'¶etude et au calcul algorithmique du domaine contrôlable
du modµele hybride propos¶e au chapitre 3 dans un domaine born¶e de l'espace d'¶etat.





Chapitre 4

Di®¶erents niveaux de contrôlabilit¶e

Dans cette partie, nous nous int¶eressons µa la contrôlabilit¶e µa l'origine 0 de l'espace d'¶etat
Rn des systµemes non lin¶eaires du type :

_X (t) = f (X (t); u(t)) : (4.1)

Les contrôles admissiblesu du systµeme (4.1) sont des fonctions mesurables born¶ees µavaleurs
dans un polytopeUm . ¶Etant donn¶e un point X 0 de Rn , la question est de savoir s'il existe un
contrôle u admissible tel que la trajectoire associ¶ee µau joigne X 0 µa la cible 0 en temps ¯ni.

La contrôlabilit¶e µa l'origine est un problµeme issu du concept plus g¶en¶eral de la contrôlabilit¶e
complµete. Un systµeme dynamique est dit complµetement contrôlable s'il existe une trajectoire
admissible de ce systµeme qui relie deux points donn¶es de l'espace d'¶etat en temps ¯ni.

La notion de contrôlabilit¶e est apparue dans les ann¶ees soixante avec les travaux de
R. E. Kalman [56, 57] dans le cadre des systµemes lin¶eaires autonomes du type : _X (t) =
AX (t)+ Bu(t). Ces systµemes ont suscit¶e de nombreux travaux de recherche et nous disposons
aujourd'hui de r¶esultats puissants, µa commencer par le fameux critµere de contrôlabilit¶e de
Kalman [58, 61, 28] en l'absence de contraintes sur l'¶etat et le contrôle. Ces r¶esultats jouent
un rôle essentiel dans l'¶etude du domaine de contrôlabilit¶e nulle, i.e. de l'ensemble des points
de Rn contrôlables jusqu'µa l'origine 0 [61, paragraphe 2.3].

La contrôlabilit¶e des systµemes non lin¶eaires tels que (4.1), est un sujet extrêmement com-
plexe. Une premiµere approche de ce problµeme consiste µa ¶etendre les r¶esultats de contrôlabilit¶e
obtenus pour les systµemes lin¶eaires aux systµemes non lin¶eaires. Par des arguments de lin¶earisa-
tion locale autour d'un point ( X 0; u0) donn¶e de l'espace ¶etat-contrôleRn £ Um , le systµeme
(4.1) est remplac¶e localement par le systµeme lin¶eaire_X (t) = AX (t) + Bu(t) en posant :

A =
@f
@X

(X 0; u0); B =
@f
@u

(X 0; u0):

L'¶etude de la contrôlabilit¶e du systµeme lin¶earis¶e permet d'en d¶eduire des r¶esultats decontrôla-
bilit¶e locale du systµeme non lin¶eaire initial [61, 81]. Une autre approche consiste µa relier la
contrôlabilit¶e µa des propri¶et¶es de crochets de Lie du systµeme non lin¶eaire. Mais les r¶esultats
restent locaux [1, 51, 55]. Pour la classe particuliµere dessystµemes a±nes par rapport au
contrôle, des critµeres de contrôlabilit¶e globale peuvent être obtenus [55, 62].
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Dans le cas g¶en¶eral, la contrôlabilit¶e des systµemes non lin¶eaires demeure un problµeme di±-
cile. L'objectif de cette partie est de d¶evelopper une approche constructive de la contrôlabilit¶e
des systµemes non lin¶eaires. Nous ne nous int¶eressons donc pas uniquement µa l'existence d'un
critµere de contrôlabilit¶e des systµemes non lin¶eairesmais µa la mise en oeuvre de m¶ethodes et
d'algorithmes pour l'approximation du domaine contrôlable non lin¶eaire.

La m¶ethode propos¶ee dans cette partie est bas¶ee sur l'approximation hybride du domaine
contrôlable du systµeme initial (4.1). On introduit le systµeme hybrideH = ( Q; E; D; U; F ; G; R)
construit au chapitre 3 qui mod¶elise le systµeme non lin¶eaire (4.1). La dynamique non lin¶eaire
est donc approch¶ee par le systµeme suivant :

_X (t) = f h(X (t); u(t)) ; (4.2)

oµu f h est l'approximation a±ne par morceaux du champ de vecteurs non lin¶eaire f calcul¶ee
au chapitre 2. Le but de ce chapitre est d'¶etudier la contrôlabilit¶e et le domaine contrôlable
du systµeme non lin¶eaire via son approximation hybride.

Aprµes avoir introduit les notions de contrôlabilit¶e et de domaine contrôlable pour un
systµeme dynamique quelconque, nous nous int¶eressons dans ce chapitre µa l'approximation
hybride de la contrôlabilit¶e. La partie 4.2 est donc consacr¶ee µa l'¶etude de l'approximation
hybride du domaine contrôlable non lin¶eaire. Nous proposons ensuite dans la partie 4.3, une
approche constructive du problµeme de contrôlabilit¶e µatravers l'¶etude du domaine contrôlable
hybride d¶e¯ni dans un ensemble non ordonn¶e de cellules de l'espace d'¶etat.

4.1 Contrôlabilit¶e et domaine contrôlable

Intuitivement, la contrôlabilit¶e d'un point X 0 vers la cible 0 correspond µa l'existence d'une
trajectoire admissible du systµeme de contrôle consid¶er¶e, qui relie X 0 µa 0 en temps ¯ni. Dans
ce paragraphe, nous allons formaliser cette notion pour lessystµemes de contrôle non lin¶eaires.

4.1.1 Contrôlabilit¶e des systµemes non lin¶eaires ou att eignabilit¶e ?

On considµere le systµeme de contrôle non lin¶eaire suivant :

_X (t) = f (X (t); u(t)) :

On rappelle que les contrôles admissiblesu sont des fonctions mesurables µa valeurs dans un
polytope Um , d¶e¯ni comme l'enveloppe convexe de ses sommets :Um = Conv(s1; : : : ; sp). La
contrôlabilit¶e µa l'origine d'un point X 0 de l'espace d'¶etat est d¶e¯nie de la fa»con suivante :

D¶e¯nition 4.1.1 (Domaine contrôlable). Le point X 0 2 Rn est contrôlable vers0 pour
le systµeme (4.1) si et seulement s'il existe un temps ¯niT ¸ 0 et un contrôle admissible
u : [0; T] ! Um , tels que le problµeme :

½ _X (t) = f (X (t); u(t))
X (0) = X 0

; X (T) = 0

admette une solutionX (:) d¶e¯nie sur [0; T].
L'ensemble des points contrôlables deRn est appel¶edomaine contrôlable du systµeme (4.1).
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Remarque 4.1.1. Par abus de langage, le termecontrôlabilit¶e d¶esigne, µa partir de mainte-
nant la contrôlabilit¶e µa l'origine du systµeme consid¶er¶e. De même, sauf mention contraire,on
parlera du domaine contrôlable d'un systµeme pour d¶esigner l'ensemble des points de l'espace
d'¶etat, contrôlables jusqu'µa la cible0.

Or le champ de vecteursf v¶eri¯e les hypothµeses du th¶eorµeme de Cauchy-Lipschitz (cf
th¶eorµeme 2.3.1) ce qui, pour un contrôle admissible donn¶e, garantit l'existence et l'unicit¶e
d'une solution du problµeme de Cauchy form¶e du systµeme (4.1) associ¶e µa la condition initiale :
X (0) = X 0. En revanche, pour tout point contrôlable de l'espace d'¶etat, il peut exister
plusieurs trajectoires admissibles du systµeme (4.1) le reliant µa la cible.

Exemple 4.1.1. On considµere le systµeme :

_X (t) =
·

¡ 1 ¡ 2
¡ 3 ¡ 1

¸
u(t); (4.3)

sachant que le contrôleu est µa valeurs dans le simplexe unit¶eU2 de R2, soit :

8t; u(t) 2 U2 = Conv(
·

0
0

¸
;
·

1
0

¸
;
·

0
1

¸
)
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Fig. 4.1 { (a) Domaine contrôlable et (b) Trajectoires admissibles reliant X 0 µa 0 en temps
¯ni, du systµeme (4.3).

Le domaine contrôlable du systµeme (4.3) est le cône deR2, d¶e¯ni par les demi-droites
d'¶equations respectives(y = x

2 ) et (y = 3x) dans le quart de plan positif (cf ¯gure 4.1-(a)). La
¯gure 4.1-(b) donne plusieurs exemples de trajectoires admissibles reliant le point X 0 = (1 ; 1)
µa (0; 0) pour les contrôles :

8t; u1(t) = (
1
5

;
2
5

) et u2(t) =
½

(¡ 1; ¡ 3) si x(t) ¡ 2y(t) < 0
(¡ 2; ¡ 1) si x(t) ¡ 2y(t) = 0
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Par ailleurs, la notion de contrôlabilit¶e d'un systµeme dynamique est ¶etroitement li¶ee µa la
notion d'atteignabilit¶e.

Consid¶erons un pointX 0 2 Rn suppos¶e contrôlable jusqu'en 0 par le systµeme (4.1). D'aprµes
la d¶e¯nition 4.1.1, il existe donc une trajectoire admissible du systµeme (4.1) qui relieX 0 µa 0
en temps ¯ni. Ainsi, pour atteindre X 0 µa partir de 0, l'id¶ee est tout simplement de parcourir
cette même trajectoire par renversement du temps en partant cette fois-ci de la cible :

Proposition 4.1.1. Soit X 0 2 Rn un point donn¶e de l'espace d'¶etat. Le pointX 0 est
contrôlable µa l'origine par le systµeme non lin¶eaire :

_X (t) = f (X (t); u(t)) ; u(t) 2 Um ;

si et seulement siX 0 est atteignable µa partir de0 en temps ¯ni par le systµeme :

_X (t) = ¡ f (X (t); v(t)) ; v(t) 2 Um :

Preuve. SupposonsX 0 contrôlable jusqu'en 0 par le systµeme_X (t) = f (X (t); u(t)). D'aprµes
la d¶e¯nition 4.1.1, il existe un temps ¯ni T > 0 et un contrôle admissibleu : [0; T] ! Um

tels que le systµeme (4.1) associ¶e µa la condition initialeX (0) = X 0, admette une solution X (:)
v¶eri¯ant : X (T) = 0, ou de maniµere ¶equivalente :

8
<

:
X (t) = X 0 +

Z t

0
f (X (s); u(s))ds

X (T) = 0

ce qui nous permet d'¶ecrire au tempsT la relation suivante :

X 0 = ¡
Z T

0
f (X (s); u(s))ds:

Nous voulons maintenant prouver que le pointX 0 est atteignable µa partir de 0 par renverse-
ment du temps. Pour tout temps t 2 [0; T], on introduit alors la trajectoire :

Y (t) = X (T ¡ t);

et le contrôle :
v(t) = u(T ¡ t):

On v¶eri¯e alors sans peine que la trajectoireY est solution du systµeme :
½ _Y(t) = ¡ f (Y (t); v(t))

Y (0) = 0
; Y (T) = 0 :

La r¶eciproque se d¶emontre selon le même proc¶ed¶e : on supposeX 0 atteignable µa partir de 0
en tempsT pour le systµeme : _Y(t) = ¡ f (Y (t); v(t)). Grâce au même changement de variable
que pr¶ec¶edemment, on v¶eri¯e queX 0 est contrôlable en tempsT pour le systµeme (4.1).

¤
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En particulier, si, quel que soit le contrôle u 2 Um , l'application X ! f (X; u ) est paire, i.e. :

8u 2 Um ; 8X 2 Rn ; f (¡ X; u ) = f (X; u );

alors, d'aprµes la proposition pr¶ec¶edente, la contrôlabilit¶e du systµeme (4.1) depuis un point
X 0 2 Rn est ¶equivalente, par renversement du temps, µa l'atteignabilit¶e de X 0 depuis la cible
0 pour le systµeme :

¡ _Y (t) = f (Y (t); v(t)) ; soit : _(¡ Y )( t) = f (¡ Y (t); v(t)) :

Par le changement de variableZ (t) = ¡ Y (t), on se ramµene alors au systµeme initial :_Z (t) =
f (Z (t); v(t)). Dans ces conditions, le problµeme de contrôlabilit¶e µa l'origine du systµeme (4.1) est
donc ¶equivalent µa l'¶etude des ensembles atteignables depuis l'origine 0 pour le même systµeme.

4.1.2 Cas des systµemes lin¶eaires : ¶etude de la partie non c ontrôlable

Consid¶erons le cas particulier oµu la dynamiquef est a±ne :

_X (t) = AX (t) + Bu(t); (4.4)

sans contraintes sur l'¶etatX du systµeme. La forme canonique du systµeme lin¶eaire (4.4)calcul¶ee
au paragraphe 2.2.2, met en ¶evidence l'existence d'une partie contrôlable :

_Y1(t) = A1Y1(t) + A2Y2(t) + B1~u(t); (4.5)

et d'une partie non contrôlable (i.e. ind¶ependante du contrôle u) :

_Y2(t) = A3Y2(t) (4.6)

en posant :Y = ( Y1; Y2) = T ¡ 1
i X 2 Rr £ Rn¡ r oµu Ti est la matrice de passage du th¶eorµeme

de d¶ecomposition canonique (cf th¶eorµeme 2.2.1).

La question de la contrôlabilit¶e du systµeme canonique seramµene ainsi µa la r¶esolution de
deux problµemes de contrôlabilit¶e successifs :

1. Calculer l'ensemble des pointsY2 2 Rn¡ r tels que la cible 02 Rn¡ r soit atteignable µa
partir de Y2.

2. Calculer l'ensemble des pointsY1 2 Rr tels qu'il existe un contrôle (non optimal a priori)
qui amµene le systµeme de l'¶etatY1 µa la cible 02 Rr en temps ¯ni.

Dans ce paragraphe, nous nous int¶eressons au premier problµeme, i.e. au calcul de l'en-
semble des points de l'espace d'¶etat, qui peuvent être amen¶es en 0 en temps ¯ni. Nous pro-
posons ensuite une ¶etude de l'atteignabilit¶e de la cible 0en temps in¯ni. Dans tous les cas,
l'¶etude de la partie non contrôlable nous permet de ramener le problµeme de contrôlabilit¶e du
systµeme canonique µa celui d'un systµeme de contrôle lin¶eaire de rang plein, soumis ou non µa
des perturbations.
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Contrôlabilit¶e µa l'origine d'un systµeme lin¶eaire canoniqu e

Nous nous int¶eressons pour le moment µa la partie non contr^olable du systµeme (4.4). Le
systµeme associ¶e est une ¶equation di®¶erentielle autonome d'ordre 1, que l'on sait r¶esoudre :

_Y2(t) = A3Y2(t) () Y2(t) = eA 3 t Y2(0)

Or, d'aprµes la proposition 4.1.1, tout problµeme de contrôlabilit¶e est ¶equivalent par ren-
versement du temps µa un problµeme d'atteignabilit¶e en temps ¯ni. On note R(I ) l'ensemble
atteignable par le systµeme (4.6) µa partir d'un ensemble deconditions initiales I (cf [44, chapitre
6]) :

R(I ) = f eA 3 t Y2; Y2 2 I; t 2 R+ g ½ Rn¡ r :

Avec ces notations, l'ensemble des points contrôlables dusystµeme (4.6) est ¶egalement l'en-
semble atteignable R(f 0g) du systµeme pour la condition initiale 0. Par ailleurs le point
0 2 Rn¡ r est un point d'¶equilibre du systµeme (4.6), ce qui impliquen¶ecessairement :

R(f 0g) = f 0g:

La cible 0 2 Rn¡ r n'est donc pas atteignable en temps ¯ni, sauf µa partir de 0.

Le domaine de contrôlabilit¶e du systµeme canonique est donc n¶ecessairement inclus dans
le sous-espaceV = f (Y1; 0) 2 Rn = Y1 2 Rr g de dimensionr de Rn . Dans ce sous-espace, on
a de plus :8t ¸ 0; Y2(t) = 0 et le systµeme canonique s'¶ecrit alors :

_Y1(t) = A1Y1(t) + B1~u(t)

la paire (A1; B1) ¶etant contrôlable (d'aprµes le th¶eorµeme de Kalman). Nous sommes donc
ramen¶e µa un systµeme de contrôle lin¶eaire de rang plein.

Atteignabilit¶e de la cible en temps in¯ni

Nous avons vu au paragraphe pr¶ec¶edent, que la cible 0 est unpoint d'¶equilibre du systµeme
non contrôlable (4.6). Pour que 0 soit atteignable, cette fois-ci en temps in¯ni, de n'importe
quel point de Rn¡ r , il su±t que 0 soit un foyer stable du systµeme. En d'autres termes, il su±t
que la matrice A3 soit stable (i.e. toutes ses valeurs propres ont une partie r¶eelle strictement
n¶egative).

Dans le cas contraire, l'id¶ee est de d¶ecomposer la matriceA3 en une matrice stable et une
matrice instable et d'en d¶eduire les conditions initialesad¶equates pour que la cible puisse être
atteinte.

Th¶eorµeme 4.1.1 ([45] D¶ecomposition de Schur). Soit A une matrice carr¶ee complexe
d'ordre n. Il existe une matrice unitaire Q 2 Mn (C), telle que :

Q¤AQ = D + N

oµu D = diag(®1; : : : ; ®n ) et N 2 Mn (C) est strictement triangulaire sup¶erieure.
Par ailleurs, Q peut être choisie de telle fa»con que les valeurs propres®i apparaissent dans
un ordre donn¶e le long de la diagonale.
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Appliquons la d¶ecomposition de Schur µa la matriceA3, en choisissant d'ordonner les
valeurs propres selon le critµere suivant :

8i = 1 ; : : : ; k; Re(®i ) < 0
8i = k + 1 ; : : : ; n ¡ r; Re(®i ) ¸ 0

oµu k d¶enote le nombre de valeurs propres deA3 de partie r¶eelle strictement n¶egatives.

Le systµemeY2(t) = eA 3 t Y2(0) s'¶ecrit :

Q¤Y2(t) = eQ¤ A 3Qt Q¤Y2(0) = e(D + N )t Q¤Y2(0)

=

2

4
e®1 t ? ?

?
e®n ¡ r t

3

5 Q¤Y2(0)

On cherche les solutions de lim
t ! + 1

Q¤Y2(t) = 0. Remarquons qu'il n'est pas n¶ecessaire de

calculer la matrice e(D + N )t , seuls les coe±cients diagonaux nous int¶eressent. Le calcul de ces
coe±cients est imm¶ediat : e®i t . R¶ecursivement de (n ¡ r ) µa k + 1, on d¶emontre que toute
valeur propre ®i de partie r¶eelle positive ou nulle, correspond une condition initiale ¶egale µa 0,
soit :

[ 0 j I n¡ r ¡ k ]Q¤Y2(0) = 0

On peut alors d¶e¯nir un nouveau changement de variable :~Y2 = [ I k j 0 ]Q¤Y2 et le systµeme
canonique devient :

(
_Y1(t) = A1Y1(t) + ~A2 ~Y2(t) + B1~u(t)
_~Y2(t) = ~A3 ~Y2(t)

en posant : ~A2 = A2Q
·

I k

0

¸
et ~A3 = ( D + N )

·
I k

0

¸
, oµu ~A3 est stable.

Le domaine de contrôlabilit¶e du systµeme canonique en temps in¯ni est donc inclus dans le
sous-espacef (Y1; ~Y2; 0) 2 Rr £ Rk £ Rn¡ r ¡ kg. Dans ce sous-espace, les trajectoires convergent
en temps in¯ni vers la cible 0 et on se ramµene µa l'¶etude de contrôlabilit¶e d'un systµeme de
contrôle lin¶eaire de rang plein en dimensionr soumis µa des perturbations :

_Y1(t) = A1Y1(t) + B1~u(t) + r (t) avec : r (t) = ~A2e
~A 3 t ~Y2(0)

sachant que : lim
t ! + 1

r (t) = 0 (puisque la matrice ~A3 est stable).

4.1.3 Contrôlabilit¶e de l'automate hybride

La d¶e¯nition 4.1.1 est une d¶e¯nition trµes g¶en¶erale, qui s'applique µa tout systµeme de contrôle
et donc en particulier au modµele hybrideH construit au chapitre 3.

Un point X 0 donn¶e de l'espace d'¶etat est contrôlable jusqu'µa la cible 0 par le systµemeH
si et seulement s'il existe une trajectoire admissible deH qui relie X 0 µa 0 en temps ¯ni. Cette
d¶e¯nition fait intervenir le concept de solution (on dit au ssi ex¶ecution) d'un systµeme hybride
que nous pr¶ecisons ci-aprµes.
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Notion de solution d'un systµeme hybride

L'¶etude des systµemes hybrides et de leurs solutions ont suscit¶e de nombreux travaux sur
le sujet [15, 63, 44]. Nous proposons ici une d¶e¯nition synth¶etique inspir¶ee de ces travaux :

D¶e¯nition 4.1.2 (Ex¶ecution d'un systµeme hybride). Soit H g = ( Q; E; D; U; F ; G) un
automate hybride quelconque. Une solution (on dit aussi ex¶ecution) du systµeme hybrideH g

est une trajectoire hybride (¿; °; X ), oµu :

² ¿ = ([ t i ; t i +1 ]) i =0 :::r (t i · t i +1 pour i < r ) est une suite ¯nie ou in¯nie d'intervalles de
R.

² ° : ¿ ! Q d¶ecrit l'¶etat discret du systµeme hybride,

² X : ¿ ! Rn d¶ecrit l'¶evolution continue du systµeme hybride,

et v¶eri¯ant, pour tout i 2 f 0; : : : ; r g, tel que t i < t i +1 ,

² t 7! ° (t) est constante sur l'intervalle ]t i ; t i +1 [.

² t 7! X (t) 2 D ° (t ) sur l'intervalle ]t i ; t i +1 [.

² il existe une application mesurableu :]t i ; t i +1 [! U° (t ) telle que :

8t 2]t i ; t i +1 [; _X (t) = f ° (t ) (X (t); u(t)) ;

temps

Dqi

Dqi +1

Dqi +2

Dqi +3

Dqi +4

t i t i +1 t i +2 t i +3 t i +4 t i +5

Fig. 4.2 { Repr¶esentation d'une ex¶ecution d'un systµeme hybride a±ne par morceaux.

Une illustration de cette d¶e¯nition est donn¶ee sur la ¯gure 4.2. La fonction° d¶ecrit l'¶etat
discret et la variable X l'¶evolution continue du systµeme hybride dans l'espace d'¶etat Rn au
cours du temps. Pour tout intervalle de temps ]t i ; t i +1 [ non vide, le systµeme se trouve dans le
mode ° (t) = qi , µa la position X (t) dans la celluleDqi . Dans le modeqi , il existe un contrôle
admissible u tel que l'¶evolution continue du systµeme soit r¶egie par l'¶equation di®¶erentielle :
_X (t) = f qi (X (t); u(t)). Les temps t i et t i +1 correspondent respectivement aux temps d'entr¶ee

et de sortie de la trajectoire X (:) de la cellule Dqi .

Contrôlabilit¶e des systµemes hybrides

Maintenant que le concept de solution d'un systµeme hybridea ¶et¶e bien pr¶ecis¶e, nous
sommes en mesure de red¶e¯nir la contrôlabilit¶e d'un point donn¶e de l'espace d'¶etat pour le
modµele hybrideH :
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D¶e¯nition 4.1.3. Le point X 0 2 Rn est contrôlable vers0 par H s'il existe une ex¶ecution
¯nie Â = ( ¿; °; X ) de H satisfaisant :

i. (° (t0); X (t0)) = ( q0; X 0) et (° (t r +1 ); X (t r +1 )) = ( qr ; 0)

ii. Pour tout i 2 f 0; : : : ; r g, tel que t i < t i +1 :
{ 8t 2 ]t i ; t i +1 [; ° (t) = qi et X (t) 2 Dqi .
{ il existe une fonction de contrôle u(:) mesurable, d¶e¯nie sur ]t i ; t i +1 [ µa valeurs dans

Um telle que :
8t 2]t i ; t i +1 [; _X (t) = f h(X (t); u(t))

iii. 8i 2 f 1; : : : ; r g; X (t i ) 2 G(qi ¡ 1 ;qi ) .

en posant :¿ = ([ t i ; t i +1 ]) i =0 :::r et ° = ( qi ) i =0 :::r .
L'ensemble des points deRn contrôlables jusqu'en0 par l'automate hybride H, not¶e CH (Rn ),
est appel¶edomaine contrôlable de H.

µA toute suite ° = ( qi ) i =0 :::r de modes de l'automate hybride consid¶er¶e, on associe le
domaine  ° d¶e¯ni de la fa»con suivante :

 ° =
r[

i =0

Dqi ;

d¶e¯ni comme l'union d'un nombre ¯ni de cellules du maillage D de l'espace d'¶etat. Deux
modesq et q0 sont dits adjacents si et seulement si :Dq \ Dq0 6= ; .
Un point X 0 donn¶e de l'espace d'¶etat est contrôlable jusqu'en 0 par l'automate hybride H
µa condition qu'il existe un chemin ° ¯ni et continu de cellules de D et une trajectoire du
systµemeH dans le domaine ° associ¶e µa° , qui relient X 0 µa la cible 0 en temps ¯ni.

Remarque 4.1.2. Pour tout point contrôlable X 0 de l'espace d'¶etat, le systµeme peut accepter
plusieurs ex¶ecutions qui transfµerentH de la position X 0 µa la cible0 et donc plusieurs chemins
de cellules possibles entre0 et X 0.

4.2 Approche hybride du domaine contrôlable non lin¶eaire

Au chapitre 3, nous avons construit un modµele hybride approchant un systµeme de contrôle
non lin¶eaire donn¶e. Le problµeme est donc maintenant de v¶eri¯er que le domaine contrôlable du
modµele hybride est bien une approximation du domaine contr̂olable du systµeme non lin¶eaire
initial et d'¶evaluer la qualit¶e de cette approximation.

4.2.1 Approximation d'ensembles : la distance d'Hausdor®

A¯n d'¶evaluer l'erreur commise entre les domaines contrôlables non lin¶eaire et hybride,
on introduit la notion de distance sur des ensembles :

D¶e¯nition 4.2.1 (Distance de Hausdor® [37]). Soit k:k une norme d¶e¯nie sur Rn . L'ap-
plication dH : P(Rn ) ! R+ d¶e¯nie par :

dH (E; F ) = max

Ã

sup
x2 E

inf
y2 F

kx ¡ yk ; sup
y2 F

inf
x2 E

kx ¡ yk

!

;

est une distance sur l'ensembleP(Rn ) des parties deRn .
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La distance de Hausdor® v¶eri¯e la propri¶et¶e suivante :

Proposition 4.2.1 (Propri¶et¶es de la distance d'Hausdor® [37]).

1. Soient E et F des parties deRn , telles que :E ½ F . Alors :

dH (E; F ) = sup
y2 F

inf
x2 E

kx ¡ yk

2. Soient E1, E2, F1 et F2 des parties deRn .

8± > 0; [dH (E1; F1) · ± et dH (E2; F2) · ± ) dH (E1 [ E2; F1 [ F2) · ±]

Cette distance va nous permettre d'¶evaluer l'erreur d'approximation commise entre le
domaine contrôlable non lin¶eaire et le domaine contrôlable hybride.

4.2.2 ¶Etude de l'erreur globale d'approximation

On considµere les domaines contrôlablesCNL (Rn ) et CH (Rn ) associ¶es respectivement au
systµeme non lin¶eaire : _X (t) = f (X (t); u(t)) et au modµele hybrideH de ce systµeme.
On veut calculer (ou du moins majorer) la distance de Hausdor®

dH (CNL (Rn ); CH (Rn )) = max

Ã

sup
X 2CH (Rn )

inf
Y 2CNL (Rn )

kX ¡ Yk ; sup
Y 2CNL (Rn )

inf
X 2CH (Rn )

kX ¡ Yk

!

entre ces deux ensembles.

Soit X 0 2 CNL (Rn ) un point contrôlable jusqu'en 0 du systµeme non lin¶eaire. Par d¶e¯nition,
il existe donc un temps ¯ni T > 0 et un contrôle u0 : [0; T] ! Um admissible tels que le
systµeme : ½ _X (t) = f (X (t); u0(t))

X (0) = X 0
(4.7)

admette une solution X v¶eri¯ant : X (T) = 0.

L'id¶ee d¶evelopp¶ee ci-aprµes est d'introduire un pointYh;0 qui soit contrôlable par le systµeme
hybride en temps T et pour le même contrôle u0 que pour X 0. L'astuce consiste alors µa
introduire le systµeme :

½ _Y(t) = ¡ f h(Y (t); u0(T ¡ t))
Y (0) = 0

; t 2 [0; T]: (4.8)

obtenu par renversement du temps µa partir du systµeme non lin¶eaire initial pour le contrôle
u0(T ¡ :). D'aprµes le th¶eorµeme de Cauchy-Lipschitz, on sait que cesystµeme admet une unique
solution ~Y sur l'intervalle de temps [0; T]. On pose alors :

Yh;0 = ~Y(T):

D'aprµes la proposition 4.1.1, puisqueYh;0 est atteignable en tempsT µa partir de 0 pour le
couple (~Y ; u0(T ¡ :)), Yh;0 est de maniµere ¶equivalente contrôlable en tempsT pour le couple
(Yh ; u0) en posant Yh = ~Y(T ¡ :). On en d¶eduit donc :

Yh;0 2 CH (Rn );
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ce qui nous permet d'obtenir la majoration suivante :

inf
Y 2CH (Rn )

kX 0 ¡ Yk · k X 0 ¡ Yh;0k

De plus, au chapitre 2, nous avons ¶etabli di®¶erents r¶esultats de convergence des trajectoires
du systµeme hybride vers celles du systµeme non lin¶eaire, suivant les hypothµeses choisies sur le
champ non lin¶eairef .

En particulier, si f est suppos¶ee globalement lipschitzienne par rapport µaX et uni-
form¶ement par rapport µa u, le th¶eorµeme 2.3.2 assure la convergenceC1 des trajectoires
Yh(T ¡ :) du systµeme hybride vers cellesX (T ¡ :) du systµeme non lin¶eaire, soit :

kX (T ¡ t) ¡ Yh(T ¡ t)k ·
" (h)

L
(eLt ¡ 1);

ce qui implique ent = T :

kX 0 ¡ Yh;0k ·
" (h)

L
(eLT ¡ 1) soit : inf

Y 2CH (Rn )
kX 0 ¡ Yk ·

" (h)
L

(eLT ¡ 1)

oµu "(h) d¶esigne l'erreur d'interpolation commise lors de la construction du modµele hybride
H. Nous venons donc de montrer le r¶esultat suivant :

8X 0 2 CNL (Rn ); 9T ¸ 0; inf
Y 2CH (Rn )

kX 0 ¡ Yk ·
" (h)

L
(eLT ¡ 1) (4.9)

En partant cette fois-ci d'un point Yh;0 contrôlable en tempsTh par le systµeme hybride, on
obtient de fa»con similaire :

8Yh;0 2 CH (Rn ); 9Th ¸ 0; inf
X 2CNL (Rn )

kX ¡ Y0k ·
" (h)

L
(eLT h ¡ 1) (4.10)

Le tempsT n'¶etant a priori pas born¶e, nous sommes amen¶es µa d¶e¯nirla notion d'ensemble
de points contrôlables en un temps inf¶erieur ou ¶egal µaT, not¶e CNL; [0;T ](Rn ) dans le cas non
lin¶eaire et CH ;[0;T ](Rn ) dans le cas hybride. Ceci nous permet donc de conclure :

Proposition 4.2.2. Soit f un champ non lin¶eaire suppos¶e globalement lipschitzien par rap-
port µa X et uniform¶ement par rapport µa u. Alors :

dH
¡
CNL; [0;T ](R

n ); CH ;[0;T ](R
n )

¢
· " (h)

eLT ¡ 1
L

;

sachant que l'erreur d'interpolation converge vers0 quand le pash tend vers0 : lim
h! 0

" (h) = 0 .

Ce r¶esultat se g¶en¶eralise de fa»con imm¶ediate au cas oµule champ f est lipschitzien sur
tout compact par rapport µa X , uniform¶ement par rapport µa u, en remarquant que le domaine
contrôlable en temps inf¶erieur ou ¶egal µaT est ¶egalement l'ensemble atteignable µa partir de 0
en temps au plus ¶egal µaT :

Proposition 4.2.3. Soit f un champ non lin¶eaire suppos¶e lipschitzien sur tout compact par
rapport µa X , uniform¶ement par rapport µa u. Alors, sous les hypothµeses de la proposition 2.3.2,
on a pour tout T > 0 :

9L  > 0; dH
¡
CNL; [0;T ](R

n ); CH ;[0;T ](R
n )

¢
· "  (h)

eL  T ¡ 1
L 

;

oµu  est le compact form¶e par l'union deCNL; [0;T ](Rn ) et CH ;[0;T ](Rn ).
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Dans ce paragraphe, nous avons donc prouv¶e que pour tout point X 0 contrôlable vis-µa-vis
du modµele hybrideH, il existe un point contrôlable vis-µa-vis du systµeme non lin¶eaire initial
qui soit proche deX 0. Cette proximit¶e est quanti¯¶ee par les propositions 4.2.2 et 4.2.3.

De plus, le proc¶ed¶e de construction de points contrôlables particuliers grâce µa l'astuce
(4.8) nous permet d'obtenir le r¶esultat suivant :

Proposition 4.2.4. Soit X 0 un point contrôlable en tempsT selon le contrôle u pour le
systµeme _X = f (X; u ), oµu f est suppos¶ee lipschitzienne enX , uniform¶ement par rapport µa u.

Alors, quel que soit h > 0, il existe un point Yh;0 de l'espace d'¶etat tel queYh;0 est
contrôlable en tempsT par le systµeme hybrideH h pour le même contrôleu et :

8h > 0; kX 0 ¡ Yh;0k · " (h)
eLT ¡ 1

L
et lim

h! 0+
Yh;0 = X 0

oµu les systµemesH h sont des approximations hybrides a±nes par morceaux du systµeme non
lin¶eaire consid¶er¶e sur un maillage de pash.

4.2.3 Deux approches de la contrôlabilit¶e d'un point init ial donn¶e

Soit X 0 un point donn¶e de l'espace d'¶etat dont on veut d¶eterminerla contrôlabilit¶e ;
prouver la contrôlabilit¶e d'un point donn¶e de l'espace d'¶etat revient µa tester son appartenance
au domaine contrôlable du systµeme consid¶er¶e. Deux approches peuvent alors être envisag¶ees :

Une approche globale Le point X 0 est contrôlable de fa»con approch¶ee vis-µa-vis du systµeme
non lin¶eaire s'il appartient au domaine contrôlable hybride. La question est donc d'arriver µa
tester l'appartenance d'un point X 0 donn¶e au domaine contrôlable hybride.
Malheureusement, le domaine contrôlable d'un systµeme hybride de même que les ensembles
atteignables, est en pratique rarement calculable. Entre autres raisons, [44, chapitre 7] ¶evoque
le problµeme du nombre non born¶e de transitions n¶ecessaires pour atteindre certains ¶etats du
systµeme. En e®et, le principe du calcul du domaine contrôlable hybride serait parcourir, µa par-
tir de la cible 0, l'ensemble des cellules atteignables par le systµeme hybride par renversement
du temps. Si le point X 0 est \loin de la cible" i.e. atteint aprµes un grand nombre d'it¶erations,
le calcul du domaine cherch¶e ne peut se faire en temps ¯ni puisque l'on est amen¶e µa simuler
une in¯nit¶e de transitions.

Ainsi, même si l'approche globale nous permet d'obtenir des r¶esultats pertinents sur l'ap-
proximation de la contrôlabilit¶e des systµemes non lin¶eaires, il semble qu'une approche plus
propice µa la simulation est n¶ecessaire.

Une approche constructive pour r¶eduire l'exploration D'aprµes la d¶e¯nition de la
contrôlabilit¶e hybride pr¶esent¶ee au paragraphe 4.1.3, le point X 0 est contrôlable vis-µa-vis du
systµeme hybrideH s'il existe un chemin ¯ni ° = ( qi ) i =0 :::r de modes adjacents de l'automate
hybride H et une trajectoire dans le domaine born¶e ° associ¶e qui relientX 0 µa la cible en
temps ¯ni. Par cons¶equent, il su±t d'obtenir la contrôlab ilit¶e du point X 0 dans un chemin
¯ni de cellules pour avoir la contrôlabilit¶e hybride de X 0.

L'id¶ee est la suivante : on ¯xe une trajectoire discrµete° de l'automate hybride dans l'en-
sembleQ des ¶etats discrets de sorte que le chemin de cellules associ¶e µa° dans Rn contienne
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µa la fois la cible 0 et le pointX 0. Le point X 0 est contrôlable dans le chemin donn¶e si nous
pouvons trouver une ex¶ecution de la forme (¿; °; X ) v¶eri¯ant les conditions de la d¶e¯nition
4.1.3 (cf paragraphe 4.3). La di±cult¶e est alors de d¶eterminer au moins un chemin de cellules
dans lequelX 0 est contrôlable.

Une solution int¶eressante serait de proposer une approchemulti-¶echelle de la contrôlabilit¶e
du point X 0 : l'id¶ee est d'¶etudier sa contrôlabilit¶e µa travers desapproximations hybrides µa
di®¶erentes ¶echelles i.e. pour di®¶erents pas de maillageh > 0.

X 2

X 1
0

X 0

h
4

h
2

3h
4 h

Fig. 4.3 { Maillage d'un domaine µa di®¶erentes ¶echelles :h (en traits pleins), h
2 (en tiret-

pointill¶es) et h
4 (en pointill¶es)

Partant d'une ¶echelle grossiµere i.e. d'un pas de maillageh > 0 su±samment grand pour
que le point initial et la cible soient dans une même celluleDq de l'espace d'¶etat, on calcule
le domaine contrôlable dans le domaine consid¶er¶e (une cellule Dq µa la premiµere it¶eration). En
fonction des r¶esultats de contrôlabilit¶e obtenus, on d¶ecide ou non de ra±ner localement le
maillage a¯n d'am¶eliorer l'approximation. Un point cl¶e p our valider cette approche est donc
d'obtenir des relations entre les contrôlabilit¶es du point X 0 µa di®¶erentes ¶echelles.

Le sch¶ema de la ¯gure 4.4 pr¶esente les deux approches de la contrôlabilit¶e d'un point initial
donn¶e ainsi que les di®¶erents niveaux d'approximation dudomaine contrôlable hybride.

µA d¶efaut de pouvoir calculer explicitement le domaine contrôlable complet d'un systµeme
hybride, nous proposons au paragraphe suivant une m¶ethodepermettant de calculer le do-
maine contrôlable sur des domaines born¶es de l'espace d'¶etat par le biais du calcul de l'en-
semble atteignable µa partir de la cible par renversement dutemps.
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X 0 appartient au
domaine contrôlable hybride

X 0 appartient au
domaine contrôlable non lin¶eaire

X 0 appartient au
domaine contrôlable non lin¶eaire

Approche globale

»

Approche constructive : r¶eduction de l'exploration (paragraphe 4.3)

Il existe un ensemble ° de cellules
»

X 0 2 CNL (Rn )

X 0 2 CNL (Rn ) X 0 2 CH (Rn )

X 0 2 CH ( ° ) =
S

q2 °
CH (¿q; Dq)

(Paragraphe 4.3.2)

tel que X 0 soit contrôlable dans ° :

X 0 2 CH ( ° )

[

Il existe un chemin ordonn¶e° de cellules

le long duquelX 0 est contrôlable

Fig. 4.4 { Di®¶erents niveaux d'approximation de la contrôlabilit¶e d'un point donn¶e par les
systµemes hybrides

4.3 R¶eduction de l'exploration : domaine contrôlable sur un
ensemble de cellules

L'id¶ee directrice de cette approche a ¶et¶e inspir¶ee par l'¶etude de la contrôlabilit¶e d'un point
donn¶e pr¶esent¶ee au paragraphe 4.2.3. Un pointX 0 donn¶e de l'espace d'¶etat est contrôlable de
fa»con approch¶ee par le systµeme non lin¶eaire (4.1) s'il existe un chemin ° = ( qi ) i =0 :::r de modes

discrets du modµele hybride et une trajectoire contenue dans le domaine ° =
rS

i =0
Dqi associ¶e

au chemin, qui relie X 0 µa la cible 0 en temps ¯ni. Ainsi, en supposant le chemin° connu (cf
paragraphe 4.2.3), il s'agit de savoir calculer le domaine contrôlable dans le domaine ° i.e.
l'ensemble des points de ° qui peuvent atteindre la cible sans sortir de ° .

Dans ce paragraphe, nous consid¶erons donc une suite° = ( qi ) i =0 :::r ¯nie d'¶etats discrets
de l'automate H telle que :

8
<

:

0 2 Dq0

Dqi \ Dqi +1 6= ; ; i = 0 ; : : : ; r ¡ 1

Par d¶e¯nition, ( Dqi ) i =0 :::r est donc une suite de cellules adjacentes de l'espace d'¶etat.
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Nous introduisons alors le domaine ° associ¶e au chemin° : c'est l'union ¯nie des cellules
Dqi , i = 0 ; : : : ; r , associ¶ees au chemin° :

 ° =
r[

i =0

Dqi :

Par construction,  ° est un ensemble compact deRn contenant l'origine et l'adjacence des
cellulesDqi du chemin ° implique ¶egalement la connexit¶e du domaine ° (voir ¯gure 4.5).

0000

Dq6

Dq0

Dq1 Dq2

Dq3 Dq4

Dq5

Dq7

 °

Dq8

Fig. 4.5 { D¶e¯nition du domaine  ° associ¶e µa un chemin ¯ni de cellules adjacentes contenant
la cible 0.

Nous nous int¶eressons au domaine contrôlable d¶e¯ni dans ° . Commen»cons donc par
introduire la notion de domaine contrôlable hybride dans une celluleDq de l'espace d'¶etat.

4.3.1 Domaine contrôlable µa l'¶echelle d'une cellule

Consid¶erons un modeq 2 Q donn¶e de l'automate hybride et¿q une cible locale contenue
dans la celluleDq. Nous d¶e¯nissons maintenant une notion plus faible du domaine contrôlable
dans un mode discret donn¶e de l'automate :

D¶e¯nition 4.3.1 (Contrôlabilit¶e dans un mode q). Soit q 2 Q un mode donn¶e de
l'automate hybride H et ¿q un sous-ensemble de la celluleDq.

Un point X 0 2 Dq est contrôlable jusqu'µa la cible¿q, si et seulement s'il existe un temps
T ¸ 0 et un contrôle admissibleu tels que le problµeme :

½ _X h(t) = f h(X h(t); u(t))
X (0) = X 0

; X h(T) 2 ¿q

admette une solutionX h , v¶eri¯ant : 8t 2 [0; T]; X h(t) 2 Dq. On note CH (¿q; Dq) le domaine
contrôlable du systµeme dans la celluleDq relativement µa la cible¿q.

Le domaine contrôlableCH (¿q; Dq) est donc l'ensemble des points deDq, µa partir desquels
il est possible d'atteindre la cible ¿q en temps ¯ni, sans sortir de la celluleDq. On a alors le
r¶esultat suivant :
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Proposition 4.3.1. ¿q ½ ¿q0 ) C H (¿q; Dq) ½ CH (¿0
q; Dq):

En e®et, tout point de Dq µa partir duquel on peut atteindre ¿q sans sortir de la cellule
Dq, atteint par d¶efaut ¿q0 sans sortir deDq.

4.3.2 Propagation le long d'un chemin de cellules

La d¶e¯nition 4.3.1 du domaine contrôlable dans une cellule Dq se g¶en¶eralise sans problµeme
µa toute partie de l'espace d'¶etat et donc en particulier audomaine  ° d¶e¯ni pr¶ec¶edemment :

D¶e¯nition 4.3.2 (Contrôlabilit¶e dans le domaine  ° ). Un point X 0 2  ° est contrôlable
µa l'origine par le systµeme _X (t) = f h(X (t); u(t)) dans le domaine ° si et seulement s'il existe
un temps T ¸ 0 et un contrôle u admissible tels que le problµeme :

½ _X (t) = f h(X (t); u(t))
X (0) = X 0

; X (T) = 0

admette une solution X , v¶eri¯ant : 8t 2 [0; T]; X (t) 2  ° . On note CH ( ° ) le domaine
contrôlable hybride dans le domaine ° .

En d'autres termes, un point X 0 est contrôlable jusqu'µa la cible 0 dans le domaine ° s'il
existe une trajectoire admissible du systµeme qui relieX 0 µa 0 en temps ¯ni et sans sortir de ° .

Nous pouvons alors proposer une approximation du domaine contrôlable d'un systµeme de
contrôle quelconque dans ° , d¶e¯nie r¶ecursivement le long du chemin° . L'astuce consiste
µa commencer par la celluleDq0 qui contient la cible 0 : on calcule tout d'abord le domaine
contrôlable CH (f 0g; Dq0 ) i.e. l'ensemble des points contrôlables jusqu'en 0 sans sortir de Dq0 .
L'intersection de ce domaine avec la gardeG(q0 ;q1 ) , si elle est non vide, d¶e¯nit une nouvelle
cible µa atteindre µa partir, cette fois-ci, de la celluleDq1 . On r¶eitµere le processus jusqu'µa avoir
parcouru lesr + 1 cellules qui composent ° .

Dqi

Dqi +1

¿i

¿i+1
CH (¿i ; Dqi )

Fig. 4.6 { Propagation du domaine contrôlable le long d'un chemin de cellules

Lemme 4.3.1. Pour tout i 2 f 0; : : : ; r ¡ 1g, on note CH (¿i ; Dqi [ Dqi +1 ) l'ensemble des points
contrôlables jusqu'µa la cible¿i sans sortir de Dqi [ Dqi +1 . On a alors :

CH (¿i ; Dqi ) [ C H (¿i +1 ; Dqi +1 ) ½ CH (¿i ; Dqi [ Dqi +1 );

en posant :¿i +1 = CH (¿i ; Dqi ) \ G(qi ;qi +1 ) .
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Preuve. Soit X 0 2 CH (¿i ; Dqi ) [ C H (¿i +1 ; Dqi +1 ). Deux cas se pr¶esentent alors :
² X 0 2 CH (¿i ; Dqi ) : le point X 0 est donc contrôlable jusqu'µa la cible¿i sans sortir de

Dqi ½ Dqi [ Dqi +1 et donc deDqi [ Dqi +1 , soit :

X 0 2 CH (¿i +1 ; Dqi +1 ):

² X 0 2 CH (¿i +1 ; Dqi +1 ) : il existe donc un point Y0 2 ¿i +1 tel que le systµeme hybrideH
relie X 0 µa Y0 en temps ¯ni sans sortir de Dqi +1 . Or, par d¶e¯nition de ¿i +1 , Y0 est un
point de CH (¿i ; Dqi ), ce qui signi¯e qu'il existe une trajectoire du systµemeH qui relie
Y0 µa ¿i en temps ¯ni et sans sortir deDqi .
Par transitivit¶e, il existe donc une trajectoire de H dans Dqi [ Dqi +1 qui relie X 0 µa ¿i

en temps ¯ni (et qui passe parY0).

¤

Le domaine contrôlable dans ° est donc approch¶e cellules aprµes cellules de la fa»con suivante :

Proposition 4.3.2. On pose :

CH ( ° ) = CH (¿0; Dq0 ) [ C H (¿1; Dq1 ) [ ¢ ¢ ¢ [ CH (¿r ; Dqr );

oµu CH (¿i ; Dqi ) d¶esigne l'ensemble des points deDqi µa partir desquels l'ensemble cible¿i ½ Dqi

est accessible en temps ¯ni tout en restant dans la celluleDqi . La cible courante ¿i est d¶e¯ni
r¶ecursivement de la fa»con suivante :

½
¿0 = f 0g
¿i +1 = CH (¿i ; Dqi ) \ G(qi ;qi +1 ) ; i = 0 ; : : : ; r ¡ 1

CH ( ° ) est une sous-approximation deCH ( ° ), soit : CH ( ° ) ½ CH ( ° ).

Remarque 4.3.1. Dans la construction du domaine contrôlableCH ( ° ), nous avons impos¶e
un ordre de parcours des cellules du chemin° consid¶er¶e. De ce fait, nous excluons entre autres
les trajectoires qui rebouclent dans une même cellule (cfḡure 4.7). C'est pourquoi le domaine
CH ( ° ) est une sous-approximation du domaine contrôlable dans ° .

Dq2

X 0

Dq1

0
cible

Fig. 4.7 { Exemple de trajectoire exclue du sous-domaine contrôlable CH (Dq1 [ Dq2 )

Cette proposition pose les fondements de notre ¶etude du domaine contrôlable hybride :
derriµere cette d¶ecomposition en sous-domaines du domainecontrôlable dans  ° se dessine l'al-
gorithme de construction du domaine contrôlable hybride dans un chemin de cellules pr¶esent¶e
au chapitre 5.
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4.3.3 Propagation du domaine contrôlable en p it¶erations

Une autre approche du calcul du domaine contrôlable peut être envisag¶ee avec les outils
d¶e¯nis au paragraphe pr¶ec¶edent. En e®et, partant de la cellule contenant la cible choisie,
l'id¶ee est de propager le domaine contrôlable par renversement du temps en un nombre ¯x¶e
d'it¶erations (cf ¯gure 4.8).

Dq2
Dq0

Dq1

Dq3

Dq5

Dq4

23 2

1
3

3

0

Fig. 4.8 { Propagation du domaine contrôlable µa partir de la cellule Dq0 sur trois it¶erations

Le principe est le suivant : partant de la cellule initiale contenant la cible, on calcule le
domaine contrôlable dans cette cellule puis les intersections de ce domaine avec les faces de la
cellule. Chaque intersection d¶e¯nit une cible pour la prochaine it¶eration et une cellule succes-
seur vers laquelle on propage le domaine contrôlable selonle processus d¶ecrit au paragraphe
pr¶ec¶edent. Cette op¶eration est r¶ep¶et¶ee µa l'it¶eration p µa partir des domaines contrôlables cal-
cul¶es µa l'it¶eration (p ¡ 1).

Dans ce chapitre, nous avons ¶etudi¶e l'approximation du domaine contrôlable non lin¶eaire
par le domaine contrôlable hybride. Grâce µa la notion de domaine contrôlable dans un chemin
de cellules donn¶es, nous avons ¶egalement propos¶e une approche constructive du calcul du do-
maine contrôlable hybride permettant de r¶eduire l'exploration de l'espace d'¶etat et d¶evelopp¶e
une m¶ethode de calcul de ce domaine par propagation. Le prochain chapitre est consacr¶e au
calcul e®ectif du domaine contrôlable hybride sur des chemins de cellules.



Chapitre 5

Approximation convexe du domaine
contrôlable hybride

Nous nous int¶eressons dans ce chapitre au calcul du domainecontrôlable des systµemes
hybrides i.e. au calcul de l'ensemble des points de l'espaced'¶etat pour lesquels il existe une
trajectoire admissible du systµeme qui les amµene µa la cible 0 en temps ¯ni. La classe de systµemes
consid¶er¶ee est celle des systµemes hybrides a±nes par morceaux d¶e¯nis au chapitre 3.

Dans sa g¶en¶eralit¶e le problµeme de la contrôlabilit¶e/atteignabilit¶e des systµemes hybrides
est ind¶ecidable. Certaines sous-classes de systµemes hybrides pour lesquels ce problµeme est
d¶ecidable, ont toutefois pu être identi¯¶ees mais le calcul du domaine contrôlable reste di±cile.

Une premiµere classe de m¶ethodes d'approximation des ensembles atteignables consiste µa
extraire par abstraction un modµele simpli¯¶e qui lui est ¶equivalent vis-µa-vis de la propri¶et¶e µa
v¶eri¯er [2] : on citera entre autres les m¶ethodes d'abstraction par projection [3] ou encore celles
d'abstraction pour les systµemes hybrides [79]. Par exemple pour la v¶eri¯cation des systµemes
hybrides, l'enjeu est de construire un modµele pour lequel le calcul d'atteignabilit¶e est le plus
simple possible et dont l' ensemble atteignable est une sur-approximation de celui du modµele
initial. La di±cult¶e de cette approche consiste µa trouver une bonne abstraction qui permette
de conclure avec une complexit¶e raisonnable.

Une autre classe de m¶ethodes a ¶et¶e d¶evelopp¶ee dans le cadre de la v¶eri¯cation des systµemes
des systµemes continus et hybrides et est bas¶ee sur l'approximation de l'ensemble atteignable
par di®¶erents types d'ensembles tels que l'union de polytopes ou d'hyperrectangles orthogo-
naux [27, 4, 44]. Par exemple, pour la v¶eri¯cation d'une propri¶et¶e de sûret¶e, [4] propose un
algorithme qui calcule une sur-approximation de l'ensembleatteignable certi¯ant ainsi que le
systµeme ne peut s'¶echapper d'un ensemble admissible d'¶etats.

Citons ¶egalement une approche propre aux systµemes hybrides propos¶ee dans [82, 47] : le
problµeme de contrôlabilit¶e est d¶ecompos¶e en deux problµemes compl¶ementaires : un problµeme
d'atteignabilit¶e d'un automate µa ¶evµenements discretset un ensemble ¯ni de problµemes d'at-
teignabilit¶e pour des systµemes a±nes d¶e¯nis sur des polytopes de l'espace d'¶etat.

L'approche d¶evelopp¶ee dans ce chapitre appartient µa la deuxiµeme classe de m¶ethodes :
partant de la cible, on cherche th¶eoriquement µa calculer l'ensemble des ¶etats atteignables
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du systµeme hybrideH par renversement du temps. Dans la continuit¶e de l'¶etude men¶ee au
chapitre 4 et dans un soucis de r¶eduire l'exploration, nousnous int¶eressons ici au calcul du
domaine contrôlable hybride dans une suite donn¶ee de modes discrets de l'automateH.

Contrairement µa ce qui est usuellement propos¶e en v¶eri¯cation, notre id¶ee est de garantir
la contrôlabilit¶e d'un point donn¶e et donc de proposer unalgorithme de sous-approximation
du domaine contrôlable. Dans [35] nous avons pr¶esent¶e des techniques e±caces de sous-
approximation du domaine contrôlable des systµemes lin¶eaires _X = AX + Bu bas¶ees sur
la convexit¶e de ce domaine et sur le calcul d'ensembles atteignables en temps ¯ni. Dans [73],
nous g¶en¶eralisons ces techniques aux systµemes hybridespoly¶edraux a±nes dans chaque mode.
Dans ce chapitre, nous voulons adapter ces techniques aux systµemes hybrides construits au
chapitre 3.

Ce chapitre est consacr¶e µa l'¶etude algorithmique du domaine contrôlable hybride d¶e¯ni
sur des chemins donn¶es d'¶etats discrets. Nous commen»cons donc par la mise en place d'outils
pour la simulation des systµemes hybrides contrôl¶es construits au chapitre 3 indispensables
dans la perspective du calcul du domaine contrôlable. Aprµes avoir pr¶esent¶e des r¶esultats de
convexit¶e du domaine contrôlable hybride dans une cellule, nous proposons un algorithme
de calcul de ce domaine contrôlable hybride. Nous concluons ce chapitre par une ¶etude de
l'erreur d'approximation.

5.1 Adaptation des outils de simulation des systµemes hybri des
au contrôle

La simulation d'un systµeme hybrideH consiste µa calculer une ex¶ecution (¿; q; X) accept¶ee
par H , connaissant une condition initiale (t0; q0; X 0). Un algorithme de simulation a ¶et¶e pro-
pos¶e par A. Girard dans le contexte des automates hybrides lin¶eaires par morceaux auto-
nomes [44, chapitre 4, Simulation des systµemes hybrides].Chaque it¶eration de cet algorithme
se d¶ecompose en trois phases :

1. Simulation de l'¶evolution continue, i.e. le calcul des trajectoires continues du systµeme
dans un ¶etat discret donn¶e.

2. D¶etection des ¶evµenements, i.e. le calcul du temps de sortie d'un mode q 2 Q de l'auto-
mate hybride.

3. Simulation de l'¶evolution discrµete, i.e. le calcul destransitions discrµetese 2 E e®ectu¶ees
par le systµeme.

Le principe de cet algorithme est le même que l'on considµere des systµemes hybrides
poly¶edraux a±nes (cf 1.3.2) ou bien des systµemes de la classe de ceux construits au cha-
pitre 3. Cependant, la mise en oeuvre de l'¶etape 3. de l'algorithme de simulation s'avµere trµes
complexe dans le contexte des systµemes hybrides consid¶er¶es dans ce manuscrit. En e®et, dans
chaque modeq du systµeme hybride, il nous faut calculer la cellule de contrôle appropri¶ee a¯n
de pouvoir se ramener localement µa une dynamique a±ne. En raison du manque de r¶egularit¶e
de la fonction de contrôle, ceci n'est pas toujours possible.

C'est pourquoi nous proposons une adaptation des travaux d'A. Girard µa la simulation
des systµemes hybrides d¶e¯nis au chapitre 3. Il s'agit doncdans un premier temps de r¶esoudre
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symboliquement les ¶equations de la dynamique hybride dansun ¶etat discret du systµeme hy-
bride H. Puis nous nous int¶eressons aux conditions d'entr¶ee d'une trajectoire donn¶ee dans une
cellule ¢ q0 de l'espace ¶etat-contrôle, ce qui nous permet en¯n de construire un algorithme qui
teste les conditions d'entr¶ee dans un modeq de l'automate H. Pour terminer, nous ¶evoquons
succinctement le problµeme du calcul des temps de sortie d'un modeq dont nous rappelons les
di±cult¶es et les solutions existantes.

Nous nous int¶eressons tout particuliµerement dans cette partie µa la classe des contrôles
a±nement d¶ependants (¶eventuellement par morceaux) de laposition du systµeme i.e. de la
forme :

u = FX + g:

Nous nous apercevrons en e®et dans la suite de ce manuscrit que ces contrôles jouent un rôle
pr¶epond¶erant non seulement pour le calcul du domaine contrôlable hybride (cf paragraphe
5.3.1), mais aussi pour la r¶esolution des problµemes de contrôle optimal trait¶es dans la partie
III (cf paragraphe 7.1.1).

5.1.1 Calcul des trajectoires continues pour un contrôle u = FX + g

Dans ce paragraphe, nous nous int¶eressons au calcul des trajectoires admissibles de l'au-
tomate hybride H pour une condition initiale X (t0) = X 0 et un contrôle u donn¶es.

Soit q le mode discret dans lequel se trouve le systµeme µa l'instant initial t0, i.e. tel que le
systµeme reste dans la celluleDq dans un intervalle de temps non r¶eduit µaf t0g :

9" > 0; 8t 2 [t0; t0 + "[; X (t) 2 Dq (5.1)

Le problµeme est alors de calculer dans la celluleDq, la trajectoire issue du point X 0 µa l'instant
t0 selon le contrôle donn¶eu, ce qui revient µa r¶esoudre le problµeme de Cauchy suivant :

½ _X (t) = f q(X (t); u(t))
X (t0) = X 0

tant que : X (t) 2 Dq; (5.2)

sachant que la fonctionf q : Dq £ Um ! Rn est a±ne par morceaux. D'aprµes l'¶etude men¶ee
au chapitre 2, la fonction de contrôleu est mesurable, non continue dans le cas g¶en¶eral. Dans
le cas g¶en¶eral donc, la r¶esolution formelle du problµeme(5.2) n'est pas toujours possible.

En revanche, consid¶erons des contrôles a±nement d¶ependants de la position du systµeme
au cours du temps de la forme :

8t; u(t) = FX (t) + g:

De tels contrôles possµedent la même r¶egularit¶e que la trajectoire X . Par cons¶equent, la trajec-
toire ¶etat-contrôle (X; u ) est continue par rapport au temps. Elle ¶evolue de plus par d¶e¯nition
dans le sous-espace a±ne deRn+ m d'¶equation (u = FX + g) (voir ¯gure 5.1).

Nous introduisons maintenant la cellule ¢q0, q0 2 K (q), de la colonne des cellules ¶etat-
contrôle possibles dans le modeq, v¶eri¯ant :

9²0 > 0; 8t 2 [t0; t0 + ²0]; (X (t); FX (t) + g) 2 ¢ q0: (5.3)
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0

u = FX + g

u(t)

¢ q0

Dq
X (t) Espace d'¶etat

Domaine de contrôle

Fig. 5.1 { Sous-espace a±ne (u = FX + g) support de la trajectoire ¶etat-contrôle dans
Rn £ Um

Par analogie avec (5.1), la condition (5.3) signi¯e que la trajectoire (X; u ) reste dans ¢q0 sur
un intervalle de temps non r¶eduit µaf t0g. Ainsi, dans cette cellule, la dynamique du systµeme
hybride H est r¶egie par le systµeme di®¶erentiel a±ne suivant :
½ _X (t) = Aq0X (t) + Bq0u(t) + cq0

X (t0) = X 0
soit :

½ _X (t) = ( Aq0 + Bq0F )X (t) + ( Bq0g + cq0)
X (t0) = X 0

dont la solution peut être calcul¶ee de maniµere formelle sur l'intervalle de temps [t0; t0 + ²0] :

X (t) = e(A q0+ B q0F )( t ¡ t0 )X (t0) + e(A q0+ B q0F )t
Z t

t0

e¡ (A q0+ B q0F )s(Bq0g + cq0)ds:

En pratique, la r¶esolution d'un systµeme d'¶equations di®¶erentielles ordinaires comprend une
premiµere ¶etape de triangularisation du systµeme (soitO(n3) op¶erations par une m¶ethode de
d¶ecomposition de Gauss), puis une seconde ¶etape de r¶esolution de n ¶equations di®¶erentielles
ordinaires µa une variable. Nous en d¶eduisons donc :

Proposition 5.1.1. Avec les notations pr¶ec¶edentes, le calcul des trajectoires continues pour
un contrôle u = FX + g dans une cellule¢ q0 s'e®ectue enO(n3) op¶erations arithm¶etiques.

Remarque 5.1.1. Pour une ¶evaluation num¶erique plus simple, une astuce consiste µa poser
le changement de variable suivant :

Y (t) =
·

X (t)
1

¸
:

(id¶ee donn¶ee dans [44, paragraphe 4.1] pour les systµemeslin¶eaires autonomes). Ce changement
de variable nous permet d'obtenir un nouveau systµeme :

8
>><

>>:

_Y(t) =
·

Aq0 + Bq0F B q0g + cq0

0 0

¸
Y (t)

Y (t0) =
·

X 0

1

¸ ;



5.1 Adaptation des outils de simulation des systµemes hybrides au contrôle 97.

dont la solution est : Y (t) = e ¹A (t ¡ t0 )Y(t0) en posant : ¹A =
·

Aq0 + Bq0F B q0g + cq0

0 0

¸
.

5.1.2 Conditions d'entr¶ee dans la cellule ¢ q0

Consid¶erons maintenant un modeq donn¶e de l'automateH et une cellule ¢q0 quelconque
de la colonne de cellules ¶etat-contrôle possibles dans le mode q (i.e. : q0 2 K (q)). On suppose
¶egalement donn¶e un contrôleu = FX + g admissible dans le modeq i.e. v¶eri¯ant :

8X 2 Dq; FX + g 2 Um :

Dans ce paragraphe, nous nous int¶eressons µa la trajectoire ¶etat-contrôle, not¶eeZ = ( X; u ),
d¶e¯nie comme suit :

Z (t) =
·

X (t)
u(t)

¸
=

·
X (t)

FX (t) + g

¸
=

·
I n

F

¸
X (t) +

·
0
g

¸
;

et calcul¶ee dans la cellule ¢q0 comme solution du problµeme de Cauchy suivant :

8
>>>><

>>>>:

_Z (t) =
·

I n

F

¸
(Aq0 + Bq0F )X (t) +

·
I n

F

¸
(Bq0g + cq0)

Z (t0) =
·

I n

F

¸
X 0 +

·
0
g

¸ (5.4)

Sous ces conditions, le problµeme est alors de construire uncritµere permettant de tester
pour une condition initiale donn¶ee si la trajectoire ¶etat-contrôle Z = ( X; u ) calcul¶ee dans la
cellule ¢ q0 quitte ou non ¢ q0 µa l'instant initial t0.

Ce problµeme se formule de la fa»con suivante : existe-t-il un intervalle de temps [t0; t0 + T[
non r¶eduit µa f t0g sur lequel la trajectoire Z reste dans la cellule ¢q0 i.e. a-t-on :

9T > 0; 8t 2 [t0; t0 + T[; Z (t) 2 ¢ q0 ? (5.5)

Si le point initial Z (t0) appartient µa l'int¶erieur de ¢ q0, d'aprµes la continuit¶e des trajectoires
solutions du problµeme de Cauchy (5.4), la condition (5.5) est n¶ecessairement satisfaite. Si, en
revanche,Z (t0) appartient µa la frontiµere de ¢ q0, nous voulons construire un algorithme qui
nous permette de d¶eterminersans la calculer si la trajectoire Z = ( X; u ) issue du point
Z (t0) = ( X 0; FX 0 + g) se dirige ou non vers l'int¶erieur de ¢q0.

Dans la suite, nous proposons une adaptation de l'algorithme pr¶esent¶e dans [44,x4.2
D¶etection des ¶evµenements] aux systµemes hybrides lin¶eaires par morceaux autonomes.

Conditions d'entr¶ee dans la cellule ¢ q0

On introduit l'ensemble Eq0 des faces de la cellule ¢q0. A chaque facee 2 Eq0 de ¢ q0, on
associe le vecteur normal µa la facee, dirig¶e vers l'int¶erieur de ¢ q0 et not¶e

!
n e (cf ¯gure 5.2).
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0

u

X

u = FX + g

X 0

!
ne

¢ q0
FX 0 + g

·
I n

F

¸
f h(X 0; FX 0 + g)

Fig. 5.2 { Condition d'entr¶ee dans une cellule ¢q0 de l'espace ¶etat-contrôle

On d¶e¯nit alors l'application :

ge(t) = < Z (t) ¡ Ze;
!
n e> = <

·
I n

F

¸
X (t) +

·
0
g

¸
¡ Ze;

!
n e>;

oµu < : ; : > d¶esigne le produit scalaire euclidien usuel en dimensionn + m et Ze un point
quelconque de la face consid¶er¶ee (on peut par exemple prendre un sommet de la facee).

Remarque 5.1.2. Avec ces notations, l'appartenance d'un pointY 2 Rn+ m au polytope¢ q0

est caract¶eris¶ee par les relations suivantes :

8e 2 Eq0; < Y ¡ Ze;
!
n e> ¸ 0:

L'appartenance du point Z (t0) = ( X 0; FX 0 + g) µa la frontiµere de ¢q0 se traduit ainsi par
la relation :

9e 2 Eq0; ge(t0) = 0 :

Le problµeme (5.5) se reformule alors de la fa»con suivante :

Existe-t-il T > 0 tel que : 8e 2 Eq0; 8t 2 [t0; t0 + T[; ge(t) ¸ 0 ?

Dans le contexte des systµemes hybrides lin¶eaires par morceaux autonomes, [44, chapitre 4 :
Simulation des systµemes hybrides] ¶enonce et d¶emontre ler¶esultat suivant, applicable tel quel
dans notre contexte :

Proposition 5.1.2 ([44, prop 4.2.1]). Soit e 2 Eq0, telle que :ge(t0) = 0 .

1. Si : 8k 2 f 1; : : : ; ng; g(k)
e (t0) = 0 , alors : 8t 2 R; ge(t) = 0 .

2. Si : 9K 2 f 1; : : : ; ng; g(K )
e (t0) < 0 et 8k 2 f 1; : : : ; K ¡ 1g; g(k)

e (t0) = 0 , alors :

9" > 0; 8t 2]t0; t0 + "[; ge(t) < 0

3. Si : 9K 2 f 1; : : : ; ng; g(K )
e (t0) > 0 et 8k 2 f 1; : : : ; K ¡ 1g; g(k)

e (t0) = 0 , alors :

9" > 0; 8t 2]t0; t0 + "[; ge(t) > 0
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L'id¶ee consiste µa regarder la position du vecteur champ et, si n¶ecessaire, de ses d¶eriv¶ees par
rapport au vecteur normal

!
n e (cf ¯gure 5.2), sachant que les facese qui importent sont celles

qui sont susceptibles d'être travers¶ees µa l'instantt = t0, i.e. pour lesquelles : (X 0; FX 0+ g) 2 e.
Ceci revient donc µa ¶etudier le signe des d¶eriv¶ees \utiles" de ge en t0, sachant que :

8t 2 R; g(k)
e (t) = <

·
I n

F

¸
(Aq0 + Bq0F )k¡ 1((Aq0 + Bq0F )X 0 + Bq0g + cq0);

!
n e> :

D'aprµes la proposition 5.1.2, nous pouvons conclure que :
{ s'il existe une face e 2 Eq0 satisfaisant les hypothµeses de la premiµere assertion, la

trajectoire Z = ( X; u ) reste dans l'hyperplan engendr¶e par la facee, d'¶equation :
< Y ¡ Ze;

!
n e> = 0. La contrainte impos¶ee par la facee est donc toujours respect¶ee.

{ s'il existe une face telle que la deuxiµeme assertion soit v¶eri¯¶ee, alors la trajectoire quitte
la cellule ¢ q0 µa l'instant t0.

Ainsi, le problµeme (5.5) admet une solution µa condition que toute face e 2 Eq0 telle que :
ge(t0) = 0 (i.e. X 0 2 e), la troisiµeme assertion soit v¶eri¯¶ee.

L'avantage de cette m¶ethode r¶eside dans le fait qu'on ne calcule pas la trajectoire Z =
(X; u ) mais uniquement le vecteur champ et ¶eventuellement ses d¶eriv¶ees, µa l'instant t0.

La proposition 5.1.2 nous permet alors de construire l'algorithme 4 qui teste si les condi-
tions d'entr¶ee dans une cellule ¢q0 donn¶ee sont satisfaites ou non. Nous utilisons pour cela
un algorithme auxiliaire, TimeDerivative, qui calcule la d¶eriv¶ee par rapport au temps d'une
application t 7! g(X (t)) donn¶ee, sous une contrainte di®¶erentielle du type :_X (t) = h(X (t)).

5.1.3 Simulation de l'¶evolution discrµete

Jusqu'µa maintenant nous avons pr¶esent¶e un algorithme permettant de tester pour un
contrôle a±nement d¶ependant de la position du systµeme etune condition initiale donn¶es, si
la trajectoire ¶etat-contrôle associ¶ee entre ou non dans une cellule ¢q0 de Rn £ Um . Pour cela,
nous avons suppos¶e connus le modeq de l'automate hybride ainsi que la cellule ¢q0 dans
lesquels se trouve le systµeme µa l'instant initialt0. Il reste donc µa construire un algorithme qui
calcule la position du systµeme hybrideH µa la fois dans l'espace d'¶etatRn et dans l'espace
¶etat-contrôle Rn £ Um .

Au chapitre 3, nous avons pr¶esent¶e un algorithme (cf algorithme 3) permettant de calculer
la cellule Dq de l'espace d'¶etat dans laquelle se trouve le systµeme hybride H µa une position
X 0 donn¶ee. Dans le cas oµuX 0 se trouve µa l'intersection de plusieurs cellules du maillage D
de Rn , nous n'avions alors aucune information nous permettant dechoisir l'une ou l'autre
des cellules. Le problµeme est donc maintenant de construire un critµere nous permettant de
d¶eterminer pour une condition initiale et un contrôle u = FX + g donn¶es, la celluleDq vers
laquelle se dirige la trajectoire du systµeme hybrideH.

Conditions d'entr¶ee dans le mode q

Soit donc une condition initiale X (t0) = X 0 et un contrôle a±ne u = FX + g donn¶es. On
introduit alors q un mode discret de l'automateH tel que : X 0 2 Dq. Le problµeme est alors
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Algorithme 4 CellEntry Conditions d'entr¶ee dans une cellule ¢q0

Donn¶ees : n dimension de l'espace d'¶etat,H automate hybride, ¢ q0 une cellule du maillage
de Rn £ Um ,

Donn¶ees : X 0 un point initial et u = FX + g un contrôle a±ne admissible.
Sortie : Teste sans la calculer si la trajectoire (X; u ) issue du point (X 0; FX 0 + g) reste

dans la cellule ¢q0 (cf condition (5.5)).
1: f Initialisation : g test := true ;
2: f On calcule l'approximation a±ne f h de f dans ¢q0 :g

[A; B; c] := HybridDynamic (n; f; ¢ q0) ; f h := ( X; u ) 7! AX + Bu + c;
3: f Ensemble des faces dans la cellule ¢q0 :g Eq0 := f e; e face de ¢q0g;
4: f Tant que les contraintes impos¶ees pare sont respect¶ees,g
5: tant que test=true et e 2 Eq0 faire
6: f On calcule un vecteur normal entrant µae :g

!
n e= NormalV ector (e) ;

7: ge := X 7! <
·

I n

F

¸
X +

·
0
g

¸
¡ Ze;

!
n e> ; (oµu Ze est un sommet quelconque dee).

8: f Ordre de d¶erivation de ge :g k := 0;
9: tant que k · n et ge(X 0) = 0 faire

10: f Calcul de la kiµeme d¶eriv¶ee en temps dege(X (t)) sachant que : _X (t) =
f h(X (t); u(t)) :g
ge := X 7! T imeDerivative (n; ge(X ); X 7! f h(X; FX + g); X ) ;

11: k := k + 1 ;
12: ¯n tant que
13: si 1 · k · n et ge(X 0) < 0 alors test :=false ; ¯n si
14: ¯n tant que
15: Retourner test.

le suivant : existe-t-il un intervalle de temps non r¶eduit µa f t0g tel que la trajectoire issue de
X 0 selon le contrôleu d¶e¯ni pr¶ec¶edemment, reste dans la celluleDq, soit :

Existe-t-il " > 0 tel que : 8t 2 [t0; t0 + "[; X (t) 2 Dq ? (5.6)

Ce problµeme, analogue µa celui trait¶e dans le paragraphe pr¶ec¶edent, peut se formuler de maniµere
¶equivalente dans l'espace ¶etat-contrôle de la fa»con suivante :

Existe-t-il "0 > 0 et q0 2 K (q) tels que : 8t 2 [t0; t0 + "0[; (X (t); FX (t) + g) 2 ¢ q0 ? (5.7)

Nous pouvons d'ores et d¶ejµa remarquer que, si le point initial X (t0) se trouve µa l'int¶erieur
de la cellule Dq, le problµeme (5.6) admet n¶ecessairement une solution. Ilne reste alors qu'µa
d¶eterminer la cellule ¶etat-contrôle ¢q0 vers laquelle se dirige la trajectoire (X; u ) µa partir du
point ( X (t0); FX (t0) + g) selon le contrôleu = FX + g.

Dans tous les cas se pose donc la question du calcul de la cellule ¢ q0, q0 2 K (q), dans
laquelle ¶evolue la trajectoire (X; u ). Comme illustr¶e sur la ¯gure 5.3, deux con¯gurations
peuvent se produire :

a. Il existe une unique cellule ¢q0, q0 2 K (q), dans le modeq, telle que :

(X (t0); FX (t0) + g) 2 int (¢ q0):
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0

u = FX + g

X 1

FX 1 + g

Dq2Dq1

Domaine de contrôle

Espace d'¶etat

FX 0 + g

X 0

FX 2 + g

X 2

Fig. 5.3 { Position du systµemeH dans l'espace d'¶etat et dans l'espace ¶etat-contrôle

Au quel cas les conditions d'entr¶ee dans le modeq sont n¶ecessairement satisfaites et ¢q0

est bien la cellule cherch¶ee.

b. Il existe plusieurs cellules ¢q0, q0 2 K (q), dans le mode q qui contiennent le point
(X (t0); FX (t0) + g).

0

u

X

u = FX + g

X (t0)

FX (t0) + g

0

u

X

u = FX + g

X (t0)

FX (t0) + g

(a) (b)

Fig. 5.4 { Choix de la cellule ¶etat-contrôle dans un modeq donn¶e en fonction de la position
du sous-espace a±ne (u = FX + g)

On note G l'intersection de ces cellules :

G =
\

q0 2 K (q)
(X (t0); FX (t0) + g) 2 ¢ q0

¢ q0

Nous pouvons µa nouveau distinguer deux con¯gurations g¶eom¶etriques particuliµeres :
{ G est incluse dans le sous-espace a±ne d'¶equation (u = FX + g) (cf ¯gure 5.4-(a)) :
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par continuit¶e du champ de vecteur hybride f h , peu importe la cellule ¢q0 choisie, la
dynamique est la même.

{ Dans le cas contraire (cf ¯gure 5.4-(b)), nous devons d¶eterminer vers quelle cellule
se dirige la trajectoire (X; u ) µa l'instant t0 : pour chaque cellule ¢q0, q0 2 K (q),
contenant le point (X (t0); FX (t0) + g), nous appliquons donc l'algorithme 4 qui teste
si les conditions d'entr¶ee de la trajectoire dans ¢q0 sont satisfaites.

Nous sommes donc maintenant en mesure de d¶e¯nir l'algorithme ModeEntry qui teste
pour une condition initiale et un contrôle a±ne u + FX + g donn¶e, si les conditions d'entr¶ee
dans un modeq sont satisfaites. L'algorithme renvoie le cas ¶ech¶eant lacellule ¢ q0 de l'espace
¶etat-contrôle dans laquelle ¶evolue la trajectoire µa partir du temps t0.

Algorithme 5 ModeEntry Conditions d'entr¶ee dans un modeq
Donn¶ees : n dimension de l'espace d'¶etat,H automate hybride, q mode discret deH, X 0

un point initial donn¶e dans Dq et u = FX + g un contrôle a±ne admissible.
Sortie : Teste si le systµemeH quitte ou non le modeq au point X 0 et si non, calcule la cellule

¶etat-contrôle dans laquelle ¶evolue la trajectoire (X; u ) sans la calculer explicitement.
1: f Ensemble des cellules ¶etat-contrôle existant dans le modeq :g

cells := f ¢ q0; q0 2 K (q)g;
2: i := 1 ;

f On teste les conditions d'entr¶ee dans les cellules ¢q0 qui contiennent (X 0; FX 0 + g) :g
3: tant que i · card K(q)

et [(X 0; FX 0 + g) =2 cells[i ] ou CellEntry (n; H ; cells[i ]; X 0; u) = false ] faire
4: i := i + 1 ;
5: ¯n tant que
6: si i · card cells alors Retourner cells[i ] ; sinon Retourner [ ] ; ¯n si

Calcul du temps de sortie

Une fois le critµere d'entr¶ee dans une cellule ¢q0 donn¶ee satisfait, se pose le problµeme du
calcul du temps de sortiet f de la trajectoire consid¶er¶ee, de la cellule ¢q0 qu'elle traverse.
Qu'il s'agisse de systµemes lin¶eaires autonomes ou de systµemes avec des termes de contrôle, le
problµeme reste le même et demeure extrêmement complexe.

[44] propose un algorithme de calcul des temps de sortie d'unmode par sous- et sur-
approximation du temps de sortie t f avec une pr¶ecision donn¶ee. Nous r¶eutilisons tel quel cet
algorithme dans toute simulation du modµele hybride.

L'algorithme 6 pr¶esent¶e ci-aprµes calcule pour une condition initiale X (0) = X 0 et un
contrôle u = FX + g donn¶es, le temps et la face de sortie de la trajectoireX [X 0; u] issue de
X 0 selonu d'une cellule du maillageD de l'espace d'¶etat.

5.2 Propri¶et¶es topologiques du domaine contrôlable hybri de
li¶ees µa la convexit¶e

Dans ce paragraphe nous nous int¶eressons aux propri¶et¶estopologiques du domaine contrô-
lable du modµele hybrideH dans un mode discret.
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Algorithme 6 OutCell Calcul de la sortie d'un modeq
Donn¶ees : H , q mode discret,X 0 point initial, u = FX + g contrôle admissible.

Sortie :

8
<

:

[t f ; X f ; Ff ] temps, point et face de sortie, s'ils existent, de la trajectoire
X [X 0; u] de la celluleDq

[ ] sinon.
1: cell := ModeEntry (n; H ; q; X0; u)
2: si cell 6= [ ] alors
3: f Calcul de la dynamique :g

[A; B; c] := HybridDynamic (n; f; cell ) ;
4: f Calcul de la trajectoire issue deX 0 selon le contrôleu :g

X [X 0; u] solution de : _X (t) = AX (t) + Bu(t) + c, X (0) = X 0.
5: f Calcul du premier temps d'intersection deX [X 0; u] avec@Dq :g

t f := + 1 ;
6: pour chaque faceF de la celluleDq faire
7: t temp := premier temps d'intersection de la trajectoire X [X 0; u](t) avec l'hyperplan

support de F ;
8: si t temp > 0 et t temp < t f alors t f := t temp ; X f := X [X 0; u](t f ) ; Ff := F ; ¯n si
9: ¯n pour

10: ¯n si
11: Retourner [t f ; X f ; Ff ]

Dans le cas des systµemes lin¶eaires_X (t) = AX (t) + Bu(t), le domaine contrôlable global
du systµeme est convexe pourvu que le domaine de contrôleUm soit ¶egalement convexe et
contienne l'origine 0, cf [61]. Dans cette partie, nous souhaitons adapter ce r¶esultat dans un
premier temps aux systµemes hybrides poly¶edraux a±nes au sens de la d¶e¯nition 1.3.2, puis
au modµele hybride d'un systµeme non lin¶eaire construit auchapitre 3.

Le premier r¶esultat que nous obtenons (et d¶emontr¶e dans la suite) est la convexit¶e du
domaine contrôlable en tempsT > 0 ¯x¶e :

Proposition 5.2.1. Soit q un ¶etat discret de l'automate hybrideH et ¿q un sous-ensemble
de la celluleDq, suppos¶e convexe.

Alors l'ensemble des points deDq contrôlables jusqu'µa¿q en tempsT est convexe.

Ensuite sous les hypothµeses du th¶eorµeme 2.3.3 ¶enonc¶e au chapitre 2 page 47, µa savoir :
i. Il existe M > 0 tel que toute trajectoire associ¶ee est uniform¶ement born¶ee parM sur

[0; T]
ii. Pour tout X 2 Rn , l'ensembleV (X ) = f f h(X; u ); u 2 K g est convexe.

sachant que les contrôles admissibles consid¶er¶es sont des fonctions mesurables µa valeurs dans
un compact K ½ Rm , et d'aprµes le th¶eorµeme 5.2.1 ¶enonc¶e dans [81], l'ensemble atteignable
en tempst est compact et ¶evolue continûment ent sur l'intervalle de temps [0; T]. D'oµu :

Proposition 5.2.2. Soient X 1;0 et X 2;0 deux points contrôlables en tempsT jusqu'µa la cible
¿ par le systµemeH. On note X i , i 2 f 1; 2g, la trajectoire du systµemeH qui amµeneX i; 0 µa la
cible en tempsT et sans sortir deDq.
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Alors, sous les hypothµeses du th¶eorµeme 2.3.3, tout pointappartenant au domaine d¶elimit¶e
par les trajectoires X 1 et X 2 sur [0; T], la cible ¿ et le segment[X 1;0; X 2;0] est contrôlable (cf
¯gure 5.5).
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� � � � �

� � � � �

� � � � � � �

� � � � � � �

X 1;0

X 2;0

X 2(T)

X 1(T)

¿

Fig. 5.5 { Les points situ¶es dans le domaine hachur¶e sont contr^olables jusqu'µa la cible¿

Les paragraphes 5.2.1 et 5.2.2 sont consacr¶es µa la justi¯cation et la d¶emonstration des
propositions 5.2.1 et 5.2.2. Dans le dernier paragraphe, nous concluons par une discussion
sur les propri¶et¶es topologiques, li¶ees µa la convexit¶e, du domaine contrôlable hybride en temps
quelconque dans une cellule.

5.2.1 Cas des systµemes hybrides poly¶edraux a±nes

Soit H a® = ( Q; E; D; U; F ; G; R) un systµeme hybride poly¶edral a±ne. Nous rappelons que
dans chaque modeq du chemin ° consid¶er¶e, la dynamique du systµeme est a±ne. Tout au long
de ce paragraphe, nous notons :

8X 2 Dq; 8u 2 Um ; f q(X; u ) = AX + Bu + c:

Commen»cons par d¶emontrer la proposition 5.2.1, µa savoirque l'ensemble des points contrô-
lables dans un modeq donn¶e en tempsT ¯x¶e est convexe.

Soient X 1 et X 2 deux points donn¶es de la celluleDq suppos¶es contrôlables en tempsT > 0
jusqu'µa la cible ¿ sans sortir deDq. D'aprµes la d¶e¯nition 4.3.2, il existe donc deux contrôles
u1 et u2 admissibles tels que, pourj 2 f 1; 2g, le systµeme :

½ _X j (t) = AX j (t) + Bu j (t) + c
X j (0) = X j; 0; X j (T) 2 ¿

admette une solution X j , v¶eri¯ant : 8t 2 [0; T]; X j (t) 2 Dq.

Nous d¶emontrons alors la proposition 5.2.1, µa savoir que si la cible ¿ est accessible en
temps T µa partir des points X 1 et X 2 de Dq tout en restant dans Dq, alors elle l'est aussi µa
partir de tout point du segment [X 1; X 2].
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Nous introduisons maintenant un point Y0 quelconque du segment ]X 1; X 2[, i.e. :

Y0 = ®X1 + (1 ¡ ®)X 2; ® 2]0; 1[

(On suppose en e®et queY0 n'est ¶egal ni µaX 1, ni µa X 2, car sinon, Y0 est contrôlable par
hypothµeses). Montrons queY0 est contrôlable jusqu'µa la cible¿ dans la celluleDq.
µA tout instant t 2 [0; T], on d¶e¯nit :

u(t) = ®u1(t) + (1 ¡ ®)u2(t) (5.8)

V¶eri¯ons maintenant que la fonction u d¶e¯nie ci-dessus, est un contrôle admissible pour le
systµemeH af f .
Par d¶e¯nition, u1 et u2 sont des fonctions mesurables d¶e¯nies sur [0; T]. La fonction u est
donc ¶egalement mesurable sur [0; T]. De plus, la convexit¶e du domaine de contrôleUm nous
permet de conclure :8t 2 [0; T]; u(t) 2 Um . La fonction u d¶e¯nie par la formule (5.8), est
donc bien une fonction de contrôle admissible pour le systµemeH af f .

On introduit alors la trajectoire Y (:) de l'automate hybride H af f associ¶ee au contrôleu
ainsi d¶e¯ni et µa la condition initiale Y (0) = Y0 : en tout instant t 2 [0; T], auquel la d¶eriv¶ee
_Y(t) existe, on a donc : ½ _Y(t) = AY (t) + Bu(t) + c

Y (0) = Y0
(5.9)

Pour prouver la contrôlabilit¶e du point Y0, il reste donc µa d¶emontrer que la trajectoireY (:)
reste dans la celluleDq sur l'intervalle de temps [0; T] et qu'elle atteint la cible ¿.

Soit t 2 [0; T] un instant auquel les d¶eriv¶ees _X 1(t) et _X 2(t) existent ; on d¶emontre que la
trajectoire ®X1(:) + (1 ¡ ®)X 2(:) est une solution du systµeme (5.9) :

®X1(0) + (1 ¡ ®)X 2(0) = ®X1;0 + (1 ¡ ®)X 2;0 = Y0

® _X 1(t) + (1 ¡ ®) _X 2(t) = ®(AX 1(t) + Bu1(t) + c) + (1 ¡ ®)(AX 2(t) + Bu2(t) + c)

= A(®X1(t) + (1 ¡ ®)X 2(t)) + Bu(t) + c

D'aprµes l'unicit¶e de la solution du problµeme de Cauchy (5.9) (voir paragraphe 2.3.1), nous
pouvons conclure :

8t 2 [0; T]; Y (t) = ®X1(t) + (1 ¡ ®)X 2(t):

Or la cellule Dq est convexe, d'oµu :8t 2 [0; T]; Y (t) 2 Dq.

Calculons l'extr¶emit¶e Y(T) de la trajectoire Y (:) : Y (T) = ®X1(T) + (1 ¡ ®)X 2(T). Par
hypothµeses, on sait qu'µa l'instantT, la trajectoire X j (:) ( j = 1 ; 2) atteint la cible ¿, d'oµu :
X 1(T) 2 ¿ et X 2(T) 2 ¿. De plus, par hypothµeses,¿ est un ensemble convexe ce qui nous
permet de conclure :

Y (T) 2 ¿:

Les hypothµeses i. et ii. cit¶ees au d¶ebut de cette partie etn¶ecessaires pour avoir la continuit¶e
en temps de l'ensemble atteignable, sont v¶eri¯¶ees de fa»con imm¶ediate par le systµeme hybride
H af f a±ne dans la cellule Dq.
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5.2.2 Cas du modµele hybride H construit au chapitre 3

On considµere maintenant le modµele hybrideH d¶e¯ni au chapitre 3. On rappelle que, dans
chaque celluleDq du chemin ° , la dynamique est a±ne par morceaux, d¶e¯nie par :

8q0 2 K (q); 8(X; u ) 2 ¢ q0; f q(X; u ) = Aq0X + Bq0u + cq0;

sachant que :Dq £ Um =
S

q02K (q)
¢ q0. Soient X 1 et X 2 deux points contrôlables en tempsT

dans la celluleDq relativement µa une cible convexe¿. Il existe donc deux contrôlesu1 et u2

admissibles tels que, pourj 2 f 1; 2g, le systµeme :
½ _X j (t) = f q(X j (t); uj (t))

X j (0) = X j; 0; X j (T) 2 ¿

admette une solution X j , v¶eri¯ant : 8t 2 [0; T]; X j (t) 2 Dq.

On se donne un pointY0 du segment ]X 1; X 2[ : Y0 = ®X1 + (1 ¡ ®)X 2; ® 2]0; 1[, dont on
veut montrer qu'il est contrôlable vers la cible ¿ dans la celluleDq.

La di±cult¶e de la d¶emonstration r¶eside dans le fait que l'approximation a±ne par mor-
ceaux f h n'est pas n¶ecessairement convexe surRn £ Um ce qui complique singuliµerement le
choix d'un contrôle u qui amµenerait Y0 µa la cible sans sortir de la cellule. En revanche, il nous
semble qu'une solution serait d'utiliser la proposition suivante (cf chapitre 8, th¶eorµeme 8.2 ou
la remarque page 124 du livre [1] de A.A. Agrachev et Y.L. Sachkov) :

Th¶eorµeme 5.2.1 (Approximation du °ot d'une EDO [1]). Le °ot du systµeme :

_X (t) = ®(t)f h(X (t); u1(t)) + [1 ¡ ®(t)]f h(X (t); u2(t)) ; ®(t) 2 [0; 1]

peut être approch¶e par le °ot de systµemes di®¶erentiels de la forme :

_X (t) = f h(X (t); v(t)) oµu v(t) 2 f u1(t); u2(t)g:

En e®et, il su±t alors de d¶e¯nir la trajectoire Y par : Y (t) = ®X1(t) + (1 ¡ ®)X 2(t), ce
qui nous donne (d'aprµes la convexit¶e de la cible¿) les conditions aux bords cherch¶ees :

Y (0) = Y0 et Y (T) = ®X1(T) + (1 ¡ ®)X 2(T) 2 ¿:

Il reste donc µa v¶eri¯er queY est une trajectoire du modµele hybrideH ; par construction :

_Y (t) = ® _X 1(t) + (1 ¡ ®) _X 2(t):

D'aprµes le th¶eorµeme 5.2.1, il existe un contrôleu tel que : 8t 2 [0; T]; u(t) 2 f u1(t); u2(t)g
et Y est une trajectoire approch¶ee du modµele hybrideH associ¶ee au contrôleu. Le contrôle
u ainsi caract¶eris¶e est bien mesurable en valeurs dansUm , donc admissible. Il s'en suit la
contrôlabilit¶e du point Y0 par passage µa la limite.

Remarque 5.2.1. A¯n d'être plus pr¶ecis dans la d¶emonstration, il faudrait obtenir µa partir
du th¶eorµeme 5.2.1 une majoration de la distance entre le °ot initial et son approximation, ce
qui nous permettrait d'en d¶eduire l'erreur commise au niveau des trajectoires.
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5.2.3 Discussion sur la convexit¶e du domaine contrôlable hybride dans une
cellule Dq

Remarquons tout d'abord que dans le cas oµu la cible locale est l'origine 0 de l'espace
d'¶etat, le domaine contrôlable hybride CH (f 0g; Dq) est e®ectivement convexe.

En e®et, consid¶erons deux pointsX 1 et X 2 contrôlables dans la celluleDq respectivement
en tempsT1 et T2. Il existe donc un contrôle admissibleu1 (resp. u2) qui permet d'amener le
point X 1 (resp. X 2) µa la cible en tempsT1 (resp. T2).
Nous introduisons alors le contrôle :

eu1(t) =
½

u1(t) si t 2 [0; T1]
0 si t 2 [T1; T2]

Le point X 1 est alors contrôlable en tempsT2 selon le contrôle eu1 . D'aprµes la proposition
5.2.1, tout point du segment [X 1; X 2] est contrôlable jusqu'µa la cible ¿ dans la cellule Dq

consid¶er¶ee en tempsT2.

De plus, par extension, si tout point X f de la cible ¿ consid¶er¶ee est un point d'¶equilibre
du systµeme i.e. :

8X f 2 ¿; 9uf 2 Um ; f h(X f ; uf ) = 0

alors le domaine contrôlable hybride dans la celluleDq est convexe.

Dans le cas g¶en¶eral, le problµeme de la contrôlabilit¶e µa la cible ¶evoque celui du contrôle
dans un modeq donn¶e d'un systµeme hybride a±ne par morceaux vers une facede la cellule
Dq associ¶ee [82, 47]. En e®et, les auteurs de [82, 47] proposent des conditions n¶ecessaires et
su±santes pour qu'une face donn¶ee d'une cellule soit accessible µa partir d'un point donn¶e et
fournit un contrôle en boucle de r¶etroaction qui amµene lesystµeme µa la position souhait¶ee.

Une id¶ee pour ¶etendre le domaine contrôlable obtenu par la proposition 5.2.2 serait de
choisir une cible interm¶ediaire et de calculer le domaine contrôlable jusqu'µa cette cible dans
la cellule consid¶er¶ee.

¿

X 1;0

X 2(T2 ¡ T1)

X 2;0

X 2(T2)

X 1(T1)

Cône de direction par

renversement du temps

Points contrôlables

eX

Fig. 5.6 { Id¶ee pour prolonger le domaine contrôlable obtenu entemps ¯x¶e.

La ¯gure 5.6 illustre cette id¶ee : en e®et, consid¶erons deux points X 1 et X 2, contrôlables
respectivement en tempsT1 et T2 avec T1 < T 2, dans la cellule Dq. D'aprµes les r¶esultats
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pr¶ec¶edents, le segment [X 1;0; X 2(T2 ¡ T1)] est contrôlable en tempsT1 et le domaine hachur¶e
est contrôlable par continuit¶e.

Nous pouvons alors par exemple choisir une nouvelle cible locale [eX; X 2(T2 ¡ T1)] µa partir
de laquelle on calcule un nouveau domaine contrôlable. Ce proc¶ed¶e r¶ep¶et¶e sur toutes les cibles
pourrait conduire µa un algorithme de sous-approximation dudomaine contrôlable hybride
dans une cellule. Malheureusement la complexit¶e d'une telle approche serait bien trop ¶elev¶ee.

En outre, bien que le domaine contrôlable hybride dans une cellule ne soit en g¶en¶eral
pas convexe, de nombreux exemples tels que celui du ressort (cf exemple 5.3.3) exhibent des
domaines locaux convexes ce qui nous incite µa consid¶erer le cas particulier de ces systµemes.

Cas particulier d'un domaine contrôlable convexe par morceaux s ur un chemin
Nous supposons dans ce paragraphe que la propri¶et¶e de convexit¶e est v¶eri¯¶ee dans chaque
cellule de l'automate H, soit :

8q 2 Q ; [¿ ½ Dq convexe ) C H (¿; Dq) convexe]: (5.10)

Soit ° = ( qi ) i =0 :::r un chemin discret de modes adjacents de l'automate hybride a±ne par
morceaux H consid¶er¶e. D'aprµes la proposition 4.3.2 appliqu¶ee au modµele hybrideH :

CH ( ° ) = CH (¿0; Dq0 ) [ C H (¿1; Dq1 ) [ ¢ ¢ ¢ [ CH (¿r ; Dqr )

sachant que les cibles successives sont d¶e¯nies par les relations :
8
<

:

¿0 = f 0g

¿i +1 = CH (¿i ; Dqi ) \ G(qi ;qi +1 ) ; i = 0 ; : : : ; r ¡ 1

Le domaine contrôlableCH ( ° ) du systµeme hybrideH est donc d¶ecompos¶e en une union de
sous-domaines contrôlables convexes d¶e¯nis dans les cellules du chemin° :

Proposition 5.2.3. Soit ° = ( qi ) i =0 :::r une suite de modes adjacents de l'automate hybride
H. Alors, sous la condition (5.10), quel que soiti = 0 ; : : : ; r , ¿i et CH (¿i ; Dqi ) sont convexes.

Preuve. Soit Pi : \ ¿i et CH (¿i ; Dqi ) sont convexes" la propri¶et¶e µa d¶emontrer.

Pour i = 0, la cible est r¶eduite µa un point : ¿0 = f 0g et est donc convexe. D'aprµes la
remarque faite au d¶ebut de ce paragraphe,CH (¿0; Dq0 ) est ¶egalement convexe. DoncP0 est
v¶eri¯¶ee.

Supposons¿i et CH (¿i ; Dqi ) convexes. Au rangi + 1, la cible ¿i +1 est d¶e¯nie par :

¿i +1 = CH (¿i ; Dqi ) \ G(qi ;qi +1 )

d'aprµes la proposition 4.3.2. Or, par hypothµese de r¶ecurrence, CH (¿i ; Dqi ) est convexe. La
garde G(qi ;qi +1 ) est une face convexe du polyµedreDqi . La cible ¿i +1 est donc l'intersection de
deux ensembles convexes, ce qui implique sa convexit¶e. D'aprµes la condition (5.10), on peut
alors conclure que siPi est vraie, alorsPi +1 l'est aussi.

¤
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Ainsi, dans le cas oµu les domaines contrôlables locaux successifs sont convexes, l'algo-
rithme 9 pr¶esent¶e ci-aprµes va nous permettre de calculer une sous-approximation convexe par
morceaux du domaine contrôlable hybride le long du chemin° consid¶er¶e, garantissant ainsi
la contrôlabilit¶e des points de l'approximation.

5.3 Algorithme de calcul d'une approximation convexe du do-
maine contrôlable

On considµere le modµele hybrideH construit au chapitre 3 dont la dynamique est r¶egie par
l'¶equation :

_X (t) = f h(X (t); u(t)) ;

oµu f h est une application a±ne par morceaux. On cherche µa calculer une approximation du
domaine contrôlable µa l'origine de ce systµeme i.e. de l'ensemble des pointsX 0 de l'espace
d'¶etat qui peuvent être amen¶es en 0 en temps ¯ni par le systµemeH.

Au chapitre 4, nous avons vu que le domaine contrôlable d'unsystµeme hybride est rarement
calculable. A¯n de r¶eduire l'exploration des ¶etats discrets du systµeme, la partie 4.3 propose
une approche constructive de la contrôlabilit¶e par l'interm¶ediaire des domaines contrôlables
hybrides d¶e¯nis sur des chemins donn¶es de cellules dans l'espace d'¶etat. Le but est main-
tenant de proposer un algorithme de calcul du domaine contr^olable hybride d¶e¯ni sur un
chemin donn¶e. Plus pr¶ecis¶ement, nous d¶eveloppons dansla suite un algorithme calculant une
approximation convexe de ce domaine.

L'¶el¶ement de base d'un tel algorithme est donc le calcul d'une approximation du domaine
contrôlable d¶e¯ni dans un modeq donn¶e de l'automate hybrideH.

5.3.1 Approximation convexe contrôlable dans un mode q

Consid¶erons un modeq du modµele hybrideH ou, de maniµere ¶equivalente, une celluleDq

de l'espace d'¶etat. On se donne une cible convexe, not¶ee¿q, dans la celluleDq. On suppose
de plus que la cible¿q est un polytope deRn , d¶e¯ni par la donn¶ee de ses sommets :

¿q = Conv(¿q;1; : : : ; ¿q;k) ½ Dq:

Maintenant nous voulons calculer une approximation de l'ensemble CH (¿q; Dq) des points
contrôlables jusqu'µa la cible¿q dans la celluleDq i.e. de l'ensemble des points de la celluleDq

µa partir desquels la cible¿q peut être atteinte en temps ¯ni sans sortir de Dq.

L'id¶ee g¶en¶erale d¶evelopp¶ee ci-aprµes, consiste µa calculer dans la celluleDq des points contrô-
lables particuliers ; nous introduisons l'enveloppe convexe de ces points comme approximation
du domaine contrôlable dans le modeq consid¶er¶e. Si le domaine contrôlable hybride d¶e¯ni
dans le modeq est convexe (cf paragraphe 5.2), nous obtenons alors une sous-approximation
contrôlable de ce domaine.
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M¶ethode pour calculer des points contrôlables

D'aprµes la proposition 4.1.1 d¶emontr¶ee au chapitre 4, unpoint X 0 est contrôlable jusqu'µa
la cible ¿q par le systµemeH dans la celluleDq, si et seulement s'il est atteignable µa partir de
la cible ¿q en temps ¯ni par le systµeme :

_X (t) = ¡ f h(X (t); u(t)) ; u(t) 2 Um (5.11)

Par cons¶equent, pour calculer simplement un point contrôlable du systµemeH dans la
cellule Dq, il su±t de choisir un contrôle u, tel que la trajectoire du systµeme (5.11) issue de
la cible ¿q selonu ne quitte pas Dq µa l'instant initial.

0
X [0; u2]

X [0; u1]X [0; u3]

X 1

X 2

Fig. 5.7 { Principe de calcul d'une approximation convexe contrôlable dans un ¶etatq conte-
nant la cible : ¿q = f 0g. Le long de la trajectoire X [0; u1] (resp. X [0; u2]), seuls les points
compris entre 0 etX 1 (resp. 0 et X 2), sont contrôlables ; par contre, aucun point deX [0; u3]
n'est contrôlable dansDq.

Plus pr¶ecis¶ement, on d¶etermine les trajectoires, not¶ees X [¿q;i ; u], issues des sommets¿q;i

de la cible¿q. Si X [¿q;i ; u] quitte la cellule Dq µa l'instant t = 0, alors aucun de ses points n'est
contrôlable dans Dq. Dans le cas contraire, jusqu'µa ce queX [¿q;i ; u] sorte \pour la premiµere
fois" de Dq, tout point de la trajectoire est contrôlable (cf ¯gure 5.7 ).

La di±cult¶e de cette approche r¶eside donc dans le choix descontrôles, qui vont nous per-
mettre de calculer une approximation convexe du domaine contrôlable hybride. En e®et, l'ex-
pression des contrôles choisis doit être su±samment simple pour permettre un calcul e±cace
des trajectoires associ¶ees, tout en ¶etant assez signi¯catifs a¯n d'obtenir une approximation
du domaine contrôlable hybride de bonne qualit¶e.

Choix des fonctions de contrôle D'aprµes la construction du maillage de l'espace ¶etat-
contrôle pr¶esent¶ee au chapitre 3, on sait qu'il existe une colonne de cellulesf ¢ q0; q0 2 K (q)g
de Rn £ Um qui se projettent exactement sur la celluleDq. Dans chaque cellule ¢q0 de la
colonne, la dynamique du systµemeH est a±ne.

L'astuce consiste alors µa choisir une fonction de contrôle u, de telle sorte que le couple
(X (t); u(t)) reste dans une même cellule ¢q0 de la colonne de cellules d¶e¯nie parK(q) (cf
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condition (5.13)), tant que X (t) ne sort pas deDq (cf condition (5.12)) :

9T > 0; 8t 2 [0; T]; X (t) 2 Dq (5.12)

8t 2 [0; T]; (X (t); u(t)) 2 ¢ q0: (5.13)

La solution que nous proposons ici consiste µa consid¶erer des contrôles a±nement d¶ependants
de la position du systµeme :

uj (t) = Fj X (t) + gj ; (5.14)

tels que la trajectoire ¶etat-contrôle (X (t); u(t)) ¶evolue dans le modeq, sur les bords d'une
cellule ¢ q0 de la colonne d¶e¯nie parK(q) (cf ¯gure 5.8).

0

u2(t)

u3(t)
u4(t)

u5(t)

Domaine de contrôle

X (t)
Espace d'¶etat

Dq

u1(t)Ui 1(X (t))

Ui 2(X (t))

Ui 3(X (t))

Ui 4(X (t))
¢ i 3

¢ i 1 ¢ i 2

¢ i 4

Fig. 5.8 { Choix des contrôles ui (t) en fonction de la position X (t) pour le calcul d'une
approximation convexe du domaine contrôlable

Concrµetement, cela revient µa d¶eterminer l'ensemble dessommetsuj (t) des domaines de
contrôles induits Uq0(X (t)), ce qui est chose faite au paragraphe 3.2.3.

Remarque 5.3.1. Deux domaines de contrôles adjacents non r¶eduits µa un point, possµedent
exactementm sommets en commun, ce qui r¶eduit consid¶erablement le nombre de contrôlesui

µa consid¶erer.

Ainsi, les conditions (5.12) et (5.13) sont satisfaites et la dynamique du systµemeH ob¶eit
µa une ¶equation di®¶erentielle a±ne par rapport µa l'¶etat:

_X (t) = Aq0X (t) + Bq0uj (t) + cq0 soit : _X (t) = ( Aq0 + Bq0Fj )X (t) + ( Bq0gj + cq0):

que l'on sait r¶esoudre (cf paragraphe 5.1.1).

Calcul d'une approximation convexe du domaine contrôlable hybr ide Nous som-
mes maintenant en mesure de d¶e¯nir un algorithme de calcul d'une approximation convexe
du domaine contrôlable hybride, voir algorithme 7. Le principe illustr¶e par la ¯gure 5.9 est le
suivant : pour chaque contrôleuj d¶e¯ni pr¶ec¶edemment et pour chaque sommet¿q;i de la cible
consid¶er¶ee,
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1. on teste si la trajectoire issue de¿q;i par renversement du temps selon le contrôleuj

reste ou non dans la celluleDq (cf paragraphe 5.1.2).

2. Si oui, on calcule e®ectivement cette trajectoire, ce quirevient µa r¶esoudre le systµeme :
½ _X (t) = ( Aq0 + Bq0Fj )X (t) + Bq0gj + cq0

X (0) = ¿q;i

oµu q0 2 K (q) d¶esigne l'indice d'une cellule ¢q0 dans laquelle ¶evolue le couple (X; u j ) au
cours du temps (cf paragraphe 5.1.1).

3. On d¶etermine alors la premiµere intersection, not¶eeX i;j , avec les frontiµeres deDq :

X i;j = X [¿q;i ; uj ](Ti;j ); en notant : Ti;j = supf t < 0 ; X [¿q;i ; uj ](t) 2 @Dqg

Le point d'intersection X i;j ainsi obtenu, est contrôlable jusqu'au point ¿q;i pour le
contrôle uj par le systµemeH.

Dq

¿q;2

¿q;1

X 1;1 X 1;2

X 2;2

X 2;1

Fig. 5.9 { Principe de l'approximation convexe du domaine contrôlable dans un ¶etatq

Notons ¤(¿q; Dq) l'enveloppe convexe des pointsX i;j contrôlables dansDq, calcul¶ee par l'algo-
rithme 7. Par construction et d'aprµes l'¶etude men¶ee au paragraphe 5.2, nous pouvons conclure :

Proposition 5.3.1. ¤( ¿q; Dq) est une approximation convexe du domaine contrôlable, not¶e
CH (¿q; Dq), du systµeme hybrideH dans le modeq.
De plus :

CH (¿q; Dq) convexe ) ¤( ¿q; Dq) ½ CH (¿q; Dq):

Dans ce cas,¤( ¿q; Dq) est une sous-approximation contrôlable.

5.3.2 Cas des automates hybrides poly¶edraux, a±nes par mor ceaux

Au paragraphe pr¶ec¶edent, nous avons propos¶e un algorithme qui, pour un automate
hybride du type introduit au chapitre 3, calcule une approximation convexe du domaine
contrôlable dans une celluleDq du maillage D, vers une cible poly¶edrale donn¶ee. Comme
nous l'avons d¶ejµa fait dans [73], nous proposons maintenant une g¶en¶eralisation de cet algo-
rithme aux automates hybrides poly¶edraux a±nes par morceaux introduits au chapitre 1.
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Algorithme 7 ConvexApproximation : Approximation convexe contrôlable en modeq
Donn¶ees : H , q un ¶etat discret de l'automate hybride H, ¿q = Conv(¿q;1; : : : ; ¿q;k) la cible

dans l'¶etat q d¶e¯nie comme l'enveloppe convexe de ses sommets.
Sortie : une approximation convexe du domaine contrôlable dansDq.

1: Approximation initiale : ¤ := ; ;
2: f On calcule l'ensemble des indices des cellules ¢q0 se projetant exactement surDq :g

K(q) := f q0 2 I = p?
Rn (¢ q0) = Dqg

3: f Ensemble des contrôles d¶ejµa test¶es :g § := ; .
4: pour tout q0 2 K (q) faire
5: f On calcule Uq0(X ) polytope des contraintes sur le contrôle (cfx3.2.3) :g

Uq0(X ) := ControlConstraints (¢ q0) ;
6: f Pour chaque sommet deUq0(X ) non test¶e,g
7: pour tout i variant de 1 µa card(Uq0(X )), tel que Uq0(X )[i ] =2 § faire
8: iµeme sommet de § :u := t ! Uq0(X (t))[ i ] ; § t := § [ f Uq0(X )[i ]g ;
9: f Pour chaque sommet¿q;j de la cible ¿q,g

10: pour tout j variant de 1 µa k faire
11: si ModeEntry (n; H ; q; ¿q;j ; u) alors
12: f Calcul de l'intersection de la trajectoire X [¿q;j ; u] avec le bord deDq :g

(X f ; facesortie ) := OutCell (H ; q; ¿q;j ; u) ;
13: f Le point ainsi calcul¶e, s'il existe, appartient µa l'approximation contrôlableg
14: si X f 6= ; alors ¤ := ¤ [ f X f g; ¯n si
15: ¯n si
16: ¯n pour
17: ¯n pour
18: ¯n pour
19: Retourner Conv(¤).

On introduit dans ce paragraphe l'automate hybride H af f poly¶edral, a±ne par morceaux.
On rappelle queH af f est d¶e¯ni sur une partition Daf f en polyµedres (quelconques) de l'espace
d'¶etat Rn . Dans chaque modeq 2 Q af f de l'automate, la dynamique est r¶egie par une ¶equation
di®¶erentielle a±ne :

_X (t) = AqX (t) + Bqu(t) + cq;

et le contrôle est µa valeurs dans un polytopeUm de Rm ind¶ependant de la position du
systµeme. On rappelle que le polytopeUm est d¶e¯ni par la donn¶ee de ses sommets :Um =
Conv(s1; : : : ; sp).

Appliquer l'algorithme d'approximation convexe pr¶ec¶edent µa l'automate H af f dans un
mode q donn¶e, revient concrµetement µa chercher, s'ils existent, les points d'intersection des
trajectoires X [¿q;i ; sj ] dans Dq, issues des sommets de la cible¿ selon les contrôlesu = sj

avec la frontiµere de la celluleDq. Cependant, les r¶esultats obtenus de cette fa»con sont, m^eme
sur des exemples simples, de qualit¶e m¶ediocre.

Exemple 5.3.1. On considµere le systµeme lin¶eaire suivant :

_X (t) =
·

¡ 1 ¡ 2
¡ 3 ¡ 1

¸
u(t); X (t) 2 Dq = Conv(

·
0
0

¸
;
·

1
0

¸
;
·

0
1

¸
);
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sous la contrainte : 8t; u(t) 2 U2 = Conv(
·

0
0

¸
;
·

1
0

¸
;
·

0
1

¸
):

Dans cet exemple, nous nous int¶eressons au calcul d'une approximation convexe du do-
maine contrôlable au point 0 dans la celluleDq. Nous avons de plus choisi un systµeme a±ne
local simple dont on connâ³t le domaine contrôlable exactdans la celluleDq, a¯n de le com-
parer µa l'approximation calcul¶ee par l'algorithme 9.
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Fig. 5.10 { (a) Domaine contrôlable exact (hachur¶e) (b) Approximation convexe donn¶ee par
l'algorithme 9 (en pointill¶es)

Comme le montre la ¯gure 5.10, la trajectoire par renversement du temps selon le contrôle
u = (1 ; 0) quitte imm¶ediatement la celluleDq consid¶er¶ee au point0. De ce fait, le seul point
calcul¶e par l'algorithme 9 est celui trouv¶e pour le contrôle u = (0 ; 1). L'approximation convexe
contrôlable est donc trµes ¶eloign¶ee du domaine contrôlable exact.

Il ressort de cet exemple que pour am¶eliorer l'approximation, nous avons besoin de da-
vantage de points contrôlables sur la frontiµere de la cellule Dq, ce qui implique de consid¶erer
d'autres contrôles que ceux donn¶es par les sommets du polytope Um .

Choix des fonctions de contrôles

L'astuce consiste µa subdiviser les arêtes du domaine de contrôle Um par dichotomie pour
une pr¶ecision± > 0 ¯x¶ee.
Consid¶erons une arête [si ; sj ] du domaine de contrôleUm . On introduit alors un sch¶ema de
subdivision du segment [si ; sj ] par dichotomie de la fa»con suivante :

µA chaque ¶etapek du sch¶ema pr¶esent¶e sur la ¯gure 5.11, on obtient une subdivision uniforme

(uk;p)p=0 ::k+1 de [si ; sj ] de taille
d(si ; sj )

2k , d¶e¯nie comme suit :
8
><

>:

u0;0 = si ; u0;1 = sj

uk+1 ;p+1 =
uk;p + uk;p+1

2

; (5.15)
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[si ;
si + sj

2
] [

si + sj

2
; sj ]

k = 0

k = 1

k = 2
...

... ...... ...

[si ;
3si + sj

4
] [

3si + sj

4
;
si + sj

2
] [

si + sj

2
;
si + 3sj

4
] [

si + 3sj

4
; sj ]

[si ; sj ]

Fig. 5.11 { Subdivision par dichotomie de l'arête [si ; sj ] du domaine de contrôleUm

soit :

8k 2 N; 8p = 0 ; : : : ; k + 1 ; uk;p =
(2k ¡ p)si + psj

2k :

L'algorithme se termine au pire dµes que la taille de la subdivision est inf¶erieure µa la pr¶ecision
± choisie :

d(si ; sj )
2k · ±: (5.16)

Nous allons maintenant montrer qu'il n'est pas toujours n¶ecessaire de subdiviser l'intervalle
[si ; sj ] jusqu'µa ce que la condition (5.16) soit satisfaite. L'id¶ee est en fait d'¶eviter d'e®ectuer
une ¶etape de plus dans la subdivision lorsque l'approximation ne peut plus être am¶elior¶ee.

Am¶elioration de l'approximation convexe

On se place dans un modeq de l'automate H af f . On rappelle que dans la celluleDq

associ¶ee, la dynamique du systµemeH af f est r¶egie par le systµeme di®¶erentiel suivant :

_X (t) = AqX (t) + Bqu(t) + cq

L'algorithme 8 propos¶e ci-aprµes, calcule une approximation convexe du domaine contrôlable
dans la celluleDq grâce au sch¶ema de subdivision (5.15) d¶e¯ni pr¶ec¶edemment. En particulier,
la subdivision n'est e®ectu¶ee que si l'approximation peutencore être am¶elior¶ee. Cet algorithme
repose sur le lemme auxiliaire suivant :

Lemme 5.3.1 (Lemme auxiliaire). On considµere le systµeme a±ne suivant : _X (t) =
AX (t) + Bu(t) + c. Soit u un contrôle constant tel que : u 2]ui ; uj [. Alors, quel que soit
le point initial X 0 dans l'espace d'¶etat, on a :

8t; X [X 0; u](t) 2 ]X [X 0; ui ](t); X [X 0; uj ](t)[;

De même, si u est un contrôle constant µa valeurs dansConv(u1; : : : ; uk ), alors :

8t; X [X 0; u](t) 2 Conv(X [X 0; ui ](t); i = 1 ; : : : ; k):



116. Chapitre 5 : Approximation convexe du domaine contrôlable hybride

Preuve. Soit u 2 Conv(u1; : : : ; uk ) un contrôle constant ; par d¶e¯nition de la convexit¶e, il

existe des scalaires (®i ) i =1 :::k 2 [0; 1]k , tels que : u =
kP

i =1
®i ui et

kP

i =1
®i = 1. La dynamique

consid¶er¶ee ¶etant a±ne, nous pouvons calculer chacune des trajectoires issues du pointX 0

selon les contrôles (ui ) i =1 :::k de fa»con formelle (cf paragraphe 5.1.1) :

8i = 1 ; : : : ; k; X [X 0; uj ](t) = eA q t X 0 + eA q t
Z t

0
e¡ A qs(Bquj + cq)ds:

Nous pouvons alors calculer la trajectoireX [X 0; u] en fonction desX [X 0; uj ] :

X [X 0; u](t) = eA q t X 0 + eA q t
Z t

0
e¡ A qs(Bqu + cq)ds

= eA q t X 0 + eA q t
Z t

0
e¡ A qs(Bq

kX

i =1

®i ui + cq)ds

=
kP

i =1
®i

µ
eA q t X 0 + eA q t

Z t

0
e¡ A qs(Bqui + cq)ds

¶
=

kP

i =1
®i X [X 0; ui ](t)

ce qui nous permet de conclure :

X [X 0; u](t) 2 Conv(X [X 0; ui ](t); i = 1 ; : : : ; k):

¤

Soit [ui ; uj ] un sous-intervalle d'une arête deUm obtenu aprµes k dichotomies selon le
sch¶ema (5.15). On introduit maintenant pour k 2 f i; j g, le premier instant Tq;k = supf t <
0 ; X [¿; uk ](t) 2 @Dqg oµu la trajectoire X [¿; uk ] calcul¶ee par renversement du temps, quitte
la cellule Dq. On note alors, s'il existe,

X q;k = X [¿; uk ](Tq;k)

le point d'intersection de X [¿; uk ] avec le bord de la celluleDq et Fq;k la face de sortie :

1. Si les facesFq;i et Fq;j existent et sont ¶egales, alors il n'est pas utile de ra±ner l'approxi-
mation en subdivisant µa nouveau l'intervalle [ui ; uj ]. En e®et, grâce au lemme 5.3.1, on
sait que pour tout contrôle u 2]ui ; uj [, la trajectoire associ¶ee est comprise entre celles
associ¶ees µaui et uj . Par convexit¶e, le point d'intersection de la trajectoire selonu avec
le bord de Dq appartient donc d¶ejµa µa l'approximation (cf ¯gure 5.12).

2. Supposons que les facesFq;i et Fq;j sont distinctes : Fq;i 6= Fq;j (cf ¯gures 5.13-(a) et
5.13-(b)) ou alors toutes les deux vides :Fq;i = Fq;j = ; (cf ¯gure 5.13-(c)).

On subdivise alors µa nouveau l'intervalle [ui ; uj ] par dichotomie, puis on applique l'al-
gorithme de calcul du point sortie de la celluleDq pour le contrôle u i + u j

2 : suivant la
con¯guration g¶eom¶etrique des trajectoires (cf ¯gure 5.13), on obtient ou non un nou-
veau point X et une faceF (¶eventuellement vide) deDq. On r¶eitµere alors l'algorithme
sur les intervalles [ui ;

u i + u j
2 ] et [u i + u j

2 ; uj ].

D'un point de vue exp¶erimental, les r¶esultats obtenus parl'algorithme 8 fournissent
d'excellents r¶esultats. Une ¶etude de la convergence de l'approximation convexe du domaine
contrôlable ainsi calcul¶ee est d¶evelopp¶ee au paragraphe 4.3.3.
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0

X q;i

X [0; u]
X q;j

Fig. 5.12 { Quel que soit u 2 [ui ; uj ], le point de sortie de la trajectoire X [0; u] de la cellule
Dq est d¶ejµa dans l'approximation convexe contrôlable

Algorithme 8 DiscreteEdge Ra±nement de l'approximation
Donn¶ees : q, X f (point cible), ui , uj , h > 0 pas de discr¶etisation.

(X i ; Fi ) := OutCell (q; Xf ; ui ) ; (X j ; Fj ) := OutCell (q; Xf ; uj ) ;
Sortie : ¤ ensemble des points contrôlables.

1: ¤ := ; ;
2: si distance(ui ; uj ) ¸ h et (Fi 6= Fj or Fi = Fj = ; ) f cas 1.g alors
3: (X; F ) := OutCell (q; Xf ; u i + u j

2 ) ;
4: siX 6= ; alors ¤ := f X g; ¯n si f X est un point de l'approximation cherch¶eeg
5: si X i 6= ; et X j 6= ; f cf ¯gure 5.13g alors
6: si F 6= Fi alors ¤ := ¤ [ DiscreteEdge(q; Xf ; ui ;

u i + u j
2 ; h) ; ¯n si

7: si F 6= Fj alors ¤ := ¤ [ DiscreteEdge(q; Xf ; u i + u j
2 ; uj ; h) ; ¯n si

8: sinon
9: f Cas (b) ou (c), ¯gure 5.13g

10: si Fi = ; ou X 6= ; alors ¤ := ¤ [ DiscreteEdge(q; Xf ; ui ;
u i + u j

2 ; h) ; ¯n si
11: si Fj = ; ou X 6= ; alors ¤ := ¤ [ DiscreteEdge(q; Xf ; u i + u j

2 ; uj ; h) ; ¯n si
12: ¯n si
13: ¯n si
14: Retourne ¤ ;

Exemple 5.3.2 (En dimension 2). On considµere le systµeme lin¶eaire local suivant :

_X (t) =
·

1 1
0 1

¸
X (t) +

·
¡ 1 ¡ 2
¡ 3 ¡ 1

¸
u(t);

d¶e¯ni dans la cellule Dq = Conv(
·

0
0

¸
;
·

1
0

¸
;
·

0
1

¸
), sous la contrainte :

8t; u(t) 2 U2 = Conv(
·

0
0

¸
;
·

1
0

¸
;
·

0
1

¸
):

La ¯gure 5.14 montre les approximations convexes contrôlables calcul¶ees dans la celluleDq

pour di®¶erents pas de discr¶etisation. On constate ainsi que pour une pr¶ecision donn¶ee, l'al-
gorithme 8 fournit des r¶esultats d'excellente qualit¶e, bien meilleurs que ceux obtenus par l'al-
gorithme pr¶ec¶edent.
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(a) )

0

X q;i

0

X q;i

X
X q;j X q;j

(b) )
X q;i

X

X [0; uj ] X [0; uj ]

00
X [0; uj ]

X

0 0

X [0; uj ]

X [0; ui ] X [0; ui ]

(c) )

Fig. 5.13 { Am¶elioration de l'approximation convexe du domaine contrôlable hybride dans
une cellule

5.3.3 Approximation convexe sur un chemin

Consid¶erons maintenant une suite° = ( qi ) i =0 :::r de modes discrets de l'automate hybride
H telle que :

8i 2 f 0; : : : ; r ¡ 1g; G(qi ;qi +1 ) 6= ; et 0 2 Dq0 ;

ce qui revient µa consid¶erer une suite de cellules adjacentes deRn , contenant la cible 0. On
introduit le domaine :

 ° =
r[

i =0

Dqi

d¶e¯ni comme la r¶eunion des cellules du chemin° . Grâce µa l'algorithme 7 de calcul d'une
approximation convexe dans un mode, nous voulons maintenant proposer un algorithme d'ap-
proximation du domaine contrôlable dans  ° .

Reprenons pour cela la d¶emarche d¶ecrite au chapitre 4 : d'aprµes la proposition 4.3.2, le
domaine contrôlable du modµele hybrideH dans  ° est approch¶e de fa»con r¶ecursive par l'union
de domaines contrôlables d¶e¯nis successivement µa l'int¶erieur des cellulesDqi du chemin :

CH ( ° ) = CH (¿0; Dq0 ) [ C H (¿1; Dq1 ) [ ¢ ¢ ¢ [ CH (¿r ; Dqr ) ½ CH ( ° );
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Fig. 5.14 { Approximation convexe contrôlable calcul¶ee par l'algorithme 8 pour di®¶erentes
valeurs du pas de discr¶etisation :h 2 f 2; 1; 0:5; 0:25; 0:1; 0:05; 0:01g

sachant que¿i (i = 0 : : : ; r ) d¶esigne la cible µa atteindre localement dans la celluleDqi . Selon
le même sch¶ema nous pouvons alors d¶e¯nir une approximation ¤( ° ) du domaine contrôlable
hybride CH ( ° ) par approximations convexes locales successives :

¤( ° ) = ¤( e¿0; Dq0 ) [ ¤( e¿1; Dq1 ) [ ¢ ¢ ¢ [ ¤( e¿r ; Dqr );

oµu :
{ ¤( e¿i ; Dqi ) d¶esigne l'approximation contrôlable calcul¶ee par l'algorithme 7.
{ ( e¿i ) i =0 :::r est la suite des cibles le long du chemin° , d¶e¯nie par r¶ecurrence de la fa»con

suivante : ½
e¿0 = f 0g
e¿i +1 = ¤( e¿i ; Dqi ) \ G(qi ;qi +1 ) ; i = 0 ; : : : ; r

(5.17)

Par r¶ecurrence, on montre facilement que, quel que soiti = 0 ; : : : ; r , la cible approch¶ee
e¿i est un polyµedre convexe, i.e. un polytope.

En d'autres termes, nous commen»cons par calculer une approximation convexe du domaine
contrôlable dans l'¶etat q0 qui contient la cible (i.e. 0 2 Dq0 ) grâce µa l'algorithme 7. Ensuite,
l'intersection de cette premiµere approximation avec la garde G(q0 ;q1 ) entre les ¶etats q0 et
q1 d¶e¯nit une nouvelle cible µa atteindre dans l'¶etat q1, ce qui nous permet de poursuivre
l'approximation de la même fa»con (voir ¯gure 5.15).

L'algorithme se termine lorsque l'intersection de l'approximation courante avec la cellule
suivante du chemin est vide, ou alors lorsque l'on a atteint le dernier ¶etat du chemin (ici qr ).

Nous pouvons alors v¶eri¯er que chaque cible interm¶ediaire e¿i est une approximation
convexe de la cible¿i , ce qui nous permet de d¶emontrer pas µa pas que ¤(e¿i ; Dqi ) est bien
une approximation convexe du domaine contrôlableCH (¿i ; Dqi ) :
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0

Dq0

Dq2

Dq1
Dq4

Dq6Dq3

Dq5

Dq7

Dq8

Fig. 5.15 { Construction d'une approximation convexe du domainecontrôlable sur une suite
donn¶ee (q0; q1; q2; q3; q4; q5; q6; q7; q8) de modes discrets de l'automateH.
(Trajectoires par renversement du temps en Approximation convexe contrôlable en )

Proposition 5.3.2. Les ciblese¿i , i = 0 ; : : : ; r , d¶e¯nies par la relation de r¶ecurrence (5.17),
sont des approximations convexes respectives des cibles¿i , i = 0 ; : : : ; r . Quel que soit i =
0; : : : ; r , ¤( e¿i ; Dqi ) est une approximation convexe du domaine contrôlableCH (¿i ; Dqi ) dans le
mode qi .

Si, de plus, les domainesCH (¿i ; Dqi ), i = 0 ; : : : ; r , sont convexes alors :

8i = 0 ; : : : ; r;

8
<

:

e¿i ½ ¿i

¤( e¿i ; Dqi ) ½ CH (¿i ; Dqi )

Preuve. Supposons la relation suivante v¶eri¯¶ee (cf paragraphe 5.2) :

8q 2 Q ; [¿ convexe ) C H (¿; Dq) convexe ]:

Notons
P(i ) : e¿i ½ ¿i et ¤( e¿i ; Dqi ) ½ CH (¿i ; Dqi )

la propri¶et¶e µa d¶emontrer pouri = 0 ; : : : ; r . On procµede par r¶ecurrence sur l'indicei :

Au rang i = 0 : par d¶e¯nition, e¿0 = ¿0 = f 0g. D'autre part, d'aprµes la proposition 5.3.1,
¤( f 0g; Dq0 ) est une sous-approximation du domaine contrôlableCH (f 0g; Dq0 ). Donc P(0) est
vraie.

SupposonsP(i ) vraie, i.e. : e¿i ½ ¿i et ¤( e¿i ; Dqi ) ½ CH (¿i ; Dqi ).
D'aprµes la construction des ciblese¿j et ¿j , nous avons les relations suivantes :

e¿i +1 = ¤( e¿i ; Dqi ) \ G(qi ;qi +1 ) et ¿i +1 = CH (¿i ; Dqi ) \ G(qi ;qi +1 )

Or, par hypothµese de r¶ecurrence, on a : ¤(e¿i ; Dqi ) ½ CH (¿i ; Dqi ), d'oµu : e¿i +1 ½ ¿i +1 .
D'aprµes la proposition 5.3.1, la sous-approximation ¤(e¿i +1 ; Dqi +1 ) v¶eri¯e :

¤( e¿i +1 ; Dqi +1 ) ½ CH (e¿i +1 ; Dqi +1 ):

De plus, par d¶e¯nition du domaine contrôlable, on a :

e¿i +1 ½ ¿i +1 ) C H (e¿i +1 ; Dqi +1 ) ½ CH (¿i +1 ; Dqi +1 );
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ce qui implique le r¶esultat cherch¶e : ¤(e¿i +1 ; Dqi +1 ) ½ CH (¿i +1 ; Dqi +1 ). La propri¶et¶e P(i + 1)
est donc bien v¶eri¯¶ee.

En conclusion, nous avons d¶emontr¶e queP(0) est vraie et que, pour tout i 2 N, si la
propri¶et¶e P est vraie au rangi , elle l'est ¶egalement au rangi + 1. Elle est donc vraie quel que
soit i = 0 ; : : : ; r .

¤

Algorithme 9 Approximation convexe contrôlable sur un chemin de cellules
Donn¶ees : H , ° = ( qi ) i =0 :::r une suite d'¶etats discrets de l'automateH.

Sortie : Une approximation convexe du domaine contrôlable dans
rS

i =0
Dqi .

1: Approximation initiale : ¤ := ; ;
2: Cible : ¿ := f 0g;
3: f Tant que la cible n'est pas vide, on parcourt la suite° des ¶etats discrets,g
4: i := 0 ;
5: tant que ¿ 6= ; et i · r faire
6: On calcule une approximation convexe du domaine contrôlable vers la cible¿ dans l'¶etat

qi grâce µa l'algorithme 7 :
¤ := ¤ [ ConvexApproximation (H ; qi ; ¿) ;

7: f On r¶einitialise la cible ¿ µa l'ensemble des sommets de l'intersection de l'approximation
courante avec la gardeG(qi ;qi +1 ) :g
¿ := Sommets(¤ \ G(qi ;succ° (qi )) )

8: f On passe µa la cellule suivante :g i := i + 1 ;
9: ¯n tant que

10: Retourner ¤.

Exemple 5.3.3 (Exemple du ressort non lin¶eaire [81, paragraphe 7.3.1] ). Dans cet
exemple, on s'int¶eresse au contrôle d'un ressort non lin¶eaire astreint µa se d¶eplacer le long d'un
axe horizontal, jusqu'µa sa position de repos en temps minimum. Le mouvement du ressort est
mod¶elis¶e par le systµeme di®¶erentiel suivant :

½
_x(t) = y(t)
_y(t) = ¡ x(t) ¡ 2x(t)3 + u(t)

(5.18)

(se reporter au chapitre 1 de [81] pour une description complµete du modµele g¶en¶eral du ressort).

Le contrôle u repr¶esente la force ext¶erieur horizontale appliqu¶ee auressort et est donc
born¶e, choisi de sorte que :8t > 0; ju(t)j · 1. Le problµeme qui nous int¶eresse est de calculer
l'ensemble des positions initiales(x0; y0 = _x0) µa partir desquelles le ressort peut atteindre sa
position de repos suppos¶ee µa l'origine(0; 0).

Les ¯gures 5.16 et 5.3.3 pr¶esentent les di®¶erents r¶esultats obtenus grâce l'algorithme 9
d'approximation convexe pour deux pash > 0 di®¶erents. Comme pr¶evu, l'approximation
contrôlable calcul¶ee pour un pas de maillage plus ¯n, est de bien meilleure qualit¶e.
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Fig. 5.16 { Approximations contrôlables successives sur troiscellules Dq1 , Dq2 et Dq3 pour
un pas h = 1 de discr¶etisation pour le problµeme du ressort non lin¶eaire.

h = 2

h = 1

Fig. 5.17 { Approximations contrôlables aux ¶echellesh = 2 et h = 1 pour le problµeme du
ressort non lin¶eaire.

Exemple 5.3.4 (Un exemple acad¶emique en dimension 3). On considµere maintenant
la famille de systµemes :

_X (t) =

2

4
q 0 q
0 3q 0
0 q q

3

5 X (t) +

2

4
¡ 1 0 0
0 ¡ 2 0
0 0 ¡ 1

3

5 u(t); q 2 N;

sous la contrainte :

8t; u(t) 2 Conv(

2

4
0
0
0

3

5 ;

2

4
1
0
0

3

5 ;

2

4
0
1
0

3

5 ;

2

4
0
0
1

3

5):

On applique alors l'algorithme 8 dans deux modesq = 0 , puis q = 6 , respectivement associ¶es µa
deux cubes adjacents dans l'espace d'¶etatR3. Cet exemple illustre l'utilisation des algorithmes
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pr¶esent¶es dans ce chapitre µa un automate hybride a±ne parmorceaux d¶e¯ni sur des cubes et
non sur des simplexes.

Fig. 5.18 { Approximation convexe contrôlable en dimension 3 pour l'exemple 5.3.4.

5.4 Validit¶e de l'approximation convexe

Pour conclure ce chapitre, nous proposons tout d'abord une ¶etude de l'erreur d'approxi-
mation commise par l'algorithme 9 puis quelques conclusions quant µa la contrôlabilit¶e d'un
point donn¶e.

5.4.1 ¶Etude de l'erreur d'approximation

Soit ° = ( qi ) i =0 :::r un chemin donn¶e de cellules adjacentes dans l'espace d'¶etat et  ° =
rS

i =0
Dqi le domaine associ¶e. Dans cette partie, nous cherchons µa ¶evaluer la distance du domaine

contrôlable CH ( ° ) du systµeme hybride µa son approximation convexe ¤(° ).

D'aprµes les propositions 4.3.2 et 4.2.1, il su±t d'¶evaluer l'approximation dans chaque
cellule Dqi du chemin consid¶er¶e, pour obtenir une ¶evaluation de l'approximation sur  ° . En
e®et, d'aprµes la proposition 4.3.2, les ensemblesCH ( ° ) et ¤( ° ) s'¶ecrivent respectivement :

CH ( ° ) = CH (¿0; Dq0 ) [ C H (¿1; Dq1 ) [ ¢ ¢ ¢ [ CH (¿r ; Dqr )

¤( ° ) = ¤( e¿0; Dq0 ) [ ¤( e¿1; Dq1 ) [ ¢ ¢ ¢ [ ¤( e¿r ; Dqr )

oµu les cibles successives¿ = ( ¿i ) i =0 ;:::;r et e¿ = ( e¿i ) i =0 ;:::;r sont d¶e¯nies r¶ecursivement de la
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fa»con suivante (cf proposition 4.3.2) :
8
>>>><

>>>>:

¿0 = e¿0 = f 0g

¿i +1 = CH (¿i ; Dqi ) \ G(qi ;qi +1 ) ; i = 0 ; : : : ; r ¡ 1

e¿i +1 = ¤( e¿i ; Dqi ) \ G(qi ;qi +1 ) ; i = 0 ; : : : ; r ¡ 1

En cons¶equence, si, pour touti 2 f 0; : : : ; r g, on connâ³t une majoration de la distance du
domaine contrôlable dans la celluleDqi µa son approximation :

dH (CH (¿i ; Dqi ); ¤( e¿i ; Dqi )) · ±i ;

alors, grâce µa la proposition 4.2.1, on peut en d¶eduire une majoration de la distance d'Haus-
dor® entre le domaine contrôlable le long de° et son approximation :

dH (CH ( ° ); ¤( ° )) · max
i =0 ;:::;r

±i :

De plus quelle que soit la celluleDqi consid¶er¶ee, la distance du domaine contrôlableCH (¿i ; Dqi )
µa l'approximation convexe ¤(e¿i ; Dqi ) est major¶ee par la taille du maillageD de l'espace d'¶etat,
d'oµu d'aprµes les r¶esultats du paragraphe 3.1.2 :

dH (CH ( ° ); ¤( ° )) ·
p

nh:

5.4.2 Contrôlabilit¶e d'un point initial donn¶e

Dans ce chapitre, nous avons propos¶e un algorithme permettant de calculer une approxi-
mation convexe du domaine contrôlable d¶e¯ni dans une suite ¯nie de modes discrets de l'au-
tomate hybride consid¶er¶e. Revenons maintenant µa la question de la contrôlabilit¶e d'un point
donn¶e par un systµeme hybride.

Soit X 0 2 Rn un point donn¶e de l'espace d'¶etat. On considµere un automate hybride H
a±ne par morceaux et un chemin ° de modes discrets adjacents, arbitrairement choisi de
sorte que la cible 0 et le point initial X 0 appartiennent au domaine  ° associ¶e.

On rappelle qu'µa tout chemin ¯ni de modes discrets° = ( qi ) i =0 :::r contenant la cible 0, on
associe un domaine compact ° de l'espace d'¶etat d¶e¯ni par :

 ° =
r[

i =0

Dqi

et un domaine contrôlable not¶eCH ( ° ) qui est l'ensemble des points de ° µa partir desquels
le systµemeH peut atteindre la cible sans sortir de  ° .

Dans le cas oµu les domaines contrôlables locaux sont convexes, l'algorithme 9 pr¶esent¶e
dans chapitre nous permet de tester directement la contrôlabilit¶e du point X 0 dans  ° . En
e®et, le domaine ¤( ° ) calcul¶e ¶etant dans ces conditions une sous-approximation du domaine
contrôlable hybride CH ( ° ), il su±t de tester l'appartenance de X 0 µa ¤( ° ) ; par construction,
X 0 est alors contrôlable jusqu'en 0. Dans le cas contraire, nous ne pouvons pas encore conclure.
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Une solution serait alors de combiner sous- et sur-approximation du domaine contrôlable
CH ( ° ) dans  ° . Ainsi si le point X 0 est au delµa de la sur-approximation, nous pouvons
garantir qu'il n'est pas contrôlable dans le chemin de cellules consid¶er¶e. L'erreur commise est
alors major¶ee par la distance de Hausdor® entre la sous- et la sur-approximation contrôlables.

L'approche multi-¶echelle propos¶ee dans le paragraphe 4.2.3 devrait permettre de localiser
un chemin ° de modes de l'automateH de sorte que si le pointX 0 consid¶er¶e est contrôlable,
alors il est contrôlable dans le chemin° .

Dans ce chapitre, nous avons d¶evelopp¶e des algorithmes e±caces de calcul d'une approxi-
mation convexe du domaine contrôlable du modµele hybride pr¶esent¶e au chapitre 3. Remar-
quons que d'aprµes l'algorithme 7, la cible consid¶er¶ee peut être un point comme c'est le cas pour
le problµeme de contrôle consid¶er¶e ou n'importe quel polytope d¶e¯ni par la donn¶ee de ses som-
mets. Les algorithmes pr¶esent¶es permettent ainsi le calcul approch¶e du domaine contrôlable
selon deux types de propagation (cf chapitre 4) mais aussi par renversement du temps, des
ensembles atteignables du modµele hybride a±ne par morceaux
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Cette partie est consacr¶ee µa la r¶esolution algorithmique des problµemes de contrôles non
lin¶eaires grâce au modµele hybride d¶e¯ni dans la partie I. On considµere un systµeme de contrôle
non lin¶eaire g¶en¶eral de la forme :

½ _X (t) = f (X (t); u(t))
X (0) = X 0

et une cible µa l'origine 0 de l'espace d'¶etat. On suppose que (0; 0) est un point d'¶equilibre du
systµeme i.e. :f (0; 0) = 0. Le point initial X 0 consid¶er¶e est suppos¶e contrôlable : il existe donc
au moins une trajectoire du systµeme de contrôle non lin¶eaire qui relie X 0 µa la cible en temps
¯ni.

On introduit maintenant un critµere de coût le long d'une tr ajectoire. Ce coût peut être
par exemple le temps mis par le systµeme pour aller deX 0 µa la cible ou encore son ¶energie.
Le problµeme de contrôle optimal s'exprime alors de la fa»con suivante : parmi l'ensemble des
trajectoires admissibles qui relientX 0 µa la cible, on veut s¶electionner celle(s) qui minimise(nt)
le coût choisi.

Grâce µa la mod¶elisation hybride propos¶ee dans la partieI, le problµeme de contrôle optimal
non lin¶eaire est approch¶e par un problµeme de contrôle optimal hybride. Un point cl¶e trait¶e
dans cette partie consiste µa s'assurer que les solutions optimales du problµeme de contrôle
hybride approchent e®ectivement celles du problµeme initial. Dans un second temps, il s'agit
de calculer les solutions optimales du problµeme hybride.

Cette partie pr¶esente di®¶erentes approches de la r¶esolution des problµemes de contrôle
optimal. Le chapitre 6 est consacr¶e µa l'¶etude de l'approximation des solutions optimales du
problµeme de contrôle non lin¶eaire par les solutions optimales du problµeme hybride qui le
mod¶elise. Cette ¶etude nous conduit en particulier µa ¶etudier une approche des problµemes de
contrôle par les ¶equations d'Hamilton-Jacobi-Bellman. Dans le chapitre 7, nous proposons
une approche globale des problµemes de contrôle optimal hybrides bas¶ee sur un principe du
maximum hybride.





Chapitre 6

Approche hybride pour le contrôle
optimal des systµemes non lin¶eaires

Nous nous int¶eressons dans ce chapitre aux m¶ethodes de r¶esolution des problµemes de
contrôle optimal non lin¶eaires pr¶esent¶es au chapitre 1. Nous consid¶erons un systµeme non
lin¶eaire sous la forme :

_X (t) = f (X (t); u(t)) : (6.1)

Soit X 0 2 Rn un point donn¶e de l'espace d'¶etat, suppos¶e contrôlablepar le systµeme (6.1)
jusqu'en 0. Parmi l'ensemble des trajectoires admissiblesdu systµeme consid¶er¶e reliantX 0 µa
0, on veut s¶electionner celle(s) qui amµene(nt) le systµeme (6.1) de la position initiale X 0 µa la
cible 0 en minimisant un coût J (X 0; u) donn¶e.

La th¶eorie du contrôle optimal a connu un v¶eritable essordepuis les ann¶ees cinquante
avec la d¶ecouverte d'outils puissants tels que le principede programmation dynamique de R.
Bellman [9] ou le principe du maximum de Pontriaguine [70]. Ces r¶esultats jouent un rôle es-
sentiel en th¶eorie du contrôle optimal des systµemes non lin¶eaires et ont donn¶e naissance µa deux
approches di®¶erentes des problµemes de contrôle optimal(cf chapitre 1 pour une synthµese des
m¶ethodes num¶eriques usuellement employ¶ees dans chacune des approches pr¶esent¶ees ci-aprµes).

La premiµere approche est bas¶ee sur l'utilisation du principe du maximum de Pontriaguine
[70, 42] qui fournit une formulation hamiltonienne des problµemes de contrôle ainsi que des
conditions n¶ecessaires d'optimalit¶e. Une famille importante de m¶ethodes num¶eriques issues
de cette approche est constitu¶ee des m¶ethodes de tir indirectes. Ces m¶ethodes trµes e±caces
en toute dimension peuvent être di±ciles µa mettre en oeuvre d'un point de vue th¶eorique et
demandent une connaissance a priori de la structure de la trajectoire optimale.

La seconde approche repose sur le principe de programmationdynamique de R. Bellman
[9] et la caract¶erisation de la fonction coûtJ (X 0; u) en termes de solution de viscosit¶e d'une
¶equation d'Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) non lin¶eaire [26, 8, 7]. Les m¶ethodes num¶eriques
de r¶esolution de l'¶equation (HJB) appliquent des sch¶emas de discr¶etisation en temps et/ou en
espace [7, 10, 18] et sont donc g¶en¶eralement simples µa mettre en oeuvre. Malheureusement,
ces algorithmes e±caces en petite dimension demandent un coût trop ¶elev¶e en m¶emoire pour
être applicables en grande dimension.
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La m¶ethode que nous proposons dans ce chapitre consiste µa remplacer la r¶esolution du
problµeme de contrôle optimal non lin¶eaire qui nous int¶eresse par celle d'un problµeme hybride
dont les solutions approchent celles du problµeme initial.

D'aprµes l'¶etude men¶ee dans la partie I de ce manuscrit, tout systµeme de contrôle non
lin¶eaire peut être approch¶e par un systµeme hybride a±nepar morceaux. Cette mod¶elisation
nous amµene naturellement µa d¶e¯nir deux problµemes de contrôle optimal respectivement as-
soci¶es au systµeme non lin¶eaire et µa son approximation hybride. L'id¶ee que nous d¶efendons est
alors que la r¶esolution du problµeme hybride permet une r¶esolution approch¶ee du problµeme
non lin¶eaire initial.

Ce chapitre est consacr¶e µa la justi¯cation de l'approche hybride pour la r¶esolution des
problµemes de contrôle optimal non lin¶eaires. Aprµes avoir succinctement pr¶esent¶e des r¶esultats
d'existence de solutions optimales, nous proposons deux approches pour la r¶esolution des
problµemes de contrôle non lin¶eaire. La premiµere s'appuie sur le principe du maximum nous
amenant ainsi µa ¶enoncer un principe du maximum hybride adapt¶e µa notre mod¶elisation.
La seconde se place dans le contexte de la th¶eorie des solutions de viscosit¶e des ¶equations
d'Hamilton-Jacobi-Bellman. Nous terminons ce chapitre par une ¶etude algorithmique des
problµemes de contrôle lin¶eaires grâce au principe du maximum de Pontriaguine.

6.1 Conditions d'existence de trajectoires optimales

Dans ce chapitre, nous consid¶erons un systµeme de contrôle trµes g¶en¶eral de la forme :

_X (t) = f (X (t); u(t)) ; (6.2)

oµu les contrôles admissiblesu sont des fonctions mesurables born¶ees µa valeurs dans un compact
Um de Rm . On rappelle queUm est un polytope deRm d¶e¯ni par la donn¶ee de ses sommets :

Um = Conv(s1; : : : ; sp)

et contenant l'origine 0 de Rm . On suppose ¶egalement que le systµeme (6.2) admet un point
d'¶equilibre en (0; 0) i.e. que : f (0; 0) = 0. On introduit ensuite une fonction coût de la forme :

J (X 0; u) =
Z t f

0
l (X (t); u(t))dt; (6.3)

oµu la fonction l est appel¶ee coût instantan¶e ett f est le temps mis par la trajectoire issue de
X 0 selon le contrôleu pour atteindre une cible donn¶ee.

¶Etant donn¶es un point initial X 0 et une cible X f = 0 dans l'espace d'¶etat, le problµeme de
contrôle associ¶e au systµeme (6.2) et au coût (6.3) consiste µa d¶eterminer des trajectoires du
systµeme (6.2) qui relientX 0 µa 0 en un coût minimum. Le problµeme est dit en horizon in¯ni si
le temps ¯nal t f mis pour atteindre la cible n'est pas ¯x¶e.

Avant de s'int¶eresser aux m¶ethodes de r¶esolution de ce type de problµeme, la premiµere
question que nous nous posons est celle de l'existence de trajectoires optimales du systµeme
(6.2) par rapport au coût consid¶er¶e.
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Existence de trajectoires optimales

Remarquons tout d'abord que si le point initial X 0 n'est pas contrôlable, alors il n'existe
pas de contrôleu admissible ni donc de trajectoire du systµeme consid¶er¶e reliant X 0 µa la cible.
Une premiµere condition n¶ecessaire d'existence de trajectoires optimales du problµeme (6.2)-
(6.3) est donc la contrôlabilit¶e µa la cible du point initi al X 0.

Sous cette condition, parmi l'ensemble des trajectoires admissibles du systµeme (6.2), on
veut s¶electionner celles, si elles existent, qui minimisent le critµere (6.3). L'existence de tels
contrôles d¶epend fortement des r¶egularit¶es du champ non lin¶eaire f et du coût instantan¶e l.

Le th¶eorµeme ¶enonc¶e ci-dessous fournit un r¶esultat d'existence de solutions optimales entre
deux sous-ensembles de l'espace d'¶etat et repose sur la compacit¶e des ensembles accessibles
en temps ¯ni T, cf [1, chapitre 10], [81, chapitres 5 et 6].

Th¶eorµeme 6.1.1 ([61, chapitre 4, th 4],[81, chapitre 6, th 6.2.1]). On supposef et
l de classeC1 sur Rn £ Rm . On peut ¶eventuellement avoir des contraintes sur l'¶etatde la
forme :

c1(X ) ¸ 0; : : : ; cr (X ) ¸ 0;

que l'on suppose continues surRn le cas ¶ech¶eant. SoientM 0 et M 1 deux compacts deRn tels
queM 1 est accessible depuisM 0. On note U l'ensemble des contrôles admissibles joignantM 0

µa M 1 et t f (u) le temps mis par le systµeme pour aller deM 0 µa M 1 selon le contrôleu 2 U.

On suppose alors que :

i. il existe un r¶eel positif b tel que toute trajectoire associ¶ee µa un contrôleu 2 U et not¶ee
X u , est uniform¶ement born¶ee parb sur [0; t f (u)], i.e. :

9b > 0; 8u 2 U; 8t 2 [0; t f (u)]; kX u(t)k · b

ii. Pour tout X 2 Rn , l'ensemble ~V(X ) = f (l (X; u ); f (X; u )) ; u 2 Um g est convexe

Alors il existe un contrôle optimal u d¶e¯ni sur [0; t f (u)] tel que la trajectoire associ¶ee relie
M 0 µa M 1 en tempst f (u) et en coût minimum.

Des conditions d'existence de trajectoires optimales plusg¶en¶erales peuvent être obtenues
[14, 55, 61]. Dans la suite de ce chapitre, nous nous pla»conssous les hypothµeses du th¶eorµeme
6.1.1 garantissant ainsi l'existence de solutions optimales pour le problµeme de contrôle non
lin¶eaire (6.2)-(6.3). Nous supposons ¶egalement :

8
>><

>>:

f de classeC1 sur Rn £ Um

f lipschitzienne par rapport µa X , uniform¶ement par rapport µa u i.e. :
9L 1 > 0; 8(X 1; X 2) 2 (Rn )2; 8u 2 Um ; kf (X 1; u) ¡ f (X 2; u)k · L 1 kX 1 ¡ X 2k

(6.4)

8
>><

>>:

l de classeC1 sur Rn £ Um

l lipschitzienne par rapport µa X , uniform¶ement par rapport µa u i.e. :
9L 2 > 0; 8(X 1; X 2) 2 (Rn )2; 8u 2 Um ; jl (X 1; u) ¡ l (X 2; u)j · L 2 kX 1 ¡ X 2k

(6.5)
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Une fois obtenue l'existence de solutions optimales, nous nous int¶eressons µa la recherche
de solutions du problµeme de contrôle optimal non lin¶eaire grâce au modµele hybride introduit
au chapitre 3.

Dans la suite, les notations (PNL ) et (PH ) d¶esignent respectivement les problµemes de
contrôle optimal lin¶eaire et hybride d¶e¯nis de la fa»consuivante :

(PNL ) Minimiser la fonction coût J (X 0; u) =
Z t f

0
l (X (t); u(t))dt par rapport au contrôle u

sous la contrainte : ½ _X (t) = f (X (t); u(t))
X (0) = X 0

; X (t f ) = 0

sachant que :8t ¸ 0; u(t) 2 Um b Rm . Le temps ¯nal t f n'est pas ¯x¶e.

(PH ) Minimiser la fonction coût Jh(X 0; u) =
Z t f

0
l (X h(t); u(t))dt par rapport au contrôle u

sous la contrainte : ½ _X h(t) = f h(X h(t); u(t))
X h(0) = X 0

; X h(t f ) = 0

sachant que :8t ¸ 0; u(t) 2 Um b Rm . Le temps ¯nal t f n'est pas ¯x¶e.

Nous rappelons quef h d¶esigne l'approximation a±ne par morceaux du champ non lin¶eairef ,
construite sur un maillage de pash > 0 de l'espace ¶etat-contrôle (cf partie I).

6.2 Premiµere approche : principe du maximum de Pontria-
guine

Nous nous int¶eressons maintenant µa la r¶esolution approch¶ee du problµeme de contrôle op-
timal non lin¶eaires (PNL ) grâce au principe du maximum de Pontriaguine.

L'ensemble des contrôles admissibles manque en g¶en¶eralde bonnes propri¶et¶es de compacit¶e
ce qui complique singuliµerement la r¶esolution pratique des problµemes de contrôle optimal. Un
outil puissant pour rechercher les trajectoires optimalesd'un systµeme est le principe du maxi-
mum de Pontriaguine [70]. Ce th¶eorµeme permet pour un systµeme continu classique d'obtenir
des conditions n¶ecessaires d'ordre un d'optimalit¶e ainsi qu'une formulation pseudo hamilto-
nienne du problµeme de contrôle optimal consid¶er¶e.

Aprµes avoir rappel¶e le principe du maximum de Pontriaguine, nous montrons dans cette
partie que, grâce aux bonnes propri¶et¶es de r¶egularit¶ede notre modµele hybride, nous pouvons
¶egalement ¶enoncer un principe du maximum adapt¶e au problµeme hybride (PH ). Ceci nous
permet alors d'¶etudier la pertinence de l'approche hybride pour la r¶esolution approch¶ee du
problµeme de contrôle optimal non lin¶eaire (PNL ) consid¶er¶e.

6.2.1 Formulation hamiltonienne des problµemes de contrô le optimal

Commen»cons par rappeler le principe du maximum de Pontriaguine, ou plus exactement
du minimum pour le problµeme qui nous int¶eresse, dans le cadre classique des systµemes lisses.
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Le th¶eorµeme 6.2.1 ¶enonc¶e ci-aprµes est une version fortedu principe du maximum [70]
prenant en compte les contraintes sur le contrôle. Les r¶ef¶erences concernant ce principe sont
nombreuses ; citons en particulier [70, 61, 21, 1] pour une d¶emonstration de ce th¶eorµeme ou
encore [12, paragraphe 1.5] et [81] pour une ¶etude d¶etaill¶ee de son cadre d'application :

Th¶eorµeme 6.2.1 (Principe du maximum de Pontriaguine). On considµere le systµeme
de contrôle :

_X (t) = f (X (t); u(t)) ;

oµu le champf est suppos¶e de classeC1 sur Rn £ Rm . Soit u un contrôle admissible associ¶e µa
une trajectoire X qui transfµere le systµeme de la positionX 0 au tempst = 0 µa la cible 0 2 Rn

au temps ¯nal t f non ¯x¶e. On introduit l'hamiltonien H du systµeme :

H (X; u; ¸; ¸ 0) = ¸ 0l (X; u ) + ¸ T f (X; u ):

Si le contrôle u est optimal sur l'intervalle de temps[0; t f ], alors il existe une application non
triviale ¸ : [0; t f ] ! Rn absolument continue, appel¶ee vecteur adjoint, et un r¶eel¸ 0 ¸ 0 tels
que, pour presque toutt 2 [0; t f ] :

² H atteint son minimum par rapport au contrôle au point u(t), i.e. :

H (X (t); u(t); ¸ (t); ¸ 0) = min
v2 Um

H (X (t); v; ¸ (t); ¸ 0)

² _X (t) =
@H
@¸

(X (t); u(t); ¸ (t); ¸ 0)

² _̧(t)T = ¡
@H
@X

(X (t); u(t); ¸ (t); ¸ 0) (¶equation d'Euler-Lagrange)

² H (X (t); u(t); ¸ (t); ¸ 0) = 0 le long de la trajectoire optimale.

On appelle extr¶emale du problµeme de contrôle optimal tout quadruplet ( X; u; ¸; ¸ 0) v¶eri-
¯ant les conditions du principe du maximum ¶enonc¶e ci-dessus. Dans la suite de ce manuscrit,
nous nous int¶eressons uniquement aux extr¶emalesnormales i.e. pour lesquelleş 0 est non nul
(ici suppos¶e ¶egal µa 1). Nous ¶ecrirons donc en cons¶equenceH (X; u; ¸ ) au lieu de H (X; u; ¸; ¸ 0).

Remarque 6.2.1. La condition \ H (X (t); u(t); ¸ (t)) = 0 le long de la trajectoire optimale"
provient d'une part du fait que le problµeme de contrôle consid¶er¶e est autonome : en e®et, les
fonctions f et l ne d¶ependant pas explicitement du temps,H n'en d¶epend pas non plus et on
a :

8t 2 [0; t f ]; min
v2 Um

H (X (t); v; ¸ (t)) = Cte

D'autre part, le temps ¯nal est suppos¶e libre, d'oµu la contrainte µa t = t f :

min
v2 Um

H (X (t f ); v; ¸ (t f )) = 0

Remarque 6.2.2. Dans le th¶eorµeme 6.2.1, le champf est suppos¶e de classeC1 sur Rn £ Rm .
Cependant, soulignons le fait qu'il su±t en fait de supposerf continue et f continûment
di®¶erentiable par rapport µa la variableX pour d¶emontrer le principe du maximum ¶enonc¶e
ci-dessus [70, 61, 71].
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On rappelle que si une vari¶et¶eM est d¶e¯nie par : M = f X 2 Rn ; ' 1(X ) = ¢ ¢ ¢= ' r (X ) =
0g oµu les fonctions' i sont de classeC1 sur Rn , alors l'espace tangent µaM au point X 0 2 M
est :

TX 0 M = f v 2 Rn ; 8i 2 f 1; : : : ; r g; r ' i (X 0):v = 0g:

Le th¶eorµeme 6.2.1 s'¶etend au cas oµu l'ensemble de d¶epart et l'ensemble cible sont des vari¶et¶es
de Rn . Il su±t de prendre en compte des conditions suppl¶ementaires sur le vecteur adjoint,
appel¶ees conditions de transversalit¶e :

Corollaire 6.2.1 (Conditions de transversalit¶e [81]). Dans le cas oµu l'ensemble de d¶epart
M 0 (resp. d'arriv¶ee M 1) est une vari¶et¶e deRn ayant un espace tangent enX (0) (resp. en
X (t f )), alors le th¶eorµeme 6.2.1 s'applique et le vecteur adjoint est soumis µa des conditions
dites de transversalit¶e :

¸ (0) ? TX (0) M 0 (resp. ¸ (t f ) ? TX (t f )M 1)

En optimisation classique, minimiser une fonctionH par rapport µa un paramµetre u im-
plique dans un premier temps de chercher les points stationnaires du systµeme, i.e. les valeurs
u(X; ¸ ) de u pour lesquelles :

@H
@u

(X; u; ¸ ) = 0 ;

puis d'¶etudier en ces points la positivit¶e de la matrice hessienne :

@2H
@u2

(X; u; ¸ ) =

2

6
6
6
6
6
4

@2H
@u21

(X; u; ¸ ) : : :
@2H

@um @u1
(X; u; ¸ )

...
...

@2H
@u1@um

(X; u; ¸ ) : : :
@2H
@u2m

(X; u; ¸ )

3

7
7
7
7
7
5

:

Notation. Dans un soucis d'all¶eger les notations, on pose µa partir demaintenant :

Hu =
@H
@u

et Huu =
@2H
@u2

:

Nous introduisons alors la notion d'arc extr¶emal du systµeme hamiltonien :

D¶e¯nition 6.2.1 (Arc extr¶emal). Une solution (X; u; ¸ ) du systµeme hamiltonien d¶e¯ni par
le th¶eorµeme de Pontriaguine est appel¶ee extr¶emale ou arc extr¶emal du systµeme.

Cependant, dans certains problµemes d'optimisation, des extr¶emales peuvent exister même
si la matrice Huu est singuliµere. Il est alors n¶ecessaire d'e®ectuer des tests suppl¶ementaires
a¯n de d¶eterminer si ces extr¶emales ditessinguliµeressont r¶eellement optimales [60, 14].

Le cas le plus fr¶equent oµu des extr¶emales singuliµeres apparaissent, est celui oµu l'hamiltonien
du systµeme de contrôle consid¶er¶e d¶epend a±nement du contrôle u, soit :

H (X; u; ¸ ) = H0(X; ¸ ) + H1(X; ¸ )u:

En e®et, puisqueH est a±ne par rapport au contrôle u, la relation Hu = 0 ne d¶epend pas
de u et ne su±t donc plus µa d¶eterminer les contrôles optimaux ¶eventuels. Nous entrons alors
dans le cadre de la th¶eorie des extr¶emales singuliµeres ¶etudi¶ee dans la partie 6.4 de ce chapitre.
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6.2.2 ¶Enonc¶e d'un principe du maximum hybride

Dans le paragraphe pr¶ec¶edent, nous avons ¶enonc¶e le principe du maximum de Pontriaguine
sous sa forme la plus r¶eguliµere en supposant le champ de vecteur f de classeC1. Nous voulons
maintenant adapter ce th¶eorµeme aux systµemes hybrides a±nes par morceaux construits au
chapitre 3 a¯n d'obtenir des conditions n¶ecessaires d'optimalit¶e pour le problµeme (PH ).

L'¶ecriture d'un principe du maximum hybride est un problµeme d¶elicat qui a suscit¶e de
nombreuses recherches. La principale di±cult¶e est d'arriver µa prendre en compte les discon-
tinuit¶es du systµeme hybride consid¶er¶e provoqu¶ees parles ¶evµenements discrets et ensuite de
les int¶egrer dans la formulation du problµeme d'optimisation. La th¶eorie du contrôle optimal
des systµemes hybrides manquant d'un cadre uni¯¶e, il existe µa l'heure actuelle diverses formu-
lations de ce principe du maximum hybride li¶ees µa la d¶e¯nition ainsi qu'µa la r¶egularit¶e des
systµemes hybrides consid¶er¶es [77],[85, paragraphe 12.4.2]. Citons en particulier les travaux
de P. Riedinger, C. Iung et F. Kratz qui ¶enoncent et d¶emontrent un principe du maximum
hybride valable pour une classe trµes g¶en¶erale de systµemes hybrides [71, th¶eorµeme 2.3].

Consid¶erons un systµeme hybrideH selon le modµele construit au chapitre 3 dont la dyna-
mique est r¶egie par le systµeme di®¶erentiel :

_X (t) = f h(X (t); u(t)) :

Par construction, le champ f h est a±ne par morceaux et continu surRn £ Um (cf proposition
2.1.1). Nous pouvons donc en d¶eduire quef h est non seulement continue surRn £ Um mais
aussi di®¶erentiable par rapport µa la variableX et sa di®¶erentielle est continue par morceaux.
De plus par d¶e¯nition du systµeme hybride H, nous savons qu'il n'y a pas de r¶e-initialisation
de la variable continue ce qui signi¯e qu'µa tout instant de transition t i entre deux modesqi

et qi +1 , nous avons :
X (t+

i ) = X (t ¡
i ):

Remarquons de plus qu'µa cet instant de transitiont i , le systµemeH peut soit e®ectuer la
transition discrµete du modeqi vers le modeqi +1 , soit rester dans le modeqi . Ce choix d¶epend
uniquement de la valeur du champf h au point X (t i ). Les transitions entre les modes discrets
dans notre modµele hybride sont dites non contraintes (cecinous permet d'obtenir la continuit¶e
de l'¶etat adjoint aux instants de transition dans le principe du maximum hybride).

En cons¶equence, d'aprµes le th¶eorµeme 2.3 donn¶e dans [71], nous appliquons la version
r¶eguliµere du principe du maximum donn¶ee par le th¶eorµeme 6.2.1 dans chaque modeq de
l'automate hybride H en la compl¶etant par des arguments de programmation dynamique per-
mettant de prendre en compte les transitions discrµetes d'un mode µa un autre. Nous obtenons
ainsi un principe du maximum adapt¶e aux systµemes hybridescontinus, a±nes par morceaux
sous la forme suivante :

Th¶eorµeme 6.2.2 (Principe du maximum hybride). On introduit l'hamiltonien Hh as-
soci¶e au systµeme hybrideH :

Hh(X; u; ¸ ) = l(X; u ) + ¸ T f h(X; u ):

Si le contrôle u est optimal sur l'intervalle de temps[0; t f ], alors il existe une application non
triviale ¸ : [0; t f ] ! Rn absolument continue par morceaux telle que :
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² pour presque toutt 2 [0; t f ], H atteint son minimum par rapport au contrôle au point
u(t) i.e. :

Hh(X (t); u(t); ¸ (t)) = min
v2 Um

Hh(X (t); v; ¸ (t))

² _X (t) =
@Hh

@¸
(X (t); u(t); ¸ (t))

² _̧(t)T = ¡
@Hh

@X
(X (t); u(t); ¸ (t)) (¶equation d'Euler-Lagrange)

² Hh(X (t); u(t); ¸ (t)) = 0 le long de la trajectoire optimale.

² A chaque instant de transition t i entre deux modesqi et qi +1 , les conditions de trans-
versalit¶e s'¶ecrivent :

8
<

:

¸ (t+
i ) = ¸ (t ¡

i )

Hh(X (t+
i ); u(t+

i ); ¸ (t+
i )) = Hh(X (t ¡

i ); u(t ¡
i ); ¸ (t ¡

i ))

Remarque 6.2.3. La continuit¶e de l'hamiltonien Hh aux instants de transition est une
cons¶equence du caractµere autonome du modµele hybride consid¶er¶e et de la non r¶e-initialisation
de l'¶etat continu X (cf conditions de transversalit¶e (2.18) dans [71]).

Dans le cas oµu les ensembles de d¶epart et d'arriv¶ee sont des vari¶et¶es deRn , les conditions
de transversalit¶e donn¶ees par le corollaire 6.2.1 s'appliquent et s'ajoutent aux conditions d'op-
timalit¶e donn¶ees par ce principe du maximum hybride.

6.2.3 ¶Etude de l'approximation hybride

Revenons maintenant aux problµemes de contrôle optimal non lin¶eaire (PNL ) et hybride
(PH ), sachant que le systµeme hybrideH est une approximation a±ne par morceaux et conti-
nue du systµeme non lin¶eaire initial consid¶er¶e. Dans lesparagraphes pr¶ec¶edents, nous avons
¶enonc¶e deux principes du maximum, le principe de Pontriaguine et un principe du maximum
hybride, qui nous permettent d'obtenir des conditions n¶ecessaires d'optimalit¶e sur des couples
de trajectoires ¶etat-contrôle (X; u ). Nous voulons maintenant montrer que la r¶esolution du
problµeme hybride par le principe du maximum associ¶e permet une r¶esolution approch¶ee du
problµeme non lin¶eaire.

Nous d¶e¯nissons pour chacun des problµemes de contrôle consid¶er¶es l'hamiltonien associ¶e
i.e. :

H (X; u; ¸ ) = l(X; u ) + ¸ T f (X; u )
Hh(X; u; ¸ ) = l(X; u ) + ¸ T f h(X; u )

Le premier r¶esultat que nous obtenons est alors la convergence uniforme sur tout compact de
l'hamiltonien Hh vers l'hamiltonien H :

Proposition 6.2.1. Sous l'hypothµese (6.4), l'hamiltonienHh converge uniform¶ement versH
sur tout compact deRn £ Rn , uniform¶ement par rapport µa u quand h tend vers0+ .
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Preuve. Par d¶e¯nition de H et Hh , nous avons :

jH (X; u; ¸ ) ¡ Hh(X; u; ¸ )j =
¯
¯¸ T [f (X; u ) ¡ f h(X; u )]

¯
¯ ·

°
° ¸ T

°
° kf (X; u ) ¡ f h(X; u )k

Soit  1 et  2 des compacts deRn . Selon l'hypothµese (6.4), le champf est de classeC1

sur Rn £ Rm ce qui nous permet d'appliquer la convergence uniforme def h vers f sur tout
compact deRn , uniform¶ement par rapport µa u (cf proposition 2.3.1). Nous avons donc :

sup
(X;u )2  1£ Um

kf (X; u ) ¡ f h(X; u )k · "  1 (h)

oµu "  1 (h) d¶esigne l'erreur d'interpolation sur  1 £ Um et : lim
h! 0+

"  1 (h) = 0. En posant :

M 2 = sup
¸ 2  2

°
° ¸ T

°
° < 1 ;

nous obtenons donc :

sup
(X;u;¸ )2  1£ Um £  2

jH (X; u; ¸ ) ¡ Hh(X; u; ¸ )j · M 2 "  1 (h);

ce qui prouve la convergence uniforme deHh vers H sur tous compacts deRn par rapport µa
X et ¸ , uniform¶ement par rapport µa u.

¤

Consid¶erons maintenant un point contrôlable X 0 de l'espace d'¶etat. Nous supposons
¶egalement connue une trajectoire optimale (X; u ) du systµeme non lin¶eaire (6.2) reliantX 0

µa la cible en tempsT > 0 ; d'aprµes le principe du maximum de Pontriaguine, il existe donc
un paramµetre ¸ d¶e¯ni sur [0; T] et absolument continu tel que pour presque toutt 2 [0; T] :

H (X (t); u(t); ¸ (t)) = min
v2 Um

H (X (t); v; ¸ (t))

sachant que :

_X (t) =
@H
@¸

(X (t); u(t); ¸ (t)) = f (X (t); u(t))

_̧(t)T = ¡
@H
@X

(X (t); u(t); ¸ (t))

H (X (t); u(t); ¸ (t)) = 0 le long de la trajectoire optimale.

D'aprµes la proposition 4.2.4, nous pouvons construire unefamille (Yh;0)h> 0 de points de
Rn tels que pour tout h > 0, la trajectoire Yh solution du systµeme :

_Yh(t) = f h(Yh(t); u(t))

relie Yh;0 µa la cible en tempsT i.e. : Yh(0) = Yh;0 et Yh(T) = 0 et qui converge versX 0 :

lim
h! 0+

Yh;0 = X 0:
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Il reste maintenant µa v¶eri¯er que pour un pas h > 0 donn¶e, la trajectoire (Yh ; u) v¶eri¯e les
conditions n¶ecessaires d'optimalit¶e du principe du maximum hybride.

Nous introduisons donc pour cela le paramµetre d'¶etat adjoint ph associ¶e µa la trajectoire
Yh et solution du systµeme :

_ph(t)T = ¡
@Hh

@X
(Yh(t); u(t); ph(t)) ; t 2 [0; T]:

Par construction, le champ f h est continue, de classeC1 par morceaux surRn £ Um , ce qui
implique que l'¶etat adjoint ph est continu et même absolument continu sur [0; T].

Il reste alors v¶eri¯er qu'µa tout instant t 2 [0; T],
{ la famille ( Hh(Yh(t); u(t); ph(t))) h> 0 tend vers 0 quandh tend vers 0+ :

lim
h! 0+

Hh(Yh(t); u(t); ph(t)) = 0 :

{ il existe une famille de r¶eels positifs (±(h))h> 0 qui converge vers 0 quandh tend vers 0
tels que :

min
v2 Um

Hh(Yh(t); v; ph(t)) · Hh(Yh(t); u(t); ph(t)) · min
v2 Um

Hh(Yh(t); v; ph(t)) + ±(h)

L'optimalit¶e approch¶ee de l'hamiltonien hybride di±cil e µa d¶emontrer dans ce contexte s'ob-
tient plus simplement dans l'approche par les ¶equations d'Hamilton-Jacobi-Bellman pr¶esent¶ee
dans la suite.

6.3 Seconde approche : solutions de viscosit¶e des ¶equations
d'Hamilton-Jacobi-Bellman

La plupart des problµemes de contrôle optimal en horizon in̄ni peut être ramen¶ee de fa»con
¶equivalente µa la r¶esolution d'une ¶equation d'Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) du premier ordre
du type : H (X; V; DV ) = 0. Cette ¶equation n'admet g¶en¶eralement pas de solution au sens clas-
sique, ce qui nous amµene µa consid¶erer un type plus faible de solution, les solutions de viscosit¶e.

La th¶eorie des solutions de viscosit¶e des ¶equations d'Hamilton-Jacobi-Bellman fait l'ob-
jet de nombreuses recherches et des m¶ethodes de r¶esolution num¶erique ont ¶et¶e propos¶ees :
discr¶etisation en temps et/ou en espace [18], di®¶erences¯nies, m¶ethode des caract¶eristiques,
m¶ethodes Max-Plus entre autres. Dans cette partie, notre but n'est pas de faire une ¶etude
complµete de ce type de solution mais de montrer que l'approche hybride d¶evelopp¶ee tout au
long de ce manuscrit, nous permet de construire ce type de solution.

6.3.1 Contrôle optimal et solutions de viscosit¶e

Dans ce paragraphe, nous proposons un rappel th¶eorique rapide sur les solutions de visco-
sit¶e et leur rôle en th¶eorie du contrôle optimal. Nous justi¯ons en particulier l'¶equivalence entre
la r¶esolution d'un problµeme de contrôle optimal et celled'une certaine ¶equation d'Hamilton-
Jacobi-Bellman.
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Rappels sur les solutions de viscosit¶e

Soit  ouvert non vide de Rn et H :  £ R £ Rn ¡! R une application continue. On
considµere une ¶equation d'Hamilton-Jacobi-Bellman du premier ordre :

H (X; V; r V ) = 0 (6.6)

Sans hypothµese suppl¶ementaire, cette ¶equation n'admeten g¶en¶eral pas de solutionV au sens
classique. On fait alors intervenir le concept plus faible de solution de viscosit¶e introduit pour
la premiµere fois en 1981 par M.G. Crandall et P.L. Lions [26,23, 24, 25] puis largement explor¶e
par la suite ([8], [7, chapitre 2] entre autres) :

D¶e¯nition 6.3.1 (Solution de viscosit¶e). V 2 C() est solution de viscosit¶e de (6.6) si
et seulement si :

i. 8© 2 C1() , si X 0 2  est un point de maximum local de(V ¡ ©), on a :

H (X 0; V (X 0); D©(X 0)) · 0

ii. 8© 2 C1() , si X 0 2  est un point de minimum local de(V ¡ ©), on a :

H (X 0; V (X 0); D©(X 0)) ¸ 0

Remarque 6.3.1. Si on a uniquement l'assertion i. (respectivement ii.), on parle de sous-
solution (respectivement de sur-solution) de viscosit¶e de l'¶equation (6.6).

Nous proposons ici une rapide introduction µa la th¶eorie des solutions de viscosit¶e continues
des ¶equations d'Hamilton-Jacobi-Bellman, ce qui nous permettra ensuite de les introduire
dans le contexte des problµemes de contrôle optimal. Commen»cons ces rappels par quelques
propri¶et¶es remarquables de ce type de solution :

Proposition 6.3.1.

1. Si V est une solution classique de (6.6) alorsV est aussi une solution de viscosit¶e.

2. Si V est une solution de viscosit¶e de (6.6) et siV est di®¶erentiable enX 0 alors :

H (X 0; V (X 0); DV (X 0)) = 0

3. Changement de variable : soit V 2 C() une solution de viscosit¶e de (6.6) etÁ une
application de classeC1 sur R telle que _Á > 0 sur R ; alors W = Á(V ) est une solution
de viscosit¶e de l'¶equation :

K (X; W; DW ) = 0 dans 

en posant :K (X; Z; p ) = H (X; Á ¡ 1(Z ); (Á¡ 1)0(Z ) p)

4. V 2 C() est une sous-solution (resp. sur-solution) de (6.6) si et seulement si W = ¡ V
est une sur-solution (resp. sous-solution) de :¡ H (X; ¡ W; ¡ DW ) = 0 .

En pratique, la d¶e¯nition 6.3.1 est assez peu utilis¶ee pour d¶emontrer qu'une application
continue est une solution de viscosit¶e. En fait, une formulation plus commode consiste µa
introduire la notion de sous- (ou sur-) di®¶erentiel d'une fonction continue :
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D¶e¯nition 6.3.2 (Sur- et sous-di®¶erentiel d'une fonction contin ue). Soit V 2 C() .

D + V (X ) = f p 2 Rn=lim sup
Y ! X

V (Y) ¡ V (X )¡ < p; Y ¡ X >
kY ¡ X k

· 0g:

D ¡ V (X ) = f p 2 Rn=lim inf
Y ! X

V (Y) ¡ V (X )¡ < p; Y ¡ X >
kY ¡ X k

¸ 0g:

Remarquons en particulier que, siV est di®¶erentiable enX 0, on a alors : D + V(X 0) =
D ¡ V (X 0) = f DV (X 0)g. Nous pouvons maintenant donner une condition n¶ecessaireet su±-
sante pour qu'une fonction continue donn¶ee soit une solution de viscosit¶e :

Th¶eorµeme 6.3.1.

1. V 2 C() est sous-solution de (6.6) si et seulement si :

8X 2  ; 8p 2 D + V(X ); H (X; V (X ); p) · 0

2. V 2 C() est sur-solution de (6.6) si et seulement si :

8X 2  ; 8p 2 D ¡ V(X ); H (X; V (X ); p) ¸ 0

Nous terminons ces rappels par un r¶esultat de stabilit¶e des solutions de viscosit¶e dans
l'espaceC() des fonctions continues :

Proposition 6.3.2 ([7, proposition II.2.2]). Soit Vn 2 C() , n 2 N, une suite de solutions
de viscosit¶e de l'¶equation :

Hn (X; Vn (X ); DVn (X )) = 0 dans  : (6.7)

Supposons que :

Vn
CU¡! V uniform¶ement localement sur

Hn
CU¡! H uniform¶ement localement sur £ R £ Rn :

Alors V est une solution de viscosit¶e de l'¶equation (6.7) dans .

Application au contrôle optimal des systµemes non lin¶eaires

Le problµeme abord¶e maintenant est de formuler le problµeme de contrôle optimal en horizon
in¯ni en termes de solution de viscosit¶e d'une ¶equation d'Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB).
On considµere le systµeme de contrôle non lin¶eaire :

½ _X (t) = f (X (t); u(t))
X (0) = X 0

; X (t f ) = 0 ; (6.8)

sachant que le temps ¯nal t f n'est pas ¯x¶e et d¶epend implicitement du choix du contrôle u.
On rappelle que les contrôles admissibles sont des fonctions mesurables, born¶ees µa valeurs
dans le polytopeUm . La fonction coût µa minimiser est d¶e¯nie de la fa»con suivante :

J (X 0; u) =
Z t f

0
l (X (t); u(t))dt:
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On introduit ensuite la fonction valeur V du problµeme de contrôle optimalP :

V (X 0) = inf
u2 L 1 ([0;+ 1 [;Um )

J (X 0; u) = inf
u2 L 1 ([0;+ 1 [;Um )

Z t f

0
l (X (t); u(t))dt; (6.9)

qui ¶evalue le coût minimum pour transf¶erer le systµeme dela position X 0 µa la cible 0. On
suppose dans ce paragraphe que pour toutX 2 Rn , il existe une trajectoire du systµeme (6.8)
qui relie X µa 0 en temps ¯ni.

Remarque 6.3.2. Tous les r¶esultats pr¶esent¶es dans la suite de ce paragraphe s'appliquent
tels quels µa tout problµeme de contrôle optimal sans la contrainte sur l'¶etat ¯nal. Il n'est alors
pas n¶ecessaire de supposer l'existence de trajectoires optimales du systµeme consid¶er¶e.

On dispose alors d'un r¶esultat fondamental : le principe deprogrammation dynamique dû
µa R. Bellman [9], qui exprime sous forme d'¶equation l'id¶ee intuitive suivante : pour atteindre
le minimum de la fonction valeur, on laisse le systµeme ¶evoluer sur un intervalle de temps [0; T]
¯x¶e selon un contrôle arbitrairement ¯x¶e. On paie le coût correspondant sur [0; T], µa savoirRT

0 l (X (t); u(t))dt. Il reste alors µa choisir les meilleurs contrôles possibles pour minimiser le
coût V (X (T)) qu'il reste µa payer µa partir du point X (T). En¯n, on cherche le minimum du
coût ainsi calcul¶e sur l'ensemble des contrôles admissibles :

Proposition 6.3.3 (Principe de Programmation Dynamique).

8X 0 2 Rn ; 8T > 0; V (X 0) = inf
u2 L 1 ([0;+ 1 [;Um )

· Z T

0
l (X (t); u(t))dt + V (X (T))

¸

Ce r¶esultat est une des bases du contrôle optimal : il permet en particulier de relier la
valeur de la fonction V au point X 0 avec ses valeurs en des points voisins, ce qui nous conduit
µa l'¶equation satisfaite par V :

Th¶eorµeme 6.3.2. La fonction valeur V est une solution de viscosit¶e de l'¶equation d'Hamilton-
Jacobi-Bellman (HJB) :

sup
u2 Um

f¡ l (X; u ) ¡ f (X; u )DV (X )g = 0 :

On laisse le soin au lecteur de se r¶ef¶erer µa [7, chapitre 2,propositions 2.5 et 2.8] pour le
d¶etail des d¶emonstrations du principe de programmation dynamique et du th¶eorµeme 6.3.2.

La r¶esolution de l'¶equation (HJB) comporte trois ¶etapes:
1. Trouver une fonction S : Rn ! Um tel que : S(Z ) 2 argmax

u2 Um

f¡ l (Z; u) ¡ f (Z; u)DV (Z )g.

2. R¶esoudre le systµeme
½ _X (t) = f (X (t); S(X (t)))

X (0) = X 0
pour t > 0.

3. La solution X ? du systµeme pr¶ec¶edent engendre un contrôleu?(t) = S(X ?(t)) optimal
pour la condition initiale X 0.

Nous rencontrons ici µa l'¶etape 1, le même problµeme que celui rencontr¶e lors de la r¶esolution
des problµemes de contrôle optimal, µa savoir le calcul de la solution directement en fonction de la
position du systµeme. Cet obstacle justi¯e les approches num¶eriques telles que la discr¶etisation
en temps puis en espace de l'¶equation (HJB), a¯n de calculerla fonction S en fonction de
l'¶etat. Ce qui nous int¶eresse maintenant est de montrer comment l'approche hybride nous
permet d'approcher les solutions de viscosit¶e des ¶equations d'Hamilton-Jacobi-Bellman.
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6.3.2 Approche hybride pour la r¶esolution de l'¶equation ( HJB)

D'aprµes l'¶etude men¶ee dans la partie I, tout systµeme de contrôle non lin¶eaire de la forme :
_X = f (X; u ) peut être approch¶e par un systµeme hybride dont la dynamique est a±ne par

morceaux : _X = f h(X; u ). On d¶e¯nit les hamiltoniens suivants associ¶es respectivement aux
problµeme de contrôle optimal non lin¶eaire et hybride :

H0(X; p) = sup
u2 Um

f¡ l (X; u ) ¡ pT f (X; u )g

Hh(X; p) = sup
u2 Um

f¡ l (X; u ) ¡ pT f h(X; u )g:

Les ¶equations (HJB) respectives s'¶ecrivent donc :

H0(X; DV (X )) = 0 Hh(X; DV h(X )) = 0 ;

oµu V (respectivement Vh) d¶esigne la fonction valeur associ¶ee au problµeme non lin¶eaire (res-
pectivement hybride).

Le premier r¶esultat que nous obtenons est la convergence uniforme de l'hamiltonien hy-
bride vers l'hamiltonien non lin¶eaire sur tout compact :

Proposition 6.3.4. On supposef est de classeC1 sur Rn £ Um . Alors Hh converge uni-
form¶ement versH0 sur tout compact deRn £ Rn quand h tend vers0+ :

Hh
CU¡! H sur tout compact deRn £ Rn :

Preuve. Pour (X; p) 2 Rn £ Rn donn¶es, d'aprµes la continuit¶e des champsf et f h , les
applications : ' : u 7! ¡ l (X; u ) ¡ pT f (X; u ) et ' h : u 7! ¡ l (X; u ) ¡ pT f h(X; u ) sont continues
sur Um compact. Par cons¶equent,' et ' h sont born¶ees et atteignent leurs bornes respectives
sur Um :

9u0 2 Um ; H0(X; p) = ¡ l(X; u 0) ¡ pT f (X; u 0)
9uh 2 Um ; Hh(X; p) = ¡ l(X; u h) ¡ pT f h(X; u h)

On obtient alors :

Hh(X; p) ¡ H0(X; p) = ¡ l(X; u h) ¡ pT f h(X; u h) ¡ H0(X; p)

· ¡ l (X; u h) ¡ pT f h(X; u h) + l(X; u h) + pT f (X; u h)

· pT [f (X; u h) ¡ f h(X; u h)] · k pk kf (X; u h) ¡ f h(X; u h)k

Soient  1 et  2 deux compacts deRn . Selon le même proc¶ed¶e que pour la d¶emonstration
de la proposition 6.2.1, nous utilisons la convergence uniforme def h vers f sur tout compact
de Rn , uniform¶ement par rapport µa u, ce qui nous donne pour tout (X; p) 2  1 £  2 :

Hh(X; p) ¡ H0(X; p) · M 2 "  1 (h) en posant : M 2 = sup
p2  2

kpk :

Nous rappelons que"  1 (h) d¶esigne l'erreur d'interpolation commise sur le compact 1 £ Um

et : lim
h! 0+

"  1 (h) = 0.
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De même, pour tout (X; p) 2  1 £  2, nous avons ¶egalement :

H0(X; p) ¡ Hh(X; p) · k pk kf h(X; u 0) ¡ f (X; u 0)k · M 2 "  1 (h):

D'oµu :
sup

(X;p )2  1£  2

jHh(X; p) ¡ H0(X; p)j · M 2 "  1 (h);

ce qui prouve la convergence uniforme deHh vers H0 sur tout compact de Rn £ Rn .

¤

Consid¶erons maintenant un pointX 0 donn¶e de l'espace d'¶etat. Supposons qu'il existe une
trajectoire optimale du systµeme non lin¶eaire qui relieX 0 µa la cible 0 en temps ¯ni T > 0 ; il
existe donc un contrôle admissibleu : [0; T] ! Um et une trajectoire X dans Rn tels que :

½ _X (t) = f (X (t); u(t))
X (0) = X 0; X (T) = 0

et V (X 0) = J (X 0; u):

D'aprµes la proposition 4.2.4 et selon la même id¶ee que celle utilis¶ee au paragraphe 6.2.3, nous
introduisons la famille (Yh;0)h> 0 de points de Rn tels que pour tout h > 0, la trajectoire Yh

solution du systµeme :
_Yh(t) = f h(Yh(t); u(t))

relie Yh;0 µa la cible en tempsT i.e. : Yh(0) = Yh;0 et Yh(T) = 0 et v¶eri¯ant :

lim
h! 0+

Yh;0 = X 0:

De plus le coût pour amenerYh;0 µa la cible selon le contrôleu est donn¶e parJh(Yh;0; u) et
on a :

jV (X 0) ¡ Jh(Yh;0; u)j = jJ (X 0; u) ¡ Jh(Yh;0; u)j =

¯
¯
¯
¯

Z T

0
[l (X (t); u(t)) ¡ l (Yh(t); u(t))]dt

¯
¯
¯
¯

·
Z T

0
jl (X (t); u(t)) ¡ l (Yh(t); u(t)) j dt

· L 2

Z T

0
kX (t) ¡ Yh(t)k dt · " (h)L 2

eL 1T ¡ 1 ¡ L 1T
L 2

1

Nous en d¶eduisons ainsi : lim
h! 0+

Jh(Yh;0; u) = V (X 0). Nous avons donc montr¶e le r¶esultat

suivant :

Proposition 6.3.5. Soit X 0 2 Rn un point donn¶e de l'espace d'¶etat. Supposons qu'il existe
T > 0 et un contrôle admissibleu : [0; T] ! Um tels que la trajectoire X [X 0; u] soit une
solution optimale du problµeme(PNL ).
Alors il existe une famille (Yh;0)h> 0 de points contrôlables en tempsT du systµeme hybrideH
qui converge versX 0 quand h tend vers0+ et telle que :

lim
h! 0+

Jh(Yh;0; u) = V (X 0):

Pour am¶eliorer encore ce r¶esultat, il faudrait prouver laconvergence uniforme sur tout
compact de la fonction valeur hybrideVh vers la fonction valeur V .
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6.4 Cas particulier des problµemes de contrôle optimal a±nes

Nous nous int¶eressons µa la r¶esolution de problµemes de contrôle optimal a±nes par rapport
au contrôle : la dynamique f et la fonction coût l sont suppos¶ees a±nes par rapport µa la
variable de contrôle u.

Nous proposons dans cette partie une ¶etude d¶etaill¶ee despoints de commutation de la tra-
jectoire optimale cherch¶ee, i.e. des points de discontinuit¶e du contrôle associ¶e. Les algorithmes
propos¶es ci-aprµes et pr¶esent¶es dans [35] permettent le calcul des courbes de commutation du
problµeme de contrôle optimal consid¶er¶e.

On considµere un hamiltonienH a±nement d¶ependant du contrôle u, i.e. de la forme :

H (X; u; ¸ ) = H0(X; ¸ ) + H1(X; ¸ )u:

D'aprµes le th¶eorµeme 6.2.1 de Pontriaguine, nous cherchons µa minimiser H par rapport
au contrôle u sous certaines contraintes, sachant queu appartient µa un polytope Um =
Conv(s1; : : : ; sp) de Rm . Le contrôle u est donc soumis µa des contraintes constantes a±nes.
Le problµeme pos¶e par le th¶eorµeme de Pontriaguine est donc ramen¶e µa un problµeme de pro-
grammation lin¶eaire dont la solution est :

u¤ = si si : 8j 6= i; H 1(X; ¸ )(si ¡ sj ) < 0: (6.10)

La relation (6.10) partionne l'espace en (X; ¸ ) en r¶egions µa l'int¶erieur desquelles le contrôle
optimal est constant, ¶egal µa un sommetsi du polytope de contrôle (cf ¯gure 6.1). Ainsi, toute

u¤ = s1

u¤ = s3

X

¸

S3;1(t) < 0 S3;2(t) < 0

u¤ = s2

S2;1(t) < 0 S2;3(t) < 0

S1;2(t) < 0 S1;3(t) < 0

S2;3(t) = 0

S1;3(t) = 0

S1;2(t) = 0

0

Fig. 6.1 { Partition de l'espace (X; ¸ ) en r¶egions oµu le contrôle optimal est constant

la di±cult¶e de la r¶esolution d'un problµeme a±ne par rapport au contrôle consiste µa d¶eterminer
les instants et lieux de transition entre deux contrôlessi et sj donn¶es. On introduit pour cela
les fonctions de commutation entre les contrôless1; : : : ; sp :
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D¶e¯nition 6.4.1 (Fonction de saut). On appelle fonction de saut ou de commutation entre
deux contrôles distinctssi et sj , l'application Si;j : (X; ¸ ) 7! H1(X; ¸ )(si ¡ sj ).
On a alors la relation : Si;j ´ ¡ Sj;i .

La frontiµere entre les domaines oµu les contrôlessi et sj sont optimaux, si elle existe, a
donc pour ¶equation :

Si;j (X; ¸ ) = H1(X; ¸ )(si ¡ sj ) = 0 : (6.11)

L'id¶eal serait, dans un premier temps, d'obtenir les ¶equations de commutation (6.11) unique-
ment en fonction de la variable d'¶etat X , ce qui nous permettrait de construire un contrôle
optimal en boucle de r¶etroaction (feedbacken anglais), i.e. d¶ependant de la positionX du
systµeme. Malheureusement, il n'est g¶en¶eralement pas possible d'¶eliminer la variable ¸ des
¶equations de commutation. Dans un second temps, nous devons d¶eterminer la nature de ces
frontiµeres i.e. savoir si la trajectoire optimale traverse la frontiµere ou si elle \glisse" le long de
cette frontiµere.

En pratique, nous sommes donc ramen¶es µa chercher les points de commutation le long
de la trajectoire optimale cherch¶ee, i.e. µa ¶etudier les z¶eros des fonctions de commutation
t 7! Si;j (X (t); ¸ (t)) le long de cette trajectoire.

Consid¶erons deux contrôlessi et sj distincts donn¶es pour lesquels la frontiµereSi;j (X; ¸ ) = 0
existe. Soit t0 un instant de commutation de la trajectoire consid¶er¶ee i.e. v¶eri¯ant :

Si;j (X (t0); ¸ (t0)) = 0 :

Deux cas se pr¶esentent alors :

u = si u = sj

Sij (X; ¸ ) = 0

u = si

Sij (X; ¸ ) = 0

u = uij

Fig. 6.2 { Arcs r¶egulier (µa gauche) et singulier (µa droite) avec commutation

² t0 est un z¶ero isol¶e det 7! Si;j (X (t); ¸ (t)) : dans un voisinage det0, le contrôle op-
timal est constant par morceaux µa valeurs dansf si ; sj g. Les arcs extr¶emaux sont dits
r¶eguliers (cf ¯gure 6.2, sch¶ema de gauche).

² Il existe un intervalle de temps [t0; t1] non r¶eduit µa f t0g tel que la fonction saut est
identiquement nulle sur cet intervalle i.e. : 8t 2 [t0; t1]; Si;j (X (t); ¸ (t)) = 0. Les arcs
extr¶emaux sont dits singuliers (cf ¯gure 6.2, sch¶ema de droite).

Aprµes avoir rappel¶e des ¶el¶ements de th¶eorie des extr¶emales, nous proposons des algorithmes
de calcul des frontiµeres de commutation. L'exemple 6.4.1 pr¶esent¶e ci-aprµes nous permettra
d'illustrer les algorithmes propos¶es tout au long de cettesection.
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Exemple 6.4.1 (Exemple de Johnson et Gibson [53, exemple 1]). On considµere le
systµeme de contrôle lin¶eaire :

_X (t) =
·

0 1
0 0

¸
X (t) +

·
1

¡ 1

¸
u(t); (6.12)

oµu la variable de contrôle est r¶eelle, soumise µa la contrainte : 8t ¸ 0; ju(t)j · 1. On introduit
¶egalement la fonction coût suivante :

J (X 0; u) =
Z + 1

0

1
2

x1(t)2dt:

Le problµeme de contrôle optimal est alors d'amener le systµeme µa la positionX = 0 en mini-
misant la fonctionnelle J , sachant que le temps ¯nal est libre.

On remarque pour commencer que le systµeme (6.12) est d¶ejµasous forme canonique (cf
paragraphe 2.2), puisque la matrice[ B j AB ] est de rang plein (¶egal µa 2).

Appliquons le th¶eorµeme de Pontriaguine au problµeme de contrôle consid¶er¶e. On commence
par introduire l'hamiltonien H d¶e¯ni comme suit :

H (X; u; ¸ ) =
1
2

x2
1 + ¸ 1x2 + ( ¸ 1 ¡ ¸ 2)u (6.13)

Le problµeme de contrôle optimal consiste µa minimiserH par rapport µa la variable de contrôle
u sous les contraintes :

² Systµeme dynamique :_x1 = x2 + u et _x2 = ¡ u.

² ¶Equations d'Euler-Lagrange : _̧1 = ¡ x1 et _̧2 = ¡ ¸ 1.

² 1
2x2

1 + ¸ 1x2 + ( ¸ 1 ¡ ¸ 2)u ´ 0 le long de la trajectoire optimale.

6.4.1 Arcs extr¶emaux r¶eguliers et rµegles de commutation

Dans un premier temps, on s'int¶eresse µa la d¶e¯nition et aucalcul des arcs extr¶emaux
r¶eguliers. Un arc extr¶emal r¶egulier est d¶e¯ni de la fa»con suivante :

D¶e¯nition 6.4.2 (Arc extr¶emal r¶egulier). Un arc extr¶emal (X (t); u(t); ¸ (t)) est dit r¶egu-
lier sur un intervalle de temps[t0; t1] si et seulement si, pour presque toutt 2 [t0; t1], il existe
un indice k 2 f 1; : : : ; pg, tel que :

H (X (t); ¸ (t))sk < min
i =1 :::p

H (X (t); ¸ (t))si :

En utilisant la relation (6.10), on connâ³t la valeur du contrôle optimal le long d'un arc
r¶egulier :

Proposition 6.4.1. Pour tout arc extr¶emal r¶egulier (X (t); u(t); ¸ (t)) , le contrôle est donn¶e
par la relation :

u(t) = si si : 8j 6= i; S i;j (X (t); ¸ (t)) < 0:
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Si, de plus, il existe deux indices(i; j ) 2 f 1; : : : ; pg2, tels qu'µa l'instant t0 :

8k 2 f 1; : : : ; pg ¡ f i; j g; H1(X (t); ¸ (t))si = H1(X (t); ¸ (t))sj < H 1(X (t); ¸ (t))sk ;

alors t0 est un instant de commutation du contrôleu de si vers sj ou de sj vers si .

Int¶eressons nous maintenant aux points de commutation entre deux contrôles distinctssi

et sj , i.e. aux z¶eros isol¶es de la fonction de commutationt 7! Si;j (X (t); ¸ (t)).

Les points de commutation d'une trajectoire optimale du systµeme entre deux contrôles
si et sj , v¶eri¯ent n¶ecessairement les deux conditions suivantes: ils annulent la fonction de
commutation et l'hamiltonien ¶etant nul le long de la trajec toire optimales, il l'est ¶egalement
en ces points, ce qui s'¶ecrit :

8
<

:

Si;j (X (t0); ¸ (t0)) = 0

H (X (t0); u(t0); ¸ (t0)) = 0 :

Or, au point de commutation µa l'instant t0, le contrôle est de la forme :u = sj + ( si ¡ sj )v
avecv 2 f 0; 1g. L'hamiltonien H s'¶ecrit sous la forme :H (X; u; ¸ ) = H0(X; ¸ )+ H1(X; ¸ )sj +
H1(X; ¸ )(si ¡ sj )v. Les conditions v¶eri¯¶ees au point de commutation entre les contrôlessi et
sj s'¶ecrivent donc ¶egalement :

8
<

:

H1(X (t0); ¸ (t0))( si ¡ sj ) = 0

H0(X (t0); ¸ (t0)) + H1(X (t0); ¸ (t0))sj = 0
(6.14)

La question est maintenant de savoir d¶eterminer si la commutation s'e®ectue desi vers sj

ou le contraire. Pour cela, il su±t d'¶etudier le signe de la d¶eriv¶ee par rapport au temps de la
fonction de commutation t 7! Si;j (X (t); ¸ (t)), i.e. de la quantit¶e :

d
dt

[H1(X (t); ¸ (t))]

¯
¯
¯
¯
t= t0

au point de commutation.

{ Si
d
dt

[Si;j (X (t); ¸ (t))] > 0 alors le contrôle optimal e®ectue un saut desi vers sj .

{ Si
d
dt

[Si;j (X (t); ¸ (t))] < 0 alors le contrôle optimal e®ectue un saut desj vers si .

Il n'est malheureusement pas toujours possible d'exprimerles rµegles de commutation uni-
quement dans l'espace d'¶etat. En e®et, il aurait pour cela fallu pouvoir ¶eliminer la variable

d'¶etat-adjoint ¸ de l'expression de
d
dt

[Si;j (X (t); ¸ (t))], ce qui n'est g¶en¶eralement pas faisable

puisque (6.14) est un systµeme de 2 ¶equations µan inconnues¸ 1; : : : ; ¸ n .

Il existe par contre bien entendu des exemples oµu l'on arrive µa exprimer le vecteur adjoint
¸ en fonction de la positionX aux points de commutation. C'est le cas de l'exemple 6.4.1 de
Johnson et Gibson (cf exemple 6.4.2).
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Exemple 6.4.2 (Retour µa l'exemple de Johnson et Gibson). On cherche le graphe des
commutations autoris¶ees pour le systµeme (6.12). Tout point de commutation X = ( x1; x2)
v¶eri¯e les relations (6.14), µa savoir ici :

¸ 1 = ¸ 2 et
1
2

x2
1 + ¸ 1x2 = 0 ;

soit, encore : ¸ 1 = ¸ 2 = ¡
x2

1

x2
. Calculons maintenant la d¶eriv¶ee de la fonction de commutation

S entre u = 1 et u = ¡ 1, d¶e¯nie comme suit :

S := ( X; ¸ ) 7! ¸ 1 ¡ ¸ 2:

D'aprµes les ¶equations d'Euler-Lagrange, on sait que :_̧1 = ¡ x1 et _̧2 = ¡ ¸ 1, d'oµu :

d
dt

[¸ 1 ¡ ¸ 2] = ¡ x1 + ¸ 1 = ¡
x1(x1 + 2x2)

2x2
:

L'¶etude du signe ded
dt [¸ 1¡ ¸ 2] partitionne ainsi l'espace des phases en r¶egions de commutation

autoris¶ees, cf ¯gure 6.4.2.

0

De u = ¡ 1 µau = 1

De u = ¡ 1 µau = 1
De u = 1 µa u = ¡ 1

De u = 1 µa u = ¡ 1

De u = 1 µa u = ¡ 1

x1

De u = ¡ 1 µau = 1

x2

x1 = 0

x2 = 0

x1 + 2x2 = 0

Fig. 6.3 { Graphe des commutations autoris¶ees (exemple de Johnson et Gibson [53])

6.4.2 Arcs extr¶emaux singuliers

Consid¶erons maintenant le cas oµu la fonction de commutation s'annule sur un intervalle
de temps non trivial. On peut alors formaliser la notion d'arc extr¶emal singulier de la fa»con
suivante :
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D¶e¯nition 6.4.3 (Arc extr¶emal singulier [86]). Un arc extr¶emal (X (t); u(t); ¸ (t)) est dit
ij -singulier sur un intervalle de temps[t0; t1] (non r¶eduit µa un point), si et seulement si pour
presque toutt 2 [t0; t1], on a :

8k 2 f 1; : : : ; pg ¡ f i; j g; H1(X (t); ¸ (t))si = H1(X (t); ¸ (t))sj < H 1(X (t); ¸ (t))sk :

Plus g¶en¶eralement, soitI ½ f 1; : : : ; pg; un arc (X (t); u(t); ¸ (t)) est dit I -singulier sur [t0; t1]
si et seulement si pour presque toutt 2 [t0; t1], on a :

8(i; j ) 2 I 2; 8k 2 f 1; : : : ; pg ¡ I; H 1(X (t); ¸ (t))si = H1(X (t); ¸ (t))sj < H 1(X (t); ¸ (t))sk :

Ainsi, g¶eom¶etriquement, sur l'intervalle de temps [t0; t1], la trajectoire optimale \suit" la
frontiµere entre les domaines oµusi est optimal, i = 1 ; : : : ; p. Le contrôle dit singulier associ¶e µa
cette trajectoire est µa d¶eterminer. On a le r¶esultat suivant :

Proposition 6.4.2. Soit I ½ f 1; : : : ; pg; pour tout arc extr¶emal (X (t); u(t); ¸ (t)) I -singulier
sur un intervalle de temps[t0; t1], le contrôle v¶eri¯e :

8t 2 [t0; t1]; u(t) 2 Conv(si ; i 2 I ):

D¶emonstration. Par d¶e¯nition, le domaine de contrôle est un polytope deRm de sommets
s1; : : : ; sp. Donc, quel que soitt 2 [t0; t1], on a la relation de convexit¶e suivante :

9(®k (t)) k=1 :::p 2 [0; 1]p;
pX

k=1

®k (t) = 1 et u(t) =
pX

k=1

®k (t)sk :

En r¶einjectant maintenant le contrôle dans l'hamiltonien H , nous sommes donc ramen¶es de
fa»con ¶equivalente µa minimiserH par rapport aux variables ®k , k = 1 ; : : : ; p ; red¶e¯nissons
donc H le long de l'arc singulier, en omettant d'¶ecrire la d¶ependance ent de X , ® et ¸ a¯n
pour all¶eger les notations :

H (X; ®; ¸ ) = H0(X; ¸ ) + H1(X; ¸ )
pX

k=1

®ksk :

Soit i 2 I ; d'aprµes la relation de convexit¶e, on sait que :®i = 1 ¡
pP

k=1 ;k6= i
®k , d'oµu :

H (X; ®; ¸ ) = H0(X; ¸ ) + ®i H1(X; ¸ )si +
pP

k=1 ;k6= i
®kH1(X; ¸ )sk

= H0(X; ¸ ) + H1(X; ¸ )si +
pP

k=1 ;k6= i
®kH1(X; ¸ )(sk ¡ si )

Par ailleurs, d'aprµes la d¶e¯nition 6.4.3 d'un arc I -singulier, on sait que :

8j 2 I; 8k 2 f 1; : : : ; pg ¡ I; H 1(X; ¸ )(sk ¡ sj ) > 0:

On obtient alors n¶ecessairement :8k 2 f 1; : : : ; pg ¡ I; ®k ´ 0, ce qui signi¯e donc que :
8t 2 [t0; t1]; u(t) 2 Conv(si ; i 2 I ).
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Il reste donc maintenant µa calculer ces arcs singuliers et µa d¶eterminer s'ils sont optimaux
ou non.

Remarque 6.4.1 (Contrôle optimal en temps minimum). En appliquant les r¶esultats
pr¶ec¶edents, nous pouvons v¶eri¯er que les problµemes de contrôle optimal lin¶eaire en temps
minimum ne comportent jamais d'arcs singuliers dans l'expression de leurs extr¶emales [16,
68].

Calcul des contrôles singuliers

Le calcul du contrôle le long d'un arc singulier repose sur le fait que le long d'une extr¶emale
singuliµere, les d¶eriv¶ees successives de la fonctiont 7! Hu(X (t); u(t); ¸ (t)) sont n¶ecessairement
nulles, soit :

8k 2 N¤;
dk

dtk Hu(X (t); u; ¸ (t)) = 0 :

De plus, dans [60], les auteurs d¶emontrent que la variable de contrôle u n'apparâ³t que dans
les d¶eriv¶ees d'ordre pair. On d¶erive donct 7! Hu(X (t); u(t); ¸ (t)) jusqu'µa la premiµere d¶eriv¶ee
d'ordre 2K faisant intervenir la variable u.

Par ailleurs, [60, 72] nous donne alors une condition n¶ecessaire d'optimalit¶e des arcs sin-
guliers :

Proposition 6.4.3 (Condition de Legendre-Clebsch). Une condition n¶ecessaire d'opti-
malit¶e d'un arc extr¶emal singulier est que :

(¡ 1)k @
@u

µ
d2k

dt2k

@H
@u

¶
¸ 0

le long de l'arc singulier.

Sous r¶eserve que la condition de Legendre-Clebsch soit bienv¶eri¯¶ee, on r¶esout donc le
systµeme : 8

<

:

H (X; u; ¸ ) = 0
dk

dtk

@H
@u

(X; u; ¸ ) = 0 ; k = 0 ; 1; : : : ; 2K;

oµu K est le premier indice tel que l'on ait :
@

@u

µ
d2K

dt2K

@H
@u

¶
6= 0. La singularit¶e, si elle existe,

est dite d'ordre K .

Algorithme de calcul des frontiµeres singuliµeres

On se donnesi et sj deux sommets distincts du polytope de contrôleUm . L'algorithme 10
calcule symboliquement, si elle existe, l'¶equation de la frontiµere singuliµere entre les domaines
oµu les contrôlessi et sj sont optimaux.

Exemple 6.4.3 (Cas des systµemes lin¶eaires avec un coût quad ratique). On considµere
un systµeme de contrôle de la forme :

_X (t) = AX (t) + Bu(t)
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Algorithme 10 Frontiµere ij -singuliµere
Donn¶ees : si et sj les contrôles sommets du polytope de contrôleUm consid¶er¶es.
Donn¶ees : (X; u; ¸ ) 7! H (X; u; ¸ ) l'hamiltonien du systµeme.
Sortie : ' , oµu ' (X ) = 0 est l'¶equation de la frontiµere ij -singuliµere
Sortie : u? contrôle ij -singulier, ¸ ? vecteur ¶etat adjoint le long de la frontiµere ij -singuliµere.

1: f D'aprµes la proposition 6.4.2, le contrôleu? cherch¶e est de la forme :u? = si + ( sj ¡ si )v
avecv 2 [0; 1]. On d¶e¯nit l'hamiltonien H en fonction dev :g
eH : (X; v; ¸ ) 7! H (X; s i + ( sj ¡ si )v; ¸ ) ;

2: Calcul du plus petit entier K 2 N v¶eri¯ant :
@
@v

(
d2K

dt2K
eH v) 6= 0.

3: si (¡ 1)K @
@v

(
d2K

dt2K
eH v) ¸ 0 (condition de Legendre-Clebsch)alors

4: \Pas de solution singuliµere".
5: sinon

6: R¶esoudre le systµeme : (S)
½

eH = 0 ; eH v = 0 ;
µ

di

dti
eH v = 0

¶

i =1 ::2K

¾
.

f (S) est lin¶eaire par rapport µa v et ¸ , ce qui nous permet de le r¶esoudre de fa»con
exacte.g

7: Retourner ('; s j + ( si ¡ sj )v; ¸ ).
8: ¯n si

soumis µa des contraintes a±nes constantes sur le contrôle: u 2 Um = Conv(s1; : : : ; sp) et
une fonction coût quadratique ind¶ependante du contrôleu : l : (X; u ) 7! 1

2X T X .

On introduit maintenant l'hamiltonien associ¶e :

H (X; u; ¸ ) =
1
2

X T X + ¸ T AX + ¸ T Bu:

On se donne deux contrôlessi et sj distincts. On veut calculer la frontiµere ij -singuliµere.
D'aprµes la proposition 6.4.2, on sait que le contrôleu cherch¶e est de la forme :

u = si + ( sj ¡ si )v oµu 0 · v · 1:

On note H (X; v; ¸ ) l'hamiltonien H (X; s i + ( sj ¡ si )v; ¸ ) et on calcule :

@H
@v

(X; v; ¸ ) = ¸ T B (sj ¡ si ):

Calculons les d¶eriv¶ees par rapport au temps deH v :

d
dt

H v = _̧T B (sj ¡ si ) = ¡ @H
@XB (sj ¡ si ) (¶equations d'Euler-Lagrange)

= ¡ X T B (sj ¡ si ) ¡ ¸ T AB (sj ¡ si )
d2

dt2 H v = ¡ _X T B (sj ¡ si ) ¡ _̧T AB (sj ¡ si )

= ¡ (AX + Bs i + B (sj ¡ si )v)T B (sj ¡ si ) + X T AB (sj ¡ si ) + ¸ T A2B (sj ¡ si )

= ¡ X T AT B (sj ¡ si ) + X T AB (sj ¡ si ) ¡ sT
i B T B (sj ¡ si )

¡ (sj ¡ si )T B T B (sj ¡ si )v + ¸ T A2B (sj ¡ si )
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La condition de Legendre-Clebsch donn¶ee par la proposition 6.4.3 est bien v¶eri¯¶ee ; en e®et,

¡
@
@v

d2

dt2 H v = ( sj ¡ si )T B T B (sj ¡ si ) = kB (sj ¡ si )k
2 ¸ 0;

et le contrôle optimal v s'exprime en fonction deX et ¸ :

v =
¡ X T AT B (sj ¡ si ) + X T AB (sj ¡ si ) ¡ sT

i B T B (sj ¡ si ) + ¸ T A2B (sj ¡ si )

kB (sj ¡ si )k
2

Pour calculer le paramµetre¸ en fonction de la position X du systµeme, il nous reste donc
µa r¶esoudre : 8

>>>>><

>>>>>:

1
2

X T X + ¸ T AX + ¸ T Bs i = 0

¸ T B (sj ¡ si ) = 0

¡ X T B (sj ¡ si ) ¡ ¸ T AB (sj ¡ si ) = 0

C'est un systµeme lin¶eaire par rapport µa la variable¸ , de 3 ¶equations µan inconnues. En
cons¶equence, l'ensemble des solutions est un sous-espacevectoriel de dimensionn¡ 3 si n > 3.
Si n = 2 ou n = 3 , alors on peut calculer le paramµetre de Pontriaguinȩ sous forme de boucle
de r¶etroaction (i.e. directement en fonction de la position X du systµeme lin¶eaire initial). Si
n > 3, le contrôle singulier d¶epend du paramµetrȩ , ce qui nous incite µa recourir µa une m¶ethode
de tir (cf chapitre 1).

Exemple 6.4.4 (Retour µa l'exemple de Johnson et Gibson). On rappelle que l'hamil-
tonien du systµeme (6.12) est donn¶e par l'expression (6.13) :

H (X; u; ¸ ) =
1
2

x2
1 + ¸ 1x2 + ( ¸ 1 ¡ ¸ 2)u:

Comme pr¶evu, la d¶eriv¶ee deH par rapport µa u ne d¶epend plus deu : Hu(X; u; ¸ ) = ¸ 1¡ ¸ 2.
Calculons donc maintenant les d¶eriv¶ees successives de l'application : t 7! Hu(X (t); u; ¸ (t))
jusqu'µa obtenir une d¶eriv¶ee qui d¶epende du contrôleu :

d
dt

Hu = _̧1 ¡ _̧2 = ¡ x1 + ¸ 1:

d2

dt2 Hu = ¡ _x1 + _̧1 = ¡ x2 ¡ u ¡ x1:

On en d¶eduit alors la valeur du contrôle et du vecteur d'¶etat-adjoint singuliers en fonction
de la position :

u = ¡ (x1 + x2) et ¸ 1 = ¸ 2 = x1;

sachant que le contrôle est soumis µa la contrainte :juj · 1. En r¶einjectant ces r¶esultats dans
l'¶equation H ´ 0 le long de la trajectoire optimale, on obtient alors :

1
2

x2
1 + x1x2 = 0 :

On obtient ainsi deux ¶equations de trajectoires singuliµeres possibles :

x1 = 0 ou x1 + 2x2 = 0 sous la condition jx1 + x2j · 1;
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¡ 2 20

x2

x1 + 2x2 = 0

x1

Fig. 6.4 { Frontiµeres singuliµeres potentielles du problµeme de Johnson et Gibson

repr¶esent¶ees sur la ¯gure 6.4. On rappelle que la cible donn¶ee initialement est le point 0 de
l'espace d'¶etat. L'¶etude de la direction du champ de vecteurs le long de la trajectoire optimale
(donn¶ee sur la ¯gure 6.4), montre que la trajectoire singuliµere selon x1 = 0 s'¶eloigne de la
cible 0 et ne peut donc pas être optimale. On en d¶eduit alors que la seule frontiµere singuliµere
admissible du problµeme de contrôle consid¶er¶e a pour ¶equation :

x1 + 2x2 = 0 avec jx1j · 2;

sachant que le contrôle singulier associ¶e est ¶egal µa :u = x2.

Dans l'exemple 6.4.4, nous avons trouv¶e une trajectoire singuliµere admissible du problµeme
de contrôle consid¶er¶e. Toutefois, cette frontiµere singuliµere ne nous permet de construire une
partition de l'espace d'¶etat en sous-domaines oµu le contr^ole optimal est constant (¶egal µa l'un
des sommets de contrôlesi , i = 1 ; : : : ; p).

Dans le prochain paragraphe, nous allons voir qu'il existe de nombreux cas oµu les trajec-
toires optimales sont constitu¶ees µa la fois d'arcs extr¶emaux r¶eguliers et d'arcs singuliers. Nous
proposons en particulier un algorithme de calcul des frontiµeres sous-jacentes (dites mixtes).

6.4.3 Arcs extr¶emaux mixtes et conditions de jonction

Un arc extr¶emal mixte correspond µa la jonction d'un arc r¶egulier avec un arc singulier.
Consid¶erons deux contrôlessi et sj distincts ; par extension, la frontiµere entre les domainesoµu
les contrôlessi et sj sont respectivement optimaux, est susceptible de comporter des portions
de natures di®¶erentes.

Dans ce paragraphe, aprµes avoir rappel¶e trµes succinctement les conditions de jonction d'un
arc r¶egulier avec un arc singulier, nous proposons un algorithme permettant le calcul de la
frontiµere mixte sous-jacente.

Conditions de jonction d'arcs r¶egulier et singulier [60, x3.17]

Les auteurs de [60] r¶esument les conditions de jonction d'un arc r¶egulier avec un arc
singulier de la fa»con suivante : soitK l'ordre de la singularit¶e consid¶er¶ee,
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{ si K est impair, un saut (non continu) du contrôle µa partir d'un arc singulier est possible
sous r¶eserve que la condition :

Hu ¢ u · 0:

Dans ce cas, si le contrôle singulier est maintenu jusqu'µasaturation (u = si par exemple),
alors le contrôle doit e®ectuer un saut desi vers sj .

{ si K est pair, tout saut du contrôle µa partir d'un arc singulier pour lequel on a la
condition forte de Legendre-Clebsch, µa savoir :

(¡ 1)K @
@u

·
d2K

dt2K Hu

¸
> 0;

est exclu.

Dans le cas d'une jonction entre un arc r¶egulier et un arcij -singulier, nous obtenons le
r¶esultat suivant qui nous donne la valeur du contrôle r¶egulier avant une commutation vers un
arc singulier :

Proposition 6.4.4. Soit X (:) une trajectoire optimale issue d'un point X 0 et u le contrôle
optimal associ¶e. Supposons qu'il existe un tempsT > 0 et ² > 0 tel que la trajectoire X soit
r¶eguliµere sur [T ¡ ²; T ] et singuliµere sur [T; T + ²[.

Alors :
8t 2 [T ¡ ²; T ]; u(t) 2 f si ; sj g:

Algorithme de calcul des arcs mixtes

On considµere deux contrôlessi et sj distincts, sommets du polytope de contrôleUm .
On suppose alors qu'il existe une frontiµereij -singuliµere born¶ee qui s¶epare (partiellement) les
domaines oµu les contrôlessi et sj sont respectivement optimaux. L'¶equation de cette frontiµere
est suppos¶ee de la forme :

' (X ) = 0 sous la contrainte 0 · vi;j (X ) · 1;

oµu ui;j = sj + ( si ¡ sj )vi;j et ¸ i;j d¶esignent respectivement le contrôle et le vecteur d'¶etat-
adjoint le long de la trajectoire singuliµere.

On s'int¶eresse µa la fonction de commutation entre les contrôles si et sj :

Si;j (X; ¸ ) = H1(X; ¸ )(si ¡ sj ):

La frontiµere r¶eguliµere que l'on cherche est, par d¶e¯nition, le lieu des points (X; ¸ ) de Rn £ Rn

qui annulent la fonction Si;j .

L'id¶ee pour calculer la partie r¶eguliµere de la frontiµere entre les domaines oµusi et sj sont
optimaux, est la suivante : on se donne un pointX 0 de la frontiµere singuliµere et on calcule
la trajectoire selon le contrôle u = si (respectivement u = sj ) qui arrive en X 0. On cherche
alors le dernier point de commutation de la trajectoire.

Plus pr¶ecis¶ement, on procµede en pratique de la fa»con suivante : ¶etant donn¶e un point X 0

de la frontiµere singuliµere,
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1. on calcule la trajectoire X [X 0; u] issue deX 0 selon le contrôlesi (resp. sj ),

2. ainsi que le vecteur d'¶etat-adjoint associ¶e, not¶ȩ [X 0; u], en r¶esolvant les ¶equations
d'Euler-Lagrange : 8

><

>:

_̧(t)T = ¡
@H
@¸

(X (t); si ; ¸ (t))

¸ (0) = ¸ i;j (X 0)

3. On d¶e¯nit alors la fonction de commutation le long de la trajectoire X [X 0; u] comme
suit :

eSi;j := t 7! Si;j (X [X 0; u](t); ¸ [X 0; u](t)) :

4. On cherche le premier tempst(X 0) < 0, auquel la fonction de commutation eSi;j s'annule.

Par cet algorithme, on trouve ainsi un point X [X 0; u](t(X 0)), qui est un point de commuta-
tion r¶egulier du contrôle sj vers le contrôle si . En faisant varier X 0 le long de la trajectoire
singuliµere, on reconstitue donc la partie r¶eguliµere de la frontiµere cherch¶ee (cf exemple 6.4.5).

Algorithme 11 FrontiµereMixte
Donn¶ees : si et sj les contrôles consid¶er¶es, sommets du polytope de contr^ole Um , H =

H0 + H1u l'hamiltonien du systµeme.
Donn¶ees : ' ¶equation de la frontiµereij -singuliµere.
Donn¶ees : ¸ ? vecteur d'¶etat-adjoint le long de la frontiµere ij -singuliµere.
Sortie : une param¶etrisation de la courbe de commutation r¶eguliµere entre si et sj .

1: Calcul d'une param¶etrisation de la frontiµere singuliµere (via le th¶eorµeme des fonctions
implicites) : Ã(») (i.e. telle que ' (Ã(»)) = 0).

2: pour s 2 f si ; sj g faire
3: Calcul de la trajectoire X [Ã(»); s] issue deÃ(») selon le contrôleu = s.
4: R¶esolution des ¶equations d'Euler-Lagrange avec la condition initiale ¸ [Ã(»); s](0) =

¸ ¤(Ã(»)).
5: f Fonction de commutation :g Si;j := t 7! H1(X [Ã(»); s](t); ¸ [Ã(»); s](t))( si ¡ sj ).
6: Calcul du premier temps t(») < 0 auquel la fonction de commutation entre si et sj

s'annule i.e. : Si;j (t(»)) = 0.
7: ¯n pour
8: Retourner la courbe de commutation, si elle existe, sous forme pa-

ram¶etr¶ee :X [Ã(»); s](t(»)) = 0 ; s 2 f si ; sj g

Exemple 6.4.5 (Retour µa l'exemple de Johnson et Gibson). Dans l'exemple 6.4.4,
nous avons trouv¶e une trajectoire singuliµere admissibledu systµeme (6.12), d'¶equation :

x1 + 2x2 = 0 avec jx1j · 2:

Le long de cette trajectoire, on connâ³t les valeurs du contrôle optimal, ainsi que du vecteur
d'¶etat-adjoint :

u = x2 et ¸ 1 = ¸ 2 = x1 = ¡ 2x2:

Malheureusement, cette trajectoire ou frontiµere singuliµere ne su±t pas µa identi¯er les domaines
oµu le contrôle optimal est respectivement ¶egal µa1 et ¡ 1. Cependant, l'algorithme 11 va nous
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permettre de compl¶eter l'¶etude men¶ee dans [53], en calculant la partie r¶eguliµere de la frontiµere
de commutation entre u = 1 et u = ¡ 1. On d¶e¯nit la fonction de commutation entre les
contrôles 1 et ¡ 1 :

S := t 7! ¸ 1(t) ¡ ¸ 2(t):

L'algorithme 11 procµede de la fa»con suivante :

1. On calcule une param¶etrisation de la frontiµere singuliµere ; ici : Ã(») = ( ¡ 2»; »).

2. Pour u = 1 , on calcule la trajectoire issue deÃ(») selon le contrôleu :

X [Ã(»); u](t) =
·
¡

1
2

t2 + ( » + 1) t ¡ 2»;¡ t + »
¸

:

3. On r¶esout les ¶equations d'Euler-Lagrange, sachant qu'µa t = 0 , le vecteur d'¶etat-adjoint
¸ appartient µa la frontiµere singuliµere, i.e. : ¸ 1(0) = ¸ 2(0) = ¡ 2» :

8
><

>:

_̧1(t) =
1
2

t2 ¡ (» + 1) t + 2»

_̧2(t) = ¡ ¸ 1(t)

)

8
>>><

>>>:

¸ 1(t) =
1
6

t3 ¡
» + 1

2
t2 + 2»t ¡ 2»

¸ 2(t) = ¡
1
24

t4 +
» + 1

6
t3 ¡ »t2 + 2»t ¡ 2»

a¯n d'en d¶eduire la valeur de la fonction de commutationS le long de la trajectoire
X [Ã(»); u] :

S(t) =
1
24

t4 ¡
1
6

t3 +
» ¡ 1

2
t2:

4. On calcule le premier tempst(») < 0 tel que S(t(»)) = 0 . On trouve : t(») = 2 » ¡
2
p

»2 ¡ 3» + 3 .

5. On r¶epµete les ¶etapes 2, 3 et 4 pour le contrôleu = ¡ 1.

6. On obtient une param¶etrisation de la courbe de commutation en fonction de» 2 [¡ 1; 1] :
8
<

:

(2»
p

»2 ¡ 3» + 3 ¡ 2»2 + 6» ¡ 6 ¡ 2
p

»2 ¡ 3» + 3 ; ¡ » + 2
p

»2 ¡ 3» + 3

(2»
p

»2 + 3» + 3 + 2 »2 + 6» + 6 + 2
p

»2 + 3» + 3 ; ¡ » ¡ 2
p

»2 + 3» + 3

La frontiµere entre les domaines oµu les contrôlesu = 1 et u = ¡ 1 sont optimaux, est donc
compos¶ee de trois portions de natures di®¶erentes.

On se donne la condition initiale X 0 = ( ¡ 7; 0). La trajectoire optimale du systµeme (6.12)
issue de ce point est repr¶esent¶ee sur la ¯gure 6.5 ; elle comporte deux points de commutation
A et B de nature di®¶erentes :

{ le point A appartient µa la portion r¶eguliµere de la frontiµere, le contrôle optimal e®ectue
en ce point une transition instantan¶ee du contrôleu = ¡ 1 au contrôle u = 1 .

{ Le point B appartient µa la portion singuliµere de la courbe. Le trajetoptimal pour re-
joindre la cible 0 consiste alors µa glisser le long de la frontiµere jusqu'µa atteindre la cible.

Pour terminer, remarquons que le long de la trajectoire singuliµere (x1+2x2 = 0 ; jx1j · 2),
le systµeme (6.12) s'¶ecrit :

½
_x1 = 2x2

_x2 = ¡ x2
ce qui nous donne :

½
x1(t) = ¡ 2Ce¡ t

x2(t) = Ce¡ t
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Courbe de commutation de -1 vers 1Frontiµere singuliµere

u = 1
u = ¡ 1

u? = ¡ 1

u? = 1
A

B u = x2

Fig. 6.5 { Frontiµere mixte dans le problµeme de Johnson et Gibsonet trajectoire optimale du
systµeme µa partir du point initial ( ¡ 7; 0)

oµu C 2 R est une constante d¶ependant de la condition initiale. Par cons¶equent, la trajectoire
atteint la cible 0 en temps in¯ni, le coût minimal V (¡ 7; 0) pour aller de (¡ 7; 0) µa 0 ¶etant ¯ni
(¶egal µa environ80:3).

En pratique, nous ne sommes pas toujours en mesure de r¶esoudre de fa»con exacte l'¶equation
eSi;j (t) = 0 de l'¶etape 6. et donc d'obtenir le temps t(») n¶ecessaire pour reconstruire la courbe
de commutation cherch¶ee. Pour pallier µa cette di±cult¶e, la solution que nous proposons
consiste µa discr¶etiser la frontiµere singuliµere, puis µa appliquer l'algorithme de reconstruction de
la partie r¶eguliµere de la frontiµere µa partir de ces points. Nous obtenons ainsi une discr¶etisation
de la partie r¶eguliµere de la frontiµere que nous pouvons alors reconstituer par interpolation
(par exemple).

Application au calcul des frontiµeres r¶eguliµeres

Nous nous int¶eressons maintenant au calcul de la courbe de commutation entre deux
contrôles si et sj donn¶es, suppos¶ee totalement non singuliµere. Nous supposons ¶egalement
qu'il existe un sommet sk du domaine de contrôleUm , autre que si ou sj , tel qu'il existe une
frontiµere de commutation singuliµere entresj et sk .

L'id¶ee est alors d'appliquer la même technique que celle utilis¶ee pour l'algorithme de calcul
des frontiµeres mixtes. De plus, d'aprµes la proposition 6.4.4, toute trajectoire optimale atteint



160. Chapitre 6 : Approche hybride pour le contrôle optimal des systµemes non lin¶eaires

la frontiµere jk -singuliµere avec un contrôle optimal constant ¶egal µasj ou sk . L'id¶ee est donc
la suivante : par renversement du temps selon le contrôlesj on cherche le premier point de
commutation avec le contrôlesi . L'algorithme est donc le suivant :

1. On calcule une param¶etrisationÃ(») de la frontiµere jk -singuliµere.

2. On introduit la trajectoire X [Ã(»); sj ] issue du point Ã(») selon le contrôlesj .

3. On calcule le premier instant de commutationt i de la trajectoire X [Ã(»); s], i.e. :

t i = supf t < 0;Si;j (t) = 0 g:

4. On en d¶eduit une param¶etrisation de la frontiµere de commutation r¶eguliµere :

X [Ã(»); s](t(»)) = 0 ; s 2 f sj ; skg:

Supposons maintenant que toutes les frontiµeres de commutation sont r¶eguliµeres. Dans ce
cas, le contrôle optimal est dit \bang-bang" i.e. constant par morceaux µa valeurs dans l'en-
semblef s1; : : : ; spg des sommets du domaine de contrôleUm . L'id¶ee est alors de calculer toutes
les fonctions de commutationSi;j et d'¶etudier leurs z¶eros et leurs changements de signes pour
en d¶eduire la trajectoire optimale. Par renversement du temps et en partant de la cible, on
reconstruit ainsi les frontiµeres de commutation r¶eguliµeres. Cette m¶ethode est d¶ecrite dans [68].

En conclusion, nous avons d¶evelopp¶e dans le paragraphe 6.4 des algorithmes permettant
de calculer les courbes de commutation - r¶eguliµeres, singuliµeres et mixtes - pour des problµemes
de contrôle optimal lin¶eaires dans le cas particulier oµul'on arrive µa exprimer l'¶etat adjoint ¸
en fonction de la position X . Ces algorithmes devraient consister une premiµere piste vers un
algorithme de r¶esolution plus global.

Pour terminer, citons le ph¶enomµene de Fuller [41], exemple caract¶eristique dans l'¶etude des
contrôles singuliers non pris en compte dans l'¶etude pr¶ec¶edente. Ce ph¶enomµene correspond en
pratique µa l'existence d'un nombre in¯ni de commutations sur un intervalle de temps ¯ni et
constitue une branche µa part en th¶eorie du contrôle g¶eom¶etrique. Le lecteur pourra se r¶ef¶erer
µa [86] pour une ¶etude approfondie de ce type de ph¶enomµene.

Dans ce chapitre, nous avons montr¶e que quelle que soit l'approche consid¶er¶ee, la r¶esolution
du problµeme de contrôle hybride permet une r¶esolution approch¶ee du problµeme non lin¶eaire
qu'il mod¶elise. Dans la derniµere partie, nous avons propos¶e des algorithmes de calcul des
frontiµeres de commutation dans le cas oµu celles-ci peuvent̂etre exprim¶ees directement en
fonction de la position X dans l'espace d'¶etat. Nous avons insist¶e sur la di±cult¶ed'obtenir
des algorithmes g¶en¶eriques de r¶esolution de ce type de problµeme.

Le chapitre suivant est consacr¶e µa la recherche de trajectoires optimales des problµemes
de contrôle associ¶es aux systµemes hybrides a±nes par morceaux d¶e¯nis au chapitre 3 de ce
manuscrit.



Chapitre 7

Strat¶egie de r¶esolution du problµeme
de contrôle optimal hybride

Ce chapitre est consacr¶e µa la r¶esolution algorithmique des problµemes de contrôle opti-
mal associ¶es µa la classe des systµemes hybrides a±nes par morceaux introduits au chapitre
3. L'objectif est de mettre au point des algorithmes e±cacesde r¶esolution permettant ainsi
d'approcher les solutions optimales des problµemes de contrôle non lin¶eaires que l'on mod¶elise.

Le contrôle optimal des systµemes hybrides est un domaine de recherche relativement r¶ecent
et en plein essor. Cependant, contrairement au contrôle des systµemes continus pour lesquels
les problµemes sont bien identi¯¶es, celui des systµemes hybrides manque µa l'heure actuelle d'un
cadre th¶eorique uni¯¶e. Outre le manque de r¶egularit¶e des problµemes de contrôle hybrides en
g¶en¶eral, une di±cult¶e majeure est d'arriver µa concilier le caractµere µa la fois continu et discret
de ces systµemes : en e®et, même si la dynamique continue dans un mode donn¶e de l'auto-
mate hybride est bien connue, les transitions discrµetes entre les modes peuvent engendrer des
ph¶enomµenes inattendus tels que les ph¶enomµenes demurs noirs par exemple, sur lesquels les
solutions au sens classique ne sont pas d¶e¯nies [69, 39].

Face µa ces di±cult¶es, une approche possible est la discr¶etisation du problµeme de contrôle
optimal hybride. Par exemple, S. Hedlund et A. Rantzer proposent une technique de r¶esolution
bas¶ee sur une discr¶etisation de l'¶equation de Bellman [9] se ramenant ainsi µa un problµeme d'op-
timisation convexe avec des arguments de programmation lin¶eaire [49].

D'autres approches tendent µa respecter au mieux la nature m̂eme des systµemes hybrides en
tenant compte des deux composantes - continue et discrµete -de ces systµemes. Une premiµere
approche est la synthµese d'un contrôle discret s¶equentiel privil¶egiant ainsi la composante
discrµete du systµeme hybride consid¶er¶e : le principe estde ¯xer le nombre de transitions
discrµetes e®ectu¶ees par le systµeme ainsi que les instants de ces transitions. Ainsi la fonction
coût ne d¶ependant plus que des instants de transition, l'objectif est alors de d¶eterminer des
instants de transition optimaux ce qui s'exprime sous la forme d'un problµeme d'optimisation
non lin¶eaire classique [84]. Une telle approche se trouve donc limit¶ee par le choix de la suite
de modes discrets travers¶es, question di±cile et µa notre connaissance non r¶esolue µa ce jour.

Une seconde approche repose sur la synthµese d'un contrôlemixte alliant le choix d'une
trajectoire optimale discrµete dans les modes de l'automate au choix d'une commande conti-
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nue dans chacun de ces ¶etats. Cette approche bas¶ee en g¶en¶eral sur l'utilisation du principe
du maximum de Pontriaguine a le m¶erite de poser le problµemede fa»con g¶en¶erale ; cependant
les di±cult¶es sont nombreuses, la toute premiµere ¶etant de parvenir µa ¶ecrire un principe du
maximum hybride adapt¶e aux systµemes consid¶er¶es [78, 71]. De surcrô³t, la solution propos¶ee
n'est en g¶en¶eral pas facile µa exploiter et des algorithmes num¶eriques restent µa d¶evelopper [85,
chapitre 12].

L'approche que nous proposons appartient µa la seconde classe de m¶ethodes et repose sur
l'utilisation du principe du maximum hybride ¶enonc¶e au chapitre 6, th¶eorµeme 6.2.2. Grâce
µa la structure a±ne par morceaux du champ de vecteurs hybride consid¶er¶e, l'id¶ee que nous
pr¶esentons est d'exploiter les conditions n¶ecessaires d'optimalit¶e donn¶ees par le principe du
maximum dans chaque mode de l'automate hybride consid¶er¶e, nous permettant ainsi de trou-
ver la forme g¶en¶erale de la commande sous forme de boucle der¶etroaction.

Dans ce chapitre, le coût instantan¶el est suppos¶e ind¶ependant du contrôleu. Nous pro-
posons dans ce chapitre une ¶etude de la structure des trajectoires optimales bas¶ee sur l'ex-
ploitation du problµeme d'optimisation pos¶e par le principe du maximum hybride. Nous nous
int¶eressons pour cela dans un premier temps µa la r¶esolution locale du problµeme de contrôle
optimal hybride dans un ¶etat discret. Cette approche nous permet ensuite de d¶eterminer la
forme g¶en¶erale du contrôle optimal cherch¶e en boucle der¶etroaction et de proposer un al-
gorithme de simulation des trajectoires extr¶emales i.e. satisfaisant les conditions du principe
du maximum. Pour terminer, nous proposons une piste pour la recherche des trajectoires
optimales dans un chemin de cellules adjacentes de l'espaced'¶etat garantissant ainsi leur
convergence vers la cible.

7.1 R¶esolution locale du problµeme de contrôle hybride

Soit H un systµeme hybride de la classe des systµemes introduits auchapitre 3. La dynamique
de l'automate H est r¶egie par un systµeme di®¶erentiel :

_X (t) = f h(X (t); u(t)) ;

oµu le champf h est a±ne par morceaux et continu surRn £ Um . Nous supposons dans toute
cette partie que le coût instantan¶el ne d¶epend pas explicitement de la variable de contrôle ;
nous ¶ecrirons doncl(X ) au lieu de l(X; u ).

Nous nous int¶eressons dans cette partie µa la structure dessolutions optimales du problµeme
de contrôle optimal hybride suivant :

(PH ) Minimiser la fonction coût J (X 0; u) =
Z t f

0
l (X h(t))dt par rapport au contrôle u sous la

contrainte : ½ _X h(t) = f h(X h(t); u(t))
X h(0) = X 0

; X (t f ) = 0 ;

sachant que :8t ¸ 0; u(t) 2 Um b Rm . Le temps ¯nal t f n'est pas ¯x¶e.

grâce au principe du maximum hybride ¶enonc¶e dans le paragraphe 6.2.2 du chapitre 6.
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Nous d¶e¯nissons donc l'hamiltonienH associ¶e au problµeme de contrôle (PH ) :

H (X; u; ¸ ) = l(X ) + ¸ T f h(X; u ):

D'aprµes le principe du maximum hybride (cf th¶eorµeme 6.2.2), si un couple (X; u ) est une
solution optimale du problµeme (PH ), alors il existe une application non triviale ¸ : [0; t f ] !
Um absolument continue par morceaux telle que pour presque tout t 2 [0; t f ] :

H (X (t); u(t); ¸ (t)) = min
v2 Um

H (X (t); v; ¸ (t)) (7.1)

sous les contraintes :
8
>>>>>>><

>>>>>>>:

_X (t) =
@H
@¸

(X (t); u(t); ¸ (t)) = f h(X (t); u(t)) ;

_̧(t) = ¡
@H
@X

(X (t); u(t); ¸ (t)) ;

H (X (t); u(t); ¸ (t)) = 0 le long de la trajectoire optimale.

(7.2)

De plus, aux instants de transition t i entre deux modesqi et qi +1 , nous devons avoir :

¸ (t+
i ) = ¸ (t ¡

i ) (7.3)

Le problµeme est donc maintenant de trouver un contrôle admissible qui r¶ealise le mini-
mum de l'hamiltonien H sous les contraintes (7.2) et (7.3).¶Etant donn¶ee la structure a±ne
par morceaux du champ de vecteursf h , l'id¶ee est de chercher µa se ramener µa un problµeme
d'optimisation dans une cellule ¢q0 de l'espace ¶etat-contrôle oµuf h est a±ne. Pour cela, nous
traduisons dans un premier temps le problµeme d'optimisation dans un modeq donn¶e de
l'espace d'¶etat. Cette ¶etape de r¶esolution locale nous permet ensuite d'en d¶eduire la forme
g¶en¶erale de tout contrôle optimal pour le problµeme hybride (PH ).

7.1.1 Minimisation de l'hamiltonien dans une cellule Dq

Soit X 0 2 Rn un point donn¶e, suppos¶e contrôlable jusqu'en 0 par l'automate hybride H
consid¶er¶e. On noteq le mode dans lequel se trouve le systµeme hybride µa l'instant initial ce
qui signi¯e donc que :

X 0 2 Dq;

Nous supposons de plus que l'instant initialt0 n'est pas un instant de transition du systµeme

hybride i.e. que le point X 0 ne se trouve pas sur une garde du systµemeH : X 0 2
±
D q. Cette

hypothµese garantit que la trajectoire reste dans la celluleDq sur un intervalle de temps non tri-
vial quel que soit le contrôle choisi. Dans un premier temps, nous voulons r¶esoudre localement
(i.e. dans la celluleDq) le problµeme d'optimisation dict¶e par le principe du maximum hybride.

L'id¶ee est de se ramener µa des problµemes d'optimisation a±nes par rapport au contrôle et
donc d'arriver µa exprimer le problµeme de minimisation de l'hamiltonien dans les cellules ¢q0,
q0 2 K (q), oµu la dynamique f h est a±ne.
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D'aprµes le lemme 3.2.1, le polytope de contrôleUm se d¶ecompose en sous-domaines de
contrôle d¶ependant de la positionX du systµeme :

8q0 2 K (q); 8X 2 Dq; Um =
[

q02K (q)

Uq0(X ): (7.4)

Remarque 7.1.1. Rappelons que pour un maillage(¢ q0)q02 I donn¶e, les domainesUq0(X )
sont d¶e¯nis de la fa»con suivante :

Uq0(X ) = f u 2 Um ; (X; u ) 2 ¢ q0g; q0 2 K (q)

D'aprµes la proposition 3.2.3 et son corollaire,Uq0(X ) est soit un m-simplexe soit un point de

Rm . Dans le cas oµuX 2
±
D q, Uq0(X ) est un m-simplexe.

Ainsi, d'aprµes la relation (7.4) et tant que la trajectoire X (t) reste dans la celluleDq, nous
pouvons ¶ecrire :

inf
v2 Um

H (X (t); v; ¸ (t)) = min
q02K (q)

Ã

min
v2 Uq0(X (t ))

H (X (t); v; ¸ (t))

!

:

Or tant que : X (t) 2 Dq et v 2 Uq0(X (t)), le point ( X (t); v) appartient µa la cellule ¢ q0 de
l'espace ¶etat-contrôle et le champf h au point (X (t); v) est a±ne. Dans ce cas, l'hamiltonien
H est a±ne par rapport au contrôle :

8X 2 Dq; 8v 2 Uq0(X ); H (X; v; ¸ ) =
£
l(X ) + ¸ T Aq0X + ¸ T cq0

¤
+ ¸ T Bq0v;

et le problµeme de minimisation s'¶ecrit :

H (X (t); u(t); ¸ (t)) = min
q02K (q)

Ã

min
v2 Uq0(X (t ))

£
l(X (t)) + ¸ (t)T Aq0X (t) + ¸ (t)T cq0

¤
+ ¸ (t)T Bq0v

!

:

Localement, dans chaque celluleDq, la r¶esolution du problµeme de contrôle optimal hybride
se ramµene donc µa la r¶esolution simultan¶ee decard K(q) problµemes d'optimisation a±nes tout
en respectant les contraintes globales (7.2), la solution obtenue d¶ependant a priori de l'¶etat
X et de l'¶etat adjoint ¸ .

Premiµere minimisation Soit q0 2 K (q) ¯x¶e. µA un instant t ¯x¶e et µa la position X 2
±
D q,

le premier problµeme d'optimisation que nous avons donc µa r¶esoudre est le suivant :

minimiser
£
l(X ) + ¸ T Aq0X + ¸ T cq0

¤
+ ¸ T Bq0v par rapport µa v 2 Uq0(X ):

Or le domaine Uq0(X ) est un m-simplexe deRm d¶e¯ni par la donn¶ee de sesm + 1 sommets
¾1(X ); : : : ; ¾m+1 (X ) a±nement d¶ependants de la positionX i.e. de la forme :

8i = 1 ; : : : ; m + 1 ; ¾i (X ) = Fi X + gi :

La fonction µa minimiser et les contraintes sur le contrôle¶etant a±nes, le problµeme consid¶er¶e
est un problµeme de programmation lin¶eaire dont on connâ³t la solution :

v? = ¾i (X ) = Fi X + gi si : 8j 6= i; ¸ T Bq0 [(Fi ¡ Fj )X + gi ¡ gj ] < 0: (7.5)
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Notons que le choix du contrôle¾i (X ) d¶epend de la valeur de l'¶etat adjoint.

Nous pouvons alors introduire les fonctions de commutationentre les sommets¾i (X ) du
simplexe Uq0(X ) :

Si;j : t 7! ¸ (t)T Bq0 [(Fi ¡ Fj )X (t) + gi ¡ gj ] : (7.6)

Ainsi, si les z¶eros des fonctions de commutationSi;j sont des z¶eros isol¶es i.e. si pour presque
tout t 2 [t0; t1], il existe un indice i 2 f 1; : : : ; m + 1g tel que :

8j 2 f 1; : : : ; m + 1g ¡ f ig; Si;j (t) < 0;

alors le contrôle dans la celluleDq consid¶er¶ee et µa la positionX est a±ne par morceaux par
rapport µa X µa valeurs dans l'ensemble des sommets deUq0(X ).

Pour des raisons similaires µa celles expos¶ees dans le paragraphe 6.4 du chapitre 6, il est
de fa»con g¶en¶erale trµes di±cile et pas toujours possibled'exprimer explicitement les fonctions
de commutation Si;j uniquement en fonction de la positionX (t) du systµeme.

Dans la suite de ce chapitre, nous nous int¶eressons donc uniquement µa l'¶etude de la struc-
ture g¶en¶erale des extr¶emales du problµeme hybride i.e. des couples trajectoires (X; u ) qui
satisfont le principe du maximum hybride.

Seconde minimisation Une fois r¶esolus les problµemes de minimisation par rapport au
contrôle v 2 Uq0(X ) pour tout q0 2 K (q) et en fonction de (X; ¸ ), il ne reste plus qu'µa
calculer :

min
q02K (q)

©
l(X ) + ¸ T £

(A + BF q0)X + Bgq0 + c0
q

¤ª
;

sachant que l'ensembleK(q) est ¯ni : card K(q) < + 1 . Nous en d¶eduisons ainsi le contrôle
optimal dans la cellule Dq µa la position X .

Ainsi, la minimisation de l'hamiltonien dans un mode q µa une position X donn¶ee nous
donne (sauf cas singulier) la forme des contrôles optimauxen boucle de r¶etroaction a±nes
par rapport la position du systµeme i.e. de la forme :u = FX + g.

La prochaine ¶etape est donc de v¶eri¯er que, dans chaque mode q, ces contrôles satisfont
¶egalement les conditions n¶ecessaires d'optimalit¶e (7.2) et (7.3) donn¶ees par le principe du
maximum hybride.

7.1.2 Conditions n¶ecessaires locales d'optimalit¶e des c ontrôles u = FX + g

Soit q un mode de l'automate H. Supposons que nous ayons une trajectoire (X; u ) ad-
missible du systµeme hybrideH qui traverse le modeq sur un intervalle de temps [t0; t1] non
r¶eduit µa f t0g et qui v¶eri¯e les conditions suivantes :

9q0 2 K (q); 8t 2 [t0; t1];

8
<

:

uj[t0 ;t 1 ](t) = FX (t) + g

(X (t); FX (t) + g) 2 ¢ q0

: (7.7)

Pour all¶eger les notations, on note :X = X j[t0 ;t 1 ] et u = uj[t0 ;t 1 ] = FX + g.
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Nous voulons maintenant d¶emontrer que la trajectoire (X; u ) dans la cellule ¢q0 consid¶er¶ee
v¶eri¯e les conditions n¶ecessaires d'optimalit¶e (7.2) et (7.3) fournies par le principe du maxi-
mum hybride. Il s'agit donc de montrer qu'il existe une fonction ¸ absolument continue par
morceaux telle que les conditions (7.2) et (7.3) soient satisfaites.

D¶e¯nition de l'¶etat adjoint

Par hypothµeses, sur l'intervalle de temps [t0; t1], le contrôle u consid¶er¶e s'¶ecrit :

u = FX + g

et la trajectoire ¶etat-contrôle (X; u ) associ¶ee ¶evolue dans la cellule ¢q0 du maillage ¶etat-
contrôle. Or par construction, le champ de vecteur f h est a±ne dans la cellule ¢q0 i.e. de
la forme : f h(X; u ) = AX + Bu + c. La trajectoire X est donc une solution du systµeme
di®¶erentiel :

_X (t) = ( A + BF )X (t) + Bg + c; t 2 [t0; t1]: (7.8)

Nous d¶e¯nissons alors le paramµetrȩ comme solution du systµeme :

_̧(t)T = ¡
@l

@X
(X (t)) ¡ ¸ (t)T (A + BF ) (7.9)

sur l'intervalle de temps [t0; t1]. Pour l'instant, aucune condition sur la valeur initiale ¸ (t0)
n'est impos¶ee.

Par hypothµeses, la fonction coûtl est de classeC1 sur Rn £ Um et la trajectoire X est

continue ; l'application t 7!
@l

@X
(X (t)) est donc ¶egalement continue, ce qui assure que l'¶etat

adjoint ¸ est absolument continu sur [t0; t1].

Remarque 7.1.2. Sur l'intervalle de temps [t0; t1], nous pouvons ¶egalement calculer explici-
tement la trajectoire du systµeme :

X (t) = e(A+ BF )( t ¡ t0 )X (t0) + e(A+ BF )t
µ Z t

t0

e¡ (A+ BF )sds
¶

(Bg + c);

ainsi que celle du vecteur d'¶etat adjoint :

¸ (t)T = ¸ (t0)T e¡ (A+ BF )( t ¡ t0 ) ¡
µ Z t

t0

@l
@X

(X (s))e(A+ BF )sds
¶

e¡ (A+ BF )t :

En r¶eutilisant l'astuce donn¶ee par la remarque 5.1.1 du chapitre 5, on peut obtenir une
¶evaluation num¶erique plus simple des trajectoiresX (t) et ¸ (t) sur [t0; t1].

Calcul de l'hamiltonien le long de la trajectoire

V¶eri¯ons maintenant que l'hamiltonien est nul le long de la trajectoire ( X; u; ¸ ) consid¶er¶ee.
A¯n de simpli¯er les calculs, le long de cette trajectoire, nous ¶ecrivonsH sous la forme :

H (X (t); u(t); ¸ (t)) = l(X (t)) + ¸ (t)T [(A + BF )X (t) + Bg + c] = l(X (t)) + ¸ (t)T _X (t):
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D'aprµes les relations (7.8) et (7.9), nous pouvons v¶eri¯er que :

ÄX (t) = ( A + BF ) _X (t);

ce qui nous permet maintenant de calculer µa tout instantt 2 [t0; t1] :

d
dt

H (X (t); u(t); ¸ (t)) =
@l

@X
(X (t)) _X (t) + _̧(t)T _X (t) + ¸ (t)T ÄX (t)

=
@l

@X
(X (t)) _X (t) ¡

µ
@l

@X
(X (t)) ¡ ¸ (t)T (A + BF )

¶
_X (t)

+ ¸ (t)T (A + BF ) _X (t)
= 0

Donc : 8t 2 [t0; t1]; H (X (t); FX (t) + g; ¸ (t)) = Cte. Une condition locale n¶ecessaire d'opti-
malit¶e de la trajectoire (X; FX + g) sur [t0; t1] est donc que cette constante soit nulle. Il su±t
donc de v¶eri¯er que l'hamiltonien s'annule µa l'instant initial t0, soit :

l (X (t0)) + ¸ (t0)T [(A + BF )X (t0) + Bg + c] = 0 : (7.10)

Nous obtenons ainsi une contrainte sur l'¶etat adjoint au temps d'entr¶ee dans la cellule ¢q0.

Remarque 7.1.3. En utilisant la remarque 7.1.2, sur l'intervalle de temps[t0; t1] l'hamilto-
nien H devient :

H (X (t); FX (t) + g; ¸ (t)) = l(X (t)) + ¸ T (t0) [(A + BF )X (t0) + Bg + c]

¡
µ Z t

t0

@l
@X

(X (s))e(A+ BF )sds
¶

e¡ (A+ BF )t0 [(A + BF )X (t0) + Bg + c] ;

ce qui nous permet de retrouver la condition n¶ecessaire d'optimalit¶e pr¶ec¶edente.

Dans ce paragraphe, nous avons montr¶e que les contrôles dela forme u = FX + g sont de
bons candidats locaux pour la recherche de solutions optimales du problµeme hybride (PH ).
Le problµeme est donc maintenant de reconstruire globalement les trajectoires optimales du
systµeme hybrideH en tenant compte de la condition de minimisation (7.1) et desconditions
de transversalit¶e aux instants de transition.

7.2 Reconstruction des solutions extr¶emales candidates µa l' op-
timalit¶e

Dans ce paragraphe, nous voulons d¶eterminer la forme g¶en¶erale des solutions optimales
du problµeme de contrôle hybride (PH ).

Soit (X; u ) une solution optimale du problµeme de contrôle (PH ) issue d'un point initial
X 0 donn¶e. Par d¶e¯nition 4.1.2 des solutions d'un systµeme hybride, il existe alors une suite
¯nie ou in¯nie d'intervalles de temps ([ t i ; t i +1 ]) i =0 :::r et une suite ° = ( qi ) i =0 :::r +1 de modes
discrets associ¶es telles que :

8t 2]t i ; t i +1 [; X (t) 2 Dqi :


















































































