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Chapitre 1

Introduction

1.1 Probl§matique

Historiquement, la th§orie du contrble s'inscrit dans la continuit§ du calcul des variations
et analyse les proprigt®s de tout systgme dynamique cormand® i.e. sur lequel nous pouvons
exercer un contréle. Le contréle optimal introduit une notion de rendement qu'il cherche p
optimiser en faisant passer le systgme controlg d'un @t initial vers un $tat nal donn§s.

Avec le dgveloppement des systgmes automatisgs, les pgmes issus de l'industrie sont
de plus en plus riches en problgmes d'optimisation qui pewent etre dgcrits sous la forme
de problgmes de contrble. Les applications de la thg§oridu contréle optimal sont de ce fait
extrémement nombreuses dans des domaines trgs di®gremels que I'agrospatiale (problgmes
de transfert orbital, de plani cation de vols, du controle du tra ¢ agrien [67]), 'automatique
et la robotique (problgmes de coordination de mouvements & robots [38] par exemple) ou la
biologie (contrble de rgseaux de rggulation g&nigue)qur n'en citer que quelgues uns.

Cette th®orie a connu un vgritable essor depuis les anngeinquante avec la d§couverte
d'outils puissants tels que le principe de programmation dypamique de R. Bellman [9] ou le
principe du maximum de Pontriaguine [70, 42]. Ces deux rgdtats jouent un réle central en
thgorie du contréle et ont donn§ lieu p deux types d'appoches des problemes de controle
optimal : I'une est bas®e sur l'utilisation du principe du maximum de Pontriaguine, l'autre
sur les propri®t®s de la fonction valeur du problgme.

Cependant, la plupart de m§thodes de rgsolution actuellesont numgriques. Deux familles
de m®thodes num®riques se distinguent actuellement : les§thodes de tir indirectes et les
m$thodes directes [46, 81].

Les m§thodes de tir indirectes sont bas®es sur l'utilis&n du principe du maximum de
Pontriaguine qui fournit une formulation hamiltonienne du problgeme de contréle optimal
considgrg ainsi que des conditions n§cessaires d'optfitg. Le principe de ces m&thodes est
d'exprimer le contréle sous la forme d'une fonction rggupre de I'Gtat et de I'gtat adjoint et
de se ramener ainsi a la rgsolution d'un problgme aux vales limites que I'on peut rgsoudre
par exemple par une mgthode de Newton [11, 46]. Ces mEthalexcaces en toute dimension
peuvent étre dixciles p mettre en oeuvre (notamment pour kb prise en compte de contraintes
sur |'gtat) et demandent une connaissance a priori de la trgectoire optimale.
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14, Chapitre 1 : Introduction

Les m®thodes directes s'appuient sur la discritisationretemps du problgme de contrble
formul§ en termes d'®quation d'Hamilton-Jacobi-Bellman.Il en rg§sulte un problgme de pro-
grammation non lingaire en dimension nie, en g&ngral dgrande taille, que nous pouvons
alors rgsoudre par des outils d'optimisation non sp®ci ges p la th§orie du contrble. Ces
m$thodes etcaces en petite dimension sont donc ggngraient simples p mettre en oeuvre
mais sont trop gourmandes en mgmoire pour que I'on puisse gfrer les appliquer en dimen-
sion sup®rieure p 6 ou 7.

L'enjeu actuel est donc d'obtenir un compromis entre m§thales directes et m§thodes in-
directes a n de pouvoir traiter des problgmes de taille cos®quente avec une bonne prgcision
et sans avoir p e®ectuer de prg-simulations pour localiségs solutions optimales cherch§es.

Dans ce manuscrit, nous proposons une nouvelle approche dpsoblgmes de contréle par
des m®thodes de calcul hybride. Nous nous intgressons plapgci quement p deux questions
essentielles : la controlabilitg (i.e. I'existence de tajectoires pour des conditions initiales et
“nales x®es) et la recherche de solutions optimales.

L'idge d®fendue dans cette thpse est que la mod€glisatipar les systgmes hybrides permet
la rgsolution approch§e des problgmes de contrble noim$aires sans connaissance a priori
du comportement du systgme ®tudi§. L'objectif est donc d dgvelopper par le calcul hybride
combinant calcul formel et analyse num§rique, des outils mth§matiques et algorithmiques
excaces pour I'Btude de dynamiques control§es non lirffires en tout dimension.

Ce manuscrit s'articule autour de trois grandes parties : lamodglisation hybride des
systemes de contréle non lingaires, la contrélabilafpuis la recherche de solutions optimales
approchges grace p I'approximation hybride.

Mod§lisation des systgmes de contréle non lin§aires par les systames hybrides

Cette premigre partie est consacrge g la modglisatiored systgmes de contréle non lingaires
par une nouvelle classe de systgmes hybrides atnes par mesux.

Le chapitre 2 propose une ggn€ralisation des m$thodes dalcul hybride aux systemes
controlgs. Un soin particulier est apport® p I'Btude @ Il'erreur et de la convergence de l'ap-
proximation atne par morceaux en fonction des hypothgses @ rggularite du champ non
linGaire mod§lis®.

Le chapitre 3 introduit une nouvelle classe de systgmes hyldes atnes par morceaux
particuligrement adapt®s p la modglisation des systges de contréle non lingaires. Nous y
dgveloppons un ensemble de m§thodes et d'algorithmes meettant le calcul p la vol§e d'un
maillage de I'espace §tat-contréle ainsi que de I'gtat dicret du systgme hybride.

Approximation du domaine contrélable

Dans cette deuxigme partie, nous nous intgressons au prigime de la controlabilit$ g I'ori-
gine des systgmes de controle.
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Le chapitre 4 prgsente une §tude de la controlabilitg desystgmes non lingaires et hybrides,
bas§e sur la caractgrisation du domaine contrélable dees systemes. Dans un premier temps,
nous nous intBressons A la quanti cation de l'approximabn du domaine contrélable d'un
systgme non lingaire par le domaine controlable du modig hybride construit au chapitre 3.
Dans un second temps, nous proposons une approche constrivet de la contrélabilit d'un
point donn® permettant de rgduire I'exploration des $§tds discrets de I'automate hybride.

Dans le chapitre 5, nous dgveloppons un algorithme d'appramation convexe du domaine
contrélable sur des chemins discrets pour la classe des §gmes hybrides atnes par morceaux
dans des chemins discrets de modes discrets. Cet algorithmepose sur des algorithmes de
simulation des systgmes hybrides, ggn%ralisgs dans paemigre partie de ce chapitre aux
dynamiques hybrides controles.

Recherche de solutions optimales

Cette dernigre partie est dgdife p la recherche de soloms optimales des problemes de
contréle non lingaires et hybrides.

Dans le chapitre 6, nous justi ons la pertinence de la modfgation hybride des problgmes
de contrble non lingaires p travers deux approches : la pmigre repose sur l'utilisation du
principe du maximum de Pontriaguine, nous amenant p dg ni un principe du maximum
hybride adapt® aux modgles hybrides atnes par morceaux. & seconde s'appuie sur la ca-
ract§risation des problgmes de contréle optimal en terms de solutions de viscosit§ d'une
fquation d'Hamilton-Jacobi-Bellman. Nous montrons alors gque l'approche hybride permet
une rgsolution approchge de ce type d'gquation.

Le chapitre 7 propose une strat§gie de rgsolution des prggmes de contréle optimal hy-
brides bas®e sur l'utilisation du principe du maximum hybride d§ ni au chapitre prgcgdent.
Nous montrons en particulier comment exploiter les conditons n§cessaires d'optimalit§ pour
en dgduire la forme ggn®rale du controle optimal.

Un dernier chapitre est dgdi® p la description des libraies Maple que nous avons d§ve-
loppBes et qui mettent en oeuvre les techniques et les algdmmes prisentgs tout au long
de ce manuscrit. Nous concluons ce chapitre par une applicain de ces outils au problgme
du transfert orbital de satellite et par une confrontation des rgsultats obtenus aux mgthodes
numgriques existantes.

En n, un bilan de ces travaux et des contributions que nous aportons est prgsent® dans
le chapitre de conclusion.

Ce premier chapitre prgsente les concepts g&n®raux qursiront de point de dgpart p notre
ftude. La section 1.2 e®ectue une synthgse des di®%&rente®thodes numgriques en th§orie
du contréle optimal dont I'GBtude comparative complgte peut étre trouvge dans [81]. Dans la
section 1.3, nous proposons une introduction p la th§orides systgmes hybrides et au calcul
hybride.
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1.2 M8gthodes num@rigues en commande optimale

Cette partie a pour vocation de donner au lecteur une idge deprincipes des m§thodes
num®riques de rgsolution des problgmes de contréle aptal. Nous distinguons deux familles
de m®thodes num®riques : les mgthodes de tir indirectes les m$&thodes directes. Aprgs avoir
tres succinctement prgsent$ le principe de chacune descengthodes, nous prgsentons un ta-
bleau comparatif des caractgristiques de ces m&thodes pmant§ p E. Trglat au chapitre 9 de
son livre [81].

Nous considgrons dans cette partie un systeme de contedggngral de la forme :
X(t) = £ (X (t);u(t)); (1.1)

oM les contrbles admissibles sont des fonctions mesuraisl bornges p valeurs dans un sous-
ensembleU de R™. Pour tout contrle u admissible, nous introduisons alors la fonction coot :

Z,,
J(Xo;u) = . I(X (1); u(t))dt:

Le probleme de contrble optimal consiste p amener le sysme (1.1) d'un §tat initial vers un
®tat nal donn®s en minimisant le coat consid§rg et enémpsT x§.

M&thodes indirectes

Les m§thodes de tir indirectes sont bas®es sur l'utilis&n du principe du maximum de
Pontriaguine [70] qui nous donne des conditions ng§cessa# d'optimalitg du premier ordre.
Nous introduisons I'hamiltonien associ§ au problgme deantréle considgr§ :

HXu;, )= I(Xu)+ |, TF(X;u):

Nous avons alors p r§soudre le problgme d'optimisationug/ant, dict§ par le principe de
Pontriaguine :

X(t) = %_'(X (D;u®);. (1);  ADT =i %(X (D:u(t);, (1)

X(0)= Xo; , (1) =0

TV AR ©0

u(t) 2 argminH (X (t);v;, (1))
v2U

Le point cl® des m$thodes de tir est de caract®riser le ctale : u(t) 2 argminH (X (t);v;, ()
v2U

comme une fonction rgguligre de I'gtalX et de I'gtat adjoint , :

u(t) = AX(1);, (1):

PosonsZ (t) = ( X (t);, (t)). Nous supposons que les conditions initiales et nales su'tat et
I'Btat adjoint s'§crivent sous la forme :

R(2(0);Z(t;))=0:
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En injectant cette expression dans le systgme hamiltoniennous obtenons un systgme en
Z=(X;,): 8
< Z(t) = F(Z(1))

R(Z(0);Z(t;)) =0
W @H l
sachant que :F(X;, )= fOGA(X;, )i @(X;A(X:, ).)

(1.2)

L'idge est alors d'introduire la solution Z (Zp;t) du systemeZ(t) = F(Z(t)) associ§ p une
condition initiale Z(0) = Zq. Par consgquent,Z (Zp;t) est une solution du systgme (1.2) si et
seulement si la condition initiale R(Z (0); Z (t;)) = 0 est vEri ®e, ce qui revient p trouver une
condition initiale Zg vEri ant :

R(Z0;Z(Zo;t1))=0;

Ce type d'®quation peut etre rgsolue par une mgthode de &wton.

L'un des inconvEnients de cette mgthode est le problemesd'initialisation de I'§tat adjoint
qui a peu de signi cation physique. Le domaine de convergerecde la m&thode de tir §tant
petit, la marge de manoeuvre pour le choix de I'§tat adjointest trgs restreinte.

Remarque 1.2.1. |l existe §galement des m§thodes de tir multiple qui perrttent d'am®liorer
la stabilit§ de la m§thode de tir prsent®e ci-dessus'id®e est de d§couper l'intervalle de temps
[0;tf] en N intervalles [ti; tj+1 ] sur lesquels on applique une m$&thode de tir simple en prertan
soin de respecter les conditions de recollement des soluti® aux instantst; de jonction.

M&thodes directes

Les m%thodes directes consistent p transformer le probipe de contrble optimal en un
problgme d'optimisation non lingaire en dimension nie.

Une premigre classe de techniques consiste p e®ectuer disergtisation totale du problgme
de contréle optimal considgr§ se ramenant ainsi un proleime de programmation non lingaire
classique.

Une seconde classe de techniques s'appuient sur le princigde programmation dynamique
et les propri%t®s de la fonction valeur :

V(Xp) = inf J(Xo;u
(Xo) u2L® ([0:ts ;) (Xoi)
dont on dgmontre qu'elle est une solution de viscosit® dive §quation d'Hamilton-Jacobi-
Bellman :
@V

@V.
—+ sup fj I(X;u)ij =—f(X;u)g=0:
Gt SUp i 16U i G (Xiu)g
Ces techniques utilisent une version discrgte du principele programmation dynamique sur
une discr§tisation en espace et/ou en temps de cette §quah d'Hamilton-Jacobi-Bellman
[7, 10, 18]. Le sch®ma aux di®®rences nies est un exemple sthma simple de discrtisation
permettant de rgsoudre cette §quation.
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Malheureusement, malgrg le dgveloppement de techniquescaces de discr§tisation (grace
p l'utilisation de maillages adaptatifs par exemple), la @mplexitg de ces algorithmes crodt
exponentiellement avec la dimension de l'espace d'§tat des rend inapplicables en grande
dimension.

Bilan

Le tableau de la gure 1.2 prgsente une synthgse des carfcistiques de chaque m$thode.

En rgsum®§, pour tout problgme op I'on souhaite une trggrande pr&cision numgrique
(comme en particulier dans les problgmes issus de l'agpgiale), le choix d'un m§thode de
tir indirecte est incontournable. Pour pallier au problgme de linitialisation de I'§tat adjoint
et du domaine de convergence de la m§thode, des m§thodesntinant des m§thodes directes
et des mgthodes indirectes ont §t§ ®laborge. L'idgstad'obtenir grace aux m§thodes directes
une premigre approximation de la trajectoire optimale, cequi nous donne des informations
sur I'gtat adjoint optimal et donc des conditions d'initia lisation pour appliquer ensuite une
methode de tir indirecte.

M8&thodes directes M&thodes indirectes
Mise en oeuvre simple, Connaissance a priori de la structure
sans connaissance a priori de la trajectoire optimale
Peu sensibles au choix de la Tras sensibles au choix de la
condition initiale condition initiale
Facilitg de la prise en compte Ditcultg th§orique de la prise en compte
de contraintes sur I'Gtat de contraintes sur I'Gtat
Controles (globalement) optimaux Controles (localement) optimaux
en boucle fermge en boucle ouverte
Prgcision num®rique basse ou moyenng Tres grande prgcision numgrique
E+caces en basse dimension Excaces en toute dimension
Gourmandise en m&moire Calculs parallglisables
Problgme de minima locaux Petit domaine de convergence

Fig. 1.1 { Tableau comparatif des m§thodes directes et indire@s emprunt§ p [81]

1.3 Le calcul hybride

Les systgmes hybrides constituent un cadre math§matiqueour la modglisation et I'§tude
de tout phnomgne constitug§ de processus continus in@gissant avec ou supervisgs par des
processus discrets. lls se prétent §galement bien p la mlisation de systgmes physiques
continus soumis par exemple g de brusques variations de deines de leurs variables. Ces
variations sont alors reprgsentges par des §vgnemenmscrets.

Les applications des systgmes hybrides sont extrémememombreuses et variges que ce
soit en informatique, en robotique [38], pour I'Btude de efeaux de rggulation biologiques [80]
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ou dans bien d'autres domaines encore. Avec le d§veloppentgapide des systgmes automa-
tisgs, les systgmes hybrides sont devenus une disciplipepart entigre de I'automatique. Une
synthgse trgs complete de leur réle pour la mod§lisain, 'Btude et la commande des systgmes
automatis®s est prgsentge dans [85].

Les enjeux de la th§orie des systgmes hybrides sont de dmeg®n®rale d'apporter des so-
lutions en termes de mod¢lisation, de mgthodes et de perfdance p de nombreux problgmes
mal traitgs par les approches classiques.

Cette partie est une courte introduction p la thorie des gstgmes hybrides. Aprgs avoir
d® ni le concept g&n®ral de systegme hybride et identefcertaines classes remarquables de
ces systgmes, nous prgsentons le calcul hybride qui esbutil de modglisation des systgmes
complexes par les systgmes hybrides utilis dans ce maoug

1.3.1 D8 nition des systames hybrides

Du fait de la richesse de leurs applications, les systgmeylrides ont longtemps manqu®
d'un cadre thgorique uni §. Entre autres, les travaux de MS. Branicky [15] ont permis
d'gtablir une d® nition tres gBn®rale des automates ybrides que nous utilisons maintenant
sous une forme préche de celle proposge par A. Girard [44] :

D& nition 1.3.1.  Un systgme hybride control§ est un septuple
H=(QED;UF;GR)

op :
1. Q est I'ensemble dgnombrable des $§tats discrets (ou modes)
2. E% Q£Q est l'ensemble des transitions.
3. D=fDgq =02 Qg est la collection des domaines de I'espace d'§tat.
892 Q; Dq%R" et D¢6 ;
4. U= 1fUq; 92 Qg est la collection des domaines de controle.
8092 Q; Uq est un sous-ensemble dB™.
5. F = fF 4 = 92 Qg la collection des champs de vecteurs.
802Q; fg:Dgf Ug! R"
6. G= fGe = €2 Eg est la collection des gardes de l'automate.
8e=(q;f) 2E; Ge %Dy
7. R = fRe=e2 Eg est la collection des fonctions Reset.
8e=(q;P) 2E;Re:Ge! P (Do) ou P (D) designe I'ensemble des parties de . On
suppose que, pour toulX 2 Gg, Re(X) 6 ;.

A tout instant, I'Gtat d'un systgme hybride est d®crit par deux variables : l'une discrgte
notge q(t) p valeurs dans I'ensemble dgnombrabl€ des §tats discrets, la seconde continue
notge X (t) p valeurs dans I'espace des phases. Dans chaque %t Q, la variable X appar-
tient au domaine Dy et son §volution est soumise p la dynamique(t) = fq(X (t);u(t)) du
mode consid§rg sachant que la variabla prend ses valeurs dans I'ensemblg.
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La dynamique d'un systgme hybride est donc d§crite par leauplage d'une composante
discrpte @Q; E) et d'une composante continue D; U; F). Ce couplage se fait par l'interm§diaire
des gardes du systeme. En e®et, pour qu'une transitioa du systgme hybride puisse se pro-
duire p un instant t, il faut que I'Gtat continu X (t) appartienne p I'ensembleGe.

Du fait de cette d§ nition, les systgmes hybrides sont gfiralement reprsent§s au moyen
de graphes ou d'automates dont les §tats correspondent auxodes discrets du systgme. Dans
la suite de ce manuscrit, nous employons indi®&remment ldermes de systgme hybride ou
d'automate hybride

La classe des systgmes hybrides poly§draux

Les systgmes hybrides poly®draux sont des systgmes higws dont la collection de do-
mainesD = fDq = q2 Qg forme un maillage en polygdres de I'espace d'gtaR" et dont la
collection de fonctions Reset vEri e :

8e2E; Re(X)=fXg

Ainsi, I'ensemble Q des %tats discrets du systgme correspond p I'ensemblerdfmbrable des
indices du maillageD. Une transition e = (q; ) 2 E entre deux ®tatsq et o° est possible si
et seulement si les cellules associ§Bg, et D ont une frontigre en commun. Cette frontigre
notge G, est appelge garde du systgme associge g la transiterDe plus, p chaque transition,
la variable continue X n'est pas r§-initialisge ce qui assure la continuit§ de lérajectoire du
systgme.

La sous-classe des systames hybrides atnes

La sous-classe la plus connue et la plus utilisge des systgsrhybrides polygdraux est celle
des systgmes hybrides atnes par morceaux :

D§ nition 1.3.2 (Systame hybride poly§dral atne). Un systgme hybride poly§dral
atne est un systgme hybride poly§dral dont la dynamique tatne dans chaque $tat discret.

Ces systgmes sont en e®et devenus un outil pertinent et perfnant dans la mod$lisation
de nombreux phgnomgnes physiques (en th&orie des cirsulectroniques ou en biologie par
exemple) pour deux raisons. lls permettent tout d'abord de onstruire des modgles rgalistes
qui prgservent les caractgristiques fondamentales deshipnomgnes physique. Ensuite, par leur
relative simplicit®, ils rendent possible I'analyse matigmatique et la conception d'outils algo-
rithmiques excaces.

1.3.2 Le calcul hybride

Le calcul hybride introduit en 2001 dans [29] et d§veloppfar la suite dans [44] est une
m$thodologie pour I'approximation des systgmes dynamiges non lingaires par des modgles
simpli s pour lesquels nous disposons d'outils mathgnimues et algorithmiques permettant
leur analyse.

Considgrons une gquation di®grentielle autonome de larime :

X(t) = (X (1):
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Les m§thodes num&riques classiques de type Euler ou Runietta proposent traditionnelle-
ment une discrgtisation en temps de ce type d'§quation etdurnissent une discrtisation des
trajectoires solutions.

L'idge du calcul hybride est radicalement di®§rente : pltbt que de chercher une approxi-
mation de la d®grivBeX(t), nous nous intgressons au calcul d'une approximation dutamp
non lingairef par le biais d'une discrgtisation de I'espace d'§tat. Le gncipe est le suivant : on
construit un maillage de 'espace d'§tat sur lequel on calgle localement des approximations
atnes du champ non lingaire que I'on souhaite modgliser. & maillage associ¢ p la dynamique
approchge d® nit implicitement un systgme hybride que '‘bn §tudie.

Le succps de cette m%thode repose sur le choix des approations dans chaque cellule du
maillage de l'espace d'§tat. Elles doivent en e®et étre sisamment §labores a n d'obtenir
un modele rgaliste qui prgserve les caractgristiquesrfdamentales du systgme initial, mais
aussi suxsamment simples pour permettre I'tude math§maque et algorithmique. Dans le
contexte des systgmes non contr6lgs autonomes, les teawx d'A. Girard ont montr§ que le
choix d'approximants lingaires dans chaque cellule du méage rgalise ce compromis quelle
gue soit la dimension du systgme [44].

Les points forts du calcul hybride

L'un des premiers atouts du calcul hybride tient dans la soupesse et la simplicitg de sa
mise en oeuvre sans connaissance a priori et quelle que satdimension du systgme que I'on
souhaite mod®liser. En particulier, pour la simulation des systgmes hybrides obtenus par le
biais du calcul hybride, I'astuce consiste p ne pas prgaaller le maillage de I'espace d'§tat et
donc p construire lI'automate hybride p la vol§e.

Ensuite, un deuxigme atout rgside dans le choix des approrations atnes dans chaque
cellule du maillage de I'espace pour lesquels des rgsolnis formelles sont possibles. Nous vou-
lons cependant insister sur le fait que le calcul hybride ne grmet pas d'obtenir des modgles
faciles p ®tudier mais des modgles pour lesquels nousptisons d'outils math§matiques qui
nous permettent d'aborder leur §tude. Lp op les m§thodenum$riqgues demandent des §tudes
de stabilit et de conditionnement, l'utilisation du calcul formel permet de garantir et de
dgmontrer certaines proprigtgs des rgsultats obtenus

Nous verrons dans le chapitre 3 une application des m®thodede calcul hybride aux
systgmes dynamiques avec des termes de controle, la ditkkf §tant le manque de rggularit§
en ggngral des fonctions de controle.






Premigre partie

Mod@lisation des systgmes de
contrdle non lin§aires par les
systgmes hybrides
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Cette premigre partie est consacrge p la mod§lisatiored systgmes de contréle non lingaires
par les systgmes hybrides atnes par morceaux.

On considgre des systgmes dynamiques non lingaires defdame :
X(t) = £ (X (1);u(t));

oM la variable u dgsigne le contrble, suppos§ born§, exercg sur le gste. Le but de cette
partie est de proposer une modlisation qui hous permette ‘dpprocher de manigre satisfai-
sante le comportement (solutions, portrait de phase, trajetoires optimales) du systgme non
linGaire considgre.

L'outil de modglisation prgsent§ dans ce manuscrit esta classe des systgmes hybrides
atnes par morceaux introduite au chapitre 1. L'idge est de alculer une approximation atne
par morceaux de la dynamique contrélge non lingaire queédn se souhaite modgliser® par-
tir de cette approximation construite sur un maillage implicite de I'espace §tat-contréle, on
d® nit un modgle hybride contr6l® qui nous permet d'appocher les solutions des problgmes
de contrble traitgs dans les parties Il et IlI.

Cette partie prgsente des mEthodes et algorithmes permeint de modgliser tout systgme
de contrble non lingaire par le biais des systgmes hybrd atnes par morceaux. Le chapitre 2
est consacr§ au calcul, puis p I'Btude d'une approximadin atne par morceaux et continue d'un
systgme dynamique control§ non lingaire donn®. Justint la pertinence de la mod€lisation
propos®e, nous y d§taillons une analyse de I'erreur puiseda convergence de cette approxi-
mation en fonction des hypothgses de rggularit® choisiesur le champf . Le chapitre 3 utilise
les outils de modglisation d§velopp®s au chapitre 2 powonstruire un modgle hybride atne
par morceaux adapt® aux systgmes de controle non linfrak.






Chapitre 2

Approximation atne par morceaux
des systgmes non lin§aires

Dans ce chapitre nous nous intgressons p I'approximatiopar des modgles continus, atnes
par morceaux, des systgmes non lingaires de la forme :

X(t) = £ (X(t);u(t); (2.1)

ouf est une application continue deR" £ R™ dansR". Par ailleurs, les contréles admissibles
u sont des fonctions mesurables bornges p valeurs dans unlytope U,, de R™.

Historiquement, la classe des systgmes atnes par morceawx %tg rgellement reconnue
comme un outil performant pour la mod€lisation des systgras non lingaires avec l'essor de la
th§orie des circuits et des rgseaux. En e®et, un grand nomdde non lingaritgs rencontrges
dans les circuits §lectriques, ont des comportements atrgepar morceaux : par exemple, les
diodes et les transistors qui sont des composants cl§s deascaits §lectriques, sont naturelle-
ment mod®lisgs par des systgmes atnes par morceaux. Mdfi par le besoin de simulations
excaces et la perspective de traiter des circuits p grandedhelle, un e®ort tout particulier est
accord® p la reprgsentation excace des systgmes atnearpmorceaux [54, 76].

Une approche de la modglisation des systgmes non lin§esr du typeY = g(X) pour la
thgorie des circuits [20], ouX(t) = g(X (1)) pour les systgmes di®grentiels ordinaires auto-
nomes [43], est bas®e sur le dgcoupage de l'espace d'@atsimplexes. Une approximation
atne par morceaux du champ non lingaireg est calculge par interpolation du champ non
lingaire g aux sommets du maillage [20, 43]. L'avantage de cette apprbe rgside dans la
simplicit§ de la formulation thg§orique, ce qui nous perme de I'appliquer facilement p des
systgmes non lingaires d® nis a priori en toute dimensia

Dans ce chapitre, nous proposons une ggn$ralisation dettem$thode aux systgmes de
contréle non lingaires tels que le systgme (2.1). Le praipe est le suivant : on se donne un
maillage en simplexes de I'espace ®tat-contr6l&" £ Up,. Dans chaque cellule du maillage,
on construit une approximation atne de la forme : X(t) = AX (t) + Bu(t) + ¢ du champ
non lingaire f , calculge par interpolation aux sommets de la cellule. Cé¢ approximation est
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ensuite dgcompos®ge sous la forme canonique de Kalman [5G] :

'Al Ay’ Bi°® c1 |
0 As X(t)+ u(t) +

X(t) = 0 o

faisant ainsi appara®tre une partie indgpendante du conble. Le maillage, associ§ a la dyna-
mique par morceaux, d§ nit un systgme hybride que nous eXjzitons au chapitre 3.

Dans un premier temps, nous construisons une approximatioratne par morceaux du
systgme (2.1) par interpolation du champ de vecteurs non ligairef aux sommets du maillage.
Nous d$taillons ensuite un nouvel algorithme permettant & mettre les systgmes atnes locaux
sous la forme canonique de Kalman. Nous concluons ce chapmtipar une §tude dgtaill§e de
I'erreur d'interpolation, ainsi que de la convergence de Bpproximation.

Certains des r§sultats expos®s dans les paragraphes 2123, sont inspirs de ceux
présent®s dans [44, chapitre 11] dans le cadre des §qoas di®§rentielles ordinaires auto-
nomes. Cependant, dans notre dgmarche, les r§sultats dé4] concernant la convergence du
sch®ma d'approximation ne sont ggngralisables aux symmes de contréle non lingaires que sous
des hypothgses de r&gularit§ fortes sur le chanfp hypothgses rarement vEri §es en th§orie du
controle. Nous proposons en cons§qguence une g§tude apiprdie et adaptge de la convergence
du schma en fonction de la rggularit® du champ non lingie f et de son approximation.

2.1 Calcul de l'approximation atne par morceaux

Soit ¢ = (¢ )i2; un maillage simplicial donn® deR" £ Uy, ou | est un ensemble
dgnombrable d'indices. Nous voulons approcher le systggmon lingaire (2.1) par un systgme :

X(t) = (X (t); u(t)); (2.2)

ou f est une approximation continue, atne par morceaux du champ @& vecteursf dans
I'espace §tat-controleR" £ Up,.

Il existe di®§rentes mBthodes de lingarisation par moeaux. Par exemple, dans le cas de
systegmes dynamiques autonomesX(t) = g(X (1)), les auteurs de [29, 43, 4] utilisent une in-
terpolation multi-dimensionnelle sur un maillage implicite de I'espace d'&tat, d§ nissant ainsi
une approximation atne par morceaux dans chaque cellule (siplexe) du maillage. On peut
fgalement lingariser s§parBment chaque gquation dystgme non lingaire par des m§thodes
de fonctions implicites, comme nous l'avons d§ja fait sule modgle biologique du neurone [34].

La m$thode prgsent§e ci-aprps est celle de l'interpolan du champ f aux noeuds du
maillage ¢ de I'espace %tat-contréle. Dans un premier tem, nous appliquons les techniques
d'interpolation prgsentges dans [20, 44] dans le cas degsemes ordinaires, aux systgmes
de contréle non lingaires. Nous ®tudions ensuite les ppoi§t§s de I'approximation f}, ainsi
construite.

2.1.1 Interpolation du champ de vecteurs non lin§aire

Dans ce paragraphe, nous voulons calculer une approximatioatne par morceaux f du
champ de vecteurs non lingaird . Dans [20, 44], les auteurs prgsentent des techniques dar-
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polation aux sommets d'un maillage donn® de l'espace d'®t R", pour des dynamiques non
controlges (i.e. indgpendantes de tout contréle). Cesechniques s'§tendent aux dynamiques
controlges telles que (2.1), permettant ainsi le calcul Wine approximation atne par morceaux
par rapport p la position X et au controle u.

Il sutt en e®et de considgrer le chamg comme une fonction p G + m) variables : toute
application axne dg nie sur R"* ™ @tant caract§risge de faxson unique par sa valeur e m+1
points atnement ind§pendants, on peut alors calculer danshaque simplexe du maillage ¢
une approximation atne du champ f par interpolation aux sommets.

Soit ¢ ; une cellule quelconque du maillage ¢ d& nie comme I'envelppe convexe de ses

sommets : ¢; = Conv(%1;:::; ¥%n+m+1). On introduit f; l'approximation atne de f dans
la cellule ¢; : .
fF(Xu)= AX +Biu+ G = [ A]Bi] ﬁ e 2.3)

L'approximation f; est calcul§e par interpolation du champ de vecteurs aux sommets de la
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f (¥ )i [Ai]Bi 1%, (2.5)

G

qui vont nous permettre d'expliciter la fonction atne f;.

On note M; la matrice de taille (n+ m) £ (n+ m) form§e des vecteurs colonne¥; | %1,

Les contraintes d'interpolation (2.4) peuvent alors s'exgimer sous forme matricielle :
Fi =[ Aj j Bi ]M;. De plus, par indgpendance atne des sommets du simplexe;¢la matrice
carrgeM; est inversible ; d'opu :

[Ai]Bi]

FiM;jit
(2.6)
f(%1)i [Ai]Bi%:

G

Remarque 2.1.1. La constante ¢ peut étre calcule p partir de nimporte quel somme#s;
du simplexe¢ ;. En e®et, d'aprgs la contrainte d'interpolation (2.4), on a :

L'approximation axne par morceaux f, def est donc dg nie par :
fh(X;u) = fi(X;u) = AjX + Bju+ ¢; si(X;u) 2 ¢;

et est illustrge sur la gure 2.1.
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Domaine de contrble

A
fe fg
fs fz
fa
fs
PN :
1 Espace d'&tat
|
fh

Fig. 2.1 { D® nition de I'approximation atne par morceaux sur un maillage ¢ de l'espace
%tat-controle.

2.1.2 Propri§t®s de l'approximation

ftudions maintenant les proprigtgs de I'approximation atne par morceaux f, du champ
non linaire initial f construite au paragraphe 2.1.1.

On rappelle queh d®signe la taille du maillage ¢ = (¢ {)i2;, d® nie par :

h=sup h; avec :hj= sup kxj yk;
i21 Xy2¢;

op k:k dgnote la normel sur R™ ™M,

Proposition 2.1.1.  fy est continue surR" £ Up,.

Id§e de d§monstration.La continuit® de f;, est une cons§quence directe du fait que les
simplexes ¢; du maillage ¢ ne se chevauchent pas. En e®et, p l'int§rieude toute cellule du
maillage ¢, I'approximation f}, est atne donc continue. Il suxt donc de montrer que f se
recolle continment p l'intersection de deux cellules d€. Ce dernier point a $t§ dgmontrg§ dans
[44, proposition 11.1.3] dans le cas de I'approximation desystgmes autonomes et s'applique
ici en dimensionn + m au champf et au maillage ¢ de R" £ Up,.

On se donne un pointX R lintersection de deux simplexes ¢ et ¢; du maillage ¢.
Le point X s'&crit donc comme combinaison convexe de sommets commupst; et ¢ ;. On
montre alors quef;(X) = f;(X), ouf; et f; dgsignent les champs de vecteurs atnes locaux
associ§s respectivement aux cellules;tet ¢ ;, ce qui prouve la continuit§ defy.

La continuit$ des champsf et f nous permet d'en dgduire le r§sultat suivant :

Lemme 2.1.1. f etfy sont localement born§es par rapport gX, uniform§ment par rapport
pusurR"£ Uy, ie.:

8R> 0; 9Cr > 0; 8(X;u) 2 B(O;R) £ Um; kfn(X;u)k - Cg:

Si, de plus,f est bornge surR" £ Uy, alors f, I'est aussi (avec la méme borne).
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Preuve. Le premier r§sultat du lemme 2.1.1 est une consg§quence infidiate de la conti-
nuit§ des fonctionsf et f, sur R" £ Uy, : en e®et, quel que soiR > 0O, f et f;, sont continues
sur le compactB (0;R) £ U, et donc bornges sur ce compact.

On suppose maintenant que le champ initialf est born®§ surR" £ Uy, :
8(X;u) 2 R" £ Up; kf (X;u)k- C:

Soit (X;u) 2 R" £ Uy, : il existe une cellule ¢; = Conv(34;:::;¥%+m+1) du maillage ¢ de
R" £ Uy telle que : (X;u) 2 ¢ ;. (X;u) peut alors s'&crire comme combinaison convexe des
sommets de ¢ :

nHm+l nHm+l
9(®)j=1:n+mer 2 [0 1M ® =1; (Xju) = ® %:
j=1 j=1
n+m+1
L'approximation fy §tant atne dans la cellule ¢;, ona :fp(X;u) = ® fh(%). De plus,
j=1
d'aprgs les contraintes d'interpolation aux sommets de ¢, on sait que :8j =1;:::;n+ m+
L fn(%)= (%) dop:
§n+ +1 g gn+Fh+1 g
kKfn(Xiu)k = ¢ . &fn(%)s = ¢ . & f(%):
i= j=
n+m+1 n+m+1
Gk (Hk- (  @)C=C:
j=1 j=1

o]

Proposition 2.1.2. f,, est lipschitzienne sur tout compact deR" par rapport p X, uni-
form&ment par rapport pu, i.e. pour tout compact - de R", la restriction de f, p- £ Uy, est
lipschitzienne par rapport p X, uniform§ment par rapport g u :

8- b R"OL. >0 8X;Y)2-2 8u2Un; kfin(X;u)i fr(Y;uk- L. kX j Yk:
Preuve. Soit - un compact de R". On introduit I'enveloppe convexe de - not§e Conv(-), i.e.

le plus petit convexe qui contient -. Puisque - est compact, Conv(-) I'est aussi.

Dans le cadre de dynamiques non contrélges du typeX(t) = g(X (t)), la proposition [44,
11.1.3] garantit que 'approximation du champ g construite par interpolation sur un maillage
en simplexes (¢;)i2; d'un domaine compact convexeD de l'espace d'§tat, est continue et
lipschitzienne surD de constanteLy = max KA;K.

Applique au domaineConv(-) et au champ f, cette proposition nous permet de conclure
que l'approximation f, estL. -lipschitzienne par rapport p X sur Conv(-) en posant :

L. = sup kA k
i2J(Conv(-))

oun J(Conv(-)) est lI'ensemble des indices des cellules ¢ du maillage ¢ qui intersectent le
domaineConv(-) £ Uy :

J(Conv(-))= fi21l; ¢;\ (Conv(-) £ Up)a:
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De plus Conv(-) £ U, est le produit cartsien de deux compacts respectivementedR" et
R™ ; c'est donc un compact. On en dgduit alors queConv(-) £ Uy, intersecte un nombre ni
de cellules du maillage ¢, soit : card J(Conv(-)) < +1 . La constante de LipschitzL. est
donc bien d§ nie.

o]

Pour chaque controleu(:) x®&, ces propri§ts assurent I'existence et l'unici¢fd'une solution
maximale d§ nie presque partout, du problgme de Cauchy :
Ya
X(t) fr(X (t); u(t))
X (0) Xo

Nous reviendrons plus en d§tails sur les questions d'exishce et d'unicit des solutions d'un
probleme de Cauchy en th§orie du contrble au paragraphe.2.1.

2.1.3 Une autre approche : les fonctions implicites

Jusqu'p present nous avons propos® une m€thode d'appimation des dynamiques non
lingaires par interpolation atne aux sommets d'un maillage donn®. Cependant, les travaux
gue nous avons rgalisg concernant la modglisation de ¢tvit§ ®lectrique d'un neurone isol§
[34], nous suggprent une autre m$§thode : l'id§e esserilie est de consid§rer chacune des
fquations du systgme non lingaire que I'on souhaite appximer et de les lingariser par mor-
ceaux sgpargment les unes des autres grace a leur reggftation implicite. On construit ainsi
implicitement un maillage de l'espace d'§tat, sur lequel st d§ nie une approximation atne
par morceaux du systgme initial.

D'apres le thgorgme des fonctions implicites, si la maite jacobienne %J(x;u) est in-
versible, alors il existe une application' ; : R" ! R™ telle que, pour un rgel® donn§, on
ait :

fit;u)=®, u=";X):
La fonction rgelle f; est alors remplace par la fonction : X;u) 7! ' (X)) + quu(t), ou b
est un vecteur deR™. Il sutt alors d'appliquer les techniques de lingarisation par morceaux
dgveloppkes par [44] au champ de vecteurs scalaire pour en dgduire une approximation
atne par morceaux '~ de la fonction initiale fi. On en dgduit alors une approximation atne
par morceaux du systgme initial (2.1) d& nie de la fason@vante :

X(t) = ~(X) + Bu(t);

ceaux du champ de vecteurs non lingaire initial (2.1).



2.2 Transformation canonique des systgmes atnes locaux 33

L'avantage de cette m§thode rgside dans le fait que I'appximation atne par morceaux
est ggomtriguement plus proche du champ initial que cedl calculge par interpolation au
paragraphe 2.1.1, ce qui se traduit par une approximation demeilleure qualit§ des solutions
du systgme initial. Cependant, en grande dimension, le calil des reprgsentations implicites
desn gquations du systgme non lingaire puis l'interpolatiordu champ' rendent cette m§thode
algorithmiquement ditcile p mettre en oeuvre.

2.2 Transformation canonique des systgmes atnes locaux

PrgcBdemment, nous avons proposg une mgthode d'appimation d'un champ non lingaire
par une fonction atne par morceaux sur un maillage donn®. Nos nous intgressons maintenant
aux systemes aznes d§ nis dans chaque cellule du maillagk Pour des raisons de lisibilit§,
nous omettons dans ce paragraphe l'indice de la cellule cogrge. Ainsi on considgre le
systgme de contréle atne suivant :

X(t)= AX (t)+ Bu(t)+ ¢ (2.7)
OM A est une matricen £ n et B une matricen £ m.

Lorsque le systeme (2.7) n'est pas de rang plein (i.eg([B AB :::A"i !B]) <n), R.E.
Kalman a mis en gvidence l'existence d'une partie du systpe indgpendante du contrble, dite
incontrélable [56, 57, 58].

Th§orgame 2.2.1 ([56] Structure Canonique de Kalman). Soient A et B deux matrices
rgelles de tailles respectivem £ n et n £ m. Il existe une matrice rgelle T inversible, telle
que . . .

Ar Ay° i1p - B1 .

0 As B = o
ou A; est une matrice carr§e de dimensiorr et B; une matrice de tailler £ m en notant :
r=rg([BAB ::: A" 1B])= rg([B; A1B; ::: Ali1Bg]).

Il existe de nombreux algorithmes num$riques qui calculenla forme canonique de Kal-
man (entre autres : Polepack [64]). Cependant I'utilisation de ces m$&thodes avec des donnges
numgriques en entrge peut rendre inutile ce calcul. En e®des situations op les matricesA et
B sont connues de fason exacte, sont frgquentes et dans ca daest trgs important de pouvoir
calculer exactement le rang du systgme axne considgr§ a d'extraire la partie incontrolable
du systgme. C'est pour cette raison que nous proposons ichunouvel algorithme exact de cal-
cul de la dgcomposition canonique de Kalman. De surcro®gontrairement p la dgcomposition
initiale de Kalman, la forme canonique que nous calculons,envoie une matrice A1 presque
diagonale ce qui nous permet ultgrieurement d'accglgrdes calculs.

TiHIAT =

Nous commensons par rappeler le principe de la dgcompdsit de Kalman en termes de
dgcomposition de I'espace d'&taR". Nous d®crivons ensuite notre algorithme de calcul exact
de la forme de Kalman.

2.2.1 D&composition canonique des systgmes atnes

Le principe de la dﬁmonstra{ion du th§orgme 2.2.1 repossur la dgcomposition de I'espace
d'®tat en deux sous-espacesW \N, sur lesquels les matrice#\ et B s'§crivent sous la forme
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canonique donnge par le thorgme 2.2.1. Une mEthode s$&que consiste g introduire le sous-
espace lingaire :

et p vBri er que cet espace satisfait les proprités swantes :
i. Im(B)¥W(A;B)
ii. W(A;B) est A-invarianti.e. : 8x 2 W(A;B); Ax 2 W(A;B).
On dgmontre alors le lemme suivant :
Lemme 2.2.1. W(A;B) est le plus petit sous-espace de" qui v&ri e les propri§tgs i. et ii..
Preuve. L'assertion i. se dgduit de la d& nition de W (A;B); ii. est une cons®quence du
thorgme de Cayley-Hamilton.

Soit V un sous-espace d&" vEri ant les proprit®s i. et ii.. On veut montrer que le sous-
espaceV contient ngcessairementWV (A;B) : W(A;B) %2 V.

matrice de passage de la base canonique @' p la baseV calculge. Il reste alors p vEri er
queTi AT et Ti 1B sont bien sous forme canonique.

T, Ti AT est la matrice A exprim@e dans la base canonique. On pose :

Avy AV Aves i Av, Vi

A ‘ A> :
TiIAT = o
r+1
A4 ‘ A3
Vn

D'aprgs la propri®t® ii., W(A;B) est A-invariant ce qui implique : 8 = 1;:::;r; Av; 2

TilB=[Ti'Beyj:::jTiBen |

Or, d'aprps la propri®t® i., les vecteurBe; 2 Im (B) appartiennent p lI'espaceW (A; B ), soit :
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du sous-espacd i 'W(A;B). De plus, T est la matrice de passage de la base canoniqiep
la baseV, ce qui nous donne les relations suivantes :

alors queTi B est bien de la forme cherchge.

2.2.2 Algorithmes de d§composition canonique par blocs

Nous d®crivons maintenant un nouvel algorithme de calcul d la forme canonique de
Kalman. L'idge est d'utiliser une version par blocs des algrithmes d'alggbre lingaire, comme
cela a §t® fait dans [31]. Une telle approche nous permetat§liorer la complexitg alggbrique
des calculs et de traiter des problgmes de plus grande dimsion plus rapidement. Elle permet
en e®et non seulement un calcul exact excace du rang de tout sggme lingaire, mais aussi
['utilisation de la dgcomposition LQUP [50, 32] (aujourd'hui aussi rapide que les routines
num®riques) pour e®ectuer la dBcomposition canonique.

Les algorithmes prgsent§s ci-aprgs et rgalisks en ablbration avec C. Pernet, sont dgcrits
de manigre beaucoup plus complgte dans [66]. lls sont $gaent d®crits dans [35, 36]. Les
preuves des algorithmes d§crits dans la suite, sont done§ en annexe B.

On introduit la matrice de Kalman :
K(A;BY=[ BjAB j ::: jAM B

L'algorithme de base du calcul de la forme de Kalman consist@a dgcomposer la matrice
K (A;B) via une ®limination de Gauss, de fason p faire appara® une base de l'espace
W (A; B) d®& ni précBdemment. On en dgduit alors la matrice de tansformation T du thgorgme

2.2.1 ainsi que I'expression du systeme atne considgréus forme canonique.

D'aprgs une idge de G. Villard [83], la complexit§ de cetlgorithme de base peut étre
amtliore d'un facteurn en utilisant l'algorithme rapide de Keller-Gehrig [59]; le calcul de
la matrice K (A; B) ®tant trgs colteux, l'idge est de traiter virtuellement K (A;B) et de ne
jamais la calculer explicitement. L'algorithme de calcul de la forme de Kalman se dgcompose
alors en deux $tapes :

1. D® nir une matrice K, appelBematrice compressge de Kryloycalculge en sglectionnant
au plus n colonnes ind§pendantes di .

2. Calculer la forme de Kalman en utilisantK .

La complexitg algBbrique de cet algorithme est alors e@(n' log n) op ! d®signe I'exposant
intervenant dans la complexit§ du produit matriciel ; les travaux de D. Coppersmith et S.
Winograd [22] ont montr§ que cet exposant est compris entr@ et 2,3755. Th&origuement, le
meilleur algorithme connu a un exposant proche de 2,3755 p$ algorithmes classiques utili-
sables ont une complexit® erO(n3) ou O(n'0%27).
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Apres avoir d§taillg le calcul de la forme de Kalman par Blgorithme de Keller-Gehrig,
nous prgsentons un second algorithme bas$§ sur d'autrescteniques de calcul du polynéme
caractristique prsent§es dans [33]. Bien que la conepit® de ce second algorithme ne soit
qu'en O(n3), celui-ci se rgvgle plus rapide en pratique.

Remarque 2.2.1. Dans la suite, on noter le rang de la matrice de KalmanK (A;B) de
taille n £ nm. On a donc nfcessairement r - n.

a. Calcul de la forme de Kalman en utilisant I'algorithme de Kell er-Gehrig

D% nition de la matrice compress§eK de Krylov. B
La premigre ®tape de l'algorithme est de calculer la matde compress§& de Krylov. C'est
une matrice de tailler £ n obtenue en s§lectionnant colonnes indgpendantes dank (A; B).

de la matriceB : B =[ by j ::: j by ] et on considgre la matrice de KrylovK engendr§e par
ces vecteurs :

K = [byj:::jAM Toyjiijbmj i jAN Ty ]:
La matrice K correspond p l'ordre de ses vecteurs colonnes prgs g latn@e de Kalman
K (A;B) et est donc de méme rang. Le calcul de la matrice compressfest bas$§e sur l'obser-
vation suivante : si un vecteur colonneA'ly est lingairement dgpendant de tous les vecteurs
colonnes le prgcgdant dan& , alors n§cessairement les itﬁr&eﬁs"q (k > i) de ce vecteur le
sont §galement. Par cons®quent{ peut s'§crire sous la forme :

K =[byj:::jA% b jbyj i jA%by); (2.8)

indBpendant de tous les vecteurs colonnes le prgcgdanams K .

Comme le montre la “gure 2.2, la matrice compressgK est construite au fur et p mesure,
en parcourant les vecteurs colonnes de la matric& : la matrice K est initialisge p p]. On
ajoute ensuite successivement les puissancash; de by, tant que le rang du systgme triangul®
augmente de un p chaque it§ration. Si le rang n'augmente ga cela signi e que nous avons
trouve une itBree A9+, linBairement degpendante des prgcBdentes. La matridé est alors

fgal an, ou alors quand la liste des vecteurs colonnes d¢ a §t§ entigrement parcourue.

M chaque it@ration, on e®ectue une ®limination de Gauss suin systgme triangul® plus un
vecteur, soit un cot enO(n2) op®rations. fitant donn® qu'on e®ectue autant d'itgrations qu'il
y a de colonnes lingairement indgpendantes, la complefittotale est enO((r + m)n?). Cet
algorithme am®liore donc d§ja la complexit® du calcul @ la forme de Kalman d'un facteurn
par rapport aux mgthodes classiques o la matric& (A; B ) est complgtement calculge.

Calcul de la matrice compress§é& par l'algorithme de Keller-Gehrig.
La complexitg de l'algorithme prgcgdent peut encore && amliore en utilisant 'algorithme
de Keller-Gehrig. Le calcul de la matriceK est bas® sur les remarques suivantes :
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by %Emgﬁﬁfg by Elimination
Ab; de Gauss
Ab;
A%y | |
Blimination by
de Gauss o
Blimination
de Gauss
Adlbl
b | |
Elimination
de Gauss o
K

Fig. 2.2 { Principe de base de calcul de la matrice compress§e deov

{ Une glimination de Gauss par blocs permet de conna®tre Iposition des colonnes lingaire-
ment indgpendantes dans une matrice donnge. Keller-Gelyia introduit une §limination
dite step-form avec une complexitg erO(n') [59].

{ Il est possible de calculer toutes les itBrges de la mate B en seulementO(n' logon)
op®rations. On calcule, en e®et, les itgrges carresldenatrice A, i.e. les matrices :

AAZ A2 p202n

Ainsi, toutes les itgr§es d'un vecteur colonneb donn§ deB sont calculges grace au
sch®ma suivant : _
Vo= b; a1 = [VijAZ VI]:
Nous pouvons alors construire un algorithme de calcul de la atrice compressge de Krylov,
inspirg sur l'algorithme de Keller-Gehrig :
1. On pose \Vp = B
2. Pouri variant de 0 g (logon) § 1,
(a) Calculer le produit A% V;, soit O(n') op®rations.
(b) Former la matrice W; obtenue en intercalant les colonnes dé/; et de AZV;, de
faxon g avoir, dans l'ordre, les itgrges dey, puis celles dely, et ainsi de suite.

(c) Former la matrice Vi+1, obtenue en s§lectionnant par I'glimination de Gauss par
blocs, les colonnes lingairement indgpendantes d&;, soit O(n' ) op®rations.

Remarque 2.2.2. L'§tape (b) de l'algorithme d§crit ci-dessus, nest pas ficessaire pour le
calcul de la forme de Kalman. Le fait de rordonner les vectaa colonnes p chaque it§ration,
nous permet seulement d'obtenir des blocs de matrices conggaons dans la forme de Kalman,
ce qui est utile pour le calcul du polynéme caractristiog! [66].
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Cet algorithme calcule donc la matrice compress$e de Krylode la matrice de KalmanK (A; B)
en log, n] itgrations i.e. en seulementO(n' log, n) op%rations.

Calcul de la forme de Kalman

La dernigre partie de l'algorithme consiste p retrouver & matrice de transformation T du
thgorgme 2.2.1. Par construction, les vecteurs colonnes de la matrice compressfe forment
une base du sous-espack-invariant W (A;B). L'idge est maintenant de compl§ter cette base
en une base de I'espace tout entier.

La matrice T s'obtient en compl§tant la matrice K en une matrice inversible selon la
technique utilisge dans [33, th€orgme 2.1] : on calcule factorisation LUP de la matrice K

—T £ o]
K'=L U U P

ouL estune matricer £ r triangulaire inf§rieure par blocs, U; est une matricer £ r triangulaire
sup®rieure inversible etP est une permutation d'ordre n. On remplace ensuite la matrice

£ a r ,
U= U |U; par la matrice inversible U | U Ll o

et la matrice L par , ce
O |Injr O |lnr
qui nous donne la matrice inversible cherchge :
5 ' 5 ) ' 5 5 T
L \ 0 U \ U, — 0
TT = P= K|PT ;
0 ’ I njr O ‘ I njr I nir

et la dgcomposition canonique de Kalman (cf algorithme 1).
On obtient alors le r§sultat suivant (dBmontr§ en annexeB, paragraphe B.1.2) :

Th§orgme 2.2.2. Soient A 2 M n(R) et B 2 M . (R). L'algorithme 1 est correct et
ngcessiteO(n' log n) op®rations arithm®tiques en utilisant la compression dé&eller-Gehrig.

b. Calcul de la forme de Kalman par I'algorithme LU-Krylov

L'algorithme pr&sent® ci-aprgs et inspir§ de l'algorihme 2.2 de [33], calcule une matrice
K (qui n'est pas une matrice compress§e de Krylov) mais qui joe le méme réle quek pour
le calcul de la matrice de passag@& cherchge.

Cet algorithme repose §galement sur le calcul des itgrgee Krylov et autant que possible
sur le produit matriciel. Les it§rges de Krylov §tant cakulges p partir de produits matrice-
vecteur, la complexit§ est enO(n?). Toutefois cet algorithme se r§vele plus rapide en pratjue
que celui de Keller-Gehrig pour le calcul du polynéme caradiristique [33] et donc a fortiori
pour celui de la forme de Kalman.

La matrice de passagel est obtenue alors par le méme proc®d® que prcBdemmaeant
posant :

0

Inir

T= ©|PT

et l'algorithme 1 s'applique alors de la méme fason. On dfiontre en annexe B, paragraphe
B.2.2 le rgsultat suivant :

Th§orgme 2.2.3. Soit A une matrice n£ n et B une matrice n£ m. L'algorithme 1 de calcul
de la forme de Kalman est correct et nfcessit®(n3) op®rations en utilisant I'algorithme 2.
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Algorithme 1 Forme de Kalman par blocs
Donn§es : A une matrice n £ n, B une matrice n £ m, d§ nies sur un corps
Sortie : 1;T;A1;A2; As; By (cf th§orpme 2.2.1)
1: (K;r) = CompressedKrylovMatrix (A;B) f par l'algorithme de Keller-Gehrigg
2: si (r=n) alors

3:  Renvoyer (n;1d;A; ;;;;B)
4: sinon
5. (L; [UiU2];P) = LUP(K )
& T= K ‘ pT O
II’]] r
77 Byi=LiTUjTPB
A% A9
8: Al= PATPT = 11 12
Ad A

90 Ci=LiTUITAS,; Co= A, i UJUjTAY,

10:  pour tout | faire

11; Soit t; les indices des colonnes dan$ de la dernigre ithred; du j M bloc.

122 mp = I LH.::];tj Lo

13:  n pour

14:  Construire la matrice polycyclique H en plasant chaque vecteur colonnen; pa l'indice
de colonnet; et en ajoutant 1 sur la sous-diagonale de toutes les autres amines.

15 Renvoyer (r; T;H;C 1;C2;B1)

16: N Si

Remarque 2.2.3. En comparant les algorithmes 1 et 2, on s'apersoit que la deigre §limina-

tion dans l'algorithme 2 correspond p la premigre §limiation dans l'algorithme 1. L'id§e est

donc de fusionner les deux algorithmes a n d'@viter les apfitions inutiles. On calcule ainsi

simultan§ment la matrice compress§e et la forme de KalmarLa complexit§ reste cependant
en O(n3). L'algorithme complet est d§taillg dans [66].

En conclusion, lI'impl§mentation et la preuve constructive de la dgcomposition de Kalman
sont bas®es sur la factorisation LQUP et le calcul matriciepar blocs. Le recours aux primitives
BLAS (Basic Linear Algebra Subroutines), méme pour des caluls symboliques [32], nous
permet d'amgliorer le temps de calcul et de concurrencer ¢eperformances numgriques.

2.2.3 Transformation locale du systgme

Revenons maintenant au systgme azne par morceaux X-(t) = (X (t);u(t)) d& ni au
dgbut de ce chapitre. D'aprgs le th§orgme de Kalman, dantoute cellule ¢; du maillage
de l'espace §tat-contrble, le systgme atne associ®X(t) = A;jX (t) + Bju(t) + ¢ peut étre
remplac® par un systgme atne canonique de la forme :

Gi1 ’

Bia "yt + ; (2.9)

. Ai;1 Ai;2 ’
oY+ Gio

Y(t) = 0 Ais
en posant :Tii g = [ c1]j Ci2]" et en e®ectuant le changement de variable d'§tat :
Y(t)= T IX (t), op T; est la matrice de passage du thgorgme 2.2.1.
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Algorithme 2  Matrice de passage de Kalman par LU-Krylov
Donn§es : A une matricen £ n, B une matricen £ m d§ nies sur un corps
Sortie :  (I€;rang (I))
1: Sglectiongner la premigre golonné de B.
Ki= b Ab A%b :::
(L; [U1jU2]; P) = LURK [ );r1 = rang(K 1)
f La matrice K1 est calculge p la volge : on calcule ainsi au plus 2colonnes. La matrice
U; est de tailler1 £ r1.9
3:si (ry=n) alors
4:  Renvoyer K1;r1)
5. sinon

6: A= PAPT =

A% AR,
Ad A%
7. Agr =A% UJUITAY,
fLa matrice Ar est appelecomplément de Schude A?; dansA.g

ou A9, estri £ ry.

LiTujT ©
8. BO= 1 PB
HUAV RN .
. : _ X Y’
9:  Calculer la matrice de permutation Q telle que BQ = 0 B
R

10:  Appel rgcursif de K2;r2) = LUCKMR;BR)

0
: = T
11: K Ky ’ P K,
12:  Renvoyer (€;r 1+ ry)

13: N Si

De plus, toute matrice T; est associ§e p une cellule ¢donnge du maillage ¢. Cette
remargue signi e en particulier qu'il n'est pas possible dedg nir une approximation atne
par morceaux canonique du champ non lingaire initialf .

En e®et, le changement de variable induit par le th@orgmealKalman dans chaque cellule ¢
du maillage, s'&crit :

.Y’_ .'X, ._'Tlll 0:.
=T y en posant : T; = 0 1,

(2.10)

Comme le montre lI'exemple 2.2.1, sauf cas particuliers (lesnatrices T; sont par exemple
toutes identiques), la famille (T;¢ ;)i2; n'est pas un maillage deR" £ Up,.

Exemple 2.2.1. On se place dans le cas op =2 etm = 1. Le but de cet exemple est de
montrer qu'on ne peut en ggn®ral pas d§ nir de fonction aine par morceaux canonique.
Considgrons deux cellules adjacentet 1 et ¢ » d'un maillage suppos§ de I'espace §tat-controle
R2£ [0;1] :

¢ 1 = Convf(0;0;0); (1;0;0); (1, 1,0); (1, 0; 1)g;

¢ > = Convf(0;0;0);(0; 1;0); (1, 1,0); (1, 0; 1)g;
sur lesquelles on d® nit une fonctionf, continue, atne par morceaux vgri ant les contraintes

d'interpolation du paragraphe 2.1 :
1

“fi(X;u) si(Xu)2 ¢,

TOSU = xcu)  si (Xu)2 ¢,
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avec :f1(X;u) = 1 (l) X + (1) uetfy(X;u)= g é X + é u.

L'idge est alors de calculer les matrices de changement danable T; et T2 induite par
la dgcomposition de Kalman, respectivement dans les celeg ¢ 1 et ¢ ,. On en d§duit alors
des fonctions a+nes canoniques d§ nies sur les images resgtives T; ¢, et T 1¢,dec¢ et
¢ ». Pour pouvoir d§ nir une nouvelle fonction atne par morceaux, il faudrait que les cellules
¢q.= 'I‘li It,etc,= Tzi 1¢ , soient ou bien d'intersection vide, ou bien adjacentes.

{ Le systemeX(t) = f,(X;u) est d§ja sous forme canonique. Il est donc inutile de caltar
la d®composition de Kalman de ce systeme et on a :

l, 0°
T, = 5 1 =l et Co=¢C 5
. . "0 0°
{ La matrice de Kalman associe au system&(t) = f1(X;u) est §gale p K1 = 11

et est de rangl; on e®ectue alors le calcul de la d§composition canoniquel gystgme,

ce qui nous donne :

2 3
010

T:=41 0 05 et ¢;1= Conv((0;0;0);(0; 1 0); (1; 1;0); (0; 1; 1)):
0 01

La gure 2.2.1 montre que les int@rieurs des simplexe¢ ; et ¢, sont d'intersection non vide,
ce qui interdit la d§ nition d'un maillage contenant ces deux cellules.

Fig. 2.3 { Les cellules ¢; et ¢ » (A gauche) et leurs images aprgs transformation canonigu
(p droite)

2.3 Convergence du sch@§ma d'interpolation

Dans les paragraphes pr&cgdents, nous avons dgvelomes outils pour I'approximation de
champs de vecteurs non lingaires par des fonctions atnes pamorceaux. Nous nous intgressons
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maintenant p I'Bvaluation de I'erreur d'interpolation c ommise ainsi qu'a la convergence de I'ap-
proximation.

Concernant l'approximation des solutions de systgmes nofin§aires autonomes du type :
x(t) = g(x(1)), les travaux d'A. Girard [44] proposent une §tude d§tallge de I'erreur d'ap-
proximation sur un domaine D de l'espace d'Btat sous certaines hypothgses de rggut@rde
la fonction g. Par exemple sig est lipschitzienne surD, l'erreur d'interpolation est d'ordre
O(h) et est donc lingaire en la tailleh du maillage. En faisant des hypothgses supplmentaires
sur g, on montre que l'approximation est d'ordre sup®rieur (cf g4, chapitre 11]).

En thgorie du contréle, du fait du manque de rggularitg di contréle, de telles hypothgses de
régularitg sur le champ de vecteurs non lingaire sont ditiles p obtenir : une fois le contréle
u(:) x®, tout systeme de contréle : X(t) = g(X (t);u(t)) peut s'€crire sous la forme d'un
systgme di®grentiel ordinaire non autonome :

X(t) = G(t; X (1)); (2.11)

en posant :8t , 0; G(t; X (1)) = g(X (t);u(t)). Le controle u(:) Btant suppos® seulement
mesurable, la continuit® méme du champG : (t; X ) 7! g(X;u(t)) n'est donc pas garantie.

Nous commenxons donc notre §tude par une mise au point s&d di®§rentes hypothgses de
rgégularit® choisies sur la fonctionf . Selon chacune de ces hypothgses, nous §tudions ensuite
l'erreur d'interpolation due au schgma d'approximation prgsent® au paragraphe 2.1. Nous
terminons par des rgsultats de convergence des solutionsidystgme atne par morceaux vers
les solutions du systgme non lingaire.

2.3.1 Choix des hypothgses de r§gularit§

Le choix de ces hypothgses est li§ p I'application du tlfgeme Cauchy-Lipschitz p la th§orie
du contréle. Pour des systgmes du type x(t) = g(x(t)), le thGorgme classique atrme l'exis-
tence et 'unicitg d'une solution maximale d§ nie presqe partout pourvu que la fonction g
soit continue et localement lipschitzienne par rapport px. En th§orie du contréle, il s'agit,
pour un contrle u(:) x®, de vEri er que la fonction (t;x) ! f (x; u(t)) satisfait ces hypothgses.

La premigre chose p faire est donc d'§noncer une versiogrgrale du thgorgme de Cauchy-
Lipschitz, adaptg§e p la th§orie du contréle. Ce problme a %t trait de fason trgs complgte
dans [74, appendice C] et [81, chapitre 11]. Nous en rappelsnci les §l&ments essentiels
ngcessaires p notre §tude.

D& nition du problgme de Cauchy

Comme nous l'avons remarqu$ en introduction du paragraph&.3, pour un contréle u(:)
X8, le systgme non lingaire (2.1) peut s'gcrire sous rme d'un systgme di®%rentiel ordinaire
non autonome en introduisant la fonctionF : R£ R" ! R" d® nie par la relation :

8t, 0; F(tX (1) = f(X(t);u(t)):
On peut alors d§ nir un nouveau eroblﬂme de Cauchy :

A
X(t) = F(;X (1) .
X0 = X : (2.12)
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Une solution de ce problgme est un coupleJ(X (:)) ou J est un intervalle de R contenant
0 et X (:) est une fonction continue, dgrivable par morceaux surd, v&ri ant (2.12) presque
partout sur J. On a alors le th§orgme suivant :

Th§orgme 2.3.1 ([81, th 11.1.1] Th§orgme de Cauchy-Lipschitz). On suppose que la
fonction F : RE£ R"! R" vEri e les hypothgses suivantes :
1. F est localement lipschitzienne par rapport pX au sens suivant :

8X 2R"; 9r> 0; 9k 2 L (R;R*");

loc

8t 2 R;8(X1;X2) 2 B(X;r)? kF(tX2) i F(tEX k- k() kXzi Xik;
2. F est localement int§grable par rapport g, i.e. :
8X 2R"; 9 2 LL.(R;R"); 8t2 R; kF(t;X )k - ~(t):

Alors, pour toute donne initiale (to; Xo) 2 R£ R", il existe une unigue solution maximale
du probleme de Cauchy (2.12).

De plus, sous les hypothpses du th&orgme 2.3.1, la sobuti du probleme de Cauchy
considgrg peut s'gcrire de fason §quivalente sous it intggrale :

z z
8t2J; X(t)= Xg+ tF(s;X(s))dsz Xo+ tf(X (s);u(s))ds: (2.13)
0 0

Choix des hypothpses sur f

Le problgme est maintenant de choisir des hypothgses sua fonction f de fason g ce que,
pour un contréle admissibleu x®, la fonction F : (t;X) 7! f (X;u(t)) associe vEri e les
conditions du th§orgme 2.3.1.

D'aprgs la dg nition du problgme de contrble non lingare, le champ de vecteursf est
suppos® continu suR" £ Up,. En particulier, pour tout X 2 R" "x®&, f (X;:) est continue sur
le compactUy,, ce qui implique qu'elle est bornge (et atteint ses bornesyur Uy, :

8X 2 R"; 9Myx > 0; 8u 2 Up; kf (X;u)k - My: (2.14)

On peut alors en dgduire que la fonctionF : (t; X ) 7! f (X;u(t)) est localement intggrable
par rapport p t. En e®et, grace p lI'inggalit® (2.14), on major&F (t; X )k par la constante M x
indgpendante du temps et donc localement intggrable suRr :

8X 2 R"; 8t2 R; kF(t;X )k = kf (X;u(t))k- Mx:

Par cons®quent, I'nypothgse clg du th€orgme 2.3.1 ddtypothgse 1. N partir de maintenant,
nous allons donc considgrer di®grents jeux dhypothgsesur la rggularitg¢ de la fonctionf
permettant de vEri er les conditions du th§orgme de Cauly-Lipschitz :

Hypothpse a f :R"£ U, ! R" estL,-lipschitzienne surR" £ Uy, au sens oy :

8((X1;u1); (X2;U2)) 2 (R"E Um)? kf (X2;u2) i f(X1;u)k - LalkX2i Xik+kuzj usk]
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Hypothgse b f est continue, globalementL y-lipschitzienne par rapport p X, uniformgment
par rapport p u, i.e. :

8U2 Un; 8(X1:X2) 2 (RM?; kf (X2;u)i f(X1;u)k- LpkXa2i Xak:

Hypothpse ¢ f est de classeC? sur R" £ Uy,.

Hypothgse d f est continue, lipschitzienne sur tout compact par rapportgaX , uniformgment
par rapportg u i.e. :

8- b R" 9L. >0; 8(X1;X>) 2 - 2. kf Xo;w) i F(X;wk- L. kX2 Xqk:
On remarque alors que ces quatre hypothgses forment un ere@mement logique :

Hypothgse a) Hypothgse b) Hypothgse d
Hypothgse ¢) Hypothgse d

La premigre s§rie d'implications ne pose aucun problgméa seconde, moins immgdiate, est
une consgquence du lemme suivant :

Lemme 2.3.1. Sif estde classe&C! sur R"£ Uy, alors f est lipschitzienne sur tout compact
par rapport p X, uniform§ment par rapport p u.

Preuve. Soient - un compact de R" et u 2 Up,. Par hypothgses, la fonctionf est de classe
C! sur R" £ Uy,. Par consgquent, sa dgrivee partiell%(:; u) est continue surR" et donc en
particulier sur le compact -. On en d&duit alors gu'elle est bornge sur - :

o @f o
9L. > (; 8)(“2—;0@(X’;u)o- L.:

@X
Grace p l'inggalit® des accroissements nis [19, th 3.2.], on peut conclure :
8(X1;X2) 2 -2 kf (Xzu) i f(Xgu)k- L. kXz2i Xak:
o}

Ainsi dans la suite, il sutt donc de dgmontrer les r§sultas de convergence selon I'hypothgse
d pour qu'ils soient vrais selon les hypothgses a, b et c. Engpticulier, les conditions du
thgorgme 2.3.1 sont vEri Bes quelle que soit I'hypottge considgrie.

2.3.2 Calcul de l'erreur d'interpolation

Nous nous int&ressons maintenant au calcul de l'erreur diterpolation de l'approximation
f, construite au paragraphe 2.1 en fonction de la rggularit®lu champ de vecteurs initial f .

La m$thode est la suivante : nous §valuons dans un premieemps l'erreur d'interpolation
commise au niveau d'une cellule ¢o du maillage ¢ de l'espace §tat-controleR" £ Up,. Si
I'erreur ainsi calculge ne d§pend pas de la ceIIuIegr, alors nous en dgduisons l'erreur d'in-
terpolation globale sur R" £ Uy, ; nous obtenons sinon une ®valuation de I'erreur sur tout
compact - £ Uy, de I'espace §tat-controle.
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Proposition 2.3.1 (Erreur d'interpolation).
i. Si f estLa-lipschitzienne surR" £ Uy, (hypothgse a), alors [44, proposition 11.1.1] :

4L o(n + m) h:

sup  kE(Xu) i Fa(Xu)k - -

(X;u)2RNE U

i. Si f estde classeC! sur R" £ U, (hypothgse c), alors pour tout compact de R", il
existeL. > 0, tel que :

4. (n+ m)

sup  kf (X;u)i fr(X;u)k- n+m+1

(X;u)2- £Un
A !

sup KkDf k

en posant :L. = max
a21=¢ 4o\ (- £EUm)E;  (Xu)2¢ q©

Preuve. Cette dgmonstration repose sur I'gvaluation de I'erreurd’interpolation commise
au niveau d'une cellule ¢ du maillage ®tat-controle. Commenxons donc par faire le gint
sur les proprigtgs def dans ¢ :

{ Si f vEri e 'hypothgse a, alors on a:

8((X1;u1); (X2;u2)) 2 € g0 KF (X2;u2) i F(Xgiup)k- LakX2j Xik+ kuz i ugk]:

{ Si f vBri e I'hypothgse c, alors sa di®®rentielldDf existe et est continue surR" £ U,
et donc en particulier sur le compact¢ . Elle est donc bornge sui¢  :

9L¢qo > 0; 8(X;u) 2 ¢ qo, kDf (X;u)k - L¢qo:
Grace p l'inggalitg des accroissements nis, on d&dui
8((X1;u1); (X2;U2)) 2 € go; kf (X2;u2) i f(Xgjur)k - Le o[kX2i Xaik+ kuzi uik]:

Dans la suite de la dgmonstration, on utilise la notationL pour dgsignerL ; (resp. L¢ qO) sif
vBri e I'nypothgse a (resp. I'hypothgse c).

Calcul de l'erreur d'interpolation au niveau d'une cellule du maillage ¢
Soit g un indice du maillage ¢. On note :

les sommets de la cellule ¢o associge. SoitX; u) un point quelconque de ¢y ; (X; u) s'exprime
donc comme combinaison convexe des somme¥ de ¢, i.e. :

n+xn+1 n+xn+l
A® )izt :n+me1 2 [0; 1ML ® =let(X;u)= ® (Xi; up):
i=1 i=1

On choisit maintenant un indice ko 2f 1;:::;n+ m+1g tel que : ®, , ﬁ fvaluons la
distance def (X;u) pfh(X;u) :

KOG u) i fr(Xu)k -k FOGU) i Fr(Xig; Uko) K+ Kfn(Xkei Uke) i Fh(X;u)k:
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Or, par construction, en tout noeud %du maillage ¢ : f (33 = fr(3). D'op :
KEOGU) i Fr(XkgsUko)k = kE(OX5u) i (X, Uke)K

L [kX i Xgk+ kuj ugK]

2L(Li @)h:
et
n+m+1
Kfh(XkosUko) i TROG U)K - _1 ® Kfh(Xkos Uko) i Fh(Xp; up)k
n+p|£1+1
. ®p Kf (XkosUko) i f(Xp;up)k
Fi1_+|1h+1
L ®p[kXpi Xkok+ Kupi UkK]- 4L(1i ®,)h
p=1
Comme 4. (1| ®,)h- 2(*Mp on conclut :
4 (n+ m)
sup kf(X;u)i fn(Xu)k: ——= (2.15)
(X;u)2¢ o ! n+m+1

Calcul de l'erreur globale d'interpolation
Sif vgrie I'nypothgse a, alorsL = L, ne d§pend pas du choix de ¢o et donc la relation
(2.15) s'tend p l'espace tout entier :

4L (n + m)
su kf (X;u)i fro(X;u)k - ———=h:
(X;u)ZRE)EUm ( Vi T ) +m+1

Supposons maintenant quef vgri e I'hypothgse c. Soit - un compact de R" ; on introduit

I'ensemblek(-) des cellules du maillage ¢ qui recouvrent - £ Up, i.e. telles que :
a

©,
k()= aq21;¢p\ (- £Un)6;

S
On a donc §galement la relation : -£ Uy % ¢ oo, ce qui implique :

q°2k(-)
A !
sup  kf(X;u)i fp(X;u)k- max sup kf(X;u)j fr(X;u)k
(X;u)2- £Un a2k()  (Xu)2¢ g
On introduit alors la constante : L. = max Le o Le domaine - §tant compact et donc

q°2k ()
borng, on a :card k(-) < +1 et donc L. est bien d§ nie. On obtient ainsi la relation
cherchge :

4L (n + m)
sup  kf(X;u)j fp(X;u)k: ———h:
(X;u)2- £Un ! n+m+1

o}
Dans la suite de ce manuscrit,"(h) dgsigne I'erreur d'interpolation globale commise en

fonction du pas h > 0 du maillage de lI'espace §tat-contréle et'. (h) l'erreur d'interpolation
commise sur un compact - de I'espace d'§tat.
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2.3.3 Convergence de l'approximation

Soit Xo 2 R" un point initial donn® de I'espace d'§tat. Dans ce paragrphe, nous ®tudions
la convergence des solutions du systgme atne par morceauens les solutions du systgme non
lingaire initial pour un contréle u(:) admissible donn§.

On note X (:) la solution du systgme non lingaire X (t) = f (X (t); u(t)) pour la condition
initiale X (0) = X et Xy(:) la solution du systgme non lingaire Xy (t) = f (X(t);u(t)) pour
la m&me condition initiale X(0) = Xo.

Solution approch§e du systgme non lin§aire

Dans notre contexte, la solution X, () du systeme atne par morceaux n'a d'intgrét que
si elle approche e®ectivement la solution du systgme nom#aire initial (2.1).
Comme cela existe d§jp pour I'Btude des ®quations dif@ftielles ordinaires (voir [19, chap II,
x1.3], [30] entre autres), nous sommes amengs A introduife notion de solution approchge
d'un systgme contr6l§, solution de rggularitg plus fdle que dans le cadre classique :

D& nition 2.3.1 (Solution 2-approch§e). Une fonction ' continue, d§rivable par mor-
ceaux, est une solution2-approche du systgme X(t) = f (X (t);u(t)), X (0) = Xy, si la
condition suivante est vEri §e :

8t, 0O; pour lequel' (t) est d® ni; k' (t)i f( (t);u(t)k- = (2.16)

Pour un contrble et une condition initiale x®s, on dgmortre alors que les solutions du
systgme atne par morceaux (2.2) approchent les solutionsuwsystgme non lingaire (2.1) :

Lemme 2.3.2. Xy(:) est une solution"(h)-approch®e continue et d§rivable par morceaux du
systgme non lingaire X (t) = f (X (t); u(t)).

Preuve. X, (:) est la solution du problgme de Cauchy associ§ au systgnagne par mor-
ceaux : Xu(t) = frH(Xn(t);u(t)) et p la condition initiale : Xy(0) = Xg. Xpx(:) est donc une
fonction continue, dgrivable par morceaux. De plus, en toupoint t ou la dgrivge existe, par
d® nition de I'erreur d'interpolation "(h), on a:

o o

“Xa() i T (Xn(0);u()® = K n(Xn(0);u(®) i f (Xn(O);u()k - " (h):

Nous avons ainsi vEri  que toute solution du systeme ate par morceaux est une solution
approch®e du systeme non lingaire initial. 1l s'agit dos maintenant d'§valuer la convergence
de cette approximation.

Convergence de l'approximation

Considgrons une fois de plus I'Bquation di®grentiellerdinaire non autonome assocife au
systeme (2.1) : X(t) = F(t;X (t)). Dans le cas ouF est une fonction continue, le lemme
fondamental [19, lemme 1.5.1],[30] nous permet de majorea ldi®§rence entre la solutiorX (:)
et la solution approch§eX(:), ce qui nous permet de conclure quant p la convergence de
notre approximation (cf [44, th 11.2.1]).
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Dans le contexte plus g&n®ral des systgmes de controlegus avons soulign§ le fait que
la fonction F n'est a priori que mesurable et le lemme ne s'applique donc ga Nous allons
cependant montrer que, sous les di®%rentes hypothgsesm§uges au 2.3.1, nous obtenons des
r@sultats similaires.

Sous les hypothgses a ou b, on peut montrer que le th§orgnde convergenceC! de
I'approximation des systgmes non contr6l§s de [44, th 12.1] se g®n%ralise aux systgmes de
contréle non lingaires tels que (2.1) :

Th&orgme 2.3.2 (Convergence  C! de I'approximation). On supposef globalementL -
lipschitzienne par rapport g X, uniformg§ment par rapport p u. Pour tout tempst , 0, pour
lequel X (t) et X (t) sont d® nies,

“(h)
L

o o]

KX (D) § Xn(k- 2| 1) et oX(t) Xp(t)° - "(h)e-:

Pour dgmontrer le thgorgme 2.3.2, nous avons besoin duntene auxiliaire suivant, §nonc
et dgmontrg dans [19, page 117] :

Lemme 2.3.3 (Lemme auxiliaire). Soit"' (:) une fonction continue d§ nie sur un intervalle
de temps[0; T]; (T > 0), p valeurs positives, v&ri ant l'inggalit§ :
yA t

8t2[0;T]; "(t)- at+ k ' (s)ds:
0

On a alors : a
8t2[0;T]; ' (1) - E(ekt‘ 1):

Preuve du th§orgme 2.3.2Soit t , 0. On cherche dans un premier temps p ®valuer la
di®®Brence entre la solution du systeme non lingaire et Isolution approchge.

Par d nition, X (:) (resp. X(:)) est solution du probleme de CauchyX(t) = f (X (t); u(t))
(resp. Xpu(t) = fr(Xh(t);u(t))) pour la condition initiale X (0) = X (resp. Xp(0) = Xg). On
peut alors §crire les solutions sous forme intggrale (23} :

z t Z t
X ()= Xo+  f(X(s);u(s)ds;  Xn(t)= Xo+  fn(Xn(s);u(s))ds:
0 0

On en d®€duit ainsi :

o o
o o

KX (1) i Xn(t)k = 30[f (X();u(9) i fh(Xn(s);u(s))]dse

R
; Kf (X (S);u(s)) i Th(Xn(s);u(s))kds:

De plus, d'aprgs I'inggalit§ triangulaire, pour tout s 2 [0;t], on a :
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KE(X(s);u(s)) i fa(Xn(s);u(s)k -k f(X(s);u(s)) i f(Xn(s);u(s))k
+ kf (Xn(s);u(s)) i fn(Xn(s);u(s))k:
Par hypothgse,f est L-lipschitzienne par rapport p X, d'op :
kE (X (s);u(s)) i f(Xn(s);u(s)k- LkX(s)i Xn(s)k;
et, par d& nition de I'erreur d'interpolation, on a §galement :
Kf (Xn(s);u(s)) i fr(Xn(s);u(s)k - “(h):
En r@injectant ces inggalit®s dans le calcul d&X (t) i Xh(t)k, on obtient :

y y
KX (1) i Xn(t)k - t[L KX (S)i Xn(s)k+ "(h)]ds= "(h)t+ L th(s)i Xn(s)kds:
0 0

La fonction s 7' kX (s) i Xn(s)k ®tant continue sur [0,t], on lui applique le lemme auxiliare
2.3.3, ce qui nous permet de conclure :

X (1) 1 Xn(Ok- (e i 1)

La seconde inggalit® s'obtient alors simplement p pantides méme inggalitgs interm§diaires :

o o

SX(t)§ Xa(t)° = KE(X(D):u(®) i fn(Xn(t);u()k
"(h)+ LkX (t)j Xp(t)k- "(h)e:

o]

D'autre part, sous I'nypothgse d, on obtient un rsultat Smilaire au thorgme 2.3.2 grace
a la compacit® des ensembles atteignables p partir d¢g en temps infgrieur ou §gal p t. Le
rgsultat de compacit® §nonc® ci-aprgs a §t% dgmadtet justi ® en dgtails dans [1, chapitre 10,
paragraphe 10.3]. Le soin est laiss® au lecteur de s'y refer pour davantage de prgcisions.

Th§orame 2.3.3 (Compacit§ des ensembles atteignables). Soit A(Xg;t) I'ensemble
des points atteignables p partir du pointXo en un temps infgrieur ou §gal gt du systgme
X_= f (X;u). On suppose :

i. 1l existe un r§el positif M tel que toute trajectoire issue deX o selon un contrle admis-
sible u et not§e X [Xg; u], est uniformgment borng§e parM sur [0;t], i.e. :

OM > 0; 8u2 L' ([0;T];Um); 8s2 [0;t]; kX [Xo;u](s)k - M:
ii. Pour tout X 2 R", I'ensembleff (X;u) ; u2 Unyng est convexe.
Alors I'ensemble A (X ;t) est compact quels que soieny 2 R" ett> 0.

Par une dgmonstration tout p fait similaire a celle du th§orgme 2.3.2, on prouve la conver-
genceC? de l'approximation pour des fonctionsf satisfaisant I'nypothgse d :
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Proposition 2.3.2. On supposef lipschitzienne sur tout compact par rapport g X, uni-
form&ment par rapport p u (hypothgse d). On suppose §galement que I'ensemble ajteible
A(Xp;s) est compact pour touts > 0.

Alors pour tout tempst> 0,

o o

XM 1 XnOK- T ) et XU | Xa(®)F - (e

ou - est le compactA(Xo;t) [A h(Xo;t).

Dans ce chapitre, nous avons dgvelopp® une m§thode d'apgimation des dynamiques
contrél®es non lingaires par des systgmes atnes par ntgaux. Nous avons §galement fourni
une Btude complpte de la convergence de cette approximati selon di®§rents jeux d'hy-
pothgses qui garantissent l'existence et l'unicit® de dotions du systgme non lingaire. Il ap-
paradt alors que le point cl§ de cette ®tude est la d§ nibn du maillage de I'espace §tat-contrble
et de sa tailleh. Dans le prochain chapitre, nous allons voir qu'il n'est pasobligatoire de mailler
tout I'espace §tat-contréle mais qu'au contraire, on peutle calculer p la volge.



Chapitre 3

Construction d'un modgle hybride
de contrdle

Dans ce chapitre, nous nous intgressons p la mod§lisatiales systgmes de contréle non
linaires par les systemes hybridedftant donn€ un systgeme non lingaire g€ngral :

X(t) = £ (X(t);u(t); (3.1)

nous voulons construire un modele sutsamment §labor§ a d'approcher la dynamique
(3.1) avec une bonne prgcision mais aussi sutsamment simplpour en permettre l'analyse
math§matique.

La notion de calcul hybride est une notion rgcente apparue re 2001 dans [29]. L'id§e du
calcul hybride est d'approcher des dynamiques non linga@s par des modgles hybrides. Une
classe de modgles trgs utilisge est la classe des sysipmdynamiques atnes par morceaux
introduite par E.D. Sontag dans [75]. Ces systgmes sont erRet devenus un outil trgs perti-
nent et performant dans I'§tude des systgmes non lingais : ils parviennent ggngralement p
reproduire les caractgristiques intrinspques des syatpes physiques, tout en permettant une
analyse mathgmatique relativement souple [52].

Un apersu des di®grents types de problgmes pouvant étmait§s par le calcul hybride est
présent® dans [65]. Citons en particulier les travaux d'AGirard qui appliquent les idges du cal-
cul hybride p la rgsolution d'gquations di®§rentielle ordinaires autonomes X(t) = F (X (t))
sur un domaine compact de I'espace d'§tat [43, 44].

Le principe ggn§ral est le suivant : on construit un maillge de lI'espace §tat-controle sur
lequel on calcule une approximation atne par morceaux du chap de vecteurs non lingaire
f en utilisant les rgsultats du chapitre 2. Le maillage, asso$ p la dynamique atne par mor-
ceaux, nous permet de d® nir un automate hybride controf mod€lisant le systgme initial.

Contre toute attente, la classe habituelle des systgmes hyides atnes par morceaux (dont
la dynamique dans un modeqg donn§ est atne) se rgvele inadapt§e pour l'approximatin de
dynamiques contr6lges non lingaires. Nous proposons eonsgquence une nouvelle classe de
systgmes atnes par morceaux plus approprie compte tenwdproblgme qui nous intgresse.

51
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Ce chapitre s'articule autour de la construction algorithmique d'une nouvelle classe de
systemes hybrides polygdraux atnes par morceaux. Ces dggnes introduits au chapitre 1
sont d§ nis en deux temps de la fason suivante :

1. On construit un maillage D = (Dg)qq de l'espace d'§tat ce qui nous permet alors
d'introduire la dynamique discrgte (Q; E) de I'automate associ® : 'ensembl&) des §tats
discrets du systgme correspond g I'ensemble dgnombrabtles indices du maillageD.
Une transition e = (q;d) 2 E entre deux ®tatsq et q° est possible si et seulement si les
cellules associgebq et Dy ont une frontigre en commun. Cette frontigre est appelge
garde du systgme et est notB6Se.

2. On introduit ensuite I'approximation du champ non lingaire f d® nie sur le maillageD,
dgcrivant ainsi la dynamique continue O; U; F) de l'automate.

Le couplage des deux composantes - discrgte et continue -fad par l'interm§diaire des gardes
du systgme : une transitione entre deux modesq et ¢° est possible p l'instantt si la variable
continue X (t) appartient a la garde Ge.

Dans la partie 3.1, nous proposons donc une m$§thode expliei de construction d'un
maillage semi-implicite de I'espace $tat-controle. Ensue, en utilisant les outils d§velopp$gs
au chapitre 2, nous d® nissons dans la partie 3.2 un automat hybride mod¢lisant le systgme
de contréle non lingaire (3.1). Nous proposons en partidier des algorithmes permettant le
calcul p la vole de I'gtat discret et des contraintes du mdgle p un instant donn§.

3.1 Maillage implicite de I'espace §tat-contréle

Soit h > 0 le pas de discrtisation. Dans cette partie, nous voulonsonstruire un maillage
implicite de taille h de l'espace ®tat-contr6leR" £ Up,. Il existe une in nitg de fasons de
construire un tel maillage. Cependant le choix du maillage st un §lffment dgterminant dans
I'approximation des dynamiques non lingaires. En e®et, gn maillage donn$ correspond une
unique approximation atne par morceaux (2.2) calculge parinterpolation du champ f . Il est
donc important de choisir un maillage adapt® p la con gurdion dynamique du systgme que
['on modglise.

3.1.1 Caract§risation du maillage implicite

A partir de maintenant, on note ¢ = (¢ ;);2; le maillage en simplexes de I'espace §tat-
controle R" £ Uy,. | d®signe donc I'ensemble dgnombrable des indices des uiglé de ¢.

Le premier critgre de choix du maillage ¢ est un critgre dyramique. En e®et, le problgme
de contréle non lingaire dg ni au chapitre 1 consiste p uver gu'il existe des contrbles
admissibles u(:) permettant d'atteindre une cible donnge (ici X; = 0). Une fois la cible
atteinte, le systgme ne doit plus ®voluer ce qui se traduipar I'existence d'un point xe du
systgme non lingaire en (0).

Par cons®quent, parmi I'ensemble des maillages possibldge I'espace §tat-contrble, nous
s®lectionnons ceux pour lesquels le systgme atne par medux associ§ admet un point xe
en (0; 0) (i.e. pour lesquels :f,(0;0) = 0). Une fason simple de garantir I'existence de ce point
“xe est d'imposer la propri§t® suivante au maillage cherb§ :

Proprigit§ 3.1.1. Si02 ¢;, alors 0 est un sommet de¢ ;.
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Lemme 3.1.1. Soit ¢ un maillage deR" £ Uy, v&ri ant la propri®t® 3.1.1. Alors (0;0) est
un point d'gquilibre du systgme X (t) = f, (X (t);u(t)).

Preuve. En tout sommet %du maillage ¢, les contraintes d'interpolation du paragraphe
2.1.1 s'®crivent :f (3) = f,(3). De plus, (0;0) est par dg nition un point xe du systgme non
lingaire (3.1). On en dgduit donc :f,(0;0) = f (0;0) = 0.

o}
Le second critgre de choix de ¢ est une contrainte ggom®itjue sur la position des cellules
du maillage dansR" £ U,,. On impose arbitrairement au maillage ¢ de se projeter sur un
maillage en simplexes, not® = (Dj)i2q , de I'espace d'§tatR" :
Proprigit§ 3.1.2.  Soit D = (Dj)i2q la projection orthogonale de¢ = (¢ )i, sur R".
1. D est un maillage simplicial deR"
2. Soit (i;j) 2 12. On pose :Dj = pi.(¢ i) et Dj = pa.(¢ ). On a alors :

Di=Dj ouD;\ Dj=;

Cette propri®t® nous permet d'introduire la relation d'gquivalence» d§ nie sur I'ensemble
| des indices du maillage ¢ :

i» ], PRe(Ci)= pan(C):
D'apres la propri§tg 3.1.2, deux simplexes et ¢ ; sont en relation, si et seulement s'ils se pro-

jettent exactement sur un méme simplexeD 4 du maillage D de R". Les classes d'§quivalence
de la relation » sont donc d§ nies de la fagon suivante :

Lemme 3.1.2. Les classes d'§quivalence pour la relatios sont les ensemble&(q) d§ nis
comme suit :

K(@=fi2l; pi(¢i)= Dgg
ou g est un indice du maillageD de R". De plus : 8q; card K(q) < +1 .

Ainsi, p chaque celluleD; du maillage deR" correspond une \colonne" de cellules de ¢
qui se projettent exactement surD;, cf gure 3.1-(a).

Um 08 o,sg

067 061

RI’] 047 0,4;

02 0.2

(a) (b)
Fig. 3.1 { Exemples de maillages, pour n=m=1, vgri ant la propri $t§ 1. La gure (a) vEri e
fgalement la proprigtg 2. Ce n'est pas le cas de (b).

D'aprgs la structure du maillage ¢, le domaine Dq £ Uy, se dgcompose erard K(q)
simplexes selon la formule :
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S
Lemme 3.1.3. Dg£ Uy = ¢ .

q%2K (q)

Cette proprigt® nous permettra dans la suite de d® nir ls mémes conditions de sorties
pour toutes les cellules ¢ ayant méme projetD; sur R". De ce fait, les conditions de sortie
ne dgpendent plus que de la position dans I'espace d'§talous reviendrons plus en d§tails
sur ces notions dans le paragraphe 3.2.

Nous sommes maintenant en mesure de dg nir un algorithme dmaillage de I'espace ®tat-
controle. Cependant, dans le cas de la rg§solution d'un pideme de controle, la triangulation
i.e. le dgcoupage en simplexes, du domaine de controle neui se faire p la volge. En e®et, la
di®®rence essentielle avec la rgsolution p la volge dastemes di®grentiels ordinaires rgside
dans le fait qu'en th§orie du contréle, nous ne disposonsfimralement pas de condition initiale
sur le contréle. De ce fait, pour une position initiale Xo 2 R" donnge dans l'espace d'tat,
nous calculons la cellule du maillage de I'espace d'§tat geontient Xo. Nous sommes ensuite
obliggs de calculer toutes les cellules de contréle pobfes ce qui revient p calculer une fois
pour toutes une triangulation complgte du domaine de contble.

3.1.2 Triangulation de R" £ U,, et taille du maillage

Le maillage implicite de I'espace §tat-controle est d§ mcomme suit : on commence par
calculer une fois pour toutes une triangulation explicite du domaine de contréle Uy,. On
construit ensuite un maillage implicite D = (Dg)qpq de I'espace d'§tat, ce qui nous permet
d'en dgduire un maillage semi-implicite (¢;)i2; de l'espace §tat-controleR" £ Uy,.

Triangulation du domaine de contrdle

Le domaine de contréle Uy, est un polygdre convexe borng, dg ni comme I'enveloppe
convexe de ses sommets. La subdivision simpliciale de telolgtopes a §t§ trgs largement
ftudige ces dernigres annges et nous disposons aujdomdd'outils performants pour les cal-
culer (par exemple, triangulation de Delaunay du logicielQhull*[6]).

Pour pouvoir construire un maillage de I'espace $tat-contble, nous avons besoin de calculer
un maillage rggulier (autant que possible) de tailleh du polytope Uy,. Pour l'instant, nous
utilisons un algorithme combinant une discrgtisation du type Sierpinski avec une triangulation
de Delaunay : l'id§e est de rajouter de points r§partis r§uligrement dans le polytope et
d'appliquer une triangulation de Delaunay grace au logicel Qhull.

Maillage implicite de I'espace d'§tat

Pour cette §tape, nous reprenons l'algorithme dgcrit daa [44,x11.1.2]. Le principe g&n$§ral
est le suivant : I'espaceR" est implicitement dgcoup® enn-cubes d'arétes de longueur.
Chagque cube est ensuite maill® em! simplexes et la partition rgsultante est un maillage
de R". Dans ce paragraphe, nous compl®tons cette constructionap le calcul de la taille du
maillage obtenu et par une dgmonstration complgte de I'gjorithme prgsent§.

Loutil pour le calcul d'enveloppes convexes, de triangulation de Delaunay ou encore de diagrammes de
Vorono& en dimension 2, 3 ou plus.
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de R" et de la longueurh de ses arétes :
C=[ag,aa+ h]E¢c¢C Ha,;a, + h]
On note : C = a+[0;h]". De la m&me faxon, nous d§ nissons le maillage d@" en n-cubes :

D# nition 3.1.1 (Maillage de R" en n-cubes). Soit a=(aj;:::;a,) un point de R" et
h> 0. Alors (a+ kh+[0;h]")=(k,:::ke)2z0 €St un maillage deR" en n-cubes.

.....

D'aprgs la propri®t® 3.1.1, le point (Q0) doit &tre un sommet du maillage cherch§, ce qui
revient a choisira = 0 comme origine de ce maillage. Maintenant que nous savonsgd¢ouper
I'espace d'Btat enn-cubes de cotfh, la ditcult§ est de construire une triangulation implicit e
de chacun de ces cubes.

Consid®rons unn-cube C = b+[0;h]" quelconque deR" (ici b2 hZ") et S, I'ensemble

Doy = f(X1;::55%n) 2R 0 X ()i by -¢¢¢-x (n)yi bm - hg (3.2)
est un simplexe deR" dont les sommets, not§s/, , sont d§ nis par :
5 8i=1 p b
F=100p X i)y = Dy A=
8i=p+l;i:n xXn=bg+h p=0;:::n (33)

Y2 Yao;1

b+ h=|%y.0= Y 0.0

3/40;3 = 3/{[1’3 = b ‘,, ,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Va2 Va1

Fig. 3.2 { D§coupage du cubeb+[0;h]3 en simplexes : sur la gure ci-dessus, on repr§sente
les simplexesDy.: = Conv(%z ;% 1,% 2;% 3), pour ' =idet' ="'9=(3;21).

On a alors les rgsultats suivants :

Proposition 3.1.1 ([40]). (Dp: ) 2s, est un maillage dun-cubeC = b+[0;h]".

P

Corollaire 3.1.1. (Dp: ) 2s, est un maillage de taille” nh.
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Preuve. On considgre un simplexeDy-, ' 2 Sy, du maillage de C. On rappelle que la
taille de D,y est®gale p: sup kx i yk, opk:k, dgsigne la norme euclidienne d§ nie sur
(Xy)2Dyp;

R".

Soit (x;y) 2 Dp; . Calculons la distance euclidiennekx j yk, dex py :
v__ v
u u

g g
kxi yk, = (Xii yi)?= (X Gyi ¥ @)?
i=1 i=1

De plus, par d§ nition de Dy, pour tout i 2 f1;:::;ng,ona:0- x (i) i b i h et

X P
i=1

nh;

@
N
—
P
>
«Q
x|
<
T
=
(@]
D
o]
<.
3
=l
=
[
D
-
X
<
<
N
o

La taille du simplexe Dy,. est donc au moins §gale gﬁh. De plus, d'aprgs les formules (3.3),
on v&ri e que les pointsb et b+ h appartiennent p D+ quelle que soit la permutation '
choisie :

8 2S,; b2 Dy etb+ h2 Dy (3.4)

La distance deb p b+ h §tant exactement §gale ;f nh, on en dgduit queDy, est de taille P nh
pour touBe permutation ' de S,. Le maillage (Dyp: ) 2s, du n-cube C est donc exactement
de taille * nh.

o]

En rgsum®, I'espace d'§tat est dgcoup® p partir de Figine 0 en n-cubes de co6tgh. Ensuite,

chaque n-cube est p son tour subdivis§ em! simplexes. Le point cl§ de cette construction
est donc de vEri er que I'ensemble des simplexes qui mailie les n-cubes de la partition de
R" forme un maillage de l'espaceR" tout entier. Par construction, la rgunion de tous ces
simplexes est bien ®gale R" ; il s'agit donc de v&ri er que les simplexes de cubes adjants

coAncident sur la face d'intersection des deux cubes (cf tge 3.3).

Fig. 3.3 { Exemple de deux simplexes qui ne se recollent pas p Itersection de deux cubes
adjacents

On note C= ( Cx)k2zn le maillage deR" enn-cubes, d'origine 0. Dans un premier temps, on
montre que les simplexesy: )k2z» associ®s p une permutation 2 S, donn®e, se dgduisent
les uns des autres par translation :
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Lemme 3.1.4 (lemme auxiliaire). Soient Cx = kh+[0;h]" et C, = Ih +][0;h]" deux cubes
distincts quelconques du maillage. Alors, pour toute permutation ' 2 Sy, le simplexeD.
est I'image du simplexeDy par une translation de vecteur(l i k)h :

Preuve. Solit‘ 2 Sp une permutation de I'ensemblef 1;:::; ng. On considgre la translation
t,, de vecteur v= (I k)h. L'image d'un simplexe par une translation est un simplexe,dont
les sommets sont les translat®s des sommets de dgpart. Rodmontrer le lemme, il suxt
donc de prouver que limage d'un sommet deDy; par t, estun sommet deD; .

1/2 .
8i=1;:::;p; X iy = k yh
8i=p+1;::m x ) =(kg+1)h

Ve
8|:1,,p, y(|):k(|)h+(|(|)| k(,))hzl (|)h
8i=p+1;::n; vy =(k n+)h+(lgi kgh=(g+1)h

On en dgduit alors :Y 2 Dy .

o]

Grace au lemme auxiliaire ci-dessus, il nous suzt alors de effiontrer que les maillages induits
sur deux faces parallgles d'un méme cube se superposerg, gui nous permet de dgmontrer
le rgsultat suivant :

Proposition 3.1.2.  (Dy: )k2zn+ 25, €st un maillage simplicial deR".

Preuve. D'aprgs la d€ nition 3.1.1, I'espaceR" est d§coup® em-cubesCy, k 2 Z", eux-
mémes subdivisgs en simplexd3y. ,"' 2 Sy, ce qui hous donne donc :
ol [
k2zn k2zn ' 2S,

D'aprgs la d& nition A.2.1 d'un maillage, il reste donc pdgmontrer que l'intersection de deux
simplexesDy- et D|.z est soit vide, soit gale p I'enveloppe convexe de leursramets com-
muns.

La dgmonstration que nous proposons s'appuie sur deux remgues : premigrement, si les
simplexesDy. et D|.zx sont dans des cubes non adjacents, leur intersection est c#issaire-
ment vide. Nous nous ramenons donc p des simplexes contend&sns deux cubes adjacents et
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le probleme illustrg sur la gure 3.3 est de vEri er que Is maillages respectifs de ces deux
cubes se recollent sur la face commune aux deux cubes.

De plus, d'aprgs le lemme 3.1.4, pour une permutation donnge, les simplexes associg§s p
' dans deux cubes adjacents se dgduisent I'un de l'autre pardnslation. Il sutt donc de
dgmontrer que les triangulations des faces parallgles dwbe se superposent.

On considgre le cube unit§C = [0;h]" et une permutation ' de l'ensemblef1;:::;ng.
Le simplexeD: associ§ g est donc d& ni comme l'enveloppe convexe de ses somm%,
p2 0;:::;n, donngs par la formule (3.3) :

3

Y Xp; (|)=0'i=1;:::;p;

Xp (l)_h|=p+1 .....

Avec ces notations, on adonc ¥ =(h;:::;h) et % =(0;:::;0).

On con3|dﬂre la faceF = Conv(34;:::;%) du 3|mplexe D (| e.:%=(h;:::;h) 2 F).

8p=1;::15N; Xpr ) =0; (3.5)
ce qui signi e que la faceF est incluse dans I'hyperplan d'gquation & (1) = 0).

On applique alors la translation de vecteurh e @) B la faceF : c'est la translation qui
permet de passer de Ihyperplan( @ = 0) a I'hyperplan parallgle (x @ = h) on d® nit

8p=1;::5n; 8 =1;::1050; Ypi = Xpj + ht gy (3.6)

op#; est le symbole de Kronecker, §gal p 1 si= j, p O sinon.
On obtient ainsi un (nj 1)-simplexe image contenu dans I'hyperplan d'gquation :X: (1) =
h). Le probleme est maintenant de vgri er que ce simplexe ésune face d'un simplexe du

maillage du cube. D'aprgs (3.4), le point (Q:::;0) appartient ncessairement p tout simplexe
de la subdivision du cubeC. On pose en cons&quence :

Nous voulons maintenant dgmontrer queD est un simplexe et qu'il appartient au maillage

du cubeC, i.e. qu'iI existe une permutation A 2 S, telle que : D = Dj.
Onpose:log="°1,11="2 .., n1= % !'n=(0;:::;0). Nous cherchons donc une

permutation A 2 S,,, telle que les points! p VBri ent une relatlon du type (3.3), i.e. :

8 :
< YpAG)=0; j=1;15pi 1
YoA() = M =piin
On introduit I'application A d€ nie de la fason suivante :

AGy="(G+1); j=1;::nj 1

A(n) =" (1)
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Puisque' est une permutation deS,, A I'est aussi. D'aprps la relation (3.6), on sait que :

8 =10 L YpAG) = Xpr i+ T hE @) 1) = Xpr 4

Ypia(n) = Xpr @t h+ @@ = Xpr@th=h

puisque X, (1) = 0 d'aprgs (3.5). On peut alors en dgduire les relations obrchges :

8 .
%yp”‘m = Xprg+n =05 ) =1npi 1

:

YpAG) = Xprgen = hy J=piiinng 1
YpA(n)y = Xpr@th=h
ce qui nous permet de conclure D = Dj.

o]

Ainsi, nous avons dgmontrg par recollement que le d§coage deR" en n-cubes puis en
simplexes, est un maillage deR". Ce dernierﬁﬁsultat nous permet d'axzrmer que le maillage
de I'espace d'®tat ainsi construit est de taille’ nh.

Maillage de R" £ Up,

Soient (Dj)i2; et (U;); maillages respectifs deR" et Uy, . On construit un maillage ¢ de
R" £ Uy, via la triangulation de Delaunay des domainesD; £ (U;);, i 2 J sans ajouter de
sommets (en utilisant Qhull). De ce fait, le point (0;0) 2 R" £ Uy, est bien I'un des noeuds
du maillage ¢ et la proprigt® 3.1.2 est satisfaite.

Au chapitre 2, nous avons insistg§ sur le réle de la taille dumaillage consid®r§ pour la
convergence des solutions approchges du systeme lingail est donc important de calculer
la taille du maillage semi-implicite de R" £ Uy, obtenu :

Lemme 3.1.5. Soient D; et U; deux polytopes respectivement dB" et R™. On a alors :

q
diam(D; £ U;) = diam(D;j)? + diam(U;)?

Preuve. Soient (x; u) et (y; v) deux points quelconques du domaind®; £ U;. Par d§ nition
de la distance euclidienne, on observe que :

k(x;u) i (y;v)kg = kx i ykg + ku j vkg: (3.7)

D'op la relation : k(x;u) i (y;v)k5 - diam(D;)?+ diam(U;)?, i.e. :

q
diam(D; £ U;) - diam(D;j)? + diam(U;)? (3.8)
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De plus d'aprgs la proposition A.1.2, on sait qu'il existe &ux sommetss; et s, (resp. u; et
up) du polytope D; (resp. U;), tels que :

diam(Dj) = d(sy;s2) et diam(Uj) = d(ug;uz)
En appliquant la relation (3.7) g (x;u) = ( s1;u1) et (y;Vv) = ( S2; u2), on obtient :
d((s1; u1); (S2; U2))? = d(s1;S2)% + d(ug; uz)? = diam(D;)? + diam(U;)?:

Or les points (S1; Uy) et (Sp; up) sont des sommets du produit cartgsierD; £ U;. On en dgduit
donc que le diamptre deD; £ U; est au moins ®gal piam(D;)? + diam(U;)?. D'aprgs (3.8),
on a donc bien ggalit§.

On d€duit du lemme 3.1.5 que le maillage ¢ obtenu est de taik P n+1h.

Dans cette premigre partie, nous avons dgcrit les princgles ®tapes de la construction
d'un maillage simplicial implicite de I'espace §tat-cont®le. Nous allons maintenant montrer
que ce maillage, combin® p I'approximation atne par morcaux du chapitre 2, nous permet
de d® nir une approximation hybride du systeme non lingae initial.

3.2 D8 nition du modgle hybride

Au paragraphe précgdent, nous avons dg ni un maillage s@-implicite ¢ de I'espace $tat-
contréle. Grace aux techniques d'approximation atne parmorceaux dgveloppges au chapitre
2, on construit une approximation du systeme di®®rentiehon lingaire (3.1) :

X(t) = fr(X(); u(t))

ou f est une approximation atne par morceaux def d® nie sur le maillage ¢. Nous nous
intBressons maintenant p la d® nition d'un automate hykride mod&lisant le systeme non
lingaire initial.

L'etat d'un systeme hybride est dgcrit par deux variables : I'une discrgte notgeq(t) p
valeurs dans un ensemble dgnombrabl€, la seconde continue notg§exX (t) p valeurs dans
I'espace des phaseR" considgrg. Dans chaque $§tag 2 Q, I'Bvolution de la variable X () est
soumise p la dynamiquef ¢ du mode consid§rg. De ce fait, du choix de I'ensemble d§t Q
choisi, dgpend le type de dynamique consid§rge et donc ¢hoix des m®thodes de resolution
appropriges.

3.2.1 Choix des §tats discrets et d§ nition de I'automate hybride

Au chapitre 2, paragraphe 2.3.1, nous avons insist® sur lait qu'en th§orie du contréle,
nous sommes g&ngralement amen®s p considgrer des tions de contréle mesurables, non
continues (au mieux continues par morceaux). Ainsi, toute tajectoire (X (:);u(:)) dans I'es-
pace ®tat-contréleR" £ U, est a priori discontinue, alors que la trajectoireX (:) dans I'espace
d'gtat est continue (cf gure 3.4).



3.2 D% nition du modgle hybride 61.

u
Umax
Umin =0

Fig. 3.4 { Exemple de trajectoire discontinue dans l'espace §tecontréle R £ [0; Umax ]

Par ailleurs, la gure 3.4 met §galement en ®vidence le faique la notion de transition
entre deux cellules du maillage ¢ n'a aucun sens par rapportaga variable de controle. En
e®et, toute fonction de contréle admissible peut passer g'importe quel moment d'une cel-
lule du maillage ¢ p une autre, non n§cessairement adjacéa et surtout, que la trajectoire
(X (:);u(?)) ait ou non atteint une garde du systgme.

Pour toutes ces raisons, le choix de la variable continue dfivant I'gtat du systgme hybride
p d® nir est limitg p la variable X g valeurs dansR". En cons®quence, I'ensemble des §tats
discrets choisi est celui des indices du maillage simplidiale I'espace d'§tatR".

On introduit alors les notations suivantes :

{ Q I'ensemble dgnombrable des indices d'un maillage simpi@ (D g)q de taille h de l'es-
pace d'§tat comme d§ ni au paragraphe 3.1.2.

{E=f(;P 2Q ; @)\ @DQp 6 ;g l'ensemble des transitions : une transition est
possible entre deux Btaty et ¢ si les cellules correspondanteB 4 et D oo du maillage de
R" sont adjacentes.

{ D=1Dgq; g2 Qg la collection des domaines du maillage d&". Par construction, pour

+
tout q2 Q, Dq est un n-simplexe deR" et est donc d'intgrieur non vide (D46 ;). Le
domaine D4 d& nit un ensemble de contraintes atnes sur I'gtat :

Dg=fX 2R"; NgX + Lq- Og

{ U= fUn ; g2 Qg la collection des domaines de contréles. Dans chaque $tdtscret g,
le contréle est p valeurs dans le domaine initialJp, .

{ F=1fq; g2 Qg la collection de champs de vecteurs atnes par morceaux, d®is par
interpolation du champ non lingaire f (cf chapitre 2) :

802Q; fq: DgE Un ! R"
X;u) 78 fr(Xu)
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D'aprgs le lemme 3.1.3, on sait queDg£ Uy, = ¢ . Le champf 4 est donc d§ ni

q°2K (a)
localement par :

80°2 K (Q); 8(X;u) 2 ¢ qo; fq(X;u) = AgX + Bl + Cg
{ G=fGe; e2 Eglensemble des gardes :
8e=(q;) 2E; Ge= @R\ @DQp %Dy

{ R=1fRe; e2 Eglensemble des fonctions Reset. On pose8e 2 E; R¢(X) = fXg, ce
qui traduit le fait que la variable continue X (:) n'est pas rg-initialise au moment d'une
transition e du systgme.

D'apres la dg nition ggn®rale des systemes hybridesodn§e en introduction (cf paragraphe
1.3.1), nous avons ainsi construit un systgme hybride apprchant la dynamique non lingaire
initiale :

Proposition 3.2.1. Le septupleH = (Q;E;D;U;F;G,R) d® ni ci-dessus est un systgme
hybride.

X2

s
s
s

Fig. 3.5 { lllustration de la d§ nition d'un automate hybride

Par dg nition de l'automate H, I'Bvolution de la variable continue X (:) dgtermine p elle
seule celle de la variable discrptg(:) au cours du temps. En e®et, tout §tat discretq2 Q cor-
respond p une unique cellul®  de I'espace d'§tat et est donc |i§ p la position du systgendans
I'espace d'§tat. Si I'on considgre une trajectoireX (:) dans R", celle-ci traverse nfcessairement
un certain nombre de cellulesD 4 du maillage D de R", d§ nissant ainsi la suite discrgte des
valeurs prise par la variableq(:) au cours du temps.

M tout instant t, I'gtat du systeme hybride H est d®crit par sa positionX (t) dans I'espace
d'®tat et le mode q(t) = g associ§.M l'instant t = 0, le systgme se trouve R la positionX .
On en dgduit le modeqy dans lequel se trouve l'automateH g l'instant t = 0. Dans le mode
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Qo, la variable continue X (:) est soumise p la dynamique X(t) = fq, (X (t);u(t)) d& nie sur
le domaineDg, £ Un. Dgs que le systeme atteint une gardé& q,.q,) R un instant ty, il peut
e®ectuer une transition discrgte de I'Btatqy vers I'tat g;. On applique alors p nouveau le
méme processus p partir de la positiorX (t1) dans I'§tat ;.

Remarque 3.2.1. Dans la suite de ce manuscrit, nous supposons que le modpidhide ainsi
construit n'accepte pas de trajectoire solution dite Z§na qui e®ectue une in nit§ de transitions
en un temps ni. En e®et, I'existence de trajectoires Z&nonpose parfois des problgmes de
simulation puisque les instants de transition sont de plus re plus préches jusqu'p devenir
numgriqguement indi®§rentiables [87],[44x2.3].

3.2.2 Construction g la vol§e de I'§tat courant

Soit X 2 R" un point donn® de I'espace d'§tat. Dans ce paragraphe, n@uproposons un
algorithme de calcul de I'tat g du systgme hybrideH, i.e. du simplexeDq 2 D, dans lequel
se trouve le systgme @ la positiorX .

Le principe de l'algorithme 3 ci-aprgs bas® sur la d§ nibn du maillage implicite de R"
d® ni au paragraphe 3.1.2, est le suivant : on calcule tout thbord le n-cube deR" qui contient
X0, puis le simplexe du maillage de ce cube qui contienX.

1. Calcul du n-cube qui contient X g.

D'aprgs la d& nition 3.1.1, le n-cube qui contient X est d§ ni par un point origine kh =

8i=1;:::;n kih- x5+ (ki+1hie. :8i=1;:::;n; —j 1- k- %

n-cube cherch® :
hy i
1 H |
n'est pas entier, alors :k; = o
. X : . , .
2 Sj =L est un entier alors X est p l'intersection de deuxn-cubes. Par convention, on
choisira le cube le plus proche de80, soit :

3 %i 1, sixj, O

Xj

) o
Slh

2 X ,
- FI; sixj< 0

2. Calcul du simplexe qui contientXg.

Nous avons calculg len-cube C = kh +[0;h]" qui contient Xo. D'aprgs la proposition
3.1.1, C peut etre subdivisg§ enn! n-simplexes d§ nis par :

Pour d'§viter d'avoir p calculer explicitement les n! simplexes qui dgcomposent la-cube C,
I'idge est d'utiliser la d§ nition (3.9) a n de calculer d irectement la permutation ' qui d§ nit
le simplexe cherch®. Le principe est le suivant :
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liste trife C et la permutation ' sur les indicesfl1;:::;ng qui permet de passer de la
liste L plaliste C.

iii. On en dgduit la liste des sommets du simplexeD: qui contient Xg.

Remarque 3.2.2. |l existe des algorithmes de tri plus performants que le tri @ s§lection :
entre autres, le tri fusion ou le tri rapide - QuickSort en anglais. Actuellement, de nombreux
problgmes issus de l'industrie, notamment de l'a§ronaique, ne dg§passent pas la dimension
6 ou 7. La liste p trier donn§e en entre Btant de taille i.e. la dimension de 'espace d'§tat,
nous ne chercherons pas pour l'instant g optimiser I'algathme de tri choisi.

Algorithme 3 CurrentMode Calcul du simplexe contenantX
Donn§les : h> 0 le pas de discrgtisation X un point de R"
Sortie : le simplexe deR" de taille h qui contient X

1. fCalcul du n-cube C de cot§h qui contient X g

2: pour tout i variant de 1 p n faire

3 ki =[H]

4: n pour

5: f Calcul du simplexe deC qui contient X g

6: Onpose ;L =[X1i kih;:::;Xni knh]; ' :=1[1;2;:::;n];

7: pour tout i variant de 1 p n faire

8. imax .= i;fOn parcourt la liste Lg

9: pour tout jvariant de i+1 p n faire

10: f On parcourt L p partir de l'indice i ; on cherche le premier indicg >i dont I'Blg#ment
est plus petit que X; i kihg

11: si Xji kKih<Xi i Kim D alors

12: imax = ;

13: nsi

14:  n pour

15.  fchanger' [i] et [imax];

16: n pour

17: f Calcul desn + 1 sommets V1;:::;V"*1 du simplexe cherchg grace p (3.8)
18: pour tout p variant de 1 p n+1 faire
19: pour tout i variant de 1 p p, faire
20: B V.p[-i'-]:L =k [i]h;

21:  n pour

22:  pour tout i variant de p+1 a n, faire
23 VR = (kg +1)h;

24:  n pour

25: n pour

26: Retourner fV1;:::;vntlg,

Le calcul de I'gtat courant ngcessite dondO(n) op®rations pour le calcul du cube qui
contient X, puis O(n) op%rations pour former la liste L. Par application de l'algorithme de
tri dont la complexitg est en O(nlog n), nous avons alors le r§sultat suivant :
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Proposition 3.2.2. L'algorithme 3 de calcul de I'§tat courant du modgle hybde est correct
et n§cessiteO(nlog n) op%rations arithm§tiques.

3.2.3 Calcul des contraintes locales sur le contréle

Soit g 2 Q un mode quelconque de l'automateH d€ ni prgcgdemment etDgq 2 D la
cellule associge dans l'espace d'§tat. Le domaine de cobie dans le modeq est le polytope
Um de dimensionm dans R™. D'aprgs le lemme 3.1.3, le domain® 4 £ Uy, se dgcompose en
simplexes ¢y de I'espace §tat-controle :

Dgf Uy = [ ¢ o
q%2K ()

Toute cellule ¢ g, g 2 K(g), induit des contraintes mixtes sur I'gtat et le controle, ce qui
signi e que, localement, les contraintes sur le contréle #ipendent de la position du systgme
dans l'espace de controle. Dans ce paragraphe, nous voulialculer les contraintes locales
explicites sur le contréle en fonction de la position. Pourcela, on d§ nit Up(X ) I'ensemble
des contraintes sur le contréle dans la cellule ¢ p X X% (voir gure 3.6) :

8X 2 Dq; 80°2 K (Q); Up(X) = fu2 R™ =(X;u) 2 ¢ 4g (3.10)

Domaine de controle

Ui, (Xo)

Uiz(XO) | ¢ i2

Ui, (Xo) |

Ui, (Xo)

UsXo) | | Xo Espace d'§tat

Uis (Xo) i

Fig. 3.6 { D% nition de I'ensemble Ugp(X o) des contraintes locales sur le controle dans une
cellule Dg

Par construction, le domaine de contréleU,, se dgcompose alors de la faxon suivante :

S
Lemme 3.2.1. 8X 2 Dg; Uy = Uge(X).
q%2K (q)

Le probleme est maintenant de dgterminer la structure gém®trique deUgp(X ) dans R™.
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Exemple 3.2.1. On se place dans le cas ou I'§tat et le contréle sont de dimgion 1 (n =
m = 1). Considgrons une cellule¢ o de R? d§ nie par :

¢ = Conv((ax; ui); (a + h;ui); (ax + h;u; + h))
Les contraintes mixtes sur I'§tat et le contréle s'exprinent sous la forme d'un systgme atne :
X a+h u, u; UuUjX- Uj a
On en dgduit facilement :

8
< X2 Dg=[ak ax+ h]
(x;u)2 ¢ o,
U2 Up(x)=fu2R=0- uj ui- Xj ag

On remarque ainsi sur cet exemple que le domaine de controkst un segment (1-simplexe)
dansR si x 2]ax;ax + h], ou est rgduit g un pointfu;g si x = ax. Dans la suite, nous allons
voir que ce r§sultat est g§ngralisable en dimension quehque.

SoientX 2 Dq et q°2 K (q). Par construction, ¢ ¢ est un simplexe deR"*™ et peut donc
gtre d® ni par un systgme de (0 + m + 1) in§galitgs atnes ind§pendantes :

MY +d, 0avecM 2 Mp+ms1:n+m(R) et d2 R™ M+

La matrice M se d§coupe en deux matrices :

0
2 Mp+m+1:m(R);

Iy '
Mi=M 0 2Murmean(R): Mo=M
m

0

de fason pavoirM =[ M1j M2 ]. Le systeme d'inggalitgs devient doncM1X + MoX +d , 0,
ce qui nous donne une nouvelle caractgrisation d&gy(X) :

8X 2 Dg; Ug(X) fu2 R™ =(X;u) 2 ¢ g

fu2 R™ = Mpu+(MX +d), Og’

Ainsi, I'ensemble Ugp(X ) est caract®ris§ par un nombre ni d'inggalitgs atnes ar le controle ;
c'est donc un polygdre deR™. De plus, ¢ 4 Btant born§, Ugp(X) I'est aussi. Up(X) est donc
un polygdre born§, i.e. un polytope deR™. On peut alors §noncer les rgsultats suivants :

+
Proposition 3.2.3.  Soit X 2 Dq et g°2 K (q). Alors Ug(Xo) est un m-simplexe deR™.

Corollaire 3.2.1. Soit Xg 2 @[3 et q°2 K (qg). Alors Uqo(X o) est soit un m-simplexe, soit
un point de R™.

Preuve de la proposition 3.2.3.0n se donneXg 2D_q et q°2 K (q). Le problgme revient en
fait p calculer l'intersection du sous-espace atne :

P=f(Xou)=u2 R"g»%R"™™M
avec le simplexe @y (cf gure 3.7) :

Ugp(Xo0) = f(Xo;u) =u2 RMg\ ¢ o= P\ ¢



3.2 D% nition du modgle hybride 67.

Fig. 3.7 { Intersection P\ ¢ o pour (n;m) = (1;2) p gauche, (;m) = (2;1) p droite.

D'aprgs [88, thgorgme 1.1], l'intersection d'un sous-eace atne avec un simplexe est un
polytope. Donc Ugpe(X o) est un polytope deR™. D'aprgs la d§ nition A.1.2 donn§e en annexe,
un m-simplexe est un polytope p fn+1) sommets. La question est donc de calculer le nombre
de sommets deUqo(X o).

L'idge est d'intersecter le sous-espacé de dimensionm avec lesn-faces de ¢p. Ces inter-
sections, si elles existent, sont de dimension 0 et d§ niest les sommets deUg(X ). Il reste
ensuite p prouver qu'il existe exactement in + 1) n-faces di®§rentes qui intersectenP pour
pouvoir conclure.

On suppose queXg 2I5q; X o s'crit donc comme combinaison convexe stricte des somnset
du simplexeDg, i.e. :

-1 -1
(®)k=1::n+1 2]0; 1[n+1; ®& =1let Xg= ® Xk (3.11)
k=1 k=1

Premigre §itape : toute  n-face de ¢ p admet au plus un point d'intersection avec
le sous-espace atne P.
Soit F une n-face de ¢ d§ nie par la liste (renum§rotge pour faciliter la lecture) de ses

)k

18" cas : lesiy sont tous di®®rents.
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P1

permet de rggcrire la relation convexe (3.11) sous la foren: Xg = ®&, Xi.. On
k=1

introduit alors le point X d® ni comme suit :

2
X1y Xo
XF = ® Ik =4 Pp1 5:
k=1 “ Uj ®kujk
= =1

+
Par d§ nition du sous-espace azneP, ona:Xg 2 P. On ade plus suppos§ X 2D, ce
qui impligue que la relation convexe d& nissantX g est §galement une relation stricte ;

*
on en d®duit alors : Xg 2F, soit: Xg 2 P\ F.
Par unicit® de la dgcomposition convexe dans un simplex&n peut conclure :

+
P\ F=fX,:getX,: 2F

2pme cas : lesg ne sont pas tous distincts.

la faceF : Y s'®crit comme combinaison convexe des sommets de:

+1 X Xt . Xi ’
9!(°ik)k=1:::n+1 2 [01 l]n 1 Oik = l et Y = oik u_k
k=1 k=1 Jk
+
Par ailleurs, on a suppos® Xo 2Dq; Xo d&pend donc de tous lesXj, i = 1;:::;n+1.
1

rF-)
On a donc n§cessairement :  °; X; 6 Xp, soit: Y ZP. Onen dgduit:F\ P = ;.
k=1

Deuxipme §tape : il existe exactement (m + 1) n-faces di®§rentes qui intersectent
le sous-espace atne P.

8l2f1:::5;n+1g V| = Xi
uj,

2 0On pose :Fp = Conv(fV1;:::;Vh+10). D'aprgs l'indgpendance atne des sommetX;,
i=1;:::;n+1, de Dg, les sommetsVy;:::;Vyhi1 de Fg sont atnement indgpendants.
Fo est donc unen-face de ¢q qui intersecte P.

2 Soitn+2 - |- n+ m+1(i.e. mchoix possibles). On d® nit :

Fi=Conv((fVy;::5;Vaargif Vi0) [f Vig); 1- 1) n+1

en remarquant que V| = ( Xj,;u;,) et Vi, = (Xj,; Ujil). De méme que pourFy, la face
F| est unen-face de ¢y qui intersecte P.
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En rgésum®, nous avons trouvg exactementnf + 1) n-faces di®®rentes de g, qui inter-
sectentP . Chacune de ses faces admet un unigue point d'intersectionvacP . Ces points §tant
g l'intgrieur de chacune de ces-faces, on a doncifh + 1) points atnement indgpendants ap-
partenant p P\ ¢ o = Ug(Xo). Up(Xo) ¥2R™M est par cons§quent un polytope d&R™ pm+1
sommets, i.e. unm-simplexe deR™.

o]

Preuve du corollaire 3.2.1.Soit Xo 2 @[3 et o°2 K (g). On suppose que le pointX o appartient
exactement p unek-face deDq (aveck <n) : il existe donc (k + 1) sommets de D, que I'on

+
Xo 2Fk;

Cp=Tf(X;u)2¢qp; X 2Fg et Bp(X)=fu2Upy; (X;u) 2 &y0:

On veri e alors que :

[

q%2K (q)

€p=Fcf Un etBp(X)= Ugp(X):

Par construction, Fy §tant une k-face deDq, € 0 est une face de ¢p de dimension au moins
fgale pk. On distingue alors deux cas :
Si € p est unek-face de¢ g,
alors le domaineUq(X o) est ngcessairement rgduit p un point (dgmonstration gr I'ab-
surde basge sur le fait que s'gcrit de fason unique comme combinaison convexe des
sommets deFy).
Si € p est de dimension sup®rieure  + 1,
alors € o est ngcessairement de dimensiok + m. On peut donc maintenant appliquer
la proposition 3.2.3 opuFy et € o jouent respectivement les roles deDq et ¢ (o et on
conclut que Ugp(X o) = Bg(X ) est un m-simplexe deR™.

o]

Pour terminer, remarquons que par construction I'ensembledes domaines de contrble
Ug(X) pour X 2 Dq et °2 K (q), est convexe :

Lemme 3.2.2. Soient (1; ) 2 K(q). Alors :
ui 2 Uql(Xl) etus 2 qu(Xz)

+
8®2 [0;1], 9°2 K (q); ®up + (1 i ®)uz 2 Up(®X1+(1 i ®)Xp)

Preuve. Soit ® 2 [0; 1]. D'apres la d§ nition (3.10) des domaines de contréleon sait que :

Up 2 Ug (X1); U2 2 Ug,(X2)) (X1;u1) 2 € g5 (X23u2) 2 € g,
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Par hypothgses,qu 2 K(qg) et ¢p 2 K(q), dop : X1 2 Dgq et X, 2 Dg. La convexit§ de
Dq implique : ®X1 + (1 | ®X2 2 Dy et celle deUp, donne :®X1 + (1 | ®X, 2 Dg et
®u+(1j ®uz2 Uy. Dou:

(®X1+ (1§ ®X2;®u+(1j ®uz) 2 Dgf Un

De plus, par construction du maillage ¢, on sait que : Dq£ Uy = ¢ q. Il existe
qo2K (a)

donc un simplexe du maillage ¢ qui contient le couple §tat-cotrole d§ ni ci-dessus :
9”2 K (0); (®X1+(Li ®)X2i®u+(Li ®)up) 2 ¢ )

ce qui prouve que :®up + (1 | ®)uz 2 Up(®X1+ (1§ ®)X)).

o]

Ainsi, nous avons construit un automate hybride modglisanle systgme non lingaire initial.
La construction de cet automate se fait en pratique p la va® : p tout instant, nous sommes
dgsormais capables de calculer I'gtat dans lequel se treel le systgme ainsi les contraintes sur

I'Btat et le contrble auxquelles il est soumis.
Dans la partie suivante, nous allons voir comment d§termier un ensemble approch® des

conditions initiales p partir desquelles le systgme hylide H peut atteindre la cible 02 R" en
temps ni pour un contrdle bien choisi.



Deuxigme partie

Approximation du domaine
contrélable
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Dans cette partie, nous nous intgressons A I'existence @elutions approch®es du problgme
de contréle non lingaire.

On considgre un systgme de contréle non lingaire tregggral :
X(t) = £ (X (t);u(t)):

La question de l'existence de solutions (non ngcessairemteoptimales) est la suivante :
fitant donn® un point Xy 2 R", existe-t-il un controle admissible u tel que la trajectoire
assocife p ce controle joign¥ p la cible 02 R" en temps ni? Si oui, le point Xy est dit
contrélable (cf “gure 3.8).

Xo

X [Xo; ul(t)

Fig. 3.8 { Probleme de contr6labilit§

L'ensemble des points controlables deR" par le systeme considgrg est appeliomaine
contrélable du systgme.

Cette partie est consacrge p la d§ nition et I'approximaion du domaine contr6lable des
systgmes non lingaires. Dans le chapitre 4, nous d§ nimss les concepts et les enjeux du
problgme de controlabilit des systgmes non lingaise Aprgs avoir ®tudier 'approximation
du domaine contrélable non lingaire par le domaine conwfable hybride, nous proposons une
approche constructive de la contrélabilitg d'un point initial donn® par le biais des systgmes hy-
brides. Le chapitre 5 est consacrg p I'Btude et au calculgorithmique du domaine contrélable
du modgle hybride propos® au chapitre 3 dans un domaine bog de l'espace d'gtat.






Chapitre 4

Di®8rents niveaux de contrélabilit®

Dans cette partie, nous nous intgressons p la contrélalitg pa I'origine 0 de I'espace d'§tat
R" des systgmes non lingaires du type :

X(t) = £ (X (1);u(t)): (4.1)

Les contréles admissiblesi du systgme (4.1) sont des fonctions mesurables bornges/gdeurs
dans un polytope Up,. fitant donn® un point X de R, la question est de savoir s'il existe un
contréle u admissible tel que la trajectoire assocife p joigne X p la cible 0 en temps ni.

La controlabilit® g I'origine est un problgme issu du cacept plus g&n€ral de la contrélabilit§
complete. Un systgme dynamique est dit completement camblable s'il existe une trajectoire
admissible de ce systgme qui relie deux points donn$s dedpace d'§tat en temps ni.

La notion de controlabilitg est apparue dans les anngesofxante avec les travaux de
R. E. Kalman [56, 57] dans le cadre des systgmes lingairestanomes du type : X(t) =
AX (t)+ Bu(t). Ces systemes ont suscit® de nombreux travaux de rechée et nous disposons
aujourd’hui de rgsultats puissants, p commencer par le faeux critgre de controlabilitg de
Kalman [58, 61, 28] en l'absence de contraintes sur |'Btattde controle. Ces rgsultats jouent
un réle essentiel dans I'gtude du domaine de controlakit§ nulle, i.e. de I'ensemble des points
de R" contr6lables jusqu'p 'origine 0 [61, paragraphe 2.3].

La controlabilitg des systgmes non lingaires tels quet(l), est un sujet extremement com-
plexe. Une premigre approche de ce probleme consiste tprfdlre les r§sultats de controlabilit§
obtenus pour les systgmes lingaires aux systgmes norflaires. Par des arguments de lingarisa-
tion locale autour d'un point ( Xo; up) donng de I'espace ®tat-contr6leR" £ Uy, le systeme
(4.1) est remplac® localement par le systgme lingaing (t) = AX (t) + Bu(t) en posant :

f f
A= %(Xoiuo); B = %'Sxoiuo)i

L'€tude de la contr6labilitg du systgme lingaris§ panet d'en dgduire des rgsultats decontréla-
bilit® locale du systgme non lingaire initial [61, 81]. Une autre approe consiste p relier la
controlabilitg p des proprigtgs de crochets de Lie duysteme non lingaire. Mais les rsultats
restent locaux [1, 51, 55]. Pour la classe particuligre desystgmes atnes par rapport au
controle, des critgres de controlabilit§ globale peuent étre obtenus [55, 62].
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Dans le cas g&n®ral, la controlabilitg des systgmes méin§aires demeure un problgme dix-
cile. L'objectif de cette partie est de d§velopper une apprche constructive de la controlabilit$
des systgmes non lingaires. Nous ne nous intgressons cd@as uniqguement p I'existence d'un
critere de controlabilitg des systgmes non lingairesiais p la mise en oeuvre de m§thodes et
d'algorithmes pour I'approximation du domaine contrélable non lingaire.

La m&thode propos®e dans cette partie est baste sur l'agximation hybride du domaine
contrélable du systgme initial (4.1). On introduit le systgme hybrideH = (Q;E;D;U; F; G R)
construit au chapitre 3 qui modglise le systgme non linfee (4.1). La dynamique non lingaire
est donc approch®ge par le systgme suivant :

X(t) = Fr(X(t); u(t)); (4.2)

ou fy est I'approximation axzne par morceaux du champ de vecteurs mn lingaire f calculge
au chapitre 2. Le but de ce chapitre est d'§tudier la contréabilit§ et le domaine contrblable
du systgme non lingaire via son approximation hybride.

Aprgs avoir introduit les notions de contrélabilit§ et de domaine contrélable pour un
systeme dynamique quelcongue, nous nous intgressons dace chapitre p I'approximation
hybride de la contrélabilitg. La partie 4.2 est donc consarfe p I'Btude de I'approximation
hybride du domaine controlable non lingaire. Nous proposns ensuite dans la partie 4.3, une
approche constructive du problgme de contrélabilitg gravers I'Btude du domaine controlable
hybride dg ni dans un ensemble non ordonn$§ de cellules d&espace d'§tat.

4.1 Contrélabilit§ et domaine contrdlable

Intuitivement, la contrélabilit® d'un point X vers la cible 0 correspond g l'existence d'une
trajectoire admissible du systgme de controle consid®; qui relie Xo p 0 en temps ni. Dans
ce paragraphe, nous allons formaliser cette notion pour lesystgemes de contrble non lingaires.
4.1.1 Controlabilit§ des systgmes non lin§aires ou att eignabilit§ ?

On considgre le systgme de contréle non lingaire suivan

XL(t) = £ (X (t);u(t)):

On rappelle que les contréles admissiblea sont des fonctions mesurables p valeurs dans un

controlabilit® p I'origine d'un point X de I'espace d'§tat est d§ nie de la fason suivante :

D# nition 4.1.1 (Domaine contrélable). Le point Xp 2 R" est contrlable versO pour
le systeme (4.1) si et seulement s'il existe un temps nil , 0 et un contréle admissible
u:[0;T]! Upm, tels que le probleme :

1
X(t) = f(X();u(t) . _
X (0) X, X (T)=0

admette une solutionX (:) d& nie sur [0; T].
L'ensemble des points controlables d&" est appelfdomaine contrblable du systeme (4.1).
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Remarque 4.1.1. Par abus de langage, le termeontr6labilit¢ d§signe, p partir de mainte-
nant la contrélabilitg p I'origine du systgme considgrg§. De méme, sauf mention contrairen
parlera du domaine contrblable d'un systgme pour d§signer I'ensemble des points de I'ese

d'gtat, contrélables jusqu'p la cibleO.
Or le champ de vecteursf v&ri e les hypothgses du thgorgme de Cauchy-Lipschitzc{
thgorgme 2.3.1) ce qui, pour un contréle admissible dorflh garantit I'existence et l'unicit§

d'une solution du problgme de Cauchy form®& du systeme (%) associ§ p la condition initiale :
X (0) = Xyo. En revanche, pour tout point contrélable de I'espace d'fat, il peut exister

plusieurs trajectoires admissibles du systgme (4.1) le liant pa la cible.

Exemple 4.1.1. On considgre le systgme :

_oilg2n
sachant que le controleu est p valeurs dans le simplexe unit®, de R?, soit :
_ _ 0. 17, 0°
8t; u(t) 2 Uy = Cony( 0o o0 b 1 )
y = 3X y = 3x
21 29
1,5: 1,5:
X 3 Xo=(1;1) _x
2 1 - y= 2 2 1 y= >
7
7
e E Uy
z 4
05 ~ 0,5 4
4 ~ i
//// | Uz
///
0 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1 0 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
0 05 15 2 0 0,5 15 2
x1 x1
(a) (b)

Fig. 4.1 { (&) Domaine controlable et (b) Trajectoires admissibles reliant Xy p 0 en temps
“ni, du systeme (4.3).

Le domaine contr6lable du systgme (4.3) est le cone dR?, d& ni par les demi-droites
d'®quations respectivegy = %) et (y = 3x) dans le quart de plan positif (cf gure 4.1-(a)). La
“gure 4.1-(b) donne plusieurs exemples de trajectoires adissibles reliant le point Xo = (1;1)

g (0; 0) pour les contréles :
3
_ _,12 _ (i ;i3 six(t)ij 2yt)<oO0
8L w®=(5ig) e w®= (N Gy B=0
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Par ailleurs, la notion de contrélabilitg d'un systgme dynamique est gtroitement lige p la
notion d'atteignabilit®.

Consid®rons un pointX o 2 R" suppos® contrélable jusqu'en 0 par le systgme (4.1). Dimgs
la d§ nition 4.1.1, il existe donc une trajectoire admissble du systgme (4.1) qui relieXo p 0
en temps ni. Ainsi, pour atteindre X p partir de 0, I'idge est tout simplement de parcourir
cette méme trajectoire par renversement du temps en partancette fois-ci de la cible :

Proposition 4.1.1. Soit Xg 2 R" un point donn§ de l'espace d'®tat. Le pointX est
contrélable p l'origine par le systgme non lin§aire :

X(t) = f(X(1);u(t)); u(t) 2 Um;
si et seulement siX( est atteignable p partir de0 en temps ni par le systgme :

X(t) =i F(X(t);v(t)); v(t) 2 Um:

Preuve. SupposonsX o contrélable jusqu'en O par le systemeX(t) = f (X (t); u(t)). D'aprgs
la d§ nition 4.1.1, il existe un temps ni T > 0 et un contréle admissibleu : [0;T]! Un
tels que le systeme (4.1) associ¢ p la condition initial& (0) = X, admette une solution X (:)
vBriant : X (T) =0, ou de manigre §quivalente :

8 Z,
SOX() = Xo+  f(X(9):u(s))ds
X(T) = 0 °
ce qui nous permet d'§crire au tempsT la relation suivante :
z T
Xo=j , f (X (s);u(s))ds:

Nous voulons maintenant prouver que le pointXy est atteignable p partir de O par renverse-
ment du temps. Pour tout temps t 2 [0; T], on introduit alors la trajectoire :

Y()= X(Tj t);
et le controéle :
v(t) = u(T t):
On vEri e alors sans peine que la trajectoireY est solution du systeme :
%)
Y(t) = i f(Y(t);v() . —n-
Y(©) = 0 ; Y(T)=0:

La rciproque se dgmontre selon le méme procgd® : on pase X o atteignable p partir de 0
en tempsT pour le systgme Y (t) = j f (Y (t);Vv(t)). Grace au méme changement de variable
gue precBdemment, on vBri e queX o est contrblable en tempsT pour le systgme (4.1).
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En particulier, si, quel que soit le contréleu 2 Uy, I'application X ! f (X;u) est paire, i.e. :
8u2Up; 8X 2R"; f(i X;u)=f(X;u);

alors, d'aprgs la proposition prgc§dente, la controlailitg du systeme (4.1) depuis un point
Xo 2 R" est ®quivalente, par renversement du temps, p l'atteigniailit® de X depuis la cible
0 pour le systgme :

i Y(t) = (Y (1);v(t); soit: (j ¥Y)(t)= (i Y(t);v(t)):

Par le changement de variableZ (t) = j Y (t), on se ramgne alors au systgme initial Z(t) =
f (Z(t); v(t)). Dans ces conditions, le problgme de contrélabilitforigine du systgme (4.1) est
donc ®quivalent p I'Btude des ensembles atteignablesmigs I'origine O pour le m&me systgme.

4.1.2 Cas des systgmes lin§aires : §tude de la partie non ¢ ontrélable

Considgrons le cas particulier ou la dynamiqué est atne :
X(t) = AX (1) + Bu(t); (4.4)

sans contraintes sur I'§tatX du systgeme. La forme canonique du systgme lingaire (4.dalculge
au paragraphe 2.2.2, met en gvidence l'existence d'une g# controlable :

Yl(t) = AlYl(t) + A2Y2(t) + Blﬁ(t); (45)
et d'une partie non contrélable (i.e. indgpendante du cotrole u) :
Yo(t) = AsYa(t) (4.6)

en posant :Y = (Yg;Yz) = TP X 2 RT£ R" " ouT; est la matrice de passage du thBorgme
de dgcomposition canonique (cf th§orgme 2.2.1).

La question de la controlabilitg du systeme canonique seamgne ainsi p la rgsolution de
deux problgmes de contrélabilitg successifs :

1. Calculer I'ensemble des pointsY, 2 R"i ' tels que la cible 02 R"i ' soit atteignable p
partir de Ys.

2. Calculer I'ensemble des pointsr; 2 R" tels qu'il existe un contréle (non optimal a priori)
qui amgne le systgme de I'§ta¥; p la cible 02 R" en temps ni.

Dans ce paragraphe, nous nous intgressons au premier prgohe, i.e. au calcul de I'en-
semble des points de l'espace d'§tat, qui peuvent étre am@s en 0 en temps ni. Nous pro-
posons ensuite une §tude de I'atteignabilité de la cible @n temps in ni. Dans tous les cas,
I'Btude de la partie non contrélable nous permet de ramenele problgme de contrélabilit§ du
systgme canonique g celui d'un systgme de controle éaffe de rang plein, soumis ou hon g
des perturbations.
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Contrélabilit§ p I'origine d'un systgme lin§aire canoniqu e

Nous nous intgressons pour le moment g la partie non cordtéble du systgme (4.4). Le
systgme associ® est une fquation di®grentielle autane d'ordre 1, que l'on sait rgsoudre :

Ya(t) = AsYa(t) 0 Ya(t) = €*3Y,(0)

Or, d'aprgs la proposition 4.1.1, tout problgme de contofabilit§ est gquivalent par ren-
versement du temps p un problgme d'atteignabilit en temps ni. On note R(l) I'ensemble
atteignable par le systgme (4.6) p partir d'un ensemble deonditions initiales | (cf[44, chapitre
6]) :

R()= felY, Yo21; t 2 RPg%RM

Avec ces notations, I'ensemble des points controlables daystgme (4.6) est §galement I'en-
semble atteignable R(f0g) du systgme pour la condition initiale 0. Par ailleurs le pant
02 R"i ' est un point d'gquilibre du systgme (4.6), ce qui impliguen§cessairement :

R(f0g) = f0g:
La cible 02 R" " n'est donc pas atteignable en temps ni, sauf p partir de 0.

Le domaine de controlabilitg du systgme canonique est a¢@ ngcessairement inclus dans
le sous-espac®& = f(Y1;0) 2 R" = Y; 2 R"g de dimensionr de R". Dans ce sous-espace, on
a de plus :8t, 0; Yy(t) =0 et le systgme canonique s'gcrit alors :

Ya(t) = ArYy(t) + Biu(t)

la paire (A1;B1) ®tant contrélable (d'aprgs le th§oreme de Kalman). Mus sommes donc
ramen®§ g un systgme de controle lingaire de rang plein.

Atteignabilit§ de la cible en temps in ni

Nous avons vu au paragraphe prgcgdent, que la cible 0 est yint d'gquilibre du systgme
non contrélable (4.6). Pour que 0 soit atteignable, cette bis-ci en temps in ni, de n'importe
guel point de R" ', il suxt que 0 soit un foyer stable du systgme. En d'autres temes, il sutt
que la matrice A3 soit stable (i.e. toutes ses valeurs propres ont une partiefrelle strictement
nggative).

Dans le cas contraire, I'idge est de dBcomposer la matrides en une matrice stable et une
matrice instable et d'en d§duire les conditions initialesadgquates pour que la cible puisse étre
atteinte.

Th§orgme 4.1.1 ([45] D§composition de Schur). Soit A une matrice carre complexe
d'ordre n. Il existe une matrice unitaire Q 2 My (C), telle que :

Q°AQ =D + N

Par ailleurs, Q peut étre choisie de telle fagon que les valeurs propr& apparaissent dans
un ordre donn§ le long de la diagonale.
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Appliquons la dgcomposition de Schur g la matriceAs, en choisissant d'ordonner les
valeurs propres selon le critgre suivant :

|
[N
=~

8i=1;:::;k; Re(®) <0
8i ;rnjp o Re(®), O

11

>
+
=

ou k dgnote le nombre de valeurs propres dés de partie r§elle strictement nggatives.

Le systemeYa(t) = €*3tY,(0) s'Gerit :

Q°Ya(t) = €°ARQY,(0) = elP*NIIQY,(0)
e®t 2 ? 8
= 4 2 5Q%Y,(0)
e®n1rt

On cherche les solutions detI 1|rln Q°Y,(t) = 0. Remarquons qu'il n'est pas ngcessaire de

calculer la matrice e®*N)t| seuls les coezxcients diagonaux nous intressent. Le calcde ces
coezxcients est imm®diat : e®!. REcursivement de i r) pak+1, on dgmontre que toute
valeur propre ® de partie rgelle positive ou nulle, correspond une conditin initiale §gale p 0,
soit :

[ Oj Ini ri k ]QUYZ(O) =0

On peut alors d§ nir un nouveau changement de variable ¥, = [ I j 0 JQ"Y: et le systeme
canonique devient :

Ya(t)
Yao(t)

ArY(t) + ASYo(t) + Biw(t)
A3Y>(t)

5 5

1 |
en posant : A> = A2Q Tk etA3=(D + N) Tk , OM A3 est stable.

Le domaine de controlabilitg du systeme canonique en teps in ni est donc inclus dans le
sous-espacé(Yi; Y2;0) 2 R £ RK£ R" "i kg, Dans ce sous-espace, les trajectoires convergent
en temps in ni vers la cible 0 et on se ramgne p I'Btude de otrdlabilitg d'un systeme de
contréle lingaire de rang plein en dimensiorr soumis p des perturbations :

Ya(t) = A1Ya(t) + Ba(t) + r(t) avec :r(t) = A»e"3'Y,(0)

sachant que ' Ilm r(t) = 0 (puisque la matrice A3 est stable).

4.1.3 Controlabilit§ de I'automate hybride

La d® nition 4.1.1 est une d& nition trgs g&n®rale, qus'applique p tout systeme de contrble
et donc en particulier au modgle hybrideH construit au chapitre 3.

Un point X donn§ de I'espace d'§tat est controlable jusqu'a la cie 0 par le systgmeH
si et seulement s'il existe une trajectoire admissible dél qui relie Xo p 0 en temps ni. Cette
d® nition fait intervenir le concept de solution (on dit au ssi ex§cutior) d'un systgme hybride
que nous prgcisons ci-aprgs.
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Notion de solution d'un systame hybride

L'§tude des systgmes hybrides et de leurs solutions ont scit§ de nombreux travaux sur
le sujet [15, 63, 44]. Nous proposons ici une d§ nition sym®tique inspirge de ces travaux :
D§ nition 4.1.2 (Ex&cution d'un systame hybride). Soit Hg = (Q;E;D;U;F;G) un
automate hybride quelconque. Une solution (on dit aussi eg§tion) du systgme hybrideH g
est une trajectoire hybride (¢,;°; X), ou :

2 ¢ =([ti;ti+1 Di=o:r (tj - tixy pouri<r ) est une suite nie ou in nie d'intervalles de
R.

2 °:¢.1Q dgcrit I'Btat discret du systeme hybride,
2 X ¢! R" dfcrit I'Bvolution continue du systgme hybride,

2 t 7! °(t) est constante sur l'intervalle Jtj; ti+1 [.
2 70 X(t) 2 Doy sur lintervalle Jti;ti+a[.
2 il existe une application mesurableu :Jti;ti+1 [!  U-(y) telle que :

8t 2]ti; tiva [; XL(t) = fo (X (1); u(t));

Fig. 4.2 { Repr&sentation d'une exgcution d'un systgme hybde atne par morceaux.

Une illustration de cette d® nition est donnge sur la gure 4.2. La fonction® d®crit I'Gtat
discret et la variable X I'gvolution continue du systgme hybride dans I'espace @tat R" au
cours du temps. Pour tout intervalle de temps }i;ti+1 [ non vide, le systgme se trouve dans le
mode ° (t) = g, p la position X (t) dans la celluleDg . Dans le modegq, il existe un contréle
admissible u tel que I'Bvolution continue du systgme soit rggie par Bquation di®grentielle :
X(t) = fq (X (t);u(t)). Les tempst; et tj.1 correspondent respectivement aux temps d'entrge
et de sortie de la trajectoire X (:) de la celluleDg .

Contrélabilit§ des systames hybrides

Maintenant que le concept de solution d'un systgme hybridea %t bien prgcisg, nous
sommes en mesure de red§ nir la contrélabilitg d'un poihdonng de I'espace d'§tat pour le
modgle hybrideH :
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D& nition 4.1.3. Le point Xp 2 R" est controlable versO par H s'il existe une exgcution
nie A=(¢;°X) deH satisfaisant :

. (°(to); X (to)) = ((qo; Xo) et (°(tr+1); X (tr+1)) = (6;0)

{ 8t 2]ti;ti+e[; °(t)= g et X(t) 2 Dg.
{ il existe une fonction de contréle u(:) mesurable, d& nie sur]t;;ti+1 [ p valeurs dans
Un telle que :
8t 2]t ti+1 [ XL(t) = (X (t);u(t))
ii. 81 2fL:iirg X (6) 2 G, 11q)-

en posant :¢ = ([ ti;ti+1 ])izo:r €1° = (G )i=0:r-
L'ensemble des points ddR" contrélables jusqu'en0 par I'automate hybride H, not® G; (R"),
est appelgdomaine contrélablede H.

M toute suite ° = (¢)i=o.r de modes de l'automate hybride consid§rg, on associe le

domaine -- d§ ni de la fason suivante :

[I’

Te = Dg:

i=0
d® ni comme l'union d'un nombre ni de cellules du maillage D de I'espace d'§tat. Deux
modesq et q° sont dits adjacents si et seulement Si Dg\ Dy 6 ;.
Un point Xy donng de l'espace d'§tat est contrblable jusqu'en 0 pardutomate hybride H
p condition qu'il existe un chemin ° ni et continu de cellules de D et une trajectoire du
systemeH dans le domaine -- associ® g, qui relient X, p la cible 0 en temps ni.

Remarque 4.1.2. Pour tout point contrélable X de I'espace d'§tat, le systeme peut accepter
plusieurs ex§cutions qui transfgrenH de la position X p la cible0 et donc plusieurs chemins
de cellules possibles entr@ et Xg.

4.2 Approche hybride du domaine contrélable non lin§aire

Au chapitre 3, nous avons construit un modgle hybride approhant un systgme de controle
non lingaire donn§. Le problgme est donc maintenant deerffer que le domaine contr6lable du
modgle hybride est bien une approximation du domaine contilable du systeme non lingaire
initial et d'gvaluer la qualit de cette approximation.

4.2.1 Approximation d'ensembles : la distance d'Hausdor®

A n d'®valuer I'erreur commise entre les domaines contréables non lingaire et hybride,
on introduit la notion de distance sur des ensembles :

D& nition 4.2.1 (Distance de Hausdor® [37]). Soit k:k une norme d® nie surR". L'ap-
plication dy : P(R") ! Ry d® nie par :
A !
dy(E;F)=max sup inf kxj yk;sup inf kxi yk ;
x2E Y2F y2F X2E

est une distance sur I'ensembld® (R") des parties deR".
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La distance de Hausdor® vE&ri e la proprigtg suivante :

Proposition 4.2.1 (Propri§t§is de la distance d'Hausdor® [37]).
1. SoientE et F des parties deR", telles que :E 2 F. Alors :

dy (E;F) =sup inf kxj yk
y2F X2E

2. SoientE,, Eo, F1 et F, des parties deR".

8+ >0; [dH(El;Fl)- + et dH(Ez;Fz)- i) dH(El[ Ez;Fl[ Fz)- i]

Cette distance va nous permettre d'§valuer I'erreur d'appoximation commise entre le
domaine contrélable non lingaire et le domaine controlale hybride.

4.2.2 ftude de l'erreur globale d'approximation

On considgre les domaines controlable€y, (R") et Gy (R") associs respectivement au
systgme non lingaire X(t) = f (X (t);u(t)) et au modele hybrideH de ce systeme.
On veut calculer (ou du moins majorer) la distance de Hausdd®
A !

du (Gue (R™); G4 (R™)) = max sup inf - kX j Yk; sup inf - kX i Yk
X 2Ch (Rn)YZCNL (R™) Y 2CnL (Rn)XZCH (R™)

entre ces deux ensembles.

Soit X 2 Cy. (R") un point contrélable jusqu'en 0 du systeme non lingairePar d§ nition,
il existe donc un temps ni T > 0 et un contréle ug : [0;T] ! Uy admissible tels que le
systgme : 1
X(t)
X (0)

admette une solution X v@riant: X (T)=0.

F(X(t); uo(t))

X (4.7)

L'idge d§velopp®e ci-aprgs est d'introduire un pointy.o qui soit contrélable par le systgme
hybride en temps T et pour le méme contrble ug que pour Xg. L'astuce consiste alors p

introduire le systgme :
Yo
YA(t)
Y (0)

i fh(Y(®);uo(Ti 1) . T
0‘ h ot S t2 [0 T): (4.8)

obtenu par renversement du temps R partir du systgme non fi§aire initial pour le controle
Uo(T i :). D'apres le thorgme de Cauchy-Lipschitz, on sait que cgysteme admet une unique
solution Y sur l'intervalle de temps [0; T]. On pose alors :

Yho = Y(T):

D'aprgs la proposition 4.1.1, puisqueYy.o est atteignable en tempsT g partir de O pour le
couple (Y;uo(T i :)), Yn.o est de manigre ®quivalente contrlable en temp$ pour le couple
(Yh;up) en posantY, = Y(T | :). On en dgduit donc :

Yh;O 2 CH (Rn);
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ce qui nous permet d'obtenir la majoration suivante :

inf kXQi Yk -k Xoi Yh;ok
Y 2Cy (R")
De plus, au chapitre 2, nous avons §tabli di®grents rgdals de convergence des trajectoires
du systeme hybride vers celles du systgme non lingairajigant les hypothgses choisies sur le
champ non lingairef .

En particulier, si f est supposge globalement lipschitzienne par rapport X et uni-
formBment par rapport p u, le thoreme 2.3.2 assure la convergend@! des trajectoires
Yh(T i :) du systgme hybride vers celleX (T | :) du systgme non lingaire, soit :

"(h
(T i 1 V(T i Ok (i 1,
ce qui implique ent =T :

kXoi Yhok - @(e”i 1) soit: inf )kXoi Yk - (T i 1)

ll(h)
Y 2Cy (RP L
ou "(h) dgsigne l'erreur d'interpolation commise lors de la consuction du modgle hybride
H. Nous venons donc de montrer le rgsultat suivant :

8Xg2CnL (R"); 9T, O; inf  kXgi Yk-

“(h)
Y 2CH (RM) L

(CRl (4.9)
En partant cette fois-ci d'un point Yn.o contrélable en tempsTy, par le systgme hybride, on
obtient de fagon similaire :

8Yno2CH(R"); 9Th, 0, inf kX i Yok- ()

LTh .
—(e 1 4.10
NETULLI 1 ( i 1) (4.10)

Le tempsT n'§tant a priori pas born®, nous sommes amen®s p d§ nia notion d'ensemble
de points controlables en un temps infgrieur ou §gal @, not® Gy, jo,;r;(R") dans le cas non
lingaire et Gy.o.7)(R") dans le cas hybride. Ceci nous permet donc de conclure :

Proposition 4.2.2.  Soit f un champ non lingaire suppos$ globalement lipschitzieraprap-
port p X et uniform&ment par rapport g u. Alors :

i ¢ et
dri - Gui; o (R™): Gayor(R) - "(h) LI !

sachant que l'erreur d'interpolation converge versd quand le pash tend versO : rI]i'mO "(h)=0.

Ce rgsultat se ggngralise de fason imm$diate au cas tuchamp f est lipschitzien sur
tout compact par rapport p X , uniformg§ment par rapport p u, en remarquant que le domaine
contrblable en temps inf§rieur ou §gal gI est §galement I'ensemble atteignable p partir de 0
en temps au plus §gal @ :

Proposition 4.2.3.  Soit f un champ non lingaire suppos® lipschitzien sur tout coma par
rapport p X , uniform§ment par rapport p u. Alors, sous les hypothgses de la proposition 2.3.2,
on apourtoutT > 0:

[ N nC e-Ti1
9L. > 0r du Gui; o (RT): Gyomy(RT) - " (M) ———

ou - est le compact form§ par I'union deGyy; p.11(R") et Gy.jo,13(R™).
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Dans ce paragraphe, nous avons donc prouv§ que pour tout pti X o contrélable vis-p-vis
du modele hybrideH, il existe un point contrélable vis-p-vis du systgme non h§aire initial
qui soit proche deX . Cette proximit§ est quanti e par les propositions 4.22 et 4.2.3.

De plus, le procgd® de construction de points contrélalels particuliers grace p l'astuce
(4.8) nous permet d'obtenir le rgsultat suivant :

Proposition 4.2.4. Soit Xg un point contrblable en tempsT selon le contréle u pour le
systemeX_= f (X;u), ouf est suppos§e lipschitzienne el , uniform§ment par rapport p u.

Alors, quel que soith > 0, il existe un point Yy.o de I'espace d'§tat tel queY,.o est
controlable en tempsT par le systeme hybrideH;, pour le méme contréleu et :

eLTi 1
L

8h> 0; kXoji Yhok: "(h) et h|'ir’l8+ Yh:0 = Xo
ou les systemedd;, sont des approximations hybrides atnes par morceaux du sysine non
lingaire considg§rg sur un maillage de pa$.

4.2.3 Deux approches de la contrélabilit§ d'un point init lal donn§

Soit X un point donn§ de l'espace d'§tat dont on veut dgterminerla controlabilit§;
prouver la controlabilitg d'un point donn§ de I'espace d§tat revient p tester son appartenance
au domaine contrélable du systgme considgrg. Deux appeches peuvent alors étre envisagges :

Une approche globale Le point X ¢ est controlable de fason approch$e vis-p-vis du systgme
non lingaire s'il appartient au domaine contrblable hybride. La question est donc d'arriver p
tester I'appartenance d'un point X donn§ au domaine contrélable hybride.
Malheureusement, le domaine controlable d'un systgme Hyide de méme que les ensembles
atteignables, est en pratique rarement calculable. Entre atres raisons, [44, chapitre 7] §voque
le problgme du nombre non born§ de transitions ngcessas pour atteindre certains §tats du
systgme. En e®et, le principe du calcul du domaine contréble hybride serait parcourir, p par-
tir de la cible 0, I'ensemble des cellules atteignables paelsystgme hybride par renversement
du temps. Si le point X est \loin de la cible" i.e. atteint aprgs un grand nombre d'it§rations,

le calcul du domaine cherchg ne peut se faire en temps ni psgue I'on est ameng p simuler
une in nit§ de transitions.

Ainsi, méme si I'approche globale nous permet d'obtenir de rgsultats pertinents sur I'ap-
proximation de la controlabilit des systgmes non lingires, il semble qu'une approche plus
propice p la simulation est n§cessaire.

Une approche constructive pour rfduire I'exploration D'aprgs la d€ nition de la
controlabilitg hybride prgsent§e au paragraphe 4.1.3le point X est controlable vis-p-vis du
systeme hybrideH s'il existe un chemin ni ° = (q)i=o.:r de modes adjacents de l'automate
hybride H et une trajectoire dans le domaine borng - associ® qui relientXo p la cible en
temps ni. Par consBquent, il sutt d'obtenir la contrélab ilit du point Xy dans un chemin
“ni de cellules pour avoir la controlabilitg hybride de Xo.

L'idge est la suivante : on xe une trajectoire discrgte® de I'automate hybride dans I'en-
sembleQ des ®tats discrets de sorte que le chemin de cellules as$pg® dansR" contienne
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g la fois la cible O et le pointXy. Le point X est contrélable dans le chemin donn§ si nous
pouvons trouver une ex®cution de la forme (;°; X) v&ri ant les conditions de la d§ nition
4.1.3 (cf paragraphe 4.3). La dizcult§ est alors de dgternmer au moins un chemin de cellules
dans lequelX( est contrélable.

Une solution intgressante serait de proposer une approchmaulti-gchelle de la contrélabilit®
du point X : l'idge est d'§tudier sa controlabilit¢ p travers desapproximations hybrides p
di®grentes §chelles i.e. pour di®grents pas de maillage 0.

XZA

0 % 3h h X,

ISESS

Fig. 4.3 { Maillage d'un domaine p di®grentes §chellesh (en traits pleins), % (en tiret-
pointillgs) et & (en pointillgs)

Partant d'une ®chelle grossigre i.e. d'un pas de maillagk > 0 sutsamment grand pour
que le point initial et la cible soient dans une méme celluleD de I'espace d'§tat, on calcule
le domaine controlable dans le domaine considgr§ (uneltge Dy p la premigre itgration). En
fonction des r§sultats de contr6labilitG obtenus, on @fide ou non de ratner localement le
maillage a n d'am€liorer I'approximation. Un point cl§ p our valider cette approche est donc
d'obtenir des relations entre les contrélabilitgs du pont X p di®§rentes gchelles.

Le sch§ma de la gure 4.4 prgsente les deux approches de ntrolabilitg d'un point initial
donn® ainsi que les di®grents niveaux d'approximation daulomaine contrblable hybride.

A d®faut de pouvoir calculer explicitement le domaine contélable complet d'un systeme
hybride, nous proposons au paragraphe suivant une mgthodpermettant de calculer le do-
maine contrélable sur des domaines borngs de I'espaceetdf par le biais du calcul de I'en-
semble atteignable p partir de la cible par renversement daemps.
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Approche globale

X o appartient au X o appartient au
domaine contrblable non lingaire ? domaine contr6lable hybride
Xo 2 Gy (R") X0 2 Cy(R")

Approche constructive : rgduction de I'exploration (paragaphe 4.3)

4 N
X appartient au Il existe un ensemble ~ de cellules
domaine contrblable non lingaire  »  tel que X, soit contrélable dans -- :
n
Xo2 Cy (R") Xo2 Cu(- )

[

Il existe un chemin ordonn®¥ de cellules

le long duquelX, est contrblable
S
Xo2Cy(--)= , Gi(éq: Do)
@
(Paragraphe 4.3.2)

o J

Fig. 4.4 { Di®%rents niveaux d'approximation de la contrélabiit§ d'un point donn§ par les
systgmes hybrides

4.3 R8&duction de I'exploration : domaine contrélable sur un
ensemble de cellules

L'id®e directrice de cette approche a %t§ inspirge palfitude de la contrélabilit® d'un point
donng prisent§e au paragraphe 4.2.3. Un poitXy donn§ de I'espace d'gtat est controlable de
faxon approch®e par le systgme non lingaire (4.1) s'kiste un chemin® = ( )iz .+ de modes
discrets du modgle hybride et une trajectoire contenue dasle domaine -- = Dy

i=0
au chemin, qui relie Xg p la cible 0 en temps ni. Ainsi, en supposant le chemir? connu (cf
paragraphe 4.2.3), il s'agit de savoir calculer le domaine antrélable dans le domaine -- i.e.
I'ensemble des points de - qui peuvent atteindre la cible sans sortir de --.

associg

Dans ce paragraphe, nous considgrons donc une suite= (G )i=o.r hie d'®tats discrets
de l'automate H telle que :

8
< 02 Dg
Dg\ Dg,, 6;;i=0;::55rj 1

Par d§ nition, ( Dq )i=0::r €st donc une suite de cellules adjacentes de I'espace d'§ta
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Nous introduisons alors le domaine -~ associ® au chemiri : c'est I'union nie des cellules

i=0
Par construction, - - est un ensemble compact d&R" contenant I'origine et I'adjacence des
cellulesDg du chemin © implique §galement la connexitg du domaine - (voir gure 4.5).

Fig. 4.5 { D® nition du domaine - - associ§ g un chemin ni de cellules adjacentes contenant
la cible 0.

Nous nous intBressons au domaine controlable dg ni dans-. Commensons donc par
introduire la notion de domaine contr6lable hybride dans wne celluleDq de I'espace d'§tat.

4.3.1 Domaine contrdlable p I'§ichelle d'une cellule

Considgrons un modeg 2 Q donn§ de l'automate hybride et¢q une cible locale contenue
dans la celluleD 4. Nous d§ nissons maintenant une notion plus faible du domane contrélable
dans un mode discret donn® de l'automate :

D& nition 4.3.1 (Contr6labilit§ dans un mode g). Soit g 2 Q un mode donn§ de
l'automate hybride H et ¢q un sous-ensemble de la cellulB q.

Un point Xo 2 Dq est controlable jusqu'p la ciblesg, si et seulement s'il existe un temps
T ., 0 et un contréle admissibleu tels que le problgme :

s
Xn(t) = fa(Xn(t);u(t)) . .
X(0) = Xo Xn(M) 2 4
admette une solutionXp, vBriant : 8t 2 [0; T]; Xn(t) 2 Dg. On note Gy (¢q; Dg) le domaine
controlable du systgme dans la cellul®q relativement p la cible ¢g.

Le domaine controlableG, (¢4, D) est donc I'ensemble des points d®, p partir desquels
il est possible d'atteindre la cible ¢4 en temps ni, sans sortir de la celluleDq. On a alors le
rgsultat suivant :
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Proposition 4.3.1.  ¢q% ¢ép) C (g Dg) ¥2 Gi (8 Dy):

En e®et, tout point de Dy p partir duquel on peut atteindre ¢q sans sortir de la cellule
Dy, atteint par dgfaut ¢q sans sortir deDy.

4.3.2 Propagation le long d'un chemin de cellules

La d§ nition 4.3.1 du domaine controlable dans une cellué D 4 se ggn®ralise sans problgme
a toute partie de I'espace d'§tat et donc en particulier audomaine - - d® ni précdemment :

D§ nition 4.3.2 (Contrélabilit§ dans le domaine - <). Un point Xg 2 - - est contrblable
g l'origine par le systemeX(t) = (X (t);u(t)) dans le domaine- - si et seulement s'il existe
un tempsT , O et un contréle u admissible tels que le problpme :

Y
X(t) = fa(X(0);u(®) . -
X(0) = Xo X(MH=0

admette une solutionX, v@riant : 8t 2 [0;T]; X(t) 2 --. On note Gy(- -) le domaine
contrélable hybride dans le domaine -.

En d'autres termes, un point X ¢ est contrélable jusqu'p la cible 0 dans le domaine - s'il
existe une trajectoire admissible du systgme qui reliX o p 0 en temps ni et sans sortir de --.

Nous pouvons alors proposer une approximation du domaine otrolable d'un systgme de
contrOle quelconque dans -, d& nie rgcursivement le long du chemin®. L'astuce consiste
p commencer par la celluleD g, qui contient la cible O : on calcule tout d'abord le domaine
controlable G, (f0g; D) i.e. I'ensemble des points controlables jusqu'en O sanir de Dy, .
L'intersection de ce domaine avec la gardés q,.q,), Si elle est non vide, d§ nit une nouvelle
cible p atteindre p partir, cette fois-ci, de la celluleDg, . On r§itgre le processus jusqu'a avoir
parcouru lesr + 1 cellules qui composent --.

controlables jusqu'p la cible¢; sans sortir deDg [ Dg,, . On a alors :
Gi(¢é:Dg) [CH(é+1:Dg.y ) ¥2Gi(é:Dg [ Dg.y)s

en posant :¢i+1 = G4(é;Dg)\ Grgigai)-
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Preuve. Soit Xo 2 C4(¢i;Dg) [CH(éi+1;Dg., )- Deux cas se prgsentent alors :
2 X0 2 CH(¢i;Dg) : le point X est donc controlable jusqu'p la cible¢; sans sortir de
Dgq %2Dg [ Dg,, etdoncdeDgy [ Dg,, , SoOit:

Xo 2 CH(C.J'+1;in+1 ):

2 X0 2 Cx(ci+1:Dg,, ) - il existe donc un point Yg 2 ¢i+1 tel que le systeme hybrideH
relie Xo g Yo en temps ni sans sortir de Dg,, . Or, par dg nition de ¢+1, Yo est un
point de Gy (¢i; Dg), ce qui signi e qu'il existe une trajectoire du systgmeH qui relie
Yo R ¢ en temps ni et sans sortir deDy.

Par transitivit§, il existe donc une trajectoire de H dansDq [ Dg,, quirelie Xo p ¢
en temps ni (et qui passe parYp).

o]

Le domaine contr6lable dans -- est donc approch® cellules aprgs cellules de la fasonvauite :
Proposition 4.3.2.  On pose :
Gi( )= Gi(;Dg) [CH(ai D) [¢¢¢[Gi(é;Dg);

ou Gy (¢i; Dg) designe I'ensemble des points deq B partir desquels I'ensemble ciblg; %2 Dg
est accessible en temps ni tout en restant dans la celluldq . La cible courante ¢; est d§ ni
rgcursivement de la fason suivante :

23
é = fOg
d+1 = Gi(éa;:Dg)\ Gguguyr 1=050ri 1
G, (- ») est une sous-approximation deGy (- - ), soit : Gy (- =) 2 Gy (- °).
Remarque 4.3.1. Dans la construction du domaine contrélableC, (- <), nous avons impos$
un ordre de parcours des cellules du chemih considgrg. De ce fait, nous excluons entre autres

les trajectoires qui rebouclent dans une méme cellule (cfgure 4.7). C'est pourquoi le domaine
G, (- -) est une sous-approximation du domaine contrélable dans- .

X(;(\

cible

Do

Fig. 4.7 { Exemple de trajectoire exclue du sous-domaine contr@ble C,(Dg, [ Dg,)

Cette proposition pose les fondements de notre §tude du domime controlable hybride :
derrigre cette dgcomposition en sous-domaines du domaigentrblable dans -- se dessine l'al-
gorithme de construction du domaine contrélable hybride dans un chemin de cellules prgsent$

au chapitre 5.
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4.3.3 Propagation du domaine contrélable en p it8rations

Une autre approche du calcul du domaine contrélable peut e envisag§e avec les outils
d® nis au paragraphe précgdent. En e®et, partant de la dlele contenant la cible choisie,
I'idge est de propager le domaine contrélable par renveesnent du temps en un nombre x§
d'it@rations (cf "gure 4.8).

Fig. 4.8 { Propagation du domaine controlable p partir de la celule D, sur trois itgrations

Le principe est le suivant : partant de la cellule initiale cantenant la cible, on calcule le
domaine contrélable dans cette cellule puis les interseirins de ce domaine avec les faces de la
cellule. Chaque intersection dg nit une cible pour la prodaine itration et une cellule succes-
seur vers laquelle on propage le domaine controlable selda processus d§crit au paragraphe
précgdent. Cette op®ration est rgpttee p l'itBraan p p partir des domaines contrélables cal-
culgs p litgration (pj 1).

Dans ce chapitre, nous avons ®tudi® I'approximation du dmaine contrélable non lingaire
par le domaine contrélable hybride. Grace g la notion de dmaine contrélable dans un chemin
de cellules donn$§s, nous avons §galement propos® une yme constructive du calcul du do-
maine controlable hybride permettant de rgduire I'exploration de I'espace d'gtat et dgvelopp®
une methode de calcul de ce domaine par propagation. Le prbain chapitre est consacr§ au
calcul e®ectif du domaine controlable hybride sur des cheims de cellules.



Chapitre 5

Approximation convexe du domaine
contrdlable hybride

Nous nous intgressons dans ce chapitre au calcul du domairm®ntrélable des systgmes
hybrides i.e. au calcul de I'ensemble des points de I'espack§tat pour lesquels il existe une
trajectoire admissible du systeme qui les amgne p la cibD en temps ni. La classe de systgmes
considgrge est celle des systgmes hybrides atnes par meaux d§ nis au chapitre 3.

Dans sa g&n®ralit® le problgme de la controlabilitfdtteignabilitg des systgmes hybrides
est ind§cidable. Certaines sous-classes de systgmes hglbs pour lesquels ce problgme est
dgcidable, ont toutefois pu etre identi $es mais le calal du domaine contrélable reste ditcile.

Une premigre classe de m§thodes d'approximation des emngligles atteignables consiste p
extraire par abstraction un modgle simpli ® qui lui est figuivalent vis-p-vis de la propri¢t§ p
vBri er [2] : on citera entre autres les m&thodes d'abstration par projection [3] ou encore celles
d'abstraction pour les systgmes hybrides [79]. Par exemelpour la vgri cation des systgmes
hybrides, I'enjeu est de construire un modgle pour lequekl calcul d'atteignabilit§ est le plus
simple possible et dont I' ensemble atteignable est une surpproximation de celui du modele
initial. La dixcultg de cette approche consiste p trouver une bonne abstraction qui permette
de conclure avec une complexit§ raisonnable.

Une autre classe de m$thodes a §t§ d&velopp®e dans ldreale la vgri cation des systgmes
des systpmes continus et hybrides et est bas§e sur l'appimation de I'ensemble atteignable
par di®grents types d'ensembles tels que l'union de polypes ou d'hyperrectangles orthogo-
naux [27, 4, 44]. Par exemple, pour la vEri cation d'une prerit® de soret®, [4] propose un
algorithme qui calcule une sur-approximation de I'ensembleatteignable certi ant ainsi que le
systeme ne peut s'§chapper d'un ensemble admissible tifs.

Citons g§galement une approche propre aux systgmes hybed proposte dans [82, 47] : le
problgme de controlabilitg est dgcompos® en deux prigmes complgmentaires : un problgme
d'atteignabilitg d'un automate p §venements discretset un ensemble ni de problemes d'at-
teignabilitg pour des systgmes atnes d§ nis sur des polgpes de l'espace d'Btat.

L'approche dgvelopp®e dans ce chapitre appartient p laalixigme classe de m§thodes :
partant de la cible, on cherche th§origuement p calculer'énsemble des ®tats atteignables

93
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du systeme hybrideH par renversement du temps. Dans la continuit§ de I'Btude range au
chapitre 4 et dans un soucis de rgduire I'exploration, nousious intgressons ici au calcul du
domaine contrblable hybride dans une suite donnge de modaliscrets de I'automateH.

Contrairement p ce qui est usuellement propos® en vEriation, notre idge est de garantir
la contrélabilit® d'un point donn® et donc de proposer unalgorithme de sous-approximation
du domaine controlable. Dans [35] nous avons present§ sldechniques etcaces de sous-
approximation du domaine controlable des systgmes lirdires X2 = AX + Bu bas®es sur
la convexit§ de ce domaine et sur le calcul d'ensembles atgmables en temps ni. Dans [73],
nous g#n®ralisons ces techniques aux systgmes hybrigedy®draux atnes dans chaque mode.
Dans ce chapitre, nous voulons adapter ces techniques auxfgmes hybrides construits au
chapitre 3.

Ce chapitre est consacrg p I'Btude algorithmique du domae contrélable hybride d§ ni
sur des chemins donn$§s d'§tats discrets. Nous commensagionc par la mise en place d'outils
pour la simulation des systgmes hybrides controlgs cotrsits au chapitre 3 indispensables
dans la perspective du calcul du domaine contrélable. Apgg avoir prgsent® des rgsultats de
convexitg du domaine contrélable hybride dans une cell@, nous proposons un algorithme
de calcul de ce domaine contrélable hybride. Nous conclu@nce chapitre par une §tude de
I'erreur d'approximation.

5.1 Adaptation des outils de simulation des systgmes hybri des
au contréle

La simulation d'un systeme hybride H consiste p calculer une exgcutiong(; g; X) acceptge
par H, connaissant une condition initiale (to; go; X0). Un algorithme de simulation a $t€ pro-
pos® par A. Girard dans le contexte des automates hybridesri§aires par morceaux auto-
nomes [44, chapitre 4, Simulation des systgmes hybridesThaque it§ration de cet algorithme
se d§compose en trois phases :

1. Simulation de I'gvolution continue, i.e. le calcul des tajectoires continues du systgme
dans un §tat discret donn§.

2. Dttection des ®vpnements, i.e. le calcul du temps dertie d'un mode g2 Q de l'auto-
mate hybride.

3. Simulation de I'Bvolution discrgte, i.e. le calcul degransitions discrgtese 2 E e®ectuges
par le systgme.

Le principe de cet algorithme est le m&éme que l'on considerdes systemes hybrides
poly®draux atnes (cf 1.3.2) ou bien des systgmes de la ckes de ceux construits au cha-
pitre 3. Cependant, la mise en oeuvre de I'tape 3. de l'algithme de simulation s'avgre trgs
complexe dans le contexte des systgmes hybrides consifi§dans ce manuscrit. En e®et, dans
chaque modeq du systgme hybride, il nous faut calculer la cellule de comble approprie a n
de pouvoir se ramener localement g une dynamique atne. En rson du manque de rggularit§
de la fonction de controle, ceci n'est pas toujours possikel.

C'est pourguoi hous proposons une adaptation des travaux @&. Girard p la simulation
des systgmes hybrides d& nis au chapitre 3. Il s'agit dondans un premier temps de rgsoudre
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symboliqguement les §quations de la dynamique hybride dangn §tat discret du systgme hy-
bride H. Puis nous nous intgressons aux conditions d'entr§e d'untrajectoire donnge dans une
cellule ¢ o de I'espace tat-controle, ce qui nous permet en n de constire un algorithme qui
teste les conditions d'entr§e dans un modeg de I'automate H. Pour terminer, nous §voquons
succinctement le problgme du calcul des temps de sortie dumode g dont nous rappelons les
di+cult®s et les solutions existantes.

Nous nous intgressons tout particuligrement dans cette qrtie p la classe des contrbles
atnement dgpendants (§ventuellement par morceaux) de lgosition du systeme i.e. de la
forme :

u=FX +g:

Nous nous apercevrons en e®et dans la suite de ce manuscriteqees contréles jouent un role
prépond§rant non seulement pour le calcul du domaine corttlable hybride (cf paragraphe
5.3.1), mais aussi pour la r§solution des problgmes de dabie optimal traitgs dans la partie
[l (cf paragraphe 7.1.1).

5.1.1 Calcul des trajectoires continues pour un contréle u=FX +g

Dans ce paragraphe, nous nous intgressons au calcul desjeetoires admissibles de l'au-
tomate hybride H pour une condition initiale X (tg) = X et un contréle u donngs.

Soit g le mode discret dans lequel se trouve le systegme g l'instaimitial to, i.e. tel que le
systgme reste dans la cellul® 4 dans un intervalle de temps non rgduit pf tog :

9"> 0; 8t 2 [to;to+ "[; X (t) 2 Dg (5.1)

Le problgme est alors de calculer dans la cellule 4, la trajectoire issue du point X¢ p l'instant
to selon le contréle donn®u, ce qui revient p rgsoudre le probleme de Cauchy suivant :

%)
X(t) = fq(X(t);u(t)) : .
X (to) = ;‘(0 tant que : X (t) 2 Dg; (5.2)

sachant que la fonctionfq : Dg£ Un ! R" est atne par morceaux. D'aprgs I'6tude menge
au chapitre 2, la fonction de contréleu est mesurable, non continue dans le cas g&n®ral. Dans
le cas g§n®ral donc, la rgsolution formelle du problem@®.2) n'est pas toujours possible.

En revanche, consid§rons des contréles atnement d§peadts de la position du systgme
au cours du temps de la forme :

8t u(t)= FX(t)+ g:

De tels contrbles possgdent la méme rggularit® que ladjectoire X . Par cons§quent, la trajec-
toire §tat-controle (X; u) est continue par rapport au temps. Elle §volue de plus par § nition
dans le sous-espace atne dB"*™ d'quation (u = FX + g) (voir gure 5.1).

Nous introduisons maintenant la cellule ¢, a° 2 K(g), de la colonne des cellules §tat-
contréle possibles dans le mode, vEri ant :

920> 0; 8t 2 [to;to+ 2%; (X (t);FX () + @) 2 ¢ ! (5.3)
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Domaine de contrble

N

u(t)y+---------

\u:FX+g

—

0 D4 X (1) Espace d'§tat

Fig. 5.1 { Sous-espace atne f = FX + @) support de la trajectoire §tat-contrle dans
R" £ Un

Par analogie avec (5.1), la condition (5.3) signi e que la tajectoire (X;u) reste dans ¢q sur

un intervalle de temps non rgduit paftpg. Ainsi, dans cette cellule, la dynamique du systgme

hybride H est rggie par le systgme di®grentiel atne suivant :

Y Y
X(t) = ApX (t) + quu(t) + Cqo Soit - X(t) =( Agp+ quF)X (1) +( Bqg + qu)
X (to) = Xo X (to) = Xo

dont la solution peut étre calculfe de manigre formellews l'intervalle de temps [to;to + 29 :

Z t

X (t) — e(Aqo+ quF)('[i '[o)X (tO) + e(Aqo+ quF)t ei (Aqo+ quF)S(Bqu+ CqO)dS:
to

En pratique, la rg§solution d'un systgme d'quations di®rentielles ordinaires comprend une
premigre Btape de triangularisation du systgme (soiD(n2) op®rations par une m§thode de
dgcomposition de Gauss), puis une seconde §tape de rggian de n §quations di®grentielles
ordinaires p une variable. Nous en dgduisons donc :

Proposition 5.1.1.  Avec les notations pr§c%dentes, le calcul des traject@s continues pour
un contréle u = FX + g dans une cellule¢ y s'e®ectue enO(n?®) oprations arithm®tiques.

Remarque 5.1.1. Pour une $§valuation num$rique plus simple, une astuce csiste p poser
le changement de variable suivant :

X"

Y= )

(idge donn®e dans [44, paragraphe 4.1] pour les systgniegaires autonomes). Ce changement
de variable nous permet d'obtenir un nouveau systgme :

Aqo +OBq0F qug(;- CqP : Y (1)

.XO’ :
1

8
3 (1)

2 Y (to)
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dont la solution est : Y (t) = eAti )Y (t) en posant : A = A +OquF qugg o
5.1.2 Conditions d'entr§fe dans la cellule ¢

Considgrons maintenant un modeq donn® de I'automateH et une cellule ¢ quelconque
de la colonne de cellules §tat-controle possibles dans leoae g (i.e. : °2 K (g)). On suppose
®galement donn§ un contréleu = FX + g admissible dans le modey i.e. vEri ant :

8X 2 Dg; FX + 92 Up:

Dans ce paragraphe, nous nous intgressons p la trajecteiftat-controle, notgeZ = ( X;u),
d® nie comme suit :

_ X XM T hC 0’
2V = ut) — FX(t)+g  F X+ g’
et calculge dans la cellule ¢ comme solution du problgme de Cauchy suivant :
8 . | s . | s
§ zZt) = 1 (Ap+BgF)X®+ 1 (Bog+ cp)
§ . (5.4)
In° 0°

T Z(to) = Fn Xo+ g

Sous ces conditions, le problgme est alors de construire writgre permettant de tester
pour une condition initiale donnge si la trajectoire §tatcontréle Z = ( X;u) calculge dans la
cellule ¢ g quitte ou non ¢ o A l'instant initial to.

Ce problgme se formule de la fagon suivante : existe-t-il umtervalle de temps fo;to+ T[
non rgduit p ftog sur lequel la trajectoire Z reste dans la cellule Gy i.e. a-t-on :

9T > 0; 8t 2 [to;to+ T[; Z(t) 2 ¢ o ? (5.5)

Si le point initial Z(to) appartient p l'intgrieur de ¢ o, d'aprgs la continuitg des trajectoires

solutions du problgme de Cauchy (5.4), la condition (5.5) st ngcessairement satisfaite. Si, en
revanche, Z (to) appartient p la frontigre de ¢ q, nous voulons construire un algorithme qui

nous permette de d§terminersans la calculer si la trajectoire Z = ( X;u) issue du point

Z(to) = ( Xo; FX o+ g) se dirige ou non vers l'intgrieur de Cqp.

Dans la suite, nous proposons une adaptation de l'algorithra prgsent® dans [44x4.2
Dfitection des §vgnements] aux systgmes hybrides laifes par morceaux autonomes.
Conditions d'entr§fe dans la cellule ¢

On introduit I'ensemble E des faces de la cellule . A chaque facee 2 Eq de ¢ g, on
[ —
associe le vecteur normal p la face, dirig§ vers l'intgrieur de ¢ p et not§ ne (cf gure 5.2).
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u
|
F h(XoiFXo+ g)
FXg+ gf------------=------3 ‘ Co
¥
Ne
| u= FX +g
0 Xo X

Fig. 5.2 { Condition d'entrge dans une cellule ¢y de I'espace §tat-controle

On d® nit alors I'application :

5

! g 0 !
Qe(t) =<Z ()| ZesNe>=< Fn X (t)+ 9 i Ze;Ne>;
ou<:; :> designe le produit scalaire euclidien usuel en dimension + m et Z¢ un point
quelconque de la face considgrge (on peut par exemple pdea un sommet de la facee).

Remarque 5.1.2. Avec ces notations, I'appartenance d'un pointY 2 R"*™ au polytope¢ 4
est caractgris§e par les relations suivantes :

862 Eq; <Y | ZeiNe> , O:

L'appartenance du point Z(tg) = ( Xo; FXo + g) p la frontigre de ¢ se traduit ainsi par
la relation :
9e2 Eq; Qe(to) =0:

Le problgme (5.5) se reformule alors de la fason suivante :
Existe-t-il T > Otel que :8e2 Eq; 8t 2 [to;to+ T[; Qe(t), 07?

Dans le contexte des systgmes hybrides lingaires par meaux autonomes, [44, chapitre 4 :
Simulation des systgmes hybrides] §nonce et dgmontre igsultat suivant, applicable tel quel
dans notre contexte :

Proposition 5.1.2 ([44, prop 4.2.1)). Soit e 2 Eqp, telle que :ge(to) = 0.

9"> 0; 8t 2]Jto;to+ "[; ge(t) > 0
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L'idge consiste p regarqler la position du vecteur champ esi ngcessaire, de ses dgrivges par
rapport au vecteur normal ne (cf gure 5.2), sachant que les face® qui importent sont celles
qui sont susceptibles d'étre traversges ga l'instant = tg, i.e. pour lesquelles : Xo; FX o+ Q) 2 e
Ceci revient donc p ®tudier le signe des d&rivges \utié® de ge en tp, sachant que :

8t2 R; g(t)=< 'F” (Age+ BoF )X L((Ag+ BgoF )Xo+ Bgog + qu);!ne>2

D'aprgs la proposition 5.1.2, nous pouvons conclure que :

{ s'il existe une face e 2 E satisfaisant les hypothgses de la premigre assertion, la
trajectoire Z = (X;u) reste dans l'hyperplan engendr§ par la faces, d'Bquation :
<Y | Zg; n > = 0. La contrainte impos$%e par la facee est donc toujours respectge.

{ s'il existe une face telle que la deuxipme assertion soitfsi §e, alors la trajectoire quitte
la cellule ¢ g @ l'instant to.

Ainsi, le probleme (5.5) admet une solution p condition ge toute facee 2 Eq telle que :
Oe(to) =0 (i.e. X 2 €), la troisipme assertion soit vgri e.

L'avantage de cette m§thode r§side dans le fait qu'on ne taule pas la trajectoire Z =
(X;u) mais uniguement le vecteur champ et §ventuellement sesedlfyges, p l'instanttg.

La proposition 5.1.2 nous permet alors de construire l'algdthme 4 qui teste si les condi-
tions d'entrge dans une cellule ¢o donnge sont satisfaites ou non. Nous utilisons pour cela
un algorithme auxiliaire, TimeDerivative, qui calcule la dgrivge par rapport au temps d'une
application t 7! g(X (t)) donn§e, sous une contrainte di®grentielle du type X(t) = h(X (t)).

5.1.3 Simulation de I'§volution discrpte

Jusqu'p maintenant nous avons prgsent® un algorithme pmettant de tester pour un
controle atnement dg§pendant de la position du systeme etine condition initiale donngs, si
la trajectoire §tat-controle associge entre ou non dansne cellule ¢ de R" £ Uy,. Pour cela,
nous avons suppos® connus le modgde l'automate hybride ainsi que la cellule ¢4 dans
lesquels se trouve le systgme p l'instant initiatg. Il reste donc p construire un algorithme qui
calcule la position du systgme hybrideH p la fois dans I'espace d'§tatR" et dans I'espace
Btat-contrble R" £ Uy,.

Au chapitre 3, nous avons prsent® un algorithme (cf algéthme 3) permettant de calculer
la cellule Dq de I'espace d'§tat dans laquelle se trouve le systgeme hyte H p une position
Xo donnge. Dans le cas oX( se trouve g l'intersection de plusieurs cellules du mailige D
de R", nous n'avions alors aucune information nous permettant dechoisir I'une ou l'autre
des cellules. Le problgme est donc maintenant de constr@run critgre nous permettant de
dfterminer pour une condition initiale et un contréle u = FX + g donngs, la celluleDq vers
laquelle se dirige la trajectoire du systgme hybrideH .

Conditions d'entrfe dans le mode q

Soit donc une condition initiale X (tp) = X et un contréle atne u= FX + g donn§s. On
introduit alors g un mode discret de I'automateH tel que : Xg 2 Dg. Le problgme est alors
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Algorithme 4 CellEntry Conditions d'entrge dans une cellule Gy
Donngles : n dimension de I'espace d'§tatH automate hybride, ¢ o une cellule du maillage
deR" £ Uy,
Donnfes : X un point initial et u= FX + g un contréle atne admissible.
Sortie : Teste sans la calculer si la trajectoire (X;u) issue du point (Xqg;FXo + @) reste
dans la cellule ¢q (cf condition (5.5)).
1: fInitialisation : g test := true ;
2: £On calcule I'approximation atne fy, de f dans ¢y :g
[A;B;c] := HybridDynamic (n;f; ¢ q); fp :=(X;u) 7! AX + Bu + ¢;
3: fEnsemble des faces dans la cellule $ :g Eq := fe; e face de ¢qQ;
4. f Tant que les contraintes impos%es pae sont respectgesg
5
6

: tant que test=true et e 2 E faire

fOn calcule un vecteur normal entrant pe :g n = NormalV ector (e);
70 Qo= X 7I< IF” X + 0
8: fOrdre de d®rivation dege :g k :=0;
9: tantque k- netge(Xp)=0 faire
10: fCalcul de la kipme dgrivBe en temps dege(X (t)) sachant que : X(t) =
fr(X(t);u(t)) :g
Oe := X 7! TimeDerivative (n; ge(X); X 7! fH(X;FX + g); X);
11 k:=k+1;
12:  ntant que
13: sil- k- netgeXp) < 0alors test :=false; n si
14: n tant que
15: Retourner test.

|
i Ze;Ne>; (OU Ze st un sommet quelconque de).

le suivant : existe-t-il un intervalle de temps non r&duit pftpg tel que la trajectoire issue de
Xo selon le contréleu d§ ni prgckdemment, reste dans la cellul®q, soit :

Existe-t-il "> 0 tel que : 8t 2 [to;to+ "[; X(t) 2 Dq ? (5.6)

Ce problgme, analogue p celui trait§ dans le paragraphefpcgdent, peut se formuler de manigre
®quivalente dans I'espace %tat-contrle de la fason sainte :

Existe-t-il "°> 0 et °2 K (g) tels que : 8t 2 [to;to + "F; (X (1);FX (1) + )2 ¢ p? (5.7)

Nous pouvons d'ores et d§jp remarquer que, si le point inl X (tg) se trouve p l'int§rieur
de la cellule Dy, le probleme (5.6) admet n§cessairement une solution. He reste alors qu'p
dgterminer la cellule §tat-controle ¢ vers laquelle se dirige la trajectoire K;u) p partir du

point (X (to); F X (tp) + g) selon le contréleu = FX + g.

Dans tous les cas se pose donc la question du calcul de la c&l€ o, o° 2 K (q), dans
laquelle ®volue la trajectoire X;u). Comme illustr® sur la gure 5.3, deux con gurations
peuvent se produire :

a. |l existe une unique cellule ¢y, °2 K (q), dans le modeg, telle que :

(X (to); FX (to) + 9) 2 int (¢ q):
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Domaine de contrble
FXO+ -~~~
FX1+ Q|- - ER—
FXp+ gf-------- ST ‘
} i U= FX +g
0 Xo X1 X Espace d'Btat
Dq, Dg,

Fig. 5.3 { Position du systemeH dans I'espace d'§tat et dans I'espace §tat-controle

Au quel cas les conditions d'entre dans le modg sont ngcessairement satisfaites et gp
est bien la cellule cherchge.

b. Il existe plusieurs cellules ¢y, a® 2 K (), dans le modeq qui contiennent le point
(X (to); FX (to) + 9).

u A u A

u=FX+g
FX(to)+ gf----------

FX(t0)+g ************
u=FX+g

(@) (b)

Fig. 5.4 { Choix de la cellule gtat-contréle dans un modeq donn® en fonction de la position
du sous-espace atnef = FX + @)

On note G l'intersection de ces cellules :
\
G= ¢
o°2 K ()
(X (to); FX (to) + 9) 2 ¢

Nous pouvons p nouveau distinguer deux con gurations g¥o®triques particuligres :
{ G estincluse dans le sous-espace atne d'§quation & FX + g) (cf gure 5.4-(a)) :
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par continuit§ du champ de vecteur hybridefy,, peu importe la cellule ¢y choisie, la
dynamique est la méme.

{ Dans le cas contraire (cf gure 5.4-(b)), nous devons d&teminer vers quelle cellule
se dirige la trajectoire (X;u) p linstant to : pour chaque cellule €y, ® 2 K(q),
contenant le point (X (tp); F X (tg) + g), nous appliquons donc l'algorithme 4 qui teste
si les conditions d'entrge de la trajectoire dans ¢p sont satisfaites.

Nous sommes donc maintenant en mesure de d§ nir l'algorithe ModeEntry qui teste
pour une condition initiale et un contréle atne u+ FX + g donn§, si les conditions d'entrg§e
dans un modeq sont satisfaites. L'algorithme renvoie le cas §ch&ant laellule ¢ ;o de I'espace
fitat-contréle dans laquelle ®volue la trajectoire p pair du temps tg.

Algorithme 5 ModeEntry Conditions d'entrge dans un modeq
Donn§les : n dimension de l'espace d'&tatH automate hybride, g mode discret deH, Xg
un point initial donn§ dans Dq et u = FX + g un controle atne admissible.
Sortie : Teste si le systgmeH quitte ou hon le modeq au point X et si non, calcule la cellule
fitat-contréle dans laquelle ®volue la trajectoire X;u) sans la calculer explicitement.
1. fEnsemble des cellules §tat-contréle existant dans le modg:g
cells:= f¢ ;°2 K (g)g;
2:01:=1;
fOn teste les conditions d'entrge dans les cellules $ qui contiennent (Xo; FXo+ g) :g
3: tant que i - card K(Q)
et [(Xo; FXo+ g) 2 cells[i] ou CellEntry (n; H; cells[i]; Xo; u) = false] faire
4 i=1i+1;
5. n tant que
6: si i - card cells alors Retourner cells[i]; sinon Retourner []; n si

Calcul du temps de sortie

Une fois le critgre d'entre dans une cellule ¢ donn®e satisfait, se pose le problgme du
calcul du temps de sortiet; de la trajectoire considgrge, de la cellule g qu'elle traverse.
Qu'il s'agisse de systgmes lingaires autonomes ou de stes avec des termes de controle, le
problgme reste le méme et demeure extrémement complexe.

[44] propose un algorithme de calcul des temps de sortie d'umode par sous- et sur-
approximation du temps de sortiet; avec une prgcision donnge. Nous rgutilisons tel quel cet
algorithme dans toute simulation du modgle hybride.

L'algorithme 6 prgsent§ ci-aprgs calcule pour une condin initiale X (0) = Xg et un
contréle u = FX + g donn®s, le temps et la face de sortie de la trajectoir&X [X o; u] issue de
X selonu d'une cellule du maillageD de l'espace d'§tat.

5.2 Propri§t§s topologiques du domaine contr6lable hybri de

lifes p la convexit§

Dans ce paragraphe nous nous intgressons aux proprigtgologiques du domaine contro-
lable du modele hybrideH dans un mode discret.



5.2 Proprigt®s topologiques du domaine contrélable hytide liges p la convexit$ 103.

Algorithme 6 OutCell Calcul de la sortie d'un modeq
Donnlesg H, q mode discret, X o point initial, u= FX + g contrble admissible.
< [tf; X¢;F¢] temps, point et face de sortie, s'ils existent, de la trajetoire
Sortie : X [Xo;u] de la celluleDq
[] sinon.
1: cell := ModeEntry (n; H; g; Xo; u)
2: sicell&8[] alors
3. fCalcul de la dynamique g
[A;B;c] := HybridDynamic (n;f;cell );
4. fCalcul de la trajectoire issue deX g selon le contrbleu :g
X [Xo; u] solution de : X(t) = AX (t) + Bu(t)+ ¢, X(0) = Xo.
5:  fCalcul du premier temps d'intersection de X [Xo; u] avec @[3 :g
tfy =+ 1 ;
6: pour chaque faceF de la celluleDq faire

7 temp = premier temps d'intersection de la trajectoire X [Xo; u](t) avec I'hnyperplan
support de F ;

8: Si tiemp > O ettiemp <ts alors tf := temp ; Xt := X[Xo;ul(tr); Fs := F; n si

9: nopour

10: nsi

11: Retourner [ts; X ;F¢]

Dans le cas des systgmes lingaires(t) = AX (t) + Bu(t), le domaine contrélable global
du systgme est convexe pourvu que le domaine de contréld,, soit §galement convexe et
contienne l'origine 0, cf [61]. Dans cette partie, nous soukitons adapter ce rgsultat dans un
premier temps aux systgmes hybrides poly§draux atnes auess de la d§ nition 1.3.2, puis
au modgle hybride d'un systgme non lingaire construit awchapitre 3.

Le premier rgsultat que nous obtenons (et dgmontr§ dansalsuite) est la convexit§ du
domaine controlable en tempsT > 0 x§ :

Proposition 5.2.1.  Soit g un $§tat discret de l'automate hybrideH et ¢q un sous-ensemble
de la celluleDq, suppos$ convexe.
Alors I'ensemble des points deDq controlables jusqu'péq en tempsT est convexe.

Ensuite sous les hypothgses du th§orgme 2.3.3 §noncfchapitre 2 page 47, g savoir :
i. Il existe M > O tel que toute trajectoire associge est uniformgment bofe parM sur
[0;T]
ii. Pourtout X 2 R", I'ensembleV (X) = ff,(X;u);u 2 K g est convexe.
sachant que les controles admissibles considgr§s somtsdfonctions mesurables p valeurs dans
un compact K %2 R™, et d'aprgs le thBorgme 5.2.1 §nonc§ dans [81], I'endge atteignable
en tempst est compact et §volue contindment ent sur l'intervalle de temps [0; T]. D'op :

Proposition 5.2.2.  Soient X 1.0 et X 2.0 deux points contrélables en tempg jusqu'p la cible
¢, par le systgmeH. On note X, i 2 f 1;2g, la trajectoire du systemeH qui amgneX;o R la
cible en tempsT et sans sortir deDg,.
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Alors, sous les hypothgses du th§orgme 2.3.3, tout poiappartenant au domaine dglimit§
par les trajectoires X1 et X2 sur [0; T], la cible ¢, et le segmentX 1.0; X 2.0] est contrélable (cf
“gure 5.5).

Fig. 5.5 { Les points situgs dans le domaine hachur® sont cordf&bles jusqu'm la cible¢,

Les paragraphes 5.2.1 et 5.2.2 sont consacrgs p la justation et la dgmonstration des
propositions 5.2.1 et 5.2.2. Dans le dernier paragraphe, ms concluons par une discussion
sur les proprigt®s topologiques, liges p la convexjtiu domaine contrélable hybride en temps
gquelconque dans une cellule.

5.2.1 Cas des systgmes hybrides poly$§draux atnes

Soit Hae = (Q; E; D; U; F; G R) un systgme hybride polygdral atne. Nous rappelons que
dans chaque modea du chemin® consid§r§, la dynamique du systgme est atne. Tout au long
de ce paragraphe, nous notons :

8X 2 Dg, 8u2 Up; fg(X;u)= AX + Bu+c:

Commensons par dgmontrer la proposition 5.2.1, p savogue I'ensemble des points contro-
lables dans un modeq donn® en tempsT X est convexe.

Soient X ;1 et X, deux points donngs de la celluld® 4 suppos®s controlables en temp$ > 0
jusqu'p la cible ¢, sans sortir deDg. D'apres la d€ nition 4.3.2, il existe donc deux controkes
u; et up admissibles tels que, pouij 2 f 1; 2g, le systgme :

)
X5 (1)
X;(0)

AXj(t)+ Buj(t)+ c
Xj: 0; Xj(T)2 é

admette une solution X, vgriant : 8t 2 [0; T]; X;(t) 2 Dg.

Nous d&montrons alors la proposition 5.2.1, p savoir quei $a cible ¢ est accessible en
temps T p partir des points X, et X, de Dy tout en restant dans D, alors elle I'est aussi p
partir de tout point du segment [X1; X ].
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Nous introduisons maintenant un point Yo quelconque du segmentX 1; X[, i.e. :
Yo= ®X1+(1 i ®Xy; ®2]0;1]

(On suppose en e®et qu&y n'est §gal ni pX 1, ni g X, car sinon, Yy est contrélable par
hypothgses). Montrons queYo est controlable jusqu'p la cible¢, dans la celluleDy,.
A tout instant t 2 [0; T], on d® nit :

u(t) = ®uy(t) +(1 i ®)ux(t) (5.8)

VE&ri ons maintenant que la fonction u dg nie ci-dessus, est un contrble admissible pour le
SystpmeH aff -

Par d® nition, u; et u, sont des fonctions mesurables d§ nies sur {0]. La fonction u est
donc ggalement mesurable sur [0’ ]. De plus, la convexit® du domaine de contréldJ,, nous
permet de conclure :8t 2 [0;T]; u(t) 2 Uy. La fonction u d® nie par la formule (5.8), est
donc bien une fonction de contréle admissible pour le sysimeH 4 .

On introduit alors la trajectoire Y (:) de l'automate hybride Ha; assocife au controlau
ainsi dg ni et p la condition initiale Y (0) = Yp : en tout instant t 2 [0; T], auquel la dgrivge
Y (t) existe, on a donc : 1

Y (t) AY (t)+ Bu(t)+ c
YO0) = Yo

Pour prouver la contrélabilitg du point Y, il reste donc p d&montrer que la trajectoireY (:)
reste dans la celluleD 4 sur l'intervalle de temps [0; T] et qu'elle atteint la cible ¢.

(5.9)

Soit t 2 [0; T] un instant auquel les dgrivBes<,(t) et X,(t) existent; on dgmontre que la
trajectoire ®X1(:)+ (1 | ®)X2(:) est une solution du systgme (5.9) :

®X1(O) + (1 i ®)X2(O) ®X1;0 + (1 i ®)X 2:0 = Yo

®X4(t)+(1 i ®)Xp(t) ®&AX 1(t) + Bua(t)+ o)+ (1 i ®)(AX2(t)+ Buz(t)+ c)

A@Xy(t) +(1 | ®)Xz(t))+ Bu(t)+c

D'apres l'unicitg de la solution du problgme de Cauchy () (voir paragraphe 2.3.1), nous
pouvons conclure :
8t2[O;T] Y(t) = ®Xa(t)+(1 i ®)Xa(t):

Or la cellule D4 est convexe, d'op 8t 2 [0; T]; Y (t) 2 Dy

Calculons l'extrgmit® Y (T) de la trajectoire Y(:) : Y(T) = ®Xy(T)+ (1 | ®)Xo(T). Par
hypothgses, on sait qu'p l'instantT, la trajectoire X;(:) (j = 1,2) atteint la cible ¢, d'op :
X1(T) 2 ¢ et Xo(T) 2 ¢. De plus, par hypothgses,;, est un ensemble convexe ce qui nous
permet de conclure :

Y(T)2¢:

Les hypothgses i. et ii. citBes au dgbut de cette partie etfcessaires pour avoir la continuit§
en temps de I'ensemble atteignable, sont vEri $es de fas imm$diate par le systeme hybride
Harr axne dans la cellule Dg.
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5.2.2 Cas du modgle hybride H construit au chapitre 3

On considgre maintenant le modgle hybridéd d® ni au chapitre 3. On rappelle que, dans
chaque celluleDq du chemin °, la dynamique est atne par morceaux, d§ nie par :

8°2 K (0); 8(X;u) 2 ¢ q; fo(X;u) = AgX + Bl + Cg;

S ) .
sachant que :Dq£ Up = ¢ . Soient X et X, deux points contrlables en tempsT
q%2K (q)
dans la celluleDq relativement p une cible convexe;. Il existe donc deux contrblesu; et u;

admissibles tels que, pouij 2 f 1;2g, le systgme :

)
Xi(t) = fq(Xj(t);u; (1)
X (0) Xjo; Xj(T)2¢

admette une solution X, vBriant: 8t 2 [0;T]; Xj(t) 2 Dg.

On se donne un pointYy du segment K1; X2[: Yo = ®X1+(1 | ®)X»2; ®2]0; 1], dont on
veut montrer qu'il est controlable vers la cible ¢ dans la celluleD.

La dizcultg§ de la dgmonstration rgside dans le fait que lapproximation atne par mor-
ceauxfy n'est pas ngcessairement convexe siR" £ Un, ce qui complique singuligrement le
choix d'un contréle u qui amgnerait Yo p la cible sans sortir de la cellule. En revanche, il nous
semble qu'une solution serait d'utiliser la proposition suvante (cf chapitre 8, thorgme 8.2 ou
la remarque page 124 du livre [1] de A.A. Agrachev et Y.L. Sadkov) :

Th§orgme 5.2.1 (Approximation du °ot d'une EDO [1]). Le °ot du systgme :
X(t) = &O)Fn(X (t);us(t) +[1 i &O]Fn(X();ua(t)); &t) 2 [0;1]

peut étre approch§ par le °ot de systgmes di®§rentieleda forme :

XA(t) = (X (1);v(t)) om v(t) 2 fuy(t); uz(t)g:

En e®et, il sutt alors de d§ nir la trajectoire Y par : Y (t) = ®X(t) +(1 | ®)X(t), ce
qui nous donne (d'aprgs la convexit® de la ciblg) les conditions aux bords cherchges :

Y(O0)= YoetY(T)= ®Xy(T)+(1 j ®X(T) 2 ¢:
Il reste donc p vBri er queY est une trajectoire du modgle hybrideH ; par construction :
Y(t) = ®Xa(t) +(1 i ®)Xp(t):

D'aprgs le th§orgme 5.2.1, il existe un controlas tel que : 8t 2 [0;T]; u(t) 2 f uy(t); ux(t)g
et Y est une trajectoire approch§e du modgle hybridéd associe au controlal. Le controle
u ainsi caractgris® est bien mesurable en valeurs dand,,, donc admissible. Il s'en suit la
controlabilitg du point Yy par passage g la limite.

Remarque 5.2.1. A'n detre plus prcis dans la dgmonstration, il faudrait obtenir p partir
du th§orpme 5.2.1 une majoration de la distance entre le initial et son approximation, ce
qui nous permettrait d'en d®duire I'erreur commise au nivau des trajectoires.
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5.2.3 Discussion sur la convexit§ du domaine contr6lable hybride dans une
cellule Dy

Remarquons tout d'abord que dans le cas ou la cible locale teborigine 0 de I'espace
d'§tat, le domaine controlable hybride Gy (f Og; Dq) est e®ectivement convexe.

En e®et, consid§rons deux pointX 1 et X, contrblables dans la celluleD 4 respectivement
en tempsT; et T,. Il existe donc un contrble admissibleu; (resp. uz) qui permet d'amener le
point X1 (resp. X») R la cible en tempsT; (resp. T2).

Nous introduisons alors le controle :
2
ui(t) sit2[0;Tq]

0 sit 2 [T]_; T2]

Le point X1 est alors contrélable en tempsT, selon le contrélem; . D'aprgs la proposition

5.2.1, tout point du segment [X1;X>] est contrélable jusqu'p la cible ¢ dans la celluleDgq
considgrge en temp9,.

By(t) =

De plus, par extension, si tout point X de la cible ¢, considgrge est un point d'§quilibre
du systgme i.e. :
8Xf 2 ¢;9u 2 Um; fn(Xs;us)=0

alors le domaine controlable hybride dans la celluleD 4 est convexe.

Dans le cas g#n€ral, le probleme de la contrélabilith [a cible §voque celui du contrble
dans un modeq donn§ d'un systgme hybride atne par morceaux vers une facde la cellule
D4 associge [82, 47]. En e®et, les auteurs de [82, 47] propasies conditions nfcessaires et
sutsantes pour qu'une face donnge d'une cellule soit accgible p partir d'un point donn§ et
fournit un controle en boucle de rgtroaction qui amgne lesystgme p la position souhait§e.

Une idge pour §tendre le domaine contrblable obtenu paral proposition 5.2.2 serait de
choisir une cible interm§diaire et de calculer le domaine antrélable jusqu'p cette cible dans
la cellule consid§rge.

T/r Cone de direction par
renversement du temps

— Points controlables

Fig. 5.6 { Id&e pour prolonger le domaine contrélable obtenu eriemps x§.

La gure 5.6 illustre cette idge : en e®et, considgrons deuwoints X1 et X, contrélables
respectivement en tempsT, et T, avec Ty < T, dans la cellule Dy. D'aprgs les rgsultats
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préctdents, le segmentq{1.0; X2(T2i T1)] est controlable en tempsT; et le domaine hachurg
est controlable par continuit§.

Nous pouvons alors par exemple choisir une nouvelle cibledale P€; X »(T2i T1)] p partir
de laquelle on calcule un nouveau domaine contrélable. Cerpc®d® r§p®t® sur toutes les cibles
pourrait conduire g un algorithme de sous-approximation dudomaine contrélable hybride
dans une cellule. Malheureusement la complexit§ d'une tkd approche serait bien trop glevie.

En outre, bien que le domaine contrélable hybride dans une alule ne soit en ggntral
pas convexe, de nombreux exemples tels que celui du ressocf gxemple 5.3.3) exhibent des
domaines locaux convexes ce qui nous incite p considgrerdas particulier de ces systgmes.

Cas particulier d'un domaine contdlable convexe par morceaux s ur un chemin
Nous supposons dans ce paragraphe que la propri®t® de ceritg est vgri 8e dans chaque
cellule de l'automate H, soit :

802 Q; [¢ ¥%2Dq convexe ) C y(¢;Dq) convexel. (5.10)

Soit ° = (g)i=o:::r Un chemin discret de modes adjacents de l'automate hybride #ne par
morceauxH considgrg. D'aprgs la proposition 4.3.2 appliquge au adgle hybrideH :

Ci(-2)= Gi(0;Dg) [CH(éa;Dg) [¢¢¢[Gi(ér; Dy )
sachant que les cibles successives sont d§ nies par lesat@ns :

8
< ¢ =f0g

d+1 = G(a:Dg)\ Ggugayy 1=05000ri 1

Le domaine controlable G, (- -) du systeme hybrideH est donc dgécompos® en une union de
sous-domaines contrdlables convexes d§ nis dans les cédls du chemin® :

Proposition 5.2.3.  Soit ° = (g)i=o::+ Une suite de modes adjacents de l'automate hybride

Preuve. Soit P; : \¢ et Gy(¢i; Dg) sont convexes" la proprigt§ p dgmontrer.

Pour i = 0, la cible est r§duite p un point : ¢o = f0g et est donc convexe. D'aprgs la
remarque faite au dgbut de ce paragrapheG (¢o; Do) est ®galement convexe. Don®g est
veri §e.

Supposonsg; et Gy (¢i; Dg) convexes. Au rangi + 1, la cible ¢+1 est dg nie par :
d+1 = Gi(a;Dg) )\ G(CIi;Qi+1)

d'aprgs la proposition 4.3.2. Or, par hypothgse de rgcuence, G;(¢i;Dg) est convexe. La
garde G4 .., ) €st une face convexe du polyedr® . La cible ¢+1 est donc l'intersection de
deux ensembles convexes, ce qui implique sa convexitg. Pi@s la condition (5.10), on peut
alors conclure que siP; est vraie, alorsP;.1 l'est aussi.
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Ainsi, dans le cas ou les domaines contrblables locaux stessifs sont convexes, l'algo-
rithme 9 prgsent® ci-aprgs va nous permettre de calculeme sous-approximation convexe par
morceaux du domaine contrblable hybride le long du chemirf considgr§, garantissant ainsi
la controlabilitg des points de I'approximation.

5.3 Algorithme de calcul d'une approximation convexe du do-
maine contrdlable

On considgre le modgle hybridéd construit au chapitre 3 dont la dynamique est rggie par
I'Bquation :

X(t) = fr(X(t);u(t));

ou f est une application atne par morceaux. On cherche p calcuteune approximation du
domaine controlable p l'origine de ce systgme i.e. de hsemble des pointsXy de I'espace
d'®tat qui peuvent étre amen®s en 0 en temps ni par le sygmeH.

Au chapitre 4, nous avons vu que le domaine contrélable d'usystgme hybride est rarement
calculable. A n de rgduire I'exploration des ®tats discets du systgme, la partie 4.3 propose
une approche constructive de la controlabilitg par l'interm®§diaire des domaines contrblables
hybrides d® nis sur des chemins donn§s de cellules dangdpace d'§tat. Le but est main-
tenant de proposer un algorithme de calcul du domaine conwfable hybride d® ni sur un
chemin donn$§. Plus prgcisEment, nous d§veloppons dalassuite un algorithme calculant une
approximation convexe de ce domaine.

L'€I®ment de base d'un tel algorithme est donc le calcul dine approximation du domaine
contrélable dg ni dans un modeq donn® de l'automate hybrideH.

5.3.1 Approximation convexe contrélable dans un mode q

Consid§rons un modeg du modgle hybrideH ou, de manigre §quivalente, une cellul®
de I'espace d'gtat. On se donne une cible convexe, notgg, dans la celluleDy. On suppose
de plus que la cible¢y est un polytope deR", d§ ni par la donn§e de ses sommets :

éq= Conv(igs it éqk) ¥2Dg:

Maintenant nous voulons calculer une approximation de l'esemble Gy (¢q; Do) des points
controlables jusqu'p la cible¢y dans la celluleDg i.e. de I'ensemble des points de la cellul®
p partir desquels la cible¢y peut etre atteinte en temps ni sans sortir de Dy,

L'idge gBn®rale dgvelopp®e ci-aprgs, consiste pocaer dans la celluleD 4 des points contro-
lables particuliers ; nous introduisons I'enveloppe convee de ces points comme approximation
du domaine contrélable dans le modeg considgr§. Si le domaine controlable hybride dg ni
dans le modeq est convexe (cf paragraphe 5.2), nous obtenons alors une ssapproximation
contrélable de ce domaine.
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Méthode pour calculer des points contrdlables

D'apres la proposition 4.1.1 dgmontrg§e au chapitre 4, upoint Xy est contrélable jusqu'p
la cible ¢q par le systemeH dans la celluleDg, si et seulement s'il est atteignable p partir de
la cible ¢q en temps ni par le systeme :

X(t) = i fr(X(1);u(t)); u(t) 2 Uy (5.11)

Par cons®quent, pour calculer simplement un point contréable du systgmeH dans la
cellule Dg, il sut de choisir un contrble u, tel que la trajectoire du systgme (5.11) issue de
la cible ¢q selonu ne quitte pas Dq p l'instant initial.

(X [0 ug]

X0 ug]

Fig. 5.7 { Principe de calcul d'une approximation convexe contdlable dans un ®tatq conte-
nant la cible : ¢; = f0g. Le long de la trajectoire X [0; u1] (resp. X [0; uz]), seuls les points
compris entre 0 etX 1 (resp. 0 et X,), sont contrélables; par contre, aucun point deX [0; us]
n'est controlable dansD.

Plus prgcisgment, on d§termine les trajectoires, nots X [¢4:i; U], issues des sommetgy:i
de la cible ¢4. Si X [¢q;i; u] quitte la cellule D4 p l'instant t = 0, alors aucun de ses points n'est
controlable dans Dq. Dans le cas contraire, jusqu'p ce que [¢q;i; u] sorte \pour la premigre
fois" de D, tout point de la trajectoire est controlable (cf gure 5.7).

La dixcultg de cette approche rgside donc dans le choix desontroles, qui vont nous per-
mettre de calculer une approximation convexe du domaine cdamlable hybride. En e®et, I'ex-
pression des contréles choisis doit étre sutsamment simp pour permettre un calcul excace
des trajectoires associfes, tout en ®tant assez signitifa a n d'obtenir une approximation
du domaine contrélable hybride de bonne qualit§.

Choix des fonctions de contréle D'apres la construction du maillage de I'espace $tat-
controle prgsent§e au chapitre 3, on sait qu'il existe ue colonne de cellules ¢ ;2 K (d)g
de R" £ Uny qui se projettent exactement sur la celluleDq4. Dans chaque cellule Gp de la
colonne, la dynamique du systgmed est atne.

L'astuce consiste alors g choisir une fonction de contrélu, de telle sorte que le couple
(X (t); u(t)) reste dans une méme cellule ¢o de la colonne de cellules d§ nie paK(q) (cf
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condition (5.13)), tant que X (t) ne sort pas deDq (cf condition (5.12)) :

9T > 0; 8t 2 [0;T]; X(t) 2 Dg (5.12)
8t 2 [0; T, (X (t);u(t)) 2 ¢ (5.13)
La solution que nous proposons ici consiste p considgreesl contréles atnement dgpendants

de la position du systgme :
uj(t) = FiX(+g; (5.14)

tels que la trajectoire ®tat-contréle (X (t);u(t)) ®volue dans le modeq, sur les bords d'une
cellule ¢ 4 de la colonne d§ nie parK(q) (cf gure 5.8).

Domaine de contrOIe‘

TR0 M B R
UL (X () *i e,
Uxan] 0T
Ui, (X (1)) Cis
us(t) > Espace d'tat
0 Dq X (1)

Fig. 5.8 { Choix des contréles u;(t) en fonction de la position X (t) pour le calcul d'une
approximation convexe du domaine contrélable

Concrgtement, cela revient p dgterminer I'ensemble desommetsu;(t) des domaines de
contréles induits Uq(X (1)), ce qui est chose faite au paragraphe 3.2.3.

Remarque 5.3.1. Deux domaines de contrles adjacents non r§duits p un ptti posspdent
exactementm sommets en commun, ce qui rgduit considg§rablement le nomebde contrélesu;
g considgrer.

Ainsi, les conditions (5.12) et (5.13) sont satisfaites etd dynamique du systgmeH obit
g une gquation di®grentielle atne par rapport p I'gtat:

X(t) = AqX (t) + Beouj (t) + ¢ soit : X(t) = (Ag+ BFj)X (t) + ( Bgegj + Cqo):

que I'on sait rgsoudre (cf paragraphe 5.1.1).

Calcul d'une approximation convexe du domaine contélable hybr ide Nous som-
mes maintenant en mesure de d§ nir un algorithme de calcul 'dne approximation convexe
du domaine contrélable hybride, voir algorithme 7. Le principe illustrg par la gure 5.9 est le
suivant : pour chaque contréleu; d§ ni précBdemment et pour chaque sommeg,;; de la cible
considgrge,
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1. on teste si la trajectoire issue deiy;; par renversement du temps selon le controlay;
reste ou non dans la celluleDq (cf paragraphe 5.1.2).

2. Si oui, on calcule e®ectivement cette trajectoire, ce quievient p rgsoudre le systgme :

v,
“X() = (Aq+ BgF)X(t)+ By + G
X (0) i

opn °2 K (g) designe l'indice d'une cellule ¢, dans laquelle §volue le coupleX;uj) au
cours du temps (cf paragraphe 5.1.1).

3. On dgtermine alors la premigre intersection, not§&; , avec les frontigres deD :
Xij = X[éqiivUpI(Ti;j ), ennotant: Tij = supft< 0; X[ u](t) 2 @R

Le point d'intersection X;; ainsi obtenu, est controlable jusqu'au point ¢q;; pour le
controle u; par le systgmeH.

Fig. 5.9 { Principe de I'approximation convexe du domaine contdable dans un §tatq

Notons a(¢q; D) I'enveloppe convexe des points<j; controlables dansD, calcul§e par I'algo-
rithme 7. Par construction et d'aprgs I'Btude men§e au peagraphe 5.2, nous pouvons conclure :

Proposition 5.3.1.  ©(¢q;Dg) est une approximation convexe du domaine controlable, n§t
Gi(éq:Dg), du systgme hybrideH dans le modeq.
De plus :

Gi(¢éqiDg) convexe) 8(¢qDg) %2 Gi(éq:Dg):

Dans ce cas,a( ¢q; Dg) est une sous-approximation controlable.

5.3.2 Cas des automates hybrides poly§draux, atnes par mor ceaux

Au paragraphe prgc®dent, nous avons propos® un algorite qui, pour un automate
hybride du type introduit au chapitre 3, calcule une approximation convexe du domaine
controlable dans une celluleD4 du maillage D, vers une cible polygdrale donnge. Comme
nous l'avons dgjp fait dans [73], nous proposons maintenaune ggn®ralisation de cet algo-
rithme aux automates hybrides polygdraux atnes par morceax introduits au chapitre 1.
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Algorithme 7 ConvexApproximation : Approximation convexe contrélable en modeq
Donn§les : H, g un ®tat discret de l'automate hybride H, ¢q = Conv(¢qa;:::;éqx) 1a cible
dans I'gtat g d& nie comme I'enveloppe convexe de ses sommets.
Sortie : une approximation convexe du domaine controlable dan® .
1. Approximation initiale : & := ; ;
2: fOn calcule I'ensemble des indices des cellules,#se projetant exactement surDq :g
K(d) := fa°2 1 = pZa (¢ q0) = Dgg
3: fEnsemble des contréles d§jp testg § .= ;.
4: pour tout °2 K (q) faire
5:  fOn calcule Up(X) polytope des contraintes sur le controle (cfx3.2.3) g
Uq(X) := ControlConstraints (¢ q);

6: fPour chaque sommet deUqp(X ) non testgg

7:  pour tout ivariant de 1 p card(Uq(X)), tel que Up(X)[i] Z § faire

8: igme sommet de § :u:=t! Up(X(t))[i]; 8t :=8 [f Uxp(X)[ilg;

o: f Pour chaque sommety; de la cible ¢q,9

10: pour tout jvariant de 1 p k faire

11: si ModeEntry (n; H;q; &;; u) alors

12: f Calcul de l'intersection de la trajectoire X [¢q;; u] avec le bord deDg :g
(Xt ,;facesortie) := OutCell(H;q; éq;;u) ;

13: fLe point ainsi calculg, s'il existe, appartient g I'appraximation contrélable g

14: si X; 6 ; alors m:=a [f X{g; nsi

15: nsi

16: “n pour

17:  npour

18: n pour

19: Retourner Conv(z).

On introduit dans ce paragraphe l'automate hybride H 5 polygdral, atne par morceaux.
On rappelle queH 4 est d& ni sur une partition Dgs+ en polygdres (quelcongues) de l'espace
d'gtat R". Dans chaque mode 2 Q 5+ de l'automate, la dynamique est rggie par une §quation
di®®rentielle atne :

X(t) = AgX (t) + Bqu(t) + cg;

et le contrble est p valeurs dans un polytopeU,, de R™ indgpendant de la position du
systeme. On rappelle que le polytopdJ,, est d§ ni par la donng§e de ses sommetsU,, =

Appliquer l'algorithme d'approximation convexe prgckdent p l'automate Hys dans un
mode g donn®, revient concrgtement p chercher, s'ils existenties points d'intersection des
trajectoires X [¢q:i;Sj] dans Dg, issues des sommets de la ciblg selon les controlesu = s;
avec la frontigre de la celluleD 4. Cependant, les rgsultats obtenus de cette fason sont, eme
sur des exemples simples, de qualit¢ m&diocre.

Exemple 5.3.1. On considgre le systgme lingaire suivant :
O 5 ) ' 1 5 ) ' O 5

:i u(D); X()2Dg=Conv( o 5 o 5 4 )i

w -

X(t) = :
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.0’ .0’

sous la contrainte : 8t;u(t) 2 U, = Conv( 0 X é X 1 ):

Dans cet exemple, nous nous int§ressons au calcul d'une apgimation convexe du do-
maine controlable au point0 dans la celluleDy. Nous avons de plus choisi un systgme atne
local simple dont on connadt le domaine contrélable exaailans la celluleDg, a n de le com-
parer p I'approximation calcul§e par I'algorithme 9.

0,84
0,6 4
0,4: .

02 .

(b)

Fig. 5.10 { (a) Domaine contrélable exact (hachur§) (b) Approximation convexe donnge par
I'algorithme 9 (en pointill§s)

Comme le montre la gure 5.10, la trajectoire par renversemeat du temps selon le contréle
u = (1,0) quitte imm®diatement la celluleD 4 considgrge au point0. De ce fait, le seul point
calcul® par l'algorithme 9 est celui trouv$ pour le contote u = (0;1). L'approximation convexe
controlable est donc trgs ®loign®e du domaine contiéble exact.

Il ressort de cet exemple que pour am®liorer I'approximatin, nhous avons besoin de da-
vantage de points controlables sur la frontigre de la celile Dq, ce qui implique de consid§rer
d'autres controles que ceux donn®s par les sommets du pabpe Up,.

Choix des fonctions de contrdles

L'astuce consiste p subdiviser les arétes du domaine derdle U,, par dichotomie pour
une prgcision+ > 0 xge.
Consid§rons une arétedj; sj] du domaine de controleUy. On introduit alors un schma de
subdivision du segment §;; s;] par dichotomie de la fason suivante :

A chaque ®tapek du schma présent® sur la gure 5.11, on obtient une subdsion uniforme
d(si;sj)
K

(Ukp)p=0:k+1 de [si;sj] de taille , d® nie comme suit :

8
2 Uoo = Si; Ugl = S
(5.15)
>0 _ Uip + Ukp+1
k+1;p+1 — 2
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k=0 [si;si]

k=1 [si: =] F—is]

3si + S 3Si+Sj_Si+Sj] [Si+Sj_Si+3Sj] [Si+3Sj_ _

=2 Bl e 2 4 .

Fig. 5.11 { Subdivision par dichotomie de l'aréte f5;;s;] du domaine de controleUn,

soit :

_ (@i p)si+ps .
P 2k -
L'algorithme se termine au pire dgs que la taille de la subdiision est infBrieure p la precision
* choisie :
d(si;sj)
2k
Nous allons maintenant montrer qu'il n'est pas toujours nfeessaire de subdiviser l'intervalle
[si;sj] jusqu'p ce que la condition (5.16) soit satisfaite. L'idfe est en fait d'§viter d'e®ectuer
une §tape de plus dans la subdivision lorsque l'approxima@n ne peut plus étre am$liorge.

- (5.16)

Am@§lioration de l'approximation convexe

On se place dans un modey de l'automate Har . On rappelle que dans la celluleDg
associte, la dynamique du systgmid 5+ est rigie par le systeme di®grentiel suivant :

X(t) = AgX (1) + Bqu(t) + ¢

L'algorithme 8 propos® ci-aprgs, calcule une approximatin convexe du domaine controlable
dans la celluleD 4 grace au schma de subdivision (5.15) d§ ni prgcgdement. En particulier,
la subdivision n'est e®ectuge que si I'approximation peuéncore étre amgliorge. Cet algorithme
repose sur le lemme auxiliaire suivant :

Lemme 5.3.1 (Lemme auxiliaire). On considgre le systgme atne suivant :X(t) =
AX (t) + Bu(t) + c. Soit u un controle constant tel que :u 2]u;;u;[. Alors, quel que soit
le point initial X dans I'espace d'§tat, on a :

8t; X [Xo;ul(t) 2]X [Xo; uil(t); X [Xo; uj I(t)[;
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(2 (2
existe des scalaires® )i-1 -k 2 [0; 1], tels que :u = ®u; et ® = 1. La dynamique
i=1 i=1
considgrge Btant atne, nous pouvons calculer chacune slgrajectoires issues du pointXg
selon les contréles j);=1 -k de fason formelle (cf paragraphe 5.1.1) :
z t
8i=1;::k X[Xo;u](t) = era'Xo+ etat el AS(Bgu; + cg)ds:
0
Nous pouvons alors calculer la trajectoireX [Xo; u] en fonction desX [Xo; u;] :
Z t
efalX o + ehat . el AaS(Bqu + Cg)ds
Z, . K
= efitXg+ et @ AS(By  ®ui + cg)ds
0 i=1
R g t tZ ‘ i AgS ! P
® eMalX g+ efa e AS(Bgui + cg)ds = ®&X[Xo;ui](t)
i=1 0 i=1

X [Xo; u](t)

ce qui nous permet de conclure :

o]

Soit [uj; uj] un sous-intervalle d'une aréte deUy, obtenu aprgsk dichotomies selon le
schgma (5.15). On introduit maintenant pour k 2 fi;j g, le premier instant Tqx = supft <
0; X[¢;wl(t) 2 @Ry op la trajectoire X [¢,; u] calculge par renversement du temps, quitte
la cellule Dq. On note alors, s'il existe,

Xgk =X [¢; l'k](-rq;k)

le point d'intersection de X [¢,; u] avec le bord de la celluleDq et Fq la face de sortie :

1. Siles faced=q; et Fq; existent et sont §gales, alors il n‘est pas utile de raxner'approxi-
mation en subdivisant p nouveau l'intervalle [uj; u;]. En e®et, grace au lemme 5.3.1, on
sait que pour tout controle u 2]u;; u; [, la trajectoire associge est comprise entre celles
associfes @; et u;j. Par convexit§, le point d'intersection de la trajectoire selonu avec
le bord de D4 appartient donc d§ja p I'approximation (cf gure 5.12).

2. Supposons que les facesg; et Fq; sont distinctes : Fq; 6 Fqg; (cf gures 5.13-(a) et
5.13-(b)) ou alors toutes les deux vides Fq;i = Fq;; = ; (cf gure 5.13-(c)).

On subdivise alors p nouveau l'intervalle {i;; u; ] par dichotomie, puis on applique I'al-
gorithme de calcul du point sortie de la celluleDq pour le controle ‘“T”J . suivant la

con guration ggom®trique des trajectoires (cf gure 5.B), on obtient ou non un nou-
veau point X et une faceF (§ventuellement vide) deDq4. On rgitgre alors l'algorithme

sur les intervalles Li; 5] et Y55 u; 1.

D'un point de vue exp®rimental, les rfsultats obtenus parl'algorithme 8 fournissent
d'excellents rgsultats. Une §tude de la convergence deapproximation convexe du domaine
contrélable ainsi calcul§e est dgvelopp®e au paragrae 4.3.3.
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0

Fig. 5.12 { Quel que soitu 2 [u;j; u;], le point de sortie de la trajectoire X [0; u] de la cellule
D4 est d&ja dans l'approximation convexe controlable

Algorithme 8 DiscreteEdge Ratnement de I'approximation
Donn8les : ¢, X (point cible), uj, uj, h> 0 pas de discrgtisation.
(Xi; Fi) := OutCell(q; Xt ;ui); (Xj;Fj) := OutCell (q; X¢; uj);
Sortie : © ensemble des points contrélables.
1. 8=
2: si distance(uj;u;), het(Fi 6 Fj orFi = F; = ;) fcas 1g alors
3 (X;F):= OutCell(q; X ; “50);

4: siX 6 ; alors &:= fXg; nsifX estun point de I'approximation cherchge
5 Si Xi 6 ; etX; 6 ;fcf gure 5.13g alors

6: si F 6 Fj alors o :=a [ DiscreteEdge(q; Xs ; Uj; ui+T“";h); n si

7 si F 6 Fj alors o:=n [ DiscreteEdge(q; X ; “52;uj;h); N si

8:  sinon

9 fCas (b) ou (c), gure 5.13g

10: siFi=; ouX 6 ; alors o:=no [ DiscreteEdge(q; X ; uj; 5% h); T si
11: siFj=;, ouX 6 ; alors o:=o [ DiscreteEdge(q;Xf;“‘+T“";uj;h); nsi
12:  nsi

13: n si

14: Retourne ©;

Exemple 5.3.2 (En dimension 2). On considpgre le systgme lingaire local suivant :

1° il i2° )
1 i3i1u(t),

X(t) = é X (t) +

0’ .
), sous la contrainte :

d® ni dans la cellule D4 = Conv( 8 , é D g

. _ 100
8t;u(t) 2 U, = Conv( 0o o0 ' 1 ):
La gure 5.14 montre les approximations convexes controlbles calcules dans la cellul®q
pour di®®rents pas de discrtisation. On constate ainsiug pour une pr§cision donnge, l'al-
gorithme 8 fournit des rgsultats d'excellente qualit§, ien meilleurs que ceux obtenus par l'al-
gorithme prg§cgdent.
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“Ix
X Xaj @7
(a) S, ) q’J’// .
AP Kai L E T X
5 0
X[0:u] X [0; yj]
/// /// * X
(b) ) -
’ /—'_‘;7?_. ‘///'/?,/:";7.77 qu
T zlem T
- 0
X011 ] X [0; u;]
© ) g
o T Xl of Tl X[ou]

Fig. 5.13 { Amtlioration de l'approximation convexe du domaine contrélable hybride dans
une cellule

5.3.3 Approximation convexe sur un chemin

Considgrons maintenant une suite® = (g )i=o.r de modes discrets de l'automate hybride
H telle que :

ce qui revient p considgrer une suite de cellules adjacess deR", contenant la cible 0. On
introduit le domaine :

i=0
d® ni comme la rgunion des cellules du chemirf. Grace p l'algorithme 7 de calcul d'une
approximation convexe dans un mode, nous voulons maintenamroposer un algorithme d'ap-
proximation du domaine contrélable dans --.

Reprenons pour cela la dgmarche dgcrite au chapitre 4 : ddags la proposition 4.3.2, le
domaine contrélable du modgle hybrideH dans - - est approch® de faxon r&cursive par I'union
de domaines contrélables d§ nis successivement p I'fitieur des cellulesD 4 du chemin :

Gi(-°)= Gi(é0;Dg) [CH(¢1:Dg) [¢¢C[Gi(ér;Dg) 2 Gi(- »);
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Fig. 5.14 { Approximation convexe contrélable calculge par lalgorithme 8 pour di®grentes
valeurs du pas de discrgtisation h 2 f 2; 1; 0:5; 0:25; 0:1; 0:05; 0:01g

sachant que¢; (i =0:::;r) dBsigne la cible p atteindre localement dans la cellul® . Selon
le méme schma nous pouvons alors d§ nir une approximath &(- -) du domaine contrélable
hybride G, (- -) par approximations convexes locales successives :

a(- -)=0( g;Dq) [ o(€&1;Dg)[¢¢¢[a(g;Dg);
(o] VI

{ =( a;Dgq) designe l'approximation contrélable calculge par I'dgorithme 7.
{ (&)i=0:r est la suite des cibles le long du chemifi, d§ nie par rEcurrence de la faxon

suivante : 1 .
& = f0g
. 5.17
8+ =9(8;Dg)\ Ggig.)y 1=0;:05r (®.17)
Par rgcurrence, on montre facilement que, quel que soit=0;:::;r, la cible approchge

g est un polygdre convexe, i.e. un polytope.

En d'autres termes, nous commenxons par calculer une apptionation convexe du domaine
controlable dans I'§tat o qui contient la cible (i.e. 0 2 Dq,) grace p l'algorithme 7. Ensuite,
lintersection de cette premigre approximation avec la gade Gq,,q,) €ntre les ®tatsq et
0. d€ nit une nouvelle cible p atteindre dans I'§tat qu, ce qui nous permet de poursuivre
I'approximation de la méme fason (voir gure 5.15).

L'algorithme se termine lorsque l'intersection de I'appraximation courante avec la cellule
suivante du chemin est vide, ou alors lorsque I'on a atteint & dernier §tat du chemin (ici g ).

Nous pouvons alors vgri er que chaque cible interm®dia@ g est une approximation
convexe de la cible¢, ce qui nous permet de dgmontrer pas p pas que g(Dgy) est bien
une approximation convexe du domaine controlableG; (¢i;Dg) :
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Fig. 5.15 { Construction d'une approximation convexe du domainecontrélable sur une suite
donnge €o; 01; B B; h; Os; G; O7; Gg) de modes discrets de l'automateH .
(Trajectoires par renversement du temps-en--- Approximatiormexe contrdlable en--—-—:

< 8 Yy
a(g;Dq) %2 Gi(¢;Dg)

Preuve. Supposons la relation suivante vgri e (cf paragraphe 2) :
802 Q; [¢ convexe ) C (¢ ; Dg) convexe [

Notons
P(i) : @ % eto(g;Dg)¥2Gi(a;Dyg)

Au rang i = 0 : par d® nition, g = ¢p = f0Og. D'autre part, d'aprgs la proposition 5.3.1,
a(f0g; Dg,) est une sous-approximation du domaine contrélableG (f 0g; D). Donc P (0) est
vraie.

SupposonsP (i) vraie, i.e. . g %2 ¢ et a(g;Dqg) 2 Gy(¢éi; Dg)-
D'aprgs la construction des ciblesg et ¢;, nous avons les relations suivantes :
@+1 =9( 8:Dg)\ G(gig.i) €t é+v1 = Gié:Dg)\ Ggigua)

Or, par hypothgse de rgcurrence, on a : o;Dq) Y2 G4(¢i; Dg ), dop : @+1 Y2 ¢éi+1-
D'aprgs la proposition 5.3.1, la sous-approximation ag+1;Dg,, ) VEri e :

a(@+1;Dg. ) 2Gi(@+1;Dg. ):

De plus, par d nition du domaine contrélable, on a :

@+1 ¥2¢+1 ) C H(@+1:Dg.y ) Y2 Gi(d+1:Dguy )



5.3 Algorithme de calcul d'une approximation convexe du donaine contrélable 121.

ce qui implique le rgsultat cherch® : ©@+1;Dq,, ) ¥2 Gy(éi+1;Dg., ). La proprigt® P(i + 1)
est donc bien vEri §e.

En conclusion, nous avons dgmontr§ qu® (0) est vraie et que, pour touti 2 N, si la
proprigt® P est vraie au rangi, elle I'est §galement au rang + 1. Elle est donc vraie quel que

Algorithme 9  Approximation convexe contrélable sur un chemin de celluks
Donnfles : H, ° =(q)i=0::r Une suite d'®tats discrets de l'automateH.

Sortie :  Une approximation convexe du domaine contrélable dansS Dg-
i=0
1. Approximation initiale : & ;= ; ;
2: Cible : ¢ := f0g;
3: f Tant que la cible n'est pas vide, on parcourt la suite® des $tats discretsy
4:1:=0;
5 tant que ¢ 6 ; eti - r faire
6:  On calcule une approximation convexe du domaine controlale vers la cible¢, dans I'§tat
G grace p l'algorithme 7 :
o:=a [ ConvexApproximation (H;q;¢);
7. fOn rginitialise la cible ¢, p 'ensemble des sommets de l'intersection de I'approximen
courante avec la gardeG g i4.,, ) ‘9
¢ = Sommets(® \ Gq :suce (g)))
8: fOn passe @ la cellule suivante gi = i+1;
“n tant que
10: Retourner =.

©

Exemple 5.3.3 (Exemple du ressort non linaire [81, paragraphe 7.3.1] ). Dans cet
exemple, on s'int§resse au contréle d'un ressort non lie§lire astreint p se d§placer le long d'un
axe horizontal, jusqu'p sa position de repos en temps miniom. Le mouvement du ressort est
mod§lis§ par le systeme di®%rentiel suivant :
5 x(t) = y(1)
vt = i x(®)i 2%+ u() 5-18)

(se reporter au chapitre 1 de [81] pour une description compite du modgle g&n®ral du ressort).

Le contrble u repr§sente la force ext§rieur horizontale appligue awessort et est donc
born§, choisi de sorte que 8t> 0; ju(t)j- 1. Le probleme qui nous intresse est de calculer
I'ensemble des positions initiales(Xg; Yo = Xo) B partir desquelles le ressort peut atteindre sa
position de repos suppos®e g I'origin€0; 0).

Les gures 5.16 et 5.3.3 prsentent les di®%rents rgsals obtenus grace l'algorithme 9
d'approximation convexe pour deux pash > 0 di®§rents. Comme pr§vu, l'approximation
contrélable calcul§e pour un pas de maillage plus n, estedbien meilleure qualit§.
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fos fos fo5
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Fig. 5.16 { Approximations controlables successives sur troisellulesDg,, Dg, €t Dy, pour
un pash =1 de discrtisation pour le problgme du ressort non lingire.

Fig. 5.17 { Approximations controlables aux §chellesh = 2 et h = 1 pour le problgme du
ressort non lingaire.

Exemple 5.3.4 (Un exemple acad§mique en dimension 3). On considgre maintenant
la famille de systgmes :
2 3 2 3
qg 0 ¢ il 0 O
X(t)=40 33 05X(t)+4 0 {2 0 5Sut); q2N;
0 g ¢ 0O 0 j1
sous la contrainte :
2 32 32 32 3
0 1 0 0
8t:u(t) 2 Conv(4 05:4 05;4 15;4 005):

0 0 0 1

On applique alors l'algorithme 8 dans deux modeg= 0, puis g = 6, respectivement associ§s p
deux cubes adjacents dans I'espace d'§tRE. Cet exemple illustre I'utilisation des algorithmes
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présent®s dans ce chapitre p un automate hybride atne panorceaux dg ni sur des cubes et
non sur des simplexes.

Fig. 5.18 { Approximation convexe contrélable en dimension 3 par I'exemple 5.3.4.

5.4 Validit§ de I'approximation convexe

Pour conclure ce chapitre, nous proposons tout d'abord unetfide de I'erreur d'approxi-
mation commise par l'algorithme 9 puis quelques conclusias quant p la controlabilitg d'un
point donn$.

5.4.1 ftude de l'erreur d'approximation

Soit ° = (¢)i=0:r un chemin donn§ de cellules adjacentes dans I'espace di§tet - - =

Dy le domaine associ§. Dans cette partie, nous cherchons gafiier la distance du domaine
i=0
controlable G4 (- -) du systeme hybride p son approximation convexe a(-).

D'aprgs les propositions 4.3.2 et 4.2.1, il su+t d'gvalue I'approximation dans chaque

cellule Dy du chemin considgrg, pour obtenir une §valuation de |'aproximation sur - -. En
e®et, d'aprgs la proposition 4.3.2, les ensembl€}, (- -) et a(- -) s'&crivent respectivement :

Gi(-°) = Gi(é0Dg)[CH(¢1:Dg) [¢¢CE[Gi(ér;Dg)
a(- =) = o( @;Dg)[ a(e;Dg)[¢C¢¢[a(a;Dg)
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faxon suivante (cf proposition 4.3.2) :

8

E o= &= f0g

E d+1 = Gi(&iDg)\ Ggigur)s 150500 1
"~ g+ =9(@:Dg)\ Gy =050 1

domaine controlable dans la celluleDy g son approximation :
d4(Gi(&;Dg)io(@:Dg)) - 4

alors, grace p la proposition 4.2.1, on peut en dgduire thmajoration de la distance d'Haus-
dor® entre le domaine contrblable le long dé et son approximation :

dn (G4 (- #);m(- »)) - max
i=0;:5r

De plus quelle que soit la celluleD 4 consid§rie, la distance du domaine controlabl€y (¢i; Dg)

A l'approximation convexe a(g; D) est majorge par la taille du maillageD de I'espace d'tat,

d'oun d'apres les rgsultats du paragraphe 3.1.2 :

G (Cy (- ) m(- =) - "

5.4.2 Controlabilit§ d'un point initial donn§

Dans ce chapitre, nous avons propos® un algorithme permetht de calculer une approxi-
mation convexe du domaine controlable d§ ni dans une su@& nie de modes discrets de l'au-
tomate hybride considgrg. Revenons maintenant a la quéen de la controlabilitg d'un point
donn® par un systgme hybride.

Soit Xo 2 R" un point donn§ de I'espace d'§tat. On considgre un autonta hybride H
atne par morceaux et un chemin® de modes discrets adjacents, arbitrairement choisi de
sorte que la cible O et le point initial X o appartiennent au domaine -- associ§.

On rappelle qu'p tout chemin ni de modes discrets® = (¢)i=0-r contenant la cible 0, on
associe un domaine compact - de l'espace d'&tat d§ ni par :

et un domaine contrélable not®G, (- -) qui est I'ensemble des points de - g partir desquels
le systgemeH peut atteindre la cible sans sortir de --.

Dans le cas op les domaines controlables locaux sont comes, l'algorithme 9 prgsent§
dans chapitre nous permet de tester directement la contrédbilit du point Xy dans --. En
e®et, le domaine a(--) calculg g§tant dans ces conditions une sous-approximatiodu domaine
contrélable hybride G4 (- <), il suxt de tester I'appartenance de X p 2(- -); par construction,
X est alors controlable jusqu'en 0. Dans le cas contraire, ng ne pouvons pas encore conclure.
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Une solution serait alors de combiner sous- et sur-approximan du domaine contrélable
Gy (- -) dans --. Ainsi si le point Xy est au delp de la sur-approximation, nous pouvons
garantir qu'il n'est pas contrélable dans le chemin de cellles considgr§. L'erreur commise est
alors majorge par la distance de Hausdor® entre la sous- et $ur-approximation contrélables.

L'approche multi-Bchelle propos®e dans le paragraphe23 devrait permettre de localiser
un chemin ®° de modes de l'automateH de sorte que si le pointX g considgrg est contrblable,
alors il est controlable dans le chemin®.

Dans ce chapitre, nous avons dgvelopp® des algorithmes eaces de calcul d'une approxi-
mation convexe du domaine contrélable du modgle hybride fgsent® au chapitre 3. Remar-
quons que d'apres l'algorithme 7, la cible considgrge peétre un point comme c'est le cas pour
le probleme de contréle considgr§ ou n'importe quel pglope dg ni par la donn§e de ses som-
mets. Les algorithmes prgsent§s permettent ainsi le calt approch® du domaine contrélable
selon deux types de propagation (cf chapitre 4) mais aussi paenversement du temps, des
ensembles atteignables du modgle hybride atne par morceau






Troisipme partie

Recherche de solutions optimales
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Cette partie est consacrge p la rgsolution algorithmige des problgmes de contrbles non
lingaires grace au modgle hybride d® ni dans la partie.lOn considgre un systeme de controle
non lingaire g§n%ral de la forme :

Ys

X(t)
X (0)

f (X (t);u(t))
Xo

et une cible p l'origine 0 de I'espace d'§tat. On suppose gu(0; 0) est un point d'gquilibre du
systgme i.e. f (0;0) = 0. Le point initial X considgr§ est suppos® contrélable : il existe donc
au moins une trajectoire du systeme de contréle non liniee qui relie X p la cible en temps
ni.

On introduit maintenant un critgre de coot le long d'une tr ajectoire. Ce colt peut étre
par exemple le temps mis par le systgme pour aller d¥ p la cible ou encore son §nergie.
Le probleme de contrble optimal s'exprime alors de la faon suivante : parmi I'ensemble des
trajectoires admissibles qui relientX ¢ p la cible, on veut s§lectionner celle(s) qui minimise(nt
le colt choisi.

Grace p la modglisation hybride proposge dans la partig le problgme de contr6le optimal
non lingaire est approch® par un problgme de contrble dimal hybride. Un point clg trait§
dans cette partie consiste p s'assurer que les solutions tipales du problgme de controle
hybride approchent e®ectivement celles du problgme ingil. Dans un second temps, il s'agit
de calculer les solutions optimales du problgme hybride.

Cette partie prgsente di®%rentes approches de la rgsthn des problgmes de contrble
optimal. Le chapitre 6 est consacrg p I'Btude de I'appraxation des solutions optimales du
probleme de contréle non lingaire par les solutions optnales du probleme hybride qui le
modglise. Cette §tude nous conduit en particulier p §tdier une approche des problgmes de
contréle par les ®quations d'Hamilton-Jacobi-Bellman. Dais le chapitre 7, nous proposons
une approche globale des problgmes de controle optimal hyides bas§e sur un principe du
maximum hybride.






Chapitre 6

Approche hybride pour le contrdle
optimal des systgmes non lin§aires

Nous nous intgressons dans ce chapitre aux m$thodes desofution des problgmes de
contréle optimal non lingaires prgsent®s au chapitre .1INous considgrons un systgme non
lingaire sous la forme :

X(t) = £ (X (t); u(t)): (6.1)

Soit Xo 2 R" un point donng de I'espace d'§tat, suppos® contrélabl@ar le systgme (6.1)
jusqu'en 0. Parmi I'ensemble des trajectoires admissibledu systgme considgrg relianXy p
0, on veut stlectionner celle(s) qui amgne(nt) le systgen(6.1) de la position initiale X A la
cible 0 en minimisant un cott J (X o; u) donn§.

La th®orie du contréle optimal a connu un vgritable essordepuis les annges cinquante
avec la dgcouverte d'outils puissants tels que le principele programmation dynamique de R.
Bellman [9] ou le principe du maximum de Pontriaguine [70]. &s rgsultats jouent un role es-
sentiel en thg§orie du contréle optimal des systgmes nomaires et ont donn§ naissance p deux
approches di®grentes des problgmes de contréle optim@f chapitre 1 pour une synthgse des
m$thodes numgriques usuellement employ®es dans chaeudes approches prgsentges ci-aprgs).

La premigre approche est bas$§e sur l'utilisation du prinipe du maximum de Pontriaguine
[70, 42] qui fournit une formulation hamiltonienne des probdgmes de controle ainsi que des
conditions ngcessaires d'optimalitg. Une famille impdiante de m&thodes num§riques issues
de cette approche est constituge des m$thodes de tir indictes. Ces m§thodes trgs etcaces
en toute dimension peuvent étre ditciles p mettre en oeuve d'un point de vue thgorique et
demandent une connaissance a priori de la structure de la tjactoire optimale.

La seconde approche repose sur le principe de programmatiatynamique de R. Bellman
[9] et la caractgrisation de la fonction co0tJd (X o; u) en termes de solution de viscositg§ d'une
fiquation d'Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) non lingaire [26, 8, 7]. Les m®&thodes num®riques
de rgsolution de I'Bquation (HJB) appliquent des schEma de discr§tisation en temps et/ou en
espace [7, 10, 18] et sont donc g&n®ralement simples p tneten oeuvre. Malheureusement,
ces algorithmes excaces en petite dimension demandent un ébtrop §levg en mgmoire pour
étre applicables en grande dimension.

131
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La m®thode que nous proposons dans ce chapitre consiste @mplacer la r§solution du
problgme de contréle optimal non lingaire qui nous intgesse par celle d'un problgme hybride
dont les solutions approchent celles du problgme initial.

D'apres I'Btude men§e dans la partie | de ce manuscrit, it systeme de contrble non
linaire peut étre approch® par un systgme hybride atngpar morceaux. Cette modglisation
nous amgne naturellement p d§ nir deux problgmes de ctmle optimal respectivement as-
socis au systgme non lingaire et p son approximation Ibside. L'id§e que nous d®fendons est
alors que la rgsolution du problgme hybride permet une blution approch§e du problgme
non linGaire initial.

Ce chapitre est consacrg p la justi cation de I'approche Wbride pour la rgsolution des
problemes de contréle optimal non lingaires. Aprgs awvosuccinctement présent® des rgsultats
d'existence de solutions optimales, nous proposons deux ppches pour la rg§solution des
problgmes de contréle non lingaire. La premigre s'appe sur le principe du maximum nous
amenant ainsi p §noncer un principe du maximum hybride adpi$ g notre modglisation.
La seconde se place dans le contexte de la th§orie des sabuis de viscositg des ®quations
d'Hamilton-Jacobi-Bellman. Nous terminons ce chapitre par wne ®tude algorithmique des
problgmes de contrble lingaires grace au principe du nxamum de Pontriaguine.

6.1 Conditions d'existence de trajectoires optimales
Dans ce chapitre, nous considgrons un systgme de conetirgs g§ngral de la forme :
X(t) = £ (X (1);u(t)); (6.2)

ou les contréles admissibles sont des fonctions mesurables born§es p valeurs dans umyzact
Un de R™. On rappelle queUn, est un polytope deR™ d§ ni par la donn®e de ses sommets :

et contenant I'origine 0 de R™. On suppose ®galement que le systgme (6.2) admet un point
d'gquilibre en (0; 0) i.e. que :f (0; 0) = 0. On introduit ensuite une fonction cott de la forme :
Z,
J(Xo;u) = (X (t); u(t) dt; (6.3)
0

op la fonction | est appelge codt instantang et; est le temps mis par la trajectoire issue de
X selon le contréleu pour atteindre une cible donnge.

ftant donn®s un point initial X o et une cible X; = 0 dans I'espace d'§tat, le probleme de
contréle associg au systgme (6.2) et au colt (6.3) cosse p dBterminer des trajectoires du
systgme (6.2) qui relientX o g 0 en un colt minimum. Le problgme est dit en horizon in nisi
le temps nal t; mis pour atteindre la cible n'est pas x§.

Avant de s'intgresser aux m$thodes de r§solution de ce ¢ de problgme, la premigre
guestion que nous nous posons est celle de I'existence de jeetoires optimales du systgme
(6.2) par rapport au colt considgr§.
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Existence de trajectoires optimales

Remarquons tout d'abord que si le point initial X n'est pas contrélable, alors il n‘existe
pas de contréleu admissible ni donc de trajectoire du systgme considgrieliant X p la cible.
Une premigre condition ngcessaire d'existence de trajeires optimales du probleme (6.2)-
(6.3) est donc la controlabilitg p la cible du point initial X .

Sous cette condition, parmi I'ensemble des trajectoires adissibles du systgme (6.2), on
veut slectionner celles, si elles existent, qui minimisg le critgre (6.3). L'existence de tels
contréles dgpend fortement des rggularités du champ molingaire f et du coolt instantan$ I.

Le thgoreme §nonc$ ci-dessous fournit un r§sultat d'estence de solutions optimales entre
deux sous-ensembles de I'espace d'Btat et repose sur la canji§ des ensembles accessibles
en temps ni T, cf [1, chapitre 10], [81, chapitres 5 et 6].

Th§orpme 6.1.1 ([61, chapitre 4, th 4],[81, chapitre 6, th 6.2.1]). On supposef et
| de classeC! sur R" £ R™. On peut ®ventuellement avoir des contraintes sur I'§tatle la
forme :

ci(X), O e (X), G

gue I'on suppose continues suR" le cas §ch§ant. SoienM( et M1 deux compacts deR" tels
que M est accessible depuisg. On note U I'ensemble des contréles admissibles joignamil o
B M ett; (u) le temps mis par le systeme pour aller d&o p M selon le contréleu 2 U.

On suppose alors que :

i. il existe un rgel positif b tel que toute trajectoire associe p un contréles 2 U et not§e
Xu, est uniform§ment bornge parb sur [0; t; (u)], i.e. :

9b>0; 8u2 U; 8t 2 [0t (U)]; kXu()k - b

ii. Pour tout X 2 R", I'ensembleV(X) = f(I(X;u);f(X;u)); u2 Ung est convexe

Alors il existe un contréle optimal u d® ni sur [0;t; (u)] tel que la trajectoire assocife relie
Mo p M1 en tempst; (u) et en codt minimum.

Des conditions d'existence de trajectoires optimales plug®n®rales peuvent étre obtenues
[14, 55, 61]. Dans la suite de ce chapitre, nous nous plasossus les hypothgses du th§orgme
6.1.1 garantissant ainsi l'existence de solutions optimas pour le problgme de contrble non
lingaire (6.2)-(6.3). Nous supposons §galement :

8
3 f de classeC! surR" £ U,

3 f lipschitzienne par rapport p X, uniform§ment par rapport p u i.e. : (6.4)
9L1 > 0; 8(X1;X2) 2 (R")?; 8u2 Up; kf (Xq;u) i f(Xa;u)k- LikXq1j Xk
8
3 | de classeC?! sur R" £ Uy,
(6.5)

3 | lipschitzienne par rapport p X , uniform§ment par rapport p u i.e. :
9L, > 0; 8(X1;X2) 2 (RM?; 8u2 Upny; jI(Xy;u)i I(X2;u)j- LoakX1i Xaok
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Une fois obtenue l'existence de solutions optimales, nousons intgressons p la recherche
de solutions du problgme de contréle optimal non lingaer grace au modgle hybride introduit
au chapitre 3.

Dans la suite, les notations Py ) et (Py) dgsignent respectivement les problgmes de
contrble optimal lingaire et hybride d® nis de I%famonsuivante :
tt

(PnL) Minimiser la fonction codt J(Xg;u) = [(X (t);u(t))dt par rapport au controle u
0

sous la contrainte : 1
X(t) = f(X(®);u) . _
X(0) = Xo P X () =0
sachant que :8t , 0; u(t) 2 Uy, b R™. Le temps nal t; nest pas x®§.
Z,
(PH) Minimiser la fonction co0t Jn(Xo;u) = [(Xh(t);u(t))dt par rapport au contréle u
0
sous la contrainte : 1
Xa(t) = fa(Xn(t);u(t)) . _
; Xn(tg)=0
Xn(0) = Xo n(t)

sachant que :8t , 0; u(t) 2 Uy, b R™. Le temps nal t; nest pas x®§.

Nous rappelons quef, dgsigne l'approximation atne par morceaux du champ non lirgairef ,
construite sur un maillage de pash > 0 de I'espace §tat-controle (cf partie I).

6.2 Premigre approche : principe du maximum de Pontria-
guine

Nous nous intgressons maintenant p la r§solution apprb§e du problgme de contrble op-
timal non lingaires (PN ) grace au principe du maximum de Pontriaguine.

L'ensemble des contrbles admissibles manque en gg§ntidal bonnes propri%t§s de compacit§
ce qui complique singuligrement la rgsolution pratique ds problgmes de contréle optimal. Un
outil puissant pour rechercher les trajectoires optimalesd'un systgme est le principe du maxi-
mum de Pontriaguine [70]. Ce th§orgme permet pour un sysime continu classique d'obtenir
des conditions n§cessaires d'ordre un d'optimalit¢ aingju'une formulation pseudo hamilto-
nienne du problgme de contréle optimal consid§r§.

Aprgs avoir rappel® le principe du maximum de Pontriaguire, nous montrons dans cette
partie que, grace aux bonnes proprigtgs de rggularite notre modgle hybride, nous pouvons
fgalement §noncer un principe du maximum adapt§ au projime hybride Py). Ceci nous
permet alors d'tudier la pertinence de I'approche hybric pour la rgsolution approchge du
problgme de contréle optimal non lingaire Py ) consid®r§.

6.2.1 Formulation hamiltonienne des problgmes de contrdé le optimal

Commenxons par rappeler le principe du maximum de Pontriagine, ou plus exactement
du minimum pour le probleme qui nous intgresse, dans le cad classique des systgmes lisses.
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Le th§oreme 6.2.1 §nonc® ci-aprgs est une version foda principe du maximum [70]
prenant en compte les contraintes sur le controle. Les r§fences concernant ce principe sont
nombreuses; citons en particulier [70, 61, 21, 1] pour uneeaifionstration de ce th§orgme ou
encore [12, paragraphe 1.5] et [81] pour une §tude d§t4ikk de son cadre d'application :

Th§orame 6.2.1 (Principe du maximum de Pontriaguine). On considpre le systeme
de controble :
XL(t) = £ (X (t);u(t));

op le champf est suppos§ de classg! sur R" £ R™. Soit u un contréle admissible associ¢ p
une trajectoire X qui transfgre le systgme de la positiorX g au tempst =0 p la cible02 R"
au temps nal t; non x§. On introduit I'hamiltonien H du systgme :

H(X:u;.;, o)= .ol(X;u)+  Tf(X;u):

Si le contréle u est optimal sur l'intervalle de temps|0; t; ], alors il existe une application non
triviale , : [0;t;]! R" absolument continue, appel®e vecteur adjoint, et un rgely , O tels

que, pour presque tout 2 [0;t¢] :
2 H atteint son minimum par rapport au contréle au point u(t), i.e. :

H (X (t);u(t);, (t);,0) = gnzig H(X (t);v;, (1);, 0)

zxnr=%&xaxwm,m;@

2 ()T = %('(X (t);u(t);, (1);, o) (Bquation d'Euler-Lagrange)

2 H(X(t);u(t);, (t);,0) =0 le long de la trajectoire optimale.

On appelle extrgmale du problgme de contréle optimal totiquadruplet ( X;u;,;, o) vVEri-
“ant les conditions du principe du maximum §nonc§ ci-desss. Dans la suite de ce manuscrit,
nous nous int§ressons uniquement aux extrgmalesormalesi.e. pour lesquelles ¢ est non nul
(ici suppos® ®gal p 1). Nous ®crirons donc en consgqaehl (X; u;, ) au lieudeH (X;u;,;, o)-

Remarque 6.2.1. La condition \ H(X (t);u(t);, (t)) = O le long de la trajectoire optimale"
provient d'une part du fait que le problgme de controle coidgr§ est autonome : en e®et, les
fonctions f et | ne d§pendant pas explicitement du tempd] n'en d&pend pas non plus et on
a:
8t2 [0t ], min H(X(t);v:, () = Cte
\ m

D'autre part, le temps nal est suppos® libre, d'ou la conainte p t = t¢ :

min H(X (t0);vi, (tr) = 0

Remarque 6.2.2. Dans le thorgme 6.2.1, le champ est suppos® de classe! sur R"£ R™.
Cependant, soulignons le fait qu'il sutt en fait de supposerf continue et f continiment
di®grentiable par rapport p la variableX pour dgmontrer le principe du maximum ®§nonc®
ci-dessus [70, 61, 71].
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On rappelle que si une vari¢tdM est d® niepar:M = fX 2 R";' ;(X)=¢¢¢ ' (X) =
0g op les fonctions' ; sont de classeC sur R", alors I'espace tangent gM au point X¢ 2 M
est :

Le th®orgme 6.2.1 s'§tend au cas ou I'ensemble de dfiper 'ensemble cible sont des vari§tgs
de R". Il sutt de prendre en compte des conditions supplgmentaies sur le vecteur adjoint,
appelges conditions de transversalit§ :

Corollaire 6.2.1 (Conditions de transversalit§ [81]). Dans le cas ou I'ensemble de d§part
Mo (resp. d'arrivBe M;) est une vari§t§ deR" ayant un espace tangent erX (0) (resp. en
X (t¢)), alors le thorgme 6.2.1 s'applique et le vecteur adjoinest soumis p des conditions
dites de transversalit$ :

,(0) ? Tx oMo (resp., (tr) ? Tx(,)M1)

En optimisation classique, minimiser une fonctionH par rapport p un parametre u im-
pligue dans un premier temps de chercher les points statioraires du systgme, i.e. les valeurs
u(X;, ) de u pour lesquelles :

@H.. = \_q-
@(X’ u’ 5 ) - 0 1
puis d'§tudier en ces points la positivitg de la matrice hasienne :
2 3
@H @H
—(X;u;, i X;u;,
@H @ ( ) @\oh@u( )
@(X; up, )= : :
GH X;u;, ) @—H(X;u;, )
@U@ @4
Notation. Dans un soucis d'all§ger les notations, on pose p partir dmaintenant :
_ @H _ @H
Hu - 6[,] et Huu - @

Nous introduisons alors la notion d'arc extrgmal du systgne hamiltonien :

D& nition 6.2.1 (Arc extr§mal). Une solution (X; u;, ) du systgme hamiltonien d§ ni par
le th§orpme de Pontriaguine est appel§e extrmale oucaextr§mal du systgme.

Cependant, dans certains problgmes d'optimisation, desxtrmales peuvent exister méme
si la matrice H, est singuligre. Il est alors ngcessaire d'e®ectuer deste supplgmentaires
a n de dgterminer si ces extrBmales ditesinguligressont rgellement optimales [60, 14].

Le cas le plus frgquent op des extrgmales singuligrespguaissent, est celui ou I'hamiltonien
du systeme de contrble considgrg dgpend atnement du cwdle u, soit :
H(Xu;, )= Ho(X;, )+ Hu(X;, )u:

En e®et, puisqueH est atne par rapport au contréle u, la relation Hy, = 0 ne d&pend pas
de u et ne suxt donc plus p dgterminer les controles optimauxefentuels. Nous entrons alors
dans le cadre de la thgorie des extrEmales singuligresidi%e dans la partie 6.4 de ce chapitre.
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6.2.2 fnonc® d'un principe du maximum hybride

Dans le paragraphe prgctdent, nous avons §nonct le pripe du maximum de Pontriaguine
sous sa forme la plus rgguligre en supposant le champ de taar f de classeCt. Nous voulons
maintenant adapter ce thorgme aux systgmes hybrides aies par morceaux construits au
chapitre 3 a n d'obtenir des conditions ngcessaires d'opmalit§ pour le probleme Py ).

L'§criture d'un principe du maximum hybride est un problgme dlicat qui a suscitg de
nombreuses recherches. La principale ditcult§ est d'arsier p prendre en compte les discon-
tinuitgs du systeme hybride considgrg provoquges paes §vgnements discrets et ensuite de
les intggrer dans la formulation du problgme d'optimisaton. La th§orie du controle optimal
des systgmes hybrides manquant d'un cadre uni &, il exigt p I'heure actuelle diverses formu-
lations de ce principe du maximum hybride lifes p la d§ rtion ainsi qu'p la rggularitg§ des
systegmes hybrides consid®rgs [77],[85, paragraphe 4.2]. Citons en particulier les travaux
de P. Riedinger, C. lung et F. Kratz qui §noncent et dgmontent un principe du maximum
hybride valable pour une classe trgs g&n$rale de systemhybrides [71, thorgme 2.3].

Considgrons un systgme hybriddd selon le modgle construit au chapitre 3 dont la dyna-
mique est rggie par le systgme di®%rentiel :

X(t) = fr(X(t); u(t)):

Par construction, le champf}, est atne par morceaux et continu surR" £ Uy, (cf proposition
2.1.1). Nous pouvons donc en dgduire quf, est non seulement continue suR" £ Uy, mais
aussi di®grentiable par rapport p la variableX et sa di®grentielle est continue par morceaux.
De plus par d§ nition du systgme hybride H, nous savons qu'il n'y a pas de rg-initialisation
de la variable continue ce qui signi e qu'p tout instant de transition t; entre deux modesg
et g+1, Nous avons :

X(t)= X (t):
Remarquons de plus qu'p cet instant de transitiont;, le systemeH peut soit e®ectuer la
transition discrgte du modegq vers le modeg.1 , soit rester dans le modeg . Ce choix dgpend
uniquement de la valeur du champf, au point X (t;). Les transitions entre les modes discrets
dans notre modgle hybride sont dites non contraintes (cegious permet d'obtenir la continuit§
de I'tat adjoint aux instants de transition dans le principe du maximum hybride).

En cons®quence, d'aprgs le thorgme 2.3 donn® dans][#ous appliquons la version
rgéguligre du principe du maximum donn§e par le thgorgm 6.2.1 dans chaque mode de
l'automate hybride H en la compl§tant par des arguments de programmation dynangue per-
mettant de prendre en compte les transitions discrgtes d'n mode p un autre. Nous obtenons
ainsi un principe du maximum adapt® aux systgmes hybridesontinus, atnes par morceaux
sous la forme suivante :

Th§orgme 6.2.2 (Principe du maximum hybride). On introduit I'namiltonien H;, as-
soci§ au systgme hybridéd :

Hh(X;u;, )= 106G u)+ , Tfh(X;u):

Si le contréle u est optimal sur l'intervalle de temps|0; t; ], alors il existe une application non
triviale , :[0;tf]! R" absolument continue par morceaux telle que :
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2 pour presque toutt 2 [0;t;], H atteint son minimum par rapport au contréle au point
u(t) i.e. :
HR(X ():u(t);, (1) = min H(X (1);v;, (1)

2 X(t) = %(x :u();, (©)

. @H
i @X
2 Hp(X (t);u(t);, (t)) =0 le long de la trajectoire optimale.

2 ()T = (X (t);u(t);, (1)) (Bquation d'Euler-Lagrange)

2 A chaque instant de transition t; entre deux modesyg et .1, les conditions de trans-
versalit§ s'§crivent :

8 . _
< ()= .(t)
Ha(X (87 );uty);, (7)) = Ha(X (& );uti );, (t))

Remarque 6.2.3. La continuit§ de I'hamiltonien Hy aux instants de transition est une
cons$§guence du caractgre autonome du modgle hybride soi§r§ et de la non r§-initialisation
de I'§tat continu X (cf conditions de transversalit§ (2.18) dans [71]).

Dans le cas o les ensembles de dgpart et d'arrivBe sontsdearigts deR", les conditions
de transversalit§ donnges par le corollaire 6.2.1 s'appluent et s'ajoutent aux conditions d'op-
timalit donnfes par ce principe du maximum hybride.

6.2.3 ftude de l'approximation hybride

Revenons maintenant aux problgmes de contrble optimal no lingaire (PN ) et hybride
(Py), sachant que le systgme hybridéd est une approximation atne par morceaux et conti-
nue du systeme non lingaire initial consid®r§. Dans legaragraphes prg§cgdents, nous avons
#nonck deux principes du maximum, le principe de Pontriagine et un principe du maximum
hybride, qui nous permettent d'obtenir des conditions ngessaires d'optimalit§ sur des couples
de trajectoires $tat-contréle (X;u). Nous voulons maintenant montrer que la r§solution du
problgme hybride par le principe du maximum associ§ pernteune r§solution approchge du
problgme non lingaire.

Nous d® nissons pour chacun des problgmes de controle id§rgs I'hamiltonien associ§
ie.:

H(X;u;, ) I(X;u)+ , T (X;u)

Ha(X;u;, ) I u)+ , Tn(X;u)
Le premier rgsultat que nous obtenons est alors la convergee uniforme sur tout compact de
'hamiltonien Hy vers I'hamiltonien H :

Proposition 6.2.1.  Sous I'hypothgse (6.4), 'hamiltonienH}, converge uniform§ment verdH
sur tout compact deR" £ R", uniform$ment par rapport p u quandh tend vers0*.
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Preuve. Par d® nition de H et Hy, nous avons :

o o

JHOGU;, )i HaOGu;, )j= L TIEOGU) | FaGuw)] - 2, TOKEOGU) § Fr(Xu)k

Soit - 1 et - , des compacts deR". Selon I'hypothgse (6.4), le champf est de classeC?
sur R" £ R™ ce qui nous permet d'appliquer la convergence uniforme dé, versf sur tout
compact deR", uniform®ment par rapport p u (cf proposition 2.3.1). Nous avons donc :

sup kf (X;u)i fa(X;u)k- ", (h)
(X;u)2- 1£Un

op"., (h) dgsigne l'erreur d'interpolation sur - 1 £ Uy et : hIlirr(}+ "_,(h) =0. En posant :
Mo=sup ~, T <1;
.2-2

nous obtenons donc :

sup JHOGU;, )i Ha(Xu;, )i - M2 "o (h);
(X;u;, )2- 1EUmE- 2

ce qui prouve la convergence uniforme dél,, vers H sur tous compacts deR" par rapport p
X et ., uniform§ment par rapport p u.

o]

Considgrons maintenant un point controlable Xy de l'espace d'§tat. Nous supposons
figalement connue une trajectoire optimale X;u) du systgme non lingaire (6.2) reliantXg
g la cible en tempsT > 0; d'aprgs le principe du maximum de Pontriaguine, il exise donc
un paramgtre , d® ni sur [0; T] et absolument continu tel que pour presque toutt 2 [0;T] :

H (X (t);u(t);, (1)) = g}i{}m H (X (t);v;, (1)
sachant que :
X = SH0ciuw:, ©) = X uw)
ROUEER= 4 (JORTCING)
H (X (t);u(t);, (1)) =0 le long de la trajectoire optimale.

D'aprgs la proposition 4.2.4, nous pouvons construire unéamille (Yn.0)hs o de points de
R" tels que pour tout h > 0, la trajectoire Y}, solution du systgme :

Yh(t) = fr(Yn(t);u(t)
relie Yn.o p la cible en tempsT i.e. : Yyh(0) = Yh.0 et Yn(T) = 0 et qui converge versXg :

lim Yh;O = Xop:
h! 0+
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Il reste maintenant p vEri er que pour un pash > 0 donn®, la trajectoire (Yy;u) vBri e les
conditions ngcessaires d'optimalitg du principe du maxnum hybride.

Nous introduisons donc pour cela le paramptre d'§tat adjmt p, associ§ g la trajectoire
Yh et solution du systgme :

Pa()" = %(Yh(t):u(t):ph(t)): t2[0;T]:

Par construction, le champ f}, est continue, de classeC! par morceaux surR" £ Uy, ce qui
implique que I'gtat adjoint p, est continu et m&éme absolument continu sur [QT].

Il reste alors vBri er qu'p tout instant t 2 [0; T],
{ la famille ( Hh(Yn(t); u(t); pn(t))) h> o tend vers 0 quandh tend vers 0" :

hl!irg+ Hn (Yn(t); u(t); pn(t)) = 0::

{ il existe une famille de rgels positifs ¢(h))n> o qui converge vers 0 quanch tend vers 0
tels que :

VTLIR Hn(Yn(t); vipn(t)) - Hn(Yn(t); u(t); pn(t)) - V%f; Hn(Yh(t);vipn(t)) + +(h)

L'optimalit® approch®e de I'hnamiltonien hybride ditcil e p dgmontrer dans ce contexte s'ob-
tient plus simplement dans I'approche par les §quations ddamilton-Jacobi-Bellman pr§sentge
dans la suite.

6.3 Seconde approche : solutions de viscosit§ des §quations
d'Hamilton-Jacobi-Bellman

La plupart des problgmes de contréle optimal en horizon imi peut étre ramenge de fason
fquivalente p la rgsolution d'une gquation d'HamiltonrJacobi-Bellman (HJB) du premier ordre
dutype: H(X;V;DV ) = 0. Cette §quation n'admet ggngralement pas de solutin au sens clas-
sique, ce qui nous amgne p considgrer un type plus faible dolution, les solutions de viscosit§.

La thorie des solutions de viscositg des §quations d'ifalton-Jacobi-Bellman fait I'ob-
jet de nombreuses recherches et des m§thodes de rgsolatioum®rique ont $t§ propostes :
discr§tisation en temps et/ou en espace [18], di®®renceses, mgthode des caract®ristiques,
m$thodes Max-Plus entre autres. Dans cette partie, notre btin'est pas de faire une $tude
complgte de ce type de solution mais de montrer que l'apprée hybride d§veloppge tout au
long de ce manuscrit, nous permet de construire ce type de sdlon.

6.3.1 Contréle optimal et solutions de viscosit$

Dans ce paragraphe, nous proposons un rappel thgorique rae sur les solutions de visco-
sit§ et leur réle en th§orie du controle optimal. Nous jwsti ons en particulier I'Bquivalence entre
la rgsolution d'un problgme de contréle optimal et celled'une certaine §quation d'Hamilton-
Jacobi-Bellman.
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Rappels sur les solutions de viscosit§

Soit - ouvert non vide de R"etH:- £ RE R" | R une application continue. On
considgre une ®quation d'Hamilton-Jacobi-Bellman du prerer ordre :

HOX;V;rVv)=0 (6.6)

Sans hypothgse suppl&mentaire, cette §quation n'admen g&ngral pas de solutio’V au sens
classique. On fait alors intervenir le concept plus faible @ solution de viscosit§ introduit pour

la premigre fois en 1981 par M.G. Crandall et P.L. Lions [2623, 24, 25] puis largement explor§
par la suite ([8], [7, chapitre 2] entre autres) :

D& nition 6.3.1 (Solution de viscosit§). V 2 C(-) est solution de viscositg de (6.6) si
et seulement si :
i. 8©2 CY(-) , si Xg2 - estun point de maximum local de(V j ©), on a :

H(X0;V(X0);DO(Xp)) - 0
ii. 8©2 C(-), si Xp2 - estun point de minimum local de(V j ©), on a :

H(X0;V(X0);DO©(Xp)), O

Remarque 6.3.1. Si on a uniquement l'assertion i. (respectivement ii.), on parle de sous-
solution (respectivement de sur-solution) de viscosit§ @ I'gquation (6.6).

Nous proposons ici une rapide introduction p la th§orie de solutions de viscosit§ continues
des ®quations d'Hamilton-Jacobi-Bellman, ce qui nous permtera ensuite de les introduire
dans le contexte des problgmes de controle optimal. Commeons ces rappels par quelques
proprigt®s remarquables de ce type de solution :

Proposition 6.3.1.

1. SiV est une solution classique de (6.6) alory/ est aussi une solution de viscosit§.
2. Si V est une solution de viscosit§ de (6.6) et sV est di®§rentiable enX o alors :

H (Xo0;V(X0);DV (X)) =0

3. Changement de variable : soit V 2 C(-) une solution de viscosit§ de (6.6) efA une
application de classeC? sur R telle queA > 0 sur R; alors W = A(V) est une solution
de viscosit® de I'gquation :

K(X;W;DW ) =0 dans-

en posant :K (X;Z;p) = H(X; Al 1(2); (A 1Y4Z) p)

4.V 2 C(-) estune sous-solution (resp. sur-solution) de (6.6) si et adement siW = | V
est une sur-solution (resp. sous-solution) de j H(X; j W;j DW)=0.

En pratique, la d§ nition 6.3.1 est assez peu utilisBe poud®montrer qu'une application
continue est une solution de viscositg. En fait, une formwtion plus commode consiste p
introduire la notion de sous- (ou sur-) di®grentiel d'une faction continue :
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D& nition 6.3.2 (Sur- et sous-di®§rentiel d'une fonction contin ue). SoitV 2 C(-) .
. VIY)i VX)i <p;Y i X>
+ — n_ . .
D V(X)—fp2R—|IE{n!S>l(Jp KY Xk 0Og:
. VYY) i VX)i o <psY o X >
i - n— .
D'V(X)=fp2R Ilmlr;(f KY 1 XK , Og:

Remarquons en particulier que, siV est di®§rentiable enXg, on a alors :D*V(Xy) =
Di V(Xp) = fDV (Xg)g. Nous pouvons maintenant donner une condition ngcessairet suz-
sante pour qu'une fonction continue donnge soit une solutin de viscosit$ :

Th§orgme 6.3.1.
1. V 2 C(-) est sous-solution de (6.6) si et seulement si :

8X 2-:8p2D* V(X); HX;V(X);p)- O
2.V 2 C(-) est sur-solution de (6.6) si et seulement si :

8X 2-:;8p2DIV(X); HXX;V(X);p), O

Nous terminons ces rappels par un r§sultat de stabilit§ de solutions de viscositg dans
I'espaceC(-) des fonctions continues :

Proposition 6.3.2 ([7, proposition 11.2.2]). Soit V, 2 C(-) , n 2 N, une suite de solutions
de viscosit§ de I'Gquation :

Hh(X;Va(X);DVp(X)) =0 dans -: (6.7)
Supposons que :

Vh i.FU V uniform§ment localement sur-
Hn i.PU H uniform®ment localement sur- £ R£ R":

Alors V est une solution de viscosit§ de I'gquation (6.7) dans.

Application au contrdle optimal des systames non lin§aires

Le problgme abord® maintenant est de formuler le problgmde contrble optimal en horizon
in ni en termes de solution de viscosit§ d'une §quation d4amilton-Jacobi-Bellman (HJB).
On considgre le systgme de contrble non lingaire :

Vs
X(t) = f(X(®);u) . _0-
X0 = X, L X (t)=0; (6.8)

sachant que le temps nalt; n'est pas x§& et dgpend implicitement du choix du controke u.
On rappelle que les contréles admissibles sont des fonctie mesurables, born§es p valeurs
dans le polytopeUy,. La fonction colt p minimiser est d§ nie de la fason suiante :
Z t,
J(Xoyu) = I(X (1) u(t)) dt:
0
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On introduit ensuite la fonction valeur V du problgme de contréle optimalP :
tf
V(Xp) = inf J(Xo;u) = inf [(X (t); u(t))dt; 6.9
Xo)= ., o o) Xow= ., ) o (X (t); u(t)) (6.9)
qui ®value le coat minimum pour transfgrer le systgme déda position X p la cible 0. On
suppose dans ce paragraphe que pour to 2 R", il existe une trajectoire du systgme (6.8)
qui relie X p 0 en temps ni.

Remarque 6.3.2. Tous les rgsultats prgsent®s dans la suite de ce paraghep s'appliquent
tels quels p tout problgme de controle optimal sans la coainte sur I'Btat nal. Il n'est alors
pas ngcessaire de supposer I'existence de trajectoirestiopales du systgme consid§r§.

On dispose alors d'un rgsultat fondamental : le principe dgorogrammation dynamique dt

a R. Bellman [9], qui exprime sous forme d'§quation I'id® intuitive suivante : pour atteindre

le minimum de la fonction valeur, on laisse le systgme §voér sur un intervalle de temps [Q T]

X® selon un contréle arbitrairement x§. On paie le colt correspondant sur [Q T], p savoir

OT [(X (t);u(t))dt. Il reste alors p choisir les meilleurs contrbles possies pour minimiser le

coot V(X (T)) gu'il reste p payer p partir du point X (T). En'n, on cherche le minimum du
colt ainsi calcul§ sur I'ensemble des controles admigdses :

Proposition 6.3.3 (Principe de Programmation Dynamique).
Z 5 .

8Xo 2 R":8T > 0;V(Xo) = I(X (t): u(t))dt + V(X (T))
0

inf
u2L! ([0;+1 [;Um)
Ce rgsultat est une des bases du contréle optimal : il permeen particulier de relier la
valeur de la fonctionV au point X avec ses valeurs en des points voisins, ce qui nous conduit
a I'Bquation satisfaite parV :

Th§orame 6.3.2. La fonction valeur V est une solution de viscosit§ de I'Bquation d'Hamilton-
Jacobi-Bellman (HJB) :

supfi I(X;u)i f(X;u)DV (X)g=0:

u2 Um

On laisse le soin au lecteur de se r&f§rer g [7, chapitre gropositions 2.5 et 2.8] pour le
dgtail des dgmonstrations du principe de programmation gnamique et du thgorgme 6.3.2.

La rgsolution de I'gquation (HIJB) comporte trois §tapes:
1. Trouver une fonctionS : R" ! Uy, telque :S(Z) 2 argmaxfi 1(Z;u)i f(Z;u)DV (Z)g.
u2Unm

b3
2. Resoudre le systeme XX_((E))) : ‘;((OX (t); S(X (1))

3. La solution X ? du systgme préc®dent engendre un contréle’(t) = S(X ?(t)) optimal
pour la condition initiale Xo.

pour t> 0.

Nous rencontrons ici p I'Gtape 1, le m&me problgme queloérencontr§ lors de la rgsolution
des problgmes de contréle optimal, p savoir le calcul da kolution directement en fonction de la
position du systgme. Cet obstacle justi e les approches magriques telles que la discrtisation
en temps puis en espace de I'Bquation (HJB), a n de calculela fonction S en fonction de
I'Btat. Ce qui nous intgresse maintenant est de montrer cmment I'approche hybride nous
permet d'approcher les solutions de viscosit§ des §quatis d'Hamilton-Jacobi-Bellman.
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6.3.2 Approche hybride pour la r§solution de I'§quation ( HJB)

D'apres I'Btude menge dans la partie I, tout systgme deontrodle non lingaire de la forme :
X_ = f(X;u) peut etre approch® par un systeme hybride dont la dynanmgue est atne par
morceaux : X- = fu(X;u). On d® nit les hamiltoniens suivants associfs respeatement aux
problgme de contréle optimal non lingaire et hybride :

Ho(Xip) = sup fi 1(X;u)i p'f (X;u)g
u m

Hh(X;p) = Szulﬁ) fi 1(X;u)i pTfn(X;u)g:
uzUm

Les ®quations (HJB) respectives s'§crivent donc :
Ho(X;DV (X)) =0 Hr(X;DVp(X))=0;

op V (respectivement V) dgsigne la fonction valeur associge au problgme non §aire (res-
pectivement hybride).

Le premier rgsultat que nous obtenons est la convergence fiorme de I'hamiltonien hy-
bride vers I'hnamiltonien non lingaire sur tout compact :

Proposition 6.3.4. On supposef est de classeC! sur R" £ U,. Alors Hy, converge uni-
form§ment versHg sur tout compact deR" £ R" quandh tend vers0* :

Hp i.FU H sur tout compact deR" £ R":

Preuve. Pour (X;p) 2 R" £ R" donn®s, d'aprgs la continuit des champs$ et fy,, les
applications :* :u 7! I(X;u)i pTf(X;u)et' n:u7li I(X;u)i p'fn(X;u) sont continues
sur Uy, compact. Par cons®quent, et' , sont bornges et atteignent leurs bornes respectives
sur Up, :

9uo 2 Um; Ho(X;p) = i I(X;uo0)i p'f(X;uo)
9uh 2 Um; HR(OX;p) = i I un)i PTfn(X;un)

On obtient alors
Ha(X;p) i Ho(X;p) = i 1(Xun)i P fa(X;un)i Ho(X;p)
i 10GuR) i PTFa(Xun)+ I(X;un)+ p'f (X;up)
PTIF (X;un) i fa(Xiun)]l -k pkkf (X;up) i fr(X;un)k

Soient - ; et - » deux compacts deR". Selon le méme proc®d® que pour la dgmonstration
de la proposition 6.2.1, nous utilisons la convergence urifme defy, versf sur tout compact
de R", uniform®ment par rapport g u, ce qui nous donne pour tout K;p) 2 - 1£ - 5 :

Hh(X;p)i Ho(X;p) - M2 ". (h) en posant: Mz = sup kpk:
p2- 2

Nous rappelons qué€'. , (h) dgsigne l'erreur d'interpolation commise sur le compact 1 £ Uy,

et: hl!m(1)+ -,(h)y=0.
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De méme, pour tout (X;p) 2 - 1 £ - 2, nous avons §galement :
Ho(X;p) i Hn(X;p) -k pkkfn(X;uo)i f(X;ug)k- Mz " (h):

D'ou :
sup  JHh(X;p)i Ho(X;p)j- M2 ". (h);
(Xip)2-1£-2

ce qui prouve la convergence uniforme del,, vers Hg sur tout compact de R" £ R".

o]

Considgrons maintenant un pointX o donn§ de I'espace d'§tat. Supposons qu'il existe une
trajectoire optimale du systgme non lingaire qui relieXo p la cible 0 en temps niT > 0; |l
existe donc un contrdle admissibleu : [0; T]! Uy, et une trajectoire X dansR" tels que :

1y
X(t)
X (0)

f(X(t); u(t)) _ Y-
Xo: X (T)=0 et V(Xg) = J(Xo;Uu):

D'apres la proposition 4.2.4 et selon la méme id§e que éelutilisge au paragraphe 6.2.3, nous
introduisons la famille (Yh.0)n> 0 de points deR" tels que pour tout h > 0, la trajectoire Yy
solution du systgme :

Ya(t) = fr(Yn(t);u(t)

relie Ynh.o p la cible en tempsT i.e. : Yh(0) = Yh.o et Yn(T) =0 et v&ri ant :
lim Yh;() = Xo:
ht o

De plus le coat pour amenerYy.o A la cible selon le controleu est donn§ pardp(Yh.o; u) et
ona:

EZ T -
JVXo) i In(Yhosw)i = jI(Xosu)i In(Ymo; u)j = ~, X u®) i 1(Yn(t); u(t)]dt=
Zq
. JHEX);u(®) i 1(Yn(); u(t))jdt
2 eTi 1 LiT

Lo kX ()i Ya(Okdt- "(h)L, s
0 Ll

Nous en dgduisons ainsi h limJn(Yh.o;u) = V(Xop). Nous avons donc montrg le rgsultat
o

suivant :

Proposition 6.3.5. Soit Xg 2 R" un point donn§ de l'espace d'§tat. Supposons qu'il existe

T > 0 et un contréle admissibleu : [0;T] ! Un tels que la trajectoire X [X; u] soit une

solution optimale du probleme(Py ).

Alors il existe une famille (Ynh.0)n> 0 de points contr6lables en temps du systgme hybrideH
qui converge versX o quandh tend vers0* et telle que :

h|!|r2+ Jh(Yh:0;u) = V(Xop):

Pour amgliorer encore ce r§sultat, il faudrait prouver laconvergence uniforme sur tout
compact de la fonction valeur hybride V}, vers la fonction valeur V.
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6.4 Cas particulier des problgmes de contréle optimal atnes

Nous nous int§ressons R la rgsolution de problgmes denttéle optimal atnes par rapport
au contréle : la dynamique f et la fonction colt | sont suppos§es atnes par rapport a la
variable de controle u.

Nous proposons dans cette partie une gtude dgtaill§e dpsints de commutation de la tra-
jectoire optimale cherch®e, i.e. des points de discontirt§ du contréle associ®. Les algorithmes
propos$®s ci-aprgs et prgsent®s dans [35] permettent lalaul des courbes de commutation du
problgme de contrble optimal considgrg.

On considgre un hamiltonienH atnement dgpendant du controle u, i.e. de la forme :
H(X;u;, ) = Ho(X;, )+ Ha(X;, )u:

D'apres le thgorgme 6.2.1 de Pontriaguine, nous cherche g minimiser H par rapport
au contrble u sous certaines contraintes, sachant ques appartient p un polytope Uy, =

Le probleme pos® par le thEorgme de Pontriaguine est domamen$§ p un problgme de pro-
grammation lingaire dont la solution est :

u=si si: 8 8i; Hi(X;, )(sii sj) <O (6.10)

La relation (6.10) partionne I'espace en K;, ) en rggions g l'intgrieur desquelles le controle
optimal est constant, gal p un sommes; du polytope de controle (cf gure 6.1). Ainsi, toute

Sio(t) = 0--__ )
1:2(t) \\\\ Spa(t) < 0 Spa(t) < O
\\ . uﬂ = SZ
uU = Sl \\\\
1 ““‘~\\ X
Sia(t) < 0 Sya(t) < 0 2 )
u=s3
,// \\\‘*"81;3(0 =0
! S3;1(t) <0 S3;2(t) <0
Sz3(t) =0

Fig. 6.1 { Partition de I'espace (X;, ) en rggions ou le contrble optimal est constant

la dixcult§ de la rgsolution d'un problgme atne par rapport au contréle consiste p dgterminer
les instants et lieux de transition entre deux controless; et s; donn§s. On introduit pour cela
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D§& nition 6.4.1 (Fonction de saut). On appelle fonction de saut ou de commutation entre
deux contrOles distinctss; et sj, l'application Si; : (X;, ) 7! Hi(X;, )(sii sj).
On a alors la relation : Si; " Sj;i .

La frontigre entre les domaines op les controles; et s; sont optimaux, si elle existe, a
donc pour gquation :
Sij (X;, )= Ha(X;, )(sii s;)=0: (6.11)

L'id®al serait, dans un premier temps, d'obtenir les §qudons de commutation (6.11) unique-
ment en fonction de la variable d'§tat X, ce qui nous permettrait de construire un contréle
optimal en boucle de rgtroaction feedbacken anglais), i.e. dgpendant de la positionX du

systeme. Malheureusement, il n'est ggn®ralement pas gsible d'§liminer la variable , des
fquations de commutation. Dans un second temps, nous devsrd$§terminer la nature de ces
frontigres i.e. savoir si la trajectoire optimale traverse la frontigre ou si elle \glisse" le long de
cette frontigre.

En pratiqgue, nous sommes donc ramengs p chercher les panie commutation le long
de la trajectoire optimale cherchge, i.e. p ®tudier lesfros des fonctions de commutation
t 7! Sij (X (1);, (1)) le long de cette trajectoire.

Consid§rons deux controles; et s; distincts donn§s pour lesquels la frontigrs;; (X;, ) =0
existe. Soittg un instant de commutation de la trajectoire considgre ie. vBri ant :

Sij (X (to);, (to)) =0

Deux cas se prsentent alors :

U= uj

T 5(6,)=0

Fig. 6.2 { Arcs r&gulier (a gauche) et singulier (a droite) ave commutation

2 to est un z®ro isol® de 7! S;; (X (t);, (1)) : dans un voisinage detg, le contrble op-
timal est constant par morceaux p valeurs dand s;; s;g. Les arcs extrgmaux sont dits
rfguliers (cf gure 6.2, schma de gauche).

2 || existe un intervalle de temps [o;t1] non rgduit p fteg tel que la fonction saut est
identiquement nulle sur cet intervalle i.e. : 8t 2 [to;t1]; S (X (t);, (1)) = 0. Les arcs
extrgmaux sont dits singuliers (cf gure 6.2, schma de droite).

Aprgs avoir rappel® des §l8ments de thBorie des extnfiles, nous proposons des algorithmes
de calcul des frontigres de commutation. L'exemple 6.4.1rfisent® ci-aprgs nous permettra
d'illustrer les algorithmes propos$s tout au long de cettesection.
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Exemple 6.4.1 (Exemple de Johnson et Gibson [53, exemple 1]). On considgre le
systgme de contréle lin§aire :

X(t) = 8 é X (1) + ii u(t): (6.12)

oM la variable de contréle est r§elle, soumise g la comtinte : 8t , 0; ju(t)j- 1. On introduit
figalement la fonction colt suivante :
Zi1
J(Xo;u) = “x4(t)%dt:
0o 2

Le probleme de controle optimal est alors d'amener le sysine g la positionX =0 en mini-
misant la fonctionnelle J, sachant que le temps nal est libre.

On remarque pour commencer que le systgme (6.12) est d§gus forme canonique (cf
paragraphe 2.2), puisque la matricel B j AB ] est de rang plein (%gal p 2).

Appliquons le th§orgme de Pontriaguine au problgme de dodle considgrg§. On commence
par introduire I'namiltonien H d® ni comme suit :

1
H(X;U;,)=§X%+,1X2+(,1i ,2)u (6.13)

Le probleme de controle optimal consiste p minimiseH par rapport p la variable de controle
u sous les contraintes :
2 Systgme dynamique X3 = X2+ U etxp = j u.

2 Iﬁquations d'Euler-Lagrange : 4 = j X1 et =i , 1.
2 %x% + ,1X2+(,1i ,2)u” 0lelong de la trajectoire optimale.

6.4.1 Arcs extr§maux r§guliers et rggles de commutation

Dans un premier temps, on s'intgresse p la d§ nition et awcalcul des arcs extrEmaux
rgguliers. Un arc extrgmal rggulier est dg ni de la fagn suivante :

D& nition 6.4.2 (Arc extrmal r§gulier). Un arc extrgmal (X (t); u(t);, (t)) est dit rggu-
lier sur un intervalle de temps|to; t1] si et seulement si, pour presque tout 2 [tg;t;], il existe

HOXO;, (O)sc< min HOX(D:, O)si

En utilisant la relation (6.10), on connadt la valeur du contréle optimal le long d'un arc
reégulier :

Proposition 6.4.1.  Pour tout arc extrgmal rg§gulier (X (t);u(t);, (t)), le contréle est donn®
par la relation :
u(t) = sj si: 8j 6 i; Sij (X(1);, (1) <O0:
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alors tg est un instant de commutation du controleu de s; verss; ou des; verss;.

Int§ressons nous maintenant aux points de commutation eme deux contréles distinctss;
etsj, i.e. aux zgros isolgs de la fonction de commutatioh 7! S;;j (X (t);, (t)).

Les points de commutation d'une trajectoire optimale du sysgme entre deux contrbles
Si et s, vBri ent nfcessairement les deux conditions suivantes ils annulent la fonction de
commutation et I'hamiltonien §tant nul le long de la trajectoire optimales, il I'est §galement
en ces points, ce qui s'gcrit :

8
< Sjj (X (to);, (to)) =0

H (X (to); u(to);, (to)) =0

Or, au point de commutation p l'instant to, le controle est de la forme :u = s; +(sj i sj)v
avecv 2 f 0; 1g. L'hamiltonien H s'gcrit sous la forme :H (X;u;, ) = Ho(X;, )+ Hi(X;, )sj +
H1(X;, )(sii sj)v. Les conditions v&ri §es au point de commutation entre lg controless; et
sj s'Bcrivent donc §galement :

8
< Hi(X (to);, (to))(si i §)=0
(6.14)
Ho(X (to); , (to) + Ha(X (to);, (to))s; = 0

La question est maintenant de savoir dgterminer si la commtation s'e®ectue des; vers s;
ou le contraire. Pour cela, il suxt d'gtudier le signe de la dgrivge par rapport au temps de la
fonction de commutation t 7! S;j (X (t);, (t)), i.e. de la quantit$ :

d _
geH2(X (), ()] .

0
au point de commutation.

{ Si at [Sij (X (1);, (t))] > O alors le controle optimal e®ectue un saut ds; verss;.

. d ,
{ Si i [Sij (X (1);, (1))] < O alors le controle optimal e®ectue un saut de; verss;.

Il n'est malheureusement pas toujours possible d'exprimetes rggles de commutation uni-
guement dans l'espace d'§tat. En e®et, il aurait pour celadllu pouvoir §liminer la variable

d'§tat-adjoint , de I'expression de% [Sij (X (1);, (1))], ce qui n'est ggnBralement pas faisable
puisque (6.14) est un systgme de 2 gquationsmainconnues, 1;:::;, n.

Il existe par contre bien entendu des exemples ou l'on arriy p exprimer le vecteur adjoint
. en fonction de la position X aux points de commutation. C'est le cas de I'exemple 6.4.1 de
Johnson et Gibson (cf exemple 6.4.2).
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Exemple 6.4.2 (Retour p I'exemple de Johnson et Gibson). On cherche le graphe des
commutations autorisges pour le systgme (6.12). Tout pot de commutation X = (X1;X2)
vBri e les relations (6.14), p savoir ici :

1
,1=,2 et §X§+,1X2:O;

2
. X . . . .
soit,encore :, 1= ,2= j X—l Calculons maintenant la dgrivée de la fonction de commattion

2_ . .
Sentreu=1 etu=j 1, d& nie comme suit :
S=(X;,)7 ,1i ,2
D'aprps les §quations d'Euler-Lagrange, on sait que ;4 = j Xy et »=j ,1, dou :

d X1(X1 +2X2)
— i = j + = —
dt[,ll L2l = i X+ 1= 2%2

L'§tude du signe deé’—t[, 1i , 2] partitionne ainsi I'espace des phases en r§gions de comnation
autorisges, cf gure 6.4.2.

\
X2
X1:0
Deu=lpu=j1
Deu=jlpu=1
Deu=i1|au=\1‘*~\ Xo =0
RS > X1
0 T~a
~~_ Deu=lpu=ij1
Deu=l1lpu=ij1 + —
Deu=ilpu=1 X1+2%2=0

Fig. 6.3 { Graphe des commutations autorisges (exemple de Johos et Gibson [53])

6.4.2 Arcs extr§maux singuliers

Considgrons maintenant le cas op la fonction de commutadin s'annule sur un intervalle
de temps non trivial. On peut alors formaliser la notion d'arc extrgmal singulier de la fason
suivante :
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D nition 6.4.3 (Arc extrmal singulier [86]). Un arc extrmal (X (t); u(t);, (t)) est dit
ij -singulier sur un intervalle de tempsJto;t1] (non rgduit g un point), si et seulement si pour
presque toutt 2 [to;t1], on a :

Proposition 6.4.2. Soit | % f1;:::;pg; pour tout arc extrgmal (X (t);u(t);, (t)) I -singulier
sur un intervalle de temps[to;t1], le contréle vgri e :

8t 2 [to;t1]; u(t) 2 Conv(sj;i 2 1):

D®&monstration. Par d§ nition, le domaine de contréle est un polytope deR™ de sommets

S1;:::;Sp. Donc, quel que soitt 2 [to; 1], on a la relation de convexit§ suivante :
xXP xXP
9(® (1)) k=1::p 2 [0;1P; ®&(t)=1 et u(t)= ®(t)sk:
k=1 k=1

En r§injectant maintenant le contréle dans I'hamiltonien H, nous sommes donc ramengs de
fason ®quivalente p minimiseH par rapport aux variables ®, k = 1;:::;p; red® nissons
donc H le long de l'arc singulier, en omettant d'&crire la dgpendnce ent de X, ®et, an
pour allgger les notations :

xP
H(X®;,)= Ho(X;, )+ Hi(X;, )  ®&sk:
k=1

P
Soiti 2 | ; d'aprgs la relation de convexit§, on sait que ® =1 j ®y, d'op :
k=1k6i

P
Ho(X;, )+ ®&Hy(X;, )si + ®H1(X;, )sk
K=1:k6 |

P
Ho(X:, )+ Hi(X;, )si + ®&Ha(X:, )(ski si)
k=1 K6 |

H(X;®;,)

Par ailleurs, d'aprgs la d§ nition 6.4.3 d'un arc | -singulier, on sait que :

On obtient alors ngcessairement 8k 2 f1;:::;pgj I; ® ~ 0, ce qui signi e donc que :
8t 2 [to;t1]; u(t) 2 Conv(si;i 2 1). O
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Il reste donc maintenant p calculer ces arcs singuliers et g§terminer s'ils sont optimaux
ou non.

Remarque 6.4.1 (Contréle optimal en temps minimum). En appliquant les r@sultats
préc®dents, nous pouvons vEri er que les problgmes dentréle optimal lingaire en temps

minimum ne comportent jamais d'arcs singuliers dans l'expession de leurs extrmales [16,
68].

Calcul des contréles singuliers

Le calcul du contréle le long d'un arc singulier repose surd fait que le long d'une extrgmale
singuligre, les dgrivges successives de la fonctiom! H, (X (t);u(t);, (t)) sont n§cessairement

nulles, soit :
k

B 2 N° SHU(X (07U, (1) =0

De plus, dans [60], les auteurs dgmontrent que la variableelcontréle u n‘apparatt que dans
les dgrives d'ordre pair. On dgrive dont 7! H (X (t);u(t);, (1)) jusqu'p la premigre dgrivge
d'ordre 2K faisant intervenir la variable u.

Par ailleurs, [60, 72] nous donne alors une condition ngceaire d'optimalitg des arcs sin-
guliers :

Proposition 6.4.3 (Condition de Legendre-Clebsch). Une condition nfcessaire d'opti-
malit§ d'un arc extrmal singulier est que :

(i 1)k_@ud_2k@_|ﬂ
' @u dtx @u °

le long de l'arc singulier.

Sous rgserve que la condition de Legendre-Clebsch soit biefri e, on rsout donc le
systgme : )
< H(X;u;, )=0

d@H, oA .
w@u(x,u,>)—o,k—o,l,...,ZK,
op K est le premier indice tel que I'on ait ; @ " ﬂ@_‘ﬂ 6 0. La singularit®, si elle existe

est dite d'ordre K .

Algorithme de calcul des frontigres singuligres

On se donnes; et s; deux sommets distincts du polytope de contréleUy,. L'algorithme 10
calcule symboliquement, si elle existe, I'Bquation de larbntigre singuligre entre les domaines
op les contrOless; et s; sont optimaux.

Exemple 6.4.3 (Cas des systgmes lin§aires avec un codt quad ratiqgue). On considgre
un systgme de contrble de la forme :

X(t) = AX (t) + Bu(t)
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Algorithme 10 Frontigre ij -singuligre
Donn§les : s;j et s; les contrbles sommets du polytope de controlé),, considgris.
Donnes : (X;u;, ) 7! H(X;u;, ) I'hnamiltonien du systgme.
Sortie : ', ou' (X) =0 est I'Bquation de la frontigre ij -singuligre
Sortie : u? contréle ij -singulier, , ? vecteur §tat adjoint le long de la frontigre ij -singuligre.
1: f D'aprgs la proposition 6.4.2, le contréleu? cherch® est de la forme u” = s; +( Sji Si)V
avecv 2 [0;1]. On d® nit I'hamiltonien H en fonction dev :g
B XV, ) TTHOGS + (50 Si)VsL ),

2: Calcul du plus petit entier K 2 N v@riant : —(-—.-1,) 6 0.
: K @ d* "
csi (i 1) @6m7ﬁv) . 0 (condition de Legendre-Clebsch)lors

3
4. \Pas de solution singuligre".
5
6

: sinon A U d q A
Resoudre le systeme ') 1§ =0;14, =0; @ﬁv =0
i=1::2K
f(S) est lingaire par rapport pv et ,, ce qui nous permet de le rgsoudre de fason
exacteg
7. Retourner (;s j +(Sii Sj)Vv;,).
8: N Si
soumis p des contraintes atnes constantes sur le contréle u 2 Uy, = Conv(sy;:::;sp) et
une fonction co0t quadratique indgpendante du contréles : | : (X;u) 7! %XTX.

On introduit maintenant I'hamiltonien associ$ :

H(X;u;, )= %xTx + TAX +  TBu:

On se donne deux controless; et s; distincts. On veut calculer la frontigre ij -singuligre.
D'aprps la proposition 6.4.2, on sait que le contréleu cherch§ est de la forme :

u=si+(sji sj)jv ou0- v- L
On note H (X;v;, ) I'namiltonien H(X;s; +(sj i sj)v;,) eton calcule :

%:(X:vuﬁ TB(s § S):

Calculons les dgrives par rapport au temps dd, :

d - 1

aHV = ,_TB(sj i Si)= i %'ZB(SJ- i Si) (®quations d'Euler-Lagrange)
— XTB(sji si)i , AB(sji si)

d

gzt =i XTB(si s)i SAB(si s)

=i (AX +Bsi+B(s;i S)V)"B(sji si)+ XTAB(sji si)+ ,TA%B(sji Si)

i XTATB(sji si)+ XTAB(sji si)i STBTB(sji si)

i (sii s)TBTB(sji s)v+ ,TAZB(si i si)
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La condition de Legendre-Clebsch donn§e par la propositin6.4.3 est bien vEri §e; en e®et,

. @d
' @wt?

et le contréle optimal v s'exprime en fonction deX et , :

Hy=(sji s)'BTB(sii si)= kB(sji s)k*, O;

_ XTATB(sji si)+ XTAB(sji si)i SIBTB(sji si)+
kB(sj i Si)k?

TA2B(sj i si)

5

Pour calculer le parampgtre, en fonction de la position X du systgme, il nous reste donc
p résoudre : 8 1
% ExTx+,TAx+,TBsi =0

§ LTB(sji si) =0

i XTB(sji si)i , AB(sji si) =0
C'est un systgme lin§aire par rapport p la variable, , de 3 fquations pn inconnues. En
consgquence, I'ensemble des solutions est un sous-espassoriel de dimensionnj 3sin> 3.
Sin =2 oun =3, alors on peut calculer le paramptre de Pontriaguine sous forme de boucle
de r§troaction (i.e. directement en fonction de la positicm X du systgme lin®aire initial). Si
n> 3, le controle singulier d§pend du paramptre , ce qui nous incite g recourir g une m§thode
de tir (cf chapitre 1).

Exemple 6.4.4 (Retour g I'exemple de Johnson et Gibson). On rappelle que I'hamil-
tonien du systgme (6.12) est donn® par I'expression (6.33

1
H(X;u;, )= §X§+ LXot+ (Lo, 2u

Comme prgvu, la drivie dél par rapport p u ne dgpend plus dei : Hy (X, u;, )=, 1i , 2.
Calculons donc maintenant les d&rives successives dapplication : t 7! Hy (X (t);u;, (t)
jusqu'p obtenir une dgrive qui dgpende du controle :

@ "
d_H - X + 4 e X . u . X .
gz v i Xat = X2j Uj X
On en dgduit alors la valeur du contréle et du vecteur d'§tt-adjoint singuliers en fonction
de la position :

S A0 =270 X2t 0

u=j (Xa+xz) et ,1=,2=Xy;

sachant que le contréle est soumis p la contrainte juj - 1. En r§injectant ces rsultats dans
I'Bquation H ~ 0 le long de la trajectoire optimale, on obtient alors :

15
X7+ X1X2 =0:
SX1+ X1X2
On obtient ainsi deux §quations de trajectoires singuligs possibles :

x1=0 ou Xx3+2x2=0 sous la conditionjx; + X»j - 1;
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X2

Fig. 6.4 { Frontigres singuligres potentielles du problgme & Johnson et Gibson

reprsentBes sur la gure 6.4. On rappelle que la cible dafe initialement est le point0 de
I'espace d'§tat. L'Btude de la direction du champ de vectes le long de la trajectoire optimale
(donn®e sur la gure 6.4), montre que la trajectoire singuigre selonx; = 0 s'®loigne de la
cible O et ne peut donc pas étre optimale. On en dgduit alors que laesle frontigre singuligre
admissible du problgme de controle consid§rg a pour $&gion :

X1+2X2=0 avec jxij- 2
sachant que le controle singulier associ§ est §gal pi:= X».

Dans lI'exemple 6.4.4, nous avons trouv§ une trajectoire sguligre admissible du problgme
de controle considgrg. Toutefois, cette frontigre siguligre ne nous permet de construire une
partition de I'espace d'§tat en sous-domaines oy le cordté optimal est constant (§gal g I'un

Dans le prochain paragraphe, nous allons voir qu'il existe d nombreux cas ou les trajec-
toires optimales sont constituges pa la fois d'arcs extraux rgguliers et d'arcs singuliers. Nous
proposons en particulier un algorithme de calcul des frongres sous-jacentes (dites mixtes).

6.4.3 Arcs extrfmaux mixtes et conditions de jonction

Un arc extrgmal mixte correspond p la jonction d'un arc rulier avec un arc singulier.
Consid§rons deux controles; et s; distincts; par extension, la frontigre entre les domainesu
les controless; et s; sont respectivement optimaux, est susceptible de comportedes portions
de natures di®grentes.

Dans ce paragraphe, aprgs avoir rappel® trgs succinctemt les conditions de jonction d'un
arc rggulier avec un arc singulier, nous proposons un algithme permettant le calcul de la
frontigre mixte sous-jacente.

Conditions de jonction d'arcs r§gulier et singulier [60, x3.17]

Les auteurs de [60] résument les conditions de jonction dtu arc rggulier avec un arc
singulier de la faxon suivante : soitk l'ordre de la singularit§ considgr§e,
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{ si K estimpair, un saut (non continu) du contréle p partir d'un arc singulier est possible
sous rgserve que la condition :
H, ¢Cu- O

Dans ce cas, si le controle singulier est maintenu jusqu'gaturation (u = s; par exemple),
alors le controle doit e®ectuer un saut des; verss;.
{ si K est pair, tout saut du contréle p partir d'un arc singulier pour lequel on a la
condition forte de Legendre-Clebsch, g savoir :
@' dZK >
i DK== ——H, >0
(l ) @u dtZK u
est exclu.

Dans le cas d'une jonction entre un arc rggulier et un ardj -singulier, nous obtenons le
résultat suivant qui nous donne la valeur du contréle rgglier avant une commutation vers un
arc singulier :

Proposition 6.4.4.  Soit X (:) une trajectoire optimale issue d'un point X, et u le contréle
optimal associ§. Supposons qu'il existe un temps > 0 et 2 > 0 tel que la trajectoire X soit
reéguligre sur[T j 2 T] et singulipre sur[T;T + 2[.
Alors :
8t2 [T %T] u(t)2fsi;si0:

Algorithme de calcul des arcs mixtes

On considere deux controless; et s; distincts, sommets du polytope de controle Uy,.
On suppose alors qu'il existe une frontigrdj -singuligre born§e qui s§pare (partiellement) les
domaines op les controles; et s; sont respectivement optimaux. L'§quation de cette frontgre
est supposge de la forme :

' (X)=0 sous lacontrainte 0- vjj (X)- 1
opuij = s +(sii sj)vij et designent respectivement le controle et le vecteur d't-
adjoint le long de la trajectoire singuligre.
On s'int§resse @ la fonction de commutation entre les combles s; et s;
Sij (X5, )= Ha(X:, )(sii s)):

La frontigre rgguligre que I'on cherche est, par d§ nibn, le lieu des points X;, ) de R" £ R"
qui annulent la fonction S;; .

L'idge pour calculer la partie rgguligre de la frontige entre les domaines ojs; et s; sont
optimaux, est la suivante : on se donne un pointXy de la frontigre singuligre et on calcule
la trajectoire selon le contréleu = s; (respectivementu = sj) qui arrive en Xgo. On cherche
alors le dernier point de commutation de la trajectoire.

Plus pr&cisgment, on procgde en pratique de la fason sante : §tant donn§ un point X o
de la frontigre singuligre,
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1. on calcule la trajectoire X [Xo; u] issue deXg selon le controles; (resp.s;),
2. ainsi que le vecteur d'§tat-adjoint associ®, not® [Xo;u], en rgsolvant les §quations

d'Euler-Lagrange : 8
> T _ . @H e
)" =i = (X(1);si;, (1)
@,
>
.0 = i (Xo)
3. On d® nit alors la fonction de commutation le long de la trajectoire X [Xo;u] comme
suit :

S =t 7! S (X[Xo;ul(t);, [Xo;ul(t):

4. On cherche le premier temps(Xo) < 0, auquel la fonction de commutation$;; s'annule.

Par cet algorithme, on trouve ainsi un point X [Xo; u](t(Xo)), qui est un point de commuta-
tion rggulier du controle s; vers le controles;. En faisant varier Xo le long de la trajectoire
singuligre, on reconstitue donc la partie rgguligre dealfrontigre cherchge (cf exemple 6.4.5).

Algorithme 11  FrontipreMixte
Donn§les : s; et s; les contrbles consid§rgs, sommets du polytope de coaote*Up,, H =
Ho + Hyu I'hamiltonien du systgme.
Donn§les : ' ®quation de la frontigreij -singuligre.
Donn§les : , ? vecteur d'§tat-adjoint le long de la frontigre ij -singuligre.
Sortie : une param$trisation de la courbe de commutation r¢gulige entre s; et s;.
1: Calcul d'une param$trisation de la frontigre singulipe (via le thgorgme des fonctions
implicites) : A(») (i.e. telle que ' (A(»)) = 0).
2: pour s2fs;j;s;gfaire
3:  Calcul de la trajectoire X [A(»); s] issue deA(») selon le controleu = s.
4:  Re®solution des ®quations d'Euler-Lagrange avec la conddn initiale | [A(»);s](0) =
,*(A(). ) )
5:  fFonction de commutation :g S;j = t 7! Hi(X[A(»); s](1);, [A(»);s](t))(si i ).
6:  Calcul du premier temps t(») < 0 auquel la fonction de commutation entres; et s;
s'annule i.e. : Sj; (t(»)) = 0.
7: n pour
8: Retourner la courbe de commutation, si elle existe, sous fane pa-
ram@tree X [A(»);s](t(») =0; s2fsi;sjg

Exemple 6.4.5 (Retour g I'exemple de Johnson et Gibson). Dans l'exemple 6.4.4,
nous avons trouvg une trajectoire singulipre admissibldu systgme (6.12), d'§quation :

X1+2X2=0 avec jxij- 2

Le long de cette trajectoire, on connadt les valeurs du comnble optimal, ainsi que du vecteur
d'Btat-adjoint :
u= Xo et ,1= ,2= X1 = 2Xo:

Malheureusement, cette trajectoire ou frontigre singulgre ne suxt pas p identi er les domaines
ou le contréle optimal est respectivement §gal fi et j 1. Cependant, I'algorithme 11 va nous
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permettre de compl$ter I'Btude menge dans [53], en calleunt la partie r§guligre de la frontigre
de commutation entreu = 1 et u = j 1. On d€ nit la fonction de commutation entre les
contrblesl et 1:

S=t7 ()i, 2(t):
L'algorithme 11 procpde de la fagon suivante :
1. On calcule une param$trisation de la frontigre singufere ; ici : A(») = (i 2»;5).
2. Pour u =1, on calcule la trajectoire issue deA(») selon le contréleu :

5

X[A(»);u](t): i %t2+(»+1)ti 2% t+ »

3. On rgsout les §quations d'Euler-Lagrange, sachant ga't = 0, le vecteur d'§tat-adjoint
. appartient g la frontigre singuligre, i.e. :, 1(0) = ,2(0) = j 2»:

8
8 1 »+1
1 — 143, 2 .
2 () = Et2i (»>+1)t+2» ) % 1) = ét i Tt +2»tj 2»
>
Tt =0, a(t) % L2(t) =i 2i4t4+ »;ltgi »t2+2»ti 2»
a n d'en dgduire la valeur de la fonction de commutationS le long de la trajectoire
X[AM);u] :
_ 1, 1s »il,
S(t) = Sl gt ot
4. calcule le premier tempst(») < 0 tel que S(t(»)) = 0. On trouve : t(») = 2»j
2 »i 3»+3.

5. On rgppte les §tapes 2, 3 et 4 pour le controle = j 1.
6. On obtient une param$trisation de la courbe de commutatin en fonction de» 2 [j 1;1]:

8 S E— -
< (Z»p MPi 3»+3j 22+6» 6 Zp » i 3»+3; »+2p » i 3»+3
P P S

(2» »+3»+3+2» +6»+6+2 »2+3»+3;j»j 2 »+3»+3

La frontigre entre les domaines op les contrélest = 1 et u = j 1 sont optimaux, est donc
compos$e de trois portions de natures di®§rentes.

On se donne la condition initiale Xo = (i 7;0). La trajectoire optimale du systgme (6.12)
issue de ce point est reprsentBe sur la gure 6.5; elle cporte deux points de commutation
A et B de nature di®%rentes :

{ le point A appartient p la portion rgguligre de la frontigre, le catréle optimal e®ectue

en ce point une transition instantang§e du contréleu = j 1 au contréle u = 1.

{ Le point B appartient p la portion singuligre de la courbe. Le trajetoptimal pour re-

joindre la cible O consiste alors p glisser le long de la frontigre jusqu'ptiindre la cible.

Pour terminer, remarquons que le long de la trajectoire singligre (x1+2x2 =0; jX1j - 2),
le systgme (6.12) s'§crit :
5 2 & (1) 2Cei !
X1 = &£X2 ; o Xah) =i €
X2 = | Xo ce qui nous donne : Xo(t) = Cei ¢
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u’=1
A
u=1
= 1N A
u’=j1
— Frontigre singuligre Courbe de commutation de -1 vers 1

Fig. 6.5 { Frontigre mixte dans le problgme de Johnson et Gibsort trajectoire optimale du
systgme p partir du point initial (j 7;0)

op C 2 R est une constante d&pendant de la condition initiale. Par ans§quent, la trajectoire
atteint la cible 0 en temps in ni, le co0t minimal V(j 7;0) pour aller de (j 7;0) p 0 ®tant ni
(®gal p environ80:3).

En pratique, nous ne sommes pas toujours en mesure de rgsoadle faxon exacte I'quation
$.j (t) = 0 de I'Btape 6. et donc d'obtenir le tempst(») ngcessaire pour reconstruire la courbe
de commutation cherch§e. Pour pallier p cette ditcult§, la solution que nous proposons
consiste p discrgtiser la frontigre singuligre, puia gppliquer 'algorithme de reconstruction de
la partie réguligre de la frontigre p partir de ces poirg. Nous obtenons ainsi une discr§tisation
de la partie rgguligre de la frontigre que nous pouvons @is reconstituer par interpolation
(par exemple).

Application au calcul des frontigres r§guligres

Nous nous intBressons maintenant au calcul de la courbe deommutation entre deux
controles s; et s; donngs, suppos®e totalement non singuligre. Nous supgmms fgalement
qu'il existe un sommet sy, du domaine de contrbleU,, autre que s; ou sj, tel qu'il existe une
frontigre de commutation singuligre entres; et s.

L'idge est alors d'appliquer la méme technique que celletilisge pour l'algorithme de calcul
des frontigres mixtes. De plus, d'aprgs la proposition @.4, toute trajectoire optimale atteint
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la frontigre jk -singuligre avec un contr6le optimal constant §gal gs; ou s¢. L'idge est donc
la suivante : par renversement du temps selon le controle; on cherche le premier point de
commutation avec le contréles;. L'algorithme est donc le suivant :

1. On calcule une param$trisationA(») de la frontigre jk -singuligre.
2. On introduit la trajectoire X [A(»);sj] issue du point A(») selon le controles; .
3. On calcule le premier instant de commutationt; de la trajectoire X [A(»): 9], i.e. :

ti =supft< 0;S;j (1) =0g:
4. On en dgduit une paramstrisation de la frontigre de commutation r§guligre :
X[A»);sl(t(»)) =0;s2fsj; 80

Supposons maintenant que toutes les frontigres de commuian sont rgguligres. Dans ce
cas, le contréle optimal est dit \bang-bang" i.e. constant par morceaux p valeurs dans I'en-

les fonctions de commutationS;; et d'§tudier leurs z§ros et leurs changements de signesyro
en d®duire la trajectoire optimale. Par renversement du tenps et en partant de la cible, on
reconstruit ainsi les frontigres de commutation régulies. Cette m§thode est dgcrite dans [68].

En conclusion, nous avons d&velopp® dans le paragraphet@les algorithmes permettant
de calculer les courbes de commutation - rgguligres, sinjgres et mixtes - pour des problgmes
de controle optimal lingaires dans le cas particulier of'on arrive g exprimer I'tat adjoint |
en fonction de la position X . Ces algorithmes devraient consister une premigre pisteevs un
algorithme de r§solution plus global.

Pour terminer, citons le phnomgne de Fuller [41], exemplcaractgristique dans I'gtude des
contréles singuliers non pris en compte dans I'Btude pdEdente. Ce ph&nomgne correspond en
pratique p l'existence d'un nombre in ni de commutations sur un intervalle de temps ni et
constitue une branche p part en th&orie du contréle ggofitrique. Le lecteur pourra se rgf§rer
A [86] pour une §tude approfondie de ce type de phgnomgne

Dans ce chapitre, nous avons montr§ que quelle que soit I'gpoche consid§rge, la résolution
du problgme de contréle hybride permet une rgsolution aproch§e du problgme non lingaire
qu'il modglise. Dans la dernigre partie, nous avons prop$ des algorithmes de calcul des
frontipres de commutation dans le cas o celles-ci peuvertre exprimg§es directement en
fonction de la position X dans l'espace d'§tat. Nous avons insist§ sur la ditcult§d'obtenir
des algorithmes g§n®griques de r§solution de ce type deopigme.

Le chapitre suivant est consacrg p la recherche de trajegires optimales des problgmes
de contrble associfs aux systgmes hybrides atnes par noeaux d® nis au chapitre 3 de ce
manuscrit.



Chapitre 7

Strat@igie de r@solution du problgme
de contrdle optimal hybride

Ce chapitre est consacrg p la rgsolution algorithmique &b problemes de contréle opti-
mal associg§s p la classe des systgmes hybrides atnes pasroeaux introduits au chapitre
3. L'objectif est de mettre au point des algorithmes etcacesde rgsolution permettant ainsi
d'approcher les solutions optimales des problemes de cafite non lingaires que I'on modglise.

Le controle optimal des systgmes hybrides est un domainesdrecherche relativement rgcent
et en plein essor. Cependant, contrairement au contréle desystgmes continus pour lesquels
les problgmes sont bien identi §s, celui des systgmeslinydes manque p I'heure actuelle d'un
cadre th®orique uni §. Outre le manque de rggularitg§ de problgmes de contréle hybrides en
g®ngral, une ditcult® majeure est d'arriver p concilie le caractgre p la fois continu et discret
de ces systgmes : en e®et, méme si la dynamique continue dam mode donn§ de l'auto-
mate hybride est bien connue, les transitions discrgtes ¢ les modes peuvent engendrer des
ph&nomgnes inattendus tels que les ph&nomgnes mears noirs par exemple, sur lesquels les
solutions au sens classique ne sont pas d® nies [69, 39].

Face p ces ditcult§s, une approche possible est la distifation du problgme de contrble
optimal hybride. Par exemple, S. Hedlund et A. Rantzer propaent une technique de r§solution
bas§e sur une discr§tisation de I'gquation de Bellman [8e ramenant ainsi g un problgme d'op-
timisation convexe avec des arguments de programmation [faire [49].

D'autres approches tendent p respecter au mieux la nature gme des systgmes hybrides en
tenant compte des deux composantes - continue et discrgtede ces systgmes. Une premigre
approche est la synthgse d'un contrble discret sgquerti privilggiant ainsi la composante
discrpte du systeme hybride considgrg : le principe este xer le nombre de transitions
discrptes e®ectuges par le systgme ainsi que les instade ces transitions. Ainsi la fonction
colt ne dgpendant plus que des instants de transition, I'bjectif est alors de dgterminer des
instants de transition optimaux ce qui s'exprime sous la fome d'un problgme d'optimisation
non lingaire classique [84]. Une telle approche se trouveodc limitge par le choix de la suite
de modes discrets travers®s, question dixcile et p notreannaissance non rgsolue p ce jour.

Une seconde approche repose sur la synthgse d'un contréigxte alliant le choix d'une
trajectoire optimale discrgte dans les modes de l'automat au choix d'une commande conti-
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nue dans chacun de ces %tats. Cette approche bas%e en gfh%ur |'utilisation du principe
du maximum de Pontriaguine a le m§rite de poser le problemee fason g&n®rale ; cependant
les dixcultgs sont nombreuses, la toute premigre §tant @ parvenir g §crire un principe du
maximum hybride adapt§ aux systemes considgrgs [78,]7De surcrot, la solution proposge
n'‘est en ggngral pas facile p exploiter et des algorithnsenum®riques restent g dgvelopper [85,
chapitre 12].

L'approche gue nous proposons appartient p la seconde ckesde m$thodes et repose sur
['utilisation du principe du maximum hybride #nonc® au chapitre 6, thorgme 6.2.2. Grace
g la structure atne par morceaux du champ de vecteurs hybrié@ considgrg, I'idge que nous
prgsentons est d'exploiter les conditions n§cessairesogtimalité donnges par le principe du
maximum dans chaque mode de I'automate hybride considgrfous permettant ainsi de trou-
ver la forme ggngrale de la commande sous forme de boucle ifigroaction.

Dans ce chapitre, le coat instantangl est suppos® indgpendant du controlel. Nous pro-
posons dans ce chapitre une §tude de la structure des trajiires optimales bas%e sur l'ex-
ploitation du problgme d'optimisation pos® par le principe du maximum hybride. Nous nous
intBressons pour cela dans un premier temps p la rgsolati locale du problgme de controle
optimal hybride dans un $tat discret. Cette approche nous grmet ensuite de dgterminer la
forme g®n®rale du contréle optimal cherch§ en boucle détroaction et de proposer un al-
gorithme de simulation des trajectoires extrgmales i.e. &isfaisant les conditions du principe
du maximum. Pour terminer, nous proposons une piste pour la @cherche des trajectoires
optimales dans un chemin de cellules adjacentes de I'espackgtat garantissant ainsi leur
convergence vers la cible.

7.1 R@solution locale du problgme de contréle hybride

Soit H un systgme hybride de la classe des systgmes introduits ahapitre 3. La dynamique
de l'automate H est rggie par un systgme di®grentiel :

X(t) = fr(X(t); u(t));

op le champf, est atne par morceaux et continu surR" £ Uy,. Nous supposons dans toute
cette partie que le codt instantangl ne dgpend pas explicitement de la variable de contrble;
nous ®crirons dond(X) au lieu de lI(X;u).

Nous nous intgressons dans cette partie p la structure dewlutions optimales du problgme

de contréle optimal hybride suivant : 7
tf
(Py) Minimiser la fonction cott J(Xo;u) = (X h(t))dt par rapport au contréle u sous la
0
contrainte : 1
Xa(t) = fa(Xn(t);u(t)) . —-n-
; X(t)=0;
Xn(0) = Xo (t)

sachant que :8t , 0; u(t) 2 Uy, b R™. Le temps nal t; nest pas x®§.

grace au principe du maximum hybride $#nonc® dans le paragphe 6.2.2 du chapitre 6.



7.1 Rgsolution locale du problgme de contréle hybride B

Nous d® nissons donc I'hamiltonienH associ® au problgme de controleP( ) :
HOGu;, )= 1(X)+, Tfa(X;u):

D'aprgs le principe du maximum hybride (cf thorgme 6.22), si un couple (X;u) est une
solution optimale du probleme Py ), alors il existe une application non triviale , : [O;ts] !
Um absolument continue par morceaux telle que pour presque tdut 2 [0;t¢] :

H (X (t);u(t);, (1) = rvgigm H (X (t);v;, (1) (7.1)
sous les contraintes :
8 @H
% X(0)= g (X u(D);, (1) = Fa(X (1); u(V);

_ . @H .- . (7.2)
% A= @X(X(t).u(t).,(t)),

H (X (t);u(t);, (t)) =0 le long de la trajectoire optimale.
De plus, aux instants de transition t; entre deux modesg et g+1, nous devons avoir :

L) =L () (7.3)

Le problgme est donc maintenant de trouver un contréle adrissible qui rgalise le mini-
mum de I'hamiltonien H sous les contraintes (7.2) et (7.3)fitant donnge la structure atne
par morceaux du champ de vecteurd, I'idge est de chercher p se ramener g un problgme
d'optimisation dans une cellule ¢y de I'espace §tat-contréle olf, est atne. Pour cela, nous
traduisons dans un premier temps le probleme d'optimisattn dans un modeq donn§ de
'espace d'gtat. Cette ®tape de rgsolution locale nousgmet ensuite d'en dgduire la forme
g®n®rale de tout contrble optimal pour le problgme hybide (Py).

7.1.1 Minimisation de I'namiltonien dans une cellule Dy

Soit Xo 2 R" un point donn®, suppos® contrélable jusqu'en 0 par l'aubmate hybride H
considgrg. On noteq le mode dans lequel se trouve le systgme hybride p l'instamnitial ce
qui signi e donc que :

Xo 2 Dq;

Nous supposons de plus que l'instant initialtg n'est pas un instant de transition du systgme
+

hybride i.e. que le point Xo ne se trouve pas sur une garde du systgmd : Xo 2Dg. Cette
hypothgse garantit que la trajectoire reste dans la cell D 4 sur un intervalle de temps non tri-
vial quel que soit le contréle choisi. Dans un premier tempsnous voulons r§soudre localement
(i.e. dans la celluleD y) le problgme d'optimisation dict§ par le principe du maximum hybride.

L'idge est de se ramener p des problgmes d'optimisatiortaes par rapport au controle et
donc d'arriver p exprimer le probleme de minimisation de ‘hamiltonien dans les cellules Gy,
q°2 K (g), op la dynamiquef}, est atne.
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D'apres le lemme 3.2.1, le polytope de contréldJ,, se dgcompose en sous-domaines de
contréle dgpendant de la positionX du systgme :

[
80°2 K (q); 8X 2 Dg; Uy = Uge(X): (7.4)
q°2K ()

Remarque 7.1.1. Rappelons que pour un maillagg¢ q)qe donn®, les domainesUq(X )
sont d® nis de la fason suivante :

Ug(X) = fu2 Un;(X;u) 2 ¢ g ¢°2K ()

D'aprgs la proposition 3.2.3 et son corollaire,Uyp(X) est soit un m-simplexe soit un point de
+
R™. Dans le cas opX 2Dg, Ugp(X) est un m-simplexe.
Ainsi, d'aprgs la relation (7.4) et tant que la trajectoire X (t) reste dans la celluleD 4, nous
pouvons gcrire :
A !

inf H(X (t);v;. (1)) = i i H(X(t);v;. (t
it (X (t);v;, (1) qrg;;(n(q) VZUZYJEQ(Q) (X (t);v;, (1)

Or tant que : X (t) 2 Dq et v 2 Up(X (1)), le point (X (t);v) appartient p la cellule ¢ o de
I'espace ®tat-controle et le champf, au point (X (t);Vv) est atne. Dans ce cas, I'hamiltonien
H est atne par rapport au contrble :

£ a
8X 2 Dg; 8v2 Up(X); H(X v, )= 1(X)+ , TA@X +, Tcp +, TBgv;

et le problgme de minimisation s'§crit :
A !

£ o
HX@:u(:, (@)= min - min CAX@)+, OTAX O+, (0Tcp +, (07 Bgv

Localement, dans chaque cellul® g, la rgsolution du problgme de controle optimal hybride
se ramgne donc g la rgsolution simultange dmrd K(q) problgmes d'optimisation atnes tout
en respectant les contraintes globales (7.2), la solutionlienue dgpendant a priori de I'Gtat
X et de I'§tat adjoint | .

+
Premigre minimisation Soit ¢°2 K (g) xB. M un instant t & et p la position X 2D,
le premier problgme d'optimisation que nous avons donc gfisoudre est le suivant :

£ o
minimiser 1(X)+ , TA@X +, Tcp +, "Bgv par rapport g v 2 Ug(X ):

Or le domaine Up(X ) est un m-simplexe deR™ d§ ni par la donnge de sesn + 1 sommets

8i=1;:::;m+1; %»(X)= FiX +g:

La fonction p minimiser et les contraintes sur le contréle§tant atnes, le problgme considgrg
est un problgme de programmation lingaire dont on conn&da solution :

Vi=%(X)=FX+g si:8 61, "Bp[(Fii F)X+gi gl<O (7.5)



7.1 Rgsolution locale du problgme de contréle hybride i<5)

Notons que le choix du contréle¥(X ) dgpend de la valeur de I'gtat adjoint.

Nous pouvons alors introduire les fonctions de commutatiorentre les sommets¥(X ) du
simplexe Ugp(X) :
Sij t7!, (t)Tqu[(Fi i FO)X@M®M+ai gl: (7.6)

Ainsi, si les zgros des fonctions de commutatios;; sont des zgros isolgs i.e. si pour presque

alors le contréle dans la celluleD 4 considgrge et p la positiorX est atne par morceaux par
rapport g X p valeurs dans I'ensemble des sommets digy(X ).

Pour des raisons similaires p celles exposges dans le maegphe 6.4 du chapitre 6, il est
de fason g®n®rale trgs ditcile et pas toujours possibldexprimer explicitement les fonctions
de commutation S;; uniguement en fonction de la positionX (t) du systgme.

Dans la suite de ce chapitre, nous nous intgressons donc goiement p I'Btude de la struc-
ture g&ngrale des extrgmales du problgme hybride i.e.ed couples trajectoires X;u) qui
satisfont le principe du maximum hybride.

Seconde minimisation Une fois rgsolus les problgmes de minimisation par rappbrau
contréle v 2 Ug(X) pour tout ® 2 K(q) et en fonction de (X;, ), il ne reste plus qu'p
calculer : © £ B
q0r21?<|r(1q) I(X)+," (A+BF@X +Bggp+cy

sachant que I'ensembleK(q) est ni : card K(q) < +1 . Nous en d&duisons ainsi le controle

optimal dans la celluleDq p la position X .

Ainsi, la minimisation de I'hamiltonien dans un mode g p une position X donnge nous
donne (sauf cas singulier) la forme des contréles optimauwen boucle de rgtroaction atnes
par rapport la position du systgme i.e. de la forme u= FX + g.

La prochaine §tape est donc de v&ri er que, dans chaque med, ces contrbles satisfont
fgalement les conditions n§cessaires d'optimalitg @) et (7.3) donnges par le principe du
maximum hybride.

7.1.2 Conditions n§cessaires locales d'optimalit§ des ¢ ontdles u= FX + g

Soit g un mode de l'automate H. Supposons que nous ayons une trajectoirex( u) ad-
missible du systgme hybrideH qui traverse le modeq sur un intervalle de temps fo;t1] non
rgduit p ftog et qui vBri e les conditions suivantes :

8
< Ujpet () = FX()+ ¢

9”2 K (q); 8t 2 [to;t1]; | : (7.7)
X)) FX (1) + g)2¢qo

Pour allgger les notations, on note X = Xj,.t,) €1 U= Ujjor,) = FX + 0.
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Nous voulons maintenant dgmontrer que la trajectoire §; u) dans la cellule ¢ considgrée
vBri e les conditions n§cessaires d'optimalit§ (7.2) (7.3) fournies par le principe du maxi-
mum hybride. Il s'agit donc de montrer qu'il existe une fonction , absolument continue par
morceaux telle que les conditions (7.2) et (7.3) soient satfaites.

D#& nition de I'§tat adjoint

Par hypothgses, sur l'intervalle de temps fp; t1], le contréle u considgrg s'gcrit :
u=FX +g

et la trajectoire tat-contréle (X;u) assocife §volue dans la cellule $ du maillage ®tat-
controle. Or par construction, le champ de vecteurfy est atne dans la cellule ¢y i.e. de
la forme : fh(X;u) = AX + Bu + c. La trajectoire X est donc une solution du systeme
di®%rentiel :

X(t)=(A+ BF)X(t)+ Bg+ c; t2 [to;t1]: (7.8)

Nous d® nissons alors le paramgtre comme solution du systgme :

)7 = | %(x )i . ()T (A+ BF) (7.9

sur l'intervalle de temps [to;t1]. Pour l'instant, aucune condition sur la valeur initiale | (to)
n'est imposte.

Par hypothpses, la fonction cootl est de classeC! sur R" £ Uy, et la trajectoire X est

. — I . .
continue ; I'application t 7! %X (1)) est donc ®galement continue, ce qui assure que I'Gtat
adjoint , est absolument continu sur fo;t1].

Remarque 7.1.2. Sur lintervalle de temps|tp;t1], nous pouvons §galement calculer explici-
tement la trajectoire du systgme :

HZ , 1
X (t) - e(A+ BF )(tj to)x (tO) + e(A+ BF )t el (A+BF )SdS (Bg + C),
to
ainsi que celle du vecteur d'§tat adjoint :
HZ | 1
(t)T — (to)Tei (A+BF )(tj to) i %X (S))e(A+ BF )SdS el (A+BF )t:
5 5 to @

En rfutilisant l'astuce donn$§e par la remarque 5.1.1 du cépitre 5, on peut obtenir une
Bvaluation num®rique plus simple des trajectoireX (t) et , (t) sur [to;t1].
Calcul de I'hamiltonien le long de la trajectoire

V&ri ons maintenant que I'hamiltonien est nul le long de la trajectoire (X; u;, ) considg§rge.
A n de simpli er les calculs, le long de cette trajectoire, nous ®crivonsH sous la forme :

HX () u(t);, (1)) = 1(X®))+ . ()T [(A+ BF )X (t)+ Bg+ c = I(X (1) + , ()T X(1):
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D'aprps les relations (7.8) et (7.9), nous pouvons v&ri eque :
(1) = (A + BF)X(1):

ce qui nous permet maintenant de calculer p tout instantt 2 [tg;t1] :

GHXOIUOL ) = GXOX0+ 010+ 0D
H 1
) %(X(t))x—(th %(X(t))i L(O)T(A+ BF) X(1t)

+, ()T (A + BF)X(t)
= 0

Donc : 8t 2 [to;t1]; H(X (t);FX (t) + g;, (1)) = Cte. Une condition locale n§cessaire d'opti-
malit§ de la trajectoire (X;FX + g) sur [to; t1] est donc que cette constante soit nulle. Il suxt
donc de vEri er que I'hamiltonien s'annule g l'instant initial to, soit :

I(X (to)) + , (to)" [(A + BF )X (to) + Bg + ¢] = 0: (7.10)
Nous obtenons ainsi une contrainte sur I'gtat adjoint au temps d'entrge dans la cellule Gp.

Remarque 7.1.3. En utilisant la remarque 7.1.2, sur l'intervalle de temps|[to;t1] I'hamilto-
nien H devient :

HX();FX () + gi, ()= I(X()+ , T(to) [(A+ BF)X(to) + Bg + c]

HZ @l 1
i — (X (5))eABF)ds el (ATBFIo[(A + BF )X (to) + Bg + c];
to @X
ce qui nous permet de retrouver la condition nfcessaire dmimalit® pric®dente.

Dans ce paragraphe, nous avons montrg que les controles deforme u = FX + g sont de
bons candidats locaux pour la recherche de solutions optimas du problgme hybride Py).
Le problgme est donc maintenant de reconstruire globalenmt les trajectoires optimales du
systeme hybrideH en tenant compte de la condition de minimisation (7.1) et desconditions
de transversalit® aux instants de transition.

7.2 Reconstruction des solutions extrmales candidates g I op-
timalit§

Dans ce paragraphe, nous voulons d&terminer la forme gérdle des solutions optimales
du problgme de controle hybride Py ).

Soit (X;u) une solution optimale du problgme de contréle Py) issue d'un point initial
X donn®. Par d® nition 4.1.2 des solutions d'un systgme hyride, il existe alors une suite
“nie ou in nie d'intervalles de temps ([ ti;ti+1])i=0:r €t une suite® = (q)i=o.r+1 de modes
discrets associ§s telles que :

8t 2]ti;ti+a[; X(t) 2 Dy



























































































































