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INTRODUCTION

Un des aspects les plus attrayants des mathématiques est que 1'on trouve
parfois des connexions entre des phénomeénes ou des objets qui seraient a
premiere vue sans rapport.

La notion d’associateur, introduite par Vladimir Drinfel’d en 1989, est un
exemple particulierement frappant de ce genre de phénomene. D’un c6té, les
associateurs servent a prouver l'existence de quantifications universelles de
bigebres de Lie, comme cela a été fait par Kazhdan et Etingof en 1994,
ce qui les rattache & des problemes de physique mathématique. D’un autre
coté, la donnée d’un associateur équivaut a celle d’'un isomorphisme respec-
tant des conditions naturelles de compatibilité entre la tour des complétés

—

k-pro-unipotents k[P,] des algebres des groupes de tresses pures et celle des
algebres enveloppantes universelles complétées des algebres de Lie de tresses
infinitésimales @- Cette derniere(?) est plus facile & maitriser, en raison de
la graduation naturelle associée aux tresses infinitésimales. On peut ainsi en
déduire des représentations intéressantes des groupes de tresses, assorties de
propriétés de compatibilité, mais cela n’est pas 'objet de cette these.

Cela montre également que ’ensemble des associateurs est muni d’une ac-
tion libre et transitive des groupes d’automorphismes de ces tours, que Drin-
fel’d appelle respectivement le groupe de Grothendieck-Teichmiiller (version
pro-unipotente) GT et le groupe de Grothendieck-Teichmiiller gradué GRT,
faisant référence au célebre projet de recherche de Grothendieck ([20]). Le
groupe GRT est produit semi-direct de G,, et d’'un sous-groupe GRT;. Par
ailleurs, le schéma pro-algébrique Ass des associateurs est fibré au-dessus de
la droite affine A'. Drinfel’d démontre que GRT; en est la fibre spéciale Assy.

W7, est I’algebre de Lie associée au groupe des tresses pures P, par sa série centrale des-
cendante
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Une des raisons qui rendent ces objets intéressants est leur rapport avec le
groupe de Galois absolu Gal(Q/Q). On sait depuis longtemps que I’action du
groupe de Galois sur les revétements finis d’une variété X algébrique sur Q
fournit une action sur le complété profini du groupe fondamental 71 (X (C); ),
ol z est un point-base rationnel. Le groupe des tresses pures P, étant un
groupe fondamental de ce type, on obtient donc un morphisme de Gal (Q/Q)
dans le groupe Aut(l/%:) des automorphismes de chaque complété profini ]/3;
assorti de conditions de /c\ompatibﬂité. Cela donne lieu a un morphisme du
groupe de Galois dans GT, la version profinie du groupe de Grothendieck-
Teichmiiller. Le théoréeme de Belyi ([2]) montre alors que c’est un plongement.

Se limiter a la version k-pro-unipotente GT revient a étudier un sous-groupe
du groupe de Galois, qui se décompose en produit de groupes GW, on ¢ par-
court ’ensemble des nombres premiers. Cette situation a été beaucoup étudiée
par Thara, qui associe a chacun de ces groupes une Z,-algebre de Lie graduée
g¥). La conjecture de Deligne prédit que gt ®z, Q¢ doit étre librement en-
gendrée par une collection (02,+41)n>1 de générateurs homogenes de degrés
2n + 1. L’algébre de Lie g se plonge naturellement dans grt; ®q Q¢ et prou-
ver "analogue de la conjecture de Deligne pour grt; I'impliquerait pour toutes
les g). Drinfel’d donne un systéme d’éléments irréductibles de grt; satisfaisant
aux conditions de degré exigées.

Nous arrivons maintenant a 'autre objet de cette étude : les polyzétas. Ce
sont les nombres réels de la forme

((s) = > ﬁ

LSS
niy>ng>...>n, >0

ou s1,...,S, sont des nombres entiers strictement positifs. L’entier r est ap-
pelé la longueur du polyzéta et la somme s1 4+ so+ - - -+ s, en est le poids. Ces
séries, qui généralisent les valeurs de la fonction ¢ de Riemann aux entiers, sont
convergentes si s; est différent de 1. Par des manipulations « élémentaires »
(produit de séries, produit d’intégrales, comparaisons de divergences entre
séries entieres au voisinage de 1 et séries associées), on trouve trois systémes
simples de relations polynomiales (sur Q) entre ces nombres. Les relations
entre ces nombres ont fait ’objet d’une étude intensive par ordinateur, d’abord
numérique ((cf. [7]), puis formelle (cf. [23]). Il en ressort que toutes les rela-
tions Q-algébrique entre ces nombres semblent s’obtenir par les manipulations
élémentaires évoquées ci-dessus. Il commence d’autre part a étre dans Dair
du temps que toute relation polynomiale sur Q entre des intégrales sur des
domaines semi-algébriques de formes rationnelles, les « périodes » (cf. [35])
doit s’obtenir en combinant des manipulations élémentaires en nombre limité
(théoremes de Fubini, de Stokes, décomposition du domaine. . .).
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Il est donc naturel de conjecturer que les trois systemes de relations évoqués
plus haut engendrent toutes les relations polynomiales entre polyzétas. L’étude
des conséquences de ces trois systémes a été fortement modifiée par ’annonce,
fin 1999, du théoréme d’Ecalle affirmant qu’elles définissent une algebre de
polynomes.

Le lien entre les polyzétas et les associateurs apparait de maniere frappante :
Drinfel’d a construit explicitement un seul associateur, noté ®ky, en se basant
sur I’étude du systeme différentiel de Knizhnik-Zamolodchikov. En 1993, Le
et Murakami en ont donné une expression faisant intervenir les polyzétas, et il
est apparu ensuite que Py était la série génératrice des polyzétas régularisés,
ce a quoi on donnera un sens précis. Le fait que ®ky soit un associateur se
traduit alors en une collection d’équations concernant les polyzétas. Celles-ci
devraient donc étre conséquences des trois systemes mentionnés plus haut.
Signalons également que les polyzétas apparaissent assez naturellement dans
d’autres problemes liés a la physique. Par exemple, on les retrouve dans cer-
taines intégrales de Feynman (cf. [42]) ou comme coefficients intervenant pour
la quantification de Kontsevitch des variétés de Poisson (cf. [34, 35]).

Dans cette these, on étudie la structure algébrique des trois systéemes fon-
damentaux de relations entre polyzétas en essayant de dégager le plus de
paralleles possibles avec les associateurs de Drinfel’d.

Le chapitre I sert a poser les conventions générales et a donner les outils
qui serviront régulierement dans la suite. On y donne un cadre général pour
la manipulation des séries génératrices, les définitions et principaux théorémes
concernant les algebres de Lie libres que nous utiliserons et quelques précisions
sur ’application exponentielle dans les schémas en groupes pro-unipotents.

Le chapitre II est consacré a un exposé rapide des théories de Drinfel’d et
des actions de Galois. Qu’on ne s’étonne pas si la présentation est un peu
succincte : il s’agit essentiellement d’une mise en perspective, a ’exception
de la section 2, ou 'on donne les formules d’action de GRTy sur Ass en les
étendant a leur domaine maximal de définition, que nous appelons le groupe
de Magnus tordu MT, avec un produit noté ®. Dans ce langage, GRTy (qui
est égal & Assg) agit Ass par translations & droite, au sein du groupe MT.

Au chapitre I1I, on donne une description détaillée des trois systemes fonda-
mentaux de relations entre polyzétas, en utilisant des outils d’algebre non com-
mutative. La section 1 donne les définitions des polylogarithmes généralisés,
dont les polyzétas sont les spécialisations en 1, puis montre comment le codage
des polylogarithmes par intégrales itérées conduit au premier systeme de rela-
tions. La section 2 introduit les fonctions quasi-symétriques, dont les polyzétas
sont également des spécialisations et aboutit au deuxieme systeme de relations
algébriques. La section 3 expose alors les deux fagons (régularisations) de don-
ner un sens aux polyzétas divergents, en respectant 'un ou l'autre des deux
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premiers systemes. En donnant une interprétation asymptotique de ces deux
régularisations, puis en les comparant, on aboutit au troisieme systeme de re-
lations. Ce dernier est un résultat nouveau, le premier a 'avoir énoncé étant
Jean Ecalle. La démonstration qu’on en donne ici repose sur les remarques de
Louis Boutet de Monvel ([6])

Au chapitre IV, on introduit le schéma pro-algébrique affine DM décrivant
les trois systemes fondamentaux de relations entre polyzétas et ’algebre PZformel
des polyzétas formels qui le représente. Avec ce langage, la collection des po-
lyzétas s’interpréte comme un point de DM(R). L’objet que nous comparons
a Ass est DM. Le théoreme d’Ecalle7 qui est intervenu au cours de ces travaux,
affirme, a des différences de langage pres, que PZformel est une algebre de po-
lynémes et en donne un systéeme de générateurs libres. Il est facile de munir le
schéma DM d’une fibration au-dessus de la droite affine. Le résultat principal
de ce travail est alors que la fibre spéciale DMy est un sous-groupe de MT, agis-
sant par translation a droite sur chaque fibre DMy, donc avec la méme formule
que celle de I'action de GRTy sur Ass. Ces définitions et énoncés sont exposés
au cours de la section 1. La section 2 est consacrée a démontrer une moitié du
théoreme : 'espace tangent dmg au voisinage de 1 a DMy est une sous-algebre
de Lie de mt et son exponentielle (relativement au schéma en groupes MT) est
un sous-groupe de MT qui agit par translation a droite sur DM. A la section
3, on montre que cette action est transitive en se ramenant a des arguments
linéaires ; en particulier, ’exponentielle de dmg est exactement DMg. Cela nous
fournit une démonstration alternative du théoréme d’Ecalle, l’algebre PZformel
étant alors décrite comme algebre symétrique du dual gradué de om, l'espace
tangent au voisinage de 1 de DM.

Comme corollaire immédiat, il apparait que les irréductibles de Drinfel’d
appartiennent & l'algebre de Lie dmy(C). Si 'on admet alors les conjectures
de Deligne-Thara-Drinfel’d et la conjecture de dimensions de Zagier, en va-
riante formelle, ceci impliquerait I'égalité entre DM et Ass et entre dmg et
grt;. Comme Dalgebre d’Thara g(® ®z, Q¢ serait isomorphe a grt;(Qy), on au-
rait alors une description de la partie pro-¢ de Gal(Q/Q) par des relations
algébriques provenant de techniques fondamentalement transcendantes.

Dans I'appendice A, on décrit certains des objets utilisés par Ecalle et on les
compare avec les notres. On y trouvera donc un bref apercu sur les moules et
leurs symétries, une correspondance entre un certain type de moules (entiers
a une seule série de variables) et les séries formelles non-commutatives. Mo-
dulo cette correspondance, les séries génératrices d’Ecalle, par ailleurs quasi-
identiques & celles de Goncharov, sont équivalentes aux notres et ’algebre de
Lie Ari des moules entiers « en les variables u » est isomorphe a mt : le crochet
d’Ecalle se réduit dans ce cas & celui d’Ihara.
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Dans ’appendice B, on donne un apergu des techniques informatiques uti-
lisées pour préparer ce travail. A titre d’exemple, on y présente un calcul,
suggéré par Jean Ecalle, qui montre 'existence d’au moins deux polyzétas
formels irréductibles de poids 27 et de longueur 9. Suivant la conjecture de
Broadhurst-Kreimer, il devrait y avoir exactement deux polyzétas numériques
vérifiant ces conditions.

Bien que le chapitre I soit destiné avant tout a étre consulté et ne contienne
pas de résultat, le lecteur est fortement invité a lire les conventions générales,
car certaines different sensiblement de I'usage courant. Un survol du para-
graphe 1.3.2 est sans doute nécessaire a la compréhension du chapitre III.
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CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

1. Conventions générales

Sauf mention explicite du contraire, une algebre sera toujours associative
et unifere, exception faite des algebres de Lie. De méme, une cogebre sera
supposée coassociative, et coiinifere. Cela s’applique aussi aux bigebres. Une
bigebre de Hopf est une bigebre munie d’un antipode. Tous les morphismes
sont supposés respecter unité et/ou cotinité.

Ce travail comporte essentiellement de ’algebre non commutative en ca-
ractéristique 0. Pour éviter des précisions lourdes et récurrentes, on réservera
le terme d’anneau aur anneaux commutatifs contenant Q. Si k est un anneau,
on appellera k-anneau un anneau A muni d’un morphisme de k dans A. Un
anneau non commutatif sera donc plutét qualifié de Q-algebre, voire d’algebre.
Un module est donc obligatoirement un Q-espace vectoriel (on précisera tou-
jours module a gauche, a droite ou bimodule lorsqu’il s’agira de modules sur
une algebre). Avec ces conventions, la catégorie des anneaux est une sous-
catégorie pleine de la catégorie des Q-algebres. Il arrivera donc que I'on qualifie
de « morphisme d’algebres » un morphisme d’anneaux.

Le terme « group-like » nous a semblé s’insérer particulierement mal dans un
texte en francgais; c’est pourquoi on lui a préféré « diagonal », seul équivalent
a notre connaissance. L’inconvénient est d’avoir perdu la référence a l'idée de
groupe.

Notation 1.1. — Le symbole := signifie que l’on définit le membre de gauche
par le membre de droite.

Le symbole def signifie que les deux membres sont égaux, car c’est exactement
la définition de l'un des deux membres.

1.1. Modules gradués. — On ne considerera que des graduations indicées
par N. Si M est un module gradué, on notera en général M, sa composante
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homogene de degré n. On n’aura quasiment jamais & considérer de modules
gradués sur un anneau gradué.

Notation 1.2. — Soient M et N deur modules gradués sur un anneau k. Le
symbole ® désigne le produit tensoriel gradué, dont la graduation est appelée

degré total :
M®N = M, ® N,
ox - @ @ mgn)
neN \p+qg=n
Si l’on ne précise pas k, c’est que le produit tensoriel est pris au-dessus de Q.

La notation M désigne le dual gradué de M, c’est-a-dire

M = (P Homy (M,,k)

n=0

Si f: M — N est une application k-linéaire homogéne, f désigne sa trans-
posée, au sens gradu€, c’est-a-dire
f=D
n>0

ol fn est la transposée (au sens usuel) de la restriction de f a My, (qui est a
valeurs dans Ny, ).

On utilisera ces notations également pour les modules qui ne sont pas
gradués, puisqu’on peut toujours les considérer comme concentrés en degré
0. La structure de module relativement a laquelle on formera le dual de M
sera claire dans le contexte.

On dira qu’un module gradué est libre de type fini si ses composantes ho-
mogenes le sont. On peut alors utiliser les identifications usuelles dans le cas
des espaces vectoriels de dimension finie et notamment passer d’une structure
de cogebre graduée a une structure d’algebre graduée sur le dual et vice-versa.

Notation 1.3. — Soit M un k-module gradué libre de type fini, et soit %
une base homogene de M. La base de M duale de 9B sera notée B. Si x € B,
I’élément de la base duale correspondant sera noté x.

1.2. Modules filtrés et complétion. — De méme qu’on n’utilise plus haut
que des N-graduations, on se contentera pour les filtrations de la définition
suivante.

Définition 1.4. — Un k-module filtré M consiste en la donnée d’une suite
(M>p)nen de sous-modules telle que :
i) M>o= M.

ii) Pour tout entier naturel n, on a Mxp41 C Mxp.
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On s’efforcera dans la suite de maintenir la notation en conformité avec la
définition ci-dessus. Si f : M — N est une application k-linéaire, M et N étant
deux k-modules filtrés, on dira que f préserve la filtration si et seulement si :

VneN, f(Ms,) C N>,

Notation 1.5. — Soit M un k-module filtré. Le quotient M/Mxyi1 sera

noté M™ et la projection correspondante W](\Z) ou simplement (™).

Si M est un k-module gradué, on le munit d’une filtration en posant

M, =P M,

p=n

On peut alors identifier M et la somme directe My @ - - - @ M,,.

Notation 1.6. — Soit M un module filtré. Le séparé-complété de M sera
noté M.

On a, par définition M = <h_m M™) | et on définit une filtration sur M en

n
posant

(M) = <h_mM>m/M>n
n>m

On dira que la filtration est séparante si I'intersection NpenM>y, se réduit
a {0}. Dans ce cas, la topologie de M définie par la filtration est séparée,
le module M se plonge en respectant les filtrations dans M et celui-ci est le
complété de M.

Dans le cas ou la filtration de M provient d’une structure de module gradué,
elle est séparante et 'on a

]/\4\:1—1]\4,1 et (]/W\)gm: HM"

n=0 n=>m

On voit donc que la topologie de M est la topologie-produit des topologies
discretes.

Le séparé-complété d’une k-algebre filtrée est naturellement muni d’une
structure de k-algebre filtrée.

Notation 1.7. — Le module gradué associé a un module filtré M sera noté
grM. On a donc
grM = @M>n/M>n+1

n=0

Pour tout module filtré M, on a donc grM = gr]\/f . En particulier, si M est
un module gradué, on le retrouve par M = grM.
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Définition 1.8. — On dira qu’un module filtré M est a quotients finis si,
pour tout n € N, le module 7™ (M) est de type fini.

Les notions de module filtré & quotients finis et de module gradué de type
fini sont analogues. Notamment, le module gradué associé & un module filtré
a quotients finis est de type fini.

Définition 1.9. — Soient M et N deux k-modules filtrés tels que les sous-
modules M, et N>, soient respectivement facteurs directs de M et N pour
tout n € N. On peut alors pour tous entiers p et q identifier Mxp @k M>q a
son image dans M Qi N et munir ce dernier de la filtration :

(M@ N)zn = > Mzp @ M
ptg=n

Le séparé-complété de M Qi N relativement a cette filtration est appelé le
produit tensoriel complété de M et N. Il est noté M &y N.

Dans le cas ou les ﬁltmtwns de M et N sont séparantes, lapplzcatwn ca-
nonique de M @y N dans M Qy N est injective. On désigne alors par x Qyy
l'image de x Qy y.

Si M' et N' sont deuz autres k-modules filtrés, [ et g deuz applications
k-linéaires continues respectivement de M dans M’ et de N dans N', on note
f ®x g Uapplication de M Qx N dans M' @y N’ qui s’en déduit.

Les conditions ci-dessus sont remplies notamment lorsque M et N sont des
modules gradués ou des complétés de modules gradués. Dans ce dernier cas,
le produit tensoriel complété est le complété du produit tensoriel gradué. Plus
précisément :

Proposition 1.10. — Soient M et N deux k-modules gradués. On a

:M<§N H(@M@M)

neN \p+g=n

M

=)
=)

Si f préserve la filtration, ou plus généralement si f est continue, par la
propriété universelle de la limite projective, on obtient le prolongement par
continuité de f.

Notation 1.11. — Soient M et N deux k-modules filtrés et f une application
linéaire continue de M dans N. On note f le prolongement par continuité de
f (qui est une application k-linéaire continue de M dans N ).

On peut, grace au produit tensoriel complété donner une variante de la
notion de cogebre :
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Définition 1.12. — Soient A un k-module filtré et A sa completwn Un co-
produit sur A est une application linéaire continue de A dans A ik A.

Les notions liées aux coproduits (coassociativité, morphisme de cogebres,
codérivations, bigebres, etc.) s’expriment a l'aide des diagrammes habituels
pour ce genre de coproduit, en remplacant le produit tensoriel usuel par le
produit tensoriel complété, les fleches étant des applications linéaires conti-
nues.

Un élément & d’une cogebre est dit diagonal pour un coproduit A si et
seulement si A® = ® @, ® ou AD = & @y P suivant le cas et si e(®) =1, ou
€ désigne la coiinité de la cogebre.

2. Dérivations et codérivations

Dans toute cette section, k est un anneau fixé.

Si A est une k-algebre filtrée séparée et complete et f un endomorphisme
k-linéaire de A tel que pour tout entier positif n, f(A>,) C As,y1, on peut
définir 'endomorphisme linéaire continu exp f de A et on a

Proposition 2.1. — Pour toute dérivation D de A telle que D(As,) C

Asni1 pour tout n € N, l’exponentielle de D est un automorphisme d’algebres
filtrées de A.

On peut notamment donner une démonstration « diagrammatique » de cette
proposition, c’est-a-dire en exprimant le fait que D est une dérivation par le
diagramme commutatif suivant, ou p désigne la multiplication de la k-algebre

A
A®1]<A—M>A

Id ®x D+D ®x Idl lD
A®AT>A

Le point crucial est alors que Id ®i D et D ® Id commutent, ce qui implique
que I'exponentielle de leur somme est le produit des exponentielles.

La notion de codérivation est duale de celle de dérivation. Plus précisément,
si (A, A, e) est une k-cogebre filtrée séparée et compléte, un endomorphisme k-
linéaire D de A est une codérivation si et seulement si le diagramme ci-dessous,
obtenu en retournant les fleches du précédent, commute.

A ~
A—— AR A
Dl lld@k D+D @, Id

A2 4G, A
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En reprenant en retournant les fleches la démonstration « diagrammatique »
évoquée plus haut, on arrive immédiatement & :

Proposition 2.2. — Soient (A, A,e) une cogébre filtrée séparée et complete
et D une codérivation de A telle que D(Asp) C Aspy1 pour tout n € N,
L’exponentielle de D est un automorphisme de cogébres filtrées de A.

Les propositions suivantes sont valables dans toute k-bigebre (A, A) et
passent immédiatement au complété si les applications concernées sont conti-
nues.

Proposition 2.3. — Soient (A, e, A) unek-bigébre engendrée en tant qu’algébre
par des éléments (a;)ic; et D une dérivation de A. L’application D est une
codérivation si et seulement si, pour tout élément i de I, on a

A(D(a) = (1@ D + D @ 1d) A(as)

En particulier, si les a; sont primitifs, pour prouver que D est une codérivation,
il suffit de vérifier que les D(a;) sont primitifs.

L’image d’un élément primitif par une codérivation § telle que 6(1) =0 est
un élément primitif.

Démonstration. — On constate immédiatement que Id ®, D et D ® Id sont
des dérivations de A ®x A. Comme le coproduit A est un morphisme d’algebres,
les applications AcD et (Id®yx D + D ®kId)oA sont des A-dérivations de A
dans A ®; A. Il s’ensuit qu’elles sont égales si et seulement si elles coincident
sur les générateurs.

Dans le cas ou a; est primitif, ’équation de I’énoncé exprime la primitivité
de D(a;), compte tenu de D(1) = 0. Cette remarque est également la derniere
assertion de I’énoncé. O

La démonstration de la proposition ci-dessous est analogue.

Proposition 2.4. — Soient (A, e, A) unek-bigébre engendrée en tant qu’algébre
par des éléments (a;)icr et f un endomorphisme ou anti-endomorphisme d’algébres
de A. L’application f est un morphisme de cogébres si et seulement si, pour
tout élément © de I, on a

A(f(as)) = (f © f)Alai)

Proposition 2.5. — Les opérateurs de multiplication a gauche ou a droite
par un €lément primitif sont des codérivations.

Démonstration. — Soit p un élément primitif de A; notons [, 'opérateur de
multiplication a gauche par p.
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On a alors, pour tout élément x de A,
Aly(z) = Alpz) = A(p)A(x)
= (1 %p + p% DA(x) = (Id% I, +1, %Id)A(x)

Le cas des multiplications a droite se traite de la méme maniere O
Proposition 2.6. — L’image de l’'unité par une codérivation est un élément
primatif.

Démonstration. — Soit § une codérivation. On a par définition

A6(1) = (6 1d + 1@ §)A(1)

Comme A(1) = 1®g 1, ceci entraine donc

Ad(1) = (5%Id+ld%5)(1%1) :5(1)%1+1%5(1)

3. Modules de polynémes et de séries

3.1. Algeébres de monoides. — La définition suivante est un cas particu-
lier de celle de Bourbaki ([4], III, §2, n°6)

Définition 3.1. — Soient M un monoide et k une algébre. La k-algébre du
monoide M est le k-module libre de base M, muni de l'unique produit dont la
restriction o M est la loi de M.

Nous la noterons k{M}.

En particulier, fixons la notation des deux exemples les plus courants dans
la suite :

Définition 3.2. — Soit T un ensemble. La k-algebre du monoide commutatif
libre N(T) (cf. [4], 1, §7, n°7) formé sur T est appelée Ualgébre des polynomes
(commutatifs) en les variables T a coefficients dans k.

Nous la noterons k[T.

Strictement parlant, un élément de N(T) est une application de T' dans N
nulle en dehors d’une partie finie de T'. L’application qui a tout élément ¢ de T’
associe 'application de T" dans N qui envoie ¢ sur 1 et tous les autres éléments
de T sur 0 permet de plonger T' dans N(Z). En notation multiplicative, il
apparait alors que N(T) est ’ensemble des monémes en les éléments de T (les
variables).
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Définition 3.3. — Soit Z un ensemble. Le monoide libre formé sur Z sera
noté Z*. La k-algébre de Z* est appelée l’algebre des polynémes non commu-
tatifs en lalphabet Z.

Nous la noterons k(Z).

Définition 3.4. — Soit M un monoide. Un poids sur M est un morphisme
de monoides de M dans N. Le poids d’un élément m de M sera souvent noté
|m|. Nous dirons aussi que (M, |+|) est un monoide a poids.

Sin est un entier naturel, nous noterons M,, [’ensemble des éléments de M
dont le poids est n.

La famille (M), )nen forme une partition de M. Soit k{M },, le sous-k-module
de k{M} engendré par M,,. Comme M est une base de k{ M}, on obtient donc
une décomposition en somme directe

(1.1) k{M} = Pk{M},
neN

Le fait que le poids soit un morphisme de monoides implique immédiatement
que cette décomposition fait de k{M} une k-algeébre graduée. On désignera la
graduation ainsi définie par le méme nom que le poids.

Ezxzemples :
1. Soit 7 un entier naturel. L’application qui & tout élément s = (s1,... ,S,)
de N" associe |s| = s1+- - -+, est un poids. Par composition, cela permet
de munir un produit cartésien M; x --- x M, de monoides a poids d’un

poids appelé poids total.

2. Soit I un ensemble. L’exemple ci-dessus se généralise au monoide NOD,
définissant ainsi le poids total de la somme directe d'une famille (M;);cr
de monoides a poids.

3. La longueur d’'un mot m d’un monoide libre Z* sera notée ¢(m). L’ap-
plication £ est un poids sur Z*, qui permet de définir la graduation de
longueur de k(Z).

4. Soit Z un alphabet au plus dénombrable numéroté, c’est-a-dire muni d’une
bijection d’une partie Iz de N dans Z, que nous mettrons en évidence
en écrivant Z = {(%)icr,}. Il existe un unique morphisme de monoides
(donc un poids |¢|) de Z* dans N tel que |z;| = i pour tout i € Iz. Nous
I’appellerons toujours le poids. Cela donne la graduation de poids sur

k(Z).

5. Si T est un ensemble, il existe un unique morphisme de monoides de N(*)
dans N tel que I'image de tout élément ¢ de 1" soit 1. Nous 'appellerons
le degré. On peut également le déduire de I'exemple 2 a partir du cas
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particulier ou 7" est formé d’un seul élément. On peut donc aussi 'appeler
degré total. Cela donne la graduation appelée degré sur k[T.

6. SiT = {(ti)ien~} est un ensemble numéroté, il existe également un unique
morphisme |¢| de monoides du monoide commutatif libre N(¥) dans N tel
que [t;| = i pour tout ¢ € N*. Nous I'appellerons encore le poids. On peut
également le déduire de ’exemple 2, et cela définit la graduation de poids
sur k[T.

Proposition 3.5. — Soient M et N deux monoides a poids. Le produit ten-
soriel gradué au dessus de k de k{M} et k{N} est naturellement isomorphe
a k{M x N} en tant que k-module gradué.

Le poids total de M x N (cf. ex. 1) redonne la graduation de k{M } @i k{N}.

Définition 3.6. — Nous dirons qu’un monoide a poids (M,|s]) est locale-
ment fini si et seulement si, pour tout n € N, Uensemble M, (déf. 3.4) est

fini.

Si M est un monoide a poids localement fini, son algebre k{M} est donc
un k-module gradué libre de type fini.

Ezemples :

1. Il est clair qu’un produit fini de monoides & poids localement finis est
localement fini.

2. Une somme directe infinie de monoides a poids localement finis n’est pas
en général localement finie (cf. exemple 5).

3. Le monoide a poids (Z*, ¢) est localement fini si et seulement si ’ensemble
Z est fini.

4. Si Z est un alphabet numéroté par une partie de N*, le monoide a poids
(Z*,|+|) est localement fini.

5. Le monoide & poids N(¥) muni du degré total est localement fini si et
seulement si I’ensemble 7" est fini.

6. Si T est un ensemble numéroté par une partie de N*, le monoide a poids
(N(T) |e]) est localement fini.

3.2. Séries génératrices en un monoide a poids localement fini. —
On développe ici une théorie tres basique des séries génératrices. Le formalisme
des modules filtrés permet de donner un sens a l'idée qu’une série génératrice
est une somme formelle infinie, indexée par un monoide, les coeflicients étant
dans un k-module quelconque.
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Définition 3.7. — Soient k un anneau, M un monoide a poids et E un k-
module. L’ensemble des séries formelles a coefficients dans E en le monoide
M est le k-module filtré :

E{M}} = E(%k{M},

ot l'on considére que E est muni de la graduation triviale.
Si E et F sont deux k-modules et f une application k-linéaire de E dans F,
on notera f{{M}} Uapplication k-linéaire f @y 1d de E{{M}} dans F{M}}.
Dans le cas ot le monoide M est du type Z* ou N o4 Z est un alphabet et
T un ensemble de variables commutatives, numérotés tous deux par une partie
de N*, on utilisera les notations E{Z)), f{Z)), E[[T]] et f[[T]].

L’ensemble k{{ M }} est donc naturellement 1’algebre filtrée complete m
et B{{M}} est également le produit tensoriel complété E @y k{{M}}.

Il peut paraitre artificiel de ne pas profiter de 1’éventuelle graduation (ou
filtration) qui pourrait par ailleurs étre définie sur le k-module E. Dans 'op-
tique naive qui est la notre, chaque élément de M doit étre dans les sommes
infinies précédé d’un élément de F, et non de F.

Dans la suite, on ne considérera que des monoides a poids localement finis.
Dans ce cas, un élément de E{{M}} est une somme infinie du type

<I>:Z<I)n avec VneN, &, € EQQ{M},,
n>=0

car les k-modules gradués E @ k{M} et E® Q{M} (muni de la structure de
k-module portée par E) sont naturellement isomorphes. Pour tout entier n,
I’élément ®,, est une somme finie du type

Z op(m)®@m, avec VYm € My, ¢n(m) € E
mGMn

Comme M est localement fini, M, est fini pour tout entier n, et donc la somme
ci-dessus est finie sans restrictions sur I'application ¢, de M,, dans E (cf. [4],
I1, §3, n°7, cor. 1). Comme (M,),en est une partition de M, la donnée d’une
collection d’applications ¢, € EMn équivaut a la donnée d’une application ¢
de M dans E. On définit ainsi un isomorphisme de k-modules entre E{{M }}
et EM et on peut écrire, en sous-entendant le produit tensoriel :

o = Z w(m)m

meM

Définition 3.8. — L’élément de E{{M}} correspondant a une application ¢
de M dans E sera appelé la série génératrice de @ et noté Qgen.
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Une autre correspondance nous sera tres utile. Considérons le k-module

Homg (Q{M}, E) des applications Q-linéaires quelconques de Q{M } dans E.
Comme les composantes homogenes de Q{M } sont des Q-espaces vectoriels
de dimension finie, on a la suite d’identifications naturelles :

—_ — d/f —_ —
Homg (Q{M}, E) = Homg(@ Q{M}n, E)

n>0
H Homgq (Q{M },, E) ([4], II §1, n°6, prop. 6, cor. 1)
n>0

12

—_—~—

H an ®FE (4], 11, §4, n°2, cor.)
n=0

[[e{M}, 0E

n>0
= Q{M}®E
Définition 3.9. — L’élément de E{{M}} correspondant & une application

12

12

Q-linéaire ¢ de Q{M} dans E sera encore appelé la série génératrice de ¢ et
noté Pgen -

—_——

L’application Q-linéaire de Q{M} dans E correspondant d une série ® de
E{{M}} sera appelée Uapplication linéaire associée a ® et notée Pyy,.
Soit p € EM et & = Pgen- On voit facilement que @y, est 'unique applica-
tion Q-linéaire de Q/{\]\? } dans E telle que
Vm € M, ®u,(m) = p(m)

P

et on a alors, pour tout élément & de Q{M} :
Pin(€) = Y w(m)s(m),
meM
somme qui est finie car £ est une somme finie du type »_ &, ou &, appartient
3 Q{M}.
Notation 8.10. — Pour tout élément ® de E{{M}} et tout élément & de
Q{M?}, la notation (®|€) désigne I’élément Py, ().

Ainsi, si m € M, le « produit scalaire » (®|m) est le coefficient de m dans
la série ®.

Si E et F sont des k-modules, f une application k-linéaire de F dans F et
® un élément de E{{M}}, on voit sans peine que l'on a

(FHMB (@) = foin
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En d’autres termes, on a un isomorphisme entre les foncteurs e{{M}} et
Homg (Q{M},e).

3.3. Produits tensoriels de séries et cogeébres. — La proposition 3.5
entraine immédiatement, pour tous k-modules F et F' et tous monoides a poids
localement finis M et N :

E{MP & FUNY = (B@ F){{M x N}

En particulier, le carré tensoriel complété de k{{ M }} est k{{M x M}}.

Si M et N sont deux monoides & poids localement finis, M étant com-
mutatif, les k-algebres k{{ M }{{N}} et k{{ M x N}} sont isomorphes. En ef-
fet, par associativité du produit cartésien, elles ont la méme structure de k-
module sous-jacente, la k{{ M }}-linéarité du produit de la premiére entraine
sa continuité relativement & la topologie de k{{ M x N}} et les deux produits
coincident sur la base topologique M x N. Comme par ailleurs k{{M}} se
plonge dans k{{ M x N}}, ce dernier est naturellement muni d’une structure
de k{{ M }}-algebre dont N est une base topologique (pour le poids partiel as-
socié & V) et qui est donc isomorphe en tant que k{{ M }}-algebre topologique
A KM BHN Y.

Soient N et N’ deux monoides & poids localement finis et k un anneau.
Comme k{N} = Q{N}®Kk, une application linéaire continue f de Q{N}
dans Q{N'} fournit par extension des scalaires une application k-linéaire de
k{N} dans k{N'}, que I'on peut prolonger par continuité aux séries, définissant
ainsi ﬁ (qui n’est autre que Idy @f) Dans le cas ot N/ = N x N, si A est
un coproduit continu sur Q{N}, on obtient ainsi un coproduit continu ﬁk
sur k{{ N}}. En général, on ne sera pas aussi explicite dans la notation, notant
encore A pour ﬁk. Sie: Q{N} — Q est une coiinité continue pour le coproduit
A, on peut de méme 1’étendre a une cotinité continue &g : k{{ N}} — k, que la
plupart du temps on notera encore .

Si M est un monoide & poids localement fini commutatif et f, N, N’ sont
comme ci-dessus, on peut appliquer cela a ’anneau Q{{ M }}. On obtient ainsi

une application fQ{{ wmy de QUM BH{N 1} dans Q{{ M }H{{N'}}, qui sont respec-
tivement isomorphes en tant que Q-modules & Q{{M x N}} et Q{{ M x N'}}.
La Q{{ M }}-linéarité de fQ{{ My entraine alors sa continuité pour les topologies
héritées des poids totaux de M x N et M x N'. Cela s’applique en particulier
dans le cas ot N’ est le monoide N x N et ou A est un coproduit continu.
Notamment, une limite, au sens de la topologie liée au poids total de M x N,
d’éléments diagonaux de Q{{ M }}{{ N}} est un élément diagonal.

La proposition ci-dessous, qui est une généralisation du critere de Frie-
drichs pour les exponentielles de Lie, nous permettra de passer régulierement
d’énoncés sur les séries a des énoncés de morphismes d’algebres.
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Proposition 3.11 (critére de Friedrichs). — Soient M un monoide a poids
localement fini, k un anneau et A un coproduit continu sur Q{M}, que l'on
étend a un coproduit A sur k{{ M }}. Notons A le produit qui se déduit de A

sur Q{M}.

Pour tout élément ® dek{{ M }}, les deux conditions suivantes sont équivalentes :
i) AD = P @

—_—~—

il) Pour tous éléments f et g de Q{M}, on a
Pyin(f A g) = Piin(f)2(9) i

Si le coproduit A est coassociatif et doté d’une cotinité continue €, c’est-
a-dire si (Q{M}, A, e) est une cogébre topologique, un élément ® de k{{M}}
est diagonal si et seulement si application linéaire @y, est un morphisme
d’algebres.

Démonstration. — Eerivons ® sous la forme
d = Z pmm, avec Ym e M, ¢, €k
meM

—_~—

Soient f et g deux éléments de Q{M}. On a d’abord

<Z <pmf(m)) (Z wmg(m)>

meM meM

= Z Pmq (szf(ml)g(mQ)

(m1,mo)eMxM

- Z Oy Pms (f @ g)(m1 @ ma)
(m1,m2)eM x M

= (@(%@f@g) car

Pyin (f) Prin(9)

PP = Z Pmy PmsM1 @ Mo
k (m1,m2)EM XM

D’un autre coté,

Qun(fLg) = D em(f Ag)(m)

meM

= ) en(f®g)(Am)

meM
= (A?|f®g) car

Ad = Z(pmAm

meM
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La condition ii) équivaut donc a
vf,9 € Q{M}, (A®|f@g) = (28 |f2g),

ce qui équivaut & AP = & Ry D.

Pour la derniere assertion, il n’y a quasiment rien a démontrer : le produit
A est alors associatif et € est 1’élément neutre de (Q{M}, A), qui est donc une
algebre. Par définition, le fait que ® soit diagonal est la conjonction de i) et
de e(®) = 1, ce qui est équivalent a ®y,(e) = 1. O

Remarques. — Dans la proposition ci-dessus, on ne suppose pas que le copro-
duit A soit coassociatif. C’est pourquoi la condition ii) ne s’exprime pas en
termes de morphisme d’algebres (voir les conventions générales).

Dans la plupart des situations ou nous utiliserons cette proposition, le co-
produit A définira avec la multiplication naturelle de Q{M } une structure de
bigebre, dont la coiinité sera I’application qui a tout élément de Q{ M} associe
son terme constant. Un élément de k{{M}} sera alors diagonal s’il vérifie la
condition i) et si son terme constant est 1.

Avec la proposition ci-dessus, 1’énoncé suivant se réduit a constater que le
composé de deux morphismes d’algebres est un morphisme d’algebres.

Corollaire 8.12. — Soient M un monoide & poids localement fini, k — k'’
un morphisme d’anneauz et une structure de cogébre topologique (Q{M}, A, ¢),
que Uon étend a kK{{M}} et K'{{M}}. L’image par o{{M}} d’un élément de
k{{M}} diagonal pour A est encore diagonale.

4. Schémas en groupes pro-unipotents sur Q

4.1. Terminologie. — Les objets géométriques que nous utiliserons seront
toujours vus par leurs k-points. On adoptera donc le point de vue développé
dans le livre de Demazure et Gabriel ([9]). La correspondance avec le point
de vue habituel y est détaillée dans le chapitre I. L’aspect géométrique des
considérations développées dans cette these est tres simple, puisqu’on ne considere
que des schémas affines et que tous les anneaux contiennent Q.

Un schéma est donc un cas particulier de foncteur de la catégorie des an-
neaux dans celle des ensembles et un morphisme de schémas est un morphisme
fonctoriel. On ne donnera pas la définition générale du concept de schéma. On
se contentera de dire qu’un schéma affine est un foncteur représentable, c’est-a-
dire isomorphe & Hom(A,e), ou A est un anneau. On écrit alors S = Spec (A).
11 est algébrique affine si A est de type fini.



4. SCHEMAS EN GROUPES PRO-UNIPOTENTS SUR Q 15

Un schéma S sera dit pro-algébrique affine s’il est la limite projective d’un
systeme

Sn Sn— 1 T SO

de schémas algébriques affines, ce qui veut dire que pour tout anneau k et tout
morphisme d’anneaux ¢, on a

S(k) = lim S,(k) et S(p) = lim Su(p)

n n

La définition de S(¢) a un sens car les fleches du systeéme projectif sont des
morphismes fonctoriels. Soit A,, 'anneau qui représente S,,. On voit facilement
que S est affine, représenté par th> A,

Un foncteur-groupe est un fongteur de la catégorie des anneaux dans celle
des groupes. Un schéma en groupes est un foncteur-groupe qui est un schéma.
Lorsque G = Spec (A), ceci équivaut a la donnée d’une structure de bigebre de
Hopf sur A. Un groupe algébrique est un schéma en groupes qui est algébrique(l).

Dans ce qui suit, pour tout anneau k, on notera k[e] 'anneau des « nombres
duaux » k[t]/(t?), ou t désigne une variable formelle. On peut aussi le ca-
ractériser par la décomposition k[e] =k-1@ k- ¢ et e2 = 0.

Le foncteur-algebre de Lie d’un foncteur-groupe G est « I’'espace tangent au
voisinage de 1 », c’est-a~dire le foncteur qui associe a tout anneau k le noyau
g(k) du morphisme de groupes de G(k[e]) sur G(k) provenant de la projection
kle] — k ([9], chap. II, §4, n°1).

Dans le cas ou G est un groupe algébrique, pour tout anneau k, on a g(k) =
9(Q) ®k (cf. [9], chap. 11, §4, 4.8). Dans la suite, on abrégera g(Q) en g. C’est
I’algebre de Lie du groupe algébrique G.

Si G = (h_m G, est un schéma en groupes pro-algébrique, on a pour tout

n
anneau k, en notant g, l'algebre de Lie de G,,, pour tout n € N :

g(k) = lim g, (k) = lim g, @k

n n

Sil'on consideére alors la filtration naturelle de lim gy, (dont le n®™® terme est

n
I’ensemble des éléments dont les projections dans go, . .. , gn—1 sont nulles), on

voit que l'on a g(k) = (lim g,) ®k, ce qui justifie la définition suivante.

n

(M Comme tous nos anneaux contiennent Q, il s’agit en fait de groupes algébriques sur Q.
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Définition 4.1. — L’algebre de Lie d’un schéma en groupes pro-algébrique
G= lim Gy, est lalgebre de Lie filtrée complete
n

g = lim g, = g(Q),

n

ot gy désigne pour tout n € N ['algebre de Lie de Gy, et g le foncteur-algébre
de Lie de G.

Proposition 4.2 ([9], chap. II, §6, 3.1). — Soit G un schéma en groupes.
Pour tout élément = de g(k), il existe un unique élément exp(tz) de G(k[[t]])
tel que

i) exp(ex) = = dans G(k[e]),
ii) exp(tz)exp(t'z) = exp(t + t')x dans G(K|[[t,t']]),

ot exp(ex), exp(t'x), exp(t+t')x désignent respectivement les images de exp(tz)
par les morphismes continus de source K[[t]] envoyant t sur e, t’ et t +t'.

La propriété d’unicité montre que I’exponentielle commute aux morphismes
de schémas en groupes.

Soit V' un Q-espace vectoriel de dimension finie. On lui associe un fonc-
teur AV par AV (k) := V @k pour tout anneau k. Ce foncteur est un schéma
algébrique affine, représenté par S(Y7), I’algebre symétrique formée sur 1% (cf.
[9], chap. II, § 1, 2.1). C’est 'espace affine associé & V. On peut en donner
une variante pro-algébrique (affine) :

Soit V' un Q-espace vectoriel filtré. Notons AV le foncteur/ﬂ§ — Vak.

Soit W' est un Q-espace vectoriel gradué de type fini et W son complété.
Le foncteur AW est la limite projective du systeme (AW("))neN de schémas
algébriques affines. C’est donc le schéma pro-algébrique affine :

AW — im S ™Y = W
AW = Spec(lim S(7™) = Spec (S()),
n
l'algebre symétrique commutant aux limites inductives (cf. [4], chap. III, § 6,

n° 5) et la limite inductive des W™ étant W (rappellons que W est le dual
gradué de W).
Soit V' un Q-espace vectoriel filtré, séparé, complet et & quotients finis (cf.

déf. 1.8). Comme V = g}‘\/ , on voit que le foncteur AV est représenté par
lanneau S(grV’). On peut notamment appliquer cela au foncteur-algebre de
Lie d’un schéma en groupes pro-algébrique affine, car il est de ce type(z).

<2>L’algébre de Lie d’un groupe algébrique est de dimension finie.
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4.2. Groupes unipotents. — A tout Q-espace vectoriel V', on peut associer
un foncteur-groupe GL(V') de la maniére suivante : GL(V')(k) est pour tout an-
neau k le groupe des automorphismes k-linéaires de V @ k. Une représentation
d’un foncteur-groupe G dans un Q-espace vectoriel V est un morphisme p de
G dans GL(V). On dira qu’elle est fidéle si p(k) : G(k) — GL(V)(k) est injectif
pour tout anneau k.

Supposons que V soit un Q-espace vectoriel de dimension finie. Alors GL(V)
est un groupe algébrique (affine). Tout endomorphisme Q[e]-linéaire f de
V ®Qle] est de la forme fi + ef2, ou f1 et fo sont des endomorphismes Q-
linéaires de V. Cela permet d’identifier I’algebre de Lie gl(V') de GL(V') avec
End (V), I'élément de GL(V')(QJe]) correspondant & ¢ € gl(V') étant Id + .
Comme gl(V')(k) = gl(V) ®k, on peut identifier gl{(V')(k) avec Endg (V ®@k) a
'aide de la méme formule. Le crochet de gl(V), identifié & End(V'), est donné
par :

Vip, " € gl(V), [¢, 4] = ¢ — o'y
Le crochet de gl(V')(k), identifié & Endy(V ® k), est donné par la méme formule.

Si 1 est maintenant un élément de gl(V')(k), lexponentielle exp(ti)) est
alors 1’élément suivant de GL(V')(Kk[[¢]])

expty) = 3 22

, 7!
120

On dira qu'un groupe algébrique G est unipotent s’il admet une représentation
fidele dans un espace vectoriel V', muni d’une suite finie de sous-espaces vec-
toriels (un drapeau)

V=%oVioV---DV,={0}

et si pour tout anneau k, le sous-k-module V; ® k est stable par I'action de
G(k) et 'action de G(k) sur (V;/Viy1) ®k est triviale. On dira qu’un schéma
en groupes est pro-unipotent s’il est limite projective de groupes algébriques
unipotents.

Dans le cas unipotent, on peut définir ’exponentielle d’un élément x de
g(k), car il est nilpotent dans toute représentation, ce qui implique que exp(tx)
appartient a G(k[t]). On peut donc spécialiser t en 1. L’application exponen-
tielle ainsi construite est une bijection de g®@k sur G(k). En effet, on peut
considérer, grace a la représentation donnée et en choisissant une base adaptée
au drapeau Vp, ..., V,, que G(k) est un sous-groupe du groupe des matrices
triangulaires inférieures a coefficients dans k et dont la diagonale ne comporte
que des 1. Si g est un élément de G/(k), on peut alors former son logarithme ),
qui est une matrice a coefficients dans k. On a donc l'injectivité. Pour obtenir
la surjectivité, il faut prouver que 1 = log g appartient toujours a g ® k. Pour
tout entier n, 'image de la matrice exp(t) (qui est a coefficients dans k|[t]) par
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lapplication qui envoie t sur n est g™ ; elle appartient donc a G(k). Par densité
algébrique, ceci implique que exp(t1)) appartient a G(k[t]), d’ou on tire, par
spécialisation de t en &, 'appartenance de 1+ ey = exp(ey)) a G(k[e]), ce qu'il
fallait démontrer.

SiG = (h_m G, est un schéma en groupes pro-unipotent et g = (h_m @n Son

algebre de fie, on a ainsi pour tout anneau k une collection d’apglications
exponentielles de g, @k dans Gy, (k), qui commutent aux fleches du systeme
projectif (car celles-ci sont des morphismes de schémas en groupes). Cela per-
met donc de définir globalement I’exponentielle de g(k) = g®k dans G(k).
Elle est encore bijective, son inverse (le logarithme) étant la limite projective
des logarithmes de G, (k) dans g, ® k.

Cette collection d’applications est fonctorielle en k et est donc un isomor-
phisme de schémas (noté exp) de A® (i.e. le foncteur-algebre de Lie de G, vu
comme schéma) sur G.

Remarque. — Pour Demazure et Gabriel, un schéma en groupes unipotent
est plus général qu’ici et englobe ce qu’on a appelé « pro-unipotent », puisque
leurs unipotents sont les schémas en groupes affines dont tous les quotients
algébriques sont unipotents (][9], chap. IV, §2, 2.5).

4.3. Représentations pro-unipotentes. — Le cas que 'on traite ici cou-
vrira amplement les besoins des chapitres suivants. On commence par définir
un analogue filtré du groupe unipotent associé a un drapeau.

Définition 4.3. — Soit V un Q-espace vectoriel filtré et séparé. A tout an-
neau k, on associe le groupe UN(V)(k) des automorphismes k-linéaires de
V &k qui préservent la filtration et induisent l'identité sur le gradué associé

grV @ k.

On a ainsi défini un foncteur-groupe que nous allons maintenant décrire
dans le cas particulier ou V est a quotients finis, c¢’est-a-dire ou pour tout
n € N, I'espace vectoriel V(") est de dimension finie.

Proposition 4.4. — Pour tout Q-espace vectoriel V' filtré, séparé, complet
et a quotients finis, le foncteur-groupe UN(V') est un schéma en groupes pro-
unipotent.

L’algébre de Lie un(V') de UN(V') s’identifie a l’ensemble des endomor-
phismes linéaires 1 de V tels que Y(Vsy) C Vapyr, pour tout n € N. L’expo-
nentielle de un(V') dans UN(V') est l’exponentielle des endomorphismes : pour
tout anneau k, et tout élément ¥ de un(V)(k) = un(V) &k, 'endomorphisme
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expt de UN(V)(k) vérifie

N G
Ve e Vk, (expy)(z) = Z o
n>0
Démonstration. — La filtration de V' donne pour chaque V", qui est par

hypothese un espace vectoriel de dimension finie, un drapeau :
V) = Vo /Vant1 D Va1/Vantt O Vao/Vanst O Vanat/Vant1 = {0}

Soit UN™ (V) (k) I’ensemble des endomorphismes k-linéaires de V(™ @k
laissant ce drapeau stable et induisant ’identité sur les quotients successifs.
Il est clair que UN(”)(V) est un groupe algébrique unipotent et que tout
élément f de UN(”H)V(k) induit par passage au quotient un élément 7™ ( f)
de UN(")(V)(k). L’application 7(™) ainsi définie est un morphisme de groupes
et est évidemment fonctorielle en k. Elle est de plus surjective. En effet, comme
nous sommes sur le corps Q, on peut choisir un supplémentaire S de V(™ dans
VIt et en déduire VD @k = (VW @ k) @ (S ®@k), ce qui permet facile-
ment de trouver un antécédent par 7(™ & un élément f de UNC (V) (k).

Les UN(")(V) forment donc un systéeme projectif a fleches surjectives de
groupes algébriques dont on voit facilement que la limite est UN(V') car V =
(li_m V()| étant séparé et complet.

n

Un élément de un(V) = UN(V)(Q[e]) est de la forme Idy + v, ol ¢ ap-
partient & End (V). Comme Id et Id + 1) préservent la filtration, c’est encore
le cas de €y et donc de 1. Comme Id + ¢ doit induire I'identité sur chaque
Van/Vant1, endomorphisme ) doit, lui, induire 0, ce qui est équivalent a la
condition de I’énoncé.

La formule pour I'exponentielle est conséquence de celle qui est déja vraie
pour les UN™) en passant a la limite. L’application exponentielle

un(V) (k) = un(V) @k — UN(V)(k)
est bijective car ses projections un(V) @ k — UN™ (V) (k) le sont toutes. [
Explicitement, la filtration de un(V') est donnée par :
un(Vzn = { e un(V);im ¢ C Vo }

Si V est un Q-espace vectoriel gradué de type fini, son complété V est
naturellement séparé, complet et & quotients finis et c’est le cas que nous
considererons le plus souvent.

Définition 4.5. — Une représentation pro-unipotente d’un foncteur-groupe
G dans un Q-espace vectoriel V' filtré, séparé, complet et a quotients finis est
un morphisme de foncteurs-groupes de G dans UN(V).



20 CHAPITRE L. PRELIMINAIRES

La proposition 4.4 implique immédiatement 1’énoncé suivant.

Proposition 4.6. — Soit G un schéma en groupes muni d’une représentation
(p, V') pro-unipotente et fidéle.

Alors G est un schéma en groupes pro-unipotent. Pour tout anneau k, tout
élément b de g(k) C G(k[e]) et tout élément x de V &k, on a

plexpy)(z) = o))

M
n!
n>=0

ot sy est l'endomorphisme de V @Kk tel que p(¢) = Id + esy.

Pour finir, si G est un schéma en groupes muni d’une représentation pro-
unipotente et fidele et si h est une sous-algebre de Lie fermée de g, la pro-
position ci-dessus et la formule de Campbell-Hausdorff ®) permettent de voir
que exp(h(k)) est un sous-groupe de G(k) pour tout anneau k. Comme l’ex-
ponentielle est un isomorphisme de schémas, exp(h) est donc un sous-schéma
en groupes pro-unipotent de G.

5. Algebres de Lie libres

A peu pres tout ce qu’on trouvera dans cette section provient du livre de
Reutenauer ([46]). Notre objectif ici est d’abord de faire un catalogue de
résultats classiques pour pouvoir y faire référence sans obliger le lecteur a
consulter sans cesse ce livre. Ensuite, il s’agit de donner les identifications,
conventions et notations qui seront utilisées tout au cours de cette these. La
principale démarcation avec le texte de Reutenauer concerne la notation de
produit scalaire et 'identification qu’elle induit entre une algebre de polynémes
non commutatifs et son dual gradué.

Nous aurons en effet besoin au chapitre III de faire des changements d’al-
phabet. Ne pas utiliser cette identification rendra alors la situation plus claire.
Le prix a payer sera une certaine lourdeur dans les notations au cours du
chapitre III. Des que la situation le permettra, nous reviendrons bien sir a la
notation de produit scalaire. Pour les démonstrations, nous nous contentons
de références.

5.1. Notations. — Tout au long de cette section, k désignera un anneau et
Z un alphabet numéroté par une partie I; de N. On suppose le monoide Z*
muni d’un poids localement fini, qui proviendra de la numérotation si 1 C N*
ou qui peut étre la longueur si Z est fini. Beaucoup des constructions ici
présentées ont un sens dans un cadre plus général, par exemple sur Z, ou sans

(®)Sa, définition est rappelée au paragraphe 5.4
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se donner de numérotation, mais cela nous suffira pour pouvoir développer les
chapitres suivants.

La bijection de la partie Iz de N sur Z induit un isomorphisme de monoides
entre Z* et (Iz)*. Ce dernier est ’ensemble des suites finies, qu’on appellera
dans la suite séquences®, d’éléments de I;. Soit donc s = ($1,..-,8) un
élément de (Iz)*. Son image par cet isomorphisme est le mot zg, 2s, - - - 2s,,
que nous pourrons donc également désigner par z.

Nous passerons régulierement, selon la commodité du moment, de la no-
tation multiplicative z,, --- 2, a la notation indicée z;. On pourrait presque
considérer la lettre « z » comme une indication de type (comme pour un lan-
gage de programmation).

La notation de séquence nous sera particulierement utile pour les bases
duales. Considérons 'algebre k(Z) du monoide Z*. On sait que Z* en est une
base homogene. Comme on peut indicer les éléments de Z* par les séquences de
Iz, on peut indicer également les éléments de la base duale par les séquences.

Notation 5.1. — Soit s € (Iz)*. La notation zs désigne l’élément de la base
duale Z* de k(Z) correspondant a l’élément zs de la base Z* de k(Z).

5.2. Premieéres propriétés

Notation 5.2. — Soit g une k-algébre de Lie. L’algébre enveloppante uni-
verselle de g sera notée Ug.

Comme nous sommes en caractéristique 0, le théoreme de Poincaré-Birkhoff-
Witt montre que ’application canonique de g dans Ug est injective. On peut
donc considérer g comme incluse dans Ug.

Notation 5.3. — L’algéebre de Lie libre sur lalphabet Z, a coefficients dans
k, sera désignée par Liex(Z).

Pour la définition par propriété universelle et une construction, cf. [46],
chap. 0.

Notation 5.4. — Soit a un élément de Liex(Z). Le symbole ad (a) désigne
la dérivation de Liex(Z) définie par :

Vr € Lieg(Z), ad(a)(x) = [a, z]

L’énoncé et la preuve de la propriété suivante font ’objet du paragraphe
0.3 de [46].

@ On trouve également couramment le terme de « composition ».
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Proposition 5.5 (Elimination de Lazard). — Soit ¢ € Z. En tant que k-
module Liex(Z) est la somme directe de ke et d’une sous-algébre de Lie qui

est isomorphe a une algebre de Lie libre et est librement engendrée par les
éléments (—ad (c))"(b), avecn € N, b€ Z et b +# c.

5.3. Deux bigebres de Hopf en dualité. — L’algébre enveloppante de
Lieg(Z) s’identifie naturellement & l'algebre associative libre sur Z a coeffi-
cients dans k, i.e. k(Z). On peut donc considérer Liex(Z) comme incluse dans
k(Z). L’algebre de Lie libre se réalise alors comme ensemble des polynémes de
Lie, c’est-a-~dire la sous-algebre de Lie de k(Z) engendrée par Z.

Le fait de considérer k(Z) comme une algebre enveloppante universelle per-
met d’en faire une k-bigebre de Hopf cocommutative.

Définition 5.6. — La structure de k-bigebre de Hopf de k(Z) provenant de
Uidentification de k(Z) avec ULiex(Z) sera appelée la bigébre de concaténation
et sera notée Concg(Z). Son coproduit sera noté A et son antipode Sz.

Le coproduit A est caractérisé par la condition :

VeeZ Az)=1®z+ 21
k k

La coiinité de Concg(Z) est 'application qui a tout polynéme non commutatif
associe son terme constant. On notera 1 le mot vide de Z*, car c’est I'unité
de Concg(Z). On voit alors que la coiinité est également ’élément 1 de la base
duale Z*.

Il est immédiat que la structure de bigebre de Concyg(Z) s’obtient & partir
de Concg(Z) par extension de scalaires.

En général, nous aurons tendance a utiliser la notation k(Z) pour faire
référence a la structure linéaire et Concg(Z) pour préciser la structure de
bigebre (ou simplement d’algebre ou de cogebre).

Proposition 5.7. — Pour qu’un élément x de la bigébre Concg(Z) appar-
tienne a Liex(Z), il faut et il suffit qu’il soit primitif, i.e.

Ar=2zR1+1Qx
k k

Définition 5.8. — Pour tout alphabet Z, soit rety ’anti-automorphisme de
Ualgébre k(Z) caractérisé par rety(z) = z pour tout élément z de Z.

On a donc, pour tous éléments z1,...,z, de Z :

retZ(Zl'.'Z’r’) =Zr 21
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Proposition 5.9. — Pour tout élément x de Liex(Z), on a Sz(z) = —=x.
Pour tout élément x homogéne de longueur n de k(Z), on a

Sz(x) = (=1)"retz(x)

Définition 5.10. — La bigébre duale de Concy(Z) sera appelée la bigébre de
mélange de Ualphabet Z (a coefficients dans k) et sera notée Mél(Z). Nous
noterons son produit L1 et éventuellement Ly s’il y a possibilité d’ambiguité.

Le produit L1z est commutatif et homogene, d’unité 1, ce qui fait de Mél (Z)
une algebre commutative graduée. Il est souvent qualifi¢ de produit de mélange
(ou de battage) en raison de son expression sur la base duale Z* :

Définition 5.11. — Nous noterons G, 4 le sous-ensemble du groupe symétrique
Spiq formé des permutations de {1,... ,p + q} dont les restrictions auzx en-
sembles {1,... ,p} et {p+1,...,p+ q} sont croissantes.

On dit souvent qu’une telle permutation est un battage, par analogie avec
I’opération que l'on fait subir a deux paquets de cartes que I'on bat.

Proposition 5.12. — Soient s = (s1,...,5p) et 8" = (Spt1,... ,Sptq) deux
séquences de (Iz)*. On a :
Z§|_|_|Zi: Z 25071(1)’5071(2>:-~73071(p+q)
0€6y 4

Comme nous 'avons déja souligné, la base duale Z* de Z* peut également
s’indicer par les éléments de (Iz)*. Par transport de structure, on récupere

donc un nouveau produit associatif sur Z* :

Définition 5.13. — Le symbole o désignera le produit de Z* donné par :

Vs, t € (I2)", Zu0% = Za

et également le produit que cela définit sur k(Z) grace a sa base 7.

—~

Ainsi (k(Z),©) est une algebre associative, isomorphe a la k-algebre asso-
ciative libre formée sur les symboles (2;);cr,. Elle s’obtient par extension de

scalaires a partir de (Q(Z), ).
On peut donner une description itérative du produit ru :

Proposition 5.14. — Pour tous éléments u et v de Q(Z) et tous éléments
aetbdeZ, ona

(aou)i(bov) = ao(u(bov)) + bo((aou)wv)
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Toutes les constructions que nous avons présentées ici étant des extensions
a k de structures sur Q, nous ne traiterons dans la suite de cette section que le
cas k = Q et nous omettrons dans les notations qui le permettent les références
explicites a ’anneau de base Q.

5.4. Séries et exponentielles de Lie. — Le coproduit A étant homogene,
il est continu. On peut donc le prolonger aux complétés et on notera encore
A le coproduit ainsi obtenu. La bigebre topologique (Q((Z)), e, A) sera notée
Conc(2).

—

Définition 5.15. — On notera f)i\e(Z) la fermeture de £ie(Z) dans Conc(Z).
Les éléments de Lie(Z) sont appelés des séries de Lie.

Un élément ¢ de Q((Z)) est donc une série de Lie si et seulement s’il peut
s’écrire sous la forme
Y= Z Un,

n>0
ou v, est un polynome de Lie homogene de degré n, pour tout n € N. Le terme
constant 1y est nécessairement nul. Cela permet de former ’exponentielle de
1 par la formule habituelle. Si G est une série de terme constant égal a 1, on
peut de méme former son logarithme.

Proposition 5.16. — Un élément ¢ de C/on\c(Z) est une série de Lie si et
seulement s’il est primitif.
L’application exponentielle est une bijection de l’ensemble des séries de Lie

sur l'ensemble des éléments diagonaux de (T)n\c(Z).

C’est pourquoi les éléments diagonaux de @:(Z ) sont souvent appelés des
exponentielles de Lie.

En particulier, si Z est formé de deux lettres A et B, les séries exp(A)
et exp(B) sont diagonales, ainsi donc que leur produit. Il existe donc une
série de Lie H, appelée formule de Campbell-Hausdorff, telle que exp H =
exp(A) exp(B). Sa composante homogene de longueur 1 est A + B.

5.5. Bases de Lyndon et bases associées. — Dans ce paragraphe, on
suppose l'alphabet Z muni d’un ordre total <. Cela permet de munir Z*
de l'ordre lexicographique associé. Dans la plupart des exemples que nous
traiterons, Z sera indexé par les entiers strictement positifs et donc héritera
naturellement de 'ordre des entiers. Il y aura une exception, au paragraphe
I11.3.3 ou l'on considerera 'ordre inverse.

Définition 5.17. — Un motv € Z* est dit facteur droit d’un mot w € Z* si
et seulement s’il existe uw € Z* tel que uv = w. On dit que v est facteur droit
propre non trivial de w si de plus v est différent de w et du mot vide.
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Un mot de Z* est dit de Lyndon si et seulement s’il est plus petit que tous
ses facteurs droits propres non triviaux. L’ensemble des mots de Lyndon sera
noté L(Z).

L’ensemble des mots de Lyndon, muni de ’ordre lexicographique, est un cas
particulier d’ensemble de Hall. On peut donc construire une base de ’algebre
de Lie libre indexée par L(Z). On se contentera ici de la décrire rapidement
(les ensembles de Hall sont traités au chapitre 4 de [46] et la base de Lyndon
a la section 5.1).

Proposition 5.18. — Soitl € L(Z). Soit v le plus grand facteur droit propre
non trivial de l. Soit u tel que uwv = l. Les mots u et v sont tous deux de
Lyndon.

On appellera factorisation standard de [ le couple (u,v).

Définition 5.19. — Le polynéme de Lie Pz(l) associé a un mot de Lyndon
l de L(Z) est défini de la maniére récursive suivante :

— Sil est une lettre, Pz(l) := 1.

— Sinon, soit (u,v) la factorisation standard de l. On a alors

Pz(l) == [P(u), P(v)]

Proposition 5.20. — La famille (Pz(l))crz) est une base de l’algebre de
Lie libre Lie(Z).

Proposition 5.21. — Tout mot w de Z* s’écrit de maniére unique comme
produit décroissant de mots de Lyndon :

w=Ils--l,, avec reN et 1= ---21I,

Proposition 5.22. — Soient w € Z* et w = l1ls - - - I, son unique factorisa-
tion en produit décroissant de mots de Lyndon. Si l’on pose
Pz(w) := Pz(lh)Pz(l2) - - Pz (ly),

la famille des (Pz(w))wez+ est la base de Poincaré-Birkhoff- Witt associée a
la base de Lyndon L(Z).

Cela définit donc la base de Poincaré-Birkhoff-Witt duale (P(w))wez+. Guy
Mélangon et Christophe Reutenauer en ont calculé les éléments de maniere
itérative a l'aide des produits L et o (cf. [46], sec. 5.2) :

Proposition 5.23. — — Ona Pz(1) =1.
— Pour tout mot de Lyndon | = au, ot a est une lettre de l, on a Pz(l) =
ao Pz(u)
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— Pour tout mot w, soit l'unique écriture du type w = lill? el our €

N,les entiers i1,1i2,... ,1, sont strictement positifs et ly,la, ..., est une
suite strictement décroissante de mots de Lyndon. On a alors

~ 1 ~ S . ~ .

P(w) = P(ly)*" wP(lg)" 2w - - wP(ly)

irlial- - i,

Notation 5.24 (produit décroissant). — Soit (x;);cs une famille d’éléments
d’une algebre topologique A, indexée par un ensemble totalement ordonné I.
Le symbole

N
[I=
el
désigne, si I est fini, de la forme iy < --- <'ip, le produit z; x; - -x;. St 1

est infini, il s’agit de la limite, si elle existe, des H]\-‘EJ xj, ou J est une partie
finie de I, suivant ['ordonné filtrant des parties finies de I.

La proposition suivante jouera un role important au chapitre III.

Proposition 5.25 (Factorisation de la série double)
L’identité suivante a lieu dans [’algébre Mél(Z) @ Conc(Z) :

N\
Z WROW = H exp <ﬁz(l)®PZ(Z)>

wez* IEL(Z)

Dans la formule de la proposition ci-dessus, il est clair que le coefficient
de chaque mot w est une somme finie d’éléments de Mél(Z), aussi bien dans
le terme de droite que dans celui de gauche. La démonstration est donnée
également a la section 5.2 de [46].

Donc la formule a un sens dans 1’algebre plus petite obtenue en complétant
Mél(Z) ® Conc(Z) relativement & la graduation du seul membre de droite,
c’est-a-dire l'algebre Mél(Z)(Z)) des séries formelles en 1’alphabet Z, & coeffi-
cients dans Mél(Z). Cela conduit donc & la formulation équivalente(®).

Proposition 5.26. — L’identité suivante a lieu dans ’algebre Mél(Z){(Z))

N
(IdMé|(Z))gén = > ww= ] exo(P20)P:()

wez* 1eL(Z)

<5>qui était celle de Ree en 1958
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Notations de substitution. — 1l sera assez souvent pratique d’employer 'abus
de notation suivant.

Soit {A, B} un alphabet. Si P, P, et P> sont des éléments de k(A, B), il
existe un unique endomorphisme d’algebres ¢ de k(A, B) tel que ¢(A) = P,
et ¢(B) = P,. Par analogie avec le cas des polynémes commutatifs, on peut
abréger p(P) en P(P;, P»), ce qui évite d’avoir a définir . Suivant le contexte,
on peut appliquer cela a des séries (on prend l'unique morphisme continu
d’algebres), des éléments d’un groupe libre, etc.






CHAPITRE 1II

ASSOCIATEURS DE DRINFEL’D, GROUPE DE
GROTHENDIECK-TEICHMULLER ET ACTION
DE GALOIS

Dans cette partie, on donne des éléments du contexte général dans lequel
s’inscrit ce travail.

Dans la premiére section, on introduit ’algebre de Lie du groupe des tresses
pures, puis les associateurs. On ne fera que quelques allusions aux quasi-
algebres de Hopf quasi-triangulaires et aux problemes de quantification qui
y sont liés. On aboutit & une premiere présentation du torseur de Drinfel’d.

Dans la deuxieme section, on en étudie la formule d’action en lui donnant
son champ d’application le plus grand possible. Cela nous mene au groupe de
Magnus tordu, a son algebre de Lie et aux opérateurs différentiels associés. On
donne alors la formulation du théoreme d’action de Drinfel’d que ’on adaptera
au chapitre IV & des objets provenant des équations liant les polyzétas.

La troisieme section donne quelques compléments sur la description des
groupes de Grothendieck-Teichmiiller pro-unipotents comme groupes d’auto-
morphismes des tours de tresses et de tresses infinitésimales.

La quatrieme section comporte quelques indications a propos des actions
de Galois sur les complétés de groupes fondamentaux, de facon a formuler la
conjecture de Deligne et son versant transcendant qu’on appellera Deligne-
Drinfel’d.

1. Associateurs

1.1. L’algebre de Lie du groupe des tresses pures

Définition 1.1. — Soit G un groupe. Une filtration centrale sur G est une
suite (Gsp)nen+ de sous-groupes telle que :
i) Go1 =G.

ii) Gent1 C Gy pour tout n € N*.
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iii) Pour tous m,n € N*, on a
(G>ma G}ﬂ) C G>m+na

ot pour tous les éléments x et y de G, (x,y) désigne le commutateur
—1,~1
Tyx Yy

On dira que la filtration est séparante si et seulement st

ﬂ G}n = {1}

neN*

La série centrale descendante de G est toujours une filtration centrale, et si
I’on ne donne pas plus de précisions, il sera implicite que 'on utilise celle-1a,
qui est par ailleurs la plus rapidement décroissante.

Définition 1.2. — L’algébre de Lie du groupe G relativement a une filtration
centrale (G>p)nen+ est le groupe abélien

gtG = @ G>n/Gznti,

neN*

noté additivement, et muni du crochet induit par le commutateur (s,»).

Les propriétés de cette correspondance ont été notamment étudiées par
Michel Lazard (cf. [36]).

Le crochet de grGG est homogene vis-a-vis de la graduation naturelle. 11 fait
donc de grGG une Z-algebre de Lie graduée.

L’algebre de Lie associée de cette maniére a un groupe filtré jouit de pro-
priétés fonctorielles évidentes, en supposant que les morphismes de groupes
filtrés préservent les filtrations, ce qui est automatique si les groupes sont
filtrés par leurs séries centrales descendantes.

Lorsque la filtration est séparante, certains résultats sur I'algebre de Lie
peuvent avoir des répercussions sur le groupe, comme c’est le cas par exemple
dans 'article [28] d’Thara.

On peut notamment appliquer cette construction au groupe des tresses
pures d’Artin P,, dont la série centrale est séparante. En utilisant la présentation
classique de P, par les éléments 7;;, avec 1 < ¢ < j < n, on obtient la
présentation suivante de son algebre de Lie.

Définition 1.3. — Soit n € N. On note T,, la Z-algébre de Lie du groupe des
tresses pures. Elle est engendrée par les symboles t;;, les entiers i et j étant
compris entre 1 et n et les relations :

(2.1) tii =0, tij = tj;
(2.3) [tij tar +tje] = 0 si#{i,j,k} =3
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Les t;; sont les projections des 7;; dans T, et sont donc de degré 1. L’action
du groupe symétrique &,, sur P,, donne lieu a une action sur 7;,, qui est donnée
par o(t;;) = to(i),0(;) Pour tout élément o de &y, les entiers ¢ et j étant compris
entre 1 et n. Cette action se prolonge a UT,, et @, puisqu’elle est homogene
(de degré 0). On utilisera pour cela une notation spéciale : on représentera une
permutation o par la liste des o (i), ¢ variant entre 1 et n et on désignera l’action
de o sur un élément z en mettant o en exposant & droite de z. Ainsi 223! est
I'image de x par la permutation o telle que o(1) = 2,0(2) = 3,0(3) = 1.

Le produit semi-direct &,, x UT,, est souvent noté A, et on considere que
c’est 'algebre jouant le role d’algebre enveloppante de l’algebre de Lie du
groupe de tresses B,,. Ce n’est pas UgtB,, (cf. remarque a la fin de la section
3).

Enfin, on a des opérations simpliciales naturelles 9; : B,, — Bj+1, ou i varie
entre 0 et n + 1 et s; : Byy1 — Bp, ou ¢ varie entre 1 et n + 1. On peut
rapidement les décrire en disant que 0y est I’ajout d’un brin & gauche, 0p,4+1
’'ajout d’un brin & droite et 9; le dédoublement du i*™¢ brin (pour i compris
entre 1 et n). Quant & s;, c’est Popération consistant & enlever le i™° brin.
Elles ont leurs contreparties au niveau de T, :

Définition 1.4. — Pour les entiers i compris entre 0 et n+1, les morphismes
d’algébres de Lie d; de T, dans Ty+1 sont définis par :
do(tjr) = tit1k1 et dnt1(tie) = tjk,

pour tous j et k compris entre 1 et n. Si i est compris entre 1 et n, d; est
donné par :

tj+1,k+1 st <j<k
bkl T i1 sti=7<k
di(tjlc) = tjkt1 sij<i<k
tik+tikr sty <k=1
tik sig <k <i

Pour tout entier i compris entre 1 et n+ 1, le morphisme d’algébres de Lie
Si t The1 — T, est donné par

tj—l,k—l s 1<y < k

N tj,k—l st j<i<]€
sitjn) = tik si j<k<i
0 st t=35 ou t=k
1.2. Associateurs et catégories monoidales. — Une fois toute cette

structure définie, on peut introduire les associateurs. Dans ce qui suit, on
abreégera k ® T,, en kT,, (le produit tensoriel est ici pris au-dessus de Z) et
U7, désignera l'algebre enveloppante universelle de la k-algebre de Lie k7T5,.
La graduation naturelle de T;, induit une graduation sur U7, ce qui permet
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de considérer le complété U/k?n, auquel on prolonge la structure de k-bigebre
de UiT),. Le coproduit (noté A) est a valeurs dans UyT), R Ui Th,.

Il est & noter que Drinfel’d ne fait pas de k un anneau quelconque, mais un
corps de caractéristique 0. La généralisation est toutefois la plupart du temps
directe.

Définition 1.5. — Soient k un anneau et A € k. Un associateur a coeffi-

—_—
cients dans k est un élément inversible ® de UyT5 satisfaisant aux conditions
suivantes :

(2.4) AD = @%cp

(2.5) ol = @3t

(2.6) dl(exp(/\tlg)) = o312 eXp()\tlg)((I)BQ)fl eXp()\tgg)(I)
(2.7) (d3®@)(d1®) = (do®)(d2®)(ds®)

L’équation (2.6) est appelée 1’équation hexagonale et (2.7) (a valeurs dans

U/ki\ll) est appelée I'équation pentagonale. Cette terminologie provient des
constructions suivantes :

Les associateurs permettent de définir de maniére « universelle » des struc-
tures de catégories quasi-tensorielles (cf. [38]). Soient g une k-algebre de Lie
et t un élément de g ®y g invariant par 'action adjointe de g et symétrique. Il
est équivalent de parler de représentations de g ou de Ug-modules a gauche. Le
produit tensoriel de deux représentations Vi et V5 est donné par le coproduit
A de Ug et la structure naturelle de (Ug ®k Ug)-module & gauche de V; ® Va.

Soit h un parametre formel. Dans ce qui suit, on travaille dans la catégorie
des k[[h]]-modules du type V[[h]]. Rappelons (cf. § 1.3.2) que 'on a Vi [[h]] @)k[[h” Va[[h]] =
(V1 ® Vo)[[h]] pour tous k-modules V; et V5. Dans ce qui suit, on abreégera ®j
en ® et @k[[h” en ®. On prolonge le coproduit A de Ug & Ug|[h]].
Ecrivons t = Y it @t/ On peut définir un morphisme d’algebres topolo-
giques oy, de U, dans (Ug)®™[[h]] par la condition

apn(tij) = hz 1861 ®t§C ® 1®80—i-1) ®tg ® 18(—J) pour 1<i<j<n
k

On place donc la premiere « patte » de ¢ en i®™® position et la deuxiéme en
4®me. Ce morphisme d’algebres est bien défini : 'équation (2.2) est évidente et
I'équation (2.3) se rameéne a la g-invariance de t.

On voit alors que les applications oy, préservent ’action de &,, et qu’on a
les diagrammes commutatifs (pour 1 < i < n) :
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— Qt,n n
Uk T, (Ug)®"([h]]
d; lld@)(i_l) RAR 1d®(n—1)

At n+1

UpTgr — (Ug)® " V[[n]]

G, —= (Ug)®P (k] GoT, — > (Ug)®"[[A]]
ldo ll@ld@’" ldn-&-l lld®"®1

e TR | — Otn+1
UTpr — (Ug)®* "V [[R]] Uy Ty — (Ug)® D[]
Si @ est un élément de Assy (k), si 'on pose ®; = oy 3(P) et Ry = exp(hAt)
(qui est égal & oz a(exp(Mt12))), ces éléments de (Ug)®3[[h]] et de (Ug)®2[[h]]
sont g-invariants, ce qui implique, pour tout élément a de Ug[[h]]

o, ((Id@A)A(a)) - <(A®Id)A(a))<I>t et
RA(a) = (12)A(a)R:,

ou le symbole (12) désigne I'automorphisme de la k[[h]]-algebre (Ug ® Ug)[[R]]
qui échange les deux facteurs du produit tensoriel.

Si l'on donne alors trois Ug[[h]]-modules Vi, V5 et V3, en composant les
morphismes naturels d’associativité et de commutativité des k[[h]]-modules,

Vi@V 0V - V8(1hBV;) et ViBVa— VW,

avec les actions de ®; et Ry, on obtient donc des morphismes de Ugl[[h]]-
modules, fonctoriels par rapport a Vi, Vs et V3, qui satisfont grace aux équations
définissant ® aux conditions de cohérence de Mac-Lane. On a ainsi muni la
catégorie des Ug[[h]]-modules d’une structure de catégorie monoidale tressée
(ce dernier adjectif exprime que la composée V; @ Vo—>Vo @ Vi —=V; @ V4
n’est pas nécessairement 'identité).

De maniere équivalente, ceci revient a dire que (Ug[[h]], A, @4, R) est ce
que Drinfel’d appelle une quasi-algebre de Hopf quasi-triangulaire. On peut
alors associer a la catégorie monoidale tressée une nouvelle algebre de Hopf
(Ug[[h]], A') et un élément R’ de Ug®?[[h]] qui sont solution d'un probléeme de
quantification (c’est une algebre universelle enveloppante quantifiée).

1.3. Associateurs dans k((A4, B)). — On peut reformuler les équations des
associateurs grace a la propriété suivante de l'algebre de Lie T3, qui est un cas

particulier d’une propriété de « dévissage » plus générale().

(Bien connue également pour les groupes de tresses pures.
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Proposition 1.6. — L’algebre de Lie 15 est somme directe de son centre,
engendré par tio + ti3 + tos et de lidéal I3 engendré par tio et toz, lequel est
une algebre de Lie libre.

Il s’ensuit immédiatement que tout élément diagonal de U/]k?‘g, est de la forme
suivante
exp(pu(tiz + t13 + t23)) (12, t23),

ou pu € k et ® désigne un élément diagonal de C/on\ck(A, B), la bigebre en-
veloppante complétée de l'algebre de Lie libre a deux générateurs A et B.
Si un tel couple (i, @) correspond & un associateur, ’équation (2.5) entraine
immédiatement p = 0, car t12 + t13 + tog est stable par 'action de 3.

Cela amene donc & la définition suivante, ou pour 7 compris entre 0 et 4, d;
désigne par abus ’application composée

k(A4 B) e GG T,
Définition 1.7. — Soit Assy (k) l’ensemble des éléments ® de k({(A, B)) vérifiant :
(2.8) AD = @%@
(2.9) ®(B,A) = ®(A,B)!
(2.10)  Ma(C,A)B(B,C) MDA, B) = 1
avec C = —A-B
(2.11) (d3®)(d1®) = (do®)(d2®P)(ds®)

On note Ass(k) l'union des Assy(k), pour X € k, et Ass*(k) l'union des Assy (k)
pour A € k inversible.

Pour tout anneau k, ’ensemble Ass(k) est donc formé des couples (A, @) de
Al(k) xk((A, B)) satisfaisant(?) aux équations ci-dessus. On voit facilement que
Ass est un schéma pro-algébrique affine®. L’application (A, ®) — X donne lieu
A un morphisme de schémas : Ass — Al qui se restreint & Ass* — G, (G, (k)
est le groupe multiplicatif des éléments inversibles de k, pour tout anneau k).

Drinfel’d introduit ensuite deux schémas en groupes pro-algébriques GT
et GRT qu’il déduit de la correspondance entre associateurs et catégories
monoidales. Ils agissent librement et transitivement sur Ass*. Pour tout an-
neau k, le monoide multiplicatif k agit sur k((A, B)) par A — pA,B — uB
pour u € k. Cette action envoie Assy(k) dans Assy,(k), comme on le voit
immédiatement par homogénéité. Il s’ensuit que le groupe algébrique G,,, agit
sur Ass*.

(A est la droite affine, définie par A' (k) = k pour tout anneau k.
®11 suffit de considérer les mémes équations dans k(A4, B)™ et de voir qu'elles sont Q-
algébriques.
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Les schémas en groupes GT et GRT sont tous deux produits semi-directs de
Gy, et de deux schémas en groupes pro-unipotents GT; et GRT. Les éléments
de GTy(k) et GRT;(k) sont décrits par des équations explicites dans k{(A, B))
et il s’avere finalement ([11], prop. 5.9) que GRT;(k) est égal a Assy(k). La
formule d’action de GRT (k) sur Assy (k) est donnée a la section 2, ainsi qu'un
énoncé condensé de ces résultats. L’algebre de Lie grt; de GRTy fait 'objet de
conjectures en raison du rapport entre le groupe GT et le groupe de Galois de
Q sur Q (voir plus loin).

L’action transitive des groupes GT et GRT permet & Drinfel’d de prouver
que Assy (k) est non-vide, pour tout anneau® k et tout \ € k, & partir de la
connaissance d’un élément Py de Ass;-(C), qui est construit dans le méme
article grace a I’étude du systeme différentiel de Knizhnik-Zamolodchikov. On
verra au chapitre suivant que ®kz est la série génératrice des polyzétas, ce
qui est le point de départ de ce travail. Les arguments déployés par Drinfel’d
concernant ®kyz ont été soigneusement détaillés dans la these de J. Gonzalez-
Lorca ([19]).

2. Le groupe de Magnus tordu
2.1. Définitions et premieéres propriétés
Définition 2.1. — Pour tout élément G de k((A, B)) et pour tout élément

inversible de H de k{(A, B)), le symbole G ® H désigne ’élément suivant de
k((A, B))

(2.12) G®H=GHAH ', B)H

(les parenthéses indiquent une substitution, comme en 1.5.5)

Nous noterons également 7(H) application (translation a droite par H)
qui a G associe G ® H et kg l’endomorphisme continu de ’algébre k((A, B))
qui envoie A sur HAH™ et qui fize B.

On appellera groupe de Magnus tordu ’ensemble MT (k) formé des séries de
k{(A, B)) dont le terme constant vaut 1, muni de l'opération ® ci-dessus.

On a donc, pour tout élément G de k((A, B))
G® H = KH(G)H

Nous allons commencer par montrer que MT (k) est bien un groupe. La pro-
position suivante rassemble quelques propriétés du produit & qui se vérifient
directement.

(1) Ceci est le seul point un peu délicat & généraliser a tous les anneaux. Il faut d’abord passer
par lexistence d’un élément de Assq(Q), puis utiliser la substitution A — XA, B — AB.
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Proposition 2.2. — i) Pour tout H inversible de k((A, B)), lapplication
T(H) est k-linéaire.

ii) Pour tout G de k{(A, B)) et tous Hy et Hy inversibles de k((A, B)), on a
lassociativité :
(G® H)® Hy =G ® (Hy ® Hy)
iii) Pour tout élément inversible H de k(A,B)), onal® H=H ®1=H.

iv) Si H est de terme constant 1, les termes de degré minimal de G ® H et
de G sont égaux pour tout élément G de k((A, B)). En particulier 7(H)
préserve la filtration de k((A, B)).

Démonstration. — i) L’application 7(H) est en effet la composée de ky et
de la multiplication a droite par H.
ii) On a successivement
(kmorm)(A) = kp,(HIAH )
= kg (Hy)HyAHy (kg (H1) ™!
car ki, est un morphisme d’algebres et #p,(A) = HoAH,
(Hy ® Hy)A(Hy ® Hp) ™!
= KmeH,(4) douimmédiatement
KHy°KH, = KHi®H
On en déduit
(G® Hi)® Hy = (ky,(G)H1)® Hy
(kmyokm, )(G) K, (H1)Ho
K @H, (G)(H1 ® Ha)
= G®(H ®H>)

iii) C’est évident.

iv) Ecrivons H = 14 h, oit h est sans terme constant. On a alors H~ = 141
avec

1= (=1)"h" et HAH '=(1+h)A(1+1)
n=1

L’élément [ est également sans terme constant. Le terme de degré minimal
de kg (A) est donc A et kg (B) = B. Le terme de degré minimal de xp (w)
est donc w pour tout mot en lalphabet {A, B}. Finalement 75 (w) =
kag(w)H = kg (w)(1 + h) et son terme de degré minimal est bien w. On
conclut par continue linéarité.

O
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Comme cas particulier du point iv), on voit que MT(k) est stable par ®.
Les points ii) et iii) impliquent alors que MT(k) est un monoide, dont 1
est 1’élément neutre. La proposition ci-dessus permet de voir 7 comme une
représentation pro-unipotente (& droite) de MT dans Q{(A, B)), au sens du
paragraphe 1.4.3. Elle est fidele car 7(H)(1) = H pour tout H € MT (k).

Il nous reste a voir que tout élément de MT (k) est inversible. Donnons
d’abord un lemme général (tres classique).

Lemme 2.3. — St M est un monoide dans lequel tout élément admet un
mverse a gauche, c’est un groupe.

Démonstration. — Soit a un élément de M. Prenons un inverse a gauche b de
a et un inverse a gauche ¢ de b. On a alors ¢cb =1 et ba = 1, d’ou

a = (cb)a=c(ba) =c et donc ab=cb=1,
ce qui montre que b est également inverse a droite de a. O

Proposition 2.4. — Le monoide MT (k) est un groupe.

Démonstration. — Pour tout élément G de MT (k), un calcul immédiat montre
que 'on a

H®G=1 avec H:=G YGAG,B)

Ainsi tout élément de MT (k) admet un inverse a gauche et le lemme 2.3 permet
de conclure. g

Grace a la représentation pro-unipotente fidele, on voit donc que MT est
un schéma en groupes pro-unipotent. On consideérera encore les actions sur
les quotients. Rappelons que la notation ]k(A,B)(”) désigne le quotient de
k(A, B) par l'idéal formé des éléments de degré strictement supérieur a n,
qu’on note 7™ la projection de k((A, B)) sur k(A, B)(™ et qu’on se permettra
de considérer k(A, B)(™ comme inclus dans k{({4, B)) (cf. § 1.1.2).

Définition 2.5. — On notera encore ® l'opération donnée par la composi-
tion suivante :
()

k(A, BY™ x MT(k)—k{(A, B)——>k(A, B)™

On peut regrouper ’énoncé des propositions 5.5 et 5.9 de l’article [11] sous
la forme suivante :

THEOREME I (Drinfel’d). — Pour tout anneau k et tout A € k, Asso(k) est
un sous-groupe de MT (k) qui agit librement et transitivement par translation
a droite sur Assy(k), avec la loi ® de MT (k).
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2.2. Algebre de Lie du groupe de Magnus tordu
Notation 2.6. — Nous appellerons mt ’algébre de Lie du groupe MT. Son
crochet sera noté <e, o>,

La pro-unipotence de MT permet de définir 'application exponentielle de
mt(k) dans MT (k) pour tout anneau k. Comme il y a risque de confusion avec
Pexponentielle usuelle de k{(A, B)), on posera :

Notation 2.7. — On désignera par exp® Uapplication exponentielle de mt(k)
dans MT (k).

Nous allons ici la décrire dans la représentation 7. Rappelons que kle] est
I'anneau des nombres duaux basé sur k, c’est-a-dire k[t]/t2, olt ¢ est une
variable formelle. Le k-module sous-jacent a mt(k) est ensemble des v de
k{(A, B)) tels que 1 + ey appartienne & MT(k[e]). C’est donc ’ensemble des
séries 1) sans terme constant.

Définition 2.8. — Pour tout élément ¢ de mt(k), on désignera par s, l'en-
domorphisme linéaire continu de k((A, B)) tel que

T(1+eyp) =1d +esy

Avec la définition ci-dessus, s est donc ’anti-morphisme d’algebres de Lie
qui se déduit de l'anti-morphisme de schémas en groupes 7. La proposition
[.4.6 se traduit dans ce contexte par :

Proposition 2.9. — Soit b un élément de mt(k). Pour tout élément G de
k{4, B), on a

(2.13) G®exp®y = (exp(sy))(G) et en particulier
(2.14) exp®(¢) = (exp(sy))(1)

Le crochet de mt est appelé le crochet d’Thara (cf. sec. 4).
Proposition 2.10. — Soient ¢y et 1y dans mt(k). On a

(2.15) Saprp = Sy Sys] el
(2.16) <Y1, P> = sy, (Y1) — sy, (¢2)
Démonstration. — La premiere formule exprime le fait que ’application s

est un anti-morphisme d’algebres de Lie de mt(k) dans l'algebre de Lie des
endomorphismes de k((4, B)).

Pour tout élément ¢ de mt(k), on a ¢ = sy(1). En évaluant les deux
membres de la premiere formule en 1, on obtient la deuxieme. O

L’intérét de cette construction est que l'opérateur s, peut étre calculé
sans trop de difficulté. Les dérivations ci-dessous sont les contreparties infi-
nitésimales de la substitution xy et de son analogue agissant sur B.



2. LE GROUPE DE MAGNUS TORDU 39

Définition 2.11 (Dérivations spéciales). — Pour tout 1 appartenant a
mt(k), les opérateurs Dy et dy sont les uniques dérivations continues de
k{(A, B)) telles que :

(2.17) Dy(A) = [, A] et Dy(B) =0
(2.18) dy(A) =0 et dy(B) = [v,B]

Proposition 2.12 (formules). — Pour tout élément x de k((A, B)), on a

(2.19) sp(r) = xp + Dy(x)

(2.20) se(@) = Yo —dy()

Pour tous éléments ¢y et 2 de mt(k), on a

(2.21) <hr,he> = [th1, 2] — Dy, (¥2) + Dy, (¢1)

(2.22) <1, 2> = dy, (P2) = dy, (Y1) — [P1, 2]

Démonstration. — Commengons par (2.19). Soit f l'unique endomorphisme

de k((A, B)) tel que 1+ ef = Ki4cyp. Pour tous éléments x et y de k({(4, B)),
on a

Klrep(®Y) = (Fiyey(®))(F1iey(y))
= (z+ef(@)(y+ef(y) =2y +e(f(x)y+zf(y)),

donc f est une dérivation. Sur les générateurs, on a
Firep(A) = (L+ep)A(l+ey)  =A+eh, Al et
Kltey (B) = B
De plus K14y préserve la filtration de kle] (A, B)) et est donc continu. Par suite
[ est continue. Finalement, f = Dy,. On a alors, pour tout = de k({(4, B)) :
Titep(®) = Fipey () (1 + ) = (x + Dy (2))(1 + ¢) = 2 + (Dy(z) + 2¢)

Par définition de sy, ceci donne bien la formule voulue.

Pour tout ¢ de mt(k), Dy, + dy; est une dérivation continue qui envoie A sur
(¥, A] et B sur [, B]. On en déduit Dy + dy, = ad®. On a donc pour tout
z € k({(A,B)) :

sy(2) = Dy () + 2 = [¢, 2] — dy () + 2 = pa — dy(z)

La formule (2.20) est donc démontrée.
Les deux dernieres équations sont les traductions de la formule (2.16) a
'aide respectivement de (2.19) et (2.20) O

La formule (2.21) est celle qui est donnée par Drinfel’d pour le crochet de
grty.
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Proposition 2.13. — Le crochet d’Ihara et les opérations (11, 12) — sy, (12)
et (¢P1,192) — Dy, (12) sont finement homogénes, c’est-a-dire homogénes pour
les degrés partiels en A et B.

Démonstration. — Soit 1) un élément finement homogene de mt(k) de degrés
p et ¢. On veut montrer que D, est finement homogene de degrés p et q.
Comme D, est une dérivation, I’étude de Dy (A) et Dy (B) suffit. A est fine-
ment homogene, de degrés 1 et 0 et Dy, (A) = [¢)1, A] est finement homogene,
de degrés p + 1 et ¢, tandis que Dy, (B) est nul.

Comme sy, est la somme de Dy, et de la multiplication a droite par 1, il
est également finement homogene de degrés p et g. L’assertion sur le crochet
d’'Thara en découle par la formule (2.16). O

Proposition 2.14. — Pour tout ) € X/Ei\ek(A, B), lopérateur sy, est une codérivation
de la bigebre Conck(A, B).

Démonstration. — Soit ¢ € I/Zi\ek(A, B). L’opérateur s, est somme de la multi-
plication a droite par v, qui est une codérivation car v est primitif (prop. 1.2.5)

et de Dy. Comme ce dernier est une dérivation et que I’algebre (i)n\c]k(A, B)
est topologiquement engendrée par les éléments primitifs A et B, il s’agit de
vérifier que les images de ces derniers sont primitives (prop. 1.2.3), c’est-a-dire
appartiennent & Ei\ek(A, B) (prop. 1.5.7), ce qui est évident d’apres la définition
de DT/J' ]

La section suivante présente quelques compléments sur les groupes GT et
GRT.

3. Complétés pro-unipotents et groupes GT et GRT

On commence ici par décrire un schéma en groupes pro-unipotent que 1’on
peut associer a tout groupe de type fini. On trouve plusieurs appellations pour
cette construction (complété de Malcev, complété pro-unipotent). On peut en
trouver un exposé détaillé dans ’appendice A de article [44] de Quillen.

Soit G un groupe. Pour tout anneau k, ’algebre k[G] du groupe est munie
d’une structure de bigebre de Hopf naturelle qui est caractérisée par le fait
que les éléments de G sont diagonaux. On notera le coproduit A.

La colinité (augmentation) de k[G] est le morphisme d’algebres k|G| — k
qui envoie tous les éléments du groupe sur 1. Le noyau de la colnité est un
idéal I, et on peut considérer la filtration

k[Glsn =17,
qui est respectée par le coproduit. On en déduit donc une structure de bigebre
sur k[G], le complété par rapport a cette filtration. C’est ce que Quillen appelle
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une algebre de Hopf augmentée compléte. En prenant les éléments diagonaux

—

de k[G], on obtient un groupe, le complété pro-unipotent de G.

Si les quotients Q[G]/I™ sont de type fini, on a ainsi défini un schéma
en groupes pro-unipotent (il est immédiat que toutes ces constructions se
déduisent par extension des scalaires du cas k = Q).

Un cas particulierement intéressant est celui ot la série centrale descendante
de G est séparante. Sile Z-module grG est sans torsion, on peut alors montrer

——

que G se plonge dans k[G]. Il est alors intéressant de comparer les algebres

filtrées completes k|G| et Lm. D’apres un théoreme de Quillen ([43]), les
gradués associés a ces deux algebres sont isomorphes, mais on n’a pas en
général de résultat direct d’isomorphisme.

Dans le cas ou G est le groupe des tresses pures P,, un tel isomorphisme
existe (isomorphisme de Kohno [33]). Drinfel’d en propose un « upgrade » que
I'on peut décrire ainsi, en suivant Bar-Natan ([1]).

En développant I'idée que les algebres U7, forment une sorte de squelette
de structure pour les catégories monoidales tressées du type évoqué a la section
1, on peut montrer que la donnée d’un élément de Assy (k) (ot A est un élément
inversible de k) est équivalente a celle d’une collection d’isomorphismes de
bigebres

S w K[Py)— =6, x BT,

tels que :
— Les ¢, commutent aux opérations simpliciales d; et s;.
— Les actions correspondantes sur les groupes symétriques soient triviales.
— L’image de 7;; € P, par ¢, est un conjugué de exp(At;;). L’'image de 712
est exp(Ati2).
Pour prouver cela, Bar-Natan construit deux catégories(5) : les tresses pa-
renthésées complétées et les diagrammes de cordes parenthésés complétés, la

premiere correspondant aux &,, x k[P,] et la seconde aux &,, x U/kfr L’ar-
gument principal pour 'existence des morphismes ¢, est alors le théoreme de
cohérence de MacLane. L’associateur apparait dans la construction de Bar-
Natan comme 'image d’un des générateurs de sa catégorie de tresses.

Une fois I’ensemble Ass* (k) d’associateurs ainsi présenté comme 1’ensemble
des isomorphismes entre deux grandes structures, on peut le munir naturel-
lement d’actions libres et transitives des groupes d’automorphismes de ces
structures. On obtient ainsi le groupe de Grothendieck-Teichmiiller GT (k)

comme ensemble des collections ¢,, d’automorphismes de k[P,] tels que, pour
un élément inversible A fixé de k, on ait :

()La description avec les catégories est certainement bien plus naturelle que celle qui est
donnée ici et simplifie grandement la situation.
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— Les ¢, commutent aux opérations iir&pliciales d; et s;.

— ¢, commute a l'action de &,, sur k[P,].

— L’image de 7;; par ¢, est un conjugué dans E@ de 7’% (c’est-a-dire

exp(Alog(7i;)))-

— L’image de 712 est 71’\2 pour tous les ¢,,.

Pour étre cohérent avec les conventions de Drinfel’d , il faut munir GT (k) du
produit (¢, := Ypop,.

Le groupe GT(k) agit librement et transitivement & gauche sur Ass*(k) et
le sous-groupe GTi(k) formé des éléments de GT(k) par lesquels 'image de
chaque 7;; est un conjugué de 7;; agit librement et transitivement sur Ass) (k),
pour tout A € k.

De I’autre coté, on obtient les groupes de Grothendieck-Teichmiiller « gradués »
GRT(k) et GRTy(k). Ce dernier est le groupe des collections ¢,, d’automor-

phismes de U7, tels que

— Les ¢, commutent aux opérations ii_n\lpliciales d; et s;.

— , commute a ’action de &,, sur UyT,,. -

— L’image de t;; par ¢, est un conjugué de t;; dans Uy T,.

— L’image de t12 est t19 pour tous les .

En munissant GRT; (k) également du produit (pv),, := 1,°p,, on obtient un
groupe qui agit librement et transitivement & droite sur chaque Assy (k).

Il reste a montrer, pour rattacher cela aux considérations de la sectigl\l,
que donner un élément de GRT;(k) équivaut & donner un élément de UyT3,
satisfaisant a des équations que I'on trouve dans l’article de Drinfel’d. Dans
I'optique de Bar-Natan, c’est encore 'image d’un générateur de sa catégorie. Le
méme phénomene se produit pour GT. Cette propriété remarquable trouve son
parallele dans les constructions d’Thara avec la stabilité de la suite d’algebres
de Lie Z,, (voir plus loin).

Remarque. — Drinfel’d considere 'algebre &,, x H@ comme un « certain
complété pro-unipotent » du groupe B,. Ce genre de construction, pour les
extensions de groupes dont la série centrale est séparante, est utilisé de maniere
systématique par Hain (cf. [21]).

4. Action de Galois et conjecture de Deligne

Dans cette section, si Q désigne la cloture algébrique de Q dans C et si K
est un corps compris entre Q et Q, on désigne par Gk le groupe de Galois de
Q sur K.

Soit X une variété algébrique définie sur Q. L’espace topologique X (C) est
localement connexe et localement simplement connexe. On le suppose connexe.
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Soit x un point de X(C). Le groupe fondamental 71 (X (C),x) peut étre
décrit comme le groupe des automorphismes du foncteur « fibre en x ». Cela re-
vient a dire qu'un élément de 71 (X (C), x) est la donnée, pour tout revétement

R 5, X (C), d’'une permutation fr de la fibre pl,_%1 (z), de fagon compatible aux
applications provenant de morphismes de revétements, i.e. telle que, pour tout
morphisme ¢ : R — S de revétements, le diagramme suivant soit commutatif :

Pt (x) — = pgt(z)

W e

ppt(x) —>pgt(x)

On peut modifier cette définition en ne considérant que les revétements
finis de X(C). On obtient alors le complété profini 7;(X(C),z) du groupe
m1(X(C),z), c’est-a-dire la limite projective de ses quotients finis.

On sait que tout revétement fini de X (C) est isomorphe & un revétement
algébrique défini sur Q. La catégorie des revétements finis de X (C) est donc
équivalente & la catégorie Z des variétés algébriques définies sur Q et qui sont,
au sens algébrique, des revétements de X.

Soit alors € X(Q) et R un objet de Z. Tout élément o de G définit un
nouveau revétement o R de X, car X est définie sur Q. On a ainsi un auto-
morphisme de Z%. De plus, les ensembles p_ 1(z) et o(py' (7)) sont égaux,®
car x est rationnel. Cela permet de considérer ¢ comme un isomorphime entre
les foncteurs-fibres R — pr'(z) et R — p_ (7). A tout automorphisme f
du premier, i.e. tout élément de 71 (X (C),x), on peut donc par conjugaison
en associer un nouveau, noté °f. Il est explicitement décrit par le diagramme
commutatif suivant :

_ CHr  _
pRl (z) —R>pRl($)

_ fom1r _
pgfllR(-'E) - pole(ﬂj)

On obtient ainsi un morphisme de groupes
Go — Aut <%1(X(C),a;)) — Out(71(X(C)))

ou pour un groupe I', Out(I") désigne le groupe des automorphismes extérieurs
de I', i.e. le quotient des automorphismes par les automorphismes intérieurs,
ce qui permet d’oublier le point-base .

©®)On les considére comme inclus dans X (C).



44 CHAPITRE II. ASSOCIATEURS

On peut considérer encore d’autres sous-catégories, comme celle des revétements
correspondant aux quotients nilpotents de 71 (X (C), z), qui donne le complété
pronilpotent 77(X(C), x) et, pour tout nombre premier £, celle qui corres-
pond aux quotients d’ordre une puissance de ¢, donnant ainsi le complété
pro-¢ 77%6) (X(C), ). Tous ces groupes sont ainsi munis d’une action de G, et
de 'action extérieure qui s’en déduit.

Si X -2 Y est un morphisme de variétés Q-algébriques et x un point
de X(Q), l'action de Ggp commute au morphisme de groupes 71 (X (C),z) —
T1(Y(C), ¢o(x)) qui se déduit de .

On peut appliquer ces constructions aux variétés

X, = {(:171,...,:1:”)6(]?1)”;3%75% si i#j}

On désignera par P} le groupe fondamental de X,. Il est trés proche du groupe
de tresses pures P,_1(7). La présentation par les 7i; de P,_1 a un analogue pour
P, dont on notera 7;; les générateurs. On posera T}, = gtP,. Cette algebre de
Lie admet une présentation avec des générateurs t;j analogues de ceux de Tj,.

Le théoréme de Belyi ([2]) affirme & peu de choses prés® que le morphisme
de Gg dans Out(7(X4)) est injectif, ce qui a fortement impressionné Gro-
thendieck (cf. [20]).

Les représentations du groupe de Galois dans les complétés pro-¢ ont été
étudiées par Thara : pour tout entier n > 4, on a ainsi un morphisme

Go—=Aut(P'")

On peut montrer qu'un élément o de Gg envoie chaque générateur 7/, sur un

ij
conjugué de T;;(U), ol x désigne le caractere cyclotomique Gg — Gy, (Zy). Les

éléments du noyau de y laissent donc les générateurs stables a conjugaison
pres. C’est ce que Thara appelle un automorphisme spécial. On en déduit donc
un morphisme de groupes

ker x—">Out*(P'")),

le symbole Out™ désignant les automorphismes spéciaux, modulo les automor-

phismes intérieurs. Thara ([28]) étudie I'application naturelle de Out*(P’ fﬁrl)

dans Out* (P’ ff)) provenant de l'application simpliciale s,11 (effacement du
n -+ 1€ brin).

(MOn lappelle souvent groupe des tresses pures sphériques, ou projectives, ou groupe des
tresses pures d’Hurwitz.
(®)L’¢noncé porte sur P* \ {0,1,00} qui est tres peu différent de X4.
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L’équivariance des morphismes de groupes fondamentaux provenant de mor-
phismes de variétés permet de voir que le diagramme suivant commute.

ker x

- Out*(P'Y),) —> Out* (P'{)) —= -+ — Out* (P'{")

Thara montre que les fleches horizontales sont injectives. Les noyaux des ¢,
sont donc tous égaux. On notera dans la suite G le quotient de ker x par ce
noyau commun.

Dans le cours de sa démonstration, il introduit, pour tout n > 4, une algebre
de Lie Der} qui est définie par 'action des éléments de Out*(P)) sur T, =
grP). Clest lalgebre de Lie des dérivations spéciales (I'image de chaque t;j est
un crochet de tfij avec un élément de 7)), modulo les dérivations intérieures
de T}. On a également des morphismes naturels de Dery ; dans Der}; qui
proviennent de I'opération simpliciale s,41. Ihara commence par prouver leur
injectivité, puis remonte aux groupes.

L’action du groupe symétrique &,, sur P/ et ses avatars provient de son
action algébrique sur la variété X,,. Le groupe G() se plonge donc dans tous
les Out™ (P’ ﬁf) ), o Out™ désigne I’ensemble des automorphismes spéciaux
G,-équivariants, modulo les automorphismes intérieurs. L’algebre de Lie des
dérivations spéciales &,,-équivariantes, modulo les intérieures correspond a
Out™(P)) et sera notée %, dans la suite. Dans [30], Thara montre que le
morphisme naturel de %,, dans Z,,_1 est bijectif pour n > 6. Il note & I'image
de 95 dans %, et appelle cela 'algebre stable de dérivations.

L’algebre de Lie T est une algebre de Lie libre & deux générateurs A et
B, qui font partie des t;j. Un élément D de lalgebre de Lie des dérivations
spéciales modulo les dérivations intérieures se remonte de maniere unique a
une dérivation de £ie(A, B) qui annule B et donc qui est définie par I’élément
¥ tel que D(A) = [, A]. Ce sont les « dérivations spéciales » du paragraphe
2.2. Le crochet <e, o> est le crochet de Der} vu dans Lie(A, B). Ihara donne
les équations portant sur ¢ pour que D appartienne & Z. 11 apparait® qu'elles
sont équivalentes a 1 € grt;. Les équations données en [30] sont en fait iden-
tiques, modulo la légeére différence entre T et T%. On trouve des comparaisons
tres explicites en [32].

Thara associe au groupe G une algébre de Lie de la manitre suivante.
L’application G — Out**(P’ff)) est injective par définition de GW. Pour
tout entier positif n, soit G, le noyau de 'action de G sur P’ Ef)/ (P’ 4(5))271.

) Ceci est naturel au vu de la description de GRT; faite & la section précédente.
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On a ainsi défini une filtration centrale sur G Soit alors g(¥ ’algeébre de Lie
graduée associée. Elle se plonge par construction dans ¥ ® Z;. Etant donné
que G est un groupe pro-¢, la connaissance de g'¥) fournirait beaucoup d’in-
formations sur ce groupe. Nous arrivons a la conjecture de Deligne :

Conjecture I (Deligne). — L’algébre de Lie graduée gl) @ Qy est librement
engendrée par exactement un élément homogéne en chaque degré impair n au
moins égal a 3.

Thara a montré qu’il existait une collection (o2y,+1)nen d’éléments irréductibles
de g9 de degrés adéquats en considérant 'application Z,-linéaire composée :

g(f) ——= PRy —— 21622 (A, B) — 7y

la derniere fleche étant la projection de Liez, (A, B) sur Z, donnant le terme
de degré total n et de degré partiel 1 en B.

La restriction du caractére de Soulé y, & ker y se factorise par G et en
respecte la filtration centrale (cf. [27]). Il s’en déduit donc une application
X de g(f) dans Zy qui se trouve étre un multiple non nul de la composée
ci-dessus. Les propriétés de non-annulation de y, impliquent alors ’existence
d’un élément o, de g¥, homogene de degré n et tel que Xn(on) # 0 sin est
impair > 3. Or la fine homogénéité du crochet d’Thara entraine quun élément
dont le terme de degré partiel 1 en B n’est pas nul est irréductible.

Richard Hain et Makoto Matsumoto ([22]) ont démontré tres récemment
que les irréductibles d’Thara(1?) engendrent bien g(é) ® Q. La question de la
liberté reste ouverte.

A la fin de [11], Drinfel’d propose une construction d’éléments irréductibles
de grt;(C) = Z2®C et pose la question suivante, remarquant qu’une réponse
affirmative donnerait une preuve de la conjecture L.

Conjecture II (Deligne-Drinfel’d). — L’algébre de Lie graduée grt;(Q)
est librement engendrée par exactement un élément homogene en chaque degré
mimpair n au moins égal a 3.

(19 Crest-a-dire les oy, évoqués a l'instant. On trouve également dans la littérature 'appella-
tion « éléments de Soulé ».
(D Ceci est expliqué par Thara dans [31].
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POLYZETAS

1. Polylogarithmes et premier systéme de relations

Préambule. — Dans cette section, on étudie essentiellement les propriétés
des polylogarithmes généralisés. La présentation qu’on en fait ne prétend pas
étre exhaustive, mais simplement suffisante pour pouvoir aboutir au premier
systeme de relations entre les polyzétas. On ne considére notamment pas de
variable complexe, les variables réelles comprises entre 0 et 1 étant suffisantes
pour cette étude.

Les paragraphes 1.1 et 1.2 présentent les polylogarithmes dans le cadre
plus général des séries a divergence logarithmique. Celles-ci sont définies au
paragraphe 1.1 et on en donne quelques propriétés qui seront particulierement
utiles a la section 4. Les polylogarithmes sont introduits en 1.2 et les polyzétas
y sont définis comme valeurs en 1 des polylogarithmes. La proposition 1.5
donne alors facilement la convergence des polyzétas associés aux séquences ne
commencant pas par 1.

Le paragraphe 1.3 permet de voir les polylogarithmes comme des spécialisations
en 0 de certaines intégrales itérées (associées aux mots convergents a droite).
Ils héritent donc des propriétés algébriques de celles-ci. Elles s’expriment au
moyen d’une algebre de mélange sur un alphabet & deux lettres X = {z¢, x;}.

Au paragraphe 1.4, on décrit les sous-algebres de Mélg(X) en rapport
avec les polylogarithmes et les polyzétas. Cela permet de formuler le premier
systeme de relations QQ-algébriques entre les polyzétas.

Le paragraphe 1.5 se contente d’allusions a la notion plus générale d’intégrale
itérée et aux polyzétas aux racines de I'unité.

1.1. Séries a divergence logarithmique. — Dans ce paragraphe, la lettre
t désigne une variable formelle commutative.
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Définition 1.1. — Nous dirons qu’une fonction réelle f est parabolique au
voisinage de 0 si et seulement s’il existe un nombre réel o strictement positif
tel que f(x) = o(x®) au voisinage de 0.

On utilisera une notation inspirée de la notation de Landau. Si on ne veut
pas avoir a préciser o, on Ecrira

f(x)=o0 <x0+>

De méme, pour une suite (up)nen, $'il existe un nombre réel o strictement
positif tel que u, = o(n™%) au voisinage de l'infini, nous écrirons :

1
Up =0 —F
n ot

Proposition 1.2. — Pour toutes fonctions réelles f et g paraboliques au voi-
sinage de 0, on a

VAER, A\f(z) = o ($O+
f@)+g(x) = o (950+
Vk €N, logh(z)f(x) = o (xo+)

Pour toutes suites réelles (up)nen €t (Vn)nen telles que

1 1
un_()(nF) et vn—0<nﬁ>, on a

VAeR, \u, = 0( L )

n0"

B 1

Up + Uy = o<—n0+>

Vk e N, log"(n)u, = o <(1]+>
n

Démonstration. — Par hypothese, il existe « et 3 strictement positifs tels que
f(z) = o(z®) et g(z) = o(z?). Il est alors clair que Af(z) et f(x) + g(z) sont
tous deux négligeables devant z™™®#) et que log*(z) f(x) est négligeable de-
vant 7, pour tout y strictement compris entre 0 et . Les suites se comportent
de maniere similaire. O

Définition 1.3. — Nous appellerons espace des fonctions a divergence loga-
rithmique [’ensemble DivLog des fonctions réelles f admettant un développement
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en série entiére au voisinage de 0
f(z) =) Coefty(f)z",
n>0

tel que la suite (Coefl,, (f))nen des coefficients de f ait le comportement suivant
lorsque n tend vers linfini :

_ Astflogn) ()

JAs.(f) € R[t], Coeft,(f) - "

On obtient immédiatement que le rayon de convergence d’une série entiere
de ce type est supérieur ou égal a 1. L’ensemble DivLog est donc un sous R-
espace vectoriel de ’ensemble des fonctions analytiques sur l'intervalle | —1, 1].

Avec les regles de calcul de la proposition 1.2, il est clair que le polynéme
As.(f) est uniquement déterminé en fonction de la suite (Coeffy,(f))nen, donc
de f et que l'application As. de DivLog dans R[t] ainsi définie est linéaire.

Définition 1.4. — Pour toute fonction f de DivLog, la suite des sommes
partielles associée est

n—1
Part,(f) := Y _ Coeffy(f)
k=0

Si la suite Part(f) est convergente, sa limite est par définition f(1). D’apres
le lemme d’Abel, la fonction f est alors continue sur I'intervalle | — 1, 1].

Proposition 1.5. — Pour toute fonction f de DivLog, il existe un unique
polynome Asx.(f) a coefficients réels tel que la suite Part,(f) ait le comporte-
ment suivant lorsque n tend vers linfini :

Part,(f) = Ass(f)(logn) + o (#)

L’application Asy, : DivLog — R[t] ainsi définie est linéaire.
Pour toute fonction f € DivLog, on a :

d
TAss(f) = As.(f)

Démonstration. — L’unicité et la linéarité se déduisent immédiatement des
regles de calcul de la proposition 1.2. Il s’agit de démontrer ’existence. Com-
mengcons par traiter le cas ou As.(f) est nul.
Si une suite u, a le comportement asymptotique
1
° ()
Uy = ——,
n
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. . o 71705 Y .z
il existe & > 0 tel que u,, = o(n ). La série associée » ;~quy est alors
convergente, et son reste

Rn = E U

k>n
est un o(n~%). Par linéarité, il suffit donc pour conclure de démontrer le
résultat voulu pour les fonctions

O, k n

n>1

ou k décrit I’ensemble des entiers positifs.
Fixons k. Pour tout n > 2, on peut écrire

k
log"*! (n) — log"*}(n — 1) = (log(n) — log(n — 1)) > log(n)' log(n — 1)"~*
=0

Comme on a log(n — 1) =log(n) — 1/n + O(n=2), on en déduit

k+1 log"
Vk €N, loght(n) —log"™(n - 1) = % log®(n) + O ( ogn2(n)> d’out
logt(n) 1o (n) —log" = 1)
n kE+1

En sommant, on obtient donc, en tenant compte de ce qui a déja été dit sur
les restes, I'existence d’un nombre réel oy, tel que

n=1. k. k+1
log™(2) log"™ (n —1) -1/2
P tn = —_— = —_—
arty, (f) ; ; 1 + ag +o(n )
logk—‘rl(n)

_ log" "(n) ~1/2
1 + ai +o(n" %)

On a donc pour la fonction

k
fula) = 30

n>1 n
f k+1
Ase(fu) =17 et Ass(fi) = ¢ 1o
et pour une fonction
1
° ()

= " avec = —=

f(z) Zunx Vec  Up o

n>1

le polynome As.(f) est nul et Asy(f) est constant. Dans tous les cas, le po-
lynome dérivé de Asx(f) est égal & As.(f). O
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Le corollaire ci-dessous ne fait que rassembler un cas particulier de la pro-
position précédente et le lemme d’Abel (déja mentionné plus haut).

Corollaire 1.6. — Pour un élément f de DivLog, les conditions suivantes
sont équivalentes :

i) Asc(f)=0.
ii) Le polynome Asx(f) est constant.

iii) La série f(1) est convergente.

On a alors
F1) = Ass(f) = lim f(2)
1.2. Polylogarithmes et polyzétas. — Nous allons maintenant définir

les polylogarithmes, qui vont apparaitre comme des cas particuliers de séries
a divergence logarithmique.

Notation 1.7. — Le symbole S désigne l’ensemble des séquences d’entiers
strictement positifs.

L’ensemble S est donc le monoide libre formé sur N*. En particulier, on
peut lui appliquer les définitions du paragraphe 1.3.1 (ex. 3 et 4). Le poids |s|
d’une séquence s est donc la somme de ses éléments et sa longueur £(s) est le
nombre de ses éléments (voir également le paragraphe 1.5.1).

Définition 1.8. — Pour toute séquence s = (s1,...,8) de S, la fonction
polylogarithme Li(s) associée est donnée par la série entiére

ni

. z
Li(s|2) = Y.
5

ni>ng>>ne>0 1

n 1
:Z%( > 711)

U
n>1 n>ng>-->n,>0

Par convention, si la séquence s est vide, on posera Li(s|z) = 1 pour tout
nombre réel z.

Lorsque la séquence ne comporte qu’un seul élément, on le mettra en in-
dice si la variable n’apparait pas dans l’écriture pour éviter des ambiguités de
notation dans la suite.
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Remarque. — La définition ci-dessus est celle des polylogarithmes généralisés.
Si la séquence s ne comporte qu'un élément, on retrouve le polylogarithme

classique
n

Lip(z) = %

n>0

En particulier pour tout élément z de | — 1, 1], on a Lij(z) = —log(1 — 2).

Définition 1.9. — Une séquence de S sera dite convergente si et seulement
st elle ne commence pas par 1. On notera Sey U'ensemble des séquences conver-
gentes.

D’apres cette définition, la séquence vide est convergente. Cette terminologie
est justifiée par le second volet de la proposition ci-dessous.

Proposition 1.10. — Pour toute séquence s € S, la fonction Li(s) appar-
tient a DivLog.
Si la séquence s est convergente, la suite des sommes partielles Part,, (Li(s))
est convergente; on a As.(Li(s)) = 0 et le polynome Asx(Li(s)) est constant.
Sis=(s1,...,8) avec sy =1, on a

ASC(Li(§)) = ASZ(Li(SQ, - ,Sr))

Démonstration. — On applique la proposition 1.5 en faisant une récurrence
sur la longueur de la séquence s :

Si s est vide, Coeff,,(Li(s)) est nul pour n # 0.

Soit s = (s1,... ,S,) une séquence de S. On a

d:éfl 1

So S
nst n ceem
n>ng>-->np>0 2 T

Coeft,, (Li(s))

1 .
= EPartn(Ll(SQ, )
1

_ L <ASE(L1(32, ) (logn) + o (n%» ,

nst

la derniere égalité découlant de I’hypothése de récurrence et de la proposition
1.5.

La fonction Li(s) satisfait donc bien aux conditions de la définition 1.3 :
dans le cas s; = 1, le polynome As.(Li(s)) est égal & Asy(Li(s2,...,s,)) et
dans le cas s; > 1, le polynéme As.(Li(s)) est nul, ce qui implique que le
polynéme Asy (Li(s)) est constant, d’apres la proposition 1.5. O
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Notation 1.11. — Pour toute séquence s de S, et tout entier positif n, on
notera Cu(s) le n°™ terme de la suite des sommes partielles de Li(s), ¢’est-a-
dire )
Gl) = Parta(Li(s) = 3 e
n>ni1>ng>...>n>0
Pour toute séquence convergente s de Sy, on pose

)= tim Gu(s) &S o —Ti(s])

n—00 nyng” - nf.’“
ni>ng>...>n,>0

Ce sont les nombres de la forme ((s) que nous appellons polyzétas. On
trouve dans la littérature diverses appellations pour ces nombres : multiple zéta
values, qui s’abrege en MZV’s, nombres d’Euler/Zagier, séries harmoniques
multiples, multizétas, etc.

Remarque. — La suite (,41(1) n’est autre que la série harmonique, habituel-
lement notée H,. La suite des coefficients de Li; est 1/n, donc dans ce cas,
As.(Li;) = 1 et (d/dt)Ass(Liy) = 1. On retrouve donc le résultat tres classique

1
H, =log(n)+~v+o <T> ,
n

et v est la constante d’Euler. On verra plus loin que, contrairement & ce qu’on
pourrait penser, celle-ci n’intervient pas dans nos constructions.

1.3. Polylogarithmes et intégrales itérées. — Nous allons dans ce pa-
ragraphe décrire le codage des polylogarithmes et donc des polyzétas par des
mots en deux lettres. Cela nous permettra de voir les symboles Li(e|z) et ¢
comme des applications linéaires d’une algebre de mélange dans R.

Notation 1.12. — La lettre X désigne un alphabet numéroté formé de deux
lettres xqg et 1.

Rappelons que le monoide libre X* formé sur X est une base homogene
de Q(X), que la base duale associée est notée X*, que I'on peut indicer les
éléments de X™* par des séquences de 0 et de 1, et enfin que 1’élément de la
base duale associée au mot x. est noté z. (ol € est une séquence de 0 et de 1).

Définition 1.13. — A tout élément m = ., ., de X* et a tous a,b €]0, 1]
tels que a < b, on associe l'intégrale

Int (7 |a, b) := / wey (t1) Awey (b2) A -+ A we, (tn)
altn<tp—1--<t1<b

les formes différentielles wgy et wi étant définies par :
dt dt

wo(t) = n et wi(t) = T3
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Par convention, si le mot m est vide, on posera Int(m |z) = 1.

Les intégrales de ce type sont souvent appelées des intégrales itérées, en
raison de la propriété suivante, qui pourrait servir de définition.

Proposition 1.14. — Pour tout mot m de X*, tous nombres réels a et b tels
que0<a<b<l,e€{0,1}, ona

b
Int(f;ﬁﬂa,b):/ we(t)Int(m |a, t)

e

Comme X* est une base de Q(X), l'application Int(e|a,b) de X* dans R
peut s’étendre par linéarité :

Notation 1.15. — Pour tous nombres réels a et b tels que 0 < a < b < 1,

—_—

le symbole Int(a,b) désignera l'application Q-linéaire de Q(X) dans R dont la

restriction a X* est Int(|a,b).

—_~—

Pour tout élément v de Q(X*), on notera encore Int(v|a,b) l’image de v
par Int(a,b).

Le parti pris de partir de la base duale peut paraitre peu naturel et d’ailleurs
n’est pas courant dans la littérature. Il est cependant justifié par la proposition
ci-dessous.

Proposition 1.16. — Pour tous a,b €]0,1[, tels que a < b, Uapplication
Int(a,b) est un morphisme d’algébres de Mélg(X) dans R.

Démonstration. — 11 suffit de montrer que 'on a
Int(mywms |a, b) = Int(mq |a, b)Int(my |a, b)

pour tous éléments a et b de ]0, 1[ avec a < b et tous mots my et mgy de X*, ce
que nous faisons par récurrence sur la somme des longueurs(l) de mq et mo.

Si mq ou mo est vide, il n’y a rien a vérifier, si ce n’est que les conventions
sont cohérentes. Supposons l'assertion vérifiée si la somme des longueurs de
m1 et my est au plus n + 1. D’aprés la proposition 1.5.14, pour tous €1 et &9
de {0,1}, on a

—_—

Int(z., my iz, my |a,b) = Int(zz, o(mywz., ms) |a, b)

+Int(z, o(ze, miuma) |a, b)

b b
= / we, (t)Int(mywz.,ma |a,t) + / we, (w)Int(zz, miuma |a, u),
a a

MA partir de la définition 1.19, on appellera cette longueur le poids.
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grace a la proposition 1.14. Par hypothese de récurrence, ceci est égal a
b b
/ we, (H)Int(m7 |a, t)Int(z.,ms |a, t) +/ we, (w)Int(z2,m |a, w)Int(ms |a, v)
a a

En appliquant a nouveau la proposition 1.14, ceci vaut
/ we, (£)Int(my |a, t)we, (u)Int(mz |a, u)
a<u<t<h

—|—/ we, (w)Int(ma |a, u)we, (t)Int(m |a, t)
a<t<u<b
c’est-a-dire

/@ o CE (OO o D ) 7 0
au)ela,

- (/ ey ()t @) ( ey ()t 73 o)

= Int(z.,m |a, b)Int(z.,ms |a,b),
en appliquant encore la proposition 1.14 O

On pourrait également démontrer cela directement par décomposition du
produit cartésien de deux simplexes en utilisant la régle de calcul de la propo-
sition 1.5.12.

Nous arrivons a la correspondance entre polylogarithmes et intégrales itérées.
Commencons par coder les séquences avec les mots de X*.

Définition 1.17. — A toute séquence s = (s1,...,8,) de S, on associe le
mot
my = a2 air Ty

La notation du mot dual my sera abrégée en ms.
On a ainsi défini une injection s — my de & dans X*.

Proposition 1.18. — Pour toute séquence s de S et tout nombre z de [0, 1],
Uintégrale impropre Int(my |0, 2) est convergente et on a

Int(m, |0, 2) = Li(s |2)

Démonstration. — On effectue une récurrence sur le poids |s| de s. Le cas de
la séquence vide est trivial. La seule séquence de poids 1 est (1); on amy = 21
et dans ce cas
~ : o dt
Int(z1 |0, 2) « T log(1 — z) = Lii(2)
0 1—
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Soit s = (s1,...,S,) une séquence de poids au moins 2. Tout d’abord re-
marquons qu’on n’integre que des fonctions a valeurs positives. Distinguons
deux cas :

Si s1 > 1 : Soit ¢’ la séquence (s1 — 1, s2,... , ;). Par définition de appli-
cation m, on a m; = xgmy et donc

- fdt.
Ve €]0, z[, Int(ms e, z) = / 7Int(mi|€,t)

Par hypothese de récurrence, I'intégrale Int(my |0,t) est convergente et
on a donc Int(my |e,t) < Int(my |0,t), d’ott

_ car = at
Tt (s |e, 2) < / Dt [0,1) = / PLi(s! 1),
13 15

ce qui montre la convergence de Int(ms |0, z), car la série entiere Li(s|z)
est sans terme constant. Pour finir, on a

¥z €]0, 1], Int(ig [0,2) = /%Li(s_’\t)
0

=t dt 1
SN (D o=

n>1 n>ng>:->n,>0 2

n 1

n>1 n>ng > >np >0 2
— Li(s|2)
Si s1 = 1 : Soit ' la séquence (sa, ... ,s,) (de longueur r — 1). On a alors
ms = x1my et donc
~ (7 dt ~
Ve €]0, z[, Int(ms e, 2) d—ef/ 1—tInt(mi\€,t)
. 1-—

A nouveau, Int(my |0,t) est convergente, et la majoration

Int(fy |¢, ¢) < Int (i |0, 1)
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montre que Int(m |0, z) est convergente. On peut donc écrire :

dt
1-t¢

_ /0 ’ 1%1: (Z Coeﬂ"n(Li(s_’))t”> dt

n>0
_ / Sk (ZCoeffn(Li(s_’))t"> dt
0 \k>0

n>0

vz €]0, 1], Tnt(is|0,2) = / Li(s' |t)
0

_ / S Coefh, (Li(s))t™ | dt
0

ni>n2>0

ni>n2>0
z™m
= ) =—Coeff,, (Li(s)))
ny1>ng >0 m

= Li(s|?)

an—‘rl

ny+1

O

1.4. Algebres de polylogarithmes. — On constate que la longueur du
mot mys de X* est égale au poids de la séquence s. La longueur de la séquence
s se retrouve quant a elle en comptant le nombre d’occurences de la lettre
x1 dans le mot my. Cela justifie une entorse a la terminologie du paragraphe
1.3.1:

Définition 1.19. — Nous appellerons poids le degré total de Q(X) et lon-
gueur le degré partiel en x1. On utilisera les notations |e| et £(e).

La proposition ci-dessus et la définition 1.9 suggerent d’utiliser une nota-
tion spécifique, a qui nous donnons suffisamment de généralité pour pouvoir
I'utiliser dans tout ce chapitre :

Notation 1.20. — Si Z est un alphabet, o et B deux lettres de Z, le symbole
aZ* désignera l’ensemble des mots de Z* ne commencgant pas par c.
Le symbole ZE désignera l’ensemble des mots de Z* ne se terminant pas par

g

Le symbole aZg désignera ’ensemble des mots de Z* ne commencant pas

par « et ne se terminant pas par [3.
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On désignera par 5Z* le sous-ensemble de Z* formé des m, pour m € 2%,

et par Q{aAZJ*} le sous-Q-espace vectoriel de Q(X) engendré par aAZJ*
Le méme genre de notation s’applique a Z% et aZg.

Avec cette convention, I’ensemble S, des séquences convergentes pourrait
donc aussi s’écrire 1S, mais nous nous en tiendrons a S .
Il est évident que 452%, Z@ sont des sous-monoides de Z* ainsi que aZB’ qui
est leur intersection.
L’injection s — m, de S dans X™ a pour image X%B. Sa restriction a Sey a
: *
pour image ﬁXﬁ)'
Avec ce langage, la proposition 1.18 nous permet de poser, en étendant
encore par linéarité :

Définition 1.21. — Soit z un nombre de lintervalle [0, 1[. On notera Li(z)

lunique application linéaire de Q{j—(\%} dans R qui vérifie :
Vs € S, Li(z)(ms) = Li(s|2)

Siv est un élément de Q{}—(/;V\O}, on écrira encore Li(v|z) plutot que Li(z)(v).
Le symbole 1i (seul) désignera lapplication linéaire de Q{X\%‘g} dans le Q-
espace vectoriel des fonctions analytiques sur | — 1,1[. Son image, c’est-a-dire

le sous-espace vectoriel engendré par les polylogarithmes sera notée Polylog.
Les éléments de X%‘\O seront appelés des mots convergents a droite et ceux

de X%a des mots duaux convergents a droite.

On a donc, pour tout élément v de Q{j(;*%} et tout nombre z de 'intervalle
[0,1,
Li(v|z) = lin(lJ Int(v e, 2),
E—>

car v est par définition une combinaison linéaire finie de mots duaux conver-
gents a droite.

Il est clair que I'image de S¢, par 'application s — my est IAIX;AO. Grace a
la proposition 1.10, cela nous permet donc de poser

Définition 1.22. — On notera par abus encore ¢ ['application linéaire de
Q{ﬁX%B} dans R définie par

Yo € Q{= XL}, C(v) = limLi(v|s) = lim Int(va,b)

a—0,b—

On a donc ((ms) = ((s) pour toute séquence convergente s, d’apres la
notation 1.11, le corollaire 1.6 et la proposition 1.18.
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Proposition 1.23. — Soient Z un _alphabet numéroté, o et B deux lettres
de Z. Les sous-espaces vectoriels Q{gZ*}, Q{Zé} et Q{aZé} sont des sous-

algébres de Mélg(Z).
Démonstration. — Soient deux mots my = 2;, -+~ 24, et ma = 2; ., - de
Z*, de longueur respective p et q.

Soit o un élément de &,, (cf définition 1.5.11). Posons o~ 1(1) = k et
ol p+q) =1L

Si k est compris entre 1 et p, par croissance de o sur {1,...,p}, on a
o(l) <o(k)=1,douo(1) =1, i.e. k = 1. De méme, si k est compris entre
p+1 et p+q, la croissance de o sur {p+1,...,p+q} donne o(p+1) < o(k) = let
donc k = p+ 1. Tous les mots duaux intervenant dans ’expression de 11 LLuma
sont donc indicés par une séquence commencant, soit par i1, soit par i,41. Si
my et mg sont tous deux dans 5Z%, les lettres z;, et z;,, sont différentes de

o Zip+q

a, et donc miLums est une combinaison linéaire de mots duaux de 5Z*.

Si [ est compris entre 1 et p, on a alors p+q = o(l) < o(p) < p+ 4, et donc
[ = p. Silest compris entre p+1et p+q,onaalorsp+qg=o0(l) <o(p+q) <
p+gq, d’oul = p-+q. Tous les mots duaux intervenant dans 7mLums sont donc
indicés par des séquences finissant, soit par i, soit par i,44. Si m1 et mo sont

tous deux dans Z%, il est alors clair que mLums appartient a Q{Z%}
On a prouvé que Q{zZ*} et Q{?%} sont des sous-algebres de Mélg(Z). 11

en est donc de méme de leur intersection Q{aAZ/%} O

Notation 1.24. — Les algébres (Q{)/(;;B}, L) et (Q{;)\(go}, L) seront notées
respectivement I\/Iéla"d(X) et Mélg (X).

On a donc les inclusions
. ccv,d /
Mélg'(X) C MelﬁcQ (X) C Mélg(X)
Le corollaire ci-dessous résulte immédiatement de la proposition 1.16.

Corollaire 1.25. — L’application linéaire Li est un morphisme d’algébres de
M&IE"!(X) dans Polylog.
L application linéaire ¢ est un morphisme d’algebres de Mélg'(X) dans R.

En particulier on obtient que Polylog est une sous-algebre de la Q-algebre
des fonctions réelles analytiques sur U'intervalle | — 1, 1[. Hoang Ngoc Minh,
Michel Petitot et Joris Van der Hoeven ont démontré ([24]) que [’application
Li est un isomorphisme d’algébres. 11 est par ailleurs bien connu que Mélg(X)
est une algebre de polynémes (théoreme de Radford) et il n’est pas difficile d’en
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déduire que I\/Iéla"d(X ) est également une algebre de polynémes. La structure
de I’algebre Polylog est donc completement connue.

L’assertion concernant ’application ¢ dans le corollaire ci-dessus sera ap-
pelée la premiere relation de mélange. On voit en effet que c’est une formulation
condensée de tout un systeme de relations QQ-algébriques entre les polyzétas.
Elle entraine en particulier que le sous-Q-espace vectoriel engendré par les
polyzétas est une sous-algebre de R.

Ezemple. — Les séquences (2) et (3) correspondent respectivement aux mots
xo,1 €t xg,0,1, €t on a

Z0,1LUT0,0,1 = 20,1,0,0,1 + 320,0,1,0,1 + 620,0,0,1,15

ce qui se décode en

¢(2)¢(3) = €(2,3) +3¢(3,2) +6¢(4,1)
Remarque. — La proposition 1.18 admet une réciproque : l'intégrale itérée
impropre Int(w |0, z) est convergente si et seulement si le mot w est convergent
a droite. On peut également considérer le comportement au voisinage de 1
des intégrales associées a des mots non nécessairement convergents a droite :
I'intégrale itérée impropre Int(w |z, 1) est convergente si et seulement si w est
convergent a gauche, c’est-a-dire si w appartient a 5 X*.

Ces cas n’ont pas été traités pour I'instant, parce que nous n’en aurons pas
besoin dans la suite de ce chapitre et que 'on donnera a la section 4 tous
les développements asymptotiques des intégrales Int(w |a,b) au voisinage de
a=0et b=1 (sous forme de série génératrice). Cela démontrera au passage
les assertions ci-dessus mentionnées.

1.5. Compléments. — La notion d’intégrale itérée la plus générale se définit

en remplagant X par un ensemble quelconque de formes différentielles méromorphes
et les bornes a et b par un chemin évitant les singularités. Le résultat ne dépend

que de la classe d’homotopie du chemin +.

Si l’on fixe un nombre N et une racine primitive N°™€ de 1'unité p, on peut
considerer les formes différentielles w;, 'entier ¢ étant compris entre 0 et N,
données par w;(z) 1= dz/(u* — z) pour i # 0 et wp := dz/z. On obtient par ces
intégrales les polyzétas aux racines de 'unité, qui généralisent les polyzétas.

Ces objets sont étudiés actuellement entre autres par Michaél Bigotte ([3]),
Alexandre Goncharov ([16, 18, 17]) et Zdzislaw Wojtkowiak ([48], [49]).

2. Fonctions quasi-symétriques et deuxiéme systéeme de relations

Préambule. — Dans la section précédente, on a vu que la premiere re-
lation de mélange se transmettait des intégrales itérées aux polyzétas par
spécialisation en une valeur commune d’un couple de variables.
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Dans cette section, nous décrivons un deuxieme systeme de relations algébriques :
la « deuxieme relation de mélange », qui apparait de facon parallele : les po-
lyzétas sont des spécialisations de fonctions quasi-symétriques. Michael Hoff-
man semble avoir été le premier & l'étudier de maniere systématique (cf.
[25], [26]). Cette relation est la généralisation a tous les polyzétas du fait
élémentaire suivant :

1
Sia,b>1, ((a)S(b) = Y, —
m,n>0 men
1 1 1
- Z anb Z i Z manb
m>n>0 n>m>0 m=n>0

= C(a? b) + C(bv a) + C(a + b)v

lequel remonte a Euler.

Le paragraphe 2.1 est consacré a la définition de I’espace Qsymgq des fonc-
tions quasi-symétriques sur un ensemble 7' dénombrable de variables commu-
tatives. Ce concept généralise la notion de fonction symétrique a une infinité de
variables et a été introduit essentiellement par Stanley et Gessel pour traiter
des problemes de combinatoire. L’application aux polyzétas est immédiate au
vu des formules, bien que cela n’ait été remarqué que relativement récemment.
On réinterprete ¢ comme une application d’un sous-espace stmeY de Qsymg
dans R.

Au paragraphe 2.2, apres avoir introduit un alphabet dénombrable Y, on
montre que I’ensemble des fonctions quasi-symétriques est une sous-algebre de
QI[T]] en dualité avec une cogebre (Q(Y'), A,), qui joue donc un role analogue
a celui que jouait la cogebre Concg(X') dans la section précédente. Si le produit
* des fonctions quasi-symétriques n’est pas exactement un produit L, il en est
cependant proche.

Cette analogie se précise au paragraphe 2.3 ou I’on montre qu’il est possible
de ramener, par un changement de base adéquat, la bigebre (Q(Y'), A,) & une
bigebre de concaténation, et donc le produit * a un produit de mélange L.
Bien que ce changement de base fasse augmenter la complexité des formules,
il jouera un role important dans la suite de cette these.

On étudie au paragraphe 2.4 'effet de ce changement de base sur stm@’
et on arrive au deuxieme systéme de relations.

En fin de compte, on pourra dire du deuxieéme systeme de relations qu’il
est basé sur un codage plus simple que le premier, car on travaille quasiment
directement sur les séquences, mais qu’il a une combinatoire plus compliquée.

A peu pres tout ce qu’on trouvera dans cette section sur les propriétés des
fonctions quasi-symétriques est librement adapté de I'article [40] de Claudia
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Malvenuto et Christophe Reutenauer. Elles sont également traitées en détail
dans [15]. On y trouve par exemple la série double de la définition 2.9.

2.1. Définitions. — Soit 7" un ensemble {(¢;);en+ } d’indéterminées numérotées
par les entiers strictement positifs. Le symbole k désignera toujours un anneau,
a priori quelconque.

On peut définir deux graduations sur k[T']. La premiere, le degré, est celle
de 'exemple 5 du paragraphe 1.3.1. Elle est caractérisée par le fait que les
éléments de T sont homogenes, de degré 1.

La seconde, le poids, est traitée dans I’exemple 6 du paragraphe 1.3.1 et est
caractérisée par |t;| = ¢, pour tout entier strictement positif i. L’espace de
séries formelles k[[T']] est le complété de k[T'] relativement au poids.

Tout élément F' de k[[T]] peut s’écrire comme une somme infinie

F =) Funm,
m

ot m décrit Pensemble des mondmes (c’est-a-dire & peu de choses pres N(T)),
Nous appellerons degré de F' la borne supérieure (qu’elle soit finie ou non) de
I’ensemble des degrés des monoémes m qui interviennent effectivement dans m,
i.e. tels que F,, # 0.

Nous dirons qu'un élément de k[[T]] est homogene pour le degré s’il est
une limite de polynémes de k[T homogenes pour le degré, ou, ce qui revient
au méme, si tous les mondémes apparaissant dans son développement sont de
méme degré. Cela permet de munir k[[7]] d’une nouvelle filtration. La topologie
associée est plus fine que celle correspondant au poids, car un monéme de degré
n est de poids au moins n.

Exemples :
1. L’élément ), - t; est homogene de degré 1.
2. L’élément Y, . t4 est de degré infini.

Classiquement, une fonction symétrique est un élément F' de k[[T]] de degré

fini tel que pour toutes séquences i = (i1,...,ir), j = (j1,...,Jr) et 5 =
(s1,...,Sr) appartenant a S et de méme longueur r, les deux monomes

s Sr s Sr
(3.1) S S R

aient le méme coefficient dans F'. Les fonctions quasi-symétriques sont ca-
ractérisées par une propriété plus faible :

Définition 2.1. — Une série F' € k[[T]] est dite quasi-symétrique si et seule-
ment si elle est de degré fini et pour toutes séquences de méme longueur r
i = (i1, i), J = (J1y--- ,Jr) €t 8 = (S1,...,8,) dans S, ou i et j sont
strictement décroissantes, les deuz monémes (3.1) ont le méme coefficient
dans F.
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L’ensemble des fonctions quasi-symétriques est noté Qsymy.

L’ensemble Qsymy est naturellement un sous-k-module de k[[T]]. En voici
une base homogene pour le degré :

Proposition 2.2. — Pour toute séquence s = (s1,...,8,) de S, soit
(3.2) Ms = Ms,,....s, = Z tiﬁ e tff;

ny>ng>->ne>1

L’ensemble des My, forme une base du k-module Qsymy.

1l est notamment clair que Qsymy s’obtient par une extension de scalaires a
partir de Qsymg :
Qsymy = Qsymg ® k
On peut donc se contenter d’étudier Qsymg. On voit sur I'expression de la
série M, qu’elle est homogene de degré |s| dans k[[T7]].

Le rapport entre fonctions quasi-symétriques et polyzétas apparait de la
maniére suivante (c’est une tautologie) :

Proposition 2.3. — Pour toute séquence s de S et pour tout entier N > 2,
on a
(3.3) (n(s) = My(1,1/2,1/3,... ,1/(N —1),0,0,0,...)

et donc, si s € Sy.

(3.4) ¢(s)= lim My(1,1/2,1/3,... . 1/(N ~1),0,0,0,...)

Dans le méme esprit qu’a la section précédente, nous sommes donc amenés
a poser :

Définition 2.4. — Soit Qsymy” le sous-k-module de Qsymy de base M, s €
Sev.
Par un léger abus, nous noterons (n la restriction a Qsymg de l’évaluation

F e Q[T)] — F(1,1/2,... ,1/(N —1),0,0,...)

Nous noterons aussi ¢ 'unique application Q-linéaire de stma dans R telle
que

Vs € Sev, C(Mi) = C(§)

On a donc pour tout F' € Qsymg, ((F) = limy_o (n(F). L'ensemble
Qsymg¥ est un sous-module gradué de Qsymy, car il a une base homogene.
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2.2. Structure de bigebre de Qsymg. — Dans ce paragraphe, nous allons
montrer que Qsymg est une sous-algebre de Q[[T]], en la mettant en dualité
avec une bigebre.

Nous travaillons & présent avec un alphabet Y = {(y,)nen- }, encore numéroté
par les entiers strictement positifs. On appliquera au monoide libre Y* et donc
aux espaces de polynomes et de séries non commutatifs en Y les notions de
longueur et de poids habituelles (¢f. § 1.3.1, ex. 3 et 4).

Pour alléger certaines notations, nous adoptons la convention yy = 1, qui
est cohérente avec le poids : on a ainsi |y, | = n pour tout n € N. Cependant les
mots en I’alphabet Y ne sont pas en correspondance bijective avec les séquences
d’entiers naturels, ce qui peut justifier de I’éviter dans certains contextes. Ce
ne sera pas le cas ici.

Définition 2.5. — Soit A, 'unique morphisme d’algébres de Q(Y) dans
QYY) ®@Q(Y) défini par

Vn € N, A*(yn) = Z Yk QY1
k+l=n

Nous noterons * le produit obtenu par dualité sur Q(Y).

Le coproduit A, peut s’étendre a k({(Y)) pour tout anneau k, suivant les
considérations du paragraphe 1.3.3. Nous allons utiliser cette extension de
scalaires en prenant pour k des algebres de séries formelles : Q[[¢]], ou ¢ est
une indéterminée commutative et Q[[T']]. Par abus, le coproduit sera encore
noté A, apres extension de scalaires et prolongement par continuité.

Rappelons que les espaces vectoriels filtrés Q[[T]](Y)) et QY ) [[T]] s’iden-
tifient tous deux & Q{{N™) x Y*}} (Ie monoide NT) x Y* étant muni du poids
total(®).

Dans la suite, la lettre t désigne une variable formelle commutative.

Notation 2.6. — Soit Y ’élément suivant de Q[t]{(Y)) :
Y= Z yntn
n>0

Notation 2.7. — Pour tous anneauz k et k', et tout élément x de k', on
désignera par ev, l'unique morphisme d’algebres de k[t] dansk tel que ev,(t) =
x.

Lélément ev, (Y)) de k(Y)) sera noté Y(z).

La proposition ci-dessous (et son intérét) est connue au moins depuis Ditters
dans les années 70.

@ On a donc |tn| = |yn| = n pour tout n € N*.
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Proposition 2.8. — L’élément Y de Q[t](Y)) est diagonal pour le coproduit
A,.

Démonstration. — On a successivement :
A = YA
n=0
= 2> weu
n20  k+l=n
= 2 2 w2ty
n>20 k+l=n Qlt]
L ysy
Qlt]
O
Définition 2.9. — La série génératrice des fonctions quasi-symétriques est
lélément suivant de Q[[T]](Y)) :
(QSme gén Z Msys
seS
Proposition 2.10. — La série (stm@)gén est un élément diagonal de la
cogébre topologique (Q[[T]J(Y ), Ay).
Démonstration. — Pour tout entier N, définissons un élément (stmQ)éVen de
Q[T](Y)) par la formule :
(3.5) (Qsymg)gen = V(tn) -+ V(t2) V(1)

Pour tout ¢ € N*, Y(¢;) est diagonal, puisque c’est I'image de I’élément diagonal
Y de Q[t](Y) par evy, (Y)) (cf. cor. 1.3.12). Donc pour tout N, (stmQ)gén
est diagonal.

Si 'on développe le produit, on obtient :

N
N r \
(Qsymo)in = Z Sty ey dol
s=(s1,...,57)ES
N 11> >0 21

Msy§

(Qsymq) e, — (Qsymo)pen =

S1 Sr
E tz‘l' -t »Ysi,.. e

s=(s1,+,87)ES
7/1> >’i1->1, i1>N

=
e
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Etudions séparément chacun des deux termes de cette somme :

Les séquences s du premier terme sont toutes de longueur supérieure a N.
I est alors clair que M; est de poids supérieur a V.

Dans les termes de la seconde somme, on a toujours i; > N, donc le poids
partiel en T est supérieur a N.
Finalement, (Qsymg) én (stmQ)éVén ne comporte que des termes de poids
total supérieur & IV, ce qui montre que (Qsymg)
lorsque N tend vers l'infini.

Comme chaque (Qsymg)X,

. N
wen €5t la limite de (Qsymg) g,

est diagonal pour tout N strictement positif, la

gén
limite (Qsymg),g, est donc diagonale (cf. §1.3.3). O
Remarque. — L’argument développé dans la proposition ci-dessus montre en
fait que la suite (stm@)gén tend vers (Qsymg)yg, dans Q(Y)[[T]], muni du

poids porté par les lettres de 1. Ceci apparalt déja pour ), qui appartient
également a Q(Y)[[t]].

—_——

Corollaire 2.11. — L’application linéaire de Q(Y') dans Q[[T]] donnée par
Vs €S, ys— Mg

est un isomorphisme d’algébres de (Q(Y'),x) sur Qsymg.
Le produit x munit Q(Y') d’une structure d’algébre associative et commuta-
tive. La cogebre (Q(Y'), A,) est coassociative, cotiniféere et cocommutative.

Démonstration. — C’est évidemment un isomorphisme de Q-espaces vecto-
riels, puisque I'image de la base Y* est la base M.

C’est un morphisme d’algebres par la proposition 1.3.11 puisque sa série
génératrice (Qsymg) gén €St un élément diagonal.

Les propriétés voulues du produit x découlent alors de I'isomorphisme d’algebres
et entrainent par dualité celles du coproduit A,. O

A partir de maintenant, nous pouvons donc nous permettre d’identifier les

algébres (Q(Y'), ) et Qsymg. Cela revient a considérer M; et y, comme égaux,
et nous privilégierons dans la suite la notation ys pour mettre en évidence le
parallele avec les constructions liées a ’alphabet X.

La notation (Qsymg) gén €St justifiée a posteriori : cette série formelle ap-
paralt maintenant comme la série génératrice de I'identité de Qsymg.

Comme nous sommes dans un contexte qui peut facilement préter a confu-
sion, on utilisera le symbole x pour désigner le produit des fonctions quasi-
symétriques, sauf si aucun doute n’est possible (par exemple si on multiplie
des développements explicites en les variables de T').

Corollaire 2.12. — Pour tout entier N > 2, (y est un morphisme de Q-
algebres de Qsymg dans R.
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Démonstration. — D’apres la proposition 2.3, (ny est la restriction a Qsymgq
de I’évaluation en (1,1/2,1/3,...,1/(N —1),0,...) qui est par définition un
morphisme d’algebres. O

Il existe plusieurs regles de calcul pour le produit x. Par exemple, Hoffman
utilise I'analogue suivant de la proposition 1.5.14.

Proposition 2.13. — Pour tous éléments u et v de Y* et tous entiers k et
[, on a

(Yrou) x (Yrov) = ygro(ux (Yrov)) + Y o((Yr o u) * v) + Yr41 0(u % v)

On aurait pu se limiter dans ce paragraphe a définir le produit x directement
sur les mots duaux de Y* par la formule ci-dessus et & montrer que (pour tout

entier N) (n est un morphisme d’algebres de (Q(Y),x) dans R, puis que
Q{yi:ﬁ} (qui correspond a stm@’) est une sous-algebre (cela apparaitra su
paragraphe suivant).

Comme la plupart des arguments que nous développerons concernant ce
deuxiéme systéme de relations seront basés sur la bigebre (Q(Y'), -, A,), nous
avons préféré partir directement du coproduit A,.

2.3. Etude de la bigébre (Q(Y), -, A,)

Définition 2.14. — Pour tout entier strictement positif n, soit u, le terme
de poids n de la série log(Y(1)) de Q((Y)). On notera U l’ensemble {(un )nen= }-

Pour toute séquence s = (s1,...,8;) de S, on pose
u§ —_— usl PR US

T

Par abus, on notera U* la famille (us)ses-
I1 est clair que le poids de ug est |s|.

Proposition 2.15. — Pour tout entier n, l’élément u,, de Q(Y') est primitif
pour le coproduit A,.

Démonstration. — En effet, )(1) est diagonal, car c’est I'image de )(t) par
ev1((Y)). Son logarithme /(1) est donc primitif. Comme le coproduit A, est
homogene pour le poids, ceci entraine que les composantes homogenes de U(1)

(i.e. les (up)nen+) sont primitives. O
Proposition 2.16. — Pour tout entier n strictement positif, [’expression de
U, est la suivante :
(—1)He)-1
Up = Z Ty§
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Démonstration. — On a successivement :

(—1)F k
log(¥(1)) = Z T(y(l) —-1)

k>1
k
(D*!
= Z k Zys
k>1 s>1
-1 k—1
S = A
k>1 81,0058k
B (—1))-1
= 2 i(s) =

seS -

La partie de poids n de log(Y(1)) est bien donnée par la formule de 1’énoncé.
U

Notation 2.17. — La lettre V désigne un nouvel alphabet dénombrable dont
les éléments (vp)nen+ sont indexés par les entiers strictement positifs.

Définition 2.18. — Soientc = (c1,...,¢p) etd = (dy,... ,dy) deux séquences
de §. On dit que c est plus fine que d s’il existe q séquences sy,...,s, de S
telles que :

[s1] =di,[s2] = da,... ,[sq| =dg et c=5185-""5,

(concaténation des séquences).
On note alors c = d et l'on pose (c,d)! = £(s1)!(s9)! - £(s,)!

Il est immédiat que deux séquences de S comparables pour cette relation
d’ordre sont de méme poids. En particulier, il n’y a qu'un nombre fini de
séquences plus fines (ou moins fines) qu'une séquence donnée.

Proposition 2.19. — La formule ci-dessous donne l’expression de tout élément
de Y* en fonction des éléments de U* (la sommation porte sur c) :

1

Vd e S, ngZm“g
c=d T
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Démonstration. — On a l'identité suivante dans Q((Y)) :
déf
Du = e (Y u
i>0 i>1
,
1
= 2w
>0 i>1
1
= 2D s
7!
r>0 seS$
Us)=r
et donc, en prenant les composantes homogenes de poids n, compte tenu de
|us| = |s|, qui est vrai pour toute séquence s de S, on obtient :
1
* p—
Vn e N*) y, = Z —as)!u§
|s|=n
Par suite, pour toute séquence d = (di,... ,d,;) de S, on a
1
Yd, "+ Yd, = > ST e Usy  Us
L TG, :
|s1|=d1,... 7‘§q|:dq
déf 1
= —u
; (c,d)! ™~
O
Corollaire 2.20. — La famille U* est une base homogéne de Q(Y).
Démonstration. — La proposition ci-dessus montre que U* est une famille

génératrice. L’homogénéité a déja été mentionnée.

Pour tout entier n, la dimension du sous-espace vectoriel de Q(Y') formé
des polynomes non commutatifs de poids n est le nombre d’éléments de Y*
de poids n, c’est-a-dire le nombre de séquences de § de poids n. C’est aussi le
nombre d’éléments de poids n de la famille U*. La liberté s’ensuit. U

Corollaire 2.21. — L’unique application linéaire v de Concg(V') dans Q(Y)
telle que 1(vs) = ug, pour toute séquence s de S, est un isomorphisme ho-
mogene de bigébres de Concg(V) sur (Q(Y),s, A,).

Démonstration. — C’est un morphisme d’algebres par construction. Pour démontrer
que c’est un morphisme de cogebres, il suffit de le vérifier sur les générateurs
de la bigebre Concg(V), c’est-a-dire les éléments de V. On doit donc avoir

Vn e N Ai(v,) = (L ®1)Avy,
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Compte tenu de ¢(v,) = uy, et de la primitivité de v, Passertion équivaut
exactement & la primitivité de u,, pour le coproduit A, (cf. prop. 2.15).

Le corollaire 2.20 montre alors que ¢ est bijectif, puisque I'image par ¢ de la
base V* est U*, qui est une base de Q(Y'). O

Corollaire 2.22. — La transposée 1=! est un isomorphisme homogeéne d’algébres
de Mélg(V') sur Qsymg.

Démonstration. — Cela découle immédiatement par dualité du corollaire précédent.
O

Proposition 2.23. — Soit s € S. L’élément us de la base duale de U* cor-
respondant a us est donné par :

(3.6) Us = 1= (0s)

Démonstration. — Cela découle immédiatement de la définition de ¢ et du
comportement des transposées sur les bases duales. O

2.4. Deuxiéme systéeme de relations. — On peut donner une expression
des éléments de U* en fonction des éléments de Y*. On en déduit ensuite le
corollaire 2.25 qui sera un ingrédient important de la section 3.

Proposition 2.24. — Les éléments de U* se calculent en fonction de ceux
de Y* par la formule suivante (ot la sommation porte sur d) :

(3-7) U = Z ﬁgd

crd T

Démonstration. — D’apres la proposition 2.19, pour toutes séquences c et d
de S, on a :

(yd‘ag) _ { 1/(%7 a)! si ci=d

sinon

Fixons maintenant c. Si l’'on pose

o i= (c,d

1
1Uds

~

[[e)
S
ISH

on a immédiatement, pour toute séquence d de S :

ey ={ VD 5 e

On a donc I'égalité de (y4|tu.) et (yalé:). Comme {(yq)des)} est une base de
Q(Y'), ceci implique &, = . O

Corollaire 2.25. — L’image de Q{ﬁ*} par 11 est Qsymg'.
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Démonstration. — Rappelons que Q{;:V/*} est le sous-espace vectoriel de

Q(V') engendré par la famille (v.), ou ¢ parcourt les séquences convergentes.

D’apres la proposition 2.23, on a t=1(v.) = u. pour toute séquence conver-
gente c. Il est clair d’apres la définition 2.18 qu’une séquence d moins fine
que ¢ vérifie en particulier d; > c; et est donc convergente. La formule de la
proposition 2.24 montre donc que u. appartient a stma.

Nous avons donc 'inclusion de fl((@{gﬁ//* }) dans Qsymg. Comme ¢! est
homogene et injectif, il suffit pour conclure de comparer les dimensions des
composantes homogenes de ces deux espaces, tous deux munis d’une base
homogene indexée par Scy. U

Nous pouvons maintenant formuler un deuxieme systeme de relations Q-
algébriques entre polyzétas (dit aussi « deuxieme relation de mélange »). Le
corollaire ci-dessous est immédiat et est aussi une conséquence facile de la regle
d’Hoffman (prop. 2.13).

Corollaire 2.26. — Le sous-espace vectoriel stma est une sous-algebre de
Qsymg.

Démonstration. — En effet Q{gf//*} est une sous-algebre de Mélg(V) (cf.
prop. 1.23) et =1 est un morphisme d’algebres. O

Corollaire 2.27. — L’application ( de stma dans R est un morphisme de
Q-algeébres.

Démonstration. — Cela découle de ((v) = limy_,o, (n(v), pour tout élément
v de stma et du fait que chaque (x est un morphisme d’algebres de Qsymg
dans R, et peut se restreindre, grace au corollaire précédent, a stma. O

Ceci implique que le sous-Q-espace vectoriel de R engendré par les polyzétas est
une sous-algebre de R (ce qui était déja une conséquence du premier systeme
de relations).

Il serait sans doute naturel de faire de : une identification, et c’est ce
que nous ferons au chapitre suivant, ol nous ne travaillerons plus qu’avec
les bigebres duales. Pour 'instant, une assertion telle que « le produit 1 des
mots duaux en U est leur produit * » ne serait pas acceptable, et c’est pour-
tant 'argument central du paragraphe 3.3. Il vaut donc mieux pour le moment
I’énoncer avec le corollaire 2.22 et la proposition 2.23.

3. Régularisation des polyzétas divergents

L’objectif de cette section est d’étendre convenablement la définition des
polyzétas pour donner un sens aux polyzétas divergents. Cela sera fait de
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facon a généraliser les relations de mélange. Un tel procédé sera qualifié de
régularisation dans la suite.

On constate rapidement qu’il n’est pas possible de respecter a la fois les
deux produits de mélange pour les polyzétas divergents®). Nous sommes donc
conduits & le faire séparément pour chacun de ces produits. Ce sera 'objet
des paragraphes 3.1 et 3.3. Les structures de bigebre correspondant aux deux
produits de mélange étant de nature tres proche, les deux constructions se-
ront d’esprits identiques. Dans le cas du produit x, la situation sera un peu
compliquée par le fait qu’il faut un changement de base pour le ramener a un
produit du type s (cf. §2.3).

Dans les deux cas, la régularisation jouira de propriétés d’unicité, une fois
choisis des parametres libres.

Il est sans doute possible de présenter le premier énoncé de la proposition
3.6 comme une conséquence facile du théoreme de Radford : on ne fait ja-
mais qu’enlever 1 et Zg de l’ensemble des mots de Lyndon duaux, lequel
engendre librement Mélg(X). La méme remarque s’applique & la proposition
3.14, car Hoffman a montré qu’un analogue du théoreme de Radford existait
pour l'algebre Qsymg (cf. [26]). L’avantage du point de vue présenté ici est de
permettre de donner les interprétations asymptotiques de la section 4.

3.1. Premier produit de mélange. — Nous développons ici I’aspect algébrique
de la méthode de Hoang Ngoc Minh et Michel Petitot ([23]), en la refor-
mulant un peu grace aux généralités du chapitre I. L’argument central est
basé sur la « factorisation de la série double » de l'algebre Mélg(X) (X)) des
séries formelles non commutatives & coefficients dans 1’algebre Mélg(X'). Nous
considérerons ici Mélg(X) comme une algebre commutative de base. Notam-
ment, la notion de poids (et les considérations topologiques correspondantes)
qui sera utilisée n’est pas le poids total, mais celui qui provient de l'aspect
« série formelle en X ». o

Par A, on entend le coproduit de la cogebre topologique Concg(X), apres

extension des scalaires de Q & Mélg(X) (i.e. le coproduit de ﬁMéh@(X) (X),
notation qui est peu agréable).

Notation 3.1. — Soit Q,, lélément suivant de Mélg(X) (X)) :
Q. = exp(—7171) < Z 1510) exp(—ToTo)
weX*
Proposition 3.2. — La série Q. est un élément diagonal de la cogébre to-

pologique (Mélg(X) (X)), A).

() Ceci sera précisé A la fin du paragraphe 3.3.
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Les coefficients de xg et x1 dans ., sont nuls. Pour tout mot w de xAlX%‘B,
on a (Qu|w) =w.

Démonstration. — Par définition de A, les éléments —zgxg et —x121 sont pri-
mitifs dans (Mélg(X)({(X)),A). Leurs exponentielles sont donc diagonales. La
« série double » } . ww est également diagonale par la proposition 1.3.11
car application linéaire associée (cf. §1.3.2) est I'identité de Mélg(X), qui est
bien un morphisme d’algebres. Pour finir, un produit d’éléments diagonaux
est diagonal.

En revenant a la définition de {2, et en ne prenant en compte que les
termes de poids au plus 1, on trouve

Q, = (1—2121)(1+ZTozo + Z121)(1 — Toxp) (poids > 1)
= 1 (poids >1)

et donc les coefficients de xg et x1 sont nuls.

Pour la derniere assertion, il est clair que la différence Q. — > . ww
appartient a z1 - Mélg(X) (X)) + Mélg(X) (X)) - 7o et donc ne comporte aucun
terme en w si w € :cAlX:;:kAo' O

Dans la suite de ce paragraphe, on munira l'alphabet X de son ordre « na-
turel », i.e.. 9 < x1. Cela définit I’ensemble L(X) des mots de Lyndon sur X.
On peut alors utiliser les constructions du paragraphe 1.5.5.

Avant de démontrer la proposition 3.5, qui est I'argument essentiel de ce
paragraphe, nous aurons besoin de petits résultats intermédiaires concernant
les mots de Lyndon. Nous les énongons dans un cadre plus général que ce qui
est strictement nécessaire ici pour pouvoir les appliquer aussi au paragraphe
3.3.

Lemme 3.3. — Soit Z un alphabet totalement ordonné.

i) Si Z admet un plus grand élément w, le seul mot de L(Z) qui commence
par w est w lui-méme. Ce dernier est le plus grand élément de L(Z).

ii) Si Z admet un plus petit élément «, le seul mot de L(Z) qui se termine
par « est a lui-méme. C’est le plus petit élément de L(Z).

Ceci s’applique en particulier a Z = X, = xg et w = x71.

Démonstration. — 1) Comme un mot de Lyndon est plus petit que tous ses
facteurs droits propres non triviaux, un mot de Lyndon [ commencant
par w ne peut comporter une lettre § différente de w, car en écrivant
I = wuPv, on aurait alors un facteur droit propre et non trivial Sv qui
serait plus petit que [. Donc [ est de la forme w™, ou n est un entier. Or
un tel mot est plus grand que tous ses facteurs droits propres non triviaux
s’il en a, c’est-a-dire si n # 1. On a donc | = w.
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On en déduit que tout mot de Lyndon [ différent de w commence par
une lettre § différente de w, et donc strictement plus petite. Ceci montre
que [ est plus petit que w.

ii) Si un mot de Lyndon [ se termine par «, le mot « est un facteur droit
non trivial de [ qui est plus petit que [, car « est le plus petit mot de Z*.
C’est donc qu’il n’est pas propre i.e. | = a.

L’application a ’alphabet X est évidente. O

Lemme 3.4. — Avec les hypothéses du lemme précédent, on a :

i) Si Z admet un plus grand élément w, pour tout mot de Lyndon | appar-
tenant & L(Z) et différent de w, I'élément Pz(l) de la base de Poincaré-
Birkhoff- Witt duale appartient a Q{@f;‘}

ii) Si Z admet un plus petit élément «, pour tout mot de Lyndon 1 appar-
tenant o L(Z) et différent de o, Uélément Py(1) de la base de Poincaré-
Birkhoff- Witt duale appartient d @{75}

iii) Si Z admet un plus petit élément « et un plus grand élément w, pour tout
mot de Lyndon | appartenant a L(Z) et différent de « et w, l’élément
Py(1) de la base de Poincaré-Birkhoff-Witt duale appartient o Q{QAZ/&}

Démonstration. — 1) Soit | un mot de Lyndon différent de w. D’apres le
lemme précédent, il commence par une lettre 3 différente de w : il existe
u € X* tel que [ = Bu. On a alors, d’apres la proposition 1.5.23, ﬁz(l) =
Bo ]Sz(u) qui appartient bien & Q{;Z*} car § # w.
ii) Nous établissons cette propriété par récurrence sur la longueur de [. Si !

est une lettre (forcément différente de ), on a Py(I) = | qui appartient
bien & Q{Z%}. Sinon écrivons | = au, ol a est une lettre de Z.

Soit llf - I¥ I'unique factorisation de u en mots de Lyndon strictement
décroissants (cf. prop. 1.5.21). Comme [ ne se termine pas par «, le mot
de Lyndon [, est différent de « et donc strictement plus grand que a.
Pour tout entier ¢ compris entre 1 et r, le mot I; est plus grand que I,, et
donc également différent de «; sa longueur est évidemment strictement
inférieure a celle de [.

Pour tout entier i compris entre 1 et r, 'hypothese de récurrence s’ap-
plique donc a I; : on obtient que ﬁz(li) appartient a Q{Z%}. Ce dernier
ensemble est stable par le produit 1L (prop. 1.23) et donc contient Py (u),
puisque celui-ci s’exprime par produits L a partir des ﬁz(li) (cf. 1.5.23).

Enfin Py (I) = @ Py (u) est encore évidemment dans Q{Zz:}.
iii) La troisieéme assertion est l'intersection des deux premieres.
Comme au lemme précédent cela peut s’appliquer a Z7 = X,a = x¢ et
w=T. |
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Proposition 3.5. — La série (), appartient a Mélg (X){(X)).

Démonstration. — Comme zp est le plus petit mot de L(X) et z; le plus
grand (lemme 3.3), la factorisation de la série double (prop. 1.5.26), permet
de donner l’expression suivante de €2,,, ou le produit est celui de l'algebre
Mélg (X) (X))
\ ~
0u =[] e (Px0Px0)
leL(X)

l#x0,21

D’apres le lemme 3.4, pour tous les mots de Lyndon [ représentés dans ce
produit, Px (l) appartient a Q{7 X2} c’est-a-dire & la sous-algebre Mélg (X)
de Mélg(X). La série Q,, est donc ici développée sous forme de produit

infini d’éléments de MéIG (X)(X)), laquelle est une sous-algebre fermée de
Mélg(X){(X)). O

Cette propriété permet d’élucider les rapports entre Mélg(X) et sa sous-
algebre Mélg'(X) :

Proposition 3.6. — Les trois énoncés équivalents suivants sont vrais :

i) Soient ug et uy deux variables formelles commutatives. Le morphisme
d’anneauz de MElg (X)[uo, u1] dans Mélg(X) qui envoie ug et uy respecti-
vement sur To et T1 et induit l'identité sur Mélg (X) est un isomorphisme.

ii) Pour tout anneau k, tous éléments Oy et 01 de k et tout morphisme d’an-
neaur Mélg (X) LN k, il existe un unique morphisme d’anneaux 0 de
Mélg(X) dans k tel que 0(Zo) = by et 0(z1) = 01 et dont la restriction
Méla’(X) soit 0.

iii) Pour tout anneau k, tous éléments Oy et 01 de k et tout morphisme d’an-
neaur Mélg (X) LN k, il existe un unique élément diagonal © de la

cogébre topologique (@:k(X),A) tel que (©lw) = 6(w) pour tout mot
w de =Xz et tel que (O[zg) = 0y et (O]z1) = 01.

Démonstration. — L’équivalence entre les assertions i) et ii) est classique :
c’est la propriété universelle de ’algebre des polyndémes a coefficients dans
Mélg (X). L’équivalence des assertions ii) et iii) est un cas particulier de la
proposition 1.3.11 (on a alors © = fy¢,). Nous démontrons I'assertion iii).
Soient 6,60y et §; comme dans iii). Soit © un élément satisfaisant aux condi-
tions de iii). Posons 6 = Oy;,. D’apres la proposition 1.3.11, ¢’est un morphisme
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d’anneaux de Mélg(X) dans k. On a alors

0 = ) f@w

weX*

L Fxy ( 3 aw>

weX*

54 (exp(@ian) Qs exp(Fomo) )
= () (F(X)(©u) exp(fro).

car 0{({X)) est un morphisme continu d’algebres. Comme (), appartient a
Mélg (X) (X)) et que la restriction de 6 & Mélg'(X) est ¢, ceci donne

(3.8) O = exp(f121) (6<(X>>(Qm)) exp(Boo)

Nous avons donc l'unicité. Réciproquement, prenons 1’équation 3.8 comme
définition de © et montrons que O vérifie bien les conditions de I’assertion iii).
Il s’agit essentiellement de reprendre la proposition 3.2 a I'envers.

— La série Q,,, est un élément diagonal de la cogebre (Mélg (X)({(X)),A).
Comme 6 est un morphisme d’anneaux, I'image de €, par 6(X)) est
diagonale dans la cogebre C/o\nck(X) (cor. 1.3.12). D’autre part fpxo et
0121 sont tous deux primitifs dans la cogebre Concg(X). Leurs exponen-
tielles sont donc diagonales. Pour finir, un produit d’éléments diagonaux
est diagonal.

— Comme les coefficients de zg et 1 dans €2, sont nuls, il en est de méme
dans 0(X)(2,,). Il est alors évident que le coefficient de xg (resp. z1)
dans © est 6y (resp. 0;)

— Il est clair que la différence entre les séries © et 0((X))(2,,) appartient a
z1 - k{(X)) + k(X)) - zo. Pour tout mot w de X7, les termes en w de ©
et (X)) () sont donc égaux. Comme (2,,|w) = w, le terme en w de
O X)) () est bien §(w).

U

Nous pouvons maintenant appliquer cette proposition a I’application linéaire
¢ pour I’étendre aux mots duaux divergents. En particulier, grace a la corres-
pondance entre mots duaux et séquences (c¢f. déf. 1.17), on aura ainsi donné
un sens a ((s) pour toute séquence s € S.

Notation 3.7. — Soit (,, l'unique morphisme d’algébres de Mélg(X) dans
R tel que (u\(wo) = Cuu(z1) = 0 et dont la restriction a Mélgy (X) est ¢.

Le symbole ®,, désignera I’élément diagonal ((..,),s, de @:R(X).

gén
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L’élément diagonal &, est ainsi uniquement caractérisé par les conditions
de la proposition 3.6, avec 8 = (. Clest la série génératrice des polyzétas
régularisés vis-a-vis du premier produit de mélange

Il y a possibilité d’ambiguité avec la notation (, : si I'on veut revenir aux
séquences d’entiers (et donc par exemple écrire (,,(1,2)) la notation ¢ (1)
désigne a la fois (,,(x1) qui vaut 0 et (,, appliqué au mot vide, ce qui vaut 1.
Nous n’aurons jamais a considérer ( ,, appliqué au mot vide, car le cas du mot
vide sera toujours contenu sans étre écrit dans des assertions comme « (,, est
un morphisme d’algebres ». Ce probleme ne se posait pas auparavant puisque
¢(x1) n’a pas de sens.

L’élément €2, de Mélg (X){(X)) étant diagonal pour le coproduit A, 'ap-
plication linéaire associée est un morphisme d’algebres (prop. 1.3.11).

Notation 3.8. — Le symbole reg,,, désigne (4.,)y,, le morphisme d’algébres
de Mélg(X) dans MEIG (X) associé a l’élément ., de Mélg (X)(X)).

Le morphisme reg,,, permet alors de voir (,, comme une composition, ce
qui sera utile au chapitre suivant.

Proposition 3.9. — Le diagramme suivant est commutatif :

regu

Mélg(X) 2% MélIg (X)

Nlc

R

L’application reg,,, peut étre caractérisée ainsi, grace a la variante i) de
la proposition 3.6 : c’est l'unique morphisme d’algebres de Mélg(X) dans
Mélg (X) annulant Zg et 71 et dont la restriction & Mélg (X) est I'identité.

Le procédé de régularisation que nous venons de décrire ne fait appel a
aucun argument de limite.

3.2. Théoréme de Le et Murakami. — On peut maintenant énoncer le
résultat de Le et Murakami ([37]), avec les notations de substitution expliquées
a la fin du chapitre 1.

Proposition 3.10. — Les séries ®,, de R(X)) et Pxz de R((A, B)) sont liées
par :

O, = Pry(zo, —21)

Démonstration rapide. — Commengons par rappeler la définition que Drin-
fel’d donne de ®ky dans [11]. Soit .o/ I'algebre des fonctions réelles analytiques
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sur ]0, 1[. On considere I’équation différentielle suivante, ot G est un élément
de o/ (A, B))

(3.9) dciG( )= (é + ;_3 1) G(2)

Cette équation est la réduction a une variable du systeme différentiel de
Knizhnik-Zamolodchikov KZ3 & trois variables, défini sur la variété

{(21,22,23} S C3, Z3 ?é Zj Sl ;éj}
(dont le groupe fondamental est le groupe des tresses pures P3) et a valeurs
dans & ® UT3.

Dans la suite, on identifie respectivement A & xg et B & —x1. L’équation

(3.9) s’écrit donc, dans o7 (X)) :

(3.10) d‘iG() <@+ e >G(z)

z 1—2z

Parmi les solutions de cette équation, on note Gy et GG1 celles qui sont ca-
ractérisées par les conditions asymptotiques(4) :

(3.11) lir% Go(z)exp(—xplogz) =1 et lirri exp(z log(l — 2))Go(z) =1,

L’une se déduit donc de 'autre par multiplication a droite par une constante,
i.e. un élément de R{X)). On pose ®xz = G 'Gy.

Pour tous éléments a et z de ]0,1[, soit Int(a, z)y, la série génératrice du
morphisme d’algebres Int(a, z) de Mélg(X) dans R. L’application G, qui & z
associe Int(a, z),, est une solution de (3.10) : ce n’est qu'une reformulation
de la proposition 1.14.

D’autre part, on a

Go(z) = Int(a,2){(X)) (exp (T121) Q0 exp(x0x0)>

= exp((log(l —a) —log(1l — 2))x1) P, 4, exp((log z — log a)xy),

ou l'on a posé @, . := Int(a, 2) (X)) (), ce qui garde un sens si a = 0 ou
z =1, car ), appartient & l'algebre Mélg'(X)((X)). En particulier ®_, n’est
autre que ®,,,01.

Si 'on prend Go(z) := exp(—log(l — z)z1)®.,0,. exp(xplog z), la fonction
Go est une solution de (3.10), car c’est la limite, lorsque a tend vers 0, de
Ga(z) exp(zologa). Il est immédiat qu’elle admet le comportement asympto-
tique (3.11).

) Drinfel’d utilise le symbole ~. En effet, on peut vérifier que chaque condition de (3.11) est
inchangée si le produit est effectué dans ’autre sens.
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Pour finir, on a
Gi1(2)Pkz = Go(z), dou
exp(z1 log(l — 2))G1(2)Pkz = exp(x1log(l — 2))Go(z)

En faisant tendre z vers 1, on obtient donc ®xz = ®,,,01 = P, d’apres la
définition de Gy et la condition (3.11) portant sur Gy. O

On trouvera dans la these de Jorge Gonzélez-Lorca (cf. [19]) une démonstration
plus détaillée. Le point de vue qu’on a adopté ici est plus proche des séries de
Chen, comme chez Hoang, Petitot et Van der Hoeven (cf. [24]).

3.3. Deuxieme produit de mélange. — Nous allons ici adapter la tech-
nique développée dans le paragraphe précédent pour trouver les développements
asymptotiques des polyzétas divergents. Le résultat sera basé cette fois sur la
factorisation de la série double dans 'algebre Mélg(V)({(V)) (cf. §2.3). Lorsque
les arguments seront les mémes qu’au paragraphe précédent, nous nous per-
mettrons d’aller un peu plus vite. Nous aurons une différence de notation, le
changement de base nous obligera parfois a utiliser des produits tensoriels.

Rappelons que 'algebre Mélg (V') (V') est par définition le produit tensoriel
complété Mélg (V) & Concg(V), olt I'on considéere que le poids est porté par
Concg(V) (cf. 1.3.2). On étend le coproduit A, & Qsymg((Y)) en conservant la
méme notation.

Notation 3.11. — Considérons l’élément suivant de Qsymq((Y')) (voir la définition
2.9) :

Qi = exp(=4191)(Qsymq) 4,

Proposition 3.12. — La série (), est un élément diagonal de la cogébre to-
pologique (Qsymg{(Y)), A,).
Le coefficient de y1 dans Q. est nul. Pour tout élément w de Y™, on a

(@) = @.

Démonstration. — L’élément (Qsymg),, est diagonal (prop. 2.10). L’élément
—71y1 est primitif par définition du coproduit A, (d’ailleurs y; est le seul
élément primitif de ’alphabet Y'), donc son exponentielle est diagonale et on
conclut par produit que 2, est diagonal.

Si on enleve les termes de poids strictement supérieur a 1, il reste

L =0Q-my)1+yiy1) =1 (poids > 1)

Le terme en y; est bien nul. Pour la derniére assertion, il suffit de constater,
comme en 3.2 que la différence de (Qsymg) gén €t de ), appartient a y; -

Qsyma (Y'). O
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Munissons l'alphabet V' de l'ordre total v7 > vg > w3---, ce qui définit
I’ensemble des mots de Lyndon L(V) et les constructions qui s’en déduisent.
Remarquons que v; est la plus grande lettre de V. On pourra donc appliquer
les lemmes 3.3 et 3.4 avec Z =V et w = vy.

Dans ce contexte, la proposition 3.5 admet "analogue suivant :

Proposition 3.13. — La série ), est élément de Qsymgy (V).

Démonstration. — Soit Mélg(V') . la série double de Mélg(V'){(V)) :

gén

Mélg (V) yon = > Ts © s € Mélg(V) (V)
sES

On a alors, en par définition de ¢ (cf. cor. 2.21) et par la proposition 2.23,

(Lt/l ® L) (Mél@(V)gén> = Z us ®@us dans Qsymg((Y))

s€S

Comme (us)ses est une base homogene de Q(Y) et que (us)ses est sa base
duale®, I’égalité ci-dessus exprime que pour toute séquence s € S, 'applica-
tion linéaire associée a (L_l ® L) (MéIQ(V) envoie ug sur lui-méme. Cette

On

gén
application est donc l'identité de Qsymg. Or ceci caractérise (Qsymg)
a donc

gén”

(Qsymq) g4, = (L_Nl ® L) (MéIQ(V)gén>

Comme v est le plus grand élément de L(V) (lemme 3.3), la factorisation de
la série double Mélg (V') 4, donne identité suivante dans Mélg(V) (V) :

N\
Mélg(V) yen = exp(@ @ 1) [ exp(Py(l) @ Py (D)
leL(V)
l#v1

) Au sens gradug.
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D’un autre coté, (;/1 ® L) est un morphisme d’algebres de Mélg(V)({(V)) dans

Qsymg((Y)) et on a immédiatement (L:vl @L) (nn®v1) = 11 ®y1 (en appli-
quant les formules des propositions 2.16, 2.23 et 2.24). On a donc

(@syma)ye, = (18¢) (Melg(V)y,)
= exp(y1 ®y1) <L:®L) H exp(]S‘//(l)®Pv(l)) , dou

QL exp(—71 ©y1)(Qsymg)
\' — ~
(3.12) - exp <L—1(pv(1)) ® L(pva)))
leL(V)
l#v1

D’apres le lemme 3.4, pour tous les mots de Lyndon [ présents dans ce pro-

duit, Py (1) appartient & Q{5 V*}. D’apres le corollaire 2.25, s U(Py (1) ap-
partient donc & Qsymg'. La formule (3.12) est donc un développement de
en produit infini d’éléments de Qsym@ ((Y)), qui est une sous-algebre fermée
de Qsymg((Y)), par le corollaire 2.26. O

La suite de ce paragraphe sera quasiment identique a celle du précédent. Le
résultat suivant se démontre a partir de la proposition ci-dessus en utilisant
les mémes arguments que pour passer de la proposition 3.5 a la proposition
3.6.

Proposition 3.14. — Les trois énoncés équivalents suivants sont vrais :

i) Soit t une variable formelle commutative. Le morphisme d’anneauz de
stma[t] dans Qsymq envoyant t sur y1 et dont la restriction ¢ Qsymg
est lidentité est un isomorphisme.

ii) Pour tout anneau k, tout élément 0y de k et tout morphisme d’anneaux
stma 4, k, il existe un unique morphisme d’anneauz 0 de Qsymgq dans
k tel que 0(y1) = 61 dont la restriction a Qsymg) soit 6.

iii) Pour tout anneau k, tout élément 01 de k et tout morphisme d’anneauz
stma LN k, il existe un unique élément diagonal © de la cogébre topo-
logique (k((Y)), A,) tel que (©|w) = O(w) pour tout mot w de ;Y™ et tel
que (Oy1) = 61.

Comme au paragraphe précédent, nous appliquons ce résultat a ’application

linéaire ¢ :
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Notation 3.15. — Soit ¢, l'unique morphisme d’algébres de Qsymg dans R
tel que (x(y1) = 0 et dont la restriction a Qsymg est (.
Le symbole @, désignera ’élément diagonal ((),s, de la cogébre topologique

(REYD, As).

gén

Nous avons donc avec (, étendu ¢ aux séquences divergentes, en respec-
tant la deuxieme relation de mélange, de méme qu’au paragraphe précédent
(., étendait ¢ aux mots duaux divergents. Ici c’est (4(1) qui joue le role de
parametre libre et que nous avons fixé a 0. A nouveau, la notation (,(1) est
ambigiie, mais cela ne sera pas trop génant pour les mémes raisons qu’au
paragraphe précédent.

Il se pose naturellement la question de comparer ces deux extensions. Les
séquences de S correspondant aux mots duaux se terminant par x1, il s’agit de
savoir si (.(ys) et ¢, (ms) sont égaux. On constate rapidement que cela n’est
pas le cas. Par exemple, a la séquence (1,1) correspond le mot dual 77 ;. La
premiere relation de mélange étendue donne alors :

0=(w(71)? = (u(@F1wad) = 2¢0,(T1,1)

D’un autre coté on a
0=Cu(@1)” = G *71) = 2G (1) + G (72)
En d’autres termes, en oubliant les codages, on a
-1
guJ(]-a 1) =0 tandis que C*(]-u 1) = 7((2)

Le morphisme de régularisation reg,, trouve sa contrepartie naturelle, tou-
jours grace a la proposition 1.3.11 :

Notation 3.16. — Le symbole reg, désigne le morphisme d’anneauz (S0 )y;,
de Qsymq dans Qsymg qui est associé a U'élément diagonal €1 de la cogébre
topologique (Qsymg (Y)), A).

L’application reg, est, de maniére analogue a reg.,, 'unique morphisme
d’anneaux de Qsymg dans Qsymg’ qui envoie y; sur 0 et dont la restriction a
stmf@’ est 'identité.

Le morphisme (, admet finalement la caractérisation utile suivante :

Proposition 3.17. — Le diagramme suivant est commutatif :

Qsymg —2 Qsymg’

N

R
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4. Troisiéme systéme de relations

Dans cette section, on compare les valeurs régularisées définies au cours de
la section précédente et on en déduit un troisieme systeme de relations.

Le paragraphe 4.1 est consacré a la définition des applications linéaires entre
Mélg(X) et Qsymg permettant d’effectuer ces comparaisons.

Au cours des paragraphes suivants, on constate que les deux régularisations
coincident & peu de choses pres avec un procédé « a la physicienne » : on effectue
un développement asymptotique dont la partie principale est un polynoéme
logarithmique, le reste étant bien controlé, et on garde le terme constant de
ce polynome. Si I'on applique cela a la divergence d'une fonction Lis quand
la variable tend vers 1, on obtient la régularisation suivant le premier produit
de mélange. Si on I'applique a sa série (,,(s) de sommes partielles, on obtient
presque la régularisation suivant le deuxieme produit de mélange. Il apparait
alors une rigidité entre les deux procédés, qui se traduit sous la forme du
troisieme systeme de relations.

Les arguments exposés dans cette section sont basés sur les remarques de
Louis Boutet de Monvel (cf. [6]). Dans celles-ci, il introduit une algebre de
fonctions dont notre DivLog est un avatar, et les applications As; et Asy
décrivant les divergences logarithmiques. L’argument central est alors que ces
applications linéaires ont le méme noyau. Techniquement parlant, il était pour
nous aussi simple d’en donner la définition des la section 1, I’application Asy
permettant de prouver rapidement les premiers résultats sur la convergence
des polyzétas.

L’application As; est définie en 4.2 et on la compare avec Asy.

Au paragraphe 4.3, on utilise les propriétés des séries €2, et €1, de la section
précédente pour obtenir, sous forme de séries génératrices, les deux types de
développements asymptotiques de tous les polylogarithmes.

Cela permet d’obtenir au paragraphe 4.4 le troisieme systéme de relations,
grace aux comparaisons du paragraphe 4.2. Il est exprimé avec les séries
génératrices @, et O, et généralise la « relation d’Hoffman ».

Enfin, au paragraphe 4.5, on reformule le troisieme systéeme de relations
avec les applications (., et (.

4.1. Correspondance entre le monde des X et celui des Y. — Toutes
les constructions qui ont été exposées jusqu’a présent suivaient deux voies
paralleles, mais distinctes : les propriétés liées aux intégrales itérées, imposant
le codage par les mots duaux de l'alphabet X, et celles liées aux fonctions
quasi-symétriques, donnant le codage par les mots duaux de 'alphabet Y.

A la fin du paragraphe 3.3, nous avons commencé a comparer, pour une
séquence s divergente les polyzétas régularisés correspondants : (,,(ms) et
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(«(¥s)- On donne ici les définitions naturelles qui font passer d’un codage a
I'autre.

Notation 4.1. — Soit iy l'unique morphisme d’algébres de Concg(Y) dans
Q{XZ} tel que
Vn € N*, iy (yn) = 2§~ '
On a donc iy (ys) = ms, pour toute séquence s de S. Il est clair que iy est
un isomorphisme d’algébres. Le dual gradué de Q{X/;B} est isomorphe en tant
qu’espace vectoriel & Q{X\%‘io}, car X7 est une base de Q{ X7} et Q{Xg\io} est

P

le sous-espace vectoriel de Q{ X} de base )?;*\0

Notation 4.2. — La notation iy désignera l'application linéaire bijective de

Q(Y) dans Q{j—(%} obtenue par la composition :

Q) > Q{Xx )} —> Q{XE)

—_~—

On a donc iy(ys) = ms pour toute séquence s de S. Les ensembles Q(Y")

et Q{X%})} sont respectivement les espaces vectoriels sous-jacents a Qsymgq et
Méla"d(X) mais la fleche iy n’est pas un morphisme d’algebres. Par contre,
I'image de sa restriction z%’ a Q{5 Y*}, I'espace vectoriel sous-jacent a stma,
est Q{;)\(go }, Pespace vectoriel sous-jacent a Mélg/(X), et elle est compatible

avec ( :

Qsymgy MéIg (X)

%

Au chapitre IV, nous identifierons les algebres Concg(Y) et Q{XL} au

—_~—

moyen de iy. Cela revient & identifier les espaces vectoriels Q(Y) et Q{XZ.}
(Ie dual gradué de Q{X}) par la fleche iy, et donc a considérer qu’ils sont
tous deux munis des deux produits L et x qui ne sont pas compatibles et que
¢ est un morphisme d’algebres pour les deux produits.

L’injection de Méla’d(X) dans Mélg(,X) peut se décrire fii?si : Méla’d(X)
est le sous-QQ-espace vectoriel de base Xﬁc*B’ base incluse dans X*. Sa transposée
est donc la projection m Xz de Q(X) sur Q{ X% } de noyau Q(X)xo qui consiste

simplement a éliminer tous les mots se terminant par .
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Notation 4.3. — La notation 7y désigne l'application de Q(X) dans Q(Y')
obtenue par la composition :

T x* —1

QUX)— QX2 } YY)

Il est clair que 7y est homogene et se prolonge donc pour tout anneau k en
une application linéaire continue de k{(X)) dans k({(Y)).

C’est la projection 7y qui est pertinente pour la comparaison entre les
régularisations (,, et (, au niveau des séries génératrices. Par exemple, ’as-
sertion (fausse) « pour toute séquence s de S, les nombres (,,(ms) et (. (Ys)
sont égaux » est équivalente a « wy (®,) = Py, ».

4.2. Etude des fonctions de DivLog au voisinage de 1. — On complete
ici la liste des propriétés asymptotiques des fonctions a divergence logarith-
mique (cf. §1.1).

Dans ce qui suit, pour tout entier positif n, on désignera par 1" la séquence
comportant n fois le nombre 1.

Proposition 4.4. — Pout tout entier n positif, on a

T = nlFn

Démonstration. — Cela découle immédiatement par récurrence de l'expres-
sion 1.5.12 du produit Lu. O
Corollaire 4.5. — Pour tout entier positif k, pour tout z €]0,1[, on a

\k
Lit*2) = = b1 - 2)

Démonstration. — En appliquant le morphisme d’algebres Li a I’égalité de la
proposition 4.4, on trouve

Li} = kILi(1")
De plus, pour tout z de ]0,1[, on a Li;(z) = —log(1 — 2), d’ou le résultat. [

Lemme 4.6. — Pour k € N*, le polynome As.(Li(1%)) est de degré k — 1.
Démonstration. — D’apres la proposition 1.10, on a, pour tout entier k& > 0 :
As(Li(1%)) = Asp(Li(1%1))

D’aprés la proposition 1.5, le degré de Asy(Li(1¥71)) est égal au degré de
As.(Li(1¥71)) plus un. Le lemme s’ensuit donc par récurrence (pour k = 1, le
polynéme As.(Li;) est constant, égal a 1). O
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Lemme 4.7 — Soient o un nombre réel compris strictement entre 0 et 1 et
fa la fonction définie par la série entiére
xnfl
o) = S

n>1

1l existe un nombre réel strictement positif Ay tel que la fonction fo ait le
comportement suivant au voisinage de 1.

falt) o~ Ao (1 =)ot

Démonstration. — Par un raisonnement a la Cesaro, on montre facilement
que si (an)nen et (¢n)nen sont deux suites bornées de nombres réels, a,, étant
strictement positif pour tout n € N, telles que

lim c—n:)\ et Zan:+oo,

n—o0 Ay, "0
alors on a
>0 ent”
>0
3.13 lim 220 = )
( ) t—1— Z (Intn
n>0

. -1
Pour tout entier naturel n, posons a, = (1+n)"% et ¢, = (1)”( “ n >

(coefficient binoémial généralisé). On a alors

VEE0, 1], Y ant” = falt) et > cnt" = (1—1)*!

n>0 n>0

Si I'on pose d,, = log(cp/ar), on obtient facilement

leY 1 _
dn+1 = lOg (1 — n——|—1) +C¥10g (1 + n——|—1> +dn = dn —|—O(n 2)
Ceci montre que ¢, /a, tend vers une limite finie strictement positive A. D’autre
part la série 3, -, ay, est divergente, car a < 1. La formule (3.13) prend alors
la forme :

fat) ~ Xta =)ot

t—1—

O

Proposition 4.8. — Pour toute fonction f de DivLog, il existe un unique
polynéme a coefficients réels Asi(f) tel que f(x) ait le comportement suivant
lorsque x tend vers 1 par valeurs inférieures :

f(x) =As1(f)(log(l —x)) 4o <(1 - x)o+)
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L’application As; : DivLog — RJt] ainsi définie est linéaire et surjective. Le
polynome Asy(f) est constant si et seulement si As.(f) est le polynéme nul.

Démonstration. — L’unicité et la linéarité se déduisent immédiatement des
regles de calcul de la proposition 1.2. Il s’agit de prouver I’existence.

Soient f € DivLog et n le degré du polynéme As.(f). Le lemme 4.6 permet
de voir qu’il existe des nombres réels Ag, ..., A, tels que

Ase(f) = D Mikse(Li(1)
=0
Soit alors, pour tout x €]0, 1],

g(z) = flx)—> ALiQ™!|2)
1=0

f() zn:)\.(_l)ldrll i+1(1 )
v _i:O iy s -7

Par construction, on a As.(g) = 0. D’apres le corollaire 1.6, g(1) est donc
défini et la fonction g est continue sur | — 1, 1]. Pour achever la démonstration,
il suffit donc de prouver que g(1) — g(z) = o ((1 - x)0+) lorsque z tend vers

1 par valeurs inférieures.
Pour tout n € N, posons pour alléger g, = Coeff,,(g). Comme As.(g) = 0,
il existe un entier N et un nombre réel «, que 1'on peut chosir dans ]0, 1], tels
que
Vn > N, |gn| <n 17

Etudions alors la dérivée de g :

O = D ngat" | < |Pn(O)] + Y 0"

n>1 n>N
< PN (0] + falt),

ol Py est un polynéme. On en déduit alors
1 1 1
/ g’(t)dt' < / PN(t)dt’ +/ fa(t)dt
€T x x

- O(m—l)+/lfa(t)dt

D’apres le lemme 4.7, il suffit donc pour conclure de constater :

/1(1 B

a

l9(1) = g(2)| =
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Finalement,
A — (1 - (_1)i+1)\. i+1
(/) = o)+ Y G
i=0 )

Ce polynome est donc constant si et seulement si les \; sont tous nuls, c’est-
a-dire si As.(f) est nul. La surjectivité de Asy est évidente. O

Proposition 4.9. — Pour toute fonction f de DivlLog, les conditions sui-
vantes sont équivalentes

i) Le polynome Asx(f) est constant.
i) La série définissant f(1) est convergente.
iii) Le polynome Asi(f) est constant.
Si elles sont vraies, on a alors f(1) = Asy(f) = Asi(f).
Démonstration. — 1) = ii) : Par définition de Asy, la somme de la série
f(1) est le nombre réel Asx(f).

ii) = iii) : D’apres le lemme d’Abel, la fonction f admet f(1) comme limite
en 17. Par définition de As;(f), cela signifie que ce dernier est constant,
égal a f(1).

iii) = i) : D’apres la proposition 4.8, le polynéome As.(f) est nul. D’apres
le corollaire 1.6, ceci implique que Asy(f) est constant.

La derniere assertion regroupe les égalités Asx(f) = f(1) et Asi(f) = f(1)

qu’on vient de démontrer. O

Corollaire 4.10. — Les noyaux des applications linéaires Asy et Asy sont

€gaux.

Démonstration. — C’est le cas particulier f(1) = 0 dans la proposition précédente.
O

Le corollaire suivant est immédiat. La seule nouvelle information est ’existence
du polynéme Asq, ou plus exactement la nature de la convergence, incluse dans
la définition de Asj.

Corollaire 4.11. — Pour toute séquence s de S¢y, on a
AsiLi(s) = Asy(Li(s)) = ¢(s)

Les applications As; et Asy sont toutes deux linéaires et surjectives. De
plus, elles ont le méme noyau. On peut donc définir les isomorphismes linéaires
quotients As; et Asy de DivLog/ ker (Asy) vers R]t].
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Définition 4.12. — Soit comp 'unique application linéaire rendant le dia-
gramme suivant commutatif :

DivLog/ ker (Asy) — R[¢]

4.3. Séries génératrices de développements asymptotiques. — Les
propositions 3.5 et 3.13 vont maintenant nous permettre de donner les développements
asymptotiques de tous les polylogarithmes au voisinage de 1 et de tous les po-
lyzétas tronqués au voisinage de 'infini, sous forme de séries génératrices.

Notation 4.13. — Soit ngen I’élément suivant de DivLog((Y")) :

gen : ZL] 5) R Ys

SES
La série ngen est donc la série génératrice de ’application composée
- Z}N/ ev.d Ll .
Q(Y) — Mély"(X) —— DivlLog

(voir la définition 1.21). On peut l'exprimer en fonction des séries doubles :

Proposition 4.14. — On a les égalités suivantes :
(3.14) Lide, = Li(Y) | D s ®uys | et
sES
(3.15) st@)ys— Id®7ry Z wWRw
SES weX*
Démonstration. — C’est une tautologie. U

Rappelons que pour toute séquence s de S, les fonctions Li(my) et Li(s)
sont égales et que 7y (mg) = ys (cf. §4.1).

Proposition 4.15. — L’égalité suivante a lieu dans R[t]{(Y))

Ast{(V) (Lidyy) = exp(—tyn)my (D)



90 CHAPITRE III. POLYZETAS

Démonstration. — Tout d’abord, d’apres la définition 3.1 de la série §2,,,, dans
l'algebre Mélg(X)({(Y)), on a

Zﬁz§®y§ = (Id@ﬂy)(Z @@w)

SES
= (Id®my) (exp(s?l ® 1), exp(To @ :100))
(3.16) = exp(T1 @) (AR 7y ) (L)
Pour toute séquence s € S, définissons 1’élément ws de Mélg(X') par la condi-

tion(6)

(d@7y) () =Y ws®ys
seS

Grace a la proposition 3.5, pour tout s € S, I'élément w; appartient a Mélg (X).
Comme Li est un morphisme d’algebres de Méla’d(X) (qui contient Mélg' (X))
dans DivLog, 1’égalité (3.16) et celles de la proposition 4.14 donnent

LiYs, = Li(Y) [exp(@ou)) ws®ys

SES
= exp(Lii®y1) Z Li(ws) ®ys et donc
seES
. Lif
Vs € S, Li(s) = Z FLI(WQ)
k>0, ceS
YT Ye=ys

En évaluant les polylogarithmes en 1 —¢, on obtient donc, pour toute séquence
s et pour tout € €]0, 1]

(—1)*log"(e)

(3.17) Li(sll—g) = ), — Ll [1-¢)
k>0, ceS
Yt Ye=ys
car Vz€]0,1], Lij(2) = —log(l—=2)

D’apres le corollaire 4.11, pour toute séquence convergente d, on a
Li(d[1 ~ &) = ¢(d) + o (")

Comme w, appartient & Mélg'(X), pour toute séquence ¢ € S, c’est donc une
combinaison linéaire finie de termes convergents du type mg, avec d € S,. On

() Ceci revient & poser ws = reg.,, (M), d’oit ¢(ws) = (o, (M)
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a donc, d’apres les regles de calcul de la proposition 1.2.
(3.18) Vee S, Li(we) = ((we) + 0 (50+>

L’égalité (3.17) et lestimation (3.18) donnent alors, toujours en utilisant les
regles de calcul de la proposition 1.2,

) (—1)*log* e +
Vse S, Li(s|l—¢) = Z — C(wg)+o(50 )
k>0, c€S
Yt ye=ys

k k
(3.19) = Z <(1)1€#C(wc) To (€0+>>
k>0, ceS
Yrye=ys
De plus, pour chaque séquence s € S, il n’y a qu'un nombre fini de séquences
c € S telles qu'il existe k € N vérifiant y¥y. = ys. La somme (3.19) est donc
finie, ce qui donne finalement

—1)¥logk
(3.20) Vs e S, Li(s|l —¢) = Z ()k#g(wg) +o (50+)
k>0, ceS )
Yhiye=ys

Nous avons donc le développement asymptotique en polynome logarithmique
de Li(s) au voisinage de 1. Par définition de As; cela s’écrit aussi

. (—1)keF
As;(Li(s)) = Z il C(we)
k>0, ceS )
Y ye=ys

Par définition de As;((Y)), on obtient en regroupant

Y (_1)ktk
Asi(Y)(Lige) = > Do 4w | w
seS | k>0, ces ’
Y ye=ys

= exp(—ty1) ZC(Wg)yg

ceS

= exp(—ty1) ZCm(ﬁlg)yg

ceS

= exp(—ty1)my (D)
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O

Proposition 4.16. — L’égalité suivante a lieu dans R[t]{(Y)), en notant v la
constante d’Euler.

Ass (YD (Li%) = exp((t +7)y1)®s

Démonstration. — Les arguments étant sensiblement les mémes que pour la
proposition 4.15, nous nous permettrons de briler un peu plus les étapes. Par
définition de €, on a, dans l'algebre Qsymg((Y")) :

Z 37§® Ys = eXp(gl ® yl)Q*
seS
Définissons cette fois la collection des w, dans Qsymg par la condition
Q=2 w®ys
SES

Comme (x est un morphisme d’algebres de Qsymg dans R pour tout N € N,
cela permet d’écrire :

ZCN(§)y§ = exp(CN(l)yl)ZCN(wg)yg et donc

sES ceS
k
(3.21) Vs eS8, (n(s) = k>OZ: S%CN(WQ)
20, ce
Yrye=ys

D’apres la proposition 3.13, pour toute séquence ¢ € S, w, est élément de
stma. On a donc par la proposition 1.5 et les définitions de (i et ( :

Vee S, (n(we) = ((we) +0 <ﬁ)

De plus, (n(1) admet le développement asymptotique
1
Cn(1) = log(N) +7 + 0 (N—O)

En reportant ces estimations dans 1’égalité (3.21), on trouve alors, les condi-
tions de finitude des sommes étant remplies,

1 k

(3.22) VseS, (n(s)=| > WC(%) o <ﬁ)
k>0, ceS
y]fyg:yé
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Par définition de Asy, cela se traduit par

t k
vses, assi)= 3 ey
k>0, c€S ’

Yl ve=ys
On a donc, par définition de Asy (V) :
igén) = Z Asy (Lis)ys

sES

Asp (V) (L

= exp((t+v)y1) Zg(wg)yg

ceS
= exp((t +7)y1) P«
O

Remarques. — Si nous n’avions pas eu a vérifier que les développements
asymptotiques multiplicatifs se transformaient en développements additifs, on
aurait pu abréger considérablement les démonstrations des deux propositions
ci-dessus, l'argument central étant qu’en appliquant Li(1 — &){(Y)) & my (2.,)
(resp. (N ((Y)) & €,) on obtient les séries génératrices des deux développements
asymptotiques (As; et Asy) des polylogarithmes, et cela tient juste au fait
qu’on a chassé les termes divergents a gauche de Q, et .

4.4. Obtention du troisieme systéme de relations. — La proposition
4.9 donne suffisamment de rigidité a la situation pour déduire des propositions
4.15 et 4.16 que les séries @, et O, different peu :

Proposition 4.17. — Il existe une série .o € R[[t]] telle que
WY(‘pLu) = q)corr(yl)q)*

Démonstration. — Rappelons que evg désigne le morphisme d’algebres de R[t]
dans R qui & tout polynome associe son terme constant (cf. not. 2.7). L’ap-
plication evo((Y)) est donc un morphisme d’algebres de R[t]{(Y)) dans R{(Y").
On a immédiatement, grace a la proposition 4.16 :

(3.23) evo (Y ) (Ase (V) (Ligen)) = exp(yy1)@s
Par fonctorialité de (Y)), la définition 4.12 implique

Asp((Y)) = comp((Y)) As1 (V)
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et comp((Y)) est un morphisme de R({(Y))-modules & droite. On a donc

Asn{(Y)(Lige) = comp((Y) (Asi{(V)(Like,))
= comp(y) ((exp(—ty)my (@) (prop. 4.15)

= (comp«Y» (exp(—tyl))) Ty (Pu,),

En appliquant evo((Y)) aux deux membres de cette égalité, il reste donc

exp(yyn)@. = evo(Y) (comp (¥ h(exp(~t91) ) my (),

ce qui permet de conclure. O

Le fait de savoir qu’il suffit de corriger en multipliant a gauche par une série
ne dépendant que de y; suffira alors a fixer les coefficients de la série ®cqyy.

Proposition 4.18 (Formules de Newton). — L’égalité ci-dessous a lieu
dans l'algébre topologique Qsymg][t]]

S (_1)n71~ n
Zyl"t exp Zin UYnt

n=0 n=l1

Démonstration. — C’est effectivement une facon d’exprimer les formules de
Newton donnant dans Q[[7]] les sommes symétriques de puissances par rapport
aux fonctions symétriques élémentaires.

Commencons par observer que yi» correspond a la fonction quasi-symétrique
Mjin, qui n’est autre que la n®™e fonction symétrique élémentaire s, des va-
riables T', car (cf. prop. 2.2).

déf
Mpn = Z tiytiy - ti,, = Sn

11 >0 > >

D’un autre coté, la fonction quasi-symétrique M, (correspondant & ¥,) est
également symétrique car elle est donnée par

Mn:Zt?
7
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Dans l'algebre Q[[T',t]], on a
1+ Zt”sn = H(l + tt;) et donc

n>1 i>1
log(1+ ) t"sy) = > log(1+tt;)
n>1 i>1
= >y ey
(2
i>1 n>1 n
-1 n—1
= E:L—L—WQW d’ot
n>1 n
n (_1)n71 n
1—|—Zt Sy, = exp Z—Mnt
n>1 n>1 n

et cette derniere égalité est exactement celle de I’énoncé, modulo les remarques
plus haut et les conventions sur les séquences vides. O

Remarque. — On pourrait éviter d’ajouter la variable formelle £, un peu arti-
ficielle dans la preuve, puisque que 'on peut écrire sans problé/mides sommes
infinies dans Q[[7"]]. Cependant, elle évite d’avoir a recourir & Qsymg, ce qui ne
serait pas tres cohérent avec ce que nous avons fait jusqu’a présent, i.e. mettre
les sommes infinies a droite des produits tensoriels. D’autre part, avoir une

variable ¢ dans I’énoncé de la proposition 4.18 sera finalement assez pratique.

Les propositions 4.4 et 4.18 permettent de déduire le fait suivant, que nous
énongons sur k, car il sera utile au chapitre IV.

Proposition 4.19. — Soient k un anneau, G un élément de k(X)), H un
élément de k((Y)) et S une série de k[[t]] tels que :

my(G) = S(y)H
AG = GRG
k

AH = H®H
k

La série S est alors donnée par la formule

- =" n
(3.24) 5(t) = exp (Gl exp | 3 S (i)
n
n>1
Démonstration. — Soit m; I'unique morphisme d’algebres de Concg(Y) dans

k[t] tel que m(y1) =t et m(y,) = 0 pour tout entier n > 1.
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Notons ¢ le morphisme d’algebres de Mélg(X) dans k associé a G et h le
morphisme d’algebres de Qsymg dans k associé a 1’élément diagonal H.
On a évidemment

mmy (G) =) g(@F1m)t"
n>0
On déduit alors de la proposition 4.4

miy(G) = 3 ()" = exp(g(1)1)
n>0 "

D’un autre coté, par définition de h, on a

H = Z h(Ys)ys

seS
Il s’ensuit donc
m(H) = 3 h(Ge)e
n>0
= B[] | X et
n>0
(_1)n—1~ n
= h[[t]] | exp ZTy"t (prop. 4.18)
n>1

_1\n—1
= oo [ X T g

n>1

car h[[t]] est un morphisme continu d’algebres de Qsymg|[t]] dans k][t]].
La condition my (G) = S(y1)H implique mymy (G) = S(t)m(H ), ce qui donne
donc, d’apres les calculs ci-dessus :

~ (_1)n—1 ~ \un
exp(g(T1)t) = S(Hexp | D ———h(G)t" | .

n=>1

d’ott la formule (3.24) car, par définition, ¢(z1) = (G|z1) et h(yn) = (H|yn),
pour tout n € N*. O

Corollaire 4.20 (troisieme systéme de relations entre polyzétas)

(="

n

(3.25) Ty P, = [exp )

n>2

C(n)yt | @«
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Démonstration. — C’est une application des propositions 4.17 et 4.19, avec
k = R, G = &,, H = &,, S = &, en tenant compte de
(P|T1) = (Py|yn) = 0, et de (Pu|yn) = ((n) pour n > 2. O

Les coeflicients des séries régularisées @, et ®, étant des sommes de po-
lyzétas (puisque (,, = (oreg,,, et (, = (oreg,), ceci constitue bien un systeme
de relations (Q-algébriques entre polyzétas. Il est remarquable que la constante
v d’Euler n’apparaisse pas dans la formule finale. Cela provient du fait que
nous avons choisi (,(1) = 0 dans notre régularisation. La divergence de la
série harmonique rend donc en quelque sorte la constante d’Euler “libre” par
rapport aux polyzétas. On pourrait sans doute se risquer a dire que ce nombre
est d’une autre nature, bien que cela n’ait pas de sens bien défini.

Comme cas particulier du troisieme systéme de relations, on retrouve la
relation d’Hoffman ([26]) : celle-ci est équivalente a l’absence de terme de
degré 1 dans la série Py

Corollaire 4.21 (Relation d’Hoffman). — Pour toute séquence conver-
gente s, on a

C(%ll_l_l’ﬁli — Z?(gl *gﬁ)) =0

Démonstration. — Notons 1s la séquence obtenue par concaténation de (1)
et s. On voit facilement que Z;Lum, — mis et Y1 * ys — Y1, ne comportent
que des termes convergents. On peut donc leur appliquer respectivement les
morphismes d’algebres ¢ : Mélg(X) — R et ¢ : Qsymg’ — R. Compte tenu de

la nullité de ¢, ,(71) et de («(y1), cela donne :

C(:flu”?@ - m1§) = Cu (flmmﬁ) — G (ﬁllg) = Quy (:fl)CuJ(mﬁ) — G (mlg)
= —Cu_, (ﬁ7,1§) et
CW s —1s) = G %Ys) — Gel¥1s) = Ge(Y1) G (Us) — G (1)
= _C*(§1§)

Par soustraction de ces deux égalités, en ramenant les termes de gauche dans
Méla’d(X) par iy, il reste :

C(Trms — iy (Y1 % Us)) = G(b1s) — Cu(mas),

car Coz‘}i}’ = (et iy (y1s) = M,

Par ailleurs, (,,(m1s) et («(Y15) sont les coefficients de y;s respectivement
dans 7y (®,,) et ®,. Comme Doy n'a pas de terme de degré 1, ces deux
coefficients sont égaux car my () = Peorr(y1)Py. O

4.5. Enoncé dual. — Il sera utile, notamment pour construire au cha-
pitre IV I’algebre des polyzétas formels, de donner la traduction du troisieme
systeme de relations (corollaire 4.20) avec les applications (,, et (.
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Définition 4.22. — Soit © la série suivante de Mélg(X)(Y)) :

—1)n1 B _
© = exp Z Lmny? Zméy§
n>2 n s€S

On notera 0 Uapplication linéaire Oy, de Q(Y) dans Q(X), espaces vectoriels
sous-jacents respectivement ¢ Qsymg et Mélg(X).

Proposition 4.23. — La restriction de l’application 6 a stma est a valeurs
dans Mély(X). Elle est égale a l'application 7,%’
On a6(y1) =71.

Démonstration. — Soit s une séquence de Scy. Par définition, 0(ys) est le
coefficient de ys dans la série ©. Comme s ne commence pas par 1, ce coefficient
est mg, égal par définition a z%’(ﬂﬁ)

Comme g7 est de poids 1 et que la somme sous I’exponentielle apparaissant
dans la définition de ® ne comporte que des termes de poids au moins 2, il est
clair que le coefficient de y; dans © est m; = 7. O

Proposition 4.24. — L’application 6 est homogéne pour le poids. Le dia-
gramme ci-dessous est commutatif

Qsymg Mélg(X)
x\ A
R

Démonstration. — Une application linéaire est homogene si et seulement si le
coefficient de ys dans sa série génératrice est homogene de poids |s|. Manifes-
tement, cette propriété est conservée par somme et produit. Elle est satisfaite
par yim, et ysms, et donc par ©.

Comme O est la série génératrice de 0, la série génératrice de (.0 est

Cu{Y)(O) (cf. §1.3.2) et I'on a

_1\n—1
@) = e [ TVt | 3 ot

n>2 sES

_1\n—1
= exp Z%{(n)y? Ty (Do)

n>2
= &, (cor.4.20)

= (C*)gén
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Les séries génératrices de (.0 et (, sont donc égales, ce qui entraine 1’égalité
de ces deux applications. O

5. Conclusion

Si 'on cherche a cataloguer toutes les relations Q-algébriques entre po-
lyzétas, les deux premiers systémes de relations ne sont pas suffisants. En
effet, 'absence de polyzéta convergent de poids 1 fait que toutes les relations
que I'on peut déduire des deux premiers systeémes se situent au moins en poids
4. On ne peut donc obtenir ainsi I’égalité classique ((2,1) = ((3), qui se déduit
facilement de la relation d’Hoffman (en prenant s = (2)).

Notation 5.1. — Pour tout entier n, on notera Polyzéta,, le sous-Q-espace
vectoriel de R engendré par les polyzétas de poids n et Polyzéta le Q-espace
vectoriel engendré par tous les polyzétas.

Les trois systemes de relations que nous avons présentés ont chacun une
origine tres simple d’un point de vue théorique. Il s’agit juste de la multipli-
cation des intégrales (via le théoréme de Fubini) et de la multiplication des
séries pour les deux premiers systémes. Les relations que nous obtenons sont
donc toutes des conséquences d’opérations élémentaires, dont seule la combi-
natoire est compliquée. Ces relations sont donc en un certain sens naturelles
et amenent les acteurs de ce domaine a conjecturer qu’elles engendrent toutes
les relations algébriques sur Q entre les polyzétas. Ceci est tout a fait parallele
a une conjecture générale portant sur les périodes (cf. [35}) Il se pourrait que
les premiers & avoir écrit cela soient Hoang et Petitot(”) (cf. [23]).

On donnera au chapitre IV une formulation précise de cette conjecture.
Citons en attendant la conjecture de Zagier :

Conjecture III (Zagier). — La dimension d,, du Q-espace vectoriel engendré
par les polyzétas de poids n satisfait a la relation de récurrence suivante :

Vn>=3,d,=d, o+d,_3
Comme on a dy = 1,d; = 0 et ds = 1, ceci est équivalent a
1
S =
1 _42_ 43
"0 1-—t t

Il est & noter que tout résultat (ou conjecture) concernant la structure vec-
torielle de Polyzéta a une signification de transcendance, puisque Polyzéta est
une sous-Q-algebre de R.

(M Avec la relation d’Hoffman plutdt que le troisiéme systéme, cf. §IV.1.1.






CHAPITRE IV

POLYZETAS FORMELS

1. Introduction et définitions

Dans ce chapitre, on étudie les conséquences des trois systemes de rela-
tions présentés au chapitre III, en partant du principe qu’ils devraient en-
gendrer toutes les relations Q-algébriques entre polyzétas. Le fait que la série
génératrice @, des polyzétas régularisés soit un associateur se traduit également
par une collection de relations entre polyzétas. Celles-ci devraient donc étre
des conséquences des trois systémes que nous avons présentés. De maniere
équivalente, on peut dire que toute collection d’éléments d’un anneau k in-
dexée par les séquences convergentes et vérifiant ces trois systemes de relations
devrait fournir un associateur.

Dans le paragraphe 1.1, on définit ’algebre PZformel des polyzétas formels,
ce qui permet d’énoncer la conjecture de transcendance et on expose quelques
conjectures, concepts et résultats qui y sont liés.

Dans le paragraphe 1.2, on donne la définition du schéma pro-algébrique
affine DM des séries génératrices de polyzétas formels. Il est naturellement
isomorphe a Spec (PZformel) et admet comme Ass une fibration au-dessus de
la droite A!. Suivant le principe exposé ci-dessus, Assy (k) devrait étre égal &
DM_)z2/6(k) pour tout anneau k et tout A € k.

Dans le paragraphe 1.3, on donne I’énoncé du résultat principal de ce tra-
vail, ainsi qu'un bref apercu des conséquences, et notamment du fait que
les irréductibles de Drinfel’d peuvent étre construits a partir de DM(k). On
présente ensuite le déroulement de ce chapitre.

Le paragraphe 1.4 rassemble les identifications et conventions qui seront
utilisées tout au long de ce chapitre.

1.1. Algebre des polyzétas formels. — On peut représenter les trois
systemes de relations par le diagramme suivant, ou tous les triangles sont
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commutatifs, les fleches étant des morphismes d’algebres, exceptées 0 et z%}’
qui sont des applications Q-linéaires.

Qsymg Mélg (X)
regx > < regLi
Qsymg Mélg' (X)

Le premier systeme de relations s’exprime par le fait que ¢ est un morphisme
d’algebres de Mélg'(X) dans R, le deuxieme par le fait que ¢ est un morphisme
d’algebres de stm@’ dans R et le troisieme par le fait que ¢ fait commuter le
triangle supérieur (cf. prop. 111.4.24).

Remplacer les polyzétas par une collection d’éléments d’un anneau k sa-
tisfaisant a ces trois systemes de relations consiste donc a étudier les couples
(£,&) ou € et ¢ sont des morphismes d’algebres, respectivement de stma’
et de Mélg'(X), dans k, tels que les triangles du diagramme ci-dessous com-
mutent :

(4.1) Qsymg Mélg(X)
AN 7

regx / \ regi

Qsymg Mélg (X)

(ce qui définit les fleches &, et &.,)).

Il est équivalent d’étudier les morphismes d’algebres & de Mély (X) dans
k tels que la fleche &, définie ci-dessous par composition, soit un morphisme
d’algebres.

stm@—>MeIQ B Me I8 (X)

\/

En effet, on peut reconstruire tout le diagramme (4.1). L’égalité 6(y;) = 73
(prop. 111.4.23) donne immédiatement & (y1) = 0. D’apres les résultats du
paragraphe I11.3.3, il s’ensuit que &, se factorise par reg,, permettant ainsi de
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définir le morphisme d’algebres &’'. On pose &, := £ o reg,,,. Les deux triangles
latéraux du diagramme (4.1) sont donc commutatifs, ainsi que le supérieur
(par définition de &, ). La commutativité du triangle inférieur découle de celle
du triangle supérieur, car les applications &, £ et z%}’ sont respectivement les
restrictions & Mélgy'(X), Qsymg et Qsymg de &, &« et 0 (cf. § IIL3.1, § I11.3.3
et prop. I111.4.23).

Cela nous conduit a la définition suivante :

Définition 1.1. — Soit Rel l'idéal de Mél) (X)) engendré par ’ensemble des
reg ,(0(F xG) — (F)wb(G)), ou F' et G parcourent Qsymg.

Le quotient de l’algebre MEIG(X) par l’idéal Rel sera appelé l'algebre des
polyzétas formels et noté PZformel. La projection de Mélg (X) dans PZformel
sera notée Crorm.

Le morphisme d’algébres déduit de ¢ par quotient sera noté ¢ :

s1CV C'orm
MéI (X) - pZformel

¢ _
\ lC
R

D’apres ce que nous venons de voir, donner un morphisme d’algebres &
rendant commutatifs les triangles du diagramme 4.1 revient a donner un
morphisme d’algebres de PZformel dans k. Cette définition est celle que 'on
trouve en reconstruisant le diagramme (4.1) & partir de la fleche £&. On pour-
rait également le reconstruire a partir de la fleche &, obtenant une autre
réalisation de PZformel, cette fois comme quotient de Mélg(X).

En théorie, (o s’applique & un mot dual convergent en ’alphabet X, mais
on n’hésitera pas a 'appliquer a une séquence d’entiers, grace a la correspon-
dance habituelle, écrivant ainsi Cgorm (2) pour Cgorm(Zo,1)-

Comme les produits x et L sont homogenes pour le poids, ainsi que ’ap-
plication linéaire 6, I'idéal Rel est homogene pour le poids. L’algebre PZformel
hérite donc de la graduation correspondante. Par contre, Rel n’est pas ho-
mogene pour la longueur : celle-ci définit juste une filtration (croissante).

On peut formuler la conjecture de transcendance évoquée a la fin du chapitre
IIT ainsi :

Conjecture IV (transcendance). — La fléche ( est un isomorphisme d’algébres
de PZformel sur Polyzéta.

Il n’est bien stir pas question ici de traiter cette conjecture, dont un cas
particulier est 'indépendance algébrique de ((2),¢(3),¢(5), ete.(). Jusqu'a

M est une conséquence des théorémes & venir concernant la structure de PZformel.
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une date tres récente, on savait uniquement prouver que ((3) était irrationnel
(théoréeme d’Apéry). Apres les travaux de Tanguy Rivoal, on sait maintenant
que les zétas impairs engendrent un QQ-espace vectoriel de dimension infinie
(cf. [47]). On étudiera plutot les polyzétas formels, ce qui par certains aspects
est une fagon d’admettre la conjecture. On peut notamment s’intéresser a la
partie formelle de la conjecture de Zagier :

Notation 1.2. — Pour tout entier naturel n, la composante homogene de
poids n de PZformel sera notée PZformel,,.

Conjecture V (Zagier formelle). — La dimension d,, du Q-espace vecto-
riel PZformel,, vérifie la relation de récurrence :

Vn >3, dy=dp2+dy3

Sous forme de série génératrice, cela s’écrit aussi :

1
n __
Zdnt T 123

n=0

Au cours de 'automne 1999, Jean Ecalle ([12]) a annoncé un résultat dont
la traduction dans notre langage est la suivante® :

TukorEME IT (Ecalle). — L’algébre PZformel est une algébre de polynomes

sur Q.

Son résultat est plus précis : il a décrit un espace vectoriel de polynémes
commutatifs a plusieurs variables (les « bialternaux ») dont toute base fournit
un systeme libre de générateurs de PZformel. Avec cette caractérisation, le fait
que les polyzétas formels Crorm(2), Cform(3), Crorm (D), etc. soient algébriquement
indépendants devient une évidence. Il est également clair que donner la di-
mension de l’espace des bialternaux en poids n permettrait de résoudre la
conjecture de Zagier formelle.

On donnera plus de détails sur ces constructions dans ’annexe A.

Remarque. — On a défini algebre PZformel en utilisant les trois systemes
de relations. Le troisieme systeme, sous la forme équivalente de la proposi-
tion I11.4.17, jouera un role important dans nos constructions. Son utilisation
n’est pas courante, la plupart des acteurs de ce domaine s’en tenant a la re-
lation d’Hoffman. Par exemple, on peut interpréter les calculs informatiques
de Minh et Petitot ([23]) comme des calculs dans ’algebre PZformely que 'on
obtiendrait en ne mettant que la relation d’Hoffman dans l'idéal Rel. Il se
pose naturellement la question de savoir si les algebres PZformely et PZformel

@ un texte sur le sujet ([13]) a ensuite été envoyé & certains participants du colloque « po-
lylogarithmes et conjecture de Deligne-Thara » qui a eu lieu au C.I.R.M. (Luminy)
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sont isomorphes. Techniquement, il semble assez difficile de le prouver, et cela
n’aurait sans doute pas de conséquences profondes. Un calcul effectué sur or-
dinateur montre que c’est vrai jusqu’en poids 12.

1.2. Séries génératrices. — Il y a deux bonnes raisons de ne pas tra-
vailler directement sur I’algebre PZformel mais plutot sur 'ensemble des séries
génératrices de morphismes de PZformel dans un anneau k. La premiére est
simplement qu’il est plus facile (du moins a notre gotit) de manipuler les co-
produits A et A, que les produits L et x. La deuxiéme tient a la stratégie de
comparaison avec les associateurs : ces derniers sont des séries formelles non
commutatives en deux lettres.

Définition 1.3. — Pour tout anneau k, soit DM(k) l’ensemble des éléments
O de k(X)) tels que :
(4.2) (®1) = 1
(4.3) (o) = (2[71) =0
(4.4) AD = dRP
k
(4.5) AD, = <I>*<§<I>*,
ou l’on pose :
D, = Py (P) et
(_1)n71 _ "
(4.6) Peorr = exp Z T(WY((I)ﬂyn)yl
n>2

(les lettres DM signifient « double mélange »).

L’application linéaire ¢ (de Mélg(X) dans k) associée & un élément ® de
DM(k) est un morphisme d’algebres de la forme £oreg,, et donne lieu & un
diagramme commutatif du type (4.1). On lui associe donc un morphisme
d’algebres de PZformel dans k.

Réciproquement, & tout morphisme d’algebres € de PZformel dans k corres-
pond le morphisme d’algebres ¢ := € © (form © Teg.,. La série génératrice de
¢ appartient alors & DM(k). Ces deux correspondances sont inverses I'une de
I’autre et fonctorielles en k.

En d’autres termes, DM est un foncteur de la catégorie des anneaux dans
la catégorie des ensembles, isomorphe au schéma affine Spec (PZformel). En
ce sens, tout résultat sur DM(k) valable pour tout k est donc un résultat sur
I’algebre PZformel.

Définition 1.4. — On identifiera les bigébres @:k(A,B) et ﬁ:k(X) en
posant A = xg et B = —x.
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Cela est justifié car le morphisme d’algebres de Concg (A, B) dans Concg(X)
qui envoie A sur xg et B sur —x; est un isomorphisme homogene de bigebres
graduées. On utilisera les termes de poids et de longueur pour les mots en A et
B. De plus, la proposition suivante montre que toutes les formules du chapitre
II dérivées du produit ® sont encore valables en remplacant A par zg et B
par z1, bien que B soit égal a —xy.

Proposition 1.5. — Pour toute série G de k{(A, B)) et toute série H de
MT(k), on a

G(A,—B)® H(A,—B) = (G® H)(A,—B)

Démonstration. — C’est immédiat. O

Avec cette convention, les séries iz et ®, sont désormais égales. Nous
éviterons dans la suite la notation @, au profit de ®ky pour désigner la série
génératrice des « vrais » polyzétas.

Proposition 1.6. — Pour tout élément ® de Assy(k), le coefficient de AB
dans ® vaut N\2/6.

Démonstration. — Soient respectivement aq et o les coefficients de A et B
dans ®. On a donc (cf. not. 1.1.5)

7M@) =1+ a;A+ B

Examinons la projection de I’équation pentagonale (I1.2.11) dans la compo-
sante homogene de degré 1 de UyTy, l'algebre enveloppante de k7. Son k-
module sous-jacent est libre, engendré les ¢;;, avec 1 < i < j < 4. On obtient
(voir la définition II.1.4 et la convention avant la définition I1.1.7).

ai1t12 + aaotog + aotog + atiz + atos + aitss
= aqtog + aotsg + artio + artis + aoloy + aolsg + artia + aatos
d’ou 'on déduit immédiatement oy = g = 0.
On a donc 77(2)(®) =1+ ®5, ot 5 est la composante homogene de poids

2 de ®. Comme P est diagonal dans k((A, B)) (eq. I1.2.8), son logarithme est
un polynome de Lie en A, B. Comme on a

73 (log ®) = Py,

cela montre que ®5 est un polynéme de Lie homogene de poids 2, c’est-a-dire
de la forme a[A, B], avec a € k. Il est clair que « est le coefficient de AB dans
.



1. INTRODUCTION ET DEFINITIONS 107

Si l’on élimine dans ’équation hexagonale (I1.2.10) les termes de poids > 2,
on obtient (par définition, C' = —A — B) :

(14 M+ 224%/2)(1 4 a[C, A))(1 + XC + A\2C?/2)(1 + a[B, C))
(1+AB+\2B%/2)(14+a[A,B]) =1

Il est immédiat que [C, A] = [A, B] et [B, C| = [A, B]. Le terme de poids 2 de
I’équation ci-dessus est donc

M (AC + CB + AB + A?/2 + B?/2 + C?/2) + 3a[A, B] = 0,
ce qui donne immédiatement o = \2/6. O

En particulier dans le cas de ®kz, élément de Ass;(C), la proposition ci-
dessus permet de retrouver ((2) = 72/6 car AB = —xox1 et mg = zox1. Pour
développer I'analogue de Assy (k), il est donc logique de poser :

Définition 1.7. — Pour tout anneau k, pour tout A € k et pour tout k-
anneau K, DM (K) est l’ensemble des ® de DM(K) tels que (®|zo1) = A.

Il est clair que DM}, est également un schéma affine (sur Spec (k)), représenté
par la k-algebre k ® PZformel /((torm(2) — A).

On pourrait étre tenté de poser plutot (®|Zg 1) = —A?/6, pour que I'analogie
avec Assy (k) soit plus complete. Suivant les propriétés arithmétiques de k, ceci
empécherait DM(k) d’étre la réunion des DM, (k). Il faut donc permettre a
(®|zo,1) d’étre quelconque dans k.

Ainsi @z est un élément de DM ()(C). Si la conjecture IV était avérée,
cela validerait alors la démarche consistant a remplacer les polyzétas par des
variables libres, et donc on aurait DM_ 2 /6(k) C Assy (k) pour tout anneau k et
tout A € k. Il est sans doute plus facile de démontrer cette derniére assertion
directement. Cependant, & notre connaissance, personne n’a encore réussi a
prouver une implication entre le systéeme d’équations définissant les Assy (k)
et celui définissant DM_y2 6(k), & I'exception de Jean Ecalle qui a annoncé
savoir démontrer I’équation (II.2.9) pour les éléments de DM (k).

Mettons maintenant en évidence la structure pro-algébrique affine de DM.
On applique les notations de troncation exposées au paragraphe 1.1.2 : pour
tout entier naturel n, et tout k-module gradué M, on identifie le quotient
M) et Pensemble des éléments de M dont les composantes h/o\mogénes sont
de degré au plus n. On considere le tout comme plongé dans M. Le symbole
7(") désigne la projection naturelle de M sur M™. Dans la définition ci-
dessous, on applique cela aux k-modules gradués k(X) et k(Y), ainsi qu’a
leurs produits tensoriels.
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Définition 1.8. — Pour tout entier positif n, soit DM(™) (k) ’ensemble des
éléments ® de k(X)) tels que :

(4.7) @M1 = 1

(4.8) (@™M[F) = (@™M[F) =0
(4.9) ADM™ — ;0 <q>(n)®<p(n)>
(4.10) Al = w0 (80 sl

ou l’on pose

(n)._ (=)
d,/:=exp Z 3

E>2

(my (@) G)y | my (21)

Les équations ci-dessus étant polynomiales sur Q, chaque DM est un
schéma affine sur Spec (Q). L’homogénéité de A et A, montre immédiatement
que la limite projective des DM est DM ; celui-ci est donc un schéma pro-
algébrique affine. Pour tout anneau k, et tout A € k, DMy est de méme un
schéma pro-algébrique affine sur Spec (k).

1.3. Résultats et plan. — Ce chapitre est consacré a I’étude comparative
de DM et Ass, et essentiellement a transporter la structure de fibré principal
de Ass sur DM. Plus précisément, on prouvera :

THEOREME III. — Pour tout anneauk, DMg (k) est un sous-groupe de MT (k)
qui agit librement et transitivement par multiplication a droite sur chaque
DMy (k), pour tout \ € k.

Dans la section 2, on introduit des k-modules dm(k) et dmg(k) et on montre
que exp®(0mp(k)) est un sous-groupe de MT (k) agissant sur chaque DM, (k)
par translation & droite. Le k-module dmg(k) est une sous-k-algebre de Lie de
mt(k).

Dans la section 3, on démontrera par une méthode d’approximations succes-
sives que cette action est transitive, ce qui impliquera ’égalité de exp® (omg(k))
et DMp(k) pour tout anneau k. Ceci déterminera completement la structure
de schéma de DM, donnant une démonstration du théoreme II. Les systemes
de générateurs de I'algebre PZformel ainsi obtenus ne sont pas les mémes que
ceux de Jean Ecalle, bien que la comparaison soit possible (cf. annexe A).

Comme corollaire du théoreme III, on verra que les irréductibles de Drinfel’d
(cf. sec. I11.4) sont éléments de dmy(C). L’intersection entre DMg(k) et GRT; (k)
est donc tres grosse. Si l'on admet que les irréductibles de Drinfel’d engendrent
grty (k), cela implique DMy (k) D GRT; (k).
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1.4. Allegement de la notation. — A une seule exception pres, les seules
structures qui seront utilisées dans la suite de ce chapitre sont les bigebres
topologiques (k{(X)),s, A) et (k({(Y)),*, A,) et les opérateurs liés a la structure
du groupe MT (k). Du fait qu’'on ne passera quasiment jamais au dual, les
changements d’alphabet sont moins périlleux.

On considerera donc que le morphisme de bigebres ¢ du paragraphe 111.2.3
est I'identité, ce qui revient a identifier v,, et u, pour tout entier n strictement
positif. On n’utilisera plus lalphabet V. L’ensemble des éléments de Q(Y)
primitifs pour le coproduit A, est donc Lieg(U), 'ensemble des polynémes de
Lie en les éléments de U. Rappelons que (uy, )nen+ est 'unique suite d’éléments
de Q(Y) telle que le poids de u,, soit n pour tout n € N* et :

up+ug -t up+oo=log(l4+yi+-+yn+---),

égalité qui a lieu dans Q(Y)) (cf. déf. 1I1.2.14).
On n’utilisera plus le symbole Conc, le contexte étant suffisamment clair :
k(X) sera toujours muni du produit de concaténation.

Il sera également pratique de considérer que le morphisme d’algebres iy de
Q(Y) dans Q{XZ} est une identification (cf. § IIL4.1). On aura donc y, =

nglscl pour tout entier n strictement positif. La projection my de Q(X) sur
Q(Y") devient alors la projection de Q(X) sur Q(Y) parallelement a Q(X)zo.
Dans le méme ordre d’idées, on modifiera la notation 1.3.10 pour lui faire
rejoindre celle du livre de Reutenauer ([46]). On pourra ainsi par exemple
écrire
(Pxzly2ys) = €(2,3)

Ceci ne posera pas de probléme, car on n’aura plus a concilier produits L et
changements d’alphabets.

Enfin, pour plus de fluidité, les termes « x-primitif » et « x-diagonal », ap-
pliqués a un élement de k(Y') ou de k((Y)), signifieront respectivement primitif
et diagonal pour le coproduit A,. De méme, une « x-codérivation » sera une
codérivation vis-a-vis du coproduit A,.

2. L’action tangente de dmy sur DM

2.1. Définitions et premieéres propriétés. — Nous introduisons ici les
espaces tangents a DM(k) et DMg(k) au voisinage de 'unité :

Définition 2.1. — Le k-module dm(k) est ’ensemble des séries 1 de k(X))
vérifiant :

(4.11) (Ylzo) = (Pl1) =0
(4.12) P E Lie(X) —= AY = 1@Y+y®l
(4.13) by € Siex(U) == Avhy = 1@, +1h, @1,
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ou l’on pose :
@) = (@) e € deon = 30 D (gl
. * Y corr corr - n Yn)Y1

n>=2

Par commodité, dans ce qui suit, les notations ¥, et tcorr Seront toujours
conformes aux formules (4.14), étant entendu que 9 est un élément de dm(k).
Il est manifeste que 1 — .oy est une application k-linéaire homogene de
k(X) dans k(Y). Les coproduits A et A, sont également homogenes. Pour
tout entier n, nous noterons dm” (k) la composante homogene de poids n de
om(k) et om(k) la somme directe des dm™(k). On voit donc que dm(k) est le
complété du k-module gradué om(k). Ce dernier est donc également grom(k).

D’autre part, les équations ci-dessus étant linéaires a coefficients rationnels,
om(k) s’obtient par extension continue des scalaires :

(k) = om(Q) @k
La proposition suivante permet de préciser I'information sur tcory :

Proposition 2.2. — Soit 1» € dom(k). Pour tout entier pair n strictement
supérieur a 2, on a (¢Y|yn) = 0.

Avant de la démontrer, nous aurons besoin du résultat suivant

Lemme 2.8. — Pour tout élément ¢ de Liex(X) et tout entier n pair non
nul, on a (Y|y1yn—1) = 0.

Démonstration. — Posons ¢ = (adx)*~!(x1) pour tout entier strictement
positif k, et notons C' ’ensemble {(ck)ren+} D’apres le théoreme d’élimination
de Lazard (1.5.5), Liex(X) est somme directe de la droite kzg et de Liex(C).
Comme (zo|y1yn—1) est nul, il suffit de prouver 'assertion pour les éléments
de Qiek(C )

Pour tout & € N*, il est clair d’apres la définition que ¢ est de poids k et
de longueur 1. Comme y1y,_1 est homogene de poids n et de longueur 2, il
suffit donc de vérifier I’assertion pour les éléments de Liex(C') homogenes de
poids n et de longueur 2, c’est-a-dire de la forme [c,, ¢q| avec p + g = n.

Soient donc p et g deux entiers strictement positifs de somme n. En décomposant
ad zg en différence des multiplications a gauche et a droite par zy et en appli-
quant la formule du binéme, on obtient :

p—1 qg—1 1 kag—1—1 k —1—k+l —1-1
e = Y ( . )< l )(_1)p R T

0<k<p—1
0<l<g—1

On a y1yn—1 = xlx"_le. Dans la somme ci-dessus, tous les termes com-
0 ;
mencent ou finissent par xg, sauf lorsque I = ¢ —1 et k = 0. Comme :clazg*Qxl



2. ’ACTION TANGENTE DE omg SUR DM 111

commence et finit par x1, on a donc
(cpeqlrrzy %) = (—l)p_1($1$8+q72x1|x1$872x1) = (-1, don
([eps cqllwrag2ar) = (=171 = (=1)7!

Comme p+ g = n et que n est pair, p — 1 et ¢ — 1 sont de méme parité. Le
produit scalaire est bien nul. O

L’hypothese de parité de n est tout a fait nécessaire (prendre ¢ = [[xg, x1], 21]).
Christophe Reutenauer nous a signalé une démonstration plus simple : le mot
aclxgﬁazl est un palindrome pair. Etant égal a son antipode, il ne peut donc
apparaitre dans aucun polynome de Lie (par la proposition 1.5.9).

Démonstration de la proposition 2.2. — 1l suffit d’obtenir le résultat si v est
homogene, de poids n.

L’élément v, de k(Y') étant x-primitif, on a (1, |wxw’) = 0, pour tous mots
non-vides w et w’ de Y*. En appliquant cela avec w = y, et w’ = y,, ol p et
q sont deux entiers strictement positifs de somme n, on trouve :

(¢*|ypyq + YqYp + yn) =0,

car on a Yp * Yq = YpYq + Yq¥p + Yp+q-

D’apres la définition 2.1 et par homogénéité de v, la différence de v, et
7y (1) est un multiple scalaire de y7, lequel est de longueur n > 4. Les termes
de longueur 1 et 2 de 7y (1)) et 1), coincident donc®. On en déduit :

(4.15) Vp,q e N*, p+q=n, WYy + yeyp) = —(¥|yn)

Comme 1) appartient a Liex(X), on a (¢|ww’) = 0 pour tous mots non-

vides w et w' de X*. Appliquons cela & w = x1(= y1) et w' =z 2x1(= Yyn_1).

On obtient immédiatement :
n—2
www' = xlu_lacg_Qa:l = mg_%% + Z xéxlxg_Q_le
=0

n—1

= Yn—1y1 + Z YpYn—p
p=1

En utilisant deux fois I’équation (4.15), ceci donne :

(W) = Wlynm) — " W)
(116) = "Wl — Glyrvno)

() Ceci est le seul argument ou apparait la condition n # 2.
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D’apres le lemme 2.3, on a (¢|y1yn—1) = 0 car n est pair. Les égalités (4.16)
et (Y|ww’) = 0 imposent alors (¢]y,) = 0. ]

Pour n = 2, la proposition 2.2 n’est plus vraie : ) = [zg, z1] est 'unique
contre-exemple a multiplication prés par un élément de k (Liex(X) est de
dimension 1 en poids 2), car Tyt = ya et y2 — (1/2)y? = ug est x-primitif.
Dans la série @z, le coefficient de [xg, z1] est ((2). On voit donc l'originalité
de ¢(2) se manifester d’un point de vue algébrique.

D’autre part, avec la proposition ci-dessus et la formule (4.14), on constate
que, pour ¢ € om(k), le terme correctif 1cory ne comporte que des puissances
impaires de y1, & 'exception du terme en y3. Cela justifie la définition suivante :

Définition 2.4. — Soitdmy(k) le sous-k-module de dm(k) formé des éléments
dont le terme en yo est nul.

Sivp € dmp(k), 1eorr est donc une série impaire en yi, ce qui aura une grande
importance plus loin. D’apres les remarques plus haut, 1) ne comporte que des
termes de poids au moins égal & 3. L’ensemble des éléments de dmg(k) qui sont
des polynomes, i.e. qui appartiennent a k(X), est donc la somme directe :

P om™ (k)

n>=3

2.2. Remontée vers Liex(X). — Nous aurons dans cette section fréquemment
a étudier des éléments de k((Y')) obtenus par projection depuis k(X)) et sou-
vent depuis ,E/Ei\ek(X ). On donne ici une formule pour retrouver un élément de
Ei\ek(X) sans terme en xg d’apres sa projection.

La dérivée partielle de k(X) par rapport a la lettre g est une k-dérivation
homogene de poids -1 et homogene de longueur 0, ce qui permet de la prolonger

3 (X)),

Notation 2.5. — Le symbole 0y, désigne la k-dérivation continue de k(X))
définie par Oy, (xo) =1 et Oy (1) = 0.

Proposition 2.6. — Pour tout élément ¢ de E\iek(X), on a 0z, (V) = (Y|xo).

Démonstration. — La dérivation 0,, envoie 1 sur 0 et zo sur 1, qui est central.
Par une récurrence immédiate sur le poids, il est clair que 9,,(¢’) = 0 pour tout
polynome de Lie 1 homogene de poids strictement supérieur a 1. En écrivant
Y = (Y|xo)xo + (¢¥|z1)z1 plus des termes de poids strictement supérieur a 1,
on obtient la formule voulue. O
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Définition 2.7. — Soit o Uapplication linéaire de k((Y)) dans k(X)) donnée
par

v k() o) =3 T ok ()

ik
On écrira le plus souvent o1p pour o(1)).
Cette définition a bien un sens, car pour tout ¢ de k(Y), homogene de poids

n, la somme ci-dessus est finie et est homogene de poids n. L’application o est
continue.

Proposition 2.8. — L’application o est a valeurs dans ker O,. La restric-
tion de my a ker Oy, et o sont des isomorphismes réciproques de k-modules :

k(Y " kero,
RN
k{X)

On a donc wyo () = 1, pour tout élément ¥ de k((Y)), et omy () =1, pour
tout élément 1 de k(X)) tel que 0, (¢)) = 0.

Démonstration. — Tout d’abord, pour tout élément w de k((Y)), on a

8$0 (O—w) = Z (_|1) a:’f:+1 0 + Z ‘ m() )$6_1

.

i>0
—1)* .
- Y e+ - S i el = 0
i>0 b i>0

et o est bien a valeurs dans ker d,,. Tous les termes de la somme définissant
o se terminent par xg, sauf le premier qui vaut 1. On a donc myo = Id.

Par ailleurs, k((Y)) = k{{ X7 }} est stable par 0, : tout élément de k{{ XZ- }}
peut se mettre sous la forme A + £x1, ou £ appartient a k(X)) et A € k; on a
alors 0z, (A) =0 et

Oy (§21) = 02 ()1 4§ (1) = Oo (§)71 € KX}

Tout élément ¢ de k(X)) peut étre mis de maniére unique sous la forme
d’une somme infinie convergente

(4.17) v = Z vzl avec
i>0
(4.18) VieN, ¥ € k{{XI} =k(Y)
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Avec cette notation, il est clair que ¥y = 7wy (¢). Si de plus 9,,(¢») = 0, on

obtient
D Oy (i) + Y ity L =0

i>0 i>1
Comme 0y, (¢;) appartient a k{{ X=- }}, on en déduit :

. « 1 ) s
Vie N s 1/17, = _;axo (¢i—1)) d’ou
. -1
vien v = "o ),
ce qui donne en reportant dans (4.17), compte tenu de 7wy (1)) = g, ’égalité
= omy (V). O
Corollaire 2.9. — Pour tout élément 7,/} de Om(]k), on a
= U¢*
n>2

Démonstration. — La proposition 2.6 et les équations (4.11) et (4.12) de la
définition 2.1 de dm(k) montrent que 'on peut appliquer la proposition 2.8
aux éléments de dm(k). Il suffit alors d’utiliser les formules (4.14) définissant
1y, sachant qu’on a 0y, (y}') = 0 pour tout n € N, d’ou o(y}') = «7. O

Etudions maintenant de plus pres les propriétés de 0., : tout d’abord,
comme k(YY) et k((Y)) sont stables par 0,,, celle-ci est encore une dérivation
homogene de k(Y') et continue de k{(Y)).

Pour tout entier n > 0, on obtient immédiatement

Oz (yn) = (TL - 1)yn—1

(avec la convention yo = 1, ceci rend compte de 0z, (y1) = 0).

Nous étudions maintenant le comportement de 0, vis-a-vis du coproduit
A,. Rappelons que I'ensemble des éléments x-primitifs de k(Y") est exactement
Liex(U) (cf. § I11.2.3).

Proposition 2.10. — Avec la convention ug = 1, [’égalité suivante est va-
lable pour tout entier n strictement positif : :

Do (un) = (n — Dup—1

Démonstration. — Soit (1, )nen une suite d’éléments de k(Y'). Considérons
leur série génératrice

U= " ut" € K[[H](Y)

n2=0
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Soit &y la dérivée partielle par rapport & . Etendons 8, & une k[[t]]-dérivation
de Kk[[t]]{(Y)). L’application 0 := 0., — t20; est une dérivation k-linéaire de
k([[t]]{(Y)), car t? est central dans cette algebre.

La condition « pour tout entier n > 0, O3, (¢n) = (n—1)1,_1 » est immédiatement
équivalente & OV = 0 . En particulier, cette assertion est vérifiée par la suite
(Yn)nen (avec yp =1). On a donc 9Y =0 et (Y — 1) =0 (cf. not. I111.2.6).

Par définition de u, (cf. déf. I11.2.14), la série

U= E upt”, avec wug=1
n>=0

s’obtient en ajoutant 1 a log) :

U=1+ 7(1;_1 ¥y —1)*

k>1
1l est clair que ((Y — 1)*) est nul pour tout k > 1 puisque d(Y — 1) est nul.
On en déduit donc U = 0. O
Corollaire 2.11. — L’application 0y, est une k-codérivation des cogébres

(F(Y), Ay) et (k{(Y), A).
L’ensemble des éléments x-primitifs de k{(Y)) est stable par Oy, .

Démonstration. — On sait que les (uy)pen sont x-primitifs et engendrent
l'algebre k(Y) (prop. II1.2.15 et cor. II1.2.20). La proposition 2.10 permet
alors d’appliquer la proposition 1.2.3 qui donne le premier résultat. Le passage
au complété est évident. L’'image d’un élément primitif par une codérivation
qui annule 1 est primitive (prop. 1.2.3). O

2.3. Opérateurs tangents. — Notre but est ici d’étudier I'action sur k({(Y"))
de l'opérateur tangent sy, du paragraphe I1.2.2 pour les éléments 1) de dm(k) et
omg (k). Rappelons que nous avons identifié les algebres k((A4, B)) et k{(xo, x1))
en posant A = xg et B = —x. Les formules de la section 2 du chapitre II sont
valables en remplacant A par zg et B par z1 (cf. §1.2).

Si 9 est un élément homogene de k(X), les opérateurs sy, dy et Dy, sont
homogenes de poids || (prop. I1.2.13) et I'application s : 1) +— s est k-linéaire.

Il faut prendre garde aux effets de bord que 'on peut rencontrer lors des
passages de k(X)) a k(Y)).

Proposition 2.12. — Pour tout b € k{(X)), le noyau de wy est stable par
S+

Démonstration. — Par définition, le noyau de 7y est k{{X))xg. D’apres la
formule (I1.2.20), pour tout r € k({(X)), nous avons

sy(rag) = Yrag — dy(ree) = Yrag — dy(r)zo,



116 CHAPITRE IV. POLYZETAS FORMELS

car dy, est une dérivation qui annule x. O

On peut donc faire passer s, au quotient :

Définition 2.13. — Soit 32; Papplication k-linéaire faisant commuter le dia-
gramme suivant :

k(X)) —2> k(X))

SY

k(Y) — > k()

Pour effectuer des calculs explicites de si, il sera plus pratique d’utiliser la
dérivation D, :

m

Proposition 2.14. — Pour tout 1
Dy, qui est donc une dérivation de k

(4.19) Vo e k(Y)), s}zj(w

k{(X)), Ualgébre k{(Y)) est stable par
Y) et on a de plus

= Dy () + ¢my ()

~— —_
P2

Démonstration. — D, est une k-dérivation qui vérifie Dy(z1) = 0. Tout
élément de k((Y)) peut s’écrire A + {x1, avec A € k et & € k(X)) et on a
Dy (A + &x1) = Dy(&)x1, qui appartient a k((Y)).

La formule (4.19) est alors une conséquence immédiate de la définition de
si et de la formule (I1.2.19). O

Pour le calcul de Dy, sur les éléments de Y, nous aurons besoin du lemme
ci-dessous (voir les définitions 1.5.6 et 1.5.8 et la proposition 1.5.9).

Lemme 2.15. — Pour tout élément ) = Zi>o izl de k(X), homogéne de
poids p, les 1; étant dans k(Y'), pour tout entier n > 1, la formule suivante
est valable :

(4.20) wg Sx () = (1P Y ynrirety ()
i>0
Démonstration. — 11 suffit de démontrer le résultat lorsque v est un mot de

X*, c’est-a-dire de la forme ;) avec 1; = ys, -+ - ys, :

s1—1 r—1

$8715X(y51y52 o ySTxé)xl - xBLilSX(xo 1:1:682_1331 .. :m:L“S
(—1)px8‘1(x3x1ng-—1xl e xgrlxlxgrl)xl
= (=) PYpsils, Y1 - sy s,
= (=1)Pypqirety ()

II n’y a plus qu’a conclure par linéarité de v +— s. U

xlxé)m



2. ’ACTION TANGENTE DE omg SUR DM 117

Proposition 2.16. — Soit 1 un élément de k(X), homogéne de poids p,
vérifiant Sxv = —1p. Si l'on note (¢i)izo les uniques éléments de k(Y') tels
que P = 290 Pixy, la formule suivante s’applique :

(4.21) Vn € N*, Dyy, = Z (zmym + (—l)pyi—&-nrety(wz‘))
120

Démonstration. — Tout d’abord, on développe l'expression de Dy, dans k(X),
puis on utilise le lemme, en tenant compte de Sx (1)) = —1.

Dy(yn) = Dy(ag~'21) = tpap™ 'z —ag” Y
= Yo oy + 20 Sx ()
= > (%biywrn + (—1)pyi+nrety(¢i))
i>0

O

L’opération de « retournement » rety se comporte bien avec le coproduit A, :

Proposition 2.17. — L’application k-linéaire rety est un morphisme de cogebres
topologiques de (k(Y)), Ay). L’ensemble des éléments x-primitifs de k(X)) est
stable par rety .

Démonstration. — La seconde assertion découle immédiatement de la premiere.
D’apres la proposition 1.2.4, il suffit de vérifier 'identité de morphisme de
cogebres pour les éléments de Y. C’est alors immédiat car rety (y,) = y, pour

tout entier n > 0. U

2.4. Action par codérivation. — Ce paragraphe est consacré a la démonstration
de la proposition ci-dessous. Celle-ci est le résultat technique principal de ce
chapitre.

Rappelons que la notation i, est conforme a la définition 2.1 et que o est
donné dans la définition 2.7.

Proposition 2.18. — Pour tout élément ¢ de dmy(k), l'opérateur s;/w* est
une codérivation de la cogébre topologique (K{(Y ), A,).

Etant donné que sy dépend linéairement de v et que s, est homogene de
poids [¢] si ¥ est homogene, nous pouvons nous ramener au cas ou ¢ est ho-
mogene. Dans la suite de ce paragraphe, on fixe donc un élément 1 de dmg(k),
homogene de poids p. Pour écrire de maniere condensée les calculs permettant
d’établir la proposition 2.18, on aura a utiliser quelques conventions.
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Notation 2.19. — Pour tout entier naturel ¢, soient ¥; et x; les éléments de
k(Y') définis par :

b= 9 00 o= 1oty )

Pour tous entiers naturels i et k, soit zy, 1’élément suivant de k(Y') (si k
est nul, on utilise la convention yo = 1) :

Zik = Yiyk + YrXi
Enfin soit sym l’endomorphisme k-linéaire de k(Y) @ k(Y) défini par
Va,b e k(Y), sym(a®0b) :=a®@b+b®a
k k k

Avant d’effectuer le calcul final, donnons quelques résultats intermédiaires :

Proposition 2.20. — Pour tout entier positif i, les éléments 1; et x; sont
*-primitifs.

Démonstration. — Comme v appartient a omg(k), I’élément 1), est x-primitif
par définition. D’apres le corollaire 2.11 et la proposition 2.17, I’ensemble
Lieg(U) des éléments *-primitifs de k(Y') est stable par 9y, et rety, ce qui

entraine la x-primitivité de ¥; et x;, pour tout ¢ € N. O
Proposition 2.21. — Pour tout entier n strictement positif, on a :
Doy, (yn) = Z Ziyitn
120
Démonstration. — Par définition de v, et comme ) est homogene de poids p,
on a
D (_1)p—1
Ve =y +ay] avec o= T(l/}]yp)

Comme 9 € Lieg(X), on a Sx(¢) = —¢ (prop. 1.5.9). D’apres le corollaire
2.9,0on a:

oy = Y+ao(yl) =v+azl, don
Sx(os) = —v+(-1)Pazf
Si p est impair, ceci donne Sx(0y) = —o1),. Si p est pair, a est nul d’apres

la proposition 2.2 et la définition 2.4. On a donc encore Sx (01)y) = —01y.
Ceci permet d’appliquer la proposition 2.16 & o). D’apres les définitions
de o et des v;, on a :
oy = Z 1/11336
i>0
La formule voulue n’est donc qu’une forme condensée du résultat de la propo-
sition 2.16, grace aux définitions des x; et des z;. O
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Proposition 2.22. — Pour tous entiers naturels ¢ et j, on a :
Aulzij) = ) <yk®zil + Zit ®Z/k> = ) sym(zir ®@u1)
k+l=j k K k-+l=j k

(en utilisant la convention yo = 1 lorsque j, k ou l est nul).

Démonstration. — 11 s’agit d’effectuer le calcul, en tenant compte de la pri-
mitivité des 1; et x; (prop. 2.20).

déf
A(zij) = Ay +yiXi)

= (1gi+v:21) | Y wou
k k e K

+ Zyk%yl (1%Xi+Xi%1)

k+1=j
= Z <yk @ zit + zik ®yl>
. k k
k+i=j
= Z <yk®zil +Zil®yk> ;
. k k
k+i=j
ce qui donne la formule voulue. O
Proposition 2.23. — Pour tout entier naturel k, on a :
Z Zii—k =0
i>k
Démonstration. — Par la proposition 2.21 et par définition de Dy, , on a
> ziit1 = Doy, (y1) = Doy, (21) = 0

>0
Appliquons le coproduit A, a cette égalité. D’apres la proposition 2.22, on
obtient :

(4.22) > D Cadutyu®z) =0

120 k+l=i+1

Soit Ing; ’endomorphisme linéaire de k(Y') qui a tout polynéme (non com-
mutatif) associe son terme de longueur 1. Pour séparer les termes de (4.22),
on va lui appliquer Id ®y Ing;.

Comme les 9; et x; sont x-primitifs (prop. 2.20), ils ne peuvent comporter
de terme constant. Pour tout ¢ > 0 et tout k£ non nul, z;; ne comporte donc
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que des termes de longueur au moins égale & 2. On a donc Ingy(z;) = 0. 11
reste & étudier Ing (z0) = Ing1 (s + xi)-
Comme 0, est homogene pour la longueur et que v est homogene de poids
p, il est clair que 'on a :
vie N, g = S (00,
’ 7J| p/YxodP
L’opérateur rety est homogene pour la longueur et donc commute avec Ingy.
De plus, il fixe les éléments de longueur 1, donc Ing;x; = (—1)PIngv; pour
tout ¢ € N, d’apres la définition de ;.
Si p est pair, la proposition 2.2 et la définition 2.4 donnent (¢|y,) = 0.
On a donc Ing19; = Ing;x; = 0 pour tout ¢ € N. Si p est impair, on a alors
Ing1¢; = —Ingyx;, pour tout ¢ € N. Dans tous les cas :

Vi € N, Ing;(zi0) = Ing (¢4) + Ingi(x;) =0

On a donc Ing; (z;%) = 0 pour tous i, k € N. Par ailleurs, Ing; (y;) est égal a
y; sil > 0 et est nul si / est nul. En appliquant Id ® Ing; a (4.22), on obtient
donc :

i
Z( Zik%yiﬂ—k) = 0, c’est-a-dire
k=0

i>0 \k=

Z Zzi,z’fk e 0

k>0 \ ik

Ceci donne immeédiatement la formule voulue, par I'indépendance linéaire de
la famille (Yg+1)ken- O

La proposition ci-dessus permet d’étendre la formule de la proposition 2.21 au
cas n = 0, ce qui évitera de traiter a part ce cas particulier au cours du calcul
permettant d’établir la proposition 2.18 :

Corollaire 2.24. — Pour tout entier n positif ou nul, en utilisant la conven-
tionyo =1, on a :

Da’l/i* (yn) = Z Zii+n

i>0
Démonstration. — Si n est différent de 0, le résultat est déja établi (prop.

2.21).Sin =0, et donc y, = 1, ona Dyy, (yn) = 0, car Dy, est une dérivation.
Le membre de droite est nul par la proposition 2.23 (cas particulier £ = 0). [

Démonstration de la proposition 2.18. — D’apres la proposition 2.14, 32:% est
somme de Dy, et de 'opérateur de multiplication a droite par 7y o (1)) c’est-
a-dire par 1, (prop. 2.8). Ce dernier opérateur est une x-codérivation, car
1, est *-primitif (prop. 1.2.5). Il suffit donc de vérifier que Dy, est une
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*-codérivation. Comme c’est une dérivation, il suffit de le vérifier pour les
éléments de lalphabet Y (prop. 1.2.3). Il nous faut donc obtenir, pour tout
neN*:

(4.23) Ay Dgy, (Yn) = (Dmﬁ* % Id +Id % D0¢*)A*(yn)

On fixe dans la suite I'entier n.
Grace aux propositions 2.21 et 2.22, on peut exprimer le premier membre
de cette équation :
i+n
AsDgy, (yn) = Z Z sym (2 % Ynti—k)
i20 k=0

On va maintenant calculer le second membre de 1'équation (4.23). Comme
on développe A,(y,) avec la convention yy = 1, on sera amené & utiliser le
corollaire 2.24.

(Do, @1d +1d© Doy, ) Ax(yn) = (Doy, ©1d +1d© Doy,) > Dy

k+l=n
= ) sym (Dow*(yk)%yl>

k+l=n

n
= D) sym(zii4k ®@yn_p) (cor.2.24)
i>0 k=0 k
+n
= Z Z sym (2, % Ynti—k)

i>0 k=i

En effectuant la différence des deux membres de ’équation (4.23), il reste
donc :

i1 i
DY sym(zi ® Untiok) = D> sym(ziik ® Yn+k)

i>1 k=0 i>1 k=1

= Z Sym Z Ziji—k % Yn+k

k>1 i>k

D’apres la proposition 2.23, tous les termes de cette somme sont nuls, ce qui
acheve la démonstration. O

2.5. Passage au groupe. — On tire ici les conséquences de la proposi-
tion 2.18 pour en déduire l'action de exp®(dmg) sur DM. On utilise dans ce
paragraphe une variable formelle commutative, notée .

Les deux propositions ci-dessous permettront de traiter les termes correctifs.
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Proposition 2.25. — Pour toute série vy de K[[t]] et tous éléments ¢ et x de
k(X)) on a :

(4.24) sp(Y(z1)z) = v(x1)sy(x)

(4.25) Sya)(@) = v(z1)z

(4.26) (59, 87(901)] =0

Démonstration. — Pour la premiere égalité, on utilise I'expression (11.2.19) de

54. On a alors :

sy (Y(@1)) = v(x1)2Y + Dy (y(21)7) = Y(21) 29 +7(21) Dy (2) = 7(21) 5 (),
car Dy, est par définition une dérivation continue qui annule x; ; elle annule
donc également y(x1).

Pour la deuxiéme égalité, on utilise I’autre expression (I1.2.20). On a donc
Sy(z)(T) = V(21)7 — dy(z,)(2). Or dy(s,) est I'application nulle, car c’est une
dérivation continue de k{{X)) qui annule z( et z7 :

dé déf
dyay (o) = 0 et dyg)(z1) = [y(a1),21] =0

La troisieme égalité est une conséquence directe des deux premieres :

vz € k(X), slﬁs'y(:rzl)(x) = Sw(’Y(ﬁfl)@ = '7(331)3111(37) = S'y(x1)81l1(x)
U

Proposition 2.26. — Soient ® et ¢ deux éléments de k(X)). Si les termes
constants de ® et v sont respectivement 1 et 0, pour tout entier n > 1, on a

(exp Sw(q))kl/n) = (q>|yn) + (d’k’/n)

Démonstration. — D’apres la proposition 11.2.13, les applications ¢ — sy, et
Y +— Dy sont finement homogenes pour le degré partiel en B, donc en 1,
c’est-a-dire pour la longueur.

Si l'on écrit alors & = 1+ &1 + $5 et ¢ = 1p1 + 9o, o P; et Y1 sont
homogenes de longueur 1, 2 et 12 ne comportant que des termes de longueur
supérieure :

exp(sy)(®) = (Id+sy,)(1+ ®1) [mod. longueur > 1]
14+ @1+ 91 + Dy, (1) [mod. longueur > 1]
= 14+ ®;+¢; [mod. longueur > 1]

Cette derniere égalité donne immédiatement le résultat voulu. O

Proposition 2.27. — Pour tout élément ¢ de dmgy(k), pour tout A € k et
pour tout entier naturel n, les ensembles DMy (k) et DI\/Ig\n) (k) sont stables par
eXP Sy



2. ’ACTION TANGENTE DE amy SUR DM 123

Démonstration. — 1l s’agit de mettre bout & bout les propositions de cette
partie. Soit donc ® € DM, (k).

Tout d’abord, notons que ¥ ne comporte que des termes de poids au moins
3. Par homogénéité de (1, x) — sy () (prop. 11.2.13), les termes de poids au
plus 2 de exp s, (®P) sont donc égaux a ceux de ®. On en déduit :

(expsy(P)[1) = 1, (expsy(P)|zo) = (expsy(P)|z1) =0 et
(expsy(P)ly2) = A
Ensuite, on a déja vu (prop. 11.2.14) que pour tout ¢ € £/!i\e]1<(X)7 I’ensemble
des éléments diagonaux de (k({(X)), A) était stable par exp sy. Il reste a exa-

miner le comportement du coproduit A,.
D’apres le corollaire 2.9, on a ) = 0ty + Yeorr(21), avec :

Yeore(®) = 3 L g

n
n>2

D’apres la proposition 2.25, les opérateurs syq, €t sy, (z,) commutent. On a

donc exp sy = eXP Sy, (21) €XD Sy, -
D’autre part, d’apres la définition 1.3, 7y (®) est égal a exp(y(y1))®Px, ou
d, est x-diagonal, avec :

10 =3 @y
n=>2

On a alors, par la proposition 2.25 et la définition de 53;

Ty exp sy(P) = exp Sicorr(yl) exp szw* (expy(y1)Py)
= exp Sicm(yl) (expy(y1)(exp 337/1&* D,))
= exp(Y(y1) + Yeorr (1)) exP 5Ly (D)
= exp (> ((@lyn) + Wlum) ) v | expsyy, (B)
n>2
D’apres la proposition 2.26, cette derniere égalité donne :
d) = (_1)71 n Y
Ty exp Sy (P) = exp Z o (exp sy (P)|yn ) YT | xP 5y, P
n>2

Comme 53:% est une x-codérivation (prop. 2.18), son exponentielle est un
automorphisme de cogebres topologiques de (k(Y)), A,) (prop. 1.2.2). L’image
par un morphisme de cogebres d’un élément diagonal étant encore diagonale,
on a donc prouvé I'appartenance de exp s, (®) a DMy (k).
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Ces arguments sont encore valables pour la stabilité de DMg\n) (k), compte
tenu du fait que exp sy respecte la filtration de k(X)) par le poids et donc
passe au quotient k(X)) (pour tout n € N). O

Remarque. — Sil’on avait voulu uniquement montrer la stabilité de DM, (k),
on aurait pu se dispenser du calcul explicite des termes en y7' et conclure
grace a la proposition I11.4.19, mais cela aurait été de peu d’utilité pour les
troncations, car DM n’est pas le spectre de PZ]‘ormeI(”)7 celui-ci étant de
dimension 0.

La proposition suivante montre que dmg(k) est stable par le crochet d’Thara,
et méme un peu plus : les crochets sont strictement x-primitifs.

Proposition 2.28. — Si; et 1o appartiennt a dmg(k), leur crochet d’Ihara
<t)1,19> est un élément ¢ de Liex(X) tel que Ty soit x-primitif. En parti-
culier dmg(k) est une sous-algébre de Lie fermée de mt(k).

Démonstration. — L’algebre de Lie £/§i\ek(X ) est stable par le crochet d’Thara,
par la proposition I1.2.14. On a alors, en utilisant la formule (I1.2.15) et la
proposition 2.25 :

TS <apr iha> [S1p15 S
= [80'1/)1 * + S"/’l corr? SUwQ * + 51112 corr]
= [50% * ) SU¢2 *] d Ou
Y _
R O G100 Uwz*]

Comme un crochet de codérivations est une codérivation, SZwl,w» est donc une
*-codérivation. L’image de 1 par une codérivation étant toujours un élément
primitif (prop. 1.2.6), my <¢1,¢po>=s¥,, . (1) est 4-primitif.

Par homogénéité du crochet d’Thara (prop. 11.2.13), <1, 2> ne comporte
que des termes de poids supérieur ou égal a 3. La stabilité de omg(k) pour le
crochet d’Thara est prouvée. O

Nous concluons cette section avec la proposition suivante, qui correspond
a ce qui a été annoncé dans l'introduction de ce chapitre. Rappelons que
la notation exp® désigne l'application exponentielle associée au groupe de
Magnus tordu.

Proposition 2.29. — Pour tout anneau k et tout élément A de k, ’ensemble
exp®(dmg(k)) est un sous-groupe de MT(K) qui agit par multiplication ® a

droite sur DMy (k) et sur chaque DMg\n) (k), pour tout n € N.
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Démonstration. — Rappelons que pour tout G € MT(k) et tout ¢ € mt(k),
on a, d’apres la proposition 11.2.9 :

G® exp®(w) = exp(sy)(G)

Etant donnée la proposition 2.27 et la définition de P’action de MT (k) sur
k(A, B)(™ | il suffit de démontrer que exp®(dmg(k)) est un sous-groupe de
MT (k).

Ce dernier point résulte du fait que dmg(k) est une sous-algebre fermée de
mt(k) (voir les remarques apres la prop. 1.4.6). O

3. Libre transitivité et conséquences

3.1. Préambule. — Dans cette section, on prouve par une méthode d’ap-
proximations successives la transitivité de action de exp®(dmg) (k) sur chaque
DM, (k). On travaille donc sur le systéme projectif

ou plus précisément pour chaque A € k, sur le systeme projectif des fibres
DM (k).

On utilise ici principalement deux arguments qui sont développés dans les
paragraphes 3.2 et 3.3. Ils sont tirés des explications de Dror Bar-Natan ([1])
a propos de l'article [11] de Drinfel’d.

Le premier consiste a remarquer que pour passer de DM™ 3 DM("H), on
étudie un phénomene linéaire, ce qui passe par une étude semi-explicite des
équations définissant DM : ¢est le but du paragraphe 3.2. Le deuxieme, uti-
lisé implicitement deux fois au cours du paragraphe 3.3, consiste a profiter de la
surjectivité de la fleche naturelle® de exp®(0m(()n+1)(k)) dans exp®(bm(()n) (k)).

Le cadre de Bar-Natan est légerement différent. Bien sir, il étudie ’action
de GRT; sur Assq, mais cela n’induit pas de grande différence concernant ces
remarques. Surtout, il dispose déja de la transitivité globale et il veut prouver
que Assy(Q) n’est pas vide. Pour ce faire, il établit la surjectivité des fleches
du systeme projectif formé des Assgn) (Q).

Bien que la méthode du corollaire 3.12 revienne elle aussi a prouver la
surjectivité des fleches DMgn) (Q), on n’aura pas a traiter explicitement au
cours de la démonstration la généralisation a A et k quelconques. Elle sera
cependant évidente, une fois la structure du schéma pro-algébrique affine DM
élucidée.

) Cette surjectivité est évidente, mais elle I’est moins chez Bar-Natan, sa tour de groupes
étant plutot I'analogue de celle des DM(()">.
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A la fin du paragraphe 3.3, le théoreme III est démontré, ainsi que le
théoreme II d’Ecalle. Le paragraphe 3.4 est consacré a 1’étude des irréductibles
de Drinfel’d. Plus précisément, apres avoir rappelé leur définition, on y détaille
partiellement un argument considéré comme évident dans [11], puis on montre
que ces éléments appartiennent & dmg(C).

Rappelons les conventions habituelles pour les troncations : la graduation
de k(X) permet d’identifier le quotient k(X)) & I’ensemble des éléments de
k(X) (et donc de k({(X))) dont les termes de poids strictement supérieur a n
sont nuls, et ce pour tout n € N. La fleche 7(™ est la projection de k{(X)) sur
k(X)™,

3.2. Etude des équations définissant DM et DM, — Soit ® un élément
de k((X)). Pour tout entier m € N, notons ®,, la composante homogene de
poids m de ® et ®, ,, celle de ®,, égal par définition & Peopmy (P) avec

(—1)F! k
Peorr = €Xp Z T(‘P\yk)yl
E>2

Etant donné que les coproduits A et A, sont tous deux homogenes, en
prenant les composantes homogenes des équations (4.4) et (4.5), on obtient
deux collections d’équations :

m—1
(4.27,,) Ad,, -1, —P, 01 = DL RDP,,_1
k k k
k=1
m—1
(4-28m) A*q)*,m -1® (I)*,m - q>*,m ®1 = (ID*,k & (I)*,mfk
k k 1 k

Ainsi, ® appartient & DM(k) si et seulement s’il vérifie les équations (4.27,,
et (4.28,,) pour tout m € N, assorties de (®|xg) = (P|z1) = 0 et (P[1) =
(cf. déf. 1.3).

Pour tout entier n, il est de méme clair que ® appartient & DM(™) (k) si et
seulement si :

i) ® € k(X)) i.e ®, =0 pour tout m > n.

ii) @ satisfait aux équations (4.27,,) et (4.28,,) pour tout entier m < n.
iii) (®|zg) = (P|x1) =0et (P|1) = 1.

Pour tout élément X\ de k et tout entier n > 2, les assertions & € DM, (k)
et ® € DI\/Ig\n) (k) se traduisent en ajoutant la condition (®|xoz1) = A (cf. déf.
1.7).

Pour développer la méthode d’approximations successives évoquée dans le
préambule, c’est-a-dire étudier, pour un entier n, les conditions portant sur

)
1
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®,,+1 pour que ®g+- - -+ P, 1 appartienne a DI\/Ig\"H)(]k), sachant que 7" (®),

i.e. g+ - -+ P, appartient a DME\n) (k), il nous faut séparer, dans les équations
(4.27,,) et (4.28,,) avec m = n+1, les termes dépendant de ®,,41 et ceux qui ne
dépendent que de Py, ... , P,. Ce travail est effectué dans le lemme ci-dessous :

Lemme 3.1. — Pour tout anneau Kk, tout X € k et tout entier n > 2, il existe
deux applications

(n+1) (n+1)
o k(x)™ — <k<X><§>k(X>> et g k(X)) <k<y>%k<y>>

telles que, pour tout élément ® de DM™ (k) et tout élément P11 de k(X),

homogéne de poids n+ 1, la condition ®+ @, € DMg\nJrl)(]k) soit équivalente

a:
(4.29) Ad,q -1 % D1 — Ppp % 1 = fi(®) et
(4.30) APl -1 % A QU % 1 = gg(®),

Vélément @y | de k(Y') étant défini par :

(=" +1

(P:L+1 = my (Ppt1) + n—H(‘Pn+1|yn+1)y7f

De plus, les applications f& et gg sont les restrictions a Q<X>(”) de f et gp.

Démonstration. — Ecrivons ® = P9+ Py 4+ --- + P, ot D; est, pour tout
entier ¢ compris entre 0 et n, un élément de k(X), homogene de poids i.
Posons ¥ := & + &, 4.

Comme n > 2, les coefficients respectifs de 1,xg,x1 et y2 sont les mémes
dans ¢ et W.

Pour m compris entre 0 et n, les équations (4.27,,) et (4.28,,) ne font
intervenir que des termes de poids au plus n. Elles sont donc vérifiées par ¥
car elles le sont par ®. Il s’agit donc d’exprimer le fait qu’elles sont satisfaites
par ¥ pour m = n+1. Il est immédiat que I’équation (4.27,,) (avec m = n+1)
s’écrit sous la forme (4.29) avec

fe (@) = Z‘Dk%@nﬂw
k=1

Traduisons maintenant I’équation (4.28,,) pour ¥ avec m = n + 1. Par
définition, on a VU, = Y onmy (V). Comme (V|yg) est nul pour £ > n+ 1 et
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vaut (Pglyk) si2 <k <n,ona:

(—1)k! k
\Ilcorr = €exp ZT(\I"yk)yl
k>2
n -1 k—1 —1)" "
— o [ S T gt ) exp (L @)y
= k n+1

(_1)11 n+1
] (Prt1]Yn+1)yy

Pour tout 7 € N, soit ®corr; la composante homogene de poids i de ®corr. On a
évidemment ®¢orr 0 = 1, ce qui donne, modulo des termes de poids strictement
supérieur an + 1 :

= Pcorrexp <

(="
m T = @ T
co corr €XP (n 1

= corr n+ 1 n+1|Yn+1)Y

Cela permet d’exprimer W, .1, le terme de poids n + 1 de U, :

((I)n+1‘yn+1)y?+1>

n+1
1

_1)n n+1
Vi1 = 7y (@usr) + El+)1 (Pt |[Yn 1)yt + Z Peorr kY (Prt1-k)
k=1
dét s,
= (p;-i-l + Z (bcorr,k"TY(q)n—i-l—k)
k=1

L’équation (4.28,,) pour ¥ avec m = n + 1 prend donc la forme (4.30) si 'on
pose :

n n+1
gﬂ?(q)) = Z (I)*,k % (I)*,n+1fk + Z <1 % (I)corr,kﬂ'Y((I)nJrlfk)
k=1 k=1

+ (bcorr,kﬂ—Y(q)n—i—l—k) % 1- A*(q)corr,kﬂY(q)n—‘rl—k)))

La derniere assertion de 1’énoncé est évidente (en fait f’ et g;! se déduisent de
[ et de gg par extension de scalaires). O

On peut maintenant énoncer les propositions utilisées au paragraphe sui-
vant.

Proposition 3.2. — Pour tout anneau k, tout A € k, tout entier n > 2, et
tous éléments ® et ¥ de DI\/IE\nH)(]k) tels que

(@) = =" (),
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la différence ¥ — & est un élément homogéne de poids n+ 1 de dmp(k).

Démonstration. — Soient ¥, et ®,,41 les termes de poids n+ 1 de ¥ et ®.
Posons ¢ := ¥, 11 — ®,,41. 1l est clair que ¢ est égal a ¥ — &.
D’apres le lemme précédent, on a

Alpyq — 1 ® Qi1 — Pt ® 1 = f(@"(@) et
AWpi1 =18 Wnpy — Uy ©1 = ™)) = (7™ (@), doun
(4.31) AYpy—10p—yp®R1 = 0
k k

De méme, en appliquant 1’équation (4.30) & ® et ¥ et en prenant la différence,
on trouve

(4.32) A —1Q9Y*—y*®1=0 avec
k k

* (_1)n n-+1

v =y () + )]

Comme 1 est homogene de poids n + 1, le 1, de la définition 2.1 de dm(k)
est égal a ¢*. Comme n+ 1 > 3, on a (Y|xg) = (Y|x1) = (¢¥|y2) = 0, ce qui
exprime, avec les équations (4.31) et (4.32), appartenance de ¢ a dmp(k). O

Proposition 3.3. — Soientn > 2 un entier et ®™) un élément de DMgn) (Q).
Supposons qu’il existe un élément W) de Dl\/lgnH)((C) vérifiant

2 (G D) = ()

Il eziste alors un élément ®"+1) de DMgnH)(@) tel que

2 (@) = )

Démonstration. — Posons ¥, = U+ — &) [’hypothese de 1’énoncé
revient a dire que W, 11 est une solution a coefficients complexes du systeme
linéaire (avec second membre) formé par les équations (4.29) et (4.30). D’apres
la derniere assertion du lemme 3.1, ce systeme est a coefficients rationnels, car
(™ appartient & DMgn) (Q).

Cela implique 'existence d’une solution a coefficients rationnels, i.e. un
élément ®,, 1 de Q(X), homogene de poids n+1 tel que ®+ P, appartienne

a DM (Q). O

Définition 3.4. — Pour tout anneau k, un élément ® de k(X)) sera dit pair
s’il ne comporte que des termes de poids pair. On notera k{(X))pair ’ensemble
des éléments pairs de k{(X)).

On voit facilement que k((X))pair est une sous-algebre fermée de k({(X)).
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Définition 3.5. — Soitk un anneau. Pour tout i € k, soit h,, l'unique endo-
morphisme linéaire continu de k(X)) tel que h,(®) = p"®, pour tout élément
& de k(X), homogéne de poids n.

Soit également hﬁair lendomorphisme linéaire continu de k(X)) pair tel que
hﬁair(é) = u"®, pour tout élément pair ® de k(X), homogéne de poids 2n.

Il est clair que hy, et hj,"" sont des endomorphismes d’algebres topologiques
(respectivement de k(X)) et k{(X))pair) €t qu’ils commutent a 7y (rappelons
que l'on considere k{(Y')) comme inclus dans k(X)) et que la projection 7y est
homogene).

De plus, un élément ® de k(X)) est pair si et seulement si h_1(®) = P.

L’endomorphisme h, n’est autre que la substitution ® — ®(uxg, pxy).
L’opération h : k x k(X)) — k{(X)) est donc la méme que celle qui sert & Drin-
fel’d pour définir 'action de G,, sur Ass, dont on va maintenant développer
I’analogue, sous la forme de la proposition 3.7.

Lemme 3.6. — Soientk un anneau et u € k. Pour tout élément & de k{(X)),
on a

St @ est pair, on a
hzalr(®*) — (hzalr(@))*

Démonstration. — Pour tout k € N, on a (h,(®)|yx) = u*(®|yx) et donc
B (®lyk)yY) = (hu(®)|yx)yy. Comme hy, est un morphisme d’algebres topo-
logiques, on en déduit facilement que 1’'on a :

-1 k—1
(hu(q)))corr = €xp Z %hu (((p‘yk)y’f>
k>2
—1)k-1 déf
= hu €xp Z %(Q)“/k)ylf) = hu(q)corr)
k>2
Comme 7y et h, commutent, cela permet d’écrire :
déf déf
hu((b*) = hu(‘I’corrWY<(I’)) = (hu((b))corrWY(hu(q))) = (hu(q)))*
L’énoncé analogue pour hﬁair se démontre de la méme facon. O
Proposition 3.7. — Soient k un anneau, A et u deux éléments dek et ® un

élément de DMy (k). .
On a h,(®) € DM, 2(k). Si ® est pair, hy™" (®) appartient & DMy, (k).
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Démonstration. — Supposons que ® appartienne a DM, (k) et soit m € N.
Les équations (4.27,,) et (4.28,,) sont vérifiées par ®. D’apres le lemme 3.6 et
par définition de h,, on a, pour tout £ € N :

(Pu(@))s e = 1" P
En remplacant dans les équations (4.27,,) et (4.28,,) ® par h,(®P), on en
multiplie donc les deux membres par p™. Etant satisfaites par @, elles le sont
donc par h,(®).

D’autre part, on a évidemment (h,(®)|1) = 1, (hu(®)|zo) = (hu(®)|z1) =0
et (hu(®)|y2) = p?(®ly2) = wp?A. On a bien vérifié que h,(®P) appartient a
DM, 2 (k).

L’énoncé analogue pour A" se démontre de la méme fagon. O

Proposition 3.8. — Soient k un anneau et A € k. Tout élément pair ® de
DI\/I(AQ”) (k) appartient également a DM&%H)(k).

Démonstration. — 11 s’agit de prouver que les équations (4.27,,) et (4.28,,)
sont vraies pour ®, avec m = 2n + 1.

Comme @ est pair, il est clair que les deux membres de I’équation (4.27,,)
avec m = 2n + 1 sont nuls. Elle est donc vérifiée.

Comme @ est pair, on a h_1(®) = ®. Grace au lemme 3.6, on en déduit :

h—l(q)*) - (h—1<¢'))* = o,

La série ®, est donc également paire, ce qui implique que les deux membres
de léquation (4.28,,) avec m = 2n + 1 sont également nuls. O

Pour finir, la proposition ci-dessous permettra d’amorcer les récurrences.

Proposition 3.9. — Pour tout anneau k et tout X € k, ’'ensemble DI\/IE\Z) (k)
est réduit a un élement :

1+ )\[l‘o, 331]
Démonstration. — Si ® est un élément de DM&Q) (k), les conditions (®|zg) =
(®lz1) =0,(®[1) =1 et (P|y2) = A permettent d’écrire ® sous la forme

b =1+ q)g,

ou ®; est homogene de poids 2. L’équation (4.27,,) avec m = 2 se réduit
a la primitivité de ®q, c’est-a-dire a ®9 € Liex(X). Comme la composante
homogene de poids 2 de Liex(X) est linéairement engendrée par [zg,x1], on
voit que ®9 est un multiple scalaire de [zg,x1]. La condition (®|xgz) = A
impose alors ® = 1 + A[xo, z1].

Pour prouver que ® appartient bien & DME\2) (k), il reste a vérifier ’équation
(4.28,,) pour m = 2. Celle-ci se réduit a la x-primitivité de @, o, i.e. & Py €
Lieg (U).
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On a ®.py = exp(—AyF/2), donc D, 5 est égal & A(y2 — y2/2) = Aua et est
bien *-primitif. O

3.3. Démonstrations des théorémes II et III

Proposition 3.10. — Pour tout anneau k et tout A € k, si DM (k) n’est

pas vide, action de exp®(dmg(k)) est transitive sur chaque DI\/IE\n) (k) (pour
n > 2) et sur DMy (k).

Démonstration. — Etablissons d’abord la transitivité sur DMg\n) (k) par récurrence

sur n. Pour n = 2, 'ensemble DME\Q) (k) comporte exactement un élément, donc
I’action est transitive.

Supposons la proposition établie pour un entier n. Tout d’abord, DME\HH) (k)
contient ("1 (DM (k)) et donc n’est pas vide. Soient <I>§n+1) et @gnﬂ) deux
éléments de DM&"H)(]I(). Notons @gn) et @;n) leurs images par 7(™). Par hy-
pothese de récurrence, il existe un élément 1, de dmg(k) tel que

(n))

B = 7" exp(sy, ) (@

Posons alors
T = 7D exp(sy, ) (@)
(n)

Les éléments W et @gnH) se projettent tous deux sur ®, "’ par 7™ D’apres la
proposition 3.2, il se déduisent I'un de l’autre par addition d’un élément ¢’ de
omg(k), homogene de poids n+ 1. Or, modulo des termes de poids strictement
supérieurs & n + 1, pour tout z € k(X)) on a

exp(sy/)(x) =z + ¢
11 s’ensuit que @gnﬂ) se déduit de <I>( 2 par (") exp(sy) exp(sy, ). Comme

il existe un élément 1,1 de Dmo(k) tel que exp(sy,_ ) = exp(sy)exp(sy, ),
ceci permet d’achever la récurrence. De plus 7(™ (¢, 41) = tby,, car on a :
Unt1 = exp(sy, 1 )(1) = exp(sy) exp(sy,, ) (1) = exp(sy)(¢n)
Soient maintenant ®; et ®, deux éléments de DMy (k). Pour tout entier
n > 2, posons <I>§n) = 7 (D)) et <I>gn) = (" (Dy) . D’apres ce que nous
venons de voir, il existe une suite (¢y,)n>2 d’éléments de dmg(k) telle que,
pour tout entier n > 2, on ait :

i) 7 eXp(swn)(an)) = @én).
i) ) (1) = 7 ().

La deuxieme de ces propriétés implique la convergence de la suite. La premiere
propriété donne alors immédiatement, en posant ¥ = lim ), :
n—oo

vn > 2, 7™ exp(s¢)(<1>§n)) = @;n)
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On a donc exp(sy)(®1) = ®2. La transitivité de I'action de exp®(omg(k)) sur
DM, (k) est démontrée. O

Corollaire 8.11. — Pour tout anneau k, on a DMy(k) = exp®(domg(k)).

Démonstration. — 11 suffit d’appliquer la proposition 3.10 en remarquant que
1 appartient & DMy (k) et est I’élément neutre du groupe MT (k). O

On sait donc maintenant que DMy est un schéma en groupes pro-unipotent et
que k — dmg(k) est son foncteur-algebre de Lie.

Corollaire 3.12. — 1 existe un élément pair de DM (Q).

Démonstration. — Soit Pkz1 = hC(Q),l/z(CI)KZ). Comme Py appartient a
DM¢(2)(C), d’apres la proposition 3.7, ®kz; appartient a DM;(C). Posons
@%Z)J = W(”)(<I>Kz,1) pour tout n € N.

Il suffit de prouver qu’il existe une suite (@(”))n>2 d’éléments pairs de
DI\/Ign)(Q) telle que 7 (@) soit égal & ™ pour tout entier n > 2.
Construisons cette suite par récurrence. L’élément ®2) est donné par la pro-
position 3.9. Il est bien pair.

Supposons construits ®2), ... ®") D’apres la proposition 3.8, on peut
poser ®2t1) .= &7 D’apres la proposition 3.10, appliquée avec k = C, il
existe un élément g de DMy(C) tel que

H2nt+l) — 7T(2n+1)(q)£<2241r1) ® g)

L’élément 7r(2”+2)(<13£<2;j;2) ® g) de DM®"+2)(C) se projette alors par m(27+1)

sur @2t Dexistence de ®(2"12) est done donnée par la proposition 3.3. Il

est bien pair car ®2" = &) Pest et que leur différence est homogene de
poids 2n + 2. O

Dans le corollaire ci-dessous, on a regroupé la derniere étape de la démonstration
du théoreme III et I'isomorphisme de schémas qui donnera le théoreme d’Ecalle.

Rappelons que l'algebre de Lie du schéma en groupes pro-unipotent DM
est dmg := dmp(Q). Le foncteur-algebre de Lie k +— dmg(k) = dmo®k est
un schéma affine, naturellement isomorphe au spectre de ’algebre symétrique
formée sur le dual gradué de gromg.

Corollaire 3.13. — Pour tout anneau k et tout A € k, l'action de DMg(k)
sur DMy (k) est libre et transitive.
Soit W un élément pair de DM1(Q). L’application p(k) donnée ci-dessous
pour tout anneau k définit un isomorphisme de schémas de A' x dmq sur DM.
(k) - k x omg(k) — DM(k)
T v —  BR(D) ® exp®(y)
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Démonstration. — La liberté est évidente, car DMy (k) agit par multiplication
a droite au sein du groupe MT (k).

Pour tout anneau k, la série ¥ appartient & DM (k), car Q C k. Pour tout
A € k, d’apres la proposition 3.7, K™ (¥) appartient donc & DMy (k). On
peut donc appliquer la proposition 3.10 qui donne la transitivité de 'action
de DMy (k) sur DM, (k).

Pour tout anneau k, application ¢(k) est donc bien & valeurs dans DM (k)
et surjective. Elle est injective car (¢(k)(A,¥)|y2) = A, par liberté de I’action
et injectivité de ’exponentielle. La fonctorialité de la dépendance en k est
évidente. O

On peut donc maintenant énoncer notre version du théoreme d’Ecalle :

Corollaire 3.14. — L’algebre PZformel est une algébre de polynomes sur Q,
isomorphe a Q[t] ® S(V), avec

V= @Dfn\lﬁ

n>3

Démonstration. — D’apres les remarques suivant les définitions 2.1 de dm et
2.4 de omy, il est clair que V est le dual gradué de gromg. Le schéma dmg est
donc naturellement isomorphe a Spec (S(V)).
Comme on a Spec (PZformel) = DM et Spec (Q[t]) = Al, le résultat découle
de I'isomorphisme de schémas du corollaire précédent, compte tenu de Spec (A ® B) =
Spec (A) x Spec (B) pour tous anneaux A et B. O

3.4. Les irréductibles de Drinfel’d. — A la derniére page de [11], Drin-
fel’d donne la construction suivante d’un systeme d’irréductibles de grt;(C)
(rappelons que grt; est 1’algebre de Lie du sous-groupe GRT; = Assy de MT).

Proposition 3.15. — Il existe un élément ¢ de grty(C) tel que
h_l((I)Kz) = @Kz(A, B)) €3 eXp®(”Lﬂ)

Les composantes homogénes de poids pair de 1 sont nulles. Pour tout entier
impair n > 3, soit o, = — 1, /2¢(n), ot Yy, est la composante homogéne de
poids n de .

On a alors (op|yn) = 1 et oy, est irréductible dans lalgébre de Lie mt(C).

Démonstration. — Comme Pky est un élément de Ass;(C), la série h_1(Pky)
appartient & Ass_;(C) (¢f. §I1.1.3). Son image par la conjugaison complexe est
donc un élément de Ass;;(C), comme il est clair au vu de I’équation hexagonale
(I1.2.10). Les polyzétas étant des nombres réels, leur série génératrice Pxy est
a coefficients réels, ainsi donc que h_1(®Pky). Cette derniere est donc égale a
sa conjuguée, et appartient ainsi a Ass;;(C), de méme que ®kyz. Le théoreme
I de Drinfel’d montre alors ’existence de 1.



3. LIBRE TRANSITIVITE ET CONSEQUENCES 135

En appliquant h_q a I’équation
h-1(Pkz) = Prz ® exp®(1)),

on obtient, h_; étant un automorphisme involutif de I’algebre topologique
k((A, B)) = k(X)) :

Pz = h_1(Pxz) ® exp®(h_1(1))

On en déduit que exp®(h_1(¢))) est 'inverse de exp® (1)) dans le groupe MT (k),
ce qui donne h_1(1p) = —¢(A, B). Les composantes homogenes de poids pair
de 7 sont donc nulles.

On déduit immédiatement de la proposition 2.26 que l'on a

(Ylyn) = (h—1(Pxz)|yn) — (Pxz|yn)

Pour tout entier impair n > 3, compte tenu de (Pxz|y,) = ((n), ceci implique
immédiatement (¢|y,) = —2¢(n), d’ou (o,|yn) = 1. Le terme de longueur 1 de
oy n'est donc pas nul. Le crochet d’Thara étant homogeéne pour la longueur, o,
ne peut pas étre une combinaison linéaire de crochets d’éléments de mt(C). [

Remarque. — On a donné seulement un coefficient de o,, la ou Drinfel’d
donne la projection de o, dans [p(C),p(C)], ou p(C) est l'algebre de Lie
[S/Zi\e@(A, B), )S\ie(c(A, B)], pour montrer qu’a un facteur multiplicatif pres, cette
projection est la méme que celle de l'irréductible d’Thara correspondant. Il n’y
a aucune raison a priori de penser que les irréductibles d’Thara et de Drinfel’d
sont identiques.

Proposition 3.16. — Les irréductibles de Drinfel’d appartiennent a dmg(C).

Démonstration. — En effet, ®xyz est également un élément de DM (2)(C), de
méme que h_1(Pkyz) (prop. 3.7). Le théoréme III montre alors que exp® (1))
appartient & DMg(C). O

Etant donné que dmo(C) = dmy & C et grt; (C) = grty; @ C, les propositions
3.15 et 3.16 permettent de voir qu’il existe un systeme d’éléments irréductibles
(0911 )nen+ de dmo(Q) N grty (Q), ot 05, est, pour tout n € N*, homogene
de poids 2n + 1, car QQ est un corps.

Comme il a été dit au début de ce chapitre, la conjecture de transcendance
(IV) amene a penser que DM est inclus dans Ass. Cela dit, la dimension prévue
par la conjecture de Zagier formelle pour I’espace vectoriel PZformel,, coincide
avec celle de la partie homogene de poids n de S(grt), si la conjecture de
Deligne-Drinfel’d est vraie.

On est donc amené a la conjecture suivante :

Conjecture VI. — Pour tout anneau k et tout A € k, les ensembles Assy (k)
et DM_yz2 5(k) sont égauz.






APPENDICE A

COMPARAISON AVEC LES CONSTRUCTIONS
D’ECALLE

1. Préambule

Le but de cet appendice est de montrer quelles sont les correspondances
entre certains objets utilisés par Ecalle et ceux dont il a été question ici.

Ainsi, on présente brievement la notion de moule et I’isomorphisme standard
entre l'algebre des moules entiers en une quantité dénombrable de variables et
I'algebre topologique C((Z)) formée sur un alphabet numéroté. Si le résultat
principal s’exprime en terme de moules entiers, le lecteur ne doit pas perdre de
vue que la démonstration d’Ecalle peut faire intervenir des fonctions ayant des
poles en 0, et donc sans équivalent dans nos constructions. De plus, il semble
qu’Ecalle considere systématiquement ses moules comme formés de fonctions
méromorphes (& plusieurs variables) et que ’étude de leurs poles, que ce soit
en 0 ou non, joue un roéle important dans ses théories.

Il n’est donc pas question ici d’expliquer les détails de cette théorie, mais de
définir les objets nécessaires!) & 'énoncé du théoréme d’Ecalle, d’en donner
un « dictionnaire » et de comparer les structures qui peuvent I’étre. Le lecteur
est invité a se reporter aux articles d’Ecalle & parailtre sur le sujet pour un
véritable exposé, notamment de la démonstration du théoreme.

2. Les moules et leurs symétries

Définition 2.1. — Soient E un ensemble et A un anneau. Un moule M

(a variables dans E et a valeurs dans A) est une collection de « fonctions »
(M,,)nen de E™ dans A.

M Ces définitions peuvent étre suffisantes pour notre propos de traduction et cependant ne
pas donner le sens de ces objets qui ont manifestement été congus pour d’autres buts que
I’étude de la structure de PZformel. Que le lecteur nous en pardonne.
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Les variables de F peuvent par exemple étre des nombres complexes, et
les « fonctions® » des polynomes, des fractions rationnelles, des fonctions
méromorphes, etc. En général, on n’aura pas a préciser l'indice n, celui-ci
se voyant dans la longueur de la séquences de variables.

On appellera moule homogene de longueur [ un moule M tel que M,, soit
nul si n # [. L’ensemble des moules & variables dans E et a coefficients dans A
est naturellement un A-module. Il est le produit cartésien de ses composantes
homogenes. La concaténation des séquences d’éléments de E le munit d’une
structure de A-algebre :

(MxN)(@):= Y M(z)N(z)

L’analogie manifeste entre ce produit et le produit de Cauchy des séries
peut se préciser de la maniere suivante.

Définition 2.2. — Soit Z = {(zn)nen+} un alphabet dénombrable. Pour tout
r € N, notons k(Z)¢, la partie homogéne de longueur v de k(Z). Soit alors

i k(Z) o — Klex, ..., er] Uapplication k-linéaire définie par
LT(Zsl e ZS»,-) = eilil [P eff‘_l

On étend cela a vz, application K-linéaire qui a tout élément x = 2190 z, de
k{(Z)) associe le moule 1(x) donné par v(x)(e1,... ,e;) =1"(z,)(e1,... ,€r)

Le poids d’'un élément P finement homogene de k(Z) est égal a la somme
de sa longueur et du degré du polynome correspondant ¢(P).

L’application ¢ ainsi définie est un isomorphisme d’algebres de k{(Z)) sur
lalgebre des moules entiers (dont les « fonctions » sont les séries entieres a
coefficients dans k). Il s’agit bien de k((Z)) et non du complété de k(Z) pour
la longueur, car une somme infinie de termes de méme longueur mais de poids
tendant vers l'infini donne lieu a une somme infinie de polynémes commutatifs
dont le degré, au sens usuel, tend vers 'infini, ce qui a bien un sens dans les
séries formelles commutatives. On peut considérer que l'on a ainsi codé une
série non commutative par une collection de séries commutatives.

Parmi les propriétés que peut vérifier un moule, certaines formes de symétries
ont une importance particuliere. On reproduit ci-dessous quasiment mot-a-mot
les définitions d’Ecalle. Les précisions utiles sont données a la suite.

Définition 2.3. — Un moule M a variables dans E est dit symétral (respec-
tivement alternal) si et seulement si, pour toutes séquences z' et 2 d’éléments

2)Ce terme était volontairement vague.
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de E, on a

M(z) = M(z)M(2?) (respectivement 0),

x€sha(z!,z?)

ot sha(z!, 2?) désigne la famille des séquences obtenues par battage de x' et
2
.
On suppose que E est un groupe abélien, noté additivement. Le moule M
est dit symétrel (resp. alternel) si et seulement si, pour toutes séquences z'
et 2% d’éléments de E, on a

Z M(z) = M(z")M(z?) (respectivement 0),
z€she(z!,z?)

ot she(zt, 22) désigne la famille des séquences obtenues par « battage contrac-
tant », i.e. avec addition éventuelle de deuzx éléments adjacents ne provenant
pas de la méme séquence.

Le moule M est dit symétril (resp. alternil) si et seulement si, pour toutes
séquences z' et 2 d’éléments de E, on a

Z M(z) = M(z)M(z?)  (respectivement 0),
zeshi(z!,z?)

ou shi(z!, z?) s’obtient comme she(z!,z?) en remplacant ’addition des va-
riables par un symbole abstrait % décrivant I’évaluation M(z) suivant la régle

M(...,ZEi,...)—M(...,yj,...)
Ti — Yy

(les termes dans les pointillés peuvent comporter eux aussi le symbole % ).

M( ,{L‘Z'{éyj,...):

Avec les notations du chapitre I, pour toutes séquences z! = (1, ... , Tp)
et 2% = (Tps1,--. ,Tpiq) ON 2
Z M(@) = Z M(wa—l(l), oo 7x0*1(p+q))
z€sha(z!,z?) 0€6p,4

Si P est un élément de k({(Z)), on voit donc que ¢(P) est symétral (resp.
alternal) si et seulement si P est diagonal (resp. primitif) pour le coproduit
A.

On peut traduire de maniere similaire les symétries associées aux battages
contractants. Soit &, 4 » I’ensemble des applications surjectives o de {1,... , p+
q} dans {1,... ,r} dont les restrictions a {1,... ,p} et {p+1,... ,p+ ¢} sont
strictement croissantes. Si ’on désigne, pour i € {1,...,r}, la somme®) des

®)On voit facilement qu’elle comporte au plus deux termes.
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éléments de la fibre 0=1(i) par 0=<(i), on peut écrire

Yo M@ = Y M(@e<y-- Tos(r)

QGShe(ﬁl 7&2) L) UeGquﬂ"

De méme que sha(z!, 22) correspond naturellement au produit (1, les battages
contractants sont associés au produit .

3. Fonctions génératrices associées aux polyzétas

Les séries génératrices considérées par Ecalle et Goncharov sont les sui-
vantes, avec les notations (,, et (, du chapitre III :

Zag(uy,... ,u,) = Z Co(8ry oy st T2ty L
81,eee ySp 21

ol, pour condenser les formules, on note u;.. ; la somme u; + u;y1 + - + u;
(pour tous entiers i et j tels que ¢ < j).
La deuxieme collection de séries génératrices est :

Zig(”lw" 7UT) = Z C*(sla"' aST)Unglil'“vir_l

81400580221

On utilise deux séries de variables, u et v, pour distinguer la nature différente
de Zag et Zig. La définition qu’on a donnée ici est en fait un cas particulier
de celle, plus générale, qui convient pour traiter des polyzétas aux racines de
I'unité (évoqués tres brievement au paragraphe 111.1.5). La définition générale
fait apparaitre les variables u et v dans Zag et Zig. Ces derniers sont donc
des moules a double liste de variables,i.e. des bimoules. Toutes les opérations
qu’on décrira plus loin sont en fait définies au niveau des bimoules, ce qui rend
les descriptions plus symétriques et ainsi éclaircit les phénomenes. Comme il
ne s’agit pas ici d’obtenir a proprement parler de résultats sur les moules, mais
de fournir des traductions, on se contentera de moules & une série de variables :
les u pour Zag et les v pour Zig.

Dans la suite, on n’utilise que des moules indexés par les variables u ou par
les variables v.

On voit déja que le moule Zig est I'image par 'application ¢ty de ®,. On va
montrer que Zag correspond, quant a lui, a ®_,.

Définition 3.1. — Soit swap lopérateur défini par :
swap(M)(v1, ... ,vp) := M(vp,Up—1 — Up, ... ,01 — V2)

Définition 3.2. — Pour tout n € N*, soit Cy, := ad (v9)" (x1) et C len-
semble des Cy, ou n parcourt N*.
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On n’hésitera pas dans la suite a considérer C' comme un alphabet. D’apres
le théoreme d’élimination de Lazard (prop. 1.5.5), ’algebre de Lie libre Liec(X)
se décompose, en tant qu’espace vectoriel, en somme directe :

Liec(X) =C-zp @ Lieg(CO)

On en déduit immédiatement la décomposition suivante, en tant qu’espace
vectorel, de son algebre enveloppante C(X) :

C(X) = Clao] @ C(C)

Dans la suite, on note ¢ty I’application qui met en correspondance C{(Y)) et
les variables v et vc celle qui fait correspondre C{(C)) aux variables u.

Proposition 3.3. — Pour tout élément x de C{C)), on a :

swapto(z) = tyretymy ()

Démonstration. — 11 suffit de prouver le résultat pour z = Cs, --- Cs,. avec
($1,...,8) €S. On peut alors écrire
r = (adzo)®™ 'z ---(adzo)® lzy, dou
my(z) = (adzo)® lz;---(ad :co)sTfl_l:plxg’"_lxl

Par définition de ¢y, on trouve alors facilement :

wyry(z) = (v —v) 7 (v —v)f ST dlon
wyretymy () = (v,) vy —0,)%2 7 (v — )T
Comme tc(z) = uf' ™1 g1 cela est exactement égal & swapic (). O

A la différence de codage pres, les opérateurs swap et my sont donc iden-
tiques. On en déduit que l'inverse de swap est o, car le noyau de 0y, est
exactement C({(C)). Ainsi présenté, le retournement parait artificiel et de peu
d’intérét. Il a cependant ’avantage, lorsque 'on travaille avec les bimoules de
rendre le « swap » involutif.

L’avantage des séries génératrices commutatives est d’éviter I’apparition de
coefficients binomiaux qui ne sont gérables que dans les cas les plus simples®.
Dans un « moule de type somme », comme Zag, ils sont dissimulés dans les
puissances de sommes partielles, et donc manipulables(®).

Les trois propriétés utilisées par Ecalle sont les suivantes :

— Le moule Zag est symétral (premier systeme).

— Le moule Zig est symétril (deuxieme systeme).

() Comme dans les calculs du chapitre IV, lemme 2.3.

®)Cela reste vrai pour les ordinateurs, voir I’annexe suivante.
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— Les moules Zig et Zag sont reliés par :
(A.1) Zig = M x swap(Zag),

ou M est un moule constant, i.e. composé de fonctions constantes.
On laisse le lecteur se convaincre qu’elles correspondent, dans le méme ordre,
aux trois systemes de relations décrits au chapitre III.

4. L’algebre de Lie Ari et le théoreme d’Ecalle

Il s’agit donc d’étudier les moules, a nouveau notés Zag, qui sont symétrals
et dont le swappé est symétril si on le corrige par un moule constant (inutile
de le préciser). Ecalle désigne sous le nom de « multizétas symboliques » une
collection de symboles indexés comme les multizétas(® et soumis aux trois
systemes de relations algébriques habituels. Un multizéta symbolique est donc
un élément de PZformel, de la forme Ctorm (51, --- , Sr)-

On qualifie de bialternal un moule alternal en les variables u dont le swappé
est également alternal. On note Bial, I’ensemble des polynomes bialternaux
de longueur r et Bial’ 'ensemble des éléments pairs de Bial,.

THEOREME IV. — Soit pour tout entier r > 1 une base %, de Bial:, ho-
mogene pour le poids. Il existe une injection respectant poids et longueur

p: % =) Bial; — PZformel,
r>1

telle que {Cform(2)} U (&) engendre librement PZformel.

Comme on 'a déja fait remarquer, ’algebre PZformel n’est pas graduée par
la longueur. Par élément homogene de longueur r de PZformel, on entend ici
de la forme Ciorm(S1,--- 5 8r).

Ce théoreme n’est que la premiere étape d’'un projet ambitieux visant a
élucider complétement la structure de ’algebre PZformel : construction des
bialternaux, formules explicites de décompositions, etc.

La démonstration de ce théoreme utilise le fait que I’ensemble des bialter-
naux est une sous-algebre de Lie de I’algebre de Lie Ari définie ci-dessous(”).

Définition 4.1. — Pour tout moule B, soit SE* l'opérateur défini par :
(A2)  (SFAW) @ =Y Al BB~ > A" )BE),
w=a-b-c w=a-b-c
a#)

©)Ce sont les polyzétas du chapitre III.
(MPour éviter de se répéter, on introduit dans la définition des notations qui nous sont
propres et qui permettront d’effectuer le travail de comparaison annoncé.
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pour toute séquence w de variables, ¢ désignant la séquence obtenue & partir
de ¢ en ajoutant a son premier élément tous ceuxr de b, sauf si ¢ = 0, auquel
cas ¢ =0, et d”’ la séquence obtenue a partir de a en ajoutant a son dernier
élément tous ceux de b.

L’algebre de Lie Ari est l’espace vectoriel des moules, muni du crochet

[A, Blari = SE"(A) — S§(B)

On posera dans la suite : DYY(A) == SFY(A) — A x B (multiplication des
moules).

On a donc
(A.3) [A, Blai = DF'(A) — DY (B) + [A, Bl

La formule définissant S%(A) conduit immédiatement a

(a4)  (DEA) @)= Y Al BO) - Y AW -o)BW),

pour toute séquence w de variables.

Remarques. — Si A et B sont des moules homogenes, c¢’est-a-dire simplement
des polynomes a p et g variables respectivement, nombre de termes de la
somme ci-dessus sont nuls, ce qui revient a rajouter dans les sommations les
conditions {(w) = p + q et £(b) = q.

La définition ci-dessus donne S&i(A) appliqué a toute liste w de variables.
Dans la pratique, on l'appliquera aux listes « génériques » (ug, ... ,u,).

L’algebre de Lie Ari est plus grosse que mt, car les substitutions inter-
venant dans sa définition sont valables pour des « fonctions » quelconques
(méromorphes, distributions, etc.), alors que les éléments de mt sont en bijec-
tion avec les moules entiers.

5. Comparaison entre les crochets d’Ecalle et d’Thara

La formule (A.3) est déja proche de celles qu’on connait pour le crochet
d’Ihara. Pour mener a bien la comparaison, il faut identifier les propriétés des
opérateurs D?". Dans la suite, on n’utilise plus ¢y, ce qui permet d’abréger tc
en L.

Proposition 5.1. — L’opérateur ad xg, dérivation de C(C), est donné du
coté moulien par

adzo())(ur, ... ,up) = ut () (ur, ... ,uy)
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Démonstration. — Tout d’abord, C(C) est bien stable par ad x¢, car on a
ad zo(Cp) = Cpt+1, pour tout n>1

Par linéarité, il suffit d’obtenir la formule voulue dans le cas ou ¥ est de la

forme Cy, ---Cs,. On a alors ¢(¥) (ug,. .. ,uy) = ui' F---uf et

adxo(y)) = 2081' cad 2o (Cs,) -+ - Cs,.
= chl" s+1 Csru d’out

vadzo(y)) = ZUSI Looydi st

= Ul...rb(d})(ula cee ,ur)
|

Proposition 5.2. — Pour tout moule R l'opérateur Dj“{i est une dérivation
pour le produit des moules.

Démonstration. — 11 suffit de prouver le résultat lorsque R est homogene de
longueur r. Soient alors A et B deux moules entiers homogenes a p et g va-
riables. On va appliquer la formule (A.4) pour calculer D¥1(AB), sur la liste
de variables (uq,...,u,) (avec n = p + g + r). Commencons par étudier la
premiére somme de la formule (A.4) en la notant Egr(AB) :

Er(AB)(w)= Y (AB)(a-c)R(b)
w=a-b-c,c#0D

{b)=r
= Z (AB)(ulﬂ s Ugy Uit 1 i4r+1y - - )un)R(uiJrl’ S 7ui+7‘)7

0i<n—r

car u;11. i+r+1 €st le terme altéré en passant de ¢ & ¢’. Séparons cette somme en
deux, en remarquant que les conditions ¢(a) < p et £(c) > g sont équivalentes,
compte tenu des égalités £(a) + l(c) =n—l(b)=n—r=p+q:

Er(AB)(w) =

B(Un_q+1, cee 7un) Z A(“l? coe s Uiy Wi4-1.i4r+1 - - - 7u7‘+p)R(ui+17 cee 7ui+7“)
o<i<p

FAL, - up) > Bl i it g1 ) R(Uig1, Ui
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On peut maintenant réécrire cela sous la forme :

Er(AB)w) = Blun—gi1,- - un)Er(A)(u, ... upi)
+A<u17 <o 7up)ER(B)(up+lv <o aun)
= [ERr(A) x B4+ A X Er(B)] (u1,...,up)

Un des points importants pour effectuer cette factorisation est de bien vérifier
que le terme altéré ;1,11 'est de la méme fagon pour Er(AB), Er(B) et

ER(A). .
Pour la deuxieme partie de I'expression de D%, on procede de la méme
fagon ; a chaque fois le terme modifié (ici dans a”) sera du coté que l'on laisse
dans la sommation. O

On va maintenant pouvoir mettre les dérivation D?{i en rapport avec les dy,
du chapitre II.

art

Proposition 5.3. — Soit ¢ un élément de k(C)). Les opérateurs dy et DJ
se correspondent via les fleches d’identification t.

Démonstration. — Compte-tenu de la proposition 5.2, il suffit de vérifier que
Dy} et t(dy) coincident sur les générateurs (topologiques), a savoir les monomes

a une variable pour le formalisme moulien, et les C), pour k{(C)). On peut se
limiter au cas ou ¥ est homogene, de longueur r. On a immédiatement :

dy(Cp) = dy(ad 29" z1) = (ad 20)" ' ([1b, 21]),

d’ou 'on tire, grace a la proposition 5.1 :
L(dlﬁ(on)) = u?:i—i-lb[w?ml](ulv . 7ur+1)
= i () m ) = (), )

ari

= D} (tCp) car 1Cp(ur) = T

L]
Corollaire 5.4. — Les crochets d’Ecalle et d’Ihara sont isomorphes au signe
prés : pour tous éléments 1 et o de mt(k), on a
(A5) [['1/]17 LwQ](M‘i = _L(<1/}1) ¢2>)
Démonstration. — 1l suffit de comparer les formules (2.22) et (A.3). O

6. Conclusion

Si 'algebre de Lie 0mg n’est pas graduée pour la longueur, elle est cependant
incluse dans ’algebre de Lie mt dont le crochet est homogene a la fois pour la
longueur et le poids. Avec tous les éléments développés ci-dessus on constate
successivement :
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— Les polynémes bialternaux correspondent aux éléments ¢ de C(X) qui
sont primitifs et dont la projection 7y () est primitive dans la bigebre
Conce(Y).

— Le terme de longueur minimale d’un élément de dm satisfait a la condi-
tion ci-dessus, car le terme de longueur minimale du coproduit A, est le
coproduit de la bigebre Concc(Y).

— Les crochets étant finement homogenes, I’algebre de Lie Bial* est le gradué
associ€ a 'algebre de Lie 0my, filtrée par la longueur.

L’auteur ne connait d’autre preuve du dernier point que la comparaison entre
la version démontrée au cours du chapitre IV du théoreme d’Ecalle et celle
exposée dans cet appendice (le deuxiéme point ci-dessus n’est pas suffisant,
car il ne fournit qu’une inclusion).



APPENDICE B

ASPECTS EXPERIMENTAUX

1. Description rapide

La démonstration des principaux points techniques de cette these a été
précédée d’une importante phase d’expérimentation informatique, effectuée
au moyen du logiciel MAPLE. Dans une situation combinatoire compliquée,
I'outil informatique se révele étre un puissant accélérateur du processus de
démonstration, permetttant notamment d’éliminer rapidement les conjectures
fausses. Il était nécessaire pour ce travail, car les premiers éléments de 0mgy ou
grt) intéressants a étudier sont de poids 5, déja hors de portée du calcul a la
main.

Cela a d’abord pris la forme d’un module permettant d’effectuer des calculs
dans les algebres de Lie T,, du chapitre II. Pour pouvoir déterminer si deux
éléments de T), sont égaux, il faut d’abord se ramener a des algebres de Lie
libres, grace a la propriété de « dévissage » :

QT = Qty12 @ Lieg(ti3, to3) ® Lieg(tia, tos, t34)

Ensuite, il faut pouvoir tout exprimer dans une base vectorielle des algebres
de Lie libres, ce qui a conduit a implémenter les démonstrations données dans
le livre de Reutenauer a propos des bases de Lyndon.

Ce module a été utilisé pour obtenir une base homogene de ’algebre de Lie
gt jusqu’en poids 9. Comme on s’en doute, ’équation pentagonale est la plus
couteuse en temps de calcul, de méme qu’elle est la plus difficile & manier pour
I’étre humain.

L’étape suivante a été 'extension a des alphabets infinis et aux produits
tensoriels, ce qui a permis l'exploration des premieres propriétés de dm. Le
troisieme systeme de relations est alors apparu, dans sa variante « Lie », i.e.
sous la forme de I’équation (4.14), en étudiant des éléments de dm déduits de la
table des polyzétas de Minh et Petitot ([23]). Une fois identifiée et programmée
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la section o de 7y, il a été possible de mettre en évidence la proposition IV.2.18,
puis les étapes de sa démonstration (par exemple la proposition 1V.2.23).

On a calculé une base homogene de dmg jusqu’en poids 12. Il en ressort que
0myg et grt; sont bien égales (conjecture VI) jusqu’en poids 9.

Parallelement, on a implémenté quelques définitions d’Ecalle, et notamment
son crochet (voir ci-dessous).

2. Coup de sonde dans la conjecture de Broadhurst-Kreimer

Dans l'article [7], D. J. Broadhurst présente une conjecture portant sur
le nombre D,,;, de polyzétas de poids n et de longueur k£ nécessaires pour
engendrer tous les autres. Il devrait étre donné par la série génératrice :

[T (- -1 20 220 =4)
1—22  (1—a2%)(1—25)
n>3,k>1
La relation de récurrence satisfaite par la suite des valeurs conjecturales de
D3y 1, ainsi que ses premiers termes ont été déposés par Broadhurst dans
'encyclopédie en ligne des suites d’entiers(!). On doit avoir en particulier
Do7 g = 2.

Le calcul effectué montre que la variante de Doz g associée aux polyzétas
formels(Q) vaut au moins 2. En effet, d’apres le théoreme IV, ce nombre est
égal a la dimension, en tant qu’espace vectoriel, de ’ensemble des polynoémes
bialternaux de longueur 9 et de poids 27. Il se trouve que ’on dispose de deux
bialternaux, notés dans la suite A et B, qui sont respectivement de longueur
1 et de poids 3 et de longueur 4 et de poids 12. Ce sont par ailleurs les seuls a
vérifier ces conditions de poids et de longueur, a multiplication par un scalaire
pres.

On a donc a priori deux bialternaux de longueur 9 et de poids 27 :

By = [[[[[B, A], A], A], A], A] et Co:=[B,[B,A]l

Il s’agit donc d’établir leur indépendance linéaire. C’est ce calcul qui m’a été
suggéré par Jean Ecalle.

Mettre sous forme de procédure MAPLE la définition du crochet de I’algebre
de Lie Ari n’est pas tres difficile. Cependant, si I’on demande & l’ordinateur de
calculer By, il renvoie le message d’erreur « object too large ». En général,
cette erreur n’est pas rédhibitoire. Un objet trop gros pour que MAPLE
I’appréhende peut en effet survenir si les simplifications et regroupements ne
sont effectués qu’a la fin du calcul.

(W La référence de cette entrée est A020999.

()De maniere équivalente, cela revient a admettre la conjecture de transcendance.
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Par exemple, pour calculer la somme des n premiers entiers, une (mauvaise)
méthode est de construire la séquence des n premiers entiers et d’en prendre
ensuite la somme. On tombe sur Ierreur « object too large » pour n = 107. Il se
trouve que la programmation a l'aide des fonctions générales de manipulation
de listes et de séquences est tres pratique, mais peut amener facilement ce
genre de probleme.

Habituellement, une erreur de ce type se résout donc en veillant a ce que les
procédures effectuent au fur et a mesure les simplifications ou regroupements
nécessaires. Dans le cas qui nous intéresse, cela n’a pas été suffisant pour
calculer By.

On s’est donc contenté d’évaluer By et Cy sur deux séquences de variables et
de constater qu’il n’y avait pas proportionalité. Pour ce faire, il a d’abord fallu
déterminer la formule générique de Bg en fonction de A et B, sans remplacer
ces deux derniers par leurs valeurs. Stockée sous forme de texte, du type

B(9) := -20xA(ul1])*A(u[3)*A(u[8])*A(ul8]+ul7])
*B(ul1]+ul2]+u[3],ul4],ul5],ul9]+ul8]+ul7]+ul6])
*A(u[8]+ul[7]+ul6])
-60*%A(ul1])*A(ul4])*A(u[5]+ul4])*A(ul7])
*A(u[9]+ul1]+ul2]+u[3]+ul4]+ul5]+ul6]+ul7]+ul8])
*B(ul1]+ul[2],ul3],ul6]+ul5]+ul4] ,ul8]+ul7])
-30*%A(ul1])*A(ul4])*A(u[5]+ul4])*A(ul[7])*A(ul1]+u[2])
*B(ul[3],ul6]+ul5]+ul4],ul8]+ul7],ul9])

ou uli] représente u;, cette formule occupe un peu plus de 4 méga-octets et
comporte 42504 termes (on en a donné ici trois). Le bialternal A est le monéme
A une variable u2. Sachant que B est un polynome & 4 variables et de degré 8,
comportant 142 mondémes®), on comprend pourquoi la capacité de MAPLE
est dépassée si 'on demande le développement complet de By.

Par contre, si 'on spécialise d’abord les variables, puis les polynémes A et
B, on arrive a effectuer le calcul.

On a donc choisi deux listes de variables : ¢« = (0,1,—1,0,1,0,1,2,1) et
b=1(1,0,—-1,0,1,—1,1,2,1). Le calcul donne :

Bg(a) = 416880380160, Cy(a) = —379610836416,
By(b) = —6016260096, Co(b) = —4007066112,

®)Ce polynoéme fut également fourni par Ecalle, apres un calcul de J. Van der Hoeven. Les
valeurs données plus loin ont été recalculées au moment d’écrire ces lignes. Pour des raisons
techniques, on a alors utilisé un autre bialternal de longueur 4 et de poids 12 que celui fourni
par Ecalle. Ils sont bien str proportionnels.
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mettant ainsi en évidence que les polynémes Bg et Cy ne sont pas proportion-
nels. Les temps de calcul sont assez faibles (moins d’une minute pour chaque
étape sur un PC DELL/450 Mhz avec Maple V.5 sous FreeBSD).

Etant donné que Maple est incapable de manipuler le polynome By, il est
clair que la recherche d’une base de ’espace vectoriel des bialternaux de poids
27 et de longueur 9 par résolution du syteme linéaire associé est vouée a ’échec.
On doit donc en I’état actuel des choses se contenter d’une inégalité sur les
dimensions.
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d’Thara, 45
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de mélange, 23
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de Hopf augmentée compléte, 41
de polyndmes, 7
de polynémes non-commutatifs, 7
des polyzétas formels, 101-105
enveloppante, 21
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d’Thara
symétrique, 16
algebre de Lie
d’un groupe filtré, 30
Ari d’Ecalle, 142
d’Thara, 45
d’un groupe (pro-)algébrique, 15
du groupe des tresses pures, 30
libre, 20—26
alphabet, 7
numéroté, 8
alternal, 138
alternel, 139
alternil, 139
anneau, 1
application linéaire associée, 11
associateur, 31-42
asymptotique (développement), 47-51,
85-99
augmentation, 40

automorphisme

extérieur, 43

spécial, 44
base

de PBW-Lyndon duale, 25

de Lyndon, 25

de PBW-Lyndon, 25

duale, 2
battage, 23, 139

contractant, 139
bialternal, 104, 142
bigebre, 1

de concaténation, 22

de Hopf, 1

de mélange, 23
Campbell-Hausdorff (formule), 20, 24
catégorie monoidale tressée, voir catégorie

tensorielle

catégorie quasi-tensorielle, 32
*-codérivation, 109
complété

d’un module filtré, 3

de Malcev, pro-unipotent, 40

pro-¢, 44

profini, 43

pronilpotent, 44
concaténation

des mots duaux, 23
conjecture

de Deligne-Drinfel’d, 46

de Deligne, 46

de transcendance, 103

de Zagier, 99
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de Zagier formelle, 104
crochet d’Ihara, 38
cyclotomique (caractere), 44
diagonal, 1, 5
*-diagonal, 109
drapeau, 17
dual
base duale, 2
module dual, 2
nombres duaux, 15
dérivation, 5
spéciale, 39, 45
Ecalle, vii, viii, 104, 137-146
Euler (constante), 53, 92, 97
Euler-Zagier (nombres), voir polyzéta
exponentielle
d’un groupe (pro-)unipotent, 17
d’une (co)dérivation, 5
dans les schémas en groupes, 16-18
de Lie, 24
factorisation standard, 25
filtration
centrale, 29
filtration séparante, 3
module filtré, 3
module filtré a quotients finis, 4
séparante, 30
finement homogene, 40
foncteur-
algebre de Lie, 15
fibre, 43
groupe, 15
fonction a divergence logarithmique, 49
Friedrichs (critere), 12
gradué
gradué associé, 3
module gradué, 2
module gradué de type fini, 2
groupe
algébrique, 15
de Galois, 42—46
de Grothendieck-Teichmiiller, 34
de Magnus tordu, 35—40
de tresses d’Artin, 31
des tresses pures projectives, 44
des tresses pures d’Artin, 30
filtré, 29
fondamental, 43
multiplicatif, 34

unipotent, 17
hexagonale (équation), 32, 34, 106
intégrale itérée, 53—60
irréductibles

d’Thara, 46

de Drinfel’d, 46, 108, 134
Knizhnik-Zamolodchikov, voir KZ
Kohno (isomorphisme), 41
KZ, 35, 77, 78
Lazard (élimination), 22
longueur, 51, 57
Lyndon, 24-26

mot de, 25
monoide

a poids, 8

a poids localement fini, 9

commutatif libre, 7

libre, 7
mot

convergent, 58

convergent a droite, & gauche, 58

de Lyndon, 24

de Lyndon crocheté, 25
moule, 137-140
multizéta, voir polyzéta
MZV, voir polyzéta
Newton (formules), 94
nombres duaux, 15
pair (élément), 129
pentagonale (équation), 32, 34
poids, 8, 51, 57, 62
polylogarithme, 51
polyzéta, 53

formel, 103
primitif, 6, 22
*-primitif, 109
produit

de mélange, 23, 54

décroissant, 26

scalaire, 11, 20, 109

tensoriel

complété, 4
de modules gradués, 2

projection 7y, 84
quasi-symétrique (fonction), 62-71
relation

d’Hoffman, 97, 105

de mélange (premiere), 60

de mélange (deuxieme), 71
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de régularisation, 96 symétril, 139
représentation, 17 séquence, 21

fidele, 17 convergente, 52

pro-unipotente, 19 série
revétement, 43 de Lie, 24
régularisation, 72-82 double, 26, 65, 72
schéma, 14-20 formelle, 9

affine, 14

génératrice, 10
commutative de polyzétas, 140
de développements asymptotiques,
89-99
de polyzétas formels, 105
des fonctions quasi-symétriques, 65
des polyzétas, 77, 82
harmonique, 53

en groupes, 15
en groupes pro-unipotent, 17
pro-algébrique affine, 14
sommes partielles, 49
Soulé
éléments de, 46
caracteres de, 46

spécial(e) : . ‘ )
automorphisme, 44 ?a{momque multiple, voir polyzéta
dérivation, 39, 45 théoreme

substitution, 27 d’Ecalle, 142

swap, 140 de Le-Murakami, 77

symétral, 138 tranposée, 2

symétrel, 139 troncations, 3, 107
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