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Chapitre 1

Introduction.

1.1 Pseudo-spectre et instabilités spectrales.

Depuis une dizaine d’années, il y a eu dans le domaine des mathématiques
numériques un vif intérét porté a 1’étude de la notion de pseudo-spectre. Le
développement de cette notion s’explique par le fait que dans un certain nom-
bre de problemes d’ingénierie mathématique ol interviennent naturellement des
opérateurs non auto-adjoints, on note de sensibles différences entre d’'un coté
les résultats théoriques et les prédictions suggérées par I’analyse spectrale de ces
opérateurs, et d'un autre coté les résultats obtenus par simulation numérique. Ce
constat originel laisse penser que dans certains cas, la connaissance seule du spec-
tre d’un opérateur ne permet pas de comprendre suffisamment son action. C’est
ainsi que pour suppléer a cet apparent manque d’information contenu dans le
spectre, de nouveaux sous-ensembles du plan complexe appelés pseudo-spectres
ont été introduits. L’idée sous-jacente a la définition de ces nouveaux objets,
est qu’il s’avere intéressant d’étudier non seulement les points ou la résolvante
d’un opérateur n’est pas définie i.e. son spectre, mais également la ou elle est en
norme de taille significative i.e. les ensembles pseudo-spectraux qui sont définis
précisément de la maniére suivante : le e-pseudo-spectre o.(A) d’une matrice ou
d’un opérateur A est défini pour une valeur strictement positive du parametre e
comme le sous-ensemble du plan complexe,

o.(A) = {z €C: (21— A > i} |
On convient d’écrire dans 1’expression ci-dessus que [[(z] — A)~!|| = +oo si le
point z appartient au spectre de I'opérateur A. On constate que les e-pseudo-
spectres d’un opérateur sont des ensembles croissants au sens de I'inclusion par
rapport au parametre strictement positif € et qu’ils contiennent tous le spectre
de 'opérateur.

Mentionnons avant de continuer qu’il y a sur la notion de pseudo-spectre
une littérature treés abondante. Nous nous référons ici pour les définitions et les
quelques résultats généraux que nous allons rappeler a Particle [27] de L.N.Trefe-
then. Indiquons également comme référence le livre paru plus récemment [28] de
L.N.Trefethen et M.Embree. Cet ouvrage de synthese dresse un large panorama
de ce sujet et en donne de tres nombreuses illustrations.



1.1. Pseudo-spectre et instabilités spectrales.

L’étude des ensembles e-pseudo-spectraux d’un opérateur se réduit donc
d’apres la définition précédente a 1’étude des lignes de niveau de la norme de
sa résolvante. Il est intéressant de noter que cette étude des lignes de niveau de
la norme de la résolvante d’un opérateur permet d’apprécier sa stabilité spectrale
par rapport a des perturbations. En effet, on peut donner une autre description
des ensembles e-pseudo-spectraux d’un opérateur en terme du spectre de pertur-
bations de cet opérateur puisque pour toute matrice A € M, (C), on a l'identité,

0:(A) = {z € C: il existe une matrice AA € M, (C) vérifiant ||AA| <e
telle que z € o(A+ AA)},

si on note ci-dessus o(A+AA) pour désigner le spectre de la matrice A+AA. Plus
généralement, si A désigne un opérateur linéaire non borné, fermé, & domaine
dense sur un espace de Hilbert complexe H, le résultat de Roch-Silbermann
(voir [23]) montre que,

o-(A) = U o(A+AA),
AAeL(H), [|AA] c(my<e

si L(H) désigne ici I'ensemble des opérateurs linéaires bornés sur H. Cette
deuxieme description montre qu’un nombre complexe z appartient au e-pseudo-
spectre d’une matrice A si et seulement s’il appartient au spectre d’une perturba-
tion A+ AA de taille ||AA|| < e de cette matrice. On comprend avec ce nouveau
point de vue l'intérét d’étudier de tels sous-ensembles lorsque ’on cherche par
exemple & déterminer numériquement les valeurs propres d’un opérateur. Pour
mener a bien un tel calcul, on commence par effectuer une discrétisation de cet
opérateur. Cette discrétisation et les inévitables erreurs d’arrondis qui se pro-
duisent lors des calculs numériques vont générer des perturbations de 'opérateur
initial ce qui induit en fin de compte que les algorithmes pour le calcul des valeurs
propres vont déterminer des valeurs propres d’une perturbation de I'opérateur
initial i.e. une valeur d’un e-pseudo-spectre mais pas nécessairement une valeur
spectrale.

L’étude des ensembles pseudo-spectraux est intéressante et non triviale a
priori seulement lorsque les opérateurs étudiés sont non auto-adjoints ou plutot
non normaux. En effet, dans le cas d’'un opérateur linéaire non borné, fermé,
a domaine dense, auto-adjoint ou plus généralement normal sur un espace de
Hilbert complexe noté A, on a ’estimation suivante de la norme de la résolvante
(voir par exemple 'estimation (V.3.31) dans [15]),

1

Vz g o(A), |[(zI - A)7Y = m,

(1.1.1)

oll d(z, J(A)) désigne la distance séparant le point z et le spectre o(A) de 'opéra-
teur A. Cette estimation assure la stabilité spectrale de cet opérateur sous de
petites perturbations. Le e-pseudo-spectre o.(A) est alors exactement d’apres
(1.1.1) le e-voisinage du spectre o(A),

0:(A) ={z€C:d(z,0(A)) <e}.
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Par contre, l'estimation (1.1.1) et cette propriété de stabilité spectrale ne sont
plus du tout vérifiées si la propriété d’auto-adjonction de 'opérateur est violée. La
résolvante de I'opérateur peut alors étre tres grande en norme dans des régions de
I’ensemble résolvant lointaines du spectre ce qui induit une tres forte instabilité
de son spectre sous de petites perturbations. Ce fait connu depuis longtemps
constitue une des difficultés majeures qui intervient dans 1’étude spectrale des
opérateurs non auto-adjoints.

L’exemple suivant étudié par J.Sjostrand et M.Zworski dans [25] et [30] illus-
tre parfaitement le point précédent. Considérons pour n > 1, le bloc de Jordan
nilpotent d’indice n,

0 1 0 0
0 0 1
Jn = € M, (C)
0
: 0 1
0 0 0

La matrice J, n’est pas auto-adjointe (elle n’est pas non plus normale). Son
spectre se réduit au singleton {0} et pour z # 0, la résolvante est donnée par
I’expression,

T Jr—1
(el =)=+ G+

Les estimations (voir (1.3) dans [25]),

1 1
N O A R [ A e

2| -1

valides pour la norme ||-|| induite par la norme euclidienne, induisent les inclusions
suivantes,
V0<e<l1, B0,/ Co.(J,) CB(0,1+¢), (1.1.2)

ou B(z,r) désigne la boule ouverte centrée en z et de rayon r. Si le parameétre
strictement positif € est suffisamment petit et que la taille n de la matrice J, est
elle suffisamment grande pour que gl/m ~ 1, on constate alors dans ce cas que le
e-pseudo-spectre de J,, tend a remplir tout le disque unité fermé. La simulation de
la figure 1.1 qui représente quelques lignes de niveau de la norme de la résolvante
de la matrice Jigg pour différentes valeurs strictement positives du parametre
g, illustre numériquement les inclusions (1.1.2). On constate ainsi que le spectre
des grandes matrices J,, est tres instable sous de petites perturbations.

Notons enfin que le recours a une étude pseudo-spectrale a permis dans cer-
tains problemes d’évolution relatifs & des opérateurs non auto-adjoints (voir cer-
tains exemples étudiés dans [27]),

dt
u(0, z) = uo(),

{ @(t,x) = Au(t,z)
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Fic. 1.1 — Calcul des lignes de niveau {z € C : ||(2I — Jip0)"!|| = ¢7!}. La
colonne de droite donne les valeurs correspondantes de logyq €.

3 T T T T T 4
2l
— -3
1h
0 — ] 2
“1F
— 16
o
dim = 100
-3 | | | | I -20
-3 -2 -1 0 1 2 3

dont I'abscisse spectrale,
a(A) := sup Rez,
z€a(A)
est strictement négative mais pour lesquels il existe des abcisses e-pseudo-spec-
trales,
as(A):= sup Rez,
z€0:(A)
strictement positives pour des petites valeurs strictement positives du parametre
g, de donner une explication aux instabilités expérimentales observées lors de
leurs études numériques.

1.2 Quelques exemples.

On s’intéresse dans cette these a I’étude de la stabilité ou de I'instabilité spec-
trale de certaines classes d’opérateurs différentiels ou pseudo-différentiels. L’ex-
emple qui a pour une large part influencé notre sujet d’étude et nos directions de
recherche, est celui de 'oscillateur harmonique non auto-adjoint unidimensionnel,

2 0,2
D, +e"z",

ou 0 < 6 < met D, = —i0,. Cet opérateur différentiel quadratique a suscité
depuis quelques années beaucoup d’intérét et d’études comme celle de E.B.Davies
dans [5], L.S.Boulton dans [2] ou encore M.Zworski dans [30]. On possede pour
cet opérateur une description complete de son spectre qui comme dans le cas
auto-adjoint (cas # = 0) est composé uniquement d’un nombre dénombrable de
valeurs propres de multiplicité un, régulierement espacées le long d’une demi-
droite. Cependant, contrairement & ce cas auto-adjoint, les travaux précédents
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ont montré que lorsque le parametre 6 appartient a lintervalle ouvert |0, 7[, il
se développe de tres fortes instabilités spectrales sous de petites perturbations
pour les hautes énergies de cet opérateur. Nous allons maintenant détailler plus
précisément ce comportement remarquable en rappelant les résultats connus sur
cet opérateur.

Soulignons tout d’abord que I’on considére 'opérateur unidimensionnel,

d2 0.2
Hg = —@ +e x,
avec 0 < @ < 7, comme un opérateur sur L?(R) avec des conditions de Dirichlet
aux bords. Plus précisément, 'opérateur Hy est défini comme la fermeture de
l'opérateur m-sectoriel associé a la forme quadratique m-sectorielle @y via le
théoreme de représentation de Friedrichs (voir par exemple [15]),

400 - ) o0 -
Qo=  Feg@dss e / 2 f(2)g(@)dz,

—0o0

si f et g appartiennent a I’espace,
+00
WL2(R) N {f c L2(R) : / 22|f () |2dz < +oo}.

On peut démontrer que le spectre de opérateur Hy ainsi défini est composé

uniquement d’un nombre dénombrable de valeurs propres de multiplicité un qui
-0

sont régulierement disposées le long de la demi-droite e'2R; (voir [5]),

o(Hg) = {An = €2(2n+1) : n € N}.

L.S.Boulton a tout d’abord démontré dans [2] (Théoreme 3.3) que la norme de
la résolvante de 'opérateur Hy explose le long de toutes les courbes de la forme,
n by + P,
si b et p désignent des constantes satisfaisant aux inégalités b > 0 et 1/3 < p < 3,

| (Ho — (bn + eienp))_lH — 400 lorsque n — +00. (1.2.1)

A contrario, L.S.Boulton a prouvé dans ce méme article (Théoreme 5.1) que
la résolvante (Hy — z)~! reste bornée en norme lorsque |z| — +oc le long de
demi-bandes paralleles aux demi-droites Ry ou ¢R, au sens ot il existe des
constantes strictement positives d et My telles que 1'on ait,

sup  ||(Ho— (n+ ib))_lH < My et
neRr?, 0<b<d

sup  ||(Hoy —ew(n—ib))le < Mg.
neR®, 0<b<d

Les bornes précédentes permettent de donner des informations concernant la
forme des e-pseudo-spectres de 'opérateur Hy. D’apres ces résultats, L.S.Boulton
a démontré que pour toute valeur strictement positive suffisamment petite du

10



1.2. Quelques exemples.

Fic. 1.2 -
Im ZA

O Re 2

parametre €, le e-pseudo-spectre de I'opérateur Hy est contenu dans I’ensemble
grisé de la figure 1.2 ou les valeurs propres de cet opérateur ont été indiquées par
les symboles .

Plus précisément, il a démontré que pour tout 0 < § < 1 et m € N, il existe
une constante strictement positive gg telle que pour tout 0 < € < &g,

0:(Hp) C | J {2 € C: [z = Aal <8} U [Ansr — 662 + 5(0,6)],
n=0

N

ou,

S5(0,0) :={ze€C*:0<argz <60} U {0},

si argz désigne 'argument du nombre complexe non nul z. Au regard de cer-
taines simulations numériques réalisées par E.B.Davies dans [5], L.S.Boulton a
conjecturé que la valeur numérique 1/3 pour le parametre p était 'indice critique
au sens suivant. Soient 0 < p < 1/3,0<d <1 et m € N; si by, et E sont des
constantes strictement positives vérifiant,

b pE + €PFEP = A\, et V¥ > E, argz, < 0/2,
si zpy = by pn + enP | on pose,
Qi p = {]zn\ew €eC:n>Fetargz, <3< arg(?neie)}.
La conjecture de Boulton s’énonce alors comme suit.

Conjecture de Boulton. Il existe une constante g9 > 0 telle que pour tout
0<e<eg,

oe(Hp) C [ J{z €C: |2 = Anl <6} UQunp.

n=0

Cette derniere inclusion, sous réserve de donner une démonstration de ce résultat,
permet de préciser la forme des ensembles e-pseudo-spectraux.

11
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Fic. 1.3 — Forme des ensembles e-pseudo-spectraux d’apres la conjecture de

Boulton.

O Re z

D’apres l'estimation (1.2.1), cette description est optimale. Nous reviendrons
dans le chapitre 4 de cette thése sur cette conjecture dont nous proposerons
une démonstration relativement simple. Pour 'instant, on se contente juste de
constater au regard de l'estimation (1.2.1) que les hautes énergies du spectre de
l'oscillateur harmonique non auto-adjoint sont tres instables et que la résolvante
de cet opérateur explose en norme dans des régions lointaines de son spectre.
Remarquons aussi que la conjecture de Boulton et les simulations numériques de
E.B.Davies dans [5] laissent supposer 'existence d’une géométrie particuliere qui
sépare les zones pour lesquelles la résolvante explose en norme de celles ou 'on
garde un controle sur sa taille.

On peut vérifier numériquement le point précédent. Pour ce faire, on peut
essayer de calculer le spectre d’une discrétisation de 'opérateur Hy donnée par
la matrice,

Ag = ((HG\I’iv \I/j)LQ(R)) 1<i,j<N?

ou la famille (¥;)jen+ désigne la base hilbertienne de L?*(R) formée par les
fonctions de Hermite. La figure 1.4 donne le résultat obtenu pour les valeurs
de parametres § = 7w/4 et N = 100. Les valeurs spectrales calculées sont in-
diquées par les points noirs. Le résultat de cette simulation corrobore les résul-
tats théoriques évoqués plus haut. En effet, les valeurs propres de basses énergies
calculées numériquement sont proches des valeurs théoriques alors que ce n’est
plus du tout le cas a partir d’un certain seuil puisque ’on constate que les valeurs
propres numériques d’énergies élevées s’éloignent tres fortement de la demi-droite
e's R, contenant toutes les valeurs propres théoriques.

Considérons maintenant I’exemple de 'opérateur différentiel bidimensionnel
sur L2(R?),

P=-02 — 2832 + 4ix90,, + 207 + (4 4 )23 + da120 + 2,
défini sur le domaine,

{u € L*(R?) : 2*Dlu € L*(R?) si |a + 6| < 2}.

12
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F1G. 1.4 - Calcul de quelques lignes de niveau {z € C: ||(z] — A, ;4) 7! =1}
La colonne de droite donne les valeurs correspondantes de log €.

T 0
L4
120 B
&
—
100 4 :
80l * B — D
60 b — -3
40+ b
— -/
201 - R
— -5
[ ]
ok 4
— -
_20 = |
dim =100
L L L L L L L L L -7
0 20 40 60 80 100 120 140 160

L’étude générale des opérateurs différentiels quadratiques elliptiques que nous
allons mener au chapitre suivant va montrer par exemple que pour cet opérateur
différentiel aussi la résolvante explose en norme dans des régions lointaines de
son spectre, ce qui induit cette fois encore, une tres forte instabilité des hautes
énergies de cet opérateur. Plus précisément, nous verrons que la norme de la
résolvante de l'opérateur P explose le long de toutes les demi-droites eR, si
0 < 6 < /2 & un vitesse sur-polynomiale au sens ou,

VO<6< g,VN € N,YC > 0,Yn0 > 1,3 > no, (P — €)1 > iV,

et ce, méme si bien str, la demi-droite e’HRJr n’intersecte pas le spectre de ’opéra-
teur P qui possede dans le cas présent la structure suivante,

O‘(P) = {(2]{1 + 1)21 + (2]{72 + 1)22 : (k‘l,k'g) S NQ},
21,29 € {z € C:Rez > 0 et Imz > 0}.

1.3 Quasi-modes et instabilités spectrales.

Pour mettre en évidence la sensibilité du spectre d’'un opérateur sous de
petites perturbations, on cherche a construire dans certaines zones du plan com-
plexe des quasi-modes qui, en un sens, peuvent s’interpréter comme des familles
de fonctions propres approchées. L’existence de ces quasi-modes permet alors de
montrer que la résolvante prend en norme des valeurs de taille significative dans
des régions du plan complexe qui peuvent pourtant étre éloignées du spectre.
Nous allons maintenant rappeler quel est 1’état de ’art en matiere de résultat

13



1.3. Quasi-modes et instabilités spectrales.

d’existence de quasi-modes concernant les opérateurs pseudo-différentiels. Les
deux énoncés des résultats d’existence qui vont suivre seront donnés dans un
cadre semi-classique, i.e. dans I’asymptotique h — 0T, dans lequel nous nous
placerons par la suite puisqu’il se révele particulierement adapté a I’étude des
phénomenes qui nous intéressent.

Le premier résultat est d a E.B.Davies et concerne des opérateurs de Schrodinger
semi-classiques. Il est rappelé dans le théoréeme suivant.

Théoréme 1.3.1. Soit Hy, l'opérateur non borné semi-classique sur L?(R) défini
par,
d’u
Hpu(z) = — 2@(90) + V(z)u(),
ou h >0 et 'V désigne un potentiel C>° sur R a valeurs complexes. Soit z € C
tel qu’il existe n € R* et a € R tels que ImV'(a) # 0 et z = % + V(a) alors il

existe 0 > 0 tel que,

Vn € N,Jc, >0,V 0 < h <4, Jup, € C5°(R), lunnll 2w = 1,

| Hptunn — 2unnllp2m) < enh™.

Ce résultat est démontré dans le théoréeme 1 de [6]. Cette démonstration repose
sur la construction (complétement explicite) d’un quasi-mode par une méthode
WKB complexe. Nous verrons une extension de ce résultat qui utilise les mémes
arguments dans larticle [21] dont le contenu sera repris dans la premiere partie
du chapitre 3 de cette these. Le second résultat d’existence de quasi-modes est
celui établi par M.Zworski dans [29] et [30]. Ce résultat généralise le théoreme
précédent aux opérateurs pseudo-différentiels en donnant un résultat d’existence
sous une condition portant sur le crochet de Poisson de la partie réelle et de la
partie imaginaire du symbole principal de ces opérateurs. Nous donnons ici son
énoncé dans la quantification de Weyl. Précisons au préalable quelques notations.
On désigne dans cette these par,

SN (2, €)™, da® + d&?),

o (z,6) e R xR", n > 1, ((x,€)) := (1 + |z + [¢]>)/2, N e Net m € R, la
classe des symboles semi-classiques p(x, &, h) € C*°(RZ x Rg) pour tout 0 < h <1
vérifiant,

Va,3 € N", sup 020¢p(x, & W)[((x, ) "h™N < 400, (1.3.1)
(z,£)eR2, 0<h<1
et,
S(h*((2, €)™, da® + dg?) = (1] S(h™{(x,€))™, da® + d€?).
NeN
On désigne par p(z, h€, h)* 'opérateur pseudo-différentiel défini en quantification
de Weyl semi-classique par le symbole p(x, &, h),

1

w i(z—y). x +
p(x, h&, h)Yu(xr) = @) /R%e( y)sp( Yy

,hg,h)u(y)dydg, (1.3.2)
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et on note par,
Opy (SR ((x, )™, da® + dg?)), (1.3.3)

ou N € NU {oo}, la classe des opérateurs pseudo-différentiels semi-classiques
définis en quantification de Weyl semi-classique par un symbole appartenant a la
classe S(hN((x,£))™, dx? 4 d¢?). Mentionnons également que certains résultats
de calcul symbolique concernant cette classe de symboles semi-classiques sont
rappelés en appendice a la fin de ce manuscript.

Théoréme 1.3.2. Considérons deuz symboles po(z,&) et p1(x,&, h) de la classe
S({((x, &)™, dx? + d€?) ou m € R, dont le premier est supposé indépendant du
parameétre semi-classique et vérifie,

po(z0,&0) = 0 et {Repg, Impg } (0, &o) < 0,

en un point (xq,&) € R?™ ou {Repg, Impy} désigne le crochet de Poisson de la
partie réelle et de la partie imaginaire du symbole pg. Si on note,

Ph - pO(x7 hf)w + hpl (1.7 hé? h)w7
il existe une famille up, de S(R™) telle que,

| Prunl|2@ny = O(h™) lorsque h — 0" et unllr2@ny = 1.

1.4 Quelques questions a l’origine de cette these.

Au regard des résultats sur 'oscillateur harmonique non auto-adjoint unidi-
mensionnel que nous venons d’évoquer a la section 1.2, on peut se demander si ces
phénomenes singuliers que nous avons décrits, sont représentatifs de ceux qui se
produisent plus généralement pour les opérateurs différentiels quadratiques ellip-
tiques en dimension quelconque. On appelle ici, opérateur différentiel quadratique
elliptique, tout opérateur pseudo-différentiel ¢(x, &)™ défini en quantification de
Weyl classique,

w 1 i(x—y). Qf-f—y
q(z,€) U(x)—W/R%e‘ y>fq( 5 ,§)u(y)dyd§, (1.4.1)

par une forme quadratique ¢(z, &), ot (z, &) € R*™ et n € N*, & valeurs complexes
et elliptique au sens suivant,

(z,€) € R?", q(z,6) =0 = (z,&) = (0,0). (1.4.2)

L’oscillateur harmonique non auto-adjoint appartient a cette classe puisque 'on
a I'identité,

D2+ efz% = (€2 + ea?).
On veut dans cette thése proposer une compréhension approfondie des phénomenes

de stabilité ou d’instabilité spectrale qui se développent sous de petites perturba-
tions pour les opérateurs différentiels quadratiques elliptiques en toute dimension

15



1.5. Pseudo-spectres semi-classiques.

en répondant aux quelques questions suivantes. Se produit-il toujours de fortes
instabilités spectrales pour les hautes énergies de ces opérateurs? Dans le cas
ou tel ne serait pas le cas, est-il possible de dégager une condition nécessaire
et suffisante simple sur les symboles quadratiques de ces opérateurs permettant
d’assurer leurs stabilités spectrales? On peut ensuite dans ’éventualité ou I'on
observe effectivement ces instabilités spectrales, se demander si on peut donner
une description précise des ensembles e-pseudo-spectraux associés comme celle
que propose la conjecture de Boulton. Sait-on expliquer par des propriétés in-
trinseques du symbole la valeur numérique critique 1/3 qui apparait dans cette
méme conjecture ? Enfin plus généralement, peut-on a partir de propriétés rela-
tives seulement au symbole de ces opérateurs expliquer et décrire la stabilité ou
I'instabilité de leurs spectres par rapport a de petites perturbations ?

Une telle compréhension de ces phénomenes passe par une étude détaillée des
aspects microlocaux qui les régissent. M.Zworski a le premier dans [29] et [30]
souligné le lien étroit entre ces questions d’instabilités spectrales et des résultats
d’analyse microlocale concernant la résolubilité d’opérateurs pseudo-différentiels.
Pour répondre a ces quelques questions et mener a bien notre étude, nous devrons
user de nombreux résultats et techniques d’analyse microlocale concernant des
opérateurs pseudo-différentiels généraux (et non plus simplement quadratiques)
qui tournent autour des questions de la sous-ellipticité et de la résolubilité de
ces opérateurs. On peut déja mentionner par exemple que la condition (¥) (voir
la définition 26.4.6 dans [12]) sera au centre de toutes nos attentions dans le
chapitre 3 de ce manuscrit.

1.5 Pseudo-spectres semi-classiques.

Pour étudier la géométrie des ensembles e-pseudo-spectraux des opérateurs
différentiels quadratiques elliptiques g(x, &)™, nous allons passer par une étude
semi-classique des opérateurs semi-classiques (g(x, h§)")o<n<1 associés. On in-
troduit dans ce cadre semi-classique deux nouvelles familles de sous-ensembles
du plan complexe, les pseudo-spectres semi-classiques et les pseudo-spectres d’in-
jectivité semi-classiques qui se veulent étre dans ce nouveau cadre, des notions
proches de celle des e-pseudo-spectres dans le cadre classique h = 1.

Définition 1.5.1. Soit (Py)o<n<1 une famille semi-classique d’opérateurs sur
L2(R™) définis sur un domaine D. Pour tout y > 0, l’ensemble,

AsS(Py) ={z€C:VC >0,Vhg>0,30<h < hg, [|(P,—2)7"| >Ch "},

est appelé pseudo-spectre semi-classique d’indice p de la famille (Pp)o<n<1 (on
écrit par convention ||(Py, —z) || = 400 si z appartient au spectre de l’opérateur
Py). Le pseudo-spectre semi-classique d’indice infini est défini par,

A (Py) = () A ().
n=>0

Avec cette définition, les points du complémentaire de ’ensemble AZC(Ph) sont
les points du plan complexe ou ’on a le controle suivant pour h assez petit de la
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1.5. Pseudo-spectres semi-classiques.

norme de la résolvante,
3C > 0,3hg >0,V 0 < h < hg, |[(P, —2)7Y|| < Ch™".

Il est également intéressant d’introduire une notion légerement différente qui est
celle de pseudo-spectre d’injectivité semi-classique.

Définition 1.5.2. Soit (Py)o<n<1 une famille semi-classique d’opérateurs sur
L3(R™) définis sur un domaine D. Pour tout > 0, l’ensemble,

Af(Py) = {z€C:VYC >0,Yhg > 0,30 < h < hg,
Jue D, |ullpz =1, |(Py—2)ul2 < Ch'},

est appelé pseudo-spectre d’injectivité semi-classique d’indice p de la famille
(Pn)o<n<1- Le pseudo-spectre d’injectivité semi-classique d’indice infini est défini
par,
XS (Py) = () Nl ()
n>0

Le pseudo-spectre d’injectivité semi-classique d’indice p est ainsi par définition
I’ensemble des points du plan complexe qui sont des « presque valeurs propres »
avec une décroissance en O(h*) dans la limite semi-classique. On peut constater
que ces deux notions d’ensembles pseudo-spectraux semi-classiques sont décrois-
sants au sens de l'inclusion par rapport a l'indice. L’absence de pseudo-spectre
d’injectivité semi-classique en un point est caractérisée par ’existence d’une es-
timation a priori pour 'opérateur. En effet, il n’y a pas de pseudo-spectre d’in-
jectivité semi-classique d’indice p en un point z si et seulement si,

3C > 0,3h0 > 0,Y 0 < h < ho,Yu € D, |[(Py — 2)ullz2 > Ch*Jullpz.  (1.5.1)

On dira qu’il n’y a pas de perte de puissance de h, respectivement une perte
d’au plus h* pour les points de I’ensemble complémentaire du pseudo-spectre
d’injectivité semi-classique d’indice 0, respectivement d’indice p si g > 0. On a
toujours les inclusions suivantes entre ces deux notions de pseudo-spectres semi-
classiques,

Vi€ [0,00], XE(P) € A(Py),

mais pour obtenir 1’égalité, on a besoin d’une propriété supplémentaire de surjec-
tivité des opérateurs qui est par exemple remplie si on considere des opérateurs
de Fredholm d’indice 0. On peut aussi remarquer que si P, — z est un opérateur
fermé, & domaine dense et que Z ¢ Aj7(Py), l'estimation (1.5.1) pour 'opéra-
teur Py — Z implique la surjectivité de l'opérateur P, — z si h est assez petit
(voir le théoréme I1.19 dans [3]). Sous les hypotheéses précédentes, il s’ensuit que
z € A (P,) implique que 2z € Aj7(P). En fait, si on suppose que P, — z est
un opérateur fermé, I’absence de pseudo-spectre d’injectivité semi-classique en z
pour 'opérateur P, donne un controle de la norme de I'inverse a gauche,

(P, — 2)" ' : Im(P, — 2) — D,
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1.5. Pseudo-spectres semi-classiques.

puisque l'estimation (1.5.1) montre que 'image Im(P}, — z) de 'opérateur Py, — z
est fermée dans L?(R™) et son injectivité.

Notons tout d’abord que les définitions des ensembles pseudo-spectraux semi-
classiques que nous adoptons ici, différent de celle donnée dans [7] pour les opéra-
teurs pseudo-différentiels semi-classiques. Nous préférons pour notre part donner
une définition qui ne dépende que des propriétés des opérateurs semi-classiques
et non des propriétés des symboles qui les quantifient puisque nous souhaitons
étudier ici les conditions géométriques naturelles relatives a ces symboles qui
justement assurent la validité de ces propriétés. Ces définitions sont inspirées
par la remarque faite a la fin de la page 388 dans [7].

Les notions d’ensembles pseudo-spectraux semi-classiques précédentes présen-
tent tout d’abord l'intérét de donner des équivalents dans le cadre semi-classique
des ensembles e-pseudo-spectraux et se révelent également particulierement adap-
tées a ’étude de la géométrie des ensembles e-pseudo-spectraux des opérateurs
différentiels quadratiques elliptiques classiques ¢(z,£)". En effet, compte tenu
du caractere quadratique des symboles ¢, on obtient en effectuant le changement
de variables y = h'/2z avec h > 0, lidentité,

z 1
CI(LU, é)w - E = E (Q(y; hn)w - Z)’ (152)
si z € C. Cette identité permet a partir des descriptions des ensembles pseudo-
spectraux semi-classiques de l'opérateur (q(y, hn)")o<n<1 d’obtenir des informa-

tions sur la résolvante,
1

(a(z, )" —2) ",
de lopérateur classique ¢(z,£)"™ pour des valeurs du point z de module élevé.
Précisons par exemple que si le point non nul z appartient au pseudo-spectre
semi-classique d’indice infini de l'opérateur (q(y, hn)")o<n<1, l'identité (1.5.2)
montre d’apres la définition précédente que la résolvante de 'opérateur classique
q(z, &)™ explose en norme le long de la demi-droite zR; de la manieére suivante,

VN € N,YC > 0,¥n > 1,30 > no, ||(q(x, )" —2n) '] > P,

et ce, méme si cette demi-droite ne rencontre pas le spectre de l'opérateur
q(z,&)". Dans le cas ou z ¢ Aff(q(y,hn)w), z#0et 0 < p <1, l'identité
(1.5.2) montre que l'on peut trouver des constantes Cy et Cy strictement posi-
tives telles que la résolvante de l'opérateur ¢(z, &)™ reste bornée en norme sur
des régions de I’ensemble résolvant de la forme,

{ueC:ul >Cyet d(A,u) < Colprojaul' ™} Nao(q(z, &))",

si on note A = 2R, si projau désigne la projection orthogonale de u sur la demi-
droite A et a(q(x, §)“’)c I’ensemble complémentaire du spectre a(q(x, 5)“’) de
Popérateur ¢(z, )" i.e. son ensemble résolvant. En effet, en utilisant 1’estimation
semi-classique pour la résolvante qui caractérise I’absence de pseudo-spectre semi-
classique d’indice p au point non nul z et 'identité (1.5.2) pour revenir & un cadre
classique, on obtient ’estimation de résolvante suivante,

3C > 0,300 > 1,99 = 0, || (a(x, )" — ne™#?) || < Y,

18



1.6. Enoncé des résultats.

qui induit que pour tout v € D(q(x, §)w) et n > no,
a0~ Yo 2y 2 O ol e

si D(q(x, 5)”) désigne le domaine de l'opérateur ¢(x, &)™ . On peut alors trouver
une constante 7y > 1 telle que si,

ze{ueC:lul >1pet d(e® R, u) < 2_10_1\projeiarng+u|1_“}

no(q(z,€)")"
on ait,
|projeiarg2R+g| Z 770

Ceci implique en utilisant les estimations précédentes et I'inégalité triangulaire
que si,

ze{ueC:|ul > et d(e™®Ry,u) < 2_10_1\projeiarng+u\1_“}

No(a(z,€)")",

on a pour tout v € D(q(x,f)w)a

H (q(z, )" — 2)UHL2(R") > H (a(z,&)" - projei“gzMg)UHL?(Rn)
—d(e™ Ry, Z) 0] 2y
> 27'C 7 projgareeg, 2" |vl| 2@y

> 27 0 g M |u| 2 grn),

car u < 1. Cette derniére estimation montre que la résolvante de l'opérateur
q(z,&)" est bornée en norme par la valeur 2C7j ~! sur l'ensemble,

{ueC:ul > et d(e™ R, u) < 2*1071]projeiarng+ullf“}

N U(q(x, §)w)c.

Dans le cas ou I'indice p vérifie 0 < p < 1, cette absence de pseudo-spectre semi-
classique d’indice p permet d’obtenir un controle de la norme de la résolvante
sur de vastes sous-ensembles de I’ensemble résolvant. On s’attachera donc dans
ce qui suit, a préciser attentivement la perte de puissance de h qui apparait dans
les estimations semi-classiques caractéristiques de 1’absence de pseudo-spectre
semi-classique d’indice infini.

1.6 Enoncé des résultats.

Nous allons maintenant passer en revue, chapitre par chapitre, les différents
résultats contenus dans cette these.
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1.6.a Enoncé des résultats du chapitre 2.

Le chapitre 2 de ce manuscrit rassemble I’étude générale des ensembles e-
pseudo-spectraux des opérateurs différentiels quadratiques elliptiques ¢(z, )"
en toute dimension n € N*| ainsi que celle des pseudo-spectres semi-classiques et
des pseudo-spectres d’injectivité semi-classiques des opérateurs semi-classiques

(q(z, h€)™)o<n<1 associés.

Commencons par fixer quelques notations et par rappeler quelques résultats
connus sur les opérateurs différentiels quadratiques elliptiques. On considere dans
les énoncés des résultats qui suivent, g une forme quadratique,

q: Ry xRy — C, oun € N*,
(@,8) = q(=,¢)
a valeurs complexes et elliptique au sens suivant,
(z,8) € Ry x RE, q(2,£) = 0= (z,¢) = (0,0).

On note X(q) 'image numérique du symbole ¢ qui est le sous-ensemble du plan
complexe défini par,
2(q) = q(Ry x Rg),

et F' Uapplication hamiltonienne associée a la forme quadratique ¢ dont la défi-
nition est rappelée au chapitre suivant (Définition 2.1.2),

q(z,&) = o((x,€), F(x,)).

Les résultats de L.Hormander et J.Sjostrand contenus dans [11] et [24] dont nous
rappelerons quelques éléments au prochain chapitre, montrent que 'opérateur
q(z, &)™ + z défini en quantification de Weyl a partir du symbole ¢(z, &) + z,

q(2,€)" +2: B— LR"),
est un opérateur de Fredholm si z € C et si B désigne l'espace de Hilbert,
{u e L*R") : 2*Diu € L*(R") si |a + B] < 2}, (1.6.1)

muni de la norme,

lul3 = 37 2 DlulZe g
la+8]<2

De plus, l'indice de Fredholm de ces opérateurs ne dépend pas du point z,
Vz e C, ind(q(w,é)w + Z) = ind(q(x,f)w).

Notre premier résultat établit une estimation de la norme de la résolvante sur
I’ensemble complémentaire de 'image numérique.

Proposition 1.6.1. Soit g une forme quadratique elliptique a valeurs complexes
définie sur R} x R’g, on a alors l'estimation suivante,

Vz € X(q)",

el
R 0
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La propriété de normalité des opérateurs différentiels quadratiques elliptiques
q(z, &)™ se lit simplement sur le crochet de Poisson de la partie réelle et de la
partie imaginaire de leurs symboles.

Proposition 1.6.2. Considérons q une forme quadratique elliptique a valeurs
complexes définie sur RT x R?. Sous ces hypothéses, Uopérateur,

q(z,€)" : B — L*(R"),

est un opérateur normal si et seulement si la forme quadratique {Req, Img}(z, §)
est identiquement nulle.

Commencons par énoncer les résultats propres a la dimension n = 1 qui comme
nous allons le constater présente certaines singularités par rapport aux autres
dimensions.

1.6.a.1 Opérateurs différentiels quadratiques elliptiques en dimen-
sion 1.

Il y a trois types d’opérateurs différentiels quadratiques elliptiques en dimen-
sion 1 :

e Les opérateurs ¢(z,&)"” que nous qualifierons de type 1, sont les opérateurs
pour lesquels I'image numérique X(q) associée a leurs symboles est un secteur
angulaire fermé de sommet 0 et d’ouverture strictement plus petite que m. Ces
opérateurs sont des opérateurs de Fredholm d’indice 0 dont le spectre est composé
uniquement de valeurs propres de multiplicités finies,

o(q(z,€)") = {(2kr + 1)(—i)) : kx € N},

si A désigne 'unique valeur propre de I’application hamiltonienne F' associée a
la forme quadratique ¢ vérifiant —iA € X(q) \ {0}.

Dans ce cas, on a l'identité entre les deux notions d’ensembles pseudo-spec-
traux semi-classiques,

Vu € [0, oc], )\ic(q(:r,hf)w) = Aff(q(x,hg)w),
et les résultats suivants qui sont résumés dans le théoreme 1.6.3.

Théoréme 1.6.3. Soit q(x,&) une forme quadratique elliptique d valeurs com-
plexes sur Ry x Re définissant q(x,&)" un opérateur différentiel quadratique el-
liptique de type 1. Il existe alors pour tout h > 0 un opérateur unitaire (plus
précisément métaplectique) Uy, sur L2(R), un nombre complere non nul z et
0 € [0, 7[ tels que,

Vh >0, g(z,hé)" = 2Uy((hDy)* + ewx2)U};1.

e Dans le cas ou le parametre 6 est nul, les résultats suivants sont vérifiés :
(1) L’image numérique ¥(q) est une demi-droite fermée de sommet 0.
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(ii) Pour h > 0, lopérateur q(x, h€)¥ : B — L*(R) est un opérateur normal.
(7it) On a la description suivante des ensembles pseudo-spectraur semi-classi-
ques,

A% (q(, h€)™) = B(q) \ {0}, B(q)° € (AF (gl he)™))" et
0e (Aﬁc(q(az, hf)w))c.
(iv)
1
z,0(q(z,6)v))

Ve >0, o-(q(z,8)") = {z € C:d(z,0(q(z,&)")) <e}.

e Dans le cas ou le parameétre 0 vérifie 0 < 0 < w, les résultats suivants sont
VETIfiés :

(i) L’image numérique X(q) est un secteur angulaire fermé de sommet 0 et d’ou-
verture 6.

(ii) Pour h > 0, lopérateur q(z, h&)” : B — L*(R) n'est pas un opérateur nor-
mal.

(ii7) On a la description suivante des ensembles pseudo-spectrauxr semi-classi-

Vz & U(q(:n,f)w), H(q(x,f)w - z)_lﬂ = d( (1.6.2)

ques,

°

A% (g(z,hE)") = 2(q), B(q)° C (AF (a(z, hE)Y))",
0 € (A (q(z, h&)™))° et 9%(q) \ {0} C ( 573 (a(z,hE)™))", (1.6.3)

ot X(q) désigne Uintérieur de l'image numérique X(q) et 0%(q) sa frontiére.

Le résultat du théoreme précédent montre que les opérateurs différentiels quadra-
tiques elliptiques de type 1 se réduisent a une similitude pres et a une conjugaison
pres par un opérateur métaplectique, soit a I’oscillateur harmonique auto-adjoint,
soit a l'oscillateur harmonique non auto-adjoint selon qu’ils sont, ou non, des
opérateurs normaux. Comme ’on s’y attend, le spectre des opérateurs normaux
(cas @ = 0) est au regard de l'identité (1.6.2) stable sous de petites perturba-
tions. Le e-pseudo-spectre de ces opérateurs est alors simplement dans ce cas
le e-voisinage de leurs spectres. A contrario, les hautes énergies du spectre des
opérateurs de type 1 non normaux (cas 0 < 6 < ) sont tres instables sous
de petites perturbations puisque le pseudo-spectre semi-classique d’indice infini
remplit tout l'intérieur de I'image numérique qui est un secteur angulaire ou-
vert de sommet 0 et d’ouverture 6. Plus précisément, les e-pseudo-spectres de
ces opérateurs classiques g(x,§)"™ sont a une similitude pres ceux de oscillateur
harmonique non auto-adjoint pour lequels on possede une premiere description
au regard des résultats de L.S.Boulton que 'on a rappelés précédemment. En
fait, comme nous le détaillerons au chapitre 4 de cette these, le résultat d’ab-
sence de pseudo-spectre semi-classique d’indice 2/3 sur la frontiere de I'image
numérique privée de l'origine 93(q) \ {0} que l'on peut exprimer d’une maniere
équivalente via ’estimation a priori,

3C, > 0,3hg > 0,V 0 < h < hg,YVu € D,
lg(z, h&)"u — 2ul| 2 (m) > Coh*3|Ju| 2Ry,
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si z € 0%(q) \ {0}, permet de démontrer la conjecture de Boulton. La description
des ensembles e-pseudo-spectraux énoncée par la conjecture de Boulton est donc
a une similitude pres vérifiée pour tous les opérateurs de type 1 non normaux.
De plus, on a aussi pour ces opérateurs un analogue a une similitude pres de la
propriété (1.2.1).

e Les opérateurs ¢q(x, &)™ que nous qualifierons de type 2, sont les opérateurs pour
lesquels I'image numérique X(q) associée a leurs symboles remplit tout le plan
complexe,

et dont les symboles vérifient,

V(z,€) € R?, (z,€) # (0,0), {Req, Img}(z,&) > 0.

Ces opérateurs sont des opérateurs de Fredholm d’indice —2 ayant un spectre
remplissant tout le plan complexe qui ne contient aucune valeur propre,

o(q(a:, f)w) =C.

Théoréme 1.6.4. Soit g une forme quadratique elliptique a valeurs complezes
sur Ry x Re définissant q(x,£)" un opérateur différentiel quadratique elliptique
de type 2. On a la description suivante des ensembles pseudo-spectraux semi-
classiques,

Vu € [0, 00, A3 (q(w,he)*) = C, C* C (X9, (a(a, h€)*))" et
0 € (A (ql, hE)™))".

e Les opérateurs gq(z, &)™ que nous qualifierons de type 3, sont les opérateurs pour
lesquels I'image numérique X(q) associée a leurs symboles remplit tout le plan
complexe,

et dont les symboles vérifient,

V(z,€) € R?, (z,€) # (0,0), {Req, Img}(z,&) < 0.

Ces opérateurs sont des opérateurs de Fredholm d’indice 2 ayant un spectre
remplissant tout le plan complexe qui est composé uniquement de valeurs propres
dont les vecteurs propres associés appartiennent tous a I’espace de Schwartz S(R),

a(q(x, 5)”) =C.

Théoréme 1.6.5. Soit ¢ une forme quadratique elliptique a valeurs complezes
sur Ry x Re définissant q(x,£)" un opérateur différentiel quadratique elliptique
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de type 3. On a la description suivante des ensembles pseudo-spectraux semi-
classiques,

Y € [0, o0], )\Zc(q(x,hﬁ)w) = A/Sf(q(:c,hﬁ)w) =C.

Ces trois types d’opérateurs recouvrent tous les opérateurs différentiels quadra-
tiques elliptiques en dimension 1. Les opérateurs différentiels quadratiques ellip-
tiques de type 2 et de type 3 sont des opérateurs un peu a part dans la classe
des opérateurs différentiels quadratiques elliptiques en dimension quelconque. Ils
sont uniquement spécifiques a la dimension 1.

1.6.a.2 Opérateurs différentiels quadratiques elliptiques en dimen-
sion n > 2.

Considérons g : R} x Rg — C une forme quadratique elliptique a valeurs
complexes en dimension n > 2. L’image numérique X(q) associée a cette forme
quadratique ¢ est alors un secteur angulaire fermé de sommet 0 et d’ouver-
ture strictement plus petite que w. L’opérateur différentiel quadratique elliptique
q(z, &)™ associé est un opérateur de Fredholm d’indice 0 dont le spectre est com-
posé uniquement de valeurs propres de multiplicités finies,

a(q(:v,&)w) = { Z (m + 2k‘,\)(—i)\) 1 ky € N},
A€o (F),
—iAeX(q)\{0}
si r) désigne la dimension du sous-espace vectoriel caractéristique complexe as-
socié a la valeur propre A\ de ’application hamiltonienne F'.
Dans ce cas, on a encore 'identité entre les deux notions d’ensembles pseudo-
spectraux semi-classiques,

Y € [0,00], N (q(x,he)") = A (q(x, he)™),
et les résultats suivants qui sont résumés dans le théoreme 1.6.6.

Théoreme 1.6.6. Considérons q : R} x Rg — C une forme quadratique el-
liptique & valeurs complexzes en dimension n > 2 et q(z,6)* : B — L*(R")
Uopérateur différentiel quadratique elliptique associé.

o Si lopérateur q(z,€)¥ : B — L*(R") est normal i.e. si la forme quadra-
tique {Req, Imgq}(x,§) est identiquement nulle, on a alors les identités carac-
téristiques,

_1H . 1
d(z,0(q(z, &)’
Ve >0, o-(q(z,8)") = {z € C:d(z,0(q(z,&)")) <e}.

e Si lopérateur q(x, &)V : B — L?(R™) n'est pas normal i.e. si la forme quadra-
tique {Req, Imq}(x, &) n’est pas identiquement nulle alors l'image numérique X(q)

Vz ¢ a(q(l‘,ﬁ)w), H (Q(%g)w - Z)
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est un secteur angulaire fermé de sommet 0 avec une ouverture strictement posi-
tive et strictement plus petite que w. On a les résultats suivants sur les ensembles
pseudo-spectraux semi-classiques,

A% (g(a, he)™) = (q), 2(q)° € (A (q(z, he)™))¢ et 0 € (AT (q(x, hE)™)) .

Le théoreme suivant étudie ce qui se passe sur la frontiere de I'image numérique
privée du point 0, 0%(q) \ {0}.

Théoreme 1.6.7. Sous les hypothéses du théoréme 1.6.6, on suppose que l’opéra-
teur q(z, &) : B — L*(R™) est un opérateur non normal. La frontiére de l'image
numérique privée du point 0, 9%(q) \ {0}, est alors la réunion disjointe de deux
demi-droites ouvertes distinctes Ap = 1R et Ay = 2R o1 21 et 23 sont des
nombres complexes appartenant a l’ensemble 03(q) \ {0},

82((1) \ {0} = A1 UA,.

On note F application hamiltonienne associée a la forme quadratique q.
e Si le symbole q est d’ordre fini kj, j € {1,2}, sur la demi-droite A; au sens
défini a la section 2.3.b.3 du chapitre 2, alors cet ordre k; est nécessairement
pair et,
C
AjC (AZ(;/(ij)(Q(xvhf)w)) :

e Si le symbole q est d’ordre infini sur la demi-droite A;, j € {1,2}, considérons
les deux hypothéses supplémentaires suivantes :

(H1) On suppose que (Im(zﬁF))2 # 0.

(H2) On suppose que (Im(z?F))2 = 0. Sous cette hypothése, on a l’inégalité
suivante,

1 < rang(Im(z;F)) < min (n — Z dimcKer(F — \),n — 1),
)\EU(F)ﬂiAj

ot dimcKer(F — \) désigne la dimension du sous-espace vectoriel Ker(F — \) de
C?" en tant que C-espace vectoriel. On suppose de plus dans ce cas que,

rang (Im(z;F)) > n — Z dimcKer(F — \) — 1.
A€o (F)NiA;

Si l'une des deuz hypothéses (H1) ou (H2) est satisfaite alors il n’y a pas de
pseudo-spectre semi-classique d’indice infini sur Aj;. Plus précisément, pour tout
n > 0 il existe une constante C strictement positive telle que,

Vh > 0,Yu € B, |q(z,h§)"u — nzjul|r2mny > Chllul|L2®ny,
ce qui induit 'inclusion,

Aj; C (Aslc (q(:n, h{)w))c.
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Comme en dimension 1 dans le cas des opérateurs différentiels quadratiques
elliptiques de type 1, le théoreme 1.6.6 montre que le spectre d’un opérateur
différentiel quadratique elliptique en dimension n > 2 est stable sous de petites
perturbations si et seulement si cet opérateur est normal. Le fait qu’il y ait sta-
bilité du spectre sous ’hypotheése de normalité n’est pas vraiment surprenante
au regard des résultats classiques que nous avons rappelés précédemment. Par
contre, il est remarquable de noter que si cette hypothese de normalité est vi-
olée, il se produit effectivement dans cette classe particuliere d’opérateurs de
fortes instabilités spectrales pour les hautes énergies puisque le pseudo-spectre
semi-classique d’indice infini de ces opérateurs remplit tout l'intérieur de leurs
images numériques. On constate aussi que la géométrie des régions de I’ensemble
résolvant ou ’on controéle la taille de la norme de la résolvante, dépend de I'ordre
sur la frontiere de leurs images numériques privée du point 0 des symboles qui
définissent ces opérateurs. Par exemple, lorsque les demi-droites ouvertes A; et
Ay qui composent ’ensemble précédent sont d’ordre fini, on a une description
des ensembles e-pseudo-spectraux du type de celle donnée par la conjecture de
Boulton avec des indices critiques p différents. La valeur de ces indices dépend
directement de 'ordre des deux demi-droites Aj et As. Si 'image numérique du
symbole ¢ est par exemple de la forme de celle de 'oscillateur harmonique non
auto-adjoint décrit a la section 1.2, I'indice 1/3 doit étre remplacer par I'indice
1/(k;+1) si kj désigne I'ordre de la demi-droite R* qui compose dans ce cas une
partie de la frontiere de 'image numérique. On renvoie ici le lecteur a la section
2.4 du prochain chapitre pour trouver davantage de précisions sur ce point a
travers les quelques exemples types que nous détaillons et qui rendent compte
des diverses situations qui peuvent apparaitre dans le bestiaire des opérateurs
différentiels quadratiques elliptiques.

Notons malheureusement que le théoreme 1.6.7 laisse ouverte dans quelques
cas particuliers d’opérateurs différentiels quadratiques elliptiques, la question
de 'absence de pseudo-spectre semi-classique d’indice 1 sur des demi-droites
ouvertes d’ordre infini de la frontiere de leurs images numériques. A ’heure ou
nous écrivons ces lignes, nous ne savons pas si le résultat,

95(q) \ {0} € (AT (g(@,h)"))",

est toujours vérifié méme si nous sommes fortement enclins a le penser. Notons
cependant que le théoréeme 1.6.7 permet tout de méme de traiter tous les cas
d’ordre infini qui se produisent en dimension 2 ainsi qu’un grand nombre de cas
apparaissant en dimension 3 puisque seuls les cas ou,

(Im(zﬁ-F))2 =0 et rang(Im(z;F)) =1,
échappent au résultat précédent.

Pour démontrer les résultats que nous venons d’énoncer, il y a essentiellement
trois types d’arguments a utiliser.

e Le premier type d’argument est de nature géométrique. Nous allons bien str
tout d’abord utiliser la propriété fondamentale d’invariance symplectique propre
a la quantification de Weyl. Cette propriété nous permettra quand cela est possi-
ble de ramener notre étude de certains symboles via une réduction symplectique
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a celle de certaines formes normales. Nous userons également de la géométrie liée
au caractere quadratique des symboles de la classe d’opérateurs que ’on étudie.
Ce cadre quadratique impose une certaine rigidité que nous utiliserons fortement
de maniere non triviale.

e Concernant les résultats d’existence de pseudo-spectre semi-classique d’indice
infini, nous utiliserons un résultat d’existence de quasi-modes sous une condition
de violation de la condition géométrique (¥) qui sera démontré dans la deuxieme
partie du chapitre 3 de cette these. Ce dernier résultat généralise les criteres d’ex-
istence précédents rappelés en section 1.3. Notons toutefois que 'on proposera
une démonstration alternative qui utilise le résultat de M.Zworski rappelé au
théoreme 1.3.2. Cette deuxieme démonstration permettra de démontrer 1'exis-
tence de pseudo-spectre semi-classique d’indice infini en tout point de l'intérieur

de 'image numérique a l’exception d’un nombre fini de demi-droites particulieres.

e La démonstration des résultats d’absence de pseudo-spectre semi-classique
d’indice infini sur la frontiére de l'image numérique s’appuie sur utilisation
d’estimations a priori sous-elliptiques. Pour les cas des demi-droites d’ordre fini,
nous utiliserons le résultat de N.Dencker, J.Sjostrand et M.Zworski, Théoreme
1.4 dans [7]. Pour établir les résultats dans les cas des demi-droites d’ordre infini,
nous étudierons la décroissance en temps de la norme du semi-groupe a contrac-
tion e*7@8)" pour des valeurs particulieres du nombre complexe non nul z. Ceci
se fera en établissant des estimations fines sur le symbole de Weyl du semi-
groupe dont une expression est donnée par la formule de Mehler que démontre
L.Hérmander dans [13].

1.6.b Enoncé des résultats du chapitre 3.

On s’intéresse dans ce troisieme chapitre a des résultats d’existence de quasi-
modes induisant la présence de pseudo-spectre semi-classique d’indice infini.

1.6.b.1 Un critere d’existence de quasi-modes pour des opérateurs de
Schrodinger.

Le résultat qui suit, est extrait de larticle [21], A general result about pseudo-
spectrum for Schréodinger operators, publié dans les PROCEEDINGS OF THE RO-
YAL SOCIETY. Il s’agit d’une généralisation du résultat de E.B.Davies contenu
dans [6] (Théoréme 1) que nous avons rappelé dans une version simplifiée au
théoreme 1.3.1.

Considérons Hj, 'opérateur non borné sur L?(R) défini par,

2 d*f

Hyf(x) :== —h @(x) + Vi(2) f (),

ou V}, désigne un potentiel C*° a valeurs complexes dépendant continiment ainsi
que toutes ses dérivées du parametre semi-classique h > 0. On suppose que Hj,
est une extension fermée de 'opérateur initialement défini sur 'espace C5°(R).

Théoreme 1.6.8. Sin € R* et a € R vérifie,

IpeN,Vj < 2p, j#0, ImVP(a) =0, ImV > (a) #0,
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et si on pose zp = 772 + Vi(a), il existe alors une constante strictement positive
0 telle que pour tout n € N*, il existe une constante ¢, > 0 indépendante de h
et une fonction fh,n € C§°(R) non identiquement nulle dépendant de h et de n
telles que, . )

| Hnfrn — 20 fonllL2m)

VO<h<S§, cnh™.

[FS

Corollaire 1.6.9. Sous les hypotheses précédentes, on suppose maintenant que
le potentiel V' est indépendant du paramétre semi-classique h. Si la partie imag-
inaire du potentiel ImV est une fonction réelle-analytique et que la fonction
x — ImV (z) — ImV (a) change de signe au point a alors,

z=n?+V(a) € X$(Hy) C A (Hp)
sin € R

La démonstration de ce résultat d’existence de quasi-modes semi-classiques passe
par la méme construction WKB complexe que celle utilisée par E.B.Davies
dans [6]. Méme si ce résultat concerne un exemple d’opérateur différentiel tres
particulier, il est intéressant de noter qu’il permet d’esquisser une condition
géométrique suffisante portant sur le symbole de 'opérateur qui induit Iexistence
de quasi-modes caractéristiques de la présence de pseudo-spectre semi-classique
d’indice infini. C’est un premier pas vers le résultat d’existence suivant.

1.6.b.2 Autour de la condition (W¥).

Le résultat d’existence de quasi-modes semi-classiques pour les opérateurs
pseudo-différentiels qui suit, généralise en dimension n > 2 le résultat de M.Zwor-
ski qui figure dans [29] et [30] (ce résultat est rappelé dans le théoreme 1.3.2
de ce chapitre) et permet de mieux comprendre la condition géométrique qui
apparait dans le résultat d’existence de quasi-modes pour les opérateurs de
Schrodinger énoncé a la section 1.6.b.1. Ce résultat donne pour un opérateur
pseudo-différentiel une condition géométrique sur son symbole principal semi-
classique, la violation de la condition (¥), qui est suffisante pour générer du
pseudo-spectre semi-classique d’indice infini. Compte tenu du fait que la condi-
tion géométrique (V) se trouve au cceur des résultats concernant la résolubil-
ité des opérateurs pseudo-différentiels adjoints associés, notre résultat permet de
préciser le lien entre les questions d’existence de quasi-modes semi-classiques car-
actéristiques de la présence de pseudo-spectre d’injectivité semi-classique d’indice
infini et des questions de résolubilité que M.Zworski a le premier évoqué dans
[30].

Dans I’énoncé du résultat suivant, on utilise la notion usuelle de front d’onde
semi-classique FS((uh)o<h§h0) d’une famille semi-classique (up,)o<n<hp, dont on
peut trouver une définition par exemple dans [19] (Définition 2.9.1) et qui sera
rappelée au début de la deuxieme partie du chapitre 3.

On suppose dans cette section 1.6.b.2 que la dimension n est supérieure ou
égale a 2 et on considere les deux hypotheses suivantes.
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(H1) Soit P(z,&,h) un symbole de la classe,
S({(x, €)™, d2* + d€?),

définie en (1.3.1), ou (z,£) € R" x R", m € Ry, qui admet dans cette classe un
développement asymptotique semi-classique de la forme,

“+oo
=0

ot les fonctions p;(x, &) désignent des symboles de la classe,
S({(, )™, da® + d&?),
qui sont supposés indépendants du parametre semi-classique h.

(H2) Soit z € C. On suppose qu'’il existe une fonction go(z,£) € C°(R*™, C),
indépendante du parametre semi-classique A (la notation Cp° (R2" C) désigne
ici Iespace des fonctions C™ qui sont bornées sur R?" ainsi que toutes leurs
dérivées) et une courbe bicaractéristique t € [a,b] — ~(t) € R®*" du symbole
Re(qo(po - z)) oll a < b telle que,

Vt € [a,b], qo(7(t)) # 0 et
Im[qo(7(a)) (po(v(a)) — 2)] > 0 > Tm[go(v(0)) (po(7(b)) — 2)]

ou les notations Rep et Imp désignent respectivement la partie réelle et la partie
imaginaire d’une fonction & valeurs complexes p. Considérons la quantité,

Lo:=inf{t—s:s,t€fab], a<s<t<b,
Im [qo(7(s)) (po(7(5)) — 2)] > 0 > Tm[go(v(t)) (po(7(t)) — 2)] } = 0.

Sous ces hypotheses, cette quantité vérifie I'estimation 0 < Lo < b—a et on peut
trouver un couple (ag, bo) €]a, b[* tel que,

a0§b0 et L():b()—ao.
Dans le cas ou Ly > 0, on peut choisir ce couple (ag, by), ag < by tel que,
Vao 1] = 00, a0l 1 {t € [0, T [a0(1(8)) (po (4 (1)) — )] > 0} £,

Vi N Jbo, +o00 N {t € [a,] : Im[go(v(t)) (po(7(t)) — 2)] < 0} #0,
et,

vt € [ao, bo], Tm[qo(v(t)) (po((t)) — 2)] =0,

pour tout voisinage ouvert V,, de ag et V4, de by dans R. Dans le cas ou,
Lo=by—ag=0,
on peut choisir ce point ag = by €]a, b| tel que,
Im([go(v(a0)) (po(v(a0)) — 2)] = 0,
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et tel que pour tout voisinage ouvert Vg, du point ap dans R, il existe un couple
(a1,b1) de R? tel que,

al,bl S Vao, a1 < by et
Im[go(v(a1)) (po(v(a1)) — 2)] > 0 > Im[go(7(b1)) (po(v(b1)) — 2)].

Remarque. Dans le cas ot la fonction Im (qo (po — z)) change de signe a un ordre
fini en passant de valeurs positives vers des valeurs négatives le long de la courbe,

t € [a,b] — (t) € R*™,
on peut choisir le couple (ag, by) € R? précédent tel que,

ag = bo.

Théoréeme 1.6.10. Sous les hypothéses (H1), (H2) et les notations précédentes,
on peut pour tout voisinage ouvert V de l’ensemble compact ([ag, bo]) dans R?"
et pour tout N € N trouver une constante hg strictement positive et une famille
semi-classique (up)o<n<n, de S(R™) telles que,

lunllL2gey = 1, VI € N,3m; € N, [Jup|lgi = O(h™™) lorsque h — 07,
FS((Uh)O<h§ho) CV et
| P(x, h&, h) up — zup||p2mny = O(hN) lorsque h — 0. (1.6.4)

En particulier, le point z appartient au pseudo-spectre d’injectivité semi-classique
d’indice infini de opérateur pseudo-différentiel semi-classique,

(P(z, R, h)w)0<h§1.

Ce théoreme montre que 'on peut construire un quasi-mode semi-classique
(un)o<h<h, vérifiant I'estimation (1.6.4) avec un front d’onde semi-classique pou-
vant étre concentré dans un voisinage ouvert arbitraire de 1’arc compact de la
bicaractéristique v([ag, bo]) sur lequel se produit le changement de signe donné
par 'hypothese (H2). Dans le cas ou ce changement de signe de valeurs posi-
tives vers des valeurs négatives s’effectue a un ordre fini, on constate d’apres la
remarque précédant le théoreme 1.6.10 que ce front d’onde semi-classique peut
alors étre concentré dans un voisinage ouvert arbitraire d’un point de I’espace des
phases. On peut reformuler ’hypothese précédente (H2) en terme de violation
de la condition (¥). Si z € C et P désigne un symbole de la classe,

S({(z, €)™, da® + dg?),

vérifiant ’hypothese (H1), le résultat du théoréeme 1.6.10 induit que sous une
violation de la condition (W) par le symbole principal semi-classique pg — z du
symbole P — z, on peut pour tout N € N trouver un quasi-mode (up)o<n<h,
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de S(R™) ot hg > 0 dont le front d’onde semi-classique se concentre dans un
compact de I’espace des phases et qui vérifie,

| P(x, h&, h) up — zup||p2mny = O(h™) lorsque h — 0.

Pour démontrer ce théoreme, nous nous appuyons tres fortement sur la preuve
de la nécessité de la condition (V) pour garantir la résolubilité d’un opérateur
pseudo-différentiel que propose L.Hérmander dans le chapitre 26 de son livre [12].
Il s’agit plus précisément d’une adaptation dans un cadre semi-classique de la dé-
monstration du théoreme 26.4.7 de [12]. Ce résultat d’existence de quasi-modes
semi-classiques était, nous devons le dire, un peu attendu. Il ne surprendra donc
pas les personnes familieres des problemes de résolubilité et des mathématiques
qui gravitent autour de la condition (V). L’existence possible d'un tel résul-
tat est évoquée par N.Dencker, J.Sjostrand et M.Zworski dans [7] qui mention-
nent une remarque de N.Lerner a ce sujet. Nous avons voulu ici nous assurer
de la pertinence de cette remarque en proposant une preuve complete d’un tel
résultat d’existence dans un cadre semi-classique. L’adaptation dans ce cadre
semi-classique de certaines parties de la démonstration du théoreme 26.4.7 de
[12] exige des vérifications et des modifications méme si on peut essentiellement
considérer que le cadre semi-classique est plus simple & explorer que celui des sin-
gularités C*°. Nous allons donc reprendre en détail cette démonstration longue
et difficile du théoreme 26.4.7 de [12] en réutilisant sans modification certaines
parties de cette preuve lorsque cela est possible. Nous utiliserons par exemple di-
rectement la construction remarquable de la fonction de phase due a R.D.Moyer
et L.Hormander (Lemme 26.4.14 dans [12]). Par contre, nous serons amenés a
réécrire certaines parties qui demandent des modifications puisque par exemple
il n’y a plus d’hypotheése d’homogénéité concernant les symboles des opérateurs
pseudo-différentiels que nous considérons. Il faudra donc adapter un certain nom-
bre de lemmes & ce cadre inhomogene comme par exemple le lemme 26.4.16 de
[12]. Nous apporterons également une attention supplémentaire a 1’étude du front
d’onde semi-classique du quasi-mode construit. Notons enfin que le résultat que
nous énoncons ici s’applique en dimension n > 2. Il est clair qu’il est égale-
ment vérifié en dimension 1. Il suffit pour cela d’apporter quelques modifications
ponctuelles et simples a la démonstration proposée en dimension supérieure ce
que nous avons omis ici pour des raisons de place.

1.6.c Enoncé des résultats du chapitre 4.

Le chapitre 4 de ce manuscript reprend le contenu de l'article [22], A com-
plete study of the pseudo-spectrum for the rotated harmonic oscillator, accepté
pour publication dans le JOURNAL OF THE LONDON MATHEMATICAL SOCIETY.
Cet article recouvre une étude compleéte des ensembles pseudo-spectraux semi-
classiques et des ensembles e-pseudo-spectraux classiques de l'oscillateur har-
monique non auto-adjoint unidimensionnel que nous utilisons dans le chapitre
2 pour démontrer la description des ensembles pseudo-spectraux semi-classiques
annoncée dans le théoréme 1.6.3 pour les opérateurs différentiels quadratiques
elliptiques de type 1 non normaux. Le résultat principal de cette partie est la
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démonstration du fait que,
R UeRL C (A555((hDy)? + €2?))", (1.6.5)

dont on déduit une démonstration de la conjecture de Boulton énoncée dans
les lignes précédentes. Notons que 'on peut démontrer cette inclusion (1.6.5) en
invoquant le résultat tres général pour les opérateurs pseudo-différentiels semi-
classiques de N.Dencker, J.Sjostrand et M.Zworski, Théoreme 1.4 dans [7]. Nous
donnons ici pour cet exemple particulier d’opérateur différentiel unidimensionnel
une preuve beaucoup plus élémentaire qui n’utilise pas de techniques difficiles
d’analyse microlocale. Cette démonstration recourt seulement a un découpage
judicieux dans ’espace des fréquences.
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Chapitre 2

Etude de la stabilité spectrale
des opérateurs différentiels
quadratiques elliptiques.

2.1 Quelques préliminaires sur les opérateurs différen-
tiels quadratiques elliptiques.

L’objet de cette premiere section est de rappeler un certain nombre de ré-
sultats classiques concernant les opérateurs différentiels quadratiques elliptiques
qui seront constamment utilisés dans la suite de ce chapitre.

2.1.a Forme quadratique elliptique et image numérique.

On dit qu’une forme quadratique a valeurs complexes ¢ : R x Rg — Cou
n € N*, est elliptique si elle vérifie la propriété suivante,

(z,§) € Ry X RE, q(z,§) = 0= (,8) = (0,0).

A toute forme quadratique ¢, on associe le sous-ensemble du plan complexe ¥(q)
défini par,
3(q) = q(Ry x Rg),

qui est appelé image numérigue de la forme quadratique ¢. Dans le cas ou la
condition d’ellipticité est vérifiée, 'image numérique d’une forme quadratique ne
peut prendre que des formes bien particulieres. C’est ce que montre le résultat
suivant qui est du a J.Sjostrand (Lemme 3.1 dans [24]).

Lemme 2.1.1. Considérons q : R} x Rg — C une forme quadratique elliptique
a valeurs complexes. Si la dimension n est supérieure ou égal a 2, il existe alors
un nombre complexe non nul z tel que la forme quadratique Re(zq) soit définie
positive. Dans le cas o la dimension n = 1, le méme résultat est vérifié si on
suppose de plus que l’image numérique 3(q) est distincte du plan complexe C.

L’image numérique d’une forme quadratique elliptique peut donc prendre unique-
ment deux types de forme. La premiére possibilité est qu’elle coincide exactement
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2.1. Quelques préliminaires.

avec le plan complexe C. C’est un cas un peu particulier qui ne peut se produire
qu’en dimension 1. L’autre possibilité est que I'image numérique 3(q) se réduise
a un secteur angulaire fermé de sommet 0 avec une ouverture strictement plus
petite que .

Preuve. Dans le cas ou I'image numérique est distincte du plan complexe, on
peut apres une éventuelle similitude centrée en 0 qui correspond a la multi-
plication du symbole g par le nombre complexe non nul z donné par le lemme
précédent, supposer que la forme quadratique Req est définie positive. On remar-
que ensuite que 'image numérique ¥(g) a une structure de semi-cone puisque si
z = q(zo,&) € X(q), on a pour tout t € R,

tz = q(Vtzo, Vt&o) € (q),

en raison de 'homogénéité de degré 2 de la forme quadratique ¢. On en déduit
alors que X(q) = R4 si on note I le segment compact défini par,

I'=1+iImg(K) C {z€C:Rez >0},
et K le sous-ensemble compact de R?",
K = {(z,£) € R* : Req(z,£) = 1}.

La propriété de compacité de K est une conséquence immédiate de la définie
positivité de la forme quadratique Req. Ceci montre que I'image numérique X(q)
est dans ce cas un secteur angulaire fermé de sommet 0 et d’ouverture strictement
plus petite que 7. [J

Fig. 2.1 —

v

On rappelle ensuite la notion d’application hamiltonienne associée a une forme
quadratique qui est définie comme suit (voir la définition 21.5.1 dans [12]).

Définition 2.1.2. On associe a toute forme quadratique a valeurs complexes,

q: Ry xRy — C,
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2.1. Quelques préliminaires.

ou n € N*, un endomorphisme F de C*" appelé application hamiltonienne
de q qui est uniquement déterminé par l’équation,

V(z,£) e R V(y,n) € R™™, q((2,€): (y,m) = o((x,£),F(y,n)),

st on note q(-; ) la forme polaire associée a la forme quadratique q et o la forme
symplectique canonique sur R?".

Cette application hamiltonienne F’ possede une propriété d’antisymétrie par rap-
port a la forme symplectique qui découle des propriétés d’antisymétrie de cette
forme symplectique et de symétrie de la forme polaire associée a la forme quadra-
tique g,

VXY € R*™ o(X,FY)=¢q(X;Y)=q(V;X)=0(Y,FX) = —0(FX,Y).

2.1.b Opérateurs différentiels quadratiques elliptiques.

On appelle opérateur différentiel quadratique elliptique tout opérateur pseu-
do-différentiel g(x, &)™ défini en quantification de Weyl,

g(x, &) u(z) = (271r)n /R% ellen€q (2 ; L,€)uly)dyde,

a partir d’'un symbole ¢ qui est une forme quadratique elliptique a valeurs com-
plexes. Ces opérateurs pseudo-différentiels g(x, &)™ sont en fait seulement des
opérateurs différentiels d’ordre 2 puisque la quantification de Weyl associe au
symbole zpx; 'opérateur de multiplication par xpx;, au symbole £.& 'opéra-
teur Dy, Dy,, au symbole x3& 'opérateur xpD,, si k # | et au symbole x3&
I'opérateur,

xk.ka + Dack-l'k

5 .

si on adopte la notation D, := i_lﬁxk. La quantification de Weyl possede des
propriétés géométriques remarquables dont la principale est sa propriété d’in-
variance symplectique que nous rappelerons au paragraphe suivant. Nous allons
utiliser cette propriété d’invariance symplectique pour réduire quand cela est pos-
sible les symboles des opérateurs pseudo-différentiels étudiés a certaines formes
normales auxquelles il suffira de porter notre attention. Nous utiliserons égale-
ment par la suite le fait que les symboles & valeurs réelles définissent dans la
quantification de Weyl des opérateurs formellement auto-adjoints.

Les opérateurs différentiels quadratiques elliptiques possedent certaines pro-
priétés intéressantes qui ont été démontrées par V.V.Grusin. Elles sont rappelées
dans la proposition suivante dont on peut trouver une démonstration dans le
lemme 3.1 de [11] ou le théoreme 3.5 de [24].

Proposition 2.1.3. Considérons q : RI x R¢ — C ou n € N*, une forme
quadratique elliptique o valeurs complexes et z € C. L’opérateur,

q(z,€)" +z: B— L*(R"),
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2.1. Quelques préliminaires.

o, B désigne l’espace de Hilbert,
{u e L*R") : 2*Diu € L*(R") si |+ B| < 2},

muni de la norme,

lullz = > e DiullZn),
lo+8|<2

est alors un opérateur de Fredholm. L’indice de Fredholm de cet opérateur,

q(z, )" + 2,

est indépendant du nmombre complexe z et, est égal a 0 si la dimension n est
supérieure ou €égale a 2. Dans le cas ou la dimension n = 1, cet indice peut
prendre les valeurs —2, 0 ou 2. Plus précisément, si l’image numérique 3(q)
associée a la forme quadratique q est distincte du plan complexe C, l'indice de
Fredholm de lopérateur q(x,§)" + z est nul.

Comme annoncé au chapitre précédent, la propriété de normalité des opérateurs
différentiels quadratiques elliptiques g(z, &)™ se lit simplement sur le crochet de
Poisson de la partie réelle et de la partie imaginaire de leurs symboles.

Proposition 2.1.4. Considérons q une forme quadratique elliptique a valeurs
complexes définie sur RT x R¢ ou n € N*. Sous ces hypothéses, l’opérateur,

q(z,€)" : B— L*(R"),

est un opérateur normal si et seulement si la forme quadratique {Req, Img}(z, §)
est identiquement nulle.

Preuve. Comme les symboles Req et Imq sont des formes quadratiques, la formule
de composition en calcul de Weyl donnée par le théoréeme 18.5.4 de [12] montre
que le symbole de Weyl du commutateur [Reg(z, £)™, Img(z, §)™] est exactement
égal a la forme quadratique,

1
Regflmg — ImgfReq = Z{Req, Img},

ou Regfilmqg désigne le symbole de Weyl de 'opérateur obtenu par composi-
tion Req(x, £)"Img(x, &)™ des deux opérateurs pseudo-différentiels Req(x, &)™ et
Img(z, &)™, ce qui induit qu'un opérateur différentiel quadratique elliptique est
normal si et seulement si le crochet de Poisson de la partie réelle et de la partie
imaginaire de son symbole est la forme quadratique identiquement nulle. [J

Lorsque 'image numérique 3(q) est distincte du plan complexe, on possede
une description complete du spectre de I'opérateur de Fredholm d’indice 0,

q(x,€)" : B — L*(R"),

qui est rappelé dans le théoreme suivant. Ce résultat a été démontré par J.Sjos-
trand dans [24] (Théoreme 3.5).
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2.1. Quelques préliminaires.

Théoreme 2.1.5. Considérons q : R7 X R — C oun € N*, une forme quadra-
tique elliptique a valeurs complexes dont l’image numérique ¥(q) est distincte du
plan complexe. 1l existe alors un élément zg € C* tel que la forme quadratique
Re(z0q) soit définie positive. Le spectre de l'opérateur de Fredholm d’indice 0,

q(,6)" : B — L*(R"),

est dans ce cas composé uniquement de valeurs propres de multiplicités finies et
possede la description suivante,

gl ={ 3 (m+2m) (i) ke N}, (2.1.1)
Aeo(F),
Im(zoA\)>0

si on note F' Uapplication hamiltonienne associée a la forme quadratique q et ry
la dimension du sous-espace vectoriel caractéristique complexe associé a la valeur
propre A de F'.

Remarquons tout d’abord que sous les hypotheéses du théoreme précédent, le
spectre de opérateur g(z, &)™ est contenu dans I'image numérique (q) associée
a son symbole puisque comme le montre le lemme 3.2 et le théoreme 3.3 de [11],
on pourrait remplacer la sommation sur ’ensemble,

A€ a(F), Im(zA) > 0,
de (2.1.1) par une sommation sur ’ensemble,
A€ a(F), —ix € X(q) \ {0}.

Les opérateurs différentiels quadratiques elliptiques g(x, £)" dont les images numériques
Y(q) remplissent tout le plan complexe, ne rentrent pas dans le cadre du théoreme
précédent. Ce sont des cas un peu particuliers dans la classe des opérateurs dif-
férentiels quadratiques elliptiques qui sont propres & la dimension 1. Nous verrons

a la section suivante que leurs spectres sont égaux au plan complexe tout entier et

que selon I'indice de Fredholm de ces opérateurs, ces spectres sont soit composés
uniquement de valeurs propres, soit ils n’en possedent aucune.

Notons aussi dés & présent que lorsque I'image numérique X(q) est distincte
de C, on a d’apres la remarque qui fait suite a la définition 1.5.2 I'identité en-
tre les deux notions de pseudo-spectres semi-classiques et de pseudo-spectres
d’injectivité semi-classiques des opérateurs différentiels quadratiques elliptiques
semi-classiques associés,

Vu € [0, 00], )\ff(q(x,hf)w) = Af(‘]@vh@w)a

puisque d’apres la proposition 2.1.3 les opérateurs g(z, £)"“ +z sont des opérateurs
de Fredholm d’indice 0 pour tout z € C.
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2.1. Quelques préliminaires.

2.1.c Invariance symplectique et formes normales.

On commence ce paragraphe en rappelant la propriété fondamentale d’invari-
ance symplectique de la quantification de Weyl dont on peut trouver un énoncé
dans [12] (Lemme 18.5.9) que nous reproduisons dans le théoréeme suivant.

Théoréme 2.1.6. Pour toute transformation symplectique affine x de R*™, il
existe une transformation unitaire U de L?(R™) uniquement déterminée a un
facteur complexe de module 1 prés telle que U soit respectivement un automor-
phisme des espaces S(R™), B et S'(R™) ou B est l’espace de Hilbert défini a la
proposition 2.1.3 et telle que,

(aox)(2,6)" = U a(x,£)"U, (2.1.2)

pour tout a € S'(R?™). On dit que U est un opérateur métaplectique associé a la
transformation symplectique affine x.

La propriété d’invariance symplectique de la quantification de Weyl induit
cette méme propriété pour les ensembles pseudo-spectraux semi-classiques et les
ensembles pseudo-spectraux d’injectivité semi-classiques des opérateurs différen-
tiels quadratiques elliptiques dans le sens ou si g : R x ]R? — C désigne une
forme quadratique elliptique a valeurs complexes et x est une transformation
symplectique linéaire de R?", on a pour tout p € [0, o] les identités,

A (g o) (@, he)") = X (a(w, he)"™),
A ((q o x) (@, he)™) = A (q(x, hE)™). (2.1.3)

En effet, commengons par remarquer que le théoreme 2.1.6 induit que pour tout
a € S'(R?) et h >0,

Uy tal@,€)"Uy = a(h™ 2, h/26)",
si on note Uy, 'opérateur,
Unf(z) = hA f(h2x),

puisque d’apres la démonstration du théoreme 18.5.9 dans [12] opérateur Uj
est un opérateur métaplectique associé a la transformation symplectique linéaire
(z,€) — (h~Y2z, h1/2¢). Considérons maintenant le cas ol le symbole,

a:Ry xR — C,

est une forme quadratique. D’apres I’homogénéité particuliere de ce symbole a,
on a alors,

Vh >0, a(h~'2z, h'/?%¢) = %a(x, hé),

ce qui induit I'identité,

1a(x, h&)®.

Vh >0, U, ta(z, )"0, = -
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2.1. Quelques préliminaires.

Considérons ensuite g : R} x Rg — C une forme quadratique elliptique a valeurs
complexes et y une transformation symplectique linéaire de R?". Constatons
que lopérateur (q o x)(z, h&)" est bien un opérateur différentiel quadratique
elliptique pour A > 0 puisque sous nos hypotheses le symbole ¢ o x est une
forme quadratique elliptique. Si z & A}y (q(x, hf)’”) pour 0 < p < 400, on peut
trouver des constantes C' et hg strictement positives telles que pour tout u € B
et 0 < h < hy,
lq(z, h&)“u — zul|L2®ny = Ch*|ul[L2(mn)-

Si on note U un opérateur métaplectique associé a la transformation symplectique
linéaire , on obtient en utilisant le caractére unitaire sur L?(R™) des opérateurs
U et Up, l'estimation précédente et le fait que les opérateurs U et U soient des
automorphismes de ’espace B que pour tout u € B et 0 < h < hy,

U, " U Ung(2, hE) U, UUu — 2U, U ULU, U0 2 ey
> CRH\ U UURul| 2y,
i.e. que pour tout u € B et 0 < h < hy,
1(g 0 x)(z, hE)“u — 2ul| L2(rny = Ch*[Jul| L2®n),

puisque d’apres ce qui précede,

U, U Ung(x, he)VU, P UU, = Uy U= hg (2, €) U Uy
= hU, (g o X)(@,£)"Un = (g0 x)(z, h&)".

Cette estimation montre que z ¢ /\ZC((q o x)(z, hg)w) et induit 'inclusion,
N ((gox) (@ he)™) € X (a(x, he)"™).

Pour obtenir I'implication réciproque, il suffit d’utiliser 'inclusion précédente
pour la forme quadratique elliptique g o x et la transformation symplectique
linéaire x 1. Ceci démontre la premiere identité de (2.1.3) si 0 < p < +o00. Le cas
ol p = 400 s’en déduit immédiatement d’apres la définition 1.5.2. Remarquons
maintenant que l’identité précédente impose que pour tout h > 0,

o(q(@,hg)") = o ((gox)(x, hE)"),
et que si z € o(q(m, h{)“’),
((go x) (@, h&)® — 2) " = U U Up(q(x, €)Y — 2) U, U,

ce qui comme 'opérateur U, U=1U,, est une transformation unitaire de L?(R")
induit que,

[((q 0 x)(x, h&)" — 2)_1H£(L2(R")) = || (a(=, n&)" — Z)_IHE(LQ(R"))’

et démontre la seconde identité de (2.1.3). Cette propriété d’invariance symplec-
tique des ensembles pseudo-spectraux semi-classiques et des ensembles pseudo-
spectraux d’injectivité semi-classiques va nous permettre de réduire 1’étude de
certaines sous-classes des opérateurs différentiels quadratiques elliptiques a celle
de quelques opérateurs modeles.
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2.1. Quelques préliminaires.

2.1.c.1 Formes normales pour les formes quadratiques positives.

Les deux résultats suivants sont extraits du livre de L.Hérmander [12] (Lem-
me 18.6.4 et Théoreme 21.5.3).

Proposition 2.1.7. Soit qy une forme quadratique définie positive sur R?™ o1
n € N*. Il existe alors une transformation symplectique linéaire x de R?" telle
que,

n
qo(x(x,€)) =D _ M@} + &),
j=1
avec A\j > 0 pour tout j = 1,...,n.

Dans le cas ou la forme quadratique gy est seulement supposée positive, on a le
résultat suivant.

Proposition 2.1.8. Soit gy une forme quadratique définie sur R*™ ot n € N*.
Si qo est une forme quadratique positive, on peut trouver une transformation
symplectique linéaire x de R®™ telle que,

ket
w(x(x,9) =>_ N@i+&) + > af,
Jj=1 j=k+1

avec k,l € N et \j > 0 pour tout j =1,..., k.

Cette derniere proposition va nous permettre de donner une premiere localisation
des régions ou peuvent se développer les instabilités spectrales d’un opérateur
différentiel quadratique elliptique. La proposition suivante montre que ces régions
ou la résolvante d’'un opérateur différentiel quadratique elliptique peut prendre
en norme une taille significative, sont nécessairement contenues dans l'image
numérique X(q) de son symbole. En effet en dehors de I'image numérique X(g), on
a ’excellent contréle de la norme de la résolvante annoncé a la proposition 1.6.1
du chapitre précédent.

Proposition 2.1.9. Considérons q une forme quadratique elliptique a valeurs
complexes définie sur R?™ o n € N*. Pour tout z appartenant a l’ensemble com-
plémentaire de l'image numérique 3(q), on a l’estimation suivante de la norme
de la résolvante,

(a(z,€)* —2) 7" < i ! (2.1.4)

2,%(q))

Preuve. Si ¥(q) = C, il n’y a rien a démontrer. On suppose donc que l'im-
age numérique est distincte du plan complexe. D’apres la description donnée
précédemment des formes que peuvent prendre les images numériques des formes
quadratiques elliptiques, I'image numérique ¥(gq) est donc nécessairement un
secteur angulaire fermé de sommet 0 et d’ouverture angulaire strictement plus
petite que 7. Considérons z ¢ X(q) et notons zg sa projection sur le convexe
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2.1. Quelques préliminaires.

fermé non vide %(g). Ce point zy appartient a la frontiere de I'image numérique
0%(q) et on peut choisir z; € C*, |z1| =1 tel que,

zlze{zeC:Rez<0}, E(zlq)c{zeC:RezzO} et
d(z,%(q)) = d(z12,iR). (2.1.5)

Un calcul direct montre ensuite que pour tout u € S(R™),

Re(z1q(z,&)"u — z12u, u) =d(z 2, iR)Hu”%2(Rn)

+ ([Re(zlq(:n,E))]wu,u)Lg(Rn), (2.1.6)

L2(Rm)

puisque les opérateurs [Re (zlq(x, f))]w et i[Im(zlq(a:, £ ))] “ sont respectivement
formellement auto-adjoint et anti-auto-adjoint. On utilise ensuite que le deuxieme
terme du membre de droite de ’expression précédente est positif. En effet, comme
d’apres (2.1.5) la forme quadratique Re(z1¢) est positive, le théoreme 2.1.6 et la
proposition 2.1.8 permettent de trouver un opérateur métaplectique U vérifiant,

k+1

[Re(zlq(mf (Z)\ D2 —I—x Z :U?)U,

j=k+1

ou k,l € Net A\; > 0 pour tout j = 1,...,k. On obtient ainsi en utilisant le
caractére unitaire sur L?(R™) de I'opérateur U que,

k
([Re(zlq(m,f))}w )Lz ®Rn) = ZA |DxJUU||L2(Rn +||5UJU“||L2 R"))
7j=1
k+1
+ Y laUulFagey > 0.
j=k+1

L’inégalité de Cauchy-Schwarz et (2.1.5) permettent ensuite d’obtenir a partir
de lidentité (2.1.6) que pour tout u € S(R™),

(=2, 5(@)) [ull 2any < |1 lla(, €)u = 2ull 2an)- (2.1.7)

En utilisant finalement la densité de I’espace de Schwartz S(R™) dans ’espace
B, le fait que |z1] = 1 et que d’apres le théoreme 2.1.5 et la remarque qui lui fait
immédiatement suite,

o(q(=,6)") € S(a),

on déduit de I'estimation (2.1.7) I'estimation (2.1.4) sur la norme de la résolvante
de Vopérateur ¢(z,&)*. O

2.1.c.2 Formes normales pour les formes quadratiques elliptiques en
dimension 1.

La proposition suivante montre qu’a une réduction symplectique linéaire
réelle pres, il y a seulement trois types de symboles quadratiques elliptiques
en dimension n = 1.
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2.1. Quelques préliminaires.

Proposition 2.1.10. Considérons q : R; x Rg — C une forme quadratique
elliptique a valeurs complexes en dimension 1. Il existe alors une transformation
symplectique linéaire x de R? telle que le symbole qox soit de l'un des trois types
sutvants :

(i) a(€? +e?2?) aveca € C*,0< 0 < .

(i) a(€+iz)(€ +nx) avec a € C*, n € C tel que Imn > 0.

(#ii) o€ —ix)(§ + nz) avec a € C*, p € C tel que Imn < 0.

De plus, si le symbole q o x est du type (ii) ou (iii) alors l'image numérique de
la forme quadratique q est égale au plan compleze, ¥(q) = C.

Preuve. Considérons q : R> — C une forme quadratique elliptique & valeurs com-
plexes. Etudions tout d’abord le cas ou I'image numérique X(q) est distincte du
plan complexe. Le lemme 2.1.1 montre que quitte a multiplier la forme quadra-
tique ¢ par un nombre complexe non nul, on peut supposer que la forme quadra-
tique Req est définie positive. On peut ensuite réduire via une transformation
symplectique linéaire donnée par la proposition 2.1.7 la forme quadratique Regq
a la forme normale,
Req(x, €) = A(€2 + 22),

avec A > 0. On en déduit alors que I'on peut trouver des réels a,b et ¢ tels que,
q(z,&) = M2 + & +i(ax® + 2baé + c£?)).

On choisit ensuite une matrice orthogonale P € O(2,R) diagonalisant la matrice
symétrique réelle associée & la forme quadratique az? + 2bxé + €2,

-1 a b . )\1 0
()= (5,

avec A\1, A2 € R. Dans le cas o P € O(2,R) \ SO(2,R), on a

~_1 a b o )\2 0
()= (5 ),

si oy désigne la matrice de déterminant —1,

01

1 0)°
et P = Poy. On en déduit que I'on peut toujours diagonaliser la matrice symétrique
réelle associée & la forme quadratique A™'Img par une conjugaison par un élément
de SO(2,R). Comme en dimension 1, le groupe linéaire symplectique coincide

avec le groupe SL(2,R), on peut donc supposer apres une transformation sym-
plectique linéaire de R? que l'on a,

q(z,§) = )\(952 + &2+ z'('ym:Q + '7252)) = oz(§2 + rewa),

avec 71,72 € R, a € C*, r > 0 et 0 €] — m,7[. En effet, Dellipticité de la forme
quadratique ¢ impose que 6 # 7[27]. Enfin en utilisant pour terminer cette
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2.1. Quelques préliminaires.

réduction la transformation symplectique linéaire (z,&) — (r~'/*z,71/4€), on
obtient le symbole du type (i),

0”1/2(52 n eiQxZ),

si 0 < 60 < m. Dans le cas ou —7 < 0 < 0, il suffit d’effectuer en plus la transfor-
mation symplectique linéaire réelle (z,&) — (£, —z) pour obtenir un symbole de
type (i),
Ck?“%eie(fQ + 6_i9$2).

Supposons maintenant que 'image numérique X(q) soit égale au plan com-
plexe C. Comme nous sommes en dimension 1, on peut factoriser le symbole
q sur C si on considere ce symbole comme un polynome de degré 2 en la vari-
able &. 1l existe donc vu la dépendance en la variable x des coefficients de ce
polynéme des nombres complexes Ay, A2 et a € C* tels que,

q(z, &) = (€ — Mz) (€ — Aga).
L’hypothese d’ellipticité de la forme quadratique g impose les conditions,
Im\; # 0,
pour j = 1,2. Quitte a effectuer la transformation symplectique linéaire,
(x,&) — (x,& + Rehiz),
on peut supposer que,

q(z,€) = (€& —irx) (€ + bx), (2.1.8)

avec r € R* et Imb # 0. Nous allons maintenant vérifier que la condition ¥(q) = C
impose que rImb < 0. Comme

(& —irz)(E+bx) = £+ (b —ir)z€ — irbz?,

la condition ¥(¢q) = C impose que pour tout (v,w) € R?, il existe une solution
(w0,&0) € R? du systeéme suivant,

2 2 _
{f + Reb & + rImb z* = v (2.1.9)

x&(Imb — 1) — rReb 2% = w.

Constatons tout d’abord d’apres la seconde équation de (2.1.9) que ceci n’est pas
possible si Imb = r. On en déduit donc que Imb # 7. Supposons maintenant que
w soit non nul, on déduit de la seconde équation de (2.1.9) que nécessairement
xg # 0 et,

w + rReb
(Imb — 7))z
Considérons le cas oun v = 0. En utilisant (2.1.10) et la premiere équation
de (2.1.9), on obtient que,

§o = (2.1.10)

(w + rReb 23)* + Reb(Imb — )23 (w + rReb 23) + rImb(Imb — r)%z3 = 0.
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2.2. Cas de la dimension 1.

On peut rééerire cette équation sous la forme f,,(Xo) = 0 si on pose Xo = 23 e,
fuw(X) = rImb((Reb)? + (Imb — r)*) X? + wReb(Imb + r) X +w?.  (2.1.11)

La condition 3(q) = C impose donc que pour tout w # 0, il existe une solu-
tion positive Xy de I"équation f,,(Xp) = 0. La quantité rImb est non nulle par
hypothese. Supposons que rImb > 0. Dans ce cas, comme

£1,(X) = 2rImb((Reb)? + (Imb — 7)?) X + wReb(Imb + r), (2.1.12)

et,
2rImb((Reb)? + (Imb — 7)?) > 0,

puisque Imb # r, on a
VX €Ry, fu(X) > £u(0) = w? >0, (2.1.13)

si w # 0 et,

wReb(Imb + )
— <0.
2rImb((Reb)? + (Imb — r)?) —

L’estimation (2.1.13) montre donc que si rImb > 0 'équation f,,(X) = 0 ne
possede pas de solution positive pour toute valeur du parametre w # 0. Ceci
démontre que la condition 3(¢) = C induit la condition rImb < 0. Enfin, en
utilisant la transformation symplectique linéaire (z,€) — (|r|~%/2z, |r|'/2€), on
obtient les modeles (i) et (7i7),

alr|(§ +iz) (€ + nz) avec Imn > 0 et alr|(§ — iz)(€ 4+ nz) avec Imn < 0.

si on note n = |r|71h. 1l est facile de vérifier que 1'image numérique des mod-
eles (i7) et (i4i) est égale au plan complexe C. Ce fait est une conséquence du
résultat plus précis que propose la proposition 2.2.3 de la section suivante et dont
la démonstration est indépendante de ce qui suit. [

2.2 Etude de la stabilité spectrale des opérateurs diffé-
rentiels quadratiques elliptiques en dimension 1.

On étudie dans cette deuxieme section les ensembles e-pseudo-spectraux des
opérateurs différentiels quadratiques elliptiques unidimensionnels g(x, &)™ ainsi
que les ensembles pseudo-spectraux semi-classiques et pseudo-spectraux d’injec-
tivité semi-classiques des opérateurs semi-classiques (q(z, h&)")o<n<1 associés.
La dimension 1 présente certaines singularités par rapport aux autres dimen-
sions. En effet, on a déja constaté au lemme 2.1.1 et a la proposition 2.1.10 qu’en
dimension 1, I'image numérique des formes quadratiques elliptiques pouvait étre
égale au plan complexe ce qui est exclu en dimension supérieure. La proposition
2.1.3 montre également que l'indice de Fredholm de ces opérateurs différentiels
quadratiques elliptiques n’est pas toujours nul. Nous allons voir que ’on peut dis-
tinguer en dimension 1 exactement trois classes d’opérateurs différentiels quadra-
tiques elliptiques aux propriétés spectrales distinctes et que cette classification
se caractérise aisément a partir de propriétés simples, relatives aux symboles de
Weyl de ces opérateurs.
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2.2. Cas de la dimension 1.

2.2.a Classification des opérateurs différentiels quadratiques el-
liptiques unidimensionnels.

Considérons ¢(z,£)" un opérateur différentiel quadratique elliptique unidi-
mensionnel défini en quantification de Weyl par ¢ : R; x R¢ — C une forme
quadratique elliptique a valeurs complexes.

Définition 2.2.1. Sous ces hypotheses, on dit que l'opérateur q(z,£)" est un
opérateur :

e de type 1 si l'image numérique ¥(q) associée a son symbole q, est un secteur
angulaire fermé de sommet 0 et d’ouverture strictement plus petite que .

e de type 2 si l'image numérique Y(q) associée a son symbole q, est égale au
plan complexe C et que le symbole {Req,Imq} défini par le crochet de Poisson
de la partie réelle et de la partie imaginaire de son symbole q, est une forme
quadratique définie positive.

e de type 3 si l'image numérique X(q) associée a son symbole q, est égale au
plan complexe C et que le symbole {Req,Imgq} défini par le crochet de Poisson
de la partie réelle et de la partie imaginaire de son symbole q, est une forme
quadratique définie négative.

La définition précédente permet de distinguer trois types distincts d’opéra-
teurs différentiels quadratiques elliptiques qui recouvrent toute la classe des
opérateurs différentiels quadratiques elliptiques unidimensionnels. En effet, en
utilisant I'invariance symplectique de 'image numérique et du crochet de Pois-
son i.e. que pour toute transformation symplectique linéaire y de R?, on a

S(qox) =%(q) et {Re(gox),Im(qo x)} = {Req,Img} o x,

on peut au regard de la proposition 2.1.10 réduire le symbole ¢ via une trans-
formation symplectique linéaire réelle a I'une des trois formes normales (i), (i)
ou (#i7) définies dans la proposition 2.1.10. Il s’ensuit que les opérateurs dont les
symboles se réduisent a la forme normale (i) sont de type 1 et que ceux dont
les symboles se réduisent a la forme normale (i), respectivement a la forme nor-
male (i77) sont de type 2, respectivement de type 3. En effet, si on considere les
symboles,

q1(z,&) = a1(§ +ix)(§ +mz) et q2(z, &) = az(§ —ix)(§ + nox),

avec ai,a9 € C*, m € C, Imn; > 0 et 0 € C, Imno < 0, un calcul explicite des
crochets de Poisson montre que,

{Reql (.%', g)v ImQI (.%', é)}
= 2|a1 [* (Imm & + (€ + Rema)? + Tmni (1 + T )2) > 0,

et,

{Rega(x,€), Imga(x,€) }
= 2]a2|2(1m172§2 — (€ + Renpx)? + Tmapo (1 — Imng)x2) <0.
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2.2. Cas de la dimension 1.

Proposition 2.2.2. Considérons q(z,£)" un opérateur différentiel quadratique
elliptique unidimensionnel. Sous ces hypotheses, l'opérateur,

q(,6)" : B — L*(R),

est un opérateur de Fredholm d’indice respectivement 0, —2 ou 2 s’il est respec-
tivement de type 1, 2 ou 3.

Preuve. Remarquons tout d’abord que la valeur de l'indice de 'opérateur de
Fredholm ¢(z, &)™ est invariant par une réduction symplectique linéaire x de R?
ie.,

ind((q © X) (.73, g)w) = ind(Q(xv g)w) .

En effet, ceci est une simple conséquence de la propriété d’invariance symplec-
tique de la quantification de Weyl rappelée au théoréme 2.1.6 et du fait que les
opérateurs métaplectiques sont des automorphismes des espaces B et L*(R). Il
suffit donc pour démontrer cette proposition de calculer 'indice des trois opéra-
teurs modeles définis en quantification de Weyl par les trois formes normales
(2), (i1) et (iii) de la proposition 2.1.10. En utilisant maintenant, comme le fait
L.Hormander a la suite du lemme 3.1 de [11], 'invariance de 'indice de Fredholm
des opérateurs différentiels quadratiques elliptiques par déformation continue de
leurs symboles préservant leurs ellipticités, on obtient que l'indice de Fredholm
des opérateurs de type 1, 2 et 3, est respectivement égal a I'indice des opérateurs,

N A (o
i —, [z ——) et (z+—) .
dx?’ dx dx
Le calcul des indices des trois opérateurs précédents réalisé dans [11] a la suite

du lemme 3.1 donne alors le résultat annoncé par la proposition 2.2.2. [J

Résumons ces premiers résultats dans la proposition suivante.

Proposition 2.2.3. Considérons q(z,£)" un opérateur différentiel quadratique
elliptique défini en quantification de Weyl par la forme quadratique elliptique a
valeurs compleres q : R, x Rg — C.

o Siq(x, &)Y est un opérateur de type 1, il existe alors a € C*, 0 € [0, [, x une
transformation symplectique linéaire de R? et pour tout h > 0, Uy, un opérateur
métaplectique associé a cette transformation symplectique tels que,

(gox)(x,€) = a(€® + e2?) et Vh > 0, q(z,h€)"” = aUy((hDy)* + “2*)U; .

e Siq(x,&)" est un opérateur de type 2 alors l'image numérique X(q) est égale
au plan compleze C et,

Vz € C*,3(xg, &) € R?\ {(0,0)},
{(z,&) e R* : q(z,&) = 2} = { (20, &), (w0, —&0) }. (2:2.1)
De plus, on peut trouver une transformation symplectique linéaire x de R?, a €

C*, n e C, Imn > 0 tels que (go x)(z,&) = a(§ +ix) (€ + nz).
o Siq(x,&)" est un opérateur de type 3 alors l’image numérique ¥(q) est égale
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2.2. Cas de la dimension 1.

au plan complexe C et l'identité (2.2.1) est vérifiée. De plus, on peut trouver une
transformation symplectique linéaire x de R%, o € C*, n € C, Imn < 0 tels que

(qox)(2, &) = a(§ —iz)(§ + nz).

Preuve. Les résultats de cette proposition ont été démontrés dans les lignes précé-
dentes. Rappelons que nous avons établi lors de la démonstration de (2.1.3) que
si g : Ry x Rg — C désigne une forme quadratique elliptique a valeurs complexes
et y une transformation symplectique linéaire de R?, il existe pour tout h > 0
un opérateur métaplectique Uy, tel que,

Yh >0, (gox)(x,h&)” = U, *q(x, h&)" Uy,

11 suffit seulement de vérifier en plus que si la forme quadratique ¢ est égale a la
forme normale (i7) ou & la forme normale (ii7) de la proposition 2.1.10 I'image
numérique Y(q) est égale au plan complexe C et que l'identité (2.2.1) est vérifiée.
Remarquons tout d’abord que l'on a toujours, 0 = ¢(0,0) € ¥(q). Considérons
maintenant le symbole,

q(z,§) = (§ +icx)(§ +enz),

avec € € {£1}, n € C, Imn > 0 et vérifions que l'identité (2.2.1) est bien vérifiée
pour ce symbole. Pour z € C*, I'équation ¢(z,&) = zsi (z,£) € R? est équivalente

au systeme,
€2 + eRen € — Imn 22 = Rez
e(1 4 Imn)x€ + Ren 22 = Imz.

On distingue deux cas.

Cas 1. On suppose que Imz # 0. Dans ce cas, le systéme précédent est équivalent
au systeme,

x#0

¢ = (Imz — Ren 2?)[e(1 + Imn)z] !

—Imn((Ren)? + (1 4+ Imn)?)z* + (Imz Ren(Imny — 1) — Rez(1 + Imn)?) z?
+(Imz)? = 0.

Comme la fonction,
f(X)= flmn((Ren)2 +(1+ Im77)2)X2 + (Imz Ren(Imn — 1)
— Rez(1 4+ Imn)?) X + (Imz)?,

prend une valeur strictement positive en 0, f(0) = (Imz)? > 0 et que le coefficient
de son terme de plus haut degré est par hypothese strictement négatif, il s’ensuit
qu’il existe une unique solution X positive de ’équation f(X) = 0 qui est de
plus nécessairement strictement positive. On en déduit alors que,

Q(xag) =z = (l’,f) € {($0,fo)7 (—Cﬁo,—fo)},

si on note,
xo = Xé/z >0 et § = (Imz — Ren Xo)[e(1 + Imn)Xé/Q]*l.
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2.2. Cas de la dimension 1.

Cas 2. On suppose maintenant que Imz = 0 ce qui impose que Rez # 0 car
z € C*. 1l est alors facile de vérifier dans ce cas que,

q(x,8) =z <= (x,€) € {(x0,%), (—20,—%0) },
o,
2o =0 et & = (Rez)'/? > 0 si Rez > 0,

et ou,

1/2

zo = (— Rez(1 + Imn)? [Imn((Ren)? + (1 + Imn)?)] _1) >0 et

&0 = —Ren zole(1 + Imn)] ! si Rez < 0.

Ceci termine la preuve de la proposition 2.2.3. [J

2.2.b Etude de la stabilité spectrale des opérateurs de type 1.

Nous allons dans ce paragraphe donner une preuve du théoreme 1.6.3 énoncé
au chapitre précédent. On sait déja au regard de ce qui précede (Proposition
2.2.2) que les opérateurs de type 1 (voir la définition 2.2.1) qui sont les opéra-
teurs différentiels quadratiques elliptiques g(x,£)" en dimension 1 dont I'image
numérique ¥(q) est un secteur angulaire fermé de sommet 0 et d’ouverture stricte-
ment plus petite que 7, sont des opérateurs de Fredholm d’indice 0. Cette pro-
priété induit d’apres notre remarque qui fait suite aux définitions des ensembles
pseudo-spectraux semi-classiques a la section 1.5 du chapitre précédent et d’apres
le résultat de la proposition 2.1.3 que les deux notions de pseudo-spectres semi-
classiques et de pseudo-spectres d’injectivité semi-classiques coincident pour les
opérateurs de type 1 semi-classiques associés,

Y € [0, 00], Af (al@, hg)") = A (q(x, he)"™).

On sait également d’apres le paragraphe précédent que le spectre de ces opéra-
teurs g(x, €)™ de type 1 est composé uniquement de valeurs propres de multiplic-
ités finies et qu’il possede la structure suivante,

o (qlz,€)") = {(2k + 1)(—iX) : k € N},

si on désigne par A I'unique valeur propre de I'application hamiltonienne F' as-
sociée a la forme quadratique ¢ qui vérifie —iA € X(q) \ {0}. Ce résultat est
une conséquence tout d’abord du théoreme 2.1.5 et, ensuite du lemme 21.5.2
et du théoreme 21.5.4 de [12] qui montrent que si A est une valeur propre de
F alors —\ est également une valeur propre de F' et que soit i\ € X(q), soit
—iX € X(q). L’hypothese d’ellipticité de la forme quadratique ¢ impose que I’ap-
plication hamiltonienne F' ne possede pas de valeur propre nulle car d’apres le
théoreme 21.5.4 de [12] le noyau complexe KerF' est engendré par ses éléments
réels et que si Xo € R?, Xy # 0 vérifie FXy =0, on a

q(X()) = O'(X(),FXQ) = 0,

ce qui est contraire a ’hypothese d’ellipticité. Le fait supplémentaire que F soit
ici un endomorphisme sur un espace de dimension complexe 2 assure alors qu’il
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2.2. Cas de la dimension 1.

existe bien une unique valeur propre A de F' vérifiant —i\ € X(q) \ {0} et dont
le sous-espace vectoriel caractéristique complexe associé est de dimension 1.

Considérons maintenant g(x, )™ un opérateur de type 1. La proposition 2.2.3
montre que l'on peut trouver o € C*, 6 € [0, 7[, x une transformation symplec-
tique linéaire de R? et pour tout h > 0, Uj, un opérateur métaplectique associé
a cette transformation symplectique tels que,

(qox)(x,€) = a(&® +ea?), (2.2.2)

et,
Vh >0, q(z, h)" = ozUh((hDI)2 + ewaﬂ)U}?l. (2.2.3)

Etudions tout d’abord le cas ou le parameétre € est nul. Dans ce cas, I'image
numérique X(q) est d’aprés (2.2.2) une demi-droite fermée de sommet 0. On
constate aussi au regard de la proposition 2.1.4 que pour h > 0 'opérateur,

q(z,h€)" : B — L*(R),

est un opérateur normal puisque d’apres la propriété d’invariance symplectique
du crochet de Poisson, on a

{Req, Imq} = {Re(a(&* + 2%)), Im(a (¢ +2%)) } o x 7,
et que,
{Re(a(§2 + acz)),Im(a(ﬁ2 + mQ))} = ]a\Q{Re(fz + %), Tm(£2 + xz)} =0.

On peut alors utiliser I'identité classique (1.1.1) du chapitre précédent qui donne
une expression de la norme de la résolvante des opérateurs normaux pour obtenir

que,
1

z0(q(@,6)v))

Cette identité caractérise la stabilité du spectre de l'opérateur ¢(z, &)™ sous de
petites perturbations et induit que pour tout € > 0,

oe(q(z,8)") = {z € C:d(z,0(q(z,&)")) <e}. (2.2.4)

Il est aussi assez facile de donner une description des ensembles pseudo-spectraux
semi-classiques méme si dans ce cas particulier une étude semi-classique ne
livre pas d’informations plus précises que (2.2.4). D’apres l'invariance symplec-
tique (2.1.3) de ces ensembles, il suffit de considérer le cas o1 g(w, &) = a(£2+22).
L’opérateur q(x, h&)™ est alors a une similitude pres simplement 'oscillateur har-
monique auto-adjoint. Le fait qu’il n’y ait pas de pseudo-spectre semi-classique
d’indice 0 sur I’ensemble complémentaire de 'image numérique,

2(a)" < (A (alw, he)™))",

est une conséquence immédiate de 'estimation (2.1.4) de la proposition 2.1.9.
Comme le spectre de l'opérateur q(z, h&)" est composé de valeurs propres de
multiplicité un,

Vz & o(q(z,€)"),

(e, =7 = 5

{ah(2n+1) :n € N},
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il y a du pseudo-spectre semi-classique d’indice infini en tout point de I’ensemble
¥(q) \ {0}. En effet pour tout z € 3(q) \ {0} = R’ et pour tout n € N, on peut
trouver une fonction propre ¢, € B telle que,

w . <
lenllzm) =1 et q(z, hn&)on — 200 =0 si hy = of > 0,

2n+1)

ce qui démontre la présence de pseudo-spectre d’injectivité semi-classique d’indice
infini et de pseudo-spectre semi-classique d’indice infini sur ’ensemble,

%(q) \ {0}

Il reste pour finir & démontrer qu’il n’y a pas de pseudo-spectre semi-classique
d’indice 1 en 0. Ceci induira alors que le pseudo-spectre semi-classique d’indice
infini de cet opérateur est exactement l'image numérique privée de l'origine
Y(q) \ {0} et permettra de terminer la preuve du théoreme 1.6.3 dans le cas
ou le parametre 6 est nul. Ce résultat d’absence de pseudo-spectre semi-classique
d’indice 1 en 0 est une conséquence de l'inégalité de Cauchy-Schwarz qui montre
tout d’abord que pour tout u € S(R),

allla((hD2)? + ?)u gyl 22s
> (a(RDa)? + 2t ) gy = |02 (|hDsul[22 ) + l7ul22(s)).

puis toujours d’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz, comme

|hDyul 72y + lzull7z) = 2lhDoull L2 ol 2 gy

> 2Re(thuvixu)L2(R) = ([th,Z'l']U,U)LQ(R) = hHu”%Q(R)?

si on note [hD,,iz] le commutateur des opérateurs hD, et iz, on en déduit
I’estimation,

Vu € S(R),

|a((hD2)? + a?)u gy = lalhllull2qe).
qui s’étend par densité a I'espace B et démontre que,
0 (A (q(z, h&)™)) = (A5 (q(x, hE)™))".

Passons maintenant au second cas ot 6 €]0, [ qui est le cas le plus intéressant.
L’image numérique Y(q) est alors cette fois d’apres (2.2.2) un secteur angulaire
fermé de sommet 0 et d’ouverture #. On peut vérifier que si h > 0 'opérateur,

q(z,h€)" : B — L*(R),

n’est pas normal. En effet, c’est une conséquence de la proposition 2.1.4 puisque
la forme quadratique,

{Req,Imgq} = {Re(a(§2 + ei0$2)),1m(a(§2 + ewx2))} oy !
= |a|*{€% + cos 022, sin Oz%} o x 1 = 4sinf|al?(éx) o x 71,
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2.2. Cas de la dimension 1.

n’est pas identiquement nulle. En invoquant une nouvelle fois I'invariance sym-
plectique (2.1.3) des ensembles pseudo-spectraux semi-classiques, on peut pour
terminer la démonstration du théoreme 1.6.3 supposer que,

g(z,6) = (€ + ea?).

Enfin apres une similitude, on peut réduire notre étude au cas de l'oscillateur
harmonique non auto-adjoint,

(€)= D2+ ¥

L’étude complete des ensembles pseudo-spectraux de l'oscillateur harmonique
non auto-adjoint semi-classique a été réalisée dans 'article [22] dont le contenu
sera repris dans le chapitre 4 de cette these. On renvoie donc le lecteur a ce
quatrieme chapitre pour trouver une démonstration des résultats suivants,

S(q), 2(q)° C (A5 (a(z,he)™))", 0 € (A5 (a(z, hE)™))",
0%(q) \ {0} € (A5s(qz, hE)"))", (2.2.5)

ce qui termine notre démonstration du théoreme 1.6.3. Nous verrons dans ce
chapitre 4 que la derniere inclusion de (2.2.5) permet de donner une démon-
stration de la conjecture de Boulton et d’expliquer les indices particuliers qui y
apparaissent. Mentionnons que 'on peut aussi démontrer cette derniere inclu-
sion de (2.2.5) en invoquant le résultat tres général pour les opérateurs pseudo-
différentiels semi-classiques de N.Dencker, J.Sjostrand et M.Zworski contenu
dans le théoreme 1.4 de [7]. Ce théoreme 1.6.3 montre tout d’abord comme
dans le cas de l'oscillateur harmonique non auto-adjoint que les hautes énergies
du spectre des opérateurs de type 1 non normauz sont tres instables sous de pe-
tites perturbations puisque le pseudo-spectre semi-classique d’indice infini de ces
opérateurs remplit tout l'intérieur de leurs images numériques. Il montre égale-
ment que la forme des ensembles e-pseudo-spectraux des opérateurs de type 1
classiques q(z, &)™ non normauz est décrite a une similitude pres par le résultat
énoncé dans la conjecture de Boulton. Ce résultat est toujours comme dans le cas
de l'oscillateur harmonique non auto-adjoint optimal au sens ol une propriété
analogue a une similitude pres de la propriété (1.2.1) est d’apres (2.2.3) vérifiée.
On peut donc résumer les résultats de cette premiere partie de notre étude en
affirmant que dans la classe des opérateurs différentiels quadratiques elliptiques
unidimensionnels de type 1 la propriété de stabilité spectrale est exactement
équivalente a la propriété de normalité, et que si cette propriété de normalité
est violée, il se développe de tres fortes instabilités spectrales sous de petites
perturbations pour les hautes énergies de ces opérateurs. De plus, la géométrie
des zones de l’ensemble résolvant ou se développent de telles instabilités est a
une similitude pres exactement celle décrite par la conjecture de Boulton dans le
cas de l'oscillateur harmonique non auto-adjoint. Rappelons encore une fois que
nous démontrerons cette conjecture au chapitre 4 de ce manuscrit. Nous allons
voir un peu plus tard dans ce chapitre que la condition nécessaire et suffisante
de stabilité spectrale que nous venons de dégager pour les opérateurs de type 1
se généralise & ’ensemble des opérateurs différentiels quadratiques ellliptiques en

A% (a(z, he)™)
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2.2. Cas de la dimension 1.

dimension supérieure ou égale a 2. Dans I'immédiat, nous allons terminer I’étude
des opérateurs différentiels quadratiques elliptiques unidimensionnels en prétant
notre attention aux deux classes un peu singulieres que sont celles des opérateurs
de type 2 et des opérateurs de type 3.

2.2.c Etude du pseudo-spectre des opérateurs de type 2.

Nous allons dans ce paragraphe étudier les opérateurs de type 2 en don-
nant une preuve du théoreme 1.6.4 du chapitre précédent. Ces opérateurs de
type 2 qui sont les opérateurs différentiels quadratiques elliptiques unidimension-
nels g(z,£)"™ dont les images numériques (q) sont égales au plan complexe C
et dont les formes quadratiques {Regq,Imgq} associées a leurs symboles ¢ sont
définies positives, forment une sous-classe singuliere de la classe des opérateurs
différentiels quadratiques elliptiques. Commencons par remarquer que d’apres la
proposition 2.2.2, I'indice de Fredholm d’un opérateur de type 2, q(z, )" est égal
a -2. Comme de plus d’apres la proposition 2.1.3, on a pour tout z € C,

ind(g(z,£)" + z) = ind(q(,£)") = -2,

on en déduit que le spectre d’un opérateur q(z, h)¥ : B — L%(R) de type 2 est
égal au plan complexe C,

J(Q(x, 5)“’) =C.

Ceci induit immédiatement que les ensembles pseudo-spectraux semi-classiques
des opérateurs semi-classiques g(x, h&)"™ de type 2 sont tous égaux au plan com-
plexe C,

YV € [0, o0, Aff(q(m, h{)w) =C.

Nous allons voir par contre que le pseudo-spectre d’injectivité semi-classique
d’indice infini des opérateurs (q(z, h&))o<n<1 de type 2 se réduit a l’ensemble
vide. On s’attachera en démontrant ce résultat a préciser les pertes de puis-
sances de h qui caractérisent aux différents points du plan complexe I’absence
de pseudo-spectre d’injectivité semi-classique d’indice infini. Au regard de la
proposition 2.2.3 et de l'invariance symplectique (2.1.3) des ensembles pseudo-
spectraux d’injectivité semi-classiques, ’étude des opérateurs de type 2 se réduit
a celle de 'opérateur défini en quantification de Weyl par le symbole quadratique
elliptique,
4(2,€) = (€ + i) (€ + na),

avec a € C* et n € C, Imn > 0. Commencgons par démontrer le résultat suivant.

Proposition 2.2.4. Considérons q(z,§) = a(§ + ix)(§ + nx) avec o € C* et
n € C, Imn > 0. On a alors pour tout z € C, h > 0 et u € S(R),

w 1 1 1
lg(z, h&)" v — zul|p2r) = 22 hlaf(Imn)2 (1 4+ Imn) 4 [[ul L2 (®).-

Preuve. Considérons z € C et notons p le symbole suivant,
p(.%',f) = Q(xag) -z
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2.2. Cas de la dimension 1.

On obtient en développant le carré de la norme L2(R) de la quantité suivante
que,
lp(x, h&)™ u||L2 > 2Re(Rep(z, h¢)"u, iImp(m,hﬁ)wu)LQ(R),

puis en utilisant que les opérateurs Rep(z, h§)™ et ilmp(z, h§)™ sont respective-
ment formellement auto-adjoint et formellement anti-auto-adjoint, on obtient
que,

Ip(e, h€)“ull? gy = [IRep(e, he)“u + ilmp(e, he)ul|32z)
= ([Rep(xahg) 7’LImp(x>h€)w]u?u)L2(R)'

Comme les symboles Req et Img sont des formes quadratiques, on a déja vu lors
de la démonstration de la proposition 2.1.4 que la formule de composition en
calcul de Weyl donnée par le théoreme 18.5.4 de [12] assure que,

[Rep(x,hﬁ)w,ilmp(x h§)*] = [Req(x, hg)"™, imq(z, h§)"] =
f{Req x, h€),ilmg(z, h¢) }* = {Req(x, h¢), Imq(z, hé) }*.
Un calcul explicite du crochet de Poisson précédent montre que,
{Req(, h¢), Tmg(w, hé) } = 2h|a|* (Tmn(hé) + Imap(1 + Imny)z”
+ (hé + Ren 2)?).
On en déduit alors que,
([Rep(a:, hé)w7 iImp(a:, hé)w]uv u)LQ(]R) = 2h’a‘2(1m77”hDSEuH%2(R)+
T (1 + Tnan) [z 22 gy + [|RDew + Ren zull72 g ),
puisque d’apres le théoreme 18.5.4 de [12], on a l'identité,
[(hf + Ren m)Q]w = (h€ + Ren )Y (h€ + Ren )",

et que 'opérateur (h§ +Ren x)™ défini en quantification de Weyl par un symbole
a valeurs réelles est formellement auto-adjoint. On obtient ainsi que pour tout

z€C, h>0cetueSR),
lae, he) u—zullZa g = 2mnglal2h([hDul2s g+ (1+Tmn) |2u]2: ). (2.26)
De plus, comme d’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

v

. 1
2[|hDayul| L2 () [l4(1 + Imn) 2 zul| 2w
> 2Re(hDyu,i(1+ Imn)%azu)

L2(R)’

et que,

[hDy,i( 1+Im77)% x)u,

w\»—'

2Re(hDyu, i(1 + Imn)2x

u) 2

u) (R)

h(1 + Imn)? HUH%Z(R)v
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2.2. Cas de la dimension 1.

on obtient en reprenant (2.2.6) que pour tout z € C, h > 0 et u € S(R),
1 1 1
lq(@, h§)“u — zull 2y = 22 hjo|(Imn) 2 (1 + Imn) 7 ||ul| 2(R),
ce qui termine la preuve de la proposition 2.2.4. [
La proposition précédente montre en raison de la densité de ’espace de Schwartz
S(R) dans l'espace (B, ||-||g) qu’il n’y a pas de pseudo-spectre d’injectivité semi-

classique d’indice infini en tout point du plan complexe et que plus précisément,
on a

(A (g(z, nE)"))" = C,
si q(z, &)™ désigne un opérateur de type 2. Cette proposition montre également

qu’il n’y a aucune valeur propre dans le spectre de ces opérateurs. En fait, on
peut en tout point z € C* améliorer ’estimation a priori de la proposition 2.2.4.

Proposition 2.2.5. Considérons,

q(z,§) = a(§ +iz)(§ +nz),

avec « € C* et n € C, Imn > 0. On peut alors pour tout z € C* trouver des
constantes strictement positives C et hgy telles que pour tout 0 < h < hg et
u € S(R),

lg(z, h€)"u — zul 2y > ChY?|[u 12().-

Preuve. Considérons z € C* et posons comme précédemment,

p(fﬂ,f) = q(‘/L‘aé) -z
On sépare deux cas.

Cas 1. Dans ce premier cas, on suppose que a1z ¢ R% . Sous ces hypotheses,
on constate en relisant la démonstration de la proposition 2.2.3 que l'on peut
trouver un couple (g, &) de R? tel que z¢ # 0 et,

{(z,€) e R*: q(2,8) = z} = { (w0, &), (—20,—&0) }.

On choisit ensuite une partition de I'unité C*° de R, ¢o(z) + @oo(x) = 1, avec
des fonctions g € C§°(R) et po € C°(R) positives telles que la fonction g
vérifie, pg = 1 sur un voisinage ouvert des points xg et —xq, et qu’il existe une
constante strictement positive ¢; telle que le support de la fonction g vérifie,

supppg C {x € R: |z| > ¢1}.

Ceci est bien possible puisque zy # 0. En reprenant l'estimation (2.2.6), on
obtient que pour tout h > 0 et u € S(R),

lla(z, h&)“po(z)u — zpo(2)ull 2(r)
1 1 1,1
> 22 (Tmn)2 (1 4 Tmn) 2 [af b2 [lzo (@)l L2(r)
1 1 1,1
> 22¢1(Imn)2 (1 + Imn) 2 |alh? o (@) ul| 12(r)- (2.2.7)
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2.2. Cas de la dimension 1.

On considére maintenant po(z, &) un symbole indépendant du parametre semi-
classique h dans la classe S(((z,&))?, dz? + d€?) (précisons que cette classe de
symboles est définie en (1.3.1) au chapitre 1 et que certains résultats de calcul
symbolique concernant cette classe de symboles sont rappelés en appendice a la
fin de ce manuscript) vérifiant poo = p sur supppee X R, poo —p € C5°(R?) et tel
qu’il existe une constante strictement positive ¢ telle que pour tout (z,¢) € R?,

[Poo (@, €)| 2 e2(1 +2” + 7).

Ceci est possible car d’une part le symbole p s’annule uniquement aux points
(z0,&0) et (—zo,—&0), et que d’autre part, on peut trouver une constante cs
strictement positive telle que pour tout (z,{) appartenant au complémentaire
d’un compact contenant (0,0), on ait

(€ +ia)(§ +na)* = (€ +2®)((§ + Ren 2)? + (Im)*2?) > e5(€? +2?)%.
Ce symbole ps, est donc elliptique dans la classe de symboles,
S((2,€))* da® + de?).
Cette propriété d’ellipticité nous permet de trouver des symboles,
Goo € S({(x,6)) 72, dx? + d€?) et roo € S(h™®, dz® 4 dE?),
(se référer par exemple & la proposition 2.6.1 dans [19]) tels que,
Joo (T, hE, h) ' Doo(x, RE)Y = I + roo(x, RE, h)Y. (2.2.8)

En utilisant I'inégalité triangulaire et le théoreme de Calderén-Vaillancourt, on
déduit alors de (2.2.8) qu'il existe une constante ¢4 strictement positive telle que,

100 (2, hE, h)* poo (0, hE) “ull 2Ry + (700 (x, hE, h) | L2(w)
callpoo (@, hE)  ull L2 () + O(h™)|ull 12(w),

lull 2@y <
<

ce qui induit que 'on peut trouver des constantes strictement positives c5 et hg
telles que pour tout 0 < h < hg et u € S(R),

9o, hE) 2y > csllul ey (229)

Considérons ensuite la fonction r(z,&) = p(z,£) — poo(x,§). Cette fonction r
appartient par construction a l’espace C§° (R?) et vérifie r = 0 sur ’ensemble
SUPPYoo X R. Comme

suppr N (suppyoo x R) =0,
les résultats classiques de calcul symbolique montrent alors que 'opérateur,
r(z, he, h) Y poo (),

appartient a la classe Op}, (S (h*°, dx? + d&z)) des opérateurs pseudo-différentiels
définis en quantification de Weyl semi-classique par un symbole de la classe
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2.2. Cas de la dimension 1.

S(h*>°, dz?+dg&?). 11 s’ensuit d’apres (2.2.9), le théoreéme de Calderén-Vaillancourt
et I'inégalité triangulaire que,

&5l poo (@)ull L2 () < [|Poo(2; hE)™ oo ()ul| L2(r)
< lIp(z, he)* oo (@)ull L2(r) + O(hT)lull L2®y.  (2.2.10)

On peut alors déduire de (2.2.7), (2.2.10) et du théoreme de Calderén-Vaillan-
court qu’il existe des constantes cg et c; strictement positives telles que pour
tout 0 < h < hg et u € S(R),

B2 llull ey < B2 (leo(@)ull 2y + 9o (@)ull 2ry)
< co(|lp(x, h€) po(@)ull L2y + 2 [|p(x, he)® poo (z)ull 12(r)
+ hl|ull L2(r))
< ¢6(llpo(@)p(x, hE)“ull p2(g) + h |0 (@)p(w, hE)“ull 2(r)
+ lllp(, he)™, wo(@)]ull c2ry + A2 |[[p(x, hE)™, oo (@)l L2y

+h||U”L2(R))
< er([lp(a, he)* ull 2(ry + [I[p(z, €)™, wo(x)]ull 2 (r)
+ oz, )™, oo (@) ull L2y + llull L2w)), (2.2.11)

puisque par construction g et ¢o, € S(1, dz? +d§2). 11 suffit enfin pour terminer
la démonstration dans ce premier cas de la proposition 2.2.5 de démontrer le
lemme suivant.

Lemme 2.2.6. Pour j € {0,00}, on peut trouver une constante strictement
positive C; telle que pour tout 0 < h <1 et u € S(R),

o (e, k)", @5 (@) ]ull 2y < Cj(h2 [Ip(2, hE) ull 2y + bl (=)

Preuve. Comme ¢ est un symbole quadratique, la formule de composition en
calcul de Weyl du théoreme 18.5.4 de [12] montre qu’il existe deux fonctions a;
et ap de I'espace C§°(R) telles que,

1 w
(e )" 03(0)] = la, 1) 05(@)] = {a(a, 1), ()} =
2 Grh94@)” = h(a(@hg + ax(@)", (2212)
puisque gp} € C3°(R) sij = 0 ou j = co. Enfin, comme d’apres le théoreme 18.5.4

de [12],

2

h(ai(z)hé + az(z))"” = hai(x)(hDy) + has(z) + %a’l(:c), (2.2.13)

on déduit de (2.2.6), (2.2.12), (2.2.13), de I'inégalité triangulaire et du théoreme
de Calderén-Vaillancourt qu’il existe des constantes cg j et cg ; strictement posi-
tives telles que pour tout 0 < h <1 et u € S(R),

oz, hE)™, o5 (@)ull 2y < esjh(IhDeullra) + lullr2m))

1
< coj(h2lp(x, he) " ull2(r) + hllull L2(w))

A
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2.2. Cas de la dimension 1.

ce qui termine la preuve du lemme 2.2.6. [J

Cas 2. On suppose maintenant que a1z € R% . En relisant la démonstration de
la proposition 2.2.3, on constate cette fois qu'il existe un couple (zq, &) de R?
vérifiant &g # 0 et,

{(x,ﬁ) cR?: q(z, &) = z} = {(mo,ﬁo), (—xo, —50)}. (2.2.14)

Considérons la transformation linéaire symplectique x(x, &) = (£, —z) et la forme
quadratique

q(x,€) = (qoX)(2,8) = a(—z +i€)(—x +né) = ion(¢ +ix)(§ —n'z). (2.2.15)

Comme d’apres (2.2.14) et (2.2.15),

{(2,8) e R?* : §(x,€) = 2} = {(—&0, 0), (€0, —20) },

et que

Im(—n") = |5~ *Imz > 0,
on peut appliquer le résultat établi dans le premier cas étudié pour obtenir I’ex-
istence de constantes strictement positives C' et hg telles que,

V0 <h<ho,YueSR), iz, hé)"u— zull 2@ > ChY*|ul|j2m). (2.2.16)

Cette estimation a priori montre d’apres la densité de ’espace de Schwartz dans
lespace (B, ||-||B) que,

2 & X9 (q(z, he)"). (2.2.17)
On peut alors déduire de (2.1.3), (2.2.15) et (2.2.17) que,

2 & X (gl hE)™),

ce qui nous permet d’obtenir I'estimation a priori de la proposition 2.2.5 dans ce
second cas et termine la démonstration de cette proposition. [

En utilisant une nouvelle fois la densité de I'espace de Schwartz S(R) dans 1’es-
pace (B, ||||g), la proposition 2.2.5 précise la perte de puissance de h caractéris-
tique de ’absence de pseudo-spectre d’injectivité semi-classique d’indice infini en
tout point de I’ensemble C* et montre 'inclusion,

T (Aja(alz, hE)"))",

si q(z, h&)" désigne un opérateur de type 2. Ce dernier résultat joint & ceux
qui 'ont précédé dans ce paragraphe démontrent le théoréeme 1.6.4 énoncé au
chapitre précédent.
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2.2. Cas de la dimension 1.

2.2.d Etude du pseudo-spectre des opérateurs de type 3.

On étudie dans le dernier paragraphe de cette deuxieme section la seconde
sous-classe un peu singuliere des opérateurs différentiels quadratiques elliptiques
formée par les opérateurs de type 3. On rappelle que ces opérateurs de type 3
sont par définition (Définition 2.2.1) les opérateurs différentiels quadratiques el-
liptiques unidimensionnels g(x,£)" dont les images numériques ¥(q) sont égales
au plan complexe C et dont les formes quadratiques {Req,Img} associées a
leurs symboles ¢ sont définies négatives. Ces opérateurs sont d’apres la propo-
sition 2.2.2 des opérateurs de Fredholm d’indice 2. Comme d’apres la proposi-
tion 2.1.3, on a pour tout z € C,

ind(g(z,&)" + z) = ind(g(z,&)") = 2,

on en déduit comme dans le cas d’un opérateur de type 2 que le spectre d’un
opérateur q(z,£)" : B — L?(R) de type 3 est égal au plan complexe C,

a(q(x, 6)“’) =C.

Ceci induit immédiatement comme dans le cas des opérateurs de type 2 que les
ensembles pseudo-spectraux semi-classiques des opérateurs ¢(z,§)"” de type 3
sont tous égaux au plan complexe C,

Y € [0,00], A5 (q(z,hE)") = C.

Par contre, nous allons vérifier cette fois que contrairement au cas des opéra-
teurs de type 2, le pseudo-spectre d’injectivité semi-classique d’indice infini des
opérateurs de type 3 est aussi égal au plan complexe C. Au regard de la proposi-
tion 2.2.3 et de l'invariance symplectique (2.1.3) des ensembles pseudo-spectraux
d’injectivité semi-classique, I’étude des opérateurs de type 3 se réduit a celle de
Iopérateur défini en quantification de Weyl par le symbole quadratique elliptique,

q(x, &) = a(§ —ix)(§ +nz), (2.2.18)

avec a € C* et n € C, Imn < 0. On commence par démontrer le lemme suivant.

Lemme 2.2.7. Considérons r : R; X Re — C une forme quadratique elliptique
a valeurs complexes et z € C. Dans ce cas le sous-espace vectoriel de L*(R),

D(r(z,&)") ={ue L*R) : r(x,&)%u € LQ(R)},

est égal a lespace B (défini a la proposition 2.1.3). De plus, 'opérateur non
borné (r(z,&)" + z, B) sur L*(R) est un opérateur fermé a domaine dense dont
Uadjoint est Uopérateur non borné (v(x,£)" + %, B).

Preuve. Comme le symbole r est une forme quadratique, la premiere inclusion,
B C D(T(az,f)w),

est évidente. Pour 'autre inclusion, remarquons tout d’abord que d’apres 'ellip-
ticité de la forme quadratique r,

c:= inf |r(z,£)| >0,
|(x,£)|:1|( 9]
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2.2. Cas de la dimension 1.

ce qui induit par homogénéité que,
V(z,€) € R?, |r(x,&)| > c(a? + €2).

Le symbole 7 est donc elliptique & 'infini dans la classe de symboles S? ce qui
nous permet de trouver des symboles b(z,&) et 7(z,£) dans la classe S™2 tels
que’

b(x, &) r(x,£)" = I +7(x,£)",

si on note S™, m € R, la classe de symboles a(z,&) € C°(R"™ x R") vérifiant,

VB,y €N, sup |90 a(x,&)|((x,&)) "I < oo,
(z,£)€R2n

ot ((z,€)) := (1+]|z|>+|€[>)'/2. Mentionnons qu’une démonstration précise de ce
point est donnée dans la preuve du lemme 3.1 de [11] et que certains résultats de
calcul symbolique concernant cette classe de symboles sont rappelés en appendice
a la fin de ce manuscript. On en déduit que si u € D(r(z,£)") alors,

U= b(xvg)w(r(xaf)wu) - F(m,f)wu € B,
puisque l'inclusion suivante est vérifiée,
Op"(572)(L*(R)) C B,

si on note Op™(S~—2) les opérateurs pseudo-différentiels définis en quantification
de Weyl (classique) & partir d’'un symbole de la classe S~2. Ceci démontre I'i-
dentité B = D(r(m,{)w). Vérifions maintenant que I'opérateur non borné sur
L*(R) & domaine dense (r(z,£)" + z, B) est bien un opérateur fermé. Pour cela,
considérons (up)nen une suite de 'espace B, u et f deux éléments de espace
L?(R) tels que,

up, — u dans L*(R) et (r(z,€)" + 2)u, — f dans L*(R),
lorsque n — +o0o. Ceci implique que,
un, — u dans D'(R) et (r(z,£)" + 2)u, — f dans D'(R).
Comme d’autre part on a la convergence,
(r(2,8)" + 2)un — (r(z,£)" + z)u dans D'(R),

lorsque n — 400 puisque 'opérateur r(z,£)"™ est simplement un opérateur dif-
férentiel d’ordre 2, on en déduit que f = (r(w,é’)w + z)u, ce qui montre bien
que,

ue D(r(z,§)") =B,

et que opérateur non borné A = (T(az,g)“’ + z, B) est bien fermé. Nous allons
maintenant vérifier que 'opérateur adjoint A* est 'opérateur non borné,

(F(z,€)" +z,B).
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Par définition, le domaine de l'opérateur adjoint D(A*) est défini par,
D(A*) = {v e L*(R): 3f € L*(R),Vu € B,
(Ua 7“(1', E)wu + ZU)L2(R) - (f7 U)L2(R) }
Soit v € D(A*), on a pour tout u € C§°(R),
w 2 2 w
(v, r(x,&)u+ zu)LQ(R) = (v, (a&* + bx& + cx” + 2) u)LQ(R)

= < v, (652 — bx§ + 61'2 + i)wﬁ >'D’(R),'D(R)

= < (@& +baf +ex’ +2)"0,U >p(g) D)

= (9" 20w
si r(z, &) = a&? + bx€ + ca? avec a,b,c € C et si < -,- >pr(r),p(R) désigne le
crochet de dualité entre I'espace des distributions D’(R) et 1’espace des fonctions
tests D(R) = C§°(R). On en déduit que pour tout u € C§°(R),

((F(Zlf, é)w + f)v, u) L2(R) — (fv U>L2(R),
ce qui induit que (7(z,&)* +z)v = f € L*(R). Ceci démontre Iinclusion,
D(A*) ¢ D(7(z,€)") = B.

Réciproquement si v € B, on obtient en reprenant le calcul précédent que pour
tout u € C§°(R),

((F(@,8)" +2)v,u) oy = (0, (1@, 8)" + 2)u) Loy
On peut étendre cette identité en utilisant la densité de ’espace C§°(R) dans B,
Yu € B, ((F(x, &Y +2)v, u)LQ(R) = (v, (r(z, &)Y + z)u)LQ(R),
ce qui montre que v € D(A*) et que A* = (F(m,f)w + 7z, B). O

Reprenons la forme quadratique ¢ définie en (2.2.18). Le lemme précédent montre
que pour tout z € C et h > 0, ’adjoint de 'opérateur non borné,

(q(l‘, hf)w + z, B)7
est Popérateur non borné (a[(hé + iz)(h + 7z)]” + Z, B). Cet opérateur,
al(h§ + ix)(hE +7)]",

est un opérateur de type 2 puisque sous nos hypotheses, Imi > 0. La propo-
sition 2.2.4 du paragraphe précédent montre que pour tout z € C, h > 0 et
u € S(R),

. — e — 1 1 1
[@l(hg + i) (hg +T)]"u + Zu| 1oy = 22 hlo|Imn|2 (1 + [Tmn|) 3 [Jul| L2(g)-

Cette estimation peut s’étendre par densité a I’espace B. Le théoreme 11.19 de [3]
montre alors que 'opérateur non borné (q(x, h&)Y + z, B) est surjectif. Comme
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2.3. Cas de la dimension n > 2.

on sait que 'indice de Fredholm de l'opérateur g(x, h&)™ + z est égal a 2, on en
déduit que pour tout z € C et h > 0,

dimKer (g(z, h&)"” + z) = 2.

Ceci montre que tout point z du plan complexe est une valeur propre de ’'opéra-
teur g(z, h&)™ : B — L%(R) si h est une constante strictement positive. Il s’ensuit
naturellement qu’il y a du pseudo-spectre d’injectivité semi-classique d’indice in-
fini en tout point du plan complexe,

A5 (q(x, hf)w) =C.
Enfin, on peut vérifier que pour tout z € C, h > 0,
Ker(q(z, h&)" + z) C S(R).

En effet, en reprenant les arguments avancés au début de la démonstration du
lemme 2.2.7, on en déduit que le symbole ¢(z, ) + z est elliptique a 'infini dans
la classe de symboles S? (la classe de symboles S™, m € R, est définie dans la
démonstration du lemme 2.2.7). Cette propriété nous permet de trouver pour
tout N € N, des symboles by € S72 et,

ry €SV, (2.2.19)
vérifiant,
bn (x,€)" (q(z, he)" + 2) = T +rn(x, )"
Comme d’apres (2.2.19), z“ ﬂ(r Yu) € L*(R) si |a+8| < N et u € L*(R),
on en déduit que ug = —rN( O uo si uo vérifie,

(q(z, h&)" + z)ug = 0.

On obtient alors que pour tout N € N, manjuo € L*)R) si |a+ 6] < N, ie.
ug € S(R). En rassemblant les quelques résultats de ce paragraphe, on obtient
le théoreme 1.6.5 énoncé du chapitre précédent.

2.3 Etude de la stabilité spectrale des opérateurs dif-
férentiels quadratiques elliptiques en dimension
n > 2.

On cherche a décrire dans cette troisieme section les ensembles e-pseudo-
spectraux des opérateurs différentiels quadratiques elliptiques ¢(z,£)" en dimen-
sion n > 2 ainsi que les ensembles pseudo-spectraux semi-classiques et pseudo-
spectraux d’injectivité semi-classiques des opérateurs semi-classiques q(z, h&)"
associés. L’étude en dimension 1 de la section précédente a distingué trois classes
d’opérateurs différentiels quadratiques elliptiques unidimensionnels aux propriétés
spectrales bien distinctes que nous avons désigné par les qualificatifs d’opérateurs
de type 1, de type 2 et de type 3. Les deux dernieéres classes que nous venons
de citer sont vraiment spécifiques de la dimension 1. En effet, rappelons que les
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2.3. Cas de la dimension n > 2.

images numériques de ces opérateurs remplissent tout le plan complexe ce qui
d’apres le lemme 2.1.1 ne peut pas se produire dans les autres dimensions. S’il
existe quelque espoir que notre compréhension des phénomenes de stabilité ou
d’instabilité spectrale en dimension 1 ne soit pas vaine pour appréhender ceux qui
se produisent dans les dimensions supérieures, on peut espérer pouvoir généraliser
pour les opérateurs différentiels quadratiques elliptiques multidimensionnels, la
condition nécessaire et suffisante de stabilité spectrale que nous avons établie en
dimension 1 pour les opérateurs différentiels quadratiques elliptiques de type 1.
Les lignes qui vont suivre, vont montrer que c’est effectivement le cas i.e. qu’en
dimension n > 2, le spectre d’'un opérateur différentiel quadratique elliptique
q(z, &)™ est stable si et seulement si cet opérateur est normal, condition que I'on
peut encore exprimer au regard de la proposition 2.1.4 par le fait que la forme
quadratique {Req, Imq}(z, ) soit identiquement nulle. Soulignons a nouveau que
la propriété de stabilité du spectre de ces opérateurs sous de petites perturbations
et sous I’hypothese de normalité n’est pas du tout surprenante d’apres 'identité
(1.1.1) du chapitre 1. Ce qui est remarquable dans le résultat précédent, c’est
que si cette hypothese de normalité est violée il se produit effectivement de fortes
instabilités spectrales pour les hautes énergies de ces opérateurs dont nous allons
donner une description presque complete. Mentionnons aussi avant d’entrepren-
dre cette étude qu’il y a un réel saut de complexité entre la dimension 1 et les
dimensions supérieures. L’étude en dimension 1 des opérateurs de type 1 non
normaux se réduisait en effet uniquement a celle de I'oscillateur harmonique non
auto-adjoint. Une telle réduction symplectique n’est plus vérifiée en dimension
supérieure. Ceci est en autre une conséquence de 1’accroissement de la complexité
de la géométrie symplectique lorsque la dimension de ’espace augmente et en
particulier du fait que si la dimension n est supérieure ou égal a 2, le groupe
symplectique ne se confond plus contrairement a la dimension 1 avec le groupe
spécial linéaire.

Considérons ¢(z,£)"™ un opérateur différentiel quadratique elliptique en di-
mension n > 2 défini en quantification de Weyl par g : R} x R? — C une forme
quadratique elliptique a valeurs complexes. Commencons par donner quelques
exemples de tels opérateurs en dimension 2 dont une étude détaillée sera pro-
posée a la section 2.4 de ce chapitre pour illustrer les résultats que nous allons
établir dans cette section,

q1(2,8)" = —(1+14)02, — 02, + 4(—1 + 1)2105, + 2(—1 + 1)220,, + 6iz20,,
+ 20210y, + (6 + 5i)zt + (11 4 4)23 + (10 + 4i)z 29 — 2 + 5,
go(2,8)" = =02, — 202, + 4ix0y, + 227 + (4 + 1)23 + dayz + 20,
et,
a3(2, €)Y = —(1+14)02, — 202, + 4(—1 +9)3105, + 2(1 — i) 220,, — 4ix10,,
+ (94 4i)x? + (24 1)x3 — 4(1 + i)z 1w — 2+ 2i.

Maintenant que nous avons a l’esprit quelques exemples de tels opérateurs, on
peut considérer a nouveau ¢ : R} x R’g — C une forme quadratique elliptique
a valeurs complexes arbitraire. L’image numérique X(q) associée a cette forme
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2.3. Cas de la dimension n > 2.

quadratique g est alors d’apres la démonstration du lemme 2.1.1 un secteur
angulaire fermé de sommet 0 avec une ouverture strictement plus petite que 7. On
sait également d’apres la proposition 2.1.3 et le théoreme 2.1.5 que 'opérateur
différentiel quadratique elliptique q(z,&)* : B — L?(R™) est un opérateur de
Fredholm d’indice 0 dont le spectre est composé uniquement de valeurs propres
de multiplicités finies,

o(g(z,&)") = { Z (ra +2kx) (—i)) 1 ka € N},
A€o (F),
—iAeX(g)\{0}
si r) désigne dans ’expression ci-dessus la dimension du sous-espace vectoriel
caractéristique complexe associé a la valeur propre A de ’application hamilton-
nienne F associée a la forme quadratique ¢q. Le fait que,

Vz € C, ind(q(x,&)" + 2z) = ind(q(z,£)") =0,

qui découle de la proposition 2.1.3 implique d’apres notre discussion faisant
suite a la définition 1.5.2 du chapitre 1 qu’il y a identité entre les deux no-
tions de pseudo-spectres semi-classiques et de pseudo-spectres d’injectivité semi-
classiques,

Y € [0,00], A5 (q(x, hE)™”) = A (q(, hE)™). (2.3.1)
Nous allons maintenant donner une démonstration des théoremes 1.6.6 et 1.6.7
énoncés au chapitre précédent. Commencons par remarquer que la proposition
2.1.9 montre que,

1
d(z,3(q))
Cette estimation de la norme de la résolvante sur le complémentaire de I'image

numérique X(¢)¢ montre qu’il n’y a pas de pseudo-spectre semi-classique d’indice
0 en tout point de cet ensemble,

S(a)° < (A% (qlw, he)))". (2.3.2)
D’apres la proposition 2.1.4, on sait aussi que I'opérateur,

q(,6)" : B — L*R"),

Wz € 5(q)%,Vh > 0, || (q(a, he)® — 2) 7| <

est un opérateur normal si et seulement si la forme quadratique,

{Req, Img}(z,§),

est identiquement nulle. On commence par étudier le cas des opérateurs différen-
tiels quadratiques elliptiques normauz en dimension n > 2.

2.3.a Opérateurs quadratiques elliptiques normaux en dimen-
sion n > 2.

Considérons q(z, &) : B — L?(R™) un opérateur différentiel quadraticque el-
liptique normal en dimension n > 2. L’identité classique (1.1.1) (voir par exemple
Pestimation (V.3.31) dans [15]) rappelée au chapitre précédent montre que,

vz g o(e(@)"). || (a0 —2) 7| = d<z,a<th,§>w>)'

(2.3.3)
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2.3. Cas de la dimension n > 2.

Cette identité assure la stabilité du spectre sous de petites perturbations de
Popérateur normal q(z, &)™ et induit au niveau des ensembles e-pseudo-spectraux
classiques l'identité suivante,

Ve >0, o-(q(z,8)") = {z € C:d(z,0(q(z,£)")) <e}. (2.3.4)

Compte tenu de cette description (2.3.4), il est inutile pour ces opérateurs nor-
maux de recourir a une étude semi-classique des ensembles pseudo-spectraux
semi-classiques des opérateurs semi-classiques associés. Cette étude semi-classi-
que n’apporte pas d’informations plus précises concernant la stabilité spectrale
de ces opérateurs que la description donnée par (2.3.4). Terminons ce paragraphe
en donnant quelques exemples explicites de tels opérateurs.

Exemple 1. Considérons la forme quadratique elliptique définie sur R,
q(w,€) = & +ai + & + a3 +i(& +2d).
L’opérateur q(z, &) : B — L?(R?) est un opérateur normal car,
{e+al+& +a3.6 +a3} =0,

dont le spectre est composé d’apres le théoreme 2.1.5 des valeurs propres suiv-
antes,

o(q(z,€)") ={(@2m1+ 1)+ (1 +14)(2ma + 1) : my, mg € N}.

On a représenté en gris clair sur la figure 2.2 'image numérique X(q) de cet
opérateur q(x,&)", par des étoiles ses valeurs spectrales et en gris foncé 1'un de
ces ensembles e-pseudo-spectraux.

Fia. 2.2 — Exemple 1.

A

® ® @ ® ® @

® ® ® ® ®
® ® ® ® @ ® @
vV® @ ® @@ ® @ ® ®

Ezemple 2. Considérons maintenant g : R} x Rg — C ou n € N*, une forme
quadratique elliptique a valeurs complexes dont I'image numérique se réduit a
un secteur angulaire fermé de sommet 0 et d’ouverture nulle i.e. une demi-droite
fermée de sommet 0. On peut alors trouver z € C* tel que la forme quadratique
Im(z~!q) soit identiquement nulle et que la forme quadratique Re(z71q) soit
positive. L’opérateur différentiel quadratique elliptique,

q(,6)" : B — L*(R"),
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2.3. Cas de la dimension n > 2.

est alors un opérateur normal puisque,

{Req, Img} (z,€) = |2[*{Re(z"'q), Im(z ") } (=, €) = 0.

En fait, on constate sous ces hypotheses et compte tenu de I’hypothese d’el-
lipticité de la forme quadratique ¢ que Re(z7'q) est nécessairement une forme
quadratique définie positive. On déduit alors du théoreme 2.1.6 et de la proposi-
tion 2.1.7 que Popérateur ¢(z, )™ est a une similitude z pres et & une conjugaison
pres par un opérateur métaplectique un oscillateur harmonique auto-adjoint de
dimension n,

n
> N(DE + 1)),
j=1

avec \; > 0 pour tout j =1,...,n.

Fic. 2.3 — Exemple 2.

" ~

Mentionnons enfin pour terminer ce paragraphe que les espaces propres asso-
ciés aux valeurs propres d’un opérateur différentiel quadratique elliptique ¢(x, &)™
en dimension n > 1 sont contenus dans l'espace de Schwartz S(R™). Ceci est une
conséquence du théoréme 2.1 dans [9] ou encore de la relecture des quelques lignes
de démonstration proposées en (2.2.19) a la fin de la section 2.2.d de ce chapitre,
qui se généralisent en dimension quelconque. Il est maintenant tant de préter
toute notre attention au cas des opérateurs différentiels quadratiques elliptiques
non normaux en dimension n > 2.

2.3.b Opérateurs différentiels quadratiques elliptiques non nor-
maux en dimension n > 2.

Dans I’étude générale des propriétés de stabilité ou d’instabilité spectrale des
opérateurs différentiels quadratiques elliptiques, 1’étude de la classe des opéra-
teurs différentiels quadratiques elliptiques non normaux est la plus intéressante
mais également la plus difficile. L’étude des ensembles pseudo-spectraux semi-
classiques des opérateurs différentiels quadratiques elliptiques non normaux en
dimension n > 2 qui va suivre se scinde en deux parties. Dans une premiere
partie, nous allons établir I'existence de pseudo-spectre semi-classique d’indice
infini en tout point de 'intérieur de I'image numérique de ces opérateurs. Puis
dans un second temps, nous étudierons 1’éventuelle existence de pseudo-spectre
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semi-classique d’indice infini & la frontiere de I'image numérique de ces opéra-
teurs ce qui complétera notre étude puisque nous avons déja signalé en (2.3.2)
I’absence de pseudo-spectre semi-classique d’indice 0 en tout point de I’ensemble
complémentaire de I'image numérique.

2.3.b.1 Existence de pseudo-spectre semi-classique d’indice infini a
I’intérieur de I’'image numérique 3(q).

Considérons g : R} x Rg — C une forme quadratique elliptique a valeurs
complexes en dimension n > 2 définissant un opérateur différentiel quadratique
elliptique non normal q(x,£)" et notons comme précédemment X(g) son image
numérique. Nous allons dans ce paragraphe démontrer I'inclusion suivante,

S(q) € A (alx, hE)"™). (2.3.5)
Pour démontrer ce résultat dans toute sa généralité, nous allons user de quelques
considérations géométriques propres au cadre quadratique des symboles que nous
considérons, ainsi que du résultat d’existence de pseudo-spectre semi-classique
d’indice infini énoncé au théoreme 1.6.10 du chapitre 1 dont une démonstration
sera donnée au chapitre 3 de ce manuscrit. Mentionnons que nous donnerons
également une autre démonstration utilisant seulement le critere d’existence de
M.Zworski (rappelé au théoreme 1.3.2 du chapitre 1) qui établira l’existence de
pseudo-spectre semi-classique d’indice infini en tout point de I'intérieur de I'image
numérique a ’exception des points contenus sur un nombre fini de demi-droites
singulieres.
D’apres le lemme 2.1.1, on peut tout d’abord quitte a effectuer une similitude
i.e. multiplier le symbole ¢ par un nombre complexe non nul z, supposer que
la forme quadratique Req est une forme quadratique définie positive. Ensuite
compte tenu de l'invariance symplectique des ensembles pseudo-spectraux semi-
classiques (2.1.3) et de la réduction symplectique donnée par la proposition 2.1.7,
on peut réduire notre étude au cas ou,

Req(z,&) =Y N(& +23), (2.3.6)
j=1

avec \j > 0 pour tout j = 1,...,n. On considere ensuite I'union disjointe,
¥(¢) = AU B, (2.3.7)
de 'image numérique ¥(g) définie de la maniére suivante,
A = {Z € Z(Q) : El(.’[,’(],&)) € Ran = q(anSO) et
{ReCL ImQ}(x()? 50) 75 0}7 (238)

et,
B ={z€X(q): 2z = q(xo, %) = {Req, Imq}(z0, &) = 0}. (2.3.9)
Nous allons dans un premier temps établir I'existence de pseudo-spectre semi-

classique d’indice infini en tout point de 'ensemble A puis identifier géométrique-
ment ces ensembles A et B en démontrant que,

A= ZEq) et B = 9%(q).
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2.3.b.1.1 Existence de pseudo-spectre semi-classique d’indice infini en
tout point de I’ensemble A.

Considérons z € A. On distingue deux cas.

Cas 1. Supposons tout d’abord que ’on puisse trouver un couple (g, &) € R?"
vérifiant,

z = q(wo,&o) et
{Re(q — 2),Im(q — z) } (0, &) = {Req, Img}(z0, &) < 0. (2.3.10)

On peut dans ce cas appliquer directement le critere d’existence de pseudo-
spectre semi-classique d’indice infini de M.Zworski rappelé au théoreme 1.3.2 du
chapitre 1, pour démontrer ’existence de pseudo-spectre semi-classique d’indice
infini au point z pour l'opérateur semi-classique (g(x, h&)™)o<n<1,

z € A% (q(x, he)™).

Cas 2. Supposons maintenant que l’on ne puisse pas trouver (w0, &) € R2™ véri-
fiant (2.3.10). Comme z € A, on peut alors au regard de la définition (2.3.8)
trouver un couple (zq, &) € R?" tel que,

z = q(xo, &) et {Req, Img}(xo, &) > 0. (2.3.11)

On considére ensuite Y (¢) la solution du probleme de Cauchy suivant,

Y'(t) = Hreq (Y (1))
{ Y (0) = (20, &), (2.3.12)

et f la fonction définie par,

f(t) :=TImgq(Y (t)) — Img(zo, &), (2.3.13)

si on désigne ci-dessus par Hgeq le champ de vecteurs hamiltonien associé au
symbole Reg,

n

OReq 0 OReq 0
Hieq = 2T ),
7 ;( 85] a.l‘j 8.7)]' agj)

Compte tenu du caractére quadratique du symbole Regq, (2.3.12) est un prob-
leme de Cauchy pour un systéme linéaire d’équations différentielles ordinaires.
Le théoreme de Cauchy-Lipschitz linéaire donne I’existence d’une solution globale
Y de (2.3.12) définie sur R. La fonction f appartient donc a lespace C*°(R,R)
et un calcul direct & partir de (2.3.12) et (2.3.13) montre que,

vt € R, f'(t) = {Req,Img} (Y (t)).

Comme d’apres (2.3.11) et (2.3.12), f'(0) = {Req, Imq}(zo, &) > 0, on en déduit
qu’il existe € > 0 tel que,

Vt € [—¢,¢], f(t) >0,
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ce qui induit comme d’apres (2.3.12) et (2.3.13), f(0) = 0 que,
f(e) >0et f(—e) <O. (2.3.14)

Le lemme suivant montre ensuite que ’on peut pour tout § > 0 trouver un temps

to(0) > € tel que,
Y (to(8)) — Y(—¢)| < 0. (2.3.15)
FiGc. 2.4 -
A
. aYE)
Tl¢ 7= q(Y(OL)
0 2 q(Y(-e))

Lemme 2.3.1. Considérons Y (t) = (z(t),£(t)) une fonction C*°(R,R*") solu-
tion du systeme linéaire d’équations différentielles ordinaires,

Y/(t) = HReq (Y(t)) )

ot Req est le symbole défini en (2.3.6). On a alors le résultat suivant,

Vtg € R,Ve > 0,VM > 0,377 > M, 315 > M,
‘Y(to) — Y(to + Tl)‘ <eet ‘Y(to) — Y(to — T2)| < €.

) € R?". D’apres I'expression (2.3.6)

Preuve. Notons Y (tg) = (a1, ...,an, b1, ..., b
définissant le symbole Reg, la fonction Y (¢) = ((t),£(t)) est solution du prob-
leme de Cauchy,

/

0= it

Vi=1,..,n, J 7
zj(to) = a;
§i(to) = b

dont la solution est donnée pour tout j =1,...,n, t € R par,
{ l'j(t) = bj sin (Q(t — to))\j) + a; cos (Q(t — to))\j)
fj(t) = bj COS (Q(t - to))\j) —ay sin (Q(t — to)Aj).
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2.3. Cas de la dimension n > 2.

On note 3; = Aj/7 pour tout j = 1,...,n. Il faut distinguer deux cas.

Cas 1.Vj € {1,...,n}, B; € Q. Dans ce cas, la fonction Y est périodique et le
résultat du lemme est alors évident.

Cas 2. (P1,...,0n) ¢ Q™. On utilise alors le résultat classique d’approximation
rationnelle suivant,

Ve > 0,Y(01,...,0,) € R"\ Q",3p1,...,pn € Z,3q € N* tels que
€

_ b

0< sup |0;
q

Jj=1,...,n

)

q

dont on peut trouver une démonstration par exemple dans [26], Théoréme 5.2,
chapitre 33. Considérons 0 < g1 < 1/2, il existe par le résultat précédent des
entiers p11,...,p1.n € Z et g, € N* tels que,

0< sup g8 —p1| <er.

Jj=1,...,n
Posons ensuite,

1
€2 1= § sup ’qslﬂj _pl,j‘ > 07
j=1,...n

il existe par une nouvelle utilisation du résultat d’approximation rationnelle des
entiers pa1,...,p2.n € Z et g., € N* tels que,

0< ~sup |q525j — P25 < é€2.

7j=1,..,n

En itérant ce procédé, on construit des suites (pm, j)men+ de Z pour j =1,...,n,
(Em)men= de R et (ge,, )Jmen= de N* telles que pour tout m > 2,

1
0< sup ¢85 —pmjl <em =75 sup @1 B — Pm—17] et
7j=1,..,n j=1,..,n

0<em< e1. (2.3.17)

1
gm—1
La construction précédente impose aux éléments de la suite (ge,,)men+ d’étre

deux a deux distincts. En effet, si on avait g., = ¢., pour k < [, ceci impliquerait
d’apres (2.3.17) que,

\V/] = 17 ey 1, |pk,] _pl,j| S ‘quﬂ] _pk,j‘ + ’%lﬂ] _pl,j‘ < €k +€l < 17

car 0 < g1 < 1/2, et induirait que Vj = 1,...,n, pr; = pi; puisque py; et py;
sont des entiers. Or, notre construction (2.3.17) impose que,

1
0< ) sup |qel/8j — Dl <¢g < 5 ] sup ‘QEkﬁj _ka‘a

Jj=1,...,n 7j=1,..,n

ce qui induit une contradiction. La suite (ge,, )men+ est donc une suite d’entiers
deux a deux distincts. On peut donc quitte a extraire une sous-suite supposer
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que ¢, — +o0o quand m — +o0o. On en déduit alors en utilisant (2.3.16) et
(2.3.17) que,
Y (to + qe,,) — Y (to) lorsque m — +oo.

En considérant ensuite la famille (51, . ﬂ}) = (=p1, ..., —Bn), on construit de la
méme maniére une suite (gc,, )men+ d’entiers naturels telle que G.,, — +oo et,

Y (to — q,,) — Y (to) lorsque m — +o0.
Ceci termine la preuve du lemme 2.3.1. (J

On peut alors déduire la propriété (2.3.15) d’une application directe du
lemme 2.3.1. Comme d’apres (2.3.14), f(—¢) < 0, on déduit de (2.3.13) et (2.3.15)
que l'on peut trouver un temps to > ¢ tel que f(tg) soit aussi proche de f(—¢)
que l'on veut et donc en particulier, on peut trouver ty > € tel que f(tp) < 0.
Comme d’apres (2.3.14), f(g) > 0 et f(tp) < 0, on en déduit d’apres (2.3.11) et
(2.3.13) que la fonction ¢ — Im(q — z) (Y () change de signe du + vers le —
sur l'intervalle [g,¢o]. De plus, comme le flot Y (¢) associé au champ hamiltonien
Req est aussi le flot associé au champ hamiltonien Re(q — z), on obtient ainsi
un changement de signe du + vers le — de la fonction Im(q — z) le long d’une
bicaractéristique orientée positivement du symbole Re(q — z) qui induit une vi-
olation de la condition (¥). On peut alors appliquer le théoréme 1.6.10 énoncé
au chapitre 1 pour obtenir I'existence de pseudo-spectre semi-classique d’indice
infini au point z pour l'opérateur semi-classique (g(x, h&)")o<n<1,

> € A% (q(w, h)").
Ceci démontre I'inclusion annoncée précédemment,
A C A (q(z, hE)™). (2.3.18)

Il s’agit maintenant d’identifier géométriquement cet ensemble A.

2.3.b.1.2 Description géométrique des ensembles A et B.

On ~va maintenant s’attacher a décrire précisément quels sont les ensembles A
et B qui apparaissent dans 'union disjointe (2.3.7) de 'image numérique 3(q).
Nous allons démontrer les identités,

A =3(q) et B=0%(q), (2.3.19)

ce qui d’apres 'inclusion (2.3.18) démontrera ’existence de pseudo-spectre semi-
classique d’indice infini en tout point de l'intérieur de I'image numérique Z(oq).

Rappelons que nous travaillons toujours sous I’hypothese assurant que la
forme quadratique Reg vérifie (2.3.6). Dans ce cas, I'image numérique X(q) est
d’apres la démonstration du lemme 2.1.1 un secteur angulaire fermé de sommet
0 avec une ouverture strictement plus petite que 7. Notons aussi que notre hy-
pothése de non normalité de l'opérateur q(x,&)” : B — L?(R™) induit d’apres
I’étude de 'exemple 2 de la section 2.3.a que 'ouverture de ce secteur angulaire
est strictement positive. Ceci implique en particulier que,

o

Y(q) # 0.
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2.3. Cas de la dimension n > 2.

Commencons par démontrer la premiere inclusion,

8%(q) C B. (2.3.20)

Pour ce faire, considérons z € 9%(q) et (zg,&) € R?" tels que z = q(xo,&o).
Ceci est licite puisque 'image numérique des formes quadratiques elliptiques
est toujours un ensemble fermé. Si z = 0, la condition d’ellipticité impose que

(z0,%0) = (0,0) et,
{Req, Imq}(xo, o) = 0,

puisque le symbole {Req, Img}(x, §) est une forme quadratique. Il s’ensuit d’apres
la définition (2.3.9) que z € B. Si z € 0X(q) \ {0}, on considere Y (¢) la solution
globale du probleme de Cauchy linéaire,

Y/(t) = Hreq (Y (£))
{ Y (0) = (0, &o)- (2.3.21)

Etudions la fonction f(t) := Imgq(Y (¢)). Comme précédemment, un calcul direct
montre que,

f/(O) = {Req7 ImQ}(ZCOa 50)
Si f/(0) # 0, on pourrait trouver ¢y # 0 tel que,
|f(to)| > [f(0)] = [Tmz].

Comme Y'(t) est le flot associé au champ hamiltonien Reg, il préserve la forme
quadratique Regq. Il s’ensuit que pour tout ¢ € R,

Req (Y (t)) = Reg(Y (0)) = Rez.

Or, ceci est absurde car comme z € 0X(q) \ {0}, cela impliquerait au regard de
la forme de image numérique X(g) (cf. figure 2.5) que (Y (to)) € %(g). On en

Fig. 2.5 -

v

déduit que {Req, Img}(zp,&) = 0 ce qui montre que z appartient a I’ensemble
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2.3. Cas de la dimension n > 2.

B et prouve l'inclusion (2.3.20). Supposons maintenant que I'inclusion (2.3.20)
soit stricte. Dans ce cas de figure, on pourrait alors considérer un élément,

z€ B\ 0%(q).

Notons tout d’abord que le nombre complexe z est non nul puisque 0 € 9%(q).
Sa partie réelle Rez est strictement positive puisque d’apres (2.3.6),

Y(¢)\ {0} c {z € C* : Rez > 0}.

Le fait que z appartienne & I'ensemble B se traduit par 'implication suivante,

{ iﬁggg _ iﬁi = {Reg, Img}(z, &) = 0. (2.3.22)

On sait aussi qu’il existe au moins une solution au systeme apparaissant dans
le membre de gauche de I'implication (2.3.22). La définie positivité de la forme
quadratique Req donnée par l'expression (2.3.6) permet via une réduction simul-
tanée des formes quadratiques Req et Img de trouver un isomorphisme P de R?"
tel que dans les nouvelles coordonnées y = P~!(z, ), on ait

2n 2n
Req(Py) = Zy? et Imq(Py) = Zajy]z avec a1 < ... < ap. (2.3.23)
j=1 j=1

Considérons ensuite p la forme quadratique définie par,

p(y) := {Req, Imq}(Py). (2.3.24)

On obtient dans ce nouveau systeme de coordonnées a partir de (2.3.22) et
(2.3.23) que,

>y =Rez
n = 0. 2.3.2
(Bt —wme eam

Soulignons que 'isomorphisme P que nous venons d’exhiber n’a aucune raison
d’étre une transformation symplectique et qu’il ne conserve donc pas a priori le
crochet de Poisson {Regq,Img}. Il semble ainsi peut étre aventureux d’effectuer
une telle transformation non symplectique lors de I'identification d’un ensemble
dont la définition (2.3.9) est symplectiquement invariante comme 1’est 1’ensemble
B. Nous allons voir cependant que la rigidité du cadre quadratique dans lequel
nous travaillons va nous permettre de lever cette difficulté.

Considérons pour ce faire les deux ensembles suivants,

Ep:={y e R :r(y) =0}, (2.3.26)
avec,
2n
Imzy\ o
r(y) := ]z; (aj — @>yj, (2.3.27)
et,
Ey:={y e R* :p(y) =0}. (2.3.28)
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2.3. Cas de la dimension n > 2.

Le lemme suivant donne une premiere inclusion entre les ensembles Fq et Fo.

Lemme 2.3.2. On a linclusion,

E, C Es. (2.3.29)

Preuve. Soit y € Ey1. Si y = 0 alors y appartient également a ’ensemble FEs
puisque d’apres (2.3.24), p est une forme quadratique en la variable y. Si y # 0,
on pose,

o Rez

2 . ~
t= Zyj >0etVji=1,..2n, y; = — Ui

7j=1
Rappelons que l'on a déja signalé dans les lignes précédant (2.3.22) que I’hy-
pothese z € B\ 0X(q) imposait que Rez > 0. Comme d’une part,

2n

~2
E y;j = Rez,
=1

et que d’autre part puisque y € Ej, on obtient a partir de (2.3.26) et (2.3.27)
que,

2n Rez 2n Rez 2n Imz~
Z 2 Z 2 Z 2 _

@i Tt @i t Rezyj lmz,
j=1 j=1 j=1

on déduit de I'implication (2.3.25) et de I'homogénéité d’ordre 2 de la forme
quadratique p que p(§) = Rez t~!p(y) = 0. Ceci prouve au regard de (2.3.28)
que y € Fs et termine la preuve du lemme 2.3.2. [J

On remarque ensuite d’apres 'expression (2.3.23) que la frontiere de I'image
numérique 9%(q) est égale a,

(1+d01)Ry U (1 4 o) Ry (2.3.30)
Comme 'image numérique ¥(q) est un ensemble fermé, I'hypothese,
z € B\ 9%(q) € 2(q) \ 9%(q) = X(q),
implique d’apres (2.3.30) que,

Imz E] [
— €loy, o
Rez 1, &nl,

ce qui induit que la signature de la forme quadratique r définie en (2.3.27)
désignée par le couple d’entiers (r1, s1) vérifie,

(r1,s1) € N* x N* et 1 + 51 < 2n. (2.3.31)

On peut donc supposer apres une éventuelle réindexation des variables que,
_ 2 2 2 2
r(y) = aryi + . + @ Yr, — Q1Y 1 — e~ Qs Yr sy (2.3.32)
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2.3. Cas de la dimension n > 2.

avec a; > 0 pour tout j = 1,...,r; + s1. Il découle alors de (2.3.26) et (2.3.32)
que l'ensemble E; est dans ces coordonnées le produit direct d'un cone propre
C de R"F51 et de R?"71751,

Fy =C x R¥vri—st, (2.3.33)

FiGc. 2.6 —

E1 XRZn—rl —s1 7& RQn .

Nous allons démontrer dans ce qui suit qu’il y a identité entre les deux ensembles
FEq et Es,
Ey = Es. (2.3.34)

Raisonnons par ’absurde et supposons que tel ne soit pas le cas. On pourrait
alors d’apres le lemme 2.3.2 trouver,

o € B2\ E1, yo = (yp, yg) avec yp € RS, gy € RPT70L,

On déduit alors de (2.3.33) que y, ¢ C. Rappelons maintenant un résultat
géométrique élémentaire dont nous allons user a plusieurs reprises : 'intersec-
tion d’une droite réelle et d’'une quadrique réelle est soit réduite a 0,1 ou 2
points, soit la droite est entierement contenue dans la quadrique. Commencons
par démontrer que,

R0 x {o =y} C En. (2.3.35)

En effet, plagons-nous dans le sous-espace affine,
F:{y€R2nzy”:y(’]’ )

On identifie pour simplifier notre propos 'espace F' a I'espace R 751, On con-
viendra pour simplifier les explications qui vont suivre (et ce, de maniere quelque
peu abusive) de dire que le point z{, de R"™"51 appartient & 1’ensemble Ey pour
signifier que le point (z{,y{) appartient & 'ensemble E,. Avec cette convention,
il suffit pour démontrer I'inclusion (2.3.35) de considérer des droites particulieres
passant par le point y, de R" 51 et qui coupent le cone C' en au moins deux autres
points distincts wuy, vf,, comme celles figurant sur la figure 2.7. Ces droites D sont
alors nécessairement contenues dans la quadrique Ey car comme d’apres le lemme
2.3.2, E1 C F», il y a alors par construction au moins trois points distincts d’in-
tersection entre ces droites et la quadrique Fjo,

(uy,yy) € C x R*™751 = By C By, (vh,9h) € C x R*"751 = B C Fy
et (yé,y(’)') € E.

74



2.3. Cas de la dimension n > 2.

On montre ainsi par exemple que le disque grisé apparaissant sur la figure 2.8 est
entierement contenu dans I’ensemble E5. En utilisant ensuite la structure de cone
de I'ensemble Es, on en déduit que tout l'intérieur du cone C' (cf. figure 2.9) est
contenu dans F». Puis en utilisant encore d’autres intersections particulieres avec
des droites comme sur la figure 2.10, on en déduit d’apres notre identification de
l'espace F avec R™151 que 'inclusion (2.3.35) est vérifiée.

FiGc. 2.7 -

Ces 3 points appartiennent FEj.
La droite D est donc incluse dans Es.

Nous allons maintenant démontrer que dans ces conditions, on a l'identité,
E, = R™, (2.3.36)
En effet, considérons (g, §f) € R?" = R"1F51 x R?"=71751_Gj 0 € C alors,
(70, 90) € Eo,

car d’apres (2.3.29) et (2.3.33), (9, 9() € E1 et Ey C Es. Si par contre g, € C,
on peut choisir u € R™ 51 distinct du point g}, tel que u & C' et tel que la droite
joignant g} & u dans R™ 51 intersecte C en au moins deux points distincts notés
v et w (cf. figure 2.11). On peut ainsi trouver des réels distincts ¢1,t2 € R\ {0, 1}
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2.3. Cas de la dimension n > 2.

FiGc. 2.9 —

tels que,
v=(1-1t1)7, +tiu € C et w=(1—t2)7gy + tou € C.

Considérons maintenant la droite D de R?" admettant la paramétrisation suiv-
ante,
D :={(1—-t)(G, %) + t(u,yg) : t € R}.

Cette droite réelle contient alors par construction au moins trois points distincts
de EQ .

(v, (1= t1)30 + tryg ), (w, (1 = t2)dg + t2yg) et (u, yp).
En effet, c’est une conséquence du fait que v et w appartiennent a C' et des iden-
tités (2.3.29), (2.3.33) et (2.3.35). La droite D est donc incluse dans la quadrique
E ce qui induit que dans ce cas aussi (g(,9y) € D C Ej. On vient ainsi de
démontrer que si les deux ensembles Fq et Ey étaient distincts alors I’ensem-
ble E5 est égal & I'espace R?". Ce fait induit alors au regard de (2.3.28) que la
forme quadratique p est identiquement nulle. Il s’ensuit en revenant au systéme
de coordonnées initiales (z,£) = Py que d’apres (2.3.24), la forme quadratique
{Req,Imq}(z, &) est alors également identiquement nulle. Or, ceci ne peut pas
étre le cas d’apres la proposition 2.1.4 puisque nous étudions ici un opérateur
q(z,€)¥ : B — L*(R") qui est supposé non normal. Ceci termine notre raison-
nement par l’absurde pour démontrer I'identité (2.3.34),

Ey = Es.

Ce fait étant acquis, reprenons notre discussion et le premier raisonnement par
I’absurde qui supposait D'existence d'un élément z € B\ 9%(q) dans les lignes
précédant (2.3.22). Considérons maintenant yo ¢ E; = Ej. Ceci est possible
puisque nous venons de voir que la non normalité de 'opérateur ¢(z,£)* : B —
L?(R™) imposait que la forme quadratique p définie en (2.3.24) soit non iden-
tiquement nulle ce qui induit au regard de (2.3.28) que,

E, = Ey # R*"™.
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2.3. Cas de la dimension n > 2.

Fic. 2.10 -

C

Les quantités 7(yo) et p(yo) sont donc non nulles d’apres (2.3.26) et (2.3.28). Soit
A un élément de R* tel que p(yo) = Ar(yo) et considérons la forme quadratique,

7(y) = p(y) — Ar(y). (2.3.37)
1l découle de (2.3.26), (2.3.28), (2.3.34) et (2.3.37) que,
Ey C {y e R*:7(y) =0} (2.3.38)

Cette inclusion (2.3.38) est stricte puisque par construction 7(yo) = 0 et que
Yo ¢ E7. En reprenant exactement le méme raisonnement géométrique décrit
dans les lignes précédentes pour démontrer (2.3.34) qui utilise des considéra-
tions d’intersections entre des droites et une quadrique, on démontre que la
forme quadratique 7 est dans ces conditions nécessairement identiquement nulle.
Il s’ensuit d’apres (2.3.37) que,

p = Ar. (2.3.39)

Enfin en revenant au systeme de coordonnées initiales (x,£) = Py, on obtient en
utilisant (2.3.23), (2.3.24), (2.3.27) et (2.3.39) que,

{Regq, Imq} (z, &) = A(Imq(x,g) - gl—ezReq(a:,é)). (2.3.40)

Si on considére maintenant (zo, &) € R*" tel que g(zo,&) € 0%(q) \ {0} ce qui
est possible puisque I'image numérique 3(q) est dans le cas que nous étudions un
secteur angulaire fermé de sommet (0 avec une ouverture strictement positive et
strictement plus petite que 7, on déduit de (2.3.9) et (2.3.20) que nécessairement,

{ReQ7 IHIQ}([E(], 50) = 0.
Ceci induit d’apres (2.3.40) que,

Im

Img(z0,&) = RieiReCI(xo,fo), (2.3.41)
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Fic. 2.11 -

e

C

car A € R*. Comme d’apres (2.3.23) et la structure de I'image numérique X(q),
q(z0,&) € 03(q) \ {0} C {z € C: Rez > 0},

lidentité (2.3.41) montre que le point z appartient aussi a I’ensemble 0% (q).
Mais ceci est contraire a notre hypothese initiale,

2 e B\9%(q).

Finalement, ceci termine notre raisonnement par ’absurde et nous permet d’obtenir
I'identité, .
B = 0%(q), (2.3.42)

que nous voulions démontrer. I1 découle ensuite de 'union disjointe (2.3.7) la
seconde identité,

A=7%(qg), (2.3.43)

annoncée au début du paragraphe 2.3.b.1.2.

Nous avons ainsi démontré dans cette section que pour tout opérateur dif-
férentiel quadratique elliptique non normal q(x,&)" en dimension n > 2, il y a
présence de pseudo-spectre semi-classique d’indice infini en tout point de l'in-
térieur de I'image numérique (¢) qui est un sous-ensemble du plan complexe
possédant la structure d’un secteur angulaire ouvert de sommet 0 avec une ou-
verture strictement positive et strictement plus petite que 7. Ce résultat montre
que les hautes énergies des opérateurs différentiels quadratiques elliptiques non
normauz q(x,&)" en dimension n > 2 sont tres instables sous de petites pertur-
bations. En effet, I'existence de pseudo-spectre semi-classique d’indice infini en
tout point de l'intérieur de 'image numérique ¥(g) montre en délaissant le cadre
semi-classique qui était le notre jusqu’a présent pour revenir a un cadre classique
(h = 1) via le changement de variables précisé en (1.5.2) au chapitre 1 que pour
tout z € EEq), la résolvante de 'opérateur ¢(x, &)™ explose en norme le long de
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2.3. Cas de la dimension n > 2.

la demi-droite zR; de la maniere suivante,

VN e N,VC > 0,Vng > 1,3n > no, ‘(q(x,@w - zn)_lH > ol (2.3.44)

et ce, méme si cette demi-droite ne rencontre pas le spectre de l'opérateur

q(x, &)™

2.3.b.2 Une autre démonstration de ’existence de pseudo-spectre
semi-classique d’indice infini.

Considérons q(z, £)" un opérateur différentiel quadratique elliptique non nor-
mal en dimension n > 2. Nous allons dans les lignes qui suivent donner une autre
démonstration de I'existence de pseudo-spectre semi-classique d’indice infini pour
tous les points de l'intérieur de I'image numérique 3(q) qui n’appartiennent pas
a certaines demi-droites singulieres. Comme précédemment, on peut supposer
apres une similitude et une réduction symplectique que la forme quadratique
Req vérifie (2.3.6). En utilisant cette définie positivité de la forme quadratique
Regq induite par (2.3.6), on peut via une réduction simultanée des formes quadra-
tiques Req et Img trouver un isomorphisme P de R?" tel que dans les nouvelles
coordonnées y = P~1(x,£), on ait,

2n
r1(y) = Req(Py) =) _y7 et
=1

2n

ro(y) = Imq(Py) = Zajy? avec a1 < ... < ay,. (2.3.45)
j=1

Etudions le cas ou les formes différentielles dri(y) et dra(y) forment un systéme
lié sur R i.e. il existe (\, u) € R\ {(0,0)} tels que,

Adry(y) + pdra(y) = 0. (2.3.46)
11 découle de (2.3.45) et (2.3.46) que pour tout j =1, ...,2n,
(A + paj)y; = 0. (2.3.47)
Siy # 0, il existe alors jo € {1, ...,2n} tel que y;, # 0, ce qui implique,
A+ pogy = 0. (2.3.48)

On déduit alors de (2.3.47) et (2.3.48) que y; = 0 si a; # «j,. Ce dernier résultat
induit que si,

o

z€3(q) \ (1 +ia)RE U...U (1 +ioy)RY),

alors les différentielles dReq et dlmg sont indépendantes sur R en tout point de
'ensemble ¢~!(z). Considérons donc,

2e%(g)\ (1 +ia)RE U ..U (1 +iay)RE).
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2.3. Cas de la dimension n > 2.

Fic. 2.12 -

~ (1 +ias)Re,

\/

_____ e (1 tia)Re
(1 +ioq)RY,

Comme on travaille dans 'espace R?™ avec n > 2, on peut appliquer le lemme 3.1
de [7] (voir aussi le lemme 8.1 de [20]). Il s’ensuit que pour toute partie connexe
et compact I' de I'ensemble ¢ !(z), on a

/F {Req, Tmg} (p) g = (dp) = 0, (2.3.49)

si \g,. désigne ci-dessus la mesure de Liouville qui satisfait a l'identité,
n

Mgz A dReq A dImg = ‘L'
n:

Les faits que les différentielles dReq et dIlmg soient indépendantes sur I’ensemble
g (2) et que z € X(q) impliquent que I’ensemble ¢~!(z) est une sous-variété non
vide de codimension 2 de R?". De plus en utilisant que z € X(q), on déduit de

.3.8) et (2.3. qu’il existe un couple (zp,&p) € ¢~ " (2) tel que,
2.3.8 2.3.43) qu’il exi 1 13 1 1

{Req, Img}(zo,&o) # 0. (2.3.50)

L’identité (2.3.49) valable pour toute partie connexe et compact I" de I'ensemble
¢~ (z) entraine au regard de (2.3.50) I'existence d'un couple (Zo, &) € ¢~ (2) tel
que, .

{Req, Imq}(Zo, &) < 0.

Comme

{Re(q — 2),Im(q — 2) } (%o, &) = {Req, Imq} (o, &) < O,

on peut alors appliquer le critéere d’existence de pseudo-spectre semi-classique
d’indice infini de M.Zworski rappelé au théoreme 1.3.2 du chapitre 1. Ceci dé-
montre 'inclusion,

3(g) \ ((1+ia1)R% U .. U (1 +ia,)RE) € A (g(, hE)Y),

qui démontre 'existence de pseudo-spectre semi-classique d’indice infini en tous
les points de l'intérieur de 'image numérique privée d’'un nombre fini de demi-
droites singulieres (1 4 io)RY ,...,(1 4 i0p, )R
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2.3.b.3 Etude pseudo-spectrale sur la frontiére de I’image numeérique.

Les résultats du paragraphe précédent ont montré que les hautes énergies
de tout opérateur différentiel quadratique elliptique non normal q(x,&)™ en di-
mension n > 2, étaient tres instables sous de petites perturbations. En effet,
ces résultats ont mis en évidence la présence de pseudo-spectre semi-classique
d’indice infini en tout point de l'intérieur de I'image numérique de ces opéra-
teurs. Cette présence de pseudo-spectre semi-classique d’indice infini induit pour
ces opérateurs l'existence de régions du plan complexe pouvant étre lointaines de
leurs spectres sur lesquelles leurs résolvantes explosent en norme. Nous voulons
dans ce paragraphe essayer de préciser la géométrie de ces régions en donnant une
description fine des ensembles e-pseudo-spectraux de ces opérateurs analogue a
celle donnée par la conjecture de Boulton pour I'oscillateur harmonique non auto-
adjoint. Pour ce faire, nous allons étudier ’éventuelle existence de pseudo-spectre
semi-classique d’indice infini sur la frontiere de I'image numérique 9%(q). Nous
préterons une attention particuliere & préciser quelle est la perte de puissance
de h qui apparait dans le cas d’une absence de pseudo-spectre semi-classique
d’indice infini. En effet, comme nous 'avons déja mentionné et comme nous le
verrons explicitement au chapitre 4 de cette these, c’est le résultat d’absence de
pseudo-spectre semi-classique d’indice 2/3 sur la frontiere de I'image numérique
privée de l'origine de l'oscillateur harmonique non auto-adjoint qui permet de
démontrer la conjecture de Boulton.

Commencons par poser notre cadre d’étude et fixer certaines terminologies.
On considere dans ce paragraphe ¢(z,£&)" : B — L?(R"), n > 2, un opérateur
différentiel quadratique elliptique non normal. On a déja précisé a la section 2.3.b
que l'image numérique Y(g) était dans ce cas un secteur angulaire fermé de
sommet 0 avec une ouverture strictement positive et strictement plus petite que
7. La frontiere de I'image numérique 0%(q) possede donc la structure suivante,

0%(q) = {0} U A7 LA, (2.3.51)

ou Aj et Ay désignent deux demi-droites ouvertes de sommet 0. Pour j € {1,2}
et z € Aj, on dira dans ce qui suit et ce, conformément aux définitions du
chapitre 27 de [12] que le symbole p(z,§) := q(x,§) — z est d’ordre k(xo,&p) au
point (w9, &) € R*" si k(w, &) désigne 'élément de N U {+oo} défini par,

k(zo,&) =sup {j € Z : pr(z0,%) =0, V1< |I] <5},

sil = (i1,42,...,9%) € {1,2}*, |I| = k et si le symbole p; est défini par les crochets
de Poisson itérés (cf. chapitre 27, section 27.2 dans [12]),

pr = Hy, Hp, "'Hpik,lpik )

ol p = p1 +ip2 et p; € C°(R?™,R), j € {1,2}. L’ordre du symbole ¢ au point z
est ensuite défini comme le maximum des ordres du symbole p = ¢ — 2z en tout
point (g, &) € R?™ vérifiant p(xg, &) = q(z0,&) — 2z = 0. Comme le symbole ¢
est une forme quadratique et que pour tout I, |I| > 1, les crochets de Poisson
itérés pr sont encore des formes quadratiques en les variables (x, &), ces crochets
de Poisson itérés possedent tous une propriété d’homogénéité de degré 2 induisant
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2.3. Cas de la dimension n > 2.

le fait que I'ordre de ¢ en tout point de la demi-droite ouverte A; est le méme.
On désignera dans ce qui suit par k; € NU {400} cet ordre commun et on dira
plus simplement lors de notre étude de 'opérateur g(z,£)" que k; est I'ordre de
la demi-droite ouverte A; de 0%X(q). Les deux exemples suivants montrent que
I'ordre d’une telle demi-droite ouverte peut prendre des valeurs finies ou infinies.

Ezxemple 1. Considérons tout d’abord la forme quadratique elliptique définie sur

RQTL
qi(2,6) =& +ai + .. + & + ap + i,
Comme pour tout (z,£) # (0,0),

2} (€ +af + o+ & )T <L
on en déduit que I'image numérique 3(q;) est donnée par,
{zeC":0<argz <m/4} U{0}.

Si on note A; = ¢'7R* | I'inégalité (2.3.52) induit que,

{(,8) e R*" : q1(z,€) € Ay}

= {(x,é) eR¥™:xy £0; Vj>1, zj=0;Vi=1,..,n, &

Considérons z1 =1+¢€ Aq. On a

Fig. 2.13 -

{(z,¢) € R?" : q(z,€) = 21}

:{:clzlouxlz—l; Vi>1, z;=0; Vj=1,...n, §

et un calcul direct montre que,

{Req1, Imqy }(x, &) = 4x1& et Hﬁeqllmql =8¢ — 8a2.

Il s’ensuit au regard de la proposition 2.1.4 que I'opérateur,

a1 (z,8)" : B — L*(R"),
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n’est pas un opérateur normal et que I'ordre du symbole g; sur la demi-droite
Aj est d’apres (2.3.53) et (2.3.54), fini et égal a 2.

Exemple 2. Considérons la forme quadratique elliptique définie sur R?"?,
qa(x,€) = & + 2% + .. + & +2p +i(26] + 207 + €3).
Comme pour tout (z,§) # (0,0),
267 + 202 + )& + a2t + ..+ 2 +a2) <2
on en déduit que I'image numérique 3(q2) est donnée par,
{z € C:0 < Imz < 2Rez}.

Si on note maintenant Ay = (1 + 27)R%, on a

Fig. 2.14 -

{(z,6) € R : gy(,€) = 1+ 2i} =
{(z,6) eR¥™:af + &7 = 1Y) > 1, 25 =& =0}, (2.3.55)

et un calcul direct donne que,
{Regqe, Imga}(z,§) = —4aaés. (2.3.56)

L’identité (2.3.56) montre que I'opérateur ga(z, &)Y : B — L?(R™) n’est pas un
opérateur normal. En utilisant cette identité (2.3.56), il est facile de vérifier en
conservant les notations précédentes et ce, par récurrence que les formes quadra-
tiques (g2); pour |I| > 2 sont de la forme,

(q2)1(x, &) = ax + bwals + &3, (2.3.57)

avec a, b et ¢ des nombres réels. Si on pose ensuite p = ga — (1 + 2i), on obtient
d’apres (2.3.55) et (2.3.57) que,

q2(z0,80) = 14+2i =V |I| > 1, pr(xo,%0) = 0.

Ceci montre que 'ordre du symbole ¢y sur la demi-droite Ay est infini. Profitons
de cet exemple pour constater que dans un tel cas d’ordre infini, on ne peut pas
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2.3. Cas de la dimension n > 2.

espérer controler la norme de la résolvante de l'opérateur go(z, &)™ sur une zone
de I'image numérique proche de la demi-droite Ay plus vaste qu'une région de la
forme,

{z €3(q) : d(z,A2) < C}, (2.3.58)

ol C' désigne une constante strictement positive. En effet, on peut vérifier dans
le cas présent grace au théoreme 2.1.5 que 'opérateur,

@(z,§)" : B — L*(R"),

possede une suite de valeurs propres régulierement espacées sur une demi-droite
parallele & As. Ce fait constitue une obstruction a un contréle de la norme de
la résolvante sur une zone proche de la demi-droite Ay plus étendue de I'image
numérique qu’une région de la forme (2.3.58).

Dans cette section 2.3.b.3, nous allons démontrer qu’il n’y a jamais de pseudo-
spectre semi-classique d’indice infini en 0 et plus précisément qu’il n’y a pas de
pseudo-spectre semi-classique d’indice 1 en 0,

0 € (A5 (q(z, hE)™)) .
D’apres (2.3.1), ce résultat sera une conséquence de l'estimation a priori suivante,
3C > 0,Yh > 0,Vu € B, |[lq(x, h§)"ullr2mn) > ChllullL2®n),

que nous allons établir dans les lignes a venir. Comme d’apres la proposition 2.1.3
Popérateur q(z, h&)" + z est un opérateur de Fredholm d’indice 0 pour tout
h > 0 et z € C, cette estimation a priori permet seulement en revenant au cadre
classique (h = 1) de borner la norme de la résolvante de l'opérateur ¢(z,£)" sur
certains disques centrés en 0. Ce résultat n’apporte donc pas d’information sur la
géométrie des ensembles e-pseudo-spectraux. Par contre, I’étude de la présence
de pseudo-spectre semi-classique d’indice infini sur les demi-droites ouvertes Aq
et Ay de (2.3.51) est beaucoup plus intéressante pour préciser selon 'ordre de
ces demi-droites la géométrie de ces ensembles.

Dans le cas ot 'ordre k; de la demi-droite ouverte A;, j € {1, 2} est fini, nous
allons démontrer que cet ordre k; est nécessairement pair et qu’en tout point
de cette demi-droite ouverte A;, il n’y a pas de pseudo-spectre semi-classique
d’indice k;/(k; + 1),

Ay € (Ao (0l 1))

Comme d’aprés la proposition 2.1.3, 'opérateur ¢(z,£)"™ + z est un opérateur
de Fredholm d’indice 0 pour tout z € C, I'inclusion précédente induit au regard
de notre discussion de la section 1.5 du chapitre 1 qu’il existe des constantes
strictement positives C7 et Cy telles que la résolvante de l'opérateur ¢(z, &)™
reste bornée en norme sur la région suivante de ’ensemble résolvant,

1
{ueC:|ul>Cretd(Aj,u) < C'2|projAju|’“.7'“ },

ol proj AU désigne la projection orthogonale de u sur la demi-droite fermée A;.
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2.3. Cas de la dimension n > 2.

Dans le cas ou 'ordre k; de la demi-droite ouverte Aj, j € {1,2} est infini,
I’'exemple 2 de la section 2.3.b.3 montre d’apres cette méme discussion de la
section 1.5 que l'on ne peut pas espérer démontrer un résultat meilleur que
I’absence de pseudo-spectre semi-classique d’indice 1. Nous allons démontrer que
ce résultat,

Aj C (A (q(z, h6)"))",
est vérifié pour une tres large classe d’opérateurs différentiels quadratiques ellip-
tiques non normaux en dimension n > 2. Cela sera par exemple le cas de tous ces
opérateurs en dimension n = 2. Malheureusement, comme nous ’évoquions lors
de notre introduction, nous ne savons toujours pas actuellement si ce résultat est
vérifié en toute généralité méme si on peut le penser.

Concernant les ingrédients nécessaires aux démonstrations qui vont suivre,
nous allons utiliser le résultat de N.Dencker, J.Sjostrand et M.Zworski, Théoreme 1.4
dans [7] pour démontrer I’absence de pseudo-spectre semi-classique d’indice k;/(k;+
1) sur les demi-droites A; d’ordre fini. Pour établir les résultats du théoreme 1.6.7
dans le cas de demi-droites A; d’ordre infini, nous aurons cette fois recours a
I’étude de la décroissance en temps de la norme du semi-groupe a contractions
et24(@8)" pour des valeurs particulitres du nombre complexe non nul z. Nous
devrons pour ce faire établir des estimations fines sur le symbole de Weyl de ce
semi-groupe a partir de la formule de Mehler démontrée par L.Hormander dans
[13].

2.3.b.3.1 Absence de pseudo-spectre semi-classique d’indice 1 en 0.

Comme précédemment, on peut supposer apres une similitude et une réduction
symplectique linéaire réelle que la forme quadratique Req vérifie (2.3.6). Il s’en-
suit que pour u € S(R™),
2Re(q(z, h) "1, 1) 12 g
n
2 2 .
=2 A (IhDa;ulfaggny + lzjullFagny) + (I, ilma(z, h€)Tu, w) 12 gy
j=1
n
2 )\j(HhD:ijH%%Rn) + H:UjuH%?(R"))
=1

3 <.

> ST NIhDgyu + ijul ez > h(z Aj> [ (2.3.59)
j=1 j=1

puisque pour tout u € S(R™),
|h Dy + i ju| 22 gn)
= ||hD$juH%2(Rn) + 2Re(hDy;u, iz ju) r2mny + ijuHQLQ(Rn)
= ||h_Dg;JU||%2(Rn) + ([hD.Z’j7ixj]u7u)L2(]Rn) + ||xju||%2(R”)
> ([hDay, iwjlu, w) 12 gny = hl|u[Z2 gn)- (2.3.60)
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2.3. Cas de la dimension n > 2.

On déduit de (2.3.59) et de 'inégalité de Cauchy-Schwarz ’estimation,
n w h g

Vu € S(R"),¥h >0, [la(@, he) ullzzgeny = 5 (A ) lull e,
j=1

qui peut étre étendue a l'espace B par densité. Cette estimation a priori mon-
tre qu’il n’y a pas de pseudo-spectre semi-classique d’injectivité d’indice 1 en 0.
Comme d’apres (2.3.1), les deux notions de pseudo-spectre semi-classique coinci-
dent, on en déduit que pour tout opérateur différentiel quadratique elliptique non
normal q(x, &)™ en dimension n > 2, il n’y a pas de pseudo-spectre semi-classique
d’indice 1 en 0,

0 € (A5 (q(z, hE)™)) .

Fig. 2.15 -

Ay

\/

Qf N

Ay

2.3.b.3.2 Cas ol 'ordre de la demi-droite A; est fini.

Nous allons démontrer dans ce paragraphe que si A; est une demi-droite ouverte
de 0%(q) d’ordre fini k; pour le symbole g, alors cet ordre est nécessairement
pair et il n’y a pas de pseudo-spectre semi-classique d’indice k;/(k;+1) sur cette
demi-droite ouverte A,

AjC (AZ‘;/(kﬁl)(Q(%hf)w))c-

Apres avoir effectué les mémes réductions que lors de 1’étude en 0 du para-
graphe 2.3.b.3.1, on peut supposer que la forme quadratique Req vérifie (2.3.6).
Ensuite, compte tenu de la densité de I'espace de Schwartz S(R™) dans ’espace B
et comme d’apres (2.3.1),

/\Sk(;/(ijrl) (q(:):, hé:)w) = Sk(;/(kj+1) (Q(IE, hg)w)v

il suffit pour démontrer ces résultats de démontrer le théoréeme suivant.
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2.3. Cas de la dimension n > 2.

Théoréme 2.3.3. Si la demi-droite ouverte A; est d’ordre fini k; pour le symbole
q alors cet ordre est nécessairement pair et on a l’estimation a priori,

Vz e Aj,3hg > 0,3C >0,V 0 < h < hy,Vu € S(R"),

k

i
llg(x, h&)“u — zul| p2mny = CR* T |u|| p2@ny.  (2.3.61)

Preuve. Considérons le symbole r appartenant a ’espace C’I?O(RQ", C) désignant
’espace des fonctions C* qui sont bornées sur R?" ainsi que toutes leurs dérivées,
L Q(:U: 5) -z
pour z € A;. Remarquons premierement que le fait que z € 0%(q) \ {0} induit
que 0 € 93(r) si on note, .
X(r) = r(R2n).

Constatons aussi que ce symbole r vérifie la condition de type principal en 0. En
effet il existait un couple (zg, &) de R?" vérifiant (g, &) = 0 et dr(zo, &) = 0,
on obtiendrait & partir de (2.3.62) que,

dq(zo,&) = 0. (2.3.63)

Comme apres nos diverses réductions la forme quadratique Req vérifie (2.3.6),
on obtiendrait ensuite a partir de (2.3.63) que,

dReq(x0, &) = 2 A\ ((w0)dz; + (£0);d¢5) =0,
j=1

ce qui induirait comme A\; > 0 pour tout j = 1,...,n que (x0,&) = (0,0) et
q(zo, &) = 0 puisque ¢ est une forme quadratique. Or, ceci est impossible puisque
comme 7(xg,&p) = 0, on doit avoir d’apres (2.3.62), q(xo,&) = z # 0 car,

z € A; C0%(q) \ {0}

Notons aussi au regard de l'expression (2.3.62) que le fait que le point z soit
d’ordre fini k; pour le symbole ¢ induit que le point 0 soit également d’ordre
fini k; pour le symbole 7 et que les identités (2.3.6) et (2.3.62) imposent que
I’ensemble,

{(:c,f) eR? :r(x,§) = O} = {(:c,f) eR?: g(z,§) = z},

soit un ensemble compact. On peut donc appliquer le théoreme 1.4 de [7] qui
assure la parité de 'entier kj;, k; > 1 et l'existence de constantes hg > 0 et
C1 > 0 telles que,

k

o
V0 < h < ho,Vu € SR, [[r(z, h) ull 2@y > CrA T |[ull 2gny.  (2.3.64)
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2.3. Cas de la dimension n > 2.

Remarque. On n’a pas vérifié que la condition dynamique (1.7) du théoréme 1.4
de [7] était remplie car cette hypothese est superflue pour la démonstration du
théoreme 1.4. La démonstration de ce théoreme n’utilise en effet qu’une partie de
la preuve du lemme 4.1 de [7] (une partie du second paragraphe de cette preuve)
ou n'intervient pas cette condition (1.7).

Remarquons que d’apres le résultat de calcul symbolique donné par le théoreme
18.5.4 dans [12] et (2.3.62), on peut écrire que,

r(a, hE)" (1 +a? + h*€*)" = q(a, h€)” — 2 + hri(a, hE)®
+ h?ro(x, h€)Y, (2.3.65)

si on note,

(@, €) = —ixgg(a:,ﬁ) + igg—;(:c,f), (2.3.66)
t,

206 = 3 50 6) ~ 525 @) (23.67)

11 est facile de vérifier directement d’apres I’expression (2.3.62) que ces fonctions
71 et ro appartiennent & I'espace Cg°(R?™, C) ce qui induit en utilisant le théoréme
de Calderon-Vaillancourt I'existence d’une constante Cy strictement positive telle
que pour tout u € S(R™) et 0 < h <1,

[r1(z, hE) ullp2(rny < Collullp2mny, (2.3.68)
et,
[r2(@, hE)“ull L2 (rny < CollullL2®n).- (2.3.69)

On déduit alors de (2.3.64), (2.3.65), (2.3.68), (2.3.69) et de l'inégalité triangu-
laire que pour tout u € S(R™) et 0 < h < hy,

ki
CLREHT||(1+ 2® + B2E%) " ul| 2 gy
< [lr(, €)Y (1 + 2® + h*E) ul| L2 gy
< [lg(z, h&)"“u — zul 2mny + C2h(1 + h)|Jull L2 (mn)- (2.3.70)
Comme d’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a pour tout u € S(R") et
0<h<1,
ullZny < ull7zgny + lzullF2ny + [ADz]| 72 gn
= ((1+ 2% + W€ u,u) 12 gy
< 11+ 2% + B2 ull ol 2, (2.3.71)

on obtient d’apres (2.3.70) que pour tout u € S(R™) et 0 < h < hy,

k

ky
Crh* 5 ul| 2gny < llg(@, hE)"u — zul| 2rn) + C2h(1 + ) [|ull L2 rn).  (2.3.72)
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2.3. Cas de la dimension n > 2.

Comme 'entier k; est supérieur ou égal a 1, on déduit de (2.3.72) qu’il existe des
constantes h({, > 0 et C3 > 0 telles que,

ki
V0 < h < hj,Vu € S(R™), |lg(z, hé)“u — zu|]L2(Rn) > C3hFit! HuHLg(Rn).

Ceci termine la preuve du théoreme 2.3.3. J

Remarquons a la lecture de la démonstration précédente qu’elle s’applique sans
modification en dimension 1 pour les opérateurs différentiels quadratiques ellip-
tiques de type 1. Ce théoreme permet ainsi de retrouver ’absence de pseudo-
spectre semi-classique d’indice 2/3 pour l'oscillateur harmonique non auto-ad-
joint,
D?E + ewa:Q,

lorsque 6 € R et § # O[r]. En effet, il suffit pour cela de vérifier que les ordres
des demi-droites ouvertes A; = R et Ay = eia]Ri sont tous les deux égaux a
deux. Notons ¢(z,&) = &2 + €22, Un calcul direct donne que,

{Req,Imq}(z,&) = 4sin 0 z¢, Héeqlmq(x,f) = 8sinf (62 — cosf %) et
HIquReq(x,g) = 8sin? 6 2.
Siz = q(xo, &) € Ay, il s’ensuit que xg = 0 et {» # 0. Ceci induit que,
q<m07£0) —r = Oa {Re(q - 2>7Im(q - Z)}(l’o,fo) =0et
Hée(q_z)lm(q — 2)(z0,&) = 8sinf &2 # 0.
L’ordre de la demi-droite ouverte A; est donc égal a 2. Si maintenant,
= Q(x()a{(]) € AQ:
il s’ensuit que & = 0, g # 0 et,
q(x0,%) — 2z =0, {Re(q — 2),Im(q — 2)}(zo, o) = 0,
Hfm(q_Z)Re(q — 2)(z0,&) = 8sinf z2 # 0.

L’ordre de la demi-droite ouverte As est donc aussi égal a 2. Le théoreme précé-
dent permet alors de retrouver I’estimation a priori du théoreme 1.6.3 caractéris-
tique de I’absence de pseudo-spectre semi-classique d’indice 2/3,

Vz € R% UeR%,3C, > 0,3hg >0,V 0 < h < hg,Vu € S(R),

[R2D2u + e"x?u — zul p2(r) = Coh® 3 ||ull L2 (g).-

2.3.b.3.3 Cas ol 'ordre de la demi-droite A; est infini.

On suppose dans ce paragraphe que 'ordre k; du symbole ¢ sur la demi-droite
ouverte A; est infini. Commencons par mentionner que comme nous I’avons re-
marqué lors de ’étude de 'exemple 2 de la section 2.3.b.3, la meilleure estimation
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2.3. Cas de la dimension n > 2.

a priori que l'on peut espérer démontrer pour caractériser ’absence de pseudo-
spectre d’injectivité semi-classique d’indice infini en un point z de la demi-droite
ouverte A; est une estimation a priori de la forme,

3C' > 0,3hg > 0,V 0 < h < hg,Vu € B,
la(z, h&)“u — zul|2gny = ChllullL2gn), (2.3.73)

i.e. qu’il n’y a pas de pseudo-spectre semi-classique d’indice 1 en z,
z € (AT (q(z, he)"))",

puisque d’apres (2.3.1), les deux notions de pseudo-spectre semi-classique et de
pseudo-spectre d’injectivité semi-classique coincident dans le cas que nous étu-
dions. Malheureusement, nous ne savons pas a 1’heure ot nous écrivons ces lignes
si Pestimation (2.3.73) est vérifiée en général. Néanmoins comme nous allons le
voir dans la suite, on sait établir ce résultat pour une large classe d’opérateurs.

Remarque. Dans 'estimation (2.3.73), c’est le caracteére global de cette estimation
qui la rend difficile & obtenir. En effet, on sait établir une version microlocalisée
de (2.3.73) au voisinage de tout point (z,&) de l'espace des phases vérifiant,

q(z,§) = z,

(les autres points ne posent pas de difficultés). En effet si z € 9%(q) \ {0},
le symbole ¢ — z vérifie la condition (P) et la condition de type principal ce
qui permet d’utiliser des résultats de sous-ellipticité comme celui donné par la
proposition 26.10.3 dans [12]. Malheureusement, il n’y a aucun gain et aucune
marge dans ces estimations qui permettraient de pouvoir les recoller pour en
déduire une version globale.

Considérons z € A;. On rappelle que dans ce qui suit,
q(z,6)" : B — L*(R"),

désigne un opérateur différentiel quadratique elliptique non normal en dimension
n > 2 pour lequel on veut établir l'estimation (2.3.73). Notons que quitte &
effectuer une rotation i.e. a multiplier le symbole ¢ — z par un nombre complexe
w € C, |lw| =1, on peut supposer que,

zeRY,

et que la forme quadratique Img est soit positive, soit négative (cf. les figures
2.16 et 2.17).

Considérons le cas ou la forme quadratique Img est positive. Compte tenu de
I'invariance symplectique des ensembles pseudo-spectraux semi-classiques (2.1.3),
on peut d’apres la proposition 2.1.8 supposer que,

k k+1
Img(z,€) =Y pi(&F +23)+ > a?, (2.3.74)
J=1 j=k+1
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FiG. 2.16 —
A
¥(q)
——————— 00— P
0 z
FiGc. 2.17 —
A
0 z
¥(q)

avec k,l € N et u; > 0 pour tout j = 1,...,k. Soulignons compte tenu de
I'invariance symplectique du crochet de Poisson et de la proposition 2.1.4 que les
réductions précédentes conservent naturellement la propriété de non normalité
de 'opérateur q(x, &)™ et 'ordre du symbole ¢ en z. Rappelons aussi que cette
propriété de non normalité induit comme nous ’avons déja remarqué lors de
I’étude de 'exemple 2 de la section 2.3.a que 'image numérique X(gq) est un
secteur angulaire fermé de sommet 0 avec une ouverture strictement positive.
Ceci implique au regard de (2.3.74) que,

k41>1. (2.3.75)

Le cas le plus facile a traiter est celui ou k& > 1.

2.3.b.3.3.a Casou k > 1.
Dans ce cas, on obtient d’apres (2.3.74) que pour tout u € S(R™) et h > 0,

k
RG(Q(% hg)wu — kU, iu)LQ(Rn) = ZM] (HhDI]uH%?(R") + HxJuH%?(R"))
j=1
k+1

+ 3 lwgullagey, (2.3.76)
j=k+1

puisque z € R* et que 'opérateur (Req)" est formellement auto-adjoint. Puis, il
vient en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz et (2.3.76) que pour tout A > 0
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2.3. Cas de la dimension n > 2.

et u € S(R"),
K1 .
?Hthlu + leuH%Q(R") < /’Ll("thluH%2(R") + HxluH%Q(R"))

< |lg(z, h§)“u — zul| 2 (rn)l|w] L2 (@) (2.3.77)

On déduit alors de (2.3.60) et (2.3.77) l'estimation a priori,
Vh > 0,Yu € S(R"), lq(z, h&)u — zul| p2mny > ?hHuHL2(Rn),

qui peut étre étendue a l'espace B par densité. Ceci démontre ’estimation
(2.3.73) dans le cas ou k > 1.

2.3.b.3.3.b Casou k =0.

On se place maintenant dans le cas ou k = 0. Il s’ensuit alors d’apres (2.3.74) et

(2.3.75) que I > 1 et,
!

Img(z,&) = Y 7. (2.3.78)

Jj=1

Nous ne traiterons pas ce cas dans toute sa généralité. On peut néanmoins dé-
montrer 'estimation (2.3.73) dans certains cas.

e Cas ou l = n. Dans le cas ou [ = n, on a en fait une meilleure estimation
que l'estimation a priori (2.3.73). En effet, 'ordre du symbole g en z est alors
fini et vaut 2. Pour s’en convaincre, écrivons,

n n n
RGQ($7€) = Z Qr sTrTs + Z br,sfrﬁs + Z Cr,sxré& (2379)

r,s=1 r,s=1 r,s=1
avec ars = asr € R, bps = bs,r € R, ¢,y € R pour tout r,s = 1,...,n et

considérons P une transformation orthogonale de R™ vérifiant,

A O ... 0
prgp—| O

: .0

0 ... 0 M\,

avec \j € R pour tout j =1,...,n et B = (b, 5)1<rs<n. Compte tenu de 'invari-
ance symplectique de 'objet de notre étude, on peut en utilisant la transforma-
tion symplectique linéaire réelle (z,&) — (Px, P§) se ramener au cas ol,

byy=Aetbs=0sir#setr,s=1,.,n, (2.3.80)

tout en gardant I'identité,

Img(x,&) = Z:UJQ, (2.3.81)
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2.3. Cas de la dimension n > 2.

puisque P est une transformation orthogonale de R™. La condition d’ellipticité
de ¢ et la forme de I'image numérique X(¢q) que l'on considere (cf. figure 2.16)
imposent au regard de (2.3.79), (2.3.80) et (2.3.81) que,

Ar > 0,

pour tout r =1, ...,n. Un calcul direct montre ensuite que,

{Req,Imq}(z,&) = z”: 2z, (2/\T§T + z": cs,racs), (2.3.82)
r=1 s=1

n

Hholmg(,6) = 3 (206 + Y corn) (06 23 (e0r + ),
s=1 s=1

r=1 = =
n

_ Z A\, T, ( Z (sr + ars)xs + Z c,«,sfs). (2.3.83)
r=1 s=1

s=1

Si z = q(xo,&) € R, on déduit de (2.3.81) que zg = 0 et & # 0 ce qui permet
d’obtenir d’apres (2.3.82) et (2.3.83),

q(z0,&) — 2z =0, {Re(q — 2),Im(q — 2) } (0, &) = 0 et
H gy Tm(q — 2)(w0, &) = 8> A\H(€)? # 0.
r=1

L’ordre de la demi-droite ouverte R est donc fini et vaut 2. Le résultat précédent
concernant les cas d’ordre fini (Théoreme 2.3.3) montre que dans le cas o k = 0
et [ = n, l’estimation a priori suivante,

VzZ e RY,3C; > 0,3hg > 0,V 0 < h < hg, Vu € S(R"™),
la(x, h€)"u — Zul| p2(eny > Czh®?||ul| p2(gn),
qui peut étre étendue a l'espace B par densité, est vérifiée. D’apres (2.3.1), il n’y

donc pas dans ce cas de pseudo-spectre semi-classique d’indice 2/3 en tout point
de la demi-droite ouverte R7 .

e Jusqu’a présent, nous avons toujours usé de techniques de multiplicateurs
pour obtenir les estimations d’énergie caractérisant 1’absence de pseudo-spectre
semi-classique d’indice infini. Une autre approche que nous allons maintenant
adopter consiste a étudier le semi-groupe d’évolution,

eit(I(r,ﬁ)“” t>0,
associé a l'opérateur ig(z,§)"™. Cette approche est possible compte tenu du car-
actere simplement quadratique des opérateurs ¢(z, )" que nous étudions. Pour

ce faire, nous allons utiliser la formule de Mehler démontrée par L.Hérmander
dans [13] qui donne une expression exacte du symbole de Weyl du semi-groupe,

eita(z,€)"
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2.3. Cas de la dimension n > 2.

Cette formule completement explicite va nous permettre d’obtenir des estima-
tions assez fines sur ce symbole.
Pour ce faire, commencons par remarquer que comme d’apres (2.3.78),

Re(ig) = —Imq <0,
l'opérateur iq(x, &)™ génere un semi-groupe a contractions e™4", ¢ > 0,
Wt >0, (|90 ppamny < 1.

Le lecteur pourra se référer pour plus de détails sur ce point a la discussion
de [13] précédant le théoréme 4.2. Constatons maintenant que pour démontrer
Pestimation (2.3.73), il suffit de démontrer une estimation de la forme suivante
sur la norme du semi-groupe d’évolution,

IM > 0,3a > 0, > 0, || || 1 pogpny) < Me™™. (2.3.84)

En effet, supposons que l'estimation (2.3.84) soit vérifiée. On peut alors d’apres
le théoreme 2.8 de [4] utiliser pour tout Z € R la formule intégrale,

(4,9 = 2)7" =71 (57 ~ il )")
too w
:i_l/ e—zszelsq(xvg) dS, (2385)
0

qui jointe a l’estimation (2.3.84) permet d’obtenir pour tout Z € R,

1 +oo ) w +oo
Il =2 < [ 1 e pamayds < [ Meeds
0 0

M
= — < 4o00. (2.3.86)

a

L’utilisation du théoreme 2.8 de [4] est bien licite. En effet, la droite iR est incluse
dans I’ensemble résolvant de opérateur ig(x, )™ puisque si ce n’était pas le cas,
il existerait d’apres le théoreme 2.1.5, ug € B\ {0} et A\g € R tels que,

q(x, )" uo = Aouo.

Ceci induirait d’apres (2.3.78) que,

I
0= Im(Q(x7§)wu07u0)L2(Rn) = (Imq(x7€)wu07u0)L2(Rn) = Z ijuo||%2(Rn)7
j=1

et donc que up = 0 puisque [ > 1. Le théoreme 2.1.5 montre donc qu’il existe
g0 > 0 tel que,
U(iQ(%f)w) C {z € C: Rez < ¢p},

ce qui permet d’appliquer le théoreme 2.8 de [4] pour tout Z € R. On déduit de
Pestimation a priori (2.3.86) que,

- _ a
VZeR,Vu e B, |lq(z,8)"u — Zul| p2@ny > M”UHLZ(RH).
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2.3. Cas de la dimension n > 2.

Cette estimation a priori peut étre reformulée dans un cadre semi-classique via le
changement de variables (1.5.2) du chapitre 1, y = h*/2z ott h > 0 pour obtenir
que,

Vh > 0,Yu € B, |lq(x, he)"u — zul| 2 gny > %hnunww), (2.3.87)
ce qui démontre 'estimation a priori (2.3.73).

Nous allons donc dans ce qui suit étudier les cas ou l'on sait établir 1’esti-
mation (2.3.84). Soulignons avant d’entrer plus en détail qu'il est licite d’user
de réductions symplectiques linéaires réelles dans la suite de notre étude car la
quantité ||e?ta(®)" | £(r2(Rny) qui nous intéresse est invariante par ces réductions.
En effet si x est une transformation linéaire symplectique réelle, le théoreme 2.1.6
montre que,

(q0x)(z,6)” = U q(x,€)"U,

si U désigne un opérateur métaplectique associé a la transformation y. Ceci
implique au niveau des semi-groupes d’évolution que,

Vit >0, eHaox)” = gleitd’
et induit 'invariance annoncée,
() o
vt >0, (€909 £ p2@ny) = 1€ || 22 @ny)-

On pourra donc dans ce qui suit se laisser toute liberté concernant le choix
des coordonnées symplectiques (x,§) dans lesquelles nous étudierons la forme
quadratique q.

¢ Quelques cas ol ’on sait établir I’estimation (2.3.84). On note F' 'appli-
cation hamiltonienne associée a la forme quadratique ¢. Sa partie imaginaire ImF'
est alors 'application hamiltonienne associée a la forme quadratique Img qui
vérifie suite & notre réduction (2.3.78),

l

Img(z,&) = > a3,

j=1

avec [ > 1 et sa partie réelle ReF' est ’application hamiltonienne associée a la
forme quadratique Req. On peut en utilisant (2.3.78) vérifier que dans le systéme
de coordonnées symplectiques (z1,&1, ..., Tn, &) choisi, on a

Ji 0 ... 0 ... 0
0 . .10

mF=| & ~ . 0 ...0], (2.3.88)
0 0 J 0 0
0 .. 0
0 o 0
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2.3. Cas de la dimension n > 2.

0 0
Jj:<—1 0>’

pour tout j = 1,...,1. L’expression précédente montre que l'application hamil-
tonienne ImF' est nilpotente d’indice 2. On va effectuer dans ce qui suit un certain
nombre de réductions. Pour ce faire, on procede en plusieurs étapes.

ou,

Etape 1. Supposons que l'on puisse trouver une décomposition de ’espace des
phases T*R" = R” x Rg en une somme directe de sous-espaces vectoriels sym-
plectiques Sj, 1 < j < N de T*R" symplectiquement orthogonaux et stables par
les applications ReF' et ImF i.e.,

N
T*R" = P°LS;, Vj€ {1,..,N}, (ReF)S; C S et (ImF)S; C S;. (2.3.89)
j=1

Considérons maintenant une base symplectique (eq j,€15,...,€ N;.jsEN; j) de l'es-
pace symplectique S;. On obtient en réunissant les systemes de vecteurs précé-
dents une base symplectique de T*R"™. Les propriétés de stabilité et d’orthogo-
nalité symplectique des espaces S; permettent alors d’obtenir la décomposition
suivante,

q(z,¢)
=0< > (@kgers +&gen) F( D (fk,jek,j+§k,j€k,j)))
1<j<N, 1<j<N,
1<E<N; 1<k<N;
= > 0( > (@rgens +&rgerg) F( Y (mk,jek,ﬁrfk,jfk,j)))
1<G<N  1<k<N; 1<k<N;
= Z Qj(xl,jv-~-vaj,j7§1,ja-~a€Nj,j)7 (2.3.90)
1<j<N

si on pose pour tout 1 < j < N|
@ (14, TN, G 1y ENy G) =
q(0,...,0,21 4, ., TN; 55 0,0, 0,81 55 -+, €N, 15, 0,00, 0). - (2.3.91)

Notons Fj I'application hamiltonienne associée a la forme quadratique g;. On
déduit de (2.3.89) et (2.3.91) la relation suivante,

Fj = ReF’Sj —i—Z‘ImF‘Sj.

On peut ensuite choisir par la proposition 2.1.8 des bases symplectiques des
sous-espaces S; de sorte que dans les coordonnées (z1j,..., TN, j,&1,55 -+ EN;.5)
associées, on ait

L

Imq]'({L‘Lj, ...,(L‘Nj7j,§17j, "'a{Nj,j) = sz,j avec 0 < lj < Nj. (2392)
k=1
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2.3. Cas de la dimension n > 2.

Ceci est bien licite car la forme quadratique Img; est positive d’apres (2.3.78),
(2.3.91) et que 'application hamiltonienne associée ImFj est nilpotente d’indice 2
puisque,

ImF; = (ImF)|s, et (ImF)* = 0.

Cette propriété de nilpotence d’indice 2 interdit la présence de termes de la
forme,

Ak,j (5]%,] + mz,j%

avec A ; > 0 dans la somme (2.3.92). Cette tensorisation (2.3.90) des variables
induit 'identité suivante sur les semi-groupes,

N
e _ ] ctonsens a5

j=1

Comme pour tout 1 < j < N, les semi-groupes "%’ sont des semi-groupes a

contractions car d’apres (2.3.92), Re(igj) = —Img; < 0, il suffit donc pour établir
I'estimation (2.3.84) de trouver un entier 1 < jo < N tel que,

My > 0,3ag > 0,Vt > 0, e %o I, < Mpe ",

L2(RV50))

Cette remarque va nous permettre de réduire notre étude au cas ou ’application
hamiltonienne F' associée a la forme quadratique ¢ ne possede pas de valeurs
propres imaginaires pures. C’est ’objet de 1’étape suivante.

Etape 2. Commencgons par démontrer le lemme suivant.

Lemme 2.3.4. Soit \ une valeur propre imaginaire pure de ’application hamil-
tonienne F alors cette valeur propre \ est nécessairement non nulle,

A0,

et le sous-espace vectoriel compleze Ker(F + \) est le sous-espace vectoriel com-
plexe conjugué du sous-espace propre Ker(F — X). Si on considére ensuite,

Sy := (Ker(F — \) @ Ker(F + \)) N T*R",

alors espace vectoriel Ker(F — X) & Ker(F + \) est une complexification de
Uespace Sy. De plus, Sy posséde une structure d’espace vectoriel symplectique,
S\ est stable par Uapplication hamiltonienne ReF' et vérifie,

ImF Sy = {0}.

De plus, si p est une autre valeur propre imaginaire pure de F' distincte de A et
=\, alors on a la somme directe symplectiquement orthogonale,

S)\ ®UL Su C T*Rn,

si l’on note,
S, = (Ker(F — p) ® Ker(F + p)) N T*R™.
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2.3. Cas de la dimension n > 2.

Preuve. Soit A une valeur propre imaginaire pure de F'. La proposition 4.4 de [13]
appliquée a la forme quadratique iq définie en (2.3.78) montre que le sous-espace
vectoriel de C?7,

Ker(iF 4 i)\) = Ker(F + \),

est le sous-espace vectoriel complexe conjugué de Ker(iF' — i)\) = Ker(F — \).
On sait de plus que,
ImF Ker(F £+ \) = {0},

et que les espaces vectoriels Ker(F — \) @ Ker(F + \), si A # 0 et Ker F sont les
complexifications de leurs intersections avec T*R™. Si A = 0, on pourrait alors
trouver Xg = X1 + iXo # 0 tel que X1, Xo € T*R” et X, X1, X2 € KerF.
Considérons j € {1,2} tel que X; # 0. On obtiendrait ainsi que,

q(X;) = o(X;, FX;) = 0,
ce qui serait contraire a I'hypothese d’ellipticité de la forme quadratique ¢. Il
s’ensuit que A # 0. Le fait que,

ImF Ker(F + \) = {0}, (2.3.93)

entraine que,

ImF S)\ = {O}

De plus, comme 'espace Ker(F — \) @ Ker(F + \) est stable par F, il est égale-
ment stable par ReF' vu lidentité (2.3.93). La stabilité du sous-espace Sy par la
matrice ReF' découle alors simplement du fait que ReF' € My, (R). Considérons
maintenant Xg € Sy tel que,

VY € Sy, 0(Xp,Y) =0.

Il s’ensuit que,
VY, Z €Sy, 0(Xo,Y +iZ) =0,

d’out d’apres ce qui précede,
VX € Ker(F — \) @ Ker(F + \), 0(Xo,X) =0.
Or, comme X € Sy, on a F Xy € Ker(F — \) @ Ker(F + \). Ceci implique que,
4(Xo) = o(Xo, FXo) = 0.

On déduit alors de 'ellipticité de g que Xy = 0. L’espace S possede donc une
structure d’espace vectoriel symplectique. Supposons maintenant qu’il existe p
une valeur propre imaginaire pure de F' distincte de A et —\. Cette valeur propre
w1 est non nulle d’apres ce qui précede. Soient,

X € Ker(F —e1A) et Y € Ker(F — eap),

avec €1,2 € {—1,1}, on a

1 A
o(X,Y) = o(X,e5 5 IFY) = ——o(FX,Y) = - 226(X,Y),
Eqlh €2/t
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par antisymétrie de 'application hamiltonienne F' par rapport a . Comme

e1A
Eqlt

-

puisque \ et p sont des nombres complexes imaginaires purs et que u & {\, —A},
on en déduit que,
o(X,Y)=0.

I1 s’ensuit que les sous-espaces vectoriels Sy et S, sont en somme directe sym-
plectiquement orthogonale. [J

Considérons les valeurs propres imaginaires pures de ’application hamiltoni-
enne F. On peut au regard du lemme précédent écrire les éléments deux a deux
distincts de cet ensemble, Ay, ..., A, — A1, ..., —A,.. Considérons en gardant les no-
tations du lemme précédent, ’espace suivant,

S =8y @t ..a%" S, Cc T*R"™. (2.3.94)

Le caractere direct de la somme précédente résulte de la structure symplectique
des sous-espaces vectoriels Sy ; et de leurs propriétés d’orthogonalité symplectique
lorsqu’on les consideére deux a deux. Le lemme précédent montre que S est un
espace vectoriel symplectique qui est stable par les applications hamiltoniennes
ReF et ImF. Notons S°* espace vectoriel orthogonal de S dans T*R™ pour
I'orthogonalité symplectique. L’espace St est alors un espace vectoriel sym-
plectique qui est stable par les applications ReF et ImF'. En effet, considérons
X € 87t ¢ T*R". Comme pour tout Y € S C T*R™, on obtient en utilisant
la propriété d’antisymétrie par rapport a la forme symplectique des applications
hamiltoniennes,

o(Y,ReFX) +io(Y,InFX) = —0(ReFY,X) —ioc(ImFY, X) =0,
car ReF'Y € S et ImFY € S. 1l s’ensuit que,
VY €S, o(Y,ReFX) =0(Y,ImFX) =0,

ce qui démontre que ReFX € S7t et InFX € S°+. D’apres la construction
précédente et le lemme 2.3.4, I'application ReF'|go1 + ilmF|go1 ne possede plus
de valeurs propres imaginaires pures. Si on considére maintenant des coordonnées
symplectiques (z, &) telles que,

z:= (2 2") € R" x R" et £ := €, e R" x R,

ou (z2/,&') et (2”,£") sont respectivement des coordonnées symplectiques sur I’es-
pace S et sur Pespace S°L, on déduit de Iorthogonalité symplectique de ces
espaces S et S7L, de leurs stabilités par les applications hamiltoniennes ReF,
ImF et des résultats de I'étape précédente que,

Q(xag) = Q1($/7£/) + QQ(:L'”vé.”)v

et,
Vit >0, eltal@)” — gitar(z' )" gitga(x".£")" (2.3.95)
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si on note,
q1 ((I,'/, 5/) = Op/ (<$/7 5/)7 (RGF‘S + ZImF‘S)(xla ‘5/))7

et,
@@, ") = o ((x”, &), (ReF|gor + ilmF|gor ) (2", §”)),

ou o, et o, désignent respectivement les formes symplectiques canoniques sur
R2" et R2"". Ces formes quadratiques ¢ et gs sont elliptiques et on a 'inclusion,

X(q1) U E(q2) € (g)-
Comme d’apres (2.3.94) et le lemme 2.3.4,
ImFlg =0,

la forme quadratique ¢ est donc & valeurs réelles. Le théoreme 5.12 de [13] et la
discussion qui le suit, montrent alors que pour tout ¢ > 0 'opérateur,

itqlx’ﬁ'w
gitm (@' &)

est un opérateur métaplectique. On en déduit en utilisant (2.3.95) que pour tout
t>0,

th(m, ,L‘tq2(l,//7£//)u) itqZ(m//,g//)w

4@ | £ p2(mnyy = |le zz2@ny) = lle I cer2@ny)-

Ces deux premieres étapes montrent que l'on peut toujours tensoriser un cer-
tain nombre de variables et se ramener au cas ol I’application hamiltonienne ne
possede pas de valeurs propres imaginaires pures.

Etape 3. Dans cette troisieme étape, on se place dans le cas ou,

l
Y(q) c {z € C:Imz >0} \ R: et Img(z,&) = Zx2

R

(z,8) € T*R™, (2.3.96)
j=1

avec [ > 1 et dans le cas ou 'application hamiltonienne F' associée a la forme
quadratique ¢ ne posséde pas de valeurs propres imaginaires pures. On a vu
en (2.3.88) que dans ces conditions 'application hamiltonienne ImF" associée a
la forme quadratique Imgq était nilpotente d’indice 2. Remarquons que le rang
et la propriété de nilpotence d’indice 2 de la partie imaginaire de ’application
hamiltonienne F' sont invariants par transformation linéaire symplectique réelle
puisqu’une telle transformation revient a effectuer au niveau de l'application
hamiltonienne une conjugaison par une matrice réelle symplectique inversible.
L’indice | qui apparait ci-dessus correspond donc d’apres ’écriture matricielle
(2.3.88) au rang de l'application hamiltonienne ImF'. Nous allons montrer dans
cette étape que l'estimation (2.3.84) est satisfaite si/=mn —1 oul = n.

Notons Ay, ..., Ay, les valeurs propres de 'application hamiltonienne F'. Comme
d’apres (2.3.96), Img > 0, on peut pour étudier le semi-groupe d’évolution,

eita(@,6)" 7
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utiliser la formule de Mehler établie par L.Hérmander dans [13], Théoreme 4.2,
qui montre que le symbole de Weyl de ce semi-groupe d’évolution est donné par,
0 (X tan(itF) X)
pi(X) = e S'(R*™), t >0,
det (cos(itF))

a condition que pour tout j = 1,...,m, on ait
, T
itAj — 5 & .

Cette condition est bien satisfaite puisque 'on s’est placé dans le cas ou 'appli-
cation hamiltonienne F' ne possédait pas de valeurs propres imaginaires pures.
Considérons maintenant la forme quadratique dépendante de ¢ > 0,

Ay(X) := —Re(o(X, tan(itF) X)). (2.3.97)
On va démontrer la proposition suivante,

Proposition 2.3.5. Dans le cadre d’étude qui est celui énoncé dans cette étape 3,
st on suppose que Il > 1 et quel =n —1 ou l = n, alors il existe un réel tyg > 0
tel que la forme quadratique Ay, soit définie positive.

Preuve. Considérons la forme quadratique suivante,

VX € T*R", r(X) := Imqg(X) + Img(ReFX) + Imq((ReF)zX)
+ Img((ReF)*X). (2.3.98)
C’est une forme quadratique positive puisque d’apres (2.3.96), Img est une forme
quadratique positive. En fait sous les hypotheses de la proposition 2.3.5, le lemme

suivant montre que cette forme quadratique r est en fait une forme quadratique
définie positive.

Lemme 2.3.6. Sous les hypothéses de la proposition 2.3.5, la forme quadratique r
définie en (2.3.98) est une forme quadratique définie positive.

Preuve du lemme 2.3.6. Supposons qu'il existe Xy € T*R™ = R?", Xy # 0 tel
que,
’I“(Xo) =0.

Ceci implique par positivité de la forme quadratique Img que,
Img(Xo) = Img(ReFXy) = Img((ReF)* X))

= Img((ReF)*X,) = 0. (2.3.99)
Notons Img(X;Y) la forme polaire associée a la forme quadratique Img. En in-
voquant une nouvelle fois la positivité de la forme quadratique Img, on peut user
de l'inégalité de Cauchy-Schwarz, la définition d’une application hamiltonienne
et (2.3.99) pour trouver que,

Vj=0,..,3,VY € R* |Imq(Y; (ReF) X)|* = |o(Y,ImF(ReF)’ X,)[?
< Imq(Y)Img((ReF)’ Xo) = 0.
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Il s’ensuit que,
Vji=0,..,3,YY € R*", o(Y,ImF(ReF)’ Xy) =0,

puis en utilisant la non-dégénérescence de la forme symplectique, on obtient que,

Vj =0,..,3, ImF(ReF) X, =0. (2.3.100)
Posons,
€1 = Xo
1 (2.3.101)
= ————ReFX,.
o Req(Xo) e

Ceci est licite puisque comme d’apres (2.3.99), Imq(Xp) = 0, I'hypothese d’el-
lipticité de ¢ impose que Req(Xp) # 0. Il s’ensuit en utilisant antisymétrie de
I’application hamiltonienne ReF' et sa définition que,

o(e1,e1) = o — (Reg(Xo)) "ReF X, Xo) = (Req(Xo)) o (Xo, ReF Xq) = 1.

Le systéeme (e1,e1) est donc un systéme symplectique que I'on peut compléter
par la proposition 21.1.3 de [12] en une base symplectique (e1, ..., €n, €1, .., n)
de R?". Nous allons vérifier que le plan vectoriel engendré par les vecteurs e; et
g1 noté S = Vect(e1,e1) n’est pas stable par Papplication hamiltonienne ReF'.
Si le plan S était stable par ReF', on pourrait alors écrire dans les coordonnées
associées a la base symplectique choisie la décomposition suivante,

Q(x7£) = q(07x27 --~7$n707§2a "'7€n) + q(xholvé-l?o/)
+2¢((21,0,£1,0); (0,22, ..., 20,0, &2, ..., &)
= q(0,29,....,70,0,&, ..., &) + Req(xq,0',£1,0). (2.3.102)

En effet, on a d’une part que,
q(x1,0,&,0") = o(z1e1 + &ie1, Fzrer + &161)) =
o(z1e1 + &1e1, ReF (z1e1 + &161)) = Req(z1,0',&1,0'),
puisque d’apres (2.3.100) et (2.3.101), on a
ImFe; =ImFXy=0et ImFe; = —(Req(Xo))fllmFReFXO =0; (2.3.103)
et que d’autre part,

q((xl,O/,él,O’); (0,9, ..., 2n,0, &2, ...,fn))
= a(azlel + &1e1, F(xoea + ... + xpen + 262 + ... + §n€n))
= —o(F(zie1 + &e1), zoea + ... + Tpen + Eaea + ... + Enen))
= —o(ReF(z1e1 + &ie1), 22€2 + ... + Tpen + E282 + ... + &nn))
= 0.

On a utilisé successivement pour obtenir I'identité précédente I'antisymétrie de
Papplication hamiltonienne par rapport a la forme symplectique, (2.3.103) et
la stabilité du plan S par 'application ReF. En utilisant la localisation de
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2.3. Cas de la dimension n > 2.

I'image numérique donnée par la premiere identité de (2.3.96) et en invoquant
une nouvelle fois ellipticité de cette méme forme quadratique, on en déduit
d’apres (2.3.102) que la forme quadratique,

(:Ula 61) = RGQ(Sﬂl, 0,7 51, 0/))

est définie positive. On peut donc par la proposition 2.1.7 de ce chapitre trou-
ver une nouvelle base symplectique du plan S notée (é1,£1) telle que dans ces
coordonnées, on ait d’apres (2.3.102),

Q(:L‘a 5) = )‘(:L'% + 5%) + Q(Ov L2y .oy Ty 07 527 ERE) gn)v (23104)

avec A > 0. Il est alors facile de vérifier que dans ces conditions ’application
hamiltonienne F' admet des valeurs propres imaginaires pures, ce qui exclu par
hypothese. En effet, on peut en déterminant matriciellement ’application hamil-
tonienne F' comme en (2.3.88) & partir de (2.3.104) vérifier les identités suivantes,

FX| =idX | et FXy=—iAXo,

si X1 = e +1i€ et Xo = €1 —i€1. On en déduit ainsi que le plan S n’est pas
stable par I'application hamiltonienne ReF. Reprenons maintenant le systeme
de coordonnées symplectiques associé a la base symplectique (ey, ..., €n, €1, ..., €n)
définie précédemment. Comme ce plan S n’est pas stable par ReF, il existe donc
en utilisant la somme directe symplectiquement orthogonale suivante,

R = § @t g7t
et (2.3.101), un élément X3 € S+, X3 # 0 et des réels (A, i) € R? tels que,
(ReF)?Xo = X3 + Aey + ey (2.3.105)
Les identités (2.3.100), (2.3.101) et (2.3.105) induisent que,
ImF X3 =ImFReF X3 =0. (2.3.106)
On peut ensuite considérer les nouveaux vecteurs,

€9 = X3

1
= ——— ReF'Xs.
27 TReg(Xy) 0

(2.3.107)

Ceci est licite compte tenu de lellipticité de la forme quadratique ¢ et du fait
que d’apres (2.3.106),

Img(X3) = 0(X3,ImF X3) = 0.
On obtient alors par construction puisque ej,e; € S et e € S+,
o(e1,e1) =o(ea,e2) =1, o(er,ex) = o(e1,e2) = 0. (2.3.108)
De plus, comme d’apres (2.3.101), (2.3.107) et (2.3.108),

o(eg,e1) = —(Req(Xg))fla(ReFXg,Xo) = (Req(Xg))fla(Xg,ReFXo)
= —(Req(Xg))_lReq(Xo)a(eg,51) =0,
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2.3. Cas de la dimension n > 2.

et que d’apres (2.3.101), (2.3.105), (2.3.107) et (2.3.108),

oe1,e2) = (Req(Xo)Req(X3)) ™ 'o(ReFXo, ReFX3)
—  —(Req(Xo)Req(X3)) o ((ReF)?Xo, X3)

— —(Reg(Xo)Req(X3)) 'o(ez + Aey + per, e2)
= 0,

le systeme (e1,ée1,e2,£2) est donc un systeme symplectique que 'on peut com-
pléter comme précédemment en une base symplectique de R?” et que I’on note en-
core (€1, .oy €ny €1, -oey €p). On déduit de (2.3.100), (2.3.101), (2.3.106) et (2.3.107),
les identités,

ImFe; =ImFey =ImFey =ImFey = 0.

11 s’ensuit que dans les coordonnées (z, £) définies par la base symplectique précé-
dente, on a d’apres (2.3.96),

Img(z, §)
= o(z1e1+ ... + Tpen + &181 + o + Entn,
ImF(z3es + ... + zpen + E363 + ... + fnan))
= —U(ImF(xlel + ..+ zpen + 181+ oo+ Enen),
r3es + ...+ xpen +E363 + ... + §n5n)
= —a(ImF(xgeg + ...+ xpen + €383+ ... + Enen),
r3es + ... + xpen + 363+ ... + £nen)
= Imq(0”,23,...,2,,0",&3, ..., &) > 0.

En utilisant a nouveau la proposition 2.1.8, on peut choisir les vecteurs,

(€34 ey €1y €3 ooy En),

de la base précédente de sorte que dans les nouvelles coordonnées, on ait

Img(z, §) = Img(0”, x3, ..., 2, 0", &3, ... &) = Y _ a7, (2.3.109)
jeJ

avec J C {3,...,n}. Le fait qu'il n’apparaisse pas de termes de la forme )\j(fjg—kzc?)
avec A\; > 0 dans la décomposition précédente vient du fait que le sous-espace
vectoriel engendré par les vecteurs es,...,en,€3,...,6, s0it stable par 'applica-
tion ImF" (ce fait est par exemple une conséquence du calcul explicite précédent
de Img(z,&)) et de la propriété de nilpotence d’indice 2 de Papplication ImF'.
Comme J C {3,...,n} dans (2.3.109), on en déduit en ayant recours & une écrit-
ure matricielle de type (2.3.88) que le rang de ImF est inférieur ou égal a n — 2.
Ceci est contraire aux hypotheses de la proposition 2.3.5 car l'indice [ qui ap-
parait dans (2.3.96) correspond au rang de la partie imaginaire de I’application
hamiltonienne F. On a ainsi démontré que la forme quadratique r est bien une
forme quadratique définie positive, ce qui termine la preuve du lemme 2.3.6. [
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2.3. Cas de la dimension n > 2.

Retour a la preuve de la proposition 2.3.5. Des calculs directs utilisant la nilpo-
tence d’indice 2 de ImF montrent que,

F? = ((ReF)® — ImFReFImF)+
i(ReFImFReF + ImF(ReF)? + (ReF)*ImF), (2.3.110)

F® = ((ReF)® — (ReF)* ImFReFImF — ReFImFReFImFReF
— ReFImF(ReF)*ImF — ImF(ReF)*ImFReF — ImFReFImF (ReF)?
— ImF(ReF)*ImF) + i ((ReF)* ImFReF + (ReF)*ImF (ReF)?
+ (ReF)*ImF 4 ReFImF (ReF)3 + ImF (ReF)*
— ImFReFImFReFImF), (2.3.111)

Im(F") = (ReF)’ImF + (ReF)°ImFReF + (ReF)ImF (ReF)?
+ (ReF)*ImF (ReF)? 4 (ReF)?’ImF (ReF)* + ReFImF(ReF)®
+ ImF(ReF)® — (ReF)?’ImFReFImFReFImF
— ReFImF (ReF)* ImFReFImF — ReFImFReFImFReFImFReF
— ReFImFReFImF (ReF)*ImF — ImF(ReF)* ImFReFImF
— ImF(ReF)?’ImFReFImFReF — ImF (ReF)*ImF (ReF)*ImF
— ImFReFImF(ReF)?’ImFReF — ImFReFImFReFImF (ReF)?
— ImFReFImF(ReF)*ImF. (2.3.112)

On en déduit en utilisant (2.3.97) et un développement limité en 0 & 'ordre 7
pour la variable ¢ de la fonction tan(itF) que pour tout X € R??,

AY(X) = coto (X, ImFX) — e1t°0 (X, Im(F?) X) + cot’o (X, Im(F°) X)
—c3t’o (X, Im(F")X) +o(t")| X|?, (2.3.113)

ou,
1 2 17

co =1, Clzg, ngﬁetc;;zﬁ.
En utilisant ensuite les expressions explicites de Im(F3), Im(F®) et Im(F") don-
nées en (2.3.110), (2.3.111) et (2.3.112), Pantisymétrie des applications hamil-
toniennes ReF et ImF par rapport a la forme symplectique, leurs définitions et
la symétrie des formes polaires, on peut alors réécrire (2.3.113) sous la forme
suivante,

(2.3.114)
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2.3. Cas de la dimension n > 2.

Ai(X) = cotTmg(X) + ¢1t3Tmg(ReFX) — 2clt31mq((ReF)2X; X)
+ cot°Img((ReF)*X) — 2cot°Img((ReF)*X; ReF X)
+ 2¢5t°Tmg ((ReF)*X; X)
— ¢t°Img(X; ReFImFReFImF X))
+ c3t'Img((ReF)*X) — 2¢3t" Img((ReF)®X; X)
+ 2¢3t Img((ReF)° X; ReFX) — 2c5t Img((ReF)* X; (ReF)?X)
+ c3t'Img((ReF)*>X; ReFImFReFImF X)
— ¢3t'Img(ReF X; (ReF)’ImFReFImFX)
— c3t'Tmg(ReF X; ReFImFReFImFReF X)
— ¢3t'Tmg(ReF X; ReFImF (ReF)* ImF X)
+ c3t'Imq(X; (ReF)* ImFReFImFX)
+ c3t'Tmg(X; (ReF)* ImFReFImFReF X)
+ 03t7Imq( (ReF)’ImF (ReF)*ImFX)
+ c3t'Imq(X; ReFImF (ReF)* ImFReFX)
+ c3t'Tmg(X; ReFImFReFImF (ReF)* X)
+ c3t"Imq(X; ReFImF (ReF)* ImF X) + o(t")| X?|.

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient a partir de 'identité précé-
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2.3. Cas de la dimension n > 2.

dente que pour tout t > 0,
A(X) > cotlmg(X) + e1t’Img(ReF X) + c2t°Img((ReF)*X)
+ est"Img((ReF)>X) — 2¢1£%Tmq(X) ¥ Img ((ReF)?X) 2
— 2,t5Tmg(ReF X) ¥ Img((ReF)*X) ? — 2¢5t%Tmg(X) }Img ((ReF)1X) ?
— eptTmq(X)} Img(ReFImFReFImFX)? — 2c5t Img(X) *Img ((ReF)®X) 2
— 25t Img(ReF X) ¥ Imq((ReF)° X )2 — 2¢5t"Tmg((ReF)* X) 2 Img ((ReF)2X) 2
- c3t71mq(ReF1mFReF1mFX)%Imq((ReF)2X) 2

N |—=

(ReF)
(ReF)* ImFReFImFReFX)
(ReF)?ImF (ReF)*ImF X) 2

|
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=
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1
X)2Tmg(ReFTmF(ReF)* ImFX)? 4 o(t7)| X2, (2.3.115)

|
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w
~
N1
=1
=)
[

Il s’ensuit que 'on peut trouver une constante [ strictement positive indépen-
dante des variables t et X telle que pour tout X dans R et 0 <t < 1,

A(X) > cotlmg(X) + 1’ Img(ReFX) + cot’Img((ReF)*X)
1

+ c5tTmg((ReF)? X) — 2¢1*Tmg(X) 2 Tmg ((ReF)2X)?

— 2,t5Tmg(ReF X) ¥ Img((ReF)*X) ? — 26 Imq(X)3| X|

— 2Bt"Tmq(X)z|X| — 2ﬂt71mq(ReFX)l\X|

— 2f3t"Img((ReF) 2X) 1 X |+ o(t7)| X . (2.3.116)
Considérons trois constantes &1, do et d3 strictement positives. En utilisant que

pour tout (z,y) € R?,
—2zy > —x” — ¢,

on déduit de 'estimation (2.3.116) que,

X) > (cot — 1071t — Bt? — Bt* — 65t7)Img(X)
(c1t? — 285113 — Bt° — 63" Img(ReF X))
(02t5 —c10,t° — Bt — 53t7)1mq((ReF)2X)
(c3t” — cabot” — 53t7)1mq((ReF)3X)

+ 03t (X)) + 7 (X), (2.3.117)

_l’_
+
+
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2.3. Cas de la dimension n > 2.

ou r est la forme quadratique définie en (2.3.98) et ou 7, une forme quadratique
vérifiant,

7(X) = o(t")| X2 (2.3.118)

Le lemme 2.3.6 montre qu’il existe une constante o > 0 telle que,
VX € R*™ r(X) > o X (2.3.119)
On choisit ensuite les constantes d; et do de sorte que,

0<C—1<61 <C—2<52<C—3, (2.3.120)
Co C1 Cc2

ce qui est possible puisque,

2 17

C1
C1 Cc2 42 '

W =

€o

Puis, on choisit la constante 03 strictement positive telle que,
c3 — co09 — 03 > 0, (23121)

ce qui est possible d’apres (2.3.120). On considére enfin ¢y > 0 assez petit pour
que,

(co — 107 Mt — BtE — Bty — 3t > 0,

(c1 — 205 Mty — Bt) — dstf > 0,

(cg — c161)t) — BtS — d5t5 > 0, (2.3.122)

et,

Szat]
VX € R2, §3at?|X|% + 7y (X) > %m?. (2.3.123)

Ceci est possible d’apres (2.3.118) et (2.3.120). On déduit alors de (2.3.96),
(2.3.117), (2.3.119), (2.3.121), (2.3.122) et (2.3.123) que la forme quadratique
Ay, est définie positive, ce qui termine la démonstration de la proposition 2.3.5.
O

Plagons nous maintenant dans le cadre d’étude qui est celui décrit au début
de cette étape 3 et supposons que le rang [ de ImF' soit supérieur ou égal a 1 et
que [ = n — 1 oul = n. Dans ces conditions, la proposition 2.3.5 montre qu’il
existe un temps typ > 0 tel que le symbole de Weyl de I'opérateur eitoq(z:6)"

ea(X,tan(ito F)X)

- \/det (cos(itoF)) ,

Dt (X>

appartienne & 'espace L?(R?"). 1l s’ensuit que I'opérateur et0a(x:6)" ogt alors un
opérateur de Hilbert-Schmidt. On peut alors appliquer le théoreme 2.20 de [4]
pour obtenir que le spectre du semi-groupe €*4(@8)" vérifie,

vt > 0, a(eitqu’g)w) ={0}u{e™:pea(q(z,))} (2.3.124)
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2.3. Cas de la dimension n > 2.

On en déduit en utilisant la description du spectre de 'opérateur ¢(zx, )™ donnée
par le théoreme 2.1.5 que le rayon spectral de 'opérateur ea(*:8)" egt donné par,

rad(e’(@9") = max {lul:pe o(eit‘;’(x’g)w)} =e (2.3.125)
o,
a=inf{~ > (r+2k)Rep: ky €N, (2.3.126)
pea(F),
—ineX(g)\{0}

Les notations utilisées ci-dessus sont celles du théoreme 2.1.5. De plus, comme
dans notre cas,
5(q) € {z € C:Imz > 0},

il s’ensuit que si p € o(F) et —ip € X(q) \ {0}, on a —Rep > 0. Notons que si un
tel u vérifiait Rep = 0, cela induirait que 'application hamiltonienne F' possede
des valeurs propres imaginaires pures, ce qui est exclu par les hypotheses de cette
étape 3. On en déduit tout d’abord que si u € o(F) et —ip € 3(q) \ {0} alors,

—Rep > 0,

puis que le membre de droite de (2.3.126) est bien défini et que a est une constante
strictement positive. Le théoreme 1.22 de [4] montre d’apres (2.3.125) que,

itq(z,

1 w
—a= lim —loglle VN era@ny,

t—+00

ce qui induit qu’il existe une constante M > 0 telle que,

Vit >0, (|10 | oy < Me 2"
L’estimation (2.3.84) est donc bien vérifiée dans ce cas.
Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le résultat suivant.

Théoréme 2.3.7. Considérons q : ]RQXR? — C une forme quadratique elliptique
a valeurs complezxes en dimension n > 2, F' Dapplication hamiltonienne associée
a cette forme quadratique q et q(z,&)Y : B — L?*(R™) lopérateur différentiel
quadratique elliptique associé. On suppose que cet opérateur est non normal et
que lordre du symbole q sur la demi-droite ouverte A; = z;R*, j € {1,2}
de (2.3.51) est infini. Enongons les deux hypothéses supplémentaires suivantes :
(H1) On suppose que (Im(zﬁF))2 # 0.

(H2) On suppose que (Im(ZF))2
suivante,

= 0. Sous cette hypothése, on a linégalité

1 < rang(Im(z;F)) < min (n - Z dimcKer(F — \),n — 1), (2.3.127)
)\EU(F)ﬂiAj

ot dimcKer(F — \) désigne la dimension du sous-espace vectoriel Ker(F — \) de
C?" en tant que C-espace vectoriel. On suppose de plus dans ce cas que,

rang(Im(z;F)) > n — Z dimcKer(F — \) — 1. (2.3.128)
)\GO'(F)ﬂiAj
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Si Uune des deux hypothéses (H1) ou (H2) est satisfaite alors il n’y a pas de
pseudo-spectre semi-classique d’indice infini sur la demi-droite ouverte Aj. Plus
précisément, pour tout n > 0 il existe une constante C' strictement positive telle
que,

Vh > 0,Yu € B, |q(z,h§)"u — nzjul|r2@mny > Chllullr2@®ny, (2.3.129)
ce qui induit d’apres (2.3.1) Uinclusion,

Aj; C (AiC (q(af, hf)w))c.

Avant de procéder & la démonstration de ce théoreme, remarquons que si
q désigne une forme quadratique elliptique a valeurs complexes telle que la
forme quadratique {Regq, Img} ne soit pas identiquement nulle i.e. que opérateur
q(z, &)™ soit un opérateur non normal (cf. Proposition 2.1.4), le résultat précé-
dent permet de démontrer I'absence de pseudo-spectre semi-classique d’indice
infini pour tout point z non nul de la frontiere de I'image numérique 93(q) \ {0}
d’ordre infini lorsque la dimension n est égale a 2. En effet en considérant les
notations du théoréme 2.3.7 et z € A; = ;R , si les conditions,

(Im(zF))* =0 et n =2,

sont vérifiées, I'estimation (2.3.127) induit I'estimation (2.3.128). Ce criteére per-
met également de décider un grand nombre de cas d’ordre infini lorsque la di-
mension n est égale a 3 puisque seuls des cas o,

(Im(z?-F))2 =0 et rang(Im(z;F)) =1,
ne sont pas couverts par le résultat précédent.
Remarque. Nous allons voir dans la démonstration du théoreme 2.3.7 que si,
g(x,€)" : B — L*(R"),
est un opérateur différentiel quadratique non normal en dimension n > 2 et que,
(Im(z?F))2 = 0 et rang(Im(z;F)) = n,

ou F désigne I'application hamiltonienne associée a la forme quadratique ¢ et
zj € 0X(q) \ {0}, alors le symbole ¢ est d’ordre fini et est égal a 2 sur la demi-
droite A; = 2z;R% de la frontiere de I'image numérique ¥(g). On peut dans ce
cas appliquer le résultat du théoreme 2.3.3 pour obtenir I'estimation a priori,

Vz € Aj,3C > 0,3hg > 0,YVu € S(R"),V 0 < h < hy,
la(z, h&)"w — zull 2@y = Ch*3|lul| L2 (gn),

qui d’apres la densité de 'espace de Schwartz dans 'espace B et (2.3.1) induit
que,
Aj C (Ays(ala, h)"))"
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Preuve du théoréme 2.3.7. Comme nous l'avons déja souligné dans les lignes
précédant (2.3.51) les hypotheses du théoreme 2.3.7 induisent que I'image numérique X(q)
du symbole g est un secteur angulaire fermé de sommet 0 avec une ouverture
strictement positive et strictement plus petite que 7. Cette remarque et le fait que
d’apres (2.3.51), z; € 0¥X(q) \ {0}, induisent que la forme quadratique Im(Zjq) est

non identiquement nulle et qu’elle est soit positive, soit négative. On en déduit
également 'inclusion suivante,

Y(zZjq) Cc C\R™.

Ceci nous permet de ramener notre étude au cadre développé précédemment
et de réduire via une transformation symplectique linéaire réelle donnée par la
proposition 2.1.8 la forme quadratique Im(%zjq) a la forme normale,

k+l1
Im(Zjq)(x,€) = ZMP §p +x Z xg, (2.3.130)
p=k+1
si la forme quadratique Im(%Zjq) est positive ou,
k+l1
Im(zq)(z,€) = Zup E+ay)— > 2, (2.3.131)
p=k+1

si la forme quadratique Im(Zjq) est négative, ot k,l € N, k+1> 1 et p, >0
pour tout p = 1,...,k. Le fait que k + 1 > 1 est une conséquence du fait que
la forme quadratique Im(Zjq) soit non identiquement nulle. Un calcul explicite
comme en (2.3.88) de I’application hamiltonienne associée selon le cas a la forme
normale (2.3.130) ou (2.3.131) montre que le cas ou I'hypothese (H1) est satis-
faite correspond exactement au cas ou l’entier £k > 1. Dans le cas ou la forme
quadratique Im(Zjq) est égale a la forme normale (2.3.130) avec k£ > 1, on a
établi dans la section 2.3.b.3.3.a I'estimation a priori,

VYn > 0,3C > 0,Vh > 0,Vu € S(R"),
1Z5g(, ) w — )z *ull L2gny > Chllull 2wy,

qui entraine 'estimation (2.3.129) par densité de 'espace de Schwartz dans ’es-
pace B. Dans le cas ou la forme quadratique Im(Zjq) est égale a la forme normale
(2.3.131) avec k > 1, on obtient la méme estimation a priori si on utilise le mul-
tiplicateur —iu a la place du multiplicateur iu dans (2.3.76). Supposons main-
tenant que ’hypothese (H2) soit satisfaite. Ceci correspond exactement d’apres
ce qui précede, au cas ou k = 0 et [ > 1. Constatons que sous les hypotheses du
théoreme 2.3.7 le cas ou kK = 0 et [ = n ne peut pas se produire d’apres ’étude
de la section 2.3.b.3.3.b. En effet, nous avons vu dans cette section que le sym-
bole Zjq est dans ce cas d’ordre fini, égal a 2 sur la demi-droite ouverte R* . En
toute rigueur, signalons que nous avons vérifié ce fait que pour la forme normale
(2.3.130). L’étude du cas de la forme normale (2.3.131) lorsque k =0 et [ =n
s’en déduit trivialement. Ceci induit que dans ce cas le symbole g est d’ordre
fini, égal a 2 sur la demi-droite ouverte A; ce qui est contraire aux hypotheses
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du théoreme 2.3.7 et justifie la remarque qui fait suite a ’énoncé de ce théoreme.
En utilisant un calcul explicite comme en (2.3.88) de 'application hamiltonienne
associée selon le cas a la forme normale (2.3.130) ou (2.3.131), on remarque que
dans le cas ou kK = 0 et [ > 1 cet indice | correspond au rang de I'application
hamiltonienne Im(Z;F'). Ceci démontre que sous les hypotheses du théoreme 2.3.7
et si 'hypothese (H2) est vérifiée, on a

1 < rang(Im(z;F)) <n-— 1. (2.3.132)

Dans le cas ou l'identité (2.3.130) est vérifiée, on a vu en (2.3.87) qu’il suffisait
pour obtenir I’estimation,

vn > 0,4C > 0,Vh > 0,Vu € B,
1Z7q(, ) w — |z *ul L2 @ny > Chllull 2@y, (2.3.133)

qui induit Pestimation (2.3.129) de démontrer 'estimation sur le semi-groupe
d’évolution,

IM > 0,30 > 0,5t > 0, [0 || 1 2 gm)) < Me™™. (2.3.134)

Un raisonnement identique & celui proposé pour la démonstration de (2.3.86) et
(2.3.87) montre que dans le cas ou la forme quadratique Im(Zjq) est négative i.e.
vérifie (2.3.131), il suffit pour obtenir (2.3.133) de démontrer l’estimation,

M >0,3a >0,V >0, [le” 9@ £ 12pny) < Me . (2.3.135)

Considérons tout d’abord le cas ou la forme quadratique Im(Zjq) est positive i.e.
vérifie (2.3.130) avec k = 0 et [ > 1. Si on reprend les étapes 1 et 2 détaillées
dans la section 2.3.b.3.3.b, on constate que ’on peut tensoriser un certain nombre
de variables dont le nombre est fonction du nombre de valeurs propres imagi-
naires pures de 'application hamiltonienne z; F'. En effet d’apres le lemme 2.3.4,
lensemble (éventuellement vide) des valeurs propres imaginaires pures deux a
deux distinctes de 'application hamiltonienne z; F' possede la structure suivante,

{/\17 ey )‘7“7 _)‘la ey _)\T}a

ou r € N. On sait d’apres ce lemme 2.3.4 que Vj = 1,...,r, \; # 0. En gar-
dant les notations introduites dans ce lemme, on note S le sous-espace vectoriel
symplectique de R?",

S =8y @t .. a%ts,.

D’apres le lemme 2.3.4, ce sous-espace vectoriel S de R?” a pour dimension,

2 ) dimcKer(mZF —p)=2 > dimcKer(F—)), (2.3.136)
pEa(z; F)MiR*:. Ao (F)NiA;

puisque A; = z;R%. D’apres I'étape 2 de la section 2.3.b.3.3.b, il suffit alors
pour établir 'estimation (2.3.134) et terminer dans ce cas la démonstration du
théoreme 2.3.7 d’établir I’estimation,

M > 0,3a > 0,9t >0, [|€"7" | p2(rny) < Me™™, (2.3.137)
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pour la forme quadratique elliptique,
VX €S, §(X) =0 (X, (Re(z7F)| + ilm(z7F)|5) X), (2.3.138)

définie sur le sous-espace vectoriel symplectique S défini comme I’orthogonal
symplectique du sous-espace vectoriel symplectique S dans R?™ qui est stable
par les applications hamiltoniennes Re(Z;F') et Im(%Z;F). La dimension de ce
sous-espace vectoriel S est alors d’apres (2.3.136) égale a 2n si on note,

A=n- Y  dimgKer(F —)). (2.3.139)
AGO'(F)QZ‘A]'

Comme d’apres cette méme étape 2 de la section 2.3.b.3.3.b, on peut écrire la
décomposition,

VX =X'+X"ecSaS5, 7q(X) =Q(X') +¢(X"), (2.3.140)
ou () désigne la forme quadratique a valeurs réelles,
VX' €S, Q(X') :=0(X',Re(zF)|sX').

Il s’ensuit que,
Im(zj¢)(X) = Img(X"). (2.3.141)

La forme quadratique Img est donc positive d’apres (2.3.130). En utilisant la
proposition 2.1.8, on peut alors aprés un nouveau changement linéaire symplec-
tique de variables supposer que,

Img =) a3, (2.3.142)

avec 1 < | < 7. En effet, ce résultat est une conséquence des faits suivants.
Tout d’abord d’apres (2.3.141), la forme quadratique Imgq est positive et non
identiquement nulle car c’est le cas de la forme quadratique Im(Zzjq) d’apres
(2.3.130) puisque nous étudions le cas ou k = 0 et [ > 1. Ensuite, comme 1’hy-
pothése (H2) est satisfaite et que le sous-espace S est stable par Im(Z;F'), on en
déduit d’apres (2.3.138) que I'application hamiltonienne Im(2z;F')|g de la forme
quadratique Img est nilpotente d’indice 2. Cette propriété de nilpotence d’indice
2 interdit la présence de termes de la forme )\j(§?+x?) avec \; > 0 dans la somme
(2.3.142). En utilisant un calcul explicite comme en (2.3.88) de cette application
hamiltonienne Im(Z;F')| g associée a la forme normale (2.3.142) et le lemme 2.3.4,
on obtient que,

rang(Im(z;F)) = rang(Im(z;F)|5) = l, (2.3.143)

puisque les sous-espaces symplectiques S et S sont stables par 'application hamil-
tonienne Im(Z;F) et que le lemme 2.3.4 impose que,

Im(%F)|s = 0.
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En utilisant maintenant que 1 < [ < 7, (2.3.132), (2.3.139) et (2.3.143), on
obtient I'estimation (2.3.127). Comme de plus cette application hamiltonienne,

Re(z;F)|g + ilm(Z;F)| g,

ne possede pas par construction du sous-espace vectoriel S de valeurs propres
imaginaires pures, on peut alors d’apres (H2), (2.3.139) et (2.3.143) appliquer
les résultats de I’étape 3 qui établissent successivement les estimations (2.3.137),
(2.3.134), (2.3.133) et (2.3.129) puisque d’apres (2.3.130) et (2.3.140),

¥(q) C ¥(zjq) C {z € C:Imz > 0} \ RL.

Dans le cas oti la forme quadratique Im(Z;q) vérifie (2.3.131), il suffit d’appliquer
ce qui précede a la forme quadratique —Zj¢ pour obtenir (2.3.135). Ceci termine
la démonstration du théoreme 2.3.7. [

Si on collecte toutes les informations détaillées au fil de cette longue section 2.3,
on obtient les résultats annoncés par les théoremes 1.6.6. et 1.6.7 du chapitre 1.

2.4 Etude de quelques exemples d’opérateurs différen-
tiels quadratiques elliptiques.

On se propose dans cette derniere section de décrire les phénomenes de sta-
bilité ou d’instabilité spectrale qui se développent sous l'effet de petites per-
turbations pour les hautes énergies de trois exemples particuliers d’opérateurs
différentiels quadratiques elliptiques sur R?,

q1(2,8)" = —(1+14)02, — 02, + 4(—1 + 1)2105, + 2(—1 + 1)2205, + 6iz20,,
+ 202105, + (6 + 53)2? + (11 4 4)x3 + (10 + 4i) 2129 — 2 + 5,

@(2,6)" = =02 — 202, + 4ix20y, + 227 + (4 +1)23 + da129 + 20,

et,

a3(2, )" = —(1+14)02, — 202, + 4(—1 + 1)2104, + 2(1 — §)220,, — 4iz10s,
+ (9 4 4i)a? + (2 +i)z2 — 4(1 + i) z120 — 2 + 2i.

Ces trois exemples permettent d’esquisser la diversité des phénomenes de sta-
bilité ou d’instabilité spectrale qui se produisent dans la classe des opérateurs
différentiels quadratiques elliptiques. Nous avons choisi de considérer des ex-
emples d’opérateurs différentiels quadratiques elliptiques en dimension 2 puisque
I’étude menée dans ce chapitre dont les résultats sont résumés dans les théoremes
1.6.6 et 1.6.7, a montré que la dimension 2 est prototypique de ce qui se passe
en dimension finie différente de 1. Nous devons également reconnaitre pour ex-
pliquer ce choix que la dimension 2 présente aussi 'avantage d’étre le seul cas
multidimensionnel pour lequel nous possédons une démonstration générale de
I’absence de pseudo-spectre semi-classique d’indice 1 sur toutes les demi-droites
ouvertes d’ordre infini composant la frontiere des images numériques des opéra-
teurs différentiels quadratiques elliptiques.
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2.4.a Etude de l'opérateur q;(x, &)™.
L’opérateur,
q1(2,8)" = —(1+14)02, — 02, + 4(—1 + 1) 2105, + 2(—1 + 1)220,, + 6iz20,,
+ 20210y, + (6 + 53)2? + (11 4 4)a3 + (10 + 4i) 2129 — 2 + 5,

est 'opérateur différentiel quadratique elliptique défini en quantification de Weyl
par la forme quadratique elliptique,

q(z, &) = & + 627 + & + 1123 — 418y — 2261 + 107122 — 22180 — 6726
+4(&F + 527 + 23 — 4w &1 — 2226 + da122)
= (& — 221 —32)” +2f + (& — m1 — 332)® + 23 +i((& — 231 — 22)* + 7).
Considérons la transformation symplectique linéaire réelle,

x(z,8) = (z,§ — Ax) ou A = ( ? :15 > € S5 (R?),

et,
@ (2,8) =& +at+ & +a5+i(z] +&). (2.4.1)

L’identité ¢; o x = g1 montre que I'image numérique X(q;) est égale a I'image
numérique %(q;) qui d’apres (2.4.1) est égale a ’ensemble,

{z€C*:0 <argz <m/4} U{0}.

Comme pour tout (x,£) € R*, on obtient en utilisant le caractére symplectique
de la transformation y que,

q1(z,8) = o((2,€), Fi(z,9) = (G1ox)(z,€) = o(x(z,€), Fix(z,£))
= U((:mg)?X_lFlX(xvg))v

si Fy et désignent respectivement les applications hamiltoniennes des formes
quadratiques ¢; et 1. On en déduit I'identité,

F1 = X_lﬁlx, (242)

et un calcul explicite montre que si on note B la base canonique de l'espace
Rz, X Ry X Rep X Rg,, on a

0 0 1+ 0

~ 0 0 0 1
matg(F) = 1-i 0 o o | ¢

0 -1 0 O

det(Fy — X) = (X% +1)(X? +2i). (2.4.3)

On en déduit d’apres (2.4.2) et (2.4.3) que 'ensemble des valeurs propres de
I’application hamiltonienne F; est donné par,

{£i,+V2e7'1}.
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Les résultats rappelés a la proposition 2.1.3 et au théoreme 2.1.5 de ce chapitre
montrent que le spectre de 'opérateur de Fredholm d’indice 0,

a(z,6)": B — L*(R?),
est composé des valeurs propres,
o(qi(x,€)") = {(2k1 + 1) + (2ka + 1)V2e'7 : (k1, ko) € N?}.
L’invariance symplectique du crochet de Poisson induit I'identité,

{Req1,Imq, } = {(Rec’jl) ox,(Img) o X} = {Req1,Img1 } o x =0, (2.4.4)

car,
{Redi, Img1 } = {& + 2t + & + 23,27 + &} = 0.

Cette identité (2.4.4) montre d’apres la proposition 2.1.4 que 'opérateur,
a(z,€)" : B — L*(R?),

est un opérateur normal. On déduit du théoreme 1.6.6 I'identité caractéristique
donnant une expression de la norme de la résolvante de tels opérateurs,

,1H _ 1

d(Z, U(ql (‘T? é‘)w)) ’

et la description suivante des ensembles e-pseudo-spectraux,

Vz & o(qu(z,6)"), |[(a(z," —z)

Ve >0, o; (ql(ac,§)w) = {z eC: d(z,a(ql(x,ﬁ)w)) < 6},

qui assure la stabilité du spectre de cet opérateur et ce, méme pour les hautes
énergies de son spectre. Cette propriété de stabilité spectrale de l'opérateur
q1(z, §)™ par rapport a d’éventuelles perturbations est représentative de la stabil-
ité spectrale de tous les opérateurs différentiels quadratiques elliptiques normauaz.

2.4.b Etude de l'opérateur q»(x,&)™.
L’opérateur,
@2 (2,8)" = =02 — 202, + 420y, + 223 + (4 + i)23 + dw129 + 24,

est I'opérateur différentiel quadratique elliptique défini en quantification de Weyl
par la forme quadratique elliptique,

qo(w, &) = € + 2273 + 265 + dal — dwoby + 4z 1o + i
=&+ (11 + 202 — £2)% + (21 + &) +izd. (2.4.5)

On déduit de l'expression (2.4.5) que I'image numérique ¥(g2) est donnée dans
ce cas par ’ensemble,

Y(q2) = {2z € C:Rez > 0 et Imz > 0},
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et,

03(q2) = {0} URY LI4RY.
Un calcul explicite montre que si on note comme précédemment B la base canon-
ique de I'espace Ry, X Ry, X R¢; X R, et Fy I'application hamiltonienne associée
a la forme quadratique ¢2, on a

0 0 10

0 -2 0 2
matp(Fr) = 5 _9 0.0 |

-2 —4—-4 0 2

det(Fy — X) = X" +2(3 +i) X% 4+ 4i. (2.4.6)

On déduit de (2.4.6) que I'ensemble des valeurs propres de I’application hamil-
tonienne F5 est donné par,

{A 1, =1, A2, — e,

si A1 et Ao désignent les nombres complexes qui sont les uniques solutions des

équations,
A= —(\/HJ&) - (JEJF 1)2‘,
¥ o= (VWIT+4-3)+ (VVIT-1-1)i,
vérifiant,

—iA, —tAg € {2 € C:Rez>0et Imz > O}.

Les résultats de la proposition 2.1.3 et du théoreme 2.1.5 montrent que le spectre
de 'opérateur de Fredholm d’indice O,

@z, 6" B — L*(R?),
est composé des valeurs propres,
o(g2(2,8)") = {(2k1 + 1)(—iA1) + (2ka + 1)(—iXo) : (k1, ko) € N}, (2.4.7)
Le calcul suivant,
{Reqa, Imgo }(z, &) = 8x2(&2 — x2), (2.4.8)
montre d’apres la proposition 2.1.4 que cet opérateur,
@ (2,6)" : B — L*(R?),

est un opérateur non normal. D’autres calculs explicites donnent les expressions
suivantes des crochets de Poisson itérés non trivialement nuls des symboles Rego
et Imgo avec trois ou quatre termes,

ngiquImQQ(x §) = 32(52 — 2619 — x122),

= 16x2,

= 64(6x12x9 — 62182 + 8:62 — x9&1 — 819&9),

— 16{Reg, Imgo }(z, §),

6{Req2,1mq2}(ac §),

= (2.4.9)

2
HImqg Rega(z,

3
Hgeg,Imga(z,

) =

(z,€) =
(2,§) =
Himg, HPZ{qu Imga(z,§) =
HRQQQHIquQRqu(x, €)
Hf’mqg Rega(x,§)
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Le calcul explicite des crochets de Poisson itérés non trivialement nuls des sym-
boles Regs et Imgo avec exactement cing termes montre ensuite que,
Hog,Imaa(z,€) = 256(627 + 152120 + 25 + 43281
+ 16298y — 4616 — 885),

56(3x1 + 4x2)x2,

16HReq2Imq2(x §),
16H1mq2Req2(x £),
16HReq21mq2(93 €),

16H1mq2Req2(w €),
HIquRqu(x §)=0. (2.4.10)

3
Hlmqg HRqu ImQQ z,

2
HRego Himg, HReq2 Imgs(z,

2 2
HRQ(]Q HImqg Req2 x,

(

(

Hi oo Hitog, I (2,

(

Himg, HRegs HIQmQ2 Rega(z,
(

§) =
§) =
§) =
§) =
§) =
§) =

HRegy Hipyg, Rega (2,
On déduit de (2.4.5) lidentité,
{(z1,22,&,&) €RY : go(w1, 22,61, &) =i} = {(-1,1,0,1);(1,-1,0,—1)},
et on constate d’apres (2.4.8) et (2.4.9) que sur cet ensemble,
{Reg2,Imga} = 0 et HIquQRqu # 0.

I s’ensuit que I'ordre du symbole g2 sur la demi-droite iR* est fini et que cet
ordre est égal a 2. Nous allons maintenant déterminer I’ordre du symbole g2 sur
I’autre demi-droite ouverte qui compose la frontiere de I'image numérique i.e. la
demi-droite ouverte R’ . Constatons tout d’abord d’apres (2.4.5) que,

QQ(Oa 07 17 0) - 17

et en usant des expressions (2.4.8), (2.4.9) et (2.4.10) que tous les crochets de
Poisson itérés des symboles Rego et Imge avec plus de deux termes et au plus cing
termes s’annulent au point (x1,x2,&1,&2) = (0,0,1,0). Ceci montre que ordre
du symbole go sur la demi-droite RY est supérieur ou égal a 5. On sait d’apres le
théoreme 2.3.3 de ce chapitre que si cet ordre est fini alors il est nécessairement
pair. 11 s’ensuit que si 'ordre de g2 sur la demi-droite R* est fini alors cet ordre
est supérieur ou égal a 6. Nous allons montrer que cet ordre est exactement égal
a 6. Des calculs supplémentaires montrent que,

HogoImaa(z,€) = 2048(—90x7 — 189z120 — 2375 — 58w2&1 — 1522985 + 1067
+ 5816y + T663).  (2.4.11)
Sil'ordre de g sur la demi-droite R était strictement supérieur a 6, il existerait
un élément (1,2, &1, &) de R* vérifiant,

QQ($1,$2,§1,§2) =1, H%{quImQQ(xlax%é.l?gQ) = HﬁquImQQ(xh-x%gth)
= Hpop,Imaa(21, 22,61, &) = 0.

L’équation ga(z1,z2,&1,&2) = 1 induirait d’apres (2.4.5) que xo = 0. Ensuite en
utilisant que,
HﬁquImQQ('xlu 07 £17 é?) = 0
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et (2.4.9), on obtiendrait que nécessairement & = 0. Puis comme,
Hiog,Imaa(21,0,&1,0) =0,

on trouverait en reprenant (2.4.10) que 27 = 0. Enfin si,
HR g, 1ma2(0,0,&1,0) =0,

on obtiendrait en utilisant (2.4.11) que & = 0, ce qui contredirait le fait qu’en
ce point (z1,2,£1,&2), on ait gg = 1. On a ainsi démontré que l'ordre de ¢
sur la demi-droite ouverte R’ est fini et que cet ordre est exactement égal a 6.
Les résultats des théoremes 1.6.6 et 1.6.7 montrent que le pseudo-spectre semi-
classique d’indice infini est exactement égal a l'intérieur de I'image numérique,

A% (g2(z, hE)") = Z(i}g) = {2z € C:Rez > 0 et Imz > 0},

et qu’il n’y a pas de pseudo-spectre semi-classique d’indice infini sur la frontiére
de I'image numérique 0%(q2). Plus précisément, on a les résultats suivants sur la
frontiere de I'image numérique 9%(g2) = {0} LR LIRY,

0 € (A (aa(@, h€)"))", RY € (AGjr(aa(e, hE)"))" et
iRy C (A393(ga(x, hE)™))". (2.4.12)

Ces inclusions (2.4.12) se traduisent de la manieére suivante en terme d’estima-
tions de résolvante,

3C > 0,3ho > 0,Y 0 < h < ho, ||(g2(x,h)*) || < O,
(g2, h€)” = 1) 7' < Ch7, || (ga(, hE)” —4) || < Ch™5. (2.4.13)

Rappelons aussi qu’il n’y a pas de pseudo-spectre semi-classique d’indice 0 sur
I’ensemble complémentaire de 'image numérique,

B(g2)* € (AF (q2(w, h€)"))"

Ce fait découle de la proposition 2.1.9 qui montre que,

Vh > 0,Vz € ¥(g2)¢,

(o, hE)™ — 2) 7| < T ! (2.4.14)

2, Z(QZ)) '

Cette description précise des ensembles pseudo-spectraux semi-classiques nous
montre en délaissant le cadre semi-classique pour revenir au cadre classique (i.e.
h = 1) que le spectre de 'opérateur,

¢@(z,6)" : B — L*(R?),

est trés instable sous de petites perturbations. En effet en utilisant le changement
de variables y = h'/2z avec h > 0 déja mentionné en (1.5.2) au chapitre 1, on
obtient 'identité,

g2(z, )" — % = %(QQ(Q, hn)" — z). (2.4.15)
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L’existence de pseudo-spectre semi-classique d’indice infini en tout point de l'in-
térieur de I'image numérique,

A% (g, hE)) = (ga),

induit d’apres notre discussion suivant (1.5.2) a la section 1.5 du chapitre 1 que
la norme de la résolvante de 'opérateur ga(z, &)™ explose tres rapidement le long
de toutes les demi-droites eieRi si0< 6 <m/2,

V0<6<m/2,VN € NNVC > 0,Yno > 1,3n > no,
|(aa(, ) =)' = e,

et ce, méme si la demi-droite ewRi ne rencontre pas le spectre de 'opérateur
g2(z,&)". La norme de la résolvante de cet opérateur différentiel quadratique
elliptique explose donc dans des régions éloignées de son spectre, ce qui induit
que ses hautes énergies sont trés instables sous 'effet de petites perturbations.
Les estimations de résolvantes (2.4.13) et (2.4.14) permettent de délimiter les
régions ou se produisent ces instabilités spectrales. En effet, en utilisant 'identité
(2.4.15), la description (2.4.7) du spectre de 'opérateur ga(x, )", les estimations
(2.4.13) et (2.4.14), on obtient en reprenant la discussion de la section 1.5 du
chapitre 1 que 'on peut trouver des constantes C; et Cy strictement positives
telles que la norme de la résolvante de l'opérateur go(x, &)™ reste bornée sur les
ensembles,

{ueC:|ul>CretduR) < C’Q|projRiu|1/7}, (2.4.16)

et,
{ueC:lul>Cyetd(u,iRY) < C’2|projiRiu|1/3}, (2.4.17)

si on note projau la projection orthogonale du point u sur la demi-droite fer-
mée A. Ceci nous permet de décrire la forme des e-pseudo-spectres de 'opérateur
q2(x, &)™ lorsque ¢ est assez petit. En effet, considérons des constantes § > 0,
r > (1 et 'ensemble,

F57T = U B()‘v 6)
Aeo(g2(x,8)w)NB(0,r)

U [E(qQ) NB(0,r)N{ueC:duR) > C’Q|projR:u|1/7 et
A(u,iRY) = Calprojgs ul'/?} ],

si on note ci-dessus B(z, ) la boule euclidienne fermée du plan complexe centrée
en x et de rayon r. En utilisant l'estimation (2.4.14) pour h = 1, le fait que
la norme de la résolvante reste bornée sur les compacts inclus dans ’ensemble
résolvant ainsi que sur les ensembles (2.4.16) et (2.4.17), on en déduit que pour
tout & > 0 et » > (1, il existe une constante ¢ strictement positive telle que
tous les ensembles e-pseudo-spectraux pour 0 < € < gg soient contenus dans
I'ensemble I'; .,

V0<e<eq, o (qg(x,§)w) CTs,. (2.4.18)

Ces inclusions (2.4.18) permettent de donner une localisation du type de celle
donnée par la conjecture de Boulton des régions de 'image numérique ou se
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développent sous l'effet de petites perturbations les instabilités spectrales de
Popérateur ga(z,£)™. Ce type d’instabilités spectrales est représentatif des insta-
bilités spectrales qui se développent pour les opérateurs différentiels quadratiques
elliptiques non normaux en dimension n > 2 lorsque les deux demi-droites ou-
vertes qui composent la frontiere de leurs images numériques sont d’ordre fini.

2.4.c Etude de l'opérateur gz(x, &)™.
L’opérateur,
a3(2, )" = —(1+14)02, — 202, + 4(—1 + )10y, + 2(1 — §)220,, — 4iz10,
+ (9 +4i)z? + (2 + )22 — 4(1 + i)wrx — 2 + 20,

est 'opérateur différentiel quadratique elliptique défini en quantification de Weyl
par la forme quadratique elliptique,

q:s(x, E) = Ef + 91‘% + 21‘% + 25% — 4%‘151 —4dziT9 + 251:132 + 4:13162
+i (&5 + dat + 23 — da1 & + 26132 — 4a122)
= (& — 221 +22)* + 327 + 2(& + 71)? + 25 + (& — 231 +22)%

Considérons la transformation symplectique linéaire réelle,

x(x,&) = (x,6 — Az) ou A = ( _21 _01 ) € Sy(R?),

et,
G3(w, &) = & + 327 + 265 + 25 + i&7. (2.4.19)

L’identité g3 o x = g3 montre que I'image numérique ¥(g3) est égale a I'image
numérique X(g3) qui d’apres (2.4.19) est égale a Iensemble,

{zeC":0<argz <m/4} U{0}.

Notons respectivement F et Fj les applications hamiltoniennes des formes quadra-
tiques g3 et ¢3. Un raisonnement identique & celui menant & (2.4.2) montre que,

Fy = x 'Fay. (2.4.20)
Un calcul explicite donne que si B désigne la base canonique de 'espace,

Ry, x Ry, X Rgl X R&,

0 0 1+4+i 0
- 0 0 0 2
matg(F3) = 3 0 o o | ¢
0 -1 0 0
det(F3 — X) = (X2 +2)(X2 +3 +3i). (2.4.21)
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On déduit de (2.4.20) et (2.4.21) que Pensemble des valeurs propres de 1’appli-
cation hamiltonienne Fj3 est donné par,

{+iV2, 3225775 ).

La proposition 2.1.3 et le théoréme 2.1.5 montrent que le spectre de I'opérateur
de Fredholm d’indice 0,

as(2,€)" : B — LA(R2),
est composé des valeurs propres,
o (gs(x,€)") = {(2k1 + V2 + (2ky + 1)3221€'F : (ky, ko) € N2},
et un calcul explicite donne que,
{Reg@s, Imgs }(z, &) = —12x1&;. (2.4.22)

Comme l'invariance symplectique du crochet de Poisson assure que,

{Regs,Imgs} = {Regs, Imgs} o x,

on déduit de la proposition 2.1.4 que l'opérateur g3(z,£)¥ : B — L?(R?) est
un opérateur non normal. Une récurrence triviale montre en utilisant (2.4.19) et
(2.4.22) que tous les crochets de Poisson itérés des symboles Regs et Imgs avec
plus de deux termes sont des polynémes homogenes de degré 2 en les variables
(x1,&1). Le fait que g3 = 1 en (21, x2,&1,&2) = (0,1,0,0) induit d’apres le constat
précédent que l'ordre du symbole g3 sur la demi-droite ouverte R* est infini.
C’est également le cas de I'ordre du symbole g3 sur la demi-droite RY puisque
la transformation symplectique x conserve les crochets de Poisson. Nous allons
maintenant déterminer ’ordre du symbole g3 sur 'autre demi-droite ouverte qui
compose 93(g3) \ {0} i.e. la demi-droite ouverte eigRj‘r. 11 est facile de vérifier
d’apres (2.4.19) et (2.4.22) que,

{($1,$2,§1,§2) € R4 : (jg(l'l,.fCQ,él,fQ) =1 +Z} == {(0707:1:170)}7

et qu’en ces points, on a
{Reds, Imgs} = 0 et Hf, . Res # 0,

car,

Hi e Reds(x, &) = 247

Ceci montre que l'ordre du symbole ¢3 sur la demi-droite ei%Rj est fini et
que cet ordre est égal a 2. En utilisant a nouveau le caractére symplectique
de la transformation y, on en déduit que l'ordre du symbole g3 sur la demi-
droite ei%Ri est également égal a 2. On peut alors appliquer les résultats des
théoremes 1.6.6 et 1.6.7 pour obtenir que dans ce cas aussi le pseudo-spectre semi-
classique d’indice infini est exactement égal a I'intérieur de I'image numérique,

A% (g3(z, h)™) = S(g3) = {zeC*:0<argz < 7/4}.
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Ceci induit le fait que le spectre de I'opérateur,
g3(2,)" : B — L*(R?),

est trés instable sous de petites perturbations. En utilisant l'identité (2.4.15)
pour repasser dans un cadre classique, on en déduit d’apres la discussion de la
section 1.5 du chapitre 1 que la norme de la résolvante de 'opérateur gs(x, &)™
explose le long de toutes les demi-droites concourantes en 0 contenues dans 'in-
térieur de I'image numérique,

V0<6<m/4,VN € NNVC > 0,Yno > 1,3n > no,
[ (a3(x, &) — ne®) || > ™,

et ce, méme si ces demi-droites ne rencontrent pas le spectre de cet opérateur.
A Textérieur de I'image numérique, la proposition 2.1.9 assure la validité de
I’estimation,

Vh > 0,Vz € X(gq3)¢, H(qg(x, h&)® — z)le < d( ! (2.4.23)

2 E(QS)) ,

qui induit ’absence de pseudo-spectre semi-classique d’indice 0 sur le complé-
mentaire de I'image numérique (g3),

S(as)° € (A (as (s hE)™))".
Concernant I’étude pseudo-spectrale sur la frontiere de I'image numérique,

9%(g3),

les résultats des théoremes 1.6.6 et 1.6.7 montrent qu’il n’y a pas de pseudo-
spectre semi-classique d’indice infini sur 9%(q3) et plus précisément que l'on a
les inclusions suivantes,

0¢ (AﬁC (qg(x,hﬁ)w))c, RY C (Aﬁc(q?,(x,hﬁ)w))c et
e"‘%]Rj_ c ( 573 (g3(z, hE)™))", (2.4.24)
puisque comme la dimension est ici égale a 2, le théoreme 2.3.7 et la remarque
qui lui fait suite, assurent I'absence de pseudo-spectre semi-classique d’indice 1

sur la demi-droite ouverte d’ordre infini R* . Les inclusions (2.4.24) induisent les
estimations de résolvantes,

3C > 0,3k > 0,5 0 < h < ho, ||(g3(z,h€)") || < Ch7Y,
[(g3(z, he)” = 1) Y| < Ch™Y, || (g3, h€) =1 =) '|| < Ch™5. (2.4.25)

En utilisant & nouveau l'identité (2.4.15) pour 'opérateur gs(x,&)" et la descrip-
tion de son spectre que nous avons donné précédemment, on obtient en reprenant
la discussion de la section 1.5 du chapitre 1 que ’on peut trouver des constantes
C1 et (Y strictement positives telles que la norme de la résolvante de 'opérateur
q3(z, €)™ reste bornée sur les ensembles,

{ueC:lul>Cy et d(u,RY) < Cs}, (2.4.26)
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et,
{ueC:lul>C et d(u, eZ%R*JF) < Ca|proj i p. u]l/?’}. (2.4.27)
+

Ceci nous permet de donner comme pour 'opérateur précédent une description
des ensembles e-pseudo-spectraux de l'opérateur gs(x, &)™ lorsque le parametre &
est suffisamment petit. Considérons des constantes § > 0, r > (' et ’ensemble,

U5, = U B(\, )
)‘EU(‘B (I,f)w)ﬂB(O,T)

U [2(q3) NB(0,r)N{ueC:du,R}) > Cyet

d(u, iR > C’2|pr0jei%Riu‘1/3}].

En utilisant l’estimation (2.4.23) pour h = 1, le fait que la norme de la résolvante
reste bornée sur les compacts inclus dans I’ensemble résolvant ainsi que sur les
ensembles (2.4.26) et (2.4.27), on en déduit que pour tout 6 > 0 et r > (1, il
existe une constante gq strictement positive telle que tous les ensembles e-pseudo-
spectraux pour 0 < € < g¢ soient contenus dans ’ensemble I's .,

V0 <e<e, o-(gs3(z, &)™) C sy (2.4.28)

Ces inclusions (2.4.28) permettent de donner une localisation des régions de
I'image numérique ou se développent sous l'effet de petites perturbations les
instabilités spectrales de l'opérateur gs(z,&)™. Ce type d’instabilités spectrales
est représentatif des instabilités spectrales qui se développent pour les opérateurs
différentiels quadratiques elliptiques non normaux en dimension n > 2 lorsqu’une
demi-droite ouverte de la frontiere de leurs images numériques est d’ordre infini.
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Chapitre 3

Quelques résultats d’existence
de quasi-modes
semi-classiques.

Le contenu de ce troisieme chapitre recouvre des résultats d’existence de
quasi-modes semi-classiques induisant la présence de pseudo-spectre d’injectivité
semi-classique d’indice infini dont un apergu a été donné a la section 1.6.b du
chapitre 1. Ce chapitre est composé de deux parties qui sont rédigées sous la forme
d’articles indépendants du reste du manuscript de cette these. Les numérotations
adoptées ici sont de ce fait propres et internes a chacunes de ces deux parties.

La premiere partie de ce chapitre intitulée, un résultat d’existence de pseudo-
spectre pour les opérateurs de Schridinger, reprend le contenu de Uarticle [21], A
general result about pseudo-spectrum for Schrodinger operators, qui a été publié
dans les PROCEEDINGS OF THE ROYAL SOCIETY. Le résultat principal de cet
article détermine une condition portant sur le potentiel complexe d’un opérateur
de Schrédinger semi-classique qui assure l'existence de quasi-modes caractéris-
tiques de la présence de pseudo-spectre d’injectivité semi-classique dans certaines
régions du plan complexe. Il s’agit d’une généralisation du résultat de E.B.Davies
contenu dans [6] (Théoreme 1) que nous avons rappelé dans une version simpli-
fiée au théoreme 1.3.1 du chapitre 1. La démonstration de ce résultat d’existence
de quasi-modes semi-classiques repose sur la méme construction WKB complexe
que celle utilisée par E.B.Davies dans [6].

Dans la deuxieme partie de ce chapitre intitulée, un résultat général d’exis-
tence de pseudo-spectre d’injectivité semi-classique d’indice infini, on établit un
résultat d’existence de quasi-modes semi-classiques pour des opérateurs pseudo-
différentiels semi-classiques qui généralise en dimension n > 2, le résultat d’ex-
istence que donne M.Zworski dans [29] et [30] (Théoreme 1.3.2 du chapitre 1).
Ce résultat donne une condition géométrique suffisante sur le symbole principal
semi-classique d’un opérateur pseudo-différentiel, la violation de la condition (),
qui permet la construction de quasi-modes semi-classiques induisant la présence
de pseudo-spectre d’injectivité semi-classique d’indice infini.
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3.1 Un résultat d’existence de pseudo-spectre pour
les opérateurs de Schrédinger.

Résumé. On exhibe dans cet article une condition géométrique suffisante por-
tant sur le potentiel complexe d’un opérateur de Schrodinger qui permet via une
méthode WKB complexe de construire des quasi-modes semi-classiques carac-
téristiques de la présence de pseudo-spectre d’injectivité semi-classique d’indice
infini pour cet opérateur.

1. Introduction.

Nous allons démontrer dans cet article que 'on peut généraliser le résultat
d’existence de pseudo-spectre d’injectivité semi-classique d’indice infini établi
par E.B.Davies dans [6] pour des opérateurs de Schrodinger a potentiels com-
plexes. Commencons par donner une définition de la notion de pseudo-spectre
d’injectivité semi-classique d’indice infini.

Pour une famille semi-classique (Hp)o<p<1 d’opérateurs définis sur un do-
maine D, le pseudo-spectre d’injectivité semi-classique d’indice infini de cette
famille (Hp)o<n<1 est défini comme le sous-ensemble suivant du plan complexe,

A ((Hp)o<n<1) = {z € C: VN € N,VC > 0,Vhg > 0,30 < h < h,
Jue D, |lu| =1, ||(Hy— 2l)u|| < CAV}.
E.B.Davies a démontré dans [6] que pour un opérateur de Schrodinger semi-
classique défini par un potentiel complexe V', le pseudo-spectre d’injectivité semi-

classique d’indice infini de cet opérateur contient toute la région du plan com-
plexe Uy définie par,

Uy :={z=n*+V(a) : n € R*, ImV'(a) # 0}.

Nous allons voir dans les lignes suivantes que ’on peut en utilisant la méme con-
struction de quasi-modes que celle proposée par E.B.Davies étendre son résultat
et démontrer 'existence de pseudo-spectre d’injectivité semi-classique d’indice
infini en tout point de I’ensemble,

Uy := {z =n?+V(a):n €R*, la fonction ImV — ImV ()

s’annule & un ordre impair en a},
i.e.,

U := {z =n?+ V(a):neR*,Ip e N,Vj <2p,j #0, ImV(j)(a) =0,
ImV @+ (a) £ 0},
qui contient I’ensemble U;. En d’autres termes, le résultat de E.B.Davies établit
qu’une annulation au premier ordre en a de la fonction ImV — ImV'(a), induit

la présence de pseudo-spectre d’injectivité semi-classique d’indice infini en tout
point z = n? 4+ V(a) si n € R*. Notre résultat montre que plus généralement une

126



3.1. Un résultat d’existence pour les opérateurs de Schrédinger.

annulation a un ordre impair de cette fonction en a, génere aussi du pseudo-
spectre d’injectivité semi-classique d’indice infini en ces points. Cette général-
isation permet d’exhiber le lien étroit existant entre des résultats de présence
de pseudo-spectre d’injectivité semi-classique d’indice infini et des propriétés de
changement de signe de la partie imaginaire du potentiel. En effet, si on sup-
pose en plus que la partie imaginaire du potentiel ImV est une fonction réelle-
analytique, notre résultat d’existence montre qu’une condition suffisante dans
ce cas pour que le point z = 7% + V(a) ou n € R*, appartienne au pseudo-
spectre d’injectivité semi-classique d’indice infini, est de requérir que la fonc-
tion ImV' — ImV (a) change de signe au point a.

2. Construction de quasi-modes semi-classiques.
Considérons I'opérateur Hj, sur L?(R) défini par,

2
Hif(z) =~ Vi) (),

ou V;, désigne un potentiel dépendant du parametre semi-classique h qui est
régulier pour toute valeur suffisamment petite de ce parametre h > 0. On suppose
également que ce potentiel ainsi que toutes ces dérivées dépendent contintiment
du parametre h et que l'opérateur Hj est une extension fermée de I'opérateur
défini par la formule précédente sur 'espace C§°(R). Le résultat principal de cet
article est donné par le théoreme suivant.

Théoréme 2.1. Considérons des constantes 1 € R* et a € R telles que,
Ip eN,Vj < 2p, j#0, ImVP(a) =0, IV (a) #£0,

et posons z, = 0> + Vi(a). On peut alors trouver une constante 6 > 0 telle
que pour tout n € N*, il existe une constante ¢, > 0 indépendante de h et une
fonction frn € C°(R) non identiquement nulle dépendant de h et n telles que,

| Hp frn — 20 fnnll 2 )

VO<h<§, cph™.

[F

Ce théoreme donne dans le cas ou le potentiel est indépendant du parametre
semi-classique, le résultat énoncé lors de l'introduction.

Preuve. Considérons n € N* et £ € C§°(R) vérifiant 0 < £ <1 et,

&(s) =1,V |s| < d/2
&(s) =0,V |s| > ¢,

ou J est une constante strictement positive qui sera déterminée par la suite. Au
regard de la construction proposée par E.B.Davies dans [6], on définit de la méme
maniere la fonction,

Vs € R, fh,n(a + S) = g(s)fh,n(a + 3)7
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ot la fonction f ,(a+-) apparaissant dans I'identité ci-dessus reste a déterminer.
Pour ce faire, on cherche cette fonction f3 , sous la forme,

fh,n = 67111;“717
o,
n
Upplats)i= > W Pmn(s),
m=—1
et ou Y, p, m = —1,...,n, désignent des fonctions régulieres dépendant du

parametre semi-classique h et de ’entier n que nous allons déterminer. Un calcul
direct montre que,

thh,n(a + ) - thh,n(a + ) - fh,n(a + )

n 2 n
X | —h? ( > h%;%h) +B2 Y R+ Vi(a )~z

m=—1 m=—1

identité que I'on peut réécrire de la maniere suivante,

Hyfon(a+-) = zpfon(a+-) = fanla+-)

2n+2
> hmqsm,h] :
m=0

si on pose,
2
don(s) = —(W,Lh(s)) + W(a+s) — zn,
Sjvan(s) = Uin(s)— D Wials) Yals), ~1<j<n,
I4+-k=j
—1<l,k<n
Givan(s) = — > WUu(s) Yhpls), n+1<j < 2
I4-k=j
—1<l,k<n

Pour déterminer ces fonctions v _1 j,..., ¥y, nous allons utiliser le lemme suivant.

Lemme 2.2. I existe une constante 6 > 0 telle que pour tout n € N*, on
puisse trouver des fonctions ¥_j p, ..., Ypp qui soient C* sur le segment [0, d],
dépendent contintument ainsi que leurs dérivées de tous ordres du paramétre semi-
classique h lorsque 0 < h < § et vérifient les équations,

—(iﬁ/_17h)2 + Vh(a + ) — Zp = O,

i Z Yy Ypp =0, —1<j<n.

L+k—j,
—1<l,k<n

Preuve du lemme. On commence par résoudre 1’équation eikonale,

(W 10)* = Vala+-) = Vi(a) — n°.
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La régularité de la fonction Vj,(a + -) et sa dépendance continue par rapport au
parametre semi-classique h, nous permet de trouver une constante strictement
positive § telle que,

Vi(a+t) — Vi(a)
n

V0<h<d,Vte[-0,9], < 1.

C 1y 1 .
Considérons /z := ez '°2(2) o,

d
mg@=ﬂ”§}

et définissons la fonction,

Y_14(s) = /OS in\/l _ Valat tT])Q_ Vi(a) dt.

Cette fonction 1_ ) est C* sur le segment [—9,d] pour tout 0 < h < § et
résout 1’équation eikonale. Constatons également que cette fonction _; j ainsi
que toutes ses dérivées, dépendent continiiment du parametre semi-classique h.
Cette fonction 1_;  est indépendante de l'entier n et vérifie,

¢L1,h(0) =1in # 0.

Cette derniere égalité montre que quitte a choisir indépendamment de n une
nouvelle constante § > 0 plus petite, on peut supposer que la fonction,

1
Ph = 55
2071 p

est bornée par une constante positive (3,
V0 <h<8Vse[-5,3], |onls)] < B.

On peut alors déterminer successivement les fonctions v p,, ...,%, , & partir des
équations,
Gjron =0, V-1<j<n.

En effet, supposons que les fonctions ; 5, —1 < j < k < n aient déja été déter-
minées. On peut alors écrire que,

Prr2n =0= Py, = Z AR
l+p=k

= 200 p i+ an,

ou ay, désigne une fonction dépendant des fonctions 1); 5, —1 < j < k. Il s’ensuit
que,

Vir1n = Pr(Vip — an).
Cette derniere identité montre que 'on peut déterminer d’une maniere unique
ces fonctions ;5 en imposant les conditions %;;(0) = 0 pour tout 0 < j < n.
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Par construction, ces fonctions v;; sont C* sur le segment [—d,d] pour tout
0<j<net0<h </, et dépendent continiment ainsi que toutes leurs
dérivées du parametre semi-classique h. Ceci termine la preuve du lemme 2.2. [J

Reprenons la preuve du théoreme 2.1. En utilisant la continuité par rapport
au parametre semi-classique h des fonctions ;5 données par le lemme précédent
ainsi que la continuité par rapport a ce méme parametre de toutes leurs dérivées,
il est clair que si la constante 0 est choisie telle que 0 < § < 1, on peut trouver
des constantes strictement positives ¢, et d,, telles que,

YO<m<nV0<h<§2 Vs e [-6,0], [vmn(s)| < cm,
Vn+3<m<2n+2,¥0<h<6?P2 Vs €[6,8], |pmn(s)| < dn.
Notre hypothese,
Ip €N,Vj < 2p, j#0, ImV,¥ (a) = 0, ImV* ™ (a) # 0,

nous permet alors d’écrire,

Vila+t) — Vi(a) Q’il ReVM(a) ,  ImV*"(a)

2 B k! n? Tpt P

t2p+1 + 0(t2p+1)’
il k=1

ce qui induit que,

\/1 B (Vh(a +1t) — Vh(a)> 4 iIth(2p+1)(a) 20414 P() 4 o124,

> 2(2p+1)! n?

ou P désigne un polynoéme de R[X] vérifiant deg(P) < 2p + 1. Une intégration
permet alors d’obtenir le développement limité suivant,

TmV, % (a)

2p+2 2p+3
— g +O(s .
2(2p+2)!'n ( )

Retp_1 4(s) =
On peut ensuite choisir le signe de la constante non nulle 7 dans I'identité,
Rh = 772 + Vh(a‘)a
pour que,
Im%(2p+1) (CL)
n
Quitte une nouvelle fois & considérer une nouvelle constante § > 0 plus petite,

on peut comme la fonction ¢_;; est indépendante de l'entier n choisir cette
constante d > 0 indépendamment de n et une contante v > 0 vérifiant,

> 0.

VO<h<§P2 vse [—d, 4], ys2Pt2 < Rey_1n(s) < 3ys2Pt2,

Il s’agit maintenant d’estimer les termes suivants,

| frn| = e BV Rely, ,(a+ ) = Z R Re(Ym,p)-

m=—1
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Dans les calculs qui vont suivre, on désignera par a; différentes constantes stricte-
ment positives indépendantes de h et s. Comme

V0 <h<§P2 Vs € [-0,0],

2p+2 n 2p+2 n
vS m 3s m
. —Zcmé SRe\Ifhm(a—{—s)gT—{—Zcmé ,
m=0 m=0
on en déduit que pour tout 0 < h < §2P+2,
]
o2 2 2
I fanllz2@y = /6 | fon(a+ s)|°ds
-3
)
2 76w52p+2
> / e n s
—1
= hﬁ 271 6—6711,21’*2—0,1 du
_ 6n2pF2

2

1
1 2 L opt2
> h2p+2/ e 6 M duy

NI

1
= agh?+2.

D’autre part, un calcul direct montre que,

[ Hp frn — 20 funlley = || = B2 fanla+ ) — 20%€' fh (a + )+
g(thh,n(a + ) - thh,n(a + )) HLQ(R)’

ce qui induit I'estimation,

IHnfrm = 2nfnnllrz@) < B2IE fanla+ 2w + 20711 frn(a + )l 2w
2n+2

+ > W €bmntan(at lram,

m=n+3
puisque,

2n+2

Hyfon(a+-) = 2nfanla+) = Y W bmnfun(a+).
m=n+3

Il s’agit de majorer les termes apparaissant dans le membre de droite de la
derniere inégalité.

Estimation de la quantité ||€" frn(a 4 )| L2(r)- Comme les fonctions &' et £” ont
leurs supports contenus dans l’ensemble {s € R : §/2 < |s| < §}, on en déduit
que pour tout 0 < h < §2P+2,

_052PH2 —y§2P+2

1€ frn(a + ’)”%201%) < a3/ e TMds < age L
{s€R: §/2<|s|<d}
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La quantité |[£” fnn(a + )|l 2(r) décroit donc a une vitesse exponentielle dans la
limite semi-classique h — 0.

Estimation de la quantité || f; , (a + -)|[2(r). Comme on peut écrire,

2
n
_ b_q
ffll’n = —€ \Ilh’n\:[l;l’n, |f}/L7n’2 S ’fh,n|2 (Z bm(sm + h) )
m=0

ou by,,—1 < m < n, sont des constantes strictement positives indépendantes
de h et de s telles que,

VO <h<§P? Vs €[=6,6], [, 1(5)] < bm,

il s’ensuit que pour tout 0 < h < §2P+2

a ar\?
||£/f]€,n(a + )H%Q(R) < CL5/ e h +a1 <a6 -+ ﬁ) ds
{s€R: §/2<|s|<d}

—y52Pt2 a7 2
< o (a4 77)

ce qui démontre que la quantité ||§'f,  (a + )| 2@y décroit également & une

vitesse exponentielle dans la limite semi-classique A — 0.

Estimation de la quantité || gm nfhn(a+ )| r2@®)- On peut majorer ce terme de
la maniere suivante,

5
V0 <h <8 €hmnfunlat i@ < a9/5 | fhn(a+5)[*ds

é 2p42

—2v5<P

ag/ e R Tadg
-4

IN

IN

_1 _ 2p+2
a9h2p+2/e 2yuT gy,
R

Finalement, on en déduit tout d’abord que,

IHnfrn = 20 frnll 2 @)

”fh,nHLQ(R)
W2NE" funla+)llz + 202 € ff (@ + )2 + X ota s A |1ESm b Fan(a + -)ll2

A /(]/2}“[,@

ce qui induit au regard des estimations précédentes que ’on peut trouver une
constante strictement positive o, telle que,

)

| Hp frn — 20 funll 2 )

VO<h<d, onh™,

1 Fnnll 2wy

si ¢ = §%12 > (. Ceci démontre le résultat énoncé dans le théoreme 2.1. O
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Dans le cas ou le potentiel ne dépend pas du parametre semi-classique h, on
obtient facilement & partir du théoreme 2.1 le corollaire suivant.

Corollaire 2.3. Supposons que la fonction ImV' soit réelle-analytique et que la
fonction x +— ImV (x) —ImV (a) change de signe au point a alors le point,

z=n"+V(a),

appartient au pseudo-spectre d’injectivité semi-classique d’indice infini de l’opéra-
teur semi-classique (Hp)o<n<1 sin € R*.

3.2 Un résultat général d’existence de pseudo-spectre
d’injectivité semi-classique d’indice infini.

Nous allons démontrer dans cette deuxieme partie du chapitre 3 un ré-
sultat d’existence de quasi-modes semi-classiques pour des opérateurs pseudo-
différentiels semi-classiques. Il généralise en dimension n > 2 le résultat d’exis-
tence établi par M.Zworski dans [29] et [30] que nous avons énoncé au théoreme 1.3.2
du chapitre 1. Ce résultat donne une condition géométrique sur le symbole d’un
opérateur pseudo-différentiel semi-classique, la violation de la condition (W),
qui permet la construction de quasi-modes semi-classiques induisant la présence
de pseudo-spectre d’injectivité semi-classique d’indice infini pour cet opérateur.
Compte tenu du fait que la condition (¥) se trouve au coeur des résultats con-
cernant la résolubilité des opérateurs pseudo-différentiels adjoints associés, notre
résultat permet de préciser le lien entre les questions d’existence de quasi-modes
semi-classiques caractéristiques de la présence de pseudo-spectre d’injectivité
semi-classique d’indice infini et des questions de résolubilité des opérateurs ad-
joints associés que M.Zworski a le premier évoqué dans [30]. Il permet également
de mieux comprendre la condition géométrique suffisante assurant l’existence de
pseudo-spectre d’injectivité semi-classique d’indice infini pour les opérateurs de
Schrodinger que le dernier corollaire de la premiere partie de ce chapitre a es-
quissée. Mentionnons au préalable que toute la deuxiéme partie de ce chapitre 3
est écrite sous la forme d’un article indépendant du reste de cette these et que
les numérotations adoptées ici sont donc propres a cette partie du manuscrit.

1. Enoncé du résultat d’existence de quasi-modes.

Commencgons par préciser quelques notations. Nous allons étudier dans cet
article des opérateurs pseudo-différentiels définis en quantification de Weyl semi-
classique par des symboles de la classe,

SN ((, €)™, dz* + d€?),

ot N € N, m € R, ((z,8) := (1+ |z]> + |£]*)"/2, qui désigne 1’ensemble des
fonctions a(x, &, h) € C*°(Ry x RE) pour tout 0 < h <1 ot n € N* vérifiant,

Vo, B €N, sup  [050¢a(x, & h)|((w,€))"hTN < +oo;
(z,£)eR?™,
0<h<1
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3.2. Un résultat général d’existence de pseudo-spectre.

et par des symboles de la classe S(h™((z, £))™, dz? + d¢?),

S(h((x, €)™, da® + d€?) = () S(h"{(2, €)™, da® + dE?).
NeN

Certains résultats de calcul symbolique propres a ces classes de symboles en
quantification de Weyl semi-classique sont rappelés en appendice a la fin de ce
manuscript. La définition suivante rappelle la notion usuelle de front d’onde semi-
classique d’une famille semi-classique que ’on peut trouver par exemple dans [19]
(Définition 2.9.1).

Définition 1.1. On appelle front d’onde semi-classique de la famille semi-
classique (up)o<n<n, de L*(R™) vérifiant,

VO <h<ho, [[unllremny) <1,

le complémentaire dans R} x R’g de l’ensemble des points (xg,&) € R} X RZ‘
pour lesquels on peut trouver un symbole xo(z,&, h) appartenant a la classe de
symboles S(1,dx? + d€?) tel que,

Xo(o, &0, h) =1 et |[xo(z, A, h)up||L2@n)y = O(h™), (1.1)
lorsque h — 0T. Cet ensemble est noté FS((up)o<h<hy)-

Nous allons étudier dans cet article la localisation précise dans I’espace des phases
du front d’onde semi-classique des quasi-modes que nous construisons. Pour ce
faire, nous allons passer par l'intermédiaire de ’étude d’une autre notion qui
est la notion d’ensemble de concentration semi-classique dont la définition est la
suivante.

Définition 1.2. On dit que le sous-ensemble fermé F de Ry x R est un en-
semble de concentration semi-classique de la famille semi-classique (up)o<n<hg
appartenant a l’espace de Schwartz S(R™) si pour tout voisinage ouvert V de F,
on a les estimations suivantes,

vl € N,V € S(1,dz? + d&?), supp, ¢ Y (v, &, h) C V°,
v (z, &, h) up || g = O(R™) lorsque h — 07, (1.2)

ot la notation ||| désigne la norme de I’espace de Sobolev H'.

Dans la suite, on utilise la notation,

F = Fsoo ((uh)0<h§h0) )

pour signifier que le sous-ensemble fermé F' de R X R? est un ensemble de
concentration semi-classique de la famille,

(Un)o<h<ho-
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3.2. Un résultat général d’existence de pseudo-spectre.

Notons que tout ensemble fermé contenant un ensemble de concentration semi-
classique de la famille (up)o<n<pn, est également d’apres la définition 1.2 un en-
semble de concentration semi-classique de cette famille. En adoptant ces nota-
tions, on peut vérifier que pour toute famille semi-classique (up)o<n<n, de S(R™)
vérifiant,

V0 <h < hy, ||Uh||L2(]Rn) <1,

son front d’onde semi-classique est contenu dans tout ensemble de concentration
semi-classique de cette famille,

FS((un)o<n<hy) C FSoo((un)o<n<hs)- (1.3)

En effet, considérons F' un ensemble de concentration semi-classique de la famille,

(Un)o<h<hos

et (z0,&) € F°. Comme la distance d((zo,&),F) entre le point (zo,&) et
I’ensemble F' est strictement positive puisque F' est un ensemble fermé, on peut
trouver un voisinage ouvert V' de I’ensemble F' et xo € C§° (R?" C) tels que,

suppxo C V° et xo(zo,%0) = 1,
ce qui induit d’apres (1.2) que,
02, hE)“unll ey = OUh) lorsaue b — 07, (14)

et démontre l'inclusion (1.3). L’intérét de passer par I'intermédiaire de I'étude
d’un ensemble de concentration semi-classique du quasi-mode (up)o<n<n, que
nous construisons pour étudier son front d’onde semi-classique s’explique par une
propriété de robustesse microlocale propre au premier ensemble qui fait défaut
au second. En effet, si (up)o<n<p, désigne une famille semi-classique de S(R™)
vérifiant [[up || r2rn) = 1 et, sip et p sont deux symboles de la classe S(1, dz?+de?)
tels qu’il existe une fonction x(z,£) € C°(R*,C) (ol la notation C{°(R*",C)
désigne ici 'espace des fonctions C*° a valeurs complexes qui sont bornées sur
R?" ainsi que toutes leurs dérivées) vérifiant y = 1 sur un voisinage ouvert d’un
ensemble de concentration semi-classique FS.. ((uh)0<hgh0) de ce quasi-mode et
telle que p = p sur son support, la propriété suivante,

Ip(2, h, h) " un| 2@y = O(K™) lorsque b — 0F
< |[|p(x, h&, h) up || L2mny = O(h™) lorsque h — 07,

est vérifiée, alors qu’elle est en défaut si on substitue le front d’onde semi-classique
a ’ensemble de concentration semi-classique FSOO((uh)0<h§hO). Le recours a ce
type de propriété sera d’un usage répété et justifiera les diverses microlocali-
sations nécessaires a la démonstration de notre résultat d’existence de quasi-
modes semi-classiques. Mentionnons aussi avant d’énoncer ce résultat que le
fait que I'on impose dans la définition d’un ensemble de concentration semi-
classique un controle de toutes les normes de Sobolev, est lié au choix de la
classe S({(z,&))™, dz? + d&?) ot m € Ry a laquelle appartiennent les symboles
de Weyl semi-classique des opérateurs pseudo-différentiels que nous étudions.
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On suppose dans tout ce qui suit que la dimension n est supérieure ou égale a 2
et on considere les deux hypotheses suivantes.

(H1) Soit P(x,&,h) un symbole de la classe S({(x,&))™, dz? + d¢?) ot m € Ry,
qui admet dans cette classe un développement asymptotique semi-classique de
la forme,

+oo
P(z,&,h) ~ ) pi(z, N, (1.5)
7=0

ot les fonctions p;(x, &) désignent des symboles de la classe,
S(((z, €)™, da® + d€?),
qui sont supposés indépendants du parametre semi-classique h.

(H2) Soit z € C. On suppose qu'il existe une fonction ¢y € C;° (R?", C) indépen-
dante du parametre semi-classique h et une courbe bicaractéristique,

t e la,b] — ~(t) € R?",
du symbole Re(qo(po — z)) ol a < b, i.e. une courbe vérifiant,

vt € [aa b]a ’7,(75) = HRe(qo(po—z))(’Y(t)) et Re(QO(pO - 2)) (V(t)) = 07

ol HRe(go(po—z)) désigne le champ hamiltonien associé a la partie réelle du sym-
bole qo(po — z), telle que,

Vt € [a,b], qo (y(t)) # 0 et
Im[go(7(a)) (po(v(a)) = 2)] > 0 > Im[go(v(b)) (po(7(D)) — 2)]. (1.6)

On désigne dans tout cet article par Rep et Imp respectivement la partie réelle
et la partie imaginaire d’une fonction a valeurs complexes p. Considérons la
quantité,

Ly ::inf{t—s:s,te [a,b], a <s<t<b,
Tm[qo(v(s)) (po(7(s)) — 2)] > 0> Tm[go(v(t)) (po(7(t)) — 2)]} >0, (1.7)

qui d’apres (1.6) vérifie 0 < Ly < b — a. Remarquons d’apres (1.7) que l'on peut
trouver un couple (ag, bo) €]a, b[* tel que,

ag < b() et Lo = bo — ap. (1.8)
Dans le cas ou Ly > 0, on peut choisir ce couple (ag,bp), ag < by, tel que,
Voo N]—o00,a0[ N {t € [a,b] : Im[qo(y(¢)) (po(v(t)) — 2)] >0} #0,  (1.9)

Voo M ]bo, +oo[ N {t € [a,b] : Im[go(7(2)) (po(7(t)) — 2)] <O} #0, (1.10)

et,
vt € [ao, bo], Tm[qo(v(#)) (po((t)) — 2)] = 0, (1.11)
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Fi1G. 3.1 — Un exemple de changement de signe pour lequel ag < bg.

Im(qo(y(£)) (o (7(t)) — 2))

A

Fi1c. 3.2 — Un exemple de changement de signe pour lequel ag = bg.

Im(go(7()) (o (7(t)) — 2))

A

\/
~

e

5\]/\/\\/\VAVAVLLO /\V/\ /\

pour tout voisinage ouvert V,, de ag et V4, de by dans R. Dans le cas ou,
Lo=by—ayg=0,
on peut choisir ce point ag = by €]a, b| tel que,
Im[go(7(a0)) (po(v(a0)) — 2)] =0, (1.12)
et tel que pour tout voisinage ouvert V,, du point ag dans R, il existe un couple

(a1,b1) de R? tel que,

ar, by € Vao, a1 < by et
Im[qo(v(a1))(po(v(a1)) — 2)] > 0 > Im[qo(v(b1)) (po(v(b1)) — 2)]. (1.13)

En effet, en utilisant la compacité du segment [a,b] et la définition (1.7) de la
quantité Lo, on peut trouver deux suites convergentes (s;)jen et (¢j)jen d’élé-
ments du segment [a, ],

ap:= lim s;et by:= lim t;, 1.14
0 oo 0 oo ( )
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telles que,

VjEN, a§3j<tj§b,
Im[qo(7(s;)) (Po(v(s;)) — 2)] > 0> Im[go(7(t;)) (po(v(t;)) — 2)], (1.15)

et,
lim tj—Sj :bo—ao :Lo. (116)

j—+oo

Considérons tout d’abord le cas ou Lg = by — ag = 0. Il découle dans ce cas
de (1.14) et (1.15) que les identités (1.12) et (1.13) sont vérifiées. On remarque
également que dans ce cas I'identité (1.12) induit au regard de (1.6) que,

ag = by G]a, b[

Considérons maintenant le cas ou Ly > 0 i.e. le cas ou ag < by. D’apres (1.14), il
existe jo € N tel que,

L L
Vi > o, lao — 85| < 7 et [bo — t;] < . (1.17)

Cette identité (1.17) induit d’apres (1.14), (1.15) et la définition (1.7) de la
quantité Ly que pour tout j > jo,

L L
ao—ggsjgaoetbogtjgbwr?o, (1.18)

puisque dans le cas contraire, on pourrait trouver deux entiers j; et jo supérieurs
ou égaux a l'entier jg tels que,

0< tj2 =85 < Lo,
et,

Im[go(7(s;,)) (Po(v(s5)) = 2)] > 0> Im[qo(7(t;,)) (po(v(t32)) — 2)],

ce qui contredirait (1.7). Les mémes arguments induisent ensuite d’apres (1.14),
(1.15) et (1.18) que nécessairement,

Vt €lag, bo[, Tm[go(v(t)) (po((t)) — 2)] =0,

ce qui par continuité démontre (1.11). On déduit de (1.6) et (1.11) que le couple
(ag, bo) vérifie (ag, by) €la,b[>. En utilisant enfin (1.11), (1.14), (1.15) et (1.18),
on obtient les identités (1.9) et (1.10).

Remarque. Constatons dans le cas ou la fonction Im (qo (po — z)) change de signe
a un ordre fini en passant de valeurs positives vers des valeurs négatives le long
de la courbe t € [a,b] — ~(t) € R?" que I'on peut d’apres la définition (1.7) de
la quantité Lg choisir le couple (ag, by) €]a,b[*> en (1.8) tel que,

ag = bo. (1.19)
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Théoréeme 1.3. Sous les hypothéses (H1), (H2) et les notations précédentes, on
peut pour tout voisinage ouvert V de l’ensemble compact ([ao, bo]) dans R®™ et
pour tout N € N trouver une constante hg strictement positive et une famille
semi-classique (up)o<n<n, de S(R™) telles que,

lunll2@ny = 1, VI € N,3my €N, Jup||gp = O(h™™) lorsque h — 07,
FS((un)o<nzny) CV = FSoo((un)o<nsny) et
| P(, h&, h)“up — zuplp2@ny = O(hN) lorsque h — 0. (1.20)

En particulier, le point z appartient au pseudo-spectre d’injectivité semi-classique
d’indice infini de 'opérateur pseudo-différentiel semi-classique,

(P(2,h&, D)™)o ey

Ce théoreme montre que 'on peut construire un quasi-mode semi-classique
(un)o<h<h, vérifiant estimation (1.20) avec un front d’onde semi-classique pou-
vant étre concentré dans un voisinage ouvert arbitraire de 1’arc compact de la
bicaractéristique 7y ([ag, bo]) sur lequel se produit le changement de signe donné
par (1.6). Dans le cas ou ce changement de signe de valeurs positives vers des
valeurs négatives s’effectue & un ordre fini, on constate d’apres (1.19) et le résul-
tat du théoreme 1.3 que ce front d’onde semi-classique peut alors étre concentré
dans un voisinage ouvert arbitraire d’un point de ’espace des phases. On peut
reformuler I’hypotheése (H2) en terme de violation de la condition (V). Pour ce
faire, commencons par rappeler la définition de la condition (¥) (Définition 26.4.6
et Théoreme 26.4.12 dans [12]).

Condition (¥). On dit qu'une fonction & valeurs complexes p € C*°(R?") vérifie
la condition (W) s’il n’existe pas de fonctions & valeurs complexes ¢ € C*°(R?")
telle que la fonction Im(gp) change de signe en passant de valeurs positives vers
des valeurs négatives le long d’un arc de bicaractéristique orientée du symbole
Re(gp) sur lequel la fonction ¢ ne s’annule pas.

Considérons z € C et P un symbole de la classe S(((,&))™,dz? + d¢?)
vérifiant (1.5). Sous ces hypotheses, le résultat du théoreme 1.3 induit que si le
symbole principal semi-classique pg — z du symbole P — z viole la condition (W),
on peut pour tout N € N trouver un quasi-mode (up)o<n<p, de S(R™) ot hg > 0
dont le front d’onde semi-classique se concentre dans un compact de ’espace des

phases et qui vérifie,

| P(x, h&, h) up — 2up||2mn) = O(h™) lorsque h — 0.
Remarque. Mentionnons dans le cas contraire ol la condition (V) est satisfaite
qu’une reformulation dans un cadre semi-classique du résultat de N.Dencker
établissant que la condition (V) est suffisante pour assurer la résolubilité d’un

opérateur pseudo-différentiel de type principal (Théoreme 1.1 dans [8]), montre
que pour tout € > 0 une estimation a priori de la forme,

34e
| P(z, hE, h)wUHL2(Rn) > C.h2™ HUHL2(R”)7
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est vérifiée pour toute fonction u € C§°(R™) supportée dans un voisinage suff-
isamment petit du point zg € R™ si P désigne un symbole de la classe,

S(1, da? + dg?),

admettant un développement asymptotique semi-classique,
—+00
P(z,&,h) ~ Y pj(x,&)h,
j=0

ot les fonctions p;(z,£) désignent des symboles de la classe S(1,dx? + d¢€?), in-
dépendants du parametre semi-classique dont le symbole principal semi-classique pg
est de type principal et satisfait & la condition (¥) sur un voisinage du point
xzo € R™ N.Lerner a démontré dans [18] que l'estimation a priori précédente
était également vérifiée pour une valeur nulle du parametre €.

Pour démontrer ce théoreme, nous nous appuyons tres fortement sur la dé-
monstration de la nécessité de la condition (¥) pour garantir la résolubilité d'un
opérateur pseudo-différentiel que propose L.Hormander dans le chapitre 26 de
son livre [12]. Il s’agit plus précisément d’une adaptation dans un cadre semi-
classique de la démonstration du théoreme 26.4.7 de [12]. Ce résultat d’existence
de quasi-modes semi-classiques était, nous devons le dire, un peu attendu. Il ne
surprendra donc pas les personnes familieres des problemes de résolubilité et des
mathématiques qui gravitent autour de la condition (V). L’existence possible
d’un tel résultat est évoquée par N.Dencker, J.Sjostrand et M.Zworski dans [7]
qui mentionnent une remarque de N.Lerner a ce sujet. Nous avons voulu ici nous
assurer de la pertinence de cette remarque en proposant une preuve complete
d’un tel résultat d’existence dans un cadre semi-classique. L’adaptation dans ce
cadre semi-classique de certaines parties de la démonstration du théoreme 26.4.7
de [12] exige des vérifications et des modifications méme si on peut essentielle-
ment considérer que le cadre semi-classique est plus simple & explorer que celui
des singularités C*°. Nous allons donc reprendre en détail cette démonstration
longue et difficile du théoreme 26.4.7 de [12] en réutilisant sans modification
certaines parties de cette preuve lorsque cela est possible. Nous utiliserons par
exemple directement la construction remarquable de la fonction de phase due a
R.D.Moyer et L.Hoérmander (Lemme 26.4.14 dans [12]). Par contre, nous serons
amené a réécrire certaines parties qui demandent des modifications puisque par
exemple il n’y a plus d’hypotheses d’homogénéité concernant les symboles des
opérateurs pseudo-différentiels que nous considérons. Il faudra donc adapter un
certain nombre de lemmes a ce cadre inhomogene comme par exemple le lemme
26.4.16 de [12]. Nous apporterons également une attention supplémentaire a 1’é-
tude du front d’onde semi-classique du quasi-mode construit en déterminant un
ensemble de concentration semi-classique de ce quasi-mode. Notons enfin que le
résultat que nous énoncons ici s’applique en dimension n > 2. Il est clair qu’il est
également vérifié en dimension 1. Il suffit pour cela d’apporter quelques modifica-
tions ponctuelles et simples a la démonstration proposée en dimension supérieure
ce que nous avons omis ici pour des raisons de place.
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2. Quelques résultats préliminaires.
2.a. Etude de 'opérateur modele D, — im’fDn.

On a rassemblé dans cette deuxiéme section un certain nombre de résultats
préliminaires que nous utiliserons lors de la prochaine section dans la démonstra-
tion du théoreme 1.3. Nous allons étudier dans ce premier paragraphe I'opérateur,

P:= D, —iakD,,

ou k désigne un entier naturel impair et n un entier naturel vérifiant n > 2. Nous
allons démontrer dans la proposition suivante que I'on peut trouver une famille
semi-classique qui soit solution de 1’équation,

Pu=0,

et qui se concentre semi-classiquement au sens précisé par la définition 1.2 dans
une région particuliere de I’espace des phases.

Proposition 2.1. Considérons une constante € > 0, k un entier naturel impair,
n €N, n>2 et F; le sous-ensemble de l’espace des phases défini par,

{(2,) eR™:2=0, & =..=&1=0et & e[l —e, 146} (21)
On peut trouver une famille semi-classique (up)o<n<i de S(R™) vérifiant,
|upllp2(gny = 1, (D1 —iak Dyp)uy, =0,
telle que,
Vie N, 3Im; €N, |Jup|l g = O(h™™) lorsque h — 07,

et telle que cette famille semi-classique (up)o<n<1 Se concentre semi-classique-
ment au sens précisé par la définition 1.2 dans l’ensemble compact Fy, ce que
[’on note,

F. = FSoo((uh)0<h§1)-

Preuve. Considérons un parametre 7 > 1, une fonction ¥ appartenant a ’espace
CP(R,R) telle que ¥ =1 dans un voisinage ouvert de 1 et,

supp¥ C [1 —¢/2,14+¢/2]N[1/2,3/2], (2.2)
et la fonction,
ZIICJrl "2 _;
vr () = / o0 e =) g (9) g (2.3)
R

ot # = (z1,2",2,) € R x R"2 x R. Le théoreme de dérivation sous le signe
intégral montre que v, € C*°(R™) et que,

(Dy — iz¥ Dy)v, = 0. (2.4)
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Si on note ¢ la fonction de S(R) définie comme la transformée de Fourier de
la fonction x7 — e=o1 /() qui appartient a ’espace S(R) puisque ’entier
naturel k£ est supposé impair,

A
v = [T, (25)

un calcul direct montre d’apres (2.2) et (2.3) que la transformée de Fourier par-
tielle de la fonction v, (x) par rapport aux variables z1 et z” est donnée par,

TR I A Y

/R{ewm"q)(fl(eﬂ f)(HT) FHie ™ 407 <97_)7122‘I’(9)}d0,

ce qui permet d’obtenir I’expression suivante de la transformée de Fourier de la
fonction v,

12 1 n—2

_ 2m3 oy S et
07(8) = T(I)(flfn Je n &n U(r™ &) (2.6)
On déduit alors de (2.6) que,
lor 1 F2gny = (21) 7" 197l 72 rn)
1 _| //‘2 _ _2 .
= g2 / (e P S () Pl e

Cr) N0y [ 4oan
- QMQ(/I\P ) Plgal T dg,

= 6_27'71674’1 5 (27)

ou c¢ désigne une constante strictement positive indépendante du parametre 7.
Considérons maintenant la famille (u;),>; de fonctions C*°(R"™) définie par,

ur(zx) = 07m+%217(33). (2.8)
On obtient d’apres (2.4), (2.7) et (2.8) que pour tout 7 > 1,
[ur || L2(rny = 1 et (D1 — iz} Dy)u, = 0. (2.9)

On peut ensuite en utilisant que,

1 s - Sl .
B k+1 Op (6_97—( ’“1"'1 +Ha"| _w”)) = e_eT( Icl+1 +[z"| —lﬂfn)’
z .
T(kl—l— H|2 _an)
réaliser des intégrations par parties pour obtenir d’apres (2.3) et (2.8) que pour
tout p € N,

ur(z) = crZE ti

Ilf+1 me_; $k+1 —-Pp
x / e R R (B P ) WP (0)dB. (2.10)
% k+1
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En utilisant (2.2), (2.10) et 'imparité de l’entier k, on en déduit que,

Vp e N,3C, > 0,Vx # 0,V > 1,
k+1
Ty

-p
m + ‘.CL'”‘Z — Z.l'n . (211)

1 n
Jur ()] < Cpr 7T BT
Plus généralement en dérivant 1'identité (2.10), on obtient d’apres (2.2) que,

V6 >0,v8 € N",Vp e N,3Cs5 3, > 0,Y|z| > 0,VT > 1,

_ 1 nyghtt —p+6]
IDr()| < Copr TP o i T (212

Cette estimation (2.12) induit que cette famille semi-classique (u;)r>1 appartient
a l'espace de Schwartz S(R™). Nous allons étudier la dépendance des normes
|lur|| g par rapport au parametre 7 et démontrer que pour tout [ € N, il existe
un entier m; € N tel que,

|lur|l ge = O(T™) lorsque 7 — +o0. (2.13)
Pour ce faire, nous allons établir que pour tout 5 € N”,
dmg € N,dCg > 0,V7 > 1, HDQUTHLz(Rn) < Cgr™b. (2.14)

Pour vérifier cette estimation (2.14), il suffit au regard de (2.3) de constater en
dérivant I'expression (2.8) qu’il existe pour tout # € N™ une constante Mg > 0
telle que,

1 n
¥ > 1,V |a] < 1, [Dlur ()] < Mprzeen Tt (2.15)

et d’utiliser l'estimation (2.12) avec les indices § = 1, et p = n+ || + 1
si |z| > 1. Pour continuer notre démonstration, nous allons recourir au lemme
suivant.

Lemme 2.2. Si ¢ est une fonction appartenant a Uespace C§°(R™) vérifiant
p =1 sur un voisinage ouvert du point 0 dans R™, on a alors,

VIeEN, ||(1- cp(x))uT(ac)HHl = O(1™%) lorsque T — +00. (2.16)
De plus, si Vi et Vo désignent deux voisinages ouverts de ’ensemble,
Ge={(eR": G =..=6 1=0et & e[l —¢,1+¢]}, (2.17)

tels que,
G. C Vi C Vs, (2.18)

et st w est une fonction C° et bornée sur R" telle que,
w=0 sur Vi etw=1 surVy, (2.19)
on a alors,

VIeN, [|w(T ' Dy)ur| g = O(T7°) lorsque T — ~+oo0. (2.20)
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Prewve du lemme 2.2. Constatons tout d’abord que l'estimation (2.16) est une
simple conséquence de l'estimation (2.12) si on choisit la constante 6 > 0 telle
que ¢(z) = 1 pour tout || < 0. Concernant I'obtention de l’estimation (2.20),
commencons par écrire en utilisant les identités (2.6) et (2.8) que,

(w(r 1Dy )ur) (€) =

" 1 | //‘2 1 n—2
212 e 2(k+1)

W B 6, e S e, T T w1y,

+n1

Il s’ensuit que,

2 1
_ C 1 4 n_ _ __1
oo Daue [y < r+ F Gt TP

//‘2

X & T || TR 2w (e, ) e 2 e 2 g e, (2.21)

si on note (z) = (1 + |z[?)'/2. Aprés un changement de variables, on déduit de
(2.21) qu’il existe des constantes C; > 0 et oy > 0 telles que pour tout 7 > 1,

I
lw (7™ Da)ur [ < ClTal/ [w(&) P[P (&1& FT TR
Rn

_ | //2

X e o g TR (g,) 262N 2 ) e (2.22)

Remarquons tout d’abord que d’apres (2.17) et (2.18), on peut trouver une con-
stante d > 0 telle que,

{(&,) eR"™ 6| + 1€ < Ix|]1 —e— 6,1+ +6[C V1. (2.23)

Comme d’apres (2.2) et (2.19), supp¥ C [1 —¢/2,1+¢/2] et suppw C V, on en
déduit que si & = (£1,£",&,) € supp(w(£)¥(&,)) alors,

feVieténel—e/2,14¢/2],
ce qui induit d’apres (2.23) que |&1] + [£7] > 4 i.e.,
V& € supp(w(§) ¥ (&), 1] +1€" = 6 > 0. (2.24)

En séparant le premier cas ou |£”| > §/2 et le second cas |£”| < §/2 qui d’apres
(2.24) impose alors que || > §/2 si & € supp(w(€)¥(&,)), on en déduit en
utilisant que la fonction ® définie en (2.5), appartient a l’espace de Schwartz
S(R) et que d’apres (2.2), &, € [1/2,3/2] si £ € supp(w(§)¥(&n)),

VN e N,3aCy > 0,V€ € supp(w(&)\lf(fn)) T>1,

k ]2

1
|® (&1 T rE)[e T dE < Oy N (2.25)
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On déduit alors de (2.2), (2.22), (2.25) et d’un changement de variables que pour
tout N € N, il existe des constantes C1 n et C y strictement positives telles que,

Hw(rile)uTH%ﬂ

‘//|2
= ClvNTal_N/ (€216, T T e e
R
X[ BT W () [P (€0) L) P 6y P
n— 1 1 2
< Cuyr VTR / (65T 7T e E, €,) 2@ (1) e T
Rn
_ 1 _n-=2 1 1
|| FH I W () [P (66T 7 R V2 e ) e >2ld5
2 oy—N— b __n=2 Sk Lo_n=2 2
< ConlwlFoe@nyT SR LG G S Ch]

x (€1)2H(€")* (n)? dE,

ce qui démontre l'estimation (2.20) et termine la démonstration du lemme 2.2.
O

Reprenons maintenant la démonstration de la proposition 2.1. Plagons nous dans
le cadre de 'analyse semi-classique en effectuant le changement de parametre,

h:=7"1 pour 7 > 1, (2.26)

et notons wy, la fonction u, définie par le parametre 7 = h™1 si 0 < h < 1.
Remarquons tout d’abord que d’apres (2.9), (2.13) et (2.26), on a

(D1 — m:lfDn)uh = O, HUhHLQ(Rn) =1let
Vi€ N,3m; €N, |lup|lg = O(h™™) lorsque h — 0. (2.27)

Nous allons démontrer que cette famille semi-classique (up)o<n<1 de S(R™) se
concentre semi-classiquement dans le sens qui est celui précisé a la définition 1.2
dans lensemble compact F. défini en (2.1). Pour ce faire, considérons V un
voisinage ouvert de I’ensemble Fg, [ € N et ¥ un symbole appartenant a la classe
S(1,dx? + d€?) tels que,

suppy C V°. (2.28)

Considérons ensuite deux fonctions p(x) et w(&) telles que ¢ € CFP(R™), ¢ =1
sur un voisinage ouvert du point 0 dans R” et telles que la fonction w € C*°(R")
soit une fonction bornée vérifiant,

w=0sur Vj et w=1sur Vy, (2.29)

ou Vi et V5 sont deux voisinages ouverts bornés de ’ensemble G défini en (2.17)
vérifiant (2.18). Comme la distance d(F;, V) entre les ensembles F; et V¢ est
strictement positive puisque V¢ est un ensemble fermé, F. est un ensemble com-
pact et que F. N V¢ = (), on peut au regard de (2.1) et (2.17) faire ces choix de
sorte que,

VN (suppy x supp(l — w)) = 0. (2.30)
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Ecrivons ensuite que,
Dz, hE, h) up = (. hE, h)" (1 — () up + (@, hE, h) () w(hE) uy,
+ ¢ (x, hE, h)wap(az)(l - w(hf))wuh. (2.31)

Comme 1 € S(1,dx? + d¢?), le théoreme de Calderén-Vaillancourt joint aux
estimations (2.16) et (2.20) du lemme 2.2 montrent au regard de (2.26) que pour
tout [ € N, il existe des constantes Cj et D; strictement positives telles que,

[, hg, 1) (1 = @())un|| g < CLl| (1 = @())un|| j = O(h%),  (2.32)
et,
[ (, he, h)* o(z)w(hE) unl g < Dillw(hDg)unl g = O(h™), (2.33)

lorsque h — 07. D’autre part, comme les identités (2.28) et (2.30) induisent
d’apres les résultats classiques de calcul symbolique que,

(@, he, ) p(2)(1 —w(he))” € Opy (S(h™, da? + d&?)),

ou Op}/ (S (h>, dx? + d§2)) désigne la classe des opérateurs pseudo-différentiels
définis en quantification de Weyl semi-classique par un symbole de la classe
S(h>®,dz? + d€?), on en déduit d’apres le théoreme de Calderén-Vaillancourt
que,

VI €N,

|9 (, hE, h)P (@) (1 — w(h€)) “unl| ;o = O |Jun|l (2.34)

lorsque A — 0. On déduit alors de (2.27), (2.31), (2.32), (2.33), (2.34) et de
I'inégalité triangulaire que,

VI €N, |9z, hE, h) up g = O(h™) lorsque h — 07,

ce qui démontre que la famille semi-classique (up)o<n<1 Se concentre semi-classi-
quement dans I’ensemble compact Fr,

F. = FSoo ((un)o<n<i),

et termine la démonstration de la proposition 2.1. [J
2.b. Action d’un opérateur pseudo-différentiel sur un ensemble de con-
centration semi-classique.

Nous allons étudier dans la proposition suivante quelle est 'influence de ’ac-
tion d’'un opérateur pseudo-différentiel sur un ensemble de concentration semi-
classique d’une famille semi-classique.

Proposition 2.3. Considérons (up)o<n<1 une famille semi-classique de S(R™)
vérifiant,

VieN,3m; €N, |jupl g = O(h™™) lorsque h — 07, (2.35)
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qui se concentre semi-classiquement dans un ensemble compact noté,

FSoo ((un)o<n<i),

et a un symbole appartenant a la classe S((€)™, dx? + d€?) o m € Ry tel qu’il
existe un sous-ensemble fermé A de R?" indépendant du paramétre semi-classique
h tel que,

a(z, €, h) € S(h* (&)™, dx? + d€?) sur l’ensemble A°, (2.36)

i.e. que pour tout N € N et a € N*", il existe une constante hn.o > 0 telle que,

sup |05 cala, & h)(E) ™A™ N| < +oo. (2.37)
(I,g)eAc, 0<h§hN,oc ’
Sous ces hypotheses, la famille semi-classique (a(a:, hé&, h)wuh)o<h<1 se concentre

semi-classiquement dans ’ensemble compact A N FSOO((uh)0<h§1), ce que lon
note,

AN FSoo((“h)O<h§1) = FSs [(a(:c, hé, h)wuh)0<h§1]. (2.38)

Notons en particulier que si l’ensemble de concentration semi-classique,
ANFSoo((un)och<i),
est vide, les estimations suivantes sont vérifiées,

Vi eN, |la(z, h&, h) up| g = O(h™) lorsque h — 0. (2.39)

Preuve. Considérons V' un voisinage ouvert de 1’ensemble compact,
F = ANFSeo((un)o<n<i), (2.40)
et v un symbole de la classe S(1, dz? + d¢?) vérifiant,
suppy C V°. (2.41)
Il s’agit de démontrer que pour tout [ € N,
v (z, h&, h)a(z, h&, ) up|| 1 = O(h™) lorsque h — 0. (2.42)

Comme l'inclusion,

Fcv, (2.43)
induit d’apres (2.40) que,
R¥ = FUF®=V UA“UFSs((un)o<n<1)’
on peut trouver une partition de I'unité subordonnée au recouvrement ouvert de

RQn
R =V U A°UFSo ((un)o<n<1)’
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i.e. trouver des symboles ¢1, @2 et 3 appartenant & la classe S(1, dz? + d¢?) qui
soient indépendants du parametre semi-classique h et vérifient,

V(x7€) € R2n> 901('%'7{) + (,02(1‘,6) + ()03('%"5) =1, (244)

et,
suppp1 C V, suppps C A€ et suppps C FSOO((uh)MhSl)C. (2.45)

Remarquons que d’apres (2.41) et (2.45), on a
P = (p1+ @2 + @3)1h = parh + p31). (2.46)

Comme 'ensemble de concentration semi-classique FS, ((uh)0<h§1) est supposé
compact, il s’ensuit au regard de (2.45) que I'on peut choisir ¢ € C§°(R?") une
fonction telle que,

¢ =1 sur un voisinage ouvert de 'ensemble FSqo ((us)o<n<1) (2.47)

et telle que,
supp¢ N suppyps = 0. (2.48)

On déduit de (2.47) et de la définition 1.2 que,

VI € N,

’(1 — ¢(x, hﬁ))wuhHH, = O(h™) lorsque h — 0%, (2.49)
D’apres (2.46), on peut écrire,
Y(x, h&, h)Ya(z, he, h) up,
= (@3(337 hg)lb(% hga h))wa(xa hé&, h)w¢(x7 hg)wuh
+ (s(x, &) (z, he, h)) alz, hé, h)" (1 — ¢(x, h€)) “up,
+ (2(z, h&)w(z, he, h)) alz, h&, h) up. (2.50)

En utilisant le théoreme de Calderén-Vaillancourt et les résultats classiques de
calcul symbolique qui montrent que,

(i03(x, h&)w(x, he, h)) “alz, he, h)* € Opy (S((E)™, da? + d€?)),

ou Opy/ (S (&)™, dx? + d§2)) désigne la classe des opérateurs pseudo-différentiels
définis en quantification de Weyl semi-classique par un symbole de la classe,

S((&)™, dx® + dg?),

on obtient d’apres (2.49) que pour tout [ € N, il existe une constante C; > 0 telle
que,

H (903(‘T) hf)i/)(.’ﬂ, hg? h))wa’(xv hé? h)w (]- - ¢($a hg))wuhHHl
< Cf[(1 = ¢(w, hE)) “up|| gr+m = O(R*) lorsque h — 0. (2.51)

Constatons ensuite que I'identité (2.48) induit d’apres les résultats classiques de
calcul symbolique rappelés en appendice a la fin de ce manuscript que,

(¢3(x, hE)Y (2, hE, b)) a(z, hE, b)Y ¢(x, h€)™ € Opjl (S(h*°, dz? + d€?)), (2.52)
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et que d’apres (2.36) et (2.45),
(02(, hE)y(w, he, h)) a(z, hé, h)" € Opy (S(h>(€)™, da? + d€?)).  (2.53)

Une nouvelle application du théoréeme de Calderdon-Vaillancourt induit d’apres
(2.35), (2.52) et (2.53) que pour tout [ € N,

H (903(337 hﬁ)w(% hga h))wa(l‘, héa h)wgb(:t, hé-)wuhHHl
= O™ unllgr = O(h™), (2.54)
et,
H (‘:02(1;7 h£)¢($v hg, h))wa(:z:, h¢, h)wuhHHl = O(hOO)HuhHHHm = O(hoo)? (255)

lorsque h — 07. En réunissant les expressions (2.50), (2.51), (2.54), (2.55) et en
utilisant ’'inégalité triangulaire, on en déduit que,

VieN, ||[¢(z,hE, h) a(x, hE, h)Yupll i = O(h),
lorsque h — 0T, ce qui démontre I'identité,

ANFSoo((un)ocn<t) = FSoo [ (alz, he, h)wuh)0<hgl] ,

et termine la démonstration de la proposition 2.3. [J

3. Démonstration du théoréme 1.3.

Commencons cette démonstration du théoreme 1.3 en remarquant qu’il suffit,
quitte & considérer le symbole pg — z a la place du symbole py défini en (1.5) de
démontrer ce théoréme dans le cas ou z = 0. On suppose donc dans tout ce qui
suit que,

z=0. (3.1)

En fait, on peut également se ramener au cas ou la fonction gg qui apparait dans
I'hypothese (1.6) est identiquement égale a 1. En effet, supposons que nous sa-
chions démontrer le théoreme 1.3 dans ce cas particulier. Si on considere I'opéra-
teur pseudo-différentiel,

Q(x,h&, h)Y == P(x,h&, h)Yqo(x, hE)Y, (3.2)

on remarque d’apres les résultats classiques de calcul symbolique rappelés en
appendice a la fin de ce manuscript et (1.5) que son symbole de Weyl semi-
classique Q(x, &, h) admet dans la classe S({(z,£))™, dr?+d¢?) un développement
asymptotique semi-classique de la forme,

+o0
Q(z, &, ) ~ go(z, po(w, &) + Y Qj(x,E)h7, (33)
j=1
ou pour tout j € N*, les fonctions Q;(x,&) désignent des symboles de la classe,

S({(w, )™, da® + de?),
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qui sont indépendants du parametre semi-classique h. Ce symbole G(z, &, h) véri-
fie pour z = 0 les hypotheses (H1) et (H2) de la version faible du théoréme 1.3
que ’on suppose démontrée. Si on applique cette version faible du théoreme 1.3 a
Popérateur pseudo-différentiel (3.2), on peut alors pour tout voisinage ouvert V'
de 'ensemble ([ag, bo]) dans R?" ot (ag, by) est le couple défini en (1.8) et pour
tout N € N trouver une constante hg strictement positive et une famille semi-
classique (up)o<n<n, de S(R™) telles que,

lunll 2@y = 1, V€ N,Imy € N, [lup || gn = O(h™™) lorsque h — 07,
FS((un)o<nzny) €V = FSoo((un)o<nsny) et
| P(x, h&, h)" qo(w, h&)“ unl|L2@mny = O(h™) lorsque h — 0", (3.4)

Si on choisit pour V un voisinage ouvert borné du compact 7([ag, bp]) dans R?"
suffisamment petit, on peut au regard de (1.6) supposer que,

V(z,6) €V, qo(x,€) #0, (3.5)

ce qui induit une propriété d’ellipticité pour le symbole gg sur ’ensemble compact
V dans la classe S(1,dx? + d¢?). On peut donc trouver des symboles Go(z, &, h)
et 7oz, &, h) dans la classe S(1,dz? + d€?) tels que,

qo(, h&, h)“qo(z, h§)"” = I +ro(x, he, h)", (3.6)

et tels que,
ro € S(h™, dz? + d¢?) sur un voisinage ouvert w du compact V, (3.7)
i.e. que pour tout M € N et o € N?", il existe une constante hat,e > 0 telle que,

sup |05 ¢ro(a, &, A~ M| < +oo.
(x,é)Ew, O<h§h]u’a

Comme d’apres (3.4) et (3.7), wN FSOO((uh)0<h§h0) = (), la proposition 2.3 de
la section précédente montre que la famille semi-classique,

(ro(, h&, R)"un)) o _p<pos

se concentre semi-classiquement dans 1’ensemble vide ce qui induit d’apres (2.39)
que,

VI €N, ||ro(z, h&, h)“upl g1 = O(R™) lorsque h — 0. (3.8)
Remarquons ensuite que le théoreme de Calderén-Vaillancourt montre en util-

isant I'inégalité triangulaire, (3.4), (3.6) et (3.8) que,

1= ||Uh||L2(Rn)
< llqo(z, &, h)“ qo(x, hE)“unl| L2mny + lIro(z, RE, ) up || L2 (@n)
= O(llgo(z, h&) up]| 2mny + 1), (3.9)

et que,
VI €N, [lgo(z, h&)“unll g = O(|Junllg) = O(R™™), (3.10)
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lorsque b — 0% avec mp = 0. On déduit de (3.9) et (3.10) qu’il existe des
constantes ¢; > 0, co > 0 et 0 < hg < hyg telles que,

VO<h< ]~10, c1 < qu(x, hﬁ)wuhHLz(Rn) < co. (3.11)
Si on considere maintenant la famille semi-classique (vp)y_j,<j, définie par,

Uh(fE) — QO(:I:’ hg)wuh(x) 7 (312)

 llgo(, hE)upl| p2(rny

on constate que cette famille semi-classique de S(R™) vérifie d’apres (3.4), (3.10),
(3.11) et (3.12),

||'Uh||L2(Rn) =1, VIl e N,dm; € N, ||Uh||Hl = O(hfml), (3.13)
lorsque h — 01 et,
[P (x, h&, h)“vp | L2 mny = O(h™) lorsque h — 0. (3.14)

Comme de plus, la proposition 2.3 montre au regard de (3.4), (3.11) et (3.12)
que’
V= FSOO((”h)0<thO)7

on déduit de (1.3), (3.13) et (3.14) que la version faible du théoréme 1.3 que I'on
a supposé démontrée, induit le résultat du théoreme 1.3 dans toute sa généralité.
Nous allons donc supposer a partir de maintenant que la fonction qg apparais-
sant dans les hypotheses (1.6), (1.7), (1.9), (1.10), (1.11), (1.12) et (1.13), est
identiquement égale a 1,

qo0 = 1. (3.15)

Pour la suite de notre démonstration, nous allons distinguer deux cas.

Premier cas. Le premier cas que nous allons étudier, est celui ot en utilisant
les notations introduites en (1.8), (1.9), (1.10), (1.11), (1.12), (1.13) et (1.19), la
fonction t € [a,b] — Impg (’y(t)) change de signe en passant de valeurs positives
vers des valeurs négatives a un ordre fini ky au point,

to = ag = bg. (316)
Nous qualifions dans la suite ce cas, de cas d'une annulation a un ordre fini.

Deuxiéme cas. Le second cas qui peut se produire, est le cas ou la fonction,

t € [a,b] — Impo (y(¢)),

ne possede en aucun point ty € [a,b] de changement de signe en passant de
valeurs positives vers des valeurs négatives a un ordre qui soit fini. Nous sommes
donc d’apres (1.6) en présence d’un changement de signe qui s’effectue a un ordre
infini. Contrairement au cas précédent, il peut alors se produire que le couple
(ao, bo) défini en (1.8) vérifie ap < by. Nous qualifions dans la suite ce cas, de cas
d’une annulation a un ordre infini.

Commencons par étudier le cas d’une annulation a un ordre fini.
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3.a. Etude du cas d’une annulation 4 un ordre fini.

Considérons V; un voisinage ouvert du point y(tg) dans R?" oi1 ¢ est le point
défini en (3.16). Compte tenu de la propriété de dépendance réguliere par rapport
aux conditions initiales qui est celle du probleme de Cauchy associé au systéme
différentiel,

y'(t) = Hrep (y(t)),

et du fait que dans ce premier cas que nous étudions, nous supposons que la
fonction Impy change de signe en passant de valeurs positives vers des valeurs
négatives au point to sur la courbe bicaractéristique t € [a,b] — v(t) € R?*"®
du symbole Repy définie en (1.6), on peut trouver un voisinage ouvert Vi du
point v(to) dans R?",

~v(to) € Vi C W, (3.17)

tel que sur toute bicaractéristique orientée du symbole Repy passant par un point
de cet ouvert V7, la fonction Impg change de signe en passant de valeurs positives
vers des valeurs négatives dans I'ouvert V. Comme la propriété de dépendance
réguliere par rapport aux conditions initiales évoquée précédemment induit que
l'ordre de tels changements de signe ne peut que diminuer localement, nous sup-
poserons que les ordres de tous ces changements de signe sont inférieurs ou égaux
a ko et nous noterons k l'ordre fini minimal auquel s’effectue ces changements
de signe de valeurs positives vers des valeurs négatives de la fonction Impg le
long des bicaractéristiques orientées du symbole Repg passant par un point de
I'ouvert V;. Considérons ensuite ¢ — I'(t) une bicaractéristique orientée du sym-
bole Repg passant par un point de 'ouvert V7 telle que la fonction ¢ — Impyg (F(t))
change de signe en passant de valeurs positives vers des valeurs négatives a ’ordre
exactement k en t = 0. Cette propriété de minimalité caractéristique de ’ordre &
et la propriété de dépendance réguliere par rapport aux conditions initiales évo-
quée précédemment nous permettent de trouver un voisinage ouvert borné V5 du
point (g, &) := I'(0) dans R?"?,

Va C W, (3.18)

tel que la fonction Impg s’annule une unique fois dans 'ouvert V5 le long de toute
bicaractéristique orientée du symbole Repy passant par un point d’un voisinage
ouvert suffisamment petit du point (zg,&p) et tel que la fonction Impy change
de signe en passant de valeurs positives vers des valeurs négatives a l'ordre
exactement k en ces annulations le long de ces bicaractéristiques orientées du
symbole Repg. Notons que ces hypotheses de changement de signe impose tout
d’abord que,

po(wo, o) =0, (3.19)

et I"imparité de 'entier k. Nous allons également vérifier que 'on a nécessaire-
ment,

HRep, (20, &0) # 0. (3.20)

En effet, si Hrep, (20, &0) = 0, 'unicité au probleme de Cauchy,

{ Y'(t) = Hrep, (y(t))
y(0) = (20, %),
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dont les applications ¢ — I'(t) et t — (x9,&p) sont solutions, induirait que I’ap-
plication t — I'(¢) soit constante au voisinage de 0. Ceci serait contraire a la
propriété de changement de signe de la fonction ¢ — Impg (F(t)) en t = 0 sup-
posée par la construction précédente et démontre I'identité (3.20). Dans le cas ou
Pordre k est strictement supérieur a 1, on peut d’apres (3.19) et (3.20) appliquer
le théoreme 5.2 de la cinquiéme section de cet article pour trouver une fonction
Ae CfF (R2" C) et une transformation symplectique réelle y d’un voisinage ou-
vert du point (0,¢,) dans R?" ol ¢, = (0, ...,0,1) € R” sur un voisinage ouvert
du point (zg, &) dans R?" telles que,

xX(0,2,) = (w0, &), A(zo,&0) # 0 et x*(Apo) = & — izk&,, (3.21)

sur un voisinage ouvert du point (0,e,). Dans le cas ot k = 1, le fait que la
fonction ¢t — Impg (F(t)) change de signe a l'ordre 1 en 0 en passant de valeurs
positives vers des valeurs négatives et que la courbe ¢ — TI'(¢) soit une bicarac-
téristique du symbole Repg induisent que,

d

£<Imp0 (F(t))> ‘t:o = {Repo, Impp }(z¢, &) < 0. (3.22)

On peut dans ce cas d’apres (3.19) et (3.22) appliquer le théoreme 5.5 de la
cinquieme section de cet article pour trouver une fonction A € C§°(R?**,C) et
une transformation symplectique réelle x d’un voisinage ouvert du point (0, &)
dans R?" sur un voisinage ouvert du point (g, &) dans R?" telles que les identités
(3.21) soient vérifiées pour l'entier k¥ = 1. On peut également supposer quitte a
réduire le voisinage ouvert V5 choisi en (3.18) que la derniere identité de (3.21)
soit vérifiée sur le voisinage ouvert x~!(V2) du point (0,¢,) et que,

(@, &) € Va, Alw,€) #0. (3.23)
Considérons maintenant ’opérateur pseudo-différentiel,
q(z, h&, h)Y = Az, h&)“ P(x, hE, h)". (3.24)

Comme la fonction A appartient & 'espace C§°(R??, C), les résultats classiques
de calcul symbolique et (1.5) montrent que le symbole de Weyl semi-classique,

q(x7 g’ h)7

définissant I'opérateur (3.24) appartient & la classe de symboles S(1,dz? + d&¢?)
et admet dans cette classe un développement asymptotique semi-classique de la
forme,

+o0o
Q(xafvh) ~ A(l’,f)po(x,f) +ZQj(x7§)hjv (3'25)

J=1

ot les fonctions g;(z, &) désignent des symboles de la classe S(1,dz? + d¢?) qui
sont indépendants du parametre semi-classique. On peut d’apres (3.21) choisir
une fonction g € C§°(R?", [0, 1]) vérifiant,

suppg C V3 et g = 1 sur un voisinage ouvert de l'ensemble x(W7),  (3.26)
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ou V4 est le voisinage ouvert borné du point (zg,&p) défini en (3.18) et ou Wy
désigne un voisinage ouvert du point (0, &,) contenu dans x~1(V5),

Wy € x H(Wh). (3.27)

On considere ensuite flh, Bh et C’h trois opérateurs de Fourier intégraux semi-
classiques d’ordre 0, proprement supportés et elliptiques. On suppose que I'opéra-
teur de Fourier intégral A, est associé & la sous-variété lagrangienne de R*"
définie localement par le graphe de la transformation symplectique réelle y ! et
que les opérateurs By, et C), sont eux associés A la sous-variété lagrangienne de
R4" définie localement par le graphe de la transformation symplectique réelle .
On peut d’apres une version semi-classique du théoreme d’Egorov (voir section
1.2.2 dans [14]) et (3.26) choisir ces trois opérateurs de Fourier intégraux pour
que les trois points suivants soient vérifiés.
(7 ~ ] N

Vi €N, e {14 ety 1Bl ooy 1Ol ooy } < oo, (3.28)

ou L(H l) désigne 'espace vectoriel normé des opérateurs linéaires bornés sur
'espace de Sobolev H'.

(7i) Le symbole de Weyl semi-classique s(x,&, h) de l'opérateur pseudo-diffé-
rentiel,

s(x, hé, h)Y == Apg(z, hDy)By, (3.29)

ou la notation g(x,hD,) désigne la quantification semi-classique standard du
symbole g(z, &), admet un développement asymptotique semi-classique dans la
classe S(1,dx? + d&?) de la forme,

+oo

Z sj(x, &), (3.30)

=0

ot les fonctions s; sont des symboles de la classe S(1,dz? + d¢?) qui sont in-
dépendants du parametre semi-classique, a support compact tels que pour tout
JeN,

supps; C x*(Va), (3.31)

et tels que,
50 = 1 et s; = 0 pour tout j > 1 sur I'ensemble ouvert Wj. (3.32)

On rappelle que les ensembles V5 et W) sont respectivement définis en (3.18) et
(3.27).

(ii7) Il existe un symbole r1(z,&, h) appartenant a la classe S(1,dz? + d&?) tel
que,

r1 € S(h™, dx? + d¢?) sur un voisinage ouvert V3 du compact Va, (3.33)

(voir (3.7)) et,
ChAp =TI+ ri(z, hE, b)Y, (3.34)
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Sous ces hypotheses, le théoreme d’Egorov montre que 'opérateur pseudo-diffé-
rentiel semi-classique,

G(z, h&, h)" = Apg(x, h, h)" g(z,hDy) By, (3.35)

est défini en quantification de Weyl semi-classique a partir d’un symbole ¢(z, &, h)
appartenant & la classe S(1,dz? + d¢?) qui d’apres (3.21), (3.25) et (3.32) admet
dans cette classe un développement asymptotique semi-classique de la forme,

q(x, €, h) qu (z,€)h (3.36)

ot les fonctions §; désignent des symboles de la classe S(1,dz? + d¢?) qui sont
indépendants du parametre semi-classique tels que,

Go(x, &) = & — i€, sur le voisinage ouvert W, du point (0,e,), (3.37)

car d’apres (3.27) et la remarque précédant (3.23), la derniere identité de (3.21)
est vérifiée sur 'ensemble W7 C x~1(13).

On scinde la démonstration du théoréme 1.3 dans ce cas d’une annulation a un
ordre fini en plusieurs étapes.

Etape 1. Nous allons démontrer dans cette premiere étape que 'on peut trou-
ver deux opérateurs pseudo-différentiels c(z, h&, h)” et d(x,h&, h)" définis en
quantification de Weyl semi-classique par des symboles c(z,&, h) et d(z,&, h)
appartenant a la classe de symboles S(1,dx? + d¢?) qui soient elliptiques sur
un voisinage ouvert du point (0, ;) tels que le symbole de Weyl semi-classique
r(x,&, h) de Popérateur pseudo-différentiel,

r(x, hg, h)" = Gz, h§, h) ez, he, h)" — d(z, hg, h)“qo(x, he)"™, (3.38)

vérifie r(x, &, h) € S(1,dz? + d&?) et tels que pour tout M € N, il existe W un
voisinage ouvert du point (0,¢,) dans R?" tel que,

re S(hM,dz? + de?) sur Pensemble ouvert Wy. (3.39)

Pour ce faire, nous allons chercher ces symboles c(z,£,h) et d(z,&, h) parmis
les symboles de la classe S(1,dz? + d€?) qui admettent dans cette classe un
développement asymptotique semi-classique de la forme,

c(x, &, h) ~ chzngh et d(z,&, h) ~ Zdl:nf (3.40)

7=0

ot les fonctions ¢; et d; sont des symboles de la classe S(1,dz? + dé?) qui sont
indépendants du parametre semi-classique h. La construction de ces opérateurs
pseudo-différentiels c¢(z, h&, h)" et d(x,h&, h)" est analogue a celle donnée lors
de la démonstration que propose L.Hérmander pour obtenir I'identité (26.3.1)
dans la preuve de la proposition 26.3.1 de [12]. Constatons tout d’abord que si les
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symboles ¢ et d vérifient (3.40), les résultats classiques de calcul symbolique et
(3.36) montrent que le symbole de Weyl semi-classique r(z, £, h) de 'opérateur
pseudo-différentiel (3.38) admet un développement asymptotique semi-classique
dans la classe S(1,dz? 4 d¢?) dont le terme principal est égal a,

Go(z, &) (co(x,&) — do(,€)). (3.41)
Pour annuler ce terme, il suffit de choisir les symboles ¢y et dy tels que,
co = d(). (3.42)

Notons ensuite que si I'identité (3.42) est vérifiée, le terme d’ordre h dans développe-
ment asymptotique semi-classique du symbole r(z, &, h) s’annule si,

Go(c1 —dy) — ’L'{(jo, C()} + g1co = 0. (3.43)
En utilisant I'identité (3.37), on peut écrire cette équation (3.43) sous la forme,

0 0 -
_Z<8xl 29518 + ikt~ 1§na£ )Co+Q1Co

+ (& —iaf&)(cr —di) =0, (3.44)

sur le voisinage ouvert W; du point (0,&,). Il est important de souligner qu’il
n’y a pas de dépendance de ’équation (3.44) par rapport au parametre semi-
classique puisque les symboles cg, ¢1, d1 et ¢; sont supposés indépendants de ce
parametre. Nous allons choisir maintenant un symbole ¢y vérifiant,

i Oj . 0 .k 0 k 1 ~ —
Vi eN, a—ﬂ <Z<0331 — iy = . + ikx fn % )co +qlco) =0, (3.45)

siz; = 0etsi (2;€) appartient & un voisinage ouvert du point (0'; €,,) dans R?7~!
ou ' = (zg,...,x,) et x = (x1,2'). Il s’agit de trouver une fonction ¢ résolvant
les équations suivantes,

J j—1
=1k =1, 20,056 + - (Gie)(0,26) =0, (3.46)
oz} oz}
8k60 Jdcy k-1
4 | ’- =
ik O T RE G 0256 + Sh (Be) 0,256 =0, (347)
aj+160 8j—k+100
Vi >k, —i——2(0,2";€) — kl——— (0, 2;
52 by ity 0,75 = K 0.2
aj—k+2cO 8j
+ Rl ——— 0 (0,2 6) + ——(G1c0)(0,2';€) = 0, (3.48
6 5T g, 050 + 5 @) 0,50) (3.48)

sur un voisinage ouvert du point (0’;&,,). Si on impose & la fonction ¢y de vérifier,

co(0,2;€) =1, (3.49)
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sur un voisinage ouvert de (0'; &), ceci induit que le systéme d’équations (3.46),
(3.47) et (3.48) détermine entierement au regard de (3.49) les quantités,

800

ot —(0,2;), (3.50)

pour tout j € N* et (2/;¢) appartenant & un voisinage ouvert du point (0/;¢&,)
puisque le symbole ¢; est une donnée définie en (3.36). On peut alors utiliser le
théoréme de Borel (Théoréme 1.2.6 dans [12]) pour exhiber ¢y € C§°(R??, C) une
fonction vérifiant,

co(0,2';€) = 1 sur un voisinage ouvert du point (0';&,,), (3.51)

et ayant pour tout j € N* des dérivées partielles d’ordre j par rapport a la
variable 1 en x1 = 0 égales aux quantités prescrites par (3.50) sur un voisi-
nage ouvert du point (0;&,). Cette fonction ¢q est alors solution des équations
(3.46), (3.47) et (3.48) sur un voisinage ouvert du point (0';&,), et donc aussi des
équations (3.45) sur un voisinage ouvert du point (0';&,). En utilisant que ces
équations (3.45) sont satisfaites, on en déduit que le quotient R; de la fonction,

0 0 k 1
—1i izk + itkx )c +qic
(8.7/'1 149 8 gn (S 0 Q1 07
par la fonction,

El - 7'1',166717
se prolonge en une fonction C*° sur un voisinage ouvert du point (0,&,). En
reprenant le développement asymptotique semi-classique du symbole r(z, &, h),
on écrit ensuite ’équation relative & ’annulation du terme d’ordre h? en utilisant
d’apres (3.44) 'identité, .

dy —c1 = Ry,

vérifiée sur un voisinage ouvert du point (0,&,) pour éliminer le symbole in-

connu d; de cette équation d’annulation du terme d’ordre h? qui devient ainsi
une équation inhomogene de la forme (3.43) pour le symbole inconnu c;,

do(c2 — d2) —i{go,c1} + q1c1 = Ex, (3.52)

sur un voisinage ouvert du point (0,&,), ou Z; désigne une fonction entierement
déterminée par les symboles déja connus cg, do, Go, G1, o et Ri. En utilisant
I'identité (3.37), on peut écrire cette équation (3.52) sous la forme,

—1 — ik + ’Lk‘x f c1+qc— =
9 1 9 n 95 1 1€1 1
+ (51 'Lmllggn)(CQ d2) - 07 (3-53)

sur un voisinage ouvert du point (0,&,). On peut alors de la méme maniere que
précédemment choisir une fonction ¢; € C$°(R?", C) vérifiant ¢1(0,2';§) = 1 sur
un voisinage ouvert du point (0';¢,) telle que le quotient Ry de la fonction,

0 0
—i(({m—ixlf%+ikx §n §>cl+q~1cl—51,
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par la fonction,
& — izkén,

se prolonge en une fonction C'°° sur un voisinage ouvert du point (0,e,). Con-
sidérons ensuite ’équation suivante,

d2 — Cy = RQ, (3.54)

sur un voisinage ouvert du point (0,e,). Cette équation (3.54) permet si on
écrit maintenant 1’équation relative & I’annulation du terme d’ordre h® dans
le développement asymptotique semi-classique du symbole r(z,£, h) d’éliminer
de cette équation le symbole inconnu ds qui devient a nouveau une équation
inhomogene de la forme (3.52) pour le symbole inconnu ¢; dont le second membre
Zo est une fonction entierement déterminée par les fonctions déja connues qo, q1,
q2, 43, Co, do, c1, d1, Ry et Ry,

do(cs —dg) —i{do, c2} + Gica = Ea.

On peut alors résoudre de la méme maniere que précédemment cette équation et
itérer cette construction a tout ordre. On en déduit que l'on peut pour tout j € N
trouver des fonctions ¢; et d; appartenant a ’espace Cgo(Rzn, C), indépendantes
du parametre semi-classique telles que d’apres (3.42) et (3.51),

c0(0,2";8) = do(0,2;¢) = 1, (3.55)

sur un voisinage ouvert du point (0';e,,) et telles que si on considere deux sym-
boles ¢(xz,&, h) et d(z,&, h) qui sont des resommations dans la classe,

S(1,dz? 4 de?),

des développements asymptotiques (3.40) alors le symbole de Weyl semi-classique
r(x,&, h) de Popérateur pseudo-différentiel (3.38) appartient a la classe,

S(1,dz? + d€?),

et vérifie (3.39). On déduit de (3.40) et (3.55) qu’il existe un voisinage ouvert
W5 du point (0,,) tel que les symboles,

c(z, &, h) et d(z,&, h) soient elliptiques dans la classe S(1,dz? + d¢?)

sur 'ensemble ouvert Ws. (3.56)

Etape 2. Considérons maintenant un entier,
M e N, (3.57)

et un parametre ¢ > 0 tel que l'ensemble F¢ défini en (2.1) & la proposition 2.1
soit contenu dans le voisinage ouvert W1 N Wy, du point (0, &,,),

F. C WiN Wy, (3.58)
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ott W1 et Wy sont les voisinages ouverts du point (0,&,) choisis respectivement
en (3.26) et (3.39). On choisit également v une fonction C§°(R?") telle que,

suppy) C Wi N Wiy et ¢ =1, (3.59)

sur un voisinage ouvert du compact F;. Considérons ensuite (up)o<n<1 la famille
semi-classique de S(R™) vérifiant,

H’U,hHLQ(Rn) =1, Vle N,dm; € N, HuhHHz = O(h_ml), (3.60)
lorsque h — 0,
(D1 —iz§ Dy)up, = 0 et F. = FSoo ((un)o<n<i), (3.61)

construite & la proposition 2.1. Si nous écrivons la décomposition suivante,

r(x, h&, h) up = (¢(w, h&)r(x, hE, h))wuh
+ (1= (x, he))r(z, hé, b)) “un, (3.62)

on remarque tout d’abord que d’apres (3.59), (3.61) et la définition 1.2, on a
VI eN, |[((1 = (x, hE))r(z, he, b)) “up| ;o = O(h™), (3.63)
lorsque h — 07. Constatons ensuite que d’apres (3.39) et (3.59),
G(x,&)r(z, &, h) € S(WM, da® + dg?),
ce qui induit en vertu du théoreme de Calderén-Vaillancourt et (3.60) que,
(¥ (@, he)r(w, hE, b)) “un 1o gy = O(RM), (3.64)

lorsque A — 07. On déduit alors de (3.62), (3.63), (3.64) et de I'inégalité trian-
gulaire que,

7 (2, hE, h)up || L2 (mny = O(hM) lorsque h — 0V, (3.65)
Nous allons maintenant démontrer que,
Vi €N, ||ldo(z, h&)“un| g = O(h*) lorsque h — 0. (3.66)

Pour ce faire, on peut en utilisant (3.37) et (3.59) commencer par écrire que,

go(x, h&)™
= [¢(x, h€)do(x, he)]" + [(1 — ¥(x, h€))do(x, hE)]"
= [¥(x, he)(h&y —ixth&n)]” + [(1 = o (x, he))do(x, hE)]”, (3.67)

et remarquer que les identités (3.59) et (3.61) induisent que,
Vi eN, ||[(1—v(x, hE))do(x, h)] “un|| ;o = O(h™) lorsque h — 0F.  (3.68)

En utilisant ensuite les résultats classiques de calcul symbolique qui donnent le
développement asymptotique semi-classique du symbole de Weyl semi-classique
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d’un opérateur pseudo-différentiel obtenu comme composition de deux opérateurs
pseudo-différentiels, on peut d’apres (3.59) trouver pour tout N € N des symboles
r(z,&, h) et P (z, &, h) appartenant & la classe S(1,dx? + d&2) tels que,

[0, he)(hér — iakhe,)]” = o (x, he) (héy — izkhen)" + ra(a, hE, h)"
+ BN Fn (o, hE, B)Y, (3.69)

et tels que comme ¥ = 1 sur un voisinage ouvert du compact F;, on ait
T‘N(CU, 55 h) = 07 (370)

sur un voisinage ouvert de I’ensemble compact F., indépendant du parametre
semi-classique. On déduit des identités (3.61) et (3.70) que,

VI €N, |rn(z, hé, ) up| g = O(h™) lorsque h — 0. (3.71)

En utilisant maintenant le théoreme de Calderdn-Vaillancourt et (3.60), on ob-
tient que pour tout [ € N,

17 (2, 1, h)“unll e = O(|lunl i) = O(h™™) lorsque h — 07,

ce qui induit en utilisant I'inégalité triangulaire, (3.61), (3.69) et (3.71) que pour
tout N € Netl e N,

| [#(z, he) (h&1 — ix§hén)] “un| ;i = O(RN ™) lorsque h — 0%, (3.72)

car (h& — izhhé,)” = (hDy — izbhD,,). En utilisant I'inégalité triangulaire et
(3.67), on obtient d’apres (3.68) et (3.72), 'estimation (3.66). Comme le symbole
d(x,&, h) construit & I’étape précédente appartient & la classe S(1, dz?+dg?), cette
estimation (3.66) induit d’apres le théoréme de Calderén-Vaillancourt que,

Vi €N, ||d(x, h&, h)Ydo(z, hé)“up|| ;1 = O(R™) lorsque h — 0T, (3.73)
ce qui en utilisant (3.38), (3.65) et I'inégalité triangulaire montre que,
1G(x, hE, h)"e(x, hE, h) up || 2 @mn) = O(hM) lorsque h — 0. (3.74)
Nous venons de démontrer dans cette seconde étape le résultat suivant.

Lemme 3.1. Pour tout M € N, il existe une constante €p;y > 0 telle que
pour tout 0 < € < epr, on puisse trouver une famille semi-classique (up)o<n<i
de S(R™) telle que,
[unlr2@mny =1, VI € N,3my € N, |lup||gn = O(R™™),
Fe = FSOO((uh)0<h§1), (375)
et,
Hg(x7 hg, h’)wc(x7 hg, h)wuhHLQ(R”) = O(hM)a (376)

lorsque h — 0% ou F. est I'ensemble défini en (2.1) a la proposition 2.1, ot
G(x, h&, h)Y est opérateur pseudo-différentiel défini en (3.35) et ot c(x, h&, h)¥
est lopérateur pseudo-différentiel construit a ’étape 1.
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Etape 3. Nous allons dans cette troisieme étape démontrer le lemme suivant.

Lemme 3.2. Pour tout M € N, il existe une constante p; > 0 telle que pour
tout 0 < € < €)1, on puisse trouver une constante hg > 0 et une famille semi-
classique (up)o<n<n, de fonctions C3°(R™) supportées dans un méme compact K
telles que,

HuhHL2(Rn) =1, VIl e N,dm; € N, HuhHHl = O(h_ml), (3.77)

X(F:) = FSeo ((un)o<nzno) et lla(x, hé, h) un| 2(any = O(W™M), (3.78)

lorsque h — 07 ot F. est l’ensemble défini en (2.1) a la proposition 2.1, x est la
transformation symplectique réelle définie en (3.21) et q(x, h&, h)™ est 'opérateur
pseudo-différentiel défini en (3.24).

Preuve du lemme 3.2. Commencons par utiliser la propriété d’ellipticité dans la
classe S(1,dx? + d¢?) du symbole c(z, &, h) sur le voisinage ouvert Wa du point
(0,ey,) donnée par (3.56). Cette propriété d’ellipticité nous permet de trouver
deux symboles & et Ry dans la classe S(1,dz? + d¢?) tels que,

é(x,h&, h)e(x, hE, h)Y =1+ Ry(xz,h&, h)Y, (3.79)

et,
Ry € S(h™, dx* + d&?) sur I'ensemble ouvert Wh. (3.80)

Considérons un entier M € N. Le lemme 3.1 nous permet de trouver une con-
stante ej7 > 0 telle que pour tout 0 < € < ey, 'ensemble compact F; défini en
(2.1) vérifie,

F. Cc Wi N W, (3.81)

ou W7 et Wy sont les voisinages ouverts du point (0, €,,) définis respectivement en
(3.26) et (3.56), et telle que pour tout 0 < & < )7, on puisse trouver une famille
semi-classique (up)o<n<i de S(R™) vérifiant (3.75) et (3.76). Considérons donc
un parametre 0 < € < ey et (up)o<n<1 la famille semi-classique associée. Com-
mengons par remarquer que la proposition 2.3 montre au regard (3.75), (3.80)
et (3.81) que l'ensemble WS N F. = ) est un ensemble de concentration semi-
classique pour la famille semi-classique (R1 (z, h¢, h)“’uh) ce qui induit en
particulier que,

0<h<1?

Vi €N, ||Ry(z, h&, h)upl|g: = O(h™) lorsque h — 0. (3.82)

Comme les symboles ¢ et & appartiennent a la classe S(1,dz? + d¢?), on déduit
du théoreme de Calderdn-Vaillancourt, 'inégalité triangulaire, (3.75), (3.79) et
(3.82) qu'il existe une constante C' > 0 telle que pour tout 0 < h < 1,

L= |lunll 2@
< ||5(:U, h&, h)wc(x, h&, h)wuh||L2(R”) + HRl (x7 hg, h)wuhHLz(R")
< Clle(z, h&, h)upl| p2®ny + O(R™), (3.83)

et,
le(z, he, ) up | L2@ny < C. (3.84)
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On déduit des estimations (3.83) et (3.84) qu’il existe des constantes ¢; > 0,
ca > 0et 0 < hg <1 telles que,

VO<h<hg 1 < ”C($,hf, h)“’uhHLz(Rn) < co. (3.85)
Comme d’apres le théoreme de Calderdn-Vaillancourt, (3.40) et (3.75),
VLEN, [le(z, hé, b unllm = O(lunllgn) = O™),  (3.86)

lorsque h — 07T, on obtient en renormalisant en norme L? la famille semi-
classique (c(gc, hé, h)wuh)0<h<h0, ce qui est licite d’apres (3.85), une famille semi-
classique (vp)o<n<h, de S(R™),

c(x, hé, h)Pup(x)

VO0<h<hgy, vp(x):= , 3.87
0 oh() [e(z, hE, h)“up| L2 @) (3.87)
qui vérifie d’apres (3.35), (3.76), (3.85), (3.86) et (3.87),

||vhHL2(R”) =1, VleN,dm; € N, ”UhHHl = O(himl), (388)

lorsque h — 0% et,
| Ang(x, hé, h) P g(x, th)Bh'UhHLZ(Rn) = O(hM) lorsque h — 0. (3.89)

Remarquons également que d’apres la proposition 2.3, (3.75), (3.85) et (3.87), la
famille semi-classique (vp,)o<n<n, Se concentre semi-classiquement dans ’ensem-
ble compact Fy,

F. = FSoo ((vn)o<h<hy) - (3.90)
Considérons ensuite s(z, &, h) le symbole de Weyl semi-classique de 1'opérateur
pseudo-différentiel (3.29). D’apres (3.30) et (3.32), ce symbole s est elliptique
dans la classe S(1,dz? 4 d¢?) sur I’ensemble ouvert Wi. Cette propriété d’el-
lipticité nous permet de trouver deux symboles Sy (z,§, h) et So(x, &, h) dans la
classe S(1,dx? 4 d€?) tels que,

Si(z,h&, h)Ys(z, hE, h)Y = I + So(x, hE, h)Y, (3.91)
et,
Sy € S(h™®,dz? 4 d&?) sur Pensemble ouvert W7. (3.92)
On en déduit en utilisant le théoreme de Calderdn-Vaillancourt, I'inégalité tri-
angulaire, (3.28), (3.29), (3.88) et (3.91) que,
1 = [JvpllL2(mmy
< ||S1(x, he, h)" Apg(a, hDz) Byopl| peeny + [1S2(x, hE, h)“vp| L2 ey
= O(||[Ang(z, hDg) Byop| p2rny) + [[S2(2, h&, h) vpl| 2 ()
= O(||g(a;, th)Bhvth(Rn)) + ”Sg(x, hf, h)wvhHLz(Rn). (393)
Remarquons que la proposition 2.3 montre au regard de (3.81), (3.88), (3.90)
et (3.92) que l'ensemble W{ N F. = ) est un ensemble de concentration semi-

classique pour la famille semi-classique (Sg (x, hE, h)wvh) ce qui induit en

. . 0<h<hgp’
particulier que,

1S2(, hE, h)“vpl 2(rny = O(h™) lorsque h — 07. (3.94)
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Comme d’apres le théoreme de Calderén-Vaillancourt, (3.26), (3.28) et (3.88),
on a

llg(x, th)Bh'UhHLZ(Rn) = O(1) lorsque h — 0T, (3.95)
on en déduit d’apres (3.93), (3.94) et (3.95) que l'on peut choisir des constantes

¢1>0,¢>0et 0< hy < hg telles que,
V0 <h<ho, 0<é < |g(x, hDy)Brvpl p2n) < &2 < +oo. (3.96)

Constatons aussi que d’apres le théoreme de Calderdn-Vaillancourt, (3.26), (3.28)
et (3.88), on a

VieN, |lg(z, hDy)Byop| gzt = O(h™™) lorsque h — 07. (3.97)

Si on considére & présent la famille semi-classique (0p)qp,<j, de S(R") définie
par,

in(z) = —9(@:hDe) Brun(@)

- ) , (3.98)
lg(x, hDy) Bronl| L2

ce qui est licite d’apres (3.96), cette famille semi-classique vérifie d’apres (3.89),
(3.96), (3.97) et (3.98),

||17h||L2(Rn) =1, Vie N,3m; € N, ||op||p = O(R™™), (3.99)
lorsque h — 07 et,
| Anq(a, hE, k)" Op| 2@y = O(R™M) lorsque h — 0% (3.100)

Remarquons que d’apres (3.26) et (3.98), cette famille semi-classique (05)gp,<j,
est supportée dans un méme compact K. Nous allons maintenant démontrer
que la famille semi-classique (2), <h<h, S€ concentre semi-classiquement dans
Pensemble x(F%),

X(F2) = FSoo ((0n)gcn<iy)- (3.101)

Pour ce faire, considérons ) un symbole appartenant & la classe S(1, dz? + d¢?)
et vérifiant,

1 = 0 sur un voisinage ouvert de l’ensemble x(F%). (3.102)

Le théoreme d’Egorov et I'identité (3.102) montrent au regard de (3.29), (3.30),
(3.32) et (3.81) que le symbole de Weyl semi-classique t(z,&, h) de 'opérateur
pseudo-différentiel,

t(w, h&, h)"” = Apip(x, he, h) ¥ g(w, hDy) Bn, (3.103)
appartient & la classe S(1,dz? + d&?) et vérifie,
t € S(h™,dz? 4 d&?) sur un voisinage ouvert de 1’ensemble F.. (3.104)

La proposition 2.3 montre ensuite au regard de (3.88), (3.90) et (3.104) que la
famille semi-classique,

(t(. hE B “0h) o pcy
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se concentre semi-classiquement dans I’ensemble vide ce qui induit en particulier
que,
VieN, |[t(x, hE, h) v g = O(R™),

lorsque h — 07, i.e. d’apres (3.103),
VieN, |[App(z, he, ) g(x, hDy) Brop|| gt = O(R%), (3.105)

lorsque h — 07. Si on utilise maintenant le théoréme de Calderén-Vaillancourt,
I'inégalité triangulaire, (3.28), (3.34) et (3.105), on obtient que pour tout [ € N,
|W)($, hga h)wg(l:ﬂ th)BhUhHHl
< ||ChAntp(x, hE, ) g(x, hD.) Byv|| g
+ |71 (w, e, h) (2, hE, B) g(2, hDy) Byop| g
= O(||Ant(x, h&, h)* g(w, hDy) Byon|| 1)
+ lry (@, he, h) o (x, he, h)* g(w, hDa) Byon|
= O(h™) + ||r1(x, h&, )" (x, &, h)“g(x, hDy) By - (3.106)
Si on remarque ensuite que (3.26) et (3.33) montrent que l'opérateur pseudo-

différentiel,
1 ($7 hga h)w¢(mv hf, h)wg(xa hD:E)v

appartient a la classe Op}’ (S (h°, dx? + d¢ 2)) des opérateurs pseudo-différentiels
définis en quantification de Weyl semi-classique par un symbole de classe,

S(h%°, da? + de?),

on obtient en utilisant le théoreme de Calderén-Vaillancourt, (3.28) et (3.88)
que,

VIEN, |lri(z, h&, h)“¢(z, hé, h)g(x, hDy) Byog|| g
= O(h*™|| Bron| 1)
= O(h™), (3.107)

lorsque h — 07. On déduit alors de (3.106) et (3.107) que,
Vi e N, |[¢(z, hé, h) Y g(z, hDy)Byuy|| gt = O(R%°) lorsque h — 07,

ce qui d’apres (3.96) et (3.98) démontre (3.101). Il reste maintenant pour terminer
la démonstration du lemme 3.2 & démontrer que,

lq(x, hE, h)"Op| L2 @mny = O(hM) lorsque h — 0. (3.108)

Pour ce faire, remarquons tout d’abord que la proposition 2.3 montre au regard
de (3.99) et (3.101) que,

FSoo((Q(xa h€7 h)wﬁh)0<h§ﬁo) C FSoo((ﬁh)0<h§B0) = X(Fa)' (3'109)

164



3.2. Un résultat général d’existence de pseudo-spectre.

Comme le symbole de Weyl semi-classique ¢ de 'opérateur pseudo-différentiel
(3.24) appartient & la classe S(1, dx?+d¢&?), le théoreme de Calderén-Vaillancourt
montre d’apres (3.99) que,

Vi eN,3Im €N, |lqlz, h&, W) Tyl = O(h™™),

lorsque h — 0T, ce qui nous permet d’appliquer & nouveau la proposition 2.3 au
regard de (3.33) pour obtenir que la famille semi-classique,

(7‘1 (@, h&, 1) q(z, he, h)wﬁh)khg,;o,
se concentre semi-classiquement dans ’ensemble,
Vi NFSoc((a(@, h&, 1) Tn)op<try)
qui est vide car d’apres (3.27), (3.33), (3.81) et (3.109), on a
Vs NFSoo ((a(, hE, h)"0h)gpahy) Vs Nx(FL) C V5 N x(Wh) = 0.
On en déduit en particulier que,
Vi €N, ||ri(z, h&, h)q(z, h&, h)Yp| 1 = O(h™) lorsque h — 07, (3.110)
Comme de plus d’apres (3.28) et (3.100), on a
1Ch Ang(a, h&, h) O L2 my = O (|| Ana(x, hE, B)“Tnl| L2 (my) = O(RM),
lorsque h — 07, on déduit de I'inégalité triangulaire, (3.34) et (3.110) que,
lae, h, h)*Bnll ey < [IChAng(w, hE, h)" nll 2y
+ [lr1 (@, k&, ) q(w, h, h)n | L2y = O(RM), (3.111)

lorsque h — 07, ce qui démontre (3.108) et termine la démonstration du lemme
3.2.0

Etape 4. Nous allons dans cette derniere étape terminer la démonstration du
théoreme 1.3 dans le cas d’une annulation a un ordre fini que nous étudions depuis
le début de la section 3.a. Pour ce faire, considérons V un voisinage ouvert du
point y(ag) = v(bp) et un entier N € N. Comme d’apres (3.16), to = ag = bg, on
peut choisir le voisinage ouvert borné Vy du point y(¢g) dans R?" déterminé au
début du paragraphe 3.a (cf. (3.17)), suffisamment petit pour que,

Vo C V. (3.112)

On déduit alors de (3.18), (3.21) et du lemme 3.2 que l'on peut trouver une
constante hy > 0 et une famille semi-classique (up)o<n<pn, de fonctions C§°(R?™)
a support dans un méme compact K,

V0 < h < hg, suppup, C K, (3.113)
telles que,

Huh”L2(Rn) =1, Vie N,dm; € N, HuhHHz = O(himl), (3.114)
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FSeo (un)ocnzns) C Vo et (e, he, ) upll 2y = ORY),  (3.115)

lorsque h — 07. On obtient d’apres (1.3), (3.18), (3.112) et (3.115) que I’ensem-
ble V est également un ensemble de concentration semi-classique pour la famille

(un)o<n<n, €t que, B
FS((Uh)O<h§ho) cV.

Il suffit donc pour terminer la démonstration du théoreme 1.3 dans le cas d’une
annulation a un ordre fini de démontrer que,

|P (2, h&, h)up| f2mn) = O(hY) lorsque h — 07 (3.116)

Constatons tout d’abord que la propriété d’ellipticité dans la classe S(1, dx?+d¢?)
sur I'ensemble ouvert V2 du symbole A(z,&) donnée par (3.23) nous permet de
trouver des symboles A(z,&,h) et Ro(x, &, h) appartenant a la classe,

S(1,dz? + de?),

tels que, .
A(z, h&, h) Az, hE)"Y = I + Ra(x,h&, )", (3.117)

et,
Ry € S(h*°, dx? + d¢?) sur 'ensemble ouvert Va. (3.118)

Si on utilise le théoreme de Calderén-Vaillancourt, I'inégalité triangulaire et
(3.117), on obtient d’apres (3.24) qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que,

1P, hE, h)“un| p2rn)
< || A(z, hE, k)" A(x, he)” P(x, he, k) up | r2(zn)
+ | Ro (2, hE, h)* P2, hE, h) " up || 2 (mny
< cl| Az, he)” P(a, h&, h)"up 2 (rny + | Ra(a, h&, h)"“ P (x, he, h) up| p2(rn)
=cllq(@, h&, h)"“up || 2(ny + | Ra(a, h&, h)" P(x, he, k) up|| 12 (mn). (3.119)

Pour continuer, nous allons démontrer le lemme suivant.

Lemme 3.3. On a l’estimation,

| Ra(, h§, b)Y P(z, h§, h) up|| p2mny = O(h>°) lorsque h — 0t. (3.120)

Preuve du lemme 3.3. Commengons par choisir ¢; et ¢o deux fonctions C§°(R?™)
telles que,

¢1 = 1 sur un voisinage ouvert de suppgpy et ¢o = 1 sur V3, (3.121)

ou V3 est le voisinage ouvert borné du point (xg,&p) défini en (3.18). On peut
écrire la décomposition suivante,

Ro(x, h&, h)Y P(z, h&, h)Yup, = Ra(x, hE, h) 1 (x, hDy)P(z, hE, h) up+
Ro(x, hé, h)® (I — 1 (2, hD,)) Pz, he, h) up.  (3.122)
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Remarquons tout d’abord que le fait que ¢; € C§°(R?") montre d’apres (1.5)
que,
¢1(z, hDy)P(z, hé, h)" € Opj (S(1,dz® + d€?)), (3.123)

ce qui induit d’aprés (3.118) que le symbole de Weyl semi-classique Ry(z, &, h)
de l'opérateur pseudo-différentiel,

Ralw, hé, b)Y := Ro(x, hé, h) 1 (w, hDy) P, he, b)Y, (3.124)
appartient & la classe S(1,dz? + d&?) et vérifie,
Ry € S(h™®,dx? + d€?) sur I'ensemble ouvert Vs. (3.125)

Comme 'ensemble ouvert V5 est borné, on peut appliquer au regard de (3.114),
(3.115) et (3.125) la proposition 2.3 pour montrer que la famille semi-classique
(R4(a:, hé&, h)“’uh)o <h<hg S€ concentre semi-classiquement dans ’ensemble,

VQC NFSe ((uh)0<h§ho) )

qui d’apres (3.115) est égal a I’ensemble vide. Ceci induit en particulier d’apres
(3.124) que,

| Ra(w, h&, )" ¢1(x, hDy) Pz, h§, k) upl| p2@ny = O(h™), (3.126)
lorsque h — 07. Considérons ensuite la décomposition,

Ro(z, hé, h)" (I — ¢1(x, hDy)) Pz, h&, h)®
= Ry(z,h&, h)" (I — ¢1(z, hDy)) P(x, hé, h)* ¢2(x, hDy)
+ Ro(a, h&, 1) (I — ¢1(2,hDy)) P(w, h&, h)" (I — ¢o(w,hDy)).  (3.127)

Comme la fonction ¢2 est a support compact et que d’apres (3.121),
supp¢z Nsupp(l — ¢1) = 0,
le symbole de Weyl semi-classique de 1'opérateur pseudo-différentiel,
Ro(x, h& )Y (I — ¢1(x, th))P(x, h&, h) Y pa(z, hDy,),

appartient & la classe S(h*°, dz? + d¢?), ce qui d’apres le théoreme de Calderén-
Vaillancourt et (3.114) induit que,

| Ra(, hé, )" (I — ¢1(z, hDy)) P(a, he, h)“ da(z, hDy)up|| 2 (n)
= 0(h*™), (3.128)

lorsque h — 0F. Comme la fonction ¢y choisie en (3.121) est a support compact,
on peut d’apres (3.113) choisir une fonction ¢3 € C5°(R™) telle que,

V0 <h<hgVreR",
¢3(z) (I — ¢2(z, hDy))up(z) = (I — ¢o(z, hDy))up(z). (3.129)
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Considérons Rs(x, &, h) le symbole de Weyl semi-classique de I'opérateur pseudo-
différentiel,

Rs(x,h&, h)Y := Ra(x, hE, h)w(I — ¢1(x, th))
P(z,h&, h) " ¢3(z) (I — ¢a(z,hDy)). (3.130)
Comme d’apres (1.5), P € S({(z,&))™, dz? + d¢?) et que la fonction ¢3(z) est &
support compact, on en déduit d’apres les résultats de calcul symbolique rappelés

en appendice & la fin de ce manuscript et (3.118) que ce symbole Rj5 appartient
a la classe S({(€)™, dz? + d€?) et que,

Rs € S(h™®(6)™, da® 4 d&€?) sur 'ensemble ouvert Va. (3.131)

On peut alors au regard de (3.114), (3.115) et (3.131) appliquer la proposition 2.3

pour démontrer que la famille semi-classique (R5(a?, hé&, h)wuh)o <h<h, S€ COncen-

tre semi-classiquement dans ’ensemble Vi NFS. ((uh)0<h§h0) = (), ce qui induit
en particulier en utilisant (3.129) et (3.130) que,

||R2($, hf, h)w (I — gbl (ZE, hDI))P(l‘, h&, h)w (I — ¢2(:L’, th))uhHL2(Rn)
= ||Ra(x, hE, h)w(I — (bl(x,hDgC))P(x,hf,h)wm(x)(I — ¢2(a:,hD$))uhHL2(Rn)
= O(h*) lorsque h — 0%, (3.132)

Enfin en utilisant 'inégalité triangulaire, les identités (3.122), (3.127) et les esti-
mations (3.126), (3.128), (3.132), on obtient (3.120). Ceci termine la démonstra-
tion du lemme 3.3. [

Finalement en reprenant 'estimation (3.119), on obtient en utilisant (3.115) et
le lemme 3.3 que,

[P (x, h&, h) un| 2y = O(h™) lorsque h — 07T,

ce qui comme nous ’avions annoncé précédemment, termine la démonstration
du théoreme 1.3 dans le cas d’une annulation a un ordre fini.

3.b. Etude du cas d’une annulation 4 un ordre infini.

Commencons 1’étude de ce second cas en rappelant que les réductions initiales
(3.1) et (3.15) nous permettent de supposer que z = 0 et que la fonction g
apparaissant dans les identités (1.6), (1.7), (1.9), (1.10), (1.11), (1.12) et (1.13),
est la fonction identiquement égale a 1. Nous allons recourir au lemme suivant.

Lemme 3.4. On peut trouver un couple de points (a1,b1) de R? arbitrairement
proche du couple (ag,by) défini en (1.8) vérifiant,

a<a; <b <b,
tel que la courbe bicaractéristique t € [ay,b1] — ~(t) définie en (1.6) soit injective,
Impo(v(a1)) > 0 > Tmpo (v(b1)), (3.133)
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et tel que si ag < by,
a<ar <ag< bo < by <b. (3.134)

Preuve du lemme 3.4. Remarquons tout d’abord que,

HRepo (V(bO)) 7£ 0. (3'135)

En effet, si on avait Hgep, (’y(bo)) = 0, 'unicité au probleme de Cauchy,

y/(t) = HRep, (y(t))
{ y(bo) = (o), (3.136)

dont sont solutions les applications t € [a,b] — ~(t) et t € R — v(by) induirait
que la courbe bicaractéristique y soit constante, ce qui contredirait ’estimation
(1.6). Ceci démontre (3.135) et induit que,

Y (bo) = Hpepo (7(bo)) # 0. (3.137)

Considérons le cas ou ag = bg. Dans ce cas, I'identité (3.137) montre que 1’appli-
cation t — 7(¢) est injective au voisinage du point ag = by, ce qui nous permet
d’aprés (1.13) de trouver un couple (a1, b) de R? arbitrairement proche du couple
(ag, bo) vérifiant a < a3 < by < b et (3.133) tel que 'application,

te [alvbl] = ’Y(t)7

soit injective. Ceci démontre le lemme 3.4 dans le cas ou ag = by. Supposons
maintenant que ag < byg. Remarquons que d’apres (1.11), on a

Vt € [ag, bo], Tmpo(y(t)) = 0. (3.138)

Comme dans le cas que nous étudions Ly = by — ag > 0, on en déduit d’apres
(1.7), (1.9) et (1.10) qu’il existe a € [a, ap| et b €]bg, b] tels que,

Vt € [a, ao), Impo(y(t)) >0 et V¢ € [b, b], Tmpy (v(®)) <o0. (3.139)
En effet d’apres (1.9) et (1.10), on peut trouver a € [a, ag| et b €]by, b] tels que,
ag — Lo/2 < @ < ag, by < b < by + Lo/2, Tmpo((@)) > 0 et Impy (v(b)) < 0.
S’il existait un point ¢y €|a, ag] vérifiant Impg ('y(to)) < 0, le fait que,
0<to—a< Ly/2,

serait en contradiction avec la définition de la quantité Ly en (1.7). Ceci dé-
montre la premiere inégalité de (3.139) et un raisonnement identique induit que
la seconde inégalité de (3.139) est également satisfaite. Choisissons ensuite par
(1.9) un point a; aussi proche que I'on veut du point ag tel que,

a < a < ag et Impg(y(ar)) >0, (3.140)
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et vérifions que I'application ¢ € [a1,bg] — Y(t) € R?" est nécessairement injec-
tive. En effet, s'il existait ¢1,ts € [a1,bp], t1 < t2 tels que y(t1) = y(t2), 'unicité
au probleme de Cauchy,

{ y'(t) = HRepo (y(1))
y(t1) = ~y(t1),

dont sont solutions les applications ¢ — ~(t) et t — (¢t + (t2 — t1)) montrerait
que la courbe bicaractéristique « du symbole Repg se prolonge de maniére unique
en une courbe bicaractéristique du symbole Repg encore notée ~y, définie sur R
et vérifiant,
VEER, y(t+ (ta —t1)) = y(¢). (3.141)
)

Comme 0 < ty —t; < by — a1 et que d’apres (3.138), (3.139), Impg(vy) > 0 sur le
segment [a, by, I'identité (3.141) induirait au regard de (3.140) que,

Impo (v(t)) > 0,

pour tout ¢ € R, ce qui serait contraire a 'estimation (1.6) et démontre que
I'application t € [a1,bo] — ~(t) € R?™ est injective. Constatons également que
d’apres (3.137), on peut trouver une constante 0 < § < Lg et by +J < b telle que
'application ¢ € [bg — J,bg + ] +— 7(t) € R?" soit injective. On choisit ensuite
par (1.10) un point b; arbitrairement proche du point by tel que,

bo < by < min(b, by + 5/2) et Impo (v(b1)) < 0. (3.142)
Il suffit pour terminer la démonstration du lemme 3.4 de vérifier que I'application,
t € [ay, bi] — 7(t) € R*™,

est injective. Pour ce faire, raisonnons par ’absurde et supposons qu’il existe
t1,ta € [a1,b1], t1 < to tels que y(t1) = v(t2). Comme 0 < § < Lo, 'injectivité de
Papplication ¢ +— ~(t) sur les ensembles [a1, by et [byp — &, by + J] montre d’apres
(3.140) et (3.142) que,

t1 € [al, by — (5[ et o G]bo, bl]. (3.143)

En invoquant comme précédemment, 'unicité a un probleme de Cauchy du type
(3.136), on en déduit que la courbe bicaractéristique v du symbole Repy se pro-
longe de maniere unique en une courbe bicaractéristique du symbole Repg encore
notée ~y, définie sur R et vérifiant,

VEER, y(t+ (t2 — t1)) = (1) (3.144)

Comme d’apres (3.138), (3.139), (3.140) et (3.143), Impg(y) > 0 sur le segment
[t1, bo] de longueur strictement plus grande que la valeur de la constante ¢ et que
dapres (3.142) et (3.143), 0 < by — ty < by — by < §/2, Iidentité (3.144) induit
que pour tout ¢ € [t2, b1], Impy (’y(t)) > 0, ce qui contredit (3.142) et termine la
démonstration du lemme 3.4. [
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Choisissons par le lemme 3.4 un couple (a1,b;) € R? vérifiant a < a; < by < b
et (3.133) tel que I'application t € [a1, b1] — v(t) € R*" soit injective et tel que,

a§a1<a0<bo<b1§b,

si ap < bg. Comme la courbe t € [a1,b1] — (t) € R*" est une courbe bicarac-
téristique du symbole Repg, on peut appliquer la proposition 5.6 de la cinquieme
partie de cet article pour trouver un voisinage ouvert V7 de ’ensemble,

{(.7}1, 0/; En) X1 € [al, bl]} C Rgn, (3.145)

et une transformation symplectique réelle x de ce voisinage ouvert V; sur un
voisinage ouvert x(V;) de I’ensemble 7([ay,b1]) dans R?" tels que,

Vo € far, b1], x(x1,0'56n) = y(21) et V(z, &) € Vi, x"(Repo) = &1. (3.146)

Nous allons maintenant reprendre et détailler la discussion donnée dans [12] dans
les lignes précédant la définition 26.4.9.

/

On définit pour tout point (z’,¢’) suffisamment proche du point (0, &/,

) ot
0 =(0,..,0) e R" et e =(0,..,0,1) € R" !,
pour que l'inclusion suivante,
[a1,b1] x {(2/;0,£")} c W4,
soit vérifiée, la quantité,
L(z',¢):=inf{t —s:a1 <s<t<by,
X" (Impo) (s, 2;0,€") > 0 > x*(Tmpo) (¢, 2;0,€") }. (3.147)

On obtient d’apres (3.133) et (3.146) que,

X" (Impo) (a1, 0’5 65) > 0 > x*(Impo) (b1, 0'; €,), (3.148)

ce qui nous permet de trouver un voisinage ouvert Va du point (0/, &) dans R?"~2
tel que,
V(2! &) € Vo, a1, 1] x {(2/;0,¢")} C V4, (3.149)

ou V1 est Pouvert défini en (3.145), et tel que la quantité L(z’,£’) soit finie pour
tout (2/,&’") € Va. Considérons ensuite (W,,)nen une suite de voisinages ouverts
du point (0/,¢,) dans R?"~2 qui soit décroissante au sens de I'inclusion et vérifie,

VneN, W, C Va, (3.150)
et dont la suite des diametres vérifie,
diam(W,,) — 0 lorsque n — +o0. (3.151)
Notons, 3
Lo:=sup inf L(2',&). (3.152)

neN (xlvgl)EWn
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Cette quantité Lo est bien définie et est finie puisque d’aprés (3.147) et (3.148),

vneN, 0< inf Lz, ¢)<L(0,e,) <b —ay < +oo.
(I/7§l)6Wn

Considérons § > 0. En utilisant que la suite des voisinages ouverts (W, )nen du
point (0/,&),) est décroissante au sens de I'inclusion, on en déduit que la suite,

( (x',fi%iéwn L(xl’ g/)>n€N’

est croissante et que l'on peut d’apres (3.152) trouver un entier ng € N tel que,

- 0
Vn>ne, inf L@, &) <Io< inf L&)+ 2. 3.153
nzno, nf (2',¢) < Lo wihl (@, &)+ 5 ( )

En utilisant (3.151), on déduit de (3.147) et (3.153) que pour tout § > 0, on peut
trouver un entier ny € N tel que le voisinage ouvert Vi := W,,, du point (0, &}))
dans R?"2 soit tel que,

diam(Vy) < 0, (3.154)

V@', &) € Vs, L, €) > Lo — g (3.155)

un couple (2%, £5) de 'ensemble ouvert Vj tel que,

~ ) ~ 0
Lo — 3 < L(x5,&5) < Lo + 2 (3.156)

et des réels sg et t5 tels que,

~ 1) ~ 1)
a1 < s < ts < by, L0—§<L(xg,£g)<t5—s(;<L0+§et
X" (Impo) (5, 253 0, &5) > 0 > X" (Impo) (5, v4; 0,&5).  (3.157)

Considérons une constante 6 > 0. Nous allons maintenant vérifier que (3.157)
impose a la fonction (¢,2/,&") — x*(Impo)(t,2';0,&") et & ses dérivées de tous
ordres par rapport aux variables 2, &’ de s’annuler au point (¢, 2j; 0, £j) si,

s+ 0 <t<ts—0. (3.158)

En effet, si ce n’était pas le cas, on pourrait choisir un point (2/,¢’) de Vj et
ss+ 0 <t <ts— 0 tels que,

X (Impo) (¢, 2';0,¢&") # 0 et
X" (Impo) (s5,2;0,&") > 0 > x™(Tmpo) (t5,2;0,£").  (3.159)

Selon le signe de la quantité x*(Impg)(t,2’;0,&’), il se produirait ainsi d’apres
(3.159) un changement de signe en passant de valeurs positives vers des valeurs
négatives sur I'un des deux intervalles (ss,t) ou (t,ts) pour la fonction,

s+ x*(Impg)(s,2”;0,¢).
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Comme d’apres (3.157) et (3.158),

~ 1) ~ 1)
t—85<t5—85—(5<L0—§ et t(;—t:(t(;—s(s)—i—(s(;—t) <t5—85—(5<L0—§,

on obtiendrait d’apres la définition (3.147) et (3.159) que,

L<m/7§/) < Z’0 - g')

ce qui contredirait 'estimation (3.155). On en déduit donc que,
Va, 3 € N'! Vss +6 <t < t5— 6, 050" (Impo)](t, 25;0,&) = 0. (3.160)

Si on choisit ensuite une suite (d;) cn de réels strictement positifs telle que §; — 0
lorsque j — +o00, on peut d’apres ce qui précede trouver pour tout 7 € N un
voisinage ouvert Vs, du point (0, &),) dans R**~2, des éléments (xgj,ﬁgj) € Vs, et

(85j7t5j) € [ala b1]2 tels que,

) B 5 B 5
diam(Vs,) < 05, a1 < ss, <ts, < b1, Lo— 5] <ts, —s5, < Lo+ 5], (3.161)

X*(Imp0>(85j ) I’igj; 0, ggj) >0> X*(Imp())(t5J ) xf;j; 0, 5(,5]')? (3162)
et,
Va, 3 € Nnil,VS(;j +4;<t< ls; — 05,
O30 X" (Impo)) (¢, 25,:0,€5) = 0. (3.163)

Comme tous les réels ss; et ts, appartiennent au segment compact [ag,b;], on
peut quitte a extraire une sous-suite supposer que,

lim s5, =dg et lim t5, = bo. (3.164)
J—+o00 J—+o00

On obtient alors d’apres (3.161), (3.163) et (3.164) que,
a1 < ag < by < by, Lo = by — ag et Va, 3 € N"71,
85‘,8?, [x*(Impo)] (¢, 0';,) = 0 si g < t < by, (3.165)

car (l‘i;j,fgj) — (0/,¢]) lorsque j — +o0 puisque d’apres (3.161),

diam(Vs;) — 0 lorsque j — +o0.
Nous allons maintenant séparer deux cas.
e Premier cas. Considérons le premier cas ou ag < bo et vérifions que dans ce
cas la courbe t € [ag, bo] — F(t) := (t,0";&,) € R*™ est une courbe bicaractéris-

tique unidimensionnelle (cette notion est définie a la définition 26.4.9 de [12]) du
symbole x*pg i.e. une courbe qui vérifie les identités,

Vi € [ao, o], (x"p0) (3(1) = 0 et 7/(t) = e(t) Hypy (F(8) 0, (3.166)
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ol ¢ désigne une fonction C°([ag, bo], C). En effet, notons que d’apres (3.145),
(3.146) et (3.165), on a

vt € [&07 BO]? ?l(t) = (L 0/; 0) = Hx*(Repo) (?(t)) et (X*p())(:y(t)) =0. (3167)

Comme d’apres (3.165),

. . d(x*(Impo)) ..\ O
Vi € [(lo, bO]a Hx* (Impo) (V(t)) = T (V(t)) 671'1, (3168)
on déduit de (3.167) que (3.166) est vérifiée pour,

Vt € [do, bo], c(t) == {1 + iww(ﬂ)rl-

On peut alors dans ce premier cas appliquer au regard de (3.165) la proposi-
tion 5.7 de la cinquieme partie de cet article pour trouver un voisinage ouvert V3
de ’ensemble,

= {(21,0';¢,) : 1 € [0, bo]} € R*™, (3.169)

une transformation symplectique réelle ¥ de ce voisinage ouvert V3 sur un autre
voisinage ouvert V4 du segment I' tel que,

Vic Vi, (3.170)

ot V] est ensemble ouvert défini en (3.145) et une fonction A € C§°(R?",C) ne
s’annulant pas sur le segment I" telles que,

Va1 € [ag, bo), X(x1,05en) = (21,0;6,) et
X (A(X*po)) =& +if(x, &), (3.171)

sur 'ensemble ouvert V3, ou f désigne une fonction C*° & valeurs réelles qui est
indépendante de la variable £;. Précisons quelques faits. Si on relit la démonstra-
tion de la proposition 5.7 donnée dans la cinquieme partie de cet article dans
notre cadre d’application, on constate tout d’abord que comme on a déja d’apres
(3.146),

V(J),f) € V17 X*(Rep())(x7§) = gla

il n’est pas nécessaire d’user de la proposition 5.6 lors du début de cette dé-
monstration. On peut donc commencer la relecture de la démonstration de cette
proposition 5.7 a partir de (5.137) en supposant que la fonction ¢ qui intervient
dans (5.137) est identiquement égale a 1 et que la fonction g est égale a la fonc-
tion x*(Impp). On substitue donc l'identité suivante a l'identité (5.137) de la
démonstration de la proposition 5.7,

V(x7£) € Vi’ (X*po)($a§) = 51 + iX*(ImPO)(:E’g)' (3172)

On peut ensuite en suivant la démonstration de cette proposition 5.7 et en util-
isant (3.167) appliquer le théoréme de préparation de Malgrange pour trouver
deux fonctions h et r appartenant a I’espace des fonctions C§° (R?",C) dont la
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seconde est indépendante de la variable £ qui permettent d’écrire comme en
(5.146) la décomposition suivante,

& = h(z,€) (& +ix* (Impy)) + r(z, &), (3.173)

sur un voisinage ouvert du segment I'. Constatons ensuite que d’apres (3.165),
la fonction x*(Impg) vérifie,
Y(M, o, 3) € Nx N1 x N* 71 vz € [ag, bo),
M 0% 0 [x " (Impy)] (1,0 2,) = 0. (3.174)

r1 Y

Si on différentie (3.173), on obtient 'identité,

d& = h(z, &) [dér + id(x* (Impo)) | + dh(z, &) (&1 + ix* (Impp))
+dr(x, ¢, (3.175)

qui évaluée sur le segment I montre d’apres (3.167), (3.169), (3.174) et I'indépen-
dance de la fonction r par rapport a la variable & que,

Ix*(1 -1
[Xégmpo)]) et dr = 0 sur le segment T'. (3.176)
1

Plus précisément, remarquons également que si on dérive l'identité (3.173) par
rapport aux variables x, £, on obtient d’apres 'indépendance de la fonction r par
rapport a la variable &; et (3.174) que,

hz(l—l—z’

vy e N 97 ¢r = 0 sur le segment I'. (3.177)

La suite de la démonstration de la proposition 5.7 montre que la transformation
symplectique y qui vérifie (3.171) préserve identiquement la direction x; puisque
d’apres (5.151),

Y1 =1, (3.178)
si on note x(y,n) = (z,&) et que d’apres (5.161) et (5.162) les fonctions A et f
apparaissant dans l'identité (3.171) sont définies par,

A := h sur un voisinage ouvert du segment T, (3.179)

et,
f(yv 77) = _Imr(i(yvn)% (3180)

sur un voisinage ouvert du segment I". Comme d’apres (3.171), la transformation
symplectique x laisse invariant point par point le segment I', on déduit de (3.177)
et (3.180) que la fonction f s’annule & un ordre infini sur le segment I'. On obtient
d’apres (3.176) et (3.179) que,

 Olx* (Impo)]

-1
A= (1 +i o€ ) # 0 sur le segment I'. (3.181)
1

Comme d’apres (3.171), on a

f(y,n') = X" (ReA x*(Impo) + ImA x*(Repo)) (y,7) et
m = X" (ReA x*(Repo) — ImA x*(Impo)) (y, ),
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pour tout (y,n) € V3, on en déduit d’apres (3.181) que,

fly,n)
= X" [(ReA + (ReA) ™! (ImA)?) x* (Tmpo) | (y,n) + X* (ImA(ReA) ")
= X" [(ReA + (ReA) ™" (ImA)*) x* (Tmpo) ] (3 0, ), (3.182)

sur un voisinage ouvert du segment I' car la fonction f est indépendante de
la variable 7;. Comme d’apres (3.181), ReA > 0 sur un voisinage ouvert du
segment I' et que d’apres (3.178), la direction y; = x1 reste invariante par la
transformation symplectique x, on déduit de (3.161), (3.162), (3.164), (3.182) et
du fait que (J:gj,fgj) — (0,e},) lorsque j — 400 que sur tout voisinage ouvert
convexe dans la direction y; du segment I'; on peut trouver un intervalle dans
la direction y; sur lequel la fonction f change de signe en passant de valeurs
positives vers des valeurs négatives lorsque la variable y; croit.

e Second cas. Considérons maintenant le cas ot dans (3.165), o = by. En
utilisant (3.146), (3.161), (3.162), (3.164) et le fait que (z},&5 ) — (0, €},) lorsque
j — 400, on obtient que,

(X*pO)(:Y(ELO)) =0et HRe(x*pg) (5’(&0)) = (17 0,...s 0) 7£ 0, (3183)

si 4(t) := (t,0’;e,) pour ¢t € [aj,b1]. On peut alors d’apres (3.183) appliquer
le théoreme 5.1 de la cinquieéme partie de cet article pour trouver une transfor-
mation symplectique réelle ¥ d’un voisinage ouvert du point (ag,0’;e,) sur un
voisinage ouvert du point (do,0’; &,) et une fonction A € C§°(R?"™, C) telles que,

X(ao,0';e,) = (a0, 0';6n), A(ag,0;e,) #0 et
X (AX*po)) =& +if(x, &), (3.184)

sur un voisinage ouvert du point (ag,0’;e,), ot f désigne une fonction C™ &
valeurs réelles qui est indépendante de la variable &;. Précisons également dans
ce cas quelques faits. Si on relit la démonstration du théoreme 5.1 dans notre
cadre d’application, on constate tout d’abord qu’il n’est pas nécessaire d’user
du théoreme 21.1.6 de [12] pour obtenir (5.2) au début de cette démonstration
puisque l'on a déja d’apres (3.146) I'identité,

V(x,&) € Vi, x"(Repo)(x, &) = &1. (3.185)

On s’apercoit également comme précédemment que la transformation symplec-
tique x que nous construisons préserve identiquement la direction x; puisque
d’apres (5.8), on prend lors du choix des nouvelles coordonnées symplectiques
locales,

Y1 = I, (3186)

si on note X(y,n) = (z,£). Remarquons maintenant que l'identité (5.6) de la
démonstration du théoréme 5.1 montre que la fonction A définie en (3.184) vérifie
d’apres (3.185) que,

 Ox* (Impy)

—1
PN _ ~ .
Afao, 05ea) = [1+i= 0 (ao,O,an)} . (3.187)
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On constate ensuite au regard de (3.187) que 'identité (3.184) permet d’écrire
de la méme maniere qu’en (3.182) que,

Fyn') = X [(ReA + (ReA) ' (ImA)?) x*(Impo) | (y; 0, 7'), (3.188)

sur un voisinage ouvert du point (ag,0’; €,). Comme d’apres (3.187),
ReA > 0,

sur un voisinage ouvert du point (ag,0;e,) et que la direction y; = x1 est
préservée d’apres (3.186) par la transformation symplectique Y, on déduit de
(3.161), (3.162), (3.164), (3.188) et du fait que (xgj,ggj) — (0/,e},) lorsque
j — 400 que sur tout voisinage ouvert convexe dans la direction y; du point
(ap,0';€,), on peut trouver un intervalle dans la direction y; sur lequel la fonc-
tion f change de signe en passant de valeurs positives vers des valeurs négatives
lorsque la variable y; croit.

Prenons quelques lignes pour récapituler les différents points que nous venons
de démontrer dans cette section 3.b qui étudie le cas d’une annulation a un ordre
infini. Mentionnons tout d’abord que ’on peut trouver un couple de points (a1, b1)
de R? arbitrairement proche du couple (ag, bg) défini en (1.8) vérifiant,

a<a; <b <b,

a<ar<ayg<by<b <bsiag< by, (3.189)

et,
Impo (y(a1)) > 0 > Impo (v(b1)). (3.190)

On a vu ensuite en (3.165) et dans les deux cas que nous venons de distinguer
que nous pouvions trouver un couple (&g, by) de R? vérifiant,

ap < g < by < by, (3.191)
une transformation symplectique réelle yo d’un voisinage ouvert V5 du segment,
I'= {($1,0’;8n) X1 € [&0, ZN)()]} C RQTL, (3.192)

éventuellement réduit & un point, sur un voisinage ouvert de I’ensemble ([do, bo))
dans R?" telle que d’apres (3.146), (3.171) et (3.184),

Va1 € [do, bol, xo(1,0;6n) = v(21), (3.193)
et une fonction A € Cs(R?",C) telle que,
0 ¢ A(xo(T)) et xi(Apo) = & +if (. ), (3.194)
sur un voisinage ouvert borné Vg du segment I' tel que,
Ve C Vs, (3.195)

ou la fonction f désigne une fonction C*° a valeurs réelles qui est indépendante
de la variable &; telle que sur tout voisinage ouvert du segment I' qui peut
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étre éventuellement réduit a un point, on puisse trouver un intervalle dans la
direction z1 sur lequel cette fonction f change de signe en passant de valeurs
positives vers des valeurs négatives lorsque la variable x1 croit. Notons également
que dans le cas ol Gy = by, les identités (3.183) et (3.184) montrent que la
fonction f s’annule sur Pensemble T' = {(ao, 0/; ,)} et que dans le cas ot ag < bo,
nous avons vérifié que la fonction f s’annule a un ordre infini sur le segment T'.

Considérons maintenant ’opérateur pseudo-différentiel,
Q(x, hé, h)Y := A(x, he)UP(z, hE, h)Y. (3.196)

D’apres (1.5) et les résultats classiques de calcul symbolique rappelés en ap-
pendice a la fin de ce manuscript, le symbole de Weyl semi-classique Q(w,§ Jh)
définissant I'opérateur (3.196) appartient & la classe de symboles S(1, dx? + d€?)
et admet dans cette classe un développement asymptotique semi-classique,

+oo
Q(x,&,h) ~ Az, &po(x, ) + > Qj(w,§)h7, (3.197)

i=1

ou les fonctions Qj désignent des symboles de la classe S(1, dx? + d¢?) qui sont
indépendants du parametre semi-classique. On peut choisir g € C§°(R?", [0, 1])
une fonction vérifiant,

suppg C x0(Vs) et g = 1 sur Pensemble xo(V7), (3.198)

ou Vi désigne le voisinage ouvert borné du segment I' défini en (3.195) et ou V7
désigne un nouveau voisinage ouvert du segment I' tel que,

Vi C V. (3.199)

On considere ensuite flh, By, et Cj, trois opérateurs de Fourier intégraux semi-
classiques d’ordre 0, proprement supportés et elliptiques. On suppose que I'opéra-
teur de Fourier intégral Aj, est associé & la sous-variété lagrangienne de R”
définie localement par le graphe de la transformation symplectique réelle x Let
que les opérateurs By, et Cj, sont eux associés & la sous-variété lagrangienne de R4”
définie localement par le graphe de la transformation symplectique réelle xo. On
peut d’apres une version semi-classique du théoreme d’Egorov (voir section 1.2.2
dans [14]) et (3.198) choisir ces trois opérateurs de Fourier intégraux pour que
les trois points suivants soient vérifiés.
(0 ~ ] ]

Vi €N, Sup (AR 2y 1 Bull ooy Crll ey} < oo, (3.200)

ot L(H') désigne l'espace vectoriel normé des opérateurs linéaires bornés sur
I’espace de Sobolev H'.

(ii) Le symbole de Weyl semi-classique s(z,&, h) de Popérateur pseudo-diffé-
rentiel,

s(x, hé, h)Y == Apg(z, hDy) By, (3.201)
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ou la notation g(x,hD,) désigne la quantification semi-classique standard du
symbole g(z, ), admet un développement asymptotique semi-classique dans la
classe S(1,dx? + d&?) de la forme,

“+o00

> si(@, O, (3.202)

=0

ot les fonctions s; sont des symboles de la classe S(1,dz? + d¢?) qui sont in-
dépendants du parametre semi-classique, a support compact tels que pour tout
JeN,

supps; C Vs, (3.203)

et tels que,
so =1 et s; = 0 pour tout j > 1 sur 'ensemble ouvert V7. (3.204)

(iii) 11 existe un symbole R(z,&, h) appartenant & la classe S(1,dx? + d¢?) tel
que,
R € S(h™,dz? + d&?), (3.205)

sur un voisinage ouvert du compact xo(Vs) et,
ChAp = I+ R(x, h&, h)™. (3.206)

Sous ces hypotheses, le théoreme d’Egorov montre que 'opérateur pseudo-diffé-
rentiel semi-classique,

G(x, hDq, h) := ApQ(x, h&, h)*g(x, hDy) By, (3.207)
est défini en quantification standard semi-classique & partir d’un symbole,
q(z,& h),

appartenant & la classe S(1,dz? 4 d¢?) qui d’apres (3.194), (3.197), (3.199),
(3.201), (3.202) et (3.204), admet dans cette classe un développement asymp-
totique semi-classique de la forme,

+oo
G, & h) ~ > g, O, (3.208)
j=0

ou les fonctions ¢; désignent des symboles de la classe S(1, dz? + d€?) qui sont
indépendants du parametre semi-classique tels que,

Go(z,&) = & +if(x, &) sur ensemble ouvert V. (3.209)

D’apres les hypotheses vérifiées par la fonction f, on peut appliquer le théoreme
4.1 de la quatrieme partie de cet article. Le résultat de ce théoreme nous permet
de trouver pour tout N € N et pour tout voisinage ouvert V' du segment I' une
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constante 0 < hy < 1 et une famille semi-classique (up)o<n<n, de S(R™) telles
que,
lunll2gny = 1,V0 € N,3m; € N, ||up||r = O(h™™) lorsque h — 07,
V = FSoo ((un)o<n<no) €t |@(z, hDg, B)up |l p2@ny = O(hY), (3.210)
lorsque h — 0F. Comme d’apres (3.202) et (3.204), le symbole s est elliptique

dans la classe S(1,dx? + d¢?) sur I'ensemble ouvert Vz, on peut trouver deux
symboles Sy (z,&,h) et Sa(x, &, h) dans la classe S(1,dz? + d¢?) tels que,

Si(z,h&, h)Ys(x,hE,h)Y = I 4+ So(x, hE, )Y, (3.211)
et,
Sy € S(h™,da? 4 d€?) sur I'ensemble ouvert Vz. (3.212)
On en déduit alors en utilisant le théoreme de Calderén-Vaillancourt, I’inégalité
triangulaire, (3.200), (3.201), (3.210) et (3.211) que,
1 = |Junll L2 (mny
< |1 (@, hé, ) Apg(a, hDg) Brupl| 2y + [1S2(2, hE, B)“un| r2(mn)
= O(||Ang(x, hDy) Byup || 2(rn)) + [1S2(, h&, h)“unl| p2(rny
= O(llg(x, hDy) Byup || 12(rny) + 11S2(, hE, h)“up | 2wy (3.213)

On remarque ensuite que si le voisinage ouvert V' du segment I' choisi en (3.210)
est pris suffisamment petit pour que,

VvV cW, (3.214)

ou V7 est le voisinage ouvert du segment I' défini en (3.199), la proposition 2.3
montre au regard de (3.210), (3.212) et (3.214) que l'ensemble VENV = ()
est un ensemble de concentration semi-classique pour la famille semi-classique
(Sg(:v, h¢, h)“’uh)0<h<h0, ce qui induit en particulier que,

[52(z, h&, h)“up|L2mny = O(h™) lorsque h — 0t. (3.215)
Comme d’apres le théoréeme de Calderén-Vaillancourt, (3.198), (3.200) et (3.210),
on a

l9(x, hDz) Brun || p2@ny = O(1) et
Vi €N, |lg(x, hDy)Brup|l g = O(R™™), (3.216)

lorsque h — 07, on en déduit d’apres (3.213), (3.215) et (3.216) que 'on peut

trouver des constantes ¢; > 0, co > 0 et 0 < hg < hg telles que,
Vo< h< il(), 0<e < Hg(w, th)Bh’U/hHLQ(Rn) < o < +00. (3.217)

Si on considére & présent la famille semi-classique (vp)q_p,<j, de S(R") définie

par, ) -
hD.)B

on(z) = 9(z, hDy) Bpun(x)

lg(x, hDy) Bpun|| 2 (e

(3.218)
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ce qui est licite d’apres (3.217), cette famille semi-classique (vp)y_,<j, Vvérifie
d’apres (3.216), (3.217) et (3.218), N

th”L2(Rn) =1, Ve N,dm; € N, thHHl = O(himl), (3.219)
lorsque h — 07 et, d’apres (3.207), (3.210), (3.217) et (3.128),
| ARQ(x, h&, h) vy r2mny = O(hY) lorsque h — 0. (3.220)

Remarquons d’apres (3.198) et (3.218) que cette famille semi-classique (vn )y ;<
est supportée dans un méme compact K. Nous allons maintenant vérifier que la
famille semi-classique (vp,) i, S€ concentre semi-classiquement dans I'ensem-

ble XO(V)a

0<h<

X0(V) = FSeo ((vh)gcp<iio)- (3.221)

Pour ce faire, considérons ) un symbole de la classe S(1,dx? + d¢?) vérifiant,

1 = 0 sur un voisinage ouvert de I’ensemble xo (V). (3.222)

Le théoreme d’Egorov, (3.202), (3.204), (3.214) et (3.222) montrent que le sym-
bole de Weyl semi-classique t(z, &, h) de 'opérateur pseudo-différentiel,

t(z, h&, h)Y = Ap(x, he, h)Vg(x, hDy) By, (3.223)
appartient & la classe S(1,dz? + d&?) et vérifie,
t € S(h*>, da? + d&?), (3.224)

sur un voisinage ouvert de I’ensemble compact V. On peut alors appliquer au
regard de (3.210) et (3.224) la proposition 2.3 pour démontrer que la famille semi-
classique (t(x, hé&, h)“’uh)o <h<hg 5€ concentre semi-classiquement dans ’ensemble
vide, ce qui induit en particulier que,

Vi €N, ||t(z, h&, b)Y up|| 1 = O(h™) lorsque h — 0T,
i.e. d’apres (3.223),
Vi e N, |[App(z, hé, ) g(x, hDy) Brup|| g = O(h™), (3.225)

lorsque h — 07. Si on utilise maintenant le théoréme de Calderén-Vaillancourt,
I'inégalité triangulaire, (3.200), (3.206) et (3.225), on obtient que pour tout [ € N,

14, h, h)g(x, hDy) Byun|| i
< ||ChAntp(x, h&, h)*g(x, hDy) Byun||
+ | R(x, h&, h)“ ¢ (x, hE, h)*“ (2, hDy) Byup | g
= O(| Antp(x, h&, h)“ g, hDy) Byup|| o)
+ | R(x, h&, h) ¢ (x, h&, h)“ g(x, hDy) Byup | g
= O(h™) + [|R(2, h&, h)“p(x, b, h)* g(x, hDy) Brup|| g (3.226)
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Si on remarque ensuite que (3.198) et (3.205) montrent que 1'opérateur pseudo-
différentiel,
R(z,h&, h)“¢(x, he, h)"g(x, hDy),

appartient a la classe Op}’ (S (R, dx? + d§2)), on obtient d’apres le théoreme de
Calderén-Vaillancourt, (3.200) et (3.210) que,

VI €N, [|R(x, h&, h) 4 (x, h&, h)" g(x, hDy) Bup||
= O(h™||Brup|| ) = O(h™[lup| ) = O(h), (3.227)
lorsque h — 07. En reprenant (3.226), on obtient d’apres (3.227) que,
Vi e N, |[¢(z, hé, h) Y g(x, hDy)Brup || e = O(h*) lorsque h — 07,

ce qui d’apres (3.217) et (3.218) démontre (3.221). Nous allons maintenant dé-
montrer que,

1Q(z, R, R)“on| r2mny = O(h™) lorsque h — 07, (3.228)

Pour ce faire, remarquons tout d’abord que la proposition 2.3 montre au regard
de (3.219) et (3.221) que,

FSeo ((Q(, hE, B)vh)gcn<iy) C FSoo (Vh)gen<iy) = Xo(V). (3.229)

Comme le symbole de Weyl semi-classique @ de 'opérateur pseudo-différentiel
(3.196) appartient & la classe S(1,dz? + d¢?), le théoreme de Calderén-Vaillan-
court montre d’apres (3.219) que,

Vi € N,3my € N, [|Q(x, h&, h) vpll g = O(h™™),

lorsque h — 07, ce qui nous permet d’appliquer & nouveau la proposition 2.3 au
regard de (3.199), (3.205), (3.214) et (3.229) pour obtenir que la famille semi-
classique,

(R(.CC, hé? h)wQ($7 h§7 h)wvh)0<h§fma

se concentre semi-classiquement dans l’ensemble XO(V(;)C Nxo(V) = 0, ce qui
induit en particulier que,

|R(x, h&, h)"Q(x, h, h)“vp|| g2 gy = O(h™) lorsque h — 0. (3.230)

On déduit ainsi de l'inégalité triangulaire, (3.200), (3.206), (3.220) et (3.230)
que,
1Q(, hé, h)“va |l L2y
< |ChAnQ(x, hE, R on | L2(@ny + | R(, hE, h) Q(, hé, h) vn | L2 &y
= O (|1 AnQ(x, h&, h)“va| L2 (ny + h™)
= O(hN) lorsque h — 0. (3.231)

On déduit alors de (3.193), (3.196), (3.218), (3.219), (3.221) et (3.231) le résultat
suivant.
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Lemme 3.5. Pour tout N € N et pour tout voisinage ouvert V de l’ensemble
v([@o, bo)), il existe une constante hg > 0 et une famille semi-classique (up,)o<n<hg
de fonctions C§°(R™) supportées dans un méme compact K telles que,

lunll2@ny =1, VI € N,3my € N, lup || g0 = O(R™™),

V = FSoo ((un)o<n<no) et | A(w, h&)" Pz, h&, h) up|| r2mn) = O(hY),

lorsque h — 0.

En utilisant ensuite la propriété d’ellipticité du symbole A dans la classe
S(1, dz? 4 de?) sur un voisinage ouvert de 'ensemble compact 7 ([ao, bg]) donnée
par (3.192), (3.193) et (3.194), on en déduit en usant du lemme précédent et en
reprenant point par point I’étude menée a ’étape 4 de la section 3.a que pour
tout N € N et pour tout voisinage ouvert V de I'ensemble compact ~([do, bg]), il
existe une constante hg > 0 et une famille semi-classique (up)o<n<n, de S(R™)
telles que,

Huh”L2(Rn) =1, Vie N,dm; € N, HuhHHz = O(h_ml), (3.232)

V = FSeo ((un)o<n<no) et [ P(x, h&, ) up| r2@n) = O(hY), (3.233)

lorsque h — 0%. Comme lors de notre construction, on peut choisir & la ligne
précédant (3.189) le couple (a1, b) de R? arbitrairement proche du couple (ag, by)
défini en (1.8), on obtient d’apres (3.191), (3.232) et (3.233) le résultat du
théoréeme 1.3 dans le cas d’une annulation & un ordre infini. Ceci termine la
démonstration du théoreme 1.3 dans le cas d’une annulation & un ordre infini
ainsi que la démonstration générale de ce théoreme 1.3.

4. Un résultat d’existence de quasi-modes semi-classiques pour
un opérateur modele.

L’objet de cette quatrieme section est de donner la démonstration d’un ré-
sultat d’existence de quasi-modes semi-classiques pour un modele d’opérateur
pseudo-différentiel semi-classique (Théoréme 4.1) dont nous avons usé lors de la
section précédente pour démontrer le théoreme 1.3 dans le cas d’une annulation
a un ordre infini.

Théoréme 4.1. Considérons F(z,&,h) un symbole défini sur Ry x R x [0, 1]

ot n > 2, appartenant a la classe S(1,dx? + d€?) qui admet dans cette classe un
développement asymptotique semi-classique,

“+oo
F(I‘,g,h) ~ ZFj(l‘,f)hj, (41)
=0

ot les fonctions Fj(z,€) désignent des symboles de la classe S(1,dx? + d€?) qui
sont supposés indépendants du parameétre semi-classique h. On suppose que,

Fo(x,f) :fl"‘if(x;f/) ot 6/: (€2w~7§n)) (42)
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sur un voisinage ouvert de l’ensemble,

[ = {(21,050,8) : ap < @1 < b} CR™ x R™ avec ag < by,
0 =(0,..,0) e R"1 ¢ e R\ {0}, (4.3)

et ou f est une fonction C*° a valeurs réelles, indépendante de la variable &
qut s’annule sur le segment I'. Dans le cas ot ag < by, on suppose de plus que
Uannulation de la fonction f sur le segment I' se fait ¢ un ordre infini. On sup-
pose également que sur tout voisinage ouvert convexe dans la direction x1 du
segment I', on peut trouver un intervalle dans cette direction x1 tel que la fonc-
tion f change de signe en passant de valeurs positives vers des valeurs négatives
lorsque la coordonnée x1 croit. Sous ces hypothéses, on peut pour tout N € N et
pour tout voisinage ouvert V. du segment I' trouver une constante 0 < hg <1 et
une famille semi-classique (up)o<h<n, de S(R™) telles que,

lunllL2gey =1, VI € N,3m; € N, [Jup||gi = O(h™™) lorsque h — 07,
P, hD. By ey = O(hY) lorsque b — 0%,

et telles que ce quasi-mode semi-classique (up)o<n<h, Se concentre semi-classique-
ment dans l’ensemble V' dans le sens précisé par la définition 1.2,

V' = FSeo ((un)o<h<hy)-

La démonstration de ce théoreme 4.1 s’appuie et s’inspire tres fortement de
la démonstration du théoreme 26.4.7° que donne L.Hérmander dans [12]. Nous
allons reprendre et adapter dans un cadre semi-classique et pour des symboles ne
possédant plus de propriétés d’homogénéité la construction de quasi-modes qu’il
propose dans cette démonstration du théoreme 26.4.7°. On s’attachera également
dans notre démonstration a préciser dans quelles zones de ’espace des phases se
concentrent semi-classiquement (au sens précisé par la définition 1.2) ces quasi-
modes semi-classiques.

Remarquons tout d’abord que comme les opérateurs pseudo-différentiels obtenus
par la quantification standard semi-classique F(x,hD,,h) et par la quantifica-
tion de Weyl semi-classique F(x,h&, h)" dun symbole F(z,£,h) de la classe
S(1,dz? + d&?) vérifiant (4.1) ont le méme symbole principal semi-classique, on
peut substituer opérateur F'(z, h§, h)"” a lopérateur F(z, hD,, h) dans I’énoncé
du théoreme 4.1. Les énoncés du théoreme 4.1 en quantification standard semi-
classique i.e. avec lopérateur F'(x,hD,,h) et en quantification de Weyl semi-
classique i.e. avec lopérateur F'(x,h&, h)"™ sont exactement équivalents. Cette
remarque induit que le résultat du théoreme 4.1 est également vérifié pour une
valeur nulle du parameétre &), apparaissant dans (4.3). Il suffit pour démontrer
ce résultat d’utiliser le résultat du théoreme 4.1 énoncé en quantification de
Weyl semi-classique pour une valeur non nulle du parametre &, d’utiliser la pro-
priété d’invariance symplectique de la quantification de Weyl (Théoréme 18.5.9
dans [12]),

F(x;hér, he' — &, b)Y = Uyt F (@, he, h) U,

184



3.2. Un résultat général d’existence de pseudo-spectre.

ot Up, désigne 'opérateur métaplectique,
Upu(z) = e‘iﬁx/’%u(m),
associé a la transformation symplectique affine,
(2,€) = (w61, — h7lgp),
et de s’assurer que le quasi-mode (Uhuh)0<h§h0 vérifie,
|Uhtunl|p2gey =1, VI € N, 3my €N, [|Upup g = O(h™™),

V= FSoo((ﬁhuh)0<h§ho) et ”F(.r, hé&, h)wﬁhUhHLQ(Rn) = O(hN),

lorsque h — 07, si (up)o<n<n, désigne le quasi-mode vérifiant,

||uhHL2(Rn) =1, Vle N,dm; € N, ||uh||Hz = O(h_ml),

Vo = FSoo ((un)o<nzno) et [|F(x; hér, he' — &, h) unl|2@ny = O(AY),

lorsque h — 0% et Vy = V + (0;0,&)), ot N € N et ot V désigne un voisinage
ouvert du segment,
{(21,00,0) s ap < 1 < bo}.

Nous utilisons dans la démonstration du théoreme 1.3 le résultat de ce théoreme 4.1
pour une valeur non nulle du parametre & et nous allons démontrer ce résultat
sous cette hypothese afin de pouvoir utiliser directement le remarquable lemme
26.4.14 de [12] pour exhiber la fonction de phase complexe permettant la con-
struction du quasi-mode (up)o<p<h,- Mentionnons enfin que I'on pourrait aussi
adapter la démonstration de ce lemme 26.4.14 pour traiter directement le cas
général £ € R"! sans recourir aux arguments précédents pour obtenir le résul-
tat du théoreme 4.1 dans le cas &) = 0.

Preuve du théoréeme 4.1. Précisons tout d’abord quelques conventions de notation
dont nous userons au cours des lignes & venir. Nous utiliserons les notations
et £ pour désigner respectivement,

= (x9,...,1,) ER" et & =(&,.., &) € R

six = (x1,...,2,) et & = (&1,...,&,) € R™. Rappelons également que la dimen-
sion n que nous considérons ici est supérieure ou égale a 2. On commence par
effectuer une préparation du symbole.

4.a. Préparation du symbole.

Considérons un entier N € N et commencgons par remarquer que comme
la fonction f(z,¢') est indépendante de la variable & et qu’elle s’annule sur
le segment I', on peut d’apres (4.3) appliquer le théoréme de préparation de
Malgrange (Théoreme 7.5.6 de [12]) pour trouver en tout point (y,n) € I', une
constante €,, > 0 et, des fonctions gy, et r,, qui sont C° sur un voisinage
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ouvert du point (y,n) € I' telles que la fonction r,, soit indépendante de la
variable &1 et que,

Fl(.%', f) = Qllﬂi(x7 5) (§1 + lf(&l', 6/)) + Tyﬁ](xa g)? (44)

si|(z;&") — (y;n')| < ey et |&1 —m| < ey,- En utilisant ensuite la compacité du
segment I' défini en (4.3), on peut extraire un sous-recouvrement fini d’ouverts,

N
F - U {(.T,f) € R2n : ’(x’gl) - (y]7n;)| < Eyj,nj et |€1 - ("73)1’ < 5yj,77]-}>
J=1

du recouvrement obtenu par les ouverts associés en (4.4) aux points (y,n) € I'.
Considérons pour tout j =1, ..., N I’ensemble,

Wj = {(w,fl) eR™ 1 |(z;¢) - (ijU;)‘ < Ey]-,nj}-

On peut écrire pour tout j =1, ..., N une décomposition du type (4.4) au voisi-
nage du point (y;,n;) € T,

Fi(z,8) = q;(2,8) (& +if (2,€)) +75(z, &),

si |(2;€) = (y53m))] < ey, et 1] < ey, m; puisque d’apres (4.3), (n;)1 = 0 si
(yj,n;) € T'. Considérons ensuite une partition de I'unité C°,

X1($7€/) + ...+ XN('T7£/) =

sur un voisinage ouvert de I'ensemble [ag, bo] x {(0,&))} dans R?"~! telle que
pour tout 1 < j < N, suppy; C Wj et, xo une fonction C(R,R) vérifiant
suppxo C [—eyjmj,eyj,nj] pour tout 7 = 1,.... N et xg = 1 sur un voisinage

ouvert de 0. Si on pose,

=

@i (z,€) —anZ (,8)g;(x,€) et 71 (x,¢) : ngafﬁm(wﬁ)

j=1 7j=1

on obtient deux symboles g; et r| indépendants du parametre semi-classique h
qui appartiennent & la classe de symboles S(1,dx? + d¢?) dont le second est
indépendant de la variable £ et qui vérifient,

Fl(x7£) = Ch(-'E,é-)(fl + Zf(l‘,él)) + Tl(x’gl)’ (45)

sur un voisinage ouvert du segment I'. Considérons maintenant 1’opérateur pseu-
do-différentiel défini en quantification standard par,

s(x, hDy, k) := (I — hqi(z,hDy))F (2, hDy, h).

D’apres (4.1) et les résultats classiques de calcul symbolique donnant le développe-
ment asymptotique semi-classique du symbole définissant en quantification stan-
dard semi-classique l'opérateur pseudo-différentiel q)(z,hD,)F(x,hD,, h), on
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peut trouver des symboles s;, 2 < j < N indépendants du parametre semi-
classique qui appartiennent & la classe S(1,dz? + d&€?) tels que,

tn(z,& h) == s(z,&, h) — [Fo(x, &) + hF1(x,€) — hqi(z, &) Fo(z, €)
+ h2so(2,€) + ... + WV sy (2,€)] € S(WNHE, da? + d€?).  (4.6)
D’apres (4.2) et (4.5), on a

tN($,€, h) - S(l’,f, h) - [51 + Zf(xag,) + hT1($,§,>
+ h232(x,§) + o+ thN(x,ﬁ)],

sur un voisinage ouvert du segment I'. On peut ensuite en procédant comme
précédemment trouver des symboles go(z, &) et ro(z,£’) appartenant a la classe
S(1, dz?+dE?) qui soient tous les deux indépendants du parametre semi-classique
et dont le second est indépendant de la variable &; tels que,

82(=T7£) = q2($,f) (51 + zf(g:,ﬁ’)) + Tg(l',f,), (47)

sur un voisinage ouvert du segment I'. En considérant cette fois I'opérateur
pseudo-différentiel,

5(x,hDgy, h) = (I — h2QQ($,th)) (I — hqi(z, hDgE))F(:c,th,h),

on obtient d’apres (4.1), (4.6) et les résultats classiques de calcul symbolique
invoqués précédemment qu’il existe des symboles 55, 3 < j < N dans la classe
S(1,dz? + d¢?) indépendants du parametre semi-classique tels que,

tNN(xa 55 h) = §(:E, fv h’) - [F()(QT, 5) + hFl(xa 6) - hql(xv f)Fo(Q?, 5) + h282($, 5)
— W2 Ry (2, €)ga(, €) + W353(2,€) + ..+ WV By (2,6)] € SN, de® + de?).
En utilisant (4.2), (4.5) et (4.7), on en déduit que,
t~N($, €7 h) - §<$7 57 h) - [51 + Zf(xa g,) + hT’l(-T, §,> + h27“2($, g,)
+ h353(2,€) + ... + WV En (2, 6)],

sur un voisinage ouvert du segment I'. En itérant ce procédé jusqu'a I'ordre N,
on en déduit que I'on peut trouver des symboles g1, ...,qn, indépendants du
parametre semi-classique qui appartiennent & la classe S(1,dz? + d€?) et tels
que le symbole G(x,&, h) définissant en quantification standard semi-classique
l'opérateur pseudo-différentiel,

G(2,hDy, h) == (I — hNgy(z,hDy))...(I — hqi(z,hDy))F(x,hDy, h),  (4.8)

appartienne  la classe de symboles S(1, dz?+d¢?) et admette un développement
asymptotique semi-classique de la forme,

+oo
G(x,&,h) ~ > Gj(x,)h7, (4.9)
j=0
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ot les fonctions G sont des symboles de la classe S(1,dz? + d¢?) qui sont in-
dépendants du parametre semi-classique et qui vérifient,

GO('%'7§) = El + Zf(x7£/) et Gj(waf) = gj<1',§/) si 1 S] < N7 (410)

sur €21 un voisinage ouvert borné et convexe dans la direction x1 du segment I',
ou les fonctions g; apparaissant dans (4.10) désignent des fonctions qui sont
indépendantes de la variable &;. Quitte a considérer des prolongements partic-
uliers des fonctions f, g1, ..., gn sur Pespace R?*~! tout entier, nous supposerons
a partir de maintenant que ces fonctions appartiennent a ’espace C§° (R2"~1.C)
définissant ainsi des symboles de la classe S(1, dz?+d¢?) qui sont indépendants de
la variable & et du parametre semi-classique h. Nous allons également supposer
que ’on puisse trouver un voisinage ouvert suffisamment petit du segment I' tel
que la fonction f vérifie sur ce voisinage,
n_ of o
fx,&)=0= —(z,&) > 0. (4.11)
&%1

En effet dans le cas ou tel ne serait pas le cas, on pourrait alors trouver un point
(Zo; 0, 56) de R?™ aussi proche que I'on veut du segment I' tel que,

.5 of . =
f(70,&)) =0 et 8—f(x0,€6) < 0. (4.12)
€1
Considérons alors po(z,&) = & + if(z, &) et 4 = (Z0;0,£). Comme d’apres
(4.12),

) 3
po(7) = 0 et {Repo, Impo}(5) = 3gcfl(570,§6) <0,

on en déduit que la fonction ¢ — Impg ('y(t)) admet un changement de signe en
passant de valeurs positives vers des valeurs négatives a 'ordre 1 en 0 si,

t— (1),

désigne la bicaractéristique orientée du symbole Repg passant par le point ¥
en t = 0. On peut alors appliquer & lopérateur F'(z,hD,,h) le résultat du
théoreme 1.3 que nous avons déja démontré dans la section précédente de cet
article dans le cas d’une annulation a un ordre fini et ce, bien sur, sans recourir
au résultat du théoreme 4.1 que nous cherchons a démontrer ici. Ceci est bien
licite puisque le symbole principal en quantification de Weyl semi-classique de
Popérateur F'(x,hD,,h) est le symbole Fy(x,&) qui est égal d’apres (4.2) a la
fonction & + if(x, &) sur un voisinage ouvert du segment I'. On en déduit qu’il
existe une constante 0 < hy < 1 et un quasi-mode semi-classique (up)o<n<h,
de S(R™) vérifiant,

lunllp2gey = 1, VI € N,3my € N, |lupllge = O(h™™) lorsque h — 07 et
| F' (2, hDgy B)up| 2wy = O(h™) lorsque h — 07,

qui se concentre semi-classiquement dans un voisinage arbitrairement fixé dans
I'espace des phases R?" du point 4. Comme ce point 4 peut, dans le cas ol
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I'implication (4.11) est violée dans tout voisinage ouvert du segment I', étre choisi
arbitrairement proche du segment I', on obtient dans ce cas particulier le résultat
du théoréme 4.1. Nous supposerons donc dans ce qui suit que I'implication (4.11)
est vérifiée sur un voisinage ouvert W du segment I' que 'on peut d’apres (4.3)
supposer de la forme,

Wi=VixVax {£cR": € —(0,6)| <6} tel que
VixVax{EeR": €= (0,§) <6} CQ, (4.13)

ou Vi est un voisinage ouvert borné du segment [ag, bo], V2 est un voisinage
ouvert borné de 0 dans R""!, § est une constante strictement positive choisie
suffisamment petite et ol 2; est le voisinage ouvert du segment I' défini en
(4.10).

Pour des raisons de commodité et pour adopter les notations qui sont celles
de [12], nous allons changer nos notations et désigner jusqu’a nouvel ordre, ¢, la
variable 1 € R, et z, les variables (z2,...,2,) € R 1. Les nouvelles notations
pour les variables d’espace que nous considérons a partir de maintenant sont
donc, (t,x) € R™.

On considere dans ce qui suit un entier M € N, M > 3. Nous allons main-
tenant utiliser le remarquable lemme 26.4.14 de [12] pour exhiber une fonction de
phase complexe que nous utiliserons lors de la construction de nos quasi-modes.
Mentionnons que par rapport aux notations qui sont celles du théoreme 26.4.7°
et du lemme 26.4.14 de [12], la fonction f qui intervient dans ces résultats cor-
respond dans nos notations a la fonction — f. Comme dans le cas que nous étu-
dions, I'implication (4.11) est vérifiée sur le voisinage ouvert W; du segment I,
on constate au regard des hypotheses du théoreme 4.1 que les hypotheses du
lemme 26.4.14 sont vérifiées. On peut alors appliquer ce lemme pour trouver les
éléments suivants.

(4.14) Une courbe C*, ¢ € [d', V'] — (t,y(t);0,7n(t)) € R™ x R™ avec a’ <V, que
I’on peut choisir arbitrairement proche du segment I'. On fait ce choix de sorte
que,

{(t,y(t);(),n(t)) ite [a’,b/]} C Wy, Vt e [d, V], n(t) e R\ {0} et
vt e [d V], |(—if(ty@),n(),nt) —&)] <8/2, (4.15)

ce qui est possible d’apres (4.3), (4.13) et les hypotheses du théoreme 4.1 qui
stipulent que la fonction f s’annule sur le segment I'. La constante strictement
positive § apparaissant dans (4.15) est définie en (4.13).

(4.16) Une fonction wy € C*°([d/, V'], C) vérifiant,

vt € [a', V], Tmwg(t) > 0, Imwg(a’) > 0, Imwo(b') > 0 et
3¢ €]a’, V[, Tmwy(c') = 0.

(4.17) Des fonctions w, € C([d’,V'],C), 2 < |a| < M, telles que la matrice,

(Imw; () — 654 /2)18.7,6 1 (4.18)
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soit définie positive pour tout a’ <t <V, et telles que si on pose,

w(t, ) == wo(t) + (z — y(t)).n(t) + Z wa(t)(x_|0?j|([t))

2<|a|<M

, (4.19)

la fonction de phase complexe w vérifie I’estimation,

(32(t.2) 1))’
3!

w &}
(Zt(t,x)—l—i Z gg‘g(t,x,n(t)) = O(|z —y(t)MT1), (4.20)

1Bl<M

uniformément sur tout compact de [a/,b] x R""!, si on note comme dans le
lemme 26.4.14 de [12], o = (aq,...,a5) ott a;j € {1,...,n — 1}, les indices des
fonctions w, apparaissant dans la somme du membre de droite de (4.19) et,

la] :=s.

Notons que d’apres la construction du lemme 26.4.14 de [12], ces fonctions wg,
sont symétriques par rapport a leurs indices au sens ot elles sont invariantes par
permutation des s-uplets, o = (aq, ..., as).

Pour continuer, nous allons avoir besoin du lemme suivant qui est une adap-
tation du lemme 26.4.16 de [12].

Lemme 4.2. Considérons q(z,&,h) un symbole de la classe S(1,dz? + d¢?) ou
(z,€) e R?"2 ¢ € CC(R™1), w une fonction C™ sur un voisinage de ’ensem-
ble suppo dans R" ! et y € R" 1. On suppose que les fonctions ¢ et w sont
indépendantes du paramétre semi-classique,

Vz € suppo, = # vy, Imw(x) >0, Imw(y) =0,
Vx € suppe, w'(z) #0, w'(y) =n € R* 1\ {0} et que (4.21)
la forme quadratique Tmw” (y) est définie positive.

Pour tout k € N*, on a l'estimation suivante,

iy d%q hD, —n)? i,
Hq(x,th,h)(qbeh )= agﬁ(‘r7n7h)(/8‘n)(¢eh )HLM(RH)
|8l<k ‘
= O(hg) lorsque h — 07, (4.22)

Preuve du lemme 4.2. On suit dans cette preuve la démonstration du lemme
26.4.16 donnée par L.Hérmander dans [12] en 'adaptant & notre cadre d’étude
semi-classique ou aucune hypothese d’homogénéité relative au symbole ¢ n’est
requise. Commencons par démontrer que pour tout indice § € N1,

iy 181
| (hDy — n)? (pen )HLOO(]Rn—l) = O(h 2 ) lorsque h — 0. (4.23)

190



3.2. Un résultat général d’existence de pseudo-spectre.

En effet, constatons tout d’abord que,
|(hDy — )" (¢ei®)| = |(hDy)" (gei~ i <17)]
— WBIDE (getum i<y, (4.24)

si < -,- > désigne le produit scalaire canonique de R"~!. Il s’agit d’étudier
les termes qui apparaissent lorsque 'on développe par la formule de Leibniz
I’expression,

P DB (gen= <), (4.25)
Dans le cas o1 on dérive exactement j fois le facteur exponentiel e%w7%<"">, ces
dérivations font sortir un facteur A=/ ainsi que j facteurs du type,
ow
il =— — ounled{l,...n—1 4.26
(5 —m) onie 2 (4:26)

qui peuvent étre ensuite dériver. On peut donc écrire tout terme qui apparait
dans le développement de I'expression (4.25) pour lequel on dérive exactement j
5 <m>

. . 2oap—
fois le facteur exponentiel e»™ sous la forme,

hm'*jg(x)e%w(x)*%x'", (4.27)

ou ¢ est une fonction C*° a support compact dans supp¢ qui est indépendante
du parametre semi-classique. Notons que d’apres (4.21), les facteurs (4.26) s’an-
nulent tous en y. Séparons deux cas.

e Sij <|f]/2, le terme (4.27) qui apparait dans le développement de I’expression

(4.25) a une norme L*® dans R™ ! qui est un O(h!®=7) i.e. un O(h'z ) lorsque
h — 0" car d’'une part, j < |8|/2 et que d’autre part sur le compact supp¢, on a

Imw

R RS> = e RS < 1, (4.28)
puisque d’apres (4.21), n € R"~! et Imw > 0 sur suppo.

e Sij > [8]/2, les |B| — j dérivées restantes qui ne dérivent pas exactement
le facteur exponentiel eR W R <> peuvent produire une réduction de I'ordre du
zéro en y di a la présence des j facteurs (4.26) d’au plus |3| — j. La fonction g

du terme (4.27) s’annule donc en y a un ordre supérieur ou égal a,
j—=(Bl=4)=2j—18l

En utilisant la compacité du support de la fonction g et une formule de Taylor
avec reste intégral au point y pour cette méme fonction g, on en déduit au
regard de (4.28) que la norme L* dans R"~! du terme (4.27) peut étre bornée
par une constante strictement positive indépendante du parametre semi-classique
multipliée par le terme,

. . Imw(x)
RIBI=7 sup [z — y|¥-Ble= = l.
TESUppY
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Or, comme d’apres (4.21), Imw > 0 sur supp¢o, Imw(y) = 0 et Imw’(y) = 0, on
en déduit que,

1
Imw(x) = ilmw”(y).(:n —y)? 4 o(|z — y|?) lorsque = — . (4.29)

En utilisant ensuite que d’apres (4.21), la forme quadratique Imw”(y) est définie
positive, la compacité du support de la fonction ¢ et le fait que,

Vx € suppo, x # vy, Imw(x) >0,
on en déduit d’apres (4.29) qu'il existe une constante ¢; > 0 telle que,
Vz € suppo, Imw(z) > 1]z — y|°. (4.30)

On obtient & partir de (4.30) que pour tout x € supp¢ et 0 < h < 1,

BB | — 2185 < Bl gy 218l = ey
< % sup [juf2Ileerlul’]
u€Rn—1
18]
= O(hT)’

lorsque h — 07 car j > |8]/2, ce qui au regard de (4.24) et (4.25) démontre
Pestimation (4.23). Considérons maintenant,

un(z) == p(z)en?@. (4.31)

On va dans les deux étapes a venir étudier la décroissance du module de la
transformée de Fourier de cette fonction uy, dans certains domaines de fréquence,

()= [ dl)ein s

Etape 1. L’objet de cette premiere étape est de démontrer ’estimation suivante,

Vv eN,3C, >0,V 0 < h < 1,VE e R"L |nE —n| > |n|/2,
Cy

up (8] < ———r. (4.32
) < g ey (452
Commencons par écrire que,
T(6) = / ()l EHhDeen(@) gy (4.33)
Rn—1
ol la fonction de phase complexe ¢¢ j, est donnée par Iexpression,
w(z) — x.h
=7 5 4.34

Cette fonction de phase ¢ j, reste confinée dans un ensemble borné de I'espace
des fonctions C**(suppe) si 0 < h < 1 et |h&é —n| > |n|/2, et vérifie d’apres
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(4.21), Imepg p, > 0 sur suppep si 0 < h < 1 et [h§ —n| > |n|/2. Montrons qu'il
existe une constante co > 0 telle que,

V0 < h<1,Ve €suppp, V¢ € R"™L|hé —n| > |n|/2,
A(x,&, ) = |@g (2)* + Imepe () > ¢ > 0. (4.35)
D’apres (4.34), on a

_|w'(x) = he)* | Tmw(x)
Aw&h) = S e Ty el (4.36)

Comme pour tout x € suppo,

|U]/($) — h€|2 > h‘ﬁ’ (h’é-‘ - 2supm65upp¢ ‘U}/(.YJ)D
(L+hfg))? — (1+ hlg))? ’

et que I’ensemble supp¢ est un compact, on en déduit qu’il existe des constantes
strictement positives c3 et ¢4 telles que,

RIEN(BIE] = 25U, cqupps 0/ (2)])
(1+ hIE])?

hl&| > c3 = >cy4 >0,

ce qui induit d’apres (4.30) et (4.36) que,
V0 < h<1,Vr € suppg, V&€ € R"™H hl€] > c3 = A(x, &, h) > ¢y > 0. (4.37)

D’autre part, comme pour tout x € suppo,

[w'(x) = he| _ infrempps |0 (@)] = hl¢]
1+hlg — 1+ hl¢] ’

on en déduit au regard de (4.21) et de la compacité de ’ensemble supp¢ qu'’il
existe des constantes strictement positives cs et cg telles que,

inf:pésuppd) ]w’(x)| - h‘ﬂ
1+ hl¢|

c5 < cg et hlé] < 5 = > cg > 0.

11 s’ensuit d’apres (4.30) et (4.36) que,
V0 < h<1,Vr € suppg,VE € R" hl¢] < c5 = A(x, &, h) > c2 > 0. (4.38)
En utilisant maintenant que d’apres (4.21), la fonction,

|w'(z) —ul?>  Imw(z)

Rnfl ]Rnfl
(w2) € R R = T e T T

ne s’annule pas sur le compact,

{(w,2) € R xR s 05 < Ju] < cs, Ju—1] > |nl/2, = € supps},
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on déduit de (4.36), (4.37) et (4.38) que l'estimation (4.35) est vérifiée. On peut
alors appliquer le théoreme 7.7.1 de [12] a 'intégrale (4.33) avec le parametre,

(1€l +h7h),
pour obtenir au regard de (4.35) 'estimation (4.32).

Etape 2. L’objet de cette deuxieme étape est de démontrer I’estimation suivante,

Yr € N,3C, >0,V 0 < h < 1,V6 e R™ L |hé — | < [n]/2,
[un()| < CLRY|RE — |2 (4.39)

Considérons pour ce faire la nouvelle fonction de phase complexe,
wen(x) :=w(x) — x.hE. (4.40)

On peut écrire (4.33) sous la forme,

W) = [ oD (1.41)

Comme 5
[he] < [hE =l + In| < Sl

si [h§ —n| < |n|/2, la fonction de phase ¢, définie en (4.40) reste confinée dans
un ensemble borné de l'espace des fonctions C¥*!(suppo) si,

0<h<1let]|hE—n|<]|nl/2.

Commencons par démontrer qu’il existe une constante c; > 0 telle que pour tout
x € suppp, 0 < h < 1et [h€ —n| < [n|/2,

he —nf? < |he — 02 + |z — Y < cr(lPhn@)P + Tmpen(e).  (442)
Notons tout d’abord que d’apres (4.30) et (4.40), on a
Vo € suppg, Imepep(z) = Imw(z) > c|lz — y|*. (4.43)
D’autre part comme d’apres (4.21), w'(y) = n, on obtient d’apres (4.40) que,
Pn(@) = 0/ (2) — h = 11— he + O(Jz — ) lorsque & — y.

On en déduit qu’il existe une constante cg > 0 telle que pour tout x € suppeo,
0<h<1let]|h&—n|<|nl/2

|7 =l < e n(@)] + sz —yl, (4.44)

car 'ensemble supp¢ est compact. Il s’ensuit d’apres (4.43) et (4.44) que pour
tout = € suppep, 0 < h < 1 et |h{ —n| < |n|/2,

2
nl? < 2cg +1
c

(2¢8 + 1)|a — y|* + |hg — Imepe p () + 2| () + 28|z — yf?,
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ie.,

2¢3 + 1

|né —n|* < |h& —n* + o —y|* < Imee p(2) + 2| 4 (),

ce qui démontre I'estimation (4.42). Une nouvelle application du théoreme 7.7.1
de [12] pour l'intégrale (4.41) avec le parameétre h~! permet alors d’apres (4.42)
d’obtenir l'estimation (4.39).

On étudie maintenant la quantité,

1

g(x, hDy, h)(gen®) = o

/Rn g, he, )i (§)de. (4.45)

Comme par hypothese le symbole ¢ appartient & la classe S(1,dz? + d€?), T'esti-
mation (4.32) induit que,

1 / "
— e"Sq(x, hE, h)uy(§)dE = O(h*), 4.46
H(%)" L HL“’ ey~ 00T (440

lorsque h — 07. On utilise ensuite la formule de Taylor avec reste intégral pour
écrire que,

1 / o _
Ton—1 e ~q(x, h€, h)up(§)dé
(2m)n—1 {geﬂwl: |he—n|<Inl/2}
oP hé —n)P__
B Z G / ezxfa g( )Muh(f)dﬁ
o {gern=t: he-ni<inl/2y 06 A
+ T(x, h), (4.47)
ou,
1 .
T(x, h) _ _ / JRERS
2m)" 1 Jreern1: he—n|<Inl/2}

1 B
X k(/O (1 _t)k_lmzzkgfg(x’(l —t)77+th§,h)( 55 )’ dt)uh(g)dg. (4.48)

En utilisant & nouveau que ¢ € S(1,dx? + d¢?), ainsi que I'estimation (4.39)
pour 'indice v = [k/2] et I'identité (4.48), on obtient I'existence d’une constante
¢ > 0 telle que pour tout x € R* 1 et 0 < h < 1,

|r(z, h)| < ck/ h[k/2}|h£ _ n‘k—2[k/2]d€
{€eR™=1: |hg—n|<|n]/2}

< e (27 )RR P ({6 € R < e — ] < Inl/2})
< 9n— 1Ck( 1’7,,‘)]6 2[k/2]+n*1h[k/2}*n+17 (4'49)

ou la notation [y] désigne la partie entiere du nombre réel y, ce qui induit que,
(2, h)|| oo mn—1) = O(h%*”) lorsque h — 07, (4.50)
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Comme q € S(1,dz? + d¢?), estimation (4.32) induit que,
|5 o Lo et b 9SS ]
s ¢ (eern—1: Ing-nizpn/2) 06 Al
= O(h™), (4.51)

lorsque h — 0T. En écrivant,
0°q hD, —n)? . i,
Z 7(:5’77’ h)M(d)eh )

o¢7
o h
= Y gt [ et P e

|B|<k
\6I<k

et, en découpant les intégrales apparaissant dans les membres de droite de (4.45)
et de l'identité précédente selon les deux domaines de fréquence,

{€ e R L hg —nl < [nl/2} et {€ € R"1: [hE —n| > [nl/2},

on obtient d’apres (4.46), (4.47), (4.50) et (4.51) que,

iy 8f6q hD, —n)? i
HQ(l’,th,h)(géeh ) — Z w(x7n7h)(ﬁ'TI)(¢eh )HLOO(RTL |
|Bl<k :
< |lr(@, h)|| oo mr-1)
1
iy e Eq(x, hE, h)uy (€)d
H(zﬂ)" ' /{aeR” etz R PG fHLw )
! 9% (h¢ —n)’
+ o \n—1 €= (z,m, h €)d
Hlﬁlz<k (2m)m! /{sew L > in/2) O€° )= g B! €)ae ..
= O(h™"), (4.52)

lorsque h — 0F. Cette estimation (4.52) est plus faible que 'estimation (4.22)
que nous voulons démontrer mais si on utilise cette estimation (4.52) pour I'indice
k -+ 2n, on obtient que,

98¢

(th B U)B i
6763 RS VA

MENRDICEOENDS S (6eh)

|B]<k+2n

(z,n,h)

[
= O(h%), (4.53)

lorsque A — 0. 11 suffit alors pour obtenir I'estimation (4.22) d’établir estima-
tion,

G _n)8 P k
| > Stenn PP ey = o),

5 , -
k<|B|<k+2n 08 At Leo®)

lorsque h — 0T, qui est une conséquence de I'estimation (4.23) et du fait que
q € S(1,dz? + d¢?). Ceci termine la preuve du lemme 4.2. [J
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4.b. Construction d’une famille semi-classique.

Nous allons maintenant procéder a la construction proprement dite des quasi-
modes semi-classiques. Commengons par remarquer que comme d’apres (4.14),
(4.15) et (4.19), on a pour tout (¢,z) € [a/,b] x Va,

1
Imw(t, z) = Imwy(t) + §|ﬂf —y(t)]?

(z —y(t)"

!

9

0 a
+ g [Imwj7k(t) - gk} (z—y(®)" + E Imwq ()
a:=(5,k) 3<]a|<M
1<j,k<n—1

et que la matrice (4.18) est définie positive pour tout ' < ¢ < ¥, on peut trouver
une constante cg > 0 telle que pour tout (¢,z) € [@/,V] x Va,

Imw(t, z) > Imwg(t) + %|l‘ —y(t)]? = colz — y(t)]>. (4.54)

Remarquons ensuite que d’apres (4.19), on a
vt € [d V], daw(t,y(t)) =n(t). (4.55)
On déduit alors au regard de (4.15) et (4.55) que l'on peut trouver un voisinage

ouvert {29 du compact {(t,y(t)) cteld, v ]} dans R" contenu dans 1’ensemble
Vi x Vo défini en (4.13),

{(t,y(t)) 1te [a’,b']} C Qo C WV xVs, (4.56)
tel que,
V(t,2) € s, dyw(t,z) £ 0 et colz — y(t)] < i (4.57)
Si on considere maintenant I'ouvert,
W=y x {(1,€) € R" : [(7,€) — (0,&9)] <}, (4.58)
on obtient d’apres (4.13) et (4.56) que,
W C Wi. (4.59)

Constatons d’apres (4.16) que l'on peut trouver deux constantes strictement
positives € et cqg telles que,

Vt € ld,a' + U — e, V], Imwy(t) > c19 > 0, (4.60)

et,
d+e<d <V ¢, (4.61)

ou ¢ est le réel défini en (4.16). On peut alors d’apres (4.60) trouver une fonction
de troncature x € C§°(R"™, [0, 1]) telle que,

suppx C Qo N ([d, V] x Va), (4.62)
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ot V3 est le voisinage ouvert borné de 0 dans R"~! défini en (4.13) et Qs est le
voisinage ouvert de la courbe {(¢,y(t)) : t € [@/, ]} défini en (4.56),

x = 1 sur un voisinage ouvert de la courbe

{(t,y(t)) :ted +e,b —¢€]}, (4.63)
et telle que,
Jepn > 0,VY(¢t, z) € supp((1 — X)]lﬂzm([a/7b/]><v2)), Imw(t,z) > c11 >0, (4.64)
car d’apres (4.54) et (4.57),
V(t,x) € QN ([d, V] x V),
Imw(t, z) > Imwg(t) + %|$ —y(t)]? > i\x —y(t)]%. (4.65)

Considérons maintenant la fonction vy, définie par,
M .
vn(t, @) == en PO (t,2) N byt ), (4.66)
§=0

ot les fonctions ¢;(t, z) sont des fonctions C* que ’on va choisir dans les lignes
a venir. On étudie la quantité suivante,

Aj(t,z, h) = [th Fif(t,, hDy) + hgi(t, 2, hDy) + ... + hN gn (¢, z, th)]
(eh w(ta)y (¢, )5 (¢, x)) (4.67)

ou les symboles g1,..., gy sont définis en (4.10). Comme d’apres les lignes faisant
suite a (4.10) les symboles f, g1,..., gn appartiennent a la classe,

S(1,dt* + dx* + d&¢?),

nous allons vérifier que 'on peut appliquer le lemme 4.2 & 'expression (4.67)
dans laquelle la variable t est considérée comme un parametre pour obtenir que,

HAj(t,x,h) - [thJr 3 ( 8ﬁf(t z(t)) + P (t,2,n(t)) + ...

1Bl1<M o¢F o¢F

0P gn (hDy — n(t))ﬁ w(t,z) _

+h = oEp (t’x’n(t))> 0! ](eh X(t2)6;(t, @ )HLOO(R") N
P o8
HAj(t,ac,h) — [th + mz:M (iaég(t,m n(t)) + h (%gﬁl (t,z,n(t)) + ...
<
BQN (hDa: n(t))ﬂ

S () ==

(et 5y, =00, (@a6s)
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lorsque h — 07. Il s’agit de vérifier que I'utilisation de cette version & parametre
du lemme 4.2 est bien licite. Constatons tout d’abord d’apres (4.19), (4.62) et
(4.65) que,

—

V(t,x) € suppx, = # y(t), Im[w(t, z) — ilmwy(t)] > ~|= —y@®)* >0, (4.69)

,p

et,
Im[w(t,y(t)) — ilmwy(t)] = 0. (4.70)

Notons que d’apres (4.15), (4.55), (4.57) et (4.62), on a

vt € [a' V], dy[w(t,z) — ilmwo(t)] (¢, y(t)) = dyw(t,y(t)) =n(t) £0, (4.71)

et,
V(t,z) € suppy, d[w(t,z) —ilmwo(t)] = dyw(t,z) # 0. (4.72)

Remarquons également que d’apres (4.17) et (4.19), on a pour tout ¢ € [/, V] et
X eR 1

m[di (w(t, z) — ilmwo(t))] (¢, y(2).X = Imd2w(t,y(t)).X
> %|X|2. (4.73)

On en déduit en relisant la démonstration précédente du lemme 4.2 au regard
de (4.69), (4.70), (4.71), (4.72) et (4.73) que 'on peut appliquer une version a
parametre du lemme 4.2 avec w(t, ) — ilmw(t) pour fonction de phase et,

Imwo(t)

e x(t,x)oi(t, ),

pour fonction d’amplitude, qui induit l'estimation (4.68). Précisons en effet que
I'on constate en relisant cette démonstration du lemme 4.2 que le fait que la
fonction d’amplitude,
_ Imwg(t)
e n x(t,x)e(t,x),

dépende du parametre semi-classique ne préte pas a conséquence puisque d’apres
(4.16), Imwg > 0 sur [d/, V] et que la propriété d’uniformité par rapport & la vari-
able ¢ dans l'estimation (4.68) est une conséquence de la présence de la fonction
de troncature & support compact x(t, ).

On étudie maintenant attentivement la quantité,

o8
A itz h) [th + m;M (ZW t x,n(t )) +h 35951 (t’x,n(t)) + ..

& _ Jé] i
RN 08 gﬁN (t.zn(t)) (th'”(t))] (eFtDx(t,2)05(t,2)). (4.74)

31

Comme la fonction de phase complexe w est une solution approchée de ’équation
eikonale (4.20), le terme semi-classique d’ordre h® = 1 de (4.74) est du type,

Aoty h) i= ex" 0 (Jo — y(8) M Lyuppy (£ 2)), (4.75)
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uniformément par rapport aux variables (t,r) € [a’,b'] x R"~! au sens ot il existe
une constante Cp > 0 telle que pour tout (¢,z) € [a/,b] x R"™1,

[A(t, 2, e 5] < ol — y(1) M+ Laupp (1, ), (4.76)

ol Igypp, désigne la fonction indicatrice de I’ensemble suppy. Le terme d’ordre h
de (4.74) est le produit du facteur exponentiel ex®®®) et d’un terme de la forme,

Dy (X(t,:v)gbj(t, a/:)) + ¢(t,x).Vy (X(t,:n)gbj(t, 1‘)) + d(t, z)x(t,x)p;(t,x), (4.77)

ol ¢ € C®(R",C" 1) et d € C®(R",C) car lors du développement de I'expres-
sion (4.74), les seuls termes qui peuvent contribuer a ce terme d’ordre h sont
ceux ou on dérive au plus une fois un facteur autre que le facteur exponentiel,

eéw(t,a}).

En utilisant que d’apres (4.62) et (4.65),

Imw(t,z)

Y(t,z) € suppx, |elﬁw(t’$)| =e  r <1, (4.78)

on déduit au regard de (4.62), (4.66), (4.74), (4.75) et (4.77) que 'on peut trouver
des fonctions 1, ..., Y1, C°° a support dans I’ensemble,

suppx C Q2N ([d', 0] x V3),
telles que,

H[th+Z( (t,,n(t) +Zhﬂa£ﬂtm()))

IBl<M

B
eSO o) =t (5 v ), =00, 470

lorsque h — 07 et telles que,

(| —y( t)|M+1]lsuppx(ta$))v
q,z)l(t Dy (x(t, 2)do(t,z)) + co(t, z).Va (x(t, z)do(t, z))
+do(t, 2)x(t,2)do(t, ) + O (|2 — y(&) " guppy (£, 7)),
Vi1t x) = Di(x(t, x)d;(t,x)) + &(t, 2). Vi (x(t, 2)¢;(t, 7))
+d;(t, )x(t, l’)%(t z) + R;(t, x)
+ O(Jz — y(O) M lguppy (¢, 7)), (4.80)

uniformément par rapport aux variables (¢,x) € [a’,b'] x R"~! (au sens défini en
(4.75) et (4.76)) pour tout 1 < j < M ou &; désigne une fonction C*°(R™, C" 1),
Jj est une fonction C*°(R",C) et ot R; est une fonction C* supportée dans
I’ensemble compact suppy, uniquement déterminée par les fonctions y, w, f,
g1, -, gn, m qui sont des données et les fonctions ¢g, ..., ¢;—1 qui sont des

200



3.2. Un résultat général d’existence de pseudo-spectre.

fonctions inconnues encore a déterminer. Il s’agit maintenant de déterminer ces
fonctions ¢;. Commencons par choisir la fonction ¢ (¢, z) sous la forme suivante,

dolta)i= 3 doalt)(z— (1), (4.81)

lo| <M

ou les fonctions ¢ (t) sont de nouvelles fonctions inconnues & déterminer. On
veut réaliser sur 'ensemble [a’, V'] x V4,

[Dy + ¢o(t,2).Va + do(t, z)|po(t,z) = O(jw — y(t)|M), (4.82)

uniformément par rapport aux variables (¢,z) € [d/,b'] x V5. En utilisant des
formules de Taylor avec reste intégral au point (t, y(t)) pour développer en puis-
sance de (z — y(t)) les fonctions & (t,z) et do(t, ), on constate qu'il suffit pour
réaliser (4.82) que les fonctions ¢g o (t) apparaissant dans le membre de droite de
(4.81) satisfassent un systeme linéaire d’équations différentielles ordinaires de la
forme,

Digoa(t) + > aas(t)os(t) = 0. (4.83)

I8l<M

On peut résoudre ce systeéme linéaire (4.83) globalement sur Pensemble [a, V'] en
imposant que,
Po,0(c) =1, (4.84)

ou ¢ est le réel défini dans (4.16). Concernant la construction des fonctions
¢(t,x) pour 1 < j <[M/2] — 1, on procede comme suit. Considérons,
1<5<[M/2] -1,

et supposons que les fonctions ¢g, ...,¢j—1 soient déja construites. On cherche
alors la fonction ¢;(t, z) sous la forme,

¢i(tx) = > dialt)(z—y®)",

|a| <M —2j
ot les fonctions ¢;(t) sont choisies pour que,
[Dy + ¢j(t,x).V, + dj(t,2)] 95 (t, ) + Rj(t,z) = O(|lz — y(t)| M%),  (4.85)

sur [a, V'] x Vo, uniformément par rapport aux variables (¢, z) € [a/, b']x V5. Il suffit
pour ce faire de développer en puissance de (:r—y(t)) les fonctions ¢;(t, z), dj (t,z)
et Rj(t,x), et de choisir comme précédemment ces fonctions ¢; () comme solu-
tions d’un systeme linéaire d’équations différentielles ordinaires avec cette fois un
second membre. En itérant ce procédé jusqu’a l'ordre [M /2] —1 et en considérant
des fonctions C§°(R™) quelconques pour les fonctions ¢;(t, z) si [M/2] < j < M,
on termine notre construction de la famille semi-classique définie en (4.66),

M
va(t, ) = en ) (t,2) Y ¢yt m)hd, (4.86)
j=0
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qui est maintenant entierement déterminée. On en déduit ensuite d’apres (4.80),
(4.82) et (4.85) que pour tout (¢,x) € R,

M+1

enw(te) Z V;(t,z)h
=0

= b ) (SR [(Dix) (1 ) + (6, 2).(Ta) (1,2)] 5 (8, @)

7=0
+ X(t? $) [(Dt¢j)(t> $) + Ej(tv x)(vm¢3)(tv l’) + CZj(t7 $)¢j(t> .Z‘) + Rj(tv J})]
+ (L= x(t.0) Ry ()] + O (e = y(O]" M haup (1.2)) )

M
— B0 (ST W (D) (1 ) + (8, 2). (o) (1,2)] 5 (1, @)

=0
+ h”l(l x(t, q;))R](t,.T)]
(M/2]-1
+ Z WHIx(t, ) x O(lz — y(6) M Luppy (t, 7))
j=0

M
+ > WY (@) x O(Tauppy (£, 2))
i=M/2)

+O(lr - y(t)|M+1]15upr(t,a:))), (4.87)

uniformément par rapport aux variables (¢,z) € R™ si on pose Ry = 0. Il s’agit
maintenant d’estimer les termes apparaissant dans le membre de droite de (4.87).
Comme d’apres (4.62), suppx C Q9 N ([@/, V] x V2), estimation (4.65) montre
que pour tout j =0, ..., [M/2] — 1, le terme suivant apparaissant dans le membre
de droite de (4.87) vérifie,

[+ em (8, ) 5 O(fe = w0 ™ D (£, 2)) | o

; S
_ O<h9+1|| =y (1) M2 VO (1, 2) | o))
= O(h'z ™), (4.88)

lorsque h — 07. Par une estimation analogue, on obtient également au regard
de (4.62) et (4.65) que I'un des autres termes de (4.87) vérifie,

le# ) x Ol = (&) M Tuppr (£ 2)) || o

= O(He‘ﬁ\x—y(t)ﬁx — ()M gy :E)HLOO(RTL))

M1

=O(h 2 ), (4.89)

lorsque h — 0%. D’autre part, comme d’apres (4.60), (4.63) et (4.65), on peut
trouver une constante cis > 0 telle que,

V(t,x) € suppdyx Usuppdyx, Imw(t,z) > c12 > 0, (4.90)
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on en déduit que pour tout j =0,..., M,

11741 (Dex) (8, )65 )i e oy = O™ H), (4.91)

lorsque h — 0T. Pour les mémes raisons, on obtient que pour tout j =0, ..., M,

€12

5, (4.92)

1715t ) (Vax) (¢ 2) (8, 2)ern 0| Lo @y = O(e™

lorsque h — 0. Comme la fonction R; définie en (4.80) est supportée dans
I’ensemble suppy, on obtient d’apres (4.62) et (4.64) que pour tout j =0,..., M,
€11

19 (1= Xt 2) By (1 2)e i) | ey = O™ ), (4.99)

lorsque h — 0F. Comme d’apres (4.62) et (4.65), on a pour tout j = [M/2],....M
I’estimation suivante du terme,

hj+1e%w(t’m)x(t, x) x O (]lsuppx(t7 :r)) ,

Hhﬁl@%w(t’z)X(tﬂ«") X O(]lsuppx(tvx))HLoo(Rn) = O(h[M/Q]H)’

lorsque h — 07, on déduit de (4.87), (4.88), (4.89), (4.91), (4.92) et (4.93) que,

lorsque h — 07, ce qui induit en utilisant I'inégalité triangulaire et (4.79) que,

. M+1 '
ehruita) §° wj(t,x)h]HLoo(Rn) = 0(h
=0

D0f g1
H [th + WZ:M (za—gﬁ(t, z,n(t)) + h 97 (t,z,n(t) + ...
p hD, —n(t))” M1
Y (b )))(m}w,x)HLw(Rn) =o(n"),

lorsque h — 07. En utilisant une nouvelle fois I'inégalité triangulaire et I’estima-
tion (4.68) pour tout j = 0,..., M, on obtient au regard de (4.66), (4.67) et de
I’estimation précédente que,

H [th +if(t,x, hDy) + hgi(t,z,hDy) + ... + KN gn (t, th)} vh(az)H

M+1
2

=O(h 2 ) lorsque h — 07. (4.94)

Lo (R™)

4.c. Etude de la concentration semi-classique de la famille semi-classi-
que (Vh)o<h<1-

On s’intéresse dans ce paragraphe a préciser un ensemble de concentration
semi-classique de la famille semi-classique (vp)o<n<1 qui a été définie en (4.86).
Commencons par établir une minoration de la norme L?(R") de cette famille

203



3.2. Un résultat général d’existence de pseudo-spectre.

semi-classique. Un calcul direct montre d’apres (4.86) que pour toute fonction
¥ € G5 (R™),

P (o (0= ) B e = () gy

i — U j
_ pon /n er OO\ (b, 2 (W (¢ = ), — y()) S oyt ) deda

=0
_ hu(d @) / 1wt ()= WDy (e 4 o, i + (')

M
x Yt 2) Y ¢ (ht + ¢ ha + y(d)) b dtda. (4.95)
7=0

Comme d’apres (4.16) et (4.19),
Imw (', y(c)) = Imwy(c') =0, (4.96)
on obtient au regard de (4.62) et (4.65) que sur le support de la fonction,
x(ht + ¢, hx + y()),

m[w(ht + ', ha +y(d)) —w(d,y())] = Imw(ht + , ha + y(')) > 0. (4.97)

Si on utilise le théoreme de convergence dominée de Lebesgue, on obtient d’apres
(4.95), (4.96) et (4.97) que,

B (oo (7t — ), e = 9()])) gy | —

‘/n i’ (' y(c)).(t,2) (c y(c ))1p(t,x)¢0(cl,y(c/))dtdx, (4.98)

lorsque h — 07. Comme d’apres (4.61), (4.63), (4.81) et (4.84), on a
X(¢y(c)) =1et go(c,y(c)) =1,

on peut choisir une fonction ¢ € S(R™) \ {0} telle que,

‘ / eiw’(c’,y(c’))(t,x)x(Cl,y(c/))@(t“r)gbo (C/,y(Cl))dtd$’

| / D (1 2)dtda] > 0. (4.99)

Comme d’autre part,

Hlp( t —-C ) hil[‘r - y(cl)]) HLQ(Rn) = h% HwHLQ(R"))
on déduit au regard de (4.98), (4.99) et de l'utilisation de I'inégalité de Cauchy-
Schwarz a partir de (4.95) qu'’il existe des constantes c13 > 0 et 0 < hg < 1 telles

que,
V0 < h < hy, ||UhHL2(R“) > ci13h2. (4.100)
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Considérons dorénavant la nouvelle famille semi-classique (up,)o<n<p, de I'espace
C§°(R™) normalisée pour la norme L2,

up(t, z) == un(t, )

= 4.101
vl £2 () ( )

Comme d’apres (4.62) et (4.65), Imw > 0 sur lensemble compact suppy, on
obtient directement en reprenant la définition (4.86) de la famille semi-classique
(Vn)o<h<hg, (4.100) et (4.101) que,

VieN,3m; €N, |lup|lgn = O(h™™) lorsque h — 0.

Pour préciser un ensemble de concentration semi-classique de cette famille semi-
classique (up)o<h<hy, On commence par démontrer le lemme suivant.

Lemme 4.3. On a ’estimation suivante,
Vv €N,3C, >0,Y 0 < h < 1,Y(r,&) € R", |h(r,€) — (0,&)| > 5/2,

. Cy
N (R

ot vy, est la fonction définie en (4.86) et & est la constante strictement positive
choisie en (4.13).

(4.102)

Preuve du lemme 4.3. Pour la preuve de ce lemme, nous allons user d’arguments
similaires a ceux utilisés lors de I'étape 1 de la démonstration du lemme 4.2.
Commencons par écrire,

@(T,{)—/ X(t,x)¢j(t,x)eiﬂ(ﬂg)Hh&)SDﬂf,h(t’x)dtd:n, (4.103)

ou wy, désigne la fonction,
wh(t,x) = X(t, 2) ¢y (t, x)eh vt (4.104)
et ou la fonction de phase complexe ¢, ¢ (¢, x) est définie par,

w(t,x) — h(t,z).(1,§)

Oren(t,x) = L RI(r.E)] , (4.105)

si (t,z).(1,€) désigne le produit scalaire canonique dans R"™ de (t,z) et (7,§).
Cette fonction de phase ¢, ¢ 5, reste confinée dans un ensemble borné de I'espace
des fonctions CV*+1 (supp(xgbj)) si,

0<h<Tet |h(r,&) — (0,£)] > 5/2,

) désigne la constante strictement positive choisie en (4.13), puisque la fonc-
tion x définie en (4.62) est & support compact. Montrons maintenant qu’il existe
une constante ci4 > 0 telle que,

V0 <h<1,V(tz) € supp(x9;),
V(r,€) € R, |h(r,€) — (0,&)] = §/2,
A(t, 2, 7,6, h) = |Viapren(t, o) + Impr e p(t,2) > c1q > 0. (4.106)
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D’apres (4.105), on peut écrire,

| Vigw(t,z) — (T, €&)|? Imw(t, x)
Alt,z, 7,6, h) = L+ HEE) 1 Exlk (4.107)

Remarquons tout d’abord que d’apres (4.62) et (4.65), on a

1
¥(t, ) € supp(x;), Tmuw(t, ) > |z —y(t)[* > 0, (4.108)
et,
V(t, ) € supp(xd;), Tmgs e n(tz) = —20ED) o g (4.109)
) pp X 2/ 907,5,11 9 - 1+h’(7—,£)| - Y .

Comme pour tout (¢, z) € supp(x¢;),

Viaw(t,z) = h(r, 912 _ M)l (. )] = 250Dy couppine) [Vesw(t,2)])
(L+h(mON* (1+ h|(r,6)))?

et que I’ensemble supp(x¢;) est compact, on en déduit qu’il existe des constantes
strictement positives ci5 et cig telles que,

9

Bl(r, )] > c15 =
BT O (BT, €] = 250D oycmuppney) | Veaw(t 7))
(1+hl(r.€)])

ce qui induit d’apres (4.107) et (4.108) que,

> C16 > 07

VO0<h<1,Y(tz) € supp(x¢;),¥(1,£) € R",
h|(7,8)| > c15s = A(t,z,7,&,h) > c16 > 0. (4.110)

D’autre part, comme pour tout (t,z) € supp(x®;),

Vigw(t,z) = h(r, )| Mea)jesupins) [Veaw(t, )| — hl(7,£)|
L+almol ~ L+ hl(7,9)] ’

on en déduit en utilisant (4.57) et le fait que d’apres (4.62), 'ensemble compact
supp(x¢;) soit contenu dans I’ensemble Q5 qu’il existe des constantes strictement
positives c17 et cig telles que c17 < c15 et,

inf(tvw)esupp()((ﬁj) |vt79&w(t7 33)| - h|(7—7 £)|
1+ h|(r,8)|

hl(1,8)| < c17 = > c18 > 0,
ce qui induit d’apres (4.107) et (4.108) que,

VO0<h<1,Y(tz) €supp(x¢;),¥(1,&) € R",
R|(7,8)| < c17 = At,x, 7,6, h) > 2g > 0. (4.111)
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Vérifions maintenant que la fonction positive,

Vizw(t,z) —ul?  Imw(t,z)

w;t,x) €ER" x R" — ,
(uit,) L+ u])? T+ Jul

(4.112)

ne s’annule pas sur le compact,

{(u;t,z) €R" x R™: ¢17 < |u| < e5, Ju— (0,€0)] > 6/2,
(t,z) € supp(x¢;)}. (4.113)

Constatons que d’apres (4.19) et (4.55), on a

vt € [d ), (Vi) (t,5(6)) = (wh(t) — ¥/ (508, n(2). (4.114)
Daprés (4.19) et (4.114), on obtient en évaluant (4.20) en 2 = y(t) que,
wh(t) = ¥/ (O.n(t) — if (Ly(®).n()), (4.115)
sur [a/,b']. On déduit alors de (4.114) et (4.115) que,
vt e [, b], (Vegw)(ty(t) = (—if (ty(t),n(t)),n(t))- (4.116)

On conclut d’apres (4.15), (4.108) et (4.116) que la fonction (4.112) ne s’annule
pas sur le compact (4.113). En collectant ce fait, (4.110) et (4.111), on obtient au
regard de (4.107) lestimation (4.106). On peut alors d’apres (4.106) et (4.109)
appliquer le théoreme 7.7.1 de [12] & 'intégrale (4.103) avec le parametre,

|(m, &) +h,
pour obtenir que,
Vv e N,3C, >0,V 0 < h < 1,Y(r,£) € R", |h(r,€) — (0,&)] > /2,

_ Cy
oS (g

ce qui d’apres (4.86) et (4.104) induit l'estimation (4.102) et termine la preuve
du lemme 4.3. [

Nous allons maintenant démontrer que ’ensemble compact,
K :=Vix Vo x {(1,6) e R": |(1,€) — (0, &) <6}, (4.117)
ot Vi x Vo x {(1,€) € R™ : |(1,€) — (0,&,)| < &} est le voisinage ouvert du

segment I" défini en (4.13), est un ensemble de concentration semi-classique pour
la famille (up)o<n<p, définie en (4.101),

K = FSoo ((un)o<h<hy)- (4.118)

Pour ce faire, considérons V' un voisinage ouvert de I’ensemble compact K,

KcCV, (4.119)
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et v un symbole de la classe S(1, dt? + dx? + dr? + d¢?) vérifiant,
suppy C V°. (4.120)

Comme d’apres (4.13), (4.15) et (4.62), suppx C [a/,b'] x Vo C V4 x V3, on peut
trouver une fonction ¢ € C§°(R", [0, 1]) telle que,

¢ = 1 sur un voisinage de suppy et suppy C V; x Va. (4.121)

Compte tenu de (4.117), (4.119) et (4.121), on peut ensuite choisir une fonction
w € C®(R™,[0,1]) bornée sur R™ telle que,

w = 0 sur un voisinage de {(7,€) € R™ : |(1,€) — (0,&))| < 8}, (4.122)

et,
suppy X supp(l —w) C V. (4.123)

Comme d’apres (4.86) et (4.101),
V 0 < h < hg, suppup, C suppy,
on peut écrire au regard de (4.121) que,
Y(t,x, hr, hE, h)Yuy,

= w(ta z, hTa hﬁ, h)w(p(t? Q?)Uh
= U(t, @, h7, h&, h)“ o(t, x)w(hT, h§) up

+(t, z, b, hE, h) " o(t, 2) (1 — w(hT, hE)) “up,. (4.124)

Constatons ensuite que le fait que la fonction bornée w vérifie (4.122), induit au
regard de (4.100), (4.101) et du lemme 4.3 que pour tout I € N,

lw(hr, hE) unll gz = (7, ) w(hr, hE) T (7, €) 2 = OB, (4.125)
lorsque h — 0. En utilisant maintenant que,
Y € S(1,dt* + dx? + dr? + de?),

et le théoréme de Calderén-Vaillancourt, on obtient d’apreés (4.125) que pour
tout I € N,

[4(t, 2, hr, hE, h) (L, 2)w(hT, hE) “unl g = O(lw(hr, hE) up|| 1)
= O(h™), (4.126)
lorsque h — 07. D’autre part, les inclusions (4.120) et (4.123) montrent que,
Y(t,z, hr, hE, h) Y o(t, 2) (1 — w(hT, hE))" € Opy (S(h™°, dt* + dz* + dr* + d&?)),

ce qui induit d’apres le théoreme de Calderén-Vaillancourt et les estimations
précédant le lemme 4.3 que,

Vi € N7 ||1/}(ta z, hTa hgv h’)w(p(tv :C)(]' - w(th h&))wuhHHl = O(hoo)v (4127)

lorsque h — 07. En utilisant 'inégalité triangulaire, on déduit alors de (4.124),
(4.126) et (4.127) que,

Vi €N, ||[o(t,z, ht, h&, h) up|| g = O(h*°) lorsque h — 07,

ce qui démontre que,
K = FSoo ((un)o<h<hy)- (4.128)
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4.d. Estimation caractéristique d’un quasi-mode semi-classique.

11 s’agit dans ce paragraphe de vérifier que cette famille semi-classique (up,)o<n<h,
de S(R™) que nous venons de construire est bien un quasi-mode semi-classique
avec la propriété de décroissance annoncée par le théoreme 4.1 pour 'opérateur
initial F'(t,z, hDy, hD,, h). Soulignons que nous conservons encore les notations,
(t,z) € R™, pour désigner les variables d’espace et que ces notations different
de celles de I’énoncé du théoreme 4.1 et du début de sa démonstration. Nous
ne manquerons pas de mentionner explicitement lorsque nous reprendrons les
notations initiales. On procede en deux étapes.

Etape 1. D’apres le développement asymptotique semi-classique (4.9), on peut
trouver un symbole sy dans la classe S(1,dt? + dz? + dr? + d€?) tel que,

G(t, @, hDy, hDy, h) = Go(t, x, hDy, hD,) + hG1(t, x, hDy, hDy) + ...
+ hNGN(t,z,hDy, hDy) + N Plsn(t, x, hDy, hD,, h).  (4.129)

Commencons par démontrer le résultat suivant.
Proposition 4.4. On a lestimation,

IG(t, 2, AD¢, hDy, h)up| 2 (gny = O (RPN FLESE0), (4.130)
lorsque h — 0.

Preuve de la proposition 4.4. D’apres (4.129) et le théoréeme de Calderén-Vaillan-
court, il suffit pour démontrer (4.130) de prouver que,

|[Go(t, @, hDy, hDy) + hG1(t,x,hDy, hDy) + ...
+hNGy(t,z,hDy, hD,)]

uhHLQ(R”) _ O(hmin(NH,M}”“))’ (4.131)

lorsque h — 0T puisque d’apres (4.101), [|up||L2(rn) = 1. Constatons tout d’abord
que d’apres (4.94), (4.100) et (4.101), on a

|[(hDy + if(t, 2, hDy) + hgi(t, x, hDy) + ... + KN gn (¢, 2, th)]uhHLoo(Rn)

M—n+1

=0(h" =),

lorsque h — 07. Comme d’apres les lignes faisant suite a (4.10), les fonctions f,
g1, -, gN—1 €t gy sont a support compact et que d’apres (4.86) et (4.101),

V0 < h < hg, suppuy, C suppy,

on en déduit au regard de (4.62) qu’il existe un compact Ko de R?" tel que pour
tout 0 < h < hy,

[hDy +if(t,x, hDy) + hgi(t, 2, hDy) + ... + W™ gn (t, 2, hDy) Jup, C Ko,
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ce qui induit d’apres 'estimation précédente que,
[[RDy +if (t, 2, hDz) + hgi(t, 2, hDy) + ...+ BN g (t 2, hDa) [up | 1o e
< ||[nD¢ + if(t,w, ADy) + hgy(t, 2, hDz) + .. + h g (t, 2, hDz) [un | oo
x m(Kq)'/?

M— n+l

— O™ =2 ), (4.132)

)

lorsque h — 07 si on note m la mesure de Lebesgue sur R?". Considérons main-
tenant l'opérateur,

5(t, x, hr, h&, b)Y
[hDy +if(t,x,hDy) + hgi(t,x, hDy) + ... + b gy (t, 7, hDy)]

— [Go(t, 2, hDy, hD,) + hG1(t,x, hDy, hDy) + ... + hN G (t, x, hDy, hDy)].
(4.133)

Comme d’apres (4.10), on a dans les notations que nous utilisons actuellement
pour désigner les variables d’espace, (t,z) € R,

Go(t,IE,T,S) :T—FZf(t,(L',é) et Gj(t,iﬂ,T,f) :gj<t)x7§) sil S] S N7

sur 1, le symbole de Weyl semi-classique §(¢,z,7,&, h) de P'opérateur pseudo-
différentiel (4.133) est nul sur ’ensemble ouvert ©; qui d’apres (4.13) contient
I'ensemble de concentration semi-classique K de la famille (up)o<n<p, défini en
(4.117). 11 s’ensuit d’apres la définition 1.2 que,

15(t, 2, hr, h&, h) up || 2(rny = O(R™°) lorsque h — 0. (4.134)
On déduit alors d’apres (4.132), (4.133) et (4.134) que,

[Go(t, @, hDy, hD,) + hGy(t, @, hDy, hD,) +
+hNGN(t7x7thth$)]uhHL2(Rn) O(

) lorsque h — 07,
ce qui induit estimation (4.131) et termine la preuve de la proposition 4.4. O
Etape 2. Nous allons maintenant établir que,

|F(t, 2, AD¢, hDy, h)up| 2 (gny = O (R™MNHLESE0), (4.135)

lorsque h — 0T. On rappelle que d’aprés (4.8) et dans les notations que nous
utilisons actuellement pour désigner les variables d’espace, (t,z) € R™, on a

G(t,x,hDy, hDy,h) = (I — hNgn(t, ,hDy, hDy))...
(I — hq(t,x,hDy, hDy))F(t,x, hDy,hDy, h), (4.136)
ou les fonctions ¢; sont des symboles indépendants du parametre semi-classique
appartenant a la classe S(1,dt? + dx? + dr? + d¢?). Compte tenu de lellipticité

des symboles, '
1 - hJQJ(tﬂ x,T, 6)7
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dans la classe S(1,dt? + dx? + dr? + d¢?) pour tout 1 < j < N, on peut pour
tout 1 < j < N trouver une paramétrixe r; € S(1,dt? + da? + dr? + d&?) et un
symbole 7; appartenant a la classe S(h°, dt? + da? + dr? + d€?) tels que,
rj(t,x, hDy, hDy, h) (I — hq;(t, z, hDy, hD,))
= I +7j(t,x,hD¢, hDy, h). (4.137)
On en déduit que si une famille semi-classique (@y)o<n<n, de L*(R") vérifie
|t r2@ny = O(1) et,

H([ _ hjqj(t,:n, hD;, th))ﬂhHLQ(R") _ O(hmin(N+1,M_2n+1))’

lorsque h — 07, le théoréme de Calderén-Vaillancourt induit en utilisant (4.137)
et I'inégalité triangulaire que,

lanll 2y < || (t. @, hD, hDy, h)(I = 1 q;(t, @, ADy, hDy) )| 1o e
+ ||ﬂ(ta x, tha th, h)ﬂhHLQ(R")
= O(H(I — thj(t’m’th’th))ﬁhHLz(R”) + hoo)
— O(hmin(Nle,%))’

)

lorsque h — 07. Au regard de (4.101), (4.130) et (4.136), I'estimation (4.135)
est alors une simple conséquence de ce résultat et de I'utilisation du théoreme de
Calderén-Vaillancourt.

Considérons maintenant V' un voisinage ouvert du segment I' défini en (4.3).
Si on reprend notre démonstration, on peut choisir le voisinage ouvert €23 du
segment I' défini en (4.10) tel que,

Q, CV. (4.138)

Avec ces données, les lignes précédentes ont montré en (4.118) que le quasi-
mode (up)o<h<h, de S(R™) défini en (4.101) se concentre semi-classiquement
dans I’ensemble compact K au sens donné par la définition 1.2. On déduit au
regard de (4.13), (4.117) et (4.138) que 'ensemble fermé V est également un
ensemble de concentration semi-classique du quasi-mode (u)o<n<ng,

V = FSeo ((un)o<n<ho)-

En reprenant maintenant les notations initiales, x € R™, qui sont celles de
I’énoncé du théoreme 4.1 pour désigner les variables d’espace, nous avons établi
en (4.101), (4.135) et dans les estimations qui font immédiatement suite a cette
identité (4.101) que le quasi-mode (up)o<n<n, vérifie,

lunllp2mny = 1, VI € N,3my € N, [Jup|[gr = O(h™™) lorsque h — 0t,
V = FSeo ((un)o<h<h,) €t

M—n+1 )

“F(x7hD:D7h)uh”L2(Rn) — O(hmin(N—i-L 3

) lorsque h — 0. (4.139)

En mentionnant enfin que les choix de 'entier N au début du paragraphe 4.a et
de 'entier M € N, M > 3 précédant (4.14) sont arbitraires et indépendants, on
déduit de (4.139) le résultat du théoréeme 4.1. Ceci termine la démonstration du
théoreme 4.1. O
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5. Résultats annexes.

Nous avons rassemblé dans cette cinquieme partie les preuves d’un certain
nombre de résultats qui ont été utilisés dans les parties précédentes. Tous ces ré-
sultats sont des résultats de réductions géométriques qui permettent de ramener
par un changement local de coordonnées symplectiques, I’étude de certains sym-
boles a celle de quelques formes normales classiques. Tous ces résultats sont des
variantes de résultats établis dans [12]. Leurs démonstrations ne sont donc que de
simples adaptations de celles proposées par L.Hérmander dans son livre [12]. La
différence essentielle entre ces résultats et ceux contenus dans [12] réside dans le
caractere non homogene des symboles et des transformations symplectiques que
nous considérons. Cette différence nous permet de relaxer certaines hypotheses
des énoncés contenus dans [12]. Ce paragraphe se propose donc dans un souci de
clarté et de complétude de notre discussion de donner précisément les énoncés et
les preuves des résultats de réduction géométrique que nous utilisons lors de notre
démonstration du théoreme 1.3. Notons également que lors de cette démonstra-
tion du théoreme 1.3, il est parfois nécessaire de se référer a certains points précis
des démonstrations des résultats de cette cinquieme partie. Ce paragraphe est
donc une référence simple dont nous userons et auquel nous ferons explicitement
appel lors de la démonstration du théoreme 1.3.

Le premier résultat est une variante du théoreme 21.3.6 de [12]. Etant donnée
une fonction & valeurs complexes p, on convient de noter dans tout ce qui suit
par Rep sa partie réelle et par Imp sa partie imaginaire.

Théoréme 5.1. Considérons p = Rep + ilmp une fonction a valeurs complexes,
C> sur un voisinage ouvert du point v € R?™ ot n > 2 vérifiant,

p(v) =0 et HRep(V) # 0. (5.1)

On peut alors trouver une transformation symplectique réelle x d’un voisinage
ouvert du point (0,,) dans R?™ sur un voisinage ouvert du point v dans R*" et
une fonction a € Cg°(R*™,C) telles que,

X(0,en) =7, a(y) #0 et x*(ap) =& +if(x,&),

sur un voisinage ouvert du point (0,ey), ot & désigne les variables (&2, ...,&n),
en = (0,...,0,1) € R™ et ou f est une fonction C*° a valeurs réelles sur un
voisinage owvert du point (0,e),) siel, = (0,...,0,1) € R*~L.

Preuve. Comme d’apres (5.1), p(y) = 0 et dRep(y) # 0 puisque,

HRep('}/) 7& 07

on peut en utilisant le théoreme 21.1.6 de [12] trouver de nouvelles coordonnées
symplectiques locales encore notées (x,&) telles que dans ces coordonnées,

v =(0,ep) et Rep = &;.

On s’est ainsi ramené aprés une transformation symplectique réelle au cas ou,
7 =(0,en), p(0,en) =0 et p(z,§) = & + ilmp(z, ), (5.2)
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sur un voisinage ouvert du point (0, &,). Comme d’apres (5.2),

Olmp
1
231

op
p(y)=0et ——(v) =1+
(1) =0t 72 ()
on peut utiliser le théoréeme de préparation de Malgrange (Théoreme 7.5.6 dans
[12]) pour trouver des fonctions a et r appartenant & 1’espace C§°(R?*", C) telles

que l'identité,

(v) # 0, (5:3)

§1= a(m,ﬁ)p(m,&) +T($7§,)’ (54)

soit vérifiée sur un voisinage ouvert du point v dans R?" et que la fonction r
soit indépendante de la variable £;. Vérifions que cette fonction a ne peut pas
s’annuler au point -,

a(vy) # 0. (5.5)

11 suffit pour ce faire de dériver 'identité (5.4) par rapport a la variable & et
d’évaluer cette expression au point v. On en déduit en utilisant (5.2) que,

da Op Op
= 87&(7)19(7) + a(v)afgl(v) = a(v)a?l

ce qui démontre (5.5). En utilisant (5.2), on obtient également en évaluant l'i-
dentité (5.4) au point vy que,

1 (), (5.6)

r(0,el) = 0. (5.7)
On peut ensuite appliquer une nouvelle fois le théoreme 21.1.6 de [12] au systeme,
x1 et & — Rer(z,¢),

pour trouver de nouvelles coordonnées symplectiques locales sur un voisinage
ouvert du point v = (0,¢&,) notées (y,n) qui fixent le point (0,¢,) et vérifient,

y1 :=x1 et gy ==& — Rer(x,&). (5.8)
Ceci est bien licite puisque d’apres (5.7),
r1=0et & — Rer(z, &) =0,

en (z,§) = (0,&n),
{él - Rer(x>€/)ax1} = 17

sur un voisinage ouvert du point (0,¢,) dans R?" et que les différentielles,

OR R,
day et dey — L gy — X

Ox o¢’ a’,

sont linéairement indépendantes au voisinage du point (0,&,). Si on note y la
transformation symplectique réelle associée a ce changement local de variables
symplectiques,

x(y,n) = (@,8), (5.9)

on obtient au regard de (5.4) et (5.8) que,
X" (ap) = m — ix* (Imr), (5.10)
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sur un voisinage ouvert du point (0, &,,) si on désigne par x* f la fonction pullback
de la fonction f par la transformation x. Considérons maintenant la fonction a
valeurs réelles définie sur un voisinage ouvert du point (0,&,) par,

f(y,m) = —x"(Imr)(y,n). (5.11)

En utilisant la conservation du crochet de Poisson par les transformations sym-
plectiques (cf. (21.1.4) dans [12]) et I'indépendance de la fonction Imr définie en
(5.4) par rapport a la variable &1, on obtient d’apres (5.8), (5.9) et (5.11) que
pour tout (y,7n) appartenant & un voisinage ouvert du point (0, &),

of N
aim(yv 77) = {f(yv 77)7 yl} = {yla X (Imr)(y, 7])}

= {ml, Imr(z, 5’)}

Olmr /
= — =0. 5.12
e @6 (.12

Cette identité (5.12) montre que la fonction f est indépendante de la variable 1;
ce qui démontre d’apres (5.10) et (5.11) que l'identité,

X (ap) =m +if(y,n'), (5.13)

est vérifiée sur un voisinage ouvert du point (0,e;,). Ceci termine au regard de
(5.5) la démonstration du théoreme 5.1. OJ

Le théoreme suivant est une variante du théoreme 21.3.5 de [12].

Théoreme 5.2. Considérons p = Rep + ilmp une fonction a valeurs complexes,
C™ sur un voisinage ouvert du point v € R*™ oti n > 2. On suppose que,

p(y) =0, Hrep(7) #0, (5.14)

et que la partie imaginaire Imp de la fonction p change de signe a l’ordre,
k>1,

en passant de valeurs positives vers des valeurs négatives au point v sur la bicar-
actéristique orientée du symbole Rep passant par le point v. On suppose égale-
ment qu’il existe un voisinage ouvert Vo du point v dans R?" tel que la fonc-
tion Imp s’annule une unique fois dans Vy le long de toute bicaractéristique ori-
entée du symbole Rep passant par un point d’un voisinage ouvert suffisamment
petit du point v et que la fonction Imp change de signe en passant de valeurs
positives vers des valeurs négatives a l'ordre exactement k en ces annulations
le long de ces bicaractéristiques orientées du symbole Rep. Sous ces hypothéses,
Uordre k est nécessairement impair et les résultats suivants sont vérifiés,

i) Si on note V l’ensemble caractéristique p~1({0}), cet ensemble V posséde une
structure de sous-variété de codimension 2 dans R?™ sur un voisinage ouvert W
du point ~v. On a lidentité,

Himp = bHRep, (5.15)
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sur ’ensemble WNV , ou b désigne une fonction a valeurs réelles C*° sur l’ensem-
ble ouvert W. Tous les crochets de Poisson des symboles Rep et Imp avec au plus
k occurences de ces symboles s’annulent sur 'ensemble W NV et pour toute
fonction a € C°°, on a lidentité,

. k—1
Hﬁe(ap)lm(ap) = |a\2(Re(a + zab)) Hﬁeplmp, (5.16)

sur l'ensemble W NV.

i1) Il existe une transformation symplectique réelle x d’un voisinage ouwvert du
point (0,e,) dans R®™, ot &, = (0,...,0,1) € R™, sur un voisinage ouvert du
point v dans R?™ et une fonction a € C§°(R?",C) telles que,

x(0,e,) =7, a(y) # 0 et X*(ap) = & — izlE,, (5.17)

sur un voisinage ouvert du point (0,,) dans R*".

Preuve. Commengons par remarquer que les hypotheses de changement de signe
de la fonction Imp a 'ordre fini k£ imposent 'imparité de cet entier. Considérons
I'ensemble V; = (Rep)~'({0}), cet ensemble V; est une hypersurface dans R?"
sur un voisinage ouvert du point  puisque d’apres (5.14), dRep(y) # 0. Notons
maintenant V5 ’ensemble des zéros de la fonction,

q:= Hﬁ;pllmp, (5.18)

sur cette hypersurface V. Cet ensemble V5 est une hypersurface de la sous-variété
V1 sur un voisinage ouvert des points vérifiant,

{Rep, ¢} # 0. (5.19)
En effet, ceci vient du fait que ’ensemble,
Va = (Rep) ' ({0}) g~ ({0}), (5.20)

est une sous-variété de codimension 2 dans R?” sur un voisinage ouvert des points
vérifiant,

{Rep,q} #0,

car sur un voisinage ouvert de ces points, les différentielles dRep et dg sont
linéairement indépendantes puisque c’est le cas de leurs champs hamiltoniens
HRgep et Hy compte tenu de l'identité,

U(HRepa Hq) = {Rep7q} 7é 0
Considérons t — I'(t) la bicaractéristique du symbole Rep vérifiant,
I'(0) = 1. (5.21)

D’apres les hypotheses du théoreme 5.2, la fonction ¢ — Imp(f‘(t)) s’annule a
l'ordre exactement k et change de signe en passant de valeurs positives vers des
valeurs négatives en t = 0. Il s’ensuit d’apres (5.21) que,

d* k k

— (Imp(F(t))) L:O — Hf, Tmp(T(0)) = Hf,, Imp(7) < 0. (5.22)
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On peut donc d’apres (5.18) et (5.22) trouver un voisinage ouvert V3 du point -y
dans R?" sur lequel,
Hi;.,Jmp = {Rep, ¢} < 0. (5.23)

L’ensemble V5 a donc une structure de sous-variété de codimension 2 dans R?"
sur un voisinage ouvert du point . Considérons ensuite v; un point de I’ensemble
Vo N'V3 que l'on choisit suffisamment proche du point v pour que le changement
de signe de valeurs positives vers des valeurs négatives a ’ordre k qui se produit
par hypothese pour la fonction Imp sur la bicaractéristique orientée du symbole
Rep passant par le point 71, se produise dans 1’ensemble V3. Notons t — I'(¢)
cette bicaractéristique et supposons que,

I1(0) =m. (5.24)

Si on désigne par tg le temps ou se produit ce changement de signe a 'ordre k,
il s’ensuit que,
di .
VO<j<k—1, —.(Imp(Fﬂt)))’ — Hl Tmp(T1(ty)) =0.  (5.25)
dt t=to P

Quitte a choisir le point ~; suffisamment proche du point v, on peut supposer
que I'1(t) € V3 pour tout 0 < ¢t < ¢ si tg > 0 ou que I'1(t) € V3 pour tout
to <t <0sity<0.Comme d’apres (5.23),

%(H{ggpllmp(rl(t))) — Hf, Tmp (T () <0,

si I'1(t) € V3, la fonction ¢ +— H{{gpllmp(f‘l(t)) ne peut donc s’annuler qu’une

seule et unique fois sur l'intervalle [0, to] si top > 0, respectivement [to, 0] si tg < 0.
Ceci impose d’apres (5.25) que nécessairement ty = 0 car comme 7; € Vo, on a
d’apres (5.18), (5.20) et (5.24) que,

Hﬁ;pllmp('yl) = Hﬁg;lmp(Fl(O)) =0.
On déduit alors de (5.24) et (5.25) que,
V0<j<k—1, H,Imp(y1)=0. (5.26)

Comme 'entier naturel k est supposé strictement plus grand que 1 et que 1 € V3,
on obtient d’apres (5.20) et (5.26) que,

p(m) = 0. (5.27)

Réciproquement, considérons 7; € R?” un point appartenant & un voisinage
ouvert du point v dans R?" tel que,

p(1) =0, (5.28)

et t — T'(t) la bicaractéristique orientée du symbole Rep tel que,

0) = . (5.29)
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D’apres (5.28), (5.29) et les hypotheses du théoreme 5.2, la fonction Imp doit
s’annuler et changer de signe en passant de valeurs positives vers des valeurs
négatives a l'ordre exactement k en ¢ = 0 sur la bicaractéristique orientée,

t— I(t),

du symbole Repg si ce point 7; est choisi suffisamment proche du point . Ceci
induit en particulier d’apres (5.18) et (5.29) que,

dkfl 5
1 (Imp(F(t))) LZO = Hyop ITmp(m1) = g(m) =0, (5.30)
et,
d . i
P <ImP(F(t))> L:O = HReplmp(y1) < 0. (5.31)

On déduit de (5.20), (5.28) et (5.30) que 1 € Va. Nous venons donc de démontrer
que I'ensemble caractéristique V = p~1({0}) du symbole p est localement égal &
la sous-variété de codimension 2 dans R?",

Va = (Rep) "' ({0}) Ng™ ' ({0}) = p~'({0}), (5.32)

sur un voisinage ouvert du point . Pour continuer, nous allons avoir besoin de
recourir au lemme suivant.

Lemme 5.3. Il existe des fonctions b et ¢ a valeurs réelles qui sont C° sur un
voisinage ouvert du point v telles que,

Imp = bRep + c¢”, (5.33)
sur un voisinage ouvert du point vy dans R>™.
Preuve du lemme 5.3. Comme d’apres (5.23), 'ensemble,
Va = (Rep) " ({0}) Ng™ ' ({0}),

possede une structure de sous-variété de codimension 2 dans R?” sur un voisinage
ouvert du point 7 et que d’apres (5.14) et (5.32),

v € Va, (5.34)

on peut apres une composition avec un C* difféomorphisme local supposer que
dans les nouvelles coordonnées obtenues via le changement de variables associé
a ce difféomorphisme y — f(y) = (z,£), f(0) =,

y1 = Rep et y2 = q. (5.35)

Dans ces nouvelles coordonnées (5.35), ’ensemble V3 est décrit localement sur
un voisinage ouvert du point 0 dans R?” par les équations,

Y1 =1y2 =0, (5.36)
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siy = (y1,92, ..., y2n) € R?". La formule de Taylor avec reste intégral a 1’ordre 1
montre alors au regard de (5.36) que si une fonction h qui est C*° sur un voisinage
ouvert du point v s’annule sur I’ensemble V5, on peut trouver des fonctions a
valeurs réelles, C°° sur un voisinage ouvert du point -, notées b1 et ¢ telles que,

h(f () =b1(F(W)yr + 1 (W) v (5.37)

sur un voisinage ouvert de 0 dans R?". En revenant au systéme précédent de
coordonnées par (5.35), on déduit de (5.37) que,

h = bRep + c1q, (5.38)

sur un voisinage ouvert du point v dans R?". Comme d’aprés (5.14) et (5.32), la
fonction Imp s’annule sur I’ensemble V5 au voisinage du point 7y, on peut d’apres
(5.38) trouver des fonctions b; et ¢; a valeurs réelles qui sont C'*° sur un voisinage
ouvert du point ~y telles que,

Imp = b1Rep + c14q, (5.39)

sur un voisinage ouvert du point v dans R?”. Comme par hypothese & > 1,
l'identité (5.26) induit que,
{Rep, Imp} =0, (5.40)

sur ’ensemble,

Wy = Vo N Vs, (5.41)

quitte & réduire le voisinage ouvert V3 du point v dans R?". On peut égale-
ment choisir ce voisinage ouvert V3 tel que l'identité (5.39) soit vérifiée sur cet
ensemble. Comme d’apres (5.20), (5.39), (5.40) et (5.41),

0 = {Rep,Imp} = {Rep, b1Rep + c1q} = c1{Rep, ¢},

sur ’ensemble W7 et que d’apres (5.23) et (5.41), {Rep, ¢} < 0 sur 'ensemble W7,
on en déduit que la fonction ¢; s’annule identiquement sur ’ensemble W;. Ceci
nous permet au regard des lignes précédentes de décomposer cette fonction ¢q
sous la forme,

c1 = baRep + caq, (5.42)

sur un voisinage ouvert du point « dans R?", o1 by et ¢co désignent deux fonctions
a valeurs réelles, C*° sur un voisinage ouvert du point 7. On peut alors écrire
d’apres (5.39) et (5.41) que,

Imp = (by + baq)Rep + c2¢® = bsRep + c3¢2, (5.43)

sur un voisinage ouvert du point v dans R?" si by = by +baq et c3 = co. Constatons
que comme pour toute fonction réguliere b,

{Rep, bRep} = {Rep, b} Rep, (5.44)
sur un voisinage ouvert du point 7, on en déduit que pour tout I € N*,

Hf,(bRep) = (Hp,,b)Rep, (5.45)
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sur un voisinage ouvert du point . Cette identité (5.45) appliquée a la fonction
b3 induit d’apres (5.20) et (5.41) que quitte a réduire une nouvelle fois le voisinage
ouvert V3 du point ~, on a

Vil € N*, Hfg,(bsRep) =0, (5.46)

sur I’ensemble W7. Un calcul direct montre ensuite I'identité,

Hiop(c3q°) = Hrep(q°{Rep, cs} + 2qcs{Rep, q}) = 2¢{Rep, c3}{Rep, ¢}
+ qQHFQ{epc;:, + 2¢3{Rep, ¢}% + 2¢{Rep, c3}{Rep, ¢} + 2q63H§epq. (5.47)

Comme d’apres (5.26) et (5.41), H%eplmp = 0 sur 'ensemble W puisque k est
un entier impair strictement supérieur a 1 i.e. k > 3, on en déduit en utilisant
(5.20), (5.41), (5.43), (5.46) et (5.47) que,

0= Hl%{eplmp = 203{Rep7 Q}Qv (5.48)

sur l’ensemble W;. Comme d’apres (5.23) et (5.41), {Rep,q} < 0 sur 'ensem-
ble W7, on déduit de (5.48) que c3 = 0 sur ’ensemble W;. On peut alors utiliser
a nouveau notre étude précédente pour décomposer la fonction cg sous la forme,

c3 = byRep + c4q, (5.49)

sur un voisinage ouvert du point + dans R?", ot1 by et ¢4 désignent deux fonctions
a valeurs réelles, C'*° sur un voisinage ouvert du point v. On obtient alors d’apres
(5.43) et (5.49) la nouvelle décomposition suivante du symbole Imp,

Imp = bsRep + ¢5¢°,

sur un voisinage ouvert du point v dans R?", avec bs = bz + bsq® et ¢5 = c4. Pour
terminer la preuve de ce lemme, il suffit d’itérer le procédé précédent jusqu’a
Pordre k. Ceci est bien possible. En effet, supposons que nous disposions d’une
décomposition du symbole Imp de la forme,

Imp = bRep + ¢4, (5.50)
sur un voisinage ouvert du point v dans R?”, avec | un entier vérifiant,
1<I<k-1,

et by, ¢; des fonctions a valeurs réelles, C°° sur un voisinage ouvert du point +.
Comme quitte & réduire le voisinage ouvert V3 du point v dans R??, on a d’apres
(5.20) et (5.41),

Hﬁep(clql) = CZ{RGZ% Q}la

sur 'ensemble W7 puisque le terme cl{Rep,q}l est le seul terme apparaissant
lorsque 'on développe les crochets de Poisson Hll{ep(clql ), qui ne possede pas en
facteur la fonction ¢ qui s’annule par définition sur ’ensemble W7 et que d’apres
(5.20), (5.41) et (5.45),

Hiep(bRep) = 0,

219



3.2. Un résultat général d’existence de pseudo-spectre.

sur ’ensemble W7, on obtient en utilisant (5.26), (5.41) et (5.50) que,
0= Hﬁeplmp = c;{Rep, ¢},
sur 'ensemble W7. Ce fait induit d’apres (5.23) que,
¢; = 0 sur 'ensemble Wj. (5.51)

Cette identité (5.51) permet alors d’écrire & nouveau une décomposition de la
fonction ¢; dans 'idéal engendré par les fonctions Rep et g, et d’itérer notre
procédé jusqu’a 'ordre k. Ceci termine la démonstration du lemme 5.3. [J

Le lemme précédent nous permet de trouver des fonctions b et ¢ & valeurs réelles
qui sont C*° sur un voisinage ouvert du point ~ telles que,

Imp = bRep + c¢”, (5.52)

sur un voisinage ouvert du point v dans R?”. Comme par hypothese & > 1, un
calcul direct montre d’apres (5.20) et (5.41) que,

Hipmp = bHRep, (5.53)

sur 'ensemble W;. On déduit alors de (5.32), (5.41) et (5.53) que I'identité (5.15)
est vérifiée. Un autre calcul direct utilisant (5.52) donne que,

{Rep, Imp} = {Rep, bRep + c¢"} = Rep{Rep, b} + {Rep, c}q"
+ ck{Rep,q}q" ", (5.54)
sur un voisinage ouvert du point 7. Comme par hypothese & > 1, on déduit

de (5.20), (5.32), (5.41), (5.52) et (5.54) qu'il existe un voisinage ouvert W du
point v tel que l'identité (5.52) soit vérifiée sur ’ensemble W,

p {0y N W c W, (5.55)

et,
Rep = Imp = {Rep, Imp} = 0, (5.56)

sur Iensemble p~({0}) N W. Plus généralement, nous allons vérifier que tous
les crochets de Poisson des symboles Rep et Imp avec au plus k occurences de
ces symboles s’annulent sur 'ensemble p~1({0}) N W. En effet, considérons des
symboles r; égaux soit a Rep, soit a Imp pour tout j = 1, ..., s. Remarquons tout
d’abord que d’apres (5.32), (5.41) et (5.55),

H,,..H, ({Rep,c}q*) = H,,...H, (ck{Rep,q}¢" ") = 0, (5.57)

sur ensemble p~ 1 ({0}) N si 1 < s < k — 2 puisqu’il reste en facteur dans tous
les termes qui apparaissent en développant ces crochets de Poisson la fonction ¢
qui s’annule sur ’ensemble p~1({0}) N W. Etudions maintenant le terme,

H,,...H,,(Rep{Rep,b}), (5.58)
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pour 1 < s < k—2. On peut d’apres 'identité (5.54) trouver pour toute fonction
réguliere r des fonctions a1 et by a valeurs réelles qui sont C'*° sur un voisinage
ouvert du point v telles que,

HRep(rRep) = Rep HRepT7 (559)
et,
Himp(rRep) = —r{Rep,Imp} + Rep Himpr = a1Rep + big" !, (5.60)

sur un voisinage ouvert du point . En itérant un nombre fini de fois les identités
(5.59) et (5.60), on en déduit que pour tout 1 < s <k —2,

H, ..H,, (Rep{Rep, b}) € (Rep, qk_s), (5.61)

ot1 (Rep, ¢"~*) désigne I'idéal engendré par les fonctions Rep et ¢"*~*. Comme on
suppose ici que k — s > 2, on en déduit d’apres (5.32), (5.41) et (5.55) que,

H,,..H,, (Rep{Rep,b}) =0, (5.62)

pour tout 1 < s < k — 2 sur 'ensemble p~1({0}) N W. On déduit alors de (5.54),
(5.56), (5.57) et (5.62) que tous les crochets de Poisson des symboles Rep et Imp
avec au plus k occurences de ces symboles s’annulent sur 'ensemble p~1({0})NW.
Nous allons maintenant démontrer que pour toute fonction a € C*° I'identité,
Hy,

e

. k—1
(apyIm(ap) = |a|*(Re(a + iab)) Hﬁeplmp, (5.63)

est vérifiée sur ensemble p~({0}) N W. Il suffit en fait de démontrer cette iden-
tité dans le cas ou la fonction a est constante. En effet, en développant les cro-
chets de Poisson Hﬁe(ap)lm(ap), on constate que tous les termes ou apparaissent
des dérivées des fonctions Rea et Ima possedent au moins un facteur constitué
d’un crochet de Poisson des symboles Rep et Imp avec au plus k& occurences de
ces symboles qui nous venons de le voir s’annule sur I'ensemble p~1({0}) N W.

Considérons donc le cas ou a € C. Comme d’apres (5.52),

{Re(ap),Im(ap)} = |a|*{Rep, Imp}, (5.64)
Hipe(ap) = (Rea)Hrep — (Ima) Hiyp, (5.65)

et,
Himp = bHrep + (Rep) Hy + ¢ (ckHy + qH,), (5.66)

sur I’ensemble ouvert W, il s’ensuit que,

Hpge( Re(a + iab) Hrep — (Ima) (Rep Hy, + " NckH, + qH.)), (5.67)

ap) =

sur I'ensemble ouvert W puisque la fonction b est & valeurs réelles. On déduit en
itérant l'identité (5.67) que pour tout 1 <1<k —1,

-1
. l 1 _
Hﬁe(ap) = (Re(a + iab)) Hiy,, + Z dj H}, + Rep A + ¢ 'B, (5.68)
j=1
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sur ensemble ouvert W, ot les notations d;; désignent des fonctions C° (W)
et, o A; et B; sont des champs de vecteurs C'*° sur ’ensemble ouvert W. En
utilisant (5.64), (5.68) pour [ = k — 1 et le fait que tous les crochets de Poisson
avec au plus k occurences des symboles Rep et Imp s’annulent sur ’ensemble
p~1({0}) N W, on en déduit d’apres (5.32), (5.41) et (5.55) que,

Ho(ap)im(ap) = Hiy e, ({Re(ap), Im(ap)})
= |af* (Re(a + iab))" " HE, Imp, (5.69)

sur ensemble p~({0}) N ce qui démontre identité (5.16). Constatons égale-
ment au regard des identités,

HRe(ap) = (Rea)HRep + (Rep)HRea — (Ima)HImp — (Imp)HIma, (570)
et,
Him(ap) = (Rea) Himp + (Imp) Hreq + (Ima) Hrep + (Rep) Hima, (5.71)

vérifiées pour toute fonction a € C*°(R?", C), que la nullité de tous les crochets
de Poisson avec au plus k occurences des symboles Rep et de Imp sur I’ensemble
p~1({0}) N W induit la nullité de tous les crochets de Poisson avec au plus k
occurences des symboles Re(ap) et de Im(ap) sur 'ensemble p~'({0}) N . On
peut alors d’apres (5.14) appliquer le théoreme 5.1 pour trouver une fonction,

a € C°(R*",C),

et une transformation symplectique réelle y d’un voisinage ouvert du point (0, &)
dans R?" sur un voisinage ouvert Q du point v dans R?" telles que,

x(0,en) =7, a(y) #0 et x*(ap) = & + if(x,E), (5.72)

sur un voisinage ouvert du point (0,e,), ou f est une fonction a valeurs réelles,
C° sur un voisinage ouvert du point (0;¢},) et £’ désigne les variables (o, ..., &,).
Soulignons bien que cette fonction f est indépendante de la variable &;. Nous
allons maintenant démontrer qu’il existe un voisinage ouvert €y du point (0, ;)
dans R?" tel que,
, o ok
VOS]Sk—l,—f:Oet—{<0, (5.73)
837]1 81‘1

sur 'ensemble x~!(p~({0}) N Q) N Q;. Remarquons tout d’abord que comme
d’apres (5.53), (5.55) et (5.70),

Hpe(ap) = Re(a + iab) Hrep, (5.74)

sur ensemble p~({0}) N W puisque la fonction b est & valeurs réelles et que
d’apres (5.72),
0

Hx*(Re(ap)) = aixl # 0, (5.75)
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sur un voisinage ouvert du point (0,&,), on déduit de (5.72) que,
Re(a +iab) # 0, (5.76)

sur un voisinage ouvert du point . En utilisant ensuite la conservation des
crochets de Poisson par une transformation symplectique, I'imparité de ’entier
naturel k et (5.23), on obtient d’apres (5.69), (5.72), (5.76) et la remarque précé-
dente relative a ’annulation de tous les crochets de Poisson des symboles Re(ap)
et Im(ap) avec au plus k occurences de ces symboles sur I'ensemble p~1({0})NW
qu’il existe un voisinage ouvert €7 du point (0,&,) tel que,

If

1
- (Hlj%e(ap)lm(ap)) oX = 07 (577)
et,
akf k * k
a2k~ T e(anX (Im(ap)) = (He(apIm(ap)) o x

= |a o x[*(Re(a +iab) o x)* ! (HE,mp) o x <0, (5.78)

sur 'ensemble x ! (p~1({0}) N Q) N Q, ce qui démontre (5.73). Considérons
maintenant le symbole,

g:=& +if(z¢), (5.79)
défini sur un voisinage ouvert du point (0, e,,). On constate d’apres (5.14), (5.72)
et (5.73) que le symbole § vérifie les hypotheses du théoréeme 5.2 au point (0, &,,),
ce qui induit au regard des premieres lignes de notre démonstration (cf. (5.18)
et (5.32)) que 'ensemble ¢~ *({0}) possede une structure de sous-variété de codi-
mension 2 dans R?" sur un voisinage ouvert {5 du point (0,¢,) et que,

~—1 8k71f /
TN N = {(2.8) € Q2 & = Det (.8 = 0, (5.80)
1
puisque d’apres (5.79),
oy k—1
8fo ! 7

On peut choisir d’apres (5.72) le voisinage ouvert 23 du point (0,¢&,) tel que,

g ({0 N2 x M~ {0 NQ) N, (5.81)

ou 2 est le voisinage ouvert du point (0, €,,) défini en (5.73). Considérons main-
tenant 1’équation,

P

?;f,l(%f ) =0,
sur un voisinage ouvert du point (0;e},). Comme d’apres (5.14), (5.72) et (5.79),
4(0,e,) = 0, on peut au regard de (5.73) et (5.81) utiliser le théoreme des fonc-
tions implicites pour trouver une fonction X (z,¢’) qui soit C° sur un voisinage
ouvert du point (0/,¢) dans R?"~2 telle que,

X(0,¢e)=0, (5.82)
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qui vérifie,
akfl f
dah!
si (z,&’) appartient & un voisinage ouvert du point (0,&/,) et ' = (2, ..., z,,). Ceci
nous permet de donner au regard de (5.80) et (5.83) la paramétrisation suivante
de la sous-variété g~ 1({0}) N s sur un voisinage ouvert du point (0, ,,),

(2,§) =0 = 21 = X(2',¢), (5.83)

{(X(a:’,f’),a;’;O,f’) : (2, ¢) décrivant

un voisinage ouvert du point (0, ¢),) dans R**~2}. (5.84)
Comme d’apres (5.73), (5.81) et (5.84), on a

. o f Len g e
VO<j<k-—1, —(X(«,¢),2,¢) =0,
oz

sur un voisinage ouvert du point (0',¢}), l'utilisation de la formule de Taylor

avec reste intégral montre d’apres (5.73), (5.81), (5.83) et (5.85) que la fonction

suivante qui est indépendante de la variable &1,
fl,&) [0

= 1-6)X /’ / a1, /’ /
(xl—X(l“/,g))k 0 axlf(( ) (.%' f)‘f‘ xr1,T f)

(1—¢)Ft
(k- 1)!

dt,

est C™ et strictement négative sur un voisinage ouvert du point (0,¢,). On peut
donc trouver une fonction h indépendante de la variable &7, strictement positive
et C°° sur un voisinage ouvert du point (0,¢},) telle que,

f,§)

= —h(z,&)". (5.85)
(21— X(a,¢)"
En posant,
g(z, &) = (IL‘1 — X(a:',é’))h(:x,ﬁ'), (5.86)
on obtient d’apres (5.85) que,
f2,€) = —g(z, &), (5.87)
sur un voisinage ouvert du point (0,¢;,) et le calcul direct suivant,
AN @ N / _ 1ol @ /
{gl,g(x,é. )} - 81'1 ($,€ ) - h(.ﬁlf,f ) + (.’L‘l X(.CE 75 )) 81’1 («T,f )7

montre d’apres (5.82) que,

{&,9(z,8)}(0,e0) = h(0, ;) > 0. (5.88)

Comme d’apres (5.82) et (5.86), les fonctions & et g(x, &) s’annulent au point
(0,ey), on peut alors d’apres (5.88) appliquer le lemme 21.3.4 de [12] avec le
couple (k/(k+1),1/(k+1)) pour trouver une fonction u strictement positive et
C'* sur un voisinage ouvert du point (0, &,) telle que,

{0} =1, (5.89)
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sur un voisinage ouvert du point (0,&,) pour,
k_ 1 ,
O = ur1¢ et U= uk+ig(x, ). (5.90)
Pour la suite, nous allons utiliser le lemme suivant.

Lemme 5.4. 1l existe une fonction h & valeurs réelles, C™ sur un voisinage
ouvert du point (0,&,) dans R?" telle que,

h(0,e,) =1, dh(0,e,) #0 et {®, h} = {T,h} =0,

sur un voisinage owvert du point (0,e,) dans R*. (5.91)

Preuve du lemme 5.4. Considérons les champs hamiltoniens réels v; := Hg et
vg := Hyg ou ® et ¥ sont les fonctions définies en (5.90). Comme d’apres (5.89),

1={®,V} =0o(He, Hy) # 0,

sur un voisinage ouvert du point (0,e,), les champs de vecteurs v1(0,e,) et
v2(0,&y,) sont linéairement indépendants. Comme d’apres l'identité (21.1.3)’ de
[12] et (5.89),

[v1,v2] = [He, Hy] = H{g wy = 0,

sur un voisinage ouvert du point (0,&,), on peut appliquer le corollaire C.1.2
du volume 3 de [12] pour trouver une fonction h a valeurs réelles, C* sur un
voisinage ouvert du point (0,¢,) et vérifiant,

’UliL = UQiL = 0,

i.e.,

{®,h} = {¥,h} =0,

sur un voisinage ouvert du point (0,&,). Comme de plus, si S désigne une sous-
variété de codimension 2 dans R?" (donc de dimension 2n — 2 > 2 puisque
ici n > 2) dont le plan tangent au point (0,&,) soit un sous-espace vectoriel
supplémentaire du plan engendré par les vecteurs v1(0,&,) et v2(0,&,), le corol-
laire C.1.2 permet de prescrire la restriction ug € C°°(S) de la fonction h sur
la sous-variété S. On peut de ce fait choisir une sous-variété et une restriction
particulieres de maniere & imposer que,

h(0,e,) = 1 et dh(0,e,) # 0.
Ceci termine la démonstration du lemme 5.4. (J

Reprenons notre démonstration du théoréme 5.2. Le théoreme 21.1.6 de [12]
nous permet d’apres (5.82), (5.86), (5.90) et (5.91) de trouver de nouvelles coor-
données symplectiques (y,n) au voisinage du point (0, &,) fixant ce point (0,&;,)
telles que,

m o= hF1d, y = BRI et N = h, (5.92)
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ot h est la fonction définie par le lemme 5.4. En effet, nous allons vérifier que les
hypotheses de ce théoreme sont bien vérifiées. Tout d’abord, constatons d’apres
(5.89) que,

sur un voisinage ouvert du point (0,&,,) car un calcul direct montre que,
~ 1 ~ 1
{h¥1, R} =0,
sur un voisinage ouvert du point (0,e,) et que d’apres (5.91), les identités
{®,h} =0 et {¥,h} =0 induisent que,
~ 1 ~ 1
{@,h" 1} =0et {hFT, 0} =0,

sur un voisinage ouvert du point (0,&,). D’autres calculs analogues utilisant
(5.91) montrent ensuite que,

{(hF1d, R} = he1 {®, b} + ®{hF1,h} =0, (5.94)
et,
e, By = e () + w i R = o, (5.95)

sur un voisinage ouvert du point (0, £,,). Il faut encore pour appliquer le théoreme 21.1.6
vérifier que le systeme de champs de vecteurs réels,

(H . ,H__

H~
A M A = i)

est libre au point (0,¢,). Pour ce faire, considérons un triplet (A1, A2, A3) de R3
tel que,

A = )\lH

1

E+1 P

E+I g

Lo (000) + A2 H 4 (0,60) + AgH (0,20) = 0. (5.96)

—

Comme d’apres (5.93) et (5.94),

(A H 1 (0,20)) = M {AFT O, hFT@}(0,2,)

hEFT

+ )\2{?1_%4-1\1/, flﬁ-l@}(&gn) + )\3{}17 Bﬁl@}(o’gn) = o,

on déduit de (5.96) que A2 = 0. On obtient de la méme maniere d’apres (5.93),
(5.95) et (5.96) que,

puis comme d’apres (5.91), Hj(0,&,) # 0, il s’ensuit au regard de (5.96) que
Az = 0. Le systeme (d(ﬁ%ﬂq)),d(ﬁ_k%l\ll),dﬁ) est donc libre au point (0,&p).
Ceci montre que les hypotheses du théoreme 21.1.6 de [12] sont bien remplies.
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On obtient alors en utilisant (5.87), (5.90) et (5.92) que dans le nouveau systeéme
local de coordonnées symplectiques,

WRTRET (6 +if(2,€) = wFThET (& - ig(x,€)F)
= ORFFT — UFRET = gy — iy,

ce qui puisque la fonction u définie en (5.90) est strictement positive et au regard
de (5.72) et (5.88), termine la démonstration du théoreme 5.2. [J

Le théoreme suivant est une variante du théoreme 21.3.3 de [12].

Théoréeme 5.5. Considérons p = Rep + ilmp une fonction a valeurs complexes,
C™ sur un voisinage ouvert du point v € R*™ ot n > 2 vérifiant,

p(y) =0 et {Rep, Imp}(y) < 0. (5.97)

On peut alors trouver une transformation symplectique réelle x d’un voisinage
ouwvert du point (0,e,) dans R?™, ot &, = (0,...,0,1) € R, sur un voisinage
ouvert du point v dans R*" et une fonction a € C§°(R*",C) telles que,

Xx(0,e,) =7, a(vy) #0 et x*(ap) = &1 — ix1&p, (5.98)

sur un voisinage ouvert du point (0,e,) dans R*™.

Preuve. On peut appliquer le lemme 21.3.4 de [12] aux fonctions & valeurs réelles
Imp, Rep pour le couple (a,b) = (1/2,1/2) au point v pour trouver une fonction u
strictement positive et C'*° sur un voisinage ouvert du point - telle que,

{Imq, Req} =1, (5.99)
sur un voisinage ouvert du point 7 si,
G = uzp. (5.100)

On choisit par la méme méthode que celle utilisée dans la démonstration du
lemme 5.4 une fonction A a valeurs réelles qui soit C'*° sur un voisinage ouvert
du point v et vérifie,

h(y) =1, dh(v) # 0 et {Reg, h} = {Img, h} = 0, (5.101)

sur un voisinage ouvert du point 7. On peut alors au regard de (5.97), (5.99),
(5.100), (5.101) et en reprenant les mémes arguments que ceux donnés lors de
la démonstration du théoreme 5.2 & partir de (5.92) trouver une transformation
symplectique réelle x d'un voisinage ouvert du point (0,&,) dans R?" sur un
voisinage ouvert du point vy dans R*", x(y,n) = (z,&) telle que,

X(0,en) =7, m = B%Recj, Y1 = —B_%Imcj et ny = h, (5.102)

ce qui permet d’obtenir d’apres (5.100) et (5.102) que,

=
N[

[NIES

h2G = hruzp = +ih2Img = n1 — iyin,
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et termine au regard de (5.101) la démonstration du théoreme 5.5. OJ
Le résultat suivant est une variante de la proposition 26.1.6 de [12].

Proposition 5.6. Considérons p une fonction a valeurs réelles, C*® sur R>" o1
n>2ety:te€lab — y(t) € R?, a < b, une bicaractéristique du symbole p
1.€e.,

Vt € [a,b], p(v(t)) =0 et Vt € [a,b], 7/ (t) = Hp(v(1)). (5.103)

On suppose que Uapplication t € [a,b] — (t) € R?" est injective. On peut alors
trouver un voisinage ouvert V. de l’ensemble,

{(21,0;e,) : 21 € [a, 0]} C R*", (5.104)

ot g, = (0,...,0,1) € R™, et une transformation symplectique réelle x de V sur
X (V) un voisinage ouvert de l’ensemble y([a,b]) tels que,

Va1 € [a,b], x(21,0;e,) = v(z1) et Y(z,&) €V, x*p = &. (5.105)

Preuve. Supposons pour simplifier les notations que 0 € I = [a, b]. Commengons
par remarquer que ’'on a nécessairement,

dp(7(0)) #0. (5.106)

En effet, si dp(fy(O)) = 0, 'unicité au probléme de Cauchy suivant,

() = Hy(y(1))
{M)=7@% (5.107)

dont sont solutions les applications,
t € [a,b] — (t) € R*™ et t € R — 4(0) € R*™,

imposerait que I’application ¢ € [a, b] — (t) € R?" soit constante et contredirait
I'hypothese d’injectivité qui est réalisée. Comme d’apres (5.103), p(’y(O)) =0,
on peut appliquer le théoreme 21.1.6 de [12] pour trouver une transformation
symplectique réelle xy d’un voisinage ouvert convexe Vy du point (0, &, ) dans R?"
sur un voisinage ouvert du point v(0) dans R?" telle que,

x(0,e,) = 7(0) et x*p = & sur 'ensemble ouvert V. (5.108)

Considérons maintenant f une fonction C*°, la conservation par la transforma-
tion symplectique x des crochets de Poisson (voir (21.1.4) dans [12]) montre au
regard de (5.108) que,

IS} = P T} = {6 = 50 f)
= F e 9) 22D (509
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sur ’ensemble ouvert V. Comme d’autre part, on a pour toute fonction f € C'°,

XAp, £ = X" (df (y.m)-Hy(y,m) = df (x(x,€))-Hp(x(x,€)), (5.110)

sur ’ensemble ouvert Vp, on déduit de (5.109) et (5.110) que,
ox(@,8) _
8%’1 -

sur I’ensemble ouvert Vp. Cette identité (5.111) valable pour toute fonction C'*°
arbitraire f induit I'identité suivante,

Ox(,€) = Hy(x(z,9)), (5.112)
8x1

df (x(z,€)). df (x(2,€))-Hp(x(,8)), (5.111)

sur le voisinage ouvert convexe Vj du point (0,&,). On remarque ensuite d’apres
(5.103) et (5.108) que l'application z € [a,b] — 7(z1) est solution du probléeme

de Cauchy,
v (z1) = Hp(v(21))
5.113
R (>15)
On en déduit que 'on peut étendre d’une maniere unique P'application y(z, &)

Fic. 3.3 -
'€
Vo
P ° o—» I
“ (0,&n) b

sur un voisinage ouvert V' du segment I x {(0’;&,,)}, convexe dans la direction 1
de sorte que 'identité (5.112) soit vérifiée sur I'ensemble V' et que,

Va1 € [a,0], x(21,0%56n) = y(1). (5.114)

Nous allons maintenant démontrer que quitte a réduire le voisinage ouvert V' du
segment I x {(0';e,)}, cette application x est un difféomorphisme global de V'
sur x(V). On obtient tout d’abord en différentiant I'identité (5.112) que,

) ZVp) (x(z,9))
g (V@ &) = | 8>

Vy(z,§), 5.115
B NI A
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sur I’ensemble ouvert V. Si on note ensuite x; — Ry ¢(x1,0) la résolvante de
I’équation différentielle linéaire,

%Vp) (x(2,9))

Y'(21) = Y(x1), (5.116)
- %Vp) (x(,9))
d’origine x1 = 0, on obtient que,
Vx(z1,2';€) = Ry ¢(x1,0)Vx(0,2"; €). (5.117)

Or, comme la différentielle dy(0,2'; &) est inversible si (0,2';&) € Vp puisque x
est une transformation symplectique sur I’ensemble V et que 'on peut quitte
a réduire le voisinage ouvert V' du segment (5.104) en gardant sa propriété de
convexité dans la direction x; supposer que,

(z1,2";6) e V= (0,2";€) € W, (5.118)

on déduit de (5.117) que la différentielle dx(z1,2’;€) est inversible pour tout
(z1,2;€) € V d’inverse donné par,

dx(0,2';€) " Ry ¢(0,21).

Il s’ensuit que 'application x est un difféomorphisme local sur 'ouvert V. Pour
montrer que x est un difffomorphisme global de V' sur x(V'), il nous reste a
montrer, quitte a éventuellement réduire ce voisinage ouvert V' du segment,

I x {(0;en)},

dans R?" que l’application y est injective sur I’ensemble V. En utilisant le fait que
I’application y soit un difféomorphisme local sur ’ensemble V' et la compacité
du segment I x {(0';&,)}, on peut trouver un voisinage ouvert V du segment
Ix{(0;ep)} de la forme apparaissant sur la figure ci-contre tel que ’application y
soit injective sur les ensembles V; si 1 < j < N et sur les ensembles W, si
1 <1< N —1, et que la propriété (5.118) reste vérifiée. Les quantités o1 et do
désignent ici deux constantes strictement positives. Comme la fonction,

(u,v) = |x(u,058n) = x(v, 0% 5)],
ne s’annule pas sur ’ensemble compact,
{u,vel:|u—v|=>d/2},
puisque d’apres nos hypotheses et (5.114), Papplication,
telw x(t0;e,) =7(t) e R?",

est injective, on peut supposer que la quantité,

¢ = inf Ix(u,0560) = x(v,0%560)],  (5.119)

{(w,0"5en)€V, (v,0en)EV:|u—v|>d1/2}
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FiGc. 3.4 —

A
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soit strictement positive. Supposons qu’il existe des points (¢,2';€) € V et
(s,9/;m) € V tels que,

x(t,2'5€) = x(s,y'sm) et (t,258) # (5,95 m). (5.120)

L’injectivité de I'application x sur les ensembles V; pour 1 < 57 < N et W
pour 1 <1 < N — 1 implique que les points (¢,2';€) et (s,4';n) ne peuvent pas
appartenir a un méme ensemble V; ou Wy pour 1 <j < Net1 <[ <N -1
Il s’ensuit d’aprés notre construction de l'ouvert V' (cf. figure ci-contre) que
nécessairement,

It—s|>6/2>0. (5.121)

Considérons maintenant la quantité,

& = sup X #5€) = x(1,052,)]- (5.122)
{(t,3)€eV, |(#',€)— (0 en)| <02}

Si on choisit la constante do > 0 suffisamment petite pour que,
c1 — 2c0 > 0, (5.123)

on obtient en utilisant (5.119), (5.120), (5.121), (5.122), (5.123), 'inégalité tri-
angulaire et la forme de 'ouvert V donnée par la figure ci-contre que,

0 = |x(t a8 —x(s,9/im)|
> |x(t,0%5en) = x(5,0%5n)| = |x(t,2";€) = x(t,0';¢,)]
—[x(s,4/5m) — x(5,0';6n)]|
> 1 —2c >0,
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ce qui induit une contradiction. Ceci démontre que I'application y est injective
sur ’ensemble ouvert V et qu’elle réalise donc un difféomorphisme global de
I’ensemble V' sur son image x (V). Il s’agit maintenant vérifier que 'application x
est une transformation symplectique. Notons,

X = (X1, X0, B1y ooy B (5.124)
En dérivant I'identité suivante par rapport a la variable z1,
V(z, &) €V, x ' ox(x,) = (x,9),

et en utilisant que l'identité (5.112) est vérifiée sur I’ensemble ouvert V', on
obtient d’apres (5.124) que,

—1 8){(%‘,6)
d(x )(X(ﬂfvf))-aixl
= (dX1(x(2,9)), .., dXn (x(%,9)), dE1 (x(2,€)), .., d=n (x(2,€)))
.HP(X(JU,f))
= (HpX1, ..., Hy Xy, HyZ1, ..., HyEy) (x(2,€)) = (1,0, ...,0). (5.125)
On déduit de (5.125) que,
H,X1=1, HX;=0sij>1et HE,=0si1<k<n, (5.126)

sur l'ensemble ouvert x (V). Il suffit alors d’utiliser I'identité de Jacobi pour
démontrer que les crochets de Poisson { X, X;}, {Z;, X;}, {E;,Z;} sont constants
sur les orbites du champ hamiltonien ), si 1 < j,1 < n. En effet, étudions par
exemple le cas du crochet de Poisson { X}, X;}. Les autres crochets de Poisson se
traitent d’une manieére identique. L’identité de Jacobi et (5.126) montrent que,

0 ={p,{X;, Xi}} +{X;, { X0, p}} +{X1, {p, X;}}
= {p> {vaXl}} = Hp({vaXl})7 (5'127)

sur 'ensemble ouvert x (V). Cette identité (5.127) induit que le crochet de Poisson
{Xj, X} est constant le long des orbites du champ hamiltonien Hj,. En utilisant
enfin que les relations,

(X;, X} =0, {2, X} =65, {£;,51} =0, (5.128)

sont vérifiées sur ’ensemble ouvert x (V) puisque d’apres (5.108), 'application x
est une transformation symplectique de ’ensemble ouvert V; sur ’ensemble ou-
vert x(Vp), les faits que les crochets de Poisson { X, X;}, {Z;, Xi}, {E;, 5} pour
1 < j,1 < n soient constants le long des orbites du champ hamiltonien H), et que
les courbes z1 — x(x1, ;) soient des orbites du champ hamiltonien H,, puisque
l'identité (5.112) est vérifiée sur I'ouvert V', on en déduit au regard de (5.118) que
les relations (5.128) sont vérifiées sur ’ensemble x (V). Ceci démontre que x est
une transformation symplectique réelle de I’ensemble ouvert V' sur 'ouvert x (V).
Il nous reste encore pour terminer la démonstration de cette proposition 5.6 a
vérifier que 'identité,

X'p =&, (5.129)
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est vérifiée sur I'ensemble ouvert V. Comme d’apres (5.103) et (5.108),

(X*p)(0,en) = p(7(0)) = 0,

cette identité (5.129) est une conséquence des identités suivantes vérifiées pour
toute fonction f réguliere sur 'ensemble ouvert V et de la propriété de connexité
de I'ensemble V,

D e p) = df (e ©) 2 (0,0 H (x(2.9)

ox1 O0xy
= X"{». [} ={X"p,x"f},

ol on a utilisé successivement pour obtenir les égalités précédentes que l'identité
(5.112) est vérifiée sur ’ensemble ouvert V' et que x est une transformation sym-
plectique sur 'ensemble V. Ceci termine la démonstration de la proposition 5.6.
O

Le résultat suivant est une variante de la proposition 26.4.13 de [12].

Proposition 5.7. Considérons une fonction p € C*°(R?",C) oun > 2, un inter-
valle compact I = [a,b] tel quea < b ett € I — ~(t) € R*" une bicaractéristique
unidimensionnelle du symbole p i.e.,

vte I, p(v(t)) =0 et +'(t) = c(t)Hp(v(t)) #0, (5.130)

ot ¢ € C®(I,C). On suppose que Uapplication t € I — ~(t) € R?™ est injective.
On peut alors trouver une transformation symplectique réelle x d’un voisinage
ouvert V' de ’ensemble,

{(x1,0;e,) 121 € I} C R?", (5.131)

ot g, = (0,...,0,1) € R", sur un voisinage ouvert de l’ensemble v(I) dans R*"
et une fonction a € C°(R?*™,C) qui ne s’annule pas sur l’ensemble v(I) telles
que,

Vo € I, x(x1,0'56,) = v(21) et x*(ap) = & +if(x, &), (5.132)

sur l'ensemble ouvert V, ou f désigne une fonction C* a valeurs réelles et
indépendante de la variable &;.

Preuve. Le fait que I'application ¢t € I — v(t) € R?" soit injective et que d’apreés
(5.130), Vt € I, 4/(t) # 0, nous permet de trouver une fonction ¢ € C°°(R?",C)
telle que,

veel, q(v(t)) = c(t). (5.133)
Nous allons vérifier que les identités suivantes sont bien vérifiées,
Vit €1, 7 (t) = Hre(gp) (7(t)) et dlm(gp)(7(t)) = 0. (5.134)

En effet, constatons tout d’abord que d’apres (5.130) et (5.133), on a

'Yl(t) = C(t)Hp(V(t)) = Q('V(t))Hp('V(t)) = (qu _qu) ('Y(t))
= qu(’y(t)), (5.135)
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puisque p(y(t)) = 0 pour tout ¢ € I. En utilisant ensuite que (t) € R?" et
7'(t) € R?", on obtient que pour tout ¢ € I,

7/(t) = HRe(qp) (’Y(t)) et HIm(qp) (V(t)) =0,
h dtm(ap) (+(1)) = .

ce qui démontre l'identité (5.134). On peut alors appliquer d’apres (5.130) et
(5.134) la proposition 5.6 a la fonction Re(gp) pour trouver un voisinage ouvert V'
de 'ensemble,

{(:Ul,O';sn) 1x1 € a, b]} c R*",

et une transformation symplectique réelle x de ’ensemble ouvert V' sur un voisi-
nage ouvert (V) de I'ensemble (1) dans R?" tels que,

Voy € I, x(z1,0%56,) = y(21) et V(z,€) € V, x*(Re(qp)) = &1 (5.136)

On déduit de (5.136) que I'on peut trouver une fonction g € C*°(R?*",R) telle
que,
X" (ap) = & +ig(x, £), (5.137)

sur I'ensemble ouvert V. Comme d’apres (5.130), p(v(I)) = {0}, on obtient
d’apres (5.136) et (5.137) que,

g = 0 sur le segment I x {(0';&,)}. (5.138)

En utilisant le fait que la transformation x soit un difféomorphisme, on déduit
aussi de (5.134), (5.136) et (5.137) que,

dg = 0 sur le segment I x {(0';¢,,)}. (5.139)

On peut alors au regard de (5.138) appliquer le théoreme de préparation de
Malgrange (Théoreme 7.5.6 dans [12]) au point (Zg,0';e,,) si o € I pour trouver
une constante g9 > 0 et des fonctions hz,(z,€), rz,(x, &) qui sont C*° sur un
voisinage ouvert du point (Zg,0’;e,) dont la seconde est indépendante de la
variable & telles que,

&1 = hay (2, 8) (&1 +1i9(2,€)) + 1z (2,€), (5.140)
pour tout (z,§) € V, si,
Vi = {(z,&) € R : |z1 — To| < g9 et |(2';6) — (0's2,)| < &0} (5.141)

En utilisant la compacité du segment I x {(0';¢,)}, on peut extraire un sous-
recouvrement fini du recouvrement formé par les ouverts Vz, pour tout zg € I,

N
Uve,  Tx{(0sen)} c | Vs, (5.142)

zel j=1

ou,

Vi, = {(z,€) € R |2y — 34| < gj et |(2;€) — (0';e0)] < Ej}-
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Considérons ensuite une partition de 'unité C™ telle que,
X1($1)+...+XN(:E1) =1, (5.143)

si x1 appartient & un voisinage ouvert du segment I contenu dans ’ensemble
ouvert,

N
{21 e R oy — 5] < &5, (5.144)

et,
X; € C°(R,R), suppx; C {z1 € R:|z1 — 25| < g5} (5.145)

On en déduit que quitte a réduire suffisamment le voisinage ouvert V' du segment
I x {(0';ep,)} Videntité,

&1 = h(@,8) (61 +ig(@,8)) +7(z, &), (5.146)

est vérifiée sur I’ensemble ouvert V' si on pose,

N N
)= xj(w)ha, (2,€) et r(z, ) =Y xj(z)rs, (x,€). (5.147)
j=1 Jj=1

Nous allons maintenant démontrer les identités suivantes,
h=1et dr =0 sur le segment I x {(0";¢,)}. (5.148)
En effet, en différentiant I'identité (5.146), on obtient l'identité,
d§y = h(z,§)(d&y + idg) + dh(z,€) (& +ig) + dr(,£), (5.149)
qui évaluée sur le segment I x {(0';&,,)} montre d’apres (5.138) et (5.139) que,
dé1 = h(z,€)d& + dr(z, &), (5.150)

sur le segment I x {(0";e,,)}. En invoquant I'indépendance de la fonction r par
rapport a la variable £, l'identité (5.150) induit l'identité (5.148). Nous allons
maintenant choisir de nouvelles coordonnées symplectiques locales sur I’ensemble
ouvert V. Considérons tout d’abord les deux premieres coordonnées,

y1:= a1 et m =& — Rer(z,£). (5.151)

Il reste a choisir les coordonnées restantes yo, ..., yn, M2, ---, Tn- Commencons par
constater que I'application x1 € I +— (x1,0";&,) € R?" est injective et qu’elle est
solution du probleme de Cauchy suivant,

(1) = Hy, (Y (21))
{ Y(0) = (0,2,), (5.152)

puisque d’apres (5.148) et (5.151),

Vay € I, Hy (z1,0;2,) = (1,0';0). (5.153)
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Un raisonnement identique a celui utilisé lors de la démonstration de la proposi-
tion 5.6 & partir de (5.113) montre que le flot ¥ (z1,2;€) défini comme solution
du probleme de Cauchy,

{(3116) Hy, (¢(x1,27;€)) (5.154)

$(0,2;:€) = (0,2";¢),

est un difféomorphisme global d’un voisinage ouvert du segment I x {(0';&,,)} sur
un autre voisinage ouvert du segment I x {(0";e,)} qui laisse invariant point par
point ce segment I x {(0'; £,)}. En utilisant ce difféomorphisme 1), on peut définir
des variables yo, ..., Yn, 72, ...,ny définies sur un voisinage ouvert du segment
I x {(0;e,)} telles que,

Yo 1= T2, e, Yn 1= Tp, Mo = &y ..., N = &y lorsque z1 = 0, (5.155)

en imposant a ces variables yo, ..., Yn, 72, ..., N, d’étre constantes le long des orbites
du champ hamiltonien H,, . Par construction, on obtient que,

{m,v2} = .= {n,un} = {m,me} = ... = {m,m} =0, (5.156)

sur un voisinage ouvert du segment I x {(0’; &,,) }. D’autre part, on a aussi d’apres
(5.151) que,

{m, 1} = {& —Rer(z, &), 21} = (5.157)

sur un voisinage ouvert du segment I x {(0’,&,)}. Comme 'identité de Jacobi
montre d’apres (5.156) que,

0= {m, {n2,y2}} + {m2, {y2. m}} + {v2, {m, m2}} = Hp, ({m2, 92}),  (5.158)

il s’ensuit que le crochet de Poisson {n2,y2} est constant le long des courbes
intégrales du champ hamiltonien H,),. Le méme raisonnement montre que c’est
le cas également de tous les crochets de Poisson de deux variables choisies parmi
YLy ooy Yns 12, -, M. On en déduit en utilisant le fait que v soit le difféomorphisme
associé au probleme de Cauchy (5.154) et d’apres la définition que nous avons
donnée des variables ya,...,Yn, 72,...,Mn que les relations,

{wisuiy =0, {nj,m} =0, {nj,u} =0, (5.159)

pour 1 < 5.1 < n, qui sont vérifiées pour z; = 0 sur un voisinage ouvert du
point (0',&,) d’apres (5.151), (5.155), (5.156) et (5.157), le sont également sur
un voisinage ouvert du segment I x{(0; £,)}. On obtient ainsi une transformation
symplectique réelle associée a ce changement de coordonnées locales,

X(y,n) = (2,8), (5.160)

d’un voisinage ouvert du segment I x {(0’;e,)} sur un autre voisinage ouvert
du segment I x {(0";e,)} qui d’apreés (5.151) laisse invariant point par point ce
segment I x {(0';&,,)} et, vérifie d’apres (5.146) et (5.151),
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sur un voisinage ouvert du segment I x {(0’;¢,)} si,

f(y,n) = ~Imr(x(y,7))- (5.162)

En utilisant que la transformation symplectique x conserve les crochets de Pois-
son, on obtient d’apres (5.151) et (5.162) que,

of

5o = () = ~{Imr(a, €)1} =0 (5.163)

sur un voisinage ouvert du segment I x {(0;&,)} puisque la fonction r est in-
dépendante de la variable ;. On déduit finalement de (5.162) et (5.163) que la
fonction f est a valeurs réelles et est indépendante de la variable 71, ce qui au
regard de (5.130), (5.133), (5.136), (5.137), (5.148) et (5.161) termine la démon-
stration de la proposition 5.7. [J

237



Chapitre 4

Etude du pseudo-spectre de
I’oscillateur harmonique non
auto-adjoint unidimensionnel.

Le quatrieme chapitre de cette these propose une étude compléte du pseudo-
spectre de 'oscillateur harmonique non auto-adjoint unidimensionnel. Il reprend
le contenu de larticle [22], A complete study of the pseudo-spectrum for the ro-
tated harmonic oscillator, qui a été accepté pour publication dans le JOURNAL OF
THE LONDON MATHEMATICAL SOCIETY et qui recouvre une étude complete des
ensembles pseudo-spectraux semi-classiques et des ensembles e-pseudo-spectraux
classiques de l'oscillateur harmonique non auto-adjoint unidimensionnel. Cette
étude permet de donner une démonstration de la conjecture de Boulton énoncée
a la section 1.2 du chapitre 1. Mentionnons que nous avons gardé ici la structure
originelle de I'article [22], afin de permettre une lecture de ce texte indépendante
de celle des chapitres précédents. Les numérotations et les notations adoptées
sont de ce fait propres et internes a cet article.

Résumé. On étudie dans cet article les ensembles pseudo-spectraux de 'oscil-
lateur harmonique non auto-adjoint unidimensionnel. Les ensembles pseudo-
spectraux d’un opérateur sont des sous-ensembles du plan complexe qui décrivent
les régions ou la résolvante est grande en norme. L’étude de ces sous-ensembles
permet de comprendre la stabilité du spectre par rapport a d’éventuelles per-
turbations de 'opérateur et le possible calcul de « valeurs propres aberrantes »
pouvant étre tres éloignées des valeurs spectrales par les algorithmes pour le cal-
cul numérique de valeurs propres. L’oscillateur harmonique non auto-adjoint est
I’'exemple le plus simple d’hamiltonien quadratique classique non auto-adjoint.
Il a déja fait 'objet de plusieurs études comme celles notamment de E.B.Davies
et de L.S.Boulton. Dans un de ces travaux, L.S.Boulton énonce une conjecture
concernant les ensembles pseudo-spectraux qui donne une description fine des
instabilités spectrales qui se développent pour les hautes énergies de cet opéra-
teur. On peut démontrer cette conjecture a partir d’un résultat de N.Dencker,
J.Sjostrand et M.Zworski qui donne une borne pour la norme de la résolvante
de certains opérateurs pseudo-différentiels semi-classiques dans un cadre tres
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général. Cet article propose une preuve plus élémentaire de ce résultat qui utilise
seulement un découpage dans ’espace des fréquences.

1. Introduction.

1.1. Divers faits concernant les ensembles pseudo-spectraux.

Depuis quelques années, il y a eu un vif intérét porté a I’étude de la notion de
pseudo-spectre pour les opérateurs non auto-adjoints. Commencons par rappeler
quelques faits classiques et connus sur cette notion. Le développement de ce su-
jet s’explique par le fait que dans un certain nombre de problemes d’ingénierie
mathématique ou interviennent naturellement des opérateurs non auto-adjoints,
on note de sensibles différences entre d’un coté les résultats théoriques et les pré-
dictions suggérées par l'analyse spectrale de ces opérateurs, et d’'un autre coté
les résultats obtenus par simulation numérique. Ce constat originel laisse penser
que dans certains cas la connaissance seule du spectre d’un opérateur ne per-
met pas de comprendre suffisamment son action. C’est ainsi que pour suppléer
a cet apparent manque d’information contenu dans le spectre de nouveaux sous-
ensembles du plan complexe appelés pseudo-spectres ont été introduits. L’idée
sous-jacente a la définition de ces nouveaux objets est qu’il s’avere intéressant d’é-
tudier non seulement les points ou la résolvante d’un opérateur n’est pas définie
i.e. son spectre mais également 1a ou elle est en norme de taille significative.

On se réfere ici a Particle L.N.Trefethen [27] pour la définition du e-pseudo-
spectre o-(A) d’une matrice ou d’un opérateur A,

oo (A) = {z €C, ||(z - ) > i} .
On convient d’écrire dans l’expression ci-dessus que [|(z] — A)7!|| = +o0 si le
point z appartient au spectre de l'opérateur A. On constate que les e-pseudo-
spectres d’un opérateur sont des ensembles croissants au sens de l’inclusion par
rapport au parametre strictement positif € et qu’ils contiennent tous le spectre
de 'opérateur. L’étude des ensembles e-pseudo-spectraux d’un opérateur se ré-
duit donc d’apres la définition précédente a 1’étude des lignes de niveau de la
norme de sa résolvante. Il est intéressant de noter que cette étude des lignes de
niveau de la norme de la résolvante d’un opérateur permet d’apprécier sa stabil-
ité spectrale par rapport a des perturbations. En effet, on peut donner une autre
description des ensembles e-pseudo-spectraux d’un opérateur en terme du spec-
tre de perturbations de cet opérateur puisque pour toute matrice A € M, (C),
on a l'identité,

0-(A) = {z € C: il existe une matrice AA € M, (C) vérifiant ||AA| <¢
telle que z € o(A+ AA)},

si on note ci-dessus o(A + AA) pour désigner le spectre de la matrice A + AA.
Cette deuxiéme description montre qu’'un nombre complexe z appartient au -
pseudo-spectre d’une matrice A si et seulement 8’il appartient au spectre d’une
perturbation A + AA de taille ||[AA| < e de cette matrice. On comprend avec
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ce nouveau point de vue l'intérét d’étudier de tels sous-ensembles lorsque 1'on
cherche par exemple a déterminer numériquement les valeurs propres d’un opéra-
teur. Pour mener & bien un tel calcul, on commence par effectuer une discréti-
sation de cet opérateur. Cette discrétisation et les inévitables erreurs d’arrondis
qui se produisent lors des calculs numériques vont générer des perturbations de
Popérateur initial ce qui induit en fin de compte que les algorithmes pour le cal-
cul des valeurs propres vont déterminer des valeurs propres d’une perturbation
de l'opérateur initial i.e. une valeur d’un e-pseudo-spectre mais pas nécessaire-
ment une valeur spectrale. Dans le cas auto-adjoint, le spectre d’'un opérateur
est stable sous de petites perturbations. Cette propriété de stabilité est une con-
séquence du théoreme spectral qui induit que le e-pseudo-spectre d’un opérateur
auto-adjoint A coincide exactement avec le e-voisinage de son spectre o(A),

0:(A) ={z€C:d(z,0(A)) <e},

ol d(z,0(A)) désigne la distance entre le point z et 'ensemble o(A). Cepen-
dant, cette propriété de stabilité n’est généralement plus du tout vérifiée pour
les opérateurs non auto-adjoints. Le spectre de ces opérateurs peut alors étre tres
instable sous de petites perturbations.

1.2. Quelques résultats sur l'oscillateur harmonique non auto-
adjoint.

L’oscillateur harmonique non auto-adjoint est défini comme 'opérateur,

d2

2
—dm2+cx,

H.=
ou ¢ désigne un nombre complexe vérifiant Rec > 0 et Im ¢ > 0. On suppose que
H, opere sur L2(R) avec des conditions de Dirichlet aux bords. Plus précisément,
Popérateur H. est défini comme la fermeture de 1'opérateur m-sectoriel associé
a la forme quadratique m-sectorielle (). via le théoreme de représentation de
Friedrichs (cf. [15]),

+o0 . +o0 7
Qo) = [  F@g@dr+e / 2 f()g(@)de,

- —o0
ou f, g sont des éléments de I'espace,
+o0

WL2(R) N {f c L2(R) : /

—00

22| f(z)Pdx < +oo}.

Comme I'a démontré L.S.Boulton dans [2], les sous-espaces C§°(R) et S(R) sont
des coeurs pour la forme quadratique définissant I'opérateur H,. dont le spectre
est composé uniquement de valeurs propres de multiplicité un,

o(He) = { M =cY*2n+1):n e N}
Sin € N et H, désigne le n'®™¢ polynome de Hermite,

\I/n(x) = Cl/SHn(clﬂx)@*Cl/sz/Z?

240



Pseudo-spectre de ’oscillateur harmonique non auto-adjoint unidimensionnel.

est une fonction propre de H. associée a la valeur propre A,
HVY, =\,

Dans son article [2], L.S.Boulton démontre tout d’abord que la norme de la
résolvante tend vers l'infini le long des courbes de la forme n +— bn + cnP
(Théoreme 3.3 dans [2]) ou b et p sont des constantes strictement positives,
indépendantes de 7 vérifiant 1/3 < p < 3 i.e,

|(He — (bn + cnp))_IH — 400 lorsque 1 — +oc. (1.2.1)

D'un autre coté, il établit que la résolvante (H, — z)~! reste bornée en norme
lorsque |z| — +o0o le long de certaines demi-droites paralléles aux demi-droites
R* ou cRT. Plus précisément, il démontre qu’il existe des constantes strictement
positives d et My telles que,

sup  |[(He— (n+ ib))_IH < My et
neRr* , 0<b<d

sup  ||(He —c(n— ib))_l | < Mg (1.22)
neR?, 0<b<d

Ces bornes permettent d’obtenir certaines informations concernant la forme
des e-pseudo-spectres de l'opérateur H.. En effet, au regard de ces résultats
L.S.Boulton montre que pour toute valeur suffisamment petite du parametre
strictement positif €, le e-pseudo-spectre de l'opérateur H. est contenu dans
I’ensemble grisé de la figure suivante ou les valeurs propres de H,. sont notées par
les symboles ©.

FiGc. 4.1 -
Im z,

O Re 2

Plus précisément, il établit que pour tout 0 < § < 1 et m € N, il existe une
constante strictement positive g telle que pour tout 0 < € < &g,

o:(H.) C U {z€C: [z2= | <O}U [Apg1 — 5ct/? S(0,argc)], (1.2.3)

n=0
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ou,
S(0,arge) ={z € C": 0<argz <argc} U {0}.

Au regard de certaines simulations numériques réalisées par E.B.Davies dans [5],
L.S.Boulton a conjecturé que l'indice p = 1/3 est réellement l'indice critique.
Plus précisément, considérons des constantes 0 < p < 1/3,0<J < 1et m € N.
Si b,y et I/ sont des constantes strictement positives vérifiant,

bpE + cEP = Ny, et V) > E, arg z, < arg(cl/Q),
ou z,; = by, pn + cn?, on pose,
Qp = {|z,7|ei9 €C:n>FEet argz, <0 < arg(Z,c/|c])}.
La conjecture de Boulton s’énonce comme suit.

Conjecture de Boulton. Il existe g > 0 tel que pour tout 0 < € < gg,

oe(He) C | J {2 €C: |2 = M| <6} U Q.

n=0

Le but de cet article est de démontrer ce résultat qui permet de préciser quelle
est la forme des e-pseudo-spectres de 'oscillateur harmonique non auto-adjoint.
Notons qu’au regard de (1.2.1), cette description est optimale. La démonstration
que nous allons proposer dans les lignes qui vont suivre, utilise 1’étude dans
un cadre semi-classique d’une autre notion de pseudo-spectre pour 'opérateur
—h%(0;)? +ret®x?, r > 0,0 < a < 7, que nous allons maintenant définir.

2. Pseudo-spectre semi-classique.

2.1. Définition du pseudo-spectre semi-classique et du pseudo-
spectre d’injectivité semi-classique.

Dans un cadre semi-classique, on définit deux notions d’ensembles pseudo-spec-
traux semi-classiques.

Définition 1. Considérons (Py)o<n<1 une famille semi-classique d’opérateurs
sur L2(R™) définis sur un domaine D. Pour tout > 0, l’ensemble,

ASC(Py) = {2 € C:¥C >0,Yhg > 0,30 < h < ho, [|(P,—2)7">Ch "},

est appelé pseudo-spectre semi-classique d’indice p de la famille (Pp)o<n<1 (on
écrit par convention ||(P,—z) || = +oo si 2z appartient au spectre de 'opérateur
Py,). Le pseudo-spectre semi-classique d’indice infini est défini par,

AS(Po) = () A ()

n>0
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Au regard de cette définition, les points de I’ensemble complémentaire de AJF(F,)
sont les points du plan complexe pour lesquels on a le contréle suivant de la norme
de la résolvante si h est suffisamment petit,

3C > 0,3hg > 0,Y 0 < h < ho, ||(Py—2)7| < Ch™.

Il est également intéressant d’introduire une autre notion qui est celle de pseudo-
spectre d’injectivité semi-classique.

Définition 2. Considérons (Py)o<n<1 une famille semi-classique d’opérateurs
sur L?(R™) définis sur un domaine D. Pour tout u > 0, I’ensemble,

Ny (Pr) ={2€C:VC >0,Yho > 0,3 0 < h < hy,
Jue D, |ullzz =1, [|(Py — 2)ullz2 < Ch*},

est appelé pseudo-spectre d’injectivité semi-classique d’indice p de la famille
(Pn)o<n<1- Le pseudo-spectre d’injectivité semi-classique d’indice infini est défini
par,
XS (Py) = () Nl (Pn)-
n>0

Le pseudo-spectre d’injectivité semi-classique d’indice p est par définition I’ensem-
ble des points du plan complexe qui sont des « presque valeurs propres » avec une
décroissance en O(h*) lorsque h — 07. On remarque que les ensembles pseudo-
spectraux d’injectivité semi-classiques comme les ensembles pseudo-spectraux
semi-classiques sont décroissants par rapport a l'indice. L’absence de pseudo-
spectre d’injectivité semi-classique en un point donné est caractérisée par 'ex-
istence d’un certain type d’estimation a priori. En effet, il n’y a pas de pseudo-
spectre d’injectivité semi-classique d’indice p au point z si et seulement si on
a?

3C > 0,3hg > 0,V 0 < h < hg,Yu € D,
[(Ph = 2)ullze = Ch*|Jul[g2. (2.1.1)

On dit qu’il n’y a aucune perte de puissance de h, respectivement une perte d’au
plus A* pour les points de ’ensemble complémentaire du pseudo-spectre d’injec-
tivité semi-classique d’indice 0, respectivement d’indice p lorsque le parametre p
est strictement positif. En toute généralité, les inclusions suivantes sont vérifiées,

V>0, XE(P,) C A (Py). (2.1.2)

Pour obtenir I’'égalité entre ces sous-ensembles, on a besoin d’une propriété sup-
plémentaire de surjectivité concernant ces opérateurs qui est par exemple réalisée
lorsque ces opérateurs sont des opérateurs de Fredholm d’indice 0. On peut aussi
remarquer que si P, — z est un opérateur fermé a domaine dense et Z ¢ )\ZC(P;L" ),
I'estimation a priori (2.1.1) pour l'opérateur Py — Z implique la surjectivité de
l'opérateur P, — z si h est suffisamment petit. Sous ces hypotheses, z € Ajf (Pp)
implique que z € A} (Fp).
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En fait, si on suppose que P, — z est un opérateur fermé, I’absence de pseudo-
spectre d’injectivité semi-classique au point z pour 'opérateur P, donne un con-
trole de la norme de 'inverse a gauche,

(P, — 2)"t: Im(P, — 2) — D,

puisque l'estimation (2.1.1) induit que I'image Im(P}, — z) de Popérateur P, — z
est fermée dans L?(R™). Les définitions précédentes différent de celle donnée
dans [7] pour un opérateur pseudo-différentiel semi-classique. En fait, on a choisi
des définitions d’ensembles pseudo-spectraux inspirées par la remarque de [7]
p-388 puisque ces définitions dépendent des propriétés de 'opérateur plutot que
de celle de son symbole.

Remarque. Le spectre d’un opérateur auto-adjoint est purement réel. Cette pro-
priété est encore vraie pour le pseudo-spectre d’injectivité semi-classique d’une
famille semi-classique d’opérateurs auto-adjoints. En effet, si (Pp)o<n<1 est une
famille semi-classique d’opérateurs auto-adjoints sur L?(R™) définis sur un do-
maine D alors 'estimation a priori standard,

Vz € C,Vu € D, ||[Pyu — zu| 2 > |Im z|||u|| 12,

démontre que pour tout g > 0, le pseudo-spectre d’injectivité semi-classique
d’indice p de (Pp)o<n<1 est contenu dans R.

Ezemple. Le pseudo-spectre semi-classique d’indice infini de l'oscillateur har-

monique semi-classique,
d?

2
—h W + .T
est exactement RY puisque son spectre est composé des valeurs propres de mul-
tiplicité un,
{h(2n+1):n € N},
et que I'on peut vérifier sur ’ensemble complémentaire de R* dans C, les esti-
mations suivantes,

d*u
Vh > 0,Yu € C°(R), || - th s+ uHL2 > hlullr2m),

Vz ¢ Ry,Vh > 0,Vu € Cg°(R),
d*u
| - hQW + 2 — Z“H;;z(R) > d(z,Ry)lull 2y,

ou d(z,Ry) désigne la distance entre le point z et ’ensemble R . Concernant
loscillateur harmonique non auto-adjoint, la description de son spectre évoquée
précédemment implique que les deux notions de pseudo-spectre semi-classique
coincident. En effet, au regard de (2.1.2) il suffit de démontrer les inclusions
suivantes,

V>0, A (- h?(9;)? + re'®a?) C (- h?(9;)? + re'“a?),
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sir>0etac€]—m0[U0,r Siz¢ )\ff( — h?(9x)* + re**z?), on peut trouver
d’apres (2.1.1) des constantes strictement positives C' et hg telles que,

V0 <h<hyVueSR),

‘( — h2(0,)? +reta? — z)uHL2 > Ch*||u||p2. (2.1.3)
Comme en utilisant le changement de variables y = h'/2z avec h > 0, on a

. 1 .
—(02)* 4 rex? = E( — h*(9y)? + re'*y?),
il résulte de cette identité que le spectre de 'oscillateur harmonique non auto-
adjoint semi-classique,
—h2(0,)% + reta?,
est composé uniquement des valeurs propres de multiplicité un,
(= h2(02) + rei®a®) pn(z) = h(2n + 1)r/269 2, (2), n € N,
o,
SOn(SC) — Tl/Seia/BHn(T1/4€ia/4h_1/233) eXp(—Q_lh_lTl/Qeia/2332) e S(R),
si H,, désigne le n’®™¢ polynéme de Hermite. Ce dernier fait induit au regard de
Pestimation (2.1.3) que z n’appartient pas au spectre de l'opérateur,

—h2(0,)% + retva?,

et que, A
V0 <h<ho, |[(—h%(8:)? +rea? —2) | <ot

Ceci implique que z & Aff( — h?(0y)? + re'®z?). L'intérét de travailler et d’¢é-
tudier des notions de pseudo-spectre dans un cadre semi-classique se résume a
une question de géométrie. En effet pour cet opérateur, la géométrie des ensem-
bles pseudo-spectraux semi-classiques est plus simple a appréhender et a décrire
que celle des e-pseudo-spectres. Qui plus est, la connaissance de la géométrie des
ensembles pseudo-spectraux semi-classiques permet d’obtenir certaines informa-
tions sur la géométrie des ensembles e-pseudo-spectraux.

2.2. Etude du pseudo-spectre semi-classique de l’oscillateur har-
monique non auto-adjoint.

2.2.1. Image numérique et pseudo-spectre. Considérons p(z,£) un hamil-
tonien classique défini sur R x R. La quantification de Weyl! associe & cet hamil-
tonien 'opérateur p* défini pour la fonction u(z) par,

) = [ (T udyd.

L’image numérique X(p) de I'hamiltonien p est alors défini comme 1’ensemble
suivant,
%(p) = p(R x R).

'Le choix de cette normalisation de la quantification de Weyl differe de celui des chapitres
précédents. Il est propre a tout ce chapitre 4.
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Pour a € | —,0[ U ]0, 7| et 7 > 0, le symbole p, (z, h&) = h2£% +re'“x? définit en
quantification de Weyl l'oscillateur harmonique non auto-adjoint semi-classique,

palx, hE)Y = (hDy)? + re'®a?,

ot D, désigne l'opérateur? 9, /(2ir). L’'image numérique de ce symbole est don-
née par,

{zeC": 0<argz<a} U {0} sia>0,
{zeC": a<argz<0} U {0} sia<0.

Le spectre de l'oscillateur harmonique non auto-adjoint semi-classique est com-
posé uniquement des valeurs propres suivantes,

{hr'/2e/2(2n + 1) : n € N}. (2.2.1)

On peut appliquer le théoreme 4.2 démontré par L.Hérmander dans [11] pour
prouver qu’il n’y a aucune perte de puissance de h pour les points de I’ensemble
complémentaire de l'image numérique. Plus précisément, son résultat montre
que,

Ve > 0,3C: > 0,Vz € C, d(z,E(pa)) >e,V0<h<1,VueCiR),
|(hDy)*u + re"“z?u — zull 2wy > Cellull 2 w)-

En fait si z € X(pa), on peut en utilisant Dellipticité de 'opérateur (pseudo)-
différentiel semi-classique pq (x, h€)"” — 2z construire une paramétrixe et trouver un
inverse pour cet opérateur qui soit borné en norme uniformément en h pour h suff-
isamment petit. La situation est bien différente & 'intérieur de I'image numérique.
En effet, le théoreme 1 de E.B.Davies dans [6] montre que l'intérieur de I'im-
age numérique est inclus dans le pseudo-spectre semi-classique d’indice infini de
I'opérateur,
palx, h€)Y = (hDy)? + re'®a?.

Pour finir la description des ensembles pseudo-spectraux semi-classiques, nous
allons maintenant étudier dans les lignes qui vont suivre I’éventuelle existence
ou absence de pseudo-spectre semi-classique d’indice infini sur la frontiere de
I'image numérique.

2.2.2. Etude a la frontiére de I’image numérique. La définition de la trans-
formée de Fourier que nous choisissons ici, est pour tout u € S(R),

u() :/Ru(x)e_%mgd:c.

On utilisera aussi la notation F pour désigner la transformation de Fourier. On
rappelle qu’avec cette normalisation, on a

Vu € S(R), Dyu(€) = £u(€) et Tu(€) = —Deau(€).

2Cette nouvelle définition de opérateur D, différente de I'opérateur i~'9, qu’il désignait
dans les chapitres précédents, est dictée par le choix particulier de la normalisation de la quan-
tification de Weyl propre a ce chapitre 4.
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Dans la suite, la notation (u,v) désigne le produit scalaire dans L?(R) des fonc-
tions u et v de L?(R). On commence par démontrer qu’il n’y a pas de pseudo-
spectre semi-classique d’indice infini en 0.

e Ftude de l’existence de pseudo-spectre semi-classique en 0. Comme pour tout
ueSMR), r,h>0et a€]—m,n[,ona

((hD2)*u + re'®a?u, u) = |[hDyul T + re'lleul7am),
il découle de I'inégalité de Cauchy-Schwarz que,

2||(hDy)u + reio‘:tQUHLz(R) ull L2®) > Re ((hDy)?u + re"zu, u)+
Re ((hDy)?u+ rea?u, e u) = (1 + cos a)(||hDyul|72 @) + rllzu]Z2g))-

En utilisant lidentité [hD,, "/ 2z] = hr'/2/(2r)1 et le fait que les opérateurs
hD, et ir'/2z soient respectivement auto-adjoint et anti-auto-adjoint, on obtient
que,

#1/2
2
ou [P, Q)] désigne le commutateur des opérateurs P et (). On déduit alors d’une
nouvelle utilisation de 'inégalité de Cauchy-Schwarz que pour tout A > 0 et

u € S(R),

h HuH%g(R) = ([hD:,;,irl/Q:U]u,u) = 2Re (hD,u, ir1/2xu),

1/2

,
1hDoulfag) + rlleullZam > 22 [hDsull 2 leull o) > b

‘Q;F’HILH%2(R),

ce qui induit au regard de ce qui précede que,

: 1/2
Vh > 0,Yu € S(R), ||[(hDy)*u + rem‘x2u||Lz(R) > (1 + cos 0‘)27]1||U||L2(R)~

En utilisant la description du spectre rappelée en (2.2.1) et cette derniere esti-
mation, on en déduit que 0 n’appartient pas au pseudo-spectre semi-classique
d’indice infini de l'oscillateur harmonique non auto-adjoint semi-classique si,

a €] —m, .

Considérons maintenant le cas ol o appartient a I'ensemble | — 7, 0[ U |0, 7| et
étudions s’il existe du pseudo-spectre semi-classique d’indice infini sur les demi-
droites R et e'*RY.

e Etude de l'emistence de pseudo-spectre semi-classique sur R U eio‘Ri. Nous
allons démontrer dans ce paragraphe qu’il n’y a pas de pseudo-spectre semi-
classique d’indice infini pour l'oscillateur harmonique non auto-adjoint semi-
classique sur R%} U emRi. Plus précisément, nous allons montrer qu’il n’y a pas
de pseudo-spectre semi-classique d’indice 2/3 sur cet ensemble i.e. qu’il y a une
perte d’au plus h%/3 sur R% U eiaRi. Pour ce faire, on commence par démontrer
le résultat du lemme suivant.
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Lemme. Considérons o €]—m,0[U]0,xw[,r >0 etV : R — R une fonction C*.
On a pour tout h > 0 et u € S(R) ’estimation a priori suivante,

|hDgu + Vu+ irsina CL'QUHLQ(R) > (87 + (r|sin a|)_1)_1h% 1wl 2 (w)-

En particulier, il y a une perte d’au plus h2/3 en 0 pour Uopérateur semi-classique
hD, +V +irsina 22.

Preuve. On commence par étudier le cas o 0 < a < 7. Considérons u € S(R),
X € R et A un parametre strictement positif. On a,

+o0 _
(Dyu+ AVu + iArsina 2w, iH (z — X)u) = — Dyu(x)iu(x)dx
X

+oo 400
—1 AV (z)|u(z)|*dx + 7 sina/ Az?|u(z) dz,
X X

si on note H la fonction de Heaviside. Comme

400 7 +o0o -
_ / Du(z)u(@)de = [u(X) + / Dpu(z)ulz)dz,
X X

+o0

lu(X)|> = —2Re (/ Ozu(x)@dx),

X

il s’ensuit que,
2Re (Dyu + AVu +iArsina 2?u,iH(z — X)u) = |[u(X)|?/(27)

“+o0o
+ 2rsina Az?|u(z)Pdz > |uw(X)|?/(27),
X

puisque 0 < o < 7. On en déduit les estimations suivantes,
VX €R, |u(X)|?/(2n) < 2||Dyu + AVu 4 iArsin o l'QUHLQ(R)”UHL2(R),

HUH%OO(R) <Ar||Dyu+ AVu + iArsin o xZUHLz(R)Hu”Lz(R). (2.2.2)

En utilisant ensuite le découpage suivant de la norme L? de u, on obtient que,

Al/g”“”%%k)
= / AY3|u(x)2dx + / A3 |u(a) P da
{z€R: A1/3<z2A} {z€R: A/3>z2A}
< / Az?|u(z)|?dx + Al/?’HuH%m(R)m({x eR: AY3 > z?A}), (2.2.3)
R

ou m désigne la mesure de Lebesgue sur R. Ensuite, comme [D,,i] = 0 et que
les opérateurs D, et ¢ sont respectivement auto-adjoint et anti-auto-adjoint, on
obtient que,

Re(Dyu 4+ AVu + iArsin o 2u, iu) = rsina/ Az?|u(x)|*de. (2.2.4)
R
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Il s’ensuit en utilisant (2.2.2), (2.2.3), (2.2.4) et I'identité,
A1/3m({x eR: AY3 > z?A}) =2,
que,

A3 a2 g

IN

/ A2 (@) 2 + 2] 2o g
R

IN

N 2 2
o Re(Dyu + AVu +iArsina au, iu) + 2|[ul[70 )

< (87 + (rsina) )| Dyu+ AVu +iArsina x2u”L2(R)HUHL2(R)7

ce qui permet d’obtenir I’estimation,

VA > 0,YVu € S(R), ||[Dyu+ AVu+ iArsina CL'2UHL2(R)

> (87 + (rsin a)*l)_lAl/?)HuHLz(R).

En considérant maintenant le parametre h = A~! pour revenir & un cadre semi-
classique, on obtient ’estimation a priori,

Vh > 0,Yu € S(R), [|hDyu+ Vu +irsina ZL‘QUHL2(R)

. —1\—1
> (87 + (rsinal) ™) Rl 2 ).

Cette derniére estimation montre qu’il y a une perte d’au plus h2/3 en 0 pour
I'opérateur semi-classique hD, +V +ir sin o 22. Pour obtenir la méme estimation
dans le cas ou —7 < « < 0, il suffit d’appliquer 'estimation que nous venons de
démontrer a la fonction @ définie par u(z) = u(—x). O

Considérons 7 une constante strictement positive. Nous allons maintenant
démontrer qu’il y a une perte d’au plus h2/3 en n pour I'opérateur semi-classique
(hD2)? + retz?.

Proposition. Considérons a €] — m,0[ U |0,7[, r > 0 et n € R} UeR%. I
existe alors des constantes strictement positives C' et hg telles que,

VY 0 < h < hy,Vu e SR), ||(hDy)*u + re®z?u — null L2y > Ch2/3||u||Lz(R).

Le résultat de cette proposition peut étre vu comme une conséquence du théoreme
1.4 de N.Dencker, J.Sjostrand et M.Zworski dans [7] qui donne sous des hy-
potheses générales une borne pour la norme de la résolvante de certains opéra-
teurs pseudo-différentiels semi-classiques en un point de la frontiere de leurs
images numériques. Nous allons donner ici dans le cas particulier de 'oscillateur
harmonique non auto-adjoint unidimensionnel, une preuve de ce résultat qui
utilise seulement un découpage dans l’espace des fréquences et des arguments
élémentaires.
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Preuve. Commengons par étudier le cas ou 1 appartient a R* . Dans ce cas, on
peut en fait se contenter de démontrer ’estimation a priori lorsque 7 est égal a 1
puisqu’en conjuguant par une isométrie, on obtient,

T{l [(hD;,;)2 +refx? — 77] T, = n[(th)Q + reiaxQ/n2 — 1},
si T,, désigne lisométrie de L*(R) définie par,
Tyu(z) == ' u(n?z).

Considérons a une constante strictement positive vérifiant,

(11 : C\—1/2
0 < a < min (g, W(&r + (r|sinal)™") ), (2.2.5)
et x une fonction C* sur R telle que x(z) =1siz <0, x(x) =0siz > 1 et
X' < 0 sur R. On définit pour tout A > 1,

Apn |z — A| — 2aA%/3 4+ aA1/?
xat(@)=x 2aA1/2 '

Cette fonction est C*° sur R puisque pour tout k£ € N*,

lim Oxa ™ (x) = lim 97x1" (2) = 0.
>N <A

En effet, on a 0%x(—AY% +271) = 0 puisque x*) = 0 sur ] — 00,0] et A > 1. On
considere ensuite,
X1t (@) = xat(—a).

On a les inclusions suivantes des supports,
supp 1 C {z € R: A — 2aA%3 — aAY? < 2 < A+ 2aA?/3 + aA/?},
et,
supp x_1 C {z € R: =A — 2aA%3 — A% < 2 < —A + 2aA?? + aAV/?}.

Comme d’un coté, on a

0<xi™ <1, 0< x1* <1et suppxi® Nsuppx_1* =0,
puisque d’apres l'estimation (2.2.5), on a

VA > 1, 2aA?3 + aA'? < A,

et que d’un autre c¢oté, y1* = 1 sur I'ensemble,

{z eR:A—2aA* 4 aAV? < 2 < A+ 2aA*3 — aAV/?Y,
qui contient le segment [A — aA%/?, A + aA?/3], et x_1* =1 sur ensemble,

{z ER:—A—2aA*P +aN'?2 <z < —A—|—2aA2/3—aA1/2},
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qui contient le segment [—A — aA?/3 —A 4+ aA?/?], on obtient une partition de
l'unité C*° de R,

VA > 1, xoo +x0™ +xtt Hat = 1,
en posant,
xo(z) = I_p (@) (1 — x1t (@) — x12(x)) et
Xoo™ (@) = Ty aag (@) (1 = 1™ (2) = x—12 (@),

ou lx désigne la fonction indicatrice de ’ensemble X. La construction qui est la
notre induit les propriétés suivantes,

0<xo* <1, 0< xoo <1,

supp xo™ C {z € R : || < A — 2aA?3 4 aA'/?},

et,
SUpp Yoo C {z € R : [z] > A + 2aA%/3 — aAV/2).

Dans les calculs qui vont suivre, on désigne par specu le support de u. On com-
mence par étudier les régions ot respectivement || < A et || > A. Considérons,

Py = D2 4 re"®A%2% — A%

et
A = {€ e R |¢] < A —2aA?3 4 aAV/?Y.

On a pour tout u € S(R),

[ Paull 2y lull 2@y > Re(Pau, —u) = A?|Jul|72 @) — || Dat]Z2 g

— 7 Ccos A2||:vu||%2(R). (2.2.6)

Comme Re (Pyu, i(sgna)u) = r|sin a\A2Ha:uH%2(R) si sgn a désigne le signe de
a, on en déduit que,

Vu e S®), Aot < (rlsina) I Prull el oy (2:27)
I1 découle alors de (2.2.6) et (2.2.7) que pour tout u € S(R) vérifiant,

specu C AOA,
(1+ | cotan a) || Paul| 2wy llull L2y > A*[|ullZ2my — [ Datel|72m)
> / (A2 — E2)[a(€)Pde > (A% — (A — 20A%% + aAV2)?) )2, .
R

Comme l'estimation (2.2.5) implique que,

VA > 1, A% — (A —2aA?3 + aAV/?)? =
(2aA?/® — aAV?)(2A — 2aA?3 4+ aAY?) > aN®/?,
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on obtient pour tout v € S(R) vérifiant specu C Ag™ et A > 1 que,
| Paull 2@y > a(1 + \Cotana|)_1A5/3HuHL2(R). (2.2.8)

Concernant la seconde région dans laquelle || > A, il suffit juste de changer le
multiplicateur —u en u pour obtenir une estimation similaire. En effet, consid-
érons,

AN ={E e R €] > A+ 2aA%3 — aAV/?Y).

Comme
[Paullz2mllullL2r) = Re(Pau,u) = HDa:UH%%R) - AQH“H%?(R)
+rcosa A2H:cu||%2(R), (2.2.9)
on déduit de (2.2.7) et (2.2.9) que pour tout u € S(R) vérifiant specu C A,
(14| cotan o) [| Paul| 2wy l|ull 2(r) > HDIUH%Q(R) - A2HUHiQ(R)

> [(€ - A0AOPds = (A +2aA7° — aAVP = A7) u
R
Comme ’estimation (2.2.5) implique que,

VA > 1, (A+2aA?3 —aAV/?)2 - A2 =
(2aA?3 — aAY?)(2A 4 2aA?/3 — aAY?) > a3,

on en déduit que pour tout u € S(R) vérifiant specu C Ax™ et A > 1,
| Paull 2@y > a(l + \cotana\)_1A5/3HuHL2(R). (2.2.10)

Nous avons maintenant besoin d’étudier les régions pour lesquelles £ ~ A et
& ~ —A. Considérons la premiere région,

Ar ={€eR: A —2aA%3 — aAV? < € < A+ 2aA?3 + aAV/?),
et L lopérateur suivant,
Ly =2A(D, — A) + re'A%2?.
Pour tout u € S(R) vérifiant specu C A, on a

I(Px = La)ullz2ry = [[(€ = 2)*T(E)]| L2 gy
< (2aA*3 + aAY)?||u) 2 w).- (2.2.11)

Il découle du lemme précédent que,

| Laullp2m) = A%||2A" ' Dyu — 2u + reio‘mQUHLz(R)

> AY3223 (87 + (r| sina))™Y) T lull 2 my- (2.2.12)
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On déduit alors de (2.2.11) et (2.2.12) que pour tout A > 1 et u € S(R) vérifiant
specu C AN,

v

I Laullz2@y — [(Pa — La)ull L2 (w)
(A4/322/3 (87 + (r| sin04|)*1)71 — (2aA?? + aA1/2)2> |l 2 (m)-

”PAUHLZ(R)

v

Au regard du choix de la constante a en (2.2.5), on déduit que pour tout A > 1,
AY/392/3 (87T + (7| sinoz])_l)_l — (2aA2/3 + aAl/Q)2

= (A23213 (87 + (r]sin(a)]) ™) T — 200 — an2)

x (A2/321/3 (87 + (r|sin(a)) ") "V + 22023 4 aAW)

> 2qAY/3 (21/3 (87 + (r| sin(a))) ™) ~V* — 3a> > 24%A%/3, (2.2.13)
Il s’ensuit que,

VA > 1,%u € S(R),specu C A1, || Paullrzmy > 20 A2 )l 2wy (2-2.14)
D’une maniere analogue pour la région,
AM ={6eR: =N —2aA?3 — aA? < € < —A 4 2aA?? 4 aAY?},
on considere 'opérateur,
Ly = —2A(D, + A) +ref®A%2?.

On a pour tout u € S(R) vérifiant specu C A_1%,

(P = La)ull 2y = [|(€ + A)*AE)| L2 g
< (2aAY3 + aAY?)?|ul| Lo my.- (2.2.15)

En utilisant a nouveau le lemme précédent, on obtient que,

||EAu\|L2(R) = A%||2A Dy + 2u — rem:UQUHLQ(R)

> AY3223 (87 + (r|sinal) 1) T full L2 gy- (2.2.16)
11 découle alors de (2.2.15) et (2.2.16) que,

IPaull g2y > |Laull g2y — |(Pa — La)ull r2gr
(A4/322/3 (87 + (rsinal)™) 7" — (2aA%3 4 aA1/2)2> ] 22 )

v

ce qui induit au regard de (2.2.13) lestimation suivante,
VA > 1,%u € S(R),specu C A1, | Prull 2y > 2a* A || 2wy (2.2.17)

En utilisant notre partition de 1'unité, on peut maintenant combiner les esti-
mations précédentes. En collectant les estimations (2.2.8), (2.2.10), (2.2.14) et
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(2.2.17), on en déduit que pour tout u € S(R),
VA > 1, AP ulffs
A% (oo™ (&) + x0™(€) + X—1(8) + 1™ (©) 8O | ey

< 4A8/3(\|XooA(Dr)UH%2(R) + HXOA(Dx)UHQL?(R) + ||X—1A(Doc)u”%2(R)
+a* (Da)ullfzg)
C A 2 A 2

= §<HPA(XOO (Dx)“)HLZ’(R) + HPA(XO (DI)U)HLQ(R)

+[Pa (XflA(Dr)“) Hi?(R) + | P (XlA(Dw)“) Hi?(R))’

ou C est une constante strictement positive indépendante de A et u. On a noté
par f(D,) lopérateur de multiplication par la fonction f(§) coté fréquence.

VA > 1, A3 ul 7z g,
C(HXooA(Dx)(PAU)HZﬁ(R) + [1x0™ (D) (Pat) | 72 gy

Hx-1 (D) (Paw) 72y + [Ixa™ (D) (Pau) |72 g
+[Pas Xoo™ (D) ]ull 72y + I[P x0™ (Da)]ull7 2 g

+H[PA7 X_1A<Dx)]UH%2(R) + H[PAv XIA(DQE)]UH%Q(R)>
C (1P, oo™ (D)l + [P, 0™ (Da)]ul2 s

HI[Pa, x—1* (Da)]ulfo gy + | [Pas xa™ (Da)lullZ ) + \\PAu!!%2(R))-

IN

IN

Considérons f une fonction a valeurs réelles de I'espace C*°(R) telle que,
Df € L(R) et D*f € L™(R).

On a besoin d’évaluer le commutateur [Py, f(D;)] = [re!®A2%z?, f(D,)]. Pour
u € S(R), un calcul direct donne,

rei®A%2?, f(Dy)u = re A2 F~Y((D*f)a + 2(D f) Det).
Il s’ensuit que,

I[Pa, F(D)ulFoy = r?AM(D?F) @+ 2(Df) Detil 72
< 2 AY(ID f11 F e oy [ull 72y + AID 1o gy 2l 2 y)

ce qui induit au regard de (2.2.7) que,
[P, f(Da)lull oy < 202 A D2 £II7 oo ) ull 2 gy
+8rA?[sina| "D f (| 7o ) | Pavll 2@y llull L2r)-
Comme d’apres le choix de notre partition de I'unité, on a

Vj € J, [IDx; M| poemy < CryA™Y2 et [|D2xM | ooy < CayATY,
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si J ={0,—-1,1,00}, ot Cy; et Cy; sont des constantes strictement positives
indépendantes de A. On obtient pour tout j € J,
A 2
1[PA: X" (Da)]ull 72wy

8rA
< 27'2/\20%,]-”“”%2 + ﬁcl,]HPAuHLQ R)||UHL2(1R

< Cl JA2Hu||L2 + 027]

PAU”L?(R

olt C1; et Cy j sont des constantes strictement positives indépendantes de A et u.
Il s’ensuit qu’il existe des constantes strictement positives C et Cs telles que,

VA > 1,Vu € S(R), A8/3”U||L2 ®) < Cl”PAU||L2 + 02A2||UHL2

Finalement, on obtient I'existence d’une constante strictement positive C' telle
que pour Ag assez grand, on ait

VA > Ag,Yu € S(R), [|Praullpzmy > CAY|lul| 2.

En reformulant cette estimation dans un cadre semi-classique via le changement
de parametre h = A~!, on obtient que,

3C > 0,3ho > 0,¥ 0 < h < ho,Vu € S(R), [[(hDz)*u+ re"*z*u — ul| f2(r)
> Ch2/3||u”L2(R)

Considérons maintenant le cas ou 7 appartient a eio‘Ri. En utilisant la trans-
formation de Fourier, cette étude pseudo-spectrale sur e'*R” est essentiellement
la méme que celle sur RY . En effet, considérons v € S(R) et 7 une constante
strictement positive, comme

|(hDy)%u + re'®x?u — emnuH%z(R)

= [[(h&)*u+ re**Diu — emnﬂH%Q ®)
2112 -1, ~ 2 ~

= r7|[Dgu—r~nu+ (h§)r~ i ”L2(R
r? 2 1 —ia, 2 1,012

= ﬁH(th) vtrTe Yzt =)

ot v(z) = u(h~'z). On déduit de l'étude sur R* qu’il existe des constantes
strictement positives C' et hg telles que,

l\J

r

2 .
V0 <h< ho, %H(th)Qv +r e gy — rilanQLQ( 2+ h4/3|]v\|2

Comme ||v||p2(m) = hl/QHuHL2(R), on obtient que,

V0 <h<hyVueSR),
|(hDy)*u + re'“z?u — ¢ “null 2@y > rCh2/3||uHL2

ce qui termine la preuve de la proposition. [
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On a ainsi démontré qu’il n’y a pas de pseudo-spectre semi-classique d’indice 2/3
en tout point de I'’ensemble R U e'*R” pour 'opérateur semi-classique,

(th)Q + re g2,

lorsque o €] — m,0[ U ]0,7[ et r > 0. Ces résultats achévent la description
des ensembles pseudo-spectraux semi-classiques de 1'oscillateur harmonique non
auto-adjoint semi-classique.

3. Forme des ensembles pseudo-spectraux.

Au regard de la description précédente des ensembles pseudo-spectraux semi-
classiques, on peut démontrer la conjecture de Boulton. Ce résultat est une con-
séquence de ’absence de pseudo-spectre semi-classique d’indice 2/3 en tout point
de I’ensemble 0% (p, ) \ {0} pour loscillateur harmonique non auto-adjoint. En ef-
fet, considérons 'opérateur semi-classique (hD,)?+c/(47%)z?
complexe vérifiant Rec > 0 et Im ¢ > 0. Comme une conjugaison par I'isométrie
Ty, ou T}, désigne I'isométrie de L?(R) définie par,

Thu(z) := hY*u(h'?x),

ou ¢ est un nombre

montre que,

Vv >0,Yh >0, h™ ' ((hD;)* + ¢/(47%)2* — v) =
T, (D2 + ¢/(4n%)2® — vh™ 1) Ty,
on déduit d’apres ’absence de pseudo-spectre semi-classique d’indice 2/3 en 1 et

en ¢ pour cet opérateur qu’il existe des constantes strictement positives vy et C
telles que,

d2
| - Ut ca®u — v o gy > Cv 3 lull 2wy,

2

Vv > 1y, Vu € S(R),

u+ cx’u — chHL2(R) > CI/l/BHU,”LQ(R).

Vv > 1y, Vu € S(R), H - %

Ces estimations a priori impliquent que si vy est choisi suffisamment grand, on
a pour tout zy dans I’ensemble,

{zE(C:ReZZ vpet 0<Imz < C(Rez)l/g—s} U
SC({z €C:Rez>1pet0<Imz< C’(Rez)l/3 —6}),
que 29 € o(H,) et,
2

2 -1 1
+cx —Zo) UHL2(R) < EHUHLQ(R)?
si S, désigne la symétrie axiale par rapport & la droite e??'8 ¢/2RR. Tl s’ensuit que,

{zE(C: Rez > 1y etOSImz<C(Rez)1/3—f—:}U
SC({ZEC: Rez > 1y et0§1m2<C(Rez)1/3—€}) C o:(H,)".
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Finalement, en utilisant cette derniére inclusion, (1.2.3) et le fait que la norme de
la résolvante reste bornée sur les sous-ensembles compacts inclus dans I’ensemble
résolvant, on obtient le résultat conjecturé par L.S.Boulton. Ce résultat est op-
timal au regard de (1.2.1). On a ainsi démontré que I'indice p = 1/3 est I'indice
critique. Ces résultats permettent de décrire la forme des e-pseudo-spectres de
Popérateur H,. (ensemble grisé sur la figure ci-contre) et donnent des informations
précises sur les instabilités spectrales qui peuvent se vérifier numériquement.

F1c. 4.2 — Forme des ensembles e-pseudo-spectraux.
Im z,

0] Re 2

Pour illustrer ce fait, on peut essayer de déterminer numériquement le spectre
et quelques lignes de niveau de la norme de la résolvante pour une discrétisation
de opérateur H.. La simulation numérique suivante est réalisée sur la discréti-
sation matricielle,

((ch’iv \I/j)LZ(R))lgi,jgN’

ot ¢ = ™4 N est un entier pris égal & 100 et (¥;);en+ désigne la base hilberti-

enne de L?(R) formées par les fonctions de Hermite. Les points noirs apparaissant
sur la simulation numérique désignent les valeurs propres calculées numérique-
ment. Cette simulation numérique corrobore les résultats d’estimation de norme
de la résolvante obtenus dans cet article. En effet, on vérifie bien que les basses én-
ergies sont stables puisque ’on calcule bien pour ces énergies des valeurs proches
des valeurs théoriques. Par contre, comme 1’a montré notre étude, on constate
de tres fortes instabilités pour les hautes énergies qui conduisent au calcul de
« valeurs propres aberrantes » trés éloignées de la droite e/™/8R ce qui est car-
actéristique du fait que la norme de la résolvante explose loin du spectre de
I'opérateur. Notons pour finir que I'on peut trouver des simulations numériques
comparables dans [5].
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Fic. 4.3 — Calcul de quelques lignes de niveau {z € C: [|(zI —H.) ' ="'} de
la norme de la résolvante de ’oscillateur harmonique non auto-adjoint H. avec
¢ = ¢"™/*. La colonne de droite donne les valeurs correspondantes de logy e.

‘ 0
L
120 1
e
| -
100} ¢ 1
8otk @ N Vi
L 4
60 7 |— -3
40+ 4
e -4
20 - .
| -5
[ ]
of u
| -G
-20+ u
dim = 100
! ! ! ! ! ! ! ! ! = -7
0 20 40 60 80 100 120 140 160
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Appendice : précis de calcul
symbolique.

Nous allons rappeler dans cet appendice quelques résultats classiques de cal-
cul symbolique propres a la quantification de Weyl et a la quantification de Weyl
semi-classique dont nous usons dans les différents chapitres de cette these. Com-
mencons par définir formellement la classe de fonctions,

S(Tn(xafvh)vpl(xagah/)zda:2 +'p2(x7§7h)2d€2)7

comme 'ensemble des fonctions a(z, &, h) € C* (R x RE) pour tout 0 < h <1
ou n € N*  qui vérifient,

Va, € N*,
sup 0907 a(x, &, h)m(z, & h) " pr (@, & h) 1 py(x, &, ) I < 4o,

(z,£)ER?™,
0<h<1

Une classe de symboles semi-classiques.
Nous utilisons dans ce manuscript les classes de symboles semi-classiques,
S(RN(X)™, da® + dg?),

ot NeN,meR, (X):=(1+|X|?>)/2 pour X :=z € R” ou X := (z,£) € R*™
et,
S(h(X)™, da® + d&?) := () SV(X)™, da® + dg?).
NeN

Un symbole semi-classique a(z, &, h) de la classe,
SN (X)™, da? + d¢?),

définit en quantification de Weyl semi-classique 1'opérateur pseudo-différentiel
a(x? h£7 h)w?

1

,hE, h)u(y)dyds.

Remarquons que Popérateur pseudo-différentiel obtenu par la quantification de
Weyl semi-classique du symbole a(z, £, h) est 'opérateur pseudo-différentiel obtenu
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par la quantification de Weyl du symbole a(z, h€, h) et que les équivalences suiv-
antes sont vérifiées,

a(x, & h) € S(WN ()™, da® + d€?) <
a(z, hé, h) € S(MN (x)™, da® + h2de?),

et,

a(z,&,h) € S(MN ((x,6))™, da* 4 dE?) <=
a(z, heé, h) € S(KN ((x, he))™, dx? + h2de?),

si 0 < h < 1. On note Op”(S), respectivement Op’(S), 'ensemble des opéra-
teurs pseudo-différentiels obtenus par la quantification de Weyl, respectivement
la quantification de Weyl semi-classique d’un symbole de la classe S. La métrique
riemannienne g, = dz? + h?d¢? est uniformément o tempérée par rapport au
parametre 0 < h < 1 puisque c’est une métrique constante (voir la définition
18.5.1 dans [12]) et vérifie le principe d’incertitude,

gh Sgga

puisque dans ce cas la métrique duale gf est égale & la métrique h™2dz? + d€? et
que,

t
t£0 gh(t)

si 0 < h < 1. On peut vérifier explicitement que les poids,
WY (@)™ et k™ ((a, hE))™,

sont uniformément o, g, tempérés par rapport au parametre 0 < h < 1 si
N € N et m € R (voir la définition 18.5.1 dans [12]) ce qui nous permet d’u-
tiliser pour cette classe de symbole les résultats de calcul symbolique propres
a la quantification de Weyl comme le théoreme 18.5.4 de la section 18.5 dans
[12]. Ce théoreme 18.5.4 montre par exemple que l'opérateur pseudo-différentiel
p(x, &, h)" obtenu comme composition des deux opérateurs pseudo-différentiels
ay(z, h&, h)¥ et az(xz, hE, h)™ ou,

ay € S(WN ((z, €)™, dx? + d€?),

az € S(h™*{(z, €)™, d2? + d¢?),
N1 eN, No eN, m € Ret mg €R;
p(z,&,h)"Y = ai(x, h&, h)Yas(x, hE, h)Y,
est défini en quantification de Weyl par le symbole,

p(x, &, h) = eEJ(D’”’Dg;D”’D")Gl (w, h&, h)az(y, hn, h) | (2,6)=(y.1)’
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qui appartient & la classe S(RN1TN2((x, h&))™ ™2 dx? + h2dE?) et vérifie pour
tout N € N,

jay(z, hE, h)as(y, hn, )
4! (z,8)=(y,m)

1
ple.&.h) = 3 (50(Dr. De: Dy ;)
<N
e S(RNFTN1HN2 (g pe)ymitmz qq? 4 p24e?).
Si on considere a(x,§, h) le symbole de Weyl semi-classique de 1'opérateur,
ay (SU, hé-) h’)wa2(l‘7 hfv h’)wa
on en déduit que,

a € S(KMHN2 ((z, &))y™+m2 dx? 4 dg?),

puisque a(z, &, h) = p(z, h~1€, h) et que pour tout N € N,
J ay (:L‘a ga h)a2(y, 7, h)
J! (z,8)=(y,m)
€ S(WNTNHN (3 £)ymitme dy? 4 dg?).

a(z,&,h) — Z (%U(DngéDyaDn))

J<N

On en déduit par exemple que si,
a1($, 3 h) S S(((ZE, §)>m1’ d.ilf2 =+ d£2)7

ot m; € R et as(z,£) € CP(R?*™,C) alors 'opérateur ai(z, hé, h)¥as(x, h&)Y
appartient a la classe,

Opjy (S({(2,€)) ™%, dz* + d&?)) := () Opy (S({(z, €)™, da? + de?)),

meR

puisque as(x, &) € S({(x,€))™, dz? + d€?) pour tout m € R. Remarquons égale-
ment par exemple que dans le cas ol ag(z) € C§°(R"™, C) opérateur,

al(flf, h€7 h)wa2($)7
appartient a la classe d’opérateurs,
Opyy (S(((w,€))™, dz? + d&?)),

puisque as(x) € S({z)™, dx? + d&?) pour tout m € R.

Une classe de symboles non semi-classiques.

Nous utilisons également dans ce manuscript la classe de symboles non semi-
classiques S™ pour m € R qui désigne I’ensemble des fonctions,

a(r,§) € C(Ry x RE),
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vérifiant,

Va,B N, sup [9000a(x, €)]{(x, &) A < foc,
(z,£)ER2n

ot {(x,8)) := (1 + |z|> 4 |€*)'/2. Si on utilise les notations de la section 18.5 de
[12], la classe de symboles S™ correspond & la classe de symboles,

S({(z, )™ (2, €)% (da? + d€?)).

On peut vérifier aisément que la métrique riemannienne,

9og = ((2,) 7% (da? + d€?),

est o tempérée et qu’elle vérifie le principe d’incertitude,

9z ¢ < gg,@

puisque dans ce cas la métrique duale gg’g est égale a la métrique,

97.¢ = ((2,€))*(da” + d€?),

et que,
9u£(1) 1
h(z,€)? := sup T2 = .
’ 20 97¢(t)  {(@,8)*

On montre également que le poids ((x,£))™ est 0, g tempéré si m € R, ce qui nous
permet d’utiliser pour cette classe de symboles les résultats de calcul symbolique
propres a la quantification de Weyl de la section 18.5 dans [12]. Le théoréme
18.5.4 montre par exemple que si a; € S? et ay € S72 alors I'opérateur,

(11(18, é-)waz(x7§)w7

vérifie,

ay(z, &)V ag(x, &)Y — (al(x,f)ag(a:,f))w €S2
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Conclusion et perspectives.

L’étude de I'instabilité spectrale des opérateurs non auto-adjoints est un do-
maine de recherche qui suscite depuis quelques années beaucoup d’intérét. Les
travaux qui ont conduit a la rédaction de cette theése trouvent naturellement
leur place aux cotés des contributions récentes dans ce domaine de L.S.Boulton,
E.B.Davies, N.Dencker, M.Hager, J.Sjostrand, L.N.Trefethen, M.Zworski et d’au-
tres. Notre étude générale du pseudo-spectre des opérateurs différentiels quadra-
tiques elliptiques, qui constitue le sujet principal de cette thése, propose une com-
préhension et une description précise des phénomenes de stabilité ou d’instabilité
spectrale qui se produisent sous l'effet de petites perturbations dans cette classe
particuliere d’opérateurs différentiels. Si les modeles unidimensionnels comme
loscillateur harmonique non auto-adjoint étaient essentiellement bien compris,
ce n’était pas le cas avant notre étude, des opérateurs différentiels quadratiques
elliptiques en dimension supérieure dont 1’étude est plus riche et plus compliquée.
Notre description presque complete des ensembles pseudo-spectraux nous a per-
mis d’établir pour un opérateur différentiel quadratique elliptique en dimension
n > 2, une condition nécessaire et suffisante simple sur son symbole de Weyl qui
est équivalente a la propriété de normalité de cet opérateur et qui assure la stabil-
ité de son spectre par rapport a de petites perturbations. Lorsque cette condition
est violée, notre étude microlocale fine nous a permis de préciser la géométrie
des régions de I’ensemble résolvant qui peuvent étre tres lointaines du spectre, ou
la résolvante de ces opérateurs explose en norme. Notons que notre étude laisse
encore ouverte la question générale de ’absence de pseudo-spectre semi-classique
d’indice 1 sur les demi-droites qui composent la frontiere de I'image numérique
des opérateurs différentiels quadratiques elliptiques non normaux en dimension
n > 2. Nous ne proposons pour I’heure qu’une réponse partielle a cette question.
Une direction de recherche qui pourrait étre explorée et permettrait de répondre
a cette question, est ’étude de 1’éventuelle décroissance exponentielle en temps
de la norme du semi-groupe a contractions,

HetquL(LQ)a

généré par un opérateur différentiel quadratique elliptique g% lorsque la partie
réelle de son symbole de Weyl Req est une forme quadratique négative non iden-
tiquement nulle. Soulignons que ’hypothese d’ellipticité de la forme quadratique
g est bien str essentielle et que ce résultat est clair dans le cas ou la forme
quadratique Req est supposée définie négative. On peut également répondre par
I’affirmative a cette question dans un certain nombre de cas particuliers mais une
réponse générale fait encore défaut.
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Quelques notations.

e |

0A
Ac

d(z, F)
argz

B(z,7)

PT

Vect(eq, ..., en)

S(R™)
C*(R™,C)

Cpe(R™,C)

adhérence de ’ensemble A
intérieur de ’ensemble A
frontiere de ’ensemble A

ensemble complémentaire dans le plan complexe
de 'ensemble A

distance entre le point z et ’ensemble F'
argument du nombre complexe non nul z

boule ouverte du plan complexe centrée en z et
de rayon r

transposée de la matrice P

sous-espace vectoriel de F engendré par eq,...,e,

espace de Schwartz

espace des fonctions a valeurs complexes, C*° a
support compact sur R™

espace des fonctions a valeurs complexes, C'*° et
bornées sur R™, ainsi que toutes leurs dérivées

espace des opérateurs linéaires bornés sur H

spectre de I'opérateur P
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Quelques notations.

q(z,y)

o

{r.q¢}

a(z, D)

afb

forme polaire associée a la forme quadratique g(z)

forme symplectique canonique sur R” x R™ :

o((2,€),(y.m)=Cy—z-n (2,8, (y,n) € R" xR"

champ hamiltonien associé au symbole p(z,§) :

M= 5¢os ~ owoe

crochet de Poisson des symboles p et g :

{}_@@_@@
P4 = B¢ or ~ or o€

quantification de Weyl du symbole a(z,§) :

@.8)"u(e) = oo [ e €ty

quantification standard du symbole a(z,§) :

_ b ez, &)U
e, Doule) = oz [ e ate.epate)de

symbole de Weyl de 'opérateur a*b?
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