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Introduction

La principale motivation des travaux de cette these est de faire apparaitre les liens
étroits entre géométrie riemannienne et géométrie spinorielle sur une variété compacte
a bord par I’étude des propriétés conformes de 1'opérateur de Yamabe et de 'opérateur
de Dirac.

Sur une variété riemannienne compacte (M", g) de dimension n, le laplacien conforme
(ou opérateur de Yamabe) est un opérateur différentiel elliptique d’ordre deux agissant
sur les fonctions définies sur M. Cet opérateur est défini par

4(n—1)
n—2

L:= A+ R,

ou A est le laplacien scalaire et R la courbure scalaire de (M, g). Il apparait de maniere
naturelle dans un célebre probleme de géométrie riemannienne conforme, le probleme de
Yamabe. Une des principales particularités de cet opérateur est sa covariance conforme
qui provient du fait qu’il relie les courbures scalaires de deux métriques conformes.
Le probleme de Yamabe s’énonce de la facon suivante : Etant donnée une variété rie-
mannienne compacte (M™, g) de dimension n > 3, existe-t-il une métrique g conforme
a g dont la courbure scalaire est constante ? Plusieurs raisons naturelles motivent ce
probleme. En particulier, on sait que toute surface possede dans sa classe conforme une
métrique a courbure de Gauss constante (donc a courbure scalaire constante). Est-ce
que ce résultat se généralise au cas d’une variété de dimension n > 37 C’est ainsi que ce
probléme trouve son origine dans un article de Yamabe [Yam60] dans lequel ce dernier
donne une preuve au probleme posé ci-dessus. Cependant, en 1968, Triidinger [Tru68]
trouve une erreur majeure dans l’article de Yamabe, mais il réussit malgré tout a prouver
que cet énoncé reste vrai dans certains cas. Il a fallu alors attendre les travaux d’Aubin
[Aub76] et de Schoen [Sch84] pour obtenir une preuve rigoureuse de ce qui était devenu
le probleme de Yamabe. La richesse de ce probleme et la diversité des outils développés
afin de le résoudre en font un cadre privilégié ot géométrie, analyse et relativité générale
se lient de maniere assez surprenante.

Si la variété M est munie d’une structure spinorielle, on peut définir un autre
opérateur partageant cette propriété de covariance conforme, 'opérateur de Dirac. Cet
opérateur est un opérateur différentiel elliptique d’ordre un agissant sur les sections du
fibré des spineurs (un champ de spineurs pouvant étre vu comme une racine carrée de
formes différentielles). Un des principaux outils dans ’étude de 'opérateur de Dirac est
la formule de Schrodinger-Lichnerowicz, qui est une formule de type Bochner reliant
le carré de l'opérateur de Dirac au laplacien brut spinoriel. Plus précisément, elle est
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10 INTRODUCTION

donnée par :

D? = V*V + %Id (1)
ou D est l'opérateur de Dirac et V (resp. V*) est la dérivée covariante spinorielle
(resp. I'adjoint de la dérivée covariante spinorielle). Cette relation a été prouvée par
Schrodinger [Sch32] dans le cadre local puis par Lichnerowicz dans le cadre global grace
a la théorie des fibrés. Cette formule trouve toute sa profondeur dans un célebre résultat
de Lichnerowicz [Lic63]. En effet, sous '’hypothese faible de positivité de la courbure
scalaire et combinée au théoreme de I'indice d’Atiyah-Singer [AS62], elle fournit une
obstruction topologique a l'existence de métriques a courbure scalaire positive sur une
variété. Ce résultat peut étre vu comme une estimation du spectre de 'opérateur de
Dirac qui n’est pas optimale dans le sens ol aucune variété a courbure scalaire positive
ne caractérise son cas limite. On voit alors que le spectre de I'opérateur de Dirac sur une
variété compacte sans bord permet de détecter des informations subtiles sur la géométrie
et la topologie de telles variétés. Il a fallu cependant attendre une quinzaine d’années
pour que I'inégalité de Lichnerowicz soit améliorée. En effet, T. Friedrich [Fri80] prouve
que le carré de la premiere valeur propre de l'opérateur de Dirac est minoré par un
nombre proportionnel a I'infimum de la courbure scalaire. La cas d’égalité est alors ca-
ractérisé par l'existence d'un champ de spineurs satisfaisant une équation différentielle
surdéterminée. De tels champs sont appelés champs de spineurs de Killing et avaient
déja été introduits par les physiciens dans diverses théories tentant d’unifier mécanique
quantique et relativité générale.

Dans [Hij86] et [Hij91|, O. Hijazi met en évidence un lien étroit entre le spectre
du laplacien conforme et celui de I'opérateur de Dirac. Cette relation repose fortement
sur la propriété de covariance conforme partagée par ces deux opérateurs. En effet, il
prouve que si I'invariant de Yamabe est positif (ce qui est équivalent a 'existence d’une
métrique conforme a g dans laquelle la courbure scalaire est strictement positive), alors :

n
N> —— (L 2
olt \? est la plus petite valeur propre du carré de opérateur de Dirac et u(L) celle du
laplacien conforme. Le cas ou la dimension de la variété est n = 2 a été traité par C. Bar
[Bar92] et fait intervenir la caractéristique d’Euler-Poincaré de la surface. En utilisant
I'inégalité de Holder, Hijazi prouve que :
n

A2(g)Vol(M, g) = > —— (M), 3
o)Vl ) 2 1) 3)
ot p(M) est l'invariant de Yamabe de M. Parallelement, J. Lott [Lot86] montre, en
utilisant des techniques d’opérateurs pseudo-différentiels, 'existence d’une constante

C > 0 ne dépendant que de la classe conforme de g telle que :

A2 (g)Vol(M, g)= > C (4)

des que 'opérateur de Dirac est inversible. Ce résultat est plus général que (3) (car le fait
de supposer l'invariant de Yamabe positif implique immédiatement que l'opérateur de
Dirac est inversible) mais l'inégalité (3) fournit une borne explicite ce qui fait défaut au
résultat de Lott. En utilisant les mémes techniques que J. Lott, B. Ammann [AmmO03a]
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étend le domaine de validité de cette inégalité au cas ou 'opérateur de Dirac possede un
noyau non trivial et prouve de plus (voir aussi [AHMO3]) que si n # 2 ou D inversible :

)\min(Ma g, [g]) S >\min<Sn7 Ost, [.gst])a (5)

ol o est une structure spinorielle sur M, [g] la classe conforme de la métrique rieman-
nienne g et Apnin(M, 0, [g]) est 'invariant spinoriel conforme défini par :

Anin(M, 0, [g]) = inf {a(g)Vol(M. g)"}.

L’étude de cet invariant a suscité de nombreux travaux (voir [AmmO3b], [Amm)],
[AHMO3]| ou bien [AHM]) ces derniéres années. En effet dans [AmmO3b], B. Am-
mann montre que si I'inégalité (5) est stricte, il existe des solutions & une équation de
type Yamabe pour l'opérateur de Dirac (qui est critique dans le sens des injections de
Sobolev). C’est une des motivations qui a poussé Ammann, Humbert et Morel a définir
rigoureusement la fonction de Green de l'opérateur de Dirac et d’étudier en détails ses
propriétés. Cela leur a ainsi permis d’obtenir certains types de variétés pour lesquelles
(5) est stricte (voir [AHM]). La construction de la fonction de Green les a aussi conduit
a donner une preuve tres simple du théoreme de la masse positive pour des variétés
asymptotiquement plates obtenues par éclatement conforme par la fonction de Green de
l'opérateur de Yamabe ([AH]). Cette preuve utilise fortement la covariance conforme
de l'opérateur de Dirac. La encore les liens entre le cadre riemannien et spinoriel et
entre géométrie et analyse apparaissent de maniere claire. Cependant, de nombreuses
difficultés surgissent du fait que les objets manipulés sont des champs de spineurs et
non plus des fonctions.

Le passage aux variétés a bord

Une question naturelle en géométrie différentielle est de savoir si étant donnée (M”, g)
une variété riemannienne compacte a bord, il existe une métrique conforme a g dans
laquelle la courbure scalaire est constante et la courbure moyenne du bord est nulle. Ce
probleme a été étudié par Escobar dans [Esc92b] et est appelé “le probleme de Yamabe
sur les variétés a bord”. Ce probleme fait intervenir le laplacien conforme sous une
certaine condition a bord. Cette condition a bord apparait naturellement en géométrie
et elle a aussi la particularité de posséder une propriété de covariance conforme.

Si la variété M possede une structure spinorielle, on peut aussi considérer I'opérateur
de Dirac agissant sur les sections du fibré des spineurs de M. Outre I'aspect analytique,
le cadre spinoriel fait intervenir des difficultés supplémentaires par rapport au cas du
laplacien (scalaire ou conforme). Une de ces différences est par exemple qu’il faut res-
treindre au bord (ou plus généralement a une hypersurface de M) le fibré des spineurs
ambiant (voir par exemple [Bur93|, [Tra95] ou [Bar98]). Cependant, 'opérateur de
Dirac se trouve étre un outil tres puissant dans I’étude de la géométrie des variétés a
bord. Un exemple qui met en évidence le role des spineurs dans ce contexte est donné
par le travail de Witten (voir [Wit81], [PT82] ou [LP87]) dans sa preuve du théoreme
de la masse positive issu de la relativité générale. En effet, a une variété asymptotique-
ment plate (c’est-a-dire une variété non compacte qui “ressemble” a 'espace euclidien a
I'infini), on associe un invariant géométrique défini de maniere non tensorielle, la masse.
La conjecture de la masse positive stipule alors que si la courbure scalaire de la variété
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est intégrable et positive sa masse est positive et elle est nulle si et seulement si la
variété est isométrique a l'espace euclidien. Schoen et Yau (voir [SY79b] et [SY79a))
ont prouvé ce résultat pour une variété de dimension inférieure ou égale a 7 a l'aide
de surfaces minimales. La preuve proposée par Witten n’impose quant a elle aucune
restriction sur la dimension mais oblige cependant la variété a posseder une structure
spinorielle. En fait, Witten remarqua qu’une fois intégrée (sur des domaines de plus en
plus grands), la formule de Schrodinger-Lichnerowicz évaluée sur un champ de spineurs
asymptotiquement constant fait apparaitre un terme de bord qui tend vers un multiple
de la masse. La résolution de la conjecture de la masse positive était alors ramenée a
prouver l'existence d’'une solution a un probleme a bord pour 'opérateur de Dirac.

Cette approche développée par Witten a inspiré de nombreux travaux sur les théoremes
de la masse positive. On pourra entre autres mentionner les travaux de Herzlich qui
prouve ce type de théorémes pour des trous noirs (c’est-a-dire pour des variétés asymp-
totiquement plates possedant un bord intérieur) dans le cadre lorentzien [Her98b],
dans le cadre asymptotiquement hyperbolique [CHO3] ou bien pour une inégalité de
type Penrose [Her98a].

Toujours dans 'esprit de ’approche de Witten de la masse positive, O. Hijazi, S.
Montiel et X. Zhang [HMZO02] relient le spectre de Popérateur de Dirac d’une hy-
persurface bordant un domaine compact d’une variété a la premiere valeur propre de
I'opérateur de courbure moyenne conforme (voir [Esc92a] pour des renseignements sur
cet opérateur). Leur approche repose une fois de plus sur le caractere conforme du lapla-
cien conforme, de 'opérateur de courbure moyenne conforme et de 'opérateur de Dirac
mais aussi sur celui de la condition a bord utilisée (pour l'opérateur de Dirac).

Des travaux plus récents (voir [FS98], [HMZO01b] ou bien [HMRO02]) mettent en
ceuvre I'étude spectrale de 'opérateur de Dirac sur une variété a bord. Diverses condi-
tions a bord sont étudiées et il est particulierement apparent que le spectre de I’opérateur
de Dirac dépend de maniere conséquente de la condition a bord imposée.

Puisque le laplacien conforme (sous la condition a bord décrite dans le paragraphe
suivant) et 'opérateur de Dirac partagent toujours cette propriété de covariance conforme,
on peut naturellement se demander s’il existe un lien analogue a celui du cas des variétés
fermées dans le cas des variétés a bord. L’existence d’une telle relation passe évidemment
par un choix adapté (dans un sens a préciser) d’une condition & bord pour 'opérateur

de Dirac et par une bonne compréhension du probleme de Yamabe sur les variétés a
bord.

Le probleme de Yamabe sur les variétés a bord

Soit (M", g) une variété compacte riemannienne de dimension n dont le bord OM est
lisse. Le probleme de Yamabe sur les variétés a bord se pose de la maniere suivante :
Ezxiste-t-il sur M une métrique g conforme a g dont la courbure scalaire est constante et
la courbure moyenne est nulle ? Ce probleme a été résolue par Escobar pour un grand
nombre de variétés. Les techniques qu’il emploie reposent sur les idées développées par
Aubin et Schoen mais demandent un travail considérable tant au niveau géométrique
qu’analytique. Nous présentons brievement les grandes lignes de son travail effectué dans
[Esc92b]. Soit donc (M", g) une variété riemannienne compacte de dimension n > 3 dont
le bord OM est non vide et soit f € C>*(M) une fonction lisse strictement positive. Si
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on note N = 2% et g = f = g € lg], ou [g] est la classe conforme de g, les courbures

scalaires et moyennes de g et g sont reliées par :

Ly(f) =Ry f¥" et By(fiom) = Hy fdy (6)

ou Ry (resp. Hy) est la courbure scalaire de la variété (M",g) (resp. la courbure moyenne
de (OM, ) dans (M,q)) et L, (resp. B,) est le laplacien conforme (resp. 'opérateur de
courbure moyenne conforme) donné par :

4(n—1 2 0
L, := —( >A9+Rg (resp. By := —t

n—2

Trouver une métrique conforme a g dont la courbure scalaire est constante et la courbure
moyenne du bord est nulle consiste alors a trouver une solution lisse strictement positive
f du systeme (6) avec Ry constante et Hy = 0. En utilisant des méthodes classiques de
minimisation, le probleme a bord (6) se résout assez facilement si I'exposant N est
remplacé par un exposant g €]|1,N[. Cependant, le cas o ¢ = N (et donc le cas qui
permet la résolution du probleme de Yamabe) ne peut se résoudre par ces méthodes car
la compacité de I'inclusion H}(M) < LN(M) est perdue tandis que si ¢ < N, elle est
conservée. Dans [Esc92b], Escobar considere la fonctionnelle définie par :

Yo = Ju (G55 Vul? + IS )dv(g)2+ Jons Hu?ds(g) -

(Sl ¥de(g)) ™

pour u € C*(M), u # 0 et montre que si f est une fonction minimisante normalisée par
|| f]lLx ) = 1 de cette fonctionnelle alors elle satisfait au sens faible le systeme :

L,(f) = p(M,0M) fN=1 sur M
By(fiom) =0 le long de OM

+H,).

ou (M, 0M) := inf Y(u) est I'invariant de Yamabe de M (cet invariant est un invariant
conforme, c’est-a-dire il ne dépend que de la classe conforme de la métrique g). Les
théoremes de régularité classiques et le principe du maximum permettent ensuite de
vérifier que dans ce cas f € C*(M) et f > 0. Cependant, la situation f = 0 n’est en
aucun cas exclue. Escobar remarqua alors que si :

(M, M) < pu(S™,0S™), (8)

ot u(S,0S") est I'invariant de Yamabe de I'hémisphere de dimension n muni de sa
structure conforme standard, la fonction f est strictement positive. La résolution du
probleme de Yamabe est ainsi ramenée a une étude fine de I'invariant de Yamabe qui a
été entreprise dans les travaux d’Escobar.

Présentation des résultats

L’objectif principal des travaux de cette these est de mettre en évidence que I’étude
spectrale de 'opérateur de Dirac liée a sa propriété de covariance conforme permet de
relier des invariants conformes riemanniens et spinoriels d’une variété a bord. Une fois
ce lien établi, on étudiera plus en profondeur l'invariant spinoriel conforme obtenu.
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Le premier chapitre a pour but de mettre en évidence le fait qu’on puisse lier ces deux
cadres faisant intervenir des outils complétement différents. Le choix de la condition a
bord pour 'opérateur de Dirac constitue un élément crucial pour mener a bien ce travail.

Dans le cas ou la variété ne possede pas de bord, ’élément clé qui constitue le point
de départ et de jonction de tous les travaux précédemment cités est I'inégalité d’Hijazi.
Dans le cadre qui nous intéresse ici, il parait donc naturel de se poser la question
suivante :

Peut-on obtenir une inégalité de type Hijazi pour l'opérateur de Dirac sur une variété
a bord ?

La réponse a cette question passe évidemment par une étude détaillée des différentes
conditions a bord dont on dispose pour l'opérateur de Dirac et par un choix concernant
leurs comportements par un changement conforme de métriques. Dans [HMRO2], les
auteurs montrent une inégalité de type Friedrich pour le spectre de 'opérateur de Dirac
sous quatre conditions a bord : deux conditions de type Atiyah-Patodi-Singer et deux
conditions locales. Les conditions de type Atiyah-Patodi-Singer sont données par des
projections spectrales associées a des opérateurs elliptiques auto-adjoints agissant sur le
fibré des spineurs du bord. Les conditions a bord locales sont quant a elles déterminées
par des projections point par point d’involutions agissant fibres a fibres sur le fibré des
spineurs du bord. Le caractere inhérent de 1’aspect conforme dans ce travail conduit
a désigner les conditions a bord locales comme canditates naturelles a I'objectif de
cette these. Les conditions a bord que l'on va étudier dans cette premiere partie sont
introduites ci-dessous.

(1) La condition associée a un opérateur de chiralité :

La condition associée a un opérateur de chiralité I" (condition que I'on désignera souvent
par condition CHI dans ces travaux) est définie par la projection associée a la valeur
propre =1 de l'involution :

A(v)T : T(S(OM)) — T(S(9M)),

ot S(OM) := XMjgm désigne le fibré des spineurs du bord, XM le fibré des spineurs de M
et v(v) 'action du champ de vecteurs unitaire normal rentrant & OM par multiplication
de Clifford. Il est a noter qu’une telle condition n’existe pas sur toutes les variétés
puisqu’elle nécessite 'existence d’un opérateur de chiralité I' (opérateur agissant sur le
fibré des spineurs de M et qui vérifie des propriétés bien spécifiques données par (29)
dans la section 4.4.2 du chapitre 1). On montre alors le résultat suivant :

THEOREME 0.1. Soit (M™, g) une variété riemannienne spinorielle compacte de di-
mension n a4 bord lisse OM. Sous la condition a bord CHI associée a un opérateur de
chiralité, le spectre de 'opérateur de Dirac D de M est une suite non bornée de nombres
réels {\H ) k € Z}. Pour n > 3, toute valeur propre N de l'opérateur de Dirac
satisfait :

(A°)* > %Ml(L)-
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Pourn=2, ona:

|)\CHI|2 > 2mx (M?)

— Aire(M2,g)
De plus, on a éqgalité si et seulement si la variété M est isométrique a [’hémisphere
standard S (1) de rayon r, ot r dépend de la premiére valeur propre de lopérateur de
Dirac sous cette condition.

Dans ’énoncé de ce théoreme, le nombre réel p;(L) désigne la premiere valeur propre
du probleme a bord :

Lu=pm(L)u  surM

Bujom = 0 le long de OM.

De plus, si n = 2, le réel x(M?) désigne la caractéristique d’Euler-Poincaré d'une surface
a bord donnée par :

Amx(M?) = /

MRdv(g) +2/ Hds(g).

oM

(2) La condition MIT :

La deuxieme condition a bord locale que 'on étudie ici est la condition a bord MIT
définie par la projection associée a la valeur propre +1 de I'involution :

iv(v) : T(S(OM)) — T'(S(OM))

La différence fondamentale avec la condition précédente provient du fait que dans ce
cas toute valeur propre de 'opérateur de Dirac possede une partie imaginaire non nulle.
Cependant, on montre qu’on peut obtenir une inégalité de type Hijazi donnée par le
résultat suivant :

THEOREME 0.2. Soit (M™, g) une variété riemannienne spinorielle compacte de di-
mension n a bord lisse OM. Sous la condition a bord MIT, le spectre de l'opérateur de
Dirac D est une suite de nombres complexes {\\""*' / k € Z} dont la partie imaginaire
est strictement positive. Pour n > 3, toute valeur propre \M'T de lopérateur de Dirac
satisfait :

|/\MIT|2 > L)

—
An—1)M
Pourn =2, on a :

| AMIT 2 2mx (M?)
Aire(M2, g)°

Grace a l'inégalité de Holder, on pourra utiliser ces deux inégalités afin d’obtenir une
relation entre un invariant riemannien conforme et un invariant spinoriel conforme. Une
application de ce résultat sera alors donnée dans le deuxieme chapitre.

Ces estimations sur le spectre de I'opérateur de Dirac permettent donc de relier deux
invariants conformes définis de maniere différente, I'un scalaire et 1'autre spinoriel. Un
choix sur la condition a bord a privilégier s’impose alors naturellement. La nature du
spectre de l'opérateur de Dirac sous la condition a bord MIT constitue une difficulté
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incontestable a 'objectif de cette these. Il est donc naturel de privilégier la condition
associée a un opérateur de chiralité.

Cependant, en s’attardant un peu plus sur la condition MIT, on obtient tout de
meéme une estimation classique (c’est-a-dire qui n’utilise pas le caractere de 'opérateur
de Dirac et de cette condition) améliorant ainsi une inégalité de type Friedrich démontrée
par O. Hijazi, S. Montiel et A. Roldan dans [HMRO2]. En effet, on montre :

THEOREME 0.3. Soit Q un domaine compact d’une variété riemannienne spinorielle
compacte dont le bord 0S) satisfait la condition H > 0. Alors sous la condition a bord
MIT, toute valeur propre \MT' satisfait :

n
——— inf (R) + n Im(AMT) inf (H). 9
> oy )+ 0 (M) inf (1) )
De plus, on a égalité si et seulement si le domaine 2 possede un spineur de Killing
imaginaire pur et si le bord 0S) est une hypersurface a courbure moyenne constante.

|)\MIT|2

Le deuxieme chapitre de cette these est consacré a 1’étude analytique d’un invariant
spinoriel conforme défini sur une variété riemannienne compacte (M", g) munie d’une
structure spinorielle o et dont le bord lisse M est non vide. En utilisant les résultats
du chapitre précédent, cet invariant apparait de fagon naturelle sous la forme :

Auin(M, OM) := ;g[g]{m<§>|vol<M,a>%} (10)

ol A\i(g) est la premiere valeur propre non nulle de I'opérateur de Dirac sous la condition
a bord associée a un opérateur de chiralité I'. Les estimations prouvées dans le premier
chapitre permettent de considérer cet invariant comme un analogue de l'invariant de
Yamabe dans le cadre spinoriel. Plusieurs questions se posent alors naturellement. Tout
d’abord, dans le probleme de Yamabe étudié par Escobar, I’hémisphere S7} joue le méme
role que la sphere standard S™ dans le probleme de Yamabe standard. La question
suivante se pose alors :

Peut-on comparer cet invariant défini sur M a celui sur I’hémisphére STy munie de ses
structures conforme et spinorielle standard ?

Dans un premier temps, on va donc donner une réponse a cette question. Le premier
pas dans I’étude de cet invariant consiste a I’exprimer comme 'infimum d’une certaine
fonctionnelle et & le calculer explicitement sur I’hémisphere. En particulier, on construira
un champ de spineurs de Killing sur S} qui satisfait le probleme a bord étudié. Ce champ
de spineurs ainsi obtenu et la fonctionnelle déterminée conduisent a la construction
d'un spineur-test qui va permettre la comparaison de Ayin(M, OM) et Apin (ST, 0SY). 11
est cependant clair que le cadre spinoriel nécessite beaucoup plus de précautions que
le cadre scalaire. En effet, dans le cas du laplacien conforme, on peut facilement a
partir d’une fonction sur S} construire une fonction sur M. Dans le cadre spinoriel, la
dépendance des champs de spineurs par rapport a la métrique impose la construction
d’une trivialisation adéquate du fibré des spineurs. Cette trivialisation est fournie par le
systeme de coordonnées de Fermi au voisinage d'un point du bord et par les travaux de
Bourguignon-Gauduchon [BG92]. En effet, ces derniers construisent une identification
du fibré des spineurs au dessus d’une variété munie de deux métriques riemanniennes.
La carte “spéciale” qui va permettre une telle construction ici est celle associée aux
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coordonnées de Fermi. Ce systeme de coordonnées est celui qui apparait naturellement
lorsque 'on considere un point ¢ € OM. Il consiste a transporter parallelement un
systeme de coordonnées normales au point ¢ (dans la variété OM) le long de la géodésique
partant de g et orthogonale a M. On verra ainsi que le choix de la condition a bord dans
la définition de Ayin (M, 9M) intervient encore de maniére cruciale puisque le spineur-
test défini sur la variété M a partir de cette trivialisation doit satisfaire la condition
a bord. Puisque le changement de métrique n’est plus conforme, cette condition n’est
apparemment plus satisfaite. Cependant, on montre le lemme suivant, crucial pour le
reste du travail :

LEMME 0.1. Soient U et V les ouverts de trivialisation induits par le systeme de
coordonnées de Fermi et soit g € F(E(Rﬁ)) un spineur parallele tel que :

V(V)FEO(Q) = 60(61)

en un point ¢ € VNOM et ot y(v) désigne la multiplication de Clifford par le champ de
vecteurs unitaire normal a OM. On a alors :

Y(W)T @opvront = Pojvron.

Dans cet énoncé, R? désigne le demi-espace euclidien, le champ @, est un champ de
spineurs parallele sur U et ®, son image par la trivialisation construite précédemment
dans le fibré des spineurs au-dessus de V. Ce lemme assure en fait qu’il suffit de prendre
un spineur-test vérifiant la condition a bord en un point pour qu’il vérifie la condition a
bord sur tout le bord. En combinant tous les résultats précédemment énoncés, on parvient
a donner une réponse a la question posée au début de ce paragraphe. On obtient alors
un des principaux résultats de ce chapitre :

THEOREME 0.4. Soit (M", g) une variété riemannienne spinorielle compacte & bord
lisse non vide OM possédant un opérateur de chiralité I', alors sin > 2, on a :

n n n rwn %
/\min<MaaM> < )\min(S+aaS+) = 5(7) ) (11)

ot wy, = vol(S™, gs).

Ayant ainsi répondu par laffirmative a la question posée au début de cette section et a
la vue de I'inégalité (8), on est naturellement amené a se demander :

Dans quels cas l'inégalité (11) est-elle stricte ¢

Afin de donner une réponse (partielle) & cette question, on va définir la fonction de Green
pour 'opérateur de Dirac sous la condition a bord associée a un opérateur de chiralité,
qu’on désignera alors par “fonction de Green chirale”. Ensuite a la maniere d’Escobar,
on va montrer que si le “terme constant” (qu’on appellera opérateur de masse chirale
par analogie avec [AHM]) dans le développement de la fonction de Green chirale au
voisinage d’un point du bord n’est pas nul (dans un sens a préciser) alors I'inégalité est
stricte.

Pour finir ces travaux, on donnera une preuve simple de la forme faible du théoreme
de la masse positive démontré par Escobar dans [Esc92b|. La preuve de ce théoreme
repose sur la construction de la fonction de Green pour l'opérateur de Dirac sous la
condition & bord MIT et s’inspire des travaux de Ammann et Humbert [AH]. L’énoncé
que l'on présente ici n’apporte pas de résultats nouveaux (si ce n’est qu’elle généralise
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un peu le type des variétés pour lequelles Escobar I’a prouvée) mais permet de simplifier
considérablement les preuves existantes. Plus précisément, on prouve :

THEOREME 0.5. Soit (M", g, 0) une variété riemannienne spinorielle connexe com-
pacte de dimension n > 3 a bord lisse OM. Supposons de plus qu’il existe une métrique
conforme a g et un point q € OM tels que dans cette métrique, on puisse trouver un
voisinage V de g dans M isométrique a un ouvert U de R, contenant 0. Alors la masse
A de M satisfait A > 0. De plus, on a €égalité si et seulement si M est conforme a
I’hémisphere ronde S .

Dans ce résultat, la masse est définie comme le terme constant de la partie réguliere
dans le développement de la fonction de Green du laplacien conforme au voisinage du
point q.



CHAPITRE 1

Estimations de valeurs propres pour 'opérateur de Dirac sur
une variété a bord

Ce chapitre a fait I'objet de deux publications [Rau06] et [Rau05].
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ESTIMATIONS DE VALEURS PROPRES POUR L’OPERATEUR DE DIRAC SUR UNE
VARIETE A BORD

1. Introduction

Ce chapitre a pout objectif principal d’amener naturellement a la définition de I'in-
variant spinoriel conforme présenté dans le deuxieme chapitre. Les justifications que ’'on
fournit ici passent par I’étude du spectre de 'opérateur de Dirac sous diverses conditions

a bord.

Dans le cas des variétés compactes fermées (c’est-a-dire sans bord), de nombreux travaux
ont été consacrés a 1’étude spectrale de I'opérateur de Dirac comme [Fri80], [Hij86] ou
[Bar92| par exemple. Dans ce cas, l'opérateur de Dirac est un opérateur différentiel
elliptique d’ordre un qui admet une extention L? auto-adjointe et en particulier son
spectre est une suite non bornée de nombres réels. Outre les estimations elles-mémes,
il est important de pouvoir caractériser les cas limites de ces minorations qui donnent
lieu a des géométries spéciales. Ces géométries sont en fait lices a l'existence sur la
variété d'un champ de spineurs particulier tel que les spineurs de Killing par exemple
(voir [Bau89a|, [Bau89b] ou [Bar93|). Une inégalité importante est 'inégalité d’Hi-
jazi, inégalité qui relie la premiere valeur propre du carré de l'opérateur de Dirac et
celle du laplacien conforme. La démonstration de ce résultat est basée sur les propriétés
conformes de ces deux opérateurs et constitue le point de départ de nombreux travaux
récents.

Dans le cas ou la variété possede un bord lisse, le spectre de 'opérateur de Dirac dépend
de la condition a bord utilisée et on doit donc s’attendre a obtenir différentes estimations
sur ses valeurs propres selon la condition a bord étudiée. En effet, dans [HMRO02], les
auteurs étudient quatre conditions a bord et obtiennent une estimation de type Frie-
drich dont les cas d’égalités different totalement suivant la condition imposée. Dans ce
chapitre, on va étudier deux conditions a bord pour 'opérateur de Dirac qui ont la par-
ticularité d’étre invariantes par changement conforme, ce qui nous amenera a prouver
une inégalité de type Hijazi. Cette inégalité constituera le point de départ des travaux
du deuxieme chapitre.

Dans cette optique, on commencera tout d’abord par donner de brefs rappels concernant
la géométrie spinorielle sur une variété a bord. Cette section sera consacrée a poser les
différentes notations et les différents outils qui vont intervenir dans la suite de ce travail.
On rappellera en particulier les principales propriétés de I'opérateur de Dirac ainsi que
la fagcon dont les structures riemannienne et spinorielle induisent de telles structures sur
le bord. Une fois ces notions rappelées, on donnera une version intégrale de la formule
de Schrodinger-Lichnerowicz, principal outil pour obtenir des estimations sur le spectre
de 'opérateur de Dirac. On finira ces rappels par les propriétés de covariance conforme
des opérateurs de Dirac et on résumera les principaux résultats concernant le probleme
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de Yamabe sur les variétés a bord. On rappellera enfin la notion d’ellipticité pour des
conditions a bord associées a un opérateur différentiel afin de regarder plus en détails
cette notion pour 'opérateur de Dirac.

On arrivera alors aux principaux résultats de ce chapitre qui donnent des minorations
explicites du spectre de l'opérateur de Dirac (sous deux conditions & bord) en fonc-
tion de la premiere valeur propre du laplacien conforme. Cette inégalité est appelée
“Inégalité d’Hijazi” par analogie avec I'inégalité du méme nom sur les variétés fermées.
Ces résultats font I’objet d’une publication [Rau06].

Pour clore ce chapitre, une étude plus approfondie du spectre de 'opérateur de Dirac sous
la condition a bord MIT permettra d’obtenir une estimation ne faisant pas intervenir ses
propriétés conformes (voir Section 4.3). Comme on le verra, cette minoration améliore
un résultat de Hijazi, Montiel et Roldan (voir [HMRO02]). Sa preuve est basée sur une
modification de la connexion “a la Friedrich” donnant lieu a la formulation d’une formule
de Reilly modifiée. Le cas d’égalité est caractérisé par 'existence d’un champ de spineurs
de Killing imaginaire. Ce résultat fait 1’objet d’une publication [Rau05].

2. Préliminaires géométriques

Dans cette section, on rappelle brievement les principaux résultats de base de la
géométrie spinorielle sur une variété a bord. Pour plus de détails, le lecteur pourra
consulter les excellents ouvrages [ BHMM], [Fri00] ou [LM89] pour le cas des variétés
fermés et les articles de [Bar98|, [HMRO02] ou [Mor01] pour la restriction au bord des
objets ambiants. On ne s’attarde pas ici sur aspect algébrique basique des algebres de
Clifford, du groupe spinoriel et des représentations de ce groupe afin de ne pas alourdir
le texte qui suit.

2.1. Variétés spinorielles & bord. On considere (M", g) une variété riemannienne
spinorielle compacte de dimension n possédant un bord lisse M. Dans toute la suite, on
notera par o := (Spin (M), ) une structure spinorielle sur M qui est la donnée d’un fibré
principal Spin (M) de groupe structural Spin,, et d’un revétement n a deux feuillets du
fibré principal SO(M) des reperes linéaires g-orthonormés par le fibré Spin (M). L’exis-
tence d’une telle structure est de nature topologique et elle est équivalente a la nullité
de la deuxieme classe de Stiefel-Withney. Sur une variété, il peut exister plusieurs struc-
tures spinorielles et on suppose alors que si c¢’est le cas, on en choisit une et on la fixe
pour la suite. En utilisant alors les résultats classiques sur les représentations complexes
du groupe spinoriel, on construit de facon naturelle un fibré vectoriel associé au fibré
principal Spin (M). Ce fibré est appelé fibré des spineurs complexes (ou fibré des spi-
neurs) et on le notera alors XM (ou bien ¥,(M)) si on veut faire référence a la métrique
de la variété). De la méme maniere, on peut aussi construire un fibré vectoriel dont
la fibre au-dessus d’un point est donnée par ’algebre de Clifford complexe. Ce fibré
vectoriel est appelé fibré de Clifford et on le notera CI(M). On peut le voir comme une
généralisation du fibré extérieur puisque l'on peut vérifier qu’ils sont isomorphes en tant
qu’espace vectoriel.

On s’intéresse alors aux différents objets que 1’on peut construire sur le fibré M. Tout
d’abord, on a une action naturelle du fibré de Clifford sur le fibré des spineurs appelée
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multiplication de Clifford. Cette action est donnée par
v o Cl(M) ® XM — M
PRV =I[s,¢0]®|[s,0] — [5,pa(p)0],
ou [s, | et [s, o] sont les expressions locales des sections ¢ € I'(CI(M)) et ¢ € I'(XM)
et ou p, est la représentation spinorielle. De la méme maniere, on construit un produit

hermitien unitaire sur XM, noté (.,.), qui provient de celui de 'espace des spineurs. On
peut alors facilement vérifier qu’il satisfait la relation

V(X)) = =, 7 (X)), (1)

pour tout X € I'(TM) et pour tout ¢, € I'(XM). On peut aussi vérifier que grace a
la structure spinorielle, la 1-forme de connexion induite par la connexion de Levi-Civita
riemannienne V agissant sur le fibré tangent se reléeve en une connexion sur le fibré
principal spinoriel. Cette 1-forme de connexion permet alors de construire la dérivée
covariante associée qui est appelée connexion de Levi-Civita spinorielle. On la notera

V : I(EM) — I(T*M ®@ M)

On peut facilement vérifier que si U est un ouvert de trivialisation de XM, la connexion
de Levi-Civita est donnée par

Vi = XW)+g 3 a(Txenelen(e)y, )

pour tout ¢ € I'(XM), X € I'(TM) et ou {ey,...,e,} est un repere g-orthonormé lo-
cal. Un calcul simple permet alors de voir que cette connexion est compatible avec la
multiplication de Clifford et avec le produit hermitien, c¢’est-a-dire

Vx(1(V)p) = AVxY)p+7(Y)Vxy (3)
X{p.h) = (Vxo,¥) +(p, Vx¥) (4)
pour tout ¢, ¥ € I'(XM) et X, Y € I'(TM). Le tenseur de courbure spinoriel associé est
défini par
Rxy = [Vx, Vy] = Vixy,
et de la méme maniere que ci-dessus, on vérifie que localement on a
1
Rxyy = 1 Z g(Rxyei, e;)v(ei) (e, (5)
1<i,j<n

ou R est le tenseur de courbure de Riemann. On est maintenant en mesure de définir
rigoureusement 1'opérateur de Dirac. En effet, 'opérateur de Dirac est défini par

D:=~0V,
et il est localement donné par
D : I'EM) — ['(XM)
(U — 219377, v(€:) Ve, 0. (©)

On le notera aussi D, si on a besoin de faire apparaitre explicitement la métrique dans
laquelle on travaille. L’opérateur de Dirac est un opérateur différentiel d’ordre un qui
est elliptique puisque son symbole principal est donné par

o(D)(2)(&)Ye = iv(§)¥s, (7)



24 1. ESTIMATIONS DU SPECTRE DE L’OPERATEUR DE DIRAC
pour tout x € M, £ € T)M et ¢, € X ;M.

REMARQUE 1.1. Examinons un peu plus en détail le cas ou la dimension de la variété
est paire. Il est connu que dans ce cas, le fibré des spineurs se décompose en deux facteurs
irréductibles sous 'action de I'élément de volume défini par :

ol
Wt = il ]7(61) cey(en), (8)

ou {ey,...,e,} est une base g,-orthonormée de T,M. En effet, on a :
M = XM @ M, 9)

oll ¥*M sont les sous-fibrés propres associés aux valeurs propres +1 sous 'action de
I’élément de volume. Cette décomposition est souvent appelée décomposition chirale.
En se placant dans un systeéme de coordonnées normales au point x, on voit que w®
est parallele pour la dérivéee covariante V. Il devient alors clair que V préserve la
décomposition chirale et donc que l'opérateur de Dirac échange cette décomposition,

c’est-a-dire
D: (M) — ['(ZFM).

Avant d’étudier la restriction des structures au bord, on énonce la célebre formule
de Schrodinger-Lichnerowicz qui relie le carré de 'opérateur de Dirac, le laplacien brut
spinoriel et la courbure scalaire de la variété. Elle est donnée par

1
D? = V*V + ZR Ids, (10)

ol V* est 'adjoint formel de la connexion de Levi-Civita pour le produit scalaire L? et
R est la courbure scalaire de la variété (M, g).

On s’intéresse maintenant au bord OM de la variété M que 'on peut considérer comme
une hypersurface orientée de M. Le bord OM hérite de fagon naturelle de la structure
riemannienne de M et on notera alors g := gjpm la métrique induite sur OM par la
métrique g de M. De plus, puisque le bord est orienté (par I'orientation de M) il existe
un champ de vecteurs unitaire v normal a M (que 1'on choisit rentrant & 9M). Ce champ
de vecteurs permet en premier lieu d’identifier le fibré principal des reperes linéaires g-
orthonormés au-dessus de OM, que l'on note SO(OM), comme un sous-fibré du fibré
SO(M)sm. En effet, cette identification est donnée par I’application

O : SOOM) —  SOM)
(617"'7671—1) — (617-"a6n—1ay)

et on construit facilement une structure spinorielle au-dessus de M en remarquant que
le diagramme suivant est commutatif

Spin (OM) := ®*(Spin(M)am) . Spin(M)om

SO(OM) - ~ SO(M)jam
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On voit alors immédiatement que le bord est naturellement muni d’une structure spino-
rielle induite par celle de la variété M qui en fait donc une variété spinorielle. On définit
ainsi le fibré des spineurs extrinseque au bord comme étant la restriction a OM du fibré
XM, c’est-a-dire qu’on pose S(OM) := XM sm (que 'on notera aussi S,(OM)). Ce fibré
est, de la méme maniere que précédemment, muni d'une multiplication de Clifford ~5,
d’une métrique hermitienne (, ) et d’'une dérivée covariante VS compatible avec (, ) et
+S. Par analogie avec le fibré des spineurs ambiant, on définit 'opérateur de Dirac du
bord comme le composé de la multiplication de Clifford et de la dérivée covariante de
S(OM), c’est-a-dire qu’on pose DS = +5 o V5.

Comme pour les objets riemanniens, on peut relier multiplication de Clifford et dérivée
covariante ambiantes restreintes au bord avec celles définies sur S(OM). Pour les multi-
plications de Clifford, on a

X)) = 9(X)(v)

et pour les dérivés covariantes, on a la formule de Gauss spinorielle

Vo= Vo + v (h(X)1(w)e, (11)

pour tout X € I'(T(OM)), pour tout ¢ € I'(S(OM)) et ot h(X) = —Vxv est Papplica-
tion de Weingarten. Cette formule permet en particulier de relier 'opérateur de Dirac
ambiant D restreint au bord avec 'opérateur de Dirac du bord. En effet, on a :

n—1

5 Hy — Y(v)Dy — V¢, (12)

ouH = ﬁtr (h) est la courbure moyenne de 9M. On peut de plus vérifier que le spectre
de l'opérateur de Dirac du bord est symétrique par rapport a zéro. Pour cela, il suffit
de remarquer que I’action de v par la multiplication de Clifford anti-commute avec DS,
¢’est-a~dire

DSy =

D (y(v)¢) = —y(¥)D%. (13)

REMARQUE 1.2. Puisque le bord est une variété spinorielle, il est donc muni d'un
fibré des spineurs intinseque ¥(0OM) qui ne dépend pas de sa géométrie extrinseque. Ce
fibré est un fibré de Dirac, c¢’est-a-dire qu’il est muni d’'une multiplication de Clifford
v™ | d’une métrique hermitienne (, ) et d’'une dérivée covariante VO™ compatible avec
la multiplication de Clifford et la métrique hermitienne. On notera D™ I'opérateur de
Dirac intrinseque de OM. On peut alors identifier ce fibré avec le fibré des spineurs
S(OM) ce qui permet d’étudier la géométrie de la variété OM de maniere extrinseque.
En effet, on a les identifications suivantes

(1) Sila dimension n de la variété M est impaire, on a :
(S(OM),~%, V5, D%) = (3(0M), ™™, v, D),
et la décomposition S(OM) = S(OM)* & S(OM)~ donnée par
S(OM)* := {p € S(IM) : in(v)p = ¢}

correspond & la décomposition chirale du fibré des spineurs ¥X(0OM). L’opérateur
DS échange alors les sous-fibrés S(OM) T et S(OM)~.
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(2) Si la dimension n de la variété M est paire, la décomposition chirale du fibré
des spineurs ¥M induit une décomposition orthogonale, v5 et DS-invariante

S(OM) = S(OM)*T @ S(OM) ™, avec S(OM)* := EMT{;M,
de facon a ce que 'on ait
(S(OM)*, 7%, D) = (ZOM, £, £DM).
Plus précisément, on a les identifications suivantes :
(S(OM), 3, V5 D%) = (Z(OM) @ B(OM), yM @ M vM g vOM DM g _DM),
De plus, les fibrés S(OM)™ et S(OM)~ sont isomorphes par 'action de v :
v(v) : S(OM)* — S(OM)F.

Ces identifications permettent entre autres de donner des estimations du spectre de
I'opérateur de Dirac d’une hypersurface bordant un domaine d’'une variété. De tels
résultats ont été obtenus dans [HMZ01a], [HMZ02] ou [HMRO3| et permettent par
exemple de démontrer des résultats en géométrie des sous-variétés tels que le théoreme
d’Alexandrov (voir aussi [Mon99)).

2.2. Formule de Reilly spinorielle et covariance conforme de 'opérateur
de Dirac. Dans ce paragraphe, on donne la formule de Reilly spinorielle et on rappelle
les principaux résultats traitant de la covariance conforme de 'opérateur de Dirac. On
se réfere aux mémes ouvrages et articles que la section précédente pour obtenir plus de
détails sur ces sujets.

La formule de Reilly spinorielle est en fait une version intégrale de la formule de
Schrodinger-Lichnerowicz (44). En effet, en utilisant la formule de Stokes, on peut vérifier
que pour tout champ de spineurs ¢ € I'(XM), on a :

[ GRisEk = Lpepyig < [

oM

n

—1
(%0 0) = “—HIR)ds(g),  (14)
ol R est la courbure scalaire de la variété M et H = —=tr (h) est la courbure moyenne
du bord. De plus, on a égalité si et seulement si le champ de spineurs 1 est un spineur-
twisteur, c’est-a-dire qu'il vérifie I'identité Py = 0 ou P est I'opérateur de twisteur (ou
opérateur de Penrose) localement donné par :

Py = Vx4 4(X)Dy, (15)

pour tout X € I'(TM). On trouvera une preuve de ce résultat dans [HMZO01a] par
exemple.

Pour une bonne compréhension de la suite de ce travail, il est indispensable de rappeler
quelques notions concernant la covariance conforme des différents opérateurs de Dirac
qui entrent en jeu. Soit donc f une fonction lisse partout non nulle sur la variété M, et
considérons la métrique conforme & g donnée par g = f%¢g. On commence tout d’abord
par remarquer qu’on peut facilement identifier les deux SO,,-fibrés principaux des reperes
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g et g-orthonormés que 'on note respectivement par SO,(M) et SOz(M). En effet, cette
identification est donnée par

SO,(M)  —  SOs(M)
e=(e1,...,e,) —> &= (%el,..., %en).

On peut ainsi, en relevant cet isomorphisme, identifier les Spin, -fibrés principaux Spin, (M)
et Spin, (M) des reperes spinoriels et on obtient alors une isométrie de fibrés F entre
les deux fibrés des spineurs X, (M) et 3; (M). On peut aussi relier les connexions de
Levi-Civita correspondantes ainsi que les multiplications de Clifford. En effet, si on note
par V et 77 la dérivée covariante et la multiplication de Clifford agissant sur le fibré
¥5(M), on peut facilement montrer que

571X (V)

F(VAF(W) - Vav = (=5 - f gV X)) (16)
7 = F(fv). (17)

De la méme maniere, Hitchin montre dans [Hit74] une formule permettant de relier les
opérateurs de Dirac d’une variété munie de deux métriques conformes. En effet, on a

F- (D(F())) = = D(f = ), (18)
pour tout champ de spineurs ¢ € I'(X,(M)) et ot I'application ¢ +— F (1)) est I'isométrie
construite précédemment entre les fibrés ¥,(M) et ¥5(M). Ce changement conforme de
métriques sur M induit aussi un changement conforme sur le bord OM. De plus, ce
facteur conforme reste identique pour la métrique induite. En utilisant les propriétés
de la Remarque 1.2, on obtient alors les identifications qui relient les connexions et les
multiplications de Chfford des fibrés S,(0M) et S5(0M). En effet, on a

)

¥=F(fv), @) =FQH)

(19)
HVIF@W)) -~ Vi = (- %’YS(X )V (VM )y — %g(vaMf,X)w), (20)

pour tout X € I'(T(0M)), 1) € T'(Sy(OM), ot 7 = v est le champ de vecteurs unitaire
normal au bord pour la métrique g et ou F désigne la restriction de F au fibré S,(OM).
On peut ainsi donner un analogue de l'identité (18) dans le cas des opérateurs de Dirac

du bord. En effet, on a
F1(D

1

S _n n=2

(F(¥))) = f2D3(f = ¥), (21)
pour tout champ de spineurs ¢ € I'(S,(OM)) et ou D> désigne I'opérateur de Dirac du
bord agissant sur le fibré Sz(OM).

3. Le probléeme de Yamabe sur les variétés a bord

Les minorations que 'on va donner relient le spectre de l'opérateur de Dirac et
le spectre du laplacien conforme sous différentes conditions a bord. On va en plus
pouvoir comparer un invariant spinoriel a un certain invariant conforme, 'invariant
de Yamabe pour les variétés a bord. Cet invariant est apparu en premier lieu dans
le cas des variétés compactes sans bord. En effet, dans les années soixante, Yamabe
(voir [Yam60]) annonce avoir démontré que toute variété riemannienne compacte est
conforme a une variété a courbure scalaire constante. Il ramene en fait ce probleme de
nature géométrique a la résolution d'une équation aux dérivées partielles. Cependant,



28 1. ESTIMATIONS DU SPECTRE DE L’OPERATEUR DE DIRAC

Triidinger [Tru68] montre qu’il y a une erreur dans I'article de Yamabe mais prouve
que le résultat reste vrai lorsqu’un certain invariant conforme, l'invariant de Yamabe,
est négatif ou nul. Le cas ou cet invariant est positif a été résolu en deux temps. Tout
d’abord par T. Aubin (voir [Aub76]), dans le cas ou la variété n’est pas localement
conformément plate et de dimension n > 6, et deuxiement dans les cas restant par R.
Schoen (voir [Sch84]). Le probleme de Yamabe était ainsi résolu. Le cas des variétés a
bord fut considéré par J. Escobar. En effet, il parait naturel de se demander si toute
variété a bord est conforme a une variété a courbure scalaire constante et a bord mi-
nimal. On considére donc (M", g) une variété riemannienne de dimension n a bord non
vide OM, et on note R sa courbure scalaire et H la courbure moyenne de son bord pour
la métrique g. De la méme maniere que dans le cas sans bord, le probleme est ramené a
la résolution d’une équation aux dérivées partielles a laquelle on impose une condition
au bord. En effet, le probleme de Yamabe a bord est résolu si le systeme

Lu=C u% sur M (PY)
Bujgm = 0 le long de OM,

admet une solution lisse u > 0, ou C est une constante, L := 4::—:;A + R est le laplacien

conforme et B := %(9% + H est 'opérateur de courbure moyenne conforme. Pour se

ramener a ce probleme a bord, on se sert des expressions suivantes reliant les courbures
scalaires et moyennes dans deux métriques conformes :

n+2

R=f"2Lf et H= f 72Bf, (22)

si les métriques sont données par la relation g = f = g avec n > 3. On vérifie alors sans
trop de difficulté que ce probleme possede une solution lisse u > 0 si et seulement si la
fonction u est un point critique de la fonctionnelle

42=11Vv[2 + Rv?)dv(g) + Hv%ds(g

(flol*2detg)) °

La difficulté pour résoudre ce probleme vient du fait qu’il est critique dans le sens

ot I'inclusion H#(M) — L%(M) n’est pas compacte et une approche variationnelle
classique ne permet donc pas de conclure. L’idée est alors de construire, pour tout
2n

2 < ¢ < %5, une famille (u,) de solutions strictement positives aux équations sous-

critiques données par :
Lu, = Cqugf1 sur M
Bugiom = 0 le long de OM.

L’intérét de considérer ce systeme vient du fait que ’on récupere la compacité de I'in-
clusion Hf(M) — L?(M) pour tout 2 < ¢ < 2% et on peut donc utiliser une approche
variationnelle classique. On montre ensuite que la suite (u,), converge vers une fonction
u > 0 qui est solution du probleme & bord (PY). Reste alors & montrer que la fonction
u est strictement positive. Pour cela, Escobar remarque, par analogie avec le cas ou
la variété est sans bord, que si 'invariant de Yamabe de la variété M est strictement
inférieur a celui de ’hémisphere de méme dimension, alors la fonction est strictement

positive. En d’autres termes, on a :

n(M,0M) < p(S%,08%) =  u>0, (24)
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ot u(M,0M) est 'invariant de Yamabe donné par :
u(M, 0M) = inf Q(v). (25)

veCL(M),Bu=0
Cette quantité est en fait un invariant conforme, c’est-a-dire qu’elle ne dépend pas de
la métrique choisie tant qu’elle est conforme a la métrique de départ. Escobar prouve le
théoreme suivant (voir [Esc92b]) :

THEOREME 1.1. Soit (M™,g) une variété riemannienne compacte & bord lisse de
dimension n > 3 dont invariant de Yamabe pu(M,OM) est positif. Supposons que M
satisfait une des propriétés suivantes :

(1) n=3, 4 ou 5,
(2) M posséde un point non ombilique sur OM,

(3) le bord OM est totalement ombilique et soit M est localement conformément
plate ou soit n > 6 et le tenseur de Weyl de M ne s’annule pas identiquement
sur OM.

Alors il existe une métrique conforme a g dont la courbure scalaire est constante et
positive et dont le bord OM est minimal.

Pour la suite de ce travail, il est intéressant de donner une autre caractérisation de
I'invariant de Yamabe. En effet, on peut 'exprimer en fonction de la premiere valeur
propre du laplacien conforme. Considérons donc le probleme a bord suivant :

Lu=mL)u  surM
{ Bujpps = 0 le long de oM, VY
ou p1(L) est la premiere valeur propre non nulle du laplacien conforme. 11 est alors facile
de vérifier que ce probleme admet une solution unique lisse f; > 0 (ce résultat est du a
Cherrier dans [Che84]). De la méme maniere que pour I'invariant de Yamabe, on peut
lui donner une caractérisation variationnelle :

n—1 2 2 2
(L) = . Sy (42=5 Vol + Ro?)do(g) + [, Hv?ds(g) |
veCH(M), Bv=0 fM v2dv(g)

Contrairement a l'invariant de Yamabe, cette valeur propre n’est pas un invariant
conforme, mais on peut cependant vérifier que son signe ne dépend que de la struc-
ture conforme considérée. On a alors les équivalences suivantes :

pi(L) >0 (resp. <0, =0) <= u(M,0M) >0 (resp. <0, =0)

< dgelg] telleque R>0 (resp. <0, =0)
et H=0.

On peut le vérifier en exprimant I'invariant de Yamabe en fonction de la valeur propre
p1(L). En effet, si u(M,0M) >0, on a :

(M, OM) = inf {jua(T) vol(M, )7 },

(26)

ou 1(L) est la premiere valeur propre du probléme a bord (PVY) dans la métrique g.
On se contentera de ces quelques rappels, puisque ce seront les seuls qui nous serviront
pour la suite. Pour plus de détails sur les démonstrations des différents résultats énoncés
dans ce paragraphe, on pourra consulter les articles [Esc92b| ou [Esc92a).
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4. L’inégalité d’Hijazi sur les variétés a bord

Dans cette section, on prouve les principaux résultats de ce chapitre. En effet, a partir
des rappels effectués dans les paragraphes précédents, on est maintenant en mesure
d’étudier plus en détail le spectre de l'opérateur de Dirac sous certaines conditions a
bord. Pour cela, on consacre la premiere sous-partie a quelques rappels sur la notion
d’ellipticité pour des conditions a bord. Ensuite, on arrivera aux principaux théoremes
donnant des estimations de valeurs propres pour 'opérateur de Dirac sous la condition
associée a un opérateur de chiralité et sous la condition MIT (plus connue sous le nom
de MIT bag boundary condition).

4.1. Conditions a bord elliptiques pour 'opérateur de Dirac. Dans cette
section, on donne un bref rappel sur la notion d’ellipticité au sens de Lopatinsky-Shapiro
pour des conditions a bord a imposer a des opérateurs linéaires différentiels elliptiques et
plus particulierement pour I'opérateur de Dirac. Ces notions étant assez courantes dans
la littérature, on donnera donc seulement les principaux résultats nécessaires pour la
suite de ce travail. Pour avoir plus de détails sur ce sujet, on pourra consulter [Lop53|,
[See68], [ BBW93| ou encore [HMRO02].

Considérons tout d’abord le cas général d’un opérateur différentiel quelconque agissant
sur les sections d’un fibré hermitien pour pouvoir appliquer ces différents résultats a
I'opérateur de Dirac.

L’étude de conditions & bord “satisfaisantes” pour un opérateur elliptique P (de tout
ordre, bien que pour simplifier, on considérera seulement des opérateurs d’ordre un)
agissant sur les sections lisses d’un fibré vectoriel hermitien E — M a été entreprise dans
les années cinquante par Lopatinsky et Shapiro, mais le principal outil fut découvert par
Calderon dans les années soixante. Cet outil est appelé projecteur de Calderon et il est
donné par

Po(P): H2(Bjn) — {Won / ¥ € H'(E), Py = 0}. (27)
C’est un opérateur différentiel d’ordre zéro dont le symbole principal
o(P+(P)) : T(OM) — End¢(E)

ne dépend que du symbole principal o(P) de 'opérateur P. Le principal intérét de cet
opérateur est que son symbole principal détecte l'ellipticité de conditions a bord. On
rappelle qu’un opérateur différentiel

B : L*(Ejpm) — L*(V)
ou V — OM est un fibré vectoriel complexe au dessus du bord M est appelé une
condition & bord elliptique (globale) lorsque son symbole principal
o(B) : T(OM) — Homc (Ejpm, V)
satisfait pour tout u € T(OM) \ {0} et pour tout p € OM :
o(B)(w)jim (P (P))(w) : Im 0 (P4 (P))(u) C E, — V,

est un isomorphisme sur 'image o(B)(u) C V,. De plus, si le rang du fibré V est égal a la
dimension de 'image de I’endomorphisme o (P (P))(u), on dit que B est une condition
a bord elliptique locale. Cette définition de l'ellipticité est souvent appelée condition de
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Lopatinsky-Shapiro pour 'ellipticité.

On peut alors appliquer ce résultat lorsque 'opérateur différentiel considéré est 'opérateur
de Dirac D et le fibré vectoriel hermitien E est le fibré des spineurs ~M. Remarquons
tout d’abord que contrairement au cas ou la variété n’a pas de bord, I'opérateur de Dirac
possede en général une image fermée dont la codimension est finie mais un noyau de
dimension infinie. Afin de récupérer de bonnes propriétés, on se doit alors d’imposer des
conditions sur la restriction au bord des champs de spineurs. Rappelons aussi que dans
ce cas, la formule de Stokes permet de détecter un défaut de symétrie de I'opérateur de
Dirac (contrairement au cas fermé). En effet, on a :

/M (DY, p)du(g) /M (6, De)du(g) = — / (0. )ds(o), (28)

pour tout ¢, ¢ € I'(XM). En utilisant alors la définition de Iellipticité pour une condition
a bord, on la spécifie au cas de 'opérateur de Dirac. Un opérateur

B : L?(S(OM)) — L(V),

ou V est un fibré vectoriel hermitien au dessus de M, est une condition a bord elliptique
pour 'opérateur de Dirac fondamental D de M si et seulement si son symbole principal

o(B) : T(OM) — Hom¢(S(OM), V)
satisfait les deux conditions suivantes :
(1) ker o(B)(w) N {1 € M / ig(v)y(wp = ~luly | = {0}
(2) dimIm o(B)(u) = 3dim (Z,M) = 2[z71,
De plus, si le fibré V est de rang %dim (X,M) = 2[21=1 on a une condition & bord locale.
Lorsque ces conditions d’ellipticité sont satisfaites, le probleme a bord de valeurs propres

Dy = Ay sur M
{ B(vjom) =0  le long de OM (EBP)

possede un spectre discret et les sous-espaces propres associés sont de dimension finie,
a moins que ce soit le plan complexe tout entier.

Ayant ainsi défini la notion d’ellipticité d’une condition a bord pour I'opérateur de Dirac
fondamental, on va pouvoir en étudier plusieurs en suivant l'article [HMRO02]. Dans les
sections qui suivent, on rappelle brievement les définitions des conditions a bord que
I'on va utiliser, puis on montrera pour chacune que l'inégalité d’Hijazi, reliant le carré
des valeurs propres de 'opérateur de Dirac fondamental de la variété ambiante M et la
premiere valeur propre non nulle du laplacien conforme (sous une certaine condition a
bord) peut étre obtenue.

4.2. La condition CHI associé a un opérateur de chiralité. Ce type de condi-
tion a bord a déja été utilisé dans différents contextes. En effet, on la retrouve par
exemple dans [Her98b] ou M. Herzlich s’en sert pour donner une démonstration d'un
théoreme de masse positive pour les trous noirs. On peut aussi noter Iarticle [FS98] de
S. Farinelli et G. Schwarz dans lequel les auteurs montrent que cette condition définit
une “bonne” condition a bord pour 'opérateur de Dirac en utilisant des techniques
classiques d’analyse fonctionnelle. Dans [HMZO01b], O. Hijazi, S. Montiel et X. Zhang
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démontrent 'inégalité d’Hijazi pour cette condition a bord. Ici, on en redonne une preuve
tout en raffinant le cas d’égalité et on obtient une inégalité analogue en dimension 2.

Redonnons maintenant une définition rigoureuse de cette condition a bord. On remarque
tout d’abord que contrairement a d’autres, cette condition a bord n’existe pas toujours
sur une variété riemannienne spinorielle. En effet, ce type de condition a bord recquiert
I’existence sur la variété M d’une application linéaire

r:TEM) — I'(EM),
qui satisfait les relations suivantes :

I’ =1d, (Ty,Ty) = (Y, ) (29)
Vx(T'Y) =T'(Vxy), ~(X)I'(W)=-TH(X)), (30)

pour tout X € I'(TM) et tout champ de spineurs ¢, p € I'(XM). Cet opérateur est
appelé opérateur de chiralité puisque lorsque la dimension n de la variété M est paire, le
candidat standard pour I'application I' est donné par la multiplication de Clifford par
I’élément de volume wC. Dans ce cas, I n’est rien d’autre que 'opérateur de conjugaison
échangeant la décomposition chirale. Un autre cas important ou ce type de condition
existe toujours apparait dans le cas d’'une hypersurface de type espace d’'une variété
lorentzienne spinorielle. En effet, dans ce cas, on sait qu’il existe un vecteur T unitaire
normal a ’hypersurface de type temps, et on peut alors vérifier que 'opérateur I' =
7(T) est un opérateur de chiralité. Supposons donc qu'il existe sur la variété M un tel
opérateur. On considere I’endomorphisme

W)l T(S(OM)) — T'(S(9M)),

qui agit sur la restriction au bord du fibré des spineurs ambiant. Cet endomorphisme est
auto-adjoint par rapport au produit hermitien sur S(OM) et il est clairement involutif.
Le fibré S(OM) se décompose alors en sous-espaces propres associés aux valeurs propres
1 et —1 de 'endomorphisme ~(v)I', qui sont isomorphes par Iapplication v(v). En
suivant les notations de la section 4.1, on prend pour fibré V = V* le sous-fibré propre
associé a la valeur propre 1 de 'endomorphisme ~(v)I'. 11 vérifie alors rang (V*) =
lrang (S(OM)) = 2571, On définit donc la condition a bord associée & un opérateur de
chiralité par

1
IB%HI = §(Id +(v)D),

qui est la projection orthogonale sur le sous-fibré propre V*. C’est un opérateur pseudo-
différentiel d’ordre zéro et son symbole principal o(Bg;)(u), pour u € T(OM), coincide
alors avec l'opérateur lui-méme, c’est-a-dire qu’on a

o(BEu)(v) = 5 (1d £ (D),

et en particulier, dim Im(o(BZ;)(u)) = rang (VF) = 2[51=1. Cet opérateur définit donc
bien une condition a bord elliptique locale au sens de Lopatinsky-Shapiro. On est alors
en mesure d’énoncer et de démontrer I'un des principaux résultats de ce chapitre :

THEOREME 1.2. Soit (M™, g) une variété riemannienne spinorielle compacte de di-
mension n > 3, a bord non vide OM et possédant un opérateur de chiralité T'. Alors,
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sous la condition a bord By, le spectre de lopérateur de Dirac fondamental de M est
une suite non bornée de nombres réels {\S" / k € Z} satisfaisant l'inégalité
n

)\CHI 2 > L ’

( k ) = —4(n— 1)M1( )
pour tout k € Z. De plus, on a égalité si et seulement st M est conformément isométrique
a [’hémisphere de rayon W, ou C est une constante que l’on déterminera.

+1

Preuve : Montrons tout d’abord que sous la condition CHI, le spectre de 'opérateur de
Dirac D est réel. Soit donc 9, ¢ € I'(XM) des champs de spineurs vérifiant By, (¢) =
B () = 0. En utilisant ces conditions, on otient :

(Y)Y, 0) = L(v()Y), T(p) = = (), ¢),

et alors le terme de bord dans la formule (28) est nul. Sous cette condition a bord,
I'opérateur de Dirac fondamental de M est donc symétrique, et son spectre est alors
constitué d’une suite non bornée de nombres réels {\S™! / k € Z}. Considérons mainte-
nant un changement conforme de métrique, c¢’est-a-dire qu’on pose g = f = g ou f est
une fonction lisse strictement positive sur M. Puisque la condition a bord est elliptique
au sens de Loptinsky-Shapiro, il existe une solution lisse au probléeme
Dy = Ay sur M
{ Bai(¢) =0 le long de OM.

En utilisant la covariance conforme de 'opérateur de Dirac, si on pose ¢ = f _%30 €
I'(X4(M)), alors le champ F(v) € I'(£5(M)) vérifie

= _2_
D(F(v)) = \{™f 72 F ().
En appliquant 'inégalité de Reilly spinorielle (14) dans la métrique g au champ de
spineurs F(¢)), on obtient I'inégalité suivante :

/M(iﬁrww—”;l (™) 1R W) du(g)

—S n—1—

< / (D). FW) — 5 FW)R)ds(a)

En utilisant les relations (22), cette inégalité s’écrit :
[ GULN =" 08 @) )
M
< / ((D°(F(¥)), F(¥)) — = 1(f_#Bf)!F(w)!2)d8(§)-
oM

2

On choisit maintenant le facteur conforme comme étant une fonction propre strictement
positive f; du probleme & bord (PVY) (voir la section 3) et on obtient :

1 n—1 2\ ,— s _ —S _

[ G =" 8y 1 B i) < [ (D°(F(). Fw)ds(o)
M o4 n oM

Vérifions maintenant que le terme de bord est nul. Pour cela, on utilise la covariance

, . =S . e
conforme de l'opérateur de Dirac du bord D. La relation (21) permet d’écrire :

F—l(ﬁs (F(¢))> — [TEDS(f ),
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L’élément de volume du bord OM dans la métrique g étant donné par

2(n—1)

ds(g) = " ds(g),

I'inégalité précédente s’écrit alors :

| G ="=08?) 57 Rk

1 1

< /<DS<ff TIo) R g)ds(g). (31)
oM

On vérifie maintenant que le terme de bord est nul. Pour cela, on remarque que :

DS(f ™2 0) = 1 (d(f; ™ 2)) o + f; DS (),

1
et puisque la quantité (y(d(f; "7))¢, ¢) est imaginaire pure, I'inégalité (31) donne :

| Gl == 08 @@ < [T 0 sl 62

Puisque le long du bord, le champ ¢ vérifie v(v)I'(¢) = ¢, on a, en utilisant la propriété
(13) :

(D%p,¢) = (D(D%p),T¢)
= (Y(¥)D¥(Tp),y(»)Tp)
= —(D°(y(")T), 7 ()T (¢))
= —(D%p,¢),

et on obtient donc que (DS, ¢) = 0, ce qui permet de conclure que le terme de bord
dans I'inégalité (32) est nul et on a donc bien montré que :

2 n
(AT > mm(L)-
Examinons maintenant le cas d’égalité. Dans [HMZO01Db], les auteurs concluent que si le
cas d’égalité est atteint, alors la variété M est a bord minimal et possede un spineur de
Killing réel. Cependant, en suivant l'argument donné dans [HMRO02], on peut raffiner
ce cas d’égalité. En effet, si on suppose que 1’égalité est atteinte, on a alors égalité dans
I'inégalité de Reilly, ce qui implique que le champ de spineurs F(¢) € I'(3;(M)) est un
champ de spineurs-twisteurs et il vérifie, en plus, I’équation

D(F (1)) = AHLf, 72 R (),

ol \®MT est la premiere valeur propre de 'opérateur de Dirac D sous la condition & bord
CHI. Le champ F(¢)) € I'(£5(M)) est donc solution de I’équation de Killing généralisée :

)\CHI 2

— TR (W) =0,

pour tout X € I'(TM). Dans ce cas, comme la fonction f; est a valeurs réelles, elle est

forcément constante (voir [Hij86]). Le champ ¢ est donc un spineur de Killing réel dont

la constante de Killing est donnée par § = % (il est clair que puisque f; est constante,

vxF(iﬂ) +
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n—1
le champ ¢ = f" % est lui aussi un champ de Killing de méme constante), c¢’est-a-dire
qu’il vérifie I’équation de Killing

Vi + 57(X)e =0, (33)

pour tout X € I'(TM). Dans ce cas, la variété (M, g) est d’Einstein et sa courbure de
Ricci est donnée par Ric = (n—1)c?g. On montre maintenant que (M, g) est isométrique
a I’hémisphere S muni de sa métrique canonique. Pour cela, on définit la fonction
v = (T'(p), ). 1l est clair que v est définie sur M tout entier puisque I'opérateur de
chiralité I" est (par définition) défini sur M. Cette fonction est a valeurs réelles puisque
I'on a :

Conj (v) = (p,I'(p)) = (L(p),p) =v = Im(v) =0,

ou Conj (v) est le conjugué complexe de la fonction v et Im(v) est sa partie imaginaire.
On peut ainsi montrer que v # 0 et A°H! =£ 0. En effet, une intégration par partie donne :

/M (D, 8)dv(g) — /M (0. Dé)dv(g) = — / () )ds(o).

pour tout ¢ € I'(X,(M)). Prenons ¢ = I'p. L’expression précédente donne alors :

2/\CHI/ vdu(g) :/ lolPds(g) = MM #£0 et v#£0,
M oM

car la restriction au bord du champ de spineurs ¢ ne peut pas étre nulle (puisque c’est
un spineur de Killing réel sa norme est constante non nulle) et ¢ > 0. La fonction v est
donc a valeurs réelles et non identiquement nulle. En utilisant I’équation de Killing (33),
on montre alors que le hessien de v vérifie satisfait V2v = —c?v g, ce qui en tracant,
s’écrit Av = nc?v. Vérifions maintenant que la restriction au bord de la fonction v est
identiquement nulle. En effet, on a

viam = (['(0), ) = (V)T (), 7)) = (0, 7(V) ).

Or le dernier terme est imaginaire pur et puisque la fonction est a valeurs réelles, on a
vjom = 0. On a donc construit une fonction v qui vérifie le probleme a bord

Av = nc®v sur M
viom = 0 le long de OM.

Le théoreme d’Obata pour les variétés riemanniennes compactes a bord (voir [Rei77])
permet donc de conclure que (M, g) est isométrique a I’hémisphere de rayon % O
Il est clair que la démonstration précédente ne s’applique pas dans le cas ou la dimension
de la variété M est n = 2. Cependant, on peut donner une minoration analogue a celle
démontrée par C. Bér [Bar92| (voir aussi [Hij91]) pour des surfaces compactes fermées.
En effet, on a :

THEOREME 1.3. Soit (M2, g) une surface riemannienne compacte & bord non vide.
Sous la condition a bord By, le spectre de l'opérateur de Dirac D de M est une suite
non bornée de nombres réels {\S"™ / k € Z} qui satisfait

() = 2
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ot x(M?) est la caractéristique d’Euler-Poincaré de M?. De plus, [’égalité est atteinte
pour la premiere valeur propre pour I’hémisphére ronde.

Preuve : Tout d’abord, on remarque que puisque l'on est en dimension 2, il existe sur
M une structure spinorielle ainsi qu'un opérateur de chiralité donné par 1’élément de
volume complexe. De plus, par un raisonnement analogue a celui donné dans la preuve
du théoreme précédent, on montre facilement que le spectre de 'opérateur de Dirac est
bien une suite non bornée de nombres réels. On vérifie alors que sous cette condition a
bord, toute valeur propre ASH!I de 'opérateur de Dirac satisfait

<)\SHI)2 > 1sup inf(R e*"), (35)
2 4 M
ou le supremum est pris sur toutes les fonctions v qui satisfont % +H =0, olt H est la
courbure géodésique de OM dans M et R est la courbure scalaire de M dans la métrique
g conforme & g donnée par § = e?“g. Si § est une métrique conforme définie comme
précédemment, les opérateurs de Dirac D et D associés aux fibrés des spineurs 3,(M)
et X5(M) sont reliés par I'identité

F*l(ﬁ(F(w))) = 3D (e2™y),

pour tout ¢ € I'(X,(M)). En utilisant alors le méme raisonnement que dans la preuve
du théoréeme précédent, I'inégalité de Reilly que 'on écrit dans la métrique g (ou H = 0,
car le facteur conforme u vérifie 3% + H = 0) donne

D CHI\2
/M (Reze— QD) cm2up(o)pan(y) < / (D (F(¢), Flp)ds(@),  (36)

2 oM
ol p = e 2%y et ¢ € D(X,(M)) satisfait le probleme & bord

Dy = ACHLy) sur M
Bo(p) =0 le long de OM.

On conclut de la méme maniere que dans le théoreme précédent pour montrer que le
terme de bord dans 'inégalité (36) est nul. L'inégalité (35) s’obtient alors immédiatement.
On montre maintenant que le terme de droite de l'inégalité (35) est atteint et on le cal-
cule explicitement. Pour cela, on remarque tout d’abord que, pour n = 2, si g = e*%g
est une métrique conforme a g, les courbures scalaires et géodésiques sont reliées par les
identités suivantes :

Re™ = R+2Au
He* = H+ 2

Or, par hypothese sur la fonction u, on obtient H = 0. Soit donc u une telle fonction,
on a :

IN

jﬁf(f_{e%) m(/MP_{e%dv(g) +2/6Mﬁds(g)>
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ou I'on a utilisé la formule de Stokes et la formule de Gauss-Bonnet pour les surfaces a
bord (voir [Car91]). Considérons alors le probleme a bord suivant

20 f = gmenrg (Ju Rdv(9) +2 [, Hds(g)) =R sur M
%+H:0 le long de OM

qui posseéde une solution u; unique & une constante additive pres (on pourra consulter
[Tay96] pour une résolution complete de ce type de probleme). Un calcul direct donne :

— 4y (M?
inf(R ) = XM
M Aire(M2, g)
et on obtient bien l'inégalité annoncée. Le cas d’égalité se traite de la méme maniere
que celui du théoreme précédent. [

Ce résultat permet de relier le spectre de 'opérateur de Dirac fondamental de la variété
M avec l'invariant de Yamabe. En effet, on a :

COROLLAIRE 1.1. Soit (M™,g) une variété riemannienne spinorielle compacte de
dimension n > 3 dont le bord lisse est non vide et possédant un opérateur de chiralité
I'. Sous la condition & bord By, toute valeur propre ACHL de Dopérateur de Dirac sur
(M, g) satisfait l’inégalité

()\CHI)zvol(M, 9)

% = %1)/;(1\/[,81\/[), (37)

(n —

ot (M, OM) est linvariant de Yamabe de la variété M.

Preuve : Pour n > 3, on remarque, en utilisant l'inégalité de Holder, que pour tout
uwe Cl(M)ona:

n—2

/Mu2dv(g) < (/Muf%d’v(g» TVOI(Mag)

et en utilisant les caractérisations variationnelles (25) de p(M) et (26) de ui(L), on
obtient

3

pa(L) > p(M, OM)vol(M, g) 7.

Le Théoreme 1.2 permet de conclure. [

REMARQUE 1.3. On peut vérifier que tous les résultats précédents sont aussi valables
pour la condition & bord Bly;.

4.3. La condition MIT. Passons maintenant a I’étude de la condition MIT. Cette
condition a bord a été introduite dans les années soixante-dix par des physiciens du
Massachusetts Institute of Technology afin de donner un modele pour des particules
élémentaires situées dans une région finie de 'espace (voir [CJJT74], [CIJIT74] ou
[Joh75]). Cette condition sera appelée “MIT bag model”. Il parait naturel que cette
condition initialement construite dans le cadre lorentzien ait un analogue dans le cas
riemannien. Cette analogie a été établie par O. Hijazi, S. Montiel et A. Roldan dans
leur article [HMRO2]. On suivra donc la définition qu’ils en ont donné pour le cas
qui nous intéresse ici. On peut noter que, outre 'aspect physique intéressant de cette
condition & bord, son intérét mathématique 'est lui aussi. En effet, dans [HMZ02], les
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auteurs utilisent la covariance conforme de cette condition pour donner une minoration
conforme de la premiere valeur propre non nulle de 'opérateur de Dirac d'une variété
riemannienne compacte de dimension n vue comme le bord d’un domaine d’une variété
riemannienne spinorielle de dimension n + 1.

Décrivons maintenant cette condition de maniere plus rigoureuse. Considérons donc
I’endomorphisme

iv(v) : T(S(OM)) — T'(S(OM))

agissant sur les sections du fibré des spineurs d’une variété riemannienne spinorielle
compacte M restreint a son bord M. Cet endomorphisme étant clairement involutif, le
fibré S(OM) se décompose en une somme directe de deux sous-fibrés propres associés
aux valeurs propres 1 et —1 (qui ont méme multiplicité). De la méme maniere que dans
le cas de la condition CHI, on va noter V¥ — M le sous-fibré propre associé a la
valeur propre +1 au-dessus de OM, et on a donc encore

1 n
rang V¥ = rang S(OM) = 2511,

La condition a bord ]B%fHT est donc définie comme étant la projection orthogonale sur
V* donnée par :

1 .
Bf/HT = §(Id +iv(v)).

On peut alors vérifier que cet opérateur définit bien une condition a bord elliptique
pour 'opérateur de Dirac fondamental de la variété M. Pour cela, il suffit de calculer
le symbole principal de IB%I“\*L/HT. L’opérateur ]B%ﬁIT étant un opérateur pseudo-différentiel

d’ordre zéro, son symbole principal est donné par l'opérateur lui-méme, c’est-a-dire

o B (u) = 5(10 % 7)),

pour tout u € T(OM). On peut alors vérifier que I'opérateur BfHT satisfait les conditions
d’ellipticité au sens de Lopatinsky-Shapiro, et il définit donc bien une condition a bord
elliptique locale pour D. On est en mesure de démontrer I'inégalité d’Hijazi pour cette
condition.

THEOREME 1.4. Soit (M™, g) une variété riemannienne spinorielle compacte de di-
mension n > 3 dont le bord OM est non vide. Sous la condition By, le spectre de
Uopérateur de Dirac fondamental de M est un ensemble {\N"" | k € Z} discret non
borné de nombres complexes dont la partie imaginaire est positive qui satisfont

MIT |2 n

Preuve : Montrons tout d’abord que le spectre de 'opérateur D est bien comme décrit
dans I’énoncé du théoréme. Soit donc ¢ € I'(XM) un champ de spineurs propre pour
I'opérateur de Dirac sous la condition a bord MIT, c’est-a-dire

Dy = /\MITSD et BKAIT(@) = 0.
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En utilisant alors la formule de d’intégration par partie (28) sur le champ ¢, on obtient :

/M (D, o)du(g) - /M (0. Dg)du(g) = 2Tm(AM) /M o 2du(g)
= /8M|so|2ds<g>, (38)

c’est-a-dire 2Im(AM'T) [ [@[dv(g) =[5y |¢l*ds(g). SiIm(AMT) = 0, alors la restriction
au bord du champ de spineurs ¢ est identiquement nulle, et donc par le principe de
prolongement analytique (voir [BBW93]), le spineur ¢ est nul sur toute la variété M,
ce qui est impossible car un spineur propre est par définition non trivial. On a alors
Im(AMIT) > 0 et le spectre de D est donc une suite de nombres complexes non bornée
dont la partie imaginaire est strictement positive. Passons alors a la démonstration de
I'inégalité désirée. Pour cela, on raisonne de la méme maniere que pour le Théoreme 1.2.
Par ellipticité de la condition a bord By, on sait qu’il existe un champ de spineurs
¢ € I'(¥,(M)) vérifiant le probleme & bord

Dy = ATy sur M
Byyr(e) =0 le long de OM.

Si on pose Y = f_%np, la covariance conforme de l'opérateur de Dirac D et de
l'opérateur By;r (qui se vérifie simplement en utilisant les relations (16)) permettent
d’écrire dans la métrique g = f7-2g que le champ de spineurs F(y) € T'(25(M)) satisfait
le probleme a bord :

D(F(y)) = AWTf~52F () sur M
By (F(¥)) =0 le long de M.

L’inégalité de Reilly appliquée au champ de spineurs F(¢) € T'(£;(M)) dans la métrique
g donne :

| GRP@E -

M2 f= [F()?) do(g)

n—1—

< /(<BS<F<w>>,F<w>>— HIF(4)[2)ds(7).
oM

On choisit maintenant f; > 0 une fonction propre du laplacien conforme (solution du
probleme a bord (PVY') de la section 3) comme facteur conforme, et ainsi dans la
métrique g, la courbure scalaire de la variété M est de signe constant et la courbure
moyenne du bord est nulle. On a donc :

| G0 = TR P @Pd) < [ (D PW),F)ds(a).

oM

On montre maintenant que le terme de bord dans I'inégalité précédente est nul. Pour
cela, on remarque que :
S —S —S

(D™(F(),F()) = ((7(@)D"(F(v)), i 7(@)F () = —(D”(F(4), F(v)),

et donc <DS(F(w)), F(1)) = 0. Cela permet d’obtenir pour tout k € Z :

MIT |2 n
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Reste a vérifier que le cas d’égalité ne peut pas étre atteint. Supposons donc qu’il le
soit. On remarque tout d’abord que puisque la partie imaginaire d’une valeur propre
AMIT ost strictement positive, la premiere valeur propre du laplacien conforme est elle-
aussi strictement positive, c’est-a~dire p;(L) > 0. De plus, puisque 1'on est dans le cas
d’égalité et que le champ de spineurs F(¢) € I'(X5(M)) satisfait le probleme a bord
précédemment donné, il vérifie alors I’équation

)\MIT 2

fi AR (@) =0,

P(F(¥)) = VxF(y) +

pour tout X € T'(TM). De plus, on a [A\MIT]2 = p1(L), donc F(1)) est un champ de

n
4(n—1)
__2_

spineurs de Killing généralisé dont la fonction de Killing est donnée par u = AMITf, "2,
Or puisque toute valeur propre de 'opérateur de Dirac sous la condition a bord MIT
est a partie imaginaire strictement positive, la fonction u possede une partie imaginaire
non nulle. Cependant, c’est un résultat classique que u est alors imaginaire pure (voir
[BFGK90)), c’est-a-dire que Re(u) = 0. En utilisant 1’équation vérifiée par le champ
de spineurs F(¢), on calcule facilement que dans la métrique g, la courbure scalaire est
donnée par

— 4n-1

R = guz <0,

n

puisque u est imaginaire pure, ce qui contredit le fait que p;(L) > 0. Le cas d’égalité
n’est donc jamais atteint dans cette situation. 0

Un raisonnement analogue au Théoreme 1.3 donne le cas ou la dimension n est égale a
2. On a en effet :

THEOREME 1.5. Soit (M2, g) une surface riemannienne compacte a bord non vide.
Sous la condition & bord By, le spectre de l'opérateur de Dirac D de M est une suite non
bornée de nombres complexes a partie imaginaire strictement positive {\\T / k € Z}
qui satisfait

(A%IT)Q > %, (39)

ou x(M?) est la caractéristique d’Euler-Poincaré de M?.

On peut alors de la méme maniére que pour la condition CHI relier le spectre de
I'opérateur de Dirac sous la condition a bord MIT a l'invariant de Yamabe de la variété
M. En effet, on a :

COROLLAIRE 1.2. Soit (M",g) une variété riemannienne spinorielle compacte de
dimension n > 3 dont le bord est non vide. Sous la condition a bord By, toute valeur
propre \MT de lopérateur de Dirac sur (M, g) satisfait l'inégalité

2
n

AT 2vol(M, g)» > 7 (M, OM), (40)

(n—1)

ot (M, OM) est linvariant de Yamabe de la variété ambiante.
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5. Minoration du spectre de 'opérateur de Dirac pour la condition MIT

Pour finir ce chapitre, on donne une minoration des valeurs propres de 'opérateur de
Dirac sous la condition a bord MIT dans la cas classique. En effet, dans [HMRO02], les
auteurs montrent une inégalité du type Friedrich dans lequel le cas d’égalité n’est jamais
atteint. Plus précisément, ils montrent que si 2 est un domaine compact d’une variété
riemannienne spinorielle et si en plus le bord de €2 est a courbure moyenne positive alors
toute valeur propre AT de I'operateur de Dirac sous la condition & bord MIT satisfait
MIT 2 no .

La question naturelle que 1'on peut se poser est de savoir si on peut premierement
améliorer cette inégalité et deuxiemement si il existe alors des variétés satisfaisant le
cas limite. On montre tout d’abord qu’on peut en effet raffiner 'inégalité (41) et on
discutera ensuite le deuxieme point mentionné ci-dessus. Plus précisément, on prouve :

THEOREME 1.6. Soit Q un domaine compact d’une variété riemannienne spinorielle
compacte dont le bord ) satisfait la condition H > 0. Alors sous la condition a bord
By, toute valeur propre N\ satisfait

n

MMIT2 > inf (R) + n Im(AM7T) inf (H). 42

IR 2 i () + n Im (M) inf (1) (12)

De plus, on a éqgalité si et seulement si le domaine €2 possede un spineur de Killing

mmaginaire pur et si le bord 0S) est une hypersurface totalement ombilique a courbure
moyenne constante.

La technique employée ici est classique, dans le sens ou elle est basée sur une modifi-
cation de la connexion de Levi-Civita spinorielle du type de celle utilisée par Friedrich
dans [Fri80]. A partir de cette connexion modifiée, on pourra alors donner une inégalité
spinorielle de type Reilly que 'on peut voir comme ’analogue de (14) dans le cas hy-

perbolique. On pourra la comparer a celle donner dans [HMRO3]. A partir de cette
formule, on obtiendra le résultat énoncé précédemment.

Dans cette partie, on considere un domaine compact 2 d'une variété riemannienne
spinorielle et on note 0€2 le bord de ). Pour o € R, on définit la connexion modifiée

S = Vxo +iay(X)e, (43)
pour tout ¢ € I'(XQ), ot X2 est le fibré des spineurs complexes de €2. On est maintenant

en mesure de donner une version intégrale de la formule de Schrodinger-Lichnerowicz
faisant intervenir la connexion V. En effet, on a :

PROPOSITION 1.1. Pour tout ¢ € T'(XQ), on a :

*TT7Q R «
(VY)*'V%, )12 = (D*p, )12 — (7P + ne?||el|f> — /BQWV%@O)dS(g), (44)

ou (V*)* est l'adjoint formel de V* et R est la courbure scalaire du domaine €Q.

Preuve : On remarque tout d’abord que ’adjoint formel de la connexion V¢ pour le
produit scalaire L? est par définition donné par

(T2 T2, o) = [Vl 2 = 3 / (V2 5, V2 ) do(g),
j=1
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pour tout ¢ € T'(X9) et ou {ey, ..., e, } est un repere orthonormé local de T2. Un calcul
direct permet d’obtenir

n n

D Ve, V) =D (%(V?j% ) — (Vo Ve o, 90>> :

J=1 J=1

La formule de Stokes donne :
(V)'Vo, p)e = ZV Vo, o)L —/ (Vie,¢)ds(g).
o9
ou v est le champ de vecteurs unitaire normal sortant a M. On calcule facilement

ZV O‘VO‘ == <_Zvejvej907 90>L2 +na2||¢||i2

j=1
= (V*'V, )2 +na||pl|?,

et on peut donc conclure en utilisant la formule de Schrodinger-Lichnerowicz. U

Cette formule est une premiere étape pour obtenir 'inégalité désirée. Cependant, on
doit définir 'opérateur de Dirac et I'opérateur de twisteur associés a la connexion V<.
L’opérateur de Dirac modifié est localement défini par

D% =Y (e;)Ve g,
j=1
et I'opérateur de twisteur associé
(03 (6% 1 (0%
Xy = Vie+ y(X)D%,

pour tout X € I'(TQ) et ¢ € I'(XQ). Remarquons que pour a = 0, les opérateurs
PY et DY sont les opérateurs de Dirac et de twisteur classiques. On vérifie sans aucune
difficulté que :

e (e 1 (03
[Vopl* =[P 90!2+5|D ol (45)

On peut maintenant donner la version hyperbolique annoncée de la formule de Reilly
spinorielle. Plus précisément, on montre :

PROPOSITION 1.2. Pour tout champ de spineurs ¢ € I'(X2), on a :

[Pt = [ (P20l = (= nn = Dad)l)dota)

+ [ Do R Rainp - Ho) p)dste), (49
o0

ou H est la courbure moyenne du bord 92 dans €.
Preuve : Remarquons tout d’abord que pour ¢ € I'(3(2), on a :

D2(,0 — D_aDa(,D . TLQOZQQO,
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et donc, si on utilise cette identité dans la formule (44), on obtient :

QN k « —Q (0% R «
Y, L)Lz = @, P2 — (P, P)L2 —nn — L)a ||Q||2 — v P P)as\g).
(V) V%, )iz = (D7D, ¢)r2 — (9, 9) (n —1)a?||plff m(V )ds(g)
La formule d’intégration par partie donne
[ A% « (6% R
(V) Vi, ehe = |ID%¢llE= = (T, )z = nn — Dol

_ /WW(V)D% + VS, ¢)ds(g),

et en utilisant la relation (45), on a :
n R

o —1 o
[Pelff2 = —ID%ll2 = (9, @)z —n(n — Da?(|el[f2

- /8 D+ Vg, o)ds(o).

L’identité (12) permet d’écrire le terme de bord

n—1
2

La formule (46) est ainsi prouvée. O

—y(v)D* — Vg = DSp— Hp + (n — Daiy(v)e.

On est maintenant en mesure de donner la preuve du Théoreme 1.6.

Preuve du Théoréme 1.6 : On considere donc un domaine 2 d’'une variété riemannienne
spinorielle dont la courbure moyenne du bord H satisfait H > 2« pour a > 0. Par
ellipticité de la condition a bord Byy, soit ¢ € I'(X€Q) un champ de spineurs lisse
satisfaisant le probleme a bord

Dy = \MTy sur Q
Byyr(e) =0 le long de 09

avec Im(AMIT) > 0 (voir la section 4.3). On applique ce champ de spineurs dans la
formule de Reilly hyperbolique (46) et on obtient

R

« n—1 .
IPplie = (AT = naif = nn = o ) ol ~ Gy

n—1 ‘
+/8 (D% + ——Qaiv(v)p — Hp), )ds(g).
Q
Or sur le bord, on a iy(v)p = ¢ et (DSy, p) = 0. L’identité précédente donne :

0 < (Pl + | (G - 20 ds) (47)

n—1 R
= —— (WP = 2naIm(\D) [lelluz — (o,
L’hypothese sur la courbure moyenne permet de conclure et il est évident que pour

ap = infyg H, I'inégalité est optimale. Supposons maintenant que le cas d’égalité est
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atteint, on a alors :
n—1

5 [ @1 =200)l¢Pds(s) =0

De plus, le champ de spineur ¢ est propre pour l'opérateur de Dirac, il satisfait donc
I’équation de Killing

IPpl[f2 =0 et

)\MIT

(X)),

pour tout X € I'(TQ). Puisqu'un tel champ de spineurs ne posseéde aucun zéro (voir
[Fri00] par exemple), la courbure moyenne du bord est constante et vaut 2aq. De plus,
on vérifie facilement que la valeur propre AMIT doit étre soit réelle soit imaginaire pure
[BFGK90]. Or ici on a Im(AMT) > 0, et donc AWM € iR}. Le domaine © est donc
une variété d’Einstein a courbure scalaire négative. On peut aussi vérifier que 1'on a
Im(AMT) = nay = 22 pour cela, il suffit de réecrire le terme de bord en utilisant la
formule (12) et on obtlent

| D% =" e+ (= Daug ) = = [ (Vo 10)Dg = (1= T)aug. o)

Ce terme est nul car on est dans le cas d’égalité de (47). En se servant alors du fait que
le champ de spineurs ¢ est de Killing, on a

ngoz—

n—1
V.p +v(v)De = TIm(AMIT)go.

En remplacant cette expression dans l'identité précédente, on obtient

(-1 [ (a0 D jppaste) o,

et puisque le champ ¢ ne posséde pas de zéros, on conclut que Im(AMT) = nay = 50
Reste maintenant a montrer que le bord est totalement ombilique. Pour cela, on utilise la
condition & bord satisfaite par le champ de spineurs ¢. En effet, pour tout X € I'(T(),
on a:

Vx(ivw)e) = iv(Vxv)p +iv(v)Vxe
= i(Vxv)p + apy(v)y(X)e
= 1 (Vxv)e — agy(X)y(v)e
= Y(Vxv)p + iagy(X)ep.
Cependant sur le bord, on a iy(v)p = ¢ et on obtient donc

Y(Vxv)p = —2007(X)e.

Puisque ¢ ne s’annule jamais, on en conclut que h(X) = —Vxv = 209X et le bord 09
est totalement ombilique. [l
REMARQUES 1.1. (1) La projection orthogonale By définissant une condition

elliptique locale pour I'opérateur de Dirac D de €2, on peut montrer que toute
valeur propre AMIT de D vérifie Im(AMT) < 0. L’inégalité (42) s’écrit alors

MIT |2 n - MITY ;
> — .
A > =1 lgf (R) — nIm(A )langf (H)
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(2) Il est clair que pour o = 0, on retrouve l'inégalité stricte. En effet, si on a égalité
alors Im(AM™) = na = 0, ce qui est impossible car Im(AMT) > 0.

(3) Les variétés riemanniennes spinorielles qui posseédent un spineur de Killing
imaginaire pur de nombre de Killing ‘v ont été classifiées par H. Baum dans
[Bau89a] et [Bau89b]. De telles variétés sont appelées pseudo-hyperboliques
et elles sont données par

(R Xexp Mo,g) - (R X My, dt? S 6_4atho)7

ou (My, gu,) est une variété riemannienne spinorielle compléte qui possede un
spineur parallele non trivial. On peut pour la suite supposer que le nombre de
Killing d'un tel spineur est 5 ou —3, c’est-a-dire que I'on a :

Vo = i%y(X)ng.

De plus, les hypersurfaces a courbure moyenne constante d’un espace pseudo-
hyperbolique ont été classifiées par S. Montiel dans [Mon99]. Cette classifi-
cation est connue sous le nom de Théoreme d’Alexandrov hyperbolique par
analogie avec le Théoreme d’Alexandrov qui classifie les hypersurfaces a cour-
bure moyenne constante dans I’espace euclidien. Dans le cas hyperbolique, une
hypersurface compacte a courbure moyenne constante est soit une hypersphere
géodésique (et dans ce cas, My est plate et H > 1), soit une tranche {s} x My
(et dans ce cas, My est compacte et H = 1).

On peut alors maintenant se demander si il existe des variétés qui satisfont le cas d’égalité
de (42). On a alors le résultat suivant :

COROLLAIRE 1.3. Si le bord est connexe, alors il n’existe pas de domaines compacts
satisfaisant le cas limite de l'inégalité (42).

Preuve : Soit 2 est un domaine compact dont le bord 02 est connexe et qui satisfait le
cas d’égalité de (42). Il existe alors sur ce domaine un champ de spineurs de Killing ima-
ginaire et son bord 02 est une hypersurface totalement ombilique a courbure moyenne
constante H = 1. Cependant, en utilisant le point 3 de la remarque ci-dessus, on en
déduit que 09 est une tranche {s} x My dans un espace pseudo-hyperbolique. Or il
n’existe aucun domaine compact dont le bord est une tranche et connexe. O

La remarque qui suit montre qu’on peut tout de méme construire un domaine compact
qui possede un spineur de Killing imaginaire satisfaisant (a4 une modification pres) la
condition a bord MIT.

REMARQUE 1.4. On rappelle que 'on distingue deux types de spineurs de Killing
imaginaires (voir [Bau89a] et [Bau89b|). En effet, soit ¢ un spineur de Killing ima-
ginaire et soit f = |¢|* la norme de ce champ. Contrairement au cas des spineurs de
Killing réels, la fonction f n’est pas constante. Cependant, on peut vérifier que la fonc-
tion définie par

1
dyp -= f2 - @‘Vfﬁ

est constante et positive. On dira alors qu'un spineur de Killing imaginaire est de type
I'sig,=0etdetypeIlsig, > 0.Si(M" g) est une variété riemannienne spinorielle
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complete et connexe qui possede un spineur de Killing imaginaire de nombre i et
de type I, alors (M",g) est isométrique a I'espace hyperbolique H", ., (de courbure
sectionnelle constante —4a?). Si (M™, g) posseéde un spineur de Killing imaginaire de
type I, alors (M™, g) est isométrique au produit tordu (R x My, dt? @ et gy, ), ott My
est une variété riemannienne spinorielle compléte possédant un spineur parallele non
trivial. De plus, ¢, = 0 (donc de type I) si et seulement si il existe un champ de vecteurs
unitaire & sur M tel que (&) = ip. On peut vérifier que ce champ de vecteurs ¢ est le
champ normal a chaque tranche {t} x My pour tout ¢ € R. Considérons alors le domaine
donné par le produit tordu Q := ([a,b] x My, dt* & e **gy,), ot My est une variété
riemannienne spinorielle compacte possédant un spineur de Killing parallele non trivial
et —00 < a < b < +00. Ce domaine est clairement compact mais son bord possede deux
composantes connexes. De plus, il existe sur {2 un spineur de Killing imaginaire de type
I, et donc un champ de vecteurs unitaire £ € I'(TQ2) normal aux tranches {t} x My (et
donc aux deux composantes connexes 92 ~ {a} x My et 9y ~ {b} x My du bord) qui
vérifie v(£)yp = iw. On a donc construit un domaine compact €2 dont le bord 02 possede
deux composantes connexes d€); et 9y qui sont a courbure moyenne constante 2a et
qui possede un champ de spineurs de Killing imaginaire satisfaisant

y(n)eon, = vlaa, et iy (r2)ppn, = =0, (48)
ou v (resp. vy) désigne le champ de vecteurs unitaire normal (rentrant) a 0€; (resp.

o0y).



CHAPITRE 2

Un invariant spinoriel conforme sur les variétés a bord
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UN INVARIANT SPINORIEL CONFORME SUR LES VARIETES A BORD

1. Introduction

Dans ce chapitre, on se propose de définir un invariant spinoriel conforme sur une
variété a bord a partir de la premiere valeur propre non nulle de l'opérateur de Dirac
sous une condition a bord étudiée dans le chapitre précédent.

Dans le cas d'une variété riemannienne spinorielle compacte sans bord, de nombreux tra-
vaux ont été et sont encore consacrés a I’étude d’un tel invariant. On se réfere entre autres
a [Lot86], [Hij86|, [Bar92|, [AmmO03b| ou [AHMO04|. Dans ce cadre, on rappelle que
I'opérateur de Dirac définit un opérateur différentiel elliptique d’ordre un qui admet une
extension essentiellement auto-adjointe. En particulier, son spectre est constitué d’une
suite non bornée de nombres réels. Dans les travaux cités précédemment, 1’étude porte
sur l'invariant défini par :

inf {A1(7)Vol(M,9) },

g€lgl

ou [g] est la classe conforme de la métrique riemannienne g et A1 (g) est la premiere valeur
propre de l'opérateur de Dirac. Cet objet ainsi défini, on peut le considérer comme un
analogue spinoriel de I'invariant de Yamabe. L’inégalité d'Hijazi permet en effet de relier
cet invariant a l'invariant de Yamabe. Il parait naturel qu'une étude plus “analytique”
de cet objet puisse donner des résultats analogues au probleme de Yamabe dans le cadre
spinoriel. De telles réponses ont été apportées dans [AmmO3b]|, [AHMO3] et [AHM].

Les résultats du chapitre précédent amene naturellement a se demander si on peut définir
sur une variété a bord un invariant spinoriel conforme qu’on pourrait voir comme un
analogue de I'invariant de Yamabe pu(M, OM) (voir le paragraphe 3). On remarque tout
d’abord que la définition d’un tel objet a partir du spectre de 'opérateur de Dirac va,
sur une variété a bord, dépendre de la condition a bord choisie. Il est donc nécessaire
d’utiliser des conditions a bord invariantes par changement conforme ce qui est le cas de
celles étudiées dans le chapitre précédent. Si on s’attarde quelques instants sur la condi-
tion a bord MIT, on remarque qu’une difficulté apparait : I'opérateur de Dirac n’est pas
essentiellement auto-adjoint et son spectre est complexe. De plus, le cas d’égalité n’est
jamais atteint dans I'inégalité d'Hijazi, ce qui laisse a penser que cette condition a bord
n’est pas satisfaisante pour notre probleme.

Dans ce chapitre, on va, a partir de la condition a bord associée a un opérateur de
chiralité, définir un invariant spinoriel conforme analogue a 'invariant de Yamabe d’une
variété a bord. Cet invariant sera donné par :

Amin (M, OM) := ;g[f]{ul@nvol(M,a)%},
gac|g
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ou ¢ est une structure spinorielle de M, et A;(g) est la premiere valeur propre non nulle
de l'opérateur de Dirac sous la condition a bord CHIL.

Dans une premiere partie, on donnera les premieres propriétés de cet invariant comme
par exemple sa caractérisation variationnelle. On étudiera ensuite le cas particulier de
I’hémisphere qui s’avérera tres utile pour la suite. En effet, sur I’hémisphere, on va
construire un champ de spineurs pour lequel l'invariant défini est atteint. L’objectif
principal de ce chapitre étant de comparer cet invariant défini sur une variété rieman-
nienne spinorielle compacte a bord a celui de I'hémisphere, on devra construire une
trivialisation du fibré des spineurs analogue a celle donnée dans [BG92] (voir aussi
[AHMO3|). Ainsi a partir du champ de spineurs propre de ’hémisphere et de la trivia-
lisation obtenue, on construira un spineur-test afin de I’évaluer dans la caractérisation
variationnelle de Ay, (M, 0M) et on obtiendra un résultat permettant de le comparer a

Amin(ST, OS™).

Ces résultats auront plusieurs applications. Tout d’abord, ils permettent, dans les cas que
I’on va prouver, de donner une preuve spinorielle du probleme de Yamabe sur une variété
a bord en utilisant 'inégalité d’Hijazi prouvée dans le premier chapitre. Une deuxieme
application, beaucoup moins évidente, est 'existence d’une solution a un probléeme a
bord non linéaire et critique (dans le sens des injections de Sobolev) pour l'opérateur de
Dirac (nous n’aborderons pas ce probleme). Ce travail fait 'objet d’un article en cours
de rédaction mais n’apparait pas dans cette these.

2. Définitions et premieres propriétés

On considere (M", g) une variété riemannienne spinorielle compacte a bord lisse OM
dont les structures riemannienne et spinorielle sont celles induites par la variété M. On
note v le champ de vecteurs unitaire normal rentrant a OM dont I'existence est déduite
de l'orientation de M. Dans tout ce qui suit, on sera amené a effectuer des changements
conformes de métriques. Afin de rester rigoureux dans la manipulation de ces différents
changements, on doit pouvoir distinguer dans quelle métrique on travaille et donc poser
des notations adaptées. Si § = f2g € [g] (ou [g] désigne la classe conforme de g), on
notera 3z(M) := 3(M, g) le fibré des spineurs au-dessus de (M, g), Sg(OM) = (M, g)jam
sa restriction au bord (OM,g), 7 (resp. 7°) la multiplication de Clifford agissant sur
%5(M) (resp. Sz(OM)) et de la méme maniere, Dy (resp. DJ) I'opérateur de Dirac agissant
sur Xg(M) (resp. S(OM)). Si aucune appartenance a la métrique n’apparait, c’est qu'il
n’y a pas de confusion possible pour discerner la métrique dans laquelle on travaille.
On est maintenant en mesure de donner une définition rigoureuse de I'invariant qui fait
I'objet de ce chapitre.

DEFINITION 2.1. Soit (M™, g,0) une variété riemannienne spinorielle compacte de

dimension n > 2 a bord lisse non vide OM qui possede un opérateur de chiralité T' et ou
o est une structure spinorielle sur M. On pose :

Anin (M, OM) i= inf {1 (7) [vol(M, 5)7 M
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ot A\1(g) est la premiére valeur propre non nulle de l'opérateur de Dirac sous la condition
a bord CHI, c’est-a-dire

Dy =M(9)p  surM
{ ]ngi(SolaM) =0 le long de OM, (PVB)

ot ]Biyi est la projection définissant la condition a bord associée a un opérateur de chiralité
donnée par

B; : L*(S5(0M)) — L*(VF)

©LloM —  2(Id =75(@)T)pjom
et ou V* est le sous-fibré S5(0M) propre associé a la valeur propre 1 de l'endomor-
phisme (V)T .

REMARQUE 2.1. (1) La définition de I'invariant Ay, (M, OM) dépend a premiere
vue de la condition a bord choisie, c’est-a-dire que la valeur de Api, (M, OM)
differe selon que, dans le probleme (PVB), on impose a ¢ de satisfaire B (¢jan) =
0 ou IB%;(g0|aM) = 0. On va cependant voir que ce n’est pas le cas. En effet, soit
Spec™(D,) le spectre de 'opérateur de Dirac D, sous la condition & bord IB%;'E.
En utilisant le Théoreme 1.2, on sait que Speci(Dg) est une suite non bornée

de nombres réels, qu’on peut donc écrire ()\,f(g)) pez, AVEC
D, = A\ (g)p sur M
Bi(gok‘dM) =0 le long de OM

On peut alors vérifier que Spec’(D,) = —Spec™ (D,), c’est-a-dire que si A} (g)
est une valeur propre pour l'opérateur de Dirac sous la condition IB%+, alors

—\{(g) est une valeur propre pour l'opérateur de Dirac sous la condition B, .
En effet, soit ¢ un champ de spineurs propre associé a la valeur propre A pour
la condition a bord B, on a :

Dyp=Xp et y(W)'gom = @om.

Décomposons alors le champ de spineurs ¢ suivant la chiralité du fibré des spi-
neurs et on obtient ¢ = ¢+ + ¢~ avec p* € XF (M) = 3(Id£T)Zy(M). En uti-
lisant les propriétés (29) d’un opérateur de chiralité, on montre que I'opérateur
de Dirac échange la chiralité des spineurs, et on a :

DggpjE = ApT.

En posant ¢ = ¢t — ¢, on obtient facilement que Dy = —Ap. Reste alors &
vérifier que B (pjom) = 0. Pour cela, puisque B (¢jom) = 0, on a :

Y(V)@lom = @jom,

ce qui, en utilisant le fait que la multiplication de Clifford par le champ de vec-
teurs v échange aussi la chiralité des spineurs, permet 'identification 7(V)¢|iaM =

:I:gong. On obtient :

YW @om = ()i + Y(V)P o = Pron — Piont = —Plomts
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et IB%;(@@M) = 0. Le champ de spineurs ¢ vérifie donc le probleme a bord

D,o = -\ sur M
Bf (@jom) = 0 le long de OM

On a bien montré que A € Spect(D,) < —\ € Spec™ (D,), et donc Spec™ (D) =
—Spec™ (D,). En particulier, si Ker™(D,) (resp. Ker™(D,)) désigne le noyau de
Popérateur de Dirac sous la condition & bord B, (resp. B} ), on a Ker™ (D) ~
Ker™(D,). De méme si Af(g) (resp. A\; (g)) désigne la premicre valeur propre
non nulle de 'opérateur de Dirac sous la condition a bord B, (resp. IEB;), il est
clair que |\ (g)| = [A\{ (g)], et ainsi

inf {13 (@lvolM.5)*) = int {IA; (@)vol(M. )+ }
gelgl seld]

Dans toute la suite, on pourra donc se restreindre a la condition a bord B .

Rappelons aussi que, si on pose
Hy = {p € Hi(Z,(M)) / By (piom) = 0},

o HY(S,(M)) = {¢ € T(5,(M)) / llellfz = llell3 + [Vl < oo}, alors
I'opérateur de Dirac

D, : Hy — L (Z,(M))

définit un opérateur auto-adjoint continu de Fredholm. En effet, dans [FS98],
Farinelli et Schwarz montrent que la dimension du noyau de D, sur H; est finie
et que son image est fermée dans L2 (EQ(M)). On a donc une décomposition
L2-orthogonale :

M} = Kert(D,) & C;, (2)

ou C; est le L%-supplémentaire orthogonal de Ker™(D,) dans H;r. Cet espace
est clairement fermé. Il parait intéressant pour la suite d’étudier 'action de
la multiplication de Clifford par le champ de vecteurs v sur les composantes
de H;. On a montré dans le point (1) de cette remarque que si ¢ € H;
alors un champ de spineurs ® tel que ®on = v(v)pjom satisfait & € H, . Or
H,; = Ker (Dy) ®C,, ot C; est le L*-supplémentaire orthogonal de Ker™ (D)
dans H, avec Ker™(D,) ~ Ker™ (D) par 'opération de conjugaison suivant la
chiralité et de la méme maniere, on montre que si ¢ € C; et si ® est un champ
de spineurs tel que gy = Y(v)pjom alors @ € C; . Cette propriété s’avérera
tres utile par la suite.

Grace au Théoreme 1.4, on voit que I'on peut comparer cet invariant a l'inva-
riant de Yamabe p(M, OM) de la variété M (voir la partie 3 du chapitre 1 pour
un bref rappel sur le probleme de Yamabe sur les variétés a bord). En effet, si
n > 3, on a montré que :

Amin (M, OM)2 > M, OM). (3)

4(n — 1)M<

Il parait alors naturel qu’'une étude plus approfondie de cet invariant puisse
apporter des informations sur le probleme de Yamabe sur les variétés a bord. On
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rappelle que ce probleme consiste a prouver ’existence d’une métrique conforme
a g pour laquelle la courbure scalaire de la variété ambiante est constante et
dont la courbure moyenne est nulle (c¢’est-a-dire que le bord OM est minimal).
On verra par la suite que 1'on peut résoudre (dans certains cas) ce probleme
grace a l'invariant Ay, (M, OM).

Pour faciliter I’étude de cet invariant, on va explicitement 1’écrire comme I'infimum
d’une fonctionnelle. On procedera de la méme maniere que dans [Lot86] ou [AmmO03a].
Avant cela, on va donner une caractérisation variationnelle de la premiere valeur propre
du probleme & bord (PVB). En effet, on montre :

PROPOSITION 2.1. Si \(g) désigne la premiére valeur propre non nulle du probléme
a bord (PVB), on a alors :

. Jut IDg|*dv(g)
A (g)?2 f M
19 weé?\m}{ Sy [912dv(g) }

ou C, est le L2-supplémentaire orthogonal de Ker™ (D,) dans H, .

Preuve : Afin de ne pas alourdir les notations (du moins dans cette démonstration), on
peut supprimer tout ce qui est relatif a la métrique car on ne considere pas ici 'aspect

conforme. On doit donc vérifier que :
M\ = inf {M}
1 - 2 .

vee\{oy U [y, [¥[*dv(g)

Pour montrer cette égalité, on effectue une approche variationnelle classique. Tout
d’abord, remarquons que H~ est un espace de Hilbert pour la norme H?. Considérons
alors la fonctionnelle définie sur C~ par :

Sy 1DV dv(g)
Sy [¥2dv(g)

et montrons que A? = inf J(¢)) ol Pinfimum est pris pour ¢» € C~ \ {0}. Puisque
Ju IDY2du(g) > 0, il existe une suite (®;) C C~ telle que :

J(®) —a= if J()

J() =

Remarquons que par homogénéité de .J, on peut supposer que pour tout , [, |®;|*dv(g) =
1. Or puisque I'opérateur de Dirac D sur H~ définit un opérateur de Fredohlm, il existe
une constante réelle Cy > 0 telle que pour tout ¢ € C~ \ {0}, on ait (voir [Sch95] par
exemple) :

120 < CollDUR

En particulier, la suite (®;) est uniformément bornée dans H?(XM) puisque ||D®;][3 — «a.
Or par le théoréme d’injection de Sobolev, I'inclusion H(XM) — L?*(XM) est compacte
et il existe alors un champ de spineurs ® € L*(XM) tel que ®; — @ fortement dans
L2(XM). De plus, H?(XM) étant réflexif, il existe un champ de spineurs d tel que ; — @
faiblement dans H2(XM). On vérifie facilement que ® = ®. En effet, la convergence forte
de (®;) vers ® dans L2(XM) implique la convergence faible de (®;) vers ® dans H2(XM)
et par unicité de la limite, on conclut que ® = ®. Notons ® = & € C~ puisque C~ est
fermé dans ‘H™ et que ®; € C~. Montrons maintenant que ce champ de spineurs est
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un spineur propre pour le carré de 'opérateur de Dirac sous la condition a bord CHI,
c’est-a-dire que le champ & satisfait le probleme a bord

{ D2® = a® sur M

B- (D) = 0, B-(®on) =0 lelongdeoM. T VEBD

Pour cela, on remarque que la convergence faible dans H2(XM) implique que :
|®]Z2 < liminf ||®;][72, cest-a-dire / IV®|2dv(g) < liminf/ IV, 2dv(g). (4)
1 1—00 1 M 1—00 M

En utilisant 1’expression intégrale de la formule de Schrédinger-Lichnerowicz (14), on
peut écrire :

1 —1
/ |D<I>|2——/ R|<1>|2+/ ((D%®, @) — n H|®[?) ghminf{/ |D®,|?
M 4 Ju oM 2 t—oo M

1 [ R [ (o) -] )

Par convergence forte dans L%(XM), on a :
| [ RioPaute) — [ RiePao(o)] < [RIll© - i — 0

et puisque linjection HI(XM) — L*(S(OM)) est compacte, on obtient de la méme
maniere que :

| [ HioPasto)~ [ BILds(o)] < H]lcli0 - @l fas) — 0
oM oM 100
D’autre part, puisque les champs de spineurs ¢ et ®; sont dans C~, on a :

/8M<DS(I), dYds(g) = / (DS®,, ®,)ds(g) = 0.

oM

L’inégalité (5) s’écrit alors :

/ ID®|*dv(g) < liminf/ |ID®;|%dv(g) = a = inf J(). (6)
M i—oo [y pec-

Puisque ® € C~, on a a = J(®) = inf J(¢)) ou l'infimum est pris pour ¢» € C~. On a
donc prouvé l'existence d’un champ de spineurs ® € C~ qui minimise la fonctionnelle
J. 1l reste & vérifier que ce champ satisfait bien le probleme a bord (PVB1). Pour cela,
soit ¥ € C~ et pour t €] — €, ¢[ (o € > 0), on pose &, = & + 1) de fagon a ce que 'on

ait o = d et %‘ t:()(q)t) = 7). On utilise maintenant le fait que le champ ® est un point
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critique de la fonctionnelle J, c’est-a-dire que 1'on a :

d d [ JulD®:dv(g)
:EU:O[J((I%)} - %no[ fM|@t|2dU(g)]
- ||<I>1||42 [%|t20(/M(D<I>t,D<I>t>dv(g))(/M\CI>|2dv(g))
/ pafag) 5 ([ ity
- H@H [Re(/M<Dq> Dy)dv(g))||®|lt= — HD@ﬂigRe(/M@,Wv(g))],
On obtient :

Re( [ (D®,Du)du(g) = o Re [ (@.0)dv(0). ™)

pour tout ¢ € C~. En remplagant ) par i1 dans I'identité (7) (ce qui est possible car si
e C alorsith € C7),on a:

Im(/M<D<I>,Dw>dv(g)) :alm(/M@,wdv(g)), (8)

pour tout ¢ € C~, car si z € C alors Re(iz) = —Im(z). En combinant les égalités (7) et
(8), on obtient :

/M (D&, Dyydu(g) = o /M (@, )dv(g).

pour tout ¢ € C~. Le champ de spineurs ® vérifie au sens des distributions I’équation
D2® = a® a lintérieur de M. En utilisant le théoréme d’injection de Sobolev et les
estimations elliptiques classiques (voir [Sch95] par exemple), on vérifie facilement que
® est lisse a l'intérieur de M. Les théoremes de trace permettent de conclure que ® est
lisse jusqu’au bord. Une intégration par partie permet donc d’obtenir :

/M (D*®, )du(g) + /a (D, 0)ds(g) = /M (@, $)dvlg).

pour tout v € C~. En testant cette identité avec des spineurs ¥ dont le support ne
rencontre pas le bord, on a :

/6 (DB (0))dsts) =

Or le point (2) de la Remarque 2.1 permet de vérifier que si ¢p € C~ le champ ~(v)y
satisfait BT (y(v)¥jan) = 0 et donc D® € C~. On a ainsi construit un champ de spineurs
lisse ® € I'(XM) orthogonal a Ker™ (D) qui vérifie le probléme & bord :

D2® = a® sur M
B~ (D®gm) =0, B-(Pjgm) =0  le long de M.

D’autre part, il est prouvé dans [FS98| que :
D?: {¢ € L*(XM) /B (Dgom) =0 et B (¢pom) =0} — L*(ZM)
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est un opérateur essentiellement auto-adjoint dont le spectre est donné par :

Spec(D?) = {\* / A € Spec™ (D)}.

Donc si Ay désigne la premiere valeur propre non nulle de D sous la condition a bord B~
il est clair que I'on a o < A2, car en évaluant la fonctionnelle J sur un spineur propre
pour A;, on obtient bien I’ megahte voulue. On a ainsi bien montré que a = A2, ce qui
termine la preuve de cette proposition. [l

L’invariant que I'on veut étudier fait intervenir la premiere valeur propre de 'opérateur
de Dirac sous la condition CHI. On va donc, a partir de la proposition précédente,
donner une caractérisation variationnelle de cette valeur propre. En fait, on a le corollaire
suivant :

COROLLAIRE 2.1. Si A\ désigne la premiere valeur propre non nulle du probléeme a
bord (PVB), on a alors :

[A(g)] =

uf { fM Dy *du(g) } (9)

veey | [y Re(Dy, ¥)dv(g)|
Preuve : Dans cette preuve, on omet toute référence a la métrique. Remarquons tout
d’abord que si on pose & = (I>+%D(I> € I'(XM), ou @ € I'(XM) est solution du probleme

a bord (PVB1) (ol on rappelle que o = A\? est la premiere valeur propre non nulle de
I'opérateur de Dirac D? pour le probleme & bord (PVB1)), on vérifie que :

D = )\1513 sur M
B~ (®om) =0  lelong de OM.

En utilisant la caractérisation variationnelle de A\? donnée dans la Proposition 2.1, on
obtient :

 IDYPdu(g)y 3
M| = inf {(W) } (10)

On considere maintenant la fonctionnelle I définie sur C~ et donnée par :

fM |D¢|2dv(g)
| [y Re(Dy, ¥)du(g)|”

On montre alors que |A;| = inf I(¢)) ou I'infimum est pris pour ¢» € C~. Pour cela, on
remarque immédiatement que si ¢ € I'(XM) est un spineur propre pour l'opérateur de
Dirac associé a la valeur propre A\, on a I(¢) = || et donc pour tout ¢» € C~, on
obtient que inf I(¢)) < |A;|. D’autre part, I'inégalité de Cauchy-Schwarz permet décrire
que pour tout ¢» € C~, on a :

| [ ooiato)| < ([ porae)’( [ 1oran)’,

Finalement, on conclut que :

J,, IPvFdv(g) Jys D Pdu(g)
J(W)2 = - < — I(¢).
v ([ IDYRAv(g)) 2 ( [, [[2dv(g))® ~ | JuRe(D, ¢)dv(g)] )

1) =

N|=
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Ainsi en passant a la borne inférieure dans I'inégalité précédente, on obtient :

Ml = inf J()* < inf 1(e) < Pl = M| = inf 1),

OJ

Pour faciliter la manipulation de l'invariant Ap, (M, OM), on va I'écrire sous forme va-
riationnelle. Le travail est quelque peu simplifié par les deux résultats précédents. De
plus, le fait d’avoir cet invariant comme 'infimum d’une certaine fonctionnelle permettra
ensuite d’adapter les techniques d’analyse classique sur les variétés au cadre spinoriel.

PROPOSITION 2.2. L’invariant spinoriel conforme défini par (1) s’écrit :

n+1

_ . (fM|DgSO|%dU(9)) "
OO = 0 A D e "

ou C, estle L2-supplémentaire orthogonal de Ker™ (D) dans H, .

Preuve : La démonstration de cette proposition suit la méthode employée dans [AmmO03a].
Considérons une métrique conforme a g, c’est-a-dire une métrique de la forme g = f2g
ou f: M — R est une fonction lisse strictement positive, et soit A;(g) la premieére valeur
propre de l'opérateur de Dirac Dy sous la condition a bord CHI. Grace au Corollaire
2.1, on peut écrire :

S fM |D§('0|2dv(§)
@)l = wlélcfg{ ‘ fM Re(Dgep, @)dv(ﬁ)‘ }

Etudions alors la transformation conforme des sous-espaces Ker™ (Dy) et C; . Onrappelle
que la donnée d’une métrique conforme g = f2¢ permet une identification des fibrés des
spineurs au-dessus de (M,g) et (M, g). En effet, il existe un isomorphisme de fibrés
vectoriels (qui est une isométrie sur les fibres) :

F:5,(M) — S5(M), (12)

tel que si D, (resp. Dg) désigne 'opérateur de Dirac agissant sur X,(M) (resp. £3(M)),
on a la relation :
P (Dy(F(¥) ) = £ D, (£ )
pour tout ¢ € I'(X,M). On voit alors clairement que :
e Ker(D,) <=  f "7 F() € Ker(Dy).
En particulier, la dimension du noyau est invariante par changement conforme. Ainsi,
on vérifie que :

n+41

Y e, = T2 FW)ec;.
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En effet, pour tout ¢ € Ker™(D,), on a :
vec, = /Mw, ¢)dv(g) =
= [ ). FE) ) -
=[RS TR o

Orsi ¢ € Ker™ (D), le champ FTUTF(9) € Ker™ (Dy) > F(y) € C; . Puisque
F est un isomorphisme, on peut écrire tout champ de spineurs ¥ € H_ comme l'image
par F d'un champ ¢ € H_. On se sert aussi ici du fait que la condition & bord CHI est
invariante par changement conforme, car il est facile de vérifier en utilisant les relations
(16) de la partie 2.2 du chapitre 1 que : ¢ € H; <= F(¢)) € H; ou l'opérateur de
chiralité et la condition & bord CHI sur (M, g) sont définis par :

— 1 —
F:=FoloF' e B;:= 5(Iouﬂ(v)r).

Donc si on pose ¥ = f _nTHF(cp) pour p € C, et W € C, la caractérisation variationnelle
de A\ (g) donne :

M@ =t {

veCs

Ju 1 2dv(9) }
| Ju Re(¥, Dy W)do(g)|
JulF T F ()2 fdv(g)

n+1 —1

inf
vec, ‘f Re(f™ 2 F(p), Dy (f~ ER (gp)))f"dv(g)|}

— in fM 1|g0|2dv q)
- gaecfg{|fMRe @,Dgl ))dv(g)‘} (13)

ou l'on s’est servi du fait que 'application F est une isométrie sur les fibres et que les
éléments de volume de (M, g) et (M,7) sont reliés par la formule dv(g) = f"dv(g). En
utilisant la formule de Holder, on remarque que 1’'on a :

__n_ 2n_ _n_
[ elFate) = [ () )
M

</Mf_1|90|2dv(9)>nil(/Mf”dv(g)>n+1,

/ el rau(o) / I el2dv(g) ) vol (M, 9)*,

pour tout f € CP(M) et ¢ € Cg . De plus, on a égalité si et seulement si il existe une

IN

c’est-a-dire

constante ¢ > 0 telle que f = ¢ \<p|ni+1 ou si ¢ =0 (ce qui est exclu par hypothese). On
a donc pour tout ¢ € C; :

n

it {( [ 571ePa0) Tl 2 el (14)

FeCT (M)
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Or si le champ de spineurs ¢ ne s’annule en aucun point, on peut poser f = |g0|ni+1, et
on a égalité dans (14). Sinon on construit, a partir de ce champ de spineurs, une suite
de fonctions fi : M — R telle que :

n+ 1
([ e1eav(@) ™ volM.93)% = llelBuyrony

ot g5, = fEg. On a donc montré qu’il y a égalité dans (14). Revenons maintenant
a l'expression de Apin(M,0M). En utilisant les relations (13) et (14), on obtient pour

g=fg9¢€lgl:

Amin(M, M) = feégofM){Ml( )|vol(M,§)ﬁ}

3=

—1 2
= inf 1nf{ (fM ol )> vol(M, g)
recx ) geey L [y, Re(p, Dy to)du(g)|

—1),,|2 b
PO {(fM |ol*dv(g)) vol(M,g) }
pecy reczan | [ Re(p, Dy lp)do(g)]

}

inf
peCy

{ (fu Il dv(g)) ™ }

| [y Relp, D, tp)du(g)|

et on obtient alors le résultat annoncé. |

C’est donc sous cette forme que 1'on va pouvoir étudier cet invariant spinoriel conforme
qu’on a défini plus en détail. En fait, on va pouvoir le comparer a celui de ’hémisphere
de méme dimension St . C’est dans cette optique que ’on consacre la section suivante a
I'évaluation de cet invariant sur I’hémisphere S} .

3. Le cas de 'hémisphére S

Le but de cette section est de donner explicitement la valeur de l'invariant introduit
dans la section précédente lorsque la variété considérée est I'hémisphere

St i={z= (21, s Tp1) ER™ / 23+ . +22 =1 et x,11 >0}

muni de sa structure conforme canonique [gs] (ou gs est la métrique induite de la
métrique euclidienne de R"*1) et de sa structure spinorielle og. On se place toujours
dans le cadre décrit au début de cette partie. On notera cet invariant Apin(S", 881) et
on montre alors :

PROPOSITION 2.3. Sur I’hémisphere S} muni de ses structures spinorielle et conforme
standard, on a :

Amin(ST, OST) = g (%) (15)

ot wy, = vol(S™, gst). De plus, on sait alors qu’il existe au moins un champ de spineurs
de Killing sur ST qui vérifie le probleme a bord (PVB).
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Preuve : La démonstration de cette proposition est une simple application du Théoreme
1.2. En effet, considérons un champ de spineurs ¢ € F(ngt (S’jr)) vérifiant le probleme
a bord suivant :

D% =A(gst) ¢ sur St
B, (@osn) =0 le long de 9SS ~ S"1,

ou D% est 'opérateur de Dirac sur (S%, gst). On remarque alors que I'on est dans le cas
d’égalité du Théoreme 1.2. En effet, le cas d’égalité est atteint dans (1.2) si et seulement
si la variété considérée est isométrique a un hémisphere de rayon donné. Comme ici
la variété considérée est exactement ’hémisphere S, on est bien dans le cas d’égalité,
c’est-a~dire que 'on a :

n
mﬂl(Lgst)-

Or sur S7, la premiere valeur propre du probléme a bord :

L(u) = pu(L)u  sur S}
{ B(Wasz;) =0 le long de 0S", (PVY)

A1 (gst)2 =

est n(n — 1) et on obtient alors que A;(gy)* = %2. On peut en particulier affirmer qu’il
existe au moins un champ de spineurs de Killing vérifiant le probleme & bord (PVB).
En utilisant la relation (3) qui compare I'invariant de Yamabe p(S", 0S") et I'invariant
Amin (S7, 0S™), on peut écrire :

2

(S, O87) < Amin (81, O8L)? < “-vol(SL) .

3

4(n—1)

Or dans [Esc92b], Escobar montre que l'invariant de Yamabe (S", S ) de ’'hémisphere
muni de sa classe conforme standard vaut :

p(S",08") = n(n — 1) (ﬂ>

2
On a donc :
L (S, oST) = n* (“’”)i < Amin(S7,087)% < " (wa)’%
TP CH ) =7(5) <AL <1 (5)
1
ce qui permet de conclure que Ay (S}, 0S7T) = %(%") " O

On verra dans la section 5 une construction explicite d'un champ de spineurs de Killing
qui vérifie le probleme a bord (PVB) et qui en plus sera tres utile pour pouvoir comparer
I'invariant spinoriel conforme Api, (M, M) a celui de I'hémisphere ST}. Une des motiva-
tions qui peut amener a comparer ces deux invariants vient du probleme de Yamabe sur
les variétés a bord. En effet, on a le corollaire suivant :

COROLLAIRE 2.2. Soit (M™, g) une variété riemannienne spinorielle compacte a bord
non vide OM, dont linvariant de Yamabe u(M,OM) est strictement positif. On suppose
de plus que la variété M posséde un opérateur de chiralité. Alors si :

)\min(M> aM) < )\min<S:L-7 aSZ—)a (16>

il existe une métrique conforme a g dans laquelle la courbure scalaire est constante et
dont le bord est minimal.
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Preuve : Ce résultat découle comme le précédent d'une simple application de 'inégalité
(3). En effet, la résolution du probleme de Yamabe sur une variété a bord est équivalente

a la validité d'une inégalité fine sur I'invariant de Yamabe p(M, OM) de M. Plus précisement,
si u(M,0M) < (ST, 0ST), alors le probleme de Yamabe est résolu. On va donc montrer
cette inégalité sous les hypotheses de ce corollaire. Par (3) et (16), on a :

2 2

2 2

n M(M7 aM) S )\min(Ma g, [g])2 < /\min(Si)2 - %2_59‘);{7

4(n—1)

2
et donc (M, OM) < n(n—1)2 nw; = u(ST, 08" ), ce qui résout le probleme de Yamabe.
U

Pour pouvoir comparer ces deux invariants, on va utiliser les méthodes employées par
Ammann, Humbert et Morel dans [AHM] et [AHMO03]. Ces méthodes se rapprochent
de celles utilisées par Aubin [Aub76] et Schoen [Sch84] dans le cas des variétés com-
pactes sans bord ou bien encore Escobar [Esc92b| dans le cas des variétés a bord.
En effet, a partir du champ de spineurs que 'on vient d’obtenir sur I’hémisphere, on
va pouvoir explicitement construire de “bons” spineurs que l'on évaluera dans la ca-
ractérisation variationnelle de A, (M, OM) obtenue dans la Proposition 2.2. Cependant
de nombreuses difficultés apparaissent du fait que ’on manipule des spineurs et non
plus des fonctions. En effet, il faut tenir compte que le fibré des spineurs dépend de
la métrique riemannienne et la construction de spineurs-tests a partir de champs de
Killing sur S nécessitent beaucoup de précautions comme on va le voir dans la section
suivante.

4. Construction d’une trivialisation adaptée du fibré des spineurs

Dans cette section, on va construire une trivialisation du fibré des spineurs au voi-
sinage d’un point ¢ € OM a partir d'un systeme de coordonnées adapté au voisinage de
ce point. Cette trivialisation va permettre d’identifier le fibré des spineurs au-dessus de
la variété (M, g) avec celui au-dessus de M munie d’une autre métrique.

On consideére donc (M", ¢g) une variété riemannienne spinorielle compacte a bord non
vide OM munie des structures riemannienne et spinorielle induites par celles de la variété
ambiante M. On notera g la restriction au bord OM de la métrique sur M. Considérons
alors un point ¢ € OM et soit (xy,...,x,_1) un systeme de coordonnées normales en
ce point. Si t +— ~v(t) = t désigne la géodésique orthogonale a OM paramétrée par la
longueur d’arc, il existe alors deux ouverts U C T,M et V. C M tels que 'application
donnée par
Fq: UcTM — VCM
(1, ey Ty, t) — m

soit un difféomorphisme préservant l'orientation. C’est donc un systeme de coordonnées
locales de M en un point ¢ du bord qui est appelé “systeme de coordonnées de Fermi”.
Remarquons que T,M ~ R"! x R* et donc que U est un ouvert du type U’ x [0, €[, ou

U’ est un ouvert de R" ! et € > 0. De plus, sit > 0, alors m € V, et si t=0, m € VNOM.
Dans ce systéme de coordonnées, la métrique ds? est donné par :

ds® = dt* + g;j(z,t)dx'da’, (17)
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pour tout 1 <i,j <n — 1 et pour tout (x,t) € U. Posons alors :
G: VCM — $%(n,R) = {matrices symétriques définies-positives n x n}
Cette application est clairement lisse, car la métrique g dépend de maniere lisse du point

m. Comme dans ce systeme de coordonnées, la métrique est donnée par (17), on peut
alors poser :

Gm O =
De plus, puisque la variété M est riemannienne, la métrique est définie positive en chaque
point de V et la matrice G, est donc définie positive pour tout m € V. De la méme
maniere, pour tout m € V, Gy, est une matrice définie positive. Il existe alors une
matrice symétrique B,, € S*(n — 1, R) telle que :
B, =G,/ (18)
et qui dépend aussi de maniere lisse du point m € V. Si on pose :

_ 1§m O 2
Bm—( 0 1)€S(n,R),

cette matrice satisfait la relation B2, = G_! pour tout m € V. Remarquons que pour
tout X,Y € R} = {(z1,...,2p—1,t) ER" /£ >0}, 0n a:

"(BnX)Gn(BnY) = "X LY =¢(X,Y), (19)
ou § est le produit scalaire euclidien standard sur R’}. En tout point m € V, on a donc
construit un isomorphisme :
qui dépend de facgon lisse du point m. De plus, cette application est une isométrie grace

a la propriété (19) (par construction). On est alors en mesure d’identifier localement
grace aux coordonnées de Fermi les SO,,-fibrés principaux des reperes linéaires :

SO(U,€) = U x SO(Tz1,,U,€) et SO(V,g) =V x SO(T,nV, gm),

ol SO(TF(;1(m)U, €) (resp. SO(T,,V, gm)) est le groupe spécial ortoghonal de Tr1(mU
(resp. T, V) qui préserve le produit scalaire £ (resp. ¢,,). En effet, 'action de B permet
d’écrire le diagramme commutatif suivant :

U x SO(T -1,y U, €) e VX SO(T,V, )

UcTM _ - VcM

ou 'application ¢ := F, x B est donnée par I’action naturelle de B sur chaque section de
SO(U, &). On peut relever application ¢ & U x Spin (Tf;1(m)U, f) et V x Spin (TmV, gm)
au-dessus des ouverts U et V, ol Spin(qu—1 (m Us €) (resp. Spin(T,,,V, gn)) est le groupe
spinoriel de (Tz-1(,,)U, &) (resp. (T, V, gm)) qui est le revétement universel du groupe
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SO(T -1() U, €) (resp. SO(TV, grm)) pour n > 3. On a donc le diagramme commutatif
suivant :

U % Spin(T g1, U, &) —— V x Spin(T,nV, g,n)

UcTM _ - VCM.

Cet isomorphisme 5 permet d’obtenir unr trivialisation du fibrés des spineurs ¥,(M)
au-dessus de V donnée par I'isomorphisme (qui est une isométrie sur les fibres) :

Se(U) = <U x Spin(T}-;l(m)U,f)> o Dy — N,(V) = (v X Spin(TmV,gm)> 0 S
V=I5, — ¥=[C(s),¢], (20)

ol p, est la représentation spinorielle. De la méme maniere, cette trivialisation induit

une trivialisation de la restriction au bord du fibré des spineurs qui, on le rappelle, est
définis par :

S,(V) = ((v M OM) x Spin (T, (V N M), gm))> %00 S

ou l'application « est 'application qui permet d’identifier I'algebre de Clifford complexe
Cl,,_1 avec la partie paire de 1’algebre de Clifford complexe Cl,,.

On conclut cette section par un point essentiel pour la suite. En effet, on va exprimer
I'opérateur de Dirac D, agissant sur les sections du fibré ¥,(V) en fonction de I'opérateur
de Dirac D¢ agissant sur les sections du fibré ¥¢(U) dans la trivialisation que I'on vient
de construire. Pour cela, on pose :

€; = bza],
de telle sorte que (61, ceey en) est un repere orthonormé de (TV, g), ou :
8 .
B o pourl <j3<n-—-1
0 = { o o
OTn ot

dans le systeme de coordonnées de Fermi. De plus, par les identifications effectuées
précédemment, on peut supposer que le champ de vecteurs unitaire e,, normal rentrant
a VN oM est donné par :

en =V = 0, (21)

et on a donc &), = &/ et b = O pour tout 1 < 4,5 < n. On vérifie alors que les
multiplications de Clifford et les produits scalaires hermitiens sur X¢(U) et 3,(V) sont
reliés par :

%0 =yl et (U, B)g = (¥, 0)e (22)
pour tout ¢, ¢ € I'(S¢(U)) et out v¢ (resp. 7,) désigne la multiplication de Clifford sur
Ye(U) (resp. 24(V)) et (, )e (vesp. (, )4) le produit scalaire hermitien sur X¢(U) (resp.
Xg(V)).
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Dans la suite, on notera V (resp. V) les connexions de Levi-Civita riemannienne et
spinorielle de (U, &) (resp. (V, g)). Cependant, on notera indifféremment par 7 les mul-
tiplications de Clifford agissant sur X¢(U) et 3,(V). On a alors la proposition suivante :

PROPOSITION 2.4. Si D¢ et D, désignent les opérateurs de Dirac agissant respecti-
vement sur Le(U) et Xy(V), on a :

Dyt = Deth+ Y (b — 67)v(0:) Vo, + (Wi +4(T)¢

ij=1

@ E)g -

Hyy ()¢, (23)

ou v € I'(TV) est une estention locale du champ de vecteurs unitaire normal v €
D(TVivhom) et ot W € T(A3(T*V)), T € I(T*V) et U € D(A*(T*V)) sont donnés par :

1 —
W= o Y a0 iv(e) (e ()
1§i,v]¥l§§n71

> (T —Thnley)

1<i,j<n—1

> @he)+ BT e (e,

I I N

avec Hy la courbure moyenne de OM, = {F,(x,t) / t est firé} et ou, pour tout m € V,
les coefficients (b=1)F sont les coefficients de la matrice inverse de B,y,.

Preuve : Rappelons tout d’abord que la connexion de Levi-Civita spinorielle est donnée
par :

eﬂb = 62 E Z sz/y 6] )1/} (24)

1<] k<n

ot ¥ € T'(Xe(U)), ¥ € T(X,(V)) est son image par lidentification (20) et ffj sont
les symboles de Christoffel dans le repere {ey, ..., e,} définis par Fzy = g(Ve,ej,ex). En
utilisant 'expression locale de l'opérateur de Dirac DY agissant sur ¥,(V), on obtient :

D6 =D+ 3. (0~ 3@ Ve + 1 3 Thaler(e) e

ij=1 1< j,k<n

Développons maintenant le dernier terme de cette identité. Pour cela, on décompose
cette somme en une sommation sur les vecteurs tangents au bord et une autre sur le
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vecteur normal. On a alors :

1 n

3
I

> Thaerleylen)d = DY Thale)v(e)v(en)d + Z L7y (e (e (en)d
1<i,j,k<n k=1 i,j=1 i,j=1
n—1 n n—1 n
= Z ff]’y(el) + Z Z Pzn’y 61 (61(3)@
jk=1 i=1 k=1 i=1
n—1 n
+ N Tha(e)yle)v(en)d + Z T2 ~v(e)y(en)V(en) ¥
j=1 i=1
n—1 _
= ) Thrle)yle)ylen)d + Z Tk v (en)y(e)y(er)®
i k=1 k:jfl

-1
+ ) TE (e y(en)v(er) P + Z L7y (e:)y(es)y(en)
i,k 1,j=1
= TE Al + Y Trale))d — > Thyle)d
k=1 =1

=1

On obtient donc, puisque fzn(m) = 0 pour tout m € V :

> Thvter(e)ven)d = Z Thy(en)y ZFW €)Y

1<4,5,k<n i,5,k=1 i,j=1
§ : anfy el 6] w + fy E szﬁ)/ 61
i,7=1 2,7=1

B Z an/y € ¢ + Z Fm’y 62 Z F'Ln7 61

Or remarquons que ffj = g(Veejer) = —glej, Veer) = —ffk (mais ces symboles
de Christoffel ne sont pas symétriques car [e;, e;] # 0) et que puisque le champ de

vecteurs v = 0y est obtenu par transport parallele le long d’une géodésique, on a I =
9(V,0:,€;) = 0. De plus,

f?n = 62(9(57 ;>> - g(eia v;;) F?nv
et alors f?n = 0 pour tout 1 < i <n. On obtient donc :

Z FZJ’V 61 ( k)a Z sz’y eZ Z Fm/y el

2,5,k=1 i,j,k=1 1,j=1

~2y(¥ Z T, 7(e;

2,j=1
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Cependant, on peut développer le dernier terme de 1’expression précédente en :

n-l n—1
2> T yle(e)d = Z T y(e)y(e)d + > Th(e)v(e)d

4,j=1 4,j=1 ijfl

n—1
= Z an,}/ 61 Z F]n’Y 62 )¢ —2 Z F;n51J77ZJ
1,j=1 2,7=1 i,j=1
n—1
= > (T, =Ti)v(e) —QZF_
ij=1
n—1 _ N
= > (T~ Th)le)y(e))d +2(n — DH,

1,7=1

ouH, = - > " 9(Ve,v, ;) est la courbure moyenne de OM, := {F,(x,t) / t est fixé}.
Alors :

n—1
Z TEr(e)y(e)v(end = TEr(en)y(e;)y(en)d — 2(n — 1)y (P)HD
i,4,k=1 i,4,k=1
n—1
+9() > (T, 415, =TI )v(e)v(e)d.  (25)
ij=1

: ™o .
Remarquons encore que puisque I}, =0, on a :

ST (9, + T, — )7 (e (e,)8 = 0,

j=1

.

et 'opérateur de Dirac est donc donné par :

Dy = Detp+ Z | — 61)7(9:) Vs, ¢+ Z T (e)v(e;)y(en)d
1,5=1 zyk 1
B n—1 . . . . _1
+ @) Y (T + T, — T ) (e — =
i,j=1

1A ()7

Développons maintenant le troisieme terme de 1’égalité précédente. On obtient :

S Baehen@d = Y Faenlen@i+ Y Hoteneh (e

1,7,k=1 i1£jFkFEL i=j#k
+ Z Fw'y ei)y(e;)y(er)t + Z Flﬂ ei)v(e;)y(en)y
i#£j=k Jj#i=k

+ Z Fz]’Y ei)y(ej)v(e k)@ (26)

i=j=k
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Or d’une part, on a :
5™ Fstein(en(ed - - 3 Blesed = - Y- Fio(e
i=j#k J#k i#£]
D’autre part, on a :
Z Ti(e)y Zrlﬂ ei)y Zrzﬂ ei)y(e;)¥ =
i#j=k i#] 1#]
et
Z szfy 62 )f}/(ek)a = Z szfy(el)fY( w Z Fu/y e]
j#i=k i#£] i#]

Le terme (26) s’écrit donc finalement :

-1
Z F2]7 el (ek)a = Z ff]f}/(el) ek E Z FZ _F] )E?

ijk=1 itjtht

ce qui permet d’obtenir :

—

1)

.
7 N

Dy = D§¢+Z bl — 67)(0) Vo, )V8¢+ Z Thy(en)y(es)y(en)y

3,j=1 z]k 1
1#£j#k
n—1 ' "
+570) D (T + T = T ) (e () (27)
N 17;?;1 J/
@

On va pouvoir maintenant développer cette expression en fonction des coefficients (b )1<z j<n
afin d’avoir exactement le développement annoncé. Regardons le terme (1) de I'expres-
sion (27) ; on rappelle que le repeére orthonormé local {ey, ..., e, } est défini par la relation

= b]0;, ou {0, ...,0n—1,0,} est le repere local induit par les coordonnées de Fermi,

on a donc : Ffjek = Ffjbﬁfal (ot on a adopté la convention de sommation d’Einstein).
D’autre part,

They, = Vee; = biVa, (50,) = 070,(b5)0, + U]b:T 0,
ot les symboles de Christoffel T sont définis par I'L, = g(V, 0, 0;), donc :
They, = (00,(b)) + 06T,
et alors

Tk = (070,(b)) + bjbsTL,) (b7 (28)
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Le terme (1) est donc donné par :
—1

Z Ty (ei)y Z B, (B + BIBTL ) (1) (es)v(es) v (en) .
i i

Cependant, en utilisant la symétrie des symboles de Christoffel I' et le fait que y(e;)y(e;) =
—(e;)y(e;) pour i # j, on vérifie que :

n—1
E bibs Ty (0™ )i (ea)v(e)y(en)d = — bibs T (b v (en)v(e) v (en)d,
i,5,k=1 i,j,k=1
i£jFk i#£jF#k

et donc :

Z b0 (0™ v (ea)v(e)y(en)d =
i,5,k=1
i#j#k

On a donc bien montré que le terme (1) vaut :

n—1
1 ~ — 1 . ) _ _
7 2 Tirle(eend =1 > 0o b0 Div(enr(es)v(en)d = v(W)Y,
1,5,k=1 1<i,5,k<n—1
i#j7#k i#j7#k
ou

1 ) . *
W=7 > o) (0 ir(e)v(e)y(er) € T(AY(T*V)).
i#j 7k

Passons maintenant au terme (2) de I’expression (27) ; pour cela, on procede de la méme
maniere que pour obtenir (28). On a :

[V e; = T0.058, = V,e; = bV, (00) = Vo, (00)) = 8,(6))8; + bLI7,0,,

ni-j
et alors : -
07 = (0u(b)) + biT7,) (b7 1)
De plus, on a :

rl e =T b9, =V, v ="bV0 = brTl o),

jn-t jorn

et donc f§ = b;Fin(b_ ). En remplagant ces quantités dans 1’expression que I'on veut

calculer, on obtient :

n—1 n—1

> (O + T = Th)ated(e)d = 3 (2, + b, (57,
i,j=1 j=1
it i#]

BT (67 = BT, (07! ) (e v ().

Or par symétrie des symboles de Christoffel T'¥., on a alors pour (2) :

@) Y ([t T - Er(e)r(e)B = 1D, (20)

1,7=1
i#]
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oll on a posé

n—1

1 _ *
Z=7 Z (@) (0™ + 05T, (071 v(e)v(e;) € T(A*(T*V))
z,g;l
Cela termine la preuve de cette proposition. Il

Dans la suite, cette expression va nous permettre de donner un développement limité
de l'opérateur de Dirac D, et donc de la fonctionnelle de la Proposition 2.2, au voi-
sinage d’un point ¢ € M. On verra alors qu'un choix judicieux de métrique ainsi
que la construction d’un champ de spineurs s’imposent afin de comparer les invariants

)\min(M; 81\/[) et )\min(Si, 881)

5. Le spineur-test

Dans cette partie, on va construire un champ de spineurs permettant d’évaluer la
fonctionnelle donnant U'invariant Ay, (M, M) sur une variété riemannienne spinorielle
(M™, g) a bord non vide OM possédant un opérateur de chiralité. On rappelle que I'on a
montré dans la Proposition 2.2 que :

2n ntl
(Ju Dyl ™1 dv(g)) ™ )
’fMRe o5 p)du(g )‘ .

Rappelons aussi que le but de ce chapitre est de comparer cet invariant de la variété M
a celui de I'hémisphere S’ que I'on a explicitement calculé dans le paragraphe 3. Pour
cela, le spineur-test qui apparait naturellement, suivant les travaux de Aubin ([Aub76])
et de Ammann, Humbert et Morel ([AHMO3)), va étre construit a partir d'un champ
de spineurs de Killing sur S" vérifiant la condition a bord étudiée. En effet, on va
tout d’abord construire explicitement un champ de spineurs 1+ € F(EE(R?F)) sur R}
vérifiant le probleme a bord :

Dgwi +% fwi sur R’} (30)

(¢|6Rn) = le long de ORY,

Amin(M, OM) := 1nf{\)\1 )|vol(M, g)~ }— mf {

ou D¢ est I'opérateur de Dirac agissant sur le fibré 3¢ (R?r) et f:RY — R est
une fonction a valeurs strictement positive. Ensuite, on se servira du fait que le demi-
espace R’ muni de la métrique canonique euclidienne § est conformément isométrique
a ’hémisphere S7 \ {¢} (ou1 ¢ est un point du bord 9S7) muni de sa métrique standard
qu’on notera gy. Grace a cette isométrie, on pourra alors, par I'identification donnée en
(12), construire un champ de spineurs de Killing sur S” vérifiant le probleme a bord

étudié. C’est ce champ de spineurs qui interviendra par la suite dans ’étude de 'inva-
riant Ay, (M, OM).

L'identification conforme entre le demi-espace (R, ) et 'hémisphere (S} \ {¢}, g«t), ou
gst est la métrique canonique induite par la métrique euclidienne de R"* et ¢ € oS
est décrite ci-dessous. On effectue une projection stéréographique en prenant le point g
sur le bord de S, et on peut ainsi vérifier que I'on a une isométrie entre :

(R ) e (8\ {ahow), 1)
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ot r? = 2%+ ...+ a2 si (z1,...,x,) € R7. Les variétés (R7,¢) et (ST \ {g}, gs) sont donc
conformément isométriques. Cette application permet alors une identification des fibrés
des spineurs au-dessus de ces deux variétés. En effet, on a I'isomorphisme :

F 5 (RY) — Sy (RY) = 8, (ST \ {q}), (32)

ot f3(r) = ﬁ. De plus, il vérifie la relation suivante :

P (D (F(1) ) = F~ "5 De(f "5 ), (33)

pour tout ¢ € F(Eg(R’fr)) et ot D% (resp. D¢) est 'opérateur de Dirac fondamental
agissant sur le fibré des spineurs au-dessus de (S’jr \{q}, gst) (resp. (R’}r, 1S )) On s’inspire

alors de [AHM]| pour montrer 'existence d’un champ de spineurs sur (Ri, f) vérifiant
le probleme a bord (30). En effet, on a :

PROPOSITION 2.5. Sur le demi-espace RY; muni de la métrique canonique euclidienne
¢, il existe un champ de spineurs non nul Y+ € F(Eg(R’}r)) vérifiant le probléme a bord :

Dot = 3/ sur R
(¢|8Rn) =0 le long de OR'}.

Preuve : On commence par construire un champ = vérifiant Detp* = £2 fo)* sur R’} et
on montre ensuite qu'un tel champ peut étre choisi vérifiant la condition a bord étudiée.
Pour cela, fixons un champ de spineurs parallele &, € F(Zg(Rﬁ)), et posons pour tout
r=(x1,...,2,) € RY :

UH(2) = —=f2 (r)y(1 F )@ (), (34)
\/_
o r? = z% + ... + 2. En rappelant que l'opérateur de Dirac D¢ est localement donné
par :

» — Z’Y( )1907

ou (0;)1<i<n vérifie v(0;)v(0;) + v(9;)7(0;) = —20;; pour tout 1 < i,j < n. On calcule
maintenant explicitement 1’expression de D U™ :

DV (z) = \/—Z’Y f2(r(1 = z)®o)(w)
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et alors :

DeW*(z) = —mﬁ“(r)v(x)% BEWs T ()t + 7 2(r) ®o.

En remarquant que :
2— f(T)TQ = f(r)a
on obtient alors :

Dl () = £ f(r) ¥ (a). (35)

Reste alors a montrer que ce champ de spineurs peut étre choisi vérifiant la condition a
bord CHI. Pour cela, on considere le champ de vecteurs v unitaire normal a R’} et on
le prolonge a R tout entier par transport parallele, c’est-a-dire qu’on le prolonge en un
champ de vecteurs v € I'(TR?) tel que (x) = v(z) pour tout € JR’. On pose :

1 -
Uy = 5(‘1’0 + v (v)I'®y),

ou I' est I'opérateur de chiralité de ¢ (Ri) Il est alors immédiat que ce champ de
spineurs vérifie :

")/(V)F\I/maRi = \I/0|3R1, c’est-a-dire ]Bg<‘110‘8Ri) = 0, (36)

et c’est encore un champ parallele (puisque le bord JR?; est totalement géodésique dans
R™ ). La relation (35) ne reposant que sur le parallélisme du spineur ®, dans I’expression
(34), un calcul immédiat permet de vérifier que le champ de spineurs

V(@) = f2(r)y(1 - 2) o () (37)
vérifie bien le probleme a bord (30). Remarquons pour finir la preuve de cette proposition
que le champ de spineurs ¢ peut étre construit de maniere a vérifier B;(wgm) =0.0

On peut alors énoncer la proposition annoncée dans la section 3 donnant une construc-
tion explicite d'un champ de spineurs de Killing sur S’ vérifiant le probleme a bord
(PVB). En effet, on a :

PROPOSITION 2.6. Il existe un champ de spineurs de Killing ¢ € F(ngt (S?r))
vérifiant le probléeme a bord
DSt = +2p* sur ST
{ IB%;ﬁ(gp‘iaS,l) =0 le long de OS}. (38)
Preuve : On sait par la Proposition 2.5 qu’il existe un champ de spineurs * € T'(3¢(R?))
vérifiant le probleme a bord (30). Si on pose p* = f ’%F(wi), ou F est I'isomorphisme
de fibrés donné en (32), alors ¢* € I'(Z,, (ST \ {¢})) et par la relation (33), on a :

D%t = D% (f " F(y))
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De plus, puisque la condition a bord étudiée est invariante par changement conforme,
on a :

B, (#jos) = 0.
Le champ de spineurs ¢ est donc un champ de spineurs de Killing qui vérifie le probleme
a bord (38) sur S} \ {¢}. On montre alors que ce champ de spineurs satisfait (2.6) sur
S% tout entier. Soit € > 0 et soit 1. : U — [0, 1] une fonction de cut-off sur un ouvert U
de S contenant g et qui vérifie n. = 1 sur Bf (), supp (n.) C B3.(q) et |Vn| < C/e on
C est une constante réelle strictement positive. On remarque que pour tout ® € H~ on
a:

/{I<90,D81¢>>dv(gst) = /U<gp,DS’i(n5q>+(1—ng)@)m(gst)
= /{J(@aDSi((l_77€>(I))>dv(gst)+/U<§0777€D51q)>dv(gst)

n / (027(V.)®) dv(ge) (39)
U

Puisque ¢ est une solution du probleme a bord (38) sur S \ {¢}, on obtient :

[ @D (= mw)intan) = 5 [ (00— n)®)doton) = 5 [ (o Dot

e—0

D’autre part, le deuxieme terme de I'identité (39) peut étre estimé par :

‘/U<907775Dgiq’>dv(9st)‘ < ||90||L2(B2+5)||D81(I)||L2(B§;)'

Il est alors facile de voir que le terme de droite tend vers 0 lorsque ¢ — 0. Reste a
estimer le dernier terme de (39). Pour cela, on remarque que :

| / (0, 7(Vn)B)dv(gs)| < vol(BL(a))  [[Vnllco [lellus 1911z < Cllllages ) €3~

et puisque n > 2, ce terme tend bien vers 0 lorsque ¢ — 0. On a ainsi prouver que le
champ de spineurs vérifie au sens faible mais sur tout l'ouvert U le probleme (38). Les
résultats classiques de régularité permettent de conclure qu’il satisfait ce probleme au
sens fort sur S” tout entier. O

On verra alors dans la section 6 qu’a partir du champ de spineurs de la Proposition
2.6, on pourra construire un spineur-test adapté au probléeme permettant ainsi la com-
paraison de Ayin (M, OM) et A\pin (ST, 0ST). En effet, en utilisant une fonction de cut-off
a support compact dans I'ouvert de trivialisation U C R’} introduit dans le paragraphe
4, on construit un champ de spineurs a support compact contenu dans cet ouvert. En-
suite, grace a la trivialisation étudiée dans la section 4, on obtient un champ de spineurs
dont le support est contenu dans 'ouvert V. C M constituant un candidat naturel pour
atteindre l'objectif fixé.

6. Une majoration de l'invariant spinoriel conforme \;,(M, OM)

Dans ce chapitre, on donne une majoration de Apin (M, OM) par Awin(S7, 9S") pour
toute variété compacte riemannienne (M”, g) a bord munie d’une structure spinorielle &
et d’un opérateur de chiralité I". En effet, on va voir qu'un développement de la métrique
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et de l'opérateur de Dirac au voisinage d’un point du bord, ainsi que l'utilisation du
spineur-test construit a ’aide du champ de Killing de la section 5 permettent alors de
montrer le théoreme suivant :

THEOREME 2.1. Soit (M", g) une variété riemannienne spinorielle compacte & bord
non vide OM possédant un opérateur de chiralité. Alors sin > 2, on a :
W,

e T o
)\min<M7 aM) S )\min(SJra 8S+) = E (7) ) (40)

ol wy, = vol(S™, ggt).

La démonstration de ce résultat sera découpée en deux parties selon que la dimension
de la variété M satisfait n > 3 ou n = 2. En effet, on verra que la démonstration dans
le cas ol n > 3 ne permet pas de conclure lorsque n = 2 et on devra alors effectuer une
petite modification afin de la rendre valide.

6.1. Développement de 'opérateur de Dirac au voisinage d’un point du
bord. Dans cette partie, on va donner un développement limité (au voisinage d'un
point ¢ € OM) de l'opérateur de Dirac fondamental d’une variété riemannienne spino-
rielle compacte a bord non vide en fonction des composantes du tenseur de courbure de
Riemann, de celles du tenseur de Ricci ainsi que de celles de la seconde forme fondamen-
tale. Ceci fait, on pourra alors déterminer une métrique conforme a la métrique initiale
(ce qui est permis par covariance conforme de Api,(M,0M)) facilitant les estimations
qui suivront. Rappelons que la Proposition 2.4 de la section 4 permet d’écrire (dans la
trivialisation construite dans cette méme partie) :

Dyp = Dgw+2 | — 1) (0,)Va,% + 7(W) + 4(T)d

t.j=1
-1 _
PN~ =B (D),
ot W e T(A3(T*V)), Te T(T*V) et U € F(AQ(T*V)) sont donnés par :
1
W= g X HEe et (1)
T Ak
1 -~ o~
T = 1 Z (Fij = I)(e) (42)
1<4,j<n—1
2= 1 2 @O0 ) (13)
1<4,j<n—1

i2i
ot U C R} et V C M sont les ouverts de trivialisation définis dans la section 4, D¢ (resp.
Dy) est l'opérateur de Dirac fondamental agissant sur le fibré X¢(U) (resp. ,(V)) et
¥ € T(Z¢(U)) (et alors ¢ € I'(3,(V)). Pour les autres notations, on se réfere & la section

4. On va donner, au voisinage de ¢ € M, un développement limité des coefficients bi , ce
qui permettra de déduire un développement limité de I'opérateur de Dirac D. Pour cela,
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on rappelle (voir [Esc92a]) que dans le systeme de coordonnées de Fermi au voisinage
d’un point ¢ € M, le développement des coefficients g“ est donné par :

g7 = 87 4209 (q)t — §R'57 (q) 22% + g7a(q)

R @)y () 1 T () £+ O (. ). )

pour tout 1 <i,j <n—1et ot h¥ = g% g hyy (hy sont les composantes de la seconde
forme fondamentale), R', 5] les composantes du tenseur de courbure de Riemann de dM,

Eiaﬁj celles du tenseur de courbure de Riemann de M, et ot g, est la dérivée 92, g"

de ¢g” exprimée dans les coordonnées de Fermi et m = (xy,...,7,_1,t) € V. On peut
encore écrire cette expression :

G, =Id+ Gy + Go+ Gs + Gy + O(|(z, 1)),
ot (G,1)¥ = g et les matrices (G;)1<<4 sont données par :

(Gu)7 =203(q)t,  (Ga)¥ = —3Ry (g) 2a?
(G3)7 = g"alg) 2°t, (Ga)V = (30" (q)h,, /(@) + R37,(a)) 1.

Posons alors maintenant :

Bm:]§1+]§2+]§3—|—]§4+]§5—}-O(|(x,t)|3), (45)

ou l'on a supposé que :

(El)ij = E)z‘jaxa, (Ez)z‘j = Eijtt

@3)1‘]‘ = ];%z‘jaﬁxaxﬁ, (§4>z’j = Bjjatxt,
(B5)1] — Bijt2t27

pour 1 < «,(3 < n — 1. Ainsi, pour obtenir les matrices (Ek)15k§5 explicitement, on
utilise la relation reliant B, et G,, donnée en (18) par B2, = G,,!. On obtient donc :

2

B2 = (Bi+Bat Byt By+Bs+0((w,0))
= 1d + 2By + 2B, + (2Bs + B?) + (2B, + BB, + B,B))
+(2B5 + B3) + O(| (=, 1))

= Id+ Gy + Gy + Gs + Gy + O(|(z, 1) ).

Remarquons que puisque G, ne posséde pas de terme en x* dans son développement,
on a B; = 0. En identifiant alors les termes, on obtient les relations suivantes :

2B, = G
2By = Gy
2B4~ == G3

2B; + B2 = G,
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ce qui permet d’écrire plus précisément que :

(EQ)ij = h(q)t

o _1lpi g a6
(],%3)74 Raﬁ ( )ZL’ Z (46)
(Ba)yy = 29 () 2° o ‘
(Ba)ij = 3B (@)hy, /() + R, (@) = K™ (@)™ ;(a)) 2.
En utilisant ces expressions dans (45), on obtient alors le développement :
b = 6 +h (gt — R 5 (q) 22”4+ 59", (q) z° (47)

L"), H(g) + RE9,(0)) £+ O|(x, DI?).

Remarquons aussi que dans le développement de 'opérateur de Dirac D donnée dans la
Proposition 2.4, des termes (b~')? apparaissent et on en donne donc aussi un développement

limité au voisinage du point ¢ € OM. Pour cela, on se sert du fait que (B!) = (b=1) et
on procede de la méme maniere que pour obtenir le développement de B,,. En effet, on
pose :

ﬁ'm = ﬁ'l + §,2 + ﬁ'g + §’4 + §,5 + O(’(l’,t)|3)7

et on utilise la relation Em]?);nl = Id pour obtenir :

(B1)y = 0
(B2)i; = —h¥(q)t
(B3)y = §R.us" (@) %2’ (48)
(13'4)1‘3‘ = —%QJ{W(Q) zt
L (B4)i; = —3RL9, ()%

On a alors le développement suivant pour (b_l){ :

b1 = & —hi(g)t+ éRiaﬁj(q) oz’ — ;g”m(q) x°t
307(0) 2+ O(| (2, ).
On constate de la méme maniere que dans I'expression (2.4) apparaissent des termes

contenant des dérivées des coefficients b]. En se servant de l'identité (47), on peut alors
écrire pour tout 1 <k <n—1:

Ol = —§R.5" (@) Ou(2")2” — {57 (@) 2°0k(2”) + 59"%a(a) Ozt + O(|(x, 1))

(49)

= R’ (@) 6a® = §R 57 () 26 + 59"ha(a) 7t + O(|(2, 1))

= LR\ ,7(q) 2’ — LR 7 (q) z + 17, (q) t + O(|(z, 1)),

ce qui permet d’obtenir :

0ut] = —5 (R (0) + R (@) 2 + 507 (a) £+ O((, )P), (50)

pour tout 1 <1i,j5,k <n— 1. De la méme maniere, on calcule la dérivée par rapport au
champ normal, et on a alors :

19’7@((1) 2 + (2h™(q)h,, 1(q) + RY7,(@)) t+ O(|(2,1)]}).  (51)

8tb{ = hij(q) + 5
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On est maintenant en mesure de donner les différents développements limités des champs
W, T et U apparaissant dans le développement de I'opérateur de Dirac D,. Commengons

par la 3-forme W € T'(A3(T*V)) :

PROPOSITION 2.7. La 3-forme W € F(A3(T*V)) apparaissant dans le développement
de l'opérateur de Dirac Dy et donnée par :

1

W=7 > HaeheT el
kst
vérifie :
W = O(|(x, £)2). (52)

Preuve : On remarque tout d’abord que puisque ak(bé-) ne possede pas de terme constant,
tous les termes d’ordre 1 de bj9,(b})(b~")} sont produits de termes d’ordre 0 de b et
(b~1);, et de termes d’ordre 1 de 8,(b}). On a alors :

W= o S (5054 0l ) e e )
=1 X @0l )re)ten en).

Or par symétrie des coefficients b}“, on a 81-(1);?) = 81(%) D’autre part, comme j # k, on
a y(e;)v(ex) = —v(ex)y(ej), et on vérifie alors que :
> a)y(ev(e)v(er) = 0.

1<i,j,k<n—1
i# itk

On a aussi montré que |W| = O(|(z,t)|?). O

Passons maintenant au développement du champ de vecteurs T € I'(TV) :

PROPOSITION 2.8. Le champ de vecteurs T € T'(TV) apparaissant dans le développement
de l'opérateur de Dirac Dy et donné par :

1 ~ =
T = 1 Z (Fij_rgih(ej)
1<i,j<n—1

admet, au voisinage de q, le développement limité suivant :
n—1
1. o 1=
T= ; ( - ZRlC(Q)ag‘w — §R1C(Q)tjt + O(\(:U,t)\z))’y(ej), (53)

ot Ric(q)a; (resp. Iifc(q)tj) sont les composantes du tenseur de Ricci de OM (resp. de
M) évalué au point q.

Preuve : On va maintenant exprimer le champ de vecteurs T en fonction des symboles
de Christoffel de premiere espece définis par :

I} = g(Va,05,0k),



6. UNE MAJORATION DE I’INVARIANT SPINORIEL CONFORME Apin(M, OM) 7

pour 1 <1,7,k <n— 1. Pour cela, on rappelle que les coefficients bg ont été construits
dans la section 4 de fagon a ce que {ey, ..., e,_1, €, = v} soit un repere orthonormé local
de TV. Plus précisément, on a posé :

€; = bzé?]
On rappelle aussi la formule (28) reliant ces symboles de Christoffel avec les symboles
de Christoffel de deuxieme espece définis par F” = g(Veej,er)
Tk = (670, (b)) + 06T ) (b))

On va donc calculer le développement limité de ces symboles en fonction des différents
tenseurs de courbure en utilisant la formule classique :

1
F?j - §9kl (9ig9j1 + 090 — 01945) (54)

qui donne les symboles de Christoffel de premiere espece en fonction de la métrique.
Développons les symboles FU, pour tout 1 <, 5,k < n—1, au voisinage de ¢q. Cependant,
on voit clairement que ’on va avoir besoin du développement des coefficients g;; de la
métrique. Pour cela, on procede de la méme maniere que dans le début de ce paragraphe
en utilisant la relation G,,G.' = Id pour tout m € V. On pose donc :

Gy =1d+ G) + Gy + G5 + G + O(|(x, 1) %),

avec :
Gy =Gt (Gl = G’ 5
(GB)U = G; jOétx t (G4)7«] =G jt2t
et alors une simple identification permet de trouver :
gi; = 0ij — 2hij()t + 3 Riagi(@)x°2” + gijua(q)xt (56)

On désire aussi connaitre 1'expression des dérivées premieres de la métrique. Pour cela,
il suffit de dériver I’expression (56) et on obtient alors :

Ogii = 3Riapi(@)0k(x27) + gijia(@)Ok(x®)t + O(|(2,t)|?)
= %Rikﬂj(Q)ZIfﬁ + %Riakj(Q)xa + gijur(@)t + O(|(z,1)[?) (57)

= N(Riraj (@) + Riarj (@) 7 + gizn (@)t + O(|(z, 1)[?),

pour tout 1 <k <n — 1. On est maintenant en mesure de donner un développement a
I'ordre 2 des Ffj au voisinage de ¢ € M. En effet, par la formule (54) et en utilisant le
fait que Jxg;; ne possede pas de terme constant, on a :

Iy = 20K (0,951 + 0390 — Dugi) + O(|(z, 1)]?)
$(0igj + 059 — Okgi;) + O(|(z,1)]?)

%(leak + Rjazk( ) + Rijak(Q) + Riajk(Q) - Rikaj (q) - Ri@kj (q>)lﬂ

+%(gjk,ti<Q) + Gkt (q) — gij,tk(Q))t + O(|(z, 1)]?).
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En utilisant les différentes symétries des coefficients R;j,; du tenseur de courbure de
Riemman, cette derniere égalité peut s’écrire :

Ff}- = —3 (Rz'kaj(Q) + Rmk;’(@))ﬁa + 2(giwi(@) + Ginti (@) — gijen(@))t 58)
58

+O(|(=z, D)%),

pour tout 1 < 7,7,k < n — 1. Revenons maintenant au développement de ffj Remar-
quons que Ffj ne possedant pas de terme constant, la formule (28) permet d’écrire :

= (970, + 08T )8t + Ol D)

= (20 +1})s+ 0@ 0P

_ k k 2

= 0;(b) + I, + O([(z,1)[7). (59)
En combinant la partie vectorielle de I'expression de T et 'expression (59), on obtient :

S (T -Th) = >0 (0 + Tl = ) = %) + Ol 1)),
1<i<n—1 1<i<n—1
et puisque les coefficients b} vérifient b/ = b%, on a
> (fy-Th) = > (0 -Th) +od@np).
1<i<n—1 1<i<n—1

On se sert maintenant du développement (58) de Ffj pour 1 < 1,7,k < n—1, et on
arrive a :

F;L:j - Fil = —% (Riiaj(Q) + Rmij(Q)>$a + %(gji,ti(Q) + gii,tj(Q) - gij,ti(Q))t

+3 <Rz‘jm(Q) + iji(é])>93a — 2(9ij45(q) + 9ij.4i(@) — Giigg)t + O(| (2, 1)[?).

En utilisant encore une fois les symétries de la métrique et celles du tenseur de courbure
de Riemann, on peut écrire :

> <f§j - fi) = —Ric(@)ojz® + D> (9i145(0) — gijui(@)t + O(|(z, 1))

1<i<n—1 1<i<n—1
On vérifie alors que g;;; = —2h;; et le dernier terme de I'identité précédente s’écrit donc :
Giitj — Gijti = Q(hij,i - hii,j)-
L’équation de Codazzi étant donnée par
Rijin = hirg — Njrsis (60)
on peut facilement vérifier que pour tout 1 <i,7 <n—1on a :

2<hij,i - hii,j) = _Q(hu,j - h'ij,i) = _2§ijina
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et donc en remplacant dans I’expression de T, on obtient :
n—1 1 1 .-
T = ]Zl (= Ric(@)aje” = SRicla)ist + O((@. D) )v(ey).

ce qui est bien 'expression attendue. O

Donnons maintenant le développement de la 2-forme 7 € F(AQ(T*V)) :

PROPOSITION 2.9. La 2-forme Z € F(A2(T*V)) apparaissant dans le développement
de l'opérateur de Dirac Dy, et donnée par

A D U [ P e ([ B CEH B )
1<7,5<n~1
i#£]
vérifie :

2] = O(|(z, ). (61)

Preuve : On va, comme dans la Proposition 2.8, développer les symboles de Christoffel
', au voisinage de ¢ pour 1 < r,l < n — 1. Pour cela, on utilise encore une fois la
formule (54) et on obtient :

I, = %g”’“ (8- gk + OnGri — Olrn)-
On remarque que pour 1 < k,r <n—1,o0n a g,, = g-n = 0 et on a donc :
[y, = %g”“angrk. (62)
En utilisant le développement de la métrique donnée en (56), on calcule :

Ongrk = _Zhrk@) + grk,ta(‘])xa + 2(hrm(q)hmk<q) - érnkn(‘]))t + O(|(:U, t)|2)' (63)
De méme pour obtenir un développement de Il 4 1'ordre 2, on écrit :
g"* = 0" + 20" (g)t + O(| (z, 1)[*),
et alors :

T, = 59"%0ugm
= (6" + 2% ()t + O(|(z, 0)[*)) ( = 2hsi(q) + Grkpa(@)2® + 2Koi(q)t + O(| (2, 1)]?))
= (= 2hu(q) + grigalq)z™ + 2Ky (q)t — 40* (@) b (q)t + O(|(x, 1) [?))

= —hu(q) + 39000z + (Kpulg) — 20%(q)her(q))t + O(|(x, )],

ou l'on a posé K, = hpp,h™) — émkn. En se servant des développements limités de
by et (b7')) donnés en (47) et (49), on est en mesure de donner un développement de
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iTL, (b7")L. En effet, on a :
L0 = (= ha(@) + 39mia(@)z® + (Knulg) — 20" (@) hei (@)t + O(|(2,1)[?)
x (0] = W' (@)t + O(|(=, 1))
= —h(q) + %gm;,ta(q)fv“ + (Km'(Q) - 2hik(Q)hrk(Q))t + h(q)h' (q)t
+O(|(z, 1)

= —hei(q) + 39rita(@)r® + (Kri(q) — W*(@)hei(q))t + O(|(z, 1),
On peut donc écrire :

BT, (07 = (65 4+ P (g)t + O(|(x, 1))
X (= (@) + 39ri10(0)2* + (Kri(q) = 1™ (@)hei (@)t + O(|(2, 1)]?)

= _hij(Q) + %gij,ta(Q)xa + (sz‘(Q) - hik(Q)hjk(Q))t - hir(Q)hrj(Q)t

+O(|(x,1)])%,
et alors :
UL (07 = —hij(q) + 3gij0a(@)* + (Kji(g) — 207 (q)huj(q) )t
(64)
+O(| (2, t)?).

Il reste maintenant a développer le premier terme dans ’expression de Z. Pour cela, on
doit calculer la dérivée par rapport au champ normal de b} qu’on obtient facilement en
se servant de 'identité (47) :

0,(0) = 1"(a) + 50" ula)a + KU (q)t + O(|(2, 1)),
olt on a posé K = 2h'™h '+ R (). On a alors :
D)) = (W(g) + 39" (@) + K (@)t + O(|(z, 1)) (8} — k7' (q)t + O(|(x, 1))
= 1(q) + 39" (@)z” + (K9 (g) — W (g)h7'(q) )t + O(|(x, 1) ).
En sommant les deux termes que 1’on vient de calculer, on arrive a :

Ou (W) (O™ +UTL (07 = 3(gi0a() + 9% (@) 2 + (Kjilg) + K¥(g)

—3h™(q)hi; (@)t + O(|(=, 1))

(65)

Remarquons qu’en dérivant l'identité g**gy; = &;;, on obtient gi];t = —9%grg”. Si on
dérive encore une fois par rapport a un vecteur tangent au bord, et qu’on utilise le
fait que le repere {0i,...,0,—1} est normal au point ¢, on obtient g";, = —gijsa. Le
premier terme dans I'identité (65) est donc nul. De plus, le deuxieme terme se calcule
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explicitement et donne :

K;i(q) + K7(q) — 30 (@)hij(q) = hjm(@)h"(@) — Rjnin(q) + 20" (q)h,, *(q)

+ RL7(q) = 3h*(q)u(q)
Cest-a-dire que Kj;(q) + K7(q) — 3h*(q)hi;(q) = 0. La 2-forme Z vérifie donc bien
Z| = O(|(z, t)[?). O
On peut alors regrouper ces trois résultats et on obtient ainsi :

PROPOSITION 2.10. Si D¢ et D, désignent les opérateurs de Dirac agissant respecti-
vement sur X¢(U) et 34(V), alors on a :

Dy = Dgw+2 F— 1)(0,)Va,% + 4 (W) + 4(T)d

(P2 — o —HA (),
ou W € T(A3(T*V)), TeT(T*V) et Z € F(AQ(T* )) vérifient :
IWI=O(|(z, 1)), 1Z] = O(|(x, )]*), 'T| = O(|(z,t)]). (66)

Plus précisément le champ de vecteurs T est donné par :

-1

n—1

7= (— JRiclg)ga” — 5Ric(a)st + Ol ) )1(ey).

=1

.

2. Une inégalité large dans le cas général. On est maintenant en mesure
d’énoncer et de démontrer un résultat permettant, comme annoncé, de comparer les in-
variants conformes Apin (M, OM) et Apin(S'}, 0ST} ). En effet, dans le probleme de Yamabe
(pour des variétés avec ou sans bord), Triidinger (voir [Tru68]) ou encore Escobar (voir
[Esc92b]) montrent que l'invariant de Yamabe d’une variété est inférieur a celui de la
sphere (dans le cas sans bord) ou a celui de ’hémisphere (dans le cas ou le bord est non
vide). De la méme maniere, Ammann (voir [AmmO03a]) ou encore Ammann, Humbert
et Morel (voirfAHMO3]) montrent que l'invariant spinoriel conforme sur les variétés
compactes sans bord est lui aussi inférieur ou égale a celui de la sphere. On se propose
donc dans cette partie de montrer le théoreme suivant :

THEOREME 2.2. Soit (M", g) une variété riemannienne spinorielle compacte a bord

lisse non vide OM possédant un opérateur de chiralité, alors stim > 3, on a :
1

n n n/Wp\n
Auia(M, OM) < Auin(81,08) = 5 (51) "

0l wy, = vol(S™, gst).
La démonstration de ce théoreme réside, comme on va le voir, dans une bonne utilisation

du travail effectué jusqu’a présent. Ce résultat reste vrai en dimension 2, mais la preuve
étant légerement différente on va traiter ce cas a part.

La construction du champ de spineur test effectuée dans la partie 5 utilise la conva-
riance conforme “globale” de la condition a bord. En effet, I'identification conforme des
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fibrés des spineurs du demi-espace et de I’hémisphere permet la construction sur tout
I’hémisphere d'un champ de spineurs de Killing satisfaisant la condition a bord CHI. Ce-
pendant, on est amené ici a construire un champ de spineurs qui satisfait cette condition
a bord dans la trivialisation du fibré des spineurs induite par le systeme de coordonnées
de Fermi. Pour cela, on énonce le résultat suivant, fondamental pour la suite de ce
travail.

LEMME 2.1. Soit U et V les deux ouverts de la trivialisation construite dans la
section 4 et soit Dy € F(ZE(R’}F)) un spineur paralléle tel que

(V)T ®o(q) = Bo(q)
en un point ¢ € VN OM. On a alors :

YW Popvrom = Popvroms
c’est-a-dire que B (Pojvran) = 0.

Preuve : On considere la fonction définie sur V par f(p) = |y(v)I'®y — ®¢|(p) et on
montre alors que f s’annule sur VN OM. En effet, pour 1 <i<n—1,0on a:

ei(f) = elly()IDy — Bof?)
= 2 62'(|§0|2 + Re<’)/(l/)1—‘60750>)

Cependant, puisque le champ de spineurs ® est paralléle, on peut supposer que |®g|* = 1
et puisque la trivialisation induite sur le fibré des spineurs est une isométrie sur les
fibres, on a [®g|? = 1 et donc e;(|Po[*) = 0. En utilisant la compatibilité de la métrique
hermitienne avec la connexion de Levi-Civita et les propriétés de 'opérateur de chiralité,
on obtient :

ei(Re(y(v)I'®g, Do) = Re(y(Ve,v)['®g, Do) + 2Re(y(v)[(Ve, Do), o).

Cependant puisque le champ de spineurs @ est parallele, la formule (24) reliant les
connexions de Levi-Civita spinorielles sur les fibrés des spineurs au-dessus de U et de V
donne :

Z F”’y e; )7 (ex) o,

],k 1
et on obtient alors que :
Mol (D (T. ), ) = & 3 T Rl ()T (760 Bo)
],k 1

On décompose maintenant ce terme en une partie tangente et une autre normale au
bord. En effet, on a :

Z va e;)y(er)®o = Z va e;)y(er)®o — ZI’my (ej)y

Jik=1 k=1

+ Z [ay(es)y F * ®
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et puisque en coordonnées de Fermi, on a I'}; = —T et ['; = 0, on obtient :

Z Fzy’y e] = Z Fzg’y 6] ek q)o + 221—‘1]7 e] /Y( )60

7,k=1 7,k=1 Jj=1

Le calcul ci-dessus permet alors d’écrire :
n—1
— — [ 1 ~ [
Re(y(W)[(V.,By), Bo) = Re(y(V.,v)[ Ty, Bo) — 5(2%) Re (v (/)T 8y, Bo)
j=1

% 3= TERe(v(n)T (v(e))v(er)Bo) . Bo)

1<j7ék<n 1
+ Z I Re(y()T (y(e;)7(v)®o ), ®o)
et puisque F] =0et I‘” = —V,,v, on peut conclure que :
ei(f) = > THRe(y()(v(e))v(er) Do), o).
1<j#k<n—1

En utilisant les propriétés du produit hermitien et celles de 'opérateur de chiralité, on
vérifie que :

(YWD (v(ej)v(er)Po), Po) = —{y(¥)L(7(e;)7(ex)Po), Do),

et ainsi on a Re(y()T'(v(e;)7(ex)Po ), Po) = 0 pour 1 < j # k < n—1. Pour résumer, on
a montré que e;(f) = 0 pour tout 1 < i < n — 1. Puisque par hypothese, on a f(q) =0,
la fonction f s’annule sur V. N M et on obtient alors que :

7(V>F60|VNQM = 60\\/061\/{-

On peut alors maintenant passer a la démonstration du principal résultat de cette partie.

Preuve du Théoréeme 2.2 : Supposons donc tout d’abord que n > 3. Rappelons tout
d’abord que dans la Proposition 2.2 on a montré que :

1

Dyp|n+tdv(g)) ™
Auin (M, OM) = inf {|X1(g)]vol(M, 9)" )= nf {(\%Reﬂgw <p>(d32 )| }

La méthode employée ici consiste a évaluer la fonctionnelle apparaissant ci-dessus sur
un champ de spineurs approprié afin de faire apparaitre 'invariant Ay, (S}, 0S). Dans
cette optique, par la Proposition 2.5, on considére un champ de spineurs ¢ € F(ES(R’}F))
qui satisfait :

Detp = o[ ¥
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ou f(r) = lfrg et 72 =23 4+ ...+ 22, + . Il est alors facile de vérifier que ce champ de
spineurs satisfait les relations suivantes :
|w|2 — fn—l
{ Def2 = fr. (67)

On veut maintenant construire un champ de spineurs sur M a partir de ce champ. Pour
cela, on va utiliser la trivialisation construite dans la section 4. On rappelle que le champ
de spineurs 1 est donné par :

1

(r) = ﬂf%(r)’y(l — )P ()

ou P est un spineur parallele qu'on choisit tel que pour ¢ € VN OM :
()T ®o(q) = Po(q)- (68)

En gardant les notations introduites dans cette section, on considere 7 une fonction

définie par :
[ 1 surBf(0)
TZ1 0 sur M\ B (20).

ou B (20) C V. Sans perdre en généralité, on peut choisir § < 1 et 7 telle que [Vn| < Cr,
ou C' est une constante réelle strictement positive. Soit maintenant € > 0, le champ de
spineurs défini par :

_ _ ()

Ve(r 1) = (=) € T(Z,(M)),

£

puisque U C (R?, geua) est un ouvert de trivialisation. En utilisant le Lemme 2.1, on
vérifie que ce champ de spineurs satisfait bien la condition a bord CHI, c’est-a-dire

Bg_@ewM) =0.
On se sert maintenant du développement limité de I'opérateur de Dirac D, donné dans
la Proposition 2.10. Avant de passer a l’estimation elle-méme, on développe la fonction
H; au voisinage de ¢ intervenant dans ce développement. La formule de Taylor permet
d’obtenir :

Hy = H(q) + 0a(He) ()" + 0:(Hy)(g)t + O(|(=, 1))

Puisque la valeur de A, (M, OM) ne dépend que de la classe conforme de la métrique g,
on peut se placer dans une métrique conforme a g dans laquelle la courbure scalaire de
la variété M est de signe constant et dont le bord est minimal. Un tel choix de métrique

4
est toujours possible, il suffit en effet pour cela de poser g = f"*g ou f; > 0 (voir
[Esc92b]) est solution du probleme a bord

Lofu=m(Ly)fy sur M
By fijom =0 le long de OM.

Dans la suite, on notera g la métrique g. Dans la trivialisation induite par les coordonnées
de Fermi au voisinage du point ¢, le développement de l'opérateur de Dirac est donné
par :

Dy, = Dethe + 307, (b — 67)7(9:) Vo, = + 7(W)te + 4(T) o)
69

(@)Y (2) e + uy(v)ie,
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avec |[W| = O(|(z,t)]?), |Z| = O(|(z,t)]*), |T| = O(|(x,t)|) et ont u est une fonction & va-
leurs réelles vérifiant |u| = O(|(x,t)|). Développons maintenant I’expression précédente :

D(r.t) = +(T() 4, (L))
= 2 e =) + 10 () + 23 (1 - v
B (D) L) + men@s )
+nuy () ( (x;t) ),

€ 2 € € = 5
a2 a0 @Y
(D),

ou :

(2) = BE(E)PR(eL)
() = BIS (  5)700 Ve 0P (2

4) = P |WPRpPR(2)

)
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%)
%)

(5) = 7T

6) = PPZPP(®
(1) = na?[)P (L)
8) = f(=2)Rely(Vn)v(22), v(L))

9 = 230 (6 — 6 Re(y(Vn) o (22),7(0,) Vo, v (£2))
(10) = 2nRe(y(V)d(%2) v (Wb (%))

(11) = 2nRe(y(Vn)d (=2),4(T)e(122))

(12) = 2nRe(y (V)i (L), 7(0)7(2)9 (22))

(15) = nTf (B2 Re(@(22), 4 (W)i (22))

(16) = nZf(E)Re(@(2).1(T)(122))

(17) = nZf(ED)Re(@(22), v(@)1(2)5(22))

(18) = nTf(ED)Re(@(122), hy(@)u (22))

(19) = T30, (6 = 6 Re(3(9) Vo, (22), v (W) B (L22))
(20) = T30 (6 = 8)Re(y(0) Vo, (122), 1(T) (1))
(21) = LY (b = 6)Re(3(9) Vo, (20), 4 (#)y(2) 6 (22))
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(27) = 2up’Re(y(T)p(‘22), y(@)o(22))
(28) = 2un’Re(v(7)y(2)¢(“2), v(@) (22))
ouu= ——Ht Remarquons que puisque V7 et T sont des champs de vecteurs et que

7 est une 2 forme, on a :
(8) =0, (16) = 0, (18) =0, (27)=0 et (28) = 0.

Développons maintenant le terme Z? i1 (bf — 55 )7(8¢)Vajw(§) ; on calcule alors en se
servant de ’expression du champ de spineurs 9 que :

n

Z (b{ a 55)7(&)Vajw( - f Z bl @0 - EW(XW(—),

9
1,j=1

ouX=f> ., ( — ¢ )2;0; € T(TU). En utilisant le développement des coefficients
b/, on obtient :

1 oox= i = 5 (OME
EfQZ(bi_l)q)O = 7 (O(r)) ®o. (70)

Grace a cette estimation, aux propri¢tés des champs W, T, U et u données dans la
Proposition 2.10 et puisque par hypothese |Vn| < Cr et r < 6 < 1, on vérifie alors que :

e (1)+4)+B)+(6)+ (7)+ (10) 4+ (11) + (12) + (13) + (23) + (24)
(z,t )

e (9)+ (15) + (17) 4+ (19) + (20) + (21) + (22) < %er”(

+(25) + (26) 4 (27) < Cr2 fm=1(

(iit)—i- T2fn+1( E))
2).

o (2)+(3)+ (14) < 1 prrt(B) o Gy prt (D) 4 G2 pn (&

On peut donc en déduire que :

_ N Ne A, O,
OS |D9@Z)5|2(Q?,t) S 4€2fn+1<( - )) +§7ﬂf'rz—I—l((xg_)) +§r2f ( iUE )

—i—g?“an( :r;t)) _i_gernJrl((x?t)) —l—Crzf"*l((x’t))

€ €
n+1 (Z’ t)
1+ A
2@y
ot A =Cr+Crif- ( )+C€r +Crief~ ( )+C’r252f (“)) Remarquons que
puisque |Dgz/18| > 0, alors A > —1 et comme pour tout x > —1, on a :

n
n—+1

(1+z)m <1+ z,
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on obtient :

)) 14 A]
Dy 1,

D[ (1) < (4521"”“(

= <25) ”+1fn(

c’est-a-dire

Db (at) < (ﬁ)"*“s—frl ety e

9 n

n( (1)
+1Tf( )

A R iy

2,,,,2fn—2((x7 t))] ‘

3

+

o1/ (@, 1)
+1 f 1( € )+Cn—|—1

En intégrant I'expression précédente, on a :

+C

D 0. | 1dv(g) < £ w1 |A+B+C+D+E+F|,
N gre

ou l'on a posé :

€
n (z,1)
B = " d
n+1 /13;(25) Tf € ) U(g)
n (x,t)
C = 2 rn—1 ) d
n + 1 /];;(25) " f ( 15 ) U(g)

n (x,t)
D = 2fr(—==)d
C’I’L+ 16/Bér(25)7ﬂ f ( 15 ) U(g)
n o (xt)
E = C 2t ()d
n + 16/3;(25)71 f ( £ ) U(Q)

no o 2 oz (7,1)
nme(—=)d )
n + 16 /Bq+(25)r f ( 15 ) U(g)

On va maintenant donner des estimations des quantités ci-dessus. Commencons par le
terme A. Pour cela, on remarque que, puisque la fonction f ne dépend que de la variable
r? = 23 + ...+ 22 _, + t, en passant en coordonnées sphériques, on a :

Wh_1 . (x,t)
A = / r" M (——=)S(r)dr,
2 JBi(29) ( € )S(r)

F = C

ou

/ ety ds(2)

Wn—1
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Or en utilisant le développement de ’élément de volume (voir [Esc92al), on sait que :
S(r) <1+Cr,

et on obtient alors :

Wn—1 n—1 rn (Q?,t) n rn (I‘,t)
A < 5 [/13;(25)T f ( )dr+C/B;r(26)r f ( )dr],

S 9

ce qui, par un changement de variables donne :

20 26

A < C%5”[/6 "L (r)dr + Ce/e r”f”(r)dr}

0 0
Cependant, il est facile de vérifier que sin > 1 :
+oo
/ "L (r)dr = o(1),
2

26
€

26

/0 Cpnprdr = oflne),

et donc :

Wp—1 oo —1
A < Ts"[/ " (r)dr + o(1) .
0

Passons maintenant & une estimation de B. On procede de la méme maniere que pour
le premier terme. En effet, on a :

B = C rf"((x’t))dv(g)
BF (26) &
n (SC?t) 2 rn (I’,t)
< C/BN%)Tf( . )derC/B;(%)rf( D)

c’est-a-dire
26 26

B < Ca"“/a r”f”(r)dT+C'€n+2/E r”+1f”(7’)dr

0 0

Il est alors facile de voir que si n > 1, B = o(e"). Passons maintenant au terme C :

CcC = C rzf”_l((x’t))dv(g)
B{ (26) €
< C 2 (g 4o ot (g,
BZ (26) € BZ (26) €

ce qui peut encore s’écrire :

25 26

0811+2/E Tn+1fn1(r>dr+08n+3/a ,,,n+2fn71(7,)dr
0

0

C

IN
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On peut donc conclure que si n > 3, C = o(¢"). Le terme D satisfait :

= (Ce 7“2"@11
D - O/B;(%) (D) au(g)

g
t t
<o eprd@wses [ epEe
By (26) € Bj (29) <
et donc :
20 26

D < C’s””/a 7“”“]1”(7")d7“+C’S”Jr?’/E r"+2f”(r)dr.
0

0

On en conclut donc que sin > 1, D = o(¢"). De la méme manieére, on montre sans trop
de difficultés que si n > 3, les quantités E et F satisfont E = o(¢") et F = 0(¢™). On a
alors montré que sin > 3 :

2n_ _ [e%e)
/ D0 |* 1 du(g) < <ﬁ> L e [/ PR (r)dr + 0(1)} :
M 0

2 2

ce qui, en élevant a la bonne puissance donne :

— 2 2o rwn N\ e,
([ Frang) "~ <5 (252) T rRe (1 o), ()
M 4\ 2
ou l'on a posé I = fooo r"1f*(r)dr. On va maintenant donner une minoration du

dénominateur de la fonctionnelle minimisée par Ay, (M, OM). Pour cela, on développe
ce terme de la méme maniere que le numérateur, et on obtient :

Re(Dyyy.,v.) = (1) +(2) + () + (1) + (5) + (6) + (7),

ou l'on a posé :

2 € € 3
@) = 1w - )Re(EIva o) w2
@) = wretyowyp(E) 5 nY),
&) = wRel@@p( D) 5("D)
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On vérifie alors que puisque :

Re(y(Vn)¢ (2), 9 (2)) = 0 car Vi € T(T*V)
Re(v(T)E((ze’t)),E((mj))) = 0 carT eI (T*V)
Y@ (ED), p(ED)) = 0 car ¥ e D(T*V),
/Re L B.)dv(g ‘_A’+B’+C’+D’
e “”;”)WP((T))dv(g):% (D)
B (26) By (26)
S [ (= ARG (), 5t

2,7=1

9 9

o - [ Rew(ww(“’”),%<($’t)>>dv<g>
B (26)

o - Re(y@1(2)5 (), 5 (D) g0 g).
B (26)

e S

Or par la Proposition 2.10, on sait que |[W| = O(|(z,t)?|) et |Z] = O(|(x,t)?|), on a
donc :

(1)

€

cC'+D = C/ rzf"_l( )dv(g),
B{ (20)

et on obtient alors :

fM Re<D9E£7we> dv(g) = 2% fB[;(Q(S) f (

)dv +CfB+(25) r2fe 1(

(x&zt))@((

L) dv(g)
20Y))dv(g).

+E3 e 1fB+(25)( — 6])Re(7(9:) Vg, 0 (

On calcule de la méme maniere que pour le numérateur que :

n (z,t)
A (2 (g
2e JB7(25) ( 3 )dv(s)
n (z,1) (z,1)
2¢ Ji{ (20) ( 2 ) € JBf(20) ( 2 )

ce qui pour n > 1, donne :

A = %wn_lle”_l(ljto(l)).

En se servant de I'estimation de la quantité B, on vérifie que :

¢ G
B = . /BN%)Tf ( . )dv(g)
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et donc que B’ = o(e" 1) si n > 3. Un calcul similaire permet de voir que C' + D’ =

o(e"1) si n > 3. Finalement, on obtient :
Wn—1

‘/MRe@g@@Jdv(g)) = g 51 (14 0(1)).

En utilisant la caractérisation variationnelle de Ay (M, 0M) de la Proposition 2.2, on
a:

(JuID B dv(g))
= | fyuRe(Dy¥., ¥.)dv(g)|

L’estimation de la fonctionnelle contre le champ de spineurs 1), permet alors d’obtenir
I’estimation suivante :

(D0 Fran(g) 5 (55) 17
| [ Re(Dgt., ¥)dv(g)| — 2 2

ce qui s’écrit encore :

—  2n n+1
(fM|Dg¢ |»+1dv(g )) " N[ Wpo1\ 7 1
mlnMgM_ S—— I" 1+ 1 .
L < P ] <22 ) (o)
Cependant, puisque w,,_1I = w,, on obtient :
Aumin(M, OM) < n(”")”(uo )) = Awin(S2,082) (14 0(1)),
<

2\ 2
et on peut donc conclure que Apin (M, OM) < A\yin (ST, OST). O

Amin (M, OM) <

On voit dans la preuve de ce résultat que les estimations ne sont valables que si la
dimension n de la variété M est supérieure ou égale a 3. On peut cependant vérifier
que ce résultat reste vrai en dimension 2. On se réfere en particulier a 'article de J.F
Grosjean et E. Humbert [GHO6]. On prouve alors le résultat suivant :

THEOREME 2.3. Soit (M2, g) une surface a bord conneze. On a alors :
Amin (M, OM) < A\pin(S%, 0S2) = V2. (72)

Preuve : On remarque tout d’abord que puisque M est une variété de dimension 2,
elle possede toujours une structure spinorielle et un opérateur de chiralité donné par
I’élément de volume complexe du fibré des spineurs. A un changement de métrique
conforme pres, on peut supposer que M est localement conformément plate et que son
bord OM est totalement ombilique. Soit donc ¢ € OM et V un ouvert de carte tel que
g soit la métrique plate dans V. Soit 0 < ¢ < a < § et considérons la fonction définie

par :
2¢2 :
sil <«
fa(x) = { 822J252 .

St ST

our =d(q,x) et ¢ € OM. En utilisant la Proposition 2.5, on sait qu’il existe un champ
de spineurs ¢ € I'(XR?) vérifiant sur R? :

Detp = f1



6. UNE MAJORATION DE I’INVARIANT SPINORIEL CONFORME Apin(M, OM) 93

avec f(z) = H% € C°(M). Soit maintenant n une fonction lisse sur M telle que
1 sur B} (9) 1
— q —
n(w) = { 0 sur M\ Br(20) ot Vil < )

avec B;r(25) C V et ou l'on a supposé que V est 'ouvert de trivialisation construit dans

le paragraphe 4. On considére alors le spineur-test défini par v.(z) = n(z)¥(%) € H*.
En utilisant le Corollaire 2.1, on obtient

)\1<g ) < fM |D€EE|2f€_1dv(gg)
B | fM Re(D.v., ¢E>dv(g€)|
ol Ai(ge) est la premiere valeur propre non nulle de 'opérateur de Dirac D. sous la

condition & bord associée & un opérateur de chiralité dans la métrique g. = f2g € [g].
On a donc clairement que :

(73)

Ao (M (31\/[) < fM |D€Ee‘_2fe__1dv<g€>
min ) - }fM R6<Dgws,ws>d’l}(gs)|

On passe maintenant a l’estimation du premier terme dans le membre de droite de
I’expression précédente. Remarquons tout d’abord que sur B;(Qé), on a :

Vol(M, g.)2.

2
Dl = IVilPF(2) + L),

On décompose le numérateur de I'expression précédente de la maniere suivante :

[ paprtte) = [ DG @) [ DB )
B (20) B{ (@) B{ (9)\B{ ()

+f DG £ do(g.)
Bj (26)\Bj (o)

Sur la demi-boule euclidienne B (a), on a :

(=1 = Vn=0) e filo)=—2_
77_ 77_ IS —82+7’2

donc :

_ dx
Dy [* f dv(g.) = 4 2/ 3
/B;(a)| Y| f dv(ge) = 4e ot ) @ 1)

Sur la couronne euclidienne B (6) \ Bf (), on a :
2e?
=1= Vn=0 t (7)) = ——
(n n=0) e fe(z) R
donc :
— 19 o1 5 g2 +a?
J N X e A R e e e
B (9)\B] (@) B 0)\Bf (o) (7 +77)

Sur la couronne euclidienne B (20) \ Bf (6), on a :

2¢?
€2 + a2

et fe(z) =
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donec :

— _ 1 dx
/ DAL ) < 5 +at) [ Exwe
B (20)\B{ (a) Bf (20)\Bf (a) €7+ T

dx
+ 4e*(e” —|—042)/ —_—
B (20)\B; (a) (e2+12)3

Passons maintenant a I'estimation du dénominateur de 'expression (73). On écrit

2 dx

- - Ui 9 /T 1 9T
R’e D€w57¢5 dv g:) = _/ f - dl’z _/ f - d$:4€/ P ErEEErIvY
/M < ) € JB{(29) (5) € JBf ) (8) Bi (o) (€2 +12)?

et donc en combinant toutes les précédentes estimations, on arrive facilement a montrer
que

M(g) < -+ o)

Donnons maintenant une estimation du volume de M dans la métrique g.. On a

Vol(M, g.) = /Mffdv(gg)
4e?

dz
s T o),
/B;(g) (1+72)?

1
ce qui donne Vol(M, g.)z = ew? (1+ o(¢)). En combinant cette estimation du volume
avec celle de la premiere valeur propre A;(g.), on obtient :

SIS

Auin (M, OM) < \a(g)VoI(M, 0.)4 = (£2)7 (1 +0(1)),

et donc Apin(M, OM) < A\pin(S2,0S2). O

On peut maintenant se demander dans quels cas I'inégalité donnée dans les théoremes
2.2 et 2.3 est stricte. Cela permettra en particulier de donner une preuve spinorielle du
probleme de Yamabe ainsi que de prouver l'existence de solutions a un équation non
linéaire de type Yamabe pour l'opérateur de Dirac sous la condition a bord associée a
un opérateur de chiralité. Pour parvenir a donner des cas dans lesquels cette inégalité
est stricte, on va devoir introduire la fonction de Green de I'opérateur de Dirac sous
la condition a bord associée a un opérateur de chiralité et en étudier les principales
propriétés.

7. Fonction de Green de I’opérateur de Dirac

Dans ce chapitre, on se propose de définir et d’étudier la fonction de Green de
I'opérateur de Dirac sous les deux conditions a bord locales étudiées dans le chapitre 1.
Ce travail ainsi effectué on donnera deux applications de ces constructions. La premiere
permet d’obtenir des cas dans lequel I'inégalité (40) est stricte. La deuxiéme consiste a
donner une preuve simple du théoreme de la masse positive (dans sa forme faible) pour
les variétés asymptotiquement plates obtenues par éclatement conforme par la fonction
de Green du laplacien conforme.
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La premiere partie est a la jonction des travaux de R. Schoen [Sch84]|, J. Escobar
[Esc92b],[Esc92a] et de B. Ammann, E. Humbert et B. Morel [AHM]. En effet dans
[Sch84|, Schoen remarque que si (M, g) est une variété riemannienne compacte de di-
mension n > 3 dont I'invariant de Yamabe est strictement positif alors pour tout z € M,
il existe une unique fonction de Green G, du laplacien conforme, définie et de classe C*>
sur M \ {z}. Il prouve de plus que si la variété M est localement conformément plate
alors, au voisinage de x, la fonction de Green admet le développement suivant :

Go(y) = !

(n — 2)wy_1r"2

+ ax(y),

ou r = d(z,y) et avec o, € C*°(M). Le point crucial mis en évidence par Schoen et qui
est a l'origine de la résolution complete du probleme de Yamabe, est I'existence d’un
réel C' > 0 pour lequel :

0,(z) = Cm(GE 7 g)

_4
n—2

4
oit m(G;2g) est la masse de la variété asymptotiquement plate (M \ {z},Gs?g). Le
lien entre le probleme de Yamabe et le théoreme de la masse positive était alors fait. En
effet, a une variété asymptotiquement plate (N, g), on associe un invariant qu’on appelle
la masse et qui est défini par :

1
m(g) = 16—7T/s (05917 — 0;9i) vids(g),

oll S, est une sphere a l'infini. La conjecture de la masse positive, issu de la relativité
générale, stipule que toute variété asymptotiquement plate a courbure scalaire positive
et intégrable satisfait m(g) > 0 et que m(g) = 0 si et seulement si la variété (N, g)
est isométrique a (R", geuer). Ce résultat n’a pas encore été prouvé en toute généralité
mais seulement dans des cas particuliers par Schoen et Yau (voir [SY79b] et [SY79a])
et completement résolue dans le cas ou la variété est spinorielle par E. Witten (voir
[Wit81],[PT82], [Bar86| ou bien [LP8T]).

Dans le cas qui nous intéresse ici, on va voir que la fonction de Green de I'opérateur de
Dirac sous la condition associée a un opérateur de chiralité joue le méme réle pour notre
probleme que la fonction de Green du laplacien conforme dans le probleme de Yamabe.

Pour finir, on construira la fonction de Green de l'opérateur de Dirac sous la condition
a bord MIT permettant de donner une preuve simple du théoreme de la masse positive
pour les variétés asymptotiquement plates obtenues par éclatement conforme par la
fonction de Green du laplacien conforme.

7.1. Fonction de Green chirale et invariant spinoriel conforme. Dans ce
paragraphe, on définit la fonction de Green de 'opérateur de Dirac sous la condition
a bord associée a un opérateur de chiralité et on en donne ses principales propriétés.
En particulier, on s’attachera a obtenir son expression au voisinage d’un point du bord
lorsque la variété considérée est isométrique (au voisinage de ce méme point) au demi-
espace R. Le terme ”constant” de la partie réguliere de la fonction de Green sera alors
étudié et cela permettra de montrer que sous certaines hypotheses, 'inégalité (40) est
stricte. Plus précisément, on prouve le résultat suivant :
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THEOREME 2.4. Soit (M",g,0) une variété riemannienne spinorielle compacte de
dimension n > 2 possédant un opérateur de chiralité T et dont le bord OM est non vide
et lisse. Supposons qu’il existe une métrique g conforme a g et un point ¢ € OM tels
qu’au voisinage de ce point la variété (M,q) est isométrique au demi-espace euclidien.
Supposons de plus que D est inversible sur H™ (ou sur H™) et que Uopérateur de masse
chiral mey(q) (ou méy(q)) soit non identiquement nul. On a alors :

Amin(M, OM) < Amin (ST, 0SY).
On considere donc ici (M™, g) une variété riemannienne spinorielle compacte a bord non
vide dont le fibré des spineurs complexes est muni d’un opérateur de chiralité I'. On
rappelle (voir [FS98] ou la section 4.2) que l'opérateur de Dirac
D:H* ={p e Hi /Bgy(ppm) = 0} — L*(Z(M)) (74)

est un opérateur de Fredholm et que son spectre est constitué de nombres réels isolés
dont la multiplicité est finie. On a alors la résolution spectrale :

(M) = P  N(D), (75)
AE€Spect (D)

ou Speci(D) est le spectre de l'opérateur de Dirac sous la condition a bord IB%%HI et
N,=(D) est le sous-espace propre associée a la valeur propre A\*. On donne maintenant
un définition de la fonction de Green de I'opérateur de Dirac sous la condition a bord
CHI.

DEFINITION 2.2. Une fonction de Green chirale pour l'opérateur de Dirac D sous la
condition a bord associée a un opérateur de chiralité est la donnée d’une section lisse

GEm - M x M\ A — EMK (EM),

ot A = {(z,2) / x € M} et SM K (EM)" est le fibré vectoriel dont la fibre au-dessus
de (z,y) est donnée par Hom(X,M, ¥, M) et qui satisfait au sens des distributions le
probleme a bord :

{ i(GCHjI:(IL' y)) = 5yIdZyM
]B%CHI(GCHI(m,y)) =0, pourz e IM\ {y},

pour tout y € M. En d’autres termes, pour tout y € M, woi € X,M vérifiant fy(u)l“woi =
Ty et p € D(EM) tel que By (¢om) =0, on a :

/M (G (e, )0, D)) du(z) = (W o))

et si x € OM alors BEy (G (2, y)vg) = 0.

De la méme maniere, on définit la fonction de Green de I'opérateur de Dirac sur ’espace
euclidien R™. En effet, la fonction de Green de 'opérateur de Dirac sur R™ est donnée
par une section :

Genet : R* x R*\ A — SR" K (SR")"
qui vérifie au sens des distributions 1’équation :
(Dﬁ)x (Geucl(xa y)) = 6yIdZyR"7

ou D¢ est l'opérateur de Dirac euclidien. On peut alors obtenir explicitement cette
fonction de Green par la proposition suivante :
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PROPOSITION 2.11. La section définie par

Geucl(xvy)¢0:_ ! ’V( e )¢07 (76)

Wn—1 ‘-T - y‘n

pour x # y € R™ et ¢y € L,(R") un spineur constant, est (modulo le noyau de
Vopérateur de Dirac D¢) l'unique fonction de Green de lopérateur de Dirac.

Preuve : On commence tout d’abord par vérifier que la section définie par I’expression
(76) est bien une fonction de Green pour 'opérateur de Dirac. Sans perdre en généralité,
on peut supposer que y = 0 et donc que |x — y| = r. On doit alors vérifier que pour

Py € L,R" et ¢ € C*(R"), on a :

— [ () bn.Desda = (s o0

Wn—1
Pour cela, on considere n une fonction de cut-off telle que :
0<n<1, n e C*(R)
n=1sur Bo(l), n=0sur R*\ By(2)
7 est radiale

ou By(d) est la boule euclidienne de centre 0 et de rayon § > 0. Pour € > 0, on pose
ne(z) = n(%) et on écrit (ot on a omis I'élément de volume euclidien dz) :

[ oG = [ 6 a(Va)@-o0)+ [ 6w (V)
+ [ () Do - Do) + [
[ () De((1 = n)e). (1)

Examinons tout d’abord le dernier terme. Une simple intégration par partie permet
d’écrire :

(7() 0. 1D (0)

[ G wDA = mde = [ (D)), (1= n)o)ds

D’autre part, un calcul direct permet de vérifier que Dg (7(%)1/}0) =0 et on a ainsi :

/Rn W(%M)O, Df((l - 7]5)¢)>dx =0.

Le quatrieme terme de l'identité (77) est lui aussi nul (par un simple changement de
variable). On vérifie de la méme maniere que le premier et le troisieme terme de cette
identité tendent vers zéro lorsque ¢ — 0. On examine alors maintenant le deuxieme
terme de l'identité (77). Un calcul direct donne :

1 /R,LW(%)%,V(W&)%)“ = e,

Wn—1
et donc la fonction définie en (76) est bien une fonction de Green pour 'opérateur de
Dirac. L’unicité modulo le noyau de I'opérateur de Dirac s’obtient facilement. En effet,
on montre que si il existe une autre fonction de Green 6}( ., y) pour 'opérateur de Dirac
euclidien, alors le champ de spineurs Gewa( . ,y)%o — G( ., y) € Ker (D). O
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L’expression que 1'on vient de donner de la fonction de Green de 'opérateur de Dirac
euclidien va permettre de déduire un développement de la fonction de Green chirale de
I'opérateur de Dirac pour un certain type de variétés. Plus précisément, on considere
une variété riemannienne spinorielle compacte (M", g) a bord non vide possédant un
opérateur de chiralité I'. De plus, on suppose qu’il existe un point ¢ € M qui satisfait
la propriété (x) suivante : il existe un voisinage V de ¢ dans M, U de 0 dans R} et un
difféomorphisme

Fg:U—V
tels que OUNRY C F(OM NV), ]:q(l\o/l NV) CRL, et Fr(&§) = g ou & est la métrique

euclidienne et R2, = {z = (21,...,4,) € R} /x, > 0}. Remarquons que sur une
variété riemannienne (M, g) localement conformément plate dont le bord est totalement
ombilique, on peut toujours trouver une telle métrique (dans la classe conforme de g).
La carte F, permet alors une identification des fibrés des spineurs au-dessus de U et
de V, c’est-a-dire qu'il existe un isomorphisme de fibrés (qui est une isométrie sur les

fibres) donné par :
Ye(U) — Eg_(V)
v o=
Dans la suite, on notera de la méme maniere un champ de spineurs sur U ainsi que son
image comme champ de spineurs sur V par la trivialisation obtenue ci-dessus. On peut
maintenant donner le développement de la fonction de Green chirale au voisinage d’un

point possédant la propriété (x). En effet, on a :

PROPOSITION 2.12. Soit (M™, g) une variété riemannienne spinorielle compacte a
bord lisse possédant un opérateur de chiralité I' et dont un point q de son bord satisfait la
propriété (x). Supposons de plus que l'opérateur de Dirac soit inversible sur HE. Alors,
au voisinage de q, la fonction de Green chirale admet le développement suivant :

9 _
GéHI(vaQ)@b(ﬂ)E == SR )@D(j)E +m(iJHI($»Q)1/’6_L7 (78)

Wp—1 T — Q|n
ot hy € B M est un spineur satisfaisant v(v)Tbs = FYF (c’est-a-dire que BE (Vi) =
0) et ou

ﬂ|

MGy (2, ) 1 M — £, M (79)

est un homomorphisme qui vérifie D, (méHI( . ,q)zﬂa—L) = 0 au voisinage de q. De plus, le
long de OM, on a :

B (mgHI( 7‘1)1/)3731\/1) =0. (80)

Preuve : On prouve ce résultat pour la condition & bord By, en remarquant qu’il se
démontre de la méme maniere pour la condition By On considere alors les ouverts U
de 0 dans R} et V de ¢ dans M satisfaisant les conditions précédemment données et soit
1 une fonction cut-off telle que :

0<n<1, n € C*(M)
n=1sur Bf (), supp(n) C B (20) CV
On pose alors U = D(nGeua( - , q)tho) avec 1y € SyM tel que v(v)I'¢o = 1o. En utilisant

le Lemme 2.1, on vérifie alors que cette propriété est satisfaite sur OV N M. Le champ
de spineurs W est clairement lisse sur M \ {¢} et un simple calcul permet de vérifier que
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\Il|Bq+( Mgt = 0- On peut ainsi le prolonger en un champ lisse sur M tout entier en posant

U(g) = 0. Comme on a supposé 'opérateur de Dirac inversible sur H ™, il existe un unique
champ de spineurs dans H ™, qu’on va noter meyy( ., ¢)tbo, qui vérifie D, (mEHI( . q)@Z)O) =
—W. Posons maintenant sur M \ {¢} (la constante 2 apparait seulement & des fins de
normalisation) :

G, (z)vo = 21 Gewa (7, 9)t00 + meyy (7, q) %0

Vérifions alors que si z € OM \ {q} alors Bgy;(Gq(z)thy) = 0. Pour cela, on remarque
que si z € supp(n)¢ N oM alors :

Bou (G (2)1h0) = Begy (mep (2, ¢)vo) = 0

puisque par construction m%HI( ., q)o € H™. D’autre part, si x € (supp(n) ﬂ(?M) \ {q},
on obtient :

BCHI( ( )¢0) = CHI (Geucl(xv Q)wo)

En utilisant I’expression de la fonction de Green euclidienne et les propriétés de I'opérateur
de chiralité, on a :

Y ()T (Y (- )ebg) = Y )y () Ty = ()il

[z —q|" [z —q|"
puisque (V) "Yoovem = Yojpvem et donc IBSCHI( (x )wo) = 0. Reste maintenant &

vérifier que :

/M (G ()0, D(@))du(x) = (1, $(0)),

pour tout ¢ € H~. Pour cela, on considere 7(x) = n(3x) (on a donc supp(n) C {n = 1})
et on écrit :

/M (G (20, D()) = /M (G- (), D)) + /M (G (2)0, D((1 — M) (81)

Cependant, en intégrant par partie, on obtient :
[ (@D =10) = [ (DG @) (1= + | ()G, (@i, (1= 7o)

Le terme de bord est nul puisque Bcy; (G, ()1h9) = 0 et les champs de spineurs G ()t
et v(v)G, (z)1o sont donc orthogonaux le long de OM. De plus, le premier terme de cette
identité est nul car D(G, (2)19) = 0 pour € M\ {g}. Reste maintenant & calculer le
premier terme de (81). Pour cela, on utilise I'expression de G (. )i au voisinage de ¢
et on a donc :

/M (G ()0, D(7B)) = /M (G 90, D) + /M (mgyn (. 40, D))

et puisque le champ mgy(z, ¢)Yo est harmonique sur {n = 1} (donc sur supp(7)), on
obtient :

/M (G2 ()0, D(@))du(x) = (o, $(0))

par définition de la fonction de Green euclidienne. L’'unicité de la fonction de Green
chirale s’obtient facilement puique I'on a supposé 'opérateur de Dirac inversible sur H™
et on a alors que Gy (2, ¢) = Gy(x). On procede exactement de la méme maniere pour
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la condition & bord By, O

A partir de maintenant, la fonction de Green chirale sera notée indifféremment par
Gém(-, @) ou GE(.). Pour la suite de ce travail, il est intéressant d’étudier le comporte-
ment de la fonction de Green chirale lorsque 1’on effectue un changement conforme de
métriques. Pour cela, on énonce la proposition suivante :

PROPOSITION 2.13. Soit § = f?g une métrique conforme a g alors si G%HI (resp.

GgHI) désigne la fonction de Green chirale pour l'opérateur de Dirac D (resp. D), on
a:

Ceml( @) = 7 () "7 (a) Gém( - q) (82)
pour q € OM.

Preuve : Rappelons tout d’abord que puisque GFCEHI est une fonction de Green chirale
pour 'opérateur de Dirac, on a :

/M (GE ()6, Dg)dv(g) = (Yo, (0))

pour tout ¥i € S,M tel que BEy (7)) = 0 et ¢ € I(X,M) tel que By (¢onm) = 0.
Considérons alors ¢ = f _nT_lF(go) ou F est 'isomorphisme entre les fibrés des spineurs
dans deux métriques conformes (voir le paragraphe 2.2). Par covariance conforme de la
condition a bord associée a un opérateur de chiralité, on a donc que E$H1(¢|3M) =0et
alors :

n+1

/M (@, (2)F(43F), D(6))dv(g) = /M F7 (@) 5 (@) F 7 (0)(GE(a)vE, D) frdo(g)

n—1

() /M (GE(2)6E, Dp)du(g)
= WE, 7 (9)e(q))

c’est-a-dire
/M @ ()F (W), D(@)du(@) = (Fd),6(a))

pour tout F(y5) € X,M tel que EgHI (F(¢y)) = 0et ¢ € T'(S;M) satisfaisant chEHI(qﬁwM) =
0. On a donc bien vérifié que G, est une fonction de Green chirale. Par unicité de la
fonction de Green chirale, on en déduit le résultat annoncé. 0]

REMARQUE 2.2. Une conséquence immédiate des deux propositions précédentes est
que toute variété (M, g) localement conformément plate a bord totalement ombilique
et dont l'invariant de Yamabe est strictement positif possede une fonction de Green
chirale. De plus, il existe une métrique conforme a g telle que cette fonction de Green
possede le développement (78). En effet, une telle variété possede une métrique conforme
a g telle que la courbure scalaire R soit strictement positive et telle que la courbure
moyenne du bord soit nulle (voir la paragraphe 3) et donc l'opérateur de Dirac est
inversible (sous la condition & bord CHI). De plus, on peut facilement vérifier qu’une
variété localement conformément plate dont le bord est totalement ombilique possede
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une métrique conforme telle que la propriété (x) est satisfaite. En effet, supposons donc
que (M", g) soit une variété compacte localement conformément plate dont le bord
OM est totalement ombilique et dont l'invariant de Yamabe pu(M, OM) est positif. On
peut alors supposer (a un changement de métrique conforme pres) que la courbure
scalaire de M est strictement positive et la courbure moyenne du bord est nulle (pour
la métrique g). Puisque M est localement conformément plate, il existe une fonction
positive u (définie localement sur M) telle qu’au voisinage de ¢ € OM, la métrique g; =

wiz g = &. D’autre part, le bord OM étant totalement ombilique, il est soit un morceau
de sphere, soit un hyperplan (toujours au voisinage de ¢). Puisque ces deux voisinages
sont conformément équivalents, on peut supposer que le bord est un hyperplan. Ainsi
en recollant la fonction u a la fonction constante a 1 grace a une fonction satisfaisant la
condition de Neumann, on peut supposer que la métrique g; est définie globalement sur
M et satisfait au voisinage de ¢ € OM : g; = £ et la courbure moyenne de OM est nulle.
La métrique g; € [g] satisfait donc clairement la propriété (x).

On énonce maintenant un résultat concernant la symétrie de la fonction de Green chirale
que va s’avérer tres utile pour la suite. En effet, on a :

PROPOSITION 2.14. Pour tout (z,y) € M x M\ A, on a :

(GCHI)*(xu y) = G%HI(% ‘T)v (83)
c’est-a-dire que si vy € Y,M (resp. i € B,M) tel que y(v)[YF = FYi si x € OM
(resp. y(V)Toi = FpT siy € OM), alors :

(GEm (7 9)e5 s ¥5 s = (5, G (¥, 2)¥5 )s,

Preuve : On donne la preuve de cette proposition dans le cas de la condition By,
la cas de la condition ]B%gHI se traitant de la méme maniere. On considere (p;); une
base hilbertienne de spineurs propres de L?(XM) donnée par la résolution spectrale de
l'opérateur de Dirac sous la condition a bord By, i.e telle que :

D(,OZ = )\1901 sur M
Bep(@ijom) =0 le long de OM

et on calcule :

/MxM\A<GcHI(I,y)%,90j>dv(x)dv(y) _ /

M

= [ (] Gt ijwj>dv<x>)dv<y>
5
1
30

| (Ganle.nepldo) i)

/ @i, pj)dv(y

D’autre part, on vérifie de la méme maniere que :

/ (i, Gem(y, 2)pj)dv(z)du(y) = )\_(51.]..
MxM\A :
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Donc pour tout (4,7) € Z* on a :
/ (Gem(,y)pi @) dv(z)du(y) = / (i Gomn (y, ©) @) dv(z)dv(y)
MxM\A MxM\A

ce qui par linéarité permet d’écrire que :
| (oo ado@ing) = [ (e Caulna)o)do(@)do ),
MxM\A MxM\A

pour tout ¢, ¢ € I'(XM) tels que By (dom) = By (¢jom) = 0. Considérons maintenant
zo € M tel que y — Gy (y, zo) soit continue et soit une suite de fonctions f. : R* — R
telle que f. — d,, Ol 0y, est la masse de Dirac en x¢. Si ¢ € I'(XM) vérifie By (jom) = 0
et ¥ (zg) = 1o, on a alors :

/M (Gl ) J0)o(a)do) = /M 2 Gl e fopdu @)
- / £ (G, ), )do(x)do(y)
MxM\A

= | Fte.Ganma)ondla)duly)
MxM\A
et on obtient ainsi :

/M (o), Capn(ys 20)6)doly) = /M (o (@0, 9)o(y), do)du(y).

En procédant de la méme maniere en la variable y, on arrive a :

(0, Gepr(Yo, T0) o), M = (Gemr(To, Yo) o, Po) s, M-

Cela termine la preuve de cette proposition. 0

De la méme maniere, on étudie l'action de l'opérateur de chiralité de la variété sur la
fonction de Green chirale. On arrive alors au résultat suivant :

PROPOSITION 2.15. Soit (M", g,0) une variété riemannienne spinorielle compacte
a bord lisse OM. Supposons de plus que la variété M possede la propriété (%) et que
lopérateur de Dirac est inversible sur H™. Soit ¢ € OM, on a alors :

GEHI( Q) = _FGgHI( Sl (84)

Preuve : Tout d’abord, on se place dans une métrique conforme a g (qu’on note encore g)
telle que au voisinage de g, la fonction de Green chirale Gy ( ., ¢) ait le développement

(78). Considérons alors la section de XM définie par G(z,q) = —T'Gly(z,¢)T. On

remarque premierement que cette section satisfait bien By (G(x,q)y) = 0 des que
x € OM \ {¢} et ¢y € B ,M vérifie y(v)['Yg = 1. En effet, on a déja montré que si
Yo € L M est tel que y(v)['y = ) alors le champ de spineurs Gy (-, ¢)Yo satisfait
BEHI(G6H1< . ,q)wmaM) = 0. D’autre part, puisque l'opérateur de chiralité I' échange le

type de la condition a bord du champs de spineurs, on a alors que Bqy; (é(w, q)wo) =0.

On considere maintenant la section définie par G'(z, q)vo = Gay(z, @)1 — G(z, )1
et on vérifie facilement que ce champ de spineurs est dans le noyau de l'opérateur
de Dirac. En utilisant les théorémes de régularité classiques (voir [FS98]), ce champ
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est lisse et il est donc identiquement nul puisque l'on a supposé l'opérateur de Di-
rac inversible. On obtient alors que le champ de spineurs —I'Ggyy (., ¢)I est I'unique
fonction de Green de l'opérateur de Dirac sous la condition & bord By, et donc que

G6H1< S q) = _FGgHI( Sl O

On arrive maintenant a la définition de I'opérateur de masse chiral (par analogie avec
[AHM)]). En effet, dans le probleme de Yamabe classique, le développement de la fonc-
tion de Green du laplacien conforme au voisinage (plat) d’un point de la variété permet
de donner une preuve du probleme de Yamabe dans les cas non traités par Aubin (voir
[Sch84] et [Esc92b]). De la méme maniere, dans le cadre spinoriel, Ammann, Humbert
et Morel introduisent le terme ”constant” de la fonction de Green de 'opérateur de
Dirac afin de résoudre un probleme non linéaire de géométrie spinorielle conforme. Il est
alors naturel de penser que 'on peut procéder de la méme maniere dans le probleme
que nous traitons ici et c’est effectivement le cas.

DEFINITION 2.3. Soit (M™, g, o) une variété riemannienne spinorielle compacte telle
que dans la métrique g il existe un point ¢ € OM satisfaisant la propriété (x). Supposons
de plus que Uopérateur de Dirac soit inversible sur H*. Soit G%HI la fonction de Green
chirale de l'opérateur de Dirac, on définit alors ['opérateur de masse chiral comme étant
le terme constant de la partie régulicre de Gy :

mém(q) Vg — Vo

i

o — mE(q )y

ot VE = 1(Id £ y(v)I")E,M.

1
2
A T’aide de la Proposition 2.14, on peut énoncer le résultat suivant :

PROPOSITION 2.16. Pour chaque q € OM, l'opérateur de masse chiral mgHI(q) est
linéaire et symétrique.

Preuve : On prouve ce résultat pour la condition By Montrons tout d’abord que
Iopérateur de masse est bien linéaire. Pour cela, on consideére la section définie sur

M\ {¢} par :
G (2) = G () (Mo + ppo) = Gy () (Mo + po) — (MG ()t + Gy (2)0).

Au voisinage de ¢, on a :

é;($) = Geucl(xa Q)()\wo + /%00) - ()\Geucl<x7 Q)¢0 + ,UGeucl(xa Q)SOO) + @(l’, Q)a

ou O(z, ) est un spineur harmonique (donc lisse) au voisinage de ¢. Puisque la fonction
de Green euclidienne est linéaire, le premier terme de I'égalité ci-dessus est nul et le
champ G~ (., q) est harmonique. Or comme on a supposé 'opérateur de Dirac inversible

sur H~, on a G~ = 0 et la fonction de Green chirale est donc linéaire. Il est alors clair
que l'opérateur de masse chirale est lui-aussi linéaire. De la méme maniere, en utilisant
le fait que la fonction de Green chirale est symétrique, on vérifie que 'opérateur de
masse chirale est symétrique. [

De cette proposition, on déduit que les valeurs propres de l'opérateur de masse chiral
sont réelles. Cependant, contrairement a l'opérateur de masse introduit et étudié dans
[AHM], le spectre (ponctuel) de opérateur de masse chiral n’est pas symétrique. En
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effet, dans ce cas, la condition a bord imposée “casse” cette symétrie. Cependant, on a
tout de méme le résultat suivant (en se plagant dans les hypotheses de la définition 2.3) :

COROLLAIRE 2.3. Soit ¢ un point du bord OM et supposons que k est une valeur
propre de l'opérateur de masse chiral mgy(q). Le réel —k est alors une valeur propre
de Uopérateur de masse chiral méy;(q).

Preuve : On remarque tout d’abord qu’en utilisant la proposition 2.15, les opérateurs
de masse méy;(q) et mggp(g) sont reliés par I'identité :

Img(g) = _chrHI(Q)F-

Soit alors ¢y € ¥, M tel que v(v)['y = 1)y un spineur propre de I'opérateur de masse
chiral mgyy;(g) associé a la valeur propre x, c’est-a-dire que mgy;(¢)1o = Ktbo. En utili-
sant la formule ci-dessus, on vérifie alors facilement que m¢y;(q)(Ty) = —kTthg et donc
que —k est une valeur propre pour l'opérateur de masse chiral mg;(q). O

Revenons maintenant au probleme qui nous intéresse dans ce travail et qui donne une
application des constructions effectuées dans ce paragraphe. En effet, dans les sections
précédentes, on a défini et étudié I'invariant spinoriel conforme Ap;, (M, 0M), ou o est
une structure spinorielle sur M et [g] la classe conforme de g. Dans le paragraphe 6, on
a montré que si n > 2, alors :

/\min<M7 aM) S )\min(Sia 881)

On montre maintenant que grace au travail effectué sur la fonction de Green chirale, on
peut raffiner cette inégalité. Prouvons tout d’abord le résultat suivant :

THEOREME 2.5. Soit (M, g,0) une variété riemannienne spinorielle compacte de
dimension n > 2 a bord lisse OM et qui posséde la propriété (x). Supposons de plus qu’il
existe sur M\ {q} un champ de spineurs {* satisfaisant :

Dy* =0 sur M\ {q} (85)
B (Vigy) =0 le long de OM

et dont le développement au voisinage du point q est donné par :
x
UE = o + v + 0, (36)

ot Vi, Y € B, M sont des spineurs vérifiant y(v)T0i = Fb, y(W)Tf = FYi et tel
que :

Re (Ui, vf) <0 et Rely(a)oif,of) = 0. (87)

On suppose de plus que le champ 0F est un champ de spineurs lisse sur M tout entier
satisfaisant 0 = O(r), Bé[HI(H\iaM) = 0 et qu’il est harmonique au voisinage de q. Sous
ces hypotheses, on a alors :

N[ Wn\»
)\min(MaaM) < Amln(Si,aS:b_) = §<7> .

Preuve : La preuve de ce théoreme réside sur la construction d’'un spineur-test adapté
que l'on estimera dans la caractérisation variationnelle de Ay, (M, OM) donnée dans la
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Proposition 2.2. Par hypothese, il existe sur M \ {¢} (¢ € OM) un champ de spineurs
Y* € T'(XM) vérifiant le probléeme & bord :

Dyt =0 sur M\ {q}
B (Vo) =0 le long de OM

et qui, au voisinage de ¢, possede le développement suivant :
x
VF = (WG U+ 6%
ol ¥, ¥F € L,M sont tels que y()TWF = FUF, y(v)[UF = FF et 0F € T(EM) est
un spineur harmonique au voisinage de ¢ vérifiant IB%HI(HF(;M) = 0. Pour € > 0, on pose

1 n 2 N .
pi=¢entl et gy 1= p?f(f) 2 avec f(r) = ﬁ On considere alors le champ de spineurs
défini par :

FE) (1= 2)05 —eoti sir < p
UE = e(U ) tnf(9) e sip<r<2 (88)
goth* si2p<r
ou r = d(x,q) et ou n est une fonction de cut-off qui est identiquement nulle sur

M\ B (2p), qui vaut 1 sur B} (p) et qui satisfait |[Vn| < %. Vérifions maintenant que

B ( ;E'aM) =0. Pourr <p,ona:

Bm( §E|8M) - ]B%HI((JC(g)'V(l o g)woi - gow%)WM)

x T\ o+ + - +
- f(g)V(l - g) BCHI(%WM) — €0 B (v |aM) =0
puisque IB%HI(@DSEWM) = B%Hl(wﬁaM) = 0. De la méme maniere, puisque * et §* sa-
tisfont BgHI(@ngM) = IB%HI(QEM) = 0, on vérifie que pour p < r < 2p et r > 2p,
on a BE( jaM) = 0. D’autre part, on peut, sans perdre en généralité, supposer que
[ | = 1. Puisque 1* et 6* sont harmoniques au voisinage ¢, un simple calcul donne :

()7 (- 2 v <y
DUZ = q ey (V)6 + f(2) (V)b sip<r<2p
0 si2p <.

Pour obtenir une estimation du numérateur de la caractérisation variationnelle de Ay, (M, OM),
on vérifie que :

2n 2n n .
nnTl»S*nTlf(g) sir<p
+ _2n_ n on .
DY = 9 |eoy (V)0 + f ()4 (V)uis [+ sip<r<2p

0 si2p <.
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On a donc :

/ IDYE [T de = " wT it / frdr < / frdr
B () B} (2) n

et :

n(3n—1 n(2n—1)

/ |D?/)6i|n2%1dx < Ce i 4 Ce ntt < Qg it
BJ (20)\B{ (p)

On obtient alors :
n nTH 1 n2 1
(/ |Dz/;j[|n27+1dv(g)> <"t (1 + C’anTl) =" I (1 +o(e" 7))
M

ott on a posé I = [, f*dx. Pour la suite de la démonstration, on pose k = Re (i, ¥
R 0>%1
+

et on s’intéresse maintenant a ’estimation du dénominateur de la caractérisation varia-

tionnelle de Ayin (M, 9M). On a alors :

Re(DYE, vy = Re(ZF(2)* (1= 2)ug (D) P (1 - D)uig — eov)
= ZF(E)" = Zeon F(2)F 4 Zeof () T Rely (D) ).

En intégrant sur B} (p), on obtient :

n

/ Re(Dy, ¢F)de = E/ FEY'dr—Zeor | f(5) de
B BY (p) €

a (p) € € B (p) €

3

ou l'on a posé :

“n T\ 241 T

A, = nege / fF(=)2 T Re(y (=) vy, ¥ ) da.
B (p) <
Or A, = 0 car par hypothese, on a supposé que :
x
Re (7(2)yi, o) =0
De plus, un simple calcul permet de voir que :
n2
| syrde =1+ 0

By (2)

et puisque g9 ~ "~ ! lorsque € — 0, on obtient alors :

/ Re(DyE, ¢F)dx > ne™! (I — Coke™ ! + 0(8”’1)>
Bj (p)
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ot Cy = fRi f(r)z*'dz. D’autre part, on calcule que :

Re(DYZ, ¥ ns opi () = —Re<sov<vm9i,ao(wi—nei>+nf(§)%w§>
+Re (£(2) 59 (V)i cow* — ) + s (£)
= —Re(eoy (Vo™ + f(g)%(vmwoi, eot®)
puisque Re(y(Vn)8+,6%) = 0, Re(y(Vn)vy, ¥5) = 0 et :
Re(y(Vn)u5,6%) = ~Rely(Vi)6*, u5).

On obtient alors 'estimation suivante :

Re<Dw w >|B+(2p)\B+ > 05217, 2pl "

n
2

Vo)

ce qui permet de conclure que :

/ Re(DyE, F)dx = o(e2™ ).
BJ (2p)\B{ (p)

En utilisant le fait que Re(Dy", ¢2) nppz (2 = 0, on a

/ Re<D¢§:a ¢;t> Z ngn_ll(l — CO/{{—:n_l + ‘l‘O(En_l))_
M

La caractérisation variationnelle de Ay, (M, OM) donnée dans la proposition 2.2 permet
d’aboutir a :

1+ o(e")
1 — Coren=l 4+ o(en1)

Amin (M, OM) < nlw — Anin(S?, OST) 4 Core™ " + o(e" )
ou Cy est une constante strictement positive par construction. Or par hypothese, on a
supposé que k := Re <1/13[, djﬂ < 0 et on en conclut ainsi facilement que :

)\min<M7 81\/[) < )\min(Si: 881)
[

La démonstration du Théoreme 2.4 consiste alors a prouver (sous les hypotheses de son
énoncé) l'existence d’'un champ d’un champ de spineurs satisfaisant les propriétés du
Théoreme 2.5. On va alors voir que la fonction de Green de 'opérateur de Dirac sous la
condition a bord associée a un opérateur de chiralité remplit effectivement ces conditions.

Preuve de Théoréme 2.4 : Montrons que sous les hypotheses du Théoreme 2.4, il existe
un champ de spineurs sur M\ {¢} vérifiant (85), (86) et (87). Sans perdre en généralité, on
peut supposer (par invariance conforme de I'invariant Ay, (M, OM)) que dans la métrique
g, il existe un point ¢ € OM qui satisfait la propriété (x). D’autre part, 'opérateur de
Dirac étant supposé inversible sur H*, la proposition 2.12 permet d’obtenir pour la
fonction de Green associée a un opérateur de chiralité le développement suivant au
voisinage du point ¢ :

GCHI(w Q)@/J = - 7(| e

q|”)% +mCHI(‘T Q)¢0»
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olt ¢y vérifient v(v)Iyy = Fy et By (m (- ,q)wéiaM) = 0. Puisque l'opérateur de
masse est supposé non identiquement nul, on peut choisir le spineur woi comme étant
un spineur propre pour l'opérateur de masse méHI(q) associé a la valeur propre £k
avec k € R. D’autre part, le Corollaire 2.3 assure que les valeurs propres £x sont bien
de signes opposés et donc que l'une est soit positive soit négative. Cependant dans la
Remarque 2.1, on a vérifié que la définition de Uinvariant A, (M, OM) ne dépend pas
de la “chiralité” de la condition a bord choisie et on peut donc choisir 1), (par exemple)
propre pour 'opérateur de masse chiral mgy;(¢) associé a la valeur propre s avec £ > 0.
Ainsi la fonction de Green Ggy( ., )Y, possede le développement :

2 T —q
Gem(z, )Yy = —— Yo + Ky -
CHI( ) 0 Wh 1 (|$ . C]|n) 0 0
Dans les notations du Théoreme 2.5, on a donc 1); = —k1), et on obtient ainsi que :

Re (y(2)dg,¢1) = rRe (y(2)¢g ¢y ) =0

Le champ de spineurs —=%=+Ggyy( ., q)10, satisfait bien les propriétés (85), (86) et (87)
et le Théoreme 2.5 permet donc de conclure. O

Une application immédiate de ce résultat est qu’elle donne une preuve spinorielle du
probleme de Yamabe sur une variété a bord. En effet, on a :

COROLLAIRE 2.4. Soit (M, g,0) une variété riemannienne spinorielle compacte a
bord lisse OM satisfaisant les hypotheses du Théoreme 2.4. Il existe alors une métrique
conforme a g dans laquelle la courbure scalaire de la variété est constante et la courbure
moyenne du bord est nulle.

Ce résultat découle du fait que si Apin(M,0M) < Amin(S7T,0S7T) alors pu(M,0M) <
p(Sh,08%) (ot pw(M,0M) est I'invariant de Yamabe de la variété M), ce qui donne
immédiatement 'existence d'une telle métrique.

Il semble clair que cette preuve du probleme de Yamabe ne simplifie pas celle donnée par
Escobar. Cependant, on peut s’attendre a ce que 'inégalité stricte prouvée dans ce der-
nier résultat ait d’autres implications. Ce n’est pas ’objectif du travail présenté ici mais
on peut tout de méme noter que ce prolongement fait partie de mes travaux actuels. En
fait, on peut montrer qu’elle donne l'existence de solutions pour une équation de type
Yamabe pour 'opérateur de Dirac sous la condition a bord associée a un opérateur de
chiralité. La dénomination “équation de type Yamabe” provient du fait qu’elle possede
des propriétés de covariance conforme et qu’elle fait intervenir les mémes problemes (au
niveau des inclusions de Sobolev) que I’équation qui intervient dans le probleme de Ya-
mabe. Ce probleme s’apparente fortement a celui étudié par Ammann dans [AmmO3b]
ou bien [Amm].

7.2. Un théoreme de la masse positive. Dans cette partie, on va donner une
preuve simple d'un théoreme de masse positive énoncé et démontré par Escobar dans
[Esc92b|. Plus précisément, il considére une variété riemannienne compacte (M", g)
localement conformément plate dont le bord lisse M est totalement ombilique. Il montre
alors qui si 'invariant de Yamabe p(M, OM) de cette variété est strictement positif et si
g € OM alors le laplacien conforme L, possede une unique fonction de Green G, sous la
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condition & bord By, c’est-a-dire une fonction définie et lisse sur M \ {¢} satisfaisant, au
sens des distributions, le probleme a bord :

L,G, = 0, surM
ByGgom = 04 lelong de OM
ou ¢, est la masse de Dirac au point g. On peut alors vérifier qu’il existe une métrique

conforme a la métrique initiale g dans laquelle la fonction de Green possede au voisinage
du point g, le développement suivant :

Gy(x) = !

(n — 2)wy_1r"2

A+ a(2) (89)

ol A € R et a, est une fonction harmonique (au voisinage de ¢) satisfaisant a,(g) = 0
%4 — () ol v est le champ unitaire normal & OM. Le théoreme de la masse positive
démontré par Escobar afin de résoudre le probleme de Yamabe dans le cas des variétés

a bord est alors énoncé sous la forme suivante :

La constante A vérifie A > 0. De plus, A = 0 si et seulement si M est conformément
isométrique a I’hémisphere ronde S} .

Dans cette section, on se propose alors de donner une preuve de ce résultat en imposant
en plus a la variété d’étre spinorielle. Cependant, il n’est plus nécessaire d’imposer a la
variété d’etre localement conformément plate et a son bord d’étre totalement ombilique.
En effet, il suffit que la variété possede un unique point ¢ € OM satisfaisant la propriété
(*). On considere donc (M", g, o) une variété riemannienne spinorielle compacte a bord
lisse OM de dimension n > 3 ou ¢ est la structure spinorielle de M et on prouve alors le
théoreme suivant :

THEOREME 2.6. Soit (M", g,0) une variété riemannienne spinorielle connexe com-
pacte de dimension n > 3 a bord lisse OM. Supposons de plus qu’il existe une métrique
conforme a g et un point ¢ € OM tel que dans cette métrique, ce point posséde la pro-
priété (x). Alors la masse A de M satisfait A > 0. De plus, on a égalité si et seulement
si M est conformément isométrique a [’hémisphere ronde ST .

La preuve de ce résultat réside dans la construction de la fonction de Green de 'opérateur
de Dirac sous une certaine a bord. Il est clair que la fonction de Green chirale construite
précédemment constitue une ”"bonne” candidate pour la résolution de ce probleme. Elle
nécessite cependant 'existence d’un opérateur de chiralité, ce qui n’est pas vérifiée dans
toutes les dimensions. On va alors voir que contrairement a ce qui a été fait jusqu’a
présent dans ce chapitre, la condition a bord MIT (qui ne nécessite aucune structure
additive dans sa définition) permet de résoudre ce probleme. Rappelons brievement cette
condition & bord (on consultera le chapitre 1 pour plus de détails) ; la condition & bord
MIT est la donnée de la projection orthogonale :

By : L*(S(OM)) — Ilﬁ(vi)
@ — pld£iv(¥))e,
olt v est le champ de vecteurs unitaire normal (rentrant) & OM et V* est le sous-
fibré propre associé a la valeur propre +1 de I"endomorphisme (). On prouve alors
I'existence de la fonction de Green de I'opérateur de Dirac sous la condition B3 et on

en donne le développement au voisinage d'un point ¢ € OM possédant la propriété (x).
Donnons tout d’abord une définition rigoureuse de la fonction de Green MIT.
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DEFINITION 2.4. Une fonction de Green MIT pour l'opérateur de Dirac D est la
donnée d’une section lisse

Ginr - M x M\ A — MK (ZM),
ot A ={(v,2) / x € M} et SMK (EM)" est le fibré vectoriel dont la fibre au-dessus de
(x,y) est donnée par Hom(3,M, ¥, M), qui satisfait au sens des distributions
{ Di(Gl\i/Hi(x,y)) = 0ylds, M
Byur (Giur(2,9)) =0, pourz € OM\ {y}

pour tout y € M. En d’autres termes, pour touty € M, ¢y € £,M tel que iy (v)o = £1ho
et p € I'(EM) satisfaisant Byr(wom) =0 on a :

/M (G )0, D)) du(x) = (o, 0(y)

et si x € OM alors By (Gypr (2, y)tho) = 0.
REMARQUE 2.3. Si on pose :
D* : H* == {¢ € H} (ZM) / Biyr(djom) = 0} — L*(ZM),

on peut facilement vérifier en utilisant la formule de Green que (D*)* = DT ou (D*)* est
Uadjoint formel de l'opérateur de Dirac sous la condition & bord Byyp. Ainsi le domaine
dom (D*)* de l’adjoint de l'opérateur de Dirac est donné par HT. La définition que l’on
vient de donner de la fonction de Green MIT est donc bien consistante avec la notion
de solution faible d’une équation. En effet, la section Giyp(.,q)vi € T(XM) satisfait
au sens faible sur H* ’équation :

D(Glj\[/HT<' quoi) = 0
si pour tout vy € LM vérifiant iy(v)y = £YF, on a :

/M (Gaare(, )6, (D¥)*8)dv(g) = (0, B(q)),

pour tout ¢ € dom (D*)* = HT. On peut alors voir que cette définition coincide avec
celle donnée en 2.4.

Afin de donner un développement au voisinage d’un point ¢ de la fonction de Green
MIT, il est intéressant d’étudier le comportement de cette condition par la trivialisation
du fibré des spineurs induite par le systeme de coordonnées de Fermi (voir la section 4).
En effet, on a le lemme suivant (qu’on peut voir comme un analogue du Lemme 2.1 pour
la condition MIT) :

LEMME 2.2. Soient U et V les deuzx ouverts de trivialisation construits dans la sec-
tion 4 et soit Py € F(Eg(Ri)) un spineur paralléle tel que

(1) ®o(q) = £Po(q)
en un point ¢ € VNIM. On a alors :
iv(v)@opvrom = £Popvron,

c’est-a-dire que IB%IJ\F/HT(E[)WQ@M) =0.



7. FONCTION DE GREEN DE L’OPERATEUR DE DIRAC 111

Preuve : On considere la fonction définie sur V par f(p) = |iv(v)® — ®o|?(p) et on
montre alors que f s’annule sur VN M. En effet, pour 1 <i<n—1,0ona:

ei(f) = e(|iv(v)®o — Bof?)

= 2¢;(|Po|* — i(v(v) Do, o))

= 92 6i(@0|2 + 21m<”y(y)50,60>),
ou Im (z) désigne la partie imaginaire du nombre complexe z € C. Cependant, puisque
le champ de spineurs ®, est parallele, on peut supposer que |®y|?> = 1 et puisque la
trivialisation induite sur le fibré des spineurs est une isométrie sur les fibres, on a |®|? =
1 et donc e;(|®o|?) = 0. En utilisant la compatibilité de la métrique hermitienne avec la
connexion de Levi-Civita, on obtient :

e (Im(y(v)®o, Po)) = Im(y(Ve,v) Po, Bo) + 2 Im(y(r)V,, Do, Po).

Un calcul analogue a celui effectué dans la preuve du lemme 2.1 permet d’obtenir :

()N Ter) B0, Bo) = = S Thm(y()1(e;)v(er)Bo, Bo)

1<j#k<n—1
1 — —
_5 Im<7(veiy)q)07 (I)0>
En remarquant que :

(YW)v(ej)v(er)Po, Bo) = (Po,v(¥)v(e;)v(er)Po),

on vérifie alors que pour tout 1 <7 <n—1:¢;(f) = 0. Puisque par hypothese f(q) =0,
on obtient le résultat annoncé. OJ

Remarquons que pour la suite de ce travail, on a en fait juste besoin de savoir que cette
condition a bord est invariante par la trivialisation de Fermi dans le cas ou la variété
possede la propriété (x). De plus, dans ce cas, on peut donner son développement au
voisinage de ce point particulier. Dans tout ce qui suit, on énonce seulement les résultats
pour la condition & bord By, cependant ils restent vrai pour la condition By et se
démontrent de la méme maniere. On prouve alors :

PROPOSITION 2.17. Soit (M™, g,0) une variété riemannienne spinorielle compacte
a bord lisse OM dont un point satisfait la propriété (x). La fonction de Green MIT de
l'opérateur de Dirac est alors donnée par :

Guir (@, @)vo = Gewal®, )0 + myr(, q)to, (90)
ou Yy € LM est tel que iy(v)y = —1by et myp(., )Y € I'(EM) est un champ de
spineurs harmonique au voisinage de q satisfaisant :

Brrr (mygrr (-5 @)%ojom) = 0.
Preuve : On rappelle tout d’abord (voir [HMZ02]) que l'opérateur de Dirac
D:H — L*(ZM)

définit un opérateur inversible, c¢’est-a-dire que pour tout ® € I'(XM), le probleme a

bord
Dy =o sur M
By (Yjom) =0 le long de OM
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posseéde une unique solution lisse ¢ € I'(XM). On procede maintenant de la méme
maniere que dans la preuve de la Proposition 2.12. En effet, on se place dans la métrique
conforme & la métrique initiale dans laquelle on peut trouver un point ¢ € OM tel que
la propriété (x) soit vérifiée. Il existe alors un ouvert U de R} et un ouvert V de M
qui fournissent la trivialisation du fibré des spineurs au-dessus de V construite dans
la section précédente. Dans la suite, on notera toujours indifféremment un spineur au-
dessus de U et son image dans le fibré des spineurs au-dessus de V. Soit alors ¢y € £,M
tel que iy(v)Yy = —1p et n un fonction de cut-off telle que :

0<n<1, n € C=(M)
n = 1sur By (d), supp(n) C B;(20) C V.

Si on pose alors ®(z) = 1(z)Gena(, ¢)1ho alors ce champ de spineurs est clairement
harmonique sur B (d) \ {q} et le champ ¥ = D® se prolonge donc a M tout entier en
un champ de spineurs lisse en posant W(q) = D®(q) = 0. Puisque l'opérateur de Dirac
est inversible sur H ™, il existe un unique champ de spineurs, noté my;r( ., ) € H,
vérifiant D (myp( ., g)1o) = —V. Posons alors :

GK/HT(‘I7 Q)¢0 = nGeud(xa Q)¢0 + InIT/HT (.Z‘, Q)¢O-

Il reste donc a vérifier que cette section satisfait la définition de la fonction de Green
MIT sous la condition a bord By;r. On remarque que par construction on a clairement
que le long de OM :

Byt (GI\_/IIT<' ,Q)%\aM) = 0.

On vérifie maintenant que :

/M (e, )0, Do () dv(g) = (Yo, 0(0))

pour tout ¢ € H*. Pour cela, en utilisant la preuve de la Proposition 2.12 (et en
conservant les notations introduites dans cette proposition), on obtient alors :

/M (Giaee (2, )0, D(¢))dulg) = /M (Giaee (2, )0, D(TT))do(g)
T /M (e (. )0, D((1 — 7)) do(g).  (91)

Cependant, en intégrant par partie, on a :
/M<Gl\_/HT(xa 0)%0, D((1 = 0)yp))dv(z) = /M(D(Gim(w,qw()),(l — 1)) dv(z)
= [ )G, ), (1~ Do),
oM

Le terme de bord est nul puisque By (Gipr (-, ¢)%oiom) = 0 et les champs de spineurs
Y(v)Gyr (-, @)%o € H™ et ¢ € H' sont donc orthogonaux le long de OM. De plus, le
premier terme est nul car D(G, (. )1) = 0 sur M\ {¢}. Reste maintenant & calculer le
premier terme de l'identité (91). Pour cela, on écrit :

/M (e (@, )0, D)) = /M (G (.40, D) + /M (g (2, )0, D))
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et puisque le champ my;r( ., )1y est harmonique sur {n = 1} (donc sur supp(7)), on
obtient :

/M (e ()0, D)o (z) = (o, 0(2))

par définition de la fonction de Green euclidienne. L’unicité de la fonction de Green MIT
s’obtient facilement puisque I'opérateur de Dirac est inversible sur H~ et on a alors que
Gyyrr est 'unique fonction de Green MIT. On procede exactement de la méme maniere
pour la condition & bord By ;. O

On est maintenant en mesure d’énoncer et de donner la preuve du théoreme de la masse
positive annoncée au début de cette section. En effet, on prouve le résultat suivant :

THEOREME 2.7. Soit (M", g,0) une variété riemannienne spinorielle connexe com-
pacte de dimension n > 3 a bord lisse OM et dont linvariant de Yamabe est positif.
Supposons de plus qu’il existe une métrique conforme a g et un point g € OM tel que,
dans cette métrique, le point ¢ € OM posséde la propriété (x). Alors la masse A de M
satisfait A > 0. De plus, on a égalité si et seulement si M est conformément isométrique
a [’hémisphere ronde STy .

Preuve : On peut supposer que dans la métrique g, il existe un point ¢ € M qui possede
la propriété (x) (& un changement de métriques conformes pres), La Proposition 2.17
permet alors de déduire l'existence d’une unique fonction de Green Gyr( ., ¢q) pour la
condition a bord MIT possédant au voisinage de ¢ le développement suivant :

GK&IT ([E, Q>¢0 = Geud(x’ Q)¢O + mIT/IIT(xv q>¢0, (92)

ou ¢y € LM est tel que iy(v)y = —tbo et myyp(.,q)ho € T'(EM) est un champ de
spineurs harmonique au voisinage de ¢ satisfaisant :

By (mygr (- 5 ¢)%ojam) = 0.
Sans perdre en généralités, on peut supposer que [¢9|> = 1. D’autre part, puisque par
hypothese on a supposé que p(M,0M) > 0, il existe une unique fonction de Green G,
du laplacien conforme lisse sur M \ {¢} et vérifiant G, > 0 (voir [Esc92b]). De plus,
comme le point ¢ satisfait la propriété (x) dans la métrique g, la fonction de Green du
laplacien conforme admet au voisinage du point ¢, le développement suivant :

Golz) = !

(n — 2)wy,_1r"2

+ A + o)

ou A € R et a, est une fonction harmonique (au voisinage de ¢) satisfaisant o, (q) = 0

% = 0. On considere alors le changement conforme de métriques sur M \ {¢} donné

par :

4 4
g=((n—=2w,1G,)"2g=G7"g
Puisque la fonction de Green du laplacien conforme satisfait le probleme a bord :

LG, = 0, surM
BGgom = 04 lelong de OM

et que les courbures scalaires et moyennes dans g et g sont reliées par les formules :

R=G,"°LG, et H=G, ’BG,
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on obtient que la courbure scalaire de (M\ {g}, ) vaut R = 0 et que la courbure moyenne
de (OM \ {¢},9) dans M vaut H = 0. La donnée d'une métrique conforme & g permet
une identification des fibrés des spineurs au-dessus de (M \ {¢},g) et (M \ {¢},7). En
effet, on a un isomorphisme de fibrés donné par :

F 2, (M\ {q}) — Z5(M\ {q})
tel que les opérateurs de Dirac satisfont la relation :
_  ~_n—1 ~_ n+l
D(Gq "F(¢)) = G, " F(Dy)

pour tout ¥ € F(ZQ(M \ {q})) et ott D (resp. D) désigne I'opérateur de Dirac agissant
sur X,(M\ {q}) (resp. Xg(M\ {q})) Considérons alors le champ de spineurs donné par :

Gy Vo =G4 QF( wir( - @)to) € T(Sg(M\ {q})).
Par covariance conforme de I'opérateur de Dirac, on a :
D(Gy()0) = Ga " *F(D(Gypr( -, 0)o) ) =0 (93)

sur M\ {¢}. De plus, puisque la condition & bord MIT est elle-aussi covariante conforme,
on a :

BMIT( o - )¢0|8M) =0,

ot Byyp = %(Id — 2'7(?)) désigne la projection associée a la condition a bord MIT dans
la métrique g. Soit maintenant ¢ > 0 et notons B} (¢) la demi-boule de centre ¢ et de
rayon €. En utilisant I'identité (93), la formule de Schrédinger-Lichnerowicz et le fait
que la courbure scalaire de M \ {¢} est nulle, on a :

—2 /= — = — — —t = — — _
0=/ (D™ (Gy(2)ho), Gy()thp)du(9) =/ (V V(Gg(2)t), Gg() 1) du(g).
M\B{ (e) M\B{ ()
En intégrant par parties cette identité, on obtient :

/ (V5. (G (2)0), Co )T} ds(7) = / (Vo (T (2)0). Col)To) ()
OBY (¢) OM,

w[ V@) PdE) (o)
M\Bg (¢)

ot OM, = OM \ (OM N 9B (¢)) et v (resp. v.) désigne le champ de vecteurs unitaire
normal rentrant (resp. sortant) a OM, (resp. OB/ (¢)) dans la métrique g. Remarquons
alors qu’un calcul permet de voir que :

n—1—

Vi(Gla)d) = “5—HG,(2)d) = 7®)D(Gy(a)) — D™ (Gy(x)b)

ot D™ désigne l'opérateur de Dirac du bord OM muni de la métrique g. Cependant,
sur OM. on a H = 0 et D(G(2)y) = 0, donc I'égalité (94) s'écrit :

| 0 Guwit0). CuwiBista) = = [ (B (Gyfe)in). Gola)Tohds(a)
0B OM¢

V(Gy(2)o) 2du (7).
# [, o, TGl Pa)
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D’autre part, par covariance conforme de la condition a bord MIT, on a aussi que :

(v ) g(z )1/10 ( )1%7
pour tout x € OM, et donc :

D™ (Cy(2)By), Cy(@)By) = (7()D

L’égalité (94) devient donc :
- 1 . B
o< [ NG@EPd@ =5 [ | wG @l o9
M\By (¢) 9Bj (c)

Le champ de vecteurs 7, étant normal rentrant a GBJ(E) pour la métrique g et puisque

g est conforme a g (qui est plate au voisinage de ¢), le champ 7. est colinéaire a %,

c’est-a~dire qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que 7. = —c%. Or :
~4_ 9 0 R S S

—_f—  — 27 n— 2 — n— n—
L= 97 7:) = G P9l ) = En— 2wl GF

et donc puisque la demi-boule B(‘;(E) est contenue dans 'ouvert de trivialisation plat au
voisinage du point ¢, la fonction de Green du laplacien conforme possede le développement
(89), c’est-a-dire

2 et 1 = _
A(n—2)m2 w ! ((n TR +A+ aq(x)> =1
Un simple calcul permet alors de voir que ¢ = £2+0(¢?) et donc que 7, = —(e2+0(e?)) 2.

Donnons maintenant un développement de la quantité 7.|G,(x)1,|? sur la demi-sphere
OB/ () ; pour cela, on écrit :

Go(@) B2 = Go " |G, )0 2

1 2_1 on=1

= (n-2)" 7w, gq | wirr (%, )¢
1 ~ )2 -
= (ot 2>wn,1A+aq<x>) G (2, 4)bo + i 2,4} P
ol qu(z) =(n—2)w, 1aq( ). En développant cette expression, on arrive a :
n—1
205

Gq(z)0|* = (1 + (n — 2)wp_1Ar"? + aq(x)r”_z)

X <]‘ + |ml\_/HT(xa Q)?/)0|2 + 2Re <Geucl(ma Q>¢07 ml\_/HT(w7 q)’l/J())) .

On peut maintenant calculer |G, (z)¥,|*. En effet, apres calculs, on obtient :

EIG( 2)iho* = =2(n = 1)(n = 2)wu_r A" +0(e"7).
D’autre part, on a :
ds(g) = +/det(g)dz
= éz%dx

e 2D (1 4 o(1))dx
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oll dx est la forme volume canonique de R"~!. Finalement, on arrive a :

(G () 1 — -
“d - 5 |Gy 2ds(g
0 = /1\\/[\B+(E) | ( q($>¢0)| /U(g) 2 /BB;(E) 4 | (x)¢0| S(g)

1 —2(n— —2(n—
= §V01(8Bq+<€)) (=& +0(e) (e + o(e72n71)y)
x(—2(n—1)(n —2)w,_1 A" 4+ 0(e"?))
= (n—1)(n—-2)w2 ;A+o(1)
et donc A > 0. Supposons maintenant que A = 0; en utilisant I'identité ci-dessus, on
obtient que le champ de spineurs G,( . )1, est un champ de spineurs parallele sur M\ {¢},
c’est-a-dire que Vx(Gy(.)¢y) = 0 pour tout X € I'(T(M \ {¢})). Puisque le choix de
1o est arbitraire, on obtient ainsi une base de spineurs paralleles du fibré des spineurs

au-dessus de (M \ {q},9). D’autre part, le champ G,(.)¢, vérifie la condition & bord
MIT, c’est-a-dire que 1'on a :

(v ) o )¢0|8M—_q(~>ao\aM-

En dérivant cette expression (le long de 9M), on obtient que :
Vx (W( ) g( )@Z)o) = —W(A(X»Gq( =0

puisque le spineur G,( . )¢, est parallele et ot A(X) = —V v est 'application de Wein-
garten du bord OM dans M muni de la métrique g. Le champ G,( . )b, étant parallele,
il ne possede pas de zéro et ainsi le bord OM est totalement géodésique dans M. La res-
triction au bord d’un champ de spineurs parallele de la base construite précédemment
donne un champ de spineurs parallele sur le fibré des spineurs du bord. Pour vérifier cela,
il suffit d’utiliser la formule de Gauss spinorielle et le fait que le bord OM est totalement
géodésique dans M. En utilisant alors 'identification des fibrés des spineurs intrinseque
et extrinseque du bord, on vérifie facilement que OM est isométrique a I’espace euclidien
R™ 1. La variété (M \ {¢},q) est donc isométrique & une variété possédant un nombre
maximal de spineurs paralleles et dont le bord est totalement ombilique et isométrique
a Pespace euclidien R"~!. On a donc finalement montré que (M \ {¢q},q) est isométrique
au demi-espace euclidien R’;. Soit maintenant I : (M \ {¢},g) — (R, &) une isométrie

et posons f(z) =14 &(f ( ))/4 ot £(f(z)) = &(f(x), f(z)). Alors M \ {¢} munie de
la métrique f~2g = f~ QQq g est isométrique a I’ hemlsphere standard S7 (c’est-a-dire

muni de sa métrique canonique). La fonction f~2G;~ 2 est lisse sur M\ {¢} et se prolonge
continument en une fonction positive a M tout entier. On a ainsi bien montré que M est
conformément isométrique a (S', gs)- O
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La principale motivation des travaux de cette these est d’étudier ’aspect conforme du
spectre de 'opérateur de Dirac sur une variété a bord. Dans un premier temps, on donnera des
estimations de la premiere valeur propre de l'opérateur de Dirac fondamental de M sous deux
conditions a bord locales prenant en compte leurs propriétés conformes. Une étude détaillée de
ces conditions & bord permet alors de clore cette premiere partie par une estimation classique
du spectre de 'opérateur de Dirac, raffinant un résultat antérieur de O. Hijazi, S. Montiel et
A. Roldan. Dans un second temps, on construit un invariant spinoriel conforme & partir de la
premiere valeur propre de 'opérateur de Dirac sous I'une des conditions & bord étudiées dans
le premier chapitre. Cet invariant peut étre vu comme 'analogue de I'invariant de Yamabe
dans le cadre spinoriel. Une étude approfondie de cet invariant conduit de maniere naturelle a
la construction de la fonction de Green de 'opérateur de Dirac.

Conformal aspect of the Dirac operator on manifolds with boundary :

In this thesis, we study the conformal aspect of the spectrum of the Dirac operator on mani-
folds with boundary. First, we prove some lower bounds for the first eigenvalue of the Dirac
operator under two local boundary conditions using the conformal covariance of these opera-
tors. A carefully treatment of these boundary conditions leads to a classical estimation of the
eigenvalues of the Dirac operator under one of the preceding boundary conditions which im-
proves a previous result of O. Hijazi, S. Montiel and A. Rolddn. In a second time, we construct
a spinorial conformal invariant defined from the first eigenvalue of the Dirac operator under
the generalized chiral bag boundary condition. This invariant can be seen as an analogous of
the Yamabe invariant in the setting of spin geometry. A detailed study of this invariant leads
to the construction of the Green function for the Dirac operator.
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