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Résumé

Nous étudions la distribution des résonances dans le probleme de transmission et
pour l'opérateur d’élasticité linéaire. Dans le cas du probleme de transmission, nous
montrons 'existence de suites de résonances qui s’approchent rapidement de 1’axe
réel et de densité maximale. Pour le probleme de Dirichlet dans I’élasticité linéaire,
nous montrons 1’absence de résonances sous une cubique du plan complexe.

Mots-clés : résonances, probleme de transmission, probleme d’élasticité linéaire,
quasimodes

Abstract

We study the distribution of the resonances for the transmission problem as well as
for the system of the linear elasticity. In the case of the transmission problem, we
prove the existence of a sequence of resonances of optimal density rapidly approa-
ching the real axis. For the Dirichlet problem in the linear elasticity we prove the
absence of resonances under suitable cubic parabolas in the upper half-plane.

Key words : resonances, transmission problem, linear elasticity, quasimodes.
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Chapitre 1

Introduction

Les résonances apparaissent tres naturellement dans 1’'étude de modeles phy-
siques, en électromagnétisme, en physique quantique... pour représenter des états
oscillants et décroissant avec le temps. Cette décroissance peut étre due a un amor-
tissement, une perturbation ou a la possibilité d'une propagation des ondes a 'infini,
ce qui distingue aussi les résonances des valeurs propres, lesquelles sont des états
existant perpétuellement en ’absence de toute perturbation.

Connues depuis longtemps en physique mathématique, leur étude s’est principa-
lement développée ces vingt dernieres années grace a l'introduction de nouvelles idées
et de nouveaux outils dans ce domaine en réponse a leur intérét pour la recherche
sur des systemes perturbés ou non bornés.

On peut citer par exemple I'utilisation de la distortion analytique (étudiée no-
tamment par Sjostrand et Zworski dans [25][26], puis par Hargé et Lebeau [12]), de
la théorie des opérateurs mais aussi des systémes dynamiques (par exemple avec la
théorie KAM).

Les principaux axes de recherche sur le sujet des résonances portent sur la dis-
tribution de ces nombres dans le plan complexe, puis sur le dénombrement des
résonances ayant les contributions les plus significatives a I’écriture des solutions des
problemes considérés.

Ainsi, ce mémoire a pour but de présenter trois situations pour lesquelles nous
pouvons obtenir des informations sur la distribution des résonances pres de l'axe
réel, situations issues de deux problemes : le probleme de transmission des ondes et
le probleme de Dirichlet pour 1’élasticité linéaire.

En effet, comme 'a expliqué Vainberg [29] dans le cas de perturbations non
captives, et comme l'ont exposé Zworski [30] ou Burq [4] pour des perturbations
captives, il est possible, grace aux résonances, de donner un développement asymp-
totique, pour un temps suffisamment grand, des solutions de 1’équation des ondes
sous la forme

Ut)f ~ Z e Iy f, t — 400

AEResP

avec II, le projecteur spectral sur la fonction propre associée a A, résonance de



lopérateur P, et U(t)f la solution du probleme

(=02 —=Pu = 0
U|t:0 = 0

atu|t:o = f

On peut alors voir, dans cette écriture asymptotique, que R correspond au taux
d’oscillation et I\ au taux de décroissance de la fonction propagée, c’est-a-dire que
les résonances ayant des parties imaginaires petites en valeur absolue (et des parties
réelles assez grandes) auront une contribution plus importante, en temps grand, a
la forme de la solution.

L’étude des résonances doit donc s’orienter vers la détermination de l'existence
(ou non) de ces résonances proches de 'axe réel. C'est ainsi que les résultats que
nous proposons répondent a cette question : dans le cas du probleme de transmission,
nous montrons qu’il existe une suite de résonances proches de I’axe réel pour les deux
situations étudiées tandis que, dans le cas duprobleme de Dirichlet de 1’élasticité
linéaire, nous mettons en évidence l’absence de résonances sous une cubique. Ce
dernier résultat permet d’affirmer que les contributions de ces résonances sont faibles
en regard d’éventuelles contributions de résonances proches de ’axe réel (dont nous
conjecturons 'existence).

Résonances pour le probleme de transmission

Nous considérons un compact strictement convexe O de R™ (pour n = 2,3 dans
les cas que nous étudions), de complémentaire {2 dans R", de bord I' = 00 ayant
des propriétés de régularité suffisantes.

Sur O et sur €2, nous considérons deux métriques riemanniennes g et h, telles
que h soit la métrique euclidienne a 'extérieur. On note A, et Ay, les opérateurs de
Laplace-Beltrami correspondants. On désigne également par v la normale unitaire
intérieure au bord I' par rapport a (€2, h), et par v/ la normale unitaire intérieure a
" par rapport a (O, g).

Le domaine de définition de 'opérateur de transmission P = (Ay, Ap) est défini
par

D(P) = {

qui est un sous-espace de I'espace de Hilbert

u = (ur,u) € H, uy € H*(0), ug € H*(Q), }
u1|r = ug|r, (Opur)|r + a(dyuz)|r =0 ’

H = L*(0;doz) & L*(Q; da),

la somme directe orthogonale d’espaces de types L? sur O et sur €2, on aura, pour
tout u = (u1, uz) de ce domaine, Pu = (Ajuy, Apus).

P est un opérateur auto-adjoint, elliptique, P < 0, et son spectre est absolument
continu sans valeurs propres immergées.

Fixons une constante o > 0. Le nombre complexe A € C est appelé résonance
pour le probleme de transmission associé a O si et seulement si le probleme suivant



a une solution nontriviale :

(Ay+ X))y = 0 dans O,
(Ap+AX)uy = 0 dans €2,
UL — Us 0 sur I,
Oyu; +ad,uy = 0 sur I,
uy — A — sortante |,

Cette situation est un exemple qui entre dans la famille des problemes de boites
noires étudiées assidiiment depuis une quinzaine d’années et les travaux de Sjostrand
et Zworski [25], mais placé ici dans un cadre plus général.

Dans le cas universel du probleme de transmission en dimension n a travers un
obstacle strictement convexe quelconque, Popov et Vodev [22] ont montré qu’il existe
une suite infinie de résonances {\;} convergeant vers 'axe réel aussi vite que tout
polynéme, c’est-a-dire telles que SA; < Cy|A;|~" pour tout N > 1.

Ils construisent pour cela un quasimode pour ce probleme, dont la divergence
est polynomiale. Puis le théoreme de Stefanov [23] (étudié également par Tang et
Zworski [28]), dont nous reparlons plus en détail ci-dessous, relie I’existence de ce
quasimode réel a la présence de résonances a proximité de ’axe réel et fournissant
une borne inférieure de la fonction de comptage des résonances.

Par contre, la construction de Popov et Vodev ne prend pas en compte la mul-
tiplicité des quasimodes et ne donne donc pas une borne inférieure optimale du
nombre de résonances proches de 'axe réel. De plus, 'existence de résultats sur
des opérateurs analogues amene a faire la conjecture de 'existence d’'une suite de
résonances qui convergent expoentiellement vite vers ’axe réel pour ce probleme.
L’étude d’obstacles en basses dimensions permet de vérifier cette conjecture.

Dans la premiere situation étudiée, celle de la sphere transparente en dimension
3, on pose A, = *A et A, = A, avec 0 < ¢ < 1 et une constante de couplage «
strictement positive. Nous montrons qu’il est possible d’obtenir ce résultat par le
biais de I'analyse complexe (notamment du théoreme de Rouché) et de I’étude des
fonctions spéciales de Bessel et de Hankel, qui apparaissent naturellement lors de la
réduction du probleme au bord.

On peut également ajouter que le résultat obtenu est optimal car, selon les tra-
vaux de Burq [3] puis de Bellassoued [1], il ne peut pas exister de résonances s’ap-
prochant plus vite qu’exponentiellement de ’axe réel.

Dans le deuxiéeme probleme de transmission étudié, on se place en dimension
deux avec des opérateurs A, = ¢?A et A, = A, avec 0 < ¢ < 1 et une constante de
couplage « fixée a 1. Nous requérons de plus une régularité C'* pour le bord.

Il s’agit dans ce second chapitre d’extraire une famille infinie de résonances z de
Iopérateur considéré, dont la partie imaginaire vérifie, cette fois, pour tout N € N,

O<%Z§CN’Z‘_N, CN>0

Pour parvenir a ce résultat, I'idée employée ici consiste a construire un quasimode
de opérateur P de densité positive, avant d’utiliser le résultat de Stefanov [23].
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En dimension finie n, si on note Qr = {z € Q; |z| < R}, on définit un quasimode
de P comme la donnée d'une famille

Q = {(uy, \,), v € M},
M étant un ensemble non borné d’indices, telle que

u, = (U1, u2) € (C®(0) x C(Qr)) N D(P), A\, >0, lim \, — + oo

V—00

ou R > 1 et, pour tout N € N

1(Ag + X2)us || 1200

AN
3
>
N

(uy,up )y — 8| < RN, +A), v,/ €M,

1(An + A)usllz20)

A\
=
>
N

o6, =0siv#£1V etd,, =1,et pour toute N € N, lim,_, o 2V R(z) = 0.
Sionnote N*(r) = f{m € M; A\, <r}, ondit que Q est un quasimode de densité

positive s’il existe une constante C' > 0 telle que N*(r) > Cr™ pour tout r > 1.
Considérons maintenant les résonances dans la région

N={ze€C;Rz>1,0<32z<S(Rz)}

olt S est une fonction de classe C! sur R telle que S(z) = O(z~>°) quand z — +oo,
S(x) > 4x* B R(z) et —yS < 8" <0 avec v > 0. Notons

N(r)=t{zeNNRes(P); 1 <Rz <r}

la fonction de comptage des résonances de l'opérateur P comptées avec leur mul-
tiplicité. Alors, le théoréme 2 de [23] montre qu’il existe une constante strictement
positive C’ telle que N(r) > C'r™ si N*(r) > C'r™.

La construction des quasimode dans notre cas résulte de I'existence d’une grande
famille de cercles invariants de I'application du billard dans le domaine strictement
convex O C R?. L’existence d’une telle famille a été prouvée par Lazutkin [15] par
la théorie KAM !. Pour le resultat de Lazutkin il est indispensable que la dimension
soit egale a deux.

Résonances pour le probleme de [’élasticité linéaire

Le troisieme probleme que nous étudions concerne |’élasticité linéaire. Nous
considérons un compact strictement convexe © de R? | dont le bord I' est analy-
tique et de complémentaire = R3\ O. v désigne la normale unitaire extérieure a
I' =00.

On considere I'opérateur de l'élasticité linéaire, que I'on notera A.. C’est un
opérateur différentiel matriciel a trois lignes et trois colonnes, défini par la formule
suivante :

Aov = poAv + (Ao + o) V (V)

Ipour Kolmogorov, Arnol’d et Moser



olt v désigne un vecteur de R3, c’est-a-dire v = (vy, vo, v3).
Les quantités A\g et g désignent les constantes de Lamé, dont on suppose qu’elles
vérifient les conditions suivantes :

J2%) 2 O, 3)\0 + 2/10 Z 0.

L’opérateur d’élasticité —A., agissant sur l’ensemble des fonctions a support
compact v € CF° (ﬁ; (C3) admet un prolongement en un opérateur auto-adjoint sur
L2(£2;C3). Cet opérateur est positif et n’a pas de spectre ponctuel.

Nous montrons que cet opérateur muni des conditions au bord de Dirichlet n’ad-
met pas de résonances en dessous d’une courbe cubique qu’il est possible d’expliciter.
Des résultats de ce type ont été obtenus par Hargé et Lebeau [12] et Sjostrand et
Zworski [26]. Nous obtenons des estimations de la résolvante dans cette région. Nous
envisageons d’appliquer les résultats de ce chapitre dans I’étude de résonances du
probleme de transmission correspondant comme dans 'article de Cardoso, Popov et
Vodev [7].



Chapitre 2

Résonances pour le probleme de
transmission a travers une sphere
transparente



Résumé

On montre dans cette partie que, pour le probleme de transmission des ondes a
travers la boule, il existe une suite infinie de résonances exponentiellement proches
de 'axe réel. De plus, on en déduit une borne inférieure optimale de la fonction de
comptage de ces résonances.

On considere la boule unité de R?, notée O = {||z|| < 1}, de bord T' = S?) et
de complémentaire 2. La vitesse de propagation des ondes a l'intérieur de O est
0 <c<1etest fixée a 1 al'extérieur.

On définit Popérateur de transmission P par Pu = (—c*Auy, —Ausy), oll u =
(u1,us) appartient au domaine de définition

u = (ul,uQ) eH, u € HQ(O), Ug € Hz(Q), }
u|r = uslr, (Opur)|r + a(Oyus)|r =0 ’

D(P) = {
avec H l'espace de Hilbert défini par
H = L*(0;a ¢ 2dr) ® L*(Q; dx).

et v la normale extérieure unitaire au bord de la boule; enfin v/ = —v.

Les résonances sont définies comme les nombres complexes (de partie imaginaire
strictement positive), tels que le probleme (2.4) admet une solution nontriviale.

On peut également définir les résonances comme poles de la résolvante sortante du
probleme de transmission tronquée, ce qui convient bien pour définir la multiplicité
des résonances.

Comme dans le cas des problemes extérieurs de Dirichlet (Neumann), on peut
voir que P est un opérateur auto-adjoint, elliptique tel que P < 0, et le spectre de P
est absolument continu sans valeurs propres immergées. Les résonances du probleme
de transmission coincident donc avec les poles du prolongement méromorphe de la
résolvante tronquée

RN =x(P+X) 'y H—->X

de 3\ < 0, dans le plan complexe. Ici y € C5°(R?), et x = 1 dans un voisinage de
5. La multiplicité de chaque résonance \ # 0 est donnée par I’expression

m(A) = rank / ZzR,(2)dz, 0 <e < 1,
|z—A|=¢
et ne dépend pas de x. On définit la fonction de comptage N(r) par

N(r) — A € C; X résonance de P,
(T) _ﬁ 0<%/\§C€70‘)\|,1§|A|§r 5

ol les résonances sont comptées avec leurs multiplicités.
On peut alors énoncer le théoreme :

Théoréeme 1.1
(a) Il existe une suite infinie de résonances de P, notées {\ };>1, telles que

3C > 0,0 < SN < Ce N,
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(b) 1l existe une constante p > 0 telle que

N(r) > prd, r>>1.

Nous donnerons une valeur explicite de p au terme de la preuve. La preuve se
divise en trois parties.

Tout d’abord, on prouve que les résonances du probleme de transmission sont
les racines d’une équation faisant intervenir des fonctions de Bessel et de Hankel
(cf. lemme 2.1) : pour cela, on transforme les problemes intérieur et extérieur en
explicitant les opérateurs de Neumann correspondants. Ensuite, les conditions au
bord du probleme (2.4) permettent de montrer que A est une résonance du probleme
de transmission si et seulement si elle est solution de I’équation (2.2).

Dans un deuxieme temps, on prouve l’existence des résonances recherchées en
résolvant ’équation (2.2). Pour cela, on utilise des asymptotiques des fonctions
spéciales quand le parametre est proportionnel a I'ordre de la fonction, en posant

A = rvez.

Nous obtenons ainsi une équation approchée, (2.22), que 'on étudie a l'aide du
théoreme de Rouché. Ce théoreme nous permet de justifier qu’il y a au moins autant
de solutions (complexes) de (2.2), comptées avec leurs multiplicités, que de solutions
(réelles) de (2.22).

Enfin, dans la troisieme partie de la preuve, nous adaptons une méthode utilisée
par Stefanov et Vodev dans [24] pour prouver que la partie imaginaire des résonances
est exponentiellement petite, a I’aide du théoreme des fonctions implicites. La preuve
du (b) du théoreéme est un probleme de dénombrement faisant appel aux différentes
approximations utilisées auparavant pour obtenir une borne inférieure de la fonction
de comptage de l'ordre de 73.

Si on rapproche notre théoreme d’un résultat de Bellassoued [1], on remarque
qu’il est optimal et qu’il n’existe pas de résonances convergeant plus vite qu’expo-
nentiellement vers ’axe réel.
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2.1 Introduction and statement of results

Let O = {||z|| < 1} C R3 be the unit ball in R?*, T' = 52 his boundary, and
Q= R3\ Of|lz]] > 1} C R® We denote by v the unit exterior normal to the
boundary I', and by v/ = —v the unit inner normal to the boundary. We denote by ¢
the speed of propagation in the interior of the unit sphere, which will be a constant
verifying 0 < ¢ < 1. We also assume that the speed of propagation of waves outside
the ball is equal to 1. We work in the Hilbert space H of square-integrable functions
which is written as a direct sum :

H = L*(O0;a ¢ 2dr) @ L*(Q; dx).

where a is a strictly positive constant related to the nature of the boundary I'. We
consider the operator P, with a domain of definition

u = (ul,uQ) eH, u € HQ(O), Ug € H2(Q), }
u|r = uslr, (Opur)|r + a(Oyus)|r =0 .

D(P) = {

P is defined as follows : Pu = (—c?Auy, —Ausy), where u = (uy,us) belongs to
D(P) C H. It is well-known that P is a self-adjoint, elliptic, nonnegative operator
the spectrum of which is absolutely continuous without embedded eigenvalues.

Definition 2.1.1 X\ € {3\ > 0} is said to be a resonance for the transmission
problem if the following problem has a nontrivial solution :

(A +X)u; =0 in0O

(A + A)uy =0 in Q

up —ug =0 on I’ (2.1)
Oyuy +ad,us =0 onl

Uy 18 A-outgoing.

Definition 2.1.2 The function v € L*(Q;dz) is A-outgoing if, for some py > 1,
there exists a compactly supported function g € Lzomp(Q), independent from \ such
that

Vjef=p0 = Ro(A) w120
where Ry()\) denotes the free outgoing resolvent of the Laplacian in R? and Ry(\) €
L(L*(R?)) when S\ < 0.

We define the counting function of the resonances exponentially close to the real
axis N(r) for r > 1 as follows :

N(r) :— A € C; X resonance of P,
(=1 0< 3 <Ce PR 1< N <r [

where C' > 1 is a constant and each resonance is counted with its multiplicity.
Remark 1 : The condition ”v is Ad-outgoing” is equivalent to the Sommerfeld
radiation condition to infinity :

lim r(0,0 —iA0) =0

r—+400
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where we write 0(r,w) = v(rw), with r = |z| and z = rw.

Remark 2 : The definition of A as a resonance is equivalent to the definition
of a resonance as a pole of the cutoff resolvent of P meromorphically extended from
the complex half-plane {3\ < 0} to C.

Remark 3 : It was shown by Bellassoued [2], using Carleman estimates in a
more general setting for the transmission problem, that there exists a constant C’ > 0
such that there are no resonances under some exponential curve S\ > C'e—C'\.

For 0 < ¢ < 1, according to the laws of geometric optics, rays coming from
infinity split into two rays when hitting the boundary, one ray going back to infinity,
and another entering the obstacle ; the latter is called refracted ray. Consider now a
ray moving inside the transparent ball, there are two possibilities : the ray hits the
boundary of the obstacle far away from what is usually called the glancing manifold
of the boundary, then it splits in two rays, one going at infinity, and another reflects
back to the obstacle; in the second case, the ray meets the boundary of the obstacle
sufficiently close to the glancing manifold of the boundary and it is totally reflected
by the obstacle : it does not give birth to any ray refracted outside the obstacle.

Let us now state our main result :

Theorem 2.1.1 With the hypotheses stated before, we have :
(a) There exists an infinite sequence of resonances of P, {\}i>1, such that each )\,

verifies :
3C > 0,0 < SN < Ce N,

(b) There exists a strictly positive constant p such that N(r) verifies
N(r) > pr®, r > 1.

The proof essentially uses tools of complex analysis and properties of the so-
called special functions. After transforming the problem into a Dirichlet-to-Neumann
problem at the boundary of the obstacle, we obtain an equation containing Bessel
and Hankel functions which we prove equivalent to some approximate equation in
C using explicit asymptotics of these special functions. The resolution of this last
equation uses the Rouché theorem and we obtain an infinite sequence of complex
solutions.

Along with Remark 3, we can say that our result is the worse that can happen
in this setting and that no other sequence of resonances is converging faster than
this one.

13



2.2  Transformation of the problem to a Dirichlet-to-Neumann

problem at the boundary
The aim of this section is to prove the following lemma :

Lemma 2.2.1 The set of the resonances of the transmission operator P coincides
with the union of the roots of the equation

1 !
Hl(+)1/2()‘) 1 Jz,+1/2(

)
Hl(i)l/z()\) ac Jiz1/2 (c)

I>a >

~0. (2.2)

for all integer | € N.

The proof is divided into three parts, the first two dealing with the transformation
of the exterior and interior problems in terms of their respective Neumann operators,
the last assembling the results to finish the proof.

2.2.1 Neumann resolution of the exterior problem

We will first consider the exterior Dirichlet problem, that is :

(A + )\Q)UQ = 0 n Q
ug = f on I’ (2.3)
uy is A-outgoing.

In spherical coordinates, we get A = 92 + %& + %Asz, where Ag2 is the Laplace-
Beltrami operator over S?. This is a self-adjoint operator with domain H?(S?) C
L*(S?) and it has a compact resolvent. There exists a Hilbert basis of eigenfunctions
{Yi}1>0 associated to eigenvalues —A\? = —I(I + 1) such that AgV, = —\?Y;, =
—I(l +1)Y}, Y, being the spherical harmonics.

Moreover, it is well known that —\? = —[(I + 1) is of multiplicity 2/ + 1. The
subspace y? = {Y;}; of the eigenfunctions is generated by the functions (Y;™)_j<m<i,
where Y;™(0, ¢) := P/™(cos)e™?, 0 <m < 1.

For all indices (I,m), the functions P/" are the Legendre polynomials. Then
Yi(0,¢0) = S Aun Y™ (6, ¢) form a Hilbert basis of L?(S?).

For x = rw, w € S%, we put, for r > 1,
us(w) = v(r)®(w) = Y o(r) (B(w), Yi(w)) Yi(w) = > u(r)Yi(w)

in the basis of spherical functions. Therefore, the exterior problem is equivalent to :
(A +Muy =0 < r20%0(r) + 2r0,u(r) + (X212 = ANy (r) =0, 7 > 1, VI, (2.4)

whose solutions for all integers I are of the form v;(r) = r='/2w(r), where w;(r)
are solutions of the modified Bessel equation r?0%w;(r) + 2rd,w;(r) + (\*r? — (\} +

D)w(r) = 0. Set v = A7+ 3. Then, for every [, we get solutions of the last equation :

u(r) = r=2(qHYY () + b HSP (Ar)).
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We recall, from [19], the asymptotic expansions of the first and second order
Hankel functions as ¢ — +o0 :

H£1) (x> — /lei(x—ﬂy/Q—w/Zl)
HIEQ) (ZL’) — /167i(x77r1//277r/4)

Replacing in the expression of v;(r) the Hankel functions by their expansions,
then putting x — 400, the Sommerfeld radiation condition implies that b; = 0. On
the other hand, the boundary condition uy = f on I' implies that a; = UY) - that

"y (N
YOHD O 1\ /2
/ (llz v { ), Y = (A? + —) . (2.5)
HD ()2 i
The operator A = (—Ag2 + 1)1/2 is self-adjoint and, by the spectral theorem,

AY, = 1Y}, and v, has the same multiplicity as —A?. Moreover, any function f €
L?(T") can be expressed as a series of spherical orthogonal functions

Fw) =) (£, Y)Yi(w).

!
As the spectrum of A is given by o(A) = {v, =1+ 1/2, | € N}, we can give the
following expansion of the Neumann operator for the exterior problem :

8

is,

u(r) =

+oo Hl(l)/ ()\) 1
N2<A>f<w)=§j[AT#—— (. Y)Yi(w). (26)
=L HD 0 2

2.2.2 Dirichlet-to-Neumann problem associated to the in-
terior problem

We consider the interior problem the same way. We want to solve :

(A + X)uy; =0 dans O
uy = f sur I' (2.7)
regularity at the origin.

In polar coordinates, the Laplace operator is given by :
2 1
A=0>+20,+-Ag.
r r
As the functions Yj(w) form an orthogonal basis of L?(S5?), we find that

ui(z) = ur(rw) = Y o(r)Yi(w).
!
We then report in (2.7) and we get an equivalent system of equations :
(PA+N)u; =0 < Ar202u(r) + 2r?du(r) +
+(Nr? = EX)u(r) =0, r<1,VeEN, (2.8)
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which is, again, a modified Bessel equation, provided some change of variables. Using
the notation v = Af + 1/4, the solution of this equation is of the form

Ar Ar
v (r) =r~1/2 |:O£1J£ll) (?) —i—ﬁlJlElQ) <?)} :

However, we know that the Bessel functions of the second type, J,(,ZQ) have a

singularity at the origin, which implies that 5 = 0 in the expression of the solution
1

Using the boundary condition in (2.7) we find

(f, %)
T (2)

and we are able to give the expansion of the Neumann operator for the interior
problem, involving the eigenvalues of A, as above :

s F Tap() 1

o) =

Nl()\)f(w) - Z C Jl+1/2 (A> 2

=0

(f,V)Yi(w). (2.9)

2.2.3 Analysis on the sphere

Recall that
3V/u1 + a&,uQ =0

onI' = 52,
Then, A is a resonance of the transmission problem (2.3) if and only if the equa-
tion
NN f = Ni(\)f =0 (2.10)
admits a nontrivial solution for f # 0. This equation is equivalent, from (2.6) and

(2.9), to the following one :

§2 [ s AT (2)

=0 Hz(ﬂ/z(/\) ¢ Jivaja (2)

(f, Y)Y (w) =0, (2.11)

I~ >

/

This is again equivalent to the following equation with respect to A € C
(1)
Hl+1/2()‘) 1 Jll+1/2 (

1 )

Hl(—il-)1/2()‘) ac Jip1/2 (c)

I>| o>

—0, l€eN,

which is exactly (2.2). The corresponding eigenfunctions are Y;(w) and we get the
spectral couple we have been looking for.

Reciprocally, if A is a root of the equation (2.2) for some integer [, then f(w) =
Y)(w) is a solution of (2.10), hence A is a resonance of P.

IFrom now on, we will use the notation J, instead of Jl(,l).
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2.3 FEuxistence of resonances close to the real axis

2.3.1 Resolution of a complex equation

We are going to solve (2.2) using well-known asymptotics of Bessel and Hankel
functions and of their derivatives.

First, we set a variable consistent with our problem : we will look for solutions
A in the complex plane, possibly tending to infinity, but keeping a reasonable rate
of growth. We saw in the previous section that the parameter A is closely related to
the order of the special functions v. Thus it leads us to a new complex variable, z,
defined by

A =vcz

Let us note that we use the propagation speed c as a parameter for our new variable ;
by the way, it reminds us that the propagation of waves through the boundary
involves a change of speed, also noticeable in the variables of Bessel and Hankel
functions respectively.

2.3.2 Asymptotics of Bessel and Hankel functions

We recall from [19] some asymptotics of Bessel and Hankel functions when the
order and the parameter are proportionate, and some subsequent formulas for their
first derivatives.

First we define a function ((z), by :

9 N
_C3/2 == Y dy7
3 Yy

1

and we addop the sign 4+ to make ( real when z is real. Carrying out the integration

we find that 212
§C3/2(2)=10g<1+(1_z ) > _(1_22>1/2.

z

Notice that ¢ is a multiply-valued function ; its branches take their principal values
for z € (0,1), and it is holomorphic on the complex plane outside the set {—1} U
{0} U {1}. Note also that for y € (1,400) it has the form

2 1
Z3C(y) ana —a, Cosq y

Moreover, the first derivative of ( verifies :

de\?  1-22
<$) Y

We also define two other functions :

60 = (1= )/ 9(Q) = —

1 — 22

17



We will denote by Ai(z) the Airy function, and we introduce two other ” Airy”
functions, AL (z) := Ai(zeT?7/3). These three functions are the complex solutions of
the Airy equation : w”(z) — zw(z) = 0.

Using these designations, we write, after Olver, the asymptotics of the Bessel
function and of the first order Hankel function in the complex variable y :

1 By S 30y4/
J,(vy) ~ v 3¢(0) { (v*3¢) ;0 —|—A1 3w 32 2 } (2.12)

H(l)(l/y) ~ D¢~ ir/3 —1/3¢( { 2/3C Z
s=0

2/3C —4/32 2 }
I/S

(2.13)
We deduce from this the asymptotics of the first derivatives of these two func-
tions :

Jy(vy) ~ =(C) {Ai<v2/3¢>u—4/3 > Cy—“) + APV DV—(O} (2.14)

HZEI)’(Vy) N _2;1#”(/%) { 2/3C —4/3 Z _|_ AI 2/3C —2/3 Z VQ(S ) }
= (G

Remark :  The functions As(¢), Bs(¢), Cs(¢), Ds(¢) are analytic for every value of
¢ such that ((y) is defined. Furthermore, we note that Ay = Dy = 1. The error term
is exponentially small in the domain {Arg( < 1/3} and it may be exponentially
large if {Arg( > 1/3}.

Moreover, we recall the following asymptotics for the Airy function and its first
derivative :

Ai(=n) ~ a7 [cos(€ — m/A)P(€) +sin( — 7/4)Q(€)]  (2.16)
Al'(=n) ~ 72 [cos(€ — w/4)R(E) +sin(€ —7/4)S(€)] (2.17)

Here we have defined :

2 2
mim =G €= ol = icuC (2.18)

Finally, we give the first terms of the asymptotic expansions of the four functions
P, Q, R, S depending on the £ variable :

P(§) =1+0(67%), Q(§) = 0(s™),
R(§) =1+0(£7%), S(€) = 0(s7).

18



2.3.3 An approximate equation of (2.2)

Using the asymptotics given in the previous section, we can study the quantities
intervening in equation (2.2).

First, with the Bessel function dividing its first derivative, we obtain for z = y
with |Arg (y — 1)| <,

Ty Q) AT
7 (vy) 9(0) A7)
2 AI(R)

YOV AL

modulo some function O(r~!). Then, we look at what happens when v tends to
infinity and we can again obtain an asymptotics of the ratio ( see (2.16)) :

!

L (vy) 2 y’ —1 2 2/3 -\1/2
v -5 () Rt -

Ju(vy) yv'/?
Tvy) W=DV
T v - tan(§ — m/4). (2.19)

We proceed identically for the Hankel functions involved in (2.2) and write the
following :

HY (vy) QAL
ngl)(yy) $(¢) A-(v?/3%()
2 A

Y (OB A_(v23()

This result is true when the complex y is such that |y| < 1, that is, when
larg(Q)| < —” and R > 0. Then again, when v tends to be large enough we get
to the limit |V2/ 3¢| — oo and we have the following asymptotics for Airy functions,

which is a consequence of (2.16) :

A_'(V?3¢) - _(V2/3C>1/2
A7) |
Then, the ratio of Hankel functions is asymptotically equivalent, when v is large,
to :
1)/ 1/2
H£ ) (vy) - 2 (1 — y2) / (_V2/3C)1/2
Hl(,l)(l/y) y*(Qt/? 4¢

HY (vy) (1 — y2)'/2

H,ﬁl)(z/y) y (2.20)

Now that we have proceeded with the asymptotics of special functions, we look
back at (2.2) and transform it by substitution of (2.19) and (2.20). Note that the
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fact that X\ is proportionate to v allows us to take into account large orders of the
special functions in the asymptotics.
We have

Hl(,l)l 1 — 2,2\1/2 2 _ 1)1/2
(ycz)N( c*z%) ’JV(I/Z)N(Z ) tan(é — 7/4)
HM (vez) cz Ju(vz) z

so, we obtain

H,Sl)/(ycz) J(vz)
ac HO (e) = 7.2) = tan({ —7/4) =a

(1 _ 0222)1/2
(22 _ 1)1/2

(2.21)

when we only keep track of the main contributions, the first neglected terms being
of order O(v™1).
Having defined ¢ and ¢ as above, we obtain

¢ =v(tana — a),

writing

1
cosa = —, tana = (2% — 1)Y/2.
2

Eventually, we obtain the following equation which is an approximation of (2.2),
neglecting the terms of order O(v~1) :

(1 _ 6222)1/2

tan(v(tana — o) — w/4) = GW .

(2.22)

It proves that, if A = vez is a resonance of the transmission problem, then z is a
solution of equation (2.22) modulo O(v1).

2.3.4 Resolution of (2.2)

Let us define some open set

1 1
u:u(;::{ze(:: 2—2(5<§RZ<E—5, |Sz|<5}

where 0 < § < ¢ (recall that 0 < ¢ < 1). Let us also denote by U the boundary

of U.

Proposition 2.3.1 For any 6 = d(a,c) < 1 the zeros of

aY 1] 1

14+1/2 (vez) — — 1+1/2 (v2) =0, €N, v=1+= (2.23)
7O acJ 2

ey 1+1/2

in z € Us are all simple and there number is > Cv for some C = C(c,6) and v > 1.
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Proof. We know that the solutions of
tan(v(tana — o) — 7/4) =0 (2.24)
are real numbers, denoted by aj,, such that we have the identity :

tanal , —al, = M, K e N".
’ ’ 4dv
We have (tana —a)’ = 1/cos?a —1 > 0 on | — 7/2, 7/2[ with equality only for
a = 0, which shows that the number of the solutions of (2.24) in U can be estimated
below by Cv, v > 1, where C' = C(§) > 0.
For z = x 4+ iy € OU we have

1—c2—45> 1—¢?

2 2
-1 = -1 >
|Z | = |JZ |— c2 = 9¢2

(2.25)

for § < (1 — ¢?)/8. On the other hand
11— ?2% <1—cPa? + Py + 2¢Pz]y| < 666
This implies

12a’%c
1—c2’

a’(1 — ?2?)

22 -1

and finally, on JU,

a(l — 222)1/?

| < VEea(1 - )

On the other side of the equation, we look at

ei(éfﬂ'/zl) — 671(5771'/4)
61(5_7"/4) —+ 6_1(5_7"/4)

[tan(€ — m/4)] =

With the definition of £ given in (2.18), we obtain

v (ln
e

[ tan(§ —m/4)| = V(m

1+<1722)1/2 1+(1722)1/2

+9‘E(1fz2)1/2>

+%(17z2)1/2) fu(ln
— €

+§R(1722)1/2> N e*l/(ln

212
1+ (1-22% L UR(— 22)1/2> ‘
z

V

1+(1-22)1/2

1+(1_22)1/2
z z

+§R(17z2)1/2)

> |tanh (Vln

We note that z = 1/¢+ O(0), which implies

‘1+ (1—22)1/2

1+i(2%2 —1)1/2
z

z

>c+(1-A)24+00)=c+(1—c)\/1+2¢/(1—¢)+0(0) >1
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for 6 < d(c) < 1, hence, on OUs we have,

1 + (1 . 22)1/2
V4

ln’ >2e>0

for some € = €(c) > 0.
From (2.25), we deduce that there exists some real constant C' > 0 such that

R1-—A)V2 =2 -1)V2 <06
Finally, chossing 0 < 6 < ¢/C' we obtain

14 (1= 22)12
z

> tanh(ev)

tanh (Vln

R = 2

on JU.
This leads us to the following inequalities on dUs, when v is large enough :

1 — (2,2)1/2
< tanh(ev)
< [tan(v(tana — a) — 7/4)]. (2.26)

We conclude by the Rouché theorem that the number of the zeroes of (2.22) in Us
(counted with multiplicities) is equal to that of (2.24), in Us, hence it is > Cuv,
v > 1, for some C > 0 independent of v.

It remains to show that the the number of the zeros of (2.2) equals to the number
of zeroes of (2.22) in Us.

To that end, we consider the two functions

(1- c2z2)1/2

f(z) =tan(v(tano — ) — w/4) — CLW

and )

HY (vez)  Jy(vz)

HM (vez)  Ju(vz)

on U. f and g are defined and analytic in U. In the asymptotic expansions of Bessel

and Hankel functions, when we look after the first neglected terms and put them in
the expression of g, we find

g(z) = ac

f(z) = g(z)
— o [B - s (o) + i~ )AL o)
+o(v 1)

and we estimate it on OUs by
|f(2) = 9(2) = O(0) + Os(v ™),

22



We have used that [¢[*? = 3p71|¢] = 37 |y(tana — )| > mw~! > 0 in Us, where
m > 0 depends only on ¢. On the other hand, we have

(1- 0222)1/2

1 2 [frnte = | - b Z 550

and, while
’tan(f’ - %)’ > tanh(ev),

the second quantity is of the order of »~/? when v is large enough. Then, with some
constant 3 > 0,

|f(2)] = B tanh(ev)
and finally,

9(z) = f(2)] < O(8) + Os(v™") < Btanh(ev)
< |f(z)| (2.27)

for all z on dUy, and for large v.

Here again, the Rouché theorem allows us to say that g and f have the same
number of zeroes in Us counted with multiplicities, wich is > Cv. Finally, using the
asymptotic expansions we obtain

9" () = 1 () = 1(f(2) = 9(2))'| 2 Crv = Cadv + O5(1)) > 0

in Us. Hence, the equation ¢g(z) = 0 has only simple zeros z(K,v) in Us which
are perturbations of solutions oy, of (2.24 ), and their number is > Cv for v =
[+1/2 > 1, where C'is a positive constant depending only on ¢, a and 4. . Then any
such zero is a resonance for the transmission problem of multiplicity 2/ + 1. In the
last section, we will show that these resonances are actually exponentially close to
the real axis and give a lower bound of the counting function of the resonances. To
to this we shall refine the proof of Proposition 1.3.1 using an argument of Stefanov
and Vodev [24].
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2.4  Distribution and counting function of resonances

2.4.1 Exponential decay of the imaginary part of resonances

In this section we follow Stefanov and Vodev [24] to show that the imaginary
part of the resonances we obtained decrease exponentially.
From now on, we will consider the following functions

(2.30)

Our next step consists in proving an analogue of Lemma 3 in [24]. For the sake
of completeness, we present the detailed proof.

Lemma 2.4.1 For every 6, € (0,1/2), there exists a §y > 0 such that in the connec-
ted open domain B := {z € C; 01/c < Rz < (1 — 1) /¢, |Sz| < 92}, we have

[f2(z, )| < Ce™ [ fy(z,v)] < Ce™ (2.31)

for all z € B, with C >0 and v > 0.

Proof : Let us define u,(z) := zHél)(z).
The first order Hankel function Hﬁl)(z) solves the differential equation

v"(2) + 11/(2) +(1-— v v(z) =0
z P2 7
which implies that u,(z) solves the following one :

u(z) = (1 + M) u (2). (2.32)

22

1

w(z) = 225 () = 5 (w2) + W) (z) = S (2) — w @)

We see that 7, and 1, are analytic functions in C \ {0}. When z is real, 7, = Rw,
and v, = Sw,. Moreover, ¥, (vcz) = fo(z,v) for all z such that 1 < |z] < 1/c.
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First, let us assume that z is real. Then, we see by (2.32) that 7, and 1, satisfy

Y (2) = %<58‘(28>2)

having a solution

U, (vz) =, (vz)exp —21//77,,(1/y)dy (2.33)

20

with 1 < |z| < 1/c and z is chosen such that czg = 1 — §;/2.

Let us assume now that z is no longer real, but belongs to B € C. Then, the
solution (2.33) stays the same for all z € B if we consider the integral f; .dy as a
path integral on [zy, Rz] U [Rz, 2] in B.

The asymptotics of special functions used previously are true in some star-shaped
domain of the complex plane ( cf. [19]), denoted by K. We choose dy small enough
so that the domain —iB is contained in K, and apply those asymptotics to

w,(vz) == — 1z_ 22 +0@w™h

uniformly with respect to z for all z € B, and we obtain

m(vz) = — 12_ > + 0™,

Yo (vz) = 0(v™).
When 2z € B and v is large enough,

n(w2)| <C, CeR

Moreover, for every z € B and real, we know that n,(vz) < —d3 < 0. We deduce
from this the inequalities :

z

R / n(vy)dy > 7zny(vy)dy— / . (vy)dy

20 Rz
20

> = / n(vy)dy — Cdy
Rz
5361
> T — 062
v
> 9 >0

with the notations v = d391/2 and 5 < d391/(4C).
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Comparing this last line with (2.33), we find
[fo(z,0) = [ (v2)] < Ce. (2.34)

To get a similar inequality on the first derivative fi(z,v) = ¢/ (vz), it suffices to
observe the differential equation of which 1, (rz) is a solution.
This concludes the proof of the lemma []

The result of the lemma allows us to say that fo(z,v) = O(v~!), and consequently,
after the asymptotic expansion of f(z,r) we have :

fi(z,v) = R(2) +O(v™1)
with
(1 —c222)4/?

R(z) = tan(v(tana — o) —7/4) —a (22 — 1)1/

for every z belonging to
BN{|l—-c*2? <6} C {1<|z| <1/e}.

When z is in this last open set and real, R(z) is differentiable and :

R(z) = vltana —a]/(2)(1 + tan®*(v(tana — a) — 7/4))
622(22 _ 1)1/2 + (1 _ 6222)1/2
T @-1)

We proceed now as in the proof of Proposition 1.3.1. We have [tana — o)'(z) >
e > 0 for the values of z we are interested in.

As (1+tan?(v(tan o — a) — m/4)) > 1 and the second term of the first derivative
of R bounded for z in the domain we look for, we conclude

|R'(2)] >vC, VzeUNR.

We then apply the implicit function theorem to f; for v > 1 and get that there
exist z1(K,v) € UNR (which are perturbations of solutions o, of (2.24 )) such
that

fi(z1(K,v),v) =0.

Moreover, we get
21(v) = o (K,v) + O™ 1). (2.35)

We then apply the Rouché theorem to f and f; in the following open domain of
the complex plane

U={lz—2z(v) < Me "}

with v some strictly positive constant. It is known that

f(z)=(z—2x(v f1(z1(v) +t(z — 21(v))) dt
]
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which leads to

1

fi(z) = (z = 2(v)) / (R (s1(v) + t(z — 21 () + O(v71)) dt

0

Then, (2.35) and R’ > 0 allow us to say that :

/ f1 (21 () + 1z — 21 (1)) dt = R'(a®) + O(v )

and

1/1(2)] = Colz = 21(v)]

where Cy = R/(a?)/2. We can now deduce the following estimates on the boundary
ouU
[f1(z)] = CoMe™™

5] < g o)

according to (2.34). We conclude for M large enough that

[f2(2)] < [/1(2)]

on QU and the Rouché theorem implies that f has as many roots as f; has in U and
that these roots satisfy
|z — 21| < Me™

for some z; € R. Thus,
|Sz| < Me™ (2.36)

By construction, the number of the zeros z = z(K,v) obtained is > Cv, v > 1,
where C' > 0 is a constant. Eventually, we observe that the complex numbers z( K, v)
are linked, by the formula A = vcz, to solutions of (2.2), that is resonances of our
problem. With this remark, we obtain the desired estimation on the imaginary part
of the resonances and that concludes the proof of point (a) of our theorem.

2.4.2 Counting the resonances exponentially close to the
real axis

To complete the proof of the theorem, it remains to get a lower bound of the
counting function N(r) of the resonances close to the real axis. We consider the
function N(r), r > 1, counting with multiplicities the resonances A € C of P such
that 0 < SN < Ce @ 1 <A <r.Forany v =1+1/2> 1,1 € N, we have found
a set of resonances of the form A = vez, where z = 2(K,v) € U, K € N, are simple
zeros of (2.23) with exponentially small imaginary parts with respect to v, and their
number n(v) := #{K} satisfies n(l) > Cv, [ > 1. On the other hand, any such A is
a resonance of multiplicity 2/ 4+ 1, which is just the dimension of the eigenspace of
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the Laplacian on S? generated by the sperical harmonics (Y;™)_;<;<;. This implies
with some 0 < p < 1

or or
N(r) > Zn(l)(Ql +1)> C’Zl(2l +1) > Cor? | r — +00.

=1 =1

which concludes the proof of the theorem.
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Chapitre 3

Résonances du probleme de
transmission en dimension deux.



3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux résonances du probleme de trans-
mission a travers un obstacle strictement convexe dont le bord est de classe C* dans
R2.

Soit @ C R? un domaine borné, strictement convexe, dont le bord I' est de classe
C*, et dont le complémentaire est @ = R\ O.

Considérons, dans O, 'opérateur

On suppose que le symbole principal de I'opérateur —A,, noté g(z, §), vérifie

2

9(x,§) = Z gij ()& > CleP, V(z,&) € T*O, C > 0.

ij=1

On note § la métrique Riemannienne 3 7| Gij(z)dz,dr; de O, associée a I'Ha-
. . 2 . . 2 .
miltonien g, dans laquelle (G;;(x))7,—; est la matrice inverse de (g;;(x));;—,. Si on
considere 2’ € T', alors on désigne par v/(2') la normale intérieure unitaire a I' en 2’
par rapport a la métrique Riemannienne G.
De la méme maniere, on considere l'opérateur suivant dans €2 :

2
Ap =Y On(hij()0s)),
i,j=1

ol hi;(z) € C(Q) est tel que h;j(x) = §;; en dehors d'une boule assez grande (avec
d;j =1sii=jetd; =0 sinon).
En d’autres termes, A, coincide avec le Laplacien libre A en dehors d’'un compact.
On suppose que le symbole principal h(z,§) de —A, vérifie

2

W, &) =) hy(x)6& > CIEP, V(2,0 €T™Q, C>0.
ij=1
On désigne par H la métrique Riemannienne Z? i1 H;;(x)dw;dz; dans Q associée
a ’'Hamiltonien h, ot (H;;(x))7;—, désigne la matrice inverse de (hy;(x))7;-,. Etant
donné z € ', on note v(z') la normale extérieure unitaire de I" en = par rapport a
la métrique Riemannienne H dans ).
Le nombre complexe A € C est appelé résonance pour le probleme de transmission

associé a O si et seulement si le probleme suivant a une solution nontriviale :

(Ay+X)u; = 0 dans O,
(A +X)uy = 0 dans €,

up—uy = 0 sur I, (3.1)
Oyu; + 0,us = 0 sur I,
us — A — sortante ,
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Rappelons qu'une fonction v est dite A-sortante si, pour un certain py > 1, on a

U|\I|ZPO = RU(/\)9||90|2007

oug € Lzomp(Q) est une fonction a support compact et Ry(A) est la résolvante libre

sortante de A dans R2.
Ici, ”sortante” signifie que

Ro(\) € L(L*(R?), L*(R?))

pour S\ < 0. Ainsi, toutes les résonances sont dans le demi-plan complexe supérieur
SA > 0.

On peut également définir les résonances comme poles de la résolvante sortante du
probleme de transmission tronquée, ce qui convient bien pour définir la multiplicité
des résonances.

Effectivement, dans I’espace de Hilbert

H = L*(9;dz) @ L*(Q; dx)
considérons 'opérateur
Gu = (Ajuy, Apus), u = (u1,u) € D(G),

dont le domaine de définition D(G) est composé de tous les couples de fonctions
(u1,uz) € H tels que

up € H2(O)7U2 € H2(Q),U1\F = Uz\r,au/uﬂr + a@ﬂm\r = 0.

Comme dans le cas des problemes extérieurs de Dirichlet (Neumann), on peut
voir que G est un opérateur auto-adjoint, elliptique tel que G < 0, et le spectre de GG
est absolument continu sans valeurs propres immergées. Les résonances du probleme
de transmission coincident donc avec les poles du prolongement méromorphe de la
résolvante tronquée

RN =x(G+X)"'x:H—H

de S\ < 0, dans le plan complexe tout entier si n est impair, et dans la surface de
Riemann du logarithme si n est pair. Ici x € C5°(R?), et x = 1 dans un voisinage
de O5. La multiplicité de chaque résonance A # 0 est donnée par 'expression

m(A) = rank / ZR,(2)dz, 0 < e < 1,

|z—A|=¢

et ne dépend pas de y.

Nous allons chercher a déterminer la distribution asymptotique des résonances
de G proches de ’axe réel sous certaines conditions naturelles sur g. L’Hamiltonien
¢ induit un Hamiltonien r sur 7*I" que 'on peut définir comme ceci : Si on identifie
chaque & € T T avec le covecteur € = j(¢') € TR tel que &|7,r = & et £(v/(2)) =
0, on peut poser r(z',&") = g(2’, j(£)).
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Il est facile de décrire r dans les coordonnées locales dites "normales” au bord
y=(y1,y2) €T x[0,0), 0<d <1,

ol y; sont les coordonnées locales dans I et

z = y1(x) + ya(2)V (41 (7).

Dans ces coordonnées, le symbole principal de —A, devient

9(y,n) =15 + go(y)n;

ot r(y1,m) := go(y1,0)n? est le symbole principal de Popérateur de Laplace-Beltrami
sur I' muni de la métrique Riemannienne induite par la métrique G, tandis que

40 _
k(y, ) =2 16—52@1,0»7% = —47Yg,{g,y2}} (1. 0,11, 0)

peut étre identifiée par dualité avec le seconde forme fondamentale de I' associée a
v'. De la méme maniere, on définit ro(zq,&;) et ko(xq,&) pour le Laplacien Ay en
utilisant le champ de vecteurs de v.

On dit que I' est localement strictement géodésiquement concave par rapport a
(G,v) (et convexe par rapport a (9, —v)) si k est une fonction strictement négative
(positive) sur T*I" \ 0 (0 représente la section nulle).

Quand g(z,¢&) = €%, ¢ = Const < 1, Popov et Vodev ont prouvé dans [22]
qu'il existe une suite infinie de résonances de G distinctes, {);}, telles que I\; =
O(|Aj]7°°), ce qui est justifié par I'existence de ce que I’on appelle les rayons intérieurs
totalement réfractés dans O pres de la variété gliding {(xq,&1) € T*T : *ro(z1, &) =
1}.

Ce résultat reste vrai dans la situation plus générale que nous avons décrite
précédemment, a condition que I' soit localement strictement géodésiquement concave
par rapport a (G, v), et que

r(z1,61) <7ro(w1,&),  V(z1,61) € TT\ 0. (3.2)
Notre résultat principal dans ce chapitre est le théoreme suivant :

Théoreme 3.1.1 Supposons que I" soit localement strictement géodésiquement conveze
par rapport a (G, —v).

Supposons de plus que (3.2) est vérifice.

Alors, il existe une suite infinie de résonances z € Res (G) du probléeme de trans-
mission telles que pour tout N € N,

ze€N:={2€C, |[Rez| >0y, 0<Imz < Cy|z| ™},

avec Cy; > 0 et Cy > 0.
De plus, la fonction de comptage des résonances (avec leurs multiplicités) vérifie

#{z € NNRes(G) : Cy <Rez<r}>Vri+o(r?), r— +oo,

ou V' est une constante positive.

32



La constante V sera interprétée plus tard comme le volume d’une famille conve-
nable de cercles invariants dans 7*I" de I'application du billard correspondant a la
métrique § dans O.

Les résonances sont liées a des quasimodes convenables du probleme de trans-
mission.

On définit un quasimode pour l'opérateur P de la fagon suivante : on dit que

Q = {(uy, \,), v € M},
M C Z? étant un ensemble non borné d’indices, est un quasimode de P si

U, = (U1, Uy2) € (CP(0) x CP(Q))ND(P), A\, >0, lim \, — + o0

V—00

et, pour tout NV € N
1(Ag + X)) 2200) oA
1AL+ X)ull2@) < CAF

|<ul/7ul/’>H _5V7V,| S C)‘;Na v, v € M7

IA

oud,, =0siv#rvetd,, =1

Théoreme 3.1.2 Supposons que I" soit localement strictement géodésiquement convexe
par rapport a (G, —v).

Supposons de plus que (3.2) est vérifice.

Alors, il eziste des quasimodes Q = {(u,, \,),v € M} de P. De plus

#{reM: N\, <A} = VA2 + 0\, A— +oo, (3.3)
ouV > 0.

Ainsi, le théoreme 1 se déduit du théoreme 2 et du résultat de Stefanov [23].
La construction des quasimode résulte de I'existence d’une grande famille de cercles
invariants de 'application du billard donnée par le théoreme KAM. L’existence d’une
telle famille a été prouvée par Lazutkin [15].

Idée de la preuve : Considérons tout d’abord l'optique géométrique de notre
probleme. L’opérateur de Helmholtz

Ay + 2 ==\ (=224, - 1)

est considéré comme un opérateur de grand parametre! A > 1 et de symbole prin-
cipal g(x,&) — 1 dont la variété caractéristique est

G:={(z,§) €eT"O : g(x,&) = 1}.

On sait que le front d’ondes (les oscillations) se propage le long des bicaractéristiques
généralisées sur G. Considérons les géodésiques généralisées de la métrique G dans

Lou de petit parametre h = 1/\
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O. Comme I est strictement géodésiquement concave, toute géodésique généralisée
ayant des points en commun avec 'intérieur de O est une géodésique (par morceaux)
qui ne peut intersecter I' que transversalement. Le bord I' est également une limite
de géodésiques par morceaux, donc c’est également une géodésique généralisée au
sens de Melrose et Sjostrand. Les géodésiques par morceaux sont les projections de
bicaractéristiques par morceaux du champ de vecteurs Hamiltonien X, sur I'hyper-
surface G.

Considérons maintenant une bicaractéristique généralisée v se déplagant dans O ;
supposons qu’elle rencontre T*R?|r en un point (z,7n) € G. Soit &€ = n|py,r € T*T la
restriction de la forme linéaire £ sur la tangente a I' en z. Alors (x,7n) appartient au
fibré cosphérique

Yip ={(z,&) €eT"T: r(z,§) <1}

associé a G, qui est précisément la région hyperbolique du bord associée a 1’équation
de Helmholtz dans l'intérieur de O. La variété gliding correspondante est

Lig ={(@,§ €eT"T": r(z,§) =1}
et la région elliptique est
ZL@ = {<x7€) eTT: 7"(37,5) > 1}

Nous allons construire une paramétrix locale pour le probleme de Dirichlet de
I'équation de Helmholtz pres d'un (zo,&) € %, fixé. Cette paramétrix est un
opérateur intégral de Fourier & grand parametre A 2 H()).

La relation canonique de H()) est dans T*T' x T*R? et est donnée par

C = {((a:,f);exp(ng)(x,£+)) C0E Y, —5<3<T+€} , >0,

ot £ € TIR? est le covecteur "sortant” correspondant & & € TiT, c’est-a-dire
(x,&7) € G, M rr =&, et (1,0 (x)) > 0. On la paramétrise par (g, s). Considérons
I'opérateur de restriction o : C°(X) — C*°(I") tel que +{-(v) = wr, comme un A-
OIF d’ordre 0. Alors, la composition ¢} H(\) est bien définie comme un A-OIF et la
relation canonique correspondante est la réunion disjointe de la diagonale de 1 x ¥y
(pour s = 0) et du graphe de l'application du billard B : 31 — X, 5.

Si on choisit les conditions initiales OP)(¢)) sur I' pour s = 0, la résolution
des équations de transport correspondantes permet d’obtenir un opérateur H(\)
vérifiant

(Ag+ N)H(N)g = Ox(A\"N)g, ge L*I),
et tel que
wH(N)g =g+ GNg+On(IN™)g,

ou G(A) est un A-OIF d’ordre 0 dont la relation canonique est le graphe de I'appli-
cation du billard B : Y1 — ;5. De plus, son symbole principal est égal a 1 dans un
voisinage de X,.

De la méme maniere, on considere les bicaractéristiques généralisées de X}, sur

H:={(z,§) e T"Q: h(z,§) =1},

20n utilisera Pabréviation \-OIF
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et on note X5, Me 4 et X les régions hyperbolique, glancing et elliptique corres-
pondantes. La condition (3.2) signifie que ¥; , C X, . et par conséquent qu’il existe
un o > 0 tel que la région

Yp={(z,§) eT'T: 1 -6 <r(x,& <1}

est incluse dans la région elliptique X, . correspondant au probleme extérieur. En
termes d’optique géométrique, cela signifie qu’il existe une réflection intérieure totale
de la bicaractéristique v de X, rencontrant le bord par l'intérieur sur ¥; (il n’y
a pas de réfraction). D’autre part, si v rencontre le bord en un point p € 3;,
suffissamment éloigné de la variété glancing ¥; 4, alors p € 3. ; et ainsi, il existe
une bicaractéristique dans l'extérieur et partant de p : celle-ci est appelée "rayon
réfracté”. On construit une paramétrix R.(\) : C°(I') — C§°(Qr), R > 1, dans la
zone elliptique du probléme de Dirichlet de Ay, + A2, i.e.

(An +A)R(N)g=O0n(A"V)g, Re(Nglr =g+ On(AM)g.

Notons que la partie imaginaire de la phase de 'OIF R.(\) est positive dans l'intérieur
de €.

En utilisant les conditions au bord, nous réduisons microlocalement le probleme
de transmission a une équation intégrale M(\)g = g sur le bord T'. Iei M () désigne
un A-OIF dont la relation canonique est le graphe de 'application du billard sur
Y1 correspondant & la métrique §. Son symbole principal my € C§°(T*T) vérifie
mo(z1,&1)] = 1 dans un voisinage de 3.

Pour résoudre cette équation modulo On(A™"), nous explicitons tout d’abord une
forme normale microlocale de M (\) pres d'une grande famille de cercles invariants
de B donnée par le théoreme KAM. Microlocalement, M (\) est défini comme un
opérateur intégral dont le noyau est une intégrale oscillante

A

M(p,,A) = o / eV (o, n, N)dn,

R
ou ®(p,v,n) = ¢(p,n) — 1n définit localement la variété lagrangienne graph B C
T*T x T*T", c’est-a-dire que, localement,

graph B = Cg := {(p, d,®, ¢, dy®) : d,® = 0},

et a = ap+ay A1+ - - est une amplitude classique par rapport a A, avec a; € Cg°(U),
ou U est borné dans T*I".

Notre but est de trouver une forme normale symplectique de B qui va nous donner
une forme normale de la phase ®. Rappelons que I' est strictement géodésiquement
concave, ce qui nous permet d’utiliser un résultat de Lazutkin autour du théoreme
KAM. Ce résultat nous permet d’obtenir une forme normale de B de la méme
maniere que Popov [21].

Plus précisement, il existe une transformation symplectique exacte x : Tx] —
9,8]— Tx]—4,0[ (ce qui signifie que x*(Idy) = Idp+df), il existe un intervalle £ C
10, 6] de mesure de Lebesgue positive et K € C*(]0,4], K’ > 0, tels que I'application
du billard transformée B = y !By est de la forme

BO<907[) = (SD_K/([>7[) +R((P7[> ) ouVa € Na a?R‘TXE =0.
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De plus, F = (K')71(©), et © est un ensemble de nombres diophantiens
O = {w S [81,82] : VO % k= (kl,k'Q) S ZQ, ]wkl + ]{72| > /£<|]{71| + |/{Z2|>7T},

ou k>0, 7>1, sont fixés et 0 < g1 < €5 < § sont des constantes. On peut aussi
trouver une fonction de phase ®(p,v,1) = (¢ — )] — K(I) + Q(p, 1) telle que
Va € N, 0¢Q|r«rg = 0 et graph B = Cg. Puis, en conjuguant M (\) avec des OIFs
convenables on écrit le noyau de M (\) sous la forme

Mg, ) = / M=) T=K (D@ Dy (o 1 M)y
) ) 27T ? ? )
R
ou la partie principale de I'amplitude m est de module 1 dans T x D, D étant un

intervalle ouvert contenant £. On peut donc écrire 'amplitude sous la forme

m(gp, I, )‘> = eXp(ip<90: I, )‘))’%(907 ]>7

dans un voisinage de T x D ou p est un symbole classique d’ordre 0 et Kk € C§°,
k=1sur T x D.

On trouve tout d’abord une famille de ”"valeurs propres” Z(\) et de ”fonctions
propres” e(p, A) de M (A) vérifiant

MNe(N) = Z(\)e(N) + Ox(IANe(n). (3.4)

Puis on cherche a résoudre l'equation Z(\) = 1 + On(|A]7Y), ce qui nous donne
les quasimodes (A;,e(A;)). On introduit deux parametres : ¥ € E = K'(O) et
(=Y +n/\ |n| <C,ouC > 1 est une constante. On cherche Z(\) et e(\) sous la
forme

Z(A) = exp(iAS(Y,(,A)) , et e(p, ) = exp(irf(p, Y, (,A)),

2m-périodiques par rapport a ¢, ou S et f sont données asymptotiquement par

S(Y,GA) = s(Yon) + ) s;(YomA7 ™ f0. Yo A) = ol + Y fil, YA,
J=0 §=0

avec des f; 2m-périodiques par rapport a ¢ et analytiques par rapport a n. La fonction
Af doit étre 2m-périodique, ce qui donne la condition de quantification

N EZ.

On calcule M(N)e(p, A) par la méthode de la phase stationnaire puis (3.4) est
équivalente a des équations de la forme

flo—w,w,m) = flo,w,n) = s(w,n) —blp,w,n), (p,w) €T x0O,

que nous résolvons par rapport a f et s en utilisant les conditions diophantiennes.
Fixons par exemple w € ©. En intégrant en ¢, on trouve

1
s(w,n) = %/b(%w,n)ds@-

T
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Puis, on développe f et ¢ = s — b en séries de Fourier

c(p,w,m) = cxlw,n)explike),  flp,w,m) = fulw,n) exp(iky),

keZ keZ

avec ¢g = 0. On fixe fy = 0. Pour tout k£ # 0 et w € O, on trouve

fk(W7 U)(l - e*iwk> = _Ck(w777)'

On voit facilement que

- K
11— e ™k > ﬁ , weQ, kez\{0},

ou kg = Kk/2m, et donc que f(p,w,n) est C par rapport a (¢,n). En modifiant

I’équation en dehors d'un voisinage convenable de ©, on gagne aussi une classe C'*

par rapport a w. Enfin, I’équation Z(\) = 1 modulo Ox(|A|7") se réduit & un

systeme linéaire 2 x 2, et on trouve A;.

3.2 Réduction au bord

3.2.1 Parametrix du probleme extérieur de Dirichlet dans la région
elliptique

Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que I' est le cercle unitaire T
muni de la métrique 74(s)n?, s € T'. Nous considérons maintenant les coordonnées
normales (z1,x2) au voisinage de I'. Alors, dans un petit voisinage I' x [0, ¢, la
métrique est donnée par la formule suivante :

h(z,&) = & + ho(2)&} = & + ro(a1, &) + zako(21, &) + O(3).

Soit a € C§°(I'xR) une fonction dont le support est inclus dans ¥, . et telle que a = 1
dans un voisinage de ¥;. Nous considérons a comme une fonction 27-périodique par
rapport a la variable z;. On note OPy(a) : L*(I') — C>(T') lopérateur pseudo-
différentiel correspondant, & grand parametre A 3, dont le noyau de Schwartz est

A

OPx(a)(y.¥/) = o / MY g(y, n)dn.

R

Remarque 1.1. L’opérateur OP)(a) agit sur L?(T") de la fagon suivante. Etant
donnée une fonction g 2w-périodique, nous pouvons régulariser I'intégrale oscillante

A [ o
OPx(a)g(y) = = / e 0q(y n)g(y')dndy .

:27T
R

Le support de a en fonction de 7 est inclus dans un compact qui ne dépend pas de
y. On choisit k € C°(R) tel que kK = 1 sur [—-1,1] et kK = 0 en dehors de [—2,2].

3

on abréviera cette notation en A-OPD
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Puis, nous pouvons intégrer par parties en fonction de la variable n dans 'intégrale
oscillante avec la fonction phase (y —y')n et 'amplitude a(y,n)[1 —x(y —v')], ce qui
fait gagner On(|A\|™™(1+ |y — ¢/|)™) et donc permet de remplacer 'amplitude par
a(y,n)k(y —y'). Remarquons également que, si g est 2m-périodique, alors la fonction
OP,(a)g(y) l'est aussi.

Nous cherchons une fonction uy dans le systeme (3.1), qui soit de la forme R.())g,
ot g € OF(') et R()\) : L*T) — C°(Q) est une paramétrix microlocale du
probleme de Dirichlet extérieur

{ (An+ X)R.(N)g = On(AN)g

(3.5)
R.(AN)glr = OPx(a)g + On(A"N)g, g € LX(I).

Dans la suite, on notera
On(IATY) = L*(T) — L*()

pour représenter les familles d’opérateurs continus dépendant du parametre A\, dont
les normes sont < Cy (1 + |A|)™", avec Ciy > 0 pour tout N € N.
Nous noterons aussi

On(IAI™Y) + LA(T) — LA(T)

les familles d’opérateurs continus dépendant de A dont les normes sont uniformément
bornées par Cn (1 + [A])™V, avec Cy > 0.

Proposition 3.2.1 I existe un A\-OIF R.()\) vérifiant (3.5). Son noyau est donné

par
A

Re(N)(z,y) = 5 / AU (2, N)d,

R

ot ¢(x1,29,m) — w1 est une fonction 2mw-périodique par rapport d 1,

Re(z,n) = z1m + O(23), Im ¢(z,n) = z27/1o(21,7) — 1 + O(a3),

et b est un symbole classique de support compact, c’est-a-dire donné par la série
formelle

bz, A) = bi(w,mA~,
j=0

ot lesbj(x1,22,1m), j € N, sont des fonctions 2m-périodiques par rapport a x1 et a sup-
port uniformément compact par rapport a (x2,m). De plus, b(xq1,0,m,\) = a(x1,n).

Remarque 1.2. L’intégrale oscillante R.(\)g(x) peut étre régularisée comme dans
la remarque 1.1.
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Preuve : Nous avons

A .
(A + AR\ (2,y) = — / M@= e 1. N)dn,
R

21
ou .
clw,m,A) =N ez,
j=0
et

C()(.T, 77) = (1 - h(‘T? Vm¢(x777))50(% 77)7
ci(z,n) = (h(z, Vod(x, 1)) — b1z, n) + 2iLbo(z, n),
Cj<x’77) - <h<$» v$¢(x7 77)) - 1)()](.%‘7 T]) + 2i£’bj—1(x7 n) + Ahbj—Q(x7n)7 ] > 2.

Ici L = f10,, + f20., + f5, f1 = g—jlho, fo = 88—;52, et f3 est une fonction a valeurs
réelles. Nous allons tout d’abord chercher une solution asymptotique, quand x5 — 0,
de I’équation eikonale pour les variables (x,7n) dans un voisinage de ;. Considérons

96\ 96\ N
¢(21,0,m) = z17).

On écrit ¢ comme une série formelle ¢(z,n) = do(x1,n) + xaP1(21,m) + - - '
Posons ¢':(z1,1) = 0x, ¢;(1,7m) et écrivons formellement ho(z) = D772 ho;(21) 2.
Alors, ¢o(z1,m) = x1m et (3.6) est formellement équivalente &

(Z(] + 1)¢j+1x§> + (Z hojxg) (Z gb;x%) =1+ Opn(zd).
=0 =0

J=0

Pour x5 = 0, on obtient ¢? + ry = 1 et on pose

¢1(5€1,77) =1 7°o($1a77) -1

dans un voisinage de (yo, 7). Si on compare les coefficients des xé, j > 1, on trouve

J Jj—1 J
20j+1)dr1j 1+ > k(+2—k)bpdipar+tn’hoj+2 Y howdi +> how > ¢h,¢, =0,
k=2 k=0 k=0

m+n=j—k
que 'on résout par récurrence par rapport a ¢;;1. Par cette récurrence, on obtient
que ¢ji1, j > 0, est 2w-périodique par rapport a x;. Ensuite, on utilise un théoreme
de Borel* pour obtenir une fonction @Z dont la série de Taylor est J(xl,xg,n) =
Z?il ¢j (xb 77)33;
La fonction {bv n’est pas forcément 27-périodique par rapport a x;. Pour la rendre
périodique, on choisit x € Cg°(R) telle que ), ., x(x1 + 2k7m) = 1 et on pose

Gl am) = 3 G(@s + 2, w0, )y + 267).

kEZ

4voir par exemple [18], théoréme 1.5.4, p. 30
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Il est évident que les séries de Taylor de ¢ et de @Z par rapport a zs en xo = 0 sont
identiques car ¢;(z1,7m), 7 > 1 sont 2m-périodiques par rapport a z;.
Puis nous résolvons les équations de transport comme ci-dessus. Pour j = 0, on
a
2iLby(x,n) = On(z)),

avec les données initiales by(x1,0,7) = a(x1,n). On développe les coefficients fj,
k =1,2,3 de L en séries de Taylor par rapport a x5 en x5 = 0 et on cherche les
séries formelles bo(z,n) = > 22 bo; (71, )2} qui vérifient formellement I’équation de
transport. On note que les f; sont 27-périodiques par rapport a ;.

Remarquons aussi que fa(x1,0,n) = ¢1(x1,n) = i\/ro(z1,m) — 1. Alors by = a
et on obtient, pour les by;, j > 1, une équation linéaire de la forme 2i¢,by; = R;, ol
R; dépend seulement des by, pour k < j — 1 et est 2m-périodique par rapport a ;.

Par récurrence, on obtient que le support de by; par rapport a (xq,7) est contenu
dans un petit voisinage de ;. Alors, en utilisant un théoréeme de Borel, on trouve
bo.

De la méme maniere, on résout de maniere approchée I’équation de transport
pour tout b;. Par récurrence, on trouve que le support des b; par rapport a (z1,7)
est contenu dans le méme voisinage de ;. Si on multiplie par une fonction de
troncature k(x2) qui s’annule pres de o = 0, on peut supposer que amplitude est
uniformément a support compact. Comme précédemment, on transforme ’amplitude
pour qu’elle soit 27-périodique par rapport a x;.

Par construction, nous avons, pour tous N € N et A\ € C tels que |ImA| < 1,

[ReA| > 1
(A + M) Re(N) (@, y)] < Cw (e ) + A7) < Oy A"

ou ¢, Cy et C'y sont des constantes positives. L’application de Dirichlet-to-Neumann
est un A-OPD dont le noyau est

0 A N —
MK (1) = 5-ReK)(@1,0,) = Ag/e’“’“ g (w1, m, \)dn, (3.7)
R
avec ¢ = qo + @ A\~! + - -+, un symbole classique uniformément & support compact

dans un voisinage de X1, et

QO(IDT]) = _a(m17n) TO('IDTI) -1

3.2.2  Parametrixz du probleme intérieur de Dirichlet dans la région
hyperbolique

Nous allons utiliser une paramétrix sortant de 1’équation de Helmholtz avec
conditions initiales sur I". Dans le cas dépendant du temps, une telle parametrix
a été construite par Guillemin et Melrose [11].

Considérons des coordonnées normales (1, x3) par rapport & § dans un voisinage
de I". Prolongeons go en une fonction C'* et positive dans un voisinage de I" x {0}
dans X := T' x R, et postulons que I' est le cercle unité. Posons S := {(z,§) €
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T*(T x R) : x9 = 0, & + r(xy,&) = 1} et notons, d’une part 79 : S — T*T
la projection naturelle mo(z1,0,&1,&) = (21,&), d’autre part 7T3E DX — S ses
applications inverses dans la région hyperbolique définies par

W(at(xbgl) = (371,0751,:‘: 1-— T(.Q?l,fl)).

On désigne par exp(tX,) le flot Hamiltonien de g dans X. Comme I est locale-
ment strictement géodésiquement convexe par rapport a (G, —v), si on choisit un o
suffisamment petit, on trouve que toute courbe intégrale t — (t) = exp(tX,)(0) du
champ de vecteurs Hamiltonien X, commengant en ¢ € 74 (31), intersecte trans-
versalement T*R?|r & un certain instant 7'(g) > 0 et nous avons

exp(T'(0)Xy) (7 (0)) € T (Zin) -
On choisit pour T'(p) le premier instant positif d’intersection. L’application du billard
B 21 — Zi,h

est donnée par
B(o) = mp o exp(T(0)X,) o 7y (0).

On fixe 0 > §; > d3 > 0 et on pose g := {(x,£) € T"T': 1 -6 <r(z,§) <1—0b}.

Soit OPy (%) un A-OPD classique d’ordre 0 sur I' de grand parametre A, ¢ (x1,n)
une amplitude lisse et 27-périodique par rapport a z; telle que ¥ = 1 dans un
voisinage de X5 et supp ¢ est un sous-ensemble de ¥;. On choisit A dans la bande
du plan complexe suivante :

D:={2€C: |Imz| <1, Rez>1}.

Nous cherchons une paramétrix microlocale sortante du probleme de Dirichlet
pour l'équation de Helmholtz, H : L?(T') — C*(X), avec des ”données initiales”
concentrées dans Yo, telles que

YN eN, (A, +X)HN) =On(A™) (3.8)

dans un voisinage de I' dans X.

L’opérateur H est un opérateur intégral de Fourier d’ordre 1/4 avec un grand
parametre A € D (A-OIF); son noyau au sens des distributions est une intégrale
oscillante au sens de [8] (voir aussi [20]).

Dans toutes coordonnées locales, son amplitude est de classe C'*°, a support
uniformément compact pour A € D, et elle admet un développement asymptotique
en puissances de A a tout ordre négatif. En particulier, H(\)u est une fonction C'*
pour tous A et u € L*(T') fixés.

La relation canonique correspondante est dans 7" x T* X et est donnée par

C = {(g;exp(ng)(War(g))) D 0E XN, —€<S<T+€} ,e>0.

On la paramétrise par (g, s). Considérons I'opérateur de restriction ¢f. : C*°(X) —
C>=(T') tel que ¢+ (u) = ur, comme un A-OIF d’ordre 0, dont la relation canonique
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R est justement I'inverse de la relation canonique donnée par le fibré conormal du
graphe de l'inclusion ¢ : I' — X.

Remarquons que la composée R o € est transversale pour tout j et est la réunion
disjointe de la diagonale de ¥; x ¥; (pour s = 0) et du graphe de l'application du
billard B : £; — X, 5(pour s =T).

Si on choisit les conditions initiales OP)(¢) sur I' pour s = 0, la résolution
des équations de transport correspondantes permet d’obtenir un opérateur H(\)
vérifiant (3.8) et tel que

(H(N)g)(21,0) = (1 H(N)g) (1) = OP()g(21)+G(Ng(a1)+Ox(INN)g, g € (L?(r)> ,
3.9

ou G(A) est un A-OIF d’ordre 0 dont la relation canonique est le graphe de I’ap-
plication du billard B : ¥; — ;. De plus, son symbole principal est égal a
1 dans un voisinage de Y5 modulo le facteur de Maslov multiplié par le facteur
de Liouville exp(iAA(p)), ou A(p) = fﬂ/(g) €dx est l'action le long de la courbe
intégrale v(¢),0 < t < T'(p) du champ de vecteurs Hamiltonien X, commengant
en o+ = 7y (o) et de point final exp(T'(0)X,)(o™).

Remarquons que 2A(p) est exactement la longueur T'(p) de la géodésique corres-
pondante 7;(p) dans X.

Considérons maintenant la dérivée normale de H(\)g en I'. En utilisant le calcul
symbolique, on trouve

i ai H(N)g = AG*(\) OPA ()9 + AG=(\) GOOPA ()9 + Onr (A1)

Ici, G£(N) sont des A-OPD classiques d’ordre 0 sur I' avec des symboles classiques
et des symboles principaux qui sont

o(GE)(z9,m) = Fi/1 —r(x9,7).

Revenons maintenant au systeme (3.1). On pose u; = H(\)g et ug = R.(\)f,
avec A € D et f,g € L*(T') qui ne sont pas connues. Par construction,

(A +2\)uy = Oy(IA[M)g and  (Ay + X2)uy = Ox(]A| Mg,

Nous allons vérifier les conditions au bord de (3.1) modulo Oy (|A|™)g. La premicre
condition entraine

(1 — uz)r = OPx()g + G(A)g — OP(a) f + On(|A7Y)g = On(IA"Y)g.

On peut supposer que a = 1 dans un voisinage de supp (/) N B(X3) en choisissant
0 > 0 suffisamment petit. Alors,

f=0P\(1)g + G(A\)g + On(IAIM)g.
La deuxiéme condition nous donne

&,xul + &,u2
= AG*(A) OPA(¥)g + AG™(A) G(A)OPA(1)g — AAN) f + On(IAI7Y)g = On(JAI7)g.
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Par le méme argument que précédemmment, A()\) est elliptique dans un voisinage
de I'ensemble des fréquences de G*(\) OP(¢)g et de A\G™(\) G(A)OP(¢))g et nous
obtenons

f=QMNGT(\) OPx(¢)g + QNG (\)G(A)OPA(¥)g + On(IA™Y)g,

olt Q(N) désigne un \-OPD classique de symbole principal —i(ho(zo)n? — 1)

La fonction g dépend du parametre A\. Comme toujours, étant donné un ensemble
non borné M C D et une famille de fonctions lisses gy := g(-, A) € C°(I"), A € M, on
note \/ﬁ(g,\) I'ensemble des fréquences de { g} renr. Rappelons que (xo, &) ¢ \/7\71/3(9,\)
s'il existe des voisinages U; et Us de xg et &, respectivement, tels que, pour tout
¢ € C5°(Uh), la transformée de Fourier pgy(AE), A € M, décroit rapidement quand
Re A — 00, uniformément par rapport & £ € Us °.

La famille gy vérifie WF(gy) C ;. Alors OP\(¢)g = g + On(|A]7Y)g et nous
obtenons 1’équation

-1/2

g+ G\g = QNG (N)g + QNG (MG(\)g + Ox(IA™)g.
qui est équivalente a
(A(X) = GF(N)g + (AN) = G=(A\))G(N)g = On(IA™Y)g.
De cette fagon, nous obtenons 1'équation suivante, par rapport a (A, g)
BA)M(N)g — g =On(IA™")g. (3.10)

Ici, B(A) est un A-OPD classique d’ordre 0 dont le symbole est b(y,n, ) = bo(y,n) +
bi(y,m)A\"'+-- -, 2r-périodique par rapport & y et uniformément & support compact
par rapport a n et

_ Vroly.n) — L —iy/1—r(y,m)
Vroly.n) —1+iy/1—r(y.n)’

M () est un A-OIF classique dont la relation canonique € est le graphe de I"applica-
tion du billard B : ¥ — ¥, , c’est-a-dire qu’on a € = {(z,§; B(x,€)) : (z,€) € ¥4},
et son symbole est uniformément a support compact dans un voisinage de ¥, dans
Y;. De plus, le symbole principal de M()\) est égal a 1 dans un voisinage de
modulo un facteur de Maslov multiplié par un facteur de Liouville exp(iAA(x,¢&)),

(x7€) € EL

bO(ya 77)

3.3 Forme normale de ["application du billard
et Théoreme KAM

Considérons l'application du billard dans O pres du bord T'. Lazutkin [15] a
montré que I'application du billard pres du bord d’un domaine strictement convexe
est proche d’une application symplectique completement intégrable. Une fonction

Svoir [9] dans le cas des distributions
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¢ € C=(T*T") sera appelée un Hamiltonien d’interpolation approché de B si ( = 0
et d¢ # 0 sur la variété glancing S*I" :== %, , = {(y,n) € T*T : r(y,n) =1}, (>0
dans la zone hyperbolique B*I" := %, = {(y,n) € T*T" : r(y,n) < 1} et si, pour
tout N € N, on a

B(y,n) = exp (Cly,n)2He) (y,n) + On(C(0)Y), (y,n) € B'T.

Ici, t — exp(tH.) désigne le groupe a un parametre des difféomorphismes du champ
de vecteurs hamiltonien lisse H de ¢ par rapport a la forme canonique dans 77T
Lazutkin [15], d’une part, Marvizi et Melrose [16] d’autre part, ont trouvé un Ha-
miltonien d’interpolation approché de B, ( € C*°.

La variété glancing est constituée de deux composantes SiI' := {(z,&) € T*T":
¢ = +go(z,07'/2}. Comme dans [21], Sect. 3, nous obtenons des coordonnées action-
angle pour 'Hamiltonien ¢ pres de S7I'. En d’autres termes, nous obtenons des
coordonnées symplectiques exactes C*, (0(z,§), r(z,)) dans un voisinage de S;I" a
valeurs dans T x R, équipé de la 1-forme canonique (¢ — r)df, ¢ = longueur (I') /27,
telle que STI" = {r = 0}, B*I' = T x {r > 0} pres de SiI', et ¢ est une fonction
dépendant seulement de la variable r et ne dépendant pas de 6. Alors I'application
symplectique exacte B est engendrée dans les coordonnées (6, r) par la fonction

G0.7) = —§¢<7~)3/2 +Q0.7).

ot Q(0,7) = Q(0,/r), Q(6, z) étant une fonction de classe C et Q(6, z) = O (x).
De plus, ¢(0) = 0 et ¢’(0) > 0. Nous dirons que G est une fonction génératrice de
I’application symplectique exacte B si

graph B = {(0,r — 90G/00(0,r);0 — oG /or(0,r),r): (0,r) € A}

et |[0°G/000r| < 1 dans A =T x {0 <r <6}, 0 < < 1 étant fixé.

Fixons 0 < ¢ < 1 et 0 < ap < 1 et considérons la fonction G, = —2((r)*? +
ka(r)Q(0,7) dans A, := T X [ca/2,2c 7 a], ot Kk4(1) = K(r/a), Kk € C*(R), et kK =0
en dehors de [2¢/3,3¢71/2], k = 1 sur [3¢/4,4c7/3].

Alors G, est une fonction génératrice d’une application symplectique exacte B,
qui coincide avec B sur A? := T x [ca, ¢ 'a] pour tous 0 < a < ag, en choisissant
ap < 1. Nous allons déterminer une famille C* de cercles invariants de B, dans AD.

Fixons les constantes y > 0, v > 1/2 et 7 > 1. Les nombres de rotation corres-
pondants sont définis par la condition Diophantienne

{w e R : |wky + ko| > pa”|k|™™ for any 0 # k = (ky, ko) € Z°}, (3.11)

olt |k| = |ki|+ |k|. Posons S(r) = 2¢(r)*? et désignons par €2, I'image de l'intervalle
D, := [ca/2,2c" a] par la fonction strictement croissante r — S'(r) = /¢ (r)'(r)
et par Q2 I'image de [ca, ¢ 'a] par la méme fonction. Nous notons ©, I'intersection
de QY et de I'ensemble de Cantor (3.11). Remarquons que la mesure de Lebesgue de
O, est positive pour p et a suffisamment petits.

Nous allons maintenant pouvoir formuler le théoreme KAM pour I'application
symplectique exacte By, initialement démontré par Lazutkin [15].
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Théoreme 3.3.1 Pour tous 0 < a < ag et ag <K 1, il existe un difféeomorphisme
symplectique exact xo envoyant l'ensemble T x D, sur lui-méme, et K € C*(D,),
tels que 'application symplectique exacte

B = x5! 0o B,oxo € CT x Dy;T x D,)
admet une fonction génératrice Q(p,I) = —K(I) + R(p, 1), ot
OfR(p,I) = 0, VaeN,

surTx E, ou E, :=={l € D, : K'(I) € Q,} .
L’application symplectique xo est exacte, de fonction génératrice ® € C°(Tx D,)
et nous avons

0] (p,1)| +

(D) = S(D)| +

O] R(p,1)| = Ox(a™), Ya,BEN,

pour tous (p,I) € T x D,.

Une démonstration de ce théoreme est donnée dans [21] dans un cadre plus général.
On note x; la transformation symplectique exacte (z,§) — (0(x,&),r(x,€)) et on
pose X = X1 © Xo-

Comme S’ > 0, nous avons K’ > 0, et on note [ : 2, — D, la fonction réciproque.
Remarquons que tout cercle A, :=T x {[(w)}, w € ©,, est invariant par rapport a
BY et que B(p, I(w)) = (¢ — w, I(w)) sur celui-ci.

En nous appuyant sur la forme normale B° de B, nous pouvons mettre en
évidence une forme normale de M (A). Tout d’abord, nous construisons un A-OIF
elliptique sur Y, d’ordre zéro, U, : L*(T) — L*(T), associé a la transformation
exacte symplectique yp, dont la phase est une fonction génératrice de y; et dont
I'amplitude est une fonction a support compact.

Alors, A(A\) = UfU; est un A\-OPD elliptique classique tel que A*(\) = A())
modulo On(AY) et tel que son symbole principal est positif dans un voisinage de % ;
nous pouvons également obtenir un A-OPD classique et formellement auto-adjoint ,
d’ordre 0, tel que le support du symbole de A(X)B()\)? — Id n’intersecte pas s.

Posons Uy (A) = Uy (A)B(X). Alors, le symbole de UrU; — Id n’intersecte pas .
De la méme maniére, on construit un A-OIF d’ordre zéro, elliptique sur y;(22), noté
Up : LA(T) — L2(T), et dont la relation canonique est le graphe de la transformation
exacte symplectique x,'; son amplitude est & support compact et cet opérateur
est tel que le symbole de UjU, — Id n’intersecte pas x1(%2). Posons maintenant
U(A\) = Upg(\)Ui(N) : L*(T) — L*(T) et considérons

MO = U\ BO)MAU(A) = UNBNUT*NTNMA)T*(N) + Oy (A™).

Ici, Bi(A\) := UA)B(A\)U*(A) est un \-OPD agissant sur L*(T) dont le symbole
principal est by o x et My(\) := UNMNU*(N) : L*(T) — L*(T) est un A-OIF
d’ordre zéro et de symbole classique, dont la relation canonique C; est le graphe
de B = Y"1 By. De plus, son symbole principal est égal & 1 modulo un facteur de
Maslov multiplié par le facteur de Liouville correspondant. Par conséquent, Gy est

engendrée par une phase ®(p, ¥, 1) = (p—, 1) — K(I)— R(p, 1)+ C, ou C est une
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constante. Comme dans [5], nous prouvons que C' = 0. Par conséquent, le noyau de
distribution de M;(\) est

A
27
R

A=, 1) =K (I)=R(p,1)) e”“/ZC(gp, I,))Jo(p, I)dn

olt i est un indice de Maslov, c(¢, I, \) = co(¢p, I)+c1(p, A7 4+ - - est 2r-périodique
par rapport a ¢ et uniformément a support compact dans T x D,, ¢ = 1 dans un
voisinage de T x D,, et

Jo(p. 1) = | det(9,01(p, v, 1))|/? = | det(I — 9,01 R(p,1))|~1/*.

Remarquons que Jg = 1 sur T x F,. Finalement, on trouve que le noyau de distri-
bution de My(\) est

A . 4
Mo(ip, 00, ) = o~ / M= Dh=KD=ReD) iminl 2y (o T N) g (¢, I)d,
7r
R
ot m(p, I, \) = mo(p, I) + my(p, A~ + -+ est 2m-périodique par rapport a ¢ et
uniformément a support compact dans T x D, et mg = by o x dans un voisinage de
T x D,.

3.4 Construction de quasimodes

Nous cherchons a mettre en évidence un ensemble dénombrable M = {\;},en C

D tel que Re \; — +o00, et une suite {g;};en de fonctions L*(T) telles que WF(g;) C
T x D, et

Mo(Aj)g; = g5 + On(A;)g;- (3.12)

Alors, la suite (u1j, ug;) = (H(A)U(Nj)gs, Re(N)f)s [; = UXj)g; + GA)U(A))g;
donne une solution de (3.1) modulo ON()\]-_N )g;, ce qui signifie que c’est un quasi-
mode pour le probleme de transmission.

Nous allons tout d’abord décrire des fonctions propres et des valeurs propres de
My(X) modulo ON(/\;N ). Par la suite, nous suivrons la méthode exposée dans la
section 3 de [5].

3.4.1  Valeurs propres asymptotiques et fonctions propres de My(\)
On choisit des fréquences Y et ¢ dans D telles que

YeE=K(©), ¢(=Y+n/x, In<C, (3.13)

ou C' >> 1 est une constante. Nous recherchons des valeurs propres asymptotiques
de My(A) qui soient de la forme

Z(Y,(,\) =exp(iAS(Y, (, N)),
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et des fonctions propres

e(p, Y, ¢, A) = exp(irf(p, Y, A))

2m-périodiques par rapport a ¢, ou S et f sont données asymptotiquement par

SY,¢,\) =s(Y,n) + Z 5;(Y,p)A=i!

j=0

oY G N) =@C+ Y file, YipA~ ™,
5=0
avec des f; 2m-périodiques par rapport a ¢ et analytiques par rapport a 7. La fonction
Af doit étre 2m-périodique, ce qui donne la condition de quantification

X EZ. (3.14)

Proposition 3.4.1 [5] Il existe des fonctions lisses e et Z, de la forme donnée
précédemment, telles que

Mo(Ne(p, Y, ¢ A) = Z(Y, ¢, Nelp, Y, ¢ A) +On(AM)e
pour A € D.
Idée de la preuve : La preuve de cette proposition est donnée dans [5] et nous
n’en donnons que 'idée principale pour I'exhaustivité de 'exposé.
Le symbole principal mq(p, I) vérifie |mg(¢p, I)] = 1 et sa partie imaginaire est

strictement négative ; nous prenons une fonction lisse, a valeurs réelles, 2r-périodique
par rapport a ¢ telle que my = exp(ipg) et nous écrivons

m(gp,], >‘) = exp(ip(ga, I, /\))’i«D?I’ )‘) ) (315>

oup = Z;‘io p;A7 et k est un symbole classique & support dans un voisinage fixé
de E par rapport & la variable I, tel que k(p, I, \) = 1+ On(A™) pour I dans un
autre voisinage de E.

Asymptotiquement,

S . .
Mo(Ne(p, Y, 2) = o~ / M =KW=’ DY) exp(ip(p, I, A) + imp/2)k(p, 1, N)

R

X exp (inw +iy  fiW.Y, n)Aj) Jo (@, I)dndi) .

=0
Les points stationnaires de la phase
(?ﬂ,]) - F(%I,%Y) = <90—¢7[> - K(I) - R(@al) +Y¢

sont donnés par
I=YeE, ¢yv=¢p—K'(I).
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Nous nous sommes servis ici du fait que R s’annule a I'ordre infini sur T x E. De plus,
les dérivées secondes de F sont Fiyy = 0, Fyr = —1et Fr; = —K"(I)+Ox(|[I =Y V).
En particulier, la Hessienne de F' aux points critiques est égale a 1. Soit g(¢), I) une
fonction lisse, 2m-périodique par rapport a v et a support compact par rapport a
I. Alors, une intégration par parties en dehors d’un voisinage des points critiques
et I'application du lemme de la phase stationnaire®, on obtient,pour tout N € N,
I’asymptotique suivante :

N
A / N BD=KID=REDHY ) g T)agd] = M) S AT 4 O ()
2m J =
ou ¢g = gl — K'(Y),Y) et ¢; = (Ljg)(p — K'(Y),Y), avec L; de opérateurs
différentiels d’ordre < 2j. En particulier, Ly = —£(K"(Y)d3 + 20,0;).

Nous avons vu que Jg(p,l) — 1 s’annule a l'ordre infini sur T x E. Alors,
d’apres le lemme de la phase stationnaire déja cité, et en utilisant le fait que

co = exp(i(po(p,Y) +np)) # 0, on trouve
Mo(Me(p, Y, ¢, A) = exp (—i(AK(Y) + K'(Y)n) + imp/2)

X exp (iAC +1)-0d(p,Y, n)Aﬁ') +On(ATY),

Ici,
di(p,Y,n) = filg — K'(Y),Y,n) +p;j(0,Y) +1;(¢, Y. n),

avec rp = 0 et r;, j > 1 qui dépendent seulement de py,...,pj—1 et fo,..., fi—1.
De plus, les fonctions 7; sont analytiques en (po,...,pj-1, fo,-.., fj—1) et n. Afin
de rassembler ces différents termes dans I’exponentielle, nous pouvons observer que
1 + A77q est simplement le premier terme du développement de exp(A™7/q) en séries
entieres.

A Taide de 'expression de Lj, nous écrivons explicitement la dépendance de r;
par rapport a p;_; et f;_1. Nous avons

i, Yom) = (101 — (1/2)K"(V)02) [y 10, Y1) + i1 (0 L) lrvmo sy 47
(3.16)
ou r} ne dépend pas de f; 1 et de p; ;.
Pour démontrer la proposition, nous devons trouver des fonctions lisses f; et s;,
j > 0, qui soient solutions pour tout ¥ € E de I’équation homologique

fj(@O - K/(Y)7Y7 77) - fj((paya 77) = 5j<Y7 77) —pj(QO,Y) - T]'(Savyv 77)' (317>

Lemme 3.4.1 I existe des fonctions lisses fi(v,Y,n) et s;(Y,n) dans (p,Y) €
T x D, dépendantes analytiguement de n dans le disque unité By de C et telles que
(3.17) soit vérifiée dans T x E et

/fj(so, Y, n)dyp = 0.

Spar exemple : [13], Théoréme 7.7.5
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Preuve : Par un changement de variables w = K'(I), on obtient une équation de
la forme

f(()p - W,Wan) - f(%waﬁ) = 5(W>77) - b(@awv?ﬁ? (907(*)) €T x 67
que nous résolvons par rapport a f et s comme suit : En intégrant en ¢, on trouve

1
s(w,n) = %/b(so,w,n)dso.
T

Puis, on développe f et ¢ = s — b en séries de Fourier

clp,w,n) = cx(w,n)explike), flp,w,m) = fulw,n)exp(iky),

k€EZ kEZ

avec ¢g = 0. On fixe fy = 0. Pour tout k£ # 0 et w € O, on trouve

Fi(w,m (1 — ™) = —cp(w,n).

Fixons ¢ € CP(R) telle que 0 < ¢ < 1, 9(x) = 0 pour |z| > k/2, et Y(z) = 1
pour |z| < k/4, 0 < k = pua” < 1 étant la petite constante dans (3.11). On définit
le résidu [z]o, de z € R par z = [z]or + 270, —7 < [2]or < 7, n € Z, et pour
0 # k € Z, on considere

ae(w) =1 — ™%+ KK T (k] [Wh]an) -
On voit facilement que

l2n(w)| > |’;—T weQ, kezZ\{0},

ou kg = k/2m. En fait, quand on écrit
ze(w) = 1 — cos ([wklax) + K77 ¢ (|k| [w, k]2r) + isin ([wk]ar) ,

en minorant Re zgx(w) (respectivement |Im zx(w)|) quand |[wk]a-| appartient a la
réunion [0, k|k|7 /4] U [7/2, | (respectivement a U'intervalle [k|k|™7 /4, 7/2]), on ob-
tient I'estimation.

Posons maintenant

fk(W,’l']) = _Zk(w)_lck(wvn)7 WGQ, O#keza .]2 L.

f est bien la fonction recherchée car z;(w) = 1 — exp(—iwk) sur ©. En utilisant le
théoreme de Cauchy, on prouve que f est analytique en 7 si ¢ est analytique.
De cette facon, on trouve, asymptotiquement, que

S, A) = —K'(Y) + (mp/2 = KX )+ so(Ym)) A+ s; (VA7

i=1

R 1
o 50(Y,7m) = py /po(%y)d%@-

R
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3.4.2 Résolution de (3.12).

Nous allons chercher des valeurs de ¢ et A vérifiant (3.14) et telles que
Z(Y,(,\) = 1. (3.18)
Comme dans [5], on pose
X= K(Y,) g, Y,=Iw)€E, v=(pgeM,
ou I'ensemble d’indices M est défini par
M= {v=(p,q) €Z®: |NY,, KY,)) = (p,q)] <Cpour \€ R, Y, € E},

avec C' > 1 fixée.
Nous cherchons d’abord des (, et A\,, v € M, donnés asyptotiquement, quand
q — +00, par

G =Y, + Z— = colw,) + e1(w, )(A0) T + .. (3.19)
A= A+ ag(w,) + ay(w,)(A) ™+ (3.20)
et telles que
et
/ T2
—)\Z,K(Yl,> — K (Y,,)Ul, - T + SO(YV> + (322)

+3 55V, m)N,? =21+ On(g ), ¢ — +o0.
j=1

Proposition 3.4.2 [l existe des fonctions bornées a; : © — R et ¢c; : © — R,
Jj=1,2,..., et des fonctions \,, (,, v € M, données asymptotiquement par (3.19)
et (3.20), telles que (3.21) et (3.23) soient vérifiées.

Preuve : On suit ici la preuve de [5].

Si nous remplagons \,, (, et 7, par leurs valeurs données dans (3.19) et (3.20)
dans les expressions (3.21) et (3.23), et si nous utilisons ensuite, a la fois la formule
de Taylor et 1'égalité J5(w,) = —K (Y, ), nous trouvons

P =AY, — D (a5(Ya)Ys + ¢5(¥5) — Vi) (A0) 9 = O (A7) ,
{ S (K(Y)a; (V) + K/ (V)es (V) — W) (W) = Oy (A7)
ou V; et W; sont des polynomes de ag et ¢y, ¢ < j — 1. Pour j =0 on a
VoY) = —mp/2 + s0(Y), Wo = —p+ A)Y, .
On obtient le systeme
K(Y,)ao(Y,) + K'(Y,)co(Yy,) = Wh,
{ Yoao(Yy) + co(Y,) = Vo.
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Notons que K'(Y,) = w,. Soit gy =€ A,, = x(T x {Y,} et g; = Blgy € A,,. Notons
A(z,§), (v,€) € Ay, la distance |z — y|, dans X, ot B(x,§) = (y,7n). En utilisant la
formule(4.8) dans [21] et le théoreme ergodique on montre

K'(Y,)Y, — K(Y,) =w,Y, — K(Y,)
— limy— 4o (% > k‘A(gj)> — L[ Alg)dg>C >0,

ou dg est la mesure de Liouville sur A,,, C T*T" et C' > 0 est indépendante de v. On

obtient
ao(V,) = (K'(Y,)Y, — K(Y,))~"" (Vo — K'(Y,)Wp)

co(Y,) = Vo —ap(Y2)Y,.

Les fonctions ag : £ — R et ¢y : E — R sont bornées mais pas continues. De méme,
pour j > 1 on résout le systeme

{ K(Yy)aj (Yy) + K’(Yy)Cj(YV)
Y,,Cl()(Y,,) + C()(YV)

W;
V.

3.5 Normalisation et relations d’orthogonalité

3.5.1 Normalisation

Considérons la suite

Uy = (ulua u2u) = (H()\V)U()\l/>gl/7 Re<)\u)fu> ;

ou

fr=UMN)g +GAN)UN)Gy . gu(e) =elp, Y0, G, A) . veM

Lemme 3.5.1 [l existe une constante C' > 1 telle que
Cl < ulln<C

pour tout v € M.

Preuve : Posons v, = U()\,)g,.

L’opérateur U(A) est un A-OIF classique d’ordre 0 dont la relation canonique est
le graphe d’une transformation canonique et qui est elliptique dans un voisinage de
I'ensemble fréquentiel de {g, : v = (p,q) € M}. Alors, il existe un C' > 1 tel que

Yv EM, Cil S HUVHLQ(F) § C.

Considérons maintenant u;, = H(\,)v,. Comme H()\) : L*(T') — L*(X) est une
famille uniformément bornée d’opérateurs, nous obtenons que |uy,| < C pour un
certain C' > 0 et pour tout v € M. Par le méme argument, |luq, || < C.

Nous allons ensuite montrer que la suite [|vy,| est minorée par une constante
positive. Nous introduisons des ”coordonnées normales (z1,x2) € I' x [0,¢], 0 < £ <€
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1, a laide de I'application exponentielle (x1, z5) — exp(xav(z1))(x1) correspondant
a la métrique g et nous posons U =T X [g1,e5], o1 0 < &7 < &3 < €.

Nous pouvons ainsi écrire H () dans un voisinage de U comme une famille conti-
nue de A\-OIFs H(t,\) : L*(T') — L*T). La relation canonique de H(t,\) est le
graphe d’une transformation canonique

{o;mexp(s(o, 1) X,) (75 () : 0 € ¥}

pour 0 < gy <t < e l,oum: T°X|r, — Ty, Iy = ' x {t}, est appli-
cation de restriction, et la fonction lisse s(p,t) est obtenue, a partir de 1’équation
exp(s(o,t)X3) (75 (0)) € T*X]|r,, en utilisant le théoreme des fonctions implicites.
C’est simplement 'application représentant le temps que met la particule, partant
de 74 (o) € T*X|r, pour arriver & T*X|r, en suivant la trajectoire correspondante
de I'Hamiltonien X,.

De plus, son symbole principal est égal a 1 dans un voisinage de A. En effet,
pres du bord, on peut écrire H;(\) dans les coordonnées locales © = (x1, 22), t = 9,
comme une intégrale oscillante dont la phase ¢(x, &) + 11§, avec ¢(x1,0,£) = 1€,
est lisse et non dégénérée, et avec une amplitude C'** a support compact

a(z, &, M) det(32¢/ax18£(;€, é)’71/2

d’ordre 0, a(z,&,\) = ag(z,€) + X rai(z,€) + -+ -, et ap = 1 dans un voisinage de
>;. Cela entraine

I X)ul22 @y > /IIH(t, A)vulza ey dt = O lvgllewy = ellvnllzry

€1

pour un ¢ > 0 et pour tout ¢ € M, ce qui termine la preuve du lemme. O

Pour satisfaire aux conditions au bord de (3.1), nous ajoutons & us, une fonction
a support compacte qui est un On(|\,|™). Alors, u, appartient au domaine de
définition de G. En normalisant w,,, on obtient un quasimode (A,,u,), v € M, de G.

Nous montrons ensuite que A\, peut étre choisi a valeurs réelles. Comme G est
auto-adjoint et que u, € D(G), ||u,|| = 1, nous trouvons

‘)‘:2/ - )‘_V2| = |<)‘Zuu>u1/> — (uy, )‘Zuu>| = ON(|>‘V|7N> )
ce qui nous permet de choisir A, dans R. La relation p = A\,(, implique enfin Im (, =

0.

3.5.2  Relations d’orthogonalité

Considérons tout d’abord la fonction de comptage
N(r) == #{v=(p,q) e M : |v|<r}.
Dans [5], Cardoso et Popov ont donné les asymptotiques suivantes :

N(r) = (4n) " 'r? /(IK’(I) — K(I))dI + o(r*) = (87) 'r’meas(T) + o(r?), (3.23)

E
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avec T le flot sortant de la réunion A de la famille de cercles invariants A, w € O, par
le flot de X, de X, et ‘meas’ la mesure de Liouville dans le fibré cosphere {g = 1}.
Fixons N > 1 et considérons le quasimode (\,,u,), v € M, d’ordre 2N +
2, de l'opérateur P construit précédemment, c’est-a-dire tel que Pu, = A\u, +
On (|| 72472).
Nous allons montrer les relations d’orthogonalité

)] < COM+ND Y, vpe M.

Comme dans [15] et [5], nous considérons trois cas.

Cas 1. Supposons que A, V=2 < |\, — \,| < 2),. Nous avons alors
AT s w) | < I =N (s )| = [, ) = Cuw, M) | < CUA AL T2

Par conséquent,
[, w)| < COA]+ NN

Cas 2 . Fixons 0 < € < 1 et supposons que |\, — \,| < A,V "2 et que |V, —V,| >
A, °. Nous allons intégrer par parties dans les intégrales oscillantes correspondantes.
D’abord, nous écrivons H (\) comme une famille continue de A-OIFs comme dans la
preuve du Lemme 4.1. Fixons

0<eg<inf{T(g): o€ X1},

ou T'(p) est le premier temps positif d’'intersection de la géodésique de g, issue de
0, avec I'. Nous prenons maintenant une partition de I'unité ¢? + ¢3 = 1 de X telle
que supp ¢, C T x [—eg, 0] et ¢1 = 1 dans un voisinage de z; = 0. Nous pouvons
maintenant écrire ¢; H(\) comme une somme de deux familles continues de A-OIF's
sur I'

1 (t, YHT (N ) + o1 (t, - )H- (N t), t €0, e

Ici, la relation canonique de H™ (¢, \) est le graphe de la transformation canonique

{o;m exp(s(o, 1) X,) (75 () 0 € ¥}

pour 0 <t < egg,oum : T*X|r, — T*T, [y = I'x{t}, est 'applivation de restriction,
et la fonction lisse s(p, t) est obtenue a partir de 'équation exp(s(o, t)Xy) (7 (0)) €
T*X|r,.

De plus, la relation canonique de H~(t,\) est le graphe de la transformation
canonique

{omexp(s(o, 1) Xy)(my (B(0))) : 0 € X}

Nous écrivons ¢ H(\) comme une famille continue de A-OIFs sur I' comme dans le
Lemme 4.1.

Remarquons que, pour ¢ assez petit, les relations canoniques de HT(\,t) et
H~(A,t) ne s’'intersectent pas, ce qui implique

(GrHE (N ) f, 00 H™ (AN 1) f) = On(A" ) f 11720y
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Comme |\, — A,| < A\;¥2 nous avons

<U’V7 uu>L2(X) = Zj:i 060 <¢1Hi()\w t)U()\,/)g,,, ¢1Hi()‘l/a t)U()\I/)gM>dt
+ Jol(@2H (N, ) U (X)) gy 92H (A, )U (N)gu)dt + On (A, ).

Désormais, chaque intégrale peut s’écrire sous la forme

GV,M = /<A(>\V7t>gl/7g,u>dt7
R
avec A(A,,t) une famille continue de A-OPDs d’ordre 0 sur T ayant des symboles

classiques a(t, z1,m, A) uniformément a supports compacts par rapport a (t,7). Nous
avons

G, = / exp(iX [((z1—y)n+21G—yCu))alt, T1, 1, A)b, (21)b, (y)dndr, dydt+On (A, N),
R

avec b, (p) = exp(i Zjvzo file, Ye, M)A, 7). Comme |(, — Cul = Yo = Y| + oY) =
cA, et 0 < & < 1, par une intégration par parties on gagne Oy (A, ™).

Cas 3. Supposons enfin que [\, —\,| < A, V"2 and |V, —Y,| < A\, °. Comme dans [15]
et [5], il faut ajouter une petite perturbation auto-adjointe de P, d’ordre On (A, ¥ 71),
afin de séparer A\, et \,.

Considérons le probleme de transmission

(Ay+X)uy = 0 dans O,

(A + N,V TU(N) +X2)uy = 0 dans Q,
u,—uy = 0 sur I
Oyu; +ad,us = 0 sur I,

Uy — A — sortante .

Ici, U(A) est un A-OPD auto-adjoint, d’ordre 0, dans €2, tel que dans les coordonnées
normales (z1,22) € T x R, son symbole est donné par ¢(xy,n, \)k(xs), o ¢ est
uniformément a support compact par rapport a n et K € C§°(R) est égal a 1 dans
un petit voisinage de x5 = 0. En d’autres termes, W(A) = OP, (¢)k, ou OP, (¢)) est
le A-OPD classique sur T de symbole 9. Il est alors facile de voir que 'opérateur de
transmission perturbé, P, est auto-adjoint dans H. B

Considérons maintenantla paramétrix microlocale correspondante, R.()\) : L*(T') —

C5°(£2), du probleme de Dirichlet extérieur

(Ap = AN (N) + A Re(N)g = On (A2 2)g
R.(\)glr = OPy(a)g + On(A"2V"2)g, g € L*(I).

Nous avons R.(A) = R.(\) + A™VR()) pour |A — A\,| < C'A;N, avec R(A) un A-
OIF de phase ¢(x,n) — yn donnée par la Proposition 1.1, et de symbole principal r
vérifiant ’équation de transport

2iLr(z,n) = Yo(x1,1) + ON(x§N+2)7
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avec les données initiales r(x1,0,7) = 0. Rappelons que L = f10,, + f20., + f3,

fi = g—iho, fo = 88_3?2’ et que f3 est une fonction a valeurs réelles. De plus, fo, =

iv/ro(z1,m) — 1+ O(x2). Par conséquent,

Yo(1,7)
2/1o(z1,m) — 1

+ O(z3).

T(.I‘, 77) = T2

Ainsi, I'application de Dirichlet-to-Neumann correspondante est un A-OPD sur T
donné par

AA(N) = aiée(mm_o = M)+ AVA(N)
€2
ou le symbole principal de A’(\) est
",'U Y
ool ) = o)
2 7/10('1‘117 77) -1

Alors, u; = H(\)g et uy = R.(\)f sont solutions des équations de Helmholtz
correspondantes modulo On(|A|72¥~1). Au bord, nous avons

(w1 —us)|r = g+ G(N)g — [+ On(IA7*V7%)g = On(]N7*¥2)g.
ce qui implique, comme précédement, que
f=9+GN\)g+Onx(NNg.
La seconde condition au bord donne

(aﬂil + O,u2)|r
= AGT(A) g+ AG~(N) G(A)g — MAN) f + On(|A72V 1) g = On(|A[ 72N Y)g,

et on obtient

AN(g +G(N)g) = GT(N\)g + G~ (NG (N)g + On(A™Y)g.

De cette fagon, on trouve ’équation suivante par rapport a (A, g)

BA)YM(A)g—g=On(IN™)g,
BO\) = —(AN) + A NA () = GHO) AN + A NA () - G(N)
= B(A) = A VAN (AR) = GHN) ' BA) = B (AR) = G~ (A) A (A)] + On (JA]72Y).
Ainsi,
B(A) = BO)(L+AYB'(\) + On(]AI"™),
ou B'(\) est un A-OPD classsique d’ordre 0 dont le symbole principal est

Yo(y,n) V1=1(y,n) (3.24)

r(y,m) —ro(y,n) \/ro(y,m) — 1

by(y,n) =i
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On obtient par conséquent I’équation
Mo(X)g; = G + On (NG,
ou le symbole de Mo est

m(p,1,\) = exp(i[p(p, I, A) + A B(p, 1) + ON " H])k(p, I, ),

et § = by o x. En choisissant de maniere appropriée la fonction lisse a valeurs réelles
g, on peut supposer que 5 € C5°(R) ne dépend que de I. On note alors

Z(Y, ¢, ) = exp(irS(Y, ¢, )

et
@, Y, (G, A) = exp(idf(p, Y, (M)

les valeurs et fonctions propres correspondantes, avec
S(Y.CA) = S(Y,¢0) + A Vsp(Y, ) + AVl (Y, ) + O,

F@. Y, 6N = F(@, Y, 6N + AN (90, Y. 0) + OV 2).
On a
so(Y,¢) = B(Y),

et (3.18) implique

v Y, Q) = rviale, Yo Q) +n(dB/dY)(Y) + Ai(Y),

(1 étant une fonction lisse. Par conséquent,

s1(Y, Q) = n(dB/dY)(Y) +y(Y),

ou 7y est lisse.
On utilise maintenant la méme procédure que dans la section 4 de [5]. Pour tout
€ M tel que [N, — \,| < C'A)Y, on trouve

Ao = X+ () Nedo(Y) + () ™V (V) + O((0) Y 72)),
gu = Cu + (Aﬂ)*Neo(Yu) + (AZ)fN*lel(Yu) + O(()\g)*N*Q)),
ou d;(Y,) et e;(Y,), j = 0,1, sont donnés par

oY) = (KE(Y,) ~ YuK' (V)" 5(Y,),
{GO(YN) = —YM(K(Y)MYMK’( Y,) " 1B(Y,). (3.25)

De plus, di(Y),) et e1(Y),) vérifient

K(Y,)di(Y,) + K'(Y,)e1(Y,) = W(Y,),
{ Yudl( ) + e (YM) = —CO( )d()(YN)? (326)

avec

W(Y,) = co(Yi)B' (V) +v(Yy) + (951/09) (Y, co(Yy))do(Yi).
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Par conséquent,
dy (Yu) = (K(Yu) - YMK/<YH))_ICO(Y,U»)ﬁ/(YM) + QI(YM)5<YM> + Q(Yu)7

ol ¢ est lisse et ¢, bornée. Nous rappelons que ¢, = Y, + (X}) "'co(Y,,) + O((X),) 7).
Alors,

D(Yu) = dO(Yu) + (Ag)ildl (Yu)
= (K(Y,) = V. K'(Y,) "' 8(G) + (\) Har (VW) B(Y,) + a(Ya)) + O((N)72),

avec, encore une fois, ¢ lisse et g; bornée.

Nous choisissons maintenant o € C§°(R) tel que a(0) =0 et o/(0) = R > 1, et
nous posons B(Y) = a(Y —Y,). Alors, en utilisant les inégalités |\, — \,| < A\, V72
on trouve

ID(Y,) = DY) 2 (R = O)NY, = Y| = CL(R)(Y) = YA + A7),

ou C' > 0 ne dépend que de K et E, et C;(R) ne dépend pas de v et u. A laide des
inégalités CA\;! < |V, —Y,| < A ¢ on trouve ensuite

A=Al 2 ANDY,) = DY) = ON Y2 2 G = CoA N

ou C; et U5 sont des constantes positives independantes de v et u. De plus, par
construction, on a |u, —u,| < C’/\;N . Nous pouvons maintenant appliquer le Cas 1
pour trouver

|<quuu>‘ < ’<ﬂwau>| + O(A;N) < O)‘;N>

ce qui termine la preuve des relations d’orthogonalité dans ce cas.
Soit E, le projecteur spectral de G sur I'intervalle [A\2 — 1, A2 + 1]. Le théoréme
spectral implique
| Eyuy, —u,|| < CXJP2

Alors, on peut remplacer u, par E,u, et on obtient
(uy,uy) =0

si [\ — )\i| > 2, ce qui termine la preuve des relations d’orthogonalité. O
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Chapitre 4

Estimations de la résolvante pour
le probleme de Dirichlet de
I’élasticité linéaire a ’extérieur
d’un obstacle strictement convexe



4.1 Introduction et notations

Soit O un obstacle compact, strictement convexe de R3, dont le bord I' est ana-
Iytique ( lisse) et pour lequel on désigne par € son complémentaire R?\ O. v désigne
la normale unitaire extérieure a I' = 90.

On considere 'opérateur de 1’élasticité linéaire, que 1'on notera A.. C’est un
opérateur différentiel matriciel a trois lignes et trois colonnes, défini par la formule
suivante :

Av = ppAv + (Ao + po) V (Vo) (4.1)

ott v désigne un vecteur de R3, c’est-a-dire v = (v, vo, v3).
Les quantités A\g et g désignent les constantes de Lamé, dont on suppose qu’elles
vérifient les conditions suivantes :

L’opérateur d’élasticité —A,, agissant sur ’ensemble des fonctions a support
compact v € C§° (ﬁ; (C3) telles que (4.6) est vérifié, admet un prolongement en un
opérateur auto-adjoint sur L?(£2; C3). Cet opérateur est positif et n’a pas de spectre
ponctuel. Dans ce cas, sa résolvante tronquée par une fonction y € Cg° égale a 1 pres
du bord T, notée R, (\) = x (—A. — A2)"' v, admet un prolongement méromorphe
du demi-plan {3A < 0} C C au plan complexe tout entier, ses seuls poles pouvant
se trouver dans le demi-plan {3\ > 0} étant les résonances.

On peut également définir les résonances du probleme d’élasticité linéaire comme
les nombres A € C tels que le probléeme suivant :

(Ac+ M) u=0 dans Q,
ulp =0 sur T, (4.3)
u est A\ — sortante.

admet une solution non triviale. Le terme A-sortante a été défini dans les chapitres
précédents.

De nombreux travaux sur des problemes tels que la diffusion ou la transmission
des ondes portent sur la distribution des résonances dans ce demi-plan des nombres
complexes de partie imaginaire positive. Ils tournent autour de deux recherches :
d’une part, la mise en évidence de résonances de parties réelles tres petites, appor-
tant donc les contributions les plus significatives aux développements asymptotiques
approchés des solutions de ces équations d’ondes ; d’autre part, la détermination d’un
secteur du plan, situé sous une certaine courbe, ne contenant aucune résonance, ce
qui permet de négliger les contributions apportées par les fonctions associées a ces
résonances.

Dans le cas du probleme de transmission, traité par Cardoso, Popov et Vodev,
il est démontré qu’il existe un secteur situé sous une cubique tel qu’il n’existe pas
de résonances dont la partie imaginaire soit plus grande qu’une certaine constante.
Nous adapterons leurs méthodes, faisant intervenir le complex scaling a la maniere
de Sjostrand et Zworski [25], ainsi que des estimations de I'opérateur de Dirichlet-to-
Neumann associé au probleme, pour améliorer un résultat de Vainberg, établissant
I'existence d'un secteur sans résonances en dessous d’une courbe logarithmique, ce
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qui aboutira a un théoreme de distribution des résonances du probleme d’élasticité
en dehors dun secteur du plan complexe situé sous une cubique.

Dans la section 3.3, nous réduirons le probleme en diagonalisant le probleme
matriciel, utilisant en cela une idée de Bellassoued [1]. La suite de I’analyse est dans
les sections 3.4 a 3.6 ou nous donnons une version détaillée de 'exposé de Cardoso,
Popov et Vodev [7].

Dans la section 3.7, nous montrons un résultat supplémentaire d’estimation de
I'opérateur de Dirichlet-to-Neumann du probleme, étape préalable a la démonstration
de résultats plus précis sur la distribution des résonances pour le probleme de trans-
mission de 1’élasticité.

Ces résultats sont 'objet de la section 3.9, en appendice a ce chapitre, ot nous
exposons les premieres étapes de ce travail en progres.

Quant a la section 3.8, elle récapitule des résultats sur des opérateurs pseu-
dodifférentiels et intégraux de Fourier totalement caractéristiques, notamment des
relations de commutation utiles dans la preuve des résultats principaux de ce cha-
pitre.
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4.2 Théoremes et esquisse de la preuve

Absence de résonances sous une cubique. Le résultat principal de ce chapitre
est le théoreme suivant, qui identifie une zone sans résonances pour le probleme de
Dirichlet de l'élasticité linéaire.

Théoréme 4.2.1 Pour toute constante C' > 0, il existe deux constantes C',C"
strictement positives telles que le domaine du plan complexe

S={AeCO<IN<CN"2=C", |RA>C"} (4.4)

ne contienne pas de résonances du probleme de Dirichlet pour le systeme d’élasticité
linéaire.

Nous obtenons également une description explicite de la constante C' sous la
forme : .
_ : T\ Qg Kmm
0 =sin () S

ol —x; < 0 désigne le premier zéro de la fonction de Airy Ai(z), K, est le minimum
d’une fonction liée a la description du bord I', et

ag = min{ g, Ao + 2410}

Dans la démonstration que nous proposons du théoreme, nous allons utiliser le
principe de la distorsion analytique de J. Sjostrand et M. Zworski [25]. Nous étudions
I’analyticité de la résolvante de Dirichlet de 'opérateur déformé, auto-adjoint, afin de
prouver qu’il n’a pas de valeurs propres, ce qui est associé a ’absence de résonances
le long de 'axe correspondant du plan complexe pour 'opérateur initial.

Estimations de ’opérateur de Dirichlet-to-Neumann pour le probleme de
I’élasticité linéaire. Les conditions de Neumann sur le bord I" de ’obstacle pour
lopérateur d’élasticité A, sont de la forme

3
Y ou@ylr =0,  i=1,23. (4.5)
J=1

Dans cette écriture apparaissent les tenseurs de rigidité o;;, pour ¢,j = 1,2, 3, définis
pour tout vecteur v de R? par

dv;  0v;
J i

v désigne la normale unitaire extérieure a I' = 00.
On définit I'opérateur de Dirichlet-to-Neumann sur le bord I', pour tout nombre
complexe A par :

NS = = D5 (KW ) vyl (4.7)



Pour tous les j = 1,2, 3, les opérateurs =; sont des opérateurs différentiels vec-
toriels définis par

O'lj(’U) U1
H*(Q) 3 E;(v) = O‘QjEU; Vo= v | € H*(Q) (4.8)

Théoreme 4.2.2 Pour tout A € T, nous avons
[Ne(M]le < C (4.9)

et
RONA)VF, f) < ON3)£I1? (4.10)

avec une constante C' > 0 indépendante de .

La preuve de ce résultat repose, comme précédemment, sur le formalisme de la
distorsion analytique, qui permet de comparer 'opérateur de Neumann non déformé
avec son homologue déformé, puis sur l'utilisation d’un résultat de Cardoso, Po-
pov et Vodev [7] sur 'estimation de 'opérateur de Dirichlet-to-Neumann quand le
parametre \ est réel.

Ces estimations sont un premier pas dans la direction d’un travail en progres,
dans lequel nous espérons démontrer un analogue du résultat de Cardoso, Popov et
Vodev [7] pour le probleme de transmission. Dans le cas de la transmission pour
I’élasticité linéaire, nous pensons pouvoir démontrer que les résonances sont com-
prises dans un secteur compris sous une cubique (objet de notre premier théoreme)
et au-dessus d'une bande du plan complexe, c’est-a-dire :

” Les résonances du probleme de transmission pour I’élasticité linéaire sont situées
dans un secteur du plan complexe de la forme

{C1 < SN < Co|AM3 = Cy; RN > Oy}

selon la valeur de la constante a dans la deuxieme condition au bord du probleme”.
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4.3 Distorsion analytique

Apres avoir transformé le symbole dans un systeme de coordonnées géodésiques
locales, nous réduisons le systeme de l'élasticité linéaire a 1’aide de l'opérateur
modele, le Laplacien, puis nous utilisons le formalisme mis en place par J. Sjostrand
et M. Zworski [25] pour le scattering par des obstacles strictement convexes.

4.3.1 Coordonnées géodésiques locales

O étant un ouvert borné strictement convexe a bord lisse, nous pouvons dire que
la fonction d(z) := dist(x, ) est positive et de classe O dans R®\ O. De plus,
c’est une fonction convexe, ce qui signifie également que le noyau ker(d? (z)) est de
dimension 1, engendré par le vecteur normal au bord de O passant par z € R?\ O.
Nous remarquons également que, en tout point z € 00, la normale extérieure unitaire

de 00 en z est donnée par
v(z) = Vd(z). (4.11)

Soit un point de I' = 9O, noté z, dans 'espace euclidien R?; en nous placant au
voisinage du bord de I'obstacle, nous allons considérer un systeme de coordonnées
géodésiques locales y := (¥,ys3), ou ¥ = (y1,y2) € 00 telles que le bord soit
représenté localement comme I’hyperplan {y; = 0}.

On choisit ces coordonnées sur un voisinage de 00 centré en z; de telle sorte
qu’on ait un difféfomorphisme

S . VR2[(O, O)] e Vao(zo). (4.12)

On notera également que s[(0,0)] = z. Localement, les coordonnées géodésiques
d’un secteur au voisinage de O dans €2 sont donc (v/,y3), avec ¢y € Vgz2[(0,0)] et
ys € 10,9), § > 0. Les points d'un tel secteur sont donnés par la formule suivante :

r=s(y) +ysv(s(y)) = s() +ysVd(s(y)) = 5(y). (4.13)

Notre but étant de calculer les contributions a 'opérateur d’élasticité A, en
coordonnées locales, nous nous plagons en un point de €2

zo 1= 5(0) + y3(s(0)) = 20 + ysv(20) € Vao(zo) % [0,9); (4.14)

en coordonnées locales y, c’est le point yo = (0, y3), et nous supposons que y3 > 0.
Dans les coordonnées locales, d’apres (4.14), on trouve :

0
Ox , , Ox
o— =Vd(s(y)) =v(s(y)) = 5 —(w) =v(=)=| 0 |. (4.15)
ay?: 8y3 1
De méme, on calcule
dr  Os 9 , 0Os
ay ~ oy +ysV=d(s(y')) o oy
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et donc

Ox 0s
— = (I sd”, —(0) ). 4.17
8y'<y0) (To + yadirer (20)) (&g/( )) (4.17)
En effet, on remarque que V2d(s(y'))|y—0 = d,.(20). Afin d’alléger les notations,
on notera dorénavant d, . (z) =: d"zp.

Ainsi, on détermine la matrice du gradient en g, c¢’est-a-dire pour ¢y’ =0 :

ox . (]12 + ygd//ZO) (Qy/s(O)
a—(yo) =
Y 0 0 |

0
0 |. (4.18)
1

Puisque l'obstacle est strictement convexe, nous pouvons dire que d”, ., (zp) > 0.
Dans ce cas, des que y3 € C\ (—00,0), la matrice diagonale par blocs 3 x 3 (4.18)
est inversible.

Son inverse, pour ¢y’ = 0 et pour ysz suffisamment petit (0 < y3 < § <), est par
conséquent la matrice donnée par :

o (=20 (9,970) | 0
(5) - ELCEEETE B

Nous pouvons maintenant étudier le symbole principal de I'opérateur d’élasticité

A, dans notre nouveau systeme de coordonnées. C’est un symbole matriciel 3 x 3,
qui s’écrit

e(€) = polé* T3 + (Ao + po) €. € (4.20)

dans R3. Dans les coordonnées géodésiques locales, en o = (0, y3), on pose le chan-

On pose alors n = (1, n3), puis on note

¢ = ("dys)" (0) (4.22)

Dans le premier terme du symbole, on calcule alors

€ = <t(g—§)l(yo)77, t(g—i)l (yo)n>

(I — ysd" o) ("9 s) 1 (0) (I — ysd"zp) ("0 s) 1 (0)1
= < +0(y3)1' ; +O0(y3)n' >
13 73

= 5+ || (X — y3d"20) ("0 s) " (0) || + O(ysln'[*)

= 05+ ¢ = 2y3(d"20's ¢) + O30 1P). (4.23)
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D’autre part, nous écrivons le deuxieme terme de ce symbole principal :

(I — ysd" ) (*0yrs) =1 (0)1 (I — y3d"20) (*Oys) =1 (0)1f
£¢ = +0(y3)n' . +0(y3)n’
13 13
C'-tC' 773(/_
= —y3(d"20C" 1"+ ("' 2C") | ysnz.d’z0C + O(y3) (4.24)
13.C" = ysns.(d" z0¢") ‘ 77?2)

Grace aux notations employées, nous pouvons maintenant donner I’écriture matri-
cielle du symbole principal de A, en coordonnées locales en séparant les contribu-
tions :

to 0 0 o] ¢'[* M+ 0
oe(n) = 0 po 0 m+ | Qo+ )| 0 +
0 0 Ao+ 2u0 0 0 |pul¢]?
00 ¢
—|—<)\0 —f- /,60)773. O 0 — 2y3{uo<d”20</, C,> ][3 + (425)
tCI 0
d" 2 4| 0 0 0 0
+)\0 ; Ho 'z |0 |+ Ao ; M0n3 0 0 d" zo( }
0 0 o fd'zC" |0
+0(y3)

= Mon; + [re(', 1) + 03 (', 1)] = 2y3 [0 (V' ') + m3am (', 1)) + O (Y3 n]?)
avec la notation de la matrice

po 0O 0
Mo=1| 0 po 0 (4.26)
0 0 )\0 + 2,&0

Par conséquent, on obtient une écriture de l'opérateur d’élasticité lui-méme dans le
systeme de coordonnées sous la forme :

Ae = _MUDg + [Re(y/7 D,) + D3Rm(y,7 D/)]
—2y3 [Qe(y', D) + D3Qu(y', D')] + O(y3D%) (4.27)
On a posé :
D = (D', D3)

I'opérateur de differentiation, avec les correspondances suivantes entre les symboles
et les opérateurs différentiels :

1 1
.D/ = Dy/ = Tay/ = Op(’r]/>’ D3 = Dy3 = Tayg = Op('r]s)
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Remarque : il est possible d’interpréter les termes de cette expression de la fagon
suivante :
— e est le symbole principal de A, g0 = R.(y', D) exprimé dans les coordonnées
locales
— r,, représente un terme transversal ou mixte
— on peut interpréter d), .z, comme la Hessienne de la fonction d en 0, res-
treinte a Tp,00, que l'on peut voir comme un sous-espace de ToR" = R";
par la dualité euclidienne, on la considere comme la Hessienne sur 7500 et,
ainsi, (d"zo(’, ("Y1 est la forme quadratique correspondante exprimée dans les
coordonnées (y',n') sur 7500
— les coefficients de 'opérateur d’élasticité sont analytiques par rapport a ys;

4.3.2 Réduction du probleme

La présence de termes transversaux dans l’expression de 'opérateur d’élasticité
n’est pas opportune car nous cherchons une séparation des variables dans la différentiation.
Pour traiter ce probleme, nous allons alors utiliser une méthode de réduction déja
employée par Bellassoued [1].

En premier lieu, considérons le symbole principal de 'opérateur de Laplace dans
notre systeme de coordonnées :

ox\ ! AN
P =tes = ((a—y) (y0)77> ((a—‘;) (yom)
= Uy, nl(y,n)
= 5+ || (Ty — ysd"z0) ("0 s) "1 (0)7'|| + O(w3]n'|?)
= 3+ '] = 2ys(d"2¢; ') + O(y3]n'|?).
= 05 +r(y.n) (4.28)

ou r(y,n') est la forme quadratique donnée par

r(y,n) = '¢'¢ — 2ys(d" 2, ') + O(yan?)

Comme O est strictement convexe, d’zy > 0 et on se restreint au besoin a un
voisinage du bord suffisamment proche pour qu’il existe une constante C' > 0 telle
que

r(y, 1) = Clnf

pour tout y dans ce voisinage et pour tout n’ € T*T.
Nous définissons alors deux fonctions vectorielles [y et [ analytiques par rapport
a y3 sur leurs domaines de définition, telles que

Wy,m) = lo(y)ns + Ly, ). (4.29)

D’apres (4.28), elles sont caractérisées par les relations suivantes :

tlolo = 1, tlgll = tlllo = 0, tllll =T. (430)
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Nous allons maintenant passer a la réduction de l'opérateur d’élasticité. On écrit
le symbole principal de 'opérateur d’élasticité linéaire comme

oe(y,m) = po "Wy, n)l(y,n)Ls + (Ao + po)l(y, m) Ly, n). (4.31)

Nous définissons enfin la fonction y(y,n') qui vérifie

o=mn;+r=(n+1iy)(ns — 7).

Elle a donc pour propriété :
v=vr r=—()?= "l

On peut supposer que v ne s’annule pas dans un voisinage du bord et définir
une fonction vectorielle w qui engendre {lo, (iy)";}". On définit la matrice H =
(w, ly, (iy)~'11), analytique par rapport a ys, et on a alors, dans un voisinage du bord
de 'obstacle,

0 0 0
6o=H ‘o, H = pgolly + Mo+ | 0 7 —(iy)ns (4.32)
0 (iv)ns  —(iy)?

en développant le deuxieme terme du symbole dans la nouvelle base; en effet, le
produit /; 'l; représente la projection orthogonale sur I'espace engendré par [;.
Nous allons maintenant poser la fonction

I(y,n) = (i)' lans + (i7)lo. (4.33)
Elle vérifie 'l = 0, d’une part, et d’autre part, on remarque que :

0

Gl=06.1 1y | =0

tandis que

Ol=06.1 n3 | =0l
Iy
Cela nous permet de recalculer le symbole principal de l'opérateur d’élasticité
dans la base P = (w,[,1) :

Ge =P '0.P = pools + (Ng + f1o) = oMy (4.34)

o oo
o oo
Q o o

avec My la matrice définie en (4.26).
Grace a cette transformation, nous réduisons le probleme a 1’étude d’un opérateur
matriciel diagonal.
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4.3.3 Distorsion analytique

Nous allons procéder maintenant a la distorsion analytique proprement dite. La
déformation, pres du bord I', est de la forme

z=ux+i0f' (). (4.35)

Dans cette écriture, on pose f(z) = 3d(x)?. Par conséquent, f'(z) = d(z)d'(z) et,

quand on remplace x par les coordonnées locales, c’est-a-dire x = s(y')+ysVd(s(y')),
on trouve :

z = s(y) +ysVd(s(y')) +10d (s(y') + ysVd(s(y'))) d (s(y') +ysVd(s(y')))
= s(y) + (1 +i0)ysVd(s(y)). (4.36)

En effet, on a :

d(s(y) +ysVd(s(y) = dist(s(y) +ysVd(s(y)),T)

= d(ysv(s(y)) = v (4.37)
d' (s(y) +ysVd(s(y)) = d (s(y)+ysv(s(y)))
= v(s(y) = Vd(s(y)) (4.38)

D’apres Hargé et Lebeau [12], on peut déformer pres de 00 jusqu’a l'angle 7/3 de
telle sorte que

1+10 im
—e % 4.39
S (4:39)

pres de I'.
Pour 6 > 0 suffisamment petit, on choisit donc une application g : [0, +00) — C
de classe C'* injective telle que

(

gl =1
9(0) =0
g(t) =te™5 pour 0 <t < <1
i 4.40
g(t) = trimg pour t > 24 (4.40)
—arg(1 +i0) < —arg(g(t)) < 3
\ _aTg(;+19) < —arg(g’(t)) < %

oll §y est une constante positive telle que 0 < §y < 1. De plus, on nomme €2, C C3
I’ensemble image de ’application
3
00— C , (4.41)
(@', 23) — '+ g(z3)Vd(a).
Quand on remplace ' € J0 par les coordonnées locales correspondantes telles que
nous les avons définies plus haut par ¢, nous avons pour la variable apres déformation
(4.36) les renseignements suivants au point yy :

0z 0z 0
o 9 (y3)Vd(s(y)) = v(s(y)) = a—yg(yo) = /0 : (4.42)
9 (y3)
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et

88_;’ N %+g(ys)vzd(3(y/))og_;’
Y
(3,2 2 / 65
oy W) = (T2 + g(ys) VZd(s(y))) o oy " (4.43)

Puis, on obtient la matrice du gradient en g, apres la déformation :

(4.44)

0z, [ (TIy+g(ys)d"z) (9,5(0)

0
0
q'(y3)

Pour les mémes raisons que précédemment, cette matrice est inversible et on obtient :

- (I — glgs)d"20) (D) 0) | 0
(5) - +0(g(3s)?) 0 ). )
/ 0 0 | 7

Nous appliquons la distorsion dans I'expression (4.34) du symbole principal et
nous remplagons donc dans (4.21) I'écriture de (4.19) par celle que nous avons trouvé
en (4.45) ; ainsi, nous trouvons :

. = P lo.P=coM, (4.46)
= (mng +|¢'1* = 29(ys)(d"20¢", ) + O(g(yg)QnQ)) My  (4.47)

Nous pouvons alors en déduire, avec les notations de (4.27), la forme de 'opérateur
déformé : pour cela, nous tenons compte du symbole sous-principal (voir [13]) et
Nnous avons

—_~—

Ae,sc — [P_lAeP]sc

= Asc]\JO
1 1
= (W‘Dg + R<y,7 D/) - 29(y3)Q<y,7 D/) + MDZ’») MO +
+0(g(ys)* D)1 + O(1) 1, (4.48)

Comme, d’autre part, quand ys3 est suffisamment proche de 0, g(y3) = y3 exp(—in/3)
et ¢'(y3) = exp(—im/3), nous voyons finalement que :

Ae,sc = Asc]\/[O
2im

= e M (Dg + e%R(y’, D"+ 2ysQ(y', D) + e*i?ﬁD;g) +
+0(y3 D13 + O(1) 13 (4.49)
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4.4 Estimations de résolvantes du probleme de Dirichlet

4.4.1 Proposition

Le but de cette partie et de la suivante est d’obtenir des estimations de résolvantes
dans notre probléeme. Nous allons tout d’abord définir les résolvantes que nous
étudions, et comment elles se rattachent au probleme de 1'élasticité.

Par construction, {x € Qg : d(z) > 0o} est contenu dans une sous-variété
totalement réelle de C3, notée R2., telle que )\1_2(A|R§C + A?) est un opérateur
différentiel d’ordre 2 sur R3 elliptique, avec un grand parameétre \; = R\, tant
que 0 < arg(A) < 7/6.

En d’autres termes, la résolvante

GLN) = (Alry, +3) 7 ¢ LR — HP(RY,)
est un O(|A|72).
De plus, on pose A, = Alg,,. On peut alors définir les opérateurs
GoolN) 1 TA(Q) — HA(Q), et Koo(A) : LA(T) — HY2(9,.)
comme les solutions respectives des systemes

(A + M)Goe(N)u=u dans Q.
Gse(Nulr =0

{ (Age + A?)Kye(N)g =0 dans Q.
Ksc()\)glf‘ =4

avec u € L*(Qg.) et g € L*(T)
Ainsi, nous définissons les opérateurs matriciels correspondants :

A
G (ﬁ) 0 0
a1 A
e[ 0w o
A
0 0 Gulsen)
A
K. <ﬁ> 0 0
a1 A
Ky = M, 0 Ke(2) 0
A
0 0 Ke(yxdes)
tels que :
{ (Acse + A?)Gse(A)v =0 dans Q.
gsc(A)U‘F =0
et

{ (Do + N)Ko(A)f =0 dans Q.
Jcsc()‘)fh" - f
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ce qu'on peut vérifier par le calcul matriciel. Dans cette écriture, v = {vq,v9,v3) €
(L2(Q0)” et f = (fu, fo, f3) € (LA(T))".

Aux changements d’échelles pres, il nous reste donc a étudier le cas "scalaire” de
G et K. afin d’obtenir des estimations de ces opérateurs.

On note —x; < 0 le premier zéro de la fonction de Airy Ai(z) et on pose

/

/
Kppin = min {Q(y ’77); (y',n') € T"T\ 0} :

C/Q
Nous définissons alors ’ensemble
Ar={ eC1 <IN <O -0y}

ol
2/3
C, = : m min
L= asin(3)
et C5 > 1 est une constante dépendant de .
De plus, nous définissons également

ag = min{ g, Ao + 2410}
(Ao et o sont les constantes de Lamé) et I’ensemble
T ={ eCi1 <A< A2 - (%}

ou 1/3 1-2/3
I : T\ Qg szn
i =xasin () S5

et C% > 1 est une constante dépendant de Cf.
Enongons maintenant les propriétés que nous allons démontrer dans ce qui suit :

Proposition 4.4.1 Pour tout A € A, nous avons

|GseON) | ez2(@), 2000 < O(AT3)) (4.50)
105 GseN) Il a2 (@unmzry < O(IXT3)) (4.51)
1K oo (N | e(zemy, m2(0..)) < O(A?) (4.52)

dont on déduit le corollaire suivant

Corollaire 4.4.1 Pour tout A € Y, nous avons

1Gse (M) |2 (r2(@00), 12(000)) < O(IAT3)) (4.53)
105 Gse(N) e | e(z2(0e,m2ry) < O(IAT3)) (4.54)
1K se (M| e(remy, m2(0..y) < O(AT3) (4.55)
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4.4.2 Transformation de P le long de la variété glancing

Nous définissons une fonction ¢ € C§°(R) telle que ¥(t) = 1 si [t| < 6o/2 et
Y(t) = 05l |t| > o pour une constante 0 < dp < 1, puis nous posons ¢(y) = ¥ (d(y)),
ou d(y) désigne la distance entre y € Q. et T

Pour toute fonction v € L?(Q.), on pose alors

1 1
u = eGee(N)v, v = F<ASC + Auy, h= )\—&;ul\p
1 1

On note V un voisinage de zo = (0,0) € T' dans ., tel que V C Qg .

Dans les coordonnées locales (v/,y3) de V, y3 > 0 représente la distance de
p=(y,y3) €VarT,y €Rsont les coordonnées sur VNT, et VNT = {y3 = 0}.

Alors, d’apres (4.49) nous donnons une expression modifiée dans ces coordonnées
de 'opérateur
e 2;7r

Al

en étudiant 'opérateur transformé suivant

M (D e + N15)

P =

_ 2im

= ¢ A\2D24e i Ry, D) +2ysQ(y, D) + e 5Dy

+0(yzD?)+0(1)) —1-7

= Di+T—e 30 (4.56)

Dans cette expression, on a utilisé 'opérateur différentiel D = (D', D3) ou D3 =

L9, = LDy, et D est défini de la méme maniere ; d’autre part
i1 A1 ? ) )

A2 A /A2 _
B=20 —1=92"2 (i) — O\ (4.57)

quand A € AT,
Enfin, T est un opérateur différentiel de second ordre, que ’on décompose comme
suit :
T=Ty+1T

avec
TO = tO(y/a Ys, Dl)
dont le symbole principal est de la forme

2im

to(y, ys, ) =e 3 (r(y,n) — 1) + 2ysq(y/'. ') + O30 ?), (4.58)
avec
T(y/’n/) — C/Q’
et
T1 - )\Il‘Dg
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tog est un symbole analytique en y3 sur {y3 = 0}.
Soient U et U deux voisinages de l'origine sur I'hyperplan {y3 = 0} tels que
U c U. Soit X € C§°(U) une fonction de troncature telle que x = 1 sur U.
Posons alors
U = XUi.

Nous avons alors
Pu = (D}+T—e % fB)xu
= X(D}— e % B)us + Txus
= XxPui + [T, x]us
= xPu; + O\ '"D)u;.

Soit 0 <e < let0<dtelqued < %+25; on définit les deux fonctions suivantes

ks(y' 0 A1) =¥ ((r(y'sn') — 1)AT)

et
d(ys) = V(g ~?)

Estimations ”loin” de la variété glancing

Lemme 4.4.1 Nous avons

11— d)ullay < ON)[Pullos + o(1)]|ullo.s ; (4.59)
10px, (1 = k5)pullay < O Pulloy + o(1)|[u]lay ; (4.60)
1D30px, (1 — K5)puulys—ollo < O Pullot + o(1)]ula,s - (4.61)

Preuve : Notons
wo = Opy, (1 — Rks)ou.

Alors wply,—0 = 0 et wy = 0 quand y3 > &y (par définition de ¢). Une intégration
par parties nous donne par conséquent

o

/'Dgwo.u_)()dyg :/|Dgw0|2dy3.
0

0

Nous avons alors
!(Towm wo) 4+ + ||D3w0||37+| = Ty + D )Jwo, wo>+‘

I

— ’(P T1—|—63ﬁ)w0,w0>+‘
(
(

< |{Pwo, wo) | + AT [{Dswo, wo) | + O ) Jwoll2
< [(Pwo, wo)+| + O )]Jwoll +

+HOMTY + OO ) w3
< [{Puwo, wo)+| + O ) o}, -
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D’autre part, les parties réelle et imaginaire du symbole principal de Tj sont :

! / m / / ! / /
Rto(y', ys,n') = —cos (g) (r(v',n') — 1) + 2ysq(/, ') + O3 1'%,
! / . ™ / / /
Sto(y',ys,') = sin (5 ) (r(y/ o) = 1) + Ol ).

Or, sur le support de ¢,
—1/2+4¢/2
ys = O(A /el )

et nous savons également, de par la convexité de ’obstacle, qu’il existe une constante
C > 0 telle que
a(y', ') > Cly'l?, V(y',n) € T'T.
Nous obtenons alors, d'une part, pour la partie imaginaire,
[{Opa, (r = D)wo, wo) 4| — O [Jwol[} 1+ < [{Towo, wo) 4 + [ Dawoll3 4 |

d’ou
[(Puo, wo)+| + O ) fuwolf .

OADNIPwollg + O lwollfy (4.62)

[{Op, (r — Dwo, wo)4| <
<

pour tout 0 < v < 2/3; d’autre part, en étudiant la partie réelle, et grace a (4.62),

2C

o1 )<< <§RT0 -+ cos < ) Opy, (r — 1)> wo,w0>+

+H93w0||3,+)

< [{Towo, wo) 4 + || Dawollg . |
+ [{Opx, (r = 1)wo, wo) |
< OADIPwollg + + O(A ) [lwo[F +- (4.63)

o0

1
/y3||w0(.,y3)||fdy3 + 1 Dswollf + < 55 2usa(y’, D )wo, wo)4 + || Dw|l§
0

IN

Du fait que | — 1| > CA°|/|? sur le support de (1 — k4)¢, on déduit, d’apres
(4.62) que

O Pwollg 4 + O wollf . = CAT [)D'wo, wo)-+|

> C/\;5/|ID’wo(-,y3)llﬁd?J3
0

v

oA / o ) By,
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On déduit également de (4.63) que
[D3woll§ - < OAD[[Pwollg 4 + O ™) JwollF 1
et la réunion de ces deux estimations nous permet d’écrire la suivante :
5 5—
/HwO(-,ys)H?dy:a + A1 [Dawollf . < O Pwollf  + O ) woll?,.  (4.64)
0
Si, maintenant, on pose 0 < § < v < 1/3 4 3¢, on déduit alors immédiatement
de (4.64) que
)
lwollF 4 + A Dswollf . < O™ PuwollF - (4.65)
Montrons ensuite la propriété suivante par récurrence :
9 -m
vm > 1, [Jwol[? 4 + N Dswoll§ < ON)Pullg . + OmA™)Jullf . (4.66)

Pour cela, on remarque tout d’abord qu’il existe une fonction w, de la méme forme
que wy, telle que

Pwg = Opy, (1 — ks)pPu + [P, Opy, (1 — Ks) Pl wy + O (AT )u.

En effet, il est possible de choisir un §; définissant une nouvelle fonction x4, telle
que

[Pa Op)q(l - K5)¢] u = [P? Op)\l(l - '%5)¢] Op)\l(l - '%51)¢u + Om()‘l_m)u
[P, Op)\l(l — li(s)gb] wy + (‘)m()\l_m)u

et ceci, pour tout m.
Or, le commutateur est

[P, Opa, (1 — ks)pl wy = [D3, Opx, (1 — k5)¢] wy + [T, Opy, (1 — ks)¢] wy
et nous notons que, d’une part,
(D2, Opy, (1 — ks)o] wr = O > Opy, (1— ks )1 Dy +O (AT 15)Opy, (1—ris) 0" wy

car

et, d’autre part, le symbole principal de [T, Opy, (1 — ks)¢] est un @(}\1—1/2—6/2)

{Ta (1 - H5)¢} =0.
Alors, on majore le commutateur par

I[P, Opx, (1 = ki5)@l willg . < O ) Jwn[[7 4

et
[Pwoll3 . < OM)|Pulls y + O )will} 4 + OmAT™)ull} -
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Nous remarquons enfin que w; vérifie (4.65) s’il est de la méme forme que wy, et
nous obtenons ainsi I'estimation

—1—e+6 —m
1Pwollp 1 < O)|[Pullg + + O D Pwillf 4 + OmAT™)lull? . (4.67)
On répete cet argument pour w; et, la récurrence nous donne, en itérant (4.67)
[1Pwollo < OM)[Pullg 1 + Om (A ™) [l -
(4.66) découle de cette derniere estimation et de (4.65).
De méme, on prouve que w = Opy, (1/7(y',7'))wo vérifie également (4.66). Pour

cela, on remarque d’abord que Opy, (1/7(y/,n')) commute avec D3, 3, D3 et y3, mais
également avec Op,, (r(y',n') — 1). De plus, [Opx, /T, y3Q)] a pour symbole principal

{V/r,ysq} et y3 = O(Afl/ﬂsm) sur le support de ¢.
Par conséquent, Op,, (1) et Opy, (q) étant des opérateurs d’ordre 0, en dehors du
symbole principal, il ne reste qu'un commutateur d’ordre (A1), et donc

P = Opy, (v/7)Pwo + O 2w,

ou encore
(P —O(A™H)w = Opy, (v/r) Pwy.
Soit P = P 4+ A\' P, I'opérateur tel que
P = Opy, (vr)Pwy + A\ Piwy = Opy, (v/1) Pwy

et P est du méme type que P. Nous pouvons donc répéter I'argument précédent, et
montrer que @ vérifie également (4.66).

De plus, en considérant la définition de P donnée en (4.56), et en séparant
dans cette expression la dérivée seconde dans la direction ys3, avec les estimations
précédentes, on peut évaluer

ID5wlg < O) (I1Pullg - + lwlf  + [Dswlly  + @] ) (4.68)
En combinant (4.68) avec (4.66), on trouve, pour tous 0 < 6 <y < 1/3+ o,
0 -m
lwoll3.+ < OO Pullg 1 + Om(AT™)lull3 4 (4.69)

ce qui permet de conclure pour (4.60).
Nous allons maintenant prouver (4.61). Tout d’abord, remarquons que

[oe) 1 o0

/<D§w0793w0>0dy3 = )\_|’®3w0’y3=0”8 - /(93100,@%100)005?/3-
1

0 0

Puis, grace a (4.66), avec m = 1, et pour o fixé tel que 3¢ < o0 < 1, nous avons
d<y<1/3+4o0et

o0

| Dswoys=olly = —2)\1/§<@§w07@3w0>0dy3
0
< 0\ / (ID2wol2OCXT) + [ DawolZO(A™)) dys
0
< OO [ D2unl2., + O )| Dol 2.,
< OO D2l + O Pul2, + O lul..
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D’autre part, par définition de la norme ||.||2+, on déduit de (4.69) que
5 _
ID3woll3 4 < O Pullg 1 + ONT)lull3

et (4.61) est donc vérifiée, mais seulement quand 1+d6+vy+0 < 4/3, soit +~v+0 <
1/3. 1l nous reste donc a la vérifier pour tous les 6 < v < 1/3 + 3e.

Pour cela, nous fixons des valeurs initiales dy et 7 telles que 0 < dp < 79 < 1/6
et do + Yo + o < 1/3. (4.61) est vérifiée pour ces valeurs.

On pose d; = 20y et 1 = Yo + d0-On note alors

w; = Opy, (1 — ks, )ou, j=0,1.
On peut alors écrire, en remarquant que, par définition de kg, kg, (1 — Kkg,) = 0

wy = (Op)q ("150) + Op)\l(l - K’%) + Om()‘fm))wl
= v +wy+ Op(A™)u,

avec v1 = Opy, (Ks,). Par définition de P en (4.56), nous pouvons estimer

ID5v: 5+ 10D, (s ) (P = (To + T1) + e B)unlff
< OM[Pwills.4 + 10 (55)) Town o 4 + O [ulli 4 + [1Bwi 5

—4/3
< O(W)[[Pwrl§+ + IT6Opa, (ksy Jwillf 1 + 1o, Opa, (ks Jewr .4 + OO lull3 4

A

Or, nous avons déja montré dans la récurrence que
[Pwile - < OM)[[Pullg 1 + Om (AT ™) [[ullz. -

Nous savons aussi que, par définition des fonctions, le symbole principal de T est

un O(A7®) sur le support de kg,¢. Nous pouvons calculer également que le symbole

principal du commutateur [Tp, Opy, (ks,)] est un QA7) sur le support de xs, .
Nous en déduisons donc

Dol < OWIPullf, + OO Jun 4 + OO ulls
O fwills o+ < OWIIPuls 4 + O i3 + O ul3 -

Si on applique maintenant (4.69) a ||w||3 ,, par définition des coefficients,
51 + v — 250 = (50 + Yo, donc

5 —4/3
1D3ull3.4 < OO ) Pullg 4 + +ONT ) ull3 4
Enfin, par définition de vy, on a
5 —4/3
ID3wnlff .+ < OOPT™) | Pullf . ++OO ) lul3 ;.
et on obtient bien (4.61) pour w; définie ci-dessus, ce qui vérifie le premier pas de
I'itération.
Nous itérons maintenant cet argument de la fagon suivante : on pose o, = (k +

1)do 5 vk = Yo + kdo et wx = Opx, (1 — Kgeita, ) Pu. Tant que vy, < 1/3 4 3¢, on trouve
que wy, vérifie (4.61).
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On suppose que
s —4/3
1D3wi 154 < OO Pulld 1 + O™ lulf3 ;-

Il est possible d’écrire wy sous la forme wy_1 + vx + O (AT ")u, avec v, =
Opa, (Ks,_, )wg. On obtient, comme précédemment, I’estimation

—25 —4/3
I1D30el.+ < O Pull} 4 + OO ) [wel31 + OO ) [ulf3
L’hypothese de récurrence et (4.69) appliquée a wy, permettent d’obtenir
1] —4/3
ID3wnllf 4 < OOLT™)[Pullf . + OO full3 4

et par conséquent (4.61) est vérifiée pour d, ce qui permet de conclure pour toutes
les valeurs de § et v voulues.
Enfin, nous montrons (4.59) en remarquant tout d’abord que (4.63) est également
vraie pour v = 1/2 si on remplace wy par w = (1 —¢)u et par w = (1—¢)Opy, (V/7)u.
Comme y3 > CAF ™2 sur le support de (1 — ¢), on obtient

ONPulR + 00Tl = [ sllwCo)lBdss + [Dswl + [ vl dus + 2
0 0
> O (ol 4 + 13 L) + 1Dswli2 4 + | Dsw ]2
et donc
O Pulld, + OO ulz, > (lwl, + @]} ,) + 0% (IDswl3 ;. + [ Dsw]2 )
> ||w||1’+ + ||w||1’+ + ||®3w||0,+ + Hﬂ)3w||0,+.

Quand on estime largement (d’apres (4.56))

ID3wl3, < O(1)(
< OM)Pul . + OO ) ull2,,

+ [ Dswlfs 4 + 1Dslls )

on obtient une majoration qui prouve (4.59).
La preuve du lemme est donc terminée.

O
Un lemme calculatoire. On fixe & présent § = 3 + 2¢ et on note x = Ko
Lemme 4.4.2 Nous avons
lysD3Opy, () 12 1D30px, (R)dullo.s + AT [D30pA, (k)dullo,+
< OnIPullos + OOl (4.70)
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Preuve : On définit
W = Opy, (k)pu
1

Nous rappelons que, par définition, u|,,—¢ = 0, ce qui implique W{,,—o = 0'.
Par intégration par parties, on calcule :

lysDsW |5 = (ysDsW, ysDsW),
= (DsysDsW, W), +0

2
= (3 DIW, W), + E(ygﬂagw, W),

(cf. §4.4.2 pour la définition des opérateurs différentiels)
Traitons le premier terme :

(y3D30px, (K)pu, W)y = (y30px, ()¢D3u, W)y + A= (y50py, (k) pou, W) 4
+ &)\}/25/2@%0@\1 (k)1 Dgu, W),

(Y30px, (K)dD3u, W4 + AT (y30p, (1) dou, W)+

FIA O, ()64, 1y D W)

FAAT 2 (s 0py, (K) s, W

Dans ce calcul, nous avons noté ¢y = ¢/ (ys A2 et ¢y = ¢/ (ys A 7973
Par définition de ¢ et ¢, sur le support de ¢, on a y3 = O(Xi/%lﬂ), ce qui nous

donne la majoration suivante :
(s DIW, W)l < [(y30px, (8)6D3u, W) |
FO ) s DaW G 1+ OO ) ullf

Comme on se trouve sur le support de k, par définition de cette fonction, on a
—1/3—2¢
r—1=0(\ ) et donc

y2q(y, ') = O\ 7

sur le support de ko.
Alors, (4.56) et (4.57) nous donnent :

(ED2W, W), | < (Opa, (K)dPu, 12W) | + | (420pa, (K)dTu, W) |
H (W20, (K)DBu, W) 4| + O |y DsW |2,
FON ) )2,

< OW)|[Pul2, + O )y D W2,
(00722 + 00 ) + 0 + 00 ) )l
< OW)|[Pul2, + O gD W24 + OO ) Jul? .

1Considérer, dans 'expression de W, fe_i’\1”‘3’73u(y)dy3d773 comme la trace de u sur le bord
{ys = 0}.
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D’autre part, nous traitons le deuxieme terme directement par :

1 1 —€ e—
Tl DWW < £ [0 aDaW I, + 00 ull.«
< OO sDalV I« + 00 24 [l ]

Nous en concluons donc :
lsDaW 5.4 < O Pullf . + O ) Julf .
et finalement
l5DaW llo+ < OW)IIPullo.v + O™ Juflo.+

Nous allons maintenant passer a une estimation du second terme du membre de
gauche dans I’énoncé du lemme.
A T’aide d’une intégration par parties, on a
IDsW G+ = (D30px (K)du, W] < [{Opa, (£)D3u, W)y | +
AT {(Opa, (k) o, W 4 |

2 —e
M 0ps (R v, D)
< [(Opx, (k)¢D3u, W) | + O ) lullg -
FOO ) (ullS + 1D W)
Comme nous I'avons vu plus haut, ¢(y,n’) = O(/\l_l/?’_zs) sur supp(k¢). Dans ce

cas, on estime le dernier terme a l'aide de (4.56) et (4.57) par

[{Opx, (1) 6 Diu, W) | [{Opx, (k)@ Pu, Wi | + [{y50pa, (K)¢Tu, W) |

<
+ (420D, (r)$Bu, W), |
< O PulZ, + OO ) ul?

Nous obtenons ainsi
IDsWIS, < O *)Pully , + O ) lullg 4 + OO > )IDaW5
et on écrit enfin :
A IDW s < OM)[Pullos + OO ) ullo.
Pour le dernier terme a majorer dans ce lemme, on a

(D20py, (k) pu, DIW) |
[{Opa, (K)¢D2u, D) 4 | + O />~ (D3Opa, (1) dru, DIW)., |
O ) (Opa, (k) dou, DIW) |

||D§W||g,+ =

+ IA
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On majore alors chacun de ces termes a l’aide des mémes techniques que précédemment ;
pour le terme D3O0p,, (k)P1u, il suffit de le considérer comme un D3W;, on Wy =
Opy, (k)¢1u, et d'utiliser la majoration précédente de ||DsW{|p 1. On trouve alors :

ID2W los < [|Opa, (K)¢D2ullo s + O /N DsWilos + O > Julo+
O || Pullos + O ) ullos,

IN

et finalement, en multipliant par un facteur )\fl/ 3, on conclut

A IDIW g < O Pullos + O ) o

Ceci termine la preuve du lemme

Microlocalisation par rapport a y3n3. Nous opérons une microlocalisation pres
de l'origine par rapport a ysms en utilisant une classe de A-opérateurs pseudo-
différentiels totalement caractéristiques .

Nous notons ; une fonction appartenant a Cg°(T*I" x R) telle que ¢ (y,n') = 1
dans un voisinage de

{ys=7r@/,7) —1=0} cT*T x R.

Nous rappelons que 9 est une fonction a support compact dans R telle que
¥(t) =1 quand |t] < dp/2 et ¥(t) = 0 pour [t| > dg, avec toujours 0 < dp < 1.

(oo . 0,0
Nous définissons alors le symbole suivant dans S,

wo(n3, A1) = ¥p(13, A1) = /¢ (773 - )\%) p(s)ds.

D’apres les propriétés de p, on a alors ¢y — 1 € ST°7°°. Nous posons ensuite

(Y, 1, M) = wo(ns, M) U1 (y, )

et
o(y,m, M) = @o(ys, m3, \)vr (y, 7).

Nous rappelons que @o(ys, 13, A1) = @o(ysns, A1) (idem pour ¢). Nous avons alors
¢ € S . Finalement, nous définissons

Op)q (95) = Op)\l (950)0]))\1 <¢1)

Notons que Opy, (1) est défini modulo un opérateur d’ordre —1 sur I'. Nous énongons
alors le résultat suivant :
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Lemme 4.4.3 [ existe une constante indépendante de Ay > 1, notée C' > 0, telle
que

11 — Opx, (2)Opx, (K)dullo,+ + |(Ds(1 = Opy, ()Opa, (K)6u) [yolly .
< C||Pullos + OO ) Jullo.s (4.71)

Preuve :Dans un premier temps, par définition de ¢, et d’apres les propriétés de
p, nous calculons

) = 1= f (=) (n5) o () o
< Jron ] (o 5) o e
] (r5) oo
= f(1me(n ) (i) oo
i (oo () (o) e

1

= n3k1(M3, A1) — )\—/@(773, A1)
1

Ici, nous avons noté pi(s) = sp(s); tout comme pour p, on a suppp; C (—1,1/2).
Si on y ajoute des estimations sur (1 — 9)(n3 — s/A1)~", on trouve que r; et ko
appartiennent bien a Sloa,o.

Nous conservons toujours la notation W = Op,, (k)¢u ; on voit aisément que

1-— Op,\1 (95) = 1- Op)q (950)029)\1 <¢1)

= (1= Opx,(#0))Opx, (1) + (1 = Opx, (¥1))
= (1= Opx($0))Opr, (¥1) + O(AT).

Ensuite, nous remarquons que
1 — @0 = yzmsk1 — —Ka.
A

Au vu de la classe a laquelle appartiennent k; et k9, nous en déduisons alors, a ’aide
du lemme 4.4.1, 'estimation

(1 = Opx, (2)) Wllo.+ 11 = Opx, (£0))Opa, (V1) W [lo,+ + O H)l|ullo+

CllysDsW o+ + O [uflo+
CllPullos + O ) Jullo.s-

IAN NN

Passons a la deuxieme partie de cette preuve : nous avons vu que W|,,—o = 0.
Nous voyons également par sa définition que

(1= G0) [ya=0 = O(A )
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Par le méme développement que précédemment, et en utilisant en plus la définition
de l'opérateur pseudodifférentiel W, nous trouvons

1 (D3 (1 = Opa, (@) W) ys=olli < 1 (D5 (1 = Opa, (0)) Opa, (W1)W) lys=ollg +
O (DsW) [y,=oll
< O (DsW) |ys=oll5-

D’autre part, nous avons vu auparavant, de maniére équivalente (preuve du
lemme 4.4.1), que

(D3W)ys=0ll5 = —2MS(D3W, D3 W) .,
et le lemme 4.4.2 nous permet de conclure que

| (D3 (1= Opr, (@) W) ly=ollo < OO (D5W) [ye=ollo
< O (ID2W [lo.4 | DsW lo.+)
Cl|Pullos + O ) o

IN

Le résultat du lemme est bien démontré.
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4.5 Formes normales

Nous allons effectuer une transformation de 'opérateur P en une forme normale
convenant a notre probleme. Nous poserons

G'n') =0y 7)1 —r,n)) (4.72)
avec
—2/3
by, ) = (2a(y' 1) 7 (4.73)
De plus, nous définirons
a(y',n') =bly', ). (4.74)

Nous chercherons a obtenir une forme normale convenable pour le probleme
de Dirichlet pour P dans un voisinage de la variété glancing. Pour cela, nous al-
lons utiliser une classe spéciale de Aj-opérateurs intégraux de Fourier totalement
caractéristiques .

On définit A

Po=D2+ys—e 5 (By(y,D) + BBa(y, D)) (4.75)

ou Bi(y/,D') et By(y/,D') sont des Aj-opérateurs pseudodifférentiels autoadjoints
sur I', dont les symboles principaux respectifs sont (o(y',n') et b(y', 7).

On considere le A\j-opérateur intégral de Fourier totalement caractéristique A
défini par

At = (52) [ (0 =)+ malt/ 1) = 2y T ) ).

Nous renvoyons a ’appendice 2 pour des définitions des différents termes de cette
expression ((4.121) et (4.122)).
D’apres la proposition 4.8.4, pour tout symbole g(3/, 7/, \) € SY°(T*R?), on a

cl

fi()pk1<g) ::(()pkl(g) +'()pA1(f)ySQ)3)()pA1(99)f4‘*,X_lfql
olt A; est de la méme forme que A et r,0, € Sp.. De plus, 6, est donnée par (4.118),
0(y,m) = 1 dans un voisinage de suppi)y.

4.5.1 Formules de commutation

Lemme 4.5.1 Soit A un \i-opérateur intégral de Fourier totalement caractéristique
défini comme précédemment. Alors, on montre que

AP =Pl A+)\1A; (4.76)
avec
Py = (Py+ Opy, (G1)D3 + Opx, (62)y3Ds + Opy, (3)y3) Op, (1) (4.77)

les fonctions g; appartenant a Sy, ; Ay est du méme type que A; h est une fonction
a support compact dans R? telle que

hy,n) = ay'.n') "> + O(ns).
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Preuve : La démonstration de ce lemme est basée sur les propriétés du calcul pseu-
dodifférentiel a la maniere de Hormander, dans le cadre des Aj-opérateurs intégraux
de Fourier totalement caractéristiques .

D’apres la proposition 4.8.4, on a I’égalité suivante pour un A;-opérateur intégral
de Fourier totalement caractéristique I(¢) et un Aj-opérateur pseudodifférentiel P

I(¢)P = (P + Opx,(9)y3D3) Opa, (0,)1(6) + A7 (1) (4.78)

oll g et ¢1 appartiennent & SP, . De plus é; est définie par (4.118) et # est une fonction
Cge telle que @ = 1 sur un voisinage de supp¢ et |ns| < 25y sur suppb.
Si on applique les opérateurs Dj et y3 a A, on obtient les relations de commutation

suivantes :

ysA = Opy, (@™ Ays + A 1A, (4.79)
DgA = Op)\l ((l)A@g + )\_IAQ (480)

On trouve donc
D2A = Opy, (a*)AD3 + N1 A3

Ainsi, on peut calculer

(D3 +ys)A = Opx,(a*)AD3 + Opy, (a™) Ays
= A (Opx (a®)D3 + Opy,(a™)ys)
- Op>\1 (a’2)A ((Dg + Op)\l (a_3>y3)

Posons donc a = (2¢)~'/3, de telle sorte que a=> = 2q.
A Taide de (4.78), nous avons d'une part :

BiA = Opy, (b(1 —7)A=AB; +09(\ ™)
= Opx(a*)A(Opy, (@) B1) + O(A7)
et d’autre part :

BQA = Op)\l (b)A = AB2 + O()\_l)
= Opx(a®)A(Opx, (a™)B2) + O(A7Y).

Si nous posons maintenant b = a?, nous vérifions a?0(B;) = (1-7) et a 20 (By) =

3.

Avec ces notations, nous pouvons déduire I'égalité suivante :
PyA = Op,, (a?)AP
ot P = Py+ Ry = Py 4+ O(A™!) et on peut estimer
AR Opx, (56ullo. )| < CIR1Opx, (5dullo4)]| < O(A™)
On remarque alors que cette égalité entraine :

APy = Opy(a)RoA+0()
= (Py+ Opx, (9)ysD3)Opy, (a3 A+ O(A)

85



Et si on considere de la méme maniere les autres composantes de cette écriture
de Dopérateur P, c’est-a-dire les composantes en D3, y3 et O(y2), on trouve bien,
avec (4.78)

AP = (P, + R)Opy, (h,)A = P, A
ou
R = Opx, (61)Ds + Opa, (2)ysDs + Opa, (93)y3

Nous posons maintenant

AO = Op)\l (hp)A

Nous obtenons 1’écriture suivante :
AP =(Py+ R) Ao+ A\ 'A, (4.81)
ou Py est donné par (4.75) et

R = X"Opy, (G1)D3 + Opx, (62)y3 D3 + Opy, (3)y3-

D’apres les propositions 4.8.1 et 4.8.2, les opérateurs A, Ay, A, sont bornés dans
L*(R?%) et leurs normes sont bornées par une constante indépendante de A;.

D’autre part, nous pouvons utiliser une nouvelle fois les relations de commutation
(4.79) et (4.80) dans le terme RA,, ainsi que (4.78) . Nous calculons donc :

RAy = A 'Opx (61)D3Ag + Opx, (92)ysDs A + Opa, (g3)y5 Ao
= A 'Opy, (1) AoOpy, (@) D3 + Opy, (G2) Aoys D3
—_——

+O0py, (g3) AeOp, (™) y3 + A Ag
N——

= A'Opy, (G1)Opx, (a)Opy, (0,) AgDs + A Opy, (G1)Opa, (71)ysD3Opy, (6,) AgDs

+Op>\1 (g~3)0p>\1 (a_Q)OpM (8P>A0y§ + Op)\l (gS)OpAl (7:3)y3.D3Op>\1 (QP)AOyg
+0p», (G2) Aoys D3 + A1 Ag

Parmi ces termes, nous précisons le comportement de deux d’entre eux a l’'aide
des relations de commutation :

AL 0P, (G1)Opa, (71)y3D3O0pa, (6,) AgDs =
= A 'RyOpy, (6,) AgD3ysDs

= A" R,Opy, (0,) Aoys D3 + A\ *R,Opy, (0,) Ao D3

et

Opa, (G3)Opa, (73)ysD3O0py, (0,) Aoy = Rs0pa, (0,) AoysD3y;

= R;0py, (ep)AOygDi’) + )\IleOpAl (Qp)Aoyg'

D’apres les formes des opérateurs ainsi calculés, nous pouvons rejeter dans un
reste tous les termes comportant les puissances élevées de ys3, ce qui nous permet de
conclure :
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Lemme 4.5.2 Nous avons
RAy = M\ "R1AgD3 + RoAoys D3 + RzAgys + A1 Az

ou A7 est de la méme nature que Ay, et R; = Opy,(p;), avec j = 1,2,3 et p; €
Sin(RY)

Nous passons maintenant a lestimation de RA¢Opy, (@)W : d’apres le lemme,
on remarque tout d’abord que

[RAOPA (@)W o+ < | R3Aoys0px, (@)W lo,+ + | R2Aoy3 D3Opa, (2)W [lo,+ +
A R Ao D3Opa, (2)W [lo+ + A~ A7Opa, (2)W [lo+
Par définition des R; = Op,,(p;) et par la proposition 4.8.1, comme sup|p;| < C;
alors ||R;|| < C; + O(A[!); nous pouvons également dire que Ay et A; sont des

opérateurs bornés par une constante indépendante de A;.
Ainsi, nous obtenons :

I1RAOP (D)W o+ < O(1) AT D30px (D)W [lo+ + lysDsOpa, (9) W Jo,++
Hy30pr (@)W [lo+ + A Opa, (@)W [lo,4]

Pour pouvoir utiliser le résultat du lemme 4.4.2, nous allons commuter les opérateurs
de multiplication et de différentiation y3 et D3 avec Op,, (). Pour cela, nous aurons
besoin des relations (4.120) (et des notations qui y sont définies). Nous trouvons
donc :

DoOps,(#) = Oy (P)Ds + [ Dy, Op, (9)

. i —
= Op(9)Ds3 + XOPM(S&(?)))DS

y3D30px, (@) = 30D, (P)Ds + y3 [Ds, Opx, (9)]
. 1 S =
= y30px, ($)Ds + X <y3OpA1(90(3)) + y3OpA1(90(3))933>
N 1 —
= Opx (P)y3Ds + ﬁy?,OpAl(SO(g))

et enfin
y30px (@) = u3 (Opx, (P)ys + [ys, Opx, (9)])
. i — —
= Opn (@) + 5 (ngpxl(so(?’))ys + yiOml(w(?’)))
Il nous reste a rappeler que y3 = O()\lfl/zfe/z) sur le support de k¢ et que, ¢

appartenant & Sp, Opy, (@) est borné par une constante indépendante de A;. Nous
pouvons alors appliquer le lemme 4.4.2 :

IRAOpx, (D)W o+ < O(1) [ArH|Opa, (2)DsW [lo.+ + |0pa, (2)ysDs W lo.++
+OA)[[Opa (2)W lo.+]
< 0@) (IPullos +ON22)[ullo+) - (4.82)
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De plus, si la trace d’une fonction f € Lz(Ri) sur le bord est nulle, c¢’est-a-dire
flys=0 = 0, alors
Aoflys=0 =0 (4.83)

et
D3Aoflys=0 = A(D3flys=0), (4.84)

avec A un \j-opérateur pseudodifférentiel classique d’ordre 0 dans R2, elliptique
dans un voisinage de {r = 1}. En effet,

AOf(ya )‘1) = [Op)\l(hNP)(y/? ®/a )‘)Af](yv /\1)
et, par définition,

A1

3
Aflys=o = (%) / el gy, 0,9, M) f () ddar

On reconnait dans l'expression la trace de f apres applications des transformées de
Fourier et de Fourier inverse dans la troisieme variable : il reste alors

(/ \/I;;(yla 07777 )‘l)d773> f(y/7 O) =0.

De méme, on montre que

3 AN I
Daaf = (52) [ecinm (DT - 20w

() ay',n) = aly,n)
€ ( 1>\17}3)< i\ v (i)\)(i)\l)a”‘”’\ll

A () a(y',n) = aly,n)
= <%) /[6 ( )<_1)‘1773)< i\ e — (1/\)(1/\1)8773\11
1
‘W“’)

et comme précédemment, on reconnait la multiplication d’une certaine fonction par
la trace de la dérivée de f apres transformation par Fourier, et enfin :

D3Aof|ys=0 = A(Ds flys=0)

(Day f)(x)dndz

quand on réintroduit Opy, (h,).
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4.5.2 Estimations pres de la variété glancing
Posons maintenant deux nouvelles notations :

w = AgOpy, ()W

Wy = OpAl(gB)W
Lemme 4.5.3 Nous avons

1Pywlo+ < O(L) (| Pullo.+ +ON7) Juflo,+) - (4.85)
Preuve :
[wlig = (AgAWa, Wa)

et, d’apres la proposition 4.8.5, A§Ay = OpA(EIv)), avec ® € S telle que inf(®) > C,
et donc

lwllo, = ClIWalG . — O [ullg - (4.86)
D’autre part, (4.81) et (4.82) nous permettent d’écrire :
[Powllo+ = [[PoAoWallo.+

|APWallo4 + |RAWallo+ + O D)][ullo+
O(1) (J|IPWallos + [[Pullos + O >579) Jullo+) -

Il reste donc a estimer ||[PWj||o 4. Pour cela, on développe :

| PWallo+ = [[POpx (@)W |0+

< Opx, (@) PW o1 + ([P, Opa, (@)W llo.+
< OMW)[[PWllo+ + (I[P, Opx, (@)W llo,+-

<
<

Or, (4.56) et les relations de commutation nous donnent :

[P,Opx, (9)] = [D3+T —,0px(9)]
[‘ng Op)\l (@)] + [Tv Op)\l (@)]
= O\ (Opx, ($1)D3 + Opy, (¢1)D3) + [T, Opy, (9)]

Les deux premiers termes du membre de droite seront estimés directement a 1’aide
du lemme 4.4.1.

Quant au dernier terme, on remarque que le symbole principal de [T, Opy, (@)]
est {r, o} = 0, au voisinage de {y5 =r — 1 = 0}.

Par conséquent,

I[P, Opr, (2)Opa, (K)ullo.+ < O(1)|POpx, (8)dullos + O lullos.  (4.87)

Nous obtenons ainsi :

[1PWallos < O()[IPOpx, (K)dullos + O [[ullo+
< 0(1) (1P, Opa, (5)lullo.+ + [|Opx, (K)o Pullo) + OA) [[ullo.+
< O(1) (0px, (k)pPullo.4 + [T, Opa, (r)dlullo.++
I1D5, Opa, (5)élullo+) + O [[ulo.
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Dans ce cas, d'une part, nous utilisons le lemme 4.4.1 pour évaluer

1[D2, Opa, (5)dlullos = [I[DZ, ¢lOpr, (k)ullo.+
< OV (| Da(¢10pa, (k)04 + |61D30py, (K)ullo.+)
< OM)|Pullos + O ) [ullos-

@1 a été définie dans la preuve du lemme 4.4.1.
D’autre part, pour le terme [T, Opy, (k)¢| = [T, Opy, (k)]¢, nous remarquons que
son symbole principal est {to, £}, mais nous calculons directement :

{ryr} = {r, (1 =\ "™)} =0

et
(245q, K} = OO 27 % O(ys).

—1/2—e/2
[

Comme, de plus, y3 = O(A sur supp¢, nous avons ’estimation suivante :

_92/3—
1T, Opa, (W) dullo.+ < O™ ullo,+-
I1 ne reste qu’a rassembler ces résultats pour conclure que (4.85) est démontrée.
O

Nous avons encore besoin d’un dernier résultat avant de pouvoir terminer cette
partie :

Lemme 4.5.4 Nous avons
lwllo+ < OO) ]| Powllo+ (4.88)

et
IDswlys—ollo < ON?) || Pyw]lo,q- (4.89)

Preuve de (4.88) : Nous notons D; = —i0; et L désigne la réalisation de Dirichlet
autoadjointe de 'opérateur D? 4 ¢, défini sur L*(R, ). Cet espace de Hilbert est doté

d’une norme et d’un produit scalaire que nous noterons respectivement || || et (, ),
sans indices, pour les différencier des normes déja employées sur H*(R3).
Les valeurs propres de L sont les réels 0 < ¢ < ¢ < ... <g; < ..., lesg; étant

les racines de 1'équation Ai(—¢)=0; Ai est la fonction d’Airy.
Le théoreme spectral nous donne immédiatement

(Lf ) =<l fl?

pour toute fonction f € H*(R,).
Si on pose ensuite t = )\?/ 3y3, en appliquant l'inégalité précédente a w, nous
obtenons
(D + ys)w, w) > qil|w

Enfin, (4.83) implique l'inégalité suivante :

A2 (D2 + ya)w, w) 4 > gi|Jwlf? .
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Nous allons maintenant séparer les parties réelle et imaginaire de cette derniere
inégalité. Pour cela, nous utilisons 'écriture (4.75) et (4.57), soit

AUDE 4 ya)w,w)y = NP [(Pow, w)
+e’mTﬂ<Blw, w)y + e’mTﬂﬁ(BQw, w>+]

D’une part, nous avons
2/3 2 2/3 ™
ATR(Pow,w)y 2 allwloy — AT = cos o{Biw, w4

3\ 2 3\
+ (Cosg <\;—1> + 2sin% <\;—1>> (Blw,w)+]

s
llwlly s + XY cos 5 (Brw,w).

v

- (2 sin %%)\)\;1/3 + 0(1)) (Baw, w) .

Pour la partie imaginaire, nous trouvons

N [ ~sin g (B ),

C\)\ 2 (x>\
+ (sing (\;—1) - 2008% (\;—1)> (Blw,w>+]
= )\f/?’ sin g(Bw), w) 4 + (2 cos g%)\)\fl/g + 0(1)) (Baw, w) ..

Ensuite, une combinaison linéaire adéquate de ces deux relations permet d’éliminer

(Biw,w), :

2im

NPIR(Pyw,wy | = AP’ R(Pow, w) 4|

> )\3/3 sin g?R(Pow, w)y — )\?/3 oS g%(Pow, w) 4
> g sin—||w|?, — (2337 +0(1)) (B 4
> asingllwllo, = (23A 7 +0(1) ) (Baw, w)+. (4.90)

Or, nous avons déterminé le symbole principal de By comme étant

a(Bs)(y,n) = b(y', 1) = (2q(y/', 7)) ~*/*
avec
Q(y/,n,) _ <d//20</’€~/> > Koin + O()‘l_l/?)_2€>
sur supp(k) ; en effet, on a noté

LAY DI .
Kmm - f{r(y,m,)K?Jﬂ?) € T F\{O}}

Nous avons donc

?777)

7(Ba)(y, 1) < (2K i) "2 + OO (227)
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et
(Byw, w)s < ((2Kymin) >+ 0(1)) [l (4.91)

Enfin, nous concluons par (4.90) et (4.91) que
NOR(Pyw )| = (qsing = 22K 209N — o(1)) flwlf
O()lwlle+

\%

tant que A € Ay, ce qui implique (4.88) directement.

Preuve de (4.89) : Posons

W = <®§ + Y3 — G%WBJ w;
V(1) = w(y, A *t);
V(Y1) = XPaly A7),
Nous avons alors, avec la correspondance des variables t = /\3/ 3y3, et par le méme
procédé qu’au début de la preuve de (4.88),

(Df Gt AR Bl> V=T,
De plus, grace a (4.83), on montre aussi que
V|t=0 - w|y3=0 = 0.

Posons

~ 1/2
o= | faie-gra)
0
puis
ei(t) = At = g)
Nous voyons alors que Le; = ce; (en effet, 02e; = (t — g;)e;), mais aussi ||e;|| = 1 et

(ej,ex) =05l j #k.

D’apres le théoreme spectral, on écrit ensuite, dans la base hilbertienne des {e;},

-1 <

Vo= (D3+t—A§/3e%Bl) v

> —2im -1 -~
= (5= NPFB) (e Dy
7j=1

i -1 -~
(62T§j — )\?/331> <6j, V)Gj,

2i
= €

w‘:\
.MS

1

J
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d’ou on déduit
dv 2im > 2im -1 -~ de
om0 = e > <€T§j - )\3/331> (e, V)=

, =
7=1

i > i -1 -~
= 7 ! (e%gj — )\f/331> (ej, V)AT'(—g;).
j=1

Par conséquent, en passant a la norme, on trouve

dv o~ 1y [ zm - S
Tl < G (eF G X8 es, V) olAi (=)
j=1

< Y () AT (=)lIes V) o

=1

et, si nous montrons que la série numérique réelle

S =) (ej5) (Al (=)

est convergente, alors nous aurons
H dV|
—7 =0
dt 0

Montrons donc que la série S est bien convergente. D’apres le développement
asymptotique de la fonction de Airy et de sa premiere dérivée (cf [19], p. 392),
quand j — oo, nous avons

, 1\ 255 T
s~ () e (503)

S\ 1/4 ) .
A.,_'N<§_g> (232 _TY

i'(—g;) > sin { 2 1

Comme, d’autre part, on a ’équivalent suivant des zéros de la fonction de Airy(cf
[19], pp. 403-405) :

< SY2(|[V]lo,+- (4.92)

315\ Y3 .
Sj (Tj) y ] T 00, (493)
nous avons »
. Sj . . T
Ai'(—gj) ~ (ﬁ) sin <7Tj - Z> : (4.94)
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Ensuite, nous évaluons les ¢; par

/Al t—g;))idt = /(Ai(T))2dT
0 —<j
—s;/2 Sj
> / (Ai( )) dr = /(Al(—T))2dT
Y Sj/2
S
1 92 39 T
~ / Ry COS <§7'/ 4) dr
Sj/2
S
1 2
= 1/2 /COS2 (—73/2 W) dr
G/ 3 4
Sj/2
1
3/9 —-1/3
LT Sy T
u:gr3/2 g./ T
3 J 1.3/2
355

vV vV
e 4~
S

3

/: mw

+ —

o =

2 |

)]

o |

N—
= =8
| =

|
N—

N—

QL
=

> Cgm,

avec C' > 0 une constante réelle indépendante de j.
Si nous revenons au terme principal de la série S, nous le majorons a ’aide du
résultat précédent et de (4.93) et (4.94) par

(i) 2(AT (=) < O 2 = 0(77).

Nous en déduisons donc que la série est convergente et que (4.92) est vérifiée.
Enfin, si nous repassons dans la variable y3 dans (4.92) avec le changement de

variable ¢t = )\f/ %3, nous aurons
1Dswlys=ollo < ON)[@]lo,+-
Par définition de 0, et en utilisant (4.75) et (4.91), nous obtenons
1Dswlys=ollo < ONT*) | Powllo+ + O(1)[lo,+- (4.95)

Clairement, (4.89) découle de (4.88) et de (4.95), ce qui termine la preuve du lemme.
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Nous terminons cette partie en démontrant le résultat qui découle de notre travail
sur P et des estimations obtenues.

Proposition 4.5.1 Pour tout Ay > 1, nous avons les estimations suivantes :
\2/3
IWallos < OO Pullo + o(1)llullo+ (4.96)

IDsWalyamollo < O Pullo.s + o(1) [ull.+- (4.97)

Preuve : Pour prouver (4.96), on considere d’abord (4.86) :
[Wollo+ < OW)[[AWallo+ + O lullo+5
puis, les résultats des lemmes précédents donnent :
Walloe < OO )R ell + OO ulls

< ON)IPullos + (OO +OATH) llullos

(4.85)

< ON)Pullo + o(1)][ullo.s-

De méme, pour prouver (4.97), on utilise (4.84) (A est un A\j-opérateur pseudo-
différentiel elliptique), puis (4.89) et (4.85) :

| DsWalys—ollo < O(1)|A(DsWaly,—0)llo
< 0(1)||D3AWa|y=ollo
< O PoWalo.
< O Pullos + o(1)][ulo-
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4.6 Preuve de la proposition 4.4.1

4.6.1 Un résultat intermédiaire
Les notations utilisées sont celles du début de la section 4.4.2.
Proposition 4.6.1 Nous avons les majorations suivantes pour tout X € A,
|2+ < O3 Jor]lo+ (4.98)

7l < OA)[vallo+ (4.99)

Preuve : Pour prouver (4.98), on majore tout d’abord W = Op,, (k)¢u a l'aide
de (4.71) et de (4.96), comme suit :

Wlos < 1(1 = Opa, (@)W o+ + 100, (2)W o
< (0)+0() I1Pullos + (0O*7) +o(1)) llulos
< O)IPullo+ + o(1)]ullo.+-

De plus, d’apres le lemme 4.4.2; on peut majorer D3W et D2W directement par

IDsW [0+ < ON*)[Pullos + o(1)]|ullo.+

et
ID3W o+ < ON*) [ Pullos + o(1)|uflo.+

Enfin, par définition de x et de r(y',7'), on a déja vu que ' était borné sur supps,
ce qui permet de majorer toutes les normes ||D§W{|p 1 pour 1 < || < 2 de la méme
maniere.

Nous avons ainsi :

W ko, < O Pullo.s + o(1) [ulo,-

Ensuite, nous écrivons :

[ullz < (1= @Jullas + [lPull2+
< (= @)ulley + [Opa, (K)pullz 1 + [[Opa, (1 = #))dulla +

et il suffit d’utiliser I'inégalité précédente, (4.59) et (4.60) pour obtenir
lullo.s < OOT)IPullos + (1) ull,s-

ce qui est bien équivalent a (4.98).
Pour prouver (4.99), on procede de la méme maniere, en utilisant cette fois les
majorations (4.61), (4.71) et (4.97).
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4.6.2 Preuve de (4.50) et (4.51)

On réemploie ici les notations de la section 4.4.11.4.1.
Pour ce qui est de la preuve de (4.50), on a, d’une part :

(1= 9)GecMNv = GLA) (Alzs, + ) (1 = ©)Gae(A)v
= GALNA =) (Algs, + X*) Gee(A)v +
+G%(A) [0, Alrs. ] Gse(A)v

d’ou 'estimation :

11 = ) Gse(M)v] 200

IN

G2 (A) (1 =) (Algs, + X)) Goe(M)v] p2(0..) +
HIGLN) [9, Alrs, ] Gae(N)vl| 20,0

OGN =)ol 2. + ONGse(N) o]l g2,
O vl 2.y + ON NG oeN) 0l 12000

IA A

D’autre part, on évalue, d’apres (4.98),

CIAP |1l 200

CIAPPIN 00l 2.0 + CIAPP I [0, Asel GaeA) ol 1)
CIAT 3] 2.0 + CINP M2 Gae (Ml 200
OGNl 20y + O3 [[0]| 202,

lpGse(N)0l[2(000)

VAN VAR VAN VAN

Et, finalement

1Gse(N)vll 200 lpGse(N)vll 2. + (1 = 9)Gae(Nv]l a20.0)

O()‘_l/3)HGSC()‘)U“HQ(QSC) + O(/\_4/3)||U”L2(Qsc)
nous donne le résultat
1GaeMNlli2(0.0) < ON2) 0] L2(000)

et donc
GV < O(A?)
Ensuite, I'estimation (4.51) découle de (4.50) et de (4.99); en effet :
10005 Gsc(Mvll2ry = 100050 Gsc(A)vl| 2y
MONP) PG (Nl 20,0

ol A

—
W~
)

=

O (A llevll 2@ + I[P PlGuc Mol 12(00)
O ol 2y + OV Cecl N s
0Nl 2.

alAIA A

—
W~
(=]

=

ce qui termine la preuve de ces estimations.
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Remarque : La position de A dans la portion du plan complexe A, découle de la
démonstration du lemme 4.5.4; il apparait la comme une condition nécessaire pour
notre proposition.

4.6.3 Estimation de K.,

Un analogue de la formule de Green La formule de Green

/(ng—gAf)dw = / (f—y —ggi) do,
Q N

ot f,g € C%(Q), admet une généralisation pour un opérateur différentiel du second
ordre dans §2.

Soit A cet opérateur, de symbole principal a(z, &), dont on note ’adjoint formel
A*. v désigne toujours la normale extérieure unitaire a I' dans 2.

On a alors le résultat suivant :

Lemme 4.6.1 Pour tout couple (u,v) € H*(Q) x H*(Q2), on a lidentité

(Au,v) r2(q) — (u, A™0) 120y = ((a(z,v)u) |r, Ov|r) L2y (4.100)
et vlr = 0.
Remarque : Cette formule est dérivée de la formule de Green généralisée ( cf

lemme 10.1 et ses corollaires 10.2 et 10.3, puis la remarque 37.2 dans [27] ) et s’obtient
a ’aide d’intégrations par parties.

Preuve de (4.52) Dans notre probleme, nous obtenons, pour toutes fonctions
u,v € H*(Qse),

(Ase+ A2)u, v) 20,0y — (U, (AL + X)) 200y = {(0(2,5)u) |r, vl ey (4.101)
D’apres (4.46), on obtient
(o(y, D)ulr, Opv[r) r2ry) = (Moulr, 95v|r) 12(r)

En effet, 'application 0, s étant linéaire, 'antécédent du point considéré est
(*0,5)71(0) = 0.

On désigne ensuite par G%.(A)w € h?(Q,., pour toute fonction w € L*(Q.), la
solution du probleme

(A, + X2)G:c()\)’w =w dans Q.
Ge(Nwlp =0

On a alors, pour toutes fonctions f € L*(T) et w € L*(£.),

(KN fw) = (Ko, (AL +X)GE(Nw)
= (A + VKN f, G5 (Nw)
+ (Myf,or0:Gr.(ANw)
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et finalement, on peut évaluer la norme
[ s (M < [[Mo[ 10005 G (V]

en majorant le terme de droite de la méme maniere que dans la majoration de
|0r0;Gs.(A)||. Finalement, on a 'estimation recherchée :

[ KoV < ON3)

4.6.4 Preuve du corollaire 4.4.1

Pour passer a la forme matricielle, on a besoin de déterminer pour quelles valeurs
de A lestimation (4.52) est vraie dans chaque composante.
Rappelons que nous avons défini :

A
K. (ﬁ) 0 0
Koo = My 0 Ke(2) 0
A
0 0 Ke(vdm)

et que, si A € A, alors on a l'estimation de Dirichlet
oW < O(ATH2).

On a (4.50), (4.51) et (4.52) quand A € A;. Quand A € T, ces trois estimations
sont vérifiées en remplagant A par A/,/fg et par A\/y/Ag + 210, et seulement quand
A € T,. Par conséquent, si on considere les normes matricielles de Gs.(A) et Kye(N),

et celle de 9;9Gs.(A) sur le bord I', pour ces valeurs de A, on a bien les estimations
(4.53), (4.54) et (4.55), ce qui prouve le corollaire.
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4.7 Estimations de 'opérateur de Dirichlet-to-Neumann
du probleme d’élasticité linéaire

Preuve : Cardoso, Popov et Vodev ont montré ces résultats dans le cas ou \ est
réel. Nous allons I’étendre dans un voisinage du plan complexe grace aux propriétés
de la distorsion analytique et aux estimations du corollaire 4.4.1.

Pour cela, rappelons que K () f est une solution de 1'équation

(A+X)K.(\)f =0 dans
KM flr=f (4.102)
K.\ f A — sortante

pour f € H*(I).
On définit I'opérateur de Dirichlet-to-Neumann sur le bord I', pour tout nombre
complexe A par :

NS = 3 305 (K il (4.10)

3
Jj=

Pour tous les j = 1,2, 3, les opérateurs =; sont des opérateurs différentiels vec-
toriels définis par

01]’(’0) (%1
H*(Q) 2 E(v) = [ 09;(v) Yo=| v | € Q) (4.104)
0'3]'(1)) (%]

Les tenseurs de rigidité o;; ont été définis en (4.6).

Nous allons exprimer cet opérateur de Dirichlet-to-Neumann tout d’abord dans
les coordonnées locales (', y3), puis dans les variables déformées par le complex
scaling.

Nous comparerons ensuite N () a sa version déformée N, 4.(A) sur le bord.

Comme dans la section précédente, nous étudions le symbole principal de 'opérateur
de Dirichlet-to-Neumann, qui est une application matricielle dans la variable &. Nous
utilisons alors 'identité de passage en coordonnées locales

Tout d’abord, le symbole principal de I'opérateur de Dirichlet-to-Neumann est
une application matricielle 3x 3 . Or, dans les coordonnées locales (v, y3), la normale
extérieure au bord de l'obstacle est transformée en 7 =* (0,1), et le bord est
défini par ’équation y3 = 0; par conséquent, l'opérateur de Dirichlet-to-Neumann
se résume a :

1 3

NN = =D 5 ENN7r

J=1

= —Z3(Ke(N) )| {ys=0} (4.105)
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513(5) =

Nous allons maintenant exprimer le symbole principal de =3, que nous note-
rons S3, en coordonnées locales. Tout d’abord, nous notons que ’on peut exprimer
chacune des composantes de S3 de la maniere suivante :

Mo t(J13f)
S(§) = 1o t(J23f)
S33(§)

= o ' (Jss8) + N'E
ou les J;3 sont les matrices 3 x 3 :
0 01 000 0 00
J13: 000 5 J23: OO ]. y J33: 000
100 010 0 0 2
Par conséquent, on utilise 'identité du passage en coordonnées rappelée plus haut
et on obtient :
5 A I PR O
S3(n) = 0 HoT)3 0L (4.106)
Ag( @y s)=H0)) | (Mo + 2p0)m3
que l'on peut réécrire, grace aux notations de la section précédente, sous la forme :
0 0
0, s)~H(0)n
s vome [0 1(0y5) O
A((0ys)~1(0)n') | 0
Nous écrivons ensuite :

(4.107)
o poD'vs
Eg(U) = MngU +

Xo(div'v")
ou div" est la divergence par rapport aux variables ¢’ sur I'.
au bord ( soit y3 = 0), est alors :

Ne(A)f

A

L’opérateur de Dirichlet-to-Neumann en coordonnées locales, avec la restriction

MyDsv(y',0) +
avec v = K (\)f.

1o(V'v3)(y', 0)

Mo(V' x ") (y',0)
section précédente :

(4.108)
Pour effectuer la comparaison avec 'opérateur de Dirichlet-to-Neumann apres la
distortion analytique, on modifie les coordonnées par la méme méthode que dans la

§=" (g—;) R (yo)n
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ce qui donne, avec U = K, 4 f :

— 1 to D03
E3(0) = ﬂMoD?ﬂNJ + + 0(g(ys))v (4.109)
g\ys Ao(di’l)/’?)/)

Comme précédemment, quand on est proche du bord, on a g(y3) = ysexp(—in/3)
et ¢'(y3) = exp(—im/3), puis, quand on se restreint au bord, y3 = 0, la normale
extérieure au bord est 7 = (0, e7™/3) dans les coordonnées choisies ; en tenant compte
de ces conditions, I'opérateur de Dirichlet-to-Neumann déformé analytiquement au
bord est alors :

N 1 - 1o(V'03)(y',0)
Ne()\)f = — Mng@(y', O) +e 3 (4110)
Ao(V' x 0')(y/', 0)

Nous obtenons finalement

1 . MU(V'U3)(y/a 0)

Ne(A) = Newe(A) = 1 (4.111)
1 Mo(V! x 0" (v, 0)

sur I'. Posons A\; = R(\) > 1.

On réutilise ici le principe de la distorsion analytique jusqu’au bord, en rappelant
la notation . C C3, 'ensemble image de I'application (4.41), et A, ¢ = Alg,,. On
peut alors définir les opérateurs

Gese(N) 1 L2(Qe) — H*(Qe), et Kooo(N) @ L2(T) — HY?(Q,)

comme les solutions respectives des systemes
(AE,SC + AZ)G@&:()\)'U =v dans Qsc
Ge,sc()\)vh‘ =0

. { (Acse + M) K. oo(N)f =0 dans Q.
Kese(MfIr = f
On note op : C*(Q.) — C(I") l'opérateur de restriction sur le bord. Alors, on
a, pour tout A € A, d’apres (4.111)

Ne()‘) - Ne<)‘1) = Ne,sc()‘) - Ne,sc()‘l)

- )\_16FE3(K6,SC(/\) - Ke,sc<)\1))
1 —~

= >\—5FE3 ((SA(SA = 2iA1)) Ge se(N) Ke se(A1))
1

Cx —
= G\ (;\S—)\ - 21) (5FES (Ge,sc(A>Ke,sc<)\1))

1

ce qui entraine la majoration suivante :

[Ne(A) = Ne(M)llezzry) < O(SM 003 (Ge,se(N) Keyse(A1)) ez )
< O(INY)10rZ5Ge se (M ez2@unr2n | Kese M) | ar2y r2 00y (4:112)
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Or, d’apres le résultat de la proposition 4.4.1 et de son corollaire, nous pouvons
majorer directement

O(IA2)O (A O(IA %)
O(AV3). (4.113)

[Ne(A) = Ne(M) ey <
<

Enfin, d’apres le résultat de [6] dans le méme cas pour A réel, nous avons

[Ne(MIF < INe(A) = Ne(A) || + [Nl
< e+ 40(N7V3)
< C

et

RN f)

RINe(A) = Ne(M)) £, ) + RNe(M) £, f)
O(A)IL£11.

IN
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4.8 Appendice 1 :
Calcul pseudodifférentiel et
opérateurs totalement caractéristiques

A-opérateurs pseudodifférentiels totalement caractéristiques. Nous rassem-
blons ici la définition et certaines propriétés d'une classe d’opérateurs pseudodifférentiels
sur R, la fermeture du demi-espace R? = {y € R?; y3 > 0}.

Définition 4.8.1 Etant donnés m,k € R, on note Sf’k l’ensemble des fonctions
o(y,m, \) définies dans R3 xR3x[1,4+00), telles que (., ) € C°(R3 xR3*x[1, +00))
pour tout A € [1,+00), et pour tous les multi-indices o, [ et tous les entiers v > 1,

102080(y,m, N)| = Capo (L+ys) (L4 n))™ "IN V(y,m, ) € RY x R® x [1, +00)

De plus, on définit ST = N, ST, la classe résiduelle associée.
Pour toute fonction ¢ € Sf’k, on pose

. _ [ oy, 7', ysms, A) pour ys > 0,
Py, n, A) = { 0 quand 4 < 0, (4.114)
On définit également I'opérateur
AN\ [
P(y, D, N)u = Opr(@)u = <§) /e‘)‘@’m(ﬁ(y,n, A a(\n) dn (4.115)

pour u € C§°(R3).
Remarquons que

(@(ya 'D7 /\)u) |y3:0 = cp(y', 0, 9/7 0, /\) (u|y3:0) . (4'116>
Le noyau de Schwartz de ¢(y, D, \) est donné par 'intégrale oscillante

Kz, y,\) = (i

3
o) [t () e R
On remarque alors que

suppKg(., ., A) C{z3>0,y53 >0}, A>1

si et seulement si la condition lacunaire est satisfaite :

JeXmoly,n, N dns =0 (4.117)
pour ¢t > 1, (y,7/,\) € R x R? x [1,400). '

Dans ce cas, on écrit que la fonction ¢ appartient a la classe S

Si on note p une fonction de $(R) telle que ¢ = 1 dans un voisinage de 0 et
suppo C (—1,1/2), alors, pour toute ¢ € ST’k, le symbole

’ S
©oly,m,A) = /w(y,n M3 — X,A)Q(S) ds (4.118)
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vérifie la condition lacunaire forte

J e mpy(y,n, N dnpy =0 (4.119)
pour t € (—1,1/2) (y,n', \) € RY x R? x [1,+00). ’

et ¢, — ¢ € 5777 Dans ce cas, on dit que ¢, € ST,
On a également les propositions suivantes :

Proposition 4.8.1 Soit ¢ € Sloa,o et sup|lp(y,n, \)| < Cy. Alors, l'opérateur
#(y, D, ) : L*(R}) — L*(RY)
est uniformément borné de norme < Cy + O(A™1) pour tout X > 1.

Proposition 4.8.2 Pour toute fonction ¢ € SZZ’k, les relations de commutation
suivantes sont vraies :

{ [Ds,6(y, D, M) = 520 (¥, D, A) + 59 (y, D, A)Ds, (4.120)

[y?n @(ya ®7 )\)] - ZyT?)(p(g) (ya ®7 )\)7

oU P(3) = 0p/dys et (,0(3) = Jp/0ns.

A-opérateurs intégraux de Fourier totalement caractéristiques. Nous al-
lons maintenant rassembler les définitions et quelques résultats utiles sur une classe
d’opérateurs intégraux de Fourier particuliere.

Soit a € C*(R*) une fonction telle que a > 0 et a(y’,n’) = 1 pour tous || > 1.
Etant donnés une fonction ¢ € 57 on pose

~a | ey, ysmsa(y’, '), \)  pour ys3 > 0,
¢ (y,m, A) = { 0 pour s < 0. (4.121)

On considere la classe des M\-opérateurs intégraux de Fourier I(y) ayant des noyaux

de Schwartz de la forme
A 3 H ! ! ! ! !
KI(@)(?J,-’E, A) = (%> /em«y —' ;") +(ysa(y',n )—xs)n3)¢a(y7777 \) dn (4.122)

pour tous (y,z) € R? x R3. On constate alors que
suppKi (., A) C {ys > 0,23 > 0} pour A > 1,

si et seulement si ¢ € S,

Etant donnée ¢ € S_T’k,on désigne par suppyp la fermeture de (1,5, (U#Z/\ suppp(., 1)).
Fixons 0 < & < 1, ne dépendant que de a. On notera Sf l'ensemble des fonc-
tions ¢ € Sl;m’k qui peuvent s’écrire sous la forme d'une somme ¢ = 1 + s ou
o € 8,77, suppy; est un compact et |n3] < dp sur ce support. De tels symboles
sont donnés par (4.118).

En choisissant §g suffisamment petit, on peut définir une transformation cano-
nique compressée x par

W 4+nsVypaly',n')/a(y',n"), ysa(y',n'), 0’ ns) = x (', ys, ' +nsVyaly',n') Jaly',n'), m3)

dans un voisinage compact de suppy; ou |n3] < 26.
On a alors un analogue du théoreme d’Egorov pour I(y).
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Proposition 4.8.3 Soient p € S) et b € Sloa,o‘ Alors, il existe des fonctions 1, ¢, €
Sy telles que

oy, D, NI () = I(9)bly, D, A) + A" (),
et ¢, est donnée par (4.118), tandis que

c(y, . A) = (b(x(y,m), A) + OA1)0(y,n)

avec 0 € C§°, 0 = 1 dans un voisinage de suppp; et |n3| < 20¢ sur supph.

Nous énongons également une version plus faible de cette proposition pour des

A-opérateurs pseudodifférentiels classiques dont les symboles g(y',n’, A) sont dans
S50,

Proposition 4.8.4 Soient p € S et g € S°°. Alors

I()Opa(g) = (Oprg + Opa(7)ysD3)Opa(6,)I () + A7 T(),
our € Sp et 1, 0 sont comme dans la proposition précédente.

Par des intégrations par parties, on obtient les relations de commutation sui-
vantes

ysI (@) = I()Opa(a™ )ys + A7 (¥) (4.123)
D3I(p) = I(¢)Opr(a)Ds + A1 (1) (4.124)

avec ¥, 1y € Sp. Ici, Opy(a) représente TOUT A-opérateur pseudodifférentiel ayant
pour symbole principal a.
De la méme maniere, on obtient la proposition suivante :

Proposition 4.8.5 Soit p € Sp,. Alors, il existe ® € S} telle que

I(p) I(p) = OpA(®), A >1,

*

est 'adjoint formel de I(y). De plus, on a

O(y,n,A) = oy, n, V> + O(ys) + O(ns) + O(A ).

ou I(p)
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