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Introduction

Cette these porte sur I’'étude de processus stochastiques modélisant 1’évo-
lution adaptative des especes, selon I’approche formelle de la “théorie des dy-
namiques adaptatives”. Ce nouveau domaine de la biologie théorique souleve
de nombreuses questions mathématiques originales. Nous chercherons en par-
ticulier a justifier rigoureusement les modeles fondamentaux de cette théorie,
a partir d’une description particulaire du phénomene de I’évolution darwi-
nienne, puis nous étudierons en détail un modele de diffusion dégénérée ap-
paraissant dans le cadre de cette théorie.

Cette introduction s’organise en trois parties. La premiere est consacrée a
la description du modele particulaire sur lequel se fonde notre travail. Il s’agit
d’un processus de sauts de Markov a valeurs dans un espace de mesures. La
seconde décrit le contenu des quatre chapitres de cette these. Nous y énongons
les principaux résultats et donnons une idée de leur preuve. Nous terminons
par une section de conclusions et perspectives.

Les quelques notions biologiques nécessaires a la compréhension de cette
introduction seront définies au fur et a mesure. Pour plus de confort, nous les
avons regroupées dans un glossaire couvrant également les notions biologiques
utilisées dans le chapitre I, consacré a un développement détaillé de la biologie
des dynamiques adaptatives.

1 Modélisation individuelle: systeme de par-
ticules en interaction

Le principe de la sélection naturelle est connu depuis Charles Darwin.
L’évolution repose principalement sur trois ingrédients : I'hérédité, qui trans-
met les caractéristiques individuelles d'une génération a ’autre, une source de
variation dans ces caractéristiques (comme les mutations ou le mécanisme de
la reproduction sexuée) et enfin un mécanisme de sélection, pouvant résulter
de la compétition entre les individus d’'une méme espece (par exemple pour
des ressources énergétiques ou pour la reproduction) ou de la compétition



2 Introduction

avec d’autres especes (prédateurs, parasites, etc.).

Les dynamiques adaptatives proposent des modeles de I’évolution dune
population asexuée (reproduction clonale) a l’échelle de la population (le
détail individuel de la dynamique temporelle de la population n’est pas
décrit). Or, dans une population asexuée, seules les mutations sont source
de variation parmi les caractéristiques individuelles, et la sélection résulte
d’avantages individuels dans des populations mutantes de petit effectif, puis-
que constituées initialement d’un seul individu.

Afin de donner une justification mathématique rigoureuse de tels modeles,
il est donc nécessaire de s’appuyer sur un modele d’évolution a [’échelle de
[individu, simple mais réaliste.

Nous nous limiterons dans cette these a 1’étude de I'évolution dune seule
espece. Le lecteur pourra, pour 1’étude biologique des dynamiques adaptatives
de plusieurs especes en interaction, se référer a Marrow et al. [57], Dieckmann
et Law [18], Champagnat et al. [10], et Gragnani et al. [39].

Considérons un ou plusieurs traits quantitatifs caractérisant les individus
d’une population (par exemple la taille, I’age & maturité ou un taux d’acqui-
sition de ressources nutritives) a valeurs dans un espace X C R? (d > 1), que
nous supposerons dans cette introduction fermé. Nous allons construire un
processus de Markov modélisant la naissance et la mort de chaque individu,
avec hérédité clonale (un enfant a le méme trait que son pere), sauf lors-
qu’'une mutation a lieu, et avec une compétition modélisée par une densité-
dépendance négative, c’est-a-dire une dépendance de la démographie (survie
et fécondité) d’un individu par rapport a 'ensemble des individus présents
dans la population.

La population est constituée a chaque instant ¢ > 0 d’un nombre fini NV,
d’individus, dont les traits sont notés z1,...,xy,. Les parametres du modele
sont les suivants:

— un individu de trait x € X donne naissance a un nouvel individu avec
taux b(x) € Ry ;

— un individu de trait  dans une population de N, individus de traits
21, ..., oy, meurt avec taux d(z) + SN afz,z;), ot d(z) € Ry est le
taux de mort “naturelle” d’un individu de trait z, et a(z,y) € Ry est
un noyau d’interaction modélisant 1'effet d'un individu de trait y dans
la population sur le taux de mort d’un individu de trait z;

— chaque naissance donne lieu a une mutation avec probabilité u(x) €
[0,1];

— le trait d’'un individu mutant né d’un individu de trait x est donné par
y = x + h, ou h est dirigé par une variable aléatoire de loi m(z,dh), de
support inclu dans X —x ={y —x:y € X}.
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Ce type de modele est aussi utilisé par les biologistes pour étudier la dy-
namique de la répartition spatiale d’'une population, en remplacant les muta-
tions par des dispersions a la naissance (penser aux graines chez les plantes).
De tels modeles ont notamment été utilisés, pour étudier I’évolution de la
population, par Dieckmann [15], Metz et al. [59] et Ferriere et al. [32], pour
étudier sa répartition spatiale, par Bolker et Pacala [5, 6], Law et Dieck-
mann [53], Law et al. [54], et pour étudier les deux phénomenes combinés,
par Doebeli et Dieckmann [22].

La densité-dépendance du taux de mort peut étre symétrique (o (z,y) =
B(|z — y|), cf. Dieckmann et Doebeli [16] et Doebeli et Dieckmann [21]), ou
asymétrique (par exemple o(z,y) = B(x—y) avec ((-) monotone, cf. Kisdi [49]
et Kisdi et Geritz [50]).

1.1 Construction du modele individuel

Etant donné que le nombre d’individus et de traits présents est susceptible
de varier au cours du temps, il est naturel du point de vue mathématique de
représenter une population de N, individus de traits z1,...,zy, & 'instant
t > 0, par la mesure de comptage

Vv = Z Oz,

i=1
ol J, est la mesure de Dirac en x. Le taux de mort d'un individu de trait x
dans une population v; peut alors s’écrire comme d(z) + [, a v o(z,y)v(dy). Le
nombre total d’individus et le nombre d’individus portant un tralt x donné a
I'instant ¢ sont donnés par (14,1) et (14,1,), olt nous avons utilisé la notation

(v f) pour [ f(x)v(ds
Nous étudions donc un processus de saut de Markov a valeurs dans l'es-
pace des mesures de comptage finies sur X

:{251:7120,3:1,...,3:”62\?}
i=1

dont le générateur infinitésimal s'écrit, pour toute fonction ¢ : M — R
L6(0) = [ [9(0+5.) = 60))(1 = ) blo)(da)
+ [ [ 0+ bean) = ol (e.dryds)
+ 1806 = o] () + [ atoaptan ) utan) )
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Le premiere terme (linéaire) décrit les naissances sans mutation, le second
(linéaire) celles avec mutation, et le troisieme (non linéaire) les morts par
vieillesse ou compétition.

Fournier et Méléard [33] ont donné une construction d’un tel processus,
sous I’hypothese suivante :

(H) Il existe des constantes b, d et @ telles que
0<b(-)<b, 0<d(-)<d et 0<al,)<a.

De plus, la mesure de probabilité m(z,dh) a une densité m(x,h) sur R?
par rapport a la mesure de Lebesgue, et il existe une fonction m(h)
mesurable telle que

Vo € X,Vh € RY, m(x,h) < m(h) et m(h)dh < +oo.

R4

Rappelons cette construction. Soit (€2,75,P) un espace de probabilité suffi-
samment riche pour contenir les cing objets aléatoires indépendants suivants :
(i) une variable aléatoire vy a valeurs dans M (la condition initiale) ;

(ii) une mesure de Poisson ponctuelle Ni(ds,di,dv) sur [0,00[xN x [0,1] de
mesure intensité g, (ds,di,dv) = bds ), 6(di)dv (la mesure de Pois-
son ponctuelle des naissances sans mutation) ;

(iii) une mesure de Poisson ponctuelle N (ds,di,dh,dv) sur [0,00[xN x R? x
[0,1] de mesure intensité gy(ds,di,dh,dv) = bds ;- 0(di)m(h)dhdv
(la mesure de Poisson ponctuelle des naissances avec mutation) ;

(iv) une mesure de Poisson ponctuelle N3(ds,di,dv) sur [0,00[xN x [0,1] de
mesure intensité gz(ds,di,dv) = dds ., dx(di)dv (la mesure de Pois-
son ponctuelle des morts “naturelles”) ;

(v) une mesure de Poisson ponctuelle Ny(ds,di,dj,dv) sur [0,00[xNxNx [0,1]
de mesure intensité g4(ds,di,dj,dv) = ads Y- 0x(di) D5, di(dj)dv (la
mesure de Poisson ponctuelle des morts par compétition).

Afin de résoudre le probleme d’énumération des traits de la population, in-
troduisons la fonction H = (H',... H* ...) : M — (RH)Y" définie par

H <Z 5%) = (xa(l), ce ,xa(n),o, ce ,O, .. .),
i=1

Ol (1) % ... X Ty(n), pour lordre lexicographique < sur R<.



1. Modélisation individuelle : systeme de particules en interaction D

Introduisons le processus (v,t > 0) a valeurs dans l'espace D(R,, M) des
fonctions cadlag de R, dans M, défini par

Ve = 1 +/ / / 1{z< (vs—,1 }5HZ (vs—)

[1—p(H (vg_ ))]b(HZ(u }Nl(ds d'L dU)

/ //Rd/ Vi< 1)}0H (s )+h

WU T g )) i h)}Ng(ds Jdi,dh,dv)

m(h)
/ // i<t 1)} 0mi(u, )1{ d(m(u }N 3(ds,di,dv)
/ /// 1{z< (vs—,1 }1{]<<1,5 1 }5Hl (vs—)

{ W}N4(d$ i dj ). (2)

Le principe de cette écriture est simple, et décrit exactement comment simuler
le processus: la mesure de Poisson associée a chaque type d’événement saute
plus souvent que le processus v ne le devrait. On décide alors si un saut a lieu
en comparant v a une quantité liée au taux de I’événement correspondant.
L’indicatrice faisant intervenir ¢ et j permet de ne prendre en compte que les
individus vivants a l'instant considéré.

La formule d’Ito pour processus de saut permet de montrer aisément, sous
I'hypothese (H), qu'un processus solution de (2) a bien (1) pour générateur
infinitésimal ([33], proposition 2.6). De plus, le lemme de Gronwall permet de
montrer que, si E[(19,1)] < 400, un tel processus vérifie E[sup;co 71(1,1)] <
+o00 pour tout T > 0 (]33], théoreme 3.1). On peut montrer dans ce cas qu’il
n’y a pas accumulation des sauts du processus, ce qui permet de déduire
aisément l'existence et I'unicité de la solution v de (2).

1.2 Limite des grandes populations

Nous allons nous intéresser dans cette these a une asymptotique parti-
culiere du processus précédent, faisant intervenir en particulier la limite de
grande population ci-dessous, introduite dans [33].

Afin d’augmenter la taille de la population, il est biologiquement naturel
de diminuer la force de la compétition en divisant le noyau «a(-,-) par une
constante K > 0 ayant vocation a tendre vers +oo (K représentera l'ordre
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de grandeur de la taille initiale de la population). Cette constante peut étre
biologiquement interprétée comme renormalisant I'espace ou les ressources
disponibles.

Dans I’équation logistique classique (n = (r — kn)n), on fait souvent
apparaitre une constante K similaire en écrivant ’'EDO sous la forme

n=r <1 — %) n.
K s’interprete comme la densité a 1’équilibre de cette équation, et prend le
nom de “capacité de charge” (carrying capacity).

Du point de vue mathématique, diviser le noyau de compétition «f-,-)
par K correspond a une renormalisation naturelle des processus de sauts.
En effet, dans le cas ou la population initiale est monomorphique de trait x
(c’est-a~dire composée d’individus ayant tous le méme trait =) et ou il n’y
a pas de mutations (4 = 0), la population reste monomorphique en tout
temps et, a 'instant ¢ > 0, le taux de naissance global vaut (1,1)b(x) =
K({(v,1)/K)b(x), et le taux de mort K ((1;,1)/K)(d(z) + a(x,z)({(1,1)/ K)).
Si Deffectif initial de la population est proportionnel & K, on retrouve un cas
particulier de la renormalisation classique des processus de sauts a valeurs
dans Z? étudiée dans le chapitre 11 de Ethier et Kurtz [28].

Guidés par ces observations, posons

MK:{%V:VEM}CMF,
ou M est 'ensemble des mesures positives finies sur X.

Le taux de mort d un individu de trait x dans une population v=KvE&
séerit alors d(z) + [(a(zy)/K)v(dy )+ [ o K (dy).

On peut donner une constructlon snnllalre a (2) du processus de Markov
(vt > 0) a valeurs dans M¥ | dont le générateur infinitésimal s’écrit, pour
toute fonction mesurable bornée ¢ : M% — R,

o)~ [ [o(v+ %) - 00| (1 n()b(o) ()

/ /R[ ( h) - ¢(v)} pu(x)b(x)ym(z,dh) (Kv(dz))
/xlgb (V - 5_12) B ¢(’/)} (d(f”) +/Xa(l’,y)7/(dy)> (Kv(dz)). (3)
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Le résultat suivant montre que la renormalisation de «(:,-) en 1/K avec
K — 400 correspond effectivement a une asymptotique de grande popula-
tion:

Théoréme 1 (Fournier et Méléard [33]) Sous (H), considérons une sui-
te de processus (V%) >1 de générateurs infinitésimauz (3), telle que vE con-
verge en loi pour la topologie vague sur Mg quand K — 400 vers une mesure
déterministe, positive et finie, & sur X, et que supy~; E[(,1)3] < 4o0.
Alors, pour tout T > 0, la suite (V%) converge en loi dans D([0,T),Mp) pour
la topologie de Skorohod, vers une fonction déterministe et continue (§)cjo,r),
unique solution satisfaisant Sup,epo (&,1) < +oo de l'équation aux dérivées
partielles faible, définie pour toute fonction f : X — R mesurable bornée,
par

nf) = (& f) + / (u(dz) (1 — () b() () ds
+ [ (stanmtana) [ s+ mmenan)as

_ /O t <§s(da:),f(x) (d(x)+ /X a(x,y)ﬁs(dy)»d& (4)

Ce théoreme donne une interprétation microscopique a certains modeles
classiques d’évolution de type EDP intégrales en population infinie (cf. Ki-
mura [47], Biirger [7], Biirger et Bomze [8] et Diekmann et al. [20]).

Remarque 1 Observons que, dans le cas ot p = 0 et vl = nffd, (une
population monomorphique) avec nf¥ — ng quand K — +o0o, la fonction &
du théoréme s’écrit & = n(t)d,, ou n(-) est solution de l’équation logistique
classique

n=n(b(z) —d(x) — a(z,x)n) et n(0)=no. (5)

De méme, sip =0 et ul$ = ng*8,4+ng Y8, (une population dimorphique)
avec g — n¥ et ng? — n¥ quand K — +oo, la fonction £ du théoréme
s’écrit & = ny(t)d; + ny(t)d,, avec ny(0) = nf, n,(0) =ng, et

Ny = ng(b(x) — d(z) — a(z,x)n, — alz,y)n,)

o (bl — dl) — B (6)
iy = ny(b(y) (y) — aly,@)ne — aly,y)ny),

Plus généralement, si la condition initiale est k-morphique (c’est-a-dire

composée d’individus présentant k valeurs distinctes des traits) et converge

vers un €état déterministe k-morphique & = Zle ngiémi, alors, pour tout
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t>0, & =0 g, (t)d,,, avec

J=1

Mg, = N, (b(xi) —d(x;) — Za(xi,xj)nxj> , Yie{l,....k}. (7)

Ces résultats sont en fait des cas particuliers des résultats du chapitre 11

de [28].

Fournier et Méléard [33] démontrent ce théoreme en prouvant la tension
des loi des processus v grace aux criteres d’Aldous [1] et de Rebolledo
(cf. [44]), puis en identifiant la loi limite grace au probleme de martingale
associé.

1.3 Simulations numériques

Nous avons réalisé des simulations numériques du processus v pour deux
modeles simples tirés de la littérature biologique. La simulation se fonde
sur la méthode d’acceptation-rejet de la construction (2). Le source C du
programme se trouve en annexe B.

Exemple 1 1l s’agit d'un modele tiré de Kisdi [49], pour lequel les pa-
rametres sont

X =104, dx)=0, ulz)=p

bw) = 4z, a(x,y):2<1— ! )

1+ 1.2exp(—4(z —y))

et m(x,dh) est une loi gaussienne de variance o2 conditionnée a ce que le trait
mutant reste dans X = [0,4]. La fonction a(x,y) ne dépend que de = — y et
tend vers 0 quand z —y — 400 et vers 2 quand x —y — —o0. Cette fonction
modélise donc une compétition asymétrique en faveur des traits grands (x
ressent peu de compétition d’un trait y plus petit, mais une forte compétition
d’un trait y plus grand). Puisque le taux de naissance est favorable aux traits
petits, on s’attend a ce que I’évolution sélectionne un trait optimal.

Exemple 2 Ce modele est tiré de Dieckmann et Doebeli [16]. Les pa-
rametres sont

X =[-22], d(z
bx) = exp(—22/20%),

\.H ~—
&
| =
&
g B
— H
I N~—
=l
I =
&

(Y]
~

)

R)
o
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et m(x,dh) est une loi gaussienne de variance o2 conditionnée & ce que le

trait mutant reste dans X = [—2,2]. Cette fois, la compétition est symétrique
et les données du modele se réduisent a deux parametres seulement (outre
w, o et K): o qui indique la taille de la zone ou le taux de naissance est
grand (autour de x = 0), et 0. qui indique la portée de la compétition. On
peut alors s’attendre a ce que la population se concentre au maximum de b,
a moins que la compétition entre individus tres semblables ne soit trop forte
et “pousse” la population a se diversifier.

Nous avons réalisé des simulations de ces deux modeles, en partant d'une
condition initiale monomorphique et en faisant varier les parametres u, K,
o, 0} et o., dont nous montrons un échantillon dans les figures suivantes.
La partie supérieure de ces simulations utilise un code de couleurs pour
représenter le nombre d’individus d’un trait & donné. La correspondance
entre couleurs et effectifs est représentée sur 'axe des ordonnées de la partie
inférieure des simulations, qui montre 'effectif total de la population ainsi
que les effectifs de chaque “branche” (zone de l'espace des traits contenant
une partie de la population, séparée d’une autre par une “large” zone vide),
le cas échéant. Ces derniers sont représentés avec un code de couleurs afin
de distinguer a quelle branche correspond 'effectif affiché: la branche avec la
plus grande valeur du trait est représentée en violet, puis celle avec la valeur
du trait immédiatement inférieure en bleu, puis rouge, orange et enfin vert
(5 branches au maximum).

Les simulations montrent une tres grande variété de comportements. Ce-
pendant, lorsque K et ¢ ne sont pas trop grands (¢ < 0.1 et K < 5000),
la population évolue selon un scenario général relativement stable (cf. fi-
gures 1 (a) (b) (d), et figures 2 (a) et (b)): elle reste d’abord concentrée
autour d'une valeur de trait qui se déplace progressivement vers un trait
x* proche de 3.5 dans I'exemple 1, et 0 dans I’exemple 2. Une fois ce point
atteint, la population se stabilise, ou peut parfois se scinder en deux sous-
population concentrées autour de deux valeurs distinctes de traits qui co-
existent et évoluent jusqu’a un nouvel équilibre, ou la population peut se
stabiliser ou de nouveau se scinder (ce phénomene est appelé branchement
évolutif ).

Afin de mieux comprendre ces phénomenes, les biologistes se sont inté-
ressés au cas ou les mutations sont rares (u petit), sur lequel est fondée
la théorie des dynamiques adaptatives. Les simulations montrent alors qu’a
chaque instant, au plus deux ou trois traits sont présents dans la population.
L’évolution procede d’abord par sauts (cf. figure 1 (c) et figure 2 (c)), avec
apparitions puis invasions successives de traits mutants, qui remplacent le
trait leur ayant donné naissance (appelé trait résident). Une fois la population



10 Introduction

0 t 0 t
0 1000 2000 3000 0 100 200 300 400 500 600 700 800
300 N 9000
200" 6000
100 L 3000 -
0] ) t 04 t
0 1000 2000 3000 0 100 200 300 400 500 600 700 800
(a) p=0.1, K =100, o = 0.03. (b) p=0.1, K = 3000, o = 0.03.
4% 4 %
_ e T
— I 'Mﬁv‘w"‘aﬂ
— ﬁw‘”ﬁ’
_ fﬁjj
2] 2 /
- /
0 t 0 t
0 5000 10000 0 10000 20000 30000
900N 900 N
600 600
300 T 300
0 04 t
0 5000 0 10000 20000 30000
(¢) u=0.00003, K =300, ¢ = 0.2. (d) =1, K =300, 0 = 0.001.

Fi1c. 1 — Ezemple 1. Simulations



1. Modélisation individuelle: systeme de particules en interaction

11

t
0 5000 10000 0 10000
3000, 3000,
2000 2000
1000 1000
0] t 0l g 3 .
5000 10000 0 10000

(a) p = 0.05, K = 1000, o = 0.01, 0. = (b) p = 0.05, K = 1000, ¢ = 0.01, o, =
0.8, o = 0.9. 0.5, o, = 0.9.

100000

1000

0]
0 100000

(¢) u = 0.0001, K = 500, ¢ = 0.08, 0. =
0.4, O = 1.

Fi1G. 2 — FExemple 2. Simulations



12 Introduction

arrivée au voisinage de z*, il peut y avoir coexistence de deux traits ou plus
(le trait ayant donné naissance au mutant ne disparait pas).

Cette these porte principalement sur I’étude des conséquences mathéma-
tiques de cette hypothese de mutations rares concernant la phase de conver-
gence vers le point 2* (avant un éventuel branchement).

L’approche des dynamiques adaptatives fournit aussi, comme nous le ver-
rons brievement dans le chapitre I section 3.1, une explication biologique au
phénomene de branchement évolutif et un critére y conduisant (cf. page 59).
L’accord de ce critere avec les simulations numériques n’est cependant pas
parfait. En effet, certaines simulations de 'exemple 1 (qui satisfait le critere
de branchement) ne présentent pas le phénomeéne de branchement évolutif
(cf. figures 1 (a) et (d)). De plus, pour les parametres de I'exemple 2, le
critere de branchement correspond a la condition o, < 0y, alors qu’une étude
numérique suggererait plutot un critere de la forme o, 2 01 /2 (comparer les
figures 2 (a) et (b)). L’étude mathématique du phénomene de branchement
n’est encore que partiellement comprise, et peut constituer une direction
intéressante de prolongement du travail de cette these.

2 Résumé des chapitres I a IV

Chaque chapitre est indépendant des autres et utilise ses propres nota-
tions.

Le premier chapitre de cette these présente I’approche heuristique, suivie
par les biologistes, de la dynamique adaptative d'une population. Les deux
chapitre suivants portent sur la justification mathématique de ’heuristique
biologique présentée dans le premier chapitre, en appliquant une asympto-
tique originale au modele particulaire présenté dans la section précédente.
Nous obtenons ensuite dans le chapitre III une famille de modeles d’évolution
par diffusion indexée par un parametre € > 0, avec dérive discontinue et dif-
fusion dégénérée. Ces diffusions sont étudiées en détail dans le chapitre IV,
ol l'on prouve notamment un principe de grandes déviations quand € — 0,
et ou 'on applique ce résultat a I'étude du temps et du lieu de sortie d’un
domaine attracteur par ces diffusions.

2.1 Chapitre I: la biologie des dynamiques adaptatives

Ce chapitre présente les prérequis, les idées et les principaux résultats
biologiques sur le dynamiques adaptatives, afin de familiariser le lecteur ma-
thématicien avec cette théorie récente. Cette présentation met en lumiere, de
maniere originale et aussi rigoureuse que possible, ’enchainement des idées
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biologiques, leurs limites et les difficultés qui leur sont associées. Nous avons
en particulier détaillé les hypotheses biologiques nécessaires a cette étude,
rarement explicitées dans la littérature biologique. Nos sources principales
sont Metz et al. [61, 59], Dieckmann et Law [18] et Diekmann [19].

Un tel chapitre nous a paru nécessaire pour plusieurs raisons. En premier
lieu, le travail de défrichage de la littérature biologique conduisant a cette
présentation a constitué l'indispensable premiere étape de cette these. En
outre, ce chapitre permet de comprendre le cheminement et les méthodes
mathématiques des chapitres suivants, ainsi que I'intérét biologique de notre
travail. D’autre part, il fournit une justification relativement convaincante
des modeles biologiques, et introduit un modele nouveau, objet de 1’étude
du chapitre III. Enfin, cette présentation éclaircit les notions d’équilibres
évolutifs et de points de branchement, évoquées au cours de I’étude numérique
de la section 1.3, et permet d’envisager diverses perspectives a notre travail.

Les modeles obtenus dans le chapitre I décrivent ’évolution globale des
traits présents dans la population, mais s’expriment en fonction d'un cer-
tain nombre de parametres individuels. Nous allons les écrire ici en fonction
des parametres b, d, o, p, m et K du processus (vX,t > 0) de la section
précédente.

Modele TSS monomorphique
Le premier modele s’obtient sous les hypotheses:

Hypotheses biologiques
(HB1) les mutations sont rares (u petit) ;

(HB2) Tleffectif de la population est grand (K grand) ;

et sous une hypothese supplémentaire interdisant la coexistence a long terme
de deux traits distincts (cf. chapitre I section 2.4). L’évolution procede alors
par sauts dans I'espace des traits X de maniere markovienne. La population
est en tout temps monomorphique, et des mutants envahissent et remplacent
le trait résident a une échelle de temps infinitésimale par rapport a 1’échelle de
temps des mutations. Ce modele est appelé trait substitution sequence (TSS)
monomorphique (cf. [59] et [18]), et son générateur infinitésimal s’écrit, pour
toute fonction ¢ mesurable bornée sur X,

[f(:L‘ + h,:L‘)]_;,_

Apla) = [ (ola+ ) = ela)u(aple)n, L

m(x,dh), (8)
ou [-]; désigne la partie positive, ou la fonction de fitness

fly,z) =0(y) — d(y) — a(y,2)n. 9)
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mesure 'avantage sélectif du trait mutant y par rapport au trait résident x,
et ou

_ b(z) —d(x)
T afr,r)
est 'unique équilibre stable de la dynamique déterministe (5) d'une popula-
tion monomorphique de trait x.

Nous ne détaillerons pas ici le raisonnement biologique conduisant a ce
modele. Retenons cependant que (HB1) induit une séparation entre I’échelle
de temps des mutations et celle des naissances et des morts (ce point sera
précisé dans (14)), et que (HB2) permet de prévoir I'issue de la compétition
entre un trait résident et un trait mutant en supposant que leur dynamique
est déterministe et régie par (6).

L’équation canonique des dynamiques adaptatives

En supposant de plus:

Hypothese biologique
(HB3) les mutations sont de petite amplitude,

Dieckmann et Law [18] ont proposé une approximation du modele T'SS mo-
nomorphique, dans le cas ou X C R et ou la mesure m(zx, ) est symétrique
pour tout z € X (c’est-a-dire que m(z,A) = m(z,A°) pour tout A C R me-
surable, ot AY désigne le symétrique de A par rapport & 0), sous forme de

I'EDO suivante: 2( )
dr o“(x
g - 1
dt 2 M(x>nzalf(xax)a ( 0)

olt 0%(x) désigne la variance de la mesure de probabilité m(x,-).

Modele TSS k-morphique

Si l'on adjoint & (HB1) et (HB2) une hypothese imposant que la popula-
tion reste k-morphique en tout temps (c’est-a-dire que la compétition entre
k + 1 traits distincts conduit a long terme a la disparition d'un seul de ces
traits), on obtient un processus de saut & valeurs dans X*, que nous appelle-
rons modele TSS k-morphique. 1l s’agit d’un modele original en dynamiques
adaptatives, généralisant le modele T'SS monomorphique. Son générateur in-
finitésimal est donné, pour toute fonction ¢ mesurable bornée sur X*, par

Ag(x) = Z /Rd(aﬁ(x + (h)i) = 0(x))gi(wi + h;x)[ym(widh), — (11)
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ot x = (w1, ...,21) € X¥ et olt (h); est le vecteur nul, sauf a la i®™coordon-
née qui vaut h, et ou

_; fly; o, a)
gl(yv Liy e ,l'k) = M(xl>b(xl)n(aﬁ1 ..... TK) b(y) ) (12)
avee Mgy, o) = (ﬁ%xl ..... 2)7 ,ﬁ’(“xl ..... xk)) I'unique équilibre stable (cf. cha-

pitre I section 2.5) de (7), et avec

f(y7 L1y ,l'k) = b(y) - d(y) - Za(yaxz)ﬁﬁml ..... TE)"

2.2 Chapitre II: justification du processus de saut mo-
nomorphique des dynamiques adaptatives a partir
du modele individu-centré

Nous établissons dans ce chapitre la convergence du modele individuel
vers le processus TSS monomorphique ci-dessus, lorsque la probabilité de
mutation tend vers 0 en méme temps que K — +oo. Il s’agit d’un résultat
de séparation d’échelles de temps entre les mutations, et les événements de
naissance et de mort. Pour ce, introduisons un parametre ux € [0,1] tendant
vers 0 quand K tend vers l'infini, et multiplions la probabilité de mutation
u(+) par ug. Le générateur du processus (vt > 0) de la section 1.2 s’écrit
alors, pour toute fonction mesurable bornée ¢ : MX — R,

2=k [ o (v+3) - 00| (1 = wxutepionan
+K /X /R d [gb (1/ + 5”;”) - gb(u)} wrep(2)b(x)m(x,dh)v(dz)

v [ Jo(v=15) =00 (a0 + [ atoapwtan ) vian, 3

et v peut étre défini par une équation analogue a (2).

Nous aurons besoin, en plus de ’hypothese (H) introduite a la section 1.1,
des hypotheses:

(H1) Pour tout x € X, p(x) > 0 et b(x) — d(z) > 0, et il existe a > 0 tel
que
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(H2) Pour tout z € X fixé, pour presque tout y € X' (au sens de la mesure
de Lebesgue),

(H2) assure que, soit I'équilibre (7,,0) du systeme (6) est stable, soit (0,72,)
l'est, et dans ce dernier cas, toute solution de (6) avec condition initiale dans
(R*)? converge vers cet équilibre quand ¢t — 400 (cf. I'hypothese (HB5’) de
la section 2.4 du chapitre I, et 'annexe A).

Le principal résultat de ce chapitre s’écrit :

Théoréme 2 (I1.1.1) Supposons (H), (H1), (H2),

VC >0, exp(—CK) < ug < (14)

Klog K

et vl = (i /K)0, pour un x € X fixé et pour une suite (k) € NV telle que
vi /K — v > 0. Alors, le processus (z/tl/(KUK,t > 0) défini ci-dessus converge
au sens des lois fini-dimensionnelles pour la topologie de M g induite par les
applications v — (v, f) ou f parcourt I’ensemble des fonctions mesurables
bornées sur X, vers le processus

v — YOy sit=20
e ﬁxtéxt st > O,

ou le processus de Markov (X¢,t > 0) a pour générateur infinitésimal (8), et
pour état initial x.

Quelques remarques s’imposent sur ce résultat :

1. La renormalisation du temps en 1/Kug revient a se placer a 1’échelle
de temps des mutations. En effet, la taille de la population est propor-
tionnelle a K, et chaque individu donne naissance a un mutant a un
taux proportionnel a ug. Ainsi, le taux global d’apparition d’'un mu-
tant est proportionnel a Kug. Le théoreme 2 signifie qu’a 1’échelle de
temps des mutations, la population est en tout temps monomorphique,
et que la phase de remplacement d’un trait résident par un trait mutant
a lieu sur une échelle de temps infinitésimale par rapport aux muta-
tions. C’est la condition (14) qui conduit a cette séparation d’échelles

de temps, et qui fournit la formulation mathématique convenable de
I'hypothese (HB1).
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2. Il est indispensable de prendre simultanément les deux limites pour ob-
tenir le modele T'SS monomorphique. D’une part, effectuer d’abord la
limite K — 400 puis ¢ — 0 ne pourrait donner un processus stochas-
tique, puisque la premiere limite donne un processus déterministe (cf.
théoreme 1). D’autre part, effectuer la limite p — 0 sans faire tendre
K vers l'infini ne donnerait rien. En effet, si ’on construit le proces-
sus v a l'aide de la formule (2) en remplacant pu(-) par uu(-) afin de
faire tendre u vers 0, un calcul élémentaire (cf. theorem 2.1 chapitre II)
montre que, indépendamment de u, le nombre total d’individus dans la
population est dominé stochastiquement par un processus (Z;,t > 0)*
de naissance et mort “logistique” de transitions de ¢ a © + 1 avec taux
2bi, et de i & i — 1 avec taux «ai®. Or, & cause de 'hypothese o > 0,
on montre facilement (cf. remarque 2.1 chapitre 1) que le processus Z
s’éteint presque stirement en temps fini. placer a I’échelle de temps des
mutations (en ¢/u) conduirait le processus a l’extinction presque pour
tout £ > 0 lorsque u — 0.

3. 1l est impossible d’obtenir un résultat de convergence fonctionnelle, a
cause de la discontinuité a droite en t = 0 du processus Y, qui n’est donc
pas cadlag. Plus généralement, la phase de remplacement d'un trait
résident par un trait mutant conduit a une discontinuité du processus
qu’il est difficile de controler.

4. Ce résultat est différent des résultats de séparation d’échelles de temps
du chapitre 7 de Freidlin et Wentzell [34] ou du chapitre 3 de Skorohod
et al. [71] (principe de moyennisation), d’'une part a cause de I’absence
d’hypothese d’ergodicité (cf. [71]), d’autre part parce qu’il combine
deux limites simultanément.

Idée de la preuve

Elle se fonde sur deux ingrédients: la convergence dune population mo-
nomorphique vers sa densité d’équilibre et 1’étude du phénomene d’invasion
d’un mutant dans cette population.

Le premier de ces problemes résulte des grandes déviations pour la conver-
gence de v vers n(t)d,, ou n(t) est solution de (5), lorsque u = 0 et yi*
est monomorphique (cf. remarque 1 page 7). Toute solution de 1’équation
logistique (5) de condition initiale strictement positive converge vers 7.
Les grandes déviations pour de tels processus de naissance et de mort sont
connues (cf. Dupuis et Ellis [24]), et permettent de montrer que le temps
pendant lequel le processus stochastique reste dans un voisinage de sa limite
(probleme de sortie de domaine, cf. Freidlin et Wentzell [34]) est de l'ordre
de exp(KC') pour une certaine constante C' > 0.
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Or, lorsque ug est petit, le processus v* issu d'une condition initiale

monomorphique est proche du méme processus avec p = 0, tant qu’aucune
mutation n’a lieu. Ainsi, 'inégalité de gauche dans I'hypothese (14) permet
d’assurer qu’avec une grande probabilité, le processus v% issu de (yx/K)d,
est proche de n,0, a I'instant de la premiere mutation. La preuve de cette
assertion (lemme 3.1 page 83) utilise des résultats de domination stochastique
entre (v,1) et des processus de naissances et de morts de type logistique.
L’étude du second probleme peut étre résumée par la figure 3 ci-apres.
Nous distinguerons trois phases dans l'invasion d'un mutant y dans une po-

pulation monomorphique de trait x, et la compétition qui s’ensuit :

effectifs

0 t1 to ts t

F1G. 3 — Les trois phases de l'invasion et de la fixation d’un mutant y dans
une population monomorphique de trait x.

— La phase d’invasion (entre 0 et ¢;) que nous interpréterons comme le
passage de la densité de mutants (v/,1;,) de 1/K (un seul individu)
a un niveau € > 0 fixé ayant vocation a tendre vers 0. Le temps d’arrét
t; correspond donc au temps d’atteinte du premier entier supérieur ou
égal & e K par le nombre de mutants K (1, 1¢,;). Tant que la densité de
mutants est faible, la dynamique de la population résidente est proche
de ce qu’elle serait en 'absence de mutants, donc (1, 1y,y) reste proche
de n,. Le taux de mort d'un individu de trait y est alors approximati-
vement égal a la constante d(y)+ a(y,x)n,, et effectif des mutants suit
approximativement un processus de branchement binaire, pour lequel
la probabilité d’atteindre e K tend, quand K — +o0, vers sa probabilité
de non extinction, qui vaut [f(y,z)]+/b(y), ou f est définie dans (9).
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— Une fois I'invasion réussie, d’apres la remarque 1 page 7, la dynamique
des deux traits x et y est, avec grande probabilité, proche de la solution
du systeme d’EDO (6) avec condition initiale (7n,,), représentée en
pointillés dans la figure 3 entre t; et t5. Or, (H2) garantit que, lorsque
f(y,x) > 0, cette solution converge vers (0,n,) quand t — +oo. Ainsi,
avec grande probabilité, la densité de mutants atteint tout voisinage de
son équilibre 7, donné a l'avance, et la densité de résidents atteint le
niveau ¢ petit, au bout d’'un temps fini 2.

— Enfin, une heuristique similaire a celle de la premiere phase montre
que la population résidente suit approximativement un processus de
branchement binaire de taux de naissance b(x) et de taux de mort
d(z) + a(x,y)n,. (H2) garantit que ce processus de branchement est
sous-critique, et donc que la population résidente s’éteint en un temps
fini t3 avec grande probabilité.

Cette heuristique est rendue rigoureuse dans le lemme 3.2 du chapitre 11,
en utilisant diverses dominations stochastiques des processus (v 1g,y) et
(vf£14,). La preuve nécessite en outre des résultats sur les processus de
branchement, qui permettent de montrer que les temps t; et t3 — t5 sont
de l'ordre de log K, tandis que t5 — t; est borné, avec grande probabilité.
Ainsi, l'inégalité de droite dans '’hypothese (14) garantit que l'invasion et
la fixation d’un mutant ont lieu a une échelle de temps infinitésimale par
rapport a I’échelle de temps des mutations.

La preuve du théoreme se conclut en examinant, pour ¢ > 0 fixé, la loi de
I’état de la population I/tl/( Kuy €1 fonction du nombre aléatoire de mutations
ayant eu lieu entre 0 et ¢/ Kug. Pour chacune de ces mutations, on connait la
probabilité d’invasion et de fixation du mutant et on peut borner la durée de
ces événements. Une délicate utilisation en cascade de la propriété de Markov
forte permet de conclure.

2.3 Chapitre II1: ’équation canonique et le modele de
diffusion

Certains des résultats de ce chapitre ont fait I'objet d’une publication
écrite en collaboration avec Régis Ferriere et Gérard Ben Arous, parue dans
la revue Selection [10].

L’objet de ce chapitre est d’obtenir rigoureusement une équation cano-
nique des dynamiques adaptatives plus générale que (10) a partir du proces-
sus TSS k-morphique de générateur infinitésimal (11), puis d’en déduire un
modele de diffusion approchant ce processus.
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Equation canonique k-morphique

Afin d’effectuer une asymptotique des petits sauts sur le processus TSS
k-morphique, introduisons un parametre ¢ > 0, et multiplions 'amplitude
des sauts par ¢, ce qui revient a remplacer la mesure de sauts m(x,dh) par
m(z,dh/e). Il est alors nécessaire d’accélérer le temps pour obtenir une limite
non constante. La renormalisation convenable, en 1/¢% n’est pas standard,
et conduit (apres changement de variable) a introduire le générateur infi-
nitésimal suivant :

Ap(x) = = 3 /R (60t (h):) = 960l + hix)]ym(aidh),  (15)

g2 4

ou g; est définie dans (12). Notons qu’'un processus engendré par cet opérateur

doit rester dans X en tout temps pour pouvoir étre correctement défini. C’est

pourquoi il est nécessaire d’ajouter une hypothese sur X' ou sur m(z,dh) le

garantissant. Nous avons choisi de supposer X convexe et de prendre € < 1.
Nous obtenons alors le résultat suivant :

Théoréeme 3 (II1.3.1) Sous des hypothéses de régularité et de bornitude sur
gi et m(x,dh), considérons, pour tout € €]0,1], un processus de Markov X*
de générateur infinitisimal (15) et de condition initiale X§ € X* bornée dans
L' et convergeant en loi vers une variable aléatoire Xy quand € — 0. Alors,
(X®).s0 converge en loi pour la topologie de Skorohod dans D(R,,X*) vers le
processus (X (t) = (x1(t),...,xx(t)),t > 0) d’état initial X, et de trajectoires
Ct déterministes, solutions du systéme d’EDO

dz i
dt

= / hlh - V1gi(x; X)) m(z;,dh) pour 1 <i <k, (16)
R4

ot V1g; désigne le gradient de g;(y; X) par rapport a la premiére variable y.

On retrouve ’équation (22) de la section 3.2 dans le cas particulier ou
k=d=1et m(z,) est symétrique pour tout x € X. Grace au théoréme 2,
on obtient donc une justification mathématique rigoureuse de I’équation ca-
nonique des dynamiques adaptatives a partir d’'un modele particulaire indi-
viduel.

Remarquons que, pour qu’une solution de (16) soit définie sur R, il faut
qu’elle ne sorte pas de X*. Nous avons choisi de résoudre ce probleme de
modélisation en supposant non viables les traits & la frontiere! de X™. Ceci

1. Dans le chapitre I1I, nous supposons en fait X’ ouvert, ce qui se justifie biologiquement
par le fait que tout mutant né d’un trait = viable et suffisamment proche de x, est aussi
viable.
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s’exprime biologiquement par la relation g;(x) = 0 lorsque z; € dX. On
prolonge aussi l'application z — m(z,dh) par dy a la frontiere de X.

Le seconde difficulté tient a la mauvaise régularité du générateur A° et des
coefficients du systeme (16), du fait de la présence de parties positives [-],.
Ceci conduit a des hypotheses de régularité pour m(-,dh) faisant intervenir
des métriques de Kantorovich sur des espaces de mesures (cf. Rachev [65]).
Ces hypotheses permettent en particulier de montrer I'existence globale en
temps des solutions de (16).

La preuve en elle-méme est fondée sur la propriété de tension, et la pro-
priété de martingale. La tension ne pose pas de probleme et découle du critere
d’Aldous [1]. La principale difficulté pour établir la propriété de martingale
consiste a montrer la convergence des générateurs, du fait de la présence des
parties positives, ici encore. Un développement limité de l'expression (15)
conduit, au premier ordre, a 'opérateur

A (x) = Z /Rd(h -Vig(x))[h - Vagi(wi; x)]ym(wi,dh) = b(x) - Vo(x)

engendrant le processus X du théoreme 3, ou V;¢ désigne le gradient de
¢(x1, ... ,xx) par rapport a la i°™€ variable x;, ol - désigne le produit scalaire
usuel, et ol b(x) = (b!(x),...,b%(x)) avec

b(x) = /R b Vgl 0] dh),

Approximation diffusion

Nous cherchons ensuite a dériver du processus de saut TSS k-morphique
un processus de diffusion. Il y a plusieurs motivations biologiques a cette
recherche.

L’un des inconvénients des modeles TSS tient au fait que ’ensemble des
traits accessibles par mutation a partir d’une population donnée, est limité
par le signe de la fonction de fitness. Par exemple, dans le cas monomor-
phique, pour f générique, puisque f(z,z) = 0, 'ensemble des traits mutants
pouvant envahir une population de trait x est délimité par la courbe définie
implicitement par {y : f(y,x) = 0}, et est donc, au voisinage de z, limité
a un demi-espace. Il s’agit d’'un comportement peu réaliste du point de vue
biologique, parce que les populations naturelles sont soumises a des fluctua-
tions aléatoires (dérive génétique, cf. Kimura [46, 48]), et que 'invasion de la
population par un mutant légerement désavantagé est toujours possible. De
ce point de vue, (HB2) est une hypothese excessive. Un processus de diffusion
peut rendre compte de toutes les possibilités d’invasions.
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Par ailleurs, une diffusion sur R? avec d > 2 sort en général en temps
fini avec une probabilité positive de tout domaine borné, alors que ce n’est
pas forcément le cas pour le processus TSS. Il est en particulier facile de
construire des fonctions de fitness dont la configuration de signe empéche
tout éloignement d’une singularité évolutive. Ce comportement est irréaliste
a longue échelle de temps, ou l'intuition biologique suggere la possibilité
de changements, graduels ou brutaux, de 1’état global de la population (cf.
Rand et Wilson [66]). Dans 'optique de I’étude de 'évolution en temps long,
question biologique fondamentale, un processus de diffusion est donc biolo-
giquement plus réaliste.

La méthode mathématique (cf. Ethier et Kurtz [28] chapitre 11) consiste,
partant d’une famille de processus de générateurs L° (¢ > 0) convergeant
vers un opérateur L° lorsque ¢ — 0, & effectuer un développement limité au
premier ordre de L® autour de cette limite, et a ne garder que les termes
d’ordres 0 et 1. On obtient une famille d’opérateurs de diffusion (E5)5>0.
Ethier et Kurtz appellent approzimation diffusion un processus généré par
L=,

De telles diffusions ne correspondent cependant pas a un processus limite
de la suite de processus considérée, comme c’est le cas pour les approxima-
tions diffusions du type du principe d’invariance de Donsker (cf. [28] cha-
pitre 7). Ethier et Kurtz montrent cependant, dans le cas d’une famille de
processus de naissances et morts, que I'approximation par les diffusions ob-
tenues avec la méthode précédente, est du méme ordre que celle fournie par
le théoreme de la limite centrale ([28] chapitre 11).

Un développement limité délicat de la formule (15) donne:

A (x) = Ap(x) + o(e)

avec

A0 =(b0x) + ) V909 + 53 3 a1 (5. (17

Im<d

ou 9;¢/0;x; désigne la dérivée partielle de gb(xl, oty (5 € X C RY) par
rapport a la 1me coordonnée de la i€ variable z;, et avec les parameétres

bx) = (b'(x),....0F(x)),

1
—/ h(h*Hygi(x;; x)h)m(x;,dh)  siVigi(z;;x) # 0,
EZ(X) - % h-V1gi(zi;x)>0}
5 hlh* Hygi(x;; x)h] 2 m(x;,dh) si Vigi(xi;x) = 0,
R4
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ot aip(x) = / hihlh - V13 )] em(zosdh).
Rd

ou Hig; désigne la matrice hessienne de g¢;(y;x) par rapport a la premiere
variable y, et ot h = (hy,...,hs). Nous noterons a’ la matrice (af,,)1<1.m<ds
et a la matrice diagonale par blocs, de blocs a’, . .. ,a".

Ces coefficients ont la régularité suivante:

Proposition 1 (I11.4.2) Sous des hypothéses de réqularité et bornitude sur
g; et m(z,dh), les fonctions a, b et b sont bornées. De plus, a et b sont
continues sur X*, et la fonction b est continue sur X*, sauf éventuellement
auz points de 'ensemble Iy = {X = (x1,...,13) € X* : Vigi(z;;x) = 0}.
Enfin, la matrice a(x) est symétrique positive, non dégénérée si x € X%\
(O(XF)UT), ou T =T, UTy, eta'(x) =0 si Vigi(zs;x) = 0.

Ici encore, ce résultat technique nécessite des hypotheses de régularité sur
m(z,dh), formulées en termes de métriques de Kantorovich.

Il est aisé de voir que b est en général discontinue aux points de I'. Par
exemple, si d =1, k =1 et si m(x,") est symétrique pour tout = € X,

) = Ssigneldig(a: )R 2 / (WS (. dh), (18)

avec la convention que signe(0) = 0.

Puisque la matrice a n’est en général pas uniformément elliptique et que
b nest pas continue, ce processus n'entre pas dans le cadre des résultats
standards du calcul stochastique. En particulier, le probleme de 'existence
faible d’un processus ayant pour générateur infinitésimal A° est difficile, et
nous n’avons pu le résoudre que dans le cas ou k = 1 (et d quelconque),
auquel est consacré le chapitre suivant.

2.4 Chapitre IV : étude du modele de diffusion, gran-
des déviations et probleme de sortie de domaine

Ce chapitre est consacré a I'étude des diffusions X ¢ solution de
dX; = (b(X7) + £b(X]))dt + Ve (X[ )dW, (19)

ou o(z)o(z)* = a(x) dans le cas monomorphique (k = 1) et sous I’hy-
pothese que m(z,) est une mesure symétrique sur R? pour tout r € X.
Les parametres du processus dépendent alors d’une seule fonction g définie
sur X2 et des mesures m(x,dh), et ensemble des singularités évolutives est

I''={xe€X:Vig(zx)=0}.
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Notre objectif biologique est 1’étude en temps long du processus X¢, afin
de comprendre et décrire les changements brutaux de 1’état de la population
aucours de I’évolution (“évolution par équilibres ponctués”, cf. Rand et Wil-
son [66]). Ce probleme se rapporte, mathématiquement, & I’étude du temps
et du lieu de sortie d’'un domaine attracteur par la diffusion X°¢, reposant sur
les grandes déviations de X° quand € — 0, et sur la propriété de Markov
forte (cf. Freidlin et Wentzell [34]). L’étude de ces deux questions constitue
le coeur du chapitre.

En renforgant les hypotheses de la proposition 1, la régularité des coeffi-
cients peut étre améliorée comme suit :

Proposition 2 (IV.2.1) Sous des hypotheses de régularité et bornitude sur
g; et m(x,dh), les fonctions a, b et b sont bornées, a et b, prolongées par 0
hors de X, sont globalement lipschitziennes sur RY, et la fonction b prolongée
par 0 hors de X est continue, sauf éventuellement aux points de I'. De plus,
la matrice a est symétrique, définie positive, si et seulement si v € X\
(0XUT), et nulle sinon. Si l'on définit o(x) comme la racine carrée (au sens
des matrices symétriques positives) de a(x), alors o est bornée, globalement
héldérienne d’exposant 1/2 et localement lipschitzienne dans X \ (0X UT).
Enfin, a(z) = b(x) = b(x) = 0 lorsque z € X UT.

Existence faible, unicité en loi, propriété de Markov forte et pro-
bleme d’atteinte des singularités évolutives

Puisque les points de 0X UT" sont des points ol une solution de (19) peut
s’arréter, on peut construire explicitement une solution faible X¢ de (19)
jusqu’au temps

7 =1inf{t > 0,X; € 0X UT}

par approximation par des diffusions non dégénérées dont I'existence faible
est connue. En posant le processus constant apres 7, on obtient une solution
explicite de (19).

La mise en ceuvre de cette méthode donne:

Théoréme 4 (IV. 3.1) Sous des hypotheses de régularité et de bornitude
sur g et m(z,dh), pour tout v € X, il existe une mesure de probabilité P, sur
C(R,,RY) solution du probléme de martingale associé a (19) avec état initial
x, sous laquelle le processus canonique est constant apres T.

Nous étudierons dans ce chapitre les solutions particulieres de (19) ob-
tenues a partir de la solution P, du probleme de martingales ci-dessus par
la construction canonique sur une extension de C(R,,R?) (cf. Karatzas et
Shreve [45] page 315).
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Lorsque d = 1, les coefficients de la diffusion prennent la forme
1 1
b(a) = 5819(9:;96)/ [h*m(z,dh), a(z) = S|og(w;z) / |h[Pm(z,dh),
R R

et (18) pour b. Au voisinage d’un point xy de T, b(x) se comporte comme
Ci(z — x0), b(x) comme Chsigne(x — ), et a(x) comme Cs|z — x|, ¢’est-a-
dire que o(z) se comporte comme y/Cs|z — zg|. Cerny et Engelbert [11] ont
montré qu’il y a unicité en loi, pour des diffusions sur R tres semblables, si et
seulement si elles n’atteignent pas xg en temps fini. Il semble alors raisonnable
d’étudier dans notre cas la relation entre I'unicité (et, ce qui est souvent lié, la
propriété de Markov forte) et le temps d’arrét 7 = inf{t > 0: X7 € TUOX}.

Théoréme 5 (IV.3.2) Sous des hypothéses de régularité et de bornitude
sur g et m(z,dh), considérons P, une solution du probléme de martingales
associé a (19) avec état initial z, et X le processus canonique associé. Si
P.(t = 00) = 1, alors, il y a unicité en loi pour les solutions de (19) avec
état initial x et X© vérifie la propriété de Markov forte.

Ce résultat s’appuie sur des approximations du processus canonique par
des diffusions pour lesquelles 1'unicité en loi et la propriété de Markov forte
sont connues.

La question de savoir sous quelles conditions P, (7 = 00) = 1 est vraie se
pose alors. Nous obtenons une condition necessaire et suffisante pour cette
égalité lorsque d = 1 (théoremes 3.3 et 3.4 pages 138 et 142), puis nous
donnons des conditions I'impliquant, et d’autres linfirmant, pour d > 2
(théoreme 3.5 page 142). En particulier, il existe pour tout d > 2 des
conditions sous lesquelles il est possible d’atteindre les singularités évolutives
isolées. Ceci tient au fait que o est holdérienne, et non lipschitzienne, a leur
voisinage.

Nous n’expliciterons pas ici ces résultats, mais nous bornerons a donner
une idée de leur preuve. En dimension d = 1, nous utilisons les résultats
d’élimination de la dérive d’Engelbert et Schmidt, ainsi que le critere d’ex-
plosion de Feller (cf. [45] pages 345-348). En dimension d > 2, nous cher-
chons a nous ramener a la dimension 1 en étudiant le processus d(X;,I'). Si,
par exemple, 0 € T'; la formule d’It6 permet d’exprimer || X7|| sous forme
d’une partie a variation bornée et d’'une martingale. Le théoreme de Dubins-
Schwartz exhibe un changement de temps transformant cette martingale en
un mouvement brownien standard. En majorant et minorant la partie dérive
de ce nouveau processus, nous sommes capables de I’encadrer entre deux dif-
fusions dans R, apparentées aux processus de Bessel. Il est aisé de savoir
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si elles atteignent ou non 0, en temps fini ou infini. La derniere partie de la
preuve, délicate, consiste a examiner si ces proprié¢tés sont toujours valides a
I’échelle de temps initiale.

Principe de grandes déviations

Nous montrons ensuite un principe de grandes déviations essentiellement
complet pour X¢, sans avoir recours a I’hypothese que 7 = oo p.s. La méthode
utilisée s’inspire d’un article de Doss et Priouret [23], lui-méme inspiré des
travaux d’Azencott [4]. Il s’agit d’un principe de transfert du principe de
grandes déviations pour la famille (/W ).so, ot W est un mouvement brow-
nien d-dimensionnel (théoreme de Shilder, cf. Dembo et Zeitouni [13] page
185) aux diffusions X¢.

Théoréme 6 (IV.4.1) Sous des hypothéses de régularité et de bornitude sur
g et m(x,dh), et siles points de ' sont isolés, considérons une solution X*
de (19) avec état initial x € X, et constante apres T. Alors, pour tout T > 0,
pour tout ouvert O et tout fermé F de C([0,T],X), tel que C*([0,7],X \ (0X U
') est dense dans F,

liminfeIn P(X*® > —inf [
im inf e In (X*€0)> nd T,0(¥)

limsupe InP(X® € F) < — inf I, (v),
peF

e—0
ot
1 [rT . ,
5/0 [(t) — b ()" (X)) [ (t) — b(xp(2))]dt
It (¢) = si (0) = x, ¢ est a.c. sur [0,T] et constante  (20)
apres l'instant ty, d’atteinte de OX UT,
+00 sinon.

Rappelons brievement la méthode utilisée dans [23]: si X© est solution de
I’EDS
dX; = b (X7)dt + ea(X°)dW;,
avec b° convergeant uniformément vers une fonction b, et avec b, b° et o
lipschitziennes, introduisons la fonction S : C*([0,T],R?) — C%([0,T],R%),
ol C* est 'espace des fonctions absolument continues, définie par

son=v+ (S (6),)ds + / ' 5(5(6),)duds, (21)

et posons

I(¢) = inf{J(¢) : S(¢) = ¥}, (22)
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ou J est la fonction de taux du principe de grandes déviations pour (v/eW ).~o.
Les hypotheses de [23] permettent de montrer que I est une bonne fonction
de taux.

L’image par S de \/eW est proche de X¢ dans le sens suivant : pour toute
fonction ¢ € C%([0,T],R?) telle que ¢(0) = 0 et J(¢) < oo, et pour tout
n,R > 0, il existe § > 0 tel que

limsupeInP(||X* = S(d)[| = n,[|VeW — o[l <9) < —R, (23)
e—0
ou || - || désigne la norme uniforme sur [0,77].

Grace a ce résultat, il est facile d’obtenir la borne inférieure des grandes
déviations en montrant que, pour toute fonction ¢ absolument continue telle
que ¢(0) = 0 et pour tout n > 0, il existe 6 > 0 tel que P(||X* — S(d)]| < n)
est exponentiellement minorée par P(||\/eW — ¢|| < 6), lui-méme exponen-
tiellement minoré par —J(¢).

Concernant la borne supérieure des grandes déviations, si F' est un fermé
de C([0,T],R?) tel que infyepI(¥)) > 0, et si 0 < u < infyep [(1)), alors
U(u):= {1y : I(¢) < u} est compact et U(u)NF = (), donc d(F,¥(u)) =n >
0. En appliquant (23) a toutes les fonctions ¢ € ®(u) := {¢ : J(¢) < u} avec
R > u, on montre alors que P(X® € F) est exponentiellement majoré par
P(\/eW € U), ou U est un voisinage ouvert de ®(u), et cette probabilité est
donc exponentiellement majorée par —u.

Dans notre cas, plusieurs difficultés vont nous obliger a modifier substan-
tiellement ce programme. Premierement, S n’est pas correctement définie
par (21), puisque ¢ n’est pas lipschitzienne au voisinage des points de TUOX .
Il y a existence d’une solution, puisqu’il suffit de prendre S(¢) constant des
qu’il atteint I' U 90X (rappelons que b = b=o0 =0 sur cet ensemble), mais
il n’y a pas nécessairement unicité. Nous choisissons de prendre pour S(¢)
cette solution particuliere et, de maniere similaire, de considérer la solution
particuliere X¢ de (19) constante apres 7. Cette définition de S conduit a la
formule (20) pour I7, défini par (22).

La seconde difficulté vient du fait que la fonction S ainsi 