ai- i0;B2 /2 + H+mH 2i miBHBb iBQM /2 bl E
TOM H2b im#2b +QKTQbBi2b /0;" /0k
1KK Mm2H " > M;2°

hQ +Bi2 i?Bb p2 ' bBQM,
1KK Mm2H " ° M:2 X ai' iG;:B2 /2 + H+mH 2i miBHBb iBQM /2 b( B2b /2
J0;° /GbX Ja+ MB[m2 (T?vbB+bXK2/@T?)X G+QH2 MQ K H2 bmTa B2m
6° Mi BbX i2H@yyyNRd3N

> G A/, iI2ZH@yyyNRd3N
2iiTh,ffi2HX "+?Bp2b@Qmp2 i2bX7 fi2H@yyyN
am#KBii2/ QM d a2T kyye

> G Bb KmHiB@/Bb+BTHBM v GOT24WB p2 Dmbp2 "i2 THm B/BbBIBTHBN
"+?Bp2 7Q i?72 /2TQbBi M/ /Bbb2KIBEBMBR MNQ@T™+B2® " H /BzmbBQM /2 /
2MiB}+ "2b2 "+?2 /Q+mK2Mib- r?2i?@+B2MMiB}2mM2b#/@ MBp2 m "2+?22 +?22- T
HBb?2/ Q° MQiX h?2 /IQ+mK2Mib MK VW+RK2Z2EF IQKHBbb2K2Mib /62Mb2B;M
i2 +?BM; M/ "2b2 "+? BMbiBimiBQWER BM?8 7M#M2I @b Qm (i~ M;2 b- /2b H
#Q /-Q 7 QK Tm#HB+ Q T ' Bp i2T2HRAB+B @2MT2BIpXib X



NS

C ACH A N

ENSC-2005n°63

TH ESE DE DOCTORAT
DE L' ECOLE NORMALE SUP  ERIEURE DE CACHAN

Pesente par
Emmanuel Baranger

pour obtenir le grade de
DOCTEUR DE L' ECOLE NORMALE SUP ERIEURE DE
CACHAN

Domaine :
M ECANIQUE - G ENIE M ECANIQUE - G ENIE CIVIL

Sujet de la these :
Straegie de calcul et utilisation de ®ries de Fourier po ur les tubes
composites ekgracs

These pesenee et soutenuea Cachan le 17 novembre 2005
devant le jury compos de :

P. Le Tallec Professeur -Ecole Polytechnique Pesident

P. Cartraud Professeur -Ecole Centrale de Nantes Rapporteur

C. Hochard Professeur - Universie Aix-Marseille | Rapporteur

L. Blanchard Ingenieur - Alcatel Alenia Space Examinateur

J.-F. Maire Ingenieur - ONERA Examinateur

M. Potier-Ferry Professeur - Universie de Metz Examinateur

O. Allix Professeur - ENS Cachan Directeur de these

Laboratoire de Mecanique et Technologie
ENS Cachan / CNRS-UMRS8535 / Universie Paris 6
61, avenue du Pesident Wilson, F-94235 CACHAN CEDEX (France)






Je remercie I'ensemble du LMT-Cachan au j'ai e ectwe
ma these et en particulier Pierre Ladeweze pour
m'avoir accuellli au sein de ce laboratoire.

Je remercie aussi tes chaleureusement Olivier Allix
pour m'avoir encade etecout durant cette periode.
On n'a pas toujours park mecanique, mais ces discus-
sions m'ont toujours fait avane. Merci de ne m'avoir
pas abandonre dans les moments di ciles.

Bien entendu, je remercie messieurs Patrice Cartraud
et Christian Hochard d'avoir accepe de rapporter
mon nmemoire et monsieur Patrick Le Tallec d'avoir
pesice le jury. Merci aussi aux autres membres du
jury, messieurs Michel Potier-Ferry, Jean-Frarcois
Maire et Laurent Blanchard. Je tiens a remercier
ALCATEL ALENIA SPACE pour son soutien -
nancier et l'inerét pore a mon travail, ainsi que la
DGA/STTCa travers le Programme d' Etudes Amonts

Analyse Multi-Echelle : Recherche Innovante pour
les maeriaux COmposites (AMERICO), coordonre
par 'ONERA.

Un grand merci aussi aux copains, Pierrot et Gilles
(notre captain Americo) mes camarades de jeux sous
Matlab, Frisou capable de maintenir le moral de tout
le monde (parfois méme des imprimantes) ,Mathilde,
David, Sandra, Guillaume et ses canulards, et tous les
membres du LMT-Cachan.

Enn, le plus important, je remercie toute ma famille
et en particulier ma femme Ires et mon Is Maxime
pour leur soutien de tous les jours.

Merci






Table des materes

Table des materes [

Table des gures v
Liste des tableaux IX
Introduction 1
1 Probémea esoudre : contexte, bibliographie, trame d e ktude 5
1.1 Contexte de letude, pesentation des necanismes deegradation 7
1.1.1 Description du tube et de son chargement . . . ... .. 7
1.1.2 Pesentation des necanismes de cegradation des plises 10
1.1.3 Mocklisation des cegradations, les dierenteseclelles . . 10
1.1.4 Conclusion. . . .. .. ... . ... 19
1.2 Probkematique et outils de calcul assoces aux composge. . . . 19
1.2.1 Mocklisations simpliees et e ets de bord enelastice . 19
1.2.2 Simulation en pesence de non lirearies maeriau. . . . 27
1.23 Conclusion. . . .. .. ... ... ... 28
2 Reduction de la zone détude : la probématique du racco rd 31
2.1 Pesentation de la probematique du raccord . . . . . ... ... 33
2.2 Raccord base sur une theorie de poutre simple . . . . .. .. .. 34
2.21 Notations . .. ... . ... ... .. 34
2.2.2 Formulation du probeme poutre . . . . ... ... ... 35
2.2.3 Exploitation et reconstruction du champ solution . .. . 8
2.24 Resultatsnuneriques . . . . .. ... e 39
2.2.5 Conclusion sur les raccords simples . . . ... ... ... 44
2.3 Principe de Saint-Venant . . . . ... ... ... ... ... ... 45
2.4 Threorie exactedespoutres . . . . . . . . .. ... . . 47
2.4.1 Formulation du probeme . . . . .. ... ..., a7
2.4.2 Identication des ogerateurs . . . . ... ... ... 48
243 lustrations . . . . .. ..o 51

Strakegie de calcul et utilisation de sries de Fourier poules tubes [
composites cegradces



Table des materes

25 Conclusion. . . . .. .. 58
Becouplage du calcul sur tube sain par l'introduction de m odes
de Fourieretendus 59
3.1 Motivations et objectifs. . . . ... .. ... oo L. 61
3.2 Formulation du probeme cecoupe . . . . .. ... 62
3.21 Notations . . .. .. ... ... ... ... 62
3.2.2 Ecriture du probeme cecoupke . . . . . ..o 64
3.3 Mise en oeuvreebments nis . . . .. ... .. L. 67
3.3.1 Descriptioneements nis . . . ... .. ... ... ... 67
3.3.2 Programmation orienee objet d'un codeekments nis . 77
3.4 EstimationducoOtdecalcul . . .. ... ... ... ....... 82
3.4.1 Nombre d'operations leesa la esolution d'un probeme . 82
3.4.2 Estimation de I'encombrement nremoire . . . . . .. ... 84
3.5 Applications . . . . ... 86
3.5.1 lllustrations issues de la literature . . . .. ... .. .. 86
3.5.2 Solution surlazonedebord . .. ... .......... 87
3.5.3 Prise en compte de cefauts de celaminage axisynetnges 92
3.6 Conclusion. . . . . . . .. .. 95
Probéme avec cfaut : mise en place et analyse 97
4.1 Mocklisationdes cefauts . . . . . ... ... ... ... ... . 99
4.2 Discetisationeements nis . . . . .. ... 102
4.3 Ecriture du probkemecoupke . . . .. ..o o oL 104
4.4 Developpement de la solution treorique . . . . .. .. .. ... 107
4.5 Convergence de la solution tronqee . . . . . . ... ... ... 20
45.1 Pesentation d'un cas detude simple . . . ... ... .. 110
452 Estimationde max - - - . . o e e e 111
4.5.3 Convergence de la solution tronqee . . . . . .. ... .. 111
4.5.4 Evaluation a priori de l'ordre de troncature . . . . . . .. 111
4.6 Cas d'un cefaut quelconque . . .. ... ... ... ... ..., 113
4.7 Application . . . ... .. 114
4.8 Conclusion. . . . . . . . . . . 116
Probéme avec afaut : nethode de esolution et applic ation 117
5.1 Pesentation du gradientconjugwe . . . .. .. ... .. .. ... 119
5.2 Choix du peconditionneur . . . .. ... ... ... ... ... 121
5.3 Evaluation du conditionnement et validation a posteriori de
l'ordre de troncature . . . . . .. .. ... .. .. ... ... 123
5.3.1 Conditionnement de lanethode . . . . .. .. ... ... 123
5.3.2 Validationa posteriori de l'ordre de troncature . . . .. . 125

Strakegie de calcul et utilisation de sries de Fourier pur les tubes
composites cegrades



5.4 Mise en oeuvre du gradient conjugte etechantillonnage . . . . 125
5.4.1 Inuence du repliement de spectre sur la convergence .251
5.4.2 Inuence de la repesentation du cefaut sur la convergnce131

55 Application . . .. ... 134
5.6 Conclusion . . . . . . . . . 138
6 Analyse des e ets de bord : vers le non lireaire 139
6.1 Mocklisation du maeriau . . . . . . .. . ... ... 141
6.1.1 Mocklisationdesplis . ... ... .. ... ........ 141
6.1.2 Mocktlisation des interfaces . . . . . . ... ... ... .. 153
6.2 Resolution du probeme non lireaire global . . . . .. .. .. .. 154
6.2.1 Probeme de etrence . .. ... .. ... ... .. ... 155
6.2.2 Base des nethodes incementales . . .. ... ... ... 155
6.2.3 Methodes de esolution classiques . . . . ... ... ... 155
6.2.4 Pilotagedescalculs . . .. ... ... ........... 157
6.2.5 Acckration de convergence . . . .. ... .. ... ... 158
6.2.6 Choix des directions de recherche . . . . ... . ... .. 159
6.2.7 Un premier pilotage des calculs . .. ... ........ 162
6.3 Conclusion . . . . . . . . 163
Conclusion et perspectives 165
Annexe A : [ nition des matrices R et P 167
Annexe B : Calcul des matrices de Hooke transfornees 169
Annexe C : Maillage 3D du tube 171
Bibliographie 173

Strakegie de calcul et utilisation de sries de Fourier poules tubes ii
composites cegradces



Table des materes

v Strakgie de calcul et utilisation de sries de Fourier pur les tubes
composites cegrades



Table des gures

1.1 Mise en situation des dierentesbases. . . . . ... .. .. ... 8
1.2 Paranetrage de l'angle d'enroulementdesplis .. ... .... 9
1.3 Paranetrage de la liaison tube/manchon . . . . .. ... .. .. 9
1.4 Fissures transverses et longitudinales dans un compositeetiss 10
1.5 Fissuration transverse et celaminage en pointe de ssure . . . 11
1.6 Fissures longitudinales (intra-torona gauche et inteterons a
droite) . . . . . . 11
1.7 Rupturesde bres . .. .. .. ... . . ... ... .. ... 11
1.8 Modes d'ouverture de ssures . . . ... .. ... 13
1.9 Restriction de la base d'orthotropie pour un calcul de Foier
classique . . . . . . 23
1.10 Notations pour la cecomposition de domaine . . . . . . ... .. 24
2.1 Maillage de I'extemie dutube . ... ... ... ........ 40
2.2 Evolution de xx suivant |1 : cas homogne isotrope . . . . .. 40
2.3 Evolution de xx suivant Il : cas composite . . ... ... ... 41
2.4 Evolution de Uy suivant I1 : cas homogene isotrope . . . . . .. 42
2.5 Evolution de Ux suivant I1 : cas composite . . . . . ... .. .. 42
2.6 Evolution de Ty suivant I1 : cas homogene isotrope . . . . . .. 43
2.7 Evolution de Tx suivant I1 : cas composite . . . . ... ... .. 43
2.8 Evolution de My suivant I1 : cas homogene isotrope . . . . . . . 44
2.9 Evolution de My suivant I1 : cas composite. . . . . .. ... .. 45
2.10 Evolution des contraintes circonkrentielle et axiale (8 MPa) en
fonctonde R . . .. . .. ... ... ... .. 53
2.11 Evolution de la contrainte de cisaillement , (en MPa) en fonc-
tonde R . . .. . . . .. 53
2.12 Evolution de Zd,, (en MPa) en fonctonde R . . . .. ... .. 54

2.13 Evolution de la contrainte axiale (en MPa) en fonction de R . .54
2.14 Evolution de la contrainte axiale (en MPa) dans le tube en

exionsimple . . .. ... 56

2.15 Evolution de la contrainte axiale (en MPa) dans une section
longitudinale dutube . . . . . ... ... .. oL 56
Strakegie de calcul et utilisation de sries de Fourier poules tubes %

composites cegradces



Table des gures

2.16 Evolution de , (MPa) le long de la poutre (z en mm)a l'in-

terface inerieure +20/-20 . . . . ... ... 57
2.17 Evolution du ceplacementu, (mm) dans la sectionz =3r, . . . 57
3.1 Le tube composite et sa cevelopee . . . . . ... oL 62
3.2 Repesentation de la notionde bande . . . ... ... ... ... 66
3.3 Description desekments nis utilies (pli et interface) . . . . . . 68

3.4 Inuence de l'inegration sur le nombre de modesaenegie nulle 69
3.5 Inuence du nombre de points de Gauss sur le conditionnenmen70
3.6 Inuence de lelancement sur le conditionnement pour 1points

de Gauss . . . . . . .. 71
3.7 Inuence de lelancement sur le conditionnement pour 2points

de Gauss . . . . . . . 71
3.8 Poutre sur appuielastique . . . ... ... . o oL 72
3.9 Evolution du ceplacement en fonction del gements lireairesa

gauche et cubiquesadroite ) . . . . ... ... ... ... .. .. 73
3.10 Evolution de la contraintea l'interface en fonction del eements

lireairesa gauche et cubiquesadroite ) . . . . . .. ... .. .. 73
3.11 Evolution du deplacement en fonction du nombre deemeris N

eements lireairesa gauche et cubiquesa droite ) . . .. . . .. 74
3.12 Evolution de la contraintea l'interface en fonction del eements

lircairesa gauche et cubiquesadroite) . . . . . ... ... ... 74

3.13 Evolution de la contraintea l'interface pour dierentes inegrations 75
3.14 Solutiona convergence en fonction de l'inegratiomunerique . 76
3.15 Evolution de la contrainte interfaciale en fonction de l'itegration 76
3.16 Diagramme UML de la class®IATERIAU et des ses descendants 78
3.17 Diagramme UML de la classMIODE_CALC et des ses descen-

dants . . . . . . . 79
3.18 Diagramme UML de la class8 TRUCTURE et des ses descen-

dants . . . . . . .. 80
3.19 Diagramme UML de la classELEMENT et des ses descendants 81
3.20 Nunerotation des noeuds dans une bande . .. .. ... .. .. 83
3.21 Evolution des deformations en fonction de R : peaux homoee

MBILES . . . . 87
3.22 Evolution des contraintes (MPa) en fonction de R : peaux ho-

MOGRIBIEES . . . . o v i e e et e e e e 88
3.23 Evolution des contraintes pour des peaux homogereiees. . . . 88
3.24 Evolution des contraintes pour des peaux feerogenes . . . . . 89
3.25 Evolution des contraintes dans un tube [+55 550= 55=55]

eN eXiON PUIe . . . . . . . v i e 90
3.26 Evolution de la contrainte axiale dans le tube composite . . . .90

Vi Straegie de calcul et utilisation de sries de Fourier pur les tubes

composites cegrades



Table des gures

3.27 Evolution de la contrainte . (MPa) aux interfaces (traction) . 91
3.28 Evolution de la contrainte ,, (MPa) aux interfaces (traction) . 91
3.29 Evolution de la contrainte . (MPa) aux interfaces (traction) . 91

3.30 Evolution de la contrainte ,, (MPa) aux interfaces (exion) . . 92
3.31 Evolution de la contrainte ,, (MPa) aux interfaces (exion) . . 93
3.32 Evolution de la contrainte , (MPa) aux interfaces (exion) . . 93
3.33 Evolution du taux de restitution denergie en fonction de lataille

ducefaut . .. ... ... 94
4.1 Repesentation d'un cefaut en forme de demi-ellipse . . . . . . 100
4.2 Allure d'un cefaut standard mocelise . . . . . ... ... .. .. 101
4.3 Repesentation d'un cefaut apes troncature . . . . .. ... .. 101
4.4 Erreur commise par latroncature . . . . ... ... ... ... 102
4.5 Evolution de l'erreur en fonction de l'ordre de troncature .. . . 112
4.6 Ordre de troncature en fonction de pour une erreur inerieure

alo% ... e 112
4.7 Repesentationdef .. ... .. .. .. ... .. .. .. 113
4.8 Evolution de l'erreur relative en fonction de la largeur d'a cefaut114
4.9 Malillage n d'une sectiondutube . .. ... ... .. ...... 115
4.10 Pe-endommagement dans l'interface inerieure [+@= 20] . . . 115
5.1 Evolution de l'erreur au cours des ierations . . . . ... .. .. 124
5.2 Evolutiondedp pourk=2 ... ... ... ... ........ 130
5.3 Exemple d'endommagement aux points dechantillonnagy . . . . 131
5.4 Reconstruction de I'endommagement sur 32 modes . . . . . . 213
5.5 Evolution de 'endommagement maximum en fonction de I'ordr

de troncature de la ®rie de Fourier . . . . ... ... ... ... 133
5.6 Non convergence du gradient conjugee . . . ... .. ... ... 23
5.7 Description circontrentielle d'un cefaut . . . . . ... ... .. 134
5.8 Maillage ndunesection ... .................. 135
5.9 Convergence du gradientconjugte . . . . . . . . .. ... 35
5.10 Pe-endommagement dans l'interface inerieure [+@= 20]. . . 136

5.11 Evolution de , (en MPa) dans l'interface inerieure [+20= 20]136
5.12 Evolution de | (en MPa) dans l'interface inerieure [+20= 20]137
5.13 Evolution de , (en MPa) dans l'interface inerieure [+20= 20]137

6.1 Evolution du temps d'inegration en fonction de 'endommaement151

6.2 Evolution du comportement en cisaillement pur . . . . .. ... 152
6.3 Denition des axes d'orthotropie de linterface . . . . .. .. .. 153
6.4 Coot de calcul des algorithmes de Newton modie et Newton
gcant:casdelatraction . .. .. .. ... ... ..., 160
Strakegie de calcul et utilisation de sries de Fourier poules tubes Vi

composites cegradces



Table des gures

6.5

6.6
6.7
6.8

Coat de calcul des algorithmes de Newton modie et Newton
ecant: casdela exionsimple . . ... ............. 161
Evolution post-pic du comportement du tube en traction . . . . 63
Nunerotation des deges de libere par circonkrene . . . . .. 172
Nunerotation des deges de libere parrayon . ... ... ... 172

viii

Strakgie de calcul et utilisation de sries de Fourie pour les tubes
composites cegrades



Liste des tableaux

1.1 Caraceristiques necaniques des constituants du pli . . . . . . 7
1.2 Squences d'empilement et dimensions destubes . . . . ... 8
2.1 Caraceristiques du T300/934 . . . . . .. ... ... ... ... 52
3.1 Dierentes epartitions de points de Gauss pour le massif. . . . 69
3.2 Coot des dierentes nethodes de esolution . . ... .. .. .. 83
3.3 Estimation du co0t de calcul (nombre d'ogerations) . . . .. . . 84
3.4 Estimation de I'encombrement nemoire de la matrice degidie 85
3.5 Estimation de I'encombrement nemoire de la solution . . . . . 86
5.1 Comparaison des conditionnements threoriques et caksl. . . . 124
5.2 Comparaison entre taux de convergence kel et treorigu . . . . 124
5.3 \Validationa posteriori de l'ordre de troncature . . . . . .. . .. 125
5.4 Nombre d'ierationsa convergence en fonction de lelsantillonnage 130
6.1 Temps d'inegration nuneriqgue du comportement en cisdle-

ment (en secondes) . . . . . ... 150
6.2 Nombre de esolutions de probemes elastiques en foncin de

lalgorithme choisi. . . . .. ... ... ... ... .. ...... 162

Strakegie de calcul et utilisation de sries de Fourier poules tubes X

composites cegradces



Liste des tableaux

X Strakegie de calcul et utilisation de sries de Fourier par les tubes
composites cegrades



Introduction

Mocklisation et simulation sont de nos jours des mots clefs duetrer d'in-
genieur. En e et, dans ce domaine, une volone de plus en pk forte tenda
mettre en avant la pratique des simulations dans le processuglustriel a n
de guider, de compkter ou de remplacer une partie de I'appche experimen-
tale. On parle alors d'essais virtuels\irtual testing en anglais). Cette volonte
se manifeste actuellementa travers certains programmes decherche natio-
naux ou europeens dans le domaine de I'aeronautique (MAIA, MSCA, ...).
Un des enjeux dwirtual testing en necanique des matriaux et des structures
est la pevision de levolution des endommagements et de laupture aussi
bien en statique qu'en dynamique. Ceci est d'autant plus vraiqur les mae-
riaux composites qui posedent une grande diversie de congtants de base
et d'architectures car ils engendrent ainsi des campagne®siais tes lourdes
et colOteuses. Qui plus est, la gamme d'essais est tes large eteskd sur dif-
erentes echelles, des essais de base aux essais sur structuresassgnt par
dierents niveaux deprouvettes technologiques. Dans lecadre de I'A340-600,
par exemple, le co0t des essais de carackerisation concern&s composites
atteint plusieurs centaines de millions d'euros. Notons que da le domaine
spatial, dans lequel se situe cette trese, le recoursa la simtilan est indispen-
sable a n de valider les moctles utiliees pour la pedicton du comportement
en service.

Cette these s'inscrit dans la probematique duvirtual testing et plus particule-
rement de la toerance aux cefauts de structures composite€ette thematique
est issue d'un probkeme industriel renconte par ALCATEL ALENIA SPACE
et prend place dans le plan detudes amont AMERICO (Analyse Mui- Echelles
et Recherche Innovante pour les Compositesa matrice Orgajie) nane par
la DGA et coordonre par 'ONERA. Notre objectif est de mettre en pace
un outil numerique permettant,a terme, la \eri cation d e la tenue de tubes
composites en pesence de dcefauts et compktant ainsi une ba de donrees
experimentales colteuse et limiee.

Un pealable recessaire a la simulation jusqua rupture est dedisposer
d'une base maeriau solide. Dans le cas des composites stras, en pesence
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d'e ets localigs, ceci constitue un challenge important gales prenonenes de
cegradations gouvernant la eponse jusqua rupture de la stucture se situent
a uneechelle mesoscopique, voire microscopique.

Une cemarche initee par Ladeweze (Ladeweze, 1986, 198%t de plus en
plus suivie pour simuler la tenue des structures composites esinalyse de
leurs endommagementsa lechelle nesoscopique mettant grlace la notion de
pli et d'interface. Cetteechelle fait intervenir lepai sseur d'un pli comme gran-
deur caraceristique, celle-cietant de l'ordre de 0.2 mmDes travaux sur les
plis ontet e ectes par (Ladeweze et Le Dantec, 1992; Renard et Jeggy, 1989;
Aussedatet al., 1994; Hochardet al., 2001) et sur les interfaces par (Allix,
1992; Schellekens et De Borst, 1993; Corigliano, 1993; Chelwet al., 2001).
Ces dierentesetudes ont permis de cevelopper et d'ideti er des mockles de
comportement permettant de decrire, par l'intermediaire de la mecanique de
'endommagement, |'e et des dierents mecanismes de degadation du stratie
tels que la rupture des bres, la decotesion entre bres et maice ou le cela-
minage.

Cependant, le traitement nunerique d'un mocele de compose cecrita lechelle
des constituants mesoscopiques conduit tes rapidementaeks probemes de tes
grandes tailles A titre d'exemple, le maillage d'une liaison entre tubes congp
sites ealise par un manchon netallique requiert la esdution d'un probeme
d'environ dix millions de deges de libere (ddls). De plusle probeme pos est
non lireaire et dierent pour chaque famille de defauts cees lors des phases de
fabrication. Ainsi, le traitement de ce type de probemes (no lirearies, grand
nombre de deges de libere) recessite le ceveloppementadnethodes de calcul
adapees.

Pour limiter les temps de calcul, un premier aspect est de simulge facon
ne uniguement la zone ai se teveloppent les degradationsici les extemies
du tube. Le coolt de calcula lechelle nesoscopique des egmnies reste tes
important (voire prohibitif dans la cas de letude de familes de defauts). Des
techniques de calcul e caces du probeme bord ontet reberctees. Dans le
cas de la plague composite troee (Allix, 1992) avait utilis la propree de
geonetrie axisynetrique pour coupler des ebements nis classiques avec des
teveloppements en sries de Fourier au moyen d'une netlie de esolution
ierative avec peconditionneur. Le caracere axisynetrique du tube nous a
donc conduitsa explorer les possibilies o ertes par l'utlisation d'un cevelop-
pement en rie de Fourier.

Deux axes principaux ont doncee abordes. Le premier conerne la gere-
ration de conditions limites 3D adequatesa partir d'une treorie de poutre. Ce
probeme de raccord intervient lors de la eduction de la mne detude et ne
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doit pas perturber lI'analyse ne de I'extemie en ceant un endommagement
arti ciel au raccord. Dierentes approches ontetk trai ees pour cela, elles nous
ont mere a I'utilisation de la theorie exacte des poutres (adewze et Sim-
monds, 1996) qui permet de construire facilement la solution d&aint-Venant
du probeme.

Le deuxeme axe concerne la mise en place d'uneement ni spiali® dans le
traitement de geonetries de evolution. Dans le cas d'untube sain, celui-ci per-
met de decoupler le probeme 3D en petits probemes po® sur une bande. Ce
ecouplage est rendu possible par l'introduction de modes de&rieretendus.
Dans le cas du tube degrace, un couplage fort intervient ére les modes, une
nmethode ierative de gradient conjugle adapee est alors mise en place pour
esoudre tes e cacement le probemea travers l'utilisa tion intensive du cal-
cul paralkle et le choix d'un peconditionneur cecouplant les modesetendus.
Les questions de coat de calcul, dechantillonnage et dedncature du cevelop-
pement en srie ont tout particulerementete examire es. Le dernier chapitre
aborde les aspects lesa l'inegration nunerique de los de comportement nre-
soscopiques endommageables (plis et interfaces) dans l'odtiveloppe. L'e -
cacie de ce dernier est limiee par l'utilisation de Matlab. Dans ce contexte et
en raison du temps de ceveloppement d'un nouvel outil, les sdests conduits
permettent uniquement de valider l'inegration correctedu comportement sans
pouvoir traiter d'exemples industriels repesentatifs.

Ce document est compos de 6 chapitres.

Le premier pesente uneetude bibliographique sur les theras abordes par cette
etude,a savoir la moctlisation des degradations dans lesnatriaux composites
et les nethodes de calcul e caces assocees aux structuresroposites.

Le deuxeme chapitre traite de la eduction de la zone dé#ude ne par l'uti-
lisation d'une moctlisation poutre. La probematique du raccord entre poutre
et massif 3D y est traite.

Le troiseme chapitre concerne la mise en place d'une stratgyde calcul adap-
te aux probemes axisynetriques grace au ceveloppemd en sries de Fourier,
ainsi que l'implantation nunerique de cette straegie.

Le quatreme chapitre etend les esultats peedents au cas d'une geonetrie
de evolution en pesence de cefauts. Une etude theoriqueest meree sur l'in-
uence de la troncature du ceveloppement en rie.

Le cinqueme chapitre pesente la mise en oeuvre d'une nettde de gradient
conjugle permettant la esolution du probeme coupk introduit au chapitre
peecdent.

En n, le sixeme chapitre est une ouverture vers le non lireae et pesente sur
des cas tes simples les techniquesa utiliser pour simuler kenue d'un tube
en pesence de cefauts.
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Chapitre 1

Probémea esoudre : contexte,
bibliographie, trame de ktude

La tokrance aux cefautsetant une ttematique tes large, ce chapitre se
concentrera sur les aspects touchanta la pesenteetudées structures
composites etudees sont constittees de composites abres longues.
Deux aspects sont pesenes : la mocklisation du compaent et les
outils de simulation adapes, ceux-cietant intimement és. En e et,
une etude ne des nmecanismes de cegradation a lechelké du pli en-
gendre de grands coOts de calcul et impose donc l'utilisati d'une
strakgie adapee.

Sommaire
1.1 Contexte de ktude, pesentation des necanismes de
ggradation . . . .. ... L L 7
1.1.1 Description du tube et de son chargement . . . . .. .. 7
1.1.2 Pesentation des nmecanismes de degradation des [ tises 10
1.1.3 Moctlisation des cegradations, les dierentese chelles . 10
1.1.4 Conclusion . ... ... .. ... ... ... ... 19
1.2 Probématique et outils de calcul assoces aux com-
POSItES . . . . . e 19
1.2.1 Moctlisations simpliees et e ets de bord enelasticie . 19
1.2.2 Simulation en pesence de non lirearies maeriau . . . 27
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1.1. Contexte de letude, pesentation des mecanismes desgradation

1.1 Contexte de ktude, pesentation des ne-
canismes de agradation

La simulation et la pediction du comportement de structuresrecessitent
la connaissance de dierents mockles de description du eel

{ la mocklisation geonetrique

{ la mocklisation du comportement du magriau

{ la mocktlisation du chargement et des conditions limites
Dans ce paragraphe, une beve description des tubesetwt sera donree puis
on s'attachera plus particulerement au deuxeme point qu concerne la moceli-
sation du comportement du maeriau. Ces dierents moceles sont utiliees dans
le cadre de la toerance aux dommages pour pedire la ruinge la structure. Il
esta noter que dans ce cadre, le dimensionnement est classiquetheectile
dans une optique conservative en ¢ nissant un cefaut maximla non visible
pour lequel I'inegrie de la structure ne doit pas &tre mise en cause.

1.1.1 Description du tube et de son chargement

Les tubesetudes sont constities de plis G969/RTM6. Ces pk sont des plis
tises (ta etas nonequilibes de bres de carbone). Dars la direction de chame,
les torons sont en M55J 6k et dans la direction de trame HR 1k. Lawmtexture
du tissu (8 Is/cm pour la cha™me et 3 Is/cm pour la trame) cong rent au tissu
un comportementelastique equivalenta un empilement de @ux plis unidirec-
tionnels (Whitcomb et Tang, 2001). Le sens chameetant begoup plus rigide
et plus dense que le sens trame, le pli se comporte (en elas&gitquasiment
comme un unidirectionnel. La matrice RTM6 est une matrice epxy &quiva-
lente"a la matrice M18 mais possdant de meilleures promis pour mise en
forme par le proece RTM 1. Les proprees necaniques des constituants du
pli sont donrees dans le tableau 1.1.

HR 1k | M55J 6k | RTM6 | M18
E (GPa) | 230 537 | 2,890 | 35

Tableau 1.1 { Caraceristiques nmecaniques des constituastdu pli

Le tube d'une longueur de l'ordre du netre est compos de dirents en-
roulements de plis tises. L'angle d'relice de ces enroulements cepend du

'RTM (Resin Transfer Moulding) : La technologie RTM consistea injecter un nela nge
eactif liquide sur une peforme breuse dans un moule sous pression. Ce moule est ensuat
porea haute temperature a n de permettre la polynerisation. Les renfo rtsa bres longues
sont recessairement tises a n qu'ils restent en place durant l'injection.
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pli consicee et de l'applicationa laquelle la barre est destiree (tableau 1.2 et
gure 1.1). Les axes localement e nis par la chame et larame du tissu (noes
1 et 2) sont les axes d'orthotropie du matriau ( gure 1.2).

dianetre (mm) |epaisseur du tube (mm) gquence f) nombre de plis
32 1 [+20; 20,0; 20;+20] 5
50 1.6 [0; 24,0;+24]s 8

Tableau 1.2 { Sequences d'empilement et dimensions des tuhe

Figure 1.1 { Mise en situation des dierentes bases

Les tubes sont organiges en treillis, les liaisons entre cesedints tubes
sont assuees par des manchons coles (gure 1.3). Le diamet des tubes varie
entre 20 et 50 mm. Les manchons sont en titane ou en aluminiurg, lbngueur

de recouvrement varie entre 15 et 50 mm.

Les tubes sont sollicies mecaniquement (traction et exim) et thermique-
ment (entre 100°C et +100°C) suivant leur implantation et leur exposition
au soleil. A terme, le cyclage thermique devra donc etre pris en comptians

la simulation.
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1.1. Contexte de letude, pesentation des mecanismes desgradation

Figure 1.2 { Paranetrage de lI'angle d'enroulement des plis

) longueur de collage
epaisseur

|
|
]
dian!etre
I
I
!
|
|
|
|
|
|
|
!
|
I

Manchon tube composite

Figure 1.3 { Paranetrage de la liaison tube/manchon
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1.1.2 Pesentation des necanismes de cgradation des
plis tises

De nombreux maeriaux compositesa bres longues, comme lesarbone&poxy,
pesentent un avantage tes particulier par rapport aux metaux : la direction
du dommage cepend de 'arrangement geonetrique des consiants des com-
posites et non pas du mode de chargement. Il esta noter que cest pas le
cas pour les compositesa matrice eramique (Aubard, 1992).

Dans le cas des tissus, qui sont composes de torons entrecrgigois classes
principales de cegradations sonta noter (gure 1.4 d'apes (Aussedatet al.,
1994; Aussedat, 1997)) : les ssures transverses, les ssures longitates et
les ruptures de bres (gure 1.7 d'apes (Aussedat, 1997) ).
Les ssures transverses apparaissent de manere assez homognaralkle-
menta l'axe des bres et dans lepaisseur des torons de cha@ et de trame
(gure 1.5 d'apes (Aussedat, 1997) ), elles sont initees pardes cecolesions
bres/matrice. Les ssures longitudinales se ceveloppent das le plan du tissu
et paralelementa l'axe des bres (gure 1.6 d'apes (Aussedat, 1997) ). Ce
phenonene esta rapprocher du celaminage qui apparat ouramment dans les
stratiesa plis unidirectionnels en pointe de ssures transverses ou pes des
bords. Grace aux deux eseaux de bres, le comportement du stia dans
les directions de chame et de trame peut &tre assimie a ucomportement
elastique fragile. D'autre part, contrairement aux plis undirectionnels, la pe-
sence de bres en direction transverse permet de reprendre laade etevite
l'ouverture des ssures transverses, qui ne sont solliciees qu'eisaillement.

Figure 1.4 { Fissures transverses et longitudinales dans un coogite tise

1.1.3 Moctlisation des akgradations, les dierentesec helles

Les eglementations de toerance aux dommages mises en gdaentre 1975
et 1980 en eronautiqgue (normes FAR 25 auktats-Unis et JAR 25 en Eu-
rope) recessitent de supposer I'existence de cefauts dans lawgtture. En e et,
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Figure 1.5 { Fissuration transverse et celaminage en pointe dessure

Figure 1.6 { Fissures longitudinales (intra-toron a gauche teinter-torons a
droite)

Figure 1.7 { Ruptures de bres
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la structure est dimensionree telle qu'un defaut engendransa ruine doit &tre
tetectable. Il est alors recessaire de repesenter les dommes cetectables et
leur in uence. Ce paragraphe pesente les deux grandes fdles de repesen-
tation des defauts ( ssures) et les crieres assoces.

1.1.3.1 Description discete des ssures par la mecaniqu e de la rup-
ture

Une ssure est une zone qui &pare un solide en deux. Autrement ddest
une surface de discontinuie des ceplacements et des coninges. Il est reces-
saire de distinguer deux aspects, l'initiation de la ssure et la mpagation du
cefaut.

La necanique de la rupture (Bui, 1978) met en place dierems crieres
permettant de pedire la propagation d'une telle ssure. Pou cela, la ssure
est repesenee de manere discete.

Le premier criere de propagation de ssure est dda Grith (G rith, 1924).
Ce criere ceveloppe enelasticie lireaire repose sur une approcheenergetique
de la propagation des ssures en faisant I'nypotrese de I'existee d'uneenergie
likeee fonction de l'aire de ssure ceee. L'accroissemehdenergie potentielle
dP pour un accroissement d'aire ssuee dA fait alors intervemiune quantie
G, appeke taux de restitution denergie. Le bilan denermie sécrit alors :

dP + GdA =0 (1.1)
dP
G= & (1.2)

A n de pedire la propagation, ce taux de restitution denergie est compae
a une valeur critique G, suppo%e caraceristique du maeriau. SiG = G, alors
la ssure se propage. Dierentes nethodes sont utilisees poucalculer le taux
de restitution denergie. Les nmethodes de perturbation demaillage, recessitent
plusieurs calculs : le calcul au pas courant et le calcul simuatd'avanee d'une
ssure. Une autre nethode consistea calculer G par l'intermedaire de l'ine-
grale J mise au point par Rice dans le cas bidimensionnel (Ricg68). Dans
le cadre des matriaux composites, les ssures sont sollicieen mode mixte
et un criere souvent utili®e est le suivant :

G N Gy + G

Gie Giie Giiie

Un exemple d'identi cation des paranetres intervenant dais ce criere dans le
cadre d'interfaces entre plis est donre dans (Allixet al., 1998).

=1 (1.3)

12 Strakgie de calcul et utilisation de sries de Fourier pur les tubes
composites cegrades



1.1. Contexte de letude, pesentation des mecanismes desgradation

La deuxeme famille de crieres de propagation de ssure repse sur letude
du champ de contraintes locales en pointe de ssure (Irwin, 18b Pour cela le
champ de ceplacement en pointe de ssure est ceveloppe commsauit (r et
sont les coordonrees polaires d'un point relativementa Igointe de ssure) :

o )=00)+Kkr "&( )+ kyr ")+ (1.4)

Lesk sont les facteurs d'intensie des contraintes et lest sont les modes
assoces aux exposants singuliersavec 0< | <, (si < 1 le champ de
contrainte devient singulier).

Les coe cients et les modesd assoces ne cependent que des proprees
locales de la structure. Les facteurs d'intensie quanta ex cependent des
caraceristiques globales de la structure et du chargemerites dierents modes
d'ouverture d'une ssure sont cecrits sur la gure 1.8.

Figure 1.8 { Modes d'ouverture de ssures

On dit qu'il y a propagation lorsqu'un criere base sur les facteurs d'inten-
sie des contraintes cepasse une valeur critique. Dierens crieres ontee mis
en place suivant les cas de couplage entre modes, notons pangx{e (Erdogan
et Sih, 1963) pour un criere en contrainte circontrentelle maximale et (Sih,
1973) pour un criere enenergie de ceformation minimale Plusieurs nethodes
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permettent de calculer les facteurs d'intensie des contrates. Les approches
locales se basent sur la forme des champs de contraintes (appeostatique) ou
de ceplacement (approche cirematique) en pointe de ssuréNotons aussi qu'il
est possible d'extraire ces facteursa partir du taux de restitiion denergie par
l'intermediaire de champs auxiliaires (Petit, 1994).

La necanique de la rupture est un outil permettant de decrie la propa-
gation de ssure en consicerant une ssure cep existante, cepedant il faut
étre en mesure de cecrire le defaut peexistant, c'estaeire se placera la méme
echelle que celui-ci. Cetteechelle de moctlisation ne put devenir un incon-
\enient majeur si elle est petite, en particulier si cette ecklle est celle de la

bre. De plus, pour les composites, il est recessaire de distinguless modes ce
qui rend di cile l'identi cation des taux de restitution d' energie critique.

En ce qui concerne linitiation, les crieres energetiques de la mecanique
de la rupture sont mis en cefaut car le taux de restitution dénergie tend vers
2ro. De méme, comme le champ de contrainte en pointe de ssutend vers
I'in ni, les crieres en contrainte sont sysematiquement satisfaits. L'exgerience
meree par (Parvizi et al., 1978), met enevidence la compementarie de ces
deux crieres d'initiation. L'approche meree par Leguilon (Leguillon, 2002)
visea mettre en place un criere permettant d'uni er ceux en contrainte et en
energie. Cetteetude parait prometteuse et restea tester por les composites.
Cependant, cette approche ne met pas en place de criere lg& d'initiation,
elle est basee sur l'analyse locale d'une situation existante.

1.1.3.2 Description continue des agradations par la nec anique de
I'endommagement

La nmecanique de I'endommagement vulgarise par (Lemakret Chaboche,
1985) et dont le lecteur trouvera des exemples d'applicatiodans (Allix et
Hild, 2002) aet initee par Kachanov et permet de cecrire I'in uence de po-
rosies ou de micro- ssures sans les cecrire geonetriquen@. Ces cefauts sont
alors repesenes par l'intermediaire de variables intenes appekes variables
d'endommagement agissant sur le comportement comme un abatiemh de
rigidie. Le nmecanique de I'endommagement s'inere dange contexte thermo-
dynamique classique pesent ici. Les dierents moctles edes aux composites
seront pesenes plus tard.

Soit d un ensemble de variables d'endommagement. Sbita ceformation
totale, "€ la ceformationelastique et "P la deformation plastique telle qu'on ait
la partition : " = "¢+ "P, On fait I'hnypothese que letat du syseme peut &tre
cecrit par le jeu de variables (';"P; d). Ici d est suppos &tre un vecteur.
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1.1. Contexte de letude, pesentation des mecanismes desgradation

L'iregalie de Clausius-Duhem skcrit :

ds—dey Q. T+ Tr[ g¥] 0 (1.5)

d dt’ T
s est I'entropie, e lenergie, g le ux de chaleur et T la temperature. Separons
la dissipation totale en deux parties :

{ la dissipation intrinseeque :

ds de d"

{ la dissipation thermique :
o = %gradT .7

En isotherme , = 0 sinon ce terme nene classiquementa la loi de Fourier
gui assure la positivie de la dissipation thermique.
Dans les compositesa bres longues, on introduit lenergidibre de Helmoltz
= (e Ty), ladissipation intrinseque devient :

de ds d"

@ Ta + Tr[ a@t 0 (1.8)
d  dT d"
(Grsg)+ T gl 0 (1.9)
dau:
@ de  _ dv @ dp
e )@ T @l “@pa

@ d @ .47
@d dt @T dt

Les variables (¢, T) sont supposes incependantes d'ai :

0 (1.10)

@
= = 1.11
@° (T;d;p) ( :
@
S —-— 1.12
@T ("e;d;p) ( )

A n d'introduire la dierence de comportement entre ouverture et ferme-
ture des ssures, lenergie est £paee en plusieurs termes latifs a chaque

Strakegie de calcul et utilisation de sries de Fourier poules tubes 15
composites cegradces



1. Probemea esoudre : contexte, bibliographie, trame @ letude

partie du comportement. Cela permet d'assurer la bonne egalie des quan-
ties cerivant de lenergie. L'iregalie 1.10 devien t :

d dp . dd

Tr[ —] Yp—+ Yy— O 1.13
gl Yt e (1.13)

Avec les gquanties duales des variables internes :

@
Y, = — (1.14)
" @P (-eriq)
Yy @ (1.15)
@d ("&:T;p)

(1.16)

En gereral on assure spaement :

dllp dp

Tl ] Yogr 0 (1.17)
dd

Vi g, 0 (1.18)

Pour \eri er Yd:% 0 il faut % 0. Notons qu'en gereral, 'endommage-
ment est gouverre par la force thermodynamique assocee :

d= AgYy: 1) (1.19)

Remarque :Il esta noter que certains probemes lesa la localisation (Ba-
zant et Bittnar, 1994) peuvent apparatre. Il est alors reessaire de mettre en
place des limiteurs de localisation (Bazant et Pijaudier-Geot, 1988; Larsy et
Belytschko, 1988; Ladeeze et Le Dantec, 1992) a n devitetoute cependance
au maillage.

A n de moctliser le frottement entre les Evres des ssures redfrnees, il peut
etre ineressant d'introduire un mockle de plasticie coupk au moctle d'endom-
magement. A n d'utiliser les moctles classiques de plasticigla contrainte ef-
fective et son dual le taux de deformation plastique e ectif sot introduits. La

contrainte e ective sécrit :
~= KK ,*? (1.20)

a1 K est le comportement endommage €K ° le comportement sain. Cette ce-
nition gereralise au cas anisotrope, la notion de contraire e ective classique
introduite dans le cas isotrope :

- (1.21)
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Le taux de deformation plastique e ectif qui n'existait pas dans le cas isotrope,
est introduit et \eri e :
Tr[~2]=Tr[ "P] (1.22)

A partir de ce cadre gereral, dierentes mocelisations peuvent &tre construites
comme par exemple (Ladeweze et Le Dantec, 1992; Daudevilié Ladeweze,
1993; Allix, 1992; Allix et al., 1998) pour les plis unidirectionnels et (Hochard
et al., 2001) pour les plis tises. Ce dernier sera cetaile par la ste. Ces mo-
celisations placent lechelle detude au niveau du plieementaire. En e et, la
mecanique de 'endommagement repesente les mecanismes degradation de
manere homogereise, il convient donc de restera uneechelle su samment
proche de ces necanismes an de pouvoir encore les distingu@ependant,
lechelle du pli est uneechelle assez ne (0.1 mm) visa vis deelle de la struc-
ture (> 50 mm). Un e ort devra donc &tre fait sur la strakgie de calculan
d'appliquer ce type de mocklisation de manere performard.

1.1.3.3 Techniques de changement dechelle, du micro vers le neso

Les structures composites pesentent de nombreuses echelleglle de la
structure echelle macro), celle du pli €chelle nmeso) ou Bcore celle de la bre
echelle micro). Il est donc kgitime de se poser la question dohangement
dechelle, c'esta dire de pedire I'in uence de paranetres decritsa uneechelle
sur le comportement vu a une autre echelle. Cette probem#que ineresse
fortement les industriels dans le cadre de la conception d'unagriau virtuel
qui permettrait devaluer la pertinence des choix e ecties dans Ielaboration
d'un composite. Ce type de cemarche permet aussi de mieux corepdre les
domaines de validie de certaines moctlisations.

Ce paragraphe est divie en deux parties, la premere donned nethodes
d'homogereisation les plus utilisees dans le cas des coropitesa bres longues
dans le caselastique. Celles-ci vont permettre devaluetih uence de la contex-
ture d'un tissu sur ses propreeselastiques par exemple (Whtomb et Tang,
2001). La deuxeme partie discute du changement dechellen pesence de
ssures.

1.1.3.3.1 Homogreisation enelasticie Dans ce chapitre sont pesen-
ees les nmethodes d'homogereisations les plus utilises dans le cadre des com-
positesa bres longues.
Soit un volumeekmentaire repesentatif (VER), volume dans lequel les quan-
ties sont supposes plus ou moins homognes. L'objectif este construire le
comportementelastique reliant la contrainte homogeregee a la deformation
homogereiee ". Dans ce type de technique, troisechelles sont pesentes :

{ lechelle de la structure : longueur caraceristique L ;
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{ lechelle du VER : longueur caraceristique |;

{ lechelle des heerogereies : longueur caracer istique d;

On fait alors I'hypotlese que lesechelles sont £paeesd << | << L . Le
comportement homogereie est identie grace a un ensenble de calculs ek-
mentaires permettant de cecrire la eponse du VER sous solli@tions. Une
equivalence energetique permet alors de calculer les tmes de l'operateur de
Hooke homogereie. Bien entendu, plus lesechelles sorgmaees et plus les
esultats donres sont pertinents.

Les dierentes approches sont :

1. homogereisation statique et cirematique : les conditias limites impo-
ges sont compatibles avec des champs de contrainte ou déodenation
homogenes dans le VER. Une solution approchee de ces probes est
de supposer les champs homognes dans le VER, ce qui donne liex a
bornes de Voigt et de Reuss.;

2. homogereisation periodique : le milieu est consicee @mme une epeti-
tion periodique du VER (Sanchez-Palencia, 1980). L'icee & de cevelop-
per le champ de ceplacement en fonction d'un paranetre = i— puis de
gparer lesechelles suivant les puissances de ce paranetre

Pour les maeriaux composites a bres longues, I'approche iematique
donne des esultats proches de I'nomogereisation periodjue. Ces techniques
ontek tes utilies pour obtenir les caraceristiqu eselastiques des plis tises.
(Dasguptaet al., 1996; Aitharaju et Averill, 1999; Ito et Chou, 1997; Whitcomb
et Tang, 2001) utilisent des mockles plus ou moins simplies n de esoudre
les dierents probemesekmentaires. Ces esultats pemettent d'aceder aux
caraceristigues thermo-necaniques des plis et notameatl'in uence de l'on-
dulation des torons sur les caraceristiques elastiques. (Hung, 2000; Kwon
et Altekin, 2002), utilisent les operateurs de localisation enstruits lors de
I'hnomogereisation pour mettre en place des crieres de rpture des dierents
composants d'un pli tise.

1.1.3.3.2 Changement déchelle en non lireaire Dans le cadre non
lireaire et en particulier en pesence de ssures, dierentes approches sont
adoptes pour remonter l'information de lechelle micrscopique vers lechelle
nmesoscopique. Ces approches sont envisagees en fonction dejéctif que les
auteurs cesirent atteindre. Notons deux approches, celle dBéuck et al., 2002)

ou (Andrieux et al., 1986) qui a pour but de construire un mocelea lechelle ne-

soscopique en fonction d'une description microscopique. Po@la, uneenergie
libre homogereiee est construitea partir d'un mocele ssue. Cela leur permet
de prendre en compte la dierence entre ouverture et fermete de ssure dans
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un mocele d'endommagement. Une deuxeme approche, suivieup(Ladeweze
et Lubineau, 2001, 2002, 2003; Ladewez al., 2003; Lubineau et Ladeeze,
2005; Marsalet al., 2005), consistea consolider et aneliorer un mockle com-
posite existant cecrita lechelle mesoscopique. Cette deamarche d’homogerei-
sation est ealiee pas par pas pour desetats de cegradain admissibles. Elle
permet entre autre de justi er de ['utilisation de deux variades d'endomma-
gement par pli UD dont les lois devolution sont simukes an de simplier la
cemarche d'identi cation. Notons que dans le cas des chargents hors plans,
cette approche a permis de montrer l'aspect non local de la mat d'interface,
aspect introduit de facon pragmatique dans le cadre des pttichocs (Guinard
et al,, 2002).

1.1.4 Conclusion

La prise en compte des degradations dans les maeriaux corogites peut
@tre consickee sous deux angles dierents. La premere pproche est base sur
la description geonetrique d'un cefaut, c'est la mecanique de la rupture. Il est
alors recessaire de se placer au niveau des necanismes de abgtion, ce qui
devient tes di cile si les degradations se produisenta I'echelle de la bre. La
deuxeme approche se place a une echelle superieure et pré en compte les
cegradations de manere continue, c'est la necanique dédndommagement. I
est alors possible de rendre compte des cegradations au sein diasé en se
placanta lechelle du pli, ce qui reste tes colteux et recessite une strakgie de
calcul adapee. Dans cette these, on se placera dans le cadte la necanique
de 'endommagement avec l'utilisation de meso-moctles, erapticulier celui de
(Hochard et al., 2001) pour les plis tisses.

1.2 Probématique et outils de calcul assoces
aux composites

1.2.1 Mocklisations simpliees et e ets de bord enelas-
ticie
1.2.1.1 Les tleories simpliees

La description des necanismes de cegradationa desechels nes (meso ou
micro) recessitent des calculs tes lourds, des treories ps ou moins simpli-
ees ont doncet mises au point. Dans ce paragraphe trois @ntre elles sont
pesentes, la moctlisation unidimensionnelle avec les #ories de poutres, la
mocklisation bidimensionnelle avec les treories de plaga€ou de coques) mul-
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ticouches ou non. Ces treoriesetant simpliees, la solutim donree est souvent
erroree aux bords. Ceux-ci font alors I'objet d'un traitemat spgecial. En n une
mocktlisation tridimensionnelle eduite sera pesente aec des calculs axisyne-
triques ou de Fourier.

1.2.1.1.1 Poutres Une poutre est un solide ayant deux de ses dimensions
tes inkrieuresa la troiseme. L'objectif des theori es de poutre est de eduire un
probeme tridimensionnela un probeme unidimensionnel ps suivant sa plus
grande dimension qu'il est possible de esoudre tes rapidemerDierentes
treories plus ou moins pecises ontet mises en place au ldu temps. Les
premeres theories de Euler-Bernoulli et Timoshenko (Tinoshenko et Goodier,
1970) sont bases sur des hypotleses mixtes. La premere hypese postule
une forme du ceplacement de chaque section de la poutre, laudeéme pos-
tule la nullie d'une partie de la contrainte. Ces treories ontee justiees et
enrichies par une cemarche asymptotique (Rigolot, 1980) guen fonction de
l'ordre du dceveloppement (par rapporta un paranetre d'elancement), per-
mettent d'augmenter la pecision de la theorie. Au premier adre, la theorie
de Timoshenko est \eriee puis c'est au tour des theories de wiles minces
de Vlassov (Vlassov, 1962). Bien entendu, plus lelancement estagrd et plus
ces treories sont pecises. L'utilisation de ces mockles udimensionnels est en
cereral justiee par le principe de Saint-Venant qui donne des classes dequiva-
lence entre chargements assurant la localisation des contitais pes des zones
d'application des charges ou de changement de section. C'aspartir de ce
concept que Ladeweze (Ladeweze et Simmonds, 1995) construne treorie de
poutre appeke treorie exacte et ne reposant sur aucune hyfbese d'ordre ci-
rematique ou statique. Le chapitre 2 entrera plus en cetaikur la formulation
de ces dierentes treories ainsi que sur leur utilisation.

Notons aussi les travaux plus ecents de (Buannic et Cartraud2001a,b) ce-
veloppant des treories de poutres bases sur un cevelopment asymptotique.
Ces travaux s'appliquenta des pourtes ayant une structure griodique suivant
la plus grande dimension; I'objectifetant de construire unesolution correcte
(fonction de I'ordre du developpement asymptotique) loin @s zones d'appli-
cation des conditions limites. Pour cela, un soin particulieest apporea la
construction des conditions limites.

1.2.1.1.2 Plaques et coques multicouches Une plaque ou une coque
est un solide ayant une de ses dimensions tes inkrieure aux wle autres.
L'objectif des treories de plaque (coque), est de eduireruprobeme tridimen-
sionnela un probeme bidimensionnel pos suivant ses plus gndes dimensions.
Les premeres theories sont duesa Timoshenko et Reissner-Ntlin, elles sont
le pendant de celles d'Euler-Bernoulli et Timoshenko pour depoutres. Pour
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l'utilisation dans le cadre des composites, de nombreuses thes prenant en
compte les dierentes couches du stratie ontee mises en place (Reddy, 1984;
Carreira, 1998; Caronret al., 1999). Tous ces moctles imposent une forme du
champ de dceplacement dans lepaisseur, ou du stratie, ou dechaque pli. Ces
hypotlreses ne sont donc valides que pour des sollicitationdagvement douces
dans lepaisseur du stratie. Certains, comme les mockles M4de (Carreira,
1998; Caronet al., 1999; Caron et Sab, 2001; Carreirat al., 2002) permettent
de calculer la contrainte aux interfaces entre les plis etrai de mettre en
oeuvre des crieres de celaminage. L'utilisation de ce typ de moctlisation
permet deviter la singularie entre plis pes d'un bord | ibre (singularie pe-
sente enelasticie 3D (Pipes et Pagano, 1970; Pagano et Pipel978)). Ces
moctles multicouches font partie des moceles ns utilies dans l'industrie car
ils sont implanes dans les grands codes de calcul (Nastran, r8eef...).

1.2.1.1.3 Qualie des solutions plaques Contrairement aux structures
netalliques, les bords jouent un réle important dans les strictures composites
notamment en raison du celaminage. Ainsi, le calcul des structas de type
plague a ek remis en cause pour prendre en compte les condits limites

eellement imposes. Dierentes evaluations de l'erreur commise sur la solu-
tion inerieure pour la theorie de Kirchho -Love ontet e merees dans (Koiter
et Simmonds, 1972; Danielson; Ladeweze, 1975, 1976). Degmiatiques plus

riches ont alorsetetudes (Valid, 1977; Cheng, 1979;Levinson, 1980; Reddy,
1984; Rychter, 1986), ne menanta des estimations d'erreuug sur la zone ine-
rieure. Notons les approches de (Verchery, 1974) permettatiobtenir de facon

pecise les contraintes d'arrachement et de cisaillement noal, ainsi que les
approches directes de (Pagano et Soni, 1983). De nouvellepties de plaques
ont alorsek baties a n d'aneliorer la solution au niveau des conditions limites
(Ladeweze, 1980; Ladeweze et Pecastaings, 1988; CiarleQar).

1.2.1.1.4 Calcul des e ets de bord Paralelement auxetudes visanta
aneliorer la qualie des solutions plaques, des techniquete calcul d'e ets lo-
caux ontete ceveloppees. Dans le cas de bords localemerdroits, les e ets
locaux sont calcuks en esolvant un probeme de bande ortbgonal au bord.
Des nmethodesekements nis peuvent alors étre utilisees (Dong et Goetschel,
1982), ou encore des technigues analytiques. Ces dernei@shniques reposent
sur l'utilisation de fonctions de contrainte de Papkovitch ouanalogues (Hor-
gan, 1982; Choi et Horgan, 1977; Zwiewst al., 1982; Wijeyewickrema, 1995;
Wijeyewickremaet al., 1996) utiliees sur des probemes en deformation plane
ou ceformations planes gereraliees. La cecroissance @onentielle de I'e et de
borda partir du bord charge est alors caraceriee en terme de valeurs propres.
Dans le cas d'une simple plaque isotrope homogene sur bord dydes valeurs
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propres sont cetermirees avec les conditions de bord librsur les faces ine-
rieures et exerieures de la plague. La projection sur la baseodale est quanta
elle cetermiree gracea la forme des conditions limitegesidu impos). Ces ne-
thodes analytiques, peu colteuses, permettent desetudesraaetriques mais
aussi de valider I'application quasi-sysematique du principele Saint-Venanta
travers levaluation de la longueur de peretration des eets de bord. Cependant
cesetudes sont limiees dans la prise en compte de l'anisopie du matriau
ainsi que par son heerogereie.

Les travaux de Lade\eze et Recastaings (Ladeeze, 1983gPastaings, 1985b)
sur le principe de Saint-Venant pour les poutres ou les plaguent alors donre
naissancea la technique utiliee par (Pecastaings, 1985a)eQrincipe permet
de sparer I'e et inerieura grande longueur d'onde de [e et locali®. Dans
le cadre des poutres, ces travaux ont donres naissance a laetlrie exacte
des poutres (Ladeweze et Simmonds, 1995). Dans le cadre ddagpes, les
travaux initialement e ectwes dans le cas isotrope transvese ontet etendus
dans le cadre composite avec bord localement droit notammepér Engrand
(Engrand, 1982, 1985). L'icee d'une analyse ne par bande et exploiee par
Allix dans (Allix, 1992, 1989) pour construire une solution apgchee dans le
cas anisotrope. Celui-ci traite le cas du celaminage dansslplaques composites
trolees, un ceveloppement en srie de Fourier permettantle ce ramenera des
probemes dans une bande. L'icee etait de dissocier la vaation lente decrite
par la srie de Fourier des variations rapides cecrites pakments nis.

1.2.1.1.5 Calcul en mode axisynetrique ou Fourier Dans le cadre de
geonetries de evolutions, il est parfois possible de transfoner une esolution
3D en plusieurs esolutions 2D decoupkes. Ce type de simplcations dites cal-
cul axisynetriques ou calcul de Fourier cecrites par exemp dans (Zienkiewicz
et Taylor, 2000) ne sont appligiees que dans le cas d'un mau ayant un
des axes d'orthotropie perpendiculaire a la section longitinale (gure 1.9)
etudee (section repesentative de tout le volume). En fat, le champ de cepla-
cement inconnu ainsi que le chargement sont ceccomposes egrie de Fourier
et la esolution est e ecttee mode par mode. Ce type d'analyseapide per-
met d'avoir aces aux champs complets de contrainte et deedlacement pour
une esolution peu colteuse. Malheureusement, ces calculmpglies ne sont
pas applicables directement aux composites compte tenu derenisotropie.
Combescure, quanta lui, utilise les ceveloppements en s&s de Fourier pour
etudier le ambage de coques axisynetriques (Combescure &usic, 2001) sur
des maeriaux isotropes. Il introduit un defaut depaisseur ou de geonetrie
de la bre neutre sous forme de sries de Fourier. Le probkencouple alors
dierents modes qu'il choisit. Les modes sur lesquels la solath est recherclee
sont donres a priori. Ces techniques ontet implanees @ns le code de calcul

22 Strakgie de calcul et utilisation de sries de Fourier pur les tubes
composites cegrades



1.2. ProbEmatique et outils de calcul assoces aux composi

INCA sous forme dekements coques appekes COMI ou COMU.

Figure 1.9 { Restriction de la base d'orthotropie pour un caldude Fourier
classique

1.2.1.2 Sous-structuration et approches multiechelles

Dans certains cas, lorsque des moctlisations simpliees ne sgent pas, le
recoursa des mocklisationseements nis 3D peut étre ndispensable; ce qui
engendre des probemes de grande taille inabordables awvies moyens de cal-
cul standards. Les strakgies de sous-structuration sont alors s@s en oeuvre
sur des machines paraleles. L'objectif est de cecouper un @ probeme en
plusieurs plus petits. Chaque petit probeme est alors esolpresque incepen-
damment des autres (sur un processeur), les sous-structures dialant jus-
qgua convergence vers la solution du probeme 3D initial. @ns ce paragraphe,
trois grandes nethodes de cecomposition de domaine sans oewrement sont
pesentes dans le cadre statique lireaire. D'autres nmeftodes existent comme
(Ben Dhia, 1998) qui propose de recoller dierents mocklegntre eux, cette
nmethode ne sera pas aborcee ici.

Le domaineetude noke est divie en deux sous domaines dstincts ; et
- (gure 1.10), reles par une interface 1. Les trois nethodes se dierencient
par le choix des inconnues au niveau des interfaces : cegatent et/ou e ort.

1.2.1.2.1 La nethode de Schur primale Cette nethode, initialement
pesenee par (Przemieniecki, 1963) et reprise dans de nomguses etudes
(Mandel, 1993; De Roeclet al., 1992; Roux, 1990) priviegie le ceplacementa
l'interface. En notant, u les inconnues d'interface eti; (resp.u,) les inconnues
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Figure 1.10 { Notations pour la cccomposition de domaine

relatives aux noeuds inerieursa la sous-structure ; (resp. ), le probeme
disceti®e secrit de la manere suivante :

2 30 1 0 1
K11 0 Ki Uq Fi

4 0 Ky K, 5Q@Qu,A=Q@F,A (1.23)
KI KI K u F

K 11 et K5, ne repesentent pas la rigidie compkte de chaque sous-staiure
mais seulement la partie concerree par les deges de liben; et u,. La ne-
thode de Schur consistea condenser le probeme sur les incoesude l'inter-
faces. Il est alors possible de ¢ nir la matrice du compementle Schur S et
le probeme devient :

Su =B (1.24)
avec .
S = K KK 'Ky Kj Ky Kis (1.25)
B = F KJK F1 KjK,F; (1.26)

Les inconnues relatives aux sous-structures sont alors postirasa partir
des inconnues d'interface par la relation :

u=K;(FF K;u)8i2Il12] (1.27)

La mise en oeuvre paralele de la nethode conduita l'utilsation de me-
thodes ieratives de type gradient conjugte. L'utilisation de peconditionneurs
(De Roeck et Le Tallec, 1990) aneliore alors grandement lacie de ces
methodes ieratives.
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1.2.1.2.2 La nethode de Schur duale Cette approche est l'approche
duale de la pe@dente ; ce sont ici les e ortsa l'interfae qui sont privieges (les
inconnues statiques sont des multiplicateurs de Lagrange assuirla continuie
du champ de ceplacementa la traveree de l'interface). b probeme discetis
secrit :

30 1 O 1

11 0 L Ut F1
Tl o0 0

Les quanties nokestilde, sont ici relativesa une sous-structure (exemple :
t, repesente tous les deges de libere de la sous-structure;). La condensa-
tion du probeme sur les multiplicateurs de Lagrange donne :

=C (1.29)

avec .
= L{ Ky 'Ly + L3 Kyl (1.30)
C = L] K, F+L)K,} R (1.31)

Ce probeme se esout par l'internediaire de techniques desolution iera-
tives comme pour la methode primale. Il esta noter que les mbemes les aux
sous-structures ne font pas apparatre de conditions limitesn ceplacement
d'as la recessie d'un traitement particulier pour calcul er le pseudo-inverse de
'operateur. La methode FETI (Farhat et Roux, 1991) utili se cette technique
en tirant avantage de la faible interconnection entre sous-sictures, elle o re
ainsi un grand dege de paralklisme.

1.2.1.2.3 Les approches mixtes  Les approches mixtes ne priviegient au-
cune des quanties cirematiques ou statiques. Plusieurs deeg techniques, a
base de Lagrangien augment ontee proposes (Le Tallecl994; Glovinski et
Le Tallec, 1990). Ces nethodes sont naturellement tes breadapees lorsque
les interfaces entre sous-structures font intervenir des coompements com-
plexes comme le contact frottant ou 'endommagement. On penoter aussi la
nmethode LATIN propose dans (Ladeweze, 1996) et cevelppee dans (Champa-
ney et al., 1997; Dureissex et Ladeweze, 1999; Ladewer¢ al., 2002). De plus,
elle pesente dans sa forme la plus ecente, une composante ltrechelles (La-

deweze et Nouy, 2003). Les champs d'e ort et de vitesse aux infaces sont
alors cecomposes en parties dites macro et micro, la pagimacro repesentant
une moyenne du champ et la partie micro etant ce nie par un gincipe de
localisation.
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1.2.1.3 Methodes de esolution ieratives : Krylov

Consicerons la esolution du syseme lireaire Ax = B. Il peut &tre ineres-
sant de esoudre ce probeme de manere ierative, dans leadre de nethodes
de sous-structuration par exemple. La ieme ieration condita l'approxima-
tion x; de la solutionx, le esidu assoce est alors r; = B Ax;. La donree
du vecteur x, permet d'initialiser la proedure.

Les solveurs de Krylov pesenes par exemple dans (Saad, ZBhewchuk,
1994; Barrett et al., 1994) reposent sur la construction ierative d'un sous
espace de Krylov (A;ro) & ni de la manere suivante :

m(A;10) = Vec(ro; Arg; i, A™ tro) (1.32)

a1 V ec(v;) tesigne I'espace vectoriel engende par les vectews La esolution
du syseme consistea recherchek,, sous les contraintes :

Xm 2 Xot+ m(A;rg) (1.33)
m 2?2 m(Airg) (1.34)

Le esidua l'ieration m ( rp,) doit &tre orthogonal au sous espace de Krylov
m(A; o). Le choix d'un operateur synetrique ce ni positif M die re entre les
methodes et permet de cenir (u ? V) c'esta dire u"Mv = 0. Ici seuls
les algorithmes de gradient conjugle et de GMRes(m) serontgsenes avec
peconditionneur.

1.2.1.3.1 GMRes Le principe de recherche d&, dans un algorithme de
GMRes peconditionrea gauche est le suivant :

Xm 2 Xo+ m(M A;rg) (1.35)
rm ?m  m(M A1) (1.36)

La particularie de l'algorithme est de ne pas calculer d'aproximation au
fur eta mesure des ierations, une mise en oeuvre adroite pegttant d'avoir
ace@sa une norme du esidua chaque ieration. L'orthogonalie de la base
etant obtenue par rapport au peconditionneur (ce ni po sitif), il est possible
de esoudre des probemes non synetriques avec l'algorithe de GMRes.

1.2.1.3.2 Gradient Conjugwe L'algorithme du gradient conjugte ne s'ap-
plique qua des matrices synetriques ck nies positives pemettant ainsi de ce-
nir un produit scalaire. Le principe de recherche de,, dans un algorithme
de gradient conjugle peconditionre est le suivant :

Xm 2 Xo+ m(M *A:rg) (1.37)
rm  ?2a m(M A;rg) (1.38)
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Theoriquement, les nouvelles directions de recherchergees par le proces-
sus ieratif n'ont besoin d'etre eorthogonalises que @r rapporta la dernere
direction. Cependant, en pratique la relation de conjugusbn est perdue rapi-
dement au | des ierations, une eorthogonalisation est domr recessaire. Avec
cette proedure suppementaire le gradient conjugLe deient presque aussi col-
teux que le GMRes.

1.2.1.3.3 Convergence et peconditionnement Les nethodes de GMRes
et gradient conjugLe pesentent toutes deux des theoenes de convergence, no-
tamment pour le gradient conjugLe :

p— m
kX Xmka 2 pTll kx  Xoka (1.39)

a1 est le conditionnement de la matricea inverser (M A). De ce
fait le choix d'un peconditionneur permet une convergere plus rapide car
diminue, il est donc crucial. En pratique ces estimations sont geent trop
majorantes car la totalie du spectre n'intervient pas, seuleune partie est
activee. Uneetude plus pecise introduisant la notion de spetre de Ritz(Paige
et al.,, 1995) permet de mieux appecier le taux de convergence dertethode.

1.2.2 Simulation en pesence de non lirearies maeriau

Dans ce paragraphe, seuls quelques concepts gereraux tbaota notre
etude sont pesenes, le calcul non lireaireetant un domaine tes vaste. Le lec-
teur pourra se reporter aux ouvrages (Zienkiewicz et Taylo000; Ladeeze,
1996) pour une pesentation plus approfondie.

Le cadre de la plasticieetant cesormais relativement ge, l'inegration des
lois de comportementelasto-plastiques repose sur des algbrites classiques de
type retour radial (Ortiz et Simo, 1986). Dans le cadre des ogositesa bres
longues, les lois de comportement continuentaevoluer ((Hdhard et al., 2001)
pour les plis tises). Ces moctlisations font intervenir de'¢éndommagement
coupka la plasticie. De plus, I'endommagement introduisant des probemes
de localisation, ces moceles sont souvent egulariges patiftroduction d'une
longueur caraceristique(Bazant et Pijaudier-Cabot, 198; Larsy et Belytschko,
1988; Ladeweze et Le Dantec, 1992), ce qui les rend non-lagaLe probeme
est alors de proposer une inegration cokerente du componteent et d'assurer
la convergence. Dans ce contexte plus ou, des algorithmes type Newton
sont utilies ((Bordreuil et al., 2003) pour le moctle de (Hocharett al., 2001)).
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Pour ce qui est de la esolution du probeme non lireaire p@ssur la struc-
ture, les methodes incementales sont souvent utiliees. €lle-ci, contrairement
a d'autres non incementales comme la nmethode LATIN (Ladeeze, 1996),
consistent premerementa cecomposer l'intervalle de temp en plusieurs sous-
intervalles. L'histoire des inconnues est alors approchee sahacun d'eux, de
manere lireaire par exemple. Le probeme a esoudre estdonc rendu ince-
pendant du temps, mais reste non lireaire. Un algorithme de ty® Newton
peut etre utili pour esoudre ce probeme. Ce dernier st constitlte de deux
groupes dequations, le premier contient lesequationsteaires gventuellement
globales) et le second lesequations locales gventuellemenon lireaires), la
solution se trouvant a l'intersection de ces deux sous espaces.sCgroupes
dequations repesentent I'admissibilie statique et cinematique d'une part et la
relation de comportement d'autre part. Les algorithmes mien place consistent
a ierer entre les deux sous espaces en suivant des directiods recherche. Le
choix de ces directions fait la dierence entre les nethods. Celles de New-
ton utilisent un retour sur le groupe dequations non lirearesa ceformation
constante. Le passage du deuxeme groupe vers le premier g#j suivant les
cas, le comportement tangent (Simo et Taylor, 1985), le comgiement courant
ou le comportement initial. Dans le cadre de I'endommagentette comporte-
ment tangent netant pas toujours positif, le choix du competement courant
est e ectle. En e et, celui-ci permet une convergence plusapide que le com-
portement initial.

Un dernier probeme se pose dans la mesure ai la structure admenel
charge limite car un pilotage en e ort n'est pas toujours possie. Des tech-
niques de pilotage sont alors mises en oeuvre, elles consistnelacher la
contrainte d'e ort impo<. Celui-ci devient inconnu, uneequation suppemen-
taire est alors ajoute pour indiquera l'algorithme quel ¢iemin suivre, pour
cela l'algorithme se base sur une quantie evoluant de mane monotone. La
recherche de la solution est classiquement e ectiee dans un lgplan (Riks,
1972; Ramm, 1981) ou dans une hypersplere (Cris eld, 1981; Hedg et Cris-
eld, 1998). Ce pilotage tepend fortement des plenoneng mis en jeu, (Alfano
et Cris eld, 2003) par exempleetudie le cas du ceveloppenmt du celaminage.

1.2.3 Conclusion

A n de rendre possible l'utilisation de mockles ns de maeriaux compo-
sites, une strakgie de calcul e cace est recessaire. En e etdchelle mise en
jeu, de l'ordre du dixeme de milliretre, est tes inkri eurea celle de la struc-
ture. Trois points sontaetudier.

Le premier concerne la eduction de la zone detude nea & zone pertinente
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1.2. ProbEmatique et outils de calcul assoces aux composi

(ici les extemies du tube), en dehors de celle-ci, une #orie simpliee doit
étre utilie. Le probkeme est alors de gererer des coritions limites correctes,
a partir de la treorie simpliee,a appliquer sur le mocel e n.

La esolution du probemeelastique de bord intervenant tes souvent dans le
cadre d'une esolution non lireaire pour dierentes familles de cefauts, il est
recessaire de mettre au point un traitement e cace de ce prodine (deuxeme
point). Compte tenu de la geonetrie du tube, la piste du ceweloppement en
ries de Fourier parait tes ineressante. Dans le cas deotiplage entre modes,
il est possible d'utiliser une nethode de esolution ierative comme pour les
techniques de sous structuration qui, par le choix d'un bon pconditionneur
permet une esolution paralele du probeme.

Enn, le troiseme point concerne la esolution du probeme non lireaire et
I'inegration des lois de comportement.
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Chapitre 2

Reduction de la zone détude
la probématique du raccord

L'utilisation de moceles ns,a lechelle du pli, engendre des colts de
calcul prohibitifs. Par exemple, le maillage 3D d'un tubeenea la e-
solution d'un probeme non-lireaire d'environ 10 millions de deges de
libere. Or experimentalement, les degradations ont leu aux extemi-
es, il est alors ineressant de eduire la zone detude ne. Un mockle
poutre est utili' pour pedire la solutiona coeur et gererer des condi-
tions limitesa imposer sur le probeme n d'extemie. Dans ce cha-
pitre, la probematique du raccord entre mocktlisation patre et mockle
3D est traiee. Ce raccord est bag sur la solution de Saifvenant du
probeme qui est construite gracea la theorie exacte desoptres.
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2.1. Pesentation de la probematique du raccord

2.1 Pesentation de la probématique du rac-
cord

La solution du probeme delasticie pose sur le tube peut &tre ceccompose
en deux zones distinctes. La premere, le coeur, resteelastig et relativement
homogene. La deuxeme, l'extemik, est le lieu des cegadations et est sou-
mise a des e ets de bord tridimensionnels. Dans notre approch& solution
inerieure sera construitea partir de quanties poutres. Une fois cette solution
connue, elle sera utilie pour gererer les conditionsriitesa appliquera un
mocele n non lireaire de I'extemit du tube.

Un point essentiel est celui du raccord entre la zone d'inerét, ici les
extemies du tube, et la zone d'analyse a moindre coo0t (ci l'inerieur du
tube). Au raccord, on s'impose la contrainte de ne pas gererat'e ets locaux
arti ciels notamment dans I'optique de calcul non lireaire ou ces e ets locaux
pourraient venir progressivement polluer la solution dans la zone d'inerét.
Un premier type d'approche, qui prend de plus en plus d'impoance du fait
des besoins de couplage de mockles, est juste de consicerer ¢ueda associer
deux types de mocktles, un de la zone inerieure (mockle pare) et l'autre de
la zone de bord (mockle 3D). Une approche possible dans cet esmst de
suivre la cemarche propose par Ben Dhia (Ben Dhia, 1998)emharche que
I'on pourrait quali er de partition de mockle.

La voie suivie ici est plus classique, il s'agit de consicerer quer traite un seul
moctle (poutre 3D) que I'on cherchea calculer de facon ecace. Une premere
approche est de batir les mockles de facon asymptotique aruordre su sant
pour gererer la solution inerieure. Une di cule import ante dans ce cas est
la question du calcul dissoce des e ets de bord. Ces aspects ormtamment
et regarces dans (Buannic et Cartraud, 2001a,b). La vae suivie ici cherchea
calculer une approximation de la solution 3Da l'inerieur en utilisant e ca-
cement une treorie de poutre puis un reevement 3D de la sdion. En e et,
cette approche avait donre des esultats touta fait satisfasants dans le cas des
plagues composites (Allix, 19893. Il s'est awee que cette icke, mise en appli-
cation dans un cadre simple, est enechec pour les poutres carsjtes. Dans
le cas al les e ets de bord ne peretrent pasa coeur, l'inbrmation contenue
dans le raccord est la solution de Saint-Venant du probemdastique, celle-ci
ne contenant pas d'e et locali®ee. La treorie exacte desqutres (Ladeweze et

LEn imposant comme conditions limites le champ de ceplacement reconstruita patir de
la treorie de plaque, O. Allix remarque que la plaque est surcontrainte dans soepaisseur
par la partie normale du deplacement. Poureviter cette surcontrainte, il sut alors de ne
pas imposer la partie normale du ceplacement partout, mais seulement sur le plam€moyen
de la plaque.
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2. Reduction de la zone detude : la probematique du racord

Simmonds, 1995) est alors mise en oeuvre pour construire la saaotde Saint-
Venant.

Le prochain paragraphe pesente I'utilisation d'une tleore simple de poutre
et sa mise en cefaut, les suivants pesentent la treorie exaetdes poutres et la
construction du raccord.

2.2 Raccord ba® sur une tleorie de poutre
simple

L'objectif de ce paragraphe est letude de la faisabilie dun raccord base sur
une treorie de poutre classique (Euler-Bernoulli ou Timosh&w) ne gererant
pas d'e et de bord arti ciel. Une premereetude simpliee aet meree, celle-ci
ne prend pas en compte le gauchissement dans un premier tempsurPcela
les cas tests traies ne devront pas faire intervenir de colgge avec la torsion.
La construction du moctle poutre utiliee est pesenee puis appliqiee pour
gererer un raccord.

2.2.1 Notations

Soit une poutre droiteelastique (domaine ) d'axe & et de section S. Dans
la base des coordonrees caresiennes;( &; &), les coordonrees d'un point M
appartenanta la poutre secrivent : OM = zg + X& + yg§ = zg¢ + X (X
appartienta la section droite d'abscissez).

Cette poutre est soumise a un chargement volumiquéy eta des e orts
surfaciquesF4 ou des eplacementUya ses extemies (z=0et z= L). Le
champ de teplacement est noeU, le champ de ceformations' et le champ de
contraintes . L'operateur de Hooke repesentant le comportement de la pdre
est noe K. Les champs de contraintes et de ceformations sortecomposes en
partie plane (par rapporta la section droite de la poutre) etanti-plane.

o0 11 00 11
_ZZ _ZZ
@ p g“ZX A @ pg ZX
n=Bo0 Zow1g- A azBo Z2w1&= A (1)
"xx P XX P
@ pll/y A @ p Yy A
2")(y 2 Xy
De méme le comportement se cecompose :
Kaa Kap
K = 2.2
Kea Kep (22)
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2.2. Raccord base sur une theorie de poutre simple

2.2.2 Formulation du probéme poutre

Les theories classiques de poutre comme Euler-Bernoulli ounfoshenko
sont basees sur des hypotleses mixtes (Timoshenko et Goodid970). (Her-
rakovich, 1998) donne une illustration dans le cas des pousreomposites. Le
eplacement de chaque section est suppos &tre un mouvemelat corps rigide
et la contrainte anti-plane est suppose étre nulle, c'estalire :

P U@ Ly @
Hz)+ +(2)" X = @ v(z) !,(2)y A (23)
w(z) + ! ,(2)x

p = 0 (2.4)

uM)

Ces hypotleses se justi ent, d'une part par la comparaison avedes pro-
bemes simple delasticie (solutions des probemes de Sat-Venant) et d'autre
part, par 'utilisation de methodes asymptotiques trongiees aux premiers ordres
(Rigolot, 1980; Grillet et al., 2000). En pratique, plus la poutre estelanee et
mieux les hypotheses sont \eriees. Le gauchissement netahpas introduit, la
torsion ne sera pasetudee et en pratiqué ,(z) = 0.

A n de prendre en compte des hypotheses mixtes, une formulativadapee est

utilise, celle d'Hellinger-Reissner (Reissner, 1950). Le gobeme est alors de

trouver les champs de contrainte statiquement admissible et de ceplacement
U cirematiquement admissible rendant stationnaire la fonctionelle :

1Z Z z z
HR(;U)= 5 ATK 1+ AT fqUd FqUdS (2.5)
@
sous les contraintes 2.3 et 2.4.
La stationnarie par rapporta » donne :
Z

(M K d =0 (2.6)
avec " statiquement admissiblea zro donc p =0. Il vient :

"a=(K Dan A (2.7)

Le comportement utilise ne prend en compte que la partie anplane du com-
portement 3D.

A= (K 1)AA 1"A = Kpoutre"A (2.8)
Remarque :
1
(K Daa "6 Kpa (2.9)
Strakegie de calcul et utilisation de sries de Fourier poules tubes 35

composites cegradces



2. Reduction de la zone detude : la probematique du racord

La stationnarie par rapporta U donne lesequations dequilibre sous forme
variationnelle ( (U) repesente le travail des e orts exerieurs) :

Z
A'a(U)d (U)=0 (2.10)
ou sous forme locale :
dN
4z +f =0 (2.11)
dwvt
—+ NN = 2.12
il 0 (2.12)

Il esta noter que cesequations dequilibre sont exactes. L& contraintes gere-
raliees noeesN pour ce qui est de I'e ort et M pour le moment sont & nies

par :

Z
N = e, dS (2.13)
ZS
N o= XN e, dS (2.14)
S
La deformation sécrit :
" = Ul +%enX) (2.15)
n 1 0
- \)’VO + gk (2.16)

La partie du comportement utilisee pour les poutreK poure SeCrit :

2z = a'upt+h P (2.17)
zy
ZX - bllzz + C IIZX (218)
zy zy
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2.2. Raccord base sur une theorie de poutre simple

La relation de comportement au sens des poutres secrit alofavec< : > =
:dS) :
S

NZ = $ ZZ> # n (%19)
T bT
= <a>< E> ~+ <7(e2’\>(°)>; <a(g " X)> ~

NG =< Do (2.20)
C C
= [<b>;<§>]~+[< E(ezf\)(‘>; <Be” X)) >]~
mx S <xA e (2.21)
y

bT
= [ca(X " &)>< (X" &) >

H< (X ez)%(ez“ X)> <a(X”e)e"X) >]-

Ces expressions e nissent l'operateur de manere explicte sans avoir
recoursa des calculs auxiliaires et peuvent se mettre sousftame suivante :

N‘ ~
= 2.22
v ~ (2:22)
en introduisant les ceformations gereralises :
o .1
u
= @QWA+gnr+ (2.23)
WO
= 40 (2.24)

Suivant la forme de la section S de la poutre ainsi que la epatibn du
maeriau dans la section, certains termes de couplage vonisparatre. En
pratique < a > repesente le module d'Young de la poutre et la bre neutre
est choisie poureliminer le terme< a(e ™ X) > de couplage entre tension
et exion. Dans le cas de la poutre etudee ici, et contraiement au cas des
plaques, la £guence d'empilement synetriqueequilibee ne permet pas de
supprimer tous les couplages, mais seulement de les diminueteiment. Dans
le cas d'un empilement de plisa 0 et 90 deges, les couplagagec la torsion
disparaissent, ce qui justi e la possibilie de ne pas prendre erompte de gau-
chissement.
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2. Reduction de la zone detude : la probematique du racord

Le probeme poutrea esoudre sécrit :

Trouver (4;+) et (N; M) \eri ant :
{ Les conditions limites en teplacement
{ Lesequations dequilibre :

dN
—+f=0
dz
\%1
d_ + e "N=0
dz
{ La relation de comportement poutre
N’ ~
= 2.25
7 R (2.25)

Remarque : dans la treorie d'Euler-Bernoulli, le terme de cisaillemende
lenergie de ceformation est reglige, ce qui conduita une cirematique simpliee
al les sections droites restent droites (relation entre ditee de la eche et
rotation de la section).

2.2.3 Exploitation et reconstruction du champ solution

Pour construire le raccord, on cherchea e ectuer un reewament 3D de la
solution approcltee. L'information a priori pertinente pemettant la mise au
point d'un raccord en ceplacement est contenue dan%, (relations 2.15 et
2.16) et p = 0. Malheureusement, le champ de deformation assoce n'est en
cereral pas compatible. En e et, p =0 implique :

"p = KpéKPA"A (2.26)

Ce champ de deformation est bien inegrable pli par pli et necepend que
des ceformations gereralises, mais ne satisfait pas enegeral les conditions
de compatibilie au passage des interfaces. Ces conditione®ivent :

['plr & =0 8~ 8~ (2.27)

Les crochets'[p]; & designent le saut de ceformation anti-planea la tra-
versee de linterface de rayon r applique au vecteurle. Enecrivant "5 & sous
la forme :

"A& =G ~+G ~ (2.28)
alors les conditions de compatibilie sont :

KpopKpaG =0 (2.29)

KpaKpaG =0 (2.30)
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2.2. Raccord base sur une theorie de poutre simple

Ces relations ne sont en gereral pas \eriees, c'est pourqai, on est conduit
dans une approche en ceplacementa retenir comme approxation le champ
de teplacement poutre calcuk directement par la relatio 2.3. Bien entendu,
un tel champ de deplacement surcontraint les sections par rgprt au champ
de ceplacement vrai. En consquence, on peut s'attendreae que la meilleure
approximation soit obtenue avec le raccord en contrainte namalea la section
de la poutre. Celle-ci est telle que :

A= Kpoutre "A (2.31)

Il esta noter, que les champs de contraintes sont au mieux Baires par
morceaux, ce qui n'est pas toujours compatible avec les catmins limites sur
la surface laerale de la poutre qui est suppose libre de camintes.

2.2.4 Resultats nuneriques

Deux exemples sont traies, le premier est une poutre homogensotrope. Le
second est une poutre composite, constittee de plis unidireatinels ayant pour
equence d'enroulement [800=0]. Ces deux cas font dispara’tre les couplages
tension/torsion et exion/torsion. Dans les deux cas, la sectioest circulaire et
le chargement est de la exion simple. Les dierentes quantis etudees sont
traces le long d'une gereratrice du cylindre (notee : Droite I1 sur la gure 2.1)
et ce pour deux distances de raccord dierentes ( 2 et 3 fois ldianetre), ce
qui permettra de \eri er que les e ets incesirables se cephcent avec la zone
de raccord. Les esultats pour la grande distance de raccordréondiqes avec
des croix. De plus, deux raccords sont envisags, ils sont bass :

1. O(M) : le ceplacement poutre
2. e, :la contrainte normale poutre

Chaque graphique trae ci-apes comporte donc 4 courbesepesentant les
evolutions de diverses quanties le long de la ligne I1 ( gue 2.1) dans l'interface
inerieure [0=90] pour le cas composite.

2.2.4.1 Evolution de la contrainte XX

Dans le cas d'un raccord correct, il devrait egner unetatde contraintes
anti-planes dans la zone inerieure du tube et donc en padulier au niveau
du raccord. Les gures 2.2 et 2.3 repesentent levolutionde la contrainte xx
le long de la poutre dans les cas homogene et composite. Celleevrait &tre
nulle dans la zone de coeur et au raccord. On peut remarqueregpour un
raccord en contrainte, les e ets de bord sont moins forts queopr un raccord
en ceplacement. En e et, ce dernier ne permet pasa la sectiode gon er
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2. Reduction de la zone detude : la probematique du racord

_

Droite 11

Figure 2.1 { Maillage de I'extemie du tube

librement ce qui vient surcontraindre le raccord. Cependanbien que correct

dans le cas homogene (gure 2.2), le raccord en contraintestemis en cefaut
dans le cas composite (gure 2.3).

SMXX

X-X

Type de raccord :
ol contrainte
-10. deplacement

-12. |

ABS
'14. 1 1 1 1 1

0.00 020 040 060 080 1.00 1.20

X1.E2
SMXX sur droite 0 (pli : 2)

Figure 2.2 { Evolution de xx suivant I1 : cas homogene isotrope
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2.2. Raccord base sur une theorie de poutre simple

SMXX
0.0

[

-04 |

-06 |

-0.8 |

-1.0 E
Type de raccord :

,,,,,,,,,,,,, contrainte

1.2 - deplacement

-1.4 |

ABS
'16 1 1 1 1 1

0.00 020 040 060 080 1.00 1.20

X1.E2
SMXX sur droite 0 (pli : 2)

Figure 2.3 { Evolution de xx suivant |1 : cas composite

2.2.4.2 Evolution du eplacement Uk

Les gures 2.4 et 2.5 repesentent levolution de la eche Uy le long de
la poutre dans les cas homogne et composite. La relation dengportement
de la treorie des poutres nétant pas exacte, les conditits limites imposees
par le raccord en ceplacement ne sont pas correctes. Par camtrle raccord
en contrainte donne de bons esultats dans les cas homogfgure 2.4) et
composite (gure 2.5), les e ets de bord sont presque invisiblesi raccord. La
solution de Saint-Venant est quasiment confondue avec la soli du raccord
en contrainte.

2.2.4.3 Evolution de I'e ort tranchant Tx

Les gures 2.6 et 2.7 repesentent levolution de I'e ort tranchant calcue
a partir de l'inegration de la solution dans la zone de bord Le raccord en
contrainte donne le bon niveau d'e ort tranchanta l'ine rieur contrairement
au raccord en ceplacement. Dans ce dernier cas, l'introduoh d'un coe cient
de section eduite permettrait de modi er la relation de conportement poutre
an d'obtenir un niveau d'e ort tranchant correct. Dans le cas du raccord
en contrainte, on voit un e et de bord au raccord. En e et, on mpose une
contrainte de cisaillement "uniforme" sur cette section §) or cette condition
n'‘est pas compatible avec la condition de surface libre sur la $ace laerale
du tube. Une singularie a lieua l'intersection entre la surface de raccord et
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2. Reduction de la zone detude : la probematique du racord

X1.E-2 UX
6.

- Type de raccord :
,,,,,,,,,,,,, contrainte

deplacement

0.00 020 040 060 080 1.00 1.20

X1.E2
UX sur droite O (pli : 2)

Figure 2.4 { Evolution de Uy suivant I1 : cas homogene isotrope

UXx
0.14

012 | Fa
0.10 L
0.08 L
0.06 [
Type de raccord :

,,,,,,,,,,,,, contrainte
deplacement

0.04 |

0.02 |

0.00 |y . . . .
000 020 040 060 080 1.00 1.20

X1.E2
UX sur droite 0 (pli : 2)

Figure 2.5 { Evolution de Uy suivant I1 : cas composite
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2.2. Raccord base sur une theorie de poutre simple

la surface laerale du tube. La proedure d'inegration permettant de calculer
I'e ort tranchant est alors malmeree et ne permet pas d'aceder au esultat.

X1.E2
25

2.0

15

1.0

0.5

- Type de raccord :
,,,,,,,,,,,,,, contrainte

deplacement

00 L 4
c1 zZ C2 C3
05 Y \ ! \ ) v, v
0.00 020 040 060 0.80 1.00 1.20
X1.E2
effort Nx

Figure 2.6 { Evolution de Tx suivant |1

X1.E2
12

: cas homogene isotrope

10 L

0.8

0.6

04 L

02 |

0.0 |

C1
02 Y

z C2
v

Type de raccord :
,,,,,,,,,,,,, contrainte
: deplacement

C3

0.00

effort Nx

020 040 060 080 100 1.20

X1.E2

Figure 2.7 { Evolution de Tx suivant I1 : cas composite
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2. Reduction de la zone detude : la probematique du racord

2.2.4.4 Evolution du moment echissant My

Les gures 2.8 et 2.9 repesentent levolution du moment echissant cal-
cuka partir de l'inegration de la solution dans la zone de bord. Le moment
echissant cecoulant de I'e ort tranchant, on retrouve les mémes conclusions
gue pecdemment (gure 2.8 et gure 2.9), la pente pour unraccord en ce-
placement est moins forte que celle pour un raccord en conttg.

X1.E4
2.2

20 | ]
18
16
1.4

1.2

Type de raccord :
,,,,,,,,,,,,, contrainte

1.0
deplacement

0.8

0-6 Y 1 1 1 1 VI v
0.00 020 040 060 080 1.00 1.20

moment My

Figure 2.8 { Evolution de My suivant |1 : cas homogene isotrope

2.2.5 Conclusion sur les raccords simples

Contrairement au cas des plaques, il n‘est pas possible de cons&sim-
plement un raccord correct entre une poutre et un massif. Tousd raccords
envisages gererent un e et incesirable pes de la zone deaaccord. Il ne peuvent
donc pas étre utiliees directement. Cependant, dans la me inerieure, le rac-
cord en contrainte donne de bons kesultats ce qui est en accadec le principe
de Saint-Venant.

Dans le cas de l'introduction de fonctions de gauchissemenrd, ksolution de
probemes auxiliaires devient recessaire comme c'est le casur la treorie
exacte des poutres ceveloppee ci-apes. Dans la mesure ta di cule de mise
en oeuvre estequivalente, cette dernere theorie est peee car elle permet de
construire exactement la solution de Saint-Venant.
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X1.E4
2.2

20 L
1.8
1.6
1.4
Type de raccord :

[ [ contrainte
deplacement

1.2

1.0

X
c1 z C2 *.C3
08 Y v é:

0.00 020 040 060 080 1.00 1.20

moment My

Figure 2.9 { Evolution de My suivant I1 : cas composite

2.3 Principe de Saint-Venant

Le lecteur trouvera un bilan des travaux e ectwes sur le pricipe de Saint-
Venant dans (Horgan et Knowles, 1983; Horgan, 1989, 1996) et uxemple
de son utilisation sur des cylindres reerogenes anisotropedans (Donget al.,
2001a,b,c). De mangere classique, le principe de Saint-Vamgpeut senoncer
de la mangere suivante :

‘Dans la section droite d'une poutre, la distribution de comaintes due a
un syseme de forces, appligleesa une certaine distance dette section, ne
change pas si I'on substituea ces forces un autre sysemeappoquant les mémes
e orts inerieurs; seules changent, sur une longueureg&a unea deux fois
la plus grande dimension transversale de la poutre, les aamtes locales pro-
voqtees par l'introduction de forces."

Ce principe donne donc uneequivalence entre deux chargemtepar rap-
porta la solution inerieure d'un probeme delasticit e. La condition dequi-
valence entre chargements est exprinee par legalie detorseurs des actions
nmecaniques appligees.

La vision pesente par Ladeeze (Ladeweze, 1983) eta brigine de la theo-
rie exacte des poutres (Ladeweze et Simmonds, 1995; SancH2201), part de

Strakegie de calcul et utilisation de sries de Fourier poules tubes 45
composites cegrades



2. Reduction de la zone detude : la probematique du racord

la volone de sparer I'e eta grande longueur de variation de la solution de
I'e eta faible longueur de peretration (e et de bord). P our cela, I'hnypothese
de comportementelastique est indispensable, sans quoi la preprde super-

position est perdue. Le but est donc de trouver la classe de condiis limites
assurant la localisation des contraintes et des ceplacements.

Remarque :On appellera solution de Saint-Venant la partie polyndmial (i.e.
a grande longueur d'onde) de la solution du probemeelastjue traie (letude
dans le cas de chargements sur la surface latrale et des fergelumiques de
la poutre etant en fait due a Almansi - Michell). On trouvera des exemples
de solutions de Saint-Venant dans le cas de tubes compositessiéXia et al.,
2001b, 2002, 2001a,c).

La solution de Saint Venant secrit de la manere suivante :

Usy

SVei

H++ A X+ AN+ BM + z4 (2.32)
AN+ BONr + Z4 (2.33)

avec :
{ A° B9 A, B sont des operateurs caraceristiques de la section droite et
du maeriau, constants par rapporta z;
{ z4, Z4 sont des vecteurs constants par rapporta z, caraceristique des
e orts, de la geonetrie et du maeriau;;
{ d, + sont des vecteurs constants dans la section droite qui ne deyukemt
donc que de z;
{ N ,M sont respectivement la esultante et le moment dee,, enequilibre
avec les charges.
La condition de localisation des contraintes et des ceplaneents gquation de
Maxwell-Bettiecrite sur une section) sécrit alors :

8sy, 1 [S0;Sq] =0 (2.34)
z

[So;Sey] = & U e, U, dS (2.35)
S

En injectant les expressions dé&Js, et 4, & dans cette dernere equation,
il est possible décrire la condition de localisation en fonabns de grandeurs
cereralieesa e nir.

Z

& U e, U,dS= N t+ M k+ Nt + Mk (2.36)
S

Les grandeurs gereraliees sont les suivantes :
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{ Contraintes gereraliees :

Z
N = e, ds (2.37)
ZS
M = XN e,dS (2.38)
S
{ Deplacements cereralies :
Z
o = ATU AT e, dS (2.39)
ZS
~ o= B"U BT e,dS (2.40)

S

Remarque : Les quanties gereraliees e nies ici seronta la base de la treorie
exacte des poutres qui fera I'objet du paragraphe suivant. Leonstruction du
ceplacement gererali®e n'est pas une simple moyenne maiit intervenir des
operateurs, ceux-ci permettront la mise en place du compomeent poutre de la
treorie exacte des poutres. De plus, au méme titre que les d¢raintes gererali-
es, les ceplacements gereralies e nissent uneeqivalence entre conditions
limites. Des conditions limites ditesequivalentes gereent alors la méme solu-
tion inerieure. Autrement dit, pour un e et locali® les q uanties gereraliees
sont nulles. On retrouve cette icee de conditions limites assant la localisation
des contraintes et des ceplacements dans les travaux de (@uwnic et Cartraud,
2001b) par exemple.

La solution du probeme delasticie se cccompose alors corme suit :
YA L

0 By, ey

solution de St Venant densie d'e et locali®

Pour certains types de geonetries (voiles minces par exegtes), les solutions
localisees peuvent donc recouvrir I'inegralie de la poutre. La solution de Saint-
Venant n'est alors pas 'visible", et il faut utiliser une theorie de poutre adapte
pour capter la solution inerieure (Vlassov, 1962; Grilletet al., 2000).

2.4 Theorie exacte des poutres

2.4.1 Formulation du probéme

La theorie exacte des poutres (Ladeweze et Simmonds, 1995996, 1998)
s'appuie sur la cemonstration du principe de Saint-Venant (Ldeeze, 1983).
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2. Reduction de la zone detude : la probematique du racord

Le probeme de poutre assoce est classique :

Trouver (t; & N; M) weri ant :
1. les liaisons cirematiques (en termes de ceplacementsrgrali®es)
2. lesequations dequilibre :

dNr
-+ f =0
dz d
dnr
—+e"N =0 2.41
o e (2.41)
3. La relation de comportement
~ d
"= I\Nﬁ oy (2.42)

avec ~= 4%+ e ket ~= 40 det 9sontck nisa partir du chargement.

Il esta noter que cette theorie ne repose sur aucune hypothesstatique
ou cirematique. Les ceplacements gereralises utiliss ici ont le méme potentiel
gue la notion de contrainte gereraliee c'esta dire, assuer la localisation de
la solution. De plus, a partir de la solution de ce probeme urdimensionnel,
il est tes facile de reconstruire la solution de Saint-Venantlu probeme 3D
et donc de gererer des conditions de raccord adequates swm massif 3D.
Cependant, cette theorie met en place un certain nombre derateurs qu'il va
falloir calculer ou identi er.

2.4.2 ldenti cation des oferateurs

Une di cule de la theorie exacte des poutres est d'avoir aces aux die-
rents ogerateurs car ils ne sont souvent pas calculables apdjluement. On a
alors recours au calcul nunerique et en particuliera la rathode desekments
nis. Plusieurs nethodes existent pour identi er les ogerateurs, elles sont ba-
ges sur la connaissance de la solution de Saint-Venant nogds(,; sv) pour
des chargementsebmentaires. Une fois I'ensemble de ces sohsekmentaires
calcukes, la cemarche d'identi cation des operateurs st donree dans l'algo-
rithme 1 et utilise la relation suivante :

Z
NN .
NT Mo T K
Remarques la exion simple, faisant intervenir la exion pure, pour iderti er
A° (resp.A), il faut avoir identie B° (resp. B) au pealable.

., ds (2.43)
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Algorithme 1 Demarche d'identi cation des operateurs de la theorie exacte
des poutres
1: for chargement* =ff traction, torsion, exion pureg,f exion simpleggdo
2. for chargement** = ff traction, torsion, exion pureg,f exion simplegg
do

3: calculer Mt avec les relations dequilibre de la poutre 2.41
4: identi er A° ou B° avec la relation 2.33

5: identier avec la relation 2.43

6: calculer (& +)

7: identier A ou B avec la relation 2.32

8: end for

9: end for

Les dierences entre les techniques d'identi cation esdent dans la facon
d'obtenir les solutions de Saint-Venanteementaires (taction, torsion, exion
pure puis simple). La plus simple, utilisee dans un premier taps, consistea
e ectuer un calcul complet avec e et de bord puisa identi er les operateurs
en dehors des zones de peretration (Allixet al., 2005; Barangeret al., 2005).
Cette technique revienta augmenter la zone detude ne paune zone tampon
restantelastique et supportant I'e et de bord ¢geree par | e raccord.

La deuxeme nethode, mise en oeuvre dans (Sanchet al., 1999; Sanchez,
2001) recessite des proedures de calcul et desekmentsis adapes. En ef-
fet, de manerea se placer sur la solution de Saint-Venant, deebments nis
d'ordre quatre sont utilies. De plus, il est recessaire d'imposeales conditions
limites en terme de moment et d'e ort, ce qui est fait par l'internediaire de
multiplicateurs de Lagrange. Cette nmethode etant plus larde a mettre en
oeuvre, elle n'a pasee implanee.

La dernere technique, ceveloppee par (El Fatmi et Zenzr, 2002, 2004), per-
met ['utilisation d'un codeebements nis standard ayant desekements avec une
interpolation de dege superieur ouegala deux dans l'ave de la poutre. Il su't
alors d'imposer certaines conditions limites, dcetaileesci, pour que la solution
du probeme soit la solution de Saint-Venant. Cette nethodesst pesente dans
les cas simples a elleaet implanke, c'esta dire : la traction, la torsion et la
exion pure.
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La solution U du probeme de minimisation de lenergie potentielle 2.44
sy donre est la solution de Saint-Venant.

z z z
Tr['K" ]d + sveuds sveUds (2.44)

So S

Ep(U) =

NI =

Sous les hypothsses?'d—’\zT =0 et %—'\f = 0 (chargements de traction, torsion

ou exion pure), le travail des e orts exerieurs s'exprime :

Z Z
sv&UdS sveUdS= N(a(0) L))+ M(+(0) (L)) (2.45)
So S.

N et M sont ici des donrees du probemeuy-et  sont des inconnues qui vont
etre exprinees en fonction du ceplacement de Saint-Vemd. En inegrant les
equations dequilibre 2.41 et la relation de comportemen2.42, le ceplacement
de Saint-Venant sécrit :

Usy = Ho+ +o» OM + AN+ BM
22
+ > mn N+ muw M

+ z NN+ ywM
+ Z MN N+ MM M X (246)

d'as la forme du champ de ceplacements a imposer et les dlacements
cereraliees graces aux relations (I est l'inertie de la setion de la poutre) :
Z

SUsv(O) Usy(L)dS = (1(0) w(L))S (2.47)
Z

V4

X " (Usv(0) Usy(L)) dS

X A (=0) (L))~ XdS
S S

| (~(0) ~(L)) (2.48)

Le champ de dceplacement doit recessairement prendre la foem2.46 an
deviter toute partie localiee dans la solution. Cette solition est un polynbme
de dege deux en z, ce qui impose l'utilisation deements nis de dege supe-
rieur ouegala deux suivant l'axe du tube. Une fois le type deement »e, il
restea ceterminer les relationsa imposer entre deges débere a n de donner
la bonne forme au champ interpok. Prenons par exemple ukenent ayant une
interpolation cubique suivant I'axe. Le coe cient intervenant devant le terme
Z'xly* (i,j et k 2 [0;3])sur la composantel 2 f z;x;yg du ceplacement est
noee : a};j;k . On doit imposer les relations suivantes :
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1a,. =
2. 8, =

3.a . ;=0

4. a3 1 1=

5. af,1,0 = 28500
6. ajg1 = 28500
7. a):i;l;o =

8. al,,=0

9. a} 5 5=

10. &, , ,=0

Dans le cadre d'une formulation de type Fourier, il est possibi#exprimer
ces conditions limites en proedanta deux changements dease :

1. le changement de base du champ de ceplacement : passageudeu; uy)
a (uzupu)

2. le changement de base du syseme de coordonrees : passageze,; ()
a(zr )

Les conditions limites font alors apparatre un couplagen&e le fonda-
mental et la premere harmonique en ¢og );sin( )). Les dierents operateurs
donnent des esultats dans la base cylindrique (contrainteircongerentielle, de-
placement radial par exemple) et prennent en entee des ets et moments
exprimes dans la base de coordonrees caresiennes.

2.4.3 lllustrations

A n de \eri er la mise en oeuvre de la nmethode d'identi catio n pesenee
au paragraphe peedent, une comparaison avec des solut®analytiques sur
tube est meree. Dans un premier temps, consicerons le cas sesimple d'un
tube mince (rayon inerieur r; et exerieur ro) homogene isotrope (de module
d'Young E et de coe cient de poisson ). Dans ce cas, le comportement de
poutre obtenu skcrit :

21
L 0 0 0 0 0
1
R
= kGS
0 0 0 & 0 0 (2.49)
o 0 0 02 o
0 0 0 O ot
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Avec :

E

5= 2@+ )

if)i 1= 408 1) 6= ;J =2l (2.50)
Le facteur k est le facteur de correction en cisaillement et vaQ.5 comme
pevu par (Sanchez, 2001). Le paranetre k joue le méme I qu'un coe -
cient de section eduite dans une theorie de poutre classiguer nous n‘avions
pas fait intervenir de coe cient de section eduite pour corstruire les raccords

simples bases sur les treories de poutres classiques.

Dans un deuxeme temps, consicerons un tube [+55 55=+55= 55] (Xia
et al., 2001b,a) constitte d'enroulements lamentaires de T30®34 (carace-
ristiques nmecaniques donrees dans le tableau 2.1).

Propree | T300/934
E.(GPa) 141.6
E.(GPa) 10.7
G12(GPa) 3.88
12 0.268
23 0.495

Tableau 2.1 { Caraceristiques du T300/934

Chaque pli mesure 0.5 mm depaisseur et le rayon inerieur duube est de

50 mm. Les gures 2.10 et 2.11 repesentent, pour un chargentesn pression

interne, dierentes composantes des contraintes en foncn d'une distance ra-

diale adimensionree (. et r; sont les rayons inerieurs et exerieurs du tube) :
r I

R= 2.51
o (2.51)

Dans ce cas, la contrainte axiale repesente la composante @i de la force
ereralie Zy (gure 2.12). En ajoutanta cela unetat de tension (faisant
intervenir A%,), la contrainte axiale dans le tube est repesente gure 23 et
est conformea celle obtenue analytiquement par Xia.
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+55/-55/+55/-55
500

4001

300r

200r

100}

Figure 2.10 { Evolution des contraintes circontrentielle et axiale (8 MPa) en
fonction de R

200
100}
=
(a
=3 ot
O
mN
-100 }
-200

0 02 04 06 08 1
R

Figure 2.11 { Evolution de la contrainte de cisaillement , (en MPa) en fonc-
tion de R
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+55/-55/+55/-55

Zd _en MPa

0 02 04 06 08 1
R

Figure 2.12 { Evolution de Zd,, (en MPa) en fonction de R

1200 0:2 0.4 0.6 0.8 1
R

Figure 2.13 { Evolution de la contrainte axiale (en MPa) en fonction de R
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Consicerons maintenant le cas industriel d'un tube [+20/-200/-20/20], de
rayon inerieur 16 mm, constitte de plis de G969/RTM6 depaisseur 0.2 mm.
Bien que treoriquement, la quence d'empilement ne perette pas de decou-
pler totalement la tension de la torsion et de la exion; en prague l'ogerateur

est presque diagonal. La quence d'empilement choisie mmise donc les
couplages.

Pour un chargement de exion simple sur une poutre console, legures
2.14 et 2.15 repesentent levolution de la contrainte axale. La deuxeme gure
consicere cette evolution dans une coupe longitudinale dtube (coupe a le
chargement est le plus fort). Sur la gure 2.16 est repeseng levolution de
la contrainte de cisaillement ,, dans l'interface entre les deux premiers plis
inerieurs (+20 = 20). Il esta noter que les e ets de borda I'encastrement ont
une longueur de peretration de l'ordre du dianetre du tube. Sur la gure 2.17
est repesenee la composantel, du ceplacement dans la section d'abscissec3
c'esta dire la section ai sont identies les operateurs. La sdution inerieure
concide donc bien dans ce cas avec la solution de Saint-Venabe raccord
base sur la construction de la solution de Saint-Venant du prdime est alors
bien adape. Le recoursa des theories de type Vlassov ne serap recessaire.
Cependant, an que ce raccord fonctionne au mieux, il est nessaire que le
comportement de la zone de raccord resteelastique.
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Figure 2.14 {Evolution de la contrainte axiale (en MPa) dans le tube en eton
simple

Figure 2.15 { Evolution de la contrainte axiale (en MPa) dans une section
longitudinale du tube
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0.16
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Figure 2.16 {Evolutionde . (MPa) le long de la poutre (zen mm)a l'interface
inerieure +20/-20

Figure 2.17 { Evolution du ceplacement u, (mm) dans la sectionz = 3r
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2.5 Conclusion

Ce chapitre est consacea letude d'un raccord entre modke poutre et mo-
cele 3D, celui-ci ne devant pas gererer d'e et parasite. Bur cela, I'information
contenue dans le raccord doit étre la solution inerieure @ probeme. La -
reration d'un tel raccord est dicile dans le cadre compositea partir d'une
treorie classique de poutre, la treorie exacte des poutresstedonc mise en
oeuvre. Les e ets de bord ne peretrant pas au coeur du tubda solution de
Saint-Venant permet d'e ectuer le raccord et ainsi de eduie la zone d'ana-
lyse ne. Il esta noter que le probeme qui nous est pos consisia \eri er le
dimensionnement de tubes, pour cela les e orts appliqles awlbe etude sont
donres. Cela impligue que le probeme qui nous est po® est Eatique au
sens des poutres, et si la zone dans laquelle il est e ectle resfastique alors
ce raccord est exact quel que soit le comportement de I'exteen Dierents
exemples ties de la literature ou proches d'applicatims industrielles ontees
traies.
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Chapitre 3

Cecouplage du calcul sur tube
sain par l'introduction de modes
de Fourieretendus

Ce chapitre se concentre sur le traitementelastique e cae de la zone
d'extemie. En e et, la simulation non lireaire en pes ence de plu-
sieurs familles de defauts recessite un grand nombre desolutions
elastiques. Compte tenu de la geonetrie du tube, une mbbde de e-
solution de type Fourier est envisagee. Dans ce chapitregtlide est
eduite au cadre d'un tube sain. Il est monte que le proleime 3D peut
étre cecoupk en plusieurs probemes 2D, ceux-ci cought les modes en
cosinus et sinus de méme harmonique. Ce esultat est vrairit que le
comportement du tube est invariant par rotation autour de soaxe de

evolution.
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3.1. Motivations et objectifs

3.1 Motivations et objectifs

Une fois les conditions limites construitesa partir des esltiats de la theo-
rie exacte des poutres, un calcul d'e et de bord est mere. Conp tenu de
lechelle de moctlisation envisagee (celle du pli), la tdle deseements nis uti-
lies dans le cadre d'une analyse tridimensionnelle direcgerait de I'ordre du
dixeme de millimetre. La esolution d'un probemeela stique assoce fait alors
intervenir environs un million de deges de libere. Sachnt que ces esolutions
elastiques vont etre utilies de nombreuses fois dans ladre d'un algorithme
non lireaire et ce pour plusieurs familles de defauts, le plieme elastique de
base n'est pas abordable directement. Il esta noter que c'est thscetisation
circonkrentielle du tube qui est la plus penalisante car lgerimetre mesure
environ 100 mm et qui plus est engendre une largeur de bande denatrice de
rigidie tes importante. Pour ce qui est de la largeur de bande, une technique
de sous-structuration comme FETI (Farhat et Roux, 1991) permétit de la
faire chuter au prix d'une esolution ierative. Malheureusement méme pour
des cas simples comme la exion, le nombre de sous-structures @audiges
de libere par sous-structure demeure important. On va alors grienter sur
une description circonkrentielle des champs plus adapa la periodicie : un
cteveloppement en srie de Fourier.

Suivant l'anisotropie du makriau et sa con guration, un decouplage entre
modes peut &tre envisage ou non. Dans le cadre classique (&iewicz et Tay-
lor, 2000) cie au paragraphe 1.2.1.1.5, le decouplage esital. (Allix, 1989,
1992) utilise cette technique (par l'intermediaire d'un peconditionneur) sur le
probeme de la plaque troee. Dans notre cas, les axes d'bdtropie du mae-
riau ne permettent qu'un decouplage partiel des modes paranmonique.

Ce paragraphe pesente la mise en place de la cecomposition smies de
Fourier pour le cas d'une structure de evolution dont le cormportement, ex-
prime dans la base cylindrique, est incependant de l'angle @aire. Un cas
particuler de cette classe gererale de comportement est celdu tube constitie
de plis tises ( gure 3.1). Le probeme 3D peut alors étreecoupk en probemes
2D faisant intervenir des modes de Fourier ditsetendus. Laepnetrie axisy-
nmetrique jouant un réle important, on va se placer sysematguement dans la
base cylindrique €&; &; €).
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3. Decouplage du calcul sur tube sain par l'introduction de mades de Fourier
etendus

Figure 3.1 { Le tube composite et sa ceveloppee

3.2 Formulation du probéme dacoupé

3.2.1 Notations

Cetteetude est meree dans le cadre de lelasticie lireare sous I'hypothese
des petites perturbations. Soit le domaine de evolution samisa un charge-
ment volumiquef 4. Ce domaine est £pae en plis ,is et en interfaces entre les
plis i . A la frontere du domaine @ sont imposes des conditions limites;
en teplacementUy sur @ et en contrainte F4 sur @ la partie compemen-
taire du bord (@= @ [ @). Soit et" les champs de contrainte et de
ceformation. K et k sont les matrices de Hooke des plis et destarfaces. Pour
ces derneres, le saut de ceplacement, noel] est la quantieequivalentea la
ceformation " pour les interfaces. En n,U° repesente I'espace des champs de
teplacement cirematiquement admissiblesa zro.

Le champ de deplacement skcrit dans la base cylindrique :

2 3
uz
UM)=4u 5 (3.1)
u (er:er5e)
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3.2. Formulation du probeme decoupk

En suivant la notation de Voigt, la contrainte et la ceformation sécrivent :

2 3 2, 3
¥4 Y4
rr "rr
=0 P =2 P, 3.2
2 2 (32)
P~ P~
2 z p 2 z
2, 2,
Le saut de deplacement est noe :
3
u;" U
ui=4u* u S (3.3)
ut o

al r+ et r indiquent les deux enties d'une interface cylindrique deayon r
et de normaleg. r+ est assoce au pli exerieur etr au pli inerieur.
La relation de comportement des interfaces secrit :

0 1 2 30
zr kl 0 0 [Uz]

F=@ ,A=40 k 05@Q[Uu] , TA (3.4)
i 0 0 ks [U]

Pour les plis, l'inverse de la matrice de HookK ;,3 dans la base d'ortho-
tropie (&; &; &), secrit :

2 1 12 13 0 0 0 3
E1 1E_1 E1
A A
_13 _23 =
- E E E
=R 0" 0 0 & 0 o (3:5)
0 0 0 0 ﬁ 0
0 0 0 0 0 ﬁ
Le matrice de HookeK dans la base cylindrique € ; &; ) est alors :
K=Q Ki2Q * (3.6)
avec ,; = Q 123 ( designe I'angle d'enroulement du tissu) :
2 . 5 p_- . 3
sin cog 0 2Ccos sin 0 0
0 0 1 B 0 0 0
0 = cog sin? 0 2cos sin 0 0
0 0 0 0 sin cos
2cos sin 2cos sin 0 cog sin? 0 0
0 0 0 0 cos sin
(3.7)
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Pour les plis, la matrice de dilatation dans la base d'orthotnoie (&; &; &)

est :
2
12325
00O

La matrice de dilatation dans la base cylindrique (&; &;e) est: =

Q 123-

3

o
o o

00O
00O
00O
00 0 (3.8)
00O

cocoocoo,.
e leR=R=1¢
O OO0Ow

3.2.2 Ecriture du probéme acoupé

Rappelons que les conditions limites issues de la theorie exa des poutre
sont :

{ le ceplacement Uy sur @

{ l'e ort surfacique Fq4 sur @

Le champ de temperature est suppos connu. Le probemeekiquea e-
soudre est de trouver U; ) dans la base cylindrique \eri ant les equations
suivantes :

Ujg = Ud (3.9)
84z 2U°: R R R
b (U )d CFTU+  fqUd+ 4 Fqg Ud=0
(3.10)
= K( T)dans pis etF = k(U] . Te)dans inn  (3.11)

Avec les notations ¢k nies en annexe 6.3, Les teveloppentsren sries de

Fourier tronqlesa l'ordre N skcrivent :
{ pour les vecteurs comme le champ de ceplacement exprimesans la base

cylindrique :

X
UM) = Po( )Uo(z;r)+  Pan( )Un(zir)+ P n()U n(z;r) (3.12)

n=1

{ pour les operateurs comme la ceformation exprines danda base cylin-

drique :
X
"(M)=Ro( )"o(z;r)+  Ra()"+n(z;)+ R n()" n(zir) (3.13)
n=1
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{ pour les scalaires comme la variation de temperature :
T= To+ cogn ) Tin+sin(n) T, (3.14)

En pratique, la temperature est suppose uniforme et T est incependant
de , cependant la formulation est ici expoee dans le cas gmad d'un char-
gement thermique quelconque. Les modés$ (z;r) sont les modes de Fourier
classiques. Le probeme (3.9, 3.10, 3.11) devient alors :

8n2[ N;NJ:Uljg = Udp (3.15)

82 [ N;N];%JnZUO: P

4 [R0"0* h=1 Ry" +NR n" n]"K[Ro"o +
* plis [ T]TK F?\IOHO-F n=1 Ra"n + R »° n]d =) y
[PO[UO] + n=1 Pn[UrFJ +P n[U n]]Tk[PO[UO] + n=1 I:)n[un] +P n[U n]]d

- Te PolUp]+ 1y PalUy]+ P o[V ]d

Rn"n + R " p]d

n=1

R int

R int T N
* R fq[PoUy + p=1 P.U,+ P ,U ,Id
+ @ FC-ir [POUO + r’:I:l Pn Un + P nU n]d = O
(3.16)
Recrivons le travail des e orts inerieurs :
0 - R n R —
8Lh 2U°%: e Tr[" (U &d N e»Tr [U]d =
Raande\ plis 0 2 K Od bande\R int [UO] 2 k [Uo]ds ;
T "
Pbande\ plis To2 K"od + bande\ it To2 r& k[U]ds
N " n "
n=1 bande\ s :1- Tn Kn " nn d
P N R ||n (317)
+ n=1 bande\ s Ten L n " ) d
Py R U]
+ n=1 bande\ i T Tin T n U : ds
P R U] .
i bande o [U]T U7 ke M ds

n

avec les operateurs suivants (leur calcul est cetaile anaxe 6.3) exprines
dans la base des modesetendus ai les teplacement sontdsridans la base
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cylindrique :
n RZ R2 #
R'KR,.d R'KR ,d
Kn = R n n R n " 3.18
S 09 RT KR hd 09 RT,KR d (3-18)
2 pTipad 2 PTKP nd !
ky, = R n'n R n A 3.19
" ) 08 PT kP,d 09 PT kP .d (3.19)
i cogn ) TKR,d i cogn ) TKR ,d !
n = R N . n (3.20)
o Sin(n) 'KRy,d J sin(n) "KR .d
N
_ ek 0
n - 0 eer (321)

Le probeme 3D initial peut étre decoupk en (N + 1) probemes 2D poses
sur une bande (section longitudinale du solide de evolutiongure 3.2) :
{ un probeme de Fourier classique pog sur la moyenne du change ce-
placements;
{ N 2D probemes de Fourier avec couplage entre deux modes.

Figure 3.2 { Repesentation de la notion de bande

Le probeme classique est le suivant :

Uig = Udo (3.22)
84z 2U°:
Rande\ i "3 2K™ od band¢R int [UO]T 2k [UO]dST
+ Rande\  pis To 2 TTK " Od + Rbande\ in To2 &'k [Uo]ds (3.23)
+ Rande\ i rT To& k[UO]d + bande\ fJOUOd
bande. @ doYod =0
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Les N probemes non classiques sécrivent pour le couple de des clas-
siques (; n):
Usn Ug+n

= sur 3.24
U, Ud n @ (3.24)
U"‘ n 0.
8 U, 2U%:
) T " ) [Un]
bande\ plis -rll— ! n K . " nn d bande\ int [Un]T [U n]T kn U nn dS
R "n
bande\ pis T+n T n n " ) d
R [U,]
bande\ ' Tin Ta n U nn ds
U
+ bande\ [f d+ n]T [f d n]T {J nn] d
R
' pande @ [Fa- n]T [Fq n]T [J n] ds=0

(3.25)

Il est important de noter que cette formulation ne s'applique ge pour des
solides de evolution, invariants (geonetrie et caractristiques matriau) par
rotation autour de leur axe. D'autre part, la solution 3D peutétre reconstruite
tes facilementa partir de la solution ceccompose sur lesmodes, il sut d'uti-
liser une transfornee de Fourier rapide (Brigham, 1988).
La formulation pesenee icietend la formulation Fourier classique. Celle-ci
s'applique a des structures de geonetrie axisymetrique etdont le comporte-
ment, exprime dans la base cylindrique est incependant dedngle polaire. On
quali era une telle structure d'axisynetrique. Les probemes 2Da esoudre font
intervenir des modes de Fourier ditsetendus, couplant lesmales classiques par
harmonique.

3.3 Mise en oeuvreeéments nis

Le probemeelastique 3D d'origine est transforne en plusiets probemes
2D cecoupeks. A n de esoudre ces dierents probemes 2D, une discetisation
pareements nis est utilieee, ce qui a donre lieua un code de calcul prototype
ceveloppe sous Matlab.

3.3.1 Descriptioneéments nis

Deux types dekments sont utiliees pour le calcul (Allix, 1989), deseements
de massif pour les plis et des ekments joint pour les interf@ comme dans
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(Schellekens et De Borst, 1993).

3.3.1.1 Ceonetries et interpolations deseéments uti lies

Lesekments massif sont 2D (en z et r), il utilisent une interptation des
inconnues de Hermite de dege 3 suivant I'axe du tube et de Lagnge de dege 2
suivant le rayon. La cerivee axiale du champ de dceplacememintervient donc,
elle est noee u,., pour ce qui est du ceplacement axialu,. L'interpolation
utilisee pour la geonetrie diere, les coordonrees z suivant I'axe du tube sont
interpokes de manere lireaire.

Les eements d'interface sont construits de manere compible, ils ont une

geonretrie unidimensionnelle a n d'engendrer un cylindrepar rotation autour

de l'axe du tube. L'interpolation utiliee est donc de Hermie de dege 3 pour
les inconnues et lireaire pour les coordonrees z.

Cesekments sont repesents sur la gure 3.3. Pour leselments d'interface, les
noeuds sont, en ealie, geonetriguement confondus. Le nmbre d'inconnues
aux noeuds cepend du mode de calcul consicee, les inconesi nodales sont :

{ pour un mode 0 :u;u2.,; u2; u%, ; u%u°,

{ pourun modeetendu [+n; n]:uj;ul. ;u;uf,;utiut, su, g u U

z,21 rnz: 22

Acer

ez Ply

Figure 3.3 { Description desekements nis utilies (pli et interface)

Interface

3.3.1.2 Inegration nunerigue deseéments massifs

L'inegration nunerique desekments du massif aeee tudee. Les fonctions
a inegrer sont des polynébmes de dege 6 en z et des puissaiscee r allant de
-la 5. L'inegration exacte suivant z peut donc étre ealisee avec 4 points de
Gauss dans cette direction, par contre les points de Gauss narpettent pas
d'inegrer exactement suivant r. Plusieurs epartitions de points de Gauss ont
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3.3. Mise en oeuvreekements nis

Nombre total de points| Nombre suivant z| Nombre suivant r
4 2 2
9 3 3
12 4 3
16 4 4
25 5 5

Tableau 3.1 { Dierentes epatrtitions de points de Gauss parr le massif

alorset tesees et sont epertorees dans le tableau 31.

Le mode 0 comporte treoriqguement deux mouvements de solideyide
(translation suivant I'axe du tube € et rotation autour de cet axe), le mode
1 en comporte quatre (translations suivantg, et g et rotations autour de
ces deux axes) et les autres aucun. Le premier criere de chalu nombre de
points d'inegration est de respecter le rang treorique desnatrices de rigidie
des probemes cecoupks. La gure 3.4 repesente le nomla de valeurs propres
nulles en fonction du nombre total de points d'inegrationutilise, cela pour les
modesetendus 01; 2. A partir de 9 points d'inegration, les rang sont respeces
méme si leement est sous inege dans la longueur.

60 :
" ——0
c_g §40 -o- 21
g 2
[OIR
5 £20 :
€ o
S a

0 —— 3

0] 20 25

Nombre de points de Gauss
Figure 3.4 { In uence de l'inegration sur le nombre de modeaenergie nulle

Le second criere de choix du nombre de points d'inegratia est d'assurer
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un conditionnement correct de leement, an deviter | es probemes nune-
riques. La gure 3.5 repesente levolution du conditionnement de la matrice
de rigidie en fonction du nombre de points de Gauss utiligele maeriau est
alors isotrope et leement care. Ici encore, 9 points deGauss su sent. En pra-
tique, a n d'inegrer exactement suivant z, 12 points de Gaws seront utilies.

10%° | | | | :
—~—
= -2
&
£
S 10k |
=
c
O
O
1 1 __v_ 1 v_ 1 -T
0 5 10 15 20

Nombre de points de Gauss

Figure 3.5 { In uence du nombre de points de Gauss sur le condtinement

3.3.1.3 Inuence de klancement de k&ment sur le con ditionne-
ment

L'in uence de l[elancement de leement (  z= r) sur le conditionnement
de la matrice de rigidie est donrea la gure 3.6 pour 12 ponts et gure 3.7
pour 25 points. Il esta noter qu'il ne faut pas depasser un facter 10 entre
les deux dimensions de leEment a n deviter les probemes nuneriques les
a un mauvais conditionnement de la matrice de rigidie, ceprobeme pourra
intervenir plus tard lors de ['utilisation de nmethodes de esolutions ieratives.
Ces dierents esultats sont pesenes pour un maeriau i sotrope, ils ont aussi
et \eries pour le matriau orthotrope G969/RTM6 enr ouka 0 ou 45 deges.
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=

(b]

=

(b]
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[
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=

[

o

@)
0
10° 10" 10° 10" 10°

Elancement (Dz / Dr)

Figure 3.6 { In uence de lelancement sur le conditionnemenpour 12 points
de Gauss

=

(b]

=

(]

[

c

IS

5

[

(@)

@)
0
10° 10™ 10° 10" 10

Elancement (Dz / Dr)

Figure 3.7 { In uence de lelancement sur le conditionnemenpour 25 points
de Gauss
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3.3.1.4 Inegration nunerique deseéments d'interfa ce

L'inegration exacte deseements d'interface requiet |'utilisation de quatre
points de Gauss. Dans une etude meree par (Schellekens et DerBt, 1993)
et appliquee par exemple par (Gorcalvest al., 2000), il est suggee d'utiliser
une inegration aux noeuds (Lobatto) a n deviter des oscilations parasites en
pesence de forts gradients. Avec cette inegration aux nodls, les modes de la
matrice de rigidie ne couplent pas les sauts de deplacemeantre les paires de
noeuds et permet ainsi de tuer la transmission des oscillations.<Gescillations
interviennent aussi bien pour des interpolations lireairegue d'ordre superieur.
Malheureusement, cette technique n'est pas applicable ici saangendrer des
modesaenergie nulle suppementaires. D'autre part, danges applications trai-
ees, le maillage est susamment n poureviter ce type d'oscillations.

Un exemple simple portant sur une poutre en traction sur un appelas-
tigue permet de mettre en place ces oscillations ( gure 3.8).e probeme est
de trouver le deplacementu(z) tel que :

du
ES ku=0 (3.26)

7

Figure 3.8 { Poutre sur appuielastique

avec E le module d'Young de la poutre, S sa section et k la raidede
I'appuielastique. Cette poutre est encastee erz = 0. Pour un ceplacement
imposa 1 en extemie de poutre z = L. La solution sécrit :

_ sinh($)
u(z) = m (3.27)
al: r )
_ES
| = T (3.28)

Cette solution treorique n'est pas oscillante. Ce probeme s esolu par la
nmethode desekments nis avec desekements ayant une mterpolation lireaire
ou de Hermite de dege 3. Pour une inkegration exacte (4 pois de Gauss),
les gures 3.9 montrent pour les interpolations lireaire ecubique, levolution
du ceplacement en fonction del. Pour l'interpolation lireaire des oscillations
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apparaissent. En regardant la contrainte aux interfaces 3.16n remarque que
ces oscillations peuvent aussi apparatre avec l'interpolah cubique pourl
petit.

12 1
—I=01 —I=01
1} |1=0.1th 1201 th
——1=0.03 08 | 1003
0.8
++1=0.03 th +120.03 th
0.6 |-e-1=0.01 0.6/ | o—=0.01
s" 11001 th s" +1=0.01 th
0.4 o4l
0.2
0.2
025 0.2 0.4 0 0.2 0.4

Figure 3.9 { Evolution du deplacement en fonction del €ements lireairesa
gauche et cubiquesa droite )

1.2 1.2
—1=0.1 —1=0.1
1t |-+ 1=0.1 th ; 1t |- 1=0.1th
08l |~1=0-03 0gl [=008
< . x Reld
3 ~1=0.03 th S +1=0.03 th
& 06] |--1=0.01 8 06 |--1=0.01
[ [}
£ ~1=0.01 th 2 +1=0.01 th
= 04 £
2 2
3 0.2 ]
0
0.2 -0.2
02, 0.2 0.4 02, 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figure 3.10 { Evolution de la contraintea l'interface en fonction del eements
lircairesa gauche et cubiquesa droite )

Ces oscillations disparaissent pour des tailles deements samment nes.
Les gures 3.11 et 3.12 repesentent levolution du ceplacement et de la contrainte
sur l'interface pour dierents nombres deements . Il est alorsa noter que si le
paranetre | est inkrieura la taille de leement divise par 5 pour leseements
de Hermite de dege 3 et par 2 pour leseements lireaires lars des oscillations
apparaissent.
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On peut aussi remarquer que l'interpolation de plus haut degrdonne de
meilleurs esultats en supprimant les oscillations dans ceaxins cas. Par exemple
pour 20eements avec interpolation cubique, des oscilladns apparaissent mais
sont d'amplitude plus faible que celle apparaissant pour 1@ehents avec in-

terpolation lireaire. Lesekments de Hermite de dege 3permettent alors de

eduire le col0t de calcul malge le plus grand nombre d'iconnues introduit.

En e et, m&me si ce dernier est multiple par deux, environs rois fois moins

dekments sont recessaires.

1.2 1
—N=5 —N=5
1 ——N=10 ——N=10
——N=20 08 =
08 = ——N=20
- theorique - theorique
0.6 0.6
= Eh
0.4 0.4
0.2
0.2
0
-0.2 C0 0.2 0.4
o 0.2 0.4 0.6 0.8 1 ’ oy
z

Figure 3.11 { Evolution du ceplacement en fonction du nombre deemens N
eements lireairesa gauche et cubiquesa droite )

1.2

p——— 12 —
1 —+—N=10
——N=20 [ 1F |——N=10
« 08 - theorique ~ 08 ——N=20
E E - theorique
& 0.6 S 06
s 8
< 04 £ 04
o (=}
=
5 0.2 o 0.2
G C
0.2 025 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 ’ ) z ’ ’
z

Figure 3.12 { Evolution de la contraintea l'interface en fonction del €ements
lireairesa gauche et cubiquesa droite )

A n de supprimer les oscillations parasites sur la contrainte imrfaciale
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dans le cadre d'un calcul grossier (Schellekens et De Borst, 3p%nettent

en oeuvre une inegration aux noeuds (Lobatto a deux poirg). La gure

3.13 donne levolution de la contrainte interfaciale en foction de l'inegra-

tion choisie ainsi que la solution treorique. Pour une inegation de Lobatto,

la contrainte maximale evallee est correcte, en e et cellei corresponda la
condition limite impose. Cependant, la ceformee corrgpond a un comporte-
ment deux fois plus souple. La condition limite de deplacenme impose n'est

donc pas la plus judicieuse pour comparer les esultats.

1.2r

—Gauss 4
1k ——Lobatto 2
-~ theorique
0.8t
x
(4]
& 06}
3]
S
= 04f
o
=
(5]
0.2f
0]
025 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figure 3.13 { Evolution de la contraintea l'interface pour dierentes inegra-
tions

La solution theorique pour un chargement de traction unitaie est donree
par :
sinh(7)
cosh(®)

u(z) = | (3.29)

La gure 3.14, la solution pour les deux inegrations nuneiques consice-
ees pour un maillage n (100eements). La dierence de rigidie duea la sous
inegration apparat clairement. La rigidie apparent e est deux fois plus faible
que la rigidie eelle de l'interface dans ce cas pecis. B gure 3.15 montre
levolution de la contrainte interfaciale en fonction de linegration nurrerique
choisie, dans le cas de l'inegration de Lobatto, la rigidit est modiee et mul-
tiplee par 2. Les deux inegrations donnent alors des cdmaintes maximales
equivalentes, la solution inegee par Lobatto converge ers la bonne solution
et supprime les oscillations. Cependant celle-ci introduit demodesaenergie
nulle, qui ne sont pas actives dans cet exemple mais qui peud'etre dans
les applications industrielles.
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0.04f
— Lobatto 2
0.03f ——Gauss 4
=N + theorique
0.02f
0.01f
o,
0 0.2 0.4 0.6

Figure 3.14 { Solutiona convergence en fonction de l'ingration nunerique

x10°

107 +
——Gauss 4
8.
—e—Lobatto 2 et raideur * 2
X 6-
o) + theorique
Q
©
b=
8 4
£
5
o 2r
0]
2 . . . . )
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figure 3.15 { Evolution de la contrainte interfaciale en fonction de l'itegration
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Cette technique n'est donc pas applicable ici, cependant dahes applica-
tions traiees le maillage est su samment n poureviter ce ty pe d'oscillations.

3.3.2 Programmation orienee objet d'un codeeéments
nis

3.3.2.1 [emarche de aveloppement

La mise en oeuvre de la strakgie de calcul assocee au cevefmment en
srie de Fourier a fait I'objet du ceveloppement d'un codeprototype, bien
gue de nombreuses librairies de calcul eements nis soierdep disponibles
sur Internet. En e et, I'objectifetant de tester dierente s ickes, il nous fallait
matriser compketement |'architecture du code de calculpr I'aide fournie avec
les rares librairies libres aptesa gerer le niveau de congxie requis est tes
souvent limiee et le code source hernetique pour celui quie connait pas
I'nistoire de la librairie. Gilles Lubineau et Pierre-Alain Quidault ayant aussi
eu besoin d'une telle plateforme, nous avons entrepris unvadoppement colla-
boratif. A n d'obtenir un code exible etevolutif, la progr ammation orienee
objet (POO) s'est awkee tes ineressante (Bersini, 2002; Barrett et al., 1994;
Mackerle, 2004); I'accent alors mis sur le dialogue entre Idgrents objets
et non pas sur les donrees qu'ils contiennent (Besson et Foerd®97; Archer,
1996). En n, le langage assoce au logiciel Matlab aet chisi. Celui-ci permet
un cebogage simple car c'est un langage interpeg, de pluke calcul matriciel
est tes e cace car base sur des librairies standard performate (LINPACK,
EISPACK, FFTW) ou permet d'y aceder (MPI). Cependant les manipula-
tions de donrees sont ralenties par un typage dynamique. Ca&tconwenient
peut étre en partie pale par l'inclusion de code compie C, C++ ou Fortran)
au sein des fonctions de Matlab. Cette technique est malge ub assez res-
treinte dans le cas de la POO et est donc esene aux fonctiorde bas niveau.
En n, un argument majeur dans le choix de ce langage repose slioke qu'une
programmation propre dans un langage matrie vaut mieuxju'une program-
mation maladroite dans un langage plus puissant mais non ma.

Pour les eements nis, deux grandes architectures existanen POO . La
premere consiste a consicerer des operations sur des charspcomme dans
CAST3M par exemple, la seconde utilieee ici repose sur une deption plus
morceke deseements nis (Zimmermannet al., 1992; Dubois-Relerin et Zim-
mermann, 1992, 1993). Plus le decoupage est n et plus le codst exible,
mais plus le temps passa I'executiona manipuler les dorees est consequent,
a moins d'utiliser des techniques de mneta-programmation gi sont syntaxi-
guement lourdes (Veldhuizen, 2000). Une attention particate doit donc étre
poree sur l'organisation des dierentes classes et les conpts assoces.
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3.3.2.2 Architecture du code

Dans ce paragraphe les noms des dierentes classes sont netes caraceres
majuscules italiques. Une pesentation de la programmation @nte objet est
donree dans (Bersini, 2002). Commercons la description dadchitecture du
code ceveloppe par la description du maeriau MATERIAU ). Celui-ci donne
acesa la matrice de Hooke eta la manere d'inegrer son @omportement non-
lireaire (si besoin). En pratique, deux types de comportememxistent :

=K(" T)dans s et F = k([U] ¢ Tg)dans (3.30)

Deux classeMAT _GRAD (base sur" = %(gradu+ grad’u)) et MAT _SAUT
(base sur U] = u" u ) heritent donc de la classeMATERIAU , puis les
dierents types de comportement sont ceclires par famille ( gure 3.16).

MATERIAU
+coefficients
MAT_GRAD MAT_SAUT
+matrice Hooke (6x6) +matrice Hooke (3x3)
ISOTROPE ORTHOTROPE

+axes orthotropie
+hooke(MODE_CALC)

A

+hooke(MODE_CALC)

ORTHOTROPE_TISSU_ENDO ORTHOTROPE_UD_ENDO
+hooke(MODE_CALC) +hooke(MODE_CALC)
+integration_rdc() +integration_rdc()

Figure 3.16 { Diagramme UML de la classMATERIAU et des ses descendants

La matrice de Hooke calcuke dans le cas 3D peut étre modespar des hy-
potteses de calcul sur le champ de contraintes ou de ceformans (contraintes
planes, ceformations planes, Fourier mode N, Fourier coupEFourier recons-

truit...). La methode hookeprend donc en argument un objet de type MODECALC
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(gure 3.17). Celui-ci contient les dierentes hypotleses, I'ordre de rangement
des contraintes et daformatioBs_sous forme de vecteur et lese cients ceter-
minant la notation de Voigt (' 2 sur la deformation et sur la contrainte ou 2
sur l'un ou l'autre).

MODE_CALC

+notations de Voigt

A

CONTRAINTE_PLANE FOURIER_N DEFO_PLANE

+harmonique

Figure 3.17 { Diagramme UML de la class®ODE_CALC et des ses descen-
dants

La structure compkte (STRUCTURE, gure 3.18) est cecoupee en sous-
structures (SOUSSTRUCTURE). Celles-ci sont de deux types (hypotlese de
la meso-mocklisation (Ladeweze et Le Dantec, 1992)) : pligPLI ) ou inter-
faces (NTERFACE ). Le makriau est suppos étre le m&éme dans chaque sous-
structure. Celles-ci sont fornees d'un ensemble de noeuds@EUD) et dek-
ments (ELEMENT ). De plus, des zones d'inegration sont cecrites au niveau
de ces sous-structures, cela permet d'implanter facilement uimegration non-
locale des lois de comportement de chaque entie (endomneagent uniforme
dans lepaisseur d'un pli). A n de paralkliser facilement le calcul, des classes
sont cerivees des classeSTRUCTURE et SOUSTRUCTURE, ces nouvelles
classes contiennent les informations permettant aux processlescommuniquer
(orientation des ux de donrees). Lelimination des noeudetant automatique,

il est recessaire de ®parer les noeuds de l'interface en degroupes de part
et d'autre de celle-ci. Les noeuds contiennent leurs cooraees et des donrees
(ceplacements nodaux, contraintes, variables internes)..

Lesekments (gure 3.19) sont de deux types, toujours pour gendre en
compte les interfaces. De plus leseements d'interfacdant bases sur des fonc-
tions de formes classiques, ils sont en fait composs de deweneénts clas-
siques et permettent donc de recoller desekments incomilales (fonctions de
forme dierentes). Les ekments sont les aux noeuds de lasous-structure et
contiennent un objet de classéNTEGRATION . Ce dernier met en oeuvre la
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STRUCTURE
+ensenble de SOUSSTRUCTURE

+rigidite()

STRUCTURE MAITRE +conditions limites(): COND_LIMITES
— +resolution lineaire()

+resolution non lineaire()

STRUCTURE_ESCLAVE 6.
SOUSSTRUCTURE
+numerotation ddls
SOUSTRU_MAITRE +ensemble ELEMENT

+ensemble NOEUDS
+zones integration

+rigidite()
+conditions limites()

A
|
PLI INTERFACE

+ensemble NOEUD dessus
+ensemble NOEUD dessous

SOUSSTRU_ESCLAVE

Figure 3.18 { Diagramme UML de la class&TRUCTURE et des ses descen-
dants
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proedure d'inegration intervenant dans le calcul de lamatrice de rigidie par
exemple. Il est c& ni au niveau desekments a n de pouvoir varier d'unek-

menta un autre a n d'implanter facilement la XFEM et |'utili sation de level
sets.

ELEMENT

+no noeuds
+fncts interp U
+fncts interp X
+INTEGRATION

+rigidite()
+contrainte()
+energie()

Ja\

ELEM_SAUT ELEM_GRAD
+ELEMENT dessus
+B()
+ELEMENT dessous
+B()

Figure 3.19 { Diagramme UML de la classELEMENT et des ses descendants
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3.3.2.3 Possibilies o ertes par la plate forme

Le code actuel permet :

{ dierentes formulations : 3D, contraintes planes, deformations planes,
ceformations planes gereraliees, Fourier (avec coulge de modes), ther-
mique et acoustique;

{ dierents comportements : isotrope, orthotrope, endommaement et plas-
ticie uniformes sur une zone (Meso-moctle du LMT-Cachan)

{ dierents types dekements :

{ eements massifs,ebments d'interface;

{ interpolation : lireaire, quadratique, Hermite, iso-pararetrique ou non;

{ forme : cubes, quadrangles, triangles, segments;

{ inegration : Gauss (jusqua 49 points pour un quadrangle)et Lobatto;

{ enrichissement pour le suivi de ssures (X-FEM) bas sur des lewl
sets;

{ dierentes prises en compte des conditions limites : diree, penalisation,
simples ou doubles multiplicateurs de Lagrange;

{ dierents algorithmes de esolution : Gradient conjugue avec pecon-
ditionneur, GMRes(m) avec peconditionneur, nethode Lain, Newton,
Arc-length.

3.4 Estimation du codt de calcul

L'objectif de ce paragraphe est de comparer les colts de cdlentre la
nmethode pesente utilisant les wries de Fourier et uneasolution 3D directe.

3.4.1 Nombre d'ogerations leesa la esolution d'un pr o-
béme

Les coolts de dierentes nethodes de esolution de sysems lireaires sont
pesenes tableau 3.2, ils donnent un ordre de grandeur duambre d'opera-
tionsa e ectuer. Les paranetres importants sont le nombretotal d'inconnues
Ngq €t la demie largeur de bande de la matrice de rigidits. La nethode avec
tecomposition de Fourieretant paralklisable, le coat ce la nethode C,p est
compris entre le co0t d'une esolution quentielle comigte (colt de la esolu-
tion du mode 0 not CS; et de N esolutions sur les modesetendus notCy,)
et celui d'un esolution compktement paralelie (un calcul par processeur)
dont le coOt apparent corresponda la esolution d'un prol@me sur les modes
etendus d'as : Cyp 2 [CH,;C + NCI 1.
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Decomposition | Resolution
Cholesky ndd|b2 Ngalb
Optimal 2D | ngqg log(Ngar) Nl
Optimal 3D ndd|5:3 ndd|4:3

Tableau 3.2 { Coat des dierentes methodes de esolution

Soientn, et n, les nombres dekments suivant I'axe du tube et son rayon.
Soit neen le nombre de points dechantillonnage etn, le nombre deements
suivant la circonterence (dans le cas d'un maillage 3D). N+1 odes de calculs
sont utilises.

Le maillage 2D de la bande de calcul utilisee dans la stratg pesente
peecdemment comporte plus deements dans 'axe du tibe que sur une cir-
conkrence. Pour cette raison, les noeuds sont nuneroesapepaisseur de tube
comme sur la gure 3.20. La demi-largeur de bande assoceea cwillage est :

b=(2n, +4)a (3.32)

aveca = 6 pour le mode 0 eta= 12 pour un mode N.

I I

® ® ®

® o L
® ® ® ®
1 6

Figure 3.20 { Nunerotation des noeuds dans une bande

Dans le cadre de l'utilisation deements nis 3D, deux types de nunerota-
tions ontet envisages. Les sections (z=constante) sont nuenoees les unes
apes les autres, les nunerotations de chaque section suiteaors le méme
schema. Ce sclema de nunerotation, repesene en annexe.8, consistea nu-
nmeroter les noeuds circonkrence par circonerence (gre 6.7) ou rayon par
rayon (gure 6.7). La demi-largeur de bande est :

{ pour une nunerotation par circonerence : b = 6(2n, + 1) n, + 18n,

{ pour une nunerotation par rayon : b =6(2n, +1)n.+6((2n, + 1) n,

2n, +2)
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C'est donc la nunerotation par circonerence qui minimise & largeur de
bande entre les deux cas traies. Il esta noter que cette deame nunerota-
tion donne une largeur de bande proche de celle donree par algorithme de
Cuthill-McKee inverse donre dans (Saad, 2000). Le coat @ calcul est estine
en nombre d'operations par une analyse de complexie. Seala esolution est
prise en compte, le coOt de la transformee de Fourier rapid®( de son inverse)
est en e et regligeable. La complexie d'une FFT e ectiee sur 2 points par un
algorithme de Cooley Tukey est en2 (Brigham, 1988). Les cas tests pesen-
es par la suite correspondent au maillage simple d'un tube deayon inerieur
16 mm, de longueur 15 mm comportant 5 plis. Chaque pli est malavec deux
ebements dans lepaisseur. Deux variantes sontevalteespour chacunen, = 10,
n, =50, N =32 et nech = 2N, la dierence se situe dans le choix du nombre
deements 3Dequivalentsa un mode de calcul,n, = N (200000 ddIs en 3D) ou
Nn. = 5N (1 million de ddis en 3D). Le premier cas corresponda desa&hents
teselanes suivant la circonerence ce qui nenea un @lcul mal conditionre,
alors que le deuxeme cas est relatifa desekements bienrpportionres.

Les valeurs 1 et 2 repesentant les deux cas test : 1 pong = N (200000
ddls en 3D) et 2 pourn. =5N (1 million de ddIs en 3D), le tableau 3.3 donne
le nombre d'operations recessairesa chaqueetape (factsation ou esolution).
Pour le calcul de Fourier sont pesenes deux nombres,a gahe le co0t d'une
esolution quentielle compkte eta droite le colt d'une esolution paralele
compkte. On peut dors et cep remarquer que la factorisaion est letape la
plus coOteuse. Pour un calcul paralele, un facteur 1000 pprat et un facteur
100 pour un calcul compktement ®quentiel. Cependant, iesta noter que
cette analyse suppose que les dierentes nmethodes sont prognaees avec la
méme qualie.

Factorisation 1 | Resolution 1 | Factorisation 2 | Resolution 2

Cholesky - Fourier| 3E10,1E9 1E8;4E6 3E1G 1E9 1E8;4E6

Optimal - Fourier 4E 6; 1E5 4E5;1E4 4E 6;1E5 4E5;1E4
Cholesky - 3D 1E13 2E9 2E15 4E10
Optimal - 3D 7E8 1E7 1E10 1E8

Tableau 3.3 { Estimation du co0t de calcul (nombre d'operaions)

3.4.2 Estimation de I'encombrement nemoire

L'encombrement memoire est estime sur la base de deux phases. Leep
mere est le stockage de l'operateura esoudre (sous formessembke ou non).
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La deuxeme est simplement le stockage de la solution.

3.4.2.1 Stockage de l'ogerateura esoudre

Sont envisages, un stockagskyline et un stockage sous forme de matrices
ebmentaires non assembkes. Ce dernier serta estimer le ab®'un stockage
de type sparse (matrice creuse). En pratique, les codes industriels utilisen
d'autres stockages, cependant leur encombrement est plus dilea estimer.
On peut citer par exemple le stockage semi-morse,a mi chemintenskyline
et sparse Le tableau 3.4 repesente I'encombrement en nemoire ressaire au
stockage de chaque matrice de rigidie. Le stockage skyline dke rigidie du
probeme 3D apparat probematique sur des structures corantes (PC stan-
dard : 4 Go, cluster : 8 Go par noeud). Le recoursa des architeices SMP
(memoire partagee) est alors recessaire (112 Go pour la maicte Nec de 'ENS
de Cachan).

taille skyline 1| non-assembke 1 skyline 2 | non-assembke 2
Fourier mode 0| 7 Mo 50 Ko 7 Mo 50 Ko
Fourier mode n| 28 Mo 250 Ko 28 Mo 250 Ko

3D 12 Go 8 Mo 300 Go 40 Mo

Tableau 3.4 { Estimation de I'encombrement memoire de la maice de rigidie

3.4.2.2 Stockage de la solution

Le tableau 3.5 repesente I'encombrement nemoire recessaiau stockage
de la solution. Le cetail est donre uniquement pour le premiecas test, les
champs stocles sont : le ceplacement, la ceformation, la adrainte, un champ
de variables internes. La cecomposition de Fourier donnantruesultatequi-
valenta un calcul 3D direct, les colts de stockage sont similas car les infor-
mations sont les mémes.

3.4.2.3 Conclusion

La methode propose apparat comme tes performante parapporta un
calcul 3D bien qu'un peu plus colteuse qu'un calcul de Fourielassique. Bien
gu'elle n'ait paset mise en oeuvre avec autant de qualigcode prototype Mat-
lab) que la nethode 3D directe (code industriel souvent encerprogrammne en
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taille Ucasl| "cas1l| casl|dcasl]|total cas 1| total cas 2
Fourier mode 0 50 Ko | 20 Ko X X 70 Ko 70 Ko
Fourier mode n | 100 Ko | 40 Ko X X 140 Ko 140 Ko

Fourier reconstruit| 3 Mo | 36 Mo | 36 Mo | 24 Mo 100 Mo 100 Mo
3D 1.5Mo| 36 Mo | 36 Mo | 24 Mo | 100 Mo 500 Mo

Tableau 3.5 { Estimation de I'encombrement nemoire de la sotion

Fortran), ses performances restent tes ineressantes d'aant que les perfor-
mances ne sont pas sensibles au dianetre du tube contrairementxekments
nis. Il esta noter qu'avec Matlab, la manipulation des donrees reste assez
lente (langage interpet) alors que le calcul matricielest tes performant grace
a l'utilisation de librairies classiques et performantes (LNPACK, EISPACK,
FFTW).

3.5 Applications

3.5.1 lllustrations issues de la literature

La strakgie de calcul pesente aek appliqlee aux probemes cecrits dans
(Xia et al., 2002, 2001a). Ces deux probkemes portent sur des tubes carsjtes
sandwich. L'ame est compose de esine 934 pure alors que [@saux sont
formees de plis de T300/934 empiesa 55°. Dans ces deux papiers, les peaux
sont homogereies comme dans (Akkerman, 2002) et suppe® orthotropes
dans la base cylindrique. Cette dernere hypottese permet'e ectuer un calcul
compktement cecoupk permettant une \eri cation des esultats avec un code
ekments nis classique comme CAST3M mais surtout permet unessolution
analytigue simple . Lévolution des ceformations homogereises est donee

gure 3.21 et celle des contraintes homogereiees sur lagure 3.22 pour un
chargement thermique de 10@. La notation R aet d nie par lequation
2.51.

Prenons le m&me cas pour un chargement de exion. L'homaggsation des
peaux (rayon compris entre 50 et 52 mm et entre 72 et 74 mm) esbed indis-
pensable pour cecoupler le probeme ce qui permet une esdgion analytique
(Xia et al., 2002). Dans ce cas homogerei®, la gure 3.23 donne Wwlution
des contraintes et ,, le long d'un rayon. La gure 3.24 repesente les
mémes contraintes mais pour des peaux moctliees de neaaiteerogene. Le
calcul ne permet plus de cecoupler les modes de Fourier clagss. On peut re-
marquer que I'hnomogereisation donne de tes bons esultts, la seule dierence
visible portant sur la contrainte  ai on distingue deux paliers par peau. Les
hypotheses d'homogereisation semblent bien \eriees.

86 Strakgie de calcul et utilisation de sries de Fourier pur les tubes
composites cegrades



3.5. Applications

[-55 +55 0 +55 -55]
0.01 , .

N 0.005-\-
0 . . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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5 . . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
1
N0
1 . . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figure 3.21 { Evolution des ceformations en fonction de R : peaux homoee
reiees

La nethode de calcul aet valicee sur les dierents cas test proposes par
Xia, a travers les solutions analytiques proposes mais auspar une mise
en oeuvre de CAST3M lorsque celaetait possible (decouplage silenodes de
Fourier classiques).

3.5.2 Solution sur la zone de bord

L'application pesenee ici est un simple tube en traction. Lobjectif est de
pesenter une analyse d'e et de bord sur un exemple similairean cas indus-
triel. Ce tube, de quence d'empilement [+28 20=0= 20=+20], est constitLe
de plis tises G939/M18 (makriauetude par (Hochard et al., 2001)). Il a un
dianetre inerieur de 16 mm, les plis ont une epaisseur de @ mm. Celui-ci
est maintenu par un manchon en titanea une extemig, la longueur de recou-
vrement est de 20 mm. Le manchon est quanta lui encaste. La salltation
de traction est imposeea travers le raccord expos peedemment. Le maillage
utiliee est tes n (87 000 ddIs par mode) et seulement deux mdes etendus
sont recessaires pour repesenter la solution d'une poutre sousea un charge-
ment de type poutre. En e et, ce dernier type de chargement sewtloppe au
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[-55 +55 0 +55 -55]
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Figure 3.22 { Evolution des contraintes (MPa) en fonction de R : peaux ho-
mogereiees
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Figure 3.23 { Evolution des contraintes pour des peaux homogereiees
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Figure 3.24 { Evolution des contraintes pour des peaux leerognes

maximum sur deux modes (fondamental pour la traction, torsioet premere
harmonique pour la exion). Le developpement de Fourier esttonc employea
son maximum d'e cacie. En respectant une taille de maille del'ordre de 0.5
mm, le maillage 3Dequivalent comporterait 2.2 millions dedeges de libere.

Dans le cas de la traction, la solutionetant incependante @ I'angle polaire,
lesevolutions des contraintes sont traees dans une sedatidongitudinale. La
gure 3.26 repesente levolution de la contrainte axiale dans les dierents
plis. L'e et de bord sittea I'extemie du manchon (z=30m metr =17
mm) est clairement visible. Les gures 3.27,3.28 et 3.29 regmentent levolution
des contraintes aux interfaces entre plis. Pour z = 10 mm, on marque la
concentration de contrainte au bord libre (sous le manchonj pour z = 30 mm
on remarque l'e et de bord doa I'extemie du manchon. C elui-ci diminue pour
les interfaces les plusa l'inerieur du tube. Les contraites |, d'arrachement
et , de cisaillement maximum sont du méme ordre de grandeur, parntoe

2+ €st moins localie. Sur cette dernere, I'e et de bord dta I'extemie
du manchon peretre dans le tube, le raccord est alors impes la distance
minimale.

Il esta noter, que cette application est traitable avec un cod standard car
les modes sont compktement cecoupks. Le cas suivant tratle méme tube,
mais cette fois en exion simple. Le raccord est e ecttea 30 mm du manchon.
Les gures 3.30, 3.31 et 3.32 montrent levolution des condintes aux inter-
faces dans la section longitudinale la plus solliciee. Comenpeecdemment,
I'interface la plus proche du manchon est la plus sollicieelars que l'interface
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