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Introduction

Mod�elisation et simulation sont de nos jours des mots clefs du m�etier d'in-
g�enieur. En e�et, dans ce domaine, une volont�e de plus en plus forte tend �a
mettre en avant la pratique des simulations dans le processus industriel a�n
de guider, de compl�eter ou de remplacer une partie de l'approche exp�erimen-
tale. On parle alors d'essais virtuels (virtual testing en anglais). Cette volont�e
se manifeste actuellement �a travers certains programmes de recherche natio-
naux ou europ�eens dans le domaine de l'a�eronautique (MAIA, MUSCA, ...).
Un des enjeux duvirtual testing en m�ecanique des mat�eriaux et des structures
est la pr�evision de l'�evolution des endommagements et de la rupture aussi
bien en statique qu'en dynamique. Ceci est d'autant plus vrai pour les mat�e-
riaux composites qui poss�edent une grande diversit�e de constituants de base
et d'architectures car ils engendrent ainsi des campagnes d'essais tr�es lourdes
et coûteuses. Qui plus est, la gamme d'essais est tr�es large et s'�etend sur dif-
f�erentes �echelles, des essais de base aux essais sur structures en passant par
di��erents niveaux d'�eprouvettes technologiques. Dans lecadre de l'A340-600,
par exemple, le coût des essais de caract�erisation concernant les composites
atteint plusieurs centaines de millions d'euros. Notons que dans le domaine
spatial, dans lequel se situe cette th�ese, le recours �a la simulation est indispen-
sable a�n de valider les mod�eles utilis�es pour la pr�ediction du comportement
en service.
Cette th�ese s'inscrit dans la probl�ematique duvirtual testing et plus particuli�e-
rement de la tol�erance aux d�efauts de structures composites.Cette th�ematique
est issue d'un probl�eme industriel rencontr�e par ALCATEL ALENIA SPACE
et prend place dans le plan d'�etudes amont AMERICO (Analyse Multi- �Echelles
et Recherche Innovante pour les Composites �a matrice Organique) �nanc�e par
la DGA et coordonn�e par l'ONERA. Notre objectif est de mettre en place
un outil num�erique permettant, �a terme, la v�eri�cation d e la tenue de tubes
composites en pr�esence de d�efauts et compl�etant ainsi une base de donn�ees
exp�erimentales coûteuse et limit�ee.

Un pr�ealable n�ecessaire �a la simulation jusqu'�a rupture est dedisposer
d'une base mat�eriau solide. Dans le cas des composites strati��es, en pr�esence
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Introduction

d'e�ets localis�es, ceci constitue un challenge important car les ph�enom�enes de
d�egradations gouvernant la r�eponse jusqu'�a rupture de la structure se situent
�a une �echelle m�esoscopique, voire microscopique.

Une d�emarche initi�ee par Ladev�eze (Ladev�eze, 1986, 1989) et de plus en
plus suivie pour simuler la tenue des structures composites est l'analyse de
leurs endommagements �a l'�echelle m�esoscopique mettant enplace la notion de
pli et d'interface. Cette �echelle fait intervenir l'�epai sseur d'un pli comme gran-
deur caract�eristique, celle-ci �etant de l'ordre de 0.2 mm.Des travaux sur les
plis ont �et�e e�ectu�es par (Ladev�eze et Le Dantec, 1992; Renard et Jeggy, 1989;
Aussedat et al., 1994; Hochardet al., 2001) et sur les interfaces par (Allix,
1992; Schellekens et De Borst, 1993; Corigliano, 1993; Chabocheet al., 2001).
Ces di��erentes �etudes ont permis de d�evelopper et d'identi�er des mod�eles de
comportement permettant de d�ecrire, par l'interm�ediaire de la m�ecanique de
l'endommagement, l'e�et des di��erents m�ecanismes de d�egradation du strati��e
tels que la rupture des �bres, la d�ecoh�esion entre �bres et matrice ou le d�ela-
minage.
Cependant, le traitement num�erique d'un mod�ele de composite d�ecrit �a l'�echelle
des constituants m�esoscopiques conduit tr�es rapidement �a des probl�emes de tr�es
grandes tailles .�A titre d'exemple, le maillage d'une liaison entre tubes compo-
sites r�ealis�ee par un manchon m�etallique requiert la r�esolution d'un probl�eme
d'environ dix millions de degr�es de libert�e (ddls). De plusle probl�eme pos�e est
non lin�eaire et di��erent pour chaque famille de d�efauts cr�e�es lors des phases de
fabrication. Ainsi, le traitement de ce type de probl�emes (non lin�earit�es, grand
nombre de degr�es de libert�e) n�ecessite le d�eveloppement de m�ethodes de calcul
adapt�ees.

Pour limiter les temps de calcul, un premier aspect est de simuler de fa�con
�ne uniquement la zone o�u se d�eveloppent les d�egradations,ici les extr�emit�es
du tube. Le coût de calcul �a l'�echelle m�esoscopique des extr�emit�es reste tr�es
important (voire prohibitif dans la cas de l'�etude de familles de d�efauts). Des
techniques de calcul e�caces du probl�eme bord ont �et�e recherch�ees. Dans le
cas de la plaque composite trou�ee (Allix, 1992) avait utilis�e la propri�et�e de
g�eom�etrie axisym�etrique pour coupler des �el�ements �ni s classiques avec des
d�eveloppements en s�eries de Fourier au moyen d'une m�ethode de r�esolution
it�erative avec pr�econditionneur. Le caract�ere axisym�etrique du tube nous a
donc conduits �a explorer les possibilit�es o�ertes par l'utilisation d'un d�evelop-
pement en s�erie de Fourier.

Deux axes principaux ont donc �et�e abord�es. Le premier concerne la g�en�e-
ration de conditions limites 3D ad�equates �a partir d'une th�eorie de poutre. Ce
probl�eme de raccord intervient lors de la r�eduction de la zone d'�etude et ne
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doit pas perturber l'analyse �ne de l'extr�emit�e en cr�eant un endommagement
arti�ciel au raccord. Di��erentes approches ont �et�e trai t�ees pour cela, elles nous
ont men�e �a l'utilisation de la th�eorie exacte des poutres (Ladev�eze et Sim-
monds, 1996) qui permet de construire facilement la solution deSaint-Venant
du probl�eme.
Le deuxi�eme axe concerne la mise en place d'un �el�ement �ni sp�ecialis�e dans le
traitement de g�eom�etries de r�evolution. Dans le cas d'untube sain, celui-ci per-
met de d�ecoupler le probl�eme 3D en petits probl�emes pos�es sur une bande. Ce
d�ecouplage est rendu possible par l'introduction de modes de Fourier �etendus.
Dans le cas du tube d�egrad�e, un couplage fort intervient entre les modes, une
m�ethode it�erative de gradient conjugu�e adapt�ee est alors mise en place pour
r�esoudre tr�es e�cacement le probl�eme �a travers l'utilisa tion intensive du cal-
cul parall�ele et le choix d'un pr�econditionneur d�ecouplant les modes �etendus.
Les questions de coût de calcul, d'�echantillonnage et de troncature du d�evelop-
pement en s�erie ont tout particuli�erement �et�e examin�e es. Le dernier chapitre
aborde les aspects li�es �a l'int�egration num�erique de lois de comportement m�e-
soscopiques endommageables (plis et interfaces) dans l'outild�evelopp�e. L'e�-
cacit�e de ce dernier est limit�ee par l'utilisation de Matlab. Dans ce contexte et
en raison du temps de d�eveloppement d'un nouvel outil, les cas tests conduits
permettent uniquement de valider l'int�egration correctedu comportement sans
pouvoir traiter d'exemples industriels repr�esentatifs.

Ce document est compos�e de 6 chapitres.
Le premier pr�esente une �etude bibliographique sur les th�emes abord�es par cette
�etude, �a savoir la mod�elisation des d�egradations dans lesmat�eriaux composites
et les m�ethodes de calcul e�caces associ�ees aux structures composites.
Le deuxi�eme chapitre traite de la r�eduction de la zone d'�etude �ne par l'uti-
lisation d'une mod�elisation poutre. La probl�ematique du raccord entre poutre
et massif 3D y est trait�ee.
Le troisi�eme chapitre concerne la mise en place d'une strat�egie de calcul adap-
t�ee aux probl�emes axisym�etriques grâce au d�eveloppement en s�eries de Fourier,
ainsi que l'implantation num�erique de cette strat�egie.
Le quatri�eme chapitre �etend les r�esultats pr�ec�edents au cas d'une g�eom�etrie
de r�evolution en pr�esence de d�efauts. Une �etude th�eoriqueest men�ee sur l'in-

uence de la troncature du d�eveloppement en s�erie.
Le cinqui�eme chapitre pr�esente la mise en oeuvre d'une m�ethode de gradient
conjugu�e permettant la r�esolution du probl�eme coupl�e introduit au chapitre
pr�ec�edent.
En�n, le sixi�eme chapitre est une ouverture vers le non lin�eaire et pr�esente sur
des cas tr�es simples les techniques �a utiliser pour simuler latenue d'un tube
en pr�esence de d�efauts.
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Chapitre 1

Probl�eme �a r�esoudre : contexte,
bibliographie, trame de l'�etude

La tol�erance aux d�efauts �etant une th�ematique tr�es large, ce chapitre se
concentrera sur les aspects touchant �a la pr�esente �etude. Les structures
composites �etudi�ees sont constitu�ees de composites �a �bres longues.
Deux aspects sont pr�esent�es : la mod�elisation du comportement et les
outils de simulation adapt�es, ceux-ci �etant intimement li�es. En e�et,
une �etude �ne des m�ecanismes de d�egradation �a l'�echelle du pli en-
gendre de grands coûts de calcul et impose donc l'utilisation d'une
strat�egie adapt�ee.

Sommaire
1.1 Contexte de l'�etude, pr�esentation des m�ecanismes de

d�egradation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.1.1 Description du tube et de son chargement . . . . . . . . 7
1.1.2 Pr�esentation des m�ecanismes de d�egradation des plis tiss�es 10
1.1.3 Mod�elisation des d�egradations, les di��erentes �e chelles . 10
1.1.4 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.2 Probl�ematique et outils de calcul associ�es aux com-
posites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.2.1 Mod�elisations simpli��ees et e�ets de bord en �elast icit�e . 19
1.2.2 Simulation en pr�esence de non lin�earit�es mat�eriau . . . 27
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1.1. Contexte de l'�etude, pr�esentation des m�ecanismes de d�egradation

1.1 Contexte de l'�etude, pr�esentation des m�e-
canismes de d�egradation

La simulation et la pr�ediction du comportement de structuresn�ecessitent
la connaissance de di��erents mod�eles de description du r�eel:

{ la mod�elisation g�eom�etrique
{ la mod�elisation du comportement du mat�eriau
{ la mod�elisation du chargement et des conditions limites

Dans ce paragraphe, une br�eve description des tubes �etudi�es sera donn�ee puis
on s'attachera plus particuli�erement au deuxi�eme point qui concerne la mod�eli-
sation du comportement du mat�eriau. Ces di��erents mod�eles sont utilis�es dans
le cadre de la tol�erance aux dommages pour pr�edire la ruinede la structure. Il
est �a noter que dans ce cadre, le dimensionnement est classiquement e�ectu�e
dans une optique conservative en d�e�nissant un d�efaut maximal � non visible�
pour lequel l'int�egrit�e de la structure ne doit pas être mise en cause.

1.1.1 Description du tube et de son chargement

Les tubes �etudi�es sont constitu�es de plis G969/RTM6. Ces plis sont des plis
tiss�es (ta�etas non-�equilibr�es de �bres de carbone). Dans la direction de châ�ne,
les torons sont en M55J 6k et dans la direction de trame HR 1k. La contexture
du tissu (8 �ls/cm pour la châ�ne et 3 �ls/cm pour la trame) conf�e rent au tissu
un comportement �elastique �equivalent �a un empilement de deux plis unidirec-
tionnels (Whitcomb et Tang, 2001). Le sens châ�ne �etant beaucoup plus rigide
et plus dense que le sens trame, le pli se comporte (en �elasticit�e) quasiment
comme un unidirectionnel. La matrice RTM6 est une matrice �epoxy "�equiva-
lente" �a la matrice M18 mais poss�edant de meilleures propri�et�es pour mise en
forme par le proc�ed�e RTM 1. Les propri�et�es m�ecaniques des constituants du
pli sont donn�ees dans le tableau 1.1.

HR 1k M55J 6k RTM6 M18
E (GPa) 230 537 2,890 3,5

Tableau 1.1 { Caract�eristiques m�ecaniques des constituants du pli

Le tube d'une longueur de l'ordre du m�etre est compos�e de di��erents en-
roulements de plis tiss�es. L'angle d'h�elice� de ces enroulements d�epend du

1RTM (Resin Transfer Moulding) : La technologie RTM consiste �a injecter un m�ela nge
r�eactif liquide sur une pr�eforme �breuse dans un moule sous pression. Ce moule est ensuite
port�e �a haute temp�erature a�n de permettre la polym�erisation. Les renfo rts �a �bres longues
sont n�ecessairement tiss�es a�n qu'ils restent en place durant l'injection.
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1. Probl�eme �a r�esoudre : contexte, bibliographie, trame de l'�etude

pli consid�er�e et de l'application �a laquelle la barre est destin�ee (tableau 1.2 et
�gure 1.1). Les axes localement d�e�nis par la châ�ne et la trame du tissu (not�es
1 et 2) sont les axes d'orthotropie du mat�eriau (�gure 1.2).

diam�etre (mm) �epaisseur du tube (mm) s�equence (o) nombre de plis
32 1 [+20; � 20; 0; � 20; +20] 5
50 1.6 [0; � 24; 0; +24]S 8

Tableau 1.2 { S�equences d'empilement et dimensions des tubes

Figure 1.1 { Mise en situation des di��erentes bases

Les tubes sont organis�es en treillis, les liaisons entre ces di��erents tubes
sont assur�ees par des manchons coll�es (�gure 1.3). Le diam�etre des tubes varie
entre 20 et 50 mm. Les manchons sont en titane ou en aluminium, la longueur
de recouvrement varie entre 15 et 50 mm.

Les tubes sont sollicit�es m�ecaniquement (traction et 
exion) et thermique-
ment (entre � 100oC et +100oC) suivant leur implantation et leur exposition
au soleil. �A terme, le cyclage thermique devra donc être pris en comptedans
la simulation.
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1.1. Contexte de l'�etude, pr�esentation des m�ecanismes de d�egradation

Figure 1.2 { Param�etrage de l'angle d'enroulement des plis

longueur de collage

di
am

et
re

epaisseur

tube compositeManchon

Figure 1.3 { Param�etrage de la liaison tube/manchon
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1. Probl�eme �a r�esoudre : contexte, bibliographie, trame de l'�etude

1.1.2 Pr�esentation des m�ecanismes de d�egradation des
plis tiss�es

De nombreux mat�eriaux composites �a �bres longues, comme lescarbone/�epoxy,
pr�esentent un avantage tr�es particulier par rapport aux m�etaux : la direction
du dommage d�epend de l'arrangement g�eom�etrique des constituants des com-
posites et non pas du mode de chargement. Il est �a noter que ce n'est pas le
cas pour les composites �a matrice c�eramique (Aubard, 1992).
Dans le cas des tissus, qui sont compos�es de torons entrecrois�es, trois classes
principales de d�egradations sont �a noter (�gure 1.4 d'apr�es (Aussedatet al.,
1994; Aussedat, 1997)) : les �ssures transverses, les �ssures longitudinales et
les ruptures de �bres (�gure 1.7 d'apr�es (Aussedat, 1997) ).
Les �ssures transverses apparaissent de mani�ere assez homog�ene, parall�ele-
ment �a l'axe des �bres et dans l'�epaisseur des torons de châ�ne et de trame
(�gure 1.5 d'apr�es (Aussedat, 1997) ), elles sont initi�ees pardes d�ecoh�esions
�bres/matrice. Les �ssures longitudinales se d�eveloppent dans le plan du tissu
et parall�element �a l'axe des �bres (�gure 1.6 d'apr�es (Aussedat, 1997) ). Ce
ph�enom�ene est �a rapprocher du d�elaminage qui apparâ�t couramment dans les
strati��es �a plis unidirectionnels en pointe de �ssures transverses ou pr�es des
bords. Grâce aux deux r�eseaux de �bres, le comportement du strati��e dans
les directions de châ�ne et de trame peut être assimil�e �a uncomportement
�elastique fragile. D'autre part, contrairement aux plis unidirectionnels, la pr�e-
sence de �bres en direction transverse permet de reprendre la charge et �evite
l'ouverture des �ssures transverses, qui ne sont sollicit�ees qu'en cisaillement.

Figure 1.4 { Fissures transverses et longitudinales dans un composite tiss�e

1.1.3 Mod�elisation des d�egradations, les di��erentes �ec helles

Les r�eglementations de tol�erance aux dommages mises en place entre 1975
et 1980 en a�eronautique (normes FAR 25 aux�Etats-Unis et JAR 25 en Eu-
rope) n�ecessitent de supposer l'existence de d�efauts dans la structure. En e�et,
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Figure 1.5 { Fissuration transverse et d�elaminage en pointe de �ssure

Figure 1.6 { Fissures longitudinales (intra-toron �a gauche et inter-torons �a
droite)

Figure 1.7 { Ruptures de �bres
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1. Probl�eme �a r�esoudre : contexte, bibliographie, trame de l'�etude

la structure est dimensionn�ee telle qu'un d�efaut engendrantsa ruine doit être
d�etectable. Il est alors n�ecessaire de repr�esenter les dommages d�etectables et
leur in
uence. Ce paragraphe pr�esente les deux grandes familles de repr�esen-
tation des d�efauts (�ssures) et les crit�eres associ�es.

1.1.3.1 Description discr�ete des �ssures par la m�ecaniqu e de la rup-
ture

Une �ssure est une zone qui s�epare un solide en deux. Autrement dit,c'est
une surface de discontinuit�e des d�eplacements et des contraintes. Il est n�eces-
saire de distinguer deux aspects, l'initiation de la �ssure et la propagation du
d�efaut.

La m�ecanique de la rupture (Bui, 1978) met en place di��erents crit�eres
permettant de pr�edire la propagation d'une telle �ssure. Pour cela, la �ssure
est repr�esent�ee de mani�ere discr�ete.
Le premier crit�ere de propagation de �ssure est dû �a Gri�th (G ri�th, 1924).
Ce crit�ere d�evelopp�e en �elasticit�e lin�eaire repose sur une approche �energ�etique
de la propagation des �ssures en faisant l'hypoth�ese de l'existence d'une �energie
lib�er�ee fonction de l'aire de �ssure cr�e�ee. L'accroissement d'�energie potentielle
dP pour un accroissement d'aire �ssur�ee dA fait alors intervenir une quantit�e
G, appel�ee taux de restitution d'�energie. Le bilan d'�energie s'�ecrit alors :

dP + GdA = 0 (1.1)

G = �
dP
dA

(1.2)

A�n de pr�edire la propagation, ce taux de restitution d'�energie est compar�e
�a une valeur critique Gc suppos�ee caract�eristique du mat�eriau. SiG = Gc alors
la �ssure se propage. Di��erentes m�ethodes sont utilis�ees pour calculer le taux
de restitution d'�energie. Les m�ethodes de perturbation demaillage, n�ecessitent
plusieurs calculs : le calcul au pas courant et le calcul simulant l'avanc�ee d'une
�ssure. Une autre m�ethode consiste �a calculer G par l'interm�ediaire de l'int�e-
grale J mise au point par Rice dans le cas bidimensionnel (Rice,1968). Dans
le cadre des mat�eriaux composites, les �ssures sont sollicit�eesen mode mixte
et un crit�ere souvent utilis�e est le suivant :

�
GI

GIc

� �

+
�

GII

GIIc

� �

+
�

GIII

GIIIc

� �

= 1 (1.3)

Un exemple d'identi�cation des param�etres intervenant dans ce crit�ere dans le
cadre d'interfaces entre plis est donn�e dans (Allixet al., 1998).
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La deuxi�eme famille de crit�eres de propagation de �ssure repose sur l'�etude
du champ de contraintes locales en pointe de �ssure (Irwin, 1957). Pour cela le
champ de d�eplacement en pointe de �ssure est d�evelopp�e commesuit (r et �
sont les coordonn�ees polaires d'un point relativement �a lapointe de �ssure) :

~U(r; � ) = ~U(0) + kI r � I ~uI (� ) + kII r � II ~uII (� ) + : : : (1.4)

Les k sont les facteurs d'intensit�e des contraintes et les~u sont les modes
associ�es aux exposants singuliers� avec 0< � I < � II , (si � < 1 le champ de
contrainte devient singulier).

Les coe�cients � et les modes~u associ�es ne d�ependent que des propri�et�es
locales de la structure. Les facteurs d'intensit�e quant �a eux d�ependent des
caract�eristiques globales de la structure et du chargement.Les di��erents modes
d'ouverture d'une �ssure sont d�ecrits sur la �gure 1.8.

Figure 1.8 { Modes d'ouverture de �ssures

On dit qu'il y a propagation lorsqu'un crit�ere bas�e sur les facteurs d'inten-
sit�e des contraintes d�epasse une valeur critique. Di��erents crit�eres ont �et�e mis
en place suivant les cas de couplage entre modes, notons par exemple (Erdogan
et Sih, 1963) pour un crit�ere en contrainte circonf�erentielle maximale et (Sih,
1973) pour un crit�ere en �energie de d�eformation minimale. Plusieurs m�ethodes
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permettent de calculer les facteurs d'intensit�e des contraintes. Les approches
locales se basent sur la forme des champs de contraintes (approche statique) ou
de d�eplacement (approche cin�ematique) en pointe de �ssure.Notons aussi qu'il
est possible d'extraire ces facteurs �a partir du taux de restitution d'�energie par
l'interm�ediaire de champs auxiliaires (Petit, 1994).

La m�ecanique de la rupture est un outil permettant de d�ecrire la propa-
gation de �ssure en consid�erant une �ssure d�ej�a existante, cependant il faut
être en mesure de d�ecrire le d�efaut pr�eexistant, c'est-�a-dire se placer �a la même
�echelle que celui-ci. Cette �echelle de mod�elisation �ne peut devenir un incon-
v�enient majeur si elle est petite, en particulier si cette �echelle est celle de la
�bre. De plus, pour les composites, il est n�ecessaire de distinguerles modes ce
qui rend di�cile l'identi�cation des taux de restitution d'� energie critique.

En ce qui concerne l'initiation, les crit�eres �energ�etiques de la m�ecanique
de la rupture sont mis en d�efaut car le taux de restitution d'�energie tend vers
z�ero. De même, comme le champ de contrainte en pointe de �ssure tend vers
l'in�ni, les crit�eres en contrainte sont syst�ematiquement satisfaits. L'exp�erience
men�ee par (Parvizi et al., 1978), met en �evidence la compl�ementarit�e de ces
deux crit�eres d'initiation. L'approche men�ee par Leguillon (Leguillon, 2002)
vise �a mettre en place un crit�ere permettant d'uni�er ceux en contrainte et en
�energie. Cette �etude parait prometteuse et reste �a tester pour les composites.
Cependant, cette approche ne met pas en place de crit�ere global d'initiation,
elle est bas�ee sur l'analyse locale d'une situation existante.

1.1.3.2 Description continue des d�egradations par la m�ec anique de
l'endommagement

La m�ecanique de l'endommagement vulgaris�ee par (Lemaitre et Chaboche,
1985) et dont le lecteur trouvera des exemples d'application dans (Allix et
Hild, 2002) a �et�e initi�ee par Kachanov et permet de d�ecrire l'in
uence de po-
rosit�es ou de micro-�ssures sans les d�ecrire g�eom�etriquement. Ces d�efauts sont
alors repr�esent�es par l'interm�ediaire de variables internes appel�ees variables
d'endommagement agissant sur le comportement comme un abattement de
rigidit�e. Le m�ecanique de l'endommagement s'ins�ere dansle contexte thermo-
dynamique classique pr�esent�e ici. Les di��erents mod�eles d�edi�es aux composites
seront pr�esent�es plus tard.

Soit d un ensemble de variables d'endommagement. Soit" la d�eformation
totale, "e la d�eformation �elastique et "p la d�eformation plastique telle qu'on ait
la partition : " = "e + "p. On fait l'hypoth�ese que l'�etat du syst�eme peut être
d�ecrit par le jeu de variables ("; " p; d). Ici d est suppos�e être un vecteur.
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L'in�egalit�e de Clausius-Duhem s'�ecrit :

� (T
ds
dt

�
de
dt

) �
q
T

gradT + Tr[�
d"
dt

] � 0 (1.5)

s est l'entropie, e l'�energie, q le 
ux de chaleur et T la temp�erature. S�eparons
la dissipation totale en deux parties :

{ la dissipation intrins�eque :

� 1 = � (T
ds
dt

�
de
dt

) + T r[�
d"
dt

] (1.6)

{ la dissipation thermique :

� 2 = �
q
T

gradT (1.7)

En isotherme � 2 = 0 sinon ce terme m�ene classiquement �a la loi de Fourier
qui assure la positivit�e de la dissipation thermique.

Dans les composites �a �bres longues, on introduit l'�energielibre de Helmoltz
� 	 = � (e � Ts), la dissipation intrins�eque devient :

� � (
de
dt

� T
ds
dt

) + T r[�
d"
dt

] � 0 (1.8)

� � (
d	
dt

+ s
dT
dt

) + T r[�
d"
dt

] � 0 (1.9)

d'o�u :

T r[(� �
@�	
@"e

)
d"e

dt
] + T r[�

d"p

dt
] �

@�	
@p

dp
dt

�
@�	
@d

:
dd
dt

� (
@�	
@T

+ �s )
dT
dt

� 0 (1.10)

Les variables ("e; T) sont suppos�ees ind�ependantes d'o�u :

� =
@�	
@"e

�
�
�
�
(T;d;p)

(1.11)

�s = �
@�	
@T

�
�
�
�
(" e ;d;p)

(1.12)

A�n d'introduire la di��erence de comportement entre ouvert ure et ferme-
ture des �ssures, l'�energie est s�epar�ee en plusieurs termes relatifs �a chaque

Strat�egie de calcul et utilisation de s�eries de Fourier pour les tubes
composites d�egrad�es

15



1. Probl�eme �a r�esoudre : contexte, bibliographie, trame de l'�etude

partie du comportement. Cela permet d'assurer la bonne r�egularit�e des quan-
tit�es d�erivant de l'�energie. L'in�egalit�e 1.10 devien t :

T r[�
d"p

dt
] � Yp

dp
dt

+ Yd:
dd
dt

� 0 (1.13)

Avec les quantit�es duales des variables internes :

Yp =
@�	
@p

�
�
�
�
(" e ;T;d)

(1.14)

Yd = �
@�	
@d

�
�
�
�
(" e ;T;p)

(1.15)

(1.16)

En g�en�eral on assure s�epar�ement :

T r[�
d"p

dt
] � Yp

dp
dt

� 0 (1.17)

Yd:
dd
dt

� 0 (1.18)

Pour v�eri�er Yd:dd
dt � 0 il faut dd

dt � 0. Notons qu'en g�en�eral, l'endommage-
ment est gouvern�e par la force thermodynamique associ�ee :

d = Ad(Ydj� ; � � t) (1.19)

Remarque :Il est �a noter que certains probl�emes li�es �a la localisation (Ba-
zant et Bittnar, 1994) peuvent apparâ�tre. Il est alors n�ecessaire de mettre en
place des limiteurs de localisation (Bazant et Pijaudier-Cabot, 1988; Larsy et
Belytschko, 1988; Ladev�eze et Le Dantec, 1992) a�n d'�eviter toute d�ependance
au maillage.

A�n de mod�eliser le frottement entre les l�evres des �ssures referm�ees, il peut
être int�eressant d'introduire un mod�ele de plasticit�e coupl�e au mod�ele d'endom-
magement. A�n d'utiliser les mod�eles classiques de plasticit�e, la contrainte ef-
fective et son dual le taux de d�eformation plastique e�ectif sont introduits. La
contrainte e�ective s'�ecrit :

~� = KK � 1
0 � (1.20)

o�u K est le comportement endommag�e etK 0 le comportement sain. Cette d�e-
�nition g�en�eralise au cas anisotrope, la notion de contrainte e�ective classique
introduite dans le cas isotrope :

~� =
�

1 � d
(1.21)
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Le taux de d�eformation plastique e�ectif qui n'existait pas dans le cas isotrope,
est introduit et v�eri�e :

T r[~� _~"p] = T r[� _"p] (1.22)

�A partir de ce cadre g�en�eral, di��erentes mod�elisations peuvent être construites
comme par exemple (Ladev�eze et Le Dantec, 1992; Daudevilleet Ladev�eze,
1993; Allix, 1992; Allix et al., 1998) pour les plis unidirectionnels et (Hochard
et al., 2001) pour les plis tiss�es. Ce dernier sera d�etaill�e par la suite. Ces mo-
d�elisations placent l'�echelle d'�etude au niveau du pli �el�ementaire. En e�et, la
m�ecanique de l'endommagement repr�esente les m�ecanismes de d�egradation de
mani�ere homog�en�eis�ee, il convient donc de rester �a une �echelle su�samment
proche de ces m�ecanismes a�n de pouvoir encore les distinguer. Cependant,
l'�echelle du pli est une �echelle assez �ne (0.1 mm) vis �a vis decelle de la struc-
ture (> 50 mm). Un e�ort devra donc être fait sur la strat�egie de calcula�n
d'appliquer ce type de mod�elisation de mani�ere performante.

1.1.3.3 Techniques de changement d'�echelle, du micro vers le m�eso

Les structures composites pr�esentent de nombreuses �echelles,celle de la
structure (�echelle macro), celle du pli (�echelle m�eso) ou encore celle de la �bre
(�echelle micro). Il est donc l�egitime de se poser la question duchangement
d'�echelle, c'est �a dire de pr�edire l'in
uence de param�etres d�ecrits �a une �echelle
sur le comportement vu �a une autre �echelle. Cette probl�ematique int�eresse
fortement les industriels dans le cadre de la conception d'unmat�eriau virtuel
qui permettrait d'�evaluer la pertinence des choix e�ectu�es dans l'�elaboration
d'un composite. Ce type de d�emarche permet aussi de mieux comprendre les
domaines de validit�e de certaines mod�elisations.

Ce paragraphe est divis�e en deux parties, la premi�ere donne les m�ethodes
d'homog�en�eisation les plus utilis�ees dans le cas des composites �a �bres longues
dans le cas �elastique. Celles-ci vont permettre d'�evaluer l'in
uence de la contex-
ture d'un tissu sur ses propri�et�es �elastiques par exemple (Whitcomb et Tang,
2001). La deuxi�eme partie discute du changement d'�echelleen pr�esence de
�ssures.

1.1.3.3.1 Homog�en�eisation en �elasticit�e Dans ce chapitre sont pr�esen-
t�ees les m�ethodes d'homog�en�eisations les plus utilis�ees dans le cadre des com-
posites �a �bres longues.
Soit un volume �el�ementaire repr�esentatif (VER), volume dans lequel les quan-
tit�es sont suppos�ees plus ou moins homog�enes. L'objectif estde construire le
comportement �elastique reliant la contrainte homog�en�eis�ee �� �a la d�eformation
homog�en�eis�ee �" . Dans ce type de technique, trois �echelles sont pr�esentes :

{ l'�echelle de la structure : longueur caract�eristique L ;
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{ l'�echelle du VER : longueur caract�eristique l ;
{ l'�echelle des h�et�erog�en�eit�es : longueur caract�er istique d ;
On fait alors l'hypoth�ese que les �echelles sont s�epar�ees :d << l << L . Le

comportement homog�en�eis�e est identi��e grâce �a un ensemble de calculs �el�e-
mentaires permettant de d�ecrire la r�eponse du VER sous sollicitations. Une
�equivalence �energ�etique permet alors de calculer les termes de l'op�erateur de
Hooke homog�en�eis�e. Bien entendu, plus les �echelles sont s�epar�ees et plus les
r�esultats donn�es sont pertinents.

Les di��erentes approches sont :

1. homog�en�eisation statique et cin�ematique : les conditions limites impo-
s�ees sont compatibles avec des champs de contrainte ou de d�eformation
homog�enes dans le VER. Une solution approch�ee de ces probl�emes est
de supposer les champs homog�enes dans le VER, ce qui donne lieu aux
bornes de Voigt et de Reuss. ;

2. homog�en�eisation p�eriodique : le milieu est consid�er�e comme une r�ep�eti-
tion p�eriodique du VER (Sanchez-Palencia, 1980). L'id�ee est de d�evelop-
per le champ de d�eplacement en fonction d'un param�etre� = l

L , puis de
s�eparer les �echelles suivant les puissances de ce param�etre.

Pour les mat�eriaux composites �a �bres longues, l'approche cin�ematique
donne des r�esultats proches de l'homog�en�eisation p�eriodique. Ces techniques
ont �et�e tr�es utilis�ees pour obtenir les caract�eristiqu es �elastiques des plis tiss�es.
(Dasguptaet al., 1996; Aitharaju et Averill, 1999; Ito et Chou, 1997; Whitcomb
et Tang, 2001) utilisent des mod�eles plus ou moins simpli��esa�n de r�esoudre
les di��erents probl�emes �el�ementaires. Ces r�esultats permettent d'acc�eder aux
caract�eristiques thermo-m�ecaniques des plis et notament�a l'in
uence de l'on-
dulation des torons sur les caract�eristiques �elastiques. (Huang, 2000; Kwon
et Altekin, 2002), utilisent les op�erateurs de localisation construits lors de
l'homog�en�eisation pour mettre en place des crit�eres de rupture des di��erents
composants d'un pli tiss�e.

1.1.3.3.2 Changement d'�echelle en non lin�eaire Dans le cadre non
lin�eaire et en particulier en pr�esence de �ssures, di��erentes approches sont
adopt�ees pour remonter l'information de l'�echelle microscopique vers l'�echelle
m�esoscopique. Ces approches sont envisag�ees en fonction de l'objectif que les
auteurs d�esirent atteindre. Notons deux approches, celle de (Deud�e et al., 2002)
ou (Andrieux et al., 1986) qui a pour but de construire un mod�ele �a l'�echelle m�e-
soscopique en fonction d'une description microscopique. Pour cela, une �energie
libre homog�en�eis�ee est construite �a partir d'un mod�ele � ssur�e. Cela leur permet
de prendre en compte la di��erence entre ouverture et fermeture de �ssure dans
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un mod�ele d'endommagement. Une deuxi�eme approche, suivie par (Ladev�eze
et Lubineau, 2001, 2002, 2003; Ladev�ezeet al., 2003; Lubineau et Ladev�eze,
2005; Marsalet al., 2005), consiste �a consolider et am�eliorer un mod�ele com-
posite existant d�ecrit �a l'�echelle m�esoscopique. Cette d�emarche d'homog�en�ei-
sation est r�ealis�ee pas par pas pour des �etats de d�egradation admissibles. Elle
permet entre autre de justi�er de l'utilisation de deux variables d'endomma-
gement par pli UD dont les lois d'�evolution sont simul�ees a�n de simpli�er la
d�emarche d'identi�cation. Notons que dans le cas des chargements hors plans,
cette approche a permis de montrer l'aspect non local de la notion d'interface,
aspect introduit de fa�con pragmatique dans le cadre des petits chocs (Guinard
et al., 2002).

1.1.4 Conclusion

La prise en compte des d�egradations dans les mat�eriaux composites peut
être consid�er�ee sous deux angles di��erents. La premi�ere approche est bas�ee sur
la description g�eom�etrique d'un d�efaut, c'est la m�ecanique de la rupture. Il est
alors n�ecessaire de se placer au niveau des m�ecanismes de d�egradation, ce qui
devient tr�es di�cile si les d�egradations se produisent �a l'�echelle de la �bre. La
deuxi�eme approche se place �a une �echelle sup�erieure et prend en compte les
d�egradations de mani�ere continue, c'est la m�ecanique de l'endommagement. Il
est alors possible de rendre compte des d�egradations au sein du strati��e en se
pla�cant �a l'�echelle du pli, ce qui reste tr�es coûteux et n�ecessite une strat�egie de
calcul adapt�ee. Dans cette th�ese, on se placera dans le cadrede la m�ecanique
de l'endommagement avec l'utilisation de m�eso-mod�eles, en particulier celui de
(Hochard et al., 2001) pour les plis tiss�es.

1.2 Probl�ematique et outils de calcul associ�es
aux composites

1.2.1 Mod�elisations simpli��ees et e�ets de bord en �elas-
ticit�e

1.2.1.1 Les th�eories simpli��ees

La description des m�ecanismes de d�egradation �a des �echelles �nes (m�eso ou
micro) n�ecessitent des calculs tr�es lourds, des th�eories plus ou moins simpli-
��ees ont donc �et�e mises au point. Dans ce paragraphe trois d'entre elles sont
pr�esent�ees, la mod�elisation unidimensionnelle avec les th�eories de poutres, la
mod�elisation bidimensionnelle avec les th�eories de plaques (ou de coques) mul-
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ticouches ou non. Ces th�eories �etant simpli��ees, la solution donn�ee est souvent
erron�ee aux bords. Ceux-ci font alors l'objet d'un traitement sp�ecial. En�n une
mod�elisation tridimensionnelle r�eduite sera pr�esent�ee avec des calculs axisym�e-
triques ou de Fourier.

1.2.1.1.1 Poutres Une poutre est un solide ayant deux de ses dimensions
tr�es inf�erieures �a la troisi�eme. L'objectif des th�eori es de poutre est de r�eduire un
probl�eme tridimensionnel �a un probl�eme unidimensionnel pos�e suivant sa plus
grande dimension qu'il est possible de r�esoudre tr�es rapidement. Di��erentes
th�eories plus ou moins pr�ecises ont �et�e mises en place au �ldu temps. Les
premi�eres th�eories de Euler-Bernoulli et Timoshenko (Timoshenko et Goodier,
1970) sont bas�ees sur des hypoth�eses mixtes. La premi�ere hypoth�ese postule
une forme du d�eplacement de chaque section de la poutre, la deuxi�eme pos-
tule la nullit�e d'une partie de la contrainte. Ces th�eories ont �et�e justi��ees et
enrichies par une d�emarche asymptotique (Rigolot, 1980) qui, en fonction de
l'ordre du d�eveloppement (par rapport �a un param�etre d'�elancement), per-
mettent d'augmenter la pr�ecision de la th�eorie. Au premier ordre, la th�eorie
de Timoshenko est v�eri��ee puis c'est au tour des th�eories de voiles minces
de Vlassov (Vlassov, 1962). Bien entendu, plus l'�elancement est grand et plus
ces th�eories sont pr�ecises. L'utilisation de ces mod�eles unidimensionnels est en
g�en�eral justi��ee par le principe de Saint-Venant qui donne des classes d'�equiva-
lence entre chargements assurant la localisation des contraintes pr�es des zones
d'application des charges ou de changement de section. C'est �a partir de ce
concept que Ladev�eze (Ladev�eze et Simmonds, 1995) construit une th�eorie de
poutre appel�ee th�eorie exacte et ne reposant sur aucune hypoth�ese d'ordre ci-
n�ematique ou statique. Le chapitre 2 entrera plus en d�etailsur la formulation
de ces di��erentes th�eories ainsi que sur leur utilisation.
Notons aussi les travaux plus r�ecents de (Buannic et Cartraud,2001a,b) d�e-
veloppant des th�eories de poutres bas�ees sur un d�eveloppement asymptotique.
Ces travaux s'appliquent �a des pourtes ayant une structure p�eriodique suivant
la plus grande dimension ; l'objectif �etant de construire unesolution correcte
(fonction de l'ordre du d�eveloppement asymptotique) loin des zones d'appli-
cation des conditions limites. Pour cela, un soin particulierest apport�e �a la
construction des conditions limites.

1.2.1.1.2 Plaques et coques multicouches Une plaque ou une coque
est un solide ayant une de ses dimensions tr�es inf�erieure aux deux autres.
L'objectif des th�eories de plaque (coque), est de r�eduire un probl�eme tridimen-
sionnel �a un probl�eme bidimensionnel pos�e suivant ses plus grandes dimensions.
Les premi�eres th�eories sont dues �a Timoshenko et Reissner-Mindlin, elles sont
le pendant de celles d'Euler-Bernoulli et Timoshenko pour les poutres. Pour
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l'utilisation dans le cadre des composites, de nombreuses th�eories prenant en
compte les di��erentes couches du strati��e ont �et�e mises en place (Reddy, 1984;
Carreira, 1998; Caronet al., 1999). Tous ces mod�eles imposent une forme du
champ de d�eplacement dans l'�epaisseur, ou du strati��e, ou dechaque pli. Ces
hypoth�eses ne sont donc valides que pour des sollicitations relativement douces
dans l'�epaisseur du strati��e. Certains, comme les mod�eles M4de (Carreira,
1998; Caronet al., 1999; Caron et Sab, 2001; Carreiraet al., 2002) permettent
de calculer la contrainte aux interfaces entre les plis et ainsi de mettre en
oeuvre des crit�eres de d�elaminage. L'utilisation de ce type de mod�elisation
permet d'�eviter la singularit�e entre plis pr�es d'un bord l ibre (singularit�e pr�e-
sente en �elasticit�e 3D (Pipes et Pagano, 1970; Pagano et Pipes, 1978)). Ces
mod�eles multicouches font partie des mod�eles �ns utilis�es dans l'industrie car
ils sont implant�es dans les grands codes de calcul (Nastran, Samcef...).

1.2.1.1.3 Qualit�e des solutions plaques Contrairement aux structures
m�etalliques, les bords jouent un rôle important dans les structures composites
notamment en raison du d�elaminage. Ainsi, le calcul des structures de type
plaque a �et�e remis en cause pour prendre en compte les conditions limites
r�eellement impos�ees. Di��erentes �evaluations de l'erreur commise sur la solu-
tion int�erieure pour la th�eorie de Kirchho�-Love ont �et� e men�ees dans (Koiter
et Simmonds, 1972; Danielson; Ladev�eze, 1975, 1976). Des cin�ematiques plus
riches ont alors �et�e �etudi�es (Valid, 1977; Cheng, 1979;Levinson, 1980; Reddy,
1984; Rychter, 1986), ne menant �a des estimations d'erreur que sur la zone int�e-
rieure. Notons les approches de (Verchery, 1974) permettantd'obtenir de fa�con
pr�ecise les contraintes d'arrachement et de cisaillement normal, ainsi que les
approches directes de (Pagano et Soni, 1983). De nouvelles th�eories de plaques
ont alors �et�e bâties a�n d'am�eliorer la solution au niveau des conditions limites
(Ladev�eze, 1980; Ladev�eze et Pecastaings, 1988; Ciarlet, 1997).

1.2.1.1.4 Calcul des e�ets de bord Parall�element aux �etudes visant �a
am�eliorer la qualit�e des solutions plaques, des techniquesde calcul d'e�ets lo-
caux ont �et�e d�evelopp�ees. Dans le cas de bords localementdroits, les e�ets
locaux sont calcul�es en r�esolvant un probl�eme de bande orthogonal au bord.
Des m�ethodes �el�ements �nis peuvent alors être utilis�ees (Dong et Goetschel,
1982), ou encore des techniques analytiques. Ces derni�erestechniques reposent
sur l'utilisation de fonctions de contrainte de Papkovitch ouanalogues (Hor-
gan, 1982; Choi et Horgan, 1977; Zwierset al., 1982; Wijeyewickrema, 1995;
Wijeyewickremaet al., 1996) utilis�ees sur des probl�emes en d�eformation plane
ou d�eformations planes g�en�eralis�ees. La d�ecroissance exponentielle de l'e�et de
bord �a partir du bord charg�e est alors caract�eris�ee en terme de valeurs propres.
Dans le cas d'une simple plaque isotrope homog�ene sur bord droit, les valeurs
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propres sont d�etermin�ees avec les conditions de bord libresur les faces int�e-
rieures et ext�erieures de la plaque. La projection sur la basemodale est quant �a
elle d�etermin�ee grâce �a la forme des conditions limites(r�esidu impos�e). Ces m�e-
thodes analytiques, peu coûteuses, permettent des �etudes param�etriques mais
aussi de valider l'application quasi-syst�ematique du principede Saint-Venant �a
travers l'�evaluation de la longueur de p�en�etration des e�ets de bord. Cependant
ces �etudes sont limit�ees dans la prise en compte de l'anisotropie du mat�eriau
ainsi que par son h�et�erog�en�eit�e.
Les travaux de Ladev�eze et P�ecastaings (Ladev�eze, 1983; Pecastaings, 1985b)
sur le principe de Saint-Venant pour les poutres ou les plaques ont alors donn�e
naissance �a la technique utilis�ee par (Pecastaings, 1985a). Ce principe permet
de s�eparer l'e�et int�erieur �a grande longueur d'onde de l'e�et localis�e. Dans
le cadre des poutres, ces travaux ont donn�es naissance �a la th�eorie exacte
des poutres (Ladev�eze et Simmonds, 1995). Dans le cadre des plaques, les
travaux initialement e�ectu�es dans le cas isotrope transverse ont �et�e �etendus
dans le cadre composite avec bord localement droit notammentpar Engrand
(Engrand, 1982, 1985). L'id�ee d'une analyse �ne par bande a �et�e exploit�ee par
Allix dans (Allix, 1992, 1989) pour construire une solution approch�ee dans le
cas anisotrope. Celui-ci traite le cas du d�elaminage dans les plaques composites
trou�ees, un d�eveloppement en s�erie de Fourier permettantde ce ramener �a des
probl�emes dans une bande. L'id�ee �etait de dissocier la variation lente d�ecrite
par la s�erie de Fourier des variations rapides d�ecrites par �el�ements �nis.

1.2.1.1.5 Calcul en mode axisym�etrique ou Fourier Dans le cadre de
g�eom�etries de r�evolutions, il est parfois possible de transformer une r�esolution
3D en plusieurs r�esolutions 2D d�ecoupl�ees. Ce type de simpli�cations dites cal-
cul axisym�etriques ou calcul de Fourier d�ecrites par exemple dans (Zienkiewicz
et Taylor, 2000) ne sont appliqu�ees que dans le cas d'un mat�eriau ayant un
des axes d'orthotropie perpendiculaire �a la section longitudinale (�gure 1.9)
�etudi�ee (section repr�esentative de tout le volume). En fait, le champ de d�epla-
cement inconnu ainsi que le chargement sont d�ecompos�es en s�erie de Fourier
et la r�esolution est e�ectu�ee mode par mode. Ce type d'analyserapide per-
met d'avoir acc�es aux champs complets de contrainte et de d�eplacement pour
une r�esolution peu coûteuse. Malheureusement, ces calculs simpli��es ne sont
pas applicables directement aux composites compte tenu de leur anisotropie.
Combescure, quant �a lui, utilise les d�eveloppements en s�eries de Fourier pour
�etudier le 
ambage de coques axisym�etriques (Combescure etGusic, 2001) sur
des mat�eriaux isotropes. Il introduit un d�efaut d'�epaisseur ou de g�eom�etrie
de la �bre neutre sous forme de s�eries de Fourier. Le probl�eme couple alors
di��erents modes qu'il choisit. Les modes sur lesquels la solution est recherch�ee
sont donn�es a priori. Ces techniques ont �et�e implant�ees dans le code de calcul
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INCA sous forme d'�el�ements coques appel�es COMI ou COMU.

Figure 1.9 { Restriction de la base d'orthotropie pour un calcul de Fourier
classique

1.2.1.2 Sous-structuration et approches multi-�echelles

Dans certains cas, lorsque des mod�elisations simpli��ees ne su�sent pas, le
recours �a des mod�elisations �el�ements �nis 3D peut être indispensable ; ce qui
engendre des probl�emes de grande taille inabordables avecdes moyens de cal-
cul standards. Les strat�egies de sous-structuration sont alors mises en oeuvre
sur des machines parall�eles. L'objectif est de d�ecouper un gros probl�eme en
plusieurs plus petits. Chaque petit probl�eme est alors r�esolupresque ind�epen-
damment des autres (sur un processeur), les sous-structures dialoguant jus-
qu'�a convergence vers la solution du probl�eme 3D initial. Dans ce paragraphe,
trois grandes m�ethodes de d�ecomposition de domaine sans recouvrement sont
pr�esent�ees dans le cadre statique lin�eaire. D'autres m�ethodes existent comme
(Ben Dhia, 1998) qui propose de recoller di��erents mod�elesentre eux, cette
m�ethode ne sera pas abord�ee ici.

Le domaine �etudi�e not�e 
 est divis�e en deux sous domaines distincts 
 1 et

 2 (�gure 1.10), reli�es par une interface
 12. Les trois m�ethodes se di��erencient
par le choix des inconnues au niveau des interfaces : d�eplacement et/ou e�ort.

1.2.1.2.1 La m�ethode de Schur primale Cette m�ethode, initialement
pr�esent�ee par (Przemieniecki, 1963) et reprise dans de nombreuses �etudes
(Mandel, 1993; De Roecket al., 1992; Roux, 1990) privil�egie le d�eplacement �a
l'interface. En notant, u
 les inconnues d'interface etu1 (resp.u2) les inconnues
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Figure 1.10 { Notations pour la d�ecomposition de domaine

relatives aux noeuds int�erieurs �a la sous-structure 
1 (resp. 
 2) , le probl�eme
discr�etis�e s'�ecrit de la mani�ere suivante :
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A (1.23)

K 11 et K 22 ne repr�esentent pas la rigidit�e compl�ete de chaque sous-structure
mais seulement la partie concern�ee par les degr�es de libert�e u1 et u2. La m�e-
thode de Schur consiste �a condenser le probl�eme sur les inconnues de l'inter-
faces. Il est alors possible de d�e�nir la matrice du compl�ementde Schur S et
le probl�eme devient :

Su
 = B (1.24)

avec :

S = K 

 � K T
1
 K � 1

11 K 2
 � K T
2
 K � 1

22 K 1S
 (1.25)

B = F
 � K T
1
 K � 1

11 F1 � K T
2
 K � 1

22 F2 (1.26)

Les inconnues relatives aux sous-structures sont alors post-trait�ees �a partir
des inconnues d'interface par la relation :

ui = K � 1
ii (Fi � K i
 u
 ) 8i 2 [1; 2] (1.27)

La mise en oeuvre parall�ele de la m�ethode conduit �a l'utilisation de m�e-
thodes it�eratives de type gradient conjugu�e. L'utilisation de pr�econditionneurs
(De Roeck et Le Tallec, 1990) am�eliore alors grandement l'e�cacit�e de ces
m�ethodes it�eratives.
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1.2.1.2.2 La m�ethode de Schur duale Cette approche est l'approche
duale de la pr�ec�edente ; ce sont ici les e�orts �a l'interface qui sont privil�egi�es (les
inconnues statiques sont des multiplicateurs de Lagrange assurant la continuit�e
du champ de d�eplacement �a la travers�ee de l'interface). Le probl�eme discr�etis�e
s'�ecrit :

2

4
~K 11 0 L1


0 ~K 22 L2


LT
1
 LT

2
 0

3

5

0

@
~u1

~u2

� 


1

A =

0

@
~F1
~F2

0

1

A (1.28)

Les quantit�es not�ees tilde, sont ici relatives �a une sous-structure (exemple :
~u1 repr�esente tous les degr�es de libert�e de la sous-structure 
1). La condensa-
tion du probl�eme sur les multiplicateurs de Lagrange donne :

� � 
 = C (1.29)

avec :

� = LT
1


~K � 1
11 L1
 + LT

2

~K � 1

22 L2
 (1.30)

C = LT
1


~K � 1
11

~F1 + LT
2


~K � 1
22

~F2 (1.31)

Ce probl�eme se r�esout par l'interm�ediaire de techniques der�esolution it�era-
tives comme pour la m�ethode primale. Il est �a noter que les probl�emes li�es aux
sous-structures ne font pas apparâ�tre de conditions limitesen d�eplacement
d'o�u la n�ecessit�e d'un traitement particulier pour calcul er le pseudo-inverse de
l'op�erateur. La m�ethode FETI (Farhat et Roux, 1991) utili se cette technique
en tirant avantage de la faible interconnection entre sous-structures, elle o�re
ainsi un grand degr�e de parall�elisme.

1.2.1.2.3 Les approches mixtes Les approches mixtes ne privil�egient au-
cune des quantit�es cin�ematiques ou statiques. Plusieurs de ces techniques, �a
base de Lagrangien augment�e ont �et�e propos�ees (Le Tallec, 1994; Glovinski et
Le Tallec, 1990). Ces m�ethodes sont naturellement tr�es bien adapt�ees lorsque
les interfaces entre sous-structures font intervenir des comportements com-
plexes comme le contact frottant ou l'endommagement. On peut noter aussi la
m�ethode LATIN propos�ee dans (Ladev�eze, 1996) et d�evelopp�ee dans (Champa-
ney et al., 1997; Dureissex et Ladev�eze, 1999; Ladev�ezeet al., 2002). De plus,
elle pr�esente dans sa forme la plus r�ecente, une composante multi-�echelles (La-
dev�eze et Nouy, 2003). Les champs d'e�ort et de vitesse aux interfaces sont
alors d�ecompos�es en parties dites macro et micro, la partie macro repr�esentant
une moyenne du champ et la partie micro �etant d�e�nie par un principe de
localisation.
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1.2.1.3 M�ethodes de r�esolution it�eratives : Krylov

Consid�erons la r�esolution du syst�eme lin�eaire Ax = B. Il peut être int�eres-
sant de r�esoudre ce probl�eme de mani�ere it�erative, dans lecadre de m�ethodes
de sous-structuration par exemple. La ii�eme it�eration conduit �a l'approxima-
tion x i de la solutionx, le r�esidu associ�e est alors :r i = B � Ax i . La donn�ee
du vecteur x0 permet d'initialiser la proc�edure.

Les solveurs de Krylov pr�esent�es par exemple dans (Saad, 2000; Shewchuk,
1994; Barrett et al., 1994) reposent sur la construction it�erative d'un sous
espace de Krylov� m (A; r 0) d�e�ni de la mani�ere suivante :

� m (A; r 0) = V ect(r0; Ar 0; : : : ; Am� 1r0) (1.32)

o�u V ect(vi ) d�esigne l'espace vectoriel engendr�e par les vecteursvi . La r�esolution
du syst�eme consiste �a rechercherxm sous les contraintes :

xm 2 x0 + � m (A; r 0) (1.33)

rm ? ? � m (A; r 0) (1.34)

Le r�esidu �a l'it�eration m ( rm ) doit être orthogonal au sous espace de Krylov
� m (A; r 0). Le choix d'un op�erateur sym�etrique d�e�ni positif M di��e re entre les
m�ethodes et permet de d�e�nir ( u ? M v) c'est �a dire uT Mv = 0. Ici seuls
les algorithmes de gradient conjugu�e et de GMRes(m) seront pr�esent�es avec
pr�econditionneur.

1.2.1.3.1 GMRes Le principe de recherche dexm dans un algorithme de
GMRes pr�econditionn�e �a gauche est le suivant :

xm 2 x0 + � m (M � 1A; r 0) (1.35)

rm ? M � m (M � 1A; r 0) (1.36)

La particularit�e de l'algorithme est de ne pas calculer d'approximation au
fur et �a mesure des it�erations, une mise en oeuvre adroite permettant d'avoir
acc�es �a une norme du r�esidu �a chaque it�eration. L'orthogonalit�e de la base
�etant obtenue par rapport au pr�econditionneur (d�e�ni po sitif), il est possible
de r�esoudre des probl�emes non sym�etriques avec l'algorithme de GMRes.

1.2.1.3.2 Gradient Conjugu�e L'algorithme du gradient conjugu�e ne s'ap-
plique qu'�a des matrices sym�etriques d�e�nies positives permettant ainsi de d�e-
�nir un produit scalaire. Le principe de recherche dexm dans un algorithme
de gradient conjugu�e pr�econditionn�e est le suivant :

xm 2 x0 + � m (M � 1A; r 0) (1.37)

rm ? A � m (M � 1A; r 0) (1.38)
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Th�eoriquement, les nouvelles directions de recherche g�en�er�ees par le proces-
sus it�eratif n'ont besoin d'être r�eorthogonalis�ees que par rapport �a la derni�ere
direction. Cependant, en pratique la relation de conjuguaison est perdue rapi-
dement au �l des it�erations, une r�eorthogonalisation est donc n�ecessaire. Avec
cette proc�edure suppl�ementaire le gradient conjugu�e devient presque aussi coû-
teux que le GMRes.

1.2.1.3.3 Convergence et pr�econditionnement Les m�ethodes de GMRes
et gradient conjugu�e pr�esentent toutes deux des th�eor�emes de convergence, no-
tamment pour le gradient conjugu�e :

kx � xmkA � 2
� p

� � 1
p

� + 1

� m

kx � x0kA (1.39)

o�u � est le conditionnement de la matrice �a� inverser� (M � 1A). De ce
fait le choix d'un pr�econditionneur permet une convergence plus rapide car
� diminue, il est donc crucial. En pratique ces estimations sont souvent trop
majorantes car la totalit�e du spectre n'intervient pas, seuleune partie est
activ�ee. Une �etude plus pr�ecise introduisant la notion de spectre de Ritz(Paige
et al., 1995) permet de mieux appr�ecier le taux de convergence de la m�ethode.

1.2.2 Simulation en pr�esence de non lin�earit�es mat�eriau

Dans ce paragraphe, seuls quelques concepts g�en�eraux touchant �a notre
�etude sont pr�esent�es, le calcul non lin�eaire �etant un domaine tr�es vaste. Le lec-
teur pourra se reporter aux ouvrages (Zienkiewicz et Taylor,2000; Ladev�eze,
1996) pour une pr�esentation plus approfondie.

Le cadre de la plasticit�e �etant d�esormais relativement �g�e, l'int�egration des
lois de comportement �elasto-plastiques repose sur des algorithmes classiques de
type retour radial (Ortiz et Simo, 1986). Dans le cadre des composites �a �bres
longues, les lois de comportement continuent �a �evoluer ((Hochard et al., 2001)
pour les plis tiss�es). Ces mod�elisations font intervenir de l'endommagement
coupl�e �a la plasticit�e. De plus, l'endommagement introduisant des probl�emes
de localisation, ces mod�eles sont souvent r�egularis�es par l'introduction d'une
longueur caract�eristique(Bazant et Pijaudier-Cabot, 1988; Larsy et Belytschko,
1988; Ladev�eze et Le Dantec, 1992), ce qui les rend non-locaux. Le probl�eme
est alors de proposer une int�egration coh�erente du comportement et d'assurer
la convergence. Dans ce contexte plus 
ou, des algorithmes de type Newton
sont utilis�es ((Bordreuil et al., 2003) pour le mod�ele de (Hochardet al., 2001)).
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Pour ce qui est de la r�esolution du probl�eme non lin�eaire pos�e sur la struc-
ture, les m�ethodes incr�ementales sont souvent utilis�ees. Celle-ci, contrairement
�a d'autres non incr�ementales comme la m�ethode LATIN (Ladev�eze, 1996),
consistent premi�erement �a d�ecomposer l'intervalle de temps en plusieurs sous-
intervalles. L'histoire des inconnues est alors approch�ee surchacun d'eux, de
mani�ere lin�eaire par exemple. Le probl�eme �a r�esoudre estdonc rendu ind�e-
pendant du temps, mais reste non lin�eaire. Un algorithme de type Newton
peut être utilis�e pour r�esoudre ce probl�eme. Ce dernier est constitu�e de deux
groupes d'�equations, le premier contient les �equations lin�eaires (�eventuellement
globales) et le second les �equations locales (�eventuellement non lin�eaires), la
solution se trouvant �a l'intersection de ces deux sous espaces. Ces groupes
d'�equations repr�esentent l'admissibilit�e statique et cin�ematique d'une part et la
relation de comportement d'autre part. Les algorithmes misen place consistent
�a it�erer entre les deux sous espaces en suivant des directionsde recherche. Le
choix de ces directions fait la di��erence entre les m�ethodes. Celles de New-
ton utilisent un retour sur le groupe d'�equations non lin�eaires �a d�eformation
constante. Le passage du deuxi�eme groupe vers le premier utilise, suivant les
cas, le comportement tangent (Simo et Taylor, 1985), le comportement courant
ou le comportement initial. Dans le cadre de l'endommagement, le comporte-
ment tangent n'�etant pas toujours positif, le choix du comportement courant
est e�ectu�e. En e�et, celui-ci permet une convergence plus rapide que le com-
portement initial.

Un dernier probl�eme se pose dans la mesure o�u la structure admet une
charge limite car un pilotage en e�ort n'est pas toujours possible. Des tech-
niques de pilotage sont alors mises en oeuvre, elles consistent �a relâcher la
contrainte d'e�ort impos�e. Celui-ci devient inconnu, une �equation suppl�emen-
taire est alors ajout�ee pour indiquer �a l'algorithme quel chemin suivre, pour
cela l'algorithme se base sur une quantit�e �evoluant de mani�ere monotone. La
recherche de la solution est classiquement e�ectu�ee dans un hyperplan (Riks,
1972; Ramm, 1981) ou dans une hypersph�ere (Cris�eld, 1981; Hellweg et Cris-
�eld, 1998). Ce pilotage d�epend fortement des ph�enom�enes mis en jeu, (Alfano
et Cris�eld, 2003) par exemple �etudie le cas du d�eveloppement du d�elaminage.

1.2.3 Conclusion

A�n de rendre possible l'utilisation de mod�eles �ns de mat�eriaux compo-
sites, une strat�egie de calcul e�cace est n�ecessaire. En e�et l'�echelle mise en
jeu, de l'ordre du dixi�eme de millim�etre, est tr�es inf�eri eure �a celle de la struc-
ture. Trois points sont �a �etudier.
Le premier concerne la r�eduction de la zone d'�etude �ne �a la zone pertinente
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(ici les extr�emit�es du tube), en dehors de celle-ci, une th�eorie simpli��ee doit
être utilis�ee. Le probl�eme est alors de g�en�erer des conditions limites correctes,
�a partir de la th�eorie simpli��ee, �a appliquer sur le mod�el e �n.
La r�esolution du probl�eme �elastique de bord intervenant tr�es souvent dans le
cadre d'une r�esolution non lin�eaire pour di��erentes familles de d�efauts, il est
n�ecessaire de mettre au point un traitement e�cace de ce probl�eme (deuxi�eme
point). Compte tenu de la g�eom�etrie du tube, la piste du d�eveloppement en
s�eries de Fourier parait tr�es int�eressante. Dans le cas de couplage entre modes,
il est possible d'utiliser une m�ethode de r�esolution it�erative comme pour les
techniques de sous structuration qui, par le choix d'un bon pr�econditionneur
permet une r�esolution parall�ele du probl�eme.
En�n, le troisi�eme point concerne la r�esolution du probl�eme non lin�eaire et
l'int�egration des lois de comportement.
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Chapitre 2

R�eduction de la zone d'�etude :
la probl�ematique du raccord

L'utilisation de mod�eles �ns, �a l'�echelle du pli, engendre des coûts de
calcul prohibitifs. Par exemple, le maillage 3D d'un tube m�ene �a la r�e-
solution d'un probl�eme non-lin�eaire d'environ 10 millions de degr�es de
libert�e. Or exp�erimentalement, les d�egradations ont lieu aux extr�emi-
t�es, il est alors int�eressant de r�eduire la zone d'�etude �ne. Un mod�ele
poutre est utilis�e pour pr�edire la solution �a coeur et g�en�erer des condi-
tions limites �a imposer sur le probl�eme �n d'extr�emit�e. Dans ce cha-
pitre, la probl�ematique du raccord entre mod�elisation poutre et mod�ele
3D est trait�ee. Ce raccord est bas�e sur la solution de Saint-Venant du
probl�eme qui est construite grâce �a la th�eorie exacte des poutres.
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2.1. Pr�esentation de la probl�ematique du raccord

2.1 Pr�esentation de la probl�ematique du rac-
cord

La solution du probl�eme d'�elasticit�e pos�e sur le tube peut être d�ecompos�ee
en deux zones distinctes. La premi�ere, le coeur, reste �elastique et relativement
homog�ene. La deuxi�eme, l'extr�emit�e, est le lieu des d�egradations et est sou-
mise �a des e�ets de bord tridimensionnels. Dans notre approche, la solution
int�erieure sera construite �a partir de quantit�es poutres. Une fois cette solution
connue, elle sera utilis�ee pour g�en�erer les conditions limites �a appliquer �a un
mod�ele �n non lin�eaire de l'extr�emit�e du tube.

Un point essentiel est celui du� raccord� entre la zone d'int�erêt, ici les
extr�emit�es du tube, et la zone d'analyse �a moindre coût (ici l'int�erieur du
tube). Au raccord, on s'impose la contrainte de ne pas g�en�ererd'e�ets locaux
arti�ciels notamment dans l'optique de calcul non lin�eaire ou ces e�ets locaux
pourraient venir progressivement� polluer � la solution dans la zone d'int�erêt.
Un premier type d'approche, qui prend de plus en plus d'importance du fait
des besoins de couplage de mod�eles, est juste de consid�erer que l'on a �a associer
deux types de mod�eles, un de la zone int�erieure (mod�ele poutre) et l'autre de
la zone de bord (mod�ele 3D). Une approche possible dans cet esprit est de
suivre la d�emarche propos�ee par Ben Dhia (Ben Dhia, 1998), d�emarche que
l'on pourrait quali�er de partition de mod�ele.
La voie suivie ici est plus classique, il s'agit de consid�erer que l'on traite un seul
mod�ele (poutre 3D) que l'on cherche �a calculer de fa�con e�cace. Une premi�ere
approche est de bâtir les mod�eles de fa�con asymptotique �a un ordre su�sant
pour g�en�erer la solution int�erieure. Une di�cult�e import ante dans ce cas est
la question du calcul dissoci�e des e�ets de bord. Ces aspects ontnotamment
�et�e regard�es dans (Buannic et Cartraud, 2001a,b). La voie suivie ici cherche �a
calculer une approximation de la solution 3D �a l'int�erieur en utilisant e�ca-
cement une th�eorie de poutre puis un rel�evement 3D de la solution. En e�et,
cette approche avait donn�e des r�esultats tout �a fait satisfaisants dans le cas des
plaques composites (Allix, 1989)1. Il s'est av�er�e que cette id�ee, mise en appli-
cation dans un cadre simple, est en �echec pour les poutres composites. Dans
le cas o�u les e�ets de bord ne p�en�etrent pas �a coeur, l'information contenue
dans le raccord est la solution de Saint-Venant du probl�eme �elastique, celle-ci
ne contenant pas d'e�et localis�ee. La th�eorie exacte des poutres (Ladev�eze et

1En imposant comme conditions limites le champ de d�eplacement reconstruit �a partir de
la th�eorie de plaque, O. Allix remarque que la plaque est surcontrainte dans son �epaisseur
par la partie normale du d�eplacement. Pour �eviter cette surcontrainte, il su�t alors de ne
pas imposer la partie normale du d�eplacement partout, mais seulement sur le planmoyen
de la plaque.
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2. R�eduction de la zone d'�etude : la probl�ematique du raccord

Simmonds, 1995) est alors mise en oeuvre pour construire la solution de Saint-
Venant.
Le prochain paragraphe pr�esente l'utilisation d'une th�eorie simple de poutre
et sa mise en d�efaut, les suivants pr�esentent la th�eorie exacte des poutres et la
construction du raccord.

2.2 Raccord bas�e sur une th�eorie de poutre
simple

L'objectif de ce paragraphe est l'�etude de la faisabilit�e d'un raccord bas�e sur
une th�eorie de poutre classique (Euler-Bernoulli ou Timoshenko) ne g�en�erant
pas d'e�et de bord arti�ciel. Une premi�ere �etude simpli��ee a �et�e men�ee, celle-ci
ne prend pas en compte le gauchissement dans un premier temps. Pour cela
les cas tests trait�es ne devront pas faire intervenir de couplage avec la torsion.
La construction du mod�ele poutre utilis�e est pr�esent�ee puis appliqu�ee pour
g�en�erer un raccord.

2.2.1 Notations

Soit une poutre droite �elastique (domaine 
) d'axe ~ez et de section S. Dans
la base des coordonn�ees cart�esiennes (~ez; ~ex ; ~ey), les coordonn�ees d'un point M
appartenant �a la poutre s'�ecrivent : ~OM = z ~ez + x~ex + y ~ey = z ~ez + ~X ( ~X
appartient �a la section droite d'abscissez).

Cette poutre est soumise �a un chargement volumiquef d et �a des e�orts
surfaciquesFd ou des d�eplacementUd �a ses extr�emit�es ( z = 0 et z = L). Le
champ de d�eplacement est not�eU, le champ de d�eformations" et le champ de
contraintes� . L'op�erateur de Hooke repr�esentant le comportement de la poutre
est not�e K. Les champs de contraintes et de d�eformations sontd�ecompos�es en
partie plane (par rapport �a la section droite de la poutre) etanti-plane.

"̂ =

0

B
B
B
B
B
B
@

0

@
" zzp
2" zxp
2" zy

1

A

0

@
" xx

" yyp
2" xy

1

A

1

C
C
C
C
C
C
A

=
�

"A

"P

�
; �̂ =

0

B
B
B
B
B
B
@

0

@
� zzp
2� zxp
2� zy

1

A

0

@
� xx

� yyp
2� xy

1

A

1

C
C
C
C
C
C
A

=
�

� A

� P

�
(2.1)

De même le comportement se d�ecompose :

K =
�

K AA K AP

K P A K P P

�
(2.2)
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2.2. Raccord bas�e sur une th�eorie de poutre simple

2.2.2 Formulation du probl�eme poutre

Les th�eories classiques de poutre comme Euler-Bernoulli ou Timoshenko
sont bas�ees sur des hypoth�eses mixtes (Timoshenko et Goodier,1970). (Her-
rakovich, 1998) donne une illustration dans le cas des poutres composites. Le
d�eplacement de chaque section est suppos�e être un mouvementde corps rigide
et la contrainte anti-plane est suppos�ee être nulle, c'est �adire :

U(M ) = ~u(z) + ~! (z) ^ ~X =

0

@
u(z) + ! x (z)y � ! y(z)x

v(z) � ! z(z)y
w(z) + ! z(z)x

1

A (2.3)

� P = 0 (2.4)

Ces hypoth�eses se justi�ent, d'une part par la comparaison avecdes pro-
bl�emes simple d'�elasticit�e (solutions des probl�emes de Saint-Venant) et d'autre
part, par l'utilisation de m�ethodes asymptotiques tronqu�ees aux premiers ordres
(Rigolot, 1980; Grillet et al., 2000). En pratique, plus la poutre est �elanc�ee et
mieux les hypoth�eses sont v�eri��ees. Le gauchissement n'�etant pas introduit, la
torsion ne sera pas �etudi�ee et en pratique! z(z) = 0.
A�n de prendre en compte des hypoth�eses mixtes, une formulation adapt�ee est
utilis�ee, celle d'Hellinger-Reissner (Reissner, 1950). Le probl�eme est alors de
trouver les champs de contrainte� statiquement admissible et de d�eplacement
U cin�ematiquement admissible rendant stationnaire la fonctionnelle :

HR(�; U ) = �
1
2

Z



�̂ T K � 1�̂d 
 +

Z



�̂ T "̂d 
 �

Z



f dUd 
 �

Z

@

FdUdS (2.5)

sous les contraintes 2.3 et 2.4.
La stationnarit�e par rapport �a �̂ donne :

Z



(� �̂ )T ["̂ � K � 1�̂ ]d 
 = 0 (2.6)

avec� �̂ statiquement admissible �a z�ero donc�� P = 0. Il vient :

"A = ( K � 1)AA � A (2.7)

Le comportement utilis�e ne prend en compte que la partie anti-plane du com-
portement 3D.

� A =
�
(K � 1)AA

� � 1
"A = K poutre "A (2.8)

Remarque : �
(K � 1)AA

� � 1
6= K AA (2.9)
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2. R�eduction de la zone d'�etude : la probl�ematique du raccord

La stationnarit�e par rapport �a U donne les �equations d'�equilibre sous forme
variationnelle (� (U) repr�esente le travail des e�orts ext�erieurs) :

Z



� T

A "A (�U )d 
 � � (U) = 0 (2.10)

ou sous forme locale :

d ~N
dz

+ f = 0 (2.11)

d ~M
dz

+ ~ez ^ ~N = 0 (2.12)

Il est �a noter que ces �equations d'�equilibre sont exactes. Les contraintes g�en�e-
ralis�ees not�ees ~N pour ce qui est de l'e�ort et ~M pour le moment sont d�e�nies
par :

~N =
Z

S
� ~e z dS (2.13)

~M =
Z

S

~X ^ � ~e z dS (2.14)

La d�eformation s'�ecrit :

" zz = u0 � ~! 0:( ~ez ^ ~X ) (2.15)
�

" zx

" zy

�
=

1
2

��
v0

w0

�
+ ~ez ^ ~!

�
(2.16)

La partie du comportement utilis�ee pour les poutresK poutre s'�ecrit :

� zz = a"zz + ~bT

�
" zx

" zy

�
(2.17)

�
� zx

� zy

�
= ~b"zz + C

�
" zx

" zy

�
(2.18)
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2.2. Raccord bas�e sur une th�eorie de poutre simple

La relation de comportement au sens des poutres s'�ecrit alors(avec< : > =R
S :dS) :

Nz = < � zz > (2.19)

=

"

< a >; <
~bT

2
>

#

~
 +

"

<
~bT

2
( ~ez ^ ~X ) >; � < a ( ~ez ^ ~X ) >

#

~�

�
Nx

Ny

�
= <

�
� zx

� zy

�
> (2.20)

= [ < ~b >; <
C
2

> ]~
 + [ <
C
2

( ~ez ^ ~X >; � < ~b( ~ez ^ ~X )T > ]~�
�

M x

M y

�
= < ~X ^ � zz ~ez > (2.21)

= [ < a ( ~X ^ ~ez) >; < ( ~X ^ ~ez)
~bT

2
> ]~


+[ < ( ~X ^ ~ez)
~bT

2
( ~ez ^ ~X ) >; � < a ( ~X ^ ~ez)( ~ez ^ ~X )T > ]~�

Ces expressions d�e�nissent l'op�erateur � de mani�ere explicite sans avoir
recours �a des calculs auxiliaires et peuvent se mettre sous laforme suivante :

� ~N
~M

�
= �

�
~

~�

�
(2.22)

en introduisant les d�eformations g�en�eralis�ees :


 =

0

@
u0

v0

w0

1

A + ~ez ^ ~! (2.23)

� = ~! 0 (2.24)

Suivant la forme de la section S de la poutre ainsi que la r�epartition du
mat�eriau dans la section, certains termes de couplage vont disparâ�tre. En
pratique < a > repr�esente le module d'Young de la poutre et la �bre neutre
est choisie pour �eliminer le terme< a ( ~ez ^ ~X ) > de couplage entre tension
et 
exion. Dans le cas de la poutre �etudi�ee ici, et contrairement au cas des
plaques, la s�equence d'empilement� sym�etrique �equilibr�ee � ne permet pas de
supprimer tous les couplages, mais seulement de les diminuer fortement. Dans
le cas d'un empilement de plis �a 0 et 90 degr�es, les couplagesavec la torsion
disparaissent, ce qui justi�e la possibilit�e de ne pas prendre en compte de gau-
chissement.
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2. R�eduction de la zone d'�etude : la probl�ematique du raccord

Le probl�eme poutre �a r�esoudre s'�ecrit :

Trouver (~u; ~! ) et ( ~N; ~M ) v�eri�ant :
{ Les conditions limites en d�eplacement
{ Les �equations d'�equilibre :

d ~N
dz

+ f = 0

d ~M
dz

+ ~ez ^ ~N = 0

{ La relation de comportement poutre
� ~N

~M

�
= �

�
~

~�

�
(2.25)

Remarque : dans la th�eorie d'Euler-Bernoulli, le terme de cisaillement de
l'�energie de d�eformation est n�eglig�e, ce qui conduit �a une cin�ematique simpli��ee
o�u les sections droites restent droites (relation entre d�eriv�ee de la 
�eche et
rotation de la section).

2.2.3 Exploitation et reconstruction du champ solution

Pour construire le raccord, on cherche �a e�ectuer un rel�evement 3D de la
solution approch�ee. L'information a priori pertinente permettant la mise au
point d'un raccord en d�eplacement est contenue dans"A (relations 2.15 et
2.16) et � P = 0. Malheureusement, le champ de d�eformation associ�e n'est en
g�en�eral pas compatible. En e�et, � P = 0 implique :

"P = � K � 1
P P K P A "A (2.26)

Ce champ de d�eformation est bien int�egrable pli par pli et ned�epend que
des d�eformations g�en�eralis�ees, mais ne satisfait pas en g�en�eral les conditions
de compatibilit�e au passage des interfaces. Ces conditions s'�ecrivent :

["P ]r ~er = 0 8~
; 8~� (2.27)

Les crochets ["P ]r ~er d�esignent le saut de d�eformation anti-plane �a la tra-
vers�ee de l'interface de rayon r appliqu�e au vecteur~er . En �ecrivant "A ~er sous
la forme :

"A ~er = G
 ~
 + G� ~� (2.28)

alors les conditions de compatibilit�e sont :
�
K � 1

P P K P A G

�

= 0 (2.29)
�
K � 1

P P K P A G�
�

= 0 (2.30)
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2.2. Raccord bas�e sur une th�eorie de poutre simple

Ces relations ne sont en g�en�eral pas v�eri��ees, c'est pourquoi, on est conduit
dans une approche en d�eplacement �a retenir comme approximation le champ
de d�eplacement poutre calcul�e directement par la relation 2.3. Bien entendu,
un tel champ de d�eplacement surcontraint les sections par rapport au champ
de d�eplacement vrai. En cons�equence, on peut s'attendre �ace que la meilleure
approximation soit obtenue avec le raccord en contrainte normale �a la section
de la poutre. Celle-ci est telle que :

� A = K poutre "A (2.31)

Il est �a noter, que les champs de contraintes sont au mieux lin�eaires par
morceaux, ce qui n'est pas toujours compatible avec les conditions limites sur
la surface lat�erale de la poutre qui est suppos�ee libre de contraintes.

2.2.4 R�esultats num�eriques

Deux exemples sont trait�es, le premier est une poutre homog�ene isotrope. Le
second est une poutre composite, constitu�ee de plis unidirectionnels ayant pour
s�equence d'enroulement [0=90=0]. Ces deux cas font disparâ�tre les couplages
tension/torsion et 
exion/torsion. Dans les deux cas, la sectionest circulaire et
le chargement est de la 
exion simple. Les di��erentes quantit�es �etudi�ees sont
trac�ees le long d'une g�en�eratrice du cylindre (not�ee : Droite l1 sur la �gure 2.1)
et ce pour deux distances de raccord di��erentes ( 2 et 3 fois lediam�etre), ce
qui permettra de v�eri�er que les e�ets ind�esirables se d�eplacent avec la zone
de raccord. Les r�esultats pour la grande distance de raccord sont indiqu�es avec
des croix. De plus, deux raccords sont envisag�es, ils sont bas�essur :

1. ~U(M ) : le d�eplacement poutre

2. � ~e z : la contrainte normale poutre

Chaque graphique trac�e ci-apr�es comporte donc 4 courbes, repr�esentant les
�evolutions de diverses quantit�es le long de la ligne l1 (�gure 2.1) dans l'interface
int�erieure [0=90] pour le cas composite.

2.2.4.1 �Evolution de la contrainte � XX

Dans le cas d'un raccord correct, il devrait r�egner un �etatde contraintes
anti-planes dans la zone int�erieure du tube et donc en particulier au niveau
du raccord. Les �gures 2.2 et 2.3 repr�esentent l'�evolutionde la contrainte � XX

le long de la poutre dans les cas homog�ene et composite. Celle-ci devrait être
nulle dans la zone de coeur et au raccord. On peut remarquer que pour un
raccord en contrainte, les e�ets de bord sont moins forts que pour un raccord
en d�eplacement. En e�et, ce dernier ne permet pas �a la section de gon
er
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2. R�eduction de la zone d'�etude : la probl�ematique du raccord

Droite l1

x

z

Figure 2.1 { Maillage de l'extr�emit�e du tube

librement ce qui vient surcontraindre le raccord. Cependant, bien que correct
dans le cas homog�ene (�gure 2.2), le raccord en contrainte est mis en d�efaut
dans le cas composite (�gure 2.3).

SMXX sur droite 0 (pli : 2)

ABS

SMXX
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  2.
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Figure 2.2 { �Evolution de � XX suivant l1 : cas homog�ene isotrope
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SMXX sur droite 0 (pli : 2)
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SMXX
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Figure 2.3 { �Evolution de � XX suivant l1 : cas composite

2.2.4.2 �Evolution du d�eplacement UX

Les �gures 2.4 et 2.5 repr�esentent l'�evolution de la 
�eche UX le long de
la poutre dans les cas homog�ene et composite. La relation de comportement
de la th�eorie des poutres n'�etant pas exacte, les conditions limites impos�ees
par le raccord en d�eplacement ne sont pas correctes. Par contre, le raccord
en contrainte donne de bons r�esultats dans les cas homog�ene(�gure 2.4) et
composite (�gure 2.5), les e�ets de bord sont presque invisiblesau raccord. La
solution de Saint-Venant est quasiment confondue avec la solution du raccord
en contrainte.

2.2.4.3 �Evolution de l'e�ort tranchant TX

Les �gures 2.6 et 2.7 repr�esentent l'�evolution de l'e�ort t ranchant calcul�e
�a partir de l'int�egration de la solution dans la zone de bord. Le raccord en
contrainte donne le bon niveau d'e�ort tranchant �a l'int�e rieur contrairement
au raccord en d�eplacement. Dans ce dernier cas, l'introduction d'un coe�cient
de section r�eduite permettrait de modi�er la relation de comportement poutre
a�n d'obtenir un niveau d'e�ort tranchant correct. Dans le cas du raccord
en contrainte, on voit un e�et de bord au raccord. En e�et, on impose une
contrainte de cisaillement "uniforme" sur cette section (TS ) or cette condition
n'est pas compatible avec la condition de surface libre sur la surface lat�erale
du tube. Une singularit�e a lieu �a l'intersection entre la surface de raccord et
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Figure 2.4 { �Evolution de UX suivant l1 : cas homog�ene isotrope

UX sur droite 0 (pli : 2)

ABS

UX

  0.00   0.20   0.40   0.60   0.80   1.00   1.20

X1.E2

0.00

0.02

0.04

0.06

0.08

0.10

0.12

0.14

deplacement
contrainte

Type de raccord :

Figure 2.5 { �Evolution de UX suivant l1 : cas composite
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2.2. Raccord bas�e sur une th�eorie de poutre simple

la surface lat�erale du tube. La proc�edure d'int�egration permettant de calculer
l'e�ort tranchant est alors malmen�ee et ne permet pas d'acc�eder au r�esultat.
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Figure 2.6 { �Evolution de TX suivant l1 : cas homog�ene isotrope
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Figure 2.7 { �Evolution de TX suivant l1 : cas composite

Strat�egie de calcul et utilisation de s�eries de Fourier pour les tubes
composites d�egrad�es

43



2. R�eduction de la zone d'�etude : la probl�ematique du raccord

2.2.4.4 �Evolution du moment 
�echissant MY

Les �gures 2.8 et 2.9 repr�esentent l'�evolution du moment 
�echissant cal-
cul�e �a partir de l'int�egration de la solution dans la zone de bord. Le moment

�echissant d�ecoulant de l'e�ort tranchant, on retrouve les mêmes conclusions
que pr�ec�edemment (�gure 2.8 et �gure 2.9), la pente pour unraccord en d�e-
placement est moins forte que celle pour un raccord en contrainte.

moment My
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Figure 2.8 { �Evolution de MY suivant l1 : cas homog�ene isotrope

2.2.5 Conclusion sur les raccords simples

Contrairement au cas des plaques, il n'est pas possible de construire sim-
plement un raccord correct entre une poutre et un massif. Tous les raccords
envisag�es g�en�erent un e�et ind�esirable pr�es de la zone deraccord. Il ne peuvent
donc pas être utilis�es directement. Cependant, dans la zone int�erieure, le rac-
cord en contrainte donne de bons r�esultats ce qui est en accordavec le principe
de Saint-Venant.
Dans le cas de l'introduction de fonctions de gauchissement, la r�esolution de
probl�emes auxiliaires devient n�ecessaire comme c'est le caspour la th�eorie
exacte des poutres d�evelopp�ee ci-apr�es. Dans la mesure o�ula di�cult�e de mise
en oeuvre est �equivalente, cette derni�ere th�eorie est pr�ef�er�ee car elle permet de
construire � exactement� la solution de Saint-Venant.
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moment My
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Figure 2.9 { �Evolution de MY suivant l1 : cas composite

2.3 Principe de Saint-Venant

Le lecteur trouvera un bilan des travaux e�ectu�es sur le principe de Saint-
Venant dans (Horgan et Knowles, 1983; Horgan, 1989, 1996) et un exemple
de son utilisation sur des cylindres h�et�erog�enes anisotropes dans (Donget al.,
2001a,b,c). De mani�ere classique, le principe de Saint-Venant peut s'�enoncer
de la mani�ere suivante :

"Dans la section droite d'une poutre, la distribution de contraintes due �a
un syst�eme de forces, appliqu�ees �a une certaine distance decette section, ne
change pas si l'on substitue �a ces forces un autre syst�eme, provoquant les mêmes
e�orts int�erieurs ; seules changent, sur une longueur �egale �a une �a deux fois
la plus grande dimension transversale de la poutre, les contraintes locales pro-
voqu�ees par l'introduction de forces."

Ce principe donne donc une �equivalence entre deux chargements par rap-
port �a la solution int�erieure d'un probl�eme d'�elasticit� e. La condition d'�equi-
valence entre chargements est exprim�ee par l'�egalit�e destorseurs des actions
m�ecaniques appliqu�ees.

La vision pr�esent�ee par Ladev�eze (Ladev�eze, 1983) et �a l'origine de la th�eo-
rie exacte des poutres (Ladev�eze et Simmonds, 1995; Sanchez, 2001), part de
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2. R�eduction de la zone d'�etude : la probl�ematique du raccord

la volont�e de s�eparer l'e�et �a grande longueur de variation de la solution de
l'e�et �a faible longueur de p�en�etration (e�et de bord). P our cela, l'hypoth�ese
de comportement �elastique est indispensable, sans quoi la propri�et�e de super-
position est perdue. Le but est donc de trouver la classe de conditions limites
assurant la localisation des contraintes et des d�eplacements.

Remarque :On appellera solution de Saint-Venant la partie polynômiale (i.e.
�a grande longueur d'onde) de la solution du probl�eme �elastique trait�e (l'�etude
dans le cas de chargements sur la surface lat�erale et des forces volumiques de
la poutre �etant en fait due �a Almansi - Michell). On trouvera des exemples
de solutions de Saint-Venant dans le cas de tubes composites dans (Xia et al.,
2001b, 2002, 2001a,c).

La solution de Saint Venant s'�ecrit de la mani�ere suivante :

Usv = ~u + ~! ^ ~X + A ~N + B ~M + zd (2.32)

� sv ~ez = A0 ~N + B 0 ~M + Zd (2.33)

avec :
{ A0, B 0, A, B sont des op�erateurs caract�eristiques de la section droite et

du mat�eriau, constants par rapport �a z ;
{ zd, Zd sont des vecteurs constants par rapport �a z, caract�eristiques des

e�orts, de la g�eom�etrie et du mat�eriau ;
{ ~u, ~! sont des vecteurs constants dans la section droite qui ne d�ependent

donc que de z ;
{ ~N , ~M sont respectivement la r�esultante et le moment de� ~e z, en �equilibre

avec les charges.
La condition de localisation des contraintes et des d�eplacements (�equation de
Maxwell-Betti �ecrite sur une section) s'�ecrit alors :

8s�
sv : [s0; s�

sv] = 0 (2.34)

[s0; s�
sv] =

Z

S
� �

sv ~ez � U � � ~e z � U�
sv dS (2.35)

En injectant les expressions deUsv et � sv ~ez dans cette derni�ere �equation,
il est possible d'�ecrire la condition de localisation en fonctions de grandeurs
g�en�eralis�ees �a d�e�nir.

Z

S
� �

sv ~ez � U � � ~e z � U�
sv dS = ~N � ~u + ~M � ~! + ~N ~u� + ~M ~! � (2.36)

Les grandeurs g�en�eralis�ees sont les suivantes :
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2.4. Th�eorie exacte des poutres

{ Contraintes g�en�eralis�ees :

~N =
Z

S
� ~e z dS (2.37)

~M =
Z

S

~X ^ � ~e z dS (2.38)

{ D�eplacements g�en�eralis�es :

~u =
Z

S
A0T U � AT � ~e z dS (2.39)

~! =
Z

S
B 0T U � B T � ~e z dS (2.40)

Remarque : Les quantit�es g�en�eralis�ees d�e�nies ici seront �a la base de la th�eorie
exacte des poutres qui fera l'objet du paragraphe suivant. Laconstruction du
d�eplacement g�en�eralis�e n'est pas une simple moyenne maisfait intervenir des
op�erateurs, ceux-ci permettront la mise en place du comportement poutre de la
th�eorie exacte des poutres. De plus, au même titre que les contraintes g�en�erali-
s�ees, les d�eplacements g�en�eralis�es d�e�nissent une �equivalence entre conditions
limites. Des conditions limites dites �equivalentes g�en�erent alors la même solu-
tion int�erieure. Autrement dit, pour un e�et localis�e les q uantit�es g�en�eralis�ees
sont nulles. On retrouve cette id�ee de conditions limites assurant la localisation
des contraintes et des d�eplacements dans les travaux de (Buannic et Cartraud,
2001b) par exemple.

La solution du probl�eme d'�elasticit�e se d�ecompose alors comme suit :

s(z) = ssv(z)
| {z }

solution de St Venant

+
Z L

0
s� (z � t; t )
| {z }

densit�e d'e�et localis�e

dt

Pour certains types de g�eom�etries (voiles minces par exemples), les solutions
localis�ees peuvent donc recouvrir l'int�egralit�e de la poutre. La solution de Saint-
Venant n'est alors pas "visible", et il faut utiliser une th�eorie de poutre adapt�ee
pour capter la solution int�erieure (Vlassov, 1962; Grilletet al., 2000).

2.4 Th�eorie exacte des poutres

2.4.1 Formulation du probl�eme

La th�eorie exacte des poutres (Ladev�eze et Simmonds, 1995,1996, 1998)
s'appuie sur la d�emonstration du principe de Saint-Venant (Ladev�eze, 1983).
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2. R�eduction de la zone d'�etude : la probl�ematique du raccord

Le probl�eme de poutre associ�e est classique :

Trouver (~u; ~!; ~N; ~M ) v�eri�ant :

1. les liaisons cin�ematiques (en termes de d�eplacements g�en�eralis�es)

2. les �equations d'�equilibre :

d ~N
dz

+ f d = 0

d ~M
dz

+ ~ez ^ ~N = 0 (2.41)

3. La relation de comportement
�

~

~�

�
= �

� ~N
~M

�
+

�

 d

� d

�
(2.42)

avec ~
 = ~u0+ ~ez^ ~! et ~� = ~! 0. 
 d et � d sont d�e�nis �a partir du chargement.

Il est �a noter que cette th�eorie ne repose sur aucune hypoth�esestatique
ou cin�ematique. Les d�eplacements g�en�eralis�es utilis�es ici ont le même potentiel
que la notion de contrainte g�en�eralis�ee c'est �a dire, assurer la localisation de
la solution. De plus, �a partir de la solution de ce probl�eme unidimensionnel,
il est tr�es facile de reconstruire la solution de Saint-Venantdu probl�eme 3D
et donc de g�en�erer des conditions de raccord ad�equates surun massif 3D.
Cependant, cette th�eorie met en place un certain nombre d'op�erateurs qu'il va
falloir calculer ou identi�er.

2.4.2 Identi�cation des op�erateurs

Une di�cult�e de la th�eorie exacte des poutres est d'avoir acc�es aux di��e-
rents op�erateurs car ils ne sont souvent pas calculables analytiquement. On a
alors recours au calcul num�erique et en particulier �a la m�ethode des �el�ements
�nis. Plusieurs m�ethodes existent pour identi�er les op�erateurs, elles sont ba-
s�ees sur la connaissance de la solution de Saint-Venant not�ee (USV ; � SV ) pour
des chargements �el�ementaires. Une fois l'ensemble de ces solutions �el�ementaires
calcul�ees, la d�emarche d'identi�cation des op�erateurs est donn�ee dans l'algo-
rithme 1 et utilise la relation suivante :

� ~N ��

~M ��

� T

�
� ~N �

~M �

�
=

Z

S
Tr

�
� ��

sv K � 1� �
sv

�
dS (2.43)

Remarques :la 
exion simple, faisant intervenir la 
exion pure, pour identi�er
A0 (resp. A), il faut avoir identi��e B 0 (resp. B) au pr�ealable.
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2.4. Th�eorie exacte des poutres

Algorithme 1 D�emarche d'identi�cation des op�erateurs de la th�eorie exacte
des poutres

1: for chargement* = ff traction, torsion, 
exion pureg,f 
exion simpleggdo
2: for chargement** = ff traction, torsion, 
exion pureg,f 
exion simplegg

do
3: calculer ~M avec les relations d'�equilibre de la poutre 2.41
4: identi�er A0 ou B 0 avec la relation 2.33
5: identi�er � avec la relation 2.43
6: calculer (~u; ~! )
7: identi�er A ou B avec la relation 2.32
8: end for
9: end for

Les di��erences entre les techniques d'identi�cation r�esident dans la fa�con
d'obtenir les solutions de Saint-Venant �el�ementaires (traction, torsion, 
exion
pure puis simple). La plus simple, utilis�ee dans un premier temps, consiste �a
e�ectuer un calcul complet avec e�et de bord puis �a identi�er les op�erateurs
en dehors des zones de p�en�etration (Allixet al., 2005; Barangeret al., 2005).
Cette technique revient �a augmenter la zone d'�etude �ne par une zone tampon
restant �elastique et supportant l'e�et de bord g�en�er�e par l e raccord.
La deuxi�eme m�ethode, mise en oeuvre dans (Sanchezet al., 1999; Sanchez,
2001) n�ecessite des proc�edures de calcul et des �el�ements �nis adapt�es. En ef-
fet, de mani�ere �a se placer sur la solution de Saint-Venant, des �el�ements �nis
d'ordre quatre sont utilis�es. De plus, il est n�ecessaire d'imposer des conditions
limites en terme de moment et d'e�ort, ce qui est fait par l'interm�ediaire de
multiplicateurs de Lagrange. Cette m�ethode �etant plus lourde �a mettre en
oeuvre, elle n'a pas �et�e implant�ee.
La derni�ere technique, d�evelopp�ee par (El Fatmi et Zenzri, 2002, 2004), per-
met l'utilisation d'un code �el�ements �nis standard ayant des �el�ements avec une
interpolation de degr�e sup�erieur ou �egal �a deux dans l'axe de la poutre. Il su�t
alors d'imposer certaines conditions limites, d�etaill�eesici, pour que la solution
du probl�eme soit la solution de Saint-Venant. Cette m�ethodeest pr�esent�ee dans
les cas simples o�u elle �a �et�e implant�ee, c'est �a dire : la traction, la torsion et la

exion pure.
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2. R�eduction de la zone d'�etude : la probl�ematique du raccord

La solution U du probl�eme de minimisation de l'�energie potentielle 2.44�a
� SV donn�e est la solution de Saint-Venant.

Ep(U) =
1
2

Z

!
Tr["K" ]d
 +

Z

S0

� SV ~ezUdS�
Z

SL

� SV ~ezUdS (2.44)

Sous les hypoth�eses,d ~N
dz = 0 et d ~M

dz = 0 (chargements de traction, torsion
ou 
exion pure), le travail des e�orts ext�erieurs s'exprime :

Z

S0

� SV ~ezUdS�
Z

SL

� SV ~ezUdS = ~N (~u(0) � ~u(L)) + ~M (~! (0) � ~! (L)) (2.45)

~N et ~M sont ici des donn�ees du probl�eme, ~u et ~! sont des inconnues qui vont
être exprim�ees en fonction du d�eplacement de Saint-Venant. En int�egrant les
�equations d'�equilibre 2.41 et la relation de comportement 2.42, le d�eplacement
de Saint-Venant s'�ecrit :

USV = ~u0 + ~! 0 ^ ~OM + A ~N + B ~M

+
z2

2

�
� MN

~N + � MM
~M

�

+ z
�

� NN
~N + � NM

~M
�

+ z
�

� MN
~N + � MM

~M
�

^ X (2.46)

d'o�u la forme du champ de d�eplacements �a imposer et les d�eplacements
g�en�eralis�es grâces aux relations (I est l'inertie de la section de la poutre) :

Z

S
USV (0) � USV (L)dS = (~u(0) � ~u(L)) S (2.47)

Z

S
X ^ (USV (0) � USV (L)) dS =

Z

S
X ^ (~! (0) � ~! (L)) ^ XdS

= I (~! (0) � ~! (L)) (2.48)

Le champ de d�eplacement doit n�ecessairement prendre la forme 2.46 a�n
d'�eviter toute partie localis�ee dans la solution. Cette solution est un polynôme
de degr�e deux en z, ce qui impose l'utilisation d'�el�ements �nis de degr�e sup�e-
rieur ou �egal �a deux suivant l'axe du tube. Une fois le type d'�el�ement �x�e, il
reste �a d�eterminer les relations �a imposer entre degr�es delibert�e a�n de donner
la bonne forme au champ interpol�e. Prenons par exemple un �el�ement ayant une
interpolation cubique suivant l'axe. Le coe�cient intervenant devant le terme
zi x j yk (i,j et k 2 [0; 3])sur la composantel 2 f z; x; yg du d�eplacement est
not�ee : al

i;j;k . On doit imposer les relations suivantes :
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2.4. Th�eorie exacte des poutres

1. a�
3;� ;� = 0

2. az
2;� ;� = 0

3. ay
2;� 1;� 1 = 0

4. ax
2;� 1;� 1 = 0

5. az
1;1;0 = 2ax

2;0;0

6. az
1;0;1 = � 2ay

2;0;0

7. ax
1;1;0 = 0

8. ay
1;0;1 = 0

9. ax
1;� 2;� 2 = 0

10. ay
1;� 2;� 2 = 0

Dans le cadre d'une formulation de type Fourier, il est possibled'exprimer
ces conditions limites en proc�edant �a deux changements debase :

1. le changement de base du champ de d�eplacement : passage de (uz; ux ; uy)
�a ( uz; ur ; u� )

2. le changement de base du syst�eme de coordonn�ees : passage de (z; x; y)
�a ( z; r; � )

Les conditions limites font alors apparâ�tre un couplage entre le fonda-
mental et la premi�ere harmonique en (cos(� ); sin(� )). Les di��erents op�erateurs
donnent des r�esultats dans la base cylindrique (contrainte circonf�erentielle, d�e-
placement radial par exemple) et prennent en entr�ee des e�orts et moments
exprim�es dans la base de coordonn�ees cart�esiennes.

2.4.3 Illustrations

A�n de v�eri�er la mise en oeuvre de la m�ethode d'identi�catio n pr�esent�ee
au paragraphe pr�ec�edent, une comparaison avec des solutions analytiques sur
tube est men�ee. Dans un premier temps, consid�erons le cas tr�es simple d'un
tube mince (rayon int�erieur r i et ext�erieur re) homog�ene isotrope (de module
d'Young E et de coe�cient de poisson� ). Dans ce cas, le comportement de
poutre obtenu s'�ecrit :

� =

2

6
6
6
6
6
6
4

1
ES 0 0 0 0 0
0 1

kGS 0 0 0 0
0 0 1

kGS 0 0 0
0 0 0 1

GJ 0 0
0 0 0 0 1

EI 0
0 0 0 0 01

EI

3

7
7
7
7
7
7
5

(2.49)
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2. R�eduction de la zone d'�etude : la probl�ematique du raccord

Avec :

S = � (r 2
e � r 2

i ) ; I =
�
4

(r 4
e � r 4

i ) ; G =
E

2(1 + � )
; J = 2I (2.50)

Le facteur k est le facteur de correction en cisaillement et vaut 0.5 comme
pr�evu par (Sanchez, 2001). Le param�etre k joue le même rôle qu'un coe�-
cient de section r�eduite dans une th�eorie de poutre classique, or nous n'avions
pas fait intervenir de coe�cient de section r�eduite pour construire les raccords
simples bas�es sur les th�eories de poutres classiques.

Dans un deuxi�eme temps, consid�erons un tube [+55=� 55=+55=� 55] (Xia
et al., 2001b,a) constitu�e d'enroulements �lamentaires de T300/934 (caract�e-
ristiques m�ecaniques donn�ees dans le tableau 2.1).

Propri�et�e T300/934
E1(GPa) 141.6
E2(GPa) 10.7
G12(GPa) 3.88

� 12 0.268
� 23 0.495

Tableau 2.1 { Caract�eristiques du T300/934

Chaque pli mesure 0.5 mm d'�epaisseur et le rayon int�erieur du tube est de
50 mm. Les �gures 2.10 et 2.11 repr�esentent, pour un chargement en pression
interne, di��erentes composantes des contraintes en fonction d'une distance ra-
diale adimensionn�ee (re et r i sont les rayons int�erieurs et ext�erieurs du tube) :

R =
r � r i

re � r i
(2.51)

Dans ce cas, la contrainte axiale repr�esente la composante axiale de la force
g�en�eralis�ee Zd (�gure 2.12). En ajoutant �a cela un �etat de tension (faisant
intervenir A0

zz), la contrainte axiale dans le tube est repr�esent�ee �gure 2.13 et
est conforme �a celle obtenue analytiquement par Xia.
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Figure 2.10 { �Evolution des contraintes circonf�erentielle et axiale (en MPa) en
fonction de R
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Figure 2.11 { �Evolution de la contrainte de cisaillement� �z (en MPa) en fonc-
tion de R

Strat�egie de calcul et utilisation de s�eries de Fourier pour les tubes
composites d�egrad�es

53



2. R�eduction de la zone d'�etude : la probl�ematique du raccord
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Figure 2.12 { �Evolution de Zdzz (en MPa) en fonction de R
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Figure 2.13 { �Evolution de la contrainte axiale (en MPa) en fonction de R
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2.4. Th�eorie exacte des poutres

Consid�erons maintenant le cas industriel d'un tube [+20/-20/0/-20/20], de
rayon int�erieur 16 mm, constitu�e de plis de G969/RTM6 d'�epaisseur 0.2 mm.
Bien que th�eoriquement, la s�equence d'empilement ne permette pas de d�ecou-
pler totalement la tension de la torsion et de la 
exion ; en pratique l'op�erateur
� est presque diagonal. La s�equence d'empilement choisie minimise donc les
couplages.

Pour un chargement de 
exion simple sur une poutre console, les �gures
2.14 et 2.15 repr�esentent l'�evolution de la contrainte axiale. La deuxi�eme �gure
consid�ere cette �evolution dans une coupe longitudinale dutube (coupe o�u le
chargement est le plus fort). Sur la �gure 2.16 est repr�esent�ee l'�evolution de
la contrainte de cisaillement� zr dans l'interface entre les deux premiers plis
int�erieurs (+20 =� 20). Il est �a noter que les e�ets de bord �a l'encastrement ont
une longueur de p�en�etration de l'ordre du diam�etre du tube. Sur la �gure 2.17
est repr�esent�ee la composanteuz du d�eplacement dans la section d'abscisse 3re,
c'est �a dire la section o�u sont identi��es les op�erateurs. La solution int�erieure
co•�ncide donc bien dans ce cas avec la solution de Saint-Venant.Le raccord
bas�e sur la construction de la solution de Saint-Venant du probl�eme est alors
bien adapt�e. Le recours �a des th�eories de type Vlassov ne sera pas n�ecessaire.
Cependant, a�n que ce raccord fonctionne au mieux, il est n�ecessaire que le
comportement de la zone de raccord reste �elastique.
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2. R�eduction de la zone d'�etude : la probl�ematique du raccord

Figure 2.14 { �Evolution de la contrainte axiale (en MPa) dans le tube en 
exion
simple

Figure 2.15 { �Evolution de la contrainte axiale (en MPa) dans une section
longitudinale du tube
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2.4. Th�eorie exacte des poutres
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Figure 2.17 { �Evolution du d�eplacement uz (mm) dans la sectionz = 3re
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2. R�eduction de la zone d'�etude : la probl�ematique du raccord

2.5 Conclusion

Ce chapitre est consacr�e �a l'�etude d'un raccord entre mod�ele poutre et mo-
d�ele 3D, celui-ci ne devant pas g�en�erer d'e�et parasite. Pour cela, l'information
contenue dans le raccord doit être la solution int�erieure du probl�eme. La g�e-
n�eration d'un tel raccord est di�cile dans le cadre composite�a partir d'une
th�eorie classique de poutre, la th�eorie exacte des poutres est donc mise en
oeuvre. Les e�ets de bord ne p�en�etrant pas au coeur du tube,la solution de
Saint-Venant permet d'e�ectuer le raccord et ainsi de r�eduire la zone d'ana-
lyse �ne. Il est �a noter que le probl�eme qui nous est pos�e consiste �a v�eri�er le
dimensionnement de tubes, pour cela les e�orts appliqu�es au tube �etudi�e sont
donn�es. Cela implique que le probl�eme qui nous est pos�e est isostatique au
sens des poutres, et si la zone dans laquelle il est e�ectu�e reste �elastique alors
ce raccord est exact quel que soit le comportement de l'extr�emit�e. Di��erents
exemples tir�es de la litt�erature ou proches d'applications industrielles ont �et�es
trait�es.
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Chapitre 3

D�ecouplage du calcul sur tube
sain par l'introduction de modes
de Fourier �etendus

Ce chapitre se concentre sur le traitement �elastique e�cace de la zone
d'extr�emit�e. En e�et, la simulation non lin�eaire en pr�es ence de plu-
sieurs familles de d�efauts n�ecessite un grand nombre de r�esolutions
�elastiques. Compte tenu de la g�eom�etrie du tube, une m�ethode de r�e-
solution de type Fourier est envisag�ee. Dans ce chapitre, l'�etude est
r�eduite au cadre d'un tube sain. Il est montr�e que le probl�eme 3D peut
être d�ecoupl�e en plusieurs probl�emes 2D, ceux-ci couplent les modes en
cosinus et sinus de même harmonique. Ce r�esultat est vrai tant que le
comportement du tube est invariant par rotation autour de sonaxe de
r�evolution.
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3.1. Motivations et objectifs

3.1 Motivations et objectifs

Une fois les conditions limites construites �a partir des r�esultats de la th�eo-
rie exacte des poutres, un calcul d'e�et de bord est men�e. Compte tenu de
l'�echelle de mod�elisation envisag�ee (celle du pli), la taille des �el�ements �nis uti-
lis�es dans le cadre d'une analyse tridimensionnelle directeserait de l'ordre du
dixi�eme de millim�etre. La r�esolution d'un probl�eme �ela stique associ�e fait alors
intervenir environs un million de degr�es de libert�e. Sachant que ces r�esolutions
�elastiques vont être utilis�ees de nombreuses fois dans le cadre d'un algorithme
non lin�eaire et ce pour plusieurs familles de d�efauts, le probl�eme �elastique de
base n'est pas abordable directement. Il est �a noter que c'est ladiscr�etisation
circonf�erentielle du tube qui est la plus p�enalisante car lep�erim�etre mesure
environ 100 mm et qui plus est engendre une largeur de bande de la matrice de
rigidit�e tr�es importante. Pour ce qui est de la largeur de bande, une technique
de sous-structuration comme FETI (Farhat et Roux, 1991) permettrait de la
faire chuter au prix d'une r�esolution it�erative. Malheureusement même pour
des cas simples comme la 
exion, le nombre de sous-structures ou de degr�es
de libert�e par sous-structure demeure important. On va alors s'orienter sur
une description circonf�erentielle des champs plus adapt�ee �a la p�eriodicit�e : un
d�eveloppement en s�erie de Fourier.
Suivant l'anisotropie du mat�eriau et sa con�guration, un d�ecouplage entre
modes peut être envisag�e ou non. Dans le cadre classique (Zienkiewicz et Tay-
lor, 2000) cit�e au paragraphe 1.2.1.1.5, le d�ecouplage esttotal. (Allix, 1989,
1992) utilise cette technique (par l'interm�ediaire d'un pr�econditionneur) sur le
probl�eme de la plaque trou�ee. Dans notre cas, les axes d'orthotropie du mat�e-
riau ne permettent qu'un d�ecouplage partiel des modes par harmonique.

Ce paragraphe pr�esente la mise en place de la d�ecomposition ens�eries de
Fourier pour le cas d'une structure de r�evolution dont le comportement, ex-
prim�e dans la base cylindrique, est ind�ependant de l'angle polaire. Un cas
particuler de cette classe g�en�erale de comportement est celui du tube constitu�e
de plis tiss�es (�gure 3.1). Le probl�eme 3D peut alors être d�ecoupl�e en probl�emes
2D faisant intervenir des modes de Fourier dits �etendus. La g�eom�etrie axisy-
m�etrique jouant un rôle important, on va se placer syst�ematiquement dans la
base cylindrique (~ez; ~er ; ~e� ).
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3. D�ecouplage du calcul sur tube sain par l'introduction de modes de Fourier
�etendus

Figure 3.1 { Le tube composite et sa d�evelopp�ee

3.2 Formulation du probl�eme d�ecoupl�e

3.2.1 Notations

Cette �etude est men�ee dans le cadre de l'�elasticit�e lin�eaire sous l'hypoth�ese
des petites perturbations. Soit le domaine de r�evolution 
 soumis �a un charge-
ment volumiquef d. Ce domaine est s�epar�e en plis 
plis et en interfaces entre les
plis � int . �A la fronti�ere du domaine @
 sont impos�ees des conditions limites ;
en d�eplacementUd sur @1
 et en contrainte Fd sur @2
 la partie compl�emen-
taire du bord (@
 = @1
 [ @2
). Soit � et " les champs de contrainte et de
d�eformation. K et k sont les matrices de Hooke des plis et des interfaces. Pour
ces derni�eres, le saut de d�eplacement, not�e [U] est la quantit�e �equivalente �a la
d�eformation " pour les interfaces. En�n,U0 repr�esente l'espace des champs de
d�eplacement cin�ematiquement admissibles �a z�ero.

Le champ de d�eplacement s'�ecrit dans la base cylindrique :

U(M ) =

2

4
uz

ur

u�

3

5

( ~ez ; ~er ; ~e� )

(3.1)
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3.2. Formulation du probl�eme d�ecoupl�e

En suivant la notation de Voigt, la contrainte et la d�eformation s'�ecrivent :

� =

2

6
6
6
6
6
6
4

� zz

� rr

� ��p
2� zrp
2� z�p
2� r�

3

7
7
7
7
7
7
5

; " =

2

6
6
6
6
6
6
4

" zz

" rr

" ��p
2" zrp
2" z�p
2" r�

3

7
7
7
7
7
7
5

(3.2)

Le saut de d�eplacement est not�e :

[U] =

2

4
ur +

z � ur �
z

ur +
r � ur �

r
ur +

� � ur �
�

3

5 (3.3)

o�u r+ et r � indiquent les deux entit�es d'une interface cylindrique derayon r
et de normale~er . r + est associ�e au pli ext�erieur et r � au pli int�erieur.

La relation de comportement des interfaces s'�ecrit :

F =

0

@
� zr

� rr

� r�

1

A =

2

4
k1 0 0
0 k2 0
0 0 k3

3

5

0

@
[Uz]

[Ur ] � � r � T
[U� ]

1

A (3.4)

Pour les plis, l'inverse de la matrice de HookeK 123 dans la base d'ortho-
tropie ( ~e1; ~e2; ~e3), s'�ecrit :

K � 1
123 =

2

6
6
6
6
6
6
6
4

1
E1

� � 12
E1

� � 13
E1

0 0 0
� � 12

E1

1
E2

� � 23
E2

0 0 0
� � 13

E1
� � 23

E2

1
E3

0 0 0
0 0 0 1

2G12
0 0

0 0 0 0 1
2G13

0
0 0 0 0 0 1

2G23

3

7
7
7
7
7
7
7
5

(3.5)

Le matrice de HookeK dans la base cylindrique (~ez; ~er ; ~e� ) est alors :

K = Q� K 123Q� 1
� (3.6)

avec� zr� = Q� � 123 (� d�esigne l'angle d'enroulement du tissu) :

Q� =

2

6
6
6
6
6
6
4

sin2 � cos2 � 0
p

2 cos� sin� 0 0
0 0 1 0 0 0

cos2 � sin2 � 0 �
p

2 cos� sin� 0 0
0 0 0 0 sin� cos�p

2 cos� sin� �
p

2 cos� sin� 0 cos2 � � sin2 � 0 0
0 0 0 0 cos� � sin�

3

7
7
7
7
7
7
5

(3.7)
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3. D�ecouplage du calcul sur tube sain par l'introduction de modes de Fourier
�etendus

Pour les plis, la matrice de dilatation dans la base d'orthotropie (~e1; ~e2; ~e3)
est :

� 123 =

2

6
6
6
6
6
6
4

� 1 0 0 0 0 0
0 � 2 0 0 0 0
0 0 � 3 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

3

7
7
7
7
7
7
5

(3.8)

La matrice de dilatation � dans la base cylindrique (~ez; ~er ; ~e� ) est : � =
Q� � 123.

3.2.2 �Ecriture du probl�eme d�ecoupl�e

Rappelons que les conditions limites issues de la th�eorie exacte des poutre
sont :

{ le d�eplacement Ud sur @1

{ l'e�ort surfacique Fd sur @2

Le champ de temp�erature est suppos�e connu. Le probl�eme �elastique �a r�e-

soudre est de trouver (U; � ) dans la base cylindrique v�eri�ant les �equations
suivantes :

Uj@1 
 = Ud (3.9)

8U� 2 U 0 :
�

R

 plis

� T " (U� )d
 �
R

� int
F T [U� ]d� +

R

 f d � U� d
 +

R
@2 
 Fd � U� d� = 0

(3.10)
� = K (" � �� T) dans 
 plis et F = k([U] � � r � T ~er ) dans � int (3.11)

Avec les notations d�e�nies en annexe 6.3, Les d�eveloppements en s�eries de
Fourier tronqu�es �a l'ordre N s'�ecrivent :

{ pour les vecteurs comme le champ de d�eplacement exprim�esdans la base
cylindrique :

U(M ) = P0(� )U0(z; r) +
NX

n=1

P+ n (� )Un (z; r) + P� n (� )U� n (z; r) (3.12)

{ pour les op�erateurs comme la d�eformation exprim�es dansla base cylin-
drique :

"(M ) = R0(� )"0(z; r) +
NX

n=1

Rn (� )"+ n (z; r) + R� n (� )" � n(z; r) (3.13)
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3.2. Formulation du probl�eme d�ecoupl�e

{ pour les scalaires comme la variation de temp�erature :

� T = � T0 +
NX

n=1

cos(n� )� T+ n + sin(n� )� T� n (3.14)

En pratique, la temp�erature est suppos�ee uniforme et �T est ind�ependant
de � , cependant la formulation est ici expos�ee dans le cas g�en�eral d'un char-
gement thermique quelconque. Les modesUn (z; r) sont les modes de Fourier
classiques. Le probl�eme (3.9, 3.10, 3.11) devient alors :

8n 2 [� N; N ] : Un j@1 
 = Udn (3.15)

8n 2 [� N; N ]; 8U�
n 2 U 0 :

�
R


 plis
[R0"0 +

P N
n=1 Rn"n + R� n" � n ]T K [R0" �

0 +
P N

n=1 Rn" �
n + R� n" �

� n ]d


+
R


 plis
[�� T]T K [R0" �

0 +
P N

n=1 Rn" �
n + R� n" �

� n ]d


�
R

� int
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P N
n=1 Pn [Un ] + P� n [U� n ]]T k[P0[U�

0 ] +
P N

n=1 Pn [U�
n ] + P� n [U�

� n ]]d�
+

R
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� r � T ~er
T k[P0[U�

0 ] +
P N

n=1 Pn [U�
n ] + P� n [U�

� n ]]d�
+

R

 f T

d [P0U�
0 +

P N
n=1 PnU�

n + P� nU�
� n ]d


+
R

@2 
 F T
d [P0U�

0 +
P N

n=1 PnU�
n + P� nU�

� n ]d� = 0
(3.16)

R�e�ecrivons le travail des e�orts int�erieurs :

8U� 2 U 0 : �
R
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 �

R
� int
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R
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R
bande\ � int

�
[Un ]T [U� n ]T

�
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�
[U�

n ]�
U�

� n

�
�

ds

(3.17)

avec les op�erateurs suivants (leur calcul est d�etaill�e annexe 6.3) exprim�es
dans la base des modes �etendus o�u les d�eplacement sont �ecrits dans la base
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3. D�ecouplage du calcul sur tube sain par l'introduction de modes de Fourier
�etendus

cylindrique :

K n =

" R2�
0 RT

n KR nd�
R2�

0 RT
n KR � nd�R2�

0 RT
� nKR nd�

R2�
0 RT

� nKR � nd�

#

(3.18)

kn =

" R2�
0 PT

n kPnd�
R2�

0 PT
n kP� nd�R2�

0 PT
� nkPnd�

R2�
0 PT

� nkP� nd�

#

(3.19)

� n =

" R2�
0 cos(n� )� T KR nd�

R2�
0 cos(n� )� T KR � nd�R2�

0 sin(n� )� T KR nd�
R2�

0 sin(n� )� T KR � nd�

#

(3.20)

� n =
�

�~e r
T k 0

0 �~e r
T k

�
(3.21)

Le probl�eme 3D initial peut être d�ecoupl�e en (N + 1) probl�emes 2D pos�es
sur une bande (section longitudinale du solide de r�evolution,�gure 3.2) :

{ un probl�eme de Fourier classique pos�e sur la moyenne du champde d�e-
placements ;

{ N 2D probl�emes de Fourier avec couplage entre deux modes.

Figure 3.2 { Repr�esentation de la notion de bande

Le probl�eme classique est le suivant :

U0j@1 
 = Ud0 (3.22)

8U� 2 U 0 :
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0 2�K " �
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+
R
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 F T
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0 d� = 0

(3.23)
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3.3. Mise en oeuvre �el�ements �nis

Les N probl�emes non classiques s'�ecrivent pour le couple de modes clas-
siques (+n; � n) : �

U+ n

U� n

�
=

�
Ud+ n

Ud� n

�
sur @1
 (3.24)
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(3.25)
Il est important de noter que cette formulation ne s'applique que pour des

solides de r�evolution, invariants (g�eom�etrie et caract�eristiques mat�eriau) par
rotation autour de leur axe. D'autre part, la solution 3D peut̂etre reconstruite
tr�es facilement �a partir de la solution d�ecompos�ee sur lesmodes, il su�t d'uti-
liser une transform�ee de Fourier rapide (Brigham, 1988).
La formulation pr�esent�ee ici �etend la formulation Fourier classique. Celle-ci
s'applique �a des structures de g�eom�etrie axisym�etrique etdont le comporte-
ment, exprim�e dans la base cylindrique est ind�ependant de l'angle polaire. On
quali�era une telle structure d'axisym�etrique. Les probl�emes 2D �a r�esoudre font
intervenir des modes de Fourier dits �etendus, couplant les modes classiques par
harmonique.

3.3 Mise en oeuvre �el�ements �nis

Le probl�eme �elastique 3D d'origine est transform�e en plusieurs probl�emes
2D d�ecoupl�es. A�n de r�esoudre ces di��erents probl�emes 2D, une discr�etisation
par �el�ements �nis est utilis�ee, ce qui a donn�e lieu �a un code de calcul prototype
d�evelopp�e sous Matlab.

3.3.1 Description �el�ements �nis

Deux types d'�el�ements sont utilis�es pour le calcul (Allix, 1989), des �el�ements
de massif pour les plis et des �el�ements joint pour les interface comme dans
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(Schellekens et De Borst, 1993).

3.3.1.1 G�eom�etries et interpolations des �el�ements uti lis�es

Les �el�ements massif sont 2D (en z et r), il utilisent une interpolation des
inconnues de Hermite de degr�e 3 suivant l'axe du tube et de Lagrange de degr�e 2
suivant le rayon. La d�eriv�ee axiale du champ de d�eplacement intervient donc,
elle est not�ee uz;z pour ce qui est du d�eplacement axialuz. L'interpolation
utilis�ee pour la g�eom�etrie di��ere, les coordonn�ees z suivant l'axe du tube sont
interpol�ees de mani�ere lin�eaire.
Les �el�ements d'interface sont construits de mani�ere compatible, ils ont une
g�eom�etrie unidimensionnelle a�n d'engendrer un cylindrepar rotation autour
de l'axe du tube. L'interpolation utilis�ee est donc de Hermite de degr�e 3 pour
les inconnues et lin�eaire pour les coordonn�ees z.
Ces �el�ements sont repr�esent�es sur la �gure 3.3. Pour les �el�ements d'interface, les
noeuds sont, en r�ealit�e, g�eom�etriquement confondus. Le nombre d'inconnues
aux noeuds d�epend du mode de calcul consid�er�e, les inconnues nodales sont :

{ pour un mode 0 :u0
z; u0

z;z; u0
r ; u0

r;z ; u0
� ; u0

�;z
{ pour un mode �etendu [+n; � n] : un

z ; un
z;z; un

r ; un
r;z ; un

� ; un
�;z ; u� n

z ; u� n
z;z ; u� n

r ; u� n
r;z ; u� n

� ; u� n
�;z

ez

er

Interface

Ply

Figure 3.3 { Description des �el�ements �nis utilis�es (pli et interface)

3.3.1.2 Int�egration num�erique des �el�ements massifs

L'int�egration num�erique des �el�ements du massif a �et�e �e tudi�ee. Les fonctions
�a int�egrer sont des polynômes de degr�e 6 en z et des puissances de r allant de
-1 �a 5. L'int�egration exacte suivant z peut donc être r�ealis�ee avec 4 points de
Gauss dans cette direction, par contre les points de Gauss ne permettent pas
d'int�egrer exactement suivant r. Plusieurs r�epartitions de points de Gauss ont
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Nombre total de points Nombre suivant z Nombre suivant r
4 2 2
9 3 3
12 4 3
16 4 4
25 5 5

Tableau 3.1 { Di��erentes r�epartitions de points de Gauss pour le massif

alors �et�e test�ees et sont r�epertori�ees dans le tableau 3.1.

Le mode 0 comporte th�eoriquement deux mouvements de solide rigide
(translation suivant l'axe du tube ~ez et rotation autour de cet axe), le mode
1 en comporte quatre (translations suivant~ex et ~ey et rotations autour de
ces deux axes) et les autres aucun. Le premier crit�ere de choix du nombre de
points d'int�egration est de respecter le rang th�eorique desmatrices de rigidit�e
des probl�emes d�ecoupl�es. La �gure 3.4 repr�esente le nombre de valeurs propres
nulles en fonction du nombre total de points d'int�egrationutilis�e, cela pour les
modes �etendus 0; 1; 2. �A partir de 9 points d'int�egration, les rang sont respect�es
même si l'�el�ement est sous int�egr�e dans la longueur.
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Figure 3.4 { In
uence de l'int�egration sur le nombre de modes�a �energie nulle

Le second crit�ere de choix du nombre de points d'int�egration est d'assurer
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un conditionnement correct de l'�el�ement, a�n d'�eviter l es probl�emes num�e-
riques. La �gure 3.5 repr�esente l'�evolution du conditionnement de la matrice
de rigidit�e en fonction du nombre de points de Gauss utilis�e, le mat�eriau est
alors isotrope et l'�el�ement carr�e. Ici encore, 9 points deGauss su�sent. En pra-
tique, a�n d'int�egrer exactement suivant z, 12 points de Gauss seront utilis�es.
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Figure 3.5 { In
uence du nombre de points de Gauss sur le conditionnement

3.3.1.3 In
uence de l'�elancement de l'�el�ement sur le con ditionne-
ment

L'in
uence de l'�elancement de l'�el�ement (� z=� r ) sur le conditionnement
de la matrice de rigidit�e est donn�e �a la �gure 3.6 pour 12 points et �gure 3.7
pour 25 points. Il est �a noter qu'il ne faut pas d�epasser un facteur 10 entre
les deux dimensions de l'�el�ement a�n d'�eviter les probl�emes num�eriques li�es
�a un mauvais conditionnement de la matrice de rigidit�e, ceprobl�eme pourra
intervenir plus tard lors de l'utilisation de m�ethodes de r�esolutions it�eratives.
Ces di��erents r�esultats sont pr�esent�es pour un mat�eriau i sotrope, ils ont aussi
�et�e v�eri��es pour le mat�eriau orthotrope G969/RTM6 enr oul�e �a 0 ou 45 degr�es.
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Figure 3.6 { In
uence de l'�elancement sur le conditionnement pour 12 points
de Gauss
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Figure 3.7 { In
uence de l'�elancement sur le conditionnement pour 25 points
de Gauss
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3.3.1.4 Int�egration num�erique des �el�ements d'interfa ce

L'int�egration exacte des �el�ements d'interface requiert l'utilisation de quatre
points de Gauss. Dans une �etude men�ee par (Schellekens et De Borst, 1993)
et appliqu�ee par exemple par (Gon�calveset al., 2000), il est sugg�er�e d'utiliser
une int�egration aux noeuds (Lobatto) a�n d'�eviter des oscillations parasites en
pr�esence de forts gradients. Avec cette int�egration aux noeuds, les modes de la
matrice de rigidit�e ne couplent pas les sauts de d�eplacement entre les paires de
noeuds et permet ainsi de tuer la transmission des oscillations. Ces oscillations
interviennent aussi bien pour des interpolations lin�eairesque d'ordre sup�erieur.
Malheureusement, cette technique n'est pas applicable ici sans engendrer des
modes �a �energie nulle suppl�ementaires. D'autre part, dansles applications trai-
t�ees, le maillage est su�samment �n pour �eviter ce type d'oscillations.

Un exemple simple portant sur une poutre en traction sur un appui �elas-
tique permet de mettre en place ces oscillations (�gure 3.8).Le probl�eme est
de trouver le d�eplacementu(z) tel que :

ES
du
dz

� ku = 0 (3.26)

Figure 3.8 { Poutre sur appui �elastique

avec E le module d'Young de la poutre, S sa section et k la raideurde
l'appui �elastique. Cette poutre est encastr�ee enz = 0. Pour un d�eplacement
impos�e �a 1 en extr�emit�e de poutre z = L. La solution s'�ecrit :

u(z) =
sinh( z

l )

sinh( L
l )

(3.27)

o�u :

l =

r
ES
k

(3.28)

Cette solution th�eorique n'est pas oscillante. Ce probl�eme est r�esolu par la
m�ethode des �el�ements �nis avec des �el�ements ayant une interpolation lin�eaire
ou de Hermite de degr�e 3. Pour une int�egration exacte (4 points de Gauss),
les �gures 3.9 montrent pour les interpolations lin�eaire et cubique, l'�evolution
du d�eplacement en fonction del. Pour l'interpolation lin�eaire des oscillations
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apparaissent. En regardant la contrainte aux interfaces 3.10, on remarque que
ces oscillations peuvent aussi apparâ�tre avec l'interpolation cubique pour l
petit.
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Figure 3.9 { �Evolution du d�eplacement en fonction del (�el�ements lin�eaires �a
gauche et cubiques �a droite )
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Figure 3.10 { �Evolution de la contrainte �a l'interface en fonction del (�el�ements
lin�eaires �a gauche et cubiques �a droite )

Ces oscillations disparaissent pour des tailles d'�el�ements su�samment �nes.
Les �gures 3.11 et 3.12 repr�esentent l'�evolution du d�eplacement et de la contrainte
sur l'interface pour di��erents nombres d'�el�ements . Il est alors �a noter que si le
param�etre l est inf�erieur �a la taille de l'�el�ement divis�ee par 5 pour les �el�ements
de Hermite de degr�e 3 et par 2 pour les �el�ements lin�eaires alors des oscillations
apparaissent.
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On peut aussi remarquer que l'interpolation de plus haut degr�e donne de
meilleurs r�esultats en supprimant les oscillations dans certains cas. Par exemple
pour 20 �el�ements avec interpolation cubique, des oscillations apparaissent mais
sont d'amplitude plus faible que celle apparaissant pour 10 �el�ements avec in-
terpolation lin�eaire. Les �el�ements de Hermite de degr�e 3permettent alors de
r�eduire le coût de calcul malgr�e le plus grand nombre d'inconnues introduit.
En e�et, même si ce dernier est multipli�e par deux, environs trois fois moins
d'�el�ements sont n�ecessaires.
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Figure 3.11 { �Evolution du d�eplacement en fonction du nombre d'�el�ements N
(�el�ements lin�eaires �a gauche et cubiques �a droite )
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Figure 3.12 { �Evolution de la contrainte �a l'interface en fonction del (�el�ements
lin�eaires �a gauche et cubiques �a droite )

A�n de supprimer les oscillations parasites sur la contrainte interfaciale
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dans le cadre d'un calcul grossier (Schellekens et De Borst, 1993) mettent
en oeuvre une int�egration aux noeuds (Lobatto �a deux points). La �gure
3.13 donne l'�evolution de la contrainte interfaciale en fonction de l'int�egra-
tion choisie ainsi que la solution th�eorique. Pour une int�egration de Lobatto,
la contrainte maximale �evalu�ee est correcte, en e�et celle-ci correspond �a la
condition limite impos�ee. Cependant, la d�eform�ee correspond a un comporte-
ment deux fois plus souple. La condition limite de d�eplacement impos�e n'est
donc pas la plus judicieuse pour comparer les r�esultats.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

X: 1
Y: 1

ef
fo

rt
 in

te
rf

ac
e 

/ k

z

Gauss 4

Lobatto 2

theorique

Figure 3.13 { �Evolution de la contrainte �a l'interface pour di��erentes int�egra-
tions

La solution th�eorique pour un chargement de traction unitaire est donn�ee
par :

u(z) = l
sinh( z

l )

cosh( L
l )

(3.29)

La �gure 3.14, la solution pour les deux int�egrations num�eriques consid�e-
r�ees pour un maillage �n (100 �el�ements). La di��erence de rigidit�e due �a la sous
int�egration apparâ�t clairement. La rigidit�e apparent e est deux fois plus faible
que la rigidit�e r�eelle de l'interface dans ce cas pr�ecis. La �gure 3.15 montre
l'�evolution de la contrainte interfaciale en fonction de l'int�egration num�erique
choisie, dans le cas de l'int�egration de Lobatto, la rigidit�e est modi��ee et mul-
tipli�ee par 2. Les deux int�egrations donnent alors des contraintes maximales
�equivalentes, la solution int�egr�ee par Lobatto converge vers la bonne solution
et supprime les oscillations. Cependant celle-ci introduit des modes �a �energie
nulle, qui ne sont pas activ�es dans cet exemple mais qui peuvent l'être dans
les applications industrielles.
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Figure 3.14 { Solution �a convergence en fonction de l'int�egration num�erique
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Figure 3.15 { �Evolution de la contrainte interfaciale en fonction de l'int�egration
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Cette technique n'est donc pas applicable ici, cependant dans les applica-
tions trait�ees le maillage est su�samment �n pour �eviter ce ty pe d'oscillations.

3.3.2 Programmation orient�ee objet d'un code �el�ements
�nis

3.3.2.1 D�emarche de d�eveloppement

La mise en oeuvre de la strat�egie de calcul associ�ee au d�eveloppement en
s�erie de Fourier a fait l'objet du d�eveloppement d'un codeprototype, bien
que de nombreuses librairies de calcul �el�ements �nis soientd�ej�a disponibles
sur Internet. En e�et, l'objectif �etant de tester di��erente s id�ees, il nous fallait
mâ�triser compl�etement l'architecture du code de calcul,or l'aide fournie avec
les rares librairies libres aptes �a g�erer le niveau de complexit�e requis est tr�es
souvent limit�ee et le code source herm�etique pour celui qui ne connait pas
l'histoire de la librairie. Gilles Lubineau et Pierre-Alain Guidault ayant aussi
eu besoin d'une telle plateforme, nous avons entrepris un d�eveloppement colla-
boratif. A�n d'obtenir un code 
exible et �evolutif, la progr ammation orient�ee
objet (POO) s'est av�er�ee tr�es int�eressante (Bersini, 2002; Barrett et al., 1994;
Mackerle, 2004) ; l'accent alors mis sur le dialogue entre lesdi��erents objets
et non pas sur les donn�ees qu'ils contiennent (Besson et Foerch, 1997; Archer,
1996). En�n, le langage associ�e au logiciel Matlab a �et�e choisi. Celui-ci permet
un d�ebogage simple car c'est un langage interpr�et�e, de plusle calcul matriciel
est tr�es e�cace car bas�e sur des librairies standard performante (LINPACK,
EISPACK, FFTW) ou permet d'y acc�eder (MPI). Cependant les manipula-
tions de donn�ees sont ralenties par un typage dynamique. Cetinconv�enient
peut être en partie pali�e par l'inclusion de code compil�e (C, C++ ou Fortran)
au sein des fonctions de Matlab. Cette technique est malgr�e tout assez res-
treinte dans le cas de la POO et est donc r�eserv�e aux fonctionsde bas niveau.
En�n, un argument majeur dans le choix de ce langage repose sur l'id�ee qu'une
programmation propre dans un langage mâ�tris�e vaut mieuxqu'une program-
mation maladroite dans un langage plus puissant mais non mâ�tris�e.
Pour les �el�ements �nis, deux grandes architectures existent en POO . La
premi�ere consiste �a consid�erer des op�erations sur des champs comme dans
CAST3M par exemple, la seconde utilis�ee ici repose sur une description plus
morcel�ee des �el�ements �nis (Zimmermannet al., 1992; Dubois-P�elerin et Zim-
mermann, 1992, 1993). Plus le d�ecoupage est �n et plus le codeest 
exible,
mais plus le temps pass�e �a l'ex�ecution �a manipuler les donn�ees est cons�equent,
�a moins d'utiliser des techniques de m�eta-programmation qui sont syntaxi-
quement lourdes (Veldhuizen, 2000). Une attention particuli�ere doit donc être
port�ee sur l'organisation des di��erentes classes et les concepts associ�es.
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3.3.2.2 Architecture du code

Dans ce paragraphe les noms des di��erentes classes sont not�ees en caract�eres
majuscules italiques. Une pr�esentation de la programmation orient�ee objet est
donn�ee dans (Bersini, 2002). Commen�cons la description de l'architecture du
code d�evelopp�e par la description du mat�eriau (MATERIAU ). Celui-ci donne
acc�es �a la matrice de Hooke et �a la mani�ere d'int�egrer son comportement non-
lin�eaire (si besoin). En pratique, deux types de comportement existent :

� = K (" � �� T) dans 
 plis et F = k([U] � � r � T ~er ) dans � int (3.30)

Deux classesMAT GRAD (bas�ee sur" = 1
2(gradu+ gradT u)) et MAT SAUT

(bas�ee sur [u] = u+ � u� ) h�eritent donc de la classeMATERIAU , puis les
di��erents types de comportement sont d�eclin�es par famille (�gure 3.16).

MATERIAU

+coefficients

MAT_GRAD

+matrice Hooke (6x6)

MAT_SAUT

+matrice Hooke (3x3)

ISOTROPE

+hooke(MODE_CALC)

ORTHOTROPE

+axes orthotropie

+hooke(MODE_CALC)

ORTHOTROPE_TISSU_ENDO

+hooke(MODE_CALC)
+integration_rdc()

ORTHOTROPE_UD_ENDO

+hooke(MODE_CALC)
+integration_rdc()

Figure 3.16 { Diagramme UML de la classeMATERIAU et des ses descendants

La matrice de Hooke calcul�ee dans le cas 3D peut être modi��ee par des hy-
poth�eses de calcul sur le champ de contraintes ou de d�eformations (contraintes
planes, d�eformations planes, Fourier mode N, Fourier coupl�e, Fourier recons-
truit...). La m�ethode hookeprend donc en argument un objet de type MODECALC
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(�gure 3.17). Celui-ci contient les di��erentes hypoth�eses, l'ordre de rangement
des contraintes et d�eformations sous forme de vecteur et lescoe�cients d�eter-
minant la notation de Voigt (

p
2 sur la d�eformation et sur la contrainte ou 2

sur l'un ou l'autre).

MODE_CALC

+notations de Voigt

CONTRAINTE_PLANE DEFO_PLANEFOURIER_N

+harmonique

Figure 3.17 { Diagramme UML de la classeMODE CALC et des ses descen-
dants

La structure compl�ete (STRUCTURE, �gure 3.18) est d�ecoup�ee en sous-
structures (SOUSSTRUCTURE). Celles-ci sont de deux types (hypoth�ese de
la m�eso-mod�elisation (Ladev�eze et Le Dantec, 1992)) : plis(PLI ) ou inter-
faces (INTERFACE ). Le mat�eriau est suppos�e être le même dans chaque sous-
structure. Celles-ci sont form�ees d'un ensemble de noeuds (NOEUD) et d'�el�e-
ments (ELEMENT ). De plus, des zones d'int�egration sont d�ecrites au niveau
de ces sous-structures, cela permet d'implanter facilement uneint�egration non-
locale des lois de comportement de chaque entit�e (endommagement uniforme
dans l'�epaisseur d'un pli). A�n de parall�eliser facilement le calcul, des classes
sont d�eriv�ees des classesSTRUCTURE et SOUSTRUCTURE, ces nouvelles
classes contiennent les informations permettant aux processusde communiquer
(orientation des 
ux de donn�ees). L'�elimination des noeuds �etant automatique,
il est n�ecessaire de s�eparer les noeuds de l'interface en deuxgroupes de part
et d'autre de celle-ci. Les noeuds contiennent leurs coordonn�ees et des donn�ees
(d�eplacements nodaux, contraintes, variables internes...).

Les �el�ements (�gure 3.19) sont de deux types, toujours pour prendre en
compte les interfaces. De plus les �el�ements d'interface �etant bas�es sur des fonc-
tions de formes classiques, ils sont en fait compos�es de deux �el�ements clas-
siques et permettent donc de recoller des �el�ements incompatibles (fonctions de
forme di��erentes). Les �el�ements sont li�es aux noeuds de lasous-structure et
contiennent un objet de classeINTEGRATION . Ce dernier met en oeuvre la
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STRUCTURE

+ensenble de SOUSSTRUCTURE

+rigidite()
+conditions limites(): COND_LIMITES
+resolution lineaire()
+resolution non lineaire()

SOUSSTRUCTURE

+numerotation ddls
+ensemble ELEMENT
+ensemble NOEUDS
+zones integration

+rigidite()
+conditions limites()

STRUCTURE_MAITRE

STRUCTURE_ESCLAVE

SOUSSTRU_ESCLAVE

SOUSTRU_MAITRE

PLI INTERFACE

+ensemble NOEUD dessus
+ensemble NOEUD dessous

Figure 3.18 { Diagramme UML de la classeSTRUCTURE et des ses descen-
dants
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3.3. Mise en oeuvre �el�ements �nis

proc�edure d'int�egration intervenant dans le calcul de lamatrice de rigidit�e par
exemple. Il est d�e�ni au niveau des �el�ements a�n de pouvoir varier d'un �el�e-
ment �a un autre a�n d'implanter facilement la XFEM et l'utili sation de level
sets.

ELEMENT

+no noeuds
+fncts interp U
+fncts interp X
+INTEGRATION

+rigidite()
+contrainte()
+energie()

ELEM_SAUT

+ELEMENT dessus
+ELEMENT dessous

+B()

ELEM_GRAD

+B()

Figure 3.19 { Diagramme UML de la classeELEMENT et des ses descendants
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3.3.2.3 Possibilit�es o�ertes par la plate forme

Le code actuel permet :
{ di��erentes formulations : 3D, contraintes planes, d�eformations planes,

d�eformations planes g�en�eralis�ees, Fourier (avec couplage de modes), ther-
mique et acoustique ;

{ di��erents comportements : isotrope, orthotrope, endommagement et plas-
ticit�e uniformes sur une zone (M�eso-mod�ele du LMT-Cachan).

{ di��erents types d'�el�ements :
{ �el�ements massifs, �el�ements d'interface ;
{ interpolation : lin�eaire, quadratique, Hermite, iso-param�etrique ou non ;
{ forme : cubes, quadrangles, triangles, segments ;
{ int�egration : Gauss (jusqu'�a 49 points pour un quadrangle)et Lobatto ;
{ enrichissement pour le suivi de �ssures (X-FEM) bas�e sur des levels

sets ;
{ di��erentes prises en compte des conditions limites : directe, p�enalisation,

simples ou doubles multiplicateurs de Lagrange ;
{ di��erents algorithmes de r�esolution : Gradient conjugu�e avec pr�econ-

ditionneur, GMRes(m) avec pr�econditionneur, m�ethode Latin, Newton,
Arc-length.

3.4 Estimation du coût de calcul

L'objectif de ce paragraphe est de comparer les coûts de calcul entre la
m�ethode pr�esent�ee utilisant les s�eries de Fourier et une r�esolution 3D directe.

3.4.1 Nombre d'op�erations li�ees �a la r�esolution d'un pr o-
bl�eme

Les coûts de di��erentes m�ethodes de r�esolution de syst�emes lin�eaires sont
pr�esent�es tableau 3.2, ils donnent un ordre de grandeur du nombre d'op�era-
tions �a e�ectuer. Les param�etres importants sont le nombretotal d'inconnues
nddl et la demie largeur de bande de la matrice de rigidit�eb. La m�ethode avec
d�ecomposition de Fourier �etant parall�elisable, le coût de la m�ethode C2D est
compris entre le coût d'une r�esolution s�equentielle compl�ete (coût de la r�esolu-
tion du mode 0 not�e C0

2D et de N r�esolutions sur les modes �etendus not�eCn
2D )

et celui d'un r�esolution compl�etement parall�elis�ee (un calcul par processeur)
dont le coût apparent correspond �a la r�esolution d'un probl�eme sur les modes
�etendus d'o�u : C2D 2 [Cn

2D ; C0
2D + NC n

2D ].
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3.4. Estimation du coût de calcul

D�ecomposition R�esolution
Cholesky nddlb2 nddlb

Optimal 2D nddl log(nddl ) nddl

Optimal 3D nddl
5=3 nddl

4=3

Tableau 3.2 { Coût des di��erentes m�ethodes de r�esolution

Soient nz et nr les nombres d'�el�ements suivant l'axe du tube et son rayon.
Soit nech le nombre de points d'�echantillonnage etnc le nombre d'�el�ements
suivant la circonf�erence (dans le cas d'un maillage 3D). N+1 modes de calculs
sont utilis�es.

Le maillage 2D de la bande de calcul utilis�ee dans la strat�egie pr�esent�ee
pr�ec�edemment comporte plus d'�el�ements dans l'axe du tube que sur une cir-
conf�erence. Pour cette raison, les noeuds sont num�erot�es par �epaisseur de tube
comme sur la �gure 3.20. La demi-largeur de bande associ�ee �a cemaillage est :

b= (2 nr + 4) a (3.31)

aveca = 6 pour le mode 0 eta = 12 pour un mode N.

3

4

2

1

7

6

5

Figure 3.20 { Num�erotation des noeuds dans une bande

Dans le cadre de l'utilisation d'�el�ements �nis 3D, deux types de num�erota-
tions ont �et�e envisag�ees. Les sections (z=constante) sont num�erot�ees les unes
apr�es les autres, les num�erotations de chaque section suivent alors le même
sch�ema. Ce sch�ema de num�erotation, repr�esent�e en annexe 6.3, consiste �a nu-
m�eroter les noeuds circonf�erence par circonf�erence (�gure 6.7) ou rayon par
rayon (�gure 6.7). La demi-largeur de bande est :

{ pour une num�erotation par circonf�erence : bc = 6(2nr + 1) nc + 18nc

{ pour une num�erotation par rayon : br = 6(2nr + 1) nc + 6((2 nr + 1) nc �
2nr + 2)
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C'est donc la num�erotation par circonf�erence qui minimise la largeur de
bande entre les deux cas trait�es. Il est �a noter que cette derni�ere num�erota-
tion donne une largeur de bande proche de celle donn�ee par unalgorithme de
Cuthill-McKee invers�e donn�e dans (Saad, 2000). Le coût de calcul est estim�e
en nombre d'op�erations par une analyse de complexit�e. Seule la r�esolution est
prise en compte, le coût de la transform�ee de Fourier rapide (ou de son inverse)
est en e�et n�egligeable. La complexit�e d'une FFT e�ectu�ee sur 2
 points par un
algorithme de Cooley Tukey est en
 2
 (Brigham, 1988). Les cas tests pr�esen-
t�es par la suite correspondent au maillage simple d'un tube de rayon int�erieur
16 mm, de longueur 15 mm comportant 5 plis. Chaque pli est maill�e avec deux
�el�ements dans l'�epaisseur. Deux variantes sont �evalu�ees,pour chacunenr = 10,
nz = 50, N = 32 et nech = 2N , la di��erence se situe dans le choix du nombre
d'�el�ements 3D �equivalents �a un mode de calcul,nc = N (200000 ddls en 3D) ou
nc = 5N (1 million de ddls en 3D). Le premier cas correspond �a des �el�ements
tr�es �elanc�es suivant la circonf�erence ce qui m�ene �a un calcul mal conditionn�e,
alors que le deuxi�eme cas est relatif �a des �el�ements bien proportionn�es.

Les valeurs 1 et 2 repr�esentant les deux cas test : 1 pournc = N (200000
ddls en 3D) et 2 pournc = 5N (1 million de ddls en 3D), le tableau 3.3 donne
le nombre d'op�erations n�ecessaires �a chaque �etape (factorisation ou r�esolution).
Pour le calcul de Fourier sont pr�esent�es deux nombres, �a gauche le coût d'une
r�esolution s�equentielle compl�ete et �a droite le coût d'une r�esolution parall�ele
compl�ete. On peut dors et d�ej�a remarquer que la factorisation est l'�etape la
plus coûteuse. Pour un calcul parall�ele, un facteur 1000 apparâ�t et un facteur
100 pour un calcul compl�etement s�equentiel. Cependant, il est �a noter que
cette analyse suppose que les di��erentes m�ethodes sont programm�ees avec la
même qualit�e.

Factorisation 1 R�esolution 1 Factorisation 2 R�esolution 2
Cholesky - Fourier 3E10; 1E9 1E8; 4E6 3E10; 1E9 1E8; 4E6
Optimal - Fourier 4E6; 1E5 4E5; 1E4 4E6; 1E5 4E5; 1E4

Cholesky - 3D 1E13 2E9 2E15 4E10
Optimal - 3D 7E8 1E7 1E10 1E8

Tableau 3.3 { Estimation du coût de calcul (nombre d'op�erations)

3.4.2 Estimation de l'encombrement m�emoire

L'encombrement m�emoire est estim�e sur la base de deux phases. La pre-
mi�ere est le stockage de l'op�erateur �a r�esoudre (sous forme assembl�ee ou non).
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3.4. Estimation du coût de calcul

La deuxi�eme est simplement le stockage de la solution.

3.4.2.1 Stockage de l'op�erateur �a r�esoudre

Sont envisag�es, un stockageskyline et un stockage sous forme de matrices
�el�ementaires non assembl�ees. Ce dernier sert �a estimer le co^ut d'un stockage
de type sparse (matrice creuse). En pratique, les codes industriels utilisent
d'autres stockages, cependant leur encombrement est plus di�cile �a estimer.
On peut citer par exemple le stockage semi-morse, �a mi chemin entre skyline
et sparse. Le tableau 3.4 repr�esente l'encombrement en m�emoire n�ecessaire au
stockage de chaque matrice de rigidit�e. Le stockage skyline dela rigidit�e du
probl�eme 3D apparâ�t probl�ematique sur des structures courantes (PC stan-
dard : 4 Go, cluster : 8 Go par noeud). Le recours �a des architectures SMP
(m�emoire partag�ee) est alors n�ecessaire (112 Go pour la machine Nec de l'ENS
de Cachan).

taille skyline 1 non-assembl�ee 1 skyline 2 non-assembl�ee 2
Fourier mode 0 7 Mo 50 Ko 7 Mo 50 Ko
Fourier mode n 28 Mo 250 Ko 28 Mo 250 Ko

3D 12 Go 8 Mo 300 Go 40 Mo

Tableau 3.4 { Estimation de l'encombrement m�emoire de la matrice de rigidit�e

3.4.2.2 Stockage de la solution

Le tableau 3.5 repr�esente l'encombrement m�emoire n�ecessaire au stockage
de la solution. Le d�etail est donn�e uniquement pour le premier cas test, les
champs stock�es sont : le d�eplacement, la d�eformation, la contrainte, un champ
de variables internes. La d�ecomposition de Fourier donnant un r�esultat �equi-
valent �a un calcul 3D direct, les coûts de stockage sont similaires car les infor-
mations sont les mêmes.

3.4.2.3 Conclusion

La m�ethode propos�ee apparâ�t comme tr�es performante par rapport �a un
calcul 3D bien qu'un peu plus coûteuse qu'un calcul de Fourier classique. Bien
qu'elle n'ait pas �et�e mise en oeuvre avec autant de qualit�e(code prototype Mat-
lab) que la m�ethode 3D directe (code industriel souvent encore programm�e en

Strat�egie de calcul et utilisation de s�eries de Fourier pour les tubes
composites d�egrad�es

85



3. D�ecouplage du calcul sur tube sain par l'introduction de modes de Fourier
�etendus

taille U cas 1 " cas 1 � cas 1 d cas 1 total cas 1 total cas 2
Fourier mode 0 50 Ko 20 Ko x x 70 Ko 70 Ko
Fourier mode n 100 Ko 40 Ko x x 140 Ko 140 Ko

Fourier reconstruit 3 Mo 36 Mo 36 Mo 24 Mo 100 Mo 100 Mo
3D 1.5 Mo 36 Mo 36 Mo 24 Mo 100 Mo 500 Mo

Tableau 3.5 { Estimation de l'encombrement m�emoire de la solution

Fortran), ses performances restent tr�es int�eressantes d'autant que les perfor-
mances ne sont pas sensibles au diam�etre du tube contrairementaux �el�ements
�nis. Il est �a noter qu'avec Matlab, la manipulation des donn�ees reste assez
lente (langage interpr�et�e) alors que le calcul matricielest tr�es performant grâce
�a l'utilisation de librairies classiques et performantes (LINPACK, EISPACK,
FFTW).

3.5 Applications

3.5.1 Illustrations issues de la litt�erature

La strat�egie de calcul pr�esent�ee a �et�e appliqu�ee aux probl�emes d�ecrits dans
(Xia et al., 2002, 2001a). Ces deux probl�emes portent sur des tubes composites
sandwich. L'âme est compos�ee de r�esine 934 pure alors que lespeaux sont
form�ees de plis de T300/934 empil�es �a� 55o. Dans ces deux papiers, les peaux
sont homog�en�eis�ees comme dans (Akkerman, 2002) et suppos�ees orthotropes
dans la base cylindrique. Cette derni�ere hypoth�ese permet d'e�ectuer un calcul
compl�etement d�ecoupl�e permettant une v�eri�cation des r�esultats avec un code
�el�ements �nis classique comme CAST3M mais surtout permet une r�esolution
analytique � simple� . L'�evolution des d�eformations homog�en�eis�ees est donn�ee
�gure 3.21 et celle des contraintes homog�en�eis�ees sur la �gure 3.22 pour un
chargement thermique de 100oC. La notation R a �et�e d�e�nie par l'�equation
2.51.

Prenons le même cas pour un chargement de 
exion. L'homog�en�eisation des
peaux (rayon compris entre 50 et 52 mm et entre 72 et 74 mm) est alors indis-
pensable pour d�ecoupler le probl�eme ce qui permet une r�esolution analytique
(Xia et al., 2002). Dans ce cas homog�en�eis�e, la �gure 3.23 donne l'�evolution
des contraintes� rr , � �� et � zz le long d'un rayon. La �gure 3.24 repr�esente les
mêmes contraintes mais pour des peaux mod�elis�ees de mani�ere h�et�erog�ene. Le
calcul ne permet plus de d�ecoupler les modes de Fourier classiques. On peut re-
marquer que l'homog�en�eisation donne de tr�es bons r�esultats, la seule di��erence
visible portant sur la contrainte � �� o�u on distingue deux paliers par peau. Les
hypoth�eses d'homog�en�eisation semblent bien v�eri��ees.
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Figure 3.21 { �Evolution des d�eformations en fonction de R : peaux homog�e-
n�eis�ees

La m�ethode de calcul a �et�e valid�ee sur les di��erents cas test propos�es par
Xia, �a travers les solutions analytiques propos�ees mais aussipar une mise
en oeuvre de CAST3M lorsque cela �etait possible (d�ecouplage des modes de
Fourier classiques).

3.5.2 Solution sur la zone de bord

L'application pr�esent�ee ici est un simple tube en traction. L'objectif est de
pr�esenter une analyse d'e�et de bord sur un exemple similaire �aun cas indus-
triel. Ce tube, de s�equence d'empilement [+20=� 20=0=� 20=+20], est constitu�e
de plis tiss�es G939/M18 (mat�eriau �etudi�e par (Hochard et al., 2001)). Il a un
diam�etre int�erieur de 16 mm, les plis ont une �epaisseur de 0.2 mm. Celui-ci
est maintenu par un manchon en titane �a une extr�emit�e, la longueur de recou-
vrement est de 20 mm. Le manchon est quant �a lui encastr�e. La sollicitation
de traction est impos�ee �a travers le raccord expos�e pr�ec�edemment. Le maillage
utilis�e est tr�es �n (87 000 ddls par mode) et seulement deux modes �etendus
sont n�ecessaires pour repr�esenter la solution d'une poutre soumise �a un charge-
ment de type poutre. En e�et, ce dernier type de chargement se d�eveloppe au
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Figure 3.22 { �Evolution des contraintes (MPa) en fonction de R : peaux ho-
mog�en�eis�ees
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Figure 3.23 { �Evolution des contraintes pour des peaux homog�en�eis�ees
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Figure 3.24 { �Evolution des contraintes pour des peaux h�et�erog�enes

maximum sur deux modes (fondamental pour la traction, torsionet premi�ere
harmonique pour la 
exion). Le d�eveloppement de Fourier estdonc employ�e �a
son maximum d'e�cacit�e. En respectant une taille de maille del'ordre de 0.5
mm, le maillage 3D �equivalent comporterait 2.2 millions dedegr�es de libert�e.

Dans le cas de la traction, la solution �etant ind�ependante de l'angle polaire,
les �evolutions des contraintes sont trac�ees dans une section longitudinale. La
�gure 3.26 repr�esente l'�evolution de la contrainte axiale dans les di��erents
plis. L'e�et de bord situ�e �a l'extr�emit�e du manchon ( z = 30 m m et r = 17
mm) est clairement visible. Les �gures 3.27,3.28 et 3.29 repr�esentent l'�evolution
des contraintes aux interfaces entre plis. Pour z = 10 mm, on remarque la
concentration de contrainte au bord libre (sous le manchon) et pour z = 30 mm
on remarque l'e�et de bord dû �a l'extr�emit�e du manchon. C elui-ci diminue pour
les interfaces les plus �a l'int�erieur du tube. Les contraintes � rr d'arrachement
et � zr de cisaillement maximum sont du même ordre de grandeur, par contre
� zr est moins localis�ee. Sur cette derni�ere, l'e�et de bord dû�a l'extr�emit�e
du manchon p�en�etre dans le tube, le raccord est alors impos�e �a la distance
minimale.

Il est �a noter, que cette application est traitable avec un code standard car
les modes sont compl�etement d�ecoupl�es. Le cas suivant traite le même tube,
mais cette fois en 
exion simple. Le raccord est e�ectu�e �a 30 mm du manchon.
Les �gures 3.30, 3.31 et 3.32 montrent l'�evolution des contraintes aux inter-
faces dans la section longitudinale la plus sollicit�ee. Comme pr�ec�edemment,
l'interface la plus proche du manchon est la plus sollicit�ee alors que l'interface
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