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1. Intro duction

Les systèmes physiques ho rs équilib re

Les notions de ph ysique statistique de l'équilibre ne son t presque jamais applicables

p our les systèmes ph ysiques hors équilibre.

P our étudier ces derniers, on distingue plusieurs appro c hes. Dans des cas qui resten t

exceptionnels, il est p ossible de construire des mo dèles solubles exactemen t. On

p eut égalemen t utiliser des métho des p erturbativ es (souv en t de renormalisation).

L'analyse dimensionnelle est délicate à utiliser mais plus facile à mettre en ÷uvre. La

sim ulation n umérique ab initio , quan t à elle, reste coûteuse en calcul. On p eut aussi

obtenir des équations issues de mo dèles con tin us et en faire la résolution n umérique.

Généralemen t, deux appro c hes complémen taires son t p ossibles p our obtenir un mo-

dèle con tin u. On p eut partir des premiers princip es de la Ph ysique microscopique.

C'est une métho de délicate à mettre en ÷uvre a v ec laquelle des appro ximations dif-

�ciles à con trôler son t nécessaires. On p eut aussi s'appuy er sur des symétries, des

concepts phénoménologiques, des lois de conserv ation. . .

La notion de symétrie rev êt une grande imp ortance. En e�et, la plupart des lois

fondamen tales résulten t des symétries in tro duites dans les théories (ainsi que de

princip es fondamen taux). La notion de symétrie est reliée à celle d'in v ariance (un

système est dit p osséder un gr oup e de symétries lorsqu'il est in v arian t sous l'en-

sem ble des transformations du group e). Ainsi les lois fondamen tales traduisen t des

in v ariances par des group es de transformations.

Structuration spatiale

La structuration spatiale est un phénomène très répandu dans la Nature. Ph ysique,

Biologie ou encore Sciences de la terre son t des disciplines où les systèmes p euv en t

sp on tanémen t dév elopp er une auto-organisation spatiale. Des exemples parmi b eau-

coup d'autres son t :

� les réactions c himiques auto-catalytiques étudiées par T uring dès 1952 où la

concen tration des réactifs p eut présen ter une structuration spatiale p our certaines

v aleurs du paramètre étudié.

� la con v ection de Ra yleigh-Bénard (�uide c hau�é par le bas)
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� les instabilités de fron t séparan t deux �uides comme l'instabilité de Ra yleigh-

T a ylor, l'instabilité de Kelvin-Helmoltz (discon tin uité tangen tielle lorsqu'un �uide

est en mouv emen t relatif par rapp ort à un autre le long de l'in terface)

� la croissance dirigée quand un solide croît au pro�t d'un liquide ou d'un gaz saturé

(comme dans le cas de la neige)

� les rides sur le sable du désert et sur les o céans

� les motifs sur les corps de certains animaux et des co quillages

� des structurations v ariées dans le domaine de la biologie cellulaire

� ...

Du p oin t de vue de l'analyse théorique, l'év olution d'un système ph ysique est en

général décrit par un ensem ble d'équations di�éren tielles aux dériv ées partielles. La

théorie des bifurcations étudie la manière don t les solutions de ce système c hangen t

de nature (en t yp e et en m ultiplicité) lorsqu'un paramètre du problème passe par une

v aleur seuil, le p oint de bifur c ation , les symétries des équations jouan t un rôle lors

de la bifurcation. Ainsi, ce système régit la dynamique au v oisinage de la bifurcation

de l'état homogène v ers l'état auto-organisé et on dit qu'il est univ ersel car sa forme

ne dép end que des symétries sous-jacen tes. Les informations attac hées au système

ph ysique n'apparaissen t que dans les co e�cien ts.

La structure mise à jour p eut év en tuellemen t se déstabiliser. Ce son t des instabilités

secondaires :

� instabilité d'Ec khaus : c'est l'ampli�cation des mo dulations de la longueur d'onde.

Si celle-ci est trop p etite ou trop grande, il apparaît une déstabilisation par créa-

tion ou annihilation de cellules (à une dimension).

� nouv elles instabilités loin du seuil : p our une structure cellulaire unidimension-

nelle, génériquemen t dix instabilités secondaires. Elles son t asso ciées à des brisures

de symétrie (parité, in v ariance par translation dans le temps, ...).

� le plus souv en t, l'ultime dev enir d'un système dynamique son t le c haos spatio-

temp orel et la turbulence dév elopp ée.

Dans les milieux dissipatifs unidimensionnels hors d'équilibre, les instabilités des

structures stationnaires p ério diques on t fait l'ob jet de nom breuses études exp é-

rimen tales : écoulemen t de Couette-T a ylor [32 ], de Ra yleigh-Bénard [33, 34 ], de

Ra yleigh-T a ylor [2, 7 , 10 ] (v oir [3, 1] p our une description théorique), solidi�cation

dirigée [19, 13], instabilité de l'imprimeur [36, 37 ]. Des mécanismes génériques de

déstabilisation tels que l'apparition d'une structuration spatiale à la longueur d'onde

double [23], de l'existence de structures lo calisées propagativ es [19, 13, 22 , 10, 7 ], de

structures lo calisées oscillan tes (cellules anormales) [36, 37, 22] et de régimes d'in ter-

mittence spatio-temp orelle [33 , 20 , 37, 36 ] on t été mis en évidence. A la rec herc he de

comp ortemen ts génériques similaires mais à deux dimensions, nous a v ons dév elopp é

une v ersion bidimensionnelle de l'exp érience de la gouttière [10 , 7].
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Chapitre 1. In tro duction

Les motivations de la p résente étude

L'exp érience, prop osée par Lionel Gil, don t les premières études on t démarré en

mars 2001 a v ec mon stage de DEA, a été conçue à l'origine p our mettre en évidence

des mo des de déstabilisation d'une structure stationnaire hexagonale. Ses tra v aux

étaien t dans le prolongemen t de ceux qu'il a v ait réalisés à une dimension d'espace

[22 ]. C'est dans ce cadre que mon tra v ail de thèse a démarré, aussi bien du p oin t de

vue exp érimen tal que théorique. Il s'agissait d'étudier les instabilités secondaires du

réseau hexagonal de colonnes formé sous la grille, en s'appuy an t sur les symétries du

problème. Cette exp érience �de coin de table�, que j'ai réalisée sous la direction de

Philipp e Maïssa et Christian Mathis, nous a menés bien plus loin en nous mon tran t

une grande ric hesse de comp ortemen ts.

D'une certaine façon, on p eut v oir cette étude exp érimen tale de la structuration bi-

dimensionnelle d'un �lm visqueux alimen té sous gra vité déstabilisan te comme étan t

une rencon tre en tre celle de l'instabilité de Ra yleigh-T a ylor à deux dimensions mais

sans �ux et celle à une dimension mais a v ec �ux, toutes deux explorées à l'École

Sup érieure de Ph ysique et de Chimie Industrielles (ESPCI) à P aris.

Dans la première, réalisée par F ermigier, Limat, W estfreid, Boudinet et Quilliet

[45 ], l'étude p orte sur la déstabilisation d'une �ne couc he d'h uile de silicone en gra-

vité déstabilisan te, à l'origine uniformémen t étalée sous une plaque de v erre plane et

horizon tale. Cette déstabilisation est due à l'instabilité gra vitationnelle de Ra yleigh-

T a ylor qui se manifeste lorsque deux couc hes de �uides son t sup erp osées et que la

plus dense se trouv e au dessus. Lorsque les deux �uides son t non miscibles, la com-

p étition en tre l'ampli�cation gra vitationnelle des ondes capillaires (déstabilisatrice)

et les e�ets de tension sup er�cielle (stabilisateurs), fait apparaîre un ordre spatial.

L'h yp othèse de lubri�cation applicable en couc he mince p ermet d'écrire la longueur

d'onde du mo de le plus instable ainsi sélectionné (celui croissan t le plus vite).

� RT = 2�
p

2
r


�g

= 13:3mm

en excellen t accord a v ec l'exp érience.

Cette instabilité fait apparaître après un certain temps di�éren ts motifs, prémices de

gouttes. Dans ce cas, la symétrie axiale mais surtout la symétrie hexagonale cen trée,

apparaissen t préféren tiellemen t p our des temps longs.

Que se passe-t-il si on alimen te un disp ositif en �uide de manière p ermanen te ?

Plusieurs exp ériences on t été réalisées a v ec di�éren tes géométries, toutes à une di-

mension d'espace.

Pritc hard en 1986 [46] a mon tré que lorsqu'un liquide s'écoule sur un plan incliné et

qu'il arriv e au p oin t le plus bas, il p eut se dév erser de trois manières di�éren tes, sui-

v an t le débit d'alimen tation : p our un débit croissan t, des gouttes, puis des colonnes
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de liquide a v ec à c haque fois une p ério dicité spatiale, et une napp e de liquide qui

p eut être vue comme la fusion des colonnes. Il a égalemen t décrit des régimes mixtes

gouttes-colonnes et colonnes-napp es ainsi que plusieurs phénomènes dynamiques.

Carlomagno [47 ] a v ait déjà observ é cette p ério dicité spatiale dans le cas d'un dé-

v ersemen t sur un cylindre horizon tal, alors que de Luca en 1995 a réalisé l'étude du

dév ersemen t d'un �uide à tra v ers un b ec, retrouv an t les trois régimes p ossibles p our

l'écoulemen t.

A l'ESPCI, Giorgiutti, Bleton, Limat et W estfreid [6 , 7] on t étudié plus en détail les

dynamiques des régimes d'écoulemen t sous un cylindre horizon tal à déb ordemen t

fendu longitudinalemen t à son sommet, puis sous une coup elle horizon tale et cir-

culaire à déb ordemen t, présen tan t des conditions aux limites p ério diques. L'étude

menée a p orté essen tiellemen t sur la dynamique du régime de colonnes et a mis en

évidence plusieurs comp ortemen ts dynamiques au delà du régime stationnaire, tel

un mo de oscillan t à doublemen t de p ério de spatiale (mo de �optique�), ou encore la

propagation d'une onde solitaire dans le cas de la coup elle.

Ces tra v aux, p oursuivis par Mazel [4], on t mon tré un mo de de dériv e globale des

colonnes et des états transitoires des domaines dériv an ts. Le diagramme de stabilité

qu'il a obten u mon tre la forte sélection en longueurs d'onde dans le système. Il a

retrouv é les états dynamiques observ és grâce à un mo dèle de phonons basé sur l'iner-

tie des colonnes et qui lui a p ermis d'expliquer la sélection des domaines dériv an ts.

L'étude de la napp e de �uide formée sous le cylindre horizon tal, qu'il a initiée, a

été p oursuivie par Brunet [5]. Celui-ci s'est p enc hé sur la stabilité dynamique des

régimes laminaires qu'il a confron tée à di�éren ts mo dèles, et a mené une étude du ré-

gime turbulen t de colonnes de liquide p ouv an t apparaître sous la coup elle circulaire,

p our les transitoires c haotiques et en régime p ermanen t. Il a conclu à un c haos de

t yp e �defect mediated turbulence�, n'a y an t pas iden ti�é de zones laminaires et tur-

bulen tes bien distinctes, et a pu mesurer des exp osan ts critiques qu'il a comparés à

ceux obten us dans d'autres exp ériences ou sim ulations n umériques à une dimension.

Dans le cas des napp es de liquide tom ban tes, il s'est in téressé à la question de la

stabilité et au comp ortemen t dynamique du �lm, lorsque celui-ci est pro c he de la

rupture, p our les deux géométries. Sous le cylindre, des oscillations p endulaires de

la napp e p euv en t donner lieu à des ondes progressiv es droite et gauc he forman t un

motif en damier. Le nom bre de W eb er W e est dé�ni comme le rapp ort de la tension

de surface sur l'inertie. Le critère de W eb er, c'est à dire le fait que W e soit inférieur

ou sup érieur à 0.5, sem ble insu�san t p our expliquer les conditions d'éclatemen t de

la napp e épaisse trouée par un ob jet non mouillan t, le rôle du b ourrelet liquide

sup érieur restan t à clari�er. Sous la coup elle, la napp e ann ulaire qui se referme en

clo c he p eut subir des oscillations qui la déformen t à bas débit. En prenan t en compte,

en tre autres, la di�érence de pression en tre l'in térieur et l'extérieur de cette clo c he,

il a été p ossible de calculer sa forme [42 ].

L'exp érience originale qui a motiv é mon étude s'a v ère être d'une grande ric hesse. Elle
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Chapitre 1. In tro duction

p ermet d'ab order une v ariété de régimes d'écoulemen t en jouan t sur les paramètres

que son t la viscosité, le débit d'alimen tation et la géométrie. Ainsi, elle p ermet l'étude

du régime de goutte à goutte et de colonnes, disp osées sur un réseau hexagonal,

de défauts top ologiques, de la transition du régime stationnaire hexagonal v ers le

c haos spatio-temp orel p our les colonnes, de structures géométriques simples dans

le régime de napp es à deux dimensions, et de plusieurs autres comp ortemen ts. Le

tra v ail exp érimen tal que je présen te ici se v eut une première étude des asp ects les

plus saillan ts, rév élés au cours de ces tra v aux.

Plan du manuscrit

Le man uscrit est constitué de quatre c hapitres et d'annexes. Dans le premier, je pré-

sen te le disp ositif exp érimen tal, en passan t en revue les �uides utilisés, le système

de p ompage, de refroidissemen t, le disp ositif de visualisation ainsi que les di�éren tes

géométries d'écoulemen t. La dernière section présen te les di�éren ts régimes d'écou-

lemen t observ és lorsqu'on fait v arier le débit.

Dans le deuxième c hapitre, je fais l'étude de di�éren ts comp ortemen ts, parmi les

plus remarquables. En premier lieu, l'extension de la zone d'écoulemen t lorsqu'on

v arie le débit, puis l'in�uence des conditions aux limites et la déstabilisation de la

structure hexagonale dans le régime de colonnes. Je décris dans la quatrième section

les défauts top ologiques observ és dans le régime de colonnes. La cinquième section

traite du régime de napp es à deux dimensions, alors qu'on s'in téresse dans la dernière

section à la déstabilisation d'une napp e cylindrique a v ec un écoulemen t en géométrie

ann ulaire.

Le troisième c hapitre traite de l'étude théorique de la déstabilisation d'une structure

hexagonale stationnaire. Cette étude nous p ermet de donner une règle de sélection

des v ecteurs propres (direction et norme) qui in terviennen t lors de la déstabilisation

de cette structure.

Je traite, dans le dernier c hapitre, de la transition du régime hexagonal stationnaire

de colonnes (laminaire) v ers un régime de c haos spatio-temp orel (turbulen t). Ce

tra v ail a été réalisé en collab oration a v ec Aurore Naso.

En annexes, viennen t quelques notes sur l'instabilité de Ra yleigh-T a ylor et sur les

group es de symétries, la forme de plusieurs matrices ainsi que les instructions Maple

en rapp ort a v ec l'étude théorique, et p our �nir, les articles a v ec comité de lecture

que j'ai écrits p endan t ma thèse.
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2. Le disp ositif exp érimental

L es caractéristiques essen tielles de l'appareillage, et plus généralemen t du dis-

p ositif exp érimen tal, son t décrites dans ce c hapitre. Je présen te les di�éren ts

asp ects du mon tage, des �uides utilisés, de la thermostatisation ainsi que les

tec hniques de visualisation et d'acquisition.

2.1. Le disp ositif

Le disp ositif exp érimen tal mon tré Fig. 2.1 et sc hématisé Fig. 2.2 est constitué d'une

grille circulaire plane, p erforée, en acier, jouan t le rôle d'un �ltre p oreux. Elle est

placée horizon talemen t dans le fond d'une c ham bre cylindrique en Plexiglas main-

ten ue en dépression stable et con trôlée. Ainsi, il est p ossible d'établir une hauteur

d'h uile constan te au dessus de la grille. Cette hauteur p eut être réglée a v ec préci-

sion en jouan t sur la dépression. A l'équilibre, la dépression comp ense exactemen t

le p oids de l'h uile : il n'y a pas d'écoulemen t. Un app ort même très faible d'h uile

rompt alors l'équilibre et un �ux s'amorce dans le but de le rétablir. Le �lm formé

sous la grille est alimen té en con tin u en h uile de silicone et se déstabilise sous l'e�et

de la gra vité.

D'un diamètre utile de 188 mm et d'une épaisseur de 1 mm, la grille est une plaque

d'acier circulaire p erforée suiv an t un motif hexagonal. Les trous circulaires et iden-

tiques espacés de 2 mm fon t 1 mm de diamètre (Fig. 2.3). Le pas de la grille et la

dimension des trous son t b eaucoup plus p etits que la longueur d'onde � m de l'insta-

bilité de Ra yleigh-T a ylor (Fig. 2.5). Nous a v ons v éri�é que l'écoulemen t n'est pas

résonnan t a v ec le pas de grille. En particulier, il n'y a pas d'alignemen t du réseau

sur la grille

1

.
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2.1. Le disp ositif

Fig. 2.1.: Une partie du disp ositif exp érimen tal. Le débitmètre est sur la gauc he,

hors c hamp.
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Chapitre 2. Le disp ositif exp érimen tal

Acquisition et traitement

Q

Chambre tampon
de pression

Huile Silicone

Caméscope

Depression constante

Film

Débitmètre

Pompe

Grille

Fig. 2.2.: Sc héma du mon tage.

h uile masse v olumique tension de surface viscosité nominale viscosité mesurée

(g/cm

3

) (mN/m) mesurée à 22.5 � C (temp. de tra v ail)

(mm

2
/s) (mm

2
/s)

47V5 0.92 19.7 4.9 4.7

47V20 0.95 20.6 19.7 17.4

Mélange 0.955 20.7 35.0 32.0

47V50 0.96 20.7 49.5 43.2

47V100 0.965 20.9 98.0 85.0

Mélange 0.965 21.0 228.7 200.0

47V350 0.97 21.1 340.5 305.0

T ab. 2.2.: Les principales caractéristiques des h uiles silicones utilisées.
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2.1. Le disp ositif

Fig. 2.3.: La grille en acier utilisée dans l'exp érience.
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Chapitre 2. Le disp ositif exp érimen tal

2.2. Fluide utilisé

Nous a v ons exclusiv emen t utilisé de l'h uile silicone (P olydiméth ylsilo xane) mais a v ec

di�éren tes viscosités, nominalemen t : � = 5, 20, 35, 50, 100, 200 et 350 mm

2
/s. Ce

�uide newtonien a la particularité d'a v oir une tension de surface relativ emen t basse

autour de  =20.6 dyn/cm (1 dyn/cm= 10� 3
N/m). Cette h uile est transparen te à la

lumière visible, propriété indisp ensable dans notre cas, en raison de la tec hnique de

visualisation mise en ÷uvre et détaillée par la suite. Son indice optique, nettemen t

sup érieur à 1 (autour de 1.4), est lui aussi mis à pro�t lors de la visualisation.

Ce �uide a d'autres a v an tages. En e�et, ses propriétés ph ysiques n'év oluen t pas au

cours du temps, con trairemen t aux h uiles alimen taires, et la tension de surface ainsi

que la masse v olumique dép enden t très p eu de la viscosité considérée (v oir T ab. 2.2).

2.3. Le système de p ompage

L'alimen tation en h uile est l'un des élémen ts essen tiels du disp ositif. On doit p ouv oir

être en mesure de v arier le débit de façon très précise. Celui-ci doit être exempt de

toute v ariation ou �uctuation dans le temps. Plusieurs solutions on t été initialemen t

en visagées. Les p omp es à engrenages p ermetten t un réglage très précis du débit

et une excellen te régularité d'alimen tation. Malheureusemen t, les mo dèles que nous

a v ons testés on t été loin d'atteindre les débits souhaités, tout particulièremen t p our

les viscosités les plus hautes. Les p omp es p éristaltiques fournissen t des débits imp or-

tan ts et s'a�ranc hissen t très bien des hautes viscosités mais il nous a été imp ossible

d'a v oir un débit d'alimen tation non pulsé.

En dé�nitiv e, une solution très satisfaisan te à été trouv ée a v ec des p omp es de bassin

conçues p our fonctionner a v ec de l'eau. L'h uile est amenée à la c ham bre par deux

p omp es qui doiv en t fonctionner en étan t immergées puisque le rotor est conçu p our

être lubri�é par le �uide. Les mo dèles son t de t yp e Rena Flo w 6000 S d'une capacité

maxim um de 4750 l/h et une hauteur de refoulemen t de 3.70m (p our l'eau). Elles son t

placées dans le bac de récup ération sous la grille. Leur fonctionnemen t pro duit une

augmen tation imp ortan te de la temp érature de l'h uile dans le circuit d'alimen tation

(appro ximativ emen t 15 � C). Comme p our les p omp es à engrenages, l'alimen tation

est bien régulée et les �uctuations de débit son t très faibles. Ces p omp es ne son t

pas équip ées d'un système de réglage du débit. Dans notre disp ositif, celui-ci est

con trôlé par une v anne et il est mesuré a v ec un débitmètre à �otteur ShoRate GT

1000 a v ec �otteur 10-R V-64.

1

Initialemen t, l'exp érience a été réalisée a v ec une grille de 0.5 mm d'épaisseur, des trous de

0.8 mm de diamètre espacés de 1.5 mm, là aussi suiv an t un motif hexagonal. Les résultats

obten us étaien t en tous p oin ts les mêmes mais les con train tes imp osées par l'écoulemen t dans

certaines conditions (haut débit, haute viscosité) ne p ermettaien t pas de garan tir sa planéité.

C'est p ourquoi la grille plus épaisse lui a été préférée.
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2.4. Le refroidissemen t

L'h uile est amenée à la c ham bre dépressurisée par trois tuy aux de cuivre qui viennen t

se connecter à un tub e circulaire de 17 cm de diamètre et 13 mm de section, dis-

p osé horizon talemen t 8 cm au dessus de la grille. P our a v oir une alimen tation très

homogène, ce dernier est p ercé régulièremen t de 42 trous de 4 mm de diamètre qui

distribuen t l'h uile tout le long de sa face extérieure.

Une hauteur d'h uile su�sammen t imp ortan te (de l'ordre d'une dizaine de cen ti-

mètres), de façon à immerger le tub e d'alimen tation, lui même placé ainsi assez

haut au dessus de la grille, com binée à un app ort homogène, garan tit une b onne

uniformité du débit à tra v ers toute la surface d'écoulemen t.

2.4. Le refroidissement

Comme on l'a vu, le système d'alimen tation induit une augmen tation de la tem-

p érature de l'h uile. Mais la viscosité est fonction de la temp érature (elle dimin ue

d'en viron 2% p our une augmen tation d'1 � C). Les autres caractéristiques ph ysiques

v arien t très p eu a v ec la temp érature, celle-ci étan t mesurée à l'aide d'une résistance

de platine (Pt 100), exactemen t au niv eau de la grille. Le fond du bac de récup ération

est en laiton. Il con tien t un circuit d'alimen tation parcouru par de l'eau glacée. Ce

système de refroidissemen t, bien qu'il ne soit pas un système de thermostatisation,

p ermet cep endan t d'obtenir une temp érature en fonctionnemen t stabilisée autour

de 30 � C. Elle p eut v arier d'un ou deux degrés en plus ou en moins, suiv an t les débits

et les viscosités considérés. La viscosité réelle de l'h uile, qui tien t compte de cette

v ariation de temp érature, a été mesurée et rapp ortée dans la T able 2.2.

2.5. Le disp ositif de visualisation

L'un des grands atouts de ce disp ositif est de p ermettre une observ ation directe

de la dynamique du �lm sous la grille. Dans le but d'a v oir une visualisation de

b onne qualité en fonctionnemen t, la c ham bre cylindrique a été conçue en tièremen t

en PMMA. L'observ ation se fait par le haut. Un éclairage rasan t p ériphérique est

disp osé autour de la c ham bre, à la naissance de l'écoulemen t, donc légèremen t sous

le niv eau de la grille (Fig. 2.4). La réfraction par le �uide rend compte de la v ariation

de l'épaisseur du �lm formé sous la grille, la luminosité étan t lo calemen t asso ciée à

cette épaisseur (Fig. 2.5-b). On observ e ainsi l'év olution du �lm dans le plan de la

grille directemen t à tra v ers ses trous.

Un caméscop e n umérique de t yp e Thomson VMD 20 est disp osé à la v erticale et relié

à un ordinateur de t yp e PC via une in terface IEEE 1394 (FireWire) p our acquisition

puis traitemen t. T outes les séquences son t sto c k ées au format D V P AL (720 � 576 à

25 images/s) sur disques durs sous la forme de �c hiers A VI. Elles son t arc hiv ées et

accessibles directemen t p our traitemen t le cas éc héan t.
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Chapitre 2. Le disp ositif exp érimen tal
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Huile silicone

Fig. 2.4.: Un éclairage rasan t p ériphérique p ermet d'observ er les ob jets dans le plan

de la grille.

2.6. Di�érentes géométries d'écoulement

Ce disp ositif nous p ermet aisémen t d'adapter di�éren tes géométries d'écoulemen t.

Dans le cas bidimensionnel, les exp ériences on t été réalisées en jouan t sur la surface

de la zone d'écoulemen t. Dans ce cas, il s'agit toujours de disques de largeurs v a-

riables qui nous p ermetten t de conserv er une géométrie circulaire. Une étude, tou-

jours en géométrie étendue mais quasi-unidimensionnelle, a égalemen t été menée.

Dans ce cas, la géométrie d'écoulemen t est ann ulaire, le ra y on de l'anneau d'écou-

lemen t ainsi que sa largeur p ouv an t être facilemen t c hangés, égalemen t grâce à des

cac hes en aluminium placés sur la grille.

Le débit par unité de surface

�U = Q=S, où S est la surface de la grille, est la vitesse

mo y enne du �uide.

�U et la viscosité � son t les paramètres de con trôle que nous

a v ons utilisés. Le débit est facilemen t c hangé au cours de l'exp érience au mo y en

d'une v anne. L'op ération est plus di�cile à e�ectuer p our la viscosité qui ne p eut

être mo di�ée qu'en c hangean t d'h uile.

2.7. Les di�érents régimes d'écoulement

D'em blée, cette exp érience est remarquable par la ric hesse des phénomènes observ és

lorsque l'on parcourt l'espace des paramètres viscosité/débit (Fig. 2.6).

Commençons par un tour d'horizon dans le cas bidimensionnel a v ec une h uile d'une

viscosité de 200 mm

2
/s, en faisan t v arier

�U . Elle nous p ermet de passer en revue la

ma jorité des comp ortemen ts observ és, et en particulier de retrouv er les trois régimes

caractéristiques d'écoulemen t.
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2.7. Les di�éren ts régimes d'écoulemen t

Fig. 2.5.: Réseau parfait de colonnes liquides vu : (a) par le côté, (b) par le haut, à

tra v ers les trous de la grille (viscosité 20 mm

2
/s).
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Fig. 2.6.: Le diagramme des phases dans l'espace des paramètres viscosité/débit.
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Chapitre 2. Le disp ositif exp érimen tal

Fig. 2.7.: Réseau hexagonal cen tré de gouttes. � Dr =13.3 mm. (viscosité 200 mm

2
/s).

2.7.1. Le régime de gouttes

A débit quasimen t n ul (

�U � 0.36 mm/s), l'instabilité de Ra yleigh-T a ylor déstabilise

le �lm formé sous la grille. Un réseau hexagonal cen tré et stationnaire de gouttes se

forme sous sa surface (zone I dans la Fig. 2.6), c h utan t a v ec une fréquence de plus en

plus élev ée lorsque

�U augmen te (Fig. 2.7). La longueur d'onde mesurée � Dr =13.3 mm

est égale à � RT qui est en excellen t accord a v ec les prédictions théoriques sans �ux

(v oir annexe A et les tra v aux à 2D de F ermigier et al. [45 ]), ainsi qu'a v ec le tra v ail

exp érimen tal réalisé par Giorgiutti et al. [7]. La fréquence de c h ute des gouttes, à

p eu près la même p our tous les sites, est d'en viron 1 Hz, a v ec une phase relativ e

en tre elles, asso ciée à une dynamique complexe conduisan t à un motif temp orel

régulier observ able sur une cen taine de p ério des. Les sites pa v en t toute la surface

d'écoulemen t. Ils son t stationnaires et en nom bre constan t. Ainsi, comme attendu, la

fréquence de c h ute est une fonction croissan te du débit. Il est imp ortan t de remarquer

que le �ux est non n ul bien que faible. Il conduit à une meilleure stabilité du réseau

de gouttes que dans le cas sans �ux étudié dans [45 ].

2.7.2. Le régime de colonnes

L'augmen tation du débit fait apparaître un écoulemen t con tin u en certains sites,

c'est à dire des c olonnes de liquide . Dans ce cas, le régime mixte de colonnes et de

gouttes existe p our une gamme d'écoulemen t 0:36 � �U (mm=s) � 0:65 (zone I/I I

dans la Fig. 2.6). Le taux de colonnes croît a v ec le débit. Les gouttes son t alors
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2.7. Les di�éren ts régimes d'écoulemen t

Fig. 2.8.: Régime mixte gouttes-colonnes ; les gouttes se distinguen t visuellemen t

des colonnes par une v ariation p ério dique de l'in tensité lumineuse. (vis-

cosité 200 mm

2
/s).

iden ti�ées par la v ariation p ério dique de leur taille et de leur luminosité. L'orga-

nisation hexagonale est encore présen te mais deux longueurs d'onde co existen t : la

longueur d'onde asso ciée aux gouttes � Dr et une autre plus p etite asso ciée aux co-

lonnes � Co = 11:6 mm. Une mo y enne temp orelle sur une séquence d'images dans ce

régime mon tre cette co existence. Les colonnes apparaissen t plus lumineuses que les

sites en goutte à goutte (Fig. 2.8).

Seules les colonnes existen t au-delà d'un certain seuil (zone I I dans la Fig. 2.6). Un

motif hexagonal cen tré de colonnes iden tiques (a v ec une section uniforme) émerge

(Fig. 2.5-b et 2.9). Ici, la longueur d'onde est partout égale à � Co , en accord a v ec

Fig. 2.9.: La zone d'écoulemen t dans le régime de colonnes. (viscosité 100 mm

2
/s).
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Chapitre 2. Le disp ositif exp érimen tal

Fig. 2.10.: Colonnes en régime � turbulen t � (viscosité 350 mm

2
/s).

les résultats exp érimen taux obten us à 1D [7, 10]. L'épaisseur du �lm sous la grille

est d'en viron 0.8 mm et dép end du débit d'alimen tation, tout comme la taille des

colonnes.

Au-delà d'un débit seuil, le régime hexagonal (laminaire) devien t instable (zone I I

disH dans la Fig. 2.6). Les colonnes p erden t leurs p ositions d'équilibre et il survien t

un état désordonné (turbulen t) caractérisé par des créations et des fusions de co-

lonnes (Fig. 2.10). Dans ce cas, le régime est c haotique en temps et la structure

spatiale est p erdue. C'est le c haos spatio-temp orel. Le passage du réseau hexago-

nal parfait au régime turbulen t p eut égalemen t se faire en p erturban t lo calemen t et

fortemen t le réseau (par exemple en déplaçan t une colonne) à un débit plus faible.

Le système, une fois établi dans le régime turbulen t, ne revien t jamais dans l'état

hexagonal stationnaire. L'étude de la transition du régime hexagonal de colonnes

v ers le régime désordonné est faite au c hapitre 5.

2.7.3. Le régime de napp es

L'étap e suiv an te est une transition � colonnes v ers napp es � qui prend place à haut

débit, à partir de

�U = 5.4 mm/s (zone I I/I I I dans la Fig. 2.6). Dans ces conditions,

l'épaisseur du �lm est encore augmen tée et, lo calemen t, deux ou plusieurs colonnes

v oisines � don t le diamètre a encore crû a v ec

�U � se connecten t et formen t une

napp e (un rideau) de liquide (Fig. 2.11). V u par le dessus, cela apparaît comme un �

v er � ou un � rouleau � . Le nom bre relatif de rouleaux augmen te a v ec

�U jusqu'à ce
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2.7. Les di�éren ts régimes d'écoulemen t

Fig. 2.11.: Régime mixte colonnes-napp es (viscosité 100 mm

2
/s).

qu'il n'y ait plus de colonne (

�U � 7.7 mm/s, (zone I I I dans la Fig. 2.6). P our des �ux

plus élev és, on observ e une auto-organisation en rouleaux parallèles qui s'alignen t

p our former des ondes progressiv es (Fig. 2.13-a). Le plan de phase est conca v e a v ec

une longueur d'onde � T W d'en viron 2 cm. Ces napp es p euv en t égalemen t s'enrouler

autour d'un � c÷ur � et conduire à des spirales en rotation (Fig. 2.13-b). Dans ce

cas, le nom bre de bras ainsi que la vitesse de rotation son t fonction de

�U et des

conditions aux limites.

On p eut faire plusieurs remarques par rapp ort au scénario précéden t :

� P our une viscosité donnée, lorsque le débit devien t trop faible, l'extension de la

surface d'écoulemen t se réduit et est couplée au débit Q de manière à ce que

�U
reste constan te. Il s'agit de la zone hac h urée dans le diagramme Fig. 2.6.

� P our les viscosités comprises en tre 10 et 50 mm

2
/s, l'épaisseur du �lm et le dia-

mètre des colonnes son t p etits. Le régime de gouttes n'est jamais observ é.

� En tre 10 et 35 mm

2
/s, il n'y a pas de régime désordonné de colonnes en tre le

régime hexagonal et le régime mixte colonnes-napp es. P our ces viscosités, il existe

un autre régime désordonné p our un débit relativ emen t bas (zone I I disL dans

Fig. 2.6).

� En�n, p our les viscosités inférieures à 5 mm

2
/s, on n'observ e pas de réseau hexa-

gonal de colonnes.
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Chapitre 2. Le disp ositif exp érimen tal

Fig. 2.12.: Régime de cellules (vue latérale) (viscosité 100 mm

2
/s).

Fig. 2.13.: P our un débit croissan t : (a) ondes progressiv es et (b) structure spira-

lan te.
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2.7. Les di�éren ts régimes d'écoulemen t

Fig. 2.14.: Régime de cellules vue par dessus (à gauc he), vue latérale (à droite)

(viscosité 100 mm

2
/s).
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3. Études de di�érents régimes

C
e c hapitre se v eut une première appro c he des comp ortemen ts les plus mar-

quan ts observ és dans cette exp érience originale, au-delà de la rapide syn thèse

réalisée au c hapitre précéden t. Les asp ects ab ordés on t v o cation à être ap-

profondis lors d'études en cours et à v enir. Dans une première section, nous nous

in téressons à l'év olution du �lm présen t sous la grille lorsque, p our un débit trop

faible, l'écoulemen t ne se fait pas sous toute la surface. Cet état corresp ond à la zone

hac h urée sur le diagramme de l'espace des phases Fig 2.6. L'in�uence des conditions

aux limites circulaires sur l'organisation hexagonale dans le régime de colonnes est

ab ordé en section 3.2. Nous décriv ons en section 3.3 un mo de de déstabilisation de

la structure hexagonale de colonnes, prévu par l'analyse théorique dév elopp ée c ha-

pitre 4. La section 3.4 donne un ap erçu des défauts top ologiques observ és dans la

structure hexagonale. La section 3.5 concerne le régime de napp es à deux dimensions

alors que la section 3.6 ab orde le cas quasi unidimensionnel en géométrie ann ulaire.

3.1. Extension de la zone d'écoulement sous la

grille

Une exp érience a été menée dans le domaine des faibles débits, p our les viscosités

de 20, 35, 50 et 100 mm

2
/s. En deçà d'une certaine v aleur du débit, nous a v ons

observ é que l'écoulemen t ne se fait pas sous toute la surface. Dans ce cas, le �lm

ne se forme que sous une p ortion de la grille. Lorsque l'horizon talité de la grille est

parfaitemen t bien réglée, la zone d'écoulemen t est un � crép oïde � assez pro c he d'un

disque cen tré au milieu de la grille (Fig. 3.1). P our obtenir une mesure précise de la

surface, on attend cinq min utes après que le régime stationnaire soit attein t.

La Fig. 3.2 (haut) mon tre que la surface d'écoulemen t croît prop ortionnellemen t (à

la précision de la mesure près) au débit p our c hacune des viscosités considérées, c'est

à dire que la vitesse de passage de l'h uile à tra v ers la grille est constan te p our une

viscosité donnée.

De plus, on remarque que l'accroissemen t de surface a v ec le débit est d'autan t plus

imp ortan t que la viscosité est élev ée. En représen tan t le rapp ort de la surface d'écou-

lemen t divisée par la viscosité, en fonction du débit, les quatre ensem bles de p oin ts

s'alignen t de manière assez remarquable (bas de la Fig 3.2). L'in v erse de la p en te de
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3.1. Extension de la zone d'écoulemen t sous la grille

Fig. 3.1.: V ariation de la surface d'écoulemen t en fonction du débit. De (a) à (d) :

1.5, 3.7, 5.2 et 6.2 cm

3

/s. On distingue à gauc he un p etit ob jet p osé sur

le plan de réception qui n'a aucun lien a v ec l'écoulemen t. (viscosité 100

mm

2
/s)
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Chapitre 3. Études de di�éren ts régimes

la droite tracée sur la �gure est homogène à une tension de surface. Rapp elons que

les tensions de surface des h uiles son t sensiblemen t les mêmes.

On étudie le retour à l'équilibre lors d'une augmen tation brusque de débit a v ec une

h uile de viscosité 50 mm

2
/s. T rois exp ériences on t été menées. Le système est ini-

tialemen t à l'équilibre a v ec à c haque fois des débits, donc des surfaces d'écoulemen t,

comparables.

� Cas A : surface de départ 33.5 cm

2
, surface d'équilibre après augmen tation brusque

de débit à 117 cm

2

� Cas B : surface de départ 28.5 cm

2
, surface d'équilibre après augmen tation brusque

de débit à 71.5 cm

2

� Cas C : surface de départ 30.0 cm

2
, surface d'équilibre après augmen tation brusque

de débit à 104 cm

2

La surface d'écoulemen t ne suit pas instan tanémen t l'augmen tation de débit, si bien

que le débit surfacique s'accroît brusquemen t, puis décroît exp onen tiellemen t jusqu'à

la v aleur nominale. L'augmen tation de débit surfacique est d'autan t plus brusque

que l'écart imp osé en débit est imp ortan t.

L'év olution du débit surfacique normalisé par celui à l'équilibre, en fonction du temps

est représen tée sur la Fig. 3.3. La v ariation brusque de débit est imp osée en t=0. En

faisan t l'h yp othèse que l'écoulemen t à c haque instan t se fait sur un disque, on p eut

facilemen t calculer la vitesse du fron t du �lm dans les trois situations, égalemen t

représen tée sur la Fig. 3.3. Le fron t est immobile à partir du momen t où

�U a trouv é

sa v aleur limite.

3.2. L'in�uence des conditions aux limites dans le

régime de colonnes

Nous a v ons c herc hé à étudier très tôt l'in�uence des conditions aux limites sur la

stabilité et la longueur d'onde dans le réseau hexagonal de colonnes. Comme on l'a

vu, la longueur d'onde dans ce régime est plus p etite que la longueur d'onde de

Ra yleigh-T a ylor. Elle est légèremen t inférieure à 12 mm.

Con trairemen t à l'exp érience de Bénard-Marangoni, la p osition des ob jets en p éri-

phérie est directemen t in�uencée par le b ord. En e�et, une colonne ne se p ositionne

jamais à la limite du �lm mais, au plus pro c he, à une dizaine de millimètres. De ce

fait, il est p ossible d'obtenir un réseau hexagonal sans défaut, au sens top ologique,

mais déformé en p ériphérie. L'in�uence de la fron tière se fait sur deux à trois lon-

gueurs d'onde v ers l'in térieur du système, la déformation étan t maximale le long du

b ord, où les colonnes se p ositionnen t alors sur un cercle.
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3.2. L'in�uence des conditions aux limites dans le régime de colonnes
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Cette déformation dans la couronne externe d'écoulemen t fragilise lo calemen t la

structure hexagonale imparfaite. Ainsi, la con�guration sans défaut apparaît rare-

men t sp on tanémen t. Le plus souv en t des défauts top ologiques se trouv en t piégés lors

de l'en trée dans le régime de colonnes stationnaires.

Nous a v ons donc c herc hé à stabiliser la structure par des conditions aux limites

hexagonales en imp osan t une zone hexagonale d'écoulemen t �xée à la p ériphérie de

la grille a v ec des épingles glissées dans des trous (reten ues par leurs têtes). Chaque

épingle déstabilise le �lm lo calemen t et force l'apparition d'une colonne là où elle se

trouv e. En aucun cas l'une de ces colonnes ne p eut se déplacer. Nous n'a v ons pas

mesuré de di�érence de débit en tre colonnes a v ec et sans épingle (pas de problème

de drainage). Les conditions d'une limite hexagonale son t de fait fortemen t remplies.

Un réseau non p erturb é apparaît sp on tanémen t sur une large plage de débits a v ec

la con�guration représen tée à l'éc helle Fig. 3.4 où la distance en tre épingles est de

12 mm.

Les trous de la grille son t distan ts de deux millimètres. L'utilisation d'épingles nous

p ermet de tester di�éren tes con�gurations a v ec di�éren ts pas et disp ositions. V oici

une série de p etites exp ériences qui exploiten t cette p ossibilité : elles on t p our ob jet

de mieux faire appréhender le comp ortemen t du système dans le régime de colonnes.

Nous utilisons une h uile d'une viscosité de 100 mm

2
/s.

1. A v ec une disp osition analogue à celle mon trée sur la Fig. 3.4 mais a v ec un pas
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3.2. L'in�uence des conditions aux limites dans le régime de colonnes

Fig. 3.4.: Représen tation sc hématique de l'écoulemen t. En noir, les sites a v ec

épingle. Le diamètre du disque d'écoulemen t est de 188 mm et le pas

de 12 mm. Il y a 211 colonnes (sc héma à l'éc helle).
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Chapitre 3. Études de di�éren ts régimes

de 14 mm, on p eut obtenir des colonnes sur un réseau hexagonal a v ec quelques

défauts. Le pas au cen tre est alors de 11.5 � 0:1 mm (débit 31 cm

3

/s).

2. Dans une con�guration similaire à celle mon trée sur la Fig. 3.4, mais en laissan t

une épingle sur deux (le pas imp osé est donc égalemen t de 12 mm), la longueur

d'onde au cen tre est de 11.4 � 0:1 mm (débit 33 cm

3

/s). Dans ce cas, il y a

au total 214 colonnes (2 � 21 colonnes a v ec épingle sur les deux rangées, 169

colonnes libres et trois colonnes en dehors du réseau, in tercalées en tre les 2

rangées d'épingles.

3. On disp ose 18 épingles suiv an t une fron tière hexagonale (une seule rangée)

don t les sommets son t à 72 mm du cen tre. Elles son t distan tes de 24 mm, ce

qui imp ose une longueur d'onde de 12 mm (il y a une épingle toutes les deux

colonnes sur cette fron tière).

� V ers un débit de 24 cm

3

/s, on obtien t un réseau stable au cen tre où le pas

mo y en mesuré est de 11,4 � 0:1 mm.

� On p eut obtenir un réseau hexagonal parfait suiv an t le rep ère de la grille ;

� =11.6 � 0:1 mm au cen tre (v oir Fig. 3.5).

4. On disp ose 18 épingles suiv an t une fron tière hexagonale (une seule rangée)

don t les sommets son t à 66 mm du cen tre. Elles son t distan tes de 22 mm, ce

qui imp ose une longueur d'onde de 11 mm (il y a une épingle toutes les deux

colonnes sur cette fron tière).

� En dimin uan t le débit graduellemen t de 31 à 24 cm

3

/s, le système s'organise,

devien t hexagonal a v ec des défauts et on obtien t un réseau stable au cen tre

où le pas mo y en mesuré est de 11.4 � 0:1 mm

� On p eut obtenir un réseau hexagonal parfait (a v ec une colonne au cen tre).

Le système s'adapte par une rotation de 30 � par rapp ort au rep ère de la

grille. � =11.8 � 0:1 mm (v oir Fig. 3.5).

5. On réalise un mon tage a v ec une surface réduite. Ici la distance imp osée en tre

épingles est toujours de 12 mm : on disp ose 18 épingles suiv an t une fron tière

hexagonale qui en toure 19 colonnes laissées libres. P artout ailleurs, on place

des épingles sur toute la surface suiv an t un réseau hexagonal a v ec un pas de

12 mm (Fig. 3.6-a). Il n'y a pas d'oscillation, même à bas débit, mais un

basculemen t en goutte à goutte.

6. On conserv e le pas de 12 mm et on disp ose 30 épingles suiv an t une fron tière

hexagonale qui en toure 61 colonnes laissées libres mais pro c he du b ord du

système. P artout ailleurs, on place des épingles sur toute la surface suiv an t un

réseau hexagonal a v ec un pas de 12 mm (Fig. 3.6-b). On observ e une oscillation

des colonnes les plus pro c hes du b ord p our un débit de 13 cm

3

/s.

7. On place des épingles sur toute la surface suiv an t un réseau hexagonal a v ec un

pas de 12 mm, sauf en deux zones laissées libres, c hacune à fron tière hexago-

nale. Les deux zones on t des tailles sensiblemen t di�éren tes (Fig. 3.6-c). P our
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3.2. L'in�uence des conditions aux limites dans le régime de colonnes

Fig. 3.5.: A gauc he, le pas imp osé est de 12 mm : les 6 épingles les plus éloignées

son t à 72 mm du cen tre. Le réseau reste � aligné � a v ec les épingles et au

cen tre � =11.6 � 0.1 mm. A droite, la longueur d'onde imp osée est de 11

mm : les 6 épingles les plus éloignées son t à 66 mm du cen tre. Le réseau

s'établit mais op ère une rotation de 30 � par rapp ort aux épingles p our

adapter sa longueur d'onde. Au cen tre � =11.8 � 0.1 mm. Les p ositions

des épingles son t sym b olisées par des pastilles blanc hes (celle du cen tre

ne marque que le cen tre de la grille).
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Chapitre 3. Études de di�éren ts régimes

(a) (b)

(c)

Fig. 3.6.: Représen tation sc hématique de l'écoulemen t. Les sites a v ec épingle son t en

noir et le pas imp osé est de 12 mm. (a) 19 colonnes laissées libres : le réseau

ne se déstabilise jamais. (b) 61 colonnes laissées libres : la fron tière induit

des oscillations de lignes sur les colonnes libres les plus pro c hes. (c) Les

zones d'écoulemen t laissées libres son t de tailles sensiblemen t di�éren tes.

Au départ, les deux zones son t agitées. En dimin uan t le débit, la plus

p etite est la première à dev enir hexagonale.
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3.3. La déstabilisation de la structure hexagonale de colonnes de liquide

un débit imp ortan t de 139 cm

3

/s, on observ e un régime turbulen t dans les

zones laissées libres. Le débit est len temen t dimin ué. P our 103 cm

3

/s, le sys-

tème devien t hexagonal stationnaire dans la p etite zone mais toujours agité

dans la grande. P our 82 cm

3

/s, les deux zones son t hexagonales stationnaires.

On p eut tirer plusieurs remarques de ces p etites exp ériences. Quel que soit le pas

que l'on imp ose en p ériphérie, la longueur d'onde au cen tre est toujours comprise

en tre 11.4 et 11.8 mm. Ainsi, elle est plus faible que les pas imp osés de 12 et 14 mm

mais elle est plus grande que le pas imp osé de 11 mm. Il est remarquable que dans

cette dernière situation le réseau op ère sp on tanémen t une rotation de 30 � p our y

parv enir. Le p oin t 5 nous mon tre qu'en imp osan t une con train te spatiale trop forte

dans le régime de colonnes, celui-ci ne p eut pas être déstabilisé : à débit croissan t,

il y a passage en goutte à goutte sans oscillation de ligne. Cette même con train te

géométrique p ermet au régime stationnaire d'apparaître plus facilemen t à partir du

régime turbulen t (p oin t 7). Le p oin t 6 app orte la preuv e de l'in�uence du b ord sur

les oscillations, quan t bien même les colonnes en tre le b ord et celles qui oscillen t

son t �gées par des épingles.

3.3. La déstabilisation de la structure hexagonale

de colonnes de liquide

On c herc he à observ er les mo des de déstabilisation d'un réseau hexagonal de colonnes

de liquide [30]. La condition préalable à cette observ ation est l'instauration de la

structure hexagonale stationnaire. On réalise cette con�guration a v ec des conditions

aux limites soit circulaires, soit hexagonales (à l'aide d'épingles disp osées comme sur

la Fig. 3.4 dans ce cas). Dans le cas circulaire, le réseau ne s'obtien t pas immédia-

temen t le plus souv en t. Il faut alors agir sur les colonnes directemen t à l'aide d'un

outil p our éliminer les défauts un à un. Dans le cas hexagonal, en amenan t progres-

siv emen t le débit au b on régime, un réseau parfait prend place sp on tanémen t.

Dans les deux cas de �gure, nous a v ons systématiquemen t obten u une déstabilisation

du réseau hexagonal en dimin uan t le débit. Génériquemen t, une oscillation lo calisée

d'une colonne ou d'un p etit group e de colonnes démarre au b ord et gagne les co-

lonnes v oisines. Lorsque le débit dimin ue, les oscillations gagnen t d'autres colonnes

par les b ords (en évitan t la zone de plus grande stabilité au cen tre) et leurs am-

plitudes augmen ten t. P our un débit su�sammen t faible, il apparaît un mouv emen t

d'ensem ble sous la forme d'oscillations de lignes de colonnes en opp osition de phase

a v ec une p ério de de 1.00 � 0:04 s (Fig. 3.7-a). On constate seulemen t trois directions

d'oscillation. Ces oscillations ne son t pas liées aux conditions aux limites hexagonales

imp osées par les épingles puisqu'elles apparaissen t égalemen t a v ec les conditions aux

limites circulaires. Ce mo de de déstabilisation de la structure hexagonale est le strict
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Chapitre 3. Études de di�éren ts régimes

Fig. 3.7.: (a) Oscillations de lignes : les �èc hes indiquen t le sens de déplacemen t

(P ério de T=1 s) (b) Ondes de déphasage. (viscosité 20 mm

2
/s)

analogue des oscillations en opp osition de phase observ ées à 1D [7]. C'est aussi un

mo de de déstabilisation générique prévu par le calcul des résonnances fortes d'un

réseau hexagonal décrit dans le c hapitre 4.

En dimin uan t da v an tage le débit, l'amplitude des oscillations de lignes croît et des

ondes de déphasage le long des lignes de colonnes viennen t se sup erp oser à la dyna-

mique précéden te (Fig. 3.7-b). Une dimin ution supplémen taire conduit à la destruc-

tion de toute la structure.

Dans la situation où des défauts top ologiques se trouv en t piégés, les oscillations

p ersisten t mais en son t a�ectées. Les défauts inhib en t lo calemen t ces oscillations.

3.4. Les défauts top ologiques

3.4.1. La classi�cation des défauts top ologiques dans un

milieu o rdonné

Cet exp osé suit la description de T oulouse et Cléman [11]. P our une revue plus

complète, le lecteur in téressé p ourra consulter [12 ].

On caractérise la nature de l'ordre dans un milieu ordonné de dimension d par un

paramètre d'ordre de dimension n . Il p eut s'agir d'un scalaire réel ou complexe, d'un

v ecteur. . . , suiv an t le milieu considéré.
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Le paramètre d'ordre est dé�ni en c haque p oin t du milieu et caractérise l'état in terne

du milieu en ce p oin t. Sans distorsion, l'état in terne est le même en tout p oin t. Dans

le cas con traire, il existe une v ariation de cet état in terne de p oin t en p oin t. P our qu'il

existe un défaut (une singularité) de dimension d0
, cette v ariation est naturellemen t

nécessaire mais pas su�san te comme on v a le v oir.

On p eut représen ter c haque état in terne par un p oin t dans l'espace (abstrait) des

états in ternes. On se restrein t dans cet espace à la v ariété V des états in ternes de

dimension n � 1, sous-espace corresp ondan t aux v aleurs du paramètre d'ordre de

même amplitude. Ainsi, p our un paramètre d'ordre de dimension n , la v ariété des

états in ternes est V = Sn� 1 , une sphère de dimension n � 1. Si n = 1 , V = S0 est

constituée de deux p oin ts, si n = 2 V = S1 est un cercle, si n = 3 V = S2 est une

sphère, etc. . .

D'un p oin t de vue top ologique, on ten te de caractériser un défaut de dimension

d0
en l'en touran t dans l'espace réel par un sous espace Sr de dimension r tel que

r = d � d0� 1. Cela dé�nit une application par laquelle Sr a une image S0
con ten ue

dans V .

T outes les applications p ossibles p euv en t être classées par classe d'applications équi-

v alen tes. Ainsi, les applications d'une même classe p euv en t être con tin ûmen t défor-

mées p our être ramenées les unes v ers les autres à l'in térieur de V .

L'ensem ble des classes d'équiv alence asso ciées à un c hemin de dimension r s'app elle

le r -ième group e d'homotopie de V et s'écrit � r (V) .

On distingue deux cas :

� � r (Sm ) = 0 pour r < m . Dans ce cas, le group e est trivial et ne con tien t qu'un

seul élémen t et il n'y a pas de défaut top ologique stable. En e�et, par construction

V est ici un espace connexe p our tout c hemin fermé S0
qu'il con tien t. Ce dernier

p eut donc toujours être con tin ûmen t ramené à un p oin t.

� � m (Sm ) = Z . Dans ce cas, des défauts top ologiquemen t stables p euv en t exister et

c haque élémen t de ce group e est la c harge top ologique du défaut considéré (v oir

exemples).

La stabilité d'un défaut est donc déterminée par l'écart relatif des dimensions r du

c hemin en touran t le défaut et n du paramètre d'ordre. Ainsi, on constate qu'un

défaut est stable si r = n � 1, c'est à dire si d = d0+ n .

Donc

� p our n > d , il n'y a pas de défaut top ologiquemen t stable

� p our 0 < n 6 d, il y a un t yp e de défaut stable, c'est le triangle des défauts dans

le plan n; d : si n = d c'est un p oin t, si n = d � 1 c'est une ligne, si n = d � 2 le

défaut est une paroi, etc ...
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� p our n = 0 , il n'y a pas de domaine ordonné et le c÷ur du défaut o ccup e tout

l'espace

� p our n < 0, de nouv eau, il n'y a pas de défaut top ologiquemen t stable

3.4.2. L'exemple des spins planaires

Il s'agit de v ecteurs de norme �xée et dans le plan. Ici d = 2 et n = 2 donc d0 = 0
et r = 1 . Les seuls défauts top ologiquemen t stables son t les p oin ts. On en toure ces

défauts par des con tours fermés de dimension r = 1 . Dans ce cas � 1(S1) = Z . V oir

Fig. 3.8.

(a) (b)

(c) (d)

Fig. 3.8.: Les spins planaires. Dans c hacun des quatre cas, l'espace ph ysique est re-

présen té à gauc he et la v ariété V dans l'espace �abstrait� des états in ternes

à droite. (a) et (b) c harge top ologique (0) , (c) c harge top ologique (+1) ,

(d) c harge top ologique (+2) .

3.4.3. L'exemple d'une dislo cation

Dans le cas d'une structure en rouleaux dans le plan, a v ec un paramètre d'ordre de

dimension 2, comme � 1(S1) = Z , seuls les défauts p onctuels son t top ologiquemen t

stables. Ils prennen t ici la forme de dislo cations. Ils corresp onden t à la rotation d'un

m ultiple en tier de 2� de la phase du paramètre d'ordre autour du c÷ur du défaut.
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Fig. 3.9.: Représen tation d'une dislo cation dans le plan. La phase du paramètre

d'ordre fait un tour de 2� dans la v ariété V des états in ternes.

3.4.4. Destruction du réseau hexagonal pa r des structures

lo calisées oscillantes

Il est p ossible d'obtenir un réseau de colonnes imparfait en partan t d'un débit faible

que l'on augmen te brusquemen t. Il arriv e alors qu'un ou plusieurs défauts top olo-

giques de t yp e p en tagone-heptagone se retrouv en t piégés (Fig. 3.10-a). Générique-

men t oscillan ts à leur création, ils p euv en t év oluer de di�éren tes façons :

� après quelques oscillations, réarrangemen t des colonnes dans un réseau parfait

� les oscillations s'arrêten t brusquemen t et il p ersiste un défaut stationnaire de t yp e

p en tagone-heptagone (Fig. 3.11)

� déplacemen t du défaut de deux façons di�éren tes : un déplacemen t len t par pro-

cessus de création-destruction successifs de pro c he en pro c he ou disparition d'un

défaut et réapparition plus loin (p eut-être un couplage global par conserv ation du

débit).

� en�n, de façon plus in téressan te, le défaut p eut con tin uer à osciller. T ypiquemen t,

on observ e alors, au c÷ur d'un heptagone, une colonne mobile don t la p osition

oscille p ério diquemen t (Fig. 3.10-b). On constate égalemen t un mouv emen t faible

des colonnes alen tour.

La Fig. 3.12 mon tre qu'un défaut p en ta-hepta est asso cié à deux dislo cations dans

deux des trois directions du réseau.

3.4.5. Le défaut de t yp e o ctogone

Un autre t yp e de défaut a été observ é, uniquemen t p our de faibles viscosités. Dans

ce cas, la structure est hexagonale mais il manque une colonne (Fig. 3.13). L'organi-
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Fig. 3.10.: (a) Une paire p en tagone-heptagone, (b) L'oscillation se caractérise par

le mouv emen t de v a et vien t du cen tre d'un heptagone en tre les deux

p ositions extrêmes en gris. (viscosité 20 mm

2
/s)

Fig. 3.11.: (a) Une vue restrein te à un défaut stationnaire de t yp e p en ta-hepta. (b)

Ce défaut est asso cié à deux lignes de colonnes qui prennen t naissance

au c÷ur du p en tagone et qui formen t un angle d'en viron 60 � en tre elles

(en noir). (c) Sp ectre de F ourier asso cié à cette structure. (viscosité 20

mm

2
/s)
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3.4. Les défauts top ologiques

Fig. 3.12.: Reconstructions par transformées de F ourier in v erse de 3.11-c. (a) est

asso cié aux pics 5 et 6, (b) est asso cié aux pics 1 et 2 et (c) aux pics 3

et 4.

sation est lo calemen t o ctogonale. La colonne au cen tre de l'o ctogone oscille rapide-

men t, et attein t alternativ emen t des p ositions pro c hes de celles qu'o ccup eraien t des

colonnes dans la situation sans défaut. Les autres colonnes resten t immobiles. Cette

situation est comparable à celle observ ée à une dimension dans une exp érience de

digitation visqueuse réalisée par Mic halland et Rabaud, dans laquelle ils on t observ é

une paire de cellules asymétriques à l'in terface (cellules � anormales �) [37].

3.4.6. L'o rganisation des colonnes frustrées pa r la géométrie

Dans le cas précéden t, la surface d'écoulemen t était réduite à 95 cm

2
, mais comme

dans le cas des défauts p en ta-hepta, il ne s'agit pas d'une condition nécessaire. Cette

con�guration est observ ée égalemen t p our une surface d'écoulemen t maximale. A

l'in v erse, certaines organisations de colonnes n'existen t que si le con�nemen t du

système est su�sammen t imp ortan t. La Fig. 3.14 mon tre quelques exemples. Dans

le cas (a), on observ e le cas sans défaut. En (b), la colonne au cen tre a sept v oisines.

C'est la con�guration de t yp e p en ta-hepta déjà vue. En (c), il y a de nouv eau sept

colonnes autour du cen tre mais il n'y a pas de p en tagone. T outes les autres colonnes

qui ne son t pas sur le b ord on t toutes six v oisines. Une telle con�guration n'a pas

été observ ée a v ec une géométrie moins frustrée.
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Fig. 3.13.: (a) Une con�guration sans défaut, mis à part un o ctogone don t le cen tre

oscille, toute la structure restan t par ailleurs stationnaire. (b) Diagramme

spatio-temp orel réalisé sur 10 secondes. P ério de d'oscillation T=0.24 s.

( Ø 110 mm, viscosité 20 mm

2
/s).

3.5. Le régime de napp es à deux dimensions

3.5.1. La dynamique de napp e

L'observ ation directe d'une napp e dans le régime mixte napp es/colonnes nous ap-

prend que la courbure de celle-ci est directemen t reliée à son mouv emen t (Fig. 3.15).

Plus précisémen t, la napp e, don t les deux extrémités resten t �xes sans in terv en tion

extérieure, se redresse et �nit par s'immobiliser lorsqu'elle est rectiligne. Dans tous

les cas de �gure similaires, la napp e arrête brusquemen t son év olution à ce stade.

En aucun cas la courbure ne s'in v erse et il n'y a pas d'oscillation de la napp e autour

de sa p osition d'équilibre. P our cette étude, le débit est �xé à 180 cm

3
/s .

Une exp érience simple p ermet de mettre en évidence le rôle de la courbure. La

Fig. 3.16 en mon tre les di�éren tes étap es. En (a), une napp e apparaît sur le b ord

en bas à gauc he. Cette napp e se redresse et s'immobilise dans une con�guration

rectiligne en (b). On remarque une autre napp e à pro ximité, sur le côté droit. Les

deux napp es se connecten t en raison de l'agitation dans le système, conduisan t à une

seule napp e a v ec un coude presque à angle droit pro c he de son milieu. La p ortion

autour du coude, mon trée la �èc he en (c), se met aussitôt en mouv emen t, dans le

sens de la conca vité, c'est à dire v ers le cen tre du système. T oute la napp e se courb e

et on constate que sa p ortion gauc he se remet en mouv emen t sous l'e�et de cette

courbure. Il ne s'agit pas seulemen t de la traction v enan t de la droite, induite par

l'a v ancée du coude, puisque son extrêmité gauc he se déplace égalemen t.

Rev enons à la grande napp e observ ée sur la Fig. 3.15. Un traitemen t d'image nous
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Fig. 3.14.: (a) Une con�guration hexagonale stationnaire a v ec Ø 80 mm. Il y a une

colonne au cen tre, puis 6, 12 et 18 en p ériphérie, (b) La con�guration

est stationnaire mais plus hexagonale. Il y a une colonne au cen tre, puis

7, 13 et 19 a v ec Ø 80 mm. (c) Une con�guration de t yp e 1, 7, 14, 21 a v ec

Ø 110 mm (viscosité 20 mm

2
/s).
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Fig. 3.15.: Une grande napp e dans le régime mixte colonnes/napp es. Le clic hé cor-

resp ond au temps 0.88 s dans l'éc helle de la Fig. 3.17. (viscosité 20

mm

2
/s, débit 180 cm

3
/s).
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Fig. 3.16.: La napp e mon trée en (a) se redresse et s'immobilise. Sa fusion a v ec celle

de droite en (b) induit une courbure qui la fait de nouv eau a v ancer (en

(c)), toujours dans le sens de la conca vité (en (d)). (viscosité 20 mm

2
/s).
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Fig. 3.17.: Év olution de la napp e mon trée en Fig. 3.15. Les images son t obten ues

après isolemen t de la napp e du reste de l'écoulemen t (viscosité 20 mm

2
/s,

débit 180 cm

3
/s).

p ermet de l'isoler sur la séquence vidéo mon tran t son év olution. La Fig. 3.17 mon tre

cette év olution temp orelle.

Il sem ble raisonnable de supp oser que la napp e se redresse p our abaisser son énergie

de surface. Dans cette vision très simpli�ée du phénomène, on p eut considérer la

loi de Laplace et supp oser que l'accroissemen t de la pression � h ydrostatique � à la

tra v ersée de la napp e (dans le plan du �lm et p erp endiculairemen t à la napp e) est

prop ortionnelle à la courbure : � p = C . On p eut donc s'attendre lo calemen t à une

vitesse de napp e fonction de la courbure.

Si on fait l'h yp othèse que la napp e év olue en restan t sur un arc de cercle, une

construction géométrique simple nous p ermet de relier sa courbure C à la p osition

du cen tre de l'arc (v oir Fig. 3.18-a) :

R2
1 = ( � + � )2 = � 2 + R2

0

C =
1

� + �
=

2�
R2

0 + � 2
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A BR0

R1

0
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b
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Fig. 3.18.: La construction géométrique nous p ermettan t d'obtenir la courbure en

fonction de la distance à la corde � (à gauc he). Représen tation de la

courbure mo délisée en fonction de � (à droite).

Un traitemen t par squelétisation est réalisé sur la séquence p our faire un suivi précis

de la p osition de plusieurs p oin ts de la napp e. On utilise le référen tiel de la Fig. 3.18-

a). L'év olution de ces p oin ts suiv an t y à x �xé est tracée Fig. 3.19 où on a pris

comme origine des y le p oin t d'arriv ée sur la corde. Les extrémités de la napp e

son t en (� 70; 0) mm et quatre p oin ts on t été suivis p our x=0, 17, 34 et 51 mm.

On constate que la vitesse de ces p oin ts, très précisémen t déterminée, est constan te

sur presque tout le parcours et qu'elle est la même p our tous (v=41.7 mm/s). Un

ralen tissemen t in tervien t sur les derniers millimètres, d'autan t plus rapidemen t que

le p oin t est pro c he du b ord. Or, si on supp ose que la vitesse v arie de façon monotone

en fonction de de la courbure mo délisée et tracée sur la Fig. 3.18-b en fonction de � ,

elle ne devrait pas être constan te. En fait, on v oit sur la Fig. 3.17, qu'au démarrage,

c'est à dire lorsque la courbure est imp ortan te, la napp e ne décrit pas un arc de

cercle, mais qu'elle est au con traire � écrasée � . Cette caractéristique, qui a p our

e�et de dimin uer lo calemen t la courbure, se trouv e être un comp ortemen t générique

systématiquemen t observ é p our toutes les napp es dans cette situation.

On p eut ten ter l'in terprétation suiv an te. La napp e ne p eut a v ancer que s'il y a

assez d'h uile dans le �lm � dev an t � elle p our l'alimen ter. Cette quan tité d'h uile est

déterminée par le débit d'alimen tation. Deux phénomènes son t donc en comp étition.

D'une part la courbure crée bien le mouv emen t de la napp e, d'autre part, la vitesse

de la napp e est b ornée par v aleur sup érieure par le débit d'alimen tation du �lm.

On constate sur les Fig. 3.15 et 3.16-d qu'il n'y a pas d'écoulemen t en arrière de la

napp e. Le �lm a été asséc hé dans la zone où elle est passée.

P our conclure, signalons qu'une napp e qui s'immobilise en p osition rectiligne dispa-

raît la plupart du temps en moins d'une seconde, par rétractation des extrémités.
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Fig. 3.19.: Év olution de la p osition de plusieurs p oin ts de la napp e. La vitesse dans

la direction p erp endiculaire à la corde est la même p our tous et constan te

quasimen t jusqu'à l'arriv ée. (viscosité 20 mm

2
/s)
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P our que cette solution p ersiste au débit considéré, il apparaît nécessaire que la

napp e soit en mouv emen t, de manière à écouler un v olume critique d'h uile.

3.5.2. Les structures géométriques simples : les ondes

p rogressives et les structures spiralantes

3.5.2.1. Les conditions d'appa rition

Une structure d'ondes progressiv es ou une structure spiralan te p euv en t apparaître

sp on tanémen t (en quelques secondes ou quasi instan tanémen t) lors d'un démarrage

brusque de l'alimen tation, si celui-ci se fait sur une plage de débit compatible. Elles

p euv en t surv enir égalemen t comme nouv elle solution de l'écoulemen t en faisan t v a-

rier le débit. Dans ce cas, cela se fait généralemen t à débit croissan t

1

, à partir du

régime mixte colonnes-napp es. Les napp es son t de plus en plus nom breuses (plus

stables et plus longues) et les colonnes de moins en moins nom breuses. P our un débit

seuil précisémen t dé�ni, la structure géométrique simple est brusquemen t sélection-

née. P our les spirales, le t yp e de structure (c'est à dire le nom bre de bras), ainsi que

le sens de rotation, son t déterminés lors de son apparition. Un sens de rotation, une

fois sélectionné, ne c hange jamais. Mais dans une situation où la structure spiralan te

n'est pas parfaite, le nom bre de bras p eut sp on tanémen t c hanger, sans que l'on ne

mo di�e le débit d'alimen tation.

Dans ces deux situations, le mécanisme à l'origine du mouv emen t des napp es est le

même que celui décrit précédemmen t. Elles son t toujours tangen tes à la fron tière, ce

qui induit une courbure. Là aussi, les e�ets de tension de surface sem blen t jouer un

rôle moteur. En e�et, ceux-ci tenden t à � redresser � la napp e p our ann uler la cour-

bure et elle a v ance dans la direction de la conca vité. Puisque le b ord est générateur

de courbure, le phénomène est en treten u et les napp es se trouv en t naturellemen t

mises en mouv emen t p ermanen t. Ainsi, dans cette exp érience, deux solutions d'un

tel régime en treten u on t pu être observ ées : un mouv emen t de translation et un

mouv emen t de rotation autour d'un axe.

La viscosité et la surface de la zone d'écoulemen t jouen t un rôle imp ortan t. Une

étude systématique a été menée a v ec les viscosités de 350, 200, 100, 50 et 20 mm

2
/s

p our des disques d'écoulemen t de 80 et 110 mm de diamètre qui corresp onden t

resp ectiv emen t à des surfaces d'écoulemen t de 50 cm

2
et 95 cm

2
. On utilisera par la

suite les notations Ø80 et Ø110.

Il apparaît que ces structures simples apparaissen t de manière b eaucoup plus nette

p our Ø80 que p our Ø110. De plus, la durée de vie des structures est d'autan t plus

grande que la viscosité est élev ée.

1

A débit décroissan t, c'est à dire à partir du régime de cellules, l'op ération est plus délicate

puisque des cellules p ersisten t dans l'écoulemen t. Ces solutions robustes blo quen t la dynamique

des napp es.
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Ainsi, p our 350 mm

2
/s, les spirales et les ondes progressiv es apparaîssen t sp on tané-

men t à partir du débit surfacique de 0.48 cm/s p our Ø80 et 0.46 cm/s p our Ø110.

Dans ce dernier cas, la structure n'est stable qu'une min ute en viron. Au delà, elle

se détruit en même temps que des colonnes apparaissen t par in termittence. P our le

plus p etit diamètre, la structure sélectionnée p ersiste dans le temps.

P our 200 mm

2
/s, les spirales et les ondes progressiv es apparaîssen t sp on tanémen t à

partir d'un débit surfacique de 0.70 cm/s p our Ø80 et 0.78 cm/s p our Ø110. Dans

le deuxième cas, la structure n'est stable qu'une dizaine de secondes en viron. Au

delà, elle se détruit de la même façon que dans le cas de l'h uile de 350 mm

2
/s. A 200

mm

2
/s , la structure sélectionnée p ersiste dans le temps p our le plus p etit diamètre.

A 100 mm

2
/s, il n'est plus p ossible d'obtenir les ondes progressiv es mais les spirales

apparaîssen t toujours sp on tanémen t, à partir d'un débit surfacique de 0.92 cm/s

p our Ø 80 et 0.86 cm/s p our Ø110. Dans les deux cas, la structure spiralan te est

transitoire et fortemen t déformée, en particulier en ce qui concerne le c÷ur qui est

très grand et p eut être dédoublé. D'une façon générale, des napp es refermées en

p etites cellules viennen t p erturb er la dynamique.

3.5.3. Les structures spiralantes

Dans le cas des spirales, on p eut donner l'in terprétation suiv an te. Comme on l'a

vu, une napp e en mouv emen t est caractérisée par une courbure. In v ersemen t, toute

courbure de la napp e induit un mouv emen t de celle-ci, toujours dans le sens de la

conca vité. Une napp e est toujours tangen te à la p ériphérie. Si la courbure de la

fron tière est su�sammen t imp ortan te (ce qui implique que le diamètre du disque ne

soit pas trop grand), les napp es à pro ximité de celle-ci se metten t immédiatemen t

en mouv emen t. Les mouv emen ts des napp es �nissen t par se sync hroniser a v ec une

géométrie axisymétrique se traduisan t par une rotation � solide � de la structure

autour du cen tre de la grille. L'écoulemen t se fait alors uniquemen t par les bras

spiraux et le c÷ur. On mon tre sur la Fig. 3.20 quatre structures spiralan tes, a y an t

de un à quatre bras, toutes obten ues au débit surfacique de 0.93 cm/s p our une h uile

de 200 cm

2
/s et Ø90 mm.

La vitesse de rotation d'une structure est fonction du débit. La Fig. 3.21 donne la

pulsation lo cale p our les quatre solutions, déterminée par le passage d'un bras en un

p oin t donné de la p ériphérie en fonction du débit. On observ e que p our une v aleur

donnée du débit, la fréquence de passage des bras est sensiblemen t la même. P our

les v aleurs inférieures du débit surfacique (au dessous de 50 cm

3

/s, soit un débit

surfacique de 0.79 cm/s), la vitesse de rotation croît linéairemen t a v ec le débit. P our

les débits sup érieurs, la pulsation cesse d'être prop ortionnelle au débit. On observ e

un e�et de saturation. La pulsation attein t un maxim um et décroît p eu a v an t le

seuil de rupture qui conduit au régime de cellules (autour de 65 cm

3

/s, soit un débit

surfacique de 1.0 cm/s).
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3.5. Le régime de napp es à deux dimensions

Fig. 3.20.: Structures spirales de 1 à 4 bras. Noter le sens de rotation di�éren t

(toujours dans le sens de la conca vité) en (a, d) et (b,c). ( Ø 90 mm,

viscosité 200 mm

2
/s).
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Fig. 3.21.: Pulsation lo cale en fonction du débit p our les structures spiralan tes (200

mm

2
/s, Ø 90 mm).

3.5.4. Les ondes p rogressives

L'in terprétation que l'on p eut donner dans le cas des ondes progressiv es est du même

ordre que p our les structures spiralan tes.

La Fig. 3.22 mon tre le régime de napp es en ondes progressiv es p our une h uile d'une

viscosité de 350 mm

2
/s, Ø110 mm et un débit de 44 cm

3

/s. La Fig. 3.23 donne la

p osition du cen tre des napp es en fonction du temps dans la direction de propagation.

Le trait en p oin tillés p ermet de v oir que la vitesse des napp es augmen te dans leur

mouv emen t, tout en restan t v oisine de 3 cm/s. P arallèlemen t, on remarque que la

con train te pro duite par le b ord ne cesse d'accen tuer la courbure des napp es p endan t

leur tra jet.

3.5.5. Les structures spiralantes avec un cache central

Comme on l'a vu, les structures en ondes progressiv es et en spirales son t de plus en

plus di�ciles à obtenir lorsqu'on dimin ue la viscosité. P our les spirales, le principal

problème sem ble v enir de la stabilité du c÷ur. P our le v éri�er, nous a v ons placé au

cen tre d'un disque d'écoulemen t de 90 mm de diamètre un cac he cylindrique d'un

diamètre de 30 mm (lequel corresp ond appro ximativ emen t au diamètre de la zone

d'écoulemen t cen trale p our les spirales), a v ec une h uile de 100 mm

2
/s (Fig. 3.24).
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3.5. Le régime de napp es à deux dimensions

Fig. 3.22.: Év olution de la p osition du cen tre des napp es. La vitesse dans la direction

de propagation augmen te a v ec le temps. ( Ø 110 mm, viscosité 350 mm

2
/s)
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Fig. 3.23.: Év olution de la p osition du cen tre des napp es. La vitesse dans la direction

de propagation augmen te a v ec le temps.
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Fig. 3.24.: La con�guration a v ec un cac he cen tral de 30 mm de diamètre au milieu

d'un disque d'écoulemen t de 90 mm (à l'éc helle, viscosité 100 mm

2
/s).

On constate que la structure spirale est parfaitemen t stable et que l'on p eut obtenir

un nom bre de bras plus imp ortan t (de 1 à 7 bras, Fig. 3.25).

3.5.6. Les structures en napp es concentriques stationnaires

Plusieurs autres structurations p euv en t apparaître en régime de napp es. Décriv ons

brièv emen t l'une d'en tre elles. Un passage brusque à un débit surfacique pro c he de

1.0 cm/s p our une viscosité de 20 mm

2
/s donne lieu à une structure stationnaire de

napp es concen triques. On obtien t trois napp es a v ec une zone d'écoulemen t de Ø 80

mm et quatre p our Ø110 mm (Fig 3.26). Dans le deuxième cas, la seconde napp e

en partan t du cen tre subit de p etites p erturbations.

3.6. Déstabilisation d'une napp e cylindrique

verticale de �uide visqueux

Nous présen tons une exp érience au cours de laquelle un �lm �uide sous gra vité

déstabilisan te et en géométrie ann ulaire forme une napp e cylindrique v erticale. Le
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3.6. Déstabilisation d'une napp e cylindrique v erticale de �uide visqueux

Fig. 3.25.: La con�guration a v ec un cac he cen tral de 30 mm de diamètre donne

lieu à des structures plus stables ainsi qu'un nom bre de bras plus élev é.

Remarquer la structure en facettes des napp es autour du cac he (viscosité

100 mm

2
/s).
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Fig. 3.26.: Une structure stationnaire de napp es concen triques p our (a) Ø 80 mm et

(b) Ø 110 mm (viscosité 20 mm

2
/s).

disp ositif exp érimen tal est dériv é de celui nous a y an t p ermis de mener l'étude bidi-

mensionnelle et autorise le réglage du diamètre mo y en et de la largeur de l'anneau.

A haut débit, le �uide forme une napp e qui p eut être cylindrique ou non suiv an t la

di�érence des pressions in térieure et extérieure. En jouan t sur le débit et la géométrie,

il est p ossible d'obtenir une déstabilisation de la napp e qui se traduit par une onde

stationnaire ou progressiv e, immédiatemen t sous le plan de l'anneau, à l'origine de

la napp e.

3.6.1. Intro duction

De nom breux tra v aux on t été consacrés à l'étude de la formation et de la stabilité

des napp es liquides depuis les premières in v estigations de Sa v art [38] et Boussinesq

[39 ]. T a ylor s'est tout particulièremen t in téressé aux napp es ann ulaires (les � clo c hes

� liquides) [40]. Plus récemmen t, Buc kingham et Bush [41 ] se son t attac hés à étudier

les napp es à structure p oly èdre obten ues par la brisure d'un jet v ertical de liquide

visqueux sur un impacteur circulaire horizon tal. Brunet et al. , en tre autres, on t

par ailleurs étudié la forme nativ e d'une clo c he liquide ann ulaire pro duite par le

déb ordemen t d'une coup elle circulaire [42].

Après a v oir dév elopp é une v ersion 2D de l'exp érience de la coup elle circulaire, nous

utilisons sensiblemen t le même appareillage p our mettre en évidence le comp orte-

men t spatio-temp orel de napp es en géométrie à dimensionnalité réduite. En e�et,

seul un anneau de diamètre et de largeur réglables est utilisé et ce disp ositif p ermet

d'étudier la déstabilisation, à sa naissance, d'une napp e de liquide don t l'em base

p eut se déplacer libremen t sur une surface à con�nemen t v ariable. Nous observ ons

ainsi les mo des transv erses d'oscillation d'une napp e.
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D= 10, 12, 14 ou

Fig. 3.27.: Sc hémas (a) du mon tage, (b) de la zone d'écoulemen t .

3.6.2. Le disp ositif exp érimental

Le mon tage utilisé dans cette exp érience est une adaptation de celui utilisé dans

les exp ériences à deux dimensions (Fig. 3.27-a). La zone d'écoulemen t ann ulaire est

obten ue au mo y en de cac hes placés sur la grille (Fig. 3.27-b). On utilise la même

grille en acier que dans le cas bidimensionnel décrite au début du c hapitre 2.

L'exp érience a été réalisée a v ec quatre largeurs d'anneau ( � ) di�éren tes de 10, 12,

14 et 16 mm, c'est à dire autour de la longueur d'onde de Ra yleigh-T a ylor � RT =13.3

mm, p our un ra y on mo y en r=56 mm. Cette largeur d'anneau p ermet l'apparition

d'un comp ortemen t bidimensionnel. Nous a v ons utilisé des h uiles silicone de 50 et

200 mm

2
/s.

Un tub e circulaire �uorescen t est placé autour de la c ham bre et le con tour de la

napp e est détecté grâce à la lumière réfractée à la naissance de l'écoulemen t, donc

légèremen t sous le niv eau de la grille. (Fig. 3.28-b).

3.6.3. Les di�érents régimes d'écoulement en géométrie

annulaire

Le comp ortemen t du �lm alimen té présen t sous la grille est analogue à celui observ é

à deux dimensions : lorsque le débit est pro c he de zéro, ce �lm se déstabilise sous

l'e�et de la gra vité et l'action conjoin te de la tension de surface caractérisan t l'in-

stabilité de Ra yleigh-T a ylor conduit à la formation de gouttes distan tes de � RT sous

sa surface (Fig. 3.29-a). P our un débit plus élev é, apparaît le régime de colonnes de

liquide (Fig. 3.29-b), étudié an térieuremen t a v ec le disp ositif de la coup elle circu-

laire [8]. Il est in téressan t de remarquer qu'on retrouv e ici les mêmes comp ortemen ts
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Fig. 3.28.: Napp e cylindrique d'h uile vue : (a) par le côté, (b) par le haut, à tra v ers

les trous de la grille (viscosité 50 mm

2
/s).

dynamiques au delà du régime stationnaire, tel un mo de oscillan t à doublemen t de

p ério de spatiale (mo de �optique�), la propagation d'une onde solitaire, le mo de de

dériv e globale et le régime turbulen t. Gouttes et colonnes p euv en t co exister sur une

certaine plage de débit. P our un débit su�sammen t imp ortan t, on observ e une tran-

sition brutale du régime de colonnes v ers une napp e de liquide fermée et stationnaire.

Celle-ci n'est jamais cylindrique mais tend à se refermer en a v al de l'écoulemen t (cf

[42 ] p our une étude détaillée des napp es de t yp e � clo c he �).

3.6.4. Déstabilisation d'une napp e cylindrique

Dans le but de mener une étude systématique, nous rendons la napp e cylindrique en

créan t une surpression con trôlée à l'in térieur de celle-ci par injection d'air (Fig. 3.29-

c). Le scénario de déstabilisation suiv an t est observ é quelles que soien t les viscosités

et les largeurs d'anneau en tre 10 et 16 mm. La p ossibilité que nous a v ons de mo di�er

la largeur de l'anneau est l'une des originalités de ce disp ositif exp érimen tal.

On applique une dimin ution len te du débit en partan t de la situation stationnaire

(Fig. 3.31-a). Celle-ci s'accompagne d'un amincissemen t de la napp e (Fig. 3.31-b).

Il existe un débit critique Dc p our lequel la napp e commence à osciller radialemen t

(Fig. 3.31-c et 3.30) sous la forme d'une onde stationnaire résultat de la comp étition

visible en tre une onde progressiv e droite et une onde progressiv e gauc he. L'amplitude

des oscillations augmen te a v ec l'écart au seuil. P our un débit toujours décroissan t,

une deuxième transition apparaît : le système sélectionne l'onde droite ou l'onde

gauc he de nom bre d'onde � qui apparaît comme un motif en � rotation solide �

(Fig. 3.29-d-e). Nous dé�nissons un nom bre d'onde normalisé N = �:r qui corres-

p ond au nom bre d'onde azim uthal de la structure observ ée.

Remarque : Lorsque � est trop p etit (inférieur à 10 mm), on n'observ e jamais de
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3.6. Déstabilisation d'une napp e cylindrique v erticale de �uide visqueux

Fig. 3.29.: P our un débit croissan t (a) gouttes, (b) colonnes, (c) napp e cylindrique

stationnaire, (d) napp e en rotation solide (N=3), (e) (N=4).
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Fig. 3.30.: Napp e déstabilisée dans un mouv emen t d'oscillation radiale représen tée

ici dans ses deux p ositions extrêmes (viscosité 50 mm

2
/s).
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Fig. 3.31.: V ue en coup e de la napp e (a) le débit est sup érieur à Dc , la napp e est

épaisse et stationnaire, (b) une dimin ution du débit s'accompagne d'un

amincissemen t de la napp e, (c) p our un débit inférieur à Dc l'em base de

la napp e se déstabilise et oscille.
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Fig. 3.32.: Pulsation p our un tour en fonction du débit : (a) � =10 mm, (b) � =12

mm, (c) � =14 mm, (d) � =16 mm (viscosité 200 mm

2
/s).
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Fig. 3.33.: (a) Pulsation p our un tour en fonction du débit (viscosité 200 mm

2
/s),

(b) Pulsation p our un tour en fonction du débit surfacique (200 mm

2
/s),

(c) Pulsation lo cale en fonction du débit surfacique (200 mm

2
/s), (d)

comme (c) p our une viscosité de 50 mm

2
/s.
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3.6. Déstabilisation d'une napp e cylindrique v erticale de �uide visqueux

déstabilisation de la napp e mais une transition brusque v ers le régime de colonnes

(ou de goutte à goutte si � est très faible).

3.6.5. Résultats sur les napp es déstabilisées en rotation

Il est p ossible d'obtenir directemen t une napp e déstabilisée en rotation en imp osan t

le débit qui sélectionne un nom bre d'onde � . T outes v aleurs de � confondues, nous

a v ons observ é des v aleurs de N comprises en tre 1 et 8 p our une viscosité de 50

mm

2
/s et en tre 1 et 4 p our 200 mm

2
/s. Lorsqu'une v aleur de N est sélectionnée,

cette solution p ersiste sur une certaine plage de débit et la pulsation p our un tour

! t est prop ortionnelle au débit (Fig. 3.32). Comme on p eut le v oir sur ces �gures,

il apparaît un décalage des v aleurs de N p ermises par le système a v ec la v aleur de

� . De plus, plusieurs solutions p euv en t être obten ues p our une v aleur du couple

( � ; D ) donnée.

La �gure 3.33-a rassem ble les mesures p our les quatre v aleurs de � . On donne les

résultats en fonction du débit par unité de surface (la vitesse mo y enne de passage

à tra v ers la grille), ce qui a l'e�et de rassem bler les données par nom bre d'onde

normalisé N , et donc de considérer un anneau de largeur unitaire (Fig. 3.33-b). T ous

les résultats se rassem blen t sur une même droite en considéran t la pulsation lo cale

! l = ! t :N et le débit surfacique sur les �gures 3.33-c et 3.33-d p our resp ectiv emen t

une viscosité de 200 mm

2
/s ou 50 mm

2
/s.

3.6.6. Conclusion

Deux résultats ressorten t de cette étude préliminaire. P our une v aleur du nom bre

d'onde normalisé N donnée, la pulsation p our un tour ! t est prop ortionnelle au débit

et au débit surfacique, donc en première appro ximation à l'épaisseur de la napp e.

P our un débit surfacique donné, la pulsation lo cale ! l est in v ersemen t prop ortion-

nelle à la largeur de l'anneau ( � ).
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4. La déstabilisation d'une

structure hexagonale

stationnaire

4.1. Intro duction

L a déstabilisation d'un système dissipatif hors d'équilibre initialemen t homogène

conduisan t à la structuration sous forme de motifs spatialemen t p ério diques

est un phénomène très répandu dans la nature. A deux dimensions, on observ e

ainsi la formation de rouleaux, de carrés, de patterns quasi-p ério diques et d'hexa-

gones (les plus fréquen tes). Des exemples t ypiques d'exp ériences mon tran t des motifs

hexagonaux à deux dimensions incluen t la con v ection de Ra yleigh-Bénard a v ec ef-

fets non-Ob erb ec k-Boussinesq [14], la con v ection de Marangoni [15 ], l'optique non

linéaire [16] ou encore les systèmes de réaction-di�usion [17] et leurs applications à

des ob jets biologiques.

Après une rapide in tro duction sur les bifurcations dans les systèmes dynamiques

spatialemen t étendus, en lui asso cian t les notions de réduction de la dynamique et

d'argumen ts de symétrie, je prédis la forme de tous les v ecteurs d'onde (norme et

orien tation) de l'instabilité secondaire d'une structure hexagonale stationnaire.

4.1.1. Bifurcations dans les systèmes dynamiques

spatialement étendus

Dans le cas des bifurcations sup er-critiques, le système devien t instable vis à vis

de p erturbations in�nitésimales. La plupart du temps l'état de base du système est

homogène et stationnaire mais l'accroissemen t des con train tes fait apparaître un

désordre. Dans ce cas, l'état bifurqué reste v oisin de l'état de base, c'est p ourquoi

l'on quali�e aussi cette transition de con tin ue

1

. Du p oin t de vue des systèmes dyna-

miques, le désordre apparaît de manière progressiv e par une succession d'instabilités

1

Alors que dans le cas où plusieurs solutions non-linéaires, et linéairemen t stables, son t en comp é-

tition, le système bifurque de façon sous-critique. La transition est alors quali�ée de discon tin ue,

ou du premier ordre au sens des transitions de phase.
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4.1. In tro duction

linéaires, bien décrites par les outils de l'analyse faiblemen t non-linéaire en in tro-

duisan t la notion de forme normale , qui a par construction la propriété de resp ecter

les symétries du problème initial. Au seuil de la bifurcation, la dynamique est ainsi

réduite à des équations d'amplitude des mo des propres critiques. Dans le v oisinage

de la bifurcation, ces amplitudes son t supp osées v arier len temen t dans l'espace et le

temps et jouen t le rôle de paramètre d'ordre de la bifurcation de manière naturelle.

Le p oin t de départ est souv en t une situation stationnaire en temps et uniforme en

espace. Un v ecteur d'onde critique kc et une pulsation critique ! c p euv en t émerger

au seuil de l'instabilité primaire. Il est alors p ossible de distinguer quatre situations :

� kc 6= 0 et ! c 6= 0 . Il s'agit dans ce cas d'ondes dissipativ es que l'on rencon tre par

exemple lors de la con v ection dans un mélange.

� kc = 0 et ! c 6= 0 . C'est le cas de l'instabilité oscillan te homogène observ ée dans la

réaction c himique bien conn ue de Belouzo v-Zhab otinsky [26, 27].

� kc = 0 et ! c = 0 . Il s'agit du cas le plus simple. L'instabilité est stationnaire et

homogène.

� kc 6= 0 et ! c = 0 . C'est le cas p eut-être le plus courammen t rencon tré. Une

structure spatiale stationnaire émerge. A une dimension, on l'app elle instabilité

cellulaire. Il p eut s'agir de rouleaux, de carrés ou encore d'hexagones à deux

dimensions.

T rès souv en t, on est confron té à la dernière situation. La première bifurcation fait

apparaître une structure spatiale p ério dique, corresp ondan t à la brisure de l'in v a-

riance par translation d'espace. Il n'existe que trois t yp es de structures bifurquées

p ouv an t pa v er une surface plane de façon régulière : les rouleaux, les carrés et les

hexagones.

4.1.2. Réduction de la dynamique et a rguments de symétrie

La dynamique d'un système macroscopique hors équilibre est a priori régie par une

équation d'év olution en temps des v ariables du système. Il s'agit généralemen t d'une

équation di�éren tielle aux dériv ées partielles de la forme

@U
@t

= F� (U; R) = LU + N (U) (4.1)

don t les comp osan tes réelles du v ecteur U représen ten t des grandeurs ph ysiques

(vitesse, pression, concen tration c himique, ...), L est un op érateur linéaire et N (U)
une fornction non linéaire, R représen te les v ariables du système et � l'ensem ble des

paramètres de con trôle.

La p erte de stabilité est asso ciée au passage de la partie réelle d'une v aleur propre

de l'op érateur L de négatif à p ositif. Au v oisinage de la bifurcation, lorsque la partie
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Chapitre 4. La déstabilisation d'une structure hexagonale stationnaire

réelle de cette v aleur propre est n ulle, p our un temps d'év olution su�sammen t long,

toute la dynamique se réduit à la dynamique e�ectiv e sur une variété invariante

lo calemen t attractan te app elée variété c entr ale . Ainsi, on ne prend en compte que

la dynamique asso ciée à la pro jection de la solution sur les v ecteurs propres asso ciés

à cette v aleur propre (les v ariables marginales).

Cette équation régissan t le comp ortemen t des v ariables marginales au seuil de la

bifurcation p eut être réduite à une forme minimale. C'est la forme normale carac-

térisan t l'év olution du système p our une bifurcation donnée. Dans cette description

heuristique, elle est obten ue par des argumen ts de symétrie, les termes non réson-

nan ts, c'est à dire non caractéristiques de la bifurcation considérée, étan t éliminés

par des relations d'équiv ariance. Ainsi la dynamique p eut être décrite de manière

simple par des é quations d'amplitude , de forme générique, décriv an t l'év olution des

amplitudes (qui jouen t le rôle de paramètres d'ordre au sens de Landau) des mo des

marginaux au seuil de l'instabilité :

@Ai
@t

= Gi (A1; A2; : : :)

L'étude des instabilités de (4.1) p eut être menée aussi par une appro c he phéno-

ménolo gique

2

en ne s'in téressan t qu'aux symétries du problème don t certaines son t

brisées lorsque l'un des paramètres de con trôle � de � passe une v aleur critique � c .

F aisons l'h yp othèse que soit conn ue la bifur c ation qui in tervien t, c'est à dire celle sé-

lectionnée par le système sous l'action d'une con train te extérieure. Cela nous amène

à considérer certaines classes de symétries, ce qui du p oin t de vue mathématique

signi�e considérer des systèmes d'équations di�éren tielles in v arian ts sous l'action

d'un gr oup e de tr ansformations .

Le concept fondamen tal de brisur e sp ontané e de symétrie

3

a suscité un très grand

in térêt dans le dév elopp emen t de la théorie des bifurcations. Il joue un rôle considé-

rable dans de nom breux domaines de la Ph ysique comme en ph ysique des particules,

en ph ysique du solide, en ph ysique des transitions de phase, en h ydro dynamique...

App elons U =
P

i A i Ui + t:n:l: une solution bifurquée particulière stable de (4.1) où

2

Il existe d'autres appro c hes complémen taires non ab ordées dans cette thèse, lorsque l'on p eut

décrire explicitemen t les bifurcations d'un système ph ysique au mo y en d'équations macrosco-

piques. Il est p ossible d'e�ectuer des c hangemen ts de v ariables non linéaires pro c hes de l'iden tité

p our séparer les v ariables len tes des v ariables rapides et dé�nir ainsi la v ariété cen trale (don t

l'existence est prouv ée par le théorème de la v ariété cen trale). On pro cède de nouv eau à des

c hangemen ts de v ariables non linéaires des équations d'amplitude p our obtenir la forme nor-

male. Il est égalemen t p ossible de dériv er l'expression de la forme normale et de la v ariété

cen trale par un dév elopp emen t p erturbatif des équations (métho de de P oincaré-Lindstedt).

Une condition de solv abilité est nécessaire dans tous les cas.

3

P ar opp osition, on parle de brisur e explicite de symétrie quand les lois de conserv ation son t

explicitemen t violées à cause du couplage à l'en vironnemen t (le terme de couplage ne resp ectan t

pas certaines symétries).
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4.2. L'exemple du cas unidimensionnel

les A i son t des amplitudes, les Ui son t les mo des propres marginaux et t:n:l: repré-

sen te les termes non linéaires. Les symétries de la solution son t celles qui préserv en t

cette solution. Dans le cas de cette brisure, la solution U a moins de symétries que

les équations auxquelles elle se rapp orte. Ces symétries formen t un sous-group e des

symétries du système, que l'on app elle le gr oup e d'isotr opie de la solution. Ainsi,

lors de son év olution, un système passe d'un état a v ec une certaine symétrie à un

état moins symétrique.

De manière générale, on s'in téresse à des systèmes ph ysiques que l'on mo délise par

des v ariables ( T : temp érature,

�!
B : c hamp magnétique, p : pression : : :), sac han t que,

des group es de transformations, seules son t conn ues les actions sur ces v ariables.

Ainsi, un même group e p eut agir de façon di�éren te d'une grandeur à une autre.

On est en dé�nitiv e p eu in téressé par l'action du group e sur le système lui-même,

mais plutôt par la façon don t se transformen t ces grandeurs sous cette action. Ces

transformations induites sur les grandeurs ph ysiques son t app elées les r epr ésenta-

tions du group e. On asso cie une représen tation à c haque grandeur ph ysique. On

trouv era quelques notes sur les group es et leurs représen tations en Annexe B.

Nous nous in téressons ici aux instabilités de structures hexagonales et qui demanden t

p our leur description l'in tro duction d'un nouv eau paramètre d'ordre et d'une nou-

v elle équation d'amplitude, di�éren ts de ceux dériv és p our la description de la pre-

mière bifurcation. Nous ne nous in téressons donc pas aux comp étitions en tre di�é-

ren ts motifs ou encore aux instabilités de la phase.

Il est imp ortan t de remarquer que notre démarc he n'est pas de dériv er un système

d'équations d'amplitude in v arian t par les symétries du problème en partan t de la

connaissance a p osteriori (exp érimen tale) du v ecteur d'onde selectionné à la bifur-

cation, ce qui a déjà été fait à l'aide de la théorie des bifurcations équiv arian tes,

mais bien de prédire quels seron t les v ecteurs d'onde qui seron t a priori mis en jeux

dans la déstabilisation du pattern hexagonal. Dans ce but, nous utilisons le langage

des symétries mais nous ne c herc herons pas à calculer les espaces propres critiques

et leurs dimensions, asso ciés aux bifurcations secondaires.

4.2. L'exemple du cas unidimensionnel

Quand un système unidimensionnel stationnaire et spatialemen t p ério dique (de p é-

rio de � ) se déstabilise en mettan t en jeu une nouv elle longueur d'onde (du même

ordre de grandeur que � ), il fait le plus souv en t apparaître une structuration spa-

tiale à la longueur d'onde double. C'est le cas en con v ection de Ra yleigh-Bénard [33],

dans des exp ériences de Couette-T a ylor [32] et de Ra yleigh-T a ylor [7], en solidi�-

cation dirigée [19 , 13] ou dans la sim ulation n umérique de l'équation de Kuramoto

Siv ashinsky [20 ].
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Chapitre 4. La déstabilisation d'une structure hexagonale stationnaire

P ar des argumen ts de t yp e résonnance forte, Lionel Gil a mon tré [22 ] que c'est

l'in v ariance par parité qui force ce doublemen t de p ério de spatial. Nous rapp elons

ici commen t ce doublemen t de p ério de est forcé par la symétrie de parité.

Considérons le système d'équations aux dériv ées partielles

@U
@t

= F� (U; @x); (4.2)

où U = U(x; t ) est une collection de fonctions réelles et � un ensem ble de para-

mètres de con trôle. (4.2) est supp osé in v arian t par translations d'espace et de temps

ainsi que par parité ( P ). On supp ose qu'il existe égalemen t une solution station-

naire p ério dique U0(x) = U0(x + � ) , in v arian te par parité ( PU0 = U0 ). En écriv an t

U(x; t ) = U0(x) + W(x; t ) , on obtien t après linéarisation

@W
@t

= DF jU0W; (4.3)

où DF est la di�éren tielle de F au v oisinage de U0 . Les mo des propres de l'instabilité

de U0 son t alors les comp ortemen ts critiques solutions de (4.3). On p ose ensuite

W = ei 
 t  (x) + cc où 
 est réel (év en tuellemen t n ul) et  satisfait à [23 ]

i 
  (x) = DF jU0  (x) (4.4)

D'après le théorème de Blo c h-Flo quet, les solutions de cette EDO linéaire à co e�-

cien ts p ério diques s'écriv en t

 (x) = AeF x H(x) (4.5)

où H a la structure p ério dique de la solution de base et où l'exp osan t de Flo quet F
est imaginaire pur ( F = iq ) p our emp êc her la div ergence des mo des propres instables

en x = �1 . En tenan t compte de la parité, si W est solution de (4.3) alors PW
l'est aussi, et la solution U s'exprime

U(x; t ) = U0(x) + <e(Aei (
 t � qx)H(x) + Bei (
 t+ qx)(PH )(x) + H:O:T:); (4.6)

où A et B son t des nom bres complexes p etits dev an t U0 au seuil de la bifurcation

secondaire. On utilise l'in v ariance par translation dans le temps ( t; A; B ! t +
�t; Ae i 
 �t ; Bei 
 �t

) et la transformation de parité ( x; A; B ! � x; B; A ) p our

déduire la forme des équations d'amplitude
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4.3. Sélection des v ecteurs d'onde lors de la déstabilisation d'une structure

hexagonale

@A
@t

= z1A + z2B +( z3 jAj2 + z4 jB j2)A +( z5 jAj2 + z6 jB j2)B + z7A2B + z8B 2A + � � �

@B
@t

= z1B + z2A +( z3 jB j2 + z4 jAj2)B +( z5 jB j2 + z6 jAj2)A + z7B 2A + z8A2B + � � �

(4.7)

Il con vien t ici de faire une remarque imp ortan te. Si la solution U0 était in v arian te

par translation con tin ue d'espace (ce qui n'est bien sûr pas le cas), l'in v ariance

(x; A; B ! x + �x; Ae � iq�x ; Beiq�x ) forcerait l'ann ulation des co e�cien ts z2 , z5 ,

z6 , z7 et z8 . Ces co e�cien ts son t donc clairemen t reliés à la description de la réson-

nance forte d'une structure cellulaire puisqu'ils n'existen t qu'à cause de la p ério dicité

spatiale de U0 [22]. De plus, les amplitudes A et B étan t p etites au seuil de la bi-

furcation, les termes linéaires z2B et z2A son t asso ciés à la résonnance la plus forte.

Dans ce cas, l'in v ariance par translation discrète imp ose q = ( m=2)(2�=� ) (m en-

tier). Main tenan t que le nom bre selectionné a été iden ti�é, on p eut p oursuivre le

raisonnemen t et utiliser la théorie des group es (ici assez triviale) p our déterminer la

nature des mo des instables. Dans le cas q = �=� , corresp ondan t au doublemen t de

p ério de spatiale, 4.7 se réécrit

@t
�

A
B

�
=

�
z1 z2

z2 z1

� �
A
B

�
+ � � � (4.8)

Les mo des critiques son t alors soit symétriques ( A = B , ren v oie à la v aleur propre

z1 + z2 ), soit an tisymétriques ( A = � B , ren v oie à la v aleur propre z1 � z2 ) [23]. Nous

utilisons par la suite la même appro c he p our caractériser les v ecteurs d'onde mis en

jeu dans la déstabilisation d'un pattern hexagonal 2D.

4.3. Sélection des vecteurs d'onde lo rs de la

déstabilisation d'une structure hexagonale

En utilisan t des argumen ts analogues au cas unidimensionel, on s'in téresse ici à la

sélection des v ecteurs d'onde (direction et norme) qui in terviennen t lors de la déstabi-

lisation d'un motif stationnaire hexagonal. Nous considérons une structure d'hexa-

gones cen trés. En e�et, con trairemen t au problème de la con v ection de Bénard-

Marangoni, nous n'in tro duisons pas de di�érence en tre le cen tre de l'hexagone et ses

six v oisins. Nous a v ons traité le sujet dans l'article [30 ] égalemen t consultable dans

l'annexe E.
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Chapitre 4. La déstabilisation d'une structure hexagonale stationnaire

Plusieurs des mo des prédits on t été observ és n umériquemen t et exp érimen talemen t.

Ils son t discutés dans la section 4.4. En particulier, l'un des mo des prédits a été

observ é dans l'exp érience décrite dans cette thèse au c hapitre 3.

4.3.1. Le p ositionnement du p roblème

On suit exactemen t la même démarc he que dans le cas unidimensionnel, la di�érence

v enan t des symétries du problème, plus nom breuses. On considère un système bidi-

mensionnel, don t la dynamique est régie par une collection d'équations aux dériv ées

partielles

@U
@t

= F� (U; @x; @y); (4.9)

où U = U(x; y; t) est un ensem ble de fonctions représen tan t des grandeurs ph ysiques

(vitesse, pression, ...), et où la dynamique F� dép end a priori des dériv ées spatiales

des comp osan tes de U .

On supp ose aussi que le système (4.9) est in v arian t par translations con tin ues d'es-

pace (op érateur T�! v suiv an t

�! v ) et de temps (op érateur Tt ), par ré�exion miroir

par rapp ort à un plan v ertical (op érateur parité P~v par rapp ort à ~v, i.e. P�! v (�! r ) =
2

�! r : �! v
�! v 2

�! v � �! r ) et par rotation con tin ue d'espace d'angle � (op érateur R � ). App elons

H le group e des transformations laissan t in v arian t le système.

Si U (x; y; t) est solution de (4.9), alors (T�! v U) (x; y; t) , (TtU) (x; y; t) , (R � U) (x; y; t)
et (P�! v U) (x; y; t) le son t aussi.

On fait ensuite l'h yp othèse, en tenan t compte du réseau hexagonal, qu'il existe un ré-

gime de paramètres p our lequel (4.9) p ossède une solution stationnaire U0(x; y; t) =
U0(x; y) , in v arian te par translation T~ai U0(~r) = U0(~r + ~ai ) = U0(~r) a v ec

~ai = � (cos(i2�= 3); sin(i2�= 3)) ; i = 0; 1; 2 ;

in v arian te par parité ( P ~ai U0 = U0 ) et par les rotations d'angle 2�= 6 ( R 2�= 6U0 = U0 ),

c'est à dire in v arian te par l'action du group e G = C6� � Z2
. G est un sous-group e de

H que l'on app elle le group e d'isotropie de la solution U0 .

� C6� con tien t les douze élémen ts de symétrie de l'hexagone :

C6v = f gi ; i 2 [1; 12]g = f E; C1
6 = R 2�= 6; C2

6 = R 2
2�= 6; C3

6 = R 3
2�= 6; C4

6 =
R 4

2�= 6; C5
6 = R 5

2�= 6; � v = P ~a0 ; � vC1
6 = R 2�= 6P ~a0 ; � vC2

6 = R 2
2�= 6P ~a0 ; � vC3

6 = R 3
2�= 6P ~a0 ;

� vC4
6 = R 4

2�= 6P ~a0 ; � vC5
6 = R 5

2�= 6P ~a0 g
où Ci

6 est la rotation d'angle

2i�
6 et � v la ré�exion miroir par rapp ort au plan

v ertical ( 0; x; z ).
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4.3. Sélection des v ecteurs d'onde lors de la déstabilisation d'une structure

hexagonale

� Z2
est le group e des translations discrètes générées par ~a0 et ~a1 où

�! a0 = �
�

1
0

�
; �! a1 = �

0

B
@

�
1
2p
3

2

1

C
A

Les mo des de F ourier

�!
ki de la solution de base satisfon t les conditions :

�! ai :
�!
kj = 2�� ij ; i; j = 0; 1

conduisan t à

�!
ki = k0

0

B
B
@

cos
�

(2i + 1)
�
6

�

sin
�

(2i + 1)
�
6

�

1

C
C
A ; et k0 =

4�

�
p

3

Il est imp ortan t de remarquer que les mo des de F ourier

�!
ki mis en jeu dans la

description de U0 ne son t jamais parallèles aux v ecteurs translation

�! aj et n'on t pas

une norme de 2�= k�! aj k . Les ~ai et les v ecteurs d'onde asso ciés

~ki son t représen tés

Fig. 4.1.

Soit

8
><

>:

U0 (x; y; t) = U0 (x; y)

U0 (�! r ) = ( gU0) ( �! r ) ; p our tout élémen t de G

P our étudier les bifurcations secondaires, c'est à dire commen t cette solution sta-

tionnaire hexagonale cen trée se déstabilise, on quitte la zone de stabilité en faisan t

passer un paramètre � au delà d'une v aleur critique � c . On p eut alors pro céder à

une analyse de stabilité linéaire de (4.9) a v ec

U (x; y; t) = U0 (x; y) + W (x; y; t)

où W(x; y; t) est une p erturbation in�nitésimale.

F� (U; @x; @y) = F� (U0; @x; @y) + DF jU0
W + � � �

Alors
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Chapitre 4. La déstabilisation d'une structure hexagonale stationnaire

Fig. 4.1.: (a) Sc héma d'un pattern hexagonal. Les ~ai corresp onden t aux translations

d'espace laissan t le pattern inc hangé ; (b) Sc héma des v ecteurs d'onde mis

en jeu dans la description de (a).

@U
@t

=
@U0
@t

+
@W
@t

= F� (U0; @x; @y) + DF jU0
W + � � �

et en se restreignan t aux termes linéaires en W

@W
@t

= DF jU0W (4.10)

Si W est solution de (4.10), alors gW l'est égalemen t p our tout g 2 C6v .

En e�et, si U (x; y; t) est solution de (4.9), alors du fait des symétries du problème,

gU = gU0 + gW est aussi solution de (4.9) que l'on réécrit

@(gU0)
@t

+
@(gW)

@t
= F� (gU0; @x; @y) + DF jgU0

(gW) :

Or

@(gU0)
@t

= F� (gU0; @x; @y)

donc

@(gW)
@t

= DF jU0
(gW) :

77



4.3. Sélection des v ecteurs d'onde lors de la déstabilisation d'une structure

hexagonale

4.3.2. L'analyse de Blo ch-Flo quet

Les fonctions bi-p ério diques sur le réseau R son t de la forme ei
�!
k �! r

où

�!
k appartien t

au réseau dual de R :

R� =
n

n1
�!
k1 + n2

�!
k2 = n1; n2 2 Z

o

Puisque la solution U0 (x; y) est p ério dique, il est judicieux de la décomp oser dans

l'espace de F ourier

U0 (�! r ) =
X

n1;n2

Un1 ;n2 ei(n1
�!
k1+ n2

�!
k2):�! r

DF jU0
étan t un op érateur linéaire et bi-p ério dique, on p eut le dév elopp er en série

de F ourier :

DF jU0
=

X

n1;n2

ei(n1
�!
k1+ n2

�!
k2):�! r L n1 ;n2 (@x; @y) (4.11)

a v ec L n1 ;n2 (@x; @y) op érateur di�éren tiel.

En substituan t (4.11) dans (4.10) on obtien t la dynamique de

cW par une transformée

de F ourier :

@W (x; y; t)
@t

=
X

n1 ;n2

ei(n1
�!
k1+ n2

�!
k2):�! r L n1 ;n2 (@x; @y) W (x; y; t)

@cW
� �!

k ; t
�

@t
=

Z  
X

n1 ;n2

ei(n1
�!
k1+ n2

�!
k2):�! r L n1 ;n2 (@x; @y) W (x; y; t)

!

ei
�!
k :�! r d�! r

=
X

n1 ;n2

Z �
ei(n1

�!
k1+ n2

�!
k2+

�!
k ):�! r L n1 ;n2 (@x; @y) W (x; y; t) d�! r

�

@cW
� �!

k ; t
�

@t
=

X

n1 ;n2

L n1 ;n2

�
n1

�!
k1 + n2

�!
k2 +

�!
k

�
cW

�
n1

�!
k1 + n2

�!
k2 +

�!
k ; t

�
(4.12)

Si on considère un sous-ensem ble

H �!
K =

n
cW

� �!
K +

h
n1

�!
k1 + n2

�!
k2

i
; t

�
; (n1; n2) 2 Z2

o
;

on remarque qu'il est globalemen t in v arian t par la dynamique (4.12) et que les sous-

espaces H �!
K ne s'in tersecten t pas. En réalité, ils formen t une partition de l'ensem ble

des solutions. C'est p ourquoi, lors de l'analyse de la dynamique (4.12), on p eut se

restreindre à c hacun des sous-ensem bles H �!
K .

78
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On p eut représen ter cela sc hématiquemen t, sac han t qu'en réalité

�!
K v arie con tin û-

men t et que les blo cs son t de dimension in�nie :

@
@t

cW

0

B
B
B
B
B
B
B
@

�!
K 1

�!
K 2

�!
K 3

.

.

.

; t

1

C
C
C
C
C
C
C
A

=

0

B
B
B
B
B
B
B
@

[� � � ] 0 0 0

0 [� � � ] 0 0

0 0 [� � � ] 0

0 0 0
.

.

.

1

C
C
C
C
C
C
C
A

cW

0

B
B
B
B
B
B
B
@

�!
K 1

�!
K 2

�!
K 3

.

.

.

; t

1

C
C
C
C
C
C
C
A

Ainsi, à partir de main tenan t, on se restreindra à un sous-ensem ble H �!
K donné.

On attein t le seuil de la bifurcation (comp ortemen t critique) lorsqu'en faisan t v a-

rier un paramètre, la v aleur propre qui a la plus grande partie réelle tra v erse l'axe

imaginaire :


 �!
kc

= i!; où

�!
kc représen te le v ecteur

�!
K critique :

Puisque les autres v aleurs propres son t de parties réelles négativ es, les mo des amortis

corresp ondan ts disparaissen t après un temps su�sammen t long et la dynamique à

grand temps s'écrit :

W �!
k c

(x; y; t) = Aei 
 t
X

n1 ;n2

cW
� �!

kc + n1
�!
k1 + n2

�!
k2; t

�
ei(�!

kc + [n1
�!
k1+ n2

�!
k2]):�! r + C:C:

= Aei 
 t ei
�!
kc

�! r � (�! r ) + C:C:

a v ec � (�! r ) une fonction a v ec la même structure hexagonale que U0 (�! r ) et A un

co e�cien t complexe de prop ortionnalité. L'exp osan t de Flo quet

~F = i ~kc est p our

les mêmes raisons qu'à 1D puremen t imaginaire.

Comme on l'a vu, l'équation (4.10) est in v arian te par l'action du group e de symétrie

de l'hexagone C6v . Puisque W�!
kc

(�! r ; t ) ainsi dé�ni est un mo de propre critique solu-

tion de (4.10), il en v a de même p our

�
gW �!

k c

�
(�! r ; t ) où g est l'un des 12 élémen ts

du group e de symétrie C6v .

On p eut écrire la forme générale de la solution au seuil de la bifurcation secondaire :
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hexagonale

A

A

A

AA

A

A

A

A

7

6

5

11

9
2

8

A
10

A
4

A1

12

3

(a)

Fig. 4.2.: (a) Les amplitudes A i des mo des propres critiques. (b) Les v ecteurs d'onde

mis en jeu dans la description des mo des propres secondaires.

W (�! r ; t ) = ei 
 t
h
(AE ei

�!
kc

�! r � (�! r ) + AC1
6
ei(C1

6
�!
kc)�! r (C1

6 � ) ( �! r ) + AC2
6
ei(C2

6
�!
kc)�! r (C2

6 � ) ( �! r )

+ AC3
6
ei(C3

6
�!
kc)�! r C3

6 � (�! r ) + AC4
6
ei(C4

6
�!
kc)�! r (C4

6 � ) ( �! r ) + AC5
6
ei(C5

6
�!
kc)�! r (C5

6 � ) ( �! r )

+ A � v ei( � v
�!
kc)�! r (� v � ) ( �! r ) + AC1

6 � v
ei(C1

6 � v
�!
kc)�! r (C1

6 � v � ) ( �! r )

+ AC2
6 � v

ei(C2
6 � v

�!
kc)�! r (C2

6 � v � ) ( �! r ) + AC3
6 � v

ei(C3
6 � v

�!
kc)�! r (C3

6 � v � ) ( �! r )

+ AC4
6 � v

ei(C4
6 � v

�!
kc)�! r (C4

6 � v � ) ( �! r ) AC5
6 � v

ei(C5
6 � v

�!
kc)�! r (C5

6 � v � ) ( �! r )
i

+ C:C:

Que l'on p eut réécrire de manière plus compacte

W(~r; t) = <e

(

ei 
 t
12X

i =1

A i eig i (~� ):~r gi (� )(~r)

)

(4.13)

en notan t (v oir Fig. 4.2)

�
i = E; C1

6 ; C2
6 ; C3

6 ; C4
6 ; C5

6 ; � v; C1
6 � v ; C2

6 � v; C3
6 � v; C4

6 � v; C5
6 � v

	
(4.14)

et où

�!
kc = �

�
cos (� )
sin (� )

�
.
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Chapitre 4. La déstabilisation d'une structure hexagonale stationnaire

4.3.3. La sélection des vecteurs d'onde

�!
kc

Les douze amplitudes complexes (4.14) renden t compte des propriétés de parité et

de rotation des mo des propres critiques et jouen t le rôle de paramètre d'ordre de la

bifurcation secondaire. Mais on n'a encore aucune information sur les p oids relatifs

de ces di�éren ts co e�cien ts. P ar exemple,

� dans le cas isotrop e, on p eut s'attendre à trouv er un v ecteur propre de la forme

(A1; A2; A3; A4; A5; A6; A7; A8; A9; A10; A11; A12) = � (1; 1; 1; 1; 1; 1;
1; 1; 1; 1; 1; 1)

� dans le cas symétrique par rapp ort à � v

(A1; A2; A3; A4; A5; A6; A7; A8; A9; A10; A11; A12) = ( � 1; � 2; � 3; � 4; � 5; � 6;
� 1; � 2; � 3; � 4; � 5; � 6)

� dans le cas an tisymétrique

(A1; A2; A3; A4; A5; A6; A7; A8; A9; A10; A11; A12) = ( � 1; � 2; � 3; � 4; � 5; � 6;
� � 1; � � 2; � � 3; � � 4; � � 5; � � 6)

P our caractériser les instabilités génériques secondaires d'un motif hexagonal bidi-

mensionnel, nous supp osons que les amplitudes complexes A i v arien t len temen t dans

le temps pro c he du seuil. On rec herc he l'équation d'év olution temp orelle comme un

dév elopp emen t de T a ylor en A i et

�A i .

@Ai
@t

= � ij A j + � ik Ak + T:N:L: (4.15)

Dans le cas de la bifurcation de Hopf

4

( 
 6= 0 ), l'in v ariance par translation dans le

temps ( t ! t + �t ) force (4.15) à être in v arian t par la transformation de la phase

A i ! A i ei 
 �t
en imp osan t � ij = 0 et conduit à

@Ai
@t

= � ij A j + T:N:L: (4.16)

App elons M H la matrice des ( � i;j ). Dans la suite de cet exp osé, nous nous limiterons

uniquemen t à ce cas.
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hexagonale

C6� E C2 2C3 2C6 3U2 3U0
2

A1 1 1 1 1 1 1
A2 1 1 1 1 � 1 � 1
B1 1 � 1 1 � 1 1 � 1
B2 1 � 1 1 � 1 � 1 1
E1 2 � 2 � 1 1 0 0
E2 2 2 � 1 � 1 0 0

T ab. 4.2.: T able des caractères du group e C6�

4.3.3.1. L'inva riance de (4.10) pa r les éléments du group e C6�

On c hoisit une représen tation matricielle R 12 du group e C6� des symétries de la

solution sur l'espace des op érateurs linéaires de ( A1; : : : ; A12 ) v ers ( A1; : : : ; A12 ).

Ainsi, on p eut dé�nir les représen tations du group e C6� :

E 7! R 12(E) : f A1; : : : ; A12g ! f A1; : : : ; A12g

C1
6 7! R 12(C1

6) : f A1; : : : ; A12g ! f A6; A1; A2; A3; A4; A5; A12; A7; A8; A9; A10; A11g

� v 7! R 12(� v) : f A1; : : : ; A12g ! f A7; A12; A11; A10; A9; A8; A1; A6; A1; A4; A3; A2g

On dé�nit de même les représen tations des neuf autres élémen ts du group e.

R 12 est une représen tation de C6� dans GL 12 , donc de dimension douze. Or, la théo-

rie des group es indique (v oir la table 4.2 et l'Annexe B) que C6� p ossède quatre

représen tations irréductibles de dimension un et deux représen tations irréductibles

de dimension deux, deux à deux non équiv alen tes. R 12 n'est donc pas une représen-

tation irréductible.

P ar construction M H est C6� -équiv arian te car (4.10) est in v arian te par les élémen ts

de symétrie de C6� . Les matrices R 12(C6v) qui constituen t cette représen tation com-

m uten t a v ec M H . Puisque C1
6 et � v son t générateurs du group e C6� , il faut et il su�t

que R 12(C1
6) et R 12(� v) comm uten t a v ec M H (v oir les formes matricelles de R 12(C1

6)
et R 12(� v) en Annexe C).

Soit

�
M H ; R 12(C1

6)
�

= 0; [M H ; R 12(� v)] = 0 (4.17)

où [M H ; R 12(C1
6)] est le comm utateur de M H et de R 12(C1

6) .

4

Nous traitons par la suite uniquemen t le cas de Hopf ( 
 6= 0 ), le cas stationnaire ( 
 = 0 )

conduisan t exactemen t aux mêmes résultats.
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Chapitre 4. La déstabilisation d'une structure hexagonale stationnaire

Les équations (4.17) réduisen t les 144 élémen ts complexes de M H à seulemen t 12

di�éren ts notés (m1; m2; : : : ; m12) :

M H =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

m1 m2 m3 m4 m5 m6 m7 m8 m9 m10 m11 m12

m6 m1 m2 m3 m4 m5 m12 m7 m8 m9 m10 m11

m5 m6 m1 m2 m3 m4 m11 m12 m7 m8 m9 m10

m4 m5 m6 m1 m2 m3 m10 m11 m12 m7 m8 m9

m3 m4 m5 m6 m1 m2 m9 m10 m11 m12 m7 m8

m2 m3 m4 m5 m6 m1 m8 m9 m10 m11 m12 m7

m7 m12 m11 m10 m9 m8 m1 m6 m5 m4 m3 m2

m8 m7 m12 m11 m10 m9 m2 m1 m6 m5 m4 m3

m9 m8 m7 m12 m11 m10 m3 m2 m1 m6 m5 m4

m10 m9 m8 m7 m12 m11 m4 m3 m2 m1 m6 m5

m11 m10 m9 m8 m7 m12 m5 m4 m3 m2 m1 m6

m12 m11 m10 m9 m8 m7 m6 m5 m4 m3 m2 m1

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

Cette matrice p ossède quatre v aleurs propres doubles et quatre v aleurs propres

simples auxquelles son t asso ciées six formes de v ecteurs propres di�éren tes

V1 = ( �; �; � (� + � ) ; �; �; � (� + � ) ; ; �; � ( + � ) ; ; �; � ( + � ))

V2 = ( �; �; � � �; � �; � �; � (� � � ) ; ; �; � ( � � ) ; � ; � �;  � � )

V3 = ( �; �; �; �; �; �; �; �; �; �; �; � )

V4 = ( �; �; �; �; �; �; � �; � �; � �; � �; � �; � � )

V5 = ( �; � �; �; � �; �; � �; � �; �; � �; �; � �; � )

V6 = ( �; � �; �; � �; �; � �; �; � �; �; � �; �; � � )
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hexagonale

8
>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>:

Une v aleur propre double � 1 est asso ciée à deux v ecteurs propres du t yp e V1

Une v aleur propre double � 2 est asso ciée à deux v ecteurs propres du t yp e V1

Une v aleur propre double � 3 est asso ciée à deux v ecteurs propres du t yp e V2

Une v aleur propre double � 4 est asso ciée à deux v ecteurs propres du t yp e V2

Une v aleur propre simple � 5 est asso ciée à un v ecteur propre du t yp e V3

Une v aleur propre simple � 6 est asso ciée à un v ecteur propre du t yp e V4

Une v aleur propre simple � 7 est asso ciée à un v ecteur propre du t yp e V5

Une v aleur propre simple � 8 est asso ciée à un v ecteur propre du t yp e V6

On v éri�e que ces résultats son t compatibles a v ec les relations d'orthogonalité de la

théorie des group es (Cf Annexe B).

P
i n2

i = 2 2 + 2 2 + 1 2 + 1 2 + 1 2 + 1 2 = g
= 12

P
i ai ni = (2 � 2) + (2 � 2) + (1 � 1) + (1 � 1) + (1 � 1) + (1 � 1) = g

= 12

où ni est la dimension de la représen tation irréductible i , ai sa m ultiplicité et g
l'ordre du group e.

4.3.3.2. L'inva riance de (4.10) pa r les translations d'espace Z2
.

Si on prend en compte l'in v ariance de (4.10) par les translations d'espace Z2
, M H

doit comm uter a v ec les deux matrices de translation R 12(T~a0 ) et R 12(T~a1 ) représen-

tan t resp ectiv emen t les translations de v ecteurs

�! a0 et

�! a1 .

[M H ; R 12(T~a0 )] = 0 ; [M H ; R 12(T~a1 )] = 0 (4.18)

On fait le calcul des deux matrices translation en utilisan t le fait que la translation

d'espace

�! r ! �! r + �! a0 imp ose A i ! A i ei
�!
kc i

�! a0
et la translation d'espace

�! r ! �! r + �! a1

imp ose A i ! A i ei
�!
kc i

�! a1
où on rapp elle

i = E; C1
6; C2

6; C3
6 ; C4

6; C5
6 ; � v; C1

6 � v ; C2
6 � v; C3

6 � v; C4
6 � v ; C5

6 � v

Les élémen ts de matrice des comm utateurs (4.18) s'écriv en t sous la forme mi �
(coef f icient ) où les termes (coef f icient ) son t fonction de � et � . T ous ces elémen ts

de matrice doiv en t être n uls. Deux p ossibilités se présen ten t alors p our ann uler

un élémen t. Soit (coef f icient ) est n ul, soit mi est n ul. Certains des (coef f icient )
p euv en t s'ann uler p our des v aleurs de � et � déterminées.

Considérons le cas des élémen ts de matrice a y an t m2 en facteur. Si, p our (�; � )
donné, tous les (coef f icient ) en facteur de m2 son t n uls, alors aucune condition

n'est imp osée p our m2 : il est a priori non n ul.
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Au con traire, si p our (�; � ) donné, au moins un (coef f icient ) en facteur de m2 est

non n ul, alors m2 doit nécessairemen t être n ul puisqu'il faut ann uler l'élémen t de

matrice corresp ondan t.

Cette description est égalemen t vraie p our toutes les autres situations i 6= 1 .

En dé�nitiv e, il faut iden ti�er tous les couples (�; � ) p our lesquels on n'a pas l'obli-

gation d'ann uler un, v oire plusieurs mi , sac han t qu'il faut ann uler tous les élémen ts

de matrice des deux comm utateurs séparémen t.

En utilisan t les notations

C = e
i
�
2

� cos (� )

S = e
i
�
2

�
p

3 sin (� )

on obtien t les conditions d'ann ulation suiv an tes :

m2 = 0 ou (C; S) 2 S2 = f (1; 1) ; (� 1; � 1)g;

m3 = 0 ou (C; S) 2 S3 =
�

(1; 1) ; (� 1; � 1) ;
�
e� 2i�= 3; 1

�
;
�
e� 2i�= 6; � 1

�	
;

m4 = 0 ou (C; S) 2 S4 = f (1; � 1) ; (� 1; � 1) ; (i; � i ) ; (� i; � i )g ;

m5 = 0 ou (C; S) 2 S3;

m6 = 0 ou (C; S) 2 S2;

m7 = 0 ou (C; S) 2 S5 = f S = � 1g;

m8 = 0 ou (C; S) 2 S6 = f C = Sg;

m9 = 0 ou (C; S) 2 S7 =
�

S = C3
	

;

m10 = 0 ou (C; S) 2 S8 = f C = � 1g;

m11 = 0 ou (C; S) 2 S9 =
�

SC3 = 1
	

;

m12 = 0 ou (C; S) 2 S10 = f SC = 1g:

On constate qu'il n'y a pas de condition sur m1 . De plus, si tous les co e�cien ts

(m2; : : : ; m12) étaien t n uls, alors (4.10) serait in v arian t par rapp ort à toute transla-

tion con tin ue d'espace. Bien que ce soit p ossible, par exemple si DF jU0 ne dép endait

pas explicitemen t de U0 , ce n'est pas une situation générique. Donc génériquemen t

au moins un des mi;i � 2 est non n ul. On remarque égalemen t que les ensem bles Si

ne son t pas disjoin ts. Plusieurs mi p euv en t être sim ultanémen t non n uls p our un

même couple (C; S) . P ar exemple dans le cas (C; S) 2 S2 , aucun des mi n'est forcé

de s'ann uler.

T ous les cas de �gure constituan t les règles de sélection des v ecteurs d'onde de

l'instabilité secondaire son t résumés dans la T able 4.3 où � � est l'angle en tre

~k0 et
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4.3. Sélection des v ecteurs d'onde lors de la déstabilisation d'une structure

hexagonale

Cas � x =2�
� � y = 2�

�
p

3
� 2=k2

0 � min =k0 4 � P as forcémen t n ul

I 2m 2n 3m2 + n2 1 0 tous

I I 2m + 1 2n + 1 3(m + 1 =2)2 + ( n + 1 =2)2 1 0

I I I 2m + 2 =3 2n 3(m + 1 =3)2 + n2 1=
p

3 �= 6 m1 , m3 ,

IV 2m � 2=3 2n 3(m � 1=3)2 + n2 1=
p

3 �= 6 m5 , m7 ,

V 2m + 1 =3 2n + 1 3(m + 1 =6)2 + ( n + 1 =2)2 1=
p

3 �= 6 m9 , m11

VI 2m � 1=3 2n + 1 3(m � 1=6)2 + ( n + 1 =2)2 1=
p

3 �= 6

VI I 2m 2n + 1 3m2 + ( n + 1 =2)2 1=2 0 m1 , m4 , m7 , m10

VI I I 2m + 1 2n 3(m + 1 =2)2 + n2
p

3=2 �= 6

IX 2m + 1 =2 2n + 1 =2 3(m + 1 =4)2 + ( n + 1 =4)2 1=2 0 m1 , m4 , m8 , m11

X 2m � 1=2 2n � 1=2 3(m � 1=4)2 + ( n � 1=4)2 1=2 0

XI 2m + 1 =2 2n � 1=2 3(m + 1 =4)2 + ( n � 1=4)2 1=2 0 m1 , m4 , m9 , m12

XI I 2m � 1=2 2n + 1 =2 3(m � 1=4)2 + ( n + 1 =4)2 1=2 0

Cas Con train te P as forcémen t n ul

XI I I � y = 2�
�

p
3

(2n) m1 , m7

XIV � y = 2�
�

p
3

(2n+1)

XV � y � � xp
3

= k0m m1 , m8

XVI � y � � x
p

3 = k0m m1 , m9

XVI I � x = 2�
� (2m) m1 , m10

XVI I I � x = 2�
� (2m+1)

XIX � y +
p

3� x = k0m m1 , m11

XX � y + � xp
3

= k0m m1 , m12

T ab. 4.3.: Les règles de sélection des v ecteurs d'onde.

�!
kc (v oir Fig. 4.2).

P assons en revue quelques situations.

1 (C; S) = (1 ; 1) ) 9 (m; n) 2 Z2;

8
><

>:

kc;x = � cos (� ) =
2�
�

2m

kc;y = � sin (� ) =
2�

�
p

3
2n

Dans ce cas, il n'y a aucune condition sur les co e�cien ts m1; : : : ; m12 qui ne son t

donc pas forcés de s'ann uler.

� 2
m;n = k2

0 (3m2 + n2) . La forme des v ecteurs propres et v aleurs propres est celle

donnée plus haut. P our la sélection des v ecteurs d'onde, on p eut noter que l'ensem ble

F =
n

~kc;(m;n ) ; (m; n) 2 Z2
o

n'est pas C6� -in v arian t. A1 est asso cié au sp ectre F , A2

au sp ectre g2 (F ) et A i au sp ectre gi (F ) . Le sp ectre de la p erturbation critique W
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Chapitre 4. La déstabilisation d'une structure hexagonale stationnaire

met en jeu

12[

i =1

gi (F ) . Les plus p etits v ecteurs d'onde corresp onden t aux

~ki du motif

hexagonal de base � min = k0 et � � = 0 .

2 (C; S) = ( � 1; 1) ) 9 (m; n) 2 Z2;

8
><

>:

kc;x = � cos (� ) =
2�
�

(2m + 1)

kc;y = � sin (� ) =
2�

�
p

3
2n

les co e�cien ts m1; m4; m7 et m10 ne son t donc pas forcés de s'ann uler et M H se

réécrit

M H =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

m1 0 0 m4 0 0 m7 0 0 m10 0 0

0 m1 0 0 m4 0 0 m7 0 0 m10 0

0 0 m1 0 0 m4 0 0 m7 0 0 m10

m4 0 0 m1 0 0 m10 0 0 m7 0 0

0 m4 0 0 m1 0 0 m10 0 0 m7 0

0 0 m4 0 0 m1 0 0 m10 0 0 m7

m7 0 0 m10 0 0 m1 0 0 m4 0 0

0 m7 0 0 m10 0 0 m1 0 0 m4 0

0 0 m7 0 0 m10 0 0 m1 0 0 m4

m10 0 0 m7 0 0 m4 0 0 m1 0 0

0 m10 0 0 m7 0 0 m4 0 0 m1 0

0 0 m10 0 0 m7 0 0 m4 0 0 m1

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

Dans ce cas, on obtien t les 4 v aleurs propres triples et v ecteurs propres asso ciés :

m1 + m7 + m4 + m10 :

8
<

:

(1; 0; 0; 1; 0; 0; 1; 0; 0; 1; 0; 0)
(0; 1; 0; 0; 1; 0; 0; 1; 0; 0; 1; 0)
(0; 0; 1; 0; 0; 1; 0; 0; 1; 0; 0; 1)

m1 + m7 � m4 � m10 :

8
<

:

(� 1; 0; 0; 1; 0; 0; � 1; 0; 0; 1; 0; 0)
(0; 0; 1; 0; 0; � 1; 0; 0; 1; 0; 0; � 1)
(0; � 1; 0; 0; 1; 0; 0; � 1; 0; 0; 1; 0)

m1 � m7 � m4 + m10 :

8
<

:

(0; 0; � 1; 0; 0; 1; 0; 0; 1; 0; 0; � 1)
(1; 0; 0; � 1; 0; 0; � 1; 0; 0; 1; 0; 0)
(0; � 1; 0; 0; 1; 0; 0; 1; 0; 0; � 1; 0)
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4.3. Sélection des v ecteurs d'onde lors de la déstabilisation d'une structure

hexagonale

m1 � m7 + m4 � m10 :

8
<

:

(0; 0; � 1; 0; 0; � 1; 0; 0; 1; 0; 0; 1)
(0; 1; 0; 0; 1; 0; 0; � 1; 0; 0; � 1; 0)
(1; 0; 0; 1; 0; 0; � 1; 0; 0; � 1; 0; 0)

P ar exemple, dans le cas où la v aleur propre mise en jeu dans l'instabilité secondaire

est m1 + m7 + m4 + m10 , les trois v ecteurs propres indép endan ts son t in v arian ts par

parité et s'éc hangen t par rotation de

2�
6

. Le sp ectre de F ourier de ces mo des propres

n'est pas in v arian t par R 2�= 6 , pas plus que la réunion des trois sp ectres. Le sp ectre

de F ourier de la p erturbation W dép end de la comp étition non-linéaire en tre ces

trois mo des propres symétriques. Si ces trois mo des propres co existen t a v ec la même

amplitude, le sp ectre total est in v arian t par R 2�= 6 , mais ce n'est pas vrai dans le cas

con traire. Les plus p etits v ecteurs mis en jeu dans la description de la p erturbation

W son t caractérisés par � min = k0

p
3

2
et � � =

�
6

.

3 S = 1 ) 9 n 2 Z; kc;y = � sin (� ) =
2�

�
p

3
2n

les co e�cien ts m1 et m7 ne son t donc pas forcés de s'ann uler et M H se réécrit

M H =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

m1 0 0 0 0 0 m7 0 0 0 0 0

0 m1 0 0 0 0 0 m7 0 0 0 0

0 0 m1 0 0 0 0 0 m7 0 0 0

0 0 0 m1 0 0 0 0 0 m7 0 0

0 0 0 0 m1 0 0 0 0 0 m7 0

0 0 0 0 0 m1 0 0 0 0 0 m7

m7 0 0 0 0 0 m1 0 0 0 0 0

0 m7 0 0 0 0 0 m1 0 0 0 0

0 0 m7 0 0 0 0 0 m1 0 0 0

0 0 0 m7 0 0 0 0 0 m1 0 0

0 0 0 0 m7 0 0 0 0 0 m1 0

0 0 0 0 0 m7 0 0 0 0 0 m1

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

Dans ce cas, on obtien t les 2 v aleurs propres sextuples et v ecteurs propres asso ciés :

m1 + m7 :

8
>>>>>><

>>>>>>:

(1; 0; 0; 0; 0; 0; 1; 0; 0; 0; 0; 0)
(0; 0; 0; 1; 0; 0; 0; 0; 0; 1; 0; 0)
(0; 0; 0; 0; 1; 0; 0; 0; 0; 0; 1; 0)
(0; 0; 0; 0; 0; 1; 0; 0; 0; 0; 0; 1)
(0; 0; 1; 0; 0; 0; 0; 0; 1; 0; 0; 0)
(0; 1; 0; 0; 0; 0; 0; 1; 0; 0; 0; 0)
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Chapitre 4. La déstabilisation d'une structure hexagonale stationnaire

Fig. 4.3.: Sp ectre de F ourier de la p erturbation W p our le cas théorique 3. Les

cercles corresp onden t aux v ecteurs d'onde mis en jeu dans la description

du motif hexagonal de base.

m1 � m7 :

8
>>>>>><

>>>>>>:

(1; 0; 0; 0; 0; 0; � 1; 0; 0; 0; 0; 0)
(0; 0; 0; 1; 0; 0; 0; 0; 0; � 1; 0; 0)
(0; 0; 0; 0; 1; 0; 0; 0; 0; 0; � 1; 0)
(0; 0; 0; 0; 0; 1; 0; 0; 0; 0; 0; � 1)
(0; 0; 1; 0; 0; 0; 0; 0; � 1; 0; 0; 0)
(0; 1; 0; 0; 0; 0; 0; � 1; 0; 0; 0; 0)

Il n'y a pas de sélection sur la comp osan te x de

~kc , mais cela n'imp ose pas que

(4.10) soit in v arian t par rapp ort aux translations con tin ues le long de l'axe des x . Les

v ecteurs propres asso ciés à l'une des deux v aleurs propres s'éc hangen t par rotation

de

2�
6

. Les v ecteurs propres asso ciés à la v aleur propre m1 + m7 son t in v arian ts par

P ~a0 , alors que ceux asso ciés à m1 � m7 s'éc hangen t dans leurs opp osés. La Fig. 4.3

mon tre les v ecteurs d'onde mis en jeu dans la description de la p erturbation quand

il n'y a pas de comp étition en tre les mo des propres critiques.

P our �nir, on donne un exemple p our le cas 2. Dans la situation m1 + m7 + m4 +
m10 = 0 (l'une des situations génériques d'apparition de l'instabilité), le mo de propre

critique W (�! r ; t ) s'écrit :

W (�! r ; t ) = ei 
 t (R1� 1 (�! r ) + R2� 2 (�! r ) + R3� 3 (�! r ))

a v ec
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4.4. Comparaison a v ec des observ ations

� 1 = ei
�!
kc

�! r � (�! r ) + ei(C3
6

�!
kc)�! r C3

6 � (�! r ) + ei(� v
�!
kc)�! r (� v � ) ( �! r ) + ei(C3

6 � v
�!
kc)�! r (C3

6 � v � ) ( �! r )

� 2 = ei(C1
6

�!
kc)�! r C1

6 � (�! r )+ ei(C4
6

�!
kc)�! r C4

6 � (�! r )+ ei(C1
6 � v

�!
kc)�! r (C1

6 � v � ) ( �! r )+ ei(C4
6 � v

�!
kc)�! r (C4

6 � v � ) ( �! r )

� 3 = ei(C2
6

�!
kc)�! r C2

6 � (�! r )+ ei(C5
6

�!
kc)�! r C5

6 � (�! r )+ ei(C2
6 � v

�!
kc)�! r (C2

6 � v � ) ( �! r )+ ei(C5
6 � v

�!
kc)�! r (C5

6 � v � ) ( �! r )

et R1 , R2 et R3 des co e�cien ts complexes de prop ortionalité.

4.4. Compa raison avec des observations

A notre connaissance, quatre observ ations d'instabilité secondaire d'une structure

stationnaire hexagonale on t été faites.

� Une sim ulation n umérique de l'équation de Kuramoto-Siv ashinski amortie à 2D

[24]. Cette équation

@h
@t

= � �
�

1 + ~r 2
� 2

h + ~r h2

est mise en jeu dans de nom breux problèmes de ph ysique et de c himie et p eut

être considérée comme un paradigme des systèmes dissipatifs. Elle p ossède une

solution homogène et stationnaire h = 0 qui devien t instable et laisse place à une

structure hexagonale lorsque � devien t p ositif. P our une v aleur plus grande de

ce paramètre, il apparaît une instabilité secondaire. L'étude n umérique a mon tré

l'émergence de nouv eaux v ecteurs � = k0=
p

3 et ( � � = �= 6) en accord a v ec nos

prédictions théoriques (cas I I I-VI ). En dépit du ratio en

p
3, cette instabilité a

été app elée triplemen t de p ério de de Hopf en raison du triplemen t observ é dans

certaines directions.

� Une exp érience d'optique [25]. Une v ap eur de so dium est irradiée par un laser à

coloran t a v ec un miroir simple. En augmen tan t l'in tensité du laser, une première

bifurcation à partir de l'état homogène fait apparaître une structure hexagonale,

puis, en faisan t croître l'in tensité, une deuxième instabilité hexagonale surgit,

caractérisée par un nom bre d'onde plus grand ( �=k 0 = 1:120� 0:06 et une rotation

� � = �= 6 par rapp ort au motif de base. Il a été rapp orté que la suppression

des harmoniques par une tec hnique de �ltre optique conduit à la disparition de

l'instabilité secondaire. Il y a plusieurs candidats théoriques, comme par exemple

le cas I I I a v ec m = � 1, n = 0 et �=k 0 = 2=
p

3 � 1:115 a v ec le b on comp ortemen t

de �ltre optique (v oir Fig. 4.4-a). Si on considère les ensem bles qui con tiennen t les

v ecteurs d'onde mis en jeu resp ectiv emen t dans l'instabilité primaire et l'instabilité

secondaire, on remarque que leur in tersection est non n ulle. En fait, les v ecteurs

d'onde comm uns, resp onsables du transfert d'énergie du premier au second motif,

son t plus grands que 2k0 . On p eut donc s'attendre à une disparition de l'instabilité

secondaire si un �ltre optique arrête les v ecteurs d'onde plus grands que 2k0:
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Fig. 4.4.: Les v ecteurs d'onde mis en jeu dans la description des mo des propres se-

condaires. (a) Cas I I I a v ec (m,n)=(-1,0), � � = �= 6 et � min =k0 = 2=
p

3 �
1:155. (b) Cas VI I a v ec (m,n)=(0,0), � � = 0 et � min =k0 = 1=2.

� Une sim ulation n umérique en solidi�cation dirigée [28]. En v arian t les paramètres

de con trôle, on passe d'un fron t plan de solidi�cation à une structure hexagonale,

puis à une déstabilisation de cette structure où trois sous-réseaux hexagonaux

équiv alen ts émergen t a v ec �=k 0 = 1=
p

3. Les cellules oscillen t en phase a v ec une

croissance exp onen tielle de l'amplitude (cas I I I-VI ).

� En�n, dans l'exp érience d'h ydro dynamique décrite dans cette thèse et dans [29].

Un �lm visqueux sous gra vité déstabilisan te et con tin ûmen t alimen té crée un

réseau hexagonal de colonnes de liquide. En dimin uan t le débit à partir de la

solution stationnaire, on observ e des oscillations de ligne en opp osition de phase

dans les trois directions du réseau (Fig. 4.5 et 4.4-b). Dans ce cas, �=k 0 = 1=2 et

� � = 0 (cas VI I a v ec m = 0 et n = 0 ).
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0

1

02

(b)

a

a

k

ka

l '

Fig. 4.5.: (a) V ue de dessus à tra v ers le milieu p oreux, l'em base des colonnes ap-

paraissan t en clair. Oscillations de lignes : les �èc hes indiquen t le sens de

déplacemen t dans une direction du réseau (p ério de d'oscillation T=1 s,

viscosité � = 20 mm2=s). (b) Les ~ai corresp onden t aux translations lais-

san t le motif inc hangé. � 0
est la longueur d'onde de l'instabilité secondaire.
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5. Le régime turbulent

Nous ab ordons dans ce c hapitre un autre asp ect de l'écoulemen t. Il s'agit de

l'étude à deux dimensions d'espace de la transition, dans le régime de colonnes,

d'un état de base dit � laminaire � v ers un état complètemen t désordonné dit

� turbulen t � .

5.1. Intro duction

La transition v ers la turbulence dans les systèmes dissipatifs hors équilibre est un

phénomène étudié depuis plusieurs décennies, en particulier dans les écoulemen ts

h ydro dynamiques. Il est usuel de classer ces systèmes suiv an t plusieurs critères clés,

comme la dép endance de l'év olution spatio-temp orelle à l'espace ou, dans le cas des

systèmes spatialemen t étendus, le t yp e de transition v ers la turbulence.

5.1.1. Systèmes con�nés ou étendus : chaos temp o rel ou

spatio-temp o rel ?

On parle de système con�né ou de p etit système lorsqu'il p ossède un p etit nom bre

de degrés de lib erté. Dans les systèmes h ydro dynamiques, on y parvien t par un

con�nemen t géométrique qui a p our e�et de grandemen t simpli�er la dynamique

qui se trouv e ainsi régie par un tout p etit nom bre de mo des. On s'in téresse alors à

l'év olution temp orelle de ces mo des puisque les e�ets spatiaux n'en tren t pas en jeu.

On décrit l'apparition du désordre en terme de c haos temp orel, relativ emen t bien

compris à l'heure actuelle, grâce aux tra v aux théoriques pionniers, réalisés en tre

autres par A. Androno v et E. Hopf.

Plus récemmen t, D. Ruelle et F. T ak ens en 1971 [51], a v ec la notion d'attracteur

étrange, on t mon tré que le c haos temp orel p eut arriv er lorsqu'un régime bip ério dique

a v ec deux fréquences incommensurées apparaît dans le système (quasip ério dicité).

Au delà d'une certaine v aleur du paramètre, le régime devien t c haotique dans le

temps.

En 1978, M.J. F eigen baum [48 ] et C. T resser, P . Coullet [49] on t décrit le scénario

de la c asc ade subharmonique par lequel l'év olution temp orelle du système devien t

c haotique par la succession de seulemen t quelques doublemen ts de p ério de.
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5.1. In tro duction

En 1980, Y. P omeau et P . Manneville [50 ], par le scénario de tr ansition p ar intermit-

tenc e , on t décrit les sursauts brusques et imprévisibles v enan t p erturb er un système

oscillan t. La fréquence de ces sursauts croît a v ec l'écart au seuil du paramètre de

con trôle jusqu'au c haos.

Le cas d'un système étendu ou grand système (p ossèdan t un grand nom bre de degrés

de lib erté), bien que rendan t mieux compte de la réalité des phénomènes naturels,

est bien plus di�cile à étudier tan t au niv eau exp érimen tal que théorique. En e�et,

le gel spatial qui imp osait aupara v an t la cohérence spatio-temp orelle disparaît et les

comp ortemen ts observ és son t bien plus ric hes. Puisque l'espace ren tre en compte,

la géométrie joue un rôle crucial (il faut au moins in tégrer la notion de conditions

aux limites) et l'év olution ne p eut se décrire qu'au mo y en d'équations aux dériv ées

partielles qui n'on t en général pas de solutions analytiques. La démarc he consiste

bien souv en t à généraliser les résultats obten us dans des cas particuliers (c'est à dire

a v ec des géométries étendues particulières). Les tec hniques d'analyse di�èren t selon

que la transition, qui à terme mène au c haos spatio-temp orel, est sup er-critique ou

sous-critique.

5.1.2. T ransition sup er-critique ou sous-critique vers la

turbulence ?

Y v es P omeau, a prop osé en 1986 [52] de distinguer deux t yp es de transitions à la

turbulence dans les systèmes spatialemen t étendus, en suiv an t une analogie a v ec la

théorie des bifurcations.

Dans le cas des transitions sup er-critiques (ou du deuxième ordre au sens des sys-

tèmes thermo dynamiques), l'état de base du système devien t instable vis à vis de

p erturbations in�nitésimales. Le désordre augmen te de façon progressiv e et conduit

à la turbulence. Cette transition à la turbulence est main tenan t assez bien com-

prise comme étan t une cascade de bifurcations con tin ues (ou sup er-critiques au sens

large) qui son t autan t de brisures de symétrie sp on tanées du problème. Les équa-

tions d'amplitude des mo des bifurqués p euv en t être successiv emen t obten ues par des

dév elopp emen ts p erturbatifs de l'écart au seuil. Le c haos spatio-temp orel p eut être

décrit à terme par des équations d'en v elopp e comme l'équation de Ginzburg-Landau

complexe qui p eut mon trer des régimes de turbulence de phase et de défauts [53].

En ce qui concerne les transitions sous-critiques (ou du premier ordre au sens des

transitions de phase), l'état de base est linéairemen t stable. On constate une tran-

sition abrupte, souv en t lo calisée dans l'espace, en tre un état régulier (laminaire) et

un état très désordonné (turbulen t) puisque le système ne p eut être instable que

vis à vis de p erturbations d'amplitude �nie. La dynamique est ainsi caractérisée par

la co existence d'états très di�éren ts séparés par des fron ts en mouv emen t mettan t

en évidence la métastabilité caractéristique de ce t yp e de transition. Dans ce cas
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Chapitre 5. Le régime turbulen t

de �gure, il n'existe pas de p etit paramètre, ce qui emp êc he de tra v ailler à par-

tir de l'équation de base, plusieurs solutions non-linéaires étan t en comp étition. La

démarc he suivie est alors toute autre. Le concept de base est la décomp osition de

l'espace en cellules dynamiquemen t couplées à leurs v oisines. Cette transition est

observ ée par exemple dans l'écoulemen t de Couette plan [63].

5.1.3. L'intermittence spatio-temp o relle

On dit qu'une transition dans un système hors équilibre se fait par intermittenc es

sp atio-temp or el les (IST), lorsque de manière générale les états laminaire et turbulen t

co existen t p our une même v aleur du paramètre de con trôle, séparés par un fron t en

mouv emen t. Il apparaît donc naturel de se placer dans le con texte de la transition

sous-critique à la turbulence. En e�et, on p eut tenir le raisonnemen t suiv an t :

Puisqu'on se place dans le cadre sous-critique, l'état laminaire est linéairemen t

stable, c'est à dire stable par rap ort à des p erturbations d'amplitude �nie. Donc

lo calemen t, un état laminaire le reste puisqu'il n'a pas de �uctuation in trinsèque

par dé�nition. A l'in v erse, l'état lo calemen t turbulen t p eut év oluer v ers l'état la-

minaire puisqu'il est caractérisé, par dé�nition, par des �uctuations in trinsèques.

Cette asymétrie rend compte de la métastabilité caractéristique des transitions de

premier ordre. Un état lo calemen t laminaire ne p eut dev enir turbulen t que de deux

façons : soit par une p erturbation extérieure d'amplitude �nie, soit par un pr o c essus

de c ontamination par la fron tière a v ec une région turbulen te.

Un parallèle p eut être fait a v ec le mo dèle d'automate cellulaire probabiliste de la

p er c olation dirigé e [55], don t la caractéristique principale est d'être justemen t un

pro cessus de con tamination. Cette conjecture, faite par P omeau [52], fait le lien

en tre systèmes h ydro dynamiques et pro cessus sto c hastiques de con tamination et est

conn ue p our mon trer une transition de phase con tin ue. Néanmoins, des études sur

l'in termittence spatio-temp orelle menées par Chaté et Manneville a v ec des réseaux

d'itération couplés, à la �n des années 80 [56 ], on t mon tré que l'on ne p eut pas

toujours se ramener à la classe d'univ ersalité de la p ercolation dirigée.

Dans la mesure où les zones laminaires et turbulen tes p euv en t être clairemen t dis-

tinguées, il est p ertinen t de caractériser cette transition à la turbulence à l'aide de

plusieurs grandeurs p ouv an t jouer le rôle de paramètre d'ordre de la transition. Il est

ainsi p ossible de calculer l'év olution de la fraction turbulen te, dé�nie comme étan t

le quotien t de la surface (ou longueur) turbulen te totale par la surface du système.

Cette fraction turbulen te �uctue autour d'une v aleur mo y enne bien déterminée qui

est fonction de l'écart au seuil. Il est égalemen t p ossible de mesurer l'év olution de

l'in v erse de la taille caractéristique en fonction du paramètre de con trôle ou encore

la distribution en taille des domaines laminaires.
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5.1.4. Quelques exp ériences � t ypiques � de la transition à la

turbulence pa r IST

Les exemples d'IST parmi les plus conn us, p our l'essen tiel à une dimension d'espace,

se trouv en t dans les exp ériences de Ra yleigh-Bénard, de l'instabilité de l'imprimeur,

de l'instabilité de F arada y ou encore de la fon taine circulaire.

� Dans l'exp érience de l'instabilité de l'imprimeur, Rabaud, Mic halland et Couder

[36] se son t in téressés à la déstabilisation du ménisque d'un �uide en tre deux cy-

lindres. Ils on t observ é un motif stable ainsi que des ondes et un régime c haotique

a v ec de l'in termittence spatio-temp orelle (co existence de domaines cellulaires sta-

tionnaires et de domaines c haotiques a v ec créations et destructions de cellules)

lorsque les deux cylindres son t en co-rotation. Une mesure de la fraction c hao-

tique Fc en fonction de la vitesse de rotation du cylindre extérieur indique une

transition con tin ue de l'état ordonné v ers l'état c haotique.

� T u�llaro, Ramshank ar et Gollub [57 ] se son t in téressés à la déstabilisation à deux

dimensions d'espace d'un motif carré dû aux ondes capillaires, apparaissan t dans

une couc he de �uide soumise à des oscillations v erticales. Ils on t observ é l'appa-

rition progressiv e de défauts in termitten ts au delà d'un seuil bien dé�ni de l'am-

plitude des oscillations. Cilib erto, Douady et F auv e [58] on t observ é des lignes de

défauts dans une exp érience similaire. En mon tran t que le sp ectre de F ourier des

v ariations d'accélération devien t con tin u en augmen tan t le forçage, ils on t bien

mis en évidence l'apparition du c haos spatio-temp orel.

� Sans ren trer dans les détails que l'on p ourra retrouv er par exemple dans [33] dans

le cas d'une cellule ann ulaire, l'exp érience de Ra yleigh-Bénard est une exp érience

de thermo con v ection. Un �uide est main ten u en tre deux plaques horizon tales et

conductrices de c haleur. Ces deux plaques son t à des temp ératures con trôlées, la

plus c haude se trouv an t au dessous, de manière à ce que le gradien t de temp éra-

ture induit soit dirigé dans le sens opp osé à la gra vité. Le paramètre de con trôle

p ertinen t est la di�érence de temp érature 4 T en tre les deux plaques. Que se

passe-t-il si l'on fait croître 4 T depuis 0 ? Dans un premier temps, la conduction

domine (le �uide reste immobile). Lorsque 4 T passe une v aleur critique, une bi-

furcation sup ercritique se pro duit et la p oussée d'Arc himède fait apparaître de la

con v ection de manière con tin ue. Le plus souv en t, le �uide ainsi mis en mouv emen t

se structure en rouleaux d'axe horizon tal. Ces rouleaux on t alternativ emen t des

sens de rotation opp osés. Plusieurs régimes son t successiv emen t observ és au-delà

du régime stationnaire p our des v aleurs seuil de 4 T lorsqu'on le fait croître :

� oscillations des rouleaux, p ério diques et en opp osition de phase

� apparition progressiv e de défauts de structure (des dislo cations) à partir d'un

seuil bien dé�ni. Le passage se fait graduellemen t de l'état laminaire à l'état

totalemen t turbulen t en v arian t le paramètre de con trôle de l'exp érience (la
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taille des zones de défauts croît con tin ûmen t a v ec 4 T jusqu'à en v ahir tout

le système). Ce son t les in termittences spatio-temp orelles (Fig. 5.1-a). Cette

transition par IST est un comp ortemen t critique apparaîssan t à un seuil bien

dé�ni. Elle est con tin ue et p ossède les caractéristiques des c hangemen ts de phase

du deuxième ordre. L'in v erse de la longueur caractéristique, tout comme la

fraction turbulen te mo y enne, on t un comp ortemen t en loi de puissance à partir

de ce seuil.

� au-delà, c haos spatio-temp orel lorsque tout le système est turbulen t.

� Une étude du c haos spatio-temp orel dans le motif de colonnes d'h uile de silicone

tom ban t sous un surplom b circulaire (Fig. 5.1-c et d) a été menée par Brunet

et Limat [59]. Ils on t établi l'existence d'un débit d'alimen tation critique au delà

duquel le régime c haotique est p ermanen t mais ils n'on t pas pu mettre dé�nitiv e-

men t en évidence le régime d'in termittences spatio-temp orelles, probablemen t à

cause de la taille réduite du système.

Dans d'autres exp ériences d'h ydro dynamique, l'écoulemen t de base p eut être in-

stable vis à vis de p erturbations d'amplitude �nie. L'état bifurqué, très turbulen t,

apparaît alors brutalemen t et de manière lo calisée, souv en t sans structuration spa-

tiale préalable, comme il a été observ é dans plusieurs exp ériences menées sur les

écoulemen ts de cisaillemen t.

� Dans le cas de l'instabilité de T a ylor-Couette, un �uide est cisaillé en tre deux cy-

lindres coaxiaux. Dans la situation con tra-rotativ e, la turbulence p eut apparaître,

de manière sous-critique, sous la forme d'une spirale turbulen te qui fait suite à des

rouleaux organisés en spirale [60]. Une étude des bursts turbulen ts précurseurs de

la spirale, réalisée par Colo v as et Anderec k [61] mon tre les caractéristiques d'une

transition à la turbulence par IST de manière con tin ue.

� L'exp érience de T a ylor-Dean est une v ersion mo di�ée de l'exp érience précéden te,

p our laquelle l'en trefer n'est que partiellemen t rempli et d'axe de rotation horizon-

tal. Degen, Mutabazi et Anderec k [62] on t mon tré l'existence d'un régime d'IST

a v ec co existence de l'état laminaire et de zones turbulen tes. Là aussi, la transition

s'est rév élée être sup er-critique.

� L'exp érience de Couette plan a été étudiée par Da viaud, Hegseth et Bergé [63].

L'écoulemen t de Couette plan est l'écoulemen t cisaillé le plus simple a v ec un état

laminaire linéairemen t stable p our tout Reynolds. Ce cisaillemen t est créé par une

courroie sans �n se déplaçan t dans deux directions opp osées et parallèles. Bottin

[64] a mon tré que le régime d'IST, fait de sp ots turbulen ts sur un fond laminaire

apparaît de manière discon tin ue (Fig. 5.1-b), indiquan t une transition globalemen t

sous-critique v ers la turbulence.
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(d)

Fig. 5.1.: (a) Diagramme spatio-temp orel dans l'exp érience de Ra yleigh-Bénard en

géométrie ann ulaire sur 1000 secondes. On observ e le pro cessus de con ta-

mination des domaines turbulen ts sur les domaines laminaires (par Da-

viaud et al.). (b) Sp ot turbulen t dans l'exp érience de Couette plan par

Da viaud et al. (c) L'exp érience de la fon taine circulaire a v ec un diagramme

spatio-temp orel dans le régime désordonné en (d). Les zones d'in�uence

des défauts (les créations et fusions de colonnes) son t indiquées par un

disque noir alors que les lignes mon tren t que ces défauts p euv en t être à

l'origine de la dériv e de domaines (par Brunet et al.).
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Film
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Fig. 5.2.: Le régime de colonnes .

5.1.5. L'étude de la transition dans le régime de colonnes à

deux dimensions

Lorsque le système est dans le régime de colonnes (v oir Fig. 5.2), il est p ossible

d'obtenir un état stable que nous quali�ons de laminair e, caractérisé par un nom bre

constan t de colonnes disp osées suiv an t un réseau hexagonal cen tré. Dans ce cas, la

structure p eut être stationnaire, subir des oscillations globales, con tenir des défauts

lo calisés asso ciés ou non à des oscillations (v oir c hapitre 3).

Nous nous in téressons dans ce c hapitre à la transition v ers un autre état nettemen t

di�éren t dit turbulent , caractérisé par un nom bre de colonnes �uctuan t au cours

du temps. La cohérence spatiale est p erdue et on observ e des mouv emen ts de co-

lonnes erratiques et de grande amplitude. Deux pro cessus dynamiques son t alors

observ és. Lorsque deux colonnes se rappro c hen t, elles �nissen t par s'attirer et elles

se com binen t p our ne former qu'une seule colonne iden tique aux précéden tes. C'est

une fusion, le système p erdan t une colonne. Une colonne iden tique aux autres p eut

apparaître dans une zone de densité temp orairemen t faible. C'est une création, le

système gagnan t une colonne. Ces deux pro cessus op èren t sim ultanémen t de ma-

nière p ermanen te, le nom bre de colonnes �uctuan t au cours du temps mais restan t

néanmoins constan t en mo y enne p our un débit donné. Dans le premier cas, les ef-

fets de tension de surface dominen t et conduisen t à la fusion des em bases. Dans le

deuxième cas, la gra vité domine et conduit lo calemen t à la déstabilisation du �lm

p our former une colonne (v oir Fig. 5.3).

On v a c herc her à analyser la dynamique spatio-temp orelle résultan t de la com-

plexité de la structure spatiale et de l'év olution temp orelle c haotique (le c haos

spatio-temp orel).

Le régime laminaire de colonnes existe sur une large plage de viscosités, p our presque

toutes les viscosités que nous a v ons utilisées dans notre exp érience (de 20 à 350

mm

2
/s). La Fig. 5.4 mon tre néanmoins un c hangemen t de comp ortemen t remar-

quable autour d'une viscosité critique � c � 35 mm

2
/s. P our une viscosité donnée
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5.1. In tro duction

Fig. 5.3.: Sc hématiquemen t, les pro cessus de création et de fusion de colonnes dans

le régime turbulen t.
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Chapitre 5. Le régime turbulen t

sup érieure à � c et p our un débit croissan t, on observ e en premier lieu l'état lami-

naire puis l'état turbulen t, que l'on quali�e de haut (haut débit, haute viscosité).

P our une viscosité donnée inférieure à � c , l'ordre est in v ersé. Il apparaît d'ab ord

l'état turbulen t dit b as (bas débit, basse viscosité), puis, au delà d'un débit seuil,

l'état laminaire.

On p eut donc s'attendre à des di�érences lors de la transition laminaire/turbulen t.

C'est p ourquoi l'étude qui suit a été réalisée a v ec des h uiles de viscosités 20 et 50

mm

2
/s. Le tra v ail a égalemen t été mené à 100 mm

2
/s mais les résultats, qualitati-

v emen t les mêmes qu'à 50 mm

2
/s, ne son t pas présen tés ici.

5.2. Les conditions d'étude

La surface d'écoulemen t a été �xée à 200 cm

2
p our toutes les mesures (disque d'écou-

lemen t de diamètre 160 mm). La visualisation se fait toujours à la v erticale et par

le dessus, ce qui p ermet d'obtenir une visualisation directe de b onne qualité. La

lumière, disp ensée par un tub e circulaire �uorescen t disp osé autour de la grille, à

la hauteur de l'em base des colonnes, est guidée par ces dernières. On met ainsi à

pro�t la propriété de réfraction de l'h uile puisqu'elle p ermet de rep érer la p osition

des colonnes à tra v ers les trous de la grille, les em bases de celles-ci apparaissan t

comme des anneaux lumineux sur un fond som bre (v oir Fig. 5.5).

5.2.1. La visualisation

Néanmoins, cette tec hnique, par ailleurs très p erforman te lorsqu'il s'agit d'étudier les

transitions en tre régimes, de mesurer des p ério des ou des longueurs d'onde, sem ble

trouv er ses limites. En e�et, p our faire une étude quan titativ e statistique du régime

désordonné, nous a v ons b esoin de rep érer les ob jets par leurs co ordonnées, de p ouv oir

dire a v ec précision lorsqu'il y a mouv emen t, fusion ou création. Cela implique une

pro cédure de détection, détaillée en 5.2.2. Or, p our qu'ils soien t tous détectés, les

ob jets doiv en t être très bien con trastés, homogènes en taille et en luminosité.

Les problèmes de détection automatiques rencon trés son t de deux t yp es. T out d'ab ord,

les ob jets se fon t de l'om bre. Leurs mouv emen ts relatifs p euv en t conduire à de fortes

et brèv es v ariations de luminosité dans certains cas, allan t jusqu'à l'absence momen-

tanée de leur détection. De plus, il existe b eaucoup de surfaces ré�éc hissan tes : les

parois en Plexiglas du bac de récup ération inévitablemen t recouv ertes d'un �lm

d'h uile, l'épais �lm formé sur le plan de réception, don t la surface se déforme en

p ermanence, en�n, plus pro c he de l'éclairage, le �lm induit par l'écoulemen t sous

la grille. T outes ces ré�exions créen t à des degrés div ers des tac hes lumineuses lo-

calisées et brusques p ouv an t être détectées à tort parmi les ob jets. J'ai réalisé des

améliorations sp éci�ques à cette étude, a v ec la fabrication de cac hes sur mesure (v oir
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Fig. 5.5.: Une image t ypique extraite d'une séquence � =20 mm

2
/s p our un débit de

78.9 cm

3

/s mettan t bien en évidence les problèmes rencon trés lors de la

détection. On distingue les em bases des colonnes à tra v ers les trous de la

grille. Dans le meilleur des cas, elles son t vues comme des anneaux lumi-

neux sur un fond som bre. L'év olution dynamique n'apparaît pas mais on

distingue des zones laminaires caractérisées par une organisation hexago-

nale et des zones agitées (� trous � dans l'écoulemen t, fusion sur la droite

. . . ).
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Fig. 5.6.: V ue en coup e du disp ositif en régime désordonné.

Fig. 5.6). Elles on t p ermis de grandemen t réduire les mauv aises détections tout en

amélioran t le con traste de l'image.

5.2.2. Le traitement d'image et la détection

L'essen tiel du tra v ail, lors de l'étude de ce régime, a consisté à mettre au p oin t un sys-

tème de traitemen t d'image ad ho c e�cace, puis à dév elopp er plusieurs programmes

en langage C p our exploiter les informations recueillies. Les tec hniques d'acquisition

et de traitemen t son t très brièv emen t décrites ici. Le système est à deux dimensions

d'espace, donc l'acquisition est rendue plus di�cile que dans le cas unidimensionnel

(en particulier, elle demande plus de ressources informatiques). Il en v a de même

p our le traitemen t de l'information spatio-temp orelle asso ciée puisqu'il est ardu de

pro duire un diagramme spatio-temp orel lisible.

Les acquisitions des �lms on t été faites au format D V P al (720 X 576 à 25 images par

seconde) directemen t sur le disque dur d'un ordinateur de t yp e PC. La durée t ypique

de l'enregistremen t d'une séquence, p our une viscosité et un débit donnés est de 32

min utes. Le �lm créé est décomp osé en une séquence de 48000 images. Après une

correction du rapp ort d'asp ect et une con v ersion en 256 niv eaux de gris, ces images

son t regroup ées � en grapp es � dans des paquets ou � Stac ks � . Elles subissen t

une succession de traitemen ts automatisés et paramétrables sous le logiciel ImageJ

a v ec un plugin que j'ai dév elopp é en Ja v a à cet e�et, comprenan t en tre autres des

réglages de luminosité et de con traste et surtout des �ltrages de F ourier à haute et

basse fréquences spatiales (v oir Fig. 5.7). Ces �ltrages son t réalisés deux fois sur des

plages de fréquences di�éren tes, dans un premier temps p our gommer les trous de la

grille (rapp elons que les ob jets son t vus à tra v ers les trous) et autres imp erfections, et

dans un second temps p our con traster les ob jets tout en les uniformisan t en taille et
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Fig. 5.7.: Les paramètres par défaut du traitemen t automatisé p euv en t être mo di-

�és a v an t lancemen t. � Données p our stac k � p ermet de sélectionner les

images à traiter, � Données p our le R OI � p ermet de sélectionner la région

d'in téret p our c haque image, � V aleurs Windo ws/Lev el a v an t c haque FFT

� mo di�e les paramètres de con traste et de luminosité p our améliorer le

traitemen t de F ourier, � V aleurs du �ltrage p our c haque FFT � détermine

les seuils en fréquence haut et bas p our c hacun des �ltrages, � V aleurs de

seuillage � est fourni p our binariser judicieusemen t la séquence d'images

traitées. En�n, on détermine la taille minim um des ob jets à détecter a v ec

� T aille min. p our la détection de particules � .
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luminosité. P our �nir, les images son t binarisées grâce à un seuillage judicieusemen t

c hoisi, les ob jets apparaissan t alors en noir sur un fond blanc. La �gure 5.8 mon tre

les di�éren tes étap es du traitemen t d'image.

Un programme de détection d'ob jets est lancé, enregistran t dans un �c hier de don-

nées, image par image, les co ordonnées de tous les ob jets détectés. Ainsi, en viron 7

millions d'ob jets son t détectés p our une séquence donnée, les erreurs de détection

son t au plus de quelques p our mille, l'erreur de loin la plus fréquen te étan t l'an ti-

cipation d'un 25

e

de seconde de la fusion inévitable d'ob jets très pro c hes. Une fois

lancée, la pro cédure de traitemen t complète p our un couple (viscosité, débit) donné,

s'e�ectue en une quinzaine d'heures sur un PC de 3 GHz et 1,5 Go de mémoire RAM

cadencée à 400 MHz. J'ai mon té quatre mac hines de ce t yp e au sein de l'équip e p our

fournir tous les résultats à suivre.

5.3. La transition du régime laminaire au régime

turbulent

La transition du régime laminaire au régime turbulen t se fait di�éremmen t suiv an t

que la viscosité de l'h uile est sup érieure ou inférieure à � c . Dans cette section, je

décris qualitativ emen t l'év olution du système p our la viscosité de 50 mm

2
/s en

premier lieu puis 20 mm

2
/s. Je ne donne pas les résultats p our 100 mm

2
/s puisqu'ils

son t qualitativ emen t similaires à ceux obten us p our 50 mm

2
/s.

5.3.1. L'huile de viscosité 50 mm

2
/s

5.3.1.1. Une transition du p remier o rdre

Il existe un régime laminaire stable apparaissan t sp on tanémen t en quelques secondes

lorsque le débit est judicieusemen t c hoisi. Le diagramme des phases est représen té

sc hématiquemen t sur la Fig. 5.11-a. Ce régime est caractérisé par une organisation

hexagonale des colonnes a v ec ou sans défaut et a v ec ou sans oscillation. Dans ce cas,

il n'y a pas de création, ni de fusion. Un débit critique qh
c est mis en évidence. P our

un débit d'alimen tation q < qh
c , le système est stable en regard de p erturbations

lo calisées d'amplitude �nie. Après un in terv alle de temps 4 t p endan t lequel le sys-

tème se réarrange par plusieurs créations-fusions (transitoires c haotiques) notés C-F

par la suite, celui-ci retrouv e son état laminaire. Ce phénomène est à rappro c her de

la disparition d'un sp ot turbulen t v olon tairemen t pro duit au milieu de l'écoulemen t

de Couette plan par ailleurs laminaire [65 ]. Lorque q se rappro c he de qh
c par v aleur

inférieure, 4 t augmen te et div erge en qh
c . Au delà de qh

c , la solution � laminaire �

reste linéairemen t stable mais le désordre induit par une p erturbation d'amplitude

�nie su�san te p ersiste, le système ne retrouv an t alors jamais l'état laminaire. On a
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5.3. La transition du régime laminaire au régime turbulen t

Fig. 5.8.: Les di�éren tes étap es du traitemen t : (a) Une image en niv eaux de gris et

au rapp ort d'asp ect corrigé. (b) Seule la région d'in térêt est conserv ée puis

in v ersée en vue de la détection future. (c) Les op érations de �ltrage, de loin

les plus coûteuses en temps mac hine p ermetten t de clairemen t iden ti�er

les ob jets. (d) En�n la détection propremen t dite est lancée après seuillage.

(e) Le résultat de la détection sup erp osé à l'image de départ.
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Chapitre 5. Le régime turbulen t

clairemen t a�aire à une situation où l'état laminaire est absorban t, caractérisé par

une métastabilité lo cale.

5.3.1.2. L'intermittence spatio-temp o relle

Lorsque q & qh
c , et que le système a été p erturb é par une action extérieure (par

exemple en forçan t la coalescence de plusieurs colonnes sous la grille a v ec l'aide

d'une tige), des zones turbulen tes en treten ues et bien dé�nies co existen t a v ec des

zones laminaires.

La transition en tre ce régime in termitten t dans lequel le désordre a été � allumé � et

le régime turbulen t se fait progressiv emen t en augmen tan t le débit, par apparition

de zones turbulen tes au détrimen t de l'état structuré. Le système est alors sensible

aux �uctuations. En mo y enne, la taille de ces zones croît a v ec l'écart au seuil en

débit, jusqu'à en v ahir tout le système p our un débit qh
t . On est dans le cadre des

IST dé�nies plus haut.

Ainsi, on remarque rapidemen t une di�érence fondamen tale en tre cette exp érience

et celles de Ra yleigh-Bénard et de l'instabilité de l'imprimeur : dans ces exp ériences,

l'apparition du désordre se fait de manière con tin ue a v ec une première déstabilisation

sous la forme d'oscillations du motif. Dans cette exp érience, elle est asso ciée à une

bifurcation sous-critique où il faut p erturb er le système p our obtenir ce désordre.

En ce sens, l'exp érience est à rappro c her de celle de Couette plan bien que l'état de

base soit structuré spatialemen t et non homogène. Le seuil en débit qh
c décrit plus

haut est précisémen t dé�ni. P artan t de cette situation � faiblemen t turbulen te � , la

transition au c haos spatio-temp orel se fait par IST, une transition con tin ue à seuil

critique du t yp e � transition de phase du deuxième ordre � (v oir Fig. 5.9).

5.3.1.3. Deux b ranches d'intermittences spatio-temp o relles

En fait, la situation est plus complexe. Lorsque le débit est �xé dans un in terv alle

allan t de qh
c à une v aleur qh

b > qh
c , le système présen te une bistabilité en tre deux

états, c hacun caractérisé par un désordre mo y en.

P our l'un de ces états, la fraction turbulen te mo y enne (Ft) croît a v ec l'écart au

seuil, situation générique de la transition à la turbulence par IST. P our l'autre, Ft

est toujours plus faible et ne dép end pas de l'écart au seuil, à la précision de la

mesure près. Une analyse plus �ne mon tre que l'agitation dans le deuxième état est

liée aux conditions aux limites. Le c÷ur du système reste essen tiellemen t laminaire

et des C-F surviennen t uniquemen t en p ériphérie où il y a con�it en tre l'organisa-

tion hexagonale et la condition aux limites circulaire (v oir Fig. 5.10). On p eut dire

que cette con train te géométrique frustre le système et en tretien t l'agitation au b ord,

emp êc han t du même coup le retour à l'état laminaire. Le désordre ne pro vien t pas
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5.3. La transition du régime laminaire au régime turbulen t

Fig. 5.9.: P our un même débit pro c he du seuil les zones laminaires à trois instan ts

di�éren ts. Ce résultat est obten u en réalisan t une mo y enne sur 3 secondes

(75 images). Cette durée, déterminée empiriquemen t, est le meilleur com-

promis en regard des temps caractéristiques d'év olution de la taille des

zones. Les ob jets restés immobiles son t les plus lumineux. Les autres son t

�ous et d'autan t moins lumineux qu'ils on t b ougé p endan t cet in terv alle

de temps. Un seuillage p ermet de faire ressortir uniquemen t les zones

laminaires.
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Chapitre 5. Le régime turbulen t

Fig. 5.10.: Une rémanence de deux secondes a été pro duite par traitemen t d'image.

Il s'agit du comp ortemen t t ypique dans la zone de bistabilité, lorsque le

système est dans la phase � quasi laminaire � , c'est à dire agité seulemen t

sur les b ords. Les réarrangemen ts se fon t principalemen t en p ériphérie.

De temps à autres on observ e quelques incursions v ers le co eur du sys-

tème (viscosité 50 mm

2
/s, débit 37.4 cm

3

/s).
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5.3. La transition du régime laminaire au régime turbulen t

(a)
Bistabilité

TurbulentIST
Laminaire

qc qb qt
h h h Débit

Turbulent IST
Bistabilité

Oscillations
Laminaire

qt
l qb qc ql

l l l Débit

(b)

Fig. 5.11.: Diagrammes des phases sc hématiques p our (a) l'h uile à 50 mm

2
/s et (b)

l'h uile à 20 mm

2
/s.

de l'écoulemen t puisqu'ici c'est la con train te du b ord qui sem ble être à l'origine du

caractère con taminan t. On p eut néanmoins parler d'in termittence spatio-temp orelle

unidimensionnelle p our cet état, partan t du constat que les états laminaire et tur-

bulen t co existen t essen tiellemen t en p ériphérie.

Pro c he du seuil, les deux états son t indiscernables. Des incursions viennen t des b ords

mais ren tren t profondémen t dans le système. En s'écartan t du seuil, le système passe

en mo y enne de plus en plus de temps dans le premier état, et le deuxième état n'est

plus observ é au delà du débit qh
b . Cette bistabilité, caractéristique des transitions du

premier ordre au sens des systèmes thermo dynamiques, sem ble donc n'apparaître

qu'à cause des e�ets de taille �nie du disp ositif et p eut s'in terpréter comme de

l'in termittence en tre deux états d'in termittences spatio-temp orelles.

5.3.2. L'huile de viscosité 20 mm

2
/s

5.3.2.1. Une transition du deuxième o rdre

Comme dans le cas précéden t, il existe un in terv alle de débit p ermettan t d'obtenir

un réseau hexagonal de colonnes d'h uile. Lorsque l'on fait croître le débit, il existe

une v aleur seuil au-delà de laquelle le système bascule progressiv emen t en régime

de napp es. Des zones où des colonnes se connecten t en napp es de tailles v ariables

co existen t a v ec le réseau hexagonal. P our un débit croissan t, les napp es en v ahissen t

le système de manière progressiv e. Les colonnes resten t dans le régime laminaire alors

que dans les régions o ccup ées par les napp es, celles-ci év oluen t a v ec une dynamique

très ric he, un p eu à la manière de v ers. Le fron t séparan t un domaine de napp es et

un domaine laminaire de colonnes est en mouv emen t. On observ e un comp ortemen t

de t yp e � con tamination � (v oir Fig. 5.12). Il est à noter qu'en tout état de cause,
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Chapitre 5. Le régime turbulen t

Fig. 5.12.: Instan tané dans le régime mixte colonnes/napp es p our l'h uile à 20

mm

2
/s, débit 180 cm3=s. Les colonnes, dans le régime laminaire, co-

existen t a v ec des napp es. Le fron t séparan t ces deux états est en mou-

v emen t. On assiste à un pro cessus qui sem ble là aussi être con taminan t.

il n'y a jamais de régime turbulen t de colonnes à débit croissan t

1

.

En fait, ce régime désordonné existe, mais il est obten u en faisan t dé cr oîtr e le débit

à partir de la situation laminaire. On retrouv e dans ce cas le scénario t ypique des

transitions du deuxième ordre :

� En-deçà d'une v aleur seuil ql
l bien dé�nie du paramètre de con trôle, des oscillations

de lignes en opp osition de phase, don t l'étude théorique a été menée Chapitre 4,

apparaîssen t progressiv emen t dans toute la structure et dans les trois directions

du réseau. Cette fois, le mécanisme est iden tique à celui décrit plus haut, p our

l'exp érience de Ra yleigh-Bénard.

� Lorsque l'amplitude de ces oscillations devien t trop grande, des créations/fusions

se pro duisen t à partir d'un autre débit seuil ql
c < q l

l d'ab ord transitoiremen t,

puis de manière p ermanen te. Le système en tre dans le domaine des IST. La taille

mo y enne des zones turbulen tes croît de la même manière que dans le cas décrit pré-

cédemmen t en 5.3.1.2, mais cette fois-ci p our un débit dé cr oissant , à la di�érence

notable, qu'à la précision de la mesure faite, aucun comp ortemen t h ystérétique

n'a été observ é.

1

Il est prévu d'étudier cette transition du régime de colonne v ers le régime de napp es qui sem ble

a v oir les caractéristiques d'une transition via IST.
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5.4. Résultats quan titatifs

� En�n, p our un autre débit seuil ql
t , les in termittences laissen t place à un régime

totalemen t turbulen t.

Le diagramme des phases est représen té sc hématiquemen t sur la Fig. 5.11-b.

5.3.2.2. Deux b ranches d'intermittences spatio-temp o relles

Le comp ortemen t du système est similaire à celui de la situation décrite a v ec une

h uile de 50 mm

2
/s. Ce qui se passait à débit croissan t se passe main tenan t à débit

décroissan t. On retrouv e la bistabilité p our un débit compris en tre ql
c et ql

b < q l
c ,

et les mêmes argumen ts géométriques p ermetten t d'expliquer la présence de l'état

faiblemen t agité. Il faut néanmoins tenir compte, pro c he du seuil, des oscillations qui

sem blen t jouer un rôle dans le pro cessus de con tamination ainsi que p our le nom bre

maxim um d'ob jets p ermis.

5.4. Résultats quantitatifs

On ne p eut pas obtenir facilemen t un diagramme spatio-temp orel p our un système

à deux dimensions. Je n'ai p our l'instan t pas trouv é de tec hnique de traitemen t à

la fois p erforman te et repro ductible p our distinguer les zones laminaires des zones

turbulen tes bien que celles-ci se discernen t clairemen t à l'÷il lors d'une observ ation

directe. Il n'est donc pas p ossible d'a v oir accès quan titativ emen t à la fraction turbu-

len te Ft (dé�nie au début du c hapitre), ainsi qu'aux autres grandeurs qui nécessiten t

la mesure de la taille des zones. Néanmoins, nous a v ons imaginé plusieurs traceurs

susceptibles d'app orter des informations p ertinen tes. Chacun d'eux nous éclaire par-

tiellemen t sur l'état du système et sur son év olution, mais, comme nous allons le v oir,

les renseignemen ts qu'ils app orten t son t cohéren ts et concordan ts. Ces traceurs son t

le nom bre d'ob jets N présen ts dans le système, le nom bre de plus pro c hes v oisins

p our c hacun des ob jets ainsi que les taux de créations-fusions d'ob jets.

5.4.1. Le p remier traceur : le nomb re d'objets N

Le pa v age hexagonal de la surface d'écoulemen t est la façon d'y mettre le plus

grand nom bre d'ob jets. T enan t compte de la distance en tre ob jets sélectionnée par

le système, autour de 11.6 mm dans la situation laminaire, ce nom bre est pro c he

de 170. Quand le système est agité, on observ e aisémen t que la distance en tre les

cen tres de deux colonnes v oisines est b ornée (en tre 9 et 22 mm comme on le v erra

par la suite). En deçà, les deux colonnes fusionnen t, au-delà une autre colonne

apparaît. On constate que, quelle que soit la viscosité, lorsque le système est dans

l'état laminaire (l'organisation des colonnes est donc hexagonale), leur nom bre est
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Chapitre 5. Le régime turbulen t

maxim um

2

. In v ersemen t, tout écart à cette organisation, dans notre cas lorsqu'il

y a des C-F, se traduit immédiatemen t par une baisse de ce nom bre. P oursuiv an t

l'étude, lorsque l'écart au seuil augmen te, le désordre augmen te et on constate que

le nom bre de colonnes dimin ue. On p eut donc dire que le nom bre d'ob jets est bien

relié au désordre de façon in trinsèque : dans le cas de l'h uile à 20 mm

2
/s, le nom bre

mo y en d'ob jets dimin ue alors que le débit dimin ue, dans le cas de l'h uile à 50 mm

2
/s,

le nom bre mo y en d'ob jets dimin ue alors que le débit augmen te !

5.4.1.1. A 50 mm

2
/s

La Fig. 5.13 mon tre p our di�éren ts débits, qui v on t en décroissan t, la distribution

du nom bre d'ob jets N, dans le cas de l'h uile de viscosité 50 mm

2
/s, p our laquelle

le désordre v a croissan t a v ec le débit. P our c hacun des débits, la distribution est

obten ue en comptan t le nom bre d'ob jets, image par image, p our les 48000 images.

Loin du seuil, la distribution est de t yp e gaussien a v ec un écart-t yp e faible. App elons

le pic de cette distribution pic 1

h

. Le nom bre mo y en d'ob jets est faible mais croît

en dimin uan t le débit. A partir du débit d'alimen tation qh
b � 50 cm

3

/s , on en tre

dans le régime de bistabilité et la distribution devien t bimo dale. Le nouv eau pic de

distribution, qu'on app elle pic 2

h

, corresp ond à l'état métastable faiblemen t agité

(Fig. 5.10). Plus le débit se rappro c he de la v aleur critique qh
c , plus le système passe

de temps dans cet état (le pic 2

h

prend de l'imp ortance). Le nom bre mo y en d'ob jets

dans le pic 1

h

con tin ue d'augmen ter ainsi que l'écart-t yp e. Pro c he du débit critique

qh
c , le pic 1

h

se sup erp ose au pic 2

h

et ils �nissen t par se confondre.

5.4.1.2. A 20 mm

2
/s

Dans le cas de l'h uile de viscosité 20 mm

2
/s, une év olution similaire est observ ée

(Fig. 5.14). Loin du seuil, donc à débit faible p our cette viscosité, le nom bre mo y en

d'ob jets est faible. Il croît a v ec le débit (pic 1

l

). Le régime de bistabilité apparaît

a v ec le pic 2

l

, lorsque ql
b � 74 cm

3

/s . Néanmoins, les deux pics ne se confonden t pas

comme à 50 mm

2
/s. Ils resten t distincts très près du seuil. La v aleur mo y enne de

la distribution du pic 1

l

cesse d'augmen ter p our rester un p eu au dessus de 150.

La bistabilité se trouv e caractérisée au seuil par un écart constan t en tre les v aleurs

mo y ennes des deux pics p our la distribution du nom bre d'ob jets a v ec un nom bre

unique de 158 p our le pic 2

l

corresp ondan t à la situation � calme � .

Puisque dans ce cas du pic 2

l

le nom bre total d'ob jets est unique (Fig. 5.14-f ),

il s'agit d'une situation stable p our laquelle il n'y a plus de C-F. Quel p eut bien

être le mécanisme à l'origine du désordre faisan t � sauter � le système sur l'autre

2

Il faut aussi tenir compte des défauts top ologiques p ouv an t se trouv er piègés dans la structure

hexagonale. Dans ce cas, bien que l'état soit laminaire, il y a quelques ob jets en moins par

rapp ort à la situation idéale.
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Fig. 5.13.: Distribution du nom bre de colonnes p our des débits décroissan ts et p our

la viscosité de 50 mm

2
/s. Loin du seuil [ (a) 74.1 cm

3

/s, (b) 64.3 cm

3

/s,

(c) 53.3 cm

3

/s], la distribution est de t yp e gaussien et le nom bre mo y en

d'ob jets est faible mais croît en dimin uan t le débit. A partir du débit

qh
b � 50 cm

3

/s, la distribution devien t bimo dale [(d) 45.5 cm

3

/s, (e) 37.4

cm

3

/s]. Près du seuil, les deux pics se confonden t [(f ) 32.4 cm

3

/s].
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Fig. 5.14.: Distribution du nom bre de colonnes p our des débits croissan ts à 20

mm

2
/s. Comme dans le cas à 50 mm

2
/s, loin du seuil, la distribution

est de t yp e gaussien et le nom bre mo y en d'ob jets est faible. Mais ici, il

croît en augmen tan t le débit [ (a) 63.4 cm

3

/s, (b) 67.1 cm

3

/s, (c) 71.4

cm

3

/s]. A partir du débit ql
b � 74 cm

3

/s, la distribution devien t bimo-

dale[(d) 75.6 cm

3

/s, (e) 78.9 cm

3

/s ]. Près du seuil, les deux pics resten t

distincts [(f ) 80.6 cm

3

/s].
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branc he (pic 1

l

) ? Comme on l'a vu, pro c he du seuil, le système est caractérisé

par un mouv emen t d'ob jets sous la forme d'oscillations de lignes en opp osition de

phase dans les trois directions du réseau hexagonal. Dans la situation � calme � ,

les oscillations déclenc hen t des C-F qui s'étenden t brusquemen t v ers le cen tre du

système, certainemen t ampli�ées par la con train te des conditions aux limites que

nous a v ons in v o quée p our expliquer le régime de bistabilité dans le cas 50 mm

2
/s.

Cet argumen t p ermet d'expliquer p ourquoi le système se �ge au seuil dans une

con�guration n'a y an t pas le nom bre d'ob jets maxim um p ermis : les oscillations de

grande amplitude blo quen t l'apparition de nouv elles colonnes.

Un passage rapide du débit de zéro à une v aleur non n ulle, et constan te conduisan t

à l'état laminaire stationnaire sans oscil lation, donne bien un nom bre de colonnes

pro c he de 170.

5.4.1.3. L'évolution temp o relle du nomb re d'objets

L'év olution de N en fonction du temps met en évidence la bistabilité par ailleurs

clairemen t observ ée à l'÷il sur plusieurs heures. La Fig. 5.15-a mon tre une fraction

de cette év olution temp orelle p our un débit de 37.4 cm

3

/s dans le cas de l'h uile à

50 mm

2
/s. Le système � saute � sp on tanémen t d'une situation relativ emen t agitée

(nom bre mo y en d'ob jet 145) à une situation moins agitée (nom bre mo y en d'ob jets

165), puis y retourne après quelques dizaines de secondes.

5.4.1.4. La construction d'un pa ramètre d'o rdre à pa rtir du nomb re d'objets

On a vu que le nom bre d'ob jets est maxim um dans la situation laminaire (app elons

N lam le nom bre maxim um). Ce nom bre dimin ue lorsque l'on éloigne le système du

seuil q

c

. On construit le paramètre d'ordre < 1 � N=Nlam > où la mo y enne est

calculée sur le nom bre d'ob jets. Ce paramètre est n ul dans la situation laminaire et

croît a v ec le désordre. La Fig. 5.16 représen te l'év olution de ce paramètre d'ordre à

20 et 50 mm

2
/s, en fonction resp ectiv emen t des paramètres réduits � l et � h . � h = q� qh

c
qh

c

a v ec qh
c = 31 � 1cm3=s et � l = � q� ql

c
ql

c
a v ec ql

c = 81 � 2cm3=s. Dans le régime de

bistabilité où il y a deux mo des, la mo y enne est calculée p our c hacun des mo des

de la distribution du nom bre d'ob jets (il y a deux p oin ts). P our la mesure la plus

pro c he du seuil, la mo y enne est faite sur l'ensem ble de la distribution puisque les

deux mo des son t confondus : il n'y a plus qu'un p oin t. Dans le cas 50 mm

2
/s, la

branc he du haut suit une loi de puissance en � h d'exp osan t � =0.22 � 0.05, alors que

les deux branc hes resten t bien distinctes dans le cas 20 mm

2
/s.
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Fig. 5.15.: Év olution de N et de la fraction d'hexa en fonction du temps p our l'h uile

à 50 mm

2
/s au débit de 37.4 cm

3

/s. Lorsque le système en tre dans la

phase � calme � , le nom bre d'ob jets passe d'une mo y enne de 145 à une

mo y enne de 165. La fraction d'hexa augmen te p our presque atteindre

l'unité. Comme on p eut le remarquer, ces deux év olutions son t très bien

corrélées en temps.
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Fig. 5.16.: Diagramme de phase en prenan t < 1 � N=Nlam > comme paramètre

d'ordre p our les h uiles de viscosité � =20 mm

2
/s (en haut), et � =50

mm

2
/s (en bas). Chaque p oin t corresp ond à la mo y enne réalisée sur un

mo de de la distribution du nom bre d'ob jets. Les deux mo des ne p euv en t

plus être distingués p our le p oin t le plus pro c he du seuil. A 50 mm

2
/s, la

branc he du haut suit une loi de puissance en � h d'exp osan t � =0.22 � 0.05.
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Chapitre 5. Le régime turbulen t

5.4.2. Le deuxième traceur : les plus p ro ches voisins (ppv)

Les ob jets son t détectés image par image. Une fois conn ues, leurs p ositions p er-

metten t, à partir de la construction de V oronoï, de déterminer p our c hacun quels

son t ses plus pro c hes v oisins (Fig. 5.17). A partir de là, on a accès à plusieurs infor-

mations in téressan tes :

5.4.2.1. Le nomb re de plus p ro ches voisins n

pp v

et la � fraction d'hexa � f

L'idée de mesurer le nom bre de plus pro c hes v oisins (n

pp v

) p our s'in téresser plus pré-

cisémen t aux ob jets en a y an t six, part du même constat que p our le nom bre d'ob jets.

Lorsque le système est dans le régime laminaire, n

pp v

=6 p our presque tous les ob-

jets

3

. Lorsque des C-F surviennen t, on p eut raisonnablemen t p enser que lo calemen t

le nom bre de plus pro c hes v oisins v a p ouv oir être di�éren t puisque la structure spa-

tiale est p erdue. Ainsi, il co existe, dans le régime d'IST, des zones laminaires p our

lesquelles n

pp v

=6 p our presque tous les ob jets et des zones turbulen tes p our les-

quelles il y a a priori un nom bre di�éren t de pp v. Dé�nissons la � fraction d'hexa �

f comme étan t, p our une image donnée, le rapp ort du nom bre d'ob jets p our lesquels

n

pp v

=6 sur le nom bre total d'ob jets. On représen te la distribution de f p our di�é-

ren ts débits dans le régime d'IST sur la Fig. 5.18 p our l'h uile à 50 mm

2
/s et sur la

Fig. 5.19 p our celle à 20 mm

2
/s. Ce traceur mon tre les mêmes comp ortemen ts que

p our l'év olution de N.

Dans le cas 50 mm

2
/s, il est remarquable de v oir la concordance des résultats obte-

n us, v enan t con�rmer le lien étroit qu'il existe, dans l'exp érience, en tre hexagonalité

et nom bre d'ob jets, deux mesures di�éren tes du désordre.

Dans le cas 20 mm

2
/s, les similitudes son t moins marquées, certainemen t p our les

raisons év o quées plus haut. Il est vrai que p our l'év olution du nom bre d'ob jets,

la bistabilité apparaît moins nettemen t à 20 qu'à 50 mm

2
/s. Dans le cas de la

distribution de la fraction d'hexa, elle sem ble passer inap erçue. On distingue à p eine

les deux pics aux débits de 78.9 et 80.6 cm

3

. Dans ce dernier cas, le plus pro c he du

seuil, on p eut se demander p ourquoi la discon tin uité, clairemen t exprimée a v ec le

traceur précéden t, ne se manifeste pas. Comme on l'a vu, près du seuil, les oscillations

de lignes son t imp ortan tes. Elles on t p our e�et de réduire la fraction d'hexa, tout

particulièremen t dans les phases � calmes � , presque en tièremen t laminaires. Ainsi,

il n'y a pratiquemen t jamais de fraction égale à 1, con trairemen t au cas de l'h uile

50 mm

2
/s.

3

En réalité, les c hoses ne son t pas aussi simples. En e�et, la top ologie joue un rôle dans ce

problème. Il p eut très bien exister des défauts top ologiques (par exemple des paires p en ta-hepta)

au c÷ur d'une zone laminaire. Les colonnes p euv en t être égalemen t animées de mouv emen ts

p ério diques dans une telle zone. Dans les deux cas, le nom bre de pp v p eut c hanger, alors qu'il

n'y a pas de création-fusion. Une étude plus précise des images traitées mon tre que ces e�ets

p euv en t être négligés en première appro ximation, justi�an t ainsi notre démarc he.
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5.4. Résultats quan titatifs

Fig. 5.17.: Les ob jets son t détectés sur c haque image (à gauc he). Une fois conn ues,

leurs p ositions p ermetten t de calculer p our c hacun le nom bre de plus

pro c hes v oisins à partir de la construction de V oronoï (à droite).

On mon tre sur la Fig. 5.20 la mo y enne de la fraction d'hexa en fonction du débit

< 1 � f > , p our les deux viscosités de 20 et 50 mm

2
/s. L'év olution sem ble là aussi

suivre une loi de puissance mais les exp osan ts son t très di�éren ts.

5.4.2.2. La distance entre plus p ro ches voisins

Nous a v ons iden ti�é les plus pro c hes v oisins de c hacun des ob jets au sens de la

construction de V oronoï. Quelle est la distribution de leurs distances ?

Lorsque le réseau est hexagonal, les ob jets son t tous à la même distance les uns des

autres. Cette distance unique est de 11:6 � 0:1 mm donc légèremen t plus p etite que

celle apparaissan t dans l'instabilité de Ra yleigh-T a ylor sans �ux (13.2 mm). Lorsque

le système est dans le régime des IST, le maxim um de la distribution reste à 11.6

mm bien que le nom bre mo y en d'ob jets soit plus p etit. C'est d'une certaine façon la

trace du réseau hexagonal préexistan t. La distribution s'étale a v ec l'augmen tation

de l'écart au seuil, principalemen t v ers les v aleurs sup érieures (Fig. 5.21-a et b).

L'écart-t yp e de la distribution en fonction du débit, � d , que l'on p eut raisonnable-

men t asso cier au désordre global, sem ble suivre une loi de puissance, p our les deux

viscosités étudiées (Fig. 5.21-c et d).
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Fig. 5.18.: Distribution de la fraction d'hexa p our l'h uile à 50 mm

2
/s. Ces histo-

grammes son t donnés p our les mêmes débits que p our la distribution de

N. Les deux traceurs signen t des comp ortemen ts similaires.
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Fig. 5.19.: Distribution de la fraction d'hexa p our l'h uile à 20 mm

2
/s. Ces histo-

grammes son t donnés p our les mêmes débits que p our la distribution de

N. Ici, ce traceur a grossièremen t le même comp ortemen t que p our le

nom bre d'ob jets N.
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Fig. 5.20.: Mo y enne de < 1 � f > en fonction du débit p our les viscosités (a)

� =50 mm

2
/s et (b) 20 mm

2
/s. Si on v eut faire un �t de ces v aleurs, les

deux év olutions suiv en t une loi de puissance mais les exp osan ts son t très

di�éren ts. Les exp osan ts son t alors de l'ordre de 0.10 � 0.05 à 50 mm

2
/s et

0.37 � 0.05 à 20 mm

2
/s (les p oin ts qui se c hev auc hen t son t d'une couleur

di�éren te).

5.4.2.3. La distribution du nomb re de plus p ro ches voisins

La distribution du nom bre de pp v mon tre que près du seuil, n

pp v

=6 p our presque

toutes les colonnes. En s'éloignan t du seuil (à débit croissan t p our l'h uile de 50

mm

2
/s), la fraction n

pp v

=6 dimin ue au pro�t des fractions n

pp v

=5 et n

pp v

=7, mais

égalemen t n

pp v

=8 et n

pp v

=4. Quel que soit le débit d'alimen tation, les fractions

son t toujours dans le même ordre d'imp ortance : la plus imp ortan te est n

pp v

=6,

puis viennen t dans l'ordre 5, 7, 8 et 4 comme le mon tre la Fig. 5.22. Nous a v ons

observ é que la fraction d'hexa est encore sup érieure à 0.5 p our le plus grand débit

a v ec lequel nous a v ons fait les mesures. Or, p our un tel débit, les zones laminaires

on t totalemen t disparu. Le régime d'IST fait place au régime turbulen t. P ourquoi

la fraction d'hexa est-elle aussi nettemen t prép ondéran te ? P our la situation la plus

turbulen te, nous a v ons réalisé une sim ulation n umérique dans le but de comprendre

ce phénomène. T rois critères la caractérisen t :

� la sim ulation comp orte 48000 séquences (le nom bre d'images de l'enregistremen t

vidéo)

� p our c haque séquence, les ob jets son t distribués aléatoiremen t un à un. Le nom bre

d'ob jets distribués est le nom bre d'ob jets dans l'image corresp ondan te de la vidéo.

� la seule con train te imp osée est la distance minimale en tre ob jets. C'est la distance

minimale constatée dans l'exp érience, soit en viron 9 mm. Le tirage aléatoire n'est

v alidé qu'à cette condition, sinon il est recommencé.
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Fig. 5.21.: Distribution des distances en tre pp v p our une h uile de 50 mm

2
/s p our

les débits de (a) 32.4 cm

3

/s (pro c he du seuil) et (b) 53.3 cm

3

/s (loin du

seuil). Le maxim um de la distribution est toujours pro c he de 11.6 mm

(distance en tre ob jets dans l'organisation hexagonale, indiqué par le trait

discon tin u), mais elle s'étale loin du seuil. L'écart-t yp e de la distribution

en fonction du débit � d , sem ble suivre une loi de puissance p our les deux

viscosités (c) 50 mm

2
/s et (d) 20 mm

2
/s. L'exp osan t est 0.14 � 0.05 à 50

mm

2
/s et 0.10 � 0.05 à 20 mm

2
/s.
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Chapitre 5. Le régime turbulen t

Ensuite, on p eut calculer la distribution de pp v (sur les 48000 sim ulations) à partir

de la construction de V oronoï. Cette distribution est très pro c he de celle observ ée

p our les mesures faites loin du seuil. Là aussi, la fraction d'hexa est pro c he de 0,5

comme le mon tre le dernier graphe de la �gure 5.22 alors que le tirage est aléatoire.

La distance minimale imp osée en tre ob jets repro duit les e�ets de tension de surface

alors que le nom bre d'ob jets N donné à c haque image par l'exp érience traduit en

partie la conserv ation du débit d'alimen tation. Dans la situation totalemen t tur-

bulen te, l'argumen t expliquan t la distribution du nom bre de pp v sem ble donc être

top ologique puisque les ob jets son t distribués aléatoiremen t dans la sim ulation.

5.4.3. Le troisième traceur : les créations-fusions (C-F)

d'objets

Une autre façon de caractériser le système est d'étudier les C-F d'ob jets. En ef-

fet, N reste constan t dans une zone laminaire. Il n'y a donc ni création, ni fusion.

A l'in v erse, dans une zone turbulen te, le mouv emen t erratique des ob jets conduit

inévitablemen t à de tels év ènemen ts. Le taux de C-F est donc clairemen t relié au

désordre dans le système.

5.4.3.1. La détection des créations et des fusions

P our mener à bien la détection, nous comparons les p ositions des ob jets sur l'image

i a v ec les p ositions des ob jets sur l'image précéden te i � 1 ( � t = 1=25s) et nous

déterminons si un ob jet est nouv eau (s'il vien t juste d'être créé) ou s'il résulte de la

fusion de deux ob jets. Nous calculons la distance en tre un ob jet et ceux de l'image

précéden te. Notons d1 < d 2 < d 3 : : : ces distances.

Deux cas de �gure se présen ten t :

� Si d1 > v max � t , on supp ose que l'ob jet vien t juste d'être créé.

� Si d2 < d min , alors on supp ose que l'ob jet résulte de la fusion de deux autres.

Les v aleurs de vmax et dmin on t été déterminées à partir de tests préliminaires.

5.4.3.2. T aux de créations � + et de fusions � � en fonction du nomb re

d'objets n

Dé�nissons Ci et Fi comme étan t resp ectiv emen t les nom bres de créations et de

fusions apparus sur l'image i + 1 par rapp ort à l'image i . Le taux de création � + (n)
(ou de fusion � � (n) ) est dé�ni ici comme étan t le nom bre d'ob jets créés (ou détruits)

en tre une image et sa précéden te (donc p endan t � t = 1=25e s) en mo y enne.
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Fig. 5.22.: Distribution de la fraction de pp v p our di�éren ts débits p our une h uile

de 50 mm

2
/s. La fraction d'hexa domine à tout débit bien que dimi-

n uan t a v ec l'écart au seuil. Elle se stabilise au plus haut débit mesuré,

un p eu au delà de 50% (non mon tré). La fraction d'ob jets n

pp v

=5 est tou-

jours plus imp ortan te que celle n

pp v

=7. Puis viennen t n

pp v

=8 et n

pp v

=4.

Cet ordre est indép endan t du débit. Ci-dessous, une sim ulation n umé-

rique dans laquelle les ob jets son t distribués aléatoiremen t, mo y ennan t

certaines conditions détaillées dans le texte, donne qualitativ emen t le

même résultat.
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Chapitre 5. Le régime turbulen t

� + (n) = < C i 2 � (n) >
� � (n) = < F i 2 � (n) >

où � (n) con tien t les n uméros des images p ossédan t n ob jets et où la mo y enne est

faite sur les images de cet ensem ble. On mon tre sur la �gure 5.23-a et b l'év olution

de ces taux en fonction du nom bre d'ob jets.

Loin du seuil, la distribution de n est unimo dale. L'év olution des taux de créations

et de fusions en fonction du nom bre d'ob jets présen ts met clairemen t en évidence un

équilibre stable : l'in tersection des courb es p our � + et � � corresp ond précisémen t

au maxim um de la distribution de n sur la Fig. 5.23-a. Plus il y a d'ob jets, moins

il y a de place p our en créer de nouv eaux. Le taux de création décroît linéairemen t

quand n augmen te ( � + (n) / N � bn). Le taux de fusion croît a v ec une dép endance

lo calemen t linéaire en n suiv an t � � (n) / an (plus il y a d'ob jets, plus il y a de

fusions), sauf p our les grandes v aleurs de n (on c hange de régime, dans ce cas, le

rôle des con train tes aux limites devien t plus imp ortan t).

Pro c he du seuil, dans le régime bistable (distribution bimo dale du nom bre de co-

lonnes et de la fraction d'hexa), les courb es s'in tersecten t trois fois. Ici, il y a deux

équilibres stables p our les deux maxima de la distribution et un instable p our le

minim um de la distribution.

5.4.3.3. Un mo dèle statistique p our l'état déso rdonné

Comme on le v oit, loin du seuil, on p eut mo déliser l'év olution des taux de création

et fusion (en négligean t les e�ets à grand n p our les fusions) par

�
� � (n) = an
� + (n) = N � bn

,

où N , a et b son t des constan tes et � + et � � son t resp ectiv emen t les nom bres

de créations et de fusions de colonnes par unité de temps. On suit ici la même

appro c he que Gil, Lega et Meunier p our la description des propriétés statistiques

p our la turbulence de défauts dans une équation généralisée de Ginzburg-Landau

[66 ].

Nous p ouv ons écrire l'équation maîtresse p our la probabilité p(n; t) d'a v oir n ob jets

à l'instan t t :

p(n; t + dt) = p(n; t)
� [� + (n) + � � (n)] p(n; t)dt
+� � (n + 1) p(n + 1; t)dt
+� + (n � 1)p(n � 1; t)dt
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Fig. 5.23.: Év olution des taux de créations et de fusions mo y ens en fonction du

nom bre d'ob jets présen ts dans le système p our une viscosité de 50

mm

2
/s. (a) et (c) 83.2 cm

3

/s, (b) et (d) 37.4 cm

3

/s (près du seuil).

Chaque p oin t corresp ond à la mo y enne du taux faite sur l'ensem ble des

images de la séquence con tenan t le nom bre d'ob jets considéré.
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Chapitre 5. Le régime turbulen t

Dans le régime asymptotique, c'est à dire quand p(n; t) = p(n; t + dt) , cette équation

p eut se réécrire plus simplemen t :

� + (n)pn = � � (n + 1) pn+1

Ainsi, en substituan t les v aleurs de � + (n) et � � (n) :

(N � bn)pn = a(n + 1) pn+1

Notons N0 = N=b et � = a=b et in tro duisons G(z) =
P

znpn , la fonction généra-

trice :

N0
P

znpn �
P

nznpn = �
P

(n + 1) znpn+1

N0G(z) � z
P

G0(z) = �
P

nzn� 1pn

= �G 0(z)

N0G(z) = ( z + � )G0(z)

G0(z)
G(z) = N0

z+ �

ln G(z) = N0 ln(z + � )

G(z) = G0(z + � )N0

G(1) = 1 () G0(1 + � )N0 = 1 () G0 = (1 + � )� N0

D'où G(z) =
�

z+ �
1+ �

� N0

On reconnaît une binômiale don t on sait que G(z) = [ zp+ (1 � p)]N0
.

Cela nous p ermet de calculer la mo y enne et l'écart-t yp e de la distribution en se

rapp elan t les propriétés de la fonction génératrice :

n = G0(1) = pN0 p our une binômiale

n(n � 1) = G00(1) = p2N0(N0 � 1) p our une binômiale

n2 = p2N0(N0 � 1) + pN0

n2 � n2 = p2N0(N0 � 1) + pN0 � p2N 2
0

= pN0 � p2N0

= n(1 � p)
= n(1 � n

N0
)
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Fig. 5.24.: La distribution du nom bre d'ob jets au débit de 83.2 cm

3

/s est bien dé-

crite par une binômiale. Les paramètres obten us à partir de la Fig. 5.23-a

son t : N=12.88, b=0.089, a=0.0115.

Rapp els sur les p rop riétés de la fonction génératrice G(z) =
P

znpn

8
<

:

G(1) = 1
G0(z) =

P
nzn� 1pn

G00(z) =
P

n(n � 1)zn� 2pn

, donc G0(1) = n et G00(1) = n(n � 1)

En conclusion, loin du seuil, la distribution du nom bre d'ob jets p eut être assez bien

décrite par une binômiale, que l'on a représen tée sur la Fig. 5.24, sup erp osée à la

distribution du nom bre obten ue loin du seuil p our un débit de 83.2 cm

3

/s .

5.4.3.4. La fraction mo y enne de C-F

Les nom bres de créations et fusions p euv en t être asso ciés à une mesure du désordre

puisqu'elles apparaissen t seulemen t dans les régions désordonnées. Comme on l'a vu,

ce système spatialemen t étendu p eut être vu comme discret puisqu'il est caractérisé

par un nom bre d'ob jets bien déterminé à c haque instan t. Néanmoins, la surface

d'écoulemen t, c'est à dire la surface du �lm sous la grille, reste constan te. Cela

nous donne la p ossibilité d'asso cier une notion d'espace aux C-F en attribuan t une

surface mo y enne à c hacun des ob jets. Il reste à faire une distinction en tre d'une part

les ob jets qui viennen t d'être créés ou détruits, et d'autre part ceux p our lesquels

aucun év énemen t ne s'est pro duit.

Ainsi, une façon de mesurer l'év olution du désordre dans le système consiste à suivre

l'év olution d'une fraction mo y enne des C-F en fonction de l'écart au seuil, normalisée
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Fig. 5.25.: Év olution de la fraction mo y enne totale de défauts FC� A en fonction de

l'écart au seuil � h p our une h uile de viscosité 50 mm

2
/s. La ligne en

p oin tillés représen te une v ariation selon une loi de puissance d'exp osan t

� =0.5 6 � 0:05.

par le nom bre d'ob jets présen ts. App elons FC� F;i = ( Ci + Fi )=ni la fraction totale

des C-F sur l'image i où ni est le nom bre d'ob jets dans l'image. On obtien t, p our

un débit donné, la fraction mo y enne totale de défauts par

FC� F =
47999X

i =1

FC� F;i

47999

On représen te FC� F en fonction de l'écart au seuil p our l'h uile à 50 mm

2
/s sur la

Fig. 5.25. L'év olution de cette fraction suit clairemen t une loi de puissance d'exp o-

san t � =0.56 � 0:05.

On p eut se risquer à faire une h yp othèse qui sem ble raisonnable : en première ap-

pro ximation, pro c he du seuil, le taux mo y en de créations et de fusions cum ulées,

ramené au nom bre total d'ob jets présen ts, est prop ortionnel à Ft. On dé�nit ainsi

la fraction turbulen te en termes de créations/fusions d'ob jets. Naturellemen t, loin

du seuil cette h yp othèse cesse d'être v alable puisque Ft ne p eut dépasser 1 alors que

FC� F con tin ue d'augmen ter.

Comme décrit en 5.1.3, P omeau a prop osé [52 ] en 1986 que le mécanisme d'IST

p ouv ait être analogue à la p ercolation dirigée, un mo dèle sto c hastique de pro cessus

de con tamination qui prédit que Ft év olue comme une fonction de l'écart au seuil

" selon une loi de puissance " �
. Dans l'h yp othèse ci-dessus, la branc he du haut

de la Fig. 5.25 re�ète qualitativ emen t le comp ortemen t de la fraction mo y enne de
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5.5. Conclusion

domaines désordonnés Ft dans le régime d'IST et l'exp osan t mesuré est en b on

accord a v ec � =0.58 obten u à partir d'un mo dèle de p ercolation dirigée (2+1)D [67].

Le tableau suiv an t rassem ble les exp osan ts mesurés p our les deux viscosités.

exp osan t 20 mm

2
/s 50 mm

2
/s

< 1 � N=Nlam > pas d'exp osan t 0.22 � 0:05
< 1 � f > 0.37 � 0:05 0.10 � 0:05

� d 0.14 � 0:05 0.10 � 0:05
FC� A pas d'exp osan t 0.56 � 0:05

T ab. 5.1.: Un exp osan t faible est plutôt le signe d'une transition du premier ordre.

On p eut être étonné par la v aleur relativ emen t plus élev ée de l'exp osan t

� , à rappro c her de celle de la p ercolation dirigée (0.58).

5.5. Conclusion

Dans le cadre de cette étude sur la transition v ers le régime désordonné, l'e�ort a

tout particulièremen t p orté sur les pro cédés de détection et surtout de traitemen t

d'image. Il a fallu mettre au p oin t des tec hniques sp éci�ques à la fois p our traiter

des quan tités de données brutes imp ortan tes (plus de 500 Giga o ctets, 1 200 000

images) et surmon ter les problèmes de détection liés à la nature de l'observ ation.

Aurore Naso a réalisé les programmes en langage C nous a y an t p ermis d'obtenir tous

les résultats présen tés (nom bre d'ob jets, nom bre de pp v, détection des créations et

des fusions . . . ).

Nous utilisons essen tiellemen t deux paramètres de con trôle dans cette exp érience :

le débit d'alimen tation et la viscosité. Suiv an t la viscosité utilisée, l'apparition du

désordre sem ble sous-critique (p our � ' 35 mm

2
/s) ou sup er-critique (p our � / 35

mm

2
/s). Dans le premier cas, il s'imp ose après une p erturbation d'amplitude �nie,

en faisan t croître le débit à partir du régime laminaire. Dans le second cas, il faut

au con traire faire décroître le débit p our le v oir apparaître sp on tanémen t.

On met bien en évidence l'augmen tation progressiv e et con tin ue du désordre a v ec

l'écart au seuil quelles que soien t les viscosités considérées puisqu'à la fois le nom bre

mo y en d'ob jets dimin ue, la fraction mo y enne d'hexa dimin ue et le taux mo y en de

C-F augmen te en suiv an t un comp ortemen t de t yp e � loi de puissance � . Dans

tous les cas, on distingue clairemen t des zones laminaires et des zones turbulen tes

caractéristiques d'une transition critique par IST v ers le régime turbulen t.

Les distributions du nom bre d'ob jets et de la fraction d'hexa, par ailleurs bien cor-

relés, mon tren t quan titativ emen t l'existence d'un régime bistable pro c he du seuil.
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Chapitre 5. Le régime turbulen t

Ce régime est clairemen t observ é directemen t sur les enregistremen ts vidéo. Le sys-

tème � saute � d'un état p our lequel l'� agitation � mo y enne est reliée à l'écart au

seuil à un état métastable très p eu désordonné p our lequel l'agitation, uniquemen t

en p ériphérie, sem ble n'exister qu'à cause d'e�ets liés à la taille �nie du système.

Les év olutions en fonction du temps du nom bre d'ob jet et de la fraction d'hexa,

égalemen t très bien corrélés, con�rmen t ce comp ortemen t.

Il apparaît toutefois une di�érence de comp ortemen t pro c he du seuil p our les deux

viscosités considérées, sans doute reliée à la nature de la transition décrite en 5.3.

Pro c he du seuil, la bistabilité sem ble disparaître de manière con tin ue dans le cas

de l'h uile de 50 mm

2
/s alors que des oscillations de lignes son t resp onsables d'une

discon tin uité à 20 mm

2
/s. P our cette viscosité, les oscillations son t resp onsables

de l'apparition con tin ue du désordre. Elles p euv en t expliquer l'écart observ é p our

les exp osan ts, l'instabilité in trinsèque qu'elles app orten t fa v orisan t la croissance du

désordre.

Une étude plus détaillée de tous ces asp ects, observ és dans l'exp érience lors de

la transition v ers la turbulence, reste à mener. Une série de mesures, dans le but

de mieux décrire l'év olution de cette transition en fonction de la viscosité est à

l'étude. Un in térêt tout particulier sera p orté aux viscosités � critiques � pro c hes

de � c � 35 mm

2
/s. Il est égalemen t prévu d'étudier le comp ortemen t du système

a v ec di�éren tes surfaces d'écoulemen t (v oire di�éren tes géométries), en tre autres

p our mieux caractériser le régime de bistabilité, clairemen t asso cié aux conditions

aux limites. Une tec hnique de traitemen t automatique p ermettan t d'accéder à la

fraction turbulen te est à l'étude.
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6. Conclusion et p ersp ectives

Le disp ositif exp érimen tal mis en ÷uvre p endan t mon tra v ail de thèse, bien que

de conception simple, a p ermis de mettre en évidence une grande ric hesse de com-

p ortemen ts. Cette première étude de la déstabilisation d'un �lm bidimensionnel

con tin ûmen t alimen té a v o cation à être p oursuivie, les p ersp ectiv es d'études étan t

m ultiples.

Je donne ici les principales directions qu'il me paraît utile de suivre :

� Compléter l'étude de la déstabilisation des napp es dans la géométrie ann ulaire,

a v ec d'autres ra y ons et d'autres viscosités. Cette étude systématique doit nous

p ermettre de clari�er le rôle des di�éren ts paramètres, et, à terme, de détailler le

mécanisme de déstabilisation. Signalons que de nom breuses applications existen t

et se rencon tren t dans di�éren ts domaines tec hniques : de l'enduction (coating)

dans le cas de la fabrication de p ellicules photographiques jusqu'aux écoulemen ts

rencon trés dans l'industrie sidérurgique.

� T en ter de mettre en évidence d'autres mo des de déstabilisation de la structure

hexagonale stationnaire de colonnes de liquide, en particulier le mo de de triple-

men t de p ério de spatiale. Nous soup çonnons que ce mo de, prévu par la théorie, ne

soit pas accessible en raison de la taille limitée du disp ositif. De ce fait, l'év en tualité

d'une augmen tation de la taille est en cours d'in v estigation, plusieurs problèmes

d'ordre tec hnique dev an t être surmon tés.

� Nous a v ons vu au c hapitre 5 que la transition à la turbulence p eut être sup er-

critique ou sous-critique selon la viscosité utilisée. Il serait très in téressan t d'ob-

serv er la transition p our les viscosités pro c hes de la viscosité critique marquan t ce

c hangeman t de comp ortemen t (autour de 35 mm

2
/s). Une étude préliminaire réa-

lisée à 35 mm

2
/s sem ble mon trer des asp ects nouv eaux, à la rencon tre des deux

t yp es de transitions. Nous a v ons observ é que les conditions aux limites jouen t

un rôle, en particulier pro c he du seuil, dans le régime de bistabilité. Il serait

utile, là aussi, d'accroître la taille du disp ositif exp érimen tal a�n de préciser le

rôle des conditions aux limites, et à terme, de ten ter d'en quan ti�er l'in�uence.

En�n, la mesure de la fraction turbulen te dans le régime des in termittences spatio-

temp orelles doit p ermettre de mieux caractériser l'état désordonné et de faire une

comparaison a v ec d'autres systèmes présen tan t le même t yp e de comp ortemen t

turbulen t. Dans ce but, il reste à dé�nir un critère p ertinen t p our distinguer les

zones turbulen tes.
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� A la di�érence des �uides newtoniens, don t fon t partie les h uiles silicones utilisées

dans les études présen tées dans ce mémoire, le tenseur des con train tes dans les

visco élastiques n'est pas instan tanémen t prop ortionnel à celui des déformations.

Puisque dans ce cas la rép onse visqueuse du système dép end de la vitesse de v aria-

tion des con train tes, on s'attend à une mo di�cation imp ortan te de la dynamique

de l'écoulemen t, et donc à une façon originale de mo di�er les structures, dans

toutes les situations que nous a v ons décrites précédemmen t.

� Signalons, p our clore ces p ersp ectiv es, plusieurs situations partiellemen t explorées.

Nous c herc hons des comp ortemen ts ph yllotaxiques dans le régime de gouttes, en

géométrie ann ulaire et à deux dimensions, en analysan t la phase relativ e qu'il

existe lors de la c h ûte des gouttes. Nous étudions l'in�uence d'un forçage temp orel

de t yp e F arada y sous la forme de v ariations p ério diques de la dépression dans

la c ham bre au dessus de la grille, en tre autres, sur la déstabilisation du réseau

hexagonal de colonnes. En géométrie rectangulaire, mais quasi-unidimensionnelle,

nous étudions l'év olution du fron t séparan t des colonnes et une napp e (Fig. 6.1).

Fig. 6.1.: Régime mixte colonnes/napp e en géométrie rectangulaire quasi-

unidimensionnelle.
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A. L'instabilité de Ra yleigh-T a ylo r

P our plus de détails, le lecteur in téressé p ourra se rapp orter à [69 ], sur laquelle

rep ose en partie cette annexe.

L'instabilité de Ra yleigh-T a ylor est une instabilité de �uide fondamen tale, lorsqu'un

�uide plus dense se trouv e au-dessus d'un autre moins dense dans un c hamp gra-

vitationnel constan t. Il existe de nom breuses applications, de l'o céanographie à la

fusion de con�nemen t inertielle [1].

A.1. Rapp el de quelques dé�nitions en

hydro dynamique

viscosité : mesure le � frottemen t � en tre élémen ts liquides en écoulemen t, vu d'un

p oin t de vue macroscopique.

� dynamique ( � ) : rapp ort des con train tes in ternes aux gradien ts de vitesse (exprime

l'in tensité des con train tes mises en jeu lorsqu'on cisaille le �uide), s'exprime en

ML � 1T � 1
. Système SI : p oiseuille (P o), système CGS : p oise (P)

� cinématique ( � ) : di�usion de la quan tité de mouv emen t du �uide (a la dimension

d'un co e�cien t de di�usion), s'exprime en L2T � 1
. Système SI : m2s� 1

, système

CGS : cm2s� 1
.

�

�
�

= � (masse v olumique du �uide)

inertie : traduit la résistance d'un corps de masse m à être mis en mouv emen t :

�!
F = m�! a = m

@2�! v
@t2

. P our un �uide en écoulemen t, elle s'écrit par unité de

masse :

D�! v
Dt

=
@�! v
@t

+
�

�! v�
�!
r

�
�! v .

capilla rité : désigne l'ensem ble des phénomènes induits par la tension de surface

qui mesure l'énergie nécessaire p our augmen ter la surface libre d'un liquide

(par unité de surface) et s'exprime en MT � 2
(énergie par unité de surface ou

encore force par unité de longueur).
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A.2. L'équation de Na vier-Sto c k es

A.2. L'équation de Navier-Sto ck es

La dynamique des liquides est régie par l'équation de Na vier-Stok es (NS) assortie

de la condition d'incompressibilité

8
<

:
�

�
@�! v
@t

+
�

�! v�
�!
r

�
�! v

�
=

�!
f

�!
r � �! v = 0

où

�!
f représen te les forces exercées par unité de v olume.

Plusieurs di�cultés surgissen t alors :

1. ll s'agit d'une équation v ectorielle

2. cette équation est non linéaire à cause du terme inertiel

3. c'est une équation du deuxième ordre qui exige deux in tégrations successiv es

à cause du terme visqueux

�!
f visc: = � 4 �! v .

A.3. L'instabilité à p rop rement pa rler : asp ect

énergétique

Lors d'une exp érience t ypique, on met sous gra vité déstabilisan te un �lm visqueux

incompressible (h uile silicone) uniformémen t réparti sur un plan.

Des gouttes, don t l'e�et est de minimiser l'énergie p oten tielle, apparaissen t. Celles-

ci ne p euv en t pas être trop p etites à cause du coût en énergie de surface qui en

découlerait.

�������������������������������������������������
�������������������������������������������������
�������������������������������������������������

�������������������������������������������������
�������������������������������������������������
�������������������������������������������������

Air

x

z
Liquide

L'éc helle spatiale caractéristique est donc �xée par la comp étition en tre l'e�et de la

gra vitation et celui de la tension de surface :

4 E =
Z

dx
�
(� 2 � � 1) g

h2

2
+ 

� p
1 + h02 � 1

� �

Le premier terme corresp ond à l'énergie p oten tielle gra vitationnelle ( � 1 masse v o-

lumique de l'h uile, � 2 celle de l'air) et le deuxième au coût en énergie de surface

(tout écart par rapp ort au plan conduit à une augmen tation de surface). Le terme
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Chapitre A. L'instabilité de Ra yleigh-T a ylor

d'énergie gra vitationnelle fait baisser l'énergie alors que le terme d'énergie de surface

l'augmen te.

Si la déformation est faible, on p eut écrire

p
1 + h02 � 1 �

h
02

2
. On supp ose que

la déformation est sin usoïdale : �h (x) = A cos (kx) . En injectan t cette forme dans

l'équation de départ, on obtien t en in tégran t sur une longueur d'onde :

4 E =
�A 2

4

�
(� 2 � � 1) g + k 2

�

On dé�nit alors la longueur capillaire k� 1
c

k� 1
c =

�


(� 1 � � 2) g

� 1=2

P our q < qc , 4 E < 0. Ainsi, les longueurs d'onde plus imp ortan tes que � c = 2�k � 1
c

son t instables.

A.4. Asp ect dynamique

A.4.1. Le cas des �lms liquides minces : l'app ro ximation de

lub ri�cation

On p eut fréquemmen t appliquer l'appro ximation de lubri�cation en h ydro dyna-

mique in terfaciale, en particulier p our la dynamique des �lms liquides visqueux et

minces comme c'est le cas ici. L'idée est de faire une analyse à longue éc helle unique-

men t. Ainsi, on utilise les di�érences d'éc helles de longueur (la taille transv erse est

souv en t p etite dev an t les autres longueurs) p our séparer les v ariables et simpli�er

l'analyse. La réduction asymptotique réduit NS à une équation scalaire non-linéaire

aux dériv ées partielles.

Puisqu'il y a un écoulemen t, on prend en compte l'asp ect dynamique p our étudier

l'év olution de la structure. Cette analyse nous p ermettra d'obtenir la relation de

disp ersion. En�n, l'obten tion du taux de croissance nous conduira à la longueur

d'onde e�ectiv emen t selectionnée par le système.

Dans notre cas, le �lm se limite au dessus par un plan horizon tal (en z = 0 ) et au

dessous par un gaz passif (en z = h(x; t ) ).

Au niv eau de l'in terface liquide-gaz, deux forces en v olume (gradien ts de pression)

son t resp onsables du �ux de matière :

� celle dûe à la masse du �uide � �g@xh : le gradien t de pression h ydrostatique
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A.4. Asp ect dynamique

� celle dûe à la courbure de l'in terface @x

�
@2

x h
�

: le gradien t de pression de Laplace

où on appro xime la courbure mo y enne de l'in terface par @2
x h .

A.4.2. Le p oint de dépa rt : l'équation de Navier-Sto ck es

L'écoulemen t est régi par l'équation de Na vier-Stok es (2D) a v ec l'h yp othèse d'in-

compressibilité :

8
<

:

� (@tu + u@xu + w@zu) = � @x p + � 4 u
� (@tw + u@xw + w@zw) = � @zp + � 4 w

@xu + @zw = 0
(A.1)

où u et w son t les comp osan tes de la vitesse suiv an t x et z, et p con tien t les termes

de pression des forces agissan t sur le �lm.

On asso cie les conditions aux limites :

en z = 0 :

u = 0 ; w = 0

en z = h(x; t ) :

w = dth = @th + u@xh

T :�! n = � � �! n +
@
@s

�!
t

où T est le tenseur des con train tes du liquide,

�! n et

�!
t son t les v ecteurs unitaires

normal et tangen tiel à l'in terface (v oir Fig. A.1) et � est la courbure mo y enne de

l'in terface. On supp ose qu'il n'y a pas de forçage externe de l'in terface et que la

tension de surface  est constan te.

A.4.3. Les va riables adimensionnées

On in tro duit les éc helles p our les �lms �ns. � est l'éc helle de longueur suiv an t x et

h0 (l'épaisseur mo y enne du �lm) celle suiv an t z telles que " =
2�
�

h0 � 1.

On obtien t ainsi les v ariables adimensionnées du problème :

U =
u
U0

, W =
w

"U0
, T =

"U0

h0
t , H =

h
h0

, P =
"h0

�U 0
p, � =

"
�U 0

 .

On p eut écrire le système d'équations (A.1) adimensionné :
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�������������������������
�������������������������
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�������������������������

udt

wdt
u¶hx dt

¶thdt

t n

Gaz

Liquide

x

z

·

¶

Fig. A.1.: Le �lm év olue de la p osition 1 à la p osition 2. La comp osan te de la vitesse

suiv an t z est w = dth = @th + u@xh .

"Re (@T U + U@X U + W @Z U) = � @X P + @2
Z U + "2@2

X U

"Re (@T U + U@X U + W @Z U) = � @X P + @2
Z U + "2@2

X U

@X U + @Z W = 0 (A.2)

et les conditions aux limites asso ciées :

en Z = 0 : Bibliograph y H. Hinric hsen, "Nonequilibrium Critical Phenomena and

Phase T ransitions in to Absorbing States", A dv. Ph ys. 49, 815-958 (2000).

U = 0 ; W = 0 (A.3)

en Z = H :

W = dT H = @T H + U@X H (A.4)

(@Z U + "2@X W)
�
1 � "2 (@X H )2� � 4"2 (@X H ) (@X U) = @X �

�
1 + "2 (@X H )2� 1=2

� P+
2"2

1 + "2 (@X H )2

�
@X U

�
"2 (@X H )2 � 1

�
� @X H (@Z U"2@X W)

�
=

C � 1"3@2
X H

�
1 + "2 (@X H )2� 3=2

où Re =
U0h0

�
est le nom bre de Reynolds et C =

U0�


le nom bre capillaire.

On obtien t la condition cinématique (équation de conserv ation de la masse) en in-

tégran t l'équation (A.2) et en utilisan t (A.3) et (A.4) :

@T H + @X

� Z H

0
UdZ

�
= 0
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����������������������������
����������������������������
����������������������������
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����������������������������
����������������������������

x dh/dt x+dx

Q(x+dx)
Huile

Substrat

Q(x)
h(x,t)

Fig. A.2.: P ar unité de temps, la v ariation de �ux en tre x et x + dx , qui est donc un

v olume, s'iden ti�e au pro duit de dx par la v ariation d'épaisseur par unité

de temps. La conserv ation du �ux prend ainsi la forme

@Q
@x

= �
@h
@t

.

où

Z H

0
UdZ s'iden ti�e au �ux de matière (v oir Fig. A.2).

Finalemen t, en faisan t un dév elopp emen t p erturbatif de U , W et P en puissances

du p etit paramètre " et en faisan t tendre " v ers 0 (l'h yp othèse de lubri�cation), on

obtien t le système :

@2
Z U = @X P ; @Z P = 0 ; @T H + @X

� Z H

0
UdZ

�
= 0

a v ec les conditions aux limites

en Z = 0 :

U = 0

en Z = H :

@Z U = @X � , P = � "3C � 1@2
X H

On obtien t p our la vitesse du �uide à l'in terface U(H = Z) = @X P
�

1
2Z 2 � HZ

�
. En

substituan t cette expression dans l'équation de conserv ation de la masse, on obtien t

l'équation d'év olution p our l'in terface :

@T H � @X

�
1
3

H 3@X P
�

= 0

à une dimension.
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Chapitre A. L'instabilité de Ra yleigh-T a ylor

A.4.4. Évolution de l'interface dans les va riables d'o rigine

On p eut réécrire cette expression dans les v ariables dimensionnées d'origine :

@th � @x

�
1
3

h3@xp
�

= 0

Ici p = � �gh � @2
x h où le premier terme du second mem bre corresp ond à pres-

sion h ydrostatique et le deuxième à la pression de Laplace. L'équation d'év olution

devien t :

@t h = �
1
3

@x
�
�gh 3@xh + h 3@3

x h
�

(A.5)

On c herc he les p etites p erturbations p erio diques en x d'un �lm d'épaisseur uniforme

h0 sous la forme h(x; t ) = h0 + h0
. On linéarise (A.5) et on obtien t l'équation de

stabilité linéaire p our h0
, don t on p eut c herc her des solutions sous la forme h0 =

h0
0 exp(ikx + st) puisque les co e�cien ts de l'équation ne dép enden t pas de x et de t .

L'équation caractéristique s'écrit

s =
h3

0k2

3�

�
�g � k 2

�

=
h3

0k
2

3�
[k2

c � k2]
(A.6)

où k� 1
c =

r

�g

est la longueur capillaire.

A.4.5. Détermination de la longueur d'onde � �
sélectionnée

pa r l'instabilité.

Il découle de l'équation (A.6) un taux de croissance � (k) non monotone :

� (k) =
3�

k2h 3
0

1
(k2

c � k2)

qui trouv e p our minim um k� =
kcp

2
et conduit à la longueur d'onde e�ectiv emen t

sélectionnée par le système :

� � =
2�

p
2

kc
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B. Quelques notes sur les group es

et leurs rep résentations

Cette annexe est basée sur le cours de Leec h et Newman [68]. L'in térêt général de la

théorie des group es en ph ysique est qu'elle simpli�e les calculs. Cette simpli�cation

pro vien t du fait que les symétries du système son t prises en compte dès le début.

L'ensem ble des op érations de symétrie rend compte des propriétés d'un système.

Les op érations de symétrie (qui p euv en t être la translation, la rotation, la ré�exion,

l'in v ersion...) laissen t inc hangé le système en forme ou apparence et son t étroitemen t

liées aux élémen ts de symétrie (qui p euv en t être un plan, un cen tre, un axe ...) car

les unes ne p euv en t se dé�nir que par rapp ort aux autres. Les propriétés de symétrie

d'un système ph ysique p euv en t être résumées en sp éci�an t son group e de symétrie.

B.1. Les op érateurs de symétrie

On considère des op érateurs de symétrie A et B et � l'ensem ble des op érateurs de

symétrie.

� A:B 2 �; B:A 2 � ( A:B 6= B:A a priori) =) on dit que � est fermé par la

m ultiplication

� E 2 � ( E � Iden tité)

� A 2 � ) A � 1 2 �

Un tel ensem ble d'op érateurs de symétrie est app elé gr oup e de symétrie.

B.1.1. Group e de symétrie

On p eut dé�nir une table de multiplic ation comme l'ensem ble des pro duits m ultiples

de certains des op érateurs du group e, ces derniers son t dits génér ateurs du group e

(ils ne son t pas uniques).

Si on a simplemen t une table de m ultiplication (sans autre information), les élémen ts

de la table son t dits éléments d'un gr oup e abstr ait .
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B.2. Représen tation des group es

B.1.2. Les p ostulats de group e

� A; B 2 � ) A:B 2 � (pro duit fermé)

� 9E 2 � tel que E:A = A:E = A 8A 2 � (élémen t neutre)

� 8A 2 � 9A � 1 2 � tel que A:A � 1 = A � 1 = E (in v erse)

� 8A; B; C 2 � (A:B ):C = A:(B:C) (asso ciativité)

B.1.3. Quelques dé�nitions

� ordre d'un group e : C'est le nom bre d'op érateurs que le group e con tien t.

� sous-group e : Sous-ensem ble d'un group e qui est lui-même un group e.

� op érateur conjugué : A et B dans � son t dits c onjugués si 9S 2 � tel que

S:A = B:S .

� classe dans � : Ensem ble de tous les op ér ateurs c onjugués à un op érateur dans

� . T out group e p eut être décomp osé en un ensem ble de classes.

� group es Ab éliens : T ous les op érateurs du group e comm uten t. Alors c haque

op érateur est une classe en soi.

� co-ensem ble : Soit # � �; B 2 � mais B =2 # alors

B:# est un co-ensem ble gauc he

#:B est un co-ensem ble droit

évidences : B:# et # n'on t aucun op érateur comm un. De plus B:# et

C:# son t soit iden tiques soit n'on t aucun op érateur comm un (pareil à

droite).

� indexe : (v oir référence [68])

� sous-group es in v arian ts : # � � est formé de classes complètes de � ; c'est à

dire que si A 2 # B = S� 1:A:S 2 # 8S 2 �
� isomorphisme-homomorphisme : Deux group es son t dits isomorphes s'ils on t

la même table de m ultiplication (corresp ondance 1-1 en tre élémen ts). Une cor-

resp ondance (1-plusieurs) est p ossible. Les group es dans ce cas son t dits homo-

morphes .

� les group es p onctuels : Ils laissen t au moins un p oin t (de l'espace) �xe par

toutes les op érations. Dans une structure rép étée, les group es p onctuels p euv en t

décrire les p oin ts de symétrie p ossibles. On p eut considérer les group es p onctuels

cristallographiques (32 group es au total don t le group e C6� ).

B.2. Rep résentation des group es

Jusqu'à présen t, les propriétés algébriques des élémen ts étaien t représen tées par la

table de m ultiplication, c'est à dire par les relations en tre élémen ts du group e.
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A partir de main tenan t, on v a étudier les r epr ésentations (au sens mathématique) de

ces élémen ts. Une représen tation sp éci�era les propriétés algébriques d'un élémen t

de manière intrinsè que.

B.2.1. Rep résentation matricielle

On p eut toujours trouv er un ensem ble de matrices a y an t la même table de m ultipli-

cation qu'un group e donné. Une représen tation R est un tel ensem ble de matrices

( R(A1 ), R(A2 ), ... : autan t de matrices que d'élémen ts dans le group e). Il y a une

in�nité de telles représen tations c hacune construite à partir des r epr ésentations ir-

r é ductibles , elles-mêmes en nom bre �ni. Il faudra se ramener à ces représen tations

irréductibles.

Dans la pratique, on part des équations d'un système ph ysique p our dé�nir une

représen tation matricielle de son group e de symétrie puis on se ramène aux repré-

sen tations irréductibles. C'est cette dernière pro cédure qui p ermettra de simpli�er

les solutions des équations dynamiques.

Si p our un v ecteur v donné on obtien t Av = M (A)v 8A 2 � alors v est une b ase

et M est une représen tation du group e telle que l'ensem ble des M (A) forme la

représen tation matricielle asso ciée.

Remarque : La base p eut être de taille v ariable.

Il faut c hoisir une base sur laquelle agissen t les matrices de la représen tation corres-

p ondan te. De façon générale, les élémen ts de la base (les comp osan tes de v ) d'une

représen tation ne fon t pas que simplemen t p erm uter par les op érations du group e

mais s'exprimen t sous la forme de com binaisons linéaires.

Néanmoins, l'utilisation des p erm utations p ermet de construire un t yp e conn u de re-

présen tations don t les matrices (de p erm utation) p erm uten t simplemen t les élémen ts

de la base. Lorsqu'en plus les élémen ts de la base son t les op érateurs du group e, on

parle de r epr ésentation r é gulièr e .

Si p our un group e donné, une représen tation R est diagonale par blo cs et que c haque

blo c i est une représen tation correcte Ri du group e, on dit qu'une telle représen tation

est r é ductible et que R se décomp ose dans les représen tations Ri . Ainsi la base p eut

être décomp osée en "sous-bases" corresp ondan tes.

B.2.2. Rep résentations équivalentes

Considérons les op érateurs X 2 � . Alors si la base s0
génère les R0(X ) et s0 = Qs ,

deux représen tations R(X ) et R0(X ) son t dites é quivalentes si R(X ) = P � 1R0(X )P
où P � 1 = eQ.
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Remarque : Si s est formé des ob jets qui comm uten t par R alors Q doit être une

matrice de p erm utation.

T oute représen tation équiv alen te à une représen tation réductible est dite r é ductible .

Si ce n'est pas p ossible, elle est dite irr é ductible .

Un gr oupe possède un nombre limité de représent a tions

irréductibles non équiv alentes.

On tâc hera de décomp oser une représen tation quelconque R d'un group e � en un

ensem ble de représen tations irréductibles (matrices diagonales par blo cs).

Appliqué à l'élémen t A :

R(A) =

0

B
B
B
@

R(1) (A) 0 0 0
0 R(2) (A) 0 0
0 0 R(3) (A) 0

0 0 0
.

.

.

1

C
C
C
A

B.2.3. Ca ractères de group e

Les caractères de group e p ermetten t de classer les représen tations irréductibles d'un

group e et de faire une r é duction de princip e , c'est à dire déterminer quelles repré-

sen tations irréductibles son t con ten ues dans une représen tation donnée.

Soien t � (A) = T rR(A) , les c ar actèr es du group e � et de matrice de représen tation

R(A) p our tout A 2 � .

Puisque

R(A) =
P

�
� m� R(� ) (A) 8A 2 �

alors

� (A) =
P

�
m� � (� )(A)

a v ec la multiplicité m� dé�nie comme le nom bre de représen tations irréductibles

R(� )
équiv alen tes.

On p eut mon trer qu'il existe certaines relations imp ortan tes et utiles p our les ca-

ractères des représen tations irréductibles d'un group e �ni � :

(0) En tout premier lieu un théorème fondamen tal sur les élémen ts

des matrices qui constituen t les représen tations irréductibles

d'un group e :

X

A2 �

R(� )?
mn (A)R(� )

m0n0(A) =
g

p
l � l �

� �� � mm 0� nn 0
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ou l � est la dimension de la représen tation irréductible � et g
l'ordre du group e � .

(1) Si des op érateurs du group e son t dans la même classe, alors

p our une représen tation donnée, les caractères corresp ondan ts

son t les mêmes (puisque des matrices conjuguées on t les mêmes

traces).

(2) Relation d'orthogonalité :

X

A2 �

� (� ) (A)� (� )?(A) = g � ��

Lorsque � 6= � les représen tations son t non équiv alen tes.

(3) Le nom bre de représen tations irréductibles non é quivalentes est

le même que le nom bre de classes du group e.

(4)

P

�
l2
� = g en p osan t de nouv eau l � la dimension de la représen-

tation irréductible � .

On dé�nit une table de caractères ("carrée" par (3)) des représen tations irréductibles

d'un group e a v ec en colonnes les k classes du group e et en lignes les k représen tations

irréductibles.

Les tables de caractères seron t utiles p our réduire des représen tations arbitraires.

On utilise les notations suiv an tes p our étiqueter les représen tations irréductibles :

représen tation 1D A ou B suiv an t que le caractère corresp ondan t à la

rotation principale Cn est +1 ou � 1 resp ectiv emen t

représen tation 2D E (pas le même que l'iden tité !)

représen tation 3D T

Soit la table de caractères du group e C6� :

C6� E C2 2C3 2C6 3U2 3U0
2

A1 1 1 1 1 1 1
A2 1 1 1 1 � 1 � 1
B1 1 � 1 1 � 1 1 � 1
B2 1 � 1 1 � 1 � 1 1
E1 2 � 2 � 1 1 0 0
E2 2 2 � 1 � 1 0 0

On p eut sa v oir si une représen tation donnée est réductible, même si la table de
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caractères n'est pas conn ue car

X

A2 �

� (A)� ?(A) = g
X

�

m2
�

2000

En e�et, si

P

�
m2

� = 1 , la représen tation ne con tien t qu'une seule représen tation

irréductible et � (A) est le caractère asso cié.

Remarque : Dans le cas de la r epr ésentation r é gulièr e � (E) = g et � (A 6= E) = 0
donc m� = � (� )(E) et g =

P

�
(� (� ) (E))2

par les relations précéden tes.

alo rs l'équation

X

A2 �

� (A)� (� )?(A) = m� g

dérivée de la relation (2) p ermet d'obtenir les multiplicités m� des

rep résentations irréductibles connaissant la table de ca ractères. On p eut

donc e�ectuer la réduction d'une rep résentation quelconque d'un group e

�ni.

154



C. La fo rme des matrices rotation,

pa rité et translations

R 12(C1
6) =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

R 12(� v) =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5
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R 12(T~a0 ) =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

C2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0
C
S

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0
1

C S
0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0
1

C2
0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0
S
C

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 C S 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 C2 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 C S 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
S
C

0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

C2
0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

C S
0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
C
S

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

R 12(T~a1 ) =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

S
C

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 C S 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 C2 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0
C
S

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0
1

C S
0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
1

C2
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
1

C S
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0
C
S

0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 C2 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 C S 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
S
C

0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

C2

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5
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D. Les instructions Maple 8

Dé�nition des matrices R 12(C1
6) (C61) et R 12(� v) (CSV)

CSV :=array(1..12,1..12) :

C61 :=array(1..12,1..12) :

for i from 1 to 12

do

for j from 1 to 12

do

CSV[i,j] :=0 :

C61[i,j] :=0 :

od :

od :

CSV[1,7] :=1 :

CSV[2,12] :=1 :

CSV[3,11] :=1 :

CSV[4,10] :=1 :

CSV[5,9] :=1 :

CSV[6,8] :=1 :

CSV[7,1] :=1 :

CSV[8,6] :=1 :

CSV[9,5] :=1 :

CSV[10,4] :=1 :

CSV[11,3] :=1 :

CSV[12,2] :=1 :

C61[1,6] :=1 :

C61[2,1] :=1 :

C61[3,2] :=1 :

C61[4,3] :=1 :

C61[5,4] :=1 :

C61[6,5] :=1 :

C61[7,12] :=1 :

C61[8,7] :=1 :

C61[9,8] :=1 :

C61[10,9] :=1 :

C61[11,10] :=1 :

C61[12,11] :=1 :

Création de la matrice M H (M), calcul de

�
M H ; R 12(C1

6)
�

et [M H ; R 12(� v)] ([M,C61]

et [M,CSV]) et simpli�cation de M

M :=array(1..12,1..12) ;

k :=1 :

for i from 1 to 12

do

for j from 1 to 12

do

M[i,j] :=m||k :

k :=k+1 :

od :

od :

elim :=seq(m||i, i=13..144) ;

MC61 :=linalg[multiply](M,C61 ) :

C61M :=linalg[multiply](C61, M) :

com1 :=linalg[matadd](MC61,C 61M, 1,-1 ) :

for i from 1 to 12

do

for j from 1 to 12

do

sol :=solve(com1[i,j],{elim }) :

assign(sol) :

od :

od :

for i from 1 to 12

do
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for j from 1 to 12

do

com1[i,j] :=simplify(com1[i,j]) :

M[i,j] :=simplify(M[i,j]) :

od :

od :

MCSV :=linalg[multiply](M,CSV ) :

CSVM :=linalg[multiply](CSV,M ) :

com2 :=linalg[matadd](MCSV,CS VM,1 ,-1 ) :

for i from 1 to 12

do

for j from 1 to 12

do

sol :=solve(com2[i,j],{elim }) :

assign(sol) :

od :

od :

for i from 1 to 12

do

for j from 1 to 12

do

com2[i,j] :=simplify(com2[i,j]) :

M[i,j] :=simplify(M[i,j]) :

od :

od :

m92 :=M1 :

m91 :=M2 :

m96 :=M3 :

m95 :=M4 :

m94 :=M5 :

m93 :=M6 :

m99 :=M7 :

m98 :=M8 :

m97 :=M9 :

m89 :=M10 :

m88 :=M11 :

m87 :=M12 :

for i from 1 to 12

do

for j from 1 to 12

do

M[i,j] :=simplify(M[i,j]) :

od :

od :

Calcul des 6 t yp es de vecteurs p rop res de la matrice M obtenue au pa ragraphe

p récédent

Digits :=20 ;

readlib(randomize) ;

Seed :=randomize() ;

gene :=rand(-1000..1000)/1000 .0 :

MM :=array(1..12,1..12) :

for i from 1 to 12

do

M.i :=gene()+I*gene() ;

od :

for i from 1 to 12

do

for j from 1 to 12

do

MM[i,j] :=simplify(M[i,j]) :

od :

od :

vtp :=linalg[eigenvects](MM) :

######################### ### #### #### ##

Détermination de la forme des vecteurs propres :

type1 :=proc(N)

local alpha,beta,delta,zeta,H0 ,H1, H2, H3,H 4,H 5,H6 ,H7 :

alpha := vtp[N][3][1][1] :

beta := vtp[N][3][1][2] :

H0 :=abs(vtp[N][3][1][3]-( beta -alp ha) ) :

H1 :=abs(vtp[N][3][1][4]+a lpha ) :

H2 :=abs(vtp[N][3][1][5]+b eta) :

H3 :=abs(vtp[N][3][1][6]+( beta -alp ha) ) :

delta := vtp[N][3][1][7] :

zeta := vtp[N][3][1][8] :

H4 :=abs(vtp[N][3][1][9]-( zeta -del ta) ) :

H5 :=abs(vtp[N][3][1][10]+ delt a) :

H6 :=abs(vtp[N][3][1][11]+ zeta ) :

H7 :=abs(vtp[N][3][1][12]+ (zet a-de lta )) :

H0+H1+H2+H3+H4+H5+H6+H7 ;

end :

######################### ### #### #### ##

type2 :=proc(N)
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local alpha,H0,H1,H2,H3,H4,H5,H 6,H 7,H8 ,H9 ,H10 :

alpha := vtp[N][3][1][1] :

H0 :=abs(vtp[N][3][1][2] -alpha) :

H1 :=abs(vtp[N][3][1][3] -alpha) :

H2 :=abs(vtp[N][3][1][4] -alpha) :

H3 :=abs(vtp[N][3][1][5] -alpha) :

H4 :=abs(vtp[N][3][1][6] -alpha) :

H5 :=abs(vtp[N][3][1][7] -alpha) :

H6 :=abs(vtp[N][3][1][8] -alpha) :

H7 :=abs(vtp[N][3][1][9] -alpha) :

H8 :=abs(vtp[N][3][1][10]-a lpha ) :

H9 :=abs(vtp[N][3][1][11]-a lpha ) :

H10 :=abs(vtp[N][3][1][12]- alph a) :

H0+H1+H2+H3+H4+H5+H6+H7 +H8+ H9+H 10 ;

end :

######################### #### #### ### ##

type3 :=proc(N)

local alpha,H0,H1,H2,H3,H4,H5,H 6,H 7,H8 ,H9 ,H10 :

alpha := vtp[N][3][1][1] :

H0 :=abs(vtp[N][3][1][2] +alpha) :

H1 :=abs(vtp[N][3][1][3] -alpha) :

H2 :=abs(vtp[N][3][1][4] +alpha) :

H3 :=abs(vtp[N][3][1][5] -alpha) :

H4 :=abs(vtp[N][3][1][6] +alpha) :

H5 :=abs(vtp[N][3][1][7] +alpha) :

H6 :=abs(vtp[N][3][1][8] -alpha) :

H7 :=abs(vtp[N][3][1][9] +alpha) :

H8 :=abs(vtp[N][3][1][10]-a lpha ) :

H9 :=abs(vtp[N][3][1][11]+a lpha ) :

H10 :=abs(vtp[N][3][1][12]- alph a) :

H0+H1+H2+H3+H4+H5+H6+H7 +H8+ H9+H 10 ;

end :

######################### #### #### ### ##

type4 :=proc(N)

local alpha,H0,H1,H2,H3,H4,H5,H 6,H 7,H8 ,H9 ,H10 :

alpha := vtp[N][3][1][1] :

H0 :=abs(vtp[N][3][1][2] +alpha) :

H1 :=abs(vtp[N][3][1][3] -alpha) :

H2 :=abs(vtp[N][3][1][4] +alpha) :

H3 :=abs(vtp[N][3][1][5] -alpha) :

H4 :=abs(vtp[N][3][1][6] +alpha) :

H5 :=abs(vtp[N][3][1][7] -alpha) :

H6 :=abs(vtp[N][3][1][8] +alpha) :

H7 :=abs(vtp[N][3][1][9] -alpha) :

H8 :=abs(vtp[N][3][1][10]+a lpha ) :

H9 :=abs(vtp[N][3][1][11]-a lpha ) :

H10 :=abs(vtp[N][3][1][12] +alp ha) :

H0+H1+H2+H3+H4+H5+H6+H7 +H8 +H9+ H10 ;

end :

######################### ### #### #### ##

type5 :=proc(N)

local alpha,H0,H1,H2,H3,H4,H5, H6,H 7,H 8,H9 ,H1 0 :

alpha := vtp[N][3][1][1] :

H0 :=abs(vtp[N][3][1][2] -alpha) :

H1 :=abs(vtp[N][3][1][3] -alpha) :

H2 :=abs(vtp[N][3][1][4] -alpha) :

H3 :=abs(vtp[N][3][1][5] -alpha) :

H4 :=abs(vtp[N][3][1][6] -alpha) :

H5 :=abs(vtp[N][3][1][7] +alpha) :

H6 :=abs(vtp[N][3][1][8] +alpha) :

H7 :=abs(vtp[N][3][1][9] +alpha) :

H8 :=abs(vtp[N][3][1][10]+ alph a) :

H9 :=abs(vtp[N][3][1][11]+ alph a) :

H10 :=abs(vtp[N][3][1][12] +alp ha) :

H0+H1+H2+H3+H4+H5+H6+H7 +H8 +H9+ H10 ;

end :

######################### ### #### #### ##

type6 :=proc(N)

local alpha,beta,delta,zeta,H0 ,H1, H2, H3,H 4,H 5,H6 ,H7 :

alpha := vtp[N][3][1][1] :

beta := vtp[N][3][1][2] :

H0 :=abs(vtp[N][3][1][3]+( beta +alp ha) ) :

H1 :=abs(vtp[N][3][1][4]-a lpha ) :

H2 :=abs(vtp[N][3][1][5]-b eta) :

H3 :=abs(vtp[N][3][1][6]+( beta +alp ha) ) :

delta := vtp[N][3][1][7] :

zeta := vtp[N][3][1][8] :

H4 :=abs(vtp[N][3][1][9]+( zeta +del ta) ) :

H5 :=abs(vtp[N][3][1][10]- delt a) :

H6 :=abs(vtp[N][3][1][11]- zeta ) :

H7 :=abs(vtp[N][3][1][12]+ (zet a+de lta )) :

H0+H1+H2+H3+H4+H5+H6+H7 ;

end :

######################### ### #### #### ##

for i from 1 to 6

do

for j from 1 to 12

do type||i(j) ;

od ;

od ;
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De�nition des deux matrices translation T1 et T2

K1 :=array(1..2) :

R :=array(1..2) :

Rot :=array(1..2,1..2) :

Sigma :=array(1..2,1..2) :

Trans_12 :=array(1..12,1..12) :

K1[1] :=Kappa*cos(theta) ;

K1[2] :=Kappa*sin(theta) ;

R[1] :=dx ;

R[2] :=dy ;

Rot[1,1] :=cos(Pi/3) :

Rot[1,2] :=-sin(Pi/3) :

Rot[2,1] :=sin(Pi/3) :

Rot[2,2] :=cos(Pi/3) :

Sigma[1,1] :=1 :

Sigma[1,2] :=0 :

Sigma[2,1] :=0 :

Sigma[2,2] :=-1 :

print(Rot) ;

print(Sigma) ;

K2 :=simplify(linalg[mult iply ](Ro t,K 1)) ;

K3 :=simplify(linalg[mult iply ](Ro t,K 2)) ;

K4 :=simplify(linalg[mult iply ](Ro t,K 3)) ;

K5 :=simplify(linalg[mult iply ](Ro t,K 4)) ;

K6 :=simplify(linalg[mult iply ](Ro t,K 5)) ;

K7 :=simplify(linalg[mult iply ](Si gma ,K1) ) ;

K8 :=simplify(linalg[mult iply ](Ro t,K 7)) ;

K9 :=simplify(linalg[mult iply ](Ro t,K 8)) ;

K10 :=simplify(linalg[multipl y](R ot, K9)) ;

K11 :=simplify(linalg[multipl y](R ot, K10) ) ;

K12 :=simplify(linalg[multipl y](R ot, K11) ) ;

for i from 1 to 12

do

for j from 1 to 12

do

Trans_12[i,j] :=0 ;

od :

Trans_12[i,i] :=exp(I*simplify(linalg[ mul tipl y](K ||i ,R)) ) ;

od :

print(Trans_12) ;

######################### #### #### ### ####
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T1 :=array(1..12,1..12) :

T2 :=array(1..12,1..12) :

for i from 1 to 12

do

for j from 1 to 12

do

T1[i,j] :=expand(simplify(subs(d x=1, dy= 0 ,Trans_12[i,j]))) :

T2[i,j] :=expand(simplify(subs(d x=-1 /2 ,dy=sqrt(3)/2,Trans_12[i, j]) )) :

od :

od :

csol :=ln(C)*2/(I*Kappa) ;

ssol :=ln(S)*2/(I*Kappa*sqrt( 3)) ;

for i from 1 to 12

do

for j from 1 to 12

do

T1[i,j] :=simplify(subs(cos(thet a)=c sol ,sin (the ta) =sso l,T1 [i, j])) :

T2[i,j] :=simplify(subs(cos(thet a)=c sol ,sin (the ta) =sso l,T2 [i, j])) :

od :

od :

Calcul des commutateurs com3=[M,T1] et com4=[M,T2]

MT1 :=linalg[multiply](M,T1) :

T1M :=linalg[multiply](T1,M) :

com3 :=linalg[matadd](MT1,T1M ,1,- 1) :

for i from 1 to 12

do

for j from 1 to 12

do

com3[i,j] :=factor(com3[i,j]) :

od :

od :

MT2 :=linalg[multiply](M,T2) :

T2M :=linalg[multiply](T2,M) :

com4 :=linalg[matadd](MT2,T2 M,1, -1) :

for i from 1 to 12

do

for j from 1 to 12

do

com4[i,j] :=factor(com4[i,j]) :

od :

od :

P our chaque élément de matrice des commutateurs com3 et com4, rega rde en

fonction de � et � (

�!
kc = �

�
cos (� )
sin (� )

�
) les conditions d'annulation des

co e�cients devant M2,...,M12 (sachant que M2,...,M12 ne dép endent pas de � et � )

for i from 2 to 12

do

L||i :=NULL :

od :

for i from 1 to 12

do
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for j from 1 to 12

do

for k from 2 to 12

do

if

com3[i,j]<>0 and divide(com3[i,j],M||k,'ok' )

then L||k :=L||k,factor(numer(ok) ) ;

fi ;

if

com4[i,j]<>0 and divide(com4[i,j],M||k,'ok' )

then L||k :=L||k,factor(numer(ok) ) ;

fi ;

od ;

od ;

od ;

######################### #### #### ### #### #

Donne les conditions sur (C,S) pour annuler les

éléments de matrice contenant M i

for i from 2 to 12

do

E||i :=solve({L||i},{C,S}) ;

od ;

######################### #### #### ### #### #

Les conditions obtenues, on les teste une par

une et on voit pour chacun des M i si tous les

coefficients s'annulent. Par exemple (C,S)=(1,1)

(correspond au cas I) :

for i from 2 to 12

do

simplify(subs(C=1,S=1,{ L||i })) ;

od ;

on obtient :

f 0g
f 0g
f 0g
f 0g
f 0g
f 0g
f 0g
f 0g
f 0g
f 0g
f 0g

######################### ### #### #### ### ##

Dans le cas (1,-1) (correspond au cas XIII) :

for i from 2 to 12

do

simplify(subs(C=1,S=-1, {L| |i}) ) ;

od ;

on obtient :

f� 2; 0; 2g
f� 2; 0; 2g

f 0g
f� 2; 0; 2g
f� 2; 0; 2g

f 0g
f� 2; 0; 2g
f� 2; 2g

f 0g
f� 2; 2g

f� 2; 0; 2g

######################### ### #### #### ### ##
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E. Articles

1. Le premier article �Structures of a Con tin uously F ed T w o-Dimensional Viscous

Film under a Destabilizing Gra vitational F orce�, publié dans Ph ysical Review

Letters, décrit l'exp érience et donne une revue des principaux phénomènes

observ és à deux dimensions d'espace, résumés dans un diagramme des phases

(débit surfacique, viscosité).

2. Le deuxième article �W a v e v ectors selection at the threshold of a generic in-

stabilit y of a hexagonal stationary pattern�, publié dans Ph ysica D, traite de

la sélection du v ecteur d'onde pro c he du seuil, lors de la bifurcation d'une

structure hexagonale stationnaire. T ous les mo des de déstabilisation p ossibles

son t prédits. Une comparaison est faite a v ec plusieurs exp ériences.

3. Le troisième article �T ransition to Spatiotemp oral Chaos in a t w o-dimensional

Hydro dynamic System�, publié dans Ph ysical Review Letters, décrit la transi-

tion au c haos spatio-temp orel dans la v ersion bidimensionnelle de l'exp érience,

à partir du régime de colonnes stationnaire et hexagonal (laminaire) p our une

h uile de viscosité 50 mm

2
/s.
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Chapitre E. Articles

Structures of a Continuously Fed Two-Dimensional Viscous Film
under a Destabilizing Gravitational Force

C. Pirat,* C. Mathis, P. Maõ¬ssa, and L. Gil
Institut du Non Line´aire de Nice (U.M.R. C.N.R.S 6618), Universite´ de Nice Sophia Antipolis,

1361 Route des Lucioles, F-06560 Valbonne, France
(Received 27 June 2003; published 12 March 2004)

We study the gravity induced instability of a liquid Þlm formed below a plane grid which is used as a
porous media in an original hydrodynamic experiment. The Þlm is continuously supplied with a
controlled ßow rate. We give through a phase diagram the full spectrum of the different ßow regimes
and we investigate the dynamics of the observed structures. True secondary instabilities of a 2D
periodic pattern are described. The control parameters are the ßow rate and the viscosity.

DOI: 10.1103/PhysRevLett.92.104501 PACS numbers: 47.20.Ma, 47.20.Dr, 47.20.Lz, 47.54.+r

Numerous experimental studies have been concerned
with the spatiotemporal dynamics of 1D periodic struc-
tures appearing in far from equilibrium dissipative media
such as Couette-Taylor [1], Rayleigh-Be«nard [2,3], and
Rayleigh-Taylor [4Ð6] ßows, directional solidiÞcation
[7,8], viscous Þngering in the ÔÔprinterÕs instabilityÕÕ
[9,10], and hydrothermal waves [11]. Spatial period
doubling emergence [12], spreading localized structures
[4Ð8,13], oscillating localized structures (anomalous
cells) [9,10,13], and spatiotemporal intermittency re-
gimes [2,3,9,10,14] appear as generic mechanisms of 1D
destabilization. For 2D periodic patterns, most of the
literature is mainly directed toward competition be-
tween rolls, squares, rhombic and hexagons [15], toward
stability against phase modulations [16], or toward
defect-mediated turbulence [17]. However, these insta-
bilities involve the same order parameters and the
same amplitude equations as those derived for the de-
scription of the emergence of the primary periodic
pattern. As far as we know, only two experimental
works have been reported on true secondary instabili-
ties, that is secondary instabilities which require the
introduction of new order parameters and new ampli-
tude equations: a nonlinear optical pattern forming
system in sodium vapor [18] and an electrohydro-
dynamic convection experiment in nematic liquid crystal
[19,20]. These reported observations, however, do not
cover all the possible behaviors predicted by numerical
simulations [21,22] or analytical works [23]. In this
Letter, we report on speciÞc 2D behaviors observed in
the gravity induced destabilization of a low surface ten-
sion and viscous liquid Þlm which is supplied at a con-
stant rate� .We observe that beyond competition between
gravity and surface tension, ßow rate plays a signiÞ-
cant role giving rise to a wide variety of spatiotemporal
behaviors.

This Letter is closely related to those performed in
ESPCI in Paris by L. Limatet al. [4Ð6] who studied the
secondary instabilities of structures in a 1D experiment
and also to those of Fermigieret al. on two-dimensional

patterns in Rayleigh-Taylor stationary instability of a thin
layer [24].

The experimental setup is shown in Figs. 1 and 2. It
consists of a circular and plane steel grid which is used as
a porous media and Þxed horizontally at the bottom of a
cylindrical tank. This tank is Þlled from above. We keep
a constant depression in the tank in order to maintain a
Þxed and sufÞcient height of ßuid above the grid (about
10 cm). In this way any ßuid income, set with a valve and
measured with a ßowmeter, ensures a uniform and lami-
nar ßow through the whole grid at a constant and well
controlled rate (null when the valve is closed) which feeds
the thin layer underneath the grid (see Fig. 1). The geo-
metrical characteristics of the grid (homogeneous over all
the grid surface) are as follows: radius 188 mm; thickness
1 mm with circular holes of 1 mm in diameter arranged
on a 2 mm regular hexagonal lattice. The liquid is silicone
oil with a density of� � � ��� � � �� � and a surface ten-
sion of � � �	 
�� �� � 	 . The capillary length� � �������������

��� �
�

� 	 � �� . Nominal viscosities used were� �
 	 �� 	 � 	 � 	 	�� 	 ��� , and �� �� . The whole tank is
transparent thus facilitating clear viewing. Observations
from above through the grid appear to be the most ap-
propriate way to investigate the dynamic behavior of the

Capture and processing
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Expansion
tank

Silicone oil

Camcorder

Constant depression

Film

Flowmeter

Pump

Grid

FIG. 1. Schematic representation of the experimental setup,
with an enlargement of the grid and the Þlm underneath.
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Þlm. Peripheral lighting (a circular ßuorescent tube),
located slightly under the level of the grid plane at the
ßow source, displays through intensity of refracted light
the local variation of the Þlm curvature. Patterns are
recorded from above with a digital camcorder (resolution
of ��� � �� pixels) connected to a computer for video
capture and processing. The grid pitch and size of the
holes are much smaller than the Rayleigh-Taylor insta-
bility wavelength 
 �� � � �

���
�

�
�� � 	 which is here about

	� �� �� . Regular observed structures are not resonant
with the grid pitch and, in any case, an alignment with
the grid lattice is not favored. We used some other grids
with slightly different geometrical characteristics and
always obtained the same patterns.

The ßow rate per surface unit,��� � �� ( being the
surface of the grid), is the mean ßuid velocity.Viscosity�
and ��� are the control parameters used in this experiment.
An alternative choice is the set of dimensionless numbers
�� and � � �� � �� with �� � ����

��������
��� �

�
, �� � ����� � ��

therefore� � ��
��������
��� �

�

�
. Figure 3 shows our observations

based on a viscosity (respectively� ) vs mean velocity
(respectively�� ) plane. Gravitational time is compared to
inertial one through the Froude number�� and viscous
one through� . We distinguish several regimes corre-
sponding to various ßows and associated patterns (see
Figs. 4Ð6). For a given viscosity, typically three main

regimes are noted with increasing ßow rate: drops, col-
umns of liquid and liquid curtains, as well as mixed
intermediate ones. We focus our attention on a��� ��
viscosity oil (� � 	 ). Increasing inertia effects, we can
identify the following scenario:

For a very low ßow ( ��� � � ��� �� � � , �� � � � 	� � � ),
we observe a Rayleigh-Taylor type instability [area I,
Fig. 4(a)]. The destabilization of the Þlm below the grid
leads to a centered hexagonal lattice of Þxed dripping
sites [Fig. 4(b)] with a wavelength
 �� � 	� �� �� equal
to 
 �� which is in good agreement with two-dimensional
theoretical predictions at� � � [24] and, as expected,
with the one-dimensional experimental work [4]. The
drip frequency is almost the same for each site (about
	 �� ) but there is a relative phase between them, associ-
ated with complex dynamics involving regular temporal
patterns observable for about	�� periods. This frequency
is an increasing function of the ßow rate. A similar
hexagonal pattern has been observed in [24] at� � � .
It is worth noticing that, in our experiment, the low, but
nonzero ßow rate, gives greater stability to the dripping
lattice.

An increasing ßow rate induces a continuous ßow in
some sites, giving rise toÔÔliquid columns.ÕÕThis mixed
regime (drops and columns) exists for a range of ßows
[� ��� � ��� � �� � � � � � �� , � � 	� � � � �� �  �� � 	� � � ,
areas I/II, Fig. 4(c)] with a column ratio growing with
increasing�� . Drops are easily identiÞed through the
periodic variation of their size and brightness so that in
Fig. 4(d) (arithmetic average of the video frames) col-
umns appear brighter than dripping sites. The hexagonal
organization (with wavelength
 �� ) is still present but

0,1 0,2 0,5 1 2 5 10

0,001 0,002 0,005 0,01 0,02 0,05 0,1

5

10

20

50

100

200

0,05

0,1

0,2

0,5

1

2

Flow rate per surface unit (mm/s)

V
is

co
si

ty
  (

m
m

2 /s
)

III

II

I

I / II II / III
IIdisH

I   drops

II  columns

III curtains

IIdisL

II

Fr 

K

FIG. 3. Phase diagram in a viscosity/ßow rate per surface unit
and�� �� planes. The Þlm does not occupy the whole grid area
in the hatched zone. Temperature effects have been taken into
account.

FIG. 4. Some typical low ßow rate regimes for a��� cS
viscosity oil : instantaneous views and time averages over 20 s,
respectively, for drops [(a),(b)] and drops	 columns [(c),(d)].

FIG. 2. Regular hexagonal lattice of liquid columns seen:
(a) sideways, (b) from above through the grid holes (too small
to be distinguished), columns appear as white objects (viscos-
ity � �� ).
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another one (with a smaller wavelength) appears where
columns (the brightest sites) have appeared.

Beyond a given threshold, only columns exist (area II).
A homogeneous (columns with uniform sections) and a
stationary centered hexagonal pattern emerges [Fig. 2(b)].
In this regime, the wavelength
 �� � 		 �� �� , which is
about 	�� shorter than
 �� . This is in agreement with
previous one-dimensional experimental results [4,5]. The
Þlm width is about� �� �� and isßow rate dependent.

As ßow rate increases, the size of every column grows
until they lose their equilibrium positions. Two dynamic
processes are then observed, according to the local in-
stantaneous density of the columns: either two of them
approach, meet, combine, and become a single column
identical to the two preceding ones (aÔÔdestruction,ÕÕthe
system loses a column), or a new column, identical to
others, appears where the density is temporarily too weak
(aÔÔcreation,ÕÕthe system gains a column). Both processes
operate continuously such that the number of columns
(which is a function of the imposed ßow) is kept dynami-
cally constant over a long observation period. This is the
regime we label disordered mode [� ��� � ��� � �� � � � �
 �� ,  �� � 	� � � � �� � � � � 	� � � , area II 
�� � and
Figs. 5(a) and 5(b)].

The next step is aÔÔcolumn to sheetsÕÕtransition
[Fig. 6(a)] which takes place with high ßows ( ��� �
 �� �� � � ). Under these conditions the thickness of the
liquid Þlm is raised and, locally, two or several neighbor-
ing columnsÑwhose diameter has also increased with
��� Ñ connect and form a sheet (a curtain) of liquid. Seen

from above, this appears as aÔÔwormÕÕor a ÔÔroll.ÕÕThe
relative number ofÔÔrollsÕÕincreases with��� until no more
columns exist (��� 
 � �� �� � � 	 �� 
 � �� � 	� � � , area III).

For larger rates, we observe a parallel self-organization
of rolls which align to form traveling waves [TW,
Fig. 6(b)] whose phase plane is concave with a wavelength

 � about� �� �� � 
 �� . They can also be wound around
a ÔÔcoreÕÕand lead to rotating spirals [Fig. 6(c)]. Their
number of arms and their velocity are a function of��� and
the boundary conditions. As expected, the direction of
propagation of TW as well as the initial position of the
core and direction of rotation of spirals is randomly
chosen by the system.

An additional increase in ßow rate induces a larger roll
density so that the sheets locally become closed surfaces.

FIG. 6. Area II/III and Area III of the diagram (curtains,
Fig. 3). Successively with increasing ßow rate we get (a) col-
umns 	 curtains, (b) traveling waves, (c) spirals (viscosity
��� �� ), and (d) cells (viscosity� �� ).

FIG. 5. Disordered regimes (areas!! 
�� � and!! 
�� � , Fig. 3): in-
stantaneous views and time average over 20 s, respectively, for
a viscosity of��� �� [(a),(b)] and�� �� [(c),(d)].

FIG. 7. (a) Two localized penta-hepta defects are in the
white circular zone. A zoom shows (b) in the heart of a
heptagon a column is oscillating between two extreme positions
and (c) a Þxed defect (viscosity�� �� ).
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This produces a lattice of cells [Fig. 6(d)], the ßow taking
place at the periphery of each cell (membrane). The lattice
is hexagonal, with a wavelength
 �� quite equal to
 � .

Several points can be made from this scenario: (i) For a
given � , when the ßow rate� becomes too low, the
surface extension of the ßow under the grid is reduced
and coupled to� in such a way that average velocity
remains constant: the experimental setup is inappropriate
to reach this region of control parameters (the hatched
zone in Fig. 3). (ii) For� between	� and � �� , theÞlm
thickness and the diameter of the columns are small. No
drop regime is observed and there is no disordered domain
between the columnar hexagonal lattice area and the
mixed column-sheet one. (iii) On the other hand, another
disordered regime of columns is observed at a relatively
low ßow rate for these viscosities [area II
�� � and
Fig. 5(c)]. Because of the weak��� the columns cannot
cover all the surface of the grid with a centered hexagonal
lattice at the characteristic wavelength of the system. In
some parts, the surface distribution of columns is very
irregular and they move permanently from higher den-
sity places toward lower ones. However, in this regime,
the hexagonal lattice Þlls a larger surface [Fig. 5(d)].
(iv) Moreover, for a viscosity�  �� , the columnar hex-
agonal lattice development is no more observed.

In addition, it is possible to obtain an imperfect hex-
agonal lattice through a quick jump in the ßow rate.
Sometimes topological defects (penta-hepta) are
trapped [Fig. 7(a)]. Generically oscillating just after their
birth [Fig. 7(b)], they can evolve in various ways
�disappearance, freezing [Fig. 7(c)], diffusion, etc.�.

We observe that starting with a stationary hexagonal
lattice of columns and lowering the ßow rate just below
threshold give rise to oscillating column lines. Each line
behaves as a solid object and oscillates in counterphase
with neighboring lines. The frequency is about 1 Hz
(Fig. 8). The oscillations appear along the three directions
of the hexagonal lattice. This kind of behavior has been
theoretically predicted [23] and observed here, as far as
we know, for the Þrst time.

We have qualitatively described the behavior of the
system according to the ßow rate and the viscosity of
theßuid. The move from one regime to another occurs as a
series of transitions. In addition, we have touched brießy

on the observation of defects and line oscillations. The ex-
perimental study of some generic destabilization modes
of a hexagonal column lattice, characterization of oscil-
lations, and comparison with theory [23] will be deferred
to a forthcoming publication. The dynamics of defects
possibly present in the lattice will be described as well.
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