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Introduction

A Torigine inventée pour décrire ’électron, I’équation de Dirac fut obte-
nue par le physicien anglais Paul A. M. Dirac en 1928 et publiée dans [18],
[19]. Elle fournit une description du mouvement relativiste d’une particule
de spin % dans R? (comme les neutrinos) et permet de prévoir I’existence de
I’antiparticule.

Une fois quantifiée, I’équation pour une particule dans un champ électro-
magnétique (E, B) s’écrit

ih0y U (t, ) = (—ihca - (V, —iA(z)) + Bmc® + V(z)[d) U (t,z) (1)

ou A est un potentiel magnétique associé a B (i.e. rot(A) = B), V est
un potentiel électrique associé & F (i.e. E = =V, V), m est la masse de la
particule, o = (aq, a2, a3), ai et § sont des matrices carrées d’ordre 4 qui
anticommutent (appelées “matrices de Dirac”),

=g %) vowkeln] = (5 %)

les o sont des matrices carrées d’ordre 2, hermitiennes, dites matrices de

Pauly
(01 (0 —i (1 0
1=\1 o0 2=\ o 2= \o -1

et U définie sur R x R? & valeurs dans C*. Pour ne pas alourdir les écritures,
on va supposer les constantes physiques m, c et h égales a 1.

Le cas de 'opérateur bidimensionnel peut toujours étre considéré comme
un cas particulier de la dimension 3. En effet, si on travaille avec 'hamil-
tonien Hy = —ia - (W, — tA(x)) + [ avec un champ magnétique ayant une
direction constante, on peut supposer pour simplifier que B est supporté par
l'axe (Oz3). En utilisant la relation rot(A) = B, on obtient que le champ B
est indépendant de la variable x3. On peut alors considérer B comme une
fonction de R? dans R (c’est ce que I'on fera pour la suite). De plus, en ne
regardant que le mouvement projeté sur le plan orthogonal a cette droite
vectorielle, on obtient alors un opérateur bidimensionnel, encore noté Hy.
L’isomorphisme entre L? (]R2, (C2) et L2 (RQ, (C) @ L2 (]R2, C) permet d’écrire

I
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*

D
D _1> avecD:(Zam1 A1)+z(zaw2 Ag)

et D* = (1.0 7er — A1) — i(12 9e; — A2). Le potentiel magnétique A est défini

Hj sous forme matricielle <

sur R? & valeurs dans lui-méme, et est associé au champ magnétique B, il

0A DA
vérifie alors la relation —= — 8—1 = B. L’opérateur Hy est un opérateur
I X9

non borné sur I'espace L?(R?, C?).

L’asymptotique du spectre de I'opérateur de Dirac, un peu moins étudiée
que ses homologues non relativistes, les opérateurs de Schrodinger et de
Pauli, n’en est pas moins riche ou moins compliquée. Le spectre des opérateurs
de Schréodinger et de Dirac sans champ magnétique ou avec un B constant
est connu. L’étude du spectre essentiel de 'opérateur de Schrédinger avec un
champ magnétique variable a été réalisée par A. Iwatsuka dans [27] pour un
champ B tendant vers une constante & l'infini, puis améliorée par B. Helffer
et A. Morame dans [22]. Suite & ce dernier travail, B. Helffer, J. Nourrigat
et X. P. Wang, dans [25], ont décrit le spectre essentiel de l'opérateur de
Dirac bidimensionnel et tridimensionnel avec des champs magnétiques B
variables. En particulier, appliquant leur résultat avec des B a croissance
polynomiale, on obtiendra que le spectre essentiel de 'opérateur de Dirac
bidimensionnel est un point.

L’asymptotique des valeurs propres pour un opérateur —A-+V a résolvan-
te compacte a déja été produite. Pour tout champ magnétique B de classe
C', en remplacant —A par 'opérateur de Schrodinger & champ magnétique
B, —Ap 4+ V reste a résolvante compacte. Pour de tels opérateurs, dans
[32], H. Matsumoto a obtenu I’asymptotique du nombre de valeurs propres
comptées avec multiplicité, contenues dans [0; A, dans le cas ou V' tend vers
I'infini & 'infini plus vite que B ou inversement quand B croit plus rapide-
ment que V. Considérant des B tendant vers I'infini & l'infini et V =0, Y.
Colin de Verdiere avait obtenu I’asymptotique du spectre discret dans [10] et
[11]. M. Boyarchenko et S. Levendorskii ont réuni les résultats connus sous
une méme formule dans [8]. Grace au résultat [[50], Prop 2.5, on ramenera
I’étude du spectre discret de 'opérateur de Dirac avec un champ magnétique
B a croissance polynomiale a celle de l'opérateur a résolvante compacte
—Ap + B, qui constitue le cas limite laissé ouvert de [32].

Une fois perturbé par un potentiel électrique tendant vers 0 a 'infini, on
étudie les valeurs propres de 'opérateur de Dirac perturbé pres du spectre
essentiel. Les principales études mathématiques de la distribution asympto-
tique des valeurs propres pres du spectre essentiel (pour les opérateurs de
Schrodinger, Pauli ou Dirac) portent sur trois types de champs magnétiques
B : tout d’abord les champs constants ([20], [34], [39], [41], [43], [51], [52]),
les champs bornés (strictement positifs [29] ou pour des champs & moyenne
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positive [42]), et enfin les champs positifs tendant vers 0 a I'infini ([28]). Dans
la majorité de ces études, ce sont des potentiels électriques a décroissance
polynomiale qui sont considérés a ’exception de rares travaux comme [43]
de G. Raikov et S. Warzel, [42] de G. Raikov et [34] de M. Melgaard et
G. Rozenblum qui eux donnent des résultats avec des potentiels électriques
a décroissance au moins exponentielle. On reprendra les méthodes varia-
tionnelles de ces deux derniers travaux pour traiter le cas d’un champ
magnétique radial a croissance polynomiale. Pour d’autres aspects de ’étude
spectrale de ces opérateurs, on peut se référer aux ouvrages [2], [12], [13],
[17], [26], [33], [35], [47], [53], sources de nombreuses informations.

Des études ont déja été menées sur les résonances de I'opérateur de Di-
rac tridimensionnel parmi lesquelles on peut citer : B. Parisse [37], [38],
dans le cadre semi-classique et sans champ magnétique; E. Balslev et B.
Helffer [4], qui ont travaillé avec des potentiels électriques et magnétiques
a courte portée sur le principe d’absorption limite; P. Seba [49], a uti-
lisé la méthode de dilatation analytique, employée par J. Aguilar et J. M.
Combes pour l'opérateur de Schrodinger, pour l'opérateur de Dirac sans
champ magnétique. Dans [1], L. Amour, R. Brummelhuis et J. Nourri-
gat ont étudié les résonances de 'opérateur de Dirac tridimensionnel sans
champ magnétique et avec un potentiel électrique V' a croissance polyno-
miale en |z| & U'infini, dans le cadre de limite non relativiste. Ils ont alors
localisé les résonances pres des valeurs propres de I'opérateur de Schrodinger
—%A + V. Aprés une dilatation analytique effectuée dans la direction de B,
dans [54], X. P. Wang a étudié les résonances de 'opérateur de Schrodinger
avec un champ magnétique constant porté par 'axe (Ox3) et obtenu l'exis-
tence de résonances de forme créées par la barriere du potentiel électrique.
Récemment dans [5], J-F. Bony, V. Bruneau et G. Raikov ont défini les
résonances pour l'opérateur de Schrodinger tridimensionnel avec le champ
magnétique constant B en prolongeant la résolvante a partir du demi-plan
complexe supérieur et étudié ces dernieres pres des niveaux de Landau
pour un potentiel V' a décroissance polynomiale en les variables x1 et xo
et décroissance exponentiellement rapide en x3. L’hamiltonien de Stark bi-
dimensionnel a été étudié par M. Dimassi et V. Petkov, dans [16] avec un
champ magnétique constant, et dans [15] avec un cadre semi-classique sans
champ magnétique. X. P. Wang a de nouveau utilisé la méthode de Grushin
dans [55] pour étudier les résonances de I’hamiltonien de Stark bidimension-
nel avec un champ magnétique constant. Dans le dernier chapitre de cette
these, apres avoir défini les résonances a ’aide de la dilatation analytique, on
reprendra la méthode de Grushin pour I'opérateur de Dirac tridimensionnel
avec le champ magnétique B.

Pour les trois premiers chapitres, le sujet portera sur la distribution
asymptotique des valeurs propres en dimension 2. L’étude présentée ici est
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celle de 'opérateur Dp avec un champ magnétique non borné, elle s’ap-
parente a la grande famille des méthodes variationnelles. Tout d’abord on
auscultera son spectre en démontrant qu’un point isolé forme le spectre es-
sentiel, puis en comptant les valeurs propres a 'infini. Ensuite, apres avoir
perturbé l'opérateur Dp par un potentiel électrique, on déterminera la dis-
tribution asymptotique des valeurs propres s’accumulant pres du point du
spectre essentiel en distinguant trois types de décroissance du potentiel V :

V= (V1 0 >
0 Vs

On supposera que les V; sont des fonctions mesurables bornées tendant vers
0 a l'infini. On formulera des résultats dans le cas d’un potentiel électrique
V1 & support compact ou & décroissance exponentielle (ce que l'on appelle
“la décroissance rapide” et fait I'objet du chapitre 2) et a décroissance poly-
nomiale (autrement dit “la décroissance lente”, ce qui constitue le chapitre
3). Au cours du chapitre 4, on travaillera avec Py 'opérateur de Dirac tridi-
mensionnel avec un champ magnétique constant perturbé par un potentiel
électrique V' a décroissance polynomiale. A 1'aide d’une dilatation analy-
tique dans la direction du support de B, on définira les résonances comme
étant les éléments du spectre discret des opérateurs P(6) obtenus a partir
de Py + V par cette transformation. Utilisant la méthode de Grushin, on
ramenera 1’étude spectrale pres d’un couple de niveaux de Landau-Dirac a
celle d’un hamiltonien effectif pres de 0.

L’étude se portera sur des champs magnétiques B ayant la régularité
C'(R2,R). Avec cette condition réalisée, si A et A sont deux potentiels
magnétiques associés a B, alors leur différence est égale au gradient d’une
fonction de classe C! (RQ,R). Le changement de jauge étant un opérateur
unitaire, Hy est uniquement déterminé par le champ magnétique B & une
équivalence unitaire pres, et ’on notera alors pour la suite Dg au lieu de
Hy. De plus, les hypotheses de [[9], Théo 2.1] sont vérifiées, ce qui assure
que (]D)B,Cgo (RQ,CQ)) est un opérateur essentiellement auto-adjoint. On
considérera alors son extension auto-adjointe que ’on notera encore Dp.
D (Dp) représentera son ensemble de définition, et on écrira Dp (resp. D)
a la place D (resp. D*).

Lors du premier chapitre, on s’intéressera au champ magnétique B, va-
riable, tendant vers I'infini en I'infini. Sous cette hypotheése, on commencera
par obtenir que le spectre essentiel de 'opérateur non perturbé Dg est réduit
a un point isolé dans o(Dp), a savoir +1 ou —1 suivant le signe de B a I'in-
fini. Toujours au cours de cette section, I’étude du spectre discret de cet
opérateur sera ramenée a celle de 'opérateur de Pauli grace au résultat de
I. Shigekawa, [[50], Prop 2.5], reliant ces deux derniers. Ceci correspond au
cas non traité du travail de H. Matsumoto [32]. Dans ce dernier article, en
notant H(B,V) = —Ap + V, la méthode utilisée est 1’étude du comporte-
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ment asymptotique de Tr (e_tH(By)) quand t tend vers 0. Si B = o(V) a
I'infini, on obtient Tr (e‘tH(B’V)) ~ Tr (e_tH(O’V)) quand t | 0. Inversement
avec V = o(B), on obtient Tr (e_tH(B’V)) ~ Tr (e_tH(Bp)) quand ¢ | 0 et on
retrouvera les formules de [10] et [11]. Ici, on se base sur la méthode de Weyl
employée par A. Iwatsuka et H. Tamura [28] et Y. Colin de Verdiere [10]. En
imposant une croissance polynomiale au champ B, on déterminera la dis-
tribution asymptotique des valeurs propres de Dp. En notant N7, (A; B)
(resp. Np;,0e(X; B)) le nombre de valeurs propres de Dp dans ]1; A[ (resp.

irac(
] = A; —1[), comptées avec leur multiplicité, on démontrera 1’énoncé suivant

Théoréeme 1.
Soient B € C*(R%,R) et d > 0.
On suppose qu’il existe f € C1(S';]0;+o0[) et Ry > 0 tels que

x
B(x) \x|j+oo f <\x!) \:U|d et IVB(z)| < C]x\dil pour |x| = Ry.

Alors on a quand X\ — +oo :

C ( 2 ot 4
: ~ d s
NDzrac( ) 21+ d N 2 5 /f “ddw d

ou ( est la fonction de Riemann.

On peut retrouver ce résultat dans la section 1.4 du premier chapitre
(Théoreme 1.15), il sera obtenu comme corollaire de théorémes sur le spectre
discret de l'opérateur —Apg + B.

Le but du second chapitre sera de regarder I’accumulation des nouveaux
niveaux d’énergie, créés quand on perturbe l'opérateur de Dirac Dp par
un potentiel électrique V, au voisinage du point constituant le spectre es-
sentiel. L’article de M. Melgaard et G. Rozenblum [34] donnera le point
de départ de cette étude. En effet, des que le point +1 est isolé dans
o (Dp), un résultat issu de [34] permet de relier ’asymptotique recherchée
a I’étude des valeurs propres d’un opérateur compact de type Toeplitz. Une
fois établi, on pourra alors appliquer les techniques mises en oeuvre avec
un champ magnétique constant respectivement par M. Melgaard et G. Ro-
zenblum [34], par G. Raikov et S. Warzel [43], pour étudier le cadre d'un
champ magnétique radial a croissance polynomiale et pour un potentiel V
a décroissance rapide. Enfin, par une méthode variationnelle de comparai-
son de ces opérateurs de type Toeplitz, on étendra ces résultats a certains
champs magnétiques asymptotiquement radiaux homogenes a croissance po-
lynomiale B(x) = bjz|? + O(|2|?°) avec § > 0. En découleront les asymp-
totiques pour N (A, 1—-\|Dp—V), le nombre de valeurs propres de D —V
comprises dans l'intervalle |A; 1 — \[, comptées avec leur multiplicité, lorsque
A— 0t
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Théoreme 2.
Soient A €] — 1;1[, b > 0, d > 0, 6 > 0 et B un champ magnétique de la
forme

B(z) = blz|¢ + O(|z|?—°) quand |z| — oo.

— Soit V1 un potentiel a support compact, Vi = 0 tel que Vi > 0 sur un
ouvert non vide, et § > 0. Alors on a quand A | 0 :

d+2 |[InX
N(A1-ADp —V) ~ 5 lr‘1|ln‘)\\

— Dans le cas d’un potentiel électrique Vi a décroissance exponentielle
(i.e. In|Vi(x)] ‘ |~ —u|z|?8 avec p > 0), Vi positif hors d’un com-
Tr|—00
pact, on distinguera trois cas suivant les valeurs de [3.
e 5i23>d+2 etd >0, alors on a quand X | 0 :
B(d+2) |ln)
N(A,1—-ADg —V) ~ :
( Dz =¥) 23 — (d+2) In|In |
e 5i20=d+2etd>0, alors on a quand A | 0 :

d+ 2 In A
N(A, 1= ADg —V) ~ &E [In A
2 n (14 M2

e 5i28<d+2etd>d—20, alors on a quand X\ | 0 :

d+2
b InA|\ 27

Cet énoncé est la réunion de deux résultats du second chapitre : le
Théoreme 2.2 et le Théoreme 2.3. On en trouvera les énoncés dans l'intro-
duction du Chapitre 2 et les démonstrations respectives en section 2.2 et 2.3.

Pour clore I’étude de 'asymptotique du spectre discret pres du spectre
essentiel, on perturbera Dp par un potentiel & décroissance polynomiale.
Réutilisant la méthode de Weyl, pour des champs magnétiques a croissance
faible (i.e. négligeable devant |z| a l'infini), on obtiendra Iasymptotique
de N (A_,1 = A|Dp — V) sous forme classique, formule identique & celles
obtenues dans [34], [43], [39] pour d’autres types de champs magnétiques.
Pour y parvenir, on considérera des champs magnétiques et des potentiels
électriques de classe C'! vérifiant, hors d’un disque contenant 'origine :

o [ Clal! < B@) < Cilalt [ vfal ) V() < iaf
VB(x)] < Cla]*! YV (@)] < Cla|

ou les constantes C', C+ et v4 sont toutes strictement positives.

De plus, I’étude des opérateurs compacts de type Toeplitz permettra d’éten-
dre ce résultat au champ magnétique de degré supérieur en concédant une
hypothese sur la périodicité du champ électromagnétique (E, B) et d’obtenir
le résultat suivant :



VII

Théoréeme 3.

Soient k € N*, d € 2k — 2;3k —2[, A< 1 ety >0.

On suppose que B et Vi sont deuz fonctions de C1(R? R) vérifiant les hy-
pothéses (H) ci-dessus.

Si de plus, une fois en coordonnées polaires (p,0), on suppose que, pour tout
p fixé, les fonctions 0 — B(p,0) et 0 — V(p,8) sont 2%—pe’riodiqwes, alors
on a quand A | 0 :

N (A1 = ADp — V) ~ % / B()da.
Vi>A

On retrouve ce résultat en introduction du Chapitre 3 sous la forme du
Théoreme 3.2 et sa démonstration en sections 3.1.3 et 3.2.

Le quatrieme chapitre aborde les résonances de l'opérateur de Dirac

3
Py := > ay (D — Ap(x))+ay, défini sur L2(R3, C*) avec un champ magné-
k=1
tique constant B = (0,0, B), perturbé par V un potentiel électrique Py-
compact, de classe C*° qui admet une extension holomorphe dans la direc-

tion du champ magnétique.

On se propose d’étudier les résonances de Py+V en les définissant par di-
latation analytique en la direction (Ox3), comme X. P. Wang lavait fait pour
l'opérateur de Schrodinger dans [54]. On commence par étudier la famille
(P(0))p, obtenue a partir de Py+V par dilatation analytique, on montre que
le spectre discret de P(f) est indépendant de 6. On définit alors ’ensemble
des résonances de P comme la réunion des spectres discrets de P(6). Pour
étudier les résonances de forme engendrées par des barrieres du potentiel
électrique dans le champ magnétique intense, on introduit le parametre de
charge Z et on remplace V par ZV. Ensuite on utilise un changement de
coordonnées symplectiques pour transformer P(f) en

P(B, Z; 9) =1 (\/EJIQ) + o <\/§D2) + a4 + a3 (e_eDg) + 2‘7914
ou Vj est 'opérateur pseudodifférentiel sur L> (R3, (C) défini par
VW (l‘ - h%DQ, h%l‘g - th, €0£L‘3>

avec h := B!, Puis utilisant la méthode de Grushin comme X. P. Wang dans
[54] et [55], on étudie le spectre discret de l'opérateur P(B, Z;60) pres des
niveaux de Landau-Dirac A et A; & l'aide d’un hamiltonien effectif. Pour
Q un voisinage complexe des points AJ et Ay, bien choisi et ne rencontrant
pas 0ess(P(B, Z;6)), on note par PV ()) le probleme de Grushin associé &
P(B,Z;0) — A
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Théoréme 4. Si 1 < Z < B’z avec ¢ €]0;1[, et A € Q, alors PO(X)
admet une unique solution donnée par

EVB,z;x) EY (B, Z;))

ol Egr()l(B, Z; \) est un opérateur pseudodifférentiel admettant pour dévelop-
pement asymptotique

)\_[2 - A(TO'3 - 6_0D30'1 - ZVW (I‘l, *th, 69$3>

~h2y hral (xl, WDy, el zs, h3e 0 Dy; VhZ, \/EA)
=0

ot les aj sont des symboles a valeurs matricielles, bornés et holomorphes en

les variables VhZ et VhA.

Ce résultat constitue le Théoreme 4.8 de la section 4.3.1. On a un résultat
similaire pour les couples (AJ,A(;) pour g > 1, a savoir le Théoreme 4.11
de la section 4.3.2.

Le but de cette réduction est de ramener ’étude des éléments du spectre

discret de P(B, Z;0) pres des niveaux de Landau-Dirac Aa: a Iétude de
ESFOE(B, Z; A) et de chercher a appliquer la méthode de [54]. En poursuivant

cette étude, on considérera la partie principale
Q = A — AgUg — 670D30'1 — ZVW(xl, —hDq, eexg)

de cet opérateur et on se ramenera a un probleme semi-classique avec I’étude
de 'opérateur %Q et Z — oo. En imposant des conditions géométriques
appropriées au potentiel V', on espere obtenir I'existence de résonances de
forme pres de A(jf.



Notations

Voici quelques-unes des notations utilisées lors des trois premiers cha-
pitres de ce manuscrit.

- b.o.n. signifie ”base orthonormée”, et s.e. signifie ”sous-espace”.

- SEP(T, 1) représente le sous-espace propre de I'opérateur 1" associé a
la valeur propre pu.

- [k;n] désigne 'ensemble {p € N: k < p < n}.
- E(t) désigne la partie entiere du réel t.
- Og,p est le symbole de Kronecker valant 1 si et seulement si k = p.

- Les opérateurs sur L? (IR{2, (C2) (resp. sur L2 (]R{2, (C)) seront représentés
par des lettres T (resp. par des majuscules 7).

- Les produits scalaires sur L2 (RQ,CQ) et L2 (RQ,(C) seront notés res-
pectivement par () et (-,-).

- La norme sur les espaces L? considérés sera notée || - ||, celles sur les
espaces L seront notées par || - ||, €t | - | signifiera la norme du
scalaire considéré.

- Si T est un opérateur compact, on comptera les valeurs propres, avec
leur multiplicité, a ’aide de

ny(p, T) = rang (E]H;+oo[(T)) et n_(p,T) = rang (E}foo;f,u[(T))

ou E7(T) est la projection spectrale de T' correspondant & 'intervalle
1.

- On rappelle les différents opérateurs rencontrés dans le texte :
si A = (A1, Az) est un potentiel magnétique associé a B, on note

i 0x1 i Ox2

et DE:D*:(li—/h)—i(li—AZ) (2)

1 011 1 0x2

DB:D:(li—A1)+i<li—A2>

IX



* 7 .
Dp = ( 1 D?) opérateur de Dirac

Dp - a champ magnétique B
1 10 _ ;10
Dy = (149 .49 000 0w opérateur de Dirac libre
701 + Z?sz -1
P _ (-Ap—B 0 opérateur de Pauli
B 0 —Ap+ B a champ magnétique B

2 2 ’ . .
Ap = (1 9 Al) " <1 9 A2> ?perateur de S(fh.rodmger
a champ magnétique B
On notera par Pg (ou P s’il n'y a pas d’ambiguité) la projection or-
thogonale de L?(R?,C) sur Ker(—Ap — B) = Ker(Dp).

On utilisera parfois aussi Dy a la place de %a%k.
Pour A > 1, on désignera par N, (A B) (resp. Np,...(A;B)), le

nombre de valeurs propres de 'opérateur de Dirac Dg, comptées avec
leur multiplicité, et incluses dans lintervalle |1; A[ (resp. dans l'inter-
valle | — \; —1]).

De méme, Npqyi(\; B) sera le nombre de valeurs propres de ’opérateur
de Pauli Pg, comptées avec leur multiplicité, et incluses dans I'inter-
valle ]0; A[.

Pour finir, on notera Ny (A\; B) le nombre de valeurs propres de 'opéra-
teur —Ap+ B, dans 'intervalle ]0; A[ et comptées avec leur multiplicité.
Pour A > 0, on adopte la notation employée dans [34] et [43] en
désignant par N (A,1 — A|Dp — V) le nombre de valeurs propres de
l'opérateur Dp — V comprises entre A €] — oo;1[ et 1 — A, comptées
avec leur multiplicité, et de méme pour N (1 + X\, A|Dg — V) :

ie. N(A, 1-— )\“DB - V) = E]A;lf)\[ (]DB - V)
resp. N(l—F)\,A“D)B —V) = E]lJr/\;A[ (]D)B —V)

olt V est opérateur de multiplication, défini sur L? (RQ,CQ), ayant
pour représentation matricielle

_(" O
V(% 0

On s’intéressera aux classes de potentiels électriques a décroissance
rapide suivantes :

M = { f : R?2 = R mesurables bornées}
Copt = {V € M :supp(V) compact et Int (V! (R*)) # @}

g(p,B) = {VEM:IH]V(JU)\| |~ —u!xm} oup >0, feRy

Dans le cas des potentiels électriques a décroissance rapide, on s’intéres-
sera, pour § > 0, a la classe des champs magnétiques vérifiant :
{ B € CYR% R) tel que B(x) = By(z) + ¥(x)

(HB ~rha(d)) avec ¥(z) = O(|z|?°) quand |z| — oo
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ot By € C*(R?,R) est un champ radial tel qu'il existe pg € C?(R?, R)

solution classique de Ay = By vérifiant pour |z| > 1, ¢4(z) = ﬁmdw

avec (b, d) €]0; +oo[2.

En particulier, pour |z| > 1, on a Bg(z) = b|z|?*2.

- Dans le cas des potentiels électriques a décroissance polynomiale, on
fera les hypotheses suivantes sur le couple (B, V) :

B € C'(R% R)

(Hp.a){ C-|z|* < B(z) < Cylz|? pour |z| > Ro
VB()| < Clalt" pour |zl > Ry
V € CY(R?,R)

(Mva){ v-fo] 7 < V() < vyl pour fo] > Ry
VV (z)| < Clz|7 L pour |z| > Ry

B vérifie (Hp.q)
(HB,ak){ et une fois exprimée en coordonnées polaires (p, 6),
a p fixé, la fonction 6 — B(p, ) est 27”—périodique
V vérifie (Hv)
Vi k et une fois exprimée en coordonnées polaires (p, 6),
Hv,, t foi imé donné lai 0
a p fixé, la fonction 6 — V(p, ) est 2%—périodique

ou les constantes réelles d, v, C, C+ et v4 sont strictement positives
et k € N*.

Voici a présent des notations utilisées au cours du quatrieme chapitre :

- La partie réelle et la partie imaginaire d’un complexe z sont notées
respectivement par iz et 3z.
On pose Cy :=={z€ C: Rz >0et Iz > 0}.

- Iy et I sont les matrices carrées “unité” de taille respective 4 x4 et 2 x
2. L’opérateur Id est I “identité” sur L> (]R3; (C4). Les opérateurs “iden-
tité” sur L2 (RIQ;(C4) et L2 (Rihxg;@) seront respectivement notées
Id,, et Id;, ;,.

- On définira Py 'opérateur de Dirac avec le champ magnétique B =
(0;0; B) a I’aide des matrices de Dirac «; suivantes :

pour j € {1;2;3}, a; = (aj 0) = <0 —I2>

ol o sont les matrices de Pauli

(01 (0 —i (10
17\ o 2=\ o =\ -1)

- Pour le champ magnétique constant B, les niveaux de Landau-Dirac
seront notés Af = ++/1+4 2Bq pour ¢ > 0.

- On représentera le produit scalaire sur espace de Hilbert L2 (RIQ; (C4)
(resp. Lz(]Rith;(C)) par (-, ->m2 (resp. <"'>z1,z3)'
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- L’opérateur pseudodifférentiel de symbole de Weyl a(z,&) est noté
a"(z, D) et défini par

(" (x, D)) () = (Q;W / / et a(”“’ljy,g) f(y)dyde
i

pour f € S(R™C).

1
- Pour z € R", on pose (z) := (1 + |z[?)2.



Chapitre 1

Spectre de opérateur de
Dirac Dp

Comme annoncé dans l'introduction, au cours de ce chapitre, on s’intéres-
sera au spectre de Dg. Dans un premier temps, apres avoir rappelé le résultat
de 1. Shigekawa [50] reliant les spectres de Dp et de Pp, on établira que
o(Dp) se réduit & un singleton et que ce point est isolé dans le spectre de
Dp. Enfin, appliquant la méthode de Weyl, on étudiera les valeurs propres
de Dp utilisant celles de 'opérateur de H(B) = —Ap + B.

Le probleme de 'asymptotique des valeurs propres de —Apg, 'opérateur
de Schrodinger & champ magnétique B tendant vers 'infini en 'infini, a été
étudié par Y. Colin de Verdiere dans [10] puis amélioré dans [11] ou I'auteur
impose des hypotheses sur les dérivées secondes d’un potentiel magnétique
associé a B. Puis, dans [32], H. Matsumoto, avec —Ap + V a résolvante
compacte, a déterminé une asymptotique du nombre de valeurs propres dans
le cas d’un V négligeable devant B a l'infini ou réciproquement. Ici, on
s’interroge sur le cas limite non traité, a savoir B = V.

Appliquant le résultat de P. Chernoff, [[9], Théo 2.1], on déduit que
(D B, C§° (]RQ, (CQ)) est un opérateur essentiellement auto-adjoint. Son exten-
sion auto-adjointe, que ’on notera encore Dp, a pour domaine de définition
D (Dp). Le champ B étant C*(R?,R), on al'inclusion D (D) C Hj,.(R?, C?).

Le spectre de I'opérateur de Dirac D possede quelques propriétés bien
connues : o(Dp) C R\] — 1;1[ (ou R\] — m;m[ si on a choisi de garder
la masse m dans les calculs). Avec un champ magnétique constant b non
nul, o(Dy) est constitué d’une infinité de valeurs propres isolées, de multi-
plicités infinies. Ces dernieres sont appelées “niveaux de Landau-Dirac” et
s’expriment comme suit pour b > 0 :

- . + .
A, = —/1+4+2bg ,qeN* Ay =+/1+2bg ,qgeN.

Avec un b < 0, le point —1 appartient a o(IDg) et +1 n’y est pas. Ainsi avec
un champ b constant non nul, le spectre de I, est symétrique par rapport
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a zéro, sauf en les points —1 et +1. Ce phénomeéne se nomme “la brisure de
symétrie” (symmetry breaking).

Pour des champs magnétiques B quelconques, on possede I’égalité D% =
Pp + 1. Le résultat de I. Shigekawa utilise cette relation avec 'opérateur de
Pauli pour exprimer o(Dp) a l'aide de o(Ppg) et permettre de retrouver les
propriétés citées ci-dessus :

Proposition 1.1. [[50], Prop 2.5]
Si B e C*® (RQ,R), alors le spectre de 'opérateur de Dirac Dp est donné
par

c@p ={VA+1:re€o(-Ap—B)}Uu{-vVu+1:pco(-Ap+B)},
et le spectre essentiel de Dp par

UeSS(ID)B):{\/)\ +1:) Eaess(—AB—B)}U{—\//m T 60655(—AB+B)}.

L’opérateur de Schrodinger a champ magnétique B sera désigné par
—Ap. En effet, si A et A sont deux potentiels magnétiques de classe C(R? R?)
associés au champ B, alors d; (A2 — gz) — 0o (A1 — El) = 0. Donc il existe

une fonction de jauge x € C{(R?,R) telle que A = A + Vk. Ainsi on obtient
la relation e’® ( —iV — A)e_i“ = (— iV — A) . Ceci entraine que les opérateurs
(—z’V —A)2 et (—Z'V—ﬁ)2 sont unitairement équivalents (via la conjugaison
par I'opérateur de multiplication par e~*). On dit alors que ( -1V — A)2
est invariant par changement de jauge et on le représentera par —Ap :

2 2
19 1.9
—Ap = (2371 - Al) + (7372 - A2)
ou A = (A1, Ay) est un potentiel magnétique associé a B.
On a les relations —Ap — B = D3Dp et —Ap+ B = DgD7}.

Remarque. La démonstration proposée par I. Shigekawa explicite les va-
leurs propres et les vecteurs propres de l'opérateur de Dirac Dp en fonction
de ceux de l'opérateur de Pauli Pg. En ce qui concerne le spectre essentiel,
il construit une suite de Weyl associée a un élément de o.ss(Dp) a partir
d’une suite de Weyl associée a l’élément de oess(Pp) qui lui correspond.
Cet énoncé et sa démonstration sont alors valables pour des champs magnéti-
ques beaucoup moins réguliers que C°°. En particulier, ils seront corrects
pour des champs ayant la régularité C'. Pour cette raison, dans la suite
de ce manuscrit, on se permettra d’appliquer ce résultat pour des champs
magnétiques de classe C.

1.1 Spectre essentiel de Dp

Pour un champ non constant, avec le résultat de 1. Shigekawa, on vient
de voir une fagon d’obtenir o.s5(Dp) & partir de 'opérateur de Pauli. Deux
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ans auparavant dans [25], B. Helffer, J. Nourrigat et X.P. Wang ont obtenu
un résultat décrivant le spectre essentiel de 'opérateur de Dirac H (B) défini
par

1 0 0 D
0 0 0 1 D 0
H(B) = 041(—@81—141( ))—I—Ozz(—za s —Ag(x)>+044— 0 D* -1 0
D 0 0 -1
ou D et D* sont les mémes opérateurs introduits avec notre opérateur Dp et

définis dans les Notations en (2). Ce résultat permet d’exprimer le spectre
essentiel de H(B) a l'aide d’opérateur de Dirac & champ constant H(b) :

Théoréme 1.2. [[25], Théo 1.6]
Soit B € C(R?, R)NL™(RZ, R).
On note By := {b eR: J(xn), ,|xn| - oo, B(xz,) — b}

v s {i\/1+2k kzereB} 5i 0 ¢ Boo
= | — 00; —1] U [1; +00] $i 0 € Bog

- |DY! Dy B(z)|
On pose eo(x) = |B(x)| et pourr > 1, e,(x) = 1+1 % DD B )|
aytag<r

Si lim eg(x) =0 ou lim e1(x) =0, alors oess (H(B)) = {—1;1} USw

|z|—o0 |z|—o0

Si lim e,(x) =0 pour un r > 2, alors {—1;1} C 0ess (Hp).

|z|—00

En identifiant L? (]R2 C4) A L2 QRiz o1, 64) oL? (R2

une nouvelle écriture matricielle de H(B) :

1 D
Dp @ ( D _1>.
Or, de I’équivalence

(1)) = e A=)

. 1 D i
on peut obtenir que le spectre de D 1 est le symétrique par rapport

es, 63) on peut obtenir

a 0 du spectre de Dg. Apres avoir exclu un des points +1 ou —1, en utilisant
les Lemmes 1.4 & 1.6, on sera en mesure de démontrer que pour des champs
B vérifiant les hypotheéses du Théoreme de B. Helffer, J. Nourrigat et X.P.
Wang [25] (ce qui inclut les champs & croissance polynomiale), on aura le
résultat suivant :

Proposition 1.3. On suppose que B € C{R? R).
Si lim B(x) = +oo (resp. —o0), alors oess (D) = {+1} (resp. {—1}).

|z|—o0

De plus, le point +1 (resp. —1) est un point isolé de o (Dp).
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Remarque. Pour cet énoncé, on ne fait pas I’hypothése sur les fonctions
gj associées a B. On propose ci-dessous une démonstration, ne faisant pas
appel au Théoréme 1.2 et valable dés que le champ B tend vers linfini en
Uinfini.

[25] indique que —Ap + B ou —Ap — B nest pas a résolvante compacte.

Démonstration de la Proposition 1.3. Pour effectuer le raisonnement,
on supposera que la limite de B en 'infini est +o0 :

En appliquant la Proposition 1.1, on est ramené a prouver que 0 est un
élément de o.s5(—Ap — B) et un point isolé dans o(—Ap — B), et 0 n’est
pas dans oess(—Ap + B). Le premier point va découler du Lemme! suivant
issu de [50], que 'on retrouve également dans [[17], Lemme 2.12] :

Lemme 1.4. [[50], Lemme 3.4]
Si B € C'(R%,R) et llir{lF |z|?B(x) = +o00, alors dim Ker(D%) = .
T|—T00
Par conséquent, Ker(—Ap — B) = Ker(D7%) est de dimension infinie
et 0 € 0ess (—Ap — B). D’apres la Proposition 1.1, on en déduit donc que
+1 € 0ess (Dp). De plus, grace au résultat suivant et au fait que 'opérateur
—A + B est a résolvante compacte, on aura 0 ¢ o(—Ap + B).

Lemme 1.5. [[30], Cor 1.4]

Si V' est un potentiel inférieurement borné et —A 4+ V est a résolvante
compacte, alors pour tout potentiel magnétique A€ C* (RQ,RQ), Uopérateur
—Ap + V est également a résolvante compacte.

Le fait que 41 soit un point isolé dans o.ss (Dp) est une conséquence de
ce dernier résultat :

Lemme 1.6. [[12], Théo 6.4/

Soit A de classe C* (RQ,RQ) un potentiel magnétique associ€¢ au champ
B. Alors les opérateurs —Ag + B et —Ap — B ont le méme spectre excepté
peut-étre en 0.

Ainsi, 0 est un point isolé de o (—Ap — B), et la Proposition 1.1 assure
que le point +1 est un point isolé de o (Dp). Ceci acheéve la démonstration
de la Proposition 1.3. ]

S’il n’y a pas de confusion possible, on notera indifféremment Dp ou D
pour le méme opérateur et de méme pour D% ou D*.

Avant de s’attaquer aux perturbations de l'opérateur de Dirac par un
champ électrique, on va finir cette étude du spectre de Dp. On vient de
déterminer o.55(Dp), il reste a s’intéresser aux éléments du spectre dis-
cret de Dp. Pour atteindre ce but, on exploitera la méthode de Weyl pour

'A noter que dans leur article récent [46], G. Rozenblum et N. Shirokov ont obtenu
que le noyau de D% est de dimension infinie pour une classe de champ magnétique B plus
importante.
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déterminer o4(—Ap + B). Puis invoquant la supersymétrie, on obtiendra
04(Pp), et de la Proposition 1.1, on déduira o4(Dp).

1.2 Spectre discret de —Agp + B

La méthode de Weyl consiste & partitionner I’espace R? par des carrés et
considérer la réalisation auto-adjointe de I'opérateur de Schrédinger a champ
magnétique sur chacun des carrés ();, avec condition de Dirichlet au bord.
On se basera sur le travail [28] de A. Iwatsuka et H. Tamura pour donner
une réponse au cas limite laissé vacant par H. Matsumoto dans [32]. En ef-
fet, étudiant le comportement asymptotique de la trace de 'opérateur de la
chaleur, H. Matsumoto a obtenu des résultats sur I’asymptotique du spectre
discret des opérateurs —Ap + V' a résolvante compacte lorsque B = o(V') ou
V = o(B). Pour des potentiels magnétiques A vérifiant |0“ A (z)| = o(V (x)),

il a montré que Tr(e H=2atV)) ~ Tr(e " =2+V)) et a conclu & 'asymp-
t—0
totique de N/(\), le nombre de valeurs propres dans ]0; A\| comptées avec leur

multiplicité, en appliquant le Théoreme Tauberien de Karamata.

Ici, on s’intéressera au cas o V' = B avec des champs magnétiques B qui
divergent a l'infini vers 400, plus précisément a croissance polynomiale, et
I'on obtiendra un encadrement de Nsq;(); B), la fonction de comptage des
valeurs propres de —Ap + B comprises dans | — oo; A[, ces valeurs propres
étant comptées avec multiplicité. De plus, en supposant que B est asymptoti-
quement homogene de degré d a ’'infini, on donnera une formule explicite de
Iéquivalent de Ng.n(\; B). Enfin, on terminera en appliquant ces résultats
aux opérateurs de Pauli et de Dirac avec de tels champs magnétiques B.

Proposition 1.7.

Soit B € CI(IR{2,R) tel qu’il existe un compact K C R? contenant
origine et des constantes (by,b_,C,d) €]0;+oo[* vérifant que pour tout
r € RA\K,

b_|z|? < B(z) < by|z|? et |VB(z)| < C|z|* L. (1.1)

De plus, on suppose que quand A — 400 :

> / B(z)dr = o (/\H%) (1.2)
Vi (NB)UVE(AB)

1—g_
ot Uon définit Vi (\; B) = {x ERAK : W < Bl) < ;k} o

Vi B) = {xeR2\K:2>;€ < B(z) < )‘(14;?()‘))

tives g+ vérifient g+ (\) = CX " quand A — +oo et la constante vaut

}, les fonctions posi-
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Na = =5 i d €]l;+00[ et 3+ —e sid €]0;1] et pour tout e < 1.
Alors on a quand X — 400 :

Nsen(A\; B) ~ % /B(x)T(B?x) — 1> dz

R2\K
ouT(x) =#{neN:2n+1 < x}.

Remarques.

1) La formule ci-dessus ressemble a celles obtenues dans [10] et [11]. Y.
Colin de Verdiére a obtenu, également pour des champs magnétiques
tendant vers 400 en linfini, l’asymptotique suivante quand A — 400 :

N(\:B) ~ % /B(x)T(B?x))dx

R2\ K

ot N(X\; B) est le nombre de valeurs propres comptées avec multipli-
cité de Uopérateur —Ap.

Le fait de regarder le spectre de —Ap + B au lieu de —Ap va alors
procurer un décalage de —1 dans Uappel de Uapplication T : en ef-
fet, dans la Proposition 1.7, on obtient une formule faisant intervenir

T(% — ) a la place de T( Bz )) dans la formule ci-dessus.

2) Lintégrale se fait sur R?\ K pour éviter de rencontrer le(s) zéro(s)

du champ B.
3) Sous ces hypotheses, on pourra montrer que le terme principal de

Nsen(X; B) est de lordre de AT
En effet, par la définition de T, on a

Ta)=k <= 2(k-1)+1<a<2k+1

et donc §—1< T(a—1) < §. En particulier, en notant E(t) la partie
entiere de t, on a

T(a—l):{ gg

On en déduit que pour tout o, on a % -1<T(a—-1) E(%)

) si o ¢ 2N
)—1 st o € 2N.

[N[=1 ]

Donc en notant pu la mesure de Lebesgue sur RQ et I(\) lintégrale
présente dans l’équivalent de N'(\), on a

IO < /B(x) E (2;(37)) dr < %M(B_l(} — oo A N K)

R2\K
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A
D’apres (1.1), on obtient I(\) < §,u< {x ER?:A> 2b_|x|d} ) D’ou
il existe my €]0; +00] tel que pour tout A > 1, on a I(\) < m+)\1+%. Et
A
de méme, on obtient I(\) > / B(x)T < - 1> dz. I existe

B(z)
2BANK
Ao €]0;+o0[ tel que pour tout X\ > Ao, on a linclusion E_(\) :=

{a: eR?: 2b|z|? < )\} C{2B < A}. Ainsi pour tout A>Xg, on a

I\ > g_/(f(x)T <B(Ax) - 1) dz — ZB(;U)T (B(Am - 1> da.

Donc il existe co €]0;+00| tel que pour tout A > g, on a
A 2 d
= — A2 — — .
) = 2u( {1: € R2: A > 2by |z }) /B(m)dm co\
NG

2 143
D’apres (1.1), on en déduit que /B(w)dm < dTg (22‘+> '
e

L’égalité u(é’,()\)) = 7r(2b+)7§ \i entraine la minoration de I()\)

1 1
par (2b+)_% (2 — d—|—2> >\1+% — C[))\.
Comme % — ﬁ > 0, on en déduit qu’il existe m_ €]0;+o0[ tel que
m_Ata < /B(x)T A1) dr < moAt
- = B(z) s

R2\K
En remplacant T (% — 1) parT (% — 1), on obtient le mé-
me encadrement et on en déduit qu’il existe (m_,m., A1) €]0;+oo[?
tel que pour tout X > Ay, At < Nsen(\; B) < ﬁL+A1+§.

4) Ce travail se différencie du travail de M. Boyarchenko et S. Le-

vendorskii [8] par le fait que ces derniers considérent des champs
magnétiques quasi-homogenes (i.e. vérifiant B(t" xq1,t2x9) = tB(x)
avec t > 0, x € R? et les v; rationnels) et qu’ils travaillent essen-
tiellement avec des potentiels polynomiauzr. Néanmoins leurs calculs
effectués en [8] (paragraphe 3.4) peuvent s’adapter a notre cadre. Ici,
la démonstration proposée semble “plus simple”. Ceci s’explique par
le fait que la classe des champs magnétiques considérés ici est plus
ciblée.
A priori, la différence essentielle réside dans la construction de la par-
tition de l'unité. Ils majorent ® par (¥*(z))* = (1 + /B(z))?, alors
que l'on utilise une fonction qui est un o(B). La construction des petits
carrés proposée ici est aussi plus explicite.
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5) Les champs magnétiques B vérifiant (1.1) et asymptotiques homogénes
de degré d remplissent® la condition (1.2). Ainsi le Théoréme 1 de
Uintroduction sera vu comme une conséquence de la Proposition 1.7
(voir section 1.3). Cette derniére sera elle-méme une conséquence de
la proposition suivante :

Proposition 1.8.
Soit B € C'(R?,R) vérifiant les hypothéses (1.1).
Alors il existe (c, \g) €]0; +00[? tel que pour tout A > g,

Nsen(AB) < — /B ( H(g;)(A)) 1>d-’ﬂ[1+cx”‘1]

Nsen(N\;B) > — /B ( (gx_)()\)) 1) do[1 - A (1.3)

R?\Kz

ou ng est la constante positive du Théoréme 1.7.

Pour élaborer la démonstration de ce résultat, on va introduire les nota-

tions suivantes :

e H(B) = —Ap + B ou —Ap représente l'opérateur de Schrodinger,
avec champ magnétique B sur L2 (Rz, (C). Pour un réel A, Ngc,(\; B)
désigne le nombre de valeurs propres de I'opérateur H(B), comptées
avec multiplicité, contenues dans U'intervalle | — oo; A[.

e Les variables j, p et k désignent des entiers naturels. [[j, p]] est 1'en-
semble des entiers compris entre j et p.

e H;,(B) représente la réalisation auto-adjointe de 'opérateur H(B) sur
L?(Qjp; C) avec les conditions de Dirichlet au bord. Les Q;, seront des
petits carrés de R?, définis au début de la section §1.2.1. On désigne
par Np (Hjp(B) < A; Qjp) le nombre de valeurs propres de I'opérateur
H;,(B), comptées avec multiplicité et plus petites que A.

e Une fonction réelle positive sera dite & (dé)croissance de l'ordre de \*
s’il existe cx €]0;+00[ tel que e A < f(t) < ep A\

Comme annoncée ci-dessus, la démonstration de la Proposition 1.8 se
fera en appliquant la méthode de Weyl. Obtenue en deux temps, la mino-
ration sera l'objet du paragraphe 1.2.1, et la majoration celui de la section
1.2.2. Puis on appliquera ce résultat pour déterminer un équivalent a la dis-
tribution asymptotique du spectre discret de l'opérateur de H(B) avec un
champ magnétique vérifiant (1.1) au cours de la section 1.3.

On minorera Ng.,(\; B) de la fagon suivante :

20n se reportera a la démonstration du Théoréme 1.11 pour la justification.
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1) L’idée est de recouvrir I'espace par une réunion de “couronnes carrées”
C; d’épaisseur 1. Ces C; sont centrées a 'origine et formées de petits
carrés Qj, de coté de longueur? [E ( §)]™" pour un « bien choisi?.

2) Sur chaque Qj,, on remplacera Hj,(B) par une combinaison bary-
centrique d’opérateurs de Schrodinger a champ magnétique constant.
L’intervention de cette combinaison barycentrique vient du fait que
les “domaines de niveau” de la fonction T(% - 1) partitionnent le
plan.

3) On utilisera alors le résultat suivant, de Y. Colin de Verdiere, pour
obtenir un minorant de N'(\).

Théoreme 1.9. [[11], Théo 4.1]
Soient Qg un cube de coté R et Hy lopérateur de Schrodinger a champ
magnétique constant b > 0.

1. 1l existe une constante Cy > 0 indépendante de X, R, telle que
pour tout A €]0; %[,
No(Hy < XQr) > A0~ 47bu(@n) T( - Gy).
2. De plus pour la majoration, on a

Np(Hy < A\;Qr) < o= bu(Qr)T(2).

4) Pour terminer, on évaluera la différence entre ce minorant et celui
recherché.

Le plan de la majoration est identique : apres avoir introduit des par-
titions de l'unité (¢jp);,, @jp valant 1 sur Qjp, a support dans un carré

@jp de méme centre et de coté (1 + 577)[E (j*)] ' pour un 8 bien choisi,
on utilise la relation IMS® pour obtenir une majoration de Ns.,(); B) par

les Np (H (B) < X\; @jp>. La suite se fait une nouvelle fois par I’emploi du

Théoreme de Colin de Verdiere [Théo 1.9] et on conclut en estimant la
différence avec le majorant voulu.

1.2.1 Minoration de Ng.,(); B)

Etape 1 Construction d’un recouvrement de R2.

Soit a € |max(0; % -3 % E

30n prend une longueur rationnelle pour faciliter les calculs, en particulier celui du
nombre de carrés Q;,, formant Cj.

4Le champ B tendant vers Pinfini en linfini, on choisira un réel o > 0 pour pouvoir
controler Uerreur que ’on commet en comparant H;p(B) par 'opérateur & champ constant
Hj,(B(zjp)). Néanmoins, il ne devra pas étre trop grand, 2ac < d pour ne pas minorer par
0!

5Voir en Annexe A pour un énoncé de la relation Ismagilov-Morgan-Sigal.
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e On va construire les “couronnes carrées” C; par un procédé itératif :
On pose C; le carré ouvert centré en 0 et de longueur de coté 2.
Soit j € N*. On suppose construites les couronnes Cy, .., C;. La couronne

J_
Cj+1 borde I’ensemble |JC;.
i=1
Elle a pour épaisseur 1, est formée de petits carrés ouverts (); ,, de centre
x;, et de longueur de coté 7, = E (7).

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘ P2 +

R2
Cy

Co

F1G. 1.1 — Recouvrement de R? par les couronnes carrées Cj

Pour j > 2, on note ./\/'J# le nombre de carrés (), contenus dans Cj,

n;# le nombre de carrés @), contenus dans un carré de coté 1,

et NV j# le nombre de carrés de coté 1 inclus dans C;.

Les relations Nﬁl = NJ# +8et NQ# = 12 entrainent que Nj# =4(25-1).
De plus, on a n?é = E(ja)Q. Par conséquent, 1’égalité /\/j# = N]#- n;# permet
d’obtenir V7" = 4(2j — 1)E (j%)*.

Pour tout j € N* et pour tout x € C;, on a les encadrements suivants

j—1< |zl <jvV2 et donc b_(j— 1) < B(z) < by2254 (1.4)

eOnaQ,NQk,=2si(j,p) # (k,q), R? = JQ,, et par conséquent

1P

N = ZND(ij(B) <A Qjp) -
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Jo—1
Il existe Jy € N* tel que K, C U @ et en particulier
j=1
Z Np(Hjp(B) < X Qjp) - (1.5)

J>J0

e On pose J£ () = E()\é(Qb_)_%> +2. D’apres (1.1) et (1.4), pour tout
j=JE(\), ona incf B(y) > A. De I'inégalité H(B) > 2B, on en déduit que
yel;
pour tout j > J£()), on a Np(H;p(B) < X;Qjp) = 0. Il existe Ay €]0; +00]
tel que pour tout A > Xg, J5 () = Jo.
Ainsi dans (1.5) la sommation ne s’effectue que sur les j compris entre
Jo et JB()\).
Pour la suite, on notera Ny  := {(j,p) eN?:j e[ Jo, JEN))) et Qj,p € Cj}.
J
e Pour simplifier, on notera C(j) = UCZ"
i=1
Etape 2 Comparaison de H;,(B) avec un opérateur a champ magnétique
constant.

e Soit y € (). Quitte a faire un changement de jauge, on peut supposer
que 'on travaille avec Ej, , = (EJ(’lp)y’ Ej(?y) comme potentiel magnétique
associé a B — B(y) ou

1
D@ = [ s (s® =y B+ (o) - B ds

1
@) = [ (s =) B+ s (o) - Bds
Ainsi pour [ = 1,2, on a pour tout (j,p) € Ny,

sup ‘E@y )‘ < 27‘ p sup [VB(z)l.
wEij :E ij

De (1.1) et (1.4), on en déduit qu’il existe ¢; €]0; +o0[ tel que pour tout
2

2d—2—4a
(4,p) € No, on a sup ‘ o x)‘ < aj

De plus J etant majore par Jg(/\), on obtient pour tout A > Ag, que

sup ‘ < aldf (A)max(0:2d=2=42) ‘e il existe ¢y €]0; +00] tel
x€Q; p

que pour | = 1,2, pour tout (j,p) € Ng, et pour tout A > Ay, on a

2 o
sup ‘E iy )‘ < epamax(0:2-252)
xGij ’

JP?J
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e Soit 7 € ]O; 1 — max (0; 2 — 2+d4a) [, au sens des formes quadratiques,
pour tout A > Ag et tout (j,p) € Ny ), on a l'inégalité

Hjp(B) < (L+X7T)Hjp (B(y)) + (L+ A7) |Ejpyl
< (L+ A7) Hjp (B(y)) + (14 A7) 20 Amx(02-55%)

o 1l existe (c3,cq) €]0;+00[? tel que pour tout A > Ao,

(14 A7) = 2epATHmax(02-2G9) =1 5 g a7 gy Hmax(02- 25 ) 1,

Ainsi on minore Np (ij(B) <A Qj,p) par

2 2+4a

N (Hyp(B(w) < (14 A7) A - 20,7 (02-2452) 1, g, )

> Np (HM(B(y)) <A [1 AT — g AT max(02- 2 ) - ] Q, p) (1.6)

Pour obtenir un minorant, on utilise le résultat de Y.Colin de Verdiere,
[Théo 1.9].

e Soit MG]O;%—%[.

On note alors que Co (A #7;,) > = CoAE (j%)? < Cor2uJH(N)2
Donc il existe ¢5 €]0; 400] tel que pour tout A > Ao, pour tout (j,p) € Ny,
Co(A#ry,) 2 < es AW

e On pose g(A) = csA™ ™ + g7 Lrmax(02-2ge) | esAZ 1 Ainsi en
notant v = min (T; 1 —7 —max (O; 2 — 2+4O‘) 1—2p— —), il existe ¢; €
]1; +o00[ et A1 > Ag tels que pour tout A > A1, on a clg/\ T<g(A) g AT

Pour simplifier 'écriture, on dira que g(A) = CA™7.
Pour k € N, on définit les ensembles Q (A) et Q. ()) de la facon sui-
vante :

G = {ser T (25 1) — i}
et Q(A) = JzeR2:T B(x) ) k‘}

En utilisant les propriétés de la fonction 7', on obtient :

QN = {xeR2:2k—1</\<1_g(/\))—1<2k+1}

I R yey)
—{6R.2k< Ble) <2(k+1)}

AL —9W)
Sy

N

Sy

—~

~—
£
—

|

=2
>
=
N——

A A
& = 2.~ < — 0.
De méme Q(A) {mER S5+ 1) B(z) < Qk}

On note qu’il n’y a qu'un nombre fini de Q;()\) non vide. En effet, si
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k>E(m>,onaﬁk(A):®.

TER2\ K,
~ A1 —g(A
On définit respectivement les entiers kpyax () et knax(A) par E M
2 inf B(x)
z€R2\ K,
A
t | ——————
Tl B
CL’ERQ\KZ

e De plus, Q. (\)NQ7(N) = @ si k #1 et RZ = JQ ().
k

En utilisant I’égalité Q;, = |J Q;()\) N Qjp, on va écrire
k

N (H3(B) < 2 Qs) = 0 (3 00as0)

[ (Q] p) Np (HJP(B) <A Qj,p)
% ;

(1.7)
ol 41 est la mesure de Lebesgue sur R2.

Ensuite, si p <§,;(/\) N Qj,p) # 0, on va chercher a remplacer H;y(B)
par Hj,(B(z;p 1)) ou le point ;1 est dans ?2,;(/\) N Qjp et obtenir (1.6).
En appliquant le Théoreme 1.9, on obtient pour minorant de Np (H ip(B) <

A; Qj’p> :

o (5 01@) Bl (T M 1)

27
k

autrement dit

Np (ij(B) < )\;Qj,p> > ! ;;_MZ / B(Jij,p,k)T()\(lB(g)()\)) — 1) dx.

O (NNQjp

Les encadrements (1.4) donnent pour tout = € Qjp,

|B(37j,p,k) - B(z)| < \/irjp sup [VB(y)|
YEQj,p

< C\/ﬁrjp sup |;U|_1B(y)
YEQ p

< CV2rj, max <(\/§j)d71, (j— 1)d*1> :

Donc, de nouveau en utilisant les inégalités (1.4), il existe cg €]0; 400]
tel que

sup |B(zjpr) — B(x)| < 6~ @Y inf B(y). (1.8)
2€Qjp YeQsp
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On nomme 3 / (2;0) — B(2)] T(W _ 1) d par (V).

Jpsk=
Q, (NNQj,p

L’inégalité (1.8) p rmet alors d’avoir

/ |B(z;p) — B(z)] T(W - 1> da

Oy (NNQjp

<o [ (e g p) T(HEE o

Q (NNQy,p
et ainsi, on peut majorer I; (\) par

T [ ()

Jspsk
Q, (MNQjp

soit

N <SS @ [ payr( 2= 4
62 Q/ ( B(z) >

Comme B(m)T(% - 1) < M, il existe donc ¢7 €]0; 400 tel que

pour tout A > Ay
\) < C7ij(3a+1))\(1 —g(\) = erA(1 — ZN# —(3a+1)

Donc il existe cg €]0; +00[ tel que pour tout A > Ap,

0 < 08/\(1+)\1_Ta) sia# 1,
P esaln(n) sia=1.

De l'inégalité pour tout (j,p) € Njp

Np (Hjp(B) < X Qsp) > ! _2;_“ /B(:z:)T</\(1_g()‘)) _ 1) I
Qjp

X[ B (G 1),

Q MNNQj,p

de la majoration de I; () et du fait que / B(x) T<>\(13_(g)()\)) - 1> dz
x

est de 'ordre de )\H%, on déduit qu'il existe cg €]0;+o0o[ tel que pour tout

R2\K,
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A >\
Nsen(X; B) /B ( 9N) 1) dz [1 AR AT f(N)

( )
RQ\KZ

l1—«a
14X 7 sia#l1
A) = ’
avec f(A) { In(\) sia=1.

On a vu que pour tout A > Ay, g(A) possede une décroissance de 'ordre

(1.9)

de A7 ou Pexposant « vérifie y = min (T; 1—7—max (O; 2 — 2+d40‘) i1 —=2p— <7

Si d €]1; +o0], alors on choisit o = % Ainsi v = min (7;1 — 7; é —2p)
et la décroissance de A7 — 09)\_%1‘"(/\) est de l'ordre de A™" ou 'on pose
7 = min (u, 1+O‘) Comme é —2u>0,0n an=pu et ceci méme si a = 1.

Sid €]0;1], alors vy = min (731 — 731 — 2p — 2¢) = min (3;1 — 2 — 22)
et 7 = min (,u, 1+O‘) Comme p < 1, on a 7 = p. Ainsi en prenant o = %l

on obtient y =~ = l — ¢ pour tout € < 1.

1.2.2 Majoration de N ()\; B)

Etape 1 Construction d’une partition de ['unité associée au recouvre-
ment précédent de R?.

e On reprend les couronnes carrées C; et les petits carrés @, de la sec-
tion 1.1.

e On dilate un peu ces derniers en posant @j’p le carré de centre z; ), et
de longueur de coté (1 + j*ﬂ)E(ja)_1 ou 'exposant § > 0 sera précisé un
peu plus loin.

e On construit alors une partition de 'unité (‘Pj,p)j,p vérifiant ¢;, €
CgO(RQ,R), supp (¢jp) C Qjp avec @j, = 1 sur Qj, et ZQPJQFP =1,

Jp
0 < Pj.p < 1.
e On notera par ijp(B) la réalisation auto-adjointe de l'opérateur de

Schrédinger avec champ magnétique B sur L2 (@jp; (C) avec les conditions
de Dirichlet au bord.

Etape 2 Ramener le probléme sur R? & celui sur les petits carrés @j@'

e On utilise la relation IMS [[12], Théo 3.2] :
B) =Y @jp(H(B) - ®)pj, ot =) |Vergl”
Jp

k,q

e On va utiliser I'inégalité variationnelle suivante

Lemme 1.10. Nsen(X; B) ZND( —d <)\ ijm).

2«

).
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Démonstration. On note par Ejp la réalisation auto-adjointe de I’opérateur
H(B) — & sur L? (@M, (C) avec les conditions de Dirichlet, E;, le s.e.v. de

L? (@M, (C) engendré par les vecteurs propres de H jp associés a une valeur
propre inférieure a .

On considere Fj, le s.e.v. de L2 (RQ, C), formé des éléments de la forme
pipf ou f € Ej,. Le sev. de L2 (RQ,(C), obtenu comme étant la somme
(vectorielle) des sous-espaces des F, sera noté F,ona F C D(H(B) — ®).
En appellant F I'orthogonal de F' dans D(H(B) — ®). On a

codim(F) = dim(ﬁ) < Y dim (F,) < Y dim (E),).
Jp Jp

Siv e F,alors v L F et pour tout (j,p), on a ©jpv L Ejp.

De plus, ¢;,v € D(fljp) et le Lemme de Glazman® entrainent que

7 2
<hjp (#jpv) (%',pv)> Z AMlgjpoll”
En utilisant la formule IMS et les propriétés de la partition de I'unité,
on obtient

(H(B)—®)v,0) = Y ((H(B)=®)(pjpv). (¢jp0))

Jp
2
> A lespvll® = Allvl?.

J?p

Ainsi le Lemme de Glazman assure que N'(\) < codim(F). Par consé-
quent, on obtient bien I'inégalité recherchée. ]

e Il existe ¢y €]0; +oo[ tel que pour (j,p) € N2, sup ®(y) < coj2@+?).
yeQjp
D’apres l'inégalité (1.4), on obtient qu’il existe J; € N tel que pour tout
j = Ji, sup ®(y) < inf B(y). Le champ magnétique B tendant vers
yEijp yer,p

I'infini en l'infini, on en déduit qu’il existe Jo(A) > Ji tel que pour tout
Jj = Jo(\), ona Np <ITIjjp(B) —d <) éjm) = 0. Par conséquent, la somme
présente dans le Lemme 1.10 est une somme finie. Et de plus, Jo(\) peut
étre choisi de la forme E(c)\é).

Il existe \g €]0; o0 tel que pour tout A > Ao, Jo(A) > J1.

e De nouveau, on notera Nj ) I'ensemble des indices (j,p) tels que j €
[[/1, Jo(N)]] et Qjp € C;.

A Taide du choix de Jy(\), on va scinder la somme du Lemme 1.10 en
deux, d’une part ¥; une somme pour les indices (j,p) appartenant a Ny
et de l'autre ¥y une somme pour les indices (j,p) tels que 7 € [[1,Jo]],
autrement dit

5Voir I’Annexe A pour un énoncé.
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> = Z et 20 = Z
Jp Jp
J1<G<Jo(N) Jj<J1
Etape 3 Approximation de ﬁjp(B) sur les carrés @j,p.
On va suivre la méme démarche que lors de la minoration.
e Soit y € ijm' Quitte a faire un changement de jauge, on peut supposer

que ’on travaille avec Ej,p,y = (Ej(gy, Ej(»2p)y> comme potentiel magnétique
associé a B — B(y).

On obtient que pour [ = 1,2, il existe ¢; €]0; 400 tel que pour tout

A > Ag et tout (4,p) € Njp, sup ‘E( )‘2 < Cl)\max(o;z—#)‘
er]P
e Soit 7 € ]O; 1 — max (O, 2 — 22‘”) [, au sens des formes quadratiques,
pour tout A > X\g et tout (j,p) € Ny ), on a I'inégalité

Hip(B) > (L= A")Hy (B) + (= X)| By

> (1= A")Hj, (B(y)) + (1 — A7) 2¢ mx(02-53%)

N .5 . atf .
e De plus, on a vu & la premiere étape que sup ®(y) < caA? @, ainsi
ye@j,p

ij(B) —d>(1- )\fT)ijp (B(y)) + (1= \7) QClAmax(o; 2a+5

+d4o<) . 02)\

1 existe (c3,cs) €]0; +00[? tel que pour tout A > g et tout (j,p) € Ny,

(1 _ A*T)*l + 261AT_1+maX( ; 2+d4°‘) _i_cQ)\QMfl
2081

< 1 + CS)\_T + C4>\771+max(0;27 2+d4oa) i 62)\

D’ol1 on majore Np (H(B) —d <X ij,p) par

Np (Hjp(B(y)) < (14 A77) 7 A+ 20 xmax(02=552) 4 ) 2555, )

< Np(Hjp(B) < A1 esh ™7 e om0 585) 4 o210y, )

Pour obtenir un majorant, on utilise le résultat de Y. Colin de Verdiere,
[Théoréeme 1.9]. En appliquant ce résultat a la somme

Z Np < (B) - (I)§©j7p>
1<J<J1

on obtient qu'il existe M €]0; +o00] tel que pour tout A > Ag, X2 < MA.



18 CHAPITRE 1. SPECTRE DE L’OPERATEUR DE DIRAC Dy

Par analogie avec g(A) et €, ()), on définit

fj()\) = 3\ T+ c4)\T*1+maX(0;27 2+d4°‘) 4 02)\2a+6 1
Q) = {x6R2:T<)‘(1;—(i)()‘))_1> :k;},
Al +5(Y)

AL +9(V) } ot

On a ainsi ﬁ;()\) = {x eR?: Sht1) S (x) < ok

2 inf B(x)

~ ~ AM1l+g
les indices k varient de 0 & kmax(A) ol kmax(A) = E (4‘9()\))> . Les
xGRZ\Kz

ensembles Qx(\) gardent la méme définition.
e Par analogie avec la relation (1.7), on va utiliser la relation

N
Np(Hyp(B) < X Qjp) = 3 ! <Q: 22 “)Qw) Np (Hjp(B) < % Qi) -
k Jp

Sip (Q,‘:(A) ﬂ©j7p> # 0, on remplace ﬁjp(B) par ijp(B(fj,nk)) ou
Tjipk € ﬁg()\) N Qjp. Ainsi en utilisant le Théoreme 1.9, on obtient pour
tout (j,p) € N1\

ND(ijp(B)<A;@j,p) S Z /Bx“” (W_Q dw
af

G

et donc
N < % RJ}j@)T(W—l) de + M)
+ Y [rer(REEY e

Q7 p\Q] P
A1 +g(A
oY / (Fip0) - B@)| T <(B(x)()) _ 1) dz.
IPRGE(NNG;
o D’apres les propriétés de T', on a
(1+9() ~ A +9(N)
) [ st (AU I ) e < 3 (@) T,
Q]qP\QJvP P
Comme g <@j7p\Qj,p) = E(j*)? [1—(1+;577)?], il existe c5 €]0; +00]
tel que

Z / ( 2;(9()/\)) 1) dx<05)\Zj\/'j#.j—20é—ﬁ‘

QLP\QLP
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On peut toujours supposer que [ # 2, donc il existe cg €]0; 400 tel que
pour tout A > Ag, on ait

A1 +g(N) 2-8
P ijP\Qj«P
o De plus, de méme que (1.8), on montre qu’il existe ¢; €]0; +o0] tel que

sup |B(Tjpr) — B(z)| < erj~ ™) inf B(y).

2€Qjp YeQjp
A1+ g(A
On nomme Z |B(Zjpr) — B(x)| T ((g(xg)()) - 1> dz par I} (\)
RS @

et on le majore par

C7Zj—(a+1) /B(x)T </\(1;_(5>()‘>) _ 1) dr
e Qi
< C7/\(1+29()\))Zj_(a+1)u @)

J.p
Donc il existe cg €]0; 400[ tel que pour tout A > Ao,

1—a .
I\ < esA(l+ A7) s?afl ‘
cgIn(\) sia=1

Commea>%etQ(a%—ﬁ)<d,onaﬁ<%etdoncﬁ—1<a. Ainsi

ML+TO) ) o e
Bx) 1>d tant

l1—«

Aa < )\¥, et par conséquent, / B(m)T<
R2\K,
de 'ordre de )\H%, il existe cg €]0; +00] tel que pour tout A > Ao,
1 A1+ g(A -
Nsan(\: B) < — / B(z)T (Hg()) - 1) dz [1 +egATd (1 + ATB)} .

S oon B(x)
R2\K,

La fonction g joue le réle de la fonction g4 de 1’énoncé, et g peut étre
remplacé par p. Ainsi on a obtenu la Proposition 1.8.

1.3 Asymptotique de Ng.,(\; B)

En ajoutant des hypotheses sur le champ B, on peut obtenir un équivalent
de Nsen(A; B)
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Démonstration de la Proposition 1.7. On étudie la différence

L)) = /B(:c) {T(B?x)—o —T(W—l)]dw.

R2N¢K,

Tout d’abord, on remarque que ’on a les équivalences suivantes :

UMW NG (N # D = 2(k>\+1) < Mizo=()
1

— 1—#1;1—?_(/\) = k<51
P 1
NN ) #£ o = ATEN o &

= 1+ <1l+; &= k<0

Comme g4 (A\) < ¢\, on obtient que si k < F (c_l)\”d) — 1, alors
k < max (g_il(A) -1 ﬁ) En poiant ki(\) == FE (cfl)\"d) — 1, on a donc
pour tout k € [[1;k1(N)]], Qu(N) NQEN) # 2.

De plus, on note que pour tout k € [[2; k1 (N)]], on a Qx(A\)NQ;, (N) = 2,
(N NQ_,(\) = @. En effet,

LU NQ () =2 = A < A=)

31
= 1-p<l-g-(\) & k< 0,
NN £ 8 e AR oA

= 149N <ltpg &= k<5 L

Ainsi pour tout k € [[1;k1()\)]], on obtient les inclusions suivantes
Q) CQ AU () et () Q) UQL ).

Donc pour tout &k € [[1;k1(N)]], et tout x € Qx(A), on a

(i) o (5 )

On va choisir de décomposer I+(\) en J(A) + Li(N) avec

Li()) = / B(x) [T(B?x) - 1) T (A(l;(g;)(m - 1)} da.

{2B>Xk; (\) 1}

1l existe Ry €]0; +oo[ tel que pour tout |z| > R, on a B(z) > b_|z|<.
Donc il existe \g €]0; +o0[ tel que pour tout A > Ao, {2B < M1 (N) 71}
est inclus dans {2b_|z|? < Ak (A)~1)

1

ie. {2B < Mkt (M) 7'} C Bge <0R2; b_1? (Akl(A)—l)fll) : (1.10)
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En utilisant les majorations suivantes valables pour tout A,

(1) o (M)

B() Blx) e

L) < / B()
(2B (V) 1}

(B@:)T(B(A@ _ 1) + B(x)T ()\(lz(g;)()\)) _ 1)) do

N

{2B<A k1 (M)~ 1}

< @ n WiQM) 1 ({2B < Mt (M)},

et (1.10), on en déduit qu’il existe ¢; €]0; +00] tel que pour tout A > Ao,
1—n
onaJi(\) < a2 Dot JL(\) = o (AH%).

A—-+oo

Il reste & étudier L4 (\). D’apres le choix de k1(A), on note que I'on peut
réécrire cette intégrale sous la forme

kl()\)—l
L= Y / B(a)da
v
En utilisant I'hypothese (1.2), on obtient que I£()\) N ()\H%). Or

on a

NoauB) < 2 | B(x)T(B(Ax)—Q dr+ 2,

2 27
R2\K,
1—c\7d A 1—cA7
. > -~ — =1 - T .
NeaiB) > 222 [ (G- 1) de- 222 )
R\ K,

Par conséquent, on en déduit I’équivalent annoncé pour Ngep(\; B). O

Parmi les champs B vérifiant les hypotheses de la Proposition 1.7, on
compte les champs asymptotiquement homogenes de degré d. Pour ces der-
niers, on obtient une formule explicite de Ngep(\; B) :

Théoréme 1.11. Soit B € C! (RQ,R) vérifiant les hypotheéses (1.1) tel qu’il
eziste f € C1(S';]0; +00[) telle que quand |z| — +oo : B(x) ~ f <|$> |2
x
Alors on obtient quand A — 400 :

. ¢ (1 + %) 1 -2 1+2

St
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otu ¢ est la fonction de Riemann.
En particulier, en notant par (A, (—Ap + B)), cy la suite croissante des
valeurs propres de —Ap + B, on a quand n — 0o :

d+2

d —

d+2 " [ 1 > d_

Mm(—Ap+B) ~ 2| ———=~ / w)”ddw nd+z,
S

Démonstration du Théoréme 1.11.

e On va tout d’abord vérifier que B vérifiant les hypotheses ci-dessus satisfait
bien la condition de la Proposition 1.7.

Pour la suite, on va noter By(z) = f (ﬁ) lz|? et ko(\) = E (\).

Soit £ > 0, ¢ < 1.

Il existe R. €]r,; +oo[ tel que pour tout z € R?, |z| > R., on a

(1 —¢)Ba(r) < B(x) < (1 +€)Ba(x).

De plus, il existe Aj. €]0;+00[ tel que pour tout A > A, et pour tout
k€ [1;ko(N)]], Bge (0; R:)NVE(NB) = 2.
Pour tout A > Ay ., on peut inclure V, (A; B) dans I'ensemble
1= g () A
R?2. =~ TV <R < — .
{x < (1 + )2k @) S T

Exprimé en coordonnées polaires, il s’écrit

A1 =g-(\) >
1+ e)2kf(w)

=

=
~—

{(p,w) €]0; +oo[xS" : ( SPS (szxf@))

De méme, V;"(\; B) peut étre inclus dans
(p,0) €]0; +00[x5" : (A>
Pl = T\ T e)2kf (@) '

- AN e (A gs()
On pose R (A) := ((1—5)21{]”@1)) etr; (A) == (MW) .Ona

=
=

AL+ g, (V)
SPS <<1 = 6)2Zf(w)>

Rz (N)
1
pour tout k € [[1; ko(N)]], / B(x)dz < ;6 f(w) / pldp | dw.
7r
Vi (\;B) st re (M)

—_— 1
En posant fg := 27T/f((,u)_idw, on a pour tout k € [[1;ko(N)]],
st

/B(x)da; < ui;;gf@ (2);€>1+3 [1_ G;i)ui (1_9_()\))1+§] .
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Il existe Ay > Aj . et my €]0;+00[ tels que pour tout A > i ., on a

1+e 2 [1_ (1_5)1+5 (1_9_()\))”3] < mye.

(1—¢)tta 1+e¢

En faisant de méme avec V;"(); B), on en déduit qu'il existe ma €]0; +00]
tel que pour tout A > g, on a

ko(X\)

Z / B(x < mga)\H%.

vi X\;B)
Ainsi B vérifie ’hypothese de la Proposition 1.7, et 'on a I’équivalence

1 A
'B) ~ N (\B Sn(NB) = o= [B(@)T | 57— —1)da.
NSch()\, ))\H+oo SCh()\’ )enposantNSCh(A’ ) 2m / (x) <B(.%') >dx
R2\K

e Maintenant on va chercher & obtenir un équivalent de Nys()\; B) quand
A tend vers l'infini.

On décompose Ngg;, (A; B) en J(A) + L(X) avec

J(N) = / B(x)T < B?x) - 1) dz.

2B(z) <Ak (V)1

D’apres les propriétés de la fonction 7', on a

ety (o = 22])

Il existe R. > R. tel que pour tout r > R, {x € R? : B(z) < r} C {z €
R? : (1 — €)By(z) < r}. De plus, pour tout A > 1, on a % )\1*71‘?
Ainsi, il existe A3, > Ao, tel que pour tout A > A3, on a %)\ko(/\) 'S R,

et

u (B—l (] — ;/\ko()\)_l[>) < p({z €R?: (1-€)2By(x) <ATMY)

P

d

< nfyzeRhal< 2(1 — )infB
St d

2nd

Donc il existe m3 €]0; +o0] tel que J(A) < < mgAlta-
En utilisant les ensembles Wi (\; B) = {x € R\K : A < 2B(x) < 2},

on va obtenir la décomposition de L(\) suivante :

1 ko(A\)—1
L) = 5- > /B(m)daz
T s

Pour tout A > A3 . et tout k € [[1; ko(A) — 1]], on a l'inclusion
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Wi\ B) € {x cR?: ko?/\) <2(1 —¢)By(z) < 2},

on en déduit alors I'inclusion de Wi (A; B) dans I'ensemble

{“”“) =St —6)2/2)(/\)f(w))i P ((1—)%%))}

B N (k)L N
En posant R.(\, k) := (MW) et r-(A) == ((1—1—5)2]‘"@1)) , on

obtient pour tout A > A3, les majorants successifs de L(\)

T 2 ko(A)—1
S+ ()T S R k()T (L4 )]
k=1
- 2 ko(N)—1
<(+o)g; ()7 [(1—e>‘1‘d >k d—ko<A>—3<1+s>—1—d]
k=1

La série de terme général [ convergente, et a pour somme
C(l + %) Ainsi il existe ms €]0;+00[ et Ay > A3 tels que pour tout

A > )\47‘6
- 1+2
L(\) < (1 + mse) Jo . <1 + Z) <;> .

d+2

Par conséquent, il existe mg €]0;400[ et A\s. > Mg tels que pour tout
A > )\578
1+2)
C ( + d) fSl>\1+%-

Nsen(\; B) < (1 4+ mge
OB < 1m0

En faisant de méme pour la minoration, on obtient 1’équivalence annoncée
dans ’énoncé du Théoreme 1.11. O

En considérant un champ magnétique de la forme B = By + ¥ avec
U(z) = O (|z|*7?) quand |z| — oo, on peut rechercher une premiére estima-
tion du reste :

Théoréme 1.12.
Soit B € C* (]RQ, R) vérifiant les hypothéses (1.1), de la forme By + V¥ avec,

pour |x| > 1, By(x) = f ( L ) lz|? o f € C1(SY;]0; +o0[) et, quand |x| —

[l
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0o, ¥(z) = O (|z|*7?) pour un certain § > 0.
Alors on obtient quand X — 400 :

1+ 2 .
Nsen(A; B) = 216_,_(2(;:61)2) ;T/f(W)zdw P ) ()\1+%*m1n(ﬁd§nd)>
a(d+

Sl
ot la constante ng est celle définie lors de la Proposition 1.6

et kg = d .
7252 si d €]1; +00]

in ) — §< 2 sid>1,
min (kg;ng) = K _
Démonstration du Théoréme 1.12.
D’apres la Proposition 1.8, on est amené a étudier

A1+ ge(A

IL()) = /B(JJ)T A Eg:(N) 1) dx pour A > Ag.
B(z)
R2\ K,

Il existe (Ro,co) €]0;+o00[? tel que pour tout |z| > Ry, % <

CO|$’_5.
Soit € €]0; g[. On pose Ry(A) := A5. On décompose I, (\) en Jy (A)+ Ly (X)

ou ’on pose
Jo(\) = /‘B@gT<M1+g“A”_1>¢u

B()
2l >R ()

—_

D’apres les propriétés de T, on a Ly (A) < ZA(1+ g4 (A))u(Bgz (0; Ry (X)) ).

Donc il existe ¢; €]0; 400[ tel que pour tout A,

\)

Ly(\) <\t F (1.11)

Il existe A1 > Ao tel que, pour tout A > A1, Ry(\) > Rp. Ainsi pour tout
A > Ap et tout |z] > Ry(N), )% < A TE.
Pour tout A > A; et tout |z| > Ry (A),

B (L+ 9+ (V) < 525 (14 9: (W) (1 + A7),

et donc en notant v := min(g;ny), il existe ¢y €]0;400[ tel que, pour tout
A > A,
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T (50 +94(0) - 1) <T (g +er™) -1).
Ainsi pour tout A > Ay, J4 (A /B <

( + 02)\_”) — 1> dr.
|z|=>Rg (A
De nouveau, on fait une décomposition de I'intégrale précédente en utilisant
la relation B = By + ¥ :

A z)
5(1+c)\ /de dz
x| >

E(X)
R\y()\) et 2Bd( )
c3 €]0; +00] tel que pour tout A > A\, E

A1+ coA7¥)}. 11 existe
) C Bpe <
¢4 €]0; +00] tel que pour tout A > Ay,

0; 63>\§) Ainsi il existe

03)\%
A
U(z)T 14+ o™ dr <
/ (=) (Bd( )( 227 = >
|z| >Ry (X)

|x|>4i)(x)T<BdA( (Lt e2A” )—1> dr <

ot E()\) := {x € R?:

C4A plf‘sdp.
Donc il existe ¢5 €]0; +00[ tel que pour tout A > Ay,
/ ‘I'(l‘)T<Bd(x)(1 T ean ) - 1) dr < eXNTEE (112)
|z[>Re (N)
~ A
Il reste a traiter Jy () := / By(x)T| 514+ cA7")—1|dx
Ba(z)
|z[>Rw (M)
A(lead ™" .
On pose kg(\) := ‘x|r>n}?;((/\)T< “gd?x) ) _ 1). Il existe (cg, c7) €]0; +00]
tel que pour tout A > A1, cgA k:q,()\) 07/\1_%
En utilisant U(\; k) == qz € R2 |z| = Ry (AN), Ba(x) < %}, on a
ko (V)1
Jr(\) = Z Bj(z)dz. En notant que
=1 1(nk)

1
U k) {(P#U) € S'x]0; 400 Ry(N\) < p < <>‘(12:;72(2)V)) d}7
on obtient

A(1+coA™Y)

(esr)®
[Buwas = [ 1)
J,

/ pHdp | dw
U(Nk) Ry (N)
27 fg1 A1+ A7) @& B )\de%
d—+2 2k
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27
Ainsi pour tout A > Ay, Jo(\) est égale &
T s L ke)-1 ) Jf(w)dw )
S1 | d+2 oy dt2 _d+2 g d+2e
1 2 - —1
TN S A ) )

La série de terme général k10 est convergente et I’'on a quand A — +00 :
Fe()-1 L.,

>

k=1

iR = g(1+§)+o((m(x)—1)*%).

Et plus précisément, il existe cg €]0; +oo[ tel que pour tout A > Ay,

Ba)-1 5
2 2 2¢
< ¢ (1 + > —egATats,

d
k=1

Donc il existe (cg, c10,c11) €]0; +oo[? tel que pour tout A > A1, on majore
J1(A) par

7227Tf81 C <1 + 2> )\1+% + Cg)\1+%_y — Clo)\1+2§£ — Cllkql()\))\(l—Jr%)%'
213 (d + 2) d
(1.13)
D’apres (1.11), (1.12) et (1.13), pour tout A > A;, on obtient

s % < i 2) AFE 4 e AT e\ A,
21 a(d + 2) d

Par conséquent, d’apres la Proposition 1.8, il existe c¢12 €]0; +00[ tel que
pour tout A > Ay,

NSch()‘§B) < %C (1_|_2> )\1+% +012A1+%_H
213 (d + 2) d

. (6 2 2 . (0 2 2 B ‘

ol K = min | —;v; = — —; =min | —;ng;&; - — — |]. En prenant ¢ =
aa 5 M dT P

2%%, on obtient pour tout A > Ay,

1+ 2 L
Nsen(A B) < 1<+(2+d) ;/f(w)idw A2 e Emin(nas )
27d(d+2) 7TS1

On fait de méme pour la minoration. Pour tout A > Ap,

I_(\) > / Bal(z) T</\(1 — A7) — 1> dx

By(x)
|z| >Ry (N)
— /\\I/( )]TL(l— AT —=1)d
T Bal) co z.
|z| >Ry (N)

De méme qu’en (1.12), il existe c13 €]0; +00[ tel que pour tout A > Aq,
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A 2§
U(z)| T =2—(1—eX™¥) =1 LepMtaa
/ |V ()] <Bd(m)( A7) > dr < eps\tTa—a

|z[>Rw (N)
En posant U (\; k) := {x € R?: |z| > Ry()\), By(z) < W} et kg (\) =
max T(M—l>, on a

2 >R () Ba(z)
B N kg (N)—1
J_(\) = /Bd(x) ( (1 — e\ —1) do = ) /Bd
Ba(z) =L
e >Ry (\)

Mais il existe c14 €]0; +00] tel que pour tout A > A,
ke (V)1

Z k~ d+2 > (1 + 2) — 614)\_%4'%6.

De (1.13), on déduit qu’il existe (c15,c16, c17) €]0; +oo[® pour tout A > Aq,
on minore J_(\) par

27 fgr
2173 (d + 2)

2

< <1 + 3) )\1+%—Cl5)\1+%_y—013)\1+%_%—016)\1+%%_017]{;\1/()\))\(14'3)%‘

On en déduit qu'il existe c¢1g €]0; 00| tel que pour tout A > Aj,

¢(1 1+3 1+5-R
: > . 3
Nsen(X; B) > o . 2 27r/f dw ANTd — g\ T d

<~ . 2 e, 2 € €
ol K := min <nd;6; g(l - 5), E(l - 5) + (d— 1))

Si d €]0; 1], on a les égalités

o 2., _¢€ ) — i 2
K = min <77d355d(1_5)+(d_1)5> = o (nd; (21+<5+1—d>

o
d
~ 2 6 2
Sid > 1, alors on a K = min <nd;g; 8(1 — Z)) = min (Ud; >

Ainsi on obtient 'estimation annoncée pour le reste.
1.4 Applications aux opérateurs de Pauli et de Di-

rac

En utilisant la supersymétrie” [[12], Théo 6.4], on obtient

o4 (—AB + B) ﬂ]O;—i—oo[ = o4(—Ap—B) ﬂ]0;+00[.

"Voir en Annexe A pour 1’énoncé.
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Ainsi A\,(—Ap+ B) = A\y(—Ap — B), et I'on peut alors déterminer la distri-
bution asymptotique des valeurs propres du spectre discret pour 'opérateur
de Pauli Pp. En effet, si (A,(Pp)), oy désigne la suite croissante des valeurs
propres positives de Pg, on obtient alors

Aon(PB) = Aon+1(PB) = A\(—Ap + B).

En posant Npgui(\; B) le nombre de valeurs propres de Pp dans ]0; A[ et
comptées avec leur multiplicité, on en déduit alors le résultat :

Théoréme 1.13.
Soit B un champ magnétique vérifiant les hypothéses de la Proposition 1.7,
alors on a quand X\ — 400 :

NewisNiB) ~ & [B@)T (5= 1) an

7T
R2\K,

De plus, si B vérifie les hypotheéses de la Proposition 1.11, alors on ob-
tient quand A — +oo :

2
C(1+d2) ;T/f(w)‘idw AT
Sl

Naui)‘;B ~ P
Pauti(X; B) 212

A noter que le résultat ci-dessus donne ’asymptotique quand n — +o0 :

_d_
d+2

. _

o d+2 \" (1 2 a4

An(Pp) ~ 2@ <> /f(w)_ddw na+z,
(ap) |\

En utilisant le résultat de I. Shigekawa [Prop 1.1], on en déduit

Lemme 1.14.
SiB e Ct (RQ,R) et lim B(x) = +o0, alors le spectre discret de l'opérateur

|z| —o0
de Dirac Dg est donné par

{\/m:AGU(—AB—FB)}U{—\//m:MEU(—AB—FB)}.

En notant N5, (\; B) (resp. Np;,...(A; B)) le nombre de valeurs propres
de Dp, comptées avec multiplicité et contenues dans |1; A[ (resp. | — A; —1]),
on obtient les égalités suivantes :

N+ (AvB> :ND_irac(/\;B) :NPauli(AQ_l;B)-

Dirac
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Théoreme 1.15.
On suppose que le champ magnétique B vérifie les hypothéses de la Propo-
sition 1.7, alors on obtient quand A — 400 :

1 A2
NpiraeNiB) ~ o [B(x)T (B(x) — 1) da.
R2\ K

De plus, si B vérifie les hypothéses de la Proposition 1.11, alors on a
quand X — 400 :

¢(1+2) 1

N —
2143 (d+2) \ 27

Dirac

(\;B) ~ /f(w)—?zdw A2,
st

Remarque. En notant respectivement par (A (Dg)),en €t (A (DB))nen)
la suite croissante (resp. décroissante) des éléments positifs (resp. négatifs)
du spectre discret de Dg, on a quand n — oo :

__d
2d+4

;/f(w)_gdw =y
Fsl

_d
2d+4

d+2
C+3)

M(Dp)=—A;(Dp) ~ 23

Démonstration. D’apres le Lemme 1.14 et la Proposition 1.7, on a quand
A — 400 :
1 A —1
+ .

R2\ K

Il ne reste plus qu’a établir que pour A — 400, on obtient :
A -1 A2
Bx)T|—— -1 ~ Bx)T|——-1 .
[B@t (G 1) e~ [Bor (55 -1)
R2\K R2\K

pou ot 1y = [ 569 [1 (=L 1) (201

R2\K
de la méme maniere que lors du début de la Proposition 1.7, dans ce cas, on
prendra g(A\) = A~!. Ainsi on en conclut aux équivalences recherchées. [



Chapitre 2

Perturbation a décroissance
rapide

Pour définir les différentes classes de potentiels étudiées, on utilise ’en-
semble M des fonctions de R? dans R mesurables bornées, et la condition

VeM
(Hv) { lim V(z) = 0.

|z|—o00

Les potentiels V; et V5 étant bornés a valeurs réelles, 'opérateur V est un
opérateur borné symétrique sur L? (]RZ, (C2). D’apres le Théoreme de Kato-
Rellich, 'opérateur D — V est auto-adjoint sur D (Dp — V) =D (Dp).

(Vi 0
ve (U 0)

Comme A € L2 (R% C?), le domaine de définition de D (Dp) est inclus

loc

dans Hllo . (RQ, (C2). Par conséquent, les potentiels V1, V5 vérifiant I’hypothese

(Hy ), Vopérateur V est Dp-compact. Ainsi le Théoreme de Weyl affirme que
Oess (]D)B - V) = Oess (DB)

Le résultat ci-dessous, dit & M. Melgaard et G. Rozenblum [34] dans le
cas d'un champ magnétique constant, va permettre de relier le probleme de
I’asymptotique du nombre de valeurs propres pour 'opérateur de Dirac per-
turbé & celui d’un opérateur compact. Ce dernier est 'analogue des résultats
utilisés par G. D. Raikov, [[42], Prop 3.1] ou A. Iwatsuka et H. Tamura dans
[[29], Lemme 1.1] qui concernent I'opérateur de Pauli.

Ce sera le point clé de cette partie, a partir de ce dernier, on appli-
quera les techniques d’analyses des opérateurs PWP intervenant dans ces
inégalités et également présentes lors de I’étude de I'opérateur de Pauli' Pp.
Ainsi les techniques et les résultats de G. D. Raikov et S. Warzel dans [43]

"Wolfgang Pauli 1909-1958 : physicien suisse, Prix Nobel de Physique en 1945.

31
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permettront d’étudier le cas de 'opérateur D perturbé par V avec Vi a
décroissance exponentielle lorsque B est égal au champ magnétique modele
By :

By € CY(R%,R) radial tel qu’il existe ¢4 € C2(R?,R) solution classique de
Ay = By vérifiant pour |z| > 1, p4(z) = (d%)ﬂﬂd” avec (b, d) €]0; +oo[2.
Un tel champ By vérifie donc pour |z| > 1, By(z) = blz|?. Ensuite, on
perturbera un peu le radial pour élargir la classe de champs B étudiés.

En notant par A (a,b/Dp — V) le nombre de valeurs propres de D — V,

comptées avec multiplicité et contenues dans |a; b[, on obtient

Proposition 2.1. [34]
On suppose que B € C{R% R) et B(x) — +oo.

|z|—o0
Soient (A_,A}) €] — 005 1[x]1;+00[ et V un opérateur vérifiant que Vi et
Vo réalisent la condition (Hy ).
Alors il existe une constante C' € R telle que pour tout € €]0;1], il existe
e €]0; +o0] tel que pour tout A €]0; \|

TZ+(/\,PBW€+PB) < N(A_,l—)\UDB—V) < n+(/\,PB]V1]PB)+C
n*()‘apBWe:_PB) < N(1+)"A+|DB_V) < TL+()\,PB|‘/1|PB)+C

ot WE = Vi (1 —¢-sgn(Vy) —
gonale de L?(R?,C) sur Ker(Dp).

V1> et Pp est la projection ortho-

Remarques.

1) Comme pour un champ magnétique constant, +1 est un point isolé
de spectre o(Dpg). La démonstration de ce résultat, identique a celle
présentée dans [34], se fera par lobtention d’une minoration puis
d’une majoration au moyen d’une méthode variationnelle. Toutefois,
on privilégiera un encadrement précis.

A noter que l'on peut étendre ce résultat aur champs B vérifiant
liminf B(z) > 0.

|z| =400

2) Les potentiels Vi et WX ont le méme signe & linfini, et la méme
décroissance a l’infini. Si V1 est a support compact, quitte a choisir AL
assez grand en module, on peut supposer Vi et W de méme signe. Par
la suite, on montrera que n (A, W) ne dépend que de X\ et de la classe
du potentiel W. Les inégalités ci-dessus permettront alors d’obtenir
Uasymptotique de N(A,1 — XD — V) et N(14+ X\, A|Dp — V) quand
A — 0T,

3) Pour mener les calculs de 'asymptotique de la distribution des valeurs
propres s’accumulant prés de +1, on supposera que Vi est de signe
constant o Uinfini, ainsi si Vi > 0, les potentiels Vi et |Vi| seront
égauz hors d’un compact.
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4) Le second encadrement donnera un équivalent dans le cadre d’un po-
tentiel Vi négatif (hors d’un compact).

5) Avec un champ B tendant vers —oo, on obtiendra les mémes enca-
drements en utilisant Pg la projection sur Ker(D%).

A l'aide de I’étude des valeurs propres de 'opérateur PV} P, on va étre en
mesure d’établir des résultats sur les asymptotiques de N (A, 1 — A\|Dg — V)
et N(14+ X\, A|Dp — V) pour un certain § €]0;+o0] :

B € CY{R2 R) tel que B(z) = By(x) + ¥(x)
avec ¥(x) = O(|z]|9%) quand |z| — oc.

(M rna(6) {

De méme que dans [43], on va s’intéresser aux classes de potentiels suivantes :

o Copt 1= {V € M :supp(V') compact et contient un ouvert non vide}
On dira que V vérifie (H,) si Va vérifie (Hy ), et Vi € Ceps.

e G(u,B) = {VGM:ln|V(m)| ~ —,u\:c|2ﬂ} ot u >0, B R}

|x|—o00
On dira que V vérifie (H, . g) si Vo vérifie (Hy) et Vi € G(u, ).

Méme si les inégalités fournies par la Proposition 2.1 ne nécessitent pas
d’information sur le signe du potentiel Vi, on fera les calculs sous 'une des
deux conditions :

(H,) Le potentiel V7 est positif hors d'un compact de R?,
(H_) Le potentiel V; est négatif hors d’'un compact de R2.

On va scinder le Théoreme 2 de 'introduction en deux énoncés :

Théoreme 2.2.
Soient B satisfaisant (Hp ~rha(9)) pour un 6 €]0;+o00[, Vo € M et Vi € Cept
vérifiant Vi positif et (A_, A4) €] — oo; 1[x]1; +o0].

d+2 |In)|

Alors on a quand X | 0 : NA— 1= ADp = V) ~ "2 In|lnAl’

Si le potentiel Vi est négatif, alors on a quand X\ | 0 :

d+2 |In)|
NI+ MNAL D —-V) ~ Tm
On établira ce résultat, comme application de la Proposition 2.1, en
étudiant les valeurs propres de 'opérateur PV, P en 3 étapes :

o On commencera avec notre champ magnétique modele B, et un poten-

tiel électrique modele, a savoir la fonction indicatrice d’une couronne.
o Ensuite on étendra ce résultat a toute la classe Cep, en considérant

toujours le champ By.
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o Enfin, en se basant sur un résultat de N. Benkirane [6] sur les solutions
de I’équation Ay = B, on obtiendra la proposition ci-dessus a 'aide
d’une méthode variationnelle.

Sur un méme schéma de démonstration, on s’occupera également des
potentiels électriques a décroissance exponentielle :

Théoreme 2.3.
Soient B satisfaisant (Hp~rha(5)), Va € M et Vi € G(u, B) satisfaisant
(H4) et (1, A, Ay) €]0; +o0[x] — 003 1[x]1; +oo].
e Si20>d+2,6 >0, alors on obtient quand A | 0 :
Bld+2) |ln)
28— (d+2)In|ln )|’

e S5i28=d+2,0>0, alors on a quand A | 0 :
d+2 |In Al

2 d+2)2\
In (14 H42°)
e Si20<d+2,6>d—20, alors on obtient quand X\ | 0 :

d+2
b [In A\ 26
NA_,1=-ADp—-V) ~ d+2< . > )

Les équivalents de N (A_,1 — A\|Dp — V) et N(1 + X\, A+|Dp — V) sont
identiques, on choisit de ne traiter que les V73 > 0 pour le Théoreme 2.2,
et V4 vérifiant (H4) pour le Théoreme 2.3. Avec des potentiels V; négatifs
(resp. négatifs hors d’un compact), une accumulation de valeurs propres a
droite du point +1 serait créée et I’on possederait le méme équivalent.

NA_,1-XDp -V) ~

N(A_, 1= ADg —V) ~

2.1 Etude du noyau de Dy — 1

A la section précédente, on vient de ramener le probleme a I’étude du
spectre de 'opérateur compact PV1P. Pour faire cette étude, on va commen-
cer par déterminer une base orthonormée (b.o.n.) de Ker(Dp). Pour cela, on
considere ¢, solution de I’équation Ay = B. Quitte a faire un changement de

dp 0
jauge, on supposera alors que le potentiel magnétique A est <—gp ('0>.

(91’2’ 8:E1

Lemme 2.4.

1) [[21], Théo 2] H, = {(g

est un s.e.v. fermé de L2 (Rz, (C2).
2) [[17], section 2.4.1] La dimension de ce s.e.v. Hy, est indépendante du
choiz de la solution considérée de Ap = B.

3) On a H, = Ker (Dp — 1).

> €D (Dp): f=ge ¥ ou g est holomorphe sur (C}
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Démonstration. On a les équivalences suivantes

¢€K€T’(DB—1) = Y= <£> ED(DB) et DB(f) = Op2

= Y=
= Ai(2)) +i(D2 = Az(2))] (f) = Or2
) ) et e”?[Dy +iDs](fe¥) = O

ﬂ

— =

||
AAA@A

f
0
g) eD ]D)B et (D1 + Z.DQ)(few) = Op2
'g) € D(Dp) et (D1 +iD3)(fe?) = 0pr.

Pour la suite, on pose v := fe®.
L’opérateur différentiel Dy + iDs étant un opérateur hypoelliptique, on ob-
tient que

suppsing((D1 + iD2)v) = suppsing(v) ie. suppsing(v) = @.

Ainsi v et (D1 +iDs)v appartiennent & C°°(R2, C). Mais (D1 +iD3)v = Op,2
entraine également que (D1 +iDs)v(z) = 0 presque pour tout z € R2. Donc
on obtient pour tout x € R?, (D +iDs)v(x) = 0, i.e. que v vérifie la condi-
tion de Cauchy-Riemann.
Par conséquent, la fonction v est holomorphe (en la variable x1 + ixy) sur
C, et on en déduit que {f e L2 (]R2,(C) : f = ge” ¥, g holomorphe sur C}
coincide avec Ker(Dp), et H, s’identifie & Ker(Dp — 1). O
Exprimé en coordonnées polaires (p,#), le laplacien sur R? s’écrit 6§ +

1
-0, + —283. Pour un champ magnétique B radial, on recherche ¢ radiale et

I’'on notera ¢(p) a la place de ¢(p, ). L’équation devient alors

1 1
(ag - pap) p=B e ;ap (p8p) ¢ = B.

On obtient ainsi pour p # 0 :

olp) = /Opt/ol uB(tu) du dt

1
¢p) =p / uB(pu) du

0

1
¢"(p) = Blp) - /0 uB(pu) du .
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Le champ B étant continu, en prolongeant cette fonction par ¢(0) = 0,
¢'(0) = 0 et ¢"(0) = $B(0), on obtient une solution de classe C? sur R2. De
plus, dans le cas d’'un champ B vérifiant B(x) ~ By(z) quand || — oo,
on a les asymptotiques suivantes quand p — oo :

e(p) ~ <d+b2)2pd+2 (2.1)

b d+1
~ a2’

d+1
1 ~ b d'
©"(p) P

¢'(p)

Pour la suite, on va noter b= ﬁ et choisir de travailler en utilisant les

coordonnées polaires.

Lemme 2.5. ‘
Si B € CY(R?,R) est radial et Cp, = | pme™ e 7L, alors la famille

(C’B,npnemee*@(p))neN est une b.o.n. de Ker(Dpg).

Remarque. Les éléments de cette b.o.n. seront notés Qy,.

Démonstration. On va montrer que l'espace de Hilbert Ker(Dp) admet la
famille (Cp n(21 + iw2)"e™%), .y comme systeme orthonormé. Par définition
des Uy, les éléments @), sont normés. De plus, ¢ étant radiale, on obtient
que (Qn, Qm) = dpm. Il reste alors a voir que la famille orthonormée (Qy, )nen
vérifie [Vect(Qr; k € N)|+ = {0}.

Soit f € Ker(Dp) telle que pour tout k € N, (f, Qx) = 0.

Comme f € Ker(Dp), il existe v fonction holomorphe sur C en la variable
r1 + ixo telle que f = ve™%. En passant en coordonnées polaires dans les
produits scalaires (f, Q), on obtient que pour tout k € N,

0 = Cpy / / F(p,0)p* e Me=2P)dpdp
(0,00) x (0;27)
(0,00) x (0;27)

00 2
CB,k/ Stle=20(0) [/ v <pei0) eikq‘)dg:l dp.
0 0

Comme v est une fonction entiere, on peut la développer en série entiere :
o0

v(z) = g aqz? oli la convergence est uniforme sur toute boule de rayon fini
q=0
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centrée a l'origine. Ainsi

27 2 90 0 27
/ U(pez‘@)e—ikﬁdg — / Z aq <p6¢9>q k0 g — Z/ aqpqei(q—k)éde
0 0 0
q=0

q=0

oo
= Zaq2775qk = 2may,.
q=0

(o)
On en déduit que pour tout k € N, 0 = 27Tak./ pkﬂe*w(p)dp.
0
Comme pour tout £ € N, fooo pk“e*w(p)dp # 0, on obtient que tous les
coefficients a; sont nuls.
Par conséquent, v est la fonction nulle, et donc f = 0.
On en conclut que la famille (Qy,)nen forme bien une b.o.n. de Ker(Dp).

O]

Pour calculer 'asymptotique de n4 (A, PV1P), on va utiliser des poten-
tiels radiaux modeles. En effet, si V_ < V < V4, le Principe du Min-Max
assure que la n® valeur propre de 'opérateur compact PVP vérifie I’encadre-
ment i, (PV_P) < pn(PVP) < pn(PV4P), et ainsi pour tout A € RY,
on any(A PV_P) < ny(N\,PVP) < ny(A\ PVLP).

En travaillant avec des potentiels V; radiaux, la matrice de PV P, exprimée
dans la base (Qn)nen, est diagonale et plus précisément les coefficients de
cette matrice sont donnés par (Q;,VQr) = 0 (Qk, VQk). Ainsi les va-
leurs propres de l'opérateur PVP sont exactement les produits scalaires
(Qr, VQr).

Pour la suite, on notera par (7x(V'))ren la suite de ces valeurs propres. A
priori, 7;(V') n’est pas égale a ui(PV P), i.e. la suite (7x(V))ren n'est pas
nécessairement décroissante. Mais on a la relation

ne(\MPVP) = #{keN:y(V) > A} = #{keN:lny(V)>InA}

qui permettra d’obtenir un équivalent de ny (A, PVP).

Déterminer In~; (V) ou 74 (V) va nécessiter des renseignements sur les
constantes de normalisation Cp,,, ce sera I'objet du prochain énoncé :

Lemme 2.6.

1) Si B = By, alors il existe co €]0;400[ tel que pour tout n € N,
2m F(%ﬁf) 9 2w F(Zcﬁf)
d+27(25)2;f22 —c < Cp5, < d7—|—27(2'5) eTE + Co-
2) Si B = By et a €]0; +00|, alors on a quand n — oo :

Cion N (25)5&( 2n >di2
CB,n—l—a d+ 2 ’
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3) Si B est radial et quand |x| — oo, B(x) ~ By(x), alors quand n — oo,

Inn.

on a : InCp,p ~ “dT2

Démonstration.
e En revenant a la définition de By, on va utiliser 1’égalité

_ 1 )
Cg2 =27 /00 p2n+1€—2bpd+2dp + 27r/ P2l (6—2%(,3) B 6_26p4+2) .
? 0 0

oo
En effectuant un changement de variable dans l'intégrale / tle= " dt, on

0
peut se ramener a l'intégrale définissant la fonction I' et obtenir la formule

q+1

ba

o r(z)
/ tle " dt = AFSY (a,p,q) € (RL)*x] — 1;4o00]. (2.2)
0

De plus, pour tout n € N,

1 ~
/ p2n+1 <e*290d(,0) _ 672bpd+2) dp
0

En posant ¢y := 27 sup ‘6_2%(75) - e_%td”‘ et en appliquant (2.2), on abou-
te[0;1]

tit a 'encadrement désiré.

e Le second résultat s’obtient en utilisant la formule de Stirling

1 ~
< / ’672¢d<p>_e—2bpd+2 dp.
0

k
(k) = <IZ> Vork (1+O0(k™) quand k& — oo.

e Soit ¢ > 0. D’apres (2.1), il existe R, €]0;+00] tel que pour tout p > R.,
(I —e)palp) < @(p) < (1 + €)pa(p). Ainsi on obtient I’encadrement

R
C(li—e)B o 27r/0 2n+1 [6—2<p(t) _ 6—2(1+€)<pd(t)}dt < Cg’zn
Re
CB 0(12 B i 27r/ 2n+1 [6—24,0(15) _ 6—2(1—5)%(0}&.
" 0
En posant Cei =21 sup ‘672@(25) — e*(lg)“’d(t)‘, et en utilisant la formule
te[0;Re]
(2.2), on obtient ’encadrement
T <2n+2)
21 d+2 _ R2n+20_ < C§2
€ € ~N
(1+¢) a2 (20)05 (d +2) "
2 r (2552)
_ ™
Cp2 < + R0, (2.3)

(1—e)de (20) 42 (d+2)

D’apres la formule de Stirling, on obtient alors quand n — oo :
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2n +2 2n
In(T = 1 1 1)].
(1 (322) - b o
Ainsi en passant au logarithme népérien dans (2.3), on obtient 1’existence
d’un rang ng(e) € N tel que pour tout n > ng(e),

2 2
(1—5)df2lnn < ln(C’];?n) < (1+4¢) " inn.

d+2

Et ceci pour tout € > 0. Par conséquent quand n — oo :

2
In (015,271) ~ d—f2 Inn.

Ceci acheve la preuve. O

2.2 Perturbation a support compact

Etape 1

On établit un résultat pour les potentiels modeles de la classe Cept 2
savoir les fonctions indicatrices de couronnes de R2.

Lemme 2.7.
Si B =By etV = cxjap/(|-]) avec (c,a, B) € R xRy xR et v < 3, alors
on obtient quand A | 0 :

d+2 |In)|

\PVP) ~ 2T° .
n+(X PVP) 2 In|In A\

Démonstration.

En posant ma, g4, = min,c(q,g] e~2#0(P) | on peut alors minorer (V) =

B
27700123‘17”/ 2 He20000) qp par QWCC%d’nma’g’cpd ff p*"ldp, ie.
(63

27TC ma»ﬂﬁod

>
WmV) 2 =5 5

(32172 — a® O (2.4)

Pour obtenir une majoration de 7, (V'), on étudie la fonction F,, définie sur
10; +00] par Fy(p) := p?" e 2#4(P) (lest une fonction de classe C! sur
]0; +00] qui admet pour dérivée

/

Fp(p) = [2n+ 1 —2pg(p)] p*re 204,

En définissant G(p) = 2pg(p), on a I’équivalence

po(n) est un point critique de F,, <= 2n+ 1= G(p).
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La fonction G est dérivable sur ]0; +oo[ avec G'(p) = 2pBy(p). Comme By
tend vers U'infini en l'infini, on obtient I'existence d'un p; €]0; 00| tel que
pour tout p €lp1;+oo], G'(p) > 0. Par conséquent, il existe ng € N tel
que pour tout n > np, on a l'unicité de la solution po(n) de 1’équation
2n+1=G(p).

La stricte croissance de G entraine que nh—{& po(n) = +oo. Donc il existe
ny = no tel que pour tout n > ny, po(n) = G.

De plus, pour tout n > nj, F), est croissante sur ]|0; po(n)] et décroissante

sur |po(n); +oo[, ce qui assure que pour tout n = ng, v,(V) est majoré par
2me(fB — a)C%d’nFn(ﬂ), d’out

(V) < 2me(B—a)Ch, 57 e 200, (2.5)

A Taide des inégalités (2.4) et (2.5), on peut alors minorer In~, (V) par

In (2mema g.p,) —In(2n+2) +21n (Cp, ) + In(B*1? — a®**?) et le majorer

par In (2mc(8 — @) — 2p4(5) + (2n +2) In(B) + 2In (Cg, n)-

Soit § €]0;1[. Comme § < 1, on a In [1 — (%)2””} = 0(1) quand n — oc.

D’apres le lemme précédent, on obtient qu’il existe ng(d) > ng tel que pour

tout n > ng(9)
—(1+9)

nlnn.

nlnn < Invy,(V) < —(1-9)

d+2 d+2

On a alors 'encadrement

1
# {n e N*: —Zdignlnn > ln)\} —np(d) < ny(\, PVP)

ny(A, PVP) < # {n eN*: —2;;(;nlnn > In )\} +no(d).  (2.6)

On peut conclure en utilisant le résultat suivant :

Lemme 2.8. [[34], Lemme 6.3]

1
Quand pu ] 0, ona: #{neN:n™">pt ~ ln‘ﬁﬂi\'

Ainsi pour 7 €]0; +00[, on a

#{neN:—mnlnn>InA} = #{neN:—nlnn>Llni}
= #{nEN*:—nlnn>ln</\%>}.

On en déduit que quand A | 0 :

#{neN:—mmlnn >} ~ ——— 1.
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- N 1 |In Al

D’ott quand A | 0, on a : #{neN:—mlnn>InA\} ~ — )
71n|In Al

D’apres 'encadrement (2.6), pour tout 6 €]0; 1], il existe Ag(0) €]0; +oo] tel
que pour tout A €]0; \g(d)[

d+2 |InA|
(1=20)= In|In Al

d+2 [InA
< nq%fWT)5§(1+2&2hthT

Ceci étant vrai pour tout d €]0;1[, on en conclut que pour A | 0 :

d+2 |In)
”ANPVH’“‘gfm“mw

Etape 2

On étend maintenant le Lemme 2.7 & toutes les fonctions V' a support
compact :

Lemme 2.9.
SiB=DBq, V €Cepy et V=0, alors on a quand X | 0 :

d+2 |InA
”“%Pwﬂ““QleM‘

Démonstration.

Le potentiel V étant positif et & support compact, il existe (34, c;) € (R%)?
tel que V< C+X{x€R2:O<|x|<ﬁ+}'

Ainsi ny (X, PVP) < ny (X PeyXiper? o<ja|<gs P) -

Soit ¢ €]0;1[. D’apres le Lemme 2.7, il existe A\g(d) € R% tel que pour tout
A €]0; Xo(9)],

d+2 |In)|

7’L+()\, PC+X[O;,@+}P) +C < (1+5)T]n’1n)\’

Ainsi pour tout A €]0; \o(d)[, on a ny-(\, PVP) < (14 6)%&11&?‘)\'.

Pour minorer n4 (A, PVP), la difficulté intervient si 0 n’est pas dans le
support de V. En effet, si 0 € supp(V'), on minore V' par une fonction du
type c— X{zer?:0</|<4_} €t on conclut comme lors de la majoration. Mais si
0 ¢ supp(V'), on n’est pas str de pouvoir minorer V' par une fonction radiale
V_, et par conséquent, la difficulté est de déterminer les valeurs propres de
I'opérateur PV_P associé a ce minorant.

Pour palier au cas ou 0 ¢ supp(V'), on va utiliser une méthode variation-
nelle apres avoir translaté V' pour obtenir un potentiel tel que 0 appartienne
a son support. On va procéder comme suit :

Soit xg = (a:él),x((]Q)) un point de l'intérieur du support de V. On définit
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Vo le potentiel & support compact tel que V(z) = Vy(x + x¢). Ainsi 0 €
supp(Vp). On remarque que

/(W( J+i®)pe Q“Dd(x)dx:/ 0@ F ™ +iy® — z)Pe 2P0 Wy

R2 R?2

(2.7)
ou 'on a posé zg = :cé ) + zx(() ) et Po = npd( — x0).
Le champ magnétique associé & @g est B:= By(- — o), Be(! (R%,R). On
va noter respectivement Pp et Py les projections orthogonales de L?(R?%,C)
sur Ker(Dp) et Ker(Dg). Les opérateurs Dp et Dz étant unitairement
équivalents, a l'aide de la conjugaison par 'opérateur de translation 7, :
f(x) — f(z — o), on en déduit que ny (X, PV Pp) = ny (X, P3VoPp).
Comme pour |z| — 00, @o(x) ~ @g(x), il existe Ry €]0; 4o00[ tel que pour
tout |z| > Ry, 3pa(z) < Po(z). Ainsi il existe ¢ € C?(R?,R) tel que pour
tout |z| = 2Ry, ¢—(2) = 350(z).
Par analogie avec la notation des espaces de Segal-Bargmann, [21], on note
par HL?(C, e=2#) I'espace des fonctions holomorphes en la variable 1 + izo
qui sont dans l'espace & poids L?(e~2#dx), i.e.

HL*(C,e ) = { f holomorphe sur C en z + iy : fe™¥ € L*(R*;R)}.
L’inégalité e 290 < e~ 2#~ entraine HL?*(C,e 2#~) C HL?*(C,e %),
Comme ¢_ est de classe C?, on définit B_ := A¢_. On note par Pg_ la pro-
jection orthogonale de L*(R?;C) sur le s.e. {fe %~ : f € HL*(C,e 2%-)}.
De plus V tendant vers 0 a l'infini, 'opérateur Pg_V Pp_ est compact. Ainsi
en appliquant le Lemme A.4, on note que ny(\, PgV Pp) est égale a

max {dim(L) : £ C Ker(D(B));Vu € £L\{0}, (PgV Pgu,u) > A|u|®*} =
max {dim(F) : F € HL*(C,e 2?);Vf € F\{0},(Vfe %, fe ?) > || fe ?|]*}.
On a (Vfe ?, fe ) =(Ve 2Pom¢-) femo= fe=o=) et || fe 0| > || fe=#-||.
En posant V'~ := Ve 2(%0=¢-) on obtient alors
(V™ feme=, femo=) > Alfe=|P) = ((Vie, fem#) > A fe=?]2).
Ainsi on en déduit que 'on peut majorer ny (A, PsV Pp) par
max { diim(F) : F € HL*(C,e **);Vf € F\{0},
(V™ fem#, femo ) > Al fe™# |}

De plus, Vinclusion HL?*(C,e=2%-) C HL?*(C,e ?%) permet de majorer
n4 (A, PgV Pg) par

max { dim(F) : F € HL*(C,e 2%~ );Vf € F\{0},
(V™ feo=, fem#=) > A fe |12},

Par conséquent, on obtient ny (A, PV Pg) < n4 ()\ Pg V™ Pp_ ) D’apres
le Lemme 2.7, quitte a remplacer By par B_, on en déduit que pour A | O :
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d+2 |In)
ni(\ PpVPg) ~ — = TTEA

Etape 3

Pour cette derniere étape, on va démontrer la Proposition 2.2 en utilisant
un résultat de N. Benkirane sur la surjectivité du Laplacien. L’énoncé qui
suit est la version pour lopérateur A = A, présent dans [[36], p24]. Les
espaces de Holder & poids C¥ + (R?) sont définis par :

(i) <z >otel 9oy € L®(R?),Va € N2, |a| <1

u € CH(R?) = { (i) sup < g >otlaltn W <+00.
<y>L2<r><LA<y> Y
z#y, |a|<l

Lemme 2.10. [[6], Prop VI.3]
Lapplication A : CET*(R2) — Ch. 5 (R?) est surjective sia < 0, a ¢ Z
et p €]0; 1[.

Comme ¥ € CH(R%;R) et ¥(z) = O (|z|°) quand A | 0, on a ¥ €
Cﬁ(d_é) (R?). Quitte & remplacer & par 5 €]0; [, on peut toujours supposer
que d— 6 ¢ N.

D’apres le lemme précédent, il existe donc ® € C* +d27 5)72(R2) solution de
I’équation A® = U. Ainsi ¢ := ¢g + ® est solution de ’équation Ap = B.
Comme pour A | 0, on a ®(z) = o (po(x)), il existe Ry €]0; +o0] tel que pour
tout || > Ro, on a 3po(z) < p(2) < 2pp(z). Ainsi il existe deux fonctions
@0+ € C%(R?%;R) telles que pour tout |z| > 2Ry, o+ (x) = 25 pg(x).

Comme e 2%+ < e72%9 < e~ 2%~ hors d’un compact, on obtient les inclusions

HL*(C,e 2%-) ¢ HL?*(C,e %) c HL?(C,e %+). (2.8)

Comme ¢+ est de classe C?, on définit B+ := A¢+. On note par Pp, la pro-
jection orthogonale de L?(R?; C) sur le s.e. { fe %+ : f € HL*(C,e 2#%)}.
Comme Vj tend vers 0 a I'infini, les opérateurs Pp, V1 Pp, sont compacts.
En appliquant le Lemme A.4, on obtient les égalités

ny(X\, PgViPg) = max{dim(L): £ C Ker(D(B));Yu € £\{0},
(PpV1 Ppu,u) > /\HuHZ}
= max {dim(F) : F € HL*(C,e **);Vf € F\{0},
(Vife™?, fe=%) > A fe?|?}.
On a (Vife™®, fe @)= (Viem2#¢+) feme+, fe=?+) et || fe=?|| > || fe=#+||.

En posant V1+ = Vie 2(#=%+) on obtient alors

((Vifem®, fe=) > N fe™®|?) = (V" fe™#+, fe7#4) > Al fe™#+|]%).
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Ainsi on en déduit

ny (X, PpViPp) < max { dim(F) : F C HL*(C,e 2?);Vf € F\{0},
(it fe 9, fe=90) > M| fe=#+|?}.

De plus, d’apres 'inclusion (2.8), on a

n+ (N, PpViPp) < max { dim(F) : F C HL*(C,e 27+);Vf € F\{0},
(Vi fem#*, fe#+) > A fe=#+|1°}.

Par conséquent, on obtient ny (A, PgV1Pg) < ny ()\, Pg, V1+PB+). On fait
de méme pour obtenir la minoration ny (A, PgV1Pg) > n4 ()\, Py Vl_PB_)
ot V|~ 1= Vje 2(¢=¥-),
Les potentiels V7, VljE étant tous dans la classe C.p, d’apres 'étape 2, on en
déduit que pour A | 0 :

d+2 |InA|

n+ (>\7PBV1PB> ~ 2 ln|ln)\]

Ainsi on obtient bien asymptotique annoncée pour N'(A_,1 — A|Dp — V).
En faisant de méme avec Vi < 0, on obtient le méme équivalent pour
N (14 XN AL|Dp —V), et le Théoréme 2.2 est démontré.

En reprenant cette troisieme étape, on peut étendre ce résultat :

Corollaire 2.11.
Soient B € C1(R% R) tel que B(x) H—> +00, V € Ceopt avec Vi = 0 et
|—0o0
A_ €] — o0 1]
On suppose qu’il existe (b_,by,d, R) €]0;+oo[* et ¢ solution de Ap = B
sur R? tels que pour tout |z| > R, b_|x|™? < o(z) < by|z|92.
d+2 |In)|

Alors quand X | 0, on a : N(A_,1 = ADp —V) ~ "2 In|lnA

2.3 Perturbation a décroissance exponentielle

Les potentiels modeles utilisés pour ces classes G(u,3) sont les gaus-
siennes fo) définies par G,(f) () = e~Hl=” On va étre amené & distin-
guer trois cas suivant la rapidité de décroissance de GEF ) par rapport a
e~2%. Dans le cas des potentiels Vi & décroissance exponentielle rapide (i.e.
23 > d+2), les valeurs propres de 'opérateur décroissent exponentiellement

et la connaissance de I’équivalent du Lemme 2.6 (deuxiéme partie) va nous

permettre de conclure. Dans le cas ou GEF ) et e=2¢ décroissent aussi rapi-

dement vers 0 (i.e. 26 = d + 2), on obtiendra le résultat par application de
la formule (2.2). Enfin, pour la derniere situation, on se servira d’une étude
de phase type “Laplace” a I'image de G.D. Raikov et S. Warzel dans [43]
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pour obtenir une majoration des 7, (G,@) et de I'[négalité de Jensen pour

en avoir une minoration.

Lemme 2.12. [LL, Théo 2.2] Inégalité de Jensen
Soient J une fonction convexe de R dans R, 7 une mesure positive, )
un ensemble T-mesurable tel que 0 < 7(Q) < oo, et f € LY(Q,R).

On note pour g € LY (L, R), {g) := 7(19) /Qg(t)dT(t).
Alors (Jo f) = J((f))-

2.3.1 Casou23>d+2
Etape 1

Lemme 2.13.
Si B= By et (u,f) € Rix]%; +ool, alors on obtient quand X\ | 0 :

B(d+2) |ln)
26— (d+2) In|In A’

n. <>\, PGf@P) ~

Démonstration.

Les valeurs propres de 'opérateur PGE;B )P sont données par les quotients

= ont1 e—HP*? o=20(p)
p dp

n (6f2) = /

2n+1 —2<p )dp

En définissant ¢,, par ¢.(p) := ¢(p) + §p25, on a alors ,(p) ~ %p%
quand p — oo. D’apres le Lemme 2.6, on obtient quand n — oo :

e n
In (/ p2"+1e_2“0“(”)dp> ~ —lInn
0 B
2n

t 1 >~ 2n+1 72<p(p)d ~
N

Inn.

Soit ¢ €]0; 1[. 1l existe donc np(d) € N tel que pour tout n = ng(J), on ait

d+2-25 (9) _5iFr2-28
(1+49) B+ 2) nlnn < ln<7n (Gu )) < (1-9) 5+ 2) nlnn.
d+2-20

Onmlnoren+()\ PG )par#{n eN:(1-9) 5 +2) nln(n) > ln)\}

d+2—-20
————nln(n) >1nA;.
Tz i) > A
Mais d’apres le Lemme 2.8, on a vu que si 7 > 0, alors pour u | 0,

1 [Iny|
N:—7mnl 1 ~ = .
#{n e tnlnn > Inu} T T ol

et on majore n ()\, PGEpP) par # {n eN:(1+9)
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Par conséquent, il existe Ag(d) €]0; 1] tel que pour tout A €]0; A\g(d)[, on ait
les inégalités

| d+2-23 B(d +2) I\
‘ +2-92 +2 n
Donc il existe A1(6) €]0; Ao(0)[ tel que pour tout A €]0; A1 ()],
B(d+2) ||

(1 - 20) < ny ()\, PGELB)P)

B(d+2) |In)|
20— (d+2)In|ln )|’

20— (d+2)In|ln )|
n+(A,PG£F)P) < (1+20)

Et ceci pour tout ¢ €]0; 1[. Par conséquent, on obtient quand A | 0 :

Bd+2) |
26— (d+2)In|lnA|’

n. <)\, PG}@P) ~

Etape 2

Lemme 2.14.
Si B = By, V € G(u,3) avec (1, 3) € Rix]%;—i—oo[, V' wvérifiant (Hy),
alors on a quand A\ | 0 :
B(d+2) |In)
28— (d+2)In|In A’

ny(\, PVP) ~

Démonstration.
Soit & €]0; [. Comme V' est positif & I'infini, il existe (Cs*, Rs) € (R%)?
telque V7 < V< V3b oo ViE(@) = Gy (0) £ Cf o gy (|2). Ainsi

ny (X, PVsP) < ny(N\,PVP) < ni(\PVyP).

On a pour tout & € N, (V(;i) = Yk (Ggfﬂ)Fé) ) + C’gtwk (X[O,Rg])' D’apres

les calculs des Lemmes 2.7 et 2.13, on a (X[O,Ré]) e o (’Yk (GEQF!S)M))'

Donc il existe ko(d) € N tel que pour tout k > ko(0),
(=0 (Gs,) < w (V) < (+0m (G1hs,):

Donc ny (A, PV5TP) < # {n eEN:(140)ym ( (1-6) ) } 0(0). Le Lemme
10;

2.13 entraine qu’il existe Ao(d) € R’ tel que pour tout A €]0; Ao(d)[

B(d +2) ‘ln 1+5)
20— (d+2) '
B—(d+ ln‘ln s

ny (A, PVsP)+C < (1+496)
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Ainsi il existe (M4, A\1(0)) € (R%)? tel que pour tout A €]0; \1(4)],

B(d+2) |
26— (d+2) In|ln A’

ny (A, PVHP) < (14 M,6) (2.9)

De méme, il existe (M_,A2(0)) € R} x]0;A1(0)] tel que pour tout A €
10; A2(6)][

B(d+2) |In}
26— (d+2) In|ln\|’

ny(A1+¢e),P(1—e)V;P) > (1—M_5) (2.10)

On déduit donc de (2.9) et (2.10) 'asymptotique recherchée. O

Etape 3

Dans le cadre des potentiels électriques a décroissance exponentielle
rapide, la troisieme étape est rigoureusement identiquement a celle pro-
posée lors d’une perturbation par un V a support compact (section 6.3)
car 'asymptotique dans le Lemme 2.14 ne dépend pas du coefficient b, mais
uniquement de 3 et d.

De méme que pour les potentiels a support compact, on peut écrire le
Corollaire suivant :

Corollaire 2.15.
Soient B € CYR% R) tel que B(x) | T +o0, V € G(u, B) avec Vi vérifiant

(Hy) et (u,B) E]O;—f—oo[x]d#;-i-oo[, (A_,A}) €] — o005 1[x]1; +00].
On suppose qu’il existe (b_,by,d, R) €]0;+oo[* et o solution de Ap = B
sur R? tels que pour tout |z| > R, b_|x|™? < p(z) < byl|z|42.

2 1
SiVi =0, alors quand A | 0 : N(A_,1-A\|Dp—V) ~ 2;£d(—§+)2) lr‘l H:\L\

2.3.2 Casou?2f=d+2
Etape 1

Lemme 2.16.
Si B est radial tel que pour |x| — oo, B(x) ~ Bg(x) et p € R, alors on a
quand X | 0 :

(42 d+2 | In Al
" (A’ PGy P) T @22y

Démonstration.

d+2

o
De nouveau, on a vy, (GEL?)) = QWC%W/ p2”+1e_(“pd+2+2¢(p))dp et
0
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on note par I, l'intégrale précédente.
Soit £ €]0;e0[ out g9 < 1.
D’apres 'équivalent (2.1), il existe c. € R% tel que pour tout p €]0; 4-00]

{ (1—e)2bp™*? —c. < 2¢(p) < (L+2)20p™2 +c.
<

(=) (p+2b)p™2 —c. < pp™?+ 20(p) (1+e)(u+ 2b)p% + ..

Ceci permet, en utilisant la formule (2.2), d’aboutir a ’encadrement suivant
valable pour tout n € N

2n+2
2n+2 r ( d+2 )

e “(1+¢e) a2 — s < I
(11+26) 7 (d +2)
r (2£z+2)
_ 2n+42 +2
I, < e“(1+¢) a2 —nT3 .
(p + 2b) a2 (d + 2)
Ainsi pour tout n € N,

- QC'lrL+2 . 2c'ln+2
. +2 dt2 +2

—2e. |1—€ 2b~ < Vn(GL2)> < o 1+e¢ Qb~

L+ep+2b L—ep+2b

o 1+e _
Or il existe ¢g € R% tel que pour tout ¢ €]0; g, T2 < 1+ cpe et ﬁ >

1 — cpe. D’ot pour tout n € N,

- 2n+2 - 2n+2
20 | 26 |
e | (1 - coe) = Yn (G;(F)> < € | (14 coe) =~
w4 2b w20
. 2n+2
(4£2) 2 2 |
On minore n4 (x\,PGM 2 P) par # ¢ n € N:e %= | (1 — ¢pe) — > A
w20
2n+2
d+2
et on le majore par # { n € N : €2 | (1 + coe) — > A
w2
o 2n+2
Or I'expression (x) e®2¢ [(1 + cpe) Mi—bﬁ} > X est équivalente &
2 + 2 2b
+2¢. + nt In(1+cpe)+1In =~ || >InA.

En notant (%%) la quantité entre crochets ci-dessus, et en remarquant que

2b
~ < 1, pour gq suffisamment petit, on a pour tout € €]0;ep[, (xx) < 0.
w20
Ainsi
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(*)<:>n<d_;2 In X\ F 2¢. s
In(1+cee)+1In (uj—l;z)
Il existe ¢; € R% tel que
In 27};»« In 27};,,
7 pt2b <1+4cie et 7 pt2b > 1—-ce.
In T +1In (1 + coe) In T +1In (1 — coe)

De plus, il existe ca € R% et Ag(e) € R} tels que pour tout A €]0; Ao(e)],

a+2 InA\—2c. —2 < 1+ coe d+2 |1n)\~|
2 In(1eos)+in( 27 ( " HTﬁ%g'
d+2 In A4-2c¢ _ -9 > I—CEdﬁ LA
2 In(1—coe)+In (227 ( )% |In 22
2b o .
Comme |In —| =1In {1+ =), on obtient pour tout A €]0; \g(e)][
w20 2b
In )| (42) d+2 | )
(1—628)% | < ny ()\,PGM P < (1+CQ€)T .
n(1+5) (i)
Ceci est vrai pour tout € €]0;eg[ et acheéve la démonstration.
O
Remarque. Si le champ magnétique vaut B(x) = blx|?, alors on a une
~ 2n+2
(H2) (452) 2b a2
formule explicite des vy <Gu 2 ), a $avoir yp (Gu 2 > = = .
w20
2b : (452) Lo
De plus, comme =~ < 1, la suite | vnGp ? est alors décroissante
w420 neN

d+2
R

N o ( _ (4%
a partir du rang n =0, i.e. v, | Gu = un | G .

Etape 2

Lemme 2.17.
Si B est radial tel que pour x| — oo, B(z) ~ Bqy(x) etV € G(u, 2) avec
p € R% , alors on obtient quand X | 0 :

(&2 d+2 | In A|
n4 <A, PGM 2 P> ~ 9 (d+2)2 .
In (14 442°)

Démonstration.
On raisonne comme pour le Lemme 2.14. Soit § €]0; %[ Il existe (C5*, Rs) €
(R%)3 tels que :
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Vi <V <V on Vi) = Gy () £ Cixpo,ny (l2])-

Il existe ko(d) € N tel que pour tout k > ko(0)
(=0 (Gg,) < (V) < +0m (GlLs,)-

Puis en utilisant I'inégalité ny (A, PVy P) < ny (A, PVP) < ny (N, PVy P)
et le Lemme 2.16, on aboutit a 1’équivalence recherchée. O

Etape 3

En appliquant le Lemme 2.10 a la fonction ¥, on en déduit qu’il existe
dc C! _(ngi 5)72(R2) solution sur R? de I'équation A® = W. Donc il existe
m+ €]0; +oo| tel que pour tout 2 € R?, —m_|z|#270 < ®(x) < my |z|TH279.
On pose o1 1= g £ ms|z|?79 On a pr € C?(R%R) et on note By :=
Ayp_. D’apres 'inégalité ci-dessus, on a ¢_ < ¢ < 4 et donc les inclusions

HL*(C,e %%-) ¢ HL*(C,e **) c HL?*(C,e %+).
Par conséquent, on en déduit que

ni(\, Pp_ Vi Pp_ ) < ny(\, PpViPg) < ny(\, Pg, Vit Pg,)
avec ‘/'1i = ‘/16_2(80_<Pi) = V1€$2mi|x‘d+276'
Mais les potentiels V7, VljE étant tous dans la classe G(u, 3), d’apres le Lemme
2.17, on en déduit que pour A | O :
d+2 |In )|

ny (A PsViPp) ~ "2 InlnA

Ainsi on obtient asymptotique souhaitée pour N'(A_,1 — A\|Dg — V) lors
du Théoreme 2.3.
2.3.3 Casou23<d+2

Dans ce cas, e~ 2% décroit plus vite que V.

Etape 1

Lemme 2.18.
Si B = By et (1, 3) € R% x]0; %[, alors on a quand XA | 0 :
b _dx2 d+2
A PG(B)P> ~ 5 A
ni (A PG gk Y
Démonstration.

La convexité de la fonction exponentielle permet d’appliquer I'Inégalité
de Jensen. En effet, en posant J = exp, dr = 27TC]237np2"+1e_299(p)dp et

f(p) = —pp*3, on obtient d’apres le Lemme 2.7 :
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Yn <G/(f)> > exp [—u27rC]23,n/0 p2"+1+2ﬁe_2‘p(p)dp].

Soit & €]0;1[. En appliquant le lemme 2.6, il existe ng € N tel que pour tout
n = ns,

2

28 28
~\ — s 2n d+2
ﬁ d+2
Tn (G& )> = exp [—ﬂ<2b> <d+2> (1+9)
Pour obtenir une majoration, on écrit ~, (GEF )> sous la forme

o0
Tn (Gl(f)) = 27‘(0%7”/ e® ) dp avec
0
O (p) = (2n+ 1) Inp — up®® — 2¢(p).
Cette fonction “de phase” ®,, est de classe C'! sur ]0; +oo[. On va découper
I'intégrale de ~, (G,(f)) en deux :

. (2.11)

Tout d’abord, on a @/ (p) = — 28up*~t — 2¢/(p). Les limites

de @/ (p) en 0T et en +oo étant respectivement +o0o et —oo, le Théoreme

des Valeurs Intermédiaires entraine que ’équation @/, (p) = 0 admet une

solution. Ces solutions se situent dans un compact [l,,;,] de R’ , on notera

alors par po(n) le plus petit des points critiques de ®,, po(n) € RY.
Comme d + 2 > 23, il existe p; € R} tel que pour tout p > ps,

{ (1—=6)2(d+2)bp?™2 < 28up™ +2p¢'(p) < (14 6)2(d + 2)bp?*?
(1-0)20p02 < up?P+20(p) < (1+8)2bp*2.

Alors pour tout p > ps, ®,(p) < (2n+1)Inp — (1 — 5)2bp?+2, .
De plus, po(n) étant solution de Péquation 2n+ 1 = 23.p?° 4+ 2(d+ 2)bp?+2,
il existe ng(d) € N tel que pour tout n = ng(d),

1 1

om+1 ) m+1 |\

o<1+ 0) a2 [ =) (1 — o) w ()
2b(d + 2) 2b(d + 2)

D’ou pour tout n > ng(d),

1
1 a+2
Do (po(n)) < (204 1) | (1= g) a2 )T 1 ()

2b(d+2)
1 2n+1 2n -5
te. @npo(n) < S5 (ln [25(d112)] - [ln(1+5)+%+5 )
oo o0 . —ppo(n)*?
Comme / PP dp < emrro (M / P20t ) %
po(n) po(n) 2nCq,
po(n)
et / 6q>"(p)d,0 < po(n)e<1>n(po(n))
0

on obtient que pour tout n > ng(J), on peut faire la majoration



52 CHAPITRE 2. PERTURBATION A DECROISSANCE RAPIDE

[o¢] d+2
27rC]237n/ e® ) dp < exp | —p 2717+1~ (1+ 5)_%2
po(n) 2(d+2)b

po(n)
de méme on majore 27rC]237n/ eq)"(p)dp par la quantité A, s définie par
0

n(1 - )7t (2nil )T B (ln[;;rz%z]—lnﬂ—&—m)] |

2(d+2)b
. An,5 . ye .
Comme lim 25 5~ = 0, on obtient quil existe ny(d) =
n—o00 n arz _ 28
6_“(5<d+2>) (144) d+2

no(d) tel que pour tout n > nq(9),

28

(8) oxb | — n "~ -5
%(Gu) < (1+6)exp M(E(d+2)) (1+90) L (212)

_ 26
On pose § :==p (b(d + 2)) o
De (2.11) et (2.12), on obtient qu’il existe na(d) = n1(J) tel que pour tout
n 2 712((5),

—(1 40t < oy (GF) < —(1-d)endss

On minore n4 <)\, PGEF)P> par # {n eN:—(1- (5)57"L<12Tﬁ2 > In )\} — ng(0)
et on le majore par # {n eN:—(1+ 5)571% > ln)\} + n2(0).

d
25
Or —(1i(5)£'nﬁ/82 >In\ <= n< ((1“;?){) ’ , ce qui donne

# {n eN:—(1+ 5)57111% > ln)\} =F ((1 :l:d)_d??f_d??| ln)\]dz’i;> +1.

Donc il existe ¢ € R% et A\g(d) € R tels que pour tout A €]0; A\g(9)][

d+2 d+2
|1nA|} o |1nA|] o

(1—cb)(d+2)b [ <ng ()\, PG!(f)P) < (14¢8)(d+2)b {

Et ceci pour tout ¢ €]0;1[. Par conséquent, on a quand A | 0 :

ne (MWPGPP) ~ gty (LX)
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Etape 2

Lemme 2.19.
Si B= DBy etV e G(u,pB) avec (u,f) € RY x]0; %[, alors quand \ | 0, on
a:

b _d+2 d+2
n+()\,PVP) ~ mu 28 ’hl/\| 28,
Démonstration.

Une nouvelle fois, on raisonne comme lors de 1’étape 2 de la section 2.3.1.
Soit § €]0; 1[. Il existe (Cs™, Rs) € (R%)? tels que :

Vi <V < Vi oon Vi) = CF (GWL (@) £ xpo.ms (l2]).
(AFo)p

Il existe ko(d) € N tel que pour tout k > ko(0)
(8 + (8)
(=00 (Ch,) < % (G < o (Glh,)-

Puis en utilisant I'inégalité ny (A, PVy P) < ny (A, PVP) < ny (A, PVy P)
et le Lemme 2.18, on aboutit a ’équivalence désirée. ]

Etape 3

Il s’agit de la démonstration du Théoreme 2.3 dans le cas 206 < d + 2.
Comme auparavant, on utilisera la méthode variationnelle détaillée au cours
de I’étape 1 de la section 2.3.1. On sera donc amené a utiliser le fait que V; et
Vli sont tous dans la classe de potentiels G(u, 3), ce qui sera vérifié avec un B
vérifiant ¥(z) = o (|z[*’) quand |z| — oo, et a fortiori si ¥(z) = O (|z|?79)
pour ¢ €]d — 20; +oo[ quand |z| — oo.






Chapitre 3

Perturbation a décroissance
polynomiale

Au cours de ce chapitre, on va se concentrer sur les potentiels électriques
a décroissance polynomiale. Ce cadre a été propice a de nombreuses études
notamment par G.D. Raikov de [39] & [43] ou A. Iwatsuka et H. Tamura
dans [28] et [29] pour l'opérateur de Pauli. Ces études menées pour des
champs magnétiques bornés ont abouti a des formules quasi-classiques. Ici,
on traite de champs magnétiques non bornés, on reprend la méthode de Weyl
pour obtenir de nouveau une formule quasi-classique sous les hypotheses
suivantes :

B € C1(R%,R)

(Mpa){ C_|ol* < B(z) < CyJe]* pour |z] > Ry
\VB(z)| < Olz|¢! pour |z| > Ry
V € CY(R% R)

(Hyy) § v-|z|77" < V(x) <wvylz|™ pour |z = Ry
|VV (z)| < Clz|77 7L pour |z| > Ry

ou les constantes Ry, C, Cy et vy sont des élements de ]0; +o00[. Avec des
champs magnétiques a croissance faible, on obtient :

Proposition 3.1.

Soient d €]0;1[, v >0, Ay >1 et A_ < 1.

Si B et Vi vérifient respectivement (Hp q) et (Hv,y), alors on obtient quand
ALO

1
N(A-,1=ADp ~V) ~ N(1+XADp+V) ~ o / B(z)dx.
V1>)\

Le cas d = 0, qui correspond & un champ magnétique encadré par deux
constantes positives, est une conséquence directe du [[28], Lemme 2.6] et de

95
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la Proposition 2.1.
En ajoutant une hypothése de périodicité : pour k € N*, on note

B vérifie (Hp,q)
(Hp,ak){ et une fois exprimée en coordonnées polaires (p, 0),
a p fixé, la fonction 6 — B(p, 0) est 2%-périodique
V vérifie (Hy)
Hy~k et une fois exprimée en coordonnées polaires (p, ),
s p
a p fixé, la fonction 6 — V (p,0) est 2%—périodique

On peut alors démontrer I’énoncé suivant :

Théoreme 3.2.

Sotent d >0, v>0, Ay >1 et A_ <1

Soit k un entier naturel non nul tel que d € [2k — 2;3k — 2[.

Si B et Vi vérifient respectivement (Hpax) et (Hvq.k), alors quand X | 0,
on obtient :

1
N(A- 1= ADp—V) ~ N(1+AA[Dp+V) ~ o / B(z)da.

Vi>A

Comme pour les chapitres précédents, on n’effectuera la démonstration
que pour une accumulation de valeurs propres a gauche du point du spectre
essentiel.

Parmi les couples (B,V') respectant ces derniéres hypotheses, on peut
citer les couples radiaux : a savoir, B(z) = P(|z|) ou P est une fonction
a croissance polynomiale de degré d et V également radiale & décroissance
polynomiale. On peut noter que les couples modeles associés, B = By et
V(z) = c|z|~7 peuvent étre étudiés avec les techniques mises en place au
chapitre précédent. Cependant, lors de la perturbation de ce couple modele
(correspondant & la troisieme étape B = By + AW), on utilise que Vet?Y et
V possedent la méme décroissance, ce qui demande que ¥ soit borné et est
tres restrictif. On va alors chercher a appliquer une méthode différente.

Sous les hypotheses (Hpax) et (Hy,k), la classe des (B, V) étudiés est
plus large et contient des couples non radiaux. Par exemple, on peut regar-
der le cas d’un champ s’écrivant, en coordonnées polaires, comme p®P (wk)
ol P est un polynoéme trigonométrique, et de méme d’un potentiel V' se
décomposant sous la forme p~7Q (wk) ou () est aussi un polynome trigo-
nométrique.

Pour démontrer la Proposition 3.1, on étudie I’accumulation des valeurs
propres négatives de l'opérateur —Ap — B — V; prés de 0 en reprenant
'idée de 'article [29], & savoir la méthode de Weyl utilisée avec un champ
magnétique dont le gradient tend vers 0 & U'infini (les champs magnétiques
a croissance faible). Une fois ce résultat établi, ramenant ce probléeme a
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I’étude des opérateurs compacts PgV; Pg, on pourra atteindre des champs
magnétiques a croissance plus élevée au prix d’hypotheses de périodicité en
variable angulaire en B et V, au §3.2. Enfin, on conclura en appliquant ce
résultat a 'opérateur de Dirac pour obtenir le Théoreme 3.2.

3.1 Champ magnétique a croissance faible

3.1.1 Meéthode de Weyl

Pour ce premier résultat, on utilise uniquement les hypotheses (Hp q)
et (Hy,). Avec des champs magnétiques a croissance faible, leur gradient
tendant vers zéro a 'infini, on peut appliquer la méthode de Weyl comme
dans Particle [28]. Pour estimer le cardinal du spectre discret de I'opérateur
Dp, au premier chapitre, on avait pu considérer des champs B dont le degré
était aussi élevé que possible car le parametre A utilisé tendait vers I'infini.
Ici, au contraire, on s’intéresse aux valeurs propres pres du point du spectre
essentiel : le potentiel V; est a décroissance polynomiale et le parametre A
tend vers zéro.

Lemme 3.3.
Soient d €]0;1[, ~ 6]0;1;3‘1[, B et V wérifiant respectivement (Hpq) et

(HVK}’)'
Pour tout € > 0, il existe \. > 0 tel que pour tout A €]0, A\ :

12;6 / B(z)dr < N(-Ap—B-V < -))
V>(14e)A
N(-Ap—B-V < -\ < 1;: / B(z)dz.
V>(1-¢)A

Démonstration. La démonstration de ce Lemme étant trés proche de celle
réalisée pour obtenir la Proposition 1.8, on suivra un plan de démonstration
identique.

Minoration de N (—Ap — B -V < —=)\):

e Le gradient VB(x) tendant vers 0 & I'infini, on peut considérer le méme
recouvrement de R? que [28], & savoir un recouvrement formé par des carrés
tous de méme taille (sauf celui centré a l'origine), de longueur de coté

R=X"avec2v>1letl+4r < ——. (3.1)
v

Soit Ag > 0 tel que Ry < Ay”. On considere A €]0; Ao|.

On note par Q1,1 le carré centré a 'origine et de rayon r = 2A7". A lui
seul, il constitue la premiere couronne Cj.

Soit j € N\{0,1}. On suppose les couronnes Ci, .., C; construites. La
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Jj __
couronne Cj1 borde I'ensemble |J C;. Elle n’est formée que de carrés Q;
k=1
ouverts de centre x;, et de coté R = A7".
Sije N\{0,1} et z € C;, on a (j—1)A™ < |z| < V2jA™" et donc
b A" %(j —1)% < B(z) < by 24N 5,

F1G. 3.1 — Recouvrement de R? par des carrés de méme taille

Pour tout A €]0; A\g[, on a ainsi

N(-Ap=B-V <-X)2Y Np(-Ap—B-V <-XQj,).

J.p
i22

e Pour alléger les notations, on introduit les notations suivantes : « = (j, p),
H(B,V)=—Ap—B—V et Iy, = {a  QuN{V > (1+4e)A) # @}.
Soit € > 0. )
Pour tout a € Iy, y, il existe (Yo, 2ae) € (Cﬁa> tel que

V(e > (1442)X et / B()dz = fQa N {V > (1+46)A)B(ya.)-
QuN{V>(1He)A}
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Pour la suite, on note Vi, . = V(zqc) €t Bae = B(Ya,e)-
Au sens des formes quadratiques, on a

Ho(B,0) < 2H(Baz,0) + 2| Ea e (B)?

ol E,(B) représente l'erreur commise en approximant le champ B sur Q4
par la constante B .
En notant de méme E,.(V'), on a au sens des formes quadratiques

Ho(B,V) < Ha(B,0) = Vae+ [Eqe(V))
et donc Hy(B,V) < 2Hqy(Bae,0)+2 ’Ea,E(B)’2 — Ve + [Eac(V)].

On minore alors Np (Ha(B, V)<=X\; Qa) par

Vae—|Eas(V)|—A
2

Np <Ho¢(Ba,£70) < - |Eoe,£(B)|2 ;Qa>~

D’apres la définition! des erreurs relatives E, (-) et les hypotheses (Hp.q),
(Hy,y), on a

|Ea:(V)| < clR-ngp|VV| et |Eya(B)|] < caR? - sup|V B|
Bac(V)] < G (A1) Eac(B)? < oA~ (jA—)* Y
[Eac(V)] < Cij 7t |Eac(B)? < Cor=2v(d+D) j2(d-1)

Grace aux inégalités suivantes

1+2v(d+1) 1+ (d+1) 2 21 —y) 2—9
2 et 2
1—d ~  1-d ~1=d °% 14y S147°7
on obtient 21 =) 1+2y(d+1).
1+~ 1—-d

1

ST — ok _1420(14d)
On pose J:(\) == E | C, e 2-d) )\~ 20-d 4 1.

Pour j > J.(A), on a max[\Ea,E<B)yQ : yEa,E(V)y} < e
D’apres le Théoreme 1.9, pour tout p €]0; %[, on a :
ND(HOA(B’V) < _)‘; Qoz) =
Vae = (1+329)1 CO)\2”>
2Ba,z—: ,U2Ba,s ‘

1— 2
( 27T/’L) Ba75>\_2VT<1 +

Comme 2v < 1, il existe A2 €]0; Ao tel que pour tout A €]0; A2], 26;375\2” <el
Avec = ¢, on obtient

No(Ha(B,V) < ~%Qa) > U522 By A2 (14 Ve g{lriont)

"Voir la démonstration de la Proposition 1.8 (minoration - étape 2).
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Par le choix des points zq, T(l + %ﬁm) > 1. Ainsi pour A E]O;Xg[,
2
(12;) Ba,s w (Qa)

>
< BB n(Qan{V > (1+4e)A}).

ND(Ha(Bv V) < _>\; Qa)

D’apres le choix de ¥y, ¢, on obtient

(1—2)
2

Np(Ha(B,V) < =X\ Qa) > B(z)dz.
QaN{V>(1+4e) A}

En notant C(g, A) := U C;, on a donc pour tout A €]0; XY,

J<Ie(N)
> Np(Ho(B,V) < =X Qa) > a ; )’ B(x)dz.
J23:(0) " wsaroneEn
On a les inégalités suivantes
B(z)dz < by <z>Vdr < e ) g (N)dH2
C(e:N) || <2Je (M)A~
/ B(z)dz > b_ / <z>ldr > 65)\7(1%;2.
V> (144e)X V>(14+4e)\

De plus, on a les équivalences suivantes (a prendre quand A | 0) :

/\*V(d+2)t]€()\)d+2 — 0 A—% — )\fu(d+2)/\—(1+2u(1+d))% — Og)\—d;&

d+2)[2v(1-d)+1+2v(1+d d 1—d)(d+2
= @2 (2(1)_d) Ll 452y (4 2)(1 + 4v) < 22

— 1+4u<%d.

Ainsi il existe AL €]0; O] tel que pour tout A €]0; X[ :
/ B(x)dx < e / B(x)dz.
C(e,\) V>(14+4e)A

D’apres (3.1), on en déduit que pour tout A G]O;Xi[,

1-2
N(H(B,V) < -X) > — c /B(a:)dx.
s
V>(1+4e)A

£

Quitte a changer € en §, on aboutit & la minoration désirée.

Majoration de N (—Ap—B -V < —=)\):
Soit € €]0; 1[. N
On dilate un peu les carrés ();, pour obtenir les carrés Q; :
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éj,p est centré en xj, et de longueur de coté (1 +¢)R.

On utilise une partition de I'unité (y; ) ., associée au recouvrement (Q;,p)

p’ — Jp
utilisé lors de la minoration : ¢;, € CR?R), supp(pjp) C Qjp, avec
0<@jp <1, @jp=1sur Qj, et ,Z@?,p =1.

Jsp

La relation IMS donne alors

V)= ¢ip(H(B,V) =) gj, ot &= |Vipg |
J:p

k,q

Le Lemme 1.10 assure alors la majoration suivante

N(H(B,V) ZND< (BV) =@ <-XQjp).  (32)

Il existe C; > 0 tel que pour tout j,p, on ait

sup [@| < C A\, (3.3)
QJ p

Comme 2v > 1, il existe A2 > 0 tel que pour tout A €]0; \2[, pour tout p :

1
SUP"M 5
Q]P

On pose Jo:(A) := FE (2%7%)\1’ ) + 1. Pour tout j > Jy.(A), on obtient

1
sup|V(x)| < =
= 2
Qjp
Donc pour tout A €]0;A[ et tout j > Jo(A), ona Np(H(B,V) —®<—N=
Ainsi la somme (3.2) est finie pour tout A €]0; \Y[ :

N(H(B,V) Z Np (Hjp(B,V) = ® < =X Q).
]<J06()
D’aprés (3.1) et (3.3), il existe AL €]0; A[ tel que pour tout A €]0; AL[,

sup |®(x)| < eA.
z€R?

Pour ne pas alourdir les notations, on va poser a = (j, p) et définir I’ensemble
Jver = {a Qo N{V > (1 —4e)A} # @}.

o

2
Pour tout a € Jy y, il existe (Ya,e, Za,c) € (Qa> tel que

Vicad > (1—49)A ot 1(Qu) Blyas) = /B(x)da:.
Qo
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Pour la suite, on note V. = V(2a.c) €t Bae = B(Ya,e)-
Au sens des formes quadratiques, on a

Ha(B,0) > (1 — &) Ha(Bar,0) + (1 _ i) ‘Ew(B)f

ol E(M(B) est un potentiel magnétique associé & B — B, ..
On a donc

~ ~ 1\ | ~ 2 ~
Ho(B,V) > (1 — €)Ha(Bavc, Vi) + (1 - 8) ’Ea,s(B)’ - ‘Ea,a(V)) — 3,
D’apres les définitions des erreurs relatives ang, on a :

sup ‘E’aye(V)’ <c(l14¢e)R-sup|VV]

Qa B Qo

et sup ‘ana(B)’ < ea(1+¢€)?R? - sup|VB].
Qa Qa

Donc il existe ¢1. > 0 et ¢a > 0 tels que pour tout A €]0,\![ :

-~ ~ 2
BoeV)| <@ ot [Bae(B)] <A,

_1+20(1+d)

1 1
On pose Ji:(\) :=FE (’522(81‘1) (%) 200 AT 20-a) ) + 1.
Ainsi pour tout j > J; (), on a:
sup ‘EQ,E(B)‘ <N sup ‘Ea,g(V)’ <e(l—g)A sup || <e(l—e)A
Qa Qa Qa
et donc pour tout j > Jy () :
Np (ﬁa(B, V) —Pd< —)\; Qva) < Np ﬁa(Ba,sa Va,s) < _<17:€ _35) )‘; ij,p)
<

Np(Ha(Bae, Vae) < —(1—4eN; @a) .

En appliquant le Théoreme 1.9, on obtient pour tout o € Jy¢ ) :

Np(Ha(B,V)-0<-2Qn) < %u(@a) Ba,5T<1+W>
_ (+ep? ’
- m :U’(Qa) Ba,a

[\

< (1 —2:75) /Qa B(z)dx.

Comme lors de la minoration, on obtient pour tout A €]0; Al :

3 ND(ﬁa(B,V)—cI>< —/\;@a) < (1;;)2 / B(z)dz.
1% )A

(6%
Jl,s(A)gngO,s(/\) >(1*4€
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On conclut de méme en montrant que pour A | 0 :

S Np (ﬁa(B,V) P < —A;@a) _ / B(z)da

(07
J<Jdre(N) V>(1—4e)A

Ainsi il existe A2 €]0; AL[ tel que pour tout A €]0; A2 :

2

144
N(H(B,V) < -)) < — ¢ / B(z)dz.
V>(1—4e)A

Ceci acheve la preuve. O

3.1.2 Etude pour des V; a décroissance polynomiale forte

Il reste a étendre ce résultat a tous les potentiels V; vérifiant (Hy ) sans
restriction sur le degré de décroissance . Pour y parvenir, on va exprimer
la quantité N (—Ap — B —V; < —\) en fonction des opérateurs compacts
PVi P alaide du résultat suivant, établi par G.D. Raikov, [[42], Prop 3.1],
pour des champs magnétiques admissibles de moyenne non nulle :

Lemme 3.4. [[}2]]

Soient € €]0;1[, d €]0;1[ et v > 0.

Si B et V wérifient respectivement (Hp.q) et (Hy,), alors il existe Cc > 0
et A\e > 0 tels que pour tout A €]0; \]

ne(\,PVP) < N(—=Ag—B -V < =X) < ny((1 — )\, PVP) + C..

Ici, P est toujours la projection orthogonale de L2(R2,C) sur le noyau
de Dp, i.e. sur le noyau de —Ap — B.
Ainsi 'addition de ce lemme et du Lemme 3.3 permet d’obtenir I’en-

cadrement suivant pour v € ]0; %d[ et il existe A\c > 0 tel que pour tout
A €J0; A :
1-2 1+2
. / B@)dr < n (\PVP) < 22 / B(x)ds  (3.4)
T T
V>(142¢)A V>(1-2¢)A

Ensuite, on fait intervenir la section 2.2 de [28] en appliquant [[28], Prop
2.3] et [[28], Lemme 2.4] pour des champs magnétiques a croissance faible.
Ainsi on peut encadrer ny (A2, (PV P)?)) a 'aide de ny (A2, PV2P), et obte-

nir la formule quasi-classique : en effet, on obtient alors les mémes inégalités
2(1—d)
3

que (3.4) pour 7y € }0; [, quitte a remplacer € par 2¢. En itérant ce

procédé, on obtient le résultat suivant :
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Lemme 3.5.
Soient d €]0;1[, v > 0, B et V vérifiant respectivement (Hp 4) et (Hy~).
Alors pour tout € €]0; 1], il existe Ac > 0 tel que pour tout \ € |0; N[ :

1-— 1
< / B(z)dr < ny(\,PVP) < +6 / B(x

2
V>(1+e)A V>(1 €)

3.1.3 Application a opérateur de Dirac

Ayant obtenu un encadrement de n(A\, PV;P), on va appliquer la Pro-
position 2.1. En effet, les potentiels W et |V;| ont le méme comportement
a infini que V7, a savoir qu’il existe un compact Kg et Az > 0 tels que pour
A €]0; A

{I-20)Vi >A}N° Ky C {WF>A}
{Vil > A} € {Vi > A} UK.

Ainsi il existe \. € 10; A\ tel que pour A € }0; A [, on a :

1
ny (\PVi|P) < —° / B(w)daz

2
[Vi|>(1—¢)
1 1
< “ / B(x)dz + “ / B(z
V1>(1 E
1 _
et ny (\LPWIP) > — ¢ / B(x)dz
T
>(14e)A
1-— 1-—
> 6 / B(z 8/B(a:)alx.
2
V1>(1—|—8 Ko

Donc il existe C- > 0 tel que pour tout A €]0; A.[ :

1_5 / B(z)dz — C. < N(A,1—\Dp—V)
Vi>(14+e)A
N(A1—\Dy—V) < 7€ / B(z)dz + C..
Vi>(1—e)A

On aboutit donc au résultat suivant :

Lemme 3.6.

Soient d €]0;1[, v > 0, § €]0;1].

Si B et Vi vérifient respectivement (Hp q) et (Hy.), alors il existe Cs > 0
et A\s > 0 tels que pour tout A € ]0; As| :

- 1
< / B(z)dz < N(A1—-ADg—V) < —° / B(x)da.

2m
Vi>(14e)A Vi>(1-e)A
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Apres avoir encadré les intégrales / B(x)dx alaide de / B(z)dzx,

Vi>(1+e)A Vi>A
on en déduit la Proposition 3.1.

3.2 Champ magnétique a croissance forte

Pour donner une asymptotique relative a de tels champs magnétiques, on
va travailler sur les opérateurs compacts PV P. En effet, on vient d’étendre le
résultat du Lemme 3.3 a tous les potentiels électriques a décroissance polyno-
miale en étant amené & comparer les quantités ny (A, PV P) et ny (A%, PV2P).
On peut alors se poser la question de comparer de tels opérateurs non plus
en modifiant le potentiel électrique mais en augmentant le degré du champ
magnétique étudié. Ce sera 'idée de base pour obtenir un résultat avec des
degrés de B qui sont supérieurs a 1.

Démonstration du Théoréme 3.2.
On s’attache au cas ot k > 2 (le cas k = 1 correspondant a ’étude faite
a la section précédente).

D’apres I'hypothese (Hp ), il existe un champ By, vérifiant (H B g) tel

que B(p,0) = k2B, (p", k) p**V et d = w € [0;1].
Utilisant la 2%—périodicité de ¢, on définit la fonction ¥y sur (0;400) X
(0;27) par

C’est une solution de I’équation AV, = Ek.
Pour commencer, on va revenir a la définition des quantités n (A, PV P)
et utiliser le résultat suivant

Vf € H(C), 3lg € H(C) : Vz € C\Rs, f(2) = 2 *g (z%)

L’existence d’une telle fonction g holomorphe est donnée par la relation
g(y) = yf(y*) valable pour tout y € C. Quant & I'unicité, elle découle de
I’application du Principe du Prolongement Analytique.

On remarque que f(z) est un élément de HL?(C,e 2Y*) si et seule-
ment si 2¥72g(2) est dans HL?(C,e2#). De plus, en notant par g; 'unique
fonction holomorphe associée a f;, on obtient que la dimension de chacun
des sous-espaces Vect(f; : 1 < j < N), Vect(zF72g; : 1 < j < N) et
Vect(g; : 1 < j < N) est la méme.

Par conséquent, en notant P et P, les projections orthogonales de L{R?2, C)
sur Ker(Dg), resp. Ker(Dg ), et Wy la fonction définie sur (0;27) par
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Wi(p,0) =V, (p%, %), on peut écrire

ny(\, BLWiPy) = max{dim(F): F C HL*(C,e 2Y) Vf e F
(Wifem¥x, fe= V) < M| fem¥#||?}
= max{dim(G) : G C HL*(C,e %*),Vg € G
(Vih-2ge, 2h-2ge=e) < A|F2ge o 2}
= max{dim(G) : G C 2F"?HL?(C,e~2%%),Vg € G
(Vige ™, ge%) < Allge™#[*}.

On va noter n4(A; k) le membre de droite de la derniere égalité.

Or toute fonction holomorphe s’écrivant de maniére unique f(z) = fo(z)+
2F=2f1(2) ot fo(2) est un polynome de degré au plus k—3 et f1(z) une fonc-
tion holomorphe, on obtient ’encadrement suivant

ny (A, PViP) — (k —2) < ny(\ik) < ni(\, PViP).
Ainsi ny (A, PViP) — (k — 2) < ny(\, PaWiPy) < ny(\, PVLP).

Appliquant le résultat du paragraphe précédent, on en déduit 'asymp-
totique désirée pour un potentiel V; 2?”—pélriodique. O



Chapitre 4

Résonances en dimension
trois

Ce chapitre est consacré a 1’étude des résonances pour 'opérateur de Di-
rac, en dimension 3, avec un champ magnétique constant. Le probleme des
résonances pour I'opérateur de Dirac a déja été étudié dans les travaux de B.
Parisse dans [37] et [38], en limite semi-classique, dans [4] de E. Balslev et B.
Helffer avec des potentiels électriques et magnétiques & courte portée pour le
principe d’absorption limite. Quant a P. Seba, il a utilisé la méthode de dila-
tation analytique usuelle pour 'opérateur de Dirac sans champ magnétique
dans [49]. Dans [1], L. Amour, R. Brummelhuis et J. Nourrigat ont étudié
les résonances en limite non relativiste de I'opérateur de Dirac tridimension-
nel sans champ magnétique et avec un potentiel électrique V' a croissance
polynomiale en |z|. Aprés une dilatation analytique effectuée dans la direc-
tion de B, dans [54], X.P. Wang a étudié les résonances de l'opérateur de
Schrodinger avec un champ magnétique constant porté par axe (Oxs) et
obtenu 'existence de résonances de forme créées par la barriere du poten-
tiel électrique. Dans [5], J-F. Bony, V. Bruneau et G. Raikov ont défini les
résonances pour l'opérateur de Schrodinger tridimensionnel avec un champ
magnétique constant B a ’aide d’un prolongement de la résolvante a partir
du demi-plan complexe supérieur et étudié ces derniéres pres des niveaux de
Landau pour un potentiel V' a décroissance polynomiale en les variables x;
et 9 et a décroissance exponentiellement rapide en x3.

On utilise ici la dilatation analytique dans la direction du champ magnéti-
que pour étudier les résonances de l'opérateur de Dirac avec un champ
magnétique constant.

4.1 Introduction

On considere un champ magnétique constant porté par la troisieme com-

posante, B(z) = (0;0; B), et A(z) = (—%1)2; %:pl; 0) un potentiel magnétique

67
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associé. On supposera B > 0.
L’opérateur de Dirac a champ magnétique B se définit par

3
PO = Z ozk(Dk — Ak(l‘)) + oy
k=1

ou l'on rappelle que les matrices de Dirac «y vérifient
apag + oqoy, = 26),114 pour (k,l) € {1;2; 3}2. (4.1)

L’opérateur P est essentiellement auto-adjoint a partir de C§° (R3, (C4), on
note encore Py son extension auto-adjointe. On sait' que le spectre de P,
est donné par

O'(PO) = Uess(PO) :] — 09 *1] U [1;+OO[.

On perturbe Py par un potentiel réel Py-compact, a savoir 'opérateur de
multiplication par un potentiel électrique V = V(x)-1d :

P=F+V.

L’opérateur V étant Py-compact, on a D(FPy) =D(P) et d’apres le Théoréme
de Weyl, 0¢ss(P)=0¢ss(Po) =] — 00; —1] U [1; +0o0].

On va effectuer une dilatation analytique en la variable x3. Pour 6 réel,
cette transformation correspond a la conjugaison de P par Uy , 'opérateur
sur L? (R3, C4) défini par

UpF(x) := 5 F (.1)1,.1:2,6_9.1)3),
ce qui permet d’obtenir :

Py(0) = Uy 'PyUy = U_gPyUy
2
= Zak(Dk — Ak(x)) + 043(679D3) + ay.
k=1

On remarque que pour o € R, 'opérateur U, est unitaire sur L? (R3,C4)
et on a Uy* = U,™' = U_,. On va travailler avec V dans une classe de
potentiels analytiques par dilatation, a savoir que 'on suppose que V est
une fonction réelle telle que

D(Py) C D(V).

V(P + i)_l est un opérateur compact.

1a fonction 0 — Vp(z) := Up 'V (2)Ug = V (1,22, %23) définie  (4.2)
pour 6 € R se prolonge en une fonction holomorphe en la

variable 0 € {z € C: 30| < T} a valeurs opérateurs Py-compact.

"Voir par exemple [53].
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On note pour 6 € R
P(0) := Uy 'PUy = Py(0) + Vply (4.3)

P(0) se prolonge d’une maniére naturelle en une famille d’opérateurs pour
6 € {z € C:|30] < T}. On remarque que le domaine de définition de P(6)
est indépendant de 0 et on a

D(P(#)) =D(P) =D (Py) Cc H,.(R3C*).

Le but du second paragraphe est d’étudier les éléments du spectre discret
de P(0) et de définir les résonances de P. Pour cela, on localise d’abord le
spectre essentiel de P(0),

7ess(PO) = U {5\/1 Y 2Bq+e 2 it e R}.
ae{?i-/l;—l}

On montre ensuite que la famille (P(#))g est holomorphe au sens de Kato,
on obtient que o4(P(f)) est “localement indépendant” de 6 (dans le sens de
la Proposition 4.4).

Dans le troisieme paragraphe, on introduit un parametre de charge Z
négligeable devant v/ B. Apres avoir remplacé V par ZV, on effectue le chan-
gement de coordonnées symplectiques correspondant & Wp (voir ci-dessous
pour sa définition) pour obtenir I'opérateur P(B, Z;0). Grace a la méthode
de Grushin, on étudie le spectre discret de P(B, Z;0), pres des niveaux de
Landau-Dirac A;r et A, al'aide d’un hamiltonien effectif. On commencera
par le cas des deux premiers niveaux de Landau-Dirac (q=0) [section 4.3.1]
avant de s’intéresser aux autres couples (A, A;) pour ¢ > 1 [section 4.3.2].
Dans ce paragraphe 4.3, on travaillera avec des opérateurs pseudodifférentiels
sur L2(R™;C™). On rappelle que a(z, &) est dit “symbole de Weyl” de T si

eilr-u)€ (“y,s) £ (y)dyde

pour f € S (R™; C™). On notera alors T' = o' (z, D,).

Tf

4.2 Définition des résonances

Pour obtenir une localisation de o(FPy(f)), on va simplifier les calculs
en effectuant un changement de coordonnées symplectiques bien choisi. Ce
dernier définit, sur les symboles des opérateurs pseudodifférentiels, le chan-
gement de variable suivant :

T 561*%52 & o~ @er%ﬁl
Ty ﬁ@—%& S — gw%—@&

r3 T3 & — &
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Ceci correspond a la conjugaison par la transformation unitaire
WB = WB . I4 . L2 (R37C4) . L2 (R37C4)

cet opérateur n’agit pas sur la variable z3 et plus précisément, pour f =
(fla f27f3>f4) € L2 (R37(C4) et x = ($1,:L‘2,$3) € R37 on a

3
B1 . .
<WBf) (z) = <WBfJ‘>(~”C) = ;/GZ@B(M’IW’”)J”J' (Y1, 2, 23) dyrdys
T
J 3
B
avec pp (wl,ﬂfz; yl,y2) = —5951:132 + Byizo + \/Emyz - \/§y1y2-

On transforme alors respectivement les opérateurs D + gxz et Dy — gxl

en \/Eazg et \/E_DQ :
* B * B
Wpg D1+§x2 WB:\/E.TQ et Wg D2—§x1 WB:\/EDQ.
Ainsi cette transformation unitaire change Py(0) et P(6) en :

B(0) = WB*<P0(0))WB
= o <\/§xg) + a9 (\/.EDQ) + ay + ag (efaDg)

ot P(O) = WB*(P0(0)+V9-I4>WB

~ 1
= Po(e) + VW <£L’1 — —=Dx, 602173) -1y

1 1
— —=D2, =3
VB VB~ B
ou VW (xl - ﬁDg, ﬁxg - %Dl, eax;;) est Iopérateur pseudodifférentiel
de symbole de Weyl V(xl - ﬁ&g, ﬁ;@ - %526%3).
On obtient une nouvelle écriture de 'opérateur Py(6) grace a la décomposi-

tion de I’espace L2 (]R3, (C4) en produit tensoriel L? (]R2 (C) QL2 (Rm, C4) :

x1,T37

Po() = Idy, o, @ Hy + (e—"Dg) ® azldy,

ou Hy ::a1<\/§x2) + ag(\/EDg) 4y est un opérateur sur L2(Rx2,(C4).

En étudiant le spectre de Hs, on peut obtenir le résultat suivant :

Lemme 4.1. Le spectre de l'opérateur Ho est purement ponctuel, constitué
de valeurs propres de multiplicité finie, isolées : les niveauxr de Landau-Dirac

o(Hy) =04(Ha) = U {A;;A;} o A;t = ++/1+ 2Bg.
qeN
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De plus, A;t est une valeur propre double pour q > 1, simple pour ¢ = 0, et
il existe une base orthonormée (b.o.n.) de L* (RZ2;C4) formée de vecteurs
propres de Hs.

Au cours de la démonstration (voir en Annexe B), on a pu construire
(ﬁ,f) weny une b.on. de L? (IR{$2;(C4) vérifiant
e€{—,+}
asFi=F° et  HFf=XF} (4.4)

it MG=Aj et X5 =X, =Af sik>letec {—5+).
On pose © := {0 € C: 30| < T}. AT'aide de Py(6), on va obtenir le résultat
suivant

Lemme 4.2. Pour 8 € ©, on a

o(Po(8)) = ouc(Po(8) = | {5\/1 Y 2B+ e 02t e ]R}.
>0
ee{q—l;—i-l}

Remarques. 1) Comme [236| < m, on obtient que pour tout t € R, 1 +
2Bq + e 2942 ¢ C\R_. Ici, pour tout ¢ € N, la fonction /- est la racine
carrée complexe définie sur C\R_ et qui coincide avec la fonction racine
carrée réelle sur la demi-droite R .

2) En notant z;t(t) = ++/1 + 2Bq + e=242, on peut remarquer que z;t (0) =
Aqi. Pour 30 > 0, les branches z;(R) ne rencontrent pas l’ensemble C 4 =
{z€C: Rz >0,z >0} et sont asymptotes, a l'infini, & une méme demi-
droite e "R en restant toujours au-dessus de cette derniére.

De méme, z; (R) ne rencontre pas C__ := {2 € C: Rz <0, Sz < 0} et est
asymptote, & Uinfini, & une méme demi-droite e "R_ en restant toujours au-

dessous de cette derniére. On peut retrouver ces informations sur la figure

(4.1).

Démonstration. Wp étant une transformation unitaire, les spectres de
Py(0) et Py(0) sont identiques. D’apres les notations du Lemme 4.1, on sait
que les sous-espaces Gy, := L? (R2 '(C) ® F,j + L2 (R2 (C) ® F, sont

1,237 x17x3;
stables pour I'opérateur Py(¢) et la représentation matricielle de Py(0)q,

est
)\2— 6_9D3
e?Dy N )

et on peut considérer ]30(6?)|G,c comme un opérateur sur L? (Rg Lzt CQ). De

L
plus, comme L2 (]R3; (C4) = @ Gk, on a
keN

o (150(9)) = o (130(9)|Gk) . (4.5)

keN
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branche zJ ()

droite Re ¢

F1G. 4.1 — Spectre de Py(#) pour I8 > 0

En appliquant la transformée de Fourier en la variable x3, on change 1'opéra-

teur différentiel P (0)q, en Py (0)|@, dont la représentation matricielle dans

2 (m2 .2

L (R C ) est
< )\Z 6_9§3>
e A )

z1,§37
A &3 fixé, les valeurs pr%pres de cette matrice étant les solutions complexes
de I’équation 22 = ()\,j) + e 29¢32 on en déduit que

o (B0)) = o (Eo(e)gk> — e <§o(9)|ak>
= U {5 (Al‘j)Q +e 2042 ¢t ¢ R} .

ee{-1;+1}

Comme [236| < 7, 0n a {()\;:)24-6_29152 :t € R} € C\R_, et on peut prendre
pour tout ¢ € N, pour /- la racine carrée complexe définie sur C\R_ telle
que v/1 = 1. Ainsi en utilisant 1’égalité (4.5) et les relations entre Af et AS,
on en déduit ’expression souhaitée pour le spectre de 'opérateur Py(0). [

Lemme 4.3. On suppose que V vérifie (4.2).
1) Si 0 € ©, alors 0ess(P(0)) = 0ess(Po(0)).

2) La famille (P<9))ee® est holomorphe au sens de Kato.

Démonstration. 1) Comme V vérifie les conditions (4.2), Vpls est Py(0)-
compact. L'opérateur Py(f) étant fermé, en appliquant un résultat de M.
Schechter, [[48], Théo 4.6], on obtient gess(P(0)) = Tess(Po(0))-

2) Pour 6 € ©, 'ensemble de définition de P(f) est indépendant de 0,
égal a D(Py) et I'opérateur P(f) est fermé. De plus, de la premiere partie
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de ce lemme, on obtient que o(P(6)) # C.

D’apres (4.2), Papplication 6 — Vjp est holomorphe pour 6 € ©. On en déduit
donc que pour ¥ € D(F), Papplication 6 — P(0)¥ est holomorphe sur © a
valeurs dans L? (IR{?’, (C4).

Donc la famille (P(H))e co est holomorphe de type (A). Et par conséquent,
elle est holomorphe au sens de Kato. ]

Pour le prochain résultat, analogue au Théoreme de Aguilar-Balslev-
Combes de [[24], Théo 16.4], on va travailler avec A un ensemble de vecteurs
analytiques pour les transformations Uy :

A= {\Il e L? (R3; (C4) : 0 — UyV est holomorphe sur ©
A valeurs dans L2 (R3 ; (C4) }

D’apres [[24], Ex 16.3], il existe un tel ensemble dense dans L? (R%;C*). En
effet, A contient les éléments de la forme

(Pl (x)e=1%"; pa ()2 pa(a)e 8%, p4(f'3)€_a“2>

ol aj > 0 et pj € C[X1, Xo, X3] et 2% := 2% + 23 + 23.
Pour 67 et 05 deux éléments de ©, on définit les sous-ensembles de C

©12:= {0 € C : min (Jb;,302) < J0 < max (J6;,302)}

Qo, .0, = (C\é) L@J Tess(P(0))
€012

Q:={z€C:Rz-Fz>0o0u|Rz| <1}

et pour (r,z) €]0;400[xC, on note B(r,z) la boule ouverte de centre z et
de rayon r.

Proposition 4.4. On suppose que la condition (4.2) est satisfaite.
1) Si 6y € O, les éléments du spectre discret de P(0y) sont indépendants de
to. Plus précisément, ils vérifient les deux propriétés suivantes :
- 516 € © proche de 0y et zg € oy (P(Qg)) 099075, alors zp € Jd(P(H)) DQQO =
- De plus, la multiplicité algébrique de zy en tant que valeur propre de P(6

0
)]
est égale a la multiplicité algébrique de zo en tant que valeur propre de P(0).
2) Pour (p,v) € A%, on note F,(2) :== (P — 2z)"'o, ).
F, . est bien définie sur Q\oq(P).
Si 01 et 0 sont dans © avec min (361, 302) > 0, alors F,, admet un pro-
longement méromorphe de Q\og(P) a g, g2 et on obtient

U {veQo 0,y estunpoledeFpyt= [\ (ca(P(6)) N, 0,)-
(p,0)€A? 0€O1 2

Remarques. 1) On pose Q := {zeC:Rz-S2 <0 ou [Rz| < 1}.

Si on suppose que max (J601,302) < 0, alors les éléments matriciels F,

de la résolvante de P admettent un prolongement méromorphe de Q\oq(P)

dans Qg, g, -
2) Pour 6 € © avec 36 > 0, on vient d’obtenir linclusion :
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sa(P(9)) < RU{5\/1+6—2iat2 L (e,t,a) € {—1;+1} x RX]O;%G[} .

Démonstration de la Proposition 4.4.
1) Soient zy € 74(P (o)) et o<1 tels que oq(P(0o)) N B(z0,240) = {20}
Il existe 09 > 0 tel que pour tout 6 € B(6y, dp), opérateur

|:Id—|— (P(QU) —z)_l ((3_5_6—90)0[3D3—|- (‘/5—‘/90)]4)} 71(P(90) —z)—l

est bien défini pour z sur le contour I'y = {z € C : |z — 29| = po} et vaut

(P(a) - z> . Ainsi la projection II(d) = _2;7{1 (P(0) — 2)"'dz existe
0

bien pour 6 € B (6o; 90).

La famille (P(0))sco étant holomorphe au sens de Kato, il existe b0 €0; 6|

tel que lapplication 6 — TI(6) est holomorphe pour 8 € B(6y, d)-

Comme 2z € a4(P(6)), il existe Ny € N* tel que (P(6p) — 20)°II(6p) = 0.

Les opérateurs P(6) et P(fy) étant unitairement équivalents (via la conju-

gaison par Uspg_wg, ), pour 6 proche de 6y avec 0 = 36y, on obtient

(P(0) — 29)NTI(9) = 0.

Ainsi pour (¢, 1) € A%, Iapplication 6 — ((P(6) — z0) °II(8)p,1) est ho-
lomorphe en la variable 8, pour 6 proche de 6y et identiquement nulle si
36 = 30y.

Donc pour § proche de 6y, ((P(0) — 20) °II(8)p,¢) = 0. La densité de A
dans L2(R3; C*) entraine que (P(6) — z9)N°II(f) = 0 pour @ proche de 6.
Donc B(zo, po) N oq(P(0)) = {20} pour 6 proche de 6.

L’égalité des multiplicités algébriques, autrement dit rang (I1(6)) = rang (I1(6y)),
découle du fait que (I1(0)) est une famille holomorphe de projec-
tions.

Et on a donc obtenu que o4(P(6)) est localement constant.

0€B(00,50)

2) Soit U un ouvert connexe de C tel que U C g, o, et

L{+::Uﬂ{ze(C:?Rz>—1et%z>0}7é®
et Uﬂ{ze@:@?z>—1et%z<0}7€®.

Il existe alors € > 0 tel que
Uy N{z € C: Arg(z) €le; [} # 2. (4.6)
On note par U5 cet ensemble et
Of 5 :={0 € C: —e < J0 < max (31, 302)}.

D’apres (4.6), le Lemme 4.3 et la premiere partie de cette proposition, on
a:



4.2. DEFINITION DES RESONANCES 75

s ( U a(Pw))) -

€05 ,

Pour € RNOT,, 2 €U et (f, g) € A2, en utilisant (4.3), on a :

(P=2)""f.9) = ((P(0) —2)"'U_of,U_59). (4.7)

On note alors Fy4(z,60) le membre de droite de 1'égalité ci-dessus.

Les hypotheses sur les éléments de A et I’holomorphie au sens de Kato de
la famille (P(0))oces , entrainent que, pour z € US, application Fy(z,e)
est holomorphe sur ©F 5. On en déduit que I'égalité (4.7) reste valable pour
6 € O 5, donc pour § € O 5.

Pour 0 € O fixé, Fy4(e,0) admet un prolongement méromorphe depuis
U a U avec des singularités au plus algébriques. Ainsi il en sera de méme
pour Fy 4.

Comme U, ne rencontre ni o(P) ni o(P(6)) pour 6 € ©12, Fr g4 et Fyy(o,0)
sont holomorphes sur U,. Donc leurs prolongements méromorphes depuis
U5 a U coincident aux prolongements méromorphe depuis Uy a U.

Les éléments de o4(P(0)) NU étant des poles de F, (e, 0) pour certains ¢,
¥ bien choisis, de méme que [[15], §5], on peut obtenir I’équivalence

z € U {y el :yestunpolede F,,} < z€ ﬂ (ca(P(0))NU).
(psp)eA2 0€O1,2
N (4.8)
On peut faire de méme avec un ouvert connexe U C (g, g, tel que

ZIﬂ{zGC:%z<let%z<O}7§®
et Uﬂ{ze(C:?Rz<let%z>0}7é®.

L’équivalence (4.8) est valable pour tous les ouverts connexes U et U de Qo, .6,
vérifiant les conditions ci-dessus. On en déduit donc que I’égalité (4.8) reste
valable en remplacant I/ par {2y, g,. Ainsi on obtient I’égalité annoncée. []

Avec la proposition précédente, on a obtenu que les valeurs propres de
P(0) sont “localement indépendantes” par rapport au parametre 6, ce qui
justifie la définition ci-dessous

Définition 4.5. Pour0; et 8y dans O, les éléments de U aqa(P(0))NQ, 0,
0€O1 2
seront appelés les “résonances” de lopérateur P dans €y, g,.

Pour finir avec ce paragraphe, on va faire le lien entre les valeurs propres
réelles de P(6) et celle de P :
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Proposition 4.6. Si la condition (4.2) est satisfaite et 6 € © avec J0 # 0,
alors on a l’égalité

opp(P) N [ R\ {AF: A} | =0a(P(O))NR. (4.9)
qeN

Remarques. 1) En particulier, comme o4(P) C] — 1;1[, la relation (4.9)

assure que o4(P) =04 (P(6))N] — 1;1][.

2) On retrouve un résultat connu® : les points du spectre ponctuel contenus

dans R\ |J {A(‘;;Aq_} sont des wvaleurs propres de multiplicité finie et les
qeN

seuls points d’accumulations possibles pour ces éléments de opy(P) sont les
niveaur de Landau-Dirac Aflt.

Démonstration de la Proposition 4.6. Soit 6§ € © tel que &0 > 0.
On a vu que o4(P(0)) est localement constant pour 8 € ©, donc si A € 04(6,,)
avec 6, € © et lim 0,, = 0, alors A € g4(P(6)).

n—oo

Si A €] — 1; 1], alors pour tout u € ©, on a A ¢ 0e55(P(1)). A l'aide du che-
min continu vy : ¢ — t6, v([0;1]) C O, on obtient A € o4(P(7(0))) = o4(P)
si et seulement si A € o4(P(7(1))) = o4(P(#)). Donc on en conclut 1’égalité
annoncée dans la remarque 1) ci-dessus.

Soit ¢ € N.

Pour p € }A;F;AJr [ et u ¢ oq4(P(0)), grace a I'égalité (4.7), on a vu que,

g+1

pour (p,v) € A2, F,y admet un prolongement analytique depuis Cyy a
C4y UV, ou V, est un voisinage de p vérifiant V,, N o4(P(8)) = {p}.

En particulier, on a lii%lis ((P—p—ie) o) = liﬂr)l ieFy, (1 + ic) = 0.

3 3

D’apres [[24], Théo 6.10], on en déduit que p ¢ opp(P).

Réciproquement, si u € o4(P(0)) N } AF; A;H [, il existe un vecteur non nul
n, € D(Fy) tel que P()n, = pn,. On se donne g > 0 tel que o4(P(6)) N
B(u,2e0) = {p}, et on pose I'y = {z € C : |z — u| = &o}. Ainsi la pro-

jection (P(#) — z)"'dz est bien définie et pour certain ¢, la quantité

o
/r ((P(O) — 2)" I, ¢) dz est non nulle. Donc z — ((P(0) — 2) " 'n,, ¢) ad-
0

met un pole en z = p.
Comme A est dense dans L? (R?; C*), il existe une suite (1,),,cy d’éléments
de A qui converge vers 7, dans L? (R3;(C4). D’ou pour n assez grand,

/F ((P(0) — 2) 'y, p)dz # 0 et donc z — ((P(0) — 2z)"'n,, @) possede

un pole en z = p.
De Tégalité (4.7), on obtient

(P = 2)"'Ugnn, Ugp) = ((P(6) = 2)"'nn, ) (4.10)

2Voir par exemple [[45], Théo 1.2].
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Dot z = ((P — 2) " Ugn, Ugp) admet un péle en z = . Ainsi la relation
<E{u}(P>U977n7 U§<P> = 151%1 i€ <(P — p — ie) " Ugnn, U§¢>

et (4.10) assurent que Ey,)(P) # 0 et donc p € op,(P).

Ainsi on obtient I'égalité op,(P)NAFAT  [= 0a (P(60)) NJAT; AL, [ et on
fait de méme pour conclure & cette méme égalité sur JA_ ;A .

Si &0 < 0, on produit le méme raisonnement en prolongeant analytiquement

F, a partir {z € C : Sz < 0et Rz > 0} a un voisinage complexe de
pe |AFsAgL [ N (R\Gu(P©)). 0

4.3 Réduction a un hamiltonien effectif

A partir de maintenant, on fixe le parametre [#] < 1 et 6 > 0, et l'on

1
pose h = 5 On introduit également un parametre de charge Z vérifiant :

1—¢
1< Z<B7 (4.11)

ou € €]0;1].

On remplace alors V' par ZV. On introduit ce parametre Z dans I'optique de
pouvoir étudier la partie principale @ de ’hamiltonien?® effectif Esrol (B, Z;\)
a l'aide d’un probleme d’analyse semi-classique, en considérant %Q et Z
tendant vers +oo. On suppose que V est dans la classe suivante

{f € C*(R%,R) : 3zp > 0, ¥y € N3, 3C,, > 0,

vz € R%, |80 f(z)| < Cy (z) =01 } (4.12)

avec () = (1 4+ ’$|2)% De plus, on suppose que V admet une extension
holomorphe dans la direction z3 sur un domaine K3 := {z € C : |Jz| <
§|Rz| + R} pour certains § > 0, R > 0 et que (4.12) est vérifiée sur R? x K3,
autrement dit

Vv € N3,5|07 >0: VX = (z1,29,2) € R? x K3,

XV (X)) <y (x)~=o=hl, (4.13)

En utilisant le changement de coordonnées symplectiques défini au début du
paragraphe §4.2, on transforme le nouvel opérateur P(6) en un opérateur
que 'on notera P(B, Z;6) :

P(B,Z:0) = Hy, 2, @ Hy + (e_eDg) ® az + ZV,

3Voir le Théoréme 4.8 pour I'expression de Es_ol (B, Z;\) et Théoreme 4.11 pour l'ex-
pression de Eiﬁ (B,Z;\)
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ou g’g = %-Id avec 179 lopérateur pseudodifférentiel sur L2 (R3, C) de sym-
bole de Weyl

VW (:L' - héfz, h%l‘g - h§1, 691,‘3) .
On rappelle que <ﬁk)k N forme une b.o.n. de L? (Rm; (C4) et vérifie?
€

SEP(Hy, AF) =Vect (F§) et Fy = ay (E)
et pour ¢ > 1, SEP(H27A2:) =Vect (ﬁi_l,fi).

Ces sous-espaces propres ne sont pas stables par as, on va alors considérer
les sous-espaces

Ey = Vect (ﬁgﬂﬁg)

et pour g > 1, E;, := Vect (ﬁz_q_l,FQ_q,ﬁQZ_l,ﬁ;J . (4.14)

Les sous-espaces <L2 (Rgy 25;C) ® Eq> ND(Fy) sont stables par P(B,0;6).
On remarque que E; est un s.e.v. de dimension 4 si ¢ > 1, alors que Ej est
de dimension 2. On formulera alors un probleme de Grushin différent pour
q =10 et pour g > 1.

4.3.1 Etude prés de AJ et Ay

Soit ¢ €]0; 1].

On cherche a travailler dans Qg} > un voisinage des niveaux de Landau-
Dirac Aj et Ay qui ne rencontre pas (o(P(B,0;0))\{z (R),z, (R)}) et
plus particulierement vérifie

dist(Q ;o (P(B,0;6))\{z] (R), 25 (R)}) > .

On peut construire un tel ensemble de la facon suivante :

On définit pour t € R, Eéi’l (t) = 2zE(t) F 0 (A7 —1). La branche ngl (R) est
“au-dessous” de 2, (R) et intersecte e ’R . au point ngl (to) avec tg > 0.
E(;I (R) étant le symétrique de 3;1 (R) par rapport a l'origine du plan com-
plexe, on obtient que Z; (R) est “au-dessus” de 21 (R) et intersecte e R_
au point zy, (fo)-

On définit alors 987 p comme étant ’ensemble ouvert connexe comportant

D'origine, dont la frontiere est délimitée par les segments |z, (0); Z;, (o) |,

Z51(0): 5, (to)} et les arcs 25, ([0;to]), %3, ((0; to]).

Voir la figure (4.2) pour un dessin.

4On rappelle que SEP(Ha,u) désigne le sous-espace propre de Ha associé & la valeur
propre fi.
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F1G. 4.2 — Ensemble Q&B avec 0 > 0

On note aussi que Q&B\ {AS Ay} No (Hy) = o.
Utilisant les produits tensoriels avec les éléments de base de Ey, on définit
I'opérateur Ty suivant :

Ty : L2(R2,, ;C?) — L2 (R%CY)

1,237

f=Uf) — hOF +hHOF

En notant (-, ), le produit scalaire sur L2 (RIQ,C‘l), on utilise les pro-
duits scalaires avec les vecteurs de base de Ey pour définir 'opérateur Sy :

So : L2 (R%,CY) — L2(R2 ,,;C?)

o () o))

On considere le probleme de Grushin associé aux premiers niveaux de
Landau-Dirac Ag et Ay :

POMN : D(PB))®L*(R? ,,;C?) — L}(R%CY) @ L2(R2 , ;C?)

1,3 x1,237
PO = (P(B’ZS;OQ)_A €°> (4.15)

On note par Ily 'opérateur composé TpoSy. Il s’agit de la projection
orthogonale de L2 (]R3, (C4) sur L? (R2 (C) ® Ey.

1,237
De plus, on remarque que SpoTy = Idy, 4.

On pose ﬁo := Id—1IIy. D’apres le choix de Fjy, les sous-espaces Im (ﬁo)
et Im (Ilp) sont stables par P(B,0;6). On définit la résolvante réduite

~

~ —~ 1 <
Ro(B,Z;)\) == (HOP(B,Z;H)HU - >\> .
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On remarque alors que ’on a les relations suivantes
Ker (ﬁo(sz; )\)) = Ker (ﬁo) = Im(Ily) = Im(Tp) (4.16)
et Im (EO(B,Z; A)) — Im (ﬁo) — Ker (ILy) = Ker (So) (4.17)
On commence par obtenir une estimation sur la norme de la résolvante
réduite

Lemme 4.7. Si B et Z vérifient (4.11), V satisfait (4.13), alors }AEO(B, Zi\)
exriste pour A € Q&B et il existe une constante C' > 0 telle que

|t 20| < 2=

ot la constante C > 0 est indépendante de B, Z et de A € QS’B.

Démonstration. Soit \ € Qg B

On va commencer par montrer qu’il existe C' > 0 vérifiant

C
ﬁ .
Pour cela, en reprenant la démonstration du Lemme 4.2, on peut localiser
o (ﬁoP(B,O; G)ﬁo) et obtenir

| Ro(B.0:3)|| <

7 (ToP(B,0:0)Tho| 1,57, ) = U {2 (B). 77 (R)}.
q>
Ainsi, d’apres le choix de Qg} 5, on obtient

dist (Q&B,O’ (ﬁOP(B,O; e)ﬁo‘lm(ﬁg))) > C(S,g\/ﬁ

pour une certaine constante csg > 0.
De plus, en utilisant la décomposition de I’espace L?(R3;C*) par les sous-
espaces stables (L?(R2 C) ® E;) N'D(R) et la transformée de Fourier en

1,237

x3, on montre que pour I’ € Im (ﬁo) NnD (f[oP(B,O; G)ﬁ()) ,
H (ﬁoP(B,O; 0)II, — /\) FH > csoV/B||F| .

Comme \ ¢ o (ﬁoP(B, 0; G)ﬁo‘fm(ﬁo)>, on en déduit que

(T P(5.0:6)T, - A - [F < cno

~ —1
|o(.0:0)] < ‘ [n(510)

De plus, on a la majoration

| 280(B,0: 07410 | <
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Donc pour B assez grand, I'opérateur Id + Zﬁo (B, 0; )\)@gﬁo est inversible
avec une norme bornée uniformément par rapport aux parametres B, Z et
A.

Avec ’équation des résolvantes réduites

(ﬁOP(B, Z,0)I, — )\) o (ﬁOP(B, 0;)TI, — )\>_1

— (ﬁOP(B, 0;9)TIo — A)_l [—Zﬁomﬁo] (ﬁoP(B, Z;0)TIy — A)_l

on obtient

~

~ ~ ~ 71~
Ro(B,Z;\) = [Id + ZRo(B,0; A)VQHO} Ro(B,0; \). (4.18)
On en déduit donc I'existence d’une constante C' > 0 indépendante de B, Z

et A telle que

HEO(B,Z; A)H < CB3.
O

On utilise les notations de M. Dimassi dans [14]. Pour k et d dans N*, on
introduit S°(R?¢, M,(C)), la classe des symboles définis sur R?? & valeurs
dans les matrices carrées d’ordre k, avec un petit parametre 0 < hg < 1 :

SO (R, My(C)) = {a € C=(Rx]0; ho[, My (C)) : ¥(a, B) € (N2,
ICas > 0, [020C ale, &; h)HMk((C) < Cop

uniformément en h €]0; ho|

Si le symbole a(-;h) dépend d’un parametre supplémentaire z € Z, alors

a(-;h) € SO(R2, M (C)) si et seulement si la constante C,, g est indépendante
de z € Z.

Pour une famille (Lq)q d’éléments de SO(R??, My(C)), on dira que I'opérateur

oo
pseudodifférentiel L admet pour développement asymptotique thLq si
q=0

N
pour tout N € N, il existe Ry41 € SO(R??, M, (C)) tel que L — > hiL, =
q=0
hNJrlRN_H.
On est maintenant en mesure d’inverser 77(0)()\) :

Théoréme 4.8. Si B et Z vérifient (4.11), V satisfait (4.13) et X € QgB,

alors le “probléeme de Grushin” PO(\) admet une unique solution donnée

par
(0) ) (0) .
EOB,z;n) EV (B, z;)\)
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ol Efi (B, Z; \) est Uopérateur pseudodifférentiel admettant pour dévelop-
pement asymptotique

AIQ—AS_O'g—e_eD?,O'l —ZVW <1‘1, —th, 69:6'3) -IQ
Oo .
~hZy hral (xl, hDy, x5, h3e0 Dy: Vi Z, \/EA)
j=0

avec aj € SO(R*, M5(C)) et sont holomorphes en les variables VVhZ et V/hA.
Remarque. En notant Ayg := (01)% + (02)?, on obtiendra que

af = L (A V)W (21, ~hDy, e %23) - I + VhZbY
ot by est un élément de SO(R*, My(C)) de la forme

bo ($1, hfl, eescg, hée_efg; \/EZ, \/E)\> = (81‘/(«7517 h€17 601‘3))2 r11 +
(V (1, hér, €%3) DoV (21, hér, €¥23)) 12 + (2V (21, héy, 69953))2 92
avec 1ij des symboles dans S°(R*, M5(C)).

On va pouvoir ramener 1'étude du spectre discret de P(B, Z;6) dans le

domaine Qg’ p a l’étude pres de la valeur propre 0 pour le nouvel opérateur
0

EY(B.Z;\) :
Corollaire 4.9. On suppose que les hypotheses du Théoréme 4.8 sont sa-
tisfaites.
Alors : X\ € Qg g est une valeur propre de P(B, Z;0) si et seulement si 0 est
une valeur propre de E_(Sl (B, Z;\).
De plus, les multiplicités algébriques de ces valeurs propres sont identiques.

Remarque. D’aprés la remarque qui suit la Proposition 4.4, on sait que
oq(P(B, Z;0)) N Q&B est un sous-ensemble de

Q&B N {5\/1 +e~2ot2 ¢ (g,t,a) € {—1;+1} x R x [0;%9[}.

Démonstration du Théoréme 4.8. Soit \ € Q&B.
On cherche & inverser 'opérateur Py(A) en posant comme premiere approxi-

mation
Ro(B,Z;\) T,
£7(0\) = ot ) 0
So ey (A)

oll e(()o)()\) = Aoy — {Agag + e 'Dyoy + ZSoiv/ng} est un opérateur sur
L% (R?%C?).
En effectuant le produit Py(A) - Séo)()\), on a alors

(P(B,Z:0) — \) Ro(B, Z;\) + TySo (P(B, Z;6) — \) Ty + Toey (A)
SoRo(B, Z; \) SoTh :
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De (4.16) et (4.17), on obtient SoRo(B, Z; \) = 0.
De plus,

(P(B,Z;6) = ) Ro(B, Z; \) + TvSo ~
— (P(B, Z;60) — \)TIoRo(B, Z; \) + I,
- <1‘I0P(B, Z,0)y + Ty P(B, Z: 0)T1, — A) Ty Ro(B, Z; \) + I,
= P(B, Z; )Ty Ro(B, Z; \) + Iy + I,
— 1, (P(B, 0:0) + Z%) Ty Ro(B, Z; \) + Ld.

Comme Im (P(B,O; H)ﬁo) C Im (f[o), on a ITyP(B,0; H)f[o = 0. De plus,
Hogfgﬁ() = [HO,%} ﬁo, ce qui donne

(P(B,Z;0) — \) Ro(B, Z; \) + TySo = ld + Z [Ho,i{f@] Ro(B, Z; \).

Comme ]335 sont les vecteurs propres associés a +1 et Oégﬁét = ﬁgc , on
obtient H2T0 = T00'3 et OégTo = T00'1. D’ou
(P(B, Z; 9) — )\) To + Toeéo)()\) = Z@@T{) — ZTOSQ{/QTO = Zﬁongo
-z [ﬁo,%} Ty=—7 [HO,%] To.

Ainsi
0 Z |y, Vy|Ro(B, Z;\) —Z |y, Vg | Ty
p(o)A,g(O))\:< >+ [0,9}07, [ ,}
(A)-& " (A) 0 Iy, o, . .
=1+ KQ()\)

On veut montrer que ||[Ko(A)|| < 1 pour pouvoir inverser I + Ko(A), pour
cela on étudie [Hg,f\V’g].
On rappelle qu’en notant (ey, es, e3,e4) la base canonique de C* et fy un
vecteur propre (de norme un) de l'oscillateur harmonique associé a +1, on
a F(;‘— = f0€1 et FO_ = f0€3.
Pour G € L? (]R3; (C4), on a
[Ho,% G = II, (%G) — Vo (TLG)
= (VyG@, 150+> F + <§79G, 150*> Fy -V, <<G ﬁO*> o+ <G, ﬁg> ﬁg)
= %G17f0>f061 + <‘79G3,f0 foes — %(<G17f0>f0€1+<G37fo>f063)
= <‘79-,fo>fo - %((nfoﬁo) (Gie1 + Gzes) .
Comme fy est un vecteur propre de l'oscillateur harmonique, de norme

1, et V vérifie (4.13), on est dans le cadre de travail de l'article [[54],
démonstration Théo 2.2] de X.P. Wang , on obtient alors
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(7~ ()| - (52,

Donc H ﬁv/g,ﬂo} H =0 <B7%). Allié & 'hypothese (4.11) et au Lemme 4.2,
cela entraine

14¢

HZ [HO,’%} szo(B,Z;A)H < OB %

Ainsi pour B > 1, l'opérateur I + Ky(A) est inversible et son inverse est de
la forme

(I + Ko(\) ! = A(N) —ZAMNILZVeTy
0 Idy, 25
~ . -1
ot A(\) == [1 —Z {V@,Ho} Ro(B, Z; )\)} .
Ainsi PO ()) [é’éo)()\) (I + Ko()\))_l} = I et donc on obtient comme ex-
pression de E(fz (B, Z;\) :

EV (B, Z;)) = () — ZSo ATV Ty

= AI2—{Agag+e*91}3al+ZSO%TO+ZSOA(A)ﬁO§79TO} :

Comme HZ [Ho,{/g} ﬁo(B7 Z, )\)H < 1, on peut écrire A(A) comme somme

d’une série convergente

A()\):i(Z [HO,%} Ro(B, Z;)\))j: 1+§:(z [HO,%}EO(B, Z: )\))j .
5=0 j=1

Comme Iy - EO(B, Zi\) = }AEO(B, Z;\)-IIp = 0, on remarque que pour tout
j=2

(Z [HO,%} Ro(B, Z: A))j ~0

et ainsi A(\) =1+ Z [HO,%} Ro(B, Z: \).
D’ou

Efl(B, Z; /\) = A — Aa—0'3 - 679D30'1 - ZS()@@T()
— 78,y VyTy — 225, [@9, HO} Ro(B, Z; NIy VeTh.
Or Soﬁo = 0 entraine ZSOIAT(){/@TO = 0 et ainsi

E_(BZ (B, Z; )\) = )\12 - AarUg — 6_9D30'1 - ZS(){/'QTO
~ 728, [%,Ho} Ro(B, Z; \) [@'@,HO} To.



4.3. REDUCTION A UN HAMILTONIEN EFFECTIF 85

De plus, pour G € L* (R?,C?) :
SoVeTo(G) = SoVe (G1 ®Ff + Gy Fy )
- S (179 (G1® fo)er+ Vg (G2 ® fo) 63)
= (G e ). fo), (ValGr & fo). fo))
= (Vol®h).Jo) B(C).

De nouveau, en se servant de l'article [54], on sait que <1~/9 (-® fo), f0> est

un opérateur pseudodifférentiel sur L? (R2 C) dont le symbole est donné

xT1,r3)
par
h
Vv (3617 —h&, 69963) +7 (A12V) (361, —hé&y, eem3> + 0 (h?)

et donc Z Soiv/gT o est un opérateur pseudodifférentiel admettant pour développement
asymptotique

Zthsz (xl, —hDy, 69.273) (4.20)
k=0

avec my, € S0 (R4;M2(C)), mog=V - Iy et m = % (A12V) -1
Il reste & étudier ZSy ﬁv’g,ﬂo} }ABO(B, Z;\) [@'9,1‘[0} Ty. On commence par
écrire le symbole de 179 sous la forme
Vo (2,6) = V (l‘l — h2éa, h3my — h§1,€0$3>
= V(Y) = h2& (01V) (V) + hiaa (3V) (V) (4.21)
h h
+*§22 (312‘/) (Y) + *9522 (02°V) (V) — haoé&s (03,V) (V)

+he Z o 2022 (971 952V) (V) +O(h?)

a1+tas=3

ot (z,&) € R® x R? et 'on a noté Y = (wl, —hﬁl,ega?g).
Comme V (xl, —h§1,69x3> ne dépend pas des variables x9,&2, on obtient

que Popérateur VW (xl, —hDq, eazc3> n’agit pas sur L? (R2 (C4) et donc

o)

De D'équation (4.18), on obtient I'écriture de Ro(B, Z; \) comme somme de
la série convergente
o
o(B.Z:3) = (~1)F 2" (RO (B, 0; /\)VQHO) Ro(B,0; \).
k=0
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Il reste & obtenir un développement asymptotique pour EO(B,O;/\). Pour
cela, on utilise la notion d’opérateur pseudodifférentiel avec des symboles a
valeurs opérateurs, développée par A. Balazard-Konlein dans [3]. On considere
ro(\) = h_%ﬁo(B ,0; A) comme un opérateur en les variables z1, z3 a valeurs
dans £ (L2 (Ray; (C4)). Comme

o N . k' N
o(B.Z;N) =Y (-1 (rO(A)V9H0> Po(N) (4.22)
k=0
le développement de 7(A) et 'expression (4.21) assurent que l'opérateur re-
cherché Z Sy [@'g, Ho} Eo (B, Z;\) ﬁ/g, HO] Ty admet bien un développement
P o :
asymptotique de la forme Zh > h3 b}}V(xl, hDy,e%zs, h3 e 'Ds:VhZ, h2 A).
§=0
De plus, ’holomorphie en la variable vhZ découle de (4.22) et celle en la va-
riable v/AA découle du fait que 7y()\) est holomorphe en VA pour \ € QS’ B

Enfin, on peut remarquer que le symbole du premier terme bgV est de la
forme

bo (961, hér, Pz, hre 03/ 2, \/E)\> = (31V(3617h§1769$3))27’11 +
(01V (w1, h&r, €%w3) DoV (w1, hér, e%3)) ria + (92V (w1, héy, 605133))2 22

avec 7;; des symboles dans SO(R?*, M5 (C)).
Par conséquent, ce dernier développement et (4.20) permettent d’obtenir la

décomposition attendue pour ESrOl(B AP O

Démonstration du Corollaire 4.9. Si A € Qg p est une valeur propre
de P(B, Z;0), alors il existe un vecteur propre associé uy € D(P(B))\{0}.

Ainsi on a
PO <%A> - (50 ?w))

en multipliant par £ (), on obtient donc le systéme

EV(B, Z;\) (Soun) = uy (4.23)
EY (B, Z;)) (Soun) = 0. (4.24)

L’égalité (4.23) assure que le vecteur Sp (uy) est non nul et (4.24) montre
qu’il s’agit d'un vecteur propre de E © (B, Z;\) associé a la valeur propre
0.

Si 0 est une valeur propre de E( )(B Z;\), alors il existe un vecteur
propre associé vy € L? (R2 C?) \{0} Ainsi on a

r1,Tr3?

0\ _ (EYB,z; M
£0 () <v0>_< =B, o)
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et donc

<0>:73(0)()\) (ES?)(B,Z;)\)U()):((P(B,Z; 0) — ) (Ef)(B,Z; )\)U())).
0 0 SOESE))(B, Z; N

Ainsi I’égalité vg = SOESFO)(B, Z; Mg assure que le vecteur Eﬁ)) (B, Z; X\)vg
est non nul et 1'égalité (P(B, Z;0) — \) (EELO)(B,Z; /\)v0> = 0 assure qu'il
s’agit d’un vecteur propre de Eﬁ)z (B, Z; \).

On a donc obtenu que A € ngB est une valeur propre de P(B, Z;0) si et
seulement si 0 est une valeur propre de Esrol (B, Z; \) avec 'égalité des mul-
tiplicités géométriques.

Pour obtenir I’égalité des multiplicités algébriques, on étudie le rang du pro-
jecteur TI() = —5- (P(B, Z;0) - 2) Mdzouly :={ueC:|u—A=c¢}
et € < 1 pour avoir o(P(B, Z;60)) N B(\,2e) = {A}.

D’apres [[23], Appendice 2], on sait que rang (—ﬁ R (EEFO,(B, Z, z))*ldz> <
rang (I11(9)).

Comme 80(0)()\) est Vinverse de P(©)()), on obtient la relation

(P(B,Z;0) —2)~" =
EO(B, Z;2) - EY(B, Z; 2) (E(fl(B,Z;Z))_ EY(B,Z;z) .

E©)(B, Z; z) étant holomorphe en la variable z, on a

-1
rang (2217r fFA E_(B)(B,Z;z) (E_B_(B,Z; Z)) E(_O)(B7Z; 2)dz> .
De plus

rang (I1(0)) = Tr(11(0)

)
_ 1 (0) . (0) .

EY(B, z; z)) dz
-1
= 174 Tr<<E(+°Z(B,Z;z)) E(_O)(B,Z;Z)EP(B,Z;Z)> dz.
2im Jp,

Comme E(B, 7;2)E"(B, Z; 2) = 1+ 7SV Ro(B, Z; 2) Ro(B, Z; 2)Vy Ty =
I+0O(h?), on en déduit que rang (IL(#)) > rang (—ﬁ A(ESFOE(B, Z; z))*ldz)
Ainsi on a obtenu 1’égalité des rangs, autrement dit, la multiplicité de A
valeur propre pour P(B,Z;0) est égale a celle de 0 valeur propre pour

lopérateur ESFOZ(B, Z5 ). O
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4.3.2 Etude pres de AJ et A (pour ¢ > 1)

Soit ¢ €]0; 1].
On pose pour ¢ € R, 2§ () = 2,(t) =9 (A;+1 A+) et Zy, ,(t) =

q
i) =0 (AF = AL,
Comme pour la définition de Qg, p» O peut remarquer que Z;rq . (R) est “au-
dessous” de z" r1(R) et 25q 1(R) est “au-dessus” de z+ L(R).

On note w5 le point d’intersection de Z, 25 1 (R) et Zj q+1(R)‘ L’ensemble

G q st I’ensemble borné, convexe et fermé dont la frontiére est formée par

z;q 1(0),2,11(0)] et les aves 5, (0,ta]), 27, (105 ta)).

On note é;fq I'intérieur de la réunion de G;fq avec son symétrique par rap-
port au point A/

Enfin, on appellera 937 g la réunion de é;r g €t de son symétrique par rapport
a 0.

Ainsi défini, ’ensemble 937 g Vérifie qu’il existe une constante Csg 4 > 0 telle
que la distance entre 9373 et o(P(B,0;0))\{z] (R),z, (R)} est supérieure &
05797qB _%.

(Voir la figure (4.3))

F1G. 4.3 — Ensemble Q;B pour 360 > 0

On amB\{ Ay} No(Hy) =
De méme que T(] et Sp, on définit 'opérateur Tj, suivant :

T,: L*R: ,;CYH — L*(R3CY
f=(fa f3, fa) — [OF)  + LOF, + 30F; |+ [10F,,
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et opérateur S, par :

Sq + L? (R, C*) — L*(RZ, ,,;CY)

x1,237

o+ o+ - -
g — (<ga F’2q—1>m2 ) <gu }712(1>I2 ) <g7F2q—1>x2 ) <g7 F2q>x2> .

On considere le probleme de Grushin :

PO : D(PB))eL*(R? ,;C" — L}(R%CY) o L2(R2 , ;CY

1,23 1,73’
PO = <P(B»ZS;9)—A 1&) (4.25)
q

On note par II, I'opérateur composé Tj o Sy. Il s’agit de la projection
orthogonale de L? (R3, (C4) sur L2 (R3, (C) ® Ey.

On remarque alors que Sy 0Ty = Idy, 4.

On pose ﬁq := Id — II,; et on définit la résolvante réduite

~ ~

~ o~ —1
R,(B,Z:)\) = (HqP(B,Z;H)Hq - A) 1I,.

De méme que lors de I’étude de EO (B,Z;\), on obtient un résultat iden-
tique pour majorer la norme de la résolvante réduite Rq(B, Z; \) :

Lemme 4.10. Si B et Z vérifient (4.11), V satisfait (4.13) et \ € ngB,
alors

| Ro(B.2:0)|| < fg

ot la constante C' > 0 est indépendante de B, Z et de A\ € Qg’B.

La démonstration de ce Lemme étant identique au Lemme 4.7, on ne la
présentera pas.

Pour simplifier I’énoncé et la démonstration du résultat suivant, on va re-

nommer les vecteurs définissant F, comme suit :

Squ) _ F;(r]_l Squ) _ FZZ @é‘n = Fy, @E;q) = Fy,.

Théoreme 4.11. Si B et Z vérifient (4.11), V satisfait (4.13) et X € Qg}B,

alors le “probleme de Grushin” P(q)(/\) admet une unique solution donnée

par
(q) . (9) .
£ () = E()(B,Z,A) EZF)(B,Z,)\) (4.26)
E¥(B,Z;)\) E\(B,Z;\)

ou E(fl (B, Z; \) est Uopérateur pseudodifférentiel admettant pour dévelop-
pement asymptotique

Ay = Af oy — e Dyag = 2V (wy; ~hDy, 'y ) Iy

~h2y hial¥ (ml, hDy, ez, h3e 0 Dy; VI Z, \/EA>
§=0
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avec a; € SO(R*, M4(C)) et sont holomorphes en les variables VhZ et Vh.

Remarque. De méme que pour le Théoreme 4.8, on va obtenir que agV

est de la forme ng]) (A12V)W (xl, —hDx, eexg) Iy + \/EZbgV ot by est un
élément de SO(RY, M4(C)) et M](Bq) € M4 (C) est la matrice hermitienne

définie par
MY = ( <Hosc§0§'q)7 <P§'I)> ) -

en notant Hys. = (D22 + m22) 1.

De méme que lors de I’étude preés des premiers niveaux de Landau-
Dirac, on ramene I’étude spectrale pres de Al‘; et A, a celle de I'opérateur

ngl(B, Z; \) pres de 0 via le résultat suivant :

Corollaire 4.12. Soit ¢ € N*.
On suppose que les hypothéses du Théoréme 4.10 sont satisfaites.
Alors : X e Q9 o.B €St une valeur propre de P(B, Z;0) si et seulement si 0 est

une valeur propre de E( 9 (B, Z;\).
De plus, les multzplzcztes algébriques de ces valeurs propres sont identiques.

Remarques. 1) La démonstration étant identique a celle que Corollaire 4.9,
elle ne sera pas développée.

2) De méme que pour l’étude preés de Aoi, on rappelle que les éléments du
spectre discret de P(B, Z;0) contenus dans Qgﬂ se situent dans [’ensemble

Qg’Bﬁ{zeC:%z~%z<0}.

Démonstration du Théoréme 4.11. On cherche a inverser 'opérateur

77(‘1)()\) en posant comme premiere approximation

@y éq(B, Z; ) 1q
b7 )= ( Sq 6(@0‘))

ou eéq)()\) = Ay — {A;oa; +e ' Dsas + ZSq\~79Tq} est un opérateur sur
L? (R%; CY).
Le produit P@(\) - & ( ) donne alors

( (B, Z:6) — )fz (B Z;\) + T,8, (ﬁ(B,Z;G)—A)Tququé‘”(/\)
(B, Z ST, ‘

De nouveau, comme pour étude du produit P (X) -Eéo) (A), on montre que

POM) - &7 () = (

= I+ K,\.

M+ 7 [Hq,%] R,B,Z:)\) —Z [Hq,%} Tq>
Ty, o
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On veut montrer que ||K4(A)|| < 1 pour pouvoir inverser I + Ky4(\), pour
cela on étudie {Hq,@g .
(9)

On va utiliser ’écriture des vecteurs ¢ ; suivante
P = cifen e +cafq-ea
oD = Cofqg-€2 +c3fgr1-e3
Squ) = —cafq-ea teiferr-es
o = ciferr e —c2fq €4

ol 'on rappelle que f; est un vecteur propre, normé, de l'oscillateur harmo-
nique associé a la valeur propre 2j — 1, et (e, €2, €3, €4) est la base canonique
de C*.

Pour G € L? (]R3; (C4), on a

M, |G = 10, (VoG) -V, (11,6

(Va0 ) " =W ((G.67) "))

I
M) =

1

.
I

D’apres 1’écriture des vecteurs gag-‘n ci-dessus, et d’apres [[54], Théo 2.2], on

obtient H<[Hq,§79} G,ek>H =0 (B*%). On en déduit que H {Hq,@g] H <
\/CE’ ce qui entraine HZ [Hq,iv/g} Eq(B,Z; )\)H < CB~5".

Ainsi pour B > 1, I'opérateur I + K () est inversible et son inverse est de
la forme

(I + K,(\)" = AD(N) —ZAD (NI V,T,
0 Idy, 2,
~ ~ -1
ot AD()) := [1 —Z [V(,,nq} R, (B, Z; )\)] .
Ainsi P@()) [Eéq)()\) (I + Kq()\))fl} = I et donc on obtient comme ex-
pression de Eﬁrq) (B, Z;\) :

EY (B, Z;\) = e (\) — 28,A9 (NI, V,T,
=A;— {A;a4+e_9D3a3—i—ZSqiv/gTq—l—ZSqA(q) ()\)ﬁqgngq} .

De méme que pour ’étude pres de Ag, comme HZ [Hqﬁv’g] }A‘Zq(B, Z;\) H <1,
et IT, - ﬁq(B, Zi\) = R\q(B,Z; A)-II, = 0, on en déduit donc

ADN) =1+ 2 [Hq,%} Ry(B, Z: \).
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D’ou

EW(B,Z;)) = Mi—Afau— e Dyaz — Z25,V,T,
28,V T, = 228, [V, T, | Ry(B, Z; NV,
= My—Ajou— e Dyas — Z2S,V,T,
~ 728, [K%,Hq} Ry(B, Z; \) [@9, Hq} T,

Pour G € L2 (RQ

4
2125 C ), on a

ngif)TqG = (< Gl% y P1 )> + <§~/0G4904(1q)’905 )> )
<V Gapd?, <V9G <P:(),Q)7<P2 >

(V (VoGagl?. o)
)

)+
\Y G3803 7903)>+
<§~79G4904 ,<,0 >—|—< 9G1<P1 7904 )

(@)

Ainsi en revenant a la décomposition des ¢ ;
on obtient

dans la base canonique de C4,

= <‘79 <|C1|2 G1+ c3¢1Gy ) fgr1s far1) + < <|C4|2 G — C2QG4> Jor fq

Vo (|es)® Gy — C4C2G3) Ja+1s far1

(
(

) )
) (v

= <‘7a (|C4|2 Gs — @ﬁGz) fo» fq> + <Vb e Gs + 0301G3) Jar1; fanr
) )

{
{
_ <179 (\02\2@ + 153G fqvftI> +
< ~
{

= <‘79 (|03|2 Gy +c1e3Gr) for1, far1) + <V9 (!CQI2 Gy — C4CTG1> fas fq

Comme f; et f;41 sont des vecteurs propres de l'oscillateur harmonique,
de norme 1, on se retrouve, de nouveau, dans le cadre du travail [54],

et ainsi on obtient que <179 (-®fq9), fq> et <‘N/9 (- ®fq+1),fq+1> sont des

opérateurs pseudodifférentiels sur L? (R2

T s C) donnés respectivement par
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les développements asymptotiques

(Vo (@ f2) fa)
=yW (931, —hDn, 691‘3) +(2qg — 1)% (A12V)W(a:1, —hDn, eeazg)

+> hjb% (:pl, hD, 60333)
=2

]:
<V9 ( ® fq+1) ) fq+1>
= VW (1‘1, —th, 69313) + (2(] + 1)% (A12V)W($1, —th, 60333)

0 .
+ Zzhj b%Jrl (33‘1, hDq, 69$3)
]:

ol les b% sont des opérateurs pseudodifférentiels & symbole dans S°(R?, C).
On en déduit donc

(S,VT,G e )
= VW (21, —hDy, %) [(|c1|2 + |ea|?) G + (38T — e27)Ga
+(2¢ + 1) (AR (21, —hD1,e%z3) ||e1])* G1 + 321G
+(2¢g — 1)% (A12V)W (:rl, —hDq, 69.%'3) \C4\2 G1 — coesGy
+j§2hjb% (z1,hD, e’ x3) (|cl|2 G1 — CQQG4>

o .
+> h]b}/f/qﬂ (z1,hDy, 691‘3) (|C4|2 G1 + 03HG4) .
=2

On peut simplifier cette expression grace aux égalités suivantes

2
el + el = o2 = 1
c3ti —cata = (pa,01) = 0
Ca+1)lalf+ oDl = (Hoepl?, ol?)
(2(] + 1)C3§ - (2(] - 1)CQQ = <Hosc(pz(1q)7 90§Q)> .

Ceci donne

<SNTQG, 1)
= VW (1‘1, —th, 661‘3) (Gl)
+4 (812V)" (21, ~AD1, ¥5) | (Hosedl®, ol )G+ (Hlosep®, o7 ) G|

+ 3 W (@1, hD, eaz) (ler]? G1 = G

+ Z hjb%+1 (:1,’1, hDx, eexg) (’04’2 G+ CgaG4) .
=2
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En faisant de méme avec les autres projections <Sq§7T qG, ek>, on obtient le

développement asymptotique

h
SqVTq = V (l‘l, *th, 60.’L’3> I4 + Z (A12V)W <ZE1, *th, 601‘3) Mg])

o
+> WBY (xl, WDy, e%g)
j=2

ol Bj, € SO(R*, My(C)) et Méq) = (<Hoscap§q>,<p§q)> >1<ij<4 est une ma-

trice hermitienne de la forme

T SR
0 Hosc¢gq)7 Sng) Hosctpéq>, SO;q) 0
0 Hoses, 00 )  (Hpsep$, o0 0
(Hosct?, o) 0 0 (Hoscti?, o)

De méme que lors de I’étude pres de AS—L, on conclut en utilisant le développement
asymptotique de S;VoR,(B, Z; \)VoT, :

SVoRy(B, Z; )VoT, = > h#al¥ (a1,hD1, ’ws, hie ™" Da;VhZ, h3 )
=3

oua; € S0 (R4; ./\/14((C)). Par conséquent, on obtient bien la décomposition
attendue pour E(fl(B, Z;\). O

Le but de la réduction a un hamiltonien effectif est de chercher a obtenir,
comme X.P. Wang dans [54], 'existence de résonances de forme pres des
niveaux de Landau-Dirac. Pour cela, on considere () la partie principale
de l'opérateur ESPZ(B, Z; ), et on se raméne a un probléme semi-classique
en étudiant %Q ol Z — oo. En imposant des conditions géométriques au
potentiel V', on espere pouvoir obtenir I’existence de résonances de forme

N +
pres Ay



Annexe A

Annexe sur les valeurs
propres

A.1 Quelques résultats connus

e Voici la relation IMS, Ismagilov-Morgan-Sigal :

Théoréeme A.1.
Soient (Ja),c 4 une partition de l'unité et opérateur H = —A+ V' pour un
potentiel V € K.
Alors on a la formule de localisation suivante :
H=SYJ,HJ,— 5 |VJ, %
acA acA

En dimension v = 2, la classe K, est celle des fonctions mesurables a

valeurs réelles V telles que

lim | sup / In |z — |~V (y)ldy | = 0.
al0 x
lz—y|<a

e Voici le Lemme de Glazman (issu de [7] p. 435) :
On note par N(u) le nombre de valeurs propres d’un opérateur A,
comptées avec multiplicité, plus petites que pu.

Lemme A.2. [[7], Lemme 3.1]

Soient D4 le domaine de définition de l'opérateur A et D un sous-espace de
Dy tel que A soit essentiellement auto-adjoint sur D.

Alors pour tout A € R, A < inf o.55(A), on a

NA—0) =sup{dimL: L CD,(Au,u) < A|u||*, Vu € L\{0}}

e Voici un résultat de supersymétrie appliqué a 'opérateur de Pauli :

95
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Théoreme A.3. [[12], Théo 6.4]
Si AeCt (RQ,R2), alors les opérateurs —Ap+ B et —Ap — B ont le méme
spectre excepté éventuellement en 0.

A.2 Démonstration de la Proposition 2.1

On va maintenant se pencher sur la démonstration du résultat théorique
de ce travail, a savoir la Proposition 2.1 qui, par la méthode variation-
nelle employée par M. Melgaard et G. Rozenblum, ramene le probleme de
lasymptotique de N (A1,1 — A|Dg — V) & celui de Popérateur de type Toe-
plitz PViP ol P est la projection orthogonale de L? (RQ,(C) sur Ker(D).
N’ayant pas de confusion possible, on écrit ici P en lieu et place de Pp.
On désigne par P la projection orthogonale de L? (R2, (CQ) sur Ker(Dp —1).
On a

(51 D*UQ =0
(u2> € Ker(Dp —1) «— { Duy—2uy = 0

En utilisant le fait que Ker(D*) = Ker(DD*) = Ker (—Ap + B) = {0}, on
obtient

(75} D*UQ = 0
<u2> € Ker(Dp—1) <— { D*Duy — 2D%uy = 0
— D*UQ =0 — U2 = 0

D*Dul = 0 DU1 = 0

Ainsi Ker(Dp—1) = {(%) eD(Dp) : Q€ Ker(D)}. La D p-compacité de

I'opérateur V entraine que PVP est un opérateur compact sur L2 (]R2, (CQ). En
utilisant la décomposition L? (RQ, (C2) = Ker(Dp — 1) @ E, la représentation
i

PVIP 0

0 O>' En particulier, on

matricielle de 'opérateur PVIP peut s’écrire <

en déduit que n4 (A, PVP) = ny (A, PViP).

e Minoration
Soit € €]0;1].
On va utiliser la formulation variationnelle suivante ou N (I,r|T") désigne le
cardinal de o(T)N|l; 7] :

Lemme A.4. [[3}], Lemme 2.1]
Soient T un opérateur autoadjoint sur un espace de Hilbert H, et (I,r) €
R? tels que | < r.
r+l et t = r—l1

Alors en posant s := 5+ 5, ona

N(l,7|T) = max dim { L C D(T) : Yu € L\{O}, |[(T — s)ull3, < t*||uliF} -



A.2. DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 2.1 97

De plus, si T est un opérateur compact sur H et s € R% , alors
ni(s,T) = maz dim {L£ C H : Yu € L\{0}, (Tu,u)y, > s|lul3,} -

1—-A+A_

2
On va utiliser le Lemme A.3 en prenant £ un sous-espace de Ker(Dp — 1).

Comme (1 — py)? — 73 = Ay, pour u € £\{0}, I'inégalité

On définit les réels y:=1—A_, py := et T =1 — X — ).

(D5 =V = pa)ull* < 75 |lull? (A1)

s'éerit 0 > My|lul|® + [ Vaul|? — 2(1 — ux)Re (u, Va).

Comme u € L, il existe u; € Ker(D) tel que u = . De plus V; étant a

uy
0
valeurs réelles, on a Re (u, Vu) = (u1, Viup). Le potentiel V; étant également
& valeurs réelles, on obtient |[Vul|? = (’LL,VQU). Ainsi (A.1) est équivalente a

Mull* < (ur, Waus) (A.2)
ot Wy est le potentiel de R? dans R défini par

1 A 1
V1—7V12:V1[1+—

2)\4-7')\

W)\ = V1

2 1-A_
Ainsi il existe \. €]0;4o00[ tel que pour tout A €]0; \[, on a Wy < W
avec Wr =V, [1 —e-sgn(V1) — V}. L'inégalité Al|ul]®* < (u, Wu)
entraine donc (A.2).

Dot {£ C L? gRQ, C?) : Yu € L\{0}, (W u,u) > A|u||*} est un sous-ensemble
de {£ C L*(R* C?) : Yu € L\{0}, (Wyu,u) > Alju|/*}.

On en déduit donc que pour tout A €]0; A|,

ny(\, PWIP) <ny(\,PW\P) < N(A_,1 - \Dg - V). (A.3)
La minoration est donc obtenue pour tout € €]0; 1].

On fait de méme pour étudier la minoration de N'(1+ A, Ay |Dp—V). En
posant 7 := Ay — 1, iy := M et T := A*;l_)‘, et en prenant toujours

L C Ker(Dp —1), on a tOllJOllI“S I'inégalité (A.2) avec

W)\:%VI_%VEZ_VVI {1+%+%}

Mais en notant W, :=V; [1 —e-sgn(Vq) + %Vl} , Pinégalité (A.2) équivaut
a —=Au]]? > Wyuz). On en déduit qu’il existe A\ €]0;4o00[ tel que

> (uy,
pour tout A €]0; A [ (u1, —Wyu1) = (u1, W uy). Par conséquent, pour tout
A €]0; A\,

n_(\, PW=P) < N(1+ A A4 D — V).
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e Majoration
Cette fois, on va utiliser la Dpg-compacité de 'opérateur V et la ca-
ractérisation variationnelle suivante

Lemme A.5. [[3}], Lemme 2.1]
On adopte les notations du Lemme A.J.
Si T est un opérateur autoadjoint sur H, alors
N(l,7|T) = min codim { L C D(T) : Vu € L, |(T — s)ullF, = t*||ull3}-
De plus, si T est un opérateur compact sur 'H et s € R%, alors
ni (s, T) = mincodim { L C H : Yu € L, (Tu,u)y < s||ull3}.

On convient de noter A_(B):= sup pu et A (B):= inf
neo(Dp) p€a(Dp)
u<l u>1

Soit Ag €]JA™(B); 1[. Comme +1 est le seul point d’accumulation possible de
o(Dp —V), on obtient que N (Ag, A_|Dp — V) est fini. On définit également
1—-X+Ap
2

On note par K le noyau de Dp — 1 et par K son sous-espace orthogonal
dans (D (Dp), ().

Ainsi pour u € D (Dg), on utilise la décomposition u = u; + ug avec u; € K
et up € K*. L'inégalité ||(Dp — V — py)ul> = 72||u|? est alors équivalente &
E(u, A)

les réels v :=1— Ag, puy := et T\ :=1—X— uy.

(D5 =V — wa)ul® = w5 flua|* = 73| uz]|* > 0.
On décompose E(u, ) en 6 termes :

E(u,\) = [[(Dp — px)uz||® — 75 |lual|® — 2Re (1 — pux)ur, V(ug + ug))

T (u,>\) Tz(u,)\)
—2Re (DB —pa)u2, Vug) —2Re (Dp—pux)ug, Vur) +yAlJur]|? + ||V (uy+uz)]?.

~~

T3(u,\) Tu(u,\)

Soit § €]0; 1[. Appliquant le Lemme A.4 & opérateur compact P|V|P, on
obtient 'existence d’un sous-espace vectoriel Ms de D (Dp) tel que

Yu € Ms, (u,P|V|Pu) < Ad|ul)?
ny (A8, P|Vi|P) < codimpage c2) (/\75) < ny(, PVi|P)
M est de la forme Ms & H avec My = PMs.

1

Mais codimy gz c2) (/\775) majorant codimy (Ms), on obtient

Yv € Ms, @, V) < Ad||v?
codimy (Ms) < ng(\, P|V1|P).
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A partir de maintenant, on va supposer que u; € Ms.

® De pux ¢ 0 (D), on a || (Dp — px) uzll = [dist (ux, o (Dp) \{1})] [Juz]-
De plus

dist (pux, 0 (Dp) \{1}) = 7x + Qs olt Oy == min[AT(B)—1, Ao~ A (B)].

2 2
Ainsi u > [1-— A - us||?
Ti(u, A) 2 dist (.o (D )\{1})2 | (DB — p) uzl|”

Comme dist (puy, o0 (Dp)\{1}) <1—A_(B) et A_(B) <0, on en déduit que
L AS(B) > 1 dis e B)\(1))" < (1 A- (B
Comme dist (uy, 0 (Dp) \{1}) 2> (Ta+Q4)?— 7% > Q2 on obtient
T2 9
" Gt e BN~ - Aoy Do Ti(u, ) > ex| (D — i) us[? avee
o = 03
T A )

e L’inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée a Re (u1, Vug) = Re (Vuq, uo)
et associée aux inégalités

Viut|| < V/[Villoov/(ur, Vilur) et [Juz]| < || (DB — pa) ua||

donne

1
Re (u1, Vuz) < V/[[Villoo v/ (ur, [Vilun) gl (D = pa) wal.

Mais u; étant dans Mg, on en déduit que

Re (u1, Vug) < \/MHVHooHMHH (Dp — p) uzf-

Pour k € R%, on majore 2(1 — px)Re (u1, Vug) par

3 1
(43251 = )21V oAl 12)* (gD = pn)u2) .

donc

128k

2(1 — pa)Re (w1, Vug) < 92

(1= ) [VloAd ]l |* + o |25 — )l

1
Ceci donne Th(u,)\) < c(k)AS|jui? + 8—kH(DB — ux)uz|/? ot I'on a posé
128k _
c(k) == o (1=A"(B)[Vle +2| (1= AT(B)).
e D’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz, T5(u, \) < 2[[(Dp—px)uzl|-||Vus|
et donc

Ts(u, \) < —||(Dp — pa)uzl? + 8k Vugl? .

1
8k
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On pose p := % de sorte que puy = p+ %
Comme V est Dp-compact, V(Dp — u)*l est un opérateur compact sur
L? (RQ,CQ). D’ott V est un opérateur compact sur espace K- muni de
la norme |- |, := [[(Dp — ) - ||. Ainsi V? est un opérateur compact sur
(/ci, 1 11), et
ni (ﬁ,VQ) = maz dim {L£L C K+ : Vv € L\{0}, (V?v,v) > ﬁh}u}
< maz dim {M C D (Dp) : Vv € M\{0}, [[Vv[|* > 5=z (DB — p)v||*} .

Le membre de droite de cette inégalité étant fini, il existe un s.e.v. My, de

K+ de codimension finie tel que ||[Vo? < (D — p)v||?, pour tout

. Toskz |
v € M. En se servant du fait que

I(Dp = poll < (D5 — vl + 3ol et 1+ - < 2,
1
= I(Dp — o )usl|*.

e De méme que pour T3(u,\), on peut majorer Ty(u,\) par la quantité
2||(Dp — pa)ue|l||Vuy||. En reprenant les calculs effectués pour Th(p, A), on
obtient alors

T4(u, )\) <

on montre que pour uz € My, on a T5(u, \) <

1
oI5 — pauz|? + 8kAS|[V]|oo flus |

On en déduit donc que F(u, ) est minorée par
[y = 6 Bk Voo + c(E)] Murll® + [cx — 5] (D5 — pa)uz]|?.
On va maintenant fixer les constantes € et k :

on choisit kg > 0 tel que ¢ — — > 0,
2ko

puis g9 €]0; 1] tel que v — &¢ (8k0||V|loo + c(ko)) > 0.
Ainsi pour tout u € M, EE Mg, ona ||(Dp — px — V) ul| = 7aljull.

De plus codimp(p ) <M50 ? Mk0> < codimy (Me,) + codimycr (My,), ce

qui donne
codimp(p ) </\/l50 EE Mk0> < ng (A, PIVi|P) + codimy 1 (My,).

D’apres le Lemme A.4, on obtient
N(Ag,1 = ADp — V) < ngp (A, P|V4|P) + codimyc (My,).
Ainsi en posant C' := codimy1 (My,) + N (Ao, A_|Dp — V), on en déduit
que
NA_,1=-ADp —-V) < ny(\, P|Vi|P)+C. (A.4)

Des inégalités (A.3) et (A.4), on en déduit 'encadrement annoncé pour
N(A_,1-ADg - V).

On fait de méme pour obtenir un majorant de N'(1+ A\, A4 |Dg — V), et
ainsi obtenir I’encadrement désiré.



Annexe B

Annexe sur les résonances

B.1 Démonstration du Lemme 4.1
On cherche donc & déterminer le spectre de

Hy :a1<\/E$2) + 012(\/§D2) +oy

en tant qu’opérateur sur L2(]Rm2,(C4).
L’écriture matricielle de 'opérateur Ho est donnée par

1 0 0 VB (29 —iD3)
H,y— 0 1 VB (29 + iDs) 0
0 VB (z3 — iDy) —1 0
VB (z3 +1iD3) 0 0 -1

Notant par (er,es,e3,e4) la base canonique de C*, on décompose I’espace
L? (Rm; C4) en L2 (Rm; C? ) o L2 (Rm; C? ) pour réécrire Hs sous la

€1,64 €2,€3
forme

(Becimy ) (g )

En posant Dp 4, resp. D _, le premier, respectivement le second, opérateur
présent dans cette somme, on remarque que

o (HQ) =0 (]D)B,—i-) Uo (]DB7_) (Bl)
De plus, de I’équivalence suivante
U U —v —v
o ()-2) = o (D)2 (3)

on montre que o (Dp _) est le symétrique par rapport & 0 de o (Dp ).
En notant oscillateur harmonique Hoge := Do?4192, opérateur sur L2 (Ry,; C),
on a

101
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Dp +

)

2 _ (14 B (Hpse — 1) 0
0 1+ B(Hopsce+1))°

On sait que le spectre de H,z. est purement ponctuel, constitué de valeurs
propres simples, 0 (Hyse) = 04 (Hpse) = {2¢ — 1 : ¢ € N*} avec

SEP (Hopse, 2q — 1) = Vect (ji,)

~ 2
ou fy(t) = Hg—1(t) e~'T avec Hy le polynéme d’Hermite d’ordre k et la
2
‘ — /w20 g — 1)L,
En normalisant (ﬂ) 1 on obtient la famille (fq)qu* qui forme une b.o.n.
de L*(R,,; C).

Le spectre des opérateurs 1 + B (Hysc — 1) et 1+ B (Hpse + 1) est constitué
de valeurs propres simples, plus précisément

norme vérifie H fq‘

(14 B (Hyso— 1)) = 04 (14 B (Hyso — 1)) = {1 + 2B(g — 1) : ¢ € N*}
avec SEP (1 + B (Hpse —1),14+2B(q— 1)) = Vect <f;>

0(14+ B(Hpsce+1)) =0q(1+ B (Hpse +1)) ={1+2Bq : ¢ € N}
avec SEP (1 + B (Hpse — 1),1+ 2Bq) = Vect (};) .

On en déduit donc

o (Dp+?) =04 (Dp+”°) = {1 + 2Bk : ke N}
avec SEP (ID)B’+2, +1) = Vect <<J;1)>

£, 0
et pourg>1, SEP (DB#Z, 1+ 2Bq) = Vect <<fq6rl> ; (f)) .
q

A l’aide de ces vecteurs propres de D B,+2 et en s’inspirant de la démonstration
d’I. Shigekawa [[50], Prop 2.5], on construit les vecteur propres de Dp 4 :

o(Dp+) =04(Dpy) = {AG} U{A; :q¢>1}
avec SEP (D37+,Aar) = Vect (({)1))

. _
et pour ¢ > 1, SEP (Dp,AY) = Vect (Af £1) foia

2iqV'Bf,
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D’apres (B.1), on en déduit que o (H2) = 04 (Hz) = {A;IE : ¢ € N} avec

fi 0
0
SEP (Hy Af) = Veet | | o | | et SEP (Hz, Ay) = Vet ;
1
0 0
et pour ¢ > 1
(A; + 1) far1 . ?FN
SEP (Hs, AF) = Vet U | TavBle
0 (Af F1) fon
2iqVBf, 0
On posera alors pour la suite :
fi 0
+ 0 _ 0
Fy = et Fy = |~ et pour g > 1,
0 fi
0 0
(A7 +1) far (\)ﬁN
0 _ —2igVBf
F+_ = et F, ::Oé3<F+_ ): L4
2q—-1 0 N 2q—1 2q—1 (A;r + 1) fq+1
2igVBf, 0
(\)F~ (A; - 1) fq+1
—2iqv B, _ 0
F+ = 24 t F = <F+> =
TN ) f | T T 0__
0 2iqv/B,

De plus, en normalisant ces vecteurs Fif, on obtient que la famille (ﬁki)

keN
réalise une b.o.n. de L2 (RIQ; (C4).

B.2 Quelques résultats connus

On rappelle un résultat issu de [48], utilisé pour la démonstration du
Lemme 4.3 :

Lemme B.1. [[48], Théo 4.6]
Soit A un opérateur fermé sur un espace de Banach.
Si B est A-compact, alors oes{ A) = 0es( A+ B).

On rappelle le Théoréeme de Fredholm analytique :

Théoreme B.2. [[}4], Théo VI.14]
Soient D un ouvert connexe de C et f: D — L(H) une fonction analytique
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a valeurs opérateurs telle que f(z) est opérateur compact pour tout z € D.
Alors on a soit

(a) (I — f(2))~" n'existe pour aucun z € D

sott

(b) (I — f(2))~! existe pour tout z € D\S ot S est un sous-ensemble discret
de D. Dans ce cas, (I — f(z))~! est méromorphe dans D, analytique dans
D\S, les résidus auz péles sont des opérateurs de rang fini, et si z € S,
alors f(2)Y =1 admet une solution non nulle dans H.

Théoreme B.3. [[24], Théo 6.10]

Soit A un opérateur auto-adjoint sur un espace de Hilbert H et \ une valeur
propre plongée.

La projection Py sur l’espace propre est donné par

Py = s— lim (—ie)(A— X —ig)~ L.

e—0
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Propriétés spectrales de 'opérateur de Dirac
avec un champ magnétique intense

Mots clés : opérateur de Dirac, champ magnétique, valeur propre,
résonance.

Résumé : On étudie I'opérateur de Dirac bidimensionnel avec un champ
magnétique tendant vers I'infini en I'infini. Le spectre d’un tel opérateur est
uniquement composé de valeurs propres et en particulier le spectre essentiel
est réduit & un point. Pour un champ magnétique a croissance polynomiale,
on donne I’équivalent des valeurs propres a l'infini.

Quand on perturbe cet opérateur par un potentiel électrique tendant vers
zéro a 'infini avec une décroissance polynomiale, exponentielle ou & support
compact, des valeurs propres sont créées pres du point du spectre essentiel.
On étudie le comportement asymptotique du spectre discret de 'opérateur
perturbé pres de ce point.

Pour l'opérateur de Dirac tridimensionnel avec un champ magnétique
constant, on définit les résonances a ’aide de la méthode de dilatation ana-
lytique. Grace a la méthode de Grushin, on étudie les résonances pres des
niveaux de Landau-Dirac a ’aide d’un hamiltonien effectif.

Spectral properties of Dirac operators
with strong magnetic fields

Keywords : Dirac operators, magnetic fields, eigenvalues, resonances.

Abstract : We study bidimensional Dirac operator with magnetic fields
which grow unboundedly at infinity. The spectrum of such operator is com-
posed only of eigenvalues and in particular the essential spectrum is reduced
to one point. For power-like increasing magnetic field, we give an equivalent
of the eigenvalues at infinity.

When we perturbe this operator by an electric potential which decays
to zero at infinity with power-like decay, exponential decay or with compact
support, some eigenvalues are created near essential spectrum. We investi-
gate the asymptotic behaviour of the discrete spectrum near this point.

For tridimensional Dirac operator with constant magnetic fields, we de-
fine resonances with analytical dilatation. Using Grushin’s method, we study
the resonances near Landau-Dirac levels with the help of effective hamilto-
nian.



