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In tro duction

L'¶etude desinstablit ¶eshydrodynamiquesqui sed¶eveloppent dansun milieu ferm¶e a
b¶en¶e¯ci¶e d'un int¶er̂et consid¶erabledepuis les trente derniµeresann¶ees.Citons par exem-
ple, deux systµemesphysiquesqui ont particuli µerement attir ¶e la curiosit¶e scienti¯que de
nombreuses¶equipesdechercheurs,dansdiverslaboratoires du mondeentier. Il s'agit du
problµemede Rayleigh-B¶enard ([44]) ou de son analogueen milieu poreux, connu sous
le nom de Horton-Rogers-Lapwood ([49]-[56]) et du problµemedit de Couette-Taylor.

Les deux premiers problµemesconsistent µa chau®er un °uide entre deux plaques
planes horizontales : celle du bas est chaude et celle du haut est froide (¯gure 1). On
parle alors de convection naturelle car le mouvement est induit dans le champ de
pesanteur par les variations su±santes de massevolumique dues aux di®¶erencesde
temp¶erature. Lorsque la di®¶erencede temp¶erature est en dessousd'un certain seuil, il
y a transport de chaleur par conduction thermique (pro¯l lin¶eaire de la temp¶erature).
Au premier abord, cette situation semblerait être en d¶es¶equilibre car les particules
de °uide les plus l¶egµeresse trouvent en dessousdes ¶el¶ements les plus lourds. Mais le
freinage visqueux et la di®usion de la chaleur att ¶enuent toutes perturbations sur une
particule quelconque: ce sont dese®etsstabilisants. L' ¶etat de conduction est donc un
¶etat d'¶equilibre m¶ecanique.Mais lorsquela di®¶erencede temp¶erature estau dessusdece
seuil critique, une perturbation sur une particule descouchesinf¶erieures,moins denses,
entra ³̂ne un mouvement ascendant par la pouss¶ee d'Arc himµede. Les e®etsstabilisants
ne sont plus assezforts pour lutter contre l'ascensionde la particule. Ce mouvement
entra ³̂ne les couches inf¶erieures. Lorsqu'elles arrivent sur la plaque du haut, elles se
refroidissent et deviennent plus denses.Elles plongent donc vers l'in t¶erieur, r¶esultant
d'une pouss¶eed'Arc himµededans le senscontraire. Ce processuss'auto-entretient sous
la forme d'une structure spatiale p¶eriodique compos¶ee de rouleaux par exemple. L'
¶etat de conduction est donc devenu instable. Ce non-¶equilibre aboutit µa l'apparition
dans le °uide, d'un ¶ecoulement interne tendant µa brasserle °uide, de fa»con µa y ¶etablir
une temp¶erature uniforme. Le gradient de temp¶erature est donc le moteur de cette
instabilit ¶e dont les variations in°uencent la distribution de vitesse du °uide dans le
milieu.

Quant au systµemede Couette-Taylor, il est constitu¶e par un ¶ecoulement d'un °uide
con¯n¶e entre deux cylindres coaxiaux, le cylindre ext¶erieur est par exemplemaintenu
immobile alors que le cylindre int¶erieur est en rotation uniforme avecune vitesseangu-
laire ­. L'exp¶eriencemontre que dans un premier temps, un ¶ecoulement stationnaire

9



10 Intro duction

plaque froide

plaque chaude
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Fig. 1 { illustration du problµeme de convection naturelle : les lignes ¡¡ d¶esignent
les isothermes, la plus chaude se trouvant en bas et les lignes ¶epaisses- d¶esignent les
lignes de courant. On a e®ectu¶e 2 coupes du °uide ¢¢¢ en A (pour ascendant) et en
D (pour descendant). Au dessusde celles-ci, on a trac¶e la distribution suivant z de
la temp¶erature T (en ¡ ). On y a ¶egalement superpos¶e la temp¶erature de l'¶etat de
conduction en ¡¡ . Les 2 °µeches indiquent les sensde l'¶ecoulement principal dans le
cadre de la convection mixte.

purement azimutal s'installe. Il s'agit de l'¶ecoulement de Couette. Lorsque la vitessede
rotation d¶epasseune valeur critique, une structure en cellules toroÄ³dalesse forme. La
causephysiquede l'instabilit ¶e vient du fait que lesparticules de °uide prochesdu cylin-
dre int¶erieur sont ¶eject¶eesvers l'ext ¶erieur par la force centrifuge et vont remplacer les
particules prochesde l'autre cylindre, tout en ¶etant frein¶eespar les forcesde viscosit¶e.

Ainsi, bien que les m¶ecanismesphysiquesqui d¶eclenchent l'apparition d'une insta-
bilit ¶e dans le systµemede Couette-Taylor di®µerent de ceux qui provoquent la convection
naturelle, les deux systµemespr¶esentent descomportements dynamiquessemblables. Le
point commun des deux systµemespr¶ec¶edents est qu'ils sont soumis µa des contrain tes
ext¶erieureset qu'ils font intervenir desph¶enomµenesnon lin¶eaires.

En e®et l'¶etat d'¶equilibre d'un systµeme physique est l'¶etat le plus r¶egulier et le
plus sym¶etrique. Sous une contrain te ext¶erieure de plus en plus forte, le systµeme se
d¶estabilise et perd progressivement sa r¶egularit¶e. Chaque brisure de sym¶etries est ac-
compagn¶ee d'une bifurcation qui amµene le systµeme d'un ¶etat µa un autre qui lui est
macroscopiquement di®¶erent.

La question qui seposeest de savoir comment d¶ecrire th¶eoriquement les di®¶erentes
transitions desstructures qui s'opµerent danscessystµemeslorsquela contrain te ext¶erieure
d¶epasseun certain seuil. Lesoutils th¶eoriquesd¶evelopp¶espour r¶epondreµa cette question
montrent que la dynamique de cesstructures peut-être d¶ecrite par un ensemble r¶eduit
d'¶equations di®¶erentielles non lin¶eairesde formes g¶en¶eriques.Ces¶equations d¶ecrivent
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l'¶evolution temporelle desmodesactifs (instables) pr¶esents dans le systµeme.Le rapport
de forme de la bô³te, dans une exp¶eriencede convection par exemple, conditionne le
nombre demodesactifs. Cenombre estd'autant plus grand quele rapport deforme l'est.
Lorsquecedernier paramµetre estsuppos¶enon born¶e,desinstabilit ¶essousla forme depa-
quetsd'ondespeuvent sed¶evelopper et leur dynamiquespatio-temporelleestd¶ecrite par
des¶equationsaux d¶eriv¶eespartielles, appel¶ees¶equations d'amplitude ou ¶equations
d'en velopp e. La th¶eorie des bifurcations dans les systµemesdynamiques [33], e±cace
pour d¶ecrire l'¶evolution des instabilit ¶es dans un milieu ferm¶e, connâ³t cependant des
limites lorsque cessystµemessont ouverts.

Or cesderniers constituent la majorit ¶e des¶ecoulements rencontr ¶esdans la nature.
On peut citer quelquesexemplestels que lescouchesde m¶elange,lesjets, lessillages,les
couches limites et les problµemesde convection naturelle et de Taylor-Couette coupl¶es
avec un ¶ecoulement impos¶e de d¶ebit non nul. Dans ce genrede systµemeoµu seproduit
un transport global de matiµerevers l'aval, la dimensionspatiale desinstabilit ¶esne peut
plus être dissoci¶eede la dimension temporelle. L'approche th¶eorique de la stabilit ¶e de
cessystµemesouverts est appel¶eeµa identi¯er lesm¶ecanismesphysiquesqui sont derriµere
l'apparition de structures macroscopiques.En e®et,il est maintenant clairement ¶etabli
que les ¶ecoulements ouverts se regroupent en deux classes[50], [14] : les ¶ecoulements
instables convectifs oµu les structures macroscopiquespeuvent être simplement le
r¶esultat de l'ampli¯cation desperturbations pr¶esentes dans tout systµemeexp¶erimental
µa l'entr ¶eede l'¶ecoulement, et les¶ecoulements instables absolus dont le comportement
est intrinsµequeet peu sensibleau bruit d'entr ¶ee.

Du point de vue exp¶erimental, la nature convective ou absolue d'une instabilit ¶e
peut être mise en ¶evidencepar des mesuresspectrales d'une quantit ¶e °uctuante par
rapport µa l'¶ecoulement de base.Ces mesuresmontrent un spectre de fr¶equencelarge
si l'instabilit ¶e est convective ou au contraire un pic de fr¶equenceplus ¶energ¶etique si
l'instabilit ¶e est absolue.Dans ce dernier cas,on observe l'apparition d'un mode global,
c'est µa dire d'une r¶esonancedu milieu avec une structure spatiale et une fr¶equence
temporelle bien d¶e¯nies. La ¯gure 2, illustre ce comportement dans une exp¶erience
men¶eepar K.L. Babcock et al [6] concernant le systµemede Taylor-Couette ouvert forc¶e
par un ¶ecoulement axial. Ces auteurs montrent ¶egalement que les paramµetres pour
lesquelson observe une transition d'un spectre large de fr¶equenceµa un spectre ¶etroit
coÄ³ncident avec ceux pour lesquelsla th¶eorie lin¶eaire de stabilit ¶e pr¶edit le changement
de nature de l'instabilit ¶e de l'¶ecoulement de base: on passed'une instabilit ¶e convective
µa une instabilit ¶e absolue.Ce r¶esultat important a conduit A. Joulin µa proposerdanssa
thµeseconsacr¶eeµa la convection mixte desm¶elangesde °uides binaires [53], un protocole
nouveau bas¶e sur la transition instable convectif/absolu en vue de mesurer des e®ets
di±ciles µa quanti¯er commel'e®et Soret. Malheureusement jusqu'µa ce jour, et µa notre
connaissance,il n'existe aucuneinvestigation exp¶erimentale sur ce sujet que ce soit en
milieu °uide ou en milieu poreux.

Cependant, dans le cas d'un °uide pur, la convection mixte en milieu poreux est
document¶eepar desdonn¶eesexp¶erimentales. Cesderniµeressont relativement peu abon-
dantes. Le travail men¶e par M. Combarnous ([26]-[28]) constitue une documentation
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Fig. 2 { Exemple de s¶eriestemporelles
et de module de la transform¶ee de
Fourier rapide (DFT) associ¶e, dans
le problµeme de Couette-Taylor oµu ­
repr¶esente la fr¶equence.La ¯gure a) il-
lustre le spectre en r¶egime absolu et
les ¯gures b)-c) illustrent le spectre en
r¶egimeconvectif (¯gure tir ¶eede [6])

desplus complµetessur ce sujet.
Parallµelement aux int¶er̂ets pratiques de la convection mixte enmilieu poreux, la ten-

tativ e d'¶etudier les di®¶erentes structures d'¶ecoulements thermoconvectifs constitue un
int¶er̂et fondamental enmatiµered'analysedestabilit ¶edansceproblµemetyped'¶ecoulements
ouverts.

L'un des points majeurs de ce travail consiste µa r¶ealiser une comparaison qualita-
tive et quantitative des r¶esultats exp¶erimentaux des ¶ecoulements de convection mixte
dans une couche poreuse avec µa la fois des pr¶edictions th¶eoriques issues du concept
d'instabilit ¶e convective ou absolueet desr¶esultats de simulations num¶eriques.

Le premier chapitre est compos¶e de trois parties. Aprµes une partie qui pr¶esente
le cadre g¶en¶eral de cette ¶etude, ainsi que les travaux exp¶erimentaux, th¶eoriques et
num¶eriques ant¶erieurs, la secondepartie expose les caract¶eristiques rh¶eologiquesdes
milieux poreux. En¯n la troisiµemepartie proposeunemod¶elisation math¶ematique, iden-
ti¯e la solution de l'¶etat de baseet met en ¶evidenceles paramµetres sansdimension qui
caract¶erisent le problµemede la convection mixte en milieu poreux.

Le deuxiµemechapitre est consacr¶e µa l'¶etude de la stabilit ¶e de l'¶etat conductif aussi
bien vis-µa-vis de perturbations tridimensionnelles propagatives que vis-µa-vis de struc-
tures ¯xes organis¶eessous la forme de rouleaux longitudinaux. Une analyse spatio-
temporelle est propos¶ee et permet de faire une distinction entre instabilit ¶e convective
et instabilit ¶e absolue.Les caract¶eristiques lin¶eairesde cesdeux typesd'instabilit ¶e sont
d¶etermin¶eeset leur d¶ependancevis-µa-vis des paramµetres sansdimension du problµeme
est discut¶ee.

Le chapitre trois traite de la dynamique faiblement non lin¶eaire au voisinaged'un
point du plan desparamµetres oµu le systµemeobserve une comp¶etition entre deux types
de structures thermoconvectives : les structures tridimensionnelles propagatives et les
rouleaux longitudinaux ¯xes. Cette dynamique est d¶ecrite par deux ¶equations d'am-
plitude coupl¶ees.L'in t¶egration num¶erique de ces¶equations permet d'am¶eliorer notre
compr¶ehensionde certainesobservations exp¶erimentales.

L'ob jet du chapitre quatre estdemenerunecomparaisonquantitativ edespr¶edictions
th¶eoriquesissuesdel'analysespatio-temporelledestabilit ¶eet desr¶esultatsexp¶erimentaux.
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L'enjeu est fort, puisqu'il porte sur la questioncrucialedesavoir si les caract ¶eristiques
lin ¶eaires du mode global, µa savoir la fr¶equencedesoscillations et la distribution spa-
tiale des instabilit ¶es dans la r¶egion absolument instable, peuvent d¶ecrire pr¶ecisement
la dynamique thermoconvective observ¶eeexp¶erimentalement. Cette description lin¶eaire
du mode global s'est av¶er¶eepertinente µa plusieurs¶egards,nousnoussommesinterrog¶es
sur le rôle des non lin¶earit¶es. Une simulation num¶erique directe bidimensionnelle est
alors propos¶ee.

Le chapitre cinq d¶ecrit lesoutils math¶ematiqueset lesm¶ethodesspectralesutilis ¶ees
dans un code d¶evelopp¶e au L.I.M.S.I 1 par l'¶equipe du professeurG. Labrosse,code
valid¶e sur une con¯guration de convection naturelle dans une bô³te ferm¶ee.Mon s¶ejour
au L.I.M.S.I, encadr¶epar G. Labrosse,m' a permisd'¶etendrececodeµa unecon¯guration
adapt¶eeau problµemede la convection mixte.

Le chapitre six estconsacr¶eµa l'analysedesr¶esultats issusdessimulations num¶eriques
directes bidimensionnelles.Les fr¶equencesd'oscillations, les nombres d'onde ainsi que
lesvitessesde propagation desstructures convectives,sont compar¶esaux r¶esultats issus
de la th¶eorie lin¶eaire. De même, l'amplitude satur¶eedes structures thermoconvectives
obtenue num¶eriquement ainsi que le transfert de chaleur moyen sont µa leur tour com-
par¶es aux donn¶eesexp¶erimentales [26]. En¯n, une loi d'¶echelle d'¶etablissement de ces
structures satur¶ees,propos¶eepar Couairon et Chomaz [32] dans le cadre de l'¶equation
de Ginzburg-Landau, est discut¶eeµa la lumiµeredesr¶esultats de la simulation num¶erique
directe.

A la ¯n de ce m¶emoire, les r¶esultats obtenus le long de ce travail sont synth¶etis¶es
sous forme de conclusion g¶en¶erale avec l'¶enonc¶e de certaines perspectives. L'annexe
A d¶etaille les conceptsd'instabilit ¶e absolu et convectif et l'annexe B est consacr¶ee µa
l'obtention des¶equationsd'amplitude.

1Laboratoire d'Informatique pour la M¶ecaniqueet les Sciencesde l'Ing ¶enieur
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Chapitre 1

Pr ¶esentation de la convection
mixte en milieu poreux

Les ¶ecoulements de °uide µa travers un milieu poreux se rencontrent dans des do-
maines tr µes vari¶es des scienceset techniques. A titre d'exemple, on peut citer les
problµemesde puri¯cation de l'eau, de d¶epollution des sols, d'extraction de p¶etrole et
de gaz, les problµemesg¶eophysiques,. . .

Danscechapitre, nousexposonslestravaux exp¶erimentaux, th¶eoriqueset num¶eriques
ant¶erieurs. Puis nous d¶e¯nissons les caract¶eristiques rh¶eologiquesdes milieux poreux.
En¯n nous pr¶esentons une mod¶elisation math¶ematique du problµeme, les paramµetres
adimensionn¶espertinents ainsi que l'¶etat conductif.

1.1 Convection mixte en milieu poreux et exp¶erimen tation

On parle de convection naturelle d'origine thermique lorsquele milieu est limit ¶e par
desplaquesimperm¶eableset qu'il est chau®¶e par le bas. En revanche, on dit qu'il y a
convection mixte lorsque l'on considµere en plus du gradient de temp¶erature, un d¶ebit
¯ltran t en imposant une pressionplus forte µa l'amont qu'µa l'aval du milieu poreux (voir
¯gure 1.1).

La convection mixte au sein d'un milieu poreux satur¶e par un °uide a ¶et¶e ¶etudi¶ee
par M. Combarnous([26]-[28]), tant en cequi concernelesconditions d'apparition de la
convection, que le transfert de chaleur et la forme descellulesconvectives.Les matrices
solidesutilis ¶eessont non consolid¶ees,compos¶eesde di®¶erents milieux : billes de verre,
de quartz, de propylµene, d'anneaux de Fenske . . . . Di®¶erents °uides sont utilis ¶es : de
l'eau d¶esa¶er¶eeet de l'huile aux silicones.Nous allons d¶ecrire le dispositif exp¶erimental
et exposerquelquesr¶esultats exp¶erimentaux.

1.1.1 Appareillage

L'appareillage complet (¯gure 1.2) comprend une cellule principale dans laque-
lle se d¶eveloppent les mouvements convectifs et un ensemble d'¶elements annexesqui

15
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Fig. 1.1 { Con¯guration du domainephysique: une couche poreusehorizontale satur¶ee
d'un °uide pesant de hauteur H , de largeur aH chau®¶eepar le bas refroidi par le haut
et soumiseµa un ¶ecoulement horizontal uniforme de d¶ebit Q

permettent l'¶etablissement de conditions aux limites stables ainsi que la mesure des
temp¶eratures et des°ux de chaleur.

Une cellule principale est constitu¶ee d'un bloc de makrolon qui sert d'isolateur
thermique. Dans le bloc, on y a usin¶e un tunnel, de 90 cm de longueur, 37 cm largeur
et 5.35 cm de hauteur (¯gure 1.3). Une partie plus petite du bloc est au contact de
deux plaquesplanesm¶etalliques destin¶eesµa la r¶egulation de la temp¶erature.

La plaque du bas est chau®¶ee par dissipation thermique, µa partir d'une s¶erie de
r¶esistancesregroup¶eespar ¶el¶ement chau®ant, baignant dans de l'huile et isol¶eespar du
vide. Tousces¶el¶ements chau®ants sont contr ôl¶esind¶ependamment lesunsdesautres.La
plaquedu haut estmaintenueµa une temp¶erature ¯xe par circulation d'eau. L'uniformit ¶e
de la temp¶erature des plaques est assur¶ee par le relev¶e des thermocouples plac¶es µa
proximit ¶e imm¶ediate du milieu poreux et au centre des¶el¶ements chau®ants.

A l'entr ¶eedu domaine il est impos¶e un pro¯l de temp¶erature lin¶eaire (temp¶erature
deconduction) par unes¶erieder¶esistanceschau®antes,ainsi qu'un ¶ecoulement uniforme
dans le milieu poreux mêmeen absencede convection.

La mesurede la temp¶erature µa l'in t¶erieur du tunnel, est assur¶eepar dessondescom-
pos¶eesde thermocouples.Il est possibled'e®ectuerune mesuresimultan¶ee,en plusieurs
points pour deshauteurs, deslargeurs et longueursvariables. Une repr¶esentation de la
distribution temporelle et spatiale de la temp¶erature est donc possible.

La mesure du °ux de chaleur s'e®ectuepar le calcul de l'e®et Joule par dissipa-
tion des ¶el¶ements chau®ants. Dans son interpr¶etation, il est tenu compte des fuites
thermiques de l'ensemble de l'appareillage.
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Fig. 1.2 { En haut, coupe longitudinal
de l'appareillage (d'aprµes[26]).

Fig. 1.3 { A gauche, cellule principale
et emplacement des ¶el¶ements chauf-
fants ind¶ependants et constitu¶es de
r¶esistances(d'apr¶es[26])

1.1.2 R¶esultats exp¶erimen taux

Les exp¶eriencesde convection en milieu poreux pr¶esentent l'avantage de d¶evelopper
des instabilit ¶es sur des temps tr µes lents. Les p¶eriodes sont de l'ordre de l'heure (voir
la ¯gure 1.5 a) ) ce qui permet µa l'exp¶erimentateur arm¶e de patience, d'avoir le temps
d'observer l'organisation de la convection. Des di®¶erents essaisentrepris, il en r¶esulte
quele crit µered'apparition de la convection thermique ainsi quele transfert dechaleur ne
sont pratiquement pasmodi¯ ¶espar l'existenced'un d¶ebit ¯ltran t non nul. En revanche,
la forme descellulesconvectivesd¶epend µa la fois du gradient de temp¶erature ¢ T et de
la valeur de la vitessede l'¶ecoulemenent moyen du °uide saturant le milieu poreux V
(voir ¯gure 1.4). L'enregistrement de l'¶evolution des temp¶eratures au sein du milieu a
permis de d¶e¯nir plusieurs r¶egionsdans le domaine de la convection laminaire :

{ la r¶egion 1 sur la ¯gure 1.4 : lorsque la vitesseentrante V est plus petite qu'une
certaine vitesse V

¤
, la convection se pr¶esente majoritairement sous la forme de

rouleaux mobiles, perpendiculaires µa l'¶ecoulement moyen : appel¶es rouleaux
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Fig. 1.4 { r¶epartition des structures observ¶eesdans le plan (¢ T; V ) oµu "oscillation"
d¶esigne les R.T (mesure de la ¯gure 1.5 a) ) , "stationnaire" d¶esigne R.L (mesure
de la ¯gure 1.6 a) ) et "p erturbation" d¶esignedes structures d¶esordonn¶ees(mesure
de la ¯gure 1.7). Les lignes horizontales en pointill ¶e indiquent V

¤
et cellesverticales

indiquent de gauche µa droite : le r¶egimeconductif (¢ T < 9 pour la s¶erie 6), laminaire
(9 < ¢ T < 28 s¶erie 6) et turbulent (¢ T > 28 s¶erie 6).
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transv ersaux mobiles et not ¶es R.T (voir ¯gure 1.5 b)).

{ la r¶egion2 sur la ¯gure 1.4 : lorsquela vitesseentrante V est plus grandeque V
¤
,

la convection sepr¶esente majoritairement sousla forme de rouleaux h¶elicoÄ³d¶eaux
¯xes parallµelesµa l'¶ecoulement moyen appel¶esrouleaux longitudinaux ¯xes et
not ¶es R.L (voir ¯gure 1.6 b)).

Pour des vitessesd¶ebitantes proches de V ¤, les essaisr¶ealis¶es mettent en ¶evidence
des e®etsd'hyst¶er¶esisqui pourraient être associ¶es µa la transition entre les deux types
de structures convectives(° µechessur la ¯gure 1.4, s¶erie 7).

Certains enregistrements de la temp¶erature suggµerent la possibilit¶e de propagation
de rouleaux parallµeles mais pas tout µa fait perpendiculaires µa la direction moyenne
d'¶ecoulement ou mêmeparfois de rouleaux perpendiculairesmobilesdansune partie du
massifporeux alors que l'autre partie est occup¶eepar desrouleaux stablesh¶elicoÄ³daux.

N¶eanmoins, au delµa d'un certain gradient de temp¶erature, nous sommesdans le
domaine turbulent et ce quel que soit la valeur de la vitesse entrante. La ¯gure 1.7
d¶ecrit l' ¶evolution lors d'un essai,la temp¶erature en di®¶erents points du plan m¶edian du
milieu poreux et met en¶evidencele caractµere°uctuant, impr¶evisiblede la temp¶erature,
associ¶e µa desstructures moins ordonn¶ees.

a) b)

Fig. 1.5 { a) repr¶esente l'¶evolution lors d'un essai, de la temp¶erature en di®¶erents
points du plan de sym¶etrie horizontale du milieu poreux. Il met en¶evidencele caractµere
oscillatoire r¶egulier de la temp¶erature associ¶e aux R.T repr¶esent¶essch¶ematiquement en
b)

1.1.3 Travaux analytiques et num ¶eriques ant¶erieurs

La convection mixte en milieu °uide, connue sousle nom de problµemede Poiseuille-
Rayleigh-B¶enard a fait l'ob jet de tr µes nombreusesinvestigations , tant th¶eoriquesou
num¶eriques qu'exp¶erimentales. A ce sujet, dans une excellente revue bibliographique
r¶ecente, X. Nicolas [72] pr¶esente 154 r¶ef¶erencesqui couvrent la p¶eriode 1920-2001.

L'in t¶er̂et port¶e µa la convection mixte en milieu poreux a ¶et¶e beaucoupmoins im-
portant. D'un point de vue th¶eorique,Prats [78] a ¶et¶e le premier µa analyser la stabilit ¶e
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a) b)

Fig. 1.6 { a) repr¶esente l'¶evolution lors d'un essai, de la temp¶erature en di®¶erents
points du plan de sym¶etrie horizontale du milieu poreux et met en¶evidencele caractµere
stationnaire de la temp¶erature (aprµesun certain temps de transition) associ¶e aux R.L
repr¶esent¶e sch¶ematiquement en b)

Fig. 1.7 { Mesure temporelle de la
temp¶erature, elle pr¶esente un caractµere
impr¶evisible associ¶e au r¶egime turbu-
lent

lin¶eaire de la convection mixte bidimensionnelle dans un milieu poreux d'extension
lat¶erale in¯nie (a ! 1 ). En utilisant le modµele de Darcy, il montre que le seul e®etde
l'¶ecoulement principal est d'in tro duire desoscillations desstructures convectives,alors
que le seuil d'apparition de cesstructures restele mêmequecelui du problµemeclassique
de Horton-Rogers-Lapwood.

Rees[82] a ¶etendu cette analyseen prenant en compte les e®etsd'inertie mod¶elis¶es
par le terme de Forchheimer en tant que correction du modµele de Darcy. Il montre que
le couplage entre l'¶ecoulement principal et les termes non lin¶eaires d'inertie favorise
l'¶emergencede structures convectivesorganis¶eessousla forme de rouleaux longitudin-
aux ¯xes, et cequellequesoit la valeur de la vitessed¶ebitante de l'¶ecoulement principal.

D'un autre cot¶e, en utilisant r¶ecemment la th¶eorie de la propagation des ondes,
Chung et al [25] ont propos¶e une loi d'¶etablissement spatial de ces mêmesrouleaux
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longitudinaux. Bien que les r¶esultats ¶etablis dans [82] et [25] soient int¶eressants, ces
pr¶edictions th¶eoriquesne renseignent pas et n'aident pas µa comprendre l'observation
exp¶erimentale desrouleaux transversaux propagatifs.

Il faut attendre l'excellent travail de thµese de F. Dufour [39] pour qu'un nou-
vel ¶eclairage soit apport¶e aux circonstances dans lesquelles la d¶estabilisation dans
ce problµeme de convection mixte, conduit µa un mouvement convectif d¶ependant du
temps ou au contraire µa un r¶egime stationnaire structur ¶e en rouleaux longitudinaux.
L'originalit ¶e du travail de thµesede F. Dufour r¶esident notamment dans l'utilisation
rigoureusedu concept d'instabilit ¶e absolue,graceauquel, on comprend mieux les con-
ditions n¶ecessairesqui pilotent l'¶emergencedes rouleaux transversaux propagatifs. La
dynamique non lin¶eaire de cesderniers a ¶et¶e ¶etudi¶ee par F. Du®our, en appliquant le
th¶eorµemede la vari¶et¶ecentrale et de la forme normale.Elle a par ailleurs men¶eune¶etude
num¶erique [40] dans le but de d¶ecrire les ¶ecoulements bidimensionnelset p¶eriodiques
en temps. Cette ¶etude num¶erique lui a permis de calculer la fr¶equenceglobale des
oscillations, les longueursd'onde et la vitessede phasedesrouleaux transversaux.

Ce travail constitue alors une extension naturelle au travail de thµesede F. Dufour
[39].

1.2 Caract ¶erisation d'un milieu poreux

On rappellesuccinctement, lesdi®¶erentesgrandeurscaract¶eristiquesdu milieu poreux.
Le lecteur int¶eress¶e, pourra consulter l'ouvrage de D.A. Nield et A. Bejan [73], pour de
plus amples informations.

1.2.1 D¶e¯nition du milieu poreux

Le milieu poreux est compos¶e d'une matrice solide, µa l'in t¶erieur de laquelle setrou-
vent desporesreli¶esentre eux ou ¶eventuellement isol¶es.On peut distinguer :

{ les matrices solidesnon consolid¶eesoµu la phasesolide est form¶ee de grains (par
exemplele sable,le gravier, billes de verre, d'acier, leslits de particules pasencore
°uidilis ¶es. . . ), pratique pour l'exp¶erimentation.

{ les matrices solidesconsolid¶ees(par exempleles rochescalcaires,le grµes, l'argile,
le bois, tissu biologique . . . ).

Dans le cadre de cette ¶etude nous nous limiterons au cas de la matrice solide non
consolid¶ee.

Les pores reli¶es entre eux, permettent l'¶ecoulement d'un ou plusieurs °uides. On
peut alors classerles problµemesrencontr ¶es,suivant les phasesen pr¶esenceµa l'in t¶erieur
despores:

1) le milieu est satur¶e d'un seul °uide ou encoreun ensemble de °uides miscibles
(par exempleun sol imbib¶e d'eau).

2) le milieu estcompos¶edeplusieurs°uides non miscibles.Un ensemble dem¶enisques
s¶eparealors lesdi®¶erentes phases(par exempleun m¶elangeeau-huile-gazdans les
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solide

milieu poreux à
l'échelle des pores d

fluide

milieu poreux à l'échelle
macroscopique L

V.E.R

L
d

l

Fig. 1.8{ La ¯gure illustre la taille interm¶ediaire l du VolumeEl¶ementaire Repr¶esentatif
(V.E.R) entre la taille du milieu poreux µa l'¶echelle macroscopiqueL et µa l'¶echelle des
poresd

rochesp¶etroliµeres,ou un sol partiellement satur¶e d'eau, la deuxiµemephase¶etant
l'air).

3) le milieu est le siµege d'un transport de °uide et de particules solides. Il agit
en g¶en¶eral comme un ¯ltre, mais sespropriµet¶es hydrodynamiques se modi¯en t
au cours du temps (d¶epollution des eaux contenant de grossesparticules par
percolation µa travers le sol).

Dans le cadre de cette ¶etude nous nous limiterons au cas1).

1.2.2 Param µetres

Volume El ¶ementaire Repr ¶esentatif (V.E.R)

L'¶echelle du pore d varie g¶en¶eralement de 0:05¹m pour les nanopores, µa 0:5mm
pour les macropores. Or la distribution des pores et des grains est g¶en¶eralement tr µes
irr ¶eguliµere. A cette ¶echelle, la pression, la vitesse, la temp¶erature varient donc tr µes
irr ¶eguliµerement d'un point µa l'autre du domaine. On est donc amen¶e µa e®ectuerune
moyenne spatiale de ces grandeurs. Elles ont pour but d'¶eliminer les °uctuations µa
l'¶echelle du pore, mais pas les °uctuations µa l'¶echelle macroscopiquedu milieu poreux
L . Cette moyenne s'e®ectuedonc sur des nombreux pores par l'in term¶ediaire d'un
Volume El¶ementaire Repr¶esentatif V.E.R (voir ¯gure 1.8) du milieu. De plus, l'¶echelle
l du V.E.R doit donc v¶eri¯er :

d ¿ l ¿ L

On obtient donclesgrandeurscaract¶eristiquesdela vitesse,la pressionet la temp¶erature,
en les moyennant sur le V.E.R. Cela permet de repr¶esenter un point dans un nouveau
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a) cubique b) cubique centr ¶ee c) cubique µa facecentr ¶ee
Á = 0:476 Á = 0:32 Á = 0:255

Fig. 1.9 { modµele g¶eom¶etrique par empilement r¶egulier de sphµeresde mêmediamµetre
avec la porsit¶e Á associ¶ee

milieu continu ¯ctif par changement d'¶echelle. Il est ¶equivalent au domaine poreux
¶etudi¶e mais µa l'¶echelle macroscopique.Lorsque les propri¶et¶es locales, d¶e¯nies sur le
V.E.R, sont ind¶ependantes de la position de celui-ci, le milieu est dit homogµene, µa
l'¶echelle macroscopique.Dans la suite, sauf casparticulier, toutes les grandeurs (pres-
sion,vitesse,temp¶erature) apparaissant dans les di®¶erents modµelesseront d¶e¯nies sur le
V.E.R.

Porosit ¶e
La porosit¶e Á est d¶e¯nie commele rapport du volume vide occup¶e par lespores,sur

le volume total soit :

Á =
volume des pores

volume total

La proportion occup¶ee par la matrice solide est donc donn¶ee par 1 ¡ Á. En fait Á est
plus exactement appel¶e porosit¶e totale. En e®et,cette d¶e¯nition prend en compte les
pores ferm¶es. On intro duit donc une porosit¶e accessible, d¶e¯nie comme le rapport du
volume des pores connect¶es sur le volume total. Cela n'est possibleque si on connâ³t
su±samment la structure du milieu poreux, elle est peu utilis ¶ee en pratique. Cette
distinction n'aura pas lieu dans l'¶etude qui suit, les milieux exp¶erimentaux se font
par empilement (matrice solide non consolid¶ee). Pour les milieux poreux naturels Á
n'excµedepas 0.66 (pour l'ardoise en poudre). N¶eanmoinscelapeut être plus ¶elev¶e pour
desmilieux poreux industriels (0.9 en moyennepour les ¯bres de verre).

Beaucoup de r¶esultats sont issus de modµeles g¶eom¶etriques particuliers de grains
ou de pores. Ils sont obtenus dans le cas d'empilements r¶eguliers de sphµeresde même
diamµetre. Ces empilements forment des r¶eseauxet la porosit¶e d¶epend fortement de
l'arrangement (voir (¯gure 1.9). Dans le casd'un r¶eseaucubique il y a beaucoupplus
d'espacepour le °uide (Á = 0:476) que dans le cas d'un r¶eseaucubique µa face centr ¶e
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(Á = 0:255) qui est le r¶eseaur¶egulier, le plus compact que l'on puisseobtenir avec des
sphµeresde mêmediamµetre.

Il existe de nombreux cas oµu la porosit¶e est variable mais on la considµere comme
uniforme.

Surface sp¶eci¯que
Cela correspond au rapport de l'aire de la surfacetotale de l'in terface °uide-solide

Asf , sur le volume de l'¶echantillon V soit :

® =
Asf

V

qui a la dimension d'une longueur. Par exemple pour les empilements cubiques, la
surfacesp¶eci¯que ® varie comme1=r, avec r le rayon dessphµeres.

Comme pr¶ec¶edemment on distinguera une surface sp¶eci¯que totale et accessible.
Cette grandeur joue un rôle capital dans les problµemesd'absorption ainsi que dans
l'¶echangede chaleur entre le °uide et la matrice solide.

Tortuosit ¶e
La complexit¶e du chemin continu des°uides µa travers les poresa une in°uence sur

les propri¶et¶es de transport du milieu. L'existence de "bras mort" (voie de garagede
l'¶ecoulement) est importante dans les mat¶eriaux peu poreux et tr µesh¶et¶erogµenes.Pour
tenir compte de la connection entre les pores,on d¶e¯nit la tortuosit¶e ¿.

G¶en¶eralement, on d¶e¯nit ¿ µa partir de l'analogie hydraulique , ¶electricit¶e. En e®et,
le transport de °uide (le d¶ebit) par di®¶erencede pressionest l'analoguedu transport de
charge(le courant) par di®¶erencede potentiel ¶electrique (voir la loi de Darcy (1.6)). La
relation entre potentiel et courant est appell¶eeconductivit ¶e (l'in versed'une r¶esistance).
On considµerela conductivit ¶e¶electrique¶equivalente ¾p d'un milieu poreux satur¶e par un
liquide conducteur de conductivit ¶e ¶electrique ¾f . G¶en¶eralement le milieu poreux vide
est tr µespeu conducteur. C'est donc la structure g¶eom¶etrique desporesremplis de °uide
qui rend le milieu poreux satur¶e, plus ou moins conducteur (mesurede ¾p). On d¶e¯nit
donc :

¿ = Á
¾f

¾p

Lcap

L ¿ s'exprime simplement dans le cas oµu
le milieu poreux¶etudi¶esemod¶elisesous
la forme d'un r¶eseaude capillaires on-
dul¶es (voir la ¯gure de gauche). On
trouve dans ce cas:

¿ =
µ

L cap

L

¶ 2

(1.1)

oµu L cap repr¶esente la longueur moyenned'un tuyau capillaire ondul¶e et L repr¶esente
la longueur du milieu. On a toujours L cap ¸ L , ¿ ¸ 1, et si les tuyaux capillaires sont
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rectilignes, on obtient L cap = L , ¿ = 1. Plus ¿ est grand plus le milieu est "tortueux",
il joue donc un rôle important dans les problµemesde di®usion.

Perm ¶eabilit ¶e
La perm¶eabilit¶e K ser¶efµere µa la capacit¶e du milieu poreux µa laisserpasserle ou les

°uides µa l'in t¶erieur despores.Elle ne d¶epend que de la g¶eom¶etrie de la matrice solide,
en particulier de la porosit¶e et la tortuosit ¶e. Ainsi le milieu est d'autant plus perm¶eable
que les poressont connect¶esentre eux.

G¶en¶eralement K est d¶etermin¶e par des mesuresexp¶erimentales, par le biais de la
loi de Darcy r¶egissant le mouvement du °uide dans le milieu poreux (voir (1.5)-(1.6)).
Il existe de nombreux travaux r¶epertoriant la perm¶eabilt¶e pour di®¶erents milieux. On
pourra consulter le livre [73], pour trouver quelquesvaleurs de K , ellessesituent entre
10¡ 7 ¡ 10¡ 9 pour le gravier et 10¡ 13 ¡ 10¡ 16m2 pour l'argile strati¯ ¶e.

Il est possibled'¶evaluer la perm¶eabilit¶e K grâce µa des g¶eom¶etries particuli µeresdu
milieu, par l'in term¶ediaire de Á et d'une dimension caract¶eristique de la matrice solide
µa l'¶echelle du pore. On note notamment :

{ la relation de Kozeny-Carman (1937) [9], qui donne une estimation satisfaisante
de K dans le cas d'un empilement de grains de formes µa peu pr¶es identiques
et dont la distribution des tailles des grains n'est pas trop ¶eloign¶ee d'une taille
moyenneD :

K =
D 2Á3

36C0(1 ¡ Á)2 (1.2)

C0 est un coe±cient de forme, il est compris entre 3.6 et 5. Il est ¶egal µa 4.8 pour
les grains sph¶eriqueset dans ce casD repr¶esente le diamµetre de la sphµere.

{ le modµele de faisceauxde tubescapillaires ondul¶es,parallµelesen moyenneµa une
direction donn¶eeest donc fortement anisotrope [46] :

K = Á
D 2

32
1
¿

avec ¿ la tortuosit ¶e des tubescapillaires ondul¶es (1.1), D le diamµetre des tubes.
Si le milieu est form¶e de 3 ensembles de capillaires perpendiculairesdeux µa deux
(et donc relativement isotrope), la perm¶eabilit¶e serait r¶eduite d'un facteur 3, on
peut faire l'estimation suivante : K = ÁD 2

96
1
¿ .

On peut aussiint¶egrerdirectement les¶equationsdeNavier-Stokespar voienum¶erique.
Cela s'e®ectueau caspar casdansun domaineg¶eom¶etrique particulier assezsim-
ple et repr¶esentatif du milieu. On pourra consulter l'article de [81]. Les auteurs
retrouvent notamment la relation (1.2) et la chute de pressionpr¶evue par la loi
de Darcy (1.6).

Il existe¶egalement desmodµelesstatistiques permettant le calcul de la perm¶eabilit¶e.
Cela ser¶evµeleutile lorsquele milieu poreux pr¶esente desinhomog¶en¶eit¶esdansune
large gammed'¶echelle (il n'y a plus de description continue ¯ctiv e ¶equivalente).
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Remarque:
{ La loi empirique d'Arc hie (1942), relie le facteur de formation F = ¿

Á µa la porosit¶e
par :

F = Á¡ m

avec par exemplem = 3=2 pour les gr¶es, cette loi est valable pour la formation
de roche s¶edimentaire (on peut ¶egalement relier la perm¶eabilit¶e µa la porosit¶e).

{ nousavonspr¶esent¶edesmodµelesdedescription desporesa¯n d'obtenir desV.E.R,
bas¶essur desempilement de sphµeres. . . oµu on utilise l'in variance par translation
des propri¶et¶es, pour caract¶eriser le V.E.R. Or les mesures(par exemple [80])
montrent que l'arrangement des pores des roches s¶edimentaires est proche des
g¶eomµetries fractales au moins sur une certaine gammed'¶echelle, c'est µa dire que
les propri¶et¶essont invariantes par changement d'¶echelle. Descalculse®ectu¶essur
desstructures fractalesd¶eterministes(voir notamment [7]) permettent danscecas
le calcul par exemplede la porosit¶e, la perm¶eabilit¶eou la loi d'Arc hi. . . N¶eanmoins
l'id ¶eed'un caractµerestrictement fractal est mis en d¶efaut par de r¶ecentes mesures,
r¶ev¶elant le caractµere multifractal de la r¶epartition des pores [77], ce qui appelle
une autre mod¶elisation statistique [59].

1.3 Form ulation math ¶ematique

1.3.1 Mo d¶elisation

On considµere une couche poreusehorizontale in¯nie (voir la ¯gure 1.1), isotrope et
homogµene d'¶epaisseurH, de largeur aH . Cette couche est satur¶ee par un °uide pur
pesant, soumis µa un ¶ecoulement uniforme, horizontal de d¶ebit Q . La paroi inf¶erieure
est chau®¶ee µa la temp¶erature T ¤

0 alors que la paroi sup¶erieure est maintenue µa une
temp¶erature T¤

1 < T¤
0 . La couche est plac¶eedans le champ gravitationnel ¡!g .

Le °uide a une viscosit¶e cin¶ematique º f , une viscosit¶e dynamique ¹ f , une masse
volumique ½f , et une conductivit ¶e thermique ¸ f .

Commenous l'avonsvu pr¶ec¶edemment, lesgrandeurssont moyenn¶eessur un V.E.R
(lesmoyennesvolumiquessont d¶e¯nies dans[60]-[94]).De plus la m¶ethoded'homog¶en¶eisation
[85]-[86] permet le changement d'¶echelle pour obtenir de nouvelles grandeurs contin-
ues d'un milieu poreux continu ¯ctif ¶equivalent. Elle repose essentiellement sur des
d¶eveloppements asymptotiques de la vitesseet de la pressionµa l'¶echelle du pore, puis
par une application d'un op¶erateur moyen d'in t¶egration, on peut passer µa l'¶echelle
macroscopique.Les coe±cients des ¶equations macroscopiquesainsi obtenues re°µetent
la nature complexedu milieu µa l'¶echelle microscopique.

On intro duit donc la vitessede ¯ltration Vf , moyennede la vitessedu °uide sur tout
le V.E.R c'est µa dire f pores remplis + solidesg. On peut ¶egalement d¶e¯nir la vitesse
interstitielle Vi qui repr¶esente la vitessemoyennedu °uide mais µa l'in t¶erieur de pores.
La relation de Dupuit-F orchheimer permet de relier les 2 grandeurs :

Vf = ÁVi
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On peut construire le nombre de ReynoldsRep bas¶e sur la taille moyennedespores
d et la vitesseinterstitielle :

Rep = Vi
d
º f

(1.3)

1.3.1.1 Equation de conserv ation de la masse

On ¶ecrit la conservation de la massepour la phase°uide transport¶eepar la vitesse
interstitielle

¡!
V i , on a alors :

@½f Á
@t¤ + div(½f

¡!
V f

z}| {
Á

¡!
V i ) = 0

En premiµereapproximation la densit¶es'¶ecrit commefonction lin¶eairede la temp¶erature :

½f = ½0(1 ¡ ®f (T¤ ¡ T¤
0 ))

avec ®f le coe±cient d'expansion thermique, T ¤ la temp¶erature en un point donn¶e et
T¤

0 une temp¶erature de r¶ef¶erencepar exemplela temp¶erature de la plaque du bas.Dans
les gaz et les liquides, le coe±cient d'expansion thermique ® est tr µespetit,10 ¡ 3 < ® <
10¡ 4±C¡ 1. Nous adoptons donc l' hyp oth µese d'Ob erb eck-Boussinesq [11] pour la
densit¶e du °uide qui montre que les variations de densit¶e sont n¶eglig¶ees,except¶e dans
le terme gravitationnel ½f

¡!g oµu ellesrendent compte de la pouss¶eed'Arc himµedequi est
la causede la convection thermique.

L'¶equation de conservation de la masses'¶ecrit alors :

div(
¡!
V f ) = 0 (1.4)

1.3.1.2 Equation de conserv ation de la quan tit ¶e de mouv ement

Loi de DAR CY :
C'est en 1856 que Henry Darcy [35] d¶ecrit une loi sur les ¶ecoulements isothermes

dansun milieu poreux. A partir d'exp¶eriencesdepercolation d'eau µa traversunecolonne
de sableverticale satur¶eede hauteur H , il en d¶eduit :

Q = K 0S
¢ Pm

H
(1.5)

avec Q le d¶ebit de l'eau percolant µa travers la colonne, ¢ Pm la di®¶erencede pression
motrice entre le haut et le bas de la colonne et K 0 une constante d¶ependant de la
perm¶eabilit¶e de la couche poreusedu milieu et du milieu °uide. On peut montrer [89]
que K 0 = K

¹ f
avec K la perm¶eabilit¶e et ¹ f la viscosit¶e dynamique du °uide.

On peut g¶en¶eraliser cette loi par :

¡!
V f = ¡

K
¹ f

(r P¤ ¡ ½f
¡!g ) (1.6)
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La perm¶eabilit¶e K peut être une constante dans le cas d'une couche poreuseisotrope
et un tenseur dans le casanisotrope et P ¤ repr¶esente la pressionen un point du milieu
continu ¯ctif.

Lesconditions aux limites sur le bord du domainesont desconditions deglissement :

¡!
V f :¡!n = 0 sur @­

en e®etmêmesi il y a adh¶erencedu °uide sur le bord du domaineµa l'¶echelle despores,
en "moyenne" sur le V.E.R, le °uide glissesur ce bord.

La loi de Darcy est v¶eri¯ ¶ee par de nombreux r¶esultats exp¶erimentaux pour des
r¶egimesd'¶ecoulement laminaire. Elle a ¶egalement ¶et¶e v¶eri¯ ¶ee par des simulations di-
rectes des ¶equations de Navier-Stokes [81] oµu on v¶eri¯e bien cette chute de pression.
SelonBear [9] il existe 3 typesde r¶egimesen fonction de Rep :

{ pour Rep < 1, le r¶egimeest laminaire, les forcesde viscosit¶e sont grandesdevant
les forcesd'inertie, la loi de Darcy est valable.

{ pour 1 < Rep < 150, des couches limites se d¶eveloppent au niveau des parois
solides.En dehors de cette couche limite, il n'y a plus proportionnalit ¶e entre le
gradient depressionet la vitessede¯ltration : la loi deDarcy n'est plus applicable.
Ce r¶egimed'¶ecoulement stationnaire laminaire persiste jusqu'µa Rep = 150.

{ pour 150< Rep < 300 un r¶egimed'¶ecoulement instationnaire prend place.

{ Rep > 300 on est en pr¶esenced'un ¶ecoulement turbulent.

Remarque:
{ µa l'¶echelledespores,lesforcespr¶epond¶erantessont donc lesforcesvisqueuses,c'est

un ¶ecoulement d¶etermin¶e par l'¶equation de Stokes (loi de Poiseuille appliqu¶ee µa
chaque pore). Il est alors possiblede retrouver la loi de Darcy par le biais de la
th¶eorie de l'homog¶en¶eisation µa double ¶echelle d'¶energie[86] avec l'hypothµesede
p¶eriodicit ¶e du milieu et d'un ¶ecoulement de Stokes.

{ il y a une analogiecomplµete entre les ¶equations de Darcy en 2D et les ¶equations
r¶egissant la cellule Hell-Shaw. Cette derniµere est compos¶eede 2 vitres verticales
proches l'une de l'autre d'une distance h, entre lesquelless'¶ecouleun °uide [28].
On a alors l'¶equivalenceK $ h2=2.

Plusieurs modµelesempiriques ont ¶et¶e propos¶es comme des extensionsde la loi de
Darcy.

Loi de Darcy-F orchheimer :
Lorsque la vitessed¶ebitante augmente, les forcesd'inertie ne sont plus n¶egligeables.

Dans ce cas, on montre exp¶erimentalement que pour un gradient de pression ¯x ¶e, le
d¶ebit mesur¶e est plus petit qu'il ne le serait avec la loi de Darcy [73]. Pour prendre en
compte cet e®et,Forchheimer fut le premier µa proposer,en 1901[42], une modi¯cation
empirique de la loi de Darcy en reliant non lin¶eairement (par un polynôme du second
ordre), la vitessede ¯ltration et le gradient de pression.La formulation la plus utilis ¶ee
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est la suivante [73] :

¡!
V f|{z}

due aux frottemen ts visqueux

+ cF
K

1
2

¹ f
:jj

¡!
V f jj :

¡!
V f

| {z }
due aux pertes inertielles

= ¡
K
¹ f

(r P¤ ¡ ½f
¡!g ) (1.7)

avec cF une constante re°¶etant la g¶eom¶etrie du milieu et jj :jj la norme euclidiennede
R3. cF vaut approximativ ement 0.55 et dans le cas d'un empilement de sphµeres on
trouve :

cF = 0:55
µ

1 ¡ 5:5
d

De

¶
(1.8)

avec d le diamµetre desbilles et De le diamµetre ¶equivalent de la couche (ici D e = aH ).

Il estpossibleded¶emontrer cette loi quadratique par la th¶eoriede l'homog¶en¶eisation
en incluant lespremiers termesdu transport par inertie en plus dese®etsvisqueux [96].

Muskat [65]proposeen1946uneclassi¯cation ( intro duite initialement par Lindquist
[58]) du domainedevalidit ¶edeslois deDarcy et Darcy-Forchheimer. Il distingue 3 zones
en fonction du nombre de Reynolds Re :

zone1 : correspondant µa de tr µesfaibles Rep (Rep < 1), la loi de Darcy est valable.

zone3 : correspondant µa de forts Rep (10 > Rep > 1), la loi de Darcy-Forchheimer
est valable.

zone2 : correspondant µa une zonede transition entre les faibles et lesgrandsnom-
bres de Reynolds.

De nombreusesautres relations non lin¶eairesanalytiques ont ¶et¶e sugg¶er¶eespour la
description de l'¶ecoulement dans la couche poreuse.Ainsi dans la repr¶esentation de
Muskat d¶ecrite ci-dessus,la di±cult ¶e ¶etait de d¶ecrire correctement la zone 2, c'est µa
dire la zonede transition. C'est dans ce contexte que Firdaouss et al. [41] ont montr ¶e
que la premiµere et la secondezone peuvent être uni¯ ¶eesen une même zone obtenue
asymptotiquement en faisant tendre Re ! 0. Dans cette nouvelle zone,la loi de Darcy
est modi¯ ¶ee par une correction cubique pour la vitesse de ¯ltration. Leur modµele est
en accordavec lesexp¶eriencesde G. Chauvetau [21]. Cette correction cubique apparâ³t
¶egalement souscertaineshypothµeses(E. Skjetne et al. [90], C. Mei et al [61]).

Mo dµele de Brinkman
Dans le cas oµu la porosit¶e est importante (de l'ordre de 0.8), il faut tenir compte

des e®etsde di®usion visqueuseau niveau des parois. Il convient donc de rajouter un
terme di®usif µa la loi de Darcy. Brinkman en 1947[15] proposele modµele suivant :

r P¤ = ½f
¡!g ¡

¹ f

K
¡!
V f + ¹ 04

¡!
V f

oµu ¹ 0 est la viscosit¶e e®ective qui peut être d¶etermin¶eeexp¶erimentalement [45]. A titre
indicatif on trouve pour Á = 0:972 on a ¹ 0 » 7:5¹ f . Si K devient grand, l'¶equation se
r¶eduit µa l'¶equation de Stokesavec ¹ f = ¹ 0.
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Il est aussi possibled'additionner les e®etsde Forchheimer et Brinkman avec l'in-
corporation d'un terme instationnaire moyenn¶e et d'un terme d'advection. On obtient
un modµele semi-heuristique[73] :

½f

"
1
Á

@
¡!
V f

@t¤ +
¡!
V f

Á
:r

Ã ¡!
V f

Á

! #

= ¡
1
Á

r (ÁP¤) + ¹ 0¢
¡!
V f ¡

¹ f

K
¡!
V f : : :

: : : ¡
cF ½f

K
1
2

¡!
V f jj

¡!
V f jj + ½f

¡!g

(1.9)

oµu Á peut varier spatialement. L'a jout destermesd'inertie commedansles¶equationsde
Navier-Stokess'avµere limit ¶e. A part pour desperm¶eabilit¶es¶elev¶eeset desvitessesvrai-
ment ¶elev¶ees,ceterme peut être n¶eglig¶e par rapport µa la correction Forchheimer. Quant
au terme instationnaire, il est utile pour des vitessestr µes ¶elev¶ees(Rep > 150). Nous
montrerons dans la suite que cestermes sont n¶egligeableslorsque qu'on adimensionne
les ¶equations (voir le paragraphe1.3.3.2) .

Remarque: la gammedesvitessesutilis ¶eesdanslesexp¶eriencesde convection mixte
de M. Combarnous [26] (par exemple Rep ' 1; 2 pour les exp¶eriencesavec de l'eau)
sont en ad¶equation avec le domaine de validit ¶e des¶equationsde Darcy-Forchheimer.

1.3.1.3 Equation de conserv ation de l' ¶energie

La convection en milieu poreux favorise le transfert de chaleur entre la paroi chaude
et la paroi froide. Cetransfert dechaleur estassur¶eµa la fois par la phase°uide et la phase
solide.Or cesdeux phasesne possµedent ni la mêmecapacit¶e thermique (respectivement
(½c)f ; (½c)s pour la phase°uide et la matrice solide), ni la mêmeconductivit ¶e thermique
(respectivement ¸ f ; ¸ s). Pour cette raison et dans le but de tenir compte du transfert
de chaleur li¶e µa la pr¶esencedes2 phases,Combarnouset Bories [29] avaient propos¶e un
modµele de deux ¶equations d'¶energied¶ecrivant l'¶evolution de la temp¶erature des deux
phases:

Á(½c)f
@T¤

f

@t¤ + (½c)f

¡!
V f

z}| {
Á

¡!
V i :r T¤

f = div[¸ ¤
f r T¤

f ] ¡ h(T¤
f ¡ T¤

s ) (1.10)

(1 ¡ Á)(½c)s
@T¤

s

@t¤ = div[¸ ¤
sr T¤

s ] ¡ h(T¤
s ¡ T¤

f ) (1.11)

avec T¤
f ;s d¶esignant la temp¶erature, moyenn¶ee sur un V.E.R, les indices f ;s d¶esignent

la partie °uide et la matrice solide. Au regard de (1.10) et (1.11), on constate que si
Ts > Tf , soit Ts ¡ Tf > 0, le transfert de chaleur est compt¶e positivement de la matrice
solide vers la phase°uide.

Les scalaires¸ ¤
s et ¸ ¤

s sont descoe±cients de conductivit ¶e thermique ¶equivalente et
d¶ependent 1 descoe±cients de conductivit ¶e thermique propre ¸ f et ¸ s et de la porosit¶e
Á. Ils d¶ependent aussientre autres paramµetres :

1si le milieu est isotrope ce sont des scalaires; si le milieu est anisotrope, ce sont des tenseurs, par
hypothµeseils sont sph¶eriques



Formulation math¶ematique 31

{ pour ¸ ¤
f , de la dispersion hydrodynamique dûe µa la pr¶esencedu squelettesolide.

{ pour ¸ ¤
s, de l'¶etat de division de la phasesolide.

Le coe±cient de transfert entre les2 phases,h, d¶epend, par analysedimensionnelle:
{ descaract¶eristiquesthermiques de la phase°uide et de la matrice solide(conduc-

tivit ¶e et chaleur volumique)
{ de la porosit¶e Á
{ une dimension caract¶eristique du milieu poreux par exemple

p
K avec K la

perm¶eabilit¶e ou alors la taille d'un pore, d'un grain, d'une ¯bre.
h peut-être d¶etermin¶e exp¶erimentalement de maniµere indirecte [73].

Lorsque l'on supposel'¶equilibre thermique entre la phase°uide et la matrice solide
on a alors T¤

f = T¤
s (le coe±cient de transfert h ! 1 ). Sa justi¯cation repose sur

la comparaison des temps caract¶eristiques de mise µa l'¶equilibre thermique du milieu
poreux. Sa validit ¶e a ¶et¶e syst¶ematiquement ¶etudi¶eedans [79]. Pour les modµelesvariant
entre 10¡ 2 < ¸ s

¸ f
< 103, on observe qu' au coursd'un processustransitoire, l'¶ecart max-

imal entre les temp¶eratures moyennesadimensionn¶eesde chaque phaseest de l'ordre
de 10%.

On en d¶eduit par sommation termes µa termes des ¶equations (1.11) et (1.10), le
modµele de transfert de chaleur le plus couramment utilis ¶e pour les milieux poreux
(¶equation de transport-di®usion) :

(½c)¤ @T¤

@t¤ + (½c)f
¡!
V f :r T¤ = div[¸ ¤r T¤] (1.12)

avec T¤ la temp¶erature ¶equivalente du milieu poreux, (½c)¤ = Á(½c)f + (1 ¡ Á)(½c)s la
chaleur sp¶eci¯que volumique¶equivalente (car additivit ¶edesenthalpies doncdeschaleurs
sp¶eci¯quesvolumiques)et ¸ ¤ = ¸ ¤

f + ¸ ¤
s. G¶en¶eralement ¸ ¤ estmesur¶eeexp¶erimentalement

mais il d¶epend de la temp¶erature. On le prendra constant dans la suite. On peut quand
même en donner une approximation assezsimple. Parmi les modµeles les plus usuels
[73], on distingue :

{ les modµeless¶eries ¸ ? , d¶e¯nis par un milieu constitu¶e de strates de solide et de
°uide perpendiculaire au transfert de chaleur, on obtient :

¸ ? = Á¸ f + (1 ¡ Á)¸ s

{ les modµelesparallµeles¸ k, d¶e¯nis par un milieu constitu¶e de strates de solide et
de °uide parallµelesau transfert de chaleur, on obtient :

1
¸ k

=
Á
¸ f

+
1 ¡ Á

¸ s

Cesapproximations permettent d'encadrer ¸ ¤ :

¸ ? < ¸ ¤ < ¸ k

Si ¸ ¤ ne varie pas spatialement, on peut ¶ecrire :

(½c)¤

(½c)f

@T¤

@t¤ +
¡!
V f :r T¤ = · ¤¢ T¤

avec · ¤ = ¸ ¤

(½c) f
le coe±cient de di®usivit¶e thermique ¶equivalente.
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1.3.2 Conditions aux limites

Pour une couche poreusesemi-in¯nie [0; 1 ]; [0; aH ]; [0; H ], dansle repµere(x¤; y¤; z¤)
(voir la ¯gure 1.1), on imposeles conditions aux limites suivantes :

² pour la vitesse,on utilise l'¶equation de Darcy ou Darcy-Forchheimer, avec :
{ desconditions de glissement µa la fronti µere (parois imperm¶eables):

¡!
V f :¡!n = 0 sur la surfaceen z¤ = 0; H et y¤ = 0; aH

{ une condition de d¶ebit impos¶ee,µa l'entr ¶ee:

Z H

0

Z aH

0

¡!
V f :¡!n dS = Q

² pour la temp¶erature, on utilise l'¶equation de l'¶energieavec :
{ desparois lat¶eralesverticalesadiabatiques(bloc demakrolon danslesexp¶eriences

de Combarnous) :
@T¤

@y¤ = 0 pour y¤ = 0; aH

{ desparois horizontales isothermes:

T¤ = T¤
0 pour z¤ = 0 et T¤ = T¤

1 pour z¤ = 1

1.3.3 Adimensionnalisation et solution de conduction

1.3.3.1 Equations adimensionn ¶ees

Toutes les grandeurs physiques du problµeme peuvent être exprim¶ees µa l'aide de
quatre grandeurs fondamentales : la longueur [m], la masse[kg], la temp¶erature [K]
et le temps [s]. Or les ph¶enomµenesphysiques sont ind¶ependants du choix de l'unit ¶e,
ils d¶ependent donc de nombres sansdimension. Pour cela on adimensionnetoutes les
grandeurspar les ¶echellesde r¶ef¶erencessuivantes :

{ pour la longueur : L 0 = H
{ pour le temps : t0 = H 2 (½c)¤

¸ ¤

{ pour la temp¶erature : ±T0 = T¤
0 ¡ T¤

1
{ pour la vitessede ¯ltration : v0 = ¸ ¤

H (½c) f

{ pour la pression: p0 = ¸ ¤ ¹ f
K (½c) f

La longueur de r¶ef¶erencerepr¶esente la hauteur H sur laquelle sed¶eveloppe princi-
palement le ph¶enomµenede convection.

Le temps de r¶ef¶erencerepr¶esente le temps de di®usionthermique ¶equivalent sur une
surfaceH 2.

La temp¶erature de r¶ef¶erenceau seindu milieu est compriseentre la temp¶erature de
la plaque du haut et celledu bas,alors la di®¶erencede temp¶erature donne la r¶ef¶erence.
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En milieu poreux, la vitesse de ¯ltration de r¶ef¶erenceest bas¶ee sur le temps car-
act¶eristique de di®usionthermique · ¤ et la longueur caract¶eristique H oµu seulela partie
°uide est en mouvement d'oµu le terme (½c) f et non (½c)¤.

Au regard de la loi de Darcy, on construit la pressionde r¶ef¶erenceµa partir de la
vitesse de r¶ef¶erenceet la longueur de r¶ef¶erencemais aussi les coe±cients reliant la
pressionet la vitessedans Darcy-Forchheimer.

On e®ectuele changement de variable suivant :

8
>>>>>><

>>>>>>:

t = t¤=t0
(x; y; z) = (x¤; y¤; z¤)=L0

¡!
V =

¡!
V f =v0

P = P¤=p0

T = (T¤ ¡ T¤
0 )=±T0

dans les ¶equations (1.12)-(1.7)-(1.4).
La couche poreuseest maintenant d¶ecrite par : (x; y; z) 2 [0; 1 [:[0; a]:[0; 1] oµu a

repr¶esente le rapport de forme transversal de la couche poreuse.Le syst µeme adimen-
sionn ¶e r¶egissant l'¶ecoulement dans cette couche s'¶ecrit dans le casg¶en¶eral :

µ
1
Á

Da
M

Pr ¤

¶
@~V
@t

+
µ

1
Á

Da
Pr ¤

¶
¡!
V r

Ã ¡!
V
Á

!

= ¡
1
Á

r (ÁP) + ¤Da¢ ~V ¡ ~V : : :

: : : ¡ F jj ~V jj ~V + RaT~ez

(1.13)

@T
@t

= ¡ ~V ¢~r T + ¢ T (1.14)

div(~V ) = 0 (1.15)

avec les conditions aux limites suivantes :

8
>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>:

~V ¢~ez = 0 et

plaques isothermes
z }| {
T = 1 en z = 0

~V ¢~ez = 0 et T = 0 en z = 1

~V ¢~ey = 0 et
@T
@y

= 0 en y = 0

~V ¢~ey = 0
| {z }

condition de glissement

et
@T
@y

= 0 en y = a
| {z }

paroi adiabatique

(1.16)

et la condition de d¶ebit :
Z a

0

Z 1

0

~V ¢~exdydz = aPe (1.17)
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Ce systµemed'¶equationset lesconditions aux limites font intervenir lesnombressans
dimension suivants :

Nom bre de Rayleigh de ¯ltration Ra :
Le nombre de Rayleigh de ¯ltration d¶e¯ni par :

Ra =
K g®f H (T¤

0 ¡ T¤
1 )(½c)f

¸ ¤º f
(1.18)

En e®et, en convection naturelle, les e®etsstabilisants se traduisent par la di®usion
thermique du °uide en mouvement oµu le temps caract¶eristique lors d'un tra jet H d'une
particule estH 2 (½c) f

¸ ¤ . Lese®etsstabilisants sont ¶egalement dusµa la viscosit¶eoµu le temps
caract¶eristique associ¶e est K

º f
. De ce fait, le temps caract¶eristique de stabilisation est

t2
stabil isation = H 2 (½c) f K

¸ ¤ º f
. Lese®etsd¶estabilisants proviennent de la pouss¶eed'Arc himµede

par variation de la densit¶e, le temps de relaxation associ¶e est donc : t2
destablissation =

H
®f (T0 ¡ T1 )g . Le nombre de Rayleigh est donc le rapport des2 temps :

Ra = t2
stabil isation =t2destablissation

Nom bre de P¶eclet Pe :
Le nombre de Peclet repr¶esente le rapport du transport convectif sur le transport

di®usif de la temp¶erature et s'¶ecrit :

Pe =
VeH (½c)f

¸ ¤

avec Ve = Q
aH 2 la vitessede ¯ltration moyenneµa l'entr ¶eedu domaine.

Nom bre de Prandtl poreux Pr ¤ :
Pour la phase °uide, ce nombre traduit la nature même du °uide en rapportant

les temps caract¶eristiques de di®usion thermique t ther miq ue = H 2=· f pour l'¶echelle de
r¶ef¶erenceH sur les temps caract¶eristiquesde viscosit¶e tvisqueux = H 2=ºf pour la même
¶echelle H .

Pr f =
t ther miq ue

tvisqueux
=

º f

· f

avec · f = ¸ f
(½c) f

la di®usivit¶e thermique du °uide.
De même, en milieu poreux on rapporte les temps caract¶eristiques de di®usion

thermique du milieu poreux pour l'¶echelle de r¶ef¶erenceH (t ther miq ue = H 2=· ¤) sur les
tempscaract¶eristiquesdeviscosit¶edela phase°uide pour la même¶echelleH (t visqueux =
H 2=ºf ), soit :

Pr ¤ =
º f

· ¤

avec · ¤ = ¸ ¤

(½c) f
le coe±cient de di®usivit¶e thermique ¶equivalente.

Nom bre de Darcy Da :
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Ce nombre traduit la ¯nessedu milieu poreux. Il est d¶e¯ni par :

Da =
K
H 2

Pour les milieux de faible granulom¶etrie, le nombre de Darcy prend de tr µes faibles
valeurs comprisesentre 10¡ 6 et 10¡ 8.

Terme de Forchheimer F :
Le terme de Forchheimer F , commenousl'avonsvu nousdonnel'in tensit¶e du terme

non lin¶eaire dans (1.20). Il est d¶e¯ni par :

F = cF
Da

1
2

Pr ¤

avec cF la constante g¶eom¶etrique d¶ependant de la g¶eom¶etrie du milieu (voir (1.8)).

Nom bre de Reynold ReK :
On a d¶ejµa construit le nombre de Reynolds µa l'¶echelle des pores Rep (voir (1.3)).

Nous pouvons construire ¶egalement le nombre de Reynolds pour le milieu poreux µa
partir d'une longueur ¶equivalente induit par la perm¶eabilit¶e K , soit :

ReK = cF
VeK

1
2

º f
= F Pe (1.19)

Nom bre M :
Ce nombre est caract¶eristique de la couche poreuse.Il repr¶esente le rapport de la

capacit¶e thermique du °uide sur la capacit¶e thermique du milieu poreux :

M =
(½c)f

(½c)¤

On a souvent M » 1.

Nom bre ¤ :
Ce nombre repr¶esente le rapport de la viscosit¶e dynamique du milieu µa celle du

°uide :

¤ =
¹ 0

¹

1.3.3.2 Simpli¯cation du mo dµele

Dans lesexp¶eriences¶etudi¶eesici [26], [28], Á est constant spatialement (Á » 0:3; 0:4)
et les nombres sansdimension sont de l'ordre de : Da » 10¡ 5, Pr ¤ » 10, Pr f » 10,
¸ ¤

¸ f
» 1, M » 1 et ¤ » 1 (porosit¶e faible). On en conclut donc que l'extension de

Brinkman, le terme instationnaire et le terme d'avection qui sont de l'ordre de Da,
peuvent être n¶egligeab¶es devant les autres termes en particulier devant F (de l'ordre
de

p
Da). Pour pouvoir prendre en compte l'inertie du milieu poreux, on utilise la loi
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de Darcy-Forchheimer. L'instationnarit ¶e provient alors du transport de la temp¶erature.
Le systµeme(1.13)-(1.15)-(1.14) avec les conditions aux limites (1.17)-(1.16) devient :

~V + F jj ~V jj ~V = ¡r P + RaT~ez (1.20)
@T
@t

= ¡ ~V ¢~r T + ¢ T (1.21)

div(~V ) = 0 (1.22)

avec les conditions aux limites suivantes :

8
>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>:

~V ¢~ez = 0 et

plaques isothermes
z }| {
T = 1 en z = 0

~V ¢~ez = 0 et T = 0 en z = 1

~V ¢~ey = 0 et
@T
@y

= 0 en y = 0

~V ¢~ey = 0
| {z }

condition de glissement

et
@T
@y

= 0 en y = a
| {z }

paroi adiabatique

(1.23)

et la condition de d¶ebit :
Z a

0

Z 1

0

~V ¢~exdydz = aPe (1.24)

Remarque:
Le systµeme(1.20)-(1.22)-(1.21)aveclesconditions aux limites (1.24)-(1.23) est donc

pilot ¶e par 4 paramµetresind¶ependants : Pe;Ra;a;F . Pour lesexp¶eriencesde M.C. Com-
barnous : le rapport de forme est ¯xe a = 37

5:35 ' 6:91, F est de l'ordre de 10¡ 4, Pe
varie entre 0 et 40 et Ra entre 0 et 1300(dans le r¶egimeturbulent).

1.3.3.3 solution de conduction

Une solution stationnaire simple du systµeme(1.20)-(1.22)-(1.21)avec lesconditions
aux limites (1.24)-(1.23) peut être trouv¶ee et ce quelque soit Ra;Pe;F ; a, c'est la
solution de conduction d¶e¯nie par :

8
>>>>><

>>>>>:

¡!
V 0 =

0

@
u0

v0

w0

1

A =

0

@
Pe
0
0

1

A

T0 = 1 ¡ z

P0 = Ra
¡
z ¡ 1=2z2¢

¡ Pe(1 + ReK )x + cste

(1.25)
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Elle estcaract¶eris¶eepar un pro¯l lin¶eairedela temp¶erature et ¶egalement un ¶ecoulement
principal suivant x.

1.4 Conclusion

Nous avons expos¶e les travaux exp¶erimentaux de M. Combarnous [28]-[26] ainsi
que les travaux th¶eoriqueset num¶eriquesant¶erieurs. Ensuite nous avons d¶e¯ni les car-
act¶eristiquesrh¶eologiquesdesmilieux poreux.En¯n nousavonspr¶esent¶eunemod¶elisation
math¶ematique du problµeme bas¶ee sur l'¶equation de Darcy corrig¶ee par le terme de
Forchheimer. Par ailleurs, les paramµetres adimensionn¶es pertinents du problµeme ont
¶et¶e d¶etermin¶esainsi que l'¶etat de conduction.

A partir des¶equations d¶evelopp¶eespr¶ec¶edemment, il est possibled'¶etudier la sta-
bilit ¶e de l'¶etat de conduction en fonction desparamµetres adimensionn¶esdu problµeme.
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Chapitre 2

Analyse de stabilit ¶e de la
solution de conduction

Ce chapitre est consacr¶e µa l'¶etude lin¶eaire des instabilit ¶esqui apparaissent lorsque
l'¶etat deconduction (1.25) sed¶estabilise.Il s'agit d'¶etudier l'¶evolution au coursdu temps
d'une perturbation in¯nit ¶esimale,qui peut simuler, par exemple,le bruit inh¶erent aux
situations r¶eelles.Si cette perturbation s'ampli¯e asymptotiquement dans le temps, la
solution deconduction estdite instable , dansle cascontraire, elleestdite stable . Dans
le casparticulier oµu elle n'est ni ampli¯ ¶ee,ni att ¶enu¶ee,on parle de stabilit¶e marginale.
Cette approche temporelle de stabilit ¶e est utile pour d¶eterminer les modes les plus
d¶estabilisants ainsi que les conditions critiques de leur ¶emergence.

Or dans un systµemede °uide ouvert commecelui que l'on ¶etudie, le taux de crois-
sancedesmodeslesplus instablespeut nepasêtre su±sant pour endiguerle ph¶enomµene
de transport dû µa la pr¶esencede l'¶ecoulement horizontal. Dans ce cas, toute impulsion
localis¶eeest µa la fois ampli¯ ¶eeet advect¶ee,de telle sorte qu'en un point ¯x ¶e de l'espace,
le systµemerelaxevers l'¶etat de conduction pour un temps asymptotiquement grand. En
revanche, on peut d¶eterminer lesparamµetresphysiquespour lesquelstoute perturbation
localis¶eecrô³t au cours du temps et envahit tout le domaine spatial, y compris contre
l'¶ecoulement principal. La distinction entre les deux dynamiques di®¶erentes peut être
faite grâceµa l'analyse de stabilit ¶e spatio-temporelle.

Lesdeux approches,temporelleet spatio-temporelledestabilit ¶e lin¶eairesont men¶ees
au cours de ce chapitre. Les r¶esultats qui en d¶ecoulent sont compar¶es µa ceux obtenus
par P. Carriµereet P.A. Monkewitz [18] et X. Nicolas [71] et qui concernent le problµeme
de Poiseuille-Rayleigh-B¶enard.

2.1 Form ulation du probl µeme et ¶equation de disp ersion

L'analyse lin¶eaire qui correspond µa l'¶etude de l'¶evolution d'une perturbation in-
¯nit ¶esimale,donne une condition su±sante d'instabilit ¶e, l'¶etat ¶etudi¶e est lin¶eairement
stable ou instable. En e®et même si un ¶etat peut être stable vis µa vis d'une pertur-

39
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bation in¯nit ¶esimale,il ne l'est peut-être pas vis µa vis d'une perturbation d'amplitude
¯nie (analyse non lin¶eaire). N¶eanmoins l'analyse lin¶eaire permet d'obtenir les seuils
d'instabilit ¶e primaire, les nombres d'onde et les fr¶equencesdesstructures bifurqu¶ees.

Pour la convection mixte, le systµeme (1.20)-(1.22)-(1.21) avec les conditions aux
limites (1.24)-(1.23), d¶epend de 4 paramµetres :

{ le rapport de forme a
{ le nombre de Reynolds ReK

{ le nombre de Rayleigh Ra
{ le nombre de P¶eclet Pe

En superposant µa la solution de conduction (1.25), de petites perturbations de la
vitesse~v = (u; v; w)T , de la temp¶erature µ et de la pressionp :

8
>><

>>:

~V = ~V0 + ~v(
¡!
X ; t)

T = T0 + µ(
¡!
X ; t)

P = P0 + p(
¡!
X ; t)

(2.1)

avec
¡!
X = (x; y; z). On reporte (2.1) dans (1.20)-(1.22). Aprµes lin¶earisation on obtient

un systµemev¶eri¯ ¶e par les perturbations :

8
>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>:

u(1 + 2ReK ) +
@p
@x

= 0

v(1 + ReK ) +
@p
@y

= 0

w(1 + ReK ) +
@p
@z

¡ Raµ = 0

@µ
@t

+ Pe
@µ
@x

¡ ¢ µ ¡ w = 0

@u
@x

+
@v
@y

+
@w
@z

= 0

(2.2)

Les conditions aux limites pour les perturbations sont :
{ µ = w = 0 pour z = 0 et z = 1
{ @µ

@y = v = 0 pour y = 0 et y = a
Le systµeme est limit ¶e suivant y et z et consid¶er¶e comme semi-in¯ni, homogµene et

isotrope dans la direction x avec desconditions aux limites qui sont ind¶ependantes de
x et t. Dans cesconditions on peut chercher les u; v; w; µ; p sousla forme de mode de
Fourier suivant x et oscillant dans le temps µa la fr¶equence! . Le systµeme (2.2) admet
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dessolutions de la forme 1 :
0

B
B
B
B
@

u
v
w
µ
p

1

C
C
C
C
A

=
¡!
E n;m = ei (kx¡ ! t ) ¢

0

B
B
B
B
@

u1 cos(n¼z) cos(ma ¼y)
v1 cos(n¼z) sin( m

a ¼y)
w1 sin(n¼z) cos( m

a ¼y)
µ1 sin(n¼z) cos( m

a ¼y)
p1 cos(n¼z) cos(ma ¼y)

1

C
C
C
C
A

+ C:C (2.3)

oµu C:C est le complexe conjugu¶e, u1; v1; w1; µ1; et p1 sont les amplitudes des pertur-
bations, k est le nombre d'onde dans la direction de l'¶ecoulement, alors que m est un
entier. Le casm = 0 correspond µa desrouleaux transversaux(d'axe perpendiculaire µa la
direction de l'¶ecoulement moyen) et k = 0 caract¶eriselesstructures convectivesprenant
la forme de m rouleaux longitudinaux (d'axe parallµele µa la direction de l'¶ecoulement
). Lorsque k 6= 0 et m 6= 0, on obtient un mode compl¶etement tridimensionnel. Le
systµeme(2.2) en tenant compte de (2.3), ser¶e¶ecrit pour les amplitudes sousla forme
2

6
6
6
6
6
6
6
6
4

1 + 2ReK 0 0 0 ik

0 1 + ReK 0 0 ¡
¡ m¼

a

¢

0 0 1 + ReK ¡ Ra ¡ n¼

0 0 ¡ 1 (n¼)2 +
¡ m¼

a

¢2 ¡ i! + iP ek + k2 0

ik
¡ m¼

a

¢
n¼ 0 0

3

7
7
7
7
7
7
7
7
5

| {z }
= K

¢

0

B
B
B
B
B
B
@

u1

v1

w1

T1

P1

1

C
C
C
C
C
C
A

| {z }
E1

= 0(2.4)

Le systµeme(2.4) admet unesolution non triviale (E1 6= 0) si et seulement si det(K) =
0. Cela conduit µa une relation de dispersion reliant k et ! qui s'¶ecrit :

D©(k; ! ) = ¡ i! + ik Pe+ k2 + (n¼)2 +
³ m¼

a

´ 2
¡ : : :

: : : ¡
Ra

1 + ReK

0

@ k2(1 + ReK ) +
¡ m¼

a

¢2 (1 + 2ReK )
³

(n¼)2 +
¡ m¼

a

¢2
´

(1 + 2ReK ) + k2(1 + ReK )

1

A = 0
(2.5)

avec les paramµetres © = [ m
a ; Ra;Pe;ReK ] En toute g¶en¶eralit¶e k = kr + ik i 2 C et

! = ! r + i! i 2 C avec l'in terpr¶etation suivante :
² < (k) = kr : nombre d'onde

= (k) = ¡ k i : taux de croissancespatial (µa 1 temps ¯x ¶e t, lorsque ki < 0
l'instabilit ¶e s'ampli¯e dans l'espacepour x > 0 sinon elle s'amortit)

² < (! ) = ! r : fr¶equencede l'onde
= (! ) = ! i : taux de croissancetemporelle (en 1 point ¯x ¶e x, lorsque ! i > 0
l'instabilit ¶e s'ampli¯e au cours du temps, sinon elle s'amortit )

1En toute rigueur il faut ¶ecrire la solution sous la forme d'une somme de cesmodes µa l'aide d'une
transform¶ee de Fourier suivant x et t (car le systµeme est in¯ni dans la direction x) et µa l'aide d'une
s¶erie de Fourier suivant y et z (car le systµemeest limit ¶e suivant y et z). La lin¶earit¶e du systµemepermet
de traiter les modes s¶epar¶ement et en plus, ind¶ependamment les uns des autres car ici chacun d'eux
v¶eri¯en t exactement les conditions aux limites.
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Deux approches de stabilit ¶e lin¶eaire sont adopt¶ees. Lorsque la perturbation est
suppos¶ee être ¶etendue dans tout le systµeme, une approche temporelle est su±sante.
En revanche, la r¶eponsedu systµemeµa une perturbation localis¶een¶ecessiteune analyse
spatio-temporelle.

remarque: Lorsquela hauteur H et la largeur a:H de la coucheporeusesont ¯nies et
petites devant la longueurdu milieu, on peut consid¶ererquela perturbation estspatiale-
ment ¶etenduesuivant lesaxesz et y. La croissancespatiale de la perturbation s'e®ectue
suivant la direction principale de l'¶ecoulement x. Les solutions sont alors de la forme
¡!
E n;m . Mais lorsque a (l'axe y) devient tr µes grand voir in¯ni (domaine in¯ni ou semi-
in¯ni), on doit intro duire dessolutions sousla forme ei (kx :x+ ky :y¡ ! t ) : cosnsin(n¼z) : on
passed'une s¶erie de Fourier (cos=sin m

a ¼y) µa une transform¶eede Fourier (ei:k y :y ).

2.2 Appro che temp orelle

A priori, il y a une in¯nit ¶e de modes (! , k), solutions non triviales du systµeme
(2.4). Commel'¶ecoulement n'est pastout le temps instable, on s'int¶eressepour l'instant
µa la naissancedes premiers modes d¶estabilisant la solution de conduction. Pour cela
il faut e®ectuerune ¶etude d'instabilit ¶e temporelle. Elle consisteµa ¶etudier l'¶evolution
temporelle de la perturbation en supposant :

k = kr 2 R et ! 2 C

Lorsquela perturbation n'est ni ampli¯ ¶eeni att ¶enu¶ee,noussommesdans lesconditions
de stabilit ¶e marginale qui sont atteintes pour :

! i = 0 (2.6)

Danscecas,on peut extraire lesexpressiondu nombre deRayleigh Ra et de la fr¶equence
! r , en fonction du reste desparamµetres :

! r = kr :Pe (2.7)

Ra(m) (k) =
³

(n¼)2 + k2 +
¡ m

a ¼
¢2

´
(1 + ReK ) :

¼2
³

(n¼)2+ k2+ ( m
a ¼)2

´

µ
k 2

1+2 R eK
+ ( m

a ¼)2

1+ R eK

¶ (2.8)

Le minimum de Ra est obtenu pour n = 1 ce qui ¯xe le nombre de rouleaux suivant la
hauteur 2. Il est int¶eressant de caract¶eriser les modesles plus instables selonque k est
nul ou non.

2.2.1 Stabilit ¶e vis µa vis des rouleaux longitudinaux ¯xes et des struc-
tures tridimensionnelles oscillatoires

rouleaux longitudinaux R.L (k = 0) :

2µa priori, les autres modes ont des seuils critiques d'apparition au moins Ra( n;m )
c > 4:(n¼)2 .
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Les rouleaux longitudinaux ¯xes (R.L) sont d¶ecrits par k = 0 et ! = 0. La rela-
tion (2.8) donne Ra(m) = ¼2( a

m + m
a )2(1 + ReK ). Les modes longitudinaux les plus

d¶estabilisants correspondent µa l'entier mk rendant a
m + m

a le plus petit possible.Le seuil
d'apparition desrouleaux longitudinaux est par cons¶equent :

Rak
c = ¼2

µ
a

mk
+

mk

a

¶ 2

(1 + ReK ): (2.9)

Pour un rapport de forme a ¯x ¶e, ce seuil est une fonction croissante de ReK : le d¶ebit
tend µa stabiliser l'¶etat de conduction. Pour ReK ¯x ¶e, la ¯gure 2.1 repr¶esente le seuil
Rak

c en fonction du rapport de forme transversal a.

39
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c
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Fig. 2.1 { Seuil critique Rak
c (normalis¶e

par 1+ ReK ) d'apparition desrouleaux
longitudinaux ainsi que le nombre de
rouleaux mk (not¶e RL) en fonction du
rapport de forme a.

Nous indiquons aussi le nombre mk des R.L naissants. Le nombre mk de rouleaux
longitudinaux d¶epend de a :

{ lorsque a est entier, Rak
c est minimal et vaut 4¼2(1 + ReK ), avec mk = a. Les

maxima locaux de Rak
c d¶ecroissent et serapprochent de 4¼2(1 + ReK ) lorsqueles

parois lat¶eralessont ¶ecart¶eespuis rejet¶eesµa l'in¯ni, en accord avec [82].

{ lorsque a2 < [a][a + 1] = a2
L alors mk = [a] 3.

{ lorsque a2 > a2
L alors mk = [a + 1]

{ lorsquea2 = a2
L , deux modeslongitudinaux, constitu¶esde [a] et [a] + 1 rouleaux,

sont simultan¶ement ampli¯ ¶es : ! = 0 est une valeur propre de multiplicit ¶e 2.
Cette situation correspond aux maxima locaux de la ¯gure 2.1.

R¶ecemment, Alves,Cotta et Pontes [2] ont d¶etermin¶e les conditions critiques pour
lesquellesla convection naturelle bidimensionnellepourrait être le siµeged'une transition
de [a] rouleaux impairs µa [a]+ 2 rouleaux. Cesconditions critiques ont ¶et¶e d¶etermin¶eesµa
la fois par une analysede stabilit ¶e lin¶eaireet par une int¶egration num¶eriqued'¶equations
non lin¶eairesobtenuespar la m¶ethode destransformations int¶egrales.

Les R.L sont donc d¶ecrits au seuil Rak
c par mk. La solution non triviale E1 du

systµeme(2.4) donne une relation entre les amplitudes. En e®etsi on note w1 = B 0
2 , on

3 le symbole [: : :] d¶esignant la partie enti µere.
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obtient : 8
>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>:

u1 = 0:

v1 = ¡
B0¼
2l0

w1 =
B0

2

µ1 =
B0

2
¡
¼2 + l02¢

p1 = ¡
B0¼(1 + ReK )

2l02

avec l0 = ¼
mk

a . Connaissant le champ de vitessetotal
¡!
V (

¡!
X ; t) =

¡!
V 0 + ¡!v (

¡!
X ; t), il est

possibled'en d¶eduire la forme desstructures et la tra jectoire desparticules de°uide. En
e®etla tra jectoire d¶ecrit le suivi d'une particule au cours du temps

¡!
X (t), initialement

rep¶er¶e en
¡!
X (t = 0) =

¡!
X 0 ¶evoluant dans le champ de vitesse

¡!
V (

¡!
X (t); t).
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z

(a) (b)

V0

Fig. 2.2 { Repr¶esentation des R.L avec a = 6:91 donc mk=7 et B0 = 0:1, Pe =
0:1. Sur la ¯gure (a), on a repr¶esent¶e l'¶ecoulement form¶e de la combinaison de R.L
et de l'¶ecoulement moyen de vitesse ~V0 = Pe:~ex avec les tra jectoires de 4 particules
di®¶erentes. Sur la ¯gure (b) on repr¶esente 1 rouleau particulier avec les tra jectoires de
9 particules initialement dans le plan z = 0:5 mais dans un repµere galil¶een ¶evoluant
avec la vitesseentrante ~V0. La ligne ¶epaisserepr¶esente la tra jectoire desparticules au
bout du même temps. On a contract¶e la dimension suivant x par rapport µa la ¯gure
(a).

Pour connâ³tre la tra jectoire, il su±t de r¶esoudrele systµeme:

8
><

>:

¡!
X (t = 0) =

¡!
X 0

d
¡!
X
dt

(t) =
¡!
V (

¡!
X (t); t)
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ici c'est un systµemeautonome
¡!
V (

¡!
X (t); t) =

¡!
V (

¡!
X (t)). La r¶esolutions'e®ectuenum¶eriquement

par une m¶ethode Runge-Kutta d'ordre 4. Le r¶esultat est illustr ¶e sur la ¯gure 2.2. On
observe que les particules prµes du coeur de la cellule ont une vitesse plus faible que
cellesqui sont µa l'ext ¶erieur. On observe cetype de tra jectoires, caract¶eristique desR.L,
dansdessimulations num¶eriquesdirectesde la convection naturelle dansun cube ([88]).

structures tridimensionnelles oscillatoires S.O.3D (k 6= 0) :

Le nombre d'onde critique est obtenu en minimisant Ra v¶eri¯an t (2.8) par rapport
µa k, qui d¶ecrit ]0; + 1 [, et m, qui est entier. Pour chaquevaleur de m ¯x ¶ee,le minimum
de Ra est atteint lorsque

k2 =
¼2

µ
¡ m2

a2 (1 + 2ReK ) +

r

(1 + 2ReK )
³

ReK (1 ¡ m2

a2 ) + 1
´ ¶

1 + ReK
(2.10)

µa condition que k2 ¸ 0, c'est µa dire :

m2

a2 <
1 + ReK

1 + 2ReK
· 1 (2.11)

Le seuil d'apparition desstructures tridimensionnelles est alors :

Ra3D
c =

Ãr

1 + ReK (1 ¡
m2

3D

a2 ) +
p

1 + 2ReK

! 2

¼2; (2.12)

oµu m3D est le plus grand entier v¶eri¯an t (2.11), on notera kc le nombre d'onde (2.10)
associ¶e µa m3D . En imposant ReK = 0 (i:e:F = 0) dans les relations (2:9)- (2:12), nous
retrouvons les r¶esultats issusdu modµele de Darcy, indiquant que, pour a > 1, [a] + 1
modessont simultan¶ement ampli¯ ¶esµa partir de Rac = 4¼2. De plus, le nombre d'onde
du mode µa m rouleaux dans la direction transverseest k2

c = ¼2
³

1 ¡ m2

a2

´
. Le d¶ebit et

l'inertie poreuse d¶etruisen t cette d¶eg¶en¶erescence en s¶electionnan t un seul
mo de tridimensionnel.

Nous avons trac¶e sur la ¯gure 2.3, Ra3D
c en fonction de ReK (relativ ement faible)

pour a = 6:91. Pour ce rapport de forme et pour ReK relativement faible, la relation
(2.11) indique que les modes instables correspondent µa m = 0; : : : ; 6. De plus, le mode
le plus instable est un mode tridimensionnel avec m = m3D = 6.

La solution non triviale E1 du systµeme(2.4) donneune relation entre lesamplitudes.
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Fig. 2.3 { Ra3D
c fonction de ReK et

di®¶erent m = 0: : : 6 pour a = 6:91 .

En e®etsi on note w1 = A0, on obtient :
8
>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>:

u1 =
ik c A0¼(1 + ReK )

(2ReK + 1) l2 + kc
2 (1 + ReK )

v1 = ¡
A0¼l (2ReK + 1)

(2 ReK + 1) l2 + kc
2 (1 + ReK )

w1 = A0

µ1 =
A0

¼2 + l2 + kc
2

p1 = ¡
A0¼(1 + ReK ) (2ReK + 1)

(2 ReK + 1) l2 + kc
2 (1 + ReK )

avec l = ¼m3D
a . Les tra jectoires sont illustr ¶eessur la ¯gure 2.4. On en d¶eduit que plus

les particules sont proches des axes Sx ou de Sy , plus leurs vitessessont petites. De
plus pour une mêmedistance par rapport µa Sx ou Sy , plus on serapproche du "coeur"
de la cellule, plus les tra jectoires deviennent petites.

2.2.2 In°uence du con¯nemen t lat ¶eral du milieu et de l'inertie poreuse
sur les structures bifurqu ¶ees

En tenant compte de la correction quadratique en vitesse, la nature desstructures
convectivesnaissantes d¶epend de la valeur prise par le rapport de forme a :

{ si a est entier, Rak
c · Ra3D

c quel que soit ReK (voir la ¯gure (2.5) : les rouleaux
longitudinaux ¯xes R.L sont observ¶esquelle que soit la valeur du d¶ebit. Il en est
de mêmepour un milieu poreux d'extension transversalein¯nie [82].

{ si a est non entier et sup¶erieur µa 1, lesstructures 3D oscillatoires (S.O.3D) domi-
nent tant que Ren

K < Re¤
K (voir la ¯gure 2.6). Au delµa de la valeur critique

Re¤
K , des rouleaux longitudinaux R.L apparaissent. Ce sc¶enario de transition a

¶etµe observ¶e exp¶erimentalement [26] pour di®¶erents milieux poreux avec a = 6:9.
Nous avons repr¶esent¶e sur la ¯gure 2.6, les seuils d'apparition des instabilit ¶es
































































































































































































































































