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In tro duction

L' ®tude desinstablit §shydrodynamiquesqui sed®wveloppent dansun milieu ferm$ a
b®n§ ci® d'un int§ret considirable depuislestrente dernigresannges.Citons par exem-
ple, deux systgmesphysiquesqui ont particuli premen attir § la curiosit® scierti que de
nombreusesiquipesde chercheurs, dansdiverslaboratoires du mondeertier. Il s'agit du
problgme de Rayleigh-B&nard ([44]) ou de son analogueen milieu poreux, connu sous
le nom de Horton-Rogers-Lapnvood ([49]-[56) et du problgmedit de Couette-Taylor.

Les deux premiers problgmes consistet p chau®er un °uide entre deux plaques
planes horizontales : celle du bas est chaude et celle du haut est froide (‘gure 1). On
parle alors de convection naturelle car le mouvemert est induit dansle champ de
pesarteur par les variations sutsantes de massevolumique dues aux di®frencesde
temp@rature. Lorsque la di®8rencede temp@rature est en dessousd'un certain seuil, il
y a transport de chaleur par conduction thermique (pro’ 1 lin®aire de la temp®rature).
Au premier abord, cette situation senblerait &tre en d§gquilibre car les particules
de °uide les plus I1§cgressetrouvent en dessousdes §lfmens les plus lourds. Mais le
freinage visqueux et la di®usion de la chaleur att§nuent toutes perturbations sur une
particule quelconque: ce sornt dese®etsstabilisants. L' §tat de conduction estdonc un
Bitat d'@quilibre m§canique.Mais lorsquela di®§rencede temp@rature estau dessugde ce
seuil critique, une perturbation sur une particule descoudesinf§rieures,moins denses,
entra®ne un mouvemert ascendan par la pous$e d'Arc himpde. Les e®etsstabilisants
ne sort plus assezforts pour lutter cortre l'ascensionde la particule. Ce mouvemert
entra®ne les coudhes inf@rieures. Lorsqu'elles arrivent sur la plaque du haut, elles se
refroidissert et deviennent plus denses.Elles plongert donc vers l'int@rieur, r@sultant
d'une pous®ed'Arc himpde dans le senscortraire. Ce processuss'auto-ertretient sous
la forme d'une structure spatiale p®riodique composie de rouleaux par exemple. L'
®tat de conduction est donc deveru instable. Ce non-gquilibre aboutit g I'apparition
dansle °uide, d'un §coulemen interne tendant g brasserle °uide, de fason py §tablir
une temp@rature uniforme. Le gradient de temp$rature est donc le moteur de cette
instabilit § dont les variations in°uencent la distribution de vitesse du °uide dans le
milieu.

Quant au systgmede Couette-Taylor, il estconstitu§ par un §coulemen d'un °uide
con n® entre deux cylindres coaxiaux, le cylindre ext@rieur est par exemple maintenu
immobile alors que le cylindre int&rieur est en rotation uniforme avec une vitesseangu-
laire -. L'exp®riencemontre que dans un premier temps, un §coulemen stationnaire
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plaque froide

plaque chaude
D A

Fig. 1 { illustration du problgme de corvection naturelle : les lignes jj d$signert
les isothermes, la plus chaude setrouvant en bas et les lignes §paisses d§signen les
lignes de courart. On a e®ect®#® 2 coupes du °uide ¢¢¢ en A (pour ascendam) et en
D (pour descendat). Au dessusde celles-ci,on a trac® la distribution suivant z de
la temp@rature T (en j ). On y a §galemen superpost la temp@rature de I'§tat de
conduction en jj . Les 2 °pdiesindiquent les sensde I'§coulemen principal dansle
cadre de la convection mixte.

puremert azimutal s'installe. Il s'agit de I'§coulememn de Couette. Lorsquela vitessede
rotation d§passeune valeur critique, une structure en cellules toroAdalesse forme. La
causephysique de l'instabilit § vient du fait quelesparticules de °uide prochesdu cylin-
dre int§rieur sort §jectBesvers l'ext§rieur par la force certrifuge et vont remplacer les
particules prochesde l'autre cylindre, tout en §tant frein§espar les forcesde viscositf.

Ainsi, bien que les m§canismesphysiquesqui d§clentient I'apparition d'une insta-
bilit § dansle systgmede Couette-Taylor di®grernt de ceux qui provoquent la convection
naturelle, les deux systgmespr§senent descomportements dynamiquessenblables. Le
point commun des deux systgmespr@didens est qu'ils sort soumis p des cortraintes
ext@rieureset qu'ils font intervenir desph&nomgnesnon lin§aires.

En e®etl'§tat d'®§quilibre d'un systgme physique est I'§tat le plus rggulier et le
plus sym@trique. Sousune cortrainte ext§rieure de plus en plus forte, le systame se
d@stabilise et perd progressivemen sa r§gularit®. Chaque brisure de sym@tries est ac-
compagrfie d'une bifurcation qui ampne le systame d'un §tat g un autre qui lui est
macroscopiquemen di®gren.

La question qui seposeest de savoir commert d§crire th§origuemen les di®®rertes
transitions desstructures qui s'opgrert danscessystgmeslorsquela cortrainte ext§rieure
d®passaun certain seuil. Lesoutils th§oriquesd®veloppspour r§pondre g cette question
montrent que la dynamique de cesstructures peut-etre d§crite par un ensentble r§duit
d'®§quations di®8rertielles non lin®airesde formes ggnBriques. Ces §quations d§crivent
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I'@§wolution temporelle desmodesactifs (instables) pr§serts dansle systgme.Le rapport
de forme de la bofte, dans une exprience de convection par exemple, conditionne le
nombre de modesactifs. Ce nombre estd'autant plus grand quele rapport de forme I'est.
Lorsquecedernier paramgtre estsuppost non born§, desinstabilit §ssousla forme de pa-
quetsd'ondespeuvent sed$velopper et leur dynamigue spatio-temporelle est d§crite par
des®quationsaux dgrivespartielles, appelfestquations d'amplitude ou §quations
d'en velopp e. La th§orie des bifurcations dans les systgmesdynamiques [33], excace
pour d€crire I'@§wlution des instabilit §s dans un milieu ferm§, connét cependart des
limites lorsque cessystgmessort ouverts.

Or cesderniers constituent la majorit § des§coulemens rencortr §sdans la nature.
On peut citer quelquesexemplestels que lescouchesde m&lange,lesjets, lessillages,les
coucheslimites et les problgmesde convection naturelle et de Taylor-Couette coupls
avec un §coulememn impodst de dgbit non nul. Dans ce genre de systgme ou se produit
un transport global de matipreversl'aval, la dimension spatiale desinstabilit §sne peut
plus etre disscciffte de la dimension temporelle. L'appro che th§orique de la stabilit § de
cessystemesouverts est appelfep identi er les m§canismephysiquesqui sort derrigre
I'apparition de structures macroscopiquesEn e®et,il est maintenant clairement §tabli
gue les §coulemetts ouverts se regroupert en deux classes[50], [14] : les §coulemetts
instables convectifs op les structures macroscopiquespeuvert €tre simplemert le
r@sultat de I'ampli cation desperturbations pr§senes danstout systeme expBrimental
pl'entr§edel' §coulemen, et les®coulemers instables absolus dont le comportement
est intrinspqueet peu sensibleau bruit d'entr §e.

Du point de vue expBrimental, la nature convective ou absolue d'une instabilit §
peut &tre mise en §videncepar des mesuresspectrales d'une quartit § °uctuante par
rapport p I'8coulemen de base.Ces mesuresmontrent un spectre de frEquencelarge
si l'instabilit § est convective ou au cortraire un pic de frquenceplus §nerditique si
l'instabilit § est absolue.Dans ce dernier cas,on obsene l'apparition d'un mode global,
c'est g dire d'une r§sonancedu milieu avec une structure spatiale et une frquence
temporelle bien d§ nies. La gure 2, illustre ce comportement dans une exp§rience
menBepar K.L. Babcock et al [6] concernart le systgmede Taylor-Couette ouvert forc§
par un ®coulemen axial. Ces auteurs montrent §galemem que les paramgtres pour
lesquelson obsene une transition d'un spectre large de frquencep un spectre §troit
codncidert avec ceux pour lesquelsla th@orie lin§aire de stabilit § pr&dit le changemert
de nature de l'instabilit § de I'§coulemen de base: on passed'une instabilit § convective
g une instabilit § absolue.Ce r§sultat important a conduit A. Joulin p proposerdans sa
thpseconsacfep la corvection mixte desm$langesde °uides binaires [53], un protocole
nouveau ba$® sur la transition instable cornvectif/absolu en vue de mesurer des e®ets
ditciles g quanti er commel'e®et Soret. Malheureusemen jusqu'p ce jour, et g notre
connaissancejl n'existe aucuneinvestigation exp§rimentale sur ce sujet que ce soit en
milieu °uide ou en milieu poreux.

Cependant, dans le casd'un °uide pur, la cornvection mixte en milieu poreux est
document@epar desdonnfesexpfrimentales. Cesdernigressort relativemert peu abon-
dantes. Le travail men§ par M. Combarnous ([26]-[28]) constitue une documertation
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Fig. 2{ Exemple de sfiriestemporelles
et de module de la transform@e de
Fourier rapide (DFT) assai§, dans
le problgme de Couette-Taylor ou -

repr@serte la frquence.La gure a) il-
lustre le spectre en r&gime absolu et
les gures b)-c) illustrent le spectre en
r@gime corvectif (‘gure tir §ede [6])

desplus complgtessur ce sujet.

Parallglemen aux int§rets pratiques de la corvection mixte en milieu poreux, la ten-
tativ e d'@tudier les di®§rertes structures d'§coulemets thermoconvectifs constitue un
intgret fondamertal en matipred'analysede stabilit § dansceproblpmetype d'§coulemeits
ouverts.

L'un des points majeurs de ce travail consiste p r§aliser une comparaison qualita-
tive et quantitative des r§sultats exggrimentaux des $oulements de convection mixte
dans une couche poreuse aver g la fois des pr&dictions th§oriquesissuesdu concept
d'instabilit § convective ou absolueet desr@sultats de simulations num§riques.

Le premier chapitre est compos® de trois parties. Aprgs une partie qui pr§sene
le cadre g@niral de cette ®tude, ainsi que les travaux expBrimentaux, th§oriques et
num@riques ant§rieurs, la secondepartie expose les caractristiques rh§ologiquesdes
milieux poreux. En n la troisipmepartie proposeune mod§lisation math§matique,iden-
ti e la solution de I'@tat de baseet met en §videnceles paramptres sansdimension qui
caractirisert le problgmede la cornvection mixte en milieu poreux.

Le deuxigme chapitre est consack g I'§tude de la stabilit § de I'§tat conductif aussi
bien vis-g-vis de perturbations tridimensionnelles propagatives que vis-g-vis de struc-
tures xes organisessous la forme de rouleaux longitudinaux. Une analyse spatio-
temporelle est proposie et permet de faire une distinction ertre instabilit § cornvective
et instabilit § absolue.Les caract@ristiques lin§airesde cesdeux typesd'instabilit § sort
d&termin§eset leur d§pendancevis-g-vis des paramgtres sansdimension du problgme
est discut@e.

Le chapitre trois traite de la dynamique faiblement non lin§aire au voisinaged'un
point du plan desparamptres ou le systgme obsene une compitition entre deux types
de structures thermocorvectives: les structures tridimensionnelles propagatives et les
rouleaux longitudinaux xes. Cette dynamique est dcrite par deux §quations d'am-
plitude couplBes.L'int§gration num&rique de ces§quations permet d'am®liorer notre
comprhensionde certaines obsenations exprimentales.

L'objet du chapitre quatre estde menerune comparaisonquantitativ e despr@dictions
th®oriquesissuesde I'analyse spatio-temporelle de stabilit § et desr§sultats expBrimentaux.
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L'enjeu estfort, puisqu'il porte surla questioncruciale de savoir siles caract &ristiques
lin §aires du mode global, p savoir la frgquencedes oscillations et la distribution spa-
tiale desinstabilit §s dans la r§gion absolumern instable, peuvert d§crire prcisemen
la dynamique thermocorvective obsernieexpBrimentalement. Cette description lin§aire
du mode global s'est av@repertinente g plusieurs §gards,nous nous sommesinterrog®s
sur le rdle des non lin§arit§s. Une simulation num@rique directe bidimensionnelle est
alors propode.

Le chapitre cing d€crit les outils math&matiqueset les m§thodesspectralesutilis §es
dans un code d§veloppg au L.I.M.S.I 1 par I'6quipe du professeurG. Labrosse,code
valid® sur une con guration de cornvection naturelle dans une botte ferm§e. Mon s§jour
auL.l.LM.S.I, encad par G. Labrosse,m' apermisd'&§tendrececode pune con guration
adapt@e au problpmede la convection mixte.

Le chapitre six estconsach g I'analyse desr§sultats issusdessimulations num@riques
directes bidimensionnelles.Les frquencesd'oscillations, les nombres d'onde ainsi que
lesvitessesde propagation desstructures cornvectives,sort compargsaux résultats issus
de la th§orie lin§aire. De méme, I'amplitude satur§e des structures thermoconvectives
obtenue num@riqguemert ainsi que le transfert de chaleur moyen sort g leur tour com-
pars aux donn§esexpBrimentales [26]. En n, une loi d'§delle d'§tablissemen de ces
structures satur§es,propodie par Couairon et Chomaz [32] dans le cadre de I'§quation
de Ginzburg-Landau, estdiscut§eg la lumigre desr@§sultats de la simulation num$rique
directe.

A la n de ce m&moire, les r@sultats obtenus le long de ce travail sort synthtis@s
sous forme de conclusion g§nirale avec I'&nond de certaines perspectives. L'annexe
A dtaille les conceptsd'instabilit § absolu et convectif et I'annexe B est consacfe p
I'obtention des®quations d'amplitude.

!Laboratoire d'Informatique pour la M§canique et les Sciencesde I'lng §nieur
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Chapitre 1

Pr §sentation de la convection
mixte en milieu poreux

Les ®§coulemens de °uide g travers un milieu poreux serencortrent dans des do-
maines trpgs varifs des scienceset techniques. A titre d'exemple, on peut citer les
problpmesde puri cation de I'eau, de d§pollution dessols, d'extraction de p$trole et
de gaz, les problpmesg8§oplysiques,. ..

Danscechapitre, nousexposonslestravaux exprimentaux, th@§oriqueset num@riques
ant®rieurs. Puis nous d§ nissons les caractristiques rh§ologiquesdes milieux poreux.
En n nous présertons une modglisation math§matique du problgme, les paramptres
adimensionrfis pertinents ainsi que I'§tat conductif.

1.1 Convection mixte en milieu poreux et exp®rimen tation

On parle de convection naturelle d'origine thermique lorsquele milieu estlimit § par
desplaquesimperm@ableset qu'il est chau®g par le bas. En revanche, on dit qu'il y a
corvection mixte lorsque I'on considare en plus du gradient de temp@rature, un dgbit
“Ttran t enimposart une pressionplus forte pI'amont qu'p I'aval du milieu poreux (voir
“gure 1.1).

La cornvection mixte au sein d'un milieu poreux satur§ par un °uide a §t§ §tudife
par M. Combarnous ([26]-[28]), tant en cequi concernelesconditions d'apparition dela
corvection, que le transfert de chaleur et la forme descellulescorvectives.Les matrices
solidesutilis §essort non consolidies,composgesde di®§rerts milieux : billes de verre,
de quartz, de propylgne, d'anneaux de Fensle . ... Di®@rerts °uides sort utilis§s: de
I'eau d§sd@re et de I'nuile aux silicones.Nous allons d§crire le dispositif exp@rimental
et exposerquelquesr§sultats exprimentaux.

1.1.1 Appareillage

L'appareillage complet (gure 1.2) comprend une cellule principale dans laque-
lle se d§veloppent les mouvemens corvectifs et un ensenble d'§lemens annexesqui

15
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Fig. 1.1{ Con guration du domaine physique: une coude poreusehorizontale satur§e
d'un °uide pesan de hauteur H, de largeur aH chau®Bepar le basrefroidi par le haut
et soumisep un §coulemen horizontal uniforme de d§bit Q

permettent I'§tablissemen de conditions aux limites stables ainsi que la mesure des
temp@ratures et des°ux de chaleur.

Une cellule principale est constitu§e d'un bloc de makrolon qui sert d'isolateur
thermique. Dans le bloc, on y a usin§ un tunnel, de 90 cm de longueur, 37 cm largeur
et 5.35 cm de hauteur (‘gure 1.3). Une partie plus petite du bloc est au contact de
deux plaguesplanes m§talliques destinesp la rEgulation de la temp@rature.

La plaque du bas est chau®e par dissipation thermique, g partir d'une sgrie de
r@sistancesegroupBespar §lmert chau®an, baignant dansde I'huile et isolespar du
vide. Tousces$§l§mens chau®arts sort contrdlsindgpendammert lesunsdesautres. La
plaque du haut estmaintenue g une temp@rature xe par circulation d'eau. L'uniformit §
de la temp@rature des plagues est assufe par le relev des thermocouples placts g
proximit § imm@diate du milieu poreux et au certre des§8merts chau®ans.

A l'entr§edu domaineil estimposg un pro I de temp@rature lin®aire (temp®rature
de conduction) par une s§rie de r§sistanceshau®artes, ainsi qu'un §coulemem uniforme
dansle milieu poreux méme en absencede corvection.

La mesurede la temp@rature pl'in t®rieur du tunnel, estassuepar dessondescom-
posfesde thermocouples.ll est possibled'e®ectuerune mesuresimultan§e,en plusieurs
points pour deshauteurs, deslargeurs et longueursvariables. Une repr@senation de la
distribution temporelle et spatiale de la temp$rature est donc possible.

La mesuredu °ux de chaleur s'e®ectuepar le calcul de I'e®et Joule par dissipa-
tion des §imerts chau®ars. Dans son interpr§tation, il est tenu compte des fuites
thermiques de I'ensenble de I'appareillage.
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Fig. 1.2{ En haut, coupe longitudinal
de l'appareillage (d'aprps[26]).

Fig. 1.3{ A gaude, cellule principale
et emplacemen des §l§merts chauf-
fants ind§pendarts et constitufs de
r@sistanceqd'apr §s[26])

1.1.2 R#@sultats exp®rimen taux

Les expBriencesde convection en milieu poreux pr@settent I'avantage de d§velopper
des instabilit §s sur destemps trgs lents. Les p@riodes sort de l'ordre de I'heure (voir
la gure 1.5a)) cequi permet p I'exp®rimentateur arm® de patience, d'avoir le temps
d'obserer l'organisation de la convection. Des di®§rerns essaisentrepris, il en r§sulte
guele critgred'apparition dela convection thermique ainsi quele transfert de chaleur ne
sort pratiquement pasmodi ®spar l'existenced'un d&bit "Ttran t non nul. En revanche,
la forme descellulescornvectivesd§pend g la fois du gradient de temp@rature ¢ T et de
la valeur de la vitesse de I'&coulemeneh moyen du °uide saturant le milieu poreux V-
(voir gure 1.4). L'enregistremert de |'§wolution destemp@ratures au seindu milieu a
permis de d§ nir plusieurs rgionsdans le domaine de la convection laminaire :

{ la r§gion1 sur la "gure 1.4: lorsquela vitesseertrante V est plus petite qu'une
. . —a . . . .
certaine vitesseV , la corvection se présene majoritairement sousla forme de
rouleaux mobiles, perpendiculaires g I'&coulemem moyen : appelfs rouleaux
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Fig. 1.4 { r§partition des structures obsernBesdans le plan (¢ T;V) ou "oscillation"

d@signeles R.T (mesure de la gure 1.5 a) ) , "stationnaire" d@signeR.L (mesure
de la gure 1.6 a) ) et "perturbation” d@signedes structures dfsordonr§es (mesure
de la gure 1.7). Les lignes horizontales en pointill § indiquent V" et cellesverticales
indiqguent de gaude g droite : le r&gime conductif (¢ T < 9 pour la s§rie 6), laminaire
(9< ¢ T < 28 dfrie 6) et turbulent (¢ T > 28 s§rie 6).
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transv ersaux mobiles et not§s R.T (voir gure 1.5Db)).

{ lar@gion2 surla gure 1.4: lorsquela vitesseerntrante V estplus grande que VAl
la corvection seprsenie majoritairement sousla forme de rouleaux h§liccBd§aux
“xes parallplesp I'§coulemen moyen appelsrouleaux longitudinaux xes et
not §s R.L (voir gure 1.6b)).

Pour desvitessesd§bitantes prochesde V°, les essaisr§aliis mettent en §vidence
des e®etsd'hyst8rsisqui pourraient etre assai®s p la transition entre les deux types
de structures cornvectives (° pcdhessur la gure 1.4, sBrie 7).

Certains enregistremerts de la temp@rature sugaarert la possibilit§ de propagation
de rouleaux parallgles mais pas tout p fait perpendiculaires p la direction moyenne
d'®coulememn ou mémeparfois de rouleaux perpendiculairesmobiles dansune partie du
massifporeux alors que l'autre partie est occup§e par desrouleaux stables h§licoddaux.

N®anmoins, au dela d'un certain gradient de temp®rature, nous sommesdans le
domaine turbulent et ce quel que soit la valeur de la vitesse entrante. La gure 1.7
d&crit I'§wolution lors d'un essai,la temp@rature en di®§rerts points du plan m§dian du
milieu poreux et met en §videncele caractgre °uctuant, impr®visible de la temp®rature,
assai® g desstructures moins ordonnges.

a) b)

Fig. 1.5{ a) reprsene |'§wlution lors d'un essai,de la temp®rature en di®§rerts
points du plan de sym@trie horizontale du milieu poreux. Il met en§videncele caractgre
oscillatoire rggulier de la temp@rature assai§ aux R.T reprsen®ssch§matiguemen en
b)

1.1.3 Travaux analytiques et num®@riques ant®rieurs

La convection mixte en milieu °uide, connue sousle nom de problgmede Poiseuille-
Rayleigh-B&nard a fait l'objet de tr gs nombreusesinvestigations , tant th@oriquesou
num@riques qu'expBrimentales. A ce sujet, dans une excellerte revue bibliographique
r§cene, X. Nicolas [72] pr§sente 154 r§frencesqui couvrent la p§riode 1920-2001.

L'int§ret port® g la convection mixte en milieu poreux a §t§ beaucoupmoins im-
portant. D'un point de vue th§orique, Prats [78] a §t§ le premier g analyserla stabilit §
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a) b)

Fig. 1.6 { a) repr@sene I'§volution lors d'un essai,de la temp®rature en di®Brerns
points du plan de symtrie horizontale du milieu poreux et met en §videncele caractgre
stationnaire de la temp@rature (aprgsun certain temps de transition) assai®% aux R.L
reprsen® schmatiquemert en b)

Fig. 1.7 { Mesure temporelle de la
temp@rature, elle pr§sene un caractgre
impr@visible assxi§ au r§gime turbu-
lent

linGaire de la convection mixte bidimensionnelle dans un milieu poreux d'extension
lat@ralein nie (a! 1 ). En utilisant le modgle de Darcy, il montre que le seul e®etde
I'8coulemen principal estd'introduire desoscillations desstructures corvectives, alors
guele seuil d'apparition de cesstructures restele mémeque celui du problpmeclassique
de Horton-Rogers-Lapvood.

Rees[82] a §tendu cette analyseen prenant en compte les e®etsd'inertie mod§lists
par le terme de Forchheimer en tant que correction du modgle de Darcy. || montre que
le couplage ertre I'§coulemen principal et les termes non lin§aires d'inertie favorise
I'8mergencede structures corvectives organiggessousla forme de rouleaux longitudin-
aux xes, et cequelle quesoit la valeur de la vitessed@bitante de I'§coulemen principal.

D'un autre cot®, en utilisant rcemmen la th@orie de la propagation des ondes,
Chung et al [25] ont proposg une loi d'§tablissemen spatial de ces mémesrouleaux
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longitudinaux. Bien que les r§sultats §tablis dans [82] et [25] soiert int§ressats, ces
pr&dictions th§oriquesne renseignen pas et n‘aident pas g comprendre I'observation
expBrimentale desrouleaux transversaux propagatifs.

Il faut attendre l'excellert travail de thpsede F. Dufour [39] pour qu'un nou-
vel Bclairage soit apport® aux circonstancesdans lesquellesla d§stabilisation dans
ce problgme de cornvection mixte, conduit g un mouvemert corvectif d§pendart du
temps ou au cortraire g un r§gime stationnaire structur® en rouleaux longitudinaux.
L'originalit § du travail de thpsede F. Dufour r§sident notamment dans l'utilisation
rigoureusedu conceptd'instabilit § absolue,grace auquel, on comprend mieux les con-
ditions n§cessairesjui pilotent I'§mergencedesrouleaux transversaux propagatifs. La
dynamique non lin§aire de cesderniers a §t§ §tudi®e par F. Du®our, en appliquant le
th8ommedela vari§t® certrale et dela forme normale. Elle a par ailleurs meng une $tude
num@rique [40] dans le but de d&crire les §coulemems bidimensionnelset pgriodiques
en temps. Cette §tude num@rique lui a permis de calculer la fréquenceglobale des
oscillations, les longueursd'onde et la vitessede phasedesrouleaux transversaux.

Ce travail constitue alors une extension naturelle au travail de thpsede F. Dufour
[39.

1.2 Caract §risation d'un milieu poreux

On rappellesuccinctemen, lesdi®§rertes grandeurscaract@ristiquesdu milieu poreux.
Le lecteur int®§res®, pourra consulter I'ouvrage de D.A. Nield et A. Bejan [73], pour de
plus amplesinformations.

1.2.1 D#® nition du milieu poreux

Le milieu poreux est compost d'une matrice solide, g I'in t§rieur de laquelle setrou-
vent desporesreli§sentre eux ou $ventuellement isolfs. On peut distinguer :

{ les matrices solidesnon consolidgesou la phasesolide est form$§e de grains (par
exemplele sable,le gravier, billes de verre, d'acier, leslits de particules pasencore
°uidilis §s...), pratique pour I'exp®rimentation.

{ lesmatrices solidesconsolidges(par exemplelesrochescalcaires,le grgs,l'argile,
le bois, tissu biologique.. . .).

Dans le cadre de cette §tude nous nous limiterons au casde la matrice solide non
consolice.

Les pores reli§s entre eux, permettent I'§coulemen d'un ou plusieurs °uides. On
peut alors classerles problgmesrencortr &s, suivant les phasesen présencen I'in t&rieur
despores:

1) le milieu est satur d'un seul °uide ou encoreun ensentle de °uides miscibles
(par exempleun sol imbib§ d'eau).

2) le milieu estcompos de plusieurs°uides non miscibles.Un ensenble de m&nisques
sparealors lesdi®§rertes phases(par exempleun m$langeeau-huile-gazdansles
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Fig. 1.8{ La gure illustre lataille interm®&diairel du Volume El§mertaire Repr@seratif
(V.E.R) erntre la taille du milieu poreux g I'§elle macroscopiquelL et g I'§delle des
poresd

roches p#troligres,ou un sol partiellement satur§ d'eau, la deuxipme phase$tant
l'air).

3) le milieu est le sipge d'un transport de °uide et de particules solides. Il agit
en g&nBral comme un Ttre, mais sespropript®s hydrodynamiques se modi ent
au cours du temps (dgpollution des eaux contenant de grossesparticules par
percolation g travers le sol).

Dans le cadre de cette §tude nous nous limiterons au cas1).

1.2.2 Param ptres
Volume El®&mentaire Repr §sentatif (V.E.R)

L'®delle du pore d varie g§nralemen de 0:05'm pour les nanopores, g 0:5mm
pour les macropores. Or la distribution des poreset desgrains est ggniralemen trpgs
irr §guligre. A cette §delle, la pression, la vitesse, la temp$§rature varient donc trgs
irr gguligremen d'un point g l'autre du domaine. On est donc amerf p e®ectuerune
moyenne spatiale de ces grandeurs. Elles ont pour but d'§liminer les °uctuations g
I'@delle du pore, mais pas les °uctuations g I'§celle macroscopiquedu milieu poreux
L. Cette moyenne s'e®ectuedonc sur des nombreux pores par l'interm$diaire d'un
Volume Elf$mentaire Reprisentatif V.E.R (voir gure 1.8) du milieu. De plus, I'§delle
| du V.E.R doit donc v@rier :

de¢ ¢ L

On obtient donclesgrandeurscaractgristiquesdela vitesse,la pressionet la temp$rature,
en lesmoyennart sur le V.E.R. Cela permet de reprsener un point dansun nouveau
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a) cubique b) cubique cenr §e c) cubique p face certr §e
A= 0476 A= 032 A= 0:255

Fig. 1.9{ modgle ggon®trique par empilemen r§gulier de spharesde méme diamptre
avecla porsit§ A assaiie

milieu continu ctif par changemen d'@delle. Il est §quivalent au domaine poreux
®tudi® mais p I'@dcelle macroscopique.Lorsque les propri§t®s locales, d§ nies sur le
V.E.R, sort ind§pendartes de la position de celui-ci, le milieu est dit homoggne, p
I'8delle macroscopique.Dans la suite, sauf cas particulier, toutes les grandeurs (pres-
sion,vitesse,temf@rature) apparaissan dansles di®§rerts modglesserort d§ nies sur le
V.E.R.

Porosit §
La porosit§ A estd§ nie commele rapport du volume vide occup par les pores, sur

le volume total soit :
_ volume des pores

volume total

La proportion occupBe par la matrice solide est donc donn§epar 1 A En fait A est
plus exactemert appel§ porosit® totale. En e®et, cette d§ nition prend en compte les
pores ferm@s. On introduit donc une porosit§ accessible d§ nie comme le rapport du
volume des pores connectis sur le volume total. Cela n'est possibleque si on connét
sutsammert la structure du milieu poreux, elle est peu utilis e en pratique. Cette
distinction n'aura pas lieu dans I'§tude qui suit, les milieux exp@rimentaux se font
par empilemert (matrice solide non consolidge). Pour les milieux poreux naturels A
n'‘excpde pas 0.66 (pour l'ardoise en poudre). N&anmoinscelapeut etre plus §lev§ pour
des milieux poreux industriels (0.9 en moyennepour les bres de verre).

Beaucoup de rfsultats sort issus de modgles gBonfitriques particuliers de grains
ou de pores. lls sort obtenus dans le casd'empilemerts r§guliers de sphgresde méme
diamptre. Ces empilemerts forment des r§seauxet la porosit§ d§pend fortement de
l'arrangemert (voir (‘gure 1.9). Dans le casd'un r§seaucubique il y a beaucoupplus
d'espacepour le °uide (A = 0:476) que dans le casd'un rseaucubique p face certr §
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(A= 0:255) qui est le r§seaur§gulier, le plus compact que I'on puisseobtenir avec des
spharesde méme diamptre.

Il existe de nombreux casop la porosit§ est variable mais on la consicdere comme
uniforme.

Surface spfici que

Cela correspond au rapport de l'aire de la surfacetotale de l'in terface °uide-solide
Agf, sur le volume de I'&chantillon V soit :

o= At
Vv

qui a la dimension d'une longueur. Par exemple pour les empilemens cubiques, la
surfacesplici que ® varie comme 1=r, avecr le rayon dessphares.

Comme pr§didemmen on distinguera une surface spci que totale et accessible
Cette grandeur joue un rble capital dans les problpmesd'absorption ainsi que dans
I'8dangede chaleur entre le °uide et la matrice solide.

Tortuosit &

La complexit® du chemin cortinu des°uides g traversles poresa une in°uence sur
les propri§ts de transport du milieu. L'existence de "bras mort" (voie de garagede
I'§coulemen) estimportante dans les mat§riaux peu poreux et tr gs h§t§roganes.Pour
tenir compte de la connection ertre les pores,on d§ nit la tortuosit® ¢.

G&niralemer, on d§ nit ¢, p partir de I'analogie hydraulique , ®lectricit®. En e®et,
le transport de °uide (le d§bit) par di®8rencede pressionestl'analogue du transport de
charge (le courart) par di®frencede potentiel §lectrique (voir la loi de Darcy (1.6)). La
relation entre potentiel et courant estappell§econductivit® (I'in versed'une r§sistance).
On considarela conductivit § §lectrique §quivalerte ¥ d'un milieu poreux satur§ par un
liquide conducteur de conductivit§ ®§lectrique % . G&nfralemen le milieu poreux vide
esttrpspeu conducteur. C'est doncla structure ggonftrique desporesremplis de °uide
qui rend le milieu poreux satur§, plus ou moins conducteur (mesurede %). On d& nit
donc: N A%

=%
¢, s'exprime simplemert dans le casou
- - le milieu poreux §tudi® semod&lisesous
la forme d'un rseaude capillaires on-
dul$s (voir la gure de gaude). On
trouve danscecas:
H )P

Lcap
= — 1.1
gz = (LD

ou L cap repriserte la longueur moyenned'un tuy au capillaire ondul§ et L repr§serte
la longueur du milieu. On atoujours Leap, L, ¢, 1,etsilestuyaux capillaires sort
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rectilignes,onobtient Leagp = L, ¢ = 1.Plus ¢ estgrand plus le milieu est"tortueux”,
il joue donc un rdle important dans les problgmesde di®usion.

Perm @abilit §

La perm8abilit® K ser®fgare p la capacit$ du milieu poreux g laisserpasserle ou les
°uides g l'int@rieur despores. Elle ne d§pend que de la ggonftrie de la matrice solide,
en particulier de la porosit$ et la tortuosit §. Ainsi le milieu estd'autant plus perm$§able
que les poressort connecsertre eux.

G@nriralemen K est d§termin® par des mesuresexp@rimentales, par le biais de la
loi de Darcy r§gissam le mouvemert du °uide dansle milieu poreux (voir (1.5)-(1.6)).
Il existe de nombreux travaux r§pertoriant la perm@abilt§ pour di®8rerts milieux. On
pourra consulter le livre [73], pour trouver quelquesvaleursde K, ellessesituent ertre
10 7 10 ° pour le gravier et 10 13 10 ®m?2 pour l'argile strati” §.

Il est possibled'$§valuer la perm§abilit§ K grace p des g§onftries particuli gresdu
milieu, par l'interm$diaire de A et d'une dimension caractristique de la matrice solide
g I'&delle du pore. On note notammert :

{ la relation de Kozeny-Carman (1937 [9], qui donne une estimation satisfaisarte
de K dans le cas d'un empilement de grains de formes g peu pr§s identiques
et dont la distribution destailles des grains n'est pas trop $loigne d'une taille
moyenneD :

D2A3

K=z ————
36Co(1i A)2

(1.2)
Co est un coezxcient de forme, il est compris ertre 3.6 et 5. Il est$®galp 4.8 pour
les grains sphriqueset dans ce casD repr@iserte le diamptre de la sphare.

{ le modgle de faisceauxde tub es capillaires ondul$§s, parallglesen moyenne g une
direction donn§eest donc fortement anisotrope [46] :
D21
K= A@Z
avec ¢, la tortuosit § destubescapillaires ondul$s (1.1), D le diamptre destubes.
Si le milieu est form§ de 3 ensenbles de capillaires perpendiculairesdeux g deux
(et donc relativemert isotrope), la perm§abilit® serait r&duite d'un facteur 3, on
peut faire lI'estimation suivante : K = Ag—g%.
On peut aussiint§grerdirectemen les§quationsde Navier-Stokespar voie numgrique.
Celas'e®ectueau caspar casdansun domaine ggonftrique particulier assezsim-
ple et repr@senatif du milieu. On pourra consulter l'article de [81]. Les auteurs
retrouvent notammert la relation (1.2) et la chute de pressionpr@vue par la loi
de Darcy (1.6).

Il existegalemen desmodplesstatistiques permettant le calcul dela perm@abilit §.
Celaser§waleutile lorsquele milieu poreux prsene desinhomogingitEsdansune
large gammed'&delle (il n'y a plus de description corntinue ctiv e §quivalente).
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Remarque:

{ Laloi empirique d'Archie (1942, relie le facteur de formation F = & pla porosit§
par :

F=AM
avec par exemplem = 3=2 pour les gr8s, cette loi est valable pour la formation
de roche sBdimertaire (on peut §galemen relier la perm@abilit® p la porosit§).

{ nousavonspr@sen® desmodplesde description desporesa n d'obtenir desV.E.R,
badks sur desempilemert de sphares. ..ol on utilise I'in variance par translation
des propri§t@s, pour caract@riser le V.E.R. Or les mesures(par exemple [80])
montrent que l'arrangemert des pores des roches sgdimertaires est proche des
gBonptries fractales au moins sur une certaine gammed'§delle, c'est p dire que
les propri®t&ssort invariantes par changemen d'&delle. Des calculs e®ect@ssur
desstructures fractales d§terministes (voir notamment [7]) permettent danscecas
le calcul par exemplede la porosit§, la perm$abilit® ou la loi d'Arc hi. .. N§anmoins
I'ild 8ed'un caractgrestrictement fractal est mis end§faut par de rcertes mesures,
révBlant le caractgre multifractal de la r@partition despores[77], ce qui appelle
une autre modglisation statistique [59].

1.3 Formulation math §matique

1.3.1 Mo d8lisation

On considare une couche poreusehorizontale in nie (voir la gure 1.1), isotrope et
homoggne d'@paisseurH, de largeur aH. Cette couce est saturfe par un °uide pur
pesar, soumisp un §coulemem uniforme, horizontal de dgbit Q . La paroi inf@rieure
est chau®e p la temp@rature T, alors que la paroi supfirieure est maintenue g une
temp@rature T; < T. La couche est placBedans le champ gravitationnel 'g.

Le °uide a une viscosit® cinmatique °¢, une viscosit§ dynamique ¢, une masse
volumique %, et une conductivit § thermique | ¢ .

Commenousl'avonsvu prdidemmen, lesgrandeurssort moyennessur un V.E.R
(lesmoyennesvolumiquessort d§ nies dans[60]-[94]).De plus la m&thode d’homog§nisation
[85]-[86] permet le changemen d'§delle pour obtenir de nouvelles grandeurs contin-
ues d'un milieu poreux corntinu ctif ®quivalert. Elle repose essetiellement sur des
d®veloppemernts asymptotiques de la vitesse et de la pressiong I'&chelle du pore, puis
par une application d'un op@rateur moyen d'int§gration, on peut passerg I'@delle
macroscopique.Les coexcients des §quations macroscopiquesainsi obtenues re°gtert
la nature complexedu milieu p I'&delle microscopique.

On introduit doncla vitessede Itration V;, moyennede la vitessedu °uide sur tout
le V.E.R c'est p dire f poresremplis + solidesg. On peut §galemen d§ nir la vitesse
interstitielle V; qui reprBsene la vitesse moyenne du °uide mais g l'int@rieur de pores.
La relation de Dupuit-F orchheimer permet de relier les 2 grandeurs:

Vf :AV|
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On peut construire le nombre de Reynolds Re, bas sur la taille moyennedespores
d et la vitesseinterstitielle :

Rep= Vi O (1.3)
f

1.3.1.1 Equation de conserv ation de la masse

On $crit \e;conser\ation de la massepour la phase®uide transport§epar la vitesse
interstitielle V;, on a alors:

Vo
i zi {
%A+ div (% A}M) =0

e}

En premigreapproximation la densit® s'§crit commefonction lin§airede la temp$rature :
o= %(li & (T Tp))

avec ® le coetcient d'expansion thermique, T la temp®§rature en un point donn§ et
Ty une temp@rature de r@ffrencepar exemplela temp$rature de la plaque du bas. Dans
les gaz et les liquides, le coe+cient d'expansion thermique ® est trgspetit,101 3 < ® <
10 4*Ci 1. Nous adoptons donc I'hyp oth gse d'Ob erb eck-Boussinesq [11] pour la
densit du °uide qui montre que les variations de densit® sort n§glighes,except dans
le terme gravitationnel % 'g o ellesrendert compte de la pous$ed'Arc himpdequi est
la causede la convection thermique.
L'®quation de consenation de la masses'§crit alors :

diV(k/f) =0 (1.4)
1.3.1.2 Equation de conserv ation de la quantit § de mouv ement

Loi de DARCY :

C'est en 1856 que Henry Darcy [35] d§crit une loi sur les §coulemets isothermes
dansun milieu poreux. A partir d'exp®riencesde percolation d'eau g traversune colonne
de sableverticale satur§ede hauteur H, il en dgduit :

¢ Pm
H

avec Q le dgbit de I'eau percolart p traversla colonne, ¢ P, la di®rencede pression
motrice ertre le haut et le bas de la colonne et K © une constarte d§pendart de la
perm@abilit® de la couthe poreusedu milieu et du milieu °uide. On peut montrer [89]
queK %= % avecK la perm@abilit§ et 1 ¢ la viscosit® dynamique du °uide.

Q=K% (1.5)

On peut g8n@raliser cette loi par :

V- g(r P 1ly) (1.6)
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La perm&abilit® K peut &tre une constarte dans le casd'une coude poreuseisotrope
et un tenseur dans le casanisotrope et P° reprsene la pressionen un point du milieu
cortinu ctif.

Lesconditions aux limites sur le bord du domainesornt desconditions de glissemer :

k/f:‘n =0sur@

ene®etmémesiil y a adh§rencedu °uide sur le bord du domainep I'§delle despores,
en "moyenne" sur le V.E.R, le °uide glissesur ce bord.

La loi de Darcy est v@ri §e par de nombreux r@sultats exprimentaux pour des
r@gimesd'§coulemen laminaire. Elle a §galemen §t§ v@ri §e par des simulations di-
rectes des §quations de Navier-Stokes [81] oy on v&ri e bien cette chute de pression.
SelonBear [9] il existe 3 typesde r&gimesen fonction de Rey, :

{ pour Rep < 1, le rgimeest laminaire, les forcesde viscosit§ sort grandesdevant
les forcesd'inertie, la loi de Darcy est valable.

{ pour 1 < Rep, < 150, des coudhes limites se d§veloppent au niveau des parois
solides.En dehors de cette coude limite, il n'y a plus proportionnalit § ertre le
gradient de pressionet la vitessede ltration :laloi de Darcy n'est plus applicable.
Ce rigime d'§coulemen stationnaire laminaire persiste jusqu'p Rep = 150.

{ pour 150< Rep < 300un r&gimed'§coulemen instationnaire prend place.
{ Rey > 3000n esten prsenced'un §coulemen turbulent.

Remarque:

{ pl'&delledespores,lesforcespr&pond@rantessort donclesforcesvisqueusesg'est
un §coulemen dtermin® par I'§quation de Stokes (loi de Poiseuille appliqu§e g
chaque pore). Il est alors possiblede retrouver la loi de Darcy par le biais de la
th@orie de I'homog@r@isation p double §celle d'§nergie[86] avec I'hypothpsede
p8riodicit® du milieu et d'un §coulemen de Stokes.

{ il y a une analogie complgte ertre les§quationsde Darcy en 2D et les §quations
r§gissam la cellule Hell-Shaw. Cette dernigre est compodie de 2 vitres verticales
prochesl'une de l'autre d'une distance h, ertre lesquelless'§couleun °uide [28].
On a alors I'BquivalenceK $ h2=2.

Plusieurs modples empiriques ont §t§ proposs comme des extensionsde la loi de
Darcy.

Loi de Darcy-F orchheimer

Lorsquela vitessed@bitante augmerte, lesforcesd'inertie ne sort plus n&gligeables.
Dans ce cas, on montre exp@rimerntalemernt que pour un gradiert de pression x &, le
d€bit mesum est plus petit qu'il ne le serait avecla loi de Darcy [73]. Pour prendre en
compte cet e®et,Forchheimer fut le premier p proposer,en 1901[42], une modi cation
empirique de la loi de Darcy en reliant non lin§airemen (par un polynétme du second
ordre), la vitessede ltration et le gradient de pression.La formulation la plus utilis §e
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est la suivante [73]:

1
Kz .}, . K o
IYZf‘ + CFT3JJK/fJJ:k/f = ﬁ(r P %lg) (1.7)

f
due aux frottemen ts visqueux | {Z }
due aux pertes inertielles

avec Cce une constarte re°§tant la gfonftrie du milieu et jj:jj la norme euclidienne de
R3. ce vaut approximativemert 0.55 et dans le cas d'un empilemert de sphares on
trouve :
H d 1
¢ = 055 1§ 55— (1.8)
De

avecd le diamptre desbilles et D¢ le diamptre §quivalent de la coude (ici D = aH).

Il estpossiblede dgmortrer cette loi quadratique par la th§oriede I'homoggngisation
enincluant lespremierstermesdu transport par inertie en plus dese®etsvisqueux [96].

Muskat [65] proposeen 1946une classi cation ( intro duite initialement par Lindquist
[58]) du domainede validit § deslois de Darcy et Darcy-Forchheimer. Il distingue 3 zones
en fonction du nombre de Reynolds Re :

zonel : correspndant pdetrpsfaiblesRe, (Rep < 1), la loi de Darcy estvalable.

zone 3 : correspondant g de forts Rep (10> Re, > 1), la loi de Darcy-Forchheimer
est valable.

zone 2 : correspondant g une zonede transition entre lesfaibles et les grands nom-
bres de Reynolds.

De nombreusesautres relations non lin§airesanalytiques ont §t®% sugdgrespour la
description de I'§coulemen dans la coude poreuse.Ainsi dans la repr§sertation de
Muskat dfcrite ci-dessus,la dixcult § §tait de d§icrire correctemen la zone 2, c'est g
dire la zonede transition. C'est dans ce cortexte que Firdaouss et al. [41] ont montr §
que la premigre et la secondezone peuvent &tre uni §esen une méme zone obtenue
asymptotiguemert en faisart tendre Re! 0. Dans cette nouvelle zone,la loi de Darcy
est modi §e par une correction cubique pour la vitessede Tltration. Leur modgle est
en accord avecles expBriencesde G. Chauvetau [21]. Cette correction cubique apparatt
galemen souscertaineshypothgses(E. Skjetne et al. [90], C. Mei et al [61]).

Mo dgle de Brinkman

Dans le casop la porosit§ est importante (de l'ordre de 0.8), il faut tenir compte
des e®etsde di®usion visqueuseau niveau des parois. I corvient donc de rajouter un
terme di®usif g la loi de Darcy. Brinkman en 1947 [15] proposele modgle suivant :

rPe=nlgi Ll

op t Oestla viscositf e®ective qui peut etre dfterminfe expBrimentalement [45]. A titre
indicatif on trouve pour A= 0:972ona'®%» 7:5.¢. Si K deviert grand, I'§quation se
réduit g I'§quation de Stokesavect; =1 0
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Il est aussipossibled'additionner les e®etsde Forchheimer et Brinkman avec l'in-
corporation d'un terme instationnaire moyenn et d'un terme d'advection. On obtient
un modple semi-heuristique[73] :

Hld/f_i_k/f_ Ak/f!#

1 . 1
Y% o (- TR L S VAR A VRS
? i %z (APT) fio Vi

Aa AT A
Ce Y . .
i ;gk/fu\/fu“/z‘g

1
2

(1.9)

op A peut varier spatialemert. L'ajout destermesd'inertie commedansles®quationsde
Navier-Stokess'avgre limit §. A part pour desperm@abilit§s@levBeset desvitessesvrai-
ment §leves,ceterme peut etre n§gligh par rapport g la correction Forchheimer. Quant
au terme instationnaire, il est utile pour des vitessestr gs §levies(Re, > 150). Nous
montrerons dans la suite que cestermes sort n§gligeableslorsque qu'on adimensionne
les §quations (voir le paragraphe1.3.3.2) .

Remarque: la gammedesvitessesutilis §esdans les explriencesde convection mixte
de M. Combarnous [26] (par exempleRe, ' 1;2 pour les expriencesavec de l'eau)
sort en ad§quation avec le domaine de validit § des®quations de Darcy-Forchheimer.

1.3.1.3 Equation de conserv ation de |'§nergie

La convection en milieu poreux favorise le transfert de chaleur entre la paroi chaude
et la paroi froide. Cetransfert de chaleur estassuf g la fois par la phase®uide et la phase
solide. Or cesdeux phasesne posgdert ni la mémecapacit® thermique (respectivemert
(¥20: ; (Y205 pour la phase®uide et la matrice solide), ni la m&émeconductivit § thermique
(respectivemert | ¢;, s). Pour cette raison et dansle but de tenir compte du transfert
de chaleur |i§ p la prisenceades2 phases,Combarnous et Bories [29] avaient propos un
modple de deux §quations d'&nergie dgcrivant I'§wlution de la temp®rature des deux
phases:

@y ZE‘Q{ .
A(Y20¢ @ + (Y28 AV T; div[, fr T7l1i h(TSi T9) (1.10)
as
@u
avec Tf“;S d@signarn la temp®rature, moyenne sur un V.E.R, lesindices ;s d®signen
la partie °uide et la matrice solide. Au regard de (1.10) et (1.11), on constate que Si
Ts > T¢, soit Tgj Ty > 0, le transfert de chaleur est compt§ positivemert de la matrice
solide vers la phase‘uide.

(17 A)(¥eds div[, sr TTi h(Ts'i Tf) (1.11)

Lesscalaires, ¢ et | ¢ sort descoexcients de conductivit § thermique §quivalerte et
d€pendert ! descoe+cients de conductivit § thermique propre | ¢ et | s et de la porosit®
A. lls d@pendert aussiertre autres paramgtres :

Lsi le milieu est isotrope ce sornt des scalaires; si le milieu est anisotrope, ce sort des tenseurs, par
hypothpseils sont sph@riques
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{ pour, f , de la dispersion hydrodynamique d0e g la prsencedu squelette solide.
{ pour , ¢, del'@tat de division de la phasesolide.

Le coeicient de transfert ertre les2 phases h, d&pend, par analysedimensionnelle:

{ descaract§ristiquesthermiques de la phase’uide et de la matrice solide (conduc-
tivit § et chaleur volumique)

{ dela porosit§ A

: ) - - P_—

{ une dimension caractristique du milieu poreux par exemple K avec K la

perm@abilit® ou alors la taille d'un pore, d'un grain, d'une bre.
h peut-etre d§terming exprimentalement de manigre indirecte [73].

Lorsque l'on supposel §quilibre thermique entre la phase‘uide et la matrice solide
on a alors T = T4 (le coexcient de transfert h ! 1 ). Sajusti cation repose sur
la comparaison des temps caractristiques de mise g I'@quilibre thermique du milieu
poreux. Savalidit % a §t8 systBmatiquemen ®tudifedans[79]. Pour les modplesvariant
entre 10' 2 < == < 10% on obsene qu' au coursd'un processudransitoire, I'§cart max-
imal entre les temp&ratures moyennesadimensionrBesde chaque phaseest de l'ordre
de 10%.

On en d€duit par sommation termes g termes des §quations (1.11) et (1.10), le
modple de transfert de chaleur le plus courammert utilis§ pour les milieux poreux
(8quation de transport-di®usion) :

(voﬁgj+(%¢bfxT° = div[ °r T°] (1.12)

avecT® la temp@rature &quwalerte du milieu poreux, (¥28° = A(¥29; + (1§ A) (Y2 la
chaleur spci que volumique §quivalente (car additivit § deserthalpies doncdeschaleurs
spiici quesvolumiques)et, ° = |+ ¢. GBniralemen | ° estmesueexplrimentalement
mais il d§pend de la temp@rature. On le prendra constart dansla suite. On peut quand
méme en donner une approximation assezsimple. Parmi les modgles les plus usuels
[73], on distingue :

{ les modglessgries, ?, d§ nis par un milieu constitu§ de strates de solide et de

°uide perpendiculaire au transfert de chaleur, on obtient :

A+ AL

{ les modplesparallgles, ¥, d§nis par un milieu constitu§ de strates de solide et
de °uide parallplesau transfert de chaleur, on obtient :
1 A L L A
T
Cesapproximations permettent d'encadrer , ©

? o]
<
5

< Kk
Si , ® ne varie pas spatialemert, on peut §crire :

(Yo" @”®
(Y20 @" ¥ \/

avec:-° = 1/2() le coexcient de di®usivit thermique §quivalente.

=.°%¢T"
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1.3.2 Conditions aux limites

Pour une couche poreusesemi-in nie [0; 1 ]; [0; aH]; [0; H], dansle repgre (x°; y*; z7)
(voir la gure 1.1), on imposeles conditions aux limites suivantes :
2 pour la vitesse,on utilise I'&quation de Darcy ou Darcy-Forchheimer, avec:
{ desconditions de glissemen g la frontigre (parois impermg@ables):

\/f ‘h = 0 surla surfaceenz® = O;H et y® = 0;aH

{ une condition de d&bit impodie,p I'entr §e:
z H YA aH
k/f hds = Q

0 0

2 pour la temp®rature, on utilise I'@&quation de |'§nergieavec:
{ desparoislat@ralesverticalesadiabatiques(bloc de makrolon danslesexp@riences
de Combarnous) :
@-D
@D

{ desparois horizontales isothermes:

= 0 pour y° = 0;aH

T°= Ty pourz®=0etT"= Ty pourz° =1

1.3.3 Adimensionnalisation et solution de conduction
1.3.3.1 Equations adimensionn @es

Toutes les grandeurs physiques du problgme peuvent etre exprim§esg l'aide de
guatre grandeurs fondamertales : la longueur [m], la masse[kg], la temp@rature [K]
et le temps [s]. Or les ph§nongnesphysiques sort ind§pendarts du choix de l'unit §,
ils dgpendert donc de nombres sansdimension. Pour cela on adimensionnetoutes les
grandeurs par les §chellesde r§ffrencessuivantes :

{ pourlalongueur:Lo=H

{ pour le temps : to = H2%

{ pour la temp@rature : £To = T§§ T} )

{ pour la vitessede Ttration : vg = (v

o

{ pour la pression: pp = W

La longueur de r§frencereprsene la hauteur H sur laquelle se d§veloppe princi-
palemert le ph§nongne de corvection.

Le temps de r&fBrencereprsene le temps de di®usionthermique §quivalent sur une
surfaceH 2.

La temp@rature de r&ffrenceau seindu milieu est compriseentre la temp®§rature de
la plaque du haut et celledu bas, alors la di®Brencede temp@rature donnela r§f§rence.
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En milieu poreux, la vitessede Tltration de r§frenceest bae sur le temps car-
act@ristiqgue de di®usionthermique - ° et la longueur caract@ristique H oy seulela partie
°uide esten mouvemert d'oy le terme (%2¢; et non (¥2¢".

Au regard de la loi de Darcy, on construit la pressionde r§ffrencep partir de la
vitesse de r§firenceet la longueur de r§ffrence mais aussi les coexcients reliant la
pressionet la vitessedans Darcy-Forchheimer.

On e®ectuele changemen de variable suivant :
t=t"=ty
(x1y;2) = (x*y"%2°)=Lo

V- \/_vo

VWA AR ©0

dansles §quations (1.12)-(1.7)-(1.4).

La couche poreuseest maintenant d&crite par : (X;y;z) 2 [0;1 [:[0;a]:[0; 1] ou a
repr§serte le rapport de forme transversal de la coudche poreuse.Le systpme adimen-
sionn § r@gissan I'§coulemen dans cette coudche s'§crit dansle casg§nfiral :

|
H 1 \/ :
1 M @7 1 1 .
Da— = = - =i = + i Vo
ADaPr“ @ Y \/r ry i Ar (AP)+ cDatVj Vv (1.13)
:ii FjjVjjV + RaTe,

Cg:chtrTHtT (1.14)
div(v)= 0 (1.15)

avec les conditions aux limites suivantes :

8 Elaques 'ﬁothermes{
Vie,=0 et T=1enz=0
Vie,=0 etT=0enz=1
Vg, =0 et %=Oeny=0 (1.16)
@
V ¢e, = et— =0eny=a

condition de glissement - )
paroi adiabatique

et la condition de d&bit :

V ¢e,dydz = aPe (1.17)
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Ce systamed'§quationset les conditions aux limites font intervenir lesnombressans
dimension suivants :

Nom bre de Rayleigh de Ttration Ra:
Le nombre de Rayleigh de ltration d§ ni par :
K H(T5 i T)(%
Ra= RO&Ho i Ty)(¥ad (1.18)

Qo
s f

En e®et, en corvection naturelle, les e®etsstabilisants se traduisent par la di®usion
thermique du °uide en mouvemert ou le temps caractristique lors d'un trajet H d'une
particule estH 2(%t | ese®etsstabilisants sort figalemenm dus g la viscosit§ ol le temps

caractristique assxi® est é De ce fait, le temps caractristique de stabilisation est

2 _ H2(%9: K . . , .
S abil isation = 7(,’* Les e®etsd§stabilisarts proviennert de la pousdted'Arc himpde

par variation de la densit§, le temps de relaxation ass@i§ est donc : t3.qapissation
m. Le nombre de Rayleigh est donc le rapport des2 temps :

— 2 —42
Ra= tstabilisation _tdestablissation

Nom bre de Pclet Pe:
Le nombre de Peclet reprBsette le rapport du transport convectif sur le transport
di®usif de la temp@rature et s'§crit :

VeH (1/2th
o]

Pe=

avec Ve = ﬁz la vitessede Ttration moyenneg I'entr e du domaine.

Nom bre de Prandtl poreux Pr®:

Pour la phase °uide, ce nombre traduit la nature méme du °uide en rapportant
les temps caractristiques de di®usion thermique tiner mique = H 2=.;¢ pour I'Gchelle de
réfrenceH sur lestemps caract@ristiques de viscosit® tyisqueux = H 2= pour la méme

fdelleH. ¢ _ o
Prf _ ‘thermique _ _f

tvisq ueux * f

avec-¢ = ﬁ la di®usivit® thermique du °uide.

De méme, en milieu poreux on rapporte les temps caract§ristiques de di®usion
thermique du milieu poreux pour I'@delle de réfrenceH (ter mique = H 2=.7) sur les
temps caract§ristiquesde viscosit§ de la phase®uide pour la meéme§delleH (tyisqueux =
H2=2), soit :
°f

o]

Pr°=

avec- " = (_l?zo_f le coexcient de di®usivit® thermique §quivalente.

Nom bre de Darcy Da:
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Ce nombre traduit la nessedu milieu poreux. Il estd® ni par :

K
Da= —
H
Pour les milieux de faible granulomtrie, le nombre de Darcy prend de trps faibles

valeurs comprisesertre 10 6 et 10 8,

Terme de Forchheimer F :
Le terme de Forchheimer F, commenousl|'avonsvu nousdonnel'in tensit® du terme
non linQaire dans (1.20). Il estd® ni par :

1

Daz

F=c¢
':Pr‘1

avec cr la constarte ggonfétrique d&pendart de la g&onfétrie du milieu (voir (1.8)).

Nom bre de Reynold Rex :

On a d@ja construit le nombre de Reynolds p I'@delle des pores Re, (voir (1.3)).
Nous pouvons construire §galemen le nombre de Reynolds pour le milieu poreux g
partir d'une longueur §quivalente induit par la perm§abilit§ K , soit :

1
VeK 2
Req = cF~5~" = FPe (1.19)

%

Nom bre M :
Ce nombre est caract@ristique de la couche poreuse.ll reprsene le rapport de la
capacit® thermique du °uide sur la capacit® thermique du milieu poreux :

(V24"

On asouvent M » 1.

Nom bre = :
Ce nombre repr@serte le rapport de la viscosit§ dynamique du milieu g celle du
uide :

1.3.3.2 Simpli cation du modple

Dans les expBriencesBtudi®esici [26], [28], A est constart spatialemert (A» 0:3;0:4)
et les nombres sansdimension sort de l'ordre de: Da » 10 °, Pr® » 10, Pr; » 10,

o

= > 1,M » 1leto » 1 (porosit§ faible). On en conclut donc que l'extension de
Brinkman, le terme instationnaire et le terme d'avection qui sort de l'ordre de Da,
pewernt etre n§gligealis devant les autres termes en particulier devant F (de I'ordre
de  Da). Pour pouvoir prendre en compte l'inertie du milieu poreux, on utilise la loi
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de Darcy-Forchheimer. L'instationnarit § provient alors du transport de la temp@rature.
Le systgme (1.13)-(1.15)-(1.14) avec les conditions aux limites (1.17)-(1.16) deviert :

V + FjjVijjVv =ir P+ RaTe, (1.20)
% =jiVerT+¢T (1.21)
div(v) =0 (1.22)

avec les conditions aux limites suivantes :

8 Elaques ﬁothermes{

Vee,=0 etT=1enz=0

Viee,=0 etT=0enz=1

Ve =0 et -0 eny=0 (1.23)
% @

@ar

V ¢e, = et— =0eny=a

A A

condition de glissement o )
paroi adiabatique

et la condition de d&bit :

V ¢ecdydz = aPe (1.24)

Remarque:

Le systeme(1.20)-(1.22)-(1.21)avecles conditions aux limites (1.24)-(1.23) estdonc
pilot § par 4 paramptresind®§pendarts : Pe;Ra;a; F . Pour lesexpriencesde M.C. Com-
barnous : le rapport de forme est xe a = % ' 691, F estde l'ordre de 10 4, Pe

varie entre 0 et 40 et Ra entre 0 et 1300 (dans le rgimeturbulent).

1.3.3.3 solution de conduction

Une solution stationnaire simple du systeme(1.20)-(1.22)-(1.21) avecles conditions
aux limites (1.24)-(1.23) peut etre trouv®e et ce quelque soit Ra;Pe;F;a, c'est la
solution de conduction d€ nie par :

8 0 1 0_1
Uog Pe
% Vo= @A =@0A
Wo 0 (1.25)
2 To= 1 4

,¢
Po = Ra zi 1=27° i Pe(l+ Rex)x + cste
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Elle estcaract§risgepar un pro I lin§airede la temp@rature et §galemen un §coulemen
principal suivant x.

1.4 Conclusion

Nous avons expost les travaux exp@rimentaux de M. Combarnous [28]-[26] ainsi
gue les travaux th@oriqueset num@riquesant®rieurs. Ensuite nous avons d§ ni les car-
act@ristiguesrh®ologiquesdesmilieux poreux. En n nousavonspr@sen® une modglisation
math®matique du problgme badge sur |'§quation de Darcy corrig§e par le terme de
Forchheimer. Par ailleurs, les paramgtres adimensionrfis pertinents du problgme ont
B#t® ditermin§sainsi que |'§tat de conduction.

A partir des®quations d§wveloppiespr@didemmern, il est possibled'§tudier la sta-
bilit & de I'®tat de conduction en fonction desparamptres adimensionrsdu problgme.
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Chapitre 2

Analyse de stablilit § de la
solution de conduction

Ce chapitre est consach g I'§tude lin§aire des instabilit §s qui apparaissemn lorsque
I'@tat de conduction (1.25) sed$stabilise.ll s'agit d'&tudier |'§volution au coursdu temps
d'une perturbation in nit §simale,qui peut simuler, par exemple,le bruit inh@rert aux
situations r@elles.Si cette perturbation s'ampli e asymptotiquemert dans le temps, la
solution de conduction estdite instable , dansle cascortraire, elle estdite stable . Dans
le casparticulier oy elle n'est ni ampli e, ni att®nue, on parle de stabilit§ marginale.
Cette approche temporelle de stabilit § est utile pour d®terminer les modes les plus
d#®stabilisarts ainsi que les conditions critiques de leur $mergence.

Or dansun systgmede °uide ouvert comme celui que I'on &tudie, le taux de crois-
sancedesmodeslesplus instablespeut ne pasétre sutsant pour endiguerle ph§nongne
de transport d0 p la prsencede I'§coulemen horizontal. Dans ce cas, toute impulsion
localisBeest g la fois ampli §eet advectfe,de telle sorte qu'en un point X § de I'espace,
le sysgmerelaxe vers|'§tat de conduction pour un temps asymptotiquemert grand. En
revanche, on peut d§terminer les paramgtres physiquespour lesquelstoute perturbation
localisie cra®t au cours du temps et envahit tout le domaine spatial, y compris cortre
I'@§coulemen principal. La distinction ertre les deux dynamiques di®§rertes peut etre
faite gracep l'analyse de stabilit § spatio-temporelle.

Lesdeux approches,temporelle et spatio-temporelle de stabilit § linBairesort merfies
au cours de ce chapitre. Les rsultats qui en d§coulert sort compars g ceux obtenus
par P. Carripre et P.A. Monkewitz [18] et X. Nicolas[71] et qui concernen le problgme
de Poiseuille-Rayleigh-B&nard.

2.1 Formulation du probl pme et §quation de disp ersion

L'analyse linaire qui correspond g I'§tude de I'§wlution d'une perturbation in-
“nit §simale,donne une condition sutsante d'instabilit §, I'§tat §tudi® est lin§airement
stable ou instable. En e®etméme si un §tat peut &tre stable vis g vis d'une pertur-

39
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bation in nit §simale,il ne I'est peut-etre pasvis p vis d'une perturbation d'amplitude
“nie (analyse non lin§aire). N§anmoins I'analyse lin§aire permet d'obtenir les seuils
d'instabilit § primaire, les nombres d'onde et les frquencedes structures bifurqu§es.

Pour la convection mixte, le systeme (1.20)-(1.22)-(1.21) avec les conditions aux
limites (1.24)-(1.23), d&pend de 4 paramgtres:

{ le rapport de forme a

{ le nombre de Reynolds Rex
{ le nombre de Rayleigh Ra
{ le nombre de P§cletPe

En superposart g la solution de conduction (1.25), de petites perturbations de la
vitessev = (u;v;w)', de la temp@rature p et de la pressionp :

8

3V=Y+ V(B(;'[)

5 T=To+ u(B( 1) (2.2)
" P =Po+ p(X:1)

avecg( = (X;y;z). On reporte (2.1) dans (1.20)-(1.22). Aprgslin§arisation on obtient
un systamev@ri & par les perturbations :

8
u(l+ 2Rex ) + %:o
v(l+ Rex) + %=O
w(l+ Rex) + @l Rau=0 (2.2)
@
% —+ Pe—. Cuj w=0
@ @ @/O
@ @

Les conditions aux limites pour les perturbations sort :

{ u=w=0pourz=0etz=1

{ %: v=0poury=0Oety=a

Le systame est limit § suivant y et z et considér§ comme semi-in ni, homogane et
isotrope dans la direction x avec desconditions aux limites qui sort ind§pendartes de
x et t. Dans cesconditions on peut chercher les u; v; w; |i; p sousla forme de mode de
Fourier suivant x et oscillant dans le temps g la fr§quence! . Le systgme (2.2) admet
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dessolutions de la forme 1 :

0 1 0 1
u u1 cos¥z) cos(Z Yy)
v _ v1 cos¥z) sin( 5 ¥y)
Wi = \En;m = i 'Y ¢B wy sin(n¥z) cog T ¥y) & + C:C (2.3)
u W sin(n¥z) coq 5 ¥y)
p p1 cos¥z) cos(Tvy)

ol C.C est le complexe conjugu®#, us; vi; ws; Ha; et p1 sort les amplitudes des pertur-
bations, k estle nombre d'onde dans la direction de I'&coulemen, alors que m est un
ertier. Le casm = 0 correspond p desrouleaux transversaux(d'axe perpendiculaire g la
direction del'§coulemen moyen) et k = 0 caract@riseles structures convectivesprenart
la forme de m rouleaux longitudinaux (d'axe parallgle g la direction de I'§coulemen
). Lorsque k 6 0 et m 6 0, on obtient un mode compltemert tridimensionnel. Le
systgme (2.2) en tenant compte de (2.3), ser@crit pour les amplitudes sousla forme

2 3
1+ 2Rex 0 0 0 ik 0ul
. ., ¢
0 1+Re O 0 A Vi
0 0 1+ Rex i Ra invs Z¢ "Tvl
. X ¢ 1
0 0 i1 (n2+ MEZ 0 1 iPek+ k2 0 P,
i ¢
ik s nYs 0 0 {7
| a —{i } | {E1 }

Le systame(2.4) admet une solution nontriviale (E; 6 0) si et seulemen sidet(K) =
0. Cela conduit p une relation de dispersionreliant k et ! qui s'§crit :

3 1'2
Do(k;!) =i il +ikPe+ k?+ (n¥)2+ m?/“ i
0 _ 1
’ s 2 2.5
Ra  @s k*(1+ Reg) + T “(1+ 2Rex) A=O( )

A
1+ Rex  (m2+ ' ™42 (14 2Re)+ k2(1+ Rex)

avec les paramptres © = [T;Ra;Pe;Rex] En toute g§riralit§ k = k, + ik; 2 C et
I =1, +1il'; 2 Caveclinterpr§tation suivante :
2 <(k) = k" : nombre d'onde
=(k) = j k' : taux de croissancespatial (a 1 temps x & t, lorsque ki < 0
l'instabilit § s'ampli e dansl'espacepour x > 0 sinon elle s'amortit)
2 <(1)=1"":frgquencede I'onde
=(1) = ' : taux de croissancetemporelle (en 1 point x & x, lorsque!; > 0
I'instabilit § s'ampli e au cours du temps, sinon elle s'amortit )

YEn toute rigueur il faut §crire la solution sousla forme d'une somme de cesmodes g l'aide d'une
transform §e de Fourier suivant x et t (car le systame est in ni dans la direction x) et g l'aide d'une
sfirie de Fourier suivant y et z (car le systameest limit § suivant y et z). La lin§arit® du systame permet
de traiter les modes s§parmert et en plus, indgpendammert les uns des autres car ici chacun d'eux
v8ri ent exactemert les conditions aux limites.

= q2.4)
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Deux approches de stabilit§ lin®aire sont adopt§es. Lorsque la perturbation est
supposge etre §tendue dans tout le systgme, une approche temporelle est sutsante.
En revanche, la r§ponsedu systgme g une perturbation localisge n§cessiteune analyse
spatio-temporelle.

remarque: Lorsquela hauteur H et la largeur a:H dela couche poreusesort nies et
petites devant la longueurdu milieu, on peut considirer quela perturbation estspatiale-
ment $tenduesuivant lesaxesz ety. La croissancespatiale de la perturbation s'e®ectue

uivant la direction principale de I'§coulemen x. Les solutions sort alors de la forme
En;m. Mais lorsque a (I'axe y) deviert trgsgrand voir in ni (domaine in ni ou semi-
in"ni), on doit intro duire dessolutions sousla forme €' (k«x*kyyi ' ): cosnsin(n¥z) : on
passed'une s§rie de Fourier (cos=sin 5 %y) p une transform§e de Fourier (kv Yy,

2.2 Appro che temp orelle

A priori, il y a une in nit § de modes (! , k), solutions non triviales du systgme
(2.4). Commel'§coulemen n'est pastout le tempsinstable, on s'int§ressepour l'instant
g la naissancedes premiers modes d§stabilisart la solution de conduction. Pour cela
il faut e®ectuerune §tude d'instabilit § temporelle. Elle consiste g §tudier I'§wvolution
temporelle de la perturbation en supposart :

|k=k 2Ret! 2C|

Lorsquela perturbation n'est ni ampli §eni att §nufe,nous sommesdans les conditions
de stabilit § marginale qui sort atteintes pour :

1i=0 (2.6)

Danscecas,on peut extraire lesexpressiondu nombre de Rayleigh Ra et dela fréquence
! -, enfonction du reste desparamptres:
'y = ki:Pe ) (2.7)

3 3
. ¢ 1/42 1/42 k2 m1/42
RaM(k) = (n¥%)%+ k2 + '%1/42 (1+ Rex):—+ (nk2 ' Zii)z)“

1+2 Reg 1+ Reg

(2.8)

Le minimum de Ra est obtenu pour n = 1 cequi xe le nombre de rouleaux suivant la
hauteur 2. Il estint®ressan de caractBriser les modesles plus instables selonque k est
nul ou non.

2.2.1 Stabilit § vis p vis des rouleaux longitudinaux xes et des struc-
tures tridimensionnelles oscillatoires

rouleaux longitudinaux R.L (k= 0) :

2g priori, les autres modes ont des seuils critiques d'apparition au moins Ra{™) > 4:(nv)2.
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Les rouleaux longitudinaux xes (R.L) sort d§crits par k = O et! = 0. La rela-
tion (2.8) donne Ra(™ = ¥2(2 + T)2(1 + Rex). Les modes longitudinaux les plus
d§stabilisarts correspondert pl'entier my rendant 2 + T |e plus petit possible.Le seuil
d'apparition desrouleaux longitudinaux est par congquert :

1
k _ 2H a  mg? .
Rag =% —+ — (1+ Rex): (2.9)
my a

Pour un rapport de forme a x &, ce seuil est une fonction croissarie de Rex : le dgbit
tend p stabiliser I'§tat de conduction. Pour Rex x &, la gure 2.1 reprserte le seuil

Ra'é en fonction du rapport de forme transversal a.

47 T T T T T T
46 -
45

ar Fig. 2.1{ Seuilcritique Ra& (normalis§

par 1+ Rex ) d'apparition desrouleaux
longitudinaux ainsi que le nombre de
rouleaux my (not® RL) en fonction du
rapport de forme a.

Rak L
1+ RceK ) 43
42
41

40 -

39 I I | I I I
0 1 2 3 4 5 6 7

Nous indiquons aussile nombre m, desR.L naissaris. Le nombre m, de rouleaux

longitudinaux d&pend de a :

{ lorsque a est entier, Ra'é est minimal et vaut 4¥4#(1 + Rex ), avecm, = a. Les
maxima locaux de Ra'é d&croissen et serapprochent de 4¥£(1+ Rex ) lorsqueles
parois lat®ralessort §cartBespuis rejet®esp I'in ni, en accord avec[82].

{ lorsquea? < [a]la+ 1] = a? alorsm, = [a] 3.

{ lorsquea? > a? alorsm, = [a+ 1]

{ lorsquea? = a?, deux modeslongitudinaux, constitu§sde [a] et [a] + 1 rouleaux,

sort simultan®mert ampli §s: ! = 0 est une valeur propre de multiplicit § 2.
Cette situation correspond aux maxima locaux de la gure 2.1.

Rficemmenm, Alves,Cotta et Pontes [2] ont d§termin®§ les conditions critiques pour
lesquelleda cornvection naturelle bidimensionnellepourrait @tre le sipged'une transition
de[a] rouleaux impairs g [a]+ 2 rouleaux. Cesconditions critiques ont §t§ détermin§esp
la fois par une analysede stabilit § lin§aire et par une int§gration num@rique d'§quations
non lin§airesobtenuespar la m§thode destransformations int§grales.

Les R.L sort donc d§crits au seuil Ra'é par my. La solution non triviale E; du
systgme (2.4) donne une relation entre les amplitudes. En e®etsi on note wq = %, on

%le symbole [:::] d¥signart la partie ertipre.
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obtient :

_ Bo%(1+ Rex)
1= 1 2
2lg

aveclp = 1/4%. Connaissan le champ de vitessetotal k/(B( t) = k/o + v (&( 1), 1l est
possibled'en dg§duire la forme desstructures et la tra jectoire desparticules de °uide. En
e®etla trajectoire dcrit le suivi d'une particule au coursdu temps X (t), initialement
rep@rfen X (t= 0) = 5(0 $wluant dansle champ de vitessek/ (B( ();1).

(@) cellule dans
un repére lié a

Fig. 2.2 { Repr§senation des R.L avec a = 6:91 donc m,-; et Bg = 0.1, Pe =
0:1. Sur la gure (a), on a reprsen® I'§coulemen form§ de la combinaison de R.L
et de I'§coulemem moyen de vitesse Vo = Pee, avec les trajectoires de 4 particules
di®§rertes. Sur la gure (b) on reprsene 1 rouleau particulier aveclestrajectoires de
9 particules initialement dans le plan z = 0:5 mais dans un repgre galilffen §wluant
avec la vitesseentrante V. La ligne §paissereprsente la tra jectoire des particules au
bout du m&émetemps. On a contract® la dimension suivant x par rapport g la gure

(a).

Pour connétre la tra jectoire, il suxt de r§soudrele systgme:

8
2 g(('[Z 0) = g(o
> dL(

=V
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ici c'estun systpmeautonomek/ (B( (1);t) = k/ (B( (1)). La r@solutions'e®ectuenum@riquemert
par une m@§thode Runge-Kutta d'ordre 4. Le r@sultat est illustr § sur la gure 2.2. On
obsene que les particules prps du coeur de la cellule ont une vitesse plus faible que
cellesqui sort p l'ext§rieur. On obsene cetype de trajectoires, caract@ristique desR.L,
dansdessimulations num@riquesdirectesde la convection naturelle dansun cube ([88]).

structures tridimensionnelles  oscillatoires S.0.3D (k6 0) :

Le nombre d'onde critique est obtenu en minimisant Ra v@ri ant (2.8) par rapport
g k, qui d€crit ]0;+ 1 [, et m, qui estertier. Pour chaquevaleur de m x §e,le minimum
de Ra est atteint lorsque

U r 3 -9
V8 | M(1+ 2Rex)+ (1+2Rex) Rex(li M)+1

k? = T+ Re. (2.10)

p condition quek? , 0, c'est g dire :

m2 1+ Rex

—_ < —= . 2.11
aZz 1+ 2Rex ( )
Le seuil d'apparition desstructures tridimensionnelles est alors :
Ar Ly
3 m3 P 2
Ral® = 1+ Re (1j %) + 1+ 2Rex Y& (2.12)

ol mgp estle plus grand ertier v@ri ant (2.11), on notera k¢ le nombre d'onde (2.10)
assxi® g m3p. En imposart Rex = 0 (i:e:F = 0) danslesrelations (2:9)- (2:12), nous
retrouvons les r@sultats issusdu modgle de Darcy, indiquant que, pour a> 1, [a]+ 1
modessort simultan®mert ampli” §sp partir de Rac = 4¥%. Desplus, le-nombre d'onde

du mode g m rouleaux dansla direction transverseest kg =12 1; r;‘—zz . Le d&bit et

l'inertie  poreuse d@truisen t cette d®g®n®rescence en s@lectionnan t un seul
mo de tridimensionnel.

Nous avons trac§ sur la gure 2.3, Ra3P en fonction de Rex (relativemert faible)
pour a = 6:91. Pour ce rapport de forme et pour Rex relativemernt faible, la relation

le plus instable est un mode tridimensionnel avecm = mgp = 6.
La solution nontriviale E; du systgme(2.4) donneune relation entre lesamplitudes.
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Fig. 2.3 { RaZ’ fonction de Rex et
di®Brent m = 0:::6 pour a= 6:91.

! ! ! ! ! L
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16
Rex

En e®etsi on note w; = Ag, on obtient :

8 . ik o Ag¥a(1+ Rex)
(2Rex + 1)12+ k2 (1 + Reg)
V= Aovd (2Rex + 1)
(2Rex + 1)12+ k2 (1+ Rex)
w1 = Ag
_ Ao
M 212+ k2
0, = Ao¥a(1+ Rex) (2Rex + 1)

~ 1 2Rex + 1)12+ k2(1+ Rex)

avecl = 1/4”%. Les trajectoires sort illustr §essur la gure 2.4. On en d&duit que plus
les particules sort proches des axes Sy ou de Sy, plus leurs vitessessort petites. De
plus pour une mémedistance par rapport g Sy ou Sy, plus on serapproche du "coeur"
de la cellule, plus les trajectoires deviennen petites.

2.2.2 In°uence du con nemen t lat §ral du milieu et de l'inertie poreuse
sur les structures bifurqu §es

En tenant compte de la correction quadratique en vitesse,la nature desstructures
corvectives naissartes d§pend de la valeur prise par le rapport de forme a :

{ si a estertier, Ra'é - RaZP quel que soit Rex (voir la "gure (2.5) : les rouleaux
longitudinaux xes R.L sort observisquelle que soit la valeur du d§bit. Il en est
de mémepour un milieu poreux d'extension transversalein nie [82].

{ siaestnon entier et suprieur g 1, lesstructures 3D oscillatoires (S.0.3D) domi-
nert tant que Ref < Reg (voir la gure 2.6). Au dela de la valeur critique
Rei , desrouleaux longitudinaux R.L apparaisseh Ce sdgnario de transition a
Bitg obseng expBrimentalement [26] pour di®§rerts milieux poreux aveca = 6:9.
Nous avons reprsen® sur la gure 2.6, les seuils d'apparition des instabilit §s
































































































































































































































































































































































































