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0.1 INTRODUCTION

Cette thése est une contribution a ’analyse harmonique en dimension
infinie. Nous y étudions 'analyse de Fourier sur 'espace V., des matrices
hermitiennes de dimension infinie & coefficients dans R, C ou H, le corps des
quaternions.

La transformée de Fourier d'une mesure de probabilité sur V,, est une
fonction continue de type positif sur 'espace V' (c0) des matrices hermitiennes
infinies n’ayant qu'un nombre fini de coefficients non nuls :

V(oo) = U Herm(n,F).

n=1

Cet espace est muni de la topologie de limite inductive. Sur les espaces V,
et V(o0) nous considérons l'action par conjugaison du groupe

K = QU(n,F).

SiF =R, le groupe K est le groupe orthogonal infini O(c0), si F = C, c’est
le groupe unitaire infini U(00), et si F = H le groupe K, est isomorphe au
groupe symplectique infini Sp(co).

Notons .# 1’ensemble des mesures de probabilité sur V., qui sont inva-
riantes par K. C’est un ensemble convexe dont les points extrémaux sont
les mesures ergodiques relativement a ’action de K,,. Notons aussi & ’en-
semble des fonctions continues de type positif ¢ sur V(0o) qui sont invariantes
par K., normalisées par la condition ¢(0) = 1. Cet ensemble est convexe
et ses points extrémaux sont les fonctions sphériques relativement a la paire
sphérique (K X Voo, Ko ). La transformation de Fourier établit une bijection
de 4 sur &2, et par suite de I'ensemble des mesures ergodiques sur V,, sur
I'ensemble des fonctions sphériques sur V(oo).

Dans leur article fondamental [22] Olshanski et Vershik déterminent les
fonctions sphériques dans le cas ou F = C. Leur démonstration utilise de
facon essentielle des développements en séries de fonctions de Schur. Dans le
cas général que nous considérons ils sont remplacés par des développements
en séries de polyndmes sphériques. Les formules que nous utilisons sont de ce
fait moins explicites, et pour cette raison nous devons davantage faire appel
a l'analyse fonctionnelle et & I'analyse complexe pour établir les estimations
et la convergence de ces séries.

Au chapitre 1 nous établissons des résultats de ’analyse harmonique sur
I'espace de dimension finie V,, = Herm(n,F) dont nous aurons besoin dans
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la suite. Nous étudions en particulier les développements en séries de poly-
nomes sphériques des fonctions holomorphes dans des domaines de I'espace
complexifié de V;, qui sont invariantes par K,, = U(n,F).

L’étude de la transformation de Fourier d’une mesure orbitale conduit a
déterminer le comportement asymptotique de l'intégrale suivante

n —itr(zval™ v* n
Aa) = [ e a),
Sk,n

sur la variété de Stiefel
={ve Mk,nF) v =1L}, (k<n).

Nous verrons au chapitre 2 comment les théorémes de Minlos et Poincaré per-
mettent de déterminer la limite d’une telle intégrale. Cette méthode d’étude
directe de 'intégrale ne nous permet pas d’obtenir le résultat le plus général.
Nous faisons en effet des hypothéses sur le comportement asymptotique de
la suite a™ qui sont trop fortes comme nous le verrons au chapitre suivant.

Dans le chapitre 3 nous reprenons la méthode de Olshanski et Vershik.
Son point de départ est le résultat suivant du & Vershik : une mesure ergo-
dique est limite d’une suite de mesures v, la mesure »™ étant une mesure
orbitale relativement au groupe compact Kn. La méthode consiste ensuite a
développer la transformée de Fourier de la mesure v en série de polynomes

sphériques :
/ e_itr(xkgk*)dk‘ = Z amq)m(x)q)m(g)'

m>0

En déterminant le comportement asymptotique de cette série nous parvenons
au résultat principal de cette thése : la transformée de Fourier d’'une mesure
ergodique de .# est une fonction sur V' (0o) qui est invariante par K, dont la
restriction au sous-espace des matrices diagonales est donnée par la formule
suivante

p(diag(&y, ..., &, 0,...)) = (&) .. . TL(&),

ou
—zak)\

) = e _7)\21_[ (1—1iz a A)
— k

9 N d»
2

avec

BeR, v>0, akER,Zai<ooetd:1,2ou4.
k=1
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En notant ¢ = ¢, avec w = (a,7, 3), nous obtenons un paramétrage de
I’ensemble des points extrémaux de & par I'ensemble

Q={w=(a,7,0)|BER, v>0, ap € R, Zai<oo}.

k=1

Les fonctions ¢ € & admettent une représentation intégrale. Si ¢ € &,
il existe une mesure de probabilité unique p sur €2 telle que

() = / o)),

Cette représentation intégrale a été établie par Olshanski et Borodin [4]
lorsque ' = C. Le démonstration qu’ils en donnent reste valable pour F = R
et F = H.

Au chapitre 4 nous montrons que la fonction ¢ se prolonge par continuité
a l'espace V2 des matrices hermitiennes de Hilbert-Schmidt si et seulement
si le support de la mesure p est contenu dans

Qo = {(a,7,8) € Q| 3 =0}.

Soit v une mesure de probabilité sur V, qui est invariante par K., (v €
M), et soit ¢ sa transformée de Fourier. Nous montrons que la mesure v est
concentrée sur le cone des matrices hermitiennes semi-définies positives si et
seulement si le support de p est contenu dans

O ={(a,7,8) € Q] ar >0, >0, v=0, Zakgﬁ}.

k=1

Enfin au chapitre 5 nous établissons une représentation intégrale des fonc-
tions continues de type négatif sur V2 qui sont K -invariantes. C’est une
formule qui est analogue a celle de Lévy-Khinchine : une fonction continue
de type négatif ¢ sur V2 et K -invariante s’écrit

BE) = Ay + Artr(€?) + /Q o T e(@)na),

ou Ay, A; sont des constantes > 0, et k est une mesure positive sur g\ {0}
par rapport a laquelle les fonctions

we1—pu6), (EeVi),
sont intégrables.

FA K



Chapitre 1

Analyse harmonique sur 1’espace
Vi = Herm(n,TF)

1.1 Rappels et notations

Soit V,, = Herm(n,F) I’espace vectoriel réel des matrices hermitiennes a
coefficients dans F = R, C ou H. On note d la dimension sur R de F: d =1,
2 ou 4, et §(n) la dimension sur R de V,, : 6(n) = n + ¢n(n — 1). Muni du
produit scalaire (x,y) = Rtr(xy*), I'espace V,, est un espace euclidien.

On désigne par G,,, K,,, G, U, les groupes indiqués dans le tableau ci-
dessous. Le groupe G est une complexification de G,,. Le groupe K, est
un sous-groupe compact maximal de G, et U, de Gt. Le groupe G,, agit
naturellement dans V,, et GS dans espace complexifi¢ V.°. On note z — g-x
cette action.

R C H

Vo | Sym(n,R) Herm(n,C) Herm(n, H)
a GL(n,R) GL(n,C) GL(n,H)

" g a=gzg' g-r=grg g-r=grg
K O(n,R) U(n,C) U(n,H) ~ Sp(n)

" kx = kak k-x=kak® k-x=kak®
Vel Sym(n,C) M(n,C) Asym(2n, C)
ac GL(n,C) GL(n,C) x GL(n,C) GL(2n,C)

"lg-r=gxg' | g-x=gixgy’ g -z =gzg'
I U(n,C) U(n,C) x U(n,C) U(2n,C)

"lu-r=uru' | u-r=wau u-x = uru'

Soit 7 la représentation de G, dans I'espace P des fonctions polynémes

9
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sur V,, définie par
((g)p)(x) = plg~" - ).

On note A;(x) le j-itme déterminant mineur principal de la matrice z. Si

j J
j =mn, Ay(x) = A(x) est le déterminant de x. Pour un multiindice m =
my,...,my,) ou les m; sont des entiers vérifiants m; > --- > m,, > 0, (on
(M, .. my) :
notera m > 0), on pose

Ap(z) = Ap(x)™ M2 Ag ()2 7™ LA, (2) ™.

La fonction A, (z) est un polynéome de degré |m| = my + - -+ 4+ m,,. Les po-
lynémes 7(g)Am (g € G,), engendrent un sous-espace invariant irréductible
P On note d' 1a dimension de P et Tm la restriction de la représenta-
tion 7 a P,

Les polyndémes K, -invariants de 771(3) sont proportionnels au polynéme
sphérique M défini par

O (z) = A (k- z) dk,
Kn

oux €V, et dk est la mesure de Haar normalisée de K,,.
Les polynomes sphériques constituent une base de l’espace des polynoémes
K, -invariants.

Soit VI le cone des matrices hermitiennes définies positives. Si x € V.t
alors A;(z) >0 (7 =1,...,n) et on peut définir

Am(z) = Ap(x)™ ™ Ay (z)™ 7™ LA, ()™

pour m = (my,...,m,) € C".
La fonction I'), est définie par

a(

[,(m):= /V+ e‘tr(z)Am(x)A(x)_Tn) dx,

ol dz est la mesure de Lebesgue. Cette intégrale converge si R(m;) > 4(j—1)
(j=1,...,n) et vaut

L (m) = (20) "% T Do, - 56 - 1)

Si A € C, m € C" on conviendra de noter
Adm=A+mq,...,A\+m,).

Le symbole de Pochammer généralisé est défini par

(A + m)

()‘)m = Fn()\)



CHAPITRE 1. ANALYSE HARMONIQUE SUR L’ESPACE
VN = HERM(N,TF) 11

1.2 Série de Taylor sphérique

Une série de Taylor sphérique est une série de la forme

Z em®(2).

m>0

Pour étudier la convergence d'une telle série, on peut utiliser 1’estimation
suivante (voir [10] théoréeme VIL1.1. p.240). Toute matrice z € V,* se dé-
compose en z = u - a avec u € U, et a = diag(ay,...,a,) est une matrice
diagonale, a; > --- > a, > 0. Pour tout m > 0,

1B (2)] < aTad?. .. am. (1.1)

n
Le développement en série de Taylor sphérique suivant joue un réle impor-

tant.
tr(z) _ d'(’n‘) o™
€ Z d(n) (Z)

m

La convergence a lieu uniformément sur tout compact de V. (voir [10] pro-
position XII.1.3).
Dans la suite on note Byc g = Byc(0, R) respectivement By, r = By, (0, R)
la boule dans V. respectivement dans V,, de centre 0 et de rayon R pour la
norme d’opérateur || - ||op.

e Considérons une série de Taylor sphérique

m>0

et supposons qu’elle converge uniformément sur tout compact de By p. Alors
sa somme est une fonction holomorphe dans Byc . Les coefficients ¢p, sont
donnés par, si 0 < p < R,

em = p ™A [ fpu - )W (u - 1)du, (1.2)
Un
ou du est la mesure de Haar normalisée de U,. C’est une conséquence des
relations d’orthogonalité de Schur suivantes : si m # m’

/ &) (- 1O (u - 1)du = 0, (1.3)

et 1
/ B (- 1) = . (1.4)
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Des relations d’orthogonalité de Schur on déduit I'unicité des coefficients
cm et 'inégalité de Cauchy suivante.

[em| < My(p)y/ din) p7™,

ou Ms(p) = sup |f(2)]. Clest en effet une conséquence de I'inégalité de
l1zllop<p
Schwarz.

Théoréme 1.1 Soit f une fonction holomorphe dans Byc g et Ky-invariante.
Alors f est développable en série de Taylor sphérique

f(2) =) em®(2).
m>0
Cette série converge uniformément sur tout compact de Byc g.

Démonstration.
Existence : Soit r < R. Considérons I'espace de Bergman

B(Bvﬁcﬂa) - L2(BV,§,T) ﬂ O(BVnC,T)a

des fonctions holomorphes et de carré intégrable sur la boule Byc,. C’est un
espace hilbertien de fonctions holomorphes pour le produit scalaire défini par

(f.9) = / f(2)g()dz,

Vi ,r

dz est la mesure de Lebesgue euclidienne.
Son noyau reproduisant, le noyau de Bergman de Byc, admet le développe-
ment

24(n)

n

K.(z,w) = Z 2l

m>0

JTm K™ (2, w), (1.5)

ou K™ est le noyau reproduisant de l’espace des polynomes 731(3) muni du

produit scalaire de Fischer, voir ([10] théoréeme XII1.2.4. p 266).

La convergence de cette série est uniforme sur tout compact de Bye . X W
Soit f une fonction holomorphe sur Byc . Sa restriction a Byc, appar-

tient a I'espace de Bergman B(Byc ), et donc, pour tout z € Byc,,

f(z) = /B K. (z,w)f(w)dw.

Vi,r

Par suite

f(2) = fuml2),

m>0
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ou

fin(2) = 772

20(m), /B K™ (2, w) f(w)duw.

n

L’application f +— fn est la projection orthogonale de B(Byc ) sur P si
f est K,-invariante, il en est de méme de fy,, et alors fy, est proportionnelle
au polynome sphérique @ﬁﬁ) :

1.3 Série de Taylor sphérique double

Nous allons considérer des développements en séries de Taylor sphériques
doubles qui interviendront dans la suite.

Soit £ une mesure de probabilité sur I’espace des matrices carrées M (n, )
a coeflicients dans [F invariante a droite et & gauche par K,,. On suppose qu’il
existe a > 0 tel que, pour tout 0 < p < a,

/ eI 4 (dy) < oo,
M (n,F)

ot ||| - ||| désigne la norme de Hilbert-Schmidt.
Nous considérons la fonction

Fla,€) = / V) (),
M (n,F)

oz, & € VL.

Proposition 1.2 La fonction F' est définie pour ||z||op < vV, ||€]lop < vV
et admet le développement suivant

di
F(z,8) =) W»ym@g? ()25 (8),
m>0 \"p /m

ol

Yen = / O (yy*) u(dy).
M (n,F)
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Démonstration. De 1'inégalité

[tr(zy€y™) < [[lzyll 1€y
< llllop [1€11op 111",

on deduit que, si [[]|oy < /5 . [I€llop < /5

ety | < ellvll?,

Ceci montre que la fonction F' est définie et holomorphe sur Byc & X Byc /5.
Supposons maintenant que x,& € V.F N Byc, /o Nous pouvons écrire

F(x,6) = / VIV |y (dy).
M(n,F)

Du développement

on déduit que

diy

F(l’,f)z Z

m>0( n )m

/M W ).

L’intégration terme a terme est justifiée car, la matrice hermitienne \/xy&y*\/x
étant définie positive, les nombres @g)(\/}ygy*ﬁ) sont positifs. En parti-
culier, pour z = { = /pl (p < «), on obtient

diy

é(n
m>0 (%)m

m 2
_ :/ eI 4 dy) < oo,
M (n,F)
Nous utilisons maintenant la relation fonctionnelle des fonctions sphériques :

/ OO (gk - E)dk = B (@)W (E),  w=g-1, (g€ Cr).

n

Voir [10] corollaire XI.3.2.
La mesure p étant invariante a gauche par K,,, on en déduit que

/M L R V) = @) / O (yey ) u(dy).

M (n,F)

Du fait que la mesure p est invariante a droite par K, on
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déduit de méme que
[ ey utdy) = m (€
M (n,F)

(On a utilisé le fait que G, est un ouvert dense de M (n, F)). Donc finalement,
pour z,§ € V. N Bye /a,

dy
F(2,6) =) —m—1m®W (2) 20 ().

m>0 (T)m

Considérons maintenant la fonction

- diw
F(z,8) = Z W’Ym(bgﬁ)(x)@gﬁ)(f)-

m>0 (T)m

Si [|z]|op < /P et |[]]op < /P, (p < @), alors d’aprés I'équation (1.1)

[0 (2) 1) (6)] < p™,

et nous avons vu que
d(”)
m

4(n)

|m|
YmpP < Q.
m20( n )m

Par suite la fonction F est définie et holomorphe dans Byc &z X Byc /a.

Les fonction F et F , ¢tant holomorphes dans Byc g X Byc g et égales
sur (Byc, /a NV,") x (Bye /a NV,5), sont égales sur Byc /5 X Byc /5. O

Example 1 : Prenons pour p la mesure de Haar normalisée du groupe
K, considérée comme mesure sur M(n,F). La mesure ;1 ayant un support
compact, la condition d’intégrabilité est satisfaite pour tout .

De plus,

Ym = / O (kk*)dk = ®™ (1) = 1.
Nous obtenons

Proposition 1.3 Pour tout x,£ € Vn(c,

r(zkEk* dgﬁ) K n
/ e (@hER") g — Z d(n) P| )('r)¢5n)(§>

m
n m>0 (T)m
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Pour z € V,, notons O, l'orbite de x relativement & ’action de K, :
O, = {kzk* | k € K,.},

et soit v, la mesure orbitale de support O, : si f est une fonction continue
sur V,,
fWpa(dy) = [ f(kak™)dk,
Vi, Kn
ou dk est la mesure de Haar normalisée du groupe K,,.
La proposition précédente fournit un développement en série de Taylor
sphérique de la transformée de Fourier de v, :

—1 —itr(Ekxk™ dﬁﬁ) n n .
/ Dy (dy) :/ eEhat) g = 3 g0 (1)) ().

m>0 (T)m

Exemple 2 : Prenons pour p la mesure gaussienne

Dans ce cas a = 1. En effet, pour p < 1,

/ AP ) = W—%nQ/ DI gy < o
M (n,F) M(n,F)
Nous allons montrer que

Ym = (7)111
L’image par I'application
y—yy*, M(n,F)— V;F,

de la mesure p, a pour densité

par rapport a la mesure de Lebesgue euclidienne de V,, (voir [10], proposition
VI.1.1). Par suite

Y = / O (yy )r— 2 e IWIF ay
M (n,F)

1 / _ dn _8(n)
= O (w)e "WA(u) T du

['(% + m) _dn
= @) (7)m

2
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D’autre part nous allons calculer explicitement la fonction F' dans ce cas.
Cette fonction étant doublement invariante par K, :

F(k-z,k - &) = F(x,8), (k, k' € K,),

elle est déterminée par sa restriction a I’espace des matrices diagonales. Consi-
dérons deux matrices diagonales, x = diag(xy, ..., z,), £ = diag(&y, ..., &)-
Alors

N e 2 SR 2 M
Fagorte [ BB T,
M (n,F) i =1
n
— H . /e—(l—l‘iij)uw‘Q dus;
ij=1 F
n

= (-

ij=1

Nous avons obtenu

Proposition 1.4 Pour x,§ € V,, ||z|lop < 1, ||¢]|op < 1, alors

(n)
2 tr(ayey) ,—lIIyllI2 7, _ A’ ndy ) g m)
T 2 / € € dy - n ( )mq)m (‘T)(I)m (5)

m>0 n /M

n

= H(l—iﬁifj)_ )

1,j=1

[NJisY

ot les nombres x; et & sont les valeurs propres de x et &.

Nous allons donner une application de ces développements en séries de
Taylor sphériques doubles a ’étude des projections des mesures orbitales.
Pour cela nous allons d’abord identifier la restriction d’'un polynéme sphé-
rique ol (z) défini sur V,, au sous-espace V,? des matrices dont les coefficients
de la derniére ligne et de la derniére colonne sont nuls.

Si @ est inversible, alors a € G,, et la transformation A définie sur P
par

Ap(x) = p(axa),

laisse stable 77,(1? ). Par passage a la limite ceci reste vrai pour tout a € V,,. Soit
a = diag(1,...,1,0) alors 'application x +— axa est le projecteur orthogonal
de V,, sur V,,_; et par suite A est le projecteur orthogonal de P™ sur le
sous-espace AP des polynomes qui vérifient

p(a') = p((gg 8)),
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ot 2’ est la projection de z sur V,,_;. Le sous-espace AP™ est G,,_;-invariant
et c’est un sous-espace isomorphe a l’espace des restrictions Res (P(”)) ou
Res est 'application définie par

Res : P — pr=h)
pr—p v, -
Proposition 1.5
a) Sim= (my,...,my,) avec m, >0, alors
Res (P{) = {0}.
b) Sim’' = (my,...,mu_1), m= (my,...,my_1,0), alors

Res (P = P,

m

Démonstration.

a) Sim, > 0, du fait que tout polynéme de P est divisible par le dé-
terminant on déduit a) immédiatement.

b)

e Puisque le sous-espace 14731(1’11 ) contient le polynéme A, alors
PUY c APW

e Montrons que AP&? ) est G,,_1-irréductible.
Soit ¢ un polynéme conique non nul de AP P alors

q=CA,,
ou a= (aq,...,a,_1,0). Donc
A, €PW,
et par suite
a=m,

et
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Remarque 1.6 Par récurrence on peut généraliser le résultat au cas ot
Myy1 = -+ =my, = 0, en considérant ’application de restriction

Res), : P — P® pisp |y, .

En effet,
Resp, = Reso Reso---0 Res,

est la composée de lapplication Res, (n — k)-fois. On en déduit que

a) Sim = (mq,..., My, Mpi1,...,My,) avec M1 > 0, alors
Resy, (P) = {0}.

b) Sim’ = (myq,...,mg), m= (mq,...,my,0,...,0), alors
Resy, (P,(g)) = Pfrlf/)

Corollaire 1.7 Si m = (my,...,mg,0,...,0), m’ = (mq,...,my) alors
pour tout ¥’ € Vj,

4 ()
O (z) =l n T g(H) ()
m n) o(k m )
dEn) (%)m’

x_x’O
~\0 0/°

Démonstration. D’aprés la remarque précédente

oux €V,

Resy, (CDEQ))

est un polyndéme Kj-invariant de 1’espace Pf:f,) . Puisque les polyndémes K-
(k)

invariants de 1’espace 771(:16,) sont proportionnels & ® (x'), alors il existe une

constante C1F) telle que,

o) (z) = C0P o) (2,

Pour calculer C’I(Q ’k), on utilise le développement,

tr(a) i m

mZO( n )m

Par restriction on obtient,
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D’autre part,
tr(z’) d(k) (k)
r(z’) __ m’ !
e = E () O (2.
m’ L /m’

Puisque le développement en série de polyndmes sphériques est unique, alors

m o n) (o(k :
T

Corollaire 1.8

CL) Simg >0,
M (diag(),0,...,0)) = 0.

b) Stm = |m|:=(m,0,...,0),

) (diag(,0,...,0)) = d(n)][ ]EA '

Remarque 1.9 Ce corollaire peut étre obtenu plus simplement en rempla-
cant x par diag(\,0,...,0) dans le développement

d(n)
@) = Z T3 (1),

i(n m
mzo( ( ))m

n

et en remarquant que CDEZI)] () = cppA™.

1.4 Projection des mesures orbitales

Rappelons que, pour x € V,,, nous avons noté O, 'orbite de z relativement
a ’action de K, et v, la mesure orbitale de support O,. Nous nous intéressons
a la projection M, de la mesure orbitale v, sur la droite engendrée par une
matrice hermitienne de rang un. Par raison d’invariance il suffit de considérer
la matrice Fq;. Ainsi la mesure M, est définie par : si f est une fonction
continue sur R,

/Rf(t)Mz(dt) = | f((kak*))dk.

Knp
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D’aprés le théoréme spectral 'orbite O, contient une matrice diagonale. Cela
signifie que la mesure v,, et par suite la mesure M,, ne dépendent que des
valeurs propres de z. On peut donc supposer que

ag 0 - 0
0 . .
TrTr=qaq= .
: -0
0 --- 0 a,

En effectuant le produit kxzk*, nous obtenons :
(kxk*)11 = ar]ki]* + - - 4 an k|
Considérons 'application
K, — Sn, kv— (k11,. .., ki),

qui a une matrice k associe sa premiére colonne, ou S,, est la sphére unité
de F™. L’image de la mesure de Haar normalisée dk par cette application est
égale a la mesure uniforme normalisée 7 sur la sphére S,,.

Donc,

/Rf(t)Ma(dt): . flaylkn)® + - + anlkrn )™ (dk). (1.6)

Proposition 1.10 La transformée de Fourier de la mesure M, admet le
développement en série de Taylor suivant

(e}

W00 = [ M) = 3 ol ain

m=0

Démonstration. D’aprés la proposition 1.3, pour tous z, y € V.C,

r(zkyk* d(n) K -

ou dk est la mesure de Haar normalisée du groupe unitaire K,.
Si on prend y = a et x = diag(iA, 0, ...,0), alors

00 n)

iXa1 k1124 4an |k1n]?) [m] (n) (.
/S e Mair ! Z [m] 1o @) P (0A, 0, 0).

m:0 n m

ou [m] = (m,0,...,0).
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D’apreés b) du corollaire 1.8 on a

é(n)
(n) (1 G L,
P, (diag(A,0,...,0)) = dfn)] p-

Donc,

/ etk tonlian®) 20 gy = 5 Lgl (a,, ) (00",
S m!

m=0

Si on remplace f(t) par e dans (1.6) on en déduit la proposition. O

La relation suivante sera utilisée au chapitre 3. Notons A = sup |a;| et Ua

le plan complexe privé des deux demi-droites :

e (3]

Proposition 1.11 Pour A € Uy

/ %Ma(dl’) ~n : :
R (1 —il\x)2 H(l—i)\aj)%
j=1

Pour a € [—A, A], a € R, on considére la détermination de la fonction
1
(1 —iXa)>

Dans I'ouvert simplement connexe U, qui est égale 1 pour A = 0.

A\ —

Démonstration. Pour A\t € R
1 1 o0 0o
—— = T / e tuT ey
(1—dix)s  T(F) Jo
Puisque M, est une mesure de probabilité, nous pouvons appliquer le théo-
réeme de Fubini et nous obtenons

1 1 ° dn -
—_M,(dt) = —/ e T " M, (Au) du.
/R(l—i)\t)% () L'(5) Jo ()

Pour |A\] < %, nous pouvons intégrer terme a terme le développement en série
de Taylor de M,(Au). En effet d’apreés 'inégalité (1.1)

2 (a1, ..., a,)| < A™,

[m]
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et -

> mi‘cp(")(a )(EN)™| et gt

0 m' [m] b
m=0
< Z |A)\|""T +m)

dn _dn
=I(5) - AN~

Nous obtenons, si [A| < &

—M, @ma,...,an tIA)™.

m=0

Or, d’apreés la proposition 1.4 et le corollaire 1.8, pour A < 1 et |A| < 1,

3 7271' O (ar,. .., a) (IN™ = —
m=0 ’ H(l—Z)\(Z])
j=1

d
2

Les deux membres de cette égalité admettent des prolongement holomorphes
dans Uy. Finalement la relation

/R F() Moa(dt) — / FOOM.(dD), (6 <R),

permet de s’affranchir de la condition A < 1. O

1.5 Mesures de probabilité et transformation
de Fourier

La transformation de Fourier permet d’étudier les mesures de probabi-
lité sur R et R"™, et leur convergence. Rappelons ici les résultats que nous
utiliserons dans la suite.

Soit v une mesure de probabilité sur R et 1) sa transformée de Fourier :

v(w) = [ el

Proposition 1.12 On suppose que la fonction i est développable en série
de Taylor a lorigine : pour |z| < R,
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Alors la fonction ¢ admet un prolongement holomorphe a la bande
Yp={r=az+iy ||yl <R}
De plus, pour |y| < R,

/eyuu(du) < 00,
R

et, pour z € Xg, le prolongement 1Z de ) est donné par
U(z) = / e v (du).
R

On considére une suite v de mesures de probabilité sur R et on note
Y™ la transformée de Fourier de v :

w(”)(m) :/eimu(”)(du).
R

Proposition 1.13

(i) On suppose que chacune des fonctions 1™ soit développable en série de
Taylor dans le disque ouvert D(0, R) : pour |z| < R,

§E) = 3 e
m=0

et que la suite des fonctions ™ converge uniformément sur le disque fermé
D(0,7), pour tout r < R.

Alors la suite des mesures v\ converge étroitement vers une mesure de
probabilité v. Notons 1 la transformée de Fourier de v. Les fonctions 1™ et
Y admettent des prolongement holomorphes & L g, et la suite ™ converge
vers ¢ uniformément sur tout compact de Yg.

(ii) On suppose que, pour tout m,

lim ¢ = ¢,
n—oo

et qu’il existe une suite a,, > 0 telle que, pour tout r < R,

o0
E A" < 00,
m=0

et, pour tous m et n,
|C£rrzb)‘ < Q.

Alors les hypothéses de (1) sont vérifiées.
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On peut trouver la démonstration de ces deux propositions dans [11], lemma
6.5 et lemma 6.6.

On note T, le demi-plan supérieur :
T ={z=z+1wy|y >0}

Si le support de la mesure u est contenu dans [0, +oo, alors sa transformée
de Fourier

W(z) = / e y(du),
[0,00]
est définie, continue et bornée sur T, holomorphe dans 7', . Réciproquement :

Proposition 1.14 On suppose que la fonction ¢ se prolonge en une fonction
continue bornée sur Ty, holomorphe dans T, .
Alors le support de la mesure v est contenu dans [0, +00].

Ces résultats se généralisent aux mesures de probabilité sur un espace
vectoriel réel normé V. On note sa norme || - ||y et on considére sur I’espace
comlexifié V'€ une norme qui coincide sur V' avec la norme || - ||y,. On désigne
aussi par || - ||y~ la norme de Pespace dual de V', qui est définie par

[lullv: = sup{(z, u), Vo € Vi||z]|y < 1}.

Soit v une mesure de probabilité sur 'espace dual V'. Sa transformée de
Fourier v est définie sur V' par :

¥(z) = / )

Proposition 1.15 On suppose que la fonction 1 admette un prolongement
holomorphe dans la boule Byc p de centre o et de rayon R de V. Alors la
fonction ¢ admet un prolongement holomorphe au tube

Yr={2=z+1wy|l|lyllv < R} =V +iB(0, R).
Sillyllv < R,
/ ey (du) < oo,

et, pour tout z € Yg, le prolongement QZ de ) est donné par

U(z) = / , ey (du).
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De méme considérons une suite (™ de mesures de probabilité sur V’, et
leurs transformées de Fourier (™.

Proposition 1.16 On suppose que chacune des fonctions ™ admette un
prolongement holomorphe a By« g, et que la suite des fonctions ™ converge
uniformément sur tout compact de Byc g.

Alors la suite des mesures v\ converge étroitement vers une mesure de
probabilité v. Notons ¢ la transformée de Fourier de v. Les fonctions 1™
et ¥ admettent des prolongements holomorphes au tube Y, et la suite 1™
converge vers v uniformément sur tout compact de Y.

Dans la proposition suivante on considére le cas ou V =V’ = Herm(k,F)
muni de la norme d’opérateur || - ||,p, et on suppose que les mesures ™, et
par suite leurs transformées de Fourier (™, soient invariantes par le groupe
compact K.

Proposition 1.17 On suppose que chacune des fonctions 1™ soit dévelop-
pable en série de Taylor sphérique dans la boule ouverte B(0, R) :

P (@) = ) Vel (),

m>0
On suppose de plus que, pour tout m,

lim ¢ = ¢,
n—oo

et qu’il existe une suite ay > 0 telle que, pour tout r < R,

[o¢]
E amr™ < oo,

m>0

et, pour tous m et n,
‘C(mn)‘ < Om.

Alors les hypotheses de de la proposition 1.16 sont vérifiées.

Soit I" un céne convexe fermé dans V'’ qu’on suppose pointu : ' (=T") =
{0}, et d’intérieur non vide. On note 2 C V' l'intérieur du coéne dual :

Q={z e V|VueI\{0}, (z,u) > 0}.

On note Tp =V +iQ C VC le tube de base €2 si le support de la mesure u
est contenu dans I', alors sa transformée de Fourier ¢ est définie, continue et
bornée sur T =V + i€), et holomorphe dans Tg, ; Réciproquement :
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Proposition 1.18 On suppose que la fonction ¢ se prolonge en une fonction
continue bornée sur Tq, holomorphe dans Ty,.
Alors le support de la mesure v est contenu dans I.

La méthode suivante permet de passer de la dimension un aux dimensions
supérieures. Soit v une mesure de probabilité sur V' et 1 sa transformée de
Fourier. Pour z € V fixé, on considére la mesure de probabilité sur R définie
par, si f est une fonction continue sur R :

[ fOnetan = [ st

(C’est essentiellement la projection de la mesure v sur la droite engendrée
par z.) La transformée de Fourier de v, est la fonction 1, définie sur R par

V(1) = Y(12).

Démonstration de la proposition 1.15. Soit r < R. On pose

M(r) = sup [¢(2)].

ZGBVC,T
Soit y € B(0, R) un vecteur non nul fixé. En appliquant la proposition 1.12

a la mesure v, et & sa transformée de Fourier ¢, qui est holomorphe sur le
disque D(0, ﬁ), on obtient

/R el (df) < Wy (i) + 1y (—i) < 2M(r),

c’est-a-dire

/ el Wy (du) < 2M(r).

Dong, si ||y||y < r alors,

/ el (du) < 2M ().

Par suite la fonction définie par

32) = | eevldu),

est holomorphe sur X et coincide avec 1 sur Byc g. OJ
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Démonstration de la proposition 1.16. D’aprés la proposition 1.15, ¥ se

prolonge en une fonction holomorphe dans ¥ g.

Soit r < R, pour ||y|ly < r,

O™ (iy) + ™ (—iy) _2/ cosh ({ ™ (du).

V/
Puisque, lim ™ (iy) + ™ (—iy) = ¥(iy) + ¥ (—iy) alors il existe M(r) > 0
tel que pour tout n > 0,

[ cosh(ty. uppp(au) < M(0),
or pour z € Xg,

P (2) = / 120 () ()

Par suite pour tout z € ¥,
[ (2)] < M(r).

D’aprés le théoréme de Montel, on peut extraire de la suite 1™ une sous-
suite qui converge uniformément sur tout compact du tube X 5. Puisque (™
converge sur Byc g, on en déduit que Y™ converge uniformément sur tout
compact de Xg. 0

Démonstration de la proposition 1.18. On applique la proposition 1.14 a la
mesure v, et sa transformée de Fourier ¢,. Pour y € , la fonction 1, se
prolonge en une fonction continue bornée sur T, et holomorphe dans T7,.
Donc, d’aprés la proposition 1.14, le support de v, est contenu dans [0, co].
Ceci implique que

supp(v) C {u|{u,y) = 0}.
Par suite

supp(v) C {u|Vy € Q, (u,y) > 0}.

Il résulte du théoréeme des bipolaires que

{u|Vy € Q, (u,y) >0} =T.

Donc
supp(v) C T

FA K



Chapitre 2

Convergence des mesures
orbitales, méthode utilisant les
théorémes de Poincaré et de

Minlos

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, qui a fait 'objet d’'une publication aux annales de la
Faculté des Sciences de Toulouse [6], nous allons étudier les intégrales

/ e—itr(&va(n)v*) ,7_]5") (d@)’ (21)
Sk,n

ot Sk, est la variété de Stiefel
Skm:{UEM(k‘,n;F);UU*:Ik}, k<n,

et T,gn) est la mesure de probabilité uniforme définie sur Sy, ,, considérée comme
mesure sur M (k, co;F), et les comportement asymptotiques de ces intégrales.

Notons Si, I'homothétique de Sy, dans le rapport \/n :
g;m = {v € M(k,n;F); vv* = nlk},

et ?,g") la mesure de probabilité uniforme définie sur Sj,. Nous pouvons
exprimer (2.1) comme une intégrale sur Sy, :

. ™ N i
/ e—ztr(&v v ) T]S )(dU)

Sk,n

29
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En généralisant un théoréme de Poincaré, nous montrons que la suite des
mesures %,ﬁ”% considérées comme des mesures sur M (k, oo; F), convergent vers
une mesure gaussienne. Ensuite en appliquant un théoreme de Minlos, nous
montrons la convergence de ces intégrales sous des hypothéses portant sur la
suite a™ que nous précisons.

On commence par regarder ce probléme dans le cas ot k = 1 (proposition
2.1). Ensuite k sera un entier fixé quelconque (proposition 2.12).

On note go,(cn) la fonction définie par
n —itr(€va(™ v* n
AN = [ e (), (22)
Sk,n

ou z, a™ sont des matrices hermitiennes, = € Vj, et a(™ € V.

Etant donnée que la mesure T,E") est invariante a gauche par le groupe
unitaire K, et a droite par le groupe unitaire K,, on peut supposer que & et
a™ sont des matrices diagonales réelles .

Dans la suite on prendra a(™ = diag(agn), La), €= diag(A1, ..., A\),
agn) eRet \; €R.

Si k=1et z=diag(\,0,...,0) alors, la fonction gpgn) = o™ g'écrit,

e (\) = /S exp(—mzagmmm 7 (dx), (2.3)
n j=1

ot S, est la sphére unité de F” et 7(™ est la mesure de probabilité uniforme
sur S,,.

Le résultat principal de ce chapitre est la proposition suivante.

Proposition 2.1 On suppose que pour tout j,

(n)
. a ]
(1) i = =y

De plus on suppose que la suite « = {a;} est sommable et que

(2) lim Z & - Zozj,
n—00 oy n o

n m\?
@&%ZC%)=Z@
j=1

j=1
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Alors, la fonction o™ converge uniformément sur tout compact de R vers la
fonction ¢ définie par :
= 2. _d
QO()\) = H(]. + g@)\O&j) 2.
j=1

Avec d = 1,2 ou 4 suivant que F =R , C ou H.

Nous établirons au chapitre 3 ce résultat sous des hypothéses plus faibles en
utilisant une autre méthode.

2.2 Théoréme de Poincaré

On désigne par M (k,n;F) lespace des matrices k X n a coefficients dans
F. 11 est muni du produit scalaire défini par

(z,8) = R(tr(x€)).

Soit M (k, 00; F) = lim M (k,n;F), la limite projective des espaces M (k,n;F),
c’est 'espace des matrices a k lignes et une infinité de colonnes. On munit
cet espace de la topologie de la limite projective. C’est un espace séparable,
métrisable et complet puisqu’il est homéomorphe & (Foo)k On désigne aussi
par M(k, (00); F) = lim M (k,n; F), la limite inductive des espaces M (k,n;F).
C’est 'espace des matrices a k lignes et qui n’ont qu’'un nombre fini de
colonnes non nulles,

M(k, (00); F) = ) M(k, n; F),

n=1

c’est également l'espace dual de M (k,o00;F) pour le produit scalaire défini
ci-dessus. On munit cet espace de la topologie de la limite inductive. En
particulier une fonction f est continue sur M(k, (00);F), si et seulement si,
pour tout n € N, sa restriction f |p(gnw) & M(k,n;F) est continue.

On rappelle d’abord la définition et le théoréme suivants.

Définition 2.2 Une suite v de mesures de probabilité sur M (k,oo;F)
converge €étroitement vers une mesure v sur M (k, co; IF), si pour toute fonction
continue bornée f sur M (k, oo;F),

lim f(2)r"™ (dz) = / f(z)v(dx).

0 J M (k,o0;F) M (k,00;F)
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Théoréme 2.3 Une suite de mesures de probabilité v™ sur M(k,oo;TF)
converge €étroitement vers une mesure v si et seulement si, pour tout m > 1,
la suite V) = 5m(V™) converge étroitement vers vy, = s,(V) ol sy

M(k,o00;F) — M(k,m;F), est la projection canonique.
(Bellingsley [3] p.29-30).

Pour démontrer le théoréme de Poincaré théoréme 2.4, nous avons besoin
du résultat suivant. La transformée de Fourier de la mesure T,E") est donnée
par :

ott 7 est la fonction de Bessel d’indice v définie sur V€ par :

LodR
IO = S gt e A0
m>0 F /m\7/m
La somme est étendue au m € N¥, m = (my,...,my) et my > -+ > my > 0.

C’est un cas particulier de la proposition XVI. 2 3 de [10].
On suppose que k = 1 et on note Sy e =3, la sphere de F™ de centre o

et de rayon \/n

§n: {v:(vl,...,vn)EF” ‘ Z|Uj|2:n},
7=1

et ?l(n) = 7" est la mesure uniforme normalisée sur cette sphére considérée

comme mesure sur [F*°. Le résultat suivant est attribué 4 Poincaré.

Théoréme 2.4 (Poincaré) :
La mesure 7™ converge étroitement vers la mesure gaussienne vy de F> dont
la transfomée de Fourier est :

M)

() =e,  avec pPP=) & £ eF™),
j=1

(F(>) est le dual de F> pour le produit scalaire euclidien.)

Ce théoréme a été démontré a plusieurs reprises, on peut voir la preuve
probabiliste proposée par Diaconis et Freedman [13|. Ici on en donne une
preuve plus analytique.
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Démonstration. Soit 1™ la transformée de Fourier de la mesure 7. Pour
Ee€F ¢ <n ona:

P () = [ =8 70 ()

S
n
= 79GP
n
= j;)(zf)'
¢
ou p? = 231 &%
iz
Pour, k =1ett >0,
2
Ly _pdy 2y
TR =Ty ()
= (_1)m 1 t? m
+mz::1 m! nd(nd+2)---(nd+2m—2)(2)
Donc,
PrLe) n%:o m! nd(nd+2)---(nd+2m—2)(2d) '
Mais,
. (nd)™ _
r}LHc}ond(nd+2)~~(nd+2m—2) =1
et

(nd)™
nd(nd +2)---(nd+2m — 2
Donc, d’aprés la proposition 1.13,

y =1

X 1\ym 2 2
lim y™(g) = > EY (L) =t

Par suite, pour tout £ € N | s,(7T
gaussienne ~y, sur F¢ définie par :

(”)) converge étroitement vers la mesure

Ye(dz) = (—)"ze ~9=! ‘dx.

ol dz est la mesure de Lebesgue sur F’.
Puisque les projections des mesures 7™ sur les sous-espaces de dimension
finie F* convergent pour tout ¢ alors, d’aprés le théoréme 2.3, la suite des
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mesures 7 converge étroitement vers la mesure gaussienne vy sur F>, dont
la transformée de Fourier est définie sur F(*) par

/ i) o (dp) = eI, g FO)

O
On suppose maintenant que k£ > 1.

Théoréme 2.5 La mesure ?,En) converge étroitement vers la mesure de gaus-

sienne 7y, sur M (k,00;F) dont la transformée de Fourier 1y est donnée par :

2

wk(f) =e ’

S

ol

p° = tr(6€") = ZZ 1€,

j=1 ¢

=1
et & € M(k, (c0);F).

Démonstration. Soit 1/1,(gn) la transformée de Fourier de ?,E"). Pour ¢ € M(k, p;F),
p <n.

¢£n)(§) _ /~ e HE) ?]gn)(dlE) = jg)(gfé*)

de

1 nd
m>0 (%)m (T)m

(266"

Lemme 2.6
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Démonstration.
(@l) _ b I(m;+2%—4(j—1))
2 j=1 r (n?d - %(j - 1))
nd d nd d d
—]1;[1(7—5(3—1))<7+1—§(3—1)) (—+m]—1—§(]—1))
mj;—1 d d
n
j=1 ¢=0

zf[ | <%d—g(j—1)+€)d 11 <%l—g(j—1)+£).

(j—1)<t<m;—1

Pour n assez grand, il existe une constante A;, > 0 telle que pour tout
1§j§ketpourtout0§€§g(j—l)

nd d nd
el - > A, =
2 2( 1)+€—A]7£27

D’autre part, si g(j —1) < ¢ <m;—1, alors,

na e pyaes
y Uz

Dong, il existe une constante C 4 > 0 telle que

nd nd
lm| -
Pour n assez grand (n — o0),
nd bond d nd d nd d nd
e — e - R DR Ot ey 1 (s ~ (2N |m]

D’aprés la proposition 1.13 et le lemme précédent, on peut intervertir les
signes somme et limite dans ’expression de w,i") :

() dw gy, 1
lim (€)= Y 0l (—56€)
m20( k )m

— o3t — g zalliéll®

et la convergence est uniforme sur tout compact de Vj.
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Donc les projections sp(?,ﬁ’"‘)) sur les sous-espaces de dimension finie M (k, p; F),

convergent étroitement vers la mesure gaussienne s,(7y;) = Y, pour tout p
ou
d 2 2
d dkp T2 > 2 lzjel

_) 2 ¢ J=le=1 d%
21

Trp(d) = (

et dx est la mesure de Lebesgue euclidienne sur M (k, p; F).

En utilisant de nouveau le théoréeme 2.3, on en déduit que la mesure ?,E")

converge étroitement vers la mesure gaussienne vy, sur M(k, oo, F), dont la
transformée de Fourier est définie sur M (k, (c0);F) par :

/ e=H€0), (d) = e~ UEE)
M (k,00;F)

2.3 Théoréme de Minlos

On note (%(N) T'espace des suites réelles de carré sommable. Pour une
suite @ = {a;} de nombres strictement positifs qui est sommable on note,

C(N)={zeR>*/ Z@-x? < 00}
j=1

L’espace (2(N) est un sous ensemble mesurable de R®°. En effet soit f, la
fonction définie sur R* par,

n

fu(z) = Z a5,

Jj=1

Les fonctions f, sont continues, donc f(x) = sup f,(z) est une fonction

mesurable. Par suite ’ensemble
2(N) = {r € R® | f(2) < oo},
est mesurable.

Nous utiliserons dans la suite la forme suivante du théoréme de Minlos.
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Théoréme 2.7 (Minlos) : Soit v une mesure de probabilité sur R>, et soit
@ sa transformée de Fourier. On suppose que , qui est définie sur R se
prolonge par continuité a (*(N) pour la topologie induite par celle de (*(N).
Alors, pour toute suite a = {ar} de nombres strictement positifs qui est
sommable,

v((a(N) =1.

Pour des énoncés plus généraux du théoréme de Minlos voir (Yamasaki [29]
théoréme 17.1).
Démonstration. Posons

ou v, est la projection de v sur R".
a) Montrons d’abord que

lim( lim I5,,) = v(F2(N)).

6—0 n—oo

Pour § > 0

o0
n 2
> aja? P2 2
lime = '={e€e = siz € (3(N),

n—~o0

N[>

N

0 sinon,

donc, d’apres le théoréme de convergence dominée,

S 2
-3 ajm.

J -3 io: a;2;
1 Ty(dx) :/ e = Ty(dr).
&N)

lim e I
n—00 Jpoo

n

De plus, pour z € (2(N),
lime 7=t =1,
50
donc, d’apres le théoréme de convergence monotone,

lim(lim I5,,) = v(€2(N)),

6—0 n—oo

b) En exprimant I, a l’aide de la fonction ¢ nous allons montrer que

lim(lim I5,) > 1.

0—0 n—oo
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En utilisant la formule

/6_218526izydy = (2%5)%e_§m
R

2

(ous >0, z €R),

nous obtenons

n

| o
S0

n L
25

B = [Cmba)d [ 755000 der. s,

k=1 "

Q

Puisque ¢ est continue en 0 pour la topologie de £*(N) et que ¢(0) = 1.

Vex>0,3p>0,[KEll<p=lp§) -1 <cetRp(g) 21—
D’autre part, pour tout & € (3(N),

lp()] < Tet Rp(§) > —1.

Par suite, pour tout &,

€117
p*

Rp()>1—e—2
En utilisant la formule
/ et 2d¢ = a(27ra)%, (ot a > 0)
R

Nous obtenons
26 —
az1-c- 2%,
j=1

p
Par suite
6 o0
lim Iy, > 1—c—2- Y ay
et
gl fon) 2 L=
Donc

V(2(N)) > 1— e

Ceci étant vrai pour tout & > 0,
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Remarque 2.8 C’est en particulier le cas si 7y est une mesure gaussienne :
pour toute suite a = {ay} de nombres strictements positifs qui est sommable,

Y(le(N)) = 1.

Une premiére application du théoréme de Minlos est I’evaluation de I'intégrale
suivante.

o) = [ exp(-ix Y aylas ) a(de),

ou [E est un espace euclidien de dimension d, et v est la mesure gaussienne
sur E* dont la transformée de Fourier est égale a

b(E) = el
et {a;} est une suite sommable de nombres réels .

Proposition 2.9 Pour tout A € R,

o0

o\ =T+ gmj)—%.

J=1

Démonstration. D’aprés le théoréme de Minlos la série

[e.e]
Zaj‘ij?
j=1

converge ~y-presque partout sur E>, et d’aprés le théoréme de convergence
dominée

o0 N
/ exp(—i)\z ajlz;[?) y(dz) = ]\}1_1}1 / exp(—i)\z ajz;|?) y(dx).
o =1 © JE° j=1
De plus,

/OO exp(—iA Z aj|xj\2) v(dx)

= [ e Y aglaf?) ()
E o
N
d . a
:H(_)Q/e Z)‘Ol]‘zj‘ e Q‘IJ‘ dl-
=1 2T E
N
2
:H(l —l—zd)\a])_%
j=1
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2.4 Démonstration de la proposition 2.1

Les étapes de la démonstration : La preuve repose sur les deux im-
portants théorémes 2.4 et 2.7. Dans un premier temps on considére la suite
sommable (¢;) = (|aj| + ]%)] et on associe a cette suite I'espace de Hilbert
?*(N). D’aprés le théoréme de Minlos v(¢(N)) = 1. Ensuite a I'aide d’un dé-
coupage de 'intégrale qui figure dans I’équation (2.3) on va faire apparaitre
une certaine intégrale de la forme

j F(V/nv)r™ (dv),

ou f est une fonction continue bornée sur F*°, a laquelle on applique le
théoréme de Poincaré (théoréme 2.4).

Lemme 2.10 Soit 2™ = {xEn)} une suite d’éléments de (*(N) telle que

(n)

lim 2™ =2, ¥V,
Tim {|2]]; = [|]]2
Alors,
lim ||z — ||, = 0,
ot || - ||2 est la norme euclidienne sur (*(N).
Démonstration. On écrit
[l — af3 = |5 + ||z][3 — 28", 2).

Pour établir le lemme, il suffit de montrer que

lim (2, ) = ||z][3.
Pour N < n,
N [%S)
(2™ ) = ng-")xj + Z x§-")xj.
j=1 j=N+1

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz

1
fe'e) 2
< [z ( > ‘%’\2> :

j=N+1

>

j=N+1
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En utilisant la deuxiéme hypothése du lemme on en déduit que

S (n)
dm S 3 a0 =0.

J=N+1

D’aprés la premiére hypothése du lemme

J&ILI;OJL%Z”? z; = |lalf3
Par suite
lim (2", z) = ||2][3.
n—oo
Ceci compléte la preuve du lemme. O

Lemme 2.11 Pour tout 5, > 1
n n(nd + 2)
/qn‘vj|2\ve\27( )(dv) = d+2
Démonstration. Pour tout x = (x4,...,z,) € F",

—i(va) () (1) H$||2
X () = 79 (110

(=D 1 [lzl\™
- mZ:: ' nd(nd+2) - (nd+2m—2)< 2 ) '
(2.4)

ot ||z[* = Z |ze]?.

Pour v, € F, Ug (v}, ...,v) alors,

/Sn |v|* 70 (dv) = /Sn((vl})2 bt (012270 (do)
i ’Z:; /S" (Uz 1<§<d/ ")

- / (vp)* 7" (dv) + d(d — 1) / (03 (v7)? 7™ (dv)

n
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On prend z = (0,0,...,7,...,0) € R™ dans I'équation (2.4). Par identifi-
cation des coefficients on obtient

/ () 7 (dv) = 7nd(n2 o

n

De méme si z = (0,...,2;,0,...,0,z;,...,0) € R™ j i alors, par identifi-
cation on déduit que

; 1
J\2 2 __(n)
[ PR ) = s
Par suite
3d d(d—1) d+2
4, (n) _
/ [oe " (dv) nd(nd + 2) N nd(nd+2) n(nd+2)

:/Sn (Zw?) )(dv) Z/ el 7 (do) +

et par invariance de la mesure 7™

/\W\ (dv) +n(n — 1) / el 2 7 (dv) = 1,

1<j#0<n

donc Q49
-1 2|02 () =1 .
O R e
Autrement dit, pour tout j # ¢,
d
2 _(n) d
[ i) =

O
Démonstration de la proposition 2.1. Nous avons vu que la fonction ¢ admet
la représentation intégrale

—ZAZO‘JMJP
o) = / Y

Nous introduisons les intégrales suivantes :

—idn 3 ajlz;)?
Apn(N) = / e =1 T(")(daj),

+ ) / el 7 (do),
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pour m < n, et
—ix 35 aglay|?
Ba = [ e 57 (o),
de facon a décomposer la différence ™ (\) — () en

‘P(n)()‘) —p(\) = SO(H)()‘) — Apn(A) + Ann(A) = Amn(N)
+ An(A) = Bi(A) + B (A) — o(N).

(i) Majoration de ¢™(\) — 4, ,()\). On va utiliser 'inégalité suivante :
pour tout x € R

e — 1| < |z
n a(n)
" n(A) = Aua(V)] < / exp | —ind Y (== —aj)ly;[* | = 1) 7 (dv),
n j:l
donc
n a(n)
2ulN) = Aun ] < 1A [ |30 =l 7o)

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz

1

n a(.n) 2 2
0 = A <l | [ (Z(J?—amw) (o) |

j=1

De plus
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Par suite
n (n) 2
a; 2 (") (g d
9 A e - I,
/| (Z(n a]>|v]\) POde) = s
ou
n a(n) n 2 9 n a(n)
L= (X% Y] 20 o
j=1 j=1 j=1
Donc

nd
N — A, )] < [N ——eee=/L,,. 2.5
[0 = Aun V)] < N/ 25)
o
Remarquons que les suites (——)1<j<n et (a;)1<j<n vérifient les hypothéses
PERAES S <<

du lemme 2.10, donc
n (n

)
a
li )=
Jim, D (S - i) =0
Jj=1
et en utilisant la premiére hypothése du théoréme on en déduit que

lim I,, = 0.
Donc
lim ™ (\) = Apn(N)] =0,

n—oo

et la convergence a lieu uniformément sur tout compact de R.
(ii) Majoration de A, ,,(A) — A, ().

Apn(N) = AN < 0N S o] / oy 27 (d)

j=m+1

<Y eyl

j=m+1

1 ,
(on a utilisé le fait que / v, 27 (dv) = = et que [e™® — 1] < |z]).
Sn n
(iii) Convergence de A,,,()\) vers B,,(\) quand n — oo.
La fonction N
—iX S ajlz,?
gn(@)=e =T
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est continue sur F*° et bornée. D’aprés le théoréme de Poincaré (théoréme
24),VmeN et VeER,

i [ gn(viaa)r ) (de) = [ gue)r(do)

n—oo Jg o

Autrement dit
lim A, n(A) = Bn(N).

(iv) Convergence de B,,(\) vers ¢(\) quand m — co.
Si z € (2(N) avec (¢ = {|oy| + j%}jzl), alors

m [eS)
lim ZOKJ'|.T]'|2 = ZO{HZE]'P,
m—oo

j=1 7=1

donc
lim g, (7) = goo() ~ — presque par tout,

m—00
—iA S aglal?
ol gool(z) =€ 7=
Ainsi, d’apres le théoréme de Minlos et le théoréme de convergence do-
minée,
lim B,,(A) = ¢(N).
m—00
et la convergence a eu lieu uniformément sur tout compact de R.
(v) Conclusion. Soit ¢ > 0.

(1) D’apres I'inégalité (2.5) on peut trouver Ny tels que, si n > Ny,

™ (N) = Apn (V)] < |Ale.
(2) On peut trouver Nj tel que, si m > Ny,

00
Z ‘aj‘ S g,

j=m+1
d’ou
[Ann(A) = Amn(A)] < [Ale.
(3) On peut trouver Ny tels que, si m > Ny,
|Bi(A) —p(AN)] < e

(4) On fixe m > max(Ny, N1, Na),
On peut trouver ng > m tels que, si n > ny,

|Apn(A) — Bi(N)| <e.
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On en déduit que, pour n > ng et tout A dans un compact de R,

lp™(A) = ()] < Ce.

ou C' est une constante indépendante de n.
Donc ¢™ converge uniformément sur tout compact de R vers . ([l

Considérons maintenant le cas général k > 1.

Proposition 2.12 On suppose que & € V}, est une matmce hermitienne k x k.
Sous les hypotheses de la proposition 2.1, la fonction gpk (5) définie sur Vj
par

A (€) = / exp(—itr(€va™v*)) 7 (dv),
Sk,n

converge uniformément sur tout compact de Vi vers la fonction i définie
par

Hdet (1+ —m]g)—%

Démonstration. Par invariance a gauche de la mesure T,E") et de la mesure

v: par le groupe Kj, on peut supposer que la matrice £ est diagonale :
¢ = diag(Ay, ..., Ax), et donc

k

A (€)= / exp(—i 33 heafuy2) 7 (o),

n (=1 j=1

et

k [e%s)
o) = [ L Y Y N ll?) ()
M (k,00;F)

/=1 j=1

La démonstration suit pas a pas celle qui a été donnée dans le cas ou k = 1.
On définit I'espace de Hilbert

k oo
Her = {v € M(k,o00,F) | ZZCJ»\U@-P < oo},
(=1 j=1
qui s’identifie & I'espace (¢2(N))%. D’aprés le théoréme de Minlos
’yk(qu) =1.

La fonction

k o)
v D eyl

(=1 j=1
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est définie y,-presque par tout sur M (k, 0o, F) donc l'intégrale suivante

koo
& :/ exp(—i a \|v Vi (dv
er(§) - DD aiddvgl?) wldv),

/=1 j=1

est bien définie. On obtient comme dans le cas ot k =1

koo
HH (1+i- )\gOé] 5 = Hdet 1+i— ajg) 7

(=1 j=1

Le reste de la preuve est identique a celle de la proposition 2.1. OJ

FA K



Chapitre 3

Convergence des mesures
orbitales, méthode de Olshanski
et Vershik : Développement en
séries de polyndémes sphériques

3.1 Introduction

Dans leur article [22], Olshanski et Vershik ont déterminé les mesures
ergodiques sur l'espace H,, des matrices hermitiennes de dimension infinie
relativement a ’action du groupe unitaire infini U(o0).

Dans ce chapitre, en suivant la méme méthode, nous étendons leur résultat
au cas des matrices hermitiennes de dimension infinie a coefficients dans
F =R, C ou H relativement a I’action du groupe O(o0) si F = R, U(oc0) si
F=C et Sp(co) si F=H.

Rappelons la définition d’'une mesure ergodique : soit (X, 5) un espace
mesurable sur lequel un groupe G agit par des transformations mesurables.

Soit v une mesure de probabilité G-invariante sur X . Un ensemble F € B
est dit G-invariant relativement a v si, pour tout g € G,

v((gE)AE) = 0.

ou A désigne la différence symétrique. La mesure v est dite ergodique relati-
vement a ’action du groupe G si, pour tout F € B qui est v-invariant

v(E)=0oul.

Soit V,, 'espace des matrices hermitiennes n x n a coefficients dans le corps
F et K,, = U(n,F) le groupe des matrices unitaires d’ordre n a coefficients

48
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dans F. On note par V,, respectivement V' (oc0), l'espace des matrices her-
mitiennes infinies respectivement ’espace des matrices hermitiennes infinies
n’ayant qu'un nombre fini de termes non nuls. Soit K, le groupe des ma-
trices unitaires infinies (u;;);; & coeflicients dans F telles que w;; = d;; si i+ j
est tres grand,

Ko = QKn.

Le groupe K, agit sur les espaces V,, et V(00) par conjugaison. On s’in-
téresse a la classe .# des mesures de probabilité sur V., qui sont invariantes
par K.

Soit v une mesure de .#, sa transformée de Fourier est la fonction de
type positif et K-invariante ¢ définie sur V' (co) par

o(6) = / e (dr).

Le résultat principal de ce chapitre est le théoréme suivant.

Théoréme : La transformée de Fourier d'une mesure ergodique v de . est
une fonction de type positif ¢ sur V' (0o) qui est invariante par K, et dont la
restriction au sous-espace des matrices diagonales est donnée par la formule
suivante

o(diag(&r, ..., &, 0,...)) =T1(&) .. TL(&),

ou
—iap A\

II(\) = M= H S

avec

BeR, v>0, a € R, Zai<ooetd:1,20u4.
k=1

Nous dirons que («, v, 3) sont les paramétres de la mesure ergodique v.

L’idée de la démonstration de ce théoréme est la suivante ; on utilise le ré-
sultat suivant de Vershik : si v est une mesure ergodique sur V, relativement
a 'action du groupe K, alors v est limite étroite d’une suite de mesures
orbitales »(™ (™ étant une mesure orbitale relativement au groupe K,,, as-
sociée 4 une matrice hermitienne A™ et définie par : si f est une fonction
continue sur Vi

Fv™(dy) = | f(RA™E")dE,

Voo Kn

ou dk est la mesure de Haar normalisée de K,,.
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Notons ¢ la transformée de Fourier de la mesure v(™)

S (E) = / 1) ) ().

Nous établirons en premier temps le lien qui existe entre la convergence
de la suite des mesures (™ et le comportement asymptotique des valeurs
propres de la matrice A(™

Pour la réciproque, on va montrer que

hm e (diag(éy, ..., &, 0,...)) = T1(&)...TI(&,), (3.1)

ou II(¢) est la fonction de Polya qu’on introduit dans la définition 3.1.
Pour montrer (3.1), on développe ¢™ en série de polynémes sphériques,

et on fera un passage a la limite sur n.

On en déduit que la fonction

p(§) = det II(¢),

est de type positif. Puisque ¢ est multiplicative, c’est un élément extrémal
du come & des fonctions continues de type positif sur V(o0), K -invariantes
et normalisées par la condition ¢(0) = 1. Par suite ¢ est la transformée de
Fourier d’une mesure ergodique.

3.2 Fonction de Poélya-Définition

Définition 3.1 La fonction de Pdlya de paramétres o = (ap,o9,...) €
*(N), a;j e R, B €Ret vy > 0 est définie sur R par :

—za]-)\

i T \2
II(\; a, 7, B) = ePe” d’\H T

o1 (1 —i2a;))

.

Au couple (a,7y) on associe la mesure positive et bornée o sur R définie par :
si f est une fonction continue sur R

[ f0o(at) =3 aif(a) +210)

On obtient ainsi un ensemble €2y de mesures que ’on munit de la topologie
de la convergence étroite. Remarquons que les moments de la mesures o sont
donnés par

My(o) = /Ra(dt) =+ Za? =7+ pa(av),

J=1
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et pour m > 1,

Ma(e) = [ 170(d) = 3™ = peale)

ieme gomme de Newton définie par:siz = (21, 22,...) € (*(N)

o0
k=1

La dérivée logarithmique de la fonction de Polya TI(A) = TI(A; «, 7y, ) est
égale a

ou p,, est lam
et m > 2,

o = 18- 30+ i)+ 3 pmeatio ()

m=1

2
—zﬁ—g/R e

Les fonctions de Polya sont paramétrées par 'ensemble €2 = €2y x R muni de
la topologie produit.

Théoréme 3.2 Une suite de points w™ = (o™ ™ M) de Q converge
vers w = («,7, ) si et seulement si les fonctions de Polya correspondantes
M () = TI(\; o™, ™) M) convergent uniformément sur tout compact de

R vers II(A) = II(\; o, 7, B).

Démonstration.
Condition nécessaire. Supposons que w™ converge vers w pour la topolo-
gie de Q. Remarquons que les fonctions des Polya I1(™ et IT sont holomorphes

1 2
dans le disque D(0, R) ou T = 75U ‘ozgf)‘. Donc pour tout A € D(0, R),

leurs dérivées logarithmiques sont données par

™’ (\ > o 22\
I )(()\)) 5(n ( () + po ( () )) )‘+m2:31pm+2(104( ))<F) )
g((;\\)) =i - —(7+pz(wé DA+ me+2 m)<2;\)

m=1

Pour toute fonction f continue bornée sur R

lim f )(dt) / f(t)o(dt),
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oit 0™ est la mesure positive et bornée sur R associée au couple (™, (™).
Dongc, si f = 1, on en déduit que la suite py(a™) + 4™ converge. Par suite
il existe une constante A > 0 telle que pour tout n

0 < po(al™) +~M < A2,

Donc, la suite {agf)} est bornée par A pour tout m et tout n.
D’ou,
supp(c™) C [~ A, A] et supp(o) C [~A4, A].
Donc la convergence de la suite des mesures o™ vers o a lieu pour toutes
fonctions continues sur R. On en déduit que pour tout m > 3,

lim p,,(a™) = lim [ ™ 26™(dt)

n—oo n—oo R

= [ e2otd = pfe.

et
—2
P (@™)] < sup [ pa(a™)
< pa(@™) 2 ' py(a™)
< pa(a™)T < Am

D’autre part on a

et

On en déduit que
™’ I
lim (V) = (V)

wtoe IO ()~ TI()”

la convergence est uniforme sur tout compact du disque D(0, R). Par suite

lim TI™ () = TI()\),
puisque 1™ (0) = 1 et T1(0) = 1.
Les fonctions II™ et II étant de type positif, d’aprés la proposition 1.13,
1™ (\) converge uniformément sur tout compact de X5 vers II(\). Ceci im-
plique la convergence uniforme de I1 vers II sur tout compact de R.
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Condition suffisante. On suppose que IT™(\) converge uniformément sur
tout compact de R vers I1y(A) = TI(\; o, Yo, Bo)-
Puisque Il est continue sur R et que IIo(0) = 1, et puisque de plus 1™

converge vers Ily sur R, alors il existe Ay > 0 et C' > 0 tels que

RIT™ (o)) > C.
Donc,
\H(”)()\O)| > C.
Par suite -
) | e ——e )
m=1 (L4 5 (om”)2A9)

et

4 n 4 > n M 2 = 4 n 1

22y T d ey <e =M+ ﬁ(afﬂ))%\g) s or
m=1

d2 m=1
(3.2)

Donc »
(n) (n)
Y+ po(a < )
2(0”) ANCH

D’autre part, en utilisant la convergence de la suite log(II™()y)), on
montre qu’il existe une constante A(\g) telle que pour tout n,
1810 < [1og (TI) (Ag)e %) | 4+ A(xo)
< —log(|TT™ (Ag)]) + 7 + A(Xo)
< —log(C) + 7+ A(Xo).

(3.3)

Donc, pour tout n,
18] < B(Xo).
Les équations (3.2) et (3.3) impliquent qu'’il existe une constante R telle

que, pour tout n,
2
B 440 4 pa(al) < R2.

D’aprés la proposition VI.2.5 de [11], 'ensemble
Qr={weQ | F+v+pa) <R},

est un compact de €. On peut donc extraire une sous-suite (w(™)); qui
converge vers w = (a, 7y, ) pour la topologie de 2. Donc la suite des fonctions
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de Polya I1(™)(z) converge uniformément sur tout compact de Yx vers la
fonction de Polya I1(z) = II(z; a, 7, 3), et par suite

IT =11,
ou encore

w=wp = (0, %, Po)-

Puisque la suite w™ reste dans le compact Qp, alors le point wy est son
unique point d’adhérence. Finalement w™ converge vers wy. O

Corollaire 3.3

(i) L’application qui o w on associe la fonction de Pdlya 11, est un homéo-
morphisme, ’ensemble des fonctions de Pdlya étant muni de la topologie de
la convergence uniforme sur tout compact de R.

(ii) L’ensemble Q est localement compact, séparable, métrisable et complet.

Démonstration. Le premier point est une conséquence immédiate du théoréme
précédent. Le fait que € est un ensemble séparable, métrisable et complet,
se déduit immédiatement du théoréme 6.2. du livre [23].

Pour R > 0 on définit ’ensemble

QR:{wEQ |Zai+7+52§R}.
k=1

Puisque I'application
w |—>/U(dt)+62 = Zai%—v—i—ﬁz,
R k=1

est continue, alors I’ensemble

{wEQ \Zai+7—l—ﬁ2<R}.

k=1

est un ouvert. D’autre part d’aprés la proposition VI.2.5 [11], I'ensemble Qg
est compact. Donc tout point w posséde un voisinage compact. Ceci prouve
que 2 est localement compact. O



CONVERGENCE DE MESURES ORBITALES : DEVELOPPEMENT EN
SERIE DE POLYNOMES SPHERIQUES 55

3.3 Convergence des mesures orbitales
Soit A une suite de matrices diagonales.
A = diag(A™, ..., A,

Nous leur associons la suite de mesures orbitales (™ définie par : si f est
une fonction continue sur Vg

f@)™(de) = [ f(AWE)dk.

Voo Ky

La transformée de Fourier o™ de v est définie sur V' (oo) par

S (E) = / H(Ex) () ()

_ / eitr({kA(")k*) dk.

n

Nous allons établir des conditions nécessaires et suffisantes, portant sur la
suite A, pour que la suite de mesures v™ converge.
A la matrice A™ on associe le point w™ = (™ 4™ M) de Q défini

par
)\(") )\7(1”)
a<">:<L,...,—,o,0,... ,
n n

7" =0,
et

R N
5()252%'
k=1

Théoréme 3.4 La suite v converge étroitement si et seulement si la suite
w™ converge dans Q. Si lim w™ = w, alors, pour tout & € V(c0),

n—oo

n—oo

ou I, est la fonction de Pdlya associée a w :
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Démonstration.

Condition nécessaire. Nous supposons que la suite (™ des mesures orbitales
converge étroitement vers une mesure v. On va montrer que la suite w
converge dans (). Pour cela, on utilise le lemme suivant qui est une observation
dit a Curry et Schoenberg [9].

Lemme 3.5 Soit m™ une suite de mesures de probabilité sur R. On pose,

gmawi/a—ﬁ%%mmuw.

n

Si m™ converge étroitement vers une mesure m. Alors g™ converge locale-
ment uniformément sur R vers la fonction g définie par,

olt) = [ etmido)

Démonstration. On pose

FO ) = /R ™) (d).

te\"
(1 _ Z_'r) _ eltz
n

Soit ¢ > 0 et R > 0, d’aprés le critére de Prokhorov (Voir [3| (théorémes 6.1
et 6.2 p.37 ou [23] théoréme 6.7 p.47), on peut choisir un réel A = A(e) tel
que,

A

g™ ()= fM ()] < / m™ (dw) +2(1=m"([~ A, A])).

—A

2(1 — m™([—A4, A])) < Z v n. (3.4)

Pour €, R et A, il existe un entier N = N (e, R, A) tel que pour tout n > N
et tout |z| < RA,

z €

1 _ —n _ 4 < -

=<

Par suite, si t € [-R, R] alors,
A —-n
tx . €

1—i—= ) —e*mM(de) < =. 3.5
[ (=) e man < 5 (35)

Les équations (3.4) et (3.5) impliquent que pour tout £ > 0 il existe N tel
que, sin > N,

97 (6) = 0] < 5,
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pour tout ¢t € [-R, R].
D’autre part, puisque la mesure m(™ converge étroitement vers la mesure
m, la transformée de Fourier f™ de m(™ converge vers la transformée de

Fourier g de m uniformément sur tout compact de R : il existe N’ tel que, si
n> N,

Vie[-RE, f() —g(t)] < 5.
Finalement, pour n > sup(N, N'),
vte[-R.R], |g"(t)—g(t) <e.
O
Notons p la projection de V,, sur R définie par
p(r) = x11.
La suite de mesures M™ = p(y(")) converge étroitement vers la mesure

M = p(v).
D’aprés la proposition 1.11, pour tout 7 € R

2t dn
1—i=—7)" 2 M™(dt) = O™
/R( i5T) (dt) (7),

ott II™ est la fonction de Polya associée a w™ :

™ (r) = H (1 — 2%#7’)

J=1

[S]i=9

Puisque la suite des mesures M converge étroitement vers M, d’aprés le
lemme précédent

lim T (7) = / e M (dt),
n—oo R

la convergence étant uniforme sur tout compact de R.
On en déduit qu'il existe p > 0 tel que, sur i[—p, p], la suite des polynomes

(n) () — _ 3
Q) =[]~ 2,
7j=1
converge uniformément. D’aprés un résultat de Schoenberg (|18], théoréme
3.4) la suite des polynémes Q™ converge uniformément sur tout compact de

C vers une fonction de la classe de Laguerre-Poélya

lim Q™ (2) = y(2),
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W(z) = e Pe 3 H(l — az)e”.
j=1

BEeER, v>0, ajER,Za§<oo.

j=1

La dérivée logarithmique de Q™ converge vers celle de 1 dans un voisi-
nage de 0.

QW'(z2)  /(z)

lim = :

nooe QU(z) ()
En considérant les développements en série entiére en 0 de ces dérivées loga-
rithmique on en déduit que

ny(n)

) S =6

j=1

2
i 3 <7> =7+ 2 el
j=1 Jj=1

et, pour tout m > 3,

()
>\j

n m o
lim g — = E all'.
n—oo n J
=1 j=1
Ceci revient a dire que

lim w™ =w = (a,7, ).

n—oo

Conditions suffisante. Supposons que lim w™ = w. Nous allons montrer

n—oo

que, pour tout & € V(o0),

lim ™ (¢) = det IL,(€),

Cela signifie que pour tout k,
Jim o™ (diag(&r, .. &, 0,...)) = Tu(&) . . T (&).
D’aprés la proposition 1.3, si £ € Vi et sin >k
45
PME) = Y S W AR (©).

( k
m1>--2mp>0 \ kg /m
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1) Traitons d’abord le cas ot k& = 1. Dans ce cas les seuls termes non
nuls du développement de Taylor sphérique sont ceux pour lesquels m =
(m,0,...,0) = [m], et alors

D] o) (3. L
m@[m}(dlag(ﬁﬁ, ...,0) = ﬁf .
Donc
P ng(6.0.....0) = 32 LA N
m=0 :

Considérons la fonction de Polya II™ associée a w™ :

) n 2 A -5
ne) =] (1 — 3275) .

j=1

D’aprés le théoréme 3.2, la suite des fonctions de Polya I1(™ converge vers
la fonction de Pélya II = II, uniformément sur tout compact de R. De
plus, TI™ converge uniformément sur tout compact du disque D(0, R) C C
(n)
1 2 A

= —sup |2

== —._|. Considérons les développements de Taylor de II(™ et II en
jmn
0.

n

m=0

" (z) = Z cmzm

I(z) = Z Cm2™.
m=0
D’aprés la proposition 1.4
(n) (n)
(L gm2 A2
Co (2)[m]m! [m](zdn,...,zdn).

De la convergence uniforme de la suite II™ vers IT on déduit que

lim ¢ = ¢,

De plus, d’aprés les inégalités de Cauchy, pour tout » < R il existe M > 0
tel que
M
el | < —.

= ym
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D’autre part

et

Par suite

sur tout compact de D(0, R). En appliquant la proposition 1.13, on en déduit
que la convergence a lieu uniformément sur tout compact de R.

2) Traitons maintenant le cas ou k > 1.
Considérons la fonction W™ (z) de la variable z € V,C définie par

n

1
T (2) = det T (2) = [ | .
s m N\ 2
=1 det (1 - gz%z)

U™ (diag(zy, ..., 2)) = DM () .. . I (z,).

Notons que

La fonction W™ est holomorphe dans la boule Byc g

(n)
A

n

1 2
— = —su
R doy

)

et elle est Kj-invariante. Elle admet le développement en série de Taylor
sphérique suivant :

W= Y dale),

my2>--2my 20

ou (proposition 1.4)

k n n
) — ﬁ(n_‘l)m@(n)(igﬁ ZEE)
m (@) 2 mYd n T d on

On va montrer que les coefficients ) convergent. Pour cela on a besoin du

lemme suivant.
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Lemme 3.6 Soit U un ouvert de C et M(U) [’ensemble des matrices X €
ViE dont le spectre est contenu dans U.

Si f™ est une suite de fonctions holomorphes sur U qui converge vers
f uniformément sur tout compact de U, alors f™(X) converge vers f(X)
uniformément sur tout compact de M(U).

Démonstration. Soit E' un compact de M (U). Puisque I'application qui & une
matrice associe la suite de ses valeurs propres est continue alors, il existe un
compact @) de C tel que E C M(Q). Soit ~y le bord orienté d’un compact a
bord, dont 'intérieur contient (). Puisque f™ est holomorphe dans U alors,
pour tout X € E|

£ (x) = L/(M — X)L M () dA

i
De la convergence uniforme de la suite de fonctions f™ sur v, on déduit la
convergence de f(™(X) vers f(X) uniformément sur le compact E. O

Les fonctions II™ et II sont holomorphes dans la bande
U={reC | S| <R},

et TI™ converge vers IT uniformément sur tout compact de U donc, pour
toute matrice z de V,C dont le spectre est contenu dans U, en particulier
pour toute matrice hermitienne,

lim 1™ (2) = II(2),

n—oo
uniformément sur tout compact de M(U), et, puisque le déterminant est une

fonction continue,
lim det 1™ (2) = det II(2).

n—oo

Par différentiation on obtient

1 0
(n) _ (k) (n)
Cm” = q)m (_)\Ij (Z)J
[E
ot ||-||F est la norme de Fischer; cette formule résulte du corollaire XI.4.2 et

de la proposition XI.4.1 de [10]. On en déduit la convergence des coefficients :
pour tout m > 0,
lim ¢ = ¢,

n—~o0

ou les nombres c¢,, sont les coefficients du développement de la fonction
detII(z) en série de Taylor sphérique.
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D’aprés les inégalités de Cauchy, pour tout r < R, il existe M > 0 tel que
() (k) 1

lew)| < Mdy; g
r m

Pour p < 1,
m _8(k)
> dRp™ = (1—p)

m

D’autre part (propositionl.3)

lim o = 1, Z S de
n—oo (Td)m (Td)m

En appliquant la proposition 1.17, nous obtenons finalement

lim ™ (z) = det II(2).

n—~o0

et la convergence a lieu unifomément sur tout compact de Y. OJ

3.4 Points extrémaux de .Z et &

On note .# l’ensemble des mesures de probabilité sur V,, qui sont K-
inariantes et &2 I'ensemble des fonctions continues de type positif sur V' (o0)
qui sont K. -invariantes.

D’aprés le théoréme de Bochner la transformée de Fourier établit une
bijection de .#Z sur &. Les points extrémaux de ’ensemble convexe .# sont
les mesures de probabilité ergodiques, on peut voir a ce sujet [24| proposition
10.4.

Les points extrémaux de I’ensemble convexe & sont les fonctions multi-
plicatives de &, c’est-a-dire de la forme

p(§) = det &(E).

ot ¢ est une fonction continue sur R, ®(0) = 1, on peut voir a ce sujet [21]
théoreme 23.8 ou [11] théoréme V.2.1.

Théoréme 3.7 Les points extrémauz de [’ensemble &2 sont les fonctions
p, = det I, ou Il est la fonction de Polya associée a w € €.
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Nous obtenons ainsi une paramétrisation de ’ensemble ext(Z?) par (2.
w — det II,.

Démonstration.
a) D’aprés le théoréeme 2.1 et le théoréme 2.9 de [22], dans le cas ou d = 2,
la fonction ¢, = det I, est un élément extrémal de . Dans le cas ou d = 1
ou 4 le résultat reste vrai et les preuves sont les mémes.
b) Soit ¢ € ext(Z). Cest la transformée de Fourier d’une mesure ergodique
v sur V,, relativement & l'action du groupe K. D’aprés un théoréme de
Vershik [27], théoréme 1, on peut voir aussi 22|, théoréme 3.2 (Olshanski et
Vershik), la mesure v est limite étroite d’une suite de mesures v, (™ étant
une mesure orbitale relativement a K,,. Par suite ¢ est limite de la suite ¢
™ étant la transformée de Fourier de (™. D’aprés le théoréme 3.4, il existe
w € () tel que

@ = det I1,,.

1.8 0" ¢



Chapitre 4

Théoréme de Bochner invariant

4.1 Théoréme de Bochner invariant :

Dans le chapitre précédent nous avons montré que ’ensemble ext(Z?)
des points extrémaux de I’ensemble convexe & est paramétré par I’ensemble
Q2 (théoréeme 3.7). Puisque la transformation de Fourier est une bijection
affine de .# sur &2, c’est aussi une bijection de ext(.#) sur ext(Z?). Par
suite l'ensemble ext(.#Z) est aussi paramétré par €. D’aprés un résultat de
Olshanski et Borodin ([4], proposition 9.4), la structure borélienne de ext(<?)
qui est induite par la structure borélienne de &2, coincide avec la structure
borélienne de €.

Théoréme 4.1 (Bochner invariant) :

Soit ¢ une fonction de type positif définie continue sur V(o0), K -invariante
et vérifiant la condition ©(0) = 1. Alors il ezxiste une unique mesure de pro-
babilité (v définie sur §) telle que pour tout £ € V(00),

() = / (€) ().

Ce théoreme a été établi par Olshanski et Borodin dans le cas ou V, = Hy,
est 'espace des matrices hermitiennes infinies a coefficients dans C et K, =
U(o0) est le groupe unitaire infini voir [4] (théoréme 9.1 p.32), mais la preuve
est la méme dans les trois cas c’est-a-dire F =R, C ou H .

Pour d’autres résultats consernant le théoréme de Bochner on peut voir
[25], [19], [28] et [15].

Dans ce chapitre nous allons établir quelques résultats complémentaires
a ce théoreme. Nous verrons & quelle condition portant sur la mesure u la
fonction ¢ se prolonge par continuité a Uespace V2 des matrices hermitiennes
de Hilbert-Schmidt. Nous verrons aussi a quelle condition la fonction ¢ est la

64
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transformée de Fourier d’'une mesure concentrée sur le cone VI des matrices
hermitiennes semi-définies positives.

4.2 Compléments

4.2.1 Fonctions de type positif K -invariantes sur ’es-
pace V2

On note V2 T'espace des matrices hermitiennes de Hilbert-Schmidt. Sa
topologie est définie par la norme

Il = (ifﬁ)é

irj=1
Considérons la fonction ¢, définie sur V' (oco) par

>0 —Zaktr(@

_ 2
pu(§) = e ane) ,
g det(l — 2 akf))g

Rappelons que
Q= {(a,7,0)|a € *(N),f € R,y > 0}.

Aux parametres « et 7 on associe la mesure sur R

o= v0y + Z 200, -

k=1

La topologie considérée sur §2 est celle qui est induite par la topologie de
M(R) xR, I'ensemble M (RR) des mesures positives bornées sur R étant muni
de la topologie de la convergence étroite. On note €2y le fermé de €2 défini par

B =0.

Proposition 4.2 La fonction ¢, qui est définie sur V(co), se prolonge en
une fonction continue sur V2 si et seulement si 3 = 0, ¢’est-a-dire si w € Q.

La démonstration de cette proposition repose sur le lemme suivant.

Lemme 4.3 Déterminant régularisé :
Pour tout opérateur nucléaire & on définit la fonction,

D(&) = deta(1 + &) :=det ((1 + &e™?).

La fonction D se prolonge en une fonction continue sur l’espace des opéra-
teurs Hilbert-Schmidt.
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(Voir [20], proposition 6.3.2).
Démonstration de la proposition 4.2. Supposons que 3 = 0, et notons ¢, la
fonction suivante

0 el tr(€)
~2t(e?) -
©o (& .
g det(1 —i2 akg))%

Remarquons que pour tout £ € V(00),

[e.e]

300 tr(§2 H __Zakf

w\m

Puisque la fonction & — e~ a"(€*) est continue sur V2 il reste & montrer la
continuité du produit infini.

Lemme 4.4 Vp <1, 3C, telle que pour |||wl||| < p,
det e 5(1 = w)~F] 1] < Clp. )l
Démonstration du lemme. Puisque |||w||| < p < 1, alors

det(1 — w) = exptr (log(l — w)).

Donc,

det [e#(1 —w)#] ~1 = exp —g fer(w) + tr (log(1 — w))] — 1
= exp g ( )+ tr Z ] )
= exp (g Z tr(:;; )> - 1.

Pour tout opérateur de Hilbert-Schmidt w de valeurs propres ()\;);,

[tr(w™)] < sup [ A" 2] [wl]]”
J

< [fwll™2[[Jwl][* = [[Jw|l]™
Donc,
o o
Z tr(w™) < Z [[|w]]]™
m=2 m m=2
1
[[w][]?.
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Puisque pour tout w € C,
e — 1] < el — 1 < |wlel,
il existe une constante C), > 0 telle que
)det [e—%wa . w)-%} - 1) < Cyll|wl|].

O
Soit p < 1 et R > 0; il existe ng tel que pour tout k > ng ; |ag| < ;—g (un tel
no existe puisque >, ai < 00). Dong, si ||[]|| < R, alors

2
I Zesélll < o
D’apreés le lemme précédent
2. _d
(- Fiene)F ~ 1| < Clpalel”

Puisque Z a; < oo alors, le produit infini
k

d
2

[ P(-Siew)
k

converge uniformément sur toute boule B(0, R) de centre 0 et de rayon R de
V2 pour la norme de Hilbert-Schmidt.

D’aprés le lemme 4.3, ce produit définit une fonction continue sur V2 et
par suite ¢, est continue aussi.

Supposons que ¢,, soit continue sur V2. Si w = («, 7, 3), on note wy =
(a,7,0). La fonction ¢, est continue sur V2 et ne s’annule pas. Par suite le
quotient

0. (§) — (iBtr()

Pug (5) ’

est continue sur V2, mais ceci n’est possible que si 8 = 0. 0

Soit ¢ une fonction continue sur V' (o0), de type positif, K-invariante,
et vérifiant ¢(0) = 1. D’apreés le théoréme 4.1, il existe une unique mesure de
probabilité u sur € telle que

(€)= / (€ (dw).
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Proposition 4.5 La fonction ¢ se prolonge en une fonction continue sur
V2 si et seulement si le support de la mesure ji est contenu dans .

Démonstration.

a) Supposons que le support de la mesure p soit contenu dans €. Alors,
d’apreés la proposition 4.2, pour tout w du support de pu, la fonction ¢, est
continue sur V2. On en déduit, en utilisant le théoréme de convergence do-
minée, que la fonction ¢ est aussi continue sur V2.

b) Supposons maintenant que la fonction ¢ soit continue sur V2. Nous
allons considérer les paramétres o et  comme fonctions de w. On écrira
g =pw), o=a,, et

pu(6) = P Op, (€).

Soit t € R et considérons la suite des matrices diagonales de V' (o0)

ot t
53 ) = diag(—,...,—,0,0,...),
n n
nteis
alors,
n)\2 t?
t ==
r((&o )) TL7
et

tr(gs”) = t.

La suite fé") tend vers 0 au sens de la norme de Hilbert-Schmidt .
D’autre part,

H(€) = / I, () (),

et
1. lim ¢, (57) = ¢, (0) = 1, car ¢, est continue sur V2 ( voir propo-
gi_t)io(jn 4.2)
2. [eip, (M) <1,
3. p est une probabilité.

Par application du théoréme de convergence dominée on obtient

i [ 0 (¢ () = [ @ uld)

La fonction ¢ est continue sur V2 donc

lim (&) = »(0) = 1,
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par suite pour tout ¢t € R

/ P (dw) = 1.
Q

ceci implique que
Blw)=0  u—p.p.

Le support de la mesure p est donc contenu dans €. O

4.2.2 Mesures de probabilité invariantes concentrées sur
A +
le cone V[

Dans ce paragraphe, nous allons Déterminer a quelle condition une mesure
de probabilité v sur V,, qui est K -invariante est concentrée sur le cone VI
des matrices hermitiennes semi-définies positives. Nous utilisons pour cela la
notion de fonction analytique au sens de Gateaux.

Soit V. le cone ouvert des matrices hermitiennes définies positives, V1 (o0)
la limite inductive des cones des matrices hermitiennes définies positives V',

Voo = | v,
n=1

et V7 le cone des matrices hermitiennes semi-définies positives de V., qui est
0
également la limite projective des cones V,". On note V(o0) = U VE la
limite inductive des espaces complexifiés V.C et "~
T :=V(c0) 4+ iVt (c0) C VE(c0),

le tube de base V1 (00).

Le tube T est un ouvert de type fini de VC(c0). Clest-a-dire que, pour
tout sous-espace £ C V¢(oo) de dimension finie, £ (7 est un ouvert de E.
Voir a ce sujet [17] p.35.

On rappelle qu'une fonction f : V¢(oo) + C est continue, si pour tout n
sa restriction f |ye: V;© + C est continue.

Définition 4.6 Une fonction f : T +— C est analytique au sens de Gdteaux

si f est continue et, pour tout n, sa restriction f | v+ est analytique sur
Vo, + iVt

Voir [17] p.35 ou [14].
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Soit v une mesure de probabilité sur 'espace V.. Sa transformée de Fou-
rier o est définie sur V'(co) par :

() = / £y ()

]

Si la mesure v est concentrée sur VI, alors sa transformée de Fourier ¢ est
définie, continue et bornée sur T, et analytique au sens de Gateaux dans 7.

Réciproquement :

Proposition 4.7 Si ¢ se prolonge en une fonction continue bornée sur T,
et analytique au sens de Gdteauxr dans T, alors la mesure v est concentrée
sur le come V.

Démonstration. Notons ¢, = ¢ |y, -+ la restriction de ¢ au tube V,, +4V,*
et v, la projection de la mesure v sur 'espace V,,. D’aprés la définition 4.6, la
fonction ¢,, est holomorphe dans le tube T,, = V,, + iV, ", continue et bornée
sur T,, = V,, +4V". D’aprés la proposition 1.18, le support de la mesure v,
est contenu dans le cone fermé V+ C V. De la densité de Q dans R, on a

Ve= {93 = (@ij)igz1 € Voo | Y mijeiT 20, ¥V e = (¢;);21 € (Q+iQ)™ } :

i,5>1

ot (Q + iQ)™) est 'espace des suites infinies a coefficients dans Q + iQ
n’ayant qu’un nombre fini de termes non nuls et QQ est le corps des nombres
rationnels.

Pour ¢ € (Q +iQ)*) = |J (Q +iQ)", notons

1

g

FC = {ZE = (xij)i,j21 € Voo | Z ZEZ‘]’CZ'C_J' > O} .

ij>1
L’ensemble F, est un fermé de V. De plus
vi= ) F.
ce(Q+iQ)(>)

Par suite VI est un fermé de V.
Puisque ¢ € (Q + Q) alors il existe n € N tel que ¢ € (Q +iQ)".
Donc,
v(Fe) = vn(pn(Fe)) > Vn(v—rj_) =1

Par suite
v(VEH) =1.

La mesure v est concentrée sur V. UJ
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Remarque 4.8 On peut remplacer dans la proposition précédente [’hypo-
these ¢ est bornée sur T par ¢ est bornée sur iV (00), et la conclusion reste
la méme.

On note Q7 le sous-ensemble de 2 défini par
T={w|a>0,>0,) o < B,y =0}
k=1

Remarque 4.9 L’ensemble QT est un fermé.

Démonstration. Pour € > 0, on considére la fonction continue bornée sur R

fo() = ﬁ
Alors,
a2
/fg o(dt) 7+Z€+|’“ak‘.
Siw e Qt, N
| Je(o(dt) < d ap<p
k=1

D’apres le corollaire 3.3, les applications

Q—R — . dt),
- we [ £t
Q—-R, wrpg,

sont continues. Si w appartient a 'adhérence de QF, alors ay, > 0, et

Cette inégalité étant vraie pour tout € > 0,

o0
Z ap < 6.
k=1

C’est-a-dire que w appartient a Q7. O

Pour w € 2, on note v, la mesure de probabilité dont la transformée de
Fourier est égale a ¢,

(€)= / Gy ().
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Proposition 4.10 La mesure v,, est concentrée sur le cone V5 si et seule-
ment si w € QF.

Démonstration.
a) Si w € Q7 la fonction ¢, s’écrit

o(€) = ePotr(€) ﬁ

Y

[NJfsY

et (1 — zozjg)

avec .
a; >0, 5025—2%'-
j=1

La fonction ¢, définie sur V(oo) se prolonge au tube 7' en une fonction
continue et analytique au sens de Géateux dans 7', de plus

|0, (iy)] <1 pour tout y € V*(c0).

D’aprés la proposition 4.7 et la remarque 4.8 la mesure v, est concentrée sur
le cone V!.

b) Supposons que la mesure v, est concentrée sur V. Alors, la fonction
v, se prolonge en une fonction continue bornée sur 7', holomorphe au sens
de Gateaux dans T'. Par suite, pour £ = diag(in, 0, ...) avec n > 0,

| (diag(in, 0,...))| < 1.

Puisque ¢ est bornée alors, a; > 0 pour tout j > 1.
Soit € > 0, alors il existe C. > 0 telle que, pour tout n > 0,

[[—5——=Cer, (4.1)
(1+ oz]n)

w\&.

J=1

(pour la preuve de cette inégalité voir [11] proposition II1.3.3).
Donc, pour tout n > 0 et tout € > 0,

Ce 25 e Mein” = Ce Mela—59m" < v, (diag(in,0,...)) < 1.
Par suite y =0 et 3 > 0.

e Fixons 0 < d < 1 alors il existe As > 0 telle que pour tout z > 0,

65!3

1+2x

Z Ageaz.
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Donc pour tout N et n > 0,

N o
ANe(éggl =) < 6—577 e - < 1.
=1 (14 2a;m)?
D’ou
N
5 a;—B<0,
j=1

pour tout 0 < < let N € N.
En faisant tendre § vers 1 et N vers +o0o on obtient

[ee]
j=1
et si on pose,
o
Bo=0— Z Qaj,
j=1
on en déduit I'expression de ¢ annoncée. 0
Soit ¢ une fonction continue de type positif sur V(0o0), K-invariante et

vérifiant p(0) = 1. D’aprés le théoréme de Bochner, il existe une mesure de
probabilité v sur V., K, -invariante, telle que

o) = [ e 9(da),

Mais aussi, d’aprés le théoréme de Bochner invariant, il existe une mesure de
probabilité u sur € telle que

() = / o €)ldw).

Les mesures v et p sont uniques. Elles sont liées par la relation suivante : si
f est une fonction mesurable bornée sur V,, alors,

[ sl - / [ repdnna)

Proposition 4.11 La mesure v est concentrée sur le come V5 si et seule-
ment si le support de la mesure p est contenu dans QF.
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Démonstration.
a) Supposons que la mesure v(V,[) = 1 et montrons que u(2T) = 1.
D’une part d’aprés ce qui précede

/Q Vo (V) p(dw) = v(VE) = 1,

et donc v, (V) =1, u-presque partout.
D’autre part, puisque v, (V) =1 si et seulement si w € QF,

u(@) = | n(vDulde)
— [ naVutae) =1

b) Supposons que le support de la mesure u est contenu dans QF. Alors,
d’apreés la proposition 4.10, pour tout w du support de u, la mesure v, est
concentrée sur le come VI, donc la fonction ¢, se prolonge en une fonction
continue bornée sur T et analytique au sens de Gateaux dans 7. En appli-
quant le théoréme de convergence dominée, on en déduit que la fonction ¢
se prolonge en une fonction continue bornée sur T et analytique au sens de
Gateaux dans T'. D’apreés la proposition 4.7, la mesure v est concentrée sur
le cone VL. O

FA K



Chapitre 5

Fonctions continues de type
négatif K ,-invariantes sur
I’espace V2

5.1 Introduction

Les fonctions de type négatif interviennent dans I’étude des mesures de
probabilité indiféfiniment divisibles. Une fonction de type négatif sur R ou
R™ admet une représentation intégrale : c’est la formule de Lévy-Khinchine
on peut voir & ce sujet Courrége [8].

En dimension infinie beaucoup de résultats dans cette direction ont été
obtenu par Schoenberg [25], Hamedani et Mandrekar [16|, Varadhan [26].
Schoenberg a établi I'analogue de la formule de Lévy-Khinchine pour les
fonctions continues de type négatif sur R qui sont radiales. Une telle fonc-
tion se prolonge automatiquement par continuité a £*(N). On peut trouver
une étude systématique des fonctions de type négatif sur un groupe ou un
semi-groupe dans les livres de Berg, Christensen et Ressel [1]; Berg et Forst
[2]. Dans le cas des fonctions de type négatif définies sur un espace homogéne
Faraut et Harzallah [12] ont donné une representation.

Dans ce chapitre nous interessons aux fonctions continues de type négatif
sur lespace de Hilbert V2 des matrices hermitiennes de Hilbert-Schmidt a
coefficients dans F = R, C ou H, qui sont invariantes par le groupe K.

Koo = G U(n,TF).
n=1

Nous établissons pour ces fonctions une représentation intégrale analogue a
la formule de Lévy-Khinchine.

75
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La méthode que nous suivons est inspirée de la démonstration qui est
utilisée par Berg, Christensen et Ressel [1]|. Pour établir I'unicité de la repré-
sentation nous utilisons la relation fonctionnelle des fonctions sphériques de
la paire sphérique (Ko X V(00), Ky ).

5.2 Formule de Lévy-Khinchine des fonctions
continues de type négatif et K -invariantes
sur ’espace V2

Une fonction v définie sur un espace vectoriel réel V' a valeurs complexes
est dite de type négatif si 1(0) > 0, (=&) = (), et si, pour &;,...,&, €'V,

n
C1y. .., cp € C, vérifiants > ¢; = 0 alors,
Jj=1

Z PY(& — &j)eic; < 0.

ij=1

Si ¢ est une fonction de type positif, alors ¥(§) = ¢(0) — (&) est de type
négatif.

Proposition 5.1 (Schoenberg). La fonction 1 est de type négatif, si et seule-
ment si 1 (0) > 0, et, pour tout t > 0, e~ est de type positif.

Voir [2]| théoréme 7.8.

Les fonctions de type négatif constituent un céne convexe. Les fonctions
continues de type négatif sur un espace vectoriel réel de dimension finie ad-
mettent une représentation intégrale. C’est la formule de Lévy-Khinchine.

Dans le cas ott V = R(*®) ’espace des suites réelles n’ayant qu'un nombre
fini de termes non nuls, Schoenberg a établi une représentation intégrale des
fonctions continues de type négatif qui sont invariantes par O(oo) voir [25].

Nous allons établir un résultat analogue dans le cas ot V = V2 est les-
pace des matrices hermitiennes de Hilbert-Schmidt & coefficients dans F = R,
C ou H sur lequel agit le groupe des matrices unitaire K, = U(co,F).

Rappelons que €2y désigne ’ensemble des mesures positives et bornées o
sur R définies par :

o=y + Z Q20 s

k=1
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ot 7 > 0, @ = (ay) est une suite réelle de carré sommable et la topologie

que nous considérons sur €2 est celle qui est induite par M(R). L’ensemble

M(R) des mesures positives et bornées sur R est muni de la topologie étroite.
Nous notons

Pml(a) =) o' = / t"20(dt)  (m >3),

k=1 R

wll? = 7 + pa(a) = / o(dt).

R
Rappelons aussi qu’a w = («, ) est associée la fonction ¢, définie sur V' (o0)
par

Pu(§) = det IL,(€),

ou
o0

M) =e ] ———.
2 ]1;[1 (1—i2a;\)%

—i0; A

Nous avons vu dans le chapitre précédent que, pour w € €y, la fonction ¢, se
prolonge en une fonction continue sur V2. Le résultat principal de ce chapitre
est le théoréme suivant.

Théoréme 5.2 (Formule de Lévy-Khinchine invariante). Soit ¢ une fonc-
tion continue sur V2 qui est Ko -invariante. Alors ) est de type négatif si et
seulement si elle admet la représentation intégrale suivante

B(E) = Ao+ Artr(€2) + / o (@) )

ot Ag, Ay sont des constantes positives ou nulles et u est une mesure positive

sur Qo \ {0} telle que

Les constantes Ay, Ay et la mesure pu sont determinées de maniére unique.

Lemme 5.3 On pose

2u(6) = 1 - llolPtx(€) + R, §)

1) Pour tout £ € V(00),
tim B8 _

w0 [Jwl]?
2)Vp>0,3C>0,3e>0, tels que, si ||w|| < e et|||£]|] < p, alors

11— (O] < Cllwll*.
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Démonstration. 1) Si € = 0, le résultat est évident. On suppose que £ # 0.
Pour w € Q) assez proche de zéro

(e}

ww@>=em><—gw@%-—§j{umw@>+§u«%<1—i§mgﬂ>,

k=1

(on a utilisé le fait que pour toute matrice £ € V(o0) et tout z € C proche
de zéro, det(1 + 2§) = exp(trlog(1l + 2£)).
D’aprés le développement du logarithme, si |z| < 1,

log(1—2) = i%

m=1

Pour tout £ € V(o0) et tout w dans un voisinage de zéro on obtient,

Ve N | d [~ =)™
Pu(§) = exp <—Etf(§ ) — Z llaktf(f) + §tr ( - '€ )]) :

k=1 m=1
(5.1)

Remarquons que pour tout m > 2

Pm(a)| < pm(laf) < flw][™, (5.2)

ol P () Z || ™.

Par suite pour w assez petit et ||w|| < 2\\l\ig|||
L /2ol ; 2l 1€\ ™
YL (28 e < 5 3 (L
m>3 k>1 m23
31— W'

Donc on peut permuter les sommes dans 1’équation (5.1) et on obtient

Pu(§) = exp (——HWII tr(¢ 52

Posons

Q.

&IM

U a)tr(E™ )) . (5.3)

m

Q.

2
d

1 o0
f(w,€) = —5lw|tr (€’ 52
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et
g(w, &) = —g > )

m=3

Pm(@)tr(£™).

Dans la suite de la preuve, on notera indifferemment f(v, ;&) ou f(w, ).
En développant 'exponentielle I'équation (5.3) s’écrit

0u(©) = 1~ Sl + o6 + S LTy

D’aprés 'équation (5.2)

d = (2)m
52_: \H&H\HwH)

On a utilisé le fait que [tr(€™)] < ||[£]||™

Par suite, si ||w|| < on obtient
2[[1&1]
A 111311 3
l9(w, Ol < = [lwl]”. (5.5)
341 3]l

De l'expression de f et de I’équation (5.5) on déduit aussi que

1 2 3
701 < (GIIP+ 2D S

3d1— 2l ]]|w]]
Posons
1 2 ENPHel]
B(w,&) = SlIIElI* + = :
d 3d 1 — FIlElN[|wl]
Alors,
i (S, )" _ f: (B(w, &))" [Jw]*"
n=2 n! a n=2 n!
©© Blw 5 wl[2n—3
n!
n=2
Si ||w]|| < inf <2||7€ L 1) alors, pour, n > 2, [|w||*"™® < 1 et par suite

[e.e]

3 (f(u;,'é))

n=2

< |lw[]* exp(B(w,€)), (5.6)
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D’aprés I'équation (5.4), pour w assez proche de zéro on a

Rw.§) = g(,6) + 3 LD

d
2[l1¢M1

et d’apres les équations (5.5) et (5.6), si ||w|| < inf <
petit on obtient,

1) et w est assez

PR
R0 < (exp(B(w.0)+ s Il (6)

D’ott on en déduit que
lim R(”";c) —0
w=0 ]|

d
2) Soit p>0ete < inf(2—,1). Si ||lw|| < e et ||[E]]] < p, alors
p

1 2 [IIElP ]

B =7 + o

(&) = e+ 51— g M
1 2 g
<_2 - = .
=a” Taar o2, T

Donc de 'équation (5.7) on déduit
[R(w, )] < Collw]?,

ou Cy = e(exp(Cy) + C1 — 2p?) et par suite
1 201,112 2
1= o] < SlIENFwl” + 7w, ) < Cllwl],
ou C' = §p2 + (5 . Ceci achéve la preuve du lemme. 0

Démonstration du théoreme 5.2.

a) Remarquons d’abord que, d’aprés le lemme 5.3, l'intégrale est bien
définie et qu’une fonction 1) donnée par une telle représentation est de type
négatif et invariante par K. Pour montrer que c¢’est une fonction continue,
on applique la proposition 4.2 et le théoréme de convergence dominée.

b) Existence de la représentation : Soit 1) une fonction continue de type
négatif sur V2 invariante par K. Puisque 1(&) — 1(0) est aussi continue

oo

de type négatif et invariante par K, alors on peut supposer que 1(0) = 0.
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Pour ¢ > 0, la fonction e~* est continue de type positif sur V2 et in-
variante par K. Donc d’apreés le théoréme de Bochner invariant, théoréme
4.1, et la proposition 4.5, il existe une unique mesure de probabilité m, sur
Qo telle que

O — / o (€)ma(dw).

En séparant les parties réelles et imaginaires on obtient

e MO cos(1S9(€)) = ) Repo, (§)my (dw). (5.8)

e~ in(1S(€)) = — / S0, (€)ma(dw). (5.9)

Par un passage a la limite quand ¢ tend vers 0 dans ’équation (5.8) on
va établir une représentation intégrale de la fonction Ri. Puis, en utilisant
I’équation (5.9), on obtiendra la représentation intégrale de la fonction .
a) L’équation (5.8) s’écrit

1 — e ™) cos(t31h(€))
t

= [ = Reale) ),

et on vérifie facilement que

1 — e (O cos(tS(€))

lim t = Ry (©).
— e~ tRY(E) &
lim l—e cos(tIY(§)) _o
t——+o00 t

De plus, pour & fixé, cette expression est une fonction continue de t sur

10, +00[ qui tend vers 0 quand ¢ tend vers 'infini. Il existe donc une constante
C(&) > 0 telle que

1 — e (O cos (137 (€))
t

0< < C(9),

par suite
| a=Ree) 5@ < ce)

En particulier pour &, = diag(1,0,0,...),

| =R 5t < ce) = 1. (5.10)
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[e.e]

5 e
Rappelons que ¢, (&) = IT,(1) = e~ 4 H —-

o (1= Zﬁak)2

Dans la suite on note x; la mesure positive et bornée définie sur 2y par

ke = (1= Repu(80)) -

—toy

ISH

Puisque, pour tout ¢ > 0, x4(€20) < M, l'ensemble {r; |t > 0}, est relati-
vement compact pour la topologie faible o(M (), 60(€20)) ou M(Qg) est
I'ensemble des mesures positives et bornées sur g et 6p(£2y) est 'ensemble
des fonctions continues sur {2y tendant vers 0 & l'infini. Par suite, il existe
une suite ¢; de ]0,4o0[ qui tend vers 0, telle que les mesures x;; tendent
faiblement vers une mesure positive bornée k, c¢’est-a-dire que, pour toute

f € 6 (),
lim | 7)) = [ 7() rlde),

Jj—00 Qo

Nous pouvons écrire

1 — e R(0) cos (1S (&p))

1 — e ) cos(t39p(€)) _ / [ 1 — R, (§)
Qo

t; 1= Rou(&o) 1} A, (o)

t:

j
(5.11)
Vérifions que, pour £ # 0, la fonction f définie sur y par
1—
1=Reu®) 2o,
f(w> - 1- 3%9%(50)
tr(¢?) —1 siw =0,

appartient a %,(§).

Notons d’abord que R, (&) = 1 si et seulement si w = 0. Cette fonction
est donc bien définie sur €,\{0}. La continuité de f sur Q\{0} résulte du
corollaire 3.3 (on peut voir aussi la proposition VI de [11]). La continuité en
0 est une conséquence du lemme 5.3 :

lim = tr(£2).
w=01 =R, (6o) &)
De l'inégalité,
— Ztr(e2) - 4 50 ~i
0 < R ()] < e 3 [ [ det (1+ —aie?) (5.12)

k=1

on déduit que
lim R, (€) =0,

w——+00
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et donc que
lim f(w) =0.

En faisant tendre j vers l'infini dans I’équation (5.11), on déduit que, pour
tout & # 0,

Ry (€) = g f(w) K(dw) + Rip(&o)

— (6x(€?) — 1)({0}) + /

( I %Sow(g)
Q0\{0}

1 — Ry, (50)

En faisant tendre £ vers 0 et en utilisant le théoréme de convergence dominée,
on en déduit que £(£2y) = RY(&) Nous obtenons finalement

Ry (€) = tr(¢*)r({0}) + /Q o %

~1) () + Ria),

K(dw)

ou

R (€) = Aytr(e?) + / o (L Res(Enta)

avec Ay = k({0}) et u est la mesure définie sur g par

1
= 0K .
TR () @

Vérifions maintenant que

[l ?
————u(dw) < oco.
/Qo\{O} 1+ [Jw|[?

[|w!|”

(1 —Repe,(§0)) (1 + [[w][?)

limite d en 0 d’aprés le lemme 5.3, et pour limite 1 a Uinfini. Elle est donc
bornée et

ol o] .
/901+||wu2“(d> / 0= Rpa(e0)) (L 1 [Ty () < o

est continue sur 0\{0}, a pour

La fonction w +—

¢) De méme on montre que la fonction g définie sur Qy par

Sgpw(g) S w
g(w) = { R D70

0 siw =20,
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appartient a %,(€)y). Par passage a la limite & partir de la relation

—t;Rap(€) sin(t;SY(x)) _ Spu(§)
’ t /Qo T~ Reu (&) ().

on obtient

o B S (€)
Sy(E) = - / ey )

. / S (E)(dw),
Qo\{0}

puisque Sy, (0) = 0.
Finalement nous obtenons

B(E) = Artr(€?) + / (L RO

Unicité : La fonction de Polya II, est de type positif sur R de classe 672,
I1,(0)=1

1 —RIL,(s) = /R(l — cos(su))p(du)

1
< —s? / up(du) = —s*117(0).
2 Jr

D’autre part

Pu(s&o) = ILu(s) et II5(0) = —glelz'
Donc pour tout s > 1,
1= Reu(s6) _ [ Il sl <1,
S si ||wl| > 1.

En écrivant

U(s6) _ 1 — R (s60)
- [ T,

et en appliquant le théoréme de convergence dominée, on en déduit que

lim M = Al,

S§—+400 32

d’ou I'unicité de la constante Aj;.
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Il reste & prouver 'unicité de la mesure p. C’est-a-dire, si pq et po sont
deux mesures positives sur €y\{0} qui vérifient.

|| :
———;(dw) < o0, (1=1,2), (5.13)
/Qo\{O} 1+ [Jw]]?
et sont telles que, pour tout £ € V(00)

/ (1= 9u(€)) pa(dw) = / (1= pu(€)) jialdo). (5.14)
Q0\{0} Qo\{0}

alors p; = p9. Ce sera une conséquence du lemme suivant.

Lemme 5.4 Soit uy et ps deuxr mesures sur Qo\{0} vérifiants (5.13) et
(5.14). Alors, pour tout &, 1 € V(o0),

/ (M) (1 = R (€)) pn(der) = / o) (1 — R (€)) prald).
Q0\{0} Q0\{0}

Démonstration du lemme. La fonction ¢, est une fonction sphérique pour
la paire sphérique (Ko X V(o0), K). Elle vérifie donc la relation, pour

§,n € V(0),
lim g Qo€+ knk™) dk = ©u,(§)eu(n). (5.15)

n—oo

ou dk est la mesure de Haar normalisée du groupe compact K,.
Dans un premier temps on va montrer que

lim — o, kenk™)) 1 (dw) e — o ) (do).
i [ ettt = [ @) ()

On va appliquer le théoréme de Fubini. Pour cela on va majorer la fonction

[|w][?

(w, k) = (1+]|w][*)

Soit R > 0, tel que |[|£]]|+ [||n]]| < R et 0 < & < inf(5%, 1) (pour le choix de
g, voir la preuve du deuxiéme point du lemme 5.3).

a) Si |lw]| < /e, puisque [[[€ + knk™[[| < [[[E]|] + [[In]]] < R, alors d’apres
le lemme 5.3,

|1 — (€ + knk™)|

(1+ llwll?)
[|wl]”

< (1+¢)C,
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ou C' est une constante qui dépend de R et ¢.
b) Si ||w|| > /€ alors

1— ¢, knk* 1
||l 3

(14 llwll?)

[lwll?

Wul(dw) sont bornées, alors la fonction
w

Puisque les mesure dk et
|1 — @u(§ + knk™)]
[|w[[? ’

[lwll”

1L+ [[w]f?

(w, k) = (L+]|w][*)

est intégrable par rapport a la mesure produit w1 (dw) x dk. D’aprés

le théoréme de Fubini.
[ ] et modi= [ [ epu(erbnk) din(d),
n 7/ Q0\{0} Qo\{0} vV K

En utilisant les inégalités a) et b) et le fait que la mesure dk est une proba-
bilité, on en déduit que la fonction

1— ¢, knk*
wH/ 1+ ol L BelE R gy
Kn [l
2
est majorée indépendament de n et de w. Puisque la mesure % 1 (dw)
w

est positive et bornée, alors en appliquant le théoréme de convergence domi-
née on déduit de I’équation (5.15) que,

i [ " / (1=l k) diy (1) = [ a-e@etmma),

neee Q0\{0}

et donc,

i [ ek ) k= [ 0@ ) m(do)

En utilisant cette équation, I’équation (5.14) s’écrit
[ pu@patmm) = [ (1= € mld),
Q0\{0} Q0\{0}

En remplacant dans ’équation précédente & par —&, puis en utilisant le fait
que ©,(—&) = vu(§), on obtient en effectuant la somme,

/ (1 — pu(n) R (€)) () = / (1~ o) R (€)) pald).
Q0\{0} Q0\{0}
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En remplagant £ par n dans I'équation (5.14), puis en effectuant la différence
avec 1’équation précédente on déduit le résultat du lemme. ([l

Suite de la preuve d’unicité : Considérons la fonction ¢ définie sur V(o0)
par

¢xn>::/Q\ﬂ&qaxn>u.—éﬁ¢w<5»/m<dw>

elle est K -invariante puisque la fonction ¢, est K _-invariante. De plus
1 —Rp,(§) >0 et p,(n) est de type positif donc ¢ est de type positif.  est
continue puisque ¢, (n) est continue et majorée par une fonction p1-intégrable
sur 20\{0}

[P (1) (1 = Reu, (§))] < 1 — Repwo (§)-

Pour tout n € V(c0),

KymmWF/mwmm

Qo

ol fig(dw) = (1 = Repu(§)) xao\ o} (W) p1(dw) (i = 1,2) et Xgq\0} est la fonc-
tion caractéristique de ’ensemble ,\{0}.

En raison de 'unicité de la représentation intégrale de I’énoncé du théoréme
de Bochner invariant (théoréme 4.1), on obtient

Lie = Hog, sur (2.
Par suite les mesures ji; et po coincident sur I'ensemble ©5\{0}. O

Corollaire 5.5 Les génératrices extrémales du cone des fonctions de type
négatif continues sur V2, invariantes par Koo et nulles a lorigine, sont en-

[oop)

gendrées par les fonctions :
(1) 1= wu(§) ot w € Q\{0},
(i) tr(&?).

FA K
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