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ỹn+1
³ ¡�

yn+1
� �¢��¡� ¡¢ �� 
�«�©¡� ¡¢��«����«�©� �������«��

�� ¡� ���
� �² �«�©� ������� �©����«� �° ��«  «������ ��� �«� �© � �©������ �� ���
����
���� � ©�«�� � §

ỹn+1
³ � �¢��¡� ¡¢ �� 
�«�©¡� ¡¢��«����«�©� �
�����«��

�¢�«��� ¡� �©����«�©� �� « � ��� �«�� �������� � �¢��¡� ¡¢ �� 
�«�©¡� �������«� �©

�
¡��� �¢��«���� ¡� ¤©���« �¤©���� �
�� ���¡��«�©� ��« ©�«�� � �� ��«�
��« �� ��©����� �«�« ��� �� 
�«�©¡� ¡¢® ��� �������«�
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��« ����« � ��� �� �®¯ ��«  � ��������
��«
��©
�«��² �� �� �©��« ����«�� ¡� �� 
©¡��� ��« �� �©� �©������«�©� ¡�� � ������ ¡��� ��
���� ¡  ��������
��«� ¨� � �������
��«° �� ¡���«�«�©� � �����² � ��«° �©

� ©� �¢� �  �� �
�� «° ����� � cos θ

° ©�
θ
��« �¢����� ¡� ��������
��«� ��° �¢���������� ¡  �®¯ ��« ����« ��

�© �  � ����� ¡� ��������
��« ������« ��«��
−8
��«

8
�� ��� ���� �� �©
������ ¡��� ��«

��«������� ���«��« «��� ��©��� ¡� ���©° ¡©�� �� �©� �©������«�©� ¡� �� � ����� ¡� �¢�«©��
���«� «��� ��
�«�� §
�
� �� ���� ��« �����«� ¡  �©��« ¡� � � «��©��² �³�
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���

�� �� ���������

�� �©��� ¡� ��������
��« ¡� ��
���«� 
�� ��� ��������«� �� �©��� ¡� ��������
��«
� �  � ��«� ¡  «���  §������ ©  «��
�³ ���  ��«� ¡� �©�� � � �� �©��«�©� ¡� �¢����� ¡�
��������
��«�
£� �� « ¡©�� �«�����  �� �©��«�©� ¡� «�������« ² � ���
�« ¡� ¡�¡ ��� ¡� ��««� �©���
�� ���
�� �©� ¡� �©
�©�«�
��« ¡�� ����©�«� ¡� ��������
��« §�� «����©� ¡  ����©�« �� �©��«�©� ¡�
�©� ��©���«�©�³�
¯©�« −−−→

FKc
�« −−→
FKt

��� �©���� 
�� ���� ¡����«�
��« ��� �®¯ �  �����  ¡� �� 
���©��� ¡�
�¢�������� §² � �©�« ¡©����� ���  ��«� ¡� �©�� � � �« ² � �©�« �©��«�©� ¡� �¢����� θ ¡�
��������
��«³� ����«©�� �� ��� ¡¢ � ��������
��« ���©� �� «��
� § � ����©���
��« ����©� �
�� « �«�� �©�¡ �« �© � �� ������³�
¯©�«

longT
�� �©�� � � «©«��� ¡� �¢�����«���©� ���©� �� «��
�� �� 
 �«����� ��©�� −−→

FKt
���

longT
�© � ��©�� �� �©��� «©«��� ² � ��« �����² �� �  «��� �

¯©�«
nT

�� �©
��� ¡� �©��«� ¡� �©�«��« ��«�� �� 
���©��� �« �� «���  �«
lt
�� ¡��«����

��«�� ¡� � �©��«� ¡� �©�«��« � ��������� ¯©�« −−−→FKti
�� �©��� ¡� ��
���«� �  �����  ¡�

���² � ���² � �©��« ¡� �©�«��« ��
�� � ��©�� ² ¢�� ���² � �©��« ¡� �©�«��« �° �� �©��� −−−→

FKti
��« �� 
�
�� �� � ��©�� �

nT ∗
−−−→
FKti = longT ∗

−−→
FKt

©�
longT = (nT − 1) · lt
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¡©��
−−−→
FKti =

(nT − 1) · lt
nT

∗
−−→
FKt ≈ lt ·

−−→
FKt

§����³
±�««� ����©��
�«�©� ��« ������� 
�
� ��

nT
�¢��« ��� ����¡� ®� ���«° �©�� ¡� ��
 ��«�©�

¡� �¢���������� ¡� ��
���«�° ©� �� 
�� ��� �� �©��� «©«��� � � �� ������� ���« ����� ��
���� ¡©�� �
��� � ����� �� �©

� ¡� «© «�� ��� �©���� �������� �� ���² � �©��« ¡� �©�«��«
§² � ¡©����« «© «�� �«�� ����� � −−−→FKti

³�
±����¡��«° ��� �©���� ¡� ��������
��« ¡�� �©��«� ��« �� � � ��� ¡� � �©��� ¡  «���  �©�«
�� � ������� ��� ��� �� ¡¢ � �� � ����©�« ¡� ��������
��« §�  ���  ¡� ¡� � �© � ��� � «���
�©��«�³�
�� �©

� ¡�� ¡� � �©���� ¡�� �©��� ��« ¡©�� ������� � −−−→

FKti
° �� ² � ª �«��� �¢����©���


�«�©� ���«� �� � �� «�
�� ����©���
��« �����¡��« ² � � ��© «� � �¢�² �«�©� ���� �� « �«�� �����² � �  ���������

��« �� ������ �© � ¡����� ��� −−−→FKci

° �©���� ¡� ��
���«� ¡� ��������
��« �� ������ � 
�����  ¡� ���² � ���² � �©��« ¡� �©�«��« ��
��� �©���� −−−−−→

FKci(θ)
�« −−−−−→
FKti(θ)

�«��« ¡������° �� �� « �«����� ��� �©��«�©�� ¡� «�������«
��� ¡� ¡�«��
���� ��� �©�� ¡� �©
�©�«�
��« ¡�� ����©�«� ¡� ��������
��« �� �©��«�©� ¡�
�� � ��©���«�©� F+(l)

�«
F−(l)

�
�� ��������
��« �� ������ ¡¢ � ����� θ �«  � ��������
��« �� «��
� ¡¢ � ����� θ ��© �
«�����« � �� 
�
� �©��� ��«�©� ��©
�«��² �� �� �� « ��©�� ����© ��� �� ��������«�«�©�
¡� ��� ¡� � ����������� ��  � �� � ����
� ² � ���� �©«�� ����
� ¡¢�« ¡� §�©�� �� �� ��
���³�
�� ��©ª�««� ��� �©���� −−−→

FKci
�« −−−→
FKti

� � ��� ¡����«�©�� ¡�� ����©�«� ¡� ��������
��« §�©��
�� �� �� ���³�

FKci = (
−→
F+ +

−→
F−) · −→u

§����³
FKti = (

−→
F+ −

−→
F−) · −→v

§����³
¨�� �©����«�©�° ©� �©�� ² � �� �©��� ¡¢ � ����©�« ¡� ��������
��« ��« �©��«��� �� �« �� ���

��« �� �� ��« �©
���
��

−→
F+ = F+ ·

−→
v+ §����³

−→
F− = F− ·

−→
v−

§����³
��
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θ
θ

ϕ'

ϕ"

"θ

uv

B

E

A

F

G

C

D

v+

v-

F
-

F+

FKti

FKci

lt sinθ

lt sinθ

lt

lc
l+

l-

'

F+

- F
-

P

������ ��� � �����		�
��� ���� 
��
��� �� �����

FKci = F+(
−→
v+ · −→u ) + F−(

−→
v− · −→u )

§����³
FKti = F+(

−→
v+ · −→v )− F−(

−→
v− · −→v )

§����³

�¢����� �� �� �� ���° ©� �� « ¡�¡ ��� �¢��������©� ¡�� ������ � ����«� �

−→
v+ · −→u = cos(AB,AC)

= cos(
π

2
+ θ′)

= − sin θ′
§����³

−→
v− · −→u = cos(AD,AC)

= cos(
π

2
− θ′′)

= sin θ′′
§����³

��
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−→
v+ · −→v = cos(AB,AE)

= cos((AB,AF ) + π)

= cos(
π

2
− ϕ′ + π)

= − sinϕ′ §����³
−→
v− · −→v = cos(AD,AE)

= cos(ϕ′′ +
π

2
)

= − sinϕ′′ §����³
��� �² �«�©�� ���� �« ���� ¡©����« ��©�� �� ���«�
� � ����« �





FKci = −F+ sin θ′ + F− sin θ′′

FKti = −F+ sinϕ′ + F− sinϕ′′

§����³

��� �©� «�©�� ¡  ���«�
� ���� �©�« �




F+ = FKci sin ϕ′′−FKti sin θ′′

sin θ′′ sin ϕ′−sin θ′ sin ϕ′′

F− = FKci sinϕ′−FKti sin θ′

sin θ′′ sin ϕ′−sin θ′ sinϕ′′

si(sin θ′′ sinϕ′ − sin θ′ sinϕ′′) 6= 0
§����³

��  «����� ��� �©�
 ��� «���©�©
�«��² �� ������² �� �© � ¡�«��
���� ��� ��� � ¡�� ������

������ ���� � ���		� ���� �����
� 
�����
�

��������

��
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�� �©��«�©� ¡�
θ
�

sin θ′ =
AC + lt sin θ

AG

=
lc + lt sin θ

l+
§����³

sin θ′′ =
DF − lt sin θ

AD

=
lc − lt sin θ

l−
§����³

sinϕ′ =
AE + lc sin θ

AG

=
lt + lc sin θ

l+
§����³

sinϕ′′ =
AE − lc sin θ

l−

=
lt − lc sin θ

l−
§����³

�« �� �©�
 �� ¡¢¦� ����� §̈ �«���©�� ����������³ �© � �����
��
l+

�«
l−

�� �©��«�©� ¡�
lc
°
lt
�«
θ
�

(l+)2 = l2c + l2t − 2 · lc · lt cos(FB,FA)

= l2c + l2t + 2 · lc · lt sin θ
§����³

(l−)2 = l2c + l2t − 2 · lc · lt cos(FA,FD)

= l2c + l2t − 2 · lc · lt sin θ
§����³

�� ¡��©
���«� � �©

 � ¡�� �² �«�©�� ���� �� « ��©�� �

∆ = sin θ′′ sinϕ′ − sin θ′ sinϕ′′

= 2 · sin θ
l2c − l

2
t

l− · l+
§����³

�©��° ���«��« ¡�� �©���� 
�� ���� ��� ��
���«� �� ��������
��« §−−−→
FKc

�« −−→
FKt

³° ©� �� «
���� ��� ��� �©���� ¡� ��������
��« ¡�� ����©�«� ¡� �©«�� 
©¡��� � �¢��¡� ¡�� �² �«�©�� �����
��� ��������©��  «������� ¡��� ��� �² �«�©�� ���� �� ���« �«�� ����«�� �� �©��«�©� ¡�

l+
°

l−
�«

sin θ
� ®� ���«° �� ¡��©
���«� � �¢����« � �¢��¡� ¡� �¢�² �«�©� ����° ��� ��� � � �¢��¡�

¡�� �² �«�©�� ����° ����° ���� �« ����� lc �« lt �©�« ¡�� �©��«��«���
��
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�¢�² �«�©� ���� ���
�« ¡¢������
sin θ

�� �©��«�©� ¡�
l+
� ������
��«° ©� �� « ������

F+(l+, l−)
�«
F−(l+, l−)

�




F+ =
FKci

lt−lc sin θ

l−
−FKti

lc−lt sin θ

l−

∆

F− =
FKci

lt+lc sin θ

l+
−FKti

lc+lt sin θ

l+

∆

§����³

�� �������� ² � ��� �©� «�©�� �� �©�« �������� ² � �� �� �©�¡�«�©� ¡  ���«�
� ���� ��«
��«�����«�� ®� �� ���������« �� �©��«�©� ¡�

θ
° ��««� �©�¡�«�©� ¡�����« �

sin θ (lc − lt) 6= 0
§����³

£� �� « ¡©�� �« ¡��� ��� ¡� � ��� ���«�� ����� �© � ���² ��� ��««� ��������©� ¡�����« � ��� �
� lc = lt

���� «��¡ �« ² � �� 
�������  «����� ��«  � 
������� ������
� sin θ = 0

�¢��« � ¡���
θ = 0

� ��² � �¢����� ¡  ��������
��« ��« ��«��
0
�« π

2

�

������� � � � �!"�$�"%� 
�$� � "�� �% � ���
¯� ©�  «�����  � 
������� ����� �© � 
©¡������ �� «��� ° ©� � �

lc = lt

±��� �
���² � �

sin θ′ = sinϕ′ =

√
1 + sin θ

2

sin θ′′ = sinϕ′′ =

√
1− sin θ

2

1 = sin2 θ
′
+ sin2 θ

′′

¡©��°
sin θ′ = cos θ′′

�� ���«�
� ���� ¡�����« ��©�� �




FKci = −F+ sin θ′ + F− sin θ′′

FKti = FKci

§����³

�� ���«�
� ���� �
�©�� ¡©��  �� �©�«����«� � � ��� ¡©����� ¡� ��
���«�� ®�  � �©��«
¡  
�������° ��� ���� �� �������² �� ¡�� �©���� ¡� ��
���«� �� ������ §FKci³ �« �� «��
�

��
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F+

F-

FKci

FKti

θ''

θ'

v+

v-

������ ���� � �����		�
��� ���� 	� 
�� ���� 
��		��� 
���	

§
FKti

³ �©�« ������� �� �� �� ���� ��������«� �� ��������
��« ¡��� �� ��� ¡¢ � 
�������
����� �� ������«��«

FKti = FKci
�

�� ������¡ ��� �² �«�©�� ² � ¡��������« �©«�� ��©���
�

−−−→
FKci = (

−→
F+ +

−→
F−)

−−−→
FKti = (

−→
F+ −

−→
F−)

�� ��©ª�««� ��� ���
��� �� ���
���� �² �«�©� ¡� �� ���«�
� � � −→v+ §�©�� �� �� �� ����³�
�� ©�«���« �

−−−→
FKci ·

−→
v+ = F+

−FKci cos θ′′ = F+

−FK lc cos θ′′ = F+

©�
FK

��« �� �©��� 
�� ��� ��� ��
���«�° �« ² � ��« ����� �� ������ �« «��
� §¡¢�����
�¢�² �«�©� ���� �« ¡¢����� lc = lt

³� �¢©�° ¡��� �� ��� ¡¢ � 
������� �����° ©� ©�«���«

F+ = −
1

2
FK l+

§����³
��
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�� ©�«���« �����
��« �� 
�
� �©�
� ¡¢��������©� �© � F−

F− =
1

2
FK l−

§����³

������� �$ ��"�"� �% 
% θ = 0

�� ��« «© ª© �� ¡��� �� ��¡�� ¡¢ � ��������
��« � � ¡� �¢���������� ¡� ��
���«�� lc�«
lt
��� �©�� � �� ¡�� 
������ �� ������ �� «��
� �©�« �©��«��«�� §�©�� �� �� �� ����³�

� ��¡ θ = 0
° ©� � �

l+ = l− = l0

�� ���«�
� ���� ¡�����« ��©�� �

FKci

FKti

F+ F-

v+

v-

s
θ''

ϕ''

lt

lc

������ ���� � ������������ �� 
����		�
��� �� ��������� �� θ = 0





FKci = lc
l0

(F− − F+)

FKti = lt
l0 (F− − F+)

§����³

�� �� ¡�¡ �« �
F− − F+

l0
=
FKci(0)

lc
=
FKti(0)

lt

§����³
�¢©�° ¡¢����� �¢�² �«�©� ����° ��� �©���� ¡� ��
���«� �©�« ������ �� ��

FKt(0) = FKc(0)

�� ������¡ ��� �² �«�©�� ² � ¡��������« �©«�� ��©���
�

−−−→
FKci = (

−→
F+ +

−→
F−)

−−−→
FKti = (

−→
F+ −

−→
F−)

��
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�� ��©ª�««� ��� ���
��� �� ���
���� �² �«�©� ¡� �� ���«�
� � � −→s §�©�� �� �� �� ����³�
�� ©�«���« �

−−−→
FKci ·

−→s =
−→
F+ · −→s

−FKci cos θ
′′ = −F+ cos(ϕ′′ − θ′′)

−FK lc cos θ′′ = −F+(cosϕ′′ cos θ′′ + sinϕ′′ sin θ′′)

−FK lc cos θ′′ = −2F+(cos θ′′ sin θ′′)

F+ = −
1

2
FK

lc
sin θ′′�¢©�

F+ = −
1

2
FK l0

§����³
�� ©�«���« �����
��« �� 
�
� �©�
� ¡¢��������©� �© � F−

F− =
1

2
FK l0

§����³
������� ����% ����� �%

®«��« ¡©����� ��� �©�
 ��� ©�«�� �� ��� ��� �² �«�©�� ���� �« ���� �© � �� ��� θ = 0
°

©� �� ������� ¡¢�«�����  �� �©�
 �� �������� �© � �� ���� � ¡� F+ �«
F− ² � ��� �� � 

���!"�$"!� %� �����
±��� �© � ��
���  �� �©�¡�«�©� ���������� �© � ���«�� ² � �� ��
 ��«�©� �� ¡�������
���«�����
�� ������« ��� �² �«�©�� ���� �© � ����� �������«�� �� �©

� �« �� ¡�������� ¡� FKci

lc

�«
FKti

lt

�

F+ =
1

2
(
FKci
lc

+
FKti
lt

)
lc sinϕ′′ − lt sin θ′′

∆
+

1

2
(
FKci
lc
−
FKti
lt

)
lc sinϕ′′ + lt sin θ′′

∆ §����³
F− =

1

2
(
FKci
lc

+
FKti
lt

)
lc sinϕ′ − lt sin θ′

∆
+

1

2
(
FKci
lc
−
FKti
lt

)
lc sinϕ′ + lt sin θ′

∆ §����³
�� �� « 
�««�� ��� �² �«�©�� ���� �« ���� �������� ² ��¡ θ = 0
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�� �©«�«�©� ���«©������ ¡¢����� θ ¡¢��� D ©����«� ��� �� ���«� �  ��«���� ~k �

¨© � «© « ���«� � ~u ° ©� � ����� �

r(~u) = (cos θ)~u+ (1− cos θ)(~u.~k)~k + (sin θ)~k ∧ ~u

�� �� « ��� �«��� ��««� ��©�©��«�©� ¡� �� 
������ � ����«� §�©�� �� �� �� ¦��³ �
¯©�«

~v
�� ���«� � ��©ª�«� ¡� ~u � � P �� ���� ©�«�©�©��� � �� ¡�©�«� ¡������ ��� �� ���«� �

~k
�
�� � ¡©��

~v = ~u− (~u.~k)~k
° � �� ~k ∧ ~v = ~k ∧ ~u

�
¯©�«

~w
�� ��©ª�«� ¡�

r(~u)
� � P �

r(~u) = (~u.~k)~k + ~w
� ��

~w = (cos θ)~v + (sin θ)~k ∧ ~u
�

�� �� ¡�¡ �« r(~u) = (cos θ)~u+ (1− cos θ)(~u.~k)~k + (sin θ)~k ∧ ~u
�
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F =




1 s 0

0 t 0

0 0 1




¯©�« −−→¡
m0

�« −−→¡
m′

0

¡� � ���«� �� ¡��� �� ���� (~i,~j)
� �� ����« �

−−→¡
m0 =




x1

x2

0




−−→¡
m′

0 =




y1

y2

0



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F
−−→¡
m0 ∧ F

−−→¡
m′

0 =




0

0

t(x1y2 − x2y1)




−−→¡
m0 ∧

−−→¡
m′

0 =




0

0

(x1y2 − x2y1)




©�
det(F ) = t

¡©��
F
−−→¡
m0 ∧ F

−−→¡
m′

0 = detF (
−−→¡
m0 ∧

−−→¡
m′

0)
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