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Introduction

L’imagerie numérique est un domaine aujourd’hui en plein essor. On peut distinguer
principalement deux approches théoriques de cette discipline:

— l'approche continue: on suppose que l'image provient d’une donnée continue, par

exemple une image en niveau de gris est vue comme une fonction f : R? — [0,1].

— l'approche discréte: on considére I'image telle qu’elle est stockée dans ’ordinateur:
une image est donc plutot comme une fonction de Z?* dans {0, ...255} si on a 256
niveaux de gris.

La premiére approche a ’avantage de pouvoir utiliser une grande part des mathéma-
tiques déja existantes. Un exemple de succés de cette approche est la compression JPEG
des images qui est basée en particulier sur la transformée de Fourier. Le gros probléme de
cette approche est que I'on ne controle pas les erreurs dues aux procédés de calcul. Par
exemple les réels sont souvent approchés par des flottants dont I’arithmétique est encore
méconnue.

La seconde approche donne des algorithmes qui sont directement implémentables dans
la pratique. Par contre les mathématiques du discret on été beaucoup moins développées
car cette problématique a moins d’un siécle. Mais ces derniéres années de nombreuses
recherches ont été faites dans ce nouveau domaine que I’on appelle maintenant « géométrie
discréte ».

L’objectif de la premiére partie de cette thése est I’étude des équivalents discrets d’une
notion classique de la géométrie: la converxité. En effet dans le continu la convexité est
connue depuis I'antiquité et a de nombreuses applications en géométrie, en analyse et en
optimisation.

Elle a aussi été utilisée trés tot en imagerie, par exemple la fonction qui remplit un
polygone sous X-Windows' demande si le polygone a remplir est convexe (voir figure 1).
Citons aussi le calcul de I’enveloppe convexe qui est un probléme classique de géométrie
algorithmique (|Ya090]).

Bien que ce soit une notion trés classique sa définition dans le discret n’est pas trés
évidente car il y a plusieurs fagcons de généraliser la convexité du continu. Dans le premier
chapitre on va présenter la convexité la plus proche de la convexité du continu : la convexité
totale. Dans le chapitre 2 on introduit une notion plus faible et liée & certaines directions:
la Q)-convexité. Cette notion garde malgré tout des propriétés de la convexité totale: on
peut en particulier définir un équivalent des sommets. Le troisiéme chapitre est dédié aux
fonctions convexes de Z? dans R. La aussi on est confronté a des problémes de définitions.
Le quatriéme chapitre étudie des points particuliers des convexes, les points médians.

1. C’est le logiciel utilisé pour Iaffichage graphique des ordinateurs sous systéme de type Unix
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Convexe Non-convexe Complexe

F1G. 1 — Les trois types de polygones que remplit la fonction XFillPolygon sous X-
Windows

Dans la deuxiéme partie on applique cette étude des convexes a la tomographie. Cette
technique consiste a reconstituer la structure 3D d’un objet a partir de ses images radio-
logiques classiques (appelées projections®.) Dans le continu si on connait les projections
selon toutes les directions d’un plan, on peut alors reconstruire 1’objet grace une trans-
formation explicite (la transformée de Radon). C’est la technique utilisée dans le scanner
meédical.

Ce probléme a aussi un équivalent dans le discret : il s’agit tout simplement de trouver
un objet de I'espace discret & partir du nombre de points dans chaque droite paralléle a
certaines directions. Contrairement & ce qui se passe pour la tomographie continue, on se
limite & quelques directions de projection. [’étude de ce probléme a été stimulée dans le
début des années 90 par une technique de microscopie électronique (QUANTITEM) ou
I’on compte directement le nombre d’atomes dans un cristal.

Les chapitre 5 et 6 ont pour but de montrer que ’on peut reconstruire les ensembles
convexes de Z? a partir de leurs projections avec seulement 4 directions de projections. Plus
précisément, dans le chapitre 5, on adapte un algorithme déja connu pour les polyominos
HV-convexes ([BDLNP96]) aux Q-convexes. Le chapitre 6 étudiera I'unicité de la solution.
Enfin, dans le 7€me chapitre, on s’intéressera au cas ou les projections sont erronées (par
exemple & cause des appareils de mesure).

2. Ce ne sont pas vraiment des projections au sens mathématique du terme, car un point de I'image
sera rendu plus intense s’il provient d’une plus grande partie de 'objet
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Chapitre 1

Convexité totale

1.1 Définitions

Dans R" la convexité est trés simple & définir: un ensemble F' C R" est dit convexe
si tout segment joignant deux points de F' est contenu dans F'. On peut reprendre, telle
quelle, cette définition sur Z":

Définition 1.1.1 On dit que E est 2-conveze (convexe par segment) si pour tout point
A,B de E les points entiers du segment [AB] sont dans E.

On peut aussi considérer les parties de Z™ qui sont traces de convexes de R":

Définition 1.1.2 Une partie E de 7" est dite totalement convere si et seulement s’il
existe un convexe F' de R"™ tel que

E=FnZ".

Malheureusement cette notion est strictement plus forte que la 2-convexité comme le
montre I’exemple de la figure 1.1.

Fi1G. 1.1 — Une partie de 7Z* 2-convexe non totalement conveze

Si F C R™ on désigne par conv(F') (enveloppe convexe de E) le plus petit convexe de
R™ contenant F'. C’est I’ensemble des barycentres a coefficients positifs de F'.

Dans la définition 1.1.1 on peut considérer des enveloppes convexes de k points au lieu
de prendre des segments:

Définition 1.1.3 On dit que E est k-convexe si pour tout point Ay,As... Ay de E les
points entiers de conv(Ay, ... Ay) sont dans E.

13



14 Chapitre 1. Convexité totale

Une partie E de Z? est totalement convexe si et seulement si £ = conv(E) N Z2.
Or le théoréme de Carathéodory (|Ber90, 11.1.8.6]) assure que tout point de I’enveloppe
convexe d’une partie F' C R" est en fait un barycentre & coefficients positifs de n + 1
points de F' on en déduit une équivalence entre la k-convexité et la convexité totale:
Proposition 1.1.4 Un ensemble E C 7" est totalement convexe si et seulement si il est
n + 1-conveze.

En particulier les totalement convexes de Z? sont les 3-convexes (les convexes par triangle)

Les points extrémaux d’un convexe F' de R™ sont les points M tels que F'\ {M} est
encore convexe. Si £ est une partie de Z" alors les points extrémaux de conv(E) sont
appelés sommets de F.

Le théoréme de Krein-Millman ([Ber90, 11.6.8|) affirme que tout convexe compact K
est 'enveloppe convexe de ses points extrémaux. On en déduit le fait suivant
Proposition 1.1.5 Toute partie totalement convere de Z" finie est l’enveloppe convexe
de ses sommets.

Le calcul des sommets d’un ensemble fini de points est un probléme classique de géométrie
algorithmique (voir par exemple [Ya090, 3.])

1.2 Connexité et convexité

1.2.1 Définitions

Voici des définitions trés classiques de la géométrie discréte :

—
Définition 1.2.1 — Deuz points A,B € 72 sont dits 4-adjacents si le vecteur AB est
dans Vy, = {(£1,0),(0, £ 1)}.

— Deuz points A,B € 72 sont dits 6-adjacents si le vecteur AB est dans Ve = {(£1,0),
(0, £1),(1,1),(—1,—1)}.

— Deuz points A,B € 72 sont dits 8-adjacents si le vecteur AB est dans Vs = {(£1,0),
(0, £ 1),(£1, £ 1)}.

— Une partie E de Z* est dite k-connexe pour k = 4,6,8 si pour tous points A et B
de E il existe un k-chemin reliant A et B, c’est a dire une suite de points de E :
A = My,My,... M, = B tels que M; et M;,1 sont k-adjacents.

~ Une partie HV-convexe est une partie de Z? dont l’intersection avec toute droite

horizontale ou verticale est constituée de points consécutifs.
Une partie 4-connezxe finie de Z* est aussi appelée polyomino.

4-adjacence 6-adjacence 8-adjacence

F1G. 1.2 — Les 3 types de connexité.
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1.2.2 Liens connexité, 2-convexité, convexité totale dans 7>

Dans R™ les ensembles convexes sont toujours connexes, car le segment [AB] est un
chemin reliant A et B. Par contre dans Z? la convexité n’entraine aucune des k-connexités
(considérer £ = {(0,0),(2,1)})

Dans cette section on va montrer que si ot on suppose la 8-connexité alors les deux
convexités définies précédemment sont équivalentes.

Théoréme 1.2.2 (Kim) Soit E une partie de Z? alors les deuz affirmations suivantes
sont équivalentes :

— L’ensemble E est totalement convere et 8-conneze.

— L’ensemble E est 2-convexe et 8-conneze.

Ce théoréme a été démontré pour la premiére fois dans [Kim81|. Une démonstration directe
est faite dans [Ron85]. On va en donner une nouvelle preuve.

Définition 1.2.3 Soient v, et vy deur vecteurs de Z*. Une suite de points (M;) est un
—_—
chemin dirigé par (vi,v9) si pour tout i le vecteur M;M;,, est l'un des trois vecteurs vy,

Vg 0U V1 + V3.

Si v € {(1,0),(—1,0)} et vy € {(0,1),(0, — 1)} on parle de 8-chemin HV-monotone.

On va d’abord montrer quelques lemmes:
Lemme 1.2.4 Si E est une partie HV-conveze 8-conneze de 72 alors pour tous A,B de
E il existe un 8-chemin HV-monotone reliant A a B.

Démonstration: Considérons un 8-chemin reliant A & B comportant un nombre minimum
de points. S’il n’est pas HV-monotone il existe trois points distincts M,N,P de ce chemin
(et dans cet ordre) telles que 1'on ait

Yu =Yp # Yn OU Ty = Tp # TN

On peut alors considérer le chemin ol on remplace la portion entre M et P par le segment
[M,P] qui est plus court que le chemin initial : contradiction. O

Lemme 1.2.5 Soit A(0,0) et B(a,b) deuz points de Z* vérifiant 0 < b < a et reliés par
un 8-chemin HV-monotone C au dessus de la droite (AB) et q = [$]. Alors il existe un
chemin C' dirigé par (1,0),(q,1) reliant A et B, inclus dans l’enveloppe 2-conveze de C et
situé entre la droite (AB) et le chemin C.

Voir figure 1.3.
Démonstration: Le 8-chemin C est HV-monotone, il est donc de la forme

b
C = U{(:E,z) s <x < s}
i=0
avec 1; < s; et 111 € {s;,8; + 1}. On va construire le chemin C’ sous la forme
b
C' = U{(:E,z) s <ax < sk
i=0

On définit les suite (7}) et (s;) par récurrence:
— On prend 7, = 79,8, = So-
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— Supposons avoir construit r} et s’ pour tout j < i avec s; = s;. Soit alors i’ =
min{j : q(j — i)+ s; < s;}, pour tout i < j <7’ on prend r} = s; = q(j — 1) +s;
et i, = q(i' — 1) + 54,8}, = sy

- Sid>i4+lonar,=q(t —1—1d)+s >sp_1 >rs.
~Sit=i+lonarj, =q+s;>s+1>r.
Dans tous les cas on a ry <71}, < s, = s;.

Ce processus définit donc le chemin C’ qui par construction est inclus dans I’enveloppe
2-convexe de C et est (1,0),(g,1)-convexe. O

o’

F1G. 1.3 — Construction du chemin C’

On en déduit le fait suivant:
Lemme 1.2.6 Soit A(0,0) et B(a,b) deuz points de Z* reliés par un 8-chemin 8-connezxe
HV-monotone C au dessus de la droite (AB). Alors l’ensemble des points de l’enveloppe
totalement conveze de C situés entre (AB) et C est dans l’enveloppe 2 — convexe de C.

Démonstration: On va montrer le résultat par récurrence sur max(a,b) On peut supposer
0 < b < a. Soit alors ¢ = | ] et considérons le chemin C’ donné par le lemme précédent.
Considérons la transformation affine suivante:

fi(zy) = (z—qyy)

Les points f(A) = (0,0) et f(B) = (a mod b,b) sont reliés par le chemin f(C’). Ce chemin
est HV-convexe 4-connexe, d’aprés les propriétés de C' on peut donc appliquer ’hypothése
de récurrence a ce chemin. Donc les points entre C’ et (AB) sont bien dans I’enveloppe
2-convexe de C. Les points entre C et C’ sont aussi dans I’enveloppe 2-convexe de C par
H-convexité. (voir figure 1.4) O

—
En fait on effectué 'algorithme d’Euclide entre les deux coordonnées du vecteur AB.
Dans la figure 1.4 sont données par exemple toutes les transformations nécessaires pour
le vecteur (55,34).



1.2. Connexité et convexité

!
H H, @B f
!
A G
H 5 - . ______ H
I
H
7
H2
A
H3 I-“I2 H3
H4

F1G. 1.4 — Pourquoi les points au dessus de A et B sont-ils dans E ¢

17



18 Chapitre 1. Convexité totale

Considérons maintenant une partie £ 2-convexe, 8-connexe finie de Z2. Soit S l’en-
semble des sommets de I’enveloppe convexe de E. On peut partager S en S; et S; en-
sembles des sommets qui sont respectivement sur le bord gauche et sur le bord droit de
convE, précisément :

Sa={(zyy) €S : (ty) € convE =t <z}
Sy ={(z,y) €S : (ty) € convE =t > z}

Soit (S;) (resp (77)) la suite des points de S; (resp S,) ordonnée par deuxiéme coordonnée
croissante.

Lemme 1.2.7 Soit E une partie finie totalement convere 8-connere de Z* et soient
(5:),(T;) définies comme plus haut. Considérons des 8-chemins HV-monotones C; entre S;
et S;y1 et C'; entre T; et T; 1. Soit M un point de ’enveloppe totalement convexe de E
alors au moins l'une de des trois alternatives est vraie

— Le point M est situé entre un chemin C; et la droite (S;Siy1);

— Le point M est situé entre un chemin C. et la droite (T;T;41);

— Il existe i et j et deux points U € C; et V € C]’- horizontalement alignés tels que M
est sur le segment [U,V]

(voir figure 1.5)

F1G. 1.5 — Pourquoi tous les points de conv{S;,T;} sont-t-ils dans E ?
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Démonstration: Supposons donc que les deux premiéres alternatives sont fausses. Soit
alors 7 et j tels que:

Ys,; < Ym < YSiia yT]’ < Ym < yTj+1

Soit U un point de C; d’ordonnée y,; et V un point de C! d’ordonnée y,; (ces points
existent car les chemins sont 8-connexes). Comme les deux premiéres alternatives sont
fausses on a forcément

ry <xy < Ty

d’ou le résultat. O

Démonstration du théoréeme 1.2.2: Soit ' un ensemble 2-convexe et 8-connexe.

Si E est fini d’aprés les lemmes 1.2.7 et 1.2.6 tout point M de convE N Z? est en fait
dans E et donc E est bien totalement convexe.

Considérons maintenant le cas ou E est infini.

Soit M € convE NZ2. Le point M est donc un barycentre (a coefficient positifs) d’un
ensemble fini F' de points de E. Considérons alors un rectangle R = [a,b] X [¢,d] contenant
F. L’ensemble £/ = E'N R est un ensemble fini, 2-convexe car R est 2-convexe. Il est
8-connexe a cause du lemme 1.2.4. D’aprés ce qui précéde E’ est totalement convexe et
donc le point M est bien dans £’ C F. O

1.2.3 Et dans Z3?

Dans Z? deux points A, B sont dits 6-adjacents (respl8-adjacents, 26-adjacents) si
AB est dans Ve = {(£1,0,0),(0,£1,0),(0,0,£1)} (respVig = Vs U{(£1,£1,0),(0,£1,£1),
(£1,0, £ 1)}, Vog = VigU {(£1, £ 1, £ 1})

Ces adjacences permettent de définir la k-connexité pour k € {6,18,26}.

Le théoréme précédent ne se généralise pas facilement a Z3:

Proposition 1.2.8 Il existe une partie E de Z3 6-conneze, 2-convere mais qui n’est pas
3-conveze.

Pour avoir un contre-exemple il suffit en fait de superposer un totalement convexe 4-
connexe de Z? avec un 2-convexe non totalement convexe. (voir figure 1.6)

F1G. 1.6 — Une partie de 73 6-conneze, 2-convere mais qui n'est pas 3-conveze
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Proposition 1.2.9 I] existe une partie E de Z® 18-connexe, 3-convexe mais qui n’est pas
4-conveze.

Le contre exemple est donné a la figure 1.7.

F1G. 1.7 — Une partie de 7 18-conneze, 3-conveze mais qui n’est pas 4-conveze

Par contre la question suivante reste ouverte:
Question 1 Existe-t-il une partie E de 73 6-conneze et 3-convexre mais non 4-conveze ?
Expérimentalement la réponse a ’air non, en effet sur 240000 3-convexes 6-connexes tirés
au hasard dans le cube {0, ...,3}® aucun n’est 4-convexe.



Chapitre 2

La Q-convexité

Dans le chapitre précédent on s’est intéressé a la convexité discréte la plus proche de
celle définie par les géométres. Mais il existe une autre classe trés importante de convexité :
celle des polyominos HV-convexes. Par exemple en combinatoire on ne sait pas compter
efficacement les polyominos ayant un nombre de points donnés (c’est une des grandes
questions de ce domaine) mais on sait compter les polyominos HV-convexes (|[BMF95]).

En tomographie discréte il se produit & peu prés la méme situation: il n’y a pas d’algo-
rithme polynomial (sauf si P=NP) pour reconstruire des polyominos a partir du nombre
de points dans chaque horizontale et dans chaque verticale ([Woe96|), par contre ¢’est pos-
sible si on reconstruit des polyominos HV-convexes (|[BDLNP96|). (Cette reconstruction
sera détaillée dans la deuxiéme partie.)

Malheureusement la classe des polyominos HV-convexes ne s’étend pas facilement a des
directions quelconques. Le but ce chapitre est de donner une notion proche des polyominos
HV-convexes mais définie pour deux directions quelconques.

2.1 Directions dans Z2

Une direction peut étre donnée soit par un vecteur p, soit par une forme linéaire p. La
forme linéaire p = ax + by et le vecteur p'= (—b,a) représentent la méme direction. Si a
et b sont rationnels on dit que la direction est rationnelle. Dans ce cas on peut prendre a
et b entiers et premiers entre eux.

2.1.1 Sous-réseaux liés & deux directions

On se donne donc deux directions distinctes p = ax+by et ¢ = cx+dy avec pged(a,b) =
1, pged(e,d) = 1.

Le déterminant des deux directions det(p,q) = ad — be est noté §. Les deux directions
sont différentes donc § # 0. Quitte a changer (a,b) en (—a,—b) on peut supposer § > 0. On
note = (—b,a) et ¢= (d, — ¢) les vecteurs associés aux directions, on a ¢(p) = p(q) = 0.

On note (i,j),, (et méme (i,j) en 'absence d’ambiguité) le point M € Q? tel que
p(M) =i et (M) = j. Sid # 1 alors ce point n’est pas forcément dans Z? (voir figure
2.1)

21
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F1G. 2.1 — Le réseau Z* avec les droites de direction p =2x +y et ¢ = x — 2y.

Plus précisément on a la proposition suivante :
Proposition 2.1.1 Le point (i,j) est dans Z* si et seulement si j = ki [0] ou k est un
entier premier avec 6 ne dépendant que de p et q.

Démonstration: Le point (i,7) est dans Z? si et seulement si le systéme :

a b T 7
0 ()=0) @)
a une solution dans Z>2.

Les entiers a et b sont premiers entre eux donc il existe u et v tels que ua + vb = 1.
On a alors 1’égalité de matrices

(-0

. —b . : .
La matrice M = <Z a) est unimodulaire donc on peut faire le changement de

ol kK = cu + dv.

variable (Z) =M (‘)}f) dans (2.1) qui devient

X =1, kX +0Y =3

qui a une solution si et seulement si L= € Z. a

On peut aisément généraliser ce résultat a la dimension n il faut alors mettre la matrice
de présentation des n directions sous forme de Hermite.

La proposition précédente montre donc que Z? est la réunion de ¢ sous-réseaux Lg,L, . . .

définis par
’ L={MecZ| qM)=rp(M)=1][5]}.

Chaque droite p = 7 ou ¢ = j est dans un seul réseau et ces droites ne se coupent dans
72 que si elles sont dans le méme réseau. Donc en fait chaque sous-réseau « ressemble »
a 7?2 avec les directions horizontales et verticales.

Par exemple dans le cas de la figure 2.1, Z? est la réunion de 5 sous-réseaux.
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2.2 Convexité simple

Définition 2.2.1 Une partie £ de Z? est conveze simple selon la direction p si pour tous
points A et B tels que (AB) est paralléle a p les points entiers du segment [AB] sont dans
E.

En particulier les HV-convexes sont les convexes simples selon les directions z et y.
Les 2-convexes sont les ensembles qui sont convexes simples selon toutes les directions
rationnelles.

L’intersection de deux convexes simples étant convexe simple, on peut définir ’enve-
loppe convexe simple.

Si on prend un ensemble de quelques points tirés au hasard, et une direction p il y a
de fortes chances pour que les droites de direction p passent par un seul point, et donc
que ’ensemble considéré soit convexe simple selon p. La convexité simple est donc une
propriété assez faible.

Un autre inconvénient de la convexité simple est que la convexité simple selon plusieurs
direction ne vérifie pas un analogue de la proposition 1.1.5. Considérons ’ensemble £ de
la figure 2.2. Il est HV-convexe fini. Les points entourés sont les points qui ne sont pas
dans ’enveloppe HV-convexe des autres points, ce sont les analogues des sommets pour
les HV-convexes. Mais I’ensemble F n’est pas égal a ’enveloppe HV-convexe de ces points,
puisque ces points forment eux-mémes un ensemble HV-convexe.

@

/A
S,

(@
&

A D
AN
AN

DY A D

?
F1G. 2.2 — Un ensemble HV-convexe qui n’est pas [’enveloppe HV-convezre d’un ensemble
minimum de points

2.3 Q-convexité

Dans cette section et la section suivante on se fixe deux directions rationnelles p et ¢
de la forme p = ax + by, ¢ = cx + dy avec a,b,c,d € Z, pged(a,b) = 1, pged(c,d) = 1.
Pour tout M € Q? on définit les quatre quadrants autour de M par:

Ry (M) ={N € Z® /| p(N) < p(M) et q(N) < q(M)}
RY(M) ={N € Z* | p(N) > p(M) et q(N) < q(M)}
RY(M)={Ne€Z®/p(N)>p(M) et q(N) > q(M)}
REN(M) ={N € Z* | p(N) < p(M) et q(N) > q(M)}

L’indice i de RY?(M) est en fait dans Z/47Z de sorte que R} (M) = R§?(M). Lorsque qu’il
n’y a pas ambiguité, ces quadrants sont notés simplement R;. On peut alors définir la



24 Chapitre 2. La Q-convexité

R3(M) Ra(D)
2

q=q(M) M

Ro (M) Ry (M)

p = p(M)

F1G. 2.3 — Les J quadrants

Q-convexité :
Définition 2.3.1 Une partie E de Z? est Q-conveze (conveze par quadrant) selon p et q
St

(Vi R(M)NE # @) = M € E.

En particulier la classe des Q-convexes selon p et ¢ est une sous-classe des convexes
simples selon p et selon ¢. L’intersection de deux Q-convexes est encore (Q-convexe, on
peut donc définir 'enveloppe Q-convexe d’une partie £ de Z2. On désigne cette enveloppe
par QCONV,,(E). L’enveloppe Q-convexe se caractérise en fait plus simplement :

Proposition 2.3.2 i E est une partie de Z* alors QCONV,,(E) est I’ensemble
QCONV,,(E)={M € Z* |Vi RI(M)N E # &}

Démonstration: Soit F = {M € Z* | Vi RIY(M)N E # @}. D’aprés la définition on a
F C QCONV,,(E). Pour avoir I'inclusion inverse il suffit de vérifier que F' est Q-convexe.
Soit M € Z? tel que Vi RF(M)NF # @. Soit A; € RY(M) N F. D’apreés la définition de
F il existe B; tel que B; € RM(A;)NE. Comme RYY(A;) C RY(M) on sait que M € E et

donc E est Q-convexe. (voir figure 2.4) O
B; o o B2
Ay
As
M
0 A
°

By o b1

FiG. 2.4 — Pourquoi {M € Z* : Vi R;(M)NE # @} est Q-convere ?

Ceci donne un algorithme trés simple pour calculer I’enveloppe Q-convexe d’un ensemble
fini de points:



2.4. Points saillants 25

On considere d’abord le « parallélogramme »

A={{ij) € Q" : ij€Z minp(M) <i<maxp(M), ming(M) < j <maxq(M)}

On peut alors calculer le tableau de booléens (Vo(M)aea signifiant V(M) = “Ro(M) N
E # @" grace a la récurrence:

Vo((.3)) = Vo((i = 1.g)) V Vo((ing = 1)) V(i) € E7

De méme on peut calculer les tableaux Vi(M),Vo(M),V3(M). L’enveloppe convexe de E
est alors:

QCONV,(E) = {M € ANZ* : V(M) ANVA(M) A Va(M) A Va(M)}.

On a donc un algorithme linéaire d’enveloppe Q-convexe en fonction du nombre de points
de A.

2.4 Points saillants

2.4.1 Définitions et premiéres propriétés

Les points saillants sont les équivalents des sommets pour les Q-convexes.
Définition 2.4.1 Un point M d’une partie E de Z* est un point (p,q)-saillant, si M ¢
QCONV, (E\ {M}). En Uabsence d’ambiguité sur les directions on parlera simplement
de point saillant.

Lemme 2.4.2 Un point M est un point saillant de E si et seulement si il existe v tel que
R,(M)NE = {M}.

Démonstration: D’aprés la proposition 2.3.2 on sait que M & QCONV,,(E \ {M}) si et
seulement si il existe i tel que (E\ {M}) N R;(M) = 2. O

On a ainsi un énoncé similaire a la proposition 1.1.5:
Proposition 2.4.3 Tout ()-convezxe fini est I’enveloppe @QQ-conveze de ses points saillants.

Démonstration: Soit E une partie Q-convexe de Z2, et M € E. Il faut montrer que chaque
quadrant autour de M contient un point saillant de FE.

Considérons par exemple le quadrant Ro(M). Soit donc N le point de E N Ry(M) qui
minimise (p(N),q(N)) dans l'ordre lexicographique. (Ce point existe car E est fini) Le
point M vérifie Ry(M) N E = {M} et donc M est un point saillant. O

Cette proposition est importante car elle montre qu’il y a une bijection entre les ensembles
finis de points saillants et les Q-convexes finis.

Avec la proposition 2.3.2 on en déduit :
Corollaire 2.4.4 Si S est l’ensemble des points saillants d’une partie finie de Z? alors
pour tout i € {0...3}, et M € Z* on a:

SNR(M)=0 <<= ENR(M) =92
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Démonstration: Le sens < est clair. Montrons le sens = : soit M un point tel que S N
R;(M) = @ pour un i donné et N un point de R;(M). Comme R;(N) C R;(M) on a
R;(N)N S = @. D’apreés la proposition 2.3.2 N n’est donc pas dans I’enveloppe convexe
de S, qui d’aprés la proposition 2.4.3 est égale & E. Donc N ¢ E pour tout N € R;(M)
ieR,(M)NE = @. H

Proposition 2.4.5 Un ensemble S est un ensemble de points saillants d’un @Q-convexe
si et seulement si pour tout M de S il existe i tel que SN R;(M) = {M}.

Démonstration:
= (C’est une conséquence du lemme 2.4.2.

<« Considérons un ensemble S comme dans la proposition. Soit £ = QCONV,,(S5).
Montrons que S est ’ensemble des points saillants de E. D’apreés la proposition 2.3.2

on a
E={MeZ*|ViRM(M)N S # @} (2.2)
Si M € S alors il existe i tel que R;(M) NS = {M}, et donc pour tout N €
R;(M)\{M} on a R(N)NS = & et donc d’aprés (2.2) on a N ¢ E, on en déduit

que M est un point saillant de E. Réciproquement si M est un point saillant de E
il existe i tel que R;(M) N E = {M} or d’aprés (2.2) R;(M) NS # & et donc

{M}y=R,(M)NEDR(M)NS # @

et donc M € S.

2.4.2 Consécutivité des saillants

Dans toute ce paragraphe E désigne une partie finie de Z* Q-convexe selon (p,q), et
S T’ensemble de ses points saillants.

Définition 2.4.6 Un saillant quadré est un couple (M i) ou M est un point saillant de
E eti € {0,...3} est tel que Ri(M)NE = {M}. Si M est un point saillant alors le
nombre de points quadrés (M i) est appelée multiplicité du point saillant.

La définition des points saillants entraine que tout point saillant M peut étre vu comme
un point quadré (M,i) mais ce point quadré n’est pas forcément unique, par exemple si
p=2x,9=y,E={(0,0),(1,0)} alors au point (0,0) on peut associer les trois points quadrés
((0,0),i) ot i # 2. Notons S’ ’ensemble des points saillants quadrés de E.

Définition 2.4.7 Deuz saillants quadrés (Ai) et (B,j) sont conséculifs si on a une des
s1z conditions

—i=j=0¢et Ry(N)NE =2 ou N = (max(p(A),p(B)) — 1,max(q(A),q(B)) — 1).

~i=j=1let Ry(N)NE = ot N = (min(p(A4),p(B)) + 1, max(q(A),q(B)) — 1).

—i=j=2et Ry(N)NE =2 oo N = (min(p(A),p(B)) + 1, min(q(A),q(B)) + 1).

-i=j=3et R3(N)NE =2 ou N = (max(p(A),p(B)) — 1,min(q(A),q(B)) + 1).

- {i,5} = {0,1} ou {i,j} = {2,3} et ¢(A) = ¢(B) et E est inclus dans un demi-plan
de frontiére ¢ = q(A).
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- {ig} = {1,2} ou {i,j} = {3,0} et p(A) = p(B) et E est inclus dans un demi-plan
de frontiére p = p(A).
Dans ce cas on note ACONSB.
Si on a l'une des deux derniéres conditions on dit que [AB] est un pied de E.
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SBEEEL par définition de la consécutivité

A
F1G. 2.5 — Les deux cas de consécutivité a rotation pres

On a donc muni S’ d’un structure de graphe. Par exemple si on considére les directions
p =1z et ¢ =y et 'ensemble E de la figure 2.6 alors les seules relations de consécutivité
sont :

(4,0)CONS(A4,1)CONS(C,1)CONS(D,1)CONS(E,2)CONS
(E,3)CONS(C,3)CONS(B,3)CONS(A,0)

La relation CONS définit donc un cycle sur S’. En fait c’est vrai en général.

(B,3) — (E2)
/ |

I E (C.3) (D,1)
D

C (Bv?’)/ (C’l) /
BI \ /
A )

A (4,0) — (Al

F1G. 2.6 — Un ensemble E @Q)-convexe selon p = x et ¢ = y et son cycle des points saillants
quadrés. (Dans cet exemple tous les points de E sont saillants)

Proposition 2.4.8 Le graphe (S, CONS) est un cycle.
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Démonstration: Considérons les 4 ensembles S; = {M : (M,i) € S'}.

On peut mettre Sy sous la forme Sy = {M;, ... M, } avec p(M;) < p(Ms) < ...p(M,).
On a alors forcément ¢(M;) > ... > q(M,). Si il y avait un point dans Ro((p(M;;1) —
1,q(M;) — 1)) alors ce point serait dans Sy ce qui est impossible donc M;CONSM, ;.
De plus M;CONSM; est impossible dés que |i — j| > 2, car M, ou ¢ < k < j est dans
Ry((p(M;) — 1,q(M;) — 1)). Donc on a prouvé que:

Le graphe (S5;,CONS) est donc une chaine. De méme fagon on peut montrer que les
graphes (51,CONS), (S2,CONS) et (S3,CONS) sont des chaines.

Cherchons maintenant les points consécutifs aux points de Sy qui ne sont pas eux-
mémes dans Sy. Si 1 < ¢ < n alors M; n’a aucun point consécutif n’appartenant pas a Sy
car E ne peut pas étre contenu dans un demi-plan de frontiére p = p(M;) ou ¢ = q(M;).

Pour i = 1 on sait que M est le point qui minimise (p,q) pour 'ordre lexicographique.
Soit N le point qui minimise (p, —¢) pour I'ordre lexicographique, le point N est forcément
dans Ss3. Les points de .S sur la droite p = p(M;) sont exactement M; et N. Donc les seuls
points quadrés consécutifs a (M;,0) sont (M3,0) et (N,3).

Finalement on peut montrer qu’il n’y a qu’une seule consécutivité entre Sy et S, une
seule entre S; et S, et une seule entre Sy et S3 et que ces consécutivités se font entre
points extrémaux des chaines S;. On en déduit donc que le graphe (S, CONS) est bien
un cycle. (voir figure 2.7.) O

M, :i

F1G. 2.7 — Points saillants d’un @Q)-convexe
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Points saillants

24.

THYq=r—y

p:

F1G. 2.8 — Deux exemples de ()-convexes
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2.5 Liens avec la connexité

Comme pour la convexité totale, la Q-convexité n’entraine aucune des connexités
discrétes. (voir figure 2.8) Dans cette section on va chercher les conditions pour qu’un
(Q-convexe ait aussi des propriétés de connexité.

2.5.1 L’insécabilité

Dans le premier exemple de la figure 2.8, on peut remarquer des droites horizontales ou
verticales qui ne contiennent aucun point de I’ensemble. Les ensembles insécables n’auront
pas cette propriété.

Définition 2.5.1 Soit E une partie de Z*, p une direction, pmin = inf{p(M) / M € E}
et pmax = sup{p(M) / M € E}. On dit que E est insécable dans la direction p si pour
tout v tel que pmin < 1 < pmax la droite p = i contient au moins un point de E.

Les ensembles connexes sont toujours insécables dans certaines directions:
Proposition 2.5.2 - Si E est 8-connexe alors il est insécable pour les directions x,y.

- Si E est 6-conneze alors il est insécable pour les directions x,y,x —y

— 51 E est 4-connexe alors il est insécable pour les directions x,y,x + y,x — y.

Démonstration: Démontrons la premiére affirmation avec la direction p = z. Soit xmin =
inf{p(M) /| M € E}, xmax = sup{p(M) / M € E} et une droite D d’équation x =
xo avec zmin < xo < rmax. L’ensemble Z? \ D a deux composantes 8-connexes qui
contiennent chacune des points de E, donc F contient forcément au moins un point sur
cette droite.

Les autres cas se montrent de la méme fagon car les ensembles Z2 \ {y = cste},
Z2\{zx—y = cste}, Z*\{x +y = cste} ne sont pas, respectivement 8-connexe, 6-connexe,
4-connexe. O

2.5.2 Directions horizontales et verticales

Maintenant on va prendre les directions verticales (p = z) et horizontales (¢ = y). La
HV-insécabilité, la Q-HV-convexité, les HV-saillants désignent respectivement 1’insécabi-
lité, la Q-convexité, les saillants selon les directions horizontales et verticales.

2.5.2.1 8-connexité

Le théoréme suivant donne une caractérisation des ensembles HV-convexes et 8-connexes.

Théoréme 2.5.3 Soit E une partie de 72 alors les deuz propriétés suivantes sont équi-
valentes :

— L’ensemble E est HV-convezxe et 8-connexe.
— L’ensemble E est ()-HV-convexe et HV-insécable.
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Démonstration:

— Supposons que E est HV-convexe et 8-connexe.
D’aprés la proposition 2.5.2 on sait que E est insécable selon les direction {x,y}.
Il reste & prouver que E est Q-HV-convexe. Soit M un point de Z? tel que chaque
R;(M) contienne un point A; de E.
Notons A; = R; N R; ;1. En considérant un 8-chemin entre A; et A;; on sait qu’il y
a un point B; € (A;_1 UA;) N E. (voir figure 2.9) Supposons qu’il existe k et [ tels

R3(M)
Ro (M)
A. A
°
3 2 s
q = q(M) JAY:] M A
°

Ag Ap Ay

°
Ro (M) Ry (M)

p = p(M)

F1G. 2.9 — Pourquoi M est-il dans E ?

que By, € Ag et By € Ay, alors nous savons par V-convexité que M € E.
Supposons que pour tous k on ait B € Ag. On a alors By € A; et By € Az et donc
par H-convexité M € F.

De la méme fagon si pour tous k By & A, alors on sait que By € Az et By € A; et
donc par H-convexité M € F.

Dans tous les cas on a M € FE et donc E est Q-HV-convexe.

— Supposons maintenant £ Q-HV-convexe. On va montrer la propriété suivante:
“Si A et B sont deux points de F il existe un 8-chemin reliant A et B inclus dans
E”
On va faire une récurrence sur max(|za — zp|,|ya — ys|). Supposons la propriété
vraie pour tous A,B tel que max(|za — zg|,|lya — yp|) < . Soient A et B tels que
max(|za — zp|,|lya — ys|) < I+ 1. On suppose par exemple que 4 < zp et que
ya < yp. Soit Ay(za,ya+1), As(xa+ 1ya), As(za + 1,ya+1). S'il existe un A; tel
que A; € E alors d’aprés la récurrence on a bien un chemin entre A et B .
Supposons donc que A € F, Ay ¢ £, A3 € E.
Comme E est V-insécable il existe un point M tel que xy, = x4 + 1. Si yyr < ya
alors A, € E par Q-convexité contradiction. Donc y,; > y4. De méme il existe un
point N tel que yy = ya + 1 et xy > x4. Mais alors A € Ry(A43), M € R3(Aj3),

B € Ry(A3), N € R1(A;3) et donc Az € E contradiction. (voir figure 2.10)
Od

Le probléme de cette caractérisation est que ’on ne considére pas seulement des qua-
drants mais aussi des droites. On ne connait donc pas a priori a quoi ressemble un ensemble
de points saillants d’'un HV-convexe 8-connexe. En fait la proposition suivante permet de
résoudre ce probléme.
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F1G. 2.10 — Le début du chemin entre A et B

Proposition 2.5.4 Un ensemble E est HV-convere 8-connexe si et seulement si il est
HV-Q-conveze et si pour tout (x,y) € 72 on a les quatre énoncés suivants :

EN(Ro(z,y) URs(z+ 1,y)) = @ = (ENRy(z,y) = D ou EN R3(xy) = 9)

EN(Ry(xy)URy(zyy+1)) =0 = (ENRy(xy) = ouEﬂRg(x,y) = Q) (2.3)

EN(Rs(zy) UR(z+ 1y)) = @ = (EN Ry(z,y) = @ ou EN Ry(xy) = 2) '

EN(Ri(xy)URs(xy+1)) =0 = (ENRy(x,y) = ou EN Ry(z,y) = )
Démonstration:

= Soit E un ensemble 8-connexe. Supposons que F N (Ro(z,y) U Re(z + 1,y)) =
L’ensemble Z*\ (Ro(z,y)URy(x+1,y)) a deux composantes 8-connexes R (z+1,y—1)
et R3(z,y+1). L’ensemble E est inclus dans une seule de ces composantes connexes
et donc (F N Ry(z,y) = @ ou EN Ry(z,y) = ). Les trois autres assertions se
démontrent de la méme facon.

< Soit E une partie vérifiant les formules (2.3). D’aprés le théoréme précédent il suffit
de montrer que E est insécable. Soit donc x = i I’équation d’une droite verticale. On
suppose que cette droite ne contient aucun point de F et que ’on a un point A € E
vérifiant x4 < 7 et un point B vérifiant xp > i. Supposons que 'on a y4 < yp.
Comme (i,yg) ¢ E on a R3(i,yg) N E = &. Soit jmin le plus petit entier tel que
R3(i,jmin) N E = @. 1l existe donc un point C' tel que yo = jmin — 1 et ¢ < i.
Comme (i,jmin — 1) ¢ E on a forcément R,(i,jmin — 1) N E = @. Donc on a
A € Ry(i,jmin—1), B € Ry(i,jmin), Ri(i,ymin—1)NE = &, R3(i,jmin) NE = &
contradiction avec

EN(Ri(zy) URs(z,y+ 1)) = = (EN Ry(z,y) = @ ou EN Ry(z,y) = D)

avec x =1 et y = jman. -
Finalement, grace au lemme 2.4.4 on obtient la caractérisation des ensembles de points
saillants des HV-convexes 8-connexes:
Corollaire 2.5.5 Un ensemble S fini est un ensemble de point saillants d’un HV-conveze
8-conneze fini si et seulement si pour tout M dans S il existe i tel que R;(M)NS = {M}
et si S vérifie les formules (2.3).
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2.5.2.2 4-connexité

Avec la 4-connexité on a des caractérisations similaires mais on doit modifier ’adja-
cence des quadrants:
Proposition 2.5.6 Un ensemble E est HV-convexe 4-conneze si et seulement si il est
HV-Q-conveze et si pour tout (x,y) € Z* on a les deur énoncés suivants :

EN(Ry(xy)URy(x+1y+1)) =2 = (FENRi(z,y) = ou EN R3(x,y) = 9)
EN(Ri(x+1y)URy(z,y+ 1)) =2 = (ENRy(z,y) = D ou EN Ry(x,y) = &)

Démonstration:

— Le sens = se démontre comme pour la proposition 2.5.4.

— <= Supposons que E vérifie les formules (2.4). En particulier F vérifie les formules
(2.3) et est donc 8-connexe. Supposons que E n’est pas 4-connexe, il existe donc A
et B dans F qui ne sont pas reliés par un 4-chemin inclus dans F. En considérant
un 8-chemin entre A et B on peut se ramener au cas ou A et B sont 8-adjacents.
Supposons par exemple que A = (z,y) et B = (x + 1,y + 1). Les points (z,y + 1)
et (x + 1,y) ne sont pas dans E. On en déduit que R;(z + 1,y) et R3(z,y + 1) ne

contiennent aucun point de E. Contradiction avec les formules (2.4). .

Cette proposition donne aussi une caractérisation des points saillants des polyominos
finis HV-convexes: un ensemble S est un ensemble de points saillants d’un polyomino
HV-convexe si et seulement si pour tout M dans S il existe i tel que R;(M)NS ={M}
et si S vérifie les formules (2.4). Cette caractérisation avait d’ailleurs été trouvée avant la
définition des Q-convexes.

Les formules (2.4) peuvent aussi étre énoncées en terme de point saillant quadré: si
(Ayi) et (A,i + 2) sont des points saillants quadrés alors l'un des deux couples (A,i — 1)
ou (A,i + 1) est aussi un point saillant quadré. Dans le graphe de consécutivité un point
saillant apparait toujours dans des points quadrés consécutifs. Le cas du point C' de
I’exemple de la figure 2.6 ne peut donc pas se produire. Donc dans le cas des polyominos
Q-convexes selon les directions horizontales et verticales il est inutile les points saillants
quadrés car on peut définir directement un cycle & partir des points saillants.

2.5.3 Extension & 3 directions ou plus

Si D est un ensemble fini de directions, la Q-convexité peut étre généralisée de la facon
suivante :
Définition 2.5.7 E C Z? est Q-conveze selon D si pour tous p,q € D tels que p # q
l’ensemble E est ()-convexe selon p et q.

Avec cette définition on peut généraliser le théoréme 2.5.3 & d’autres ensembles de
directions:

Proposition 2.5.8 Soit D = {z,y,x — y,x + y}. Une partie finie de Z* est 4-conneze
et simplement convexe selon D si et seulement si elle est insécable selon D et @)-convere
selon D
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Lemme 2.5.9 Si E est fini 4-connezxe et simplement convezre selon {x — y,x + y} alors
E est Q-conveze selon {x —y,x + y}.

La démonstration est similaire a celle du sens direct du théoréme 2.5.3.

Démonstration de la proposition 2.5.8: =:1a (1,0)-(0,1)-Q-convexité provient du théoréme
2.5.3 et la (1,1)-(1,-1)-Q-convexité du lemme 2.5.9.

Soit ¢ I'isomorphisme de Z* qui transforme (1,0),(1,1) en (1,0),(0,1) (¢(z,y) = (z —
y,y)). L'ensemble E est 4-connexe donc ¢(FE) est 8-connexe car I'image par ¢ du 4-
voisinage d’un point est incluse dans le 8-voisinage de I'image du point. L’ensemble ¢(E)
est donc 8-connexe et (1,0)-(0,1) insécable (car E est (1,0)-(1,1) insécable) et donc il est
(1,0)-(0,1)-Q-convexe par le théoréme 2.5.3. On en déduit que E est (1,0)-(1,1)-Q-convexe.
On peut faire de méme pour les trois autres couples de directions.

< Soit A et B deux points de E. On fait une récurrence sur dy(A,B) = |z4 — 2| +
lya — yp|- On suppose x4 < xp et ya < yp. Soit A} = (x4 + Lya) et Ay = (x4,y4 + 1).
Par (1,-1)-insécabilité on sait qu'’il y a un point sur la droite (A;A,). Par (1,0),(1,1) et
(0,1)-(1,1)-Q-convexité on en déduit que A; € E ou Ay € E d’ou le résultat par récurrence.

Si x4 = xp ou ys = yp on a le résultat par (1,0) ou (0,1) convexité simple. O

Proposition 2.5.10 Soit D = {z,y,2—y}. Une partie finie de Z? est 6-conneze et convere
selon D si et seulement si elle est Q)-convexe selon D et insécable selon D.

Démonstration: =: Si E est 6-connexe il est a fortiori 8-connexe et donc E est (1,0)-
(0,1)-Q-convexe. L’isomorphisme ¢ : (z,y) — (z — y,y) de Z?* transforme (1,0)-(1,1)-(0,1)
en (1,0)-(0,1)-(—1,1). On en déduit que E est (1,0)-(1,1)-Q-convexe. De méme facon on a
la (0,1)-(1,1)-Q-convexité.

<: Soient A et B deux points de F tel que 1'angle entre (1,0) et AB est strictement
compris entre 0 et 45 degrés. On va construire un (1,0)-(1,1) chemin par récurrence sur
|tp — xa| =25 — 4. Soit A) = (x4 + 1,ya) et Ao = (z4+ 1,ya + 1). Soit M le point de
FE situé sur la droite x = x4 + 1.

Si yy < ya alors par (1,0)-(0,1)-Q-convexité on a A; € E. Siyy > ya, par (1,0)-(1,1)-
Q-convexité c’est Ay qui dans E. (voir figure 2.11) On a donc A; € E ou A, € E.

o

/ A

F1G. 2.11 — Le début du chemin entre A et B.
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Supposons donc que A; € E. L’angle entre (1,0) et fTB> est dans l'intervalle ]0,45°] car
s’il était plus grand que 45°, alors les droites y = y4 et © —y = xp — yp ne se couperaient
pas en un point de Z2. Si cet angle est exactement égal a 45° alors la droite (A;B) est
elle-méme un 6-chemin entre A; et B et donc on a bien un 6-chemin entre A et B. Sinon
d’aprés la récurrence il existe un 6-chemin entre A; et B qui peut étre prolongé en un
chemin entre A et B.

Si A; € E on montre de la méme fagon qu’il existe un 6-chemin entre A, et B qui se
prolonge donc en un 6-chemin entre A et B.

Les autre cas s’en déduisent par symétrie. O

2.6 Liens avec la convexité totale

Contrairement a ce qui se passe avec la 2-convexité le lien entre la Q-convexité et la
convexité totale est trés simple:
Proposition 2.6.1 Soit E une partie de Z2. Les deuz propositions sont équivalentes :

— L’ensemble E est totalement convexe.

— Pour toutes directions rationnelles p et q, l’ensemble E est @Q-convexe selon (p,q).

Démonstration: I’implication = est claire.

Pour I’autre sens considérons un ensemble £ Q-convexe selon tout couple (p,q). D’aprés
la proposition 1.1.4 il suffit de montrer que tout point M intérieur & un triangle ABC
ou A,B,C € E est aussi dans F. Si M est sur 'un des cotés du triangle, comme FE est
(Q-convexe selon tous les couples de directions, il est a fortiori 2-convexe et donc M € E.

Sinon on considére le couple de directions (p,q) ou p est la direction de (AM) et ¢
est la direction de (BM) et tel que ¢(A) < q(M) et p(B) < p(M). Pour tout ¢ # 2 on a
R;(M)N{A,B} # @. On a forcément p(C') > p(M) car sinon le triangle ABC est dans le
demi-plan de frontiére p = p(M) et donc M est sur un des cotés de ABC contradiction.
De méme ¢(C) > q(M). Donc C € Ry(M) et M € E par Q-convexité selon (p,q). (voir
figure 2.12) O

On peut maintenant étudier les points saillants des polyominos totalement convexes:
Proposition 2.6.2 Si E est un polyomino totalement convexe alors deuzx points HV-
saillants consécutifs A et B de E vérifient toujours |xa —xp| <1 ou |ya — yp| < 1.

Démonstration: Si [AB] est un pied on x4 = x5 ou y4 = yp. On peut donc supposer qu’il
existe i tel que R;,(A)NE = @ et R;(B) N E = @. On suppose par exemple i = 0 et
p(A) < p(B). Soit N = (xp,ya) et N' = (xp — 1,ys — 1), comme A et B sont consécutifs
on sait que Ry(N') N E = &. Puisque A et B sont reliés par un 4-chemin on a que
[ANJU[BN]| C E.Doncsi |[ta—xp| > 1et |ya—yp| > 1. alors (xa—2,y5),(xa,yp—2) € E,
donc par convexité (x4 — 1,yp — 1) € E contradiction avec Ro(N')NE = &. O

En fait dans le graphe de consécutivité des points HV-saillants un point est toujours
compris entre deux sommets (voir section 1.1, les sommets sont des saillants particulier).
Plus exactement si A et B sont deux tels sommets vérifiant Ry(A)NE = {A} et Ro(B)N
R={B}et 0 <yp—ya < xp—x,4 alors les points saillants entre A et B sont exactement

les points S; = <xA +1,94 + [MD pour 0 < i < zp — x4. (voir figure 2.13)

TB—TA
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F1G. 2.12 — Pourquot La Q)-convexité selon toutes les directions entraine-t-elle la convezité
totale ?

2.7 Les Q-convexes forts

Dans ce paragraphe D désigne un ensemble de directions rationnelles.

L’enveloppe Q-convexe selon plus de deux directions est assez difficile a calculer. En
effet si E est une partie finie de Z? en effet QCONV,,(QCONV,,.(QCONV,,(E))) n’est
pas forcément Q-convexe selon les couples (p,q) ou (gq,r). (voir figure 2.14.) Il faut donc
effectuer 'opération E +— QCONV,,(QCONV,.(QCONV,,(E))) jusqu’a ce qu’il n’y ait
plus de modifications. Ce qui peut étre assez long.

I1 faut essayer de définir la Q-convexité de facon plus globale sur toutes les directions.
Pour cela il faut d’abord essayer de redéfinir les quadrants pour des ensembles de plus de
deux directions.

2.7.1 Définitions

Définition 2.7.1 Un ASP (presque-demi-plan, almost-semi-plane) selon D est un I1 =
RPY(M) tel que pour chaque direction d de D il existe une demi-droite de direction d et
d’origine M et contenue dans 11

En fait un ASP est un élément maximum dans I’ensemble {RY?(M) | p,q € D} ordonné
par l'inclusion. Un ASP peut aussi étre vu comme un demi-plan auquel on a enlevé un R
minimal. Le nombre d’ASP autour d’un point M est en fait égal au nombre de demi-plans
de frontiére dans D est passant par M; il y a donc 2 |D| ASP autour d’un point M. La
propriété pour RY!(M) d’étre un ASP ne dépend pas de M.

On note Ap (ou méme A) I'ensemble des (i,p,q) tels que RY? est un ASP.

Cette nouvelle notion permet de définir la Q-convexité forte:

Définition 2.7.2 Un Q-conveze fort (ou ensemble fortement Q-conveze) est un ensemble
E tel que pour tout point M & E il existe un ASP 11 tel que ENII = @.

L’intersection de deux Q-convexes forts selon D est encore fortement (Q-convexe donc
on peut définir 'enveloppe Q-convexe forte d’une partie de Z?2.
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F1G. 2.13 — Points HV-saillants d’un polyomino totalement conveze.

Comme prévu cette enveloppe se calcule beaucoup plus facilement que 1’enveloppe
Q-convexe selon plusieurs directions:

Proposition 2.7.3 L’enveloppe Q-conveze forte selon D d’une partie E de 7Z* (notée
QCONVFORTp(E)) est donnée par:

QCONVFORTp(E) = {M |V(ipq) € A RMM)NE # o}

Cette enveloppe Q-convexe forte peut donc se calculer en temps linéaire en fonction de la
taille du polygone A = {M € Z? : Vp € Dminycpp(N) < p(M) < maxyer p(N)}.

2.7.2 Liens avec la Q-convexité

Quand D ne contient que deux directions, la Q-convexité forte selon D est équivalente
a la Q-convexité. Cette équivalence ne se généralise pas pour trois directions. En effet
I'ensemble de la figure 2.16 est Q-convexe selon D = {z + 3y,z,2x + 3y} mais il n’est pas
Q-convexe fort selon les mémes directions.

Le lien avec les Q-convexes est un peu plus compliqué. Pour cela on va encore définir
d’autres régions de Z?: si p,q,r sont trois directions de D et si 7 = ap + B¢ avec a > 0 et
£ > 0, alors les 6 régions délimitées par les 3 droites de direction p,q,r et passant par un
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Q- -0 7 $—§—O—Q
o @ o ° o o ° o o
E E) Es = QCONV,,.(E,) Es=QCONV,.(E2) E4=QCONV,,(Es)

T

Fi1G. 2.14 — Calcul de ’enveloppe @Q)-convezre selon {p,q,r} d’un ensemble E avec p =

3r—2y,q==x,r=1.

RI™(M RE"( RPY(M)

RPQ( )

.M
Rqr RPT
F1G. 2.15 — Les 6 types d’ASP pour D ={p,qr}, p=z,q=y,r=x+y.

point M sont notées:

Vo' (M) = {N / p(N) < p(M) et ¢(N) < q(M)} = Ry*(M)
V(M) = {N / p(N) = p(M) et r(N) <r(M)} = RY" (M)
Vi (M) ={N / q(N) < p(M) et r(N) = r(M)} = R (M)
Vi (M) = {N / p(N) = p(M) et q(N) > q(M)} = Ry"(M)
VI (M) = {N / p(N) < p(M) et r(N) > r(M)} = Ry’ (M)
Ve (M) ={N / q(N) = q(M) et r(N) < r(M)} = R (M)

Sionn’apasa>0et >0, on a les définitions suivantes

-~ Sia>0et 3<0,0ona V" =1nr"

- Sia<0et3>0,onaVP =1

-~ Sia<0et 8<0,0naVir=yre—"

En fait les Q-convexes forts sont les Q-convexes qui vérifient une petite condition
supplémentaire :
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o (e} (] (] (] (] o

F1G. 2.16 — Un ensemble Q-conveze selon D = {x + 3y,x,2x + 3y} mais qui n’est pas
Q-convexe fort selon D.

r=r(M)
Va (M)
V3 (M)
Vs (M)
q = q(M) M
Vo (M) Va(M)
Vi (M)
p = p(M)

Fi1G. 2.17 — Les 6 régions VP pour p=x,q=y, r =z +y.

Proposition 2.7.4 Un ensemble E est fortement Q-convexe si et seulement si il est
Q-conveze et pour tous p,q,r € D, k € {0,1}, M € Z*? on a

ViVl (M)NE #@)= M€ E (2.5)

Démonstration: = On suppose que F est fortement Q-convexe. Pour tout M ¢ E il y a
un ASP (et donc un quadrant) qui ne contient aucun point de E. On ne peut pas avoir
ViVyi N E # & car un ASP contient toujours deux V; consécutifs.

= Maintenant supposons que E est Q-convexe et vérifie la seconde propriété. Soit
M ¢ FE et soit IT un R (M) disjoint avec E et maximum pour 1'ordre partiel suivant :

RY(M) < RP(M) ssi RM(M) C R¥(M) ou R',(M) C R¥(M)

Supposons que IT = R?(M) n’est pas un ASP. 1l existe donc une direction r telle que
IT= R* = V". Les régions V7] et V"] contiennent un point de £ car sinon II n’est pas
maximum. Si Vs = R{, ne contient pas un point de £ alors, & cause de la définition de
< les ensembles V7, et V") contiennent aussi un point de £ ce qui est impossible par
(p,r)-Q-convexité. Donc V| (M), V% (M), V2 (M) contiennent un point de E et donc
M € E contradiction. O

Par exemple dans la figure 2.16 le point M vérifie bien la formule (2.5), pourtant M n’est
pas dans I’ensemble, donc cet ensemble n’est pas Q-convexe fort.

On va voir maintenant que la Q-convexité forte est une notion légérement plus forte
que la Q-convexité, en effet si on ajoute quelques hypothéses alors on a équivalence entre
la Q-convexité forte et la Q-convexité.
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2.7.2.1 Avec ’insécabilité

Comme pour la connexité (section 2.5) I'insécabilité va nous permettre de rendre
plusieurs notions équivalentes:
Proposition 2.7.5 St D est un ensemble de directions rationnelles et E un ensemble
insécable selon une direction p € D alors les trois propositions suivantes sont équivalentes :

1. E est Q-convexe selon les couples (p,q) pour tout q € D.

2. E est Q-convere selon D ie E est Q-conveze selon tous les couples (q,r) € D?.

3. E est Q-convexe fort selon D.

Démonstration:

(1)= (2) (due & Sara Brunetti [BD00]). Soit donc ¢ et  deux directions différentes de p et M
un point qui n’est pas dans E. On va montrer qu’il existe un quadrant de directions
q,r autour de M qui ne contient aucun point de M. Si E est compris dans un demi-
plan de frontiére p = p(M) c’est clair. Sinon comme E est insécable on sait que la
droite p = p(M) contient un point N de E. Quitte & remplacer ¢ par —q et r par

—r on peut supposer que p = aq + [Br avec a > 0,4 > 0.
— Supposons ¢(N) > g(M). Comme N € Ry(M)NR3(N) ona R (M)NE = & ou
RV (M)NE =@.0nap=aq+praveca>0,0>0et p(M)=pN),q(N)>
q(M) donc r(N) < r(M). Comme E est Q-convexe selon (p,r) on en déduit
que RY'(M)NE = @ ou Ry (M)NE = @. Comme RI'(M) C Ry (M) et
RY (M) C RY' (M) et RY (M) = R} (M) U RE (M) on peut toujours trouver i

tel que R (M) N E = @. (voir figure 2.18)

" r = cste
r = cste
N jRIIW
Pq Pq qr
R3 R2 Rl RgT
q = cste Rgr o q = cste
M RST Rgr M
RY R "
RP” R3
3
p = cste p = cste

F1G. 2.18 — On a bien R (M) C RS (M), RI' (M) C RY' (M), et RY (M) = R (M) U
RE"(M) lorsque p = aq + Br avec a > 0,3 > 0.

— Le cas ¢(N) < q(M) est similaire.

(2)= (3) il faut montrer que E vérifie la caractérisation de la proposition 2.7.4. Soit donc
q,r,s trois directions de D, k € {0,1} et un point M qui vérifie

(Vi Vi (M) N E # 2)

On va supposer que M ¢ E donc par (simple) Q-convexité on a (Vi V', ((M)NE =

). Comme E est insécable dans la direction p, cette derniére ne peut pas étre dans
{q,r,s}. Soit N le point de E sur la droite p = p(M). On peut supposer par exemple
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que N € Vi dans ce cas la on a k = 0 et donc M € E par Q-convexité selon (p,s)

contradiction. (voir figure 2.19)
O

s =s(M) 9]
r = (M)
@)
N
p=p(M)

q=q(M)

F1G. 2.19 — L’insécabilité selon p entraine la ()-convexité forte

2.7.2.2 Avec le déterminant

Proposition 2.7.6 SiD = {p,q,r} est un ensemble de trois directions tel que | det(p,q)| =
1 et E une partie de Z? alors E est Q-conveze fort selon D si et seulement si E est Q-
convezxe selon D.

Démonstration: Soit D = {p,q,r} tel que | det(p,q)| = 1 et E un Q-convexe selon D, on
suppose comme précédemment que I'on a un point M tel que (Vi V3% (M) NE # @)
et (Vi Vi ,1(M)NE = @). On suppose pour simplifier k& = 0 et r = ap + Bq avec
a>03>0.Soit Ae VM(M)NE, Be VI (M)NE, C eV (M)NE.

Soit N tel que p(N) = max(p(A),p(C)) et (M) = q(N). Le point N est dans Z? car
| det(p.q)| = 1.

- Sip(A)

p(C) alors par (p,r)-convexité N € E.
- Sip(4) <p

>
< p(C) par (p,q)-convexité N € E.

Dans tous les cas il y a contradiction avec V7" (M) N E = & (voir figure 2.20) O

Si on a plus de trois directions, la proposition précédente et la caractérisation 2.7.4
montrent que pour avoir 1’équivalence Q-convexité forte — Q-convexité il suffit que pour
tout triplet de directions on en a deux dont le déterminant est 1. Par exemple les notions
sont équivalentes pour un ensemble de directions de la forme D = {(1,0),(0,1),(a,1),(1,b)}.

Par contre la proposition précédente ne s’étend pas a 4 directions: il existe des en-
sembles D a 4 directions qui contiennent deux directions dont le déterminant est 1 et pour
lesquels la Q-convexité forte n’est pas équivalente la Q-convexité. (voir figure 2.21)
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r=r(M) r=r(M) Co
@)
q=q(M) M q=q(M) N M

@) @)

B B

A A
@)
p=p(M) p=p(M)
Cas p(4) > p(C) Cas p(4) < p(C)

F1aG. 2.20 — Pourquoi a-t-on toujours N € E ?

2.7.3 Points saillants des Q-convexes forts

La définition des points saillants dans le cas de plus de trois directions est pratiquement
la méme que dans le cas de deux directions:
Définition 2.7.7 Un point M est un point saillant de E selon les directions de D si M
n’est pas dans l’enveloppe Q-conveze forte selon D de E\ {M}.
Gréace a la proposition 2.7.3 on peut dire que les points saillants d’un Q-convexe fort
sont les points M tels qu’il existe un ASP IT autour de M tels que [INE = {M}.

On a un analogue de la proposition 2.4.3 pour les Q-convexes forts:
Proposition 2.7.8 Tout Q-convezxe fort fini est ’enveloppe Q-conveze forte de ses points
saillants.
La démonstration est la méme que celle de la proposition 2.4.3: tous les ASP autour de
chaque point M de ’ensemble contiennent un point saillant.

Remarque 2.7.9 Cette propriété est fausse pour les ()-convexes non forts: un ensemble
Q-convexe n’est pas forcément ’enveloppe @)-convexe des points qui ne sont pas dans
l’enveloppe @Q-conveze des autres points. Voir figure 2.22.

On peut aussi définir la consécutivité. Pour cela on considére
S ={(M,ipyq) : (ipq) € Aet RFY(M)NE} £ {M}

Deux quadruplets (A,i,p,q) et (B,j,p’,q") sont consécutifs si on est dans I'un des deux

cas:

- (4,p,q9) = (3,0',¢") et le quadrant RY? dont les bords contiennent A et B ne contient
des points de E seulement sur ces bords (comme dans les 4 premiers cas de la
définition 2.4.7)

— Les ensembles {p,q} et {p’,¢'} ont exactement un élément commun r, on a r(A) =
r(B), E est inclus entiérement dans un des demi-plans de frontiére r = r(A) et
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F1G. 2.21 - L’ensemble E = {(0,0),(2,0),(1,4)} est Q-conveze selon D = {2z — 3y,4x +
3y,3x—2y,—x+2y} mais n’est pas Q-conveze fort selon D, pourtant det(2x—3y,—x+2y) =
1.

RP(A) et R'7(B) sont inclus dans Pautre demi-plan de frontiére r = r(A). Dans
ce cas on dit que [AB] est un pied de E.
(voir figure 2.23)
On a muni S une structure de graphe, comme dans le cas de deux directions ce

graphe est un cycle (voir figure 2.24). La démonstration est similaire, on doit définir 2|D|
ensembles SP* = {M : (M,i,p,q) € S'}.

F1G. 2.22 — Un ensemble Q-convexe qui n’est pas l’enveloppe ()-convexe d’un ensemble
minimum de points
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F1G. 2.24 — Points saillants d’un @Q-conveze fort
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F1G. 2.25 — Un Q-conveze fort selon {z,y,x — y}.
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Chapitre 3

Fonctions convexes discrétes

Dans ce chapitre on va étudier les fonctions convexes de Z™ dans R. Leur homologues
du continu, les fonctions convexes de R"™ dans R jouent un role trés important en ma-
thématiques, en particulier en optimisation. Comme pour les ensembles on a plusieurs
possibilités pour la définition de la convexité « discréte ». On va choisir celle qui res-
semble le plus a la convexité continue. Certaines preuves de ce chapitre peuvent paraitre
classiques mais en fait elles sont nécessaires si veut avoir une notion intrinséque de fonction
convexe discréte.

Les résultats de ce chapitre nous serviront dans le prochain chapitre sur les points
médians.

3.1 Définition, premiéres propriétés

3.1.1 Convexité

Définition 3.1.1 Une fonction f de D C Z" dans R est une fonction conveze si et
seulement si pour tous Ay, ..., Api1 € D et tous Ay, ...\, réels positifs de somme 1 on a

n+1 n+1 n+1
Z \AieD = f <Z )\iAi> < Z Aif(As).
i=1 i=1 i=1
Par exemple la restriction & Z™ d’une fonction convexe de R™ vers R est convexe.

Proposition 3.1.2 Si f est une fonction convere définie sur un ensemble D C Z" dans
R et Aq,... A, € D des points de Z" alors

Cette proposition justifie la définition des fonctions convexes. Par contre cette propriété
n’est pas vraie pour les fonctions qui vérifient simplement f(Ajzq + Aoxs) < Ay f(z1) +
Ao f (z2): par exemple si on considére la fonction définie sur £ = {(—1,—1),(1,0),(0,1),(0,0)}

47
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par f(0,0) =1 et f(x,y) =0 si (z,y) # (0,0). Encore une fois la définition du continu ne
fonctionne pas dans le discret !

Démonstration: La démonstration de cette proposition est basée sur celle du théoréme de
Carathéodory (voir [Ber90, 11.1.8.6]) On va démontrer la proposition par récurrence sur
k. Pour k < n + 1 c’est la définition. Supposons que la propriété soit vraie tout k&' < k et
que k >n+1

Soit A1,As, ..., A € D des points de D et A, ... ,\; des réels tous non nuls de somme
1 et M =) . \x;, on va montrer que M est un barycentre de & — 1 points parmi les A,
de deux fagons différentes. (lemme du cerf-volant, voir figure 3.1).

Fi1G. 3.1 — Le point M est dans conv(A,B,C,D), mais il est aussi dans conv(A,B,C')
et dans conv(A,B,D), et toute coordonnée barycentriqgue de M dans (A,B,C,D) est une
combinaison positive des coordonnées de M dans (A,B,C) et de celles de M dans (A,B,D)

On a k > n+ 2 donc la famille (A4;);<;<; de points de Z™ C Q" est affinement dépen-
dante. On en déduit I'existence de rationnels aq, ... ,a4 tels que > a; =0 et Y a; A; = 0.
Soit i; et iy tels que

Aiy : Ai Aiy Ai
TM=———=mmyjf{—1_, To = ——=max|{——].
(o7 ;<0 Q; A, a; >0 Q;

On am <0< 7. Pour tout 7 on a

k
M = Z (N +7ay)A
=1

mais en prenant 7 € [11,73] on a \; + T7a; > 0 pour tout ¢ et de plus A\;; + 7oy, = 0 et
Aiy, + T, = 0 donc d’aprés 'hypothése de récurrence on a:
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71(3.2)—72(3.1)
T1—T2

En faisant on obtient

PO < 3 Af(ag + MRt Rn) gy Tl T R0w) g

™ — T2 T — T2
11,02

141,02
Ce qui est I'inégalité voulue. O

Définition 3.1.3 Si f est une fonction de D C Z" alors l’épigraphe de f est la partie E
de Z x R définie par:

E={(My) : MeD ety> f(M).

Proposition 3.1.4 Soit f une fonction de D C Z" vers R alors les 3 propositions sui-
vantes sont équivalentes

1. la fonction f est une fonction conveze.
2. Uépigraphe E est conveze c’est & dire E = convga+1(E) N (D x R).

3. il existe une fonction conveze g de conv(D) C R™ vers R telle que f est la restriction
degaD.

Démonstration:

~ (1) = (2). Soit (M,y) € convgn+1(E)N (D x R). On est dans R"*!| donc on sait que
(M,y) est barycentre de n + 2 points de F, il existe donc des points A; € D et des
coefficients positifs A\; de somme 1 tels que:

n+2 n+2

i=1 i=1

mais d’aprés la proposition précédente appliquée avec k = n + 2 on sait que

n+2

f(M) < Z)\if(Ai) <y

et donc (My) € E.
—~ (2) = (3). On prend g(x) = min{y : (z,y) € convE}.

- (3) = (1) Clair.
O

Cette proposition montre donc que 1’étude d’une fonctions convexe discréte se raméne a
I’étude d’une fonction définie sur R™ mais ce n’est pas forcément une bonne idée.
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3.1.2 Convexité stricte

Définition 3.1.5 Une fonction de D C Z" dans R est une fonction strictement convezxe
si et seulement si pour tout Ay,..., A1 € D de Z? et tous \i, ...\, réels positifs de

somme 1 on a
n+1 n+1

M:Z)\iAig{Al Ap} = f(M Z)\f
i=1

Si f est une fonction strictement convexe alors on peut refalre la preuve de la proposition
3.1.2 en remplagant les inégalités (3.1) et (3.2) par des inégalités strictes. On obtient donc:
Proposition 3.1.6 Si f est une fonction strictement convere de D C Z" dans R et si
Ay, ... Ar € D sont des points de Z" pondérés par \i,...,\, réels positifs de somme 1
alors

k
M=) NA €{A.. A} = f(M ZAf
=1

On pourrait aussi essayer de trouver la version « stricte » de la proposition 3.1.4, mais la
fonction g devra étre a priori une interpolation de degré 2 de f.

3.2 Cas de la dimension 1

Si f est une fonction définie sur un intervalle [a,b] de Z (a et b peuvent étre infinis)
alors D?f désigne la fonction définie sur [a + 1,b — 1] par

D*f(i) = f(i+1) = 2f(i) + f(i = 1)
Proposition 3.2.1 ~ La fonction f : [a,b] — R est conveze si et seulement si D*f (i) >
0 pour tout i € [a+ 1,b— 1].
— La fonction f : [a,b] — R est strictement conveze si et seulement si D f(i) > 0 pour
tout i € [a+1,b—1].
Démonstration: Si D*f(z) <0 ona f(z) < W et donc f n’est pas convexe.
Supposons que D?f(x) > 0 pour tout z. Si on a < i < j < b on peut faire les calculs
suivants :

fli+2)—fi+1) =f(i+1)—f(')+D2f(i+1)
f+1) = f(i) = fli+1) - Z D*f(

k=i+1
7j—1

FG) = ) =D (f@ +1) = f(i))
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Demémesia<j<i<bona

ZﬁQ;Linzzf@4-U-—f@)— 2: b jsz@O

T k=gt

Soit z € [z1,75], comme D?f(i) > 0 et d’aprés les formules précédentes on a:

f(z2) — f(x) > fr+1) — f(z) > f(x) = f(z1)
donc
(@ — z1)(f(z2) — f(2)) + (22 — 2)(f(21) — f(2z)) = 0
d’Oﬁ Xro — T r— X
flz) < x:)_ xlf(l‘l) t s xllf(@)

et donc f est convexe.
Pour la stricte convexité il suffit de remplacer les inégalités précédentes par des inéga-
lités strictes. u

3.3 Minima d’une fonction strictement convexe

Une fonction strictement convexe sur R™ atteint son minimum en exactement un point,
on peut essayer de chercher une version discréte de cette propriété. Supposons donc que
f soit une fonction strictement convexe d’un totalement convexe D C Z" vers R.

Dans le cas n = 1, comme f(i + 1) — f(7) est une suite strictement croissante on voit
que f atteint son minimum en au plus deux points qui sont alors forcément consécutifs.

En dimension 2 c’est beaucoup plus compliqué car un point de Z? n’a pas vraiment
de points « voisins » qui seraient conservés par les transformations linéaires de Z? or les
transformations linéaires conservent la convexité des fonctions. On peut néanmoins borner
le nombre de minima d’une fonction de Z? dans R.

Proposition 3.3.1 Si f est une fonction strictement convezre définie sur un totalement
conveze D C 72 alors f atteint son minimum en au plus 4 points. De plus si f atteint
son minimum en 4 points alors ces 4 points forment un parallélogramme.

En fait cette proposition est une conséquence directe du lemme suivant :

Lemme 3.3.2 Soit E une partie de Z? qui vérifie
VAB,C € E conv(A,B,C)NZ*={A,B,C}.

alors E contient au plus 4 points. De plus st E' a exactement quatre points alors E est un
parallélogramme.

En effet les points ot une fonction strictement convexe atteint son minimum vérifient
clairement les conditions du lemme.

Demonstmtwn Soit A,B,C.M quaﬁa} points distincts de E. Supposons d’abord que
| det(AB AC’)| # 1. La famille (AB,AC) n’est donc pas une base de Z2. Il existe donc un
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point N ¢ T = {aA+B+~C | a,B,y € Z,a+ B+~ = 1}. On a alors AN = uAB+vAC

avec u et v non tous les deux entiers. Soit N’ € Z? tel que AN’ = u’AB—HJ’AC’ ounu =u
mod 1 et v =v mod 1.
Siu 4o <1, alors N' € conv(A,B,C). On en déduit que N’ € {A,B,C'} et donc N € T
contradiction. Si v’ + v’ > 1 alors le symétrique de N’ par rapport a (BC) (B + N—’é) est
dans conv(A,B,C), d’ou N € T ce qui est encore une contradiction.

Donc on a M = aA + B + ~vC avec «,8,y € Z,a + 3+~ = 1. On définit alors
trois points ' = —A+ B+ C, B =A—-— B+ C, ("= A+ B — C. Nous allons montrer

B’ € conv{A’,C’ A

A € conv{B,C,M}

B/

N/
’ ’ . 7a
C’ € conv{A",B C C € conv{A,B,M}

B € conv{A,C M}

A’ € conv{B’,C',M}

Fi1G. 3.2 — Ou mettre le point M ?

que M € {A" B',C"}. Supposons donc que ce n’est pas le cas, on a alors les possibilités
suivantes: (voir figure 3.2).
- Sia>1,<0,v<0,alors A € conv(B,C,M) et donc A € {B,C,M}, impossible
- Sia<0,8>1,7<0,alors B € conv(A,C,M) impossible
- Sia<0,8<0,7>1,alors C € conv(A,B,M) impossible.
- Sia<-1,>1,7>1, alors A’ € conv(B,C,M) impossible.
-Sia>1,<—1,7>1, alors B' € conv(A,C,M) impossible.
-Sia>1,>1,7v< —1, alors C’ € conv(A,B,M) impossible.
Donc M € {A",B’,C'}, autrement dit

{A,B,C} C E C {A,B,C,A",B',C"}

On ne peut pas avoir plus d’un point dans £ N {A’,B",C"} car le milieu de deux points
parmi {A’, B’ ,C"} est dans {A,B,C'} ce qui est encore impossible. Donc E est 'un des
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Fi1G. 3.3 — L’ensemble D = {(1,1,1),(2,1,1),(0,1,0),(0,0,1),(0,0,0)} n’est pas inclus dans
les sommets d’un parallélépipéde. Pourtant tout tétraedre a sommets dans D ne contient
aucun point de 73.

parallélogrammes {A,B,C A’'}, {A,B,C,B'}, {A,B,C,C'}. On a donc bien montré que si
|E| > 4 alors |E| =4 et E forme un parallélogramme. O

Remarque 3.3.3 Dans le début de la preuve, pour démontrer que |det(1ﬁ,A_C>')| =1
on aurait pu utiliser le théoréeme de Pick (voir par exemple [GS93]) qui dit que [’aire
(continue) d’un polygone P a sommets dans Z* est égal o I + g —1 ou I et B désignent
le nombre de points entiers respectivement a [’intérieur de P et sur le bord de P.

Remarque 3.3.4 La proposition 3.3.1 ne s’étend pas facilement a la dimension 3. Par
exemple si D = {(1,1,1),(2,1,1),(0,1,0),(0,0,1),(0,0,0)} alors toute fonction constante dé-
finie sur D est strictement convezxe, pourtant D n’est pas inclus dans un parallélépipéde.
(voir figure 3.3)
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Chapitre 4

Les points médians

Dans ce chapitre on va étudier les points médians des parties finies de Z2. Contraire-
ment aux points saillants étudiés au chapitre 2 ces points sont situés vers l'intérieur de
I’ensemble, mais paradoxalement ils n’appartiennent pas toujours a I’ensemble considéré.
Dans [DLNPS98| les auteurs ont montré que les polyominos HV-convexes contenaient
toujours leurs points médians selon les directions horizontales et verticales. Le but de ce
chapitre est de généraliser ce résultat a des directions quelconques.

Dans une premiére partie on va d’abord étudier les propriétés des points médians des
ensembles quelconques ensuite on verra le cas particulier des convexes.

4.1 Définition et premiéres propriétés des points mé-
dians

4.1.1 Définition

Etant donnée une partie finie £ de Z? et une distance d on peut définir une grandeur
D(M) pour tout point M de Z? grace a la formule

D(M)= > d(M,N).

NeFE

Plus D(M) est petit et plus M est proche de I'intérieur de F, ceci améne donc la définition
suivante :

Définition 4.1.1 Un point M de Z? est un point médian d’une partie finie E de 7> pour
la distance d si et seulement si

D(M) = min D(N).

Nez2

Dans ce chapitre les points médians sont toujours liés a une distance linéaire c’est a
dire une distance de la forme:

d(M,N) = alp(MN)| + 8lg(MN)|

95



56 Chapitre 4. Les points médians

ou « et ( sont deux entiers strictement positifs et p et ¢ sont des formes linéaires associées
a des directions rationnelles. Comme dans la section 2.1 on peut mettre p et ¢ sous la
forme:

p=ax+by,q=cr+dy

avec a,b,c,d € Z,pged(a,b) = 1,pged(e,d) = 1, on note aussi comme dans la section
2.1 § = det(p,q) que l'on suppose strictement positif et x désigne I'entier donné par la
proposition 2.1.1.

4.1.2 Projections

On peut voir qu'un point médian ne dépend que du nombre de points de F dans
chaque ligne de direction p ou de direction ¢. Ces nombres seront étudiés en détail dans
la deuxiéme partie de ce mémoire.

Définition 4.1.2 La projection de l’ensemble E selon la direction p (notée X,E ou X,)
est la fonction de Z dans N définie par:

XpE(i) = {N € E|p(N) = i}|.

4.1.3 Caractérisation locale des points médians

Les points médians sont les points qui minimisent la fonction D. Pour vérifier si un
point M est un point médian il faut donc comparer D(M) a la valeur de D pour tous les
points de Z?, on va montrer dans ce paragraphe qu’il suffit en fait que M soit un point
minimum de D sur un petit ensemble autour de M.

Définition 4.1.3 Le voisinage de zéro est l’ensemble (noté N) :

N ={ii|d+0, -6 < pli) <5, -5 < q(@) < 6} U{iE | (p(@).q(@) € {(£5.0),(0, £ 5)}}

F1G. 4.1 — Le voisinage de zéro pour les directions p = 2x + vy et ¢ = v — 2y.
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D’apreés la proposition 2.1.1 on sait que
N = {{Lm) | =6 < Lm <8, (Lm) # (0.0),m = sl [5]} U{(£5.0),(0, £ 5)},
et donc:
N = 4{(Lim) €007 | m =kl [5]}] + 4
=4(0—1)+4
=45

Par exemple avec p =2z +y et ¢ = 2 — 2y, on a 6 = 5 et donc |[N| = 20 (voir figure 4.1).
La caractérisation locale des médians est alors la suivante:

Théoréme 4.1.4 Un point M est un médian de E si et seulement si
Vie N D(M+u) > D(M). (4.1)
Démonstration: On a:

DM)=a Y M)+ 83 1a(MQ)|.

Qer Q€EE

En séparant les termes en p et ¢ on a
D(M) = DP(p(M)) + DQ(q(M))
ou
DP(i) =a ) _|i—i|X,(i),
i€l
DQ() =B i — 71X,
J'EL

On définit alors

So({i,j)) = So(i) = ZXp(i’) =|{M € E | p(M) <i}|,
S1({i,5)) = S1(4) = ZXq(j’) =[{M e E|q(M) < j},
Sa(({i,j)) = Sa(i) = ZXp(i’) =|{M € E | p(M) > i}|,
S3({1,5)) = S3(j) = ZXq(j’) =|{M e E|q(M) = j},
Voir figure 4.2.
On a
So(@) + Sa(i +1) = S1(j) + S3(j + 1) = |E|
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S3(4) = S3(M)

Sol) = So(M) @ (i) = S() a=; o

S1(j) = S1(M)

p=1

F1G. 4.2 — Les nombres S; représentent le nombre de points de E de frontiére paralléle a
p ou q.

et:
DP(i+1) — DP(i) = aZ(|’i 1= = |i =) X, (@)
=a (Z((z‘ 1= ==X+ D (T —i-1) = - z‘))Xp@"))
—a (Z X, (i) + Z —X,,(z"))
— a(So(i) — Sali +1))
Donc
DP(i+1) — DP(i) = Sy (i) — Sa(i + 1)) = a(2S,(i) — | E|) (4.3)
De la méme facon on a:
DQ(j +1) = DQ(j) = B(S1(j) — S3(j + 1)) = B(251(5) — | E]). (4.4)

On en déduit:
DP(i+1) —2DP(i) + DP(i — 1) = 2aX,(i) > 0, (4.5)
DR +1) =2DQ(j) + DQ(j — 1) = 28X,(j) = 0,
on en déduit que DP,D(Q) et donc D sont des fonctions convexes. (voir figure 4.3). En
particulier DP et D() sont des fonctions décroissantes puis croissantes.
Prouvons maintenant le théoréme. Si M est un point médian les conditions (4.1) sont
clairement vérifiées.

Réciproquement, supposons que M = (i,j) vérifie (4.1). Il faut montrer que M est un
minimum global de D. Soit i” et j” les deux entiers vérifiant

signe(i” — i) = signe(s’ — i) signe(j” — j) = signe(j’ — j),
i” Z/[é‘] j// = j/[5]7
o< —i<d —0<j'—7<,
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(voir Fig. 4.3). D’apreés la proposition 2.1.1 il vient j' = i’ [§] donc on a aussi j” = ki” [J]

DP

Dq

-/

ig=e 3 i+s

FiG. 4.3 — Les fonctions DP et DQ).

et donc N’ = (i" j") € Z* Le point N’ est construit pour que N’ € M + N donc on a
DP(@i")+ DQ(j ”) = D(P) > D(M) = DP(i) + DQ(j). Supposons que i’ > i+ ¢, comme
(+6,0) e N, on a DP(i) < DP(i + ).
Comme la fonction DP est décroissante puis croissante et DP(i) < DP(i + 0) la
fonction DP est croissante sur [i + d, + oo[. Donc DP(i) < DP(i+6) < DP(7').
Ona:<¢ <¢+0 donc

DP(i") < max(DP(i),DP(i")) = DP().
De méme si i’ < i — 6 on a aussi DP(i") < DP(i'). Si ' €]i — d,i + [ on a i =i et donc
on a encore DP(i") < DP(7).
De la méme fagon on peut prouver que DQ(j') > DQ(j") et donc
D(N) = DP(i') + DQ(j') = DP(i") + DQ(j") = DP(i) + DQ(j) = D(M)
et D(M) est bien un minimum global de D. O

Prenons deux exemples importants de directions:

— Si on prend les directions p =z et ¢ = y et o = = 1, la distance d est alors la
distance de d; définie par di(M,N) = |xp — xn| + |ym — yn|. Dans ce cas N =
{(£1,0),(0, £ 1)} et donc le point M = (i,j) est médian si il vérifie:

DP(i) < DP(i=1), DP(i) < DP(i+1),  DQ(j) < DQ(j—1),  DQ(j) < DQ(j+1)
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ce qui se récrit

22
2

s < P <s6. si6-n< P <si). (1.6
autrement dit les médians de M sont les points dont les coordonnées sont les mé-
dianes des coordonnées des points de E. (« médiane » a ici son sens statistique).

On retrouve les points médians définis dans [DLNPS98].

— Si on prend les directions diagonales p = v+ y et ¢ = x — y alors la distance
d est égale & 2d,, ou d(M,N) = max(|xy — xn|,|ysr — yn|). Dans ce cas on a
N = {(£2,0),(0, & 2),(£1, £ 1)} et donc M = (i,5) est médian si les 8 inéquations
suivantes sont vérifiées:

So(i—2) 4+ So(i — 1) < |E| < Sp(i) + So(i + 1) (4.7)
S10=2)+ 50 -1 < |E[<5() + 50 +1)

So(i) +51(7) = [E| So(i) + S5(j) = | B

S2(i) + S1(4) = [E| - Sa(i) + S5(4) = |E]|

4.1.4 Le nombre de points médians

On a déja vu que D est une fonction convexe. Si de plus on suppose que F est insécable
alors les égalités (4.5) et la proposition 3.2.1 montrent que la fonction D est strictement
convexe, donc d’aprés la proposition 3.3.1 on a

Proposition 4.1.5 St E est insécable selon les directions p et q alors E admet au plus
4 points médians. De plus st & a exactement 4 médians alors ces médians forment un
parallélogramme.

Grace a la proposition 2.5.2 on en déduit:

Corollaire 4.1.6 Soit E une partie finie de 7>
- Si E est 8-connexe alors E admet au plus 4 médians pour la distance d;.
— Si E est 4-connexe alors E admet au plus 4 médians pour la distance d.

4.2 Appartenance des points médians

Dans [DLNPS98| les auteurs ont montré que les polyominos HV-convexes contiennent
toujours leur points médians pour la distance d;. On va essayer de généraliser ce résultat
a des directions quelconques.

Ce premier lemme donne une condition suffisante pour qu’un quadrant contienne un
point :

Lemme 4.2.1 Si S;(M) + Siy1(M) > |E| alors R;(M) N E est non vide. Si S;(M) +
Sit1(M) > |E| et si R;(M)N E est vide alors E est inclus dans R;_1(M) U R; 1 (M).

Démonstration: Si R;(M)NE = & alors S;(M) + S;11(M) = |(Ri_1(M)UR; .1 (M))NE|.
— C’est impossible si S;(M) + S;41(M) > |E|.
— Cela entraine £ = EN (R;—1(M) U Ri11(M)) si Si(M) + Si1 (M) = |E. O
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Ce lemme trés simple a démontrer va étre primordial dans ce chapitre et surtout dans le
chapitre suivant sur la reconstruction.

Théoréme 4.2.2 Si E et les directions p et q vérifient les trois conditions suivantes :

— L’ensemble E est ()-convexe selon p et q.
— Pour tout point M de Z* et i dans {0,1}, si E est inclus dans (R;(M)U R o(M))\
{M} alors E est inclus dans R;(M) ou dans R; o(M).
— Les directions vérifient 6 = 1 ou (0 = 2,a = [3).
alors E contient tous ses points médians selon p et q.

Démonstration: Soit M un point médian de E qui ne serait pas dans F, comme E est
Q-convexe, il existe ¢ tel que R;(M) ne contient aucun point de E.
Si 6 = 2 alors les points (+1, + 1) sont dans le voisinage /. On en déduit que

DP(p(M) + 1) + DQ(g(N) % 1) = D(M). (4.8)

Sid =1 comme DP(p(M)+1) > DP(p(M)) et DQ(q(M)+1) > DQ(q(M)) on a encore
la formule (4.8).

En réunissant (4.3), (4.4) et (4.8) on voit que S;(M) + S;+1(M) > |E| pour tout
j. En particulier S;(M) + S;11(M) > |E| ou i est tel que R;(M) N E = @. D’aprés
le lemme 4.2.1 on sait que E est inclus dans (R;—1(M) U R;1(M)) \ {M}. D’apreés la
deuxiéme condition on sait que £ C R; (M) ou E C R;;1(M). Supposons par exemple
E C Ri11(M). On a alors S;(M) = 0 et comme S;_1(M) + S;(M) > |E|on a S; (M) =
‘Eﬁ (Rz_l(M) U RZ+2(M))| = |E| donc E C Rz_l(M) U RH_Q(M) Or FC RH_l(M) donc
E est inclus dans la demi-droite R; 1(M) N R;12(M), E est donc un segment de Z? il
contient donc tous ses médians, contradiction avec M & FE. O

Si on oublie une des trois conditions alors le théoréme devient faux comme le montrent
les exemples de la figure 4.4.

Corollaire 4.2.3
- Si E est J-connezxe et HV-convexe alors E contient ses points médians selon d;.

- Si E est 8-connexe et ()-conveze selon x + vy et x — y alors E contient ses points
médians selon d.

Démonstration:
— La premiére condition du théoréme précédent est vérifiée grace au théoréme 2.5.3.
La deuxiéme condition vient du fait que £ N R;(M)\ {M} et EN R;o(M)\ {M}
ne sont pas 4-adjacents. On a 6 = 1 donc on peut appliquer le théoréme précédent.

— On utilise cette fois ci que EN R;(M) \ {M} et EN R;1o(M)\ {M} ne sont pas

8-adjacents.
O

Grace au lemme 2.5.9, on peut appliquer la deuxiéme partie du corollaire aux ensembles
4-connexes et convexes simples selon x + y,x — y.
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DQ 7 —0—.—»—@
DQ
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E n’est pas Q-convexe E est inclus dans un R; U Rij2 @ points de E

O medians de E

On prend a =1, =3

Les directions p = = + y,q = —2z + y vérifient 6 = 3

F1G. 4.4 — Contre-exemples a l’appartenance des médians.
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4.3 Les médians sur chaque réseau.

Le théoréme précédent est assez décevant car les conditions sur les directions sont
beaucoup trop fortes. Une facon de contourner cette condition est d’étudier les médians
sur chacun des § réseaux L; définis dans la section 2.1.1.

En effet sur £; toute droite paralléle & p coupe toute droite paralléle & ¢. On est donc
comme dans le cas § = 1.

Définition 4.3.1 Soit £ un des 6 p-q sous-réseauz. Un point M € L est un p-q médian

sur le réseau L si M est un point médian de ENL pour la distance d(M,N) = |p(MN)|+
—

lg(MN)|.

Comme toute droite de direction p de L se coupe avec toute droite de direction de ¢ on
en déduit que p(M) et ¢(M) minimisent respectivement DP et D@ calculés sur E N L.
Désormais DP et D( sont calculés sur le réseau L.

On a alors le théoréme d’appartenance suivant :

Théoréme 4.3.2 5@ E est un @)-convezxe selon p et q et L est un p-q réseau tel que
ENL# 3 alors:
— 81 DP ou DQ admet un seul minimum alors ENL contient tous ses points médians
— Sinon DP atteint son minimum sur [py,ps] et DQ sur [q1,q2] avec p1 < pa et q1 < ¢a.
Soient A = (p1,q1),B = (p1,42),C = (p2,q2),D = (p2,q1). Les médians de E sur le
réseau L sont les points de L contenus dans le parallélogramme ABCD. St EN L
ne contient pas tous ses médians, alors les médians de E N L qui sont dans E sont
exactement A,C ou B,D.

En particulier EN L contient au moins un de ses points médians.

Démonstration: Soit M ¢ E un point médian de EFNL. On sait qu'il existe ¢ tel que R;(M)
ne contient aucun point de E. Supposons par exemple ¢ = 0. Comme p(M ) minimise DP
et (M) minimise DQ on a DP(p(M)+1) > DP(p(M)) et DQ(q(M)+1) > DQ(q(M))
d’out on déduit comme précédemment que E C R3(M) U Ry (M).

— Si DP admet un seul minimum alors on a en fait DP(p(M) £ 1) > DP(p(M)) et
donc Sy(M) > |—§|,52(M) > |—§| or comme E C R3(M) U Ry(M) on a Sy(M) =
|[EN LN R3(M)| et So(M) = |EN LN R (M)] et donc So(M) + So(M) = |E|
contradiction avec So(M) > @,SQ(M) > |—§|

— Supposons maintenant que 1’on est dans le deuxiéme cas. On a donc p; < p(M) < py

et ¢ < q(M) < go. Comme D P,D() sont constantes sur [py,ps] et [¢1,g2] on en déduit
qu’aucun point de £ N L ne vérifie py < p(N) < p2 et ¢1 < ¢(IN) < g2. Donc seuls
les médians A,B,C,D peuvent étre contenus dans FE.
Comme DP(p; —1) > DP(p1) = DP(p; +1) il y a un point G; € E sur la droite
p = p1 (voir formule (4.5)). Comme E C R3(M)UR;(M) on a g(G1) > ¢2. De méme
il existe G,Gi3,Gy tel que q(Ga2) = qo,p(G2) < p1,p(G3) = p2,q(G3) < q1,9(Ga) =
¢1,p(G4) > po. On en déduit par Q-convexité que B et D sont dans E. Le point A
n’est pas dans F car A € Ry(M). On a p(M) < p, car sinon B € Ry(M), de méme
q(M) > g9 car sinon D € Ry(M). Donc C ¢ R3(M) U Ry (M) D E. Les médians
appartenant a £ sont donc exactement B et D. (Voir figure 4.5)
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Gt

b c

q=q2
Go M
©)

q9=q

A B Gy

G3 Point qui ne sont pas
dans EN L
pP=Dnp1 p=Dp2

F1G. 4.5 — Pourquoi seuls B et D sont dans E ?

O

Il n’y a pas de lien direct entre les médians sur chacun des réseaux et les médians de tout
I’ensemble. (voir exemples de la figure 4.6)

O O
@) @@. D]@ [ ] Median
CXCYOK @@

@ @ () Median sur un réseau

F1G. 4.6 — Ensembles dont les médians globaux sont différents des médians sur un réseau.
Les directions sontp=x+y et =z —y.

En fait cette appartenance avait déja été trouvée par L. Sorri ([Sor97]), mais elle
supposait la 4-connexité et une convexité plus compliquée que la Q-convexité:

Définition 4.3.3 Un ensemble E est S-conveze (conveze selon Sorri) selon la direction
p si pour tous A, B,C,D € E et M € Z? tels que A et B sont 8-adjacents, C et D sont
8-adjacents, [AB|NA # @ et [CD]NA" # @ ou A et A" sont les deux demi-droites
d’origine M et de direction p alors M € E. (voir figure 4.7)

En supposant la 8-connexité cette notion est plus forte que la Q-convexité:

Proposition 4.3.4 5@ E est S-convexe selon deux directions p et q et si E est 8-connexe
alors E est ()-convexe selon p et q.
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A B
°

Fiac. 4.7 — S-convexité

Démonstration: On utilise les mémes idées que pour la démonstration du théoréme 2.5.3.

Soit M un point de Z? tel que tous les R;(M) contiennent un point A, € E. En
considérant un 8-chemin entre A; et A;,; on sait qu’il existe deux points 8-adjacents B;
et B; vérifiant B; € R;, B; € (U, R;. (voir figure 4.8)

Ay q = Cste

@ A . p = Cste
Fi1G. 4.8 — Pourquoi M est-il dans E %

Notons A; la demi-droite R;(M) N R;11(M). On sait que [B;B/]NA; # @ ou [B;B]|N
Aoy # @.

Supposons qu'il existe k et [ tels que [ByB)| N A¢ # & et [B,B]] N Ay # & alors par
S-convexité selon pon a M € F.

Si pour tout k [B,B;] N A, = @ alors on sait que [B1B]|NA; # @ et [ByBj|NA; # &
et donc M € E par S-convexité selon gq.

De méme si pour tout k [ByB;] N Ay = @ alors on sait que [BsBj] N A; # O et
[BaB5) N Ay # @ et done M € E.

Dans tous les cas M € E. O

Remarque 4.3.5 La réciproque est fausse: l’ensemble de la figure 4.9 est 4-connexe et
Q-convexe selon x — 2y et x — 3y mais il n’est pas S-conveze selon la direction x — 2y.
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F1G. 4.9 — Un ensemble 4-connexe et Q-convexe selon {x —2y,x — 3y} mais non S-conveze
selon x — 2y.
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Introduction

1 Tomographie continue (computerized tomography)

La densité d’un objet 3-D peut souvent étre mesurée par une fonction f de R® dans
R. Parfois la fonction f ne peut pas étre trouvée directement mais, par contre, on peut
mesurer 'atténuation d’un rayon qui traverse 1’objet.

Revenons pour simplifier au cas 2-D. Si le rayon est la droite de vecteur directeur
unitaire « et passant par M alors, dans les cas les plus simples, la quantité mesurée pour
ce rayon est exactement :

Xa(M) = /_ T M+t

La fonction X est appelée projection selon la direction de vecteur «. La reconstruction
consiste donc a déterminer f a partir des quantités Xz(M). En 2-D les projections cor-
respondent exactement a la transformée de Radon introduite au début du 20€mesiécle.
Cette transformée a été (et est encore) trés étudiée. La base des méthodes de reconstruc-
tion consiste en des formules d’inversion qui donnent formellement f en fonction des Xj.
(voir par exemple [Tof96]).

2 Tomographie géométrique

Le grand défaut de la tomographie continue est que ’on doit souvent considérer les
projections selon toutes les directions. Un moyen de diminuer ce nombre de directions
est d’imposer des conditions sur f. On peut supposer par exemple que 1'objet cherché
est homogéne. Dans ce cas 1a la fonction f est a valeurs dans {0,1}: c’est la fonction
caractéristique d'un ensemble F.

La projection de E peut alors étre définie plus simplement: la projection selon la
direction p = cste est:

X,(t) = u({M € B : p(M) =1})

ou u est la mesure de Lebesgue de dimension 1.

On peut aussi imposer d’autres contraintes sur £ comme par exemple la convexité.
En 1963, Hammer a posé le probléme suivant: combien de directions sont nécessaires
pour déterminer complétement un ensemble convexe a partir des projections selon ces
directions? (|[Ham63|)

Ce probléme a été résolu complétement en dimension 2: un ensemble de directions
détermine tous les convexes si et seulement si ce ne sont pas les directions des arétes
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d’un polygone régulier & une transformation affine prés (JGM80]). Par contre ce résultat
ne donne pas un moyen de calculer 'ensemble & partir des projections. Des algorithmes
existent malgré tout (|[KKV89|, [Gar95, théoréme 1.2.28|) mais ils ne sont pas encore
satisfaisants du point de vue théorique (|Gar95, note 1.2|).

3 Tomographie discréte

Cette fois-ci on se donne un ensemble E dans Z2. La projection de E selon la direction
p est alors tout simplement le nombre de points dans chaque droite de direction p:

X,E(i) = |{N € E : p(N) = i}|.

Si on a une certaine classe F de parties de Z? alors le probléme de la reconstruction
selon un ensemble D de directions s’énonce facilement :
RECONSTRUCTION(F D).
Donnée : |D| suites ((p;)icz,p € D) a valeurs dans N et & support fini.

Sortie : Un ensemble B € F, si il existe, dont les projections vérifient Vp € DVi €
ZXP@) = Di
On a aussi le probléme décisionnel associé :
EXISTENCE(F,D).
Donnée : | D| suites ((pi)icz,p € D) a valeurs dans N et 4 support fini.
Question :  Existe-t-il une ensemble £ € F dont les projections vérifient Vp € DVi €
ZXp(i) = Di

Un algorithme qui résout RECONSTRUCTION(F,p,q) résout aussi EXISTENCE(F ,p,q).
Réciproquement un algorithme qui résout EXISTENCE peut trés souvent étre adapté
pour donner une solution et donc résoudre RECONSTRUCTION.
On connait principalement deux cas ot RECONSTRUCTION peut étre résolu en temps
polynomial :
— La  reconstruction  d’ensembles  quelconques avec deux  projections
(RECONSTRUCTION(P(Z?),D) avec |D| = 2) résolue par Ryser ([Rys63]).
— La reconstruction d’ensembles HV-convexes et 4-connexes avec les projections hori-
zontales et verticales résolue par Barcucci et al. ([BDLNP96]).
Un des buts de toute la deuxiéme partie de cette thése est de trouver d’autres classes pour
lesquelles la reconstruction peut se faire en temps polynomial.
On trouvera dans la section 8.1.1 différentes complexités connues du probléme RECONSTRUCTION.
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F1G. 1 — Les 3 types de tomographie.
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Chapitre 5

Reconstruction des Q-convexes

Désignons par Q(p,q) la classe des ensembles finis Q-convexes selon les directions
p et gq. Le but de ce chapitre est de décrire un algorithme polynomial pour résoudre
RECONSTRUCTION(Q(p,q),{p,q})- C’est l'issue d’un travail commun avec Sara Brunetti.

Dans tout ce chapitre, on se fixe donc deux directions p et ¢ et deux suites d’entiers a
support fini (p;) et (¢;). On peut donc définir

pmin = min{i : p; > 0}, pmazr = max{i : p; >0}
gmin =min{j : ¢; >0}, gmazr =max{j : ¢; > 0}
Ilp = pmax — pmin + 1, lqg = qmax — qgmin + 1;

Toute solution FE est incluse dans le parallélogramme A = {(i,j) : pmin < i <
pmaz et gmin < j < gmax}.
D’autre part on sait que le cardinal de E' va étre égal a:

AZZPiZZ%’ (5.1)

1€Z JEZ

donc si (5.1) n’est pas vérifiée on sait qu’il n’y aura pas de solution. Dans la suite on
suppose donc que (5.1) est vérifiée.

5.1 Opérations de complétion

Pour reconstruire les Q-convexes F qui ont les bonnes projections on va utiliser un
algorithme glouton: on considére toujours une borne inférieure des solutions « C E
appelée « noyau » et une borne supérieure 3 O E appelée « coquille ». Tout I'algorithme
consiste donc & augmenter « et a diminuer ( et a espérer qu’ils deviennent le plus proches
possible.

On considére donc dans cette section deux parties «,3 de Z? et ensemble &(a,3) des
parties E € Q(p,q) ayant pour projection (p;) et (¢;) et tels que

aCFECPQ.
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Les opérations de complétion vont permettre de trouver o/, tels que pour tout F €
E(a,B) on a
acd cEcp cp.

autrement dit £(a,f) = E(/,7).

On définit d’abord les opérations qui s’effectuent séparément sur chaque droite p = 7.
Pour cela on note «; I'intersection de o avec la droite p = i, et o/ l'intersection de o avec
la droite ¢ = j, 3; I'intersection de 3 avec la droite p = 7, et (3’ I'intersection de /3 avec la
droite ¢ = j.

On définit aussi:

;) = mi M), d(a;) = ma M), ;) = mi M), d(f;) = ma M).
glos) = min g(M), d(as) = maxq(M), ¢(5:) = min ¢(M), d(B;) = max¢(M)
Voici les opérations classiques &, ® , 5 ,® décrites dans [BDLNP96] mais adaptées aux

directions quelconques (6 désigne det(p,q)):

e Sia; # @ alors ®a; = {(i,5) : g(au) <j <d(ay)}.

o ®a; = {(i,j) : d(B;) — 0p; < j < g(Bs) + pi}

Si a; # @, (i,5') € B avec j' < g(a;) alors ©F; = {(i,j) € B = j>j'}.

Si; # @, (i,7') & 5; est tel que j' > d(«;) alors ©6; = {(i,j) € 5; : 7 <j'}.

e Siq; 7é @ alors @62 = {<Z,]> S 62 : d(O&Z> — 5]9@ <j < g(OéZ) + (5])2}

On va aussi définir deux nouvelles opérations @ et ®” qui éliminent des points sur les
droites [3;:

e Sip,=0alors @'fF; = 2.

e Si(i,j),(i,7") & Bavec0 < j"—j < dp;alors ©"3; = {(i,j) € B; : j<j ouyj>j'}
(La derniére opération supprime donc les séquences de moins de p; points consécutifs de
B;) On définit de méme les opérations sur o et /3.

On va enfin rajouter deux opérations globales @' et ©'. On rappelle que les suites
Sk(M) définies par les formules (4.2) ne dépendent que des projections et peuvent donc
étre calculées avec les suite (p;) et (g ).

Soit M = (ips,jar) tel que pour tout k on Ry (M) Na # @ ou Sp(M) + Sk (M) > A

e Si M € Z? alors @a = a U {M}.

e Si M ¢ 77 alors

= Sipiy, # 0 alors &0, = {(in.J) € Biyy © Jnv — 0piy, < J < Jar + 0piy, }
— Si gj,, # 0 alors &'3M = {{(i,jy) € ™ : iy — 0q;,, <1 < iy +0Gj,}
(voir figure 5.2)

Il faut maintenant montrer que ces opérations sont valides:

Lemme 5.1.1 Pour tout @, € {®,®,8'}, @2 € {©,0,0,0",6'} on a E(01a,05 ) =

Démonstration: Comme @1cx D v et @23 C [ on a toujours £(@1c, @2 ) C E(a, ).
Pour les opérations différentes de @' et &' la convexité simple suffit pour montrer que
E(a,B) C E(Ora, @2 ).
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F1G. 5.1 — Les opérations de complétion sur chaque ligne

Démontrons le lemme pour les opérations @' et &' on suppose que E € E(a,3) et
M = (inr,jm) est un point de Q? vérifiant Ry, (M) N« # & ou Sp(M) + Sp1 (M) > A
pour tout k. Grace au lemme 4.2.1 on sait que pour tout k on a Ri(M)NE # &. Donc si
M € 72, par Q-convexité de £ on a M € E: le lemme est démontré pour 1'opération &'.

Supposons que M & Z2. Soit A,B € Z? les points de la droite p = iy, entourant M,
c’est & dire tels que ¢(B) — q(A) = ¢ et q(A) < ju < ¢q(B). On suppose p;,, > 0. 1I
existe donc un point N € E tel que p(N) = i. Si ¢(IN) < q(M) alors en fait q(N) < q(A)
donc N € Ro(A) et N € Ri(A). On a Ry(A) N E # @& car Ry(M) C Ry(A). De méme
R3(A) N E # @. Donc tous les R;(A) contiennent un point de £ donc A € E. De méme
si g(N) > q(M) alors B € E. (voir figure 5.3)

Donc {A,B} N E # @ donc tout point N € E sur la droite p = ¢ vérifie ¢(B) — 0p;,, <
q(N) < q(A) + dp;,,, et donc on a bien £ C &'f. O

Effectuer toutes opérations de complétion peut se faire en O(Iplq(Ilp + lq)): les opé-
rations sur les lignes peuvent se faire en O(Iplq). Pour les opérations @' et &', on voit
que I'on peut calculer les booléens V;(M) = “R;(M) N Ey # @ ou S;(M) + S;1 (M) > A”
incrémentalement comme on I’a fait pour I’enveloppe Q-convexe. Ce calcul prend donc
O(Iplq) opérations. Une fois calculées ces variables 'opération @' prend aussi O(Iplq)
opérations et 'opération & O(Iplq(lp + lq)) opérations.

Pour avoir «, invariants par les opérations il faut répéter les opérations au plus |A|
fois car a chaque fois que 'on effectue une opération changeant o ou 3, on fait baisser
strictement |3\ «|. On en déduit
Lemme 5.1.2 Pour tout og,By on peut trouver en O((Iplq)*(lp + lq)) opérations o,
stables par les opérations de complétion et tels que E(a,3) = E(ao,[o)-

Remarque 5.1.3 On peut obtenir « et (3 invariants par toutes les opérations sauf &' en

O((Iplq)?).
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R3(M)Na# & ou Ro(M)Na # & ou
S3(M) + So(M) > A S2(M) + S3(M) > A
€ 7?
M @a=aU{M}
Ro(M)Na # & ou Ri(M)Na# @ ou
So(M) + S1(M) > A S1(M) + S2(M) > A
p=1
As
R3(M)Na# & ou Rao(M)Na # & ou
S3(M) + So(M) > A S2(M) + S3(M) > A
M
M2z 0= S8 = B\ (DU A UAy U A)
AO A2
1 Opi
Ro(M)Na # & ou Ri(M)Na# @ ou
So(M) + S1(M) > A S1(M) + S2(M) > A
Ay

F1G. 5.2 — Les opérations @' et &'.

Remarque 5.1.4 Dans [Geb98] l'auteur donne une méthode pour obtenir « et [3 inva-
riants par les opérations @, © , @ ,© en O(Ilplqlog(lplq)) opérations. Malheureusement
cette algorithme ne s’étend pas simplement pour [’opération ©".

On pourrait appliquer ce lemme avec oy = @ et Jy = A. Malheureusement si on prend
par exemple (p;) = (¢;) = (1,1,1,1), alors aucune opération de complétion ne modifie ni
a, ni (.

On est donc obligé de rajouter des points dans «. En fait on va seulement choisir des
points qui extrémisent p. On prend donc ag = {U1,Us} avec p(Uy) = pmin et q(Us) =
gmaz. 11 y a au plus l¢? possibilités pour de tels oy. Soit alors «,3 donnés par le lemme
5.1.2 avec o = {U,Us},00 = A. Sion a o ¢ (3 alors on sait que E(ag,5)) = &. On
suppose désormais

{U1,Uz} =g CaC B Cpfy=A.

Dans la suite on va traiter le cas ¢(U;) < ¢(Uz). (De toute facon on peut se ramener
a ce cas en remplacant ¢ par —q.)
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P =imM p=imM
R3(M)Na # @ ou Ro(M)Na # & ou ‘NEE
S3(M) + So(M) > A So(M) + S3(M) > A
©Bc7? ©Bec7?
Z 72 q=3im ¢ 72 q=jm
0 Acz? 0AczZ?
Ro(M)Na # & ou Ri(M)Na# @ ou
ONecE So(M) + S1(M) > A S1(M) + S2(M) > A
Cas q(N)<q(M): Ac E Cas q(N)>q(M): Be E

F1G. 5.3 — Pourquoi E contient-t-il A ou B ?

5.2 Les types des droites

On va montrer que « et 3 prennent des formes trés particuliéres sur chaque droite
p=touq=j.
La droite p = 7 sera dite de type:
- tO, si ﬁz =y
— t1, si a; # @, on a alors:
a; = {(i,J) : glaw) <j < d(a;)}
Bi={(i.3) + glaw) = 6(pi — |au]) < j < d(cw) +0(pi — |eu])}
— 12,8l a; = @ et [§; est constitué de 2p; points consécutifs. On a alors:

Bi ={(i,5) + 9(B:) <Jj < g(B)+ 20pi}

— t3, si a; = O et 3; est constitué de deux suites distinctes de p; points consécutifs.

On a:

Bi =A{{i.g) + 9(B) <j < g(Bi)+0p; ou d(5;)—0p; < j < d(5)} avec d(53;)—g(0i) = 2p;

to O00O0O00OOO00 O p=0

1| 000C00e®000 | y=p

?Q
Q

O 0o e
w A M

t2 0000000000 p=2

-

3| 0000000000 | R=2

F1G. 5.4 — Les différents types de droite

On peut définir de la méme facon les types t0,t1,t2,t3 sur les droites g = j.

Lemme 5.2.1 Pourtouti € {pmin, ... pmax}, tel que p; # 0 il existe j tel que S1((i,7))+
S2(<Z>]>) > Aet SS(<Z>]>) + SO(<Z>]>) > A
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Démonstration: Soit jmin = min{j : Si(j) + S2(i) > A}. Donc

S1(jmin — 1) + Sy(i) < A
A— S3(ymin) + A—Sp(i—1) < A

Comme p; > 0 on a So(i) = So(i — 1) + p; > Sp(i — 1), et donc S3(ymin) 4+ Sp(i) > A. O
Lemme 5.2.2 Les droites p =i sont de type t0, t1 ou t2.

Démonstration: Si p; = 0 alors grace a 'opération ® on sait que o; = @ est donc p =i
est de type 0.

Si p; # 0, on peut appliquer le lemme précédent. On sait qu’il existe j, tel que
S1((3,j0)) + S2((i,50)) > A et S5((i,jo)) + So({i,jo)) > A. On définit alors j; de la fa-
¢on suivante :

= Si q(U1) < jo < ¢q(Us) alors ji = j.

— Si jo < q(Uy) alors j; = q(Uy).

— Si jo > q(Uy) alors j; = q(Us).

Le point M = (i,j;) vérifie donc Vk Ri(M) N {U,Us} # @ ou Sp(M) + Sg1(M) > A.
(voir figure 5.5)

=i =1 =1

S3(M) + So(M)|> A S3(0) + So(M) + A S3(0) + So(M) + A
oU2 oU2
U o
i1 = Jjo 4= jo ! 1 =2y 4= jo a=jo
Jj1 = q(F=z) Uz
¢ S1(M) + So(M) > A S1(M) + So(M) > A ¢ S1(M) + So(M) > A
q(U1) < jo < q(U2) Jo < q(Ut) Jjo > q(Uz2)

F1G. 5.5 — On peut toujours appliquer [’opération &' ou &' sur chaque droite p = i.

Si M € Z? alors grace a 'opération @' on sait que M € a et donc la ligne p = i est de
type t1.

Si M ¢ 72 alors on peut effectuer 'opération &' et donc la ligne p = i est de type 2.
O

Il reste & montrer que les droite ¢ = j sont aussi de type ti.
Lemme 5.2.3 Les droites ¢ = j sont de type t0,t1,12 ou t3.

Démonstration: Grace au lemme précédent on sait que sur chaque ligne p =17 on a
1Bil = 2pi — |
En sommant toutes ces égalités on a donc:
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Sur les droites ¢ = j, grace aux opérations ® et ©” on sait que
18] > 2q; — ||

et donc

8= 101 = ) (205 |o’]) =24 — |a].
J J
Comme on a l’égalité (5.2) on en déduit que pour tout j on a
8] = 2¢; — ||

Si |a?] > 0 on sait déja que ¢ = j est de type ¢1. Supposons que «; = &. Grace a
I'opération ®” on sait que les suites de points consécutifs de 3; ont au moins p; points,
comme on a || = 2¢; il y a au plus deux telles suites. S’il y a une seule suite la droite
q = j est de type t2. S’il y en a deux alors elles ont toutes les deux p; points et donc la
ligne est de type 3. O

Remarque 5.2.4 Les deuzr lemmes précédents sont encore vrais si on suppose seulement
« et [ invariants par les opérations opérant sur les lignes (0,0,®,0,0",0") a condition
toutefois d’avoir préalablement effectué une fois les opérations &', . D’aprés la remarque
5.1.3 on peut donc arriver a une configuration ou toutes les droites sont de type ti en
O((Iplq)?) opérations.

Pour ’algorithme de ce chapitre il est inutile de faire cette optimisation car la pro-
chaine étape aura de toute fagon une complexité en O((Iplq)*(Ip + Iq)).

Remarque 5.2.5 Si on n’effectue pas l'opération ©" alors le lemme 5.2.3 est faur. En
effet si on prend p = x et ¢ =y alors la configuration donnée par la figure 5.6 est stable
par toutes les opérations sauf [’opération ©".

4a;
3 o «
3

F1G. 5.6 — Exemple montrant la nécessité de [’opération ©".

5.3 Expression de ’existence d’une solution par une 2-
formule

On sait que toutes les solutions E contenant {U;,U,} vérifient « C E C 5. Si o = 3
alors « est bien une solution dans £(«,3) car opération @' implique la Q-convexité de
a, les opérations ®,0" que X,a(i) < p; et opération ® que X,a(i) > p;. Pour terminer
Palgorithme il suffit de retourner a.
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Si o € 3 on ne peut pas savoir directement si il y a une solution. On va exprimer 1’exis-
tence d’une solution par une 2-formule. Comme la satisfaction d’une 2-formule (probléme
2-SAT) peut se faire en temps linéaire ([APT79|), on aura un algorithme polynomial pour
résoudre RECONSTRUCTION.

A chaque point de M € 3\ a on associe la variable V), qui signifie “M € E” ou
E € &(a,B). A chaque assignation des variables V), il correspond un ensemble E(V). 11
suffit d’exprimer que E(V') a les bonnes projections et que F (V') est Q-convexe selon p et

q.

5.3.1 Formules exprimant X E(j) = ¢,

On se fixe une droite ¢ = j. On sait que cette ligne est de type t; avec i € {0,...,3}.
Si elle est de type t; elle ne contient aucun point indéterminé sinon on va construire une
formule F'Q); exprimant X,E(j) = g;.

— Si g = j est de type t1 ou t2 alors:

FQi= N Vg <= Vi
(4,9),(1,5") B\

i —i=0dq;

— Si g = j est de type t3:

FQi= N\ Vi <= Vg
(,5),(i,4" ) EB\ex
i/—i>5q]-
Si E est Q-convexe et vérifie X, E(j) = ¢; alors les ¢; points de E sur la ligne ¢ = j
sont toujours consécutifs. On en déduit :

Lemme 5.3.1 Soit V une assignation des variables booléennes telles que E(V) est Q-
conveze. L’ensemble E(V') vérifie X,(E(V))(j) = ¢; si et seulement si V vérifie la formule

FQ,.

A B
¢ [T T To[2[2 ?12]?] [ ] Vi = Vg e
. #\a
[ z2\p
A B
2 L1 [ [2l2[2[2]2[2[2]2] [ | Vi = Vg
q;
A B
13 L[ [2l2[2] | [2[202] [ ] Vi = Vg

F1G. 5.7 — Les formules F'Q);

De méme on peut définir des formules F'P; exprimant X,E(V)(i) = p;
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5.3.2 Formules exprimant la Q-convexité

On va maintenant exprimer la Q-convexité de E (V). Il faut imposer qu’autour de
chaque point M ¢ E(V) il y a un quadrant ne contenant aucun point de E (V') (voir
figure 5.8):

— Cas M € B\ a. Les droites p = p(M) et ¢ = ¢(M) sont de type t1, t2 ou t3.
Considérons les 4 demi-droites A; = R;(M) N R;y1(M).
- Siq; #@ alors AgNa; # D ou Ay Na; # .
— Supposons donc «o; = @. Soit k € {0,2} tel que |AxNG;| = max(|AgNG;i],|AaN
Bi]) On a alors |5; \ Ag| < |ﬁ2—| = p; et donc A, contient forcément un point de
E pour tout E € E(a,f).
Dans tous les cas on peut calculer un k € {0,2} tel que Ax(M) N E # & pour tout
E € &(a,[). De méme on peut trouver un k' € {1,3} tel que Apy(M)NE # @
pour tout £ € E(a,[). On en déduit qu’il existe [ tel que pour tout £ # [ on a
Ri.(M)NE # @ pour tout E € E(a,). On peut alors modéliser la Q-convexité de
E par la formule:

pour tout N € (G \ o) N Ry (M).

— Cas M ¢ 3 et les droites p = p(M) et ¢ = q(M) sont de type ¢1,t2 ou t3 avec dans
le dernier cas tous les points de (3 sur la droite du méme coté par rapport a M. Dans
ce cas, comme précédemment on peut trouver [ tel que pour tout k différent de [
Ri(M) N E est non vide pour tout F € £(a,3). On exprime alors la Q-convexité
par:

=V (5.4)

pour tout N € (8 \ a) N Ry (M).

— Cas M ¢ (3 avec une des deux droites p = p(M) ou g = q(M) de type t0 ou t3 avec
M entre les deux séquences de points inconnus. Comme on a fixé les deux pieds U; et
U, on sait qu’il existe au plus deux quadrants R;, (M) et R;,(N) qui ne contiennent
aucun point de . On modélise alors la Q-convexité par la formule

=V, V=V, (5.5)
pour tout point Ny € (5 \ «) N Ry, (M),Ny € (5\ ) N Ry, (M).

Notons alors F' la conjonction des formules F'P;, F'Q);, (5.3), (5.4), (5.5).

Lemme 5.3.2 L’ensemble E(V') est Q-conveze selon p et q et vérifie Vi,j X, (i) = p;,. X,(j) =
q; si et seulement si V vérifie la formule F'. Donc ’ensemble des solutions E(a,3) est non
vide si et seulement si la formule F' est satisfaisable.

5.3.3 Complexité de ’algorithme

Comme F' est une 2-formule on peut utiliser un algorithme linéaire pour résoudre 2-
SAT avec la formule F' (JAPT79|). Si F est satisfaisable, 'algorithme pour résoudre 2-SAT
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Algorithme 1 Résout RECONSTRUCTION(Q(p,q),{p,q})-
a— 3, 0—A
répéte

effectuer opérations de complétion
jusqu’a ce que Stabilité ou a ¢
si a ¢ [ alors
retourner "pas de solutions"
fin si
g — a, fg—f
pour tout Uy,Us € (3 tel que p(Uy) = pmin,p(Us) = pmax faire
a — agU{U,Us}, B« B
répéte
effectuer opérations de complétion
jusqu’a ce que Stabilité ou o ¢ (8
si a ¢ ( alors
retourner a la boucle pour pour choisir un autre (Uy,Us)
fin si
calculer les formules booléennes F'Q);,F'F;, (5.3), (5.4) et (5.5)
chercher instanciation V' des variables vérifiant ces formules
si satisfaisable alors
retourner £(V')
fin si
fin pour

retourner "pas de solutions"
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Ao
?N
M
© P
Az = Ay " Ay
o
Ag = A
?N
M
©
o
M
7N,

Vv = Vi

—Va, V=V,

F1G. 5.8 — Les formules exprimant la Q)-convexité
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donne une instanciation des variables rendant F vraie. On en déduit donc une solution
au probléme de la reconstruction. Sinon £({U;,U>},A) = @, il faut donc faire un autre

choix. Si tous les choix ont été faits il n’y a pas de solution. (voir algorithme 1)

Etudions maintenant la complexité de ’algorithme : (on compte le nombre d’opérations

élémentaires : assignations et opérations arithmétiques).

— Iy a au plus (Ig)* choix pour les points U; et Us.

— Les opérations de complétion prennent O((Iplq)*(Ip+1q)) opérations. (lemme 5.1.2)

— 1II reste & voir combien d’opérations sont nécessaires pour calculer la formule F'.
Les formules F'Q); et F'P, peuvent se calculer en O(Iplq(Ip + lq)). Pour les formules
(5.3) et (5.4) on a juste besoin de fixer M et N. Elles peuvent donc se calculer en
O((Iplq)?). Pour les formules (5.3) on a priori besoin de fixer M,N;,N,. Mais en fait,
au lieu de fixer M on peut se fixer la droite de type t3 ou t0 sur laquelle est le point
M. On peut donc trouver ces formules en O((Ip + Iq)(Iplq)?).
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On en déduit :
Théoréme 5.3.3 Il existe un algorithme nécessitant O(1q*(Iplq)*(Ip + 1q)) opérations et
résolvant RECONSTRUCTION(Q(p,q),{p,q})-

5.4 Extension a plus de deux directions

On désigne par Q(D) la classe des Q-convexes selon D. (voir définition 2.5.7). On peut
étendre facilement ’algorithme précédent pour résoudre RECONSTRUCTION(Q(D),D). On
se fixe une direction p € D. On se fixe toujours deux pieds U;,U; € « tel que p(U;) =
pmin,p(Us) = pmaz. On peut faire les opérations de complétion en examinant tous les
couples (p,q) € D

On peut trouver les formules F'P associées a chacune des directions de D ainsi que les
formules (5.3) et (5.4).

La seule difficulté est dans la formule (5.5), en effet pour trouver cette formule on
utilise le fait que U; et U, sont dans deux quadrants différents, or ce n’est plus le cas
lorsque I’on considére un couple de directions (q,r) avec p & {q,r}.

Supposons donc que U; et Us sont dans le quadrant Ro(M). On considére les droites
p =i avec i < g(M) ou q = j avec j > p(M). Si I'une de ces droites est de type t1
alors on peut trouver un quadrant Ry(M), k # 0 qui contient un point de E pour tout
E € &(a,p).

Si 'une des droites p = i avec ¢ > p(M) est de type t2 ou t3 et une des deux demi-
droites p = i, > q(M) ou p = i,qg < q(M) contient plus de p; points de [3, alors cette
demi-droite contient forcément un point de E pour tout £ € £(«,[3), on peut donc aussi
trouver un quadrant Ry (M), k # 0 qui contient un point de E pour tout E € £(a,f3).

On peut raisonner de la méme fagon si ['une des droites ¢ = j avec j > q(M) est de
type 12 ou t3 et une des deux demi-droites ¢ = j,p > p(M) ou q = j,p < p(M) contient
plus de g; points de 3.

Donc dans ces cas 1a comme on connait deux quadrants on peut exprimer la Q-
convexité en prenant les mémes formules (5.5).

Supposons donc que toutes les droites p = i avec @ > p(M) ou ¢ = j avec j > q(M)
sont de type t0, t2 ou t3, toutes les demi-droites p = i,¢ > q(M) ou p = i,q < q(M)
contiennent exactement p; points de 3, et que toutes les demi-droites ¢ = j,p > p(M) ou
q = j,p < p(M) contiennent exactement ¢; points de .

D’aprés les formules F'P ou F'Q) on sait que si M est dans (5 \ «) N Ry(M) alors il
existe des points P, € Ri(M),P, € R3(M) tels que Vyy < —Vp, < —Vp, est dans les
formules F'P et F(Q).

Comme il y a un quadrant qui ne contient aucun point, un des quadrants a tous ses
littéraux & zéro. On en déduit que dans chacun des trois quadrants tous les littéraux sont
équivalents. Pour exprimer la Q-convexité il suffit donc de rajouter la formule:

VN1 <~ VNQ (56)
pour tous Ni,No € Ry(M).

Théoréme 5.4.1 Si n = maxyep lp alors RECONSTRUCTION(Q(D),D) peut étre résolu
en O(n") opérations.



5.5. Connexité 85

P

? 2 N,

t3 ou t2 ou\t0 u
?N.
2 le = VN2
P,
5
\_/

t3 ou t2 ou t0

F1G. 5.9 — La formule supplémentaire dans le cas de plus de deux directions

En fait on trouvé un algorithme polynomial mémes si on met les directions dans la
donnée. Plus précisément le probléme algorithmique
RECONSTRUCTIONQCONV.
Donnée :  Un ensemble fini D de directions, |D| suites ((p;)icz,p € D) a valeurs dans
N et a support fini.
Sortie : Un ensemble E € Q(D), si il existe, dont les projections vérifient Vp €
DVi e ZX,(i) =p;

peut étre résolu en O(n’d?) opérations oit n = max,ep lp et et d = |D|.

5.5 Connexité

Le théoréme 2.5.3 montre que l'algorithme précédent permet de reconstruire les Q-
convexes 8-connexes dés que D contient {z,y}. En effet il suffit alors de vérifier préa-
lablement que les projections selon ces directions sont constituées d’entiers non nuls. Si
c’est le cas toute solution Q-convexe est aussi 8-connexe. Sinon il n’y a aucune solution
8-connexe.

Corollaire 5.5.1 Si D contient {x,y} et si F est la classe des (Q)-convexes 8-connexes
alors RECONSTRUCTION(F,D) peut étre résolu en O(n") opérations.

Avec D = {z,y}, ce n’est pas la meilleure complexité connue : en effet dans ce cas 1a d’aprés
le théoréme 2.5.3 les Q-convexes 8-connexes sont exactement les 8-connexes HV-convexes,
or dans [BDLDR 99 les auteurs donnent un algorithme en O(n®).

Pour la 4-connexité c’est un peu plus compliqué. Supposons toujours que D contient
{z,y}. Le lemme 5.2.1 montre que « est insécable selon la direction p = z. Dans la suite
on va avoir besoin de 'insécabilité de a selon I'autre direction ¢ = y. Pour cela il suffit
de fixer les deux pieds selon la direction ¢ et d’effectuer les opérations de complétion.
A priori cela va faire monter la complexité algorithmique d’un facteur l¢?. Mais on sait
qu’avant de fixer ces pieds les droites ¢ = gmin et ¢ = gmax sont de type ti, on peut donc
seulement consulter deux choix de pieds pour chacun des deux choix. Les deux pieds que
I’on a fixé multiplient donc la complexité théorique par 4 qui est constant.
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Aprés avoir effectué ces opérations « est Q-convexe selon {z,y} et insécable, il est
donc 8-connexe. Considérons donc ses composantes 4-connexes o« = A; U ... U A,. Soit
T; = MaXpe, Ty et y; = maxyreqa,. Quitte & réordonner les A; on peut supposer que (z;)
est croissante. Comme « est Q-convexe on en déduit que y; est croissante ou décroissante.
Supposons par exemple que y; est croissante. Comme A; est 8-connexe on a:

T; = max Ty = min x| +1 ;= max yy = min yu | +1
Y MeA; (MeAi+1 ) Yi= gy MEA; 4 y
On peut alors exprimer la 4-connexité des solutions par les formules:

‘/xivyi v eri-l,yi-i-l-

(voir figure 5.10)

o O
® o o
e 6 6 o o
D A3
T S S S y=y2
o O
D A2
o——o0— o] Y =191
[ ]
D A1
‘: Y = Yo
FE ) I o P o o o o o
Ao
[ ]
T = x0 T =T T = xo

F1G. 5.10 — Expression de la 4-connezité par la 2-formule (Vg .y V Vaot1o+1) A (Vg V
Virt1,5141) A Vags V Vaot1,4041)- Seuls les points de 5\ a intervenant dans la 4-connexité
sont représentés.

On obtient donc:

Corollaire 5.5.2 Si D contient {x,y} et si F est la classe des @Q)-convezes 4-connexes
alors RECONSTRUCTION(F,D) peut étre résolu en O(n”) opérations.

Remarque 5.5.3 L’autre solution faite dans [DLN99] pour les HV-convezes 4-connexes
consiste a mettre des inéqgalités larges dans les conditions de l'opération &'. En effet d’apreés
le lemme 4.2.1 lorsque Sg(M) + Sp1(M) > A et R, (M)NE =& alors E C Ry_1(M) U
Ry1(M) ce qui est impossible lorsque E est 4-connexe. Avec celte opération le noyau o
est directement 4-connezxe, toutes les solutions E € E(a,3) seront 4-connezes.
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5.6 Reconstruction avec localisation a priori

Dans le probléme de la reconstruction a priori on impose aux solutions de vérifier
ag C E C (. Précisément :

RECONSLOC(F,D).
Donnée : |D| suites ((r¥)iez,p € D) a valeurs dans N et a support fini, deuz parties
finies o, de 72
Sortie : Un ensemble E € F, si il existe, dont les projections vérifient Vp € DYVi €

ZX, (i) =r! et tel que ag C E C [y
L’algorithme présenté précédemment résoud aussi ce probléme. Il suffit de prendre au
départ a = ag et 5= AN L.
Proposition 5.6.1 Le probléme RECONSLOC(Q(D),D) peut étre résolu en O(n") opéra-
tions.

5.7 Implémentation

L’algorithme 1 décrit dans ce chapitre a été implémenté sur machine. Une légére
optimisation a été faite sur le choix des pieds: au lieu de fixer les deux pieds simultanément
on effectue des opérations de complétion entre les deux choix de sorte que parfois un seul
pied suffit pour pouvoir réduire le probléme a 2-SAT.

Le tableau donné a l’annexe B.1 montre qu’en fait trés souvent aucun pied n’est
a fixer, et les opérations de complétion suffisent a retrouver la solution (qui est alors
unique). Ceci donne donc une complexité moyenne expérimentale inférieure a O(n?) et
ceci indépendamment du nombre de directions.

Toutefois ces résultats expérimentaux doivent étre considérés avec prudence car le
générateur aléatoire utilisé pour fabriquer des Q-convexes est sans doute beaucoup trop
rudimentaire.
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Chapitre 6

Unicité dans le probléme de la
reconstruction

On a vu dans le chapitre précédent que I'on pouvait reconstruire une solution Q-
convexe a partir de ses projections en un temps polynomial. Mais on a seulement construit
une solution, il se peut qu’il y en ait beaucoup d’autres.

Si F est une classe de parties de Z? et si D est un ensemble fini de directions alors on
dira que I'on a UNICITE(F,D) si pour tous E;,Es € F on a:

(Vp eD XpEl = XpEQ) — F; = Fy

Si F = P(Z?) (la classe de toutes les parties de Z?) et si D est fini alors on n’a jamais
UNICITE(P(Z?),D) (voir [BDLNP]). Si C désigne la classe des totalement convexes alors
R. Gardner et P. Gritzmann ont montré, entre autre, que si |D| > 7 on a UNICITE(C,D).

On va essayer de trouver un théoréme analogue pour les Q-convexes. Comme c’est
a priori un sujet difficile, la premiére étape sera de faire une étude expérimentale. En
particulier on va donner une méthode permettant d’énumérer tous les contre-exemples a
I'unicité de taille suffisamment petite.

6.1 Les « switching-components »

6.1.1 Définitions et premiére propriétés

Lorsque 'on a deux ensembles F't et [~ ayant les mémes projections selon D, les
points intéressants sont ceux qui ne sont pas dans 'intersection de F'* et F'~. On étudie
donc seulement les ensembles E~ = F~\ F* et ET = F*\ '~ d’ou la définition suivante :

Définition 6.1.1 Le couple d’ensembles (E™,E~) est un « switching-component » pour
la classe F et l’ensembles de directions D si on a les deuz conditions suivantes :

— Les ensembles E~ et ET sont disjoints et ont méme projections selon D.
— 1l existe Ey disjoint avec E~ U EY tels que ET U Ey et E- U Ey sont dans F.

Donc UNICITE(F,D) est équivalent a 'inexistence de « switching-components » pour F
et D.

89
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On suppose désormais que F est stable par intersection. On peut alors prendre dans
la définition 6.1.1 ’ensemble FEj suivant :

Ey=(\{ECZ: EUE"cFet EUE € F}

En effet comme F est stable par intersection on a Et U Ey € F et B~ U Ey € F et si K
n’est pas disjoint avec £~ UE™ alors aucun ensemble E tel que ETUE € Fet E-UE € F
n’est disjoint avec £~ U E.

En fait si ENVP(E) = ({F € F : F D E} alors Ej peut se calculer de la maniére
suivante: Fy = lim,, ., F}, ou

Fy = o,
Fy1 = (ENVP(F;UE™)\ EY)UENVP(F,UE")\ E7)

Donc on peut tester si un couple (E~,E™) est un « switching-component » grace a ’al-
gorithme 2:

Algorithme 2 Vérifie si (E+,E7) est un « switching-component », et calcule Fj

pour tout p € D faire
si X,E* # X,E~ alors
retourne FAUX
fin si
fin pour
si ETNE~ # & alors
retourne FAUX
fin si
F—go
répéte
F — (ENVP(FUET)\ Ef)UENVP(FUE")\ E7)
si FN(E~UE™T) # @ alors
retourne FAUX
fin si
jusqu’a ce que F n’est plus modifié.
Ey+— F
retourne VRAI

6.1.2 Enumération de switching-components

Maintenant on va s’inspirer ce cet algorithme pour calculer tous les switching-components
inclus dans un ensemble arbitraire comme un rectangle A de taille [ x h. On utilise, un peu
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comme dans le chapitre précédent, un algorithme glouton, on cherche donc les switching-
components (ET,E7) tels que

ar C ET C By, a_ CE- CpB_.

On peut alors augmenter o, et diminuer 3,,5_ grace a ’algorithme 3.

On peut alors faire une procédure récursive (algorithme 4) pour afficher tous les
« switching-components » inclus dans le rectangle A.

En annexe A sont présentées différentes listes de « switching-components » obtenues
grace a cet algorithme.

Un exemple important est le cas F = Q(z,y), D = {x,y,2x +y,— x + 2y}. Dans ce cas
on trouve aucun « switching-component » inclus dans un carré 13 x 13. (Le calcul prend
9h sur un Celeron 433.) Ceci invite a énoncer la conjecture suivante:

Conjecture 6.1.2 On a UNICITE(Q(z,y),{x,y,2x + y, —  + 2y }).

Malheureusement on ne réussira pas & démontrer ce résultat. Par contre dans la pro-
chaine section on va montrer un théoréme dont I'une des conséquences sera la preuve de
UNICITE(Q(z,y,22 + vy, — v + 2y) {z,y,22 + vy, — x + 2y}).

6.2 Le théoréme d’unicité

6.2.1 Cas des totalement convexes

Définition 6.2.1 La droite projective réelle est ’ensemble P1(R) = RU{oo}. L’ensemble
des directions de R? est en bijection avec P1(R) grdce a lapplication pente : ax + by —

—3. On confondra donc souvent une direction d avec sa pente(d). Une transformation
a+by
c+dy
sur les directions de Uapplication linéaire de la forme (x,y) — (ax + by,cx + dy).

. C’est la trace

projective est une fonction de P1(R) dans lui-méme de la forme y —

Définition 6.2.2 Le birapport de quatre nombres de la droite projective réelle P1(R) =
R U {oo} est défini par:

o ap]  T3— T wg—x1 (13— 21)(T4 — 72)
(53] = : =

T3 — Ty Ty—Ty (x3— x2)(Ty — 1)
avec les conventions évidentes lorsque oo est en jeu. Le birapport de quatre directions est
le birapport de leurs pentes respectives.

Le birapport de 4 directions distinctes consécutives est toujours supérieur a 1. En effet
comme [ %] = [¢ <], on peut supposer que les pentes x1,22,23,74 des 4 directions vérifient

T, < Ty < w3 < 14. On a alors [i; ii] = ;Eii; ou f(x) = ﬁ:—i; Orsizy <wzy<a3<ayf
est décroissante sur ]zy,00] et donc f(x3) < f(x4).
Par exemple si on prend les quatre directions z,y,2x + y, — x + 2y les pentes sont

respectivement 00,0, — 2,%, on voit que le birapport des quatre directions réordonnées est :

—2))(o0

—2 0 ( —( -0
e ) T T

s 2l T

§OO

D= N[ —=
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Algorithme 3 COMPLETION(a,a_,04,0-) avec - Nay = .0 Na. = Ta, C
ﬁ-‘raa— C 5—
pour tout p € D et i € {minyea p(M) ... maxpyea p(M)} faire

{D’abord la premiére condition de switching}
si X,04 (1) < Xpa_(i) ou X,0_(i) < X, (i) alors
retourne “aucun switching”
fin si
si X0, (i) = X,a_(i) alors
ap —ay U{M e By : p(M) =i}
Bo— B \{M&a_ : p(M)=1i} {On a toujours oy N3_ = & car B, C Z*\a_}
fin si
si X,0_(i) = X, (i) alors
a_—a_U{Mep_ : p(M)=i}
Br = B \{M & ay : p(M) =i}
fin si
si X,((BrUpBo)\ (arUa))(i) =1et Xyai (i) = X,a_(i) alors
M « le seul point M € (G, U[B-)\ (ar Ua_) tel que p(M) =1
By — B\ {M}
B B\ {0}
fin si
fin pour
{Deuxiéme condition de switching}
F—g
répéte
F — (ENVP(FUay)\ B4) UENVP(FUa_)\ 8-)
si FN(a-Uay)# o alors
retourne “aucun switching”
fin si
jusqu’a ce que F n’est plus modifié.
8- — 5\ (FUENVP(a,))
B — 8.\ (FUENVP(a.))
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Algorithme 4 ENUMERE (oo, 34 ,5-)
répéte
COMPLETION (o ,cv—,34,0-)

jusqu’a ce que o, ,3,,3_ sont invariants

siay =0, et a_ = [_ alors
affiche (a,a)
sinon

choisir M € (8- UB-) \ (ar Ua_)
si M € 3, alors

ENUMERE(a; U {M},a_,3,,8-\ {M})
fin si
si M € 3_ alors

ENUMERE(ay,a U {M},8, \ {M},5-)
fin si
ENUMERE(ay o, 04 \ {M},5-\ {M})

fin si

Pour plus de détails sur le birapport on pourra regarder [Ber90, 6.1].

Définition 6.2.3 ~ L’ensemble E = {A1,A,,... A} C R? est un polygone conveze
siVAe E onaA¢conv(E\ {A}).
— Le polygone E C R? est un D-polygone si toute droite d de direction dans D vérifie
ldN E| € {0,2}.
— Le polygone E C R? est dit affinement régulier si il existe une transformation affine
bijective ¢ et n € N tel que ¢(E) = {(cos 2’“T”,sin %T”) : ke{0,....n—1}}
Théoréme 6.2.4 Soit D un ensemble de directions rationnelles : Les 7 propositions sui-
vantes sont équivalentes :
1. 1l existe un « switching-component » pour la classe des totalement convexes et [’en-
semble de direction D. (autrement dit on n’a pas UNICITE(C,D).)
Il eziste un D-polygone convexe inclus dans 7.
Il existe un D-polygone conveze inclus dans Q2.
Il existe un D-polygone conveze inclus dans R2.
1l existe un D-polygone affinement régulier.
Les birapports de j directions consécutives de D sont dans {%,%,2,3,4}.
II existe une transformation linéaire rationnelle ¢ de R? telle que les pentes de ¢(D)
soient toutes dans {—2, — 1, — %,O,l,oo}.

NS G oo

Démonstration:
— (1) & (2) c’est le théoréme 5.5 de [GG97].
—(2) & (3) = (4) clair.
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— (4) = (5) voir [GM80] ou [Gar95, p34-36]. (Le lemme 6.2.28 sera une généralisation
de cette implication.)

— (5) = (6) c’est le théoréme 4.5 de [GGI7].

— (6) = (7) Soit dy,ds,ds trois directions consécutives de D que 'on confond avec
leurs pentes. Il existe une transformation projective ¢; de P1(R) telle que ¢ (A1) =
0,01(A2) = L,p1(A3) = oo. Comme Aj,\9,\3 € Q cette transformation est a coef-
ficients rationnels. Comme d;,ds,d3 sont consécutives on en déduit que les pentes
de D' = ¢1(D) \ {0,1,00} sont négatives. Soit x lune de ces pentes. Ona [7 0] €

1 oo
{§,§,2,3 4}. On en déduit quexEDo {-3, — 1, 2,—3} Donc {0,1,00} C
¢1(D) c {-3,-2,—1,—3,—3,0,1,00}. Comme on a:
_0_] 9donc{3—2}¢¢1()
PF] =% done {3, - 1} ¢ &1(D).

* 5] =3 done {~ 2—3}¢¢1< >.

- [F 3] =% donc {-3,- }§Z¢1( )-
On en déduit donc que ¢;(D) est inclus dans 'un des trois ensembles suivants:
- F={01,00,—2,—1,— 3}.
~ F=1{0,1,00,— 3, — 1}.
- F3={0,1,00,— 1, — %}

— Si ¢1(D) C F; on prend ¢ la transformation linéaire associée a ¢,

— Si ¢1(D) C F», comme ¢o(Fy) = {0,1,—2,—1,— 1} C F; avec ¢s(y) = 3%, on
peut prendre ¢ = ¢ 0 ¢;.

~ Si ¢1(D) C F; on prend ¢ = ¢z 0 ¢30 ¢y ot ¢3(y) = 5

1
Y

— (7) = (3) Il suffit de prendre I'image réciproque par ¢ du polygone représenté a la
figure 6.1:

F1G. 6.1 — Un D-polygone & sommets dans Z* avec D = {—2, — 1, — %,0,1,00}.
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6.2.2 Extension aux Q-convexes

On peut définir la Q-convexité et la Q-convexité forte sur R? en reprenant telle quelle
la définition sur Z2. Ceci améne aux définitions suivantes :

Définition 6.2.5 Un ensemble fini E C R? est un polygone @Q-convexe fort selon D si
VAe E ona A¢g QCONVFORTp(E\ {A}).

Théoréme 6.2.6 Soit D un ensemble de directions rationnelles : Les 7 propositions du
théoréeme 6.2.4 sont équivalentes aur deux propositions sutvantes :

8. Il existe un « switching-component » de @Q)-convezes selon D pour l’ensemble de di-
rections D. (ie on n’a pas UNICITE(Q(D),D)).

9. 1l existe un D-polygone @Q-conveze fort selon D.

On va démontrer (1) = (8) = (9) = (5). L’'implication (1) = (8) est claire puisque
qu’un totalement convexe est Q-convexe pour tous les ensembles de directions (proposition
2.6.1). La démonstration de (8) = (9) = (5) va occuper toute la fin de ce chapitre.

6.2.2.1 Polygonalisation d’un « switching-component »

Dans toute cette partie on considére un « switching-component » de Q-convexes noté
(ET,E7).
On va construire un D-polygone Q-convexe fort E c’est & dire un ensemble E qui
vérifie :
VM3(i,p,q) € Ap REY(M)NE ={M} (6.1)
Dans les premiers exemples que 1'on fait 4 la main ’ensemble £ = E~ U E™ est

directement un D-polygone Q-convexe fort mais ce n’est pas toujours le cas (voir figure
6.2).

L m 3 oE"
OGRS

F1G. 6.2 — Un switching component de @Q)-convexes qui n’est pas un polygone @Q)-conveze.

Notation Si M € E* p € D alors M, est un point de E~ tel que p(M,) = p(M).

Lemme 6.2.7 Pour tout point M de E* il existe un ASP 11 autour de M, tel que II N
E~ =@. On le note ASP(M).

Démonstration: On se fixe M € E*. Soit i,p,q tel que R (M) est maximum dans I’en-
semble { RY(M)|RY (M) N E~ = @} pour l'inclusion.

On peut supposer par exemple que i = 0. Si Rj?(M) n’est pas un ASP alors il existe
une directions 7 telle que la droite de direction r a une intersection avec R{?(N) égale
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a {M}. Donc r = ap + ¢ avec o > 0. Quitte & remplacer r par —r on peut supposer
a>0,0>0.

Supposons que p(M,) < p(M). On va montrer que R} (M) ne contient aucun point
de E~ ce qui sera en contradiction avec la maximalité de R}?(M). On a R (M) =
RSY(M) U RY"(M). Mais aucun point de E~ ne peut étre dans R} (M) car si il y avait un
tel point NV alors on aurait M € QCONV,,(M,,M,,N). (voir figure 6.3)

M,

Mp
q = cste M My
[¢] j

N T = cste

p = cste

F1G. 6.3 — Pourquot y-a-t-il un ASP autour de M disjoint avec E~.

Si p(M,) > p(M) alors on a q(M,) < q(M), en inversant p et g on est ramené au cas
précédent.

Pour D'unicité il faut juste remarquer que si il y avait deux ASP II; et II, tels que
II, N E~ = @,j = 1,2 alors il y aurait une direction p telle que la droite p = p(M) serait
disjointe avec E~. O

Définition 6.2.8 Deuz points A,B de E™ sont élémentairement équivalents (A ~. B) si
il existe i, p, ¢ ,N € Q? tels que A,B € RI(N) et RIY(N)NE~ C {N}

Lemme 6.2.9 A ~, B si et seulement si il existe (i,p,q) € Ap (indices des ASP) tels
que on ait les deux conditions suivantes
- ASP(A) = RY(A) et ASP(B) = RY(B)
- ASP(A) C ASP(B) ou ASP(B) C ASP(A) ou le point N € {(p(A),q(B))pq,
(p(B),q(A))py} tel que A,B € RM(N), vérifie RF'(N)NE~ C {N}.

Démonstration: Soit RY?(N) le quadrant qui vérifie la définition 6.2.8 et qui soit maximum
pour 'ordre suivant :

RY(N) < RV%(N") ssi RM(0) C RY7(0) (6.2)

ou O = (0,0), (cet ordre ne dépend ni de N ni de N'.)

On peut supposer i = 0.

Supposons que R)?(N) n’est pas un ASP, dans ce cas il existe une direction r telle que
r = ap+ (q avec aff > 0. On peut supposer comme dans le lemme précédent o > 0,5 > 0.

— Si RYY(B) C Ry(A) alorson a R (B) C Ry (A) et R{"(B) C R{"'(A) mais ASP(A)
contient RE"(A) ou R (A) (voir la preuve du dernier lemme). Donc Rj (A) ou
R{"(A) vérifient les conditions de la définition 6.2.8 et donc on a RS (A) = RHY(N)

dans le premier cas et R{ (A) = RH?(N) dans le second, contradiction avec la maxi-
malité de RE/(N).
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~ Si RF(A) C RE(B) on peut se ramener au cas précédent en échangeant A et B.

— Supposons que ’on ne soit pas dans les deux derniers cas. On peut supposer que
p(N) =p(A),q(N) = q(B) ou p(N) = p(B),q(N) = q(A) . Plagons-nous dans le cas
p(N) = p(A) et ¢(N) = q(B):

On a alors (p(A,) < p(A) et p(B,) < p(B)) ou (p(A,) > p(A) et p(B,) > p(B)) car

sinon :

— Sir(B) <r(A)alors A € QCONV,,(A,,A,.B,) (voir figure 6.4), impossible.

r = cste

B Ap

q = este

p = cste

F1G. 6.4 — Cas r(B) < r(A)

— Sir(B) >r(A) alors B € QCONV,r(B,,B,;,A,) ce qui est aussi impossible.
On en déduit que (RY (A)URY (B))NE~ = Zou (R (A)URY (B))NE~ = @. Sup-
posons que I’on ait dans le premier cas. Soit N’ = (max(p(A),p(B)), max(r(A),r(B)))p-
On a RY'(N') C Ry (A) U RY(N) U Ry (B) et donc Ry (N')N E~ C {N'} contra-
diction avec la maximalité de RE/(IV).

O

On définit la relation ~ comme la cloture transitive de ~.: A ~ B si il existe des
points A= Ao,Al, e 7An—17An = B tels que Az ~e Az‘—l—l-
On définit ~, ~, de la méme facon sur £~

Lemme 6.2.10 Soitr € D. Si A ~, B alors A, ~ B,.

Démonstration: Soient A,B.r vérifiant les conditions du lemme. On note A" = A, et
B’ = B,. On suppose que A,B € E™. Soient p et ¢ les directions telles que ASP(A) =
RY(A) et ASP(B) = R!(B) on peut supposer i = 0 Comme R{? est un ASP on a
r = ap+ [Bq avec aff < 0. On peut aussi supposer que o < 0 et 7 > 0. Comme A ~, B
il existe un point N € Q? tel que RYY(N) N E~ C {N}. De plus on peut supposer que
p(N) € {p(A),p(B)}, ¢(N) € {q(A),q(B)}. En échangeant A et B si nécessaire, on peut
supposer 17(A") = r(A) <r(N) <r(B) =r(B).

Mais on sait qu'il existe i’ et j’ tels que R}(A’) C ASP(A’) et RY(B') C ASP(B'),
de plus 7,5’ ne peuvent pas étre nuls car A € RiY(A’) et B € RY(B').
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Il reste 9 autres cas:

-4¢ =1, 5 = 1. Donc on a R}(A") ¢ ASP(A"). Si M € RY"(A4’) alors A" €
QCONV,,(A,A,,M) et donc M ¢ E™ ce qui entraine R{"(A") C ASP(A'). De
la méme fagon RY"(B') C ASP(B’).

— Sip(B') < p(A) alors R} (A") C RY"(B’) et donc A" ~, B'.
- Sip(B') > p(A).

B’

P

p = cste

F1G. 6.5 - Casi' =1, j' =1 et p(B') > p(A").

Soit N' = (p(A"),r(B’))pr- On a A',B" € RY"(N').

On va d’abord montrer que pour tous M dans R{"(N')NE~ ona R}"(M)NE™T =
@: si M est dans ASP(A’) ou ASP(B’) c’est clair. Sinon on a p(M,) < p(M)
car sinon M € QCONV,,.(A,B,M,) ou M € QCONV,(A,B,M,). Donc on n’a
ni R (M) C ASP(M)ni Ry (M) Cc ASP(M). Si Ry (M) C ASP(M), comme
B’ € RY'(M) on en déduit M ~, B’ et donc RY (B') C ASP(B') ce qui est
impossible. Donc RY" (M) N ET = @& pour tout M € QCONV,,.(A,B,M,).

Soit My,My € RY"(N') tels que p(My) < p(Ms). Si r(My) > r(Ms) on a
M, € RY" (M) et donc My ~, My. Supposons par exemple que (M) < r(Ms).
Soit N” = (p(My),r(M2))pr- On peut alors faire la récurrence suivante (H,):

Si My,M, € RY"(N') N E~ tels que r(N") —r(A") + p(B') — p(N") < n et
p(My) < p(Ms) alors My ~ M,. (H,)

— H,j est vraie car on a R (N") C ASP(A")UASP(B')

— Supposons H,,_1. Soient Mj, My dans Ry (N') N E~ vérifiant p(M;) <
p(My). Soit M € RY"(N")\{N"}NE* (S’il n’existe pas de tels points alors
M,y ~. Ms). On a p(M,) > p(M) car sinon M, € QCONV,,(M,A,B) ou
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M, € QCONV,(MAB). On a r(M,) < r(M) car sinon
M € QCONV,,(My,M,,M,). Et donc:

p(M) < p(My) = p(M) < p(M,) < p(M>)
r(My) <r(M,) <r(M) =r(M,) < r(Ms)
D’aprés ’hypothése de récurrence M, ~ M;, M, ~ M, et M, ~ M, donc
My ~ M.
On a donc bien A’ ~ B'.
— ¢ =1, j/ = 2. Dans ce cas on a encore R} (A") C ASP(A).

— Sip(B') < p(A’) alorson a p(Aj,) > p(Aj) car sinon A}, € QCONV,,.(A,B,A})
ou A7 € QCONV,,(A,B,A}). Et donc A, € QCONV,,(A",B',A} ) ce qui est
mpossible.

— Sip(B’) > p(A’), de la méme fagon on a B, € QCONV,,.(A",B',B,,) ce qui est
aussi impossible.

—i=1,7=3.0naR"(A) C ASP(A') et RY(B') C ASP(B’). On définit alors la
suite (M;) par:

My = A} if p(A") > p
My = B, if p(A’) < p(B')
Mz’—i—l = (Mi>rp

(voir figure 6.6)

p = cste

FI1G. 6.6 — Casi' =1, j' =3 et p(B') > p(A').

On a p(M;i11) = p((M;),) > p(M;) car sinon (M;), € QCONV,.(M; AB) ou
(M;), € QCONV,.(M;,A,B). Et donc on a une suite infinie de points distincts
inclus dans un ensemble fini ce qui est impossible.
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— i =2,5/=1.0naR"(B") C ASP(B).
— Si p(B') > p(A’) alors B’ € R5Y(A")
— Si p(B') < p(A’) alors A’ € RI"(B')
— =24 =2
- Si p(A’) < p(B'), comme r(A") < r(B’) on a q(A’) < q(B’) et donc B’ €
RYI(A).
— Sip(A") > p(B') et q(A) > q(B') alors A’ € RY(B').
— Il reste le cas p(A’) > p(B’) et ¢(A") < q(B’). Soit N = (p(B’),q(A"))pq-
Si My,M, € RYY(N') et p(M;) > p(Ms) on note N” = (p(Ms),q(M;))pe- On va

faire une récurrence comme dans le cas ' = 1.7’ = 1.
)

Si My,M, € RY*(N') N E~ tels que p(M:) > p(Ms),R5*(My) N E* = @,
RM(My)NET = o, et p(A") — p(N") + q(B') — ¢(N") < n alors M, ~ M.
(Hy)
Soient My, M, vérifiant les conditions de (H)). Soit M € RY(N")\ {N"} N
E* Le point M, vérifie p(M,) > p(M). On a aussi p(M,;) > p(M) car si-
non M € QCONVr(M,,M,M,). De méme q(M,) > p(M) car sinon M €
QCONV,,.(M,,M,,M,). Donc on a:

Donc d’aprés I’hypotheése de récurrence on a M; ~ M, ~ M, ~ Ms.
— i =2, y/ = 3. La démonstration est la méme que dans le cas i’ = 1,5’ = 2.
— ' =3,j'=1.OnaRY(A) C ASP(A") et R (B') C ASP(B').
— Sip(A") < p(B') alors B’ € RI"(A4)
— Sip(A4) > p(B’) alors A’ € RY"(B’)
- ¢/ =3, j/ = 2. Similaire au cas i = 2,5/ = 1.
— ¢/ =3, j/ = 3. Similaire au cas i’ = 1,5/ = 1.

O
La relation ~ est une relation d’équivalence sur £ = E+ U E~. Soit Dy,...,D, les
classes d’équivalence associées et G, l'isobarycentre de D; et P l'ensemble {G; : i €

{1...n}.

Le lemme précédent montre que pour tout ¢ € {0...3},p € D il existe un j tels que
pour tout M € D; les points M, sont sur D,. Et donc on a p(G;) = p(G;).

Donc on a
Lemme 6.2.11 L’ensemble P est un D-polygone.

En particulier P contient au moins trois points (car il y a au moins deux directions dans
D).
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Lemme 6.2.12 Soient My, M, € Z? et p,q € D. On définit les points Ny = (p(Mi),q(Mz)) g,
Ny = (p(M2),q(M1)) g, de plus on suppose Ny € RV (Ny) ou R est un ASP. Alors pour
tous r,s € D le parallélogramme {M : r(M) € [r(My),r(Ms)] et s(M) € [s(M;),s(Ms)]}
contient le parallélogramme {M : p(M) € [p(M;),p(Ms)] et (M) € [q(M;),q(Ms)]}.

Démonstration: Soient M;,Ms,N1,No,p,q,r,s,i comme dans le lemme. On peut supposer
i = 2 (ie p(My) = p(Ma) et q(M) < q(Ms)) et v = ap + fg,s = o'r + ['q avec
a <0, <08 >0 >0.Soit N| = (¢(Ms),r(M))gr et Ny = (q(M),r(M2))q.r,
Ny = (r(My),s(M2)),s et N§ = (r(Ms),s(My)),s. (voir figure 6.7)

Comme ¢(N7) = q(Ms) on a q(N{) > q(M;). De méme q(Nj) < q(Ms;) donc N; et
Ny sont dans le parallélogramme M; N{M;N), donc le parallélogramme M; Ny My Ny est
inclus dans M N{M;Nj,.

De méme on peut montrer que M;NjM; N est inclus dans M; Ny My Ny O

r=r(Mz) r=r(My)

!
0= qate) M2 N, /N

s = s(My)

q=q(My) N: My

Ny p = p(Mz2) p = p(My)

F1G. 6.7 — Linclusion des parallélogrammes

Lemme 6.2.13 L’ensemble P est un polygone @Q)-conveze fort selon D.

Démonstration: Soit G un point de P et D la classe dont G est le barycentre.
On suppose par exemple que D C E* et que tout M € D vérifie ASP(M) = R} (M)
avec p,q € D. Soient pmin,pmax,gmin,gmax les extrema de p et ¢ sur D. Soient

By = {M|pmin < p(M) < pmaz}

By = {M|gmin < q¢(M) < gmazx}

et Dy la classe {M,|M € D}. On va montrer que D = By N E™: soit M un point de
ET™ N B;. D’aprés les définitions de pmin et pmax il existe Ay,By € D tels que pmin =
p(Ag) < p(M) < p(By) = pmax. On a Ay ~ By, on en déduit donc qu’il existe A,B € D
tels que A ~. B et p(A) < p(M) < p(B)
— Si ¢(M) < max(q(A),q(B)) on sait déja que M € D.
- Sig¢(M) > max(q(A),q(B)) alors q(M,) > q(M) car sinon M,, € QCONV,,(M,A,B)
et donc RYY(M) C ASP(M) ou qu(M) C ASP(M). Et donc A ou B sont dans
ASP(M) et donc M ~, A.
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On en déduit aussi avec le lemme 6.2.10 que D; = BN E~. De méme D = Bo N E™ et
Dy =By N E~ ou Dy = {M,|M € D}. On définit alors les 3 régions suivantes

Vi = {M|p(M) < pmin et ¢(M) > gmax}

Vo = {M|p(M) > pmazx et q(M) < gmin}

Vs ={M|p(M) > pmaz et ¢(M) > qgmax}
(voir figure 6.8)

p = pmin p = pmazr

Vi By v
3

q = qmazx

oQ

Bz

q = gmin

F1G. 6.8 — Les différentes régions

Supposons qu’il y ait un point G’ € P tel que G’ € R} (G). Le point G’ est I'isobary-
centre d’une classe D’. On a D' C V; U V5 U V5. D’aprés 'emplacement de G’ ’ensemble
D' ne peut pas étre disjoint ni avec V; ni avec V5. Deux cas peuvent se produire :
— Il existe A € V}, B € V; tels que A ~, B. Soit R!*(N) la région donnée par la
définition 6.2.8. On a RI*(N)N D = @ car si A,B € E~ alors R[*(N)NE"T = & et
si A,B € E* alors tout point de E™ N RI*(N) est équivalent a A et & B.
On déduit du lemme 6.2.12 que B; N By C RI*(N) ce qui est en contradiction avec
RP*(N)ND = @.

—~ Il existe A € Vi, B € V,, C,C" € V3 tels que

A~ C~C ~, B.

D c RY(A), D Cc R (C), D C RE(B) donc pour tout M € {A,B,C,C'} on a
ASP(M) = RY!(M). Soit M un point de D.

— Supposons que A,B,C,C" € ET. On a ¢(M,) < min(g(A),q(C)) car RS (N) N
E= Cc{N}ouN = (p(A), min(q(A),q(C)))pe Et donc M, € QCONV,,(M,A,C)
ce qui est tmpossible.

— Supposons A,B,C,C" € E~. On a q(M,) < min(q(A),q(C)) car sinon M, ~, A.
On a A € R} (M,) et A %, M, donc RE (M,) ¢ ASP(M,). De méme C €
RY(M,) et C e M, donc RS (M,) ¢ ASP(M,). On a ¢(M) < q(M,) donc
RY(M,) N ET # & et RY(M,) N ET # @. Et donc tous les quadrants de
direction p,q autour de M contiennent des points de £ ce qui est impossibll%

L’ensemble P est donc un D-polygone Q-convexe fort selon D. On a donc prouvé
I'implication (8) = (9) du théoréme 6.2.6.
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6.2.2.2 Les D-polygones Q-convexes forts

Dans cette section on va montrer I'implication (9) = (5).
On va avoir besoin d’une notion plus faible que la D-polygonalité déja introduite dans
[Gar95, p34].

Définition 6.2.14

— On dit qu’une droite supporte E si elle délimite un demi-plan contenant E. Un point
M supporte E selon D si il existe une direction p € D tel que la droite p = p(M)
supporte E.

— Un ensemble E est un D-polygone faible si pour toutes les droites d de direction
dans D on a

[dNE| € {0,2} ou (|[dNE| =1 et d supporte E).

Dl \/
D
Do
@ points de F
Dy

D3

F1G. 6.9 — Un exemple de D-polygone faible. Les quatre droites Dy, Dy, D3, Dy supportent
E.

Dans la suite on suppose que E est un D-polygone faible et Q-convexe fort selon D
contenant au moins 3 points.

Pour tout point M € F il existe un ASP II tel que IIN E = {M}. Si M ne supporte
pas E alors cet ASP est unique on le note encore ASP(M). Sinon E est compris dans
un demi-plan de frontiére p = p(M) avec p € D. Il y a alors en fait deux ASP qui ne
contiennent aucun point de £ sauf M, ils sont de la forme 1, = R}*(M) et I, = RY"(M).

Si p = p(M) contient deux points de E alors on note M, 'unique point de E distinct
de M tel que p(M) = p(M,). Si p = p(M) contient un seul point de E alors on note
M, =M.

Définition 6.2.15 On dit que A,B € E sont consécutifs (noté ACONSB) si il existe
p,q €D, i, N € Q? tels que A,B € R'*(N) et RI(N)NE = {A,B}.

Lemme 6.2.16 ACONSB si et seulement si on a ['une des conditions suivantes :
— Il existe un ASPII = RY*(N) ou N = (p(A),q(B)),q et IINE = {A,B}, RM(A)NE =
[A}, RM(B)NE = {B).
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— La droite (AB) est de direction dans D et supporte E.

voir figure 6.10

q = cste

ASP qu

p = cste
p = cste

F1G. 6.10 — Les deuz cas ou ACONSB.

On retrouve donc la consécutivité des saillants définie en 2.7.3.

Démonstration: Considérons deux points consécutifs A et B. Soit ¢,p,q,N comme dans la
définition de CONS. On suppose de plus que R?? est maximal pour la relation < définie
grace a la formule (6.2). On peut supposer p(N) € {p(A),p(B)} et ¢(N) € {q(A),q(B)}.
— Si N # Aet N # B alors en fait on a R¥(A)NE = {A} et R (B)NE = {B}. On
suppose que R? n’est pas un ASP. Comme d’habitude on suppose i = 0 et que r
est une direction de D telle que r = ap + Bq avec a > 0,5 > 0.
De plus on peut supposer p(A) = p(N), q(B) = q(N), r(A) > r(B) (Ce qui est vrai
a une inversion prés de p,q ou (et) A,B.)
Si A # A, alors pour tout M € RY"(A)ona A € QCONV,,(M,A,,B) donc RY"(A)N
E = {A} ce qui entraine Rl"(N') N E = {A,B} avec N' = (q(B),r(A))4 ce qui est
en contradiction avec la maximalité de R{’. Voir figure 6.11.

T = cste

q = cste B AN/ *4p

p = cste

FI1G. 6.11 — Cas A # A,

Si A= A, alors E est inclus dans demi-plan p < p(A) et donc B = B,, donc E est
inclus dans ¢ < ¢(B), ceci implique F = {A,B} ce qui est impossible.
— Si N=Aona RM(B) C R(A). On peut supposer i = 0.
— Cas p(A) = p(B). Si g = q(A) ne supporte pas E alors il existe un point A, # A.
Si M € RYY(A) alors A € QCONV,,(M,A,;,B) et donc R} (A) N E = . Cest
encore vrai si ¢ = ¢(A) supporte E (car RY? est dans le demi-plan qui ne
contient pas B). Donc les seuls points de E dans le demi-plan RE/(A) U REY(A)
(de bord (AB)) sont A et B ce qui correspond au deuxiéme cas du lemme.
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— Le cas q(A) = ¢q(B) est similaire.
Pour les deux derniers cas on suppose p(A) # p(B) et q(A) # q(B).

— Sip = p(A) ne supporte pas E alors ¢(A,) > q(A) et ¢(B) < q(A) donc A, # A
et A€ QCONV,,(A,,A;B) ce qui est impossible.

- Si p = p(A) supporte E alors E \ {A} est inclus dans p < p(A) et donc
A, = Aet g=q(A) supporte E donc E'\ {A} est inclus dans ¢ < ¢(A) et donc

E = {A,B} ce qui est impossible.
O

On a déja vu dans la section 2.7.3 que les points saillants quadrés forment un cycle.
On peut étendre facilement le résultat dans le cas de coordonnées non forcément entiéres.
De plus ici les points saillants sont ici tous de multiplicité 1 sauf les points supportant E
qui sont de multiplicité 2 et dont les deux points quadrés sont consécutifs. La nature du
graphe (E,CONS) est donc la méme que celui des points quadrés:

Lemme 6.2.17 Le graphe (E,CONS) est un cycle.

Lemme 6.2.18 Si A,B € E sont consécutifs et r € D alors pour tout M € E on a
r(M) > max(r(A),r(B)) ou r(M) < min(r(A),r(B)).

Démonstration: Supposons que ’on a un point M tel que r(M) €]r(A),r(B)[. La droite
r = r(M) ne peut pas supporter F car A et B sont de chaque c6té de cette droite. Donc
M, # M. On va supposer p(M) < p(M,).
— Supposons que 'on est dans la premiére condition du lemme 6.2.16. Soient p,q.i
comme dans ce lemme. On suppose i = 0. Sip(M) > p(A) ona M € QCONV,,.(M,,A,B)
(voir figure 6.12), sinon on a ¢(M) > ¢(B) et donc M € QCONV,,.(M,,A,B) im-
possible.

T = cste

q = cste

p = cste

F1G. 6.12 — Cas p(M) > p(A)

— Supposons maintenant que (AB) supporte E et est de direction p € D. On a alors

M € QCONV,,.(M,,A,B). Impossible. -

Définition 6.2.19 L’ensemble MFE est l’ensemble des milieuz de deux points consécutifs
de E.
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Lemme 6.2.20 Si E est un D-polygone faible Q)-convexe fort selon D alors ME est un
polygone @Q-conveze fort selon D.

Démonstration: Soit M un point de ME, M est donc le milieu d’un segment [AB] de E
avec ACONSB.

Si (AB) supporte E, E est dans un demi-plan de frontiére (AB) et donc toutes les
points de M E sont aussi dans ce demi-plan.

Sinon grace au lemme 6.2.16 on sait qu’il existe un ASP qu’on peut supposer égal a
RYY(N) et qui vérifie RYY(N)N E = {A,B}.

On va montrer que R/(M) N ME = {M}. Supposons qu’il existe un point M’ €
RN (M)NME \ {M}. Le point M’ est le milieu de [A'B’] avec A/CONSB’

Gréace au lemme 6.2.18 on peut supposer A’ € R“(A) et B’ € Ry (B).

La direction de la droite (A’B’) ne peut pas étre dans D car Rh? est un ASP. Soit
alors R!*(N’) la région donnée par le lemme 6.2.16. On sait que A et B sont dans le
parallélogramme p € [p(A"),p(B’)],q € [¢(A’),q(B’)]. On en déduit, grace au lemme 6.2.12
que A et B sont dans R[*(N’) impossible.

o
b
=
I
0
W
2
Q ®
I
0
w
2
®

F1G. 6.13 — Pourquoi RE'(M)NME = {M}?

O

Lemme 6.2.21 Si E est un D-polygone faible, A et B sont deuz points consécutifs de F,
et r est une direction de D alors A, et B, sont deux points consécutifs de E.

Démonstration: On note A’ = A,, B = B,. Il faut donc montrer que A" et B’ sont
consécutifs. Les points A et B sont consécutifs donc on peut regarder les deux possibilités
données par le lemme 6.2.16:

— On suppose que A,B € R}?(N) avec Ry? ASP et Ry'(N)N E = {A,B}. On peut

supposer p(A) > p(B), q(A) < q(B) et r = ap+ Bq avec « < 0 et § > 0 car Ry est
un ASP. Il n’y a aucun point de E dans la bande r(A) < r < r(B). Si A = A’ alors
ona ENn{r <r(B)} ={A,B,B'} et donc il existe N tel que Ry (N)NE = {A,B'}
et donc ACONSB’. Idem si B = B'.
Sinon on sait qu'il existe i,j # 0 tel que R*(A")NE = {A'} et R)*(B)NE = {B'}.
On ne peut pas avoir i # j car il n’y a aucun point de E dans la bande r(A) < r <
7(B) et donc on ne peut pas placer A A7 B, B,. Comme i = j et il n’y a aucun
point dans la bande 7(A) < r < r(B) on sait que A’/CONSB’ (voir figure 6.14)
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T
Y

p = cste

F1G. 6.14 — Pourquoi A/\CONSB’ ?

— Supposons qu'il existe p € D tel que p(A) = p(B) et E est inclus dans le demi-plan

p > (A). Tl existe i,j € {1,2} tel que R"(A)NE = {A'} et R"(B')NE = {B'}.
Comme précédemment on peut montrer que i = j et A’/CONSB’.

Dans tous les cas A" et B’ sont consécutifs. a

Lemme 6.2.22 Si E est un D-polygone faible ()-conveze fort selon D alors ME est un
D-polygone faible Q-convexe fort selon D.

Démonstration: On a juste & montrer que MFE est un D-polygone faible. Soit M un point

de ME. C’est le milieu de [AB] o A et B sont consécutifs. Soit  une direction de

D. Soit A’ = A,.,B' = B, et M’ le milieu de [A'B’]. D’aprés le lemme précédent A’ et
. . e — —_— —

B’ sont consécutifs donc le point M’ est dans ME. On a MM' = % <AA’ + BB’) donc

r(M) =r(M"). Il suffit donc de montrer que si M = M’ alors la droite r = r(M) supporte
E. Supposons donc M = M’.

On ne peut pas avoir A = A’ car sinon on a aussi B = B’ ce qui est impossible car
alors r = r(A) et r = r(B) supportent E et donc F = {A,B}.

Supposons A’ # B, on a alors B’ # A. Dans ce cas (AB) ne supporte pas F car A" et
B’ sont de chaque coté de (AB). Donc on peut supposer Rh/(N) N E = {A,B} avec R’
ASP. Comme R?(N) est un ASP et que les demi-droites [AA’) et [BB’) sont paralléles
opposées on sait que l'une d’entre elle est dans R{?(N) contradiction. Donc si M = M’
alors A’ = B et B = A’ mais dans ce cas la droite (AB) supporte E et donc ME. Ce qui
montre bien que MFE est un D-polygone faible. O

Remarque 6.2.23 On doit remarquer que cette propriété est vraie car on a bien ordonné
E. Par exemple si on considére P = ((0,0),(1,1),(1,0),(0,1)) ordonné ainsi alors P est un
D-polygone avec D = {x,y} mais MP n’est pas D-polygone faible. (voir figure 6.15)
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(i

F1G. 6.15 — Un D-polygone Q-convexe mal ordonné

Le prochain lemme montre que la transformation M conserve la consécutivité.

Lemme 6.2.24 Deux points de MFE sont consécutifs si et seulement si ils proviennent
de deux segments consécutifs de E.

Démonstration: Soient A,B,C tels que ACONSBCONSC'. Soient M;,M, les milieux de
[AB] et [BC]. On va voir toutes les possibilités données par le lemme 6.2.16.
— ler cas: Il existe i,p,q,N1, N2 tels que RYY(N,)NE = {A,B} et R (Ny)NE = {B,C}.
Les points de E qui sont dans la bande p €]p(A),p(C)| sont B,B,. Les points de
E qui sont dans la bande |¢(A),q(C)[ sont B,B,. Soit N3 tel que M;,M, sont sur
le bord de RY(N3). Supposons que nous avons deux points consécutifs P, et P
tels que le milieu de [P P,] est dans RY¥(N3). Alors I'un des points A,B,C' est dans
le parallélogramme p € [p(P),p(FP2)],q € [q(P1),q(P,)] et donc grace au lemme
6.2.12 P, et P, ne peuvent pas étre consécutifs contradiction. On en déduit que
RY(N3) N ME = {M;,M,} et donc M; et M, sont consécutifs. (voir figure 6.16)

c No

N

Mo

q = cste B N1

p = cste

F1G. 6.16 — Pourquoi My et My sont consécutifs?

— 2e cas: B, = B. On a alors p(A) = p(C) et donc (M;M,) est de direction p et
supporte MFE et donc M;CONSMs.

— 3e cas: (AB) supporte E. On peut supposer que F est inclus dans {p > p(A4)}. On
aalors EN{p <p(C)} ={A,B,C,C,} et donc MEN{p < p(C)} = {M;,My,M_4}
ot M_; est le milieu de [A,C,)].

O
Maintenant on va revenir aux D-polygones non faibles.

Lemme 6.2.25 Si E est D-polygone Q-convexe fort selon D alors M2E est D-polygone
Q-convezxe fort selon D.
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Démonstration: Soit M un point de M2E. Ce point est le milieu de deux sommets consé-
cutifs M7,M, de ME. D’apreés le lemme précédent ces deux points proviennent de trois
points consécutifs A,B,C de F.

Soit r une direction de D et A’ = A, B’ = B,,C' = C, et M{,M},M' les milieux de
[A’B'),[B'C"],[M{ M}]. D’aprés le lemme 6.2.21 le point M’ est dans M?FE, pour montrer
que E est un D polygone il suffit donc de prouver que M # M’.

Supposons donc M = M’. Comme dans le lemme 6.2.22 on sait que M; = M) et
M, = M/ mais alors AB'BC" est un parallélogramme et (AC") est paralléle & (BB') donc
a (AA’) et par conséquent C' € {A,A’'} et C" € {A,A'}. Donc A=C ou A’ = C’C’ = A
Mais le cas A = C est impossible par hypothése . Donc on a A = C’, mais B’B AC”
Donc B = B’, ce qui est impossible car E est un D-polygone. O

Maintenant on va itérer le processus. On ordonne E par la relation de consécutivité :
E = (A)o<i<m ot Ag = A, et A;CONSA;;;. On définit alors F,, = (A}') par la récurrence

A? 1—i—AZ A”—i—A?+1
+ 2 1 n n
9 - ZAZ 1 _A + 4A2+1

A0 = A, ATl =

ol les indices sont calculés modulo m.

Grace au lemme 6.2.21 on peut montrer par récurrence sur n que A} et A7, sont
consécutifs et donc que F, = M?"E. Le lemme précédent montre que F, est un D-
polygone. En fait on a un lemme plus précis:

Lemme 6.2.26 Si A;,A; € E vérifient i # j, p(A;) = p(A;) alors pour tout n € N on a
P(A}) = p(A47).

Démonstration: Montrons cette propriété par récurrence sur n. Supposons donc que p(A?) =
p(A%). D’apres les lemmes 6.2.17 et 6.2.21 on sait que les seuls points consécutifs de
AP = (A7), sont (A7), et (A}, ),. D’autre part d’aprés les lemmes 6.2.24 et 6.2.17 on
sait que les points consécutifs de A7 sont A7 ; et A7, ;. Donc

{A?—I)W(A?—i-l)p} {A] 1 ]+1}
et donc p(AI*!) = p(AT*). O

Maintenant on va voir que lorsque I’on fait tendre n vers I'infini alors (E,,) converge
vers un polygone affinement régulier. Ce résultat est connu depuis Darboux ([Dar78]):

Lemme 6.2.27 Si |D| > 3 alors la suite Cofg‘n_(Gl) ot G est le centre de gravité de E
converge vers un D-polygone affinement régulier.

Démonstration: Considérons I’application linéaire ¢ : C"™ — C™ définie par ¢(zo, ... ,2m_1) =
(iZi_1+%Zi+iZi+1>0§i<m ot les indices sont calculés modulo m. On remarque E,, = ¢"(E).
L’application linéaire ¢ a pour matrice de représentation :

P00
P
Foo b
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Or la matrice K est diagonalisable. Plus précisément les vecteurs propres propres de K
- 275k .
sont Y; = (6" )o<k<m associés aux valeurs propres v; = cos?(LL).
La famille (Y;) est une base de C™, on peut donc écrire £ = Z;:Ol A;Y;. On a

m_

E=XYo+ > (Y + Ansj¥y) + AnVa
k=1
oll z — Z désigne la conjugaison de C, donc:
m_
2 .
o 2n JT ¥ n
E, = \Yy + Z; cos™ () (NY) + Ani¥) + (—1)"Ap Yy
‘]:

Soit r =max{j >1: A\j #0ou \,_; # 0} et

F = (B))ocicm = lim —n_ 7070
(Bosicn = lim ooy

comme cos(%) > cos(%r) pour 0 <j<j <Fonal =\Y, + Am—rY,, F est donc
I’image par 'application R-linéaire ¢ : z +— M,z + \,,_.Z du polygone Y.
Comme les polygones E,. sont tous de genre 1, et que Y, est de genre r, on a forcément

r = 1. Plus élémentairement on peut supposer que l'ordre de F vérifie
p(AO) = p(Al) S p(A2) S ce S p(Ajmaz) = p(Ajma:c+l) Z p(Ajmaz+2) Z cee Z p(Am—l) Z p(AO)

ou p est une direction de D, ces inégalités sont alors vérifiées par tous les E, donc en
passant a la limite on obtient :

p(BO) - p(Bl) < p(B2) <...< p(Bjmax) :p(Bjmax+1) > p(Bjmax+2> > > p(Bm—1> > p(BO)

or seule 'image affine du polygone Y] peut vérifier ces inégalités.
Donc r = 1, comme Yy = (1,1...,1) et A\g est I'affixe du centre de gravité G de E, F

est la limite de Cofgn_(i).

D’aprés le lemme 6.2.26 si p(A;) = p(A;) alors p(B;) = p(B;). Donc si ¢ est bijective
alors F' est un D-polygone affinement régulier.

Supposons donc que ¢ n’est pas bijective. L’image réciproque par ¢ d’un point est
donc toujours contenue dans une droite car ¢ n’est pas constante (A\; # 0 ou A1 # 0).
Or comme Y] est un polygone convexe il ne peut y avoir 3 sommets de Y; alignés. Donc
pour tout M € F'=¢(Y;)ona [{N €Y : ¢(N)= M}| < 2. D’autre part le polygone
F est inclus dans une droite. On a aussi supposé que D contient au moins trois directions
{p1,p2,ps}. Soit B; un point de F, il existe iy,is,i3 distincts et différents de ¢ tels que
pk(B;i) = pp(B;, ). Comme on ne peut avoir un seul iy tel que B; = B;,, les directions p,
avec | # k sont toutes les deux égales & la direction de F' ce qui est impossible car elles
sont distinctes. O

Si |D| = 2 alors tout parallélogramme & cotés paralléles aux directions de D est un
D-polygone affinement régulier.

On a donc démontré:
Lemme 6.2.28 Si il existe un D-polygone Q-convexe fort alors il existe un D-polygone
affinement régulier dans R?.
Ce qui est exactement (9) = (5) dans le théoréme 6.2.6.
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6.2.3 Corollaires
Corollaire 6.2.29 Si |D| > 7, alors on a UNICITE(Q(D),D).

Démonstration: En effet I’assertion (7) du théoréme 6.2.6 implique |D < 6. O

Dans le chapitre précédent on a trouvé un algorithme polynomial pour résoudre
RECONSTRUCTION(Q(D),D).

D’aprés la proposition 2.6.1 un totalement convexe est toujours Q-convexe, donc si on
sait reconstruire une solution QQ-convexe et si cette solution est unique, pour savoir si il
y a une solution totalement convexe il suffit de regarder si cette solution Q-convexe est
totalement convexe.

Corollaire 6.2.30 Si D ne satisfait pas aux conditions équivalentes du théoréme 6.2.J
alors RECONSTRUCTION(C,D) peut étre résolu en O(n”) opérations.

On a aussi un corollaire pour la reconstruction dans Z" :

Corollaire 6.2.31 Si D est un ensemble de plus de 7 directions coplanaires alors on peut
trouver un totalement conveze a partir de ses projections selon D en temps polynomial.

En effet on peut appliquer 'algorithme de reconstruction 2D dans chaque plan paralléle
aux directions de D.

6.3 Unicité d’une solution donnée

Jusque 14 on s’est intéressé a 'unicité de toutes les instances possibles du probléme de
la reconstruction. Mais on peut aussi se poser le probléme suivant : étant donnée une partie
de 72 existe-t-il une autre partie de Z? ayant les mémes projections? Plus précisément le
probléeme ESTUNIQUE(F,D) est le suivant:

ESTUNIQUE(F,D) .
Donnée : Une partie £ € F
Question :  Existe-t-il un ensemble F' € F tel que F' # E et Vp € DVi,j € ZX,E(i) =
X,F(i)?

Par exemple si on prend F = P(Z?), et D = {z,y}, on sait qu’il n’y pas unicité en
général car les deux ensembles F; = {(0,0),(1,1)} et Ey = {(1,0),(0,1)} ont les méme
projections (la réponse pour ESTUNIQUE avec E égal a E; ou F, est donc non). Par
contre 'ensemble F3 = {(0,0),(1,0),(0,1)} est le seul & avoir pour projections les vecteurs
(2,1],]2,1].

Les complexités pour différents couples (D,F) seront données dans la section 8.1.2.

En fait ce probléme est fortement lié au probléme de la reconstruction avec localisation

a priori:
Proposition 6.3.1 Si D est un ensemble de directions et F une classe contenue dans
les convezes simples selon D, alors ESTUNIQUE(F,D) peut étre résolu en O(nC)
opérations ot n = max,ep(maxyep p(M) — minyepp(M)) et C est la complezité de
RECONSLOC.
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Démonstration: Soit donc E une partie de Z? dans la classe F. On se fixe une direction
p € D arbitraire. Si il existe /' € F différent de F ayant les mémes projections que £
alors il existe une droite paralléle a p telle que F' ne contient pas un des points extrémes
de E sur cette droite. On peut donc utiliser I'algorithme 5 pour résoudre le probléme
ESTUNIQUE. O

Algorithme 5 ESTUNIQUE(F,D) ou F est contenue dans les convexes simples selon
D
On choisit p € D arbitraire.

pour tout ¢ € {pmin...pmax} faire
A,B « les points tels que [AB] = EN{p =i}
Résout RECONSLOC(F,D) avec (X,(E))sep, o = @, fo = Z* \ {A}
si il y a une solution alors
retourne NON UNIQUE
fin si
Résout RECONSLOC(F,D) avec (X, (E)),ep, o = @, Bo = Z* \ { B}
si il y a une solution alors
retourne NON UNIQUE

fin si

fin pour
retourne UNIQUE




Chapitre 7

Reconstruction approchée des
(Q-convexes forts

Au chapitre 5 on a trouvé un algorithme pour reconstruire un Q-convexe a partir de
ses projections. Mais va-t-il étre utilisable en pratique? En fait le probléme majeur est
I’obligation d’avoir des projections sans aucune erreur, en effet si on modifie légérement
les projections alors I’algorithme répondra sans doute qu’il n’y a pas de solution. On ne
peut donc utiliser cette méthode que dans les cas ot on fait des mesures sans erreur,
comme par exemple en microscopie électronique ot on parvient a compter directement
le nombre d’atomes. Mais dés que les objets sont des discrétisés d’objets continu il faut
aussi chercher des algorithmes donnant des solutions approchées.

Le travail décrit dans ce chapitre a été réalisé avec la collaboration d’Alberto Del
Lungo et Sara Brunetti.

7.1 Avec deux directions

On va maintenant s’intéresser au probléme algorithmique suivant :

RECAPPRO(F ,p,q) (Reconstruction approchée).
Donnée :  Quatre suites (p;)icz,(P;)icz:(q5)jez,(qj)jez @ valeurs dans N et a support

fina.

Sortie : Un ensemble E € F, si il existe, dont les projections vérifient Vi,j € Zp; <
Xp(i) < phy g5 < Xq(4) < g

On prend les notations suivantes :

pmin = min{i : p; >0}, pmazr = max{i : p; >0}
gmin = min{j : ¢; >0}, gmaxr =max{j : ¢; > 0}
pmin’ = min{i : p, > 0}, pmaz’ = max{i : p, > 0}
gmin’ = min{j : ¢; >0}, g¢mar’ =max{j :q; >0}
Ip = pmax’ — pmin’ +1, lqg = qmaz’ — gmin’ +1
A ={N e Z*| pmin’ < p(N) < pmax’ et gmin’ < q(N) < gmaz’}.

113
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Si [pmin,pmazx] ¢ [pmin’ pmaz’] ou [gmin,gmaz| ¢ [gmin’,gmaz’] alors le probléme
n’a pas de solution. On va étudier en détail le cas ou [pmin,pmaz| = [pmin’ pmaz’] et
[gmin,gmaz]| = [gmin’,gmaz’] en restreignant le probléme RECAPPRO:
RECAPPROB(F,p,q) (Reconstruction approchée avec mémes bornes).
Donnée :  Quatre suites (p;)icz,(P})icz,())jez:(q})jez @ valeurs dans N et a support fini
telles que pmin = pmin’ ,pmax = pmax’,qmin = gmin’ ,qmazr = qmaz’.
Sortie : Un ensemble E € F, si il existe, dont les projections vérifient Vi,j € Zp; <

Xp(i) < phy g < Xy(4) < g
Donc toutes les solutions de RECAPPROB ont un point dans chaque coté du parallé-
logramme A.
Si on a un algorithme pour le probléme RECAPPROB, pour résoudre RECAPPRO il
suffit d’appliquer cet algorithme avec les projections ((pp:),(pp;),(qq;),(qq;)) ou pp et qq
sont définies par:

pp; = max(l,pi) Si ¢ = ppmin ou @ = ppmax

ppi = pi sinon
pp =0 si i < ppmin ou 1t > ppmax
pp; = P} sinon
qq; = max(l,q;) si j = ggmin ou j = qgmaz
qq; = qj sinon
qq;. =0 si j < qgmin ou j > qgmax
qq;, = q;. sinon

et ceci pour tout ppmin,ppmax,qgmin,ggmax vérifiant
pmin’ < ppmin < pmin, pmax < ppmax < pmax’,

gmin’ < ggmin < gmin, gmax < ggmax < pmaz’.

Il y a donc (Ip%l¢®) possibilités pour ppmin,ppmaz,qgmin,qgmaz.

On en déduit que si on a un algorithme de complexité C' pour résoudre RECAPPROB
alors on a un algorithme de complexité (Iplq)>C pour résoudre RECAPPRO, en particulier
RECAPPRO et RECAPPROB sont polynomialement équivalents.

Le but de ce chapitre est de présenter un algorithme polynomial pour résoudre
RECAPPROB(Q(p,q),p,q).- Pour cela on va essayer d’exprimer directement l’existence
d’une solution Q-convexe par une 2-formule. On se fixe donc pour toute cette section les
quatre projections (p;),(p;),(q;),(¢;) qui vérifient les hypothéses de donnée de RECAPPROB.

7.1.1 Les variables booléennes

A chaque point M de A on va associer 4 variables booléennes (Vi(M))gex ot K =
{0,1,2,3}. La variable V}.(M) exprime le fait que la solution E va vérifier R,(M)NE = @.
L’idée d’utiliser de telles variables est due a Chrobak et Diirr ([CD99])), mais ils ne
I’avaient fait que pour des directions horizontales et verticales.
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Plus précisément & une partie de Z> F on va associer I'instanciation V = ¥(F) des
variables booléennes Vj (M) définie par:

V =U(E)ssi V(M) =“R(M)NE =" avec k € K, M € A.

Réciproquement & une instanciation V' des variables booléennes on va associer la partie
de Z* E = ®(V) suivante

E=&V)ssi E={MeA|-Vi(M),Vk e K}

La formule exprimant 1’existence d’une solution Q-convexe va étre constituée de 3 sous-
formules exprimant respectivement la Q-convexité, la borne inférieure, et enfin la borne
supérieure.

7.1.2 Expression de la Q-convexité

On prend les notations k,0 de la section 2.1. La Q-convexité peut alors étre exprimée
a 'aide des formules suivantes:

Ro= N\ ((Vo((@i) = Voli =) A N (Vol(i.g)) = Vol(inj + 6)))
(i,7)EA (i,7)EA
(i—8,j)EA (i,j—0)EA

A AN Vo(@d) = Vol(i — uj —v)))

(1,7)€A 0<u<6

<v<d
v=Kuld]
(i—u,j—v)EA
Ri= N\ (W) =Voli+s)N A N (Vollig)) = Va((ij —6)))
(i,5)€EA (1,7)EA
(i+48,5)€A (i,j—0)EA

AN ) = Vol ug = v)))

(t,7)eA 0<u<5

<vw<d
v:—nu[(?]
<i+u,j—v>€A
Ro= N\ (Vi) =Voli+6)) A N (Vol(ig) = Vol(i.j +4)))
(4,4)€A (i.7)EA
(i+0,5)€A (i,j+8)eA

A AN V(@) = Vol(i + uj +v)))

(i,7)EA O<u<6

<v<d
v=Kuld]
(i+u,j+v)EA
Rs= N\ (W) =Wi-oi)A N (6(id) = Vol(ij + )
(i.4)EA (i,5)€A
(i—0,j)EA (i, +0)EA

AN A (Vol(id) = Vol(i — wj +v)))

(i,4)EA o<u<d
0<v<d
v=—rkul[d]
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On désigne par QCONV la formule Ry A R1 A Ro A R3. La formule QCONV peut
sembler compliquée mais c’est seulement la conjonction des formules V(M) = Vi(N)
avec N € Ry (M) et M et N assez proches.

Lemme 7.1.1 Si V' est une instanciation des variables booléennes vérifiant Ry, alors V.
vérifie pour tous M,N € A tel que N € Ri(M) la formule :

Démonstration: On suppose par exemple k = 0 et M = (iy7,7p). Grace la formule Ry on
sait que pour tout 4,5, on a Vy((4,5)) = Vo((i —4,7)) et Vo((i,5)) = Vo((i,j — 9)). Donc on
peut montrer par récurrence: Vo(M) = Vo((ins — kd,ja — 10)), pour tout k,l € N.

Soit N un point de Ry(M). Soit N’ tel que

p(M) —p(N') _ {p(M) —p(N)J 7 q(M) —q(N') _ V(M) —Q(N)J

o o o o

On vient juste de montrer que 'on a Vo(M) = Vo(N') et comme la formule Vo(N') =
Vo(N) est dans Ry on a bien Vo (M) = Vo(N). O

Le lemme suivant montre que QCONYV exprime bien la Q-convexité :

Lemme 7.1.2 — Pour tout ensemble E C A linstanciation V = V(E) satisfait tou-
jours les formules QCONYV.

— Si Uinstanciation V' satisfait la formule QCONYV, alors E = ®(V) est Q-convexe
selon p et q.

Démonstration:

— Soient M,N € A tel que N € Ri(M). On a alors Ri(N) C Rg(M) donc comme
V =W(E) on a Vi (M) = Vi(N) et donc en particulier les formules Ry.

- Si M ¢ E, il existe k tel que V(M) et donc d’aprés le lemme 7.1.1, on Vi (N) pour

tout N € R, (M). Et donc R,(M)NE = 2.
O

Remarque 7.1.3 Il peut sembler bizarre que la premiére partie du lemme ne contienne
pas d’hypothése de Q-convexité sur E, mais ceci est normal car on peut montrer en fait
que pour tout E C A l’ensemble ® o W(E) est égal a I’enveloppe Q-conveze de E.

7.1.3 La borne inférieure

Maintenant on va exprimer que les projections des solutions sont supérieures aux p;.
On va considérer une seule droite p = i. Soit gmin; = min{j|(i,j) € A} et gmazx; =
max{j|(i,j) € A}. Il faut remarquer que si 0 # 1 ces nombres ne sont pas toujours égaux
a gmin et gmazx.
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La formule LB(p,i,l) va exprimer que X, (i) > [:

LB(p,i,l) = VRAI sil=0
LB(p,i,l) = /\ (L1(4) A L2(5) A L3(5) A La(5))
qmingqumax—&
j=ki[0

A(LyANLy ALy ALy) sinon

L1(j) = Vo((i,5)) = —Va((i.j + ol))
Ly(j) = Vo((i.g)) = =V3((ij + 61))
L3(j) = Vi((i,5)) = —Va((i.j + ol))
La(j) = Vi((i,5)) = —Va({i.j + ol))
Ly = =Va((i,gmin; +0(1 — 1))
Ly = =V3((i,gmin; + 0(1 — 1))
Ly = =Vo((i,gmaz; — 6(1 — 1)))
Ly = =Vi({i,gmaz; — 6(1 — 1)))
Lemme 7.1.4 — Si un ensemble E est Q-conveze selon p et q et vérifie X,E(i) > 1

alors V = V(E) satisfait LB(p,i,l).

— 81V satisfait QCONV N LB(p,i,l), alors E = (V) satisfait X,E(i) > 1.

Démonstration:

— Le cas [ = 0 est trivial, donc on peut supposer [ > 1.

Soit j tel que gmin < j < gmaz — §. Soit A = (i,5),B = (i,j + 0l). On a A,B € A.
Siona Vy(A)VVi(A) alors il n’y a pas de point sur la ligne p = i & gauche de A. Il
y a seulement [ — 1 points entiers sur le segment |ABJ, et E a [ points sur la droite
p = i donc il y a un point M = (i,jp;) € E vérifiant ¢(M) > j + 6l. Donc on a
=V5(B) A =V3(B). On a donc prouvé (Vo(A)V Vi(A)) = (=Va(B) A =V3(B)) ce qui
est équivalent & la formule L;(j) A La(j) A L3(3) A La(j)-

Restent & prouver les implications pour les bords. Or on a forcément L) A L), car il
y a seulement [ — 1 points M vérifiant p(M) =i et ¢(M) < gmin; + 5. De méme on
a Ly A Lj.

Soit A = (i,qgmin;) et B = (i,gmin; + ). D’aprés le lemme 7.1.1 et L},L}, on a
=Vo(M) N =V3(M), pour tout M € [A,B]

Supposons que =V5(A) et =V;(A), comme V satisfait QCONV et d’aprés le lemme
7.1.1, on sait que —Vy(M) A =V4(M) pour tout M € [AB) N A. Donc E = ®(V)
contient tous les points entiers de [A,B], il y a [ points sur [AB[, on a donc bien
X,E@) > 1.

Il reste a voir le cas Vj(A) ou V;(A). Soit

' =max{j : Vo((i.j)) ou Vi((i.j))}
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Soit C' = (i,j') et D = (i,j/ + 6l). D’aprés les formules L; ou L) on sait que
j < gmax; — 0l et donc D € A. D’aprés la maximalité de j’ on sait que pour
tout M €]CD)N A on a -Vo(M) A =Vi(M). Comme V5(C) V Vi(C) les formules
Li(5") A La(3") AN Ls(j') A Ly(3') montrent que =Vo(D) A =V53(D). On en déduit que
pour tout M €]CD] on a —Vi(M) pour tout k et donc E contient |C'D] qui a

exactement [ points entiers.
O

On peut définir de la méme fagon LB(q,j,0).

7.1.4 La borne supérieure

Maintenant on veut exprimer que X,(E)(j) <.

Comme pour l'algorithme du chapitre 5, on va étre obligé de fixer deux pieds. On
considére donc deux points A,B € A tels que p(A) = pmin,p(B) = pmax.

On considére alors une droite ¢ = j. La formule UB(q,j,l,A,B) va étre définie par:

UB(q,j,l,A,B) = IN(A) AIN(B) A N U(3)

pmin<i<pmazx—Jl

J=kKi[0]
ou:
IN(M) = =Vo(M) A =Vi(M) AN =Vo(M) A =Va(M)
a) Sij <min{q(A)q(B)},  U(i) = =Vo(i.j) = Vi(i+4l.j)
b) Siq(A) <j<q(B) U(i) = —V3(i.j) = Vi(i + dl.j)
c) Sig(B)<j<q(A) U(i) = —~Vo(i.j) = Va(i + dl.j)
b) Sij >max{q(A),q(B)}  U(i) =~V5(i,j) = Va(i + 6L.j)
Lemme 7.1.5 — 81 un ensemble E contenant A,B est Q-convexe selon p et q, et si
X,E(j) <1, alors Uinstanciation V = V(E) satisfait QCONV A UB(q,j,l,A,B).
~- 81V satisfait QCONV NUB(q,7,l,A,B), alors E = ®(V') contient les points A,B,
et vérifie X,E(j) <.
Démonstration:

- Soit C' = (i,j) € A tel que pmin < j < pmax — . On considére D = (i + dl,j) € A
Supposons que 'on est dans le cas (a): j < min{q(A),q(B)}. Tout point M de la
droite ¢ = j vérifie alors —~V,(M) A =V3(M).

Si on avait =V(C) A=Vi(D) alors E contiendrait tous les points de [C'D] qui a [+ 1
points entiers. Donc on bien la formule U(7).
On procéde de la méme fagon pour les cas (b), (c) et (d).

— Comme V satisfait IN(A) A IN(B), les pieds A et B sont dans E.

Considérons encore le cas (a): j < min{q(A),q(B)}. Les variables V' satisfont
QCONYV, donc d’aprées le lemme 7.1.1 tout point M de la droite ¢ = j vérifie
—Va(M) et ~V3(M).
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Si Vo(M) pour tout M tel que p(M) = i alors X,(£)(i) = 0 et donc le lemme est
bien vérifié.

Sinon on considére i = min{i : —Vy((i,7))}. Soit C = (i',5) et D = (i’ + dl,7j).
D’aprés U (i) on sait que I'on a Vi(D). On en déduit que tous les points de E sur la
droite p = i sont dans le segment [C'D| qui a exactement [ points et donc X (i) < .

On procéde de la méme fagon pour les cas (b), (c) et (d). .

On peut définir de la méme fagon UB(p,i,l,A,B).

7.1.5 L’algorithme de reconstruction

Soit (P,P",Q,Q") = ((p:),(pi),(¢;),(¢;)) une instance de RECAPPROB.
On fixe alors quatre points A,B,C,D tels que p(A) = pmin, p(B) = pmazx, q(C) =
gmin,q(D) = gmax puis on construit la formule booléenne

RAPP(P,P',Q,Q',A,B,C,D) = QCONV A ( AN LB(pip) A UB(p,z',p;,C,D))

pmin<i<pmaz

A( /\ LB(q,j,qj)AUB(q,j,qg,A,B)>

gmin<j<gmax

En réunissant les lemmes 7.1.2, 7.1.4 et 7.1.5, on obtient :

Théoréme 7.1.6 La formule RAPP(P,P'.Q,Q',A,B,C,D) est satisfaisable si et seule-
ment st il existe un @Q-convexe contenant A,B,C,D satisfaisant le probléme
RECAPPROB(Q(p,q),p,q) avec comme donnée (P,P',Q,Q"). De plus si V satisfait
RAPP(P,P',Q,Q',A,B,C,D) alors E = ®(V') est une solution de RECAPPROB.

Ceci donne immédiatement un algorithme pour résoudre RECAPPROB : on fixe les 4
points A,B,C.D, on calcule la formule RAPP, puis on cherche les booléens V' satisfaisant
RAPP. Pour se faire on utilise un algorithme linéaire résolvant 2SAT ([APT79]). Siily a
une solution on retourne £ = ®(V') sinon on choisit une autre position de pieds. Si on a
étudié toutes les positions de pieds alors il n’y a pas de solution.

Il y a au plus Ip?lg® possibilités de pieds. D’autre part la formule RAPP peut étre
calculée et résolue en O(Iplg). On en déduit :

Corollaire 7.1.7 Il existe un algorithme résolvant RECAPPROB et utilisant O(Ip3lq®)
opérations.

Remarque 7.1.8 — L’application W o & méme restreinte aux variables V vérifiant
RAPP n’est pas égale a l’identité. On peut prendre par exemple: p = x, q = y,
(pi) = (pi) = (1,0,1),(:) = (g;) = (1,0,1). (voir figure 7.1)

— Par contre dans le cas insécable Vi p; > 0,q; > 0 Uapplication ¥ o ® est bien égale a
lidentité sur les variables vérifiant RAPP. En effet comme ®(V) est Q-convexe on a
SoVod(V) = &(V) (remarque 7.1.3). Or comme ®(V') est insécable, pour tout point
M € A\ ®(V) il existe un unique quadrant R;(M) tel que R;(M)N®(V) = &. Donc
O(V)=d(V')=V =V"dou en prenant V' = Vo ®(V') on a bien V = ¥ o d(V).
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FiG. 7.1 — Ezemple montrant que Vo ® # Id.

7.1.6 Retour a la reconstruction exacte.

En prenant P = P’ et Q = (', RECAPPRO redevient le probléme RECONSTRUCTION.
Donc ’algorithme précédent permet aussi de résoudre RECONSTRUCTION(Q(p,q),p,q)-

En fait dans ce cas on peut améliorer I’algorithme car comme dans le chapitre 5 on a
besoin de fixer seulement 2 pieds.

En effet comme on doit avoir de toute fagon y " | p; = 237;1 q;, on a seulement besoin
d’exprimer la borne inférieure sur une direction et la borne supérieure sur I’autre. Plus pré-
cisément si A, B sont tels que p(A) = pmin et p(B) = pmax alors RECONSTRUCTION(Q(p,q),p,q)
va avoir une solution contenant A et B si et seulement la formule

REXACT(P,Q.A,B) =QCONV A N\ LB@ip)rn /\  UB(¢.44.4.B).

pmin<i<pmazx gmin<j<gmax

est satisfaisable. Ceci permet de trouver un algorithme en O(Iplg min{ip?lq*}) pour ré-
soudre RECONSTRUCTION(Q(p,q),p,q). C'est théoriquement mieux que l'algorithme du
chapitre 5 mais on verra que dans la pratique ce n’est pas vraiment le cas.

7.1.7 Connexité

Si F est la classe des HV-convexes 8-connexes alors d’aprés le théoréme 2.5.3 F est
la classe des Q-convexes insécables selon {x,y}. Pour résoudre RECAPPROB(F {z,y}) il
suffit de remplacer (p;) par (max(p;,1)) et (¢;) par (max(g;,1)). On en déduit:

Corollaire 7.1.9 Le probléme RECAPPROB(F {x,y}) ot F est la classe des HV-convezes
8-connezes peut étre résolu en O(lz3ly®) opérations.

Etudions maintenant la 4-connexité. La proposition 2.5.6 donne une caractérisation
des HV-convexes 4-connexes avec les quadrants. Plus précisément si E est Q-convexe selon
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{z,y} alors E est 4-connexe si et seulement si:

ENn(Ro(zy) URy(z+1y+1) =0 = ((z,y) € Aou (x+ Ly+1) & A)
EN(Ri(z+1y)URs(z,y+1) =0 = ((z+ 1y) € Aou (z,y+1) € A)

On peut donc exprimer la 4-connexité par la formule:

1ICONN = N\ (+Volzy)V-Valz+1y+1)A N\ (~Vile+1y)V-Va(zy+1))
(zy)ed (z+1,9)eA
(z+1,y+1)eA (z,y+1)eA

(on retrouve les formules Con de [CD99|.) On en déduit:

Corollaire 7.1.10 Le probléme RECAPPROB(F {x,y}) ot F est la classe des HV-convezes
4-connezes peut étre résolu en O(lxly?) opérations.

7.2 Plus de deux directions

7.2.1 Reconstruction approchée

On va étendre le probléme RECAPPROB a un nombre quelconque de directions
RECAPPROB(F,D) .
Donnée : 2 suites (11)iczpen,(7"})iczpep @ valeurs dans N et a support fini telles que
rmin®? = rmin’® rmaz? = rmaz’® pour tout p € D.
Sortie : Un ensemble E € F, si il existe, dont les projections vérifient Vp € DVi,j €
Zry < Xp(i) <17}
On ne peut pas généraliser I’algorithme de la section précédente pour résoudre RECAPPROB(Q(D),D)
pour des ensembles D & plus de deux directions. En fait son extension naturelle va per-
mettre de reconstruire des Q-convexes forts.
Le but de cette partie est donc de chercher un algorithme pour résoudre RECAPPROB(QF(D),D)
ou QF (D) désigne la classe des Q-convexes forts selon D.
On se fixe donc une suite de projections (r7). Soit A le polygone dont I’équation est :

A ={M €7 |Vp € D;rmin® < p(M) < rmax?}

En fait on va utiliser exactement les mémes techniques que précédemment mais en
remplagant les quadrants par des ASP. On désigne par A = A(D) ’ensemble des indices
des ASP.

Donc pour tout M € A on associe les variables booléennes (V"(M))  p.qca-

On redéfinit les fonctions ® et ¥ comme suit :

E=0(V)ssi F = {M €A [ V(kpg) € A-V(M)};
V =U(F)ssi V(M) =“RY(M)NF =2".
On définit la formule SQCONV par

SQCONV = N\ RV

(i,p,q)€A
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ou RY? est donné par les mémes formules R, que précédemment.

On a alors ’équivalent du lemme 7.1.2:
Lemme 7.2.1 — Pour tout E C A les booléens V = V(F) vérifient la formule SQ-

CONV
- Si V vérifie SQCONYV alors E = (V) est Q-convezxe fort.

On va découper chaque droite de direction dans D en deux demi-droites: pour cela on
fixe un vecteur directeur p pour chaque direction p € D. Les deux demi-droites d’origine

M et de direction p sont alors:

(M) = {N : p(N) = p(M) et - ON > - OM}
& (M) ={N : p(N) = p(M) et - ON < jj- OM}

ol - désigne le produit scalaire et O est une origine arbitraire.
Ceci va nous permettre de partager A pour chaque direction p de D.

b= A{lgrk) |s5(M) C By (M)}
AL = {(grk) [s2(M) C R (M)}

Ona A=A UA".

s? (M) (M)

0
M

RE (M) avee (/' k) € A” R (M) avec (q,rk) € AT

F1G. 7.2 — Partitionnement de ’ensemble des directions d’ASP.

Avec ces notations on va pouvoir donner la formule exprimant que X,(v) > 1

A N V(M) = =VE (M + 1)) | A

Mf‘fl&éA (p,q,k)e AP
D
p(M)=v P4 K)EAL

LB(p,v,l) =

A /\ ﬁ‘/Ifq(]\%na:c - (l - 1)@

(p,q,k)e A"

N V(M + (1= 1)p)

(p.a.k)eAL
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ot M,in (resp Mp,q.) est le point de A tel que p(M) = v qui minimise (resp maximise)

L
OM - p.

Comme avec deux directions on peut montrer le lemme suivant :
Lemme 7.2.2 — Si E est Q-conveze fort selon D et vérifie X,E(v) > 1 alors V =

U(E) vérifie LB(p,v,l).

— 81V wvérifie SQCONV AN LB(p,v,l) alors E = (V) vérifie X,E(v) > .

Il reste la borne supérieure. On veut donc exprimer X,E(v) < [. Pour cela on va étre
obligé de fixer n — 1 paires de pieds (Aq,B;)qep\{p} POUr avoir les points qui extrémisent
toutes les directions de D sauf p.

La seule chose a prouver est le lemme suivant :

Lemme 7.2.3 Pour tout M € A il existe au plus un (q,r,k) € A% tel que pour tout
(¢ k") € AL différent de (q,r.k) ’ASP Ri;q, contient un des points (Aq,Bq)qen\fp}- On
note WY (M) =V,"".

Démonstration: Soit M,,., le point de Q? qui maximise O—]\j - p'dans conv(A).

Comme pour tout (¢,r,k) € A" on a R (M) D R} (Mpa.) il suffit de prouver la
propriété pour M = M,,4,.

Mais M., est sur un coté ¢ du polygone A de direction ¢; # p. On a donc un pied A
sur ce coté. Considérons le coté ¢ consécutif de ¢ dans A qui n’est pas du coté de A par
rapport & M,,,., ce coté est de direction ¢, € D.

— Supposons d’abord ¢, # p. Soit alors B le pied fixé sur ce coté. Il existe k tel que
(q1,92,k) est dans A" (car c et ¢’ sont consécutifs). On va montrer que pour tout
(g3,q4,k") € A% différent de (q1,92,k) PASP R} (M,q,) contient A ou B.
Considérons donc (gs3,q4,k') € A% tel que II = R¥*(M,,q,) ne contient ni A ni B.
On définit alors quatre demi-droites:

— Dy est la demi-droite de direction p, d’origine M,,,, qui n’est pas contenue
dans A,

— D5 est la demi-droite de direction ¢, d’origine M,,,, qui ne contient pas A,

— D3 est la demi-droite de direction ¢,, d’origine M,,,, qui n’est pas du coté de
A (par rapport a la droite Dy,

— D, est 'autre demi-droite de direction ¢o, d’origine M, 4.

(voir figure 7.3)
Par définition II contient D;. L’ASP II contient D5 car il ne contient pas A et est
un ASP.
Le quadrant II est un ASP donc il contient D3 ou Dy. Si IT contient D3, alors il
contient la région entre D3 et D, et donc il contient B, impossible. Donc II contient
D1,D5,Dy et donc IT = R (M0, )-

— Si ¢ = p un ASP de direction dans A qui ne contient pas le point A contient
forcément D; et D5 et est donc le quadrant de frontiére D7 U Dy qui est un ASP car

q1 et p sont alors consécutives.
d

On définit de la méme fagon W7 (M).
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q1 = cste

g2 = cste

Fi1G. 7.3 — Pourquoi un seul ASP ne contient ni A ni B ?

La formule exprimant la borne supérieure est la suivante:

UB(p,v,l,(Ag, Bg)gzp) = /\ (IN(Ag) A IN(Bg)) A /\ “WEZ(M) = WM + Ip)
q€D\{p} Mf‘ﬁleﬁéA
u(M)=v
ot IN(M) = A, s ryea ~Vi* (M). Le lemme 7.1.5 se généralise donc de la fagon suivante:
Lemme 7.2.4 ~- St E est Q-conveze fort selon D et contient (Aq,By)qzp €t vérifie
X,E(v) <1 alors V =V(F) vérifie UB(p,v,l,(A4,By)).
— 81V wvérifie UB(p,v,l,(A,,By,)) alors X,E(v) <1 ot E = ®(V).
Maintenant on suppose que l'on a fixé des pieds (A,,B,) selon toutes les directions.
On définit alors

RAPP((r),(r').(Ay.B,)) = SQCONVA
/\ (LB(p7U7T£> A UB(p7U7T/57(Aq7BQ)(I75P))

peD
rmin? <v<rmaxP

Les lemmes précédents montrent :
Théoréme 7.2.5 - 81V satisfait RAPP((r),(1"),(A4.By)) alors ®(V') est une solu-

tion de RECAPPROB(QF(D),D) contenant (Ay,B,).

— Réciproquement, si E est une solution de RECAPPROB(QF(D),D) alors V = V(E)

vérifie RAPP((r),(r"),(A4,By))
Comme RAPP est une 2-formule on en déduit un algorithme polynomial pour résoudre
RECAPPROB:

Corollaire 7.2.6 Le probleme RECAPPROB(QF(D),D) peut étre résolu en O(n?¢2)
opérations ot d = |D| et n = max,ep(lp).
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7.2.2 Reconstruction exacte

Revenons maintenant & la reconstruction exacte. Comme avec deux directions il suffit
d’imposer la borne supérieure pour seulement une direction et la borne inférieure pour les
autre directions.

Pour exprimer la borne supérieure dans la direction p on est obligé de fixer les 2(d — 1)
pieds qui sont sur les droites extrémales de direction différente de p.

Mais on peut faire les opérations de complétion décrites dans le chapitre 5, plus exac-
tement on sait qu’aprés avoir fixé deux pieds dans une direction g # p et effectué les
opérations de complétion décrite dans ’algorithme 6, alors toutes les droites de direction
dans D vont étre de type ti. (voir remarque 5.2.4).

Algorithme 6 Opérations de complétion nécessaires pour faire diminuer le nombre de
pieds dans la reconstruction des Q-convexes forts.

Faire opérations @' ,&'.
répéte
pour toute droite D de direction dans D faire
Faire opérations &, 6 ,® ,®,®" ,®" sur la droite D
fin pour
jusqu’a ce que Les opérations n’ont rien changé

En particulier les droites extrémales pour une direction p € D sont de type t1, t2 ou
t3. On connait donc sur chacune de ces droites deux points A et B dont au moins 1'un
d’entre eux est dans toutes les solutions cherchées. (voir figure 7.4) On peut donc faire

A
®<a 1 0000080000
© ¢ pa B

O¢p 2 0000088000

A B
t3 000000 0BOO0

Fi1G. 7.4 — Pour les trois types de droites, on peut trouver deuz points A et B dont au
moins 'un d’entre eux est dans toutes les solutions.

29=2 choix pour les pieds selon les

seulement 2 choix pour ces pieds. On a donc au total
d — 2 directions.

Calculons maintenant la complexité de I'algorithme (n désigne toujours max,(Ilp) ):

~ Iy a au plus n? possibilités pour les pieds liés & une premiére direction.

— Apreés avoir effectué les opérations de complétion décrites dans l'algorithme 6 qui
prennent O(n*) opérations il reste au plus un nombre constant de choix de pieds
(224-2) pour les d — 2 autres directions dont les pieds doivent étre fixés.

— Pour chaque choix de pied la réduction a 2-SAT peut étre effectuée en O(]A|) opé-
rations soit O(n?) opérations.

Ceci donne finalement un algorithme de reconstruction de complexité O(n?(n* + n?)) =

O(n®).
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Corollaire 7.2.7 Le probléme RECONSTRUCTION(QF(D),D) peut étre résolu en O(n®)
opérations.
On a donc trouvé un meilleur algorithme pour les totalement convexes :

Corollaire 7.2.8 5% D ne satisfait pas auzr conditions équivalentes du théoréeme 6.2.4 et
si C est la classe des totalement convezes alors RECONSTRUCTION(C,D) peut se résoudre
en O(n®) opérations.

7.3 Reconstruction approchée avec localisation a priori

Dans le probléeme RECAPPROBLOC on impose aux solutions d’étre comprises entre
deux parties g et 3y. En fait on a:

Proposition 7.3.1 Le probléme RECAPPROBLOC(QF (D),D) peut étre résolu en O(n?*2)
opérations, le probléme RECONSLOC(QF (D),D) peut étre résolu en O(n®) opérations.

En effet il suffit de rajouter dans la formule booléenne finale les formules IN(M) pour
tout M € ayp et les formules W” (M) vV WE(M) pour tout M € A\ f.

7.4 Implémentation

L’algorithme avec projections approchées tel qu’il est décrit dans ce chapitre est dans
la pratique trés lent. En effet contrairement & I'algorithme du chapitre 5, on est obligé
de faire tous les choix des pieds. Mais comme les Q-convexes forts sont en particulier
Q-convexes, on peut utiliser les opérations de complétion du chapitre 5. Par contre il faut
les adapter aux cas de projections approchées.

Plus précisément les opérations @, ,®’ n’utilisent pas les projections et peuvent donc
aussi étre utilisées, telles quelles, dans le cas approché. On peut aussi effectuer I'opération
® avec les projections minimales et les opérations ®,®” avec les projections maximales.
Pour utiliser les opérations &' et &' dans le cas approché on peut toujours utiliser les
conditions Sy (M )+ Sk+1(M) > A mais il faut calculer les Sy, avec les projections minimales
tandis que A est calculé avec les projections maximales (A = min,ep Y p}).

Les temps de calculs de cette version de I'algorithme sont donnés en annexe B.2. On
voit que la complexité expérimentale est plutot en O(n?) si on prend des projections
inférieures et supérieures assez proches.



Chapitre 8

Conclusion et problémes ouverts

8.1 Conclusion

L’objectif initial de cette thése était I'étude des convexes de Z? et Z3 et des points
associés aux convexes comme les points saillants ou médians.

Une des difficultés était alors le nombre des définitions possibles pour la convexité: la
convexité totale, la HV-convexité, la convexité simple selon plusieurs directions. D’autre
part, il était souvent nécessaire de rajouter des hypothéses de connexité pour avoir des
propriétés intéressantes. Par exemple, les polyominos HV-convexes contiennent toujours
leurs points médians, alors que ce n’est pas le cas pour les HV-convexes.

Or les polyominos HV-convexes ont une propriété essentielle: si autour d’un point
chacun des quadrants contient un point du polyomino alors le polyomino contient le point
central (sens direct du théoréme 2.5.3, déja présent dans [BDLNP98|). Cette propriété
des polyominos HV-convexes a permis d’introduire une nouvelle notion de convexité: la
Q-convexité (convexité par quadrants).

Cette nouvelle notion a de bonnes propriétés mathématiques: 'intersection de deux Q-
convexes est Q-convexe et un Q-convexe fini est complétement caractérisé par ses points
saillants. De plus elle permet de généraliser (un peu) le théoréme d’appartenance des
médians.

Mais l'intérét de cette définition apparait clairement dans le probléme de la tomo-
graphie. En effet I’algorithme de reconstruction des Q-convexes (chapitre 5) apparait
finalement comme une bonne généralisation a des directions quelconques de 1'algorithme
déja connu pour les polyominos HV-convexes.

Jusqu’ici on avait utilisé la similitude des Q-convexes avec les polyominos HV-convexes,
mais les Q-convexes sont aussi trés proches des totalement convexes: la convexité totale
est en quelque sorte la Q-convexité selon toutes le directions (proposition 2.6.1). Il est
alors naturel de penser que, lorsque l'on a assez de directions, la Q-convexité aura des
propriétés similaires a la convexité totale: c’est ce qui se produit en tomographie, les
résultats d’unicités de Gardner et Gritzmann s’étendent aux Q-convexes. La conséquence
importante de cette propriété, assez difficile & démontrer (voir 6.2.2), est la résolution d’un
probléme posé par Gritzmann: on sait reconstruire en temps polynomial les totalement
convexes lorsque 'on a plus de sept directions (ou quatre directions bien choisies).

127



128 Chapitre 8. Conclusion et problémes ouverts

Dans la suite sont récapitulés les résultats connus dans les problémes de reconstruction
et d’unicité des ensembles de certaines classes & partir de leurs projections. Les parties
encadrées sont les apports de cette thése.

8.1.1 Complexité de RECONSTRUCTION

RECONSTRUCTION(F D).

Donnée :  |D| suites ((r?)icz,p € D) a valeurs dans N et a support fini.
Sortie : Un ensemble £ € F, si il existe, dont les projections vérifient Vp € DVi €
ZXp(i) =17

Le nombre n représente max;, [p ot Ip = max{i : r, >0} —min{i : 7, > 0}.

Directions D] =4
Classes {.T,’y} |D| =2 {I,y7$ - y} ‘D‘ Z 3 avec un birapport
¢ (4,323}
quelconque O(n?) NP-complet NP-complet
[Rys57, Rys63)] [GGPYY| [GGPYY|
. NP-complet
1 ? ? ? ?
polyomino (Woe96|
NP-complet
hv-convexe Nl[’\;\(f:on;g]l et ? [Yu96], ? ?
o¢ [BBDLNOO]
O(n*)
polyomino [BDLNP96], 2 ? ? ?
hv-convexe [BDLNP9g|,
[CD99]
6-connexe
O(n®)
? ? ? ?
corlivsxxe je;on ! / [BBDLNOO] / !
Q-convexes Oo(n")
selon D O(n?) O(n?) O(n°) thm5.4.1
cor7.2.7 cor7.2.7 cor7.2.7
Q-convexes {1 pro2.7.6 O(nf)
forts cor7.2.7
totalement 2 2 2 2 O(nb)
convexes cor7.2.8
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8.1.2 Unicité

Décrivons d’abord les cas ou il y a unicité pour tous les ensembles de la classe: plus
précisément on dit que 'on a UNICITE(F,D) (unicité pour la classe F et ’ensemble de
directions D) si pour tous F1,F; € F on a:

(Vp € D X,E, = X,F,) = E, = E».

Directi D] < 3 ou ID| > 4

irections .

m tous les blrapports dans avec un birapport
13934}

7 {%.5,2,3,4}

3727
quelconques v
[BDLNP]
polyomino NON
H-convexe [BDLNP]
NON
HV-convexe [BDLNP]
Q-con\Cexes 277
selon D" C D NON (conjecture 8.2.2)

avec |D'| =2

[BDLNP],thm 6.2.4
OUI

thm 6.2.6

OUI
(elelly

Q-convexes selon D

totalement convexes
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ESTUNIQUE(F,D) .
Donnée : Une partie & € F
Question :  Euxiste-t-il un ensemble F' € F tel que F' # E et Vp € DVi,j € ZX,E(i) =

X,F(i)?
Les complexités connues de ce probléme pour différentes classes sont les suivantes: (n
est le méme que précédemment calculé avec les projections de F)

Directions |D| >4
Classes {x7y} |D| =2 ’D’ Z 3 avec un birapport
{42,234}
ue]con ues O(TL2) NP—Complet
! ! [Rys63] [GGPY9)
HV-convexes O(n%) ? ) )
4-connexes
O(n®) O(n®) .
Q-convexes prop7.3.1 prop5.6.1+
+prop6.3.1 prop6.3.1 thm6.2.6
O(n®) o(n") )
Q-convexes forts prop7.3.1 prop7.3.1
iprop63.1 | tprope.sa | thm6-26
totalement convexes ? ? ? [Gégﬂ
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8.2 Problémes ouverts

Terminons cette thése par les questions concernant la tomographie et qui restent encore
non résolues.

8.2.1 Reconstruction

I reste encore beaucoup de cas o la complexité de RECONSTRUCTION(F,D) est
inconnue.

8.2.1.1 Probléme croisé

Il s’agit de la reconstruction des polyominos HV-convexes a partir des projections selon
{z +y,x—y}.

Les centres sont sans doutes les bons analogues des points médians pour ce probléme:
Définition 8.2.1 On dit que C € Z* est un centre de E selon une distance d si il mini-

mise la quantité
D'(C') = maxd(C,N).
NeE
Si on prend d(M,N) = di(M,N) = |xap — zn| + |ym — yn| alors les centres de E ne
dépendent que des projections selon {x + y,z — y}. Elles ne dépendent en fait que du
rectangle dont les cotés sont paralléles aux diagonales et qui contient F.

8.2.1.2 Totalement convexes

On sait maintenant reconstruire en temps polynomial les totalement convexes & 'aide
des projections selon certains ensembles de 4 directions comme {z,y,x + 2y, — 2z + y}.
Mais par exemple pour les directions {z,y,x + y,x — y}, cette méthode ne fonctionne pas
car il n’y a pas unicité pour les Q-convexes. Mais si pouvait montrer par exemple qu’il y
a unicité une fois que ’on a fixé les pieds, on aurait un algorithme pour reconstruire les
totalement convexes.

8.2.2 Reconstruction approchée

L’algorithme présenté dans ce mémoire pour résoudre le probléme approché a une
complexité élevée (O(n??t2)). Peut on trouver un algorithme polynomial en fonction du
nombre d de directions?

Un autre probléme concernant la reconstruction approchée est la recherche de la solu-
tion optimale. Plus exactement il s’agit de reconstruire un ensemble £ C Z? minimisant

> D IXEG) - pil

pED €L

Dans [BDN] les auteurs donnent un algorithme qui fournit une solution optimale pour la
classe de polyominos HV-convexes et D = {x,y}, mais cet algorithme n’est pas prouvé
comme polynomial car il utilise un solveur de 3-SAT.
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8.2.2.1 Reconstruction continue

La reconstruction des convexes de R? & partir de leurs projections est un probléme
qui a été assez étudié, mais aucun algorithme satisfaisant n’a été trouvé (voir [Gar95,
p52-53],[KKV89]). Une solution consiste peut-étre a trouver une version continue de 1’al-
gorithme de reconstruction discréte des Q-convexes. L’analogue continu de la classe des
Q-convexes est sans doute celle des convexes simples connexes. En effet les Q-convexes
forts discrets sont les traces sur Z? des convexes simples connexes (voir [Dau00]).

8.2.3 Unicité
8.2.3.1 Affaiblissement de la convexité

Une généralisation du théoréme 6.2.6 pourrait étre:

Conjecture 8.2.2 St D satisfait aur conditions équivalentes du théoréme 6.2.4 alors pour
tout D' C D tel que |D'| = 2 on a UNICITE(Q(D'),D).

Cette conjecture est vraie pour D' = {z,y}, D = {z,y,2cx+y, — x + 2y} pour les ensembles
inclus dans un carré 13 x 13 (voir conjecture 6.1.2).

En prenant D' = {z,y} on voit que cette conjecture est plus forte que la conjecture 4.5
de [BDLNP]. Mais si cette conjecture est vraie, sa preuve semble plus ardue que celle du
théoréme 6.2.6 car on ne peut pas partitionner les « switching-components » de la méme
fagon (voir le « switching-component » de la figure 8.1).

L ° E*
D’ OE~
WY
D
M2

Fic. 8.1 — Un switching de D'-Q-convexe selon D, son image par M? n’est plus un
switching-component selon D’

On pourrait aussi affaiblir la convexité en considérant par exemple des convexes
« troués » c’est a dire des ensembles E \ F' avec E et F' convexes. (voir probléme 2.6
de [Gar95])

8.2.3.2 Dimension 3

On ne connait aucun résultat d’unicité des solutions convexes (méme totalement
convexes) au probléme de la reconstruction en dimension 3 (sauf dans le cas ou les di-
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rections sont coplanaires ou 1’on peut appliquer les résultats 2D). En fait méme pour les
convexes de R3, on a aucun résultat. (voir problémes 2.1-2.3 de [Gar95])
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Annexe A

Listes de « switching-components »

On présente ici quelques listes de « switching-components » calculés grace a 1'algo-
rithme présenté au chapitre 6.
Les classes auxquelles appartiennent les switchings sont aussi précisées:

— « total » pour les totalement convexes.
— « qconvhv » pour les Q-convexes selon {x,y}.
— « qconvtous » pour les Q-convexes selon toutes les directions de projection.

« qcq » pour les autres.

A.1 Directions {z,y}

D’abord les switching d’ensembles quelconques inclus dans un carré 3 x 3:

1. fort 4. qcq 7. fort 10. fort
e o - . 0 e coe e o e -
o - e o e - o e -
e O e - O ¢ O - ® O
2. qcq 5. fort 8. fort
o - @ o - e R
e o - ° -
. @ o e - o0 ¢ ©°
3. fort 6. qcq 9. qcq
e o e - o - e
o - @ s 0O @ - @ O
® - O ® - O ®@ O -
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Switchings de Q-convexes selon z,y inclus dans un carré 4 x 4:

1. fort 10. gconvtous 19. fort 28. fort
Coe . o o R o °
® - O - ® ° O O e e 0O @
o ° ° ° ® o ) o
® O . e - © ® O ® O
2. fort 11. qconvtous 20. fort 29. qconvtous
o e e Coe . o e
) ° ° . e ¢ o - o e
[ ] o O ° o ° [ ] o
e o e . o - o : . e ®
3. fort 12. fort 21. qconvtous 30. gconvtous
e - o - e o - - e e o °
° d o ° ® - . 0
. ] o R
¢ o Y o e o . @ o
4. fort 13. fort 22. fort 31. fort
° ) e o o e o0 @
] ) ° . .
) ° ° . ° ° o
@ O o @) s o @ O
5. qconvtous 14. fort 23. fort 32. fort
o e o - b ° e o o0 e e
) o 0 e - ®
o ° e - O °© ° o
e 0 - ® - O ¢ ° e o
6. qconvtous ]_5 fort 24 qcothOUS 33 qCODVtOllS
. ° ° ° e ©c o0 e e
oo e e © ® © e o .o e -
° ° - ° © ® oo e e 0 o0
® - 0 ° © ¢ © - @ 0O -
7 fort 16. gconvtous 25. fort 34 fort
o o o e o [} o e .
@ O o - @ e - o 1) PY
) ° e - o ) °
° o ° o e o ° o
8. fort 17. fort 26. fort 35. fort
° ° o0 e e e o - .o
° ° o o Qo [ ] o O e e
e o ® o . ® O
® o ® - O ® O ® ¢]
9. fort 18. gconvtous 27. fort 36. fort
o ° 0o o0 e e e o - .o
o - [ ] o O - @ o
° o e 0 0 o0 ) o
: @ @) - @ - O [ [ ]
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37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

Directions {x,y}

fort

- O [}
o - o
@ .
e - o
fort

- O [}
o - [ ]
c @ o
e - o
fort

e} o
o - [}
. @ o
® - o
fort

o [}
[ ) o
fort

o [}
[ ) o
qconvtous
o [}
. °
. o
[ ) o
fort

o - [ ]
- O [}
o @ o
® - o
fort

o [}
O o
. o

[ ) - Q
qgconvtous
o - c @
(O ]

. o o o
[ ) o

46.

47.

48.

49.

20.

ol.

92.

93.

o4.

o
e -
[ ]

qconvtous

o O
c @

fort

o O

qconvtous

O O e @

O O e @

o

Q °

o O e o

O o

o O e o

o

95.

96.

o7.

28.

99.

60.

61.

62.

63.

fort

® - O -

gconvtous

qconvtous

c O

qconvtous

o 0O e o

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

fort

gconvtous

@) °

[©)
e o
[

gconvtous

O O e @

O O e @

s @ o

o O e o

o e -
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73. qconvtous 82. fort 91. fort 100. gconvtous
©c 0o e ® - 0 e - oo e e .0
o - e o ° o e - °
®e @ 0 O : ® O o - @
® o e @ 0 © e @ 0 © e O
74. fort 83. gconvtous 92. fort 101. fort
. e o e - ©c o e @ - @ - 0
O O e o O O e o @) [ ] o o @
. ® O - e - o .
@ ¢ O O ® ¢ O O ® ® O O ® O
75. fort 84. fort 93. fort 102. fort
¢ ° ¢ ° o @ O O e o [} o
o ® . ° ° ..
c e - o ) ®e - O o )
® & O O e ®@ 0 O ®e @ 0 O ® O
76. qconvtous 85. fort 94. fort 103. fort
Coe . o - ° 6 0 e e ° o
o ° o e ° Py o - @
.o - e Coe . . - o .o
¢ @ O O ® @€ O O @ @ O O ® O
77. gconvtous 86. qgconvtous 95. qconvtous 104. fort
o Q - . @ oo e @ - @ O -
°© - e oo e @
o ) - 0 @ e o o @ 9 ®
¢ e 00 ¢ & 00 e e 0 0 ¢ 0
78. fort 87. fort 96. fort 105. qconvtous
o e e e o - ® .. o - @ -
o @ O O e o o e [OXN ]
o - o @ ® - o i ® - O
e ¢ O O ® ® O O ® O ® O
79. fort 88. fort 97. fort 106. fort
e e e . o - e - o o e
o - e . e .
O O e o o o -
e ® 0 © e e 0 o ° o e o
80. fort 89. gconvtous 98. fort 107. fort
o - e o - @ - . c e -
©c - e oo e e o °
: e - O - o e ®e - O
¢ & 00 e @ 0 0 e o e o
81. gconvtous 90. fort 99. fort 108. fort
- O - @ O O e e ° ° ° o @
O O e o ° ® - O o e
- @ - O ° c @ ® O
® ® O O ® ® O O (@] ® O
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109. fort
o e -
o - - e
e - - o
e o -
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A.2 Directions {z,y,x +y,x — y}

Switchings de Q-convexes selon x,y inclus dans un carré 7 x 7.

1. gconvhv 6. fort 11. fort
N o o @ o @ o o o @ o o < @
° ° ° o
o [ ] o (@] o
o ® -
) G @] [ ] °
o ° o °
@ O ® o c @ le]
2. fort 7. gconvtous 12. fort
o O @ o -
® - - - O - - T T c 0 o o @ o
o ° o o o o i ©
[ ] o O - o o
o Y 1) o [ ]
® O ° 1) [} ]
3. qconvhv 8. fort 13. fort
o e C e . . ..
e - o o o e
o PS o o 0O - @
° . 0 ° © ® ©
@] [ ] ° °
o . o . o . ®
® - O ® o ¢ - 0
4. gconvhv 9. gconvhv 14. gconvhv
o @
o e e ° o
° 1) ® o °
f6) ° L4 ° © ° o
) o o [
o ® ° o o °
® O o ) o
5. gconvhv 10. qconvhy 15. fort
o e o O o o
o [} o e [ ]
° [ ] o (@] [ ] (@]
[ ° o
(@] o [ ] @] [ ] (@] [ ]
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16. fort 18. gconvhv 20. qconvhv
Ce e . o e
- 00 0 @ - - T . . °
d © ° o .
° o o . e ° °
e} ° ° . o - °
) ° o ® - . °
- ® ®@ 0 0 - - . ® o - ® o
17. fort 19. fort
e o o o o o o o o o @
. .
. o .
o e o o
L4 ° [ o
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A.3 Directions {z,y,2z + y,x — 2y}

Switchings d’ensembles quelconques inclus dans un carré 6 x 6.

1. qcq 3. qcq 5. qcq
®@ O - o [} ® O
[ J c @ [ ] o - ° - O ° @
° ° ® @ O O o - - O O @
[ J [©) o O e o ° o e e - O
o ® O e o O [ ] o Q o [ ]
® O [ J [©) ® O
2. qcq 4. qcq 6. qcq
. . . . °o e
o [ ] - O @ ® O - -
[} o O @@ O @ O ° ® - O
o e ¢ - O o e - @ O [©) ® -
o - ° [ ] O @ O e ° ° o e
® - O ® O - ® O -



Annexe B

Complexités expérimentales des
algorithmes de reconstruction des
(Q-convexes

B.1 Reconstruction des Q-convexes avec 1’algorithme
du chapitre 5

L’algorithme du chapitre 5 a été implémenté en JAVA (jdk 1.2) sur un ATHLON 500.

Pour expérimenter 1’algorithme on a généré des Q-convexes en prenant ’enveloppe Q-
convexe de points au hasard, on calcule leurs projections, et on reconstruit un ensemble
ayant ces projections.

Pour D = {z + y,z — y} les temps de calcul sont les suivants:

n | essais | tps moy (s) | max (s) [ nb2-sat | Op | 1p | 2p
10 100 0.008 0.047 2 74125 1
20 100 0.081 0.179 5 91 | 9 | 0O
30 100 0.189 0.410 2 96 | 4 | O
40 100 0.484 1.006 1 98 | 210
50 100 0.850 1.842 1 9 |10
60 100 1.429 2.524 0 9 | 1|0
70 100 2.325 3.539 0 9 | 110
80 100 3.165 5.282 0 100 0 | O
90 100 4.295 | 10.554 1 97 | 3 | O
100 | 100 5.717 9.532 0 100 0 | O
110 | 100 6.916 | 29.508 1 100 0 | O

La 1€r€colonne (n) indique la taille des ensembles recherchés, plus exactement les en-
sembles considérés sont toujours dans un carré n X n. La deuxiéme colonne indique le
nombre d’essais, la troisiéme colonne le temps moyen pour effectuer 'algorithme, la 4e
colonne indique le temps maximal. La 5¢Me colonne donne le nombre d’essais pour lesquels
on a été obligé d’utiliser 2-SAT (ce sont les cas ot il reste des points indéterminés aprés
les opérations de complétion). La 6¢Mme colonne donne le nombre d’essais pour lesquels il

143
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a été inutile de fixer des pieds. Les 7€mes et 8¢mes colonnes indiquent respectivement les

nombres d’essais pour lesquels on est obligé de fixer un ou deux pieds.

deux fois plus grands).

n | essais | tps moy (s) | max (s) | nb 2-sat | Op | 1p | 2p
10 100 0.015 0.043 0 100 0 | O
20 100 0.157 0.343 0 100 0 | O
30 100 0.469 0.810 0 100 0 | O
40 100 1.141 2.025 0 100 0 | O
50 100 1.791 3.650 0 100 0 | O
60 100 3.334 6.716 0 100 0 | O
70 | 100 4.609 7.327 0 100 0 | O
80 100 7.074 | 11.568 0 100 0 | O
90 100 9.328 | 13.021 0 100 0 | O
100 | 100 12.666 | 19.657 0 100 0 | O

Pour D = {z,y,2x + y, — x + 2y} on a des temps de calculs du méme ordre (en fait

B.2 Reconstruction approchée des Q-convexes forts avec
I’algorithme du chapitre 7

Pour tester le deuxiéme algorithme on utilise la méme méthode que précédemment sauf

qu’au lieu de prendre les projections d’un ensemble Q-convexe on effectue 1'algorithme
avec les projections encadrantes (p;,p;) définies par p; = max(0,X,(:) — d).p} = X,(i) +d
sauf pour ¢ € {pmin,pmax} ot on prend p; = max(1,X,(i) + d). Les temps de calcul sont
alors les suivants pour D = {z +y,x —y} et d = 2:

n | essais | tps moy (s) | max (s) | nb 2-sat | Op | 1p | 2p | 3p | 4p

10 | 100 0.031 0.152 88 16 | 1 7 16214

20 | 100 2.447 35.532 99 2 2 | 6 | 50140

30 | 100 28.668 | 1698.632 99 1109 |41]49

40 | 100 56.372 | 2967.384 100 0] 0] 9 3|56

50 | 100 52.485 | 609.291 99 1 0 | 10| 37| 52

Pour D ={z,y2x+y, —x +2y} et d=2:

n | essais | tps moy (s) | max (s) | nb 2-sat | Op | 1p | 2p | 3p | 4p | 5p | 6p | 7p | 8p
10 | 100 0.041 0.152 86 51 {32 | 10| 6 1 0 0] 0 0
20 | 100 0.888 2.500 98 20128 114 (21|14 | 2 1 0 0
30 | 100 3.255 9.601 96 11 (2212318 15| 8 310 0
40 | 100 9.713 31.369 98 18128 130 (17| 4 | 3 0] 0 0
50 | 100 18.490 79.340 100 22122125 (18|10 3 0] 0 0
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Pour D = {z +y,o —y} et d = 0 (on teste en fait 1’algorithme de reconstruction exacte
des Q-convexes forts du corollaire 7.2.7) :

n | essais | tps moy (s) | max (s) | nb 2sat | Op | 1p | 2p
10 100 0.010 0.137 1 67 |32 ] 1
20 100 0.107 1.339 3 87 |13 ] 0O
30 100 0.246 1.114 0 93 | 710
40 100 0.582 1.167 0 98 | 210
50 100 0.996 1.858 0 96 | 4 | O
60 100 2.765 | 94.340 1 9 | 110
70 100 2.550 9.565 0 1001 0 | O
80 | 100 4.346 | 66.252 1 98 | 2|0
90 | 100 4.848 9.500 0 100 0 | O
100 | 100 6.773 | 13.709 0 9 | 110

Toutes ces données sont rassemblées dans la figure B.1. En faisant une corrélation par
puissance on peut déduire de toutes ces données la complexité moyenne empirique de ces
algorithmes.
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tpsmoy  + tpsmoy  +
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F1G. B.1 — Représentation log-log des temps de calculs pour reconstruire des @Q)-convezes et
Q-convexes forts grice auzx projections approrimatives ou non, le 1€7 algorithme est celui
du chapitre 5, le 2¢me glgorithme celui du chapitre 7
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Convexité dans le plan discret. Application a la tomographie

Résumé:

La premiére partie de cette thése est consacrée a 1’étude des convezes dans le plan discret Z2
ou plus généralement Z". Il existe en fait plusieurs notions de convexité discréte: la convexité
simple selon certaines directions, la convexité totale (la convexité usuelle du continu), etc. La
Q-convexité est encore une nouvelle classe qui généralise a la fois les totalement convexes et les
polyominos HV-convexes. On étudie les liens entre toutes ces différentes notions, et on donne
des propriétés des points particuliers de ces ensembles comme les points médians et les points
saillants.

Toute la deuxiéme partie est dédiée au probléme de la tomographie dans le plan discret Z2.
Il s’agit simplement de reconstruire un ensemble & partir du nombre de points dans les droites
paralléles & des directions données. L’algorithme polynomial, déja connu pour les polyominos
HV-convexes avec les directions horizontales et verticales, se généralise aux Q-convexes pour des
directions quelconques. D’autre part, le théoréme d’unicité qui montre en particulier que sept
directions suffisent pour déterminer un totalement convexe se généralise aussi aux Q-convexes. On
en déduit que lorsque ’on a assez de directions pour avoir unicité de la solution, la reconstruction
des totalement convexes peut se faire en temps polynomial. On a aussi un algorithme polynomial
de reconstruction approchée des Q-convexes.

Discipline: Algorithmique

Mots-clés : Convexité discréte, tomographie discréte, reconstruction d’images binaires

Laboratoires : LLAIC1, TUT Clermont-Ferrand, BP86 63172 Aubiére Cedex
LIAFA, Université Denis Diderot, 75251 Paris Cedex 05

Convexity in Digital Plane. Application to Discrete Tomography

Abstract:

The first part of the thesis is dedicated to the convexity in the discrete plane Z? or more
generally Z". In fact there exist many notions of discrete convexity : the simple convexity along
some prescribed directions, the total convexity (the usual convexity in the continuous), etc. The
Q-convexity is a new class of convexity which generalizes both the totally convex sets and the
HV-convex polyominos. We study the links between all these notions, and the properties of
special points of these sets such the median points and the salient points.

In all the second part we are interested in the main problem of discrete tomography : recons-
tructing a subset of Z? from the number of its points in each line parallel to some prescribed
directions. The polynomial algorithm already known for the HV-convex polyominoes and the ho-
rizontal and vertical directions can be generalized to work with Q-convex sets and any directions.
On another hand the uniqueness result which shows that 7 directions are sufficient to determine
completely a totally convex set from its projections can also be generalized to Q-convex sets. We
deduce that when there are enough directions to have uniqueness the reconstruction of totally
convex sets can be made in polynomial time. We also have a polynomial algorithm to find Q-
convex sets from their approximative projections.

Keywords: Discrete convexity, Discrete Tomography, Binary Image Reconstruction



