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Résumé : Le cadre général de cette these est celui de la théorie d’Iwa-
sawa. Nous nous intéressons plus particulierement a la conjecture de Green-
berg généralisée (multiple) (GG). Apres avoir relié celle-ci a différents proble-
mes de capitulation pour certains groupes de cohomologie p-adiques en degré
2 (FCap®, TCap, fCap¥), nous proposons une version faible (GG f) de
(GG) dont nous montrons la validité, pour tout corps de nombres F' conte-
nant /i, et un corps quadratique imaginaire dans lequel (p) se décompose, du
moment que F' vérifie la conjecture de Leopoldt. Les outils développés per-
mettent de retrouver et de généraliser (notamment dans des Z,-extensions
autre que la Z,-extension cyclotomique) un certain nombre de résultats clas-
siques en théorie d’Iwasawa.

Mots-clés : Théorie d’Iwasawa, cohomologie galoisienne, capitulation, cup-
produit, conjecture de Greenberg généralisée.
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Introduction

L’objet initial de la théorie d’Iwasawa classique est 1’étude du compor-
tement asymptotique de groupes de nature arithmétique (essentiellement
le groupe de classes) dans une Z,-extension (souvent cyclotomique) Fy,/F
de groupe I'. Par limite projective dans la tour F,,/F, on définit des mo-

dules X'(F) = ImCl'(F,) ® Z, sur l'algebre d’'Iwasawa A = Z,[[[]] =
limZ,|G(F,/F)]. L’étude asymptotique en question se résume alors & détermi-

ner la structure de ces modules. Comme A est un anneau noethérien factoriel
de dimension de Krull égale a 2, on dispose d’un théoreme de classification des
A-modules de type fini a pseudo-isomorphisme pres. En 1973 R. Greenberg
a proposé la conjecture suivante :

Conjecture 0.0.1 (GC) (/G1]) Le module d’lwasawa X'(F€) associé aux
p-groupes de classes dans la tour cyclotomique F¢/F d’un corps de nombres
totalement réel est pseudo-nul.

Cette conjecture équivaut a la trivialité de Cl'(Fi) ® Z,. 11 est bien connu
que pour F' = Q(pu,)", cette conjecture est un affaiblissement de la conjec-
ture de Vandiver, si bien que (GC') constitue une généralisation raisonnable
(d'une version faible) de la conjecture de Vandiver a tous les corps réels.
La conjecture (GC) a fait 'objet de nombreuses études, dont beaucoup ont
fourni des exemples numériques corroborant sa validité. Plus tard, se fondant
sur une heuristique dans le cas ou F' est un corps quadratique imaginaire
(p)-décomposé, attaché a une courbe elliptique a multiplication complexe,
R. Greenberg proposa une généralisation (GG) de (GC). On note F/F le
compositum de toutes les Z,-extensions de F, T son groupe de Galois, et
A = 7,[[T]]. A est un anneau noethérien factoriel dont la dimension de Krull
est égale a rgzpf‘ + 1, si bien qu’on dispose encore d’un théoreme de classi-
fication des A-modules de torsion. On se propose dans cette those d’étudier
différents aspects de la conjecture (GG) :

Conjecture 0.0.2 (GG) (/G3] conj. 3.5, voir aussi [G2]) Le A-module X'(F)
est pseudo-nul.

Si F' est un corps totalement réel, la conjecture de Leopoldt prédit que la
Zy-extension cyclotomique est I'unique Z,-extension de F'; si c’est vrai, (GG)
coincide alors avec (GC'). On possede quelques exemples de corps (non réels)



vérifiant (GG). Le résultat le plus spectaculaire serait celui de [MC] et [Mal]
concernant Q(y,) si la preuve en était complete, nous reviendrons sur ce point
en 2.3. Plus récemment, W. McCallum et R. Sharifi ont montré (GG) pour
Q(pp), p < 1000 et i(p) < 1 (Uindice d’irrégularité de p). Leur méthode repose
d’abord sur I’étude d’un certain cup-produit, puis sur la théorie de Hida et
certaines propriétés d’un opérateur de Hecke, vérifiées numériquement (cf
[MCS], [Sh]).

Le point de vue adopté dans cette these est le suivant. Soit E/F une
Z,-extension multiple, et laissons E’/F parcourir ses sous-extensions finies.
Plutot que de travailler avec le module X (E) attaché au p-groupe de classes
(ou méme le module X'(E) attaché au p-groupe de (p)-classes) dont le com-
portement galoisien laisse a désirer, on s’intéresse systématiquement au mo-
dule XO(E) := @H2(G5(E'),Zp(i)), celui-ci ayant un comportement ga-
loisien idéal. Comme le p-groupe de (p)-classes de E’ coincide avec la Z,-
torsion de H?(Gs(E"),Z,(1)), on peut considérer que ce point de vue englobe
I’étude du p-groupe de (p)-classes. Les méthodes de la théorie d'Iwasawa se
heurtent néanmoins rapidement a la difficulté suivante : en général, le groupe
H?*(Gs(E"),Z,(1)) n’est pas fini (son quotient Z,-libre s’identifie au module
de Tate du S-groupe de Brauer). On contournera souvent cette difficulté en
choisissant un bon i (ie. tel que tous les groupes H*(Gg(E'), Z,(i)) considérés
soient finis, par exemple i > 2, par un théoreme de C. Soulé). Le changement
d’objet par rapport a la théorie d’Iwasawa classique n’est en fait qu’appa-
rent puisqu’il est possible de changer i au-dessus de la Z,-extension multiple
considérée, des que celle-ci contient la Z,-extension cyclotomique.

La ligne conductrice est I’étude de la conjecture de Greenberg généralisée
(voir 2.2.3). Nous procédons en deux temps : Dans un premier temps (Cha-
pitres 1 et 2), on établit le lien précis entre (GG) et différents problemes de
capitulation (faible, total, fort...) pour les groupes de cohomologie p-adiques
en degré 2. De facon vague, cette premiere partie correspond a ’étude du
conoyau de I’application de capitulation (voir le chap. 1 pour la définition de
M) ~

H%(F, Zp(1)) — H%(F7 Zp(i))r
Ensuite, on entame I’étude du probleme de capitulation lui-méme. Nous pro-

posons alors I'affaiblissement suivant de (GG) (voir 2.2.3 et fin du paragraphe
2.2):

Conjecture 0.0.3 GGf® (conj. 4.2.10) : Le noyau de l'application de ca-
pitulation ci-dessus est non trivial.



L’approche proposée consiste en 1’étude d'un certain cup-produit. Nous ob-
tiendrons le résultat positif suivant (cor. 4.2.23) :

Théoreme 0.0.4 Soit ' un corps de nombres contenant p,. On suppose que
F vérifie la conjecture de Leopoldt. Si F' contient un corps quadratique ima-
ginaire k dans lequel (p) se décompose, alors F vérifie la conjecture GG f®
pour v > 2.

Au passage, les méthodes développées pour obtenir ce résultat permettent
de donner de nouvelles preuves d’un certain nombre de résultats classiques
de la théorie d’Iwasawa cyclotomique, et de les étendre facilement aux Z,-
extensions quelconques.

Le plan est le suivant. Les notations qui ne sont pas expliquées ici le se-
ront dans la section intitulée “Notations”.

- Chapitre 1 : L’objectif poursuivi dans ce chapitre est une reformulation
uniforme d’un certain nombre de résultats classiques. Lorsque cela semble
intéressant, on redonnera une preuve cohomologique. La section intitulée
“Théorie d’Iwasawa” ne comporte que des résultats plus ou moins bien
connus, elle sera complétée tout au long de la these, dans les sections inti-
tulées “Théorie d’Iwasawa : suite”. Tout en s’inscrivant dans la ligne conduc-
trice décrite ci-dessus, ces dernieres présentent de nouveaux résultats, tantot
préliminaires, tantot corollaires a 1’étude en cours. Nous supposerons connus
les résultats de la théorie du corps de classes, la dualité globale de Poitou-
Tate, ainsi que le formalisme usuel de ’algebre homologique.

- Chapitre 2 : On présente d’abord deux résultats concernant la structure des
A-modules (A = Z,[[T1,...,Ts]]). Le premier consiste en une caractérisation
asymptotique du rang et permet de montrer 1’équivalence entre (GG) et la
trivialité du groupe H%(ﬁ’ , Zp(1)). Comme conséquence, on obtient que si la
conjecture (G@G) est vraie pour F', alors elle 'est automatiquement pour toute
sous-extension finie F'/F de F'/F'. Le second, inspiré des techniques de [Mil],
établit un critere pour la pseudo-nullité d’'un module dont les coinvariants
sont finis. On montre ainsi 1'équivalence entre (GG) et la capitulation de
HZ(F,Zy(i)) dans une Z,-extension simple (capitulation forte). Dans la sec-
tion 2.3 on réinterprete la stratégie de [MC] pour montrer que, dans le cas ou
HEZ(F, Z,(i)) est cyclique, la capitulation de ce groupe dans une Z,-extension
multiple (capitulation totale) est une condition suffisante pour (GG).



- Chapitre 3 : On entreprend une étude du cup-produit
Gi0 - H}S‘(Fv Zp(l)) ® H}S‘(Fa Zp) - H?S‘(Fa ZP<Z)>

par montée et descente. Le but de cette étude - établir un lien avec le probleme
de capitulation - ne sera atteint qu’au chapitre suivant. On se contente ici de
mener cette étude pour elle-méme et d’en tirer des conséquences intéressantes.
On établit notamment un isomorphisme fonctoriel entre le quotient de
HL(F,Z,(i)) par le sous-groupe des normes universelles d'une Z,-extension
F,/F d'une part et les points fixes du module X (F,,) d’autre part. Cet
isomorphisme est présent dans [Ku|, dans le cas classique (i = 1), lorsque
F./F est 'extension cyclotomique; il y est obtenu en comparant la théorie
du corps de classes avec la théorie de Kummer. Ici ¢’est I’étude du cup-produit
qui se substitue a cette comparaison et permet la généralisation, pour tout
i, a toute Z,-extension. De méme, on généralise la suite exacte de Sinnott.

Il est bien connu que dans la Z,-extension cyclotomique F°/F, le sous-
module fini maximal de X'(F*) mesure le défaut de liberté du quotient sans
A-torsion de X(F°). Grace a une amélioration des résultats de C. Greither
concernant la structure des modules attachés aux normes universelles dans
une Z,-extension, on généralise ce fait a tout 7 et a toute Z,-extension.

- Chapitre 4 : Les résultats du chapitre précédent permettent d’établir un lien
précis entre cup-produit et capitulation dans une Z,-extension. On en déduit
alors que I'image du cup-produit ¢; capitule dans F. Aprés avoir montré
que Papproche naturelle du probleme de capitulation (tenter d’établir un
analogue du théoreme de 'idéal principal dans le corps obtenu en adjoignant
suffisamment de racines de I'unité au corps de Hilbert de F') est vouée a
I’échec, nous utilisons le résultat précédent pour montrer que si F' O p, vérifie
la conjecture de Leopoldt et possede une (p)-place v telle que le symbole
d’Artin (p,, F'/F) soit non trivial (th. 4.2.16), alors F' vérifie, pour i > 2,
la conjecture GG f® proposée au chapitre 2. Malheureusement, I’hypotheése
concernant le symbole d’Artin semble tres difficile a vérifier en général. Nous
obtenons néanmoins un résultat positif (cf 4.2.23), en nous restreignant a la
famille des corps contenant un corps quadratique imaginaire (p)-décomposé.

Le travail effectué durant cette these a donné lieu a deux publications
(INV] et [V]) dont le contenu a été librement modifié et reporté dans le
présent texte.



Notations

Sauf indication contraire, on adoptera les notations suivantes :

p # 2 un nombre premier fixé.

tp le groupe des racines p*™** de l'unité.

Q% une cloture algébrique fixée.

F un sous-corps de Q9. de degré fini sur Q; on dira un corps de nombres.
Gr = G(Q™9/F) le groupe de Galois absolu de F'.

v une place, c’est-a-dire un plongement de Q%9 dans un corps complet.

F, le complété de F en v.

S T'ensemble des (p)-places (ie. des plongements dans C,).

S(F) un ensemble maximal de (p)-places dont les restrictions a F' sont toutes
distinctes.

s(F) le cardinal de S(F).

Fg/F V'extension non ramifiée hors de S (on dit S-ramifiée) maximale.
E/F sera toujours une sous-extension de Fg/F, le plus souvent une Z,-
extension multiple, de groupe I' ~ Z,*, d’algebre de groupe complete A =
Z,|[0)) = Z,|[T3, ., ).

E'/F parcourt les sous-extensions finies de F/F.

F/F, une Z,extension de groupe I' >~ Z,, d’algebre de groupe complete
A =7Z,[[I]]. F,/F son étage de degré p™, I',, = G(F/Fy), Gn = G(F,/F).
F¢/F| la Zy-extension cyclotomique de F', I', A, F,,, I, G,,, comme ci-dessus
avec I, = F*°.

F'/F le composé de toutes les Z,-extensions de F, I' = G(F/F), A = Z,[[T].
Gs = G(Fs/F), Gs(B) = G(Fs/E).

Gs(E) le pro-p-complété de Gg(FE), Gs = Gg(F).

I, T'idéal d’augmentation de I'algebre de groupe complete Zp[[és]].

G, le groupe de Galois absolu de F,.

H3 (B, 2, (1)) = lmH™ (G (E'), Z, ().

H(E,, T,(0)) = ™ (), Z,(0))

Keri(E,Zy(i)) le noyau de la localisation.
H,(E,e) (resp. HJ(E, o), Hy(E,, ®)) 'homologie profinie du groupe G (resp.
Gs( ); GE )-
Ei(e) = Ef(e) = Eati(s, A).
CI(E), le groupe des classes d’idéaux de F.
A(E) = CI(E) © Zy.
X(E) = hmA(E’)



ClI'(E) le groupe des classes d’idéaux de E a support hors de S.
A(E) =Cl(E) ® Zy.
X'(E) = imA'(E'").
éS<E)ab = Hf(E,Zp).
(E) = Hg(E,IGS).

Of = (’)E[%} Les S-entiers de F.
Es(E) = OF les S-unités de E.
Es = Eg(Fs).

AD(E) = HY(E, Z,(i))
WAO(E) = Ker§(E, Z,(i))
WO(E) = AD(E)/WAY(E)
XO(E) = imH3(E', Z,(i)).
WXO(E) = limKer§(E', Z,(i)).

W(E) = X)(E)/WXO(B).

XC(E) = H(E, Z,(~1).

YENE) = HJ(E, 15 (—i)) si F contient .

taM la torsion du A-module M.

faM = M/ty\M.

MIp|, M/p la p-torsion, resp. le p-quotient du groupe M.

rga le rang du A-module M.

rg,M le p-rang du Z/p-module M /p.

M? le sous-module pseudo-nul maximal du A-module M.

MY = Hom(M,Q,/Z,) le dual de Pontryagin du Z,-module M. M" est muni
de la topologie de la convergence compacte. Si M est un G-module (ou A-
module) & gauche, alors M" aussi, via I’action habituelle g.z(m) = x(g~'m).
Ind%(M) = Conty(G, M) : pour un H-module discret M, H < G, c’est
le G-module des applications continues de G dans M vérifiant z(hg) =
hxz(g), Yh € H. L’action de G est donnée par g.x(¢") = x(g’'g). C’est 'in-
duction discrete.

A = Z,[[I']], lalgebre d'Iwasawa d'une Z,-extension, multiple E/F de rang
s, ou simple (ie. s = 1) F/F (éventuellement F,, = F°).

s =gz, le Z,rang de I'extension E/F.

d(E) = rg,H5(E,Z/p), r(E) = rg,H%(E,Z/p) les nombres de générateurs
et de relations de Gg(E). d = d(F), r = r(F).

A(M), (M) les invariants d’ITwasawa du A-module M, lorsque s = 1.
r1(E), r2(E) le nombres de places réelles, resp. complexes, de E. r| = ri(F),



T9 :TQ(F).

~ isomorphisme non canonique, ou non fonctoriel, ou ne respectant pas les
structures.

= isomorphisme canonique, fonctoriel, respectant les structures. Petite ex-
ception : on note WAO(E) = A'(E) et HL(E,Z,(1)) = Es(E) ® Z, alors
que ces deux isomorphismes sont fonctoriels mais dépendent du choix d’un
générateur de l(igwpn.

~ pseudo-isomorphisme, ie. morphisme de A-modules dont le noyau et le
conoyau sont pseudo-nuls.
Par module, on entendra, selon le contexte, Gg-module ou A-module.






Chapitre 1

Théorie d’Iwasawa des groupes
de cohomologie p-adique

L’objet central de ce travail est I’étude de certains groupes de cohomologie
p-adique. Nous commencons par quelques rappels.

1.1 Définitions et propriétés fondamentales

Soit F' un corps de nombres, S I'ensemble des places au-dessus de (p).
Soit Gg le groupe de Galois de 'extension non ramifiée hors de S (on dira
S-ramifiée) maximale Fg/F. La lettre E désignera toujours une extension
algébrique, S-ramifiée de F', et Gg(F) le sous-groupe de G5 lui correspondant
par la théorie de Galois. On laissera régulierement E’/F parcourir les sous-
extensions finies de E/F

Définition 1.1.1 Soit E/F une extension (algébrique) S-ramifiée, et M un
Zyp-module topologique munt d’un action continue de Gg. On pose alors

H(E, M) = limH™(Gs(E'), M)

ot E'/F parcourt les sous-extensions finies de E/F. Le groupe de cohomolo-
gie H"(Gs(E), M) est ici défini par cochaines continues.

Si v est une (p)-place, on note E, = UE! ot E! est le complété en v du
corps de nombres E', et l'on définit de méme

H™(E,, M) = imH™(G g, M)
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Remarque 1.1.2 On a HE(E, M) = H™(Gs(E), M) dans les cas suivants :

- Lorsque E/F' est finie (cohomologie p-adique habituelle, cf [Ta]).

- Lorsque M est discret (cohomologie galoisienne).

Notons aussi que HY(E, Z,(i)) = 0 si i # 0, méme si E contient pye. Ici
on note Zy(i) le i°™¢ tordu “a la Tate” du module galoisien Z, (avec action
triviale).

Comme pour les groupes de cohomologie habituels, on dispose pour H(E, M)
d’une suite exacte longue de cohomologie (sous certaines conditions, cf [Ta)),
de morphismes de restriction et corestriction, et d’une suite spectrale (déduite
de la suite spectrale des extensions de groupes en cohomologie galoisienne en
passant d’abord a la limite projective sur les coefficients, puis a la limite
inductive sur les ') :

EY' = HP(E/F,HL(E, M)) = H5H9(F, M) = B¢

lorsque M est de Z,-type fini.

Commencons par rappeler la (fin de la) suite exacte longue de Poitou-
Tate. 11 sera souvent commode d’utiliser ’homologie a coefficients profinis.
Si M est un module profini muni d’une action galoisienne continue, on no-
tera H3(E,M) = H,,(Gs(E), M) (resp. H,(E,, M) = H,,(Gg,, M)). No-
tant @V la dualité de Pontryagin, on peut prendre 'isomorphisme canonique

H, (Gs(E),M)=H"(Gs(E), M")" pour définition.

Proposition 1.1.3 Soit E/F une extension finie, galoisienne et S-ramifiée.
Alors on a une suite exacte canonique de Gg-modules

Ker(F,Z,(1)) — HZ(F,Z,(i ® 7Z,JG(E/F ® Hy(E,,Z,(i — 1
rs(F, Zp(i)) (B Zy(7) — vest) plG(E/ )]ZP[G(E/F)U] o( p(i—1))

— H§ (B, Z(i — 1))

ot le noyau de localisation Kers(F, Z,(i)) est défini comme le noyau de la
seconde fleche.

Pour la suite, il convient de donner une définition Gg-équivariante des mor-
phismes intervenant dans cette suite exacte. Soit M un Z,[Gg]-module fini

12



et v une (p)-place de F' dont on fixe définitivement un prolongement a Fj.
Le morphisme canonique de Gg-modules

M — Ind$s" M
induit
HY(E, M) — Indgy) ) HY(Gs(E),, M)

En composant avec 'inflation de Gg(F), & Gg,, on obtient ’homomorphisme

de localisation
HY(E, M) — Indgg) )" H(E,, M)

dont on notera le noyau Kerf(E, M). Ensuite, la dualité locale donne
HO(E,, M) = H>U(E,, Hom(M, )" = Hy_o(Ey, M(~1)
et, comme G(F/F') est fini on obtient

G(E/F)y
IndSEID HY(E,, M) = L,|G(E/F)] @2, 165/, Ha—q( Eu, M(~1))

Enfin il y un morphisme naturel de Gg-modules
LZy|G(E|F)] @z,iG5/r).) Hog(Ey, M(=1)) — Hy_ (B, M(~1))
Récapitulons. On a construit une suite de Gg-modules :

HL{E,M) — & Z)G(E/F)] ® Hy o(Ey, M(—1)) — Hf,q(E,M(—U)
veS(F) Zp|G(E/F)o)

Soit ¢ = 2 et M = Z/p*(i), on obtient les morphismes de la suite exacte an-
noncée en passant a la limite projective sur k. Pour la preuve de I'exactitude
au deux derniers termes, on renvoie a [Sch].

O

Remarque 1.1.4 Pouri = 1, la suite exacte de localisation de la proposition
précédente peut s’écrire

0 — ClI(F)®Z, — MIFZ() — & Z, — Z, — 0
veS(F)

13



Proposition 1.1.5 Soit E/F une extension galoisienne finie, S-ramifiée,
de groupe G. Pour tout i € Z, la co-restriction induit un isomorphisme fonc-
toriel :

HG(E, Zy(i))a = HE(F, Zy(i))

et la restriction induit pour tout i # 0 un isomorphisme
Hs(F.Zy(1)) = Hy(E, Z,(i))"

Preuve : Ces deux résultats sont bien connus. Le premier résulte de ’existence
d’un module dualisant en dimension 2 pour Gg (cf. [Se2]). Pour obtenir
le second, il suffit d’examiner la suite spectrale de 'extension de groupes
Gs(E) — Gg — G a coetlicients dans Z,(7) (cf. [J2] pour les suites spectrales
continues) en remarquant que Z,(i)s®) = 0 pour i # 0.

O

Définition 1.1.6 Soit E/F une extension S-ramifiée galoisienne de groupe
G. La restriction définit un homomorphisme

H%(Fv Zy(i)) — H%(E,Zp(i))G
On Uappellera I’homomorphisme de capitulation et I’on notera cap®” (E/F)

(resp. cocap® (E/F)) son noyau (resp. son conoyau).

Proposition 1.1.7 (¢f. [Ka]) On conserve les notations de la définition ci-
dessus. Pour i # 0, on a des isomorphismes canoniques :

cap™(E/F) = H'(G, Hg(E, Z,(i)))
cocap™ (E/F) = H*(G, H5(E, Z,(3)))
HY(G HY(E, Z,(1))) = H™(G, Hy(E, Zy(1))) Vg =1

Si G est fini, on a de plus H*(G, HA(E, Z,(i))) = H*(G, HL(E, Z,(i))).
Preuve : On considere d’abord le cas ou G est fini. Un examen attentif de
la suite spectrale de 'extension de groupes Gg(E) — Gg — G a coeffi-
cients dans Z,(i) permet de montrer les trois premieres égalités sans diffi-
culté, compte tenu de cd,Gg < 2. Pour la dernieére, il faut tenir compte de la

surjectivité de
cor : HA(E, Zy(i)) — HE(F, Z,(i))

Si maintenant G est profini, il suffit de passer a la limite inductive.
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O

Remarque 1.1.8 Le groupe cap® (E/F) est un sous-module de torsion du
Z,-module de type fini H*(F,Z,(i)). Il est donc fini.

Remarque 1.1.9 Pouri =1, la théorie de Kummer identifie H(E,Z,(1))
avec Eg(E) ® Z,, on retrouve donc l'isomorphisme de la théorie du corps
de classes : H'(G, Es(E)) s’identifie au sous-groupe de Cl'(F) constitué des
classes didéaux qui deviennent principales dans E.

Définition 1.1.10 On dira que i est F-bon si Hz(F,Q,/Z,(i)) = 0. On dira
encore que i est E/F-bon sii-est E'-bon pour toute sous-extension finie E' | F’
de EJF.

Remarque 1.1.11 Si E/F est finie, on montre facilement que [’hypothése
“i est E-bon” équivaut a la finitude de HE(E,Z,(i)).

On discutera plus loin (1.2.6 et 1.2.39) la signification de I’hypothese “i
est bon” en fonction de différents modules d’Iwasawa. Notons déja que que 1
est F-bon si et seulement si F' ne possede qu’une seule (p)-place. L’hypothese
“0 est F-bon”, quant a elle, équivaut a la conjecture de Leopoldt pour F. En
fait I’hypothese “i est F-bon” est sujette a la conjecture suivante :

Conjecture 1.1.12 (cf [Sch] p. 192) Tout i # 1 est F-bon.

Remarque 1.1.13 Si E C F*¢, alors tout v € Z est E-bon. C’est la conjec-
ture de Leopoldt faible (cf [N2], th 2.2). Cela tient a la nullité du groupe de

Brauer H*(F(pp), Qp/Z,(1)).

Nous utiliserons souvent le résultat profond suivant, di a Soulé.

Théoréme 1.1.14 ([Sou/, th.5) Sii > 2, alors i est bon pour tous les corps
de nombres.

En fait la preuve du théoreme 1.1.14 est liée a I’étude de la conjecture sui-
vante, qui propose une interprétation des groupes HZ' (F, Z,(1)).

Conjecture 1.1.15 (Quillen) Pour i > 2 et m = 1,2, il existe des isomor-
phismes
Chi,m : KQi—m /F & Zp — 7‘(?(}77 Zp(Z))
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Dwyer et Friedlander ont obtenu, via la K-théorie étale, 'existence et la
surjectivité des caracteres de Chern p-adiques ch; ,,. Par ailleurs, la conjecture
de Bloch-Kato (qui implique celle de Quillen) a été démontrée par Voevodsky
(conjecture de Milnor) pour p = 2 et semble maintenant démontrée aussi pour
p # 2, grace aux travaux de Rost et Voevodsky.

Remarque 1.1.16 Si la conjecture de Quillen est vraie, alors l’isomorphisme
en question Ko O @ L, = HE(E, Zy(1)) tient encore pour E/F infinie.

1.2 Théorie d’Iwasawa

Nous rassemblons ici quelques faits de la théorie d’Iwasawa. Les références
(directes ou indirectes) pour cette section sont nombreuses. Citons [I1], [Tal,

[Sch], [N1], [N2], [N3], [J1].

1.2.1 Les modules X®

Afin d’alléger les notations, on pose A(F) = CI(F) ® Z, et A'(F) =
Cl'(F) ® Z,. La théorie du corps de classes donne l'interprétation suivante
de ces groupes : A(F) (resp. A(F)) s’identifie au groupe de Galois X (F)
de la p-extension abélienne non ramifiée (resp. au groupe de Galois X'(F)
de la p-extension abélienne S-ramifiée, totalement décomposée aux places
de S - on dira S-décomposée) maximale de F. Si I'on remplace F' par une
extension algébrique infinie, disons S-ramifiée, F/F, la théorie du corps de
classes n’est plus valable au-dessus de E, si bien qu’il convient de définir
séparément A(E) = Cl(E) ® Z, (resp. A(E) = ClI'(E) ® Z,,), d'une part, et
X(E) = G(Hg/E) (resp. X'(E) = G(HR/E)) on Hg/E (resp. Hy/E) est
la pro-p-extension abélienne non ramifiée (resp. S-ramifiée, S-décomposée)
maximale, d’autre part. On appellera souvent Hg (resp. Hj) le corps de
Hilbert (resp. le (p)-corps de Hilbert) de E.

On a alors les identifications suivantes : D’une part

A(E) = limA(E") = limX (E')
A/(E) = limA'(E') = limX'(E')

la limite inductive étant prise sur les sous-extensions finies E'/F de E/F,
suivant I'extension des idéaux pour le foncteur A (resp. A’), et le transfert
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pour le foncteur X (resp. X’). D’autre part

X(F) =lmA(E") = limX (E)

X'(E) =1limA'(F') = limX'(E")
suivant la norme pour le foncteur A (resp. A’) et la restriction de groupes de
Galois pour le foncteur X (resp. X').

Si maintenant E/F est une Z,-extension multiple, disons de groupe I' >~
Z,° et d’algebre de groupe complete A = Z,[[I']] ~ Zy[[T1,....Ts]], X(E)
et X'(E) sont naturellement munis d’une structure de A-module noethérien
(compact), tandis que A(E) et A'(E) sont des A-modules discrets. L'un des
objets de la théorie d’Iwasawa est I’étude de la structure de ces A-modules,

en vue d’une description asymptotique des groupes A(E’). Il est naturel de
généraliser ces définitions de la maniere suivante :

Définition 1.2.1 Soiti € Z, on pose
AN(E) = HE(B, Zy(i))
WAD(E) = Kerd(E, Z,(i)) = limKer}(E', Z,(i))
XO(E) = imHE(E', Z,(i))
WXO(E) = @K@r%(E', Zy(1))

Les limites inductives (resp. projectives) étant prises par rapport aux mor-
phismes de restriction (resp. corestriction).

Proposition 1.2.2 Notons A, = Z,[[I',]], on a une suite exacte de A-modules :

WXD(E) — XOE) - o AI(?HO(Evyzp(i_l)) —~  HE (B, Zp(i — 1))
’UES(F) v

Sii#1, ona:

WAO(E) — AO(E) — ©  IndiHY(E,,Q,/Z,(i — 1))

veSIC(E/F)

- Hg(Ean/Zp(i_ 1))
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ou S'(E/F) désigne ’ensemble des places pour lesquelles on a E, C F¢.
Pouri=1, ona

WAN(E) =tz AV(E)

Preuve : Il s’agit simplement de faire passer la suite exacte 1.1.3 a la li-
mite projective (resp. inductive) en faisant attention aux morphismes de
connexion.

O

Remarque 1.2.3 La fonctorialité de la premiere suite exacte en E est par-
faitement naturelle. Les notations sont moins heureuses pour la seconde : il
faudrait, pour bien rendre compte de la fonctorialité en E, écrire

WnZ,[G(E'/F)]  ©  H(E,Zyi—1))
- Zp[G(E'[F)y]

en laissant E' | F parcourir les sous-extensions finies de E/F, en lieu et place
de Indy H(E,,Q,/Z,(i — 1)). Remarquons que pour i = 1, on obtient un
Q,-espace vectoriel. Afin de ne pas alourdir les notations, nous conserverons
néanmoins cette notation trompeuse pour i # 1.

On notera parfois W(i)(E) et WO (E) les modules définis par les suites
exactes

0 — WXO(E)
0 — WAO(E)

Proposition 1.2.4 La co-descente des modules X est parfaite :
XO(B)r = H(F. Z,(i))
Preuve : Ici encore on fait passer la proposition 1.1.5 a la limite projective.

O
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Remarque 1.2.5 Lorsque E contient la Z,-extension cyclotomique de F,
on a, pour i = jmod[F(u,) : F], XU(E) = XO(E)(j —1i) et WXV(E) =
WXO(E)(j—i). En particulier W X O(E) = X'(i—1) pouri = 1mod [F(u,) :
F]. Aussi, en prenant les coinvariants de la premiére suite exacte ci-dessus,
on wvoit que pour i = lmod[F(u,) : F], i # 1, on a Kerg(F,Z,(1)) =
X'(F)(i = Dr.

Proposition 1.2.6 Soit Fi,/F une Z,-extension de groupe I', d’algébre d’[wa-
sawa A. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) i est F-bon.

(11) XO(F )" est fini.
(i) H(F, Qu/Z,(0)) = 0.
(iv) Hy (F,Z,(—i)) = 0.

Preuve : L’équivalence de () et (i) est, compte tenu de 1.2.4, une conséquence
immédiate de la classification des A-modules. L’équivalence de (i) et (iv)
est immédiate, et celle de (i) et (4i7) se lit sur la suite exacte suivante (cf [Ta]
prop. 2.3, ou [Sch] Satz 3) :

0 — prH%(F’Zp(i)) - H%(Fan(i)) - H%(Fva/Zp(i)) — 0

puisque H%(F,Z,(i)) est a priori un Z,-module de type fini.
0

Remarque 1.2.7 Soit F°/F la Z,-extension cyclotomique. Les i € Z qui
ne sont pas F¢/F-bons sont en nombre fini. En effet, si f est un polynome
de Weierstrass, et si p*f engendre 1’idéal caractéristique de X(i)(FC), alors

i est F,-bon si et seulement si les polynomes f et w = ((1 + p)i(T +

1))P" — 1 sont étrangers. Maintenant, il est facile de voir que pged(f, w,(L)) =

pgcd(f, wm) pour p™ > p™ > deg f ; comme les w,(z), 1 € 7, sont deux a deux
étrangers, c’est que seuls un nombre fini d’entre euxr posseédent d’éventuels

facteurs communs avec f.
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Proposition 1.2.8 Soit F/F une Z,-extension, et supposons que i soit
F./F-bon. Dans ce cas, il existe une suite exacte naturelle

0 — (XO(F))r — HEFZ(i) — H(Fwx,Zy(i))" — 0

En d’autres termes, cap (Fy/F) = (XD (F,)%)r et cocapV (Fy /F) = 0

Preuve : Notons C = X@O(F,)/X®(F.)° ~ un générateur de I', w, =
P =1, et v, = % Comme i est F,/F-bon et que C' ne possede pas de
sous-module fini non trivial, on a, pour n > 0, un diagramme commutatif
aux lignes exactes

0 — (XD (F))rp SN XO(F)r - Cr — 0

0 — (XOFL))) — XO(Fo)r,) —— (Cr,)%

I1 est clair que la premiere fleche verticale est triviale pour n >> 0. Montrons
maintenant que la derniere fleche verticale est un isomorphisme. Comme
son noyau et son conoyau sont respectivement H~1(G,, Cr.) et H(G,,Cr,)
et que le G,-quotient de Herbrand de Cr, est trivial (car Cr, est fini), il
suffit de montrer 'injectivité. Soit donc xz € C tel que v,z = w,y, on a
alors v,(z — (v — 1)y) = 0, mais C' ne contient aucun élément non trivial
tué par v, puisque C™ = 0; c’est donc que z = (y — 1)y, et cela montre
I'injectivité souhaitée. On obtient le résultat en faisant passer la seconde ligne
du diagramme & la limite inductive sur n, puisque lim(X @ (F,)%)r, = 0.

O

Gross et Sinnott
Le twist ¢ = 1 est exceptionnel en ceci que qu’il n’est pas bon en général.

C’est la conjecture de Gross qui remplace alors la conjecture 1.1.12. Com-
mencons par rappeler la suite exacte de Sinnott :
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Proposition 1.2.9 ([FGS] prop. 6.5 et [Ko] §1) Soit E/F une extension
galoisienne, S-ramifiée, de groupe G. Notons I' (resp. I',,) le groupe de Galois
de lextension cyclotomique E°/E (resp. son groupe de décomposition en v).
On a une suite exacte canonique de Gg-modules :

NI(E) — EyE)®Z, — & ZGE/F)/G(E/F),]

veS(F)

— X'(E)r — A(E)

oty l'on a, comme toujours, fixé un prolongement de v € S(F). Le symbole @
signifie que ’on prend le noyau de la forme linéaire naturelle

DLy|G(E/F)|G(E[F),] — Zy

loc
lement des normes universelles dans [’extension E°/E.

et N\D(E) désigne le sous-groupe des éléments de Eg(E) ® Ly qui sont loca-

Preuve : Par inflation-restriction dans £/ E, on a un diagramme commutatif
aux lignes exactes

HY(T) — Hs(E) - H(E)"

l l |

© IndZ*HYT,) — & IndSHYE,) — @ IndSH'(ES)™
veS(F) ¢ (Tv) veS(F) ¢ (Ev) veS(F) ¢ (E)

dans lequel tous les groupes de cohomologie sont & coefficients dans Q,/Z,.
Comme le conoyau de la seconde fleche verticale s'injecte dans Hg(FE, Z,(1))" =
Es(E) ® Z," par dualité de Poitou-Tate, le lemme du serpent donne, apres
dualité de Pontryagin, la suite exacte suivante :

Es(E)®Z, — & L,|G(E/F)/G(E/F),] — X'(E%r — A(E)

veES(F)
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Reste a déterminer le noyau de la premiere fleche. Rappelons qu’elle est
définie sur chaque composante locale par la composition des morphismes
suivants :

locy

Hs(E, Zy(1)) M (Ey, Z,y(1))

U inv
= Hom(H'(E,,Q,/Z,), H*(E,, Q,/Zy(1))) 2
ou loc, est 'homomorphisme de localisation, U : z +— (zU : y — xUy) est le
cup-produit et invg est I'isomorphisme induit par I'isomorphisme invariant de
la théorie du corps de classes local : H2(E,, Q,/Z,(1)) — Q,/Z,. Maintenant
I’homomorphisme composé

Gai — I,

Vg

Hom(HY(E,, Qy/Z,), H2(E,, Qy/Z,(1))) ¥ G2 — T,

coincide avec la composition suivante :

infY oinvg

Hom(Hl(EvaQp/Zp)aHQ(Eme/Zp(l))) - Hom(Hl(Fvap/Zp)va/Zp) — Iy

Mais il est bien connu (cf. remarque ci-dessous) que l'orthogonal dans
HY(E,, Z,(1)) = EX, du sous-groupe H'(T",,Q,/Z,) de H*(E,,Q,/Z,), pour
le cup-produit

HY(By, Zy(1)) @ HY(Ey, Qp/Zy) = HA(Ey, Qp/Zy(1)) = Qp/Z,

est le sous-groupe de E constitué de normes universelles dans l’extension
E¢/E,, est cela termine la preuve.

0

Remarque 1.2.10 Nous reviendrons sur ces questions de cup-produit et de
normes universelles dans un cadre plus général (cf. section 3.2.1). Indiquons
néanmoins comment on déduit la propriété d’orthogonalité invoquée ci-dessus
de la non-dégénérescence du symbole de Hilbert. D’abord, un argument facile
de descente galoisienne montre qu’il n’est pas restrictif de supposer p, C
E,. Notons alors (E,), le n®"¢ étage de la tour cyclotomique ES/E,. 1l est
commode d’exprimer la formule cor(bUres a) = (corb)Ua par le “diagramme”
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sutvant, dont on dira qu’il est commutatif.

H((Eo)n, Zp(1)) @ H((Eo)n, Qu/Zp) = H((Ev)n, Qo/Zp(1))

cor l Tes 1\ cor J{

Hl(Ev’Zpu)) ® Hl(Ew@p/Zp) - H2(Ev>Qp/Zp(1))

On en déduit_facilement [’orthogonalité du sous-groupe N, des normes uni-
verselles de EX = H'(E,,Z,(1)) dans l'extension ES/E, avec le sous-groupe
HYES/E,,Q,/Z,) de H*(E,, Q,/Z,). Reste ¢ montrer que I’homomorphisme

M (B, Zy(1)) /Ny — Hom(H (B} Ey, Qp/Zy), H* (B, Qp/Zy)) =T,

est injectif. Par le corps de classes local, le groupe de départ de cet homomor-
phisme n’est autre que 'y, et il suffit donc de montrer que [’homomorphisme
en question n’est pas trivial. Dans le “diagramme” commutatif suivant :

U

H1<EvaZp(1>) ® Hl(Ev’Qp/Zp) - H2(Eanp/Zp(1))

J T T

HU(E,Z/p(1)) ® HNE,Z/p) > HAE,Z/p(1))

la fleche verticale a ’arrivée est injective. La non dégénérescence du symbole
de Hilbert (et donc du cup-produit de la seconde ligne ci-dessus) permet de
conclure.

Remarque 1.2.11 Déja ici, il apparait dans cette preuve que la suite exacte
de Sinnott doit se généraliser a une Z,-exstension quelconque, puisque le point
crucial de la preuve, qui est la propriété d’orthogonalité discutée ci-dessus,
est valable dans nimporte quelle Z,-extension. On renvoie a 3.2.5 pour une
suite exacte de Sinnott générale.
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Dans [FGS] (voir aussi [Ko]), 'auteur de I'appendice définit la fleche
Es(E)® 2, & LIG(EY/F)/G(EF))

par un “logarithme p-adique galoisien”. Le Z,-rang de son image est alors
donné par s(F°) — 1 — dp ot dp = rgz, X'(F°)p. La conjecture suivante est
attribuée a Gross et Jaulent [Jau] :

Conjecture 1.2.12 6 = 0.

En fait, compte-tenu de la proposition 1.2.6, on peut réunir les conjectures
1.1.12 et 1.2.12 dans la suivante :

Conjecture 1.2.13 Soit F' un corps de nombres quelconque, alors WX @ (F¢)r
est fini pour tout v € Z.

Question 1.2.14 Qu’en est-il des autres Zj,-extensions ¢

1.2.2 Adjoints

Dans ce paragraphe, I' est un groupe isomorphe a Z,°, s > 1, et A désigne
son algebre de groupe complete. Comme dans [J1], on pose, pour un A-module
noethérien M, ES(M) = Homy(M,A), et lorsque le contexte ne préte pas
a confusion, on notera simplement E° = EX. Le Z,-module Homu (M, A),
comme tous les groupes d’homomorphismes de ce paragraphe, sera muni
de laction a droite de I' suivante : v.z(m) = z(ym). Nous considérons
donc E° comme un foncteur, contravariant, exact a gauche, de la catégorie
des A-modules dans elle-méme, puisque A est commutatif. On notera aussi
E¥(M) = Extk(M,\). Dans [J1], l'auteur utilise ces foncteurs - ainsi que
d’autres - pour étudier les A-modules a isomorphisme pres. Sans entrer dans
les détails, nous reproduisons ici quelques résultats utiles a notre propos.
Quelques arguments sont empruntés au tres utile chapitre 3 de [Hil, et on
renvoie a [Br] pour toutes les questions d’algebre homologique.

Le foncteur E' généralise 1'adjoint d’Iwasawa et transforme un A-module
de torsion en un A-module pseudo-isomorphe. Rappelons qu’un A-module est
dit pseudo-nul si tous ses localisés aux premiers de hauteur 1 sont nuls. On
dit encore qu'un A-homomorphisme M — M’ est un pseudo-isomorphisme
si son noyau et son conoyau sont pseudo-nuls, on note alors M ~ M'. Si M
et M’ sont deux A-modules de torsion, I'existence d’un pseudo-isomorphisme
de M vers M’ équivaut a 'existence d’un pseudo-isomorphisme de M’ vers
M, et T'on dira simplement que M et M’ sont pseudo-isomorphes.
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Proposition 1.2.15 St M est un A-module noethérien de torsion, alors
EY (M)~ M

Preuve : Rappelons d’abord que A est un anneau noethérien intégralement
clos, donc de Krull ([B] VII §1.3 cor. to thm.2). Soit @ le corps des fractions
de A. Appliquant Homa (M, e) a la suite exacte A — @ — /A, on obtient
Homy(M,Q/N) = EY(M), puisque Homy(M,Q) = 0 et Exth(M,Q) = 0.
Soit S = A\Up; ol p,, ..., pe sont les idéaux premiers de hauteur 1 du support
de M (ils sont en nombre fini, voir [B], VII, §1.8 th.4 (iii) et VII, §4.4 th 5,
preuve de l'existence). Maintenant S™'A est un anneau principal ([B], VII,
§4.4 lem. 2), et ST'EY (M) = Homg-1A(S™'M,Q/S™'A) ([B], II §2.7 prop.
19). Le théoréme de classification des modules sur un anneau principal fournit
un isomorphisme non canonique entre S™*M et Homg-1,(S™1M,Q/S™IA).
En le multipliant par un élément de S convenable, on obtient un homomor-
phisme M — E'(M) dont le noyau et le conoyau sont pseudo-nuls.

O

Remarque 1.2.16 Comme A est factoriel (en fait Krull suffit), on voit fa-
cilement que Q /A, et donc Homy(M,Q/N), ne possédent aucun sous-module

pseudo-nul non trivial. Ainsi, si M est de torsion, le sous-module pseudo-nul
mazimal EY(M)° de E*(M) est trivial.

Un outil trés utile pour la description des A-modules E*(M) est 1'expres-
sion de E° comme foncteur composé :

E°(M)Y = limMy ® Q,/Z,

ou U parcourt les sous-groupes ouverts de I'. Le foncteur M ~~ lim My tran-

forme les A-modules projectifs en A-modules acycliques pour le foncteur
M ~ M ®Q,/Z, (Av = Z,|G/U] est sans Z,-torsion). Suivant Jannsen,
on observe donc que cette décomposition donne lieu a une suite spectrale de
Grothendieck de type homologique (cf [Gro] th. 2.4.1) :

B2, =Tor” (limH (U, M), Qy/Zy) = E*'(M)" = gy
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Proposition 1.2.17 ([J1] th. 2.1) Soit M un A-module noethérien et k > 1.
Alors 1l existe une suite exacte canonique de A-modules discrets :

0 — lmH(UM)®Q,/Z, — E*¥M)" — tzlimH,(UM) — 0

ou U parcourt les sous-groupes ouverts de I

Preuve : Comme Ef; = 0 pour k # 0,1, les termes de la suite spectrale
ci-dessus se stabilisent des le début et cela donne le résultat.

0

Remarque 1.2.18 Si s = 1, c’est-a-dire si I' >~ 7Z,, on retrouve les ad-
joints d’Iwasawa : si Hi(T,,, M) = M est fini pour tout n, alors M =
EY(M) = (imMr,)". Comme cd,I' = 1, on wvoit aussi que E*(M)Y =
tzplimHl(Fn, M) = UthMF" est le sous-module fini maximal de M.

Notons qu’lwasawa munit le dual de Pontryagin de [’action a gauche
de T : v.x(m) = z(y"Y)m ; pour cette action, il faut alors écrire M =~
(WmMr,,)Y, ot M est le module déduit de M en inversant l’action de T.

Convention 1.2.19 A [’exception de ce paragraphe consacré auz adjoints,
dans lequel tous les groupes d’homomorphismes, y compris les duaux de Pon-
tryagin, sont munis de l'action a droite de A, nous adopterons la convention
suivante : Les E* seront des modules a droite, tandis que les duaux
de Pontryagin seront des modules a gauche.

Définition 1.2.20 On dit que DM est un transposé de M si l’'on peut trou-
ver le début d’une résolution projective :

P1—>P0—>M—>O

vérifiant
DM ~ coker(E°(Py) — E°(P,))

Remarque 1.2.21 Si pdyM < 1, alors E*(M) est un transposé de M.
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DM n’est pas bien défini comme A-module, en fait il faudrait voir D comme
un foncteur de la catégorie de A-modules dans celle des A-modules a homoto-
pie pres (cf [J1]). Néanmoins, la proposition suivante montre que les modules
EY(DM) et E*(DM) sont bien définis et cela nous suffira pour la suite.

Proposition 1.2.22 Soit DM un transposé de M, alors on a une suite
exacte naturelle

0 — EI(DM) — M — EO(EO(M)) — EQ(DM) — 0

Preuve : Soit P, — By — M — 0 le début d’une résolution projective
définissant DM . De la suite exacte

0 — EM) — E°PR) — E°%P) — DM — 0
on tire la seconde ligne du diagramme commutatif a lignes exactes suivant :

P1 — PO — M — 0

L |

0 — E°%C) — EY(E°P)) — E°(E°(M) — E*DM) — 0

dans lequel C' = Ker(E°(P;) — DM). Comme P, est projectif de type fini
E°(P,) Test aussi, et la fleche de bidualité P — E°(E°(P,)) est bijective.
Une chasse rapide dans le diagramme ci-dessus donne donc une suite exacte

P — Ey(C) — M — E%E°M)) — E*DM) — 0

Mais on vérifie sans difficulté que la fleche P, — FEy(C) en question est duale
a I'inclusion C' — E°(P;) par laquelle on a défini C si bien que son conoyau
s’identifie & E'(DM).
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Remarque 1.2.23 le conoyau de lapplication de bidualité M — E°(E°(M))
est parfois appelé le défaut de liberté de faM. Il est utile de noter que si

pdaM < 1, alors le sous-module de torsion de M (resp. le défaut de liberté
de faM ) s’identifient canoniquement ¢ E*(E*(M)) et E*(EY(M)).

Proposition 1.2.24 Si pdyM < 1, alors M° = 0. On rappelle que M° est
le sous-module pseudo-nul maximal de M.

Preuve : Soit 0 - P, — Fy — M — 0 une résolution projective de M. En
tensorisant la suite exacte suivante par ()

0 — E°(M) — E%R) — E°(P) — EY M) — 0

on voit que E'(M) est de torsion. Mais alors E'(E'(M)) ne possede, d’apres
1.2.16, aucun sous-module pseudo-nul non trivial, et cela termine la preuve
puisque t\M = EY(EY(M)).

O

Remarque 1.2.25 Pour s = 1, la réciproque est vraie. En effet, 1.2.17
montre que E*(M) = (M°)V. Si donc M° =0, c’est que E*(M) = 0. Mais
comme pdaM < 2, c’est que E*(M) — FExti(M,Z,) et Exti(M,Z,) —
Ext3(M,Z/p). On en déduit que Ext*(M,Z/p) = 0, et donc que pda M < 1.

La théorie des idéaux de Fitting, comme présentée dans [Hi| chap. 3,
généralise aux anneaux de Krull la théorie des facteurs invariants pour un
anneau principal. Nous utiliserons simplement le lemme suivant :

Lemme 1.2.26 Soit M un A-module de dimension projective < 1, présenté
par

O—>A”L>Ad—>M—>O

Alors tout déterminant v X v de la matrice ® annule tAM.
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Preuve : Comme dans la preuve de 1.2.15, on localise au support de ty M.
Comme M = 0, c’est que M — S~1M. La théorie des invariants pour S~*A
donne donc le résultat. On renvoie a [Hi|, chap. 3 pour plus de détails.

0

1.2.3 Lien entre X9 et X

Soit E'/F une Z,-extension multiple, disons de groupe I' >~ Z,* et d’algebre
complete A = Z,[[[']]. On note Gg(E) = G(Fs/E) et Gg(E) son pro-p-
quotient maximal. Notons encore X' (E) abélianisé de Gg(E). X (E) est un
module tres important en théorie d’Iwasawa, notamment a cause de la pro-
position suivante (pour F = F°) :

Proposition 1.2.27 ([I1], [Ku] th. 8.1) Supposons que F contienne p,,
alors pour n >> 0, il existe une suite exacte (non canonique) de Z,[[I',]]-
modules :

0 — A(F°)Y — t{HX(F9)(-1) — ZpS(FC)_l — 0

ot s(F°) est le nombre de (p)-places de F°.

Ce résultat, du a Iwasawa, est démontré dans [I1] de la fagon suivante : La
théorie de Kummer au-dessus de F'° donne une suite exacte ([I1], lemma 10)

0 — A(F) — X(F)(-1) — (Bs(F)@Q)/Z,)" — 0

et, comme on sait que A'(F°)Y est de A-torsion, il s’agit d’identifier la struc-
ture de tA(Es(F°) ® Q,/Z,)" ; celle-ci s’obtient de fagon abstraite en obser-
vant le comportement asymptotique de Eg(F,) ([I1], th. 9 et 15).

Le lien avec le module X'(F¢) est donné par le pseudo-isomorphisme

A(F)Y ~ X'(F°)
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dont Iwasawa donne une preuve ad hoc ([I1], th. 11). La proposition 1.2.27
concerne le twist ¢ = 1; si on le remplace par un bon ¢, la situation est bien
plus simple et c’est ce qu’on expose dans ce paragraphe. Les méthodes de
[J1] (adjoints) et I'introduction d’un module auxiliaire Y (=9 comme dans
[N1], permettent d’obtenir un lien direct entre tA X9 (E) et X (E). Nous
consacrerons un paragraphe au cas ¢ = 1, plus subtil, a la fin de la section
2.1.2. On y retrouvera en particulier la proposition 1.2.27.

Comme X(F) = HY(F,Zy,), il est naturel de proposer la définition sui-
vante :

Définition 1.2.28 Soiti € Z, et E/F une sous-extension (non nécessairement
finie) de Fg/F. On pose

XCNE) = HY (B, Zy(~1))
En particulier, X©(E) = X(E).

Remarque 1.2.29 On a XU)(E)Y = HL(E,Q,/Z,(i)). Comme Q,/Z,(i)
est G(EF°/E)-cohomologiquement trivial pouri # 0, la suite exacte d’inflation-
restriction donne, apres dualité de Pontryagin,

XCN(EB) = X(BF°)(~i)a(pre/p)
pour i # 0.

Proposition 1.2.30 Pour tout v € Z, on a une suite exacte canonique

0 — (g, HA(F,Z,(i)" — XUUF) — (HY(FZ,(i) ® Qp/Z,)" — 0

identifiant le premier terme a tz, X ")(F) et le dernier a fz, X"V (F).

Preuve : [Ta] prop. 2.3 décrit I'image (resp. le noyau) du cobord de degré 1
associé a la suite exacte de Gg-modules

0 — Zy(i) — Qi) — Qp/Zy(i) — O
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comme le sous-groupe de torsion de HZ(F,Z,(i)) (resp. le sous-groupe divi-
sible maximal de H§(F,Q,/Z,(4))). La suite exacte ci-dessus est obtenue en
appliquant la dualité de Pontryagin a cette description, identifiant ainsi le
premier terme & ¢z X(“9(F) et le dernier & fz, X")(F).

O

Le module X (E) (resp. X (=9 (E)) vérifie la descente galoisienne (resp. la
co-descente galoisienne) dans I'extension E(u,)/E. Il n’est donc pas restrictif,
pour leur étude, de supposer que F' contient p,. Sous cette hypothese, Z, (i)
est un Gg(F)-module et la cohomologie (resp. homologie) de Gg(E) s’identifie
en tous degrés par inflation (resp. déflation) a celle de Gg(E) pour les modules
de p-torsion, voire - par limite projective - pour les pro-p-modules de Z,-type
fini, (resp. les pro-p-modules) ([Ha] prop. 22).

Il sera souvent commode de plonger X~ dans un autre module plus
maniable, Y (=9 défini en présence de 1, (pour que le caractére cyclotomique
se factorise par @5) La définition suivante est une extension naturelle de
celle de [N1] :

Définition 1.2.31 Soit I lidéal d’augmentation de Z,[Gs]]. On pose,
pour toute pro-p-sous-extension galoisienne E/F de Fs/F :

YENE) = HOS(E,IGS(—z’))

Remarque 1.2.32 Par construction, Y =9 vérifie la co-descente galoisienne.
Notons aussi que, contrairement ¢ X"V (E), Y")(E) dépend du corps de
base F'.

Fixons une présentation pro-p-libre minimale R < L — (g, ¢’est-a-dire
que L est pro-p-libre et possede le méme nombre d de générateurs que Gs.
Le caractere cyclotomique k : I'© — Z,* donne par inflation un caracteére
L — Z, via lequel on peut tordre tout L-module “a la Tate”.

Proposition 1.2.33 Pour tout i € Z, on a deux suites exactes canoniques
de Gg-modules :

XNE) = YOUE) = HYELIGS) > HE(EZ,(~0)
HS(B.Z,(~) — HJ(E,RM~) — HS(E.L(~)n) —  YO)(E)
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Le troisiéme terme de la premiére s’identifie a Zy||G(E/F)]| et les deux
termes du milieu de la seconde suite exacte sont Z,[|G(E/F)||-libres, de rang

respectif v (nombre de relations de és) et d (nombre de générateurs de GS)

Preuve : La premiere suite exacte s’obtient en écrivant la GS(E)—horpologie
de la suite exacte d’augmentation de Z,[[Gs]] tordue (noter que Z,[[Gs]] est
homologiquement trivial) :

0 — Ig () —— Z[[Gs]] —— Zy(~i) — 0

Ecrivons ensuite la R-homologie de la suite exacte d’augmentation de L tor-
due :

0 — R®—i) — Ip(—i)p — Ig (=) — 0

On sait que 'idéal d’augmentation I, de Z,[[L]] s’identifie au module des
dérivations universelles de L (cf [NSW], 5.6.4), et que ce dernier est Z,[[L]]-
libre de rang d. Maintenant, il n’est pas tres difficile de montrer que Z,[[L]](—1)
est un Z,[[L]]-module libre de rang 1, si bien que l'on a Iy (—i) ~ Z,[[L]]*
et In(—i)r =~ Z,[[Gs]]?. Comme cd Gg < 2, on en déduit, par [Br] prop.
3.1 et th. 4.1, que R*(—1) est aussi Z,[[Gs]]-libre, de rang 7 le nombre de
relations de Gg. La GS(E)—homologie de la suite exacte précédente donne
alors la seconde suite exacte de la proposition.

On pourra consulter [N1] pour plus de détails, notamment quant a l'in-
terprétation de la fleche entre ces deux modules par dérivation de Fox des
relations de Gg.

O

Corollaire 1.2.34 X“)(E) et Y)(E) ont la méme Z,-torsion. Si de plus
Z||G(E/F)|] est un anneau commutatif intégre (par exemple si E/F est une
Z,-extension multiple), ils ont aussi la méme Zy[|G(E/F)]|-torsion.

0
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Remarque 1.2.35 Si E D F*, alors HY(E, 14 (—i)) = H5 (E, Zy(—i)) = 0
(cf. rem. 1.1.18). La suite spectrale d’homologie de [’extension de groupes
Gs(E) — Gs — G(E/F) a coefficients dans 1y (—i) montre alors que

Corollaire 1.2.36 Si E contient F© ou si i est E/F-bon, alors X" (E) ne
possede aucun sous-module pseudo-nul non trivial.

Preuve : Cela résulte de la méme propriété pour Y (=9 (E), qui elle-méme
découle de pdpyY ") (E) < 1 (cf. prop 1.2.24)

O

Revenons maintenant & ’étude des modules X9 et X® dans une Loy-
extension multiple E/F d’un corps de nombres quelconque F'.

Proposition 1.2.37 Soit F' un corps de nombres quelconque, si i € Z est
E(pp)/ F(up)-bon alors

ENXY(E)) = taX(E)”
En particulier, X (E) ~ t\X ) (E)°P.

Preuve : Quitte a prendre les points fixes par G(E(u,)/E), on peut supposer
que F contient p,. D’apres la remarque 1.2.35, on sait que Hy (U, Y(=)) =0
pour tout sous-groupe ouvert U < I'. La proposition 1.2.17 donne alors
EYYC)E)Y = 1£ntzpy<—i>(E')op. Mais t7, Y ")(E') = tz, XC)(E) =

HZ(E', Z,(i))Y, dou EX(Y")(E)) = XD (E) et finalement E'(X @ (E))® =
EYEY(YT)(E))), ce qui donne le résultat puisque pdpY "9 (E) < 1.

O
Corollaire 1.2.38 Si ' C F*, alors on a en fait
ENXW(E)) = taXC(B)”
pour tout 1.

Preuve : On choisit j E(u,)/F(u,)-bon, j = imod[F(u,) : F|, on applique
la proposition précédente et on sort les twists.
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Corollaire 1.2.39 Soit F..,/F une Z,-extension de groupe I, les assertions
sutvantes sont équivalentes :

() i est F-bon.
(1) XD(Fo)t =0
(1i1) taX "D (FL) est fini.

O

Remarque 1.2.40 En appliquant le foncteur E' a la suite exacte de loca-
lisation 1.2.2, on obtient une suite exacte dans le sens contraire de 1.2.27 :
Comme EY(XW(E))? = t,X")(E), on a

0 — B\WE)? — HXCNE) —— ENWXO(E))P

Si E/F est une Z,-extension simple, la fleche de droite est surjective puisque
dans ce cas E2(W(Z)(E)) =0.
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Chapitre 2

La conjecture de Greenberg
généralisée

Apres avoir présenté différentes versions équivalentes de la conjecture de
Greenberg généralisée, nous nous attardons sur le cas particulier ot H%(F, Z, (7))
est cyclique pour énoncer un critere de validité en fonction du probléeme de
capitulation totale.

2.1 Théorie d’Iwasawa : suite

Commencons par un premier complément de théorie d’Iwasawa.

2.1.1 Sur les A-modules

On présente ici deux nouveaux résultats dans la théorie des A-modules. Le
premier généralise aux Z,-extensions multiples un résultat d’Iwasawa concer-
nant le A-rang d’un module ; il permettra de compléter la preuve de [LN] pour
I’équivalence entre les formulations connues de (GG). Le second est inspiré
des techniques de [Mil] et donne une caractérisation de la pseudo-nullité;
nous 'utiliserons pour proposer une nouvelle version de (GG).

Caractérisation du rang d’un A-module

Soit ' = H x G on G =7Z,, H=17,""", 5> 1. On pose Ag = Z,[[H]] et
A = Z,[[T]] = Ao[[G]] = Ao[[T]]. On note aussi G,, = GP" (dans ce paragraphe
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seulement).
L’objet de ce paragraphe est la preuve du résultat suivant :

Proposition 2.1.1 Soit M un A-module noethérien. Alors

M
T‘gAM = hm M

n—00 pn

En fait ce résultat s’obtient directement en combinant les deux lemmes sui-
vants :

Lemme 2.1.2 Si M est un A-module noethérien sans torsion, alors
rgn,Ma, = p"rgaM

Lemme 2.1.3 Si M est un A-module noethérien, alors M est de torsion si
et seulement si Mg, est de Ag-rang borné.

On rappelle que pseudo-nul signifie localement nul (i.e. le localisé en tout
premier de hauteur 1 est nul). Commengons par un lemme.

Lemme 2.1.4 Si M =~ 0, alors Mg, est un Ag-module de torsion.

Preuve de 2.1.4 : D’apres [B] VII §4.8 prop. 18, si M ~ 0 comme A-module,
c’est que M =~ 0 comme Ay[[G]]-module. I suffit donc de montrer le lemme
pour n = 0. Comme M =~ 0, M possede un annulateur étranger a T', donc
Me est de Ag-torsion.

O

Montrons maintenant le lemme 2.1.2. Soit w,(T) = (T +1)?" — 1. Comme
Ao[[T]] est entier sur Ag[[w,(T")]] et que ce dernier anneau est intégralement
clos (car factoriel), on voit que tout module de Ay[[T']]-torsion est de Ag[[w, (T)]]-
torsion. Par ailleurs, on voit facilement que rga,w, M = p"rgao[mM. Ces
deux remarques ramenent la preuve du lemme au cas ou n = 0. Soit donc
7 = rga,r M. 11 existe un plongement M — Ag[[T]]" dont le conoyau Z est
annulé par des éléments non divisibles par T'. Il suffit en effet de relever un
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isomorphisme qui provient de la localisation en (7). Mais alors le lemme du
serpent donne une suite exacte

ZG‘—>Mg—>A0r—»ZG

Comme Z% et Zg sont de Ag-torsion, on obtient rgy, Mg = r, ce qui termine
la preuve de 2.1.2.

O

Passons au lemme 2.1.3. Supposons d’abord M de torsion. Alors, grace
au théoreme de structure des modules de type fini sur un anneau noethérien
intégralement clos ([B] VII §4.4 Th.5), on sait qu'il existe une suite exacte

E — M — Z

ou E est un module élémentaire, et Z est pseudo-nul. Il suffit donc de vérifier
le lemme pour E et Z. Pour Z, il est trivial grace au lemme 2.1.4. On peut
évidemment supposer E = A/(f*), ol f est un élément irréductible de A. En
fait on peut méme se ramener au cas ou k = 1 en exécutant une récurrence
immédiate grace a la suite exacte

A/ = M) > A

Or si E = A/(f), de deux choses 'une : soit f et w, sont étrangers pour
tout n et dans ce cas, Eg, est de Ag-torsion (lemme 2.1.4), ce qui régle la
question ; soit il existe n tel que f | w,, et alors Eg, = E pour n grand, le
rang cherché est donc bien borné et cela termine la preuve du sens direct.

La réciproque est une conséquence immédiate de 2.1.2. Supposons rgx, Mg,
borné, alors rga,(faoM)a, V'est aussi, et le lemme 2.1.2 montre que dans
ce cas faM est nul, ce qui termine la preuve de 2.1.3.
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Question : Peut-on montrer une proposition analogue avec un groupe
I' =7Z,°, en prenant la limite sur le filtre des sous-groupes ouverts ¢ Ce qui
manque a priori, c’est le lemme du serpent.

Pour I'application que nous avons en vue (lemme 2.1.13), la proposition
2.1.1 suffira, le cas d'un Zp,-extension multiple se ramenant a celui d’une
Z,-extension simple par dévissage.

Caractérisation de la pseudo-nullité

Soit I' = Z,,° et A = Z,[[I']]. L’ensemble des sous-groupes H < I vérifiant
I'/H ~ Z, s’identifie naturellement a l'espace projectif P(Hom(I',Q,)); on
écrira donc H € P(Hom(I',Q,)).

Le résultat suivant est inspiré de [Mil]. Néanmoins I’hypothese concernant
la finitude de Zr, simplifie considérablement la situation. Cette hypothese
sera vérifiée par le module attaché aux groupes de cohomologie p-adiques en
degré 2 pour les bons ¢, alors qu’elle ne I'est pas a priori pour le module
attaché au groupe de classes.

Proposition 2.1.5 (Comparer a [Mil], prop. 4.C) Soit Z un A-module tel
que Zp soit fini. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) Z est A-pseudo-nul

(i) Il existe une infinité de H € P(Hom(I',Q,)) tels que Zy soit fini.

(i13) 1l existe H € P(Hom(I',Q,)) tel que Zy soit fini.

Preuve : L’implication (#i7) = (7) est connue et nous éviterons de l'utiliser,

on renvoie donc a [PR], lemme 4. Nous montrerons seulement (i) = (i).
Le lemme suivant est un cas particulier de [Mo2] lemma 2.2 :

Lemme 2.1.6 Soit f € A, non divisible par p, alors il existe £y C P(Hom(I',Q,)),
union d’un nombre fini d’hyperplans, tel que p{ ey (f) dés que H ¢ &;. Ici,
eg désigne 'augmentation A — Z,[[I'/ H]|.

0
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Remarque 2.1.7 Soit Z un A-module pseudo-nul. On peut alors trouver un
annulateur f de Z étranger a p. D’apres le lemme précédent, il suffit d’éviter
quelques hyperplans de P(Hom(L', Q,)) pour choisir H tel que l'invariant j1 du
Zy|[T'/H]|-module Zy soit nul. Dans ces conditions, le lemme de Nakayama
montre que Z est Z,|[H]]-noethérien.

Revenons a la preuve de 2.1.5. L’implication (i) = (i) est obtenue en
utilisant plusieurs fois la proposition ci-dessous, dans laquelle on identifie
P(I' ® Q,) avec 'ensemble des sous-groupes G < I vérifiant I'/G ~ Z,°".

Proposition 2.1.8 Soit Z un A-module pseudo-nul tel que Zr soit fini.
Alors il y a une infinité de H € P(I' @ Q)) tel que Zy soit Z,|[I'/ H]]-pseudo-
nul.

Preuve : D’apres la remarque 2.1.7, il y a une infinité de H € P(Hom(I',Q,))
tels que Z soit un Z,[[H]]-module noethérien. Il est alors automatiquement
de (Z,[[H]])-torsion puisque sinon il ne serait pas A-pseudo-nul. Deux cas se
présentent.

Supposons d’abord que s > 3, alors rgz, H > 2 et il suffit de mon-
trer l'existence d’une infinité de G € P(H ® Q,) tels que Zg soit encore
de Z,[[H/G]]-torsion. En effet pour de tels G, Zg est Z,[[I'/G]]-pseudo-nul
puisque H/G est de codimension 1 dans I'/G. Soit donc f € Z,[[H]] un an-
nulateur de Z. Pour que Zg soit de Z,[[H/G]]-torsion, il suffit que I'image de
f dans Z,[[H/G]] soit non triviale. Pour se convaincre de l'existence d'une
infinité de tels G, on peut au choix invoquer le lemme 2.1.6 en remplacant I'
par H, ou simplement remarquer le fait suivant : si G (resp. G') est engendré
par g (resp. par ¢'), alors g — 1 et ¢’ — 1 sont étrangers des que G # G, et f
ne peut donc étre divisible que par un nombre fini de tels éléments.

Si s = 2, la situation est plus délicate car il faut controler la structure de
Z,|[I'/ H]]-module lorsque H varie. Nous utiliserons le lemme suivant :

Lemme 2.1.9 57 s =2, disons I' = Hy X Hs, et si

est une suite exacte de A-modules pseudo-nuls, alors Zv est fini si et seule-
ment si Z[. et Z{ le sont.
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Preuve : Montrons I'implication non triviale. Supposons donc Zr fini, il suffit
de montrer que Hy(I', Z”) l'est aussi. L’inflation-restriction pour ’extension
H; — I' - H, donne une suite exacte

Hl(HhZH)H - Hl(F,ZH) - Hl(H%Zgrl)

2

Montrons d’abord que le dernier terme de cette suite exacte est fini. Le
Zy|[Hs]J-module Z} est de type fini. Le groupe Hy(Hs, Z;,) = (Zf;,)™ est
donc fini, puisque (Z%, )u, = Zp l'est, comme quotient de Zp. De la méme
facon, on voit que Hy(Hy, Z") g, = (Z" )y, (et donc H, (T, Z")) est fini des
que Z"" Dest. Notons I I'idéal d’augmentation, ie. le noyau de A — Z,, et
a C A lannulateur de Z”. Si a € I, c’est que Z" est de Z,-torsion, donc
fini, et cela termine la preuve. On peut donc supposer a C I. Puisque Z”
est pseudo-nul, c’est que I et a ont la méme hauteur de Krull (c’est 2).
On en déduit facilement que I est le nilradical de A/a, et donc que Z” est
annulé par une puissance I* de 'idéal d’augmentation. Mais Z[! est fini, donc
7" = Z"/I* aussi et enfin Z" aussi.

O

Soit F lensemble des H € P(Hom(I',Q,)) tels que Z soit de type fini
sur Zy[[H]]. D’apres la remarque 2.1.7, il suffit, pour obtenir F, d’enlever
quelques points a P(Hom(I',Q,)) (on rappelle que rgz, I' = 2).

Définition 2.1.10 On dira qu’un sous-Z,[[H]]-module de Z est pseudo-strict
s’il n’est mi fini, ni d’indice fini dans Z. Alors Z sera dit H-pseudo-simple
s’il ne posséde aucun sous-Zy[[H]|-module pseudo-strict.

La classification des Z,[[H]]-modules noethériens de torsion montre que Z est
H-pseudo-simple si et seulement s’il ne possede aucun sous-Z,[[H]]-module
pseudo-strict de la forme Z[f] (le noyau de la multiplication par f), f €
Zy[[H]]. Maintenant si H' est un autre sous-groupe choisi dans F, Z[f] est
aussi un sous-Z,[[H']]-module strict (c’est en fait un A-module), si bien que
I’on obtient :

Lemme 2.1.11 La propriété “Z est H-pseudo simple” ne dépend pas de H
tant que celui-ci est choist dans F. On dira donc simplement “Z est pseudo-
simple”.
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O

Pour terminer la preuve de la proposition 2.1.8, on souhaite procéder par
dévissage, ce qui permettra de traiter uniquement le cas Z pseudo-simple.
C’est possible grace au lemme 2.1.9 a condition de n’éliminer qu'un nombre
fini de H € P(I' ® Q,) pour chaque sous-quotient pseudo-simple de Z.

On travaille donc désormais avec Z pseudo-simple. Supposons d’abord
que Z soit de Z,-torsion. Dans ce cas, pour tout H € F, Zy est fini et c’est
terminé. Si maintenant A est non nul (A ne dépend pas de H), deux cas se
présentent : A =1 et A > 1. Soit h un générateur de H. Si A > 1, c’est que
h — 1 ne divise pas la série caractéristique de Z comme Z,[[H]]-module, et
encore une fois, il n’y a pas de restriction supplémentaire a imposer sur H
pour obtenir Zy fini. Supposons enfin A = 1, quitte a quotienter par la Z,-
torsion, on se ramene a 1'étude de Z,(x), x € Hom(I',Z,”) donnant ’action
de A. Alors Zy est fini sauf si x(H) = 1, ce qui ne peut se produire que
pour un seul H € P(I'® Q,), puisque Zr est fini par hypothese et donc que

x(I') # 1.
0

Remarque 2.1.12 En fait, dans 2.1.5 (ii), on peut choisir H dans un sous-
ensemble dense de P(Hom(I',Q,)) (pour la topologie p-adique).

2.1.2 Lien entre X9 et A®

Soit F' un corps de nombres quelconque et E/F une Z,-extension mul-
tiple dont on note I' le groupe de Galois et A = Z,[[I']] 'algebre de groupe
complete. E'/F parcourt comme d’habitude les sous-extensions finies de
E/F. L’objet principal de ce paragraphe est de mettre en dualité les mo-
dules AD(E) et tp\X ) (E).

Commencons par deux lemmes.

Lemme 2.1.13 X)(E) etlimfz X")(E’) ont le méme A-rang. En d’autres
termes : ' '
limtz, X T(E') C tpaXC)(E)
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Preuve : D’abord, 1’équivalence des deux assertions se lit sur la suite exacte
suivante, obtenue par passage a la limite sur E’ :

0 — limtz, XCNE) —— XONE) —— limfz, XCI(E) — 0

Montrons donc la premiére assertion. Pour n = (n;) € N* notons n = Y n,,
I',, le sous-groupe de I' engendré (topologiquement) par {vfnl, P Y, et
F,, = E™. Avec ces notations, on a donc (' : T',,) = p". D’aprés la proposition
2.1.1, il s’agit de montrer que piﬂ(rgzp (liinfzp.)((*i)(E’))pE — 197, X" (E)r,)
est une quantité qui tend vers 0 lorsque les coordonnées de n tendent succes-
sivement vers l'infini. Par inflation-restriction, on obtient la premiere ligne
exacte dans le diagramme commutatif suivant :

Hy (T, H§ (B, Zy(—1)))  — X)(E)r - XCOU(F)

n

| |

(im e, Xy, = fo, X ()

Comme le noyau de la seconde fleche verticale est de torsion, une chasse ra-
pide dans le diagramme montre que le Z,-rang du noyau de la premiere fleche
verticale est inférieur ou égal & rgz, Ho(Tyn, Hy (E, Z,(—1))). Par ailleurs, la
premiere fleche verticale est surjective, on obtient donc

rgz, X (E)r, — gz, (lim fz, XV (E"))r, < rgz, Ha(Ty, Hy (B, Zy(—0)))

Comme rgz, Ho(T'y, HY (E, Z,(—1))) est borné par (), cela termine la preuve.

O

Lemme 2.1.14 Sii € Z est F(u,)-bon et si Hy (E(u,), Zy,(—i)) = 0, alors
tAX TV (E)p est de Z,-torsion.
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Preuve : Puisque 'on a
X (E)r = Ho(E(up) /B, A X (B(pp)))r = Ho(E (1)) B, (A X (E(py)))r)

il n’est pas restrictif de supposer que I contient p,. Sous cette hypothese,
la proposition 1.2.33 fournit un diagramme commutatif a lignes exactes :

0 — z,/, —/—= Zpd — Y(_i)(F) — 0

ou ® est une matrice r xd a coefficients dans A dont ®(0, ..., 0) est I’évaluation
en Ty = ... = Ty = 0. Comme (0, ...,0) est injective, elle possede un
déterminant de taille 7 non nul. Comme pd Y ~9(E) < 1, le lemme 1.2.26
montre alors que £, Y ("9 (E) est annulé par un élément de A dont I'évaluation
en Ty = ... = Ty = 0 est non nulle. On en déduit que (£,Y "9 (E))r est de
Z,-torsion, et cela termine la preuve puisque t,Y ) (E) = tA X9 (E) (cor.
1.2.34).

O

Proposition 2.1.15 ((comparer avec [LN] th. 2.6) Pour tout i € Z, le sous-
module limtz, X" (E') de XV (E) est de A-torsion.

Si i est E(up,)/F(u,)-bon, alors
tAX ) (E) = limty, XTN(E') = HEA(E, Z,(3))"
FaXT(E) =lim fz, X (E) = (H5(B, Z, (i) © Qp/Z,)"

Preuve : La premiere assertion est donnée par le lemme 2.1.13. Passons a la
seconde : Si ¢ est E(u,)/F(p,)-bon, alors

H3 (E(py), Zy(—1)) = hm(HE(E' (1), Qp/Z,(1))") = 0
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et 'on peut appliquer le lemme 2.1.14. Maintenant ’application naturelle
taX)(E) — XCI(E,) factorise par (taX Y (E))r,, si bien que son image
est de torsion. En passant & la limite projective, on obtient ¢, X9 (E) C
limtz, X (=)(E"), et cela donne I’égalité de gauche dans la premicre ligne
d’égalités, puisque l'inclusion inverse a déja été montrée. L’égalité de droite
provient quant a elle de la remarque 1.2.30. Passons a la seconde ligne
d’égalités : celle de gauche découle de ce qui précede par quotient de la A-
torsion et de la limite projective de la Z,-torsion ; celle de droite (indépendante
de I'hypothese selon laquelle i est E(u,)/F(u,)-bon) résulte de la remarque
1.2.30.

O
Corollaire 2.1.16 Sii est E(u,)/F(pp)-bon, alors
ENXO(E)” = H5(B, Z,(i))"
Preuve : 1l s’agit de la proposition 1.2.37, traduite a l'aide de 2.1.15.
OJ

Corollaire 2.1.17 Soit i € Z. Si E contient la Z,-extension cyclotomique
de F', disons E = LF° avec LN F°=F, alors

tAX O (B) = limtg, o ey X (L")
ot L'/ F parcourt les sous-extensions finies de L/F et L' = L'F°.
Preuve : Comme pour j = imod[F(u,) : F] on a
tz, ewe/ X TV (L) = tzyiawe/mp X (L) = j)
et taX)(E) = t,X ) (E)(i — j), on peut supposer que i est E(ju,)/F (i1,)-

bon (il suffit par exemple de choisir ¢ > 2); deux applications de 2.1.15
donnent le résultat dans ce cas.

OJ

Remarque 2.1.18 La proposition 2.1.15 (ou le lemme 2.1.13) répond a la
question 2.7 de [LN].
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Remarque 2.1.19 Comme Y ")(E(u,)) est A-noethérien (cf prop. 1.2.33
pour un présentation finie), c¢’est que X" (E) = Ho(E(u,)/E, X" (E(1,)))
Pest aussi, et (tAX T (E))p est donc un
Z,-module de type fini. Si maintenant i est E(u,)/F(u,)-bon, le lemme 2.1.13
affirme alors la finitude (tAX D (E))r, ou de fagon équivalente celle de
HZ(E, Z,(i))' (prop. 2.1.15), ou encore celle de cocap™ (E/F) (cocap™ (E ] F)
et HE(E,Z,(i))" sont simultanément finis ou infini, puisque H%(F, Z,(1)) est
fini). Cela répond partiellement a la question 6.1 de [Kaj. Dans le cas ou F
contient p, et Hx(F,Z,(i)) est cyclique, nous montrerons en fait la nullité
de cocap™ (E/F).

Remarque 2.1.20 Sii est E/F-bon, on obtient, compte tenu de 2.1.15, une
description locale-globale de tAX "D (E) (comparer avec 1.2.40) en dualisant
la seconde suite exacte de 1.2.2 :

0 — WOE)Y — tHXENE) —— WADE)Y — 0

Remarque 2.1.21 Supposons que l'une des deux hypothéses : “E contient
Fe7 ou “ est EJF bon”, est vérifie. Si F' contient p,, les suites exactes de
la proposition 1.2.33 donnent rganX " (E) = d —r + 1. Cette quantité n’est
autre que la caractéristique d’Euler-Poincaré de Gg, dont on sait qu’elle vaut
TQ(F) .

Pour F quelconque, on peut utiliser les techniques du lemme 2.1.13 pour
montrer, en s’appuyant sur les formules de rang pour les groupes Hs(F, Z, (1))

rga X TNE) = ri(F) + r(F) pour i impair
rgaX T (E) = ro(F) pour i pair

Malheureusement, la seconde partie de 2.1.15 ne s’applique pas si ¢ = 1,
& moins bien sur que F' ne possede qu’une seule (p)-place.

Lecasi=1

A la lumiere des résultats précédents, on revient sur le cas i = 1 comme
annoncé en 1.2.27. Les résultats de ce paragraphe sont empruntés a [LEMN].
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On se fixe comme objectif la preuve de la proposition suivante, dans laquelle
E/F est comme toujours une Z,-extension multiple de groupe I', d’algebre
complete A.

Il sera souvent commode de faire ’hypothese suivante.

Hypothese 2.1.22 (Dec)(E/F) Pour toute place v € S(F), rgz,I'y > 2.

Proposition 2.1.23 Soit E/F une Z,-extension multiple contenant F°. Si
toute sous-extension finie de E/F vérifie la conjecture de Gross et si, pour
toute place v € S(F), on a, rgz,I', > 2, alors

talimfz, XV(E) ~ 0

en d’autres termes, le conoyau de linjection naturelle A'(E)Y — tAXV(E)
est pseudo-nul.

F¢/F désigne comme d’habitude la Z,-extension cyclotomique de F' et
I’on note F, ses étages. Rappelons d’abord un fait bien connu :

Lemme 2.1.24 Soiti € 7. Alors
WXO(FYP = WAD(F€)Y

Preuve : Pour i # 1, on se ramene a i F'°/F-bon grace a la remarque 1.2.5,
on a dans ce cas

WAV (F)Y = EY(WXD(F))”

par 1.2.17. Pour ¢ = 1, ce lemme est bien connu, voir par exemple [I1].

Lemme 2.1.25 Pour tout n >0, on a rgz, XV (F¢)' = s(F¢) — 1

Preuve : D’apres le corollaire 1.2.38, on sait que tA XV (F¢) = EY (XM (Fe))opr.
Il s’agit donc de calculer rgz, (E* (X)), Maintenant,

rgz, (E'(XW(F) )™ = rgg, E{XW(F))™ = rgg, X (F)"
=192, XV (F)r, = rgz, He(F, Zy(1)) = s(F,) -1

0
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Corollaire 2.1.26 Pour n >> 0, on a
X(—1)<FC>Fn — W(l) (Fc)\/

Preuve : Soit i = 1mod[F(u,) : F], F°/F-bon. La remarque 2.1.20 donne
alors

WO(F)Y s t XEN(FY) - WAOD(F)V(i—1)

On a, pour n >> 0, WW(Fe)V ¢ XEV(F)'. Maintenant, comme tous
deux ont le méme rang d’apres le lemme ci-dessus, il suffit pour conclure, de
noter que WA®(F¢)V(i — 1) ne possede aucun sous-module fini non nul.

O

Remarque 2.1.27 Regarder WA (F)Y comme le quotient de tA X~ (F°)
par X(i)(FC)F" pour n >> 0 permet d’écrire un isomorphisme canonique

WAD(Fe) = WAY(F) (i — §)

pour i = jmod [F(u,) : F| sii et j sont tous deux F°/F-bons. Pour obtenir
un lien avec A'(F°) = WAW(F°), il semble nécessaire d’avoir recours au
pseudo-isomorphisme A'(F€)Y ~ X'(F€)° obtenu a la main par lwasawa.
En combinant avec l'isomorphisme canonique X'(F¢) = WX O (F°)(—i) pour
i = 1mod[F(u,) : F] on obtient, grace au lemme 2.1.24, un pseudo-iso-

morphisme
A(F)Y = WAD(1 —4)Y

Pour simplifier, on note Z(F¢) = tylimfz, X"V(F,) (c’est le module Z/

dans [LFMN]). Notons que si F' contient s, limfz X"V (F,) est le groupe

de Galois de I'extension de Kummer obtenue en adjoignant a F'° toutes les
racines p"-iémes de Fg(F°), si bien que Z(F°) n’est autre que dernier terme
de la suite exacte d’Iwasawa 1.2.27. On peut voir ce qui suit comme la com-
paraison de la suite exacte 1.2.27 avec celle de la remarque 2.1.20; nous
invitons le lecteur a consulter [LEMN], §2, pour plus de détails concernant
I'interprétation galoisienne de cette comparaison.

Lemme 2.1.28 Pourn >> 0, Z(F°) est fizé par T,,.
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Preuve : Il s’agit d’un fait bien connu, on peut aussi le voir grace a la classi-
fication des A-modules : les suites exactes

0 — AF) — t, XEN(FY) — Z(F¢) — 0
0 — WOF)Y — t, XEN(F) — WAO(F)V(i—-1) — 0

et le pseudo-isomorphisme A'(F¢)Y ~ WAW(F)V(i — 1) (cf remarque ci-
dessus) montrent que Z(F¢) et WM (F¢)Y ont la méme structure, d’ou le
résultat puisque WO (F¢)Y est fixé par I',, pour n >> 0.

O

Proposition 2.1.29 Supposons que tous les F,, vérifient la conjecture de
Gross. On a alors une suite exacte canonique

WO(F)Y — Z(F) — (mA(F)™)Y - (imA(F,))

Preuve : Par définition de Z(F°) et I',-homologie, on a un diagramme com-
mutatif a lignes exactes :

(A(F))r, —— (aXN(F)r, —— Z(F)r, — 0

| l

0 — A(F)Y —— XEU(E)
Comme la seconde fleche verticale est injective, on obtient une suite exacte

(A’(FC)V)F" SN tAX(—l)(Fc)Fn N Z(FC)F" N (A/(FC)V)FTL N A/(Fn)v
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La conjecture de Gross stipule la finitude de X'(F)r, , et donc, par 2.1.24,
celle de (A’(F)V)'. Comme ty XY (F)' = WO (F€)Y ne possede pas de
sous-module fini (cf 2.1.26), et que Z(F°) est fixé par I';, pour n >> 0, on
obtient la suite exacte annoncée en passant a la limite inductive.

O

Remarque 2.1.30 Puisque la suite exacte, obtenue dans la preuve ci-dessus
par passage a la limite inductive, se stabilise en fait a partir d’un certain
niweau, c’est que le conoyau des applications de capitulation

A(F,) — A'(F)™
se stabilise aussi, et donc que le conoyau de l’application
X'(F) — @A/(Fc)Fn
déduite par passage a la limite projective est fini.

Lemme 2.1.31 (/LFMN] th 1.5) Supposons que tous les F,, vérifient la
conjecture de Gross. On a alors une suite exacte fonctorielle

X(F)° s X'(FY) — HmA(F)™ — WmX'(F9)r, — A/(F°)

Preuve : on renvoie a [LEMN].
0J

Nous sommes maintenant en mesure de montrer la proposition 2.1.23.
Preuve de 2.1.23 : Soit L comme dans le corollaire 2.1.17 et laissons L’
parcourir les sous-extensions finies de L/F, de sorte que

talim  fz XCV(E') =lim Z(L")
— [ — T/

L

Nous utilisons la décomposition de limZ(L'®) donnée par la suite exacte de

2.1.29. Soit, comme dans 2.1.17 une sous-extension L/F' correspondant & une
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section G(F°/F) — T, et laissons L'/F parcourir les sous-extensions finies
de L/F et notons L' = F°L'. D’abord, on voit facilement que

LmW O (L)Y =0

En effet, d’apres 'hypothese sur les groupes de decomposition, le degré local
de FE/F*€ est infini pour toute (p)-place v; on en déduit facilement que

limIndg, ) e Ho(Ey, Zy(i — 1)) = 0

(voir 1.2.3), et donc que
LmW M (L) = limW W (E') = 0
D’apres 2.1.29, il reste a montrer que le noyau de

lim (lim A'(L)™)Y — lim (X'(L)Y)
<—L/ —n <—L/
est pseudo-nul. Par le lemme 2.1.31 il est isomorphe au dual de Pontryagin

du noyau de
lim  X'(L°)yp, — A(E)

—n,L’

Ecrivons maintenant la suite exacte de Sinnott 1.2.9 :

“@ Z[G(L/F)/GL/F))— X'(L), — A(LF,)

veES(F)

Ici, le signe @ désigne le noyau de la forme linéaire “somme”. Comme, pour
chaque v € S(F'), on argz,I', > 2, c’est qu'il existe 7, € I, tel que k() =1
(k est le caractere cyclotomique). Comme les v € S(F) sont en nombre fini, il
existe un indice j tel que, pour toute place v € S(F), fy? »AT? soit un facteur
direct de I'”’. Notons ~/, un générateur de vo» N T¥' et A; = Z,[[T""]], alors
[1(~, —1) annule le premier terme de la suite exacte ci-dessus, ceci pour tout
L'. On en déduit donc que [[(v, — 1) annule limZ (L'°). Mais, dans la preuve

de 2.1.14, on a montré, pour i = 1 mod[F(u,) : F'], E/F bon, I'existence d’un
f € A; annulant £ X9 (E) et dont I'image dans Z, par "augmentation est
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non nulle. On en déduit I'existence d'un g € A; annulant ty X (=D(E) (donc
limZ(L'?)) et dont I'image dans Z,[[['"’]] par 'augmentation est non nulle.

Puisque les 7/! — 1 sont irréductibles dans A; et que leur augmentation est
nulle dans A?; c’est que g et [[7,~! — 1 sont sans facteur commun. On en
conclut que limZ (L®) est pseudo-nul comme Aj-module, et donc par [B], VII,

§4.8 prop. 18, comme A-module.
OJ

Remarque 2.1.32 Dans le cas particulier ou s(E) < oo (ce qui est automa-
tique si s(F') = 1) l'isomorphisme algébrique de [MC] Proposition 5 permet
d’obtenir tylimfz, X“Y(E') ~ 0 (mais pas = 0, cf ci-dessous) sans faire
d’hypotheses concernant la conjecture de Gross.

Remarque 2.1.33 La technique de la preuve ci-dessus consiste essentielle-
ment a remarquer que le noyau de

X(L)p, — A'(L'F,)

n'est pas trop gros et cela conduit a exhiber des annulateurs. Dans [MC], le
thm. 3 affirme la trivialité (sous Uhypothése s(F) = 1) de tAlganpX(_l)(E’).
La preuwve de ce “résultat” repose de fagon cruciale sur [MC] thm. 5 dont la
preuve semble erronée : [auteur y confond [’isomorphisme abstrait

linX’(E)G(E/E/) — A'(E) donné par un théoréme algébrique raffinant 1.2.17
et le morphisme naturel de co-descente, concluant par la que ce dernier est
ingectif. Il n’y a apparemment aucune raison générale pour que ces deux mor-
phismes coincident : si un tel résultat était vrai pour la Z,-extension cycloto-
mique, on pourrait en déduire la conjecture de Gross! (Pourn >> 0, le noyau
de X'(F°)rp, — lim X'(F)r,, est fini, donc celui de X'(F°)r, — A'(F,) le
serait aussi). La méthode développée ci-dessus ne semble pas permettre de
récupérer le thm. 8 de [MCJ : il faudrait contréler le comportement foncto-
riel du noyau de I’homomorphisme de co-descente X'(L')qpre 1y — X'(L)
lorsque L' varie, et malheureusement, la suite exacte de Sinnott ne suffit pas.

2.2 Différentes formulations

Dans cette section et toutes les suivantes, F' désigne un corps de nombres
et I'/F est le composé des Z,-extensions de F. On note I' = G(F/F) et
A = Z,[[I']] son algebre de groupe complete.
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Dans [G3], R. Greenberg a proposé la conjecture suivante :
Conjecture 2.2.1 (GG) X'(F) est un A-module pseudo-nul.

Remarque 2.2.2 Si I’ est un corps de nombres totalement réel vérifiant la
conjecture de Leopoldt, alors la conjecture (GG) coincide avec la conjecture
de Greenberyg classique.

Notons (Dec) hypothese (Dec)(E/F) de 2.1.22. Selon la conjecture de
Leopoldt, cette hypothese ne peut étre valide pour un corps totalement réel.
Par contre, elle est automatiquement vérifiée pour les corps contenant f,
ainsi que pour les corps quadratiques imaginaires. Comme nous le verrons
plus loin (cf 4.2.3), il serait trés intéressant d’en savoir plus pour un corps
quelconque, mais cela semble inaccessible pour 'instant.

Théoréme 2.2.3 Soit i = 1 mod [F(u,) : F]. Les assertions suivantes sont
équivalentes des que l'hypothése (Dec) est vérifiée :

(G1) F vérifie la conjecture (GG).
(G2) XD (F) ~5 0.
(G3) tzXI(F) =0.
Si de plus i est F'/F-bon (par exemple sii > 2), elles sont encore équiva-
lentes a :

(G4) HZ(F, Z,(i)) = 0.
(G5) Il existe une Z,-extension Fo/F dans laquelle H3(F,Z,(i)) capitule.

(G%') Il existe une infinité de Z,-extensions Fy, | F dans lesquelles HE(F, Z,(1))
capitule.

Si toute sous-extension finie de F/F vérifie la conjecture de Gross, alors
(G1) — (G3) sont équivalentes a

(G6) A'(F) =0,

Preuve : Comme on suppose 'hypothese (Dec) vérifiée, il est facile de voir que
X'(F) = WXO(F) &~ XO(F) et cela montre (G1) < (G2). (G2) < (G3)
résulte de 1.2.38 et de 1.2.36.

Supposons maintenant i '/F-bon. (G3) < (G4) résulte de 2.1.15. Pour
(G2) & (Gb) & (GY'), il faut noter 1'équivalence, pour une Z,-extension
F./F entre la capitulation de HZ(F, Z,(i)) dans F., la trivialité de HZ(Fx, Z,(i))
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et la finitude de X@(F,.). La proposition 2.1.5 donne alors I’équivalence
souhaitée. Sous 'hypothese supplémentaire que toute sous-extension finie de
F/F vérifie la conjecture de Gross, I'équivalence (G3) < (G6) pour i = 1 est
donnée par 2.1.23. Notons que (G3) = (G6) est indépendante de la conjec-
ture de Gross.

O

Remarque 2.2.4 L’équivalence de (G2) a (G5') tient encore sans les hy-
pothéses (Dec) et i = 1mod [F(p,) : F]. Mais alors, on sort du cadre de la
conjecture (GG).

Corollaire 2.2.5 (Comparer avec [Ma2], th. 6) Si F' vérifie (Dec) et (GG),

alors toute sous-extension finie de F'/F aussi.

Preuve : Fixons un bon i = 1mod [F(u,) : F] et utilisons la formulation
(G3). Soit E'/F une sous-extension finie de F'/F. Si E,/E" et Ey/E' sont
respectivement une Z,° et une Zf“—extension d’algebre A; et Ay, on a

(tas X (Ea)) o/ r) = ta, X0 (B
Ainsi, on montre de proche en proche que
O

Remarque 2.2.6 Dans le théoréme 2.2.5, l'implication (G5) = (G3), peut
étre obtenue de la méme maniere que le corollaire ci-dessus, ce qui évite le
recours a la partie admise de la proposition 2.1.5.

Remarque 2.2.7 Le théoréme 3 de [MC] est au moins conjecturalement
vrai. En fait, il est vérifié dés que l'une des deux hypothéses suivantes [’est :
- F vérifie (G6) et toute sous-extension finie de E/F vérifie la conjecture de
Gross.

- F vérifie (GG).

Remarque 2.2.8 Les implications (G1) < (G3) = (G6) sont démontrées
pour i = 1 dans [LN], sous I’hypothése supplémentaire que 0 est F/F-bon.
La prewve de [LN] de limplication (G6) = (G3) est erronée. C’est encore
la fonctorialité de la description de Z(F°¢) = t,X "V (F°) par Iwasawa (cf
1.2.27) qui est en cause.
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La formulation (G5) suggere I’étude des hypotheses suivantes :

FCap®(F) : (capitulation forte) Il existe une Z,-extension F,/F vérifiant
cap?(Fu | F) = H3(F, Z,(i))

TCap)(F) : (capitulation totale) cap® (F/F) = H2(F, Z,(i))
fCap®(F) : (capitulation faible) H3(F, Z,(i)) # 0 = cap® (F/F) #0

Ces hypotheses sont visiblement rangées de la plus forte a la plus faible.
Comme la premiere est équivalente, pour ¢ et F' comme dans le théoreme
2.2.3 (G5), a la conjecture (GG), il est naturel de considérer TCap® (F)
(resp. fCap®(F)) comme une version faible (resp. trés faible) de la conjec-
ture (GG). Les résultats principaux de ce travail concernent ces versions
faibles. Mais d’abord, nous montrons dans la prochaine section que dans le
cas “cyclique”, TCap' entraine la conjecture (GG). Ensuite, nous proposons
au chapitre 4 une approche du probleme de capitulation (ie. de I’étude des
hypotheses ci-dessus) via I’étude d’'un certain cup-produit.

2.3 Le cas cyclique

Dans toute ce paragraphe, on suppose que F' contient u,. Dans [MC],
McCallum a annoncé le résultat suivant :

Enoncé 2.3.1 ([MC] th. 1 (ou 26)) Soit F = Q(u,). Sitg, X (F) est cyclique
d’ordre p, alors F vérifie la conjecture (GQ).

Remarque 2.3.2 L’hypothése concernant tz, X (F') entraine la conjecture de
Vandiver.

Pour démontrer ce “théoreme”, la stratégic de [MC] est la suivante :
Considérons le morphisme de co-descente suivant (§ pour descente) :

O X (F)p — X(F)

La conjecture (GG) postule la trivialité du groupe de départ, elle équivaut
donc a la conjonction des deux hypotheses suivantes :

(H1) Kerdé® =0
(H2) Imdé©® =0
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Afin d’adapter cette stratégie au cadre qu’on s’est fixé, il convient de
définir les homomorphismes de co-descente pour tout ¢ € Z :

0t XN (F)e — XCO(F)

et d’en étudier le noyau et la co-image. Notons que si tylim fz, X =B =0,
alors on a ' o '
5T A XN (F)g — g, XTO(F)

son homomorphisme dual est alors simplement I’lhomomorphisme de capitu-
lation :

HE(F, Z, (i) — HE(F, Z, (i)

Les hypotheses (H1) et (H2) correspondent alors respectivement a la nullité
de cocap (F/F) et a I'hypothese TCap® (F).

Soit E/F une Z,-extension multiple d’'un corps de nombres, dont on note
I’ le groupe de Galms s le Z,-rang, et A son algebre d’ Iwasawa On notera

(553 /g la co-descente dans l'extension E/F, si bien que 69 = 5 . Pour
(H1) on a les résultats suivants :

Proposition 2.3.3 On su pose que 1 € Z est F-bon et E-bon, et que F
contient p,. Alors Ker(SE/F H,(T, fAYC(E)). En particulier, 5E/F est

injectif si s = 1, puisque dans ce cas H\(T, fAYT)N(E)) = fLYT)(E) = 0.
[

Théoréme 2.3.4 ([MC] lemma 24) Supposons que i € Z est F-bon et E-
bon, et que F contient ,. Si H%(F,Z,(i)) est cyclique, alors Ke'r’dg/g =0,
ie. cocap® (E/F) = 0.

Preuve : Nous proposons une preuve différente de celle de [MC], ceci dans le
but “d’expliquer” I'hypothese de cyclicité. Comme HY (E, Z,(—1i)) = 0, c’est
que pd,Y=9(E) < 1. Rappelons que E*(EY(Y(~9)(E)) est canoniquement
isomorphe au noyau #,Y 9 (E) de I’'homomorphisme naturel Y (=9(E) —
E°(E°(YI(E))) (cf 1.2.21 et 1.2.22). De la suite exacte (1.2.33)

P

0 - A — A —— YENE) — 0
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on en tire une autre en appliquant le foncteur E° :

E°(®)
—

0 — M A —— EYYENE) — 0

ou M est défini par I'exactitude de la suite. En recommencant, on obtient un
diagramme commutatif a lignes exactes :

E°(E°(®))
—_—

0 — A E'(M) —— tH,YENE) — 0

| | l

0 - A 25 A? — YENE) — 0
En prenant I’homologie par rapport a I'; on en obtient un autre :

H\(T, faYCHE) —— H(T, Y (E))

0~ 2, —  BMy —— GYOE) - 0
0 — %2, — Z," — Y (K) — 0

Comme (t,Y ") (E))r est de Z,-torsion (cf 2.1.14), on lit sur ce dia-
gramme que H (T, [AYT)(E)) = tz, E°(M)r. Clest ici qu'intervient I’hy-
pothese de cyclicité : Il est bien connu que pour s = 1 (ie. pour I' de rang
1), un A-module est libre si et seulement il est réflexif; mais pour s > 1,
I’équivalence n’est conservée que pour les idéaux (i.e. les modules de rang 1)
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(voir [B] VII§4.2 Example (2) et noter qu’ici un idéal divisoriel est principal,
puisque A est factoriel). Comme E°(M) est réflexif de rang 1, il est libre, et
Hi(T, fAY")(E)) = tz, E°(M)r = 0, ce qui termine la preuve.

Pour la commodité du lecteur, on redonne ici une preuve de la liberté
de E°(M) : disons que {my,..,m,} engendrent M comme idéal de A =
E°(E°(A)), alors E°(M) = m/\, cette égalité ayant lieu dans Homg (M ®x
@, Q), identifié a @, ou @ est le corps des fractions de A.

O

Dans [MC], lauteur utilise le théoreme 2.3.4 pour i = 0, ce qui regle
(sous Leopoldt) la question de I'hypothese (H1). Concernant I’hypothese
(H2), le raisonnement de [MC] repose de fagon cruciale sur l'absence de
A-torsion dans le module attaché aux unités, ¢’est-a-dire sur lidentification
ti XCED(F) = A/(F)V (ou encore t\X (F) = A’'(F)Y(1)). Comme nous I’avons
déja signalé apres la proposition 2.1.23, ce point est spécialement délicat et
la preuve de [MC] semble erronée, si bien que I’énoncé 2.3.1 reste a prouver.
Le mieux que 'on puisse faire pour I'instant est le corollaire suivant, qui
remplace alors 1’énoncé 2.3.1 de [MC] :

Corollaire 2.3.5 Soit F' un corps de nombres contenant ji,. On suppose que
HE(F, Zy(1)) est cyclique. Si tAleprX(*")(E’) = 0, et st F' vérifie U'hypothése

TCap® alors la conjecture (GG) est vraie pour F.
UJ

Pour appliquer ce corollaire, il convient de distinguer le cas i = 1 et le cas
1# 1.

Si i = 1, hypothese TCap' est accessible, au moins dans certains cas
particuliers. Par exemple, si F' ne contient qu'une seule (p)-place, elle est
vérifiée des que F' contient le (p)-corps de Hilbert de F, ¢’est le cas pour F' =
Q(pp) des que p vérifie la conjecture de Vandiver (celle-ci est automatique
si tz, X (F), ou de maniere équivalente A’(F), est cyclique). Notons qu'il est
plus avantageux de travailler directement avec ¢+ = 1 : le changement de
twist - implicite dans [MC] - de ¢ = 1 a ¢ = 0 n’ayant plus lieu, 'hypothese
concernant l'ordre de tz X'(F') est affaiblie en une hypothese de cyclicité.
C’est alors ’hypothese tﬂLm fz,&X (=)(E") = 0 qui semble completement hors

de portée (cf rem. 2.1.33). Afin de contourner cette difficulté, il faudrait éviter
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le (p)-corps de Hilbert : Si A'(F) capitule dans une Z,-extension multiple
E/F contenant F° et ne possédant quun seule (p)-place, alors par 2.3.4,
c’est que tAX“Y(E) = 0 et cela entraine la validité de (GG) pour F. Cette
derniere démarche est rapprocher de [Mil] proposition 5.B.

Si i est F/F—bon, I’hypothese tAlimprX(_i)(E’) = 0 est automatique (cf

th 2.1.15) et il faut examiner le probléme de capitulation pour H%(F, Z,(i)).
C’est ce dernier qui est alors vraiment difficile puisque l'on ne dispose plus
d’un bon analogue du (p)-corps de Hilbert qui fournirait un analogue du
théoreme de 'idéal principal.

Ainsi, en vue de la stratégie de [MC| décrite un peu plus haut, remplacer
1 =1 par un bon ¢ revient a ramener la difficulté au niveau fini.

o8






Chapitre 3

Cup produit dans une
ZLp-extension

Comme nous l'avons signalé dans le chapitre précédent, la conjecture
(GG) est intimement liée a la capitulation des groupes de cohomologie p-
adiques en degré 2 dans des Z,-extensions (multiples). A ce jour, ce probleme
reste tres mystérieux, ce qui est connu se résumant essentiellement a la pro-
position 1.2.8. Dans [MCS] les auteurs étudient le cup-produit

HE(F, 1) © H5(F, ) = HE(F, 15?)

et le symbole
()
Es(F) ® Es(F) =" HE(F, 15?)

qu'il induit via l'isomorphisme de la théorie de Kummer : Eg(F) ® Z, =
HL(F,Z,(1)). Apres avoir donné une formule pour le symbole (b, a)s de deux
S-unités, les auteurs étudient le cas particulier ou ClI'(F) ® Z, est cyclique
d’ordre p. Dans cette situation, ils montrent, par le biais de la théorie des
genres dans 'extension F (a%) /F, que les valeurs prises par le cup-produit
déterminent le comportement (et indirectement la capitulation) du groupe
de S-classes dans les premiers étages des Z,-extensions. Inspiré par ce travail,
nous proposons ici ’étude du cup-produit suivant :

HY(F, Z,(i)) @ HY(F, Z,(5)) = HA(F, Zy(i + )

On fixe 7 = 0, ce qui permet un interprétation galoisienne sans condition sur
le nombre de racines de 'unités contenues dans F'.
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L’idée générale est la suivante : un élément non nul a € HE(F,Z,)
détermine une Z,-extension F,/F. On exprime alors l’application
Ua : H§(F,Z,(i)) — HZ(F,Z,(i)) comme la composition d'une applica-
tion de montée : m, : HL(F,Z,(i)) — X©(F,)' avec une application de
descente : d, : XD (F, )t — HZ(F,Z,(i)). On commence par travailler au ni-
veau fini, pour passer ensuite a la limite. Le reste du chapitre se résume alors
a ’étude des noyaux et conoyaux de m,. Bien que la plupart des résultats
présentés dans ce chapitre soient utiles pour la suite, ils sont intéressants
pour eux-meéemes, c¢’est pourquoi on prend la peine de les développer, quitte
a s’écarter un peu du fil conducteur annoncé dans I'introduction.

3.1 Etude du cup-produit par montée et des-
cente

On présente ici le résultat technique (3.1.1) qui servira de support a toute
la suite. Il s’agit essentiellement de comparer, pour un élément a € H§(F, Z,),
I’application Ua modulo p™ a la différentielle dg’z d’une certaine suite spec-
trale.

Cela nous conduira, a retrouver, dans le cadre qu’on s’est fixé, la formule
proposée par [MCS].

3.1.1 L’application Ua : H5(F,Z,(i)) — HE(F, Z,(i))

On souhaite décrire le cup-produit
cio s HY(F. Z, (i) ® HY(F, Z,) = H3(F. Z,(i))

Pour cela, il suffit de connaitre les applications Ua : H§(F, Z,(7)) — HZ(F, Z,(7))
olt a est un élément de HE(F,Z,) = Hom(Gg,Z,), non divisible par p. Soit
donc un tel a et notons a, son image dans H5(F,Z/p") = Hom(Gs,Z/p").
Soit F,, le corps fixé par le noyau Gg(F,) de a, et G,, = G(F,,/F'). On notera
simplement res et cor (resp. 7es, cor) pour les morphismes de restriction
et co-restriction dans 'extension F),/F (resp. leurs modifications évidentes).
L’objet de ce paragraphe est de montrer le résultat suivant :

Théoréme 3.1.1 On suppose toujours i # 0. Il existe o, € HE(Fy, Z,)"
tel que a = cor a, et le cup-produit avec o, nduit un isomorphisme dans le
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diagramme commutatif suivant.

HO (G, Hs(Fo, Z(i) == HO(Gy HE(F, Z, (i)

~

@I co/\rl

Hs(F, Zy(i)) = HS(F,2/p" (i)

En particulier Hy(F,Z,(i)) Ua = cor(H%(F,, Z,(:))%") dés que p™ tue le
groupe HE(F, Z,(1)).

Preuve : Commengons par montrer l'existence de o, € HL(F,Z,) tel que
cor a,, = a. Notons I';, = G(F/F},). Considérons le diagramme commutatif
suivant :

H\(r,z,) L wHyFzZ,)

Par définition de Fl,, on peut écrire a = inf @, on a € H*(T',Z,). La co-
restriction de gauche étant un isomorphisme, il existe @, € H'(T',,,Z,) tel
que @ = cor a,,. Notons «,, = inf a,, on a alors cor o,, = a. Remarquons que,
comme H'(T,, Z,) est fixé par G, a,, U'est aussi et 'application Uay, est G,,-
équivariante. Le cup-produit avec «, induit donc un diagramme commutatif :

HO(Gos HY(Fn, (1)) = H(Gry HE(Fa Z,(i))

res T cor J/

Hs(F, Zy(1)) — H(F, Zy (i)
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Notant vg, la norme algébrique, on a cor o vg, = p"cor. La fleche notée
cor = H(Gy, HE(Fy, Zy(1))) — HE(F,Z/p"(i)) est donc bien définie et le
diagramme du théoreme est induit par le carré ci-dessus.

Reste & montrer que Ua, : HY(G, H5(F,, Z,(1))) — H(Gy, H2(F,, Z,(3)))
est un isomorphisme. Comme Z,(i)s(f») = 0 et cd,(Gs) < 2, un rapide exa-
men des premiers termes de la suite spectrale de ’extension de groupes

1 - Gg(F,) — Gs — G, — 1

donne, comme en 1.1.7, la suite exacte
0,2

HE(F, Zy(i) — HGo HE(Fa Zy(0))) —  H* (G Hy(Fo Z, (i)
L’application de co-restriction cor : H4(F,, Z,(i)) — H%(F,Z,(i)) étant sur-
jective (cf [Se2], lettre de Tate), c’est que I'image de la norme algébrique vg,, :
HE(Fy, Zy(i)) — HE(F,, Z,(1)) est res HA(F, Z,(i)), et finalement dy? induit
un isomorphisme dy? entre HY(Gy,, H3(Fy, Zy(i))) et H*(Gy, H5(Fy, Z,(i))).
Nous allons montrer que dy?oUa, : H(Gp, Hy(Fy, Zp(i))) — H2(Gy, HE(Fy, Zo(1)))
est un isomorphisme, ce qui terminera la preuve. )

Notons pour simplifier EY(Z,(i)) = HP(G,, H{(F,, Zy(1))) et EYY(Z,(i)) =
H?(Gp, HY(F,, Z,y(i))). Le cup-produit

(B, Zy (D)) © HE (Fo, Zy) = HE (Fr, Z,(0))
induit un cup-produit
EL(Zy(0)) @ BY T (Zy) — BY T (Z,(0))
et Pon a ([J2], prop 6.2), pour 5 € EYY(Z,(i)) v € BV (Z,)
BT (BU) = dBIBUY + (—1)7TB Uy
Rappelons que o, € By (Z,). La différenticlle dy* de la suite spectrale & coef-
ficients dans Z,(i) est nulle puisqu’a valeurs dans H?*(G,,, H%(F,, Z,(i))) = 0.

La formule ci-dessus donne donc, pour 8 € EY'(Z,(i)), dy*(6 U ay) =
—BuUdyta,
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Soit d¢, 'homomorphisme de Bockstein, c’est-a-dire le morphisme de
connexion associé a la suite exacte de G,-modules Z, — Z, — Z/p". En
tenant compte du lemme ci-dessous, on obtient dg’Q(ﬁ Uay,) = —FUdg, ay, ie.
CZB’Qann = —Udg, an, ce qui termine la preuve puisque Udg, a,, : ﬁO(Gn, o) —
H?(G,,e) est un isomorphisme ([Sel]).

O
Lemme 3.1.2 dg’lan = —dq, Gy,

Preuve : Comme 'action de Gg(F,) est triviale sur Z,, on sait exprimer la
transgression dg’l comme un cup-produit. Précisément, si u est ’élément de
H?(G,,G(F,)%®) correspondant a I'extension de groupes

1 — GS(Fn>ab —_— Gs/[Gs(Fn),Gs(Fn)} I Gn — 1

alors dg’lan = —uUaqa, = —a, Uu. Soit, pour 0 < k£ < p" — 1, 0, € Gg tel
que a(oy) = k. On peut représenter u par un 2-cocycle défini par
_ ~1
U(T]_) 7—2) — Uan(Tl) O—Oén(TQ) 0_7&”(7_17_2)
olt k désigne l'entier congru & k& modulo p" compris entre 0 et p” — 1. On
obtient alors

an Uu(Tr, 72) = an(u(T1, ) = (057 Tantry Uﬁ)

Maintenant, res a = p"(a,,) donc

1 —1

an(u(ri, 7)) = ﬁa(am Tan() Taninm)

)

= E(O‘n(ﬁ) + 0 (12) — 0 (T172)) = O, an (1, T2)
O

Remarque 3.1.3 Sii =0, les termes EY*(Z,(i)) ne sont plus triviauz; la
comparaison entre Ua, et dg’Q est alors plus technique, c’est la raison pour
laquelle on supposera systématiquement ¢ # 0.
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Remarque 3.1.4 Au cours de la preuve on a établi le fait suivant : [’homo-
morphisme

Uar, : HO(G, H5(F, Z,)(8))) — HO (G HE(F, Z,())
admet pour inverse ’homomorphisme composé (Ude, an)™* o do”.

Remarque 3.1.5 Les seules propriétés de Gg que nous avons utilisées sont
- Cdp Gs < 2.

- Les groupes Hy(F,Z/p) et H%(F,Z/p) sont finis.

- HY(F,,Z,(1)) = 0. Il est tout a fait possible d’énoncer des résultats ana-
logues dans un cadre plus abstrait. En particulier, [’analogue local évident du
théoréme 3.1.1 est vrai.

3.1.2 Symbole de S-unités

On se propose ici de retrouver, dans le cadre qui nous occupe, la formule
proposée par [MCS].
Décalage de suites spectrales

L’objectif de cette petite digression est la preuve du lemme suivant, utile
pour retrouver la formule de [MCS] :

Lemme 3.1.6 Soit E/F une extension galoisienne, S-ramifiée, de corps de
nombres et notons G = G(E/F). On a un diagramme commutatif a lignes
exactes :

dy*(Zp(1))
HA(F, Z,(1) — HEE,Z,(1)¢ ° = HG,HLE,Z,)1)))

T T T

_ 0,1
HL(F.Es) — HYEE)S ~25 m2G Ey(E)

T T T

cl'(F) —  ClE)C Se0iq H(G, Es(E))
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dans lequel les deux premieres lignes exactes sont obtenues respectivement en
considérant les suites spectrales de l’extension de groupes Gs(F) — Gg — G

EY*(Z,(1)) = H(G, H§(E, Z,(1))) = EPU(Z,(1)) = Mg (F, Z,(1))

E?Y(Eg) = HP (G, H%(E, Es)) = E*™(Es) = H%(F, Es)

et la derniere est obtenue en prenant la G-cohomologie de la suite exacte

0 — Eg(F) — E* — Is(E) — CU'(E) — O

ot Ig(E) est le groupe des idéaux de E a support hors de S.

Séparément, ces trois suites exactes sont bien connues (on peut méme
prolonger la premiere en une suite exacte a quatre termes et les deux secondes
en une suite exacte a sept termes, cf. [I2] prop. 1 et §5 ou [CHR)), et le seul
point délicat concernant la commutativité de ces diagrammes tient dans la
commutativité des carrés dont les fleches horizontales sont les morphismes
nommés dy*(Z,(1)), —dy"(Es) et dg o dc.

Pour traiter ce point, nous montrons d’abord deux lemmes concernant le
calcul par décalage des différentielles de la suite spectrale d’une extension de
groupes.

Soit 1 - H — G — G/H — 1 une extension de groupes profinis et

EP" = HP(G/H, H'(H,e)) = H""(G, o) = E'*

la suite spectrale cohomologique qui en résulte. On s’intéresse en général aux
différentielles

D9 . ;Pq p+2,q—1

Lemme 3.1.7 Soit 0 — A — B — C — 0 une suite exacte de G-modules
discrets, soit 0%, le cobord

HY(H,C) — HT'(H, A)
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Alors le carré suivant est anti-commutatif :

dpaq
E31(C) —  EFTTHO)
H?(G/H,6%) l J HPH2(G/H,89 )
p,q+1
EPTA) B EpT(a)

pour g > 1 et p > 0.

Esquisse de preuve : On se raméne d’abord au cas ou B est G-injectif de la
facon suivante. Soit A — Iy un plongement de A dans un injectif, et A; son
conoyau. Puisque I est injectif, on peut prolonger A — Iy en B — I, et
écrire un diagramme commutaif a lignes exactes :

0 - A — B — C =0

[

O—)A—>Io—>A1_)0

On vérifie alors qu’il suffit de montrer le lemme pour la seconde suite exacte.
Indiquons rapidement comment conclure dans ce cas. Le plongement injectif
A — I, se prolonge en une résolution injective de A — I (I est un complexe).
Notant J,, = I,,.1 pour n > 0, on obtient une résolution injective de A;. En
examinant la construction de la suite spectrale exposée dans [CE] chap. XV-
XVII, on remarque naturellement un morphisme décalé de suites spectrales
EP9(Ay) — EPTTY(A) et celui-ci donne le résultat souhaité.

O
Remarque 3.1.8 Comme me l’a indiqué le premier rapporteur, on pourrait

considérer la suite spectrale d’hypercohomologie a coefficients dans le com-
plexe [B — C|, qui s’identifie a celle de A décalée de 1.
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Lemme 3.1.9 Soit 0 — A — B — C — 0 une suite exacte telle que

HY(H,B) = 0. Notons alors da/m © O0q/u le double cobord associé a la suite
exacte de G /H-modules

O - A# — B —— CH —— HY HA) — 0
Le carré suivant est commutatif :

HY(G/H, H'(H, A)) "22090 pov2(G/H, AF)

J |

_1)p+1gp:t
EP(A) S N o S 0

Esquisse de preuve : Ici encore on se ramene au cas ou B est injectif. Dans
. , . 1 s
ce cas un examen attentif de la définition de d5" donne le résultat.

O

Remarque 3.1.10 Ici aussi, l'emploi de [’hypercohomologie simplifie cer-

tainement le raisonnement (voir la troisieme remarque suivant le théoréme
2.4.1 de [Gro)).

Revenons a la preuve de la commutativité dans 3.1.6
D’abord, appliquons le lemme 3.1.7 a I'extension de groupes 1 — Gg(FE) —
Gg — G, — 1 et a la suite exacte de Gg-modules

k

0 — Z/pF(1) — Egy —*— Es — 0
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on obtient alors, apres passage a la limite projective sur k, un carré anti-
commutatif

d0’2

HO(Gy HE(E, Zy(1))) ——  H*(Gn, Hy(E, Zy(1)))

| B

0,1
d2

H(G,, Hg(E, Es))  —— H*(G,, Es(E))

Appliquons maintenant le lemme 3.1.9 avec la méme extension de groupes et
la suite exacte de Gg-modules suivante :

0—>E5—>F§<—>15—>0

On obtient un carré anticommutatif :

HY(G,, HL(E,Es)) -2 H*G,, Es(E))

| R

0,1
a2

HY(Gn, Hy(E, Es)) —— H?*(Gy, Es(E))

Et cela termine la preuve de 3.1.6

La Formule

Soit F' un corps de nombres contenant p,n, n > 0. Si x et y sont deux
S-unités de F', on définit le symbole (y,z)s = dsy U sz ol g est le cobord
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de la suite exacte de Kummer

0O - 1T, — IlmEy —— Es — 0

p

dans laquelle T, = lim,:. Rappelons que ClI'(F) ® p,» s'injecte canonique-

ment dans H3(F,T},) ® pn = HE(F, pie) (cf [Ta]). Dans ce cadre, [MCS] th.
2.4 donne une formule modulo p™ pour le symbole (y, x)s. On peut I'exprimer
de la facon suivante :

Proposition 3.1.11 ([MCS] th. 2.4). Soit F' un corps de nombres contenant
pp, © € Es(F) et F,/F Uextension correspondant d dx € HE(F, pyn), de
groupe de Galois G,,. Fizons une racine primitive p"*™ de l'unité ¢ ; dx
détermine alors un élément a, € H(G,,Z/p"). Le symbole (.,x) envoie
Es(F)Nve, FY dans CU'(F) @ pyn (vu comme sous-groupe de HE(F, pyt)) et
l’on a un diagramme commutatif :

¢ to(Udg,, an)
"

Es(F)YNNFX/NEs(F,) H(G,,CI(F,))

o] -

Uz

Es(F) N NFX Y, CU'(F) ® pipn

ot d¢g, désigne, comme dans le paragraphe précédent, I’homomorphisme de
Bockstein, et ¢ : H(G,,Cl'(F,)) — Ker(H*(G,, Es(F,)) — H*(G,, FX))
est 1isomorphisme induit par le double cobord associé a la suite exacte de
G,,-modules

Es(F,) — F* — Ig(F,) — CU(F,)

dans laquelle Is(F,) est le groupe des idéaux de F, a support hors de S.
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O

Dans le cas ou 'extension F' (aﬁ) / F' est Z,-plongeable, nous nous proposons
de retrouver ce résultat a l'aide des méthodes du paragraphe précédent.

Puisque Uz = Ua,, ® ¢, il s’agit de montrer la commutativité de la face
avant dans le cube suivant :

A Uan A~
Ey'(Z,(1)) Ey*(Z,(1))
ES(F) ONF; ¢_10(U5Gnan) "o , /
NTs(E) - HO(G, CU(Fy)) -

@ cor

Uan

HL(F, Z,(1)) HE(F,Z/p"(1))

_— _—

Eg(F) N\ NEX 2n Cl'(F)/p"

Parmi les autres, seule la commutativité la face supérieure n’est pas immédiate.
Au vu de la remarque 3.1.4 et de la définition de ¢, il suffit donc de montrer
que le carré suivant est commutatif :

0,2
dy

HY (G, HS(Fn, (1)) —— H* (G, Hs(Fn, Zp(1)))

| e

HY(G,,Cl'(F,)) =25 H2(G,, Es(F,))

or c¢’est ce qu’affirme le lemme 3.1.6.
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3.2 Théorie d’Iwasawa : suite

Nous présentons ici un certain nombre de conséquences du théoreme 3.1.1.
En passant a la limite, on obtient une description de 'homomorphisme Ua
par montée et descente dans la Z,-extension définie par a. On voit alors ap-
paraitre naturellement les normes universelles et les sous-modules finis, et ’'on
obtient ainsi une description “par cup-produit” de ces modules arithmétiques
dans n'importe quelle Z,-extension. Cela nous conduit d’abord a généraliser
& une Z,-extension quelconque et a tout couple (HY, H%) les résultats clas-
siques de Kuz'min, Sinnott, Greither etc... relatifs au couple (S-unités, S-
groupe de classes) et a la Z,-extension cyclotomique. Pour ce faire, il nous
faut modifier les résultats abstraits de Greither ([Grei], voir 3.2.2) pour les
rendre utilisables dans ce contexte.

3.2.1 Cup produit et normes universelles

Soit F' un corps de nombres. Comme dans la section précédente, a définit
une Z,-extension F.,/F dont le groupe de Galois est noté I' et les étages
de degré p", F,/F. On note encore I', = G(F./F,), G, = G(F,/F),
XO(Fy) = lElH%(Fn,Zp(i)) et XO(F,,) = liinHQ(Fn,v,Zp(i)); de sorte

qu’on a une suite exacte

0 — WXO(F,) — XO(F) — & A®y XD(Fe,)
veS(F)
ol A, = Z,[[T]].

Lemme 3.2.1 En passant a la limite via la co-restriction, on obtient un
1somorphisme

XO(F )t = imH (G, HE(Fy, Zy(i)))
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Preuve : Rappelons d’abord que I'isomorphisme fonctoriel de 1.2.4 donne un
diagramme commutatif

X(i)(FOO>Fm - H%(Fmvzp(i))

l l

XO(Fo)r, — HA(F,, Z,(i))

n

dans lequel toutes les applications sont naturelles.
Soit v un générateur de I' et notons v,, = 727;1 la norme algébrique. Pour
m > n, le diagramme suivant est commutatif :

XO(Fu)r,, ™ (XO(Fo)r,) = HGun, He(Fn, Zy(0)) — 0

= l l

XO(Fo)r, 5 (XO(Fu)r,)%  — HGw H3(F Ly(0)) — 0

Comme v, tend vers 0, on obtient I'isomorphisme annoncé en passant a la
limite projective sur n.

O

On définit par passage a la limite un cup-produit
M (Foo, Zy (1)) @ im Mg (Fr, Z,) — X O (Fi)

On a déja vu dans la premiere section qu’il existe o = limay, € UimH§(F),, Z,)
— —

avec ag = a. C’est le cup-produit avec o qui donne I’homomorphisme de

“montée”, noté m, dans I'introduction.
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Proposition 3.2.2 Soiti # 0. Le cup-produit avec o donne les suites exactes
suivantes :

Ua

0 — NOF) — HYEZE) 2 XO(E) - 0

T T T

0 — NOF) — Oy 2 WXOFE)T - 0

loc

dans lesquelles N (F) (resp. M(ozc)(F)) est le groupe des normes universelles
(resp. groupe des normes universelles locales) c’est-a-dire l'image de 'appli-

cation
mHL(F,, Z,(i)) — HE(F, Z,(i))

(resp. l'image réciproque par la localisation de l'image de ’application

© A@p, imH (Fo,, Z,(i) — © HY(F,,Z,(i))
veS(F) — vES(F)

ot Ay = Zp[[I"]])-

Remarque 3.2.3 Un élément v € Hg(F,Z,(i)) est une norme locale uni-
verselle si et seulement si son localisé x, € H'(F,,Z,(i)) est dans l’image de
lmH (F, ., Zy(i)) — HY(F,, Zy(i)) pour toutes les places v € S(F).

Preuve : Compte-tenu du lemme précédent, la premiere suite exacte provient
du théoreme 3.1.1 par passage a la limite projective sur n. Détaillons : pour
m > n, on a un carré commutatif :

(MY (Fs (D)) =2 (HE(Fon, Zy (i)

Fmy—1 Fm
(resg™) l corp” l

(HE(Fn, Zy(0)% =2 (HA(F,, Z,(i)))%"
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et celui-ci en induit un second :

HO(Gons Hy(Fins Z(0)) = HO(Gony Hy(Fin, Zy(0)))

~

Fmy—1 Fm
(respr) O, J{

U

HO(Go, HE(Fo, Zy(1))  —2  HO(Gr, HE(Fa, Zy(i)))

~

En passant a la limite projective, on obtient bien la premiere suite exacte.
De la méme fagon, on obtient, pour chaque (p)-place v finiment décomposée
dans F, (ie. Fiw, # F,), une suite exacte

WmH (F,y, Zy(i)) —— HY(Fy,Zy(i)) —— XO(Fo,)™ — 0

Notons S74(F) = {v € S(F),Fy, # F,} 'ensemble de ces places. Apres
induction, on obtient un diagramme commutatif a lignes exactes

NO(F) . HL(F, Z,(i)) = X0 (Foo)T

l l

&A@y, ImH (Fo0, Zy(i) — & Aes, HYE,Zp(D) — & A®x, XO(Fe)
Sfd(F) — Sfd(F) Sfd(F)

Compte-tenu de la suite exacte

0 — WX(i)<FOO)F - X(i)(FOO)F — (® A®AUX(i)(Foo,v))F
veS(F)
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et ayant remarqué que (A ®,, XV (Fy,))' = 0si v € S(F)\S/(F), une
chasse rapide dans le diagramme ci-dessus donne la seconde ligne exacte de
la proposition.

O

Remarque 3.2.4 Rappelons que HA(F,Z,(1)) = Es(F)®Z, et WXV (F,,) =
X'(Fy). Aussi, sii = 1, la seconde suite exacte de la proposition ci-dessus
généralise a une Z,-extension quelconque un résultat de Kuz’min ([Ku] prop.
7.5) relatif a la Z,-extension cyclotomique : X'(Fy)' est isomorphe au quo-
tient des S-unités p-complétées de F qui sont des normes locales universelles
dans F | F, par le sous-groupe des normes universelles globales de S-unités
p-complétées dans Fi/F.

Rappelons que WO(F,)) = H(F,,Z,(i))/Kerz(F,, Z,(i)) et W(i)(Foo) =
LmW®(F,) de sorte que 1.2.2 donne une suite exacte de A-modules :

() = @ Aen, Hy(Fup 2y =1)) = Hi(Fu,Zy(i = 1))

dans laquelle la derniere fleche est définie par la somme directe des applica-
tions A @, Ho(Foow, Zp(i—1)) — Hy (Fu, Z,(i — 1)) obtenues en composant
les applications naturelles A ®a, Ho(Foop, Zp(t — 1)) — Ho(Foow, Zp(i — 1))
et Ho(Foon, Zp(i — 1)) — Hy (Foo, Zp(i — 1)).

On notera m;(F) (resp. m;(F,)) Vordre de H (F, Z, (7)) (vesp. Ho(F,, Z,(i)))
pour i # 0 et mo(F) = mo(F,) = 1. Enfin le signe & désigne le noyau de la
somme.

Théoréme 3.2.5 Notons encore ST(F) C S(F) l’ensemble des (p)-places
finiment décomposées dans Fy/F. On a une suite exacte “a la Sinnott” :

(F) = HLUFZ) — & Hy(Faou Zp(l—i)» —

WXO(F)r — Ker(F,Zy>i) — W (Foo)r ~ WF)
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En particulier, le noyau de Uapplication WXD(F )y — Kerg(F,Z,(i))
est engendré par au plus #S74(F) — 1 éléments et son conoyau est cyclique

I':Ty)m;_1(F
d’ordre égal @ max(1, min ( i ))
veSFI(F) mi_l(Fv)

Remarque 3.2.6 Pour i = 1, il s’agit bien d'une généralisation auxr Z,-
extensions quelconques de la suite exacte de Sinnott, comme annoncé en
1.2.11

Remarque 3.2.7 Nous invitons le lecteur a comparer cette suite exacte avec
les résultats de [KM] concernant la co-descente du noyau sauvage étale dans
une extension cyclique de degré p (notamment avec le théoréme 2.14). Les
résultats en questions font intervenir un cup-produit dans la cohomologie du
groupe de Galois absolu Gr de F, a valeurs dans la p-torsion du groupe de
Brauer, et donc les normes locales de l’extension considérée.

Preuve : La proposition 3.2.2 montre que les applications /\/ZSC) (F) — H5(F, Z,y(1))
et WXO(F)F — XO(F,)F ont le méme conoyau, d’ott une suite exacte

NO(F) — HYUF Z,(0)  —  WOET -

oc

WX(i)(Foo)F N X(i)(Foo>F —» W(i)(Foo)p

par I'-homologie de la suite exacte courte définissant W(i)(Foo).
Maintenant, la seconde fleche verticale est un isomorphisme dans le dia-
gramme commutatif a lignes exactes suivant :

WXO(F)r —— XOF ) —— W ' (Fe)r — 0
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et donc une chasse rapide donne la suite exacte de 1’énoncé, au troisieme
terme pres. Il suffit, pour obtenir celui-ci, de remarquer que pour v ¢ SY¢(F),
ona (A®y, XD(F,,))" =0, ce qui termine la preuve de la suite exacte.

Reste a déterminer le noyau de W(Z)(Foo)p — W(l)(F ). Les deux fleches
verticales de droites sont des isomorphismes dans le diagramme commutatif
a lignes exactes suivant :

T (F)e = (@ A, HolFaw Zyli = D)0 = H§ (P, Zy(i = D)r

| | |

TUE) = (@ H(BZG-1) - HE(RZ( - 1)

On voit donc que le noyau en question est isomorphe au conoyau de I'appli-
cation ( & A ®p, Ho(Fow, Zp(i — D)) — HF (Fy, Zy(i — 1))'. Ce dernier

S(F)
I':T'y)m;_1(F
est cyclique, d’ordre max(1, min ( Jmia ))
veSFI(F) mi_l(Fv)

3.2.2 A propos des normes universelles

Soit A = Z,[[I']], ou ' =< v >~ Z,,. Dans l'esprit de [Grei], mais avec les
outils de [J1], on montre deux lemmes concernant la structure des normes

universelles et des modules qui leurs sont associés. Rappelons que pour un
A-module M, E°(M) désigne le A-module & droite Homy (M, A).

Lemme 3.2.8 (Comparer avec [Gr]) Soit B, un A-module topologique (non
nécessairement noethérien) tel que B, = Bl soit compact noethérien et
vérifiant B, = UB,. On suppose de plus que les groupes H'(T,, By,) et

. . . . . P _
limH'(T,,, tz, Bso) (lim via la co-restriction) sont finis. Notons vy, , = A;pn—_ll,
— —

vB, = Q VmnBm le sous-groupe des normes unwerselles de B, et vBy =
m>n
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UvB,,. Soit M le A-module compact (Bo @ Q,/Z,)". On a alors deuz iso-
morphismes canoniques :

E*(M) = lim(fz, Boo) ™

EO(EO(M)) = (VBOO ® Qp/Zp)v

Lemme 3.2.9 On conserve les hypotheses du lemme ci-dessus, et ['on sup-
pose de plus que H'(T',,, vBy) est fini. Alors Jz,V B est I'-cohomologiquement
trivial et Uon a un isomorphisme canonique E°(M)r, = (fz,vBe)'™, si bien
que (fz,vBe)'™ est un Z,|G,)-module libre.

Preuve de 3.2.8 : On utilise la description de Jannsen (cf section 1.2.2)
E*(M) = limHom(Mr,, Z,) = (lmMr, © Q,/Z,)"
Cela donne
EO(M) = lim(Mr, © Qy/Z,") = lim((Bw ® Q,/Z,™)" © Qy/Z,")

Notons que la finitude de H'(T',,, Bs) implique celle de H'(T',,, fz,Bo).
La suite exacte

O - (prBm)Fn®Qp/Zp — Boo®@p/ZpFn E— Hl(rnaprBoo>

donne donc

(Boo ® Qp/Zy" )Y ® Qp/Zy = ((f2,Bs)™" ® Qp/Z,)" ® Q,/Z,

Mais comme pour tout Z, module noethérien B on a (B ® Q,/Z,)" =
Hom(B,Z,), on obtient enfin

E*(M) = limHom(Hom((fz,B.)™. Z,), Z,) = lim(fz, B)"™

Passons au calcul de E°(E°(M)). En prenant la T',,-cohomologie de la
suite exacte tz, Bo — B — fz,Bs on obtient, apres passage a la limite
projective sur m via la co-restriction, la suite exacte suivante

0 — limfy B, — E(M) —— limHl(Fm,tzme)
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Notons C' I'image de la derniere fleche et prenons les I',,-coinvariants. On
obtient la suite exacte

— Cp, — 0

n

Ct —— (i fBu), — (B(M))r

Par hypothese C est fini et donc lim Cr, = 0. En appliquant lim et ®Q,/Z,

on obtient
lin (EO(M))Fn ® QP/ZP - 1£1 (121 prBm)Fn ® QP/ZP
Maintenant la Z,-torsion de B, est finie, donc (lim ¢z, B,,)'™ = 0 et cela

implique la finitude de (121 tz,Bm)r,- On obtient alors

m

Q{n prBm)Fn ® Qp/Zp = Qﬂl Bm)Fn ® @P/Zp

Enfin, comme les HY(T,/T, By) sont bornés (par H* (T, Bs)), la suite
exacte

H'T,/Tm,Bm) —— (Bw)r, —— By

donne, apres passage a la limite projective sur m et tensorisation par Q,/Z,,
(lim By,)r, ® Q,/Z, = vB, ® Q,/Z,. Finalement, on obtient
—m

E(E°(M)) = (im(E°(M))r, ® Qp/Zy)" = (B ® Qp/Zy)"
O

Preuve de 3.2.9 : Comme cd,I',, = 1, la finitude de H'(T',,, ¥By,) entraine
celle de H' (T, f2,VBs). Dans la suite exacte suivante :

(f2,vBoc)'" ® Qp/Z, — VBo® Q,/Z,)'" — H' Ty, fz,vBs) — 0
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le terme vBy ® Qp/ZpF" est divisible puisque c’est le dual de Pontryagin
de (E°(E°(M)))r, (E°(E°(M)) est libre). Ainsi H'(',,, fz,vBs) est fini et

n

divisible c’est-a-dire nul. Maintenant on a,
HQ(Fm prVBOO) - H1<Fm VB ® QP/ZP) - H1<Pn7 EO(EO(M>>> =0

et cela acheve de montrer la I'-trivialité cohomologique de fz,vB.

Passons & la liberté du Z,[G,]-module (fz,vBs)"™". Comme E°(M) est
A-libre, il suffit de montrer que (E°(M))r,, = (fz,vBe)"™. Soit m > n, on a
la suite exacte

H_l(rn/rma(prVBOO)Fm> — ((prVBOO)Fm>Fn - (prVBOO)F"

—» ]:IO(Fn/Fm, (prVBoo)Fm>

La I'-trivialité cohomologique de fz,v B, et un passage a la limite projective
sur m permettent de conclure.

O

Remarque 3.2.10 Puisque les arguments de la preuve de 3.2.8 sont fonc-
toriels, on a en fait montré un isomorphisme canonique entre les foncteurs
H : By ~ E°E°(By ® Q,/Z,")) et N : Boy ~» vBo @ Q,/Z,". Si l'on
note M : By, ~» Boo @ Q,/Z,", on a deux morphismes naturels : M — N et
M — H. On voit facilement que le triangle suivant commute :

M——N

N\

H
Remarque 3.2.11 La remarque ci-dessus montre que
(Boo/VBo) ® @p/va = tA(Bo ® Qp/va)

Dans [Gr], auteur fait les hypotheses suivantes :
P3 : 1l existe deux entiers s et ¢ tels que, pour n suffisamment grand,
r9z,(Bn) = sp” +t.
P4 : Les groupes H'(I',,, Bs) sont bornés et H'(I',,, tz, Bs) = 0.
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Remarque 3.2.12 Contrairement a ’hypothese P4, les hypotheses des lem-
mes ci-dessus sont vérifiées pour Bo, = H§(Foo, Zy(1)) dans n’importe quelle
Z,-extension, pour tout i # 0 (cf rem. 1.1.8 pour les hypothéses du premier
lemme, et prendre les points fizes de 3.2.22 pour Uhypothése supplémentaire).

Concernant ’hypothese P3, on a le lemme suivant :

Lemme 3.2.13 On conserve les hypotheses des lemmes 3.2.8 et 3.2.9. Soit
s =rgaE°(M). Alors il existe une suite croissante t,, telle que

rgz,vB, = sp”

et
TgZan = Spn + 1

pour tout n > 0.

Preuve : Au cours de la preuve de 3.2.8, on a montré E°(M)r, ® Q,/Z, =
vB, ® Q,/Z,. La premiere égalité résulte alors de la liberté de E°(M).
Passons a la seconde. Soit t,, = rgz, By /vBy. La suite exacte

Bn—i—l/VBn—l-l - Bn/VBn — ﬁo(rn/r‘n—kl; Bn—i—l)

montre que la suite ¢,, est croissante.

O

Remarque 3.2.14 Dans le cas ot Boy = Hg(Fw,Zy(7)), i # 0, la premiére
suite exacte de 3.2.2 montre que pour n >> 0, on a

B, /vB,, = Bso/VBs = U, X (F, )T

st bien que t,, est bornée. Notons que t, = 0 si et seulement si i est F,,-bon.
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3.2.3 Sur la structure de certains modules

Les résultats algébriques du paragraphe précédent, appliqués a la descrip-
tion arithmétique des normes universelles proposée en 3.2.1, permettent de
retrouver et d’étendre quelques résultats concernant la structure des modules
limH(Fr, Z(i) et faX ) (Fic).

Comme dans les deux paragraphes précédents, Fi,/F est une Z,-extension
fixée, de groupe de Galois I', d’algebre de groupe complete A. Soit F,/F' la
sous-extension de degré p", T',, = G(F./F), a un générateur de H'(T',Z,,) C
Hy(F,Z,) et a = () I'unique élément de l(ingl(Fn,Zp) C @Hé(Fn,Zp)

vérifiant oy = a.

Proposition 3.2.15 Soit i # 0. Alors on a la premiére ou la seconde des
suites exactes canoniques suivantes selon que Fi, [ F est ou non la Z,-extension
cyclotomique.

Z,(i)%s —  HWmHL(F,,Z,(i))  — Homp(XED(F°),A)

HmHL(F,, Z,y(1) —  Homa(XCTV(EL),A) —  Hom(T,tz, N (FL))

Remarque 3.2.16 Comme Homp (X (") (FL), ) est A-libre, la premiére sui-
te exacte justifie les résultats de liberté de [Ku] ou [Grei] dans la Z,-extension
cyclotomique.

Commengons par deux lemmes techniques. Jusqu’ici, Hi(Fa, Z,(i)) était
toujours muni de la topologie discrete, qui en fait un I' module continu, pour
lequel on peut former le groupe de cohomologie galoisienne HY(T', H§(Fio, Zy(1)))-
Maintenant il y a sur Hi(Fi, Z,(7)) une autre topologie naturelle : celle in-
duite par la topologie p-adique des Hg(F,,Z,(7)). On note momentanément
HL (T, HE(Fo, Zy(7))) la cohomologie continue de T, pour cette topologie.
Comme la topologie discrete est la plus fine, toute cochaine continue pour la
topologie discrete 1'est automatiquement pour toute autre. Cela définit une

application naturelle de la cohomologie discrete vers la cohomologie continue.

Lemme 3.2.17 L’application naturelle H (T, H5(E, Z,(1))) — HL,. (T, HS(E, Z,(1)))
est injective et son image est tz H., (', H(E, Z,y(1))).
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Si i est Fo/F-bon, alors fgz, H},,, (U, Hs(E, Z,(i))) est un Q,-espace vec-
toriel, si bien qu’on a un isomorphisme canonique

HY(T, Hs(E, Z,(i))) = H,,

cont

(0, HL(E, Z, (i) div
ot /div signifie que l'on a quotienté par le sous-groupe divisible mazimal.

Lemme 3.2.18 Soit i # 0. Il existe un diagramme commutatif naturel

U

HOT, Hy(Foo, Zy(1)) @ Hig(D\Zy)  —— Hipny(T, Hg(Foc, Zy (1))

T | 7|

U

Hs(F, Zy(i)) ® Hy(FZ,) —— HE(F, Zy(1))

dans lequel le noyau de la fleche notée 3" est sans torsion. Le premier cup-
produit a lieu dans la cohomologie continue de T', le second dans celle de

Gg.

Preuve de 3.2.17 : Comme H'(T', H§(Fi, Zy(1))) = liLnHl(Fn/F, HE(Fn, Z,y(1))),
I'injectivité en question provient de celle de I'inflation continue. Montrons
maintenant que toute la Z,-torsion de H (', HE(Fo, Zy(i))) provient de
HY T, HY(Fx,Z,(i))). Si o est un l-cocycle continu tel que pFz soit le co-
bord d'un élément a € HE(Fu,Zy(i)), alors il existe n > 0 tel que a €
HE(F,, Zy(i)). Le cocycle p*z est alors & valeurs dans HE(F,, Z,(i)). Mais
comme, par noethérianité du Z,-module H(F,, Z,(i)), il existe m > n, telle
que p"HL(Fy, Z,(i)) N HE(Fn, Z,(1)) C p"HE(Frn, Z,(i)), c'est que x est a
valeurs dans HE(F,, Z,(1)) + Hi(Fx, Z, (i) [p"] € HE(F,Z,(7)) pour un
certain m’ > m, d’ou le résultat annoncé puisque

H (D, Hy(Fuo, Z(0))) = i H(Fo / F, Hs(Fay Z,(3)))
Il reste a établir, pour les bons 7, la divisibilité du quotient

Heoy (U, Mg (Foo, Zy (i) [ H' (T, Hg(Foo, Zy (i)
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Les suites exactes continues

0 — Hé(Fw’Zp(i>)[p] - Hé(Fm,Zp(i)) - kalg(Fw7Zp(i)) — 0
0 — pHy(Fx,Zy(i)) —— Hs(Fu Zy(i)) —— Hy(Fw,Zp(i))/p — 0

admettent toutes deux une section continue (pour la premieére, on peut utili-

ser une section de groupes topologiques fz, Hg(Fu, Zy(1)) — HE(Fuo, Zy(i)),

pour la seconde il suffit de remarquer que le dernier terme est discret) et
donnent donc lieu a deux suites exactes longues de cohomologie continue
([Ta}), desquelles on déduit que la multiplication par p dans H. (T, Hi(Fro, Zy(7)))
se décompose en une application surjective

1
H cont

(0 Hg(Foo, Z (i) = Hegn (U, PH(Foo, Zy (1))

suivie d’une application dont le conoyau s'injecte dans HY, (T, H§(Fuo, Z, (7)) /D).
On a donc

Hclont(r’ Hé(FM’ ZP(Z)))/p - Hclont(r7 H}S‘(FOW ZP<Z))/p)

Mais, i est Fi,/F-bon, donc H*(T, pH(Fro, Z,(7))) = H*(T, Hi(Fioo, Zy(1))) =
0 (cf 1.2.8), si bien que

HY(D, Hg(Fuo, Zy(3)))/p = H' (T, Hg(Fu, Z,(7)) /p)
Comme HY, (T HA(Fao, Zy(0))/p) = H(T, MY (For 2 (i) /), Cest que
Tngclont(F> H}S‘(Foov Zp@)))/p < Tngl(F> HA15‘<FOO’ Zp@)))/p

et cela suffit & conclure.

Preuve de 3.2.18 : Les suites spectrales
B3 = H"(Gn, H§(Fa, Zy(i))) = M5 (FL Z,(i)) = E"*

donnent lieu & des morphismes H(G,,, Hy(Fy,Z,(7))) — HEZ(F, Z,(i)) fonc-
toriels en n. En 1.1.7, on en a déduit un morphisme

B+ HY(D, Hy(Fuo, Z(i))) — HE(F, Zy (i)
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par passage a la limite inductive. Considérons maintenant la suite spectrale
Ey® = HP(T, HY(Fw, Z/p"(0))) = Hg(F, Z/p" (1)) = EP*
Comme cd, I' = 1, celle-ci donne lieu a des morphismes
B+ H (T, Hg(Foo, Z/p" (1)) — HE(Fos, Z/1" (7))
fonctoriels en k. Si 3 = hinﬁ,’g, on voit, par fonctorialité des suites spectrales

par rapport aux changements de groupes, que 3 est le composé de (' avec le
morphisme naturel H'(T, Hy(Fuo, Z,(i))) — UmHY (T, HY(Foo, Z/p"(4))).

La fonctorialité des suites spectrales par rapports au cup-produit ([J2]
prop. 6.2) donne un systéme cohérent de diagrammes commutatifs

(@]

HO(F’H}S'(FOO?ZP(Z))) ® Hclont(r7z’p) - Hclont(F’Hé<F007ZP(2)))

| | |

HOD, HY (Fooy Z/pM(0)) ®  HYD,Z/pY)  ——  H'(THY(Fa, Z/pH())

T l l

HL(F,Z/p*(3)) ® MLF.Z/p) —— HE(F, Z/p"(i))

Le diagramme de I’énoncé est obtenu en passant a la limite projective sur k.
L’absence de torsion dans le noyau du morphisme 5" : H. (0, HE(Foo, Zy(1))) —
HZ(F, Z,(i)) s’observe sur le carré commutatif suivant

Hl(rv H}Q(Foov Zp(i))) - Hclont(F7 H}G(Fom Zp(i)))

| |

HE(F, Z,y(1)) — H(F, Zy(i))

compte tenu du lemme 3.2.17 et de l'injectivité de (.
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Remarque 3.2.19 Notons 3 : HYT,Hg(Fx,Z,(1))) — HZ(F,Z,(1)) le
morphisme implicite dans la proposition 1.1.7 (et décrit plus haut). Si i est
F/F-bon, on peut identifier H' (T, H(E, Z,(1))) et H. (T, H5(E, Z,(3)))/div

pour obtenir un diagramme commutatif

HO(T, Hy(Foo, Zp(1)))  ®  Hepyy(U, Zp)  ——  H'(T, Hg(Fuo, Zy (i)

T l '

U

H}S'(Fv Zp(i)) ® H}Q(FJ Zp) - H%'<Fv Zp(i))

Afin de ne pas alourdir les notations (et pour rester cohérent avec la notation
habituelle HY(T',Z,,)) = HL,.(T',Z,)), on abandonne désormais la notation
HY .(T,e), si bien que HY(T', ®) désignera, selon le contexte, la cohomologie

discréte ou continue de T'.

Preuve de la proposition 3.2.15 : Si F,,/F est la Z,-extension cycloto-
mique, ¢z, H§(Fxo, Zy(i)) est [-cohomologiquement trivial et donc ( fz, Hi(Foo, Zy(1)))), =
f2,H5(F,, Zy(1)), si bien que la premiere suite exacte est une conséquence
immédiate de 3.2.8 avec B, = Hy(Fi, Zy(i)).

Supposons maintenant que Fy,/F n’est pas la Z,-extension cyclotomique.
La premiere identification de 3.2.8 donne cette fois une suite exacte

0 — lmHL(F,,Z,3(0) — Hompa(XCTP(Fy),A) — limC, — 0

ol
Cp = Coker (Hg(Fp, Zy(i)) — (f2,Ms(Foo, Z(i)))™)
= Ker (H'(Uy, tz, Hg(Fu, Z,(0))) — H' (T, Hg(Fic, Zy(1))))
Il s’agit donc d’identifier C),, pour terminer la preuve. Pour n >> 0, on a

tz, Hs(Foo, Zp(1)) = tz, H§(Fy, Zy(1)), si bien que dans le carré commutatif
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suivant :

b, Hy(Fus Zy(i) = H' (T tz, Hy(Fuc, Z,(0)))

l l

HY(Fns Zy(i) == H' T HY(Fa, Z,(i)))

la fleche horizontale supérieure est un isomorphisme. Une chasse rapide montre
alors que (Uay, désigne tantot la premiere fleche du carré ci-dessus, tantot la
seconde)

Uanp,

Cr = (tz, Ker (Hg(Fo, Z(i)) = H'(Tn, Hg(Foo, Z,(0))))) U

Maintenant le lemme 3.2.18 donne (en remplacant F' par F,,) un carré com-
mutatif

HY(Fu Zy(i) == H'(Da, Hy(Foo, Zy(0)))

| |

HY(Fus Zy(i)  — HE(Fn, Zy(1))

dans lequel le noyau de la seconde fleche verticale est sans torsion, si bien
que

Uan

thKeT (H}?(Fm Zp(i)) - Hl(rm Hé*(Fom Zp(i)))) = thKeT (HL%(FM Zp(i)) = H%(an Zp(i)))

Soit maintenant, comme dans 3.2.22, o = (o) € imHL(F,,Z,)". Si n est

suffisamment grand on a

lz X(i)(FOO)Fn — H?Q(Fm Zp(i))

P
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si bien que le carré commutatif suivant

Hy(Foo, Zy(i))  ——  XO(Fe)™

l l

HY(Fay Zp(i)) = HE(Fa, Z,(i))

donne

Uan

tz, Ker (Hy(Fo, Z, (i) = H5(Fn. L, (i) = tz, N (Fie)
compte tenu de la premiere suite exacte de 3.2.2. Enfin
Cpp = (tz, NV (F.)) U
Pour n >> 0, on a tz N (F) =tz NO(F,), donc
(2, NO(F) U, = H' (Dot NO(FL)) < H (Tt HY (P, Z,(0)
et I'on obtient donc bien limC;, = Hom(T, tz, N (Fy)).
O

Remarque 3.2.20 Les suites exactes de la proposition 3.2.15 sont indépen-
dantes de tout choiz de a € Hi(F,Z,).

Proposition 3.2.21 Soit i # 0 tel que WXW(EF )™ soit fini pour tout
n > 0. On a une suite exacte

IWXCNFY) —  XONFE.) — EYEYXCI(EL)))
= (XO(F)") = (tz,Hy(Foo, Zy(1)))Y =~ (tz, N (F))

Pour un A-module M, on note M = UM?"". La proposition 3.2.2 donne,
apres passage a la limite inductive :
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Lemme 3.2.22 On suppose i # 0. On a deux une suites exactes

0 — NO(F) —— HLFw, Zy(i) —— XO(F)m — 0

T T T

0 — NOF) —  NF) 25 WXOFE)™ — 0

loc

ot NO(Fy) = ImNO(F,) et N\ (Fy) = imN (F,).

—

O

Remarque 3.2.23 Pour i = 1, la remarque 3.2.11 et le lemme ci-dessus
montrent que la A-torsion Z(F°) du module attaché aux S-unités est iso-
morphe & XW(F0)" @ Q,/Z,". Un examen attentif de la premiére suite
exacte de localisation (1.2.2) permet de retrouver sans peine les résultats du
paragraphe intitulé “Le casi=1" (2.1.2).

Preuve de 3.2.21 : Il faut distinguer les cas i = 1 et i # 1.
Supposons d’abord 7 # 1, dans ce cas I'hypothese signifie que i est Fi, /F-
bon. La premiere suite exacte du lemme 3.2.22 donne apres tensorisation par

Qp/Zy

0 — tz NO(F) — 12, Hy(F, Zy(i) — XO(F)°

(3.5)
— NO(F,)® Q/Zy — Hg(Feo, Zp(i) ® Qp/Z, — O

Mais fAX ") (Fy) = HE(Fw, Zy(i)) ® Qp/Z," (cf 2.1.15). Appliquons
maintenant le lemme 3.2.8 avec B, = H§(Fix, Z,(4)). On obtient

N (Fu)@Qy/Z," = E°(E°(Hy(Fuo, Zy(1))®Qy/Z,")) = E°(E°(X)(Fi)))

La suite exacte 3.5 dualisée devient alors celle du théoreme.
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Passons au cas ¢ = 1. La seconde suite exacte du lemme 3.2.22 donne,
apres tensorisation avec Q,/Z,, :

0 — g, NO(Fy) —  tz, N (Fy) - X'(F)°

p” ¥ loc

(3.6)
— NO(F)®Qy/Z, — Ny (Fx)®Qy/Z, — 0

Montrons que 1'on a
r XY (Feo) = fa(Nigl (Foo) © Qp/2,")
D’abord, comme dans le cas ¢ # 1, la proposition 2.1.15 donne
fAX(_l)(FOO) = fA(ES(FOO> ® Qp/va)

mais la suite exacte (cf 2.1.13)

NSAF) = Es(F)®Z, — R ACHICON (3.7)

montre apres passage a la limite inductive, tensorisation avec Q,/Z, et dua-
lité de Pontryagin, que

Ia(Es(Foe) ® Qp/Z,") = fa(Nid (Fic) ® Qp/Z,)
Maintenant le lemme 3.2.8 appliqué & Bo, = Eg(F) ® Z, montre que
NO(Fr) © Q)/Z," = E°(E°(Es(Fx) ® Qy/Z,")) = E(E° (XY (F)))

Remarquons encore que thN(l)(FOO) = tz,Es(Fy) ® Zy (cf 3.7). La suite

loc
exacte 3.6 dualisée donne alors celle du théoréme.

Remarque 3.2.24 La suite exacte 3.6 montre qu’en fait

AXEV(E) = N(F) © Q,/Z,"

loc
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O

Remarque 3.2.25 Sii est F,/F-bon, on peut montrer la suite exacte du
théoreme 3.2.21 sans parler de cup-produit. Signalons deux preuves alterna-
tives : La premiére consiste a adapter la preuve de [J1], §6, a notre situation,
il faut pour cela utiliser le module Y (=9 (Fy). La seconde repose sur le passage
a la limite projective de la suite exacte

0 — to, (WX (F)r, — cap®(FoofFo) = Hi(Tu HS (Foo, Z(~1)))

obtenue en comparant la co-descente de la suite exacte décrivant la A torsion
de XV (FL,) avec celle qui décrit la Z,-torsion de XV (F,).

Notons que, méme si ¢’est moins apparent dans ces preuves alternatives,
les morphismes E*(D faX (") (FL)) — (XW(F)°)Y obtenus dépendent, tout
comme dans la proposition 3.2.21, du choix d’un générateur de I'. Ce choix
correspond a 'élément a € Hy(F,Z,) implicite dans le lemme 3.2.22.
Corollaire 3.2.26 fy X" (F.) est libre si et seulement si

XV(Fo) = tg, Hy(Foo, Z,(i)) U
OJ
Remarque 3.2.27 Si F°/F' est la Z,-extension cyclotomique, alors
tz, NO(F) = tz HE(F° Zy(i)) (cela provient de la T-trivialité cohomolo-
gique de tz Hy(Fu,Zy(i))). Dans ce cas, on retrowve donc la suite exacte
bien connue (indépendante de i)

BXCI(F) o XV(F) — BUEAXCO(F))— (XO(F))Y

si bien que fAXW(F°) est libre si et seulement si X (F¢)° = 0 (ce qui revient
a X'(Fe)=0).

O

Question 3.2.28 Les deux derniers termes de la suite exacte de 3.2.21 s’ annu-
lent-ils toujours ? En d’autre termes : A-t-on toujours tz, Hg(Fu, Zy(i))Ua =
0?
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Chapitre 4

Capitulation

Nous donnons une description par cup-produit du sous-groupe cap® (F,, /F)
de HE(F, Z,(i)). Cette étude fournira une nouvelle approche du probleme de
capitulation. Dans les cas ou 1’on peut controler la taille de la décomposition
des (p)-places dans extension F'/F, on obtiendra un résultat positif pour le
probleme de capitulation faible. Comme annoncé dans l'introduction, nous
exhibons une famille infinie de corps de nombres vérifiant GG f% pour tous
les bons i (cf 4.2.3).

4.1 Théorie d’Iwasawa : suite

Grace aux résultats du chapitre précédent, nous exprimons le lien précis
entre cup-produit et capitulation. En 4.1.2 on étudie le lien entre les différents
noyaux de Tate, il s’agit essentiellement d’affiner, pour des besoins ultérieurs,
des résultats connus.

4.1.1 Cup produit et capitulation

Dans l'optique de l'interprétation du cup-produit avec un élément de
Hy(F,Z,) par “montée et descente” dans la Z,-extension Fy,/F qu’il définit,
nous savons que la “montée” : m, : H5(F,Z,(i)) — XD (F,)L est surjective
et son noyau (les normes universelles, cf prop. 3.2.2) a fait 'objet du chapitre
précédent. Ici on étudie la “descente” : d, : XD (F )b — HE(F, Z,(i)).

Fixons, comme auparavant, un élément a € H§(F,Z,) non divisible par
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p, Fo/F la Z,-extension qu’il détermine, F,,/F I'étage de degré p", I, =
G(Fy/F,), T =Ty, Gy = T/T, = G(F,/F), et a = () € IimHL(F,, Z,)

un élément vérifiant oy = a. Remarquons que «, € H}g(Fn,Zp) est un
élément non divisible par p, et qui définit la Z,-extension F,/F,. Par abus
de notation, on appelle encore cor?“’ I'application naturelle X (F.,) —
HZ(F,Z,(i)) (c’est la limite projective des applications de co-restriction).
Notons I l'idéal d’augmentation de A (ie. le noyau de A — Z,). Le
théoreme suivant exprime le lien entre cup-produit et capitulation :

Théoreme 4.1.1 Pour tout corps de nombres F' et tout i # 0, on a
HY(F, Z,(i)) Ua = corke (X (F,)D)

et on a une suite exacte
0 — HYF,Z,(i))Ua —— HEFZ,(i)) —— IXD(E)r — 0

Si l’on suppose de plus que i est F,/F-bon (par ex. 1 > 2), alors
cap'? (Foo | F) = cory X (Fo)” = (XO(Fo))r

et on a une suite exacte
0 — Hy(F Z(i))Ua —— capD(F/F) —— I(XD(F))r — 0

Preuve : La seconde affirmation est donnée par le lemme 1.2.8. Passons a
I’égalité ‘
He(F, Zy(i)) Ua = cork= (XD (F,)T)

sous la seule hypothese ¢ # 0. Comme dans le chapitre précédent, considérons
le cup-produit

M (Foo, Zy(i)) ® i Mg (Fr, Zy) — X(Fic)
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Le théoreme 3.1.1 dit que les fleches horizontales supérieures du cube com-
mutatif suivant sont des isomorphismes (voir la preuve de la proposition 3.2.2
pour la commutativité de la face supérieure)

H(m, 1) o H(m,2)
70 Yan 70
H%n,1) ~ H°(n,2)
restm corEm
F F
reor 1 . Uam g 9 . m
Hs(F, Zy(i)) Hs(F, Zy(i))/p

H(F, Zy (i) = HE(F, Zy (i) /p"

On a noté, par manque de place, H%(n, 1) (resp. H(n, 2)) pour H*(G,,, HL(F,,, Z,(i)))
(resp. H*(G,,, H%(F},,Z,(i)))). Par passage a la limite projective, on obtient
donc un carré commutatif :

lim A (G, HY(Fo, Zy (i) ——  HmH (G, HE(F, Zy(0)))

~

— —
o0 o0
resp corp

Ua

Hs(F, Zy(1)) — HE(F, Zy (1))

La premiere égalité du théoreme provient alors de la surjectivité de la premiere
fleche verticale.
Pour obtenir les suites exactes cherchées, on utilise le lemme suivant :

Lemme 4.1.2 Pour tout A-module M, le conoyau de [’application naturelle
MY — My est isomorphe & I My
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Preuve du lemme : Soit v un générateur de I'. La suite exacte

0 — MY — M 2L m —= oo

donne par I'-cohomologie une suite exacte
0O - IM* —5 M' —— My — IMp — 0

O

Appliquant le lemme au module M = X®(F,)) (resp. M = XW(F,)"), on
obtient la premiere (resp. la seconde) suite exacte. Cela termine la preuve du
théoreme.

0

Remarque 4.1.3 Des résultats analogues sont obtenus dans [Sh], §4, pour
le twist © = 1, au-dessus de la Z,-extension cyclotomique.

En remplagant F' par F),, et donc a par «,,, on obtient le résultat asymp-
totique suivant :

Corollaire 4.1.4 On suppose que i # 0 est Foo/F est bon. L’inclusion
HE(Fn, Z,y(1)) U v, C cap'?(Fio/F)
est une égalité pour n suffisamment grand.
O

Remarque 4.1.5 L’inclusion H%(F,Z,(i)) Ua C cap® (Fy,) pour les bons i
peut se déduire du carré commutatif (3.4)

HO(L, HY (Foo, (1)) —  H'(T,HY(Fuc, Z,(0)))

T |

H(F, Zy (1)) — HE(F, Zy (i)
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obtenu grace au lemme 3.2.18. Cet argument est bien plus rapide puisqu’il
n'utilise aucun résultat de la section 3.1.1. Néanmoins, il semble impossible
de décrire le conoyau de ['application

Ua : H5(F,Z,(i)) — cap® (Fy / F)

sans avoir recours a la comparaison du cup-produit avec la différentielle
ctudiée en 3.1.1.

Le lemme suivant précise la signification de la condition
HE(F,, Z,(1)) U ay, = cap'D (Fy /F)

Lemme 4.1.6 On suppose que i # 0 est Fi,/F-bon. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. Hy(Fy, Zy(i) U ai, = cap' (Foo | Fy).

HLY(Frn, Zp(1)) U iy = cap® (Fis ) Fy) pour tout m > n.
cap (Fyo /| Fy) = cap (Fso ) Foy1).

cap®(Fy | F,) = capW (Fy | F,) pour tout m > n.
XO(F ) = XO(F,)°.

AR

Preuve : Montrons d’abord 1’équivalence de 1, 2 et 5. Il suffit de montrer
1 = 5 = 2. 1l suffit de remplacer F' par F,, (et donc a par «,,) dans la
premiere égalité du théoreme 4.1.1 pour obtenir 5 = 2. L’implication 1 = 5
découle directement de la seconde suite exacte du théoreme en remplagant
F par F, (et donc a par ay,).

Passons a la I’équivalence de 3, 4 et 5. Le lemme 1.2.8 donne 5 = 4. Reste

n+1
3 = 5. Soit I, le noyau de 'augmentation A — Z,[G,] et vp41, = %

ot 7y est un générateur de I'. 3 signifie que I, 11 (X (Fy)%) = L,(X W (F)°),
mais alors 'application surjective

Un+1,n

IN(X(i)(FOO)O) - In+1(X(i)(FOO>O)

est automatiquement injective, et cela n’est possible que si I,(X ¥ (F.)°) est
trivial, c’est-a-dire si X (F)0 = XO(F, ).

O
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En faisant varier a, on obtient le théoreme suivant :

Théoreme 4.1.7 Soit F' un corps de nombres quelconque; sii # 0 est F/F—
bon, alors

H}S(Fv Zp(1)) U HE@(Fa Zy) C cap(i)(ﬁ’/F)

4.1.2 Les noyaux de Tate

On s’attarde ici sur le cup-produit avec un élément a. € HE(F,Z,)
définissant I’extension cyclotomique, ou avec son image modulo une puissance
de p. Cela nous conduit naturellement a considérer les différents noyaux de
Tate, notés V;, et la capitulation des groupes de cohomologie p-adiques en
degré 2 dans la Z,-extension cyclotomique.

Les résultats présentés dans cette section ne sont guere nouveaux, et
remontent essentiellement a [G4]. I semble néanmoins difficile de trouver une
référence suffisamment précise pour les besoins de la suite, ¢’est pourquoi on
se propose de les récapituler et de les affiner lorqu’il y a lieu (comparer avec

[AM] et [Hu).
Définition
Pour i,j € Z, pour k < n + v,(j — 1), la réduction modulo p* donne lieu
a une injection
Hs(E, Zy(5))(i — §) /1" — Hs(F.Z/p" (D))

Notons V;(F,p",i) son image. Notons H?(F,e) la cohomologie continue du
groupe de Galois absolu G. Par inflation, on regardera Hg(F, Z,(i)) (resp.
Vi(F, p*, 1)) comme un sous-groupe de H*(F, Z,(i)) (resp. de H*(F,Z/p"(i))).
Le résultat suivant est bien connu :

Proposition 4.1.8 Notons 0 (resp. ds) le Gp-cobord (resp. Gg-cobord) as-
soci€ a la suite exacte

0 — Zy(j—i) —— Z(i—1i) — Z/pk(j—i) — 0

99



Alors le sous-espace H'(F, Z,(3))/p" (i—j)NH (F, Z,(i))/p" € H'(F,Z/p*(3))
de H'(F,Z,(i))/p" est l’orthogonal de §(Z/p"(j — 1)) pour le cup-produit

HY(F, Z,(i)) /p* @ H'(F, Z,(j — ) [p"] — H*(F, Z,(3))

et le sous-espace V;(F,p* i) N Vi(F,p* i) de Vi(F,p",i) est l'orthogonal de
6s(Z/p"(j — 1)) pour le cup-produit

H(F,Z(0) /9" @ Hy(F, Zy(j — 0)[p"] — HE(F.Z, (i)

Preuve : 1l s’agit de l'interprétation classique de 'homomorpisme de Bock-
stein par cup-produit. Compte-tenu de la suite exacte

HY(F.Z,(j)/p" —— HYF.Z/P*(j) —— H(FZy(j))

(resp. son analogue pour Gy), il suffit d’examiner le diagramme commutatif
suivant (resp. son analogue pour Gg) :

HYF.Z,(i)) ® HYFZ,(j—1) —— HFZ())

L ]

HY(FZ,(i)) ®  Z/p*G—i) —— HY(FZ/")))

0

Fixons i = j = 1, k < n et notons (comme en 1.2) 7, = lim p,+ le mo-
—t

dule de Tate des racines de 'unité. On a alors H'(F,T,)/p* = H'(F, px) =
F>*/p*. Fixons un générateur z de T}, et notons ¢ le genérateur de e qu’il
détermine. Le choix de z donne lieu au diagramme commutatif a lignes
exactes suivant :

100



ot F' désigne une cloture algébrique de F.
Notant § le cobord de I'une ou l'autre de ces suites exactes et (x,y) =
0x U dy, on retrouve donc bien 'interprétation du noyau de Tate classique :

%(F,pk71) = {.73 € FX,(x’ C) = O}/Fxpk

Il est a noter que la proposition 4.1.8 ne préjuge aucunement de la nullité
du cup-produit H5(F,Z,(i)) U H (F°/F,Z,).

Comparaison

On étudie ici le lien entre les V;. Cette comparaison entre les différents
noyaux de Tate a fait I'objet de de nombreuses études, notamment dans le
but de déterminer les premiers étages des Z,-extensions de F' (voir e.g. [G4]).
Les résultats obtenus ici serviront d’abord a comparer différentes conjectures
(4.2.1), mais permettront aussi d’utiliser les méthodes galoisiennes (propres
a Vp) pour controler le comportement des V; par rapport a la localisation
(4.2.3).

Pour simplifier, on suppose k < n et 'on note V;(F, p*) = V;(F, p*,0). Si
E/F est une extension galoisienne, on note encore V;(E/F,p*) I'image de

My (B, Z,y(i)) 1 (i) — Hy (B, Z/p")

(si i # 0, on a simplement V;(E/F,p*) = resEV;(F, p*)). Le résultat suivant
est inspiré de [G1].

Proposition 4.1.9 (comparer a [AM], lemma 2.1 et [Hu] cor. 2.4) Soit F
un corps de nombres contenant evactement i, et Fe¢/F sa L,-extension
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cyclotomique. Soit 1,7 deuz entiers F'-bons et
h = min(vp(X(i)(Fc)%), Up(X(j)(FC)%))

ot v,(M) désigne 'exposant du p-groupe abélien M (la plus petite puissance
de p qui tue M ). Alors

n+uv,(i—j)>h+k= Vi(F,pk) = V}(F,pk)

Si 'on suppose de plus que l'un des deux modules XV (F°¢)°, XW(F)0 est
fixé par T, alors on a en fait I’équivalence

Vi(F,p*) = Vi(F,p") & n+u,(i —j) > h+k

Rappel 4.1.10 Si ['on suppose de plus que i est F¢/F-bon, alors
cap®(F¢/F)) = (XW(F)°)p.

Remarque 4.1.11 Siv,(i —j) > 0, et k < n+v,(i — j), il y a encore un
sens a comparer V;(F,p* i) et V;(F,p",i). On peut alors énoncer les mémes
conditions nécessaires et suffisantes pour ’égalité de ces deux sous-espaces.
La preuve est obtenue en remplacant le twist O par le twist © dans tout ce qui
suit.

Proposition 4.1.12 Soit F' un corps de nombres contenant pu,» et E/F une
sous-extension finie de F'/F. Supposons i F-bon, j E-bon, et XV (E¢)° = 0.
Alors V,(E/F,p™) C V;(E,p"™).

Sii # 0, on a déja remarqué que V;(E/F,p") = resEV;(F, p"). Dans ce cas, la

proposition 4.1.12 se déduit aisément de la proposition 4.1.9. Nous traiterons
le cas ¢ = 0 un peu plus loin.

Commencons par un lemme :

Lemme 4.1.13 Soit i € Z; si F contient pr, alors V;(F,p*) est Uimage
réciproque de (H(F¢,Q,/Z,)(1)") " [p*](—i) par Lapplication naturelle

Hs(F,Z[p") — Ho(F*,Qy/Zy)

ot l'on a noté F°/F la Z,-extension cyclotomique.
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Preuve : Considérons le diagramme commutatif a lignes exactes suivant :

0 — Z,6) T Z,) — ZH0) — 0

sl ]

0 — Z,(1)) —— Qi) —— Qy/Zy(i) — 0

En prenant la Gg-cohomologie, on obtient le diagramme commutatif a lignes
et colonnes exactes :

Z; —_ Z; — 0
! ! !
HY(F, Z, (i) /p* —  HMEZW) - HAE L))"
! fil !
HY(F,Z,(1)) ® Qp/Zplp*] &5 HE(F,Qu/Zy())p"] —  HEA(F, Zy(i)[p"]
! !
0 0 0

ot Z; désigne Z/p*(i) pour i # 0 et 0 sinon. On voit sur ce diagramme que
Vi(F,p*)(i) = f; ' (Im g;). Maintenant, le carré commutatif suivant

HY(F,Z/p"(i)  ——  Hy(FZ/p"(i))

| |

HY(E,Q/Z,(0) S HL(F*,Qy/Z, ()"
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montre que l'application détordue
(res o f;)(—i) : Hg(F,Z/p") — Hs(F¢,Qy/Z,)

est indépendante de 7 : c’est l'application naturelle de 1’énoncé. Puisque
Im g; = Hy(F, Qp/Z, ()™ [p"], c’est que

Vi(F,p*) = (res o fi) (—0) " ((H5(F¢, Qp/Zy(1))") ™ [P*](—1))
Preuve de 4.1.12 : On considere les accouplements

Hé(EC>Qp/Zp) & X(E°) — Q/Z,

[ R

Hy(EZ/p")" ® X(E)r/p" ——  Z/p

Comme sous-module de HL(E, Z/p™)', (HE(ES, Q,/Z,)(5)Y)% @ [p"](—7) est
I'orthogonal, pour le second accouplement dans 4.1, du sous-module
(tz, X(E)(—j)r)/p"(j) de X (E¢)r/p". D’apres le lemme 4.1.13, resf V;(E, p")
est donc 'orthogonal de (tz, X (E£°)(—j)r)/p"(j) et il suffit de montrer que
rest Vo(E/F,p") est orthogonal & (tz, X (E€)(—j)r)/p"(5).

Comme j est E-bon, txX (FE°)(—7)r est fini et on a une suite exacte

(EAX(E)N=5))r = 1z, X(E)(=d)r — tz, ad(E)(=5))r

L'hypothese XU)(E¢)? = 0 signifie la liberté de fX(E¢) (cf rem. 3.2.27).
On voit donc finalement que (tAX(E°)(—j))r = tz,X(£°)(—j)r. Montrons
donc que resk Vo(E/F,p"), comme sous-module de HE(E°,Q,/Z,), est or-
thogonal a tyX(FE°), ce qui terminera le preuve. Remarquons d’abord que
Vo(E/F,p") = H'(F/E,Z/p"). L’orthogonalité souhaitée provient alors de
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la surjectivité de la premiere fleche verticale dans le diagramme commutatif
suivant

H}S‘(F/E’Qp/zp) ® X(EY) — Qp/Zp

T | T

Hé(ﬁ/Fva/Zp) ® X(FC) - Qp/Zp

et de Porthogonalité de H(F/F,Q,/Z,) et tAX(F¢) (0 est F-bon).
U

Preuve de 4.1.9 : Encore grace au lemme 4.1.13, on voit que V;(F,p*) =
V;(F,p") si et seulement si

tz, X (F°)(=)r/p" (i) = tz, X (F)(—])r/p"(j)
comme sous-modules de X (F¢)p/p*. Comme t,\ X (F¢)(—i)r est fini, c’est que
tz, X (F°)(—i)r/p"(i) est I'image réciproque de tz, faX (F€)(—i)r/p*(i) dans
X (F¢)(—i)r/p" (i), et de méme pour j. Ainsi, V;(F, p*) = V;(F, p*) si et seule-
ment si Uon a, dans X' (F¢)r/p”, égalité suivante :
t, FAX (FO)(=i)r /p" (i) = tz, X (F°)(=5)r/p"(5)

Il est bien connu (cf rem. 3.2.27) que (X@(F¢)°)Y est isomorphe au co-
noyau de ’application canonique

XN F) — EYEY(fa X))

olt, comme en 1.2.2, E°(M) désigne le A-module & gauche Homy (M, A). La
preuve de la proposition 4.1.9 se réduit donc au lemme algébrique suivant :

Lemme 4.1.14 Soit M un A-module noethérien, sans torsion et e € Z. Soit
H le conoyau de 'application naturelle M — E°(E°(M)). Notons encore

h = min(v,(H"), v,(H(e)")

et
n=uv,((Zy" : k(")) + 1 = vp(ma(F))
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k €tant le caractere cyclotomique. Alors
n+uvy(e) > h+k = (tz, Mr)/p" = (tz,M(e)r)/p"

Si l’on suppose de plus que l'un des deur A-modules H, H(e) est fizé par
I', alors on a en fait I’équivalence

(tz, Mr) /" = (tz,M(e)r)/p" < n+vy(e) > h+k
Preuve de 4.1.14, sens direct : Nous utiliserons le lemme suivant :

Lemme 4.1.15 Soit Z un Zy-module noethérien, h et k deuzx entiers natu-
rels, alors l'image de Uapplication naturelle Z/p"™*p"] — fz,Z/p* est tri-
viale.

Preuve : C’est trivial si I'on décompose Z = t7,Z @ fz,Z.
OJ

Supposons n + v,(e) > h + k, on peut alors faire les identifications sui-
vantes : Mp/p"** = M (e)r/p"t* et My /p* = M(e)r/p". 1l s’agit de montrer
que tz, Mr/p* et tz M(e)r/p"(—e), vus comme sous-modules de My /p*, sont
égaux. D’abord ils ont méme ordre puisque

#(prMF/pk) = #(prM(e)p/pk) - ka’gAM

Ensuite le lemme 4.1.15 appliqué & Z = Mr et Z = M(e)r montre que tous
deux contiennent I'image de I’application naturelle Mrp/p"**[p"] — Mrp/p".
On peut supposer sans perte de généralité que h = v,(H"). Dans ce cas
vp(tz,(Mr)) = h et My/p"™*[p"] contient tz, Mp/p"**. On en déduit que
tz,M(e)r(—e) contient ¢z, Mr/pF, ce qui termine la preuve puisqu'ils ont
méme ordre.

O

Preuve de 4.1.14, suite : Passons a I’équivalence dans le cas ot I'un des deux
A-modules H, H(e) est fixé par I'. Nous utiliserons le lemme suivant :

Lemme 4.1.16 On conserve les hypothéses et notations du lemme 4.1.14.
Soit Z un A-module fini. Si Z et Z(e) sont firés par I', c’est que v,(Z) <
vp(e) +n.
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Preuve : C’est immédiat si ’on décompose Z en A-modules cycliques (comme
groupes).

U
Il s’agit de montrer que si tz, Mr/p* = tz, M(e)r/p*, alors v,(e) +n >
h + k. Comme dans [G1], 6., on définit les A-modules Y, Y., Z et Z, par

lexactitude des suites suivantes

0 - v — M S
0o - Y., — M (e) ——  fg,M(e)r/p* — 0
0 - Y — EYE" (M) —b Z — 0
0 - Y, — B(B(M)E) —  Z =0

Par hypothese, on a tz, Mr/p* = tz, M(e)r/p¥, et donc Y. = Y(e) et
Z. = Z(e).

Considérons alors le diagramme suivant :

0 — Y — Y — 0
l | |

0 — M — E%E°(M)) — H — 0
l | |

0 — prMp/pk — Z — H — 0
l | |
0 0 0

En prenant la I'-cohomologie, on observe que le cobord

H" — fz, Mp/p"
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est nul. Cela résulte de la commutativité du diagramme

HF —_— MF

Ainsi, la suite

0 — prMF/pk — 7' —— HY' — 0

est exacte. De la méme fagon, on a une suite exacte

0— fz,M(e)r/p" —— Z(e)} —— H()' — 0

Notons alors Z’ I'image réciproque, dans Z, de H' = H' N H(e)l'. Les
deux suites exactes ci-dessus montrent que Z’ et Z'(e) sont fixés par I
Reste, pour appliquer le lemme 4.1.16, & déterminer 'exposant de Z’. On
peut supposer, sans perte de généralité, que Z est fixé par I'. La surjection
ArasM ~ EO(EY(M)) — Z montre alors que rg,Z/p < rgaM. On en déduit
que rg,Z"'/p < rgaM. La suite exacte tautologique

0— prMp/pk — 7 — H — 0

montre alors que v,(Z') = k+v,(H') = k+h puisque fz, Mp/p* = (Z/p*) 9sM.
Grace au lemme 4.1.16, on en conclut que v,(e) +n > k+ h, et cela termine
la preuve.
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Remarque 4.1.17 Si aucun des deur A-modules H, H(e), n’est fizé par T’
Iéquivalence dans 4.1.14 n’est plus vraie (et donc a priori dans 4.1.9 non
plus) : cela tient au fait qu’on ne contréle plus le p-rang de Z'. L’exemple
suivant illustre bien la situation : soit M 1'idéal (1+p)~ (1 +T)—1,p?) de
A =7Z,[[T)], et choisissons n =e =k =1. On a alors H = Z/p*(1), si bien
que ni H, ni H(1) n'est fizé par T et que h = 1. On vérifie facilement que les
sous-groupes tz, Mr /p et tz, M(1)r/p de Mr/p sont égaux, bien que l'inégalité
h+k < n+wvy(e) ne soit pas satisfaite. En fait Z = Z,[[T]]/(T? pT, p*) et
Z'=7V =pZ +TZ =7/p®Z/p, le raisonnement de la preuve ci-dessus
donne donc seulement n + v,(e) > v,(Z') = 1.

4.2 La conjecture faible

Nous étudions le probleme de capitulation faible a I’aide des outils développés
précédemment.

4.2.1 Reécapitulatif

Réécrivons ici les hypotheses dont 1'étude, motivée par la conjecture
(GG), a été proposée en 2.2 :

FCap®(F) : (capitulation forte) Il existe une Z,-extension F,/F vérifiant
cap?(Fo | F) = HE(F, Z,(i))

TCap)(F) : (capitulation totale) cap® (F/F) = H2(F, Z,(i))

fCap®(F) : (capitulation faible) H3(F, Z,(1)) # 0 = cap® (F/F) # 0

Les résultats de la section 4.1.1 (pour j = 0) suggerent d’énoncer, pa-
rallelement, les hypotheses suivantes :

FC;;(F) : Nlexiste a € Hy(F,Z,(j)) tel que Hy(F,Z,(i))Ua = HA(F, Z,(i+
7))

TCi;(F) : Hs(F, Zy(i)) U H(F, Zp(5)) = H5(F, Zp(i + 5))

fCig(F) « HE(F, Zy(i + 5)) # 0 = Hg(F, Zy(i)) U Hg(F, Zy(5)) # 0
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L’étude de ces trois dernieres hypotheses est motivée indépendamment
par la conjecture suivante, proposée par McCallum et Sharifi dans [MCS] :

Conjecture 4.2.1 ([MCS], conj. 5.3) Si F = Q(p,) alors TCy1(F) est

vraie.

Proposition 4.2.2 Soit F' = Q(p,). Si p vérifie la conjecture de Vandiver,
alors

TCy.\(F) & TC;;(F)

pour tous v,7 F'-bons.

Preuve : Il est bien connu que sous la conjecture de Vandiver, on a X'(F*)" =
0. Le résultat découle alors de la proposition 4.1.9.

O

Les six hypotheses ci-dessus sont en fait liées, pour F' quelconque, par la
proposition suivante :

Proposition 4.2.3 Soiti # 0 F/F-bon. On a les implications suivantes :

FCap®(F) = TCapW(F) = fCapW(F)
i) fr i
FCio(F) = TCy(F) = fCy(F)

De plus, pour une infinité de Z,-extension F/F, il existe ng tel que
FCap™(F) = FC;o(F,) Vn > ng
St HE(F, Z,(1)) cyclique, alors on les implications supplémentaires
FCap"(F) < TCap™(F)
FCio<=TC;o(F)
Enfin si H%(F,Z,(i)) est cyclique d’ordre p, on a en plus
TCap(F) < fCap™(F)
TCio <= fCio(F)
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Preuve : Le premier diagramme d’implications est donné par le corollaire
4.1.4 et le théoreme 4.1.7. L’implication asymptotique est une conséquence
directe du théoreme 2.2.3 et du corollaire 4.1.4. Si HE(F, Z,(i)) est cyclique,
I’équivalence de F'C; o(F) et TC;(F) est triviale ; 'implication TCap® (F) =
FCap(F), quant & elle, ne semble pas posséder de preuve immédiate ; en
fait c’est le théoreme 2.3.4 réinterprété grace au théoreme 2.2.3. Les deux
dernieres implications sont triviales.

O

En particulier on voit que la conjecture 4.2.1 et la conjecture de Vandiver
(toutes deux vérifiées pour p < 1000, cf [Sh]) entrainent la validité de I’hy-
pothese TCap ¥ (F) pour F = Q(u,).

Remarque 4.2.4 En fait, on peut préciser l'implication asymptotique de la
fagon suivante. Pour une infinité de Z,-extension Fy /F il existe ng tel que :

FCap® (F) = Vi(Fy,p) UVo(Fn/F,p) = H3(F, Zy(0))/p - ¥n 2 no

4.2.2 Résultats négatifs

Nous donnons ici deux résultats paralleles, tous deux négatifs, qui montrent
que le corps de Hilbert ne semble pas jouer le role attendu dans le probleme
capitulation du noyau sauvage.

Corps de Hilbert et capitulation

Soit L'/ F¢ I'extension non ramifiée, S-décomposée (ie. décomposant tota-
lement toutes les (p)-places), maximale de F°. La recherche d'un analogue
du théoréme de I'idéal principal pour H%(F,Z,(i)) conduit naturellement &
se poser la question suivante (cf [Kal, introduction) :

Question 4.2.5 FEst-ce que H%(F,Z,(i)) capitule dans L'/ F ?

La réponse a cette question ne peut étre affirmative en général. En effet :

Proposition 4.2.6 On suppose que i # 0 est L'/F-bon. Si G(L'/F€) est
pro-p-libre et si i = 1mod[F(u,) : F], alors :

cap®(L'JF) =0
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Preuve : Il suffit de montrer que si E'/F est une extension galoisienne finie non
ramifiée S-décomposée, alors cap” (E/F) = 0. En effet en remplacant F par
F,, et en passant a la limite inductive sur n et E on obtient immédiatement
cap® (L' /F€) = 0, ce qui suffit & conclure puisque la pro-p-liberté de G(L'/F*)
force X'(F*¢)° =0, donc XW(F¢)? = 0, et enfin cap® (F¢/F) = 0.

Soit donc une telle extension E/F. Dans le diagramme commutatif a
lignes exactes suivant :

0 = Kerd(BZ(0) —— MUEL) —— & IndoemH(Ee L)

T T T

0 — Ker%(szp(i)) - H%‘(F7ZP(i)) - EgF)HQ(FvJZP(i))

Sur chaque composante locale de la somme directe, la derniere fleche verticale
n’est rien d’autre que I'application injective naturelle

H*(F,, (i) — Indes ryH* (Fo, Zy(i)
Ainsi on lit sur le diagramme commutatif ci-dessus que
cap(E/F) C Ker’(F, Z,(i))
Nous allons donc montrer que ’application
rech
Keri(F,7Z,(i)) — Keri(E,Z,(i))

est injective. Remarquons d’abord que X'(F°) et X'(E°) sont Z,-libres. No-
tons tr le transfert de F© a E° on définit C' tautologiquement :

0 — X'(F9) 25 X'(E) — C — 0
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L’injectivité a gauche provient du fait facile que le noyau, s’il était non trivial,
serait tué par [E°: F]. Le serpent de la multiplication par p donne alors la
suite exacte

0 — Chp] — X' (F)/p — X'(E)/p

or la fleche X'(F€)/p — X'(E°)/p est duale a la co-restriction
HY(L'/ B2, 2./p) — HY(L'/F*, 2,p)

et celle-ci est surjective puisque c¢d,G(L'/F¢) = 1. On en conclut donc que
C[p] = 0. En tenant compte de I'isomorphisme fonctoriel Kery(F,Z,(i)) =
X'(F°)(7)r, on obtient une suite exacte

X'(E)@) — CW)F — Ker§(F,Zy(i))— Kerg(E, Z,(i)

Comme i est E-bon, c’est que X'(E¢)(i)", Kerg(F,Z,(i)) et donc C(i), sont
finis. Mais C[p] = 0, on en conclut que C(i)' = 0 et cela termine la preuve.

O

Remarque 4.2.7 En fait cette proposition admet une réciproque ([NQD]
th. 3.1) : Soit F' D p, un corps de nombres. On suppose que l’invariant
d’Twasawa p(X'(F°)) est trivial. Si cap®(L'/F) = 0, alors G(L'/F°¢) est
pro-p-libre.

Remarque 4.2.8 L’hypothese de liberté est vérifie par exemple si A = 1,
=0 et cap?(F¢/F) = 0. Cest le cas pour F = Q(p,), sous Vandiver, si
A=1.

Ainsi, dans la recherche de sous-extensions F/F de F/F dans lesquelles

H%(F,Z,(i)) capitulerait, il convient d’écarter les extensions cyclotomiques
du (p)-corps de Hilbert.

113



Corps de Hilbert et cup-produit

Parallelement, il est naturel de chercher a atteindre les éléments du noyau
sauvage Kerz(F, Z,(i)) par cup-produit avec des éléments “sauvages”. Comme
le noyau de localisation ICe'r}q(F , Z,) est trivial, il faut regarder le cup-produit
modulo p* avec des éléments de Kerg(F,Z/p*). La encore, la proposition sui-
vante montre que la situation n’est pas si simple.

Proposition 4.2.9 On suppose que la pro-p-extension non ramifiée S-décom-
posée maximale L'/F° est pro-p-libre. Si i # 0 est L'/F-bon et si i =
Lmod[F(u,) : F], alors limage du cup-produit restreint a

M (F, Z,y(i)) @ Kerg(F, Z/p") — H3(F. Z,(i))/p"
est nulle.
Preuve : Soit a € Kerg(F,Z/p*), on veut montrer que H}(F,Z,(i)) Ua = 0,
Notons E le corps fixé par Kera, G = G(E°/F¢) et p' = o(G) = o(res} a).

Par fonctorialité du cup-produit, on obtient le diagramme commutatif sui-
vant :

lim(H§(En, Z, (i) @ Kerg(ECZ/p")S —— (WX®(E)/ph)"

c c C
resfj:c T cov"l,"fC J *k cor}}i’:c l

imHE(F,, Z,(1)  ®  Kerg(Fe,Z/p*) ——  WXO(Fe)/pk

c c C
corl{f J{* res}}:: I corg J{

H(F, Zy(1)) ©  Ker§(FZfpY) —— Ker§(F,Z,(i))/p"

Comme G(L'/F*) est pro-p-libre et que i est F-bon, c’est que X @ (F)' = 0.
D’apres 3.2.2, on en déduit que la fleche x est surjective. Maintenant resk a
possede un antécédant d’ordre p' par la fleche notée %, il suffit pour le voir
de plonger E¢/F* dans une Z,-extension non ramifiée S-décomposée de F*
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(c’est possible puisque G(L'/F*) est pro-p-libre), puis de procéder comme
dans la preuve de 3.1.1. D’apres le diagramme commutatif ci-dessus, il suffit
donc de montrer corf: (WX (E°)/pF)%[p!]) = 0. La encore on utilise la
pro-p-liberté de G(L'/F€) : comme dans la preuve de 4.2.6, on montre que
I'injectivité de I'application X'(F¢)/pF — X'(E¢)/p*, puis de

resgz : WX(i)(FC)/pk — WX(i)(EC)/pk

L’argument habituel de restriction - co-restriction permet de conclure.

4.2.3 Résultats positifs

Dans toute la section, F' est un corps de nombres contenant ji,,. On pro-
pose ici une approche du probleme de capitulation faible via le controle de la
taille des groupes de décomposition aux (p)-places dans les extensions E /E
pour E C F. Aprés avoir établi quelques lemmes, nous distinguons le cas
s(F) > 1 et le cas s(F') = 1. Dans le premier, on peut conclure si F' contient
un corps de nombres quadratique imaginaire dans lequel (p) se décompose.

Stratégie

On souhaite établir une condition suffisante pour vérifier la validité de la
version faible suivante pour (GG) :
Conjecture 4.2.10 (GGfD) : F vérifie Uhypothese fCap®.

Rappelons d’abord un lemme :

Lemme 4.2.11 Soit F'/F une sous-extension galoisienne finie d’une pro-p-
extension galoisienne F"/F. Si i est F'-bon, alors

cap (F"|F) = 0 = cap® (F"/F') =0

Preuve : Comme F’/F est résoluble, on peut, quitte a dévisser 'extension
F'/F, supposer que celle-ci est cyclique, disons de groupe G. Il s’agit alors de
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montrer que H'(F"/F',HL(F", Z,(i))) = 0, ouencore H (F" | F', H5(F", Z,(i)))¢ =
0. La suite exacte d’inflation-restriction donne

HY(F"[F,HY(F" Z,(0)) — HY(F"/F MY, Z,(0))6 — HA(E'JFHY(F Z,(i))

Maintenant, comme G est cyclique, on a pour tout ¢, (cf 1.1.7)
HO(F' [F,HE(F', 2, (i) ~ HT(F' [ FHG(F, 2 (i) = HO(F' | F,HE(FY Z,(i))

En particulier, on voit que H'(F'/F, H%(F', Z,(i))) = 0. Comme H%(F", Z,(i))
est fini, son quotient de Herbrand est trivial, si bien que 'on a en fait

H(F'[F, Hg(F' Zy(i))) = H*(F' | F,HS(F', Z,(i)) = 0
La suite exacte d’inflation-restriction ci-dessus permet donc de conclure.

O

Comme toujours, par une (p)-place, on entend une place v € S(Fg). Le
lemme ci-dessus va nous permettre d’appliquer le théoreme 4.1.1, non pas
au niveau de F, (ce qui semble a priori trop ambitieux en général puisque
le cup-produit ne remplit le noyau de capitulation qu’asymptotiquement, cf
cor. 4.1.4) mais au niveau d’une sous-extension L/F de F'/F, triviale en v.

Proposition 4.2.12 Soit K D ji, un corps de nombres, E/K une extension
finie, eti # 0 E/K bon.

(i) S’il existe une sous-extension finie L/ E de E/E et une (p)-place v vérifiant
L,=F,=K, et
. . 1 :
rgy Im(Hs(L, Z,(0))/p — H'(Ky, Z/p(i))) = 5rgp,H' (Ko, Z/p(0))
~ 1
rgp Im(H'(E/L, Z/p) — H'(K,, Z/p)) > 1+ Srg, H' (K., Z/p)

alors cap™ (E/E) # 0.
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(i1) S’il existe une sous-extension finie L)E de KE/E et une (p)-place v
vérifiant L, = £, = K, et

rgy Im(HA(L, Zy(i)/p — H' (K, Z/p(i))) > 1+ %rngl(Kv, Z/p(i))

- 1
rg, ImM(H'(KE/L,Z/p) — H'(K,,Z/p)) > §rgphﬂ(KU, Z/p)
alors cap (KE/E) # 0.

Preuve : (i) Le diagramme commutatif

(@]

HY(L.Zy(1)  © HNE/LZ,) —— H3(L ZL(i))

| l |

HY(K,,Z/p(i)) ® H\K,Z/p) —— H*K,Z/p(i))

montre, compte-tenu de la non-dégénérescence du symbole de Hilbert et des

minorations de 1’énoncé, que I'image du cup-produit de la premiere ligne du

diagramme est non triviale. On en déduit cap™(E/L) # 0 par le théoréme

4.1.1 (ou le corollaire 4.1.4). Cela qui suffit a conclure grace au lemme 4.2.11.
(71) Méme chose avec le diagramme commutatif

@]

HY(L,Z,(1)  © HNKE/LZy) ——  HE(L,Zy(i))

| l l

HY(K,, Z/p(i)) © HYK,Z/p) —— H(K, Z/p(i))

O

Remarque 4.2.13 Pour obtenir une extension L/E vérifiant les hypotheéses
de la proposition ci-dessus, il suffit de trouver
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pour (i) : une sous-extension L' | K de K /K, triviale en v, vérifiant la premiére
inégalité, et une sous-extension L"/E de E'/E, triviale en v, vérifiant la se-
conde.

pour (i) : une sous-extension L'/E de KE/E, triviale en v, vérifiant la
premiére inégalité et une sous-extension L /K de f(/K, triviale en v, vérifiant

rop Tm(H'(K /1", Z,/p) — H)(K,, 2/p)) > Sro,H' (K., 2/p)

On prendra alors L = L'L".

A partir d’ici, on note, pour tout corps de nombres F,NDU(F) (resp. fv(F))
le sous-groupe de décomposition (resp. d’inertie) de G(F/F).

Lemme 4.2.14 Soit F' un corps de nombres contenant p,, alors il existe
une (p)-place v telle que

N 1
rgz, L(F) = 5ropH Y(F,,Z/p)

En particulier, il existe une sous-extension finie L/F de F/F vérifiant L, =
F, et

rop Im(H'(F/L,2p) — H\(F, ZJp)) > 5ro,H'(F, /1)

Preuve : Comme le p-groupe de classes est fini, c’est que les sous-groupes
d’inertie I,(F') engendrent un sous-groupe d’indice fini dans I'. Il y a donc
une inégalité

1 3 3
1+ 5 g(:F)[Fv cQp) =1+7(F) =rgy,I' < ngZpIU(F)

et celle-ci montre qu’il existe un groupe d’inertie I,(F) dont le Zy-rang est
strictement supérieur a %[Fv : Q) = %rgz/p HY(F,,Z/p) — 1, ce qui donne
I'inégalité souhaitée puisque [F, : Q,] est pair.

On a alors a fortiori

1
rgz, Dy(F) > §rng1(Fv,Z/p)

Le choix dune section de I'injection naturelle D, (F) ® Q, — I'e Q, produit
alors une sous-Z,-extension multiple E/F de~F /F', dans le groupe de laquelle

D,(F) s’injecte avec un conoyau fini. L = EP*(F) possede alors les propriétés
requises.
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O

Remarque 4.2.15 Si F'/Q est galoisienne, alors toute les (p)-places convien-
nent.

Le cas s(F) > 1

Pour v € S(F'), on note p, 'idele de F' dont 'entrée est p a la place v et
1 partout ailleurs. Pour une extension abélienne E/F, on note (p,, E/F) €
G(E/F) le symbole d’Artin de p,.

Théoreme 4.2.16 Soient F' un corps de nombres. On suppose que F' contient
un corps K D p, vérifiant, pour toute (p)-place v :

(i) (po, F/F) #0.

(i1) F, = K,.

(1ii) K wvérifie la conjecture de Leopoldt.

(iv) X'(K)° = 0.

alors F vérifie GG dés que i est F/K—bon.

Commencons par un lemme :

Lemme 4.2.17 Si le symbole d’Artin (p,, F/F) est non trivial, alors

rgZpDv(F) =1+ rgZpL,(F)

Preuve : Il s’agit de montrer que 'extension résiduelle de la Z,-extension
multiple (F),/F, est infinie. Comme D, (F) ne posséde pas de Z,-torsion,
I'hypothese implique que le symbole local (p¥, (F),/F,) est non trivial, ceci
pour tout k£ > 0. Pour un groupe G, on note G le pro-p-complété abélien de
G. La composition des applications naturelles (de restriction et de transfert)

G((F)o/F))™ — G((F)u/Qp)™ — G((F)u/F)™

envoie (p*, (F),/F,) sur I'élément non nul (p*F @l (F),/F,). L'image par
Artin de pFlF*/@l dans G((F),/Q,)® est donc non triviale. Maintenant,
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puisque (F), /Q, contient la Z,-extension cyclotomique Q,°/Q,, c’est que
le noyau de I'application d’Artin

Q" — G((F),/Q,)™

est contenu dans p”». D’apres ce qui précede, on en conclut que ce noyau est
nécessairement trivial. On en conclut que l'extension résiduelle de (F7),/Q,,
et donc celle de (F'),/F,, est infinie et cela termine la preuve.

O

Remarque 4.2.18 On pourrait remplacer p, par n’importe quel idéle, trivial

hors de v, et dont l’entrée en v est de norme absolue dans p™ C Q,* (ie.
Uentrée en v est une norme universelle dans Uestension Q,°/Q,).

Remarque 4.2.19 Si F/Q est galoisienne, il est facile de voir que I’hy-
pothése (i) du théoreme 4.2.16 est équivalente a l'hypothése (Dec) pour le
corps FEE/ Qv 1 plest donc pas raisonnable d’espérer qu’elle soit toujours
vérifiée : le corps FEF/Qv peut trés bien étre totalement réel.

On peut néanmoins se poser la question suivante :

Question 4.2.20 Peut-on espérer que tout corps possedant au moins une
place complexe vérifie l'hypothése (Dec) ?

Preuve de 4.2.16 : On souhaite appliquer la proposition 4.2.12 avec £ = F.
Nous suivons la démarche indiquée dans la remarque 4.2.13 (i). La sous-
extension L'/K de K/K est fournie par la seconde partie du lemme 4.2.14
appliqué a K, duquel on déduit, pour une certaine (p)-place v, I'inégalité

rop Tm(H (L Z,y(0))[p — (Ko, Z/p(i))) > SropH' (K 2/p(0)

par changement de twist : comme K vérifie la conjecture de Leopoldt, la
proposition 4.1.12 montre que comme sous-espaces de Hx(L',Z/p), on a

HY(K/L',Z[p) = Vo(L'/K,p) C Vi(L',p) = Hs(L', Z,(i)) /p

Reste & construire la sous-extension L”/F de F/F. On procede comme dans
la seconde partie du lemme 4.2.14 : une section de D,(F)® Q, — I'® Q,
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détermine une sous-Z,-extension multiple, on prend les points fixes par f)v(F)
pour obtenir L”. On alors

rgy Im(H'(F/L", Z/p) — H'(K,,Z/p)) = r92,D,(F)

si bien que I'inégalité souhaitée découle du lemme 4.2.17 appliqué a F, et de
la premicre partie du lemme 4.2.14 : comme rgz, I, (F) > rgz,1,(K), c’est
que

- ~ 1
rgz, Du(F) =1+ 19z, 1,(F) > 1+ Srg,H' (F,, Z/p)
O

Remarque 4.2.21 Si F est galoisien sur Q, il suffit que les hypotheses du
théoréme 4.2.16 soient vérifiées pour une seule (p)-place.

Cas particulier

On donne une famille de corps pour lesquels la conjecture GG est
vraie.

Théoreme 4.2.22 Soit F' un corps de nombres contenant un corps K D p,
et un corps k vérifiant

(1) k est un corps quadratique imaginaire dans lequel (p) se décompose.

(11) F, = K, pour toute (p)-place.

(1i1) K wvérifie la conjecture de Leopoldt.

(iv) X'(K¢)° = 0.

alors F vérifie GG 9 dés que i est F/K—bon.

Corollaire 4.2.23 Soit F' un corps de nombres contenant p,. On suppose
que F wvérifie la conjecture de Leopoldt et que i # 0 est F'/F-bon. Si F

contient un corps quadratique imaginaire k dans lequel (p) se décompose,
alors F vérifie la conjecture GG f@).

Preuve de 4.2.22 : 1l suffit de vérifier I'hypothese (i) du théoreme 4.2.16. On
dispose pour cela du résultat suivant :
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Lemme 4.2.24 ([Mil] lemma 3.1) Soit k un corps quadratique imaginaire
dans lequel (p) se décompose, v € S(k), alors (py,k/k) # 0

Preuve : Soit (p) = pp’ la décomposition de 'idéal (p) dans k. On note v (resp
v') la place associée a p, (resp. p’) et [p] (resp. p’) la classe d’un I'idéal p (resp.
p). Sio([p])o([p'])(p—1) | k, alors il existe 7 = 1 mody’, 7’ = 1 modp tels que
p* = 7', Par la théorie du corps de classes, on a un diagramme commutatif
a lignes exactes

(k& () /K)
—

0 — Uy U} X (k)

| |

Esh)®Z, — kX@k)

sur lequel on voit que

(P, k&' (p)/R) = (7', 7), k5’ (p) /]) # O

puisque (7'~%,7) € Ul @ UL. On a ainsi montré que l'ordre de (pF, k% (p)/k)
n’est pas borné, d’ou le résultat.

O

De (pw, l%/k) #£ 0, on déduit que (p,, F/F) # 0 par fonctorialité du symbole

d’Artin. En effet, si 'on note (p,)r l'idele de F' et (p,)x cellui de k, on a
_ [Fo:ko]
Nep(po)r = (o)

O

Remarque 4.2.25 Dans le cas ou l'on suppose, en plus des hypotheses de
4.2.22 (ou 4.2.23), que H%(F,Z,(i)) est cyclique d’ordre p, le théoréme 2.3.4
montre qu’en fait, F vérifie la conjecture (GG). Ces cas sont déja connus
puisque l'on a alors nécessairement s(F') =2 et Cl'(F) ® Z, = 0 ([Mil] prop
3.B, [Mi2] th. 2).
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Le cas s(F) =1

C’est le cas a priori difficile : dans la configuration la plus simple, ie.
lorsque ‘H%(F,Z,(7)) est cyclique d’ordre p, H%(F,Z,(i)) est réduit a son
noyau sauvage.

Comme s(F) = 1, (p,, F&/F) est nécessairement d’ordre fini, puisque
dans le cas contraire les groupes d’inertie et de décomposition de [ n’auraient
pas le méme Z,-rang (cf preuve de 4.2.17), ce qui est absurde. On ne peut donc
pas espérer appliquer le théoreme 4.2.16 tel quel. Il convient de le modifier
comme suit.

Soit v € S(F'), m une uniformisante de F' dont la norme absolue est une
puissance de p. Pour tout corps F, on note (m,)g l'idele de E égal a 7 en v,
trivial ailleurs. On écrit simplement (7,,e/F) = ((7,)g,®/F).

Théoreme 4.2.26 Notons E le p-corps de Hilbert de F' et Ey le sous-corps
de E fizé par G(E/E)P. Si on a

(i) ECF.

(17) E vérifie la conjecture de Leopoldt.

(1i) (my, E1/E) # 0.

alors F vérifie GGf9 dés que i est F/F—bon

Preuve : On utilise cette fois le (i7) du théoreme 4.2.12 avec K = F, selon
le plan indiqué par la remarque 4.2.13. On prend L' = L” = E. D’abord,

comme FE est le (p)-corps de Hilbert de F' et que v est I'unique (p)-place de
F, c’est que G(F/E) = G(F/F),, si bien que le noyau de

HY(F/E,Z/p) — H'(F,,Z/p)

est trivial. Cela donne la seconde inégalité dans la remarque 4.2.13(i7). Pas-
sons & la premiere inégalité de la remarque 4.2.13(ii). Comme (7, F/E) =
(7, F/F) = 0 (noter que Ng/p(m,)p = (m,)r) alors que (7, E1/E) # 0),
c’est que

rgp Im(HY(E1/E,Z/p) — H'(F,,Z/p)) > 14rg, Im(H (F/E,Z/p) — H'(F,,Z/p))
et cela donne, compte tenu de l'inégalité déja démontrée :

rgy Im(H'(E/E,Z/p) — H'(F,,Z/p)) > 1+ %TngI(Fv,Z/p)
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Comme 0 et i sont E-bon et que I'on peut supposer X’'(FE¢)? = 0 (sans quoi
cap® (E°¢/E) # 0 et la conclusion est immédiate), la proposition 4.1.9 permet
d’obtenir 'inégalité souhaitée :

rg, Im(Hg(E, Z,(i))/p — H'(F,,Z/p(i))) > 1+ %Tngl(Fv, Z/p(i))

OJ

Malheureusement, la condition (m,, E1/FE) # 0 semble complétement in-
accessible en général. Pour F' = Q(u,), R. Sharifi, inspiré par le travail de
Ohta et Harder et Pink, a récemment énoncé (voir [Sh]) une condition suffi-
sante pour la surjectivité du cup-produit ¢; ;. Celle-ci fait intervenir les formes
modulaires et la théorie de Hida, et s’exprime en fonction de 'opérateur de
Hecke U,. Il est tres intéressant de noter que I’approche de [Sh] fait intervenir
de fagon cruciale la valeur du Frobenius en (p) dans une extension abélienne
sur le corps de Hilbert de F, ce qui constitue un analogue au niveau infini
de la situtation qui nous préoccupe.

Question 4.2.27 Est-il possible d’énoncer une condition similaire a celle de
[Sh] (eg. th 5.6), mais au niveau fini cette fois, et qui permettrait de vérifier

les hypothéses du théoréme ci-dessus ¢

Nous espérons revenir sur ce point dans un travail ultérieur.
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