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Résumé de thése

Dans cette thése nous avons utilisé les outils du calcul stochastique pour obtenir 1’exis-
tence et I'unicité de la solution du systéme d’équations aux dérivées partielles nonlinéaire
suivant :

9y(p) + div(up) = L*(p)
Or(uip) + div(uup) = L*(u;p),

S(a,0) V1<i<d, p(dx,t) — po(dz),u;(x,t)p(dz,t) — v;(x)pe(dx)
faiblement pour ¢t — 0T
ot v = (vy,.....,vg) : R — R est mesurable bornée, py(dz) est une mesure de probabilté
sur R? L* désigne 1'adjoint formel de L = %szzlaij(x)ﬁgmj + b(x).V et a est une

matrice symétrique définie positive. Nous avons construit une solution faible au systéme
des équations différentielles stochastiques nonlinéaire

dX; = (E[v(Xo)/X:] + b(Xy))dt + o(X,)dB;

olt (B;) est un mouvement brownien sur R? et o est une racine carrée de la ma-
trice a. En utilisant la formule de It6 combinée avec des estimations de la solution
fondamentale de 1’équation parabolique 0;u = Lu, nous avons montré que la famille
(P(X; € dz),E[v(X0)/X; = 2] : t > 0,z € R?) est I'unique solution faible a notre
systéme d’EDP S(a,b). Dans le cas ol a est la matrice identité, et b = 0, on retrouve le
systéme de gaz sans pression avec viscosité.

Abstract

e : d
Let X be the diffusion Markov process on R? with the generator L = % ZZ =1 Wij (93)85% +

S bi(2)d,,, and transition density G(t,z,y). Under some conditions on the matrix
a(x) we get the estimate supg.; 7, ,erd ﬂ% < 400 for all T > 0. The latter
estimate is used to get the existence and uniqueness of a solution of the following gas

system

O(p) + div(up) = L*(p)

Or(uip) + div(uup) = L*(u;p),

V1<i<d, p(de,t) — po(dx),u;(z,t)p(dx,t) — v;(x)po(dz)
weakly, as t — 07

S(a,b)

where po(dz) (a probability measure on R?), and the bounded vector field v := (vy, ..., v4) :
R? — R are given. The family of probability measures p := p(dx,t) and the velocities
u := u(x,t) are unknown. Here L* is the formal adjoint operator of L.
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Chapitre 1

Introduction

Pour expliquer la formation des grosses structures dans 'univers (amas des particules
et leur évolution), Zeldovich [36] propose le modeéle des particules collantes suivant : on
considére un systéme de particules {#7} C R ayant comme vitesses initiales {v?} et
pour masses initiales {m?}. Les particules se déplacent avec une vitesse constante entre
les instants de chocs. A I'instant de choc, les particules qui se rencontrent forment une
nouvelle particule massive. Sa masse et sa vitesse sont données par les lois de conservation
de la masse et de la quantité de mouvement. Plus précisément si les particules z¥, k <
¢ < j se rencontrent, alors elles forment une nouvelle particule de masse my, ; = Zl:k my
et qui part avec une nouvelle vitesse vy ; donnée par Péquation my, jvg; = Sob_, mdv.
Dans le cas continu, I’état initial du systéme des particules est défini par une mesure
positive p(dz,0) et par une fonction vitesse x — wug(x), et si on note par p(dz,t) et
u(x,t) respectivement la distribution de la matiére et la fonction vitesse a l'instant ¢,
alors les lois de conservation de la masse et de la quantité de mouvement sont données
par le systéme

% + Oy (up) =0,
Wtk + 0, (u?p) = 0,
p(d(lf,t) - p(dl’, 0)7 U(I, t)p(dl’,t) - UO(x>p0(dx)7 lorsque t—07F.

Ce systéme est appelé systéme de gaz sans pression, et il a fait I'objet de plusieurs
travaux |7, 4, 5, 29]. D’un point de vue de la physique, ce systéme a été étudié comme
un modeéle de particules collantes par Zeldovich. Mathématiquement les solutions de
ce systéme sont naturellement des mesures. Ainsi La famille t — (p(dz,t), u(z,t)) doit
étre une solution faible de ce dernier systéme, c’est-a-dire pour toute fonction f € Cy,
'espace Cj est ensemble des fonctions de classe C'!' & support compact, et pour tous
0< t1 < t2,
i) [ f(z)pldz,ts) — [ f(z)p(dz,ty) ff (z)u(x (da: t)dt
i) [ f(x)u(z, ts)p(de,ts) ff u(z, t1 )p(dx, tq) ff )p(dx, t)dt,
iil) [ f(z)p(dz,t) — [ f(x)po(dz), [ f(x ux,)pd ff po(daj)
lorsquet — O+.
L’existence globale d’une solution faible a été obtenue par Brenier, Grenier [7] et
E, Rykov and Sinai [29]. Une approche probabiliste a été faite par Dermoune [12]. I



a montré que les trajectoires des particules collantes sont modélisées par un processus
stochastique, solution de I’équation différentielle

dX, = Eluo(Xo) | XiJdt, 1loi(Xy) = p(dz,0). (1.1)

Les techniques utilisées dans tous ces travaux sont difficiles & étendre en dimension
d > 1. Une tentative a été faite par Dermoune et Djehiche [13, 14]. Ils ont introduit la
viscosité dans le systéme (1.1) et ont obtenu le systéme différentiel stochastique non-
linéaire suivant :

dX, = E(u(X,) | X,)dt + vdB, (1.2)

ol B est un mouvement brownien sur R? et P(X, € dx) := p(dz,0) est la loi de Xj.
En utilisant la formule d’It6 combinée avec des techniques d’analyse, Dermoune [11] a
montré l'existence et I'unicité faible du systéme (1.2). Il a déduit que (p(dx,t) = P(X,; €
dx),u(x,t) := E(uo(Xo) | X; = x)) est 'unique solution faible du systéme suivant :

Ou(p) + Xy Or, (i) = 5 Alp

)
S(da V) at(uzp) + Z;lzl (9%. (uzujp) = TA(UZp), V1 <1< d
pldz,t) — plda, 0, u(z, )p(dr, t) — v(z)p(da, 0) as t — 0F.

Les données initiales (p(dz,0),v := (v1,...,v4)) représentent respectivement la densité
de la matiere et la vitesse a l'instant ¢t = 0. Dans le cas v = 0 le dernier systéeme devient

Oh(p) + 325 O, (usp) =0
S(d,0) ¢ 0, (uip) + Z?:l Or, (uujp) =0, V1 <i < d
p(dx,t) — po(dx), wi(x, t)p(dx,t) — vi(x)po(dr) as t — 0.

Ce systéeme est appelé systéme de gaz sans pression. Il apparait dans les méthodes de
constructions numériques des solutions de 'équation d’Euler [2, 3, 24].

Une question intéressante et difficile consiste a obtenir S(d,0) en faisant tendre la
viscosité v — 0 dans le systéme S(d,v) ou d’'une fagon équivalente dans (1.2). Mal-
heureusement méme dans le cas de deux particules initialement situées en a,b € R? et
ayant respectivement comme vitesses et masses initiales vy, ve et p,1 — p (c’est-a-dire
p(dx,0) = pds + (1 — p)dp, v(x)p(dz,0) = pvid, + (1 — p)vedy), 'étude de la limite de
EDS(v) lorsque v — 0 s’avére difficile.

Le premier résultat de ma thése propose une nouvelle solution probabiliste au systéme
S(d,v). Nous construisons deux diffusions indépendantes X = a + fot u(X? s)ds +

vBe X =b+ fot uw(X?, s)ds + vB?, ayant la méme viscosité v # 0 et la méme dérive

=
k)
-~
—~
S
N
<
)

a 1 —
U(.Z’,t) — ppt (.Z’)’Ul + ( p 7

ppi(z) + (1 = p)ph(x)

ot p?, p? sont respectivement les densités de X et X?. Nous montrons que la famille
(pe(z)dx = ppd(z)dz + (1 — p)pb(x)dx, u(z,t) : t > 0,2 € R?) est 'unique solution faible



du systéme de gaz sans pression S(d,v) avec condition initiale (pd, + (1 — p)dp, vy =
v(a),ve := v(b)). Nous espérons dans un travail ultérieur que 1’étude de la limite de
S(d,v) lorsque v — 0 aboutira via ce nouveau processus. Ce travail a été publié dans les
Comptes Rendus de 1’Académie des Sciences de Paris (CRAS) [9], et sera détaillé dans
le chapitre 1.

Le chapitre 2 de ma thése traite de I'estimation de la densité G(¢, x,y) de la diffusion
dont le générateur est donné par

d
L= % Z aij(x>8§¢xj + sz(m)az

i,j=1 i=1

Afin d’expliquer notre contribution dans ce chapitre, on rappelle le résultat suivant
de Sheu : [30]

Soit g(x) la matrice inverse de a(z). Il existe des fonctions ki, ka2, ¢1 et co & valeurs
strictement positives telles que pour z, y € R,

1
(2tm)d/2\/det a(y)

ko(t) exp(—ca(t)Ip(t, z,y)) < G(t, z,y) (1.3)

1
G(t,z,y) < NG a(y)kl(t) exp(—cy () L(t, x,y)) (1.4)

ou

Ih(t,2,) = inf {; || 32 56D 005) = b)) (605) = o))y

»(0) =z, ¢(t) =y, ¢ absolument continue}.

Notre contribution consiste a préciser les constantes ci, ¢o en fonction du spectre de
la matrice inverse de a et du temps.

Dans le chapitre 3, on utilise ce résultat pour obtenir I'existence et 1'unicité du
systéme

9(p) + div(up) = L*(p)

Or(uip) + div(uup) = L*(u;p),

V1<i<d, p(dz,t) — po(dz),u;(x,t)p(dz,t) — v;(x)pe(dx)
faiblement, quand ¢t — 0"

S(a,b)

ou L* est I'adjoint formel de l'opérateur L. Ce systéme coincide avec celui étudié par
Dermoune [11], lorsque a est la matrice identité et b = 0. Ce travail a fait I'objet d'une
publication dans Journal de Mathématiques Pures et Appliquées [10].






Chapitre 2

Diffusion avec interaction entre deux
types de particules et systéme de gaz
sans pression avec viscosité

2.1 Introduction et motivation

Dans ce chapitre on étudie le systéme des équations aux dérivées partielles suivant :

2

0up + Y5y O, (up) = 5 (Ap)
y Oy (uip) + Z?:1 8963- (uiujp) =
SWDA e ), ula Dplde, 1) —

lorsque ¢t — 0 + .

V? (uip)
(péa + (1 = p)dy, pv1da + (1 — p)vady)

Ici a,b,v1,v5 € R% et p € (0,1) sont les données initiales. Le systéme S(v,d) avec les
conditions initiales (p(dz,0), v(z)p(dz,0)), ou p(dx,0) est une mesure de probabilité
sur R? et v est une fonction continue, est appelé systéme de gaz sans pression avec
viscosité v2. Le lien entre S(0, 1) et les particules collantes a été largement étudié, voir
par exemple [7]|. Par contre le lien entre le systéme S(0,d) avec d > 1 et les particules
collantes n’est pas encore bien établi (voir, [38]).

Une premiére étape pour comprendre ce lien a été proposée dans [11, 12, 13, 14|. Dans
cette étape, les auteurs ont construit une unique solution au systéme S(v, d), avec v # 0,
via I’équation différentielle stochastique EDS (v) :

t
X, =Xy + / Ev(Xy)/Xslds + vB.
0

La variable aléatoire X est indépendante du mouvement brownien B et a pour loi
p(dz,0). Maintenant, la deuxiéme étape consiste & obtenir S(d,0) en faisant tendre
la viscosité ¥ — 0 dans le systéme S(v,d) ou d’'une fagon équivalente dans EDS(v).
Malheureusement méme dans le cas de deux particules initialement situées en a, b € R¢
et ayant respectivement comme vitesses et masses initiales vy, ve et p, 1 — p (c’est-a-dire



p(dz,0) = pd, + (1 — p)dy, v(z)p(dx,0) = pv1d, + (1 — p)vady), I'étude de la limite de
EDS(v) lorsque v — 0 s’avere difficile. On propose dans ce chapitre une nouvelle solution
probabiliste au systéme S(v, d).

Nous espérons que ’étude de la limite de S(v, d) lorsque v — 0 aboutira via ce nouveau
processus.

Nous construisons deux diffusions indépendantes

t t
X! =a+ / u(X® s)ds +vB*, XP=0b+ / u(X?, s)ds +vB! (2.1)
0 0

ayant la méme viscosité v # 0 et la méme dérive

w1y = PP+ (L= Ppi(w)vy (2.2)

ppi(z) + (1= p)ph(x)

ot p?, p? sont respectivement les densités de X et X?. Nous montrons que la famille
(pe(dx) = ppi(x)dx + (1 — p)p°(x)dx, u(z,t) : t > 0, z € RY) est I'unique solution faible
du systéme de gaz sans pression S(v,d) avec données initiales p(dz,0) = pd, + (1 —
P)op, v(a) = vy, v(b) = vs.

2.2 Idée de la construction et résultats principaux

Nous commencons par donner 1’idée générale de cette construction. Soit 1) une densité
de probabilité strictement positive, symétrique sur R?, continue bornée ainsi que ses
dérivées d’ordre inférieur ou égal & 2. On pose pour tout r > 0, ¢(z) = r4)(rz), Vo € R
On considére le systeme de N = n + m équations différentielles stochastiques suivant :

t
Xiernm g 4B / Diebrnm g (2:3)
0
XPVI 4 Bt / Dibarnm s (2.4)
0

ou

Di’mbmn’m B Z;;Z d)(X;',a,r,mm o Xg',a,r,mm),ul + Z;’;l <b(‘X';L,a,nnnn _ Xg,b,r,n,m),u2 (2 5)
s Z;;gz gb()(;',a,r,mm _ Xg',a,nn,m) + Z;nZI ¢(X;L,a,r7n,m _ Xg',b,r,mm) .

et

D] b,a,r,n,m Z?:l ¢(Xg,b,T)n7m _ X;'ya,T,n7m),Ul + ZZ;] ¢(Xg,b,’r",n,m _ Xéc,b’r’n,m)UQ (2 6)
s - Z?:l gb(Xg,b,r,n,m _ X;',a,r,n,m) + 22;] ¢(Xg,b,r,n,m _ Xéc,b,r,n,m) :

ou (B", Bt 1<i<n, 1<;5< m), sont N = n+m- mouvement browniens & valeurs
dans R? indépendants. la régularité de ¢ entraine I'existence et 'unicité de la solution
forte de ce systéme, (voir 'annexe section 4.5).



On montre que pour chaque couple (4, j) fixé, la suite (XH@rmm = X7brnm) converge

en loi lorsque m,n — +00, =t~ — p, r — 0, vers une diffusion (X*, X*) décrite par :

t t
X! =a+ / u(X® s)ds +vBf, XP=0b+ / u(X?, 8)ds +vB?
0 0

Puis on prouve que la famille
(p(dz) == pP(X{ € dx) + (1 — p)P(X} € dx), u(z,t): t >0)

est 'unique solution faible du systéme S(v, d).
On peut maintenant énoncer les résultats principaux de ce chapitre, qui ont été
publiés dans le Comptes Rendus de I’Académie des Sciences [9].

2.2.1 Théoréme

Soit ) une densité de probabilité strictement positive, symétrique sur R¢, continue bornée
ainsi que ses dérivées d’ordre inférieur ou égal a 2. On pose pour tout r > 0, ¢p(x) =
rd(ra), Vo € R Soit (i, ) fixé. Sin,m — +o0o, —— — p dans (2.3)-(4.4) et r — +o0,

’ n+m

alors (Xbarmm_ X3brmm) converge en loi vers (X, X°) solution de (2.1), (2.2).

2.2.2 Corollaire
I existe deux mouvements browniens indépendants B®, B® sur R?, et un processus Z
solution de I'équation différentielle stochastique non-linéaire suivante :

¢
Zy = Zy +vBP +/ Ev(Zy)/Zs]ds, t >0, (2.7)
0

ot Zy est indépendante de B®, B® est tel que P(Zy = a) = p = 1— P(Zy = b). La famille
(p(d,1) = P(Z, € dz) = (ppi(z) + (1 — p)b(@))dz, u(w,t) = Elo(Zo)/Z = 1] : t>
0, x € R?) est une solution du systéme S (v, d).

2.2.3 Théoréme
La famille (p(dz,t) := P(Z; € dz) = (pp}(x) + (1 —p)pb(z))dz, u(z,t) = E[v(Zy)/Z; =
x]: t>0, x€R? est 'unique solution du systéme S(v,d).

Le reste de ce chapitre est consacré a la preuve de ces résultats.

2.3 Existence d’une solution

La preuve se fait en plusieurs étapes.

2.3.1 Etape 1 : la tension

On fixe r et on fait tendre n, m vers l'infini, - — p. D’apreés le critére de tension

(voir "annexe section 4.6), il est clair que pour tout 1 < i < n, pour tout 1 < j < m la
suite

((){Z,a,r,n,m7 Bz,a7 X],b,r,n,m’ B],b ‘n, m)



est tendue dans I'espace C([0, 7], R%?). En utilisant la régularité de ¢, les suites

_ - i - zn: ¢(Xti,a,r,n,m _ )(tj,a,r,n,m>7
JFi

t— Tz',a,r,n,m
t

m

1 Z ¢(Xti,a,r,n7m . th,b,r,n,m)7

_ jvti,a,b,r,n,m _ =
m

j=1
1 m
7_1 Z ¢<Xti,b,7”,n,m . th,bmm,m)’
J#i

t — Ti,b,?”,’l’b,m —
¢ =

et
1 n
i,b,a,r,mm i,b,r,n,m 7,a,r,m,m
t—T1; —_E ¢<Xt — X )

n <
J=1
sont aussi tendues dans C'([0, 7], R).
Pour (1, j) fixé, on considére la limite faible d’une sous suite extraite de (X LALLM e
j,b,r,n,m b 0,7y M, M i,b,r,n,m i,a,b,r,m,m ,7,b,a,r,n,m 4 i,a,T i,a j,b,r j,b
X7 , BT T T , T ),notee (X , B, X0 BIP
i,a,T j,b,r i,a,b,r j,b,a,r
Toer T35 T , 17 )

2.3.2 Etape 2 : passage a la limite

En utilisant le théoréme de représentation de Skorohod (voir I'annexe section 4.8) et

le fait que - — p, on a

) ) t Tz',a,r 1— Ti,a,b,r
Xt”“””:a+uBZ’a+/ I "o + (L= P2 e (2.8)
o pIZ™ + (1 —p)T5™"
et t j,b j,b
. . T]7 7a7r 1 j— T]7 7T
X707 = b+ vBi +/ P (1=p) s, (2.9)
o P+ (1= p) T
Maintenant, nous montrons que
Tzar /¢ Xzar_ (dZ) TzabT /¢ XZCLT—Z)pS’T(dZ>, (21())
et
Tibr = [ p(XIOT — 2)ph7(dz),  TIer = /¢ X0 — ) p®"(dz), (2.11)

ot p7(dz), p>"(dz) sont les lois de probabilité respectives de X" et X b,
Etape 1
Nous allons montrer l'estimation suivante

E ‘Tlar_ Z¢ Xlar_X]ar)} SO(?’L)




avec lim,, o, C'(n) = 0.

En effet, la loi du vecteur aléatoire (X;*"™™ 1 < i < n) est inter-échangeable, d’ou
pour n < N,
1 . l,a,r,N;m J,a,r,Nm 1 al l,a,r,N;m J,a,r,Nm 2
B[ S atenaim - xpartim) - 37 g(xpen - xgjenton) ]
j=2 Jj=2

- 1>2tN — [((N S 1P(n— 1)+ (n— 12N = 1)

~2(n — 1)(N — 1)(n — 2))E[p(X}>mNm _ vaav’*Nvm)])z
+ (N =1)*(n—2)(n—3) + (n — 1)*(N — 2)(N — 3)

=20 = DV = D= 2V = DE[(RL = x|,

Faisant tendre m, N — oo, m%\, — p, on en déduit l'existence d’une fonction C'(n) telle
que

lim C(n) =0
et
a,r 1 . a,r ja,r
E (|1 - mZéﬁ(th’ X7 )‘] < C(n). (2.12)
=2
Etape 2

Pour identifier 7;"*" nous allons utiliser la loi forte conditionnelle dont 1’énoncé est le
suivant.

Soit X = C([0,T],RY). 1l est clair que pour chaque i, X**" € X. Par construction,
la loi du vecteur (X" : i > 1) est inter-échangeable. Soit II I'ensemble des bijections
7 : N, — N, qui permute un nombre fini d’éléments de N,. On désigne par B> l'en-
semble des boréliens de X et X = (X" :§ > 1). On note 7X = (X" :4 > 1).

La tribu & = {X"Y(B) : B € B®, P[X " Y(B)A(rX)"Y(B)] = 0, Vr € II} est appelé
I’esemble des événements permutables de X.

Le résultat suivant se trouve par exemple dans [35].

2.3.1 Lemme ([35])
1. Sachant S, les variables (X%" i > 1) sont indépendantes et identiquement distri-
buées.

2. De plus, si pour chaque fonction f mesurable de X a valeurs réelles, (f(X"*"),i >
1) sont mutuellement indépendantes, alors elles sont indépendantes de S.

On en déduit d’apres la loi forte des grands nombres que

1

n—1

ST o0 Xior) — [ G(Xi — 2)pr (da).
JFi



D’ou
TZaT‘ /¢ XZ(IT’_ (dz)

Ce qui fini 'identfication de T
De la méme maniére, on montre que

7t = [ o0 - 2)et (@)
Tt = [ o(xietr - )k (a2)
Tiver = [o(xiter - 2)pr(da)

Finalement, chaque limite de la suite (X®®7mm X 7brnm) Jorsque n, m — +00
p est une solution faible de I’équation dlfferentlelle stochastique suivante :
(dX*",dX"") = v(dB},dBY)+(Dy(X{")dt, Dy(X,T)dt), (X5, XJ") = (a,b) (2.13)
ot pour chaque y € R,
Dyly) = p [ oy —2)p!" (dw)vs + (1= p) [ $ly — 2)p," (dz)v,
p [ ¢y —2)pi" (dw)vr + (1= p) [ ¢ly — )p;" (dz)v,
Ici (p®"(dzx), p?" (dx)) sont respectivement les lois de X" et th’r.

7+m

(2.14)

Conclusion : Pour montrer ce résultat on a utilisé la loi forte des grands nombres
comme dans [11] pages 9,10,11. Cette technique a été utilisée pour la premiére fois par
Zheng [35], voir aussi [8].

2.3.3 Etape 3 : identification de la diffusion

Pour achever la démonstration de 'existence de la solution, il nous reste & faire tendre
r — 0, et & montrer que (X", X*") convergent en loi vers (X% X°) données par (2.1)
et (2.2).

Nous avons besoin des quatre lemmes suivants :

2.3.2 Lemme ([31], lemme 11.4.1)
Soit (fn,n > 1) une suite de fonctions positives Bra-mesurables, vérifiant :

i) Pour tout n >1, /fn(x)dx =1,

hmsup/|fn (x 4+ h) — fu(x)|dx = 0.

h—0 n>1

iii)On suppose qu’il existe f € L'(R?) telle que, pour tout v € Cy(R?),

/f Ddr = lim [ £, (2)0(x)dz.

n—oo

Alors f, — f dans L'(RY).



On rappelle que S est 'espace des matrices réelles carrées d x d positives et symé-
triques.

2.3.3 Lemme ([31] Théoréme 9.1.15)

Soient a : [0,00) x RT — ST et b: [0,00) x RY — R? deux fonctions mesurables bornées.
Pour T > 0, on suppose qu’il existe 0 < A\p < Ay < 00, By < oo et é7 : (0,00) — (0, 00)
une fonction croissante, tels que :

DAr|0]? < (0, a(x,5)0) < Ap|0|?, et |b(x,s)| < Br pour (s,z) € [0,T] x R? et 6 € R™
ii) lim.\ o d7(e) = 0

sup  la(z1,8) — a(za, s)|| <e, e>0.
0<s<T
|z1—22| <7 (€)

Alors pour chaque T > 0 il existe ® : (0,00) — (0, 00) fonction croissante qui dépend
seulement de d, T, \p, Ar et or telle que lim o ®(e) =0 et

T
/cﬁ/m®w¢y+m—p@%twwyéﬁmw

ou p(s,x;t,y) sont les probabilités de transition de la diffusion de générateur

d d
Z (t, ) 82 Zazi
=1 i=1

[\D|>—‘

2.3.4 Lemme
Soit t > 0 et soit o; la densité de la loi gaussienne de moyenne 0 et de variance v°t,
c’est-a-dire

ou(z) = (2n%t) "% exp (- ﬂ)

Pour h > 0, t > p, nous avons les estimations suivantes pour h > 0,t > p

C
Vo (z)| < — o9 (x), 2.15
| t()|_ﬂzt() (2.15)
(0cinp(@) = orinp(@)| < el —a'|(t — p)~ @D/, (2.16)
Preuve.
On a
Vou(a)| = [z](2mA) 722 exp (- 220
g = T 7TV 1% X _
t P 202t
|z] ]2 o |2 | 251
= — ) (4mt)~Y -
A2t © p( 4y2t) (4mt) exp( 427 v/t



puisque sup,>o T exp(—12?%) < +o0.
Pour la deuxiéme estimation, d’apreés le théoréme des accroissements finis, il existe ¢; €
(x,2') tel que

Ot4+h—p\T) = Ot4h—p\T )| = | T — X Ot+h—p\C1
| (x) (@) < | v (c1)]

et en appliquant (2.15), on obtient (2.16).

2.3.5 Lemme (Oelschlager [25])
Soit m une fonction mesurable bornée de R x R, — R et f € Cp* (R x R,).
Soit t — p, € M;(R?), ensemble des probabilités sur R?, solution du systéme suivant :

[ Htantan) - [ 10.2)(d2)

:/t</ [Zd:mx )0y, f(s,2) + 05 f (s, x)]ps (dr) + /Af s, ps(dx))d

(2.17)

Alors
1) pi(dx) est absolument continue, de densité p;(x), par rapport a la mesure

de Lebesgue sur R,

2)II existe ¢ une constante qui dépend uniquement de d, ||m||«, T et v,

telle que :

i) o lloo < c(t™? +1) VE<T, (2.18)

i) |pe(w) = po(@)| < e((t A s)™ D2 1) [t — |15, (2.19)
Vs <t <T, Yz € R?

i) |pe(2) — pe(y)] < et V2 4 1) |z —y|V? VE<T, Va,yc R (2.20)

La preuve de ce résultat se trouve dans ’annexe section 4.9.
Retour a la preuve de I’étape 3.

Maintenant, on fixe 7, j (par exemple (i, j) = (1,1)), et nous allons faire tendre r — 0
dans les équations (2.13), (2.14). D’abord il est facile de voir que (X 1" := Xar X1br .=
Xb7) est C-tendu. Par conséquent toute limite (X¢, X?) lorsque r — 0 est solution d’une
équation différentielle de type

t t
X! =a+ / d*(s)ds + vB* X' =b+ / d°(s)ds +vB!
0 0

ot (B%, B®) sont deux browniens indépendants, et d?, d° sont deux processus adaptés
bornés.



Il est bien connu (voir par exemple le lemme 4.3.1) que X, X} ont chacune une
densité notée respectivement par p?(z), p2(x).
Nous voulons montrer que dxdt-p.p.

/wwwm—y»ﬁwanepﬂ@,aza&

Soient Ty > T > 0, 5(t> = 1[T1,T2](t) et

ﬁwwawecjﬁw—wﬁ%www

ou C~' = Ty — T;. La fonction f,, est une densité de probabilité sur R¢ x R,. Par
conséquent la suite (f,4,,r > 0) vérifié la condition i) du lemme 2.3.2.

Si on note f,(z,t) = p¥(z), La convergence faible de p;"" vers p{ entraine la condition
iii) du lemme.

On va maintenant montrer que (f.,, f,) vérifie I'hypothése ii) du lemme 2.3.2.

Pour A, n deux réels positifs, on a

// | fra(®+h,t+n) = fra(o,t)| dvdt
=C| // ‘ /925 x+h—z2)pl (2)0(t + 1) — d(x — z)p?’%z)d%(t}‘dwdt

< I + I,

I = C'// ‘ / [0(z +h — z) — ¢(x — 2)] priga, r(2)dz|0(t + n) dadt
et

I, = C'/OT/ ’ /qb(x — 2)[0(t +n)prina,r(z) — 0(t)pl" (2)] dz| dxdt.
On a

IL— c// | /gzﬁ(z)[pffn(z ) = it (= 4 )=t ) dir .
Du lemme 2.3.3, on déduit qu’il existe une fonction ® qui dépend de d, T5 telle que
I < Co(h).

Pour I, il suffit de montrer que

I = sup / / ‘ / bz — 2) o (2) — pz”(z)}dz)dxdt



tend vers 0 quand n — 0.
Pour chaque K > 0 le terme I3 est la somme de deux termes I et I5, ol

s [ f] [ = Do) = (2] ] s

et

dx dt.

Lo [ f] [ =Dl - @)

D’aprés le point ii) du lemme 2.3.5

/:2 / ‘ /“z|<K] ¢(z = 2) [prin(2) - pt(Z)]dZ‘d:Edt

Ts
< cn1/5/ (t~D/2 L DN(B(0, K))dt.

T

t
D’autre part, comme X" =a —l—/ Dy(X%")ds + vB; , avec Dy bornée,
0

on déduit que

Is < 2||vf |lee  sup /po(dy)P(|Xty| > K).

te[Th,To+1]

Comme
P(|X}| > K) < P(lvBy| > K/2) + P(ly| + t[| D]l > K/2),

alors [ P(|X{| > K)po(dy) — 0 lorsque K — o0 uniformément pour ¢ € (1,15 + 1).
On conclut, en appliquant le lemme 2.3.2 que f., — f, dans L'(R%). En utilisant
le théoreme de representation de Skorohod, on peut supposer que f,q(x,t) — fu(z,t)
presque partout,

La démonstration pour (f,p, fp) est la méme que celle de (f, 4, fa). On en déduit que

C’/¢(x —2)pp"(dz) — pf(x) dxdt presque partout

C/¢(x — 2)p"(dz) — pb(x) dazdt presque partout.

D’ou
(7)vy

()

¢(x)vy + (1 —p)p?
w(z, 1) = PO (a) 1+ ( p)pz
PPy (x) + (1 - p)Pt
Ceci termine la preuve du théoréme 2.2.1.
On termine cette section par la preuve du corollaire.

(2.21)



Soit (X2, X°) donnée par

t al xo 1— bXa
SR T C 4TS T DA

o PAXD T 0P (2.22)

et

t a Xb 1— b Xb
Xf:b+uBf+/ ZACH U Ut JACH P (2.23)

o prI(XY) + (1 —p)pi(XY)
avec pl(x), p?(z) sont respectivement des densités de X et X}.

Soit Zy est une variable aléatoire indépendante de (X%, X?) et tel que P(Zy =a) =p =
1 — P(Zy =1). Si on pose

Zi = Xl zgma) + X 79—y, t >0,

alors Z satisfait (2.7). Pour montrer que (P(Z; € dz),u(z,t) : t > 0,2 € RY) est solution
faible du systéme S(d, v), on utilise la formule d’Ito :
Vf S Cg(Rd), 11 < 1o

t2 2

f(Zy,) — f(Zy,) — / [u(Zt,t)Vf(Zt) + %Af(Zt)] dt = martingale centrée. (2.24)
t1

En prenant l'espérance des deux membres de (2.24), on obtient la premiére équation du

systéme S(v,d). Soit (v'(Zy),...,v%(Zy)) les composantes du vecteur v(Zp). En multi-

pliant I'égalité (2.24) par v¢(Zy), 1 < i < d, et en appliquant I'espérance on aboutit a la

deuxiéme équation du systéme S(v,d).

2.4 Unicité de la solution

I nous reste & montrer 'unicité de la solution du systéme S(v, d). Si on pose v(a) = vy,
v(b) = vy et p(dz,t) = pd, + (1 — p)dy, on retrouve un cas particulier du travail fait par
Dermoune dans [11], qu’on rappelle ici :

Soit (p, u) une solution faible du systéme S(v, d) et de condition initiale (pg, v), ayant
la représentation suivante :

ofet) = ula pl, ) = [ o)o(0,v:t. )l (225)
p(0,y;t, x) étant solution fondamentale de I’équation parabolique :
d 2
K(p)+ Y 0n, (pu) = - Alp).
j=1

On introduit qo(z,t) = qo(z,t,+) = qo(z,t,—) = p(z, 1) et

gt +) = / o (W)poldy)p(0, s £, 2)dy.



et =) = [ o Wldpp(0.yita)dy, V1< i<
On a alors
qi(xa t) = Qi(x>ta +) - QZ(*CE’ t? _)
Pour tout e = +,—, si = = [v5(y)po(dy)dy, alors (t — cqi(.,t,€)) est une famille de

densité de probabilité sur R?, solution de
d 2
v
O(m) + ]Ezl O, (b m) = ?A(m), (2.26)

ou

b(l’,t) = 7)(611(*75725)7 "‘7Qd(x7t)) 0<:<d.

qo0 (]}', 13
D’apreés le lemme 2.3.5 | il existe une constante ¢ qui dépend uniquement de ||v||o, v et
d tel que pour tout ¢ =0, ..., d,

lgi (ot €)oo < e(t™% 4+ 1),
l4i(y, t,e) — qi(y, s, €)| < e((t As)~ D24 1) Jt—sf'V5,
|qz(y7 t7€> - Qi(y,7t7 6)‘ S C<t_(d+1)/2 + 1) |(L’ - y|1/2‘

On peut montrer également que ¢ = (qo(x,t), ¢1(x,t,+), q1(x,t, —)..., qa(x, t, +),
qa(z,t,—)) == (qi(e) : 0 <i < d, e =+, —) est solution faible du systéme

9(qi(e)) + Z?Zl 0:,qi() F(q) = V;A%(@)
Vi<i<d ,e=+,—
¢i(e,dx,t) — q;i(e,dx,0) faiblement pour ¢t — 0T

avec
1

On peut remarquer que g — ¢;(¢)F(q) est lipschitzienne continue sur le domaine
D ={q e Ry x R*: |g| < |1v]locqo; €] < [|V]|00q0¥1 < i < d}.

On note |q| := o + 0, [6:(+H)] + lai(=)]-

Soient deux solutions faibles (¢},0 < d), (¢?,0 < d) de S(v,d) avec condition initiale
identique pg, v et ayant la représentation 2.25.

On se propose de montrer que V1 <1i<d

Qé(x7t) = qg(x7t)7 qu(x7t7 +) = Q?(m7 t? +>7 qu(*T7 t? _) = qZQ(x7t7 _>
De (2.26), on déduit pour toute f € C3(R? x [0,T] et pour i =0, ..,d

[ et e = [ 70,24 (d,0)
:/(f(/ [F(q)Vf(s,:v)+88f(s,a:)]qil(x,t)dxds

+V;/Af(s,x)dxqil(x,t, +)dw>ds (2.27)



Soit op,(z) = (2wh) ™2 exp(— | ° ), on a pour tous h > 0 la fonction (z,s) — 7 * oyyp_s

appartient a Pespace CZ(RY x [0 t]) quelque soit v € L}(R?) et en utilisant I’équation
2.27 et

1
0504 — §A05 =0,

on a

g ( y,t +) — ¢l (y,t,+)]
r—y
t—s

D7)y = @) gl (2.5, +)=

[F(g (1, 5)). (= j)o—t s<y—x>}qz<m,s,+>)'.

Par convolution avec o, , h > 0, on a

/\ql y,t,+) — @ (y, t, H)lon(z —y dy<///‘ (2,9))q; (2,5, +)

R )@z 54 ' =

o[ [ [t tef—o Et o (- )

2

(273 (t — 8))—d/2exp < - %)Uh(m —y)dzdyds

; at_s(z — y)on(z — y)dzdyds
— S

< C/o / d' (2, 8) — ¢*(=, 9)| (¢t — $) 209 gyn(z — x)d2ds.

De la méme fagon, on montre que
/\qz v, t,—) — ¢ (y,t, =)|on(z — y)dy

<c / / ' (2, 5) — ¢ (2, 9)|(t — 8) 202521 (z — x)dzds.
0

Par conséquent

/ ¢" (v, 1) — ¢ (y. t) |on(z — y)dy
< C/o / 4" (2, 8) — ¢*(2, 8)| (t — 8) 209y 1n(z — x)d2ds.
Si on pose
Qb t.) = [ |6'w.0) = (0. Olon(x )y
alors

Q(h,t,z) < /Ot Q2(t — 5) + h,s,z)(t — 5)"/?ds. (2.28)



D’autre part, on a
Q(h,t,x) < ch™2

On insere cette inégalité dans (2.28). On obtient

Q(h,t,z) < /Ot(t —5)7Y2(2(t — 5) + h)"Y%ds

t—h t
< c(/ (t —s)~@D/2gs 4 / (t — s)_1/2h_d/2ds)
0 t—h

< (b2 4 5 log h| +1).

On recommence la méme opération et on obtient :
Q(h,t,x) < c(h™“"D/2 £ 545]logh| + 1).
Finalement en itérant ce procédé jusqu’a 'ordre d 4 1, on arrive au résultat suivant :
Q(h,t,x) < ¢ uniformément pour h > 0,t € (0,7],r € R%.
D’autre part
lim Q(h,t,x) = |q'(z, ) - ¢*(x,1)]

ce qui implique

sup }ql(x,t)—qz(x,t)} < 0.
x€R4 te(0,T]

De plus pour t € (0,7"] pour chaque i fixé
t
w0 -2l [ s (@) - @) (-9
0

z€R?,ve(0,17]
2 2

(2m2(t — s))_d/2./ (% exp ( - %)) exp ( - %)dm)ds

t
<c s a0 - )] [ (- o) s
2€R%ve(0,T7] 0

<c sup }ql(z,v)—(f(z,v)} VI
2€R ve(0,T7]

On a cette majoration uniformément pour ¢t € (0, 7], y € R?, d’ou

sup ¢ (z,t) — Pz t)| <c  sup ' (z,0) — Pz 0)| VT
2€R4 t€(0,77] 2€R4 ve(0,T7]

Soit 7" < ¢2, pour ce choix on obtient

sup }ql(z, t) — ¢*(z, t)} = 0.
2€R t€(0,7"]

On peut procéder pour [T, 27"] comme pour (0, T"] précédemment et on arrive enfin au
résultat désiré, c’est-a-dire

sup ‘ql(z, t) — q2(z,t)‘ =0.
2€R2te(0,T)

Ceci achéve la démonstration.



Chapitre 3

Estimation de la densité de diffusion

Soit L = %Zf =1 Qij (:E)@ixj + Zle b;(x)0,, V'opérateur différentiel de second ordre
sur R, Les coefficients a;;, b; appartiennent a C§+B (R?) l’espace des fonctions f deux
fois dérivables avec f et ses dérivées bornées et (9%1_% f Hélderiennes d’ordre 5 € (0,1). La
matrice a(z) est symétrique, de plus on suppose que a(z) > Al jxq, o0 A > 0 et I;,q est
la matrice identité de dimension d. Sous ces conditions (voir [30]), il existe un processus
de Markov X; a valeurs dans R? solution de ’équation différentielle stochastique

dXt = CLI/2 (Xt)dBt + b(Xt)dt

De plus X admet des densités de transitions G(¢, x, y) solution de I’équation aux dérivées
partielles suivante :

0,G(t,s,y) = LG(t,x,y), t>0,x R

avec G(0,z,y) = 0(x — y).

3.1 Reésultat principal

Le résultat suivant est dit Sheu [30] :

3.1.1 Théoréme
Soit g(x) la matrice inverse de a(x). Il existe ki, ks, ¢1 et ¢y des fonctions positives telles
que pour z, y € R?
1
(2tm)/2\/deta(y)

ko (t) exp ( — (Ot z, y)) < G(t,z,y) (3.1)

1
G(t,z,y) < (20m) 17 deta(y)kl(t) exp < — c1(t) Iy(t, x,y)) (3.2)

ol

it = int {5 [ S a5(6060) (605) - Ho(),(605) = bo(s)) s



o0) =, 0l0) =y
Le résultat principal de ce chapitre est d’obtenir les estimations suivantes :

3.1.2 Théoréme (A. Dermoune, S. Filali, 2003 [10])
Si

—00 < Ay = inf inf (g(x)n,n) < A, = sup sup(g(z)n,n) < +oo,
zeR? |n|=1 zeR? n|=1

alors VT > 0, t €]0,T], Ve > 0, il existe une fonction § telle que sup;eo 7 9(t,€) < ¢
ar(t) =0(t,e) + AgA, ',

iy [ L el 207005
2 ou bien 6(t,e) + A",

Icic?=a

L’intérét de ce résultat apparaitra dans le chapitre qui suit.

3.2 La preuve

Le schéma de la preuve est le méme que celui de Sheu. Les outils utilisés sont dis a
Fleming [18].

3.2.1 Transformation logarithmique (Flemming [18] )

Si f € CP(RY), alors la fonction

f@@Z/awwﬁ@@z&W&ﬂ

a les propriétés suivantes :
Ovia; f(t, ), Oy, f(t,x), Opf(t, x) sont continues et

O f(t,x)=Lf(t,x), t>0, xR

f(0,2) = f(x).
On définit pour yo € R% et a > 0,

faly) = (VQlﬂa)d\/detla(yo) exp < - %gz’j(yO)(y —¥0)i(y — yO)j) (3.3)

et G*(t,x) = E.[fo(X¢)]. Nous avons

lim G*(t, z) = G(t, z, yo)

a—0



et J(t,z) = —logG“(t, x) est solution du probléme non-linéaire suivant :

I (1, 7) % 033 (2)05, 0, J° (1, 2) + by (2)0,, J(t, 2)
1

~ 3 ;i (2)05, J*(t, )0y, J*(t, ), t>0,2 € R,

avec

‘]a(ovx) = _IOg (fa(yo)) . (3.4)

3.2.1 Lemme
Soit FrI'espace des fonctions mesurables u : [0,7] x R — R telles que le systéme

{ dn(t) = u(t,n(t))dt + o (n(t))dB,
n(0) = z,

a pour solution 1(.) qui vérifie E[fOT \u(t,n(t)|2dt] < 00
Si on note k(z,u) = 5 > i 9i5 (@) (b(x) —u)i(b(x) —u); et si on pose u(t) = u(t,n(t)) alors

UG}—T z

JNT, x) inf E{ k(n t))dt + J*(0,n(T))|.

Cette borne est atteinte en

un(t,z) = b(x) — a(x)VJYT —t,x).

De plus, si on note par Jy(x,y) = —logG(T, x,vy), alors

Jr(z,yo) = lim  inf F {/0 h E(n(t),u(t))dt + J*0,n(T — o)) |.

a—0 UE]'—T,Q’I

Afin d’obtenir une borne inférieure et supérieure pour G(T', g, o), il suffit d’obtenir une
borne inférieure et supérieure pour J*(7T' — «, zg) indépendemment de «.

3.2.2 Estimation de la borne supérieure

Dans un premier temps, nous montrons la premiére expression de ¢, c¢’est-a-dire

ea(t) = 1+ c([l0%[loo, 1050°[|oc) A 't
Pour cela nous sélectionnons ¢ : [0, 7] — R? absolument continue, telle que ¢(0) = o,
o(T) = yo et
I7(¢) = (T, z,y).
Voir [39] pour I'existence de ¢.
On définit

u(t, z) = ¢(t) — x;jﬁ(tt), pour 0<t<T—q. (3.5)




On vérifie facilement que u € Fr_g, 4, puisque u(t, z) est lipschitzienne en z.
En utilisant le lemme précédent, on a

JNT —a,x) < E{/O h k(n(t),u(t))dt + J*(0,n(T — oz))]

dn(t) = u(t,n(t)) dt +o(n(t)) dB(1) (3.6)
et 1(0) = .
Nous sommes amenés & estimer E{fT “ k(n(t),u(t))dt} et E[J*(0,n(T — «a))].

A) Estimation de E [ [T k(n(), u(t))dt}.

Nous montrons d’abord deux résultats préliminaires qui nous seront utiles par la suite.
En utilisant 'EDS (3.6), on obtient

n(t) — ¢(t)

T dt 4+ o(n(t)) dB(t).

d(n(t) — o(t)) = —
L’igalité suivante découle de la formule de It6

n(t) — o(t)

= = [ et ants),

L’isométrie de It6 implique pour tout 0 <t < T — «

E[Int) ~ (0] = (T~ 1| / ~—o(n(s) dB(s) }
= (T —t)’E s))| ds (3.7)
< dnauoo(T—t)

et

B[00~ 00), 00~ 60),] = -7 ] [ Aasun ] 6

Maintenant nous commmencons 'estimation A.Nous avons besoin des notations sui-
vantes :




Nous utiliserons les notations similaires suivantes O0y,k, Oz, k; Opu k€t Oy k et on
posera

Ouusu B(N) = O B (B(1) + AAL (1), d(t) + AA?).
La formule de Taylor appliquée & k entre les points (1(t), u(t)) et (¢(t), $(t)) donnne
k((t), u(t)) = k(6(1), 6(1)) + 0, kAL(E) + Oy kA (D)
. 5 (Oria, KA OA] () + 20,0, AN DAL (E) + 00y, kAN AN(D))

/ / i () — Gzlxjk(0)>A}(t)A]1-(t))\ dy d) (3.9)
+2 / / O, k(A1) —8xiujk(0)>A§(t)A§(t))\ dy d\
b [ (B — 91 b)) A0 830N d ar

ici nous avons omis le signe somme pour ne pas alourdir les notations. Pour obtenir
lestimation A, il suffit d’obtenir des estimation de chaque terme de (3.9). Nous avons
plusieurs termes a estimer.

Estimation 1
Il est facile de voir, en utilisant le fait que ¢t € [0,7 — o] —
que

n(t)—¢(t)

7—;— est une martingale,

T—a
g / (0 kAL (E) + Dy KA2(2)) dt] = 0.
0

Estimation 2
Maintenant nous considérons le terme f @ Oy, ki (, u) A () AL(t)dt. On sait par défi-
nition de k(z,u) que

Osio; (2, 1) = (5002, 9(2) (0(2) — ), b(2) = u) + (05,9(2)0s;b(x), b(z) — )

+ (0, 9(2)(b(x) — w), O2,0(x)) + (9(2)0r;0,b(x), b(2) — )
+(9(2)0r;b(x), O b()).-

Nous allons majorer chaque terme.
B| / T (Oran g (6(0(1)) — D). (((1)) — AL DAL ]
<199l [ blot) ~ 60 |tk a

T—a
< d”angooHaHooT/ b(o(t)) — qb(t)‘Q dt  en utilisant (3.7)
0

< UPgllsllalloo

< 5% T I (o).



Ensuite

E[ /0 _a\<8mg(¢(t))az].b(¢(t)),(b(¢(t))_Qg(t))mg(tm}(m dt}

< [19g1locl1 bl / oo - o[ |alwal)]a

T—«
< d)|98]| oo 0glloo lallocT /
< 400109 llollalloo T Ir(6) V2.

b6 (1)) — gz's(t)) dt  en utilisant (3.7)

D’ou
T—a
E[/ Ouie b ALDA}(1)dt]| < T + e21r(6)'7 + esT2(0)
0
ou
c1 = d||gl|oo[10b]12 | alloo

ca = d(2[|0b] o109l o0 + l|9llool|0%D]l ) llal T

_ d||?gllllall
’ 2\,

Estimation 3
Maintenant on s’occupe du terme

T—a
bl / Ok ALDA2(1)dt] .
0

On a
O ki, u) = —%(@xig (b(x) — ), e;) — (g(x) Oz,b(x), €;))

Nous déduisons de 'estimation
B[ [ lustom)-bn.epatoaio]
< gl [ ptoto - o) B[ a0t a
<Noglle [ 7 o) - b0 B[ |t} o)

< dfogllelallt?( [ ote)) - e dr)
10l lol

ey ),
g



I'inégalité suivante :
T—«
E[/ Ouju A (t>A?(t>dt < C4T1/2IT(¢)1/2 +c5T
0

ou
_ d]19gllllalls
A

¢s = dl|glloo |06l | @] -

Estimation 4
Maintenant, on arrive a l’estimation du terme

T—a
A= %E[ / Do, KR (1) A2(1) dt].
0

Puisque 0,k = gij(¢(t)), ce terme est égal a

L[ el (19=00) |

1 T—a 1
3 /0 E{m%(qﬁ(t)) ai;(1)(s)) ds]d d’aprés lidentité 3.8
En utilisant 1’égalité

aij(1(s)) = aij(1(s)) = aij(¢(s)) + ai;(¢(s)) — ai;(¢(1)) + ai;(6(1)),

nous allons voir que

2[|9lloc | Val|od
NE

g

d 2
A< S(logT ~loga) + TY2(17(6)) " + llgllllallow T2

En effet, la quantité A s’écrit comme la somme A = A; + As + As. On va estimer chaque
terme.

5 [ [ B[ aselestuton  as(otsn)] asa
§Mwwmlalﬁt§mwwwwwwt
Mmuwmﬂ/_ff—{ngm@w—<nrﬂddt

T—o 1/2
< 2 lgllcllalls / / dsdt dapres (2.28)

| /\

| AN

smwwmz (T — )Wﬁ

< llgllcllalleo T2,



D’autre part, en utilisant le théoréme des accroissements finis pour a;; on a

/T 0‘/ { B 9i5(9(t ))[az‘j@(s)) — aij(¢(t))] ds] dt

g§r|g||m§ [ [ asto ﬁ

B [ |@atra(s) + <1—A>¢<t>>,¢<s>—¢<t>>\dmsdt

d T-a t
§ngoo||aauoo / / 8l [ ot aul as

d T—« 1/2
< Slolloul | / | / bl d| s a

< 2ol Vet y
T (1)

g

Comme (g;;) est la matrice inverse de (a;;), on a

/T “ / (T —s2 9i5(0(t)) ai;(¢(t)) ds dt

T—a
— ds dt
/ / T =2 "
d
§(logT log ).
En conclusion, nous avons
d 2|9]|||Va|lood 1/2
A< S0ogT ~ toga) + =T r1r 116)) 2 1 gl 7

g

Il nous reste la majoration des trois termes d’erreur qui apparaissent dans la formule de
Taylor (3.9).

Estimation 5

On utilise essentiellement 'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy, (voir la proposition
(4.3) de [28]). Nous avons

:E/l /1 auiujk()\,u)_auiujk(g))Ag(t)A?(t))\ dpi dX
/ / 915 (6(1) — MAY(t)) = g55(()) AT () AT (D)X de dA



<E / / 050 m<>>—g¢j<¢<t>>HA$<t>Ai<t>'AdudA

< 1991l ’|8g|’oo “A HAz } ]

9gll 1/2 4 1/2 1/2
< % AN NN

< 10gllscllalls’d
= 2

Gl INTOII

En utilisant I'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy, on a

E[|A?(t)|4] 1/4 < %(E[/Ot ﬁ%(n(s)) ds] 2) 1/4

1 _
< sllalleT— )72

D’ou
18g]|so|a]| 222

M) < 18

(T —t)~ Y2

Ce qui implique

— 3/2
T ||ag||oor|a|| L

Hi(t) dt < T2,

0

Estimation 6
Pour le deuxiéme terme de 'erreur, on a

/ / e ) = O 1(0) ) AL AZ()A e A
= H, + Hj.
On rappelle que

ns (1) = —5 (1009 (6(x) — w), ) — (9(x) Drbla), €5)).

Pour le premier terme H,, il est égal a

/ / [a G(O(E) + A () (BA(1) + AuAL(5)) — G(t) — Mid(t))s, e5)—

((92.9(6(0)(B(8(1) = &(1));, 6;)} A (AT ()N dp dA.



En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a

wesf [ o

(02,9((1)) (B(o(1)) — (1)),

)+ A () (b((t) + ApAL () = d(t) — pAAE (1))~

|

e[ [ [ (2m0(t) + 321 0)), = (@ual(0), 000 — 0

)A dyu dX
+?//[
cef [ e

Al (t)A?(t)’)\ dy d)

)+ AA (1)) (t);

}(t)A?(t)” A dp dX

)+ A (1))i(b((6(8) + ApA'(E)) = b((1)));

|

AL(H)AZ(t) )AdMA
82 od 99|00 (1 + ||b]| 0
[w( meﬂ
0%g||soll |52 : 199110 (1 + [1b]l o) llal| &2 .
< T Nee e Loy 0y) - g0y + - (1)
Pour le terme qui reste de Hs, on a
dl|al|so
2 < WMo o) om.
Par conséquent
T—«
/ H, (t)dt
0
< 12glxllall e 1, / - 191l (1 + [bllsc) lall e
b(o(t dt T
< T T [b((t) — G(t))]dt + :
12l Hal|”2d2 12 [0glloe (1 + [16lls)[all° 2 112
\b t))|2dt T
9
 12gll Hal!”2d2 vap g2 4 106l ||a||”2d2 s
T=.
Finalement

T—«
/ Hy(t)dt < cgTV?1p(¢)V? + 7 TYV? + T,
0



ol /2
o _ 12gllxllall’d
0 18y,
1/2
_ 1199lloc (1 + [1b]l o) llal|£”
9 Y

dllaHoo

191lo0[196]] -

g =

Estimation 7
On considére maintenant le dernier terme

—E / 1 / 1 (am].k(m) - amiwjk(0)>A§(t)A}(t))\ d\ dp.

B[ [ [f0umat60) + a0 00600) + Nuha(6) - 800 %0
M) + Mia(t)) — (1) — Aud*(1)
 Buae g BOD) — D)), HO(H)) — S| A OAL DA d d
= Hi(t)+ H2(t) + H3(t) + H + H) + HS,

ol le terme Hj est égal a

B[ [ (000 A0 0) ~ 1 (6] 00600 — 30, 600) — 900
ANBAL(A dA dp
< 191t 00 o) — 0
e S COR R
Le terme
/ / s, 9(O(8) + M (0) (HE(0) + AuA(B) — b(o()).
)+ M (0) ~ H(0))AHOAL DA X dp
<r / / 169 (68 + A (1) ~ (1) AL DAL (A N d

1 1

<E / / 1929 o IDI2 | AR AL (1) P AL (£) AL (£)A d dy
0 0

< c|PglloalblZllall (T — ).



et

131 —25;/ /" Oria, 9 (6(1) + A (1)D(0(1) + AuA (1)) — B(B(1), A A (1)

At )Al( JA dA dp

A NS}

< 2||829||o§ df|alloo

lbllo T2,

pour le terme Hj, on a

H() _Mj / Or., 9(0(1) + AN (1)) (B(6(1)) — (1)) Mir*(1))

()Al(%\dkdu
< Al Al

TV2[b(6(1)) — d(8)].
Ainsi le terme H3 est égale a
zE/ / O g (B(1) + A1) (b(6(1)) — B(1)) . b((1) + AuAL(t)) — b(o(1)))

ANBAL A dX dp

_ 2099l d|6|a|! 00| 90| oo T32|0(6(1)) — d(1)].

Finalement

/ / Oy, 9 (D(E) + ApA () AP (8), AuA? () AT () AS (D)X dA p

< H8 9llecd “Al (1) } ‘A2 t)}ﬂ

12
< H529||oo||a||ood2'
- 36
D’ou
T—o
/ Hg(t)dt S Cg[T(Cb) + ClOIT(¢)1/2 + C11
0
o 0%
N Glloot 1m3 /2
= 17 Il
Cg 6)\9 )
2T + 3||0b|| oo T?
o = gl (20T g

N2



et

2Hblloo

1
en = d| e + [l T + = =T o |62 e

Conclusion

E[/OT—Q k(n(t), u(t))dt] < c+ clp(p) + clr(p)/?

B) Estimation de E[J*(0,n(T — a))].

On a par définition de J*(0,n(T — «))

d 1
E[J¥0,n(T — a))] = 3 log 2w + 3 log det a(yo)
1

+ B (Yo)E[(n(T — a) — yo)i(n(T — ) — yo);]-

I1 nous reste a estimer le membre de droite. On rappelle que yo = ¢(7T'). A partir de
I’écriture
T —a)—yo=nT —a) = (T —a)+ (T — a) — ¢(1),

on a d’aprés l'isométrie de Itd

E[(n(T = a) = y0)i(n(T — a)=yo);] = (3T — @) = &(T))i(¢(T — o) — (T));
+E[((T — &) = ¢(T — a))i(n(T — a) — (T — a)),]

<+ |( [ o an) ([ b))

T—a

T 2
< dllallcca+d| | d(u) du]
T—«
T .
< dllaf.a + da/ ()2 du.

T—a

Ceci implique 'estimation

&

d d (T .
E[J*0,n(T —a))] < 3 log 2o + = 5 log det a(yo) + §Ha||oo + 5/ lp(u)|? du.
T—«
Conclusion :
Estimation de la borne supérieure de Jr(zo, yo).
En regroupant toutes les estimations obtenues, on a

d

E[J(0,0(T — a))] + E[ / k), u®)dt| < L1og T = loga) + cln(9) + cln(0)?

DO |

d 1 d d (f . .,
+ —log2ma+ = log det a(yo) + =||alloo + = |p(u)|* du.
2 2 2 2 )y



On remarque alors que le terme loga disparait. En utilisant le résultat élémentaire
suivant :

V§>0 Fc0)>0 telque 2Y2<dz+¢(0) pourtout z >0, (3.10)
et en faisant tendre a vers 0, on obtient
d 1
Jr(wo,90) < B log2 7 T+ 3 log det a(yo) + c2(T)I(T', xo, yo) + k2(T),

ou
2(T) = 1+ ¢([|0%]loo, 18702 [|00) Ag T

Nous passons maintenant a la borne inférieure de J(T — a, )

3.2.3 Estimation de la borne inférieure.

Soit w’(t,z) la fonction définie dans le lemme 3.2.1. On considére le processus &
solution de 'EDS suivante

d§(t) = ug(t, &(1))dt + o (£(1))dB(t)  £(0) = xo.

Nous avons par définition de u?,
T—«
s =am) = £| [ K@) ro.gr )| G
0

ot u*(t) = ul(t,£(1)).

Soit la trajectoire aléatoire 1(.) solution de

P(t) = T + u*(t), 0<t<T—-u«
¥(0) = o
En utilisant la formule de It6, on a
_ tq
w :/0 — olE(s)) dB(s). (3.12)

En appliquant de nouveau I'isométrie de It6 comme (3.7), on obtient

Bl&) = ()] < llallo(T — 1) (3.13)



D’une part, la positivité de a combinée avec (3.11) entraine
B[J(0,6(T = a))| < J(T - a,2)
Donc
E[\f(T a) — Yo ] < aJYT — a,xy) — caalog a — cza (3.15)
D’autre part de (3.14) et (3.15), ¥(T — «) tend vers yo quand o — 0, en probabilité.

Donc
T—«

I(T, xg, yo) < lim inf k((t), (t))dt

a—0 0

Maintenant on fait appel & la formule de Taylor appliquée a k entre les points (§(t), u*(t))
et (¢(t),1(t)). On obtient la formule suivante analogue a (3.9)

T—«
E/ k@), w(t)=h+L+ I3+ 1+ 15+ I
0

ou

; {/ Z 9i5(& ( (t)) — M(t)) (b(lp(t)) — wj(t))} dt

i,j=1,..d

I = E[ / TS e (sw0) — i) (o) — o) + EL =L -dt]

ij=1,..d ! - J

UT a > g€ ( ))—bw(t))),(b(g(t))_b(w(t))) ‘dt}

i,j=1,..d

et
Is = E[JO‘(O,Q*(T — oc))}.

Estimation de I

En utilisant que A\, (respectivement A,) est la plus petite valeur propre (la plus grande
valeur propre) de g, on a

)\ T—«
I, > —9E</
2 0

Estimation de I,

b(()) —d(t)|]




Pour le terme I5 on a

]2::19{/gT_ajzjgw(ﬁﬁ))<b@ﬁ@>>"¢(”)'<£§@%;:£égjl>jd4

w] [ anteon (o) - 00) (sen - svi0n) o

=L+ ?
B=e] [ ot (b - ven) (L9 o
et

=g [ S auteon (beoten  i0) (e — ) o
En tenant compte que pour chaque (i, j) fixé

9i5(§(1)) = gi;(§(t)) — gi (P (1)) + 9i5(¥(t)) — gi5(Yo) + gij(Yo)-

On a alors I} = I, + I3 + I3

=] [ Y (a0 - 0 00)) (o000 — ) (50 - w00 =

i 3T —1t
> —clogle [ B[|t) - o)) - o) i
; Tt
> eaglo [ (BTN (Blauy) — den[?) - 1) ar
; Tt

par inégalité de holder. -

) N E(t)—(t . . 5o, A
On rappelle que d’aprés (3.12), ===~ est une martingale. En aplliquant I'inégalité de
B.D.G., il existe une constante c telle que

(=] oo () mteona]

O gllialle iy g1
)\9

D’ou
I >

Maintenant on va estimer I2.
On rappelle que si M (t) une martingale centrée et x une fonction dérivable alors

d(M(H)a(t)) = M(£)dz(t) + =(t)dM(2).



On applique ce résultat a la martingale () — (t)/(T —t) et & x(t) = 1(¢) on obtient
B[ ) (010 D10, 60 - o(0), |

=] [ st @(en - o), 1]

— IT—t
2

_ Zgij(yO)E [(@D(T —a)—y),(E(T —a) — (T - a)]} '

1
o}

Une estimation similaire & celle de I; montre que

B[ S asnb () v0), | = e (30

Pour le deuxiéme terme, on utilise la décomposition

(¥(T = @) = 90),(§(T = 0) = ¥(T = ) = (§(T = @) =30}, (§(T — @) =) -+
(VT = 0) = §(T = ), (§(T = ) = ¥(T = ) + (&(T = @) = 30), (30— (T = ),
= Ry(ij) + Ra(ij) + Rs(ij).

En appliquant (3.13), nous avons
[Z gu yO RQ 2] ] [ng yO ) 5(T - O‘)Z(S(T - a) - ZZJ(T - a)j]

< AQE[|5<T —a) (T - )]
< Ayllallso . (3.17)
D’aprés (3.15), on a

B> (o) Bai7)| = E|g3(0) (6T — @) = o) 6(T — @) ~ o),

2
<A, BlS(T—a)

§C7

ce qui implique

B| D 95 (u0) Ru(id) (3.18)



Finalement, de ’estimation

B[S aslm )] < B[ ) (€7 — ) = ), = €7~ ) |

[;g”’ ) (E(T = ) = 90), (E(T — ) = (T — ) ]
<T_a>—yo\2+||guoo( leir ) —wl?])
(E[\é(T —a) = Y(T - a)F])m

B\ > ai () Ralif)| > ~C (3.20)

En combinant (3.17), (3.20), (3.18) et en utilisant (3.10), on obtient

2> —cTY? —¢— cé (E [gij(yo) (E(T — @) = o), (§(T — ) = yo)]} ) N

1

> —c— %E[gij(yo) (f(T —a) - yo)z’<§(T —a) - yo)j]‘

Il nous reste a traiter le terme

=] [ (as000) = 5(m) ((0) = 500), 60 - v00), 7]

On utilise le faite que g est  Holderienne avec 3 < 1 et on obtient pour chaque (i,j)
fixé, 'estimation suivante

9i; (1)) — g4 (zp(T —a)— /tT_a b(¢(8))ds)

1935 ((1)) = 913 (o) | <

+ 19i; <¢(T —a) — /tT_a bW(s))dS) — 9i5(40)

B
<c

(t) — (T —a) + / b((s))ds

B

+c + (T =) — yol”

/ T bw(s))ds

<o [ 106~ b las) T =07 + (T = )~

Cette derniére estimation combinée avec les inégalités de Holder et de B.D.G. nous

donnent
]23 > _CTﬁZg/? _ CTﬂ/2Z§/2+(5/2).



D’autre part

=] [ () (000 0), 060) - o)

o IBlcllglle e 1z

Finalement
L>—c—cTY? ZV? — —cTP 72 — TP 726/

Estimation de I;
En appliquant de nouveau la positivité de a, on a
I3 >0
Estimation de I,
Par hypothése sur b et get en utilisant I'estimation (3.13) on a
I = = [blloclgllocT"2.
Estimation de I5

On a

f= g8 [ sstne - v (60 - v, (7)o

1 T—a t 1
= _/ Gij (yO)E[/ i (€(8)) ds] dt D’aprés Isométrie de Ito
2 Jo o (T—s)

Maintenant on utilise la décomposition
aij(§(s)) = ai(§(s)) — ai; (¥(s)) + ai;(¥(s)) — ai; (V(T — @)
+ aii(V(T' = @) — ai;(yo) + ai;(yo)

pour obtenir I5 = S + Sy + S3 + 54. ceci revient & estimer quatre termes.
Estimation de S;.

Si=3 [ asw] [ s (el - o (u(6))

2 Jo (T
< @||gllc [Vl /T‘“ ol
2 0 0

(T —s)?

2

[E}g(s) — (s)] T/Q dsdt

P||glloo || Vallsollall56? [T 1 1
< —dsdt d’ 6s (3.13
B 2 QA A(TﬂWQS wpres (313

< &||gllclVallollall 22T,




Estimation de S,.
=3 [ woos] [ i 7 05 (69) — (007 = )
PPl 7 (1L 7

PllglloollValloo (77 [ 1 e

2 T—a t
< PlllcllVallo 1 | [ Gmastt
2 0 o (T'—s)%?

< d2!|g||mi|Va|!mT1/2 7007 4 dzllgllooZlIIVaHoo

T2,

Estimation de Ss.
Nous avons E[¢(T — «) — yo| < E|Y(T — a) — &(T — a)| + E|&(T — ) — 1], alors

Si=3 [ ] [ s o - ) — o) ds

]| gllso I Val| o e

En utilisant (3.15)

@||glloo | Valloo
2

or ce terme tend vers 0 lorsque o« — 0.
Estimation de Sy.
Finalement le quatriéme terme est

C_Z/T_a/t$d __C_llo a_dl—o
“2), )T T 2% T T

Estimation de la borne inférieure de Jr(Xo, yo)-
En regroupant toutes ces estimations, on trouve

Sy < (log T — log &) (crJ*(T — o, 20) — coxlog a + |al|/2a/?),

Conclusion

d
Jr (20, Y0) > 5 log 27T + 5 5 log det a(yo) + c1(T)I(T', xo, yo) — k1(T)
ot ¢1(T) = §(T) + A\gA,'. Le terme § aussi petit qu'on veut.

La preuve de I'estimation c’est-a-dire co(T) = 6(T) + AgA, " est similaire a celle de

er(T) = 8(T) + A\gA .



Chapitre 4

Existence et unicité de la solution d’un
systéme d’EDP nonlinéaire

Soit X un processus de markov sur R? de générateur L = 137 oy @i(2)07,

S bi(x),,, et de densité de transition G(t,z,y). Les coefficients a;j, b; appartlennent
a C2+ﬂ (R?) I'espace des fonctions f deux fois dérivables, avec f et ses dérivées bornées
et Q,%izj f Holderiennes d’ordre 8 € (0,1). La matrice a( ) est symétrique, de plus on
suppose que a(x) > A gxq, o A > 0 et 1544 est la matrice identité de dimension d.

Le but de ce chapitre est d’obtenir 'existence et I'unicité d’une solution au systéme

suivant :

9y(p) + div(up) = L*(p)

Ot (uip) + div(uup) = L*(u;p),

V1<i<d, p(dz,t) — po(dz),u;(x,t)p(dz,t) — v;(x)po(dx)
faiblement pour ¢t — 0T

S(a,b)

ou L* est 'opérateur adjoint formel de L.
A notre connaissance, les méthodes d’équations aux derivées partielles ne permettent
pas a donner une solution a ce systéme. Nous allons construire une solution unique en
utilisant les équations différentielles stochastiques.

L’existence d’une solution sera donnée par ’existence d’une solution faible de 1’équa-
tion différentielle stochastique (EDS) suivante :

dX, = <E [0(Xo)/X:] + b(Xt))dt +o(X,)dB, (4.1)

ou o est une racine carrée de a, c’est-a-dire a = oo*.

Nous montrons que la famille (P(X; € dz),u(z,t) = E[v(Xy)/X; = z|,t > 0) est
I'unique solution faible du systéme S(a, b).

Nous rappelons que ce travail a été publié dans Journal de Mathématiques Pures et
Appliquées [10] 2004 .



4.1 Existence de la solution.
Dans cette section, on montre 'existence de la solution du systéme S(a, b)

4.1.1 Théoréme
L’EDS (4.1) a une solution faible.

4.1.2 Corollaire

On suppose que po(dz) = po(x)dx, et py € L*(R?, dx), alors le systéme S(a,b) a une
solution faible dans Uy, x C(RY, M(RY)), I'espace des fonctions mesurable u bornées
par ||v||« et (t € Ry — p(dx,t)) € C(Ry, M(RY)).

On termine cette section par la preuve du corollaire.

Preuve du corollaire :
Soit p(dz,t) = P(X; € dz) la loi de X; solution de (4.1) et f: RY — R de classe C? a
support compact. En utilisant la formule de It6,

t

f(Xy) — f(Xo) — / Lyf(Xs)ds  est une martingale centrée. (4.2)

0
ou
d
1 0? 0
Ls = 5 Z azg( >al'7,axj + Z(U(ZE, 8) + b(x))a—%
2,7=1 7=1

D’ou

ce qui donne

/ / Zam (2)p(dz, 5)ds

2,7=1

—/t/f(:c)zd:axj [(uj(x,s)—i—bj(x))p(d:t,s)]ds
/ / F2) 3" 82, [aij(x)p(dz, s)]ds.

i,7=1

Ceci est exacment le sens d’une solution faible a la premiére équation du systéme S(a, b).
Pour obtenir la deuxiéme équation du systéme S(a, b), il suffit de multiplier 1’expression
(4.2) par vg(Xp) et d’utiliser la définition de I'espérence conditionnelle.



4.2 La preuve de l’existence

Soit ¢ une densité de probabilité symétrique sur R?. Notons pour chaque n € N,,

¢" () = nl¢(nz). ,
Soit n, N € N, et X" = (X" 1 < i < N) la solution de 'équation différentielle
stochastique N-dimensionnelle :

Z]#Z (X])¢n( ZNn_X]Nn)
Zj;ﬁi ¢n(XZ A Xt]’Nm)

L’existence d’une solution faible est assurée par le théoréme 6.4.3 de [31], voir 'annexe
pour plus de détails. Soient pg, la loi de (Xo, X7*) et pf la loi de X7

ax;n = U de+ o (6B (1)

4.2.1 Premiére étape : la tension

Nous allons fixer n et on faire tendre N vers U'infini.
Nous posons

Aan / 237& XO ¢n( ZNn_X]Nn)
Zﬁélqbn an_X]Nn)

t
+b(X7N ™Y ds, M = / o(X:N")dB!
0
th,N,n _ X57N’n+Ai’N7n+MZ7N’n.

En utilisant le critére de tension (voir I'annexe section 4.6), il est facile de voir que
t— (XN AR AN est C-tendue.

Soit (X7, Abn M5™) une limite faible de la suite (X5, AN MEN) Dapres le théo-
réme de représentation de Skorohod (voir I'annexe section 4.8), on a pour chaque ¢ > 0,

X" = Xg"+ A+ M (4.4)

avec

) t Rl’n(1> . . ¢ . .
Al — / S oL L b(XEM)|ds et MM = / o(Xg")dBy.
= [ 2ot ) = | et

Il nous reste & montrer que

R = [ [ oo (X = 2108 (dy. a2 (4.5)

et
Ri™(0) = / (X — 2 (d).

Etape 1:
J
E[lR;"(1) - 1 D o(X)e (X, = X]M] < C(n, J)

Jj=2



et
J

1n n 1n ),
EW@(W—jjii;ﬁM}-wW)HSCWJ)
avec lim;_, o, C(n,J) = 0.

En effet, (X", i > 1) est symétrique, d’ou pour J < K,

K

EHL ivwg)mw XKy — ﬁ v(XP)e" (X, - th’"’ﬂﬂ

j=2 7j=2

(K=1*J-1)+(J—-1)>*K -1

1
(J —1)2(K —1)? [
—2(J = 1)(K = 1)(J - 2)) E[v(X3)¢" (X} ™" — X”’K)f
(J=3)—2(J —1)(K —1)(J —2)(K — 3))
K = ) E[o(X3)o(X)e" (X}~ Q"KW( X - x|,

En faisant tendre K — oo, on obtient nos deux estimations.

Etape 2:

Nous allons utiliser la loi forte des grands nombres de la fagon suivante.

On note X = C([0,T],R%). Tl est clair que pour chaque (i,n) le processus (X*") € X et
pour chaque N, (X1 ... XMm) et (X% .. X*~") ont la méme loi pour tout 1 < iy <
. <in.

Soit 7 : N, — N, une bijection qui permute un nombre fini d’éléments. Soit II I’ensemble
de ces permutations. Nous désignons par B> l’ensemble des boréliens de X*° et X =
(X0 0> 1).

On note 71X = (X™@7 .4 > 1). 1a tribu

S={X"YB):Be B> PIX"{B)AxX)"Y(B)] =0, Vrell

est appelé '’ensemble des événements permutables de X',
D’aprés le lemme 2.3.1 du chapitre 1 on peut appliquer la loi forte des grands nombre
et on obtient

J

o1 2 e =X — [ ottt -t

et
gaﬁ“ ~xin) — [ [ 6= 2paz).

On en déduit (4.5) en tenant compte de la premiére étape. Finalement pour chaque (i, n)
fixé, on a

“no_ yvi,n f f gbn Xln - Z)ﬂ&s(dy7 dZ)
i =i | [ o (XE"— Dpn(d2)

t
£ ds + /0 o (Xi")dB!.



Nous allons tendre n vers l'infini pour chaque ¢ fixé.
D’aprés le critére de tension X" est C-tendu. Si X' est une limite de X" lorsque
n — oo, alors il existe un processus b, adapté tel que

t t
X;’:X(H/ b*(s)ds+/ o(XHdB: vVt > 0.
0 0

Le travail qui reste est d’identifier b,.

4.2.2 Deuxiéme étape : identification de la dérive.

4.2.1 Lemme (]|26], Chapitre 3)
On suppose que aj(x,t), a;j(z,t), Vya;(z,t) € L>([0,T] x R?). L’équation parabolique

Z i, (i) — div(aou),

zgl

avec ug € L?*(R%, dx), a une unique solution dans L*([0,T], H') ou H' = {f : f,Vf €
L*(R% dx)}. De plus VK > 0, fOT \ f[|z|§K] u(t+mn,z) —u(t,z)dz|dt — 0 lorsque n — 0.

Maintenant, nous allons montrer que b,(X,) = E[v(Xy)|X,] + b(X,). La preuve est
similaire & celle qu’on a donnée dans le chapitre 1. Mais il y a une difficulté supplémen-
taire. Afin d’illustrer cette difficulté , nous allons refaire la preuve.

Soit v; la iéme composante de v et v;" sa partie positive. Soient Ty > T} > 0 et

s (z,t) —>C’// y)o"(x — 2)py . (dy, dz)o(1),

ot O~ = (T, = T1) [ v (y)po(dy) et 6(t) = Lir, 1) ().

La fonction f:; ; est une densité de probabilité sur R? x R,. Par conséquent la suite
(foi,n > 0) vérifié la condition i) du lemme 2.3.2.

La convergence faible de pg, vers po(dy, dz) entraine la condition iii) du lemme. En effet
X, a une densité de probabilité par rapport a la mesure de Lebesgue sur R?, alors la
mesure [ v; (y)po+(dy, dx) a aussi une densité notée [ ;7 (y)pos(dy,x). Par conséquent,
si

(1) C/ y)po(dy, )0(t),

/ / £ ) (e, ) dedt — / / £ (s ) (e, £ dadt,

pour ¢ € Cy(RIT1).

Maintenant, il nous reste a montrer que (f,;, f;") vérifient I'hypothése ii) du lemme
(2.3.2 chapitre 1).

Soient h, n deux réels positifs, et p™(s, z,t,y) les probabilités de transition du processus

alors



de Markov X",
On a

//‘f;i(erh,t—kn)— o, t)|da dt
—C// //Ul )0" (@ + h — 2)po(dy)p"(0, y; t + 1, 2)0(t + 1)

—¢"(x (0, y;t, 2)po(dy)dz6(t)|dxdt

§11+I2>
—cf 1 [t wiesh=2)-6"a - lomld" 0. v:t+ 0, 2)del(0-+ ),
//// "(x—2)po(dy)[0(t+n)p™(0, y; t4n, 2)=0(t)p" (0, y; t, 2)|dz|dzdt.

Nous allons montrer que Iy, I, — 0 uniformément par rapport a n.
Pour le terme I, on a

// // 2)po(dy)[p"(0,y;t +n, 2z +x +h) —p"(0,y;t +n, 2 + x)]d=|

d(t + n)dxdt.

On déduit, du lemme 2.3.3, qu'il existe une fonction ® qui dépend de d, Ty, ||v]| telle
que
Iy < Cllo? (k) — 0.

Pour I, il suffit de montrer que

Iy = sup / / / / V)& (@ — 2)poldy) (0, y: £ + 17, 2) — (0, s , )] d=|dedr,

converge vers 0 lorsque n — 0.
Pour chaque K > 0, le terme I3 peut s’écrire sous la forme de la somme de deux termes
[4 et I5 ou

Iy = sup/ / //| . Y)o" (x—2)po(dy)[p™(0,y; t+n, 2) —p" (0, y; t, 2)] dz|dz dt,

et

I —sup/ / //|| . y)o" (x — 2)po(dy)[p"(0,y; t +n,z) — p™(0,y; t, 2)]|dz|dxdt.



Le terme

Ts
Iy < / |/ w(t+mn,z) —w(t, z)dz|dt,
Ty [l2|<K]

w(t, 2) = / o (W)poldy)p"(0, 4., 2).

D’out t — w(t) est la solution faible de ’équation parabolique

ici

I Z T;x) a'Z] )) - dZU(Dn(.CE,t)’LU(t)),

zgl

" J JoW)o"(@ = 2)pt(y, 2)dyd=

D"(x) = b(z) + Toe e (s

D’apreés le lemme 4.2.1, la fonction

t— w(t,z)dz = (w(t), 1z <x)) mr,m
[121<K]

est dérivable. En appliquant le théoréme de convergence dominée, on déduit que

Ts
/ | / w(t+mn,2) —w(t,z)dz|dt — 0 lorsque n — 0.
|2|<K]
Pour le terme I5, on a

I <2l sup / poldy) PXY) > K),
te|Th,Ta+1]
ol

t t
X,;”:y+/ D”(s,Xg)ds+/ o(X?)dB;.
0 0

La condition D™ uniformement borné, entraine
t
PUXY| 2 K) < P( [ o(X2)dB = K/2) + Plly| + £]D") = K/2).
0

D'ou [ P(|X/| > K)po(dy) — 0 lorsque K — o0 uniformément pour ¢ € (71,75 + 1),
n > 1.

Finalement /; — 0. On en conclut que f,7; — f;* dans L'(R*"). Donc on peut supposer
que f, (x,t) — f;"(x,t) dedt-presque partout.

On en déduit que

/ / ¢" (v — 2)pp(dy, dz) — / y)pos(dy,r)  presque partout,



De la méme maniére on démontre que

/gb”(a: — 2)pi(dz) — pi(x)  presque partout.

d’ou I'identification

) o L WPosldy, )
bi(z,t) = b(z) + () .

4.3 Unicité de la solution.

La preuve de 'unicté est basée sur les lemmes suivant.

4.3.1 Lemme ([15],[27],[19])
1) Pour chaque T > 0, il existe des constantes cy1,cy > 0 telles que

d d
£y |02, Gtz y)| + 172 [0,,G(t, 2, y)]

ij=1 i=1
a2
+G(t,z,y) < et ™2 exp(—%%)
2) Les fonctions 0,,G(t, x,y), ﬁgiij(t, x,y) existent et elles sont continues sur (0, +00) X

R x R%. En plus pour tout T > 0, il existe ¢y, cy > 0 tels que

d d T
ES 182, Gt )|+ 12 3 10,6tz )] < ent 2 exp(—er U0

ij=1 i=1 2
4.3.2 Lemme
Soit G(t,x,y) les densités de probabilité de transition du processus de Markov dX; =
b(Xy)dt + o(X;)dBs.
On pose

A\, = inf inf (g(x)n,n) et A, = sup sup(g(x)n,n).
zeR? |n|=1 zeR? n|=1

1) Si2)\;, > Ay, alors il existe T' > 0 et cp > 0 tels que

10,G (¢, z,y)| < %G(Qt, z,y) Y0<t<T,zyecRY (4.6)
2) Si 22 > A2, alors (4.6) est vérifié pour tout T.

4.3.3 Lemme
On suppose que pour tout 0 <t < T, il existe ¢ > 0 tel que

IV.G(t, z,y)| < ct™?G(2t,2,y) (4.7)



quelque soit z,y € R%.
Soit B : R x R, — R mesurable bornée. Soit t € [0,T] — p; € M(R?) solution de
I'équation,

/f(t=x>pt(dx>_/f(o,x)po(dq;) (48)
:/Ot/[B(a:,s)Vf(s,xHLf(x)+asf(s,x) ps(dz)ds, (4.9)

pour tout f € Cp*([0,1] x RY) et tout t > 0. Alors

1)Vt > 0, ps(dx) est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue sur R?
de densité p;(x),

2) Il existe ¢ une constante qui dépend uniquement de d, ||D||«, T telle que

a) Ilpe(@) oo < et +1), Ve €]0,T]
D) lpu(x) — pulw)] < e((t As) D2 1 1) |t — s[5, Vs,t €)0,T)
&) lou(x) = pe(y)| < et 2 4 1) Jo—y[' VE€]0,T]

4.3.4 Théoréme (A. Dermoune, S. Filali 2004 [10])

On suppose que po(dx) = po(x)dx, et py € L*(RY, dz).

1) Sous la premiére condition du lemme 4.3.2, le systéme S(a,b) a une unique solution
faible dans I'espace U\, x C([0,T], M(RY)) pour T petit.

2) Sous la deuxiéme condition du lemme 4.3.2, le systéme S(a,b) a une unique solution
faible dans ullvlloo X C(R.,., M(Rd))

4.3.1 Preuve de 'unicité

La preuve ressemble a celle donnée dans le chapitre 1, mais il faut utiliser le noyau
G(t,z,y) a la place du noyau gaussien. Ceci complique un peu la preuve.
Soit (p(z,t)dz,u(z,t) : t > 0) une solution faible du systéme S(a,b) et de condition
initiale (pg,v) ayant la représentation suivante :

G 1) o= iz, ) pla, 1) = / vi)o(y)p(0, y: £, 2)dy, (4.10)

ou p(0,y;t, z) est la solution fondamentale de I’équation parabolique

d
at(p)+ZaIg b+u Z :czj ij

7=1 7,] 1

Nous allons montrer qu'une telle solution est unique.
Soit qO(x7t) = (JO(%ta +> = QO(% t7 _) = p<x7t)7

Gt 4) = / o W)ol)p(0, v 1, 2)dy,



gz, t,—) = /v{(y)po(y)p(O,y;t,x)dy-

Ainsi ql-(x t) = qi(z,t,4+) — qi(x,t,—). Pour e = +,— et 1 < i < d si on pose C% =
J 5 (y)po(dy), alors (t — c£q;(+,t,€) := m(-,t)) est une famille de densités de probabilités
sur Rd solution de

O(m) +> 0y (Flq)+b) m == Z ? o (aim (4.11)
F(q) = (q1(2,1), .., qa(, 1))

qo0 (ZE, t)
D’aprés le lemme 4.3.3, il existe une constante ¢ qui dépend uniquement de ||v]| et d
telle que pour i =0, ...,d, e = +, —

lgi(t, €)oo < et 2 + 1),
gi(y, t,€) — qi(y, s,8)| < c((t A s)"ED2 4 1) |t — 5|3,

‘qz(y7t7 6) - Qi(y/7t7 6)‘ S C<t_(d+1)/2 + 1) |(L’ - y|1/2'

Nous allons maintenant considérer ¢ = (qo(z,t), ¢1(2,t, +), q1(z,t, =), ..., qa(z, £, +),
qa(z,t,—)) == (qi(e) : 0 <i < d,e =+, —), solution faible du systéme :

0u(gi(€)) + X5 O (G:()F(q) +b) = § 320, 2., (aiji(€))
Vi<i<d ,e=+,—
¢i(e,dx,t) — q;(g,dz,0) faiblement pour ¢t — 07

Soit deux solution faibles (¢},0 < d), (¢?,0 < d) de S(a,b) avec la méme condition
initiale pg, v. On se propose de montrer que

qtl)(*rvt) - qg(x,t),qil(x,t, +> - qiz(x7t7 +)=qi1(x>t7 _> - qiz(*rvt? _) Vi<i<d

On a pour tous t > 0, f € CZ(R? x [0,t]) et i =0, ..,d,
/ftxqzxt—i-dx—/fO,qu (dz,0)
/(/ q) +b)Vf(s,z)+ 0sf(s, x)]qz(xt—l—)da:ds
0

L
+ 5 Z /aw 2)0ra, (5, 2)q; (2, t, +)dz )d (4.12)

1,7=1
Soit
fals,a) = / V)Gt +h— s,2,9) dy



avec v € LY(R%) et h > 0. En utilisant I’équation

d
Za (s,z,y),

2,7=1

l\DI»—t

d
0sG(s,x,y) = Z (2)0:,G(s,x,y) +
i=1
on obtient

/fhtxqzxt—kdx—/thxqzde // NV fin(s, 2)q} (x,t,+)dx ds

/fhtxqzxt—kdx—/thxqzde // NV fu(s, 2)q2 (x, t, +)dx ds.

En faisant la différence membre a membre, on obtient
/fh(t, 2)(qi (2, t,+) — ¢z, t,+))dr =
[ [ Vo - Faais s
En replacant f, par son expression et en faisant varier v, on obtient
[ Ga)aiet )~ Pt )de =
/Ot / V.Gt — s+ h,z,y)(F(q' (2, 8)q (2,8, +) — F(¢*(2, 8))q¢ (2, s, +)dz ds
En faisant tendre h vers 0, on a

QZ y7t +)_qz(y7t +)

/ /V G(t—s,z y)< (' (2,8)q; (2,8, +) — F(q%z,s))qf(z,s,—l—))dz ds.

L’estimation suivante découle de cette derniére egalité,

/\Q3(y, t,+) = q; (y, t, +)|G(h, y, x)dy
< [ [ ]|F@ s+ - P pite ]
IV.G(t = s5,2,y)|G(h,y,v)dz dy ds.
En utilisant le lemme 4.3.3 et le faite que ¢ — ¢;(¢) F'(q) est lipschitzienne sur le domaine

D={qeR* xR, :|g;(+) < |v]locto, |a:(—) < ||V]looqo], V1 <i < d}



on a

/ 101t +) — (s £, DG, 7, y)dy

<[/

La propriété

(t — ) Y2G(2(t — 5), 2,2)|G(h, y, 2)dz ds.

ql(z7s> - q2($7 8)

/ Gt 2 y) (s, y, 2)dy = Gt + 5,2, 2)

entraine

/‘Qil(?%tv +) — ¢ (y, t, +)|G(h, y, x)dy

<[/

On obtient de la méme facon, pour 0 < i < d, les estimations

(2, 8) — (2, 9)|(t —s)"Y2G(2(t — s) + h, z,2)|dz ds.

/ g} (y, t, =) — ¢; (y, t, —)|G(h,y,z)dy
t
<c / / )ql(z, s) —¢*(z,8)|(t — s) V3G (2(t — s) + h, z,2)|dz ds.
0
On en déduit
/‘ql(y,t) — ¢*(y,1)|G(h,y, )dy
t
<c / // ‘ql(z, s) — ¢*(z,8)|(t — s)V2G(2(t — 5) + h, 2,9)|dz dy ds
0
ot |q] = |go|l + >_1<icqlai(-H)] + ()], quelque soit

= (g0, 1(+), s qa(+), @1 (=), ..y qa(—)) € R¥HL,

Si on pose
Qb t.) = [ l0(w.6) - (0. OIG(h.y. )y,
alors .
Q. t.) < / Q2(t — 5) + h, 5, 2)(t — 5)~/2ds. (4.13)
0
D’autre part, de I'estimation G(h,y,z) < ¢ h~%2, on en déduit

Q(h,t,x) < c h™¥2



On insére cette inégalité dans (4.13). On obtient
t
Q. t.2) < / (£ — 8)"V2(2(t — 8) + h)~2ds
0

t—h t
< c(/ (t —s)~@HD/2gqs 4 / (t — s)_l/Qh_d/2d3>
0 t—h
c(h=W=D/2 L 51 log h| + 1).

IA

On recommence la méme opération et on obtient
Q(h,t,2) < c(h~“D/2 L 52| logh| + 1).
Finalement, en répétant ce procédé (d + 1) fois, on arrive au résultat suivant :
Q(h,t,x) <c uniformément pour h > 0,¢ € (0,7],z € R?
D’autre part

lim Q(h, t,x) = |q"(2,) — ¢*(x,1)]

h—0
implique

sup ‘ql(x>t) _qz(x>t)‘ <c
z€R®,tE(0,T

En utilisant estimation (4.7), nous avons pour ¢t € (0,7] et 0 < i <d

= ’ /0 /VZG(t —5,2,9)(F(¢"(2,9)q (2,8, +) — F(¢*(2,8)¢? (2,5, +)dz ds

<ec / sup |q1(z, s) — q2(z, s)|(t — s)_l/2ds
0

z€R4 s<T

<c sup \ql(z,s)—cf(z,s)\ﬁ

2€R4, s<T

uniformément pour ¢ € (0,T], y € R%. D’on

sup |t (zt) — Pz, t) <c  sup  |¢'(z,v) — qz(z,v)|ﬁ.
2€R4 t€(0,T z€R?,ve(0,T]

Pour T < ¢2, on applique cette inégalité pour T'=T" on a

sup  |q'(2,t) — ¢*(2,1)] = 0.
2€R4te(0,77]

Par itération pour [T”,27"], on arrive enfin au résultat désiré c’est-a-dire

sup  |q'(z,t) — ¢#(2,1)] =0 VT > 0.
2€R te(0,T]



Ceci termine la preuve de I'unicité.
Nous terminons ce chapitre par donner la preuve des deux lemmes 4.3.2 et 4.3.3.

Preuve du lemme 4.3.2
Pour obtenir I'inégalité (4.6), il suffit de montrer que
pour tout 7 > 0, il existe cp > 0 tel que pour tous 1 <i<d,0<t<T,z,y € R?

Glt,zy) _cr
G(2t,x,y) —

D’aprés le théoréme 3.1.1 chapitre 2, il suffit de montrer que

10w, (I(G (¢, 7, )]

G(t,z,y)

]b(t7 x, y)1/2G(2t T y)

<er VYO<t<T,z,yecR? (4.14)

On va donner tout d’abord une estimation de I,(¢, z,y) par Iy(t, z,y). Nous avons

9i5 () (2 (t) = b0 (2))i(2(t) = b((t)); = 913 (2 (£))@i(t)p; (1) — gi; (@(2))2i(1)b; (0 (1))
+ 955 (0 ()i (0 ())b; (2 (1))

En utilisant cette égalité et I'inégalité de Cauchy-schwarz, on a
1/2
Io(t,2,) = [Dlloe VELG (1, ) = Agt|[bl|% <

Lt z,y) < Io(t, 2,y) + ||bllo VL (8, 2, y) + Agt||B][%.

Maintenant, on rappelle le résultat élémentaire suivant : pour § > 0 il existe ¢(d) > 0
tel que a'/? < Ja + ¢(d) pour tout o > 0. En utilisant ce résultat Ve > 0 il existe ¢ > 0

tels que
(1—e)ly(t,x,y) —ct < Ly(t,z,y) < (1+¢e)lp(t,x,y) +ct

Par conséquent, en utilisant de nouveau le théoréme 3.1.1 du chapitre 2, on obtient

1
det a(y)(2mt)d/?

ko(t) exp(—ca(t)(1 4+ &) Io(t, z,y)) < G(t, x,y) (4.15)

1
G(t,x,y) < I k1(t) exp(—ci (0)[(1 — &) Io(t, z,y)]) (4.16)

D’autre part, un calcul facile donne

1
]0(2t7x7y) = §]O(t7xay) (417)
Donc, de (4.17), (4.15), (4.16) une condition suffisante pour obtenir (4.14) est

Iy(t 2, y) 2 exp([ea(20)(1 + ) Io (2, 7, y) — e (D)1 = ) Io(t,,y)]) < ¢



pour tous t < T, z,y € R
Ce qui est équivalent & montrer 'existence de kr > 0, telle que

le2(2t) — 2¢1(8)] < —kp < 0

pour tous 0 < ¢t < T, z,y € R%

D’aprés le théoréme 3.1.2 du chapitre précédent
c(t) =60(t) + )\gAg_l

et

ca(t) =1+ c(l|al| oo, ‘gxizj‘oo))‘;lt

(4.18)

(4.19)

(4.20)

oll pour tout € > 0 on a sup,jo 7y 0(t,€) < € Il s’en suit que (4.18) est vérifiée lorsque T
est petit et 2/\£,Ag_1 > 1, ceci termine la démonstration de la premiére partie du lemme.

Pour la preuve de la deuxiéme partie du lemme, on utilise la deuxiéme expression de

la constante cq(t) c’est-a-dire
eot) = Mg, +6(t, €).

oll pour tout € > 0 on a sup,e 1 9(t,€) < €, d’oit

Ceci termine la preuve du lemme 4.3.2.

Preuve du lemme 4.3.3
Nous notons comme dans la preuve du théoréme 4.3.4

fuls,2) = / V)Gt — 5+ hx,y) dy Vy € CF(RY

. 1) Montrons le point a) du lemme :
D’aprés (4.9) et 0,G(t,z,y) = LG(t,x,y), nous avons

/ Fult 2)pe(dar) — / Fulh ) pu(dz) = /h t / B(x, $)V fu(s, 2)pa(dz)ds.

(4.21)

(4.22)



D’ou en utilisant de nouveau lemme 4.3.3
/fhtwptdw‘—)// (h, z,y)v(y)pe(dz)dy
< [ [ 6+ hamh@ln(ddy

/ [ [ 196t + b= sl wlou(dn)yds
<c//|v (t+h) —d/2 Xp(—c2‘xt+?2| )po(dx)dy

o / [ [ 169Gt = s+ b))y

<eftt— i+ / t [ [ h= 972G = s b))l ) dus.(do)ds]
(4.23)

Ainsi, en appliquant le lemme 4.3.1, on a la majoration suivante :

| Jtrn=o7 600 - s+ ) aal )l (ds)as
</ t [t b= s 2t b= )l dyplde)ds

t
< cH’yHl/ (t+h— s)_(d+1)/2ds
0

< clly[h[p7I - gglin(h)] ).

Donc

)// (h, 2, y)o(y) pr(de) dy\ < cll@lh [t + h=@D2 L 5hin(R)| + 1], (4.24)
En insérant cette majoration dans (4.23) on trouve,
‘// Glh 2y Pt(d@d@/' < clills (¢ + n)~2 /Ot(t+h — ) V2((t 4 b 5) D2

+(s+2(t+h—s)" £ 83in(t+h—s)|+1)ds
< el + )2 4 b7 4 ()| +1]

L’itération de la d®™¢ étape donne

/ / )G, . y)pulde)dy < cllglls [ + in(h)| + 1]



En itérant de nouveau, on obtient

// V(W) |G (R, 2, y)pi(dx)dy < |||, [t

t
+ / (t+h—s) " 2[lin(t+h — s)| + (E+ 2t + h— 5))~Y/2 + 1)ds
0
< Vit + L + L),
ici

t
I = /(t+h—s)_1/2[ln(t+h—s)—|—1] ds
0

[—2(t +h — s)2(In(t + h — s) + 1]} — 2/t(t +h—s)"V2ds

2t + h)Y2n(t + h) — 2h'2In(h) — 4((t + h)/? — h'/?)

C

IA A

et
t
I, = /(t—l—h—5)_1/2(75—1-2(75—|—h—s))_d/2 ds
0
< et~ Y2,

D’on uniformément par rapport a h

[ [ b6tz pdupan) < e+ 1)

I [ G Joudd) o < cft %+ 1)

car [ G(h,z,y)p:(dy) tend faiblement vers p,(dzx) lorsque h — 0.
Maintenant nous allons obtenir I'estimation sur p;(dx).
Soit A un ouvert de R? de mesure de Lebesgue A(A) < cc.

La convergence faible nous donne

(o). 1a) < tim it [ Gl )y L)
= lim 1nf (pe(de) / 5 y)dy)
< (‘d/2 DA(A).

Ainsi pi(dz) est absolument continue par rapport a la mesure de lebesgue et de densité
pi(x) qui vérifie pour tout t € (0, 7]

loe( oo < c(t™2 +1).



Sinon, soit € > 0 tel que
B.y={z e R%: py(x) > c(t™* + 1)(1 + )}
Si A(B.t) > 0, alors il existe un ouvert A tel que
B.: CA,  ANA\B::) < AA)e/2
or
MA) et +1) < MA)e(t™ 2 +1)(1 4+ ¢)(1 — £/2)

(2 + 1)(1+ £)(MA) — A(4)/2)
(2 4+ 1)(1 + £)(MA) — A(A\B.,))
ot + 1)(1 4+ £)A(Bey)

(
/B pr(x)d < / pi(z)de
< MA)e(t Y2 +1).

IA

IN

Ceci est absurde.

Ce qui achéve la preuve du premier point du lemme.

2) Prouvons maintenant le point b).

Soit p=1/2, y,y €R%avec § = |y —y'| < 1 At, on a d’aprés (4.22),

.y / po(@)[G(t = p+ hyz,y) — G(t — p+ b,y Vde

< 3 /pp(x)[G(t —p+ha,y) —GEt—p+hzy)|d|?
t—o

+3|/ /ps(a:)B(.r,s)[VzG(t—s+h,:v,y)—VIG(t—s—I—h,a:,y')]dxdsP
p

t
+ 3] / /ps(x)B(x, 8)[V.G(t — s+ h,z,y) — V.G(t — s+ h,z,y')]dvds|?
-5

Ainsi en utilisant les estimations de G(t,x,y) (voir le lemme 4.3.1) et I'estimation de p
donnée dans a), on a

| /Pp(w)[G(t —p+ha,y) — Gt —p+hzy)de* <t 1)y — o2



Il nous reste & estimer les deux autres termes.

En utilisant I'estimation de 8§inG(t, x,y) (voir lemme 4.3.1) et estimation ||p(2)|eo <
c(t=%% + 1), on obtient

t—0
\/ /ps (z,8)[V.G(t — s+ h,z,y) — V.G(t — s+ h,x,y)]|dzds|?

t—0
< ((EH2 4 1)y — | / (t+h—s)ds)’
p

\/ /ps (z,8)[V.G(t — s+ h,z,y) — V.Gt — s+ h,z;t,y)|drds|?
t—5

t 2
<c / /\ps(a:)VIG(t—s%—h,a:,yﬂ ~|—/ /|p8(x)VxG(t—s+h,x,y’)]da:ds|)
t—0 t—§
t
< (D2 4 1)/ (t+h—s)"Y2ds)”.
15

Par conséquent

\/pt G(h,x,y)dr — /pt(x)G(h,x,y’)de\2
t—0
<t 2L D (ly—yP+ Iy — y’IQ(/ (t+h—s)"ds)
P

t
+ (/ (t+h— s)_1/2ds)2)
t—0
c(t™ D2 L 12 (ly — ' P(1 + (Ind)?) + 6)
= (d+1)/2 + 1)2|y _ y/"

Ce qui donne

[ n@Gh s~ [ p@Gihw.y)s
<

)/pt G(h,z,y)d /pt G(h,x,y')dx

t (d+1) /2+1)|y y|1/2

On peut supposer que

lim [ py(2)G(h, z,y)dz = p(y) et hm/pt G(h,z,y")dr = p(y').

On en déduit
0e(y) — pe(y))| < e D2 L 1)y — |2



Ceci fini la preuve de b).
3) L’estimation c) .
Montrons la derniére estimation, c’est-a-dire

[pe(x) = ps(@)] < et As)" V1)t — 5|V (4.25)

Si0<s<t h=|t—s/*° ona

ou(y) = ps0)] < Ily) - / ()G (ha,)da| +| [[plz) = ()G, )ds
+\/p5 V|G (h, z,y)dx| < I + I + I3,

ou
Li=10(w) - [ pa)Glh )

< c(t=@2 4 1) / ly — 2|Y2G(h, 2, y)da|

< c(t_(d“)/2 +1) / ly — x|Y2h~42 exp(—c%)dx

< c(t™ @2 Ll
Le méme raisonnement donne

Iy < (s /2 4 1)t/

Pour le terme I, on a
I, = \/pt |G(h, x,y)dx|

/ /pr B(z,r).V,G(h,z,y) + LG(h, z,y)]|dzdr|

Sclt—s|(sm "+ )[R+ b7
< cft — s|h (572 41
< clt —s|V3(s7 @2 1 1) par définition de h.

Ceci termine la preuve du lemme.



Annexe

Dans cette annexe, nous rappelons quelques résultats importants utilisés dans cette
these.

4.4 Formule de ItO

Soit (2, (F:), P) un espace probabilisé filtré muni d’un mouvement brownien (B;)
sur R?. Un processus X est dit de Ito s’il existe deux processus adaptés u, v tels que

X(t) = X, —|—/tu(s)ds—|—/tv(s)st,t >0, (4.26)

oul X, est une variable aléatoire Fy-mesurable.
Pour toute fonction f sur R? x R, ayant la régularité suivante : f, 9, f, Oz f, 0o f, Ora f
sont continues. Le processus f(X;,t) est aussi de Ito et sa différentielle est donnée par

d

df (Xi,t) =Y 0u, f(Bs,s)dXi+ Y a”]f X;, )dXPdxY + 0,f (B, t)dt, (4.27)

1=1 1<4 j<d
avec les régles de calculs suivantes :

4.5 Equations différentielles stochastiques

4.5.1 Solution forte

4.5.1 Définition

Soit (2, (F:), P) un espace probabilisé filtré muni d’un mouvement brownien (B;) sur
R?. On dit qu'un processus X est solution forte de I’équation différentielle stochastique
dX; = o(t, X;)dB; + b(t, X;)dt sur Iintervalle [0,T], si

1) X est F-adapté

2) Les foctions o et b vérifient

T T
/ ot X)[2dt < +o0 / Ib(t, X,)|dt < +o0
0 0



3) X vérifie :
dXt = O'(t, Xt)dBt + b(t, Xt)dt

Le théoréme qui suit donne des conditions suffisantes sur o et b pour qu’une équation
différentielle stochastique admette une solution forte.

4.5.2 Théoréme ([37])

On se donne b : R* x R, — R4, o : R x Ry — M(n,d),(M(n,d) est I'espace des
matrices (n,d)), deux fonctions mesurables. On suppose que pour tout entier N et pour
tout T > 0, il existe une constante K(T', N) et C(T') telle que ¥|x|, |y| < N et Vt < T,

[b(z, 1) — b(y, )| < K(T,N)|z —y|
et
|b(z, )] + |o(z, )] < C(T)(1 + |z)
Pour tout (F;)- mouvement brownien (B;), I'équation différentielle stochastique

dX; = b(Xy,t)dt + o(Xy,t)dB, avec Xo — Fy mesurable donnée

a une solution unique dans I'espace des processus adaptés de carré integrable.

4.5.2 Solution faible

4.5.3 Définition
On dit que I'équation différentielle stochastique suivante :

t t
X, = Xo + / o (s, X.)dB, + / b(s, X.)ds (4.28)
0 0

a une solution faible de loi initiale y s’il existe un espace probabilisé filtré($2, {F:}, P)
qui satisfait les conditions usuelles, X et B deux semi-martingales continues a valeurs
dans R? :

— B est un {F;}-mouvement brownien

— i est la loi de X

- E(fot [lo(s, Xs)I? + |b(8,Xs)Hd8> < oo pour tout t > 0,
- Xy = Xo+ [y o(s, X)dBs + [ b(s, X,)ds ¥t > 0

Le théoréme suivant nous donne des conditions suffisantes pour ’existence et I'unicité
en loi de la solution faible de I’équation différentielle stochastique (4.28)

4.5.4 Théoréme ([31], Théoréme 6.4.3)
Soit b : [0,00) x RY — R? et o : [0,00) x R? — R? deux fonctions mesurables bornées,
on suppose qu’il existe A > 0 tel que

(0,00 (x,5)0) > N0|? (s,2) € [0,00) x R* et 6 € R

Alors, il existe une solution faible a ’'EDS (4.28), en plus cette solution est unique en
loi.



4.6 Critére de tension
On rappelle dans cette section le critére de tension qui se trouve dans Zheng [34]

4.6.1 Théoréme
Soit (X}'), une suite de semimartingales continues avec la décomposition canonique
suivante :
X' =Xy + M+ A}

On suppose que U = (M™, M"), fo uds, A = fot ads et pour tout p > 1, les
variables aléatoires (Xg)?, [\ |u?Pds et [ |aZ[Pds sont uniformement intégrable. Alors
la suite t — (X', M]", A}, U}") est C-tendue. Chaque limite (X., M., A.,U.) vérifie les
propriétés suivantes :

i) (A;) est un processus continu a variation finie, (Uy) est un processus continu crois-

sant et (M;) est une martingale continue et

Xt:X0+Mt+At et (M,M)t:UtVtZO

ii) (A;) et (Uy) sont absolument continues de densités respectives as, us telles que
E[fol |as|Pds] < oo, E[fol(us)pds} < 00,

4.7 Inégalité de Burkholder-Davis-Gundy

Nous donnons l'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy utile pour trouver les estima-
tions de la densité de X; dans le chapitre 2.

4.7.1 Proposition ([28])
Soit M une martingale continue, notons M; = sup,,(M). Pour tout p €]1, oc], il existe
deux constantes c, et C, telles que,

B[ < M,M >P?] < E[(M}y] <C,E[ < M,M >V*]. (4.29)

4.8 Théoréme de Skorohod

Soient (€2, F, P) un espace probabilisé sur lequel est défini une suite de variables
aléatoires (X, X,,,n > 0) a valeurs dans un espace de Banach. On suppose que X,
converge vers X en loi.

Il existe un espace (Q,F, P) sur lequel on construit une suite ( ~,)~( >
(X,,) converge presque strement vers X et loi(X, X,,,n > 0) = loi(X, X, n

0) telle que
> 0).

4.9 Reésultat d’Oelshlager

Nous terminons cette annexe par rappeler la preuve d’Oelshlager du résultat suivant :



4.9.1 Théoréme
Soit m une fonction mesurable bornée de R? x R, sur R? et t > 0, et t — p, solution de
I’équation :

/ftxptda: /f()xpod:z
2

:/O (/ [im (2, 8)0, (5. 2) + O f (5, x)]ps(d$)+—/Af(5 2)p(dr) ) ds.
(4.30)

f e Cr?(0,t] x RY). Alors
1)pour toutt > 0, p,(dx) est absolument continue, de densité p,(z), par rapport a la mesure

de Lebesgue sur R?,

2)11 existe ¢ une constante qui dépend uniquement de d, ||m|», T et v,

telle que :
i) loe( Moo < et +1) VE<T, (4.31)
i) 1pu(@) — po(@)] < cl(t A )" HD2 4 1) [t — o], (4.32)
Vs <t <T, Yo e R?
i) |py(x) — pe(y)] < (™2 1 1) |z —y[Y2 V< T, Va,yeRE (4.33)

Preuve du théoréme :

Nous allons reprendre la preuve de la proposition 3.4 telle qu’elle figure dans [25], en y
apportant les quelques modifications nécessaires.

Soit t — p; solution de (4.30). Pour tous v € LY(R%), ¢t € [0,7] et h > 0, la fonction
(z,8) — (v * 0n_s)(x) appartient CZ(R? x [0, ¢]).

a. Montrons le point 1) du théoréme.

A partir de (4.30) et en appliquant

0

2
v

)

850 2 4

on a l’équation

[ o sat@ntan) = [ st = | t [ e 5): Ty 5(@)pilde)ds.



D’ou la majoration suivante en utilisant le lemme 2.3.4 :

‘/Uh * V(x)Pt(dif)‘
< [ bl@mtan) + [ [ imte.s) o= 2(@lninds
< Cz((t + )"y + /Ot / |2t h—s) % [Y|(E+h — S)_1/2Ps(d93)d5> (4.34)

t
< csllyll (e + ) + / (4= )4 2g5)
0
< callylla((t + h)~2 + b0 4 5y |logh] + 1),
Par conséquent,

[ onx h@lnlde) < cdlylh((e+ B2+ 172 4 5y lloghl + 1)

Lorsqu’on insére cette inégalité dans I’équation (4.34), on trouve

[ onxh@laddn) < ea((e+ w2l
t
+ / cacal|Y|li((s + 20t +h —8)) Y24+ (2(t + h — 5))~4D/2
0
+ da1|log(t+h — s)|(t+ h — s)_l/2ds)
< csllyll((t+ h) 92 + B 22 4 55 )logh| + 1),
Ainsi de suite, on obtient a la d-iéme étape :
/Uh * [] (@) pe(d)dy < es|lv|L[(E + R)™ + [In(h)| + 1].
Enfin
t
/ah * [y (@)pi(dz) < erllylh[(E+ )2 + / (t+h—s)"[in(t+h—s)|
0

+ (t+2(t+h—5)"Y?+1]ds
< I+ L.

Or

L = /t(t—i-h— §) V2 In(t +h —s) + 1]

[—2(t +h — s)Y2(In(t + h — s) + 1)} — 2/t(t +h—s)"V2ds

2t + h)Y2In(t + h) — 2hY2In(h) — 4((t + h)Y? — B'/?)

(&3

IN A



et

t
L — /(t+h—s)‘1/2(t+2(t+h—s))‘d/2
0

< Cg(t + h)_d/2,

d’ol1
| / o % y(@)pu(da)] < exolly (Y + 1)

uniformément en h, et puisque oy, * p; converge faiblement vers p; lorsque h tend vers
0,.

On a pour tout ouvert A de R? tel que A(A) < oo, A désignant la mesure de Lebesgue
sur R?,

(pi(dz),14) < lim }ilnfo<pt % o, 1a)
= lim fiLr_1>f0<pt, Lax*o0p)

S Cll(t_d/2 + 1))\(14)
Ce qui montre que p;(dx) est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue,
de densité p(z).

b. Prouvons maintenant le point i) du théoréme.

On va montrer par I'absurde que p,(z) < c(t=%2 +1).

Pour £ > 0, on consideére

B.y={z eR: py(z) > c(t™* + 1)(1 + £)}.

On suppose que A\(B.;) > 0, alors il existe un ouvert A tel que B.; C A, A (A\B..) <

A(A)e/2, or

=
b
~—
o
™
S
~
[N}
+
—
~—
AN

MA)e(t™ 2 + 1)(1+e)(1 - ¢/2)

= c(t™¥? +1)(1 4 £)(A(A) — MA)/2)
<t +1)(1 +e)(MA) — M(A\B.,))
= c(t™¥? £ 1)(1 + e)A\(B.,)

/B e < /A or(2)da

< MA)e(t Y2 +1).

IA

On aboutit & une contradiction, par suite on peut affirmer (4.31).
c. Prouvons maintenant le point ii).



Pour cela on pose p=1t/2 et y,y' € R4 avec § = |y —¢y/| <1 At,ona
| [ n@onta = y)ds [ plaionte = y)iaf
—| [ po@lorn-ple = 1) = Gtsaylo — o)l
; / t [ 2 0.8) (T = ) = Vatrsao — s
<3 [ pu@)locasle =) = orple - )ldof
+3) / [ P 0.8)(Fams( = ) = Vatrsao = ]
+ 3| /t; /ps(x)bl (2,8)[VeOisn_s(® —y) — Veoirin_s(x —y)|dzds|?.
En appliquant le lemme 2.3.4 on trouve
[ e ovsnslo =) = oyl ~ el < c(ly = | [ o)t~ p) 0 2dr)

|z —y| (z—y')? (z —y')? —aj2y\?
+(m@(p<_m)eXp(_m)(Qﬂ'(t—Fh—S) /)>
< exsly — o/ (8@ 4 1),

On en déduit que
| [ n@onte = yds = [ p(ione ~ y)aof < esaly - o'

+\y—y’|2</pt_6(t+h—s)_1ds)2+ (/:6

< cnsly —y/|( V2 1)

2
(t+h— S)_1/2ds) } (=2 1)

puisque sup,o & exp(—z?) < 4oco. D’autre part

lim [ py(z)on(z —y)de = pily) et lim [ pi(z)on(z —y)de = pi(y').

Conclusion
0e(y) — pe(y))] < cra(t 2 4 1) |y — |2,

d. On peut maintenant achever la démonstration du théoréme.
Montrons la derniére estimation, c¢’est-a-dire

[pe(x) = ps(@)] < et As)" V1)t — 5|5



Pour 0 < s <t et h = |t — s|*, on obtient

0(w) = pu(w)] < [pilw) / p()on(e — sl + | [lon(o)

+1 [lou@) = putw)lone ~ y)dal

<L+ 1+ Is.
On a
Li=10(w) - [ ot~ s
< et @02 1 1)| [ ly - o Pon(e - )ds
< ClG(t_(d+1)/2 + 1)]11/4.
En procédant de la méme fagon, on obtient
I3 < c(s™@HD/2 L pl/a,

Passant maintenant au dernier terme,

I=| / pe(@) — pe(@)]on(z — y)da]

= ps(@)]on(x — y)dz|

= / /pr(aj)[m(x, r).Veon(x —y) + %Agﬂh(ﬁ — y)dadr|.

Done, d’apreés le point i) du théoréme :

I < ¢( ‘d/2+1// |x_y| ( )+%>)

exp (— (21/% ) (27 h) 2 du

< o(s~2 1 1)[[t — s|[h~12 4 B (2m2h) 42 / exp (

< |t — s|h7H (572 4 1)

< |t —s[Y5(s7@D/2 £ 1) par définition de A.

2

(z —y) )dw

4v2h
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