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Chapter 1

Présentation générale

Ce chapitre introductif poursuit un double but. D’une part, il vise a expliquer comment les
algorithmes d’apprentissage peuvent bénéficier des méthodes de statistique théorique. Des
liens étroits entre les domaines du machine learning et de la statistique classique seront
exhibés. D’autre part, il résume les contributions de la présente these :

1. Etudes statistiques d’un algorithme de réduction de la dimension : ’analyse en com-
posantes principales a noyau (chapitres 3 et 4).

2. Conception d’un nouvel algorithme de classification : la Kernel Projection Machine.
Evaluation de ses performances et analyses statistiques (chapitres 5 et 6).
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6 Chapter 1. Présentation générale

1.1 Apprentissage et statistique.

1.1.1 Apprentissage.

Un probleme d’apprentissage, aussi appelé apprentissage a partir d’exemples, se formule
de facon formelle comme suit : un objet X est observé et le but est de lui associer une
sortie Y. Le qualificatif de “sortie” provient de ’anglais “output” utilisé par la communauté
informatique. On suppose pouvoir effectuer des mesures sur I’objet. Dans le cas le plus simple
de la classification binaire, l’étiquette Y peut prendre deux valeurs notées arbitrairement —1
et +1. Ce cadre abstrait de I’apprentissage englobe de nombreuses applications. Par exemple
(cette liste est loin d’étre exhaustive),

e 'aide au diagnostic médical,
e la classification des e-mails,
e la catégorisation de textes,

e la bio-informatique : analyse de données biologiques, compréhension de la fonction de
certaines parties de séquences d’ADN.

Dans le cas de I'aide au diagnostic médical, si on cherche & étudier une certaine maladie,
X représente un patient sur lequel on fait des relevés médicaux (examens sanguins, taille,
poids,...) et le fait qu’il ait contracté la maladie est représenté par I’étiquette : elle vaut +1
s’il est sain et —1 s’il est malade. De facon générale, la qualité et le type de mesures prises
sur X sont importantes : leur pertinence favorise une détermination fiable de Y. Dans ce
travail, nous ne traiterons pas directement de ce probleme. Toute I'information dont nous
disposons sera toujours sous la forme d’un nombre fini d’exemples Xy,..., X, représentés
par leurs différentes mesures ainsi que les réels Y7, ..., Y, qui leur sont associés. Les n couples
(X;,Y;),i=1...n forment [’échantillon d’apprentissage noté L,,. Le but est alors de pouvoir
prédire la sortie Y associée a un objet X ne faisant pas nécessairement partie de I’échantillon
d’apprentissage : pour cela, les méthodes doivent apprendre la structure sous-jacente entre
objets et sorties en utilisant uniquement le nombre fini de données fournies par I’échantillon
d’apprentissage. De plus, afin de pouvoir utiliser ces méthodes pour des problemes concrets,
elles doivent étre réalisables de facon automatique, c’est-a-dire programmables sur une ma-
chine sous forme d’un algorithme d’apprentissage. Le principe d’un tel algorithme est donc
le suivant. L’entrée est uniquement composée des données d’apprentissage et la sortie est
une fonction f dont I’évaluation en X donne une prédiction de la sortie qui lui est associée.
Dans le cas ou on connait aussi la valeur de la sortie en question, on dit que ’algorithme a
appris (ou qu’il généralise) si sa prédiction est suffisamment proche de la véritable valeur.
La qualité d’un algorithme se mesure donc uniquement par la qualité de ses prédictions sur
des données qu’il ne connaissait pas : les données de test. Ces données sont une facon de
reproduire la structure qui lie les objets aux sorties Y et permettent de savoir si I'algorithme
a appris a la reconnaitre. Le fait que I’algorithme retrouve les bonnes sorties de 1’échantillon
d’apprentissage ne garantie pas de bonnes performances sur les données de test. En effet, les
données d’apprentissage ne sont que des exemples : elles comportent leur part d’incertitude.
Si lalgorithme la prend en compte, il accorde trop de confiance aux données d’apprentissage
et généralise moins bien : c’est 'overfitting. Cependant, s’il n’est pas assez fidele aux don-
nées (son unique source d’information), ses capacités de généralisation en seront aussi affec-
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tés : c’est U'underfitling. L’algorithme d’apprentissage doit donc rester fidele a 1’échantillon
d’apprentissage sans donner trop d’importance a chaque donnée prise individuellement.

Il est intuitif que les performances de l'algorithme seront meilleures si on lui présente
de “bonnes” données. Leur mise en forme est un aspect a la fois essentiel et difficilement
quantifiable mathématiquement : de nombreuses expériences ont montré qu’un algorithme
d’apprentissage est plus efficace s’il est précédé d’une étape de compression des données.

Les performances d’un algorithme seront comparées a celles d’un cas idéal ou on pos-
séderait une infinité de données et ou on pourrait explorer toutes les fonctions possibles. Une
des difficultés réside dans le fait qu’on ne connait pas la fonction de sortie de ’algorithme tant
qu’il n’a pas fonctionné sur les données : les études générales de ses performances nécessitent
donc des controles valables uniformément sur ’ensemble des fonctions possibles considérées
par lalgorithme en question. Il est important de respecter le principe de fonctionnement
de Palgorithme et, en particulier, de faire le moins possible d’hypotheéses pour obtenir ces
controéles.

La partie suivante vise a introduire le cadre statistique général de cette these tout en
montrant qu’il est adapté aux spécificités des problemes d’apprentissage.

1.1.2 Cadre mathématique.

Le cadre statistique classique d’un probleme d’apprentissage est le suivant : les données
d’apprentissage sont modélisées comme étant n couples de variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées (X;,Y;), ¢ = 1...n. C’est la base méme des statistiques : on
suppose pouvoir tirer infiniment de données suivant une loi fixée. Les données X; sont les
variables de position (ou variables d’entrée) : elles appartiennent a l’espace des entrées X
et sont toutes distribuées suivant la loi P. Y; désigne la sortie associée a chaque X;. Afin
d’évaluer la performance de ’algorithme, on introduit une variable aléatoire générique (X,Y)
indépendante et de méme loi ¢ que les données d’apprentissage. Elle représente une donnée
de test quelconque. Ainsi, les données de test et d’apprentissage sont des tirages aléatoires
d’une méme loi de probabilité.

Le controle de la qualité de 'algorithme se traduit mathématiquement par 1’évaluation la

plus fine possible de son erreur de généralisation E {'y(f, (X, Y))} Elle est définie relative-

ment & un contraste v mesurant [’écart entre la prédiction f(X) donné par I'algorithme et
la véritable sortie Y. Sa forme dépend du type de probleme d’apprentissage considéré. Elle
représente la moyenne des erreurs de ’algorithme sur toutes les données de test possibles.
Les contrastes utilisés ici seront toujours choisis positifs et nuls si la sortie de 'algorithme
prédit la bonne valeur. On quantifie mathématiquement le fait que ’algorithme soit capable
d’apprendre par le fait que sa fonction de sortie ait une faible erreur de généralisation.

La loi sous-jacente des données étant inconnue, on ne peut qu’approcher cette erreur.
Dans les expériences numériques, il suffit d’avoir préservé des données de test : elles serviront
a quantifier la performance de l'algorithme en approchant I'intégrale définissant son erreur
de généralisation par la moyenne empirique prise sur ces données de test. D’un point de vue
théorique, on peut obtenir des bornes supérieures sur 'erreur de généralisation : idéalement,
si ces bornes sont optimales (c’est-a-dire qu’on posséde aussi des bornes inférieures du méme
ordre), elles doivent permettre de mettre en lumiere des quantité-clés dans le controle de la
performance.

C’est pour ce type de raison que les travaux de Vapnik (entre autres) visent & obtenir des
bornes en généralisation, c’est-a-dire des bornes supérieures sur ’erreur de généralisation.
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La vision statistique est légerement différente : de ce point de vue, la sortie de I’algorithme
est un estimateur de la meilleure sortie possible notée s. Elle est définie comme étant celle
qui possede la plus petite erreur de généralisation parmi un treés gros ensemble de fonctions

S

s = argmink [(f, (X, )] . (1.1)
fes

Ainsi, les problémes d’apprentissage suivent la problématique générale de la statistique qui
consiste a obtenir des informations sur une distribution inconnue a partir de ’observation d’un
nombre fini d’exemples. L’idée fondamentale de "apprentissage consiste a ne pas chercher
a expliquer entierement le phénomene sous-jacent : on souhaite simplement étre capable
de faire de bonnes prédictions sans chercher a estimer la distribution elle-méme. La perte
statistique naturellement associée a ce probleme,

-~

L(F,s) = Exy [v(F, (X,)] = Exy (s, (X, V)], (1.2)

traduit bien cette préoccupation en ne considérant que les erreurs de prédiction commises
par la sortie fde I’algorithme. Ey y désigne ’espérance par rapport a la variable aléatoire
(X,)

Le risque est défini comme étant I'espérance de la perte L par rapport a ’échantillon
d’apprentissage (notée E. ). Si S,, désigne un sous-ensemble de S, les bornes de risque
obtenues sont de la forme :

Ec, [L(F,9)] < eLfmy8) + C(Smy ),

ou f,, désigne un élément particulier de S,, et C'(5,,, n) est une quantité reflétant la taille du
sous-ensemble S,,. Si la constante c est égale a 1, cette inégalité est une borne en générali-
sation comme celles obtenues par Vapnik. Cependant, certaines bornes de cette these seront
obtenues avec ¢ > 1.

Introduisons maintenant la notion de risque minmax : c’est une mesure de la meilleure
performance possible dans le pire cas.

R(A) =infsupEe, [L(t,s)] ,
e

ou l'infimum est pris sur tous les estimateurs possibles t construit & partir de ’observation.
Quant au supremum, il est considéré sur toutes les distributions ¢ du couple (X,Y) pour
lesquelles s appartient & A. On note

R(]?, A) = Sngﬁn {L(]?, 5)} ,

la plus mauvaise performance d’un estimateur f pour une cible s appartenant a ’espace A.
Le supremum est pris sur le méme ensemble de distribution que précédemment. En utilisant
la terminologie de [BBM99], 'estimateur fest approzimativement minmaz (de facon non-
asymptotique) par rapport a A s’il existe une constante universelle O telle que R(f, A) <
OR(A).

Quelques situations englobées par ce cas général sont maintenant décrites. Dans le cadre
de la régression, le contraste est celui des moindres carrés v(f, (X,Y)) = (Y — f(X))? ou
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Y = R. S est I’'ensemble des fonctions mesurables de carré intégrable. La cible s est la
fonction de régression s(z) = E[Y|X = z] et, de par le Théoreme de Pythagore, la perte
vérifie
E[(Y — (X)) —E[(Y - 5(X))?] = E [¢(X) — s(X))?] .

Dans le cadre de la classification binaire supervisée, Y = {—1,41}, S est I'ensemble
des fonctions mesurables de A & valeurs dans Y, c’est-a-dire ’ensemble de toutes les fonc-
tions de classification possibles. Le contraste est la fonction de perte dure (ou “hard loss”)
([, (X,Y)) = Lyspx) qui est la fonction de perte naturelle du probleme. La cible s est
alors la fonction de classification (appelée de Bayes) minimisant la proportion d’erreurs de
prédiction. Une notation spéciale f* lui est réservée. On montre facilement qu’il s’agit de la

fonction
. 1 sin(z) >3,
pw=t oz
-1 sin(z) < 3,
ou n(z) = PIY = 1|/X = z] joue un role analogue & celui de la fonction de régres-

sion du probléme. On peut aussi remarquer que si f est & valeurs dans {—1,+1}, on a
E[(Y - J(X))2] = 4P(Y # [(X)).

L’erreur de classification est la perte associée. Afin de ne pas perdre de vue que c’est
la quantité a contréler dans un probleme de classification, une notation spéciale £ lui est
consacrée et sera conservée tout au long de cette présentation. Elle vérifie ([DGLI6]),

LT =P # O] =Y # [7(X)] = E[29(X) = 1Lp(x)p0x)]
=SB0~ UIJ(X) - SO (13)
Dans la suite, on dira qu’on est sous 'hypothése de marge s'il existe A > 0 tel que
Yo e X, [2n(z) -1 > h.

C’est un cas particulier de la condition de marge de Tsybakov qui permet de quantifier la
difficulté d’un probleme de classification et d’obtenir des vitesses rapides de convergence
([MT95]).

Pour des raisons explicitées dans la partie 1.5, "algorithme des Support Vector Machines
(SVM) exploite la convezification du risque. Dans ce cas, le contraste se met sous la forme
v(g,(X,Y)) = ¢(=Yg(X)) ou ¢(z) = (1+2)4+. La fonction ¢ est appelée hinge-loss. La cible
reste la méme que pour la perte dure puisque f* vérifie toujours ([Lin99])

J[r=arg  min El(-Yg(X))],

g mesurable

De plus, on a L(g, [*) > {(signe(g), [*) et

L(g, [7) 2 E[[29(X) = 1[[¢(=Yg(X)) = ¢(=Y [ (X))I] - (1.4)

1.2 Analyse en composantes principales a noyau.

1.2.1 Objectifs.

Comme évoqué dans la partie 1.1.1, la mise en forme des données fournies a ’algorithme est
un élément essentiel de apprentissage. Imaginons que ’on dispose de “beaucoup* de données
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dans le sens ou de nombreuses mesures ont pu étre prises sur les objets. Chaque variable de
position X contient alors une quantité importante d’information sur ’objet. Cependant, les
différentes mesures sont probablement liées entre elles et I'information qu’elles apportent est
alors globalement redondante. Elles contiennent aussi du “bruit“ provenant, par exemple,
d’imprécisions dans les mesures. Cette redondance et ce bruit masquent la structure qui
relient les objets a leur sortie. Afin de permettre un bon apprentissage, il faut donc extraire
“I'information essentielle“ contenue dans les données. Cela peut aussi étre une nécessité liée a
la place que celles-ci occupent dans la mémoire de la machine. Les algorithmes d’apprentissage
sont donc souvent précédés d’un pre-process visant a compresser 'information contenue dans
les variables de position. Un des pre-process les plus utilisés est ’analyse en composantes
principales a noyau (KPCA, en abrégé). La version d’origine de cette algorithme est I’analyse
en composantes principales (PCA, en abrégé) qui fit beaucoup utilisée comme outil d’analyse
descriptive des données en grande dimension. La KPCA permet de dépasser les limites dues
a la linéarité de la PCA. La partie suivante décrit les critéres que la PCA cherche a optimiser
afin de donner un sens mathématique a ce que signifie le terme “information essentielle®.
L’algorithme de la PCA sera ensuite décrit . On en déduit aisément celui de la KPCA.
Finalement, la derniére partie concerne les contributions originales de la these pour la KPCA.

1.2.2 Criteres.

L’analyse en composantes principales (PCA) a étéintroduite par Pearson ([Pea01]) et dévelop-
pée indépendamment par Hotelling ([Hot33]). Bien que simple, son principe est utilisé dans
des domaines extrémement divers (météorologie, économie, ...). Elle considére uniquement
les objets X. Pour le moment, ils sont supposés appartenir a un espace vectoriel de dimension
finie RP. Une wvariable représente une mesure effectuée sur 'objet : p désigne le nombre de
ces variables. La PCA vise a réduire le nombre de variables, c’est-a-dire la dimension du jeu
de données, en exploitant la corrélation potentielle entre les variables initiales. Pour cela,
elle propose de nouvelles variables décorrélées et ordonnées de telle facon que les premieres
retiennent le plus possible la variation présente dans les données initiales. Si les variables
de départ sont tres corrélées entre elles, I'information qu’elles donnent est trés redondante
et il suffira de considérer peu de nouvelles variables pour prendre en compte la plus grande
partie de cette information. Formalisons maintenant ces idées avec un point de vue math-
ématique. Sauf mention explicite du contraire, cette partie utilise la norme et le produit
scalaire euclidien.

Pour commencer, on suppose connaitre la loi de la variable aléatoire X ; son espérance
est notée u = E[X] et sa matrice de covariance est ¥ = E[(X — u)(X — p)’]. 1l est ici naturel
de considérer la matrice de covariance puisque on veut étudier les liens entre les variables:
en effet, le coefficient ; ; est la covariance Cov(X*, X7) = E [(X* - E [X‘])(X? - E [X7])]
entre la ¢ et la j© variable (notées X* et X7). Pour rendre Iexplication suivante plus simple,
on suppose que toutes les valeurs propres de X sont strictement positives. Afin de considérer
simultanément toutes les variables, la PCA étudie les combinaisons linéaires (X — p)'a ou
|la|| = 1. D’un point de vue géométrique, sa valeur absolue représente la longueur de la pro-
jection de la variable aléatoire recentrée sur la droite vectorielle engendrée par a. Le vecteur
a maximisant E [(a, X — p)?] sous la contrainte ||a|| = 1 correspond donc & la direction de
plus grand allongement des données. D’un point de vue statistique, cela revient a chercher
la combinaison linéaire ayant une variance maximale afin de rendre compte de la variation
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des données. L’expression de cette variance est :
Var({a, X — p)) = a'Sa.

Algébriquement, il faut donc maximiser la forme quadratique induite par la matrice de covari-
ance sur la sphere euclidienne. La diagonalisation de ¥ implique que le maximum soit atteint
pour @ = y; un vecteur propre de 3 associé a sa plus grande valeur propre A;. La nouvelle
variable z; = (X — p)’y; est la premiere composante principale : elle vérifie Var(z;) = A;. La
deuxiéme composante principale est de la forme z; = (X — u)’b. La corrélation linéaire entre
deux variables aléatoires réelles Wy et W5 est mathématiquement définie par :

. COV(Wl, WQ)
Corr(Wy, W3) = INar (W \Var(73) (1.5)

La covariance entre z; et z9 vérifie
Cov(z1,29) = E [b'(X — p)(X — w)m1] = b'Sy1 = b1 .

La PCA cherchant des variables décorrélées, z; doit donc étre décorrélée de z;. Ainsi, elle est
choisie de variance maximale sous les contraintes ||b]| = 1 et b’y; = 0. La diagonalisation de X
fournit que la maximisation de 4'Xb sous les contraintes précédentes est obtenue pour b = 7,
un vecteur propre de 3 associé a sa deuxieme plus grande valeur propre A;. La deuxieme
composante principale z; = (X — p)’v; satisfait Var(zy) = Aq.

En itérant ce procédé, les vecteurs propres de la matrice de covariance fournissent une base
orthonormée de R? adaptée aux données. Elle est obtenue par rotation du repére d’origine et
représente les directions de plus grandes variances. La quantité de variance représentée par
chacun des vecteurs de base est mesurée par les valeurs propres de la matrice de covariance.
Cette base est ordonnée pour que les vecteurs prenant en compte le plus de variance soient
les premiers de la base.

1.2.3 Algorithme de la PCA.

En pratique, la loi de X est inconnue. On ne dispose que d’un échantillon Xy,...,X,
de variables aléatoires indépendantes et toutes distribuées suivant la loi de X. En anal-
yse multidimensionnelle, chaque X; est un individu et leur ensemble forme le nuage des
individus. La 1® coordonnée de X; est notée X]Z: : elle représente la mesure de la ¢ vari-
able sur le j¢ individu. Par analogie avec la partie précédente, la i variable est le vecteur
Xt = (Xf, ..., X?!). Par abus, un vecteur de R" sera appelé variable. L’espérance y est alors
estimée par g = 1/n 2?21 X; et la matrice de covariance X par la covariance empirique,

S= 13 (X - 9)(X;—g)'-

Le coefficient 3; ; est la covariance empirique entre la ¢ et la j° variable :

~ o R :
3ij = Cova (X', XY) = — > (X0 - gi)(X] - g5)-
=1
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Dans la suite, les données seront regroupées dans la matrice T a p lignes et n colonnes. La
J¢ colonne est constituée des coordonnées de I'individu X;. Elle est donc définie par

Tij=Xipourl <i<pet1<j<n.

Le nuage recentré est constitué des nouveaux individus X; = X; —¢,7 =1...n. Son centre
.y s e . . noo . .

(jlve gravité est 'origine puisque 1/n ) " ; X; = 0. La matrice des données correspondante est

T : c’est une matrice a p lignes et n colonnes ou la j¢ colonne est constituée des coordonnées

de l'individu X;. Les deux matrices 1" et T’ sont liées par la relation

~ 1
T=T(I, - 1), (1.6)
n

ou I, et 1, , sont deux matrices carrées de taille n : I, est la matrice identité et tous les
coefficients de 1,, ,, valent 1. De plus, la matrice de covariance satisfait :

PO
S =TT (1.7)
n

Pour la PCA, les vecteurs propres de la matrice de covariance > sont approchés par les

vecteurs propres de la matrice de covariance empirique X. Ces derniers sont notés ¥,...,7,
et appelés directions principales. lls sont associés aux valeurs propres A\; > Ay,... > A,

de > ordonnées par valeurs décroissantes. Comme expliqué dans la partie précédente, ils
représentent les directions de plus grande variation du nuage des individus. Les nouvelles
variables proposées par la PCA sont les composantes principales : la ¢® composante principale
est maintenant le vecteur des projections de chaque individu X; sur la droite engendrée par
¥;. D’apres le paragraphe précédent, la ¢® composante principale est de variance empirique //\\Z
maximale sous contrainte de décorrélation empirique avec les autres composantes principales.
On retrouve aussi l'interprétation géométrique : la projection de chaque individu X; sur la
droite engendrée par a avec ||a|| = 1 est le vecteur

(Xla,...,X'a).

La variance empirique de cette variable est

~ 1 <& ~
Sa=—=> (a,X;)*.
a'Ya " (a, X;)

J=1

La maximisation de la variance empirique a’Xa revient donc a chercher la direction de R? ou
la somme des carrés des longueurs des projections de chaque individu est maximale.
L’espace choisi par la PCA est I'espace vectoriel engendré par les directions principales :

Va=(F1,...,5).

L’erreur quadratique de reconstruction associée a un sous-espace V est la quantité
I~ ~ = 2
= I = v ()17,
n <
J=1

ou Ily désigne la projection orthogonale sur V. Elle représente ’erreur commise en projetant
le nuage des individus sur I’espace V. On peut montrer (voir chapitre 3) que l'espace de
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dimension d choisi par la PCA minimise 'erreur quadratique moyenne parmi tous les espaces
vectoriels de dimension d :

V= X; — Oy (X;)))? 1.8
p=arg min ZH v(X;))*. (1.8)

De plus, 'erreur de reconstruction commise par ce sous-espace vectoriel est donnée par la
somme des petites valeurs propres de la matrice de covariance :

I e, =~
LS g, (B = 3 W (1.9)
7=1

{=d+1

La quantité de variance d’un nuage d’individus est définie comme étant la somme, normalisée
par 1/n, des carrés des normes de chacun de ces individus. Elle représente la variation totale
du nuage. La relation de Pythagore implique que

Yol (X)) = Z 1X11* - —Z 1X; = Ty (X;)]?
7=1

La relation (1.8) montre donc que 'espace choisi par la PCA contient un maximum de
la variation initiale des données. En effet, la quantité de variance du nuage projeté sur
cet espace est maximale parmi celles obtenues par projection sur les espaces vectoriels de
dimension_d. La variation initiale (c’est-a-dire obtenue sans projection) des données est
DI HX II*> = trs = i 1}. Celle prise en compte par Vj est la somme des d plus
grandes valeurs propres de la matrice de covariance. En effet, de par les deux relations
précédentes et 1’égalité (1.9),

ZHHVd * = ZM (1.10)

La somme cumulée des grandes valeurs propres de la matrice de covariance détermine donc
la quantité de variance prise en compte. En pratique, la qualité de Vy est souvent mesurée
par cette quantité relativement & la variance totale : des critéres purement empiriques de
choix d’une dimension d’arrét pour la PCA exploitent le pourcentage 100 22121 e/ D0 M
de variation conservée.

Question ouverte : sous quel critéere la variation non-conservée peut-elle étre
considérée comme négligeable ?

Cette question n’est pas résolue par les critéres fondés sur le pourcentage de variation con-
servée puisque plus d est grand et plus cette proportion est élevée. En pratique, on est donc
amené 3 fixer arbitrairement un seuil pour choisir la dimension de la PCA.

L’étude de ’erreur de généralisation de ’espace choisi par la PCA repose sur son erreur

quadratique moyenne E [HH‘;L (X —p) HQ} . Elle représente |’erreur commise en projetant une

données de test sur I’espace choisi par la PCA. Elle est étudiée dans le chapitre 3 mais ne
permet pas de donner directement un critére pour le probleme du choix de dimension en PCA
puisque c’est une fonction décroissante de d (les espaces Vy sont emboités).
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Soit Vy D'espace ayant la plus petite erreur quadratique moyenne parmi tous les sous-
espaces de dimension d :

Va=arg min E[||IIy (X —p)|?] . 1.11

i=arg min_ B [Ty (X - (11)

La qualité de ’espace ‘7d choisi par la PCA peut se mesurer par rapport a celle de V. Ce

dernier est engendré par les vecteurs propres de la matrice de covariance associés aux d plus
grandes valeurs propres de X :
Va= 1y, 74) -

La PCA n’est pas invariante par changement d’échelle : si on change 'unité dans laquelle
est exprimée une variable, cela modifie artificiellement sa variance. C’est pour cette raison
qu’en pratique, les PCA ne se basent pas sur la diagonalisation de la matrice de covariance
mais sur la diagonalisation de la matrice des corrélations linéaires (matrice carrée de taille
p dont le (¢,7)¢ coefficient est Corr(X;, X;) définie par I’équation (1.5)). Elle permet de
considérer uniquement des variables de variance 1. Ce probléme ne sera pas abordé dans
cette these.

1.2.4 Algorithme de la KPCA.

L’intérét porté ala PCA pour résoudre des problemes d’apprentissage a été récemment relancé
par l'obtention d’une version non-linéaire de cet algorithme ([SSM99]) : la KPCA. En effet,
tel qu’il a été présenté ici, il ne s’appuie que sur des dépendances linéaires entre les variables
et cela restreint considérablement son efficacité. La KPCA permet d’exploiter des relations
potentiellement non-linéaires entre les variables. On décrit maintenant comment la non-
linéarité est introduite.

Les objets ne sont plus supposés de nature vectorielle : ils appartiennent a ’espace des
entrées X' qui est quelconque. La version non-linéaire de la PCA repose sur un principe
général permettant d’obtenir des versions non-linéaires d’algorithmes : ’astuce du noyau. Ce
principe est aussi utilisé pour I'algorithme des SVM (voir partie 1.5 ci-dessous). Il consiste a
envoyer préalablement les données X; par une application ¢ : X — H (appelée feature map)
dans un espace linéaire de grande dimension H muni d’un produit scalaire. Les nouveaux
individus sont alors les vecteurs ¢(X;), j =1...n. La KPCA agit sur les ¢(X;) de la méme
facon que la PCA agissait sur les X;. Ainsi, la KPCA correspond a une PCA dans un espace
de grande dimension H.

Les colonnes de la matrice 7" sont maintenant constituées des coordonnées des ¢(X;) et

e ——

celles de la matrice T des coordonnées des ¢(X;) = ¢(X;) — %2?21 ¢(X;). La matrice de
covariance a diagonaliser est

S = 13 (6(X) - D) (6(X,) - 9, (1.12)

3

oll ¢ = %2?21 ¢(X;) est le centre de gravité du nuage des individus envoyés dans . Par
souci de clarté, ’espace H est supposé de dimension finie mais le principe reste le méme s’il
est de dimension infinie. Il suffit de considérer des opérateurs a la place des matrices.

La “feature map” ¢ n’est pas connue explicitement : on ne la connait que par ses produits
scalaires

(@(21), ¢(22)) = k(z1,22) , (1.13)
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ou k est une fonction connue a l'avance et appelée noyau. Afin d’obtenir l'algorithme de
la KPCA, il faut donc pouvoir calculer les vecteurs propres de Y. Par extension du cas
linéaire, ces vecteurs propres sont encore appelés directions principales : il est important de
noter que ce sont des vecteurs de H. Cette diagonalisation engendre deux difficultés d’ordre
algorithmique. D’une part, S est une matrice de grande dimension et sa diagonalisation peut
donc étre difficile. D’autre part, la matrice S nest pas connue explicitement puisqu’elle fait
intervenir la feature map. Ces problemes sont résolus en introduisant la matrice noyau.

Soit K = 1T T. Un résultat classique d’algebre linéaire stipule que K et S = 1TT’ ont

les mémes valeurs propres non-nulles. De plus, si @; est un vecteur propre de K, ¥; = T@; est
un vecteur propre de 3. Si on considere des vecteurs propres orthogonaux de K, les vecteurs
propres correspondants de S sont eux aussi orthogonaux. Finalement, pour diagonaliser
¥, il suffit de diagonaliser la matrice symétrique K de taille n. La relatlon (1.6) implique
K=21U,-1in,,)1'T, - +1,,) ol le (i,5)° coefficient de K = T"T est

n

Kij = (o(Xi),0(X;)) = k(Xi, X;) . (1.14)

La matrice noyau (ou matrice de Gram) K est une matrice carrée de taille n accessible
uniquement a partir du noyau et des données dont la diagonalisation permet accéder aux
vecteurs propres de Y. Précisément, on a :

5= @lo(X)), (1.15)
7=1

ou {5;7 désigne la j° coordonnée du vecteur w; et 4; est un vecteur propre de S associé A la i®
plus grande valeur propre non-nulle de 5 L’expression (1.15) fait encore intervenir la feature
map. Cela ne pose pas de difficultés puisque qu’on peut exprimer la projection de n’importe
quel élément de la forme ¢(z) — ¢ sur la droite engendrée par 3; uniquement en fonction des
valeurs de la fonction k grace a la relation (1.13). Soit f;(z) = (¢(z) — ¢,7;) la projection de
I'image d’un point z quelconque de 'espace X’ sur 7;. Contrairement & la PCA, les courbes
de niveau de f; dépendent non-linéairement de z.

La KPCA nécessite la donnée a priori d’une fonction k liée a une application ¢ par la
relation (1.13). La section 1.5 donne une condition nécessaire et suffisante sur k& assurant
I’existence de la feature map ¢.

Formellement /lef/propriétés de la PCA se généralisent & la KPCA en remplacant les

individus X; par ¢(X;). L’espace choisi par la KPCA est celui engendré par les d premieéres
directions principales :

Va= (1,94, (1.16)

ou ¥; désigne un vecteur propre associé a la ¢ plus grande valeur propre non-nulle de
I’opérateur S défini par I’équation (1.12). La somme des grandes (resp petites) valeurs pro-
pres de la matrice noyau recentrée K permet de quantifier la quantité de variance prise en
compte par ’espace ‘A/d (resp. l'erreur quadratique de reconstruction). En effet, les relations
(1.10) et (1.9) se traduisent ici par:

ZHHV S(X))? = ZM, (1.17)
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et

LS 1605 - 1, I = 3 (1.1

{=d+1

olt (A;);>1 désignent les valeurs propres de K rangées par ordre décroissant.
D’autre part, I’erreur quadratique de reconstruction associée a un espace vectoriel V est

maintenant R, (V) = 1 ) D Hqﬁ(X ) — Hv(qﬁ/(tij))HQ. Son erreur quadratique moyenne est

R(V)=E][||lUy.(¢ (X) E[¢(X)])||?]. Les équations (1.8) et (1.11) impliquent que
V, = inR,(V
Vi =arg ‘grél‘I/lan(‘ ),

et

Vi = arg ‘rfréiéldﬁ(‘/) )

ol Vj est ’espace vectoriel engendré par les vecteurs propres associés aux d plus grande valeurs
propres de la matrice ¥ = E[(¢(X) — E[¢(X)]) (¢(X) — E[¢(X)])] et Vq désigne 1’ensemble
des sous espaces de dimension d de H. Les études statistiques menées dans les chapitres 3 et

4 consistent en partie a étudier le comportement de ’espace ‘A/d choisi par la KPCA vis-a-vis
de Vj.

1.3 Contributions concernant I’analyse en composantes prin-
cipales a noyau.

Le chapitre 3 donne des contréles non-asymptotiques sur les sommes des grandes et des petites
valeurs propres des matrices de Gram K (dont chaque coefficient est défini par la relation
(1.14)) et K. Les études précédentes s’étaient focalisées sur les valeurs propres de K alors
que l'algorithme utilisé en pratique repose sur K. Cela revient & négliger le centrage, c’est-a-
dire le fait que, afin d’étudier la variance, le nuage des individus soit préalablement recentré.
Concernant les valeurs propres de K, des résultats avaient déja été obtenus par [KGOO]
dans un cadre asymptotique. Les résultats non-asymptotiques obtenus dans le chapitre 3
améliorent ’étude de [STWCKO05]. Comme indiqué par les relations (1.17) et (1.18), la somme
des grandes (resp. des petites) valeurs propres de cette matrice s’interpréte en KPCA comme
étant la quantité de variance prise en compte (resp. l’erreur quadratique de reconstruction) de
I’espace de dimension d choisi par la KPCA. Ainsi, ces résultats traitent de la stabilisation de
I’erreur commise par la KPCA. Ils pourraient également servir a analyser d’autres algorithmes
obtenus grace a ’astuce du noyau comme par exemple les Support Vector Machines décrit
dans la partie 1.5.

Les propriétés de généralisation de la KPCA sont explorées dans le chapitre 3 sous forme
de bornes sur 'erreur quadratique moyenne. Dans le cas ol on ne tient pas compte du cen-
trage effectué en pratique, ce chapitre améliore les résultats de [STWCKO5] en fournissant des
vitesses de convergence rapides de l'erreur quadratique moyenne de la KPCA. Précisément,
il montre que cette vitesse de convergence dépend de la vitesse de décroissance des valeurs
propres et est typiquement meilleure que 1/4/n. De plus, il utilise un cadre fonctionnel per-
mettant de traiter rigoureusement le cas ou ’espace H est de dimension infinie. Il donne aussi
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des résultats originaux de convergence de I'erreur quadratique moyenne en tenant compte du
centrage. Ainsi, le Théoreme 3.4.4 montre que sous certaines hypothéses peu restrictives,
pour tout € > 1, avec probabilité au moins 1 — e~¢,

R(V;) —R(Vy) <O (\/g + \E) :

ol [J désigne une constante universelle. Ce résultat s’interprete en terme de stabilité de
I’erreur commise par la KPCA : il assure la convergence de I'erreur quadratique moyenne a
vitesse 1/4/n.

Le chapitre 4 fournit d’autres contributions originales concernant les propriétés statis-
tiques de la KPCA en les étudiant avec un point de vue différent de celui du chapitre précé-
dent. Au lieu de considérer I’erreur quadratique moyenne comme critére, il étudie directement
Ierreur d’approximation entre les espaces propres ‘A/d et Vy. Par souci de clarté, supposons
que les valeurs propres de la matrice 3 soient simples. Dans ce cas, le Théoreme 4.3.2 stipule
que lerreur d’approximation ne dépend de d que via I’écart §,4 entre la d° et la (d+ 1)®valeur
propre de 3. Plus précisément, pour n assez grand et pour tout & > 0, avec probabilité au

1 1 [¢
Mo — My, <O ——+ =/ .
I, = vl < (5d\/ﬁ+5d n)

Ce résultat a une conséquence géométrique : pour tout vecteur de Vy, la tangente de son

moins 1 — e~¢,

angle avec sa projection sur Vy est majorée par é\/g Cela peut s’interpréter comme une
propriété de stabilité.

1.4 Sélection de modele type Birgé et Massart.

Revenons maintenant au cadre mathématique général de la partie 1.1.2. On souhaite estimer
la caractéristique s (définie par la relation (1.1)) de P qui se trouve dans un grand mod-
ele S. La communauté informatique sait depuis longtemps qu’un algorithme qui explorerait
tout ’ensemble S ne peut étre performant a cause du phénomene d’overtitting. La taille
de I'ensemble des fonctions considérées par 'algorithme doit donc étre restreinte. Il existe
beaucoup de notions pour mesurer cette taille : ce sont des mesures de complezité (ou ca-
pacité). D’un point de vue statistique, cela revient a considérer un modéle en argumentant
que D’estimation est trop difficile a faire dans S. Dans les deux cas, la raison fondamentale
réside dans la structure méme du probleme et, plus particulierement, dans le fait qu’on ne
possede qu’un nombre fini de données. On dispose donc de trop peu de données pour pouvoir
travailler dans des modeles de taille importante.

Afin de se donner plus de liberté, on considere généralement une collection (Sy,)mem de
modeles (des sous-ensembles de ) telle que la complexité de chaque S,, soit controlée. Le but
de la sélection de modele est de choisir le “meilleur” d’entre eux puis d’y faire I'estimation.
Usuellement, chacun est représenté par un estimateur f,, et le probleme revient donc a choisir
le “meilleur” estimateur a partir des données limitées dont on dispose. Naturellement, on
souhaiterait sélectionner l'estimateur f,,» ayant le plus petit risque possible. La loi sous-
jacente des données étant inconnue, cette quantité est inaccessible et on va chercher a définir
une procédure de sélection de modeéle ne dépendant que des données. Cette procédure adap-
tative de sélection doit fournir un modele m qui pourra se substituer efficacement au modele
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idéal m*. L’estimateur sélectionné fz devrait donc avoir un risque comparable a celui du
modele idéal. Cette condition est assurée s’il vérifie une inégalité oracle :

E|L(Ja9)] < ¢ inf E L(Fr9)] - (1.19)

De par la définition de la perte par I’équation (1.2), le risque de chaque estimateur se décom-
pose sous la forme suivante :

E[L(Fns )] = LU, ) + E[L(ms )]

ou f,, = arg fmgn E[v(f, (X,Y))] est la meilleure approximation de s dans le modeéle S,,.
ESm

Le choix d’un modele comporte donc deux sources d’erreur : la premiere est [erreur
d’approzimation de s par f,, — L(fn,s) — et la seconde a Uerreur d’estimation de f,, par f,,

dans le modele S,, - E L(}\m7 fm)} —. L’erreur d’approximation est une quantité déterministe

reflétant la distance du modele S, a la cible s. On peut aussi remarquer qu’elle dépend
explicitement de s : son traitement nécessite donc généralement des hypotheses sur la cible.
L’erreur d’estimation reflete quant a elle la difficulté a estimer dans le modele S, : elle
dépend essentiellement de la complexité de ce modele et de la quantité de données disponibles.
Finalement, la procédure de sélection de modele vise a réaliser le meilleur compromis entre
ces deux sortes d’erreur : typiquement, plus le modele choisi sera de complexité importante,
plus ’erreur d’approximation sera petite mais plus I’erreur d’estimation sera importante. En
particulier, méme si on sait a priori que la cible s appartient & un modele S*, on peut avoir
intérét a en choisir un qui aura de bonnes propriétés d’approximation tout en ayant une
complexité plus petite.

Le compromis idéal étant inconnu, il faut définir une procédure de sélection uniquement
a partir des données et fournissant un modele aux propriétés proches de celui réalisant le
meilleur compromis entre les erreurs d’approximation et d’estimation.

Au regard de la propriété (1.1) de la cible s que l'on cherche & estimer, on considere
maintenant le cas ou I'estimateur représentant le modele est obtenu par la méthode de min-
imisation empirique du risque :

fr = arg min yn(f),
ou v,(f) = %E?:l v(f, (X, Y:)). La procédure de minimisation pénalisée de la perte em-
pirique consiste alors & choisir le modele par le critere

-~

m = arg mmeijlxlxt(%(fm) + pen(m)) . (1.20)

ou pen est une fonction a choisir convenablement. Elle est appelée pénalité . L’estimateur
final de s est fﬁ’ Les propriétés statistiques générales de ce type d’estimateur ont été étudiées
par Birgé et Massart dans [BM98, BBM99, BM97]. Le premier terme est connu et ne dépend
que de 'observation: la procédure de sélection de modele est donc maintenant entierement
déterminée par la fonction de pénalité pen. Celle-ci controle la complexité du modeéle choisi:
d’un point de vue apprentissage, elle évite 'overfitting c’est-a-dire ’obtention d’un estima-
teur s’ajustant trop sur les données d’apprentissage au détriment de ses performances en
généralisation.
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Afin d’obtenir un bon estimateur final, le représentant fm doit étre approximativement
minmax sur le modele 5,,, c’est-a-dire étre optimal si la cible s appartient au modele S,,.
Dans ce cas, la pénalité pen(m) doit étre de l'ordre du risque minmax sur S,.

La problématique de la classification est introduite ala page 9. La partie suivante décrit un
algorithme de classification renommé : les Support Vector Machines (SVM). Cet algorithme
sera ensuite décrit comme une procédure de régularisation qui s’interprete dans le cadre de
la sélection de modele de Birgé et Massart.

1.5 SVM et régularisation.

La classification est introduite a la page 9. D’un point de vue statistique, elle vise a d’obtenir
une fonction de classification qui soit la meilleure estimation possible de la fonction de
classification de Bayes a partir de I’échantillon d’apprentissage ((X1,Y1),...,(X,,Y,)) €
(X x {—1,41})". L’évaluation en un point & appartenant a X de cette fonction de classi-
fication donne une prédiction de I’étiquette de z. Obtenir une telle fonction revient donc a
scinder I’espace A des entrées en deux régions : I'une pour les variables d’entrées associées
a I’étiquette +1 et "autre pour celles associées a I’étiquette —1. Supposons pour le moment
que X = RP. 1l est naturel de considérer des régions linéairement séparées. Ainsi, la fonction
de classification est cherchée sous la forme f,, ;(z) = signe((w, z) 4 b) ou sign(a) = 21450 — 1.
Les régions de X" sont définies par le signe de (w, z) 4 b et elles sont séparées par I’hyperplan
(w,z) +b=0.

Il est maintenant naturel de déterminer le vecteur normal w et l'ordonnée a l’origine
b de I’hyperplan séparateur, en minimisant le nombre d’erreurs commises sur 1’échantillon
d’entrainement :

n

~

(w,b) R .
w, = arg min — signe({w,X; - ‘
lw]|=1,beR7 — gne({w,X;)+b)#Y;

La fonction de classification finale sera f(;v) = signe((w, z) —I—Z)

Cependant, cette méthode d’obtention d’une fonction de classification n’est pas satis-
faisante pour plusieurs raisons. Tout d’abord, une solution de ce probleme d’optimisation
n’est pas nécessairement unique. De plus, sauf situation particuliere, elle n’est pas accessi-
ble en temps polynomial. Ce probléme d’optimisation fait partie d’une classe de problemes
connus en informatique : il est NP-complet. La partie suivante explique briévement une
solution, proposée en partie par Vapnik. L’algorithme des Support Vector Machines (SVM)
correspondant permet un acces automatisé a une fonction de classification.

1.5.1 Algorithme SVM.

La théorie de Vapnik a connu un grand succes grace aux bonnes performances des algo-
rithmes d’apprentissage qui en découlent et en particulier les SVM (présentés dans [CV95] et
[Vap95]). Cependant, méme si ces algorithmes justifient en partie la pertinence de ’approche
Vapnik pour apprentissage, ils ne constituent pas une validation empirique de ses résultats
fondamentaux.

Ce paragraphe est trés inspiré de la présentation des SVM de [CSTO00]. Initialement,
la solution proposée par Vapnik pour échapper aux problemes inhérents de la minimisation
empirique du risque associé a la fonction de perte dure (équation (1.21)) repose sur le concept
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de marge : la marge d’un hyperplan est définie comme étant sa distance a la donnée X; la
plus proche. Le fait de choisir un hyperplan qui ait une marge mazimale permet de régler le
probleme d’unicité tout en accédant a une frontiere de classification robuste : intuitivement,
on peut penser que la fonction de classification correspondante aura de bonnes propriétés de
généralisation. De plus, en considérant une normalisation adéquate du vecteur normal de
I’hyperplan, on constate que la marge d’un hyperplan est inversement proportionnelle & la
norme euclidienne de son vecteur normal.

L’idée de base de I’algorithme SVM repose donc sur une intuition géométrique et propose

de choisir I’hyperplan correspondant a (@, b) obtenu en résolvant le probleme d’optimisation
quadratique suivant :

minimiser en w, b [lw])?,
sous Yi({w,X;)+b)>1,i=1...n.

Il signifie que I’on cherche I’hyperplan de marge maximale séparant correctement les données.
Dans le but d’étendre cette idée a des problemes de classification non linéairement séparables,
les contraintes peuvent étre relachées de facon douce en introduisant des “slack variables”
&, t = 1...n qui permettent aux contraintes de marge d’étre violées. On obtient alors le
probleme d’optimisation suivant:

minimiser en w, b, &; lw]|* + A0, &, (1.22)
sous Yi((w, X))+b)>1-&,i=1...n,
§&i=0.

Afin de pouvoir résoudre ce probleme d’optimisation sous contraintes, on I’écrit sous sa forme
duale ou les multiplicateurs de Lagrange sont notés o;,i =1...n:

L. . n . 1 n Vv ey - . .
maximisereno; Y7 o — 3 Ei,j:l YiYiou05(X;, X;)
sous A>q;>20,1=1...n,
n ,
ey Y, =10.

La fonction de classification finale sera f(ac) = signe(>_"_, Y;a; (X;, z) —I—/l;) ou ai, ..., Q, sont
les solutions du probleme d’optimisation précédent et b est choisi séparément.

Pour pouvoir considérer des frontieres de classification non-linéaires, 1’astuce du noyau
(explicitée dans la partie 1.2.4) est maintenant utilisable puisque les données n’interviennent
que par lintermédiaire d’un produit scalaire (voir équation (1.13)). On obtient alors la

formulation de 'algorithme des SVM soft margin :

Am . n . _1§on "V veey ¢ .
maximiserena; Y0, a; — 52 0. YViYjauoik(X;, X;)
sous A>q;>20,1=1...n,

Yo, Y =0.
La fonction de classification finale sera
f(x) = signe (Z Yialk(X;, x) + b*) : (1.23)
=1

Seuls les X; pour lesquels le multiplicateur de Lagrange «; est non-nul participent a la so-
lution: ce sont les wvecteurs supports qui donnent leur nom aux Support Vector Machines.
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Cette algorithme comporte deux parametres libres (a ajuster par l'utilisateur) : la constante
A et le noyau k. Leurs roles respectifs seront éclairés par la formulation des SVM comme une
procédure de régularisation donnée a la fin de ce paragraphe.

Comme expliqué dans la partie 1.2.4, le fait d’utiliser un noyau s’interprete de la facon
suivante : les données sont envoyées dans un espace de grande dimension H par une feature
map ¢. Ensuite, une SVM linéaire est appliquée sur ces fonctions. La séparation linéaire
dans l'espace de grande dimension correspond & une séparation non-linéaire dans ’espace de
départ X.

Finalement, 'idée proposée par Vapnik repose sur le fait de chercher une fonction a
valeurs réelles adaptée aux données puis d’en prendre le signe pour obtenir une fonction
de classification. La suite de cette partie vise a interpréter l'algorithme des SVM comme
une procédure de régularisation. Pour ce faire, il est important de connaitre I'utilité d’une
telle procédure. Le moyen le plus simple pour expliquer son principe de fonctionnement
est de revenir & ses origines : 'utilisation des splines par [Wah90] pour des problemes de
régression que nous décrirons ici uniquement en dimension 1. Ce procédé sera ensuite étendu
en dimension plus grande grace a la régularisation type Tikhonov.

1.5.2 Régularisation.

La considération des splines vient de ’analyse unidimensionnelle. Soit W, ’espace de Sobolev
d’ordre m sur [0, 1] : il est constitué des fonctions m — 1 fois continiment différentiables et de
dérivée m® de carré intégrable. Schoenberg ([Sch64b],[Sch64a]) a montré que le minimiseur
naturel de fol(f(m)(x))de parmi les fonctions de W, satisfaisant (i) f(X;) =Y;,i=1...n
est, si n > m, ['unique spline de W,,, satisfaisant la contrainte (i). Un spline est un polynéme
par morceaux satisfaisant certaines propriétés de régularité. Les statisticiens ne cherchent
pas a interpoler les données : celles-ci peuvent contenir du bruit et ils veulent obtenir une
fonction qui possede de bonnes propriétés de généralisation. Ils cherchent donc une fonction
réguliere qui s’ajuste le plus possible aux données. C’est pour cette raison que le fructueux
travail de Wahba [Wah90] s’intéresse au probleme de trouver f dans W, qui minimise:

S0 S+ € [ () (1.24)

On voit clairement sur cet exemple que I'ajout du terme fol(f(m)(x))de assure la régularité
du minimiseur : la constante de régularisation C' contrdle le compromis entre la fidélité aux
données et la régularité de la fonction obtenue. Schoenberg a montré que la solution de ce
probleme était encore un spline. Les splines sont aussi trés utilisés en analyse numérique
car ils possedent de bonnes propriétés d’approximation et sont facilement utilisables par des
ordinateurs.

Afin de généraliser cette approche en grandes dimensions, on définit la notion d’espace
auto-reproduisant sur laquelle repose la régularisation type Tikhonov.

Définition 1. Un espace de Hilbert auto-reproduisant H (RKHS, en abrégé) est un espace
de Hilbert de fonctions (H C RX) pour lequel il existe une fonction k : X x X — R (appelée
noyau auto-reproduisant) satisfaisant

e 7 contient toutes les fonctions k(z,-) pour z € X,
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e la propriété de reproduction est satisfaite,

VS EH, Vo e X, ([ k(z,))u=[f(z). (1.25)

Une fonction k : X x X' — R est un noyau défini positif si elle est symétrique (k(z,2’) =
k(2 z), Yz, 2" € X) et si toutes les matrices de Gram qu’elle engendre sont positives. Pré-
cisément, cela signifie que

VN > 1,¥(z1,...,2N) € N, Y(ay,...,an) € RV, Z a;a;k(z;, z;) > 0.

7,7=1

Un noyau auto-reproduisant est clairement défini positif et un résultat de [Aro50] stipule
que cette condition est suflisante : a tout noyau défini positif correspond un unique RKHS. Ce
résultat est frappant puisqu’il ne suppose aucune condition sur 'espace X'. En particulier,
I’utilisation de l’astuce du noyau qui a mené aux algorithme SVM et de la KPCA peut
s’interpréter comme une procédure d’envoi des données dans un RKHS si et seulement si elle
utilise un noyau défini positif.

D’un point de vue statistique, le choix du noyau peut s’interpréter comme un a priori
qu’on met sur les données : un des problemes cruciaux de I’apprentissage réside dans la facon
de le choisir.

Dans la preuve du résultat de [Aro50], le RKHS est construit comme une complétion
de l'espace vectoriel Ho engendré par I’ensemble des fonctions {k(z,.),z € A'}. La norme
considérée sur 'espace Hg est

2

N N
Zaik(fﬁi, I = aa;k(z;, z;).
=1 H 7,7=1

On obtient alors la représentation sous forme primale du RKHS ou la forme typique des
fonctions est une combinaison linéaire de noyaux centrés en différents points.

Afin de se former une intuition sur ce que peut représenter un RKHS, quelques exemples
plus explicites sont maintenant donnés. Le cas le plus connu est celui correspondant aux
noyaux de Mercer : X est supposé étre un espace compact et le noyau k est un noyau défini
positif continu en tant que fonction définie sur X' x X'. On rappelle que P désigne la loi de
la variable d’entrée X. Dans ce cas, 'opérateur intégral & noyau,

Tk : LQ(P) — LQ(P)
fo [ Keof@dpe), (1.26)
X
définit un opérateur linéaire auto-adjoint compact. Il est diagonalisable dans une base or-
thonormée notée (¢;);>1. Les valeurs propres associées sont notées (A;);>1 et sont supposées

étre rangées par ordre décroissant. Dans ce cas, le Théoreme de Mercer stipule que le noyau
peut se décomposer sous la forme suivante :

k(z,z') = Z Nidi(z)pi(z')

i>1
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ol la série est uniformément convergente sur X' x X'. De plus, le RKHS associé au noyau k
se met sous la forme

H=SFeLyP), f=Y (F,o00: 3= (f.6)*/hi <oy . (1.27)

i>1 i>1

On obtient la forme duale du RKHS : elle permet de constater que, dans ce cas, c’est un sous-
espace de Ly(P) constitué des fonctions ayant des coefficients — dans la base des fonctions
propres — a décroissance suffisamment rapide par rapport aux valeurs propres. Afin de voir
clairement le lien avec les problemes de régularité formulés plus haut, nous traitons un exemple
spécifique en dimension 1. Soit X' = [0, 1] et k le noyau de Mercer suivant :

k(z,y) =142 Z Aj (cos(2mjx) cos(2mjy) + sin(2mjz) sin(27jy)) ,
i1

ot A; = (275)~?™, m € N*. La base de Ly([0, 1]) considérée ici étant la base trigonométrique,
les coefficients d une fonction dans cette base sont donnés par ses coefficients de Fourier notés

\/_fo ) cos(2mjt)dt et 7= \/_fo )sin(27jt)dt. Le RKHS associé a ce noyau est
1 espace de Sobolev périodisé d’ ordre m, c est a-dire I’ensemble des fonctions de Ly([0, 1]) qui
sont m — 1 fois continament différentiables, de dérivée m®appartenant a L, ([0, 1]) et vérifiant
les conditions au bord f(0) = f(1),..., f"=D(0) = f("=1)(0). Cela peut se voir facilement
puisque la norme du RKHS associée a k définie dans (1.27) satisfait

ufu%:Z<2m>2m(<f;>2+<f;>2)+(/0 ) / o |dt+(/01f(t)dt)2.

i>1

ol la deuxiéme égalité vient de I’'identité de Parseval. La derniére quantité est par définition
le carré de la norme || f||sob dans 'espace de Sobolev.

L’inconvénient majeur du Théoreme de Mercer est qu’il restreint I’espace X’ a étre com-
pact. Dans le cas ol c’est un espace vectoriel de dimension finie (X = R?), un des noyaux
les plus utilisés est le noyau gaussien :

—lle—yl® .
k(z,y)=e¢ 222 =K(z—y).
2

avec K (z) = e 202 . Dans ce cas, le RKHS associé se caractérise par une décroissance rapide
de la transformée de Fourier f de f :

g:{fECO(Rd) :fELl(Rd)et/d“i( w)I” dw<oo} . (1.28)
RY K(w)
2 2

avec K (w) = (27‘1’0’2)5[/26% et Co(R?) est I’espace des fonctions continues nulles & Uinfini.

Cette représentation intégrale du RKHS associé au noyau gaussien éclaire le role de régu-
larisation joué par o : plus il est élevé, plus les fonctions du RKHS sont réguliéres. Précisé-
ment, ¢ < ¢’ implique H,» C H,.

En conclusion, la norme RKHS d’une fonction peut étre vue comme une mesure de sa
régularité.
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1.5.3 Approche statistique pour la SVM.

[SS98] et [EPP00] ont remarqué que le probleme d’optimisation définissant ]/‘\ dans (1.23)
pouvait se réécrire comme une procédure de régularisation type Tikhonov. En effet, grace a la
vision fonctionnelle du RKHS précédemment décrite, on a f = signe(g) o sign(a) = 21,591
et

§ = arg min (% S (1= Yif(X)s + CM!fH%) , (1.29)

=1

ot H* = {f(z) +0b,f € H,b € R}, H est le RKHS associé au noyau k et C,, = L (A
apparait dans la partie 1.5.1). La régularisation type Tikhonov se caractérise par I'ajout du
carré de la norme dans le RKHS. Cette formulation n’est pas celle utilisée en pratique pour
programmer la SVM mais elle permet de prendre conscience du procédé de régularisation
utilisé dans cet algorithme. Précisément, il est de la méme forme que (1.24) : simplement,
le risque empirique associé a la perte des moindres carrés est remplacé par celui associé a
la perte dite hinge loss v(f, (z,y)) = (1 — yf(z))4+. Cette derniére est un majorant convexe
de la fonction de perte dite hard loss (z,y) — Lf(z)#y- Le terme de régularisation est plus
général dans le sens ou X’ peut étre un espace de grande dimension et pas uniquement [0, 1].
Le calibrage de la constante de régularisation C, contrdle le compromis entre la fidélité aux
données et la régularité de la fonction obtenue.

De plus, cette formulation permet d’interpréter I’algorithme SVM comme une procédure
de pénalisation du risque convezifié (voir [BJMO03] pour une étude générale). Il entre ainsi
dans le cadre de la sélection de modeles de Birgé et Massart de la section 1.4. En effet, si on
considere les boules de #°,

E(R)={g e ||lg|| < R},

g défini par I’équation (1.29) satisfait clairement g = g5 ol

n

1
gr = arg min — 1-Y;9(X5))4, 1.30
Gr=arg min - ;( 9(X)+ (1.30)

~ (1 & R 5
R = arg min (; Z;(l = Yigr(Xi))+ + CuR ) :
1=
Ce choix de R par minimisation du risque empirique pénalisé est de la forme de I’équation
(1.20) ou la fonction de pénalité pen est

pen(R) = C,,R?. (1.31)

Cette pénalité représente la régularisation : elle impose un choix de boule de complexité
contrélée. De plus, si k est un noyau de Mercer, les boules du RKHS sont des ellipsoides de
Ly(P) homothétiques les uns des autres par la relation (1.27) :
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Ils ont tous comme directions principales les fonctions propres de 'opérateur intégral Ty défini
par I’équation (1.26). Ainsi, les SVM constituent une procédure de sélection d’ellipsoide.

On peut se demander si 'ordre de grandeur de la pénalité en R? est statistiquement
convenable. En effet, il est choisi pour des raisons purement algorithmiques. [BBMO04] a
montré que, d’un point de vue statistique, sous certaines conditions, le carré de la norme est
trop important et qu’il faudrait plutot ajouter la norme elle-méme.

La contribution principale de la présente these en terme de classification repose sur
I’utilisation d’un autre procédé de régularisation : la projection fini-dimensionnelle. Ce
procédé est étudié avec un point de vue théorique a travers des résultats de sélection de
modele et avec un point de vue pratique par la conception d’un nouvel algorithme de classi-
fication: la Kernel Projection Machine.

1.6 Contributions concernant la classification.

On rappelle que la fonction que 'on cherche a estimer est la fonction de classification de

Bayes f* définie par
N 1 sin(z) >
() = { '

-1 sin(z) <

M| B

ou n(z) =PlY = 1|X = z]. On dit qu’on est sous I’hypothese de marge s’il existe h > 0 tel
que
Vo€ X, 12n() ~ 1] > h.

1.6.1 Projection fini-dimensionnelle.

Au regard des travaux de statistique de Birgé et Massart [BM97, BBM99, BM01], on peut
penser a la projection fini-dimensionnelle comme étant une alternative a la régularisation de
Tikhonov. Au lieu d’étre minimisé sur des ellipsoides comme c’est le cas pour les SVM (voir
équation (1.30)), le risque empirique est minimisé sur des espaces vectoriels

SD = <¢17"' 7¢D>7 (132)

ou ¢1,...,¢p sont les vecteurs propres de 'opérateur intégral T) (défini par I’équation
(1.26)) associés a ses D plus grandes valeurs propres. Ainsi, & chaque dimension, on as-
socie I'estimateur

n

1
9p = in — 1-Y,q(X; . 1.33
gp = arg min — ;( 9(Xi))+ (1.33)
La régularité de gp dépend de son nombre de coefficients non-nuls dans la base (¢2)221 On
considere maintenant la collection de modeles {Sp}p>i. Suivant le critere général (1.20), la

dimension est choisie par minimisation pénalisée de la perte empirique :

A 1 o
D = arg min (; Z;(l = Yigp(Xi))+ + PeH(D)> :
1=

La fonction de pénalité pen assure la régularité de la fonction g5 en contrélant la dimension
de ’espace vectoriel choisi. Contrairement a la SVM, l'ordre de grandeur de la pénalité sera

choisi par des criteres statistiques. La fonction de classification finale sera f = signe(gp).
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La détermination de 'ordre de grandeur de la pénalité dans ce cadre comporte des diffi-
cultés lies a la non-compacité des espaces vectoriels. Ce probleme est abordé dans le chapitre
5. Dans le chapitre 6, I’estimateur associé a chaque dimension est

1 si /g\D(‘T) > 17
gp(x) = qgp(z) si —1<gp(e) <1,
-1 si gp(z) < —1.

Ce procédé n’induit pas de perte de généralité dans le sens ou gp et gp fournissent la méme
fonction de classification (puisq’ils ont le méme signe). La dimension est maintenant choisie
par minimisation pénalisée de la perte empirique tronquée :

D>1 \n 4
- =1

D = argmin (l Z(l - Yigp(Xi))+ + pen(D)) .

La fonction de classification finale est f = signe(gz)-
Sous I'hypothese de marge, le Théoreme 6.2.1 stipule que, a un facteur logarithmique
pres, si on choisit une pénalité linéaire en la dimension

D
pen(D) = DE , (1.34)

alors la fonction de classification correspondante satisfait ’inégalité de type oracle suivante

BL(5 £7) < O juf (inf Lig.S)+ ). (1.35)
ou L est 'exces de risque associé a la hinge loss L(g, f*) = E[(1 - Yg(X))+ — (1 = Y f*(X))4]
et O désigne une constante universelle. Ce résultat signifie qu’une pénalité linéaire en la
dimension est statistiquement convenable.

L’algorithme de la Kernel Projection Machine (KPM) permet de tester concretement la
pertinence de la régularisation par projection fini-dimensionnelle. Ses performances seront
comparées a celles de la SVM utilisant la régularisation type Tikhonov dans le chapitre 5. La
partie suivante décrit les idées utilisées dans I'algorithme de la KPM ainsi que ses liens avec

la KPCA.

1.6.2 Un nouvel algorithme de classification : la Kernel Projection Ma-
chine.

Puisque 'opérateur T} dépend de la loi sous-jacente des données, ses fonctions propres sont
inconnues et le minimiseur empirique gp donné par ’équation (1.33) n’est pas directement
calculable. En pratique, 'algorithme de la KPM exploitera donc une version approchée définie
a partir de la matrice de Gram introduite par I’équation (1.14). K, désigne la matrice de
Gram normalisée. C’est une matrice carrée de taille n ayant pour coeflicient :

] 1
(Kn)ij = —k(Xi, Xj) -

L’approzimation de Nystrom stipule que les vecteurs propres de la matrice de Gram normal-
isée approchent les vecteurs propres de l'opérateur intégral 7 ([Bak77]). [Kol98] exploite le
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fait que la matrice K, soit la partie empirique de 'opérateur intégral T} et étudie la conver-
gence (en un certain sens) des vecteurs propres de K, vers les vecteurs propres de T}. Le fait
que la matrice de Gram soit la version empirique de l'opérateur intégral T peut se voir en
quelques lignes. En effet, si f € Ly(P) est une fonction propre de Tk, elle satisfait

Vo' e X, /Xf(w)k(x,x’)dP(w) = Af(a').

Si on remplace formellement la probabilité P par la mesure empirique P, = %E?:l dx,, on
obtient

%Zf(Xi)k(Xn 2') ~ Af(a').

Puis, en choisissant successivement Xy, ..., X, pour valeurs de z', on conclut que la matrice
de Gram normalisée admet f = (f(X1),..., f(X,)) comme vecteur propre :
Knf ~Af,

oil A est une valeur propre de K.

De par la formulation (1.33) du minimiseur empirique, on constate que les fonctions de Sp
n’interviennent que par les valeurs qu’elles prennent sur les points X4, ..., X, de ’échantillon
d’apprentissage. L’approximation précédemment décrite permet donc d’obtenir une version
approchée g de gp. D’un point de vue algorithmique, g est accessible en résolvant un
probleme de programmation linéaire. La derniere étape de I’algorithme est une phase de
sélection de modele: la dimension peut étre sélectionnée par minimisation pénalisée de la
perte empirique tronquée :

D>1 \n “
- =1

D = arg min (l S (- Yigp(X0)s + ,uD) , (1.36)

ol p est une constante de pénalisation & choisir et

si ;?\D(x) >1,
plz) si —1<gplz) <1,
-1 sigp(z) < —1.

Q)) —

Le choix d’une pénalité pD linéaire en la dimension est guidé par le Théoreme 6.2.1 rappelé
au travers des inégalités (1.34) et (1.35). La fonction de classification finale sera f(x) =
signe(7 (z).

Le chapitre 6 montrera clairement le lien entre la KPM et la KPCA. D’apres la partie
1.2.4, pour chaque dimension D, I'espace choisi par la KPCA est ‘A/D (défini par I’équation
(1.16)). C’est le sous-espace du RKHS engendré par les D premieres fonctions propres de
Popérateur de covariance 3. (défini par I’équation (1.12)). En utilisant la représentation
fonctionnelle du RKHS donnée dans la partie 1.5.2, on montre aisément que 'estimateur jq?:D
correspond au minimiseur empirique sur ‘7D :

n

= 1 .
gp =argmin — » (1—Yig(X;))+.
geVp ™ ZZ:;
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Le chapitre 4 étudie la stabilisation de I’espace aléatoire ‘A/D autour de I’espace déterministe
Sp (défini par I’équation 1.32). Les résultats y sont interprétés dans le cadre de la KPCA. IIs
sont aussi motivés par I’étude du comportement statistique de ED. Cela demeure cependant
un probleme ouvert.

Finalement, 'algorithme de la KPM repose sur le fait suivant.

La régularisation peut étre obtenue par la sélection d’un espace vectoriel via une
méthode de réduction de la dimension tlelle que la KPCA.

Comme précisé dans le probleme ouvert a la page 13 de la partie 1.2, I'obtention d’un critere
d’arrét en KPCA ayant un sens statistique et ne prenant en compte que les variables d’entrées
reste un probléeme ouvert. Cependant, la dimension choisie par la KPM peut s’interpréter
comme une dimension d’arrét pour la KPCA en tenant compte des étiquettes.

1.7 Limites et perspectives des résultats de classification.

Cette partie propose des prolongements aux contributions obtenues en classification en vue
d’améliorer les liens entre la théorie et la pratique. D’une part, le Théoréme 6.2.1, rappelé au
travers des équations (1.34) et (1.35), ne justifie que partiellement la pénalité linéaire utilisée
dans 'algorithme de la KPM. D’autre part, ’étude de 'influence du calibrage des constantes
sur la performance des algorithmes reste a mener.

1.7.1 Bornes de risque.

La borne de type oracle (1.35) représente un premier pas vers |’analyse des performances de la
KPM. Cependant, cette approche théorique ne prend pas pleinement en compte la spécificité
des modeéles utilisés pour l'algorithme de la KPM. De plus, la pénalité obtenue dépend du
parametre de marge h qui est inconnu.

e Les espaces vectoriels possedent-ils de meilleures capacités d’approximation que les el-
lipsoides dans le cadre de la classification 7 Afin de répondre a cette question, une des
possibilités consiste a controler le terme d’erreur d’approximation inf,es, L(g, f*) de
I'inégalité (1.35). Puis, a comparer la vitesse de convergence de la fonction de clas-
sification obtenue par projection fini-dimensionnelle a celle obtenue par régularisation
type Tikhonov. De facon générale, la théorie de "approximation pour I’apprentissage
n’en est qu’a ses débuts. Les travaux de [SS03] et [VV05] sont, en ce sens, précurseurs.
La qualité d’approximation de la base des fonctions propres de 'opérateur intégral
(déterminé par le noyau utilisé) est un élément déterminant dans le controle de I'erreur
d’approximation mais la littérature comporte tres peu de résultats sur ces fonctions
propres.

e Puisque la pénalité (1.34) dépend de la marge h, la procédure de pénalisation proposée
par I'analyse théorique n’est pas adaptative a la marge. A ce jour, une telle procédure de
classification théoriquement justifiée n’existe pas. En pratique, cela pose d’importants
problémes pour le calibrage des constantes. Nous reviendrons sur ce point dans la partie
suivante.

e Les modeles Sp considérés pour justifier la pénalité linéaire sont déterministes alors
que ceux (Vp) exploités par l'algorithme sont aléatoires. Afin d’analyser complétement
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I’algorithme de la KPM, il faudrait obtenir un résultat théorique tenant compte de cet
aléa.

1.7.2 Calibrage des constantes.

Cette partie repose sur des considérations d’ordre plus pratique. La détermination des
parametres libres des algorithmes est un élément clef dans les applications numériques qui
n’est, en général, pas contrélé par des arguments théoriques. Par exemple, quelle constante
i (équation (1.36)) doit-on choisir pour optimiser les performances de la KPM 7 De facon
générale, les constantes fournies par des arguments théoriques du type Théoréme 6.2.1 (équa-
tion (1.34)) sont trop mauvaises pour étre utilisables. En pratique, elles sont donc calibrées
pour s’adapter aux données. Les remarques suivantes concernent les constantes de pénalisa-
tion que sont C,, pour la SVM (équation (1.31)) et u pour la KPM. Dans les deux cas, I'ordre
de grandeur de la pénalité est fixé et la procédure de sélection de modele est déterminée par
la constante de pénalisation. On peut noter que le calibrage de ces constantes doit se faire
de facon adaptative a la marge.

e Il est important de se poser la question de I'importance de 'ordre de grandeur de la
pénalité en pratique. Dans le cas de la SVM, (), est souvent choisie par validation
croisée. Cette méthode de calibrage compense I’éventuel défaut de I'ordre de grandeur
de la pénalité. 1l se produit le méme phénomeéne pour la KPM. En effet, les résultats
numériques des chapitres 5 et 6 montrent que les performances de la KPM sont sensi-
blement les mémes si la pénalité est choisie linéaire ou quadratique en la dimension et
que la constante p est obtenue par validation croisée.

e Dans le chapitre 6, un autre procédé de calibrage de la constante p est adopté :
Uheuristique de pente. Contrairement a la validation croisée, il profite pleinement de
I’ordre de grandeur linéaire de la pénalité. On verra les gains que cela peut apporter,
au moins en termes de temps de calcul.

e La compréhension de ’effet de la validation croisée sur les performances d’un algorithme
nécessite une étude théorique. A part le travail de Zhang [Zha93] dans le cadre de la
régression gaussienne, la littérature est particulierement pauvre sur ce sujet. Les con-
sidérations sur ’heuristique de pente sont elles aussi purement empiriques et méritent
d’étre approfondies.

Le chapitre 7 donnera des propositions d’utilisation de la projection fini-dimensionnelle
pour d’autres problemes d’apprentissage.






Le chapitre suivant présente, en francais, les techniques utilisées dans la majeure
partie de cette these. Les chapitres 3 & 6 correspondent essentiellement a quatre
articles publiés ou soumis. Ils sont rédigés en anglais.






Chapter 2

Introduction mathématique

Ce chapitre ne donne pas de nouveaux résultats. Il met simplement en parallele différentes

méthodes afin d’expliciter les liens entre les chapitres de la présente these.

La premiere partie décrit [‘analyse globale de la minimisation empirique du risque. Elle
permet de retrouver les résultats théoriques fondamentaux d’apprentissage de Vapnik. La
le bruit blanc gaussien.
Dans ce cadre, elle compare le comportement des régularisations type Tikhonov et fini-

deuxieme partie se place dans un modele tres utilisé en statistique :

dimensionnelle dont il est déja question dans la présentation générale. Enfin, la troisieme
partie décrit les principales étapes de ['analyse locale de la minimisation empirique du risque.
Cette analyse raffine celle de Vapnik en s’inspirant du travail dans le cas gaussien de la

deuxieme partie.

L’analyse locale sera utilisée pour étudier le comportement statistique de la KPCA, des

valeurs propres de la matrice de Gram (chapitre 3) et pour analyser les propriétés
statistiques de la projection fini-dimensionnelle en classification (chapitres 5 et 6).
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L’échantillon d’apprentissage est constitué de n variables aléatoires indépendantes et iden-
tiquement distribuées (X;,Y;), ¢ = 1...n de méme loi que (X,Y). Les notations Pf (resp.
P,f) désignent les quantités E[f(X,Y)] (resp. 13" f(X; Y;)). Soit F une classe de
fonctions. Un processus empirique indexé par F désigne la collection de variables aléatoires
{(P. — P)(f), f € F}. Une variable aléatoire Z est sous-gaussienne si elle vérifie :

Vi >0,PZ-E[Z] > 1] < e ©/CVar(2)

Par exemple, si Z suit une loi gaussienne centrée, elle vérifie la précédente inégalité.

Dans sa théorie concernant I’apprentissage statistique, V. N. Vapnik a proposé une facon
d’analyser statistiquement la minimisation empirique du risque : le but de cette partie est
d’expliquer en détails cette approche “classique” (dite globale) afin d’en extraire les idées
intéressantes et d’en souligner les lacunes.

2.1 Approche globale : premieres bornes de risque.

Cette partie est inspirée de la formulation de ’approche de Vapnik par [Mas00b].

2.1.1 Analyse de Vapnik.

La théorie d’origine qui nous sert de référence est celle de Vapnik. Elle a introduit des
considérations statistiques pour des méthodes d’apprentissage et porte le nom de statistical
learning ([Vap95],[Vap98]). Elle est basée sur des principes issus des contraintes imposées par
la communauté du machine learning. La sélection de modeles de Birgé et Massart est aussi
régie par ces principes. En effet, dans le cadre de sélection de modele décrite dans la partie
1.4, le but est d’obtenir des bornes non-asymptotiques avec le moins possible d’hypotheses.
Les bornes doivent ensuite étre effectivement calculables pour pouvoir réellement évaluer la
qualité des algorithmes. Les inégalités de concentration dont il sera question plus tard sont
des outils intéressants pour atteindre ce but de facon élégante.

En considérant la propriété (1.1) satisfaite par la cible s, la minimisation empirique du
risque (ERMl étudiée, entre autres, par Vapnik consiste & associer a chaque modele S,
I’estimateur f,, minimisant le risque empirique :

- 1 <&
m = in — (X Y)), 2.1
Jm = arg min - ;v(f (X, Y;)) (2.1)

ou %E?:l v(f, (Xi,Y:)) désigne le risque empirique et 7y est un contraste adapté au type de
probleme d’apprentissage considéré. En considérant comme critere uniquement la qualité de
prédiction (mesurée a l’aide du contraste), cette formulation du probleme d’apprentissage
satisfait le principe de Vapnik qui consiste a chercher directement une fonction qui ait de
bonnes propriétés de prédiction. Une fois le modele fixé, elle permet de réduire le probleme
d’apprentissage a un probléme d’optimisation. Les choix du critere + et du modele S,, sont
aussi guidés par des contraintes de calcul : on doit pouvoir effectivement résoudre le probleme
d’optimisation correspondant.

Si le minimum n’est pas atteint ou s’il est difficilement calculable de facon exacte, on
peut considérer un minimiseur approximatif (en ajoutant un petit parametre a la fonction a
minimiser) : les méthodes développées ici seront robustes a ce type de modification.
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L’analyse de Vapnik a été construite pour travailler avec des contrastes peu réguliers tels
que la perte dure en classification et fournit des inégalités valables sans hypothese sur la loi
sous-jacente des données : elles doivent étre considérées comme des bornes de référence et
toute méthode de majoration plus subtile doit donner des bornes au moins aussi bonnes.

D’apres la définition (2.1) de l’estimateur f,, comme étant un minimiseur empirique, on

a Poy(fm) < Pay(fm) don

L(Jms fm) < (P = P)(Y(J)) = (P = Pu)(v(fm) , (2.2)

ou L(f,g) = Py(f) — Pvy(g) désigne 'exces de risque associé au contraste v et f,, est un
élément quelconque de S,,. Par la suite, il sera choisi pour optimiser la borne de risque
obtenue et doit des maintenant étre considéré comme représentant 'erreur d’approximation
du modele S, :

= arg min P .
frn = arg min Py(])
Le manque de régularité du contraste est géré en faisant la majoration suivante :

(P = Po)(7(Jm) = (P = P)(7(fn)) < QfS;SP [(P = B) (v (£)]- (2.3)

Cette inégalité, caractéristique de "approche de Vapnik, est brutale pour plusieurs raisons :
tout d’abord, elle gere séparément les termes (P — Pn)('y(]/‘\m)) et (P—PF,)(v(fm)). Si Sy, est
un “bon”modele, f,, sera “proche” de f,, : ces deux termes peuvent donc se compenser et la
majoration devient sous-optimale. 1l serait plus précis de considérer le module de continuité
associé au processus empirique {(P — P,)(v(f)) = (P — Pu)(v(fm)), [ € Sm} pour quantifier
un gain potentiel. Ensuite, la fluctuation due a la quantité aléatoire f,, est controlée par la
fluctuation maximale du contraste sur le modele, ce qui peut aussi s’avérer étre sous-optimal.
Ces observations seront & la base des raflinements obtenus par I"approche locale considérée
dans la partie 2.3.

Une vertu de cette inégalité est de ramener 1’étude de la borne de risque & un controle
d’un supremum de processus empirique indexé par le modele. Ce type de quantité se controle
en utilisant des inégalités de concentration : elles quantifient la déviation d’une variable
aléatoire par rapport a son espérance. Dans les bons cas (considérer une variable aléatoire
bornée suffit), cette déviation décroit exponentiellement vite. En utilisant ce type d’inégalités,
on obtient des bornes valables avec grande probabilité. Ces contrdles sont aussi utilisés dans
la communauté informatique sous le nom de “bornes-PAC” (probably approximately correct)
dont la paternité en revient a [Val84]. On peut retrouver les résultats de Vapnik en utilisant
I’inégalité de concentration suivante attribuée & McDiarmid.

Théoréme 2 ([McD98]). Soient Xy, ..., X,, des variables aléatoires indépendantes et iden-
tiguement distribuées et soit Z = f(Xy, ..., X,) avec f telle que:

sup |f($1, ,.fn) - f('rlv .,.f;-, 7$n)| <g¢ ,V 1 < [ < n,
i

T1 ey Tn, Ty

alors
P[Z _E [Z] > .’E] < 6—21:2/(0%-}-...4—0%) ]

Initialement, cette inégalité est issue de la théorie des martingales (inégalité d’Hoeffding-
Azuma). Elle est simple a formuler et a utiliser et semble donner un comportement sous-
gaussien de la variable aléatoire. Cependant, il faut faire attention au comportement de la
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variance de Z : elle peut étre beaucoup plus petite que Y =, ¢? et, dans ce cas, I'inégalité
obtenue est loin d’étre sous-gaussienne. L’approche raflinée développée dans la section 2.3
utilisera une inégalité de concentration prenant en compte la variance : I'inégalité de concen-
tration des processus empiriques de Talagrand.

En utilisant le Théoreme 2, on obtient que pour tout & > 0, avec probabilité au moins

1—e7¢,
£
sup [(P—P)(v(f))| < E [SHP (P =) (y (D] +04/ 5 (2.4)
fE€Sm fE€Sm n
ol b est une borne sur le contraste : sup Y(f,(z,y)) <b. Grace a l'inégalité de

feESzeX yey
concentration, I’étude du supremum de processus empirique est ramenée a celle de son es-

pérance. Finalement, en combinant la derniere inégalité avec (2.2) et (2.3), on obtient qu’avec

probabilité plus grande que 1 — e~¢,
2¢
by —. 2.
e (25)

L’inégalité-clé permettant de contréler une espérance de supremum de processus empirique est
Uinégalité de symétrisation (Lemme 2.3.1 p. 108 de [vdVW96]) couramment attribuée a J.P.
Kahane. Via un raisonnement tres simple basé sur la considération d’une copie indépendante
de I’échantillon et sur I'inégalité de Jensen, elle assure que

fESm

L(Jons fm) < 2K lsup [(P = Po)(v(N)

1< ;
E | sup [(P— P)(y(/)I| <2E | sup =) eiv(f, (X3, Vi) (2.6)
f€Sm fesm M
ou €y,...,&, désignent n variables aléatoires indépendantes suivant une loi de Rademacher

et indépendantes de I’échantillon (Ple; = 1] = Ple; = —1] = 1/2).

Cette inégalité permet de controler I’espérance d’un supremum de processus empirique
par 'espérance d’un supremum de processus sous-gaussien (le processus de Rademacher).
Pour ce dernier, nous disposons d’outils récents issus de la théorie des processus gaussiens
(nous y reviendrons plus précisément dans la partie 2.3.3).

Afin de faciliter la comparaison avec ’approche locale, on écrit I'inégalité finale en intro-

duisant la cible s : avec probabilité plus grande que 1 — e~¢,
2§
by —. 2.7
/2 (2.7)

Cette méthode est dite globale puisque la complexité du modele S, est déterminée par un
supremum indexé par toutes les fonctions de ce modele : ’espérance apparaissant dans le
membre de droite est appelée moyenne de Rademacher.

n

L(Jny8) < L(fmy s) + 4E

sup —
fESm T ;

Cette approche a été utilisée sous cette forme par [STWCKO5] pour controler Ierreur
quadratique moyenne de la KPCA et donner des inégalités de concentration des valeurs pro-
pres de la matrice de Gram (toutes ces notions sont définies dans la partie 1.2). En travaillant
avec le bon contraste v, compte tenu de I'inégalité précédente, il suflit de controler la moyenne
de Rademacher associée au probleme. Avec les notations de la partie 1.2, [STWCKO05] montre
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que, sous certaines conditions peu restrictives,

d
L up S el (X DI sm\/;, (2.8)

n VEVd =1

ol [J désigne une constante universelle. Le raisonnement précédent leur permet d’obtenir une
vitesse de convergence en 1/y/n pour l'erreur de généralisation de la KPCA. Les résultats du
chapitre 3 consistent, en partie, & affiner les résultats de [STWCKO5] en utilisant I’approche
locale de la partie 2.3.

2.1.2 Classification.

D’un point de vue statistique, le probleme de classification consiste a estimer la fonction de
classification de Bayes f* :

?

o=,

-1 sinp(z) <

N B[

?

ou n(z) = P[Y = 1|X = 2] 4 l’aide de I’échantillon d’apprentissage ((X1,Y1), -, (Xn, Yy)) €
(X x{—1,+1})". Il est naturel de chercher des estimateurs sous la forme 21 4 —1 ot ’ensemble
A est suffisamment proche de {z € X', n(z) > 1/2}. La formulation en terme d’ensembles du
probleme a été utilisée, par exemple dans [TvdG05] mais, dans un souci d’homogénéisation,
des notations fonctionnelles seront utilisées.

La minimisation empirique du risque respecte le principe de Vapnik qui stipule que, pour
éviter d’avoir a traiter un probleme potentiellement plus difficile, il vaut mieux directement
chercher une fonction de classification qui ait de bonnes performances en terme de prédictions
sans passer par I’estimation de la fonction 7.

Dans le cadre de 'ERM de Vapnik, le modeéle considéré est S, = {214 — 1,A € C,,} ou
Cp, est une classe d’ensembles de complexité controlée. Le contraste est la fonction de perte
dure v(f, (,y)) = W s(z)2, ¢ dans ce cas, le minimiseur fm du risque empirique

m — - ik ’
5 afgffggn nz Yi£f(X))

est la fonction du modele minimisant le nombre de mauvaises prédictions.

La notion de complexité utilisée dans 'ERM est la dimension de Vapnik-Chervonenkis
(VC-dimension). Pour une classe d’ensembles A, elle se définit comme étant le plus grand
entier n tel qu’il existe un ensemble de n points dont on puisse retrouver toutes les sous-parties
via des intersections avec les ensembles de la classe A :

VC(A) = sup{n >1, max [{AN{z1,...,2,}, A€ A} = 2”} .
Z1 4.0 920
On dit que A est une classe de Vapnik-Chervonenkis si VC'(A) < oo.
La VC-dimension permet donc de rendre compte de la complexité (capacité) d’une classe
d’ensembles au travers de sa richesse combinatoire. A l'origine, elle a été introduite pour
I’étude des suprema de processus empiriques indexés par des classes d’ensembles. En effet,
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comme rappelé dans [EPP99], elle permet de caractériser les classes d’ensembles satisfaisant
une loi des grands nombres uniformes. On a

1 n
sup —ZﬂxieA—P[XEA] Eﬂ),
AeA ni:l

pour tout P si et seulement si VC'(A) < oco. Ce résultat généralise celui de Glivenko-Cantelli
a des classes d’ensembles plus générales que les intervalles du type | — oo, t].

Afin de pouvoir évaluer le risque, il faut controler la moyenne de Rademacher apparaissant
dans l'inégalité (2.7) par des quantités connues et, en particulier, indépendantes de la loi sous-
jacente des données.

La facon dont Vapnik a procédé est la base de raisonnements plus fins. Il est nécessaire
de revenir a son raisonnement désormais “classique” en théorie de apprentissage : les tech-
niques utilisées sont fondamentales et ’approche locale de la partie 2.3 les exploitera de fagon
plus fines. De plus, le raisonnement suivant souligne comment la VC-dimension permet de
contréler une moyenne de Rademacher : de nombreuses approches cherchant a pallier aux dé-
fauts de la théorie de Vapnik évitent cette étape et travaillent directement avec les moyennes
de Rademacher. Dans la suite, on suppose que la classe d’ensembles C,, est une classe de
Vapnik-Chervonenkis de VC-dimension notée V.

Le point-clé est le théoreme suivant, attribué a Pisier, qui permet de controler I’espérance
du supremum de variables aléatoires sous-gaussiennes.

Théoréme 3. Soient Y1,...,Yy des variables aléatoires avec N > 2 lelles que YA > 0,
Vi=1...N
E {e’\YZ} < e’\2R2/2

el
—-\Y; A2R?/2
E [e } <e / ,

ou R >0. On a alors

E [_iria)](vﬂﬂ] < Ry/2log2N .

Ce théoreme permet d’exploiter le fait que les variables de Rademacher soient sous-
gaussiennes. En effet, Va, A € R,

E {ekl“} < M2, (2.9)

On peut donc appliquer le Théoréme 3 conditionnellement aux variables (X;,Y;),t=1...n

1 n
avec R = — | sup Iy, 2¢(x,)- On obtient
- fesm; #1(X,)

n

Y ey,

=1

< Ry2Hy,,

1
sup —
fES, T

E.

ou H,, =log2l{Cn{Xy,...,X,},C €C,}| et E. signifie que 'on intégre uniquement part
rapport aux ¢ : les variables (X;,Y;), ¢ = 1...n sont “fixées”. Le lemme de Sauer ([Vap82])
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permet de controler H,, et il est clair que R < —=. Donc, en supposant n > V,,, on obtient
un majorant de la moyenne de Rademacher 1ndependant de la loi sous-jacente des données,

sup — eill g
[feSm Z e

Le facteur logarithmique est en fait superflu : grace a un argument de chainage (qui consiste
a utiliser le Théoreme 3 de facon locale pour étre plus précis), [Lug02] montre que

[Vin
sup — <Oy —, (2.10)
fe€Sm n

ou [ désigne une constante universelle qu’on ne cherchera pas a expliciter. Ce résultat illustre
le controle des moyennes de Rademacher par la VC-dimension.

En passant a lespérance dans l'inégalité (2.2), puis en utilisant l'inégalité (2.6) et le
précédent controle de moyenne de Rademacher, on obtient

log 222
n 8 Vi

] 2V, 2en

AL p(x)2ys

Vv

E [0, fn)] <Oy 2,

ul(f, ) =Pf(X)#Y]-Pf*(X)#Y]. Finalement

~ " Vm
supE [z(fm,f )] <oyf==, (2.11)

ou le supremum est pris sur toutes les distributions @) de (X,Y) pour lesquelles f* appartient
a S;,. Selon la théorie de Vapnik, le probleme de la complexité en classification se résume
donc a I’évaluation de la VC-dimension. De plus, cette inégalité est optimale dans le sens ou
elle permet de conclure que ’estimateur de minimum de contraste fm est approximativement
minmax (notion définie a la page 8) sur S,,. En effet, on a:

~ /
R(fony Sn) = inf sup E[£(5n, f4)] > Oy 22, (2.12)
smo Q n
ot I'infimum est pris sur tous les estimateurs possibles a partir de (X, Y1),...,(X,,Y,) et

le supremum sur toutes les distributions @ de (X,Y) pour lesquelles f* appartient & S,

Toutefois, cette approche ne résout pas toutes les difficultés du probleme de classification.
Tout d’abord, d’un point de vue pratique, la VC-dimension peut étre difficilement calculable.
De plus, ce parametre évalue de facon pessimiste les performances de I"algorithme puisqu’il ne
s’adapte pas aux données. La théorie de Vapnik est connue comme étant celle du “pire cas”
cela se voit sur le risque minmax (2.12) puisque, dans la preuve de cette inégalité, on constate
que les distributions qui contribuent a la borne inférieure sont celles qui correspondent a des
problemes de classification tres difficiles. La théorie Vapnik ne reflete donc pas toujours bien
la réalité.

Plusieurs idées ont été émises pour obtenir une théorie moins conservative (voir par ex-
emple [Vay00]). Par exemple, [Kol01] et [BBL02] utilisent un argument de concentration de
[BLMOO] pour contréler la moyenne de Rademacher apparaissant dans la borne (2.7) par la
moyenne de Rademacher conditionnée correspondante E. [SqueSm %E?:l 5i]1f(X¢);éYi] , ou
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la notation E. signifie que I'on intégre uniquement part rapport aux £ : les variables X,
t = 1...n sont “fixées”. Cette approche permet d’obtenir un contréle de la complexité qui
s’adapte aux données. Bien qu’elle considere des moyennes de Rademacher globales, cette
méthode est proche, dans ’esprit, de ’approche locale détaillée dans la partie 2.3. En ef-
fet, elle souligne que I'utilisation de résultats de concentration adaptés permet d’obtenir des
termes de complexité plus adéquats. De plus, elle met en valeur "importance des moyennes
de Rademacher tant d’un point de vue pratique que théorique : ces quantités sont plus sou-
ples a utiliser que la VC-dimension et seront a la base du développement de la méthode de
localisation.

La partie suivante se place dans un autre contexte en considérant un modele statistique
classique de régression gaussienne : le bruit blanc gaussien. Elle utilisera un vocabulaire
plutot statistique. Ainsi, les termes de biais et de variance utilisés par la suite désignent
I’erreur d’approximation et ’erreur d’estimation utilisées dans le cadre de 'apprentissage.
Tout comme I’approche globale de Vapnik, le travail mené dans ce cadre a inspiré I’élaboration
de la méthode de localisation de la partie 2.3.

Le but est maintenant de comparer les propriétés d’adaptativité de la régularisation type
Tikhonov a celles de la régularisation fini-dimensionnelle dans le cadre du bruit blanc gaussien.
Comme expliqué dans la présentation générale, la régularisation fini-dimensionnelle a été
étudiée dans les chapitres 5 et 6 de la présente thése dans le cadre de la classification tandis
que ’algorithme des SVM repose sur la régularisation de Tikhonov. Le cadre gaussien permet
de calculer facilement les quantités d’intéréts et servira a guider notre intuition.

2.2 Intuition gaussienne pour la régularisation.

Cette section présente des résultats de [Mas04] obtenus dans le cadre du modéle gaussien
généralisé (introduit dans [BMO1]) : afin de simplifier la présentation, ils sont ici énoncés
dans le cadre particulier du bruit blanc gaussien. C’est le modele le plus simple de statistique
non-paramétrique : on suppose observer un signal bruité modélisé sous la forme suivante

dY,(z) = s(z)dz + ﬁdB(m) ,x e [0,1],
Y, (0)=0,

ou B est un mouvement brownien sur [0,1] et s le signal & estimer supposé appartenir a
L4 ([0, 1]). Par la suite, la fonction de perte utilisée est la norme naturelle de I’espace L3([0, 1]):
elle est notée || - ||. La notation E, signifie qu’on intégre par rapport a la loi de Y,,, définie
par I’équation précédente.

Pour un sous-ensemble A de L;([0, 1]) et un estimateur s, on note

R(§7 A) = sup Esug_ SH27
P(4)

ou P(A) désigne I'ensemble des distributions de Y, pour lesquelles s appartient a A. De plus,
le risque minmax sur A est
R(A) = inf sup E,||5 — s?,
5 P(4)
ou l'infimum est pris sur tous les estimateurs § basés sur I'observation du processus Y,,. Si
(Ap)geco désigne une collection de sous-ensembles de Ly ([0, 1]), un estimateur 5 est simultané-
ment minmax sur (Ag)geco (de facon non-asymptotique) si V8 € ©, R(s, Ag) < ¢R(Ag) ou la
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constante ¢ ne dépend ni de n ni de 6 : on dit alors qu’il est adaptatif par rapport a (Ag)sco.
La notion d’adaptativité définie dans [BBM99] autorise la constante ¢ & dépendre de # mais
nous utiliserons la définition précédente.

Pour un noyau de Mercer k (défini a la page 22 : ici, cela signifie simplement que la fonction
k soit continue comme fonction de deux variables), on considere la base orthonormée (¢;);>1
de L;y([0,1]) diagonalisant 'opérateur T} défini sur Ly ([0, 1]) par

Ty: [ /Olk(x, Jf(z)de.

Il est important de constater que cet opérateur est un cas particulier de celui défini par
I’équation (1.26) ou l'espace X est le segment [0, 1] et la loi P est la loi uniforme sur [0, 1].
Les valeurs propres associées sont notées (A;);>1 et sont rangées par ordre décroissant. Le
produit scalaire de L;([0, 1]) est noté sans indice (-, -) et la norme associée || -||.

La fonction & estimer satisfait s = >_,o (s, )¢ = > .oy (fol Gbi(x)s(x)dx) ¢i. De plus,
les coefficients 3; = (s, ¢;) sont naturellement estimés par @ = fol ¢i(x)dY,(z). Cependant,
Pestimateur )., @qbz possede de trés mauvaises qualités de généralisation. Un procédé
de régularisation modifie les coeflicients de cet estimateur pour le rendre, comme son nom
I'indique, plus régulier dans le but d’obtenir un estimateur plus performant. Dans cette
partie, nous comparons les performances de deux estimateurs : 1'un est régularisé par une
procédure type Tikhonov et "autre par une procédure de projection fini-dimensionnelle.

Etant donné un modele S, la meilleure approximation s,, de s appartenant a S, est
le minimiseur, pour g parcourant S, de [|s — g|| c’est-a-dire de ||g[|* — 2(s, g). L’estimateur
associé au modele S, sera donc le minimiseur du critére des moindres carrés

Talg) = [lg]? - 2 / g(2)dYa(z),

avec g variant dans .S,,.

Ce cadre semble a priori assez éloigné de celui de 'apprentissage. En effet, I'observation
est constituée d’un processus entier {Y,(z),z € [0,1]} de réels et non d’un nombre fini
d’observations en dimension potentiellement élevée. De plus, les erreurs sont supposées
gaussiennes et le critére des moindres carrés est tres régulier. Néanmoins, il permet de
donner un cadre fixant les objectifs qu’on peut atteindre en classification.

2.2.1 Régularisation type Tikhonov.

L’estimateur que nous considérons dans cette partie est le suivant :
g = argmin (7.(g) + pen(llgll)) , (2.13)

ou ‘H désigne le RKHS (définition 1 de la page 21) associé au noyau k. Sila fonction de pénalité
pen est croissante, cet estimateur s’interprete dans le cadre de la sélection de modeles définie
dans la partie 1.1.2. En effet, on montre aisément que g = g5 ou

gr=arg min (g
9€H Jigll3<R n(9);

et

~

R = argmin (y,(gr) + pen(R)) . (2.14)
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La derniere égalité correspond a la minimisation pénalisée de la perte empirique de I’équation
(1.20). Dans ce cas, la collection de modeles est donc constituée des boules de 'espace auto-
reproduisant By (0, R) = {g € H,||9|lx < R} ot R varie dans R* et la perte est le critere des
moindres carrés.

L’estimateur § introduit ci-dessus a déja été beaucoup étudié tant d’un point de vue
pratique que théorique dans le cas oli pen(R) = C,, R* (C,, désigne un réel dépendant de n).
Cette pénalité joue un role particulier car elle facilite les calculs : § a alors une expression
explicite

-~ Tik 7
g= E w; " Bidi, (2.15)
i>1
ou wiT““ = ﬁ g ressemble donc & un estimateur linéaire. Cependant, la valeur des
nay

coeflicients dépend de la valeur propre associée et de la constante de régularisation C',.

Afin de bien comprendre la portée des résultats d’adaptativité (ou de non-adaptativité)
présentés ici, il est impératif que le lecteur ait bien a D’esprit que la constante de régularisa-
tion (), est supposée délerministe : en particulier, les résultats présentés ici sont de nature
différente de ceux de [CTO01]).

Par définition de la norme dans l’espace auto-reproduisant H, les boules de cet espace
sont des ellipsoides de L3([0,1]). La régularisation type Tikhonov revient donc a considérer
comme collection de modeles des ellipsoides de L([0, 1]) :

<gv ¢2>2
Ai

By(0,R)={ g€ Ly([0,1]), ) < R?

i>1
Soit £(c) = {g € L2([0,1]), >_;s1{g, ¢i)?/c? < 1} Dellipsoide de L1([0,1]) d’axes principaux
les fonctions propres de 'opérateur intégral et de demi-axes associés la suite des (c)j>1
supposée décroissante. Le risque minmax sur les ellipsoides est connu dans le cadre gaussien
([DLM90]) : en effet, si £(c) est un ellipsoide non-dégénéré, c’est-a-dire que ¢ > \/Lﬁ’ alors

R(E(c)) > Dli)nzf1 (C%_H + %) , (2.16)

ou [J désigne une constante universelle.

Dans la suite, nous nous placerons dans le cas dit “Sobolev” ol A; ~ 772" avec r > 1/2.
La boule By(0, R) est alors une boule de Besov et sera notée By(r, R). Dans ce cas, (2.16)
donne

R(By(r, R)) > ORZ+p~ 547 . (2.17)

Soit g l'estimateur obtenu par la relation (2.13) ol pen(||g|j%) = Cy|g||3,. Le point-clé des
minorations obtenues par [Mas04] réside dans le Lemme 66 : grace a I'expression explicite
(2.15) de g, on a

R, Ba(r, R)) > C(r) {CnR2 + %cﬁ} , (2.18)

ou la constante C'(r) ne dépend que de r. De part cette inégalité, si on veut que I'estimateur
g soit approximativement minmax (notion définie a la page 8) sur By(r, 1), c’est-a-dire (au
regard de (2.17)) que

R(§, Ba(r, 1)) < On”~ 547 ,
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la constante de régularisation doit satisfaire
2r 2r
Chi(r)n~ 241 < C), < Cy(r)n~ 741 |
ou C(r) et Cy(r) sont des constantes adéquates ne dépendant que de r. L’ordre de grandeur
2r
de R étant imposé, une fois qu’on considere C,, ~ C'(r)n~ 27+1 la pénalité est déterminée et
on a, en réutilisant I'inégalité (2.18),
27
R(§7 82(r7 R)) > C(T‘)RQ’IZ_W 3
2r
oll § est I'estimateur obtenu en prenant comme pénalité pen(R) = On” 2+T R, Au moins

quand R est grand, ’estimateur obtenu par la régularisation type Tikhonov n’est donc pas
approximativement minmax sur les ensembles de la collection de modeles Ba(r, R) : on ne

2
retrouve pas le facteur R27+1 du risque minmax donné par I’équation (2.17). L’approche non-

27
asymptotique permet de détecter le défaut d’adaptativité. La vitesse n~ 27+1 reste cependant
correcte et on pourrait penser ne perdre que sur les constantes mais ce n’est pas le cas.
L’estimateur g préalablement défini satisfait : Yo €]0,7] :

R(G, By(a, 1)) > C(r)n~ 747 . (2.19)

Cette minoration assure que la vitesse de l’estimateur obtenu par la régularisation type
Tikhonov est moins bonne que la vitesse minmax sur les Bz(a, 1) avec o < r.

Pour conclure, en terme de vitesses, la procédure de régularisation type Tikhonov fournit
un estimateur approximativement minmax vis-a-vis de la collection de modeles mais présen-
tant un défaut d’adaptativité sur des ellipsoides de taille plus importante.

Un moyen naturel de remédier & ce probleme consisterait & changer 'ordre de grandeur
de R dans la pénalité. Soit g ’estimateur obtenu en prenant pen(R) = DRﬁn_% dans
I’équation (2.14) : la Proposition 65 de [Mas04] stipule que g est approximativement minmax,
non seulement sur B;(r, R), mais aussi sur tous les By(a, R) avec a < r et R > 1//n.

En conclusion, le fait d’adapter uniquement la constante de régularisation a la décroissance
des valeurs propres peut étre sous-optimal : adapter la puissance de R est aussi profitable. Le
probléme est maintenant d’ordre algorithmique : ’estimateur obtenu n’a plus d’expression
explicite.

La projection fini-dimensionnelle présentée dans la partie suivante utilise uniquement
la base pour régulariser et elle pallie aux défauts d’adaptativité de la régularisation type
Tikhonov.

2.2.2 Projection fini-dimensionnelle.

Le principe de la projection fini-dimensionnelle consiste a considérer des espaces linéaires
comme modeles : les ellipsoides intrinsequement liés a la régularisation type Tikhonov sont
remplacés par des espaces vectoriels de dimension finie engendrés par les fonctions d’une base
de Ly([0,1]). Le comportement des estimateurs de minimum de contraste correspondants ont
été étudiés dans un cadre général dans [BBM99].

La collection de modeles considérée dans "approche fini-dimensionnelle est constituée des

espaces vectoriels Sp = (¢1,...,¢p) ou D varie (D > 1). Les estimateurs de minimum de
contraste correspondants sont :
1
fo=arg pin (1117 -2 [ @ava(a)) = St 5o 2:20)
D 0

i>1
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d. N . . .
Zf = I;<p. Comme on considere un contraste Ly dans un cadre hilbertien, ces esti-

mateurs sont des projections orthogonales sur un espace vectoriel de dimension finie d’otu le

nom de projection fini-dimensionnelle. Comme le souligne les notations des poids wiT““ et

ou w

wlf'd' dans les équations (2.15) et (2.20), contrairement a l’estimateur g le seuillage des coef-
ficients opéré par ce procédé de régularisation se fait indépendamment des valeurs propres.
Suivant le procédé général de sélection de modeéles (partie 1.4), on choisit I'estimateur final,
c’est-a-dire la dimension, par la procédure de minimisation pénalisée de la perte empirique
correponsdante a I’équation (1.20) :

D=arg min (vn(fp) + pen(D)) : (2.21)

ot on rappelle que v, (f) = || f]|*—2 fol f(z)dY,(z). Il faut maintenant choisir convenablement
la fonction de pénalité pen.

Une facon simple de comprendre les arguments statistiques qui meéne a sa détermina-
tion consiste a remonter aux origines de la sélection de modeéle en décrivant I’heuristique de
Mallows. Cette heuristique, d’abord justifiée par des arguments asymptotiques, a inspiré
les travaux de sélection de modeéles non-asymptotiques de Birgé et Massart (par exemple,
[BBM99, BMO1] ) ou un réle prépondérant est accordé a l'utilisation de bases. Elle est aussi
a Porigine du cadre général du probleme de sélection de modele présenté dans la section 1.4.

Heuristique de Mallows.

Le choix de la pénalité est guidé par le fait que la dimension D correspondante doit étre
la plus proche possible de la dimension optimale D,,,.e définie suivant ’objectif donné par
I’équation (1.19). Cette derniére correspond a l’estimateur ayant la meilleure performance en
généralisation : R

Doracle = arggléﬁl Es”fD - 8H2 .

D’apres le théoreme de Pythagore, le risque se décompose en un terme de biais et un terme
de variance :

Eslls — fpl* = lIs = fplI* + Esl| fp — fol|*, (2.22)
avec ||s — fpl* = |Isll* = lI/pl)* et fp = argfnggn IIf—s| = E]-Dzl B;¢; est la projection
D

orthogonale de s sur Sp.
Le terme de variance se calcule ici explicitement puisque, par construction de 'intégrale
stochastique,

D 1 2
Bl /o - ol = YK, [( / @(x)%dB(x)) ] -2, (2.23)

Finalement,
~ D
Eslls = folI* = [lsI* = Il/oll* + —

d’ou

. D
Doracle = arg gg} <_HfDH2 + g) . (224)
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La fonction cible s étant inconnue, il faut estimer le carré de la norme de sa projection || fp||*.
II est clair que

Ifoll? = 1o = foll> + 1/ol> +2(fp — /o, /D) -

En utilisant que fD est un estimateur sans biais de fp et en réutilisant le calcul (2.23) de
variance, on constate que || fp||* est un estimateur biaisé de || fp||*:

- D
Ell/pll* = — + I/l
n

En remplagant ||fp||? par son estimateur sans biais H]?DH2 — £ dans I'équation (2.24), on
constate qu’il faudrait choisir la dimension par le critére suivant :

. _ -, 2D
D = argmin (—HJ‘DH2 + 7) :

Si maintenant, on note que 'yn(]/‘\D) = —H]?DHQ, I’heuristique de Mallows préconise de choisir
2D
pen(D) = —,
n

dans le critere (2.21). L’ordre de grandeur de cette pénalité a été justifiée dans notre cas
puisque la collection de modeles comporte un seul modele par dimension. La constante
2 apparaissant dans la pénalité n’est pas miraculeuse : en pratique, il faut calibrer cette
constante a partir des données pour avoir une procédure de sélection de modeles efficace.

Résultats. [BBM99] établit que I'estimateur fﬁ, ot D est choisi par le critére (2.21) avec
pen(D) = B2 (K > 1), satisfait l'inégalité oracle (1.19) :

n

E[lf - fplI> <O inf E[ls - fp||*. (2.25)
D>1
On obtient donc qu’une pénalité linéaire en la dimension est statistiquement convenable.

Comparaison avec la régularisation type Tikhonov. Considérons un ellipsoide quel-
conque &(c). Le risque minmax de fp sur cet ellipsoide est maintenant facilement contrélable.
D’une part, I'inégalité (2.25) implique

s 3 ‘ o
R(fpvf(ff))_Dszgﬁ)glzflEHs Ioll*,

puis, via la décomposition biais-variance (inégalité (2.22)) et le calcul de la variance (équation
(2.23)), on a:

- D

~ < i N2, 2
R(fp:€(€)) < Cszgl(bc)lgnzfl D (st
7>D+1

Finalement, en utilisant la décroissance de la suite (¢;);>1 :

- D
~ <0Oi 2 —1.
R(fp,E(c)) < Dbnzfl (CD+1 + ,n)
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L’équation (2.16) implique que I’estimateur par projection fﬁ est adaptatif par rapport a tous
les ellipsoides non-dégénérés (c¢; > ﬁ) d’axes principaux les fonctions propres de 'opérateur
intégral. En particulier, il est adaptatif par rapport & R et n sur la collection de modéles
et sur les boules de Besov By(a,1). Ce n’était pas le cas pour l'estimateur g5 obtenu par
régularisation type Tikhonov. En conclusion, dans ce contexte, les espaces vectoriels ont de
meilleures propriétés d’adaptation au sens du minmax que les ellipsoides.

On peut aussi noter qu’une approche similaire est menée pour des problemes inverses
(type de modeles utilisé, par exemple, en tomographie). Cela peut paraitre naturel puisque
la formulation d’un probléeme inverse est formellement assez proche de celle du bruit blanc
gaussien. En effet, un probléme inverse linéaire se formule de la facon suivante :

dY,(z) = Af(2)dz + %dB(x) 2 el0,1],
ou A est un opérateur compact et f la fonction a estimer. Dans ce cadre, les propriétés
de la régularisation type Tikhonov sont connues et [CGO5] applique une approche fini-
dimensionnelle. Ce type de probléemes comporte bien sir ses propres difficultés. En par-
ticulier, il faut maintenant tenir compte des valeurs propres de 'opérateur A.

La partie suivante revient sur I’étude de la minimisation empirique du risque en appren-
tissage. Elle fournit les principales étapes de 'approche locale qui vise & rafliner I'approche
globale de Vapnik. Cette approche repose a la fois sur les techniques utilisées dans I’approche
globale (partie 2.1), sur un travail dans le cadre gaussien (inégalité (2.25) de la partie 2.2) et
sur des progres récents de ’étude des processus empiriques.

2.3 Approche locale.

Les travaux précurseurs de ’approche locale ont été menés dans un cadre de statistique
gaussienne. Les différentes étapes de cette analyse sont données dans le paragraphe suivant :
I’approche locale suivra le méme déroulement tout en s’adaptant aux difficultés des problemes
d’apprentissage. [Bou03] traite de I'approche locale avec un point de vue plus proche des
problemes d’apprentissage.

2.3.1 Pénalisation type Birgé et Massart.

La preuve de 'inégalité (2.25) présentée dans [BMO1] se divise en plusieurs grandes étapes.
Pour commencer, en utilisant les notations de la partie 2.2.2 et les définitions des différents
minimiseurs, on a

. 1
ot W(f) = [, f(z)dB(z).
1. On considére Vps un supremum de processus gaussien normalisé associé a la famille

Gpr ={W(f) =W(fp), f € Sp} :

fﬁ—s)fgus—fmm% W (Tp) = W(fp)| = pen(D) + pen(D),  (2.26)

W(f) - W(fD)]

o= e [

fESH:

ou le poids wp/(f) assure que SuPses,, Var{%} soit controlée.
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2. Par construction de 'intégrale stochastique, W définit un processus gaussien (isonor-
mal) et on peut donc appliquer I'inégalité de concentration des suprema de processus
gaussien de Cirelson, Ibragimov et Sudakov ([BCS76] ) au processus normalisé V. : il
suffit maintenant de contréler E [Vp/] pour controler Vpy.

3. Le controle de la complexité de I’espace vectoriel Spr de dimension D’ intervient par le

< | wp ML) 0D

Combiné avec un choix convenable du poids wp/(f) on obtient qu’avec grande proba-

bilité,
N
K-

fait que

Rissme

E | sup
fESH

Vpr <

4. En utilisant une disjonction d’événements et en injectant 'inégalité précédente dans
I’équation (2.26), on obtient:

175 = slI* < lls — foll* + 2K wp(f5) — pen(D) + pen(D) .

Le poids wp/(f) étant choisi de la forme ||s — fp||* + ||s — f||* + ¢pr, on obtient une
inégalité du type :

175 = sl < lls — foll> + 2K (||s — fol> + l|s — fpl* + ¢p) — pen(D) + pen(D).

5. L’étape finale consiste a regrouper les termes en Hfﬁ — 5||? qui apparaissent de chaque
coté de I'inégalité. Par un choix adapté de c¢p et en utilisant le fait que pen(D) > KD
avec K > 1, on obtient alors I'inégalité (2.25) par intégration.

2.3.2 Approche locale.

L’approche locale s’appuie sur une extension du cadre gaussien : les idées sont les mémes que
ci-dessus mais elles sont utilisées dans un cadre différent ([Mas00b]).

Par analogie avec la famille Gpr de I’étape 1 de la preuve de l'inégalité (2.25), I'inégalité
(2.2) incite a considérer la famille translatée de fonctions,

G =P = B)(v(f)) = (P = Po)(7(fm)): f € S}

= in Py(f).
Jm = arg min Py(f)

Elle vise a profiter d’éventuelles compensations dans le cas ou fm est proche de f,,. Contraire-
ment a l’approche de Vapnik décrite dans la section 1.1, le terme f,, représentant ’erreur
d’approximation du modele S, est donc utilisé pour controler la complexité.

Idéalement, par analogie avec le Théoreme “Central Limite”, on devrait controler les

5 — wuy PP = 7))

resn Nar(1(J) — 7 Um)

déviations de
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La normalisation du processus assure que la variance de chaque incrément du supremum vaut
1 uniformisant ainsi les déviations de (P — P,)(v(f) —7(fm)). Cependant, on doit considérer
des poids un peu plus importants que la variance elle-méme et introduire un parametre de
localisation r. Dans cette these, deux types de poids seront considérés : tout d’abord le poids
“découplé” dans le chapitre 6, correspondant a

7 = sup L= E)O() = 7(fm))

= , 2.27
S Vet =2 +7 (220
mais aussi le poids “non-découplé” dans le chapitre 5 amenant a considérer
P-P, —v(fm

sesm /Var(y(f) = 7(/m))
Ils sont liés par le fait que
Var(y(f) = 7(fm)) + 7 > 2¢/rVar(v(f) =7 (fm)) -

Le choix du poids a adopter dans la méthode de localisation est & la fois subtil et important.
I1 doit étre choisi de facon a controler la variance des incréments du processus empirique mais

de facon assez fine : le choix est aussi guidé par la nature de la communication biais-variance
(notion qui sera expliquée par la suite).

L’étape suivante consiste (comme dans Iétape 2 de la preuve de l'inégalité (2.25)) a
controler uniformément les déviations du processus re-normalisé. Contrairement & I'inégalité
de Mc-Diarmid (Théoréme 2) qui ne prend en compte que la norme infinie de la variable
aléatoire, le résultat de concentration des processus empiriques utilisé ici prend en compte
le comportement de sa variance afin d’obtenir une inégalité de concentration plus précise.
L’outil fondamental de I’approche locale est I'inégalité de concentration de Talagrand : elle
vient de travaux récents ([Tal96]) sur les suprema de processus empiriques et a fait 1'objet
d’un travail approfondi pour en améliorer les constantes et obtenir de bonnes inégalités de
déviation vers le bas successivement par [Led96], [Mas00a], [Rio01] et [Kle02]. La version
utilisée dans cette these est celle de [Bou02b] ou les constantes sont optimales en un certain
sens. Elle permet, sous des conditions de bornitude, d’obtenir que pour tout £ > 0, avec
probabilité au moins 1 — e~¢,

7z <mz)+ oy T et (2.29)

ou [ est une constante universelle qu’on ne cherche pas a déterminer dans le raisonnement
suivant et ¢; fait intervenir r et la norme infinie de la classe F,,. La variance

2 v (D) =)
ey (Var(v(f)—v(fm))+f’> !

est controlée par 1/(4r) grace a la normalisation du processus.
Finalement, afin de controler les déviations du supremum de processus empirique re-

normalisé Z, on est donc amené a majorer son espérance

o PePIGU) — 1)
A =E Les‘; Varlr () — 7 0)) + 7
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Utiliser un processus re-normalisé revient moralement a éviter d’avoir a considérer la variance
maximale sur le modele S,,. Précisément, en découpant le modeéle en couronnes (selon les
valeurs de la variance) et en considérant le maximum de variance sur chaque couronne, le
peeling device permet de faire le lien entre E[Z,] et des quantités ou le supremum est localisé.
De fait, le Lemme 5.1 de [Mas00b] montre que si

E sup (P =) (v(f) - v(fm))ll < Om(r) (2.30)

f€Sm, Var(y(f)=v(fm))<r

avec ¢,, une fonction croissante et telle que ¢, (r)/+/r est décroissante, alors pour tout
r>rh,
r*
E[Z] <44/ 2,
”
ou r, est le point fixe de ¢,,, (il existe toujours).

On voit ici clairement apparaitre le module de continuité : plutot que d’avoir a controler un
supremum de processus empirique sur tout le modele, il suffit de le faire localement c’est-a-dire
pour les fonctions de faible variance. Cela revient a contréler le processus empirique unique-
ment pour de petits incréments. Du point de vue de I"analyse statistique d’algorithmes, cela
correspond a tenir compte du faible risque empirique de I'estimateur produit par I'algorithme.

Par I'inégalité (2.29), on a donc qu’avec probabilité plus grande que 1 — e~¢,

Zr§8\/h+D\/£+01§.
T rn n

Soit K > 1. Via un choix adapté de r sous la forme ro = ¢(K)(r}, + %), ou ¢(K') ne dépend
que de K, on a

1
L < —.
T K

Par définition de Z, (équation (2.27)) avec probabilité plus grande que 1 — e~¢, Vf € S,,
K¢

n .

(P = Po)(v(f) =v(fm)) < I(Val'(’y(f) —7(fm)) +0OKr; +0

b

En choisissant 1’élément aléatoire f = fm, on obtient que si ¢, satisfait la condition (2.30),
alors avec probabilité plus grande que 1 — e~¢,

1 e~ 7ok I(f
KVar('y(fm) —v(fm))+0OKr,, + 57 )

(P - Pn)('y(}\m) - 7(fm)) S

L’inégalité (2.2) conduit a

L(Fows i) < e Var(y(F) = 71(fn) + O 4 D00 (2:31)
Dans le cas gaussien, la preuve s’arréte ici (étape 5 de la preuve de l'inégalité 2.25) car la
fonction de perte L est la perte des moindres carrés qui correspond a la variance. Cependant,
dans un cadre d’apprentissage, L représente la perte pour un aulre contraste: afin d’obtenir
une borne de risque, on utilise donc une communication biais-variance, c’est-a~dire un controéle
de la variance de I’erreur relative par ’espérance de la perte relative L. De facon générale,
rien n’assure que cette communication biais-variance ait lieu et il faut le vérifier dans chaque
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cas. De facon intuitive, elle a lieu pour les contrastes réguliers. Elle est trés importante dans
la méthode de localisation et peut prendre plusieurs formes. Le cas le plus agréable est celui
ol la variance est directement dominée par le risque. Dans ce contexte, deux cas de figure
sont a priori possibles.

e La communication idéale se fait autour du meilleur représentant du modele S, c’est-
a-dire

VS € Sm, E[(v(f) = 7(fm)?] < emL(f, fim) - (2.32)

e Le cas de figure le plus crédible est celui ou la communication a lieu autour de la cible
s

VfesS,,E [(7(]‘) — ”)/(8))2] <7tL(f,s). (2.33)

Dans certains cas, la constante 7 peut dépendre de m.

Dans le cadre du chapitre 5, la non-compacité des espaces vectoriels nous oblige & travailler
avec une communication biais-variance plus faible que celles considérées précédemment. En
effet, par homogénéité, il est impossible d’avoir I'inégalité (2.33) avec S,, un espace vectoriel
et v la fonction de perte dite hinge-loss (il suffit d’utiliser plusieurs fois I'inégalité de Jensen).
C’est pourquoi le chapitre 5 utilisera le poids de Z/ (défini dans I’équation (2.28)) : il est
adapté a une communication biais-variance “faible”. Par souci de clarté, ce cas ne sera pas
abordé dans la présente introduction. Grace a un seuillage des estimateurs, le chapitre 6 se
ramene sans perte de généralité a un cas borné ou une communication biais-variance de la
forme (2.33) a lieu sous certaines conditions.

Muni de toutes ces notions, on peut maintenant controler le risque sur un modele. Dans
le cas d’une communication biais-variance autour du meilleur représentant du modele, les
inégalités (2.32) et (2.31) impliquent qu’avec probabilité au moins 1 — ¢,

N Cm N ] K
L(fmafm) < _YL(fmvfm)—l_DKrm—}_D 57
K n
donc, pour K > ¢,
- K? K¢
L(fom, f) <ObF——rf +0———, 2.34
c’est-a-dire
L(fr,s) < L(f )+D—Ei—*+D—Jﬁé— (2.35)
myS) > my S - "m - : :
K -c¢, (K —cp)n

Cette inégalité est a rapprocher de la borne de risque (2.7) obtenue par I’approche globale. On
constate que, sous ’hypothése ou les inégalités (2.32) et (2.30) sont vérifiées, la complexité
globale est remplacée par une complexité locale : le point fixe r} est calculé uniquement
en controlant des supremum sur de petites boules autour de la fonction d’intérét. Sauf cas
pathologique, le terme de complexité r donné par I’approche locale sera donc nettement plus
petit que celui donné par ’approche globale qui est E [SUPfesm(P - Pn)('y(f))] Cependant,
les constantes de 'inégalité (2.35) sont plus grandes que celles de (2.7) et la complexité
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dépend aussi de la communication biais-variance via ¢, : meilleure est la communication
biais-variance et meilleure sera la borne de risque obtenue. Sila communication biais-variance
n’est pas bonne, ’approche locale peut devenir moins fine que celle de Vapnik.

Malgré sa formulation non-asymptotique, cette borne assure donc, dans les bons cas, une
meilleure vitesse de convergence. Cependant, a cause des constantes, il n’est pas clair qu’elle
fournisse une meilleure borne pour un échantillon de petite taille.

Le cadre de communication biais-variance plus général est celui ol elle a lieu autour de
s (inégalité (2.33)) : pour controler la variance, on introduit donc la cible s en utilisant que

(a+b)% < 2(a?+b%) :

-~

E[(v(Fe) = 75| <2 (E[((F) = 70| +E[(2(5) =1 (£))?])

puis par I’équation (2.33) :

-~

B [(7(F) = 7 ))?| < 27(E (T, ) + LS, ) -
Finalement, en utilisant I'inégalité (2.31), avec probabilité au moins 1 — e~¢,

Afin d’obtenir une borne de risque, on remarque que la définition (1.2) de la perte L implique
L(fm, fm) = L(fm,8) — L(fm,s). Ainsi, on obtient qu’avec probabilité au moins 1 — e~¢,

K+ 27 K? K? ¢
L(fm, — N =,
(fm:5) + { Tm + K-2rn

L], s) <
(f 78) I _27_

- K -2r

(2.36)

si K > 27.

Comme dans le cas précédent, on garde la complexité reflétant la structure métrique
locale des modeles : r} ne dépend que du contréle du module de continuité du processus
empirique sur le modele. Pour cette raison, r}, est appelé complerity radius. La différence
majeure avec l'inégalité précédente et la borne (2.7) réside dans le terme d’approximation :
il apparait maintenant avec une constante (K + 27)/(K — 27) strictement plus grande que
1. Afin d’illustrer les probléemes engendrés par ce terme d’approximation plus important, on
peut noter que "approche globale (inégalités (2.7) et (2.10)) assure que L(fm, [m) tende vers

0 quand n tend vers 'infini alors que (2.34) n’assure que

limsup L(frns frn) < OL(fms 8)

n—00

si r}, tend vers 0 quand n tend vers l'infini. Si l’erreur d’approximation L(f,,, s) est non-nul,
contrairement a l'approche de Vapnik, 'approche locale n’implique donc pas que L( fy., fin)
tende vers 0 quand n tend vers I'infini.

2.3.3 Moyenne de Rademacher localisée.

Comme le souligne la partie précédente, dans I’approche locale, les problemes d’estimation
sont gérés par des quantités ressemblant a des modules de continuité de processus empiriques,

E sup (P = Bx) (v () = 7(fm))]
J €S, Var(y()=(fm))<r
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Elles controlent la complexité du modele. Le moyen le plus général et le plus pratique pour les
borner est d’utiliser une technique de théorie des processus empiriques qui apparait déja dans
I’approche globale : la symétrisation. Cette fois, elle est utilisée pour une famille localisée de
fonctions et permet de majorer le module de continuité précédent par

2E [ sup - 252 f7 szyy)) - 7(fm7 (XHYYZ))”] )
FE€Sm, Var(v(f) = (fm))<r T 17

ou €y,...,&, désignent n variables aléatoires indépendantes suivant une loi de Rademacher
et indépendantes de ’échantillon (P[e; = 1] = Ple; = —1] = 1/2). Cette quantité est appelée
moyenne de Rademacher localisée puisque le supremum est restreint aux fonctions de petite
variance. En notant F), = {v(f) = v(fm), [ € S}, elle est de la forme

E [ sup —|ZEZ

fEF!,  Var(f

ou Z; = (X;,Y:). Lorsque le contraste utilisé est une fonction lipschitzienne, [Mas00b] a
remarqué qu’on pouvait localiser par rapport & la distance P(f — f,,)? et, par un argument
de contraction ([LT91]), on peut se ramener a travailler avec la classe de fonctions F,, =
{f = fr f € S}

Par des arguments de concentration type [BLMO0] (voir aussi [BBMO03] pour notre sit-
uation), sous des conditions de bornitude, il suffit de contréler la moyenne de Rademacher
conditionnée localisée empiriquement

1
Rn fm,’f’ = Es sup - 5if Zz )
( ) fE€EFm, Puf2sr Tt ; &)

ou la notation E. signifie que ’on inteégre uniquement par rapport aux € : les variables Z;,
¢t =1...n sont “fixées”. Un processus de Rademacher est de la forme (%E;ﬂ:l giti)teT ol
T est une sous-partie de R™. L’argument de symétrisation permet donc de se ramener a
I’étude du module de continuité d’un processus de Rademacher sur le modele. Précisément,
il est associé a T = {(f(Z1),..., f(Z,)), J € Frn, Pof?* < r}. Les moyennes de Rademacher
localisées ont déja été utilisées dans [LW03], [BBMO03], [BMP04] et [Kol04] pour obtenir de
meilleures performances et constituent un élément-clé pour la mise en oeuvre de ’approche
locale.

Les arguments de chainage permettent de controler des quantités du type E [sup;cp X
ot (X{)ier est un processus dont les queues vérifient une certaine condition de décroissance.
Initialement, ces quantités ont été étudiées pour obtenir des criteres de continuité uniforme
(p.s.) d’une version d’un processus gaussien ([Dud67]). Dans notre cas, le processus d’intérét
est celui de Rademacher (appelé aussi parfois de Bernoulli dans un cadre plus probabiliste).
C’est un processus sous-gaussien puisqu’il vérifie I'inégalité (2.9) : les techniques de chai-
nage sont donc utilisables. L’argument de chainage usuel consiste a considérer une chaine
d’approximations et & utiliser le Théoréme 3 sur chacun des maillons. Ainsi, [Dud84] établit
que

\/F
Ro(Fm, 1) < D%/ JIos N (w, Foms La(B2)) du (2.37)
0
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Cette inégalité fait intervenir I'intégrale de Koltchinskii-Pollard ([DLO01]). Elle reflete que
I’espérance du processus ne dépend essentiellement que de la structure métrique de ’espace
des indices. La notion de taille d’un espace métrique utilisée dans ce résultat est ’entropie
métrique log N (u, Fp,, L2(Py)) ot N (u, Fp,, L2(P,)) désigne le nombre de recouvrement de
Fom pour la métrique Ly(P,) : c’est le nombre minimal de boules pour la métrique Ly(F,)
nécessaires au recouvrement de JF,,. Par comparaison avec I’approche globale de Vapnik, on
peut noter que la notion de complexité utilisée ici est de nature métrique et non combina-
toire. On constate aussi que les moyennes de Rademacher se prétent bien a la localisation :
Pargument de chainage est facilement utilisable. Cette remarque est tres largement utilisée
pour controler la complexité d’algorithmes d’apprentissage (a titre d’exemple, on peut citer
[Men02] pour le cas général et, plus spécifiquement [BLVO03] pour le boosting ). Il sera aussi
utilisé pour ’analyse de la KPM du chapitre 6.

Il a été remarqué par Fermique et Talagrand qu’on pouvait rendre compte plus précisément
de la complexité du modele en utilisant des partitions au lieu des nombres de recouvrement :
cette idée conduit au concept de mesure majorante et a une condition nécessaire et suffisante
pour l'existence d’une version p.s. uniformément continue d’un processus gaussien ([Fer75],
[Tal87]). Soit r > 0 et (A;);>1 une suite de partitions de F(m,r) = {f € F., P,f* < r} de
diametre =/ par rapport & la distance Ly(P,) telle que A;4; raffine A; alors

R, (F,,r) <O inf su r ‘7\/10 1/mA;(
( ) WGM}I_( (m,r)) P Z & /

fEF(m,r) i>1

ot ML (F(m,r)) désigne I'ensemble des mesures de probabilité sur F(m,r) et A;(f) est
I’ensemble de la partition .A; contenant la fonction f. Cette inégalité est plus fine que (2.37)
puisqu’en considérant une partition induite par un recouvrement minimal de rayon =7, on
retrouve l'inégalité (2.37) aux constantes pres. Cette nouvelle forme de chainage porte le
nom de chainage générique ([Tal05]). [AB04] 'utilise dans un cadre d’apprentissage mais on
ne connait pas encore de cas d’analyse d’algorithme ou le chainage serait insufflisant et ot il
faudrait recourir au chainage générique.

Quelques Exemples. Les moyennes de Rademacher localisées seront utilisées tout au long
de cette these pour controler la complexité des modeéles intervenant dans différents algorithmes
d’apprentissage. Par exemple, le controle de Rademacher localisée sur lequel repose le chapitre
3 concernant la KPCA (voir partie 1.2) est le suivant. Définissons

Fa={a s Mlya ko, D)2 = Mlyp (ke DIV € V)

oll k est un noyau, Il 1 est la projection orthogonale sur V+, V; est I’ensemble des sous-
espaces de dimension d du RKHS associé a k et V; est ’espace de dimension d engendré par
les fonctions propres de l'opérateur intégral T} (défini par I’équation (1.26)) associées aux d
plus grandes valeurs propres. Alors

1 « 1
E [ sup —Z&f(Xi)] 7 I;% Vrh+2 dzx\j(Kg) ,
feFaprr<r Vi 2 i>h

olt (A;j(K3));>1 désignent les valeurs propres rangées par ordre décroissant de 'opérateur
intégral T)2 défini par ’équation (1.26) associé au noyau kZ.
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Les moyennes de Rademacher localisées ont aussi été étudiées pour analyser ’algorithme
des SVM (voir [SS03] et [BBMO04]). Le Théoréeme 41 de [Men02] stipule que, sous certaines
conditions peu restrictives,

%Zgif(Xi) <O (S nnar] (2.38)
1=1

S

E sup
fEBH(O,l),Pf2ST’

olt (A;);>1 désignent les valeurs propres de I'opérateur intégral T} défini par I’équation (1.26)
et H est le RKHS associé au noyau k. De plus, la référence précédemment citée montre
que cette majoration est optimale. Ce résultat met en évidence le controle de la complexité
des modeles utilisés par la SVM par les valeurs propres de l'opérateur intégral. Ce type de
résultat motive ’étude des propriétés de concentration des valeurs propres de la matrice de
Gram autour de celles de 'opérateur intégral du chapitre 3.

Dans le cas de la projection fini-dimensionnelle, le chapitre 5 repose sur le Théoreme 5.8.5
qui stipule que
<. /=

= 3

E sup
geSD7 P.g2 ST’

1 n
- ;&g(}(z‘)

ou Sp désigne un espace vectoriel de dimension D. Contrairement au cas de la SVM, la com-
plexité des modeles est indépendante des valeurs propres de 'opérateur intégral. On peut
aussi remarquer une autre différence : dans le cas des SVM, sous des conditions peu restric-

tives sur le noyau, les modeles considérés sont compacts et on peut controler les moyennes de
Rademacher globales associées (il suffit de faire tendre r vers I'infini dans I’équation (2.38)).
Dans le cas de la projection fini-dimensionnelle, la situation est différente : I’approche globale
n’a aucune chance d’aboutir puisque les espaces vectoriels ne sont pas compacts. Précisément,
on peut montrer facilement que, sauf situation triviale, E [SngeSD %E?:l 5ig(Xi)] = 0.
L’approche locale est donc, en un certain sens, la seule analyse possible. Les moyennes de
Rademacher sont alors considérées sur des boules qui sont compactes puisque les espaces vec-
toriels considérés sont de dimension finie (et donc localement compacts). C’est I'analyse que
mene le chapitre 5 avec un succes discutable. Le chapitre 6 montrera qu’on peut se ramener
sans perte de généralité a un cadre plus favorable et la moyenne de Rademacher localisée
considérée sera controlée explicitement grace a I'inégalité de chainage (2.37).

L’approche locale permet aussi d’affiner les propriétés d’optimalité minmax du minimiseur
empirique du risque associé au contraste dur de la classification. Les vitesses données dans
la partie suivante serviront de point de repére pour celles obtenues par les algorithmes de
classification.

2.8.4 Classification.

Revenons au cadre de la classification. S, est le modeéle constitué des fonctions {21 4—1,A €
Cpn } ol C,y, est une classe d’ensembles de dimension de Vapnik-Chervonenkis V,,. On rappelle

aussi que ((f, f*) = PlY # f(X)] = PlY # f*(X)] et f* est la fonction de classification de
Bayes défini par

[*(2) =

(SIS

-1 sip(z)<

{1 st n(x) >
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ou n(z) = P[Y = 1|X = z]. Dans cette partie, f* est estimé par
oz iy 1500
m = arg min — LX) -
B fain 5 2 s

Q) désigne la loi du couple (X,Y).
Le Théoréme 3.1 de [NMO03] montre que 'ordre de grandeur du risque minmax change de
facon drastique en présence de marge : si n > V,,,
Vin Vin
— | Ay —] . 2.39

ou linfimum est considéré sur tous les estimateurs f construit a partir de 1’échantillon
d’apprentissage (X1, Y1),...,(X,.Y,) et

Wt e B[] 20
fESm QEP(h,Sm)

PlhySn) = {Q,[20(2) = 1] > h, Ya € X et [ € S}

Ce résultat quantifie la déformation entre le risque minmax en VT’" du cas zero-error (h = 1)

et celui en \/VT’" du pire cas (qui correspond & 'approche globale de Vapnik développée

précédemment) en fonction du parametre de marge h. Si la quantité de marge n’est pas

suffisante (b < \/VT””), elle n’influe pas sur 'ordre de grandeur du risque minmax et on

retrouve le risque en /Y= de I’équation (2.12).

En s’inspirant des travaux de [MT95] et [Tsy04], [NMO3] utilise I’approche locale pour
montrer que f,, est approximativement minmax sur P(h, S,,).
Soit d la distance d(f,g) = P(f — g)*. Elle vérifie
2 Lo
E[(Tyzrx) = Dyggx))?] = Zd (f,9)-
De plus, en utilisant ’égalité (1.3), sous ’hypothése de marge (c’est-a-dire qu’on suppose que
Ve e X, |2n(z)— 1| > h),on a

(L r)-

En classification, I’hypothése de marge permet donc d’avoir une communication biais-variance
autour de la fonction de classification de Bayes (du type de l'inégalité (2.33) avec 7 = ).
Plus la marge est importante et meilleure est la communication biais-variance : la marge
quantifie donc le degré de difficulté du probleme de classification en mesurant sa distance
avec un probléme gaussien (dans lequel la communication biais-variance est une égalité).

SANS

d*(f, f7) <

Par définition du risque minmax, le classifieur de Bayes est supposé a priori étre dans
le modele S,, et on est donc dans le cadre d’une communication biais-variance autour du
meilleur du modele (du type de l'inégalité (2.32)). L’approche locale utilisée dans [NMO03]

permet d’obtenir que, si h > VT’",

V(1 + log(nh?))

— (2.40)

sup  E|0(fn, [9)] <O
QEP(h,Sm)
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Vi

n !

~ /
sup B [0(F. )] < VALY (2.41)
QEP(h,Sm) n

Finalement, "approche locale permet de raffiner la borne de risque de Vapnik si la quantité
de marge est suffisante. De par les inégalités (2.39), (2.40) et (2.41), le minimiseur empirique

L’inégalité (2.11) se reformule ici : si b <

reste approximativement minmax (a un facteur logarithme prés) si on tient compte de la

marge, ce qui correspond a se placer dans des cas moins défavorables que ceux envisagés par
Vapnik.



Part 1

Kernel Principal Component
Analysis and Kernel Matrix






Chapter 3

Statistical Properties of Kernel
Principal Component Analysis

Most of this chapter is based on [BBZ04]. The extended work presented here is a submitted
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Abstract

The main goal of this chapter is to prove non-asymptotic inequalities on the re-
construction error for Kernel Principal Component Analysis. Our contribution
to this topic is two-fold: (1) we give bounds that explicitly take into account the
empirical centering step in this algorithm, and (2) we show that a “localized”
approach allows to show fast rates of convergence towards the minimum recon-
struction error, more precisely we prove that the convergence rate is related to

the decay of eigenvalues and can typically be faster than n1/2,

A secondary goal, for which we present similar contributions, is to obtain con-
vergence bounds for the partial sums of the biggest or smallest eigenvalues of the
Gram matrix towards eigenvalues of the corresponding kernel operator. These
quantities are naturally linked to the KPCA procedure; furthermore these results
can have applications to the study of various other kernel algorithms.

The results are presented in a functional analytic framework, which is suited to
deal rigorously with reproducing kernel Hilbert spaces of infinite dimension.

3.1 Introduction

Due to their versatility, kernel methods are currently very popular as data-analysis tools.
In such algorithms, the key object is the so-called kernel matrix (the Gram matrix built on
the data sample) and it turns out that its spectrum can be related to the performance of
the algorithm. This has been shown in particular in the case of Support Vector Machines
([WSTSS99]). Studying the behavior of eigenvalues of kernel matrices, their stability and how
they relate to the eigenvalues of the corresponding kernel integral operator is thus crucial for
understanding the statistical properties of kernel-based algorithms.

In the present work we focus on Principal Component Analysis (PCA), and its non-
linear variant, kernel-PCA, which are widely used algorithms in data analysis. Their goal
is to extract a basis adapted to the data, by looking for directions where the variance is
maximized. Their applications are very diverse, ranging from dimensionality reduction to
denoising. Applying PCA to a space of functions rather than a space of vectors was first
proposed by [Bes79] (see also the survey of [RD91]). Kernel-PCA ([SSM99]) is an instance of
such a method which has boosted the interest in PCA as it allows to overcome the limitations
of linear PCA in a very elegant manner.

Despite being a relatively old and commonly used technique, little has been done on
analyzing the statistical performance of PCA. Most of the previous work has focused on the
asymptotic behavior of empirical covariance matrices of Gaussian vectors ([And63]). For the
kernelized version, there is a tight connection between the covariance and the kernel matrix of
the data. This is actually at the heart of the kernel-PCA algorithm itself, and also indicates
that the properties of the kernel matrix, in particular its spectrum, play a crucial role in the
properties of the kernel-PCA algorithm.

Recently [STWCKO02, STWCKO05] have undertaken an investigation of the properties of
the eigenvalues of kernel matrices and related it to the statistical performance of kernel-PCA.
Our goal in the present work is mainly to extend their results in several directions:

e In practice, for PCA or KPCA, an (empirical) recentering of the data is generally
performed. This is because PCA is viewed as a technique to analyze the wvariance
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of the data; it is often desirable to treat the mean independently as a preliminary
step (although, arguably it is also feasible to perform PCA on uncentered data). This
centering was not considered in the cited previous work while we take this step into
account explicitly and show that it leads to comparable convergence properties.

e to control the estimation error, [STWCK02, STWCKO05] use what we would call a global
approach which typically leads to convergence rates of order n~1/2. Numerous recent
theoretical works on M-estimation have shown that improved rates can be obtained
by using a so-called local approach, which very coarsely speaking consists in taking
the estimation variance precisely into account. We refer the reader to the works of
[Mas00b], [BBMO03], [BIMO03] (among others). Here we show that this principle leads
to improved convergence bounds.

Note that we consider these two types of extension separately, not simultaneously. While
we believe it possible to combine these two extensions, in the framework of this chapter we
choose to treat them independently to avoid additional technicalities and therefore leave this
issue as an open problem.

To state and prove our results we have chosen to use a functional analysis formalism.
Its main justification is that some of the most interesting positive definite kernels (e.g., the
Gaussian RBF kernel) generate an infinite dimensional reproducing kernel Hilbert space (the
"feature space” into which the data is mapped). This infinite dimensionality potentially
raises a technical difficulty. In part of the literature on kernel methods a matrix formalism
of finite-dimensional linear algebra is used for the feature space and it is generally assumed
more or less explicitly that the results “carry over” to infinite dimension because (separable)
Hilbert spaces have good regularity properties. In the present work we wanted to state
rigorous results directly in an infinite-dimensional space using the corresponding formalism of
Hilbert-Schmidt operators and of random variables in Hilbert spaces. We hope the necessary
notational background which we introduce first will not tax the reader excessively and hope
to convince her that it leads to a more rigorous and elegant analysis.

Finally, let us emphasize some open problems that will be discussed in more detail in
the concluding part. We want to underline that in our results we consider the number of
components d kept in the PCA procedure (or the number of eigenvalues) as a fixed constant.
Our focus here is in the dependence of the bounds in the sample size n. As for the dependence
in d for fixed n, unfortunately it is clear that our results do not capture the correct behavior:
our bound on the reconstruction error eventually increases as a function of d while basic
considerations show that the true reconstruction error is always decreasing in d. In other
words, for fixed n there exists a certain dimension d(n) such that the bound obtained for
d" > d(n) is actually less informative than the bound obtained for d(n). The same issue
surfaces in the work of [STWCKO5] and as far as we know, this problem has not been solved.
An indirectly linked issue is how to define a sensible criterion for what would be an optimal
dimension choice in KPCA. Obviously the (true) reconstruction error alone is not enough
since it is always a decreasing function of the dimension. We believe these two open issues
to be most interesting for future research.

The chapter is organized as follows. Section 3.2 introduces the necessary background on
functional analysis, the basic assumptions and some preliminary fundamental results. Section
3.3 concentrates on bounding the difference between sums of eigenvalues of the kernel matrix
and of the associated kernel operator. Finally, Section 3.4 gives our main results, bounds
on the reconstruction error of kernel-PCA. We conclude with an extended discussion on the
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open issues sketched above.

3.2 Preliminaries

The core of our results is concerned with estimating eigenvalues of certain operators in a
reproducing Hilbert kernel space Hy. The most convenient way to deal with these objects
is to use formalisms from functional analysis, and in particular to introduce the space of
Hilbert-Schmidt operators on Hj; endowed with a suitable Hilbert structure. The present
section is devoted to introducing the necessary notation and base properties that will be used
repeatedly.

3.2.1 The Hilbert space of Hilbert-Schmidt operators

The provided material of this section can be found in [DS63]. Let H be a separable Hilbert
space. A linear operator L. from H to H is called Hilbert-Schmidt if

D lLeillf = (Leiej)? < oo,

i>1 ig>1
where (ei)iZI is an orthonormal basis of . This sum is independent of the chosen orthonor-
mal basis and is the squared of the Hilbert-Schmidt norm of L when it is finite. The set of
all Hilbert-Schmidt operators on H is denoted by HS(#). Endowed with the following inner
product (L, N)ygp) = Xoin1 (Lei, Nei) =32, 151 (Lei, €5) (Neiy €5) , it is a separable Hilbert
space.

A Hilbert-Schmidt operator is compact, it has a countable spectrum and an eigenspace
associated to a non-zero eigenvalue is of finite dimension. A compact, self-adjoint operator
on a Hilbert space can be diagonalized, i.e., there exists an orthonormal basis of H made
of eigenfunctions of this operator. If L is a compact, positive self-adjoint operator, we will
denote A(L) = (A1(L) > A2(L) > ...) the sequence of its positive eigenvalues sorted in non-
increasing order, repeated according to their multiplicities; this sequence is well-defined and
contains all nonzero eigenvalues since these are all nonnegative and the only possible limit
point of the spectrum is zero. Note that A(L) may be a finite sequence. An operator L is
called trace-class if Y.<, (e;, Le;) is a convergent series. In fact, this series is independent
of the chosen orthonormal basis and is called the trace of L, denoted by tr L. Moreover,
trL =3 ,5; Ai(L) for a self-adjoint operator L.

We will keep switching from H to HS(#) and treat their elements as vectors or as operators
depending on the context. At times, for more clarity we will index norms and dot products
by the space they are to be performed in, although this should always be clear from the
objects involved. The following summarizes some notation and identities that will be used in
the sequel.

Rank one operators. For f,g € H\{0} we denote by f @ ¢g* the rank one operator
defined as f ® g*(h) = (g, h) f. The following properties are straightforward from the above
definitions:
17 @ 9" lusy = [1F 1l llgll 5 (3.1)
trf@g"=(f9)u; (3.2)
(@97, Ausn) = (Ag, f)y for any A € HS(H).
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Orthogonal projectors. We recall that an orthogonal projector in # is an operator U
such that U? = U = U* (hence positive). In particular one has

U (B) I3, = (B, Uh)y, < |IR13, 5
<f®g*7U>HS(’H) =(Uf,Ug)y -

U has rank d < oo (i.e., it is a projection on a finite dimensional subspace), if and only if it
is Hilbert-Schmidt with

”UHHS(H) = \/37 (3.4)
trU =d. (3.5)

In that case it can be decomposed as U = 2?21 ¢; @ ¢F, where (¢;)L, is an orthonormal
basis of the image of U.

If V denotes a closed subspace of H, we denote by Ily the unique orthogonal projector
such that rangelly = V and kerIly = V+. When V is of finite dimension, [Ty 1 is not
Hilbert-Schmidt, but we will denote (with some abuse of notation), for a trace-class operator

A,

(IIy o, A) :=tr A— (Ily, A) . (3.6)
Eigenvalues formulas. We denote by V; the set of subspaces of dimension d of H. The
following theorem sums up important formulas concerning the individual or summed eigen-

values of self-adjoint compact operators; the first one is due to Fan (see [Tor97] for a proof)
while the second is the so-called Courant-Fischer-Weyl formula (see e.g.[DS63]).

Theorem 3.2.1. Let C' a compact self-adjoint operator on H, then for all d > 0,

d
A = < (Iy, ) :
ZZ:; (©) gleav};< v C)HS(’H) (3.7)
and Ad+1(C) = min max (LCT) (3.8)

Cveva fLV o ||f|F
where in both cases, the optimum is attained when V is the span of the first d eigenvectors of
C.

3.2.2 Second order integral operators

We recall basic facts about random elements in Hilbert spaces. A random variable Z in a
separable Hilbert space has an expectation e € H when E ||Z|| < co and e is the unique vector
satisfying (e, f)yy = E(Z, f)y, VS € H. We now introduce the (noncentered) covariance
operator through this theorem and definition:

Theorem 3.2.2. IfE||Z||* < oo, there exists a unique operator C' : H — H such that
<f7cg>’H = E[<f7Z>’H <97Z>’H:|7 vag € H.
This operator is self-adjoint, positive, trace-class with trC' = E||Z||* , and satisfies

C=E[Z®Z7 .
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This result is proved in the appendix. We call C' the noncentered covariance operator of
Z.

The core property of covariance operators that we will use is its intimate relationship with
another integral operator summarized in the next theorem. This property was first used in a
similar but more restrictive context (finite dimensional) by [STWCK02, STWCKO05].

Theorem 3.2.3. Let (X, P) be a probability space, H be a separable Hilbert space, X be a
X -valued random variable and ® be a map from X to H such that for all h € H, (h,®(.)) is
measurable and E||®(X)||* < co. Let Cg be the covariance operator associated to ®(X) and
Ko : Ly(P) — Ly(P) be the integral operator defined as

(Ko f)(1) = E[f(X) (®(X),®(1))] = /f(x) ((2), @(1)) dP(z).
Then K is a Hilbert-Schmidt, positive self-adjoint operator, and
AMKg) = A(Co) .
In particular, K¢ is a trace-class operator and tr(Kg) = E||®(X)|]* = i1 Ai(Ke).
This result is proved in the appendix. If we denote (®(z),®(y)) = k(z,y), then K¢ is
called the integral operator with kernel k.

3.2.3 Main framework and assumptions

Let A’ denote the input space (an arbitrary measurable space) and P denote a distribution on
X according to which the data is sampled i.i.d. We will denote by P, the empirical measure
associated to a sample Xy,..., X, from P, i.e., P, = %E dx,. With some abuse of notation,
for a function f: X — R, we may use the notation Pf :=E[f(X)]and P, f := %E?:l f(X5).

Let k& be a positive definite function on X and Hj the associated reproducing kernel
Hilbert space (RKHS for short in the sequel). We recall (see ,e.g., [Aro50]) that Hj is a
Hilbert space of real functions on X, containing functions k(z, -) for all # € #H; and such that
the following reproducing property is satisfied:

VfeH Ve e X (f,k(z,.))= f(x), (3.9)
and in particular
Ve,ye X (k(z,"), k(y,")) = k(z,y).

Finally, let Vy denote the set of all vector subspaces of dimension d of Hy.
We will always work with the following assumptions which we will refer collectively to as
“assumption (A)” in the sequel:

(A1) Hy is separable.
(A2) Forallz € X, k(z,.) is P-measurable.
(A3) There exists M > 0 such that k(X,X) < M P-almost surely.

Note that assumptions (A1)-(A2) ensure the measurability of all functions in H}, since
they are obtained by linear combinations and pointwise limits of functions k(z, ).
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Notation for the noncentered case. For z € X', we denote

Pz = k‘(CL‘,) € %kv
Cy =9 @@, € HS(Hy) -

The following properties are then straightforward from the preceding sections:

o = ol = k(z.2)., (3.10)
<Cl‘7 Cy)}[s(yk) = kQ('rv y) I (311)
(f,Cag)y,, = (Cos F © 9 ) ns(u,) = f(@)g(2) (3.12)
and for any orthogonal projector U,
(U, Codusae,y = Ul - (3.13)

Note incidentally that (3.11) implies that HS(#) is actually a natural representation of the
RKHS with kernel £%(z, y) . Namely to an operator A € HS(#}) we can associate the function

Ja(@) = (A, Codus ) = (A¢as Po)u, = (Apa) (@) ;

with this notation, we have fo, = k*(z,-), and one can check that (3.9) is satisfied in
HS(Hy) with the kernel k%(z,y) when identifying an operator to its associated function.
Also, paralleling the earlier remark about measurability of functions in Hy, assumptions
(A1)-(A2) ensure that f4 is measurable for any A.

Now, let us denote Cy : Hyp — Hy, resp. Co : HS(Hi) — HS(Hy), the noncentered
covariance operator associated to the random element ¢y in Hy , resp. C'x in HS(#) ; and
Ki,Ks3 : Ly(P) = L3(P) the integral operators with kernel k(z,y), resp. k?(z,y) (Note
that all these operators are well-defined due to assumption (A) ). We then have the following
property:

Lemma 3.2.4. Under assumption (A) the operators Cy,Cy, K1, Ko defined above satisfy the
following :
(i) Cy is the expectation in HS(Hy) of Cx = px @ ¢% .
(ii) Cy is the expectation in HS(HS(Hy)) of Cx @ Ck .
(iii) A(Cy) = AMKq), and trCy = tr Ky = E[k(X, X)] .
(iv) A(C2) = A(K3), and trCy = tr Ky = E [k*(X, X)] .

This Lemma is a direct consequence of Theorems 3.2.2 and 3.2.3. (noting that the mea-
surability conditions have been established in the preceding discussions).

Notation for the recentered case. We will be interested in the sequel in recentered
versions of the above quantities (which appear for standard covariance operators and PCA
techniques), which we now define accordingly. Let us define for all z € X

n=E[px],
Pe =Pz — 1t € Hp,

Ce =0, ®%; € HS(Hy);
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we then have ||u||* = Ek(X, X’) and
trCo = [|Callysz,y = e — nll* = k(z, 2) + BE(X, X') - 2Ek(X, 2),

where X’ denotes an independent copy of X.

Similarly, let us denote C'; the covariance operator associated to @y , and K; the integral
operator with kernel k(z,y) = (¢r — p, ¢, — ) = k(z,y) —Ek(X,2) —-Ek(X, y) + EE(X, X');
then the following holds:

Lemma 3.2.5. Under assumption (A) the operators C1, K, defined above satisfy the follow-
ing :

(i) Cy is the ezpectation in HS(Hy) of Cx = Py ® P ; moreover one has
Ci=C—puu (3.14)

(ii) M(C1) = A(Ky), and trCy = tr K, = E[k(X, X)] - E[k(X, X)] .

Again, this lemma is a direct consequence of Theorems 3.2.2 and 3.2.3 and of straightfor-
ward computations.

Notations for the empirical case. In the following we will study empirical counterparts
of the above quantities. The generality of the above results implies that we can replace the
distribution P by the empirical measure P, associated to ani.i.d. sample Xq,..., X, without
any changes and we merely need to introduce adequate notation.

In the noncentered case, the corresponding operators are denoted by K, and Ci,;
we define Ky, and Cj, similarly. In particular, Lemma 3.2.4 implies that A(K;,) =
A(Cl,n) s A(I(gm) = A(CQJL), tr Krl,n = tI’CLn = %2?21 k(XZ',AXi), and tr I(gm = tI‘CQJL =
F iy KX, XG).

Note that C ,, is the empirical covariance operator, i.e., (f,C1 ,9) = %E?:l F(X3)g(Xs).
An important point is that K, can be identified (as in [KGO00]) with the normalized kernel
matrix of size n x n, Ky, = (k(X;, X;)/n)i;=1,.. n. This comes from the fact that Ly(F,)
is a finite-dimensional space so that any function f € Ly(P,) can be identified to the n-uple
(f(X3))i=1,... n; this way the Hilbert structure of Ly(F,) is isometrically mapped into R”
embedded with the standard Euclidian norm rescaled by n=! (note that this mapping may
not be ontoin the case where two datapoints are identical, but this does not cause a problem).

For the centered case, note that the quantities @, C, already depend on P through the
centering, so that we will define the corresponding quantities for P, with an index n:

_ BN
Prn = Pz — E;@X'Lv
61‘771 = Gl?,n ® @;‘,n ’

Ul,n - %Za)ﬁ,n ®¢i§(¢,n = %ZUXL‘JL .
=1

=1

The associated centered kernel operator is denoted Flm and identified with the following
centered kernel matrix :

_ 1 1
I(Ln = (<¢X¢7¢X]> ) = (In — —ﬂnﬂ;) I(Ln (In — —ﬂnﬂ;) .
He/ 1<ij<n n n
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where 1, = (1,---, 1)’ € R". As a consequence of Lemma 3.2.5, we have MCin) = MKy y) -
Finally, note that C'y 5, is a biased estimator of C', so we will additionally introduce

~ [ 1

Cin=—C1n=Cipe———S 0x. @ 0% 3.15

17 n — 1 17 17 'n(n _ 1) %:@Xz ® ‘7‘9)&] ( )
1#£]

which satisfies E {Cjﬁm} =C;.

3.3 General Results on Eigenvalues of Gram Matrices

We are now able to proceed to our first goal, the estimation of sums of eigenvalues of kernel
operators K; or K from eigenvalues of their empirical counterparts K, and Flm. For this,
we will make use of the preliminary results to relate these sums of eigenvalues to an empirical
process on classes of functions of type z — (Ily, Cy). In turn, this will allow us to introduce
classical tools of empirical process theory to obtain our results.

Let us formulate precisely this stepping stone in the case of Ky through the following
corollary:

Corollary 3.3.1. Under Assumption (A), we have

d
D Ae(Ky) = max B [(Ily, Cx)] , (3.16)
k=1 d
> M(Ky) = min B[(Iys, Cx)] . (3.17)
k>d+1 €Va

The first equality in this corollary is an immediate consequence of (3.7) and assertions
(i), (iii) of Lemma 3.2.4. The second is a consequence of the first, of definition (3.6) and of
the definition of the trace. Of course, corresponding results for the centered and empirical
versions hold as well in a parallel fashion. As will be clear in section 3.4, these quantities
play a crucial role in Kernel-PCA.

3.3.1 Noncentered Case

In this section we consider the easier case of the noncentered kernel operator.

Global approach

The first result consists in data-dependent upper and lower bounds for the sum of the d
largest or smallest eigenvalues of the integral operator. It is essentially the same as the result
obtained by [STWCKO05], but we give a proof for completeness and to show how it fits in our
framework.

Theorem 3.3.2 (Shawe-Taylor et al.). Under Assumption (A), with probability at least
1—3e¢,

d d
§ S (K S (K d. . §
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Also, with probability at least 1 — 3e¢,

_M\/g < Z Ai(Ky) — Z Ni(Ky ) < 24/ gtl‘l(gm +3M 2% (3.19)

i>d+1 i>d+1

Proof. We start with the first statement. Each inequality is proved separately and we use
a union-of-event bound to gather them. From equation (3.16) and its counterpart for K ,
we have

d d
Z /\i(I(l,n) — Z /\2'([(1) = ‘Ilne%)c(l Pn <Hv, CX> — ‘Ijneav)z P <Hv, Cx> .

This gives, denoting by V; the subspace attaining the second maximum,

d

d
(Po = P) Iy, Cx) < Y Ni(K1n) = ) Ai(Ky) < sup (P, — P) (Ily,Cx) .
1=1 1=1 €Va

The lower bound above leads to the lower bound of the theorem by an application of Hoeffd-
ing’s inequality for the empirical mean (Theorem 3.9.2 with » = 1) of an i.i.d. sample of the
bounded random variable (Ily,, C'x) , namely

0 < (M, Cx) = (Hy,, ox © ¢x) = My, (ex)I* < llex* < M, (3.20)

where we have used the fact that Iy, is a projector.

For the upper bound, we use standard techniques of concentration and symmetrization.
Since (Ily,,Cx) € [0,M], we can apply the bounded difference concentration inequality
(Theorem 3.9.1) to the variable supy ¢y, (P, — P) (Ily,Cx). Thus with probability 1 — e7¢,

+ M\/g. (3.21)

sup (P, — P) (Ily,Cx) < E | sup (P, — P)(lly,Cx)
VeV, VeV,

By a standard symmetrization argument,

< 2EE. 1 sup Y e (Iy, Cx,)| (3.22)

E | sup (P, — P) (Ily,Cx) o Sup
dj:l

Vevy

where (g);=1,..» i1s an ii.d. family of Rademacher variables. We can apply the bounded
difference inequality a second time to this quantity, so that with probability 1 — e~¢:

1 & 1 & /
EEE — sup Zéj <Hv,CX]> < EE — sup ZSJ‘ <Hv,ij> + M % (3.23)

n n
Veva i Veva i

The expectation on the right-hand-side is then bounded by an application of Lemma 3.3.3
below, leading to the conclusion.

The second inequality of the Theorem follows from similar arguments. Equation (3.17)
leads to

2 Ai(Ky) — ;Ai(mm) = mip P (Ty1,Cx) — min P Ty, Cx) .



3.3. General Results on Eigenvalues of Gram Matrices 69

and thus, denoting by ‘7d the subspace attaining the first minimum,

(P - P,) <H‘~/dL,CX> <Y () = ST N(K1) < sup (P — By) (L, C) .

i>d i>d VEVa
The rest of the proof parallels exactly the proof of the first part. O
We have used the following Lemma in the completion of the proof:
Lemma 3.3.3.
El n-HC —El n-HC <dtK
- ;52&;5] (y1,Cx,)| =E. ;nggd;@ (My, Cx;) | <4/ —tr Ko
and

EE. l sup Zej <HvJ_,CXJ> = EE. l sup Zaj <HV,C’X]> < \/%trKg

n n
Veva = Veva i

Proof. First note that for the two statements, the first equality is straightforward from the
definition and the symmetry of Rademacher variables. We then have

251 (y,Cx,) = <HV7Z€J’<PXJ ® 993(]>
g=1 HS (Hy,)

J=1

n d
<V eiex; © ok, =4 ) gk (Xi, X)),
=1 HS(Hy) =1

where the inequality is Cauchy-Schwarz. Finally, by Jensen’s inequality,

1 ~ d k(X X
E. | — sup ZE]‘<HVJ_7CXJ> S\/;\/Ez_l n( )

n
Ve Vd j:l

This concludes the proof of the first statement. The second is obtained by a second application
of Jensen’s inequality. O

Remark. Notice that the upper and lower bounds in Theorem 3.3.2 are of a different nature.
One way to explain this is to consider directly the expectation of the involved quantities: one

has
d
S 24/ —1tr I(g y
Vn

where the lower bound is a consequence of (3.16) and Jensen’s inequality, and the upper
bound follows from arguments similar to the above proof.

d d
0<E [Z /\Z-(KM)] =) Ni(Ky) <E [sup (P, — P)(lly, Cx)

=1 =1 VeVa




70 Chapter 3. Statistical Properties of Kernel Principal Component Analysis

We see that the empirical eigenvalues are biased estimators of the population ones (al-
though the above inequality only provides an upper bound on the bias); therefore the dif-
ference between upper and lower bound in (3.18) is to be interpreted as bias rather than
estimation error. If we additionally apply McDiarmid’s inequality twice to the above bound,
on the one hand to the quantity E?:l Ai(K1,,), and on the other hand to tr K3, , then we
are lead precisely to (3.18). This approach was followed by [STWCKO02, STWCKO05]. We
have used the same arguments in the proof of Theorem 3.3.2, but in a different order, as this
allows for further refinement (see next section).

Relative bounds

The star-shaped hull of a class of functions F is defined as
star(F) = {\f, [ € F, A e [0,1]}.

Also we need the following notation for Rademacher complexities:

1 n
R,F = sup — g f(Xi),
ferm ;

where (g;) are i.i.d. Rademacher.

We now use recent work based on Talagrand’s inequality (see ,e.g., [Mas00b, BBMO03])
to obtain improved concentration for the large eigenvalues of the Gram matrix. We obtain
a better rate of convergence, but at the price of comparing the sums of eigenvalues up to a
constant factor.

Theorem 3.3.4. Under Assumption (A), for all K > 1 and £ > 0, with probability at least
1 — e~¢, the following holds:

I

b
Il o
—

. d
. K+1 .
Ak(Kq ) — < E Ak (K1)
k=1

.. Mh d i
< 6K inf { — + 2 - Z A(Kq) ¢ +

h>0 n .
- j>h+1

ME(11 4 5K)
— .

(3.24)

Also, for all K > 1 and & > 0, with probability at least 1 — 3e~¢, we have

d

i K+1 i
Ak(Kyn) — —3 > (K
k=1

o~
Il S8
—

2hM

n

. d . 2620 M K¢
< — ; _— .
< 282K }1&% +V2 - > Ni(Kan) ¢+ (3.25)

n
i>ht1

Moreover, with probability at least 1 — e~¢, for all K > 1,

5KM¢E

6n

(3.26)

o~
Il &
—

K-1¢
M) = = > Ae(Ky) > -
k=1
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Comments. A superficial look at this result could lead to conclude that it is of the same
form as Theorem 2 of [STWCKO05] where an infimum operator also appears in the bound.
However, the bounds are really of a different nature. In the latter reference the infimum
operation comes from the observation that since obviously the partial sum Sy of the first d
eigenvalues is increasing in d, we can lower bound Sy by Sy with d’ < d; hence the empirical
lower bound for Sy is a fortiori a lower bound for Sy. We could naturally also take advantage
of this observation and introduce in the lower bound an additional maximum operation over
d' < d but opted against it for readability.

To illustrate the novelty introduced by our result, first notice that if we disregard the
multiplicative constants, the complexity term obtained here is always better (or equal) in
order than the one of (3.18) (take h = 0). As an example of how this bound differs from
(3.18), assume that A\;(K3) = O(37%) with @ > 2 ([BJ02] reports that this is the case for the
gaussian kernel if the density of the law of X decay like 1/|z|“t* with € > 0), then (3.18)
gives a bound of order \/d/n, while Theorem 3.3.4 gives a bound of order d'/(1ta)p—a/(1+2)
— hence a better rate. In the case of an exponential decay (A;(K3) = O(e™) with v > 0),
the rate even drops to log(nd)/n. If K; has a finite number & of non-zeros eigenvalues, the
bound is of order % Of course this improvement comes at the cost of an additional factor in
front of the empirical sum, hence this bound is better understood as a relative performance
bound.

Finally, Theorem 3.3.4 only covers the case of the sum of the bigger eigenvalues. Unfor-
tunately, unlike in the global case, we were not able to use an identical reasoning for the
smallest eigenvalues. It is actually possible to derive a result of a similar form, but with
worse constants, as a consequence of our results for the generalization of kernel PCA. For
this reason we postpone the statement of this result to section 3.4.

The proof of the Theorem uses a fundamental deviation inequality recalled in Appendix
3.7 and additional auxiliary results in Appendix 3.8.

Proof. As in the proof of Theorem 3.3.2, we have to consider the empirical process asso-
ciated with (Ily,Cx) for V € V,;. Let us define

Fq= {a: — <Hv,C$> , Ve Vd}.

In order to prove inequality (3.24), we will apply Theorem 3.7.1 (coming from [BBMO03],
and recalled in Appendix 3.7) to the class of functions M~1F;. From equation (3.20), it
holds that Vf € M~1F;, f(z) € [0,1], and therefore Pf% < Pf hence the first assumptions
of the theorem are satisfied.

What we need is now to obtain upper bounds for localized Rademacher complexities
where the localization is in terms of P or P,. For this we will need some results about local
Rademacher complexities on ellipsoids that are regrouped and shown in Appendix 3.8. Let
us first denote the “localized” set

S, = {g e star(M™'Fy), Pg* <r} = M~" {g € star(F,), Pg* < M°r} . (3.27)

Corollary 3.8.2 entails

1
ER,S, < — inf h+ Mt |d Ae(K = )
o < gl | Vi M fi 52 ) | o= vt
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We now need to upper-bound the fixed point 7 of ¢4(r). For this we use Lemma 3.8.4 with
c=1,a= M1 leading to

h d
*<inf{ =—4+2M71 | = § (K ) 2
g S }lzgo 'n—l_ n L i(K2) (3.28)
1z

Inequality (3.43) of Theorem 3.7.1 implies that with probability at least 1 —e ¢ every f € Fy
satisfies

K + le +6KMr;+ Me(L +5K) . (3.29)
K n
Substituting (3.28), taking the supremum over f € Fy in both sides, and using (3.16), we
obtain (3.24).

In order to prove inequality (3.25), we apply the second part of theorem 3.7.1, which

gives us a confidence bound on r}; using the Rademacher complexity localized in terms of the

P f<

empirical measure. For this we define §,, like S, in (3.27) but where P, takes the role of P.
Corollary 3.8.2 entails

E.R.S, < — inf [ Vih+ M~ [d S Me(EKap) | = dalr). (3.30)

Sy < —=in
V/n k>0
= k>ht1

Then Theorem 3.7.1 tells us that with probability 1 —2e~¢, r; is upper bounded by the fixed

point of 201,%(27’) + 31&/n. To upper bound this quantity in turn, we first apply Lemma
3.8.4 with ¢ = 2, = M ™! as above to obtain a bound on the fixed point of t4(2r); then
we apply Lemma 3.7.2 with K = g. Gathering these inequalities and after straightforward
calculations, we finally get that with probability at least 1 — 3e~¢, Vf € Fy,

K+1 . 2hM d ] 2620M K&

< _ . - >

Fuf < =g Pf + 282K inf 0 = +v2 n‘>§h+1/\1<1<2,n> + =,
JZ

leading to (3.25).

Using Bernstein’s inequality (3.53) (see Theorem 3.9.3) with f(z) = (Ily,, C3), the proof
of inequality (3.26) uses the same arguments (e.g., inequality (3.20)) that the proof of the
lower bound of (3.18). O

3.3.2 Recentered Case

In the following result, we extend Theorem 3.3.2 to a more general case where the data is
first recentered. Let us begin with a control of a supremum of random variables:

Theorem 3.3.5. Under Assumption (A), with probability at least 1 — 3e™¢,

- _ [d € 4 6\
\Elelgd <<HV7CI,n> - <HVvCI>) <2 ;tTI{Z,n +M (5\/;‘}' ﬁ + N — 1) ’

similarly, with probability at least 1 — 3e~¢,

_ - [d ¢ 4 6 )
Slelgd <<H‘/L,Cl> — <HV-L701,TL>> S 2 ;tr[ﬁgm + M (5\/;+ ﬁ + o 1) ;
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The proof of this Theorem follows the same structure as for Theorem 3.3.2, but some
additional ingredients are needed to control U-processes arising from the recentering.

Proof. We prove the first statement of Theorem 3.3.5: the second one follows from the
same arguments. First recall the following decomposition from equations (3.14) and (3.15):

— * -~ 1 - *
01201—M®/L and CLn:CLn— m;@)ﬁ@@)(], (331)
tF]

from which we obtain

sup <HV,61,n —€1> < sup <HV7CI,n —C1>

Vev, VeV,
1
+ sup (IIy,pu®@ p* — ———— Px;, Q@3 . 3.32
Vevd< = n(n_l);»o *PX]> (3.32)

It was shown in the proof of Theorem 3.3.2 that the following holds with probability greater
than 1 — 2e~¢:

d /
sup <HV,C17n—C1> < 2\/;\/trf(g7n—|—3M %’

Vevy

so we now concentrate on the second term of (3.32). If we denote

G, 2,) = <HV“u Qp" — ﬁzi;ﬁj Pr; & @:;i>7 then we have for any io:

|G(3€1, ooy n) = G(@1, . Tigm 1, Tl Tigh s - - - ,xn)‘
1 . . .
20
2 AM
- m% 9937:0 — Py H@%” < 7 .

Therefore we can apply the bounded difference inequality (Theorem 3.9.1) to GG, so that with
probability greater than 1 — e~¢,

* 1 *
sup <Hv,u®u - WZ@& ®‘PXJ>

7 N .
Veva i£]

1 /€
<E Iy *_75 ® ©% AMy[ = .
< Slelgd< Vi@ wn=1) PX; ®90;;]> + o

i#]
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To deal with the above expectation, we consider Hoeffding’s decomposition (see [dIPnG99,
p. 137]) for U-processes. To this end, we define the following quantities:

n

2 * .
0= s (23" v m) - (1 (on). )

7=1

1
Rd: sup ——— <HVarX¢® *’>_ HVX )

sup n(n—l);< vx. @ 9%, ) — (v (ex,), w)
(v (px) o) + (v, p@ ) ).
It can easily be seen that
E | sup (My,p@p" = ——— Z‘PX ek, )| <E[Sd+E[R] .
VEVa 2#]

Gathering the different inequalities up to now, we have with probability greater than 1—3e~¢:
- _ d _ ¢

sup <HV, Cin — Cl> < 2/ =\t Ky + E[Si] + E[Rd + 5M4/ . (3.33)
‘jevd n n

We now bound from above the expectation of Sy and Ry using Lemmas 3.3.6 and 3.3.7 below.
This leads to the conclusion. O

Lemma 3.3.6. The following inequality holds:
Ek(X, X)
N

Proof. A standard symmetrization argument leads to

E[Sq <4

E[S,] < EE. sup —Zg] My (¢x;,), 1)
Veyy

IN

—EE sup ||IIy £jPX; W
JFE: sup Z Jal

4 ko3
_EE, > e, || lull

=1
4

< —Etr Ky |l

< THEVEEL |l

where we successively applied the Cauchy-Schwarz inequality, the contractivity of an orthog-

onal projector, and Jensen s inequality. Applying Jensen’s inequality again, and the fact that
llul)* = Bk(X,X') < (]Ek2( X, X))? yields the conclusion. O

IN

Lemma 3.3.7. The following inequality holds:

0 CEA(X, X)

n —

E[Rq] <
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Remark The proof uses techniques developed by [dIPnG99]. Actually, we could directly
apply Theorems 3.5.3 and 3.5.1 of this reference, getting a factor 2560 instead of 6. We
give here a self-contained proof tailored for our particular case for completeness and for the
improved constant.

Proof. Since lly is a symmetric operator, using Jensen’s inequality ,

1
E[R) < —E | sup S fv (X, X[, X5, X0 |
n(n — 1) Vevd; ( I ])

where
f"(‘Xi7 Asz{v ‘XYJH ‘X]/) = <HV7 Px: ® S‘QEX’J T Px ® SO*XJ T ex @ S03{; + X @ 99*XJ’> .

Since fv (Xi, X[, Xj, X}) = — fv (X{, Xi, X;, X7) and fv (X;, X[, X;, X)) = = fv (X;, X{, X}, X;),
following the proof of the standard symmetrization, we get:

E|Ry4 < E | sup g fv(Xi, X!, X5, X!
[£d] n(n—1) Vevd; v i)
i#]
Therefore,
E[R4) < 2 E D (I ® ¢ )
dl = sup Sy, X, W
n(n - 1) Vev, i#j ! XJ
+E | sup —Zaiaﬂﬂv,@)@@gp},) = L(A—I—B) ;
Veva i J n(n —1)

for the first term above we have

A<E | sup Z€i€j<ﬂv,99Xi ®‘P§;’J> =,
Veva'

while for the second we use

B<E |sup - Y eiei(lly, px, ® @) | +E

sup Z<HV7 Px; ® Px1)
Vev, - i

Vevy i

t,J
=D+ F.
We bound terms C, D, E by the following similar chains of inequalities where we succes-

sively use the Cauchy-Schwarz inequality, the contractivity of an orthogonal projector and a
standard computation on sums of weighted Rademacher:

Z&@Xi

7

2

C <ExE. sup
Vevy

Z@'HV(@X]) < ExE.
J

ZgiLPXZ‘

=nEk(X, X);
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D < Ex x/E. sup
Vevy

25299)&

> eillv(ex)
;

< EX,X‘EE

Z Ei¥PX;

E EiPx;
J

2

E €iPx!
J

<Exx

2
E. Z&'@Xi

<Ex,x/

\ (Z k(XZ-,XZ-)) (Z k(X;,X;)) < nEk(X, X);

E<Ex SleldeZ_:HHV(@XM 1| llex: ||
< Ex Z VEXL XDR(X, X))
= nEk(X, X).
Gathering the previous inequalities, we obtain the conclusion. O

From Theorem 3.3.5 we deduce the following upper bounds:

Theorem 3.3.8. Under Assumption (A), for all ¢ > 1, with probability greater than 1—3e~¢,

d
— d . 13
—QM\/> —Z/\i(fh)§21/;tr1<2,n+15M\/;;
=1

and with probability greater than 1 — 3e~¢,

_ [d
Z Xi(Ky) -— Z Ai(Ky,) <2 —tr[(2n+15M\/>

1>d+1 1>d+1

Proof. (Upper bound) Theorem 3.2.1 entails

d d

Z/\i(ULn) - Z/\i(él) < sup <HV761,n> —(y,Cy) ,

=1 =1 VeVa

n

n—1

and

D0 M@ =g 3 M) < gup (1 To) = (v, G
i>d+1 1>d+1 d

Theorem 3.3.5 and Lemma 3.2.4 allow to conclude.
The lower bound follows from Hoeflfding’s inequality for U-statistics; details can be found
in the Appendix 3.6.2. U
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3.4 Application to Kernel-PCA

3.4.1 Uncentered Case

We first consider in this section the simpler case of “uncentered Kernel-PCA” where the goal
is to reconstruct the signal using principal directions of the noncentered covariance operator.

Remember we assume that the number d of KPCA directions kept for projecting the
observations has been fixed a priori. We wish to find the linear space of dimension d that
conserves the maximal norm, i.e., which minimizes the error (measured with the RKHS norm)
of approximating the data by their projections. The space ‘751 minimizing the empirical error
is given by

~ 1<
Vy = Arg Min — E Hch] — Hv(gOX])”Q : (3.34)
VEVd n j:l

‘A/d is the vector space spanned by the first d eigenfunctions of € ,,. Analogously, we denote
by V4 the space spanned by the first d eigenfunctions of C';. We will adopt the following
notation for the true and empirical reconstruction error:

1 n
Ba(V) = — > llex, = v (ex,)[1? = Pa(lly1, Cx) -
7=1
R(V) =E [H“PX - HVQPXHQ] = P<HvJ_,CX> .
One has R,(Va) = S0y Mi(K1,) and R(Vy) = Yoo 4 M),

Bound on the Reconstruction Error: global approach

We give a data dependent bound for the reconstruction error which is a simple consequence
of Theorem 3.3.2.

Theorem 3.4.1. Under Assumption (A), with probability at least 1 — 2e~¢,
R(‘/}d) < Zn: /\Z'(I(ln)—I—QMgtIKrQn+3MV£.
- T ' n ' 2n

Also, with probability at least 1 — e~¢,

—~ d _
R(Vy) — R(Vy) < 2\/;4_2]\4‘/%‘

R(Va) = Ra(Va) = (P = P) {Tlp,Cx ) < sup (P = P.) (Iys, Cx) 5 (3.35)
d Vevy

Proof. We have

we have already treated this quantity in the proof of Theorem 3.3.2, hence the first part is
proved.
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For the second part, the definition of ‘A/d implies that
B(Va) = R(V) < (B(Va) = Ra(V)) = (R(Va) = Ra(Va))

The first term is controlled by gathering inequalities (3.21), (3.22) and (3.35). We obtain a
lower bound for the second term using Hoeffding’s inequality (again, exactly as in the proof
of the lower bound in Theorem 3.3.2). This concludes the proof. O

Fast rates via localized approach

We now show that the excess error of the best empirical d-dimensional subspace with respect
to the error of the best d-dimensional subspace can decay at a much faster rate than can
be expected from Theorem 3.4.1. This however comes at the price of an additional factor
related to the size of the gap between two successive distinct eigenvalues.

Here is the main result of the section:

Theorem 3.4.2. Let ()\;) denote the ordered eigenvalues with multiplicity of C1, resp. (u;)
the ordered distincl eigenvalues. Let d be such that A\g = pz. Define

. ifd=1 or Ag > Ait1,
Ya = {Md i i (3.36)

min (g | — pHg pg— “cﬂ-l) otherwise ;

and By = 2/EE*(X, X') /4.
Then under Assumption (A), for all d, for all € > 0, with probability at least 1 — e~¢ the
following holds:

~ i Bah d B f(llM—I— 6Bd)
— /) < f¢{—+4 |- A (K e .
RO - R < T § S50, £ 57 o)+ S (3.37)
Jz

Comments. Similarly to the remarks on Theorem 3.3.4, the complexity term obtained in
Theorem 3.4.2 has a faster (or equal) decay rate, as a function of the sample size n, than the
one of Theorem 3.4.1; this rate depends on the decay behavior of the eigenvalues.

We do not state a fully empirical version of the bound (using only empirical eigenvalues)
to avoid additional burden. Let us sketch briefly how this could be obtained: in the proof
of the Theorem, we can use the empirically localized Rademacher complexity at the price
of worse constants (see the proof of Theorem 3.3.4 to see an example of how this plays
out). This has the effect of replacing the true eigenvalues by the empirical ones in the sum
appearing in (3.37). However the constant By still depends on the true eigenvalues. To deal
with this, we can use a simple convergence result of the empirical eigenvalues to the true
ones (as proved for example by [KGO00]), so that for n big enough B, is bounded by 2B, (its
empirical counterpart).

Proof. We will use here again Theorem 3.7.1. We define the following class of functions:

Fo={fv oo (o =Ty, C) V eV},
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where for each V € V,;, Hy is obtained via Lemma 3.6.1. We will apply Theorem 3.7.1 to
the class M~ 1fd For any fe€ M~ lfd, it holds that f € [—1,1]; furthermore, Lemma 3.6.1
entails that Pf? < M~'ByPf. To upper bound the local Rademacher complexities of this
class we define

S, = {g € Star(M_lj-:d), Pg? < r} =M1 {g € star(fd), Pg* < M2r} .

Corollary 3.8.3 entails

~ M-1B ~
M~'B;ER,S, < 7 4 inf | Vrh+ M7 Jd 37 M) | = alr)
nooh2 k>h+1

Let 7} denote the solution of equation @d(r) = r. We apply Lemma 3.8.4 with the choice
c=M"'By,a= M~ to obtain

B2h d
< M2 inf T+4Bd ~ D A(K)
= i>h+1

We can now apply Theorem 3.7.1, obtaining that for any K > 1 and every £ > 0, with
probability at least 1 —e=¢, V'V € Vy,

Z A | E01M + 5B,K)

n

Pfy <

+6K }iLr;fO Bah 4 (3.38)

]>h+1

Choosing V = Vj, using that R(Hvy,) = R(Vy) (by definition (3.41) of V) and noting that
the definition (3.34) of Vy yields Pnff,d < 0, this leads to the result. O

The techniques used to obtain the previous fast rates for reconstruction error of KPCA
allows us to get improved bounds for the sum of the smaller eigenvalues.

Corollary 3.4.3. Under Assumption (A),with probabilily at least 1 — e~¢, for all K > 1,

D Ak(Ky) -

k>d k>d

5KM¢E

(K1) > —
L) = 6n

(3.39)

Moreover, if Ay > Agy1, for all K > 1 and & > 0, with probability at least 1 — 2e~¢, the
following holds:

Z /\k Kl

k>d+1 k>d+1

(K1)

. LS 5M
< —_— — .
< 6K flfﬁfo - " >§}+1 A (K2) (5Bd +—+ 11M) (3.40)
] 1

where By = 2/EE*( X, X')/(Ad — Aay1)-
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Proof. Using (3.17) and Bernstein’s type inequality (3.54) with f(z) = (Ily1,Co) (see
Theorem 3.9.3), the proof of inequality (3.39) uses the same arguments (e.g. inequality
(3.20)) that the proof of the lower bound of (3.18). We now prove inequality (3.40).

Since we suppose Agq > Agp1, Hy = Vg for all V € Vy (Hy is defined in the proof of
Lemma 3.6.1). Moreover,

Z/\kﬁl I—l

k>d+1 E>d+1

K
(K1) < R(Vy) — i (Vo).

Inequality (3.38) states that with probability at least 1 — e~¢:

- K ~ K Bah
7 — N < — ” Kinf { — +14 Aj(Kq)
E(Va) K — 1R (Va) < B(Va) K — 1R (Va) + 6 llzgo * ];}—1 g

€(11M + 5B, K)

n

Moreover, Bernstein’s type inequality (3.53) with f(z) = <HVdJ_,C$> leads to

K SKME
/q) — < .
B(Va) = o7 Ba(Va) < —
Gathering the three previous inequalities, we get inequality (3.40). (|

3.4.2 Recentered Case

The goal of this section is to show that the rate of convergence obtained in Theorem 3.4.1
in the uncentered case is of the same order if we consider the empirical re-centering. In this
case the Kernel-PCA algorithm solves the following optimization problem:

~

Vi IATng—ZH@A — Iy (&x,) I,
Vevy .

where V; is the vector space spanned by the first d eigenfunctions of Ulm. We also denote
by V, the space spanned by the first d eigenfunctions of C :

V= ArgMinE[lgx — p — Iy (ox — p)|1*-
Vevy
We will adopt the following notation for the reconstruction error:

R V@)l = (s, G

R(V) =Elex —pu—Hy(px —p)* = P(My1,Cx) .
One has En(ﬁd) = 23 sa Ai(K1yn) and R(Vy) = Y0, Ai(Ky). Following the same line
of reasoning as in Theorem 3.4.1 and using Theorem 3.3.5 to control the supremum yields
the following result.
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Theorem 3.4.4. Under Assumption (A), for any & > 1, with probability greater than 1 —

3e7 7,
E(‘%d) < " A(Fl ) + 2 i tr 1(2 + 18M\/§
= _1 §>d % M \/ n M n

Note that the leading complexity term is the same as in Theorem 3.4.1: hence recentering
in kernel PCA essentially does not introduce additional complexity to the procedure.

3.5 Conclusion and Discussion

Comparison with Previous Work. [DP76] studied asymptotic convergence of PCA and
proved almost sure convergence in operator norm of the empirical covariance operator to the
population one. These results were further extended to PCA in a Hilbert space by [Bes91].
However, no finite sample bounds were presented. Moreover, the centering of the data was
not considered.

Compared to the work of [KG00] and [Kol98], we are interested in non-asymptotic (i.e.,
finite sample sizes) results. Also, as we are only interested in the case where k(z,y) is a
positive definite function, we have the nice property of Theorem 3.2.3 which allows to consider
the empirical operator and its limit as acting on the same space (since we can use covariance
operators on the RKHS). This is crucial in our analysis and makes precise non-asymptotic
computations possible unlike in the general case studied by [KG00, Kol98].

Comparing with [STWCKO02, STWCKO05], we overcome the difficulties coming from infi-
nite dimensional feature spaces as well as those of dealing with kernel operators (of infinite
rank). Moreover their approach for eigenvalues is based on the concentration around the
mean of the empirical eigenvalues and on the relationship between the expectation of the em-
pirical eigenvalues and the operator eigenvalues. Here we used a direct approach and extend
their results to the recentered case and proved refined bounds and possible faster convergence
rates for the uncentered case. In particular we show that there is a tight relation between how
the (true or empirical) eigenvalues decay and the rate of convergence of the reconstruction
error of the d-dimensional projection found by the kernel PCA procedure to the ideal one.

Open issues: the nagging problem of the choice of dimension in PCA. All along
this chapter, the integer d (the number of eigenvalues summed, or the dimension of the space
selected by PCA) was always considered fixed a priori.

It is tempting to interpret the bounds appearing in Theorems 3.4.1 and 3.4.2 as a classical
statistical trade-off between approximation error (empirical reconstruction error, decreasing
with the dimension d) and estimation error (complexity term, increasing with d). This point
of view would suggest to select d as the dimension minimizing the bound. However, this view
is an illusion since it is clear that the {rue reconstruction error R(‘A/d) of the subspace selected
empirically is a decreasing function of d (since ‘A/d C ‘A/d_H). This emphasizes two important
points: first, that the (true) reconstruction error is by itself not a good criterion to select the
dimension (of course, with this criterion the best choice would be not to project the data at
all but to keep the whole space). Hence, an alternative and sensible criterion has to be found
to define in a well-founded way what the optimal dimension would be.

A second consequence of this observation is that the bounds we found do not exhibit the
correct behavior in terms of the dimension d (for a fixed sample size n), since they become
increasing in d, for big enough d, while the true error is always decreasing. Because of the
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decreasing property of the true error, any quantity bounding the reconstruction error for
dimension d is also a valid bound for any d’ > d. Hence, if we denote d(n) the dimension
realizing the mininum of the bound of Theorem 3.4.1 (for example) for a fixed sample size
n, then the bound obtained for d(n) is also valid for any larger dimension and actually more
informative than the bounds obtained directly for this larger dimension. This property was
also noticed and used by [STWCKO05]. To sum up, our bound on the estimation error is
too pessimistic for larger dimensions and does not provide a correct qualitative explanation
for what is really taking place. Obtaining a better understanding of the behavior of the
estimation error for fixed n and varying d is a very interesting open problem, which could
also eventually lead to a relevant dimension selection criterion (maybe by comparison of the
relative importance of approximation error and estimation error for larger dimensions).

We conclude by mentioning additional open problems: it would be of interest to obtain
relative convergence rates for the estimation of single eigenvalues, and to obtain nonasymp-
totic bounds for eigenspace estimation.
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Appendix

3.6 Appendix A: Additional proofs.

3.6.1 Proofs for section 3.2

Proof of Theorem 3.2.2. For the existence of operator C' and its basic properties, see,
e.g., [Bax76]. We proceed to prove the last part of the Theorem. First, we have E||Z @ Z*|| =
]EHZH2 < 00, so that E[Z @ Z*] is well-defined. Now, for any f, g € H the following holds by
the definition of C':

([E[Z®@Z]g)=E[(Z20 2", f©g)]=E[Z ){Zg)]={fCyg) ;

this concludes the proof.

Proof of Theorem 3.2.3. It is a well-known fact that an integral kernel operator such
as K, is Hilbert-Schmidt if and only if the kernel k(z,y) (here equal to (®(z), ®(y))) is an
element of Ly(X x X) (endowed with the product measure) . This is the case here since
E(z,y) < ||®(2)]||®(y)|| and E||®(X)|* < oo by assumption. We now characterize this
operator more precisely.

Since E||®(X)|| < oo, ®(X) has an expectation which we denote by E[®(X)] € .
Consider the linear operator 7' : H — Lo(P) defined as (Th)(z) = (h,®(z))y. By the
Cauchy-Schwarz inequality, E (b, ®(X))? < ||A|[>E[|®(X)||2. This shows that T is well-defined
and continuous; therefore it has a continuous adjoint 7*. The variable f(X)®(X) € H has
a well-defined expectation since f and ||®|| are in Ly(P). But for all g € H, (T*f,9)y =
. To)w oy = El{g, F(X)B(X)),] which shows that (/) = E[@(X) f(X)].

We now show that C'=T*T and K¢ = TT*. By the definition of the expectation, for all
hoh' € H, (R, T*T(h')) = (h,E[®(X) (®(X),r")]) = E[(h,2(X)) (R, ®(X))] . Thus, by the
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uniqueness of the covariance operator, we get C' = T*T. Similarly (TT* f)(z) = (" f, ®(z)) =
E[(f(X)®(X),®(z))] = [ f(y) (®(y), ®(2))dP(y) so that K¢ = TT*. This also implies that
K¢ is self-adjoint and positive.

We finally show that the nonzero eigenvalues of TT* and T*T coincide by a standard
argument. Let E,(A) = {z, Az = pa} be the eigenspace of the operator A associated with
. Moreover, let A > 0 be a positive eigenvalue of K = TT* and f an associated eigenvec-
tor. Then (T*T)T*f = T*(TT*)f = AT*f. This shows that T*(EX\(TT*)) C EX\(T*T) and
conversely T'(E\(1T*T)) C E\(TT*). Applying T to both terms of the last inclusion implies
E\(T*T) C T*(EN\(TT™)) since A # 0, and therefore T*T'(E\(1*T)) = E\(T™*T). Con-
versely, E\(T1T™) C T(EN(T*T)) forA # 0. Thus, E\(T*T) = T*(E\(1'T*)) and E\(TT*) =
T(EANT*T)) and finally dim(E\(T*T)) = dim(FE,(TT*)). This shows that the multiplicity is
the same. This concludes the proof. O

3.6.2 Proof for section 3.3

Proof of Theorem 3.3.8. (Lower bound) We prove the lower bound for the largest eigen-
values. A similar proof gives the second statement.
Theorem 3.2.1 leads to

d

S A1) = SAC) 2 (Colly,) - (Tt}

=1 =1

where the maximum maxyey, <HV,Ul>
(3.31), we get:

HS(H) is reached at V4. Using the decomposition

d d

S M@ - SO N(E@)

1
> <C1,n - CI’H‘_’d> - <Hvd7 WZ@AZ Dex;, —H® N> .
]
The first term is bounded by Hoeffding’s inequality exactly as in the proof of Theorem 3.3.2.
With probability greater than 1 — e™%,

(Cipn—C1, Iy, ) = (P = P) (I, Cx ) > —M\/g.

For the second term, we apply Hoeffding’s inequality for U-statistics (Theorem 3.9.2 with
r = 2); with probability greater than 1 — e~¢,

1 £ §
iy, Y e @, - > M VNS
vV, n(n_l)zg‘g)(g@@)i] I'L@M 2{2-‘ n

i#] 2

We finally obtain

zd: () — sz;/\i(a) > —M\/g (1 + %) .

=1

Finally using Lemma 3.2.5 with true and empirical distributions yields the conclusion.
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3.6.3 Proofs for section 3.4

A key property necessary for the proof of Theorem 3.4.2 is established in the following Lemma:

Lemma 3.6.1. Let (\;) denote the ordered eigenvalues with multiplicity of Cy, resp. (p;)
the ordered distinct eigenvalues, and 4 be defined as in equation (3.36). For any V € V,,
there exists Hy € Vg such thal

R(Hy) = min R(H)., (3.41)

and

E [<HVL - HH¢,CX>2] < 27 VER(X, X)JE [<HVL - HH¢,CX>} .

Proof. Let us denote W; the eigenspace associated to eigenvalue y; and W; = @Zzl W;.
We first assume d > 1 and denote k, £ the fixed integers such that Ay_, = By Ad—t41 =

=A== Ak = ugand Adtk+1 = Fgys-

Step 1: construction of Hy.

Let (¢1,...,¢4—¢) be an orthonormal basis of WJ—r Let V(1) denote the orthogonal
projection of W&v_l on V; in other words, the space spanned by the projections of (¢;)i<q—¢
on V. The space V(1) is of dimension d —¢' < d—{¢;let (f1,..., fs_) denote an orthonormal
basis of V(1. We complete this basis arbitrarily to an orthonormal basis (f;)i<q of V.

Denote now V) = span {fs_s41,..., fi}. Note that by construction, v | Wi—l' Let

W&(VQ) be the orthogonal projection of V(@ on W= The space W&(VQ) is of dimension ¢ < ¢;
let (¢g—¢41,--.,Pdre—¢) be an orthogonal basis of WC%Q). We finally complete this basis
arbitrarily to an orthonormal basis (¢i)d—€+1§i§d+k of W5 Note that by construction, in

particular V() 1 span {¢g41,..., basr}.

We now define Hy = span {¢;,1 <i < d}. Obviously Hy is a minimizer of the recon-
struction error over subspaces of dimension d. We have (using Lemma 3.2.4 (ii) at the first
line)

2
E |:<HvJ_ — HH\J/_,CX> :| = <HHV — HV,CQHHV - Hv>HS(7—lk)

< ||Callnsmsey) ey, — HV”IQ{S(’H;C)

= 2[|Cellusms ) (4 = (v, Day Jus )
d
= 2|Callusqusrny | 4= D2 (i) | 5

1,5=1

and on the other hand, using Lemma 3.2.4 (i):

E [<HVJ- - HH¢7CX>} =y, -y, Cy) = Zd: (A = (fi,C1f3)) -

=1

We will decompose the last sum into two terms, for indices ¢ smaller or greater than d — £,
and bound these separately.
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Step 2a: indices ¢ < d — £. In this case we decompose f; = Zj<d—é (fi, &5) &; + gi, with
g; € ij_l. We have

@n0w0<uggﬂ2ug0~§:<ﬁwMV),

j<d—t
and
d—~£ d—+£ d—+£
(A = ([, C1f)) 2 ) O\ (fir ¢)° Zud L= " (fu o))

=1 =1 7=1 7<d—¢

d—2£
Z(H;4—+ﬁ) d—f—-§:<ﬁ¢%y

7,7=1

Step 2b: indices ¢ > d — £. In this case remember that f; L ¢; for 1 < j < d —{ and

d+1<j<d+k. We can therefore decompose f; = Ej:d_[_}_l (fi, &) 0; + g with ¢! € W:f.
We have
) d
<gf,C1gZ/'> S HTy ngl” =pig | 1- Z (fi, Obj)? )
j=d—t+1
and
d d d
Yo =G =ug = > et - D (¢ Cigl)
i=d—L+1 i j=d—t+1 i=d—L+1
d
i j=d—i+1

Finally collecting the results of steps 2a-b we obtain

d—+£ d
(U, — My, Cy) > min <Mg[_1 — g g — M;[H) =Y e = DD (g
1,5=1 1,j=d—L+1

2
> win (g, — ngo = gy @G B (1 - 1. Cx)'].

Finally, it holds that [|C2[lygmsw,)) = [K2llus(z,p)) by Lemma 3.2.4 (iv); since K3 is an
integral operator with kernel k*(z,y), we have HKQHIQ{S(L2 = [k*z,y)dP(z)dP(y) =

E [k4(X, X’)]. This concludes the proof of the Lemma When d>1 1Ifd = 1, the proof
can be adapted with minor modifications, essentially removing step (2a), so that in the final
inequality only the second term of the minimum appears. O
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3.7 Appendix B: Local Rademacher Complexities.

In this section we recall a fundamental Theorem that is the key to controlling deviations
of empirical processes using local Rademacher averages defined either from the true or the
empirical distribution. It is a simplified version of Theorems 3.3 and 4.1 of [BBMO03]. In
the terminology of the latter reference, a sub-root function ¥ : Ry — R, is nonnegative,
nondecreasing, and such that ¢ (r)/y/r is non increasing. Then it can be shown that the fixed
point equation ¥ (r) = r has a unique positive solution (except for the trivial case ¥ = 0).
Also we recall the following notation for Rademacher complexities:

1 n
Rn]:: sup — gif XZ )
feFm Zz:; ( )

where (g;) are i.i.d. Rademacher.

Theorem 3.7.1 (Bartlett, Bousquet and Mendelson). Let F be a class of functions
with ranges in [—1, 1] and assume that there exists some constant B > 0 such that for every
fEeF,PfP<BPf. Let 1 be a sub-root function and r* be the fized point of 1. If 1 satisfies

(r) > BEx R, {f € star(F) : Pft< r} ,

then for any K > 1 and z > 0, with probability at least 1 — e™%,

K 6K z(11+ 5BK)
Pf< P, —_— 42
VfEF, Pf< P f+ . (3.42)
also, with probability at least 1 — e~ 7,
K+1 6K z(11+ 5BK)
P.f< P —_— e —— 4
VfEF, Puf <SPl _ (3.43)
Furthermore, if &n is a data-dependent sub-root function with fized point ™ such that
-~ 2(10v B) + 11
U(r) > 2(10V B)E.R,, { f € star(F) : P, f* < 2r} + 2 )+ 11)e : (3.44)

n

then with probability 1 — 2e~%, it holds that ™ > r*; as a consequence, with probabilily
1 — 3e™", inequality (3.42) holds with r* replaced by 7*; similarly for inequality (3.43).

We complete this section with the following Lemma which can be used to obtain upper
bounds on fixed points of functions of the form (3.44):

Lemma 3.7.2 (inspired by [Bou02a]). Let ¢ be a sub-root function and let ¢1(r) = ap(r)+
B with o > 1 and B > 0. Let r* (resp. ri) denote the fized point of ¢ (resp. ¢1). We have:

7\/E B
VK -1)

Proof. [BBMO03] has shown that the fixed point r* of a sub-root function ¥ satisfies the
following property:

r] < inf (Koﬁr* +
K>1

r* <rif and only if ¥(r) <r. (3.45)
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Let @ > 1 and b > 0,
aotar +08)+ 5= a0 (o (" +25) ) 45 < avao (1 + 29) 45,

where the inequality uses a (7‘* + sﬁ) >r*+ gﬁ and that ¢(r)/4/r is a decreasing function.
Moreover, since r* + %ﬁ > r*, using property (3.45), we get

b b
<b(f‘*+—ﬁ) <rf+-p.
a a
Finally, gathering the previous inequalities, the following holds

o1 (ar* +b8) < an/ar* + 3 (1 + a\/ia) )

Let K > 1. Choosing ¢ = Ka? and b = \/\%?1 yields ¢y (ar* + b3) < ar* + b . Since ¢ is
still sub-root, using again property (3.45), this entails Lemma 3.7.2. O

3.8 Appendix C: Localized Rademacher Averages on Ellip-
soids.

In this section we group together results that deal with estimating localized Rademacher
complexities of function classes given as ellipsoids of a reproducing kernel Hilbert space. We
deduce as corollaries the results necessary for the proofs of Theorems 3.3.4 and 3.4.2.

Theorem 3.8.1. Let H be a separable Hilbert space and (Z, )1<Z<n € H™ . Let A be a
compact self-adjoint positive linear operator of H and (®;);>, an orthonormal basis of H of
eigenvectors of A. Denote B, = {||v|| < a}, & = {(v,Av) < r} and let (g;) be an i.i.d.
family of Rademacher random variables. Then for any integer h < Rank(A), the following
holds:

h
E. sup Zsl v, Z;) Z

vEBLNE, T

zn: Z,q>>2+% 3 znxzj,q)i)?. (3.46)

i>ht1 j=1

Proof. For v € B, NE&,, we have

n h n n
ZEK’U, ZZ'> = Z <’U, (I)]'> <(I)j, 252Z2> + Z <’U7 (I)j> <(I)j, 252Z2>

Jj=1 i>h

n

1 2 2

=1 1>h+1

where we used the Cauchy-Schwarz inequality for both terms, A; > 0 (since h < Rank(A))
and the equality (v, Av) = 3,5, Ai(4) (v, ®;)°. We now integrate over (g;); using Jensen’s
inequality the square roots are pulled outside of the expectation; finally, we have

n 2 k23
EE <Z€ij,<bi> :Z<Z]’,q)i>2
7=1

i=1
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since by independence the cross-terms vanish. This concludes the proof. O

We deduce the two following corollaries of Theorem 3.8.1:

Corollary 3.8.2. Define Fy = {z — (lly,Cy),V € Vq}. Then the following holds:
1. f .
Ex.R, {f € star(Fy), Pf? < r} < % }1&% vVrh+ dk;H Ae(K2) |, (3.47)

1
E.R, {f €star(Fy), Puf* <r} < —inf | Vrh+ [d Y M(Kap) | (3.48)
Vi k20 k>h+1

and

Proof. The proof is the same for the two inequalities. We will apply Theorem 3.8.1 in the
Hilbert space HS(#Hy). We can suppose that 2 < Rank(C3) since the obtained result extend
straightforwardly to k > Rank(C3). We have for any V' € Vg, [[Ily || yyg(3,) < Vd, and hence
Fo C{e = ([,C) ;T € B 7(HS(Hy))}. Since the latter set is convex and contains the origin,
it therefore also contains star(F,). Furthermore, by Lemma 3.2.4, P (I',Cx)* = (T, Col).

We can therefore apply Theorem 3.8.1 with &« = Vd, A = Cy, Z; = Cx,, v =1y, leading
to

) \/F h 1 n ) \/E n )
E-Ry {[ € star(F), Pf* <1} < ¥ ZA_(CQ) (Cxpr @) +== [ >0 D (Cx, @)
=1 =1 i>ht1 j=1

Integrating with respect to Z leads to

1
Ex . Rn{f €star(Fa), Pf* <r} < — [Vrh+ [d D Me(Ka) |,
k>h+1

since E [<CX,<I)Z->2} = (®;,Cy3®;) = X(C2). We obtain (3.48) in the same way by taking
A =y, instead of Cj. [l

B

Corollary 3.8.3. Define Fy= {x — <HvJ_ - HH¢,CI> ,V € Vd}, where Hy is defined via
Lemma 3.6.1. Then the following holds:

~ 1. f .
Ex.R, {f € star(Fy), Pf? < r} < —n}gfo vVrh+2 d%A]‘(Iﬁg) , (3.49)
j
~ 1
2 . o
BB, { f € star(Fy), Pf? <1} < e int SV 2 /d;A](AM) . (3.50)
J 3

and
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Proof. We recall that Hy satisfies:

R(Hy) = Prfnéi\l}dR(H) .

Note that Iy 1 — HH¢ = Iy, — IIy. The proof is then almost the same as for Corollary

3.8.2, with the minor change o = 2v/d since ||Tly — HHVH%{S(?-{Q < 4d. O
We finally give the following Lemma to estimate the fixed points of sub-root functions of
the above form.

Lemma 3.8.4. If (A;)i>0 is a positive convergent series, denoting by 1 the function

1. /
P(r) = ﬁ;ﬁ% Vhr+ o Z Aj e,
j>h+1

it holds that v is a sub-root function and the unique positive solution r* of 1¥(r) = r/c where
¢ > 0 satisfies

2
c‘h  2ca
r*<inf { — + — E Aj
h>0 n \/ﬁ iShtt

Proof. It is easy to see any infimum of sub-root functions is sub-root, hence ¢t is sub-root.
Existence and uniqueness of a solution is proved by [BBMO03]. To obtain the announced

bound, we solve r* < \/Lﬁ {\/hr* + « Eth_H /\j} for each h > 0 (by using the fact that

z < Ay/x + B implies z < AZ 4+ 2B), and take the infimum over h. O

3.9 Appendix D: Concentration Inequalities.

To make the chapter self-contained, some concentration inequalities used all along the chapter
are now recalled.

Theorem 3.9.1 ([McD98]). Let Xy, ..., X,, be n independent random variables. Let us con-
sider Z = f(Xy,..., X,) where f is such that:

sup [ (1, ey @) — f21, 020 2,)| < e, V1I<i<nm.

Py
T1 ey, T €EX

Then

P[Z -~ E[Z] > €] < e X/ (c+4e)

IN

and
PE[Z] - Z > € < e 282/(ci+.4eh)

Theorem 3.9.2 ([Hoe63]). Let 1 < r <n and Xy,...,X, ben independent random vari-
ables. Denote

U= ! > g(Xi X))
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If g has range in [a,b] then
PU—E[U] > (] < e~ 2M/r12/(=a)*
and
PE[U] - U > {] < e 2[n/r12/(b=a)*

Theorem 3.9.3 ([Lug00]). Let f be a bounded function. With probability at least 1 — e~¢,

(P=P)(f) <y 25?2 + Hf;’;’f , (3.51)

and with probability at least 1 — e~¢,

(P = P)(f) <4/ 25?2 + Hf;’:f . (3.52)

Moreover, supposing that f(X) > 0, we get that with probability at least 1 — e¢, for all
K>1,

K-1 S5K|| f]leo€
Pf—-——Pf> - —-12> 3.53
f K fz 6n ( )
and with probability at least 1 — e~¢, for all K > 1,
K S5K|| f]leo€
Pf - P.f>—-——. .54
J K+1 Jz 6n (3 g )

Proof. Inequality (3.51) is proved in, e.g., [Lug00]. In order to prove inequality (3.52), it
suffices to consider — f in (3.51).

We now prove inequality (3.53). The proof of inequality (3.54) follows the same line:
it suffices to use inequality (3.52) instead of (3.51). f(X) > 0 implies Pf% < ||f||ccP/f-
Moreover, using the elementary inequality vab < a/K + Kb/4, we get

[2EP f2 1 K& ]l
n . KPf_I_ 2n

Gathering this inequality with (3.51) and solving the corresponding inequality, we get (3.53).
U



Chapter 4

On the Convergence of Eigenspaces
in Kernel Principal Component
Analysis

Most of this chapter is already published ([BZ05]). The appendices provide technical
backgrounds and a work in progress. It is a joint work with G. Blanchard.
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Abstract

This chapter presents a non-asymptotic statistical analysis of Kernel-PCA with a
focus different from the one proposed in previous work on this topic ([STWCKO05],
chapter 3). Here instead of considering the reconstruction error of KPCA we are
interested in approximation error bounds for the eigenspaces themselves. We
prove an upper bound depending on the spacing between eigenvalues but not
on the dimensionality of the eigenspace. As a consequence this allows to infer
stability results for these estimated spaces.
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4.1 Introduction.

Principal Component Analysis (PCA for short in the sequel) is a widely used tool for data
dimensionality reduction. It consists in finding the most relevant lower-dimension projection
of some data in the sense that the projection should keep as much of the variance of the
original data as possible. If the target dimensionality of the projected data is fixed in advance,
say D — an assumption that we will make throughout the present chapter — the solution of this
problem is obtained by considering the projection on the span Sp of the first D eigenvectors
of the covariance matrix. Here by ’first D eigenvectors’” we mean eigenvectors associated
to the D largest eigenvalues counted with multiplicity; hereafter with some abuse the span
of the first D eigenvectors will be called “D-eigenspace” for short when there is no risk of
confusion.

The introduction of the ’Kernel trick’ has allowed to extend this methodology to data
mapped in a kernel feature space, then called KPCA [SSM98]. The interest of this extension
is that, while still linear in feature space, it gives rise to nonlinear interpretation in original
space — vectors in the kernel feature space can be interpreted as nonlinear functions on the
original space.

For PCA as well as KPCA, the true covariance matrix (resp. covariance operator) is
not known and has to be estimated from the available data, a procedure which in the case
of Kernel spaces is linked to the so-called Nystrom approximation [WS00]. The subspace
given as an output is then obtained as D-eigenspace §D of the empirical covariance matrix
or operator. An interesting question from a statistical or learning theoretical point of view
is then, how reliable this estimate is.

This question has already been studied ([STWCKO5], chapter 3) from the point of view
of the reconstruction error of the estimated subspace. What this means is that (assuming
the data is centered in Kernel space for simplicity) the average reconstruction error (square
norm of the distance to the projection) of Sp converges to the (optimal) reconstruction error
of Sp and that bounds are known about the rate of convergence. However, this does not tell
us much about the convergence of Sp to §D — since two very different subspaces can have a
very similar reconstruction error, in particular when some eigenvalues are very close to each
other (the gap between the eigenvalues will actually appear as a central point of the analysis
to come).

In the present work, we set to study the behavior of these D-eigenspaces themselves: we
provide finite sample bounds describing the closeness of the D-eigenspaces of the empirical
covariance operator to the true one. There are several broad motivations for this analysis.
First, the reconstruction error alone is a valid criterion only if one really plans to perform
dimensionality reduction of the data and stop there. However, PCA is often used merely as
a preprocessing step and the projected data is then submitted to further processing (which
could be classification, regression or something else). In particular for KPCA, the projection
subspace in the kernel space can be interpreted as a subspace of functions on the original
space; one then expects these functions to be relevant for the data at hand and for some
further task (see e.g. [BMVZ04]). In these cases, if we want to analyze the full procedure
(from a learning theoretical sense), it is desirable to have a more precise information on the
selected subspace than just its reconstruction error. In particular, from a learning complexity
point of view, it is important to ensure that functions used for learning stay in a set of limited
complexity, which is ensured if the selected subspace is stable (which is a consequence of its
convergence).
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The approach we use here is based on perturbation bounds and we essentially walk in the
steps pioneered by Kolchinskii and Giné [KGO00] (see also [DPR82]) using tools of operator
perturbation theory [Kat66]. Similar methods have been used to prove consistency of spectral
clustering [vLBB04b, vLBB04a]. An important difference here is that we want to study
directly the convergence of the whole subspace spanned by the first D eigenvectors instead of
the separate convergence of the individual eigenvectors; in particular we are interested in how
D acts as a complexity parameter. The important point in our main result is that it does
not: only the gap between the D-th and the (D 4 1)-th eigenvalue comes into account. This
means that there in no increase in complexity (as far as this bound is concerned: of course
we cannot exclude that better bounds can be obtained in the future) between estimating the
D-th eigenvector alone or the span of the first D eigenvectors.

Our contribution in the present work is thus

e to adapt the operator perturbation result of [KG00] to D-eigenspaces.

e to get non-asymptotic bounds on the approximation error of Kernel-PCA eigenspaces
thanks to the previous tool.

In section 4.2 we introduce shortly the notation, explain the main ingredients used and obtain
a first bound based on controlling separately the first D eigenvectors, and depending on the
dimension D. In section 4.3 we explain why the first bound is actually suboptimal and derive
an improved bound as a consequence of an operator perturbation result that is more adapted
to our needs and deals directly with the D-eigenspace as a whole. Section 4.4 concludes and
discusses the obtained results. Mathematical proofs are found in the appendix.

4.2 First result.

Notation. The interest variable X takes its values in some measurable space X', following
the distribution P. We consider KPCA and are therefore primarily interested in the mapping
of X into a reproducing kernel Hilbert space # with kernel function k& through the feature
mapping ¢(z) = k(z,-). The objective of the kernel PCA procedure is to recover a D-
dimensional subspace Sp of #H such that the projection of ¢(X) on Sp has maximum averaged
squared norm.

All operators considered in what follows are Hilbert-Schmidt and the norm considered for
these operators will be the Hilbert-Schmidt norm unless precised otherwise. Furthermore we
only consider symmetric nonnegative operators, so that they can be diagonalized and have a
discrete spectrum.

Let C' denote the covariance operator of variable ¢(X) (see Chapter 3 for an exact math-
ematical definition). To simplify notation we assume that nonzero eigenvalues A; > Ay > ...
of C are all simple (This is for convenience only. In the conclusion we discuss what changes
have to be made if this is not the case). Let ¢y, ¢, ... be the associated eigenvectors. It is
well-known that the optimal D-dimensional reconstruction space is Sp = span{¢1,...,ép}.
The KPCA procedure approximates this objective by considering the empirical covariance
operator, denoted C,,, and the subspace §D spanned by its first D eigenvectors. We denote
Ps_, P§D the orthogonal projectors on these spaces.

A first bound. Broadly speaking, the main steps required to obtain the type of result we
are interested in are
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1. A non-asympotic bound on the (Hilbert-Schmidt) norm of the difference between the
empirical and the true covariance operators;

2. An operator perturbation result bounding the difference between spectral projectors of
two operators by the norm of their difference.

The combination of these two steps leads to our goal. The first step consists in the following
Lemma:

Lemma 4.2.1 (Corollary 5 of [STCO03]). Supposing that sup,cy k(z,z) < M, for all € >
0, with probability greater than 1 — ¢,

IC, - C| < % (1+\/E>

Proof of Lemma 4.2.1. The proof ensures that this lemma is available in infinite dimen-
sional setting.

IC — Cll = 11 Sy Cx, — E[Cx] ]| with [Cx ]| = l¢(X) @ ¢(X)*] = k(X, X) < M. If we
denote H(zy, - ,a,) = ||2 37, Cs, — E[C,] ||, then we have for any io:

1 2M
|H($17"' 7$n) - H(xlv"' 7$i0—17$;07$i0+17"' 7xn)| < ;chi - 1‘ H < 7

Therefore, we can apply the bounded difference inequality (Theorem 3.9.1) to the variable
H(Xy, - ,X,),so that, for all £ > 0, with probability greater than 1 —e~¢,

1Cn = Cl < ]E[HCn—CHH?M\/g- (4.1)

D=

Moreover, by Jensen’s inequality E[||C, —C|]] < E[||2YX", Cx, - E[Cx]|*]*, and sim-
ple calculations leads to E [||2 Y, Cx, — E[Cx]||?] = LE[||Cx — E[Cx]|]?] < %- This
concludes the proof of lemma 4.2.1. O

As for the second step, [KGO0] provides the following perturbation bound (see also e.g.
[vLBB04b]):

Theorem 4.2.2 (Simplified Version of [KG00], Theorem 5.2 ). Let A be a symmetric
positive Hilbert-Schmidt operator of the Hilbert space H with simple positive eigenvalues Ay >
Ay > ... For an inleger r such that A\, > 0, let gr = 6, A 8._1 where §, = %(/\,, — A1)
Let B € HS(H) be another symmelric operator such that |B|| < 6,/2 and (A + B) is still a
positive operator with simple nonzero eigenvalues.

Let P.(A) (resp. P.(A+ B)) denote the orthogonal projector onto the subspace spanned
by the r-th eigenvector of A (resp. (A+ B)). Then, these projectors satisfy:

1P.(4) - Poa+ By < 2B

r
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Remark about the Approximation Error of the Eigenvectors: let us recall that a
control over the Hilbert-Schmidt norm of the projections onto eigenspaces imply a control
on the approximation errors of the eigenvectors themselves. Indeed, let ¢,, 1, denote the

(normalized) r-th eigenvectors of the operators above with signs chosen so that (¢,, 1) > 0.
Then

1Py, = Py, |1 = 2(1 = (¢, 9)") 2 2(1 = (¢r, %)) = ll6r — 9 ” -

Now, the orthogonal projector on the direct sum of the first D eigenspaces is the sum
ETD:l P.. Using the triangle inequality, and combining Lemma 4.2.1 and Theorem 4.2.2, we
conclude that with probability at least 1 — e~¢ the following holds:

e rel e () (+45)

2
provided that n > 16M? (1 + \/g) (supi<,<p 67%) . The disadvantage of this bound is that

we are penalized on the one hand by the (inverse) gaps between the eigenvalues, and on the
other by the dimension D (because we have to sum the inverse gaps from 1 to D). In the
next section we improve the operator perturbation bound to get an improved result where
only the gap ép enters into account.

4.3 Improved Result.

We first prove the following variant on the operator perturbation property which better corre-
sponds to our needs by taking directly into account the projection on the first D eigenvectors:

Theorem 4.3.1. Let A be a symmelric positive Hilbert-Schmidt operator of the Hilbert space
H with simple nonzero eigenvalues Ay > Ay > ... Let D > 0 be an integer such that A\p > 0,
6p = 2(Ap — Ap41). Let B € HS(H) be another symmetric operator such that ||B|| < 6p /2
and (A+ B) is still a positive operator. Let PP(A) (resp. PP(A+ B)) denote the orthogonal
projector onto the subspace spanned by the first D eigenvectors A (resp. (A+ B)). Then
these satisfy:

18]

IPP(A) = PP(A+ B)| < o (4.2)

Proof of Theorem 4.3.1. The key property of Hilbert-Schmidt operators allowing to
work directly in a infinite dimensional setting is that HS(#) is a both right and left ideal of
L.(H,H), the Banach space of all continuous linear operators of # endowed with the operator

norm ||.||op. Indeed, VT € HS(H), VS € L.(H,H), TS and ST belong to HS(H) with
ITSI<IT([1S]lop and [STI < [| T {[STlop - (4.3)
The spectrum of an Hilbert-Schmidt operator 7" is denoted A(T") and the sequence of

eigenvalues in non-increasing order is denoted A(T) = (A (T) > A(T) > ...). In the
following, PP (T) denotes the orthogonal projector onto the D-eigenspace of 7.
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The Hoffmann-Wielandt inequality in infinite dimensional setting ([BE94]) yields that:

op
[A(4) = A(A+ B)le, < [|B]| < =~ (4.4)
This implies in particular that
. ép
Vi > 0, IMi(A) = Xi(A+ B)| < 5 (4.5)

Results found in [Kat66] p.39 (more details can be found in appendix 4.6: see, e.g.,
Theorem 4.6.3 (2)) yield the formula
1
PP(A) - PP(A+ B) = —5 /(RA(Z) — Rayp(2))dz € L(H,H), (4.6)
~
where R4(z) = (A—zId)™! is the resolvent of A, provided that v is a simple closed curve in

C enclosing exactly the first D eigenvalues of A and (A 4+ B). Moreover, the same reference
(p.60) (see Theorem 4.6.3 (3)) states that for £ in the complementary of A(A),

IRA()llop = dist(€, A(A)™". (4.7)

The proof of the theorem now relies on the simple choice for the closed curve v in (4.6),
drawn in the picture below and consisting of three straight lines and a semi-circle of radius
L. Forall L > 5717, 7 intersect neither the eigenspectrum of A (by equation (4.5)) nor the
eigenspectrum of A + B. Moreover, the eigenvalues of A (resp. A + B) enclosed by v are

exactly A1(A),...,Ap(A) (resp. A\i{(A+ B),..., Ap(A+ B)).

Y
s
~
L
L
5 5
D D g Ay A
‘ B ‘ =
0 D+1™4 \6—/ \g
Sp) °b °b
2 2 2
L
~
,

Moreover, for z € v, T(z) = Ra(z) — Rat+B(2) = —Ray+B(2)BRA(2) belongs to HS(H)
and depends continuously on z by ((4.3) and Theorem 4.6.3 (1)). Consequently,

b
1PP(4) = PP(A+ B < o [ (s = Bars) )] Oldr.
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Let Sy = Y0Lo(=1)"(Ra(2)B)"Ra(2). Rayn(z) = (Id+ Ra(z)B)"'R4(2) and, for z € 5
and L > ép,

3

N | —

dp
< <
[1824(2) Bllop < [|RA(2)llopl|Bl < 57—

G A(A) =

imply that Sy |M Ra4+p(z) (uniformly for z € 7). Using property (4.3), since B € HS(H),

SNBRA(?) T RatB(2)BRA(2) = Ra+p(2) — Ra(?) . Finally,

Ra(z) = Rayn(2) = ) (=1)"(Ra(2)B)"Ra(2),

where the series converges in HS(#), uniformly for z € v. Using again property (4.3) and
(4.7) implies

Bl"
(v(8), A(A4))

1(Ba—~ Rars) ] < S IRAGONEIBI" <3

Finally, since for L > dp, ||B|| < ‘%D < w’

1
t), A(A))

Splitting the last integral into four parts according to the definition of the contour v, we
obtain

b
IPP(A) ~ PP(A+ B)| < ”f”/ prRIeT (1) d. .

b L
1 2arctan(s~) - A) - A s
| 2 vom < ) r i)~ () =)
o dist?(y (), A(A)) % I L
and letting L goes to infinity leads to the result. 0

Theorem 4.3.1 then gives rise to our main result on KPCA:

Theorem 4.3.2. Assume that sup,cy k(z,z) < M. Lel SD,§D be the subspaces spanned
by the first D eigenvectors of C, resp. C), defined earlier. Denoting Ay > Ay > ... lhe
eigenvalues of C, if D > 0 is such that Ap > 0, put ép = %(AD — Ap+1) and

BD:%<1—I—\/§) .

Then provided that n > B3, the following bound holds with probability at least 1 — et
HPSD - P§DH < 2D, (4.8)

This entails in particular

~ L
Sp c {g+hg€Sp, h S, Ilhlu, < Bon gl } - (4.9)



Chapter 4. On the Convergence of Eigenspaces in Kernel Principal Component
98 Analysis

The important point here is that the approximation error now only depends on D through
the (inverse) gap between the D-th and (D4 1)-th eigenvalues. Note that using the results of
section 4.2, we would have obtained exactly the same bound for estimating the D-th eigen-
vector only — or even a worse bound since p = §p Adp_1 appears in this case. Thus, at least
from the point of view of this technique (which could still yield suboptimal bounds), there is
no increase of complexity between estimating the D-th eigenvector alone and estimating the
span of the first D eigenvectors.

Note that the inclusion (4.9) can be interpreted geometrically by saying that for any
vector in §D, the tangent of the angle between this vector and its projection on Sp is upper
bounded by Bp/+/n, which we can interpret as a stability property.

Comment about the Centered Case. In the actual (K)PCA procedure, the data is
actually first empirically recentered, so that one has to consider the centered covariance
operator C' and its empirical counterpart C',,. A result similar to Theorem 4.3.2 also holds in

this case (up to some additional constant factors). Indeed, ||C — C,||= sup (C - C,, A)
A l1AI<1
and the proof of Theorem 3.3.5 allows to get a result similar to Lemma 4.2.1. Combined

again with Theorem 4.3.1, this allows to come to similar conclusions for the “true” centered

KPCA.

Proof of Theorem 4.3.2. Lemma 4.2.1 and Theorem 4.3.1 yield inequality (4.8). Together
with assumption n > B3, it implies || Ps, — 5,1l < 1. Let f € Sp: f=Ps,(f) + Pg1 (f) s

Lemma 4.3.3 below with Fp = Sp and Gp: = §D implies that
4
1Ps (NI, < 311Psp = Ps, IPI1Psy ()l -
Gathering the different inequalities, Theorem 4.3.2 is proved. O
Lemma 4.3.3. Let Fp and Gp/ be two vector subspaces of H such that dim(Fp) = D and
dim(Gps) = D'. Provided that ||Pp, — Pg,,|| < 3, the following bound holds:
4
V[ €Gory 1Pea (NI < 511Pes = Fap [P1Pes (13-

Proof of Lemma 4.3.3. Let g1,...,¢gp be an orthonormal basis of Gp..

VF € Gor 1Pes (DI = [S20sF 00T 970 (Prs (95), Pres (97))] - Thus, using twice
the Cauchy-Schwarz inequality,

DI
1Pes (D3 < 13| D" = 11Pro (90) I
J=1
Since ||Pp,||* = D, this yields
DI
1Pig (NI < 1715 | D+ D =2 [1Pry (99)3
j=1

Finally, HPFl% (N3 < /5] PFy = Pa,,||* and considering the Pythagoras decomposition
N3, = |1 Pey (D3, + HPFl% (/)|13,, this concludes the proof. O
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4.4 Conclusion and Discussion

In this chapter, finite sample size confidence bounds of the eigenspaces of Kernel-PCA (the
D-eigenspaces of the empirical covariance operator) are provided using tools of operator
perturbation theory. This provides a first step towards an in-depth complexity analysis of
algorithms using KPCA as pre-processing, and towards taking into account the randomness
of the obtained models (e.g. [BMVZ04]). We proved a bound in which the complexity factor
for estimating the eigenspace Sp by its empirical counterpart depends only on the inverse
gap between the D-th and (D + 1)-th eigenvalues. In addition to the previously cited works,
we take into account the centering of the data and obtain comparable rates.

In this work we assumed for simplicity of notation the eigenvalues to be simple. In the
case the covariance operator C' has nonzero eigenvalues with multiplicities my, msy, ... possibly
larger than one, the analysis remains the same except for one point: we have to assume that
the dimension D of the subspaces considered is of the form mq + --- + m, for a certain r.
This could seem restrictive in comparison with the results obtained for estimating the sum
of the first D eigenvalues themselves of chapter 3 (which is linked to the reconstruction error
in KPCA) where no such restriction appears. However, it should be clear that we need
this restriction when considering D—eigenspaces themselves since the target space has to
be unequivocally defined, otherwise convergence cannot occur. Thus, it can happen in this
special case that the reconstruction error converges while the projection space itself does not.
Finally, a common point of the two analyses (over the spectrum and over the eigenspaces) lies
in the fact that the bounds involve an inverse gap in the eigenvalues of the true covariance
operator.

Finally, how tight are these bounds and do they at least carry some correct qualitative
information about the behavior of the eigenspaces? Asymptotic results (central limit Theo-
rems) in [Kol98, DPR82] always provide the correct goal to shoot for since they actually give
the limit distributions of these quantities. They imply that there is still important ground to
cover before bridging the gap between asymptotic and non-asymptotic. This of course opens
directions for future work.

Appendix

4.5 Appendix A: a Mixed Strategy of Regularization .

This appendix provides a work in progress. It aims at giving a second step in order to analyze
— from a learning theoretical sense — procedures using KPCA as pre-processing.
The study is specified to empirical risk minimizers of the following form:

~ ] —
for=arg min — > (f (Xi,Yi)),
feSp r™ ZZ:;
where v is a lipschitz loss and
§D,R = §D N By(o, R) .

7(f,(z,y)) can be thought as the hinge loss (1 — yf(z)) or the quadratic loss (y — f(z))>.
fp,r is obtained by a mixed strategy of regularization: chapter 5 shall explain that

Sp (resp. By (0, R)) corresponds to a finite dimensional (resp. Tikhonov’s) regularization.
Ideally, it holds concurrently the advantages of these two types of regularization.
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Let F be a class of functions. We use the following notation

R, F = e
igl}nzl i)

where €1,...,g, are i.i.d. Rademacher. Roughly speaking, the measure of complexity of F
used, e.g., in [BBMO03] is the complexity radius r*. It is a local notion of complexity relying on
the control of the localized Rademacher average ER,,{f € F, Pf? < r} by asub-root function
U(r). As defined in the latter reference, a sub-root function ¢ : Ry — R; is nonnegative,
nondecreasing and such that ¢(r)/y/r is non increasing. r* is defined as the unique (except
for the trivial case ¥ = 0) fixed point of W. The latter reference proves the existence and
uniqueness of the fixed point of a sub-root function.

The following result provides a first step towards the analysis of the estimation error of
fD Rr by controlling the complexity of SD R-

Theorem 4.5.1. Let §D,R = §D N By (0, R). With the notations and the assumptions of
Theorem 4.3.2, with probability at least 1 — e~¢,

Sp.r CSi(n,D,R), (4.10)

where Sy(n,D,R) = {g+h, g € Spandh € SN By (0,22 R)}. Moreover,

\/_

rD 1 . BpR
]ERn{fesl(n,D,R),ppgr}g,/7+7 inf r(N - D)+ >

n N>D n
= v J>N+1

The upper-bound ts a sub-root function. Its fized point r* satisfies:

4 /
* o T .
r* < - lI;fD N +2BpR | E Aj
- J2N+1

It is worth noticing that the complexity is of order n=!. Moreover, if for all i > D + 1
A; = 0, this result entails r* < 4%.

For the sake of clarity, the result is stated when the eigenvalues of C' are simple. Besides,
in the general case, the same result holds assuming that D is of the form my + ...+ m, for
a certain r and changing the definition of Bp accordingly.

Proof. Since the assumptions of Theorem 4.3.2 are fulfilled, inclusion (4.9) straightfor-
wardly implies inclusion (4.10).

We recall that ¢y, ¢9, ... denotes an orthonormal basis of H of eigenfunctions of C' asso-
ciated with the eigenvalues Ay, Az, .... We have
(Dir D) 1o(P) = (Dis Chj)n = Aj(dis dj)m = 6ijAj, (4.11)

where the first equality comes from the definition of chapter 3 of the covariance operator.
Since HgH%z)(P) < E[k(X, X)]||gll3 — reproducing property and Cauchy-Schwartz inequality
in ‘H — , the convergence in # is stronger than the convergence in Ly(P). Thus, using equation

(4.11),if g € Sp and h € S§, (hyg)r,py = 0. Finally, every f € {Si(n, R, D), Pf?<r}
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satisfies f = g + h with Pg? < r and Pf? < r. Consequently, the supremum can be split in
two parts:

Rn{f € Sl(nvaR)7 Pf2 < T‘} < Rn{g € SD7P92 < r}+Rn{h € G(n7D7R)7 Ph? < r}7
where G(n, D, R) = {h € S, [|h]|n < T2 R}.

Inequality (5.68) shall show
[rD
ERn{QESD,PQQST}S %

The second part is controlled as follows. We can suppose that for all 7 > 1, A; > 0 (otherwise,

it suffices to define ¥; only for A; > 0 and the proof is readily the same). Let ¥; = jz— For

all h € Sﬁ, h= EiZD—i—l a; W, , where a; = A;(h, ¥;)9. Since (U, ¥;)y = 6; ;/A;, we have

2

a;
IAl, = > S5 (4.12)

i>D41 "

Moreover, the convergence in # is stronger than the convergence in Ly(P) and equation
(4.11) means (V;, ¥;) 7, (py = d;,;. Thus

I1A113,p) = > o (4.13)

1>D+1

Consequently, for h € G(n, D, R) satisfying Ph? < r and N > D, the following holds

Zeih(Xi) = Z a; (Zéi‘l’j(Xi)>

i=1 i>D+1 i=1
N n n
= Z o (ZQ\P](XZ)> + Z Q; (Z 62'\11]'()(2')>
i>D+1 =1 J>N+1 =1
N n 2 n 2
< Vi X (Tewmea) + P2 (S awx)
B : ; ! N\ 7\ ! ’
i>D+4+1 \¢=1 J>N+1 =1

where Cauchy-Schwarz inequality, inequalities (4.12) and (4.13) are used to obtain the in-
equality. Moreover, by Jensen’s inequality,

N n n
2 VT 2y 4 BDE 1 2
E.R{h € G(n, D, R), Ph* < r} < ¥~ > Zq;j(XZHT > Ajgzxp].(x

J>D+1 i=1 J>N+1 =1
Using again Jensen’s inequality and E\Il;‘) (X) =1, we get:

ER{h € G(n, D, R), Ph2<r}<v N D) BDR/Z A
n

J>N+1

This concludes the proof of the upper bound of the localized Rademacher average.
The bound on the fixed point r* is a simple consequence of [Bou02a, Lemma 4.10] and of
the reasoning of Lemma 3.8.4. U
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4.6 Appendix B: Background of Functional Analysis.

In order to make the chapter self-contained, this appendix aims at gathering some background
on analytic functions (see [GK02]) and integration of Banach space valued functions used in
the perturbation of operator theory of [Kat66] and, consequently, all along the proof of
Theorem 4.3.1.

4.6.1 Integration of Banach Space Valued Functions.

The plane curves considered in this chapter can be regarded as a set of complex points
produced by a continuous and piecewise continuously differentiable transformation v of a
compact interval [a,b] where a < b i.e. for ¢ between a and b, the point v(¢) draws a curve
v* = 7v([a, b]) (the image of 7). The contour integral of a continuous function f :~v* — C
along the curve ~ is defined by the complex number

b
[ 1G1a= [ remmoa.

In this chapter, we restricted ourselves to simple closed curves of finite length i.e. the curve
does not intersect itself, satisfies v(a) = y(b) and fab 1Y/ ()] < oc.

Let now B be a separable Banach space which is a vector space over C and B* be its
topological dual consisted of the continuous linear forms on B.

The integral along a curve 7 is defined for a continuous Banach space valued function by
duality through this theorem and definition. It is a special case of Theorem 3.27 of [Rud73]
recalled in appendix 4.6.3.

Theorem 4.6.1. Let [ : v — B be a conlinuous functlion in the separable Banach space B.
Then

o YU € B*, the scalar functions V(f) are integrable.

o There erists a unique element I of B such that VU € B*, U(I) = fW\Il(f(f))df

We define I = fw f(&)de.

Let £.(H,H) be the Banach space of all continuous linear operators of # endowed with
the operator norm ||.|lop. The following result aims at showing that this definition of the
integral preserves its natural properties.

Proposition 4.6.2 (Accordance of the definition). (1) Let T : v — L.(H,H) be a
continuous function and h € H: (fw B(f)df) (h) = fw B(&)(h)dE .

(2) LetT : v — HS(H) be a continuous function for the ||.||—topology. T is thus continuous
for the ||.||op-topology and fw T (&)dE can be defined as an element of L.(H,H) or HS(H).

Actually, this two definitions leads to the same quantity.

Proof. These assertions are straightforward consequences of the definition of the integral.
Concerning (1), it suffices to notice that, if ¥ € H*, then ¢ : L.(H,H) — C defined by
¢(D) = VY(D(h)) belongs to L.(H,H)*. As for (2), it is clear that the restriction of any
element of L.(#,#H)* to HS(H) belongs to HS(H)* since the convergence for the Hilbert-
Schmidt norm is stronger than the convergence for the operator norm. 0
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4.6.2 Use of the Resolvent.

The resolvent set of T € L.(H,H) is the set of z € C such that 7' — z Id is invertible as an
element of £.(H#,H). The operator-valued function Ry(z) = (T — z1d)~! is defined on the
resolvent set and is called the resolvent of T'. The index of a point zg € C\y* with respect to
a curve 7 is defined as

1 dz
Ind. (zo) := T

WZ—ZO

Since 7 is a closed curve, Ind,, is an integer constant on each connected component of C\vy*
and equal to zero on the unbounded connected component of C\y*. From an intuitive point
of view, this contour integral counts the number of turns of the contour around the point zy.
For example, if v : t — ' (0 <t < 27) is the unit circle covered n times, simple calculations
leads to Ind.(zp) = n if |29] < 1 and 0 if || > 1.

Let X be the set of all simple closed curves v of finite length satisfying Ind. (zg) = 1 if 2o
is enclosed by v. Two continuous closed curves v; and 3 contained in an open set D of C are
homotopic in D if one can be “continuously deformed” into the other; that is, if there exists
a continuous map F' : [a,b] X [0,1] — D such that V¢ € [a,b], Vs € [0,1], F'(¢,0) = v1(¢);
F(t,1) = v2(t) and F(a,s) = F(b,s). Such an F is called a homotopy between ; and ~s.

A result of Cauchy states that if f is an analytic function in the open connected set D of
C and 71,3 are homotopic in D, then

/% F(2)dz = L F(2)dz.

Consequently, X contains all the curves continuously deformable into a circle in C\{z¢} for
all zg enclosed by 7.

Our work relies on the link between the projection on the eigenspaces of an operator and
the resolvent of this operator. It is proved in [Kat66] by considering very few assumptions on
the operator. However, we need this link only for a specific operator. In this case, it is a simple
consequence of previous definitions and properties. The previous homotopy arguments imply
that the curve considered in the proof of Theorem 4.3.1 satisfies the conditions of statement
(2) of the following result.

Theorem 4.6.3. (1) Ry(z) depends continuously on z.

(2) Let T : H — H be a self-adjoint compact operator and v € ¥ a curve included in the
resolvent set of T'. Then —% fw Ry(z)dz is the orthogonal projection onto the vector
space spanned by the eigenvectors of T corresponding lo eigenvalues enclosed by .

(3) The operator norm of the resolvent of a compact self-adjoint operator T' is

1

1B (2)[lop = dist(z, A(T))’

(4.14)

where dist(z, A(T)) = R ig(fT) |z — Al
€
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Proof. (1) comes from the standard property stating that the inverse function A — A~!
is continuous.

In order to prove (2), let (¢;);>1 be an orthonormal basis of eigenfunctions of T" corre-
sponding to eigenvalues (A;(7T))i>1 and G = — 7 fw Ry(z)dz € L.(H,H) (defined thanks to

Theorem 4.6.1). Due to proposition 4.6.2 (1),

1 1
G(o) = (—%L N Zdz) ¢; = Ind, (Ai) i,

where Ind, (X)) = 1if A; is enclosed by v and 0 if it is outside (by definition of ¥). This
concludes the proof of (2).
Since Rp(z) is a normal operator, ||Rr(z)|lop = sup;> [Ai(Rr(2))[. Moreover, A;((T" -

2Id)™Y = ﬁ This concludes the proof of (3). O

4.6.3 Basic Results.

This appendix gathers results of the literature which are used in this chapter. The Hoffman-
Wielandt inequality for finite dimensional spaces is stated in [Kol98] and is at the heart of
the proof of its infinite dimension version.

Theorem 4.6.4 (Theorem 1 of [BE94]). Let A and B be normal Hilbert-Schmidt opera-
tors and let {oq, ag, -+ -} and {1, B2, - - - } be enumerations of their eigenvalues (terms consist
of all the eigenvalues each counted as often as its multiplicity). Then for each € > 0 there
exists a permutation © of N such that

D=

D i = Be@? | < IA-B| +e.

i>1

The following Theorem defines the integral of a topological space valued function under
compactness and continuity assumptions. Its proof relies on a compactness argument.

Theorem 4.6.5 (Theorem 3.27 of [Rud73]). Suppose
e X is a topological vector space on which X* separates points, and
e 1 is a finite real or complex probability measure on a compact Haussdorf space Q.

If :Q — X is continuous, and if the convex hull H of f(Q) has compact closure H in X,
then

o YU € X* the scalar functions V(f) are integrable with respect to .

o There exists y € H such that ¥(y) = fQ U(f)du.

We define y = fQ Sdu .

This result implies Theorem 4.6.1 since a Banach space separates points and [a,b] is a
compact Haussdorf space. Moreover, in a Banach space, the closure of the convex hull of a
compact space is compact (Theorem 3.24 of [Rud73]).
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Chapter 5

Kernel Projection Machine: a New
Tool for Pattern Recognition

This chapter is a joint work with G. Blanchard, R. Vert and P. Massart. Most of the main
text is already published ([BMVZ04]). The results of the appendices aim at motivating the
chapter 6.
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Abstract

This chapter investigates the effect of the Kernel Principal Component Analysis
(KPCA) within the classification framework, essentially the regularization proper-
ties of this dimensionality reduction method. KPCA has been previously used as
a pre-processing step before applying an SVM but we point out that this method
is somewhat redundant from a regularization point of view and we propose a new
algorithm called Kernel Projection Machine to avoid this redundancy, based on
an analogy with the statistical framework of regression for a Gaussian white noise
model. Preliminary experimental results show that this algorithm reaches the
same performances as an SVM.

5.1 Introduction.

Let (i, y;)i=1..n be n given realizations of a random variable (X,Y) living in X x {-1;1}.
Let P denote the marginal distribution of X. The z;’s are often referred to as inputs (or
patterns), and the y;’s as labels. Pattern recognition is concerned with finding a classifier,
i.e. a function that assigns a label to any new input z € X and that makes as few prediction
errors as possible.

It is often the case with real world data that the dimension of the patterns is very large,
and some of the components carry more noise than information. In such cases, reducing the
dimension of the data before running a classification algorithm on it sounds reasonable. One
of the most famous methods for this kind of pre-processing is PCA, and its kernelized version
(KPCA), introduced in the pioneering work of Schélkopf, Smola and Miiller [SSM98]. Now,
whether the quality of a given classification algorithm can be significantly improved by using
such pre-processed data still remains an open question. Some experiments have already been
carried out to investigate the use of KPCA for classification purposes, and numerical results
are reported in [SSM98]. The authors considered the USPS handwritten digit database and
reported the test error rates achieved by the linear SVM trained on the data pre-processed
with KPCA: the conclusion was that the larger the number of principal components, the bet-
ter the performance. In other words, the KPCA step was useless or even counterproductive.
This conclusion might be explained by a redundancy arising in their experiments: there
is actually a double regularization, the first corresponding to the dimensionality reduction
achieved by KPCA, and the other to the regularization achieved by the SVM. With that in
mind it does not seem so surprising that KPCA does not help in that case: whatever the
dimensionality reduction, the SVM anyway achieves a (possibly strong) regularization.

Still, de-noising the data using KPCA seems relevant. The aforementioned experiments sug-
gest that KPCA should be used together with a classification algorithm that is not regularized
(e.g. a simple empirical risk minimizer): in that case, it should be expected that the KPCA
is by itself sufficient to achieve regularization, the choice of the dimension being guided by
adequate model selection.

In this chapter, we propose a new algorithm, called the Kernel Projection Machine (KPM),
that implements this idea: an optimal dimension is sought so as to minimize the test error
of the resulting classifier. A nice property is that the training labels are used to select the
optimal dimension — optimal means that the resulting D-dimensional representation of the
data contains the right amount of information needed to classify the inputs. To sum up, the
KPM can be seen as a dimensionality-reduction-based classification method that takes into
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account the labels for the dimensionality reduction step.

This chapter is organized as follows: Section 5.2 gives some statistical background on regular-
ized method vs. projection methods. Its goal is to explain the motivation and the “Gaussian
intuition” that lies behind the KPM algorithm from a statistical point of view. Section 5.3 ex-
plicitly gives the details of the algorithm; experiments and results, which should be considered
preliminary, are reported in Section 5.4.

5.2 Motivations for the Kernel Projection Machine .

5.2.1 The Gaussian Intuition: a Statistician’s Perspective.

Regularization methods have been used for quite a long time in non parametric statistics
since the pioneering works of Grace Wahba in the eighties (see [Wah90] for a review). Even
if the classification context has its own specificity and offers new challenges (especially when
the explanatory variables live in a high dimensional Euclidean space), it is good to remember
what is the essence of regularization in the simplest non parametric statistical framework:
the Gaussian white noise.

So let us assume that one observes a noisy signal dY (z) = s(z)dz + \/Lﬁdw(x) , Y(0) =0 on
[0,1] where dw(z) denotes standard white noise. To the reader not familiar with this model,
it should be considered as nothing more but an idealization of the well-known fixed design
regression problem Y; = s(i/n)+¢; fori = 1,...,n, where ; ~ N(0, 1), where the goal is to
recover the regression function s. (The white noise model is actually simpler to study from
a mathematical point of view). The least square criterion is defined as

u(f) = 112 -2 / f(z)dY (z)

for every f € L([0,1]).
Given a Mercer kernel k on [0, 1] x [0, 1], the regularization least square procedure proposes
to minimize

1o (f) 4 Gall FIIRe, (5.1)

where () is a conveniently chosen sequence and #Hj denotes the RKHS induced by k. This
procedure can indeed be viewed as a model selection procedure since minimizing v,(f) +
Cnll fl|7, amounts to minimizing

. 2
LnL [ () + Gl

over R > 0. In other words, regularization aims at selecting the “best” RKHS ball {f, || f|| <
R} to represent our data.

At this stage, it is interesting to realize that the balls in the RKHS space can be viewed as
ellipsoids in the original Hilbert space Ly([0,1]). Indeed, let (¢;)52; be some orthonormal
basis of eigenfunctions for the compact and self adjoint operator

Ty: f— /01 k(z,y)f(z)d
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2
Then, setting §; = fol [(2)¢j(x)dz one has || f[IF, =272, % where (A;);>1 denotes the non

increasing sequence of eigenvalues corresponding to (¢;);>1. Hence

32

{1l < BY =D Bi055 ZA—‘; < R?

i=1 i=1

Now, due to the approximation properties of the finite dimensional spaces {¢;, j < D},
D € N* with respect to the ellipsoids, one can think of penalized finite dimensional projection
as an alternative method to regularization. More precisely, if Sp denotes the projection
estimator on (¢;, j < D), i.e. 5p = 2?21 (f qﬁde) ¢; and one considers the penalized
selection criterion

~ ) ~ 2D
D = argmin[y,(5p) + 7] , (5.2)
> J

then, it is proved in [BBM99] that the selected estimator 55 obeys to the following oracle
inequality
E[lls — 35]/*] < C inf [E||s — 3p]|?
lls =311 < € jnf. [Ells - 5o’

where (' is some absolute constant.
The nice thing is that whenever s belongs to some ellipsoid

00 2

E() =D Aidi =y 5 <1
7=1 7 J

1

where (c;);>1 is a decreasing sequence tending to 0 as j — oo, then

D D
inf E[||s —$p||’] = inf | inf [[s—¢||*+ =| < inf |c) + —
o501 = jat [ nf o= a1+ 7] < o [+
As shown in [DLM90] infpsi[c}, + %] is (up to some absolute constant) of the order of
magnitude of the minimax risk over £(c).

As a consequence, the estimator 55 is simultaneously minimax over the collection of all

ellipsoids €(c), which in particular includes the collection {£(vAR), R > 0}.

To conclude and summarize, from a statistical performance point of view, what we can expect
from a regularized estimator 5 (i.e. a minimizer of (5.1)) is that a convenient device of (,
ensures that 5 is simultaneously minimax over the collection of ellipsoids {5(\/XR), R > 0},
(at least as far as asymptotic rates of convergence are concerned ). The alternative estimator
55 actually achieves this goal and even better since it is also adaptive over the collection of

all ellipsoids and not only the family {£(v/AR), R > 0}.

5.2.2 Extension to a General Classification Framework.

In this section we go back to classification framework as described in the introduction. First
of all, it has been noted by several authors ([EPP00],[SS98]) that the SVM can be seen as a
regularized estimation method, where the regularizer is the squared norm of the function in
Hp. Precisely, the SVM algorithm solves the following unconstrained optimization problem:

n

min ~ 3 (1 yif(2:) 5 + Al - (5.3)

bn
feHy i
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where H8 = {f(z) +b, f € Hi, b€ R]}.

The above regularization can be viewed as a model selection process over RKHS balls, sim-
ilarly to the previous section. Now, the line of ideas developed there suggests that it might
actually be a better idea to consider a sequence of finite-dimensional estimators. Additionally,
it has been shown in [BBMO04] that the regularization term of the SVM is actually too strong.
We therefore transpose the ideas of previous Gaussian case to the classification framework.
Consider a Mercer kernel k defined on X' x X' and Let T}, denote the operator associated with
kernel k£ in the following way

Tp : f() € La(P) »—>/Xk(x,.)f(x)dP(x)EL2(P)

Let ¢, ¢o,... denote the eigenvectors of T}, ordered by decreasing associated eigenvalues
(Ai)1>1. For each integer D, the subspace Fp defined by Fp = span{l, ¢1,...,¢p} (where
1 denotes the constant function equal to 1) corresponds to a subspace of 7{2 associated with
kernel k, and H} = [J5_, Fp. Instead of selecting the “best” ball in the RKHS, as the SVM

does, we consider the analogue of the projection estimator Sp:

n

Jo = arg min 3 (1-y:f(2:))+ (5.4)

=1

that is, more explicitly,

D
fo() =386, +

with

n

D
(B*,0") = arg  min Z 1—y Zﬁj%’(%‘) +5b (5.5)
=1

(BERP bER) <=
- +

An appropriate D can then be chosen using an adequate model selection procedure such as
penalization; we do not address this point in detail in the present work but it is of course the
next step to be taken.

Unfortunately, since the underlying probability P is unknown, neither are the eigen-
functions ¢q, ..., and it is therefore not possible to implement this procedure directly. We
thus resort to considering empirical quantities as will be explained in more detail in section
5.3. Essentially, the unknown vectorial space spanned by the first eigenfunctions of T} is
replaced by the space spanned by the first eigenvectors of the normalized kernel Gram ma-
trix 2(k(z,2;))1<ij<n- At this point we can see the relation appear with Kernel PCA. We
next precise this relation and give an interpretation of the resulting algorithm in terms of
dimensionality reduction.

5.2.3 Link with Kernel Principal Component Analysis.

Principal Component Analysis (PCA), and its non-linear variant, KPCA are widely used
algorithms in data analysis. They extract from the input data space a basis (v;);>1 which is,
in some sense, adapted to the data by looking for directions where the variance is maximized.
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They are often used as a pre-processing on the data in order to reduce the dimensionality or
to perform de-noising.
As will be made more explicit in the next section, the Kernel Projection Machine consists in
replacing the ideal projection estimator defined by (5.4) by

~ 1 <&

fp = argmin— Z(l -y f(X3))+ (5.6)

fegD =1

where §D is the space of dimension D chosen by the first D principal components chosen
by KPCA in feature space. Hence, roughly speaking, in the KPM, the SVM penalization is
replaced by dimensionality reduction.

Choosing D amounts to selecting the optimal D-dimensional representation of our data for
the classification task, in other words to extracting the information that is needed for this task
by model selection taking into account the relevance of the directions for the classification
task.

To conclude, the KPM is a method of dimensionality reduction that takes into account the
labels of the training data to choose the “best” dimension.

5.3 The Kernel Projection Machine Algorithm .

In this section, the empirical (and computable) version of the KPM algorithm is derived from
the previous theoretical arguments.

In practice the true eigenfunctions of the kernel operator are not computable. But since only
the values of functions ¢q, ..., ¢p at points z1, ..., x, are needed for minimizing the empirical
risk over Fp, the eigenvectors of the kernel matrix K = (k(x;,;))1<; j<n Will be enough for
our purpose. Indeed, it is well known in numerical analysis (see [Bak77]) that the eigenvectors
of the kernel matrix approximate the eigenfunctions of the kernel operator. This result has
been pointed out in [Kol98] in a more probabilistic language. More precisely, if Vi,...,Vp
denote the D first eigenvectors of K with associated eigenvalues Ay > Ay > ... > Ap, then
for each V;

Hence, considering Equation (5.5), the empirical version of the algorithm described above
will first consist of solving, for each dimension D, the following optimization problem:

n D
< By = i 1—y v 1 5.8
(8%,6%) argﬁeﬁggeR; y ;ﬁ] e (5.8)
- - +
Then the solution should be
D
fo()=>"Brei()+0". (5.9)
7=1

Once again the true functions ¢;’s are unknown. At this stage, we can do an expansion of
the solution in terms of the kernel similarly to the SVM algorithm, in the following way:

Jo() =) aik(wi ) +b° (5.10)
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Narrowing expressions ( 5.9) and ( 5.10) at points z1, ..., 2, leads to the following equation:
BVi+ .. +B5Vp = Ka* (5.11)

which has a straightforward solution: o™ = E.D

izt g—JVJ (provided the first D eigenvalues are
J

all strictly positive).

The KPM algorithm can now be summed up as follows:

1. given data zy,...,z, € X and a positive kernel k defined on X' x X', compute the kernel
matrix K and its eigenvectors Vi,...,V, together with its eigenvalues in decreasing
order Ay > Ay > ... > A,

2. for each dimension D such that XD > 0 solve the linear optimization problem

* ") = arg min i 5.12
(6°,67) gm&;s (5.12)
D B
under constraints Vi=1...n,& >0 ,y; ZﬁjVj(l) +b] >1-¢. (5.13)
7=1
D ﬁ)k .
Next, compute o™ = Z X_]V] and fp(.) =Y, ark(zi,.) + b*
=1 "

3. The last step is a model selection problem: choose a dimension D for which fD performs
well. One can think of applying cross-validation, or to penalize the empirical loss by a
penalty function depending on the dimension.

5.4 Experiments.

The KPM was implemented in Matlab using the free library GLPK for solving the linear
optimization problem. Since the algorithm involves the eigendecomposition of the kernel ma-
trix, only small datasets have been considered for the moment. The Matlab implementation
of the KPM algorithm is available at http://www.lri.fr/~vert.

In order to assess the performance of the KPM, we carried out experiments on benchmark
datasets available on Gunnar Réitsch’s web site [Rae99]. Several state-of-art algorithms have
already been applied to these datasets, among which the SVM. All results are reported on
the web site. To get a valid comparison with the SVM we used, on each classification task,
the same kernel parameters as those used for SVM, so as to work with exactly the same
geometry.

5.4.1 First Qualitative Examples.

The pictures below were obtained by training the KPM on the Banana problem, with a
gaussian kernel: increasing D enables us to compute more and more complicated separating
boundaries. Three values for D were tested: 3, 15 and 50 respectively.
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Figure 5.1: D controls the smoothness of the decision boundary: from the left to the right,
D =3, 15 (optimal), and 50. The dataset is ’banana’.

The left part (resp. the right part) of graphic below shows both training (dotted line) and
test errors as functions of parameter D (resp. C' = (rA)™!) on the Flare-Solar dataset. It
highlights that D acts as a complexity term in the KPM as for A in the SVM. Concerning the
KPM, the correlated shapes of the two curves suggest alternatives to re-sampling methods
for parameter selection, such as penalization or slope heuristic.

Interestingly, the graphic on the left in the figure below shows that our procedure is very
different from the one of [SSM98]: when D is very large, our risk increases (leading to the
existence of a minimum) while the risk of [SSM98] always decreases with D.

Figure 5.2: Left: KPM risk (solid) and empirical risk (dashed) versus dimension D. Right:
SVM risk and empirical risk versus the parameter C' (C' = (rA)~!). Both on dataset 'flare-
solar’.

5.4.2 Quantitative Experiments.

There is a subtle, but important point arising here. In the SVM performance reported by G.
Ritsch, the regularization parameter C' was first determined by cross-validation on the first 5
realizations of each dataset; the median of these values was then taken as a fixed value for the
other realizations. This was done apparently in order to save computation time. However,
this might lead to an over-optimistic estimation of the performances since in some sense some
extraneous information is then available to the algorithm and the variation due to the choice
of A is reduced to almost zero. We first tried to mimic this methodology by applying it, in
our case, to the choice of D itself (the median of 5 D values obtained by cross-validation on
the first realizations was then used on the other realizations).

One might then argue that in this way we are selecting a parameter by this method instead
of a meta-parameter for the SVM, so that the comparison is unfair. However, this distinction
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being loose, this a rather moot point. To avoid this kind of debate and to obtain fair
results, we decided to re-run the SVM tests by selecting systematically the regularization
parameter by a 5-fold cross-validation on each training set, and for our method, apply the
same procedure to select D. Note that there is still extraneous information in the choice of
the kernel parameters, but at least it is the same for both algorithms.

Results relative to the first methodology are reported in table 5.1. Results relative to the
second are reported in table 5.2. It is worth noting that the parameter C' of the SVM was
sought on a geometric grid of only 101 values, ranging from C/100 to 100 C' and containing
Cq. Cg denotes the optimal value given in [Rae99].

The globally worst performances exhibited in the second table show that the first proce-
dure may indeed be too optimistic.

In the following experiments, the dimension of the KPM algorithm is selected by hold-
out: this is an elementary step of cross-validation. We can suppose that » is even. Each train-
ing sample is split in two parts (X1, Y1), -+, (Xy2, Yy ) and (X, /5010, Yoaqrs oo 5 (X, Ya)-
The classifiers {fD}lgpgn are computed using (Xy,Y7), -+, (X,/2,Y,/2) and the dimension
is simply selected by minimizing % E?:n/?—l—l ﬂﬁ;(&);ﬂﬁ over D. The test errors are presented
in table 5.3. Hold-out is known to be unstable. This translates into a larger variance but,
interestingly, performances are comparable to cross-validation (Table 5.2).

Table 5.1: Test errors of the KPM on several benchmark datasets, compared with SVM,
using G.Rétsch’s parameter selection procedure (see text). As an indication the best of the
six results presented in [Rae99] are also reported.

KPM (selected D) SVM Best of 6
Banana 10.73 £ 042 15 11.53 £ 0.66 10.73 £ 0.43
Breast Cancer 26.51 £ 4.75 24 26.04 £ 4.74 2477 £ 4.63
Diabetis 23.37+£ 192 11 23.53 £ 1.73 23.21 £ 1.63
Flare Solar 3243 £ 1.85 6 3243 £ 1.82 3243 £ 1.82
German 2359 £ 215 14 23.61 £ 2.07 23.61 £ 2.07
Heart 16.89 £ 3.53 10 15.95 £ 3.26 15.95 £ 3.26
Table 5.2: Test errors
SVM KPM

Banana (0 = 0.7071) 10.69 £ 0.67 10.9140.57

Breast Cancer(o = 5) 26.68 £ 5.23 28.73+4.42

Diabetis (¢ = 3.1623) 23.79 £ 2.01 23.77£1.69

Flare Solar (¢ = 3.8730)
German (o = 5.2440 )
Heart (o = 7.7460 )

32.62 £ 1.86 32.5241.78
23.79 £ 212 24.0942.38
16.23 4+ 3.18  17.35+£3.54

All the presented experimental results are to be considered as preliminary, and in no way
should they be used to establish a significant difference between the performances of the
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Table 5.3: hold-out

KPM
Banana (o = 0.7071) 11.0940.94
Breast Cancer(o = 5) 27.45+4.79
Diabetis (0 = 3.1623)  24.534+2.14
Flare Solar (¢ = 3.8730) 33.314+2.73
German (o = 5.2440 ) 24.30 £2.23
Heart (o = 7.7460 ) 17.69+£3.69

KPM and the SVM.

5.5 Conclusion and Discussion.

To summarize, one can see the KPM as an alternative to the regularization of the SVM: regu-
larization using the RKHS norm can be replaced by finite dimensional projection. Moreover,
this algorithm performs KPCA towards classification and thus offers a criterion to decide
what is the right order of expansion for the KPCA.

Dimensionality reduction can thus be used for classification but it is important to keep in
mind that it behaves like a regularizer. Hence, it is clearly useless to plug it into a classifica-
tion algorithm that is already regularized: the effect of the dimensionality reduction may be
canceled as noted by [SSM98].

Our experiments explicitly show the regularizing effect of KPCA: no other smoothness control
has been added in our algorithm, but nonetheless it gives performances comparable to the one
of SVM provided that the dimension D is picked correctly. We only considered here selection
of D by cross-validation; other methods such as penalization will be studied in future works.
Moreover, with this algorithm, we obtain a D-dimensional representation of our data which
is optimal for the classification task. Thus KPM can be seen as a de-noising method which
takes into account the labels.

This version of the KPM only considers one kernel and thus one vector space by dimension. A
more advanced version of this algorithm considers several kernels and thus chooses among a
bigger family of spaces. This family then contains more than one space by dimension and will
allow to directly compare the performance of different kernels on a given task, thus improving
the efficiency of the dimensional reduction while taking into account the labels.

Appendix

This appendix aims at studying an alternative to re-sampling methods for dimension selec-
tion: the penalized empirical loss minimization. Throughout this appendix, a deterministic
collection of models {Sp}p>1 is considered, where Sp is a vector subspace of Ly(P) of di-
mension at most D and Sp C Sp+1. By analogy with the penalized selection criterion (5.2),
the dimension is chosen by the following criterion:

D = argmin (l Z(l ~YiJp (Xi))+ + pen(D)) 1

D>1 \n 4
- =1
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where, by analogy with (5.6),

n

i = are fnelg;% 01 - Vi (X0 (5.14)

and the function pen has to be calibrated according to this classification framework.
Let p(z) = P(Y = 1{X = z) and f*(z) = 21y, ()51, — 1 be the Bayes classifier. It is
23
the best classifier since it satisfies f* =arg min P(Y # f(X)).

fclassifier

5.6 Appendix A: Assumptions and First Theoretical Results
for the Penalized Criterion.

From now on, || f[|2 =E [f*(X)], ||fll = E[|f(X)|]. The excess risk is denoted L:
LA ) =E[A=YF(X)4] = E[(1 =Y (X))4] -

5.6.1 Assumptions.

The first assumption concerns the models.
H(7p). There exists 7p such that

VfeSp, [[fllee <Dl fll2-

If each function of the model Sp is bounded, then 7p exists since Sp is a finite dimensional
vector space. This assumption aims at highlighting the order of magnitude of 7p: it will be
crucial in the sequel. Moreover, it is connected to a property of the orthonormal bases of
Sp. Let (gi)i<i<p denote an Ly(P)-orthonormal basis of Sp. As observed by [BBM99],

D 1
Cauchy-Schwarz inequality implies that || Zg;‘)Hgo = sup HfHOO s, || ZgZ loo < TH.
p respvo /12

D D
However, || ng”oo > | Zg?Hl = D. Consequently, 7p > v/D; and so the optimal order of

magnitude of 7p is v/D. In the following, we consider the smallest possible 7p:

D
[[/1loo 23
=Ygl
Il 4

where (g;)1<i<p denotes any L,(P)-orthonormal basis of Sp.

Tp = Ssup
feSp\0

The second assumption is inspired by the T'sybakov margin condition ([MT95]).
H(mar). There exists py > 0 such that p(z) = P[Y = 1|X = 2] satisfies |p(z) — 5| > po,
p(z) > po and p(z) <1 —po.

5.6.2 Results.

Let Spn = SpO{f, || fllr,(p) < n*} . The next result provides a risk bound on a single model.
The main advantage of thls theorem is the simplicity of its proof.
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Theorem 5.6.1. Let §p = argminl " (1 — Yig(X;))4 and K > 1. Supposing that the
gESD,n
assumptions H(tp) and H(mar) are salisfied, that

pO\/ﬁ
VD 1
TOVE S 3371 1 K) logn (5-15)

and that
0<z<log?n, (5.16)

xr

then, with probability greater than 1 — e~ 7,

(K +1)2Dr3log’n o F TH(K +1)?
=

~ K+2
L ) < f L N+ C _
(gD7 f ) m (97 f ) —I_ 1 I( 1 npg n pg(I( — 1)

- I( - 1 QGSDyn
where Cy and Cy are universal constants.
The main result of model selection is now stated. We suppose that n > 8.

Theorem 5.6.2 (Deviation Result). Let So = {0}, §p = argmin 37 | (1 — Yig(X,))4+
geSD,n
and

~ 1 —
D= in | — 1 -Ygp(X; D) | .
arg min (n;( 9p(X:))+ + pen( ))
Assumptions H(tp) and H(mar) are supposed to be satisfied. Let K > 1 and x > 0 be such
that

9
z < Eloan. (5.17)
Then there exist constants C'x and Cy such that the following holds: if VD > 1,

D721 2 2 (] D e
pen(D) > Ck 1 (%gn) + Ck (w) and pen(0) =0, (5.18)
p

ol Polt
then with probability greater than 1 — 2e™7,

L(gp, [7) < K inf ( inf L(g, f*) + 2pen(D)) .

DZO gesD,n

Up to a larger penalty, the condition (5.17) does not prevent from obtaining an average
performance bound. Such a result (Theorem 5.9.1) is stated in section 5.9.

The gaussian criterion (5.2) recommends a choice of a penalty function pen of order %.
The previous result is not entirely satisfactory since it fails to justify it in our case. Even
if 7p has the optimal order of magnitude v/D, the penalty is of order D?/n which is not
linear with respect to the dimension. Chapter 6 shall justify the linear penalty using a clip
procedure.
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5.6.3 Experiments.

First experiments related to this approach have been carried out. Classifiers ]?D are computed
using the first two steps of the KPM given in section 5.3. Next, the dimension is chosen by
the penalized empirical loss minimization:

~ (1 PN 5
D= argglgi <g ;(1 - Ysz(Xz))-i- + AD ) .
where the squared dimension is inspired by the penalty of Theorem 5.6.2. The parameter A
is chosen by 5-fold cross-validation on each of the training sample. This requires the choice of
a grid of A. Interestingly, the computation time is almost independent of the size of this grid:
the longest task is to compute the various classifiers. Then, it suffices to minimize a vector of
small size to get the selected dimension corresponding to each A. The test errors, reported in

table 5.4, have been obtained with a grid of 5001 points regularly spaced out from 0 to 0, 5.

Table 5.4: pen(D)oc D?

KPM
Banana (0 = 0.7071) 10.90+£0.48
Breast Cancer(o = 5) 27.45+4.86
Diabetis (o = 3.1623) 23.67£1.71
Flare Solar (¢ = 3.8730) 32.504+1.77
German (o = 5.2440 ) 23.97+£2.38
Heart (o = 7.7460 ) 17.25+£3.56

The performances of this procedure and those of cross-validation directly on the dimension
(table 5.2) are similar.

5.7 Appendix B: Semi-supervised Learning.

In the semi-supervised setting, some part (e.g. half to be simple) of the data is unlabeled: a
decision rule is to be learned from {(X;,Y;),i=1---n/2} and {X;, i=n/2+1---n}.

The finite dimensional procedure allows to take into account the information given by the
unlabeled data. To begin with, a KPCA is performed on {X;, i =n/2+1---n}. Let Sp be
the space of dimension D spanned by the first D principal components chosen by this KPCA.
By analogy with (5.14), the classifiers are defined as

n/2
fp = argmin=— (I1-Yif(X))+-
fesp M ZZ:;
The dimension is selected by
n/2

D = arg min | — > (1 - Yifp(Xi))+ + pen(D)

=1
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If we argue conditionally to the unlabeled data, then the models Sp are deterministic. Con-
sequently, Theorem 5.6.2 states an oracle inequality conditionally on {X;, i =n/2+1---n}
for fﬁ provided that pen(D) is proportional to Dr},. However, in practice, 7p is unknown
since it depends on the underlying law of the data. Only a basis fi,---, fp of Sp (coming
from KPCA) is available. The following aims at showing that results of chapter 3 allows to
get data-dependent bounds on 7p.

Let MP (resp. M\D) be the Ly(P)-matrix (resp. Lg(F,/;)-matrix) associated with the
basis (f2)1<i<D It is the D x D matrix with coefficients (MP); ; = E[f;(X)f;(X)] (resp.
(MD) = En/Q Ji(Xe) f;(X¢) ). Endowed with the dot product

Va, 0 € RD Za]fjvzﬁ]f] . Z@]ﬂ],

Sp is the RKHS associated with the kernel

D

kpla,a’) = 3 fil@)file).

=1

Indeed, Sp is a Hilbert space such that, for all f € Sp and for all z € X, (f, kp(z,.)) =
f(z). Moreover, as defined in chapter 3, let C; (resp. C’Lg) be the covariance operator
(resp. empirical covariance) associated with kp. The matrix of C (resp. Cy 2) in the basis
(fi, -, fp)is MP (resp Z\/ZD). Consequently, chapter 3 yields concentration inequalities
for the eigenvalues of MP around those of MP. This remark will be useful to prove the
following upper-bounds on 7p.

Theorem 5.7.1. Let fi,..., fp be a basis of Sp satisfying HEZD:1 Al < B%. In the
Jfollowing statements, we suppose that n is sufficiently large. We have:
VEé > 0, with probability greater than 1 — e™¢,

e (ot 200 ) o

NG

and with probability greater than 1 — 2e~¢,

-1

n/2
3 < By | Ap(MP) - \/> =3 (Z X, ) - 33%\/% : (5.20)

Zl =1

This result is proved in the following section. The second inequality provides a data-
dependent bound on 7p.

5.8 Appendix C: Proofs.

All along this section, the following notations are used. The hinge loss is denoted by
v(f, (z,y)) = (1-yf(z))+. Depending on the setup, Pf denotes either E[f(X)]or E[f(X,Y)]
and P, f is either 23" | f(X;) or 23" | f(X;,Y;). Moreover, | - [|op denotes the operator
norm of a linear operator.
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5.8.1 Proof of Theorem 5.7.1.

Since fi,---, fp are linearly independent, MP” is a non-singular matrix. Let Fy,---, Fp be
the following linear combination of the functions fy,---, fp:

F= (Flv"' 7FD)/: (MD)_%fv
where f(z) = (fi(z), -+, fp(z))". (Fi,---,Fp)is an Ly(P)-orthonormal basis of Sp since

(Fis Fiypy = (E[F(X)P(X) )iy = (MP)TVPE[F(X) £(X)] (MP)712
_ (MD)—I/ZMD(MD)—I/Z =1Ip,

where Ip is the identity matrix of R”. Moreover, by definition of F,

D
D Fie) = (MP)77 f(), (MP) 73 f(@)) = (MP) ™ [ (@), f(2)))

and the Cauchy-Schwarz inequality yields

D D
1D Flleo < M) lopll Y oo -
=1 =1

Since (MP)~! is a positive definite symmetric matrix, |[(MP)™!|op = A((MP)™1) (see
[Rud73] for example). Finally,

2 Bh
< —=— 5.21
™D > AD(MD) ( )
Rayleigh’s formula (Inequality (3.8) of Theorem 3.2.1) yields
Ap(MP) > Ap(MP) = || MP = MP|op . (5.22)

Lemma 4.2.1 is now specified to the finite dimensional case where the kernel is kp(z,z’) =
EZD:1 fi(z)fi(z") and the associated RKHS is Sp. The bounded difference concentration

inequality (Theorem 3.9.1) is applied to the random variable || MP —MP llop- As for inequality
(4.1) (with M = B), we get that for all £ > 0, with probability greater than 1 —e~¢,

18P = M2 op < B [||MP = FTP|lop) + 23%\/% . (5.23)

Finally, Lemma 4.2.1 entails

15D D 2\/§B2D \/E
1372~ Moy < =2 (1+ 5).

This entails that HM\D — MP||op tends to 0 when n goes to infinity. Thus, the lower bound of

inequality (5.22) is strictly positive for large n (since /\D(M\D) > 0). Gathering the previous
inequality with (5.22) and (5.21) leads to in equality (5.19).
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In order to prove the data-dependent bound (5.20), E [HMD — ]\/IDHOP is empirically

controlled by specifying some reasonings of chapter 3 to the finite dimensional case where the

kernel is kp(z,2') = Y2, fi(2)fi(2') and the associated RKHS is Sp. We have

E||MP =~ MP|op) = E|sup |(v,(MP~M")u)|
llvll=1
[ D D
= E|sup [P Y wivififi| = Pupa | Y vivififi
1=t ij=1 i,j=1
4 n/2 D
< - sup Zeg Z v;0; fi(Xe) [;(Xe) ) (5.24)
||U||_1 =1 2,7=1
where ¢;,...,6,/; are independent identically distributed Rademacher variables. (Ple; =

1] = Ple; = —1] = 1/2). The first equality holds since M ~MPisa symmetric operator, the
second one follows from the definitions of M? and MP. The last upper-bound is the standard
symmetrization inequality. Similarly to inequality (3.23), we use the bounded difference
inequality a second time to get that with probability greater than 1 — e~¢,

n/2 D n/2 D
2 2
E ”SHP - E € E v;v; i (Xef; (X < E. ”SHP - E € E viv; fi(Xe) f;(Xe)
vlI=1 7 =y ij=1 =1 =y ij=1

+ Bf)\/g (5.25)

where E. means that the expectation is considered only with respect to the variables e:
Xi,...,X,/o are “flixed”. The control of the expectation appearing in the upper bound of
the previous inequality is sketched since it follows the same line that the proof of the first
inequality of Lemma 3.3.3.

n/2 D D n/2
sup | e | Y v (X)X || = sup | D wivj | Y efi(Xo)fi(Xo)
llvll=1|,=1 ii=1 llvll=1 |; j=1 =1
D n/2 2
< U D ahixofix) |
7,j=1 \ {=1

where Cauchy-Schwarz inequality is used. Finally, by Jensen’s inequality,

2

n/2 D n/2 D
e | o (3 | 3 wsixasxo ||| <30 sz
vlI=1 =g ij=1 =1 \j=1

Gathering the last inequality with (5.25), (5.24), (5.23), (5.22) and (5.21), this concludes the
proof of inequality (5.20). O

5.8.2 Proofs of Theorems 5.6.1 and 5.6.2.

The proofs of these results use some common material provided in the sequel.
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Proof of Theorem 5.6.1. The definition of gp leads to:
L(gp, *) < L{gp, [*) + (P = P.)(v(9p) — 7(9D)) , (5.26)
h X = in P .
where g7, argféngg,n v(f)

Since gp is a random element of Sp ,, we have to control

{(P=P)(v(9) —v(9D)), 9 € Spin}-

Theorem 5.8.2 below is applied to the class of functions F = {v(g) — v(95), 9 € Sp,n} -
The weight is w(f) = ||g — g3||3. Since v is 1-lipschitz, ||f||3 < w(f) and H(7p) implies that
I fllco < TDy/w(f). By definition of Sp ., w(f) < 4n* = R. Besides, Theorem 5.8.5 below

T

leads to r* = 16%. Thus , with probability greater than 1 — e™7,

¥g € Spu, (P = Pu)(v(9) = v(9D)) < Kpllg - gbll2V Kb,

i} D € nb® 22 8xTp

Combining this inequality with Inequality (5.26), we obtain:

where

L(Gp, [*) < L(gp, [*) + Kpllgn — 9pll2 vV K . (5.27)

0 € Sp,, implies that L(g}), f*) < v/L(g}), f*). Combining this inequality with Theorem
5.8.3 below yields

Lgp, /)7

[ =gpll2 <2
| Dll2 .

(5.28)

The triangle inequality now implies:

9D = 9pll2 < llgp = f*ll2+ 1/" = 9pll2-

Combining Inequality (5.28), Theorem 5.8.3 below and the last inequality yields

-~ *
D= <14+
10 = gbll2 < (14 7p) | <22 L 2

L. [) (L(ﬁp,f*))%JrQL(gE,f*)%] |

Moreover, ¢ < a+ b implies that VK > 0, 2 < [(1+ #)a] V [(1+ K)b]. Using this elementary
inequality, Inequality (5.27) and the previous one entails that:

either

1 . 1
L(p, f*))2 | 4pKpL{g), IRk

L(/g\Dmf*) < (1+ %) (L(gik%f*) +21(DTD ( o o

+ 1(%)5.29)

or
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I(D(l + TD)

L(gp, /") < 1+ K) 0

L(gp, [7) - (5.30)

Conditions (5.15) and (5.16) imply that Inequality (5.30) is not true. Precisely, since
a+b<2(aVvb),

K < |16 ,/D l+e+ (1 " V(2 \/2$+16m7127 (5.31)
DD = D n ¢ 2 Og4D n D n 3n ' ’
and 4D > 1 implies
D e n® D
164/ — | 1 — | log — <1694/ —1 .
6 n( —|—e—|—2(og4D>+)_ 69 nogn

Thus, by Condition (5.15),

160 2 (1464 & log ) ) < =20 (5.32)
PV % “Ta\"up),) 201+ K)" '

Moreover, Condition (5.16) imposes:

2z 1627 logn 1673 log? n
27py/ — D < 2rpv2 L
T + 3n V2 N + 3n ’

and Condition (5.15) leads to

2 16a7? 2 16 2
2py/ — + D < \/_Po —~ + —% )
V ™% 3n 169(1+ K) = 3 33721+ K)

Besides, py < 1 entails

20 1627} Po
T D , 5.33
e T T ) (5:33)
Finally, combining Inequalities (5.31), (5.32) and (5.33), we get KpTp < % . This shows
that (5.30) is not possible.

Consequently, Inequality (5.29) occurs. Using the elementary inequality 2ab < a® + b2,
we have

1

L@Gp, f\? _ L(gp,f*) 4K:73 (1+ 1)K
QKDTD( (gp, [ )) < (gDalf ), DTD( +A) 7

Po 1+ %)K Po 4

and L,

2Kptp ., « .t _ L(gp, [* AKA4T 1.
o2KDTD p e poyt < LD ARDTD () Ly

(14 #)K 5 K

Plugging these inequalities into Inequality (5.29) and solving the corresponding equation, we
get

. K+2 (K +1)2
L ) < Al
(gD7 f ) K _1

2
-
— " L(gh, [ Ki(145-L2). .34
S K1 (9D, f7) + bl +5p3) (5.34)
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Moreover,
2 72
Kp(1+452) <10Kp 2.
0 Po

Condition (5.16) leads to

D 2 1
Kp <85y Zlogn + | 2% 4 SVeTlogn.
n n 3n

and condition (5.15) entails

{D 2
Kp <854/ —logn+ il + Pov'T
n 4

no \10y/n
Thus
D 6z  3pix
K2 < 2 o2 obr 0
D <3x85 - og“n + - + Ton’
and finally
2 Dr? 3z7d (20
10K3L < 30 x 852 L Jog?n + ——D (—2 + 1) . (5.35)
Po Py n 0

Combining inequalities (5.34) and (5.35), this concludes the proof of Theorem 5.6.1 with
C1 = 216750 and C'y = 120. U

Proof of Theorem 5.6.2. The definitions of D and gp imply that VD > Oandforgp €
SD,n )

L(G, ") < L(gp, f*) + pen(D) — pen(D) + (P - P.)(v(5) — 7(9p)) - (5.36)

The following decomposition holds:

(P = P)(7(9) = 7(9p)) = (P = Po)(v(up) = v(9p)) + (P = Po)(v(9) = v(up)), (5.37)

where up satisfies
= — inf _gx
Jup = £l = it llg = Il
(if the infimum is not reached we can use a dominate convergence argument) and gp =
argmin Py(g). The terms (1) = (P — F,)(v(up) — 7(gp)) and (2) = (P — F)(v(9) — v (up))

geSD,n
are controlled separately. Let us consider the following weights on each model Sp:

zo=1,zp =log(3D*) forD > 1.

They satisfy Y psqe™ "0 < 1.
Let Dy > 0. We have

lv(up,) = v(9D)llec < llup, = 9D|leo < (D, V ™0)[|uD, — 9Dll2,
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where the first inequality occurs since ~ is 1-lipschitz. The second one uses that the collec-
tion of models (Sp)p>o is an increasing sequence of subsets satisfying assumption H(7p).

—Trp—

Bernstein’s inequality yields that with probability greater than 1 — e™*P1 ,

2(zp, + 2p + x)Var(y(up,) — v(9p))

(P )(un) - 1(o) <

n
4o Vp)lup, = gplla(@p, +epta) g g
6n
The definition of up, leads to:
e, = gpll2 < llup, = f¥ll2 4+ 1" = gpll2 < llgr = M2 + 177 = 9oz, (5.39)

for all g1 € Sp,n. Combining inequality (5.39) with inequality (5.38), we find that, with

—l‘Dl —Trp—T

probability greater than 1 —e ,

(P Po)((un,) - lg)) < 28Rt EREE),

+(7p, V D)

lgr = Fll2 + 1157 = gpll2)

Tp, tTp -+ " N
o EIDEE gy = £l + 15 = golla) -

Using twice union-of-event bound and choosing the random element D= Dy and g1 = ¢, we
find that with probability greater than 1 —e™*, VD > 0

(D) < By pllg = fllz+ llgp = f7[l2) (5.40)
where
2@p+as+2) zp+zstz
Byp= \/ - D +(p Vv TE)THD. (5.41)

Let D' > 0. Theorem 5.8.2 below is applied to the class of functions Fp/ = {(v(g) —
(up)), g € Sprn}. The weight w(f) = |lg — upll3 satisfies |f3 < w(/) < 4n? = R.
Moreover, assumption H(7ps) implies that g = 7ps since || f]loco < ||g — up/||oo < TDr/w(f) -
Finally, Theorem 5.8.5 below leads to r* = 16%. It follows that with probability greater
than 1 — e 770" Vg € Sp1 p,

(P —P.)(v(9) — v(up)) < Kpillg — upr||2 vV K}y, (5.42)

. D! € n® 2($—|—$D/) 8($+$D/)TD/
< — — .
Kpr <84/ - (1—|—e—|—2(10g4D/)+)+ - + n

Using the union-of-event bound and choosing D’ = D and g = ¢, the following holds: with

xr

probability greater than 1 —e™7,

where

(2) < Kpllg —uplla vV K3, (5.43)

/D [2 5) 8 5)75
K <854/ —logn + e+ op) + e+ 2p)7p (5.44)
n n 3n

with
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The definition of up leads to:

15— upll < 15— Il + 15" — uplla < 25— - (5.45)
Combining Theorem 5.8.3 below and inequalities (5.40), (5.43) and (5.45) yields
L@ [) | L@ J)? Lgn. [) | Llgp.J7)?
)< B, ~ (1474 4 147 n (5.46
W< Bpp (< D)( 7o R AR Nz (5:46)
and
: LGS, LGS | e
2) K2K5(1+ 75 + + K% . 5.47
( ) = D( D) < Po \/p_o D ( )

0 € Sp,, implies that L(gp, f*) < +/L(gp, f*). Combining this with inequalities (5.46),
(5.47) (5.37) and (5.36) implies that, with probability at least 1 — 2e~%,

LGT) € Llgn. )+ pen(D) = pen(D) + (2K p+ By p) (14 rp) M) 4 HE LT

1+

+2By, 5 — —FlL{op, [)F] + KD

If # < a+bthen V8 >0,z < [(1+86)a]V[(14 )b]. Using this elementary inequality with

O = (I{Xﬁl)?’ we have that, with probability at least 1 — 2e™%,

either

~ QTﬁ(QI(ﬁ —I_BD,E)

L(G [*) < 1+ 0){L(gp, [*)+ pen(D) —pen(D) + Vi LG, [)?
4B, A .
+ %U)L@D,f*ﬂm%}, (5.48)
or
272 (2K~ + B &
LG 1) < (400 P Pop) o (5.49)

Po

In order to exclude the case where (5.49) is true, the considered dimensions are momentarily
restricted. To be precise, we consider only the dimensions satisfying

T
VD < I‘\/ﬁ, (5.50)
log n
where 'y = %. Moreover, we suppose that the selected dimension satisfies this
condition. This assumption is denoted by H(D).
~ =~ AP
H(D): VD < IIT\/E (5.51)
ogn

The proof is now divided into three steps:
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e Step 1 shows that the inequality (5.49) is not true under the previous assumptions.
e Step 2 provides an oracle inequality for dimensions satisfying condition (5.50).
e Step 3 provides an oracle inequality without restrictions on the dimension.
Step 1. We show that
275(2K5+ By p)

(1+ 65" — < 1. (5.52)
Po

Condition (5.17), Tp > VD and n > 8 implies that

v (5.53)

r+ap < 210g2*nifTD\/5§ I'x
logn

On the one hand, Inequality (5.44) and condition (5.53) yields

I'D /2 410 n .27—}-$ Ta
KA<85 logn+ x—l—:v 8 DD

and Assumption H ) leads to:
5I° Tt+ap
Kp <85/ = logn—l—\/ $+$D I‘V D <85 +5,/$+xD

Kp < 85f(D)+ 5g(D) + 85f(D) + 59(D), (5.54)

Thus

where f(D) = \/glogn and ¢g(D) = M . On the other hand, inequality (5.41) entails

Tp+w Ttz tpt+az zTpta
~ < ~
BD,D <2 (\/ n \/\/ n +(mp Vp)( 6n v 6n )

The definition of 7p permits us to suppose that the sequence (7p)p>1 is increasing. Lemma
5.8.1 thus implies that

rp+ Tyt rp+x Tt
B, ~<?2 V ~ .
D,D = (\/ n \/ n +7D 6n +7p 6n

Moreover, Assumption H(D) and Inequality (5.53) yield 7p Zpte < 5, [EREE Thus

By, 5 < 4g(D)+4g(D). (5.55)
Inequalities (5.54) and (5.55) yield
QTE(QI(E + BD,E)
Po

(1+671) <(1+ egﬂf;—f (170£(D) + 149(D) + 170/(D) + 149(D)) ,
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and so
QTE(QI(E + BD,E)
Po

TD\/TE

(1467 < 4(14607) (170 (£(0) v £(D)) +14 (9(D) v 9(D))) -

Since VD, 7p and zp increase with D, Lemma 5.8.1 implies that

272K~ + B, » =N =N
(146 ol 1;0 p.0) (1+9g,1)12§0(7Df(D)vTﬁf(D)vTDg(D)vTﬁg(D))(.am)

Condition (5.50) implies that

1360
(1+ 6" , mf(D) <1, (5.57)
0
and Assumption H(D) yields
_1, 1360 ~
(1+ ejxl)p—orﬁf(D) <1. (5.58)
Conditions (5.53) and (5.50) entail
1360 1360  logn
1465 D) < (146" )— 1 :
(+A)p0TDg( )—(+Ix)pOTD\/ﬁ< ) (559)
and Assumption H(ﬁ) implies that
_1, 1360 ~
(146 ——=7p9(D) <1, (5.60)

Combining inequalities (5.57), (5.58), (5.59), (5.60) and (5.56), we get inequality (5.52) which
ensures that (5.49) does not occur. Consequently, inequality (5.48) is true.

Step 2. Using 2ab < a? + b?, we get:

T%(QI(B + BD,E)Q

2Ty 1 SO
(2K + By 5) 2 L(3, /)7 < 8k L(G, [7) +

v/ Po PofK
and ) )
4B* T
D 1 p.D'D
4B, s—1L D, )z S 0["L D, ¥ +77
0.0, 9D: [7)2 < B Llan, ) + =g s

—T

Combining these inequalities with Inequality (5.48), we get: with probability at least 1—2e™*,

~

L(g, f*) < (14 0x){(1+0k)L(gp, f*) + pen(D) — pen(D)
27’%(2[(13 + BD,E)Q 4B2D,ﬁ7—12)

—I—0 'yL ~7 * +
LG 1) pofx 02

Since 0 < 0 < (\/5 —1)/2, solving the previous inequality entails

(14 0k)
1—(1+0k)0k

1

~  px (1 + 01\,)2
L(g, ") < o

L(gp, [*) +

(pen(D) — pen(D) + (C))(5.61)
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where

Po DD pg
This shows that, with probability at least 1 — 2e™%,

L(yg, <KL , + en(D) — pen(D)+ —(C) | . 5.62

.7 < Ko, 1)+ T2 (pen ()~ pen(D) +-€)) . G62
Inequalities (5.54) and (5.55) imply

2K~5+ B, 5)? Dlog? Dloe?; -

(2Kp > 0.0) §57800$—|—392$Zm}+57800$+392$+R$D,

thus

212K 5 + BD,E)QT% - 8(rh Vv Tl%)

7800(Dlog? n v D log? 2 5)) -
™ _— <5t800( og“nV Dlog“n) + 39 (JL‘—I—JL‘D)\/(.r—I—:L‘D))

Since 7p and xp increase with D, we have

22K~ + B, ~)%12 =N
( D . D,D) D < % (Cl(T%DIOgQR—}-T%DIOg?n)—|—CQ(T%(Q?+$D)+T%($+-TE))> ,
0 0

where ¢; = 57800 and ¢z = 392. The same reasoning leads to:

2 2 2 (z+ x4
4B}, T—Wg?(@(“x% ! 4 D>> .
= Po o n n
Finally,
K1 TI%D log2 n Tl%f)logQ n Ko 7-12)(3: + g;D) Tl%(x + xﬁ)
@<t (BB Do) + D (5.63)
0 5 n n

where k1 = 462400 and k3 = 3392. Considering inequality (5.61), if

462400 73 D log® n | 3392 3(z+ ap)

pen(D) >
D) 0k po n Ok 1} n

?

then with probability at least 1 — 2e~%,

2(1 + 0]{)

L(§7 f*) < I(L(gDv f*) + 1 _ (1 + 0[{)01{

pen(D).

Moreover,
(14 6x) <K
1-(1+6k)0x — 7

thus with probability at least 1 — 2e™%,

L(g, ") < KL(g9p, f*) + 2Kpen(D) .

We have shown that with probability greater than 1—2e~%, VD such that ' % > /D,
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L(g,f*) < K (L(gp, f7) + 2pen(D)) .

Consequently, with probability greater than 1 — 2e™%,

Lg, ") <K inf (L(gp, f*) + 2pen(D)) .

NG
Pk ggn2D20

2( K 4
BUIP(K+2)*

Step 3. From now on, pen(D) satisfies inequality (5.18) with Cx 1 > K1)

sequently, if v D7p > ﬂgg{f, then

pen(D) > Ck T3 > 1. (5.64)
Besides,
P, (g0) + pen(0) = 1.
Consequently, since D is defined in Theorem 5.6.2 by

- 1 —
D= — gp, (X;,Y; D )
argmin (n;’y(gD,( ,Yi)) + pen( ))

D>0

it satisfies Assumption H(IA)) (inequality (5.51)). Thus, step 2 entails that with probability
greater than 1 — 2e™7,

L(g, /) <K inf  (L(gp, [*)+ 2pen(D)) .
F}(%ZDZO

However, if v Drp > Lrev/n inequality (5.64) yields

logn )

L(gp, f7) + 2pen(D)) = —E(7(f*, X, Y)) + 2pen(D)) > 2 — E[y(f*, X, Y)].
Moreover,
L(go, [*) + 2pen(0) = 1 - E[y(f*, X, Y)].

Consequently,

FI\fliffTD(L(QD,f*)+2pen(D)) = fnf (L(gp, %) + 2pen(D)) .

log n

Theorem 5.6.2 is thus proved with Cx; = % and Cx = % . [l

Lemma 5.8.1. Let f and g be two positive increasing functions or two positive decreasing
functions. Then

(f(2)V f(y) x (g(z)Vg(y) < flz)g(z)+ f(y)g(y) -

proof Let z* € {z,y} such that f(z)V f(y) = f(z*) and g(z) V g(y) = g(z*). We have
(f(@)V () x (9(2) V 9(y)) = f(e")g(z") < f(2)g(z)V f(y)g(y) - O
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5.8.3 Concentration Inequality.
Theorem 5.8.2 (Concentration Result). Let F be a set of functions such that there ex-
ists a weight w : F — Ry satisfying

R>w(f) 2 1113 1/l € nvw(/),

and Vr € [r*, R],

E sup [(P=F)(f)| < o(r),
JeFw(f)<r

where ¢ is a sub-root function (defined in [BBM03] and in Appendiz B of chapter 3).

T

Then with probability greater than 1 — e™ %,

VfeF, (P-P)f) SA\/w(f)\/AQ7
where

2
A:Q\/r*(H—e—l—%(log—]E) >+ L
r
_I_

n 3n

and r* is the fixed point of ¢.

proof Let V, be the following normalized supremum of empirical process

(PR
Vr_fep (f)\”'.

In order to use Bousquet’s version of Talagrand’s inequality ([Bou02b]), we need an upper
bound on V, as well on its variance.

Pf—f(=z 2uy/w(
e ey o7 (f)wS (f)vr‘\/F’

f w(f)
Var( rw(f)\/r) = rw(f) v r? =

Thus Yz > 0, with probability greater than 1 —e™%,

and

==

2z  8zEV, u 2z
V, < EV, — — .
- + rn + noN\T + 3ny/r

xr

Finally, using 2ab < a® 4 b?: with probability greater than 1 — e~%,

2z Sz
V. <2EV, \/
+ —I- 3vrn

Since ¢ is a sub-root function,
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thus, Theorem 5.8.6 (case 3) entails that Vr > r*,

A
V. < 7
where
A:Q\/r_*(1+e+E (logﬁ) ) bof2 g B
2 ™)y n 3n
The choice r = A? concludes the proof. O

5.8.4 Communication between the Variance and the Risk.

Theorem 5.8.3. If assumptions H(7p) and H(mar) are salisfied, then the following holds:

VgeSp,llg—fll2<(1+7p) (L(i)’of*) + L(!;aof*)) .

Proof. Lemma 5.8.4 below with C' = Sp, 7= 7p and f = f* implies that: Vg € Sp,

g — 7112 < 7ollg — 7+ 17 = Pe(OIE A+ )3 Tg = -

Moreover, || f* = Po(f*)]|co < 1+ || Pc(f*)||lc < 14 7p and the proof of Lemma 4 of [BBMO04]
leads to

Lig, /")

0

llg = 7l <

This concludes the proof. O

Lemma 5.8.4 (Communication between L; and Ly norms). Let f € Lo (X) and let
C be a closed convex subspace of Ly(P). If there exists T (depending on the conver set)
satisfying Ve, ' € C,

lle = Clloc < 7lle = €ll2,

then the following inequality holds:
1 1
Veel lle=fllz<7lle=fllh+[If = Pe(DIIEA+7)2V[e = fllr -

Proof. Let Pc be the projection onto the closed convex set C'. The projection Pr(g) is the
element of C satisfying: Ve e C',

(g — Polg),c— Pe(g)) < 0. (5.65)
Pc(h) satisfies: Ve e C
(h — Po(h),c— Pe(h)) 0. (5.66)
By summing equation (5.65) with ¢ = P (h) and equation (5.66) with ¢ = Pc(g), we obtain:
IPe(g) = P} < (h—g, Po(h) - Po(g))
-/ (= 9)@)(Pe(h) = Pelg) (#)4P(z)
llg - BlallPo(9) - Po(h)lz.

IN



134 Chapter 5. Kernel Projection Machine: a New Tool for Pattern Recognition

Finally,
1Po(g) = Pe(W)ll2 < 7llg - bl (5.67)
Moreover, Ve € C,
le=flls < lle=Pe(Dllz+ 1S = Po(Dll2

< lle=Po(Alla+1f - Po(f)Hoon P

< lle= Po(lz +1f = POl VAT = el +Tle = Po(7

< le=PoDllz +11 = PoDINE VIT =<l +1le = Pe (DIl -
Lemma 5.8.3 follows by combining Equation (5.67) and the last inequality. O

5.8.5 Localized Rademacher Average.

The next result provides a complexity control of a linear space of finite dimension.

Theorem 5.8.5. Yu € Sp,

E sup  [(P=F)(v(9)—v(w)[ <4 =9(r) -

9g€SD,|lg— u||2<7‘

The fized point of ¢ is r* = 16%.

Proof Let Sp(r) ={g € Sp, |lg — u||3 < r}. By symmetrization,

n

s | Zéi(v(g, (X3, Y3)) = y(u, (X, 7))

E[ sup I(P—Pn)('r(g))—'r(U))ll <’g

€Sp(r)

Let R.(Sp) = supges,(r) 2oiz1 €(7(9, (X5 Yi)) — 7(u, (X4, Y;)). Using the symmetry of the

Rademacher random variables and |z| = 24 + z_, we have

E [ sup | Y eiv(g, (X0, i) — v(u, (szYz')))ll <2E[(R,(Sp))+] -

9€Sp(r) =1

Since R, (Sp) > 0 (consider g = u), E[(R,(Sp))+] = E[R,(Sp)].
Finally,

E[ sup I(P—Pn)('r(g))—’r(U))ll < —E[ sup Zei(’r(g,(Xi,E)))

€Sp(r)

Since 7 is 1-lipschitz, the contraction principle ([LT91]) leads to

IN

éE[ sup Zéig(Xi)]

o |gesp(r) 7=y

E[ sup I(P—Pn)(’y(g))—’r(U))ll

€Sp(r)

S|

. LES;DP(T) Y alo(x) ~ (X))

n

sup Y éif(Xi)] :

feSpIfIP<r =y

= E
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Let (¢;)1<i<p be an orthonormal basis of Sp.

n

D n
E sup Z «f(Xi)| =E sup Z Q; Z €0;(X5)

feSp, IfIP<r =1 2eR” TP al<rj=1 =1

Using the Cauchy-Schwarz inequality, we obtain

D=

D n D n 2
sup Zaj ZQ@'(X{) <Vr Z (Z 62'@51'(4)(2'))

aeR ,ED a?<r j=1 =1 j=1 \i=1

i=1 "¢

Using Jensen’s inequality twice now yields:

D=
N

D n 2 D n
2 (3 (Leae) ) e (Y3 a0r) .
7=1 \:=1 7=11=1
and )
D n 2
Ex | ) ) ¢i(X)?| <vaD.
7=1 =1
Finally,
E [ sup Zeif(Xi)] <VruD. (5.68)
FESp[IfIE<r =1
This concludes the proof. O

5.8.6 Peeling Device.

The purpose of claims 1 and 2 of the following result is to explain the choice of the considered
weight function (claim 3).

Theorem 5.8.6 (Peeling Device). Letw denote a positive function (a weight) on the class
of functions F. We assume thal there exists a sub-root function ¢ and a positive number r*
such that:

Ver>r*, E  sup |(P—P,)(f))] <o(r). (5.69)
feEF w(f)<r

Then the following holds.

1. For all @ such that 1 > o > %,

(P=F)(f) _ &(r) (1 , 7T ) |
r 1

E
=ub — (2a)-!

ferriTow(f) v T

Theorem 5.8.3 implies thal the case of interest is a = % However,

1
. (HM) e

sl 1— (2a)-!
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2. If ¢(r) = erP with B < %, for all z > 1,

r

E (sup (P— Pn)(f)> < $(r) (1 + i

1—955_%) ‘

feFr Jrw(f)vr

Theorem 5.8.5 inciles us lo consider the case § = %

However, limﬁ_ﬁ 1+ 1 = +oo. This is the reason why we consider a bound-
2

T
1-z°~2

edness condition on the weight.

3. IfVfeF,w(f) €|0,R] and Equation (5.69) is available Vr € [r*, R] then

e e ) <40 (e () ).

Proof. We prove the three points together: in cases 1 and 2, R = cc.

Case 3 when r > R is clear since

ap (P= P

< ?(R)

L9

E

feF Jrw(f)vr FEFW(f)<r r

:E[ wp PP

r T

We now assume that r < R. Let 2 > 1 be a real number to be specified later.

E |sup w E sup w
feFrriTw(f)evr| ~ fermin< .
Na
+ Y E sup
; [fE}-,rzkgw(f)Srwk+1

where N, = |log, £| in case 3 and N, = co in cases 1 and 2.
Thus,

Na
E$m<P—RMﬁ] . o)

ferriTew(f)avr

IN

1
r

(¢(T‘) + Z rok

If ¢(r) = er® with B < 3 (case 2), then

Na 1
%(wm+§3MMH)):¢@ La )t

[N

k=0 T k>0

and we obtain case 2 using Inequality (5.70).

k
In cases 1 and 3, since ¢ is a sub-root function, %) < % )
rT

P =Pl
rimew(f)e

4+ E sup
"m0 LfeFw()<ratt

”¢wﬂ“g_

(P = P) ()]

T‘$ak

(-5 |

|
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It follows that ¢(rz*t1) < 05(1")35%_1 :

Consequently, Inequality (5.70) entails

E[pwl < 90 (Hﬁﬁyk@-@)_
k=0

ferriTw(f)*vr r

In the case 3, this yields

< 20 <1+x/5(1+1ogz§)) :

r

. lsup (P = P)()
feF Jrw(f)vr

We choose 2 = e? and this concludes the proof of case 3.
In the case 2, we obtain:

(P - P | _ o) Ve
* [i‘;grl—%g)aw] : (” 1_33%_&) '

1
The optimal choice is z = (2a)*~7 and we finally get case 1. O

5.9 Appendix D: Average Bound.

Increasing the penalty with a logarithmic term, we obtain an average performance bound. In
the following result, we consider n > 55.

Theorem 5.9.1. Let Sy = {0} and K > 1. Let §p = argmin> > (1 — Yig(X;))+ and
gesD,n

D =arg gé% (% ;(1 - Yigp(Xi))+ + PGH(D)> :

We assume that Hypotheses H(tp) and H(mar) are satisfied.
Then there exist constants C'x and Cy such that the following holds: if VD > 1,

S CKJDT]% log2 n 4 CKT]% log(Dmp)

2

en(D
p ( ) np(Q) np?

and pen(0) =0,

then

o e . . .
EL(g, f") < K glzfo(gelggnfi(g,f ) + 2pen(D))

Proof of Theorem 5.9.1. We follow the line of the proof of Theorem 5.6.2. The product
Tha is linearized by using the following Young’s inequality:
9a 10b 5b
b<ew + —log(—
b < et 4 1 log( X

with @ = z and b = 7},. Combined with inequality (5.63), it yields

K1 (7’12)Dlog2 n + T%DIOgQ n)

) <

Po n n

2 2
Ko 0s 1072 572 1075 STS
+ n—pg (Tl%xp + 2e10 + 9D log(TD) —|—T%$ﬁ + 9D log(TD) .
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Consequently, if

D) >
pen(D) > K-1 pon (K —1)np?

k(K +2)213Dlog?n  ky(K + 2)? 1072 572
1( ) D 2( ) % + 9D10g(TD) ’

inequality (5.62) entails that with probability greater than 1 —2e~%, VD , such that FK% >
D>0

~ B N 2.‘{26%
L(g, f) < K | L(gp, ) + 2pen(D) + el I (5.71)
0
In order to integrate this bound, we have to be careful that it is available only for z <
2 log*(n). Let
G =n(L(g,[") = K (L(gp, [*) + 2pen(D))) .
An integration by parts implies that

9z
9x

o K 269 KeT0
EG<EG, = [ PG> fdi =22 T pia s 2eRe s
0 po —oo Po

The integral is split up into three parts
- 2z x O,
= [° PG > 2”2;"610]@9—0@- (1) = [0 plg > mEer

po

_r
0

le dz and (111) =

9z

Eolzgz( ) PG > 72521‘06 © ]e 10 d . It is straightforward that ( f etwdz = %) . Moreover,

inequality (5.71) yields (I7) < 2[10 log? (n )eﬁdx < 20. Finally,
G < nL(g, f*) < nE[g— f*| < n||g — f|l2 < n(1 +n?) < 20°.

and, since n > 55, # > 2 log®(n) implies that = > L log(n) and consequently that

9z

2K 10
7@6 NP

n”.
P4
This implies that (/1) = 0. Summing the upper bounds on (1), (1) and (/1I), we obtain
EG < M8
P4
where k1 = 135688 . Thus
. K1 K
EL(, /) < K (L(gp, /) + 2pen(D)) + ~
npg
and
EL(g, [") < K inf  (L(gp, [*) + 2pen(D)) +
I 22t >D>0 npg

Following the reasoning of step 3 of the proof of Theorem 5.6.2, in order to consider the whole
family of models, it suffices to consider

K +2)*5441°t3 D1 K +2)? 1072 572
pen(D) > K20 e, 2P (4 0D 10y 57D
(K —1)2 pin (K —1)np§ 9 9
Finally, Cx1 = B44°(K42) and Cx = W are suitable for Theorem 5.9.1. U

(K-1)
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6.1 Introduction.

6.1.1 The Classification Framework.

In this chapter, we study the supervised binary classification problem. Let (X,Y) denote
a random variable with values in X' x {—1,41} distributed according to P. The marginal
distribution of X is denoted by ). Y is the label associated to the input variable X. We
observe a set of n independent and identically distributed (i.i.d.) pairs (X;, Y;)? , sampled
according to P. These observations form the training sel. We will suppose n > 3.

A classifieris a map f from X to {—1, 41} that assigns to every element z € X" a prediction
of its label. The quality of such a classifier is naturally measured by its generalization error
P[f(X) # Y]. Consequently, from a statistical point of view, classification aims at estimating
the classifier of minimal generalization error f* called Bayes classifier using only the training
set. [DGLY6] reported that f*(z) = 2 (zex p)>1/2y — 1 Q-a.s. on the set {p(z) # 1/2}
where p(z) = PlY = 1|X = z].

A natural procedure (Empirical Risk Minimization of [Vap95]) is to find a classifier ¢
minimizing the empirical classification error %Z?:l Df(x;)2y; : that is the reason why the
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hard loss L(f, (z,y)) = W s(z)2, is the natural loss associated to a classification problem. For
algorithmic reasons, numerous actual classification algorithms (e.g. SVM, boosting) replace
this loss by a convez surrogate one v over some real-valued function spaces. They minimize
Ly v(f, (X4, 7)) over a set of functions F and the sign of the obtained function leads to
a classifier.

Overfitting is avoided by regularization that consists in constraining the obtained real
values function to be smooth. More precisely, the renowned SVM uses Arsenin-Tikhonov’s
regularization (Tikhonov’s regularization for short in the sequel) already investigated in a
regression framework ([Wah90]): we aim at providing an alternative to this regularization
procedure by considering finite dimensional projection. It has already been studied in nu-
merous domains (see [BBM99] for a review and [Bar02] for the regression on a random design):
in this chapter, we investigate it in the classification framework.

To begin with, the model selection aspect is studied from a statistical point of view using
recent theoretical tools of M-estimation ([Mas00b],[BBM03]). Next, Kernel Principal Compo-
nent Analysis is used to obtain the Kernel Projection Machine algorithm (KPM): the model
selection used in this new algorithm is guided by the previous theoretical result. Moreover,
its performances are comparable to those of SVM on the data set we have considered.

With some abuse of notations, depending on the setup, we may use the notation P, f =
LS L f(Xy) or 2377 f(Xi,Y;) and similarly, Pf = E[f(X)] or E[f(X,Y)]. For the re-

mainder of this chapter, C' denotes a universal constant.

6.1.2 The SVM Algorithm.

In this subsection, we recall briefly some points crucial to the Support Vector Machines
(SVM). They have been introduced by [BGV92] and the SVM loss is the hinge loss (g, (z,v))
(1 —yg(z))4+. The SVM loss is consistent in the sense that the Bayes classifier satisfies (see
[Lin99])

f=arg min Pr(g),

g measurable

and
Li(g, f*) 2 P(Yg(X) <0) = P(Y f(X) <0), (6.1)

where Ly (g, f*) = Pvyu(g) — Pyn(f*) denotes the excess risk (also called risk) of g for the
hinge loss function. This means that rate of convergence for the SVM-excess risk implies the
same rate for the prediction error excess risk.

A kernel function k : X x X — R is a symmetric and positive semi-definite function, in
the following sense

Vn,V(z1,...,2,) € X", ¥ (ay,...,a,) € R", Z aa;k(z;,z;) > 0.

1,5=1

It can be proved (see e.g. [Jan97]) that such a function defines a unique Hilbert space H of
functions such that Vx € &X', k(z,.) € # and

Vg € H, (g, k(z,)u=g(z). (6.2)

H is called the Reproducing Kernel Hilbert Space (RKHS for short in the sequel) associated
to k.
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In order to study its statistical performances, the (soft-margin) SVM algorithm can be
summed up by formulating it as the minimization of a regularized functional of Tikhonov’s

style ([EPP00],[SS98]) :

n

. 1 I
g =arg min =% (1 Yig(X))4 +Cllgl, (6.3)

where #* = {g(z) + ¢, g € H,c € R} and H denotes the RKHS associated to the kernel k.
The SVM classifier is f = sign(§) where sign(a) = 21,50 — 1.

Now, it is straightforward that the optimization E)roblem (6.3) can be written in the
following way: § = g, where

n

1
iR = in = (1-Yig(X))s,
gr=arg min ;:1 ( g9(Xi))+

and

~ (1 & o )
R =arg r]gé% (E ;(1 —Yi9r(X:))+ +CR ) . (6.4)
E(R) are “semi-norm balls” of radius R in #’. This gives rise to the interpretation of the
above regularization as model selection, where the models are “semi-norm balls” in H°. The
criterion (6.4) is used to select the ellipsoid: it corresponds to a penalized minimization of the
empirical loss. The choice of the squared penalty C'R? is essentially motivated by algorithmic
reasons. [SS03] studied this squared penalization but it is natural to ask about the statistical
relevance of this choice: [BBMO04] have shown that from a statistical point of view, under
margin assumption, this squared penalization is too heavy. It would be better to replace it
by a linear penalty C’'R.

At this stage, it is interesting to realize that the balls in the RKHS space can be viewed
as ellipsoids in the original space L2(Q). We suppose that & is a Mercer’s kernel, i.e., X' is
a compact metric space and k a continuous kernel. Let T} be the following compact and
self-adjoint kernel operator on Lo(Q):

Ty g— /X k2, )9(2)dQ(x)

Let (U;);>1 be an orthonormal basis of eigenfunctions corresponding to the non-increasing
sequence of eigenvalues (/\i)iZI- Mercer’s Theorem allows to get a representation of H in
terms of spectral quantities associated to Tj. More precisely,

2
H=<[f€LQ) : g:ZaﬂI&suchtha‘cHgH%:Zi—z <00y . (6.5)
i>1 i>1
The uniqueness of the RKHS associated to a kernel implies that it does not depend on the
underlying measure ). We have

2
a/.
{ge M |lglln < RY=14> ai®i; ) +< R?

i>1 i>1

-
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Consequently, a ball of the RKHS is an ellipsoid of Ly(P) with principal axis the eigenfunc-
tions of T7}.

The finite dimensional projection is now presented in the framework of classification.
Roughly speaking, keeping the minimization of the hinge loss, the ellipsoids involved in the
collection of models of SVM are replaced by finite dimensional spaces.

6.1.3 The Finite Dimensional Approach.

Due to the approximation properties of finite dimensional spaces Sp = (¥, --,¥p), D € N
with respect to the ellipsoids, one can think of penalized finite dimensional projection as
an alternative to Tikhonov’s regularization. The following classifier is associated to each
dimension by minimizing the SVM empirical risk over Sp:

n

fD:a@}mnEEZQ—YUL&»+. (6.6)

Spn
€°p =1

It proves meaningful to think about the eigenfunctions as a smooth basis: the fewer the
number of coefficients, the smoother the function.

Non-compactness of vector spaces added to the unboundedness of the hinge loss yields
questions about the relevance of fD. On the one hand, from a practical point of view, this
linear optimization problem could lead to some instability that does not occurs in the SVM
case since the ellipsoids are compact spaces. On the other hand, analysis of the statistical
properties of fD raises technical difficulties relying on boundedness problems. They occur in
the use of concentration inequalities and of complexity control: the classical global notions
of complexity (i.e. taking into account the whole space Sp) are not relevant due the non-
compactness of Sp.

However, it has been shown recently ([Mas00b],[BBMO03]) that, in order to obtain fast rate
of convergence, one has to analyze the behavior of the empirical minimizer on balls which are
compact since Sp is a finite dimensional space. Consequently, the analysis of the statistical
behavior of fD would fully exploit the local notions of complexity by considering the balls of
Sp. This idea has been investigated in appendices of chapter 5. However, these results were
not entirely satisfactory. By shrinking the estimators fD, the following procedure allows to
get more easily interpretable bounds.

In order to make up for the unboundedness of the hinge loss, the function “clip” is used :

1 if g(z) > 1
clip(g(z)) = qg(z) if —1<g(x)<1
-1 1fg(33) S _17

It has been already considered in [GKKWO02] in a regression framework. The estimator
fD = Clip(fD) is associated to each dimension. This yields no loss of generality since fD and
fD correspond to the same classifier.

The model selection step is performed by penalized minimization of the clipped empirical
loss. The final classifier is sign(}%) where

D= arg min (% > (1= Yifp(Xi)4 + /\D> ; (6.7)
- i=1
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and the constant A has to be suitably chosen. As explained in the sequel, the linear penalty
AD is chosen for its statistical properties.

In section 6.2.2, Sp is described in terms of the eigenfunctions of the covariance operator
Cy associated to k(X,.). This leads to an interpretation of the selected dimension as an
optimal dimension in a dimensionality reduction method (KPCA explained therein) towards
classification. Moreover, this point of view will be useful for the effective algorithm (KPM)
since the operator C'; has a natural empirical counterpart.

To conclude, this work highlights by two ways that the finite dimensional projection is a
credible alternative to the Tikhonov’s regularization used in SVM.

1. It provides a statistical analysis of finite dimensional regularization in the framework
of clipped empirical risk minimization.

2. This regularization principle is used to design a new algorithm of classification called
Kernel Projection Machine (KPM) which is partially justified by the previous theoret-
ical study. The performances of KPM and SVM are similar on the considered data
sets.

The chapter is organized as follows. Section 6.2 presents a statistical study of finite di-
mensional regularization in the classification framework by stating Theorem 6.2.1. Section 6.3
describes precisely the KPM algorithm and section 6.4 provides some numerical experiments.
Proofs are relegated in the appendix.

6.2 Main Result.

We are now ready to formulate our main theorem: it aims at studying the model selection
procedure involved in the finite dimensional regularization.

Theorem 6.2.1. Let (Sp)p>1 be a family of linear subspaces of Ly(P) where Sp is of di-
mension at most D and fp denotes the minimizer of the empirical risk:

n

fp =arg min ;(1 —Yif(Xi)y - (6.8)

Let p be defined as p(z) = P[Y = 1|X = z]. We suppose that the following margin condition
holds:

Hho >07 V$ €t¥7

p(x)——‘>h0.

Let K > 1 and fD = Clip(fD) . The dimension is chosen by

~ (1 e
D = arg in (; ;(1 - Yifp(Xi))+ + Penn(D)) : (6.9)
Then, there exist universal constants Cy and Cq such thal the following holds. If

C1K D1
VD > 1, pen, (D) > —— g

ho n

then

CoK
hon

6.10
K — 1 \D>1 \fesp ( )

E[Lh(}%,f*)} <X (inf (inf Lh(f,f*)+2E[penn(D)]>) n
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Section 6.6.3 shows that this result is a consequence of a more general one (Theorem 6.6.2
stated and proved in appendix A). Some comments are now provided.

e This result means that the penalty AD linear with the dimension used in the criterion
(6.7) is statistically convenient. However, even if inequality (6.10) is optimized over K,
the constants obtained by this theoretical study are too coarse to be used in practice.

e [ts main drawback is the dependence of the penalty upon the unknown margin param-
eter hg. Results of [NMO03] (inspired by [MT95, Tsy04]) states that this parameter is
unavoidable. However, this leads to high difficulties to choose the constant A in front of
the dimension D in criterion (6.7). The study of technics calibrating the penalization
constant is outside the scope of the present chapter though it is an interesting future
direction of work.

e Because of inequality (6.1), inequality (6.10) provides an upper bound of the predic-
tion error excess risk. However, the approximation error infseg, Ly (f, f*) has to be
controlled to get a rate of convergence. This is also an interesting future direction.

e In order to get a linear optimization problem, the empirical risk is minimized over Sp
and not clip(Sp) = {clip(f), f € Sp}. Consequently, the oracle inequality satisfied by
the linearly penalized estimator fp calls for the approximation error of the linear space

Sp.

e The result provides a bound on the expected excess risk. In order to get a deviation
bound, an hypothesis on the infinity norm of the functions of Sp is necessary. For the
sake of clarity, we only state the average bound.

e Considering Sp = (¥y,...,VUp) in the finite dimensional procedure, the kernel is used
only through the eigenfunctions of the kernel operator T; whereas SVM uses eigenvalues
as well.

6.2.1 Comparison with the Risk Bound of SVM.

This section is devoted to exhibit a simple situation where the finite dimensional regulariza-
tion gets a better rate of convergence than the SVM one’s. Let us consider a one-dimensional
situation where X is a [0, 1]-valued random function. Let k& be the following kernel:

k(z,y) =142 Z Aj (cos(2mjx) cos(2mjy) + sin(2mjz) sin(27jy)) ,
i1
where, for j > 2, A\; = (27j)~® with v a positive integer. In this case, {U¥;};>; is the
trigonometric basis of Ly([0, 1]) endowed with the Lebesgue’s measure.

It is known (see e.g. chapter 2 of [Wah90]) that, if v is an integer, the RKHS asso-
ciated with this kernel is the Sobolev space of order v with periodic boundary conditions

Hr(,zz. Precisely, H,S,ZZ is the set of functions of Ly([0,1]) with v — 1 continuous deriva-
tives satisfying f(0) = f(1),---,f07D(0) = fO=D(0), and with fO) € Ly([0,1]). It is

2
endowed with the Sobolev norm ||f||Z,, = fol | (1)) 2dt + (fol f(t)dt) . By Parseval The-

2. =3, ()sey2 (7),5y2 1 d 2 I e =3[! 9w it\d
orem [|f[§op = X551 (F777) 4+ (f;7)* + ([ f(0)dt) where [§ = /2 [y [(t) cos(2mjt)dt
and f? = ﬂfol f(t) sin(2mjt)dt are the Fourier coefficients of f . Gathering integrations by
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parts and the periodic boundary conditions leads to || f||Z,, = 2> (2mj) 2 ((fjc)2 + (f]5)2> +

2
(fol f(t)dt) = |I/[l5,, where the last equality follows from the definition of the RKHS norm
in equation (6.5).
In order to control the approximation error, we suppose that:

J* € Fu={f € Ly([0,1]), ¢~ < | [f] < Ci~ and ei™ < | 3] < Ci™*],

where C' and ¢ are universal constants. ||f*[|z,(o,1)) = 1 implies @ > 1/2. Moreover, non-
continuity of f* avoids normal convergence of its Fourier series: that’s why we suppose o < 1.
Finally, spaces F, are considered for a € ]1/2,1]. The order of magnitude of the risk bound
obtained in [BBMO04] for the SVM classifier f is

9E€EH

4
where A, ~ n” BT if Aj ~ j~¥ fory > 1. Using that the hinge loss is 1-Lipschitz, this bound
ensures

E[Lu(f, [)] < C inf (d(g, f*) + Aullgli3s,)
g€EH

and Theorem 6.2.1 yields
T opx . . " D
E[Ln(f, f*)] < C inf ( inf d(g, [*) + g) ’

DZI gESD

where fis a shortcut for fﬁ and d(g, f*) = lg — f*||2-
Straightforwardly, Theorem 6.2.1 implies

sup E[Ln(f, [*)] < Cn~ %51

Moreover, calculations sketched in Appendix 6.9 yield

__ 2(2a=1)
inf inf (d(g, /*) + Anllgll3) > Cn T (47—2aF1) | (6.11)

fr&Fa genll)

We easily check that gz;} > (2W+21()2(i;i)21+1). Consequently, in this case, the finite dimen-
sional bound entails better rate of convergence uniformly over F,.

Arguably, we could use the minimizer of the empirical risk over any finite dimensional
models since we do not make any assumption on the vector spaces. However, it would be
natural to choose Sp = (¥y,...,¥p). Since the eigenfunctions (¥;);>; of the kernel operator
T} depend on the underlying probability of the data, in order to use the finite dimensional
regularization in practice, it is necessary to design finite dimensional spaces approximating
Sp from the data. [Kol98] notices that the empirical counterpart of 7} is the kernel matrix
Ky, = %(k(XZ-, X;))i<i,j<n- The KPM algorithm is formulated by this way in chapter 5. It
is worth noticing that the kernel operator Tj acts on L3(()) whereas its empirical counterpart
K, acts on R™: in this case, functions are approximated by vectors.

The KPM algorithm is now presented in the following section by formulating differently
the empirical approximation of Sp. A dimensionality reduction method (KPCA) is exploited
to construct data dependent models. On the one hand, they approximate Sp and on the

other hand, they fit to the structure of the input data by maximizing the variance.



6.3. Kernel Projection Machine. 147

6.2.2 Link with KPCA using Kernel Models.

Let Cy denote the covariance operator of k(X .). It is defined by its quadratic form on H:

VfgeH, (f;Cig)n =E[f(X)g(X)]. (6.12)

In order to define it, integrability conditions are imposed on the kernel: E[k(X, X)] < oo is
enough (see e.g. chapter 3 for more details). Moreover, the proof of Theorem 3.2.3 implies
that the integral operator Ty and the covariance operator C; associated to the kernel k& have
the same non-zero eigenvalues and, above all, the same eigenspaces: VA # 0, E\(T}) =
E\(C1) where E)\(A) = {z, Az = Az} for a linear operator A. Consequently,

SD = <¢17"' 7¢D>7 (613)

where (¢i)i21 denotes an orthonormal basis of H of eigenfunctions of Cf.

The covariance associated to a kernel allows to get models taking into account possibly
non-linear relevant structure of the input data. Moreover, this characterization of Sp links
it with the Kernel Principal Component Analysis (KPCA for short in the sequel): KPCA is
nothing more but the diagonalization of C (it is a particular case of Principal Component
Analysis of a Hilbert values random variable, first defined in [DPR82]). Consequently, Sp
gets the optimality properties of KPCA: in particular, this space of dimension D is catching
most of the variance of the data.

A natural question raised in [STWCKO05] and in chapter 3 as an open problem is: what
is the best dimension representing the data? Indeed, there exists no clear criterion to choose
an optimal dimension considering only the input data. Roughly speaking, in order to keep
most of the information of the data, the best choice would be not to project the data at all
but to keep the whole space. Consequently, the selection of a dimension D by criterion (6.9)
in the finite dimensional projection method amounts to selecting the optimal D-dimensional
representation of our data for the classification task. In other words, to extracting the
information that is needed for this task by model selection taking into account the relevance
of the directions for the classification task.

6.2.3 Advantages of The Finite Dimensional Regularization.

The finite dimensional approach allows to easily compare the performances of different kernels
without involving the perturbations due to model selection. Indeed, a family of computable
classifiers is associated with each kernel: it consists in the minimizers of the empirical risk
over each finite dimensional space. In order to compare the kernels, it suffices to compare
the corresponding families.

The main advantage is that this procedure enables to easily use simultaneously differ-
ent kernels by considering finite dimensional spaces spanned by eigenfunctions of covariance
operator associated to different kernels.

As explained in the following section, the KPM algorithm is implemented by considering
empirical models in the penalized minimization of the clipped empirical loss.

6.3 Kernel Projection Machine.

In order to get models adapted to the underlying law of the input data, let us consider an
approximation of the spaces Sp. Due to its definition (6.12), it is natural to approach the
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theoretical covariance operator Cy by its empirical counterpart: the empirical covariance
operator (' ,, defined by

Vi g €M, (f,C1ng) = Zf

The following approximation is considered:

SD:<¢17"'7¢D>N<G;17"'7CAbD>7 (614)

where (¢2)2>1 denotes an orthonormal basis of H of eigenfunctions associated to the eigenval-
ues A; > Ay > ... of the empirical covariance operator. It is called Nystrém approximation
([Bak77]). Results of [Kol98, DPR82] and chapter 4 ensures that it is reasonable to approach
Sp by such a way. Moreover, it is numerically illustrated on figure 6.1.

The following aims at giving a detailed account of the obtained algorithm, called Kernel
Projection Machine.

The first step consists in computing the empirical minimizers over <]17(£1, S ,G;D> :

n

fp=arg  min ) (1-Yif(Xi). (6.15)
fe(lliér,,6p) 521

Note that the constant function 1 equal to 1 is systematically added to the models in order
to take into account translation on the data: this function corresponds to the threshold ¢ in
the SVM algorithm. This optimization problem is a linear programming one since it consists
in the minimization of a convex function with linear constraints.

Besides, the data-dependent functions b; are eigenfunctions of the linear map ' ,, which
acts in high dimension: typically, H is of infinite dimension. Thus, from an algorithmic
point of view, it could be tricky to obtain these functions. However, KPCA is precisely the
diagonalization of the operator C'y ,,. The very convenient fact, precisely explained in [SSM96]
for example, used to perform it efficiency is to note that it suffices to diagonalize the n x n
kernel Gram matrix Ky , = %(k(XZ-, X;))i<i,j<n to obtain the eigenfunctions of C' ,,. Indeed,

for 7 > 1 such that ;\j > 0,

. 1 L
b= ——=3 VIk(X,,.), (6.16)
1/ /\]n =1
where (V; )1<]<n is an orthonormal basis of eigenvectors of K ,, associated to the eigenvalues

(A )Ji<j<n sorted in decreasing order. The normalization ensures ||¢;|j = 1. Considering

Equation (6.15), we have J}D = E] 1 \/_ob] + b* where

n D
(v*,0") = arg  min Z 1-Y; Z %A 6;(X:) + b
veR" peR 2] j=1 4/ /\j
_l_
However, Equation (6.16) leads to qAb]- (Xi) = n;\jVj(i) and to an expansion of fD with respect

to the simplest functions k(X;,.).
To conclude, the KPM algorithm can be summed up as follows:
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1. given data Xy,..., X, € X and a positive kernel k£ defined on X' x X', compute the kernel
matrix K, and its eigenvectors Vi,..., V) together with its eigenvalues in decreasing
order Ay > Ag > ... > A,

2. for each dimension D such that Ap > 0 solve the linear optimization problem

Y0,

*,b") = arg min i 6.17
(v7,b7) = arg N;f (6.17)

D
under constraints Vi =1...n,& > 0,Y; Z \/ﬁ'yj‘/j(l) +b] >1-& . (6.18)

J=1

D

* 7* 2 n * *
Next, compute a* = Z IV, and fp=>" ark(zi,.)+b*.
nA;j

i=1

3. The last step is a model selection problem consisting in choosing the dimension D by
an adequate procedure. Theorem 6.2.1 suggests the following criterion:

D = argmin (% zn:u CYifp(Xi)s + ,\D> . (6.19)

D>1 ‘
- =1

where fD = clip(}D). A has to be chosen by an adequate procedure. The classifier

obtained by the KPM is sign(fl:)).

6.4 Numerical Results.

Two types of experiments are presented. The first one consists in investigating graphically the
Nystroém approximation. As for the second, it compares the performances of KPM and SVM.
To begin with, the family of classifiers of the two algorithms are likened without selecting
the regularization parameter (denoted by C' in equation (6.3) for the SVM and A for the
KPM). Indeed, the involved method could advantage one or the other algorithm. Next, the
regularization parameters are chosen by different ways.

6.4.1 Numerical Experiments for the Nystrom Approximation.

The KPM algorithm relies on the Nystrém approximation formulated in equation (6.14). In
order to illustrate it, a gaussian kernel is considered along with a gaussian underlying law.
In this case, Theorem 6.10.1 recalled in appendix 6.10 gives explicitly the eigenfunctions;
they are of multiplicity 1. In order to compare two functions of norm 1 of H, v/A\;¥; and
¢; are drawn. Indeed, the definition (6.12) of C; implies E [V2(X)] = (¥;,C1¥;)y and
U; € E\,(Tk) = E\,(Ch) yields || ¥;]|3 = Xi||¥;]|3,. The empirical eigenfunctions are computed

1

by using formula (6.16) and a random draw of 500 points. Figure 6.1 is obtained with a = 3

and b = 75 where b determines the width of the gaussian kernel k(z,y) = e~2==v)* and a the
gaussian law dP(z) = \/%6_2‘””2 dz of X.
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The straight line (resp. the circle) represents the theoretical (resp. empirical) eigenfunc-
tion. The empirical eigenfunctions corresponding to the two largest eigenvalues fits exactly
the true one whereas the empirical eigenfunction corresponding to the third eigenvalue does
not. Consequently, these graphics highlight a consequence of some results of [Kol98]: the
accuracy of Nystrom approximation decreases with the eigenvalues suggesting that the ap-
proximation of the theoretical eigenfunctions by the empirical ones is convenient at least for
large eigenvalues i.e. for the first eigenfunctions.

Figure 6.1: From the left to the right: approximation of the first, the second and the third
eigenfunction of the covariance operator in the gaussian case of Theorem 6.10.1.
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6.4.2 Numerical Results for the KPM Algorithm.

The KPM was implemented in Matlab using the free library GLPK for solving the linear
optimization problem. Since the algorithm involves the eigendecomposition of the kernel ma-
trix, only small datasets have been considered for the moment. The Matlab implementation
of the KPM algorithm is available at http://www.lri.fr/~vert.

It has been tested on benchmark datasets available on Gunnar Réatsch’s web site coming
from the UCI repository ([Rae99]). Several state-of-the-art algorithms have already been
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applied to those datasets among which the SVM with parameters C and o chosen by cross-

validation and depending on the datasets. In all experiments presented here, the gaussian
_ ==yl

kernel k(z,y) = e~ 252 is used with the o proposed by [Rae99]. All datasets consist of 100
samples, each sample being split into a training sample and a test sample.
Without selecting the regularization parameter, the family of classifiers obtained by the

KPM algorithm is (fD)Dzl and the one obtained by the SVM algorithm is (fc)cec- The
regularization constants contained in C are tailored to the data set by forming a geometric
sequence of 101 points running over C';/100 to 100 C'i and containing Ci.

The first results aim at comparing the two families by shunting off the model selection
procedure.

Comparison of the families of SVM’s classifiers and KPM’s classifiers. In table
6.1, the goal is to compare the approximation powers of the two families of classifiers. For
each sample, the smallest test error of KPM (w.r.t. parameter D) is compared with the
smallest test error of SVM (w.r.t. parameter ). Each time the winner is given one point.

Table 6.1: Approximation Powers

SVM KPM
Banana 67 31
Breast Cancer 50 44
Diabetis 42 55
Flare Solar 63 19
German 49 43
Heart 64 27

Selection of the parameter by cross-validation. Table 6.2 presents results of SVM
(resp. KPM) where the regularization parameters C' (resp. A) is chosen by 5-fold cross-
validation on each of the samples. Concerning the KPM, the test errors have been obtained
with a grid of A made up of 5001 points regularly spaced out from 0 to 0.5. The results are
presented in the form { mean of the 100 test errors } + { variance of the 100 test errors }.

Table 6.2: Test errors

o SVM KPM
Banana 0.7071 10.69 + 0.67 10.91+0.57
Breast Cancer 5 26.68 + 5.23 28.73+4.42
Diabetis 3.1623 23.79 £ 2.01 23.77+£1.69
Flare Solar 3.8730 32.62 £ 1.86 32.52+1.78
German 5.2440 23.79 £+ 2.12 24.09+2.38

Heart 7.7460 16.23 £ 3.18 17.3543.54
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These two tables highlight that the performances of KPM are comparable with those of
SVM: considering table 6.1, SVM seems to have a certain advantage on KPM but table 6.2
shows that the average differences are quite small. Moreover, it is worth noticing that the
same parameter ¢ was used for KPM and SVM whereas it is tailored only to SVM.

The cross-validation requires the choice of a grid of A. Contrary to the SVM, the com-
putation time of the KPM used with cross-validation is almost independent of the size of
this grid. Indeed, the longest task is to compute the various classifiers. Then, it suffices
to minimize a vector of small size to get the selected dimension corresponding to each A.
Consequently, in this case, the finite dimensional procedure allows to save computation time.

Results obtained in tables 5.4 and 6.2 concerning the KPM are similar. This remark
highlights that the cross-validation makes up for some possible sub-optimality of the order
of magnitude of the chosen penalty. Consequently, another way of choosing A from the
data in the KPM (see equation (6.7)) is now provided: the slope heuristic. Contrary to
cross-validation, it relies on the choice of a linear penalty. No theoretical result justifies this
method but it has been already studied in different frameworks. In particular, it has proved
its practical efficiency for the detection of multiple change points ([Leb02]). It is inspired by
the studies of trees in [BFOS84].

6.4.3 Slope Heuristic for the Kernel Projection Machine.

To begin with, the slope heuristic relies on natural ideas provided in the next sections where
the vector spaces are supposed to be deterministic. Next, some numerical results are pre-
sented.

Conjectures and Comments.

Let Dop¢ be the dimension corresponding to the best classification error of the family {fD}DZl:
Dope = arg min P[Y # sign(fp(X))] .
Any dimension selection procedure aims at estimating Dop¢. Let

D, = arg gl;ri Py(fp). (6.20)

Moreover, fp = arg fmgn P~(f) and gp = clip(fp). Let’s recalled the definition of D
€5p

D =argmin (P.y(J) + pen(D)) , (6.21)

where fp = arg fmisn P,v(f) and fD = Clip(fD). The slope heuristic relies on three conjec-
€5p

tures.
e Conjecture 1: D,y ~ Dy .

e Conjecture 2: P, (v(g9p) — V(fD)) ~ P('Y(}VD) - 7v(9p)) -

e Conjecture 3: P,(v(gp) — v(fp)) behaves like an affine function (with respect to D)
for reasonable dimensions.
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Some comments are now provided to explain why these conjectures sound reasonable. Conjec-
ture 1 is due to the convexification of the risk. Figure 6.2 represents the test error associated
with the hard loss and with the soft-clipped loss. They behave similarly and have approxima-
tively the same minimizer. In view of this figure, the considered data satisfies Conjecture 1.
Conjecture 2 is natural since the first term corresponds to the second by swapping the true
probability measure P with the empirical one P, (even in the definition of the minimizers fD
and fp). The study of this statement requires powerful tools of concentration. Conjecture 3
is the consequence of two facts. On the one hand, by definition of gp, for large dimensions,
P.(v(g9p)) becomes almost independent of the dimension. On the other hand, the straight
line of the left part of figure 6.3 represents the empirical risk P, (v(fp)) with respect to D.
We can observe that for reasonable dimensions (6 < D < 35), the decrease is almost linear.

Figure 6.2: Influence of the Loss Function on the Test Error
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The Slope Heuristic.

The choice of the penalty function pen recommended by the slope heuristic is now derived
from the previous conjectures. The approach relies on the classical trade-off approximation
error-estimation error. The penalty has to be chosen in such a way that it leads to a selected
dimension D as close as possible to Dgp¢. However, for computational reasons, the penalty
function acts on the empirical risk computed for the soft loss function (see (6.21)). Conse-
quently, we can only estimate D; from the data. Conjecture 1 claims that it achieves the
right goal. By the definition (6.20) of Dy, we get

Dy = argmin { P(+(90) = 7(/) + P(1(Jo) = v(an)) } -
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Moreover, the definition (6.21) of D yields

~

D= argggq {Pn(v(gn) — (") = Pu(v(9p) —7(Jp)) + Pen(D)} :

Since gp is a deterministic function, P(y(gp)—-(f*)) is conveniently estimated by P,(v(9p)—
v(f*)). Consequently, in order to obtain the optimal dimension Dy, the ideal penalty would
be:

pen(D) = Pu(v(9p) — 7(Jp)) + P(v(Jn) — 7(9p)) -

Conjecture 2 claims that the two terms have the same order. Moreover, Theorem 6.2.1
incites us to choose a linear penalty pen(D) = AD. In view of conjecture 3, once we compute
the slope m of the empirical risk for reasonable dimensions, the slope heuristic recommends
A= —2m.

The computation of m relies on the behavior of the empirical risk. The three rates of
decrease of the empirical risk observed on the straight line of the left part of figure 6.3 are
typical. For small dimensions, (1 < D < 6) the empirical risk decreases quickly. Then, for
reasonable ones (6 < D < 35), the rate becomes almost linear. Finally, for large dimensions
(D > 35), the empirical risk is almost constant. In order to detect them, the right part of
figure 6.3 draws the selected dimension D with respect to A. By definition (6.7), the three
rates of decrease of the empirical risk correspond to the three jumps of dimension observed
in the right part of figure 6.3. For A = 0, D is very large (around 80 in figure 6.3). Then, a
small value of A compensates for the third rate (almost constant) of decrease of the empirical
risk: the corresponding selected dimension drops to 35. The selected dimension is then almost
constant until A is large enough to compensate for the second (almost linear) rate of decrease.
We observe that A is large enough by noting that the selected dimension drops again to a
smaller dimension (D = 6 in figure 6.3). The corresponding value (1.4 in figure 6.3) is the
slope m.

Figure 6.3: Left: The straight line is the empirical risk for the clipped soft loss function
Pov(/p) and the dashed line is the test error. Both on "flare-solar’ Right: Selected dimension
D versus A using (6.21).
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Numerical Results for the Slope Heuristic.

In order to assess the performances of the slope heuristic, experiments were carried out on
the benchmark datasets [Rae99]. It is worth noticing that the corresponding algorithm does
not restrict A to belong to a grid a priori defined. In order to compute the slope, the following
procedure was used. To begin with, one easily shows that the possible dimensions D selected
by the criterion (6.7) have the following explicit expression:

~

~ ~ J(D;) — J(D
Dy =1and D;y, = arg max L,\(),
D>D; D - D,

where J(D) = P,y(fp). From now on, the considered dimensions are bounded from above
by a maximal dimension Dmaz. Dmaz is chosen a priori to avoid the third rate of decrease
(almost constant) of the empirical risk. As suggested by figure 6.3, the differences D;y; — D;
are computed for ¢ > 0 and the maximum is reached at « = N. Consequently, the slope m is
~J(Dg) - J(D)

maxX ————.

The following table presents the obtained results when the dimension is chosen thanks to

J(Dg)—J(D

criterion (6.7) with A = =21 and 7 = max M
100 training samples. The test errors are similar to the one obtained using a cross-validation

. A is computed on each of the

Table 6.3: Test errors of KPM with the slope heuristic

o Dmazx Test errors of KPM

Banana 0.7071 50 10.8940.53
Breast Cancer 5 50 28.404+4.43
Diabetis 3.1623 50 23.70+£1.68
Flare Solar 3.8730 32 32.60+1.82
German 5.2440 50 23.884+2.27
Heart 7.7460 32 17.624+3.59

(see table 6.2). The main drawback of this procedure lies in the dependence on the choice of
Dmaz.

To conclude, the slope heuristic provides a data dependent procedure to perform the
model selection. It is adaptive to the margin and, contrary to the re-sampling methods,
e.g., cross-validation, it considers simultaneously all the training data. It is worth noticing
that the computation time for the slope heuristic is shorter than for cross-validation since
the classifiers are computed only one time (from the whole training data) whereas 5-fold
cross-validation requires calulation of 5 families of classifiers.

6.5 Conclusion and Discussion.

Highlight of our Work. We described the finite dimensional approach in the classification
framework and designed an effective algorithm: the KPM. The model selection is tackled
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using the penalized minimization of the clipped empirical loss. The linear penalty used in
the KPM algorithm is partially theoretically justified by Theorem 6.2.1. All the presented
results highlight that

reqgularization can be performed thanks to a dimensionality reduction method such
as Kernel-PCA .

Consequently, the finite dimensional projection is a credible alternative to the Tikhonov’s
regularization used in the SVM algorithm. A nice property is that the training labels are
used to select the “optimal” dimension: optimal means that the resulting D-dimensional
representation of the data contains the right amount of information needed to classify the
inputs. To sum up, the KPM can be seen as a dimensionality-reduction-based classification
method that takes into account the labels for the dimensionality reduction step.

For the numerical results, two calibration methods of the penalty have been used in the
KPM algorithm: the cross-validation and the slope heuristic. The slope heuristic allows to
exploit the linear penalty obtained in Theorem 6.2.1 but it requires the tricky choice of a
parameter Dmax. Its performances are comparable with those of cross-validation. Moreover,
it saves computation time.

6.5.1 Comparison with Previous Works.

[Mas04] provides a precise mathematical comparison of finite dimensional and Tikhonov’s
regularization in the simpler framework of gaussian regression with fixed design. It shows
that, in the case where the regularization constants C' and A are deterministic, from a minmax
point of view, the squared norm regularization method is beaten by the so-called finite dimen-
sional projection method (this gaussian intuition is summarized in chapter 5). Interestingly,
[Mas04] provides a penalty of order of magnitude % along with lower bounds witnessing its
optimality. Consequently, except for the margin parameter hy witnessing the higher diffi-
culty to deal with a classification problem rather than with a regression one, Theorem 6.2.1
provides the same order of magnitude.

[TGO04] considers the same estimators fp= 2?:1 a;¢; with models Sp spanned by the D
first functions of a basis of L2(Q). However, they use a L;-penalty (depending on ZZD:l |evi])
whereas we study a Lg-penalty (depending on the number of coefficients). They show that
their procedure is adaptive under boundedness conditions on the involved basis: roughly
speaking, we replace these assumptions by the use of the clip function. This leads to a
theoretical result without any assumption on the infinity norm of the basis functions.

6.5.2 Discussion.

Theorem 6.2.1 offers a partial justification for the linear penalty used in the KPM algorithm:
regarding min-max results in the framework of regression ([Mas04]) or prediction error of
classification on a VC-class ([NMO03]) convince us of the consistency of our result. However,
we do not provide lower bounds ensuring optimality of the obtained oracle inequality (6.10).

Theorem 6.2.1 would specify the data dependent models used in the KPM algorithm: as
far as we know, only few research have been undertaken on non-asymptotic studies of the
closeness of empirical eigenfunctions and the true one ([Kol98] provides asymptotic results).
We plan to extend results of chapter 4 to obtain oracle inequalities taking into account the
specificities of the models used in the KPM algorithm.
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The main drawback of Theorem 6.2.1 is the lack of adaptability to the margin: the penalty
function involves the unknown margin parameter. This leads to high difficulties to calibrate
the penalty in practice. We plan to study further the slope heuristic.

The main advantage of the presented finite dimensional projection with respect to SVM is
that it allows to easily mix different kernels by considering finite dimensional spaces spanned
by eigenfunctions of covariance operator associated to different kernels. Oracle inequalities
can be obtained in this case using the same methodology (it suffices to change accordingly
the weight zp appearing in the proof of Theorem 6.2.1). To avoid additional technicalities,
in this chapter, only the simplest version involving one model for each dimension is stated.
However, this remark provides an interesting future direction.

The principle of finite dimensional regularization could be easily use to take into account
the unlabeled data in a semi-supervised learning problem. We plan to investigate studies
about this topic.
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Appendix

6.6 Appendix A: Risk Bounds for the Finite Dimensional Ap-
proach.

In this appendix, Theorem 6.2.1 is proved considering a more generic setting. The training
data ((X1,Y1),..., (X, Y,)) belong to (X xY)". Moreover, even in the classification setting,
there are no special reason for clipping the empirical minimizer at 1 as stated for more clarity
in Theorem 6.2.1. We thus define for M > 0:

M if g(z) > M
clipy(9(z)) = {g(z) if —M <g(z) <M
-M ifg(z)<-M.

This generality is motivated by the analysis of the influence of the clipped step on re-
sults of M-estimation given in [Mas00b] and [BBMO3] and, particularly, how it allows to
relax boundedness conditions. To do this, a simple risk bound for the clipped minimizer of
the empirical risk over a fixed finite dimensional space is provided, together with an oracle
inequality for model selection. The following notations will be used:

clipp(Sp) = {clippy(f), f € Sp},

and the star-hull of a class of functions F is defined by:

star(F) = {Af,0< A< 1, f € F}.
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6.6.1 Clipped Empirical Risk Minimization on One Model.

In this section, we obtain a risk bound for a clipped empirical error minimizer sp over a fixed
vector space Sp of dimension at most D with a generic loss function 7:

Sp = arg mln—z'y (Xi, Y1)

teESp N
and
sp = clipy ($p) -

The goal is to estimate the target function s minimizing the average loss over a “large” class
SO Sp:

s = arg rtréiél]E['y(t, (X,Y))].

The excess risk with respect to 7 is:

L(g,s) =E[y(g, (X, V)] - E[y(s, (X, Y))] .

In the sequel, s is supposed to take values in [-M,M]. If M > 1, it is true in the
classification framework where S = Ly(P) and s = f*.

All the results will be stated under the following assumption on the loss which we will
refer to as “assumption (A)” in the sequel:

(A1) Yy € Y, v(y,.) is B-Lipschitz.
(A2) Vie S, Vye Y, Ve e X,

v(y,t(z)) > v(y, clipp (t(2))) -

The next result provides a risk bound when the vector space is fixed: its main advantage
is the simplicity of the proof. With some additional technicalities, the same methodology
offers a selection of model procedure (Theorem 6.6.2 below). Proofs of Theorems 6.6.1 and
6.6.2 use common material provided in the sequel.

Theorem 6.6.1. Let Sp be a vector space of dimension al most D. We assume that

o The target function is bounded: |s(z)] < M .

e v salisfies assumption (A).

e Vt € clipu(Sp),

() = ()3 < RLIE, 8), (6.2
where k = K(M).

Then, for all K > 1, the following inequalily holds:
K+1 (

E[L(sp,s)] <

’K
"1 inf L(¢,s) + Cs3KK' —logn> —I—C4

tED

where k' = kK V 1, C5 = C3(M, B) and Cy = C4(M, B) depend only on M and B.
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Proof of Theorem 6.6.1. Let sp € Sp be such that

sp = arg min Py(f),

D

and s, = clipps(sp). (If the infimum is not reached, one can use a dominated convergence
argument to get the desired bound). To begin with,

Po(v(5p) —7(s)) < Pu(v(3p) —v(s)) < Pu(v(sp) —7(s)),

where the first inequality follows from the second condition of assumption (A) and the last
one from the definition of the empirical minimizer. Thus

L(sp,s) < (P = P)(v(sp) = 7(sD)) + (P = Ba)(v(sp) = () + Pulv(sp) — 7(s)) - (6.23)

For the first term, we gather Theorems 6.7.1 and 6.8.3 below to the class of functions
F = star({y(t) — v(sp),t € clipy(Sp)}) to get that VK > %I, V¢ > 0 with probability at
least 1 — 3e¢, Vt € clip(Sp),

E\K(2BM v 1)? N EyKE(2BM v 1)?

2 TD,n 3

(P = B)((0) = 7(s)) < = I7(0) = v (sl + .

S K

H/

where " = £V 1, 7}, is defined in Theorem 6.8.3 and F;, F, are universal constants.
Since this bound holds simultaneously over ¢ € clipy;(Sp), we use it for the random function
t =sp. Condition (6.22) will be useful to relate the squared norm back to the risk:

2(Ilv(p) = v ()13 + v (s) = v (sDH)II3)
2k(L(sp,s)+ L(sp,s))
2k(L(sp,s)+ L(sp,s)),

l7(5p) = 7(sp)ll3

(AN VAN VAN

where the last inequality comes from assumption (A2). Finally, VK > ”7/, V¢ > 0 with
probability at least 1 — 3e¢,

_ T E\K(2BM v 1)?
(P~ P)(1(3) ~ 1(5) < 0 (L(5p, ) + Llsp, o) + PEEEMV I
+ EyKE(2BM Vv 1)*
BM V1)t

Gathering this with inequality (6.23) yields that VK > %,, with probability at least 1 —3e~¢,

2k _ 2/ E\K(2BM Vv 1)?
1= 20) 1.s) < 2o, o)+ PECEY D5 4 B () - 2(6)
K K K
. EF,K(2BM Vv 1)?
+ (P = P)(y(sh) — (s)) + SRR CBMV
Integrating with respect to the sample yields that VK > "7,,
2k _ 2/ E\K(2BM Vv 1)?__ |
(1= 2R < (G +1) Llon,s) + P CEEY gy,

| 3RKEBM V1)
n



160 Chapter 6. Finite Dimensional Projection for Classification

since E[(P — P,)(v(sp) — 7(s))] = 0. Solving this inequality for K > 2« and setting K' =
%, for K' > 1,
k'K’

n .

K +1 2B, K'(2BM Vv 1)?

E[L(3D,s)] € 1 (L(SD,S) + = E[fan]) +Cy

This concludes the proof of Theorem 6.6.1 with C3 = 240000 x A;(M, B)(2BM Vv 1)? and
Cy = 120672 x (2BM V 1) O

6.6.2 Model Selection.

A quite general result about penalized minimization of the clipped empirical loss over finite
dimensional vector spaces is now presented.

Theorem 6.6.2. Let {Sp}p>1 be a collection of vector spaces such that dim(Sp) < D. We
assume that

o The target function is bounded: |s(z)] < M .
e v salisfies assumption (A).
e Vi € clipy (Sp),
() = ()13 < KL(E, 5), (6.24)
where k = K(M).
Let K > 1. Choosing the dimension with the following penalized criterion

~

D =arg glél% (% Z;’Y(SVD, (X3, Y2) + Penn(D)> )

with a possibly data dependent penalty function pen,, such that
., D
VD >1,pen, (D) > CsKrk'—logn, (6.25)
n

where k' = Kk V 1, the following inequality holds

061(""3,)

n

E[L(55,s)] < I(Ii 1 (li)nzfl (tier}ng L(t,s)+ QE[penn(D)]) +

where Cs = C5(M, B) and Cg = Cg(M, B) depend only on M and B.

Proof. Let sp = arg miSn P~(t). The definitions leads to the following chain of inequalities:
tESP
VD > 1,

P.y(sp) + pen, (D) < P,v(5p) + pen,, (D) < P,v(3p) + pen,, (D) < P,y(sp) + pen, (D),
where the second inequality is due to assumption (A2). Thus, VD > 1
L(3pys) = (P=Pu)(v(3p) = 7(s) + Pu(v(5p) — 7(s))
< (P P)(1(5p) — 7(s)) + Pulv(sp) = 7(s)) + pen, (D) - pen,,(D) (6.26)
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Let D' > 1 and tp = ar min t) — ~(s)||®. (If the infimum is not reached, one can
g g4 v
teclipy (Spr)

use a dominated convergence argument). Let us consider the following decomposition:

(P = Fo)(v(5p) = 7(8)) = (P = Ba)(v(5p) = 7(tp)) + (P = Ba) (v(tpr) —v(s)) . (6.27)

Let zp be such that ) ,5,e 2 < 1. Gathering Theorems 6.7.1 and 6.8.3 below with
F = star({v(t) — v(tp'),t € clipp;(Sp:)}) as in the proof of Theorem 6.6.1, we obtain that
VK > “7/, with probability at least 1 — 3e=¢=%0’, V¢ € clip(Sp),

(P~ P (D) = 1(t)) < ()~ 1(ep) 2 4 BECEMY e

EQI((f + $D1)(2BM V 1)2
- .

_I_

where 77, is defined in Theorem 6.8.3 and E;, E are universal constants. Since the previous
bound holds simultaneously for all ¢ € clip(Sp/), we can use it for the random choice ¢t = spr.
This leads to

_ 1, E\K(2BM V1)?
(P~ Pa) (1 (6) = 1(t0) < ellr(6e) — 7l + PECEY D

n EQI((f + .fDI)(QBM V 1)2
n

3

with probability at least 1 — 3e=¢=%p’,
Condition (6.24) will be useful to relate the term involving the squared norm back to the
risk:

I* 2(lv o) = v()I* + v (s) = v (to)?)

<
< 4y (o) =y ()l
S 4HL(§D/,S).

Iv(5p) =7 (tp)

Thus with probability at least 1 — 3e=¢"%p,

E1K(2BM v 1)?

12 rD,vn

Eglﬁr(f + CCD/)(QBM V 1)2
- .

(P= P)(2() = 1(100)) < L Grss) + =

+

(6.28)

As in the proof of Theorem 6.6.1, Bernstein’s inequality yields that with probability
greater than 1 — e~¢,

\/ 26Var(y(tp) = 5(s) | 2BME
n 3n

(P—P)(v(tp) —v(s)) <

1 2BM K
< ghiw) -2+ (B +5) £

The definition of ¢ps implies

9BM K\ ¢
- K 3 2 ) n’

(P = F)(v(tp)) —7(s)) < iHv(f‘fb') — (9l + (— +
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Finally, condition (6.24) implies that with probability greater than 1 — e ¢,

(P= PG p) —2(0) < 72 + (25 + 5) £ (6.29)

n
Combining inequalities (6.29) and (6.28) in (6.27), yields that VK > ”7', VD" > 1, with
probability at least 1 — 4e=¢~%p,

E1K(2BM v 1)?
12

K(2BM v 1 ’
i K P +ap)

n

(P=P)(3(30) ~7(5)) < e LG, )+

where Wy = 20114. We now use an union bound to obtaln the previous inequality simulta-
neously for all D’ > 1 and apply it with D' = D: VK > %, with probability 1 — 4e~¢,

3 5K o~ EyK(2BM v 1)? K(@2BM vV 1)*(€&+ 5
(P—P)(v(5p5) —v(s)) < fL(SﬁaS)—I- 1K ( ! v 1)? rﬁn_l_wl {( )2(& D).

Hl

K

n
Plugging this inequality into equation (6.26) yields that VK > ’%,, with probability at least
1—4e ¢, ¥D > 1,

Lo E\K(2BM v 1)? K(@2BMV 1)+ 125)
- K L( ) + H’2 rﬁ,n + Wl n
+ Pn(P)/(SD) - 7(8)) + penn(D) - penn(D) :

with probability at least 1 — 4e=¢, VD > 1,

Choosing K' = I‘ 7 leads to: VK’ > 4,

L(§ﬁ7 ) < % (§A75) n 5E1](’(25M\/ 1) *ﬁ 5, K'k (QBM\;l)Q(f—FQ?ﬁ)
P (y(50) — 7()) + pen (D) — pen, (D).

Solving this inequality for K’ > 1 leads to:

K -1 FEy/K'(2BM v 1)? S5WhLK'k!'(2BM Vv 1)? A
K’ K D n
+ Pn(7(SD) - 7(5)) + penn(D) - penn(D) ’
By choosing zp = 2log(D + 1), condition (6.25) implies that, with probability greater
than 1 —4e~¢, VD > 1,

~! oM 2
L) < iy (PRI D 4 3 50) = 16+ pen, (D))
and
L) < oy (PRI D 4 o)~ 1(5) + 2en, (D))

Taking the infimum over D > 1 and integrating with respect to the sample entails:

_ K' , 20W, K'k!(2BM V 1)2
~ < _
BL(S5:9) < 1t (BLE (Bala(s0) = 7(6) + 2pen, (D)) + : ,
Finally,
~ K’ 20W K’ (2BM V 1)?
EL(Sp,5) € 75— (mf L(sp, s) + 2E[pen, (D))] + —* “(n ) ) .

This concludes the proof of Theorem 6.6.2 with C5(M, B) = 702256(2BM V 1)*A;(M, B)
and Cg(M, B) = 402256(2BM V 1)%. a
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6.6.3 Application to Classification.

As used all along the proofs, the clip function amounts to dealing with a complexity involving
a bounded class of functions since it amounts to working with a bounded loss . This is
explicit for the hinge loss 7j since for M > 1,

Yr(clipas(g), (X6, Y:)) = valg, (X5, Vo)) A (M +1).

This last truncation has already been considered in [Bou02a, Theorem 8.3] and [BM02, The-
orem 21] to obtain global risk bounds. Interestingly, this clipping has a clear interpretation
in terms of classification: clip(g) and ¢g have the same sign and thus lead to the same classi-
fication rule.

Proof of Theorem 6.2.1. It is a simple consequence of Theorem 6.6.2. The assumptions
of this result are met for the hinge loss considering B =1, S = L3(Q) and s = f*. Condition
(A?2) is satisfied only for M > 1 ( the constants are minimal for M = 1). The lemma below
ensures condition (6.24) with x = % > 1.

Lemma 6.6.3. Let f: X — [—1,1]. We suppose that |p(z) — %| > hg where p(z) = P[Y =
11X = z]. Then

(1) = (I < 7o Ln(F )

Proof of Lemma 6.6.3. [t is a simple consequence of the reasoning of Lemma 4 of [BBM04]
since a simple calculation shows that for f: X — [=1,1], ||f — f*II3 = [|[7a(f) — v(/%)|]3.
However, we provide a proof for the sake of completeness.

To begin with,

Lu(f, ") = /p(x)[(l—f(l‘))+—(1—f*(w))+]+(1—p($))[(1+f(f€))+—(1+f*(1‘))+] dP(z),

and

() = v (S)z = /p(w)[(l = J(@)+ = (1= F*(x))4]*
+(1=p@)[A+ f(2)4 = 1+ [7(2))+]* dP(2).

=1lie. p(z) > 3. Since —1 < f(z) <
f@)s =+ f ))]—(1—f(:v))2-lt

. We therefore obtain

Without loss of generality, we suppose that f*(z)

(Mﬂ—f(D+—ﬂ—fW))]441—()Mu?

(f(z)-1)? f(=z
)-

AMI'—‘

vields ST @I+ G—r@ 7@ =2 — 2o

p@)[(1 = f(2) ) + (A= pl)[(1+ f(2))y =2 _ 1
p@)[(1 = () )]+ (1= p)[(1+ f(z))+ =2 ~ ho’

~—

and the statement follows by integrating with respect to z. 0
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6.7 Appendix B: Uniform Deviation Bound.

We need to introduce the notion of sub-root function introduced in [BBMO03]. A function
%
increasing for r > 0. The key quantity associated to such function is its fixed point: indeed,
it can be shown that the fixed point equation ¥(r) = r has a unique positive solution (except
for the trivial case ¥ = 0). [BBMO03] has shown that this solution r* satisfies the following
property:

VU :[0,00) — [0,00) is sub-root if it is non-negative, non-decreasing and if r — is non-

r* <rif and only if W(r) <r. (6.30)

Let F be a set of functions. The following notation for the Rademacher average of F will
be useful in the proofs:

R, F = €
iggnzz Xi)

where (£;);=1.., are independent and identically distributed Rademacher variables (P[e; =
1] = Pley = —1] = 1/2). The notation E. means that the expectation is considered only with
respect to e: the variables Xy,..., X, are “fixed”.

The main results of the chapter rely on the following theorem of concentration. It is an
empirical version of Theorem 3 of [BBMO04]: using the work of [BBMO03], a control of the
empirically localized Rademacher average is the key to control the deviations of an empirical
process.

Theorem 6.7.1. Lel F be a star-shaped class of functions (i.e. star(F) = F) containing
0 and with values in [—b,b]. Let A be a real number. Suppose that there exists a sub-root
function ¢, such that

n

B, sup =3 e f(X) < dalr).

fEFPuf2<or T

Ak

Let #% be such that ¢, (i) = 2 where A’ = AV 1.

Then, there exist universal constants Fy and Fy such that V& > 0, K > A7/ with probability
at least 1 — 3e~¢, Vf e F

Kb'*? o K b’2
Y »+ Es 5

1
(P_Pn)(f)SKPfQ+E1

where b’ =bV %

Proof of Theorem 6.7.1. Since Var(f) < Pf?, Theorem 3 of [BBM04] states that if

Vr>r , E sup (P - FB)(f) <o(r),
FEFPF<r

AI

with ¢ a sub-root function and r* the unique solution of A’¢(r) = r then for all K > %,

with probability at least 1 —e~¢, V f € F

50K - (K 4 18b)¢

(P=P)() < =PI+ 2 ;
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Moreover, the symmetrization lemma yields

E sup (P—Pn)(f)§2ERn{f€]:7Pf2§r}
FEF,Pf2<r

Consequently, we are allowed to consider ¢(r) = 106ER,{f € F, Pf* <r}+ Hnﬂ Indeed,
Lemma 3.4 of [BBMO03] ensures that ¢ is a sub-root function since F is star-shaped.

We now control the fixed point r* following the path of Theorem 4.1 of [BBMO03]. The
concentration result for sub-additive functionals of [BLMO00] applied to Rademacher average
yields that with probability at least 1 — e~¢,

1152 20bb'
3 4 3

o(r) < QOb/EERn{f € F, Pf2 <ri+

and Corollary 2.2 of [BBMO03] implies that if
r>o(r),
then with probability at least 1 — 2e~¢,

1162 2060
3 n - 5'

o(r) < 200G, (1) +

Using the previous inequality with r = r* (r* > ¢(r*) since A’ > 1) and combining the
result with Lemma 3.7.2 with K = %, we obtain that with probability at least 1 — 2e~¢,

r* < %(201)’)%; +6A x 31628
n

Finally, we obtain Theorem 6.7.1 with £y = 30000 and F5 = 20112. U

6.8 Appendix C: Local Rademacher Complexity.

Let (T, d) be a metric space. The key quantity to control the involved Rademacher average
is the covering number N (e, T, d) of the set T. It is defined as the smallest number of balls
of radius € necessary to cover the space T'. We have:

Theorem 6.8.1 ([Dud99] and [Bou02a] ). For every class G and every Xy, -, X,

n

E. sup 1 Z&!](Xi) < %/000 Vieg N (u,G, Ly(P,))du .

n
geg =1

It is often convenient to work with the packing number M/(e, T, d): this is the largest
number of points of T" which are at distance at least € from each other. A classical result of
[KT61] states that, up to some constants, these two measures of the size of a metric space
are equivalent: precisely,

M(22,T,d) < N(e,T,d) < M(e, T, d) .

In order to control the covering number of the involved class of functions clip(Sp), we use

the following result which allows to upper-bound the packing number of a bounded-class of

function by using its Vapnik-Chervonenkis dimension. We recall that if A denotes a family of

subsets of X', V(A) =sup{n, sup |AN{zy,---,z,}| =2"}. To the reader not familiar
X

Ty, Tn€

with these notions of complexity, we refer to [GKKWO02] for a detailed survey.
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Theorem 6.8.2 (Theorem 9.4 of [GKKWO02]). Let G be a class of functions g : X —
[0, A] with V(GT) > 2. Let p > 1 and v be a probability measure on X. We consider ¢ such
that 0 < € < %. Then the following holds

2e AP 3e AP v(gT)
ME Gl < 3 (25106 250 )

P
where V(GT) is the VC-dimension of all subgraphs of functions of G:
Gt ={{(z,t) e Y xR; t < g(2)}; g € G} .
We now state the main result of this section.

Theorem 6.8.3. Let F = Fp(lo) = {(z,y) = v(t(z),y) — v(to(z),y),t € clipy,(Sp)} with
to € clipp(Sp). Let v be such that

Yy, y,v2, 17 (W, 1) — (W, 2)| < Blyr — el (6.31)

Then, ¥Yr > 0,

n

1

1 15 33(MB V 1)65 -

E. sup — & f(X)) < —=vD+1V2r,|log | ————— | = o(r),
festar(F), Py f2<2r n ZZ:; ( ) \/H V2r A 2MB ( )

Ak

and ¢ is a sub-root function. Moreover, if 77, s such that 05(1325 L) = ri—;" with &' > 1, then

D+1
Phn < KA (M, B)TJr (<1og %)+ + 1) . (6.32)

2
where A1 (M, B) = 450 (%) . In the particular case of M = B = 1, we can improve

the constant by taking A;(1,1) < 1487.

Proof of Theorem 6.8.3. To begin with, we control the covering numbers. As noticed in
[BBMO03], it is easy to see that we can construct an e-cover for star(F) using an $-cover for

2
F and an §-cover for the interval [0, 1], which implies

N (e, star(F), La(P,)) < (EW + 1) N (gf La(Pa)) - (6.33)
Moreover,
() < sy
< M (550 {t —to,t € clipyy (50)3, La(Py))

c .
- M (ﬁ’ {t+ M, t e ChpM(SD)},LQ(Pn)) 5

where the second inequality holds by using condition (6.31).
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Theorem 6.8.2 with A = 4M yields that for 0 < ¢ < 2M B,

128e M2 B? 192e M? B? )"<clipM(SD)+M)

M <%’ {t+ M,t € ClipM(SD)}7L2(Pn)) s 3 ( ol |

g2 g2

4V (clip s (Sp)+M
3(11MB€%) (clipps (Sp)+M)

e

where V(G) denotes the Vapnik-Chervonenkis dimension of the class of functions G. The last
inequality is obtained by using log(z) < 7.

Moreover, V (clipp; (Sp)+M) = V(clipp(Sp)) < V(Sp) < D+1, where the last inequality
is a consequence of Lemma 2.6.15 of [vdVW96].

Finally, gathering inequality (6.33) and the previous ones, we get for 0 < ¢ < 2M B,

1
log (2+2MB> +4(D+1)log (33M362>
& I3

33(MBV 1)e%)
- .

log N (g, star(F), La(P,))

IN

IN

5(D+1)log <

Gathering Theorem 6.8.1 applied to G = star(F) and the lemma below with b = 2M B,
p = 33(MBV 1)€% > 32MB\/e and = = /2r A (2M B) leads to the first inequality of
Theorem 6.8.3.

Lemma 6.8.4 (inspired by Lemma 2.4 of [Men02]). Let z, 0 <z < b and p > /eb:

/OI +/log (%)du < C(b)zy/log (%) ,

L . . .
Tlog(E)=1 4N increasing function of b.

with C' =
b

Proof. Let f(z) be the left hand side of the inequality and g(z) the right hand side. f'(z) =

log(£) and ¢'(z) = C'(b) (, [log & — 2\/110@). Consequently, f/(z) < ¢'(z) is equivalent to

2log £ < C(b) (2log 4 — 1) ie. C(b) > %. Noticing that f(0) = ¢(0), this concludes

the proof of Lemma 6.8.4. O

We easily check that ¢ is a sub-root function (it is increasing since u > by/€).
Due to property (6.30), the bound (6.32) on 7}, proposed in Theorem 6.8.3 is equivalent to

k' (H/QAl(M, B)? (<log %)+ n 1)) < WAL (M, B)? (<log %)+ + 1) (6.34)

Since k' > 1,
. D+1 n
! 12
Hé(/{ A1(M, B) - (<log D>++1))

<1521 Ao E) ((mgﬁ) +1) og(—_BMBVIVE
" D7+ (2MB) A /22 0LBYD+D)
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2
If Ay(M,B) > <w> , log(w) < (log %)-I- + 1 (It is clear for n < D and

Ve AL (D+1)

use /2XL > L for n > D).
n n

2
Thus, if A1(M, B) > <%) then

w(m’?Al(M B)D;rl ((log %)++ 1))

D+1 n \/ 33(MBV 1)/e
157"~ /24,(M, B) | (log — 1) 4/log 022 IVE
L 1(M, )((OgD)++) ® T OMB

Finally, provided that A;(M,B) > 450log w, we obtain inequality (6.34). This
concludes the proof of Theorem 6.8.3. (|

6.9 Appendix D: Proof of Inequality (6.11).

In this proof, with some abuse of notations, we denote
{0;(x)};>1 = {1, V2sin(2rz), V2 cos(2rz), - -+, V2sin(27jx), V2 cos(2mjz), - - },

the orthonormal trigonometric basis of Ly ([0, 1]).

Let f* € Fy and of = (f*, )1, (p)

2
inf (d(g, /) + Aullgllh) = inf | o A0 Y5

i>1
where i, = Z(ai —af)2. The infimum is reached at
i>1
o apAi
o = —" -
! AZ -I— QAHHOAO ’
and
af A g0 S|
a® = 2 v er= > _ >§<2 .
K Z(z\ﬁmnuao) 25 2«
1>1 121,20 <2An pgo

4y
Using A\; ~ 7727, A, ~ n” 270 and the definition of 7, yields:
20-1 22-1
Hao > Cn 4v+2 ,Ma;h
Solving this inequality for 2o — 1 < 4+ entails
—4(2a—1)y

HOAO Z Cn(4v+2)(47—2a+1) ,

and finally

—4(2a—1)y

4_;
inf  inf A > 2v+1)(4v—2a+1) |
nf inf (llg = f*ll2+ Anllgll3) > en?

This concludes the proof of Inequality (6.11). O
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6.10 Appendix E: Eigenfunctions in the Gaussian case.

We use the following normalization for the Hermite polynomials: H,, is an orthogonal sys-
$2

tem of Ly(e™") fe. €2~V = H,(z)2:. In this case, if f,(z) = H,(z)e" 2 then

<fn,fm>L2(R) = Op,m/T2"n!.

Theorem 6.10.1 ([ZWRM98] and [WS00]). Let du(z) = —=e=2*"dz and Ty be the

Vam
integral operator associated with the gaussian kernel k(z,y) = e~b@=9)*
Ty: Ly(p) — La(p)

S = Jr (@) du(e)

An explicit orthonormal basis of Ly(p) of eigenvectors of Ty associated to X; = ‘/ﬁ (%)j_l
is given by:
(4]))%6_(27_&)302 Hij_y (v2px)

(271 - 1)))?
where p=+/a?+2aband A=a+b+pandj> 1.
Proof. Since the Hermite polynomials are an orthogonal system of L2(€_$2), a simple calcu-
lation shows that (¥;);> is an orthogonal family of functions of Ly(e=227"). Moreover, since
H,, is a polynomial function of degree n, a classical result of analysis implies that (¥;);>; is

an orthonormal basis of Ly(p).
It can be proved by using equation 7.374.8 of [GR&0] that:

/Re—@—WHn (0z) dz = /7 (1 — a®)™/2H, (L) . (6.35)

(1—a?)1/?

V(z) =

1
Let C; = ﬁ. We have:

where equality (6.35) is used in the last equality. We get:

‘ - 1 b—I—a—p (j—l)/Q y
ns) = = (PHE)T T ).

1/2
Since (HGT_p) = %, this concludes the proof of Theorem 6.10.1. O
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Chapter 7

Perspectives and Open Problems

Each topic tackled in this thesis raises new questions in several directions. To begin with,
no lower bound is provided. It would warrant the relevance of the quantities involved in the
upper bounds. The minmax approach commonly used in statistics is a way to express such
lower bounds. Next, the concentration of eigenvalues of the kernel matrix around those of
the kernel operator is proved in chapter 3 for the sums of largest and smallest eigenvalues. It
is only natural to study how each eigenvalue concentrates. Finally, we are hopeful that the
finite dimensional regularization, exploited for binary supervised classification in chapters 5
and 6, will be efficient in other frameworks.

7.1 Concentration of the Single Eigenvalues and Minmax Ap-
proach for KPCA.

This section proposes open problems related to the first part of this thesis.

e [STWCKO5] provides concentration inequalities for the single eigenvalues of the kernel
matrix. However, they are coarse since they do not depend on the eigenvalue itself.
Moreover, they imply slow convergence rates. We plan to get more accurate bounds
depending on the eigenvalue itself and corresponding to fast convergence rates.

e Chapter 3 provides upper bounds concerning the reconstruction error of KPCA. How-
ever, their optimality has not been studied. It seems natural to do it by providing an
adapted minmax framework.

7.2 Finite Dimensional Projection.

We now provide open problems for classification and varied feasible use of the finite dimen-
sional regularization principle for some learning tasks.

e The approximation error has been studied recently to provide rates of convergence for
SVM (see [SS03] and [VV05]). We plan to get rates of convergence for KPM. The first
step is to study the eigenfunctions of the kernel operator: this can be done by working
on the links between differential and kernel operators.

e Optimality properties of these rates could be obtained with a minmax point of view.
However, it is arduous to define a minmax framework for classification adapted to SVM
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and finite dimensional projection. Indeed, the convexification of the risk allows to work
with models composed of smooth functions whereas the target (the Bayes classifier) is
not smooth. Minmax results would get comparisons between different algorithms. For
example, it would allow to compare the qualities of the ellipsoids involved in the SVM
with the finite dimensional vector spaces.

Tikhonov’s and finite dimensional regularization can be combined by considering balls of
the RKHS intersected with vector spaces as models. The minimization of the empirical
risk over these models leads to an algorithm using a mixed strategy of regularization.
Theorem 4.5.1 provides a first step of the analyze of such a regularization procedure
since it ensures a complexity control of the involved random models. This idea deserves
to be further investigated.

As explained in appendix B of chapter 5, the finite dimensional regularization allows
to take into account informations given by unlabeled data. Consequently, we plan to
carry out experiments on some data sets and to undertake theoretical studies about
semi-supervised learning.
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Résumé. La these se place dans le cadre de "apprentissage statistique. Elle apporte des
contributions & la communauté du machine learning en utilisant des techniques de statistiques
modernes basées sur des avancées dans I’étude des processus empiriques. Dans une premiere
partie, les propriétés statistiques de I’analyse en composantes principales a noyau (KPCA)
sont explorées. Le comportement de 'erreur de reconstruction est étudié avec un point de
vue non-asymptotique et des inégalités de concentration des valeurs propres de la matrice
de Gram sont données. Tous ces résultats impliquent des vitesses de convergence rapides.
Des propriétés non-asymptotiques concernant les espaces propres de la KPCA eux-mémes
sont également proposées. Dans une deuxiéme partie, un nouvel algorithme de classification
a été congu : la Kernel Projection Machine (KPM). Tout en s’inspirant des Support Vector
Machines (SVM), il met en lumiére que la sélection d’un espace vectoriel par une méthode
de réduction de la dimension telle que la KPCA régularise convenablement. Le choix de
I’espace vectoriel utilisé par la KPM est guidé par des études statistiques de sélection de
modele par minimisation pénalisée de la perte empirique. Ce principe de régularisation est
étroitement relié & la projection fini-dimensionnelle étudiée dans les travaux statistiques de
Birgé et Massart. Les performances de la KPM et de la SVM sont ensuite comparées sur
différents jeux de données. Chaque theme abordé dans cette these souleve de nouvelles
questions d’ordre théorique et pratique.

Mots-clés. Apprentissage statistique, inégalité de concentration, processus empirique,
minimisation empirique du risque, classification, réduction de dimension, régularisation, Sup-
port Vector Machines (SVM), sélection de modele, inégalité oracle, vitesse rapide.

Summary. This thesis takes place within the framework of statistical learning. It brings
contributions to the machine learning community using modern statistical techniques based
on progress in the study of empirical processes. The first part investigates the statistical prop-
erties of Kernel Principal Component Analysis (KPCA). The behavior of the reconstruction
error is studied with a non-asymptotic point of view and concentration inequalities of the
eigenvalues of the kernel matrix are provided. All these results correspond to fast conver-
gence rates. Non-asymptotic results concerning the eigenspaces of KPCA themselves are also
provided. A new algorithm of classification has been designed in the second part: the Kernel
Projection Machine (KPM). It is inspired by the Support Vector Machines (SVM). Besides,
it highlights that the selection of a vector space by a dimensionality reduction method such as
KPCA regularizes suitably. The choice of the vector space involved in the KPM is guided by
statistical studies of model selection using the penalized minimization of the empirical loss.
This regularization procedure is intimately connected with the finite dimensional projections
studied in the statistical work of Birgé and Massart. The performances of KPM and SVM
are then compared on some data sets. Each topic tackled in this thesis raises new questions.

Keywords. Statistical learning, concentration inequality, empirical process, empirical
risk minimization, classification, dimensionality reduction, regularization, Support Vector
Machines (SVM), model selection, oracle inequality, fast rate.
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