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d’avoir rempli (dans les délais !) la charge de rapporteurs de thèse.
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On considère une variété M de dimension n, de classe C∞ munie d’un
champ de formes bilinéaires symétriques définies positives g. On dit alors que
(M, g) est une variété Riemannienne munie de la métrique g.

Considérons pour p ∈ N et q ∈ N le fibré des tenseurs covariants de rang p
et contravariants de rang q noté T qp . Riemann a montré qu’étant donnée une
métrique g sur M , on peut lui associer un tenseur Riem(g) ∈ T 1

3 défini en
coordonnées locales (x1, ..., xn) par (on utilise la convention de sommation) :

Riem(g) = Rq
jlk

∂

∂xq
⊗ dxj ⊗ dxl ⊗ dxk,

où
Rq
jlk = ∂lΓ

q
jk − ∂kΓ

q
jl + ΓpjkΓ

q
pl − ΓpjlΓ

q
pk,

Γkij =
1

2
gks(∂igsj + ∂jgis − ∂sgij)

et où gks dénote la matrice inverse de gij.
On considère ensuite d’autres tenseurs qui en découlent :

Sect(g) = giqR
q
jlkdx

i ⊗ dxj ⊗ dxl ⊗ dxk
=: Sijlkdx

i ⊗ dxj ⊗ dxl ⊗ dxk,

le tenseur de courbure sectionnelle dans T4,

Ricci(g) = Rq
jqkdx

j ⊗ dxk =: Rjkdx
j ⊗ dxk,

le tenseur de courbure de Ricci dans S2 (sous-espace de T2 des tenseurs
symétriques), et

Scal(g) = gijRij,

la courbure scalaire, qui est une fonction sur M . Ces tenseurs ont certaines
propriétés algébriques (cf. Ch. 2, section 1), notamment, il suffit de connâıtre
les Sijij et les gij pour retrouver algébriquement toutes les courbures, Sect(g),
Riem(g), Ricci(g) et Scal(g).

Cartan a montré que deux variétés Riemanniennes, ayant localement “la
même” (cf. Ch. 2, section 1) courbure sectionnelle, sont localement isométriques
(Riemann l’avait montré pour le cas localement euclidien, de courbure nulle).
Une question naturelle se pose alors : si l’on impose une courbure, existe-il
une métrique réalisant cette courbure ? C’est aussi une question importante
en relation avec les équations d’Einstein de la relativité générale.

Des résultats d’existence et d’obstruction ont été donnés par plusieurs
auteurs.

7



1.1 Prescription de la courbure de Ricci

DeTurck [DT1] a tout d’abord montré le résultat local suivant :

Théorème 1 ([DT1]) Si R est dans S2, de classe Cm,α
loc (resp. C∞, analy-

tique) au voisinage d’un point p de M (de dimension n ≥ 3) et si R−1(p)
existe, alors il existe une métrique Riemannienne g de classe Cm,α

loc (resp.
C∞, analytique) telle que Ricci(g) = R dans un voisinage de p.

Kamberov [K] a montré un résultat similaire sous une condition (due à
DeTurck) moins restrictive que l’inversibilité de R en p moyennant l’adoption
d’un cadre analytique local. Sa condition est alors nécessaire et suffisante.

Passons aux résultats globaux toujours pour l’équation de Ricci.
DeTurck [DT2] a traité le cas très particulier de la dimension 2, pour les

surfaces compactes. Il obtient une condition nécessaire et suffisante faisant
intervenir la caractéristique d’Euler-Poincaré :

Théorème 2 ([DT2]) Soit M une variété compacte de dimension 2 (sans
bord) et soit R ∈ S2 satisfaisant la condition nécessaire R = kγ avec k
fonction sur M et γ une métrique. Alors R est le tenseur de Ricci d’une
métrique sur M si et seulement si

∫
M
kdVγ = 2πχ(M).

Hamilton [H] a traité le cas de la sphère unité de Rn+1 (avec n > 2) en
prouvant un résultat d’inversion locale au voisinage de la métrique standard :

Théorème 3 ([H]) Soit Sn la sphère de dimension n munie de la métrique
standard g0, de sorte que R0 := Ricci(g0) = (n − 1)g0. Alors l’image d’un
voisinage de g0 par l’application de Ricci est une sous-variété de codimension
1 dans un voisinage de R0. Pour tout R voisin de R0, il existe une unique
constante c telle que l’on puisse résoudre l’équation Ricci(g) = cR pour g
voisin de g0, et un tel g est unique dans le voisinage de g0 si on normalise le
volume V (g) = V (g0).

Enfin, on a aussi ajouté de la structure sur la variété, en supposant M
(dim M = 2m) compacte munie d’un atlas holomorphe et la métrique g
Kählérienne. Les composantes de g dans un carte holomorphe (z1, ...., zm)
vérifient : pour tout µ, ν dans {1, ...m},

gν µ = gν µ = 0 et gν µ = gµ ν = gµ ν ,

et la 2-forme de Kähler

ω =
i

2π
gλ µdz

λ ∧ dzµ

8



est fermée dω = 0. Dans ce cas, les composantes du tenseur de Ricci prennent
une forme simple :

Rν µ = Rν µ = 0 et Rν µ = −∂ν µ ln |g|,

où |g| est le déterminant  g11 · · · g1m
...

...
gm1 · · · gmm

 .
On considère alors la forme de Ricci

Ψ =
i

2π
Rλ µdz

λ ∧ dzµ,

qui est fermée. Elle définit donc une classe de cohomologie qui est la première
classe de Chern :C1(M). La conjecture de Calabi, démontrée par Yau [Ya]
affirme que

Théorème 4 ([Ya]) Tout représentant de C1(M) est la forme de Ricci d’une
métrique Kählérienne (dont la forme de Kähler est cohomologue à ω, celle
de g).

Ce type de résultats a été aussi traité [De] sur des variétés Kählériennes
complètes non compactes.

Résultat complémentaire de celui de Hamilton sur la sphère (cf. supra),
nous avons d’abord visé le théorème suivant concernant la prescription de la
courbure de Ricci sur l’espace hyperbolique (des énoncés précis figurent dans
le Ch. 4)

Théorème 5 (section 4.4) Sur la boule unité de Rn, on considère la métrique
hyperbolique standard H0 dont la courbure de Ricci vaut : R0 = −(n− 1)H0

(c’est une métrique d’Einstein). Alors, au moins si n ≥ 10, pour tout tenseur
R suffisamment proche de R0 sur la boule, il existe une métrique unique H
(dépendant continûment de R) proche de H0, dont la courbure de Ricci vaut
R.

Ce résultat découle d’un argument d’inversion locale. On travaille dans des
espaces de fonctions ou de tenseurs dont les composantes et leurs dérivées
se comportent comme des puissances de la distance (euclidienne) au bord,
notons-la ρ (exemple : H0 = ρ−2E où E est la métrique euclidienne).
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Ce théorème est démontré pour des métriques H asymptotiques à H0 à
l’infini : H −H0 = O(ρs−2) avec s > 0.

L’équation de Ricci est un système différentiel quasilinéaire du second
ordre en la métrique. Les opérateurs utilisés dans notre contexte sont tota-
lement caractéristiques(chaque dérivation est compensée par une multiplica-
tion par ρ ce qui a pour effet de conserver le même poids s ).

Nous avons ensuite essayé d’améliorer ce théorème par une méthode per-
mettant de déformer “l’ infinité conforme” (qui par exemple est E, pour H0).
Enfin, nous avons démontré un théorème analogue pour le tenseur de Ricci
contravariant, en dimension n ≥ 2.

Corollairement à notre premier résultat, nous avons obtenu un scindage
du sous-fibré des tenseurs de type 4-tenseur de Riemann, au voisinage de
celui de la métrique hyperbolique H0. Ce scindage nous a permis de donner,
dans le cadre C∞, le théorème suivant

Théorème 6 (section 4.5.6) L’image de H −→ Riem(H) au voisinage de
H0 est une sous-variété, graphe d’une application (pour le scindage précédent)
lisse.

Il existe aussi des résultats d’obstruction sur la courbure de Ricci [DK],
[Ba], [H], dans le cadre de la courbure positive. De notre côté, nous obtenons
l’obstruction suivante :

Théorème 7 (section 4.9) Si R − R0 = µρsH0, où µ 6= 0 est un réel assez
petit et s est plus grand que n − 1 (notons que R − R0 = O(ρs−2)), alors il
n’existe pas de métrique H vérifiant H − H0 = O(ρs−2), voisine de H0, qui
admette R pour tenseur de Ricci.

Enfin, en dimension deux, où l’équation de Ricci est linéaire, nous obte-
nons des résultats d’existence et d’obstruction (cf. section 4.7).
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1.2 Prescription de la courbure scalaire conforme

Sur les variétés Riemanniennes, on dispose de beaucoup de résultats
concernant la courbure scalaire conforme (voir e.g. [AB] et ses références). On
cherche dans ce cas à prescrire la courbure scalaire en restant dans la classe
conforme de la métrique g. Autrement dit, on veut trouver une métrique de la
forme g̃ = fg (où f est une fonction strictement positive) ayant sa courbure
scalaire prescrite. Lorsque n ≥ 3, S dénotant la courbure scalaire de (M, g),

la métrique conforme g̃ = u
4

n−2 g (où u > 0 est une fonction réelle sur M) a

une courbure scalaire S̃ donnée par :

4(n− 1)

n− 2
4gu+ S̃u

n+2
n−2 = Su. (∗)

Nous nous intéressons ici au cas de la courbure scalaire négative. Donnons
tout d’abord quelques résultats récents :

Théorème 8 ([AM]) Soit (M, g) une variété Riemannienne connexe complète
de dimension n ≥ 3 avec une courbure sectionnelle S encadrée par deux

constantes −A2 < S < −B2 < 0, où A et B vérifient 1 ≤ A2B−2 < (n−1)2

n(n−2)
.

Soit S̃ une fonction Höldérienne continue sur M telle que −a2 ≤ S̃ ≤ −b2 <
0 sur M\M0, où M0 est un compact et a ≥ b > 0 sont des constantes. Alors
il existe ε > 0 pour lequel l’équation (∗) admet une solution de classe C2

loc

encadrée par deux constantes positives pourvu que S̃ ≤ ε. Si S̃ ≤ 0 alors la
solution est unique.

Théorème 9 ([CCY]) Soit B la boule unité ouverte de Rn munie de la

métrique hyperbolique g = H0 (donc ici S ≡ −n(n− 1)). Soit S̃ une fonction

Höldérienne continue sur B telle que S̃ ≤ −b2 < 0 sur B\K, où K est un

compact de B. Soient Ω = {x ∈ B : S̃ < 0} et Ω1 la composante connexe
de Ω telle que B\Ω1 soit compacte dans B. Soit

S̃λ =

{
S̃ si x ∈ B\Ω1

λS̃ si x ∈ Ω1

,

et
4(n− 1)

n− 2
4gu+ S̃λu

n+2
n−2 = −n(n− 1)u. (∗λ)

Alors il existe une constante λ∗ dépendant de S̃, telle que (∗λ) a une solution
de classe C2

loc encadrée par deux constantes positives pour tout λ > λ∗ et (∗λ)
n’a pas de solution encadrée par deux constantes positives pour tout λ < λ∗.
Si B = Ω1 alors λ∗ = 0. Si S̃ ≤ 0 et S̃(x) 6≡ 0 pour x ∈ B\Ω1, alors λ∗ > 0.

11



Théorème 10 ([LTY]) Considérons l’espace hyperbolique Hn(−1) (donc ici
S ≡ −n(n − 1)). Notons r la fonction distance à un point fixe. Soit a ≥ e
un réel, considérons les suites de fonctions {an}n≥1 et {bn}n≥1 définies pour
t ≥ 0 par

a1(t) = ln(a+ t)
am+1(t) = ln[a+ am(t)]
bm(t) = ea1(t)+...+am(t).

Soit S̃ une fonction négative continue sur Hn(−1). Supposons que S̃ vérifie

S̃ ≥ −Ca−βm (r(x))b−1
m (r(x))e2r(x)

près de l’infini pour des constantes C, β > 1 et un entier naturel m. Alors
l’équation (∗) a une sous-solution positive lisse sur Hn(−1). Plus précisément,
la fonction u définie par

u(x) = δ coshα[εr(x)][a+ am(t)]β1

est une sous-solution pour δ > 0 assez petit, où β1 = (β−1)(n−2)
4

> 0, t =
θ ln cosh[εr(x)], α = 2−n

2
ε−1, et avec θ > 0 et ε > 0 bien choisis.

De plus, si S̃ est essentiellement négative sur Hn(−1), alors l’équation
(∗) a une solution positive maximale, de classe C2

loc qui est minorée par la
sous-solution précédente.

Par contre, si S̃ (toujours négative) vérifie

S̃ ≤ −Ca−1
m (r(x))b−1

m (r(x))e2r(x)

près de l’infini pour une constante C et un entier naturel m, alors l’équation
(∗) n’a pas de solution (ni de sous-solution) positive C2

loc sur Hn(−1).

Théorème 11 ([RRV1]) Soit (M, g) une variété Riemannienne complète
non compacte. Notons r la fonction distance à un point fixe p. Supposons
que pour des constantes c, R > 0, 0 ≤ β < 1 on ait

−c2[r(x) ln r(x)]2 ≤ [r(x)]βS̃(x) < 0 lorsque r(x) ≥ R.

Supposons de plus que

i)Ricci(g) ≥ −(n− 1)B2 sur M ;
ii)Riem(g) ≤ −A2 sur BR(p) ;
iii)S(x) ≤ −n(n− 1)T 2[1 + r(x)]−β sur M (0 < T ≤ B)

pour des constantes 0 < A ≤ B vérifiant

B2 < [1 +
1

n(n− 2)
]A2[coth(AR)]2.

12



Alors il existe η > 0 tel que, si S̃(x) ≤ η sur M , l’équation (∗) admet une
solution positive u telle que g̃ soit une métrique Riemannienne complète.

Nous obtenons dans cette thèse le résultat d’existence et d’unicité suivant
(l’énoncé précis est donné plus loin)

Théorème 12 (section 3.3.2) Sur la boule unité de Rn, soit la métrique
hyperbolique standard H0 dont la courbure scalaire vaut : S0 = −(n − 1)n .
Alors pour toute fonction S suffisamment proche de S0 sur la boule, il existe
une métrique unique H (dépendant continûment de S) conforme à H0 et
proche de H0, dont la courbure scalaire vaut S.

Ce résultat est obtenu par étapes : d’abord un simple résultat d’inversion
locale ; ensuite, plus globalement, par une méthode de sur et sous-solutions.

Tout comme pour le théorème concernant la courbure de Ricci, on tra-
vaille dans des espaces de fonctions qui se comportent comme des puissances
de la distance euclidienne au bord (notée ρ) ainsi que leurs dérivées. La
précision sur le comportement des dérivées est nouvelle par rapport aux
résultats antérieurs cités plus haut, elle permet entre autre de comparer ce
théorème avec le théorème 13 (cf. infra).

Le théorème est démontré pour des fonctions vérifiant S − S0 = O(ρs),
avec 0 ≤ s < n, les métriques trouvées sont du type H = (1 + v)H0, où
v > −1 est une fonction vérifiant v = O(ρs) (unicité lorsque s > 0). En
outre, le comportement des dérivées kièmes des fonctions S ou v considérées
est O(ρs−k). Nous avons récemment pris connaissance de résultats compa-
rables obtenus dans [CA] (proposition 7.3.1 combinée avec le lemme 4.1.4)
pour l’équation de Lichnérowicz, dont (*) est un cas particulier, équation qui
intervient dans le problème des contraintes en relativité générale.

D’autre part, il y a aussi des résultats d’obstruction, l’un d’entre eux
est dû à Min-Oo [MO1][MO2] pour des métriques qui ne sont pas forcément
conformes :

Théorème 13 Une variété spinorielle fortement asymptotiquement hyper-
bolique de dimension n ≥ 3 , dont la courbure scalaire vérifie S ≥ −n(n−1),
est isométrique à l’espace hyperbolique.

La condition d’asymptoticité hyperbolique forte se traduit pour nous par
des métriques vérifiant H − H0 = O(ρs−2) et ∂(H − H0) = O(ρs−3), avec
s > n. Ainsi ces théorèmes se complètent exactement autour du poids s = n.
Notons par ailleurs que le résultat de [LTY] donné précédemment nous donne
une obstruction (cf. corollaire 7, section 3.3.2) lorsque s ≤ −2.

Nous avons aussi le théorème d’obstruction suivant
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Théorème 14 (section 3.5) En dimension n ≥ 6, soit

s2 =
1

2
[n− 1 +

√
(n− 1)2 +

2n(3n− 2)

(n− 2)
] ∈]n, n+ 1[.

S’il existe ε > 0 tel que S − S0 ≥ ερs, où s > s2 est un réel, alors il n’existe
pas de métrique conforme H vérifiant H−H0 = O(ρs−2) et admettant S pour
courbure scalaire.

Ce résultat est moins fort que celui de [MO1][MO2] puisque l’on reste
dans la classe conforme, par contre, nous n’imposons aucune condition de
comportement à l’infini sur le gradient du facteur conforme (Min-Oo a besoin
d’une condition de type Sobolev H1

1 ).

1.3 Plan de la thèse

Au cours de cette thèse, nous verrons dans un premier temps (Ch. 2) des
rappels de géométrie Riemannienne (Ch.2, section 1, le lecteur averti peut
passer directement à la section 2), ainsi que des outils d’analyse appropriés
à nos problèmes (Ch. 2, section 2). Ensuite nous présentons les résultats
concernant la courbure scalaire conforme (Ch. 3), puis ceux concernant la
courbure de Ricci (Ch. 4). Enfin nous traçons une esquisse de projets post-
doctoraux motivés par la thèse (Ch. 5).
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2.1 Courbure Riemannienne

(quelques rappels)

Dans cette section on rappelle, pour le lecteur non spécialiste, quelques
bases de géométrie Riemannienne locale. Le thème-directeur est le suivant :
un champ de produits scalaires euclidiens défini sur un ouvert de Rn est
caractérisé par un invariant local, sa courbure Riemannienne. On ira du
théorème de Riemann (courbure nulle, forme normale euclidienne) au théorème
de Cartan (cas général). Chemin faisant on procèdera à la construction
de coordonnées normales géodésiques, et on liera le comportement local de
géodésiques voisines à la courbure. Enfin nous nous intéresserons plus parti-
culièrement à l’application exponentielle sur les variétés à courbure négative.

2.1.1 Métriques Riemanniennes

Soit Ω un ouvert de Rn. Une métrique Riemannienne sur Ω est un champ
lisse de produits scalaires euclidiens.

A tout point x ∈ Ω on associe donc une forme bilinéaire symétrique définie
positive g(x), qui agit sur les vecteurs tangents en x à Ω, de telle sorte que
pour tout couple (U, V ) de champs de vecteurs lisses sur Ω, la fonction

x ∈ Ω −→ g(x)(Ux, Vx) ∈ R

soit lisse. En pratique, on écrit g dans un système de coordonnées (x1, ..., xn)
sur Ω, comme un champ de matrices symétriques définies positives :

(x1, ..., xn) −→ [gij(x
1, ..., xn)], 1 ≤ i, j ≤ n.

Un changement de coordonnées x = Ψ(x′) transforme l’expression de la
métrique de la manière suivante

g′ij(x
′) =

∂Ψk

∂x′i
(x′)

∂Ψl

∂x′j
(x′)gkl[Ψ(x′)]

(en convenant désormais de sommer sur les indices muets répétés).
Riemann considère une métrique g sur Ω et cherche à quelle condition il

existe un changement de coordonnées x = Ψ(x′) dans lequel la métrique ait
la “forme normale” euclidienne

g′ij(x
′) = δij.

Il bute sur une obstruction, qui est la courbure.
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2.1.2 Courbure Riemannienne

Riemann cherche tout d’abord une condition nécessaire (Spivak T.II 4D-
4 ; 4D-19). Notons ϕ l’inverse de Ψ ; ϕ vérifie∑

α

∂ϕα

∂xi
(x)

∂ϕα

∂xj
(x) = gij(x).

Définissons les symboles de Christoffel :

Γkij(x) =
1

2
gks(x)[∂igsj(x) + ∂jgsi(x)− ∂sgij(x)], (∗)

où [gij(x)] désigne la matrice inverse de [gij(x)]. En manipulant l’équation
(∗), on obtient

∂(∂ϕ
r

∂xj
)

∂xk
= Γqjk

∂ϕr

∂xq
.

Notons alors

α = (
∂ϕr

∂x1
, ...,

∂ϕr

∂xn
) : Rn −→ R

n.

On a
∂α

∂xk
(x) = fk(x, α(x)),

où
f jk(y, z) = Γqjk(y)zq.

Cette équation en α possède une solution si et seulement si

Rq
jlkz

q = 0,

où

Rq
jlk =

∂Γqjk
∂xl
−
∂Γqjl
∂xk

+ ΓpjkΓ
q
pl − ΓpjlΓ

q
pk,

ceci pour tout z = (z1, ...zn) ∈ Rn. Ainsi

Rq
jlk = 0

est une condition nécessaire. Cette condition est aussi suffisante : pour le
démontrer on considère une base (V1, ...Vn) de Rn orthonormée pour g(0),
on note αp la solution, obtenue en posant une suite de problèmes de Cauchy
(indexée par k = 1, ..., n), qui vérifie :{

∂αj

∂xk
= Γqjkα

q

α(0) = Vp
.

On montre que αp = dϕp pour un certain ϕp : Rn −→ R, enfin, on montre
que x′ = ϕ(x) où ϕ = (ϕ1, ..., ϕn), est un changement de coordonnées qui
répond à la question, quitte à restreindre Ω. Riemann montre ensuite le
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Théorème 15 Soit Ψ : Ω′ −→ Ω un difféomorphisme, notons ϕ son inverse.
Notons R′αβγδ la quantité précédente sur Ω′. On a alors

R′
α
βγδ(x

′) = Ri
jkl(Ψ(x′))

∂Ψj

∂x′β
(x′)

∂Ψk

∂x′γ
(x′)

∂Ψl

∂x′δ
(x′)

∂ϕα

∂xi
(Ψ(x′)).

Autrement dit, le champ

(x1, ..., xn) −→ Ri
jkl(x)

est un champ de tenseurs. On appelle ce champ de tenseurs la courbure
Riemannienne de la métrique g. On note

R(U, V )W

le champ de vecteurs Z de composantes

Zp = Rp
ijkU

jV kW i.

Remarque : A partir de g et de sa courbure Riemannienne, on définit
d’autres tenseurs,

celui de la courbure sectionnelle :

Sijkl := gipR
p
jkl,

celui de la courbure de Ricci :

Rij := Rp
ipj,

enfin, la courbure scalaire :
S = gijRij.

Ces quantités possèdent les propriétés algébriques suivantes

Sikjl = −Skijl = −Siklj = Sjlik,

Sijkl + Siljk + Siklj = 0,

Rij = Rji.

Remarquons que

S(x)(X, Y, Z, T ) = g(x)(X,R(x)(Z, T )Y ).
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2.1.3 Coordonnées géodésiques

On définit la longueur d’une courbe C : [a, b] −→ Ω de classe C1, par :

L(C) :=

∫ b

a

√
gij(C(t))

dCi

dt
(t)
dCj

dt
(t)dt.

On montre que cette définition est invariante par changement de coordonnées
et indépendante du paramétrage de la courbe. On définit alors une topologie
sur Ω : pour tout couple x, y de Ω, on définit la distance de x à y par :

d(x, y) := inf L(C),

où l’inf est pris sur toutes les courbes C1 de x à y dans Ω. On peut montrer que
cette topologie est équivalente à celle de Rn. Etudions les courbes réalisant
le minimum. Si C est une courbe C2([a, b],Ω) telle que

∀t ∈ [a, b], ||C ′(t)|| :=
√
gij(C(t))

dCi

dt
(t)
dCj

dt
(t) 6= 0,

quitte à changer de paramétrage t→ s, on peut supposer que a = 0 ( b = τ)
et ||C ′(s)|| = 1 pour tout s dans [0, τ ]. On montre alors que si C réalise le
minimum de x = C(0) à y = C(τ), alors C vérifie l’équation

d2Cp

ds2
+ Γpjk(C)

dCk

ds

dCj

ds
= 0, ∀p ∈ {1, ..., n} (E)

qui est invariante par changement de coordonnées. On dira qu’une courbe
vérifiant (E) est une géodésique. En notant V (s) = dC

ds
(s), l’équation (E)

s’écrit

∀p ∈ {1, ..., n},


dV p

ds
= −Γpjk(C)V kV j

dCp

ds
= V p

.

D’après le théorème de Cauchy, à C(0) = x et V (0) = v donnés, il existe une
unique solution locale définie sur [−ε, ε], où ε peut être choisi continu en x et
v. On note γv(t) la courbe solution (la géodésique passant par x à la vitesse
v au temp t = 0). Remarquons que par la forme de (E), si t > 0 est fixé, la
courbe γv(t.) définie sur [− ε

t
, ε
t
] vérifie

γtv(s) = γv(ts).

On définit l’application exponentielle : pour x ∈ Ω et tout v ∈ TxΩ = Rn,

expx(v) = γv(1),
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si 1 appartient au domaine de définition de γv. Par continuité des bornes de
définitions de γv et par compacité de Sn−1, on montre que expx est définie
sur un voisinage de zéro. De plus on montre que sa différentielle en 0 est

Dexpx(0) = Id.

Ainsi, par le théorème d’inversion locale, expx(.) est un difféomorphisme lo-
cal. Ce difféomorphisme nous donne un nouveau système de coordonnées, ap-
pelé coordonnées géodésiques en x. On montre qu’en coordonnées géodésiques
(x′1, ..., x′n) la métrique g s’écrit

g′ij(x
′) = δij + ∂k∂lg

′
ij(0)x′

k
x′
l
+ o(|x′|2).

Notons que des coordonnées dans lesquelles g est osculatrice à la métrique
euclidienne s’appellent coordonnées normales.

2.1.4 Transport parallèle et champs de Jacobi

Pour C : [a, b] −→ Ω une courbe C2, on voudrait construire pour tout
t ∈ [a, b] une isométrie I(t) de TC(a)Ω = R

n à TC(t)Ω = R
n. En particulier,

on veut que pour tout V ∈ TC(a)Ω,

t ∈ [a, b] 7−→ V (t) = I(t)V ∈ TC(t)Ω = Rn,

vérifie

||V (t)|| =
√
gij(C(t))V i(t)V j(t) = Cte.

En dérivant d
dt

(gij(C(t))V i(t)V j(t)) = 0, on obtient l’équation

(
dV p

dt
+ Γpkj

dCk

dt
V j)gpiV

i = 0,

à partir de laquelle Levi-Civita a considéré l’équation différentielle linéaire
en V :

dV p

dt
+ Γpkj

dCk

dt
V j = 0. (F )

A V (a) = Va donné, il existe une unique solution V de l’équation (F ) définie
sur [a, b]. On dit que V (t) est le transporté parallèle de Va le long de C au
point C(t). On montre alors aisément que si V et W vérifient l’équation (F )
alors

g(C)(V,W ) = Cte.

Remarques :
i) Si C est une géodésique, T = dC

dt
vérifie l’équation (F ), en particulier
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||T || = Cte.

ii) L’équation étant linéaire, le transport parallèle est bien une isométrie
(linéaire) de TC(a)Ω = Rn dans TC(t)Ω = Rn.

iii) Si (e1(a), ..., en(a)) est une base orthonormée de TC(0)Ω, et si ei(t) est le
transporté parallèle de ei(a) au point C(t) le long de C, alors (e1(t), ..., en(t))
est une base orthonormée de TC(t)Ω.

Etudions maintenant la variation des géodésiques. Considérons une ap-
plication de classe C2 :

α : [a, b]× [−ε, ε] −→ Ω,

telle que ∀λ ∈ [−ε, ε], α(., λ) est une géodésique. On note C(.) = α(., 0).
Alors, on a (cf. équation (E))

∂2αk

∂t2
(t, λ) + Γkij(α(t, λ))

∂αi

∂t
(t, λ)

∂αj

∂t
(t, λ) = 0.

On pose V (.) = ∂α
∂λ

(., 0) ∈ TC(t)Ω = Rn, alors en dérivant l’équation précédente
par rapport au paramètre λ, on obtient que V vérifie l’équation différentielle
suivante (invariante par changement de coordonnées ) :

d2V k

dt2
+
∂Γkij
∂xp

(C)
dCi

dt

dCj

dt
V p + 2Γkij(C)

dCi

dt

dV j

dt
= 0. (J)

On dit qu’un champ V le long d’une géodésique C est un champ de Jacobi
s’il vérifie l’équation (J). Remarquons qu’il y a une solution unique à V (a)
et dV

dt
(a) (ou V (b)) donnés. Nous allons simplifier l’équation (J). Si V est un

champ le long d’une géodésique C, nous noterons T = dC
dt

et ∇TV le champ
le long de C défini en coordonnées locales par

(∇TV )k =
dV k

dt
+ ΓkijT

iV j.

Remarquons que V est un champ parallèle le long de C (i.e. vérifiant l’équation
(F )) si et seulement si ∇TV = 0. On peut s’assurer par le calcul que
l’équation (J) se réécrit

(∇T∇TV )i = [R(T, V )T ]i = Ri
jklT

jT kV l.

Si maintenant (e1(t), ..., en(t)) est une base orthonormée parallèle le long de
C et si V est un champ le long de C, on a

V (t) =
n∑
i=1

Vi(t)ei(t).
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On montre aisément que ∇TV =
∑n

i=1
dVi
dt

(t)ei(t) et que

d2Vj
dt2

=
n∑
i=1

g(R(T, ei)T, ej)Vi.

Notons que si C est normalisée (i.e. ||T || = 1), on peut prendre en = T .
Nous avons vu qu’une variation de géodésique donne un champ de Jacobi.
Inversement, si J est un champ de Jacobi le long d’une géodésique C, alors
J vient d’une variation de géodésique. En effet, on note p = C(0) et on
considère γ, une courbe passant par p à la vitesse J(0) au temp λ = 0 ; on
identifie J ′(0) à un vecteur de TpΩ. On note T = dC

dt
(0), on considère J ′λ(0),

le transporté parallèle de J ′(0) sur γ(λ), de même pour Tλ et T . Enfin, pour
|λ| << 1, on considère

α(t, λ) = expγ(λ))[t(Tλ + λJ ′λ(0))].

Alors à λ fixé, α(., λ) est une géodésique et α(t, 0) = C(t), donc V (t) =
∂α
∂λ

(t, 0) vérifie l’équation de Jacobi sur C. On vérifie ensuite que V (0) = J(0)
et V ′(0) = J ′(0) et on montre au passage que lorsque J(0) = 0,

J(t) = Dvexpp(tC
′(0))(tJ ′(0)).

Les champs de Jacobi permettent donc d’étudier le comportement des fuseaux
de géodésiques ; nous allons voir ce qui se passe dans des cas particuliers.
Définissons tout d’abord la courbure sectionnelle : pour a ∈ Ω et pour deux
vecteurs linéairements indépendants V et W de TaΩ, on définit la courbure
sectionnelle par

K(V,W ) =
SikjlV

kV lW iW j

||V ∧W ||2g
.

On peut montrer que K(V,W ) ne dépend que du 2-plan σ défini par (V,W ),
on la note K(σ). Regardons ce que donne l’équation de Jacobi lorsque la
courbure sectionnelle est constante. Supposons que V soit un champ le long
d’une géodésique normalisée, on considère (e1(t), ..., en(t) = T (t) = dC

dt
(t))

une base orthonormée parallèle le long de C ; on a

V (t) =
n∑
i=1

Vi(t)ei(t).

L’équation de Jacobi s’écrit :

d2Vj
dt2

+KVj = 0.
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Ainsi :
-si K > 0, Vj(t) = Aj cos(

√
Kt) + Bj sin(

√
Kt), les géodésiques se rap-

prochent.

-si K = 0, Vj(t) = Ajt+Bj, les géodésiques s’éloignent linéairement.

-si K < 0, Vj(t) = Aje
√
−Kt + Bje

√
−Kt, les géodésiques s’éloignent expo-

nentiellement.

2.1.5 La courbure caractérise la métrique

Nous suivons ici l’exposé de [Ca, p.156-158]. Soient (Ω, g) et (Ω̃, g̃) deux

ouverts avec des métriques Riemanniennes, soient p ∈ Ω et p̃ ∈ Ω̃. Choisissons
une isométrie linéaire : i : TpΩ −→ Tq̃Ω̃. Soit V un voisinage normal de p tel
que expp̃ soit défini sur i◦exp−1

p (V). Pour q ∈ V on définit

f(q) = expp̃ ◦ i ◦ exp−1
p (q).

Pour tout q dans V , il existe une unique géodésique normalisée γ : [0, t] −→ Ω
(||γ′|| = 1) telle que γ(0) = p et γ(t) = q. Compte-tenu de la propriété 1 du
lemme 1 ci-après (section 2.1.6), on a

d(p, q) = d̃[p̃, f(q)] = t

car i est une isométrie. On note Pt le transport parallèle le long de γ, de γ(0)
à γ(t). On définit

Φt : TqΩ −→ Tf(q)Ω̃

V 7−→ P̃t ◦ i ◦ P−1
t (V ),

où P̃t est le transport parallèle le long de la géodésique normalisée γ̃ :
[0, t] −→ Ω̃ donnée par γ̃(0) = p̃ et γ̃′(0) = i(γ′(0)). On note R et R̃ les

courbures de Riemann sur Ω et Ω̃ respectivement.

Théorème 16 (E.Cartan) Si pour tout q dans V et tout quadruplet X,Y, U, V
de vecteurs de TqΩ, on a

g(q)(R(X, Y )U, V ) = g̃(f(q))(R̃(Φt(X),Φt(Y ))Φt(U),Φt(V )),

alors f : V −→ f(V) est une isométrie locale et dfp = i. On a donc f ∗g̃ = g
sur V.
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Preuve

Soit q ∈ V et γ : [0, l] −→ Ω géodésique normale avec γ(0) = p et γ(l) = q.
Soit v ∈ TqΩ et J le champ de Jacobi le long de γ donné par J(0) = 0 et
J(l) = v. Soit (e1, ..., en = γ′(0)) une base orthonormée de TpΩ et ei(t) le
transporté parallèle de ei, le long de γ, au point γ(t). Décomposons

J(t) =
n∑
i=1

yi(t)ei(t),

on a alors

y′′j −
n∑
i=1

g(R(en, ei)en, ej)yi = 0.

Soit γ̃ : [0, l] −→ Ω̃ la géodésique normalisée vérifiant γ̃(0) = p̃ et γ̃′(0) =

i(γ′(0)). Soit J̃ le champ de Jacobi le long de γ̃ défini par

J̃(t) = Φt(J(t)), ∀t ∈ [0, l].

Soit ẽi(t) = Φ(ei(t)), alors par linéarité de Φt,

J̃(t) =
n∑
i=1

yi(t)ẽi(t).

Or g(R(en, ei)en, ej) = g̃(R̃(ẽn, ẽi)ẽn, ẽj), donc

y′′i −
n∑
i=1

g̃(R̃(ẽn, ẽi)ẽn, ẽj)yi = 0,

par suite J̃ est un champ de Jacobi le long de γ̃ avec J̃(0) = 0 et comme

le transport parallèle est une isométrie, ||J̃(l)|| = ||J(l)||. Si on montre que

J̃(l) = dfq(v) = dfq(J(l)), on aura bien ||dfq(v)|| = ||v||. Comme J̃(t) =

Φt(J(t)), J̃ ′(0) = ∂tΦ(0, J(0))+∂V Φ(0, J(0))dJ
dt

(o) = i(J ′(0)), car ∂
∂t

Φ(0, J(0)) =

0 puique J(0) = 0, et car ∂V Φ(0, J(0)) = i. Par ailleurs J et J̃ sont des
champs de Jacobi qui s’annulent en t = 0 ainsi

J(t) = Dexpp(tγ
′(0))(tJ ′(0)),

J̃(t) = Dexpp̃(tγ̃
′(0))(tJ̃ ′(0)).

Ce qui nous donne

J̃(l) = (Dexpp̃(lγ̃
′(0))(li(J ′(0)))

= (Dexpp̃(lγ̃
′(0)) ◦ i ◦ (D(expp(lγ

′(0)))−1(J(l))

= dfq(J(l)),
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la dernière égalité étant dûe au fait que lγ̃′(0) = i(lγ′(0)) et que lγ′(0) =
exp−1

p (q). �

2.1.6 Complétude et exponentielle ; cas de la courbure
non positive

Nous avons vu que l’application exponentielle est un difféomorphisme
local, nous l’étudions ici plus en détails car elle nous sera très utile dans le
cas particulier de la courbure négative. Donnons tout d’abord le

Lemme 1 ([CE p. 10]) Soit Br(0) une boule de TpΩ sur laquelle expp est un
difféomorphisme local. Alors :
1) Pour tout V ∈ Br(0), t −→expp(tV ) est l’unique courbe telle que

L(γ) = d(p, expp(V )) = ||V ||,

2) Si q 6∈exppBr(0) =: Br(p), il existe q′ ∈ ∂Br(p) tel que

d(p, q) = r + d(q′, q).

Preuve

1) Si γ est une courbe de p à q =expp(V ) dans Br(p) qui réalise le mini-

mum, alors γ est une géodésique de p à q. Soit Ṽ sa vitesse de passage en
p, l’unicité du problème de Cauchy implique : γ(t) =expp(tṼ ), et il suffit de
reparamétrer γ pour avoir le résultat.

2) Soit C(t) une courbe de p à q. Il existe un premier temps t0 tel que
C(t0) ∈ ∂Br(p), donc L(C) = r + d(C(t0), q) ≥ r + d(∂Br(p), q) donc
d(p, q) = infC L(C) ≥ r + d(∂Br(p), q). L’inégalité inverse est vraie par
l’inégalité triangulaire donc

d(p, q) = r + d(∂Br(p), q).

Comme ∂Br(q) est compacte, il existe q′ dans ∂Br(p) tel que d(q, q′) =
d(∂Br(p), q). �
Remarques
i)D’après 2), si γ sort de Br(p) dans 1), alors γ ne peut pas réaliser le mini-
mum (car L(γ) ≥ r ≥ ||V ||).

ii)Une telle boule est appelée boule normale.

Théorème 17 (Hopf-Rinow) ([CE p. 11], [Au p. 13]) Soit M une variété
Riemannienne, les trois assertions suivantes sont équivalentes :
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a) M est complète,
b) il existe p ∈M tel que expp est défini sur tout TpM ;
c) pour tout p ∈M , expp est défini sur tout TpM .
Elles entrainent :
d) Pour tout p, q dans M il existe γ géodésique de p à q telle que L(γ) =
d(p, q).

Définition 1 On dit que q est conjugué à p si q est un point singulier de
expp : TpM −→ M . Autrement dit il existe v dans TpM tel que q =expp(v)
et Dexpp(v) est de noyau non réduit à zéro.

Proposition 1 Avec les notations de la définition précédente, q est conjugué
à p si et seulement si il existe J champ de Jacobi sur t 7−→expp(tv) tel que
J 6≡ 0, J(0) = J(1) = 0.

Preuve

i) “seulement si” : soit v ∈ TpM et 0 6= w ∈ Tv(TpM) tels que (Dexpp)(v)(w) =
0. On identifie w à un vecteur de TpM. Remarquons que C(t) = expp(tv)
est une géodésique donc ||C ′|| = Cte, d’où ∀t, ||Dexp(tv)(v)|| = Cte et
donc ||v|| = ||(Dexpp(v)(v)||, ce qui assure que w est non colinéaire à v
(on peut montrer que w est orthogonal à v). Soient ρλ(t) = (v + λw)t puis
γλ(t) = expp ◦ ρλ(t). D’une part on a

∂

∂λ
[expp ◦ ρλ(t)]|λ=0 = Dexpp(tv)(tw) = 0,

ceci en t = 0 et t = 1. D’autre part ∂
∂λ

[expp ◦ ρλ(t)]|λ=0 est un champ de
Jacobi le long de C(t).

ii) “si” : α(t, λ) = expC(0)[(C
′(0) + λJ ′(0))t] est la variation qui donne J

et on a

DexpC(0)(C
′(0))(J ′(0)) =

∂α

∂λ
(1, 0) = J(1) = 0,

donc q est conjugué à p. �

Théorème 18 ([Au p. 18]) Si la courbure sectionnelle K est non positive
alors il n’y a pas de champ de Jacobi non nul qui s’annule en deux points
distincts.

Preuve

Soit J(s) champ de Jacobi le long de C(s), géodésique normalisée. Supposons
que J(0) = 0 et que J 6≡ 0. Soit (e1(s), ..., en(s)) base orthonormée parallèle
le long de C(s), avec en(s) = C ′(s). On décompose J(s) = yi(s)ei(s), donc
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(yj)′′(s) = (R(en, ep)en, ej)y
p. On a alors :

1
2
(
∑n

i=1(yi)2)′′ =
∑n

i=1[(yi)′]2 +
∑n

i=1(yi)(yi)′′

=
∑n

i=1[(yi)′]2 +
∑n

i=1(R(en, ep)en, ei)y
pyi

=
∑n

i=1[(yi)′]2 +
∑n

i=1(R(en, J)en, J)

≥
∑n

i=1[(yi)′]2 ≥ 0.

Posons f(s) = ||J(s)||2 =
∑n

i=1[yi(s)]2. On a f(0) = 0, f ′(0) = 2
∑n

i=1 y
i(0)(yi)′(0) =

0, f ′′(0) = 2
∑n

i=1[(yi)′(0)]2 = ||J ′(0)|| > 0, (car si J ′(0) = 0, comme
J(0) = 0, par unicité de la solution du problème de cauchy, on aurait J ≡ 0).
Et comme ∀s > 0, f ′′(s) ≥ 0, alors ∀s > 0, f(s) 6= 0. �

Corollaire 1 Si la courbure sectionnelle K est non positive, il n’y a pas de
points conjugués, donc exp n’a pas de points singuliers.

Lemme 2 ([CE p. 35]) Soient M et N deux variétés Riemanniennes de
dimension n. Soit ϕ : M −→ N une isométrie locale. Alors si M est complète,
ϕ est un revêtement. Autrement dit, pour tout p dans N , il existe U voisinage
de p tel que ϕ−1(U) = ∪αUα, union disjointe d’ouverts de M tels que pour
tout α, ϕ|Uα : Uα −→ U soit un difféomorphisme.

Preuve

Soient p ∈ N et r tel que Br(p) soit incluse strictement dans une boule de
coordonnées normales. Soient U = Br(p), {qα}α = ϕ−1(p) et Uα = Br(qα).
Soit Br(0) boule de TpN et Bα

r (0) boule de TqαM . ϕ étant une isométrie
locale, le diagrame suivant commute :

dϕ

TqαM
−→∼ TpN

expqα ↓ ↓ expp
M −→ N

ϕ

.

Il se restreint au diagramme :

dϕ

Bα
r (0)

−→∼ Br(0)
expqα ↓ ↓ expp

Uα −→ U
ϕ

.
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Or comme expp ◦ dϕ : Bα
r (0) −→ U est un difféomorphisme, ϕ : Uα −→ U

l’est aussi. Il est clair que {∪αUα} ⊂ ϕ−1(U). Montrons l’autre inclusion.
Soient q ∈ ϕ−1(U) et q = ϕ(q), soit γ géodésique normale minimale de q à
p. Soit v = dϕ−1(γ′(q)) ∈ TqM , soit γ la géodésique partant de q à la vitesse
v. Comme M est complète, γ est définie sur [0,∞[. Soit t0 = d(p, q) et soit
p = γ(t0). Comme (ϕ◦γ) = γ, on a ϕ(p) = p. On a donc d(p, q) = d(p, q) < r,
donc q ∈ ∪αUα.

Il reste à montrer que l’intersection Uα ∩ Uβ est vide, pour cela, il suffit
de montrer que si pα 6= pβ ∈ ϕ−1(p) alors d(pα, pβ) > 2r. Soit γ géodésique
minimale de pα à pβ. Alors γ = ϕ◦γ est une géodésique fermée en p, et comme
p est contenu dans une boule de coordonnées normales de rayon strictement
plus grand que r, γ doit être de rayon strictement plus grand que 2r, donc
d(pα, pβ) > 2r. �

Théorème 19 (Cartan-Hadamard) ([CE p. 36]) Soit M une variété Rie-
mannienne complète à courbure sectionnelle non positive. Alors, pour tout p
dans M , expp : TpM −→M est un revêtement.

Preuve

CommeM n’a pas de points conjugués, expp : TpM −→M a une différentielle
sans points singuliers. Ainsi expp induit une métrique <,> sur TpM , les
lignes partant de l’origine sont des géodésiques sur TpM , donc par Hopf-
Rinow (b), (TpM,<,>) est complet. Ainsi, par le lemme précédent, expp est
un revêtement. �

Corollaire 2 ([CE p.37]) Soit M une variété Riemannienne complète, sim-
plement connexe, à courbure sectionnelle non positive. Alors, pour tout p
dans M , expp : TpM −→M est un difféomorphisme.

Preuve

Un revêtement sur un simplement connexe est un homéomorphisme, expp est
en plus lisse et sans point singulier, donc c’est un difféomorphisme. �
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2.2 Quelques outils d’analyse sur l’espace

hyperbolique

Dans ce paragraphe, nous rappelons des résultats de [GL], en particulier
un théorème d’isomorphisme pour l’opérateur de type Schrödinger (4+K)
sur les tenseurs (où K est un terme d’ordre zéro), entre espaces de Hölder ap-
propriés. Ces espaces permettent entre autre des estimations de type Schau-
der pour les opérateurs elliptiques uniformément dégénérés (par exemple
dans la boule unité de Rn). Nous avons ajouté quelques propriétés de ces
espaces, utiles pour la suite, et qui n’apparaissent pas dans [GL]. Seules les
démonstrations correspondantes seront détaillées.

2.2.1 Espaces fonctionnels appropriés.

Soit M ouvert borné de Rn avec une frontière ∂M lisse. Pour k ∈ N et Ω
ouvert de M , on notera Ck(Ω) ou Ck,0(Ω) le Banach usuel des fonctions k fois
continuement différentiables sur Ω, et pour 0 < α < 1 nous noterons Ck,α(Ω)
le sous espace des fonctions dont la keme dérivée satisfait sur Ω la condition
uniforme de Hölder d’ordre α, avec leurs normes usuelles ‖ . ‖k,Ω=‖ . ‖k,0,Ω
et ‖ . ‖k,α,Ω. Nous noterons Ck(Ω) = Ck,0(Ω) et Ck,α(Ω) les espaces vectoriels
de fonctions satisfaisant aux estimations correspondantes sur les compacts
de Ω (rappelons qu’on ne peut pas définir de normes sur ces espaces). Pour
x ∈M notons dx la distance euclidienne de x à ∂M . Pour s ∈ R on définit :

‖ u ‖(s)
k,0,Ω=

∑
|γ|≤k

sup
x∈Ω

[d−s+|γ|x |∂γu(x)|],

où pour tout multi-indice γ, ∂γ = ∂|γ|

∂xγ
, et pour 0 < α < 1 on définit :

‖ u ‖(s)
k,α,Ω=‖ u ‖(s)

k,0,Ω +
∑
|γ|=k

sup
x,y∈Ω
x 6=y

min(d−s+k+α
x , d−s+k+α

y )
|∂γu(x)− ∂γu(y)|

|x− y|α
.

Les sous-espaces de Ck(Ω) des fonctions pour lesquelles les quantités ci-dessus
sont finies sont des Banach notés Λs

k(Ω) = Λs
k,0(Ω) et Λs

k,α(Ω) respectivement
(avec leurs normes ci-dessus).

Une propriété très utile de ces espaces est que la norme peut être estimée
essentiellement sur les “petites boules près de ∂M” comme nous allons le
voir dans le lemme et la proposition qui suivent.

Lemme 3 Pour x ∈ M , notons Bx la boule euclidienne de centre x et de
rayon 1

2
dx, alors pour k ∈ N, s ∈ R, 0 ≤ α < 1 on a ‖ u ‖(s)

k,α,Bx∩Ω≤‖ u ‖
(s)
k,α,Ω
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d’évidence et
‖ u ‖(s)

k,α,Ω≤ C sup
x∈Ω
‖ u ‖(s)

k,α,Bx∩Ω

où C ne dépend que de k.

preuve :

(i) Si 0 ≤ |γ| = l ≤ k on a

‖ d−s+l∂γu ‖L∞(Ω)= supx∈Ω ‖ d−s+l∂γu ‖L∞(Bx∩Ω)≤ supx∈Ω ‖ u ‖
(s)
k,0,Bx∩Ω.

(ii) Si 0 < α < 1 fixons γ, |γ| = k, on doit estimer

mx,y = min(d−s+k+α
x , d−s+k+α

y )
|∂γu(x)− ∂γu(y)|

|x− y|α
,

- si |x− y| < 1
2

max(dx, dy) alors x ∈ By ou y ∈ Bx ainsi

mx,y ≤‖ u ‖(s)
k,α,Bx∩Ω par exemple.

- si |x − y| ≥ 1
2

max(dx, dy), on montre que mx,y ≤ 4 ‖ d−s+k∂γu ‖L∞(Ω), on
se retrouve alors dans le cas (i). �

Le lemme précédent peut se réécrire de la manière suivante : considérons
B0 la boule de centre 0 et rayon 1

2
dans Rn et définissons pour x ∈ M , le

difféomorphisme Ψx : B0 3 z 7−→ x + dxz ∈ Bx, on a alors en remarquant
que ∀y ∈ Bx,

1
2
dx < dy <

3
2
dx.

Proposition 2 Soit u ∈ Ck(Ω), alors u ∈ Λs
k,α(Ω) si et seulement si

sup
x∈Ω

d−sx ‖ u ◦Ψx ‖k,α,Ψ−1
x (Bx∩Ω)<∞,

et ce sup est comparable à ‖ u ‖(s)
k,α

La proposition suivante donne une grande partie des propriétés des espaces
Λs
k,α. Fixons une fonction ρ dans C∞(M) strictement positive sur M , ρ = 0

sur ∂M et ∀x ∈ ∂M , dρ(x) 6= 0.

Proposition 3
(1) Si Ω′ ⊂ Ω ⊂M alors Λs

k,α(Ω) ⊂ Λs
k,α(Ω′) continûment de norme 1.

(2) Ck,α(Ω) ⊂ Λ0
k,α(Ω) continûment.

(3) Pour tout s ∈ R, Λs
k,α(Ω) ⊂ Ck,α(Ω).

(4) Si Ω ⊂⊂M et 0 < α < 1 alors Λs
k,α(Ω) ⊂ Ck,α(Ω) continûment avec une

norme dépendant de la distance de Ω à ∂M , de k, s, α et du diamètre de M .
(5) Si k′ + α′ ≤ k + α, Λs

k,α(Ω) ⊂ Λs
k′,α′(Ω) continûment.

(6) Si s > s′, Λs
k,α(Ω) ⊂ Λs′

k,α(Ω) continûment.

(7) Si 0 < α < 1, Λk+α
k,α (Ω) ⊂ Ck,α(Ω) continûment.
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(8) Pour tout k ∈ N et α ∈ [0, 1[, ρs ∈ Λs
k,α(Ω), on écrira ρs ∈ Λs

∞(Ω).

(9) La multiplication point par point : Λs
k,α(Ω)× Λs′

k,α(Ω) −→ Λs+s′

k,α (Ω) et

‖ uv ‖(s+s′)
k,α,Ω ≤ C ‖ u ‖(s)

k,α,Ω‖ v ‖
(s′)
k,α,Ω .

(10) ρ∂i est une application continue de Λs
k+1,α(Ω) dans Λs

k,α(Ω).
(11) Si u ∈ Λs

k,α(Ω) et ρ−su ≥ δ > 0 alors u−1 ∈ Λ−sk,α(Ω) et l’application
u 7−→ u−1 est lisse entre les Banach correspondants.
(12) Si s > t, 0 < β < α < 1, l’injection Λs

k,α(Ω) ↪→ Λt
k,β(Ω) est compacte.

(13) Si M et M ′ sont des ouverts bornés de Rn à frontière lisse et Φ : M ′ −→
M est un difféomorphisme de variétés à frontière, avec Φ et Φ−1 de classes
Ck,α si k ≥ 1 ou C1 si k = 0, soit Ω ⊂M ouvert et Ω′ = Φ−1Ω. Si u ∈ Λs

k,α(Ω)
alors u ◦ Φ ∈ Λs

k,α(Ω′) et

‖ u ◦ Φ ‖(s)
k,α,Ω′≤ C ‖ u ‖(s)

k,α,Ω

où C dépend de k, s, α, du diamètre de M , M ′ et de la norme Ck,α (ou C1)
de Φ et Φ−1.
(14) Si v ∈ Λs

l,α(M), s ≥ 0, ‖ v ‖(s)
l,α≤ K, −a ≤ v ≤ b où a, b ∈ R+.

Si Ψ ∈ C l+1([−a, b]) avec Ψ(0) = 0, alors u = (Ψ◦v) ∈ Λs
l,α(M) et ‖ Ψ ◦ v ‖(s)

l,α

est majorée par une constante qui ne dépend de v qu’à travers K, a et b.

La démonstration de cette proposition est laissée au lecteur, elle utilise es-
sentiellement le lemme 3 et la proposition 2. Nous détaillerons plus loin les
propriétés (12) et (14) qui sont nouvelles.

Remarques :
(i) D’après (8) et (9), la multiplication par ρs est un isomorphisme de Λs′

k,α

dans Λs+s′

k,α et ‖ u ‖(s)
k,α,Ω≈‖ ρ−su ‖

(0)
k,α,Ω .

(ii) D’après (9), la multiplication par les fonctions Λ0
k,α(Ω) préserve

Λs
k,α(Ω) ; idem par les fonctions C∞(Ω) d’après (2).

Nous allons maintenant étendre ces espaces aux tenseurs sur M . Notons
Λs
k,α(Ω, Tp) l’espace des tenseurs covariants de rang p sur Ω dont les compo-

santes en coordonnées euclidiennes (par exemple) sont dans Λs
k,α(Ω), avec la

norme évidente. Il est clair que cet espace est indépendant du choix des co-
ordonnées sur M d’après la proposition précédente (13). Remarquons même
si nous n’en aurons pas besoin que ces espaces peuvent se définir sur toute
variété C∞ compacte à frontière en utilisant un atlas et une partition de
l’unité (on aura toujours l’indépendance du choix des cartes).
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2.2.2 Opérateurs différentiels elliptiques

Nous allons maintenant étudier les estimations de type Schauder pour
les opérateurs elliptiques uniformément dégénérés. Nous avons ici modifié la
définition d’opérateurs elliptiques uniformément dégénérés de [GL] pour per-
mettre aux coefficients d’être dans Λ0

k,α(M) au lieu de C∞(M) ; bien entendu
la proposition suivante et sa preuve ont été modifiées en conséquence.
Soit P un système linéaire N × N d’opérateurs différentiels d’ordre 2 sur
M .On dira que P est uniformément dégénéré si pour u = (u1, .., uN) ∈
C2(M,RN),

(Pu)i =
N∑
j=1

P i
j (x, ρ∂)uj, 1 ≤ i ≤ N,

où pour 1 ≤ i, j ≤ N , P i
j (x, ξ) est réel, polynomial quadratique en ξ à coef-

ficients dans Λ0
k,α(M). Remarquons que P : Λs

k+2,α(Ω) −→ Λs
k,α(Ω) est conti-

nue. On dira que P est elliptique comme opérateur uniformément dégénéré
si la partie homogène quadratique pij(x, ξ) satisfait : ∀x ∈M , ∀ξ ∈ Rn,

det(pij(x, ξ)) ≥ K|ξ|2N ,

où K est une constante strictement positive.

Proposition 4 Soient k ∈ N, s ∈ R, α ∈]0, 1[, et soit Ω′ ⊂ Ω ouverts de
M tels que ∀x ∈ Ω′, Bx ⊂ Ω. Soit P un opérateur elliptique uniformément
dégénéré ; si u ∈ C2(M,RN)∩Λs

0(Ω,RN) est tel que Pu ∈ Λs
k,α(Ω,RN), alors

u ∈ Λs
k+2,α(Ω′,RN) et

‖ u ‖(s)
k+2,α,Ω′≤ C(‖ Pu ‖(s)

k,α,Ω + ‖ u ‖0,0,Ω)

où C est indépendante de u,Ω et Ω′.

Preuve :

Remarquons que sur les compacts deM , P est elliptique au sens usuel donc on
a certainement u ∈ Ck+2,α(Ω,RN). La démonstration consiste à se ramener,
à travers les difféomorphismes Ψx introduits pour la proposition 2 ci-avant,
aux estimées elliptiques intérieures usuelles dont nous rappelons à présent un
énoncé : soit Q un système elliptique du second ordre N×N sur la boule B0,

(Qv)i =
N∑
j=1

Qi
j(z, ∂)vj.
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Soit B′0 la boule de centre 0 et de rayon 1
4
, supposons que v ∈ C2(B0,R

N) ∩
L∞(B0,R

N) est telle que Qv ∈ Ck,α(B0,R
N), alors v ∈ Ck+2,α(B′0,R

N) et

‖ v ‖k+2,α,B′0
≤ C(‖ Qv ‖k,α,B0

+ ‖ v ‖0,0,B0
),

où C ne dépend que de k, α, N , n et de la norme Ck,α(B0) des coefficients
de Q.
Transformons le système P sur Bx en un système Q sur B0 par Ψx. Pour
x ∈ M , notons B′x la boule de centre x et de rayon 1

4
dx. Considérons Q sur

B0 définit par
Q(u ◦Ψx) := (Pu) ◦Ψx.

Comme d−1
x ∂(u ◦Ψx) = ∂u ◦Ψx on a :

Qi
j(z, ∂) = P i

j (Ψx(z), d−1
x (ρ ◦Ψx(z))∂),

or surBx, ρ ≈ dx doncQ est elliptique surB0 au sens usuel avec une constante
d’ellipticité indépendante de x. Il faut encore s’assurer que la norme Ck,α(B0)
des coefficients de Q est bornée indépendamment de x (on notera C(x̂) une
constante indépendante de x). Notons K ∈ Λ0

k,α(M) un coefficient de P ; via

Ψx, K se transforme en un terme de l’ordre de K̃(z) = K(Ψx(z)) et d’après
la proposition 2, K ∈ Λ0

k,α(M) ssi supx∈M ‖ K ◦Ψx ‖k,α,Ψ−1
x (Bx)≤ C(x̂) donc

ssi ∀x ∈M , ‖ K ◦Ψx ‖k,α,B0≤ C(x̂) ainsi ‖ K̃ ‖k,α,B0
≤ C(x̂).

On déduit alors le résultat aisément à l’aide de la proposition 2 (en remar-
quant qu’elle reste vraie pour les B′x). �

De cette proposition sur les estimées intérieures de [GL] découle, en vertu
du lemme 3 une conséquence évidente sur les estimées globales :

Corollaire 3 Soient k ∈ N, s ∈ R et α ∈]0, 1[. Soit P un opérateur elliptique
uniformément dégénéré ; si u ∈ C2(M,RN) ∩ Λs

0(M,RN) est tel que Pu ∈
Λs
k,α(M,RN), alors u ∈ Λs

k+2,α(M,RN) et

‖ u ‖(s)
k+2,α,M≤ C(‖ Pu ‖(s)

k,α,M + ‖ u ‖0,0,M),

où C est indépendante de u.

2.2.3 Principe du Maximum

Nous allons maintenant donner un principe du maximum généralisé sur
les variétés riemanniennes complètes (c.f. [GL] p. 211).
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Théorème 20 Soit M l’intérieur d’une variété lisse compacte M , avec frontière,
ρ comme précédemment, g une métrique sur M telle que ρ2g s’étende continûment
sur M en une métrique g non dégénérée avec les ρ∂igjk bornés ; soit f ∈
C2(M) bornée. Alors il existe une suite {xk} ⊂M telle que

(i) limk→∞ f(xk) = supM f,
(ii) limk→∞ |∇gf(xk)|g = 0,
(iii) limk→∞ infp≥k4gf(xp) ≥ 0.

Preuve :

On note L = supM f et on considère F = L−f ; alors F ≥ 0, on peut suppo-
ser F > 0 (sinon on prend xk = x où F (x) = 0 et le théorème est démontré).
On cherche {xk} telle que (i) limF (xk) = 0, (ii) lim |∇gF (xk)|g = 0 , (iii)
lim sup4gF (xk) ≤ 0. On considère yk → y ∈ ∂M telle que F (yk) → 0. On
introduit un système de coordonnées (xi) au voisinage de y (et on note abu-
sivement yk l’image de yk dans ce système, ∂M celle de ∂M , et d, la distance
euclidienne standard dans ce système). Pour k assez grand fixé, on considère
ϕ(x) = 1 − δ−2

k |x − yk|2 où 2δk = d(yk, ∂M). Notons D = {ϕ > 0}, on a
alors supD |∂iϕ| ≤ 2δ−1

k et supD |∂i∂jϕ| ≤ 2δ−2
k . Comme δk ≈ ρ sur D on

en déduit (d’après les hypothèses sur g) que supD |∇gϕ|g, supD |4gϕ| ≤ C
où C est indépendante de k. On considère ensuite xk ∈ D où F

ϕ
est mini-

mum, alors F (xk) ≤ F (yk) et en utilisant la fonction log F
ϕ

on montre que

|∇gF (xk)|g ≤ CF (yk) et 4gF (xk) ≤ CF (yk), on a alors le résultat lorsque
k →∞. �

Dorénavant on considère g ∈ C∞(M) avec g = ρ−2g (on dit que g est
conformément compacte) ; on va montrer un théorème d’isomorphisme pour
l’opérateur 4g +K où K est un endomorphisme autoadjoint agissant sur Tp
le fibré des tenseurs covariants de rang p. Tout d’abord, nous avons besoin
d’une estimation a priori pour la norme Λs

0 d’un tenseur u en fonction de
(4g +K)u.

2.2.4 Estimation de base

Définition 2 Soient s ∈ R, p ∈ N, K ∈ C0(M,End(Tp)), on dira que l’es-
timation basique (E. B.) est vraie pour 4g + K sur Λs(M, Tp) si pour tout
u ∈ C2(Ω, Tp) ∩ Λs

0(Ω, Tp) tel que (4g + K)u ∈ Λs
0(Ω, Tp), dans une de ces

situations :

(i) Ω ⊂⊂M, u ∈ C0(Ω, Tp), u = 0 sur ∂Ω ou
(ii) Ω = M,

35



on a :
‖ u ‖(s)

0,Ω≤ C ‖ (4+K)u ‖(s)
0,Ω (E.B.)

où C est indépendante de u et Ω.

Proposition 5 Soient M un domaine borné lisse de Rn, s ∈ R, p, k ∈ N et
α ∈]0, 1[. Soit K ∈ Λs

k,α(M,End(Tp)) autoadjoint ; supposons que (E.B.) soit
vraie pour 4+K sur Λs(M, Tp) alors

4g +K : Λs
k+2,α(M, Tp) −→ Λs

k,α(M, Tp)

est un isomorphisme.

Preuve :

L’injectivité est évidente d’après (ii) de l’(E. B.). Pour la surjectivité, considérons
f ∈ Λs

k,α(M, Tp) ; si Ω ⊂⊂M à frontière lisse, Λs
k,α(M, Tp) ⊂ Ck,α(Ω, Tp), ainsi

le problème de Dirichlet {
(4+K)u = f
u|∂Ω

= 0

possède une solution unique u ∈ Ck+2,α(Ω, Tp). Considérons une suite ex-
haustive {Ωi}i de M d’ouverts relativements compacts à frontière lisse telle
que Ωi ⊂ Ωi+1 ⊂⊂ M et M = ∪∞i=1Ωi. Pour tout i, on note ui la solution
du problème de Dirichlet ci-dessus sur Ω = Ωi. Si on fixe j, pour i suffisam-
ment grand, ∀x ∈ Ωj, Bx ⊂ Ωi, on peut donc appliquer la proposition 4 avec
P = 4+K, puis la combiner à (E.B.) :

‖ ui ‖(s)
k+2,α,Ωj

≤ C(‖ Pui ‖(s)
k,α,Ωi

+ ‖ ui ‖(s)
0,Ωi

)

≤ C(‖ Pui ‖(s)
k,α,Ωi

+C ′ ‖ Pui ‖(s)
0,Ωi

)

≤ C ‖ f ‖(s)
k,α,Ωi

≤ C ‖ f ‖(s)
k,α,M .

D’après la proposition 3 (alinéa 4), ui est bornée dans Ck+2,α(Ωj, Tp) donc par

le théorème d’Ascoli, , elle a une sous-suite u
(j)
i qui converge dans Ck+2,β(Ωj, Tp)

(avec β ∈]0, α[), vers u(j) ∈ Ck+2,α(Ωj, Tp), ceci pour tout j. En extrayant
une sous-suite diagonale, on montre que u(j) = u|Ωj où u vérifie (4+K)u = f

dans M et ‖ u ‖(s)
k+2,α,M≤ C ‖ f ‖(s)

k,α,M (donc u ∈ Λs
k+2,α(M, Tp)). La surjec-

tivité est donc prouvée. �

La proposition qui suit donne une condition suffisante pour avoir l’(E. B.),
et donc l’isomorphisme.

Proposition 6 Soient s ∈ R et K ∈ C0(M,End(Tp)), on définit K ∈ C0(M)
par :

K(x) = inf{(K(x)u, u)g, u ∈ Tpx, |u|g = 1}.
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S’il existe ϕ ∈ C2(M) telle que ρ−sϕ ∈ C1(M), ρ−sϕ > 0 sur M et (4 +
K)ϕ ≥ δϕ pour un δ > 0, alors (E. B.) est vraie pour 4+K sur Λs−p(M, Tp)
et on peut prendre comme constante d’estimation C = C′

δ
où C ′ est indépendante

de δ et K.

Preuve :

On reprend Ω comme ci-avant, dans la définition de (E. B.). Pour le cas p = 0
(fonctions), on a K = K ; soit u ∈ C2(Ω)∩Λs

0(Ω) telle que (4+K)u ∈ Λs
0(Ω).

Notons que u
ϕ
∈ C2(Ω) ∩ L∞(Ω). Dans le cas (i), u

ϕ
= 0 sur ∂Ω, un calcul

direct montre que δ u
ϕ

(x) ≤ (4+K)u
ϕ

(x) où u
ϕ

(x) = supΩ
u
ϕ

et comme ϕ ≈ ρs on

a le résultat. Dans le cas (ii), on applique le principe du maximum généralisé
à f = u

ϕ
, en évaluant en xk puis en faisant tendre k vers l’infini, on obtient

δ sup
M
|u
ϕ
| ≤ sup

M
|(4+K)u

ϕ
|,

ce qui implique de nouveau le résultat.
Pour le cas p > 0 (tenseurs), on recommence le travail avec la fonction |u|g

ϕ
.

�

Nous allons maintenant construire une fonction ϕ dans le cas particulier
où M = B(0, 1) ⊂ R

n muni de la métrique hyperbolique H0 = ρ−2E,
E =

∑n
i=1 dx

2
i désignant la métrique euclidienne standard, |.| la norme as-

sociée à E et ρ(x) = 1
2
(1−|x|2). Pour cela nous aurons besoin de la condition

infM K > s(s− (n− 1)) (notons qu’elle implique K > − (n−1)2

4
≡ −λ1, où λ1

est la borne inférieure des premières valeurs propres de Dirichlet sur l’espace
hyperbolique c. f. [Cha]).

Proposition 7 Soit s ∈ R, il existe une fonction ϕ ∈ C∞(B) telle que
0 < ρ−sϕ ∈ C∞(B) et [4+ s(s− (n− 1))]ϕ ≥ 0.

Preuve :

On cherche ϕ sous forme radiale : ϕ = f ◦ ρ avec f ∈ C2(0, 1
2
], on obtient

[4+ s(s− (n− 1))]ϕ = F (f)(ρ) où

F (f)(t) = (2t3 − t2)f ′′(t) + [(n− 2)t− (n− 4)t2]f ′(t) + s[s− (n− 1)]f(t).

On cherche ensuite f : (0, 1
2
] −→ R telle que t−sf ∈ C∞[0, 1

2
], t−sf > 0 et

F (f) ≥ 0. Si 2s ≥ n − 2 ou si s ≤ 0 on prend f(t) = ts, sinon on cherche f
formellement : f(t) = ts(

∑
k≥0 akt

k) et on trouve un polynôme qui convient.
�
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2.2.5 Théorèmes d’isomorphismes

On obtient d’après ce qui précède le

Théorème 21 Soit B la boule unité de Rn munie de la métrique hyperbolique
H0, soit s ∈ R, k, p ∈ N, α ∈]0, 1[ et K ∈ Λ0

k,α(B,End(Tp)) endomorphisme
autoadjoint satisfaisant :

inf
x∈B

u∈Tp, |u|H0
=1

(K(x)u, u)H0 > s(s− (n− 1)),

alors
4+K : Λs−p

k+2,α(B, Tp) −→ Λs−p
k,α (B, Tp)

est un isomorphisme.

Dans le cas particulier où p = 2, on a le scindage des 2-tenseurs covariants
T2 = S2⊕A2 où S2 et A2 sont les fibrés des 2-tenseurs covariants symétriques
et antisymétriques respectivement. Si K est un multiple de l’identité K(x) =
K(x)I, l’opérateur 4 + K préserve ce scindage, on peut donc remplacer T2

par S2 dans l’isomorphisme. De même S2 = H ⊕ S20 où H est le fibré des
multiples de H0 et S20 le fibré des tenseurs de trace nulle. On obtient ainsi le

Corollaire 4 Avec les notations précédentes, si infM K > s(s− (n− 1)),

4+KI : Λs−2
k+2,α(B,S20) −→ Λs−2

k,α (B,S20),

et

4+KI : Λs−2
k+2,α(B,H) −→ Λs−2

k,α (B,H)

sont des isomorphismes.

Ayons la curiosité ici de traduire le théorème 21 dans la boule B munie de
la métrique euclidienne E = ρ2H0, qui est conforme à H0 ; au moins dans le
cas des fonctions (p = 0).

Théorème 22
Si K est une fonction sur B satisfaisant infBK > s(s − (n − 1)), alors
l’application

Λs
k+2,α(B) −→ Λs−2

k,α (B)

v 7−→ 4Ev + n−2
ρ
< gradρ, gradv >E +K

ρ2v

est un isomorphisme.
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Preuve :

Il suffit de calculer 40 en termes de la métrique E et de réénoncer alors le
théorème 21 précédent. En coordonnées euclidiennes : ρ(x) = 1

2
(1− |x|2) et

H0ij = ρ−2δij,

d’où
Γkij = 1

2
Hkl

0 (∂H0lj + ∂jH0li − ∂lH0ij)

= 1
ρ
(xiδkj + xjδki − xkδij),

et
40u = −ρ2δij(∂iju− Γkij∂ku)

= ρ24Eu+ ρ(n− 2) < gradρ, grad u >E

d’où le résultat. �
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2.2.6 Démonstrations des propriétés nouvelles.

Dans ce paragraphe, nous démontrons les propriétés (12) et (14) de la
proposition 3, ainsi que deux lemmes qui nous seront utiles par la suite.

Une estimation non-linéaire

Lemme 4 Si v ∈ Λs
l,α(M), s ≥ 0, ‖ v ‖(s)

l,α≤ K, −a ≤ v ≤ b où a, b ∈ R+.

Si Ψ ∈ C l+1([−a, b]) avec Ψ(0) = 0, alors u = (Ψ◦v) ∈ Λs
l,α(M) et ‖ Ψ ◦ v ‖(s)

l,α

est majorée par une constante qui ne dépend de v qu’à travers K, a et b(nous
noterons ici de telles constantes C(K,a,b)).

preuve : Rappelons que dx =dist(x, ∂M), et que

‖ u ‖(s)
l,α=

∑
|γ|≤l

sup
x∈M

[d−s+|γ|x |∂γu(x)|]

+
∑
|γ|=l

sup
x,y∈M
x 6=y

min(d−s+l+αx , d−s+l+αy )
|∂γu(x)− ∂γu(y)|

|x− y|α

=
∑
|γ|≤l

‖ ∂γu ‖(s−|γ|)
0 +

∑
|γ|=l

sup
x,y∈M
x 6=y

min(d−s+l+αx , d−s+l+αy )
|∂γu(x)− ∂γu(y)|

|x− y|α

a) |γ| = 0 : on a alors facilement

supx∈M d−sx |u(x)| = supx∈M d−sx |v(x)| |Ψ◦v(x)|
|v(x)|

≤ sup[−a,b] |
Ψ(t)
t
| supx∈M d−sx |v(x)| = C(K, a, b) ‖ v ‖(s)

0 .

b) 1 ≤ |γ| ≤ l : il est facile de s’assurer par récurrence (c’est un cas particulier
de la formule de Faa-di-Bruno) que ∂γu est une somme de termes de la forme∏

i∈I

(∂µiv)ri(Ψ(j) ◦ v),

où I est fini non vide, ri ∈ N, 1 ≤ j ≤ |γ|, 1 ≤ |µi| ≤ |γ|,
∑

i∈I |µi|ri = |γ| et

Ψ(j) = djΨ
dtj

.

Comme ‖ ∂µiv ‖(s−|µi|)
0 ≤ C(K, a, b), et comme

‖ Ψ(j) ◦ v ‖(0)
0 ≤ sup

t∈[−a,b]
|Ψ(j)(t)| ≤ C(K, a, b),

d’après la proposition 3, le terme ci-dessus est dans

Λ
∑
i∈I ri(s−|µi|)

0 = Λ
∑
i∈I ris−

∑
i∈I ri|µi|)

0 = Λ
(
∑
i∈I ri)s−|γ|

0 ,
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et puisque
∑

i∈I ri ≥ 1, il est donc au moins dans Λ
s−|γ|
0 et majoré en norme

‖ ‖(s−|γ|)
0 par C(K, a, b). Ainsi

‖ ∂γu ‖(s−|γ|)
0 ≤ C(K, a, b).

c)si |γ| = l : en raisonnant comme précédemment et en notant w =
∏

i∈I(∂
µiv)ri ,

w est au moins dans Λs−l
0,α et ‖ w ‖(s−l)

0,α ≤ C(K, a, b). Maintenant,

min(d−s+l+αx , d−s+l+αy )
|∂γu(x)− ∂γu(y)|

|x− y|α

est majoré par une somme de termes de la forme :

min(d−s+l+αx , d−s+l+αy )
|w(x)Ψ(j)(v(x))− w(y)Ψ(j)(v(y))|

|x− y|α

≤

(i)︷ ︸︸ ︷
min(d−s+l+αx , d−s+l+αy )

|w(x)Ψ(j)(v(x))− w(y)Ψ(j)(v(x))|
|x− y|α

+

(ii)︷ ︸︸ ︷
min(d−s+l+αx , d−s+l+αy )

|w(y)Ψ(j)(v(x))− w(y)Ψ(j)(v(y))|
|x− y|α

.

D’une part,

(i) ≤ min(d−s+l+αx , d−s+l+αy ) |w(x)−w(y)|
|x−y|α |Ψ(j)(v(x))|

≤ ‖ w ‖(s−l)
0,α supt∈[−a,b] |Ψ(j)(t)| ≤ C(K, a, b).

D’autre part, compte-tenu du théorème des accroissements finis (appliqué à
Ψ(j)),

(ii) ≤ min(d−s+l+αx , d−s+l+αy ) |v(x)−v(y)|
|x−y|α

|Ψ(j)(v(x))−Ψ(j)(v(y))|
|v(x)−v(y)| |w(y)|

≤ min(d−s+l+αx , d−s+l+αy ) |v(x)−v(y)|
|x−y|α |w(y)| supt∈[−a,b] |Ψ(j+1)(t)|.

Distinguons deux cas : Si −s+ l ≥ 0 alors

min(d−s+l+αx , d−s+l+αy ) = [min(dx, dy)]
−s+l+α ≤ d−s+ly [min(dx, dy)]

α

= d−s+ly [min(dαx , d
α
y )]

et donc

(ii) ≤‖ v ‖(0)
0,α‖ w ‖

(s−l)
0 sup

t∈[−a,b]
|Ψ(j+1)(t)| ≤ C(K, a, b).

Si −s+ l < 0 alors d−s+ly ≥ 1 ainsi |w(y)| ≤ d−s+ly |w(y)| ≤‖ w ‖(s−l)
0 et

(ii) ≤‖ v ‖(s−l)
0,α ‖ w ‖

(s−l)
0 sup

t∈[−a,b]
|Ψ(j+1)(t)| ≤ C(K, a, b). �
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Compacité des injections Λs
k,α −→ Λt

k,β (s>t, 0<β<α<1)

Considérons ρ ∈ C∞(M) telle que ρ > 0 sur M , ∀x ∈ ∂M , dρ(x) 6= 0 (par

exemple ρ solution de

{
4ρ = 1
ρ|∂M = 0

), quitte à multiplier ρ par une constante,

on peut supposer que supM ρ = 1 (il est important de noter que ρ ≈ d sur
M).

Pour tout entier positif j, posons dj = 2−j, soit Ωj = x ∈M, ρ(x) > dj.
Remarqons que pour j assez grand (j ≥ j0), les Ωj sont à frontière lisse
(dρ(x) 6= 0 dans un voisinage de ∂M).

Lemme 5 Pour tout entier positif k, il existe une suite de fonctions {ϕj}j≥j0
possédant les propriétés suivantes :

ϕj =

{
1 sur Ωj

0 sur M\Ωj+1

avec ϕj ∈ Ck+1
loc (M) et,

∀x ∈M, ∀γ, |γ| ≤ k + 1, |∂γϕj(x)| ≤ C(|γ|, k)

d
|γ|
j

.

preuve : Notons que la suite {Ωj}j>j0 vérifie : Ωj ⊂⊂ Ωj+1 ⊂M avec

dist(Ωj, ∂Ωj+1) = dj − dj+1 =
1

2
dj = dj+1.

Nous allons construire ϕj par étapes.

a) Pour u ∈ [0, 1], soit f(u) =
∫ 1

u
tk+1(1 − t)k+1dt. Alors f(0) > 0, f(1) = 0

et ∀i = 1, .., k + 1, f (i)(0) = f (i)(1) = 0 et |f (i)(u)| ≤ C(i, k).

b) Pour u ∈ [0,
dj
2

] soit gj(u) = 1
f(0)

f(2u
dj

) alors

∀i ≤ k + 1, |g(i)
j (u)| ≤ C(i, k)

(dj)i
.

c) Soit

hj(u) =


1 sur [0, 1− dj]
gj(u− 1 + dj) sur [1− dj, 1− dj+1]
0 sur [1− dj+1, 1].

Les dérivées de hj se recollent bien et sont bornées comme précédemment :

hj ∈ Ck+1([0, 1]), et ∀i ∈ {1, .., k + 1}, |h(i)
j | ≤

C(i,k)
(dj)i

.

d) Soit ϕj(x) = hj(1 − ρ(x)) pour x ∈ Rn et j ≥ j0. Les dérivées de 1 − ρ
sont bornées sur M ; or ∂γϕj ne fait intervenir que des dérivées d’ordre au

plus |γ| de hj sur [1 − dj, 1 − dj+1], et de 1 − ρ sur Ωj+1\Ωj ⊂ M . Comme

0 < dj < 1, ∀m ≤ |γ|, 1

d
|γ|
j

≥ 1
dmj

, donc |∂γϕj(x)| ≤ C(|γ|,k)

d
|γ|
j

. �
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Corollaire 5 ∀k ∈ N, ∀j ≥ 1, ϕj ∈ Λs
k+1 et ‖ ϕj ‖(0)

k+1≤ C(k, ĵ).

N.B. L’indépendance de l’estimation sur ‖ ϕj ‖(0)
k+1 par rapport à j est

essentielle. Elle n’a plus lieu pour ‖ ϕj ‖(s)
k+1 avec s 6= 0.

preuve. Si |γ| = 0, |ϕj| ≤ 1. Et ∀γ, 1 ≤ |γ| ≤ k+ 1 on a ∂γϕj = 0 sauf sur

dj+1 ≤ ρ ≤ dj, donc d|γ||∂γϕj| ≤ Cted
|γ|
j |∂γϕj| ≤ Cted

|γ|
j

C(|γ|,k)

d
|γ|
j

≤ C(|γ|, k) .

�
Pour Ω ouvert tel que Ω ⊂⊂M , posons

Ck,β
0 (Ω) := {u ∈ Ck,β(Ω), ∀|γ| ≤ k, ∂γu = 0 sur ∂Ω}.

Ck,β
0 (Ω) est un sous-espace de Banach fermé de Ck,β(Ω). Pour u ∈ Ck,β

0 (Ω),
soit ũ l’extension canonique de u à M par zéro hors de Ω : il est immédiat
de vérifier que ũ ∈ Ck,β(M).

Lemme 6 ∀u ∈ Ck,β
0 (Ω), ∀t ∈ R, ũ ∈ Λt

k,β(M) et

‖ ũ ‖(t)
k,β< C(dist(∂Ω, ∂M), diam(M), t, k, β) ‖ u ‖k,β,Ω .

Autrement dit, l’extension u −→ ũ fournit une inclusion continue

Ck,β
0 (Ω) −→ Λt

k,β(M).

preuve. Soit u ∈ Ck,β
0 (Ω) ; nous voulons une majoration convenable de

‖ ũ ‖(t)
k,β,B=

∑
|γ|≤k

sup
x∈M

[d−t+|γ|x |∂γũ(x)|]

+
∑
|γ|=k

sup
x,y∈M
x 6=y

min(d−t+k+β
x , d−t+k+β

y )
|∂γũ(x)− ∂γũ(y)|

|x− y|β
.

Déja ∀|γ| ≤ k,

supM d−t+|γ||∂γũ| = supΩ d
−t+|γ||∂γu|

≤ C(dist(∂Ω, ∂M), diam(M), t, |γ|) ‖ u ‖k,β,Ω

car sur Ω : 0 < dist(∂Ω, ∂M) ≤ d ≤ diam(M). Ensuite si |γ| = k notons

U t
x,y = min(d−t+k+β

x , d−t+k+β
y )

|∂γũ(x)− ∂γũ(y)|
|x− y|β

.

Si x, y ∈M\Ω alors U t
x,y = 0. Si x, y ∈ Ω alors

U t
x,y = min(d−t+k+β

x , d−t+k+β
y ) |∂

γu(x)−∂γu(y)|
|x−y|β

≤ C(dist(∂Ω, ∂M), diam(M), t, k, β) ‖ u ‖k,β,Ω .
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Enfin si x ∈ Ω, y ∈ M\Ω, il faut distinguer encore deux sous-cas. Premier
cas : |x− y| ≤ dx

2
. Soit z un point d’intersection du segment [x, y] avec ∂Ω ;

alors ∂γu(z) = ∂γu(y) = 0, donc

U t
x,y = min(d−t+k+β

x , d−t+k+β
y ) |∂

γu(x)−∂γu(z)|
|x−y|β

≤ min(d−t+k+β
x , d−t+k+β

y ) |∂
γu(x)−∂γu(z)|
|x−z|β

≤ Ctemin(d−t+k+β
x , d−t+k+β

y ) ‖ u ‖k,β,Ω .

Or dist(∂Ω, ∂M) ≤ dx ≤ diam(M) et

∀y ∈ B(x,
dx
2

),
dist(∂Ω, ∂M)

2
≤ dx

2
≤ dy ≤

3

2
dx ≤

3

2
diam(M),

donc on a bien

U t
x,y ≤ C(dist(∂Ω, ∂M), diam(M), t, k, β) ‖ u ‖k,β,Ω .

Deuxième cas : si |x− y| > dx
2

. Dans ce cas

U t
x,y ≤ d−t+k+β

x

|∂γu(x)|
dβx
2β

= 2βd−t+kx |∂γu(x)| ≤ 2βd−t+kx Cte ‖ u ‖k,Ω,

et comme on a toujours dist(∂Ω, ∂M) ≤ dx ≤ diam(M), finalement

U t
x,y ≤ C(dist(∂Ω, ∂M), diam(M), t, k, β) ‖ u ‖k,β,Ω . �

Lemme 7 Soit u ∈ Λs
k,α et C une constante telle que ‖ u ‖(s)

k,α≤ C. Alors
∀t < s,

‖ u(1− ϕj) ‖(t)
k,α≤ Cte(C, k, α, s, t)ds−tj .

On a donc, en particulier, ∀t < s, lim
j→∞

‖ u(1− ϕj) ‖(t)
k,α= 0.

preuve. Rappelons que

‖ u(1− ϕj) ‖(t)
k,α=

∑
|γ|≤k

sup
x∈B

[d−t+|γ|x |∂γ(u(1− ϕj))(x)|]

+
∑
|γ|=k

sup
x,y∈B
x 6=y

min(d−t+k+α
x , d−t+k+α

y )
|∂γ(u(1− ϕj))(x)− ∂γ(u(1− ϕj))(y)|

|x− y|α
.

Tout d’abord pour |γ| ≤ k :

∂γ(u(1− ϕj)) =
∑
µ+ν=γ

Cte(|µ|, |ν|)∂µu∂ν(1− ϕj),
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où γ = µ+ν signifie que le couple d’indices (µ, ν) est une partition de l’indice
γ. Or avec γ = µ+ ν,

sup
M

d−t+|γ||∂µu∂ν(1− ϕj)| = sup
M\Ωj

d−t+|γ||∂µu∂ν(1− ϕj)|

= sup
M\Ωj

ds−t+|ν|d−s+|µ||∂µu∂ν(1− ϕj)|

≤ Cte d
s−t+|ν|
j sup

M\Ωj
d−s+|µ||∂µu∂ν(1− ϕj)|

≤ Cte d
s−t+|ν|
j sup

M\Ωj
|∂ν(1− ϕj)| sup

M\Ωj
d−s+|µ||∂µu|

≤ Cte d
s−t+|ν|
j

Cte(|ν|, C)

d
|ν|
j

‖ ∂µu ‖(s−|µ|)
0,0

≤ Cte(|ν|, C) ‖ u ‖(s)
k,α d

s−t
j .

Maintenant si |γ| = k, notons

V t
x,y = min(d−t+k+α

x , d−t+k+α
y )

|∂γ(u(1− ϕj))(x)− ∂γ(u(1− ϕj))(y)|
|x− y|α

.

Si x, y ∈ Ωj, V
t
x,y = 0. Si x, y ∈M\Ωj, comme sur M\Ωj :

d−t+k+α = ds−td−s+k+α ≤ Cte ds−tj d−s+k+α,

alors

V t
x,y ≤ Cte ds−tj V s

x,y ≤ Cte ds−tj ‖ u(1− ϕj) ‖(s)
k,α≤ Cte ds−tj ‖ u ‖(s)

k,α‖ 1− ϕj ‖(0)
k+1,

la dernière égalité ayant lieu d’après la proposition 3. Si y ∈ Ωj et x ∈
M\Ωj+1 alors |x− y| ≥ dj+1 et

V t
x,y = min(d−t+k+α

x , d−t+k+α
y ) |∂

γu(x)|
|x−y|α

≤ d−t+k+α
x

|∂γu(x)|
dαj+1

≤ ds−t+αx d−s+kx
|∂γu(x)|
dαj+1

≤ Cte ds−t+αj+1 d−s+kx
|∂γu(x)|
dαj+1

≤ ds−tj

2s−t
Cte ‖ u ‖(s)

k .

Si y ∈ Ωj−1 et x ∈ M\Ωj on a de même : V t
x,y ≤ ds−tj Cte ‖ u ‖(s)

k . Enfin si
y ∈ Ωj\Ωj−1 et x ∈ Ωj+1\Ωj, distinguons deux cas.
Si −s+ k + α ≥ 0 alors −t+ k + α ≥ 0 et

min(d−t+k+α
x , d−t+k+α

y ) = d−t+k+α
x = ds−tx d−s+k+α

x

≤ Cte ds−tj d−s+k+α
x = Cte ds−tj min(d−s+k+α

x , d−s+k+α
y ).
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Si −s+ k + α < 0, alors

min(d−t+k+α
x , d−t+k+α

y ) ≤ d−t+k+α
y = ds−ty d−s+k+α

y

≤ Cte ds−tj−1d
−s+k+α
y = Cte 2s−tds−tj min(d−s+k+α

x , d−s+k+α
y ).

Ainsi dans les deux cas,

V t
x,y ≤ ds−tj Cte ‖ u(1− ϕj) ‖(s)

k,α≤ ds−tj Cte ‖ u ‖(s)
k,α‖ 1− ϕj ‖(0)

k+1 .

Il ne nous reste plus qu’à remarquer que, tout comme dans le corollaire 5, on
a : ‖ 1− ϕj ‖(0)

k+1≤ C(k, ĵ) pour achever la preuve du lemme 7. �

Proposition 8 ∀k ∈ N, ∀s > t ∈ R, ∀0 < β < α < 1, l’injection

Λs
k,α −→ Λt

k,β

est compacte.

preuve : Dans tout ce qui suit, il sera commode de conserver abusive-
ment la même notation pour une suite et diverses sous-suites extraites.
Soit {up}p∈N suite de Λs

k,α uniformément bornée en norme Λs
k,α par une

constante C. On veut en extraire une sous-suite qui converge dans Λt
k,β ; Il

suffit pour cela qu’elle soit de Cauchy i.e. telle que :

∀ε > 0, ∃N , ∀p, q > N , ‖ up − uq ‖(t)
k,β< ε.

Pour chaque j ≥ j0 nous écrirons : up = upϕj + up(1− ϕj).
La suite {upϕj0}p est bornée dans Ck,α(Ωj0+1) donc il existe une sous-suite
de {up}p telle que {upϕj0}p converge vers vj0 ∈ Ck,α(Ωj0+1). En repartant
de cette sous-suite, on considère {upϕj0+1}p qui est une suite bornée de
Ck,α(Ωj0+2) donc il existe une sous-suite de {up}p telle que {upϕj0+1}p converge
vers vj0+1 ∈ Ck,α(Ωj0+2). Une fois itérée cette procédure sur {upϕj}p pour
tout j ≥ j0, nous extrayons de {up}p une sous-suite diagonale qui possède
la propriété suivante : ∀j ≥ j0, ∃vj ∈ Ck,β(Ωj+1) telle que {upϕj}p converge
vers vj dans Ck,β(Ωj+1) ; comme upϕj est à support dans Ωj+1, on voit que

vj ∈ Ck,β
0 (Ωj+1). D’après le lemme 6 nous aurons donc limp→∞ upϕj = ṽj

dans Λt
k,β(M). Ainsi

∀j ≥ 1, ∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀p, q > N , ‖ upϕj − uqϕ ‖(t)
k,β<

ε

2
.

D’après la proposition 3 et d’après le lemme 7, comme ‖ up − uq ‖(s)
k,α≤ 2C,

‖ (up − uq)(1− ϕj) ‖(t)
k,β ≤ cte(α, β) ‖ (up − uq)(1− ϕj) ‖(t)

k,α

≤ Cte(C, k, α, β, s, t) ds−tj ,
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d’où
∀ε > 0, ∃j, ∀p, q, ‖ (up − uq)(1− ϕj) ‖(t)

k,β≤
ε

2
.

Un tel j étant fixé

∃N , ∀p, q > N , ‖ upϕj − uqϕj ‖(t)
k,β≤

ε

2
,

soit finalement :

‖ up − uq ‖(t)
k,β≤‖ (up − uq)ϕj ‖(t)

k,β + ‖ (up − uq)(1− ϕj) ‖(t)
k,β< ε. �

Borne uniforme et convergence

Lemme 8 Soit {ui}i une suite de Λs
k,α telle que ∀i, ‖ ui ‖(s)

k,α≤ C et {ui}i
converge vers u dans Λt

k,β, s > t, 0 < β < α < 1. Alors u ∈ Λs
k,α et

‖ u ‖(s)
k,α≤ Cte(k, n)C.

preuve. On rappelle que

‖ ui ‖(s)
k,α=

∑
|γ|≤k

sup
x∈M

[d−s+|γ|x |∂γui(x)|]

+
∑
|γ|=k

sup
x,y∈M
x 6=y

min(d−s+k+α
x , d−s+k+α

y )
|∂γui(x)− ∂γui(y)|

|x− y|α
.

Si |γ| ≤ k, alors en tout point x ∈M on a :

d
−s+|γ|
x |∂γu(x)| ≤ d

−s+|γ|
x |∂γui(x)|+ d

−s+|γ|
x |∂γu(x)− ∂γui(x)|

≤ C + d−s+tx d
−t+|γ|
x |∂γu(x)− ∂γui(x)|

≤ C + dt−sx ‖ u− ui ‖(t)
k,β .

Comme limi→∞ ‖ u− ui ‖(t)
k,β= 0, on en déduit (à x fixé et i→∞) :

d−s+|γ|x |∂γu(x)| ≤ C,

et par suite
sup
x∈M

d−s+|γ|x |∂γu(x)| ≤ C.

Si |γ| = k, alors pour tout couple (x, y) de M , x 6= y, en supposant ( quitte
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à inverser x et y) min(d−s+k+α
x , d−s+k+α

y ) = d−s+k+α
x , on a :

d−s+k+α
x

|∂γu(x)−∂γu(y)|
|x−y|α ≤ d−s+k+α

x
|∂γu(x)−∂γui(x)|

|x−y|α + d−s+k+α
x

|∂γui(x)−∂γui(y)|
|x−y|α

+d−s+k+α
x

|∂γui(y)−∂γu(y)|
|x−y|α

≤ dt−s+αx

|x−y|α [d−t+kx |∂γu(x)− ∂γui(x)|] + C

+ 1
|x−y|α

d−s+k+α
x

d−t+ky
[d−t+ky |∂γui(y)− ∂γu(y)|]

≤ dt−s+αx

|x−y|α ‖ u− ui ‖
(t)
k,β +C

+ 1
|x−y|α

d−s+k+α
x

d−t+ky
‖ u− ui ‖(t)

k,β .

Comme limi→∞ ‖ u− ui ‖(t)
k,β= 0, on en déduit (à x, y fixés et i→∞) :

min(d−s+k+α
x , d−s+k+α

y )
|∂γu(x)− ∂γu(y)|

|x− y|α
≤ C,

et donc

sup
x,y∈M
x 6=y

[min(d−s+k+α
x , d−s+k+α

y )
|∂γu(x)− ∂γu(y)|

|x− y|α
] ≤ C.

D’où le résultat annoncé, en prenant pour Cte(k, n) le nombre de multi-
indices γ de longueur au plus k augmenté du nombre de multi-indices γ de
longueur exactement k. �

Isomorphisme et continuité.

Nous donnons ici un lemme général qui n’utilise pas l’espace hyperbo-
lique ; il nous sera d’un usage fréquent dans cette thèse.

Lemme 9 Soient E et F deux espaces de Banach, soit u : E −→ F linéaire,
continue, inversible d’inverse u−1. Si v : E −→ F est linéaire et que ||v−u|| <

1
||u−1|| alors v est continue, inversible et

||v−1|| ≤ ||u−1||
1− ||u−1||.||u− v||

et ||v−1 − u−1|| ≤ ||u−1||2||u− v||
1− ||u−1||.||u− v||

.

Remarque :
Les normes considérées sont les normes d’applications linéaires continues ;
d’une manière générale, nous noterons L(E,F ) le Banach des applications
linéaires continues de E dans F muni de sa norme.

Preuve :
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Posons pour simplifier w = v−u et z = u−1w. On a ainsi v = u+w = u(I+z).
On peut donc écrire formellement :

v−1 =

[
I +

∞∑
k=1

(−1)kzk

]
u−1.

La série ci-dessus converge dès que ||z|| < 1, et comme ||z|| ≤ ||u−1||.||w||, il
suffit que ||w|| < 1

||u−1|| . Dans ce cas, v est inversible et

||v−1|| ≤

[
∞∑
k=0

(||z||)k
]
||u−1|| = 1

1− ||z||
||u−1|| ≤ ||u−1||

1− ||u−1||.||w||
,

donc v−1 est continue. D’autre part

v−1 − u−1 =

[
∞∑
k=1

(−1)kzk

]
u−1,

d’où

||v−1 − u−1|| ≤ ||z|| 1

1− ||z||
||u−1||

≤ ||u−1||.||w|| 1

1− ||u−1||.||w||
||u−1|| �
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Chapitre 3

Prescription de courbures I :
Courbure scalaire conforme
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3.1 Introduction

Dans cette section, nous utilisons tout d’abord le ”théorème d’isomor-
phisme de [GL]” pour démontrer que l’application :

v ∈ Λs
k+2,α −→ Scal(Hv)− Scal(H0) ∈ Λs

k,α

est localement inversible près de v = 0 dès que s ∈ [0, n[. Nous montrons
ensuite que ce fait vient s’imbriquer parfaitement à côté d’un important
théorème de rigidité de Min-Oo [MO1] dont il a catalysé une rectification
d’hypothèse [MO2]. Selon ce théorème rectifié, dans le cas particulier de la
boule B, si une métrique H est convenablement asymptotique à H0 à l’in-
fini (pour nous Hv le sera précisément dès que s > n), alors il est impos-
sible d’avoir Scal(H) ≥ Scal(H0) sauf si H est isométrique à H0, auquel cas
Scal(H) = Scal(H0). D’après l’inversion locale indiquée plus haut, ce résultat
ne tient plus dès lors que s ∈ [0, n[. Ce théorème peut être vu comme un ana-
logue, en asymptotiquement hyperbolique (où l’on ne dispose toutefois pas
encore d’une notion convenable de masse), du théorème de la masse positive
en asymptotiquement euclidien (voir e.g. le §. 3 de Leung [L]).

Finalement, ce premier résultat nous pousse à étudier de façon plus glo-
bale l’application ”courbure scalaire conforme”, considérée dans les espaces
Λs, en dimension n > 2 (section 3.3) et n = 2 (section 3.4), sur B munie de la
métrique hyperbolique standard H0. Une telle étude1 vient compléter les tra-
vaux antérieurs sur le sujet [AM][CCY][LTY][RRV1] dans lesquels le compor-
tement au voisinage de l’infini n’est précisé qu’à l’ordre zéro. Or c’est l’étude
du comportement à l’infini qui a permis de tester la validité du théorème de
Min-Oo [MO2]. Au §.3.5 nous construisons un exemple qui met directement
en évidence les limites de notre méthode lorsque la valeur du paramètre de
pondération s est située hors de l’intervalle prescrit par le théorème d’iso-
morphisme de [GL]. Les résultats de cette section sont parus au Bulletin de
la S.M.F. (1997) [D1].

1une étude indépendante donnant des résultats comparables est celle de [AC] (propo-
sition 7.3.1 et lemme 4.1.4)
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3.2 Prescriptibilité locale de la courbure sca-

laire conforme

La courbure scalaire d’une variété Riemanienne munie d’une métrique H
est donnée par :

Scal(H) = TraceH(R) où R = Ricci(H)

La linéarisation de H −→ Scal(H) est donnée par (cf. e.g.[Be p. 63]) :

d(Scal)(H)δH = 4τ +∇ij(δH)ij −Rij(δH)ij,

où τ = TraceHδH, ∇ désigne la connexion de Levi-Civita de H et 4 =
−TraceH(∇2) son laplacien. Si H est d’Einstein Rij = Scal(H)

n
H ij, dans ce

cas :

d(Scal)(H)δH = 4τ +∇ij(δH)ij −
Scal(H)

n
τ

et lorsque Scal(H) = −n(n − 1), comme en H0 ( et en toutes les métriques
d’Einstein construites par [GL]) :

d(Scal)(H)δH = 4τ +∇ij(δH)ij + (n− 1)τ

remarque. L’opérateur différentiel :

δH −→ 4τ +∇ij(δH)ij + (n− 1)τ

est elliptique sous-déterminé (i.e. son symbole est surjectif). En effet son
terme principal s’écrit localement :

(H ikHjl −H ijHkl)∂ij(δH)kl.

Pour tout covecteur ξ 6= 0 :

(H ikHjl −H ijHkl)ξiξj = (ξkξl − |ξ|2Hkl),

et L : δH −→ (ξkξl − |ξ|2Hkl)(δH)kl est une application linéaire surjective.
En effet

∀η ∈ R, L(
−η

(n− 1)|ξ|2
H) = η. �

Cette démonstration suggère de se restreindre à des variations conformes
de H i.e. de prendre δH = τ

n
H ( ainsi τ = TraceHδH) pour laquelle

∇ij(δH)ij = −4τ
n

et
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d(Scal)(H)(δH) =
n− 1

n
(4τ + nτ).

D’après [GL], si H = H0, 4+n est un isomorphisme de Λs
k+2,α dans Λs

k,α dès
que n > s(s− (n− 1)) i.e. dès que −1 < s < n. Par ailleurs, il est nécessaire
de supposer s ≥ 0 pour avoir H+δH = (1+ τ

n
)H définie positive dès lors que

τ est assez petit dans Λs
k+2,α. Ainsi en vertu du théorème d’inversion locale

on obtient le

Théorème 23 Soient k ∈ N, α ∈]0, 1[, s ∈ [0, n[. Pour toute fonction σ
assez proche de zéro dans Λs

k,α, il existe une unique fonction v assez proche
de zéro dans Λs

k+2,α, dépendant différentiablement de σ telle que la métrique
Hv = (1 + v)H0 vérifie

Scal(Hv) = Scal(H0) + σ = −n(n− 1) + σ.

Il n’est pas difficile d’établir qu’il existe au plus une solution v de l’équation
précédente dès lors que s > 0 et Scal(H0) + σ ≤ 0 (cela découle du prin-
cipe du maximum). Par contre, l’existence d’une solution v dans le bon es-
pace, lorsque s ≥ n, n’est plus assurée : nous construisons un exemple le
démontrant directement pour s > n+1 au § 3.5 ci-après. Pour lors, à ce sujet
nous allons procéder indirectement, par une comparaison entre le théorème
1 et un important résultat de rigidité dû à Min-Oo [MO1] [MO2] (voir aussi
[L]).

En prenant comme modèle de l’espace hyperbolique Hn, Rn muni de la
métrique qui s’exprime en coordonnées polaires à l’origine par :
H0 = dR2 + (shR)2dΘ2 où R ∈]0,∞[ et dΘ2 désigne la métrique standard de
Sn−1, rappelons [MO1][MO2] la

Définition 3 Une variété Riemanienne (M,H) est dite fortement asympto-
tiquement hyperbolique s’il existe un compact K de M et un difféomorphisme
Φ : M\K −→ R

n\BR0(0) pour un R0 ≥ 0 tel que si on définit la transforma-
tion de jauge :
A : T (M\K) −→ T (M\K) par :

i)H(Au,Av) = (Φ?H0)(u, v)

ii)H(Au, v) = H(u,Av)

alors A vérifie :
AH1 : ∃C ≥ 1 tq ∀v ∈ T (M\K), 1

C
H(v, v) ≤ H(Av,Av) ≤ CH(v, v)

AH2 : le champ d’endomorphismes sur M\K définis par
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x ∈M\K −→ e|Φ(x)|(A− Id)(x) ∈ T ?(M\K)⊗ T (M\K)
(où |.| désigne la norme euclidienne standard de Rn) est dans l’intersection
des espaces de Sobolev H2

1 ∩H1
1 sur M\K relativement à H.

N.B. Par continuité à partir d’un voisinage de l’infini, on voit que les valeurs
propres de A sont nécessairement positives sur M\K (elles le sont à l’infini
et ne peuvent s’annuler à cause de (i), a fortiori à cause de AH1).

Le résultat visé par Min-Oo s’énonce alors

Théorème 24 Si (M,H) est spinorielle fortement asymptotiquement hyper-
bolique de dimension n > 2 à courbure scalaire S ≥ S0 = Scal(H0), alors
(M,H) est isométrique à Hn (donc S = S0).

Adaptons cette définition et ce théorème au cas particulier où M = B :=
{x ∈ Rn, |x| < 1} munie de H, qui est évidemment spinorielle (w2(B) = 0),
quand on prend plutôt pour modèle de Hn, B munie de H0 = ρ−2E, E étant
la métrique euclidienne standard et ρ la fonction définie par ρ(x) = 1

2
(1−|x|2)

(ici encore |.| désigne la norme euclidienne standard de Rn).

Considérons Φ : B\{0} −→ R
n\{0} définie en coordonnées polaires à

l’origine par (r,Θ) −→ (R = 2argth(r),Θ) alors Φ?H0 = H0. Sur B, la
transformation de jauge A de la définition 1 est définie par :

AliA
k
jHkl = Hoij

AkiHkl = AklHki.

Si l’on prend H sous la forme Hv = (1 +v)H0 pour v ∈ Λs
k+2,α (cf. définition

§ 2.2) et ‖ v ‖(s)
k+2,α< 1, que devient la condition AH2 (ci-dessus) ?

remarques :

(i) déjà A = (1 + u)Id avec u ∈ Λs
k+2,α et (1 + u)2(1 + v) = 1

(ii)
√
detH =

√
det((1 + v)H0) = (1 + v)

n
2

√
detH0 = (1 + v)

n
2 ρ−n

= 1
(1+u)n

ρ−n ∈ Λ−nk+2,α

(iii) e|Φ(x)| =eln(
1+|x|
1−|x| ) = 1+|x|

1−|x| ∈ Λ−1
∞

(iv) e|Φ|(A − Id) =e|Φ|uId ∈ Λs−1
k+2,α en tant que tenseur de type (1

1) donc

∇[e|Φ|(A− Id)] ∈ Λs−2
k+1,α en tant que tenseur de type (1

2). �
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Comme la condition AH2 s’écrit :∫
B

‖ e|Φ|uId ‖2
H

√
detHdx <∞ et

∫
B

‖ ∇(e|Φ|uId) ‖2
H

√
detHdx <∞

et, ∫
B

‖ e|Φ|uId ‖H
√
detHdx <∞ et

∫
B

‖ ∇(e|Φ|uId) ‖H
√
detHdx <∞

et que pour a ∈ T ?(B)⊗ T (B), ‖ a ‖2
H= H lkaila

j
kHij ∈ Λ2s−2 si a ∈ Λs−1

et pour b ∈ T ?(B) ⊗ T ?(B) ⊗ T (B), ‖ b ‖2
H= HjkH lpbijlb

k
pqHik ∈ Λ2s−2 si

b ∈ Λs−2 alors, compte-tenu des remarques (ii) et (iv) précédentes :

AH2⇔
∫
B

ρs−1−ndx <∞⇔
∫
B

(1− |x|2)s−1−ndx <∞⇔ s > n

On remarque de plus que AH1 est vérifiée dès que |u| est assez petite (i.e.

|v| assez petite). Ainsi il existe ε > 0 tel que, si ‖ v ‖(s)
k+2,α< ε et si s > n, la

variété B munie de la métrique Riemannienne Hv = (1 + v)H0 est fortement
asymptotiquement hyperbolique. Pour de telles métriques, le théorème 24 et
un argument d’unicité conduisent au

Corollaire 6 Soit k ∈ N, α ∈]0, 1[, s > n et v ∈ Λs
k+2,α avec ‖ v ‖(s)

k+2,α assez
petite. Si Scal(Hv) ≥ Scal(H0), alors v ≡ 0.

Notons que d’après le théorème 23, pour tout σ ∈ Λs
k,α non négatif assez

petit et tout t ∈ [0, n[, compte-tenu de l’inclusion Λs
k,α ⊂ Λt

k,α [GL], il existe
une unique solution v ∈ Λt

k+2,α de l’équation

Scal(Hv) = Scal(H0) + σ.

Bien sûr σ 6≡ 0⇒ v 6≡ 0. Le corollaire 6 implique que cette solution n’est pas
dans Λs

k+2,α . Ainsi les théorèmes 23 et 24 se complètent-ils exactement de
part et d’autre de l’exposant critique s = n.

Dans la suite de cet article, motivés par l’inversibilité locale (en v = 0) de la
courbure scalaire conforme considérée dans les espaces Λs de [GL], nous al-
lons, par des techniques d’analyse non-linéaire appropriées, passer du résultat
purement local précédent à des résultats globaux, en précisant en particulier
”la taille” dans Λs

k,α des σ pour lesquels il existe une solution v ∈ Λs
k+2,α de

l’équation Scal[(1 + v)H0] = S0 + σ.
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3.3 Courbure scalaire conforme en dimension

supérieure à 2

Dans cette partie, on se propose d’abord d’étudier dans la boule B munie
de la métrique H0, l’équation :

4v = (A−f)(1+v)+(g−A)(1+v)p avec v > −1, (E)

où A et p sont réels, A > 0, p > 1, f et g sont des fonctions données
sur B, avec g ≤ A. Il sera parfois commode d’abréger le second membre de
(E) en le notant φ(x, v). Nous allons tour à tour démontrer, sous des condi-
tions appropriées, l’existence d’une solution de (E), puis son unicité, enfin sa
régularité. Nous appliquerons ensuite cette étude à l’équation, cas particulier
de (E), qui traduit en dimension n > 2 la prescription sur B de la courbure
scalaire d’une métrique conforme à E et asymptotique à H0 à l’infini (près
du bord de B).

3.3.1 Etude EDP (dimension n quelconque)

Existence

Réécrivons l’équation (E) sous la forme :

4v + A(p− 1)v = (A− f)(1 + v) + (g − A)(1 + v)p + A(p− 1)v

=: Φ̃(x, v)

Soit M = M(n, s, A(p − 1)) la constante de la proposition 18 (telle que
ϕ = Mρs vérifie [4 + A(p − 1)]ϕ ≥ ρs). Dans tout ce qui suit, chaque fois
qu’on utilisera la condition (C) du paragraphe 3.6, on l’entendra lue avec
K = A(p− 1).

Proposition 9 Si f et g sont dans Λs
0

⋂
Ck,α
loc (B), s ≥ 0 vérifiant (C), 0 <

α < 1 et s’il existe des réels λ ≥ 0 et δ ∈]0, 1[ tels que, en posant q = 1−δp
1−δ

(donc q ∈]1, p[), on ait l’encadrement :

−(1−δ)[ 1

M
−A(p−1)+q(A−g)+f −A] ≤ (2ρ)−s(g−f) ≤ λ(

1

M
+f −pg),

(1)

alors il existe une solution v > −1 de (E) dans Λs
0

⋂
Ck+2,α
loc .

preuve.

Nous allons résoudre (E) en construisant pour elle des solutions supérieure
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et inférieure i.e. en construisant v+ ≥ v− ≥ −1 telles que 4v+ ≥ Φ(x, v+)
et 4v− ≤ Φ(x, v−). D’après une procédure bien connue (voir e.g.[N]), l’exis-
tence d’une solution v > −1 comprise entre v+ et v− en résulte.

Soit

v+ =
2sλ

M
ϕ = λ(2ρ)s.

Alors 0 < v+ ≤ λ et comme t −→ (1 + t)p est convexe pour p > 1, on a :
∀t ≥ 0, (1 + t)p ≥ 1 + pt, ainsi :

Φ̃(x, v+) ≤ (A− f)(1 + v+) + (g − A)(1 + pv+) + A(p− 1)v+

= (A− f)[1 + λ(2ρ)s] + (g − A)[1 + pλ(2ρ)s] + A(p− 1)λ(2ρ)s

= (g − f) + λ(2ρ)s(pg − f),

donc d’après le côté droit de l’encadrement (1)

Φ̃(x, v+) ≤ 2sλ
M
ρs

≤ 2sλ
M

[4ϕ+ A(p− 1)ϕ]

= [4+ A(p− 1)]v+.

De même Soit

v− = −2s(1− δ)
M

ϕ = −(1− δ)(2ρ)s.

Alors 0 > v− ≥ −(1 − δ) > −1 et comme t −→ (1 + t)p est convexe pour
p > 1, on a :
∀t ∈ [−(1− δ), 0], (1 + t)p ≤ 1 + qt, ainsi (en rappelant que g ≤ A) :

Φ̃(x, v−) ≥ (A− f)(1 + v−) + (g − A)(1 + qv−) + A(p− 1)v−

= (A− f)[1− (1− δ)(2ρ)s] + (g−A)[1− q(1− δ)(2ρ)s]−A(p− 1)(1− δ)(2ρs)

= (g− f) + (f −A)(1− δ)(2ρ)s + q(A− g)(1− δ)(2ρ)s− (1− δ)A(p− 1)(2ρ)s,

donc d’après le côté gauche de l’encadrement (1)
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Φ̃(x, v−) ≥ −2s(1−δ)
M

ρs

= −2s(1−δ)
M

[4+ A(p− 1)]ϕ

= [4+ A(p− 1)]v−.

Pour tout β ∈]0, α[ il existe donc (cf. [N] par exemple) une solution v de
classe Ck+2,β

loc (B) de l’equation (E) comprise entre v+ et v−, v est donc dans
Λs

0.
En outre l’opérateur4+A(p−1) est uniformément elliptique sur les com-

pacts de la boule unité, donc par la théorie de Schauder classique, comme
Φ̃(x, v) est dans Ck,α

loc (B), v est dans Ck+2,α
loc (B). �

remarque. Comme v est comprise entre v+ et v−, on a l’encadrement :

−1 < −(1− δ) ≤ −2s(1− δ)ρs ≤ v ≤ 2sλρs ≤ λ.

Unicité

Proposition 10 Si f et g sont dans C0(B), avec toujours (A− g) ≥ 0, si v
est solution de (E) dans C2

loc(B)
⋂
C0(B̄), v > −1 et v = 0 sur ∂B, alors v

est unique.

preuve. Soit u =ln(1 + v) alors (E) devient :

4u− |∇u|2 = A− f + (g − A)e(p−1)u.

Si u0 et u1 sont deux telles solutions, soit w = u1 − u0 alors :

4w − |∇u1|2 + |∇u0|2 = (g − A)[e(p−1)u1 − e(p−1)u0 ].

Or
∇iu1∇iu1 −∇iu0∇iu0 = ∇i(u1 + u0)∇i(u1 − u0),

et

e(p−1)u1 − e(p−1)u0 = (p− 1)

∫ 1

0

e(p−1)utdt(u1 − u0),

où ut = tu1 + (1− t)u0, ainsi

Lw := 4w −∇i(u1 + u0)∇iw + (A− g)(p− 1)

∫ 1

0

e(p−1)utdt w = 0

et w = 0 sur ∂B. Comme L est elliptique et que son coefficient d’ordre zéro
est non-négatif (par hypothèse (A− g) ≥ 0), nécessairement w = 0 sur B (cf
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[GT] p. 33 th. 3.3). �

remarque. La solution construite au paragraphe 3.3.1 est donc unique
dès que s > 0.

Régularité

On suppose f, g ∈ Λs
k,α : Que peut-on en déduire sur la solution de

l’équation (E) construite précédemment ? Pour répondre à cette question,
nous avons besoin du

Lemme 10 (Borne uniforme) Soient f, g ∈ Λs
k,α, s ≥ 0 vérifiant la condi-

tion (C) (cf appendice 6.4, avec K = A(p− 1)) et 0 < α < 1. On suppose :

A >
n− 1 + s(s− (n− 1))

p− 1
(3.2)

inf
x∈B

[(A− g)p(1− (1− δ)(2ρ)s)p−1 + f −A− (n− 1)] > s(s− (n− 1)) (3.3)

Si v est solution de (E) dans Λs
k+2,α avec −(1− δ)(2ρ)s ≤ v ≤ λ(2ρ)s, alors

‖ v ‖(s)
k+2,α≤ C où C ne dépend que de A, f, g, n, s, k, α, δ, p.

preuve. Dans toute la suite de cet article, pour préciser qu’une constante
C est indépendante d’une quantité v, nous utiliserons la notation C(v̂).

a) On sait (cf. remarque en fin de § 3.3.1) que

‖ v ‖(s)
0 ≤ 2s max ((1− δ), λ) ‖ ρs ‖(s)

0 = 2s max ((1− δ), λ) = C(v̂).

Si on montre que ‖ ∇v ‖(s−1)
0 ≤ C(v̂) alors ‖ v ‖(s)

1 ≤ C(v̂) et donc ∀α ∈]0, 1[,
on aurra

‖ v ‖(s)
0,α≤ C(v̂).

Pour montrer cela dérivons l’équation (E) : ∀i = 1, .., n,

∇i4v = p(1 + v)p−1(g − A)∇iv + (1 + v)p∇ig + (A− f)∇iv − (1 + v)∇if.

Or
∇i4v = Rik∇kv +4∇iv = −(n− 1)∇iv +4∇iv,

donc

4∇iv+[(A−g)p(1+v)p−1 +f −A− (n−1)]∇iv = (1+v)p∇ig− (1+v)∇if.
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Notons K(x) le terme d’ordre 0 (terme entre crochets facteur de ∇iv) ;
puisque (A−g) ≥ 0 on a K(x) ≥ (A−g)p(1−(1−δ)(2ρ)s)p−1+f−A−(n−1)
donc d’après la condition (3) : infx∈BK(x) > s(s− (n− 1)).

Dans ce cas l’estimation basique de [GL] est vraie pour 4+K I agissant sur
les 1-tenseurs covariants :

‖ ∇v ‖(s−1)
0 ≤ C(K̂) ‖ (1 + v)p∇g − (1 + v)∇f ‖(s−1)

0

≤ C(K̂)[‖ (1 + v)p ‖(0)
0 ‖ ∇g ‖

(s−1)
0 + ‖ 1 + v ‖(0)

0 ‖ ∇f ‖
(s−1)
0 ]

≤ C(K̂)[(1+ ‖ v ‖(0)
0 )p ‖ ∇g ‖(s−1)

0 +(1+ ‖ v ‖(0)
0 ) ‖ ∇f ‖(s−1)

0 ]

≤ C(K̂).

b) On a donc ‖ v ‖(s)
0,α≤ C(v̂). Soit l un entier compris entre 0 et k, pour

lequel on suppose ‖ v ‖(s)
l,α≤ C(v̂). D’après l’estimation de Schauder étendue

à tout B (cf. corollaire 3) on a :

‖ v ‖(s)
l+2,α≤C(v̂)[‖ (1 + v)p(g − A) + (A− f)(1 + v) ‖(s)

l,α + ‖ v ‖(s)
0 ]

≤C(v̂)[‖ ((1 + v)p − 1)(g − A) + (A− f)v + (g − f) ‖(s)
l,α + ‖ v ‖(s)

0 ].

En utilisant la proposition 3 alinéa (14) avec la fonction Ψ(t) = (1 + t)p − 1,
a = 1 − δ et b = λ (c’est ici qu’intervient la condition s ≥ 0) on obtient

(1 + v)p − 1 ∈ Λs
l,α et ‖ (1 + v)p − 1 ‖(s)

l,α≤ C(v̂). Ainsi compte tenu de [GL]
prop. 3.3 p. 208,

‖ v ‖(s)
l+2,α≤ C(v̂)[‖ (1 + v)p − 1 ‖(s)

l,α‖ g − A ‖
(0)
l,α + ‖ v ‖(s)

l,α‖ A− f ‖
(0)
l,α

+ ‖ g − f ‖(s)
l,α + ‖ v ‖(s)

0

],

soit finalement ‖ v ‖(s)
l+2,α≤ C(v̂).

Ainsi par récurrence (nous sommes partis de l = 0) :

‖ v ‖(s)
k+2,α≤ C(v̂). �

Nous allons maintenant pouvoir répondre à la question posée au début de
cette section en redémontrant en fait directement (par la méthode de conti-
nuité) l’existence d’une unique solution avec la bonne ”régularité pondérée”.

62



Proposition 11 On suppose : f, g ∈ Λs
k,α, s > 0 vérifiant (C), toujours

g ≤ A, A > (n−1)+s(s−(n−1))
p−1

(2), et :

inf
x∈B

[(A−|g|)p(1− (1− δ)(2ρ)s)p−1−|f |−A− (n−1)] > s(s− (n−1)) (3.4)

−(1−δ)[ 1

M
−A(p−1)+q(A−|g|)−(A+|f |)] ≤ (2ρ)−s|g−f | ≤ λ(

1

M
−p|g|−|f |)

(5)

où M = M(n, s, A(p− 1)) (cf. paragraphe 3.6 avec K = A(p− 1)).
Alors l’unique solution v ∈ Λs

0

⋂
Ck+2,α
loc de l’équation (E) avec v > −1 est en

fait dans Λs
k+2,α. De plus v tend vers 0 dans Λs

k+2,α quand f, g tendent vers
0 dans Λs

k,α.

remarque. (4)⇒(3) et (5)⇒(1).

preuve. Considérons pour t ∈ [0, 1] la famille d’équations :

4v = (tg − A)(1 + v)p + (A− tf)(1 + v), v > −1 (Et)

et soit S = {t ∈ [0, 1], ∃vt ∈ Λs
k+2,α solution de (Et) avec vt > −1}.

Nous allons montrer que S = [0, 1] par un argument de connexité ; dès lors,
la partie ”existence” de la proposition sera démontrée pour l’ équation (E)
qui n’est autre que (E1). L’unicité a lieu en vertu de notre proposition 10 du
§ 3.3.1.
La continuité par rapport à f, g au voisinage de zéro découle de l’argument
d’inversion locale utilisé ci-après (en l’appliquant à t0 = 0).

a) S 6= φ car 0 ∈ S (en effet, on peut prendre v0 = 0).

b) S est ouvert dans [0, 1] :
Soit Ψ : [0, 1]× Λs

k+2,α −→ Λs
k,α définie par :

Ψ(t, v) = 4v − (tg − A)(1 + v)p − (A− tf)(1 + v)

Si on montre que ∂Ψ
∂v

(t0, v0) est un isomorphisme de Λs
k+2,α sur Λs

k,α pour tout
couple (t0, v0) ∈ [0, 1]× Λs

k+2,α solution de Ψ(t0, v0) = 0 avec v0 > −1, alors
il suit du théorème des fonctions implicites, l’existence d’un ε > 0, tel que :
∀t ∈]t0 − ε, t0 + ε[

⋂
[0, 1], ∃vt ∈ Λs

k+2,α solution de Ψ(t, v) = 0 avec v > −1 ;
dans ce cas on aura bien S ouvert relativement à [0, 1].

Calculons :

∂Ψ

∂v
(t0, v0)δv = 4δv − (t0g − A)p(1 + v0)p−1δv + (t0f − A)δv.
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Les conditions (4) et (5) étant vérifiées pour f et g, ∀t ∈ [0, 1] elles le sont
encore pour tf et tg, donc (3) et (1) aussi. Ainsi par unicité (proposition 10
du § 3.3.1) et d’après la remarque qui suit la proposition 9 du § 3.3.1, pour
tout couple (t, vt) ∈ [0, 1] × Λs

k+2,α solution de Ψ(t, vt) = 0 avec vt > −1 on
a l’estimation uniforme vt ≥ −2s(1 − δ)ρs ; celle-ci est donc vérifiée par v0.
Par ailleurs :

K0 := −(t0g − A)p(1 + v0)p−1 + (t0f − A)

≥ (A− t0|g|)p[1− (1− δ)(2ρ)s]p−1 − A− t0|f |

≥ (A− |g|)p[1− (1− δ)(2ρ)s]p−1 − A− |f |

≥ infx∈B[(A− |g|)p(1− (1− δ)(2ρ)s)p−1 − A− |f |]

> s(s− (n− 1)), d’après notre condition (4)

Le théorème 3.10 de [GL] p. 217 affirme alors que 4 + K0 est bien un iso-
morphisme de Λs

k+2,α sur Λs
k,α.

c) S est fermé :
Soit {ti}i∈Nsuite de S qui tend vers t ∈ [0, 1], on veut montrer que t ∈ S. No-
tons vi = vti ; par le lemme 10, les vi sont uniformément bornés dans Λs

k+2,α

(en effet l’equation (Et) n’est autre que l’equation (E) pour tf et tg, comme
la constante C ne fait intervenir que des sommes et produits de ‖ f ‖() et
‖ g ‖(), et que ‖ th ‖()≤‖ h ‖() pour t ∈ [0, 1], les vi auront la même borne
C).
Ainsi d’après la proposition 8 et le lemme 8, il existe pour tout t ∈]0, s[ et
tout β ∈]0, α[ une sous-suite renotée vi qui converge dans Λt

k+2,β vers une
fonction v ∈ Λs

k+2,α avec v ≥ −1.
De plus ∀i, Ψ(ti, vi) = 0 et Ψ est encore continue sur [0, 1]× Λt

k+2,β donc
0 = limi→∞Ψ(ti, vi) = Ψ(t, v) ainsi v vérifie (Et). Notons pour conclure la
minoration uniforme : vi ≥ −(1 − δ), qui a lieu par unicité et s’applique
encore à v ; donc v > −1 et t ∈ S. �

3.3.2 Application géométrique (dimension n ≥ 3)

Soit H une métrique conforme à la métrique hyperbolique H0, écrite sous

la forme H = (1 + v)
4

n−2H0. Sa courbure scalaire s’écrit (voir e.g [A] p. 126) :

Scal(H) = (1 + v)−
n+2
n−2 (4n−1

n−2
4v + S0(1 + v)), où S0 = Scal(H0), et prescrire

Scal(H) = S0 + σ, équivaut à chercher H sous la forme précédente avec v
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solution sur B de l’équation (E) :

4v = (A− f)(1 + v) + (g − A)(1 + v)p,

avec :
A = − n−2

4(n−1)
S0 = n(n−2)

4
car S0 = −n(n− 1),

p = n+2
n−2

, donc ici A(p− 1) = n,

g = n−2
4(n−1)

σ,

f = 0.

Notons qu’on a p > 1. Par ailleurs s vérifie la condition (C) (du paragraphe
3.6) avec K = A(p− 1) = n si et seulement si s ∈]− 1, n[. Enfin

A = n
p−1

> n−1+s(s−(n−1))
p−1

dès que s ∈]s−, s+[ où s± =
n−1±
√

(n−1)2+4

2
. Notons

que s− ∈]− 1, 0[ et s+ ∈]n− 1, n[.
L’étude précédente de l’équation (E) jointe au corollaire 11 conduit au

Théorème 25 S’il existe δ ∈]0, 1[ et λ ∈ R, λ ≥ 0 tel que, en notant q =
1−δp
1−δ , la fonction σ ∈ Λs

0

⋂
Ck,α
loc (0 ≤ s < n, 0 < α < 1) vérifie S0 + σ ≤ 0 et

l’encadrement :

−(1− δ)( 1
M
− n+ q(n(n−2)

4
− n−2

4(n−1)
σ)− n(n−2)

4
) ≤ (2ρ)−s n−2

4(n−1)
σ

≤ λ( 1
M
− n+2

4(n−1)
σ),

où M = M(n, s, n) (cf. proposition 18), alors il existe v ∈ Λs
0

⋂
Ck+2,α
loc telle

que la métrique conforme H = (1 + v)
4

n−2H0 admette S0 + σ pour courbure
scalaire et v est unique si s > 0.
Si de plus σ ∈ Λs

k,α avec s ∈]0, s+[ vérifie

−(1− δ)( 1
M
− n+ q(n(n−2)

4
− n−2

4(n−1)
|σ|)− n(n−2)

4
) ≤ (2ρ)−s n−2

4(n−1)
|σ|

≤ λ( 1
M
− n+2

4(n−1)
|σ|),

et
infx∈B[(n(n−2)

4
− n−2

4(n−1)
|σ|)n+2

n−2
(1− (1− δ)(2ρ)s)

4
n−2

−n(n−2)
4
−(n−1)] > s(s−(n−1))

alors v ∈ Λs
k+2,α.
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remarque.

L’obtention de ce résultat global nous a coûté une diminution de l’intervalle
0 ≤ s < n nécessaire pour le résultat local du paragraphe 3.2 (Théorème 23).

Comparons notre résultat avec celui de [LTY] (cf. introduction, théorème
10), avec notre modèle de l’espace hyperbolique (B,H0). Prenons p = 0, alors
pour tout x dans B,

r(x) = 2Argth|x| = ln(
1 + |x|
1− |x|

).

Comme par ailleurs ρ = 1
2
(1 − |x|)2, alors ρ(x) ≈ 2e−r(x) au voisinage de

∂B. Regardons le cas a = e, m = 1, β = 2 dans le théorème 10. On a alors
a1(t) = ln(e+ t) et b1(t) = e+ t. Ainsi, au voisinage de l’infini, on a :

ρ0(x) = 1 ≥ {a1[r(x]}−1{b1[r(x)]}−1,

et pour tout ε > 0,

ρε(x) ≈ 2εe−εr(x) ≤ {a1[r(x]}−2{b1[r(x)]}−1.

Notons (∗) l’équation

Scal[(1 + v)
4

n−2H0] = S0 + σ.

Ainsi d’après [LTY], on obtient le

Corollaire 7 Si S0 + σ ∈ C0(B) est essentiellement négative et s’il existe
une constante C > 0 et un réel ε > 0 tels que S0 + σ ≥ −Cρ−2+ε près de
l’infini, alors l’équation (∗) possède une solution v > −1 de classe C2 sur
B. Si par contre il existe une constante C > 0 telle que σ ≤ −Cρ−2 près de
l’infini, alors l’équation (∗) n’a pas de solution v > −1 de classe C2 sur B.

Remarque :
Ce corollaire nous donne une obstruction lorsque s ≤ −2 ainsi qu’une exis-
tence lorsque s > −2 mais ne permet pas de préciser de manière simple le
comportement de v à l’infini.
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3.4 Courbure scalaire conforme en dimension

deux

Toujours sur B munie de la métrique hyperboliqueH0 = ρ−2E, on considère
à présent l’équation :

4v = ev(f−A)+A, (E’)

où A ∈ R+ et f est une fonction donnée sur B.

Nous allons montrer l’existence d’une solution, son unicité puis sa régularité,
ceci en toute dimension ; pour cela nous procédons comme au paragraphe 3.3.
Ensuite nous appliquerons ce résultat au cas particulier de la prescription de
la courbure scalaire conforme en dimension 2 .

3.4.1 Etude EDP (en dimension n quelconque)

Existence

SoitM = M(n, s, 0) la constante de la proposition 18 (telle que la fonction
positive ϕ = Mρs vérifie sur tout B l’inéquation 4ϕ ≥ ρs).

Proposition 12 Soit f ∈ Λs
0

⋂
Ck,α
loc , s ∈]0, n − 1[, α ∈]0, 1[ . S’il existe

λ ≥ 0 tel que

f ≤ λρs − A
eλϕ

+ A,

alors il existe v solution de (E’) dans Λs
0

⋂
Ck+2,α
loc . En outre :

−2sϕ ‖ f ‖(s)
0 ≤ v ≤ λϕ.

preuve. Cherchons une sur-solution et une sous-solution de l’équation (E’).
Soit v+ = λϕ ; on a : 4v+ ≥ λρs ≥ (f − A)eλϕ + A, la deuxième inégalité
étant vérifiée d’après l’hypothèse de la proposition.
Soit v− = −2s ‖ f ‖(s)

0 ϕ ; déjà, comme ϕ ≥ 0, v− est non-positive donc on a
bien v− ≤ v+. Et comme

f ≥ −2s ‖ f ‖(s)
0 ρs = −A− 2s ‖ f ‖(s)

0 ρs + A ≥ −A− 2s ‖ f ‖(s)
0 ρs

e−2s‖f‖(s)0 ρs
+ A,

on a aussi : 4v− ≤ −2s ‖ f ‖(s)
0 ρs ≤e−2s‖f‖(s)0 ρs(f −A) +A =ev

−
(f −A) +A.

Ainsi il existe (voir e.g [N]) v ∈ Ck+2,α
loc comprise entre v+ et v−, donc

dans Λs
0, solution de l’équation (E’). �
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Unicité

Proposition 13 Si f ∈ C0
loc et f ≤ A, alors l’équation (E’) admet au plus

une solution v dans C2
loc

⋂
C0(B) nulle sur ∂B.

preuve. Soient v0 et v1 deux telles solutions et w = v1 − v0, alors :

4w = (ev1 − ev0)(f − A) = (f − A)

[∫ 1

0

etv1+(1−t)v0dt

]
(v1 − v0),

donc w vérifie :

4w + (f − A)

[∫ 1

0

etv1+(1−t)v0dt

]
w = 0

dans B, avec w = 0 sur ∂B. Le coefficient de w est non-négatif puisque
(A− f) ≥ 0 ; le principe du maximum [GT] p. 33 th. 3.3 implique w = 0. �

remarque. Si f ≤ A on peut prendre λ = 2s ‖ f ‖(s)
0 dans la proposi-

tion 12 du § 3.4.1. En effet prenons v+ = 2s ‖ f ‖(s)
0 ϕ alors

4v+ ≥ 2s ‖ f ‖(s)
0 ρs ≥ f ≥ f + (ev

+ − 1)(f − A) = ev
+

(f − A) + A.

Dans ce cas la solution de (E’) vérifie l’estimation

|v| ≤ 2sϕ ‖ f ‖(s)
0 .

Régularité

Proposition 14 Si f ∈ Λs
k,α, s ∈]0, n− 1[, α ∈]0, 1[,

A ≥ (n− 1) + s(s− (n− 1)), f ≤ A, et

inf
x∈B

[e−2s‖f‖(s)0 ϕ(A−|f |)−(n−1)] > s(s−(n−1)) (6)

alors la solution v de l’équation (E’) est dans Λs
k+2,α. De plus v tend vers 0

dans Λs
k+2,α quand f tend vers 0 dans Λs

k,α.

remarque. Si n ≤ 5 alors la condition (6) implique |f | ≤ A.

preuve. D’après les propositions 12 et 13 précédentes et l’avant-dernière
remarque, il existe bien une solution unique de (E’) dans Λs

0

⋂
Ck+2,α
loc . On

va montrer qu’elle est dans Λs
k+2,α par la méthode de continuité ; l’argument

d’inversion locale utilisé ci-après montre (appliqué en t0 = 0) que v tend vers
0 quand f tend vers 0.
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Soit Ψ : [0, 1]× Λs
k+2,α −→ Λs

k,α définie par :

Ψ(t, v) = 4v − ev(tf − A)− A,

et soit S = {t ∈ [0, 1], ∃vt ∈ Λs
k+2,α solution de Ψ(t, v) = 0}.

a) S 6= φ car 0 ∈ S (en effet Ψ(0, 0) = 0).

b) S est ouvert dans [0, 1] : Soit t0 ∈ S et v0 = vt0 ∈ Λs
k+2,α, alors

∂Ψ

∂v
(t0, v0)δv = 4δv + (A− t0f)ev0δv.

Quand f ≥ 0, t0f ≤ f ≤ A et quand f ≤ 0, t0f ≤ 0 < A, donc on a toujours
(A− t0f)ev0 ≥ 0 et d’après [GL] p. 217

4+ (A− t0f)ev0

est un isomorphisme de Λs
k+2,α dans Λs

k,α sous l’hypothèse 0 > s(s− (n− 1))
vérifiée pour s ∈]0, n − 1[. D’après le théorème des fonctions implicites, il
existe donc ε > 0 tel que ∀t ∈]t0 − ε, t0 + ε[

⋂
[0, 1], ∃vt ∈ Λs

k+2,α solution de
Ψ(t, vt) = 0. Par suite S est ouvert dans [0, 1].

c) S est fermé : Comme précédemment (cf. fin du § 3.3.1) il suffit de majo-
rer uniformément les solutions de (E’). Pour cela, dérivons l’équation (E’) :
∇i4v =ev(f − A)∇iv+ev∇if or ∇i4v = −(n− 1)∇iv +4∇iv, donc :

4∇iv + [ev(A− f)− (n− 1)]∇iv = ev∇if.

D’après (6) et la remarque qui suit l’unicité(§ 3.4.1), on a :

ev(A− f)− (n− 1) ≥e−2s‖f‖(s)0 ϕ(A− |f |)− (n− 1)

≥ infx∈B[e−2s‖f‖(s)0 ϕ(A− |f |)− (n− 1)] > s(s− (n− 1)),

donc l’estimation de base de [GL] a lieu :

‖ ∇v ‖(s−1)
0 ≤ C(v̂) ‖ ev∇f ‖(s−1)

0 ≤ C(v̂) ‖ ev ‖(0)
0 ‖ ∇f ‖(s−1)

0

≤ C(v̂)e‖v‖
(0)
0 ‖ ∇f ‖(s−1)

0 = C(v̂).

Ainsi v ∈ Λs
0,α et ‖ v ‖(s)

0,α≤ C(v̂). D’après l’estimation de type Schauder du
corollaire 3, si v ∈ Λs

l,α, 0 ≤ l ≤ k,

‖ v ‖(s)
l+2,α≤ C(v̂)[‖ (ev − 1)(f − A) + f ‖(s)

l,α + ‖ v ‖(s)
0 ].
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En utilisant la proposition 3 alinéa (14) avec Ψ(t) =et − 1 et a = b = 2sM ‖
f ‖(s)

0 , on a : ev − 1 ∈ Λs
l,α et ‖ ev − 1 ‖(s)

l,α≤ C(v̂) . Ainsi

‖ v ‖(s)
l+2,α≤ C(v̂)[‖ (ev − 1) ‖(s)

l,α‖ A− f ‖
(0)
l,α + ‖ f ‖(s)

l,α + ‖ v ‖(s)
0 ] ≤ C(v̂).

On conclut alors comme précédemment (§ 3.3.1) �

3.4.2 Application géométrique (dimension n=2)

En dimension n = 2, si H =e2gH0, alors Scal(H) =e−2g(S0 + 24g) où
S0 = Scal(H0) = −2, donc si l’on prescrit Scal(H) = S0 + σ, chercher g
revient à résoudre :

24g = e2g(S0 + σ)− S0.

On est donc conduit à regarder (E’) avec

A = −S0 = 2, v = 2g, f = σ.

Ici en outre s ∈]0, 1[ et ϕ = 1
s(1−s)ρ

s. L’étude précédente nous donne le

Théorème 26 Si σ ∈ Λs
0

⋂
Ck,α
loc , 0 < s < 1, 0 < α < 1, et s’il existe λ ≥ 0

tel que

σ ≤ λρs − 2

eλϕ
+ 2,

alors il existe une métrique conforme H =e2gH0 admettant S = S0 + σ
pour courbure scalaire, et asymptotique à H0 avec un facteur conforme 2g
appartenant à Λs

0

⋂
Ck+2,α
loc , et vérifiant −2sϕ ‖ σ ‖(s)

0 ≤ 2g ≤ λϕ.

Si de plus S ≤ 0 alors H =e2gH0 est unique et |2g| ≤ 2sϕ ‖ σ ‖(s)
0 .

Enfin si σ = S − S0 ∈ Λs
k,α, 0 < s < 1, 0 < α < 1

et si
inf
x∈B

[e−2sϕ‖σ‖(s)0 (2− |σ|)− 1] > s(s− 1),

alors g ∈ Λs
k+2,α.
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3.4.3 Un élargissement de l’intervalle des poids

On réécrit à présent l’équation (E’) sous la forme

(4+A)v = ev(f−A)+A(1+v). (E’)

Nous procédons ensuite comme précédemment.

Etude EDP (en dimension n quelconque)

Existence

Soit M = M(n, s, A) la constante de la proposition 18 (telle que la fonc-
tion positive ϕ = Mρs vérifie sur tout B l’inéquation (4+ A)ϕ ≥ ρs).

Proposition 15 Soit f ∈ Λs
0

⋂
Ck,α
loc , α ∈]0, 1[ et s ≥ 0 vérifiant (C) avec

K = A. S’il existe deux réels non-négatifs λ+ et λ− tels que

−λ−ρs − A(1− λ−ϕ)

e−λ−ϕ
+ A ≤ f ≤ λ+ρs − A(1 + λ+ϕ)

eλ+ϕ
+ A, (7)

alors il existe v solution de (E’) dans Λs
0

⋂
Ck+2,α
loc . En outre :

−λ−ϕ ≤ v ≤ λ+ϕ.

preuve. Cherchons des sur et sous-solutions de l’équation (E’).
Soit v+ = λ+ϕ ; on a :

(4+ A)v+ ≥ λ+ρs ≥ (f − A)eλ
+ϕ + A(1 + λ+ϕ) = (f − A)ev

+

+ A(1 + v+),

la deuxième inégalité étant vérifiée d’après (7). Soit v− = −λ−ϕ ; déjà, comme
ϕ ≥ 0, v− est non-positive donc on a bien v− ≤ v+. Et comme, toujours en
utilisant (7),

(4+A)v− ≤ −λ−ρs ≤ e−λ
−ϕ(f−A)+A(1−λ−ϕ) = ev

−
(f−A)+A(1+v−),

il existe (voir e.g [N]) v ∈ Ck+2,α
loc comprise entre v+ et v−, donc dans Λs

0,
solution de l’équation (E’). �

remarques.

(i) La condition (C) autorise des s négatifs mais l’encadrement de f n’a
alors plus de sens (en divisant par ρs et en regardant à l’infini, sachant que
AM = A

A+s(s−1)
> 1 on tombe sur +∞ ≤ 0), c’est pourquoi il faut aussi

supposer s ≥ 0.
(ii) D’après l’unicité (cf. paragraphe 3.4.1), si s > 0, f ≤ A, la solution
précédente est unique.

Régularité
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Proposition 16 Soient f ∈ Λs
k,α, s ≥ 0 vérifiant (C) avec K = A, α ∈]0, 1[,

A > (n− 1) + s(s− (n− 1)). Si f ≤ A et s’il existe deux réels non-négatifs
λ+ et λ− tels que ∀t ∈ [0, 1], tf vérifie l’encadrement (7), et si

inf
x∈B

[e−λ
−ϕ(A−|f |)] > (n−1)+s(s−(n−1)) (8)

alors il existe une solution v ∈ Λs
k+2,α de l’équation (E ′), unique lorsque

s > 0. De plus v → 0 dans Λs
k+2,α quand f → 0 dans Λs

k,α.

remarque. Si n ≤ 5 alors la condition (8) implique |f | ≤ A.

preuve. Utilisons la méthode de continuité ; l’argument d’inversion locale
utilisé ci-après montrera en particulier (appliqué en t0 = 0) que v → 0 quand
f → 0. Soit Ψ : [0, 1]× Λs

k+2,α −→ Λs
k,α définie par :

Ψ(t, v) = 4v − ev(tf − A)− A,

et soit S = {t ∈ [0, 1], ∃vt ∈ Λs
k+2,α solution de Ψ(t, v) = 0}.

a) S 6= φ car 0 ∈ S (en effet Ψ(0, 0) = 0).

b) S est ouvert dans [0, 1] : Soit t0 ∈ S et v0 = vt0 ∈ Λs
k+2,α, alors

∂Ψ

∂v
(t0, v0)δv = 4δv + (A− t0f)ev0δv.

Or (A− t0f)ev0 ≥ (A− |f |)e−λ−ϕ > n− 1 + s(s− (n− 1)) > s(s− (n− 1))
donc d’après [GL] p. 217

4+ (A− t0f)ev0

est un isomorphisme de Λs
k+2,α dans Λs

k,α. D’après le théorème des fonctions
implicites, il existe donc ε > 0 tel que ∀t ∈]t0 − ε, t0 + ε[

⋂
[0, 1], ∃vt ∈ Λs

k+2,α

solution de Ψ(t, vt) = 0. Par suite S est ouvert dans [0, 1].

c) S est fermé : Comme précédemment (cf. fin du § 3.3.1) il suffit de majo-
rer uniformément les solutions de (E’). Pour cela, dérivons l’équation (E’) :
∇i4v =ev(f − A)∇iv+ev∇if or ∇i4v = −(n− 1)∇iv +4∇iv, donc :

4∇iv + [ev(A− f)− (n− 1)]∇iv = ev∇if.

D’après (8) et la dernière partie de la proposition 15, on a :

ev(A− f)− (n− 1) ≥e−λ
−ϕ(A− |f |)− (n− 1)
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≥ infx∈B[e−λ
−ϕ(A− |f |)]− (n− 1) > s(s− (n− 1)),

donc l’estimation de base de [GL] a lieu :

‖ ∇v ‖(s−1)
0 ≤ C(v̂) ‖ ev∇f ‖(s−1)

0 ≤ C(v̂) ‖ ev ‖(0)
0 ‖ ∇f ‖(s−1)

0

≤ C(v̂)e‖v‖
(0)
0 ‖ ∇f ‖(s−1)

0 = C(v̂).

Ainsi v ∈ Λs
0,α et ‖ v ‖(s)

0,α≤ C(v̂). D’après l’estimation de type Schauder du
corollaire 3, si v ∈ Λs

l,α, 0 ≤ l ≤ k,

‖ v ‖(s)
l+2,α≤ C(v̂)[‖ (ev − 1)(f − A) + f ‖(s)

l,α + ‖ v ‖(s)
0 ].

En utilisant la proposition 3 alinéa (14) avec Ψ(t) =et − 1, a = λ−M
2s

et

b = λ+M
2s

(car supϕ = M
2s

) on a : ev − 1 ∈ Λs
l,α et ‖ ev − 1 ‖(s)

l,α≤ C(v̂) . Ainsi

‖ v ‖(s)
l+2,α≤ C(v̂)[‖ (ev − 1) ‖(s)

l,α‖ A− f ‖
(0)
l,α + ‖ f ‖(s)

l,α + ‖ v ‖(s)
0 ] ≤ C(v̂).

d) Conclusion : par connexité S = [0, 1] et v = v1 est la solution annoncée
dans la proposition 16. �

Courbure scalaire en dimension 2

Ici s ∈ [0, 2[, ϕ = 1
2−s(s−1)

ρs, la condition A − (n − 1) > s(s − (n − 1))

s’écrit s ∈]s−, s+[ avec s± = 1±
√

5
2

. L’étude précédente nous donne le

Théorème 27 Si σ ∈ Λs
0

⋂
Ck,α
loc , 0 ≤ s < 2, 0 < α < 1, et s’il existe deux

réels non-négatif λ+ et λ− tels que

−λ−ρs − 2(1− λ−ϕ)

e−λ−ϕ
+ 2 ≤ σ ≤ λ+ρs − 2(1 + λ+ϕ)

eλ+ϕ
+ 2, (9)

alors il existe une métrique conforme H =e2gH0 admettant S = S0 + σ
pour courbure scalaire et un facteur conforme 2g appartenant à Λs

0

⋂
Ck+2,α
loc

vérifiant −λ−ϕ ≤ 2g ≤ λ+ϕ. Si de plus s > 0 et S ≤ 0 alors H =e2gH0 est
unique. Enfin si σ = S − S0 ∈ Λs

k,α avec 0 ≤ s < s+, si ∀t ∈ [0, 1], tσ vérifie
l’encadrement (9) et si

inf
x∈B

[e−λ
−ϕ(2− |σ|)] > 1 + s(s− 1),

alors il existe un facteur conforme 2g ∈ Λs
k+2,α, unique lorsque s > 0, tel que

H =e2gH0 admette S pour courbure scalaire.
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Remarques sur les encadrements du type (7) et sur la réécriture
de l’équation (E ′).

a) Lorsque s = 0, sachant que ϕ = Mρ0 = 1
A

, la condition d’encadrement (7)
s’écrit : il existe deux réels positifs λ+ et λ− tels que

A(1− e
λ−
A ) ≤ f ≤ A(1− e

−λ+

A ).

Cette condition équivaut à f bornée et f ≤ A ; en effet, elle l’implique, et
réciproquement si f est ainsi, on peut prendre

λ− =

{
0 si f ≥ 0

A ln(1− inf f
A

) sinon

et

λ+ = A ln(
1

1− sup f
A

),

pour lesquels elle est vérifiée. De plus comme notre solution vérifie l’encadre-
ment −λ−ϕ ≤ v ≤ λ+ϕ, on a ici

ln(
1

1− sup f
A

) ≥ v ≥
{

0 si f ≥ 0

−ln(1− inf f
A

) sinon.

b) On ne peut pas augmenter indéfiniment le poids s par la méthode précédente ;
en effet si on réécrit l’équation (E ′) sous la forme

(4+ µA)v = ev(f − A) + A(1 + µv),

avec µ ∈]1,∞[, on aura besoin pour construire des solutions supérieure et
inférieure de supposer vérifié l’encadrement :

−λ−ρs − A(1− µλ−ϕ)

e−λ−ϕ
+ A ≤ f ≤ λ+ρs − A(1 + µλ+ϕ)

eλ+ϕ
+ A.

Si s > 0, en divisant par ρs, une condition s’ensuit à l’infini (sachant que
eλϕ = 1 + λϕ+O(ρ2s)) :

−λ−(1 + AM(1− µ)) ≤ λ+(1 + AM(1− µ))

qui entrâıne AM(µ− 1) ≤ 1. Prenons s ≥ n−2
2

tel que µA+ s(n− 1− s) > 0

(cf. condition (C)) et A+s(n−1−s) < 0. Alors AM(µ−1) = A(µ−1)
µA+s(n−1−s) > 1

et nous obtenons une contradiction. La plus grande valeur possible pour µ
est donc celle que nous utilisons µ = 1.

c) De façon analogue, la constante A(p− 1) utilisée au paragraphe 3.3 est la
plus grande possible pour notre méthode.
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3.5 Un exemple de sortie de l’intervalle des

poids isomorphiques.

Dans ce paragraphe, nous considérons l’équation de la courbure scalaire
conforme dans le cas où l’exposant du poids est un réel s > s2, avec s2 :=
1
2
[n− 1 +

√
(n− 1)2 + 2n(3n−2)

(n−2)
] ∈]n, n+ 1[ lorsque n > 4.

Proposition 17 On suppose n ≥ 6, s > s2 et ∃ε > 0 tel que σ ≥ ερs.

Alors si v est solution de l’équation Scal[(1 + v)
4

n−2H0] = S0 + σ avec v = 0
sur ∂B et −1 < v ≤ 1, v ne peut appartenir à Λk

0 si k > s2.

preuve. Rechercher une métrique H sous la forme H = (1+v)
4

n−2H0 ayant
pour courbure scalaire S0 +σ = −n(n−1)+σ revient à résoudre l’équation :

4
n− 1

n− 2
4v = n(n− 1)(1 + v) + (σ − n(n− 1))(1 + v)p,

en notant p = n+2
n−2

qui est dans l’intervalle [1, 2] car n ≥ 6. Remarquons que
v ≥ 0 ; en effet, sinon : 0 > infB v = v(x0) ⇒ 4v(x0) ≤ 0, ce qui joint à
σ ≥ 0 permet de déduire de l’équation en x0 : 1 ≤ (1 + v)p−1 ⇒ v(x0) ≥ 0,
contradiction.

L’équation peut s’écrire :

4v + [n+
n

2
(
n+ 2

n− 2
)v]v =

n− 2

4(n− 1)
σ(1 + v)p +G(v),

où l’examen de la fonction :

v ≥ 0 −→ G(v) =
−n(n− 2)

4
[(1 + v)p − 1− pv − p(p− 1)

2
v2]

permet de s’assurer que G(v) ≥ 0 si p ∈ [1, 2] (et v ≥ 0). D’autre part,
comme v ≤ 1, on a :

n(3n− 2)

2(n− 2)
= n+

n

2

n+ 2

n− 2
≥ n+

n

2

n+ 2

n− 2
v.

Comme v ≥ 0 on a finalement :

(4+ n(3n−2)
2(n−2)

)v ≥ 4v + (n+ n
2
n+2
n−2

v)v = n−2
4(n−1)

σ(1 + v)p +G(v)

≥ n−2
4(n−1)

σ ≥ n−2
4(n−1)

ερs.

Ainsi par les corollaires 9 et 10 ci-après et le principe du maximum, v ≥ n−2
4(n−1)

εΦ(ρ)

et donc v est au mieux dans Λs2
0 . �
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remarque. Si on suppose en outre σ ∈ Λs
0

⋂
Ck,α
loc dans la proposition

17, nos résultats d’existence locale (l’inversion locale (Théorème 23)), et glo-
bale (Théorème 25, première partie) fournissent une solution v ∈ Λt

0

⋂
Ck+2,α
loc

pour tout t ∈ [0, n[, qui vérifie bien −1 < v ≤ 1 dès que σ est prise assez
petite (en particulier, σ telle que λ ≤ 1 cf. Théorème 25). La proposition
précédente affirme alors que cette solution v ne peut être dans Λs

0 : il y a
perte de poids.

Pour établir les corollaires que nous venons d’utiliser, commençons par démon-
trer un lemme de perte de poids :

Lemme 11 Soit un réel K ≥ −(n−1)2

4
tel que s2 =

(n−1)+
√

(n−1)2+4K

2
> 0 ;

si s = s2 + p avec p ∈ N et p 6= 0, alors la solution de (4 + K)ϕ = ρs qui
s’annule sur ∂B est dans Λk

0 si et seulement si k ≤ s2.

preuve. On cherche la solution sous la forme ϕ(x) = Φ(ρ(x)) (radiale) avec,

pour l’instant formellement : Φ′(ρ) = ρs2−1
∑

j≥0 bjρ
j ; Φ(ρ) = ρs2

∑
j≥0

bj
j+s2

ρj.
Alors d’après le lemme 12 :

(4+K)Φ(ρ) = ρs2 [
∑

j≥1 2bj−1(j + s2 − 2)ρj −
∑

j≥0 bj(j + s2 − 1)ρj

+ (4− n)
∑

j≥1 bj−1ρ
j + (n− 2)

∑
j≥0 bjρ

j

+K
∑

j≥0
bj
j+s2

ρj]

= b0(n− s2 − 1 + K
s2

)ρs2

+ρs2
∑

j≥1[(2j + 2s2 − n)bj−1

+ (−j − s2 + n− 1 + K
j+s2

)bj]ρ
j

= ρs2
∑

j≥1[(2j + 2s2 − n)bj−1 + j(−j−2s2+n−1)
j+s2

bj]ρ
j

car s2 est racine de s(s− (n− 1))−K = 0. Donc (4+K)Φ(ρ) = ρs = ρs2ρp

si et seulement si :

bj = 0 ∀j ≥ p

bp−1 = 1
2p+2s2−n = 1

2s−n j = p− 1

bj−1 = j(j+2s2−n+1)
(j+s2)(2j+2s2−n)

bj ∀j ∈ {1, .., p− 1}.
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remarques. Comme s2 ≥ n−1
2

et p ≥ 1 alors ∀j < p, bj > 0. On a toujours
s2 > 0 lorsque n 6= 1 ou K 6= 0.

On obtient ainsi une solution polynomiale en ρ :

Φ(ρ) = ρs2
p−1∑
j=0

bj
j + s2

ρj

qui s’annule sur ∂B. Une telle solution est unique par le principe du maxi-
mum (cf [GT] p. 33 Th. 3.3). Elle est dans Λs2

0 et ne peut donc pas ”s’écraser”
plus vite à l’infini. �

De ce lemme suivent immédiatement les corollaires suivants.

Corollaire 8 Si K = n alors s2 = n ainsi ∀s ∈ N, s > n la solution de
(4+K)ϕ = ρs qui s’annule sur ∂B est dans Λk

0 si et seulement si k ≤ n.

Corollaire 9 Si K = n(3n−2)
2(n−2)

alors s2 = 1
2
[n−1+

√
(n− 1)2 + 2n(3n−2)

(n−2)
] ainsi

∀s ∈ N, s > s2 la solution de (4 + K)ϕ = ρs qui s’annule sur ∂B est dans
Λk

0 si et seulement si k ≤ s2.

Corollaire 10 Si ∃ε > 0 et un réel t > s2 tels que σ ≥ ερt, et si v est
solution nulle sur ∂B de (4 + K)v ≥ σ, alors v ne peut être dans Λk

0 si
k > s2.

preuve du corollaire 10. Prenons s = s2 + E(t − s2 + 1) alors ρt ≥ ρs

donc par le principe du maximum v ≥ εϕ. �
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3.6 Appendice : construction d’une sur-solution

explicite de l’équation (4 + K)ϕ = ρs

Dans cette partie on cherche ϕ ∈ Λs
∞ telle que (4+K)ϕ ≥ ρs où s vérifie

la condition :

(C)

{
K > s(s− (n− 1)) si s < 0 ou s ≥ n−2

2

K > − sn
2

si 0 ≤ s ≤ n−2
2

Lemme 12 Si ϕ = Φ ◦ ρ où Φ ∈ C2(]0, 1
2
]) et ρ(x) = 1

2
(1− |x|2) alors,

4ϕ = ρ2(2ρ− 1)Φ′′(ρ) + [(4− n)ρ2 + (n− 2)ρ]Φ′(ρ).

preuve. On a 4ϕ = −H ij(∂i∂jϕ − Γkij∂kϕ). Calculons les coefficients du
Laplacien :

Hij = ρ−2δij, ∂sHij =
2xs
ρ3
δij,

Γkij =
Hks

2
(∂iHsj + ∂jHsi − ∂sHij) =

1

ρ
(xiδkj + xjδki − xkδij),

donc

H ijΓkij∂kϕ = ρ(2
n∑
j=1

xj∂jϕ− n
n∑
k=1

xk∂kϕ) = ρ(2− n)
n∑
j=1

xj∂jϕ,

ainsi

4ϕ = −ρ2

n∑
j=1

∂2
jϕ+ ρ(2− n)

n∑
j=1

xj∂jϕ.

Si ϕ = Φ ◦ ρ alors

∂jϕ = −xjΦ′(ρ), ∂2
jϕ = −Φ′(ρ) + x2

jΦ
′′(ρ).

Ainsi

4ϕ = ρ2[nΦ′(ρ) + (2ρ− 1)Φ′′(ρ)] + (2− n)ρ(2ρ− 1)Φ′(ρ)

= ρ2(2ρ− 1)Φ′′(ρ) + [(4− n)ρ2 + (n− 2)ρ]Φ′(ρ). �

Proposition 18 Soit s vérifiant (C) et soit

M(n, s,K) :=

{
1

K+s(n−1−s) si s < 0 ou s ≥ n−2
2

1
K+ sn

2
si 0 ≤ s ≤ n−2

2
.

Si ϕ = Mρs, alors (4+K)ϕ ≥ ρs.
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preuve. Calculons

4(ρs) = ρ2(2ρ− 1)s(s− 1)ρs−2 + [(4− n)ρ2 + (n− 2)ρ]sρs−1

= sρs[(2s− n+ 2)ρ+ n− 1− s],

d’où
(4+K)(ρs) = ρs[s(2s− n+ 2)ρ+ s(n− 1− s) +K].

Si 2s− n+ 2 ≥ 0 ou s < 0,

(4+K)(ρs) ≥ ρs[s(n− 1− s) +K];

si 2s− n+ 2 ≤ 0 et s ≥ 0,

(4+K)(ρs) ≥ ρs[s(s− n

2
+ 1) + s(n− 1− s) +K] ≥ [

ns

2
+K]ρs. �

remarque. Si s = n−2
2

,

ns

2
= s(n− 1− s) =

n(n− 2)

4
.

Corollaire 11 Si s ∈]− 1, n[, et si ϕ = M(n, s, n)ρs, alors

(4+ n)ϕ ≥ ρs =
1

M
ϕ.

preuve. Avec K = n, la condition (C) devient :
n > s(s− (n− 1)) si s < 0 ou s ≥ n−2

2

n > − sn
2

si 0 ≤ s ≤ n−2
2

⇔


n−2

2
≤ s < n ou −1 < s < 0

0 ≤ s ≤ n−2
2

L’intervalle total permis pour s est donc bien ]−1, n[. Le corollaire suit donc
de la proposition précédente. �
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Chapitre 4

Prescription de courbures II :
Courbure de Ricci
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4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous montrons (section 4.4) que, sur la boule unité de
R
n, l’application qui à un métrique Riemannienne associe sa courbure de

Ricci est localement inversible au voisinage de la métrique hyperbolique H0

(ici la localité est entendue au sens fonctionnel).
Ce résultat vient compléter ceux de : [DT1], au voisinage d’un point

dans Rn, [DT2] sur les variétés compactes de dimension 2, [H] au voisinage
de la métrique standard sur la sphère unité de Rn+1, [Ya] sur les variétés
Kählériennes compactes et [De] sur les variétés Kählériennes non compactes.

Nous en déduisons, via un scindage de l’espace des tenseurs de type
Riemann-Christoffel, que l’image de l’application qui à une métrique associe
sa courbure de Riemann-Christoffel est une sous-variété au voisinage de H0

(section 4.5.6).
Par ailleurs, nous étudions l’équation de Ricci pour des métriques non

asymptotes à H0 (section 4.8), l’équation de Ricci contravariante (section
4.6), puis, plus en détail, l’équation de Ricci en dimension 2 (section 4.7).

Enfin, nous donnons une obstruction liée au comportement asymptotique
des métriques solutions (section 4.9).

L’essentiel des résultats de ce chapitre ont fait l’objet d’une note au C.
R. Acad. Sci. (1998) [D2] et seront soumis prochainement pour article.
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4.2 Notations et conventions

Considérons une variété Riemannienne munie d’une métrique H. Pour p
et q entiers naturels, nous noterons T qp , l’ensemble des tenseurs covariants de
rang p et contravariants de rang q. Lorsque q = 0 et p = 2, nous noterons
S2 le sous-espace des tenseurs symétriques qui se scinde en S2 = H ⊕ S20,
où H sont les multiples de H et S20 sont ceux de trace nulle (par rapport à
H). Lorsque q = 2 et p = 0, nous noterons S2 le sous-espace des tenseurs
symétriques.

∇ désignera la connexion de Levi-Civita de H et, dans un système de coor-
données, nous noterons Γijk ses symboles de Christoffel. Par exemple si ω ∈ T1

et g ∈ T2, en utilisant la convention de sommation,

∇jωi = ∂jωi − Γkijωk,

et
∇kgij = ∂kgij − Γqkigqj − Γqkjgiq.

4 désignera le laplacien brut relatif à H : pour tout Υ ∈ Tp,

(4Υ)j1...jp = −Hst∇t∇sΥj1...jp = −∇t∇tΥj1...jp

(4Υ ∈ Tp) où Hst désigne la matrice inverse de Hij.

Pour g ∈ S2, nous noterons Trace(g) le scalaire

Trace(g) = Hstgst.

Pour g ∈ S2, nous définissons grav(g) ∈ S2 par

grav(g) = g − 1

2
Trace(g)H,

et div(g) ∈ T1 (la divergence de g) par

div(g)i = −Hjk∇kgij = −∇jgij.

Pour ω ∈ T1, on défini div∗ω ∈ S2 ( l’adjoint formel de div dans L2 appliqué
à ω) par

(div∗ω)ij =
1

2
(∇jωi +∇iωj).

Nous noterons Ricci, l’opérateur différentiel non-linéaire qui à une métrique
associe sa courbure de Ricci ; de même pour Riem et la courbure de Riemann-
Christoffel (qui est dans T 1

3 ).
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Soit B la boule unitée de Rn (munie de la métrique euclidienne standard
E) et soit ρ la fonction définie sur B par :

ρ(x) =
1

2
(1− |x|2).

Nous utiliserons pour modèle de l’espace hyperbolique standard Hn(−1) la
boule B munie de la métrique conforme :

H0 = ρ−2E.

En général, H = H0 + h désignera une métrique sur B voisine de H0. Dans
le cas particulier où H = H0 (i.e. h = 0), toutes les notations et définitions
précédentes seront indicées par 0 (∇0, 40, Trace0, ...). De plus nous noterons
R0 =Ricci(H0) = −(n− 1)H0 et R0 = Riem(H0).
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4.3 Préliminaires (sur l’opérateur de Bian-

chi)

Commençons par des rappels de nature purement locale. Pour H métrique
sur une variété et R appartenant à S2, nous noterons Bian(H,R) la 1-forme
définie par :

Bian(H,R)m := (−div gravR)m = Hst(∇tRsm −
1

2
∇mRst)

(où∇ désigne la connexion de Levi-Civita deH). Remarquons que l’opérateur
Bian est linéaire en R et rappelons qu’une identité due à Bianchi stipule que
Bian(H,R) = 0 si R =Ricci(H). D’autre part, la différentielle par rapport à
H (àR fixé) de l’opérateur de Bianchi est donnée par (cf. [DT1] par exemple) :

(DHBian(H,R)δh)m :=
d

dt
(Bian(H + tδh,R)m)

∣∣∣∣
t=0

= Rs
m( div gravδh)s−T qsm δhqs,

avec Rs
m = (H−1R)sm = HstRtm et T qsm = HqkHsl(∂kRlm− 1

2
∂mRkl−ΓiklRim).

Cette différentielle prend une forme simple sur toute variété d’Einstein, comme
il résulte du

Lemme 13 S’il existe λ ∈ R tel que R = λH alors T qsm δhqs = 0.

Preuve :

Rappelons que

Γikl =
1

2
H ij(∂lHkj + ∂kHlj − ∂jHkl),

ainsi ΓiklHim = 1
2
(∂lHkm + ∂kHlm − ∂mHkl) et, finalement,

T qsm = λHqkHsl(
1

2
∂kHlm −

1

2
∂lHkm),

ainsi T qsm = −T sqm . Comme δh est symétrique, on obtient T qsm δhqs = 0. �

Lemme 14 Pour toute métrique H et toute 1-forme ω on a :

Bian(H, div∗ω)m =
1

2
(−4ωm +Ricci(H)kmH

skωs).

En particulier, si H = H0 de courbure constante égale à −1,

Bian(H0, div∗0ω) = −1

2
(4ω + (n− 1)ω).
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Preuve :

Rappelons que (div∗ω)ij = 1
2
(∇jωi +∇iωj). On peut alors calculer :

Bian(H, div∗ω) = 1
2
Hst[∇t(∇mωs +∇sωm)− 1

2
∇m(∇tωs +∇sωt)]

= 1
2
Hst(∇t∇mωs +∇t∇sωm −∇m∇tωs)

= 1
2
(∇t∇mω

t −∇m∇tω
t +Hst∇t∇sωm)

= 1
2
(−4ωm + Riem(H)tktmω

k)

= 1
2
(−4ωm + Ricci(H)kmω

k),

l’avant-dernière égalité résultant de l’identité (cf. [Au] par exemple) :

Rl
kijω

k = ∇i∇jω
l −∇j∇iω

l.

Pour conclure, il ne reste qu’à rappeler que Ricci(H0) = −(n−1)H0. �

Passons à des considérations globales en nous plaçant sur l’espace hyper-
bolique (B,H0). Pour r ∈ Λs−2

k+1,α(B,S2) et h dans Λs−2
k+1,α(B,S2), fixés assez

petits dans Λ−2
k+1,α(B,S2), nous allons considérer l’application :

g ∈ Λs−2
k+1,α(B,S2) −→ Bian(H0 + h+ g,R0 + r) ∈ Λs−1

k,α (B, T1)

qui est lisse au voisinage de zéro (cf. corollaire 23 de l’appendice 4.10 ). Nous
noterons

ωh,r = Bian(H0 + h,R0 + r) ∈ Λs−1
k,α (B, T1).

Proposition 19 Supposons s ≥ 0 et n − 1 > s(s − (n − 1)). Pour r et h
dans Λs−2

k+1,α(B,S2) assez petits en norme Λ−2
k+1,α, l’ensemble∑

h,r
:= {g ∈ Λs−2

k+1,α(B,S2) tels que Bian(H0 + h+ g,R0 + r) = ωh,r}

est, au voisinage de zéro, une sous-variété de Λs−2
k+1,α(B,S2). De plus, il existe

V voisinage de zéro dans Λs−1
k,α (B, T1) tel que, si l’on pose∑

h,r,ω
= {g ∈ Λs−2

k+1,α(B,S2) tels que Bian(H0 + h+ g,R0 + r) = ω},

alors {
∑

h,r,ω}ω∈V fournit, au voisinage de zéro, un feuilletage de Λs−2
k+1,α(B,S2).
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Preuve :

Considérons l’application linéaire Lh,r de Λs−2
k+1,α(B,S2) dans Λs−1

k,α (B, T1) définie
par :

(Lh,rδg)m = (DHBian(H0 + h,R0 + r)δg)m.

D’après l’expression donnée juste avant le lemme 13,

(Lh,rδg)m = (H−1R divgravδg)m − (Tδg)m
= −(H−1R Bian(H, δg))m − (Tδg)m,

où l’on a posé H = H0 + h, R = R0 + r et

T qsm = HqkHsl(∂kRlm −
1

2
∂mRkl − ΓiklRim).

Nous allons montrer que Lh,r est surjective et de noyau direct (i.e. qu’il
existe un sous-espace fermé de Λs−2

k+1,α(B,S2) complémentaire de KerLh,r).

D’après le lemme 14 et le théorème d’isomorphisme de [GL], si

n− 1 > s(s− (n− 1)),

alors Bian(H0,div∗0.) est un isomorphisme de Λs−1
k+2,α(B, T1) dans Λs−1

k,α (B, T1).
Notons S0 son inverse, qui est continu. Or dans le corollaire 19 de l’appendice
4.10, nous montrons que Lh,r tend vers L0,0 dans L(Λs−2

k+1,α(B,S2),Λs−1
k,α (B, T1)),

lorsque (h, r) tend vers zéro dans Λ−2
k+1,α × Λ−2

k+1,α. Donc Lh,rdiv∗0 tend vers

L0,0div∗0 dans L(Λs−1
k+2,α(B, T1),Λs−1

k,α (B, T1)), lorsque (h, r) tend vers zéro dans

Λ−2
k+1,α × Λ−2

k+1,α. Ainsi, d’après le lemme 9, pour (h, r) assez petit dans

Λ−2
k+1,α × Λ−2

k+1,α, Lh,rdiv∗0 est une application linéaire inversible ; nous no-
terons Sh,r son inverse (qui est, bien entendu [Yo p. 77], linéaire continu).
Nous avons ainsi le diagramme :

Λs−1
k+2,α(B, T1)

div∗0−→ Λs−2
k+1,α(B,S2)

Lh,r−→ Λs−1
k,α (B, T1)

↑ |
− − −−−−−−−−−−−−−−−−

Sh,r

La surjectivité de Lh,r en résulte : en effet, pour tout ω ∈ Λs−1
k,α (B, T1), g =

div∗0Sh,rω ∈ Λs−2
k+1,α vérifie Lh,rg = ω.

Montrons à présent que le noyau de Lh,r est direct. Nous allons montrer
en fait que

Λs−2
k+1,α(B,S2) = ker Lh,r ⊕ Im div∗0,
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avec Im div∗0 fermé. Notons que

Imdiv∗0 ≡ Imdiv∗0Sh,r

puisque Sh,r est un isomorphisme. Passons aux vérifications. Vérifions d’abord
que Im div∗0Sh,r est un complémentaire algébrique de kerLh,r : pour g ∈
Λs−2
k+1,α(B,S2), notons g1 = g−div∗0Sh,rLh,rg. On a alors

Lh,rg1 = Lh,rg − Lh,rdiv∗0Sh,rLh,rg = 0,

ainsi
g = g1 + div∗0Sh,rLh,rg

avec g1 ∈KerLh,r et div∗0Sh,rLh,rg ∈Im div∗0Sh,r. Supposons maintenant que
g ∈ Im div∗0Sh,r∩KerLh,r. Il existe ω ∈ Λs−1

k,α (B, T1) tel que

g = div∗0Sh,rω.

D’autre part Lh,rg = 0 ainsi

Lh,rdiv∗0Sh,rω = 0,

donc ω = 0, puis g = 0.
Vérifions ensuite que Im div∗0Sh,r est fermée : considérons {ωi}i∈N suite de

Λs−1
k,α (B, T1), telle que div∗0Sh,rωi converge vers g dans Λs−2

k+1,α(B,S2). Comme
Lh,r est continue,

Lh,rdiv∗0Sh,rωi = ωi

tend vers Lh,rg dans Λs−1
k,α (B, T1). Et comme Sh,r et div∗0 sont continus, div∗0Sh,rωi

tend vers div∗0Sh,rLh,rg dans Λs−2
k+1,α(B,S2). Donc g =div∗0Sh,rLh,rg ∈ Im

div∗0Sh,r. La première partie de la proposition est donc démontrée.
Pour la deuxième partie, rappelons que pour h et r voisins de zéro dans

Λ−2
k+1,α(B,S2), Lh,r est surjective et de noyau direct. Ainsi, pour r et h

fixés dans Λs−2
k+1,α(B,S2), voisins de zéro dans Λ−2

k+1,α(B,S2), l’application de

Λs−2
k+1,α(B,S2) dans Λs−1

k,α (B, T1) qui à g associe

ω = Bian(H0 + h+ g,R0 + r)

est une submersion au voisinage de zéro (cf. [La p. 20, 21]). Par conséquent,
il existe U voisinage de zéro dans Λs−2

k+1,α(B,S2) et V voisinage de zéro dans

Λs−1
k,α (B, T1), ainsi que deux isomorphismes ϕ : U −→ U1 × U2 (U1 (resp.

U2) ouvert dans un Banach) et ψ : V −→ V1 (V1 ouvert dans un Banach et
V1 ⊃ U1) tels que l’application

ψ Bian(H0 + h+ ., R0 + r) ϕ−1 : U1 × U2 −→ V1
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soit la première projection. Il en résulte bien dans U le feuilletage annoncé.
�

N.B. Dans la suite de ce chapitre, la méthode que nous utilisons pour résoudre
l’équation de Ricci, ne s’appuiera pas sur la proposition 19, laquelle figure
ici par son intérêt propre (mais on pourrait imaginer une méthode comme
celle de [DT1] qui y recourerait). Par contre les notations et les lemmes, in-
troduits dans cette section, nous seront très utiles. En outre, la proposition
19 nous permettra d’étudier (cf. paragraphe 4.5.5) la structure de l’image de
l’application ”courbure de Riemann-Christoffel” au voisinage de H0.
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4.4 Une première résolution de l’équation de

Ricci

Dans cette partie, nous voudrions prescrire la courbure de Ricci sur tout B
au voisinage de la métrique hyperbolique. Autrement dit, pour R = R0 +r ∈
S2 voisin de R0, peut-on trouver une métrique H = H0 + h voisine de H0

telle que Ricci(H0 +h) = R0 + r ? (où ”voisinage” sera entendu dans un sens
approprié).

Rappelons que la courbure de Ricci d’une métrique H est donnée en
coordonnées locales par la formule :

Ricci(H)km = ∂lΓ
l
km − ∂mΓlkl + ΓlnlΓ

n
km − ΓlnmΓnkl,

où Γlkm = 1
2
H ls(∂kHsm + ∂mHks − ∂sHkm). Nous devons donc résoudre un

système d’équations aux dérivées partielles quasi-linéaire du second ordre en
les composantes de H.

La différentielle de l’opérateur Ricci est donnée par (cf. [DT1] par exemple) :

DRicci(H)δh :=
d

dt
Ricci(H + tδh)|t=0 =

1

2
4Lδh− div∗div gravδh,

où 4L est le Laplacien de Lichnérowicz qui s’exprime en coordonnées locales
par :

4Lδhij = −∇s∇sδhij + Ricci(H)isδh
s
j + Ricci(H)jsδh

s
i − 2Sect(H)isjtδh

st,

ce que l’on réécrit sous la forme 4Lδh = 4δh+ 2Θ(δh).

Pour calculer le symbole de l’opérateur DHRicci, détaillons :

−[div∗div gravδh]ij = [div∗(Bian(H, δh))]ij

= 1
2
[Hst(∇j∇tδhsi − 1

2
∇j∇iδhst)

+Hst(∇i∇tδhsj − 1
2
∇i∇jδhst)].

Ainsi le symbole de l’opérateurDHRicci est l’application de S2 dans S2 définie
par :

h→ σ(ξ)h =
1

2
Hst(−ξtξshij + ξjξthsi + ξtξihsj − ξiξjhst),
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qui n’est un isomorphisme pour aucun ξ 6= 0 dans Rn∗. En effet, si on prend
hij = ξiξj, on a σ(ξ)h = 0 alors que h 6= 0 (en particulier l’opérateur DHRicci
n’est pas elliptique).

Nous avons vu précédemment que suivant [DT1] nous allons introduire
un terme correctif naturel qui nous donnera de l’ellipticité :

(DHBian(H,R)δh)m = Rs
m(div gravδh)s − T qsm δhqs,

avec Tδh = 0 lorsque R = λH comme c’est le cas en (H0, R0) (cf. lemme
13, et Bian(H,Ricci(H)) ≡ 0). Considérons donc (avec, désormais toujours,
H = H0 + h et R = R0 + r)

F (h, r) = Q(H,R) = RicciH − 1

n− 1
div∗0Bian(H,R)−R.

Alors
DhF (h, r)δh = DHQ(H,R)δh

= 1
2
4δh+ Θ(δh)− div∗div gravδh

− 1
n−1

div∗0R̃(div gravδh− Tδh)

(où R̃j
i = (H−1R)ji = HjkRki), de sorte que

DhF (0, 0)δh = DHQ(H0, R0)δh =
1

2
40δh+ Θ0(δh),

et nous obtenons ainsi l’ellipticité désirée. Ici

Θ0(δh) = (Trace0δh)H0 − nδh.

Décomposons δh à l’aide du scindage S2 = H0 +S20, où l’on rappelle que les
élements de H0 sont ceux de S2 multiples de H0 et ceux de S02, ceux de S2

de trace nulle (par rapport à H0). On a donc δh = uH0 + h0, Θ0(uH0) = 0,
et Θ0(h0) = −nh0, soit finalement

DhF (0, 0)δh =
1

2
[40(uH0) + (40 − 2n)h0].

D’après le théorème d’isomorphisme de [GL] (cf. section 2.2), nous obtenons
le

Lemme 15 Si −2n > s(s − (n − 1)) alors DhF (0, 0) est un isomorphisme
de Λs−2

k+2,α(B,S2) dans Λs−2
k,α (B,S2).

Nous voulons appliquer le Théorème des fonctions implicites en (0, 0) à
la relation F (h, r) = 0. Pour cela il nous reste seulement à démontrer le

92



Lemme 16 Lorsque s ≥ 0, l’application F définie précédemment est lisse
de Λs−2

k+2,α(B,S2)× Λs−2
k+2,α(B,S2) dans Λs−2

k,α (B,S2) au voisinage de zéro.

Preuve :

Tout d’abord, d’après le corollaire 22 de l’appendice 4.10, l’application

h −→ Ricci(H0 + h)−R0

est lisse de Λs−2
k+2,α(B,S2) dans Λs−2

k,α (B,S2). Ensuite d’après le corollaire 23
de l’appendice 4.10, l’application

(h, r) −→ Bian(H0 + h,R0 + r)

est lisse de Λs−2
k+2,α(B,S2)×Λs−2

k+2,α(B,S2) dans Λs−2
k+1,α(B, T1). Et comme l’ap-

plication
ω −→ div∗0ω

est lisse de Λs−2
k+1,α(B, T1) dans Λs−2

k,α (B,S2) d’évidence, le lemme est démontré.

Nous avons maintenant assez d’éléments pour pouvoir donner le

Théorème 28 Si −2n > s(s− (n− 1)), alors l’équation

F (h, r) = Ricci(H0 + h)− 1

n− 1
div∗0Bian(H0 + h,R0 + r)− (R0 + r) = 0

pour r donné dans Λs−2
k+2,α(B,S2) voisin de zéro, possède une unique solution

h voisine de zéro dans Λs−2
k+2,α(B,S2) et l’application ainsi définie r −→ h

est lisse d’un voisinage de zéro dans Λs−2
k+2,α(B,S2) dans un voisinage de zéro

dans Λs−2
k+2,α(B,S2). De plus, lorsque k ≥ 1, quitte à réduire les voisinages de

zéro, la solution vérifie

Ricci(H0 + h) = R0 + r.

Preuve :

D’après les lemmes 15 et 16 et le Théorème des fonctions implicites, la
première partie du théorème est évidente. Il nous reste à montrer que pour ”r
petit”, notre solution vérifie Ricci(H0 + h) = R0 + r (c’est-à-dire Ricci(H) =
R) . Nous montrerons pour cela que Bian(H,R) = 0, sans recourt à la
proposition 19, la méthode consistant à appliquer brutalement l’opérateur
Bian(H, .) à l’équation Q(H,R) = 0. Nous obtenons d’abord

Bian(H,Ricci(H))︸ ︷︷ ︸
=0

− 1

n− 1
Bian(H, div∗0Bian(H,R))− Bian(H,R) = 0.
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Posons ensuite ω = Bian(H,R) ; ω vérifie l’équation :

Bian(H, div∗0ω) + (n− 1)ω = 0. (∗)

Rappelons que, d’après le lemme 14,

Bian(H0, div∗0ω) = −1

2
(40ω + (n− 1)ω),

et considérons l’application linéaire L de Λs−1
k+1,α(B, T1) dans Λs−1

k−1,α(B, T1)
définie par

Lω := Bian(H0, div∗0ω) + (n− 1)ω = −1

2
(40 − (n− 1)ω).

D’après le Théorème d’isomorphisme de [GL], lorsque

−(n− 1) > s(s− (n− 1)),

L est un isomorphisme et il existe C > 0 tel que

‖ ω ‖(s−1)
k+1,α≤ C ‖ Lω ‖(s−1)

k−1,α .

Dans notre cas, comme ω vérifie (∗) on a

Lω = Bian(H0, div∗0ω)− Bian(H, div∗0ω)︸ ︷︷ ︸
Lrω

.

Pour ε tel que εC < 1, on veut montrer qu’il existe ν tel que, si ‖ r ‖(s−2)
k+2,α≤ ν

alors
‖ Lrω ‖(s−1)

k−1,α≤ ε ‖ ω ‖(s−1)
k+1,α .

D’après le lemme 27 de l’appendice 4.10, on a

‖ Lrω ‖(s−1)
k−1,α≤ C(ĥ)[1 + ε(‖ h ‖(−2)

k,α )] ‖ h ‖(−2)
k,α ‖ div∗0ω ‖

(s−2)
k,α .

D’autre part, comme div∗0 est un opérateur linéaire continu de Λs−1
k+1,α(B, T1)

dans Λs−1
k,α (B,S2), on a

‖ div∗0ω ‖
(s−2)
k,α ≤ Cte ‖ ω ‖(s−1)

k+1,α .

Comme ici l’application Λs−2
k+2,α 3 r −→ h ∈ Λs−2

k+2,α est lisse au voisinage

de zéro et comme s ≥ 0, d’après la proposition 3, ‖ h ‖(−2)
k,α tend vers zéro

lorsque ‖ r ‖(s−2)
k+2,α tend vers zéro. On peut ainsi écrire

‖ Lrω ‖(s−1)
k−1,α≤ C(r) ‖ ω ‖(s−1)

k+1,α
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avec C(r) qui tend vers 0 lorsque ‖ r ‖(s−2)
k+2,α tend vers 0. Il existe donc ν

tel que pour ‖ r ‖(s−2)
k+2,α≤ ν, C(r) ≤ ε. Pour conclure, il ne reste plus qu’à

rappeler que ω vérifie (∗) et donc que l’on a :

‖ ω ‖(s−1)
k+1,α≤ C ‖ Lω ‖(s−1)

k−1,α= C ‖ Lrω ‖(s−1)
k−1,α≤ Cε ‖ ω ‖(s−1)

k+1,α,

donc que ‖ ω ‖(s−1)
k+1,α= 0 puisque εC < 1 ; finalement ω = 0. �

Remarques :
(i)La condition −2n > s(s− (n− 1)) peut s’écrire (n− 1)(s− 2) > s2 + 2 et
comme n > 1, il faut s > 2 ; de même en l’écrivant n > s2+2

s−2
+ 1 = f(s), on

voit qu’il faut au moins n ≥ 10, puisque f est minimum pour s = 2 +
√

6 et
vaut alors environ 9, 9. Enfin la condition peut se réécrire sous la forme

s1 =
n− 1−

√
(n− 1)2 − 8n

2
< s < s2 =

n− 1 +
√

(n− 1)2 − 8n

2
,

nous voyons qu’alors s2 tend vers l’infini quand n tend vers l’infini et un
simple développement limité montre que s1 tend vers 2 quand n tend vers
l’infini.

(ii)Dans la démonstration du théorème, on a vu que pour annuler ω on a
uniquement besoin de la continuité de r −→ h et de la condition −(n− 1) >
s(s− (n− 1)) qui est plus faible que −2n > s(s− (n− 1)).

(iii)Notons que la solution h de l’équation F (h, r) = 0 est dans Λs−2
k+2,α(B,S2),

tout comme l’est le tenseur r, et nous ne savons pas si elle est dans Λs−2
k+4,α(B,S2).

Ce manque de régularité (perte de deux points) est dû au terme

− 1

n− 1
div∗0Bian(H,R)

nécessaire pour compenser le défaut d’ellipticité de l’opérateur de Ricci.

Cette dernière remarque nous pousse à détailler le processus de résolution.
Pour k ∈ N, notons hk+2 l’application r → h d’un voisinage de zéro dans
Λs−2
k+2,α(B,S2) dans un autre, donnée par le théorème 28. Notons rk+2 l’appli-

cation d’un voisinage de zéro dans Λs−2
k+2,α(B,S2) dans un voisinage de zéro

dans Λs−2
k,α (B,S2) définie par

rk+2(.) := Ricci(H0 + .)−R0.

On a alors le
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Corollaire 12 Sous les hypothèses du théorème 28, l’application rk+2 est
injective au voisinage de zéro. Si de plus k ≥ 1, l’application hk+2 l’est aussi.

Preuve :

La deuxième partie du corollaire est évidente. En effet, on a pour k ≥ 1

∀r ∈ Λs−2
k+2,α(B,S2) voisin de zéro, rk+2 ◦ hk+2(r) = r.

Pour la première partie, montrons que l’on a :

∀h ∈ Λs−2
k+4,α(B,S2) voisin de zéro, hk+2 ◦ rk+4(h) = h.

En effet, pour tout h ∈ Λs−2
k+4,α(B,S2) voisin de zéro, rk+4(h) est voisin de

zéro dans Λs−2
k+2,α(B,S2) et vérifie

F (hk+2 ◦ rk+4(h), rk+4(h)) = 0,

avec hk+2 ◦ rk+4(h) voisin de zéro dans Λs−2
k+2,α(B,S2). Mais d’autre part, on

a
F (h, rk+4(h)) = 0,

avec h voisin de zéro dans Λs−2
k+4,α(B,S2) donc dans Λs−2

k+2,α(B,S2). Ainsi, par
construction de l’application hk+2, on a

hk+2 ◦ rk+4(h) = h. �

Remarque : Pour k ≥ 1 et s ∈ [0, n[, l’application hk+2 ne peut être surjec-
tive. En effet, soit v ∈ Λs

k+2,α(B) voisin de zéro et tel que

v 6∈ Λs
k+4,α(B).

Supposons que h = vH0 ∈ Λs−2
k+2,α(B,S2), voisine de zéro, soit dans l’image

de hk+2 :
∃r ∈ Λs−2

k+2,α(B,S2), F (h, r) = 0.

Comme k ≥ 1, on a nécessairement

rk+2(h) = r.

En outre (pour la définition de h̃, voir le corollaire 17), on a

σ := (H ij
0 + h̃ij)rk+2(h)ij + h̃ijR0ij,

voisin de zéro dans Λs
k+2,α(B). Pour s ∈ [0, n[, le théorème 23 (section 3.2)

implique que h est dans Λs−2
k+4,α(B,S2) et v dans Λs

k+4,α(B), ce qui est absurde.
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Notons que les exposants caractéristiques s1 et s2 du théorème 28 (section
4.4) vérifient

s1 =
1

2
(n− 1−

√
(n− 1)2 − 8n) > 0,

s2 =
1

2
(n− 1 +

√
(n− 1)2 − 8n) < n− 1 < n.

Ils sont donc dans l’intervalle [0, n[ du théorème 23 (section 3.2).
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4.5 Une étude de la courbure Riemannienne

au voisinage de la métrique hyperbolique

4.5.1 Linéarisation de l’opérateur de Riemann-Christoffel

Les calculs que nous avons réalisés dans cette section sont, bien entendu,
classiques. Nous les incluons ici par souci de complétude, puisque nous les
utiliserons par la suite.

Nous voulons linéariser l’opérateur qui, à une métrique H ∈ S2 associe
son tenseur de Riemann-Christoffel Riem(H) ∈ T 1

3 .

Rappelons que cet opérateur est défini en coordonnées locales par :

Riem(H)iklm = ∂lΓ
i
km − ∂mΓikl + ΓijlΓ

j
km − ΓijmΓjkl,

avec Γikm = 1
2
H is(∂kHms + ∂mHks − ∂sHkm). Ainsi

∂lΓ
i
km = −1

2
HjsH it∂lHtj(∂kHms + ∂mHks − ∂sHkm)

+1
2
H is(∂l∂kHms + ∂l∂mHks − ∂l∂sHkm)

= −H it∂lHtj Γjkm + 1
2
H is(∂l∂kHms + ∂l∂mHks − ∂l∂sHkm).

Donc (en repérant, pour la commodité du lecteur, des couples de termes qui
se compensent) :

Riem(H)iklm = H is
[
−∂lHsj Γjkm + 1

2
(∂l∂kHms + ̂∂l∂mHks − ∂l∂sHkm)

+ ∂mHsjΓ
j
kl︸ ︷︷ ︸−1

2
(∂m∂kHls + ̂∂m∂lHks − ∂m∂sHkl

]
+1

2
H is(∂jHsl + ∂lHsj − ∂sHlj)Γ

j
km

−1
2
H is(∂jHsm + ∂mHsj︸ ︷︷ ︸−∂sHmj)Γ

j
kl

= H is
[

1
2
(∂l∂kHsm − ∂l∂sHkm + ∂m∂sHkl − ∂m∂kHsl)

−ΓpslΓ
j
kmHpj + ΓpmsΓ

j
klHpj

]
= H isSect(H)sklm

(le dernier morceau entre crochets n’est autre que le tenseur de Riemann (de
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courbure sectionnelle) que l’on note ici Sect(H)sklm en coordonnées). Nous
avons ainsi

(DHRiem(H)δh)iklm = −H ipHsqδhpqSect(H)sklm +H is(DHSect(H)δh)sklm

= −Riem(H)qklmδh
i
q +H is(DHSect(H)δh)sklm.

Nous allons donc nous intéresser tout d’abord au linéarisé de Sect(H).
Pour cela nous aurons besoin du :

Lemme 17 En coordonnées locales, le linéarisé d’un symbole de Christoffel
est :

(DHΓ(H)δh)ijk =
1

2
(∇kδh

i
j +∇jδh

i
k −∇iδhjk).

Preuve :

On a :

(DHΓ(H)δh)ijk = 1
2
H is(∂kδhjs + ∂jδhks − ∂sδhjk)

−1
2
HptH isδhps(∂kHjt + ∂jHkt − ∂tHjk)

= 1
2
H is(∂kδhjs + ∂jδhks − ∂sδhjk)−H isδhpsΓ

p
jk.

D’autre part (en repérant les termes qui se compensent),

∇kδhjs = ∂kδhjs − Γpkjδhps − ̂Γpksδhpj
+∇jδhks = ∂jδhks − Γpjkδhps − Γpjsδhpk

−∇sδhjk = −∂sδhjk + Γpsjδhpk + ̂Γpskδhpj

−−−− −− −−−−−−−−−−−−−−−
la somme = ∂kδhjs + ∂jδhks − ∂sδhjk − 2Γpkjδhps.

Ainsi

(DHΓ)(H)δh)ijk = 1
2
H is(∇kδhjs +∇jδhks −∇sδhjk)

= 1
2
(∇kδh

i
j +∇jδh

i
k −∇iδhjk). �
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Nous pouvons maintenant calculer (DHSect(H)δh)sklm qui est égal à :

1
2
(∂l∂kδhsm − ∂l∂sδhkm + ∂m∂sδhkl − ∂m∂kδhsl)

−1
2
(∇sδh

p
l +∇lδh

p
s −∇pδhls)Γ

j
kmHpj

−1
2
Γpsl(∇kδh

j
m +∇mδh

j
k −∇jδhkm)Hpj − ΓpslΓ

j
kmδhpj

+1
2
(∇sδh

p
m +∇mδh

p
s −∇pδhms)Γ

j
klHpj

+1
2
Γpsm(∇kδh

j
l +∇lδh

j
k −∇jδhkl)Hpj + ΓpsmΓjklδhpj,

donc (en repérant des familles de termes de même type) à :

1

2

(∂l∂kδhsm − ∂l∂sδhkm + ∂m∂sδhkl − ∂m∂kδhsl)︸ ︷︷ ︸
1

−Γtkm(∇sδhtl +∇lδhts −∇tδhls)︸ ︷︷ ︸
2

−Γtsl(∇kδhtm +∇mδhtk −∇tδhkm)︸ ︷︷ ︸
3

+ Γtkl(∇sδhtm +∇mδhts −∇tδhms)︸ ︷︷ ︸
4

+ Γtsm(∇kδhtl +∇lδhtk −∇tδhkl)︸ ︷︷ ︸
5

− 2ΓpslΓ
j
kmδhpj︸ ︷︷ ︸
6

+ 2ΓpsmΓjklδhpj︸ ︷︷ ︸
7

 .
Rappelons que ∇kδhsm = ∂kδhsm − Γpksδhpm − Γpkmδhps, nous avons ainsi :

∇l∇kδhsm = ∂l∂kδhsm︸ ︷︷ ︸
1

− ̂∂lΓ
p
ksδhpm −

︷ ︸︸ ︷
Γpks∂lδhpm−∂lΓ

p
kmδhps

−Γpkm(∇lδhps︸ ︷︷ ︸
2

+Γqlpδhqs + Γqlsδhpq︸ ︷︷ ︸
6

)− Γqlk∇qδhsm︸ ︷︷ ︸
4

−Γqls∇kδhqm︸ ︷︷ ︸
3

−Γqlm∇kδhsq,

de même

−∇l∇sδhkm = −∂l∂sδhkm︸ ︷︷ ︸
1

+ ̂∂lΓ
p
skδhpm +

︷ ︸︸ ︷
Γpsk∂lδhpm +∂lΓ

p
smδhpk

+Γpsm(∇lδhpk︸ ︷︷ ︸
5

+Γqlpδhqk + Γqlkδhpq︸ ︷︷ ︸
7

) + Γqls∇qδhkm︸ ︷︷ ︸
3

+ Γqlk∇sδhqm︸ ︷︷ ︸
4

+ ˜Γqlm∇sδhkq,
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ainsi que

∇m∇sδhkl = ∂m∂sδhkl︸ ︷︷ ︸
1

−∂mΓpskδhpl − Γpsk∂mδhpl︸ ︷︷ ︸−∂mΓpslδhpk

−Γpsl(∇mδhpk︸ ︷︷ ︸
3

+Γqmpδhqk + Γqmkδhpq︸ ︷︷ ︸
6

)− Γqms∇qδhkl︸ ︷︷ ︸
5

−Γqmk∇sδhql︸ ︷︷ ︸
2

− ˜Γqml∇sδhkq,

et que

−∇m∇kδhsl = −∂m∂kδhsl︸ ︷︷ ︸
1

+∂mΓpksδhpl + Γpks∂mδhpl︸ ︷︷ ︸+∂mΓpklδhps

+Γpkl(∇mδhps︸ ︷︷ ︸
4

+Γqmpδhqs + Γqmsδhpq︸ ︷︷ ︸
7

) + Γqmk∇qδhsl︸ ︷︷ ︸
2

+ Γqms∇kδhql︸ ︷︷ ︸
5

+Γqml∇kδhsq.

Les termes repérés sans numéro se compensent tous ; les termes numérotés
reproduisent exactement ceux numérotés plus haut ; enfin les termes “de
trop”, non repérés, sont repris un à un ci-après (changés de signe), soit au
total :

(DHSect(H)δh)sklm =
1

2

[
∇l∇kδhsm −∇l∇sδhkm +∇m∇sδhkl −∇m∇kδhsl

+∂lΓ
p
kmδhps + ΓpkmΓqlpδhqs

−∂lΓpsmδhpk − ΓpsmΓqlpδhqk

+∂mΓpslδhpk + ΓpslΓ
q
mpδhqk

−∂mΓpklδhps − ΓpklΓ
q
mpδhqs

]
.

Or
Riem(H)pklm = ∂lΓ

p
km − ∂mΓpkl + ΓpjlΓ

j
km − ΓpjmΓjkl,

et
Riem(H)psml = ∂mΓpsl − ∂lΓ

p
sm + ΓpjmΓjsl − ΓpjlΓ

j
sk.

Donc

(DHSect(H)δh)sklm =
1

2
[∇l∇kδhsm −∇l∇sδhkm +∇m∇sδhkl −∇m∇kδhsl

+Riem(H)pklmδhps +Riem(H)psmlδhpk].

On peut donc en conclure (cf. supra)
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Proposition 20 Le linéarisé de H −→Riem(H) s’exprime en coordonnées
locales par la formule :

(DHRiem(H)δh)iklm =
1

2

[
∇l∇kδh

i
m −∇l∇iδhkm +∇m∇iδhkl −∇m∇kδh

i
l

+H isRiem(H)psmlδhpk −Riem(H)pklmδh
i
p

]
.
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4.5.2 Un opérateur du type Bianchi pour le tenseur de
Riemann-Christoffel, et sa linéarisation

Nous construisons ici une application Bianc(H,R) pour R dans un sous-
fibré de T 1

3 qui contient les tenseurs de Riemann-Christoffel. Nous voulons
que cette application se ramène à Bian(H,R) par une contraction deR. Nous
calculons ensuite en (H0,R0) la linéarisation de Bianc(H,R) par rapport à
H (à R0 fixé), en notant R0 le tenseur de Riemann-Christoffel de la métrique
hyperbolique H0.

Rappelons que si R = Riem(H), alors d’après une identité due à Bianchi,
R vérifie l’équation en coordonnées locales :

∇lRt
ijk +∇jRt

ikl +∇kRt
ilj = 0. (∗)

Et si R =Ricci(H), on a :

Bian(H,R)l = −1

2
H ij∇lRij +H ij∇jRil = 0. (∗∗)

D’autre part, on a
Ricci(H)ij = Riem(H)pipj.

Comme Ricci(H) est symétrique, Riem(H) appartient au sous-fibré vectoriel
S1

3 de T 1
3 défini par

S1
3 := {R ∈ T 1

3 ,Rp
ipj = Rp

jpi ∀i, j ∈ {1, ..., n}}.

On définit l’application Tr de S1
3 dans S2 par

Tr(R)ij = Rp
ipj.

Ainsi que l’application tr de T 1
2 dans T1 par

tr(B)l = Bp
pl.

Nous allons maintenant construire une application Bianc(H,R), pour
toute métrique H et tout tenseur R dans S1

3 , vérifiant

tr(Bianc(H,R)) = Bian(H,Tr(R)).

Pour cela regardons comment on passe de l’identité (∗) à l’identité (∗∗),
lorsque R = Riem(H) et R =Ricci(H). Le calcul est le suivant : on contracte
(∗) par H ij, on obtient alors

H ij∇lRt
ijk +H ij∇jRt

ikl +∇kH
ijHstRsilj = 0,
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donc
−H ij∇lRt

ikj +H ij∇jRt
ikl +Hst∇kRj

sjl = 0.

Il ne reste plus qu’à prendre t = k (sommation) pour avoir (∗∗).

Pour toute métrique H et tout tenseur R dans S1
3 , considérons

Bianc(H,R)tkl :=
1

2
(−H ij∇lRt

ikj +H ij∇jRt
ikl +Hst∇kRj

sjl) ∈ T
1

2 ,

où ∇ est la connexion de Levi-Civita de H.

Remarques :
(i) Même s’il parâıt plus naturel de travailler dans le sous-fibré classique de
T 1

3 , des tenseurs vérifiant (les propriétés algébriques des tenseurs de Riemmann-
Christoffel) :

Rp
ijk +Rp

kij +Rp
jki = 0 , Rp

ijk = −Rp
ikj et Rp

ipj = Rp
jpi.

et de prendre comme application Bianc, la contraction du terme gauche de
l’identité (∗) par H ij, nous n’avons trouvé de cette façon aucune contraction
de Bianc(H,R) qui redonne Bian(H,R).

(ii) On a bien entendu Bianc(H,R) = 0, lorsque R = Riem(H).

En vue de calculer le linéarisé de Bianc(H,R) par rapport à H, réécrivons

2Bianc(H,R)tkl =−H ij(∂lRt
ikj − ΓqilR

t
qkj − ΓqklR

t
iqj − ΓqjlR

t
ikq + ΓtlqR

q
ikj)

+H ij(∂jRt
ikl − ΓqijRt

qkl − ΓqkjR
t
iql − ΓqljR

t
ikq + ΓtjqR

q
ikl)

+Hst(∂kRj
sjl − ΓqskR

j
qjl − ΓqkjR

j
sql︸ ︷︷ ︸−ΓqklR

j
sjq + ΓjkqR

q
sjl︸ ︷︷ ︸).

Donc (comme les termes repérés se compensent)

2Bianc(H,R)tkl = −H ij(∂lRt
ikj − ΓqilR

t
qkj − ΓqklR

t
iqj + ΓtlqR

q
ikj)

+H ij(∂jRt
ikl − ΓqijRt

qkl − ΓqkjR
t
iql + ΓtjqR

q
ikl)

+Hst(∂kRj
sjl − ΓqskR

j
qjl − ΓqklR

j
sjq).

Rappelons que (d’après le lemme 17)

(DHΓ(H)δh)ijk =
1

2
(∇kδh

i
j +∇jδh

i
k −∇iδhjk)
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et que
(DH(H−1)δh)ij = −H ipHjqδhpq.

On obtient ainsi, à R fixé :

4(DHBianc(H,R)δh)tkl = +H ij(∇iδh
q
l +∇lδh

q
i −∇qδhil)Rt

qkj

+H ij(∇kδh
q
l +∇lδh

q
k −∇

qδhkl)Rt
iqj −H ij(∇qδh

t
l +∇lδh

t
q −∇tδhql)Rq

ikj

−H ij(∇iδh
q
j +∇jδh

q
i −∇qδhij)Rt

qkl

−H ij(∇kδh
q
j +∇jδh

q
k −∇

qδhkj)Rt
iql +H ij(∇jδh

t
q +∇qδh

t
j −∇tδhjq)Rq

ikl

−Hst(∇kδh
q
s +∇sδh

q
k −∇

qδhsk)Rj
qjl −H

st(∇kδh
q
l +∇lδh

q
k −∇

qδhlk)Rj
sjq

H ipHjqδhpq∇lRt
ikj −H ipHqjδhpq∇jRt

ikl −HspH tqδhpq∇kRj
sjl.

Particularisons désormais ce calcul au cas où

Rt
qkj = −δtkHqj + δtjHqk.

Alors

Rj
qjl = −(n− 1)Hql et ∇R = 0

(en particulier R est bien dans S1
3 ). C’est le cas en H = H0 et R =Riem(H0).

On a dans ce cas

4(DHBianc(H,R)δh)tkl = +H ij(∇iδh
q
l +∇lδh

q
i −∇qδhil)(−δtkHqj + δtjHqk)

+H ij(∇kδh
q
l +∇lδh

q
k −∇

qδhkl)(−δtqHij + δtjHiq)

−H ij(∇qδh
t
l +∇lδh

t
q −∇tδhql)(−δqkHij + δqjHik)

−H ij(∇iδh
q
j +∇jδh

q
i −∇qδhij)(−δtkHql + δtlHqk)

−H ij(∇kδh
q
j +∇jδh

q
k −∇

qδhkj)(−δtqHil + δtlHiq)

+H ij(∇jδh
t
q +∇qδh

t
j −∇tδhjq)(−δqkHil + δqlHik)

+(n− 1)Hst(∇kδh
q
s +∇sδh

q
k −∇

qδhsk)Hql

+(n− 1)δtq(∇kδh
q
l +∇lδh

q
k −∇

qδhlk).
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Donc

4(DHBianc(H,R)δh)tkl = (∇iδh
q
l +∇lδh

q
i −∇qδhil)(H

itHqk − δtkδiq)

+(∇kδh
q
l +∇lδh

q
k −∇

qδhkl)(δ
t
q − nδtq)

+(∇qδh
t
l +∇lδh

t
q −∇tδhql)(−δqk + nδqk)

−(∇iδh
q
j +∇jδh

q
i −∇qδhij)H

ij(−δtkHql + δtlHqk)

+(∇kδh
q
j +∇jδh

q
k −∇

qδhkj)(δ
t
qδ
j
l − δ

t
lδ
j
q)

+(∇jδh
t
q +∇qδh

t
j −∇tδhjq)(−δqkδ

j
l + δql δ

j
k)

+(n− 1)(∇kδh
q
s +∇sδh

q
k −∇

qδhsk)H
stHql

+(n− 1)(∇kδh
q
l +∇lδh

q
k −∇

qδhlk)δ
t
q.

Par suite (comme les termes soulignés se compensent) 4(DHBianc(H,R)δh)tkl
est égal à :

(∇tδhlk︸ ︷︷ ︸
a

+∇lδh
t
k︸ ︷︷ ︸

1

−∇kδh
t
l︸ ︷︷ ︸

b

)− (∇iδh
i
l︸ ︷︷ ︸

c

+∇lδh
i
i︸ ︷︷ ︸

2

−∇iδhil︸ ︷︷ ︸
c

)δtk

+(n− 1)(∇kδh
t
l︸ ︷︷ ︸

3

+∇lδh
t
k︸ ︷︷ ︸

d

−∇tδhkl︸ ︷︷ ︸
e

)

+(∇jδhlj︸ ︷︷ ︸
4

+∇iδhli︸ ︷︷ ︸
4

−∇lδh
i
i︸ ︷︷ ︸

2

)δtk − (∇jδhkj︸ ︷︷ ︸
f

+∇iδhki︸ ︷︷ ︸
5

−∇kδh
i
i︸ ︷︷ ︸

g

)δtl

+ (∇kδh
t
l +∇lδh

t
k −∇tδhkl)︸ ︷︷ ︸

h

−(∇kδh
j
j︸ ︷︷ ︸

g

+∇jδh
j
k︸ ︷︷ ︸

5

−∇jδhkj︸ ︷︷ ︸
f

)δtl

− (∇lδh
t
k +∇kδh

t
l −∇tδhlk)︸ ︷︷ ︸

h

+(∇kδh
t
l︸ ︷︷ ︸

b

+∇lδh
t
k︸ ︷︷ ︸

1

−∇tδhkl︸ ︷︷ ︸
a

)

+(n− 1)(∇kδh
t
l︸ ︷︷ ︸

3

+∇tδhkl︸ ︷︷ ︸
e

−∇lδh
t
k︸ ︷︷ ︸

d

).

Comme les termes repérés par les mêmes lettres se compensent et que ceux
repérés par les mêmes chiffres s’ajoutent, finalement on a la

Proposition 21 La linéarisation par rapport à H, de l’opérateur Bianc en
(H0,R0), est donnée en coordonnées locales par la formule

(DHBianc(H0,R0)δh)tkl =
1

2
[∇lδh

t
k−δtk∇lδh

i
i+(n−1)∇kδh

t
l+δ

t
k∇jδhlj−δtl∇jδh

j
k].
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Remarque :

Il est important de noter que lorsque t = k (sommation), on retrouve la
quantité

(n− 1)(∇tδh
t
l −

1

2
∇lδh

i
i),

qui correspond au linéarisé par rapport à H de l’opérateur Bian en (H0, R0)
(cf. paragraphe 4.3).
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4.5.3 Scindage d’un sous-fibré de T 1
3

Nous construisons ici une fonction F(h, %), pour h dans S2 et % dans S1
3 ,

dont l’image est dans S1
3 , ceci de telle sorte que par une contraction, on re-

trouve la fonction F (h, r) introduite au paragraphe 4.4 pour la résolution de
l’équation de Ricci. Nous en déduisons un scindage pour un sous-fibré de S1

3

via le théorème d’isomorphisme de [GL].

Nous avons vu au paragraphe précédent que

trDHBianc(H0,R0)δh = (n− 1)Bian(H0, δh)
= DHBian(H0, R0)δh.

Considérons, pour une métrique H, l’opérateur D de T 1
2 dans S1

3 défini
par

D(B)imlk =
1

2
(∇mB

i
lk +∇kB

i
lm).

Ceci de telle sorte que Tr(D(B)) = div∗(tr(B)). Lorsque H = H0, nous no-
terons D0 l’opérateur correspondant.

Pour H = H0 + h métrique et R = R0 + % dans S1
3 , on pose

F(h, %) = Q(H,R) = Riem(H)− 1

n− 1
D0[Bianc(H,R)]−R.

L’application F ainsi définie est lisse d’un voisinage de zéro dans Λs−2
k+2,α(B,S2)×

Λs−2
k+2,α(B,S1

3 ) dans Λs−2
k,α (B,S1

3 ). Nous obtenons le diagramme commutatif :

Λs−2
k+2,α(B,S2)

DhF(0,0)−→ Λs−2
k,α (B,S1

3 )
Tr−→ Λs−2

k,α (B,S2)

↑ ↑
− −−−−−−−−−−−−−−−−−

DhF (0, 0)

avec

DhF(0, 0)δh = DHRiem(H0)δh− 1

n− 1
DH{D0[Bianc(H0,R0)]}δh.

Donc

TrDhF(0, 0)δh = DHRicci(H0)δh− 1

n− 1
DH{div∗0[Bian(H0, R0)]}δh.

D’où
TrDhF(0, 0)δh = DHF (0, 0)δh.
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Or nous avons vu que DhF (0, 0) est un isomorphisme lorsque

−2n > s(s− (n− 1)).

AinsiDhF(0, 0) est injective et Tr surjective. D’autre part, l’image deDhF(0, 0)
est fermée dans Λs−2

k,α (B,S1
3 ) (pour le montrer, il suffit de reprendre la méthode

de démonstration de la proposition 19). Nous obtenons ainsi la

Proposition 22 Si s ∈ R vérifie −2n > s(s− (n− 1)) alors nous avons le
scindage

Λs−2
k,α (B,S1

3 ) = Im DhF(0, 0)⊕Ker Tr.

Remarque :
Fixons x dans B et notons S2|x (resp. S1

3 |x) la fibre du fibré S2 (resp. S1
3 )

au dessus de x. Notons de plus Trx, l’application Tr restreinte à S1
3 |x . De

manière purement algébrique, les n2 équations indépendantes Rp
ipj = 0, nous

donnent la dimension (sur R) de ker Trx qui est en l’occurence n4 − n2. De
la même manière, via les équations Rp

ipj = Rp
jpi, la dimension (sur R) de S1

3 |x
est n4 − 1

2
n(n − 1). De plus la dimension (sur R) de S2|x est 1

2
n(n + 1). On

retrouve bien (les dimensions étant sur R)

dim S2|x + dim ker Trx = dim S1
3 |x .
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4.5.4 Remarques sur le scindage classique des tenseurs
de type courbure sectionnelle

Nous donnons ici un scindage pour un sous-espace de Λs−2
k,α (B,S1

3 ) déduit
du scindage classique du sous-espace de T4 des tenseurs de type courbure sec-
tionnelle (cf. [Be p.45-48]). Ce scindage n’ayant ensuite plus d’utilité pour la
thèse, nous l’avons placé ici pour permettre une comparaison avec le scindage
précédent. Donnons tout d’abord les

Définition 4 Le produit de Kulkarni-Nomizu de deux tenseurs symétriques
h et g est le 4-tenseur h ./ g donné par

(h ./ g)ijkl = hikgjl + hjlgik − hilgjk − hjkgil.

Définition 5 On définit C4, le sous-fibré de T4 des tenseurs vérifiant :

τijkl = τklij, τijkl = −τjikl = τjilk,

et
τijkl + τkijl + τjkil = 0.

Définition 6 Pour H ∈ S2 non dégénérée, on définit l’application cH de C4

dans S2 par :
cH(τ)ij = Hklτikjl.

On a alors (cf. [Be]) le

Théorème 29 Si n ≥ 4, C4 admet une unique décomposition en espaces
irréductibles (en tant que O(H)-modules) :

C4 = U ⊕ L ⊕W ,

où
U = RH ./ H
L = H ./ S20

W = ker cH .

En fait on montre que si l’on pose

rij = cH(τ)ij, s = H ijrij

et
zij = (rij −

s

n
Hij) ∈ S20,

alors on a

τijkl =
s

2n(n− 1)
(H ./ H)ijkl +

1

n− 2
(z ./ H)ijkl + wijkl,

avecH ikwijkl = 0. En prenant désormaisH = H0, on déduit alors immédiatement
le
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Corollaire 13 Soient k ∈ N, s ∈ R, α ∈]0, 1[ et supposons que n ≥ 4. Alors
pour tout τ ∈ Λs−4

k,α (B, C4), on a

τ =
s0

2n(n− 1)
H0 ./ H0 +

1

n− 2
z0 ./ H0 + w0,

où r0ij = Hpq
0 τpiqj, s0 = H0

ijr0ij et z0ij = r0ij − s0
n
H0ij, avec H ij

0 w0ijkl = 0.
A cette décomposition unique correspond le scindage (défini avec H0)

Λs−4
k,α (B, C4) = Λs−4

k,α (B,U)⊕ Λs−4
k,α (B,L)⊕ Λs−4

k,α (B,W).

Remarque : On a r0 ∈ Λs−2
k,α (B,S2), s0 ∈ Λs

k,α(B) et z0 ∈ Λs−2
k,α (B,S20).

Considérons maintenant l’applicationH−1
0 . de Λs−4

k,α (B, C4) dans Λs−2
k,α (B,S1

3 )
définie par

(H−1
0 τ)pjkl = H ip

0 τijkl

Il est immédiat que l’image de Λs−4
k,α (B, C4) par l’application H−1

0 . est un sous-

espace de Λs−2
k,α (B,S1

3 ) et que H−1
0 . est un isomorphisme de Λs−4

k,α (B, C4) sur
son image. On a alors le

Corollaire 14 Soient k ∈ N, s ∈ R, α ∈]0, 1[ et supposons que n ≥ 4. Alors
pour tout τ ∈ Λs−4

k,α (B, C4), on a

H−1
0 τ =

s0

2n(n− 1)
H−1

0 (H0 ./ H0) +
1

n− 2
H−1

0 (z0 ./ H0) +H−1
0 w0,

avec les notations précédentes. On a ainsi H−1
0 w0 ∈ ker Tr. A cette décomposition

unique correspond le scindage de l’image de H−1
0 .,

H−1
0 Λs−4

k,α (B, C4) = H−1
0 Λs−4

k,α (B,U)⊕H−1
0 Λs−4

k,α (B,L)⊕H−1
0 Λs−4

k,α (B,W).

Remarque : Il est clair que l’image de H−1
0 . n’est pas Λs−2

k,α (B,S1
3 ) tout

entier. D’autre part lorsque −2n > s(s− (n− 1)), nous avions le scindage

Λs−2
k,α (B,S1

3 ) = ImDhF(0, 0)⊕ ker Tr.

Ainsi notre axe ker Tr comprend l’axe H−1
0 Λs−4

k,α (B,W). Par contre, nous
allons montrer la

Proposition 23 Si n > 2 et s est un réel vérifiant 0 > s(s− (n− 1)), alors

ImDhF(0, 0) ∩ Λs−2
k,α (B,H−1

0 C4) = {0}.
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Preuve :

Les éléments de Λs−2
k,α (B,H−1

0 C4) vérifient entre autre les propriétés

τ iilm = 0, (1)

H0isH0
lmτ iklm = 0, (2)

et
H0isH0

mk(τ iklm + τ imkl + τ ilmk) = 0. (3)

Nous allons montrer qu’un élément de ImDhF(0, 0) vérifiant ces propriétés
est forcément nul. Soit donc δh ∈ Λs−2

k+2(B,S2) et

Ψ := DhF(0, 0)δh = DRiem(H0)δh− 1

n− 1
[DH(D0Bianc)(H0,R0)]δh.

On a τ := [DH(D0Bianc)(H0,R0)]δh = [D0(DHBianc)(H0,R0)]δh, par
linéarité de D0. Comme DRiem(H0)δh vérifie (1), (2)et (3), alors Ψ vérifie
(1), (2) et (3) si et seulement si τ vérifie (1), (2) et (3). Montrons maintenant
que si τ vérifie (1), (2) et (3), alors δh = 0. Détaillons tout d’abord τ , on a
(cf. proposition 21)

Bi
lk := {DHBianc(H0,R0)δh}ilk

= 1
2
[∇kδh

i
l − δil∇kδh

j
j + (n− 1)∇lδh

i
k + δil∇jδh

j
k − δik∇jδh

j
l ],

et comme D0(B)iklm = 1
2
(∇mB

i
lk +∇kB

i
lm), finalement 4τ iklm est égal à

∇m∇kδh
i
l − δil∇m∇kδh

j
j + (n− 1)∇m∇lδh

i
k + δil∇m∇jδh

j
k − δik∇m∇jδh

j
l

+∇k∇mδh
i
l − δil∇k∇mδh

j
j + (n− 1)∇k∇lδh

i
m + δil∇k∇jδh

j
m − δim∇k∇jδh

j
l .

La propriété (1) se traduit par

(1− n)∇m∇jδh
j
l + (n− 2)∇m∇lδh

j
j −∇l∇mδh

j
j

+∇j∇mδh
j
l + (n− 1)∇j∇lδh

j
m +∇l∇jδh

j
m = 0.

Décomposons δh = uH0 + h0 à travers le scindage S2 = H⊕S20. On a alors

(1−n)∇m∇jh0
j
l+(n−1)∇j∇lh0

j
m+∇j∇mh0

j
l+∇l∇jh0

j
m+(n−1)(n−2)∇m∇lu = 0.

Or , on a

(a)


∇m∇jh0

j
l −∇j∇mh0

j
l = h0

j
pR0

p
ljm − h0

s
lR0

j
sjm

= h0
j
p(−δ

p
jH0lm + δpmH0lj) + (n− 1)h0lm

= nh0lm.
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Donc 4τ iilm est égal à

(1− n) [∇j∇mh0
j
l −∇j∇lh0

j
m]︸ ︷︷ ︸

antisymétrique
+ (1− n)nh0lm +∇m∇jh0

j
l +∇l∇jh0

j
m − nh0lm + (n− 1)(n− 2)∇l∇mu︸ ︷︷ ︸

symétrique

= 0.

Ce qui nous donne

(b)


∇j∇mh0

j
l −∇j∇lh0

j
m = 0

∇m∇jh0
j
l +∇l∇jh0

j
m − n2h0lm + (n− 1)(n− 2)∇l∇mu = 0

.

De la même manière, la propriété (2) nous donne

∇l∇kh0
l
s − (n− 1)4h0sk +∇s∇jh0

j
k −H0sk∇l∇jh0

j
l +∇k∇lh0

l
s

+(n− 1)∇k∇lh0
l
s +∇k∇jh0

j
s −∇k∇jh0

j
s + (2− n)∇s∇ku+ (2− n)(4u)H0ks = 0.

Donc, on a

−(n− 1)4h0ks +∇l∇kh0
l
s +∇s∇jh0

j
k −H0ks∇l∇jh0

j
l

+n∇k∇jh0
j
s − (n− 2)[(4u)H0ks +∇k∇su] = 0.

Or d’après (a) et (b), on a

∇l∇kh0
l
s +∇s∇jh0

j
k = ∇k∇lh0

l
s − nh0sk +∇s∇jh0

j
k

= n(n− 1)h0sk − (n− 1)(n− 2)∇k∇su.

On a aussi (toujours d’après (a) et (b))

∇k∇lh0
l
s = 1

2
[∇k∇lh0

l
s +∇s∇lh0

l
k +∇k∇lh0

l
s −∇s∇lh0

l
k]

= 1
2
[n2h0ks − (n− 1)(n− 2)∇k∇su+ 0],

donc, en particulier

∇l∇jh0
j
l = (n− 1)(n− 2)4u.

Ce qui nous donne

−(n− 1)4h0sk + n(n− 1)h0sk − (n− 1)(n− 2)∇k∇su

+n
2
[n2h0ks − (n− 1)(n− 2)∇k∇su]− (n− 1)(n− 2)4uH0ks

−(n− 2)[(4u)H0ks +∇k∇su] = 0.
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Prenons alors la trace relative à H0, on obtient

−1

2
n(n− 2)(n− 3)4u = 0.

Donc, lorsque n ≥ 4 et 0 > s(s− (n− 1)), on a u = 0, et

[4− (n+
n3

2(n− 1)
)]h0 = 0. (c)

Enfin 4(τ iklm + τ imkl + τ ilmk) est égal à

∇m∇kδh
i
l − δil∇m∇kδh

j
j + (n− 1)∇m∇lδh

i
k + δil∇m∇jδh

j
k − δik∇m∇jδh

j
l

+∇k∇mδh
i
l − δil∇k∇mδh

j
j + (n− 1)∇k∇lδh

i
m + δil∇k∇jδh

j
m − δim∇k∇jδh

j
l

+∇l∇mδh
i
k − δik∇l∇mδh

j
j + (n− 1)∇l∇kδh

i
m + δik∇l∇jδh

j
m − δim∇l∇jδh

j
k

+∇m∇lδh
i
k − δik∇m∇lδh

j
j + (n− 1)∇m∇kδh

i
l + δik∇m∇jδh

j
l − δil∇m∇jδh

j
k

+∇k∇lδh
i
m − δim∇k∇lδh

j
j + (n− 1)∇k∇mδh

i
l + δim∇k∇jδh

j
l − δil∇k∇jδh

j
m

+∇l∇kδh
i
m − δim∇l∇kδh

j
j + (n− 1)∇l∇mδh

i
k + δim∇l∇jδh

j
k − δik∇l∇jδh

j
m.

Les deux dernières colonnes s’annulent, la troisième vaut (n − 1)-fois la
première et la deuxième reste inchangée, donc 4(τ iklm + τ imkl + τ ilmk) est égal à

n[(∇m∇kδh
i
l +∇k∇mδh

i
l) + (∇m∇lδh

i
k +∇l∇mδh

i
k)

+(∇k∇lδh
i
m +∇l∇kδh

i
m)]

−2(δil∇m∇k + +δik∇m∇l + δim∇k∇l)δh
j
j.

D’après la propriété (3), on a donc

n[−24δhls + 2∇k∇lδhks + 2∇l∇kδhks] + (24δhjj)H0ls − 4∇l∇sδh
j
j = 0.

En écrivant δh = uH0 + h0, on obtient

2n[−4h0ls + (∇k∇lh0ks +∇l∇kh0ks)] = 0.

Or d’après les propriétés (a) et (b), on a

∇k∇lh0ks +∇l∇kh0ks = n(n− 1)h0sl − (n− 1)(n− 2)∇s∇lu,
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donc
−4h0sl + n(n− 1)h0sl − (n− 1)(n− 2)∇s∇lu = 0.

Prenons la trace relative à H0, on obtient

(n− 1)(n− 2)4u = 0,

donc u = 0 lorsque n > 2 et 0 > s(s− (n− 1)). Dans ce cas, on a

[4− n(n− 1)]h0 = 0.

En combinant cette dernière égalité avec (c), on obtient h0 = 0. �
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4.5.5 Structure de l’image de H −→ Riem(H) près de
H0 dans Λs−2

k,α (B,S1
3)

Le scindage de l’avant-dernier paragraphe et le théorème d’inversion de
l’opérateur Ricci (cf. théorème 28), nous permettent d’étudier la structure
des tenseurs de courbure voisins de R0 dans Λs−2

k,α (B,S1
3 ).

Donnons tout d’abord le

Lemme 18 Soient k ∈ N, α ∈]0, 1[, et s ∈ R vérifiant

−2n > s(s− (n− 1)).

Considérons le sous-ensemble de Λs−2
k,α (B,S1

3 ) définit par :

M = {F(h, 0), h voisin de zéro dans Λs−2
k+2,α(B,S2)}.

Alors M est, au voisinage de zéro, une sous-variété de Λs−2
k,α (B,S1

3 ).

Preuve

Nous allons montrer que l’application d’un voisinage de zéro dans Λs−2
k+2,α(B,S2)

dans un voisinage de zéro dans Λs−2
k,α (B,S1

3 ) définie par

h −→ F(h, 0)

est une immersion. Pour clarifier la suite de la démonstration, donnons le
diagrame suivant :

Λs−2
k+2,α(B,S2)

DhF(.,0)−→ Λs−2
k,α (B,S1

3 )
Tr−→ Λs−2

k,α (B,S2).

| ↑
− − −−−−−−−−−−−−−−−−

DhF (., 0)

Tout d’abord (nous le verrons au paragraphe 4.8), comme DhF (0, 0) est un
isomorphisme, par continuité, DhF (h, 0) est encore un isomorphisme pour
h voisin de zéro dans Λs−2

k+2,α(B,S2). Ainsi, DhF(h, 0) est injective. Ensuite,
par la même méthode que pour la démonstration de la proposition 22, on a
le scindage

Λs−2
k,α (B,S1

3 ) = Im DhF(h, 0)⊕ ker Tr.
Rappelons enfin que ker Tr est fermé. Il en résulte (voir [La p. 20]) que
F(., 0) est une immersion au voisinage de zéro. �

Remarque : Comme DhF (0, 0) est un isomorphisme, l’application

f ≡ F (., 0) : Λs−2
k+2,α(B,S2) −→ Λs−2

k,α (B,S2)
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est localement inversible au voisinage de zéro, notons f−1 son inverse. Alors
M peut se voir comme le graphe de l’application de Im DhF(0, 0) dans
ker Tr définie par

ϕ 7−→ F(f−1(Trϕ), 0)− ϕ.

En effet, on a

TrF(f−1(Trϕ), 0)− Trϕ = F (f−1(Trϕ), 0)− Trϕ = 0. �

Nous allons maintenant étudier la structure de l’image de l’application
d’un voisinage de zéro dans Λs−2

k+2,α(B,S2) dans un voisinage de zéro dans

Λs−2
k,α (B,S1

3 ) définie par

%(h) := Riem(H0 + h)−R0.

Rappelons tout d’abord, comme nous l’avons vu dans la proposition 19 que,
si l’on définit, pour ω voisin de zéro dans Λs−1

k+1,α(B, T1), l’ensemble∑
0,ω

= {h ∈ Λs−2
k+2,α(B,S2), Bian(H0 + h,R0) = ω},

alors {
∑

0,ω}ω∈V , où V est un voisinage de zéro dans Λs−1
k+1,α(B, T1), fournit un

feuilletage de Λs−2
k+2,α(B,S2) au voisinage de zéro. On peut maintenant donner

la

Proposition 24 Soient k ∈ N, α ∈]0, 1[, et s ∈ R vérifiant

−2n > s(s− (n− 1)).

Considérons le sous-ensemble de Λs−2
k,α (B,S1

3 ) définit par :

R = {%(h), h voisin de zéro dans Λs−2
k+2,α(B,S2)}.

Alors R se déduit de la sous variété M (définie au lemme précédent), de la
manière suivante :

%(h) = F(h, 0) + ϕ[ω(h)] +W (h),

où
ω(h) = Bian(H0 + h,R0),

ϕ[ω(h)] ∈ Im DhF(0, 0),

W (h) ∈ ker Tr.

D’autre part, lorsque k ≥ 1, l’application % est injective au voisinage de zéro.
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Preuve :

Rappelons que, par définition, on a

F(h, 0) = %(h)− ψ(h),

avec ψ(h) = 1
n−1

D0[Bianc(H0 + h,R0)]. Ainsi, si h ∈
∑

0,ω, on a

Tr(ψ(h)) =
1

n− 1
div∗0ω.

Considérons alors ϕ(ω), l’unique élément de Im DhF(0, 0) tel que

Tr(ϕ(ω)) =
1

n− 1
div∗0ω.

Remarquons que ϕ(ω) est la première projection de ψ(h), à travers le scindage

Λs−2
k,α (B,S1

3 ) = Im DhF(0, 0)⊕Ker Tr.

On pose ensuite
W (h) = ψ(h)− ϕ(ω).

On a bien W (h) ∈ ker Tr (c’est la deuxième projection de ψ(h) à tra-
vers le scindage précédent). La première partie de la proposition est donc
démontrée. Supposons maintenant que k ≥ 1, alors, comme nous l’avons vu
au paragraphe 4.4, l’application d’un voisinage de zéro dans Λs−2

k+2,α(B,S2)

dans un voisinage de zéro dans Λs−2
k,α (B,S2) définie par

r(h) = Ricci(H0 + h)−R0

est injective. Ainsi, d’après le diagramme

Λs−2
k+2,α(B,S2)

Riem(H0+.)−R0−→ Λs−2
k,α (B,S1

3 )
Tr−→ Λs−2

k,α (B,S2)

| ↑
− − −−−−−−−−−−−−−−−−

Ricci(H0 + .)−R0

on en déduit que % est injective.

Remarque : Lorsque k ≥ 2, il n’y a pas d’éléments de Im D%(0) verticaux
(i.e. dans ker Tr). En effet, comme on a identiquementBianc[H,Riem(H)] ≡
0 (cf. section 4.5.2), on a

F(h, %(h)) ≡ 0.
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Donc, en différentiant par rapport à h en 0, on obtient, pour tout δh ∈
Λs−2
k+2,α(B,S2),

DhF(0, 0)δh+D%F(0, 0)D%(0)δh = 0.

Comme F est linéaire en %, on a de plus

D%F(0, 0)D%(0)δh = F(0, D%(0)δh)
= −D%(0)δh− 1

n−1
D0[Bianc(H0,R0 +D%(0)δh)]

= −D%(0)δh− 1
n−1

D0[Bianc(H0, D%(0)δh)].

Supposons qu’il existe δh ∈ Λs−2
k+2,α(B,S2) tel que δ% := D%(0)δh ∈ Ker Tr,

alors

Tr D0(Bianc(H0, δ%)) = div∗0(tr Bianc(H0, δ%)) = div∗0(Bian(H0, T r δ%)) = 0.

Donc F(0, δ%) est dans Ker Tr. Or comme il est aussi dans Im DhF(0, 0),
finalement F(0, δ%) = 0. Par suite DhF(0, 0)δh = 0. Et comme DhF(0, 0)
est un isomorphisme, δh = 0, d’où δ% = 0. �
Remarque :
La proposition 24 et le théorème 28 fournissent le résultat algébrique suivant :
notons t13 le produit tensoriel Rn∗ ⊗ Rn∗ ⊗ Rn∗ ⊗ Rn et s1

3 le sous-espace de
t13 des tenseurs vérifiant

%pipj = %pjpi.

Alors, pour tout % dans s1
3, il existe w dans s1

3 tel que wpipj = 0 et tel que, si
l’on note

R = %+ w,

R ∈ s1
3 vérifie (les propriétés algébriques du tenseur de Riemann-Christoffel) :

Rp
ijk +Rp

kij +Rp
jki = 0 et Rp

ijk = −Rp
ikj,

donc aussi Rp
pij = 0.

En effet, considérons α ∈]0, 1[ et s ∈ R vérifiant −2n > s(s − (n − 1)).
Pour % ∈ s1

3 et pour λ ∈ R\{0}, considérons, dans le système de coordonnées
canonique de Rn, le champ de tenseurs sur B :

%λ = λρs−2%.

Ce champ est dans Λs−2
3,α (B,S1

3 ) et vérifie

lim
λ→0
‖ %λ ‖(s−2)

3,α = 0.

Ainsi d’après le théorème 28, pour λ assez petit, il existe hλ dans Λs−2
3,α (B,S2)

tel que

Ricci(H0 + hλ)−R0 = Tr(Riem(H0 + hλ)−R0) = Tr%λ,
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donc il existe wλ dans ker Tr tel que

Rλ := %λ + wλ = Riem(H0 + hλ)−R0.

Posons w = 1
λρs−2(0)

wλ(0). Alors

Rλ(0) = λρs−2(0)(%+ w)

vérifie les propriétés algébriques demandées, donc R = % + w aussi dans s1
3.

�
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4.5.6 La restriction de Imρ à Λs
∞ est une sous-variété

Dans la section précédente, nous n’obtenons pas un résultat aussi complet
pour Imρ que pourM à cause d’une perte de régularité. Dans cette section,
nous nous plaçons dans le cadre C∞ pour éviter ce phénomène.

Pour s ∈ R, nous dirons qu’une fonction u ∈ C∞(B) est dans Λs
∞(B) si

elle est dans Λs
k,α(B), pour tout k ∈ N ( α étant fixé dans ]0, 1[). On munit

l’espace Λs
∞(B) de la famille de normes {‖ . ‖(s)

k,α}k∈N. L’espace Λs
∞(B) est

un espace de Fréchet. Remarquons que d’après la proposition 3, u tend vers
v dans Λs

∞(B) si et seulement si il existe k0 ≥ 0 tel que ∀k ≥ k0, ‖ u− v ‖(s)
k,α

tend vers 0. Comme pour les Λs
k,α(B), on étend cette définition aux tenseurs.

Rappelons maintenant que pour s vérifiant −2n > s(s − (n − 1)), on a
défini au paragraphe 4.4 les applications lisses au voisinage de zéro

rk+2(.) ≡ Ricci(H0 + .)−R0 : Λs−2
k+2,α(B,S2) −→ Λs−2

k,α (B,S2)

et
hk+2(.) : Λs−2

k+2,α(B,S2) −→ Λs−2
k+2,α(B,S2),

l’unique solution de

r ∈ Λs−2
k+2,α(B,S2) −→ F (hk+2(r), r) ≡ 0 dans Λs−2

k,α (B,S2).

On a vu que

hk+2 ◦ rk+4 : Λs−2
k+4,α(B,S2) ↪→ Λs−2

k+2,α(B,S2)

est l’injection canonique, et que, lorsque k ≥ 1,

rk+2 ◦ hk+2 : Λs−2
k+2,α(B,S2) ↪→ Λs−2

k,α (B,S2)

est l’injection canonique. Considérons les applications correspondantes

r(.) ≡ Ricci(H0 + .)−R0 : Λs−2
∞ (B,S2) −→ Λs−2

∞ (B,S2)

et
h(.) : Λs−2

∞ (B,S2) −→ Λs−2
∞ (B,S2).

Alors d’après ce qui précède, les applications r et h sont lisses au voisinage
de zéro et vérifient

h ◦ r = r ◦ h = IdΛs−2
∞ (B,S2), (∗)

au voisinage de zéro. On alors directement le
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Théorème 30 Soit s un réel vérifiant −2n > s(s − (n − 1)). Alors, pour
tout r voisin de zéro dans Λs−2

∞ (B,S2), l’équation

Ricci(H0 + h) = R0 + r,

possède une unique solution h ∈ Λs−2
∞ (B,S2) voisine de zéro. De plus l’appli-

cation r −→ h est lisse au voisinage de zéro entre les Fréchet correspondants.

Considérons R1
3, le sous-espace de T 1

3 des tenseurs vérifiants

τ iilm = 0, τ iklm = −τ ikml, τ iklm + τ imkl + τ ilmk = 0.

On définit l’application

ρ(.) ≡ Riem(H0 + .)−R0 : Λs−2
∞ (B,S2) −→ Λs−2

∞ (B,R1
3).

Il est clair que ρ(.) est lisse au voisinage de zéro.
Enfin, on définit l’application linéaire

Tr : Λs−2
∞ (B,R1

3) −→ Λs−2
∞ (B,S2)

qui à τ iklm associe τ ikim. On a alors le

Théorème 31 Soit s un réel vérifiant −2n > s(s− (n− 1)). On a

Λs−2
∞ (B,R1

3) = ImDρ(0)⊕KerTr.

Preuve

On a Tr ◦ ρ ≡ r, donc Tr ◦Dρ(0) = Dr(0). Par ailleurs d’après (∗), on a

Dh(0) ◦Dr(0) ≡ Dr(0) ◦Dh(0) ≡ IdΛs−2
∞ (B,S2).

Le diagramme suivant est donc commutatif

Λs−2
∞ (B,S2)

Dρ(0)−→ Λs−2
∞ (B,R1

3)
Tr−→ Λs−2

∞ (B,S2)
| ↑
− − −−−−−−−−−−−−−−−−

Dr(0)
↑ |
− − −−−−−−−−−−−−−−−−

Dh(0)

(D).

Ainsi, pour tout τ dans Λs−2
∞ (B,R1

3), on a

τ = [Dρ(0) ◦Dh(0) ◦ Tr](τ)︸ ︷︷ ︸
∈ImDρ(0)

+ τ − [Dρ(0) ◦Dh(0) ◦ Tr](τ)︸ ︷︷ ︸
∈KerTr

.

Si maintenant τ = Dρ(0)δh ∈ ImDρ(0) est dans kerTr, alors Dr(0)δh =
Tr[Dρ(0)δh] = 0, donc δh = Dh(0)(0) = 0, puis τ = 0. �
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Théorème 32 Soit s un réel vérifiant −2n > s(s− (n− 1)). Alors Imρ est
une sous-variété de Λs−2

∞ (B,R1
3), graphe de l’application de ImDρ(0) dans

KerTr donnée par
Ψ −→ (ρ ◦ h ◦ Tr)(Ψ)−Ψ.

Preuve

Nous allons montrer qu’il y a un changement de coordonnées au voisinage
de zéro dans Λs−2

∞ (B,R1
3) qui redresse Imρ en ImDρ(0). Pour fixer les idées,

remarquons qu’en plus du diagramme (D), nous avons le diagramme com-
mutatif suivant (au voisinage de zéro) :

Λs−2
∞ (B,S2)

ρ−→ Λs−2
∞ (B,R1

3)
Tr−→ Λs−2

∞ (B,S2)
| ↑
− − −−−−−−−−−−−−−−−−

r
↑ |
− − −−−−−−−−−−−−−−−−

h

.

Ainsi, tout τ voisin de zéro dans Λs−2
∞ (B,R1

3) peut se décomposer de deux
façons

τ = [Dρ(0) ◦Dh(0) ◦ Tr](τ)︸ ︷︷ ︸
∈ImDρ(0)

+ τ − [Dρ(0) ◦Dh(0) ◦ Tr](τ)︸ ︷︷ ︸
∈KerTr

et
τ = (ρ ◦ h ◦ Tr)(τ)︸ ︷︷ ︸

∈Imρ

+ τ − (ρ ◦ h ◦ Tr)(τ)︸ ︷︷ ︸
∈KerTr

.

Considérons l’application Φ de Λs−2
∞ (B,R1

3) dans Λs−2
∞ (B,R1

3) lisse au voisi-
nage de zéro définie par

Φ(τ) = τ ′ = [Dρ(0) ◦Dh(0) ◦ Tr](τ) + τ − (ρ ◦ h ◦ Tr)(τ)

(notons que Tr(τ ′) = Tr(τ)). Alors Φ est inversible, d’inverse lisse :

Φ−1(τ ′) = τ = τ ′ − [Dρ(0) ◦Dh(0) ◦ Tr](τ ′) + (ρ ◦ h ◦ Tr)(τ ′).

Par ailleurs Φ(Imρ) = ImDρ(0) au voisinage de zéro. �

Remarques :
(i) On peut remplacer R1

3 dans tout ce qui précède par n’importe quel sous-
espace de S1

3 = {R ∈ T 1
3 , R

p
ipj = Rp

jpi}, comprenant les tenseurs de type
Riemann.
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(ii) Lorsque s vérifie −2n > s(s− (n− 1), nous avons obtenu le scindage

Λs−2
∞ (B,R1

3) = ImDρ(0)⊕KerTr.

Tout comme au paragraphe 4.5.4 le scindage de Besse, nous donne

Λs−4
∞ (B, C4) = Λs−4

∞ (B,U)⊕ Λs−4
∞ (B,L)⊕ Λs−4

∞ (B,W).

Comparons ces deux scindages : on a déjà

H−1
0 Λs−2

∞ (B, C4) ⊂⊂ Λs−2
∞ (B,R1

3),

en effet, l’inclusion est immédiate et pour τ ∈ Λs−2
∞ (B,R1

3), on n’a pas
forcément

H0jiτ
i
klm = −H0ikτ

i
jlm.

De la même manière, on a

H−1
0 Λs−2

∞ (B,W) ⊂⊂ kerTr.

Etudions l’intersection ImDρ(0)∩H−1
0 Λs−2

∞ (B, C4). Remarquons tout d’abord
que ∀h ∈ Λs−2

∞ (B,S2),

s(h) := Sect(H0 + h)− Sect(H0) ∈ Λs−4
∞ (B, C4),

avec Sect(H0 + h)jklm = (H0 + h)jiRiem(H0 + h)iklm, donc

Ds(0)δhjklm = H0ji[Dρ(0)δh]iklm +R0
i
klmδhij ∈ Λs−4

∞ (B, C4).

Ainsi Dρ(0)δh ∈ H−1
0 Λs−2

∞ (B, C4) si et seulement si

R0
i
klmδhij ∈ Λs−4

∞ (B, C4),

ce qui est le cas si et seulement si (rappelons que R0
i
klm = H0kmδ

i
l −H0klδ

i
m)

H0klδhjm −H0mjδhlk = 0. (CNS)

Donc, en particulier nδhjm = (H lk
0 δhlk)H0mj, d’où δh ∈ Λs−2

∞ (B,H) (on
rappelle que S2 = H ⊕ S20). Inversement, si δh = uH0, alors δh vérifie
(CNS), donc on a

ImDρ(0) ∩H−1
0 Λs−2

∞ (B, C4) = Dρ(0)Λs−2
∞ (B,H).

124



Enfin, remarquons que lorsque δh = uH0, on peut détailler

H0ij[Dρ(0)(uH0)]iklm

= 1
2
(H0jm∇l∇ku−H0km∇l∇ju+H0kl∇m∇ju−H0jl∇m∇ku)

= −1
2
(H0 ./ ∇∇u)jklm

= 1
2n

(4u)(H0 ./ H0)jklm︸ ︷︷ ︸
∈Λs−4
∞ (B,U)

−1
2

[H0 ./ (∇∇u+
1

2
(4u)H0)]jklm︸ ︷︷ ︸

∈Λs−4
∞ (B,L)

.

Finalement, on a

ImDρ(0) ∩H−1
0 Λs−2

∞ (B, C4) = ImDρ(0) ∩H−1
0 Λs−2

∞ (B, (U ⊕ L))

= Dρ(0)Λs−2
∞ (B,H).
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4.6 Une résolution de l’équation de Ricci contra-

variante

Il est possible d’améliorer les conditions s > 2 et n ≥ 10 du théorème 28
(section 4.4) si l’on prescrit plutôt le tenseur de Ricci contravariant qui est
donné en coordonnées locales par

Ricci(H)ij := H isHjtRicci(H)st.

Autrement dit, on va résoudre au voisinage de zéro l’équation

Ricci(H0 + h) = R0 + r,

où
R0

ij
= H is

0 H
jt
0 R0st = −(n− 1)H ij

0

et où r est donné dans S2 voisin de zéro. Pour cela nous procédons, comme
pour l’opérateur de Ricci, par un argument de fonction implicite. Com-
mençons par calculer des opérateurs linéarisés en (H0, R0). Tout d’abord,
le linéarisé de l’opérateur Ricci est donné par

(DRicci(H)δh)ij = −H ipHsqHjt Ricci(H)stδhpq

−H isHjpH tq Ricci(H)stδhpq

+H isHjt(DRicci(H)δh)st.

Dans le cas particulier où H = H0, on a

−H ipHsqHjtRicci(H)st = (n− 1)H ipHsqδjs = (n− 1)H ipHjq.

Ainsi comme δh est symétrique, on obtient

(DRicci(H0)δh)ij = H is
0 H

jt
0 [(DRicci(H)δh)st + 2(n− 1)δhst].

Pour toute métrique H et tout tenseur R ∈ S2, nous devons aussi considérer
un analogue de l’opérateur de Bianchi : soit Bian l’opérateur à valeurs dans
les 1-formes, défini par

Bian(H,R) = Bian(H,HHR),

où (HHR)ij = HisHjtR
st

(nous utiliserons cette écriture tout au long du
calcul qui suit). L’identité de Bianchi Bian(H,Ricci(h)) ≡ 0 (section 4.4) se
traduit ici par l’identitée de Bianchi contravariante

Bian(H,Ricci) ≡ 0.
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Le linéarisé de Bian par rapport à H est donné par

DHBian(H,R)δh = DHBian(H,HHR)δh+DRBian(H,HHR)(δhHR+HδhR),

et comme Bian est linéaire en R, on obtient

DHBian(H,R)δh = DHBian(H,HHR)δh+Bian(H, δhHR)+Bian(H,HδhR).

Notons que (δhH0R)ij = δhisH0jtR
st

0 = −(n − 1)δhij. Ainsi en H = H0 et
R = R0, on a

DHBian(H0, R0)δh = DHBian(H0, R0)δh− 2(n− 1)Bian(H0, δh)

= −(n− 1)div0grav0δh+ 2(n− 1)div0grav0δh

= (n− 1)div0grav0δh.

Considérons (avec, désormais toujours H = H0 + h et R = R0 + r) :

F (h, r) = Q(H,R) = Ricci(H) +
1

n− 1
H−1

0 H−1
0 div∗0Bian(H,R)−R.

F définit une application d’un voisinage de zéro dans Λs−2
k+2,α(B,S2)×Λs+2

k+2,α(B,S2)

dans Λs+2
k,α (B,S2). En effet, il suffit pour cela de reprendre la démonstration

du lemme 16 (section 4.4) en remarquant que si l’on pose R = HHR, l’ap-
plication de Λs+2

k+2,α(B,S2) dans Λs−2
k+2,α(B,S2) qui à r = R − R0 associe

r = R−R0 est lisse (en fait, affine).
D’autre part, d’après ce qui précède et d’après le paragraphe 4.4( en

gardant les mêmes notations), on a

DhF (0, 0)δh = DHQ(H0, R0)δh

= H−1
0 H−1

0 {1
2
[(40 + 4(n− 1))(uH0) + (40 + 2n− 4)h0]}.

Tout comme pour le lemme 15 (section 4.4), d’après le théorème d’iso-
morphisme de [GL], en remarquant que l’application de Λt−2

k,α (B,S2) dans

Λt+2
k,α (B,S2) qui à δr associe H−1

0 H−1
0 δr (où (H−1

0 H−1
0 δr)ij = H is

0 H
js
0 δrst) est

un isomorphisme, on obtient le

Lemme 19 Si 2n− 4 > s(s− (n− 1)) alors DhF (0, 0) est un isomorphisme
de Λs−2

k+2,α(B,S2) dans Λs+2
k,α (B,S2).

On peut maintenant donner le
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Théorème 33 Si s ≥ 0 et 2n− 4 > s(s− (n− 1)), alors l’équation

F (h, r) = Ricci(H0+h)+
1

(n− 1)
H−1

0 H−1
0 div∗0Bian(H0+h,R0+r))−(R0+r) = 0,

pour r donné dans Λs+2
k+2,α(B,S2) voisin de zéro, possède une unique solu-

tion h voisine de zéro dans Λs−2
k+2,α(B,S2). L’application solution r −→ h est

lisse d’un voisinage de zéro dans Λs+2
k+2,α(B,S2) dans un voisinage de zéro

dans Λs−2
k+2,α(B,S2). De plus, lorque k ≥ 1, quitte à réduire les voisinages, la

solution vérifie
Ricci(H0 + h) = R0 + r.

Rappel : La condition s ≥ 0 est imposée pour assurer que le tenseur
symétrique H0 + h reste non dégénéré pour h voisin de zéro.

Preuve :
Tout comme pour le théorème 28 (section 4.4), il suffit de vérifier que pour
r ”petit”, la solution vérifie Ricci(H0 + h) = R0 + r. On procède de la même
manière. On applique l’opérateur Bian(H, .) à l’équation Q(H,R) = 0, ce qui
nous donne, compte-tenu de l’identité de Bianchi contravariante (cf. supra),

1

(n− 1)
Bian[H,H−1

0 H−1
0 div∗0Bian(H,R)]− Bian(H,R) = 0.

On pose ensuite ω = Bian(H,R) ; ω vérifie l’équation

Bian(H,H−1
0 H−1

0 div∗0ω)− (n− 1)ω = 0. (∗)

D’autre part, d’après le lemme 14 (section 4.4), on a

Bian(H0, H
−1
0 H−1

0 div∗0ω) = Bian(H0, div∗0ω) = −1

2
(40ω + (n− 1)ω).

On considère l’application linéaire L de Λs−1
k+1,α(B, T1) dans Λs−1

k−1,α(B, T1)
définie par :

Lω = Bian(H0, H
−1
0 H−1

0 div∗0ω)− (n− 1)ω = −1

2
(40ω + 3(n− 1)ω).

D’après le théorème d’isomorphisme de [GL], L est un isomorphime puisque
3(n− 1) ≥ 2n− 4 > s(s− (n− 1)) et il existe C > 0 tel que

‖ ω ‖(s−1)
k+1,α≤ C ‖ Lω ‖(s−1)

k−1,α .
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Comme d’autre part ω vérifie (∗) on a :

Lω = Bian(H0, H
−1
0 H−1

0 div∗0ω)− Bian(H,H−1
0 H−1

0 div∗0ω).

Par le même procédé que pour l’équation de Ricci (cf. paragraphe 4.4),
on conclut que pour r assez petit, ω = 0. �

Remarques :
(i)La condition 2n− 4 > s(s− (n− 1)) peut s’écrire (n− 1)(s+ 2) > s2 + 2
et comme n > 1, il faut s > −2 ; de même en l’écrivant n > s2+2

s+2
+ 1 = f(s),

on voit qu’il faut au moins n ≥ 2, puisque f est minimale pour s = −2 +
√

6
et vaut alors environ 1, 8. Comme d’autre part, on a s ≥ 0, il faut en fait
n > 2. Enfin la condition peut s’écrire

0 ≤ s < s2 =
n− 1 +

√
(n− 1)2 + 8(n− 2)

2
,

nous voyons qu’alors s2 tend vers l’infini quand n tend vers l’infini.

(ii) La condition pour annuler ω est, ici encore, plus faible que celle requise
pour l’existence de h (cf. remarque (ii) en fin de section 4.4).

On vient de voir que l’on peut prescrire l’opérateur de Ricci contravariant
au voisinage de R0, pour s ≥ 0, donc en particulier pour s = 0, c’est-à-dire
pour des perturbations qui se comportent comme H0 à l’infini. L’unicité de
la solution locale h donnée par le théorème 33 (section 4.6), pour r donné,
implique que la métrique conforme à l’infini

lim
ρ→0

ρ2(H0 + h)

ne peut être prescrite sur ∂B (on ne peut pas poser de problème de Diri-
chlet conforme du type considéré dans [GL]), mais que cette quantité est
déterminée sur ∂B par l’équation F (h, r) = 0 dans B. Explicitons ce qui
se passe au bord en considérant r ∈ ρ2C0(B,S2) et en supposant que l’on a
une solution h ∈ ρ−2C2(B,S2) (notons que même pour r petit dans Λ2

k+2,α, le

théorème 33 (section 4.6) donne une solution dans Λ−2
k+2,α, mais pas forcément

dans ρ−2C0(B,S2)). Sous les hypothèses précédentes sur h, a lieu le développement
suivant [GL p.192], en posant H̆ = ρ2H :

Rjk = −ρ−2(n− 1)(H̆ ilρiρl)H̆jk +O(ρ−1)
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(en particulier, ρ2Rjk tend vers −(n− 1)(H̆ ilρiρl)H̆jk lorsque ρ tend vers 0).

Ici H̆ il désigne le tenseur inverse de H̆ij, tel que H̆ ilH̆ij = δlj. Il vient

H ikHjlRlk = −ρ−2(n− 1)(H̆stρsρt)H
ikHjlH̆lk +O(ρ3),

ou encore
R
ij

= −ρ2(n− 1)|dρ|2
H̆
H̆ ij +O(ρ3).

On a donc

H̆ ij = − 1

(n− 1)|dρ|2
H̆

ρ−2R
ij

+O(ρ),

et quand ρ tend vers 0, on obtient sur ∂B :

H̆ ij = − 1

(n− 1)|dρ|2
H̆

lim
ρ→0

ρ−2R
ij
.

Si Ğ est une autre solution, elle doit donc être conforme à H̆ sur ∂B : on a
Ğij = e−2fH̆ ij et |dρ|2

Ğ
= e−2f |dρ|2

H̆
sur ∂B. D’autre part, on a aussi

Ğij = − 1

(n− 1)|dρ|2
Ğ

lim
ρ→0

ρ−2R
ij
,

ce qui nous donne sur ∂B

e−4fH̆ ij = − 1

(n− 1)|dρ|2
H̆

lim
ρ→0

ρ−2R
ij
,

soit finalement e−4f = 1 puisque limρ→0 ρ
−2R

ij
est non dégénérée pour r

petit. Donc f = 0 et on retrouve l’unicité au bord.
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4.7 Equation de Ricci en dimension deux

4.7.1 Existence et unicité

En dimension n = 2, on sait que la courbure de Ricci d’une métrique H
est donnée par (cf. [H] par exemple) :

Ricci(H) =
Scal(H)

2
H,

où Scal(H) = H ijRicci(H)ij est la courbure scalaire de la métrique H. Pour
résoudre l’équation

Ricci(H) = R, (1)

où R est donné dans S2 au voisinage de R0, nous devons donc chercher H
sous la forme

H = e2f (−R)

(rappelons que R0 = −H0 et donc que si R est assez proche de R0, −R est
définie positive et peut être considérée comme une métrique sur B). Or la
courbure scalaire d’une telle métrique conforme est donnée par

Scal(H) = e−2f [4−R(2f) + Scal(−R)],

donc sa courbure de Ricci, par

Ricci(H) =
1

2
Scal(H)e2f (−R) = [4−R(f) +

Scal(−R)

2
](−R).

Ainsi, résoudre l’équation (1) équivaut à résoudre

[4−R(f) +
Scal(−R)

2
] = −1. (2)

On peut maintenant donner le

Théorème 34 Si 0 < s < 1 alors l’équation

Ricci(H0 + h) = R0 + r,

pour r donné dans Λs−2
k+2,α(B,S2) voisin de zéro, possède une unique solution

h voisine de zéro dans Λs−2
k+2,α(B,S2). De plus l’application solution r → h

est lisse au voisinage de zéro entre les Banach correspondants.

131



Preuve :

Remarquons tout d’abord que lorsque R = R0 + r = −H0 + r, avec r ∈
Λs−2
k+2,α(B,S2), alors [(−R)−1]ij = H ij

0 + ˜(−r)
ij

où ˜(−r) ∈ Λs+2
k+2,α(B,S2) joue

ici le rôle de la perturbation h̃ introduite dans le corollaire 17 (section 4.10) ;
l’application

r ∈ Λs−2
k+2,α(B,S2) −→˜(−r) ∈ Λs+2

k+2,α(B,S2)

est en particulier lisse. Il vient par conséquent

Scal(−R) = Scal(H0 − r) = (H0 + ˜(−r))ijRicci(H0 − r)ij

ce qui permet de définir une application lisse (d’après le corollaire 22 section
4.10)

r ∈ Λs−2
k+2,α(B,S2) −→ σ = σ(r) ∈ Λs

k,α(B)

par

Scal(H0) + σ = −2 + σ = (H0 + ˜(−r))ijRicci(H0 − r)ij.

L’équation (2) est finalement équivalente à la suivante :

4−Rf = −σ(r)

2
. (3)

D’après le théorème d’isomorphisme de [GL], si

0 > s(s− 1),

alors 40 est un isomorphisme de Λs
k+2,α(B) dans Λs

k,α(B). D’autre part,
d’après le lemme 26 (section 4.10), on sait que 4H0+h tend vers 40 dans
L(Λs−2

k+2,α(B),Λs−2
k,α (B)) lorsque h tend vers 0 dans Λs−2

k+2,α(B,S2). Ainsi d’après
le lemme 9 (section 2.2), pour r voisin de zéro dans Λs

k+2,α(B), 4−R reste un
isomorphisme. Il existe donc une unique solution f ∈ Λs

k+2,α(B) de l’équation

(3). Bien entendu, comme H0 + h = e2f (−R) = e2f (H0 − r), alors

h = (e2f − 1)H0 − e2fr

est dans Λs−2
k+2,α(B,S2) car H0 ∈ Λ−2

k+2,α(B,S2), (ef − 1) ∈ Λs
k+2,α(B) d’après

la proposition 3 alinéa (14) (section 2.2), e2f est dans Λ0
k+2,α(B) et r dans

Λs−2
k+2,α(B,S2) �
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4.7.2 Un problème de Dirichlet

Nous avons vu au paragraphe précédent qu’il y a existence et unicité
d’une métrique H = H0 + h (avec h ∈ Λs−2

k+2,α(B,S2)) voisine de H0 pour

r ∈ Λs−2
k+2,α(B,S2) donné assez petit avec 0 < s < 1. Nous allons examiner ici

ce qui se passe lorsque
r = λR0 avec λ ∈ R

cas dans lequel on atteint le poids-limite s = 0.

On considère donc l’équation

Ricci(H0 + h) = (1 + λ)R0,

où λ est un réel donné quelconque. Rappelons que pour tout réel positif C,

Ricci(CH0) = R0

ce qui exclut la piste näıve d’une solution h du même type que la donnée r. On
a vu précédemment que H = H0 +h est forcément conforme à R = (1+λ)R0

donc à H0, et que si l’on pose H =e2fH0, l’équation précédente équivaut à

40f = −λ. (4)

Nous avons maintenant assez d’éléments pour donner la

Proposition 25 Les solutions de l’équation

Ricci(H) = (1 + λ)R0,

où λ est un réel donné quelconque, sont toutes les métriques de la forme

H = e2gρ−2λH0,

où g est une fonction harmonique sur B.

Preuve :

En dimension deux, dans le système de coordonnées euclidien, le Laplacien
hyperbolique est donné par (cf. preuve du théorème 22 section 2.2) :

40f = −ρ2(∂2
1f + ∂2

2f).

Ainsi nous devons résoudre l’équation

∂2
1f + ∂2

2f =
λ

ρ2
=

4λ

(1− x2
1 − x2

2)2
.
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Une solution particulière est

f(x1, x2) = −λ ln[
1

2
(1− x2

1 − x2
2)] = −λ ln(ρ),

et si f̃ est une autre solution, alors g = f̃ − f est harmonique. Finalement,
les solutions sont de la forme

H = e−2λ ln(ρ)+2gH0 = e2gρ−2λH0. �

La proposition 25 (section 4.7) nous donne une infinité de solutions pour
l’équation

Ricci(H) = (1 + λ)R0,

qui sont toutes de la forme H =e2gρ−2λH0 =e2gρ−2λ−2E, où g est harmonique
sur B. Or d’après [An], le problème de Dirichlet asymptotique{

40g = 0 sur B
g = f sur ∂B

pour f donnée dans C0(∂B), possède une unique solution g dans C∞(B) ∩
C0(B). Ainsi on obtient directement le

Théorème 35 Soit λ ∈ R quelconque. Pour toute fonction f continue sur
∂B donnée, le problème de Dirichlet{

Ricci(H) = (1 + λ)R0 sur B
limρ→0 ρ

2λ+2H = e2fE sur ∂B

possède une solution unique H dans C∞(B,S2), avec ρ2λ+2H ∈ C0(B,S2).

4.7.3 Un résultat d’obstruction

Nous déduisons en outre de la proposition 25 le résultat d’obstruction
suivant :

Corollaire 15 Si λ 6= 0, il n’y a pas de solution h dans Λ−2
0 ∩C2

loc(B,S2) de
l’équation

Ricci(H0 + h) = (1 + λ)R0.

Preuve :

On a vu précédemment que toute solution est nécessairement conforme :
H = e2uH0. Si donc H = H0 + h, on a l’équivalence

h ∈ Λ−2
0 ∩ C2

loc(B,S2)⇐⇒ u ∈ Λ0
0 ∩ C2

loc(B),
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ceci d’après la proposition 3 alinéa (14) (section 2.2). Or pour H = e2uH0

solution, avec u ∈ Λ0
0 ∩ C2

loc(B), la proposition 25 montre que

ϕ = λ ln(ρ) + u

est harmonique. D’après [GT p. 14], on a alors

ϕ(0) =
1

2πR

∫
∂BR

ϕds =
1

2πR
λ2πR ln[

1

2
(1−R2)] +

1

2πR

∫
∂BR

uds.

Comme u ∈ Λ0
0(B), d’une part

ϕ(0) = λ ln(
1

2
) + u(0)

est fini ; d’autre part il existe M > 0 telle que |u| ≤M , ce qui nous donne

|ϕ(0)| ≥ |λ ln[
1

2
(1−R2)]| − 1

2πR
2πRM = |λ ln[

1

2
(1−R2)]| −M.

Ainsi |ϕ(0)| tend vers l’infini quand R tend vers 1, ce qui est impossible.
�
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4.8 Une résolution de l’équation de Ricci avec

changement d’infinité conforme.

Au paragraphe 4.4 nous résolvions l’équation Ricci(H0+h) = R0+r pour r
voisin de zéro donné dans Λs−2

k+2,α(B,S2) avec la solution h dans Λs−2
k+2,α(B,S2).

Pour l’argument de fonction implicite, nous avions besoin de la condition
technique s > 2 (cf. remarque (i) en fin de section 4.4). Ainsi cette solution h
ne modifiait pas ce qu’il est convenu d’appeler avec [GL] l’infinité conforme :

lim
ρ→0

ρ−2(H0 + h)

qui est égale à E, la métrique euclidienne, en l’occurence.
Dans ce paragraphe, nous commençons par modifier H0 en une métrique

H1 = H0 + h0 où h0 est donné dans Λ−2
k+4,α(B,S2) voisin de zéro. On cherche

ensuite à résoudre l’équation

Ricci(H1 + h) = Ricci(H1) + r,

où r est donné dans Λs−2
k+2,α(B,S2). Posons R1 =Ricci(H1) et mettons l’indice

1 pour toutes les quantités faisant intervenir la métrique H1, comme nous le
faisions pour H0. Nous allons utiliser la même méthode que dans la section
4.4 plus un ingrédient, un argument de continuité par rapport au paramètre
h0.

Remarque : Le “vrai” problème de Dirichlet reste ouvert. Ce problème
consiste à se donner un tenseur R = R0+r0 avec r0 ∈ Λ−2(B,S2) de sorte que
R̆ = limρ→0 ρ

2R 6= R̆0 = −(n− 1)E (E désignant la métrique euclidienne) et
à chercher une métrique asymptotiquement hyperbolique admettant R pour
tenseur de Ricci. On sait que si H est une telle métrique, alors nécessairement
à l’infini, d’une part |dρ|2

H̆
= 1, d’autre part H̆ = − 1

n−1
R̆ : l’ensemble four-

nit donc une condition nécessaire sur R. Lorsqu’elle est satisfaite, on peut
partir, non pas de H0, mais d’une métrique d’Einstein H1 admettant − 1

n−1
R̆

comme infinité conforme (une telle H1 existe d’après [GL]). Il reste à trouver
h1 ∈ Λs−2(B,S2) solution de l’équation

Ricci(H1 + h1) = R = R1 + r1

(la dernière égalité définit r1). A ce stade, on sait [GL] (p. 192) que

Ricci(H1 + h1) = −(n− 1)(H1 + h1) mod O(ρ−1),

ce qui implique
r1 = −(n− 1)h1 mod O(ρ−1).
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Sur cette dernière relation, on anticipe qu’il faille travailler (pour h1 et r1)
dans des espaces Λs−2(B,S2) avec (s − 2) < −1, c’est à dire avec s < 1.
Or comme il est souligné dans [GL] p. 218, on pourrait espérer résoudre
notre problème pour (s−2) compris dans un intervalle un peu plus large que
]s1 − 2, s2 − 2[, mais la borne inférieure de l’intervalle mentionnée par [GL]
(liée à un exposant caractéristique) se trouve supérieure à 1 (et tendant vers 1
quand n tend vers l’infini). Ceci laisse peu d’espoir pour (s−2) < −1. �

Pour h et r dans Λs−2
k+2,α(B,S2) voisins de zéro, soit

F1(h, r) = Ricci(H1 + h) + div∗1(H1R
−1
1 Bian(H1 + h,R1 + r))− (R1 + r),

où (H1R
−1
1 )ij = Hsi

1 R1sj. On rappelle que (cf. paragraphe 4.4) :

(DHRicci(H)δh)ij =
1

2
(4δh)ij + Θ(δh)ij − (div∗div grav(δh))ij,

et que (cf. paragraphe 4.3)

(DHBian(H,R)δh)m = HstRtm(div gravδh)s − T psm δhqs.

Ce qui nous donne

DhF1(0, 0)δh =
1

2
41δh+ Θ1(δh)− div∗1(H1R

−1
1 T1δh),

avec,
41δhij = −(H1)pq∇1p∇1qδhij,

Θ1(δh)ij = 1
2
Ricci(H1)is(H1)stδhtj

+1
2
Ricci(H1)js(H1)stδhti

−Sect(H1)isjt(H1)sp(H1)tqδhpq

et
T1

qs
m = (H1)qk(H1)sl(∂kRicci(H1)lm − 1

2
∂mRicci(H1)kl

−Γ1
i
klRicci(H1)im).

Commençons par donner le

Lemme 20 Si s vérifie −2n > s(s−(n−1)), et si h0 est voisin de zéro dans
Λ−2
k+4,α(B,S2), alors DhF1(0, 0) est un isomorphisme de Λs−2

k+2,α(B,S2) dans

Λs−2
k,α (B,S2)
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Preuve :

Sachant d’après le lemme 15 (section 4.4), que pour h0 = 0, on a isomor-
phisme, en vertu du lemme 9 (section 2.2), il nous suffit de montrer que
l’application

h0 ∈ Λ−2
k+4,α(B,S2) −→ DhF1(0, 0) ∈ L(Λs−2

k+2,α(B,S2),Λs−2
k,α (B,S2))

est continue en zéro. Déjà, il est clair que tout comme au corollaire 22, (section
4.4) les applications

h0 ∈ Λ−2
k+4,α(B,S2) −→ R1 = Ricci(H0 + h0) ∈ Λ−2

k+2,α(B,S2),

et
h0 ∈ Λ−2

k+4,α(B,S2) −→ R1 = Sect(H0 + h0) ∈ Λ−2
k+2,α(B,S4),

sont continues en zéro. Ainsi, les applications

h0 ∈ Λ−2
k+4,α(B,S2) −→ Θ1 ∈ L(Λs−2

k+2,α(B,S2),Λs−2
k+2,α(B,S2)),

et
h0 ∈ Λ−2

k+4,α(B,S2) −→ T1 ∈ Λs−1
k+1,α(B, T1)

sont continues en zéro. D’autre part, d’après le lemme 26 (section 4.10),
l’application

h0 ∈ Λ−2
k+4,α(B,S2) −→ 41 ∈ L(Λs−2

k+2,α(B,S2),Λs−2
k,α (B,S2))

est continue en zéro. Enfin d’après le lemme 25 (section 4.10)et ce qui précède
sur T1 et R1, l’application

h0 ∈ Λ−2
k+4,α(B,S2) −→ div∗1(H−1

1 R1T1.) ∈ L(Λs−2
k+2,α(B,S2),Λs−2

k,α (B,S2))

est continue en zéro. Finalement,

h0 −→ DhF1(0, 0)

est continue en zéro. �

Remarque :
Il est clair que pour h0 voisin de zéro dans Λs−2

k+4,α(B,S2), H1 est une métrique,
donc DhF1(0, 0) est encore elliptique.

En vue d’utiliser le Théorème des fonctions implicites, il nous reste à mon-
trer que F1 est lisse d’un voisinage de zéro dans Λs−2

k+2,α(B,S2)×Λs−2
k+2,α(B,S2),
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à valeurs dans Λs−2
k,α (B,S2), pour h0 ∈ Λ−2

k+4,α(B,S2) lui-même assez voisin
de zéro. Pour cela, il suffit de remarquer que les corollaires 22 et 23 de l’ap-
pendice 4.10 n’utilisent pas la spécificité de H0. Par conséquent, on peut y
remplacer H0 par H1 et R0 par R1, la seule condition supplémentaire requise
est que H1 soit plus régulière (k+4 au lieu de k+2) pour que R1 ait la bonne
régularité (k+ 2). On conclut ensuite comme pour le lemme 16 (section 4.4).

On peut maintenant donner le

Théorème 36 Si −2n > s(s − (n − 1)) et si h0 est voisin de zéro dans
Λ−2
k+4,α(B,S2), alors l’équation

Ricci(H1 + h) + div∗1(H1R
−1
1 Bian(H1 + h,R1 + r)) = (R1 + r),

pour r donné dans Λs−2
k+2,α(B,S2) voisin de zéro, possède une solution unique

h voisine de zéro dans Λs−2
k+2,α(B,S2). De plus, lorsque k ≥ 1, quitte à réduire

les voisinages de zéro, notre solution vérifie

Ricci(H0 + h0 + h) = Ricci(H0 + h0) + r.

Preuve :

D’après le Théorème des fonctions implicites, la première partie du théorème
est évidente. Il reste à montrer que notre solution vérifie Bian(H,R) = 0 avec
H = H1 +h et R = R1 + r. Pour cela on procède comme pour le théorème 28
(section 4.4). On applique l’opérateur Bian(H,.) à F1(h, r) = 0, ce qui nous
donne

Bian(H, div∗1H1R
−1
1 Bian(H,R))− Bian(H,R) = 0.

Posons alors ω = H1R
−1
1 Bian(H,R) ; ω vérifie l’équation

Bian(H, div∗1ω)−R1H
−1
1 ω = 0. (∗1)

Rappelons que, d’après le lemme 14 (section 4.3), on a

Bian(H1, div∗1ω) =
1

2
(−41ω +R1H

−1
1 ω).

Considérons l’application linéaire L1 de Λs−1
k+1,α(B, T1) dans Λs−1

k−1,α(B, T1) définie
par

L1ω = Bian(H1, div∗1ω)−R1H
−1
1 ω =

1

2
(−41ω −R1H

−1
1 ω).

Il est clair que l’application

h0 ∈ Λ−2
k+4,α(B,S2) −→ L1 ∈ L(Λs−2

k+2,α(B,S2),Λs−2
k,α (B,S2)),
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est continue en zéro (cf. preuve du lemme 26). Or d’après [GL], pour h0 = 0,
L1 = L est un isomorphimse si

−(n− 1) > s(s− (n− 1)).

D’après le lemme 9 (section 2.2) c’est aussi le cas de L1 pour h0 voisin de
zéro. De plus il existe C1 > 0 telle que

‖ ω ‖(s−1)
k+1,α≤ C1 ‖ L1ω ‖(s−1)

k−1,α .

D’autre part si ω vérifie (*1), on a

L1ω = Bian(H1, div∗1ω)− Bian(H, div∗1ω)︸ ︷︷ ︸
L1
rω

.

Il suffit alors de reprendre la démonstration du théorème sur l’équation de
Ricci (cf. paragraphe 4.4) pour obtenir

‖ L1
rω ‖

(s−1)
k−1,α≤ C1(r) ‖ ω ‖(s−1)

k+1,α,

avec C1(r) qui tend vers 0 quand r tend vers 0 dans Λs−2
k+2,α(B,S2). On en

conclut que ω = 0 en raisonnant comme pour le théorème 28 (section 4.4).
�
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4.9 Une obstruction liée au poids, pour l’équation

de Ricci

Nous travaillons toujours sur l’équation

Ricci(H0 + h) = R0 + r,

avec r donné dans Λs−2
k+2,α(B,S2). Mais ici, nous prenons s assez grand (s >

n−1). Nous montrons alors que pour certains r, il ne peut y avoir de solution
appartenant à Λs−2

0 (B,S2).

4.9.1 Remarque sur une équation linéaire

Rappelons que (cf. preuve du lemme 11, section 3.5) lorsque s est un
entier plus grand que n− 1, la solution de l’équation

40ϕ = ρs,

qui s’annule sur ∂B est de la forme ϕ = an−1ρ
n−1 + ...+ as−1ρ

s−1 avec ai > 0
pour i ∈ {n− 1, .., s− 1}. De même que la solution de l’équation

40ψ = ρs+1

qui s’annule sur ∂B est de la forme ψ = bn−1ρ
n−1 + ... + bsρ

s avec bi > 0
pour i ∈ {n − 1, .., s}. De plus les ai et les bi vérifient la même relation de
récurrence : en particulier il existe c > 0 tel que ai = cbi. On a alors les trois
relations suivantes (les équivalences sont en ρ = 0)

(1) 40ϕ = ρs et ϕ ≈ an−1ρ
n−1

(2) 40(ϕ− 2cψ) = ρs − 2cρs+1 ≈ ρs et ϕ− 2cψ ≈ −an−1ρ
n−1

(3) 40(ϕ− cψ) = ρs − cρs+1 ≈ ρs et ϕ− cψ ≈ −cbsρs.

Ainsi, par (1) et (2), on remarque qu’une inéquation du type 40v ≥ ρs, pour
ρ voisin de zéro, ne suffit pas pour préciser le comportement de v quand ρ
tend vers 0. D’autre part, même si l’on a 40v = ρs+O(ρs+1), on ne peut rien
dire, par exemple dans le cas (2) où le terme en O(ρs+1) fait tout changer.
On a donc besoin de l’équation sur tout B et de toutes les puissances de ρ,
ce dont nous tenons compte dans ce qui suit.

4.9.2 Idée pour une obstruction

Rappelons que pour résoudre l’équation de Ricci (cf. paragraphe 4.4),
nous avons introduit la fonction Q définie pour toute métrique H, de classe
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C2 sur B et tout R, 2-tenseur covariant symétrique, de classe C2 sur B, par :

Q(H,R) = Ricci(H)−R− 1

n− 1
div∗1div gravR,

(où div et grav sont relatif à la métrique H et div∗1 est relatif à une métrique
fixée H1 dans Λ−2

k+2,α(B,S2), cf. section 4.8).
Donnons tout d’abord un développement de Q.

Proposition 26 Soient H ∈ Λ−2
k+2,α(B,S2) une métrique sur B, R ∈ Λ−2

k+2,α(B,S2)

et t ∈ [0,∞[. Soit h ∈ Λt−2
k+2,α(B,S2) petit et r ∈ Λt−2

k+2,α(B,S2). On a

Q(H + h,R + r) = Q(H,R) +DHQ(H,R)h+DRQ(H,R)r +G(h, r),

avec
DHQ(H,R) ∈ L(Λt−2

k+2,α(B,S2),Λt−2
k,α (B,S2)),

DRQ(H,R) ∈ L(Λt−2
k+2,α(B,S2),Λt−2

k,α (B,S2)).

En outre G(h, r) ∈ Λ2t−2
k,α (M,S2) vérifie

‖ G(h, r) ‖(2t−2)
k,α ≤ C(ĥ, r̂)(1 + ε(‖ h ‖(t−2)

k+2,α))(‖ r ‖(t−2)
k+2,α + ‖ h ‖(t−2)

k+2,α)2,

avec ε(ν) qui tend vers 0 quand ν tend vers 0. En particulier l’application
(h, r) −→ G(h, r) est lisse au voisinage de zéro entre les Banach correspon-
dants.

Preuve :

Tout d’abord, d’après le lemme 32 (section 4.10), on a

Ricci(H + h) = Ricci(H) + r1 + r2,

où r1 est linéaire en h. Ensuite, d’après le lemme 33 (section 4.10), on a

Bian(H + h,R + r) = Bian(H,R) + b1 + b2,

où b1 est linéaire en (h, r). Posons

G(h, r) = r2 +
1

n− 1
div∗1b2.

On a alors

Q(H + h,R + r) = Q(H,R) + r1 − r +
1

n− 1
div∗0b1 +G(h, r).
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D’après les lemmes 32 et 33 (section 4.10) et en utilisant le fait que div∗0 est
linéaire continue de Λt−1

k+1,α(B, T1) dans Λt−2
k,α (B,S2), on a

‖ G(h, r) ‖(2t−2)
k+2,α≤ C(ĥ, r̂)(1 + ε(‖ h ‖(t−2)

k+2,α))(‖ r ‖(t−2)
k+2,α + ‖ h ‖(t−2)

k+2,α)2.

Comme d’autre part, r1 − r + 1
n−1

div∗1b1 est linéaire en (h, r) et que

‖ G(h, r) ‖(t−2)
k+2,α≤ Cte ‖ G(h, r) ‖(2t−2)

k+2,α

lorsque t ≥ 0, alors par définition du linéarisé, on a :

r1 − r +
1

n− 1
div∗1b1 = DHQ(H,R)h+DRQ(H,R)r.

Remarquons que, puisque par ailleurs un calcul direct fournit

DRQ(H,R)r = −r +
1

n− 1
div∗1Bian(H, r) ∈ Λt−2

k,α (B,S2),

on a finalement

DHQ(H,R)h = r1 +
1

n− 1
div∗1[b1 − Bian(H, r)] ∈ Λt−2

k,α (B,S2). �

Remarque : Sous les conditions de la proposition précédente, on a

Q(H + h,R + r)−Q(H,R) ∈ Λt−2
k,α (B,S2). �

Dans le cas particulier où H = H0 + h et R = R0 + r, on remplace
Q(H0 + h,R0 + r) par

F (h, r) = Ricci(H0 + h)−R0 − r −
1

n− 1
div∗0Bian(H0 + h,R0 + r),

qui est linéaire en r. D’après la proposition 26, cette fonction peut se développer
de la manière suivante.

Proposition 27 Soit t un réel non négatif, pour h et r dans Λt−2
k+2,α(B,S2),

on a
F (h, r) = F (0, 0) +DhF (0, 0)h+DrF (0, 0)r +G(h, r),

où G(h, r) ∈ Λ2t−2
k,α (B,S2) et lorsque ‖ r ‖(t−2)

k+2,α et ‖ h ‖(t−2)
k+2,α sont assez petites

‖ G(h, r) ‖(2t−2)
k,α ≤ C(ĥ, r̂)(1 + ε(‖ h ‖(t−2)

k+2,α))(‖ r ‖(t−2)
k+2,α + ‖ h ‖(t−2)

k+2,α)2,

avec ε(ν) qui tend vers 0 quand ν tend vers 0.
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Rappelons maintenant que le linéarisé de F par rapport à h (à r fixé)
est :

DhF (0, 0)δh =
1

2
[40(uH0) + (40 − 2n)h0],

où l’on a décomposé δh = uH0 +h0 à travers le scindage S2 = H+S20. Nous
avons vu que, par le Théorème des fonctions implicites, pour

t1 =
n− 1−

√
(n− 1)2 − 8n

2
< t < t2 =

n− 1 +
√

(n− 1)2 − 8n

2
,

il existe U voisinage de zéro dans Λt−2
k+2,α(B,S2) et V voisinage de zéro dans

Λt−2
k+2,α(B,S2) ainsi que h : r ∈ U −→ h ∈ V fonction C1 sur U telle que

F (h, r) = 0 ⇐⇒ h = h(r) au voisinage de zéro. Ainsi, il existe M > 0 telle
que (||.|| désignant la norme d’application linéaire) :

||Drh|| < M

pour r dans un voisinage de zéro que l’on renote U . Par le Théorème des
accroissements finis, on a donc

‖ h ‖(t−2)
k+2,α≤M ‖ r ‖(t−2)

k+2,α . (∗)

Dans toute la suite de cette section, nous supposerons donc ce fait acquis.

Corollaire 16 Pour t ∈]t1, t2[ et r assez petit dans Λt−2
k+2,α(B,S2), notons

h = uH0 + h0 ∈ Λt−2
k+2,α(B,H ⊕ S20) la solution du théorème 28. Alors,

si 0 ≤ s ≤ 2t, dans tout système euclidien de coordonnées, il existe une
constante C indépendante de r telle que, pour tout i et j dans {1, ..., n},

1
2
[40(uH0) + (40 − 2n)h0]ij ≥ rij + 1

n−1
[div∗0Bian(H0, r)]ij

−C[‖ r ‖(t−2)
k+2,α]2ρs−2,

et
1
2
[40(uH0) + (40 − 2n)h0]ij ≤ rij + 1

n−1
[div∗0Bian(H0, r)]ij

+C[‖ r ‖(t−2)
k+2,α]2ρs−2.

Preuve :

D’après (∗) et la proposition 27 (section 4.9), on a, pour tout i et j dans
{1, ..., n},

|G(h, r)ij| ≤ C[‖ r ‖(t−2)
k+2,α]2ρ2t−2 ≤ C[‖ r ‖(t−2)

k+2,α]2ρs−2,
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car 0 ≤ s ≤ 2t et 0 < ρ ≤ 1
2
. �

On va maintenant montrer que r = µρsH0 donne une obstruction pour
l’équation de Ricci, pour µ 6= 0 assez petit et s bien choisi. On s’intéresse
pour cela à la partie conforme (à travers la décomposition S2 = H⊕S20) des
termes de droite dans les inéquations ci-dessus.

Lemme 21 La partie conforme de ρsH0 + 1
n−1

div∗0Bian(H0, ρ
sH0) est

[
2− n

2(n− 1)
s(
s+ 1

n
− 1) + 1]︸ ︷︷ ︸

A

ρsH0 +
2− n

2(n− 1)
s[1− 2

n
(s+ 1)]︸ ︷︷ ︸

B

ρs+1H0.

Preuve :

Tout d’abord, pour toute fonction v ∈ C2(B), on a

Bian(H0, vH0) = Hst
0 [∇0t(vH0sm−

1

2
∇0m(vH0st)] = ∇0mv−

n

2
∇0mv =

2− n
2
∇0mv,

ainsi

div∗0Bian(H0, vH0)ij =
2− n

4
(∇0i∇0jv +∇0j∇0iv) ≡ 2− n

2
∇0j∇0iv.

D’une part ∇0i∇0jv = ∂i∂jv− Γ0
k
ij∂kv, avec (cf. démonstration du théorème

22) Γ0
k
ij = 1

ρ
(δki xj + δkj xi − δpkxpδij), donc

∇0i∇0jv = ∂i∂jv −
1

ρ
(xj∂iv + xi∂jv − δpkxp∂kvδij).

D’autre part, si v = ρs alors ∂jv = −sρs−1xj, ainsi

−Γ0
k
ij∂kv = sρs−2(2xixj − (

∑
x2
k)δij).

Comme (
∑
x2
k) = 1− 2ρ et comme ∂i∂jv = s(s− 1)ρs−2xixj − sρs−1δij, on a

finalement

div∗0Bian(H0, ρ
sH0)ij =

2− n
2

sρs−2[(s+ 1)xixj + (ρ− 1)δij].

Or

xixj =
1− 2ρ

n
δij︸ ︷︷ ︸

∈H

+xixj +
2ρ− 1

n
δij︸ ︷︷ ︸

∈S20

,

donc la partie conforme de div∗0Bian(H0, ρ
sH0) est

2− n
2

sρs−2[(s+ 1)
1− 2ρ

n
+ ρ− 1]δij. �
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Lemme 22 Si s > n − 1 est un entier, la solution de (A et B ayant étés
définis au lemme précédent)

40v = Aρs +Bρs+1,

qui s’annule sur ∂B est de la forme αn−1ρ
n−1 + ...+αsρ

s, avec αn−1 > 0 dès
que s > n

2
.

Preuve :

Nous savons d’après le lemme 11 que la solution est de la forme αn−1ρ
n−1 +

..αsρ
s, mais quel est le signe de αn−1 ? En utilisant la démonstration du lemme

11 avec p = s− (n−1) et s2 = n−1, on obtient que la solution de l’équation

40ϕ = ρs,

est

ϕ = ρn−1

p−1∑
j=0

Bj

j + n− 1
ρj,

avec Bp−1 = 1
2s−n et les Bj reliés par la relation de récurrence (où j ≥ 1)

Bj−1 =
j

(2j + n− 2)
Bj.

Notons que cette relation est linéaire par rapport à Bj et que le coefficient
de Bj est positif. De même la solution de

40ψ = ρs+1

est

ψ = ρn−1

p∑
j=0

Cj
j + n− 1

ρj

où Cp = 1
2(s+1)−n et les Cj sont reliés par la même relation de récurrence que

les Bj. En particulier,

Cp−1 = p
(2p+n−2)

Cp

= (s−n+1)
(2s−n)

1
2(s+1)−n .

Comme d’une part les Bj et les Cj sont définis par la même relation de
récurrence et que celle-ci est linéaire à coefficients positifs, comme d’autre
part

αn−1 =
1

n− 1
(AB0 +BC0),
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il suffit pour connâıtre le signe de αn−1 de connâıtre celui de (ABp−1+BCp−1)
qui lui est identique. On calcule donc

ABp−1 +BCp−1

= [
2− n

2(n− 1)
s(
s+ 1

n
− 1) + 1]

1

2s− n
+

2− n
2(n− 1)

s[1− 2

n
(s+ 1)]

(s− n+ 1)

(2s− n)

1

[2(s+ 1)− n]

=
1

2s− n
+
s(2− n)

2(n− 1)
{(s+ 1

n
− 1)

1

(2s− n)

+[1− 2

n
(s+ 1)]

(s− n+ 1)

(2s− n)

1

[2(s+ 1)− n]
}

et l’accolade vaut

{...} =
(s+ 1− n)

(2s− n)
{ 1

n
+ [1− 2

n
(s+ 1)]

1

n[ 2
n
(s+ 1)− 1]

} = 0.

Donc

ABp−1 +BCp−1 =
1

2s− n
qui est positif pour s > n

2
. �

On peut donc donner le

Théorème 37 Soit n ≥ 10, soit s un entier dans l’intervalle ]n − 1, n −
1 +

√
(n− 1)2 − 8n[. Posons t = s

2
∈]t1, t2[, alors pour µ 6= 0 assez petit, la

solution du théorème 28 h = uH0 + h0 telle que

Ricci(H0 + h) = R0 + µρsH0,

n’est pas dans Λk−2
0 pour tout réel k > n− 1.

Preuve : Supposons µ > 0 assez petit et prenons la trace par rapport à
H0 de la première inégalité du corollaire 16 (section 4.9) en remarquant que
40(uH0) = (40u)H0 et en utilisant le lemme 21 (section 4.9), on a

1

2
n40u ≥ Anµρs +Bnµρs+1 − (‖ µρsH0 ‖(t−2)

k+2,α)2︸ ︷︷ ︸
nc2µ2

ρs,

où c =‖ ρsH0 ‖(t−2)
k+2,α. Par le Principe du maximum et par le lemme 22 (section

4.9), on a u ≥ 2µ[(A− c2µ)ϕ+Bψ], c’est-à-dire

u ≥ 2µ{[(A− c2µ)
B0

n− 1
+B

C0

n− 1
]ρn−1 + βnρ

n + ...+ βsρ
s}.
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Or comme [(A − c2µ) B0

n−1
+ B C0

n−1
] > 0 pour µ assez petit, alors la fonction

u ne peut appartenir à Λk
0 lorsque k > n − 1. De même lorsque µ < 0, on

travaille avec la deuxième inégalité du corollaire 16 (section 4.9). �
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4.10 Appendice

Dans cette section, H0 désigne, plus généralement que la métrique hy-
perbolique, une métrique quelconque dans Λ−2

p,α(B,S2) (p correspondant à la
régularité de h, cf. infra) et R0, plus généralement que le tenseur de Ricci de
la métrique hyperbolique, un tenseur quelconque de Λ−2

p,α(B,S2).
Enonçons tout d’abord une condition qui reviendra tout au long de ce

paragraphe. Rappelons que d’après la proposition 3, pour tout s ∈ [0,∞[,
tout l ∈ N et tout α ∈]0, 1[, il existe deux constantes C ′ et C ′′ telles que pour
tout h ∈ Λs−2

l,α (B,S2), on a (en notant (H−1
0 h)ij = H ik

0 hkj) :

‖ H−1
0 h ‖(0)

l,α≤ Cte ‖ H−1
0 h ‖(s)

l,α≤ C ′ ‖ H−1
0 ‖(2)

l,α‖ h ‖
(s−2)
l,α .

Et pour tout u et v dans Λ0
l,α(B, T 1

1 ),

‖ uv ‖(0)
l,α≤ C ′′ ‖ u ‖(0)

l,α‖ v ‖
(0)
l,α .

Définition 7 Soient s ∈ [0,∞[, l ∈ N et α ∈ [0, 1[. Soit h dans Λs−2
l,α (B,S2).

Nous dirons que h vérifie la condition (Bl,α;s) si h vérifie

‖ h ‖(s−2)
l,α < C−1(‖ H−1

0 ‖(2)
l,α)−1,

où C = C ′C ′′ (C ′ et C ′′ ayant été définies ci-avant).

Cette condition a été créée pour avoir la

Proposition 28 Soient s ∈ [0,∞[, l ∈ N et α ∈]0, 1[. Soit h dans Λs−2
l,α (B,S2) ;

supposons que h vérifie le condition (Bl,α;s). Alors, on a

‖ H−1
0 h ‖(0)

l,α< (C ′′)−1.

où C ′′ a été définie ci-avant.

4.10.1 Inverse d’une métrique voisine de la métrique
H0.

Lemme 23 Soient s ∈ [0,∞[, l ∈ N, α ∈]0, 1[. Soit h ∈ Λs−2
l,α (B,S2) ; sup-

posons que h vérifie la condition (Bl,α;s). Alors H = H0 + h est inversible.
On peut définir h1 ∈ Λs+2

l,α (B,S2) linéaire en h et h2 ∈ Λ2s+2
l,α (B,S2) tels que

H−1 = H−1
0 + h1 + h2,

‖ h1 ‖(s+2)
l,α ≤ C(ĥ) ‖ h ‖(s−2)

l,α ,
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et
‖ h2 ‖(2s+2)

l,α ≤ C(ĥ)(1 + ε(‖ h ‖(s−2)
l,α ))(‖ h ‖(s−2)

l,α )2,

avec limµ→0 ε(µ) = 0. En particulier les applications h −→ h1 et h −→ h2

sont lisses en zéro entre les Banach correspondants.

Preuve :

Regardons H−1 formellement : remarquons que

Hij = H0ij + hij = H0ij(δ
k
j + hkj ),

où l’on a posé hij = H ik
0 hkj. Ainsi on a (en notant H ij l’inverse de Hij) :

H ij = H ik
0

[
δjk +

∞∑
q=0

(−1)q+1hα1
k h

α2
α1
...hjαq

]

= H ij
0 −H ik

0 h
j
k︸ ︷︷ ︸

h1
ij

+H ik
0 h

α
kh

p
α

Sjp︷ ︸︸ ︷[
δjp − hjp +

∞∑
q=1

(−1)q+1hα1
p h

α2
α1
...hjαq

]
︸ ︷︷ ︸

h2
ij

.

D’après la proposition 3, on a :

‖ h1 ‖(s+2)
l,α ≤ Cte(‖ H−1

0 ‖(2)
l,α)2 ‖ h ‖(s−2)

l,α = C(ĥ) ‖ h ‖(s−2)
l,α .

Regardons maintenant h2. D’après l’inégalité triangulaire et le rappel en
début d’appendice, on a :

‖ S ‖(0)
l,α≤ 1 +

∞∑
j=1

(C ′′)j−1(‖ H−1
0 h ‖(0)

l,α)j = 1 +
‖ H−1

0 h ‖(0)
l,α

1− C ′′ ‖ H−1
0 h ‖(0)

l,α

.

Ainsi la série S converge dès que ‖ H−1
0 h ‖(0)

l,α< (C ′′)−1, ce qui est vérifié
d’après la condition (Bl,s;α) et la proposition 28. Maintenant que h2 est bien
défini, nous allons estimer sa norme. Rappelons que l’on a

‖ H−1
0 h ‖(0)

l,α≤ C ′ ‖ H−1
0 ‖(2)

l,α‖ h ‖
(s−2)
l,α .

Ainsi, d’après la proposition 3, on a

‖ h2 ‖(2s+2)
l,α ≤ Cte ‖ H−1

0 ‖(2)
l,α‖ H

−1
0 ‖(2)

l,α‖ h ‖
(s−2)
l,α ‖ H−1

0 ‖(2)
l,α‖ h ‖

(s−2)
l,α ‖ S ‖(0)

l,α .
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Finalement,

‖ h2 ‖(2s+2)
l,α ≤ Cte(‖ H−1

0 ‖(2)
l,α)3(‖ h ‖(s−2)

l,α )2

[
1 +

C ′ ‖ H−1
0 ‖(2)

l,α‖ h ‖
(s−2)
l,α

1− C ‖ H−1
0 ‖(2)

l,α‖ h ‖
(s−2)
l,α

]

= Cte

[
1 +

C ′ ‖ H−1
0 ‖(2)

l,α‖ h ‖
(s−2)
l,α

1− C ‖ H−1
0 ‖(2)

l,α‖ h ‖
(s−2)
l,α

]
(‖ h ‖(s−2)

l,α )2.

Pour conclure, il suffit de poser ε(µ) =
C ′ ‖ H−1

0 ‖(2)
l,α µ

1− C ‖ H−1
0 ‖(2)

l,α µ
. �

De ce lemme découle directement le

Corollaire 17 Sous les hypothèses du lemme précédent, on a H−1 = H−1
0 +

h̃, avec h̃ ∈ Λs+2
l,α (B,S2) et

‖ h̃ ‖(s+2)
l,α ≤ C(ĥ)(1 + ε(‖ h ‖(s−2)

l,α )) ‖ h ‖(s−2)
l,α ,

avec limµ→0 ε(µ) = 0.

4.10.2 Symboles de Christoffel d’une métrique voisine
de la métrique H0

Nous travaillons ici dans un système de coordonnées fixé. Nous noterons
Γ0

k
ij les symboles de Christoffel relatifs àH0 et Γkij ceux d’une métrique voisine

H = H0 + h.

Lemme 24 Soient s ∈ [0,∞[, k ∈ N, α ∈]0, 1[. Soit h dans Λs−2
k+1,α(B,S2) ;

supposons que h vérifie la condition (Bk+1,α;s). Alors on peut définir Γ1 ∈
Λs−1
k,α (B, T 1

2 ) linéaire en h et Γ2 ∈ Λ2s−1
k,α (B, T 1

2 ) tels que

Γkij = Γ0
k
ij + Γ1

k
ij + Γ2

k
ij,

‖ Γ1 ‖(s−1)
k,α ≤ C(ĥ) ‖ h ‖(s−2)

k+1,α,

et
‖ Γ2 ‖(2s−1)

k,α ≤ C(ĥ)(1 + ε(‖ h ‖(s−2)
k+1,α))(‖ h ‖(s−2)

k+1,α)2.

En particulier les applications h −→ Γ1 et h −→ Γ2 sont lisses en zéro entre
les Banach correspondants.
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Preuve :

On a
2Γkij = Hks(∂iHsj + ∂jHis − ∂sHij)

= Hks(∇0iHsj + Γ0
p
isHpj︸ ︷︷ ︸+Γ0

p
ijHsp

+∇0jHis + Γ0
p
jiHps + Γ0

p
jsHip

−∇0sHij − Γ0
p
siHpj︸ ︷︷ ︸−Γ0

p
sjHip.

Ainsi, comme les termes soulignés se compensent, on a (pour la définition de

h̃, voir le corollaire 17 ci-avant)

2(Γkij − Γ0
k
ij) = Hks(∇0iHsj +∇0jHis −∇0sHij)

= (Hks
0 + h̃ks)(∇0ihsj +∇0jhis −∇0shij)

= 2(Γ1
k
ij + Γ2

k
ij),

où l’on a posé

Γ1
k
ij =

1

2
Hks

0 (∇0ihsj +∇0jhis −∇0shij)

et

Γ2
k
ij =

1

2
h̃ks(∇0ihsj +∇0jhis −∇0shij).

Pour simplifier l’écriture, omettons les constantes de majoration (de la
proposition 3) dans ce qui suit. D’une part, on a :

‖ Γ1 ‖(s+1)
k,α ≤ ‖ H−1

0 ‖(2)
k,α‖ ∇0h ‖(s−3)

k,α

≤ ‖ ∂h ‖(s−3)
k,α + ‖ Γ0 ‖(−1)

k,α ‖ h ‖
(s−2)
k,α

≤ ‖ h ‖(s−2)
k+1,α,

les inégalités étant vérifiées d’après la proposition 3. D’autre part, on a :

‖ Γ2 ‖(2s−1)
k,α ≤ ‖ h̃ ‖(s+2)

k,α ‖ ∇0h ‖(s−3)
k,α

≤ ‖ h̃ ‖(s+2)
k+1,α‖ h ‖

(s−2)
k+1,α

≤ (1 + ε(‖ h ‖(s−2)
k+1,α))(‖ h ‖(s−2)

k+1,α)2,
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la dernière inégalité étant vérifiée d’après le corollaire 17 (et la proposition
3). �

De ce lemme découle directement le

Corollaire 18 Sous les hypothèses du lemme précédent, on a

Γkij = Γ0
k
ij + Γ̃kij,

avec Γ̃ ∈ Λs−1
k,α (B, T 1

2 ). De plus

‖ Γ̃ ‖(s−1)
k,α ≤ C(ĥ)(1 + ε(‖ h ‖(s−2)

k+1,α)) ‖ h ‖(s−2)
k+1,α .

En particulier l’application h −→ Γ̃ est lisse en zéro entre les Banach cor-
respondants.

4.10.3 Dérivation covariante associée à une métrique
voisine de la métrique H0

Lemme 25 Soient k ∈ N, α ∈]0, 1[ et p ∈ N. Soit h ∈ Λs−2
k+1,α(B,S2) ;

supposons que h vérifie la condition (Bk+1,α;s). Si l’on note ∇, la dérivation
covariante relative à H = H0 + h. Alors, on a

∇ = ∇0 + ∇̃,

avec ∇̃ ∈ L(Λs−p
k+1,α(B, Tp),Λs−p−1

k,α (B, Tp+1)). De plus, on a :

‖ ∇̃ ‖≤ C(ĥ)(1 + ε(‖ h ‖(−2)
k+1,α)) ‖ h ‖(−2)

k+1,α,

où ‖ ‖ est la norme d’application linéaire continue. En particulier l’applica-

tion h −→ ∇̃ est continue en zéro entre les Banach correspondants.

Preuve :

Rappelons que la dérivation covariante d’un tenseur covariant τ ∈ Tp est
définie en coordonnées locales par :

∇iτj1...jp = ∂iτj1...jp − Γqij1τqj2...jp − ...− Γqijpτj1...jp−1q.

D’après le corollaire 18, on a Γkij = Γ0
k
ij + Γ̃kij, ainsi

∇iτj1...jp = ∇0iτj1...jp − Γ̃qij1τqj2...jp − ...− Γ̃qijpτj1...jp−1q.

Finalement,
‖ ∇̃τ ‖(s−p−1)

k,α ≤ Cte ‖ Γ̃ ‖(−1)
k,α ‖ τ ‖

(s−p)
k+1,α .

Ou encore
‖ ∇̃ ‖≤ Cte ‖ Γ̃ ‖(−1)

k,α .

Le corollaire 18 permet de conclure. �
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4.10.4 Laplacien brut d’une métrique voisine de la métrique
H0

Lemme 26 Soient k ∈ N, α ∈ [0, 1[ et p ∈ N. Soit h ∈ Λ−2
k+2,α(B,S2) ;

supposons que h vérifie la condition (Bl,α;0) (pour l = k + 2 et l = k + 1). Si
l’on note 4, le Laplacien brut relatif à H = H0 + h. Alors, on a

4 = 40 + 4̃,

avec 4̃ ∈ L(Λs−p
k+2,α(B, Tp),Λs−p

k,α (B, Tp)). De plus, on a :

‖ 4̃ ‖≤ C(ĥ)(1 + ε(‖ h ‖(−2)
k+1,α)) ‖ h ‖(−2)

k+1,α,

où ‖ ‖ est la norme d’application linéaire continue. En particulier l’applica-

tion h −→ 4̃ est continue en zéro entre les Banach correspondants.

Preuve :

Rappelons que dans un système de coordonnées locales, si τ ∈ Tp, on a

−(4τ)j1...jp = H ij∇i∇jτj1...jp .

Considérons τ ∈ Λs−p
k+2,α(B, T p), d’après le corollaire 17 et le lemme 25, on a

−(4τ)j1...jp = (H ij
0 + h̃ij)(∇0i + ∇̃i)(∇0j + ∇̃j)τj1...jp

= H ij
0 ∇0i∇0jτj1...jp + h̃ij∇0i∇0jτj1...jp

+H ij
0 ∇̃i∇0jτj1...jp +H ij

0 ∇0i∇̃jτj1...jp

+h̃ij∇̃i∇0jτj1...jp + h̃ij∇0i∇̃jτj1...jp

+H ij
0 ∇̃i∇̃jτj1...jp + h̃ij∇̃i∇̃jτj1...jp

=: −(40τ)j1...jp − (4̃τ)j1...jp .

Remarquons tout d’abord que pour l ∈ {k, k + 1}, ∇0 est une application
linéaire continue de Λs−p

l+1,α(B, Tp) dans Λs−p
l,α (B, Tp+1), nous noterons ‖ . ‖ sa

norme lorsque l = k et |.|, lorsque l = k + 1 ; de même pour ∇̃ (cf. lemme
25). Comme toujours, dans les majorations qui vont suivre, les constantes ne
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seront pas indiquées. On a

‖ 4̃τ ‖(s−p)
k,α ≤ ‖ h̃ ‖(2)

k,α‖ ∇0∇0τ ‖(s−p−2)
k,α + ‖ H−1

0 ‖(2)
k,α‖ ∇̃∇0τ ‖(s−p−2)

k,α

+ ‖ H−1
0 ‖(2)

k,α‖ ∇0∇̃τ ‖(s−p−2)
k,α + ‖ h̃ ‖(2)

k,α‖ ∇̃∇0τ ‖(s−p−2)
k,α

+ ‖ h̃ ‖(2)
k,α‖ ∇0∇̃τ ‖(s−p−2)

k,α + ‖ H−1
0 ‖(2)

k,α‖ ∇̃∇̃τ ‖
(s−p−2)
k,α

+ ‖ h̃ ‖(2)
k,α‖ ∇̃∇̃τ ‖

(s−p−2)
k,α

≤ ‖ h̃ ‖(2)
k,α‖ ∇0 ‖ |∇0| ‖ τ ‖(s−p)

k+2,α + ‖ H−1
0 ‖(2)

k,α‖ ∇̃ ‖ |∇0| ‖ τ ‖(s−p)
k+2,α

+ ‖ H−1
0 ‖(2)

k,α‖ ∇0 ‖ |∇̃| ‖ τ ‖(s−p)
k+2,α + ‖ h̃ ‖(2)

k,α‖ ∇̃ ‖ |∇0| ‖ τ ‖(s−p)
k+2,α

+ ‖ h̃ ‖(2)
k,α‖ ∇0 ‖ |∇̃| ‖ τ ‖(s−p)

k+2,α + ‖ H−1
0 ‖(2)

k,α‖ ∇̃ ‖ |∇̃| ‖ τ ‖
(s−p)
k+2,α

+ ‖ h̃ ‖(2)
k,α‖ ∇̃ ‖ |∇̃| ‖ τ ‖

(s−p)
k+2,α .

Pour conclure, il suffit de regarder les majorations respectives des normes de
h̃ et ∇̃ dans le corollaire 17 et le lemme 25. �

4.10.5 Accroissement de l’opérateur de Bianchi pour
une métrique voisine de la métrique H0

Lemme 27 Soient s ∈ [0,∞[, k ∈ N, α ∈]0, 1[. Soit h ∈ Λ−2
k+1,α(B,S2) ;

supposons que h vérifie la condition (Bk+1,α;0). Alors, on a

Bian(H0 + h, .) = Bian(H0, .) +B(.),

avec B ∈ L(Λs−2
k+1,α(B,S2),Λs−1

k,α (B, T 1)). De plus, on a

‖ B ‖≤ C(ĥ)(1 + ε(‖ h ‖(−2)
k+1,α)) ‖ h ‖(−2)

k+1,α,

où ‖ ‖ est la norme d’application linéaire continue. En particulier l’applica-
tion h −→ B est continue en zéro entre les Banach correspondants.

Preuve :

Dans un système de coordonnées, pour tout g dans Λs−2
k+1,α(B,S2), on a :

Bian(H, g)m = Hst(∇tgsm − 1
2
∇mgst)

= Hst[∂tgsm − Γptsgpm − Γptmgsp − 1
2
(∂mgst − Γpmsgpt − Γpmtgsp)].
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Tout d’abord, d’après le corollaire 17, on a

ω1m := Hst∂tgsm −Hst
0 ∂tgsm = h̃st1 ∂tgsm,

ainsi

‖ ω1 ‖(s−1)
k,α ≤ Cte ‖ h̃ ‖(−2)

k,α ‖ ∂g ‖
(s−3)
k,α ≤ Cte ‖ h̃ ‖(−2)

k,α ‖ g ‖
(s−2)
k+1,α .

On procède de même pour l’autre terme de la forme H−1∂g. D’autre part,
d’après les corollaires 17 et 18, on a

HstΓptsgpm = (Hst
0 + h̃st)(Γ0

p
ts + Γ̃pts)gpm

= Hst
0 Γ0

p
tsgpm + h̃stΓ0

p
tsgpm +Hst

0 Γ̃ptsgpm + h̃stΓ̃ptsgpm.

Posons ω2m := HstΓptsgpm −Hst
0 Γ0

p
tsgpm. On a ainsi :

‖ ω2 ‖(s−1)
k,α ≤ Cte ‖ h̃ ‖(2)

k,α‖ Γ0 ‖(−1)
k,α ‖ g ‖

(s−2)
k,α

+Cte ‖ H−1
0 ‖(2)

k,α‖ Γ̃ ‖(−1)
k,α ‖ g ‖

(s−2)
k,α

+Cte ‖ h̃ ‖(2)
k,α‖ Γ̃ ‖(−1)

k,α ‖ g ‖
(s−2)
k,α .

On procède de même pour les trois autres termes de la forme H−1Γg. Fina-
lement, on a (d’après les corollaires 17 et 18) :

‖ B(g) ‖(s−1)
k,α = ‖ Bian(H0 + h, g)− Bian(H0, g) ‖(s−1)

k,α

≤ C(ĥ)(1 + ε(‖ h ‖(−2)
k+1,α)) ‖ h ‖(−2)

k+1,α‖ g ‖
(s−2)
k,α ,

avec limµ→0 ε(µ) = 0. �

Nous nous intéressons maintenant au tenseur T ∈ T 1
2 qui apparait dans

la différentielle de l’opérateur de Bianchi dans le paragraphe 4.3. Ceci lorsque
H est voisine de H0 et R voisin de R0. Rappelons que pour toute métrique
H et tout tenseur symétrique covariant R, T est défini par

T qsm = HqkHsl(∂kRlm −
1

2
∂mRkl − ΓiklRim).

Comme toujours, lorsque H = H0 et R = R0, nous noterons T0 le tenseur
correspondant.
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Lemme 28 Soient s ∈ [0,∞[, k ∈ N, α ∈ [0, 1[ et r ∈ Λs−2
k+1,α(B,S2) . Soit

h ∈ Λs−2
k+1,α(B,S2) ; supposons que h vérifie la condition (Bk+1,α;s). Alors

T qsm = T0
qs
m + T̃ qsm ,

avec T̃ ∈ Λs+1
k,α (B, T 2

1 ). De plus, on a

‖ T̃ ‖(s+1)
k,α ≤ C(ĥ, r̂)(1 + ε(‖ h ‖(s−2)

k+1,α))(‖ h ‖(s−2)
k+1,α + ‖ r ‖(s−2)

k+1,α).

En particulier l’application (h, r) −→ T̃ est continue en zéro entre les Banach
correspondants.

Preuve :

D’après la définition de T et les corollaires 17 et 18, on a

T qsm = (Hqk
0 + h̃qk)(Hsl

0 + h̃sl)

∂kR0lm −
1

2
∂mR0kl − Γ0

i
klR0im︸ ︷︷ ︸

t0klm

− Γ̃iklR0im + ∂krlm −
1

2
∂mrkl − Γ0

i
klrim︸ ︷︷ ︸

t1klm

− Γ̃iklrim︸ ︷︷ ︸
t2klm


= Hqk

0 Hsl
0 t0klm︸ ︷︷ ︸

(0)qsm

+Hqk
0 Hsl

0 t1klm +Hqk
0 h̃slt0klm + h̃qkHsl

0 t0klm︸ ︷︷ ︸
(1)qsm

+Hqk
0 Hsl

0 t2klm +Hqk
0 h̃slt1klm + h̃qkHsl

0 t1klm + h̃qkh̃slt0klm︸ ︷︷ ︸
(2)qsm

+ h̃qkh̃slt1klm +Hqk
0 h̃slt2klm + h̃qkHsl

0 t2klm︸ ︷︷ ︸
(3)qsm

+ h̃qkh̃slt2klm︸ ︷︷ ︸
(4)qsm

.

Remarquons tout d’abord que (0) = T0 et que t0 ∈ Λ−3
k,α, puisque R0 ∈ Λ−2

k+1,α

et Γ0 ∈ Λ−1
k,α. Nous allons tour à tour majorer les termes sélectionnés ci-

dessus. Pour simplifier l’écriture, nous ne signalerons pas les constantes de
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majoration de la proposition 3. Déja, on a

‖ t1 ‖(s−3)
k,α ≤ ‖ Γ̃ ‖(s−1)

k,α ‖ R0 ‖(−2)
k,α + ‖ ∂r ‖(s−3)

k,α + ‖ Γ0 ‖(−1)
k,α ‖ r ‖

(s−2)
k,α

≤ ‖ Γ̃ ‖(s−1)
k,α + ‖ r ‖(s−2)

k+1,α,

et
‖ t2 ‖(2s−3)

k,α ≤‖ Γ̃ ‖(s−1)
k,α ‖ r ‖

(s−2)
k,α .

D’autre part, on a

‖ (1) ‖(s+1)
k,α ≤ (‖ H−1

0 ‖(2)
k,α)2 ‖ t1 ‖(s−3)

k,α

+ ‖ H−1
0 ‖(2)

k,α‖ h̃ ‖
(s+2)
k,α ‖ t0 ‖

(−3)
k,α .

Ainsi que

‖ (2) ‖(s+1)
k,α ≤ ‖ (2) ‖(2s+1)

k,α ≤ (‖ H−1
0 ‖(2)

k,α)2 ‖ t2 ‖(2s−3)
k,α

+ ‖ H−1
0 ‖(2)

k,α‖ h̃ ‖
(s+2)
k,α ‖ t1 ‖

(s−3)
k,α

+(‖ h̃ ‖(s+2)
k,α )2 ‖ t0 ‖(−3)

k,α .

Et que

‖ (3) ‖(s+1)
k,α ≤ ‖ (3) ‖(3s+1)

k,α ≤ (‖ h̃ ‖(s+2)
k,α )2 ‖ t1 ‖(s−3)

k,α

‖ H−1
0 ‖(2)

k,α‖ h̃ ‖
(s+2)
k,α ‖ t2 ‖

(2s−3)
k,α .

Enfin
‖ (4) ‖(s+1)

k,α ≤‖ (4) ‖(4s+1)
k,α ≤ (‖ h̃ ‖(s+2)

k,α )2 ‖ t2 ‖(2s−3)
k,α .

On utilise une nouvelle fois les corollaires 17 et 18 pour conclure. �

Corollaire 19 Soient s ∈ R, k ∈ N, α ∈]0, 1[ et r ∈ Λ−2
k+1,α(B,S2). Soit h ∈

Λ−2
k+1,α(B,S2) ; supposons que h vérifie la condition (Bk+1,α;0). Considérons

l’application linéaire Lh,r de Λs−2
k+1,α(B,S2) dans Λs−1

k,α (B, T1) définie par

(Lh,rg)m = −(H0 + h)st(R0 + r)tmBian(H0 + h, g)s − (Tg)m.

Alors
Lh,r = L0,0 + L̃h,r,

avec L̃h,r ∈ L(Λs−2
k+1,α(B,S2),Λs−1

k,α (B, T1)). De plus

‖ L̃h,r ‖≤ C(ĥ, r̂)(1 + ε(‖ h ‖(−2)
k+1,α))(‖ h ‖(−2)

k+1,α + ‖ r ‖(−2)
k+1,α),

avec limµ→0 ε(µ) = 0. En particulier l’application (h, r) −→ L̃h,r est continue
en zéro entre les Banach correspondants.
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Preuve : D’après le corollaire 17 et les lemmes 27 et 28, on a

(Lh,rg)m = −(Hst
0 + h̃st)(R0tm + rtm)[Bian(H0, g)s +B(g)s]− (Tg)m

= (L0,0g)m
−h̃stR0tmBian(H0, g)s −Hst

0 rtmBian(H0, g)s −Hst
0 R0tmB(g)s︸ ︷︷ ︸

(1)m

−h̃strtmBian(H0, g)s −Hst
0 rtmB(g)s − h̃stR0tmB(g)s︸ ︷︷ ︸

(2)m

−h̃strtmB(g)s︸ ︷︷ ︸
(3)m

−(T̃ g)m︸ ︷︷ ︸
(4)m

.

Nous allons tour à tour estimer les termes sélectionnés ci-dessus, en omet-
tant systématiquement d’indiquer les constantes de majoration. Déjà, par
définition, on a Bian(H0, g)s = Hpq

0 (∇0pgqs − 1
2
∇0sgpq), ainsi

‖ Bian(H0, g) ‖(s−1)
k,α ≤‖ H

−1
0 ‖(2)

k,α (‖ ∂g ‖(s−3)
k,α + ‖ Γ0 ‖(−1)

k,α ‖ g ‖
(s−2)
k,α ) ≤‖ g ‖(s−2)

k+1,α .

On a

‖ (1) ‖(s−1)
k,α ≤ ‖ h̃ ‖(2)

k,α‖ R0 ‖(−2)
k,α ‖ Bian(H0, g) ‖(s−1)

k,α

+ ‖ H−1
0 ‖(2)

k,α‖ r ‖
(−2)
k,α ‖ Bian(H0, g) ‖(s−1)

k,α

+ ‖ H−1
0 ‖(2)

k,α‖ R0 ‖(−2)
k,α ‖ B(g) ‖(s−1)

k,α .

D’autre part, on a

‖ (2) ‖(s−1)
k,α ≤ ‖ h̃ ‖(2)

k,α‖ r ‖
(−2)
k,α ‖ Bian(H0, g) ‖(s−1)

k,α

+ ‖ H−1
0 ‖(2)

k,α‖ r ‖
(−2)
k,α ‖ B(g) ‖(s−1)

k,α

+ ‖ h̃ ‖(2)
k,α‖ R0 ‖(−2)

k,α ‖ B(g) ‖(s−1)
k,α .

Et
‖ (3) ‖(s−1)

k,α ≤‖ h̃ ‖
(2)
k,α‖ r ‖

(−2)
k,α ‖ B(g) ‖(s−1)

k,α .

Enfin
‖ (4) ‖(s−1)

k,α ≤‖ T̃ ‖
(1)
k,α‖ g ‖

(s−2)
k,α ≤‖ T̃ ‖

(1)
k,α‖ g ‖

(s−2)
k+1,α .

Pour conclure, il suffit de regarder les majorations respectives des normes de
h̃ et T̃ dans le corollaire 17 et le lemme 28.
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4.10.6 Dérivée covariante d’un symbole de Christoffel
en coordonnées locales pour une métrique voi-
sine de la métrique H0

Nous travaillons ici dans un système de coordonnées locales. Les quantités
que nous définissons sont tensorielles.

Lemme 29 Soient s ∈ [0,∞[, k ∈ N, α ∈]0, 1[. Soit h ∈ Λs−2
k+2,α(B,S2) ;

supposons que h vérifie la condition (Bk+2,α;s). Alors, on a (pour la définition
de Γ1 et Γ2, voir le lemme 24 ci-avant)

∇0lΓ
k
ij = ∇0lΓ0

k
ij +∇0lΓ1

k
ij +∇0lΓ2

k
ij,

avec ∇0Γ1 ∈ Λs−2
k,α (B, T 1

3 ) linéaire en h et ∇0Γ2 ∈ Λ2s−2
k,α (B, T 1

3 ). De plus, on
a

‖ ∇0Γ1 ‖(s−2)
k,α ≤ C(ĥ) ‖ h ‖(s−2)

k+2,α,

et
‖ ∇0Γ2 ‖(2s−2)

l,α ≤ C(ĥ)(1 + ε(‖ h ‖(s−2)
k+2,α))(‖ h ‖(s−2)

k+2,α)2,

avec limµ→0 ε(µ) = 0. En particulier les applications h −→ ∇0Γ1 et h −→
∇0Γ2 sont lisses en zéro entre les Banach correspondants.

Preuve : On a (en omettant les constantes de majoration de la proposition
3) :

‖ ∇0Γ1 ‖(s−2)
k,α ≤‖ ∂Γ1 ‖(s−2)

k,α + ‖ Γ0 ‖(−1)
k,α ‖ Γ1 ‖(s−1)

k,α ≤‖ Γ1 ‖(s−2)
k+1,α .

De la même façon, on a

‖ ∇0Γ2 ‖(2s−2)
k,α ≤‖ Γ2 ‖(2s−2)

k+1,α .

On conclut ensuite avec le lemme 24. �

De ce lemme se déduit immédiatement le

Corollaire 20 Sous les hypothèses du lemme précédent, on a (pour le définition

de Γ̃, voir le corollaire 18 ci-avant)

∇0lΓ
k
ij = ∇0lΓ0

k
ij +∇0lΓ̃

k

ij,

avec ∇0Γ̃ ∈ Λs−2
k,α (B, T 1

3 ). De plus

‖ ∇0Γ̃ ‖(2s−2)
l,α ≤ C(ĥ)(1 + ε(‖ h ‖(s−2)

k+2,α)) ‖ h ‖(s−2)
k+2,α,

avec limµ→0 ε(µ) = 0. En particulier l’application h −→ ∂Γ̃ est lisse en zéro
entre les Banach correspondants.

160



4.10.7 Courbure de Riemann pour une métrique voi-
sine de la métrique H0

Donnons tout d’abord le

Lemme 30 Pour toute métrique H sur B, on a

Riem(H)iklm −R0
i
klm = ∇0lΓ̃

i
km −∇0mΓ̃ikl + Γ̃ijlΓ̃

j
km − Γ̃ijmΓ̃jkl,

où l’on rappelle que
Γ̃kij = Γkij − Γ0

k
ij,

et que Γ̃ ∈ T 1
2 .

Preuve :

Rappelons que la courbure de Riemann s’exprime en coordonnées locales par

Riem(H)iklm = ∂lΓ
i
km − ∂mΓikl + ΓijlΓ

j
km − ΓijmΓjkl.

Or on a

∂lΓ
i
km = ∂lΓ0

i
km + ∂lΓ̃

i
km = ∂lΓ0

i
km +∇0lΓ̃

i
km + Γ0

p
lkΓ̃

i
pm︸ ︷︷ ︸

a

+ Γ0
p
lmΓ̃ikp︸ ︷︷ ︸
b

−Γ0
i
lpΓ̃

p
km︸ ︷︷ ︸

c

,

ainsi que

−∂mΓikl = −∂mΓ0
i
kl−∂mΓ̃ikl = −∂mΓ0

i
kl−∇0mΓ̃ikl−Γ0

p
mkΓ̃

i
pl︸ ︷︷ ︸

d

−Γ0
p
mlΓ̃

i
kp︸ ︷︷ ︸

b

+ Γ0
i
mpΓ̃

p
kl︸ ︷︷ ︸

e

.

D’autre part, on a

ΓijlΓ
j
km = Γ0

i
jlΓ0

j
km + Γ0

i
jlΓ̃

j
km︸ ︷︷ ︸

c

+ Γ̃ijlΓ0
j
km︸ ︷︷ ︸

d

+Γ̃ijlΓ̃
j
km,

et
−ΓijmΓjkl = −Γ0

i
jmΓ0

j
kl − Γ0

i
jmΓ̃jkl︸ ︷︷ ︸
e

− Γ̃ijmΓ0
j
kl︸ ︷︷ ︸

a

−Γ̃ijmΓ̃jkl.

Ainsi, en sommant les quantités ci-dessus, comme les termes repérés par les
mêmes lettres se compensent, on obtient :

Riem(H)iklm = R0
i
klm +∇0lΓ̃

i
km −∇0mΓ̃ikl + Γ̃ijlΓ̃

j
km − Γ̃ijmΓ̃jkl. �

Rappelons qu’on a défini S1
3 comme le sous-espace de T 1

3 des tenseurs
vérifiant

%ikim = %imik.

161



Lemme 31 Soient s ∈ [0,∞[, k ∈ N, α ∈]0, 1[. Soit h ∈ Λs−2
k+2,α(B,S2) ;

supposons que h vérifie la condition (Bk+2,α;s). Alors, on peut choisir %1 ∈
Λs−2
k,α (B,S1

3 ) linéaire en h et %2 ∈ Λ2s−2
k,α (B,S1

3 ) tels que

Riem(H0 + h) = R0 + %1 + %2.

Avec de plus
‖ %1 ‖(s−2)

k,α ≤ C(ĥ) ‖ h ‖(s−2)
k+2,α,

et
‖ %2 ‖(2s−2)

k,α ≤ C(ĥ)(1 + ε(‖ h ‖(s−2)
k+2,α))(‖ h ‖(s−2)

k+2,α)2,

avec limµ→0 ε(µ) = 0. En particulier les applications h −→ %1 et h −→ %2

sont lisses en zéro entre les Banach correspondants.

Preuve :

D’après le lemme précédent, on a

Riem(H)iklm −R0
i
klm = ∇0lΓ̃

i
km −∇0mΓ̃ikl + Γ̃ijlΓ̃

j
km − Γ̃ijmΓ̃jkl.

Or on a (en vertu du lemme 24) :

Γ̃ijmΓ̃jkl = (Γ1
i
jm + Γ2

i
jm)(Γ1

j
kl + Γ2

j
kl)

= Γ1
i
jmΓ1

j
kl︸ ︷︷ ︸

(2)km

+Γ2
i
jmΓ1

j
kl + Γ1

i
jmΓ2

j
kl︸ ︷︷ ︸

(3)km

+Γ2
i
jmΓ2

j
kl︸ ︷︷ ︸

(4)km

.

Estimons la norme des termes sélectionnés ci-dessus. On a

‖ (2) ‖(2s−2)
k,α ≤ (‖ Γ1 ‖(s−1)

k,α )2 ≤ (‖ Γ1 ‖(s−1)
k+1,α)2.

De plus ‖ (3) ‖(2s−2)
k,α ≤‖ (3) ‖(3s−2)

k,α et

‖ (3) ‖(3s−2)
k,α ≤‖ Γ1 ‖(−1)

k,α ‖ Γ2 ‖(s−1)
k,α ≤‖ Γ1 ‖(s−1)

k+1,α‖ Γ2 ‖(2s−1)
k+1,α .

De la même manière ‖ (4) ‖(2s−2)
k,α ≤‖ (4) ‖(4s−2)

k,α et

‖ (4) ‖(4s−2)
k,α ≤ (‖ Γ2 ‖(2s−1)

k,α )2 ≤ (‖ Γ2 ‖(2s−1)
k+1,α )2.

On procède de même pour l’autre terme de la forme Γ̃Γ̃. D’autre part, d’après
le lemme 29, on a

∇0lΓ
i
km = ∇0lΓ0

i
km +∇0lΓ1

i
km +∇0lΓ2

i
km,
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de même pour l’autre terme de la forme ∇0Γ. En regroupant les deux termes
du type ∇0Γ1, on obtient un terme que l’on note %1, qui vérifie les conditions
demandées d’après le lemme 29. En regroupant ensuite les deux termes du
type ∇0Γ2 et ceux repérés par (2), (3) et (4) dans les deux produits du type

Γ̃Γ̃, on obtient un terme que l’on note %2 vérifiant les propriétés demandées,
d’après les lemmes 29 et 24.

Ce lemme nous donne directement le

Corollaire 21 Sous les hypothèses du lemme précédent, on a

Riem(H0 + h) = R0 + %,

avec % ∈ Λs−2
k,α (B,S1

3 ). De plus

‖ % ‖(s−2)
k,α ≤ C(ĥ)(1 + ε(‖ h ‖(s−2)

k+2,α)) ‖ h ‖(s−2)
k+2,α,

avec limµ→0 ε(µ) = 0. En particulier l’application h −→ % est lisse en zéro
entre les Banach correspondants.

4.10.8 Courbure de Ricci pour une métrique voisine
de la métrique H0

D’après le paragraphe précédent, on a

Lemme 32 Soient s ∈ [0,∞[, k ∈ N, α ∈]0, 1[. Soit h ∈ Λs−2
k+2,α(B,S2) ;

supposons que h vérifie la condition (Bk+2,α;s). Alors, on peut choisir r1 ∈
Λs−2
k,α (B,S2) linéaire en h et r2 ∈ Λ2s−2

k,α (B,S2) tels que

Ricci(H0 + h) = R0 + r1 + r2.

Avec de plus
‖ r1 ‖(s−2)

k,α ≤ C(ĥ) ‖ h ‖(s−2)
k+2,α,

et
‖ r2 ‖(2s−2)

k,α ≤ C(ĥ)(1 + ε(‖ h ‖(s−2)
k+2,α))(‖ h ‖(s−2)

k+2,α)2,

avec limµ→0 ε(µ) = 0. En particulier les applications h −→ r1 et h −→ r2

sont lisses en zéro entre les Banach correspondants.

Corollaire 22 Sous les hypothèses du lemme précédent, on a

Ricci(H0 + h) = R0 + r,

avec r ∈ Λs−2
k,α (B,S2). De plus

‖ r ‖(s−2)
k,α ≤ C(ĥ)(1 + ε(‖ h ‖(s−2)

k+2,α)) ‖ h ‖(s−2)
k+2,α,

avec limµ→0 ε(µ) = 0. En particulier l’application h −→ r est lisse en zéro
entre les Banach correspondants.
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4.10.9 Opérateur de Bianchi pour une métrique voi-
sine de la métrique H0 et un tenseur voisin du
tenseur R0

Lemme 33 Soient s ∈ [0,∞[, k ∈ N, α ∈]0, 1[ et r ∈ Λs−2
k+1,α(B,S2). Soit

h ∈ Λs−2
k+1,α(B,S2) ; supposons que h vérifie la condition (Bk+1,α;s). Alors, on

peut choisir b1 ∈ Λs−1
k,α (B, T1) linéaire en (h, r) et b2 ∈ Λ2s−1

k,α (B, T1) tels que

Bian(H0 + h,R0 + r) = Bian(H0, R0) + b1 + b2.

Avec de plus

‖ b1 ‖(s−1)
k,α ≤ C(ĥ, r̂)(‖ h ‖(s−2)

k+1,α + ‖ r ‖(s−2)
k+1,α)

et

‖ b2 ‖(2s−2)
k,α ≤ C(ĥ, r̂)(1 + ε(‖ h ‖(s−2)

k+1,α))(‖ h ‖(s−2)
k+1,α + ‖ r ‖(s−2)

k+1,α)2,

avec limµ→0 ε(µ) = 0. En particulier les applications (h, r) −→ b1 et (h, r) −→
b2 sont lisses en zéro entre les Banach correspondants.

Preuve :

Rappelons que l’opérateur de Bianchi est défini en coordonnées locales par

Bian(H,R)m = Hst(∇tRsm −
1

2
∇mRst).

Or on a
∇tRsm = ∂tRsm − ΓptsRpm − ΓttmRsp

et
∇0tRsm = ∂tRsm − Γ0

p
tsRpm − Γ0

t
tmRsp.

Ainsi, en rappelant que Γ̃ = Γ− Γ0, on a

Bian(H,R)m = Hst[∇0tRsm−Γ̃ptsRpm−Γ̃ptmRsp−
1

2
(∇0mRst−Γ̃pmsRpt−Γ̃pmtRsp)].

D’une part on a (en vertu du corollaire 17) :

Hst∇0tRsm = (Hst
0 + h̃st)(∇0tR0sm +∇0trsm)

= Hst
0 ∇0tR0sm︸ ︷︷ ︸

(0)m

+ h̃st0 ∇0tR0sm +Hst
0 ∇0trsm︸ ︷︷ ︸

(1)m

+h̃st∇0trsm︸ ︷︷ ︸
(2)m

.
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Estimons la norme des termes sélectionnés ci-dessus. On a (en omettant les
constantes) :

‖ (1) ‖(s−1)
k,α ≤‖ H

−1
0 ‖(2)

k,α‖ ∇0r ‖(s−3)
k,α ≤‖ r ‖

(s−2)
k+1,α

De la même manière,

‖ (2) ‖(2s−1)
k,α ≤‖ h̃ ‖(s+2)

k,α ‖ ∇0r ‖(s−3)
k,α ≤‖ h̃ ‖

(s+2)
k+1,α‖ r ‖

(s−2)
k+1,α .

On procède de même pour l’autre terme de la forme H−1∇0R.

D’autre part, on a (en vertu du corollaire 17 et du lemme 24)

HstΓ̃ptsRpm = (H0
st + h̃st)Γ̃pts(R0pm + rpm)

= +H0
stΓ1

p
tsR0pm︸ ︷︷ ︸

(1)m

+H0
stΓ2

p
tsR0pm +H0

stΓ̃ptsrpm + h̃stΓ̃ptsR0pm︸ ︷︷ ︸
(2)m

+h̃stΓ̃ptsrpm︸ ︷︷ ︸
(3)m

.

Comme précédemment, estimons la norme des termes selectionnés ci-dessus.
On a (en omettant les constantes) :

‖ (1) ‖(s−1)
k,α ≤ ‖ h̃ ‖(s+2)

k,α ‖ ∇0R0 ‖(−3)
k,α + ‖ H−1

0 ‖(2)
k,α‖ Γ1 ‖(s−1)

k,α ‖ R0 ‖(−2)
k,α

≤ ‖ h̃ ‖(s+2)
k+1,α‖ Γ1 ‖(s−1)

k,α .

D’autre part,

‖ (2) ‖(2s−1)
k,α ≤ ‖ H−1

0 ‖(2)
k,α‖ Γ2 ‖(2s−1)

k,α ‖ R0 ‖(−2)
k,α + ‖ H−1

0 ‖(2)
k,α‖ Γ̃ ‖(s−1)

k,α ‖ r ‖
(s−2)
k,α

+ ‖ h̃ ‖(s+2)
k,α ‖ Γ̃ ‖(s−1)

k,α ‖ R0 ‖(−2)
k,α

≤ ‖ Γ2 ‖(2s−1)
k,α + ‖ Γ̃ ‖(s−1)

k,α ‖ r ‖
(s−2)
k+1,α + ‖ h̃ ‖(s+2)

k+1,α‖ Γ̃ ‖(s−1)
k,α .

De plus ‖ (3) ‖(2s−1)
k,α ≤‖ (3) ‖(3s−1)

k,α et

‖ (3) ‖(3s−1)
k,α ≤ ‖ h̃ ‖(s+2)

k,α ‖ Γ̃ ‖(s−1)
k,α ‖ r ‖

(s−2)
k,α

≤ ‖ h̃ ‖(s+2)
k+1,α‖ Γ̃ ‖(s−1)

k,α ‖ r ‖
(s−2)
k+1,α .
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On procède de même pour les trois autres termes de la forme H−1Γ̃R.
En regroupant les termes repérés par (0), on obtient Bian(H0, R0). En

regroupant ensuite les termes repérés par (1), on obtient un terme que l’on
note b1. De même, en regroupant les termes repérés par (2) et (3), on obtient
un terme que l’on note b2. b1 et b2 vérifient les conditions demandées d’après
les corollaires 17 et 18 et le lemme 24.

Ce lemme nous donne directement le

Corollaire 23 Sous les hypothèses du lemme précédent, on a

Bian(H0 + h,R0 + r) = Bian(H0, R0) + b̃,

avec b̃ ∈ Λs−1
k,α (B, T1). De plus

‖ b̃ ‖(s−2)
k,α ≤ C(ĥ, r̂)(1 + ε(‖ h ‖(s−2)

k+1,α))(‖ h ‖(s−2)
k+1,α + ‖ r ‖(s−2)

k+1,α),

avec limµ→0 ε(µ) = 0. En particulier l’application (h, r) −→ b̃ est lisse en
zéro entre les Banach correspondants.
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Chapitre 5

Quelques projets consécutifs à
cette thèse.
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A la suite de cette thèse, je voudrais améliorer ma compréhension du
problème de Dirichlet pour l’équation de Ricci (signalé au paragraphe 4.8) ;si
je ne parviens pas à prescrire l’infinité conforme, j’examinerai quelles sont les
possibles obstructions (question bien plus difficile en courbure négative que
positive). Je voudrais aussi réfléchir à l’équation de Ricci lorsque la dimension
est comprise entre 3 et 9.

Par ailleurs, j’aimerais aborder le thème de la prescription du tenseur
d’Einstein :

E(H) = Ricci(H)− 1

2
Scal(H)H,

qui est à divergence nulle (identité de Bianchi), et celui de la prescription du
tenseur

T (H) = Ricci(H)− 1

n
Scal(H)H,

qui est de trace nulle (relativement à H).

Je voudrais aussi travailler à l’extension au cadre de variétés à cour-
bure négative plus générales que l’espace hyperbolique de résultats utilisés ou
trouvés dans ma thèse. En effet remarquons que pour des variétés asymptoti-
quement hyperboliques (cf. [GL]) plus générales que l’espace hyperbolique, si
l’on trouve une fonction ϕ satisfaisant aux conditions de la proposition 6, on
obtiendra les mêmes théorèmes d’isomorphismes et donc aussi certainement
une grande partie des résultats qui en découlent. Une démarche crédible pour
construire ϕ serait la suivante : calculer 4g(ρ

s) au voisinage de ∂M , en uti-
lisant le fait que g = ρ−2g est asymptotique à la métrique hyperbolique ; on
veut trouver 4g(ρ

s) = µρs + o(ρs) > 0 pour certains s . On prolonge ρs et
4g(ρ

s) en des fonctions u et f lisses sur M avec f > 0. On résoud sur M :{
4gv = f −4gu
v|∂M = 0

sachant que le membre de droite est à support compact dans M . On pose
ensuite ϕ = v + u qui vérifie 4ϕ = f dans M , ϕ|∂M = 0, ϕ est unique et
ϕ > 0 car f > 0 (principe du maximum). Il faudra ensuite vérifier qu’au
voisinage de ∂M , ϕ = νρs + o(ρs), ainsi il existera ε > 0 tel que 4gϕ ≥ εϕ.

Enfin, j’aimerais étudier sur la sphère, comme je l’ai fait sur l’espace
hyperbolique (cf. section 4.5), la courbure Riemannienne au voisinage de
la métrique standard. Compte-tenu des résultats de [H], ce projet parait
plausible.
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déformations conformes de l’espace hyperbolique C. R. Acad. Sci. Paris,
t.315, Série I (1992), 1153-1158.

[S] M. SPIVAK, A comprehensive introduction to differential geometry. vol.
I, II. M. Spivak (1970).

[Ya] S-T. YAU, On the Ricci curvature of a compact Kähler manifold and
the complex Monge-Ampère equation I. Comm. Pure Appl. Math. 31
(1978), 339-411.

[Yo] K. YOSIDA, Functionnal Analysis, Springer-Verlag, Berlin (1965).

Laboratoire J. A. Dieudonné
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Résumé :
La thèse se compose de deux parties.

Première partie : thème de la courbure scalaire conforme sur l’es-
pace hyperbolique. Nous apportons ici une étude fine du com-
portement asymptotique en toute dimension. Nous traitons tou-
jours d’équations semi-linéaires générales, avant d’appliquer nos
résultats au cas particulier de l’équation géométrique.

Deuxième partie : thème de la courbure de Ricci sur l’espace hy-
perbolique. Nous obtenons le résultat suivant. Sur la boule unité
de Rn, on considère la métrique hyperbolique standard H0, dont la
courbure de Ricci vaut R0 et la courbure de Riemann-Christoffel
vaut R0. Nous montrons qu’en dimension n ≥ 10, pour tout tenseur
symétrique R voisin de R0, il existe une unique métrique H voisine
de H0 dont la courbure de Ricci vaut R. Nous en déduisons, dans
le cadre C∞, que l’image de l’opérateur de Riemann-Christoffel est
une sous-variété au voisinage de R0. Nous traitons aussi dans cette
partie de la courbure de Ricci contravariante en toute dimension,
du problème de Dirichlet à l’infini en dimension 2, et de quelques
obstructions.

Mots clés :
espace hyperbolique ; courbures de Riemann-Christoffel, de Ricci,
scalaire ; classe conforme ; EDP non-linéaire, elliptique dégénéré,
estimations a priori, comportement asymptotique, existence, uni-
cité, obstruction, sur et sous-solutions, méthode de continuité.


