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Chapitre 1

Introduction générale






On considere une variété M de dimension n, de classe C'° munie d'un
champ de formes bilinéaires symétriques définies positives g. On dit alors que
(M, g) est une variété Riemannienne munie de la métrique g.

Considérons pour p € N et g € N le fibré des tenseurs covariants de rang p
et contravariants de rang ¢ noté 7 7. Riemann a montré qu’étant donnée une
métrique g sur M, on peut lui associer un tenseur Riem(g) € 73" défini en
coordonnées locales (z, ..., z™) par (on utilise la convention de sommation) :

Riem(g) = R?lk% ® d’ @ do' @ da,

ou
R;J.lk = 811“3.k — akl“jl + F?kl“gl — F?ll“gk,

L s
Ffj = §gk (é)igsj + 3jgz's - asgij)

et ot g"* dénote la matrice inverse de g;;.
On considere ensuite d’autres tenseurs qui en découlent :

Sect(g) = g R} de’ © do’ @ da' @ da*
= Sijdr’ @ dr? @ dz' ® da*,

le tenseur de courbure sectionnelle dans 7y,

Ricci(g) = Rl

jqkdmj Q dz* =: Rjkdxj ® dz*,

le tenseur de courbure de Ricci dans Sy (sous-espace de 75 des tenseurs
symétriques), et B
Scal(g) = 9" Ryj,

la courbure scalaire, qui est une fonction sur M. Ces tenseurs ont certaines
propriétés algébriques (cf. Ch. 2, section 1), notamment, il suffit de connaitre
les S;ji; et les g;; pour retrouver algébriquement toutes les courbures, Sect(g),
Riem(g), Ricci(g) et Scal(g).

Cartan a montré que deux variétés Riemanniennes, ayant localement “la
méme” (cf. Ch. 2, section 1) courbure sectionnelle, sont localement isométriques
(Riemann I’avait montré pour le cas localement euclidien, de courbure nulle).
Une question naturelle se pose alors : si I'on impose une courbure, existe-il
une métrique réalisant cette courbure? C’est aussi une question importante
en relation avec les équations d’Einstein de la relativité générale.

Des résultats d’existence et d’obstruction ont été donnés par plusieurs
auteurs.



1.1 Prescription de la courbure de Ricci

DeTurck [DT1] a tout d’abord montré le résultat local suivant :
Théoréme 1 ([DT1]) Si R est dans Sy, de classe C)°" (resp. C*°, analy-

loc
tique) au voisinage d’un point p de M (de dimension n > 3) et si R™'(p)
existe, alors il existe une métrique Riemannienne g de classe C|2* (resp.

C*, analytique) telle que Ricci(g) = R dans un voisinage de p.

Kamberov [K] a montré un résultat similaire sous une condition (due a
DeTurck) moins restrictive que 'inversibilité de R en p moyennant I’adoption
d’un cadre analytique local. Sa condition est alors nécessaire et suffisante.

Passons aux résultats globauz toujours pour ’équation de Ricci.

DeTurck [DT2] a traité le cas trés particulier de la dimension 2, pour les
surfaces compactes. Il obtient une condition nécessaire et suffisante faisant
intervenir la caractéristique d’Euler-Poincaré :

Théoréme 2 (/DT2]) Soit M une variété compacte de dimension 2 (sans
bord) et soit R € Sy satisfaisant la condition nécessaire R = kv avec k
fonction sur M et v une métrique. Alors R est le tenseur de Ricci d’une
métrique sur M si et seulement si [, kdV., = 2mx(M).

Hamilton [H] a traité le cas de la sphere unité de R™™! (avec n > 2) en
prouvant un résultat d’inversion locale au voisinage de la métrique standard :

Théoréme 3 ([H]) Soit S™ la sphére de dimension n munie de la métrique
standard go, de sorte que Ry := Ricci(go) = (n — 1)go. Alors l'image d’un
voisinage de gy par l'application de Ricci est une sous-variété de codimension
1 dans un voisinage de Ry. Pour tout R wvoisin de Ry, il existe une unique
constante ¢ telle que l'on puisse résoudre l’équation Ricci(g) = cR pour g
voisin de go, et un tel g est unique dans le voisinage de gog si on normalise le
volume V' (g) = V(go).

Enfin, on a aussi ajouté de la structure sur la variété, en supposant M
(dim M = 2m) compacte munie d'un atlas holomorphe et la métrique ¢
Kahlérienne. Les composantes de g dans un carte holomorphe (z!,....,2™)
vérifient : pour tout u, v dans {1,...m},

Gvp=9rn=0cet 9vi = 9av = Guw

et la 2-forme de Kéahler



est fermée dw = 0. Dans ce cas, les composantes du tenseur de Ricci prennent
une forme simple :

Ry’u = Rﬁﬁ =0et Ryﬁ = —3l,ﬁln|g|7
ou |g| est le déterminant

g1t - 9im

9m1 " Ymm
On considere alors la forme de Ricci
1 A _
U= %R)\ﬁdz A dZM,

qui est fermée. Elle définit donc une classe de cohomologie qui est la premiere
classe de Chern :Cy(M). La conjecture de Calabi, démontrée par Yau [Ya]
affirme que

Théoréme 4 ([Ya]) Tout représentant de Cy (M) est la forme de Ricci d’une
métrique Kdahlérienne (dont la forme de Kdhler est cohomologue a w, celle

de g).

Ce type de résultats a été aussi traité [De| sur des variétés Kahlériennes
completes non compactes.

Résultat complémentaire de celui de Hamilton sur la sphere (cf. supra),
nous avons d’abord visé le théoreme suivant concernant la prescription de la

courbure de Ricci sur 'espace hyperbolique (des énoncés précis figurent dans
le Ch. 4)

Théoréme 5 (section 4.4) Sur la boule unité de R"™, on considére la métrique
hyperbolique standard Hy dont la courbure de Ricci vaut : Ry = —(n — 1)H,
(c’est une métrique d’Finstein). Alors, au moins si n > 10, pour tout tenseur
R suffisamment proche de Ry sur la boule, il existe une métrique unique H

(dépendant continiment de R) proche de Hy, dont la courbure de Ricci vaut
R.

Ce résultat découle d’'un argument d’inversion locale. On travaille dans des
espaces de fonctions ou de tenseurs dont les composantes et leurs dérivées
se comportent comme des puissances de la distance (euclidienne) au bord,
notons-la p (exemple : Hy = p~2F ol E est la métrique euclidienne).



Ce théoreme est démontré pour des métriques H asymptotiques a Hy a
Vinfini : H — Hy = O(p*~?) avec s > 0.

L’équation de Ricci est un systeme différentiel quasilinéaire du second
ordre en la métrique. Les opérateurs utilisés dans notre contexte sont tota-
lement caractéristiques(chaque dérivation est compensée par une multiplica-
tion par p ce qui a pour effet de conserver le méme poids s ).

Nous avons ensuite essayé d’améliorer ce théoreme par une méthode per-
mettant de déformer “I’ infinité conforme” (qui par exemple est E, pour Hy).
Enfin, nous avons démontré un théoreme analogue pour le tenseur de Ricci
contravariant, en dimension n > 2.

Corollairement a notre premier résultat, nous avons obtenu un scindage
du sous-fibré des tenseurs de type 4-tenseur de Riemann, au voisinage de
celui de la métrique hyperbolique Hy. Ce scindage nous a permis de donner,
dans le cadre C'*°, le théoreme suivant

Théoréme 6 (section 4.5.6) L’image de H — Riem(H) au voisinage de
Hy est une sous-variété, graphe d’une application (pour le scindage précédent)
lisse.

Il existe aussi des résultats d’obstruction sur la courbure de Ricci [DK],
[Ba], [H], dans le cadre de la courbure positive. De notre coté, nous obtenons
I'obstruction suivante :

Théoréme 7 (section 4.9) Si R — Ry = up®Hy, ot pu # 0 est un réel assez
petit et s est plus grand que n — 1 (notons que R — Ry = O(p*~2)), alors il
n’existe pas de métrique H vérifiant H — Hy = O(p*~?), voisine de Hy, qui
admette R pour tenseur de Ricci.

Enfin, en dimension deux, ou I’équation de Ricci est linéaire, nous obte-
nons des résultats d’existence et d’obstruction (cf. section 4.7).
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1.2 Prescription de la courbure scalaire conforme

Sur les variétés Riemanniennes, on dispose de beaucoup de résultats
concernant la courbure scalaire conforme (voir e.g. [AB] et ses références). On
cherche dans ce cas a prescrire la courbure scalaire en restant dans la classe
conforme de la métrique g. Autrement dit, on veut trouver une métrique de la
forme g = fg (ou f est une fonction strictement positive) ayant sa courbure
scalaire prescrite. Lorsque n > 3, S dénotant la courbure scalaire de (M, g),

. ~ 4 . : ,
la métrique conforme g = u»—2g (ou u > 0 est une fonction réelle sur M) a
une courbure scalaire S donnée par :

4(n—1)

& nt2
— Agu+ Sun—2 = Su. (%)

Nous nous intéressons ici au cas de la courbure scalaire négative. Donnons
tout d’abord quelques résultats récents :

Théoréme 8 ([AM]) Soit (M, g) une variété Riemannienne connezxe compléte
de dimension n > 3 avec une courbure sectionnelle S encadrée par deux

constantes —A%2 < S < —B? <0, ot A et B vérifient 1 < A2B72 < —7(1?;_1)22)

Soit S une fonction Holdérienne continue sur M telle que —a? < S < b <
0 sur M\ My, ot My est un compact et a > b > 0 sont des constantes. Alors
il existe € > 0 pour lequel I’équation (x) admet une solution de classe C},

encadrée par deux constantes positives pourvu que S <e SiS<O0 alors la
solution est unique.

Théoréme 9 ([CCY]) Soit B la boule unité ouverte de R" munie de la
métrique hyperbolique g = Hy (donc ici S = —n(n—1)). Soit S une fonction
Holdérienne continue sur B telle que S < —b* < 0 sur B\K, ot K est un

compact de B. Soient Q = {x € B : S < 0} et Qy la composante conneze
de Q) telle que B\ soit compacte dans B. Soit

3 _ S si ze B\
ATV NS sioxeQ

et
4(n—1)

P Agu+ Syui-z = —n(n — 1)u. ()

Alors il existe une constante \* dépendant de S, telle que (*\) a une solution
de classe C}, encadrée par deuz constantes positives pour tout X > \* et (*\)

n’a pas de solution encadrée par deuz constantes positives pour tout A < A*.
Si B=Q alors \* =0. Si S <0 et S(x) #Z0 pour x € B\, alors \* > 0.

11



Théoréme 10 ([LTY]) Considérons l’espace hyperbolique H"(—1) (donc ici
S = —n(n —1)). Notons r la fonction distance a un point fize. Soit a > e
un réel, considérons les suites de fonctions {a,}n>1 €t {by}n>1 définies pour
t >0 par

ai(t) =1In(a +t)

am+1(t) = Infa + ap, ()]
byn(t) = e+ Fam®),

Soit S une fonction négative continue sur H"(—1). Supposons que S vérifie

S = ~Cla, (r()by (r(a) &)

m

pres de l'infini pour des constantes C,3 > 1 et un entier naturel m. Alors
Iéquation (x) a une sous-solution positive lisse sur H"(—1). Plus précisément,
la fonction u définie par

u(z) = 0 cosh®[er(z)][a + am(t)]*

est une sous-solution pour & > 0 assez petit, ou (3, = W >0,t=
0 In coshler(z)], o = 2!, et avec § > 0 et € > 0 bien choisis.

De plus, si S est essentiellement négative sur H"(—1), alors I’équation
(%) a une solution positive mazimale, de classe C},. qui est minorée par la
sous-solution précédente.

Par contre, si S (toujours négative) vérifie
§ < =Ca ' (r(x))b,, (r(z)) "™

pres de linfini pour une constante C' et un entier naturel m, alors ’équation
(%) n’a pas de solution (ni de sous-solution) positive C? . sur H"(—1).

Théoréeme 11 ([RRV1]) Soit (M,g) une variété Riemannienne compléte
non compacte. Notons r la fonction distance a un point fize p. Supposons
que pour des constantes ¢, R > 0,0 < G <1 on ait

—cz[r(:v) In 7"(93)]2 < [r(a:)]ﬁg(x) < 0 lorsque r(x) > R.
Supposons de plus que

i)Ricci(g) > —(n — 1) B> sur M ;
i1) Riem(g) < —A? sur Bgr(p) ;
i11)S(x) < —n(n — D)T?[1 +r(x)] P sur M (0<T < B)

pour des constantes 0 < A < B wvérifiant

B2 <[+ %]Az[coth(AR)]Z.

n(n —2)

12



Alors il existe n > 0 tel que, si g(a:) < n sur M, l’équation (x) admet une
solution positive u telle que g soit une métrique Riemannienne compléte.

Nous obtenons dans cette these le résultat d’existence et d’unicité suivant
(I’énoncé précis est donné plus loin)

Théoréme 12 (section 3.3.2) Sur la boule unité de R", soit la métrique
hyperbolique standard Hy dont la courbure scalaire vaut : Sy = —(n — 1)n .
Alors pour toute fonction S suffisamment proche de Sy sur la boule, il existe
une métrique unique H (dépendant continiment de S) conforme a Hy et
proche de Hy, dont la courbure scalaire vaut S.

Ce résultat est obtenu par étapes : d’abord un simple résultat d’inversion
locale ; ensuite, plus globalement, par une méthode de sur et sous-solutions.

Tout comme pour le théoreme concernant la courbure de Ricci, on tra-
vaille dans des espaces de fonctions qui se comportent comme des puissances
de la distance euclidienne au bord (notée p) ainsi que leurs dérivées. La
précision sur le comportement des dérivées est nouvelle par rapport aux
résultats antérieurs cités plus haut, elle permet entre autre de comparer ce
théoreme avec le théoreme 13 (cf. infra).

Le théoreme est démontré pour des fonctions vérifiant S — Sy = O(p?),
avec 0 < s < n, les métriques trouvées sont du type H = (1 + v)Hy, ou
v > —1 est une fonction vérifiant v = O(p®) (unicité lorsque s > 0). En
outre, le comportement des dérivées k™ des fonctions S ou v considérées
est O(p*~*). Nous avons récemment pris connaissance de résultats compa-
rables obtenus dans [CA] (proposition 7.3.1 combinée avec le lemme 4.1.4)
pour I’équation de Lichnérowicz, dont (*) est un cas particulier, équation qui
intervient dans le probleme des contraintes en relativité générale.

D’autre part, il y a aussi des résultats d’obstruction, I'un d’entre eux
est dia & Min-Oo [MO1][MO2| pour des métriques qui ne sont pas forcément
conformes :

Théoreme 13 Une variété spinorielle fortement asymptotiquement hyper-
bolique de dimensionn > 3, dont la courbure scalaire vérifie S > —n(n—1),
est 1sométrique a [’espace hyperbolique.

La condition d’asymptoticité hyperbolique forte se traduit pour nous par
des métriques vérifiant H — Hy = O(p*~2) et O(H — Hy) = O(p*~3), avec
s > n. Ainsi ces théoremes se completent exactement autour du poids s = n.
Notons par ailleurs que le résultat de [LTY] donné précédemment nous donne
une obstruction (cf. corollaire 7, section 3.3.2) lorsque s < —2.

Nous avons aussi le théoreme d’obstruction suivant

13



Théoréme 14 (section 3.5) En dimension n > 6, soit

52:%[71—1—0—\/(”—1)24-%] €ln,n+ 1[.

Sl existe € > 0 tel que S — Sy > €p®, ou s > sy est un réel, alors il n'existe
pas de métrique conforme H vérifiant H— Hy = O(p*~2) et admettant S pour
courbure scalaire.

Ce résultat est moins fort que celui de [MO1|[MO2] puisque 1'on reste
dans la classe conforme, par contre, nous n’imposons aucune condition de
comportement a U'infini sur le gradient du facteur conforme (Min-Oo a besoin
d’une condition de type Sobolev H7).

1.3 Plan de la these

Au cours de cette these, nous verrons dans un premier temps (Ch. 2) des
rappels de géométrie Riemannienne (Ch.2, section 1, le lecteur averti peut
passer directement & la section 2), ainsi que des outils d’analyse appropriés
a nos problemes (Ch. 2, section 2). Ensuite nous présentons les résultats
concernant la courbure scalaire conforme (Ch. 3), puis ceux concernant la
courbure de Ricci (Ch. 4). Enfin nous tragons une esquisse de projets post-
doctoraux motivés par la these (Ch. 5).
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Chapitre 2

Préliminaires
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2.1 Courbure Riemannienne
(quelques rappels)

Dans cette section on rappelle, pour le lecteur non spécialiste, quelques
bases de géométrie Riemannienne locale. Le theme-directeur est le suivant :
un champ de produits scalaires euclidiens défini sur un ouvert de R" est
caractérisé par un invariant local, sa courbure Riemannienne. On ira du
théoreme de Riemann (courbure nulle, forme normale euclidienne) au théoreme
de Cartan (cas général). Chemin faisant on proceédera a la construction
de coordonnées normales géodésiques, et on liera le comportement local de
géodésiques voisines a la courbure. Enfin nous nous intéresserons plus parti-
culierement a l'application exponentielle sur les variétés a courbure négative.

2.1.1 Meétriques Riemanniennes

Soit 2 un ouvert de R". Une métrique Riemannienne sur 2 est un champ
lisse de produits scalaires euclidiens.

A tout point x €  on associe donc une forme bilinéaire symétrique définie
positive g(z), qui agit sur les vecteurs tangents en x a €2, de telle sorte que
pour tout couple (U, V') de champs de vecteurs lisses sur €2, la fonction

x€Q— g(x)(U,, Vy) €R

soit lisse. En pratique, on écrit g dans un systéme de coordonnées (', ..., z")
sur ), comme un champ de matrices symétriques définies positives :

(z', .., 2") — [gi (2, .., 2™)], 1 <d,5 < n.

Un changement de coordonnées z = W(z') transforme lexpression de la
métrique de la maniere suivante

% (') o'
02 O

gi; (") (") gra [ (2")]

(en convenant désormais de sommer sur les indices muets répétés).

Riemann considere une métrique g sur €2 et cherche a quelle condition il
existe un changement de coordonnées z = ¥(z') dans lequel la métrique ait
la “forme normale” euclidienne

gi;(x) = 6.

Il bute sur une obstruction, qui est la courbure.

17



2.1.2 Courbure Riemannienne

Riemann cherche tout d’abord une condition nécessaire (Spivak T.II 4D-
4; 4D-19). Notons ¢ l'inverse de ¥ ; ¢ vérifie

op® 0p® B
— O () g7 () = 95():

Définissons les symboles de Christoffel :

T (1) = 50 () (000 (1) + 0,00(2) — D9 ()] (+

ol [¢"(z)] désigne la matrice inverse de [g;;(z)]. En manipulant 1’équation
(%), on obtient

T

8(25]) 19 a(pr
oxk IR pa’
Notons alors 9o 90"
2 P\ mon n
O{:(axl,...,%) R —>R .
On a 9
o
@(90) = fe(z, a(x)),
ou

fily,z) =T (y)=".
Cette équation en « possede une solution si et seulement si

RY2" =0,
ol
R — 8F;1.k 8F§l I R R
i T el gk kel T gt ph
ceci pour tout z = (z!,...2") € R™. Ainsi

J

est une condition nécessaire. Cette condition est aussi suffisante : pour le
démontrer on considere une base (V4,...V},) de R" orthonormée pour ¢(0),
on note «, la solution, obtenue en posant une suite de problemes de Cauchy
(indexée par k = 1,...,n), qui vérifie :

oad

ar = Ly

a(0) =V,
On montre que oy, = dy? pour un certain ¢? : R" — R, enfin, on montre

que ¥’ = @(x) ot ¢ = (¢, ...,¢"), est un changement de coordonnées qui
répond a la question, quitte a restreindre €2. Riemann montre ensuite le

18



Théoreme 15 Soit ¥ : Q' — Q un difféomorphisme, notons @ son inverse.
Notons R’ s la quantité précédente sur ). On a alors

ies / 7 / a\Ijj / a‘ljk / a\Ill / aSOO‘ /
@) = Bia(W(a) 5 5(0) 5 0') o= (@) S5 (U@,

Autrement dit, le champ

1

(7. 2") — R;kl(x)

est un champ de tenseurs. On appelle ce champ de tenseurs la courbure
Riemannienne de la métrique g. On note

R(U VYW
le champ de vecteurs Z de composantes

7P = RP. UV,

ijk

Remarque : A partir de g et de sa courbure Riemannienne, on définit
d’autres tenseurs,

celui de la courbure sectionnelle :
o p
Sijkl = GipFjpys
celui de la courbure de Ricci :

Rij =R

1pj?
enfin, la courbure scalaire :
— 4iJ
Ces quantités possedent les propriétés algébriques suivantes
Sikjt = —Skiji = —Siki; = Sjtik,
Sijrl + Sitjr + Siki; = 0,
Rij — R]z

Remarquons que

S@)(X,Y, Z,T) = g(x)(X, R(x)(Z,T)Y).

19



2.1.3 Coordonnées géodésiques

On définit la longueur d'une courbe C': [a,b] — € de classe C*, par :

dC2 dci
t
0)i= [ o 0%

On montre que cette définition est invariante par changement de coordonnées
et indépendante du paramétrage de la courbe. On définit alors une topologie
sur €2 : pour tout couple z,y de €2, on définit la distance de x a y par :

d(z,y) :=inf L(C),

ol I'inf est pris sur toutes les courbes C*! de z & y dans 2. On peut montrer que
cette topologie est équivalente a celle de R". Etudions les courbes réalisant
le minimum. Si C' est une courbe C?([a, b], Q) telle que

vee IO = \asConi " ) 2o

quitte & changer de paramétrage ¢ — s, on peut supposer que a =0 ( b =7)
et ||C’'(s)|| = 1 pour tout s dans [0, 7]. On montre alors que si C' réalise le
minimum de z = C'(0) a y = C(71), alors C vérifie I'équation

d*cr dC* dCV
ds? R ds ds

=0, Ype{l,..,n} (E)

qui est invariante par changement de coordonnées. On dira qu'une courbe

vérifiant (E) est une géodésique. En notant V(s) = <C(s), I'équation (E)
s’écrit e ) .
ds —ij(C’)V Vi
Vpe{l,..,n},
dgp = VP

D’apres le théoreme de Cauchy, a C'(0) = x et V(0) = v donnés, il existe une

unique solution locale définie sur [—e¢, €], ou € peut étre choisi continu en z et

v. On note 7,(t) la courbe solution (la géodésique passant par x a la vitesse

v au temp ¢t = 0). Remarquons que par la forme de (F), si t > 0 est fixé, la
€ €

courbe 7, (t.) définie sur [—£, ¢] vérifie

Yo($) = Yo(ts).
On définit 'application exponentielle : pour x € ) et tout v € T2 = R",
exp,(v) = (1),
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si 1 appartient au domaine de définition de ~,. Par continuité des bornes de
définitions de =, et par compacité de S"™!, on montre que exp, est définie
sur un voisinage de zéro. De plus on montre que sa différentielle en 0 est

Dexp,(0) = Id.

Ainsi, par le théoreme d’inversion locale, exp,(.) est un difféomorphisme lo-
cal. Ce difféomorphisme nous donne un nouveau systeme de coordonnées, ap-
pelé coordonnées géodésiques en x. On montre qu’en coordonnées géodésiques

1 o ,
(27, ..., 2"") la métrique g s’écrit

q'(x') = 6ij + g (0)2" 2" + o(|2']).
Notons que des coordonnées dans lesquelles g est osculatrice a la métrique

euclidienne s’appellent coordonnées normales.

2.1.4 Transport parallele et champs de Jacobi

Pour C : [a,b] —  une courbe C? on voudrait construire pour tout
t € [a,b] une isométrie I(t) de T2 = R™ a TepyQ2 = R™. En particulier,
on veut que pour tout V' € T ) €2,

tela,b]— V() =1tV e TepQ =R",

vérifie
HV || - \/gzg Vj< ) Ct@.
En dérivant 4 (g;;(C(t))V'(t)VI(t)) = 0, on obtient I'équation
ave dck . .
RIS o 2 Na V=
( dt + kj dt —V )gp’LV 07

a partir de laquelle Levi-Civita a considéré 1’équation différentielle linéaire

en V : p Joh
VP
— + P —VI=0. F
T )
A V(a) =V, donné, il existe une unique solution V' de 'équation (F") définie
sur [a,b]. On dit que V(t) est le transporté paralléle de V, le long de C au
point C(t). On montre alors aisément que si V' et W vérifient 1'équation (F)

alors

g(O) (V. W) = Cte.

Remarques :

i) Si C' est une géodésique, T = E vérifie I’équation (F), en particulier
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IT]| = Cte.

ii) L’équation étant linéaire, le transport parallele est bien une isométrie
(linéaire) de T2 = R™ dans T2 = R™.

iii) Si (eq1(a), ..., en(a)) est une base orthonormée de Tr(p)€2, et si e;(t) est le
transporté parallele de e;(a) au point C(t) le long de C, alors (e1(t),....,en(t))
est une base orthonormée de T (;)€2.

Etudions maintenant la variation des géodésiques. Considérons une ap-
plication de classe C? :

a:fa,b] x [—€ €] —

telle que VA € [—¢€,€], a(.,A) est une géodésique. On note C(.) = «f.,0).
Alors, on a (cf. équation (FE))

*a® da oo’
t,A) + Tk (a(t, A t,A t,A
20 (10 + Dol ) 2 10 22 1,3 = 0
Onpose V(.) = 92(.,0) € Ter = R, alors en dérivant I'équation précédente

par rapport au parametre A, on obtlent que V vérifie I’équation différentielle
suivante (invariante par changement de coordonnées ) :
vk 9Ty dCtdCd dc' dv
+ C

VP 4ok (O — =0. J
dt2 8351’( )dt a T i )dt dt (/)

On dit qu'un champ V' le long d’une géodésique C' est un champ de Jacobi
s'il vérifie I'équation (J). Remarquons qu’il y a une solution unique a V(a)
et 22 (a) (ou V(b)) donnés. Nous allons simplifier I’ équation (J). SiV est un

champ le long d’une géodésique C, nous noterons T = ¢ et V,V le champ
le long de C' défini en coordonnées locales par
dv*
(VrV)F = — INVAAER
Remarquons que V' est un champ parallele le long de C' (i.e. vérifiant 1’équation
(F)) si et seulement si VoV = 0. On peut s’assurer par le calcul que

I'équation (J) se réécrit
(VeVeV) = [R(T,V)T) = R, T'T*V".

Si maintenant (e (), ..., e,(t)) est une base orthonormée parallele le long de
C et si V est un champ le long de C', on a

= ZVz’(t)@i(t)
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On montre aisément que VoV = Y1 | Ti(t)e;(t) et que

=1 dt
PV, ¢
ﬁ;:E:ﬂMﬂqﬂwﬂ%
i=1
Notons que si C' est normalisée (i.e. ||T|| = 1), on peut prendre e, = T.

Nous avons vu qu’une variation de géodésique donne un champ de Jacobi.
Inversement, si J est un champ de Jacobi le long d’une géodésique C', alors
J vient d’une variation de géodésique. En effet, on note p = C(0) et on
consideére «y, une courbe passant par p a la vitesse J(0) au temp A = 0; on
identifie J'(0) & un vecteur de T,(2. On note T = %(0), on considere J§(0),
le transporté parallele de J'(0) sur v(\), de méme pour Ty et T'. Enfin, pour

|A] << 1, on considere

a(t,A) = exp, o) LT + AJ4(0))].

Alors a A fixé, a(.,\) est une géodésique et a(t,0) = C(t), donc V(¥)
9a(¢,0) vérifie I'équation de Jacobi sur C. On vérifie ensuite que V(0) = J(0)
et V'(0) = J'(0) et on montre au passage que lorsque J(0) = 0,

J(t) = Dyexp, (tC'(0))(t.J'(0)).

Les champs de Jacobi permettent donc d’étudier le comportement des fuseaux
de géodésiques; nous allons voir ce qui se passe dans des cas particuliers.
Définissons tout d’abord la courbure sectionnelle : pour a € 2 et pour deux
vecteurs linéairements indépendants V' et W de 7,2, on définit la courbure
sectionnelle par
S VEVIWIWI

VAW

K(V,W) =

On peut montrer que K (V, W) ne dépend que du 2-plan o défini par (V, W),
on la note K (o). Regardons ce que donne l’équation de Jacobi lorsque la
courbure sectionnelle est constante. Supposons que V soit un champ le long
d'une géodésique normalisée, on considere (e1(t), ..., e,(t) = T(t) = % (t))
une base orthonormée parallele le long de C'; on a

Wﬂz}j%@@@-

L’équation de Jacobi s’écrit :

&V
= T KV, =0.
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Ainsi :
si K > 0, Vi(t) = Ajcos(VEKt) + Bjsin(v/Kt), les géodésiques se rap-

prochent.
-si K =0, Vj(t) = At + By, les géodésiques s’éloignent linéairement.

st K < 0, Vi(t) = AjeV =Kt 4+ BjeV=Ft les géodésiques s’éloignent expo-
nentiellement.

2.1.5 La courbure caractérise la métrique

Nous suivons ici Uexposé de [Ca, p.156-158]. Soient (€2, g) et (Q,§) deux
ouverts avec des métriques Riemanniennes, soient p € Q et p € (). Choisissons
une isométrie linéaire : 7 : 1,2 — T5(). Soit V un voisinage normal de p tel
que expj soit défini sur ioexp, L(V). Pour q € V on définit

f(q) = expj o i o exp, ' (q).

Pour tout ¢ dans V, il existe une unique géodésique normalisée ~ : [0, ] —
(I|7|| = 1) telle que v(0) = p et v(t) = q. Compte-tenu de la propriété 1 du
lemme 1 ci-apres (section 2.1.6), on a

d(p,q) = d[p, f(q)] =t

car 7 est une isométrie. On note P le transport parallele le long de 7, de v(0)
a ~y(t). On définit

(I)t . TqQ — Tf(q)Q
V — PtOiOPtfl(V),

ot P, est le transport parallele le long de la géodésique normalisée 7 :
[0,t] — € donnée par ¥(0) = p et 7/(0) = i(7/(0)). On note R et R les
courbures de Riemann sur € et ) respectivement.

Théoréme 16 (E.Cartan) Si pour tout q dansV et tout quadruplet X, Y, U,V
de vecteurs de T,(), on a

9(@)(RX,YV)U, V) = g(f(@))(R(P:(X), B,(Y)) P, (U), (V')

alors f:V — f(V) est une isométrie locale et df, =1i. On a donc f*g=g
sur V.
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PREUVE

Soit ¢ € V et v : [0,]] — 2 géodésique normale avec v(0) = p et y(I) =
Soit v € T,Q2 et J le champ de Jacobi le long de v donné par J(0) = 0 et
J(l) = v. Soit (ey,...,e, = 7'(0)) une base orthonormée de T, et e;(t) le
transporté parallele de e;, le long de v, au point (). Décomposons

= yilt)ei(t)
i=1
on a alors

Zg (€n, €i)en, €5)y; = 0.

Soit 7 : [0,1] — Q la géodésique normalisée vérifiant 3(0) = p et 7/(0) =
i(+/(0)). Soit J le champ de Jacobi le long de ¥ défini par

J(t) = B, (J(t)), Vtelo,l].
Soit €;(t) = ®(e;(t)), alors par linéarité de Py,

= wi)a()
i=1
Or g(R(en, €i)en, €j) = g(ﬁ(gn,’éi)gn,gj) donc
Zg e’mez enaej) 0

par suite J est un champ de Jacobi le long de 7 avec J (0) = 0 et comme
le transport paralléle est une isométrie, ||J(1)|| = |[J(1)||. Si on montre que
J(1) = dfy(v) = dfy(J(1)), on aura bien ||df,(v)|| = |[v]|. Comme J(t) =
®,(J(t)), J(0) = 3,0, J(0))+8y (0, J(0))% (o) = i(J'(0)), car —<I>(0 J(0)) =
0 puique J(0) = 0, et car dy®(0,J(0)) = 4. Par ailleurs J et J sont des
champs de Jacobi qui s’annulent en ¢ = 0 ainsi

J(t) = Dexp, (t+(0))(£'(0)),

J(t) = Dexp;(t3(0))(t.J(0)).

Ce qui nous donne

J(I) = (Dexps(17(0))(1i(J'(0)))
= (Dexpy(17'(0)) o i o (D(expy(l7'(0)) = (J (1))
- dfq(J(l))a
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la derniere égalité étant due au fait que [7/(0) = i(17/(0)) et que (7'(0) =
exp, ' (q)- u

2.1.6 Complétude et exponentielle ; cas de la courbure
non positive

Nous avons vu que l'application exponentielle est un difféomorphisme
local, nous I’étudions ici plus en détails car elle nous sera tres utile dans le
cas particulier de la courbure négative. Donnons tout d’abord le

Lemme 1 (/CE p. 10]) Soit B,(0) une boule de T, sur laquelle exp, est un
difféomorphisme local. Alors :
1) Pour tout V € B,(0), t —exp,(tV) est l'unique courbe telle que

L(y) = d(p, exp,(V)) = [IV],

2) Si q ¢exp,B,(0) =: B,(p), il existe ¢ € 0B,(p) tel que

d(p,q) =r+d(q,q).

PREUVE

1) Si 7 est une courbe de p a ¢ =exp,(V) dans B,.(p) qui réalise le mini-
mum, alors 7 est une géodésique de p a q. Soit V sa vitesse de passage en
p, 'unicité du probleme de Cauchy implique : y(t) =exp,(tV), et il suffit de
reparamétrer y pour avoir le résultat.

2) Soit C(t) une courbe de p a ¢. Il existe un premier temps ty tel que

C(to) € 9B.(p), donc L(C) = r + d(C(to),q) > r + d(0B.(p),q) donc
d(p,q) = infc L(C) > r + d(0B,(p),q). L'inégalité inverse est vraie par
I'inégalité triangulaire donc

d(p,q) = + d(0B.(p), q)-

Comme 0B,(q) est compacte, il existe ¢’ dans 0B,.(p) tel que d(q,q) =
d(0B,(p),q). |

Remarques

i)D’apres 2), si v sort de B,.(p) dans 1), alors v ne peut pas réaliser le mini-
mum (car L(y) >r > ||V]]).

ii)Une telle boule est appelée boule normale.

Théoréme 17 (Hopf-Rinow) (/CE p. 11], [Au p. 13]) Soit M une variété

Riemannienne, les trois assertions suivantes sont équivalentes :
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a) M est compleéte,

b) il existe p € M tel que exp, est défini sur tout T,M ;

c) pour tout p € M, exp, est défini sur tout T,M.

Elles entrainent :

d) Pour tout p,q dans M il eziste v géodésique de p a q telle que L(y) =

d(p, q).

Définition 1 On dit que q est conjugué a p si q est un point singulier de
exp, : T,M — M. Autrement dit il existe v dans T,M tel que q¢ =exp,(v)
et Dexpy(v) est de noyau non réduit a zéro.

Proposition 1 Awvec les notations de la définition précédente, q est conjugué
a p si et seulement si il existe J champ de Jacobi sur t —exp,(tv) tel que

J#£0, J(0) = J(1) = 0.

PREUVE

i) “seulement si” : soit v € T,M et 0 # w € T,(T,M) tels que (Dexp,)(v)(w) =
0. On identifie w a un vecteur de T, M. Remarquons que C(t) = exp,(tv)
est une géodésique donc ||C'|| = Cte, d’ou Vt, ||Dexp(tv)(v)|| = Cte et
donc [[v]| = [[(Dexp,(v)(v)||, ce qui assure que w est non colinéaire a v
(on peut montrer que w est orthogonal a v). Soient p)(t) = (v + Aw)t puis
Ya(t) = exp, o pa(t). D'une part on a

0

5[expp o pa(t)]|r=0 = Dexp,(tv)(tw) = 0,

ceci en t = 0 et t = 1. D’autre part %[expp o pa(t)]|a=0 est un champ de
Jacobi le long de C'(t).

ii) “si” 1 a(t,\) = expe([(C'(0) + AJ(0))t] est la variation qui donne J
et on a 5
o

Dexpe) (C'(0))(J(0) = 51(1,0) = J(1) =0,

donc ¢ est conjugué a p. |
Théoréme 18 ([Au p. 18]) Si la courbure sectionnelle K est non positive

alors il n’y a pas de champ de Jacobi non nul qui s’annule en deux points
distincts.

PREUVE

Soit J(s) champ de Jacobi le long de C(s), géodésique normalisée. Supposons
que J(0) = 0 et que J # 0. Soit (e1(s), ..., €x(s)) base orthonormée parallele
le long de C(s), avec e,(s) = C'(s). On décompose J(s) = y*(s)e;(s), donc
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()"(s) = (R(en, €p)en, €;)y7. On a alors :
3O )" = ELl)P + XL )W)
= 2@+ 2 (Blen, ep)en, €)™y
= @)+ 2 (Rlen, J)en, J)
> YiLl)P=o.

Posons f(s) = ||J(s)[|* = 321 [y'(s)]*. Ona f(0) = 0, £/(0) = 2377, y*(0)(y')'(0) =
0, f7(0) = 23°3,[(y") (0 = ||/(0)|| > 0, (car si J'(0) = 0, comme

J(0) = 0, par unicité de la solution du probléeme de cauchy, on aurait J = 0).

Et comme Vs > 0, f”(s) >0, alors Vs > 0, f(s) # 0. [ |

Corollaire 1 Si la courbure sectionnelle K est non positive, il n’y a pas de
points conjugués, donc exp n’a pas de points singuliers.

Lemme 2 (/CE p. 35]) Soient M et N deux variétés Riemanniennes de
dimensionn. Soit p : M — N une isométrie locale. Alors si M est compléte,
@ est un revétement. Autrement dit, pour tout p dans N, il existe U voisinage
de p tel que o 1 (U) = U,U,, union disjointe d’ouverts de M tels que pour
tout a, @y, Uy — U soit un difféomorphisme.

PREUVE

Soient p € N et r tel que B,(p) soit incluse strictement dans une boule de
coordonnées normales. Soient U = B,(p), {¢a}a = ¢ ' (p) et Uy = B,(qa)-
Soit B,(0) boule de T,N et B¥(0) boule de T, M. ¢ étant une isométrie
locale, le diagrame suivant commute :

de
T.M ~ T,N
exp,, ! I exp, .
M — N
¥
Il se restreint au diagramme :
dip
B(0) ~ B,(0)
exPy, 1 l exp,, -
v, — U
2



Or comme exp, o dp : B*(0) — U est un difféomorphisme, ¢ : U, — U
lest aussi. Il est clair que {U,Us} C ¢ 1(U). Montrons lautre inclusion.
Soient ¢ € ¢ Y (U) et ¢ = ¢(q), soit v géodésique normale minimale de ¢ a
p. Soit v = dp~ (v (q)) € TyM, soit 7 la géodésique partant de 7 & la vitesse
v. Comme M est complete, 7 est définie sur [0, co[. Soit ty = d(p, q) et soit
P = 7(tp). Comme (po7) =, onap(p) =p. Onadonc d(p,q) = d(p,q) <,
donc q € U, U,.

Il reste a montrer que l'intersection U, N Us est vide, pour cela, il suffit
de montrer que si p, # Pg € ¢~ '(p) alors d(p,. D) > 2r. Soit 7 géodésique
minimale de p,, a pg. Alors v = o7 est une géodésique fermée en p, et comme
p est contenu dans une boule de coordonnées normales de rayon strictement
plus grand que r, v doit étre de rayon strictement plus grand que 2r, donc
d(Pg, Pg) > 2. [ |

Théoréme 19 (Cartan-Hadamard) (/CE p. 36]) Soit M une variété Rie-
mannienne compléte a courbure sectionnelle non positive. Alors, pour tout p
dans M, exp, : T,M — M est un revétement.

PREUVE

Comme M n’a pas de points conjugués, exp, : T,M — M a une différentielle
sans points singuliers. Ainsi exp, induit une métrique <, > sur T,M, les
lignes partant de l'origine sont des géodésiques sur 7,M, donc par Hopf-
Rinow (b), (T,M, <,>) est complet. Ainsi, par le lemme précédent, exp, est
un revétement. [ |

Corollaire 2 (/CE p.37]) Soit M une variété Riemannienne compléte, sim-
plement conneze, a courbure sectionnelle non positive. Alors, pour tout p
dans M, exp, : T,M — M est un diffécomorphisme.

PREUVE
Un reveétement sur un simplement connexe est un homéomorphisme, exp,, est
en plus lisse et sans point singulier, donc c’est un difféomorphisme. |
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2.2 Quelques outils d’analyse sur ’espace
hyperbolique

Dans ce paragraphe, nous rappelons des résultats de [GL], en particulier
un théoreme d’isomorphisme pour 'opérateur de type Schrodinger (A + K)
sur les tenseurs (ou K est un terme d’ordre zéro), entre espaces de Holder ap-
propriés. Ces espaces permettent entre autre des estimations de type Schau-
der pour les opérateurs elliptiques uniformément dégénérés (par exemple
dans la boule unité de R™). Nous avons ajouté quelques propriétés de ces
espaces, utiles pour la suite, et qui n’apparaissent pas dans [GL]. Seules les
démonstrations correspondantes seront détaillées.

2.2.1 Espaces fonctionnels appropriés.

Soit M ouvert borné de R™ avec une frontiere OM lisse. Pour k£ € N et 2

ouvert de M, on notera Ci(€2) ou Cj(€2) le Banach usuel des fonctions £ fois
continuement différentiables sur , et pour 0 < o < 1 nous noterons C, ., (22)
le sous espace des fonctions dont la k™€ dérivée satisfait sur Q la condition
uniforme de Holder d’ordre «, avec leurs normes usuelles || . |, g= - [l,05
et || . [|4.q- Nous noterons Cy(€2) = Cyo(£2) et Cy o($2) les espaces vectoriels
de fonctions satisfaisant aux estimations correspondantes sur les compacts
de Q (rappelons qu’on ne peut pas définir de normes sur ces espaces). Pour

x € M notons d, la distance euclidienne de = a M. Pour s € R on définit :

lu b= > supld;* Mo u(z)|],

<k 2€4

ol pour tout multi-indice v, 97 = %, et pour 0 < a < 1 on définit :

|07u(x) — u(y)]
|z —yl|*

lu ) o=llullghe + D sup min(d; >+, d;=+h+e)
z,yeN

=k "2y

Les sous-espaces de Cy(€2) des fonctions pour lesquelles les quantités ci-dessus
sont finies sont des Banach notés A} (Q2) = Af ((€2) et Af (€2) respectivement
(avec leurs normes ci-dessus).

Une propriété tres utile de ces espaces est que la norme peut étre estimée
essentiellement sur les “petites boules pres de dM” comme nous allons le
voir dans le lemme et la proposition qui suivent.

Lemme 3 Pour x € M, notons B, la boule euclidienne de centre x et de
rayon id,, alors pour k €N, se R, 0<a<lona|u ||§;L,Bmﬂ§” u ||1(:()19

30



d’évidence et

u i) o< Csup || u {500
e

ou C ne dépend que de k.

PREUVE :
i)Sio<|y|]=1<kona

| d=H7u || o) = supse || dH0Mu || 1m(Bn0) < SUPseq || 4 15 5. n0-

(i) Si 0 < a < 1 fixons 7, |y| = k, on doit estimer

—s+k+a dfs+k+a) |87U($) _ a'yu(y”

My, = min(d, ,d, P—

Y

- si |z — y| < 2 max(d,,d,) alors © € B, ou y € B, ainsi

My || 10,5, pax exemple.

-si |z —y| > %max(dx,dy), on montre que My, < 4 || d~**9"u ||[(q), on
se retrouve alors dans le cas (i). [ |

Le lemme précédent peut se réécrire de la maniere suivante : considérons
By la boule de centre 0 et rayon % dans R" et définissons pour x € M, le
difféomorphisme ¥, : By 3 2z —— x + d,z € B,, on a alors en remarquant
que Yy € By, %dx <d, < %dx.

Proposition 2 Soit u € Cy(R2), alors u € A} () si et seulement si

supd,® || uo W, Hk,a,\ll;l(BwﬁQ)< o0,
e

et ce sup est comparable a || U ||1(:Zy

La proposition suivante donne une grande partie des propriétés des espaces
A} - Fixons une fonction p dans C°°(M) strictement positive sur M, p = 0
sur OM et Vo € OM, dp(x) # 0.

Proposition 3

(1) Si QY CQ C M alors A}, () C A} () continiment de norme 1.

(2) Cra(Q) C A) () continiment.

(8) Pour tout s € R, A} () C Cya(Q2).

(4) SiQQCC M et 0 < a <1 alors A (Q) C CralQ) contindment avec une
norme dépendant de la distance de Q2 a OM, de k, s, a et du diametre de M.
(5) Sik' +a <k+a, Af (Q) C A () continidment.

(6) Sis>s', A; (Q) CAf,(Q) continiment.

(7) 810 <a<1, Ait*(Q) C Cra(Q) continiment.
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(8) Pour tout k € N et o € [0, 1], p* € A} ,(Q), on écrira p* € A3 ().
(9) La multiplication point par point : Aj ,(€2) X AZCQ(Q) — Aij;s/(Q) et

+s' !
luo |5 < Cllu ol v 18, -

(10) pd; est une application continue de A}, () dans A} ,(€2).

(11) Siu € A} () et p™>u > 6 > 0 alors u™" € A3 (Q) et Uapplication
u+— u~! est lisse entre les Banach correspondants.

(12) Sis >, 0< B <a <1, linjection Aj () — A} 5(2) est compacte.
(13) Si M et M' sont des ouverts bornés de R™ a frontiére lisse et ® : M —
M est un difféomorphisme de variétés a frontiére, avec ® et =1 de classes
Cra sik >10uC sik =0, s50it Q C M ouvert et Q' = &7'Q. Siu € A} ,(Q)
alors uo ® € A} () et

luo® | o< Cllulll)q

ou C dépend de k, s, o, du diameétre de M, M’ et de la norme Cy o (ou Cy)
de ® et d71.

(14) Sive A (M), s >0, || v H,(S;g K,-a<v<bouabeR".

SiW e O ([—a, b)) avec W(0) = 0, alorsu = (Yov) € Aj (M) et| Wou Hl(so)z
est majorée par une constante qui ne dépend de v qu’a travers K, a et b.

La démonstration de cette proposition est laissée au lecteur, elle utilise es-
sentiellement le lemme 3 et la proposition 2. Nous détaillerons plus loin les
propriétés (12) et (14) qui sont nouvelles.

Remarques :

(i) D’apres (8) et (9), la multiplication par p® est un isomorphisme de Ai/,a
' _ 0

dans AL et | [l 0] o7 u 00 -

(ii) D’apres (9), la multiplication par les fonctions A ,(€) préserve

A} () 5 idem par les fonctions C>°(Q2) d’apres (2).

Nous allons maintenant étendre ces espaces aux tenseurs sur M. Notons
A} (0, 7,) Tespace des tenseurs covariants de rang p sur €2 dont les compo-
santes en coordonnées euclidiennes (par exemple) sont dans A} ,(92), avec la
norme évidente. Il est clair que cet espace est indépendant du choix des co-
ordonnées sur M d’apres la proposition précédente (13). Remarquons méme
si nous n’en aurons pas besoin que ces espaces peuvent se définir sur toute
variété C'*° compacte a frontiere en utilisant un atlas et une partition de
I'unité (on aura toujours 'indépendance du choix des cartes).
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2.2.2 Opérateurs différentiels elliptiques

Nous allons maintenant étudier les estimations de type Schauder pour
les opérateurs elliptiques uniformément dégénérés. Nous avons ici modifié la
définition d’opérateurs elliptiques uniformément dégénérés de [GL| pour per-
mettre aux coefficients d’étre dans Ay, (M) au lieu de C*°(M) ; bien entendu
la proposition suivante et sa preuve ont été modifiées en conséquence.

Soit P un systeme linéaire N x N d’opérateurs différentiels d’ordre 2 sur

M.On dira que P est uniformément dégénéré si pour u = (ul,..,u") €
C2<M7 RN)a
N
(Pu)' = ZP}(:c,pﬁ)uj, 1<i<N,
j=1

oupour 1 <47 <N, P}(x,f) est réel, polynomial quadratique en £ a coef-
ficients dans A ,(M). Remarquons que P : A, () — A} ,(€) est conti-
nue. On dira que P est elliptiqgue comme opérateur uniformément dégénéré
si la partie homogene quadratique pé.(x, €) satisfait : Vo € M, V¢ € R",

det(pi(z,€)) > K|¢[*V,

ou K est une constante strictement positive.

Proposition 4 Soient k € N, s € R, a €]0, 1], et soit Q' C Q ouverts de
M tels que Vx € Q', B, C Q. Soit P un opérateur elliptique uniformément
dégénéré ; siu € Co(M,RY)NAS(Q,RY) est tel que Pu € A;Q(Q,RN), alors
u € AZH,Q(Q’,RN) et

w18y 00 CUL Pu I o + 1| lloon)

ot C est indépendante de u, <) et .

PREUVE :

Remarquons que sur les compacts de M, P est elliptique au sens usuel donc on
a certainement u € Cyia (2, RY ). La démonstration consiste a se ramener,
a travers les difféomorphismes W, introduits pour la proposition 2 ci-avant,
aux estimées elliptiques intérieures usuelles dont nous rappelons a présent un
énoncé : soit () un systeme elliptique du second ordre N x N sur la boule By,

(Qu)' =D Q=00
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Soit By, la boule de centre 0 et de rayon i, supposons que v € Cy(By, RY) N
L= (By, RY) est telle que Qu € Cyo(Bo, RY), alors v € Cryoa(Bh,RY) et

10 g0 CUN QU oz + 10 lloo3):

ott C' ne dépend que de k, a, N, n et de la norme Cj,,(By) des coefficients
de Q).
Transformons le systeme P sur B, en un systeme () sur By par ¥,. Pour
x € M, notons By la boule de centre z et de rayon 1d,. Considérons @ sur
By définit par

Q(uoV,) := (Pu)oV,.

Comme d;'0(uo¥,) =duo ¥, on a:
Qj(2,0) = Pj(Pa(2), dy " (p o Vu(2))0),

or sur B,, p = d, donc Q) est elliptique sur By au sens usuel avec une constante
d’ellipticité indépendante de z. Il faut encore s’assurer que la norme Ck,a(FO)
des coefficients de @ est bornée indépendamment de z (on notera C'(Z) une
constante indépendante de x). Notons K € Ag’a(M ) un coefficient de P; via
U,, K se transforme en un terme de ordre de K(z) = K(U,(2)) et d’apres
la proposition 2, K € A} (M) ssi sup,epr || K 0 Wy [l w215, < C(2) donc
ssiVe € M, || KoV, |pap,< C(2) ainsi || K 505 < C(2).

On déduit alors le résultat aisément a 1’aide de la proposition 2 (en remar-
quant qu’elle reste vraie pour les B.). [ |

De cette proposition sur les estimées intérieures de [GL] découle, en vertu
du lemme 3 une conséquence évidente sur les estimées globales :

Corollaire 3 Soientk € N, s € R et v €]0, 1[. Soit P un opérateur elliptique
uniformément dégénéré; si u € Co(M,R™) N AS(M,RY) est tel que Pu €
A; J(M,RY), alors w € Ay, (M, RY) et

1)y 0 < CUPu IS 0 + 1w llo,00),

ou C' est indépendante de u.

2.2.3 Principe du Maximum

Nous allons maintenant donner un principe du maximum généralisé sur
les variétés riemanniennes completes (c.f. [GL] p. 211).
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Théoréeme 20 Soit M lintérieur d’une variété lisse compacte M, avec frontiére,
p comme précédemment, g une métrique sur M telle que p*g s’étende continiment
sur M en une métrique § non dégénérée avec les p0ig;i, bornés; soit [ €
Cy(M) bornée. Alors il existe une suite {x;} C M telle que

(i) limg_oo f(2k) = supy f,
(1) limgos [V f(31)]g = 0
(111) limy_, inf,>p A, f(z,) > 0.

PREUVE :

On note L = sup,, f et on considere F' = L — f; alors F' > 0, on peut suppo-
ser F' > 0 (sinon on prend x; = x ot F(x) = 0 et le théoreme est démontré).
On cherche {z;} telle que (i) lim F(xy) = 0, (ii) lim |V F ()|, = 0, (iii)
lim sup A F (zx) < 0. On considere y, — y € dM telle que F(y,) — 0. On
introduit un systéme de coordonnées (z') au voisinage de y (et on note abu-
sivement 1, I'image de y;, dans ce systeme, OM celle de OM, et d, la distance
euclidienne standard dans ce systéme). Pour k assez grand fixé, on considere
o(r) = 1 — 62|z — y|* ot 20x = d(yx,OM). Notons D = {¢ > 0}, on a
alors supp, 90| < 20;" et supp, [0:0;] < 26,2 Comme &, ~ p sur D on
en déduit (d’apres les hypotheses sur g) que supp |Vy¢l,, supp |Qg¢] < C
ou C' est indépendante de k. On considere ensuite x, € D ou g est mini-

mum, alors F(z;) < F(yx) et en utilisant la fonction logg on montre que

\VoF (i)l < CF(yx) et AgF(xy) < CF(yg), on a alors le résultat lorsque
k — oo. n

Dorénavant on considere g € C®(M) avec g = p~2g (on dit que g est
conformément compacte) ; on va montrer un théoreme d’isomorphisme pour
l'opérateur A, + K ou K est un endomorphisme autoadjoint agissant sur 7,
le fibré des tenseurs covariants de rang p. Tout d’abord, nous avons besoin
d’une estimation a priori pour la norme A§ d'un tenseur u en fonction de

(Ag + K)u.

2.2.4 Estimation de base

Définition 2 Soient s € R, p € N, K € Co(M, End(7,)), on dira que l’es-
timation basique (E. B.) est vraie pour Ay + K sur A*(M,7,) si pour tout
u € Cy(Q,7,) NAH(Q,T,) tel que (A, + K)u € A§(S2,T,), dans une de ces
situations :

(i) QcC M, ueCy(7T,), u=0 sur I ou
(1)) Q= M,
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on a :
lu IS5 C (A + K)u [|$ (E.B.)

ou C' est indépendante de u et Q.

Proposition 5 Soient M un domaine borné lisse de R", s € R, p,k € N et
a €]0,1[. Soit K € A} (M, End(7,)) autoadjoint; supposons que (E.B.) soit
vraie pour A + K sur A*(M,7,) alors

Ag + K- AZ—i—Z,a(M’ IZ—P) - AZ‘,OL(M7 7;)

est un isomorphisme.

PREUVE :
L’injectivité est évidente d’apres (ii) de I'(E. B.). Pour la surjectivité, considérons
f e (M, T,);s1Q CC M afrontiere lisse, Aj (M, T,) C Cyo(Q,7,), ainsi
le probleme de Dirichlet
{ (A+Ku=f

Ulpo = 0

possede une solution unique u € Ck+27a<ﬁ, 7,). Considérons une suite ex-
haustive {€;}; de M d’ouverts relativements compacts a frontiere lisse telle
que Q; C Qi1 CC M et M = U2,Q;. Pour tout ¢, on note u; la solution
du probleme de Dirichlet ci-dessus sur €2 = €2;. Si on fixe j, pour i suffisam-
ment grand, Vo € 2;, B, C €);, on peut donc appliquer la proposition 4 avec
P = A+ K, puis la combiner a (E.B.) :

Ol Pui I o, + | wi lI50,)
o] P )uifl,m +C' || P )||é?32i>
C H f Hks,oc,Qi S C || f ”kfa,M ’

D’apres la proposition 3 (alinéa 4), u; est bornée dans Cj,12.,(Q;, 7,) donc par
le théoreme d’Ascoli, , elle a une sous-suite ugj ) qui converge dans Cj o, ﬁ(Q—j, 7,)
(avec B €]0,a]), vers u) € Chi24(Q;,7,), ceci pour tout j. En extrayant

une sous-suite diagonale, on montre que u\) = Ul ou u vérifie (A+K)u = f

dans M et || w [I{)5 0 < C |l f (1500 (done u € Af 1y (M, T;)). La surjec-
tivité est donc prouvée. |

I i 1520,

VANVANPAN

La proposition qui suit donne une condition suffisante pour avoir I'(E. B.),
et donc l'isomorphisme.

Proposition 6 Soients € R et K € Cy(M, End(7,)), on définit K € Co(M)
par :

K(z) = mf{(K(z)u,u)g, u €T, |uly =1}

36



S’il existe @ € Cy(M) telle que p~*p € C1(M), p~*p > 0 sur M et (A +
K)p > 0p pour un § > 0, alors (E. B.) est vraie pour A+IC sur AP (M, T,)
et on peut prendre comme constante d’estimation C' = % ot C" est indépendante

de § et K.

PREUVE :

On reprend 2 comme ci-avant, dans la définition de (E. B.). Pour le cas p = 0
(fonctions), on a KK = K ; soit u € Co(Q)NAS(Q) telle que (A+K)u € A§(Q).
Notons que 2 € C(£2) N L*(2). Dans le cas (i), & = 0 sur 99, un calcul

direct montre que 63 (z) < WTKW(x) ou #(x) = supq 3 et comme ¢ & p* on

a le résultat. Dans le cas (ii), on applique le principe du maximum généralisé
a f= g, en évaluant en x; puis en faisant tendre k vers I'infini, on obtient

u A+ K)u
sup 2] < sup BEIN

M P M
ce qui implique de nouveau le résultat.
Pour le cas p > 0 (tenseurs), on recommence le travail avec la fonction
|

lulg

Nous allons maintenant construire une fonction ¢ dans le cas particulier
ot M = B(0,1) € R” muni de la métrique hyperbolique Hy, = p2FE,
E = 3" dx? désignant la métrique euclidienne standard, |.| la norme as-
sociée & E et p(x) = (1 — |z[?). Pour cela nous aurons besoin de la condition
infy K > s(s — (n—1)) (notons qu’elle implique K > —% = —\g, 0u N\
est la borne inférieure des premieres valeurs propres de Dirichlet sur ’espace
hyperbolique c. f. [Cha]).

Proposition 7 Soit s € R, il ewiste une fonction ¢ € C>®(B) telle que
0<pPpeC®B)et[A+s(s—(n—1))]e >0.

PREUVE :
On cherche ¢ sous forme radiale : ¢ = f o p avec f € Cs(0, %], on obtient

[A+s(s = (n—1))lp = F(f)(p) ou
F(f)(t) = 27 =) f"(t) + [(n = 2)t — (n = DL]f'(t) + s[5 — (n = DIf(2).

On cherche ensuite f : (0, %] — R telle que t=°f € C*[0, %], t=°f >0 et
F(f) >0.Si2s>n—2ousis<0on prend f(t) = t°, sinon on cherche f
formellement, : f(t) = t*(3_,5, axt®) et on trouve un polynéme qui convient.
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2.2.5 Théoremes d’isomorphismes
On obtient d’apres ce qui précede le
Théoreme 21 Soit B la boule unité de R™ munie de la métrique hyperbolique
Hy, soit s € R, k,p € N, a €]0,1] et K € A} (B, End(7,)) endomorphisme
autoadjoint satisfaisant :
inf (K(x)u,u)gy > s(s — (n—1)),

€D
u€Tp, |ulpy=1

alors
A+K: AZ;‘%,O&(B7 7;7) - Az;p(Bv 7;)

est un isomorphisme.

Dans le cas particulier ol p = 2, on a le scindage des 2-tenseurs covariants
Ty =8P As ou S; et Ay sont les fibrés des 2-tenseurs covariants symétriques
et antisymétriques respectivement. Si K est un multiple de I'identité K(x) =
K(x)I, Vopérateur A + K préserve ce scindage, on peut donc remplacer 7
par S dans I'isomorphisme. De méme Sy = H @ Spy ou H est le fibré des
multiples de Hy et Sy le fibré des tenseurs de trace nulle. On obtient ainsi le

Corollaire 4 Avec les notations précédentes, si infy K > s(s — (n — 1)),
AN+ KI - N3 (B, Sy) — A (B, Sy),

et
AN+ KI : A;;%}a(B,H) — AZ’_QQ(B,H)
sont des isomorphismes.
Ayons la curiosité ici de traduire le théoreme 21 dans la boule B munie de

la métrique euclidienne E = p*>Hy, qui est conforme & Hy; au moins dans le
cas des fonctions (p = 0).

Théoreme 22
Si K est une fonction sur B satisfaisant infg K > s(s — (n — 1)), alors
l"application

Ajj2a(B) — AX(B)
v — Agv+ "TTZ < gradp, gradv >g +p£2v

est un isomorphisme.
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PREUVE :
Il suffit de calculer Ay en termes de la métrique E et de réénoncer alors le

théoreéme 21 précédent. En coordonnées euclidiennes : p(z) = (1 — |z/?) et
_ -2
Hy;; = p~"0i5,
d'on k 1 77kl

= %(xlék] + 1']'5]“' — l’kdij),

et
DNou = —p*67(du — If;0pu)

= p*Agu+p(n —2) < gradp, grad u >g

d’ou le résultat. [ |
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2.2.6 Démonstrations des propriétés nouvelles.

Dans ce paragraphe, nous démontrons les propriétés (12) et (14) de la
proposition 3, ainsi que deux lemmes qui nous seront utiles par la suite.

Une estimation non-linéaire

Lemme 4 Siv e Aj (M), s >0, HUH(S<K —a<v<botabeR"

SiW e O ([—a,b]) avec W(0) = 0, alorsu = (Yov) € Aj (M) et| ou Hl(so)l
est magjorée par une constante qui ne dépend de v qu’a travers K, a et b(nous
noterons ici de telles constantes C(K,a,b)).

PREUVE : Rappelons que d, =dist(xz, 0M), et que

| llin= Zsup o ()]

|y |<l

|07u(z) = OMu(y)]

+ Z sup mln(dw s+l+o d—s+l+a)

ly|=t xﬁié‘/l o =yl
o7 oY
= Z | 07w || =D +Z sup min( $S+l+oz d—s+l+a)‘ u(r) — Nu(y)|
lvI<t =l ooy

a) |y7] =0 : on a alors facilement

SupzeM d;s‘u(m)‘ = Sup:BGM d;s’v< )’ ‘\I/OU x)|

' s
< supy_y |12 |supx€Md$ o(z)] = C(K,a,b) || vl

b) 1 < |y|] <1 :ilest facile de s’assurer par récurrence (c’est un cas particulier
de la formule de Faa-di-Bruno) que 07u est une somme de termes de la forme

H(@“iv)”(\lf(j) o),

icl

ot I est fini non vide, r; € N, 1 < j < |v|, 1 < || <]y Doies lmalri = |y et

N _ A
pU) — e

Comme || 9% |V < C(K, a,b), et comme

|00 oo |0 < sup [WY(1)] < C(K, a,b),
te|—a,

d’apres la proposition 3, le terme ci-dessus est dans

Aoziel ri(s=luil) _ Ag:iel ris—2ierrilpil) _

Y

o A(()Zie[ ri)s—|vl
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et puisque Y, ,7; > 1, il est donc au moins dans AS et majoré en norme
| ”(()#M) par C(K,a,b). Ainsi

| 0w |5 < C(K, a,b).

c)si |y| = I : en raisonnant comme précédemment et en notant w = [[,_, (9" v)™,

w est au moins dans A§ ! et || w ||(5 V< C(K,a,b). Maintenant,

|07 u(x) — 07uly)|

s+l+a d—s+l+o¢)
|z —y|*

min(d,, ,d,

est majoré par une somme de termes de la forme :

(4) _ (4)
min(dgs+l+a7 d;s+l+a> |w(x)\1f (U(ZL‘)) w(y)\I/ (U(y))|
|f(v,)— yl*

“stitay w(2) W9 (v(z)) — w(y) P9 (v(z))]
Y |z —yl|*

< min(d, """ d

(i1

—i-;nm(d stli+a - s+l+a)|w(y)q’(j)(U(ﬁi)_—;')a(y)\lf(j)(v(y))|\.

D’une part,

min (dfs+l+a d- s+l+a)M|\D ])( ( ))|

|fﬂy

s—I1
| w ][5 ’supte[_a,b WO (1) < C(K,a,b).

(i)

<
<

D’autre part, compte-tenu du théoreme des accroissements finis (appliqué a
\p(j))7

1 s «a s o [v(z W) (v \p(]) v

(ii) min(d; =+, gt )! jx) y‘i Yl | (‘5(3 v ( WDl jyy ( )

|
min(d_rH4a, gt el NG o)

<
<

Distinguons deux cas : Si —s + [ > 0 alors

HllIl(d s+H+a d s+l+a) — [min(dx,dy)}_”l”‘ < dy: [ . (dm,d >]
= d,*"[min(d, dy)]
et donc

(i) <[ v |0 w |77 sup [WOV(#)] < C(K, a,b).

te[—a,b
Si—s+1 <0 alors d;s—kl > 1 ainsi [w(y)| < dy_s+l|w(y)] < w Hés—l) ot

(i) <[l v |52 w |57 sup [WUHD@)| < O(K, a,b). n

te[—a,b]
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Compacité des injections A} , — A} ;5 (s>, 0<p<a<1)

Considérons p € C*°(M) telle que p > 0 sur M, Vo € OM, dp(x) # 0 (par
Ap=1 )
Plosy =0 7
on peut supposer que supy;p = 1 (il est important de noter que p ~ d sur

Pour tout entier positif j, posons d; = 277, soit Q; = x € M, p(x) > d;.
Remarqons que pour j assez grand (j > jo), les ©; sont a frontiere lisse
(dp(z) # 0 dans un voisinage de OM).

Lemme 5 Pour tout entier positif k, il existe une suite de fonctions {¢;}i>j
possédant les propriétés suivantes :

exemple p solution de { quitte a multiplier p par une constante,

' 1 sur
PITV 0 sur M\QJH

avec p; € CFTH (M) et,

loc

Vo e M, Vv, |y <k+1, [07¢;(z)|

PREUVE : Notons que la suite {Q;};;, vérifie : Q; CC Q41 C M avec
A 1
dist($Yj, 0y1) = dj = dj1 = 5d; = dj

Nous allons construire ¢; par étapes

a) Pour u € [0,1], soit f(u f th (1 )k“dt. Alors f(0) > 0, f(1) =
et Vi=1,..k+1, fO0) = f (1)—0et|f J(u)| < C(i, k).

b) Pour u € [0, %]] soit g;(u) = f(O)f( L) alors

. () C(i, k)
Vi<k+1, |g;"(u)| < @)
¢) Soit
1 sur [0,1—d;]
hj(u) = g](u -1+ dj) sur [1 — dj, 1-— dj+1]
0 sur [1 —djqq,1].

Les dérivées de h; se recollent bien et sont bornées comme précédemment :
hi € C*((0,1]), et Vi € {1, k+ 1}, [h] < L.

d) Soit ¢;(x) = h;(1 — p(z)) pour z € R" et j > jy. Les dérivées de 1 — p
sont bornées sur M ; or 7¢; ne fait intervenir que des dérivées d’ordre au
plus |y] de h; sur [1 —d;, 1 — djyq], et de 1 — p sur Q;,1\Q; € M. Comme
0<d; <1,Vm <|y|, |ﬂ_dm,donc |07 pj(x)] < Mk). [ |

Bkl
J
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Corollaire 5 VE € N, Vj > 1, ¢; € Aj,, et || ¢, ||kl1§ C(k, 7).

N.B. L'indépendance de l'estimation sur || ¢, || j41 Par rapport a j est

essentielle. Elle n’a plus lieu pour || ¢; ||,c L1 avec s # 0.

PREUVE. Si|y|=0, |p;| <1.EtVy,1<|y| <k+1onadp;=0saufsur
djv1 < p < dj, done d"|d7 | < Ctedm\m(p | < Ctedmc bR < (), k)

Pkl
J
B |
Pour Q2 ouvert tel que {2 CC M, posons

CEP Q) := {u e C*P(Q), Y|y < k, @u =0 sur 9Q}.

CEP(Q) est un sous-espace de Banach fermé de C*#(Q). Pour u € C2°(Q),
soit u l'extension canonique de u & M par zéro hors de € : il est immédiat

de vérifier que u € C*P(M).
Lemme 6 Yu € CpP(Q), Vt € R, U € Aj, 5(M) et

| %Iy C(dist(02, M), diam(M),t, k. 0) || u [l 57 -
Autrement dit, l’extension u — u fournit une inclusion continue
CoP(Q) — AL 5(M).

PREUVE. Soit u € C&°(€); nous voulons une majoration convenable de

1 lhis= D supld, " Mo7(a)]

ly|<k
+ Z sup min(d; t+k+3 - t+k+ﬁ)‘a u(z) — u(y)|
o=k ey =l
Déja V|vy| <k,

sup,, d-0o7a| supg d~ 11|07y

< C(dist(09,0M), diam(M), ¢, 17]) | v ||z p0
car sur Q : 0 < dist(99,0M) < d < diam(M). Ensuite si || = k notons

07a(x) - i)

Uf;,y _ min(d;t-&-k-i-ﬂ’ d;t+kz+ﬁ) ’a: - y[ﬁ

Siz,y € M\Q alors U, = 0. Si z,y € Q alors

< C(dist(09, OM), diam(M) £ k 5) e lpe -
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Enfin si x € Q, y € M\Q, il faut distinguer encore deux sous-cas. Premier
cas : |z —y| < %. Soit z un point d’intersection du segment [z, y] avec 9€;
alors "u(z) = Mu(y) = 0, donc

UL, = min(d;tt*+0, d*t+k+ﬂ)w

mln(d t+k+3 - t+k+ﬁ)|8”U(|ﬂw?) j‘;U(Z)\

<
< Ctemin(d; t+k+ﬂ7d'y HEED) | I,0 -

Or dist(0Q,0M) < d, < diam(M) et
' Q,0M
Yy € B(x, %), M < % <d, < gd gdzam(M)

donc on a bien
U;y < C(dist(0Q,0M), diam(M),t,k, 3) || u ||k5§ )

Deuxitme cas : si [z — y| > %. Dans ce cas

0
0t < 280 g grue)) < 280 Cte | w g

26

et comme on a toujours dist(02,0M) < d, < diam(M), finalement

Uy, < C(dist(09,0M), diam (M), t,k, 8) || u ||, 55 - -

Lemme 7 Soit u € A}, et C' une constante telle que || u H;SZYS C. Alors
vVt < s,
lu(l — @) IV)< Cte(C, k, v, s, £)d5 ™.

On a donc, en particulier, ¥Vt < s, lim | u(1 — ;) H,m: 0.
j—00 ’

PREUVE. Rappelons que

| u(t =) 0= supld; 10" (u(1 — ;) ()]

<k r€B
+ > sup min(d, " d; t+k+a)|3 (ud = )))(x) — 07 (u(l — ¢;)) ()|

B _ Ie%
o e lz —y]

Tout d’abord pour |y| < k :

O(u(l—¢;) = Y Cte(lul, [V)0"ud"(1 - ),

ptrv=y
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ou v = p+v signifie que le couple d’indices (u, V) est une partition de I'indice

v. Or avec v = u + v,

sup d~ 110 ud” (1 — ;)|
M

= sup d-"MNoRud” (1 — ;)]

M\$;
= sup d* Mg GRuEY (1 — ;)]
M\Q;
< Cte dj-ftﬂy‘ sup d—*H|orud” (1 — ;)|
M\
< C(Cte djfftﬂ”‘ sup |0(1 — ;)| sup d—*T|9ty|
M\Q; M\Q;
s—t+v Cte(v], C o
< Cted; t+v| e(d||z| ) | 9*u H((),o |ul)
< e, 0) | u I, dy

Maintenant si || = k, notons

V., = min(

dotHire jtekia) (07 (u(l — ¢;))(@) — I (ul(l — ¢;))(y)|

Y

|z — y|*

Siz,yeQ,, VI =0.Six,ye M\Q;, comme sur M\, :

z,y

d—t-l—k—i—a — ds_td_s+k+a S Cte dj-_td_s—HH_a,

alors

S— S S— S S— s 0
Vi, < Cte d5™Ve, < Cte ™ | u(l — ¢)) |00< Ce d5™ [ u |00 1 — @5 10

la derniere égalité ayant lieu d’apres la proposition 3. Si y € Q_] et T €
M\Qj 4 alors | —y| > djiq et

t : —t+kta g—t+k+a |07 u(z)]
Vy, = min(d; ,dy )y
—t+k+a |07 u(z)]| s—t+a j—s+k [07u(z)]
< 4 i = d{t e e
s—t+a 1—s+k |0 u(z)] d; ()
< Cte dj-‘rl dm W < 25#0256 || U Hk .

Siye etz e M\Q onademéme: V) <di'Cte | u |19 Enfin si
y € Q\Q_q et x € Q;11\Q;, distinguons deux cas.
Si—s+k+a>0alors —t+k+a>0et

min(d;”“"‘ , d;t-{-k-i—a)

<

—t+k+a _ s—t J—s+k+a

s—t j—s+k+a __ s—t 1 —st+k+a J—stk+a
Cte d;'d; = Cte d; " min(d; ,d
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Si—s+k+ a <0, alors

t+k+a d t+k+a) d—t+k+a _ ds td s+k+a

<
- Y
< Cte dj:lid;erkJra — Cte 23 tds tmln(d s+k+a’d;

min(d;,
s+k+a) )

Ainsi dans les deux cas,
Vi, S d57'Cte | u(l = ) llgn< di™'Cte || w ]l 1= o5 i
zy = @5 el u Pi) ko> 4 EN U lga Pj k+1 -

Il ne nous reste plus qu’a remarquer que, tout comme dans le corollaire 5, on

a:|1l—¢; ||,£21§ C(k, j) pour achever la preuve du lemme 7. |

Proposition 8 Vk e N, Vs >t € R, V0 < § < a < 1, linjection

S

t
ra —— Mg

est compacte.

PREUVE : Dans tout ce qui suit, il sera commode de conserver abusive-
ment la méme notation pour une suite et diverses sous-suites extraites.
Soit {up}, N suite de Ay, uniformément bornée en norme Aj , par une
constante C. On veut en extraire une sous-suite qui converge dans Aj 4; 11
suffit pour cela qu’elle soit de Cauchy i.e. telle que :

Ve >0, 3N, Vp,g> N, || up— 1 | P)< c.

Pour chaque j > jy nous écrirons : u, = u,p; + u,(1 — ;).

La suite {u,p;,}, est bornée dans C**(Q; ;) donc il existe une sous-suite
de {u,}, telle que {u,pj,}, converge vers v;, € C**(Q;,41). En repartant
de cette sous-suite, on considere {u,pj,+1}, qui est une suite bornée de
C*(Q;,+2) donc il existe une sous-suite de {u, }, telle que {u,¢j,+1}, converge
vers vjo11 € CF(Qj12). Une fois itérée cette procédure sur {u,p;}, pour
tout j > jo, nous extrayons de {u,}, une sous-suite diagonale qui possede
la propriété suivante : Vj > jo, Jv; € C*P(Q;4,) telle que {u,p;}, converge
vers v; dans C*8(Q;11); comme w,p; est & support dans Q;1, on voit que
v; € C¥P(Q;41). D’apres le lemme 6 nous aurons donc lim,, . uy0; = 0;
dans Ay, 5(M). Ainsi

Vji>1,Ve>0,3IN e N, Vp,g >N, | upp; — ugp H,(f)ﬁ< %

D’apres la proposition 3 et d’apres le lemme 7, comme || u, — u, ||,(:()1§ 20,

t t
| (up —ug) (X —)) [ < ete(e, B) || (up —ug) (1 — ;) I,

< )
< Cte(C’,k‘,a,ﬁ,s,t)d -t
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d’ou
) <

Ve > 0,37, ¥p,q, || (up —ug)(1— ;) %<

Un tel j étant fixé

l\DIm

AN, Vp, g > N, || upp; — ugp; [5<

DO

soit finalement :
t t t
I up — g |5 (up — )y 185 + 1| (tp —ug) (1 — ) [h<e. W

Borne uniforme et convergence

Lemme 8 Soit {u;}; une suite de A, telle que Yi, || u; Hijg C et {u;};
converge vers u dans Ay 5, s >t, 0 < B <a < 1. Alorsu € A}, et

| u llga< Cte(k, n)C.
PREUVE. On rappelle que

I ui 1= sup[d;*tM07u;(x)]]

‘ |<k xe
+ Z sup mln s-i—/c—f—oz7 d;s—i—k—f—a) |87u2(x) - a:uz(y” ‘
M =4l

Si |y| < k, alors en tout point € M on a :

d;s+|’yl|a7u(x)| < d;s+|’y||a'yuz(x)| + dm—5+|7||67u<m) — a’yul<$)|
< C+d;Hd, ™M oru(z) — 02
<

Ct = = [
Comme lim; ., || ©v — u; Hkﬁ— 0, on en déduit (a x fixé et i — 00) :
d; T oru(z)| < C,
et par suite

sup d; M ovu(z)| < C.

zeM

Si |y| = k, alors pour tout couple (z,y) de M, x # y, en supposant ( quitte
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a inverser x et y) min(d, *tFte, 4 stEte) = g st on a

d—s+k+aw < d—sﬂﬁczw + d—8+k+aw
xT z—y|* = T x—y|* x z—y|*
st Imuz"(y)ﬂ'?”u(y)l
xT z—y «@
e [d k|0 u(x) — Oui(x)|] + C
d;s+k+a

+ﬁ@w[d;t+k|mui(9) — IMuly)l]

t—s+a
Ll u— i || +C
—s+k+a t
+ﬁdi@T | —u; ||l(c)ﬁ -

t—
dm s+a

<

<

lz—yl>

Comme lim; . || v — u; H,(:)B: 0, on en déduit (a z,y fixés et i — 00) :

|07 u(z) — O7uly)|

min(
|z =yl

—s+k+a j—s+kta
d, , dy )

<C,

et donc

y —_
S 07u(x) = Ouly)
z,yeM |$_y|a

TFY

(d;s+k+a ’ d;s+k+a>

j<c

D’ou le résultat annoncé, en prenant pour Cte(k,n) le nombre de multi-
indices v de longueur au plus k£ augmenté du nombre de multi-indices v de
longueur exactement k. |

Isomorphisme et continuité.

Nous donnons ici un lemme général qui n’utilise pas 'espace hyperbo-
lique; il nous sera d’un usage fréquent dans cette these.

Lemme 9 Soient E et F' deux espaces de Banach, soit u : E — F linéaire,

continue, inversible d’inverseu™'. Siv : E — F est linéaire et que ||[v—ul| <

Hulll\ alors v est continue, inversible et

Ml

[|u [l 1P|l — vl

et |[vt —
[fu= ] Ju = o]

-1 < )
o™l < 7= T e = o]

Remarque :

Les normes considérées sont les normes d’applications linéaires continues;
d’une maniére générale, nous noterons L(E, F') le Banach des applications
linéaires continues de E dans F' muni de sa norme.

PREUVE :
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Posons pour simplifier w = v—u et z = v~ w. On a ainsi v = u+w = u(I+z).
On peut donc écrire formellement :

La série ci-dessus converge des que ||z|| < 1, et comme ||z|| < [Ju™Y].||w]], i
suffit que [|w|| < ﬁ Dans ce cas, v est inversible et

(o.¢]
. . 1 - [lu” "]
o= < | D Ul=ID® | w1l = ™l < - :
2 1—{l=]] 1= [Ju=t].[[wl]

k=0

donc v~! est continue. D’autre part
oo
k=1
d’ou

o™ = < iy =g

[lul
H |

< ]l

1= [Ju=t|].[[w]

49



30



Chapitre 3

Prescription de courbures I :
Courbure scalaire conforme

o1
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3.1 Introduction

Dans cette section, nous utilisons tout d’abord le ”théoreme d’isomor-
phisme de [GL]” pour démontrer que 'application :

v € N yp, — Scal(H,) — Scal(Hy) € Ay,

est localement inversible pres de v = 0 des que s € [0,n[. Nous montrons
ensuite que ce fait vient s’imbriquer parfaitement a coté d’un important
théoreme de rigidité de Min-Oo [MO1] dont il a catalysé une rectification
d’hypothese [MO2]. Selon ce théoreme rectifié, dans le cas particulier de la
boule B, si une métrique H est convenablement asymptotique a Hy a l'in-
fini (pour nous H, le sera précisément des que s > n), alors il est impos-
sible d’avoir Scal(H) > Scal(Hy) sauf si H est isométrique a Hy, auquel cas
Scal(H) = Scal(Hy). D’apres I'inversion locale indiquée plus haut, ce résultat
ne tient plus des lors que s € [0, n[. Ce théoréeme peut étre vu comme un ana-
logue, en asymptotiquement hyperbolique (ou I'on ne dispose toutefois pas
encore d’une notion convenable de masse), du théoreme de la masse positive
en asymptotiquement euclidien (voir e.g. le §. 3 de Leung [L]).

Finalement, ce premier résultat nous pousse a étudier de fagon plus glo-
bale I'application ”courbure scalaire conforme”, considérée dans les espaces
A?, en dimension n > 2 (section 3.3) et n = 2 (section 3.4), sur B munie de la
métrique hyperbolique standard Hy. Une telle étude! vient compléter les tra-
vaux antérieurs sur le sujet [AM][CCY][LTY][RRV1] dans lesquels le compor-
tement au voisinage de l'infini n’est précisé qu’a 'ordre zéro. Or c’est I’étude
du comportement a l'infini qui a permis de tester la validité du théoreme de
Min-Oo [MO2]. Au §.3.5 nous construisons un exemple qui met directement
en évidence les limites de notre méthode lorsque la valeur du parametre de
pondération s est située hors de l'intervalle prescrit par le théoreme d’iso-
morphisme de [GL]. Les résultats de cette section sont parus au Bulletin de
la S.M.F. (1997) [D1].

e étude indépendante donnant des résultats comparables est celle de [AC] (propo-

sition 7.3.1 et lemme 4.1.4)
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3.2 Prescriptibilité locale de la courbure sca-
laire conforme

La courbure scalaire d'une variété Riemanienne munie d’une métrique H
est donnée par :

Scal(H) = Traceyg(R) ou R = Ricci(H)
La linéarisation de H — Scal(H) est donnée par (cf. e.g.[Be p. 63]) :
d(Scal)(H)0H = A1+ VY (6H);; — R7(6H),,

ou 7 = TracegdH, V désigne la connexion de Levi-Civita de H et A =
—Tracey(V?) son laplacien. Si H est d’Einstein RY = %(H)Hij, dans ce

cas :
ij I(H
A(Scal)(H)SH = A7 + Vi(5H),; - S
n
et lorsque Scal(H) = —n(n — 1), comme en Hy ( et en toutes les métriques

d’Einstein construites par [GL]) :
d(Scal)(H)0H = A1+ VY7(6H)ij + (n — 1)1
REMARQUE. L’opérateur différentiel :
§H — AT +V9(0H)i; + (n— )7

est elliptique sous-déterminé (i.e. son symbole est surjectif). En effet son
terme principal s’écrit localement :

(H*H7" — H9H")0;;(6H )1y
Pour tout covecteur € # 0 :

et L:0H — (&8¢! — |2 HM)(0H )y est une application linéaire surjective.
En effet
-1
VneR, L(—————=H)=n. |
(n —1DIEI?
Cette démonstration suggere de se restreindre a des variations conformes
de H i.e. de prendre 0H = IH ( ainsi 7 = TracegdH) pour laquelle

V”(5H)w = —% et
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d(Scal) (H)(GH) = ”T_HAT +nr).

D’apres [GL], si H = Hy, A +n est un isomorphisme de Af,, , dans Ay, dés
que n > s(s —(n—1)) i.e. dés que —1 < s < n. Par ailleurs, il est nécessaire
de supposer s > 0 pour avoir H +dH = (1+7)H définie positive des lors que
T est assez petit dans Aj,, ,. Ainsi en vertu du théoréme d’inversion locale
on obtient le

Théoréme 23 Soient k € N, o €]0,1[, s € [0,n[. Pour toute fonction o
assez proche de zéro dans Aj ,, il existe une unique fonction v assez proche

de zéro dans A, ,, dépendant différentiablement de o telle que la métrique
H, = (14 v)H, vérifie

Scal(H,) = Scal(Hy) +0 = —n(n—1) 4+ o.

Il n’est pas difficile d’établir qu’il existe au plus une solution v de I’équation
précédente des lors que s > 0 et Scal(Hp) + 0 < 0 (cela découle du prin-
cipe du maximum). Par contre, [’existence d’une solution v dans le bon es-
pace, lorsque s > n, n’est plus assurée : nous construisons un exemple le
démontrant directement pour s > n+1 au § 3.5 ci-apres. Pour lors, a ce sujet
nous allons procéder indirectement, par une comparaison entre le théoreme
1 et un important résultat de rigidité da a Min-Oo [MO1] [MO2] (voir aussi
[L]).

En prenant comme modele de 'espace hyperbolique H", R" muni de la
métrique qui s’exprime en coordonnées polaires a ’origine par :

Hy = dR*+ (shR)2d6? ou R €]0,00[ et dO? désigne la métrique standard de
S rappelons [MO1][MO2] la

Définition 3 Une variété Riemanienne (M,H) est dite fortement asympto-
tiquement hyperbolique s’il existe un compact K de M et un difféomorphisme
®: M\K — R™"\Bg,(0) pour un Ry > 0 tel que si on définit la transforma-
tion de jauge :

A:T(M\K) — T(M\K) par :

i) H(Au, Av) = (9*Hy)(u,v)
ii)H(Au,v) = H(u,Av)

alors A vérifie :

AH1:3C > 1 tqVv e T(M\K), =H(v,v) < H(Av, Av) < CH(v,v)

L1
C

AH2 : le champ d’endomorphismes sur M\ K définis par
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r€ M\K — ®@I(A— Id)(z) € T*(M\K) @ T(M\K)
(ot |.| désigne la norme euclidienne standard de R") est dans lintersection
des espaces de Sobolev H? N H] sur M\K relativement o H.

N.B. Par continuité a partir d’un voisinage de 'infini, on voit que les valeurs
propres de A sont nécessairement positives sur M\ K (elles le sont & l'infini
et ne peuvent s’annuler & cause de (i), a fortiori a cause de AH1).

Le résultat visé par Min-Oo s’énonce alors

Théoréme 24 Si (M,H) est spinorielle fortement asymptotiquement hyper-
bolique de dimension n > 2 a courbure scalaire S > Sy = Scal(Hy), alors
(M,H) est isométrique a H" (donc S = Sp).

Adaptons cette définition et ce théoreme au cas particulier ot M = B :=
{z € R",|z| < 1} munie de H, qui est évidemment spinorielle (wy(B) = 0),
quand on prend plutét pour modele de H"”, B munie de Hy = p~2E, E étant

la métrique euclidienne standard et p la fonction définie par p(x) = 1(1—|z|?)

2
(ici encore |.| désigne la norme euclidienne standard de R™).

Considérons ® : B\{0} — R"\{0} définie en coordonnées polaires a
l'origine par (r,©) — (R = 2argth(r),®) alors ®*Hy = Hy. Sur B, la
transformation de jauge A de la définition 1 est définie par :

AlAYHy = H,,
Sil'on prend H sous la forme H, = (1+4wv)Hy pour v € Ay, , (cf. définition

§22)et| v H,(:_a27a< 1, que devient la condition AH2 (ci-dessus) ?

REMARQUES :
(i) déja A = (1 +u)Id avec u € Aj,,, et (14+u)*(1+v) =1

(i) VdetH = \/det((1+ v)Hy) = (1 +v)3+/detHy = (1 +v)2p™

1 _ _
o (1+u)"p "e Ak—t&a
Lt ol
(iii) el ®@)l —enlim) — ilﬂ e Al

(iv) el®(A — Id) =el®luld € A}J}, en tant que tenseur de type (1) donc

V]el®l(A — Id)] € AZjia en tant que tenseur de type (3). u
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Comme la condition AH2 s’écrit :
/ | e®luld ||% VdetHdz < oo et / | V(el®luld) |4 VdetHdz < oo
B B
et,

/ | e®luld ||y VdetHdz < oo et / | V(el®luld) ||y VdetHdz < oo
B B

et que pour a € T*(B) @ T(B), || a |}= H*ala,Hy; € A>* 2 sia € A

et pour b € T*(B) @ T*(B) @ T(B), || b ||3;= H/*H"bi,bk Hiy € N>
b € A*~% alors, compte-tenu des remarques (ii) et (iv) precedentes :

AHQ(:)/ 51”dx<oo(:>/ — |z e < 0 & s >n

On remarque de plus que AH1 est vérifiée des que |u| est assez petite (i.e.
|v| assez petite). Ainsi il existe € > 0 tel que, si || v H,(:_iZa< cetsis>n,la
variété B munie de la métrique Riemannienne H, = (1 + v)H, est fortement
asymptotiquement hyperbolique. Pour de telles métriques, le théoreme 24 et
un argument d’unicité conduisent au

Corollaire 6 Soitk € N, a €]0,1[, s >n etv € A}, , avec || v Hflea assez
petite. Si Scal(H,) > Scal(Hy), alors v =0.

Notons que d’apres le théoreme 23, pour tout o € A}, non négatif assez
petit et tout ¢ € [0,n[, compte-tenu de l'inclusion A7 , C A} , [GL], il existe
une unique solution v € A}, , de I"équation

Scal(H,) = Scal(Hy) + o

Bien str o # 0 = v # 0. Le corollaire 6 implique que cette solution n’est pas
dans Aj,,, - Ainsi les théorémes 23 et 24 se completent-ils exactement de
part et d’autre de I'exposant critique s = n.

Dans la suite de cet article, motivés par l'inversibilité locale (en v = 0) de la
courbure scalaire conforme considérée dans les espaces A® de [GL], nous al-
lons, par des techniques d’analyse non-linéaire appropriées, passer du résultat
purement local précédent a des résultats globaux, en précisant en particulier
"la taille” dans A} , des o pour lesquels il existe une solution v € A7, , de
I'équation Scal[(l —|— v)Hy| = Sp + 0.
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3.3 Courbure scalaire conforme en dimension
supérieure a 2

Dans cette partie, on se propose d’abord d’étudier dans la boule B munie
de la métrique H,, 1’équation :

Av = (A—f)(14+v)+(g—A)(1+v)P avec v > —1, (E)

ou A et p sont réels, A > 0, p > 1, f et g sont des fonctions données
sur B, avec g < A. 1l sera parfois commode d’abréger le second membre de
(E) en le notant ¢(z,v). Nous allons tour & tour démontrer, sous des condi-
tions appropriées, ’existence d’une solution de (E), puis son unicité, enfin sa
régularité. Nous appliquerons ensuite cette étude a I’'équation, cas particulier
de (E), qui traduit en dimension n > 2 la prescription sur B de la courbure
scalaire d'une métrique conforme a E et asymptotique a Hy a 'infini (pres
du bord de B).

3.3.1 Etude EDP (dimension n quelconque)
Existence

Réécrivons I’équation (E) sous la forme :

A+Ap—1v = (A=f1+v)+(g—A)(L+v)P+Ap— 1o

O(x,v)

Soit M = M(n,s,A(p — 1)) la constante de la proposition 18 (telle que
© = Mp® vérifie [A 4+ A(p — 1)]p > p®). Dans tout ce qui suit, chaque fois
qu’on utilisera la condition (C) du paragraphe 3.6, on I'entendra lue avec
K=A(p-1).

Proposition 9 Si f et g sont dans A CL*(B), s > 0 vérifiant (C), 0 <
a < 1 et sl eziste des réels X\ > 0 et § €]0, 1] tels que, en posant ¢ = 11__5;

(donc q €]1,p[), on ait encadrement :

—(1—5)[% —Alp—1)+q(A—g)+f—-A] < (2p) (g—f) < A(iﬂ”—pg),

M
1
C«k:-‘rQ,a ( )

alors il existe une solution v > —1 de (E) dans Aj(C),.

PREUVE.
Nous allons résoudre (E) en construisant pour elle des solutions supérieure

28



et inférieure i.e. en construisant v > v~ > —1 telles que Avt > &(x,v™)
et Av™ < ®(x,v7). D’apreés une procédure bien connue (voir e.g.[N]), Iexis-
tence d’une solution v > —1 comprise entre v+ et v~ en résulte.

Soit 99,
© = \2p)°.
M (20)

Alors 0 < v™ < X\ et comme t — (1 4 ¢)? est convexe pour p > 1, on a :
YVt >0,(1+t)P > 1+ pt, ainsi :

+:

(%

O(z,0") < (A=l +v")+(g— A0 +poT)+ Alp - Dv"
= (A= +AE2p)T+ (9 = AL +pA2p)"] + Alp — 1)A(2p)°
= (9= 1)+ A2p)(pg - [),
donc d’apres le coté droit de 'encadrement (1)
B < Zip
< A+ Alp - 1)y
= [A+A(p-1D)ot.
De méme Soit

25(1 — 6)

L T —(1-9)(20)".

Alors 0 > v~ > —(1—6) > —1 et comme ¢ — (1 +t)? est convexe pour
]\;;1[,_08 5.0 (1417 < 1+ gt, ainsi (en rappelant que g < A) :
B(z,07) > (A= )L +v) + (g — A)(1+qu7) + Alp — 1)v~
=(A-NH1-1-0)2p)°1+(9—A)[L—q(1-0)(2p)*] - Alp—1)(1—0)(2p°)
= (9= N+ ([=ADA=0)(2p)° +q(A—g)(1—6)(2p)* — (1 =) Alp—1)(2p)*,

donc d’apres le coté gauche de I'encadrement (1)
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LIS
= —HA+ AP - Dle

= [A+A(p- D

Pour tout § €]0,«f il existe donc (cf. [N] par exemple) une solution v de
classe CF#P(B) de I'equation (E) comprise entre vt et v, v est donc dans
Ag.

En outre 'opérateur A+ A(p—1) est uniformément elliptique sur les com-
pacts de la boule unité, donc par la théorie de Schauder classique, comme
®(x,v) est dans CF(B ) v est dans CF2%(B). [ |

loc loc
REMARQUE. Comme v est comprise entre v et v, on a l’encadrement :
—1<—-(1-06)<=2°(1=0)p°* <v<2°Ap° <\
Unicité

Proposition 10 Si f et g sont dans C°(B), avec toujours (A — g) >0, si v
est solution de (E) dans C2.(B)(\C°(B), v > —1 et v = 0 sur OB, alors v
est unique.

PREUVE. Soit u =In(1+ v) alors (E) devient :
Au—|Vul> =A— f+ (g — A)el?~D,
Si ug et uq sont deux telles solutions, soit w = u; — ug alors :
Aw — |Vug|? + |Vug|? = (g — A)[eP D — glp=Duo],

Or
Viulviul — ViUOViUO = V’(ul + uo)Vi(ul — UQ),

et
1
e—Dur _ (p=Tuo _ (p— 1)/ e(p_l)utdt(ul — ),
0

ot u; = tuy + (1 — t)uy, ainsi
1
Lw := Aw — V' (uy +ug)Viw + (A — g)(p — 1)/ e~ DUt 4 = 0
0

et w =0 sur 0B. Comme L est elliptique et que son coefficient d’ordre zéro
est non-négatif (par hypothese (A — g) > 0), nécessairement w = 0 sur B (cf
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[GT] p. 33 th. 3.3). m

REMARQUE. La solution construite au paragraphe 3.3.1 est donc unique
des que s > 0.

Régularité

On suppose f,g € Aj, : Que peut-on en déduire sur la solution de
I'équation (E) construite précédemment ? Pour répondre a cette question,
nous avons besoin du

Lemme 10 (Borne uniforme) Soient f,g € A} ,, s > 0 vérifiant la condi-

tion (C) (cf appendice 6.4, avec K = A(p—1)) et 0 < a < 1. On suppose :

n—1+s(s—(n—1))
p—1

inf[(A—g)p(1—(1=6)(20)")" "+ f=A—(n—1)]>s(s = (n—1)) (3.3)

Si v est solution de (E) dans A}, avec —(1 —0)(2p)°* < v < A(2p)°, alors
| v ||,(j_227a§ C ou C ne dépend que de A, f,g,n, s, k,a,d,p.

A>

(3.2)

PREUVE. Dans toute la suite de cet article, pour préciser qu’'une constante
C' est indépendante d’une quantité v, nous utiliserons la notation C(0).

a) On sait (cf. remarque en fin de § 3.3.1) que
v ll6”< 2° max (1= 8).0) || p* [I6”=2° max (1~ 8), X) = C(9).

Si on montre que || Vo [|7V< C(9) alors || v ||i”< C(9) et donc Va €]0, 1],
on aurra
| v I§h< C(@).

Pour montrer cela dérivons 1'équation (E) : Vi =1, .., n,
Vit =p(l+ )P g — A)Viv + (1 +0)"Vig+ (A = f)Viv — (L +0)V.f.

Or
viAU = Rzkvk’U + AVZ’U = —(n — 1)VZU —+ AV{U,

donc

AVv+[(A=g)p(l+ 0Pt +f—A—(n—1)|Viv = (1+0)"Vig— (1+0)V,f.
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Notons K(z) le terme d’ordre 0 (terme entre crochets facteur de V,v);
puisque (A—g) > 0 ona K(z) > (A-g)p(1—(1-0)(2p)")~ -+ [~ A—(n—1)
donc d’apres la condition (3) : inf,ep K(x) > s(s — (n — 1)).

Dans ce cas l'estimation basique de [GL] est vraie pour A+ K [ agissant sur
les 1-tenseurs covariants :

|90 ™ < C(R) || 1+ 0pVg — (1 +0)V7 [
< CURI A+ 571 Vg 677 + 111+ v 1671 9 F 6]
< CHOI+ o 187 1 Vg 6™+ o 167 1|V 1l
< O(K).

b) On a donc || v ||0 *) < C(d). Soit I un entier compris entre 0 et k, pour

lequel on suppose || v ||; ;S C(v). D’apres l'estimation de Schauder étendue

a tout B (cf. corollaire 3) on a :

v 110 SC@I (1 +0)P(g — A) + (A= HL+0) |+ | v ]I§)]

<O (A +vP =1)(g—A) + (A= fro+(g—F) I+ v [1§)]:

En utilisant la proposition 3 alinéa (14) avec la fonction W(t) = (1 +1¢)? — 1,
a=1—0etb= A (cest ici qu'intervient la condition s > 0) on obtient

(I+v)P—1eAjet| (1+v)P—-1 H(S < C(9). Ainsi compte tenu de [GL]
prop. 3.3 p. 208,

s A~ s 0 s 0
v |50 < CON Q@+ =12 g =AY+ v |2 A= FL°
Fllg—f1E+ 1oy

]

soit finalement || v Hz+2a< C(v).
Ainsi par récurrence (nous sommes partis de [ = 0) :
(s) -
[0 liee< C0). W
Nous allons maintenant pouvoir répondre a la question posée au début de

cette section en redémontrant en fait directement (par la méthode de conti-
nuité) l'existence d’une unique solution avec la bonne ”régularité pondérée”.
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Proposition 11 On suppose : f,g € A} ,, s > 0 vérifiant (C), toujours
g< A, A BDEool) (g

inf [(A—|ghp(1 = (1-0)(2p)")" " = |fl= A= (n=1)] > s(s—(n—1)) (3.4)

zeB

~(1-0)] 7~ Alp—1)+a(A-lg)~ (A4 )] < (20)lg—7] < A(

1

- =plgl~ 1)

(5)
ou M = M(n,s,A(p — 1)) (cf. paragraphe 3.6 avec K = A(p —1)).
Alors lunique solution v € A5 CEE> de 'équation (E) avec v > —1 est en

fait dans Ay, . De plus v tend vers 0 dans Aj ., , quand f,g tendent vers
0 dans A .

REMARQUE. (4)=(3) et (5)=-(1).

PREUVE. Considérons pour ¢ € [0, 1] la famille d’équations :
Av=(tg—A)1+v) +(A-tfH1+v),v> -1 (Et)
et soit § = {t € [0,1], Jv; € A}, , solution de (E;) avec v; > —1}.

Nous allons montrer que & = [0, 1] par un argument de connexité; des lors,
la partie "existence” de la proposition sera démontrée pour 1’ équation (E)
qui n’est autre que (E;). L'unicité a lieu en vertu de notre proposition 10 du
§3.3.1.

La continuité par rapport a f, g au voisinage de zéro découle de I’argument
d’inversion locale utilisé ci-apres (en appliquant a ¢y = 0).

a) S # ¢ car 0 € S (en effet, on peut prendre vy = 0).

b) S est ouvert dans [0, 1] :
Soit W : [0,1] X A}, — A, définie par :

U(t,v) =Lv—(tg—A)(1+v)’ —(A—tf)(1+v)

Si on montre que %—‘f(to, vp) est un isomorphisme de Ay, , sur A} , pour tout
couple (to,vg) € [0,1] x A}, , solution de W(ty,vp) = 0 avec vy > —1, alors
il suit du théoreme des fonctions implicites, I'existence d’un € > 0, tel que :
Vt €]to — €,t0 + €[]0, 1], Fv; € Aj,, solution de ¥(t,v) = 0 avec v > —1;
dans ce cas on aura bien S ouvert relativement a [0, 1].

Calculons :

g—ij(to, v)ov = Adv — (tog — A)p(1 4+ vo)P1ov + (tof — A)dv.
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Les conditions (4) et (5) étant vérifiées pour f et g, Vt € [0, 1] elles le sont
encore pour tf et tg, donc (3) et (1) aussi. Ainsi par unicité (proposition 10
du § 3.3.1) et d’apres la remarque qui suit la proposition 9 du § 3.3.1, pour
tout couple (¢,v;) € [0,1] x Aj,,, solution de ¥(t,v;) = 0 avec v; > —1 on
a l'estimation uniforme v; > —2°(1 — 0)p®; celle-ci est donc vérifiée par vy.
Par ailleurs :

Ko = —(tog— A)p(1+v)? ' + (tof — A)
> (A—tolgl)p[1 = (1 = 0)(2p)* =" = A — Lol /]
> (A=|gpll = (1 =0)(2p)° ]~ = A= |f|
> infeep[(A = [g))p(1 — (1= 6)(20)")"~ — A= |f]]

> $(s—(n—1)), d’apres notre condition (4)

Le théoreme 3.10 de [GL] p. 217 affirme alors que A + K est bien un iso-
morphisme de Af ., , sur Af .

c) S est fermé :
Soit {t;},.nysuite de S qui tend vers ¢ € [0, 1], on veut montrer que ¢ € S. No-
tons v; = vy, ; par le lemme 10, les v; sont uniformément bornés dans Af ., ,
(en effet I'equation (E;) n’est autre que I'equation (E) pour tf et tg, comme
la constante C ne fait intervenir que des sommes et produits de || f || et
g 119, et que || th ||O<]|| A ||V pour t € [0,1], les v; auront la méme borne
).
Ainsi d’apres la proposition 8 et le lemme 8, il existe pour tout ¢ €]0, s[ et
tout  €]0,a une sous-suite renotée v; qui converge dans Ay, ;5 vers une
fonction v € A}, , avec v > —1.

De plus Vi, ¥(t;,v;) = 0 et ¥ est encore continue sur [0, 1] x A}, 5 donc
0 = lim; o Y(t;,v;) = ¥(t,v) ainsi v vérifie (E;). Notons pour conclure la
minoration uniforme : v; > —(1 — ¢), qui a lieu par unicité et s’applique
encore a v; doncwv > —letteS. [ |

3.3.2 Application géométrique (dimension n > 3)

Soit H une métrique conforme a la métrique hyperbolique Hy, écrite sous
la forme H = (1 +v)ﬁH0. Sa courbure scalaire s’écrit (voir e.g [A] p. 126) :
Scal(H) = (1 + v)_z_fg(ZLZ—:;Av + So(1 +v)), ou Sy = Scal(Hy), et prescrire
Scal(H) = Sy + o, équivaut a chercher H sous la forme précédente avec v
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solution sur B de I'équation (E) :
Do = (A= )1+ 0)+ (g — A1+ ),

avec

A= —4{;—_21)5’0 = "("4_2) car So = —n(n — 1),

p= Z—J_“g, donc ici A(p — 1) =n,

_ n—2
9= 1%

f=0.
Notons qu’on a p > 1. Par ailleurs s vérifie la condition (C) (du paragraphe

3.6) avec K = A(p— 1) = n si et seulement si s €] — 1,n[. Enfin

A= n—1+s(s—(n—1) n—1%4/(n—1)2+4
P -1 2

;> . ) dos que s €]s_, s4[ ol s =
que s_ €] —1,0[ et s €]n —1,n].

L’étude précédente de 1’équation (E) jointe au corollaire 11 conduit au
Théoreme 25 S’il existe § €]0,1[ et A € R, A > 0 tel que, en notant q¢ =
11:‘5;, la fonction o € ASﬂCfo’f 0<s<n, 0<a<l)vérifie Sy+oc <0 et
l’encadrement :

. Notons

_(1 _ 5)(% —n+ q(n(n4—2) _ 4(7:1—_21)0) . n(n—Z)) < (20)_84&__21)0

1 nt2
M 4(n—1)‘7)7

< X

ot M = M(n,s,n) (cf. proposition 18), alors il existe v € A Crt>* telle
que la métrique conforme H = (1 + v)ﬁHo admette Sy + o pour courbure
scalaire et v est unique si s > 0.

Si de plus 0 € A}, avec s €]0, 5[ vérifie

_(1 _5)(ﬁ _n+q(n(n4f2) _ n—2 |O_D . n(nf2)) < <2p)_8 n—2 |O"

4(n—1) 4 — 4(n—1)
S )\(% - 4(7}:__21)‘0")7
et
nf n(n—2)  n-2 nt2(1 _ (1 — §)(2p)5) 7z
m :EEB[( 4 4(n71)’0|>n72< ( )( p) )

_W—(n—l)] > s(s—(n—1))

S
alors v € Aj 1, -
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REMARQUE.
L’obtention de ce résultat global nous a cotité une diminution de l'intervalle
0 < s < n nécessaire pour le résultat local du paragraphe 3.2 (Théoréme 23).

Comparons notre résultat avec celui de [LTY] (cf. introduction, théoréeme
10), avec notre modele de ’espace hyperbolique (B, Hy). Prenons p = 0, alors
pour tout x dans B,

1+ |z
= 2Argth|z| =1 :
r(o) = 2Augehla] = ()
Comme par ailleurs p = 1(1 — [z])?, alors p(z) = 2e7"®) au voisinage de

0B. Regardons le cas a = e, m = 1, § = 2 dans le théoreme 10. On a alors
ai(t) =1In(e +t) et by(t) = e +t. Ainsi, au voisinage de 'infini, on a :

p(x) =1 = {ar[r(z]} H{bi[r(2)]}
et pour tout € > 0,
pix) = 2% < {anfr(a]} *{oufr(2)]}
Notons () I'équation
Scal[(1 + v)a2 Hy) = Sy + o.

Ainsi d’apres [LTY], on obtient le

Corollaire 7 Si Sy + 0 € CY(B) est essentiellement négative et s’il existe
une constante C > 0 et un réel € > 0 tels que Sy + o > —Cp~2%€ prés de
Uinfini, alors l'équation (%) posséde une solution v > —1 de classe C? sur
B. Si par contre il existe une constante C > 0 telle que 0 < —Cp~2 pres de
Uinfing, alors I’équation (x) n’a pas de solution v > —1 de classe C* sur B.

Remarque :

Ce corollaire nous donne une obstruction lorsque s < —2 ainsi qu’une exis-
tence lorsque s > —2 mais ne permet pas de préciser de maniere simple le
comportement de v a l'infini.
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3.4 Courbure scalaire conforme en dimension
deux

Toujours sur B munie de la métrique hyperbolique Hy = p~2E, on considere
a présent I’équation :

Nv=e"(f—A)+A, (E”)

ol A € RT et f est une fonction donnée sur B.

Nous allons montrer 'existence d’une solution, son unicité puis sa régularité,
ceci en toute dimension ; pour cela nous procédons comme au paragraphe 3.3.
Ensuite nous appliquerons ce résultat au cas particulier de la prescription de
la courbure scalaire conforme en dimension 2 .

3.4.1 Etude EDP (en dimension n quelconque)
Existence

Soit M = M (n, s, 0) la constante de la proposition 18 (telle que la fonction
positive ¢ = M p® vérifie sur tout B 'inéquation Ap > p).
Proposition 12 Soit f € AN CEY, s €]0,n — 1], a €]0,1] . S’il existe
A >0 tel que

)\p —A

fF<E o+ A

alors il existe v solution de (E’) dans Ag NCE>*. En outre :

2o | 1< v < e
PREUVE. Cherchons une sur-solution et une sous-solution de I’équation (E’).
Soit vt = Ap; on a: Avt > \p* > (f — A)e* + A, la deuxiéme inégalité
étant vérifiée d’apres 'hypothese de la proposition.
Soit v~ = =2 || f ||(()8) ¢; déja, comme ¢ > 0, v~ est non-positive donc on a
bien v~ < v™. Et comme

A— 928
o275 o

p—l—A,

f2-2 |11 r=-A=2 I 0 +A>
on a aussi : Av~ < =2 || f || p? Se_zsnf”éS)ps(f—A) +A=e" (f—A)+A
Ainsi il existe (voir e.g [N]) v € CIH>* comprise entre vt et v, donc

dans AJ, solution de I’équation (E’). [
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Unicité

Proposition 13 Si f € C) et f < A, alors ’équation (E’) admet au plus

loc

une solution v dans C%,(C°(B) nulle sur 0B.

loc

PREUVE. Soient vy et v; deux telles solutions et w = v; — vg, alors :

1
Aw = (e —e")(f—A) =(f—A) {/ et”1+(1_t)”°dt] (v1 — ),
0
donc w vérifie :
1
Aw + (f o A) |:/ etvl+(1—t)vodt:| w =0
0

dans B, avec w = 0 sur 0B. Le coefficient de w est non-négatif puisque
(A—f) > 0; le principe du maximum [GT] p. 33 th. 3.3 implique w = 0. W

REMARQUE. Si f < A on peut prendre A = 2° || f H(()S) dans la proposi-
tion 12 du § 3.4.1. En effet prenons vt = 2° || f |5 ¢ alors

Aot =2 | fIIS > > fr (e —1)(f—A) =e" (f - A) + A

Dans ce cas la solution de (E’) vérifie 'estimation
ol <2p |l £ 15

Régularité
Proposition 14 Si f € A§ , s €]0,n — 1], « €]0, 1],

k,a

A>n—1)+s(s—(n—1)), f<A, et

inf [e 2 I8 2(A~| f))~(n—1)] > s(s—(n—1)) (6)
xre

alors la solution v de l’équation (E’) est dans Af,, .. De plus v tend vers 0
dans Ay, quand [ tend vers 0 dans Ay ,.

REMARQUE. Sin <5 alors la condition (6) implique |f| < A.

PREUVE. D’apres les propositions 12 et 13 précédentes et 1’avant-derniere
remarque, il existe bien une solution unique de (E’) dans Aj(CrE>*. On
va montrer qu’elle est dans Ay, , par la méthode de continuité ; 'argument
d’inversion locale utilisé ci-apres montre (appliqué en ty = 0) que v tend vers

0 quand f tend vers 0.
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Soit W : [0,1] x A},,, — A, définie par :
U(t,v) =Av—e"(tf — A) — A,
et soit S = {t € [0,1], Jv; € A}, , solution de W(t,v) = 0}.

a) S # ¢ car 0 € S (en effet ¥(0,0) = 0).

b) S est ouvert dans [0, 1] : Soit to € S et vy = vy, € A}, alors

v
g—v(to, vp)6v = Adv + (A —tof)e™ov.

Quand f > 0,tof < f < Aet quand f <0, tsf <0 < A, donc on a toujours
(A —tof)e™ > 0 et d’apres [GL] p. 217

A + (A - tgf)e”°

est un isomorphisme de Ay, , dans Ay | sous I'hypothese 0 > s(s — (n —1))
vérifiée pour s €]0,n — 1[. D’apres le théoreme des fonctions implicites, il
existe donc € > 0 tel que Vt €]ty — €, 1o + €[]0, 1], Jv; € A}, , solution de
U(t,v;) = 0. Par suite S est ouvert dans [0, 1].

c) S est fermé : Comme précédemment (cf. fin du § 3.3.1) il suffit de majo-
rer uniformément les solutions de (E’). Pour cela, dérivons I'équation (E’) :
ViAv =e"(f — A)V,u+e'V,;f or V,Av =—(n—1)V,v + AV,v, donc :

AV~ [e’(A— f)—(n—1)]V,v =e"V,f.
D’apres (6) et la remarque qui suit I'unicité(§ 3.4.1), on a :
(A= f) = (n—1) ze Mo (A— |f)) = (n = 1)

> inf e ple 2 VI P(A — |f]) — (n = 1)] > s(s — (n — 1)),

donc l'estimation de base de [GL] a lieu :
s—1 ~ B s—1 ~ v (0 s—1
| Velly™ < c@ levile™ < C@) el VS 6™

(0)
0

< C@ell” | v s = o).

Ainsi v € A§, et || v ||ést)1§ C(0). D’apres Pestimation de type Schauder du
corollaire 3, siv € A7 ,, 0 <1 <k,

Lo o< COI (& = 1)(F = A) + I+ [ v [I5).
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En utilisant la proposition 3 alinéa (14) avec W(t) =e' — 1 et a =b = 2°M ||
f ||és), ona:e’ —1€Aj, et | e’ —1 HZ(S)S C(v) . Ainsi

s ~ v s 0 s s ~
Lo 1 a < CEO (e = 1) 1A= F I+ 11 £+ 1o 18] < Co).

On conclut alors comme précédemment (§ 3.3.1) [

3.4.2 Application géométrique (dimension n=2)

En dimension n = 2, si H =e*Hy, alors Scal(H) =e %9(Sy + 2/\g) ou
So = Scal(Hy) = —2, donc si l'on prescrit Scal(H) = Sy + o, chercher g
revient a résoudre :
2Ag = e*(Sy + o) — So.

On est donc conduit & regarder (E’) avec
A=-5=2v=2¢9,f =0.

1
s(1—s)

Ici en outre s €]0,1[ et ¢ = p°. L’étude précédente nous donne le

Théoréme 26 Sio € AJNCEY, 0<s<1,0<a<1,ets’il existe A >0
tel que
Ap®—2

o <

+ 2,

alors il existe une métrique conforme H =e*H, admettant S = Sy + o
pour courbure scalaire, et asymptotique a Hy avec un facteur conforme 2g
appartenant ¢ A5 CEP> ) et vérifiant —25¢ || o Hgs)g 29 < Aop.

Si de plus S < 0 alors H =e* Hy est unique et |2g] < 2°¢ || o |5.

Enfin sic=5—5 €A} ,, 0<s<1l,0<a<]1

et st

20l 9 _ _
;g]fg[e 0 (2—o]) = 1] > s(s — 1),

alors g € Aj o,
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3.4.3 Un élargissement de ’intervalle des poids

On réécrit a présent 1'équation (E’) sous la forme
(A+Aw =e"(f—A)+A(1+v). (E")

Nous procédons ensuite comme précédemment.

Etude EDP (en dimension n quelconque)

Existence

Soit M = M(n,s, A) la constante de la proposition 18 (telle que la fonc-

tion positive ¢ = M p® vérifie sur tout B l'inéquation (A + A)p > p°).
Proposition 15 Soit f € A CEY, o €]0,1] et s > 0 vérifiant (C) avec
K = A. S’il existe deux réels non-négatifs A\t et A\~ tels que

A pf = Al = A"p) ATp* — A1+ Aty)
ey erte

alors il existe v solution de (E’) dans Ay (\Crt>®. En outre :

Ao <v< At

+A<f< + A, (7)

PREUVE. Cherchons des sur et sous-solutions de I'équation (E’).
Soit v = AT ; on a:

(A4 At > ATp° > (F— A P+ AL+ ATp) = (f — A)e” + A1 +0t),

la deuxieme inégalité étant vérifiée d’apres (7). Soit v~ = —A~p; déja, comme
¢ >0, v~ est non-positive donc on a bien v~ < v*. Et comme, toujours en
utilisant (7),

(A A <—Ap <e P(f=A)+A(1—-A"p) = (f—A)+A(1l+v),

il existe (voir e.g [N]) v € CIH>* comprise entre vt et v~, donc dans A3,

solution de I'équation (E’). |

REMARQUES.

(i) La condition (C') autorise des s négatifs mais ’encadrement de f n’a
alors plus de sens (en divisant par p° et en regardant a l'infini, sachant que
AM = ﬁ > 1 on tombe sur +oo < 0), c’est pourquoi il faut aussi
supposer s > 0.

(ii) D’apres l'unicité (cf. paragraphe 3.4.1), si s > 0, f < A, la solution
précédente est unique.

Régularité

71



Proposition 16 Soient f € Aj , s > 0 vérifiant (C) avec K = A, o €]0, 1],

k.o
A>n—1)+s(s—(n—1)). Si f <A et sl existe deuz réels non-négatifs
AT et X~ tels que Yt € [0, 1], tf vérifie 'encadrement (7), et si

inf [ P(A=|f[)] > (n—=1)+s(s = (n—1)) (8)

zeB

alors il eviste une solution v € Af,, . de l'équation (E'), unique lorsque
s > 0. De plus v — 0 dans A, quand f — 0 dans Aj .

REMARQUE. Sin <5 alors la condition (8) implique |f| < A.

PREUVE. Utilisons la méthode de continuité ; I'argument d’inversion locale
utilisé ci-apres montrera en particulier (appliqué en ¢ty = 0) que v — 0 quand
f—0.Soit W:[0,1] x A}, , — A, définie par :

U(t,v) =Av—e'(tf — A) — A,
et soit S = {t € [0,1], Jv; € A}, , solution de W(t,v) = 0}.
a) S # ¢ car 0 € S (en effet ¥(0,0) = 0).

b) S est ouvert dans [0, 1] : Soit ty € S et vo = vy, € A}, ,, alors

Z_‘f(toa v0)0v = ANdv + (A — to f)e™ov.

Or (A—tof)ee > (A—|fler?>n—1+s(s—(n—1))>s(s—(n—1))
donc d’apres [GL] p. 217
A+ (A—tof)e™

est un isomorphisme de Aj,, , dans Aj ,. D’apres le théoréme des fonctions
implicites, il existe donc € > 0 tel que Vt €]ty — €, 1o + €[([0, 1], Jvy € AZ,, ,
solution de W(t,v;) = 0. Par suite S est ouvert dans [0, 1].

c) S est fermé : Comme précédemment (cf. fin du § 3.3.1) il suffit de majo-
rer uniformément les solutions de (E’). Pour cela, dérivons 1'équation (E’) :
ViAv =e"(f — A)V,u+e'V,;f or V,Av =—(n—1)V,vo + AV,v, donc :

AV~ [e"(A— f)— (n—1)]V,v =e"V,f.
D’apres (8) et la derniere partie de la proposition 15, on a :

(A= f)—(n—1) e ?(A—|f]) = (n - 1)
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> infoeple™ Y(A—|f])] = (n—1) > s(s — (n = 1)),
donc 'estimation de base de [GL] a lieu :

VoI < c@) | evis™ < c@ e | VST

N (0) s— ~
< C@)ello” || v |5 = o).

Ainsi v € A§, et || v H((]S()JS C(0). D’apres l'estimation de type Schauder du
corollaire 3, siv e A7, 0<1[ <k,

L,

10 [ < C@O (& = 1)(f = A) + f 11+ [ o |I5).

En utilisant la proposition 3 alinéa (14) avec W(t) =e' — 1, a = M et
b= ’\;M (car supp = 3F Jona:e’ —1eAj et e —1 |\,2§ C(v) . Ainsi

s ~ v s 0 s s ~
1o [0 COI =) 1N A= F IO+ 1 £+ 1o 15 < C).

d) Conclusion : par connexité S = [0,1] et v = vy est la solution annoncée
dans la proposition 16. |

Courbure scalaire en dimension 2
Iei s € [0,2], ¢ = mps, la condition A — (n — 1) > s(s — (n — 1))

s’écrit s €]s_, s, | avec sL = % L’étude précédente nous donne le

Théoréme 27 Sio € ASﬂC’k’a 0<s<2 0<ac<l,ets’iexiste deur

loc 7

réels non-négatif \* et A\~ tels que

“Ap"=2(1=X"p)
gAY

ATp® = 2(1+ A Fp)
erte

+2<0<

+ 2, (9)

alors il existe une métrique conforme H =e*IH, admettant S = Sy + o
pour courbure scalaire et un facteur conforme 2g appartenant a A C’l’fcﬂ’a
vérifiant —\"@ < 29 < AT. Si de plus s > 0 et S < 0 alors H =e*9H, est
unique. Enfin si o =S — Sy € A}, avec 0 < s < sy, siVt € [0,1], to vérifie
lencadrement (9) et si

inf[e™* 22— |o|)] > 1+ s(s—1),

r€EB
alors il existe un facteur conforme 2g € Ay, ,, unique lorsque s > 0, tel que
H =¢e*9H, admette S pour courbure scalaire.
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Remarques sur les encadrements du type (7) et sur la réécriture
de I’équation (E').

a) Lorsque s = 0, sachant que ¢ = Mp” = £, la condition d’encadrement (7)
s’écrit : il existe deux réels positifs A™ et A~ tels que

A(l—eA)<f<A(1—e y).

Cette condition équivaut a f bornée et f < A; en effet, elle 'implique, et
réciproquement si f est ainsi, on peut prendre

- — 0 si f>0
| Aln(1 - ™) sinon
et 1
+ _
)\ = A ln(@),

pour lesquels elle est vérifiée. De plus comme notre solution vérifie I’encadre-
ment —A"p < v < AT, on a ici

1 if>
In(—— >v2{0 i si f>0

1— Sugf) - —In(1 — =) sinon.

b) On ne peut pas augmenter indéfiniment le poids s par la méthode précédente ;
en effet si on réécrit 1’équation (E£’) sous la forme

(A+pAw =e"(f — A) + Al + pv),

avec p €]1,00[, on aura besoin pour construire des solutions supérieure et
inférieure de supposer vérifié ’encadrement :
—Ap* = A(l — pA ) AT = A(L+ pATy)
e~y erte

+ A

+ALf<

Si s > 0, en divisant par p°, une condition s’ensuit a l'infini (sachant que
e =1+ Xp+0(p*)) :

—“AT(1+AM(1 —p) <A (1+AM(1 —p))
qui entraine AM (u—1) < 1. Prenons s > 252 tel que uA + s(n -1- s) >0
(cf. condition (C)) et A4+s(n—1—s) < 0. Alors AM(p—1) = 0 > 1

et nous obtenons une contradiction. La plus grande valeur possﬁale pour
est donc celle que nous utilisons p = 1.

c¢) De fagon analogue, la constante A(p — 1) utilisée au paragraphe 3.3 est la
plus grande possible pour notre méthode.
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3.5 Un exemple de sortie de l’intervalle des
poids isomorphiques.

Dans ce paragraphe, nous considérons 1’équation de la courbure scalaire

conforme dans le cas ou 'exposant du poids est un réel s > s,, avec sy :=

in—1+ \/(n— 1)2+ %] €|n,n + 1] lorsque n > 4.

Proposition 17 On suppose n > 6, s > sy et de > 0 tel que 0 > €p®.

4
Alors si v est solution de ’équation Scal[(1 + v)»—2 Hy| = Sy + o avec v =0
sur OB et —1 < v < 1, v ne peut appartenir a AL si k > s,.

PREUVE. Rechercher une métrique H sous la forme H = (1+ v)ﬁHo ayant
pour courbure scalaire Sy + o0 = —n(n — 1) 4 o revient a résoudre 1’équation :

4n—1

— QAU =nn—1)(14+v)+ (0 —n(n—1))(1+v)?,

en notant p = Z—fg qui est dans I'intervalle [1,2] car n > 6. Remarquons que

v > 0; en effet, sinon : 0 > infgv = v(zg) = Av(zg) < 0, ce qui joint a
o > 0 permet de déduire de I’équation en xy : 1 < (1 4+ v)P~! = v(zg) > 0,
contradiction.

L’équation peut s’écrire :

n,n-+2 n—2
v+ S5l 4(n—1)0( + o) + Gv),
ou 'examen de la fonction :
U20—>G(v):%[(14_@)1)_1_1)@_1%”2]

permet de s’assurer que G(v) > 0 si p € [1,2] (et v > 0). D’autre part,
comme v < 1,on a:
n(3n — 2) nn+ 2 nn+ 2

A2 LN ” )
2n—2) "Tan—2-"Ton2"

Comme v > 0 on a finalement :

A+ 50 > Aot (n+ 5220w = gso(l+ o) +G(v)
n—2 n—2 s
Z -0 2 TP

Ainsi par les corollaires 9 et 10 ci-apres et le principe du maximum, v > LL(’;—’_Ql)eq)(p)
et donc v est au mieux dans Ay’. u
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REMARQUE. Si on suppose en outre o € ASﬂC’fo’f dans la proposition
17, nos résultats d’existence locale (I'inversion locale (Théoreme 23)), et glo-
bale (Théoreme 25, premiére partie) fournissent une solution v € Al () Cr>*
pour tout ¢t € [0,n[, qui vérifie bien —1 < v < 1 deés que o est prise assez
petite (en particulier, o telle que A < 1 cf. Théoréme 25). La proposition
précédente affirme alors que cette solution v ne peut étre dans A : il y a

perte de poids.

Pour établir les corollaires que nous venons d’utiliser, commencons par démon-
trer un lemme de perte de poids :

n— n—1)2
Lemme 11 Soit un réel K > _("T_l)Q tel que sy = (Dt (2 DI 0;

sis=Sy+p avecp € N et p # 0, alors la solution de (A + K)o = p° qui
s’annule sur OB est dans A’g st et seulement si k < sy.

PREUVE. On cherche la solution sous la forme ¢(x) = ®(p(z)) (radiale) avec,
pour Uinstant formellement : &'(p) = p*~1 371 bip? s ®(p) = p*™ 3, jf:j& ‘

Alors d’apres le lemme 12 :
(A+K)2(p) = p= [2321 2b; 1(j + 82— 2)p" — ijo bj(j + 59— 1)p
+ (4 —n) ng bj—lpj +(n—2) ijo bjpj

+ K>

320 ]+82 ]
= bo(ﬂ — S9 — 1+ g)psz

+p* 2j21[(2j + 283 —n)bj

+(=j = sa+n— 1+ =)bjlp!

= p*” 2j21{(2j + 285 —n)bj—1 + j(_]_fj%_l)bj]p]

car s est racine de s(s — (n—1)) — K = 0. Donc (A + K)®(p) = p* = p*2pP
si et seulement si :

(b =0 Vizp

_ 1 _ 1 SO
bp_l T 2p+2sa—n ~ 2s—n J=r 1

_ j(j+2s —n+1)
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REMARQUES. Comme sy > ”T’l et p > 1 alors Vj < p, b; > 0. On a toujours
s9 > 0 lorsque n # 1 ou K # 0.

On obtient ainsi une solution polynomiale en p :

p)=p)
j=

qui s’annule sur dB. Une telle solution est unique par le principe du maxi-
mum (cf [GT] p. 33 Th. 3.3). Elle est dans Aj? et ne peut donc pas ”s’écraser”
plus vite a I'infini. [ |

De ce lemme suivent immédiatement les corollaires suivants.

Corollaire 8 St K = n alors sy = n ainsi Vs € N, s > n la solution de
(A + K)o = p* qui s’annule sur OB est dans Af si et seulement si k < n.

2(n—2) (n—2)
Vs € N, s > sy la solution de (AN + K)p = p® qui s’annule sur OB est dans
A’g st et seulement si k < s5.

Corollaire 9 Si K = "8"=2) 4lors s, = %[n—l—i-\/(n —1)2 4 262D ingi

Corollaire 10 Si Je > 0 et un réel t > s tels que o > €p', et si v est
solution nulle sur OB de (A + K)v > o, alors v ne peut étre dans A si
k > S9.

PREUVE DU COROLLAIRE 10. Prenons s = sy + E(t — s3 + 1) alors p* > p®
donc par le principe du maximum v > ep. [
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3.6 Appendice : construction d’une sur-solution
explicite de I’équation (A + K)p = p°

Dans cette partie on cherche ¢ € A telle que (A+ K)¢ > p® ou s vérifie
la condition :

() {K>S(8—(n—1)) si s<0ous>"2

K> - si 0<s <52

Lemme 12 Si o =®op ou ® € C*(]0,1]) et p(z) = (1 — |z[*) alors,

Np = p* (20— 1)@"(p) + [(4 = n)p* + (n — 2)p]P'(p).

PREUVE. On a Ap = —H"7(8,0;0 — I'};0p). Calculons les coefficients du

Laplacien :
2z,

Hi; = p~26i;, 0,Hij = Féijy

Hks

1
Ffj = T(aiHSj + aszi — E)SHZ) == ;(ZL’Z(SIW + ZL’j5ki — kasij),

donc
Hijf‘fj@k@ =p(2 Z x;05p — ”Z zrOpp) = p(2 —n) Z 05,
j=1 k=1 j=1

ainsi

Np=—p"> Fo+p2—n)) z050.
j=1

j=1
Si p = ®op alors

Ojp = —;¥'(p), Djp = = (p) + 259" (p).
Ainsi
Do = p*[n®'(p) + (20 — 1)2"(p)] + (2 — n)p(2p — 1)@ (p)
= P*(2p—1)2"(p) + [(4 —n)p* + (n —2)p|2'(p). u

Proposition 18 Soit s vérifiant (C) et soit

Si o= Mp®, alors (A + K)p > p°.
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PREUVE. Calculons

A(p®)

P*(2p = 1)s(s = 1)p*2 + [(4 = n)p* + (n — 2)plsp*~!

sp*l(2s —n+2)p+n—1—s|,
d’ou

(A+K)(p*) =p°[s(2s =n+2)p+s(n—1—s)+ K].
Si2s—n+2>0o0us<0,

(A+K)(p") = p'ls(n — 1 — 5) + K;
si2zs—nm+2<0ets >0,

+1)+sn—1—s5)+ K] >
2 2
REMARQUE. Si s = 2=2

2

(A + K)(p*) > pls(s — =

-2
%:s(n—l—s):%.
Corollaire 11 Si s €] — 1,n[, et si ¢ = M(n,s,n)p*, alors

1

A >p' = —o.
(Dtn)p2p" =170
PREUVE. Avec K = n, la condition (C) devient :
n>s(s—(n—1))

si s<00u32"7_2

n>-—=L

: n—2
5 si 0<s< =
”T’2§5<n ou —-1<s<0
<~
0<s< g

L’intervalle total permis pour s est donc bien | — 1, n[. Le corollaire suit donc
de la proposition précédente. |
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Chapitre 4

Prescription de courbures 11 :
Courbure de Ricci
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4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous montrons (section 4.4) que, sur la boule unité de
R", Papplication qui a un métrique Riemannienne associe sa courbure de
Ricci est localement inversible au voisinage de la métrique hyperbolique Hy
(ici la localité est entendue au sens fonctionnel).

Ce résultat vient compléter ceux de : [DT1], au voisinage d’un point
dans R", [DT2] sur les variétés compactes de dimension 2, [H] au voisinage
de la métrique standard sur la sphere unité de R™™', [Ya] sur les variétés
Kéhlériennes compactes et [De] sur les variétés Kéhlériennes non compactes.

Nous en déduisons, via un scindage de l'espace des tenseurs de type
Riemann-Christoffel, que I'image de ’application qui a une métrique associe
sa courbure de Riemann-Christoffel est une sous-variété au voisinage de H,
(section 4.5.6).

Par ailleurs, nous étudions ’équation de Ricci pour des métriques non
asymptotes a Hy (section 4.8), ’équation de Ricci contravariante (section
4.6), puis, plus en détail, ’équation de Ricci en dimension 2 (section 4.7).

Enfin, nous donnons une obstruction liée au comportement asymptotique
des métriques solutions (section 4.9).

L’essentiel des résultats de ce chapitre ont fait I’'objet d’une note au C.
R. Acad. Sci. (1998) [D2] et seront soumis prochainement pour article.
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4.2 Notations et conventions

Considérons une varié¢té Riemannienne munie d’'une métrique H. Pour p
et ¢ entiers naturels, nous noterons 77, 'ensemble des tenseurs covariants de
rang p et contravariants de rang ¢. Lorsque ¢ = 0 et p = 2, nous noterons
S, le sous-espace des tenseurs symétriques qui se scinde en S; = H & Sz,
ou H sont les multiples de H et Sy sont ceux de trace nulle (par rapport a
H). Lorsque ¢ = 2 et p = 0, nous noterons S? le sous-espace des tenseurs
symétriques.

V désignera la connexion de Levi-Civita de H et, dans un systeme de coor-
données, nous noterons F;k ses symboles de Christoffel. Par exemple siw € 73
et g € T, en utilisant la convention de sommation,

k
iji = @-wi — Fijwk,

et
Vi9ij = Okgij — Ukigej — U 9iq-
A désignera le laplacien brut relatif a H : pour tout T € 7,

(AY)j,.j, = —H*'V, VY5 5, = =VIVYy 5,

(AY € 7,) ou H* désigne la matrice inverse de H;;.

Pour g € Sy, nous noterons Trace(g) le scalaire
Trace(g) = H*gy.

Pour g € Sy, nous définissons grav(g) € S, par
1
grav() = g - STrace(g) H,

et div(g) € 7; (la divergence de g) par
div(g); = —H*Vigi; = =V7gy;.

Pour w € 71, on défini diviw € S, ( I'adjoint formel de div dans L? appliqué
a w) par
. 1
(le w),-j = é(iji —+ V,-wj).
Nous noterons Ricci, 'opérateur différentiel non-linéaire qui a une métrique

associe sa courbure de Ricci; de méme pour Riem et la courbure de Riemann-
Christoffel (qui est dans 73').
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Soit B la boule unitée de R" (munie de la métrique euclidienne standard
E) et soit p la fonction définie sur B par :

() = 51~ [z

Nous utiliserons pour modele de 'espace hyperbolique standard H"(—1) la
boule B munie de la métrique conforme :

Hy = p’E.

En général, H = Hy + h désignera une métrique sur B voisine de Hy. Dans
le cas particulier ot H = Hy (i.e. h = 0), toutes les notations et définitions
précédentes seront indicées par 0 (Vg, Ag, Tracey, ...). De plus nous noterons
Ry =Ricci(Hy) = —(n — 1)Hy et Ro = Riem(H,).
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4.3 Préliminaires (sur Dopérateur de Bian-
chi)

Commencons par des rappels de nature purement locale. Pour H métrique
sur une variété et R appartenant a Sp, nous noterons Bian(H, R) la 1-forme
définie par :

1
Bian(H, R),, := (—div gravR),, = H* (VR — §VmRst)

(ou V désigne la connexion de Levi-Civita de H). Remarquons que I'opérateur
Bian est linéaire en R et rappelons qu’'une identité due a Bianchi stipule que
Bian(H, R) = 0 si R =Ricci(H). D’autre part, la différentielle par rapport a
H (a R fixé) de 'opérateur de Bianchi est donnée par (cf. [DT1] par exemple) :

(DpBian(H, R)oh),, = %(Bian(H +toh,R),)| = R;,( div gravoh),—T20h,s,
t=0

avec an = (H_IR)fn = HSthm et Tgf = quHSl(ﬁlem — %8mRkl — F?clle)

Cette différentielle prend une forme simple sur toute variété d’Einstein, comme
il résulte du

Lemme 13 S'il existe A € R tel que R = NH alors T}?*6hys = 0.

PREUVE :
Rappelons que

. 1 ..
Th = 5 HY(01Hy; + OcHyj — 0;Hy),
ainsi '}, H;,, = %(@Hkm + OpHypy — O Hyy) et, finalement,
s k sl 1 1
T = AH™ H*(50x Hipy — 501 i),

ainsi 7)%° = —T24. Comme dh est symétrique, on obtient T%*dh,s = 0. [

Lemme 14 Pour toute métrique H et toute 1-forme w on a :
1
Bian(H, div*w),, = 5(—&% + Ricci(H)pm H*w,).
En particulier, s H = Hy de courbure constante égale a —1,

1
Bian(Hy, divgw) = —§(Aw + (n—1w).
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PREUVE :
Rappelons que (div*w);; = 1(V,w; + V,w;). On peut alors calculer :

Bian(H,diviw) = %H“[Vt(vmws + Vwm) — %Vm(vtws + Vwi)]
= %HSt(Vtvmws + Vtszm — vatws)

(Vtvmwt — vatwt + H“Vtvswm)

N

(—Aw,, + Riem(H ), wk)

N

I'avant-derniere égalité résultant de I'identité (cf. [Au] par exemple) :
Rkww —VVw —VVw

Pour conclure, il ne reste qu’a rappeler que Ricci(Hy) = —(n—1)H,. |

Passons a des considérations globales en nous placant sur I'espace hyper-
bolique (B, HO) Pour r € Ak+1a(B782> et h dans A2 (B,S,), fixés assez

k+1,a
petits dans A, 2 +1.0(B,82), nous allons considérer I'application :

g€ Azﬁ (B, S2) — Bian(Hy +h+g,Ry+ 1) € A;;}(B, T1)

qui est lisse au voisinage de zéro (cf. corollaire 23 de I'appendice 4.10 ). Nous
noterons
wp, = Bilan(Hy + h, Ry + 1) € AZ’_O}(B, Th).

Proposition 19 Supposons s > 0 et n — 1 > s(s —(n—1)). Pourr eth

dans N5°% (B, S,) assez petits en norme A2, ., lensemble

k+1,« k+1,a

Z ={g € AkJrl o(B,Ss) tels que Bian(Hy +h+ g, Ry + 1) = wp, }

.. . c s s—92 . .
est, au voisinage de zéro, une sous-variété de Ak+1 o(B,82). De plus, il existe

V' voisinage de zéro dans Ay (B Th) tel que, si l’on pose
Zhrw ={g€ Ak+1 o(B,8s) tels que Bian(Hy+h+ g, Ry + 1) = w},

alors {3, ., fwev fournit, au voisinage de zéro, un feuilletage de AkJrl o(B,Ss).
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PREUVE :
Considérons 'application linéaire Ly, de AZ]&OC(B, S») dans AZTO} (B, T;) définie
par :

(Lhﬂnég)m = (DHBiaIl(H(] + h, RO + T’)(gg)m

D’apres I'expression donnée juste avant le lemme 13,

(Lyhv0g)m = (H 'R divgravdg), — (T69)m
= —(H 'R Bian(H,69))m — (T6g)m,

oul'on aposé H= Hy+h, R=Ry+r et
1 )
T = H* (O Ry — 5 Om Bk — L Rim).

Nous allons montrer que Ly, est surjective et de noyau direct (i.e. qu’il
existe un sous-espace fermé de A;77 (B, S,) complémentaire de KerLy,,).

D’apres le lemme 14 et le théoreme d’isomorphisme de [GL], si
n—1>s(s—(n—1)),

alors Bian(H,,divj.) est un isomorphisme de A;} (B, Tp) dans A} (B, Tr).
Notons Sy son inverse, qui est continu. Or dans le corollaire 19 de I'appendice
4.10, nous montrons que Ly, . tend vers Ly o dans E(Aij’a(B, Ss), AZTO}(B, 7)),
lorsque (h,r) tend vers zéro dans A,;il’a X Al;fLa. Donc Ly divy tend vers

Loodivg dans L(A;75 (B, Th), Ay (B, Th)), lorsque (h, r) tend vers zéro dans

k+2,a
Alﬁla X A,ﬁla. Ainsi, d’apres le lemme 9, pour (h,r) assez petit dans
A2y o X A2y o Liydivg est une application linéaire inversible; nous no-

terons Sy, son inverse (qui est, bien entendu [Yo p. 77], linéaire continu).
Nous avons ainsi le diagramme :

Lh,r

AL (BT T8 A2 (B,S,) 25 ALN(B, T

k42, k+1,«

La surjectivité de Ly, en résulte : en effet, pour tout w € Ai;l(B, 1), 9 =
divySh,yw € Ame vérifie Ly, ,g = w.

Montrons a présent que le noyau de Ly, , est direct. Nous allons montrer
en fait que

A3 o(B,Sy) = ker Ly, & Im divg,
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avec I'm divy fermé. Notons que
Imdivy = Imdiv Sy,

puisque S}, , est un isomorphisme. Passons aux vérifications. Vérifions d’abord
que Im div§Sy, est un complémentaire algébrique de kerL;, : pour g €
AZ;QM(B,SQ), notons g1 = g—divgShLirg. On a alors

Lyp,91 = Liyg — Lp,divgSh,Liprg = 0,

ainsi
g =91 +divgSh,Lprg

avec g1 €KerLy,, et diviSh,Ly,g €Im divySy,. Supposons maintenant que
g € Im divySy, ,NKerLy, . 11 existe w € AZ’O}(B, T1) tel que

g = divySp,w.
D’autre part Ly ,g = 0 ainsi
Lh,rdivash,rw = 0,

donc w = 0, puis g = 0.

Vérifions ensuite que Im divgSy, est fermée : considérons {w;},_y suite de
AZ,’O}(B, T1), telle que divS), w; converge vers g dans AZ:er,a(B ,S2). Comme
Ly, est continue,

Ly, divShywi = w;

tend vers Ly, g dans AZ,_O} (B,T:). Et comme Sy, et div{; sont continus, div§Sy ,w;
tend vers div(Sp,Lp,g dans AZfLa(B,Sz). Donc g =div{Sh,Ln,g € Im
div§Sh,r. La premiere partie de la proposition est donc démontrée.

Pour la deuxieme partie, rappelons que pour h et r voisins de zéro dans
A,ﬁl’a(B,Sg), Ly, est surjective et de noyau direct. Ainsi, pour r et h
fixés dans AZfLa(B, Ss), voisins de zéro dans A,;_fm(B ,S2), Papplication de

Azﬁ,a(B7S2) dans A;‘O}(B,Tl) qui a g associe

w = Bian(Hy + h + g, Ry + )

est une submersion au voisinage de zéro (cf. [La p. 20, 21]). Par conséquent,
il existe U voisinage de zéro dans AZfLa(B ,S2) et V voisinage de zéro dans
AZTO}(B,Tl), ainsi que deux isomorphismes ¢ : U — U; x Uy (U; (resp.
Usy) ouvert dans un Banach) et ¢ : V. — V; (V} ouvert dans un Banach et

V1 D Uy) tels que 'application

Y Bian(Hy +h+ ., Ry + 1) go_lel X Uy — V)
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soit la premiere projection. Il en résulte bien dans U le feuilletage annoncé.
|

N.B. Dans la suite de ce chapitre, la méthode que nous utilisons pour résoudre
I’équation de Ricci, ne s’appuiera pas sur la proposition 19, laquelle figure
ici par son intérét propre (mais on pourrait imaginer une méthode comme
celle de [DT1] qui y recourerait). Par contre les notations et les lemmes, in-
troduits dans cette section, nous seront tres utiles. En outre, la proposition
19 nous permettra d’étudier (cf. paragraphe 4.5.5) la structure de I'image de
I’application ”courbure de Riemann-Christoffel” au voisinage de Hj.
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4.4 Une premiere résolution de I’équation de
Ricci

Dans cette partie, nous voudrions prescrire la courbure de Ricci sur tout B
au voisinage de la métrique hyperbolique. Autrement dit, pour R = Ry+7r €
Sy wvoisin de Ry, peut-on trouver une métrique H = Hy + h voisine de H,
telle que Ricci(Hy+h) = Ry+ 1?7 (ou "voisinage” sera entendu dans un sens

approprié).

Rappelons que la courbure de Ricci d’'une métrique H est donnée en
coordonnées locales par la formule :

Ricei(H )m = Oy, = OmLh + Tulh = Dol

o It = %H (O Hgpm + OpHys — OsHpyn). Nous devons donc résoudre un

systeme d’équations aux dérivées partielles quasi-linéaire du second ordre en
les composantes de H.

La différentielle de 'opérateur Ricci est donnée par (cf. [DT1] par exemple) :

d
DRicci(H)éh = aRicci(H + téh)
ou Ay est le Laplacien de Lichnérowicz qui s’exprime en coordonnées locales
par :

AL(Shij = —stséhij + I%ICCI(I{)ZSéh(]9 + RICCI(H)]Séhf - QSGCt(H)iSjtéhSt,

‘t:o

1
= EAL(S}L — div*div gravdh,

ce que l'on rééerit sous la forme Apdh = Adh + 20(5h).

Pour calculer le symbole de 'opérateur DyRicci, détaillons :
—[div*div gravoh];; = [div*(Bian(H,dh))l;;
- %[H“(Vjvtéhs@- - %Vjvzéhst)

+H (VY i0hay — 1V, V6hy)).

Ainsi le symbole de 'opérateur DyRicci est 'application de Sy dans S, définie
par :

b 0(€)h = L (&b + € uh + Eihey — ).
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qui n’est un isomorphisme pour aucun £ # 0 dans R"*. En effet, si on prend
hij = &€, onao(§)h = 0 alors que h # 0 (en particulier 'opérateur Dy Ricci
n’est pas elliptique).

Nous avons vu précédemment que suivant [DT1] nous allons introduire
un terme correctif naturel qui nous donnera de lellipticité :

(DyBian(H, R)6h),, = R;,(div gravdh), — T2 5hs,

avec Toh = 0 lorsque R = AH comme c’est le cas en (Hy, Ry) (cf. lemme
13, et Bian(H,Ricci(H)) = 0). Considérons donc (avec, désormais toujours,
H:H0+hetR:Ro+T)

1
n—1

F(h,r) = Q(H, R) = RicciH — divgBian(H, R) — R.

Alors
DyF(h,r)0h = DyQ(H, R)éh

— %A(Sh + ©(dh) — div*div gravdh

——=divyR(div gravéh — Toh)
(ot R! = (H™'R) = H*Ry,), de sorte que
1
Dy F(0,0)0h = DyQ(Hy, Ro)oh = §A05h + Oy(dh),
et nous obtenons ainsi l'ellipticité désirée. Ici

O (0h) = (Tracegdh)Hy — ndh.

Décomposons dh a I'aide du scindage Sy = H + Sag, ou 'on rappelle que les
élements de Hy sont ceux de S; multiples de Hy et ceux de Sy, ceux de Sy
de trace nulle (par rapport a Hp). On a donc 6h = uHy + hg, Oo(uHy) = 0,
et ©g(hg) = —nhy, soit finalement

DhF(O, 0)5h = [Ao(uH0> + (AO - 2n)h0]

1
2
D’apres le théoreme d’isomorphisme de [GL] (cf. section 2.2), nous obtenons
le

Lemme 15 Si —2n > s(s — (n — 1)) alors D,F(0,0) est un isomorphisme
de AZ:—22,0¢<B782) dans AZ;?(B,SQ).

Nous voulons appliquer le Théoreme des fonctions implicites en (0,0) a
la relation F'(h,r) = 0. Pour cela il nous reste seulement a démontrer le
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Lemme 16 Lorsque s > 0, l'application F définie précédemment est lisse
de AZ;%@(B,SQ) X AZ;%’Q(B,SQ) dans AZ;2(3782> au voisinage de zéro.

PREUVE :
Tout d’abord, d’apres le corollaire 22 de 'appendice 4.10, 'application

h — Ricci(Hy + h) — Ry

est lisse de AZ]F;Q(B,SQ) dans Azj(B,Sg). Ensuite d’apres le corollaire 23

de I'appendice 4.10, 'application
(h,r) — Bian(Hy + h, Ry + 1)

est lisse de A 2 (B, S) x Ai.2 (B,S,) dans A 2 (B, T;). Et comme I'ap-

k42, k+2,« k+1,«
plication
w — divgw

est lisse de AZfLa(B, 7,) dans AZTO?(B, S) d’évidence, le lemme est démontré.

Nous avons maintenant assez d’éléments pour pouvoir donner le

Théoréme 28 Si —2n > s(s — (n — 1)), alors l"équation

1
F(h,r) = Ricci(Hy + h) — 1div§Bz’an(H0 +h,Ry+1)—(Ry+7)=0

pour r donné dans Aijrg,a(B,Sg) voisin de zéro, possede une unique solution

h wvoisine de zéro dans Aifla(B,Sg) et Uapplication ainsi définie r — h
s—2

est lisse d’un voisinage de zéro dans A5 (B, Ss) dans un voisinage de zéro

dans AZ:L%’Q(B, S2). De plus, lorsque k > 1, quitte a réduire les voisinages de

zéro, la solution vérifie
Ricci(Hy + h) = Ry + .

PREUVE :

D’apres les lemmes 15 et 16 et le Théoreme des fonctions implicites, la
premiere partie du théoreme est évidente. Il nous reste a montrer que pour ”r
petit”, notre solution vérifie Ricci(Hy + h) = R + 1 (c’est-a-dire Ricci(H) =
R) . Nous montrerons pour cela que Bian(H,R) = 0, sans recourt a la
proposition 19, la méthode consistant a appliquer brutalement 1'opérateur
Bian(H,.) a I'équation Q(H, R) = 0. Nous obtenons d’abord

1
Bian(H, Ricci(H)) — 1Bian(H, divyBian(H, R)) — Bian(H, R) = 0.

J/ n —

Vv
=0
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Posons ensuite w = Bian(H, R) ; w vérifie I’équation :
Bian(H, divjw) + (n — )w = 0. (%)
Rappelons que, d’apres le lemme 14,

1
Bian(Hy, divjw) = —é(Aow + (n — 1w),

et considérons l'application linéaire L de A;_
définie par

(B.T) dans A7} (B Ty)

l<:+1 «

1
Lw = Bian(Ho, divgw) + (n — 1w = =2 (Lo = (n— Dw).

D’apres le Théoreme d’isomorphisme de [GL], lorsque
—(n—1) > s(s—(n—1)),
L est un isomorphisme et il existe C' > 0 tel que
| w IR C I Lo 150
Dans notre cas, comme w vérifie (x) on a

Lw = Bian(H,, divjw) — Bian(H, divjw) .

Lrw

Pour € tel que eC' < 1, on veut montrer qu’il existe v tel que, si || r H,i‘jf}lg v
alors )
-1
| Lo IEEA< el w Il -

D’apres le lemme 27 de l’appendlce 4.10, on a

| Low [ < O+ el RIS R l2 diviw (157

D’autre part, comme divj, est un opérateur linéaire continu de A} ] 11.a(B 1)
dans A 1(B,S,), on a

‘(s 2)

” leoW | < Cte H w Hk+1a .

Comme ici 'application A7"5 > r — h € Ak L2 est lisse au voisinage

k+2 «
de zéro et comme s > 0, d’apres la proposition 3, || h H,E/,_O? ) tend vers zéro

lorsque || r ||,E;‘:22()X tend vers zéro. On peut ainsi écrire
| £rw ”k 1a< C(r) [l w ||k+1a
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avec C(r) qui tend vers 0 lorsque || r ||,(€‘1_22L tend vers 0. Il existe donc v

tel que pour || r ||k+22L§ v, C(r) < e. Pour conclure, il ne reste plus qu’a

rappeler que w vérifie (%) et donc que l'on a :
s—1)
lwllFZA< C )l Lo (5= C Il Lw [E50< Ce [ w 1551,

donc que || w ||,€Jrl ., = 0 puisque eC' < 1; finalement w = 0. [

Remarques :

(i)La condition —2n > s(s — (n — 1)) peut s’écrire (n —1)(s —2) > s +2 et
; . A . 5242 _

comme n > 1, il faut s > 2; de méme en I'écrivant n > *2= 41 = f(s), on

voit qu'il faut au moins n > 10, puisque f est minimum pour s = 2 + /6 et

vaut alors environ 9,9. Enfin la condition peut se réécrire sous la forme

n—1—+y/(n—1)22—-28n n—1+4/(n—1)2—8n
2 )

S1 = <SS < S =
2

nous voyons qu’alors s, tend vers l'infini quand n tend vers l'infini et un
simple développement limité montre que s; tend vers 2 quand n tend vers
I’infini.

(ii)Dans la démonstration du théoreme, on a vu que pour annuler w on a
uniquement besoin de la continuité de r — h et de la condition —(n —1) >
s(s — (n— 1)) qui est plus faible que —2n > s(s — (n — 1)).

(iii)Notons que la solution & de I'équation F/(h,r) = 0 est dans A3 (B, S),

tout comme 'est le tenseur 7, et nous ne savons pas si elle est dans A 431 o(B,8s).

Ce manque de régularité (perte de deux points) est du au terme
1
—deVSBIaH(H, R)

nécessaire pour compenser le défaut d’ellipticité de 'opérateur de Ricci.

Cette derniere remarque nous pousse a détailler le processus de résolution.
Pour k£ € N, notons hyyo 'application r — h d’un voisinage de zéro dans
Aj é o(B,S3) dans un autre, donnée par le théoreme 28. Notons ;.o 'appli-
cation d’un voisinage de zéro dans Ap 5 > (B, 82) dans un voisinage de zéro
dans A;;(B ,S2) définie par

Tk+2(.> = RiCCi(HO + ) - RO.

On a alors le
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Corollaire 12 Sous les hypotheses du théoreme 28, l'application ry o est
injective au voisinage de zéro. Si de plus k > 1, l'application hyio l'est aussi.

PREUVE :
La deuxieme partie du corollaire est évidente. En effet, on a pour k& > 1

Vr e Ai;%,JBa Sy) voisin de zéro, 142 0 hyyo(r) = 1.
Pour la premiere partie, montrons que 1’'on a :

Vh e Ai;ia(B, Sy) voisin de zéro, hgio o Tiy4(h) = h.

En effet, pour tout h € A5 (B, S,) voisin de zéro, ryi4(h) est voisin de

Z s—2 7ot
zéro dans Ap5 (B, Ss) et vérifie

F(hgy2 0 rrqa(h), riya(h)) =0,

. . s—2 D
avec hyyg 0 Tgy4(h) voisin de zéro dans A5 (B, Ss). Mais d’autre part, on
a

F(h,riq4(h)) =0,

avec h voisin de zéro dans AZ;Z’O[(B ,S2) donc dans AZfQ’a(B ,S2). Ainsi, par

construction de I'application hy,o, on a
hk+2 (¢] Tk+4(h) = h. [

Remarque : Pour k > 1 et s € [0, n[, application hyo ne peut étre surjec-
tive. En effet, soit v € A7, ,(B) voisin de zéro et tel que

v Q AZ+4,O¢<B)'

s—2

112.0(B,S2), voisine de zéro, soit dans I'image

Supposons que h = vHy € A
de hyio :
Ire AiZ2 (B,S,), F(h,r)=0.

k42,

Comme k£ > 1, on a nécessairement
Tiya(h) =1
En outre (pour la définition de }VL, voir le corollaire 17), on a
o= (HJ + Eij)Tk+2(h)ij + EinOz‘ja

voisin de zéro dans Af,, ,(B). Pour s € [0,n], le théoréme 23 (section 3.2)

implique que A est dans Aijria(B ,Sp) et vdans Af,, (B), ce qui est absurde.
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Notons que les exposants caractéristiques s; et sy du théoréme 28 (section
4.4) vérifient

1
31:§(n—1— (n—1)2—8n) >0,

1
32:§(n—1+\/(n—1)2—8n)<n—1<n.

Ils sont donc dans l'intervalle [0, n[ du théoreme 23 (section 3.2).
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4.5 Une étude de la courbure Riemannienne
au voisinage de la métrique hyperbolique

4.5.1 Linéarisation de ’opérateur de Riemann-Christoffel

Les calculs que nous avons réalisés dans cette section sont, bien entendu,
classiques. Nous les incluons ici par souci de complétude, puisque nous les
utiliserons par la suite.

Nous voulons linéariser 1'opérateur qui, a une métrique H € Sy associe
son tenseur de Riemann-Christoffel Riem(H) € T3

Rappelons que cet opérateur est défini en coordonnées locales par :

Rzem<H)2lm = alr;cm - amr;cl + Fllrgcm - Fémrib

J

avec F;cm = %His(ﬁkas + amHks — asHkm> Ainsi

OT%, = —LHIHOHj(0pHps + OmHis — 0uHp)
+LH (0,04 Hyns + 010 Hie — 010 Hyo)

= —H"9,Hy; Fim + %His(alakﬂms + 010 His — 010sHi,).

Donc (en repérant, pour la commodité du lecteur, des couples de termes qui
se compensent) :

Riem(H)iy,, = H™ |=0Hy 9 + 10,0k Hpns + 0:0m Hys — 0105 Hym)
+ amHstil _%(8mak:Hls + am/a-lﬁks - amasI{kl
N——
+1H™(0;Hg + 0;Hy; — 0,H,;)T,,
—LH*(0;Hypn + O Hyj —0sHj)T,
——
= His [%(alakHsm - alas[—[km + amasHkl - 8m8kHsl)
—I0 0, Hyj + T8, ) Hyj| = H*Sect(H)sgim
(le dernier morceau entre crochets n’est autre que le tenseur de Riemann (de
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courbure sectionnelle) que I'on note ici Sect(H )skm en coordonnées). Nous
avons ainsi

(DgRiem(H)6h)Y,, = —HPH*$hy,Sect(H)im + H*(DgSect(H)Sh) skim
= —Riem(H)zlméhfl + H*(DgSect(H)Sh) shim.-

Nous allons donc nous intéresser tout d’abord au linéarisé de Sect(H).
Pour cela nous aurons besoin du :

Lemme 17 En coordonnées locales, le linéarisé d’un symbole de Christoffel
est :
) 1 ) . .
(DuT(H)oh)%y = a(chSh;- + V;dhy, — V'6hj).
PREUVE :
On a :

(DyL(H)6h)!), = SH®(040hys + 0;6hys — 9,06k,
—LHP H*§hys(Ox Hj + O Hye — O, Hjy,)
= LH®(0p0hjs + 0;0hys — Os0hyi) — H*0h, I,

D’autre part (en repérant les termes qui se compensent),

Vidhi, =  Ouhy, — T2 5hy — 7 5hy,

Y0k = 00hns — TSy, — T2 Gy

—vséh]‘k = —655hjk + FIS)](Shpk -+ Fm]

la somme = (‘9k<5hjs + 8j6hks - 886hjk - 2F£j5hps.

Ainsi

(DuD)(H)ORYi, = LH(Vy0hjs + V;6hys — V0hy)

= %(V,ﬁh; + V;0hi, — V'oh). |
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Nous pouvons maintenant calculer (DySect(H)dh)gpm qui est égal a :

H(10k0hsm — 01056 By, + OmOsOhyy — OO Shsy)
—L(V46RY + V1 0hE — VPShy)TY, Hy,

—1TP/(V1.0hi, + V0hi, — VI0hyn) Hyy — TR T, Shy;
+1(VhE, + V0 0h? — VPSR, )T Hy,

+1TP (Vi0hi + Vi8h), — Vi0hy)Hyy + T2 T,6h,,;,

donc (en repérant des familles de termes de méme type) a :

(010k0P sy, — 01050 hem, + 0 0s6hiy — 01 Okdhg)

(. i

DO | —

1

J

— 1, (Vs8hy + Vi0hs — Vi0hys) — T (Vebhim + Vindhae — Vibhyy)

-

2 3

+?§gl<v35htm + v7’rL5hts - thhms) +F2m<Vk6htl + Vlahtk - Vt(Shkl)

4 5

6 7

Rappelons que Vidhg, = Okdhsy, — I'F 0hym — I, 0h,s, nous avons ainsi :

— —N—
ViV 0hsm = 010k0hsy, —OL% Shpm — Ih 010 hym —O % 0hys
——

1

0 (ViShps AT Shgy + TL5hy,) — T4V 8h — T8V g, —10, Vihag,
S—— S—— N ~~ d ~~ d

S

2 6 4 3

de méme

SN P D
—ViVdhpm = —010s0 e, +81F8k5hpm -+ Fskﬁléhpm —l—all“m&hpk

1
T2, (Vi8ht +T8 gt + Dhpg) + TV i + DV 0hgm +18, V0hiy,
5 7 3 4
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ainsi que

VoVl = 00Oy — 07, 0hy — T, O 6Py — 0 TF, 6
1 —_ —
(VS AT, Shgs, + T8 6hyg) — T8V Shiy — T4,V 0hg —T Y S,
—— —— ~ ~ PN ~

3 6 5 2

et que

V0 V0hg = =000l +0, T8 Shyy + TP D6 hy +0m 0 0he

1 e —
A5 (Vs +17,,0hgs + I 0hpg) + 10V o0hg + 1 Vidhg +17, Vo g

4 7 2 5

Les termes repérés sans numéro se compensent tous; les termes numérotés
reproduisent exactement ceux numérotés plus haut; enfin les termes “de
trop”, non repérés, sont repris un a un ci-apres (changés de signe), soit au
total :

1
(DHSGCt(H>(5h)sklm = 5 Vlvk5hsm — Vlvsdhkm + vaséhkl — vakéhsl

+01 T 0hps + T, T 0 hgs
=08, 0k — 1%, T Shgk

+0n 0 Ry + T T 0hgr

— 0% Shys — TETY Sy

Or
Riem(H)y,,, = 0%, — 0,1 + 01, — T T,
et . .
Riem(H)" = 0,1 — 917, +T% I - T8I,
Donc

1
(DHSGCt(H)(Sh)Sklm = Q[Vlvk5hsm — Vlvséhkm + vaséhkl — vakéhsl
+Riem(H)},,,0hys + Riem(H).  5hp].

sml

On peut donc en conclure (cf. supra)
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Proposition 20 Le linéarisé de H — Riem(H) s’exprime en coordonnées
locales par la formule :

(DgRiem(H)0h) 1y, = 5 [ViVi6hl, — VN 6y + Vi,V iy — YV, Vi.0h;
+H"Riem(H )., ,6hy, — Riem(H )y, 6ht] .
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4.5.2 Un opérateur du type Bianchi pour le tenseur de
Riemann-Christoffel, et sa linéarisation

Nous construisons ici une application Bianc(H, R) pour R dans un sous-
fibré de 7' qui contient les tenseurs de Riemann-Christoffel. Nous voulons
que cette application se ramene a Bian(H, R) par une contraction de R. Nous
calculons ensuite en (Hy, Ry) la linéarisation de Bianc(H,R) par rapport a
H (a Ry fixé), en notant Ry le tenseur de Riemann-Christoffel de la métrique
hyperbolique Hj.

Rappelons que si R = Riem(H ), alors d’apres une identité due a Bianchi,
R vérifie I’équation en coordonnées locales :

ViR + ViR + ViR, = 0. (*)
Et si R =Ricci(H), on a :
Bian(H, R)l = —§HZJVZR1']' + H”VjRil = O (**)

D’autre part, on a

Ricci(H )y = Riem(H)j,;.
Comme Ricci(H) est symétrique, Riem(H ) appartient au sous-fibré vectoriel
S; de T,' défini par

S;={ReT} RV =RE Vije{l, ., n}}

ipj Jpi
On définit I'application Tr de 83 dans S, par
TT’('R,)ij = R

ipj
Ainsi que I'application tr de 7,' dans 77 par
tr (B ) 1= Bp

pl”

Nous allons maintenant construire une application Bianc(H,R), pour
toute métrique H et tout tenseur R dans 83, vérifiant

tr(Bianc(H,R)) = Bian(H,Tr(R)).

Pour cela regardons comment on passe de lidentité (x) a l'identité (kx),
lorsque R = Riem(H) et R =Ricci(H). Le calcul est le suivant : on contracte
(%) par HY, on obtient alors

HIN R, + HIV Rl + ViH H Ry = 0,

[3 (3
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donc
—HIN Riy; + HIV Ry, + H'V, R, = 0.

I1 ne reste plus qu’a prendre ¢t = k (sommation) pour avoir ().

Pour toute métrique H et tout tenseur R dans S3, considérons

1
Bianc(H,R), = 5(- HYIN Rly; + HIV Ry + HVRL,) € T},

ou V est la connexion de Levi-Civita de H.

Remarques :
(i) Méme s'il parait plus naturel de travailler dans le sous-fibré classique de

73!, des tenseurs vérifiant (les propriétés algébriques des tenseurs de Riemmann-
Christoffel) :

Rp

ijk

—RE et RY =R~

tkj ipJ Jjpi*

+ Ry, +RY, =0, RY,

kij Uk

et de prendre comme application Bianc, la contraction du terme gauche de

l'identité (x) par H* nous n’avons trouvé de cette fagon aucune contraction
de Bianc(H,R) qui redonne Bian(H, R).

(ii) On a bien entendu Bianc(H,R) = 0, lorsque R = Riem(H).

En vue de calculer le linéarisé de Bianc(H, R) par rapport a H, réécrivons

2Bianc(H, R)yy = —H" (AR}, — TiRY, — THR,; — T4RY, + Ti,RY,)

iqj tkj

+HZ (a Rzkl Fq qul szqul Fq Rqu + F;ngkl)

HSt(ak’RSJZ szR]

qjl sql sjq

~T¢RI, ~T4RL, +TLRL).
\ﬁ/—/ \“/—/

Donc (comme les termes repérés se compensent)
2Bianc(H,R)j, = —HY(9R,; —TiRL; —TLRL; + T, RY.)

iqj tkj

+HY(0;Ry, — TL, qul FZth  + 15, R

+H8t(akngl ngR FZlegq)
Rappelons que (d’apres le lemme 17)
) 1 . . )
(DHF(H)(Sh)}k = §(V;§5h§» + V;dhy, — V'0hj;)
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et que - . .
(Dy(H 1)0h)? = —HPHISh,,.

On obtient ainsi, a R fixé :

4(DyBianc(H,R)0h),;, = +HY (V;5hi + Vi5hi — V6hy)R!

qkj

+HY (Vkéh? + Vzéhz - Vqéhkl)Rt

iqj

— H”(quhf + Vléhé - Vtéhql)Rq

ik
_Hij(vi(;h? + Vjéh? — Vqéhij)RZkl
—HY V8l + V 0k, = V16l Riy + HY (V0 + Vo0h = V'6hso R,

—H*"(V,6h + V 0hi — Vhy )R}

qjl

— H*(V0h! + V,0hi — V5hy)R!

sjq
o . ‘ . . . .

H”’HﬁqéhqulRikj — HPHY5h,,V R, — HPH qéhqukRijl.
Particularisons désormais ce calcul au cas ou

ngj =6 H, + 5§qu.

Alors
R, =—(n—1)Hy et VR =0

(en particulier R est bien dans S3). C'est le cas en H = Hy et R =Riem(H,).
On a dans ce cas

A(DgBianc(H,R)6h)y, = +HY(Vi6hi + V,0h! — V6hy)(—06,Hy; + 6" Hyy)

+HY (V. 0h + ViShi — V98hy)(—0L Hyj + 64 Hy)

—HY(V0hi + Vi8hy = V'0hq) (=03 Hij + 67 Hi)

—HY(NV0h% + V;6h! — V96h;)(—6; Hy + 6/ Hy)

— H(V6h? + V;6h8 — V6 hy;)(—8L Hy + 6} Hyg)

+H(V;6h!, + V 8hY — V'6hyo) (=61 Hy + 67 Hy,)

+(7l — 1)H5t(Vk5h‘§ + Vséhz - Vqéhsk)qu
+(n — 1)8(V0h! + Vihe — V6hy,).
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Donc

4(Dy Bianc(H,R)6h),; = (Vi6hi + Vi0h? — V96hy)(H" Hyy — 6407

+(Vih + Vi6he — V6hy,) (5 — né?)

q

+(VOht + Vihl, — V'Shy) (=6} + ndf)

—(Vih! + V;0h! — Vhi;)H (—0, Hy + 6f Hor)
+(Vihd + V;0hi — V5hy,;) (5L67 — 6767)
+(V;0ht + VR, — V'6h,) (— 6767 + 6767)

+(n — 1)(ViSh? + V5hi — Vihy)H* H,

+(n = 1)(Vx6h! + Vi6hi — V96hy) 5.

Par suite (comme les termes soulignés se compensent) 4( Dy Bianc(H, R)6h)t,
est égal a :

(V'0hy, + Vi6ht — Vi0h}) — (Vi6hi 4+ V,6h: — NV'6hy)6;,
~—— \1/—/ W—’b ~—— W—’Q —
\\3,_/ T N——
+(V?8hy; + V' 0hy; — Vi 6hi) 8y — (V2 Shyj + V' Shy — Vi 0ht) o}
g

I . )
+ (V3 0R + Vidhi, — V'0hy) —(V 0l + V;6h], — VI 6hy;)01

(. i

h g 5 f
— (Vi0ht + Voh!t — V'Shy) +(Vi0ht + Vi5hi — Viohy)
~~ A e

h b 1 a
—— Y =

3 e d

Comme les termes repérés par les meémes lettres se compensent et que ceux
repérés par les mémes chiffres s’ajoutent, finalement on a la

Proposition 21 La linéarisation par rapport a H, de l’opérateur Bianc en
(Ho, Ry), est donnée en coordonnées locales par la formule

1 , . ,
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Remarque :

Il est important de noter que lorsque ¢ = k (sommation), on retrouve la
quantité

1 ,

qui correspond au linéarisé par rapport a H de Uopérateur Bian en (Hy, Ry)
(cf. paragraphe 4.3).
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4.5.3 Scindage d’un sous-fibré de 7!

Nous construisons ici une fonction F(h, g), pour h dans Sy et o dans Sj,
dont I'image est dans 83, ceci de telle sorte que par une contraction, on re-
trouve la fonction F'(h,r) introduite au paragraphe 4.4 pour la résolution de
I'équation de Ricci. Nous en déduisons un scindage pour un sous-fibré de Si
via le théoreme d’isomorphisme de [GL].

Nous avons vu au paragraphe précédent que

tr Dy Bianc(Hy, Ro)0h = (n — 1)Bian(Hy,0h)
= DHBian(HO,R0)6h.

Considérons, pour une métrique H, l'opérateur D de 7' dans 83 défini
par

i 1 i i
D(B)yu, = E(VmBlk + ViBy,).

Ceci de telle sorte que Tr(D(B)) = div*(tr(B)). Lorsque H = Hy, nous no-
terons Dy 'opérateur correspondant.

Pour H = Hy + h métrique et R = R + ¢ dans S3, on pose

F(h, o) = O(H,R) = Riem(H) — ﬁDO[anc(H, R) - R.

L’application JF ainsi définie est lisse d'un voisinage de zéro dans AZ;%’Q(B, So) X

A3 (B, 83) dans A} (B, S3). Nous obtenons le diagramme commutatif :

_ DpF(0,0) , 4 oA s
A2 (B, Sy) Y Ar2(B, S I A 2(B, )

avec
1
n —_—

Donc

1

D’ou

TrDyF(0,0)6h = Dy F(0,0)5h.
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Or nous avons vu que D, F'(0,0) est un isomorphisme lorsque
—2n > s(s — (n—1)).

Ainsi D, F(0,0) est injective et T'r surjective. D’autre part, 'image de D, F (0, 0)
est fermée dans AZ;?(B, S1) (pour le montrer, il suffit de reprendre la méthode
de démonstration de la proposition 19). Nous obtenons ainsi la

Proposition 22 Si s € R vérifie —2n > s(s — (n — 1)) alors nous avons le
scindage

Ay 2(B,S5) = Im Dy F(0,0) @ Ker T

Remarque :
Fixons z dans B et notons Sy, (resp. S;lz) la fibre du fibré Sy (resp. S3)
au dessus de z. Notons de plus T'r,, 'application T'r restreinte a 831‘1. De

maniere purement algébrique, les n? équations indépendantes prj = 0, nous

donnent la dimension (sur R) de ker Tr, qui est en 'occurence n* — n?. De

la méme maniere, via les équations R . pi» 1a dimension (sur R) de S
est n* — gn(n — 1). De plus la dimension (sur R) de Sy, est 3n(n+ 1). On
retrouve bien (les dimensions étant sur R)

dim Sy, + dim ker Tr, = dim Sé‘z.
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4.5.4 Remarques sur le scindage classique des tenseurs
de type courbure sectionnelle

Nous donnons ici un scindage pour un sous-espace de AZ;XQ(B ,S3) déduit
du scindage classique du sous-espace de 74 des tenseurs de type courbure sec-
tionnelle (cf. [Be p.45-48]). Ce scindage n’ayant ensuite plus d’utilité pour la
these, nous ’avons placé ici pour permettre une comparaison avec le scindage
précédent. Donnons tout d’abord les

Définition 4 Le produit de Kulkarni-Nomizu de deuz tenseurs symétriques
h et g est le 4-tenseur h > g donné par
(h > 9)iji = hikgs + hjigir — hagik — hjkgi.
Définition 5 On définit Cy, le sous-fibré de T, des tenseurs vérifiant :
Tijkl = Tklij, Tijkl = —Tjikl = Tjilk,
et
Tijkl + Thiji + Tjka = 0.
Définition 6 Pour H € S non dégénérée, on définit I’application cy de Cy4
dans Sy par :
cu(T)iy; = Hklnkjl.
On a alors (cf. [Be]) le

Théoreme 29 Si n > 4, Cy admet une unique décomposition en espaces
irréductibles (en tant que O(H)-modules) :

Co=UBLDW,
ol

U = RHxH

E — HD(]SQO

W = kercy.

En fait on montre que si I’'on pose
.
Ty = CH(T)ija S = H]T'ij
et
S
zij = (rij — EHij) € Sy,

alors on a
s

Tijkl = m

1
(H < H)jjja + m(z > H )ijr + Wijkls

avec H ikwijkl = 0. En prenant désormais H = Hj, on déduit alors immédiatement
le
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Corollaire 13 Soient k € N, s € R, o €]0, 1] et supposons que n > 4. Alors
pour tout T € AZ;4(B,C4), on a

S0 1
=——Hy< H
T on(n—1)"" 0+n—2

20 NH(] + wy,

; _ gpa _ ij _ s (4] _
ot To;; = Hy Tpigj, So = Ho Jroij et 20,5 = T0ij — 2 Hoj, avec Hy wog = 0.
A cette décomposition unique correspond le scindage (défini avec Hy)

AN (B,Cy) = A (B U) @ AN (B, L) & Ay (BW).
Remarque : On a g € AZTO?(B,SQ), s0 € A} . (B) et z € AZTQQ(B,SQO).

Considérons maintenant I'application H;'. de AZ;f(B ,C4) dans AZ;E(B ,S3)
définie par 4
(Ho_lT)?kz = Hy Tijui

Il est immédiat que 'image de A *(B,Cy) par 'application H; . est un sous-
espace de AZ;Q(B,S:%) et que H,'. est un isomorphisme de AZ;‘(B,CZL) sur
son image. On a alors le

Corollaire 14 Soient k € N, s € R, o €]0, 1] et supposons que n > 4. Alors
pour tout T € AZT;(B, Cy4), on a

S0

Hylr=—>0
o7 2n(n — 1)

1
HJI(HO > H(]) + mH&l(ZO > Ho) + Halwo,

avec les notations précédentes. On a ainsi Hy 'wy € ker Tr. A cette décomposition
unique correspond le scindage de image de Hy'.,

Hy ' H(B,Cy) = Hy "N H(BU) @ Hy 'Ay (B, L) @ Hy 'A N B,W).

Remarque : Il est clair que I'image de H;'. n’est pas A{ *(B,Si) tout
entier. D’autre part lorsque —2n > s(s — (n — 1)), nous avions le scindage

Ay (B, S3) = ImDyF(0,0) & ker Tr.

Ainsi notre axe ker Tr comprend l'axe H 1AZ;4(B,W). Par contre, nous
allons montrer la

Proposition 23 Sin > 2 et s est un réel vérifiant 0 > s(s — (n — 1)), alors

ImD,F(0,0) N A} 2(B, Hy'Cy) = {0}.
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PREUVE :
Les éléments de AZ;f(B , Hy'Cy) vérifient entre autre les propriétés

7—iilm = 07 (1)
HOisHOZmTlilm =0, (2)

et . . .
Hois Ho™ (T + Togt + Timae) = 0. (3)

Nous allons montrer qu'un élément de ImD,F(0,0) vérifiant ces propriétés
est forcément nul. Soit donc dh € A 5(B,S,) et

1
U= th(o, 0)5}1 = DRZGm(H())(Sh — H[DH(D()BZCZTLC) (Ho, R())](Sh

On a 7 := [Dg(DyBianc)(Hy, Ro)|0h = [Do(DgBianc)(Hy, Ro)|0h, par
linéarité de Dy. Comme D Riem(Hy)dh vérifie (1), (2)et (3), alors ¥ vérifie
(1), (2) et (3) si et seulement si 7 vérifie (1), (2) et (3). Montrons maintenant
que si 7 vérifie (1), (2) et (3), alors 6h = 0. Détaillons tout d’abord 7, on a
(cf. proposition 21)

B}, = {DgyBianc(Hy, Ro)oh}},
= 3[Vidhi — 6iVi6h] + (n — 1)Vi5hi, + 6]V ;6h], — 5LV ;6h]],
et comme Do(B)i,,, = 3(ViBjj, + Vi.Bj,), finalement 47}, est égal &
Vi Vibhi — 61V 5 Vb + (n — 1)V Vihi, + 6]V V 500, — 63V, V ;0]
VeV nbhi — iV Vmbh) + (n — 1)V Vidhi, + 6iVkV ki, — 6, ViV 6k
La propriété (1) se traduit par

(1 —n)V,Vi6hi + (n — 2)V,,Vish) — V, V.01

+V;V.udhi + (n — 1)V,;Vi6hi, + V,V;0h, = 0.
Décomposons 0h = uHy + hg a travers le scindage So = H @ Spp. On a alors
(1—n)VmV]h0{+(n—1)V]Vlhofn—i-VJtho{jLVlV]hofn—i-(n—1)(n—2)VmVlu =0.
Or,on a
Vi Vihe! = VViho! = ho)Roli, = hoiRolim
(a) = hoi(—5§H01m + 05, Hoz) + (n — )hopm

= nhoyn
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i ’ N
Donc 47}, est égal a

(1 —n) [V;Vho! — V;Viho! ]

antisyr;lrétrique 4 ’
+ (1 - n)nhglm + vajhog + Vlehgfn - nhmm + (Tl — 1)(n — 2)Vlvmu =0.

-~
symétrique
Ce qui nous donne

V;Vmho! — V;Vihe! =0
() , , :
vajhgf + Vlehoin — nzhmm + (n — 1)(n — Z)Vlvmu =0

De la méme maniere, la propriété (2) nous donne

ViViho' — (n = 1)Ahoy + ViVihol — Hoge VIV he! + ViVihe!

+(n — 1)V Vihol + ViViho!l — ViVjhol 4+ (2 — n)V,Viu + (2 — n)(Au) Hops = 0.
Donc, on a
—(n — 1)Ah0ks + VZV}ChQi + stjhgi — HOksVlehO{
+nV iV ho! — (n — 2)[(Au)Hops + Vi Veu] = 0.
Or d’apres (a) et (b), on a
ViViho + Vi Vihol = ViVihol — nhog, + V.V;hol,
= n(n—1hoyg — (n—1)(n —2)V,Vu.
On a aussi (toujours d’apres (a) et (b))
ViVihe = 1[ViVihel + V Vi, + ViViho, — VViho}]
= %[thOks - (TL - 1)(” - Q)Vkvsu + 0]7
donc, en particulier
V'V;hol = (n—1)(n — 2)Au.
Ce qui nous donne
—(n —1)Ahog, +n(n — Dhog — (n— 1)(n — 2)ViVu
+2[n%hogs — (n — 1)(n — 2)VyVu] — (n — 1)(n — 2) AuHo,,
—(n = 2)[(Au)Hops + Vi Vsu] = 0.
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Prenons alors la trace relative a Hy, on obtient

—%n(n —2)(n—3)Au = 0.

Donc, lorsque n >4 et 0 > s(s —(n— 1)), on a u =0, et

Enfin 4(7},,, + 70, + 75..) est égal &
Vi Vibhi — iV Vidhl + (n — 1)V, Vidhi, + 6}V 0 V6, — 61V, V ;01
Vi Vinbhi — 6§V Vbl + (n — 1)V Vidhi, + 61V, V603, — 68 ViV ;0h]
+V Vbhi, — 0V V mbh) + (n — 1)V VbR, + 0.V, V 6, — 68V, V;6h,
+V . Vidhi, — 6V V1o, + (n = 1)V, Vidhi + 6,V V ;00 — 61,V 501,
+V ViR, — 68, Vi Vo, + (n — 1)V Vdhi + 65, V.V 6k — 6iVpV 00,
+V Viohi, — 68 ViV i0R, + (n — 1)V, V,6hi + 6LV Y ;0h], — 615,V 6k,

Les deux dernieres colonnes s’annulent, la troisieme vaut (n — 1)-fois la
Y

N AN . ’ i i i ’ N

premiere et la deuxieme reste inchangée, donc 4(7(,,,, + 72k + Tink) €St €gal a

(Vi Vidhi + ViV nohi) + (Vi Vidhi + V,V,,0hi)

+(ViVi0hE, + V,Vi0hi )]

—2(6;V Vi + 0,V Vi + 61, V. V1) 51
D’apres la propriété (3), on a donc

n[=208hys + 2VFV ki + 2V VF0hy] + (2A6h7) Hoyy — 4V, V 6h% = 0.
En écrivant 0h = uHy + hg, on obtient
2n[—Ahgs + (V*Vihogs + ViVFEhoes)] = 0.
Or d’apres les propriétés (a) et (b), on a
VEV hows + ViV¥hors = n(n — Dhog — (n — 1)(n — 2)V,V,u,
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donc
—Ahog +n(n—1)hog — (n—1)(n —2)VVu = 0.

Prenons la trace relative a Hy, on obtient
(n—1)(n—2)Au=0,

donc u = 0 lorsque n > 2 et 0 > s(s — (n — 1)). Dans ce cas, on a
[A —n(n—1)hy = 0.

En combinant cette derniere égalité avec (c¢), on obtient hg = 0.
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4.5.5 Structure de 'image de H — Riem(H) prés de
Eﬂ)dansiAZf(B,Sg)

Le scindage de 'avant-dernier paragraphe et le théoréeme d’inversion de
l'opérateur Ricci (cf. théoreme 28), nous permettent d’étudier la structure
des tenseurs de courbure voisins de Ry dans AZ;&(B ,S3).

Donnons tout d’abord le

Lemme 18 Soient k € N, a €]0, 1], et s € R vérifiant
—2n > s(s — (n—1)).
Considérons le sous-ensemble de AZ;Q(B, S3) définit par :

M = {F(h,0), h voisin de zéro dans \; .5 . (B,Ss)}.

k+2,«

Alors M est, au voisinage de zéro, une sous-variété de A} *(B,S3).

PREUVE
Nous allons montrer que ’application d’un voisinage de zéro dans Aer%’a(B, Ss)

dans un voisinage de zéro dans AZTO?(B ,S3) définie par
h — F(h,0)

est une immersion. Pour clarifier la suite de la démonstration, donnons le
diagrame suivant :
DpF(.,0)

A2 (B.S) T AH(BLSE) T ALA(B,Ss).

Tout d’abord (nous le verrons au paragraphe 4.8), comme D, F(0,0) est un
isomorphisme, par continuité, D, F(h,0) est encore un isomorphisme pour
h voisin de zéro dans Ai;;a(B, Sy). Ainsi, Dy F(h,0) est injective. Ensuite,
par la méme méthode que pour la démonstration de la proposition 22, on a
le scindage

AZ;?(B, 83) = Im Dy F(h,0) & ker T'r.

Rappelons enfin que ker Tr est fermé. Il en résulte (voir [La p. 20]) que
F(.,0) est une immersion au voisinage de zéro. |

Remarque : Comme D, F(0,0) est un isomorphisme, I’application

F=F(,0): A3 (B, Sy) — A 2(B,S)

k+2,«
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est localement inversible au voisinage de zéro, notons f~! son inverse. Alors
M peut se voir comme le graphe de 'application de Im D,F(0,0) dans
ker Tr définie par

g F(fT(Tre).0) — .
En effet, on a

TrF(f 1 (Tre),0) — Tro = F(f (Tre),0) — Trp = 0. |

Nous allons maintenant étudier la structure de l'image de ’application
d’'un voisinage de zéro dans AZ;%@(B,SQ) dans un voisinage de zéro dans
A 2(B,S3) définie par

o(h) == Riem(Hy + h) — Ro.

Rappelons tout d’abord, comme nous ’avons vu dans la proposition 19 que,

si I'on définit, pour w voisin de zéro dans AijrlLa(B ,71), 'ensemble

>, ={h € A3 (B,S2), Bian(Ho + h, Ry) = w},

N .. ’ s—1 .
alors {} g, wev, ot V est un voisinage de zéro dans Ay (B, 71), fournit un

feuilletage de AZ;;OC(B , S2) au voisinage de zéro. On peut maintenant donner
la

Proposition 24 Soient k € N, a €]0,1[, et s € R vérifiant
—2n > s(s — (n—1)).
Considérons le sous-ensemble de A, 2(B,S3) définit par :
R ={o(h), h voisin de zéro dans A} 3 (B, Ss)}.

Alors R se déduit de la sous variété M (définie au lemme précédent), de la
maniere suivante :

o(h) = F(h,0) + ¢lw(h)] + W (h),

o
w(h) = Bian(Hy + h, Ry),
plw(h)] € Im D, F(0,0),
W(h) € ker Tr.

D’autre part, lorsque k > 1, 'application o est injective au voisinage de zéro.
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PREUVE :
Rappelons que, par définition, on a

F(h,0) = o(h) = (h),

avec Y(h) = —5 Do[Bianc(Hy + h, Ro)]. Ainsi, si h € 3 ,, on a

n—1

Tr(h)) = — divy

n —

Considérons alors ¢(w), 'unique élément de I'm D, F(0,0) tel que

|
Tr(e(w)) = - 1d1V0w.

Remarquons que ¢(w) est la premiere projection de 1(h), a travers le scindage
Ay (B, Sy) = Im D, F(0,0) @ Ker Tr.

On pose ensuite
W(h) = 4(h) — ¢(w).

On a bien W(h) € ker Tr (c’est la deuxieme projection de ¥ (h) a tra-
vers le scindage précédent). La premiere partie de la proposition est donc
démontrée. Supposons maintenant que k£ > 1, alors, comme nous 1’avons vu
au paragraphe 4.4, 'application d’un voisinage de zéro dans Ai;%ya(B,Sg)
dans un voisinage de zéro dans AZ;Q(B ,S2) définie par

r(h) = Ricci(Hy + h) — Ry
est injective. Ainsi, d’apres le diagramme

Riem(Ho-i—.)—Ro
—

A3_2 (B7 82)

S— Tr S—
kE4+2,a Ak,aQ(Bv S;) - Ak7a2(Bﬂ 82)

RiCCi(H(] + ) — R()
on en déduit que p est injective.
Remarque : Lorsque k > 2, il n’y a pas d’éléments de I'm Dp(0) verticaux
(i.e. dans ker T'r). En effet, comme on a identiquement Bianc[H, Riem(H)] =

0 (cf. section 4.5.2), on a
F(h,o(h)) = 0.
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Donc, en différentiant par rapport a h en 0, on obtient, pour tout dh €
Aii2a(B, S2),
D, F(0,0)0h + D,F(0,0)Do(0)6h = 0.

Comme F est linéaire en g, on a de plus

D,F(0,0)Do(0)6h = F(0,Dp(0)dh)
—Do(0)0h — - Do[Bianc(Hy, Ro + Do(0)0h)]
—Do(0)0h — —L= Do[Bianc(Ho, Do(0)5h)].

Supposons qu’il existe 0h € Ai;;a(B, Ss) tel que dp := Dp(0)oh € Ker T'r,
alors

Tr Do(Bianc(Hy, o)) = divy(tr Bianc(Hy,0p)) = divy(Bian(Hy, Tr dp)) = 0.

Donc F(0,60) est dans Ker Tr. Or comme il est aussi dans Im D, F(0,0),
finalement F(0,00) = 0. Par suite D, F(0,0)0h = 0. Et comme D;,F(0,0)
est un isomorphisme, dh = 0, d’ot1 dp = 0. |

Remarque :

La proposition 24 et le théoreme 28 fournissent le résultat algébrique suivant :
notons ¢} le produit tensoriel R"* @ R"* @ R™* ® R" et s} le sous-espace de
t} des tenseurs vérifiant

Oipj = Qi
Alors, pour tout ¢ dans s}, il existe w dans s} tel que w?pj = 0 et tel que, si
I’'on note

R =0+ w,

R € s} vérifie (les propriétés algébriques du tenseur de Riemann-Christoffel) :

donc aussi R};; = 0.

En effet, considérons a €]0,1[ et s € R vérifiant —2n > s(s — (n — 1)).
Pour g € s3 et pour A € R\{0}, considérons, dans le systeme de coordonnées
canonique de R", le champ de tenseurs sur B :

o ="
Ce champ est dans A3 (B, S3) et vérifie

I s P=0.
)\E% H O ||3,oz 0

Ainsi d’apres le théoreme 28, pour \ assez petit, il existe h, dans Ag;Q(B ,So)
tel que

Ricci(Hg + hy) — Ry = Tr(Riem(Hy + hy) — Ro) = Troy,
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donc il existe wy dans ker T'r tel que
R/\ = o)t wy = Rzem(Ho + h)\) — Rg.
Posons w = M%Q(O)w,\(O). Alors
Rx(0) = Ap"2(0) (0 +w)

vérifie les propriétés algébriques demandées, donc R = o + w aussi dans s}.
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4.5.6 La restriction de Imp a A3  est une sous-variété

Dans la section précédente, nous n’obtenons pas un résultat aussi complet
pour I'mp que pour M a cause d’une perte de régularité. Dans cette section,
nous nous placons dans le cadre C*° pour éviter ce phénomene.

Pour s € R, nous dirons qu’une fonction v € C*(B) est dans A% (B) si
elle est dans A} ,(B), pour tout k € N (a étant fixé dans ]0, 1[). On munit
I'espace AS_ (B) de la famille de normes {|| . H/(:Zc}keN L’espace A% (B) est
un espace de Fréchet. Remarquons que d’apres la proposition 3, u tend vers
v dans A3 (B) si et seulement si il existe ko > 0 tel que Vk > ko, || u—v ||,(€SL
tend vers 0. Comme pour les A} ,(B), on étend cette définition aux tenseurs.

Rappelons maintenant que pour s vérifiant —2n > s(s — (n — 1)), on a
défini au paragraphe 4.4 les applications lisses au voisinage de zéro

Tk+2(.) = R,iCCi(H() + ) — RO : AZ;%,Q(B,SQ) —_— AZ;}?(B,SQ)

et

hira () A20 (B, S2) — N33 ,(B, Se),

I'unique solution de

r € A3 a(B.S2) — Flhya(r),r) = 0 dans A} 2(B, Sy).

k42,

On a vu que

hk+2 OTk44q : AS_2 (B,SQ) — AS_2 (B,SQ)

k+4,« k42,

est I'injection canonique, et que, lorsque k& > 1,

Tk42 O hk+2 . AS_Q (B, 82) — AZTO?(B, SQ)

k42,
est 'injection canonique. Considérons les applications correspondantes
7(.) = Ricci(Hy +.) — Ry : A5J%(B,Sy) — A3(B,Ss)
et
h(.): AN5S%(B,Sy) — AS3(B,Ss,).

Alors d’apres ce qui précede, les applications r et h sont lisses au voisinage
de zéro et vérifient
hor=roh=Idys—>ps,), (%)

au voisinage de zéro. On alors directement le
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Théoréme 30 Soit s un réel vérifiant —2n > s(s — (n — 1)). Alors, pour
tout v voisin de zéro dans A:3*(B,S,), l'équation

Ricci(Hy 4+ h) = Ry +,

possede une unique solution h € A5;%(B,Sy) voisine de zéro. De plus appli-
cation r — h est lisse au voisinage de zéro entre les Fréchet correspondants.

Considérons R}, le sous-espace de 73" des tenseurs vérifiants
Tim = 05 Thtm = ~Thmts Thtm + ookt + Tise = 0.
On définit 'application
p() = Riem(Hy +.) — Ro : AS*(B,Ss) — A (B, Rj).

Il est clair que p(.) est lisse au voisinage de zéro.
Enfin, on définit ’application linéaire

Tr:AS3(B,RY) — NJ%(B,Sy)

qui & 74, associe 7, . On a alors le

Théoréme 31 Soit s un réel vérifiant —2n > s(s — (n—1)). On a
AS2(B,R3) = ImDp(0) @ KerTr.

PREUVE
OnaTrop=r,donc Tro Dp(0) = Dr(0). Par ailleurs d’apres (), on a

Dh(0) o Dr(0) = Dr(0) 0 Dh(0) = Idye2 5 5,)-

Le diagramme suivant est donc commutatif

AD2(B,S) 229 A2 (B, RY) I ALA(B, Sy)

________ phoy

Ainsi, pour tout 7 dans A*;%(B,R}), on a

7= [Dp(0) o Dh(0) o T7](7) + 7 — [Dp(0) 0 Dh(0) o T7|(7) .

[

EIme(O) GK;‘TT
Si maintenant 7 = Dp(0)dh € ImDp(0) est dans kerTr, alors Dr(0)0h =
Tr[Dp(0)dh] = 0, donc 6h = Dh(0)(0) = 0, puis 7 = 0. [

122



Théoréme 32 Soit s un réel vérifiant —2n > s(s — (n —1)). Alors Imp est
une sous-variété de N53%(B,R3), graphe de lapplication de ImDp(0) dans
KerTr donnée par

VUV — (pohoTr)(¥)— .

PREUVE

Nous allons montrer qu’il y a un changement de coordonnées au voisinage
de zéro dans AS;2(B,R}) qui redresse Imp en ImDp(0). Pour fixer les idées,
remarquons qu’en plus du diagramme (D), nous avons le diagramme com-
mutatif suivant (au voisinage de zéro) :

ASA(B,Ss) 2 AL (B,RY) -5 AL2(B, Ss)

Ainsi, tout 7 voisin de zéro dans AS;?(B,R}) peut se décomposer de deux
facons

7 = [Dp(0) o DlO) o Tr|(r)+ 71— [Dp(0) OBMO) o Trl(r)

€ImDp(0) eKerTr

et
7= (pohoTr)(r)+7—(pohoTr)(r).

—~~ —~~

elmp eKerTr

Considérons I'application ® de A*;%(B,R}) dans AS7?(B,R}) lisse au voisi-
nage de zéro définie par

O(7) =7"=[Dp(0) o DR(0) o T7|(7) + T — (po h o Tr)(7)
(notons que T'r(7") = Tr(r)). Alors ® est inversible, d’inverse lisse :
(") =71 =17 —[Dp(0) o Dh(0) o Tr)(7') + (po h o Tr)(7).
Par ailleurs ®(Imp) = ImDp(0) au voisinage de zéro. [

Remarques :

(i) On peut remplacer R} dans tout ce qui précede par n’importe quel sous-
espace de S = {R € T}, prj = Rgpi}, comprenant les tenseurs de type
Riemann.
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(ii) Lorsque s vérifie —2n > s(s — (n — 1), nous avons obtenu le scindage
AS22(B,R3) = ImDp(0) @ KerTr.
Tout comme au paragraphe 4.5.4 le scindage de Besse, nous donne
ASSHB,Cy) = AU B U) @ AU (B, L) @ A4 (B W).
Comparons ces deux scindages : on a déja
Hy'A(B,C) CC A%(B,RY),
en effet, l'inclusion est immédiate et pour 7 € A;%(B,R1), on n’a pas

forcément
i i
HojiTgim = —HoikTjim-

De la méme maniere, on a
Hi'AS2(B,W) CC kerTr.

Etudions 'intersection ImDp(0)NH; ' A3;2(B, C,). Remarquons tout d’abord
que Vh € A33%(B,Ss),

s(h) := Sect(Hy + h) — Sect(Hy) € AS*(B,Cy),
avec Sect(Ho + h)jkim = (Ho + h)jiRiem(Ho + h)i,,,, donc
Ds(0)0Rjkim = Hoji[Dp(0)5h]4 + Rofmdhi; € A (B, Cy).
Ainsi Dp(0)6h € Hy'ASZ%(B,Cy) si et seulement si
RojumOhi; € A2 (B,Cy),
ce qui est le cas si et seulement si (rappelons que Rk, = Hopmf — Howdl)
Hoi0hjm — Hopjohy, = 0. (CNS)
Donc, en particulier ndhj, = (H{6hy)Ho,,;, dott 6h € A5?(B,’H) (on
rappelle que Sy = H @ Sy). Inversement, si 6h = uHy, alors dh vérifie

(CNS), donc on a

ImDp(0) N Hy 'A% (B, Cy) = Dp(0)A%(B, H).
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Enfin, remarquons que lorsque dh = uHy, on peut détailler
Hoj; [Dp(0)(wHo)ljm,
= L (Hojm ViVt — Hop ViVju + Hopy Vi, Viu — Hoy Vi Vi)
= —1(Ho > VVU) jiim,

1
= 95 (Ou)(Ho >4 Ho) jrim, —3 [Ho > (VVu + 5 (D) Ho)ljhm.

A (B AL (B.L)

Finalement, on a
ImDp(0) N Hy'ASZ2(B,Cy) = ImDp(0)N Hy*AS22(B, (U @ L))

= Dp(0)A*(B,H).
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4.6 Une résolution de I’équation de Ricci contra-
variante

Il est possible d’améliorer les conditions s > 2 et n > 10 du théoreme 28
(section 4.4) si 'on prescrit plutot le tenseur de Ricei contravariant qui est
donné en coordonnées locales par

Ricci(H)" := H" H''Ricci(H ).
Autrement dit, on va résoudre au voisinage de zéro I’équation
Ricci(Hg +h) = Ry + 7,

ou

oW rris rrit - ij

Ry’ = HYH) Royy = —(n — 1)H
et ot 7 est donné dans S? voisin de zéro. Pour cela nous procédons, comme
pour l'opérateur de Ricci, par un argument de fonction implicite. Com-
mencgons par calculer des opérateurs linéarisés en (Hy, Ry). Tout d’abord,
le linéarisé de I'opérateur Ricci est donné par

(DRicci(H)Sh)" = —H"H*H" Ricci(H)z0hy,
—H" H? H" Ricci(H )y 0hy,

+H" H*( DRicci(H)6h) ..
Dans le cas particulier ou H = Hy, on a
—H"H*H7'Ricci(H)y = (n — 1)H?H*§? = (n — 1) HPH'4.
Ainsi comme dh est symétrique, on obtient
(DRicci(Hy)oh)" = HE* HJ'[(DRicci(H)0h) g 4 2(n — 1)8hy].

Pour toute métrique H et tout tenseur R € S?, nous devons aussi considérer
un analogue de 'opérateur de Bianchi : soit Bian 'opérateur a valeurs dans
les 1-formes, défini par

Bian(H, R) = Bian(H, HHR),

ou (H Hﬁ)ij = HisHthSt (nous utiliserons cette écriture tout au long du
calcul qui suit). L’identité de Bianchi Bian(H,Ricci(h)) = 0 (section 4.4) se
traduit ici par I'identitée de Bianchi contravariante

Bian(H, Ricci) = 0.
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Le linéarisé de Bian par rapport & H est donné par

DyBian(H, R)0h = DyBian(H, HHR)6h+DgpBian(H, HHR)(ShH R+HGShR),
et comme Bian est linéaire en R, on obtient

DyBian(H, R)0h = DyBian(H, HH R)Sh+Bian(H, ShH R)+Bian(H, HShR).

Notons que (ShHoR);; = (5hingjtﬁgt = —(n — 1)dh;;. Ainsi en H = H, et
R =Ry, on a

DHBian(HO,EO)éh = DHBian(HO, Ro)éh - 2(7’L - l)Bian(HO, (Sh)
= —(n — 1)divogravydh + 2(n — 1)divegravydh
= (n — 1)divograv,dh.

Considérons (avec, désormais toujours H = Hy+h et R = Ry +T7) :

— — — - 1 - —
F(h,7) = Q(H, R) = Ricci(H) + mHo—lHO—1onv;;Bian(H, R)-R

F' définit une application d’un voisinage de zéro dans A3 (B, Sy)x A5 (B, S?)

dans AZ;?(B ,8?). En effet, il suffit pour cela de reprendre la démonstration
du lemme 16 (section 4.4) en remarquant que si I'on pose R=HH R, ap-

plication de A%3 (B,S?) dans Ay3 (B,S,) qui & T = R — Ry associe
r = R — Ry est lisse (en fait, affine).
D’autre part, d’apres ce qui précede et d’apres le paragraphe 4.4( en

gardant les mémes notations), on a
Dy F(0,0)6h = DyQ(Hy, Ry)dh
= Hy'Hy '{5[(D0 +4(n — 1)) (uHy) + (Ag + 2n — 4)hol}.

Tout comme pour le lemme 15 (section 4.4), d’apres le théoreme d’iso-
morphisme de [GL], en remarquant que l'application de A',;’az (B,Ss) dans
A2(B,8?) qui & 0r associe Hy 'Hy 'or (ol (Hy 'Hy '6r)7 = Hi* H*6ry) est
un isomorphisme, on obtient le
Lemme 19 Si2n—4 > s(s—(n—1)) alors D, F(0,0) est un isomorphisme
de A} 3 (B, S?) dans A2 (B, Ss).

On peut maintenant donner le
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Théoréme 33 Sis >0 et 2n—4 > s(s — (n—1)), alors I"équation

F(h,7) = Ricci( Hy+h)+ Hy ' Hy ' div Bian( Ho+h, Ry+7))—(Ro+7) = 0,

1
(n—1)
pour T donné dans AZ_*F%’Q(B,SQ) voisin de zéro, posséde une unique solu-
tion h voisine de zéro dans AZ;% o(B,S2). Lapplication solution T — h est
lisse d’un voisinage de zéro dans Aii%’a(B,gSQ) dans un voisinage de z€éro
dans AZ;%Q(B,SQ). De plus, lorque k > 1, quitte a réduire les voisinages, la
solution vérifie

RiCCi(HO + h) = EO + 7.

Rappel : La condition s > 0 est imposée pour assurer que le tenseur
symétrique Hy + h reste non dégénéré pour h voisin de zéro.

PREUVE :

Tout comme pour le théoreme 28 (section 4.4), il suffit de vérifier que pour
r "petit”, la solution vérifie Ricci(Hy + h) = Ry +7. On procede de la méme
maniere. On applique 'opérateur Bian(H,.) a I'équation Q(H, R) = 0, ce qui
nous donne, compte-tenu de 'identité de Bianchi contravariante (cf. supra),

1 - - — —
( 1)Bian[H, H;'HytdiviBian(H, R)] — Bian(H, R) = 0.
n —

On pose ensuite w = Bian(H, R) ; w vérifie ’équation
Bian(H, Hy ' Hy 'diviw) — (n — 1)w = 0. (%)
D’autre part, d’apres le lemme 14 (section 4.4), on a
1
Bian(Hy, H, ' Hy 'diviw) = Bian(Hy, diviw) = —E(Aow + (n — 1Dw).

On considere I'application linéaire L de AijrlLa(B,Tl) dans Azjllya(B,’Tl)
définie par :

— - 1
Lw = Bian(Hy, Hy 'Hy 'diviw) — (n — 1w = _i(AOw +3(n — 1)w).

D’apres le théoréme d’isomorphisme de [GL], L est un isomorphime puisque
3(n—1)>2n—4>s(s— (n—1)) et il existe C' > 0 tel que

s—1 - s—1
lwllgh< Ol Tw 157, .
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Comme d’autre part w vérifie (%) on a :
Lw = Bian(Hy, Hy ' Hy 'diviw) — Bian(H, Hy ' Hy 'diviw).

Par le méme procédé que pour I’équation de Ricci (cf. paragraphe 4.4),
on conclut que pour 7 assez petit, w = 0. |

Remarques :

(i)La condition 2n — 4 > s(s — (n — 1)) peut s’écrire (n — 1)(s + 2) > s> +2
et comme n > 1, il faut s > —2; de méme en ’écrivant n > i—*; + 1= f(s),
on voit qu'il faut au moins n > 2, puisque f est minimale pour s = —2+/6
et vaut alors environ 1,8. Comme d’autre part, on a s > 0, il faut en fait
n > 2. Enfin la condition peut s’écrire

n—1+4+/(n—12+8(n-2)

0<s< 8= 5 ,

nous voyons qu’alors s, tend vers I'infini quand n tend vers I'infini.

(i) La condition pour annuler w est, ici encore, plus faible que celle requise
pour 'existence de h (cf. remarque (ii) en fin de section 4.4).

On vient de voir que 'on peut prescrire 'opérateur de Ricci contravariant
au voisinage de Ry, pour s > 0, donc en particulier pour s = 0, c’est-a-dire
pour des perturbations qui se comportent comme Hy a I'infini. L’unicité de
la solution locale A donnée par le théoreme 33 (section 4.6), pour 7 donné,
implique que la métrique conforme a l'infini

lim p*(Hy + h)
p—0

ne peut étre prescrite sur 0B (on ne peut pas poser de probleme de Diri-
chlet conforme du type considéré dans [GL]), mais que cette quantité est
déterminée sur B par équation F(h,7) = 0 dans B. Explicitons ce qui

se passe au bord en considérant 7 € p?C°(B,S?) et en supposant que I'on a

une solution i € p~2C*(B, S,) (notons que méme pour 7 petit dans A7, . le
théoreme 33 (section 4.6) donne une solution dans A,;_fZa, mais pas forcément
dans p2C°(B, S5)). Sous les hypotheses précédentes sur A, a lieu le développement
suivant [GL p.192], en posant H = p?H :

Rjy=—p2(n—1)(H" pip1)Hji + O(p~")
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(en particulier, p*Rj; tend vers —(n — 1)(H”pzpl)H]k lorsque p tend vers 0).
Ici H désigne le tenseur inverse de H;, tel que H H,; = o%. 11 vient

H*H'' Ry, = —p~>(n — 1)(H* pape) H* H' Hy, + O(p?),

ou encore

R = —p(n = )|dpl%, H7 + O(p?).

On a donc . B
-1 om0
n=1) %Ip + O(p),

et quand p tend vers 0, on obtient sur 0B :

vy 1 ij
Hl= i :
(n—1)[dplE, " &

Si 3 est une autre solution, elle doit donc étre conforme a H sur B : on a
G = e T HY et |dp|% = e7/|dp|%, sur OB. D’autre part, on a aussi

1

Gi=— — ~  _lim Rj,
(n = Dldpl%
ce qui nous donne sur 0B
—Af 175 1 2t
e VHY = —— = limp “R",

(n— Dldpl% »0

soit finalement e~*/ = 1 puisque lim, p_QEij est non dégénérée pour T
petit. Donc f = 0 et on retrouve 'unicité au bord.
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4.7 Equation de Ricci en dimension deux

4.7.1 Existence et unicité

En dimension n = 2, on sait que la courbure de Ricci d’une métrique H
est donnée par (cf. [H] par exemple) :

Ricci(H) = %(H)H,

ot Scal(H) = H"Ricci(H);; est la courbure scalaire de la métrique H. Pour
résoudre 'équation

Ricci(H) = R, (1)

ou R est donné dans S, au voisinage de Ry, nous devons donc chercher H

sous la forme
H = e*(—R)

(rappelons que Ry = —Hj et donc que si R est assez proche de Ry, —R est
définie positive et peut étre considérée comme une métrique sur B). Or la
courbure scalaire d'une telle métrique conforme est donnée par

Scal(H) = e */[A_g(2f) + Scal(—R)],

donc sa courbure de Ricci, par
1
Ricci(H) = §Sca1(H)e2f(—R) = [A_r(f)

Ainsi, résoudre I’équation (1) équivaut a résoudre

Scal(—R)

[A_r(f) + 5

| = -1 (2)

On peut maintenant donner le

Théoreme 34 5: 0 < s < 1 alors I’équation

Ricci(Hy+ h) = Ry +r,
s—2
k42,
h wvoisine de zéro dans AZ;%VQ(B,SQ). De plus Uapplication solution r — h
est lisse au voisinage de zéro entre les Banach correspondants.

pour r donné dans A (B, S,) voisin de zéro, posséde une unique solution
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PREUVE :
Remarquons tout d’abord que lorsque R = Ry +r = —Hy + r, avec 1 €

A2 (B, 82), alors [(—R)™17 = HY + (=r)" ot (=r) € AjF2 (B, S?) joue
ici le role de la perturbation I introduite dans le corollaire 17 (section 4.10) ;
I’application

—_~—

r€Nl(B.S) — (-1) € AL L(B,S7)

est en particulier lisse. Il vient par conséquent

—_~—

Scal(—R) = Scal(Hy — ) = (Ho + (—7))"Ricci(Hy — 1)

ce qui permet de définir une application lisse (d’apres le corollaire 22 section
4.10)
re Aijr%’a(B,Sg) — o0 =o0(r) €A} ,(B)
par
Scal(Hy) + 0 = =2+ 0 = (Hy + (—r))7Ricci(Hy — 7).

L’équation (2) est finalement équivalente a la suivante :

Apf=-20, 3)

D’apres le théoreme d’isomorphisme de [GL], si
0> s(s—1),

alors /g est un isomorphisme de A7, (B) dans Aj (B). D’autre part,

d’apres le lemme 26 (section 4.10), on sait que Apg,ip tend vers Ay dans
L(A;2 (B), AZLQ(B)) lorsque h tend vers 0 dans A$22 (B, S,). Ainsi d’apres

k42, k+2,«
le lemme 9 (section 2.2), pour r voisin de zéro dans Ay, ,(B), A_g reste un
isomorphisme. Il existe donc une unique solution f € A}, ,(B) de I'équation

(3). Bien entendu, comme Hy + h = e*/(—R) = */(Hy — r), alors
h=(e* —1)Hy —e*r

est dans A 2 (B, Sy) car Hy € A%, (B,S,), (ef —1) € Aj oo (B) dapres

k+2,« k+2,«
la proposition 3 alinéa (14) (section 2.2), e/ est dans A, ,(B) et r dans
Aii2.a(B, S2) o
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4.7.2 Un probléeme de Dirichlet

Nous avons vu au paragraphe précédent qu’il y a existence et unicité

d’une métrique H = Hy + h (avec h € A;;%’Q(B,SQ)) voisine de Hy pour
5—2

r € A5 (B, Sy) donné assez petit avec 0 < s < 1. Nous allons examiner ici
ce qui se passe lorsque

r= ARy avec A € R

cas dans lequel on atteint le poids-limite s = 0.

On considere donc 1’'équation
Ricci(Hy + h) = (1 + M) Ry,
ou A est un réel donné quelconque. Rappelons que pour tout réel positif C,
Ricci(CHy) = Ry

ce qui exclut la piste naive d’une solution h du méme type que la donnée r. On
a vu précédemment que H = Hy+ h est forcément conforme a R = (1+ )Ry
donc & Hy, et que si 'on pose H =e?! Hy, I’équation précédente équivaut a

Nof = =\ (4)

Nous avons maintenant assez d’éléments pour donner la

Proposition 25 Les solutions de [’équation
Ricci(H) = (1 4+ M) Ry,
ou A est un réel donné quelconque, sont toutes les métriques de la forme
H = 95 2,

ou g est une fonction harmonique sur B.

PREUVE :
En dimension deux, dans le systeme de coordonnées euclidien, le Laplacien
hyperbolique est donné par (cf. preuve du théoreme 22 section 2.2) :

Nof ==p* (03 f +051).
Ainsi nous devons résoudre ’équation

4N

(-at-aF

A
812f—|—8§f:?:
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Une solution particuliere est
1
flan ) = =Alo(1 = 2 = a3)] = —Aln(p),

et si fest une autre solution, alors g = ]?— f est harmonique. Finalement,
les solutions sont de la forme

H = e—2>\ln(p)+29H0 — ngp_2/\H0. [

La proposition 25 (section 4.7) nous donne une infinité de solutions pour
I’équation

Ricci(H) = (1 + M) Ry,
qui sont toutes de la forme H =e?9p=2*Hy =e?9p~2*~2F ou ¢ est harmonique
sur B. Or d’apres [An], le probléme de Dirichlet asymptotique

Nog = 0 sur B
g = f surdB

pour f donnée dans C°(OB), possede une unique solution g dans C*(B) N
C°(B). Ainsi on obtient directement le

Théoreme 35 Soit A\ € R quelconque. Pour toute fonction f continue sur
OB donnée, le probléme de Dirichlet

Ricci(H) = (1+XNRy surB
lim, o p**"?H = €E sur OB

posséde une solution unique H dans C*®(B,S,), avec p**?H € C°(B, S,).

4.7.3 Un résultat d’obstruction

Nous déduisons en outre de la proposition 25 le résultat d’obstruction
suivant :

Corollaire 15 Si A # 0, il n’y a pas de solution h dans A;>NCE.(B,S,) de
l’équation

Ricci(Hy + h) = (1 + A\ Ry.
PREUVE :

On a vu précédemment que toute solution est nécessairement conforme :
H = e*H,. Si donc H = Hy + h, on a I'équivalence

heA?NCE(B,S) <= ucANCE.(B),
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ceci d’apres la proposition 3 alinéa (14) (section 2.2). Or pour H = e*“H,
solution, avec u € AJN C? (B), la proposition 25 montre que

o= An(p) +u

est harmonique. D’apres [GT p. 14], on a alors

1 1
wds = ——X2rRIn[=(1 — R*)] +

1
— - - ds.
27R Jop, orR 2 27R Jop,

(0)
Comme u € AY(B), d'une part
1
£(0) = An(3) + u(0)
est fini; d’autre part il existe M > 0 telle que |u| < M, ce qui nous donne
1
[_

SR - L orrm = |/\1n[%(1 _ R - M.

> M1
@(0)] = [AIn o

Ainsi |¢(0)| tend vers 'infini quand R tend vers 1, ce qui est impossible.
|
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4.8 Une résolution de I’équation de Ricci avec
changement d’infinité conforme.

Au paragraphe 4.4 nous résolvions ’équation Ricci(Ho+h) = Ro+r pour r
voisin de zéro donné dans AZ;QM(B ,S2) avec la solution h dans AZ:L%@(B ,Sa).
Pour I'argument de fonction implicite, nous avions besoin de la condition
technique s > 2 (cf. remarque (i) en fin de section 4.4). Ainsi cette solution h

ne modifiait pas ce qu’il est convenu d’appeler avec [GL] l'infinité conforme :
lim p~2(Hp + h)
p—0

qui est égale a E, la métrique euclidienne, en 1’occurence.

Dans ce paragraphe, nous commencons par modifier Hy en une métrique
H, = Hy + hg ou hg est donné dans A;il’a(B ,S2) voisin de zéro. On cherche
ensuite a résoudre I’équation

Ricci(Hy + h) = Ricci(Hy) +

ou r est donné dans Aijéa(B ,S2). Posons Ry =Ricci(H;) et mettons U'indice
1 pour toutes les quantités faisant intervenir la métrique H;, comme nous le
faisions pour Hy. Nous allons utiliser la méme méthode que dans la section
4.4 plus un ingrédient, un argument de continuité par rapport au parametre

ho.

Remarque : Le “vrai” probleme de Dirichlet reste ouvert. Ce probleme
consiste a se donner un tenseur R = Ro+7g avec ry € A~%(B,S,) de sorte que
R =lim, g p*R # Ry = —(n—1)E (E désignant la métrique euclidienne) et
a chercher une métrique asymptotiquement hyperbolique admettant R pour
tenseur de Ricci. On sait que si H est une telle métrique, alors nécessairement
a 'infini, d’une part |dp%r = 1, d’autre part H= —nilfu% : 'ensemble four-
nit donc une condition nécessaire sur R. Lorsqu’elle est satisfaite, on peut
partir, non pas de Hy, mais d'une métrique d’Einstein H; admettant —ﬁ]\?
comme infinité conforme (une telle H; existe d’apres [GL]). Il reste a trouver

hy € A*2(B,S,) solution de I’équation

RiCCi(Hl + hl) =R= Rl + 7
(la derniere égalité définit r1). A ce stade, on sait [GL] (p. 192) que
RiCCi(Hl + hl) = —(n — 1)(H1 + hl) mod O(p—l),

ce qui implique

r1 = —(n —1)h; mod O(p™1).
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Sur cette derniere relation, on anticipe qu'il faille travailler (pour hy et rq)
dans des espaces A*72(B,8;) avec (s — 2) < —1, cest a dire avec s < 1.
Or comme il est souligné dans [GL] p. 218, on pourrait espérer résoudre
notre probléme pour (s —2) compris dans un intervalle un peu plus large que
]s1 — 2,89 — 2[, mais la borne inférieure de I'intervalle mentionnée par [GL]
(liée & un exposant caractéristique) se trouve supérieure a 1 (et tendant vers 1
quand n tend vers U'infini). Ceci laisse peu d’espoir pour (s—2) < —1. |

Pour h et r dans Aj.3 (B, Ss) voisins de zéro, soit

Fy(h,r) = Ricci(Hy + h) + div;(H Ry 'Bian(H; +h, Ry + 7)) — (R + 1),

o (HiRy")i = H{'Ry;. On rappelle que (cf. paragraphe 4.4) :

1

2

et que (cf. paragraphe 4.3)
(DyBian(H, R)6h),, = H* Ry, (div gravéh), — TE*5hys.

Ce qui nous donne

1
Dy F1(0,0)5h = §A15h + 01(0h) — divi(H, Ry 'Ti6h),

avec,
Al(Shij = —(Hl)qu1pV1q(5hij,
@1(5h>1] = %RiCCi(Hl)is(Hl)Stéhtj
+%RiCCi(H1>js(H1)St(5hti
—SGCt(Hl)isjt(Hl)SP(Hl)tqéhpq
et

&y = (Hy)™(Hy)* (OkRicci(Hy)im — 50mRicci(Hy)g
—FllelCCI(Hl)Zm)
Commencons par donner le

Lemme 20 Sis vérifie —2n > s(s—(n—1)), et si hy est voisin de zéro dans
Al 1o(B,8y), alors DyF1(0,0) est un isomorphisme de Ay (B,Sy) dans
AZ;?(Ba 32)
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PREUVE :
Sachant d’apres le lemme 15 (section 4.4), que pour hy = 0, on a isomor-
phisme, en vertu du lemme 9 (section 2.2), il nous suffit de montrer que
I’application

ho € A2 (B,SQ) — DhFl(0,0) € E(AS_Q (B,Sg),AZ’_O?(B,SQ))

k+4,« k+2,«

est continue en zéro. Déja, il est clair que tout comme au corollaire 22, (section
4.4) les applications

ho € A,;_E47a(B,SQ) — Ry = RiCCi(H(] + ho) S A];‘EZ(N(B’SZ)’

et
hg € A2 (B,SQ) — R = SGCt(Hg + ho) € N2 (3784),

k+4,« k42,

sont continues en zéro. Ainsi, les applications

ho € Al;-?-zl,a(B? 82) — 6 € £<A872 (B7 82)7 AZ—T—%@(B7 S2)>7

k+2,a

et
ho € A_2 (B,SQ) — T € AS_I (B,']i)

k+4,« k+1,«

sont continues en zéro. D’autre part, d’apres le lemme 26 (section 4.10),
I’application

ho € Agfua(B,S2) — L1 € LINTS (B, S2), A7 (B, S2))

est continue en zéro. Enfin d’apres le lemme 25 (section 4.10)et ce qui précede
sur T et Ry, 'application

ho € NP4 o(B,Ss) — divi(H'RiTv.) € LIAS (B, S2), A} 2B, Ss))

k+4,« k42,
est continue en zéro. Finalement,
ho — Dy F1(0,0)

est continue en zéro. [ ]

Remarque :
Il est clair que pour hy voisin de zéro dans Azjj’a(B, Sy), Hy est une métrique,
donc D, F1(0,0) est encore elliptique.

En vue d’utiliser le Théoreme des fonctions implicites, il nous reste a mon-

trer que F} est lisse d'un voisinage de zéro dans Azjé’a(B, Sy) AZjé’a(B, Ss),
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\ s—2 -2 PN o
a valeurs dans A} 7(B,Ss), pour hg € A7, (B, Ss) lui-méme assez voisin

de zéro. Pour cela, il suffit de remarquer que les corollaires 22 et 23 de I’ap-

pendice 4.10 n’utilisent pas la spécificité de Hy. Par conséquent, on peut y

remplacer Hy par H; et Ry par Ry, la seule condition supplémentaire requise

est que H; soit plus réguliere (k+4 au lieu de k+2) pour que R; ait la bonne

régularité (k +2). On conclut ensuite comme pour le lemme 16 (section 4.4).
On peut maintenant donner le

Théoréme 36 Si —2n > s(s — (n — 1)) et si hy est voisin de zéro dans

A;il’a(B,Sg), alors ’équation

Ricci(Hy + h) + divi(H Ry ' Bian(H, +h, Ry + 7)) = (R + 1),

pour r donné dans Aijé o(B,S2) woisin de zéro, posséde une solution unique

h voisine de zéro dans Ailaa(B, Sy). De plus, lorsque k > 1, quitte a réduire

les voisinages de zéro, notre solution vérifie
Ricci(Hy + ho + h) = Ricci(Hg + hg) + 7.

PREUVE :

D’apres le Théoreme des fonctions implicites, la premiere partie du théoreme
est évidente. Il reste & montrer que notre solution vérifie Bian(H, R) = 0 avec
H = H,+het R= Ry+r. Pour cela on procede comme pour le théoreme 28
(section 4.4). On applique l'opérateur Bian(H,.) a Fy(h,r) = 0, ce qui nous
donne

Bian(H, div; H, Ry 'Bian(H, R)) — Bian(H, R) = 0.

Posons alors w = H; R 'Bian(H, R) ; w vérifie 'équation
Bian(H, diviw) — RiH; 'w = 0. (1)

Rappelons que, d’apres le lemme 14 (section 4.3), on a
1
Bmﬂﬂ&ﬁ@:EFAw+&Hfm.

Considérons I'application linéaire L; de AZ;ILQ(B ,7h) dans AZj’a(B, 7,) définie
par

1
uw:&wmwmpmeﬁm:§@Aw—&ﬂfm.
Il est clair que I'application

ho € N2y o (B, S2) — L € L(A;LS (B, S2), A H(B, S2)),
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est continue en zéro (cf. preuve du lemme 26). Or d’apres [GL], pour kg = 0,
L1 = L est un isomorphimse si

—(n—1) > s(s—(n—1)).

D’apres le lemme 9 (section 2.2) c’est aussi le cas de Ly pour hg voisin de
zéro. De plus il existe C7 > 0 telle que

—1 —1
lw IS5 < Ol Liw 195,

D’autre part si w vérifie (*1), on a

Lyw = Bian(H, diviw) — Bian(H, diviw) .
£l

Il suffit alors de reprendre la démonstration du théoreme sur 1’équation de
Ricci (cf. paragraphe 4.4) pour obtenir

s—1 s—1
| Ll [$50 < Ci(r) w190

avec Cy(r) qui tend vers 0 quand r tend vers 0 dans A7 3 (B, S;). On en

conclut que w = 0 en raisonnant comme pour le théoreme 28 (section 4.4).
[
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4.9 Une obstruction liée au poids, pour I’équation
de Ricci

Nous travaillons toujours sur I’équation
RiCCi(H() + h) = Ro +r,

avec r donné dans A5 (B, S,). Mais ici, nous prenons s assez grand (s >
n—1). Nous montrons alors que pour certains r, il ne peut y avoir de solution

appartenant & A5 2(B,S,).

4.9.1 Remarque sur une équation linéaire

Rappelons que (cf. preuve du lemme 11, section 3.5) lorsque s est un
entier plus grand que n — 1, la solution de I’équation

AOSO = ps7

qui ’annule sur 9B est de la forme ¢ = a,,_1p" ' +... +a,_1p° ! avec a; > 0
pour i € {n —1,..,s — 1}. De méme que la solution de I’équation

Doy = p**

qui s’annule sur B est de la forme ¢ = b,_1p" ' + ... + byp® avec b; > 0
pour i € {n —1,..,s}. De plus les a; et les b; vérifient la méme relation de
récurrence : en particulier il existe ¢ > 0 tel que a; = ¢b;. On a alors les trois
relations suivantes (les équivalences sont en p = 0)

(1) Lop=p° et @R a, 1p"
(2) Dolp —2c) = p* = 2cp™™ = p® et ¢ —2c) = —an_1p""!
(3) Dol —c)=p°—cp™ xp® et p—cp —chyp’.

Ainsi, par (1) et (2), on remarque qu’une inéquation du type Agv > p°, pour
p voisin de zéro, ne suffit pas pour préciser le comportement de v quand p
tend vers 0. D’autre part, méme si 'on a Agv = p*+O(p**1), on ne peut rien
dire, par exemple dans le cas (2) ot le terme en O(p*™) fait tout changer.
On a donc besoin de I’équation sur tout B et de toutes les puissances de p,
ce dont nous tenons compte dans ce qui suit.

4.9.2 1Idée pour une obstruction

Rappelons que pour résoudre 1’équation de Ricci (cf. paragraphe 4.4),
nous avons introduit la fonction ) définie pour toute métrique H, de classe
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C? sur B et tout R, 2-tenseur covariant symétrique, de classe C? sur B, par :

1
Q(H,R) = Ricci(H) — R — 1dividiv gravR,

n —

(ou div et grav sont relatif & la métrique H et div} est relatif a une métrique

fixée Hy dans AkaQ(B,Sg), cf. section 4.8).

Donnons tout d’abord un développement de Q).

Proposition 26 Soient H € Akfz o(B,S3) une métrique sur B, R € A,€+2 o(B,S2)

et t € [0,00[. Soit h € A% (B, S,) petit et r € Ai7% (B, S). On a

QH+h,R+7r)=Q(H,R) + DyQ(H,R)h + DrQ(H, R)r + G(h,r),

avec

DuQUH. R) € LN (B.82). AL2(B. ).
DrQ(H, R) € LINZS (B, S2), Al (B, S2)).
En outre G(h,r) € A} *(M, Sy) vérifie

| G(hr) [152< C A+ el b ) (U i + 1R ()

avec £(v) qui tend vers 0 quand v tend vers 0. En particulier [’application
(h,r) — G(h,r) est lisse au voisinage de zéro entre les Banach correspon-
dants.

PREUVE :
Tout d’abord, d’apres le lemme 32 (section 4.10), on a

Ricci(H + h) = Ricci(H) + ry + 72,
ou 71 est linéaire en h. Ensuite, d’aprés le lemme 33 (section 4.10), on a
Bian(H + h, R+ r) = Bian(H, R) + by + ba,

ou by est linéaire en (h,r). Posons

|
G(h,r) =19+ p— 1d1V1b2.

On a alors

1
QHA+hR+7r)=Q(H,R)+r —r+ — 1div;;b1 + G(h,T).
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D’apres les lemmes 32 et 33 (section 4.10) et en utilisant le fait que divy est

linéaire continue de Af€+11 +(B,T7) dans AZTQQ(B, S2), on a

| G(hr) [0 < CO A+l )7 s + 12 1)

Comme d’autre part, 7y — r + —=divib; est linéaire en (h,r) et que

| G(h,r) |\ < Cte || Gh,r) 252

k42,

lorsque t > 0, alors par définition du linéarisé, on a :

1
ri—r+ ———diviby = DyQ(H. R)h + DrQ(H. R)r.

Remarquons que, puisque par ailleurs un calcul direct fournit

1
DrQ(H,R)r = —r + p— 1divaian(H, r) € AZ’_C?(B,SQ),

on a finalement

1
DyQ(H, R)h =1, + — 1div; [by — Bian(H,r)] € A}, 2(B,S>). [ |

Remarque : Sous les conditions de la proposition précédente, on a
Q(H—i—h,R—i—r)—Q(HR)EA (B Ss). |

Dans le cas particulier ot H = Hy + h et R = Ry + r, on remplace
Q(Ho + h, Ro + 7“) par

1
F(h,r) = Ricci(Hy + h) — Ry — 1 — 1div[’§Bian(H0 + h, Ry + 1),
n—

qui est liné€aire en r. D’apres la proposition 26, cette fonction peut se développer
de la maniere suivante.

Proposition 27 Soit t un réel non négatif, pour h et r dans AZfZa(B,Sg),
on a

F(h,r) = F(0,0) + D,F(0,0)h + D, F(0,0)r + G(h,r),

ot G(h,r) € Az'f;Q(B,SQ) et lorsque || r ||,(f;22)a et || h ||k+2a sont assez petites

| G(hr) |22 < Oy #) (1 + e(| IS 7 1S+ 1 R 1),

avec €(v) qui tend vers 0 quand v tend vers 0.
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Rappelons maintenant que le linéarisé de F' par rapport a h (a r fixé)
est :

Dy F(0,0)6h = %[Ao(uﬂo) + (Ao — 2n)hg],

ou l'on a décomposé 6h = uHy+ hg a travers le scindage S; = H + Syp. Nous
avons vu que, par le Théoreme des fonctions implicites, pour

n—1—+/(n—1)2—28n n—1++/(n—1)2—-28n
tlz t2: 9 )

<t <
2

il existe U voisinage de zéro dans A} 12.0(B,82) et V voisinage de zéro dans
A3 o(B,S,) ainsi que b : 7 € U — h € V fonction C*' sur U telle que
F(h,r) =0 <= h = h(r) au voisinage de zéro. Ainsi, il existe M > 0 telle
que (|].|| désignant la norme d’application linéaire) :

Dbl < M

pour r dans un voisinage de zéro que 1'on renote U. Par le Théoreme des
accroissements finis, on a donc

|| < M| 7 I, (+)

Dans toute la suite de cette section, nous supposerons donc ce fait acquis.

Corollaire 16 Pour t €]ti,ts] et r assez petit dans AZ:+2201<B782), notons
h = uly + hy € A3 (B.H & Sy) la solution du théoréme 28. Alors,
st 0 < s < 2t, dans tout systeme euclidien de coordonnées, il existe une

constante C' indépendante de r telle que, pour tout i et j dans {1,...,n},

H[Ao(uHo) + (Do — 2n)hely; > 1y + —[divgBian(Ho, )]y
—C[l| 7 [\ a2,
; 5[00(uHo) + (Ao — 2n)heli; < i + 5[ divg Bian( Ho, 7))
+C[| 7 ||J+§L]2ps :
PREUVE :

D’apreés (x) et la proposition 27 (section 4.9), on a, pour tout i et j dans

{1,...,n},

Gk, )il < Ol T b ?0™ 7 < Clll 7 s,
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car 0<s<2tet0<p< [ |

1
5
On va maintenant montrer que r = pp®Hy donne une obstruction pour
I’équation de Ricci, pour pu # 0 assez petit et s bien choisi. On s’intéresse
pour cela a la partie conforme (a travers la décomposition Sy = H @ Sa) des
termes de droite dans les inéquations ci-dessus.

Lemme 21 La partie conforme de p*Hq + ﬁdivﬁBian(Ho,psHo) est

2—n s+ 1 2—mn 2
— D+ 1p°Hy+ ——s[1 — = )] p*t H,.
[2(71—1)8( n )+ ]p 0+2(n_1)s[ n(s+ )]P 0
A B

PREUVE :
Tout d’abord, pour toute fonction v € C?(B), on a

1 92—
Bian(Ho, vHo) = Hy'[Vor(vHoun—5 Vom(vHow)] = Vomv—gVOmv _zn
ainsi
. 2—n 2—n
leOBlan(Hg, UH())U = 1 (VOiVOjU + VQjVOiU) = 4V0i1}.

D™une part Vy,Vo,v = 0;0;v — Fofjakv, avec (cf. démonstration du théoréeme
22) F()Z = %((Zkl‘] + 5;€Iz - 5pk$p5ij)7 donc

1
Vi Vojv = 0;0;0 — E(%&v + 2,050 — 0", 0vdyj).

D’autre part, si v = p* alors ;v = —sp*~'z;, ainsi

—Fgfj@kv = sp* (2w2j — Zxk i)

Comme (" 27) =1 —2p et comme 9;0;v = s(s — 1)p*2x;x; — sp* 14,5, on a
finalement

ks s 2—-n
leOBlaH<H0, P HO)'L] = 5 Sp 2[(5 + 1).77155‘7 + (p - 1>61J]
Or 1-2 2 —1
$ix_j = n péu +£L’Z’£Cj + Léij,
—— ~~ d
eH €S2

donc la partie conforme de diviBian(Hy, p*Hy) est

2—n 1—-2
g (s + 1)Tp +p—16; =
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Lemme 22 Si s > n — 1 est un entier, la solution de (A et B ayant étés
définis au lemme précédent)

Nov = Ap® + Bp™tt,
qui s’annule sur OB est de la forme au,_1p" 1 + ... + azp®, avec a1 > 0 dés

que s > 3.

PREUVE :

Nous savons d’apres le lemme 11 que la solution est de la forme a,,_1p" 1 +

..asp®, mais quel est le signe de a,,—1 7 En utilisant la démonstration du lemme

11 avec p=s—(n—1) et s = n— 1, on obtient que la solution de 1'équation
Dop = p°,

est

_ n—1 J j
p=p ;J.—Jrn_lp],

avec B, 1 = 52— et les B; reliés par la relation de récurrence (ou j > 1)
J
B, 1 =—""—FB,.
2 4n—-2)

Notons que cette relation est linéaire par rapport a B; et que le coefficient
de B; est positif. De méme la solution de

Notp = p*
est ,
C. .
— ,n—1 J Vi
v= itn—1"
7=0
ouC, = m et les C; sont reliés par la méme relation de récurrence que

les B;. En particulier,

Cpy = c,

__p
(2p+n—2)

(s—n+1) 1
(2s—n) 2(s+1)—n"

Comme d’'une part les B; et les C; sont définis par la méme relation de
récurrence et que celle-ci est linéaire a coefficients positifs, comme d’autre
part

1
Ap—1 = H(ABO + BCQ),
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il suffit pour connaitre le signe de a,—; de connaitre celui de (AB,—1+BC),_1)
qui lui est identique. On calcule donc

AB, 1+ BC,4
a [2(2n_—n1)8(8 _rt o1+ Uss 1— n
2—n 2 (s —n+1) 1
TR ) R S oy P
1 s(2—mn) s+1 1
C 25—n * 2(n(— 1){( n) B )(25—n)
2 s—n+1 1
= e e e o=
et l'accolade vaut
()= H{% Fl =205+ 1)]n[2(s+11) ) =0
Donc 1
ABp_l —|— BCp_l = 23 _n
qui est positif pour s > . ]

On peut donc donner le

Théoréme 37 Soit n > 10, soit s un entier dans lintervalle In — 1,n —

1+ +/(n—1)%—8n[. Posonst = 3 €lty,ts], alors pour pu # 0 assez petit, la
solution du théoréeme 28 h = uHy + hq telle que

RZ.CCZ'(HQ + h) = Ro + /,LpSHo,

n’est pas dans AIS*Q pour tout réel k >mn — 1.

PREUVE : Supposons p > 0 assez petit et prenons la trace par rapport a
Hy de la premiere inégalité du corollaire 16 (section 4.9) en remarquant que
No(uHy) = (Dou)Hy et en utilisant le lemme 21 (section 4.9), on a

1 S S S -2 S
5100w > Anpup® + Brpp™ = (Il " Ho [1:0)° 7

-~

ne2p?

ouc=| p*Hy ||l(f+_22 )a Par le Principe du maximum et par le lemme 22 (section

4.9), on a u > 2u[(A — Au)p + By, cest-a-dire

B C
o, g to

> _2
w2 op{[(A — ) B

0" 4 Bup™ 4 o 4 Bop’}
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Or comme [(A — ?p)-22 + BL2] > 0 pour p assez petit, alors la fonction
u ne peut appartenir & A% lorsque k > n — 1. De méme lorsque p < 0, on

travaille avec la deuxieme inégalité du corollaire 16 (section 4.9). |
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4.10 Appendice

Dans cette section, Hy désigne, plus généralement que la métrique hy-
perbolique, une métrique quelconque dans A 2(B,8s) (p correspondant & la
régularité de h, cf. infra) et Ry, plus generalement que le tenseur de Ricci de
la métrique hyperbolique, un tenseur quelconque de A 2(B,S,).

Enoncons tout d’abord une condition qui rev1endra tout au long de ce
paragraphe. Rappelons que d’apres la proposition 3, pour tout s € [0, 0o,
tout [ € N et tout v €]0, 1], il existe deux constantes C’ et C” telles que pour
tout h € A}, *(B,S,), on a (en notant (Hy 'h)! = HiFhy;) -

0 s s—2
| Hy'h |{0< Cte || Hy'h [|2)< O || Hy |20 1 |12

Et pour tout u et v dans A} (B, T"),

(0)
la

[ w [l 0 <

Définition 7 Soient s € [0,00[, | € N et « € [0,1[. Soit h dans A}, *(B,S?).
Nous dirons que h vérifie la condition (Bj..s) si h vérifie

s§— 2 _ 2)\ —
|52 < oM Hy 1),

ou C = C'C" (C" et C" ayant été définies ci-avant).
Cette condition a été créée pour avoir la

Proposition 28 Soient s € [0,00[,l € N et €]0, 1[. Soit h dans Afj(B,Sg) ;
supposons que h vérifie le condition (By.s). Alors, on a

| Hy'h || < (0"

ot C" a été définie ci-avant.

4.10.1 Inverse d’une métrique voisine de la métrique
Hy.

Lemme 23 Soient s € [0,00[, | € N, a €]0,1]. Soit h € A 3(B,S,) ; sup-

posons que h vérifie la condition (B ). Alors H = Hy + h est inversible.

On peut définir hy € A;E?(B, S,) linéaire en h et hy € A} (B, S,) tels que
H™' = Hy' + hy + hy,

| B ll5 < Chy Il
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et
| ha |22 < CRY+e(|| B 1IN AR,

avec lim, g e(p) = 0. En particulier les applications h — hy et h — hy
sont lisses en zéro entre les Banach correspondants.

PREUVE :
Regardons H~! formellement : remarquons que

Hi; = Hogj + hij = Hoy (07 + ),

ol 'on a posé h = H{hy;j. Ainsi on a (en notant HY linverse de Hyj) :

H9 = HF 5;’+Z(—1)q+1hglhg§...hgq]

J
Sy
.
7 Y

_ ij ik ik j j +1par o j
= HY _Ho”h;+H0 heh? [5;, — B4+ (1) TR ez b,
hll] N J/

TV
hot

D’apres la proposition 3, on a :
s+2 — S— 2 s—2
| b 52 < Cte(] Hy I | B 11 2= C(R) || 15>

Regardons maintenant hy. D’apres I'inégalité triangulaire et le rappel en
début d’appendice, on a :

| Ho'h Il
L= O Hy Rl

0 i _ 0)\ 4
IS IO<1+ > 0y (| Hy ' |I2) =

=1

Ainsi la série S converge des que || Hy'h Hl(ﬂoz< (C"7Y ce qui est vérifié
d’apres la condition (B s, ) et la proposition 28. Maintenant que hy est bien
défini, nous allons estimer sa norme. Rappelons que 'on a

32)

_ 0 _
| Hy'h ||\ < ¢ || Hyt |

Ainsi, d’apres la proposition 3, on a

232 _ — 2 0
| by |279< Cte || Hy! 2N RPN HS I RS S 1

150



Finalement,

C' || Hy* il bl

| o 557 < Cte() H " 5 (1 R Il ™) [H
1-C| Hy 1”[ I Al

s— 2
| Hy 120 RIS

— Cte |1+ ](H 155722,
L—C || Hy 12 bl

| C' 1| Hy e p
Pour conclure, il suffit de poser e(u) = ; : |
1-C || HO ||l,oz K

De ce lemme découle directement le

gorollaire 17 Sous les hypothéses du lemme précédent, on a H™' = Hy' +
h, avec h € AizQ(B,SQ) et

ISP < oy +e( b)) TG,

avec lim,,_oe(p) = 0.

4.10.2 Symboles de Christoffel d’une métrique voisine
de la métrique H,

Nous travaillons ici dans un systeme de coordonnées fixé. Nous noterons
]-—‘ij les symboles de Christoffel relatifs a Hy et I‘fj ceux d'une métrique voisine
H = Hy+ h.

Lemme 24 Soient s € [0,00[, k € N, a €]0,1[. Soit h dans A2+21a(B,82) ;

supposons que h vérifie la condition (Bji1,as). Alors on peut définir I'y €
Ay (B, T})) linéaire en h et Ty € AZ5N(B, T} tels que

I = D+ 1/ + T

1Ty "< o) | b,
et
2s—1 7
ITs |27V < Oy + e BN RIS

En particulier les applications h — 1"y et h — 'y sont lisses en zéro entre
les Banach correspondants.
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PREUVE :

On a
2Tk = HF(0;Hyj + 0;H;s — O Hyj)

)

= H"(VoiHyj + Dol Hyj +T0}; Hy
+VOJ is T FOP H, ps + FﬂﬁsHip

—VosHi; — Lol Hypy —To%; Hip.
——

Ainsi, comme les termes soulignés se compensent, on a (pour la définition de
h, voir le corollaire 17 ci-avant)

2(”’3’ - POZ’) = Hks(VOiHsj + Vo, His — Vost'j)
= (H(’fs + ﬁks)(voz‘hsj + Vojhis — Voshi;)

= Q(Flfj + PQZ‘))

ou l'on a posé

1
Flfj = §H(l)€s(v01hs] + VthiS - V08h1]>

et
F2z] hks (Vozhsj + vo] hZS VOShZ])

Pour simplifier l’ecrlture, omettons les constantes de majoration (de la
proposition 3) dans ce qui suit. D’une part, on a :

s 1 s—3
1T I < | H 120 Voh 157
83 1 52
< oIS + 1 To 150N RS

2
< |l

les inégalités étant vérifiées d’apres la proposition 3. D’autre part, on a :

2s—1 s+2 53
12 1570 < A5 Voh |17

7 +2 2
< RSN RIS,

< el RSN RIS,
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la derniere inégalité étant vérifiée d’apres le corollaire 17 (et la proposition
3). |

De ce lemme découle directement le
Corollaire 18 Sous les hypotheses du lemme précédent, on a

Ik =Tof + T

157

avec T € Ai;l(B,Tl). De plus

I Tllga < Chy+el b D) 1A IS -

En particulier 'application h — [ est lisse en 2éro entre les Banach cor-
respondants.

4.10.3 Dérivation covariante associée a une métrique
voisine de la métrique H,
Lemme 25 Soient k € N, « €]0,1[ et p € N. Soit h € A7 (B, Ss);

supposons que h vérifie la condition (Bgi1,a.s). St l'on note V, la dérivation
covariante relative a H = Hy + h. Alors, on a

V=Vy+V,
avec V € E(AZ&a(B,’];),Ai;p_l(B,Y;H)). De plus, on a :
5 -2
| V1< ChYA+elll bl D)) 1A 1
ot || || est la norme d’application linéaire continue. En particulier [’applica-

tion h — V est continue en zéro entre les Banach correspondants.

PREUVE :
Rappelons que la dérivation covariante d'un tenseur covariant 7 € 7, est
définie en coordonnées locales par :

— T T4 + .
ViTj g, = azThmjp Fzngqm Jp T FijpT]1~-~]p—IQ'
) 5 : _ Tk
D’aprés le corollaire 18, on a I'}; FOU + I, ainsi
— NT T 19+ .
ViTji.jp = V0iTji.j, — Flle‘I]Q Jp T e Fijan---Jpﬂq-
Finalement,
(s—p-1) ™ (s—p
| Vr g Cte | T 7 I8
Ou encore
< 1=
| V[[< Cte || T[],
Le corollaire 18 permet de conclure. [ |
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4.10.4 Laplacien brut d’une métrique voisine de la métrique
Hy

Lemme 26 Soient k € N, o € [0,1[ et p € N. Soit h € A7, (B, Ss);
supposons que h vérifie la condition (Byay) (pourl=k+2 etl=Fk+1). Si
l’on note /\, le Laplacien brut relatif a H = Hy + h. Alors, on a
A =N+ A,
avec A € LA 5.(B,T,), Ay J(B,T,)). De plus, on a :
| A< COYM+ el b2 IR T

ot || || est la norme d’application linéaire continue. En particulier ’applica-
tion h — /\ est continue en zéro entre les Banach correspondants.

PREUVE :
Rappelons que dans un systeme de coordonnées locales, si 7 € 7, on a

—(A7)jy.g, = HINV 7, -
Considérons 7 € AZ;@,JB? T?), d’apres le corollaire 17 et le lemme 25, on a
(AT = (HI + 59 (Vos + V) (Voy + V)T

= HIVoVo;mi 5, + WV Vo
+Héj§,~voj¢jl.__jp + Héjvoﬁﬁﬁ---jp
N AVA VR A AR VT
AV vy LA VA v

=: —(AQT)jl...jp - (A7>j1~~vjp'

Remarquons tout d’abord que pour | € {k,k + 1}, V, est une application

linéaire continue de A} ¥ (B, 7,) dans A} P(B, 7,41), nous noterons || . || sa
norme lorsque | = k et |.|, lorsque [ = k + 1; de méme pour v (cf. lemme

25). Comme toujours, dans les majorations qui vont suivre, les constantes ne
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seront pas indiquées. On a

~ S— S— 2 S— 2
IATS < RG] VoVor 182772 + 1| Hy L IIEL ) VVor |12
s— 2 s— 2
) He 2 VoV (18772 + | R I VVor (127
7 s 2 S— 2
22N VoV 182772+ || Hyt |2 VYT 80P

sp2)

+ B VT

2 s
&>nvn|vanfngil

IN

1B Yo | Vo] || 7 180 + 11 Hy't

_ 2 — — S
+ I H I Yo I IV 7 1822 DNV Vol 17 1S,

2 2 i i _
DN LV 7 18+ 1 H IS T 12,

7 2 — — S—
A AR et

Pour conclure, il suffit de regarder les majorations respectives des normes de
h et V dans le corollaire 17 et le lemme 25. [ |

4.10.5 Accroissement de l'opérateur de Bianchi pour
une métrique voisine de la métrique H,

Lemme 27 Soient s € [0,00[, k € N, a €]0,1[. Soit h € A2, (B,S));
supposons que h vérifie la condition (Bjt1.a:0). Alors, on a

Bian(Hy + h,.) = Bian(H,,.) + B(.),

avec B € L(AS 2 (B,SQ),AZ_O}(B,Tl)). De plus, on a

k+1,«

I Bll< CRYL+ el b)) 1T 5T,

ot || || est la norme d’application linéaire continue. En particulier Iapplica-
tion h — B est continue en zéro entre les Banach correspondants.

PREUVE :
Dans un systéme de coordonnées, pour tout g dans Aj, +21 o(B,S3), on a:

Bian(H, g);m = H*(Vigom — 1Vimgst)
= HSt [atgsm - Ffsgpm - Fgmgsp - %(amgSt - F7pnsgpt - Fgltgsl”)]'
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Tout d’abord, d’apres le corollaire 17, on a
= H*'09sm — H3'01Gsm = h3'0rGsm,
ainsi
|wi llg2"< Cte [ B 21 99 [15.7< Ce (| B I g 1552

On procede de méme pour 'autre terme de la forme H~'dg. D’autre part,
d’apres les corollaires 17 et 18, on a

HTY gy = (Hg' + 1) (Lol + T, g
= H StFOtsgpm + hStFOtsgpm + H, StFtsgpm + hStFtsgpm
Posons wa,, := H*T} gym — H§'Tobsgpm. On a ainsi :
lws 527 < Cte | 2 IE Do 15201 g 11557
+Cte | Hy' [T 5201 g 11557
+Cte || R T IC g l16n?

On procede de méme pour les trois autres termes de la forme H'T'g. Fina-
lement, on a (d’apres les corollaires 17 et 18) :

s— . . s—1
| Blo) li.” = |l Bian(Ho + h, g) — Bian(Ho,9) [,
5 -2 5—2
< YA+ el bl 1A 1Tl 9 11",
avec lim,,_,o e(p) = 0. |
Nous nous intéressons maintenant au tenseur 7' € 7! qui apparait dans
la différentielle de 'opérateur de Bianchi dans le paragraphe 4.3. Ceci lorsque

H est voisine de Hy et R voisin de Ry. Rappelons que pour toute métrique
H et tout tenseur symétrique covariant R, T' est défini par

1 .
T = H* (O Ry — §8mRkl — T Rim).

Comme toujours, lorsque H = Hy et R = Ry, nous noterons Tj le tenseur
correspondant.
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Lemme 28 Soient s € [0,00[, k € N, a € [0,1] et 1 € AZfLa(B,SQ) . Soit

h e Ai;?}a(B,Sz) ; supposons que h vérifie la condition (Byi1,a:s). Alors
T =Tl + T,

avec T € AZE(B,’TIQ). De plus, on a

1T V< Clth )X+ el B IR IS + 1 e 1852

k+1,a 1« k+1,a

En particulier l'application (h,r) — T est continue en zéro entre les Banach
correspondants.

PREUVE :
D’apres la définition de T et les corollaires 17 et 18, on a

~ ~ 1 ;
Tes = (HP 4+ ht*)(H + b)) | 0pRopm — 59mBow — Lok Foim

vV
tokim

. 1 . -
A T ¥
s Roim + OkTim — §am7“kl — LopTim — UiyTim

[\ J/

v tor
tlk:lm 2klm
_ qk rysl
= Hy Hytogim
—_————
(0)%n

+ﬁngSlt1klm + HE W oy + W Hy oy,

(W

+ﬁng3lt2kzm + HE R g + B HG g + %qkﬁdtomr@

+ﬁqk%51t1klm + HE R g + %quSltzkz@

~ (3%
+ AR g g, -
(D%

Remarquons tout d’abord que (0) = Tj et que tg € A,;i, puisque Ry € A,;flﬁa
et I'y € A;i. Nous allons tour a tour majorer les termes sélectionnés ci-
dessus. Pour simplifier I’écriture, nous ne signalerons pas les constantes de
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majoration de la proposition 3. Déja, on a

s—3 s—1 2 S— 3 —1 s—2
|4 197 < ||r|r,m>uR ||,m>+|| or 182 | To 120 7 116
< TS |l

Hk+1 a?

et

‘(25 3)

s 1 s— 2
| o (125 ol o

D’autre part, on a

s l _ 2 s—3
1) 1Y < (L HS IS I 4 )18

_ 32 -3
L H I RS o 115
Ainsi que
s 1 23 1 — 2 23 3
@I < 1@IE < (=512 o
52
L HS I B 4

s 2 -3
(22 to 1152
Et que

I3 I < 1) IE < |

(S+2))2 ||t || s—3)

2) (25—-3)
| H IR 2l g 5

Enfin
1 4s+1 s+2 25s—3
1) V< @) 185 < (R I |t 157

On utilise une nouvelle fois les corollaires 17 et 18 pour conclure. |

Corollaire 19 Soient s € R, k € N, a €]0,1[ et r € A, 7| (B, S,). Soit h €
At o(B,Ss) ; supposons que h vérifie la condition (Bysya). Considérons
Uapplication linéaire Ly, de AZ+21 o(B,S2) dans Aijal(B, T1) définie par

(Lh,rg)m = _(HO + h)St(RO + T)thiaTL<H0 + ha g)s - (Tg)m

Alors B
Ly, = Loo + Lny,

avec Ly, € LAZE (B, Sy), A (B, Th)). De plus

| Ly, 1< Oy #) (L +e(| RIS DU R G2 + 17 1552,

avec lim,_,g e(p) = 0. En particulier lapplication (h,r) — Zh,r est continue
en zéro entre les Banach correspondants.
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PREUVE : D’apres le corollaire 17 et les lemmes 27 et 28, on a
(Lh,rg>m = —(Hét + ?LSt)(ROtm + Ttm)[Bian(HOa g)s + B(g)s] - (Tg>m

= (L~0,09)m
_hStROthian(H07 g)s - HﬁgtTthian(Ho, g)s - HStROth(g)s

_ DA
_hStTthian(H07 g)s - Hgtrth(g)s - hStROth(g)Sj

-

(2)m

_%Strth(ms - (Tg)m .
e e N e
(3)m (A)m

Nous allons tour a tour estimer les termes sélectionnés ci-dessus, en omet-
tant systématiquement d’indiquer les constantes de majoration. Déja, par
définition, on a Bian(Hy, 9)s = H§*(Vop9as — 3 V0sIpq), ainsi

. s— 3 —1 s—2
| Bian(Ho, g) |12 "< Hy 12 (1 99 1557 + 1 Do 101 g 1557 <l g 11952 -
On a

s—1 T 2 —2 . sfl
ey < 1r2 Ry H;(W)H Bm(Ho, g) II§ oﬂ( |
_ s—1
+ ) Holng,;H r 152 B1an<Ho, ))Hk,a

_ 2 1

+ | Hy ' 2 Ro Hka)H B(g) I

D’autre part, on a

s—1 2 —2 . s—1
1@ e < ||hu“u H;,a)u Bian(Ho, g) ||| "

72 s—1
+ | Hy Hruka | B(g >u,2,?>
1R B 15211 Blg) 1627
Et
s—1 T 2 sl
13 IV <R I 1521 Blg) N1
Enfin

s— 1 s§— 2 s 2
1@ 1< TS g ISP <N T 00 g 152 -

Pour conclure, il suffit de regarder les majorations respectives des normes de
het T dans le corollaire 17 et le lemme 28.
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4.10.6 Dérivée covariante d’un symbole de Christoffel
en coordonnées locales pour une métrique voi-
sine de la métrique H,

Nous travaillons ici dans un systeme de coordonnées locales. Les quantités
que nous définissons sont tensorielles.

Lemme 29 Soient s € [0,00[, k € N, a €]0,1[. Soit h € A5 (B,Ss);
supposons que h vérifie la condition (Byi2.a:5). Alors, on a (pour la définition
de I'y et T'y, voir le lemme 2/ ci-avant)

VOZPZ‘ = vOlFij + Vozrlfj + VOZF2Z7

avec Vol'y € A 2(B,T3) linéaire en h et Vol'y € AP *(B,T3'). De plus, on
a

5—2 s 2
I Vol S < ) || b IS5

et
I Vol2 272 < C(R) (L + e(ll B 1)l 1 1),

avec lim, g e(p) = 0. En particulier les applications h — VoI'y et h —
Vol'y sont lisses en zéro entre les Banach correspondants.

PREUVE : On a (en omettant les constantes de majoration de la proposition
3) :

5—2 s— 1 s—2
| Vol [522 <]l o0y 113522 + 1 To IV T 19 V<) T 1902,

De la méme facon, on a

2 2 2 2
| Vola 2572 < Ty ||

On conclut ensuite avec le lemme 24. [ |

De ce lemme se déduit immédiatement le

Corollaire 20 Sous les hypothéses du lemme précédent, on a (pour le définition
de T, voir le corollaire 18 ci-avant)

VoIl = VLol + vOlF

’L]’

avee VoI € Ay 2(B,T3). De plus
I Vol |22 < O+ el R IS0 T RIS

avec lim,, g e(p) = 0. En particulier lapplication h — AL est lisse en zéro
entre les Banach correspondants.
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4.10.7 Courbure de Riemann pour une métrique voi-
sine de la métrique H,

Donnons tout d’abord le
Lemme 30 Pour toute métrique H sur B, on a
Rlem(H)Zlm - ROZlm = VOZFZm - vOmrgd + F;lrim - F;mrgch

ou l'on rappelle que
Tk k k
Fij = Fij - FOiju

et que T € T}

PREUVE :

Rappelons que la courbure de Riemann s’exprime en coordonnées locales par

Or on a

oL, = Olok, + AL, = Lok, + Vol + Toh I, + b Ti — Lol IV
—_—— N N —

km>
a b c
ainsi que
—OnIy = =0mTop—0ml = —amFOZZ—VOmFZZ_FOfnkF;l - Fofnlrzp + FozonZl :
—_— Y Y
d b e

D’autre part, on a

;ll—%m = PO;lFUim + Poé‘lrizm + lero‘lz:m +P;lrj

km>
c d
et
i j i J i T T j i T
_ijrkl - _FijFOkl - Fijsz - ijrokl _ijrkl'
N—— N——
e a

Ainsi, en sommant les quantités ci-dessus, comme les termes repérés par les
mémes lettres se compensent, on obtient :

Rlem(H)zlm - ROZlm + volf;cm - vOmfi:l + f;lf?cm - fémfil u

Rappelons qu’on a défini S} comme le sous-espace de 7' des tenseurs
vérifiant

7 1
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Lemme 31 Soient s € [0,00[, k € N, a €]0,1[. Soit h € A5 (B,Ss);
supposons que h vérifie la condition (Byi2.a:s). Alors, on peut choisir o1 €
Ai;f(B,S;) linéaire en h et py € Ai‘:2(B,S§) tels que

Ri@m(Ho -+ h) = RO + 01 + 02.

Avec de plus
5—2)
Lo 22< Ch) || b IS0

et
oz 257 2< CRY(1+ el B ) (L e IE)?,

avec lim,_o (1) = 0. En particulier les applications h — 01 et h — oo
sont lisses en zéro entre les Banach correspondants.

PREUVE :
D’apres le lemme précédent, on a

Rzem(H);clm - 7zoi:lm = Volf;.cm - VOmf;:cl + lefi:m - f;mfgcl
Or on a (en vertu du lemme 24) :

= D5, ligy 025, Dy + Dijo Doy + 025,02, -
S—— -~

(Q)km (3;;771 (4;;7%

Estimons la norme des termes sélectionnés ci-dessus. On a

1) 1272 < (1T 182 < (I Ty 12
De plus || (3) |52 < (3) |12

s—2 s— 1 s—1 28 1
13) 172 <) T [l Do (190 < ) Ty IS5 T (1500

4s 2
et

De la méme manicre || (4) H(Qs 2 _H (4 )

@) i< (1T HZ“) (I T Ii27a)

k+1,«

On procede de méme pour I'autre terme de la forme IT. D’autre part, d’apres
le lemme 29, on a

VOlFi;m = VOlFOZm + VOlFIZm + VOlFQZm,
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de méme pour 'autre terme de la forme VoI'. En regroupant les deux termes
du type VoI'1, on obtient un terme que 1’on note p;, qui vérifie les conditions
demandées d’apres le lemme 29. En regroupant ensuite les deux termes du
type Vol'y et ceux repérés par (2), (3) et (4) dans les deux produits du type
ff, on obtient un terme que 1’on note gy vérifiant les propriétés demandées,
d’apres les lemmes 29 et 24.

Ce lemme nous donne directement le

Corollaire 21 Sous les hypotheses du lemme précédent, on a
Riem(Hy + h) = Ry + o,
avec o € AZ;Z(B,SI). De plus

Lo ISP < ety +e(l IS N Al

k+2,a0

avec lim, . e(pn) = 0. En particulier Uapplication h — o est lisse en zéro
entre les Banach correspondants.

4.10.8 Courbure de Ricci pour une métrique voisine
de la métrique H,

D’apres le paragraphe précédent, on a

Lemme 32 Soient s € [0,00[, k € N, a €]0,1[. Soit h € A5 (B,Ss);

supposons que h vérifie la condition (Bjia.as). Alors, on peut choisir ry €
AZ;Q(B,SQ) linéaire en h et ry € Aifoj2(B,32) tels que

Ricci(Hy+ h) = Ry + 11 + 7o.
Awvec de plus

Il < CY 1l A N

k+2,a0
et

o 15572 < R+ el B IS B ),

avec lim,, g €(pr) = 0. En particulier les applications h — ry et h — 19
sont lisses en zéro entre les Banach correspondants.

Corollaire 22 Sous les hypothéses du lemme précédent, on a
Ricci(Hy+ h) = Ry +
avec r € AZj(B, Sy). De plus
Il < CO+e(ll b IZD) A K

avec lim,_o e(nt) = 0. En particulier Uapplication h — r est lisse en zéro
entre les Banach correspondants.
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4.10.9 Opérateur de Bianchi pour une métrique voi-
sine de la métrique H; et un tenseur voisin du
tenseur R,

Lemme 33 Soient s € [0,00[, k € N, o €]0,1[ et r € Aifl’a(B,Sg). Soit

h e AZﬁl o(B,S2) ; supposons que h vérifie la condition (Byi1,:s). Alors, on

peut choisir by € Ay (B, Ty) linéaire en (h,r) et by € Aifgl(B, Th) tels que
Bian(Hy + h, Ry + r) = Bian(Hy, Ry) + by + bs.
Awvec de plus
b [l < CCh AP, + 1 )
et
02 112277 < O A A+ el R ARG R G + 11 1570

avec lim,,_ e(p) = 0. En particulier les applications (h,r) — by et (h,r) —
by sont lisses en zéro entre les Banach correspondants.

PREUVE :
Rappelons que 'opérateur de Bianchi est défini en coordonnées locales par

1
Bian(H, R)m = HSt(VtRsm - §vast)

Or on a
vtRsm = atRsm - Fstpm - FimRSP

et
VoiRsm = 0;Rgpn — Fgstpm — FoimRsp.

Ainsi, en rappelant que =I-— 'y, on a

~ 1 ~ -
Bian(H, R}, = H*[Vo,Rom—T 1 Rym =Tl Rip= 5 (Vor Ra=T0, By = T Ry
D’une part on a (en vertu du corollaire 17) :

HStVOtRsm = (Hgt + %St)<v0tR03m + VOthm)

= \[—[gtvotRUsm +?L8tVOtROSm + HgtVOtTS@j_%StVOtrsrg-

O (U 2)m
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Estimons la norme des termes sélectionnés ci-dessus. On a (en omettant les
constantes) :

1 2
1) V<l 20 Vor 1822 < e 1852
De la méme maniere,
1 2 3 2 2
1) 12 V< RIS Vor I1S2<) RS 115

On procede de méme pour Pautre terme de la forme H 1V R.

D’autre part, on a (en vertu du corollaire 17 et du lemme 24)
HT? Ry = (Ho®™ + W2 (Ropm + Tpm)

= :FHOStrlstOp’rTb
(L)m

+HOStF2fSR()pm + HOStffSTpm + }VLStffSRopm

2)m
+hStF§’srpm )
(3)m

Comme précédemment, estimons la norme des termes selectionnés ci-dessus.

On a (en omettant les constantes) :

s—1 s 2 s— 1 —2
@I < IR g2 voRO Hm L HS N TSN Ro |15
s+2
< RSN T Y

D’autre part,
2s 1 25— 1 —2 _ 2 = s—1
1@ 12 < T HGIS T2 121 Ro 1022+ B 20 TSN e

s 2 e s—1 —2
SRS R |12

IA

25 1 o s—1 2 s+2 s—1
I Ty || +|rru,i,a>u 12 + RSN T e

De plus || (3) [I52 V< (3) |15

3s—1 52 51 32

| (3) %" < thk“nrnkﬁn (o
2 2
< RSN TN e
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On procede de méme pour les trois autres termes de la forme H -ITR.

En regroupant les termes repérés par (0), on obtient Bian(Hy, Ry). En
regroupant ensuite les termes repérés par (1), on obtient un terme que l'on
note b;. De méme, en regroupant les termes repérés par (2) et (3), on obtient
un terme que 'on note by. by et by vérifient les conditions demandées d’apres
les corollaires 17 et 18 et le lemme 24.

Ce lemme nous donne directement le

Corollaire 23 Sous les hypothéses du lemme précédent, on a
Bian(Hy + h, Ry + ) = Bian(Hy, Ry) + b,
avec b € Ay, (B,T:). De plus
101l < CO A+ el A 2D R IR + 1 155,

avec lim, o e(p) = 0. En particulier Uapplication (h,r) — b est lisse en
zéro entre les Banach correspondants.
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Chapitre 5

Quelques projets consécutifs a
cette these.
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A la suite de cette these, je voudrais améliorer ma compréhension du
probléme de Dirichlet pour I’équation de Ricci (signalé au paragraphe 4.8) ;si
je ne parviens pas a prescrire I'infinité conforme, j’examinerai quelles sont les
possibles obstructions (question bien plus difficile en courbure négative que
positive). Je voudrais aussi réfléchir a 1’équation de Ricci lorsque la dimension
est comprise entre 3 et 9.

Par ailleurs, j’aimerais aborder le theme de la prescription du tenseur
d’Einstein :

E(H) = Ricci(H) — %Scal(H)H,

qui est & divergence nulle (identité de Bianchi), et celui de la prescription du
tenseur

1
T(H) = Ricci(H) — =Scal(H)H,
n
qui est de trace nulle (relativement a H).

Je voudrais aussi travailler a l'extension au cadre de variétés a cour-
bure négative plus générales que 1’espace hyperbolique de résultats utilisés ou
trouvés dans ma these. En effet remarquons que pour des variétés asymptoti-
quement hyperboliques (cf. [GL]) plus générales que I'espace hyperbolique, si
I’'on trouve une fonction ¢ satisfaisant aux conditions de la proposition 6, on
obtiendra les mémes théoremes d’isomorphismes et donc aussi certainement
une grande partie des résultats qui en découlent. Une démarche crédible pour
construire ¢ serait la suivante : calculer A\y(p®) au voisinage de OM, en uti-
lisant le fait que g = p~2g est asymptotique & la métrique hyperbolique ; on
veut trouver Ay(p*) = pp® + o(p®) > 0 pour certains s . On prolonge p® et
Ay (p°) en des fonctions u et f lisses sur M avec f > 0. On résoud sur M :

{ Agv=f—Agu
Uy, =0

sachant que le membre de droite est a support compact dans M. On pose
ensuite ¢ = v + u qui vérifie Ap = f dans M, ¢|,,, = 0, ¢ est unique et
¢ > 0 car f > 0 (principe du maximum). Il faudra ensuite vérifier qu’au
voisinage de M, ¢ = vp® + o(p®), ainsi il existera € > 0 tel que Agp > ep.

Enfin, jaimerais étudier sur la sphere, comme je l’ai fait sur ’espace
hyperbolique (cf. section 4.5), la courbure Riemannienne au voisinage de
la métrique standard. Compte-tenu des résultats de [H], ce projet parait
plausible.
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I d I d
Résumé :
La these se compose de deux parties.

Premiere partie : theme de la courbure scalaire conforme sur 1’es-
pace hyperbolique. Nous apportons ici une étude fine du com-
portement asymptotique en toute dimension. Nous traitons tou-
jours d’équations semi-linéaires générales, avant d’appliquer nos
résultats au cas particulier de I’équation géométrique.

Deuxiéme partie : théme de la courbure de Ricci sur ’espace hy-
perbolique. Nous obtenons le résultat suivant. Sur la boule unité
de R", on considere la métrique hyperbolique standard H,, dont la
courbure de Ricci vaut R, et la courbure de Riemann-Christoffel
vaut Ry. Nous montrons qu’en dimension n > 10, pour tout tenseur
symétrique R voisin de Ry, il existe une unique métrique H voisine
de H, dont la courbure de Ricci vaut R. Nous en déduisons, dans
le cadre C*°, que I’image de 'opérateur de Riemann-Christoffel est
une sous-variété au voisinage de R,. Nous traitons aussi dans cette
partie de la courbure de Ricci contravariante en toute dimension,
du probleme de Dirichlet a ’infini en dimension 2, et de quelques
obstructions.

Mots clés :

espace hyperbolique; courbures de Riemann-Christoffel, de Ricci,
scalaire ; classe conforme; EDP non-linéaire, elliptique dégénéré,
estimations a priori, comportement asymptotique, existence, uni-
cité, obstruction, sur et sous-solutions, méthode de continuité.



