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Introduction générale

Les développements récents dans le refroidissement laser ont permis d’atteindre des tem-
pératures au-dessous de la ‘limite’ de recul, c’est-a-dire des dispersions en impulsion atomique
plus faibles que I'impulsion d’un seul photon. A de telles températures la longueur d’onde de de
Broglie de I’atome est plus grande que la longueur d’onde de la lumiere, et peut étre considérée
comme macroscopique. La réalisation de longueurs d’ondes de de Broglie aussi importantes a
redoublé I'intérét porté a I'interférométrie atomique [1], analogue de Vinterférométrie optique,
mais ou des ondes de matiére jouent le role d’ondes lumineuses. Un autre développement qui
a contribué a cet intérét est la mise au point de composants d’optique atomique analogues
aux miroirs, lentilles et lames séparatrices de 'optique traditionnelle.

Le point de départ du travail décrit dans ce mémoire est un probléme de diffusion dans
lequel un jet monocinétique d’atomes traverse un potentiel modulé périodiquement dans le
temps. Le spectre d’énergie du jet sortant présente des bandes latérales séparées de ’énergie
initiale par des multiples entiers de Aw, ou w est la fréquence angulaire de la modulation. Ce
probléme est une variante du miroir atomique vibrant [2], la différence étant que le systéme
fonctionne en transmission plutét qu’en réflexion.

Les situations physiques dans de telles expériences restent souvent proches de la limite
classique, dans le sens que la longueur d’onde de de Broglie, bien que plus grande que la
longueur d’onde de la lumiére, reste petite devant les autres longueurs caractéristiques du
probléme, telles que les dimensions du potentiel. Dans ce régime le systéme se préte a une
analyse par des techniques semi-classiques. Une telle approche permet d’éclairer le contenu
physique mieux qu’une évolution numérique de I’équation de Schrodinger.

La limite semi-classique de la mécanique quantique est analogue a la limite des petites
longueurs d’ondes de 1’électromagnétisme. De méme que la propagation d’ondes électroma-
gnétiques peut étre décrite en termes de rayons optiques, I’évolution d’états quantiques peut
étre décrite en termes de trajectoires de particules classiques. Dans les deux cas il faut une
famille de trajectoires pour décrire le systéme. En mécanique quantique, la multiplicité de
trajectoires vient du principe d’incertitude, puisque pour chaque variable de 1’état quantique
qui est définie précisément, la variable conjuguée est entiérement inconnue. Représenter un
état quantique nécessite donc un ensemble de particules classiques couvrant toutes les valeurs
possibles des variables conjuguées. Par exemple, pour décrire un systéme dont I'impulsion in-
itiale est bien définie il faut un ensemble de particules classiques dont I'impulsion est identique
mais dont les positions prennent toutes les valeurs possibles. Pour le probleme considéré dans
cette these, il est commode d’utiliser un ensemble de particules qui entrent dans le potentiel
avec une énergie identique mais & des instants différents.

On peut étendre I'analogie entre l'optique et la mécanique quantique en considérant la
phase et 'amplitude du champ électromagnétique et celles de la fonction d’onde. Dans la limite
semi-classique de la mécanique quantique, la phase de la fonction d’onde en un point donné est
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déterminée par I'action le long de la trajectoire classique qui arrive en ce point; dans le langage
de l'optique géométrique, la trajectoire classique correspond donc aux rayons lumineux et
l'action & la longueur de chemin optique. Tandis que I'intensité lumineuse est donnée par la
densité de rayons, le module carré de la fonction d’onde est proportionnel a la densité de
trajectoires classiques. Dans les deux cas, des effets d’interférence se produisent aux points ou
arrivent plus d’une trajectoire. Pour sommer les contributions des différentes trajectoires il est
important de déterminer leurs phases relatives (ou plus généralement leurs poids complexes),
et de traiter correctement les caustiques, c’est-a-dire les points de focalisation des trajectoires,
en lesquels les densités de chemins deviennent infinies.

Cette approche s’applique au probléeme de diffusion considéré dans ce mémoire, bien que
dans ce cas on s’intéresse au spectre d’énergie plutot qu’a la fonction d’onde. L’énergie finale de
chaque particule de ’ensemble s’obtient en calculant sa trajectoire a travers le potentiel selon
les équations de mouvement classiques. L’énergie finale dépend de l'instant auquel la particule
est entrée dans le potentiel, et peut adopter classiquement une valeur quelconque dans une
gamme continue avec une.distribution de probabilité P(Ey) (voir figure ci-dessous). Notons
que cette distribution contient des caustiques aux limites de la gamme permise classiquement.
La structure discréte du vrai spectre (Ey) provient d’interférences entre des trajectoires qui
traversent le potentiel & des instants séparés par des multiples d’une période temporelle du
potentiel 2w /w. La présence de bandes latérales dans la région interdite classiquement est un
effet quantique analogue a l'effet tunnel. En utilisant un traitement correct des caustiques,
I’approche semi-classique reproduit avec précision le spectre quantique, aussi bien dans la
région permise que dans la région interdite.

Le probleme des approximations semi-classiques ou des petites longueurs d’onde a été
abordé sous plusieurs angles différents. Il englobe plusieurs branches des mathématiques, et
s’applique & de nombreux domaines de la physique. Une approximation semi-classique des
états propres d’énergie de l'équation de Schrédinger indépendante du temps a été obtenue
indépendamment par Wentzel [3] et Brillouin [4] en 1926. Elle consiste en une somme de
solutions propageant en sens opposés, dont la phase dépend de 'action classique, et dont
I’amplitude contient le facteur |p|“1/ 2 qui peut étre interprété comme la racine carrée de
la densité spatiale d’un jet de particules de flux constant en chaque point. L’approximation
est valable sauf au voisinage des points de rebroussement classique du mouvement dans le
potentiel, ou I'impulsion p s’annule et la densité classique diverge. Ceci est analogue a P’échec
de P’'optique géométrique aux points focaux, ou les rayons convergent et leur densité devient
infinie. En obtenant une solution locale autour d’un point de rebroussement, Kramers [5] a
calculé la phase relative avec laquelle il faut sommer les solutions se propageant vers la droite
et vers la gauche. En utilisant une approximation asymptotique il a également estimé la valeur
de la fonction d’onde exponentiellement décroissante dans la région interdite au-dela du point
de rebroussement, ou I’énergie potentielle excéde I’énergie totale du systéme.

Une méthode plus générale pour obtenir les amplitudes complexes relatives des ‘solutions
BKW’ a été inventée par Zwaan [6] en 1929 (et résumée par Langer [7]). Au moyen de sa
‘méthode complexe’, les régions séparées par des points de rebroussement sont reliées par un
chemin dans le plan complexe des positions qui passe assez loin des points de rebroussement
pour que les solutions BKW restent valables. Les formules de raccordement obtenues sont
souvent suffisantes pour déterminer tous les facteurs d’amplitude et de phase avec lesquels il
faut sommer les solutions BKW dans chaque région. La méthode ne résout pas pourtant le
probléme de la valeur de la fonction d’onde au voisinage des points de rebroussement.

La méthode BKW a été généralisée aux hamiltoniens dépendant du temps et a d’autres
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Un jet d’atomes d’énergie initiale E; entre dans un potentiel modulé périodiquement dans le
temps. Aprés avoir traversé le potentiel la distribution classique d’énergie P(Ey¢) des atomes
est non nulle dans une région dite ‘permise’. Di a la périodicité de la modulation, le spectre
ezacte Q(Ey) prend une forme discréte. Les bandes latérales se produisent auz énergies Ey =
Ei+nhw, et ont un poids ezponentiellement décroissant dans la région interdite classiquement.

espaces de configuration en 1928 par Van Vleck [8]. Une analyse différente a été présentée
par Dirac {9], qui a montré 'analogie entre 1'’équation sur 'amplitude de la fonction d’onde
et I'équation de continuité d’un fluide compressible. Comme V'approximation BKW standard,
cette méthode échoue aux caustiques, ou elle prédit une amplitude infinie.

La formulation en termes d’intégrale de chemin de la mécanique quantique par Feynman
en 1948 [10] a été suivie aussit6t par plusieurs articles obtenant la valeur semi-classique de
I'intégrale de chemin. Le réle prépondérant des trajectoires classiques apparait explicitement
dans la formulation de Feynman, puisque ce sont précisément les trajectoires classiques qui
rendent l’action stationnaire, et donc contribuent le plus & 'intégrale de chemin. Morette
[11] en 1951 a été la premiére & reproduire les résultats de Van Vleck a partir de 'approche
d’intégrale de chemin. D’autres méthodes ont été publiées depuis (voir par exemple Papa-
dopoulos [12]). Comme l'approximation BKW généralisée, ces méthodes échouent dans le
voisinage des caustiques. Le probléme de la phase de la solution (analogue au probléme de
raccordement de la méthode BKW standard) peut étre résolu en faisant appel & un théoréme
di & Morse {13, 14] concernant des aspects globaux du calcul de variations. Le résultat est que
la phase est déterminée par un nombre entier nommé indice de Morse (ou indice de Maslov),
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qui ne peut changer que lorsque la trajectoire traverse une caustique. Dans le cas général
d’espaces de configuration arbitraires, Levit et al. [15] ont montré que le changement dépend
du signe des dérivées secondes du hamiltonien a.la caustique.

Le probléme de 'obtention de solutions semi-classiques au voisinage des caustiques est
résolu par la méthode de l’approximation uniforme. La méthode a été développée par deux
approches complémentaires. La premiere, établie par Miller et Good [16] et Dingle [17] est
une extension de la méthode BKW standard, ou ’équation de Schrodinger exacte est rem-
placée par une équation qui conduit & la méme structure de points de rebroussement, mais
dont les solutions sont connues exactement. La deuxiéme approche, due & Chester et al. [18]
et Berry [19], utilise une formulation intégrale, et est utile pour des systémes dépendant du
temps et des problemes de diffusion. Prés d’une caustique, ou les expressions BKW généralisée
échouent, il est possible de trouver une représentation intégrale du champ ondulatoire, ana-
logue a la ‘somme d’ondelettes’ de Huygens et Fresnel, et qui reste finie & la caustique. Une
méthode générale pour trouver de telles représentations intégrales a été donnée par Maslov
[20]. Puisque l'intégrand contient une phase qui oscille rapidement, la contribution la plus.
importante a l'intégrale provient des points ou la phase est stationnaire. Par un choix judi-
cieux de la variable d’intégration, la phase peut étre mise sous une forme canonique, d’une
facon qui préserve la structure de points stationnaires. Les formes canoniques possibles ont
été classifiées par Thom [21, 22], et constituent la base d’une branche de la topologie appelée
la théorie des catastrophes. Comme les expressions BKW généralisées, les solutions obtenues
par Papproximation uniforme ne dépendent que des trajectoires classiques du systéme. La
méthode s’applique aussi bien a la région permise classiquement qu’a la région interdite, ou
les trajectoires sont complexes. Les résultats obtenus sont tres précis dans la limite semi-
classique.

Ces méthodes sont discutées en détail dans un excellent article de revue de Berry et al. [23].
Elles sont universelles de la méme fagon que la théorie des ondes est universelle, et trouvent
leurs applications dans des domaines aussi variés que la physique atomique et moléculaire,
I’optique, 1'acoustique et la physique des vagues océaniques.

Le mémoire est divisé en deux parties paralléles et complémentaires. La premiére partie
du manuscrit est une synthése de matériel explicatif et d’autres méthodes et applications, qui
a pour but de placer le travail dans le contexte des sujets mentionnés au-dessus, en particulier
le formalisme d’intégrale de chemin et la théorie des catastrophes. L’intention n’est pas de
fournir une présentation rigoureuse de chacun des sujets mais plutét d’indiquer les relations
entre eux, et de renvoyer le lecteur & des revues plus détaillées. L’application de méthodes
semi-classiques au probléme considéré est présentée en détail dans article qui constitue la
seconde partie de la these. Il décrit en particulier une version de 'approximation uniforme
adaptée aux problemes périodiques. Les résultats s’appliquent 4 des systémes qui présentent
une périodicité spatiale ou temporelle.



Chapitre 1

Présentation du probleme

Introduction

On cherche & calculer les poids des bandes latérales créées par l'interaction d’un faisceau
atomique avec un puits de potentiel modulé périodiquement dans le temps. On limite ’analyse
a une dimension, et on considére en particulier le potentiel

1
Viz,t) = §V0(x) [1 - sin (wt)], (1.1)
ou Vy(z) est un profil localisé en position, supposé gaussien
Vo(z) = —Ve =/2" (1.2)

et V est positif. Le systéme se caractérise par trois parametres sans dimension

~ _ Vm

V = 133.
p? (1.32)

hwm
w = 1.3b
p? (1.35)
6 = ko (1.3c)

ou
wm

k= . 14
P (1.4)

V et & sont respectivement la profondeur du potentiel et la différence d’énergie entre des
bandes latérales voisines, exprimées en unités de 1’énergie initiale de ’atome. & est la largeur
du potentiel en unités de 1/k, ou Ak = 0p est la différence d’impulsion entre les bandes
latérales au premier ordre en @.

Ce chapitre présente quelques approches existantes pour obtenir les poids des bandes
latérales, et explique la motivation pour un calcul semi-classique en termes d’intégrales de
chemin. On discute aussi certains aspects de la réalisation expérimentale du systeme.
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faisceau laser

modulé
» RN
faisceau atomique faisceau atomique \\ '
: entrant sortant /. )
’ )
P(p) P(p)
A A
> A 11 >
0 p; p 0 P P

F1G. 1.1 - Le schéma de l’expérience. Des atomes d’impulsion bien définie traversent un
faisceau laser dont l’intensité est modulée a la fréquence w. La distribution d’impulsion des

atomes sortant contient des bandes latérales auz impulsions \/p? + 2mnhw.

1.1 Approches existantes

Dans cette section je vais discuter 'application de quelques méthodes bien connues au
calcul des bandes latérales. On commence par la simulation numérique de la fonction d’onde,
qui est une méthode quantique, valable dans tous les régimes de parameétres du probléme.
On présente ensuite deux méthodes perturbatives: 'approximation de Born, et I'approche
du réseau de phase mince. La méthode de Floquet est mentionnée briévement, mais s’avere
difficile & appliquer a ce systéme.

1.1.1 Simulation numérique

On peut calculer I’évolution de la fonction d’onde (z,t) en intégrant numériquement
I’équation de Schrodinger

ihab(a,) = HY(,), (15)
ou H est le hamiltonien
p?

La fonction d’onde initiale ¥(z,t;) est un paquet d’ondes, situé en dega du potentiel, et
dont la distribution d’impulsion est un pic étroit centré en p;. L’évolution est déterminée
jusqu’a ce que le paquet d’ondes, ayant interagi avec le potentiel, en soit sorti. Les poids des
bandes latérales s’obtiennent alors en intégrant chacun des pics discrets apparaissant dans la
distribution d'impulsion.
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L’intégration de I’équation de Schrodinger est effectuée sur des pas de durée ¢, en utili-
sant la technique de splitting. Puisque le hamiltonien dépend du temps, la méthode repose
sur deux approximations. La premiere provient de l'utilisation d’une valeur constante pour
le hamiltonien pendant chaque intervalle de temps. La deuxiéme résulte de la décomposition
de l'opérateur d’évolution pour chaque intervalle en trois facteurs, de sorte que les termes
d’énergie cinétique et d’énergie potentiel soient séparés. Les deux approximations sont cor-
rectes au second ordre en é¢.

L’équation de Schridinger posséde la solution formelle

¥z, i) =T{exp [_%/:, dtH(t)]}zp(m,ti) (1.7)

ou T indique le T-produit (la mise des facteurs de chaque terme dans ordre chronologi-
que). Numériquement il faut discrétiser ’évolution en intervalles de temps finis, et utiliser
Papproximation

$(z,t + 6t) ~ exp [—%H(t + 6t/2)6t] W(z, t). (1.8)
On peut facilement démontrer que I'erreur €;(dt) associé & approximation (1.8) est
53 : o)
@1(0t) = o {2 [H, H] - mH} (1.9)

ot H et H sont respectivement les dérivées premiere et seconde du hamiltonien par rapport
au temps, évaluées a 'instant t.
Pour chacun des termes (1.8), on peut utiliser la méthode de splitting, qui consiste & écrire
Popérateur d’évolution sous forme d’un produit de trois facteurs
A A
e(A+B)6t —JteBéteﬁdt. (110)

x~e?
L’erreur €;(6t) associé & cette approximation est

o3
En remplacant A et B par les opérateurs d’énergie cinétique et d’énergie potentielle respec-
tivement, on obtient 'algorithme suivante pour calculer la fonction d’onde finale

.2 . ;2
bz, tf) = e~ 3ER T e~ iV(at;—0t/2)dt/h ,— 35 bt

- _e-w(z,t,-+3.st/2)at/ne—g,%ate-iV(z,ti+6t/2)5t/ne—g,;%%w(x’ ). (112)
Puisque les opérateurs qui contiennent le potentiel sont diagonaux en position, on les applique
dans ’espace des positions. De méme les opérateurs qui contiennent I’énergie cinétique sont
appliqués dans ’espace des impulsions. Numériquement on bascule entre 1’espace des positions
et l'espace des impulsions entre chaque opération successive par une transformée de Fourier.
Notons que cette méthode préserve exactement la normalisation de la fonction d’onde.

On peut estimer de la fagon suivante la dimension des tableaux, le nombre de pas de
temps, et donc le temps total requis pour effectuer le calcul. Si on utilise la position sans
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dimension £ = kz ou k est défini dans I’équation (1.4), il faut que la valeur maximum de £
dans le tableau de position soit supérieure a

Emax > 6 (1.13)

De méme, en utilisant I'impulsion sans dimension p = p/p;, on trouve que la valeur maximum
de p dans le tableau d’impulsion doit étre supérieure &

Pmax > \1+V (1.14)

Puisque Prax détermine la taille des divisions AZ du tableau de position

w

Pmax ~ A%’ (1.15)
on trouve que la dimension N des tableaux est donné par
N = ~ 1.16
Az w (1.16)
En insérant les valeurs de £yax €t Pmax On arrive a la condition
V14V
N> Y——w— (1.17)

De méme on peut estimer le nombre de pas de temps requis. En utilisant le temps sans
dimension ¢t = wt on trouve que le temps d’évolution est

tmax > 6 - (1.18)

Le pas de temps doit étre suffisamment petit pour que les exposants des facteurs dans
I’équation (1.12) soient trés inférieurs & 1. En termes des parameétre sans dimension cecl
implique

~

At 2 (1.19)
1+V
Le nombre de pas de temps est donc
h & (1 + V)
N, = 22 ‘ 2
t= P — (1.20)

Puisque le temps de calcul requis pour effectuer une transformée de Fourier sur un tableau
de dimension N est proportionnel & N log, N, on trouve que le temps total de calcul est

T « N¢Nlog, N. (1.21)
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1.1.2 Approximation de Born

Dans le cas ol les poids des premieres bandes latérales sont faibles, on peut les calculer
par la méthode de Born, en traitant comme une perturbation la partie du potentiel (1.1) qui
dépend du temps. Le hamiltonien est divisé en deux termes de la facon suivante

H = Hy+eWi (1.22)

ou Vj est la perturbation, et Hy est le hamiltonien non-perturbé

2
_ p° | V=)
Hy = —2m+-——2 (1.23a)
v, = -Y%Qsin(wt). (1.23b)

Le parametre € est introduit dans le hamiltonien (1.22) pour tenir compte de l'ordre de la
perturbation dans le calcul, et on posera e =1 & la fin.

On suppose connus les états propres du hamiltonien non-perturbé, et on ne considére que
les états non-liés, c’est-a-dire les états d’énergie positive E, = p?/2m. Pour chaque énergie
E,, il existe deux états propres de Hy. Loin du potentiel ils ressemblent & des superpositions
d’états propres d’impulsion [p) et | — p). Pour cette raison je les appelle |1)p) et |_,)

Holvzp) = Ep|tp)- | (1.24)

Pour p > 0, I’état |yp) représente une particule incidente de la gauche avec 'énergie Ey, et
|_p) est I’état d’une particule incidente de la droite. Si on normalise les états de telle fagon

que amplitude de 'onde plane incidente vaille (27rh)'1/ 2, les états propres de Hy satisfont
aux mémes relations d’orthonormalité que les états propres d’impulsion (voir I’Annexe A)

{Wqlthp) =0 (p—q). (1.25)

Etant donnés les états propres non-perturbés, on cherche les solutions |¢,(t)) de I’équation
de Schrédinger pour le hamiltonien perturbé

ihldp(t)) = (Ho + €V1) |65(1)). (1.26)
Si on développe |¢p(t)) en puissances du paramétre de perturbation e
|65(2)) = I¢p()) + eldp(t)) + ..., (1.27)

le terme d’ordre zéro |¢g(t)) est une solution de ’équation de Schrédinger pour le hamiltonien
non-perturbé

iR|gQ(t)) = Holg3(t)). (1.28)
On choisit la solution stationnaire 4
|85(2)) = e Pt/ ypy) (1.29)

et on suppose que p > 0. On va s’intéresser en effet & une petite gamme d’impulsions p autour
de p;. Au premier ordre, I’équation de Schrodinger s’écrit comme

ih|gL(t)) = Holga(t)) + Valgh(t)), (1.30)
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dont la solution est

6300) = o [ at O o, )1 ghe) (131

—00
ou on prend la limite ou le potentiel V] est branché et débranché trés lentement. Supposant
qu’a l'instant initial ¢ = —oo le systéme est dans D’état propre |¥p) du hamiltonien non-
perturbé, on cherche 'amplitude de probabilité c,(g) pour qu'il se trouve dans I’état |¢2(t)) =
e~*Eat/R|yp.) & D'instant final t = +oo

colg) = lim et/ Mug|gp(t)) — BB (g losy) (1.32)
~ et_l)iinooeieq/h(l/)qlq&;,(t)). (1.33)

En insérant 1’équation (1.29) dans (1.31), et en posant € = 1, on obtient
- |4 —22/20? T HEa-Ep)t A o '
cplg) = —ﬁ(zpqle [%p) dt'e sin (wt')
—00

Vr 22702
= 5 (ale™ 27 [p) [8(Eq — By + hw) = 6(Bq — Ep — hw)], . (1.39)
qui s’écrit en termes d’impulsion comme

cplg) = CO [(5(p V@t 2mhw) — 6(p— VP - 2mﬁm)] (1.35)

oll

Vam
2p

Notons qu’on a omis les termes d’impulsion négative dans ’équation (1.35). Ceci est valable

dans la limite perturbative si p; > v2mhw, parce qu’en ce cas le produit scalaire C§ de ces

termes dans est négligeable .

Pour calculer le poids des premiéres bandes latérales, il faut considérer un état |¢(¢)) qui
est initialement un paquet d’ondes

|$(—c0)) = / dp &) l¥s), (1.37)

Cl =

7 (ele 127" |thy). (1.36)

ou ¢(p) est une distribution étroite, située autour de p;. La probabilité pour que I'impulsion
finale se trouve dans la petite gamme dp}t autour de pf, ol

pjf = ,/p? + 2mhw, (1.38)

|2

est donc

dP* = dp} |(wy219(+00)) | |
= a} [ apt [ Bt 08 B Gy (003 (2l (+00)
+\ * +
i [ asi [ et st at) (7] ) CFf 60t =903t -3

2

Q2

S
f
pi

= dp} |¢(p)I® (1.39)
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Les poids des premiéres bandes latérales sont alors

. L2 gyt
e~ |t 2L (1.40)
dp;
En calculant la valeur de dp}t /dp; & partir de ’équation (1.38) on obtient
1 Vrm\? 2 /0,2 2
e <——> | W xle =12 g 3| (1.41)

qui est 'approximation de Born au premier ordre. En général il faut calculer le produit scalaire
numériquement. Pourvu que la largeur du potentiel soit suffisamment grande par rapport 4 la
longueur d’onde de de Broglie, on peut évaluer les fonctions d’ondes des états |,) en utilisant
la méthode BKW. L’approximation (1.41) est en bon accord avec les résultats exacts dans le
régime de faible diminution de la bande centrale (voir la Figure 1.2).

10 ¥ T

0.1
0.01
1073 1
1044

10°S -

106

FIG. 1.2 — Les poids des premiéres bandes latérales I, calculés par la méthode de Born
au premier ordre (pointillé), et comparés avec les poids ezacts, obtenus par une évolution
numérique de [’équation de Schrédinger (trait continu). La profondeur du potentiel V est
varié€ entre 0 et 3, et les autres paramétres sonts fixrés 6 = 6.0, @ = 0.1.

Si la profondeur du potentiel est beaucoup plus petite que ’énergie initiale de I’atome, les
états propres du hamiltonien non-perturbé Hy peuvent étre remplacés par des états propres
d’impulsion. En ce cas on peut calculer les poids des premiéres bandes latérales analytique-
ment. En effet le produit scalaire qui figure dans Pexpression (1.41) vaut

22042 —22 /952
(pxle™ 7 ) = (pFle™ /2 |py)

1 in.r /b —ipt
= oog [ dor [ dmemnine el g oo

2
o (pl _p:ft) 0'2 (1 42)
= ex -_—— . .
mar P K2
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1.1.3 La méthode de Floquet et ’atome habillé

Pour un systéme décrit par un hamiltonien périodique tel que (1.22), I’équation de Schro-
dinger posséde des solutions de la forme

|6(t)) = e EURY " et |gy), (1.43)

ou les états |¢,) sont indépendants du temps. En termes des ces états, I’équation de Schro-
dinger s’écrit comme

2
Eln) = (ho+ 2+ B 190y - B gy g 140)
En définissant un spineur
| 16n-1)
@) =] |¢n) (1.45)

|¢n+1)

on peut réduire le probléme périodique & un probléme indépendant du temps. Le spineur |®)
est la solution de I'équation

E|®) =H|?), (1.46)
H: étant 'opérateur matriciel
H=H,+V,; (1.47)
ou
2y (n—1)hw
H, = (5% + 05‘”)) I+ nhw (1.48a)
(n+1)hw
0 -1
Vi
v, = @) 1 0 -1 (1.48b)
4 1 0

et I est la matrice d’identité. Pour calculer les poids des bandes latérales il faut trouver
les états propres du hamiltonien H. Pour chaque valeur de 1’énergie il existe une infinité de
spineurs propres |®). On cherche les spineurs d'énergie E proche de E; pour lesquels seul
’élément n = 0 contient une onde plane incidente (les autres éléments ne contenant que des
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ondes planes sortants). En recombinant ces spineurs on peut construire un paquet d’onde et
simuler son évolution. Dans la limite ou I’énergie du paquet d’onde est bien définie, seul le
spineur d’énergie E; est requis. En principe on peut le calculer numériquement. En pratique
les exigences sur la troncature et la discrétisation conduisent a des difficultés considérables.
Dans la limite perturbative on peut pourtant effectuer un calcul de Born indépendant du
temps pour obtenir le poids des bandes latérales. On utilise ’expression suivante de la matrice

S
(®0]S|®0) = (Pp| o) — 27id (E' — E) (5| T|®o) (1.49)

ou |®g) et |®;) sont des états propres du hamiltonien non-perturbé Hy d’énergie F et E’
" respectivement, et T est 'opérateur de transition

T=V+V(E-Ho+in) ' Vi+V (E—Ho+in) ' Vi(E-Hy+in) ' Vi +...
(1.50)

Comme spineur initial |®;) on choisit un spineur d’énergie E proche de E; pour lequel seul
I’élément n = 0 est non-nul '

: 0
|@0) = “1’29)> =1 | {> (1.51)
0

ou p = vV2mE. Le spineur final est un spineur d’énergie E’ pour lequel seul ’élément n est
non-nul

0
|®5) = I‘I’g’)> = ) | (1.52)
0
ou ¢ = \/2m (E' — nhw). Pour obtenir 'amplitude de transition il faut calculer les éléments

de matrice de l'opérateur T. Au premier ordre ils sont égaux a
(2|TI®0) =~ (2g|V1|®o)

-V 2 /6.2
= (55 6o = ) Gl ) (159)

ol § est une fonction delta de Kronecker. En reportant cette expression dans 1’équation (1.49),
on trouve 'amplitude de transition

—2mié (Ey — E;) (@9 T|®o)

~ Vmm (¢q|e—x2/2021¢p) [‘sn,us (P - Vgt + thw) —0p,—10 (p— vV — mew)] .

2p
(1.54)
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Ce résultat est identique & celui obtenu par la formulation dépendant du temps (1.35).
Les fonctions delta de Kronecker donne des informations concernant 1’énergie échangé entre
I’atome et ’environnement, informations qui n’étaient pas présentes dans la formulation
dépendant du temps.

Cette observation nous meéne A l’interprétation de la formulation de Floquet comme la
limite des grands nombres de photons de la formulation d’atome habillé. En effet, on peut
supposer que le potentiel modulé est dii 4 'interaction de I’atome avec deux modes optiques a
et b qui different en fréquence de w. En effet ’atome peut absorber un photon d’une mode et
I’émettre soit dans la méme mode, sans aucun changement de son énergie cinétique, soit dans
l’autre mode, avec un changement de son énergie cinétique de Aw. Dans la limite de grand
désaccord A on peut éliminer adiabatiquement tous les niveaux internes excités de 'atome,
et. on arrive & ’expression suivante pour le hamiltonien

p®  hlg®

H=—
2m+ A

£(z) (a+ib) (a+ib) + % (a,fa - bfb) , (1.55)

oll on a supposé que la constante de couplage atome-champ g, et le profil spatial f(z), sont
identiques pour les deux modes. Si chaque mode contient un grand nombre moyen N de
photons, et de faibles fluctuations AN « N, ce hamiltonien devient formellement équivalent
4 (1.47) en posant

hlgf®

Vo(z) = 4N—7

f(z). (1.56)
On peut chercher des états propres sous la forme

8) =D " ¢n) ® IN +n,N —n) (1.57)

ou le premier ket représente 1’état de 'atome, et le deuxiéme ’état des modes optiques. En
substituant I’expression (1.57) dans ’équation (1.46), et en projetant sur I'état |N +n, N —n),
on retrouve 1’équation (1.44), ce qui démontre 1’équivalence des deux formulations.

En appliquant le modeéle de I’atome habillé & ce probléme il est important de noter que
la différence 2n entre le nombre de photons dans chaque mode n’est pas bien définie, méme
avant le passage de 'atome. En effet, pour que la modulation du potentiel ait une phase bien
définie?!, il faut que la phase relative entre les modes a et b soit elle aussi bien définie. Ceci
implique une incertitude sur la différence entre le nombre de photons dans chaque mode.

1.1.4 La méthode du réseau de phase mince

Le calcul de Born s’applique au régime ou les poids des premiéres bandes latérales sont
petits. Un autre régime perturbatif qu’on peut étudier est celui ou le transfert d’énergie a

1. Que la phase de la modulation du potentiel soit bien définie est nécessaire pour assurer la cohérence entre
les bandes latérales. En utilisant ce fait, on peut expliquer 'incertitude sur la différence initiale entre le nombre
de photons dans chaque mode de la fagon suivante. Supposons au contraire qu’on connaissait exactement la
valeur de n avant l'interaction. En ce cas, on pourrait, en principe, déterminer 1’énergie finale de I’atome en
mesurant le nombre de photons transférés d’un mode a I'autre. Le fait que l'information concernant I’énergie
finale de 'atome est sauvegardée dans le champ optique détruirait toute cohérence entre les bandes latérales.
On peut donc conclure que la supposition initiale est fausse, c’est-a-dire que la valeur de n n’est pas bien
définie avant l'interaction.
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l'atome E; — E; di & son interaction avec le potentiel est petit. Les deux régimes ne sont
pas identiques, comme on le voit sur ’exemple suivant. Si la fréquence d’oscillation w est
petite, la différence d’énergie entre les bandes latérales est petite aussi. L’interaction peut
donc transférer une fraction significative de la population atomique aux bandes latérales sans
pour autant transférer beaucoup d’énergie aux atomes. Dans une telle situation le calcul de
Born au premier ordre n’est pas valable. On peut pourtant utiliser la méthode du réseau de
phase mince, présentée ci-dessous.

Cette méthode utilise une approximation semi-classique trés simplifiée de la technique
d’intégrale de chemin, ot on intégre la phase quantique accumulée par I’atome le long de sa
trajectoire. Dans la limite semi-classique on peut remplacer l'opérateur d’énergie cinétique
dans le hamiltonien par un terme approché

1
H = 5 [vp + pv — m'u2] + V(z,t) (1.58)

ou v = v(z,t) est la vitesse de l'atome considérée comme une fonction classique. Notons
que le hamiltonien (1.58) est toujours hermitien, et satisfait & ’équation de mouvement de
Heisenberg

dz
dt _
L’approximation (1.58) est équivalente & une approximation de type BKW dépendant du

temps (voir le Chapitre 2), et remplace ’équation de Schrodinger par une équation différen-
tielle de premier ordre en position

= [, H]=v. (1.59)

ih [% + vga;] P(z,t) = [V(m,t) - %mv2 - % (g—;)] P(z,t). (1.60)
Le terme de gauche est une dérivée totale de la fonction d’onde par rapport au temps. Pour
résoudre 1’équation il faut alors exprimer la position z en fonction de temps, c’est-a-dire
trouver la trajectoire de 'atome. Puisqu’on considére le régime ou la modulation du potentiel
ne change pas le mouvement de 'atome de fagon significative, on peut remplacer la vraie
trajectoire de ’atome par la trajectoire qu’il aurait suivie dans le potentiel non modulé. On
suppose une énergie totale de E;, et on choisit la trajectoire zo(t) qui arrive & la position z; &
I'instant ;. De méme la vitesse v de ’atome est remplacée par sa valeur vg dans le potentiel
non modulé Vp(z)/2. Puisque vy ne dépend que de la position de Patome

1 Vo(z)

Emvg = Ei - 5 ;

(1.61)

on trouve
) ov »d’v() _ 1d

En substituant I’équation (1.62) dans (1.60), et en intégrant par rapport au temps, on obtient

i [t i
Y(zp,ts) = tP(zi,tio)exp [—E/tfdt{V[zo(t),t]—%mv2 i dvo [mo(t)]}]

0 — =— 1
i0 21}0 dt

= P(zi,tip) Mexp |:_%/t f dt {V [zo(t),t] - %mvg}] (1.63)

'UO(-'L'f) 1,0
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ol t; o est I'instant auquel la trajectoire non-perturbée xo(t) part de la position initiale z;. En
remplacant la fonction d’onde en deca du potentiel par une onde plane,

P(zi, tip) = \/§17r_ﬁ exp [% (pizi — Eiti,O)] (1.64)

et en utilisant le fait que vo(zy) = vo(z;), on trouve

1 . Sy 1
Q/J(Zf,tf) ~ mexp I:% (pizi — Eiti,o) - %/t dt {V[:L‘o(t),t] - imvg}] . (1.65)

0

On peut simplifier I'intégrale en utilisant la relation (1.61)

t t
/t.-,: dt {V [fto(t),t] - %mvg} A: dt {Ei - m'ug + Vi [zo(t), t]}

ts
= E;(tf —tio) —pi(zg —z:) + RC +/ dt V; [zo(t), 1]

tio

- (1.66)
ou C est une constante. En reportant ce résultat dans '’équation (1.65) on obtient
¥ (zg,t5) e . [i( Eity) + L5 t)] (1.67)
s ~ X — \PiTf — Ly - Ty, . .
fr¥f NGET p A DiZ f f ROV S

ou S, est l'intégrale du potentiel Vi le long du trajectoire non-perturbée (c’est-a-dire la tra-
jectoire dans le potentiel non-modulé)

- ty
Sl((l,‘f,tf) = —-/ dit V1 [:Eo(t),t] . (168)

ti0

Pour effectuer cette intégrale il faut prendre en compte la dépendance de la fonction zo(t)
vis-a-vis du temps final t;. Cette dépendance s’écrit comme

zo(t) = Z (t — t; + T}) (1.69)

ou Z est une fonction qui est indépendant de ty, et satisfait & la relation z(0) = 0, c’est-a-dire,
Z(t) est la trajectoire non-perturbée qui passe l'origine z = 0 & l'instant ¢ = 0. Le temps
Ty est I'instant auquel cette trajectoire arrive a la position finale, Z(Ty) = z;. De méme on
dénote par T; l'instant auquel la trajectoire Z(t) part de la position initiale Z(7;) = z;. Ainsi
on peut récrire ’équation (1.68) comme

-~ T/ )
Si(zg,tp) = —/T- dt Vi [z(¢),t +t5 — Ty]. (1.70a)
h |
- §/T_ dt Vo [z(t)] sinfw (¢ + ¢ — Ty)]. (1.70b)

En décomposant la fonction sinus en une somme d’exponentielles complexes on trouve

S’l(zf,tf) = —h( sin (wty — kzp — C') (1.71)
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ol on a remplacé wT; par son expression en fonction de
WTy = kzy + C'. (1.72)

k est défini dans (1.4) et C' est une constante qui dépend des paramétres du potentiel non
modulé. L’indice de modulation ¢ est la transformée de Fourier du potentiel vu par 'atome
quand il se déplace le long de la trajectoire non-perturbée Z(t)

1 .

(=—o [ dtVp[z(t)] ™ (1.73)

2k
Elle est réelle parce que la fonction V; [Z(t)] est symétrique. Notons qu’il est valable d’étendre
les limites d’intégration & oo, puisque I’atome ne subit aucun potentiel avant I'instant 7; ni
apres l'instant Ty. En insérant I’expression (1.71) dans (1.67) on obtient

e—lC i o
Y (zyp,tp) = Nor exp [ﬁ (pizs — Eitg) —i(sin (wty — kzp + C') | . (1.74)

La fonction d’onde finale est donc une onde plane, dont la phase est modulée sinusoidalement.
En prenant une transformée de Fourier par rapport & la position de I’expression approchée
(1.74), on trouve des bandes latérales aux impulsions

Dn = p; + nhk (1.75)
dont les poids sont
I = |Jn(O)f? (1.76)

ou J, sont des fonctions de Bessel. Le fait que la fonction d’onde approchée (1.74) ne satisfait
pas aux relations de dispersion exactes, mais plutét aux relations du premier ordre en @ (1.75),
est dli au remplacement des trajectoires exactes par des trajectoires non-perturbées dans le
calcul. Ceci est également ’origine de la symétrie du spectre calculé (1.76). Les approximations
(1.75) et (1.76) sont en bon accord avec les résultats exacts dans le régime de validité de la
méthode, & savoir le régime ou le transfert d’énergie a I’atome E; — E; est faible devant E;
(voir la Figure 1.3).

1.2 Considérations expérimentales

Dans cette section je vais discuter quelques aspects de la réalisation expérimentale du
systeme, y compris le calcul des parameétres du modele et l'effet du bruit expérimental et de
I’émission spontanée.

1.2.1 Réalisation expérimentale

On peut réaliser le potentiel V(z,t) avec un faisceau laser dont Pintensité est modulée
dans le temps. Le laser est focalisé avec une demi-largeur du col égale a4 o (voir la Figure
1.4). La hauteur du col et la longueur de Rayleigh doivent étre suffisamment grandes pour
que le plus grand nombre d’atomes possible subissent un potentiel qui ressemble & celui de
Péquation (1.1). Il faut que le laser doit étre désaccordé sur le rouge pour que le potentiel soit
attractif.
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F1G. 1.3 - (a) Le spectre ezact (barres vides), et les résultats de la méthode du réseau de phase
mince (traits solides), pour les paramétres @ = 0.05, & = 6.0 et V = 3.0. Les deuz lignes en
pointillé indiguent les limites de la région permise. L’énergie E; est en unités de p?/m. (b)
Les poids ezacts (lignes continues) de la bande centrale Iy et des premiéres bandes latérales
I, en fonction de f/, pour & = 6.0 et w = 0.1. Les résultats de la méthode du réseau de phase
mince sont en pointillé.

Les atomes qui ne passent pas au centre du col sont légérement défléchis (voir la Figure
1.5). A cet élargissement du faisceau atomique s’ajoute 'incertitude sur I'impulsion initiale des
atomes. Pour avoir une idée de la distribution d’impulsion finale on peut appliquer la méthode
du réseau de phase mince le long des trajectoires classiques non-perturbées, c’est-a-dire les
trajectoires classiques correspondant au potentiel non modulé (voir la Figure 1.5).
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nuage
d'atomes

F1G. 1.4 — Le schéma de l’expérience en trois dimensions.

1.2.2 Calcul des parametres du modele

Le modele théorique se caractérise par les trois parametres sans dimension V, o et o,
définis par les équations (1.3). Les parameétres @ et & s’obtiennent directement a partir des
quantités expérimentalement mesurables o, w et p;. Le parameétre V= Vm/p? se calcule en
termes du désaccord et de 'intensité de la lumiere de la fagon suivante.

Le potentiel V s’écrit comme

C2

ou c est le coefficient de Clebsch-Gordon de la transition, § < 0 est le désaccord en fréquence
entre le laser et la résonance atomique, et s est le paramétre de saturation,

N2

— 2

Dans cette expression I est le taux d’émission spontanée, et €2 est la fréquence de Rabi
hQ = —d&y (1.79)

ou d dénote le dipéle électrique. & est 'amplitude du champ électrique

Et) = % (Eoe™™ 0t + E5e™0t) (1.80)

qui oscille & la fréquence optique wy. En utilisant le fait que la fréquence de Rabi est pro-

portionnelle 3 la racine de ’intensité lumineuse I, on trouve qu’a grand désaccord 6 > I le
parameétre de saturation s’écrit comme

r I

_r b 1.81
462 Isat ( 8 )

S
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r* rvyv*

(a) - (b)

F1G. 1.5 ~ Les trajectoires classiques d’atomes qui traversent le potentiel en absence de modu-
lation. La forme du potentiel est indiquée par des lignes de contour. La figure (a) montre une
section du faisceau laser transverse, et la figure (b) une section longitudinale. Les lignes en
pointillés dans (b) indique la mode optique longitudinale. Ce sont des contours ot l’intensité
atteint une certaine fraction de sa valeur sur Uaze z.

ou Ig,; est l'intensité de saturation, définie comme l'intensité pour laquelle le parameétre de
saturation vaut un a désaccord nul. On peut la calculer de la fagon suivante. L’intensité
lumineuse s’écrit en termes du champ électrique £(t) comme

I = ¢gc <€2> = %eocgg (1.82)

ou (---) représente la moyenne sur une période du champ. En utilisant I’équation (1.79), et
en déterminant la valeur du dipéle électrique d & partir du taux d’émission spontanée

1 wg o
= ——=d", 1.83
3meg hcd (1.83)
on trouve
1 Alwd
Lsar = Tor & (1.84)

On obtient la valeur du parametre de saturation s en reportant ce résultat dans 1’équation
(1.81). L’intensité I dans ’équation (1.81) s’obtient en divisant la puissance laser par laire
effective du faisceau. Etant donné s, le potentiel est déterminé par ’équation (1.77).
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1.2.3 Pertes dues a I’émission spontanée

Si un atome émet spontanément un photon pendant son interaction avec le potentiel,
son impulsion longitudinale changera d’une quantité comprise entre +v/2mFEpg, ou Eg est
I’énergie de recul. Dans le cas ol ’énergie de recul est plus grand que la différence d’énergie
hw entre les bandes latérales, 1'effet de 1’émission spontanée est d’ajouter un fond plat a la
distribution d’impulsion atomique. Il est donc important d’estimer la fraction d’atomes qui
émettent spontanément pendant leur traversée du potentiel.

On peut simuler 'effet de 1’émission spontanée ‘sur les atomes n’ayant pas encore émis’
en multipliant le potentiel V(¢) par un facteur complexe

1
Ves(z,t) = mv(m,t)- (1.85)
2

La partie imaginaire Vj(z,t) du nouveau potentiel Vs(z,t) est

bl _
Vi(z,t) = ——2—V(z,1) (1.86a)
1+ (35)
28
= ——34 __5(z,t) (1.86b)
1+ {—5)2

ou s(z,t) est la valeur locale du parameétre de saturation. Puisque s(z,t) est positif, la partie
imaginaire Vj(z,t) du potentiel est négative. Vy(z,t) réduit progressivement la norme de la
fonction d’onde atomique au fur et & mesure que le systéme évolue

SO = =@l (H -5 ) “
= 2OWite Ol ()

On interprete la norme (1(t)|¥(t)) comme la fraction d’atomes n’ayant pas encore fait d’émis-
sion spontanée. Puisque V; dépend de z et de t, il peut aussi changer les poids relatifs des
bandes latérales.

On peut calculer de facon semi-classique 'effet de 1’émission spontanée en utilisant la
méthode du réseau de phase mince, et en remplacant ’expression (1.70a) par

- +00
Si(zs. 1)) =—/_ dt (Vi [2(0), £+ t; — T)) + Vi [2(1), ¢ + 1 — Ty]} (1.88)

Pour estimer 'ordre de grandeur seulement des pertes dues & I’émission spontanée, dans la
limite d’un grand désaccord, on peut utiliser I'approximation

P ~ exp {% /+°° dt Ve [i(t)]} (1.89)

-00

ou P est la probabilité qu'un atome ne subit aucune émission spontanée.
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1.2.4 Effet du bruit expérimental

Dans cette section je vais calculer I’élargissement des bandes latérales dit au bruit expéri-
mental. Soit p(z,ts) I'impulsion classique de 'atome au point (z¢,ts), et f(z¢,ts) sa valeur en
I’absence du bruit. L’élargissement en impulsion dépend alors de la valeur de <[Ap(:z: it f)]2>,
ou Ap(zy,ts) = plzy,ty) — plzs,ts) est la différence d’impulsion due au bruit, et (---)
représente une moyenne statistique.

En utilisant les résultats de la méthode du réseau de phase mince on trouve ’expression
suivante pour Ap(zy,ty)

0 =
A;D(.’L‘f,tf) = EESb(a:f,t/) (1.90)

ou S, est défini, par analogie & (1.68), comme

t
Sept) == [ atvilo(e).8 (L.91)

1

et Vy(z,t) est la pé,rtie fluctuante du potentiel. On va d’abord supposer que le bruit est di a
des fluctuations de la profondeur du potentiel, par exemple & des fluctuations de I'intensité
du faisceau laser modulé. En ce cas on peut exprimer Vj(z,t) comme

Vol(z,t) = f(z)V(¢) (1.92)
ou f(z) est le profil spatial du potentiel,
flz) = e7=' 12 (1.93)

et V(t) est sa profondeur. En insérant cette expression dans 1’équation (1.91), et en substituant
les relations (1.69) et (1.72) on trouve

. too m o
Sb(a:f,tf)=—/ dtf[:f:(t)]V(t-I—tf——l‘f——) . (1.94)
-0 pi W
La différence de I'impulsion finale due au bruit est alors
m +o0
Aplaj,ty) = 17/ dt £ (O] V' (¢ + To) (1.95)
1 J—-00

ou V' est la dérivée de la fonction V, et Ty = ty — mzy/p; — C'/w. En définissant les fonctions

f(w) et V(w) comme des transformées de Fourier de f [Z(t)] et V(t) respectivement

f(w)

V(w)

/ dt f [Z(t)] e™* (1.96a)
/ dt V(t)et ‘ (1.96b)

et en notant que V(—w) = V*(w), puisque V(t) est réel, on peut écrire la différence d’impulsion
dans le domaine des fréquences comme

Ap(zys,ty) = %g /dw F(w)V* (w)iwe™To, (1.97)
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La moyenne statistique <[Ap(:z £t f)]2> est donc

ok (?)2 [t [ F)fr (@) (P (@) wtelemm.

(1.98)

<[AP($f’tf)]2> =

Il reste maintenant de calculer <1~)* (W)Y (o' )> En revenant au domaine du temps, on peut
I’exprimer comme

<v* / dt / dt' (V(E)V (¢ +t)) el )t et (1.99)

Si le processus stochastique est stationnaire, la moyenne (V (¢') V (t' + t)) est indépendant de
t' et on obtient

(V@)D (o)) = 28 (' = w) P () (1.100)

ou P(w) est le spectre de bruit

= /dt (V(0)V () e, (1.101)

En insérant 'expression (1.100) dans (1.98) on trouve le résultat

((ap?) = iﬂ(’") [ dw |ff w2 (1102)

La contribution du bruit & de trés basses fréquences est réduite par le facteur w?, et 4 d’hautes
fréquences elle est éliminée par le facteur I f (w) |2. Les fréquences w qui contribue les plus sont
celles pour lesquelles wi, ~ 1, oli ¢, est le temps de traversée du potentiel.

- Notons que selon I'expression (1.102) la moyenne statistique <(Ap)2> est indépendante du
‘point (z 7,tf). On peut donc I'utiliser directement comme une estimation de I’élargissement

1/2
des bandes latérales. Pour qu’on puisse résoudre les bandes il faut que <(Ap)2> vaille moins
que leur séparation.

Il se peut que le bruit soit di a4 des sources autres que les fluctuations de la profondeur
du potentiel, par exemple a des vibrations spatiales du potentiel. En ce cas le potentiel total
s’écrit

Viot(z,t) = —VO [z + &(2)][1 — sin (wt)]
- Ve + Vi) | (1103)

En soustractant la valeur de V(z,t) de ’équation (1.1), on trouve qu’au premier ordre le
potentiel fluctuant Vj(z,t) est

Vilz,t) = %Vo'(m)f(t) [1 = sin (wt)]. (1.104)

L’élargissement des bandes dii & ce potentiel peut étre calculé par des méthodes analogues a
celles utilisées précédemment.
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Conclusion

Dans ce chapitre on a discuté quelques méthodes existantes pour calculer les poids des
bandes latérales. La méthode purement numérique est un calcul quantique qui est valable dans
tous les régimes. Ses désavantages sont la longue durée de calcul et la manque d’éclaircissement
qu’elle fournit sur le contenu physique. Deux méthodes qui remédient a ces inconvénients sont
la méthode de Born et la méthode du réseau de phase mince. Elles ne sont valables cependant
que dans certaines régimes. L’approximation de Born est valable dans le régime de faible
diminution du poids de la bande centrale, et 1a méthode du réseau de phase mince est valable
dans le régime ot le transfert d’énergie Ey — E; aux particules est petit. Bien que les résultats
de la méthode du réseau de phase mince ne soient pas exacts hors de ce régime, ils donnent
en général le bon ordre de grandeur des poids des bandes latérales. La méthode est donc tres
utile pour obtenir des résultats préliminaires sur une grande gamme de valeurs des parametres.
Elle fournit aussi une estimation des pertes dues & ’émission spontanée, et 1’élargissement
des bandes dii au bruit expérimental. Pour obtenir des résultats d’une précision plus haute,
tout en gardant la clarté physique offerte par une approche semi-classique, on peut utiliser la
formulation d’intégrale de chemin. -
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Chapitre 2

‘La méthode d’intégrale de chemin

Introduc.tion

Ce chapitre présente le propagateur de Feynman, qui décrit ’évolution d’un systéme dans
Pespace-temps. Il discute également certains propagateurs généralisés, qui s’appliquent & d’au-
tres espaces de configuration. Dans la limite semi-classique les valeurs des propagateurs ne
dépendent que des trajectoires classiques qui relient le point initial et le point final du pro-
pagateur dans son espace de configuration. Ces chemins sont connus sous le nom de ‘trajec-
toires racines’. L’approximation rudimentaire pour la valeur des propagateurs, que j’appellerai
Vapproximation BKW généralisée, consiste & prendre une somme sur toutes les trajectoires
classiques du systéme.

La premiere section présente la définition du propagateur de Feynman et sa formulation
comme une intégrale de chemin. Elle est destinée aux lecteurs peu familiers avec la méthode
d’intégrale de chemin. On discute la forme du propagateur dans la limite semi-classique, en
faisant une analogie avec la construction de Huygens. On définit ensuite des propagateurs
dépendant de I'impulsion ou de P’énergie, qui s'obtiennent & partir du propagateur de Feyn-
man par des transformées de Fourier. En utilisant une approximation quadratique pour le
lagrangien, on peut effectuer I'intégrale de chemin analytiquement, ce qui permet de retrou-
ver les expressions BKW du propagateur de Feynman et des propagateurs qui dépendent de
I'impulsion. Finalement on discute la valeur des propagateurs dans des régions classiquement
interdites, en donnant quelques applications.

2.1 Le propagateur de Feynman

Dans cette section je vais définir le propagateur de Feynman et présenter sa formulation
en tant qu’intégrale de chemin. Je montrerai que le propagateur s’exprime comme une somme
sur toutes les trajectoires reliant les points initial et final du propagateur.

2.1.1 Définition

Le propagateur de Feynman K (zy,ts; z;,t;) est défini comme I'amplitude de probabilité
pour qu’une particule qui part de la position z; & I'instant initial ¢; arrive & la position x5 &



26 CHAPITRE 2. LA METHODE D’'INTEGRALE DE CHEMIN

Pinstant final ¢;. Cette définition s’écrit comme

(zs|U(ts,t:)|zi) pour ty > ¢
. . ) = ’ 2.
K(zjg,ts;xi,t:) { 0 pour tf < t; &1

ol Ul(ty,t;) est 'opérateur d’évolution entre I'instant ¢; et I'instant ¢s.

2.1.2 Idées menant a la formulation d’intégrale de chemin

Un des postulats fondamentales de la mécanique quantique est que la probabilité s’exprime
comme le module carré d’un nombre complexe P = |1|?>. En prenant I’exemple du propaga-
teur de Feynman, la probabilité pour qu’une particule arrive au point (zs,ts), étant donné
qu'elle est partie du point (z;,¢;), vaut |K(zf,tf;a:i,t,-)|2, ou K(zxys,ts;x;,t;) est le nombre
complexe défini par I'équation (2.1). Alors qu’en mécanique classique les lois de combinaison
des probabilités sont déterminées par la théorie de probabilité de Lagrange, en mécanique
quantique ces lois dépendent des amplitudes complexes .

Considérons une expérience 4 deux fentes, représentée sur la Figure 2.1. Chacune des
particules émises par la source & gauche a une certaine probabilité P(z) de passer la double-
fente et d’étre détectée a la position = & droite. Supposons qu’on bouche la fente F», laissant
ouverte la seule fente F;. La probabilité de détection est alors modifiée, et je la dénote par
Py(z). De méme, la probabilité de détection avec la seule fente F5 ouverte est dénotée par
P,(z). Les fonctions Py (z) et Py(z) sont indiquées sur la Figure 2.2.

détecteur

—————

F1G. 2.1 - Ezpérience a deuz fentes F1 et Fo. A gauche une source émet des particules.
De l’autre coté des fentes un détecteur enregistre les particules qui arrivent & la position z.
Les chemins en pointillé servent uniquement comme un guide pour Uil et ne doit pas se
comprendre comme les trajectoires réellement suivis par la particule. En particulier, il n’y a
pas de raison, selon la mécanique quantique, pour supposer que la particule suive une ligne
droite entre la source et l’écran ni entre l’écran et le détecteur. En effet, tout ce qu’on sait
est que pour atteindre le détecteur la particule doit nécessairement passer par une des deuz
fentes.

La mécanique quantique prédit que la probabilité de détection P(z) avec les deux fentes
ouvertes ne vaut pas la somme des probabilités de détection avec chacune des fentes individu-
ellement, c’est-a-dire P(z) # Pi(z) + P2(z). Ceci contredit les lois de probabilité classiques.
Selon la théorie classique, il existe deux moyens possibles pour que la particule atteigne le
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détecteur: soit elle passe par la fente F, soit par la fente F5, ces deux possibilités étant ex-
clusives. Classiquement on s’attend alors a ce que la probabilité totale de détection soit égale
a la somme des probabilités associés & chacune de ces voies.

P4(x) Po(x) P(x)

source F 1

F1G. 2.2 - Les probabilités P,(z), Pa(z) et P(z) pour qu’une particule soit détectée d la
position z. Py(x) correspond a la situation ot la seule fente F1 est ouverte, et Py(z) au cas
ou seulement Fy est ouverte. P(z) est la probabilité de détection quand les fentes sont toutes
les deuz ouvertes.

De nombreuses expériences d’interférométrie ont démontré que les probabilités sont gou-
vernées dans le régime quantique non par la théorie classique, mais par la théorie de la
mécanique quantique. Cette derniére prédit que les probabilités se combinent en sommant
leurs amplitudes complexes, P(z) = |i(z)|? olt ¥(x) = 1 (x) + ¥2(z). Le fait que les am-
plitudes 11 (z) et 12(z) sont complexe explique la présence de franges d’interférence dans la
distribution P(z).

Supposons maintenant que la source de particules soit bien localisée & la position z;, et
que le détecteur enregistre seulement les particules qui arrivent précisément au point z;.
Les amplitudes de détection ¥(z), ¥1(z) et ¥a(z) sont alors des propagateurs de Feyn-
man K(zj,t5;24,t:), Ki(zyp,tp;24,t) et Ko(xys,ty; i, t;) respectivement, out ¢; est 'instant
d’émission et t; 'instant de détection. Ces propagateurs sont déterminés respectivement par
les opérateurs d’évolution U(tys,t;), Ur(ts, ;) et Ua(tys,t;), qui dépendent de la configuration
des fentes. On obtient alors

K(zg, ty;zi,t) = Ki(zg, tr; 24, t:) + Ko(zp,tp; 4, 5). (2.2)

Imaginons qu’on introduise plus d’écrans, comme dans la Figure 2.3, et qu’on perce plu-
sieurs fentes dans chaque écran. Pour chaque combinaison de fentes possible il faut ajouter
un terme dans la somme (2.2),

K(-’L'f,tf,(l:;,t-,,) =ZKn($f,tf,$-,_,t;) (23)
n

A la limite ou ’espace entre les positions initiale et finale est remplie d’écrans, et chaque écran
est percé partout de fentes, la somme doit étre prise sur tous les chemins possibles reliant
(zi,t:) et (zs,t7). Mais un écran percé partout de fentes ne joue plus le réle d’écran, puisque



28 CHAPITRE 2. LA METHODE D’INTEGRALE DE CHEMIN

il ne bloque plus les particules. Cette limite est alors équivalente a la situation sans aucun
écran. On conclue que le propagateur de Feynman peut s’exprimer comme une somme de
contributions associées a toutes les trajectoires qui partent de la position z; a l'instant ¢; et
arrivent & la position z; a l'instant ¢;. Le but de la prochaine section est de formaliser cette
notion de somme sur toutes les trajectoires et de calculer la contribution venant de chacune.

détecteur
source X

Fi1c. 2.3 - La situation hypothétique ou la source et le détecteur sont séparés par plusieurs
écrans, chacun percé de plusieurs fentes. Le chemin en pointillé serve en tant que guide pour
Uceil de la méme fagon que les chemins dans la Figure 2.1. Il indigque une succession possible
de fentes que la particule peut prendre.

2.1.3 Obtention de la formulation d’intégrale de chemin

La formulation d’intégrale de chemin de Feynman [10, 24] est une formulation alternative
de la mécanique quantique non-relativiste. Mais alors que Feynman a utilisé cette approche
pour aboutir a la formulation standard de la mécanique quantique en termes d’opérateurs, on
peut également démontrer ’équivalence entre les deux formulations dans le sens inverse. C’est-
a-dire, en partant de la définition (2.1) du propagateur de Feynman, utiliser les propriétés
de 'opérateur d’évolution pour retrouver la formulation d’intégrale de chemin. C’est cette
démonstration que je vais présenter ici.

La méthode que je vais suivre pour obtenir la formulation d’intégrale de chemin du pro-
pagateur de Feynman est standard, et se trouve dans de nombreux livres [25]. On verra que
le propagateur s’exprime comme une somme sur tous les chemins qui partent du point in-
itial (z;,%;) et aboutissent au point final (zy,ts). Ces chemins incluent non seulement les
trajectoires ‘classiques’, c’est-a-dire les trajectoires qui satisfont aux équations classiques du
mouvement, mais tous les chemins possibles qui relient les points initial et final. Chaque tra-
jectoire contribue a la somme par une valeur dont la phase est proportionnelle & 'action le
long de la trajectoire, mais dont le module est indépendant de la trajectoire.

A partir de la définition du propagateur de Feynman(2.1), on divise le temps d’évolution
(tistf] en N + 1 intervalles de durée égale € = (t; —t;)/(/N + 1). On va considérer la limite ou
le nombre d’intervalles tend vers l'infini N — o0, la durée ¢ de chaque intervalle tendant vers
zéro: € = 0. On dénote par ¢; 'instant t; = t; + je. L’instant initial est alors ¢p = #; et I'instant
final est ty4+1 = ty. En utilisant la propriété de composition de I'opérateur d’évolution

U(tf,t,') = U(tf,tm)U(tm,ti) (2.4)
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(ol ty >ty > t;), on peut décomposer U(ts,t;) en un produit de N +1 opérateurs d’évolution
aux temps courts, ce qui donne

K(:z:f,tf;x,-,ti) = (:I:fIU(tN+1;tN) LU (2, 0)U (8, t0)|z4) (2.5)

En introduisant entre chaque opérateur U la relation de fermeture

1= /dzlz)(z| (2.6)
on arrive a ’expression suivante du propagateur de Feynman
' N
K(zg,tp;m,t:) = /dwl---dzN [T@ilU i t)lz;) - (2.7)
. 3=0

On peut associer un sens physique au produit H;V:O<(L'j+1|U (tj+1,t5)|z;). 11 représente une
amplitude de probabilité pour que la particule prenne le chemin qui passe successivement par
les positions zg,z1,... ,ZNn+1 & des instants également séparés. Ce chemin est indiqué sur
la Figure 2.4. Noter que la position initiale 9 = z; ainsi que la position finale zy.; = z f
sont fixées, mais que les positions intermédiaires peuvent prendre des valeurs quelconques. En
intégrant sur.toutes les valeurs de position possibles & chaque instant ¢;, (j = 1,... ,N) on
somme ainsi les amplitudes de probabilité de tous les chemins possibles.

t
>

-k o e e e e e e - m - .-

z

~ Lk e e - - - -

—~ e - - =

i 1 2

F1G. 2.4 - Un chemin qui relie la position initiale zo = z; et la position finale zy+1 = zy, et
qui passe par des positions intermédiaires T,,Zy ... ,ZN & des instants réguliérement séparés.

Calculons maintenant la valeur de lintégrale (2.7) pour une particule dont I’évolution est
gouvernée par le hamiltonien -

H(z,p,t) = o +V(z,1) (2.8)

ou % et p sont les opérateurs de position et d’impulsion. Tous les hamiltoniens que nous
allons considérer dans la suite sont de cette forme. A la limite ou la durée ¢ de chaque inter-
valle de temps [t;,¢j+1[ tend vers zéro, on peut utiliser ’expression suivante pour ’opérateur



30 , CHAPITRE 2. LA METHODE D’INTEGRALE DE CHEMIN

d’évolution U(t;41,t;) = U(t; + ¢, t;)

lim U(t; + €,t;) = ¥ [-'EV(‘t)] (2.9)
lim (t; +€,t;) =exp 152 exp | —izV (3,4 .

Cette expression nous permet de calculer la limite du propagateur aux temps courts qui

apparait dans l'intégrale (2.7),
52
P
exp[ Z€2 h] > (2.10)

Signalons qu’en toute rigueur on devrait prendre la valeur du potentiel 4 la position in-
termédiaire (z;41 + z;)/2. Toutefois, ce choix n’a aucune importance pour un potentiel sca-
laire de type V(z,t). En revanche, dans le cas d’un potentiel vecteur A(z,t), la position &
laquelle on calcule le potentiel est critique, puisqu’elle change la valeur de l'intégrale (2.7)
(voir la référence [25]).

Le facteur de droite dans (2.10) se calcule en projetant sur toutes les impulsions. Si on
insére la relation de fermeture

. L€
limy(a,alU (e + &, )izy) = exp [i5V (@3,8)] (00

=/®mm (2.11)

dans ce facteur on obtient

<$j+1

- ~iep®/2mh gip(zj11-75)/h 212
$J> 27rﬁ./d ( )

_ m \1/2 . m (Tjp —T; 2
- <27riﬁe) exp [“25 <——e_ (2.13)

En reportant cette relation dans l'intégrale (2.7) on arrive a4 l’expression suivante pour le
propagateur de Feynman

exp —z'e—ﬁi
2mh

m )(N+1)/2
X

2mihe
Ti41 — T 2
/dzl...dz‘N exp Z ( it J) —V(z;,t5)| p(2.14)

Notons qu’a la limite N — oo, ou l'intervalle de temps ¢ tend vers zéro, ’exposant dans
I’intégrand est proportionel au lagrangien £

K(ZIJf,tf;.’L‘i,ti) = lim (

N—-ooo

m (Tip1—2;\° mi?
ll_l;l(l) 5— (%J) —V(ﬂlj,tj) = —2—1 V(IE], ) E(:z:],:vj,tj) (215)
ou z; est la vitesse de la particule & I'instant ¢;. On arrive alors a la formulation d’intégrale
de chemin

(:t, ) y
Kptrioat) = [ " Do) exp{}.z / v dtctz(tm'c(t),t]} (2.16)

Titi) t;
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otl la notation D [z(t)] signifie une intégrale sur toutes les trajectoires z(t) reliant les points
(z:,t:) et (zg,ts). (La définition précise de cette notation s’obtient au moyen de 'expression
(2.14).) L’exposant est proportionnel 4 'action S[z(t)] le long de la trajectoire x(t)

tf
/ dt £ [z(2), 5(2), 8] = S[z(t)] (2.17)
. ti
On voit alors que le propagateur de Feynman s’exprime comme une somme de contributions
venant de toutes les trajectoires possibles reliant les points initial et final, chaque contribution
comportant une phase proportionnelle a I’action le long de la trajectoire.

2.2 La limite semi-classique

Dans cette section on va utiliser la formulation d’intégrale de chemin pour étudier la
limite semi-classique i — 0 du propagateur de Feynman. On verra qu’a cette limite l'intégrale
(2.16) est dominée par les trajectoires classiques qui relient le point initial (z;,¢;) au point
final (zy,ts). La valeur du propagateur de Feynman K(zy,t; z;,t;) est alors déterminée par
les propriétés de ces trajectoires. Ceci explique comment les prédictions de la mécanique
quantique tendent vers celles de la mécanique classique a la limite A — 0. L’approximation
BKW du propagateur consiste & sommer les contributions de toutes les trajectoires classiques
du systeme. Cette méthode est tres pratique pour Panalyse d’un interférométre, parce qu’elle
donne 'amplitude de probabilité associée 4 chaque bras.

En décrivant la limite semi-classique, il nous a semblé utile du point de vue conceptuel de
faire une analogie entre la formulation d’intégrale de chemin qui décrit la propagation d’une
particule matérielle et la construction de Huygens qui s’applique a la lumiére. La construction
de Huygens est basée sur les propriétés ondulatoires de la lumiére. La ressemblance entre cette
construction et la formulation d’intégrale de chemin montre bien que cette derniére représente
un modele ondulatoire de la matiére. Le fait qu’on retrouve la dynamique classique a partir
de la formulation d’intégrale de chemin a la limite A — 0 est analogue au fait qu’on obtient
Poptique géométrique a partir de la construction de Huygens & la limite de petites longueurs
d’ondes. Les trajectoires classiques des particules correspondent aux rayons de la lumiere.

2.2.1 Analogie avec la construction de Huygens

Huygens [26] visualisait la lumiére comme une onde qui se propage dans une matiére qu’il
appelait ‘l’ether’, de la méme facon que le son se propage dans l'air ou les vagues d’eau sur
la surface d’un lac. Chaque point d’un objet lumineux produirait une onde sphérique dont ce
point serait le centre. L’onde sphérique s’étendrait de la source, tout comme les ondes circu-
laires s’étendent autour d’un point dans un étang ou est tombée une pierre. Elle consisterait
en une agitation des ‘particules’ de l’ether. Chaque particule de I’ether communiquerait a
son tour son mouvement a toutes les particules qui I’entourent, créant ainsi une ondelette
sphérique secondaire (voir la Figure 2.5). L’enveloppe de ces ondes secondaires constituerait
le nouveau front d’onde, qui se propage a la vitesse de la lumiére. Avec ce modéle Huygens a
pu démontrer les lois de réflexion et réfraction, et expliquer le phénomeéne de birefringence.

Plus d’un siécle plus tard, Fresnel a introduit la notion de longueur d’onde, chaque onde-
lette de Huygens ayant une fréquence d’oscillation, une amplitude et une phase bien définie.
Le principe d’Huygens ainsi généralisé, appelé principe de Huygens-Fresnel, permet de rendre
compte de phénomeénes d’interférence et de diffraction observés en optique.
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nouveau front d'onde

Fi1G. 2.5 - La construction de Huygens. Un point A d’un objet lumineuzr émet une onde
sphérique qui se propage dans ‘Uether’. Toutes les particules de l’ether produisent a leur tour
des ondelettes sphériques, dont l’enveloppe constitue le nouveau front d’onde.

Comparons ce modéle de la propagation de la lumiére & la formulation de Feynman de
la propagation des particules de matiére. De la méme fagon que Feynman cherche & calculer
Pamplitude de probabilité pour qu’une particule arrive au point final (zs,t;) étant donné
qu’elle est partie du point initial (z;, ¢;), on peut s’intéresser a I'amplitude de ’'onde lumineuse
au point (zf,ts) étant donné une source de lumiére & la position z;!. Selon la construction
de Huygens-Fresnel, on peut considérer une série d’ondelettes décrivant la propagation de la
lumiere de proche en proche du point x; jusqu’a la position du détecteur xs, et constituant
un certain chemin représenté par la Figure 2.6. L’amplitude totale de l'onde lumineuse a la
position z; dépend de interférence des contributions venant de tous les chemins possibles. La
contribution de chaque chemin est déterminée par la phase de 'excitation optique associée
au chemin. Cette phase est proportionnelle & la longueur optique du chemin, qui, elle, est
proportionnelle au temps que met la lumiére pour suivre le chemin. Ce modele est analogue
a la formulation d’intégrale de chemin de Feynman, qui exprime le propagateur comme une
somme sur toutes les trajectoires possibles reliant les points initial et final (z;, t;) et (zy,%y). La
contribution de chaque trajectoire au propagateur dépend d’une phase qui est proportionnelle
a 'action le long de la trajectoire?.

1. Notons qu’a strictement parler le Principe de Huygens n’est pas correcte en optique. Comme I’équation
d’onde est du second degré en temps, le calcul de ’amplitude du champ lumineux 3 un instant donné ne peut
pas se faire a partir de I’amplitude initiale seulement, mais nécessite aussi une connaissance de la dérivée par
rapport au temps de 'amplitude initiale. Pourtant, pour un paquet d’onde dont ’enveloppe est lentement
variable, le degré de I’équation en temps est effectivement réduit. En ce cas le Principe de Huygens est correct.
En revanche, le Principe de Huygens-Fresnel est exacte sans cette restriction pour les ondes de matiére dans
la mécanique quantique non-relativiste, car I’équation de Schrédinger est du premier degré en temps.

2. Dans la construction de Huygens Fresnel il existe un déphasage de n/2 entre les ondes secondaires et
I'onde incidente. Un déphasage analogue existe dans la formulation de Feynman (voir I’expression (2.13), qui
contient un déphasage de —n/4). Pour comprendre cette différence il faut prendre en compte la dimension de
Pespace dans laquelle le calcul est fait. L’expression (2.13) est le résultat pour le propagateur & une dimension,
tandis que la construction de Huygens Fresnel est un probléeme & deux dimensions (la vitesse fixe de la lumiére
réduisant effectivement la dimension du probléme de trois & deux). En effet si on calcul le propagateur (2.13)
3 deux dimensions on retrouve le méme déphasage de Huygens Fresnel, c’est-a-dire —/2. A trois dimensions
on obtient un déphasage de —37/4.
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F1G. 2.6 — L’ezcitation de la source lumineuse d la position x; se transmet de proche en proche
Jusqu’au détecteur situé a la position x;.

A la limite ol la longueur d’onde tend vers zéro A — 0, la propagation de la lumiére se
décrit bien par 'optique géométrique, c’est-a-dire en termes de rayons classiques. De méme,
a la limite semi-classique i — 0, la propagation des particules se conforme aux lois de la
mécanique classique, c’est-a-dire, les particules suivent des trajectoires classiques. Ce com-
portement découle directement des formulations de Huygens-Fresnel et Feynman présentées
ci-dessus. Dans les deux cas I’amplitude finale s’exprime comme une intégrale de contributions
complexes des tous les chemins possibles. L'intégrale est dominée par la trajectoire dont la
phase est stationnaire par rapport i de petites perturbations.

2.2.2 Les rayons optiques

Considérons d’abord la construction de Huygens-Fresnel. Dénotons par x(s) un chemin
quelconque. Le paramétre s représente la distance le long du chemin, c’est-a-dire |dx/ds| = 1.
La phase ® associée & chaque chemin est proportionnelle & la longueur optique S du chemin

P [x(s)] = kS [x(s)] (2.18)
ou k = 27/X et A est la longueur d’onde dans le vide. La longueur optique vaut
xf
S [x(9)] =/ dsn [x(s)] (2.19)
x;

ou n(x) est I'indice de réfraction a la position x. Notons que la longueur optique du chemin
est proportionnelle au temps du trajet T' = §/c, ou c est la vitesse de la lumiére dans le vide.
A la limite ol la longueur d’onde tend vers zéro, la somme de Huygens est dominée par le
chemin dont la longueur optique est la plus courte. La dominance de ce chemin est la base
du Principe de Fermat, qui affirme que le chemin que prend un faisceau lumineux entre deux
points est celui dont le temps de traversée est le plus court. Par un calcul variationel on peut
en déduire la Loi de Descartes

nsinf@ = constante
¢ = constante - (2.20)

@ est I'angle entre la direction de propagation de la lumiére et la direction normale au plan
d’indice de réfraction constant. ¢ est ’angle azimuthal, c’est-a-dire ’angle de la projection du
vecteur de propagation sur le plan d’indice de réfraction constant. La Loi de Descartes forme
la base de 'optique géométrique. Selon le modéle géométrique, la propagation de la lumiére
peut se décrire comme un ensemble de rayons classiques qui satisfont a I’équation (2.20).
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2.2.3 Les trajectoires classiques

Considérons maintenant la formulation d’intégrale de chemin du propagateur de Feynman.
La phase ® associée & chaque chemin z(t) reliant les points initial et final est proportionnelle
a l'action (2.17) le long du chemin

8 [a(t)] = S[z(0) /A (2.21)

De la méme fagon que la somme de Huygens-Fresnel est dominée & la limite A — 0 par le
chemin optique de moindre temps, l'intégrale de chemin de Feynman est dominée a la limite
h — 0 par la trajectoire dont l'action est stationnaire. En utilisant une méthode variationelle
on peut montrer que ce chemin est la trajectoire classique, c’est-a-dire la trajectoure qui
satisfait a ’équation de Lagrange.

L’action S [z(t)] est V'intégrale du lagrangien le long du chemin z(t) (voir I’équation (2.17)).
Si on varie le chemin par une petite perturbation §z(t), en gardant les points initial et final
fixés, la valeur de l'action change par la petite quantité

55[m(t)]=/t‘jdt {%faz() gﬁa ()} (2.22)

ou les dérivées partielles de £ sont évaluées sur le chemin z(t). La trajectoire dont 'action
est stationnaire est celle pour laquelle 6S [z(t)] vaut zéro. En calculant 5 {z(t)] on trouvera
cette trajectoire. L’expression (2.22) se résout en utilisant l'intégration par parties

Yoo Joc _dac
. /t « {555 T dtoz } o=(t) (2.23)

Puisque la perturbation ne change pas les positions initiale et finale éz(t;) = dz(tf) = 0, le
premier terme vaut zéro. Pour que S [z(¢t)] = 0 il faut alors que le deuxiéme terme aussi
vaille zéro pour une perturbation quelconque, ce qui implique que

§S [z(t)] = %—:6m(t)

el =0 (2.24)
On obtient ainsi I’équation de Lagrange, qui décrit le mouvement d’une particule classique.
On voit aussi qu’a la limite semi-classique i — 0 le propagateur de Feynman est déterminé
par les propriétés de la trajectoire classique reliant les points initial et final (z;, t;) et (zy,%y).
C’est ainsi que les prédictions de la mécanique quantique tendent vers celles de la mécanique
classique quand % tend vers zéro.

2.2.4 La forme BKW du propagateur

Il est possible que la trajectoire classique I' reliant les points initial et final (z;,t;) et
(zs,tf) ne soit pas unique®. Par exemple, dans l'expérience & deux fentes (voir la Figure 2.1)
il existe deux trajectoires classiques. Si la particule ne subit pas de force ni dans la région
entre la source et I’écran ni dans la région entre ’écran et le détecteur, les trajectoires clas-
siques sont précisément les chemins tracés en pointillé dans la Figure 2.1, c’est-a-dire elles
suivent des lignes droites. Notons pourtant, que lors de la traversée d’une fente la direction de

3. Je vais utiliser 1a notation I' pour une trajectoire classique, pour le distinguer d’une trajectoire quelconque

z(t).
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la particule peut changer brusquement. Ceci s’explique par le fait que la fente peut transférer
de I'impulsion & la particule. Notons également que I'impulsion initiale dépend de la trajec-
toire. Cette différence d’impulsion initiale entre les deux trajectoires est conforme aux lois
de la mécanique quantique. En effet, puisque la position initiale de la particule est définie
précisément, son impulsion initiale n’est pas parfaitement défini.

L’existence de plus d’une trajectoire classique I reliant les points initial et final est ce qui
caractérise un interférometre. On a vu dans la Section 2.2.3 qu’a la limite semi-classique ce
sont les trajectoires classiques qui dominent I'intégrale de chemin (2.16), puisque leur action
est stationnaire. La valeur du propagateur a la limite semi-classique dépend donc seulement
des propriétés de ces trajectoires. Ce fait simplifie énormément le calcul du propagateur car,
comme on verra dans la suite, il réduit le probleme quantique a un probleme classique.

L’approximation la plus rudimentaire, que je vais appeler la méthode BKW, consiste a
prendre une somme sur toutes les trajectoires classiques. Notons la différence entre la somme
BKW et l'intégrale de chemin (2.16): Tandis que le propagateur BKW s’exprime comme
une somme discréte sur toutes les trajectoires classiques I', le propagateur exact est une
intégrale sur toutes les trajectoires possibles z(t), y compris celles qui ne satisfont pas aux
équations classiques du mouvement. De méme, la contribution venant de chaque trajectoire est
différente dans les deux cas. Dans le cas du propagateur exact, chaque contribution a 'intégrale
comporte une amplitude égale a 1, et une phase proportionnelle & P’action S [z(t)] de long de
la trajectoire. Dans le cas du propagateur semi-classique la phase de chaque contribution est
toujours égale & l'action St divisée par A, mais 'amplitude dépend de la trajectoire. Si on
dénote cette amplitude par Ar, on peut alors écrire le propagateur BKW sous la forme

Koxw (T 5, tf;Ti,t) = ZAF(xf,tf;zi’ti)eiSr(If,tf;Ii,ti)/h (2.25)
T

L’approximation BKW (2.25) est trés utile pour étudier un interférometre dans le régime
semi-classique. En effet, il suffit de calculer les contributions Ar exp [iSr/A] associées & toutes
les trajectoires classiques du systéme et de les sommer. Par exemple, pour ’expérience a deux
fentes il n’y a que deux termes & calculer, au lieu de I'infinité de termes qui sont présents dans
Pexpression exacte (2.16).

La forme Ar exp [¢Sr/h] de chaque contribution peut étre expliquée de fagon heuristique.
Dans la Section 2.2.3 on a défini une différentielle S [z(t)] qui représente la variation de
laction au premier ordre due 4 une perturbation dz(t) de la trajectoire. On pourrait aussi
calculer la variation 625 [z(t)] au second ordre due a la méme perturbation. Formellement
Paction peut donc s’exprimer sous forme d’un développement de Taylor

0S

Sla(t) + 6z(t)) = S[z(t)] + 22 1 #5

=0 d2(t) + 5 52 [bz()® + ... (2.26)

z(t)

or

Soit Zr(t) la paramétrisation d’une trajectoire classique I'. Puisque I'action est stationnaire
autour de cette trajectoire, le terme du premier ordre dans le développement de Taylor est
nul. On trouve alors

1 628

S(zr(t) + 0z(t)] = SzZr()) + 5 ==

5 523 bz ()] + ... (2.27)

Zr(t)

L’approximation BKW consiste & tronquer ce développement aprés le terme du second ordre.
La signification de ce terme sera précisé dans la Section 2.4, ou il sera calculé explicitement.
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Pour 'instant je ne ferai que retrouver la forme (2.25) de la solution BKW, et d’écrire une
expression formelle pour 'amplitude semi-classique. Autour de chaque trajectoire classique
on prend ’'intégrale de chemin sur toutes les perturbations possibles qui gardent les positions
initiale et finale constantes, dz(t;) = dz(t;) = 0. Ceci revient & prendre en compte toutes
les trajectoires requises par la formulation de Feynman. En tronquant l’action de chaque
trajectoire apres le terme du second ordre en éz(t), on obtient

. _ iS[Er(t)]/k ©t) 5 i 028
KBKW(zf’tfvxiati)—;e 0y, DEE@OleP)F 5e

[62(t)]2} (2.28)
zr(t)

Puisque S [Zr(t)] est I'action le long de la trajectoire I', notée précédemment Sr(zy,tf; 2, t;),
on retrouve l’expression (2.25) en posant

(0,tf) i 625

D [6z(t)] exp {ﬁ 527

[6:1:(t)]2} (2.29)
zr(t)

Ar(zg, ty; i, t;) =/
(0,t:)

Comme cette intégrale est quadratique on peut I'effectuer exactement (voir la Section 2.4), et
obtenir une expression simple pour ’amplitude semi-classique. On trouvera qu’elle correspond
a la racine carrée d’'une densité classique. Une autre fagon de calculer 'amplitude semi-
classique est présentée dans l'article qui suit. Elle consiste & supposer la forme (2.25) du
propagateur, et de la substituer dans ’équation de Schrédinger. Les termes d’ordre zéro
en i donnent ’équation Hamilton-Jacobi pour l’action Sr, et les termes du premier ordre
donnent une équation de continuité pour I'amplitude Ar. Ce procédure est une généralisation
‘de la méthode BKW standard, et c’est pour cette raison que j’ai appelé la solution (2.25)
I’approximation BKW. Notons pourtant que cette approximation n’est pas valable pour les
trajectoires dont le différentielle du second ordre 62S est nulle. Ce sont les trajectoires autour
desquelles la densité de chemins diverge. Dans ce cas, il faut prendre en compte le terme
d’ordre trois dans le développement de Taylor (2.27). De telles trajectoires correspondent aux
caustiques, et seront considérées dans le Chapitre 3.

2.3 Propégatéurs généralisés

Dans le cas ol I’état initial d’une particule n’est pas un état propre de position, le pro-
pagateur de Feynman ne s’applique pas directement. Il est possible qu’au lieu de la position
initiale on connaisse plutét 1'impulsion initiale ou 1’énergie initiale de la particule. Dans ce
cas il est commode d’introduire des propagateurs généralisés qui dépendent de 'impulsion ou
de I’énergie respectivement. Cette généralisation permet également d’étudier non seulement
la fonction d’onde finale de la particule, mais aussi sa distribution d’impulsion ou son spectre
d’énergie.

2.3.1 Propagateurs dépendant de P'impulsion

Dans cette section on introduit deux propagateurs nouveaux qui dépendent de I'impulsion
de la particule. Le propagateur K(zy,tys;pi,t;) est défini comme I'amplitude de probabilité
pour qu’une particule partant avec I'impulsion p; & I'instant initial ¢; arrive & la position zy a
I'instant final ¢;. Un autre propagateur K(p £ tf; Pis ti), qui décrit la distribution d’impulsion
finale, est défini comme ’amplitude de probabilité pour qu'une particule commengant avec
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l'impulsion p; & l'instant initial ¢; termine avec 'impulsion p; & l'instant final ¢{;. On peut
écrire donc

K(zg, tyipinti) = (zf|U(ts, t:)|pi)
K(ps,tripisti) = (pslU(ts, t:)|pi) (2.30)

pour t; > t;, et I_{(xf',tf;pi,ti) = I?(pf,tf;pi,ti) = 0 pour t; < t;. Ces propagateurs sont
tous les deux des transformées de Fourier du propagateur de Feynman

K(zs tripinti) = /dxz (zf,t5; T, t:)ePisi/R
I?(pfatf;pz,tz) = %/dmf/dzzK(xf,tf;(l:,,t,)el(p'z"pfzf)/ﬁ (2.31)

Les expressions (2.31) montre que ’évolution d’une particule initialement dans un état pro-
pre d’impulsion se décrivent comme une intégrale du propagateur de Feynman sur toutes les
positions initiales. Cette propriété vient du fait que la fonction d’onde d’un état propre d’im-
pulsion est étendue sur toute ’espace. Le facteur e'Pi%i/h représente la phase de la fonction
d’onde initiale. L’intégration sur toutes les positions initiales est analogue a la construction de
Huygens pour une onde plane optique (voir la Figure 2.7): Chaque point sur le front d’onde
initial émet des ondelettes sphériques, et le nouveau front d’ onde est composé de 'enveloppe
de toutes les ondelettes.

Z

ancien
front d'onde

nouveau
front d'onde

l'll:ll'l

L

ondelette

N

F1G. 2.7 — La construction de Huygens pour une onde plane incidente.

A partir des expressions (2.31) on peut étudier la limite semi-classique des propagateurs
K(xf,tf pi, ti) et K(pf,tf,p,, ;). Considérons d’abord le propagateur K(zy,ts;pi,ti). En
substituant ’équation (2.16) pour le propagateur de Feynman il s’exprime comme une somme
sur des chemins

(1:! tf)

K(zf, tspiti / z; / eHSle®]+pizi}/h 2.32
(zf,t5:pisti) = \/—— J, z(t)] (2.32)

Zi,ti

A la limite semi-classique les contributions prmc1pales 4 cette intégrale proviennent du voi-
sinage des trajectoires auxquelles la phase est stationnaire. Multipliant cette phase par /i on
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obtient une ‘action généralisée’ S [z(t)], qui est égale & la somme de ’action le long de la
trajectoire et d’un terme venant ‘de la phase initiale au point de départ

S(z(t)] = S[z(t)] + pix(t:) (2.33)

Les trajectoires dominantes sont donc ceux dont Yaction généralisée S est invariante au pre-
mier ordre par rapport & une perturbation dz(t) de la trajectoire. L’expression pour la varia-
tion au premier ordre est

6S = pidz; + B—L(S:E(t)

= ’ +/:' dt [‘9—‘: - iaﬁ] 5z (t). (2.34)

t oz dtoz

L’intégrand du dernier terme vaut zéro pour une trajectoire classique. Considérons donc le
deuxiéme terme. Puisque la position finale z(ty) = z; est fixée par les conditions limites, on
obtient éz(tf) = 0. Le perturbation de la position initiale est dz(t;) = dz;. Les trajectoires
dont 'action généralisé est stationnaire sont donc des trajectoires classiques, dont I'impulsion
initiale est p;,

9L(t:)
oz

= p;. (2.35)

Ces trajectoires, que je dénote par I, sont les trajectoires racines de I_{(:cf, tr;pi,ti).

Le propagateur K(z 7>tfipi,ti) peut s’appliquer & un interférometre comme celui de la
Figure 2.8, pour lequel 'impulsion initiale des particules est définie trés précisément. Notons
que la position initiale des particules contient une large incertitude. Les chemins I'; et T
sont les trajectoires racines du systéme, qui partent a Pinstant ¢; avec 'impulsion p; et qui
arrivent a I'instant ¢y au détecteur situé & la position z;. Notons que les positions initiales
zh

™ et )2 des trajectoires ne sont pas les mémes.

Comme pour le propagateur de Feynman, la valeur de K (z,ts; p;, t:;) dépend uniquement
des trajectoires racines a la limite semi-classique. L’approximation BKW consiste & sommer
les contributions de chacun. La solution prend la forme '

Koxw(Tg,tspisti) = Z Ap(zg,tsipis t;)eiSeEntripati)/h (2.36)
r

ou Sp est 'action généralisé de la trajectoires racine T
Se(zs,tspi,t:) = Sr (zfatf;l';rati) + pizh (2.37)

Notons que Sf est une transformée de Legendre de I'action classique. L’amplitude semi-
classique Ar dépend de la variation au second ordre 4°S de l'action généralisée autour de la
trajectoire I, et s’écrit d’une maniére analogue & (2.29). On calculera cette variation explici-
tement dans la Section 2.4. On trouvera qu’elle vaut la racine carrée d’une densité classique.

Considérons maintenant le propagateur K(py,ty;pi,t;). On pourrait ’appliquer & un in-
terférométre & réseaux du type indiqué dans la Figure 2.9. Puisque 'impulsion initiale des
particules est définie précisément, la distribution d’impulsion apres interaction avec chaque
réseau est discréte. Avec trois réseaux on peut recombiner deux ‘faisceaux’ de partlcules et
détecter l'interférence entre les deux bras.
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F1G. 2.8 — Une ezpérience d deuz fentes ot la particule est initialement dans un état propre
d’impulsion.

Pour trouver la limite semi-classique du propagateur on l'exprime comme une somme sur
des chemins

= (zgity) .
K(pg,ts;pirti) = %/dxf/dmi/( D [z(t)] el{s[f(_tﬂ”fpﬂ-‘-f’ﬂf}/’l (2.38)

Ii)ti)

Cette intégrale est dominée par les chemins dont I'action généralisée

8lz(t)] = Slz(t)] + piz(ts) — pyalty) (2.39)

est stationnaire. Ce sont les trajectoires classiques dont I'impulsion initiale est p; et I'impulsion
finale est py. L’approximation BKW pour le propagateur K(py,ts;p;,t;) est une somme des
contributions de chacun

Koww(ppstripits) = 3 Ap(pg,trs piy ti)e pPrtrpoti/h - (2.40)
iy

ol S; est Paction généralisée

Se(pg,ty;pisti) = St (xf,tf;zir,ti) + piT; — pjTy (2.41)

et a:? étant respectivement les positions initiale et finale de la trajectoire T. S:'la est une
double transformée de Legendre de I’action classique. B

L’amplitude semi-classique ‘Af, dépend de la variation au second ordre §2S de I'action
généralisée autour de la_trajectoire I. Elle sera calculée explicitement dans la Section 2.4.
Le résultat montre que /if, peut s’interpréter comme la racine carrée d’une densité classique.
Pourtant la densité en ce cas est une densité d’impulsion, plutét qu’une densité de position.

Notons que bien que les propagateurs K (zy, ts;pi,t;) et K(py,tf;pi,t;) soient des trans-
formées de Fourier du propagateur de Feynman K (zy,ty;zi,t;) (voir I'équation (2.31)), les
approximations BKW Kpxw(zf,ts;pi,ti) et Ksxw(py, ty;pi ti) ne sont pas des transformées
de Fourier de Kpxw(zf,tf; Zi, ti)-
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LN

F1G. 2.9 - Un interférométre qui consiste en trois réseauz, chacun desquels peut changer
ltmpulsion de la particule par des multiples de hk, ou k est déterminé par la périodicité du
réseau. Les particules incidentes ont une impulsion p; qui est bien définie.

2.3.2 Propagateurs dépendant de I’énergie

Certains problemes sont plus facilement analysés en termes de I'énergie des particules
plutdt que de leur impulsion. L’exemple le plus trivial est celui d’un état propre d’énergie dans
un potentiel stationnaire. Le probleme étudié dans ce mémoire est un autre exemple. L’énergie
des particules incidentes est alors bien connue, et leur spectre au deld du potentiel prend
une forme extrémement simple, & savoir un peigne de composantes discrétes et réguliérement
séparées. La raison pour laquelle ce probléme est plus adapté a une analyse en termes d’énergie
qu’en termes d’impulsion est qu’il est périodique en temps et plutét qu’en position. En effet,
la définition des propagateurs dépendant de 1’énergie est identique & I’expression (2.31) pour
les propagateurs dépendant de I'impulsion, sauf que les transformées de Fourier sont prises
par rapport au temps plutét qu’a la position

K(zs,ts;3:,B) = \/_ dt; K (zg,t7; 21, t;)e~ Bt/

Du fait que K(xf, tf;zi,t;) = 0 pour ty < t;, le domain d’intégration de t; est effectivement
de —oo jusqu'a ty.

Si le potentiel est indépendant du temps, ’énergie reste constante durant 1’évolution et
le propagateur K (zf,t5;z;, E;) est un état propre d’énergie. Pour un potentiel qui varie
périodiquement dans le temps, tel que celui étudié dans ce mémoire, l’énergie finale Ey est
une fonction discrete de ’énergie initiale Ey = E; + nhw, et le propagateur K(z 5 Epzi, E)
est un peigne de fonctions delta

f((xf,Ef,z,, ZK (z4;7i, Ei)0(Ey — E; — nhw). (2.43)

Considérons maintenant la dépendance en position du propagateur. Elle est déterminée par
la vitesse de la particule, qui est un fonction triviale de ’énergie. Si le potentiel est localisé
dans ’espace, et que les positions initiale et finale se trouve a gauche et a droit du potentiel
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respectivement, les vitesses initiale et finale sont toutes les deux positives, v; = \/2E;/m et
vf = y/2Ef/m. La dépendance en position du propagateur est celle d'une onde plane

Rulagimi, ) = Kn(Bo)e! (VPmEFnhIz; ~VEmEz:) (2.44)

Le signe moins devant le terme en z; vient du fait que la position initiale apparait au co6té
‘ket’ du propagateur au lieu qu’au c6té ‘bra’.

Dans le probléme considéré dans ce mémoire, des atomes traversent un puits de potentiel
modulé dans le temps et peuvent donc gagner ou perdre de l’énergie en unités de hw. On
définit le poids de chaque bande latérale comme ’intégrale de la distribution de probabilité
d’impulsion sur la gamme d’impulsion qu’occupe cette bande. On trouve alors que les p01ds
des bandes latérales sont

2 = 2
I = = /Ei(B; + nhw) | Kn(E)

(2.45)

Ce résultat est démontré dans ’article qui suit.

A la limite semi-classique on peut appliquer une approximation BKW aux propagateurs
dépendant de 1’énergie. La forme des solutions est la méme que celle pour les autres pro-
pagateurs, et consiste en une somme de contributions de toutes les trajectoires racines du
systéme.

RBKW(xf7tf;m1.7E’L) = ZA ‘rL.f’tfyw‘L’E) ZSF(If thIyE )/h,

' iy
L’action généralisée de chaque trajectoire est une transformée de Legendre par rapport au
temps.

S'I:(.Z‘f,tf;xi,Ei) = Sr (zf,tf,x,, z) Etr
Sla(l‘f,Ef;xi,Ei) = Sr (:Ef,tf,:E,, ) +FE tf Eitzr (2.47)
L’amplitude semi-classique est la racine d’une densité de chemins classiques. Dans le cas du
propagateur K(zy,ts; z;, E;) il s’agit d’une densité dans I’espace des positions, et dans le cas
du propagateur K(z 71 Ef; i, E;) d’une densité dans le domain des énergies. La variation au
second ordre de l'action généralisé étant difficile & calculer pour les propagateurs dépendant
de 1’énergie, on peut obtenir 'amplitude semi-classique plus facilement par la méthode BKW.
Ce calcul est présenté dans ’article.

2.4 Calcul de 'amplitude semi-classique

Dans les deux derniéres sections j’ai discuté 'approximation BKW pour les différents
propagateurs. Les formes des solutions pour le propagateur de Feynman et les propagateurs
dépendant de I'impulsion sont données dans les équations (2.25), (2.36) et (2.40). Celles des
propagateurs dépendant de I'énergie sont analogues. Le but ce cette section est de calculer
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I'amplitude semi-classique qui figure dans chacune de ces expressions. On verra qu’elle est
égale A la racine carrée d’une densité de chemins classiques.

1] existe (au moins) trois méthodes pour calculer ’amplitude semi-classique. La premiere
est une méthode BKW généralisée. Elle est présentée en détail dans l'article, et je ne vais
pas répéter la présentation ici. Elle consiste a supposer la forme BKW pour le propagateur,
et & calculer la phase et ’amplitude de chacun des termes en les substituant dans ’équation
de Schrodinger. Les termes d’ordre zéro en i donnent une équation de type Hamilton-Jacobi
qui détermine la phase, et les termes du premier ordre une équation de continuité pour
lamplitude. C’est cette équation de continuité qui justifie I’'interprétation de I’amplitude en
termes d'une densité classique.

La deuxiéme méthode pour obtenir 'amplitude est celle de de la phase stationnaire. Cette
méthode permet de calculer I'expression BKW pour un propagateur quelconque & partir de
I’expression BKW d’un propagateur secondaire. Elle consiste a exprimer le propagateur donné
comme une transformée de Fourier du propagateur secondaire, de substituer ’approximation
BKW pour le propagateur secondaire, et puis de calculer 'intégrale en utilisant une approxi-
mation quadratique pour la phase autour de chaque point de phase stationnaire. Rappelons
que les expressions BKW pour les différents propagateurs ne sont pas des transformées de
Fourier I'un de 'autre. L’approximation de la phase stationnaire est nécessaire pour obtenir
I'un 4 partir de 'autre. Un exemple d’un tel calcul est donné dans l'article, et la méthode
est également a la base de I'introduction aux approximations uniformes (voir le Chapitre 3).
Pour cette raison je ne vais pas la discuter ici. '

La troisieme méthode, qui est celle adoptée dans cette section, consiste & calculer I'intégrale
de chemin autour de la trajectoire racine au deuxiéme ordre dans I’action généralisée (voir
Péquation (2.29)). Elle est la plus directe des trois méthodes mentionnées. Pourtant elle a
deux désavantages significatifs: Premiérement, elle nécessite plus de calculs algébriques que les
autres méthodes, et elle est donc moins transparente. Deuxiémement, bien qu’elle s’applique
facilement aux propagateurs qui ne dépendent que de la position et 'impulsion, elle est plus
difficile & généraliser aux propagateurs dépendant de I'énergie.

Dans la Section 2.4.2 je vais interpréter les résultats obtenus dans la Section 2.4.1 en
termes d’une densité classique. Chaque propagateur signifie la représentation dans un cer-
tain espace de c'onﬁgura.tion d’un état quantique. Par exemple, le propagateur de Feynman
K(zy,t5; 5, t;) représente la fonction d’onde d’un systéme qui se trouve initialement dans un
état propre de position. Le propagateur K (p 71tf; Diyti) représente la distribution d’impulsion
d’un systéme qui se trouve initialement dans un état propre d’impulsion. On associe a 1’état
quantique un ensemble classique de particules. L’évolution de I’état se décrit dans la limite
semi-classique en termes de 1’évolution classique des particules qui constituent l’ensemble.
L’amplitude semi-classique du propagateur est déterminée par la densité classique des parti-
cules. Si le propagateur représente la fonction d’onde de 1’état quantique, la densité requise
est la densité de particules en position. Si le propagateur représente la distribution d’impul-
sion de 1’état, la densité requise est la densité de particules dans I’espace des impulsions. Une
interprétation analogue existe pour les propagateurs dépendant de I’énergie.

2.4.1 Démonstration directe a partir de ’intégrale de chemin

Dans cette section je vais calculer directement, & partir de I'intégrale de chemin, les am-
plitudes semi-classiques pour le propagateur de Feynman et les propagateurs dépendant de
I'impulsion. Une approximation quadratique est utilisée pour 'action généralisé autour de la
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trajectoire racine. La variation au premier ordre est nulle par définition de la trajectoire racine.
Le calcul de amplitude semi-classique revient alors a évaluer la variation au second ordre de
'action généralisée. Les résultats sont en accord avec les expressions (2.77), (2.78) et (2.79) et
justifient donc Vinterprétation des amplitudes comme la racine carrée d’une densité classique.
IIs fournissent aussi les constantes de proportionnalité présentes dans ces expressions.

Le propagateur standard

La formulation d’intégrale de chemin exprime le propagateur de Feynman K(zy,ty; z;,t;)
comme une intégrale d’une exponentielle de de 'action (2.16) sur toutes les trajectoires qui
relient le point initial (z;, ;) au point final (zy,%s). L'intégrale est dominée par les trajectoires
dont Paction est stationnaire. Ce sont les trajectoires racines I'. L’amplitude semi-classique
associée a chaque trajectoire racine est déterminée par la variation au deuxiéme ordre de
’action classique autour de la trajectoire (2.29). Dans cette expression Zr(t) dénote la pa-
ramétrisation de la trajectoire I et dz(t) est une perturbation quelconque satisfaisant aux
conditions limites dz(¢;) = dz(t;) = 0. La variation de I'action au second ordre est

#s
dz2

t 2 2
ba(®)) = /tv’dt{af[é 0P + 22 ssist) + SEEOF ) (249)

zr(t)

Pour un lagrangien de la forme

L(z,z,t) = %mi‘Q —V(z,t) (2.49)
T’expression (2.48) est égale a
628 tr N _
= [62(8)]? = /t at {m6a(0)]? - 2V [2(0), 1) Ba(0)} (2.50)

En reportant cette expression dans I'intégrale (2.29) on obtient
: p g

0 . )

Ar(eg,trimt) = | ) (e et B at{risson-o2via.los} (2.51)
(O)ti)

Puisque l'intégrale de chemins (2.51) est gaussienne, on peut la calculer exactement. Je vais

suivre la méthode utilisée par Schulman [25]. On échantillonne la perturbation éz(t) & N + 2

instants régulierement séparés entre ¢; et t; (voir la Figure 2.10). Dénotons ces instants par

{to,t1,... ,tn,EN+1}, o tg = t; est l'instant initial et ty41 = £y est l'instant final. Soit
= (t; — t;)/(N + 1) la durée de chaque intervalle de temps. Le j®™ instant est donc
t; = ti + je. Soit {yo,y1,... ,Y~N,Yn+1} les valeurs échantillonnées de la perturbation dz(t),
y; = 0z(t;). Notons que yo = yn+1 = 0 & cause des conditions limites de Jx(t). Les autres
valeurs yi,... ,yn sont données par la perturbation dz(t).
L’intégrale (2.51) sur toutes les perturbations peut s’écrire comme la limite N — oo d’une
intégrale multiple sur toutes les positions intermédiaires y1,... ,yn (cf. équation (2.14))

Ar (zfatfaxntz)—h}gnoo 27”56 /dy1 .dyn exp 2hZ[ (yj+1 — ¥5)° —ecg'yf]

(2.52)
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F1G. 2.10 - Une perturbation éz(t) du type considéré dans le calcul de l'amplitude semi-
classique Ar(zy,ts; i, t;). Elle est échantillonnée ¢ N + 2 instants réguliérement séparés, ot
to = t; est l'instant initial et tyy1 =ty est linstant final. Notons que 6z(t;) = dz(t;) =0.

ou le coefficient c; est défini par
cj = 6§V [Zr(t;),t5]. (2.53)

Pour effectuer l'intégrale (2.52) il convient de I’exprimer en termes de matrices. Définissant
un vecteur de dimension N

1
n= : (2.54)

Yn

on peut écrire 'argument de ’exponentielle de (2.52) comme 177 o7 ol o est la matrice N x N

2 -1 C1
-1 2 O O
m €
U:2E_ﬁ . —i—ﬁ . (255)
O -1 O
-1 2 CN
L’intégrale (2.52) se résout maintenant en termes du déterminant de o
-1/2
, m \U2|(2re\N

= Jm () [(7) det "] (2.56)

Le déterminant s’obtient par récurrence. Il convient d’introduire une nouvelle matrice ¢’ en
multipliant ¢ par un facteur scalaire
, 2he

0o =—o (2.57)
m



24. CALCUL DE L’AMPLITUDE SEMI-CLASSIQUE _ 45

Le déterminant de la nouvelle matrice

N
deto’' = (—2—’E> deto (2.58)
m

est la valeur qui apparait dans les crochets de I’équation (2.56). Pour appliquer la méthode
de récurrence il faut définir des matrices tronquées or;- de taille 7 X j en prenant les premiers
j.rangs et colonnes de o’

2 -1 c1
| -1 2 O 0 O
o = _% (2.59)
O -1 O

]
Pt
o
O

J

Soit D; son déterminant

D; = det a} (2.60)
En définissant une fonction ‘
In(tj ti) = €D; | (2.61)
et sa limite & ¢y quand N — oo
trt;) = 1 Atr, t; .
fltg,ti) = lim fi(ts,t) (2.62)
on peut exprimer ’amplitude semi-classique comme
‘ m \1/2
A i ) = (_____) b —-1/2 )
rleptriont) = ()  [ftt)] (2.63)
Il reste a trouver la fonction fy(ty,¢;). Les déterminants D; satisfont & 1'équation
€2 . :
Dj+1 = (2 - Ecj_H) Dj - Dj—-l, ] = 2, e ,N -1 (2.64)

(voir ’Annexe B), qui s’écrit sous la forme

Dj41 - 2D, + D;_ -
RS e S L34 § (2.65)

€2 m
A la limite N — oo on obtient une équation différentielle pour f(t,¢;)

821 (t,t) _ 82V [ar(t), 1

- ot? m
ol on a substitué la valeur (2.53) pour c¢;. Notons que (2.66) est une linéarisation des équations
de mouvement. Pour comprendre la signification physique de f(¢,¢;) il faut considérer aussi

les conditions initiales f(t = ¢;,t;) et 9;f(t = t;,t;). Elles s’obtiennent directement & partir
des matrices o} et o}

f(t,t) (2.66)

f(t = t,;,t,') = Him €D1 =0
N-ooo

Of(t=t,t;) = lim e (M> =1 (2.67)

N-oco €
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On peut interpréter f(t,t;) comme

. 6zr(t)
tt)= 1
ftt) = Hm m=or

(2.68)
ol 6Zr(t) est la variation de la trajectoire racine Ep‘(t) due & un changement de son impulsion
initiale p}. A la limite 6p} — 0 la différentielle Zr(t) satisfait aux équations de mouvement
linéarisées (2.66). Il est clair que l'expression (2.68) satisfait aussi aux conditions initiales
(2.67). Pour t = t; on obtient la dérivée partielle

Oz
et =m (524) (269
ap{ Ly xisti .

En substituant cette dérivée dans I’équation (2.63) on arrive a l’expression suivante pour
Pamplitude semi-classique

1/2
() |
amf ty,Titi

ol vr est un nombre entier qui s’appelle l'indice de Maslov. Il indique la branche de la racine

carrée qu’il faut prendre dans ’équation (2.63), et qui n’est pas déterminée par la méthode

ci-dessus 4.

Ap(zf,tvf;mi,ti) = (2imh)~1/? e rn/2 - (2.70)

Le propagateur K(z;,tf;pi,t;)

Je vais maintenant appliquer la méme méthode a I'amplitude semi-classique du propa-
gateur K(z frt5;Dirti). Ce propagateur s’exprime comme une intégrale de chemins (2.32).
L’intégrale est dominée par les trajectoires dont 1’action généralisée est stationnaire. Ce sont
les trajectoires racines I'. L’amplitude semi-classique A (z f1tsipi,ti) associée & chaque tra-
jectoire racine est déterminée par la variation au second ordre 625 de I'action généralisée
autour de la trajectoire. 625 se calcule par rapport aux perturbations §z(t) qui satisfont &
la condition limite dz(ty) = 0. Cette condition vient du fait que la perturbation ne doit pas
changer la position finale z ¢ de la trajectoire. En revanche la position initiale z; n’est pas fixée,
puisque l'intégrale de chemins (2.32) comporte une somme sur toutes les positions initiales z;
(voir la Figure 2.11). L’amplitude semi-classique s’exprime donc comme

] o) e .
Ap(zs tspisti) = ﬁ/d&ﬂi /(5 t)p[gx(t)] ek L] dt {m[sz(0)]*- 02V (2 (1) 8] 10x()]* } 2.71)
Ti,ly

L’expression (2.71) est identique a (2.51) excepté l'intégrale sur les positions initiales dz;,
et le fait que 92V est calculé sur la trajectoire I'. La position initiale dz; est ce qu’on a appelé
yo = 6z(t;). La forme discréte de I'intégrale (2.71) est donc la méme que (2.52), sauf que les

4. Notons que bien que 'équation (2.63) n’a que deux branches, I'amplitude (2.70) semble pouvoir adopter
quatre valeurs distinctes. En fait le signe de la dérivée partielle dans (2.70) restreint le choix de valeurs possibles
de I'indice de Maslov. Si la dérivée partielle est positive, I'indice de Maslov est pair. Si elle est négative, I'indice
est impair. On utilise I'écriture (2.70) par convention.
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(1)

0 y N+

F1G. 2.11 - Une perturbation 6x(t) du type considéré dans le calcul de Uamplitude semi-
classique Af(a:f,tf;pi, t;). Elle est échantillonnée ¢ N + 2 instants réguliérement séparés, ou
to = t; est l'instant initial et ty1 =ty est instant final. Notons que z(ty) = 0 mais que la
position initiale z(t;) n’est pas déterminé par les conditions limites.

coefficients c; (2.53) sont évalués sur I, et qu’il faut maintenant intégrer sur yo

- 1 ( m )(N+l)/2

Ap(zs, tyipint) =
o(&s: P ) N—>oo \/—— 2mihe %

. N
. 1
[ duw expd 25" (2 (g - 1y)? - ecnl]  272)
7=0

On peut effectuer 'intégrale par la méme méthode qu’avant (voir ’Annexe C.1). L’expression
obtenue pour 'amplitude semiclassique est

1/2

_ r -
Ap(zf,ty;piyts) = (2nh)~1/2 (%) e~ e/ (2.73)
tfapntz

ou Up est I'indice de Maslov.

Le propagateur I?(IL'f, ty;pi, ti)

L’extension de la méthode présenté ci-dessus au propagateur K (pr,tripints) (2.38) est
simple. L’amplitude semi-classique est déterminée par la variation au second ordre 625 de
I’action généralisée S'Ia(pf,t £3Pi, ti). Puisque l'intégrale de chemins (2.38) inclut une somme
sur toutes les positions initiales et finales, il faut considérer toutes les perturbations dz(t)
possibles, sans conditions limites ni & ¢; ni & t; (voir la Figure 2.12). L’amplitude semi-
classique s’exprime comme

= (6z4ts) i ftf 252V [ e .
Ap(psitripinti) = ﬁ/démi/ddzf/ D [sz(t)] e Jo d {mlEs@) ~02V[2e (4] (5=(0)°}

(0zi,ti)
(2.74)
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(1)

A

YN+

0 y et
Fi1G. 2.12 — Une perturbation éz(t) du type considéré dans le calcul de Uamplitude semi-
classique Az (ps,ts;pi,t;) Elle est échantillonnée @ N + 2 instants réguliérement séparés, ou
to = t; est Uinstant initial et tyy1 =ty est Uinstant final. Notons que ni éz(t;) ni dz(ty) ne
sont déterminés par les conditions limites.

La forme discrete de I'intégrale (2.74) est identique & (2.72), sauf qu'il faut évaluer c; (2.53)
sur la trajectoire T, et qu'il faut intégrer sur toutes les positions finales yy 41 = 6z(t;) = dzf

} . 1 m \(N+1)/2
Ap(ps, tsipir ti) = A}‘_‘floo 27rh(27fiﬁ€) X

N
(] m
/dyo dy: ... dyn dyn+1 exp 4 o= > [? (Y41 —y5)° = fcjy?]
=0

(2.75)

La méthode suivie est- la méme qu’avant (voir ’Annexe C.2), et ’expression obtenue pour
Pamplitude est analogue

1/2

- r _
Af‘ (pf7 tfa Di, tz) = (—2i7rh)_1/2 (%) C_lufw/Z. (276)
f t . .
f)plvtl

2.4.2 Interprétation en termes d’un ensemble classique

Les expressions BKW pour les propagateurs consistent en une somme de contributions
associées 3 toutes les trajectoires racines du propagateur. Puisque les contributions sont com-
plexes, le propagateur fait apparaitre des interférences quand il existe deux trajectoires raci-
nes ou plus. Considérons d’abord le cas simple ou il n’y qu’une trajectoire racine et donc pas
d’interférence. La distribution de probabilité du systéme a la limite i — 0 se réduit alors au
module carré de I’amplitude semi-classique associé a I'unique trajectoire. Mais a cette limite
on peut s’attendre & ce que la distribution de probabilité soit égale 4 la densité d’un ensemble
classique qui représente 1'état quantique du systéme. Ce raisonnement conduit & I’hypothése
que 'amplitude semi-classique est proportionnelle & la racine carrée de la densité classique.
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On va montrer ici qu’une telle interprétation est valable puisque la racine carrée de la densité
classique reproduit bien les expressions exactes des amplitudes semi-classiques calculées dans
la Section 2.4.1.

Considérons d’abord le propagateur de Feynman. I1 décrit la fonction d’onde d’un systéme
qui se trouve initialement dans un état propre de position. Son impulsion & cet instant ¢; est
donc inconnue. On peut représenter un tel état initial par un ensemble de particules classiques
qui ont la méme position, mais des impulsions régulierement distribuées. L’état du systéme a
un instant ultérieure ¢; se décrit en faisant évoluer I'ensemble selon les équations classiques
du mouvement. Cette évolution est indiquée sur la Figure 2.13.

A X

g N

t
>

o~
-

"F1G. 2.13 — Pour représenter un systéme qui se trouve initialement dans un état propre de
position, on utilise un ensemble de particules classiques dont les positions initiales sont les
mémes, mais dont les impulsions initiales sont réguliérement distribuées. Cette figure indique
la trajectoire racine I (celle qui termine d la position xs), et les chemins voisins (ceuz qui
commencent avec des impulsions légérement différentes).

Supposons que 'amplitude semi-classique Ar(zy,ts;z;,t;) (2.25) est proportionnelle & la
racine carrée de la densité de particules qui se trouve dans le voisinage de la trajectoire
[' & l'instant final ¢;. On vérifie cette supposition par un calcul de la densité. L’'impulsion
initiale de la trajectoire I' est dénoté par pf. Considérons les particules qui se trouvent in-
itialement dans la gamme d’impulsions Ap; autour de pf . Le nombre de particules dans cette
gamme est proportionnel & la valeur de Ap;, puisque les impulsions initiales des particules
sont régulierement distribuées. Laissons évoluer ces particules. A I'instant final ils occupent
une gamme de positions Az autour de z;. La densité de particules est donc proportionnelle

a limap, 0 (Api/Azy), et on obtient
f Ly, Ti ki

Le résultat (2.77) est en accord avec (2.70), et justifie I'interprétation de I’amplitude Ar
comme la racine carrée d’une densité classique.

Le cas ou Azy est nulle correspond a la situation ou toutes les particules qui se trouve
dans la gamme d’impulsion Ap; sont focalisées & la méme position finale. Dans ce cas la la
densité classique diverge et 'approximation BKW n’est plus valable.

1/2

Ar(zf,tg; 2, t) o (2.77)
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Considérons maintenant les propagateurs K (z,ts;p;, t;) et K(py,ts;pi,ti), qui dépendent
de I'impulsion. Le premier décrit la fonction d’onde spatiale d’un systéme initialement dans
un état propre d’impulsion. Le second décrit la distribution finale d’impulsion de ce méme
systéeme. On peut représenter 1’état initial par un ensemble de particules classiques qui ont la
méme impulsion, mais des positions régulierement espacés (voir les Figures 2.14 et 2.15)

~—~
~—
-

Fi1G. 2.14 — Pour représenter un systéme qui se trouve initialement dans un état propre d’im-
pulsion, on utilise un ensemble de particules classiques dont les impulsions initiales sont les
mémes, mais dont les positions initiales sont réguliérement distribuées. Cette figure indique
la trajectoire racine T' (celle qui termine & la position zy), et les chemins voisins (ceuz qui
commencent 4 des positions légérement différentes).

Supposons que 'amplitude semi-classique Ap(zy,ts;pi,ti) (2.36) est proportionnelle a la
racine carrée de la densité finale de particules qui se trouvent dans le voisinage de la trajectoire
racine. Puisqu’a l'instant initiale les particules étaient réguliérement espacées en position, la
densité est proportionnelle & la limite limaz, 0 (Az;/Azy), et on obtient

i 1/2
- Bmf
Ar(zg,tp;pisti) (2.78)
L7 pisti

Oy

Ce résultat est en accord avec l'expression (2.73).

Puisque K (p fstfipisti) représente la distribution d’impulsion du systéme, il en suit que
I’amplitude semi-classique Ala(p frtripiyti) (2.40) est proportionnelle & la densité classique
d’impulsions autour de la trajectoire racine. Cette densité est proportionnelle 4 la limite
limaz, 0 (Az;/Apy), et on obtient

: 1/2 ,
= oz
6pf
ty,pisti

qui est en accord avec I’expression (2.76).
Pour les propagateurs dépendant de 1’énergie, la méthode est analogue. Il faut cependant
considérer les parameétres énergie et temps de chaque particule de I’ensemble plutot que leur
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F1G. 2.15 - Cette figure indique la trajectoire racine T du propagateur I:{(xf,tf;pi,t,-) (celle
qui termine avec l'impulsion py), et les chemins voisins (ceuz qui commencent d des positions
légérement différentes, mais avec la méme impulsion).

position et impulsion. Davantage de détails sont donnés dans 1’article. Dans tous les cas, des
divergences existent dans I’amplitude semiclassique aux points ou les chemins classiques sont
focalisés.

La figure 2.16 montre les poids des bandes latérales pour le probléme décrit dans l'in-
troduction, calculé par la méthode BKW généralisée. Les divergences se présentent pour les
valeurs de V auxquelles I’énergie d’une des bandes latérales coincide avec la limite de la
gamme d’énergies classiquement permise.

2.5 Trajectoires complexes

Dans les derniéres sections j’ai montré qu’'on peut décrire un systéme quantique a la
limite semi-classique en utilisant seulement des éléments classiques, a savoir les trajectoires
racines du systeme, leur action généralisée, et la densité de chemins dans leur voisinage.
Les trajectoires racines sont les chemins classiques qui relient les points initial et final du
propagateur dans son espace de configuration. Ce sont les trajectoires auxquelles ’action
généralisée est stationnaire. L’approximation BKW, qui consiste & sommer les contributions
de chaque trajectoire racine, est en bon accord avec les résultats quantiques exactes, sauf pres
des caustiques, ou I’amplitude semi-classique diverge.

Dans les régions classiquement interdites du systéme il n’existe pas de trajectoires classi-
ques réelles. Il se peut cependant que les régions interdites soient accessibles par effet tunnel
quantique. L’amplitude tunnel peut étre calculée par les méthodes semi-classiques si 1’on
admet des trajectoires complexes. Ce sont des trajectoires ‘classiques’ dans le sens qu’elles
satisfont aux équations classiques du mouvement. Toutes les coordonnées de la trajectoire en
général peuvent étre complexes, et les équations du mouvement se résolvent en prenant le pro-
longement du potentiel dans le plan complexe. Dans les régions interdites 'action généralisée
de chaque trajectoire racine est complexe. La variation de la partie imaginaire détermine la
croissance ou décroissance exponentielle de la solution BKW.

Un fondement rigoureux pour des trajectoires complexes dans la méthode BKW standard
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F1G. 2.16 — Comparaison entre l'approximation BKW et les résultats ezacts, pour les pa-
ramétres utilisés dans la figure 1.3.

est fourni par le traitement de Stokes (voir I’Annexe D)5, et le but ici est de présenter quelques
exemples. Le premier, et le plus connu, est ’onde évanescente. Sa forme s’explique en termes
de rayons optiques complexes. Le deuxiéme exemple est celui de la réflexion par un puits
de potentiel. L’application standard de la méthode BKW ne prédit pas de réflexion par un
puits, quoiqu’il en existe quantiquement. Le coefficient de réflexion s’obtient en calculant les
trajectoires qui contournent des points de rebroussement complexes. Le dernier exemple est

5. Un fondement rigoureux pour des trajectoires complexes dans le contexte de l'intégrale de chemin
est beaucoup plus difficile & cause de probléemes de convergence. Considérons par exemple le propagateur
(zs|U(ts,t:)|p:) pour une particule libre dans le cas o p; et s sont réels mais la différence t; —¢: contient une
partie imaginaire positive. Quoique le propagateur soit bien défini, il ne peut pas étre calculé par la méthode
d’intégrale de chemin & cause de la divergence des intégrales sur la position.



2.5. TRAJECTOIRES COMPLEXES 53

un traitement géométrique de la diffraction dans le cas d’une fente dont le profil est gaussien.

2.5.1 L’onde évanescente

On considére un milieu d’indice de réfraction n > 1 (que j'appellerai ‘le verre’), dont
linterface avec le vide se trouve dans le plan z = 0 (voir la Figure 2.17). Une onde plane
incidente dans le verre rencontre ’interface a ’angle §; a la normale. On cherche & calculer le
champ électrique dans le vide au point (z¢, z¢), en choisissant ’origine (0, 0) comme référence.
Calculons le rayon optique qui passe par le point final (zy,zs). Selon la Loi de Descartes le
rayon fait une angle 8; avec la normale dans le vide, ol

sinf; = nsiné; (2.80)
(x¢,2¢)
n=1 '
! 8, -
4 z=0
n>1

Gi: ’
L.

Fi1G. 2.17 - L’interface entre un bloc de verre et le vide se trouve dans le plan z = 0. On
considére une onde plane qui rencontre l'interface 4 un angle 8; avec la normale, et on cherche
a calculer le champ électrique au point (z5,2s) dans le vide.

-La position initiale z; de ce rayon sur l'interface z = 0 est donc

nsing;

(1 —n2 sin? 6;)

T;=Tf—2f 172 (2.81)

La valeur de =7 — z; en fonction de I’angle d’incidence est tracée dans la Figure 2.18. La phase
du champ électrique au point (zy,zy) est la somme de la phase initiale au point (z;,0) et la
longueur optique de la trajectoire. En fonction des coordonnées finales, cette phase vaut

Az, zp) = kexy + kzy (1 — n? sin? Gi)l/z (2.82)

ou k; = knsinf;. Notons que pour un angle d’incidence plus grand que I'angle critique
nsinf; > 1, la position initiale z; et la phase finale ¢(zf,2s) sont toutes deux complexes.
Dans ce cas le champ électrique au point final s’écrit comme

E(zf,zf) o e*==rer2 (2.83)

ol k = kv/n?sin’6; — 1. Le champ dans le vide consiste donc en une onde évanescente, qui
décroit exponentiellement dans la direction z normale & 'interface, et dont la phase dépend
de la position transverse z;.
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F1G. 2.18 - L’écart x5 — x; en unités de zy en fonction de l'angle d’incidence 8;. Il reste réel
pour des angles inférieures & l'angle critique. Au deld de l'angle critique il est imaginaire.
L’indice de réfraction du verre est 1,5.

2.5.2 Réflexion par un puits de potentiel

Dans cette section je vais calculer la réflexion par un puits de potentiel stationnaire a
la limite semi-classique en utilisant des trajectoires complexes. Pour un puits de potentiel,
lapplication standard de BKW ne prédit pas de réflexion puisqu’il n’y a pas de points de
rebroussement réels. Pourtant il existe des points de rebroussement complexes. La réflexion
quantique peut étre interpretée en termes de trajectoires complexes qui contournent un de ces
points. Par définition, un point de rebroussement z;, est un point ou E = V(zp) et impulsion
s’annule. Si la dérivée du potentiel est non-nulle en ce point V'(zp) # 0, 'impulsion prend
localement la forme

px) = 2m (E = V(2))]/? = C (z — zp) "/ (2.84)

Le passage autour d’un point de rebroussement change donc le signe de 'impulsion, et la
particule est réflechie. .
Je vais ici considérer un potentiel particulier,

Vo

= o)

(2.85)

ou Vp > 0. La raison de prendre ce potentiel est que la probabilité de réflexion peut étre

calculée exactement [27],
cos? (g\/l + Smorie )

R =
sinh? (rok) + cos? (% 1+ 8mg2vg>

(2.86)
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ol
k= V2mE/h (2.87)

et E > 0 est I’énergie de la particule.
La limite semi-classique est obtenue en faisant tendre & vers zéro, les autres parameétres
du probléme o, V; et E restant constants. Cette limite correspond aux inégalités suivantes

ck > 1
oV2mVp/h > 1 (2.88)

En appliquant ces deux inégalités & 1’expression (2.86), on trouve une approximation pour la
probabilité de réflexion (2.86) qui est valable & la limite semi-classique

lim R = de~ 2% ¢og? (1‘3 \/2mVO) (2.89)
A0 h

Ceci peut étre écrit comme le module carré de la somme de deux termes

lim R = |e—7wlc (ei%\/ZmVo + e—i%\ﬂmVo) 2

lim (2.90)

Je vais montrer que ces deux termes proviennent des trajectoires qui passe dans le demi-plan
Im(z) > 0 et qui contournent les deux points de rebroussement les plus proches de I’axe réel.

Calculons d’abord les points de rebroussement. Puisque le potentiel est négatif sur I'axe
éel et que 'énergie de la particule est positive, tous les points de rebroussement z, sont
complexes (avec une partie imaginaire non-nulle). Ils s’obtiennent & partir de I’équation
V(zyp) = E. En reportant I’expression (2.85) pour le potentiel dans cette équation, on trouve

cosh? (%P—) = —% (2.91)

dont les Solutions sont

T _ N ACIAL) (el
> —:tln( E+ E+1>+z<n+2 s (2.92)

oun = 0,£1,£2... est un nombre entier. Les positions des points de rebroussement sont
indiquées dans la Figure 2.19. Pour calculer la probabilité de réflexion, on ne considére que les
deux points ztip qui se trouve dans le demi-plan Im(z) > 0, et qui sont les plus proches de l’axe
réel. Pour justifier ceci de fagon rigoureuse il faut utiliser le traitement de Stokes (voir I’Annexe
D). On peut pourtant noter que les trajectoires qui contournent des points au-dessous de
I’axe réel ne sont pas physiques, puisqu’elles contribueraient au coefficient de réflexion des
termes plus grands qu’un. De méme on peut négliger les points de rebroussement dont la
partie imaginaire est plus grande que Im (zf;,), parce que les contributions provenant de ces
points sont exponentiellement plus petites que celles associées aux points xt’;. En particulier
elles sont plus petites que ’erreur présente dans les termes principaux due 4 ’approximation
semiclassique.

On cherche a calculer Pamplitude du composant de K(z frtf;xi, E) associé & la réflexion,

c’est-a-dire, le terme qui varie en £y comme exp (-—i\/ZmEa;f/ﬁ) pour z; < £7 < 0. On verra
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FIG. 2.19 — Les péles (croiz) et les points de rebroussement (cercles) pour le puits de potentiel
(2.85), ot I’énergie de la particule est positive E > 0. La trajectoire réflechie I qui contourne
le point de rebroussement :1:?,', est indiquée.

qu’a la limite semi-classique ce terme est égal a la somme des contributions A% exp[iS* /K]
associés aux trajectoires I'* qui contournent les points zf;,. Les amplitudes A% (z frtpzi, E)
des termes réflechis, comme ’'amplitude A(i)(z £t zi, E) du terme incident, dépendent de la
vitesse de la particule aux positions initiale et finale z; et z¢, qui sont prises toutes les deux
a gauche du potentiel. La vitesse finale d’une particule réflechie ne difféere de la vitesse d’une
particule incidente que par son signe, et donc les amplitudes A% (z f.tf; i, E) sont identiques
a A 3 part une phase multiplicative

Ai(mf,tf;:}:i,E) = —ifi(i)(a:f,tf;x,-,E) (2.93)

Cette phase —i provient de ’augmentation de I'indice de Maslov en réflexion.
Le coefficient de réflexion ne dépend donc, & la limite semiclassique, que de l'action
généralisée le long des trajectoires ['*

e = i (570805 4 5 000EM) 290

Dans cette expression S+ (0,0;0,E) et $~(0,0;0, E) sont les intégrales de p(z) le long de
contours qui partent de l’origine, et passent autour des points de rebroussement :p{t) et z,
respectivement, avant de retourner a l'origine. Puisque I'impulsion change de signe en con-
tournant un point de rebroussement, I'intégrale le long du chemin de 'origine jusqu’au point
de rebroussement est égale & l'intégrale de retour, et donc

+

5%(0,0;0,E) = 2 / * 4z p(z) (2.95)
0
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Pour vérifier que le module carré de I’expression (2.94) coincide avec la probabilité de
réflexion R dans la limite semiclassique (2.90), il faut calculer S* (0,0;0, E). Ce calcul est
fait dans ’Annexe D, ou on obtient le résultat

5% (0,0;0, E) = +70\/2mVy + inohk (2.96)
En reportant (2.96) dans ’expression (2.94) on trouve que
2 .
= . 2.
|7scl %x_r’%R (2.97)

Ceci montre que la réflexion quantique peut bien se comprendre en termes de trajectoires
réflechis qui passent dans le demi-plan Im(z) > 0 et qui contournent les points de rebrousse-
ment les plus proches de ’axe réel.

On n’a pas mentionné jusqu’ici les poles du potentiel. Ils sont déterminés par I’équation
cosh(zg/o) = 0, et sont donc

Iy . 1
— = <n + 5) ™ (2.98)
Les points zg sont indiqués dans la Figure 2.19 par des croix. Ils sont des poles d’ordre deux
du potentiel, et donc des poles d’ordre un de ’impulsion classique p(z) = v2m [E — V(z)]l/ 2,
Il s’avére que 1’équation de Schrodinger n’a pas de solution unique autour d’un tel péle. C’est-
a-dire, si on intégre I’équation de Schrodinger le long d’un contour fermé, qui passe autour
d’un de ces podles et revient a son point de départ, on ne retrouve pas la valeur initiale de la
fonction d’onde. Puisque on s’intéresse 4 'approximation semiclassique de la fonction d’onde
sur 'axe réel; il ne faut prendre que des trajectoires qui reste du méme c6té des péles que
Paxe réel lui-méme. C’est pour cette raison que les trajectoires I'* que nous avons considérées
ne contournent aucun pole.

2.5.3 Traitement géométrique de la diffraction

Je vais présenter ici un exemple de I’application des trajectoires complexes a la diffraction.
Je considére la diffraction d’'une particule par une fente dont le profil spatiale est gaussien®.
Je vais montrer que la distribution d’impulsion finale calculée en utilisant la méthode BKW
avec des trajectoires complexes coincide avec la résultat exacte.

Soit z la direction longitudinale, et = la direction transverse. La fente se trouve dans le
plan z = 0. On suppose que la vitesse de la particule dans la direction z est beaucoup plus
grande que sa vitesse dans la direction z, de sorte qu’on peut traiter le mouvement dans la
direction z de fagon classique. A partir de la relation ¢t = zm/p,, ou p, est traité comme un
nombre réel, on peut remplacer 'opérateur z par le parameétre ¢. Seule la position z est traitée
quantiquement.

L’effet sur la particule du passage par la fente est de multiplier sa fonction d’onde trans-
verse initiale ¥;(z) par le facteur G(z)

Vs (z) = G(z)¥i(z) - (2.99)
On suppose que le profil est Gaussien
2
G(z) = exp [— (;{;) ] (2.100)

6. Pour un traitement géométrique d’une fente avec un profil en créneau, voir Keller [28].
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et que ’état initial de la particule est un état propre d’impulsion |p;). On cherche la dis-
tribution d’impulsion de la particule aprés I'interaction avec la fente. Il faut alors calculer
le propagateur K (ps,ts;piyti), ou t; et ty sont des instants avant et apres I'interaction re-
spectivement. Le calcul peut se faire de facon exacte. Divisons I’évolution en trois parties:
la propagation libre jusqu’a la fente, I'interaction avec la fente, et la propagation libre apres
interaction. Supposons que la particule passe la fente a 'instant ¢ = 0. En utilisant la relation
de fermeture sur la position on obtient

f{(pf:tf,Put;) = /d:z:/d:z'R' (Pf,thz,t = 0+) G(.’B)R ($,,t = O—;Pi,ti)

_ 1 —i(Ef‘f-Ei‘i)/ﬁ/ -i(ps-pi)z/h
= 5ore dz G(z)e (2.101)

ou E; = (p? %pz)/2m and Ef = (p% +p?)/2m sont les énergies initiale et finale. En substituant
la valeur de G(z) de I’équation (2.100) on trouve le résultat

— — N 2 .
K (pg,tg;pists) = %_Lexp [— ((—p-f—#i)—a> ] e~ H(Brts—Eiti)/h (2.102)

On peut également calculer la diffraction de maniére semi-classique. Puisque pour py # p;
il n’y a pas de trajectoires réelles dont I'impulsion initiale est p; et 'impulsion finale est
Py, il faut considérer des trajectoires complexes. Pour obtenir les trajectoires racines, il faut
formuler le probleme en termes d’un potentiel qui dépend du temps. Le potentiel qui représente
I'interaction de la particule avec la fente est un potentiel imaginaire qui agit au moment ou
la particule passe la fente.

V(z,t) = —ik (%)Qa(t). (2.103)

On vérifie que la fonction d’onde de la particule juste aprés ’interaction s’obtient & partir de
celle juste avant 'interaction par ’équation (2.99)

bz, t=0") = exp [-% ’ dtT{H(t)}} blz,t=0")

= exp [— (;;)2] Yz, t =07), (2.104)

ou l'opérateur T signifie 'ordre chronologique.
Considérons maintenant 'impulsion transférée par ce potentiel 4 la particule. La force
subie par la particule est

F(z,t) = —;—zV(z, t) = m%a(t) (2.105)

L’impulsion totale transférée i la particule pendant son évolution est donc

Ap = /th[:z:(t),t] = iﬁ%f;%—) (2.106)
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qui dépend de la position z(0) de la particule quand elle passe la fente. Soit z¢ la position
d’une particule qui regoit I'impulsion py — p;

) 202
zo = —i(ps — pi) - (2.107)

Notons que zp est imaginaire. L’action généralisée sur la trajectoire de cette particule se
calcule de la fagon suivante

S(ps.tripists) = —pszs+piwi + S(zp,t55 7, t:)
4 o2 4 ph o ot
pon

0
_ . Py
= —pyTs+ piT; +/t,- dt oo + ” dt 5o / dtV [z(2), t]

(2.108)
ou l'intégrale du potentiel est prise entre 0~ et 0%, puisque V(z,t) n’agit qu'a t = 0. Le calcul
de (2.108) donne '

_— 1
S(pf.tsipisti) = —Esty + Eit; + 5 (pr - pi) o -(2.109)

Notons que i§(pf, ty; pisti) /R est identique a I’exposant dans I'expression (2.102).
Calculons maintenant I’amplitude semi-classique de la trajectoire racine. La position in-
itiale de la trajectoire est

piti

z; =1To+ (2.110)

En utilisant la valeur de zg dans I’équation (2.107) on obtient

. 2
(62”> - (2.111)
apf tr.pisti h .

En substituant cette dérivée partielle dans I’expression (2.76) pour ’amplitude semi-classique
on trouve

A 0 _ibn
A(pg, tgipirti) = NN /2 (2.112)

qui est en accord avec I'amplitude du résultat exacte (2.102). La comparaison montre que
P’indice de Maslov v vaut zéro. Le résultat de la méthode BKW coincide donc avec celui du
calcul exacte.

Conclusion

On a vu dans ce chapitre qu’a la limite semi-classique les valeurs des propagateurs sont
dominées par les trajectoires racines, qui relient les points initial et final dans I’espace de
configuration du propagateur. L’approximation BKW consiste & prendre une somme de con-
tributions de toutes les trajectoires racines. La contribution de chaque trajectoire comporte
une phase proportionnelle 4 son action généralisée, et une amplitude semiclassique égale a la
racine carrée de la densité de chemins classiques. Dans les régions interdites classiquement, les
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trajectoires racines, ainsi que leurs actions et amplitudes, sont complexes. L’approximation
BKW reproduit bien la valeur du propagateur loin des caustiques, les points ou la densité
classique diverge. Prés des caustiques I'approximation échoue, et il faut utiliser un traite-
ment semi-classique plus sophistiqué. L’obtention d’un tel traitement est le but du prochain

chapitre.
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Chapitre 3

Caustiques

Introduction

Les expressions BKW pour les propagateurs, qu’on a discutées dans le dernier chapitre,
ne sont pas valables prés des caustiques, ou elles prédisent une amplitude infinie. La démarche
qu’on va suivre pour traiter les caustiques consiste a retourner a une expression de chaque
propagateur sous forme d’une intégrale. Les trajectoires racines correspondent aux points ou
la phase de l'intégrand est stationnaire. Si ’on applique la méthode de la phase stationnaire
habituelle & tous ces points indépendamment, on retrouve 'approximation BKW pour le
-propagateur. L'échec de la méthode se produit quand les points de phase stationnaire sont
trop proches pour étre traités séparément. La solution consiste alors 4 étendre la méthode de
la phase stationnaire pour qu’elle traite tous les points stationnaires simultanément. Cette
technique, nommée la méthode d’approximation uniforme, est valable partout dans le voisi-
nage des caustiques, et se réduit uniformément a la méthode de la phase stationnaire loin
des caustiques. Elle repose sur des résultats de la théorie des catastrophes, qu'on décrira
brievement dans la deuxiéme section de ce chapitre. Finalement on discutera ’obtention des
indices de Maslov & partir des ces méthodes, en donnant des applications aux conditions de
quantification.

3.1 La méthode de la phase stationnaire

Les propagateurs quantiques sont tous des transformées de Fourier 'un de 'autre. Ce fait
nous permet d’écrire un propagateur quelconque en termes d’une intégrale sur un propagateur
secondaire donné. Une expression approchée pour le propagateur cherché s’obtient en rem-
placant le propagateur secondaire par son approximation BKW, et en appliquant la méthode
de la phase stationnaire a 1’intégrale qui en résulte. Il s’avere que 1’expression obtenue pour
le propagateur cherché est identique & son approximation BKW. La meilleur fagon de décrire
cette méthode et d’expliquer ses résultats est en présentant un exemple. Dans la Section 3.1.1
on calcule I’expression BKW du propagateur K (p 7,153 pi,t;) & partir de celle du propagateur
K(z £1t5;pi, ti). Ensuite on discute la raison pour I’échec de la méthode prés des caustiques,
et les moyens possibles de résoudre le probleme.
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3.1.1 Exemple d’un calcul par la méthode de la phase stationnaire

Supposons connue I’expression BKW pour le propagateur K (z £rtr iy ti). En utilisant les
équations (2.31) on peut écrire une expression approchée pour le propagateur K (py, ty; p;, t:)

1 _ y
K(pg, tyipiti) = m/dwf Koxw(@s,tf; i, ti)ePr=s/h (3.1)

Le propagateur K skw(Zf,tf; pi, ti) est une somme de contributions de toutes les trajectoires
racines (2.36). La substitution de I’expression (2.36) dans ’équation (3.1) donne

= ' 1 - o bV —i
K(ps, tyipi ti) = m/dﬂw ZAf(mf,tf;Pi,ti)ezsr(xf’tf’p”")/ﬁe wyzs/h (3.2)
r

Soit ¢r (z;py) la phase totale de I'intégrand,
1

¢ (z1ips) = £ [Selzs,tripists) — pras] (3.3)
L’intégrale s’écrit maintenant comme
- 1 - C
K(ps, tripi i) = ————/dx Ar(zs, te;pi,ti e“pf‘(xf;pf) 34
(pf fiDi 1) \/2—7;5 f ZF: 1"( fabtfiPi 1) ( )

La contribution dominante & l'intégrale provient du voisinage des points ml; ou la phase est
stationnaire par rapport a des variations de z;, c’est-a-dire

9 )
5z, * (efips) =0 (3:5)
Si I'on revient a la définition (3.3) cette condition devient
9 & (4
&= t M ; tl = 3-6
afoI‘ (mfa f3Pi» ) Pr ( )

Les points de phase stationnaire z¥. sont donc les positions pour lesquelles I'impulsion finale

sur le trajectoire qui relie (pi,ti) & (zy,t7) vaut ps. Une telle trajectoire est une trajectoire
racine I' de K (pf,ts;piyrt;). Puisque la phase est inversement proportionelle & £, tandis que
I'amplitude semiclassique est indépendante de %, on peut, dans la limite semiclassique /i — 0,
utiliser un développement de la phase au deuxiéme ordre autour de chaque point de phase
stationnaire, et une approximation a 'ordre zéro pour Pamplitude

ér (mlj;pf) + 515 [%Sf‘ (z‘;,tf;pi,ti)J (xf - z§)2
Ap (zp,t5pit) = Ap (II;,?ff;Pi,tz’) (3.7)

En substituant ces approximations dans I'intégrale (3.4), et en sommant sur tous les points
de phase stationnaire, on obtient '

= 1 _ = . ~ l-‘;
Klpptipnt) = 27 hy ZAI'“ (zl}ytf;Pi,ti) ezd""(zf P1)

Q

¢r (zfpf)

[

4 [ Chama) | (r-s3)
zf
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Puisque cette intégrale est gaussienne, on peut l'effectuer facilement
_ o _ -z
K(ps tripirti) = ZAF (m?atﬁpi,ti> [’ia?sf (zl,:,tf;Pi,ti)} ewr(xf’p’) (3.9)
£ f
F

ot le deuxiéme facteur prend la phase €™/ si 255/ 9z est positif, et e~"/4 g'i] est négatif.
Dans I’exponentielle on reconnait Paction généralisée S(py,ty;p;,t;) (voir la définition (2.41))
P Lrs (.. i_1ls :

On peut simplifier 'amplitude de I’expression (3.9) en remplacant Ap (a:I;,t f;pi,ti) par la
valeur (2.73) et la dérivée seconde de Sy par l'expression

0> & (B dpy
St (. tripists =( ) (3.11)
3(1:? F( P 1) 6$f Ly,pisti

ce qui donne

) o _ -1/2
Ap (z?tf;pi,ti) [—i-a?sf (w?tf;pi,ti)}
f

1/2

f‘
= (=2inh)71/? (gm’ ) (?ﬁ) o= ion/2
: £ ty,pirti Pf ty,pisti
P 1/2
= (—2z'7rh)—1/2 (gxz ) e~ /2 (3.12)
Pf tf.piiti
ou l'indice de Maslov v est
- 1 8
Y=VTa [Sgn (_;_,) - 1] (3.13)
p'f tf,Pi,ti

L’expression (3.12) est 'amplitude semi-classique fif.(pf,tf;p,-,t,-)' qui a été calculée dans
la Section 2.4.1 (voir P’équation (2.76)). Notons que la méthode utilisée ici nous a permis
d’obtenir la valeur de I'indice de Maslov U en termes de . En substituant les expressions
(3.10) et (3.12) dans (3.9) on obtient

R(Pf, tf;pl, tt) ~ Z jf‘(pf, tf;Pz, ti)eisﬁ(pfvtf;piyti)/ﬁ, (314)

!

qui est 'expression BKW (2.40) pour K (py,ts;pi,ti)-

Dans le cas ou il n’y a pas de points de phase stationnaire réels, il est possible qu’il existe
des points complexes qui satisfont & '’équation (3.5). Ces points correspondent aux trajectoires
racines complexes du propagateur K (p 7»tyipi,ti). La méthode de la phase stationnaire doit
alors étre appliquée dans le plan complexe. En ce cas elle est souvent appelée la ‘méthode du
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col’. Le chemin d’intégration de (3.4) est déformé de fagon qu’elle reste autant que possible
dans les ‘vallées’ de la fonction exp [~Im (¢)]. Les points cols sur lesquelles il passe sont les
points de phase stationnaire qui contribuent a l'intégrale (3.4). En général seuls les points de
phase stationnaire les plus proches de I'axe réel sont alors inclus.

La méthode présentée ci-dessus s’applique 4 tous les propagateurs. En effet on peut écrire
un propagateur quelconque comme une intégrale multiple sur un propagateur secondaire
donné. En remplacant le propagateur secondaire par son expression BKW, et en calculant les
intégrales successivement par la méthode de la phase stationnaire, on retrouve I’expression
BKW du propagateur cherché.

3.1.2 Observations sur la méthode de la phase stationnaire

Le résultat (3.14) pour le propagateur K (pf,ts; pi, ti) consiste en une somme de contribu-

tions venant de tous les points a:? ou la phase ¢p(zs;ps) est stationnaire par rapport a des
variations de z¢ (voir I'’équation (3.5)). Suivant la terminologie de la théorie des catastrophes,

on va appeler z la ‘variable interne’ du probléme, et les positions :1:? les ‘points critiques’
de la fonction ¢r(zy;ps) pour une valeur donnée de ps. Le nombre de points critiques et
leurs valeurs varient selon p; (voir la Figure 3.1). On appelle p; une ‘variable de contréle’ a
cause du role qu’il joue dans le probléeme, ce réle étant différent de celui de z;. En effet zj
est la variable d’intégration de (3.4), tandis que p; est une variable externe & l'intégrale. La
conséquence de cette différence est que la dérivée de ¢p(zy; py) par rapport & py n’a aucune
importance dans le probléme, tandis que la dérivée par rapport a r; est ce qui détermine
les points dites ‘stationnaires’. Il est donc convenable de considérer ¢p(zs;ps) comme une
‘famille de fonctions’ de z;, paramétrisée par py.

Pt

caustique
d'impulsion

Xg

caustique
de position

F1G. 3.1 - Le diagramme espace phase pour une particule qui commence dans un état propre
d’impulsion. On peut interpréter la courbe de la facon suivante: Pour chaque valeur de ps

les valeurs correspondantes de =y sont les points de phase stationnaire :zf;. Notons que les
caustiques en position (les points ou Ors/0z; = 0) ne coincident pas avec les caustiques en

impulsion (les points ot Opy/0z; =0).

Notons que le résultat (3.14) ne dépend que de l'action généralisée .S='(pf,t fiDi,ti) et de
Pamplitude semi-classique en impulsion Ap(py,ty;pi,ti). En particulier il est indépendant de
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'amplitude semi-classique en position Ap(z f1t5;pisti). Ceci implique que la méthode de la
phase stationnaire élimine les divergences associés aux caustiques en position (quoiqu’elle
en introduise aux caustiques en impulsion). Ce n’aurait pas été le cas si on avait calculer
I'intégrale (3.4) exactement, sans faire 'approximation de phase stationnaire. La prochaine
étape, qu’on va discuter dans la Section 3.3, est d’améliorer la méthode de la phase stationnaire
pour qu’elle n’introduise pas de divergences aux caustiques en impulsion.

Avant d’aborder cette étape, il faut comprendre d’ou viennent les divergences aux cau-
stiques en impulsion. Ces caustiques sont définies par la relation dp;/dzf = 0 (ol la dérivée
partielle est prise a t,p;, t; constants). En utilisant I"équation

(m) :(9_f> () (3.15)
61{ typisti 6xiF tyiPisti Oz tyipisti '

on voit qu’une caustique en impulsion coincide soit avec un point ou dz ¢/ Ozl = 0 (c’est-a-dire
une caustique en position), soit avec un point oit dps/0z; = 0. On va négliger le premier cas,
qui n’arrive que dans certaines situations spéciales!. On va considérer plutot le deuxieme cas,
c’est-a-dire le cas ol les caustiques en position et en impulsion ne coincident pas (voir la Figure
(c)

3.1). Soit p(c) la valeur de p; & une caustique en impulsion, et z',” la valeur correspondante

de z? Etant donné que dpy/0z; = 0 en un tel point, on peut utiliser la relation (3.11), pour
obtenir

8—25‘1’* (:I:(c),tf;p,-,t,-) =0 (3.17)
3:1:} f

Notons que la dérivée seconde 83 fS’f (z?,t s pi,t,-) est le coefficient qui apparait dans le
terme d’ordre deux du développement (3.7) pour la phase ¢r (z5;ps). Selon I’équation (3.17)

elle est nulle pour py = psf). L’approximation (3.7) n’est donc pas valable aux caustiques

en impulsion, ni dans leur voisinage, ou le coefficient 92 ; Sr (m?,t £ Dis ti) reste petit. Pour

‘remédier & ce probleme il faut garder le terme d’ordre trois dans le développement (3.7) pour
la phase. Ceci est le point de départ pour I'extension de la méthode de la phase stationnaire.

3.1.3 Extension de la méthode de la phase stationnaire

L’extension de la méthode de la phase stationnaire au voisinage des caustiques en impul-
sion nécessite une caractérisation de la phase ¢p (z5;pf) autour de la caustique (a:(fc), pscc)).
Puisque la troncature du développement (3.7) aprés le terme d’ordre deux n’est valable ni &

Py = pffc) ni dans son voisinage py = ps,c), il faut caractériser la variation de la phase avec la
variable de contrdle p; aussi bien qu’avec la variable interne z;.

Le probleme de caractériser une famille de fonctions quand }on' perturbe une variable de
contrdle releve de la théorie des catastrophes, qu’on va décrire brievement dans la partie

1. Selon le théoréme de Liouville

(Qﬂ) (ng_) - (%) (aﬂ) =1 (3.16)
azi ty.piiti ap' ty,Tit; 6}7; trazist; azi ty,piti

Les dérivées partielles 0z ;/0x; et Ops/Oz:, prises & ty,pi,t; constants, ne peuvent pas étre simultanément
nulle sauf si une des dérivées Oz /Op: ou Opy/Ip;, prises & ts, x;,t; constants, diverge.



66 ' CHAPITRE 3. CAUSTIQUES

suivante. La situation générale traitée par la théorie des catastrophes concerne des familles
de fonctions dont le nombre de variables internes et le nombre de variables de contréle sont
tous les deux arbitraires. La théorie montre que, pour un nombre de variables de contréle
suffisamment petit, toutes les familles se classent en certains types, qui se décrivent par des
formes génériques. Ces formes génériques sont & la base de I'extension de la méthode de la
phase stationnaire, qu’on appelle ‘la méthode d’approximation uniforme’ (a4 discuter dans la
Section 3.3). Elles sont suffisamment simples pour que 'intégrale (3.4) puisse étre exprimée
en termes de fonctions standard. Les approximations uniformes réussissent a éliminer les
divergences associées aux caustiques en position, de la méme fagon que ’approximation de
la phase stationnaire, sans introduire de divergences aux caustiques en impulsion. Loin des
. caustiques en impulsion leurs prédictions se réduisent uniformément 4 celles de la méthode
de la phase stationnaire.

3.2 Concepts de la théorie des catastrophes

Dans cette partie on va aborder le probléme de caractériser la variation prés d’un point cri-

tique d’une fonction f soumise & une perturbation p. En général? f et p sont des fonctions d’un
nombre arbitraire n de variables internes, et les points critiques.sont définis comme les points
ou le gradient de f s’annule. En dehors de son application aux approximations d’intégrales
oscillatoires, considérée ici, ce probléme apparait dans de nombreux autres domaines, tels que
les transitions de phase, et les études de stabilité. La caractérisation des variations se décrit
en termes de familles de fonctions qui sont topologiquement stables vis-a-vis des perturbati-
ons. On parle de ‘stabilité topologique’ lorsque chaque fonction de la famille, ayant subit une
perturbation, reste topologiquement équivalente & une autre fonction de la famille. Chaque
famille de fonctions est paramétrisée par une ou plusieurs® variables de contréle. Les familles
se divisent en différents types, selon le nombre r de variables de contréle, et la symétrie du
systéme. -

Pour les systémes sans aucune symétrie particuliére, le nombre de points critiques dépend
d’une fagon simple du nombre de variables de contrdle. Pour de tels systémes il existe une
classification, due & Thom [21], des formes génériques des familles & jusqu’a cinq variables
de contrdle. Au-dessus de cinq aucune classification n’est possible, parce que le nombre de
formes génériques est infini. La présence d’une symétrie spéciale, par exemple la périodicité ou
I'invariance par réflexion, réduit le nombre de degrés de liberté du systéme, et donc le nombre
de variables de controle requises pour le décrire. On va d’abord considérer la classification de
Thom, et ensuite discuter V'effet de la symétrie. L’application des résultats de la théorie des
catastrophes aux approximations uniformes de I'intégrale (3.4) est discutée dans la Section
3.3.

2. Dans le probléme particulier considéré dans ce chapitre, c’est-a-dire ’évaluation de l’intégrale (3.4), on
n’utilise qu’une variable interne, & savoir zs. Ceci vient du fait qu’on s’intéresse a I'impulsion py le long d’une
direction seulement. Pour calculer un propagateur dans une espace pr & plus qu'une dimension, il faudrait
remplacer l'intégrale (3.4) par une intégrale multiple, la variable d’intégration étant le vecteur x¢. Chaque
composante du vecteur x¢ serait traitée alors comme une variable interne différente.

3. La raison pour laquelle il nous est utile de considérer des familles & plus qu’une variable de controle,
méme pour traiter un probléme & une dimension, sera expliquée dans la Section 3.3.
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3.2.1 Stabilité topologique

On va présenter ici les concepts de stabilité topologique d’une fonction et d’une famille de
fonctions. Ceci nous méne a la classification de Thom des familles de fonctions, qui s’applique
3 des systémes sans symétrie particuliére. Des exemples de systémes avec symétrie seront
considérés dans la Section 3.2.2.

Stabilité topologique d’une fonction

On considére une fonction d’une variable f(z). Les points critiques z. de f sont donc les
points ou la dérivée de f s’annule, f'(z.) = 0. On suppose d’abord qu’il n’y a qu’un seul
point critique z., qui se trouve en z. = 0, et que dans son voisinage la fonction* f(z) prend
la forme

f(z) = £22. (3.18)

On appelle un tel point ‘un point critique non-dégénéré’ ou ‘un point critique de Morse’, parce
que la dérivée premiere s’annule mais la dérivée seconde ne s’annule pas. Il est topologiquement
stable par rapport & de perturbations p(z), puisque, pour p(z) suffisamment petite, la somme
f + p n’a toujours qu’un point critique, et ce point critique est du méme type, & savoir un
point critique de Morse. Ce propriété se voit de la fagon suivante. Supposons que dans le
voisinage du point critique z. = 0 la perturbation est de la forme p(z) = 2ez. La somme est
donc égale & g(z) = f(z) + p(x) = 2% + 2ex = (z + €)? — €2, qui a un point critique de Morse
a z = —e. Si 'approximation pour p(z) & l'ordre le plus bas est quadratique ou d’un ordre
plus élevé, le point critique restera de Morse aussi, et ne sera pas déplacé.

On considére ensuite une fonction qui contient un point critique dégénéré f(z) = z3.
Supposons qu’on la perturbe en ajoutant un terme p(z) = ex. Pour € positif il n'y a pas de
points critiques, et pour € négatif il y en a deux: un maximum et un minimum de Morse (voir
la Figure 3.2). Ceci est vrai indépendamment de la grandeur du parameétre de perturbation
e. La fonction f(z) = z3 est donc instable.

Formellement, une fonction f(z) est topologiquement stable si, pour toute petite pertur-
bation p(z) la somme g(z) = f(x)+p(z) est topologiquement équivalente® & f(z), c’est-a-dire
si la structure des points critiques de f(z) + p(z) est la méme que celle de f(z). Dans les
exemples donnés ci-dessus, on a vu que la fonction f(z) = 2, qui contient un point critique
de Morse, est stable, tandis que la fonction f(z) = z3, avec un point critique dégénéré, est
instable. On peut démontrer de fagon général qu’un point critique est topologiquement stable
si et seulement s’il est non-dégénéré. Tout point critique dégénéré est donc topologiquement
instable.

Stabilité topologique d’une famille de fonctions

On peut de méme introduire la notion de stabilité topologique pour une famille de fonc-
tions. Une fonction instable peut ainsi appartenir 4 une famille qui, elle, est topologiquement
stable. Les autres fonctions de la famille représentent un ‘déploiement’ de la fonction instable,

4. Tant qu’on ne considére que les aspects mathématiques du probléme, on peut négliger le terme constant
dans le développement des fonctions, puisqu’il ne change pas la structure des points critiques. Ce terme peut
pourtant jouer un réle important dans la physique, et on va l'inclure plus loin (voir ’equation (3.43)).

5. Les définitions précises de stabilité et d’équivalence topologiques sont données dans ’Annexe E.
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e>0 ' e=0 . &<0
F1G. 3.2 - La fonction perturbée g(z) = f(z) + p(z) ou f(m)‘ = 2% et la perturbation est
p(z) = ex. Pour € positif il n’y a pas de point critique, pour € = 0 il y a un seul point critique
dégénéré, et pour € négatif il y a deuz points critiques de Morse,

son point critique dégénéré ayant été divisé en plusieurs points critiques séparés. Le théoréme
de Thom classe les familles & moins de six variables de contrdle qui sont topologiquement
stables. Ces familles s’appellent des ‘catastrophes’.

Considérons la famille de fonctions & une variable de contrdle ¢

flz;t) =23+ tz (3.19)

Bien qu’on ait inclus la variable de contréle ¢ parmi les arguments de f, il faut se rappeler
qu’elle n’a pas le méme statut que z (la variable interne). En effet, les points critiques sont
les points ou le gradient de f par rapport aux variables internes s’annulent. Les dérivées par
rapport aux variables de contrdle ne jouent aucun réle dans le probléeme.

Pour une valeur non-nul de la variable ¢ tous les points critiques sont de Morse. Pour t = 0
cependant, un point critique dégénéré existe. On a déja montré que la fonction f(z;t =0) =
73 est topologiquement instable. La famille f(x;¢) dans laquelle elle se trouve est pourtant
topologiquement stable. Cela signifie que si on ajoute une petite perturbation quelconque
p(z) & une fonction f(z;t) de la famille, la somme f(z;t) + p(z) est équivalente & une autre
fonction f(z;t') de la méme famille.

Pour comparaison, on va présenter maintenant un exemple d'une famille de fonctions qui
n’est pas stable. Considérons la famille

flz;t) = £ (z* + tz?) - (3.20)
Les dérivées de ces fonctions sont
8. f(z;t) = + (42° + 2tz) = £23 (22 + 1) (3.21)

L’équation 8, f(z;t) = 0 donne les positions des points critiques de f(z;t). La structure des
points critiques dépend de t. Pour ¢ > 0 la fonction f(z;t) a un seul point critique, de Morse.
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Pour ¢t = 0 elle a un point critique dégénéré, et pour ¢t < 0 elle a trois points critiques, tous
de Morse. La disposition des points critiques est indiquée sur la Figure 3.3(a).

Supposons qu’on ajoute une perturbation p(z) = +ez. La somme g(z;t) = f(z;t) + p(z)
est

g(z;t) = £ (z* + t2® + ex) (3.22)
et sa dérivée est
Ozg(z;t) = & (4:{:3 + 2tz +€) (3.23)

La structure des points critiques de g(z;t) est différente de celle de f(z;t) (voir la Figure
3.3(b)). En particulier, considérons la valeur ¢t = tp ou

to = —3-62/3. (3.24)

En ce point la dérivée 9,g(x;t) est égale a

%\’ |
Org(z;to) = £4 (1: - T) (z + V) (3.25)
g(z;t9) contient donc deux points critiques: un point critique de Morse & £ = — /e et un

point critique dégénéré 4 z = Ve/2. Il n’y a aucune fonction de la famille f(z;t) qui est
équivalente a g(z;tg), puisque aucune fonction de cette famille ne contient exactement deux
points critiques. La famille f(z;t) est donc topologiquement instable. Notons cependant que
si le systéme présentait une symétrie telle que seules des fonctions paires soient acceptables,
la famille f(z;t) serait stable. Pour un systéme général on peut rendre la famille (3.20) stable
en introduisant une deuxiéme variable de contréle

flmit, ta) = & (z* + t27° + t17) (3.26)

Applications

Il est important de voir quelles sortes de points critiques 1'on peut trouver dans une famille
de fonctions. Une seule fonction ne contient génériquement que des points critiques de Morse.
A Pintérieur d’une famille cependant, il existe en général certaines fonctions qui contiennent
des points critiques dégénérés. L’ordre de la dégénérescence® peut étre d’autant plus grand
que le nombre de variables de contréle de la famille est élevé.

Dans un probleme de physique le nombre de variables de contrdle correspond souvent
a la dimension du systéme. Par exemple, dans le calcul de K (ps,tipirti) (Section 3.1.1)
on s’intéresse & la distribution en impulsion d’une particule & une dimension. Il n’y a donc
qu’une variable de contrdle, a savoir ps. En variant ps, on ne rencontre en général que des
fonctions ¢ (z5;ps) dont les points critiques sont dégénérés d’ordre au plus deux. La famille
la plus petite qui contient ces fonctions est f(z;t), définie dans (3.19). Cette famille s’appelle
‘le pli’ ou ‘V’arc-en-ciel’. La raison de I’appellation ‘pli’ est la suivante. Considérons ’ensemble
{(z¢, 1)Vt : 8z f(zc;t) = 0}, C'est-a-dire 'ensemble de tous les points {(z¢,t)} ol z. est un

6. L'ordre de la dégénérescence désigne le nombre N de dérivées {8, f,02f,... 0% f} qui s’annulent simul-
tanément.
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F1G. 3.3 — La disposition des points critiques de la famille f(z;t) = z* + tz? (a), et de
g(z;t) = z* + tz? + ex pour € = 0.5 (b).

point critique de la fonction f(z;t). Cet ensemble s’appelle la variété de catastrophe. Pour le
pli, il est décrit par la relation

3z2 = —t, (3.27)

qui est une parabole, ou ‘un pli’ (voir la Figure 3.4(a)).
Souvent, dans un probléme de physique, on identifie une caustique par sa variété de ca-
tastrophe. Dans le calcul de K (pg,ts;pi,t;) décrit dans la Section 3.1.1 on s’intéressait aux

points critiques zl; de la phase ¢p (z5;py) pour chaque valeur de ps. Cet ensemble de points

' {(z?,pf)} constitue la variété de catastrophe de ¢p (zf;ps) (voir la Figure 3.4(b)). Elle est
identique au diagramme espace phase du systéme, sauf que ce dernier contient de I'information
concernant la distribution le long de la courbe de ’ensemble classique qui représente ’état
quantique, information qui n’est pas présente dans la variété du catastrophe. Prés de la cau-
stique la variété de catastrophe de ¢r (zs;ps) (Figure 3.4(b)) est topologiquement équivalente
a celle du pli (Figure 3.4(a)). La valeur de ps ou il n’existe qu'un point critique szc)

(c) (

est la

caustique p; = p;’ (analogue & ¢t = 0). Ce point critique est dégénéré §2 or (:ngf); ps,c)) = 0.
Si on éloigne py de sa valeur & la caustique, il existe deux possibilités: soit le point dégénéré se
sépare en deux points critiques non-dégénérés (analogue au cas t < 0), soit il disparait (ana-
logue au cas t > 0). Dans le premier cas, deux trajectoires racines existent, et la valeur de ps
est permise classiquement. Dans le second cas, aucune trajectoire racine n’existe, c’est-a-dire
la valeur de py est classiquement interdite.

La raison pour 'appellation ‘arc-en-ciel’ est que le méme type de caustique est présent
dans un arc-en-ciel. L ’angle de réflexion d’un un rayon optique par une goutte d’eau dépend du
parametre d’impact (voir la Figure 3.5). Supposons qu’on augmente continiiment le parametre
d’impact de zéro (impact direct) jusqu’a sa valeur maximale (incidence rasante). L’angle de
réflexion augmente continiiment jusqu’a une valeur critique (l'angle ‘arc-en-ciel’) au-dela de



3.2. CONCEPTS DE LA THEORIE DES CATASTROPHES 71
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F1G. 3.4 - (a) La variété de catastrophe du pli. (b) L’impulsion py prés de la caustique pgc)

en fonction des points critiques :1:? (comparer avec la Figure 3.1).

laquelle il diminue. L’angle maximal correspond a la caustique. A cet angle, la lumiére atteint
une intensité maximale. Le fait que 'angle critique dépende de la longueur d’onde de la
lumiére incidente est ce qui produit Parc-en-ciel.

Par analogie, considérons maintenant un probleme physique & deux dimensions. En gé-
néral, les fonctions décrivant le systéme peuvent contenir des points critiques dont la dégé-
nérescence est au plus d’ordre deux. La famille la plus petite qui contient ces fonctions est
f(z;t1,t2), définie dans (3.26). Elle s’appelle ‘la fronce’, pour la raison suivante. Considérons
les valeurs de t, et to pour lesquelles il existe des points critiques dégénérés. Ce sont les
caustiques du systéme. Dans le pli il n’y avait qu’un point critique dégénéré, a savoir ¢t = 0.
Dans la fronce, les points critiques dégénérés constituent une variété & une dimension, qui
s’appelle I’ensemble de bifurcation, et qui peut étre calculée de la fagon suivante. Puisque les
points de I'’ensemble de bifurcation sont des points critiques dégénérés, ils satisfont & deux
conditions: 8;f = 0 et 92f = 0. Ces deux conditions s’expriment comme

423 + 29z +t; = 0
120242t = 0 (3.28)

Les valeurs de z qui satisfont & la deuxiéme condition sont z = +(t2/6)!/2. En substituant
ces valeurs de z dans la premieére condition on obtient une relation entre ¢; et to

\32 :
t, = F16 (32) (3.29)

Cette relation décrit I'ensemble de bifurcation. L’ensemble prend la forme d’une fronce (voir
la Figure 3.6). _

La forme de la Figure 3.6 est la forme typique d’une caustique & deux dimensions. Un
exemple est la caustique qu'on voit dans une tasse & café quand la lumiére d’une source
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onde incidente

angle
caustique

F1G. 3.5 — Les rayons optiques réfléchis par une goutte d’eau sphérique. L’indice de réfraction
de l'eau est 1,3.

lointaine (par exemple le soleil) réfléchit de la surface intérieure de la tasse et sur la surface du
café. La caustique est la courbe brillante composée de deux arcs qui se rencontrent sur leur axe
de symétrie (voir la Figure 3.7). Le point ou elles se rencontrent est le plus brillant, et marque
la pointe de la fronce. Localement autour de ce point la caustique prend la forme indiquée
sur la Figure 3.6. La correspondance entre les coordonnées de la surface et les variables de
contréle ¢; et t; est linéaire dans ce voisinage [29]. On voit les mémes formes dans la figure
de diffraction de gouttes d’eau. Une fagon de les produire est de faire passer un faisceau laser
sur une goutte d’eau et puis de le projeter sur un écran lointain.

Familles & plus de deux variables de contrdle

Jusqu'ici on n’a traité que des fonctions f d’une variable interne z. Or souvent on con-
sidére un systéme qui contient plusieurs variables internes (z,y, z,...), et on s’intéresse aux
points critiques ol le gradient Vf s’annule’. Une fonction f de plusieurs variables ne con-
tient génériquement que des points critiques de Morse. Autour de ces points la fonction est

7. Un exemple est le calcul par la méthode de la phase stationnaire du propagateur K (pe, tr;pi, ti), ou pi
et pr sont des vecteurs.
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F1G. 3.6 — L’ensemble de bifurcation de la fronce.

localement équivalente 3
flz,y,z,..)=xz? +y? £ 22+ ..., (3.30)

ou le choix + est indépendant pour chaque variable interne. Supposons maintenant qu’on
choisi une famille de fonctions f(z,y, 2, ...;t), ol t est une variable de contréle qui paramétrise
la famille. Il se peut que la famille contiennent certaines fonctions qui possédent des points
critiques dégénérés. Si la famille est paramétrisée par une seule variable de contréle t, les
points critiques dégénérés ne peuvent étre en général que du type pli. Autour d’un tel point
la famille est localement équivalente &

flz,y,2z,..;t) =z +te x>+ 22+ ..., (3.31)
Pour une famille & deux variables de contréle on retrouve la fronce
flz,y,2z,...;t1,t2) =+ (:1:4 + tyz? +tiz) + v+t (3.32)

Les deux familles (3.31) et (3.32) sont topologiquement stables. Il s’avére que le pli (3.31) soit
la seule famille & une variable de contréle qui est topologiquement stable. C’est-a-dire, toutes
les familles stables & une variable de contréle sont équivalentes a (3.31) (voir la Définition 4
dans I’Annexe E). De méme, la fronce (3.32) est la seule famille & deux variables de controle
qui soit topologiquement stable.

Des familles analogues au pli et a la fronce existent pour trois, quatre et cinq variables de
contrdle

f(z,9,2,...5t1,ta,t3) = 22 +tax® +tox’ +tiz+y? 22+ ... - (3.33)
fz,y,2,...5t1,t0,t3,t4) = :{:(:1:6+t4:1:4+t3:1:3+t2:1:2+t11:):i:y2:tz2:1:...(3.34)

f(Z,9, 2, s ti,to, ta,tants) = z' +tszd 4ty 4tz +tpx? + iz P £ 22 £
(3.35)

Elles s’appellent respectivement la queue d’aronde, le papillon et le wigwam a cause des formes
de leurs ensembles de bifurcation. La série de familles (3.31), (3.32), (3.33), (3.34) et (3.35) est



74 CHAPITRE 3. CAUSTIQUES

onde incidente

bord de
la tasse

Fi1G. 3.7 - Les rayons optiques réfléchis de la surface. intérieure d’une tasse d café.

connue sous le nom des ‘catastrophes cuspoides’. Il existe d’autres séries de familles. En effet la
queue d’aronde n’est pas la seule famille & trois variables de contréle qui soit topologiquement
stable. De méme, le papillon et le wigwam ne sont pas les seules familles stables a quatre et
cinq variables de contréle respectivement. La raison en est la suivante. Considérons les points
critiques dégénérés des familles appartenant a la série de catastrophes cuspoides. La dérivée
seconde s’annule en ces points le long de 'axe z uniquement. Or une famille & plus que
deux variables de contrdle peut contenir des fonctions dont la dérivée seconde s’annule en
les points critiques en deux directions simultanément. De telles familles appartiennent a la
série de catastrophes dites ‘ombiliques’. Chaque famille générique & moins que six variables
de controle appartient soit & la série cuspoide soit a la série ombilique. Les deux séries sont
présentées dans I’Annexe F.

Si on inclut parmi les points critiques ceux qui sont complexes, et on compte chacun avec
sa multiplicité® le nombre total de points critiques est identique pour toutes les fonctions
appartenant i la méme famille générique. Ce nombre caractérise donc la famille. Diminué a
une unité, il s’appelle la codimension de la famille. La codimension de la catastrophe la plus
simple, le pli, vaut donc un. La fronce a une codimension de deux. Si le systéme ne contient
pas de symétrie particuliére, la codimension est égale au nombre de variables de contréle.

3.2;2, Systémes avec symétrie

La classification de Thom ne s’applique pas aux systémes qui présentent une symétrie
particuliere. En effect la symétrie change la stabilité d’une famille de fonctions. Considérons
par exemple la famille (3.20), qui ne contient que des fonctions paires. Cette famille est
_topologiquement instable pour des systémes généraux, mais stable pour des systemes qui sont
invariants par réflexion. La codimension d’une famille appartenant & un systéme symétrique
est plus grande que le nombre de variables de contréle. En revanche le nombre de variables de
controdle est toujours égal au nombre de points critiques ‘indépendants’ moins un (chaque point

8. J'utilise le terme ‘multiplicité’ pour indiquer l'ordre de dégénérescence d’un point critique. Un point
critique de Morse par exemple a un multiplicité de un. Un point critique auquel les premieres n dérivées
s’annulent mais la (n + 1)iéme dérivée ne s’annule pas a un multiplicité de n.
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critique compté rappelons-le avec sa multiplicité). Cette derniére relation est importante pour
le développement des approximations uniformes, qu’on va aborder dans la partie suivante.
Deux points critiques sont considérés indépendants s’ils ne sont pas reliés I'un a ’autre par la
symétrie du systéeme. Par exemple, pour un systéme qui est invariant par réflexion, les points
critiques qui sont disposés symétriquement autour de l’origine ne sont pas indépendants.
Notons que pour un systéme général tous les points critiques sont indépendants.

Un autre exemple de symétrie est la périodicité. On peut s’intéresser par exemple aux
familles de fonctions de la forme

fe(z;t) = tsinz + &z
fe(zith,t2,601) = tosin2z +tysin(z +60;) + &z
. n—1
fe(mty, oo ytn, 01, 00 ) = tnsinnz+2tjsin(jx+9j)+§x (3.36)
i=1 .

Si les fonctions f désignent des phases il faut que 'indice ¢ vaille un nombre entier pour
qu’elles soient périodique. Dans des problémes physiques £ joue souvent le réle d’un parameétre
de quantification. Si en revanche les fonctions désignent des amplitudes quelconque il faut que
€ soit égal a zéro. La codimension de chacune de ces familles est infinie, bien que le nombre de
variables de contréle {t1,... ,tn,61,... ,0,-1} soit fini. On peut facilement vérifier cependant
que le nombre de variables de contréle est égal au nombre de points critiques indépendants
moins un. En effet le nombre de points critiques indépendants est le nombre de points critiques
contenus dans une période.

3.3 Approximatidns uniformes

Ayant énoncé quelques-uns des concepts de la théorie des catastrophes, on va main-
tenant les utiliser pour obtenir des approximations uniformes. Ce sont des approximati-
ons semi-classiques qui sont valable partout dans le voisinage des caustiques et se réduisent
uniformément a I’approximation de la phase stationnaire loin des caustiques. Une de leurs
propriétés importantes est que, comme c’était le cas pour l'approximation de la phase sta-
tionnaire, leurs résultats ne dépendant que de quantités classiques, a savoir P’action généralisée
le long des trajectoires racines et la densité de chemins classiques autour de ces mémes tra-
jectoires.

3.3.1 Le choix d’une forme générique pour la phase

Pour présenter la méthode d’approximation uniforme, je vais prendre comme exemple le
calcul du propagateur K (ps,ts;pisti), considéré dans la Section 3.1. Le point de départ est
I'intégrale (3.4). Pour simplifier la notation je vais pourtant supposer que ’approximation
BKW du propagateur K(zs,ts;pi,t;) ne contient qu'une branche I'. La phase de I'intégrand
(3.4) s’écrit donc sans indice, comme ¢ (zs;py). Selon la théorie des catastrophes, il y aura
en général des valeurs pffc) de 'impulsion pour lesquelles la fonction ¢ (zy;ps) contient des
points critiques dégénérés. L’approximation quadratique (3.7) pour la phase n’est pas valable
a de tels points, et la méthode de la phase stationnaire échoue. Puisqu’il n'y a qu’un seul
variable de contrdle py, la théorie des catastrophes montre que les points critiques dégénérés
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ne peuvent étre en général que du type pli. Localement, autour de la caustique, la forme de
la phase est donc équivalente A (3.19). Si on substitue les variables (zs;pys) pour les variables
(z;t) dans la forme générique (3.19), en utilisant des relations linéaires valable localement
autour de la caustique, on obtient

otin) =0 (a08) + e | 58 et (o1 =) = s (o 58
(3.37)

11 faut insister sur le fait que ’approximation (3.37) n’est valable que localement a la caustique.
Or la méthode de la phase stationnaire échoue non seulement aux caustiques py = p(fc) meémes,

mais aussi dans leur voisinage p; = p(fc). Ce concept d’un ‘voisinage’ n’entre pas dans la

théorie mathématique des catastrophes, bien qu’il soit trés important dans son application
aux systémes physiques. Dans 'application aux intégrales oscillatoires, que nous considérons
ici, le voisinage est déterminé quantitativement par la rapidité d’oscillation de la phase, et
donc, dans notre cas, par le parametre A. On va maintenant calculer ’étendue de ce voisinage
pour le pli (3.37). A

Supposons qu’on choisisse une valeur de py proche de la caustique p(jc) . Pour cette valeur

de p; on développe la phase autour d’un point critique zf;
f 1 ) r\?, 1 F F\°
#(zp;ipr) = ¢ (513;;1)/) + §a§f¢> (xf;pf) (:I:f — a:f) + §8§,¢ (m?;pf> (:zf — J;I}) + ...
(3.38)

Il est valable de tronquer le développement A second ordre si le terme cubique est trés petite
devant le terme quadratique, c’est-a-dire si

30 (<o) (5 -+1)

Cette condition peut s’exprimer de fagon plus concis comme

<1 pour (:nf - :I:I;)2 = aﬁqu (:r?;pf)l ' (3.39)

82,¢ (rr;;pf) r/z (3.40)

62f¢(:z;;pf)l <

Si on utilise ’approximation (3.37) pour calculer les dérivées 3§f¢> (a:ljj;pf) et nggb (zI;;pf)

prés de la caustique py = p&c) on trouve que la condition (3.40) est satisfaite pour les p; tels
que

3
O > »?

‘Pf -p (3.41)

25 (s

Le ‘voisinage’ de la caustique est défini comme ’ensemble des ps; qui ne satisfont pas a
I'inégalité (3.41). Pour ces valeurs de py la méthode de la phase stationnaire n’est pas valable.

Une fagon équivalente d’exprimer le régime de validité de la méthode de la phase sta-
tionnaire est en termes de la proximité entre les points de la phase stationnaire. Pour le pli
il existe deux points de la phase stationnaire dont la séparation est d’autant plus petite que

la variable de contréle py est proche de la caustique p(fc) (voir la Figure 3.4). En utilisant la
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condition (3.40) et 'approximation (3.37) on trouve que la méthode de la phase statignnaire

est valable seulement si les deux points de phase stationnaire, que j'appelerai :::1;‘ et -2, sont
suffisamment loins I’un de I'autre que

-1
= = 13

ry, _ I

‘zf Ty > h

(3.42)

5%5( (fc),tf;Pi,ti)

Supposons que py se trouve dans le voisinage de la caustique, au sens de I'inégalité (3.41).
Il n’est pas alors valable d’utiliser une approximation quadratique pour la phase comme
I'on a fait dans la méthode de la phase stationnaire. Or il se peut que le développement
(3.37) ne soit pas une bonne approximation a la phase non plus, puisque elle n’est valable
que localement a la caustique. Ce qu’il faut est une approximation semi-classique qui soit
localement valable partout dans le voisinage de la caustique et se réduise & ’approximation
de phase stationnaire loin de la caustique. Ceci est la motivation pour le développement des
approximations uniformes.

L’idée de base est d’utiliser une forme pour la phase qui soit localement correcte a tous
les points de phase stationnaire simultanément. Elles résolvent ainsi la difficulté, & I'origine
de 1'échec de la méthode de la phase stationnaire, que certains points critiques peuvent se
trouver trop proche 1'un de P'autre pour étre traités indépendamment. Les formes génériques
pour la phase sont fournies par la théorie des catastrophes.

La proximité entre des points critiques joue un role important dans le choix de la forme
générique qu’on prend pour la phase. Bien que la famille de fonctions ¢(zs;ps) n’ait qu’une
variable de contréle ps, et donc ne contienne en général que des fonctions dont les points
critiques sont dégénérés d’ordre au plus deux, il se peut que ces mémes fonctions possédent
trois points critiques ou plus qui sont tous ‘proches’ les uns des autres dans le sens de I’inégalité
(3.42). En ce cas la forme générique adaptée aura plus qu'une variable de contréle.

En général le choix de la forme générique est déterminé par la disposition des points
critiques, et non par le nombre de variables de contrdle originales (dans notre cas une seule,
a savoir py). Si par exemple tous les points critiques sont isolés, on peut utiliser comme
approximation la fonction de Morse a chaque point critique séparément (ce qui revient a
appliquer la méthode de la phase stationnaire). Si en revanche un point critique est proche
d’un autre point critique (mais isolé de tous les autres), on peut utiliser le pli pour cette paire.
De méme, si un point critique est proche simultanément & deux autres points critiques (mais
isolé de tous les autres) il faut utiliser la fronce.

Pour des systémes qui présentent une symétrie particuliere la procédure est la’ méme.
Considérons par exemple un systéme périodique. Si tous les points critiques sont isolés, on
peut utiliser la fonction de Morse. Si chaque point critique est proche & un autre au plus, il
suffit d’utiliser le pli. Si en revanche tous les points critiques sont proches les uns des autres
il faut utiliser une des formes génériques périodiques (3.36). Le choix dépend du nombre de
points critiques par période (comptés avec leur multiplicité). Ce nombre est pair. S’il y a deux
points critiques par période, il faut utiliser la famille f¢ (z;t) & une variable de contréle. S’il
y a quatre points critiques par période il faut utiliser la famille a trois variables de contrdle,
et ainsi de suite.
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3.3.2 Obtention heuristique des approximations uniformes

* On va présenter maintenant la méthode d’approximation uniforme. Le but n’est pas de ju-
stifier tous les étapes de fagon rigoureuse, puisque certaines entre elles dépendent de théorémes
assez subtils de la théorie des catastrophes. On va plutét insister sur le démarche pratique et
la signification physique du résultat. Chaque étape sera illustré par les exemples de la fonction
de Morse, du pli et de la famille périodique & un harmonique.

Détermination de la phase

La premiére étape dans la recherche d’une approximation uniforme de I'intégrale (3.4) est
de choisir une forme générique pour la phase ¢ (zy;py)

¢(zsipr) = flu;t) +. (3.43)

Le choix de f(u;t) est déterminé par la structure des points critiques et la symétrie du
systéme, comme on 'a décrit dans la Section 3.3.1. t est un vecteur de dimension r, qui
dénote les variables de controle. Ce sont des fonctions (en général non-linéaires) de py. v
est une constante, qui n’a pas d’importance au point de vue mathématique, puisque elle ne
change pas les points critiques, mais contient souvent une signification physique. Dans les
exemples qui suit on va remplacer f(u;t) par la fonction de Morse (3.18), le pli (3.19) et
la fonction périodique & un harmonique (3.36). On distinguera les quantités associées aux
différents exemples par les indices I, II et oo respectivement. Ces indices fait référence au
nombre de points critiques traités simultanément.

Si un point critique est isolé de tous les autres, on peut utiliser la fonction de Morse (3.18)

¢(zpipp)=2u’ +v (3.44)

qui ne contient aucune variable de contrdle t. Ceci revient & utiliser la méthode de la phase
stationnaire. En différentiant la fonction de droite par rapport a u, on vérifie qu’elle possede
en effet un seul point critique u., qui se trouve en

ue =0 (3.45)

Si deux points critiques sont proches, mais isolés de tous les autres on peut utiliser le pli
(3.19)

¢(zsipp) = u® + tyu + Yu (3.46)

qui contient une variable de contrédle ¢,;. La fonction de droite posséde maintenant deux points
critiques® uF, qui se trouvent en

+ ty 172 . .
wf=x(-3) . (3.47)

Si la famille ¢ (z; py) est périodique et contient au plus deux points critiques par période, il
faut utiliser la famille périodique & un harmonique (3.36)

¢ (z5;pf) = toosinu + &u + Yo (3.48)

9. Notons que pour £1; positif les deux points critiques sont complexes.
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qui contient une variable de contréle to,. La fonction de droite posséde en effet deux points

critiques par période ugn)i

u{™* = + arccos (—-ti> + 27n (3.49)

o0

ol la valeur de la fonction arccos est prise dans la gamme [0, 7[.

Il est important de noter que I’équation (3.43) fournit la définition de la variable u, et
n’est pas une approximation locale, comme c’était le cas pour le développement (3.37). La
relation entre zy et u n’est pas donc en général linéaire. Cependant, puisque ¢ (zy;py) et
f(u;t) ont la méme structure de points critiques, v se déduit de z; par un difféomorphisme
yt (qui dépend de t)

u = ye(zy) (3.50)

On utilise le fait que ¢(zf;pf) et f(u;t) ont la méme structure de points critiques pour
trouver les parameétres libres {t,~}. En différentiant I’équation (3.43) par rapport & zs on
obtient :

du

az!qs(xf;pf) =auf(u§t)a : (3.51)

Puisque u s’exprime en termes de z; par un difféomorphisme, ni du/dz; ni son inverse

ne peuvent s’annuler. Les points critiques xI; de ¢ (zs;ps) correspondent donc aux points
critiques de f(u;t). Puisque le nombre de points critiques indépendants est important pour
obtenir I’approximation uniforme, on va les numéroter I' <> () ol i € {0,... ,r}. On utilisera

la notation zg) pour les points critiques indépendants mI} de la fonction ¢ (zy;py), et la

notation ugi) pour les points critiques indépendants de f(u;t). La correspondance entre ugi)

1 .
et zg) s’exprime comme

u) =y (z10) | (3.52)
ou
0, (s8p7) = 0
Ouf (ug"),t) =0 (3.53)

En substituant les relations (3.52) dans (3.43) on trouve
6 (20;ps) = £ (u0,8) + - (359)

Les équations (3.54) fournissent des conditions avec lesquelles on peut trouver les parametres
libres {t,~v}. Notons que le nombre de points critiques indépendants (et donc le nombre
d’équations) vaut 7 + 1, qui est égal au nombre total de parameétres libres {t,~}. Le fait que
ce systéme d’équations est inversible est garanti par les résultats de la théorie des catastrophes
concernant la forme des familles génériques f (u,t).
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Dans le cas trivial (3.44) ou on traite un seule point critique isolé, on trouve que le
parameétre libre v, est égale a la phase au point critique

T = ¢ (zc;py) (3.55)

Dans le cas (3.46) ou on traite deux points critiques simultanément, on trouve que les pa-

rameétres libres <, et ¢, sont déterminés respectivement par la somme et la différence des

phases aux deux points critiques z

1 -
T =3 [¢ (x:;pf) +9¢ (zc §pf)]
—. _ +. 2/3
o = o[fleimn = sezion] 5
Dans le cas périodique (3.48) il existe un infinitude de points critiques xﬁ")i, mais seulement

deux d’entre eux sont indépendants. Le parameétre { peut étre obtenu en comparant les phases

a deux points critiques séparés d’une période, par exemple xS;l)_ et xgo)_.

) . ) _ _

¢ = o [¢(s897sp7) — 6 (s73m/)] (3.57)
Puisque les points xﬁl)— et z£°" ne sont pas indépendants il faut que leur différence de
phase soit égal & un multiple de 27. Les parametres libres v, et to, peuvent étre déterminés
respectivement par la somme et la différence des phases aux deux points critiques se trouvant

dans la méme période, par exemple x£0)+ et x&""

o = Lo (s0%in) +o (20710

toot/1— <é>2 + £ arccos (—é) = % [qﬁ (x£°)+;pf) - ¢ (zﬁo)_;pf)] (3.58)

La derniére équation est une expression implicite pour #.

Notons que les phases aux points critiques ¢ (z&i); D f) sont proportionnelles aux actions

généralisées S’la (ps) le long des trajectoires racines I' (voir équation (3.10)). Les parameétres
libres {t,~} sont donc entierement déterminés par ces actions généralisées.

La méme procédure que celle présentée ci-dessus doit étre suivie pour pour trouver les
parameétres libres {t,~v} correspondant aux points critiques complexes.

Etant donnés les valeurs des parameétres libres {t,~}, on peut simplifier I'intégrale (3.4)
en changeant la variable d’intégration de z; a u

etv
V2rh

Jusqu’ici aucune approximation n’a été faite.

- - dTs ;...
K (ps,tpspisti) = /dUA(xf,tf;pi,ti) d—ufe’f("’t) (3.59)

Détermination de ’amplitude

On introduit maintenant une approximation en choisissant une forme approchée pour
Pamplitude de 'intégrand de (3.59). En supposant que cette amplitude présente la méme
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symétrie que la phase ¢ (zy;py) on utilise I'approximation

< ' dz
A(zptripints) 3o~ alu,t) (3.60)
u
ol on pose
d 0
a(u,t) = ag + ; aj-aij (u,t), (3.61)
les coefficients {ag,...,ar} étant des parameétres & déterminer. J’expliquerai dans la suite

pourquoi la forme (3.61) est convenable.

Puisque I'intégrale (3.59) est dominée par les points critiques ugl) de la phase f (u,t), il est
important que I’approximation (3.60) soit bonne en ces points. On choisit donc les parameétres
{ag,... ,ar} pour que la fonction a(u,t) soit exactement égale a I'amplitude Adz;/du aux
points critiques

a (,“fzi),t) =4 (wﬁi),tf;pi,ti) %

= AW (3.62)

z=z£i),

On a introduit ici la notation A® pour les valeurs de Adz s/du aux points critiques. Les
équations (3.62) fournissent r+1 conditions avec lesquelles on peut obtenir les r+1 parametres
libres {ao, ... ,ar}.

Considérons le cas trivial (3.44) ou on traite un seule point critique isolé. L’approximation
(3.61) se réduit alors & une constante

a;(u) = ag,. (3.63)

En utilisant I'’équation (3.62) on trouve que cette constante est égale a4 ’amplitude .A au point
critique.

ag,; = A, (3.64)

Dans le cas (3.46) ol on traite deux points critiques simultanément, I’approximation (3.61)
se réduit a une fonction linéaire

an(u,t) = aou + a1 yu. (3.65)

En insérant les positions des points critiques (3.47) dans ’équation (3.62), on trouve que ag
est proportionnelle 4 la somme des amplitudes AL calculées aux deux points critiques T et
a1, est proportionnelle & leur différence

1
an = 5[-’4?1-'*'-41_1]
o = 5(7) Af - A7) (3.66)

La valeur de a,,; s'obtient en utilisant I'expression (3.56) pour ¢;.
Dans le cas d’un systéme périodique 'amplitude A dz/du doit elle aussi étre périodique.
En utilisant approximation (3.61) on obtient

Qoo (U, t) = G,00 + @1,00 SID T, (3.67)
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En dénotant les amplitudes aux points critiques m&")i par AL (indépendants de n) on trouve

que les coefficients de (3.67) sont

G = 3 AL+ AZ]
arpo = —me—— [AL - A3 (3.68)
2¢/1 = (rf:)

oll to, est déterminé implicitement & partir de I'équation (3.58).

Ayant présenté ces trois exemples simples on va retourner a la question poser ci-dessus
concernant le choix de la forme (3.61) de I’amplitude approchée a(u,t). La fonction (3.61)
est en fait le terme d’ordre le plus bas d’un développement qui couvre ’espace de toutes les
fonctions satisfaisant & la symétrie du systéme

a(u,t) = “‘MZ af 8t Fut) ¥ [0uf (u,t)]F, (3.69)

k=0

La démonstration [30] que (3.69) constitue un ensemble complet de fonctions nécessite des
résultats assez subtils de la théorie des catastrophes. Pour cette raison je ne vais pas la
présenter ici. Cependant, ayant accepté que (3.69) contient toutes les fonctions possibles

Adz 7/du, la raison pour le choix (3.61) est évidente. En effet, chacun des termes de (3.69)

pour £ > 0 s’annule a tous les points critiques u( 2

, puisque Oy f (ug),t) = 0. Or seuls les
points critiques (et leurs voisinages immédiats) contribuent de facon significative a I'intégrale
(3.59). Les termes de (3.69) d’ordre plus haut que zéro peuvent donc étre négligés.

On peut faire une observation qui justifie d’une autre maniere le choix (3.61). Puisque
seules les valeurs de Adz ¢/du aux points critiques contribuent au résultat de fagon signifi-
cative, tout ce qu’on exige du choix de a(u,t) est qu’il reproduit bien ces valeurs aux points
critiques. Pour satisfaire a cette exigence il faut que le systéeme d’équations (3.62) soit inversi-
ble, c’est-a-dire, il faut qu’on puisse déterminer tous les coefficients {ay, ... ,a,} & partir des
valeurs A(®). Or il est clair que cette condition est remplie dans les trois exemples considérés
ci-dessus, a savoir le point de Morse, le pli et la famille périodique. Qu’elle est satisfaite aussi
dans le cas général est démontré dans I’Annexe G.

Considérons maintenant la signification physique de A Tl faut d’abord calculer la dérivée
dzy/du aux points critiques. On l'obtient en différentiant ’équation (3.43) deux fois par
rapport a zy.

d%u
dz?

du

o, (oo = 20 (&) 4 ouswo Sy .70

Le deuxiéme terme s’annule au point critique ug) puisque 9y f ( ), t) = 0, et on trouve

o2 ¢(mc),:vf) e

dzs _
z=:r,(;") B 82f (u(') t)

— (3.71)
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En utilisant la relation

2

-1/2
_ _ - 5 _ -
v +Y — A (L foem. £ ; R % (PR
Af‘(pf’tfapzatz) = Ar (-vatfapntz) |:_13:E‘2f SI‘ (Ef,tf,p,,tl)] (3.72)

(voir I’équation (3.12)) et le fait que 6§f¢ (zg);pf) = 82/5' (xI;,tf;pi, t,-) , on trouve que

AD = Az (pg,tripiti) [—iaﬁf (U?),t)]l/z- (3.73)

A® est donc proportionnelle 4 Pamplitude semi-classique Zf (pf,ts;pi, ti). La constante de
. . 1/2
proportionnalité [—iag f <u£’),t)] est un nombre qu’on calcule facilement en sachant les

valeurs des variables de contréle t. On conclut que les parameétres {aq,... ,ar} s'obtiennent
a partir de I’équation (3.62) en n’utilisant que des quantités classiques du systéme, a savoir
les actions généralisées Sy(py,ts;pi,ti) et les amplitudes semi-classiques Ar(py,ts;pi,t:).
Calcul de l'intégrale

En substituant ’approximation (3.60) I'intégrale (3.59) devient

- e’ r a ,
K(pstsipinti) ® —— [ du{ao+ > aj=—f (u,t) p /@t 3.74
Les valeurs des variables de controle t (3.54) et des coefficients {ao,...=,ar} (3.62) sont

déterminées par I’action généralisée S'Ia(p f) et 'amplitude semi-classique Az (py,ts;pi,t;) le
long de chaque trajectoire racine de K (p #,tf;pis ti). Etant données ces valeurs on peut calculer
'intégrale (3.74) explicitement. Si on définit

1 .
I(t) = du et/ (4t 3.75
0= 7z [ due (373)
'intégrale (3.74) devient
= iy ~— 0
K(py,tripiti) ~ €7 aol(t) =i ) a;5-1(t) (3.76)
=t 7

I(t) sont des intégrales simples qui s’expriment souvent en termes de fonctions standard.
Par exemple, pour le pli la phase générique est f(u;t) = u3 + tu, et 'intégrale I(t) est
proportionnelle 4 la fonction d’Airy Ai (t/ \3/5) Si les deux trajectoires racines sont réelles,
argument ¢ est négatif, et la fonction Ai (t/V/3) est oscillatoire. Dans le cas ot les déux tra-
jectoires sont des conjugués complexes, ¢ est positif, et la fonction Ai (t/ \3’/5) est exponentiel-
lement décroissante. Pour la fronce, la phase générique est f(u;ty,t2) = £ (u? + tou® + t1u),
et lintégrale I(t;,t2) est proportionnelle & la fonction de Pearcey [31]. Pour la catastrophe
périodique la plus simple la phase générique est fe(u;t) = tsinu + €u. L’intégrale I(t) est
alors proportionnelle 4 la fonction de Bessel J,(—t) quand £ = n est un nombre entier. Quand
€ n’est pas un nombre entier 'intégrale I(t) est nulle. La théorie des catastrophes non seule-
ment classe les différents types de caustiques, mais détermine aussi les fonctions de diffraction
(3.75) qui en résultent.



84 CHAPITRE 3. CAUSTIQUES

3.3.3 Comparaison de résultats

- Dans cette partie on va supposer que le systéme considéré est périodique, et que la phase
@ (zy; py) contient deux points critiques par période (éventuellement complexes) pour chaque
valeur possible de py (voir la Figure 3.8). On va comparer les résultats obtenus pour 'intégrale
(3.59) en utilisant les trois méthodes discutées ci-dessus. La premiére méthode est celle de
la phase stationnaire, ol la fonction de Morse (3.44) est utilisée & chaque point critique
séparément (voir la Figure 3.9). La deuxiéme méthode est d’utiliser le pli (3.46) aux paires
de points critiques les plus proches (voir la Figure 3.10). La troisiéme est d’utiliser la forme
périodique (3.48), qui traite tous les points critiques simultanément (voir la Figure 3.11). On
verra que les résultats des trois méthodes sont en accord quand tous les points critiques sont
isolés les uns des autres. Dans le cas ou chaque point critique est proche d’exactement un
autre, la méthode de la phase stationnaire n’est pas valable, mais les prédictions des deux
autres méthodes sont en accord. Quand tous les points critiques sont proches les uns des
autres, seule la méthode d’approximation périodique est valable.

&(x¢:Pf) o(xf;pf") o(xf:Pf")
A A A

/\ ' X0 m X /N : >
[+ - ~ G4 | 1- ~ -
U " U N b " N X Xt

Y

(a) W (©)

Fi1G. 3.8 - La phase ¢ (zy;py) pour trois valeurs possibles de py. Pour psy dans la région
permise (Figures (a) et (b)) il existe deuz points critiques réels par période. Pour py dans la
région interdite (c) il n’y a aucun point critique réel. On suppose cependant qu’il existe deuz
points critiques complezes par période.

Plutét que de choisir un systéme particulier dont on connait les résultats exactes, on va
comparer ici les résultats des trois méthodes ci-dessus pour toutes les valeurs possibles de
Paction généralisée Sla(pf,tf;pi,ti) et amplitude semi-classique fila(pf,tf;p,-,ti). Ceci per-
met d’étudier les régimes de validité de la méthode de la phase stationnaire et la méthode de
l’approximation uniforme & une caustique (en supposant toutefois que la méthode d’approxi-
mation uniforme périodique constitue la meilleur approximation des trois).

On n’'impose donc aucune contrainte sur la phase ¢ (zf;pf) = [S'(zf, ts;piyti) — pf:cf] /A,
sauf qu’elle contienne pour chaque valeur possible!? de py deux points critiques par période
(ces points étant éventuellement complexes). On considére donc une phase de la forme tracée

10. Notons que la phase ¢ (zy;ps) (modulo 27) n'est périodique que pour certaines valeurs de py, & savoir
celles pour lesquelles ¢ (z; + 2w/k;ps) — ¢ (zs;ps) = 2xN out 27w /k est la période du systéme et N est un
nombre entier.
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&(xs:ps') uZ+y)

F1G. 3.9 — La phase ¢ (-:z:f;p’f>, et sa transformation par un changement de variables en la
fonction de Morse. La transformation est valable autour d’un seul point critique.

sur la Figure 3.8(a). Si on diminue py les positions des points critiques changent. Au fur et

4 mesure qu’on approche la caustique p(fc) chaque paire de points critiques converge, et leur

différence de phase se réduit. A la caustique elle-méme p; = p(fc) un point critique dégénéré se
produit par période. Au dela de la caustique les points critiques sont des conjugués complexes,
et leur différence de phase est imaginaire.

Pour chaque valeur de ps on calcule les parametres libres {t, v} selon la méthode décrite
dans la derniére partie. Les valeurs des parametres sont telles que la phase soit la méme aux
points critiques correspondants de ¢ (zf;pys) et de f(u,t) (voir les Figures 3.9, 3.10 et 3.11).
Pour la fonction de Morse (3.44) le parametre v, est recalculé pour chaque point critique (voir
la Figure 3.9). Pour le pli (3.46) les parameétres ¢;; et 7, sont obtenus pour chaque paire de
points critiques (voir la Figure 3.10). t;; dépend uniquement de la différence de phase A¢
entre les points critiques de la paire, et v, dépend de leur somme (voir les équations (3.56)).
A cause de la périodicité du probléme ¢, est identique pour tous les paires, et 7, varie d’un
multiple de 27. Pour la fonction périodique (3.48) une seule valeur des parametres o et Yoo
applique & tous les points critiques simultanément (voir la Figure 3.11). v dépend toujours
de la somme des phases des deux points critiques les plus proches de zéro. Le parametre to,
dépend de la différence de ces phases A¢ et de la valeur de £ (voir les équations (3.58)). &
rappelons-le, est le changement de la phase aprés une période, divisé par 27. Pour que la
phase soit périodique (modulo 27), il faut que £ vaille un nombre entier.

On va maintenant comparer les valeurs obtenues pour I'intégrale (3.59) en utilisant les trois
méthodes. La facon la plus évidente de présenter ces résultats serait peut-étre de les tracer
en fonction de la différence des phases A¢. Ce n’est pas pourtant la facon la plus commode
puisque A¢ devient imaginaire au dela de la caustique. J’ai donc choisi de les tracer en fonction
de t;; (voir la Figures 3.12). Ce parametre depend de A¢ et reste toujours réel. L’intégrale
(3.59) dépend des amplitudes semi-classiques A*(py,ty;pi, ti) associées aux deux trajectoires
racines indépendantes. Puisque la dépendance est trés simple il n’est pas nécessaire de répéter
les mémes figures pour beaucoup de valeurs différentes. En effet I'intégrale se décompose en
deux parties, I'une qui est proportionnelle a la somme des amplitudes A* (pg.tr;piti) (le
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$(¢:Pr") udstyuty
A A

F1G. 3.10 - La phase ¢ (a:f;p'f), et sa transformation par un changement de variables en le
pli. La transformation est valable autour de deuz points critiqgues simultanément.

terme en ap dans ’équation (3.76)) et Pautre qui est proportionnelle a leur différence (le
terme en aj). Sur la Figure 3.12 deux séries de résultats sont tracés en fonction de ¢, la
premiére (a) pour laquelle ag ; est constant et a; ;, vaut zéro, et la seconde (b) pour laquelle
ay,;; est constant et ag;; vaut zéro. Notons que les résultats obtenus pour le pli dans ces deux
cas sont simplement la fonction d’Airy et sa dérivée respectivement.

On voit que pres de la caustique (t;; petit) les résultats obtenus par la méthode de la phase
stationnaire divergent, alors que ceux obtenus avec la méthode de 'approximation uniforme
a une caustique du type pli restent finis. L’approximation uniforme & une caustique ne donne
pas de bons résultats dans le régime de petit ¢;; pour £ = 0. Pour des valeurs de £ plus grandes,
les prédictions de la méthode d’approximation uniforme a une caustique sont en bonne accord
avec celles de la méthode d’approximation uniforme périodique.

Les Figures 3.13 et 3.14 montrent les résultats obtenus pour les poids des bandes latérales
du probléme considéré dans l'introduction en utilisant 'approximation uniforme a une cau-
stique et 'approximation uniforme périodique.

3.4 La détermination des indices de Maslov

Le calcul d’un propagateur par la méthode de la phase stationnaire ou de Papproximation
uniforme, permet de déterminer les indices de Maslov du propagateur cherché a partir de ceux
du propagateur secondaire. On va présenter ici deux exemples de cette technique, et appliquer
les résultats au calcul de la condition de quantification d’énergie d’un oscillateur harmonique.

3.4.1 Variation des indices au cours de ’évolution du systéme

Considérons un systéme qui commence dans un état propre de position et qui est soumis
" a un potentiel harmonique. On peut représenter 1’état quantique du systéme par un ensemble
de particules classiques qui se trouvent initialement 4 la méme position mais avec des impul-
sions régulierement distribuées (voir la Figure 3.15(a)). La fonction d’onde de ce systéme est
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oxpipf) 1 SIN(U)+EU+y,,
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F1G. 3.11 - La phase ¢ (z5;py), et sa transformation par un changement de variables en la
forme périodique d un harmonique. La transformation est valable pour toute valeur de z;.

donnée par le propagateur de Feynman K(zy,ts;z;,¢;). Puisque le potentiel est quadratique
le propagateur s’'obtient exactement (jusqu’a une phase globale) par la méthode BKW.

imw 2 _ 2x5zi 2
e—iv(ts ti)m/2 €XP {Mpm [mf Eo‘s[u_(m + ‘”i] }

(2imh)!/? Isin [w (t; — t;)] /mw|'/?

K(:L‘f,tf;:l,‘i,ti) = (3.77)

La phase globale est déterminé par 'indice de Maslov v, qui est une fonction de temps. Elle
change pendant 1’évolution chaque fois que 'amplitude du propagateur passe une singularité.
La premiére singularité se produit & l'instant initial {; = ¢;, puisque ’amplitude diverge en
- ce moment & la position z;. La singularité suivante se produit & I'instant t; = ¢; + 7/2, on
T = 27 /w est la période d’oscillation. En ce moment I'amplitude du propagateur diverge au
point —z;. Les singularités se répetent toutes les périodes. On peut calculer les indices de
Maslov en basculant successivement entre ’espace des positions et 'espace des impulsions.

On exprime donc le propagateur de Feynman K (zy,tf; ;,¢;) comme une intégrale sur le
propagateur K(zy,ts;p;i,t;)

‘ . ) -
K(zg, ty;zi,t;) = m/dpil((mf,tf;pi,ti)e pizi/h (3.78)

Puisque I'intégrale représente une transformée de Fourier, le propagateur K (z frtf;pis t;) s’ob-
tient & partir de K (zy,ty; zi,t;) par la transformée de Fourier inverse (2.31). R’(xf, tf;pisti)
est la fonction d’onde d’un systéme qui se trouve initialement dans un état propre d’impul-
sion. Le diagramme espace phase pour un tel systéme soumis au potentiel harmonique est
tracé sur la Figure 3.15(b). On constate que les singularités de K (z f>tf53pi, t;) se produisent
aux instants t; = t; + (2n + 1)7/4, ol n est un nombre entier.

Comme c’était le cas pour le propagateur de Feynman, K(zy,ts;p;,t;) s'obtient exacte-
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1.0

0.07

-0.51

F1G. 3.12 — Les valeurs obtenus pour l’intégrale (8.74) en fonction de t,;. La figure (a) est
calculée avec ag ;; = constante et ay ;,;, = 0, et la figure (b) avec a1 ;; = constante et ag ;; = 0.
Les figures comparent les résultats obtenus avec la fonction de Morse (i), ’approzimation
uniforme & une caustique du type pli (i), et ’approzimation uniforme périodique pour £ =0

(iit) et € =1 ().
ment (jusqu’a une phase globale) par la méthode BKW.

itan[w(t;~t; )I 2 _ 2piz ' i
e—iﬁ(t,,t,-)ﬂ'/2 exp {— 2h mwzf sinlwitf—ti)l + mw (3 79)

(2mh) '/ cos [w (t; — #:)]|*/

I_{(mfatf;piati) =

Il reste & trouver les indices de Maslov 7. A l'instant initiale t; = ¢; le propagateur prend une
valeur bien définie: c’est une onde plane (zf|p;) = exp (ip;zs/h) /V2nh dont la phase globale
est connue. En sachant la phase globale, on trouve que I'indice de Maslov u(t; = t;,t;)
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FiG. 3.13 — Comparaison entre l’approzimation uniforme & une caustique du type pli et les
résultats ezacts, pour les paramétres utilisés dans la figure 1.3.

vaut zéro. La valeur de © reste constante jusqu'a la premiére singularité du propagateur
I—{(xf,tf;pi,ti), qui se produit & l'instant ¢; = ¢; + 7/4. Pendant l'intervalle ]¢;,¢; +.T/4[ on
peut utiliser la valeur de 7 pour calculer celle de v, 'indice de Maslov du propagateur de
Feynman, en insérant I’expression exacte de K (z frtf;piyt;) dans la transformée de Fourier
(3.78). On trouve que v aussi vaut zéro pendant cet intervalle. Or v reste constant jusqu’a
Pinstant ¢ty = t;+7/2, c’est-a-dire apres la premiére singularité de K (zs,ts; p;, ¢;). En utilisant
la transformée de Fourier inverse (2.31) on peut calculer de cette fagon la nouvelle valeur de
. Puisque les singularités de K(z,ts;T;,t;) se produisent toujours & des instants différents
que celles de K (zf,t5;pi,ti), on obtient successivement l'indice de Maslov actuelle de 'un
a partir de celle de I'autre. Les résultats sont les suivants. Pour le propagateur de Feynman
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F1G. 3.14 - Comparaison entre l'approzimation uniforme périodique et les résultats ezacts,
pour les paramétres utilisés dans la figure 1.3. L’accord est parfait sur toute la gamme de
parameétres.

I'indice de Maslov (modulo 4) varie comme

0 pour 0 < w(ty—t)—4mn < =
v_J) 1 pour 7 < w(ty—t;)—4mn < 2w

vty ti) = 2 pour 27 < w(ty—t;))—4mn < 37 (3.80)
3 pour 37 < w(ty—t;)—4mn < 4w

L’indice de Maslov 7, du propagateur K (z £rtf3Piyti), suit un cycle qui est décalé de 7/2 par
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te=t, tf=ti+‘r/4 tf=ti+1¢/2 t¢ =ti+31'/4
Pf Pt A Ps  Ps

i X Xf Xf

(@)

tf =ti tf=ti+‘t/4 '(f=ti+‘t/2 tf=ti+3‘r/4
Ps Pt A Pf A Pr
Pi _
X§ Xf Xf i
-Pi
(b)

F1G. 3.15 - Les diagrammes espace phase pour un systéme dans un potentiel harmonique.
Les figures (a) et (b) montrent l’évolution d’un systéme initialement dans un état propre de
position et d’impulsion respectivement.

rapport & v

0 pour —% < w(tfj—t)—d4mm < %

_ N_J) 1 pour % < w(ty—t;)—4mn < 3r

oltg t) = 2 pour ? < w(ty—t;)) —4mn < % (3.81)
3 pour I < w(ty—t)—d4mn < T

On voit que les indices de Maslov v et ¥ augmentent d’unité en passant chaque singula-
rité 1. Chaque augmentation correspond & un changement de la phase du propagateur de
—m /2. Notons que la valeur des propagateurs varie avec une période de 27, c’est-a-dire deux
fois la période d’oscillation. En particulier, aprés une période d’oscillation 7 la valeur des
propagateurs a changé de signe

K(zf,tp;zi,t;) = —K(zp,tp +7524,t;)

K(zg, tsipiti) = —K(zptf+ 75pisti) - (3.82)

Puisque le potentiel est indépendant du temps, les propagateurs ne dépendent que de la

11. Le fait que l'indice de Maslov du propagateur de Feynman augmente d’unité & chaque singularité est un
résultat général qui s'applique non seulement a l'oscillateur harmonique. Il est démontré par le théoréme de
Morse [13]. Des théorémes analogues existent pour d’autres propagateurs [15].
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différence t; — t;, et les équations (3.82) s’expriment également comme

K(mf,tf;:z:,-,t,-) = —K(.’Ef,tf;z,',ti —T)

K(zs,tppiti) = ‘_K(-'L'fatf;piati—'r) (3.83)

On peut utiliser la premiere de ces relations pour calculer la condition de quantification
d’énergie d’un oscillateur harmonique.

Considérons le propagateur K (z frtp;xi, E), défini par (2.42). Pour les valeurs d’énergie
auxquelles le propagateur K(z f>t5; Ti, E) est non-nul, il représente un état propre d’énergie
du systéme. En utilisant la premiére des équations (3.83) on peut ’exprimer comme

-
K(zf,t5;z;, E) = \/217r_ﬁz (—e"ET/h)n/O dt,-K(xf,tf;a:i,t,-)e"Et‘/h (3.84)
n

Le propagateur s’annulera par interférence destructive a toutes les énergies excepté celles pour
lesquelles

e EBTIh = _q : . _ (3.85)

Les énergies qui satisfont a cette condition sont
1
E=w{n+ 3 (3.86)
ou n est un nombre entier. Ce sont les valeurs propres d’énergie d’un oscillateur harmonique.

3.4.2 Obtention des indices a partir du diagramme espace phase

L’état quantique décrit par la fonction d’onde K (z £rts; i, ) (2.42) peut étre représenté
par un ensemble de particules classiques d’énergie identique E qui passent la position initiale
z; & des instants uniformément distribués. Dans un potentiel harmonique le diagramme espace
phase de cet ensemble est une ellipse (voir la Figure 3.16). Pour calculer la fonction d’onde il
faut considérer la distribution de ensemble en position. On voit qu'il existe deux caustiques en
position, qui se trouvent aux points de rebroussement classiques du systéme. Si les caustiques
sont bien séparées I'une de I'autre, on peut traiter chacune indépendamment comme un pli.
En exprimant la fonction d’onde K (zf,tf; i, E) comme une intégrale sur la distribution

d’impulsion K (pf,ty;zi, E), et en appliquant la méthode d’approximation uniforme, on trouve
que de chaque coté du centre du potentiel K(zf,s; z;, E) ressemble & une fonction d’Airy, qui
décroit exponentiellement au dela de la caustique, et qui oscille dans la région classiquement
permise.

. {aAl(—u) pour z7<0 (3.87)

Les paramétres u et @ sont des difféomorphismes de z; tels que du/dz; > 0 et dz/dz; > 0.
Le parameétre u vaut zéro au point de rebroussement de gauche, et % s’annule au point de
rebroussement de droite. Les amplitudes a et & dépendent de z i

Puisque tout ce qu’on cherche ici sont les indices de Maslov, il n’est pas nécessaire de
calculer les valeurs de u, @, o et & explicitement en fonction de z5. Un exemple d’un tel
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pf

/ V—’v+1
—v+1 \

Fi1G. 3.16 — Le diagramme espace phase pour un oscillateur harmonique. L’indice de Maslov
U augmente d’une unité en traversant la caustique de gauche de la branche de bas vers la
branche de haut. En retournant d la branche de bas, en passant par la caustique de droite,
l'indice augmente d’encore une unité.

calcul est présenté dans V'article qui suit. Il est facile de démontrer que la solution se réduit
a l’approximation de la phase stationnaire loin de la caustique. La démonstration fait appel
a 'approximation asymptotique de la fonction d’Airy

Jim Ai(-z) = \/—\/_ sin (2 32 + 4> (3.88)

En insérant cette approximation dans 1'’équation (3.87), et en décomposant la fonction sinus
en deux fonctions exponentielles on trouve que

R((Bf,tf;fb'i,E) ~ % [e_i”“e’%"z/2 + ei"/“e—i%“sn] pour ;<0 (3.89)

Les deux termes correspondent aux deux branches de la solution BKW. En différentiant
les exposants des deux termes par rapport & z; on voit que le premier terme correspond
a la branche d’impulsion positive, et le deuxiéme terme a la branche d’impulsion négative.
La phase devant chaque terme détermine ’indice de Maslov ¥ de la branche. Puisqu’on ne
connait pas la phase globale, qui est contenue dans le facteur a, on ne peut obtenir que la
différence des indices. On trouve que l'indice de Maslov augmente d’unité en traversant la
caustique de gauche de la branche de bas vers la branche de haut (voir la Figure 3.16).

En répétant le calcul pour la caustique de droite on trouve que 'indice de Maslov augmente
encore d’unité en retournant a la branche de bas. Dans un cycle complet, 'indice augmente
donc de deux, ce qui correspond & une changement de phase de 7. On peut utiliser ce résultat
pour obtenir la condition de quantification de I'oscillateur harmonique.

L’approximation BKW (2.46) exprime le propagateur f( (zf,t5; z;, E) comme une somme
de contributions venant de toutes les trajectoires racines I'. Ce sont les trajectoires qui com-
mencent a la position z; avec une énergie E, et qui terminent a la position z; a l'instant
t;. Chaque trajectoire est caractérisé par le temps tf auquel elle part de la position initiale.
Dans le cas de Poscillateur harmonique il y a un nombre infini de trajectoires racines. En
effet, la particule peut aller directement de la position initiale & la position finale, ou elle peut
commencer 7. périodes plus t0t et effectuer n oscillations dans le potentiel avant d’arriver a la
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position finale. Les contributions des trajectoires racines n’interferent de fagon constructlve
que si les trajectoires successives I'x et I"k+1 satisfont & la condition suivante

~ hn . ~ hm
I:ka+l(mf’tf;zisE) - 7”f‘k+1] - [Sf‘k(zfatf;ziaE) - '2—Vf‘k = 2nwh, (390)

ou n est un nombre entier. Puisque l'indice de Maslov change de deux dans un cycle

e =2 (3.91)

Dz —Vp =
| e T

la condition (3.90) s’exprime comme

AS’(E) = S’f

k+1

(zf,ty;zi, E) — Sf«k(:l,‘f,tf;:l:i,E) = 2nh (n + -;—) . (3.92)

I reste & calculer la différence AS(E) en fonction de énergie E. Dans un potentiel indépen-
dant du temps I’expression (2.47) pour l'action généralisée se réduit &

. iy (t)2
Si(zs,tp;zi, E) = —FEty + [ dt (3.93)
tf m
En changeant I'instant initiale par une période 7 P’action généralisée change par
- it £)2
AS(E) = — / at PO (3.94)
tF m
En insérant la valeur de I'impulsion en fonction de temps
p(t) = £V2mE cos [w (t - t{) + 0] (3.95)

ou 6 est une phase qui dépend de la position initiale, on trouve que P'intégrale (3.94) est égale
a

AS;(E) = —E7 (3.96)

Pour que AS'f(E) satisfasse a la condition (3.92) il faut que I’énergie E prenne une des valeurs
données par 1’équation (3.86). On retrouve donc la condition de quantification de 'oscillateur
harmonique.

Conclusion

Dans ce chapitre j’ai présenté la technique d’approximation uniforme, et je I’ai appliquée au
calcul de certains propagateurs. L’approximation uniforme fournit une méthode semiclassique
pour obtenir avec haute précision la valeur d’un propagateur, aussi bien dans le voisinage d’une
caustique que dans les régions loins des caustiques. L’expression obtenue pour le propagateur
ne dépend que de quantités classiques, a savoir I’action le long des trajectoires classiques, et la
densité de chemins. La forme exacte de I’expression dépend de la topologie de la caustique, en
particulier de sa symétrie. Pourtant, pour des caustiques de topologie simple, elle s’exprime
en termes de fonctions standard, telles que la fonction d’Airy et les fonctions de Bessel.
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Conclusion générale

Dans cette thése j’ai comparé plusieurs techniques pour analyser une probléme de diffu-
sion & une dimension dépendent du temps, mettant en exergue des méthodes semi-classiques.
Ces méthodes ne nécessite qu’une connaissance des propriétés des trajectoires classiques du
systéme, et donc fournit une meilleur compréhension physique que ce qui est possible par une
simulation numérique quantique exacte. Elles prédisent toutefois des effets purement quanti-
ques tels que l'interférence et I'effet tunnel, ce dernier par moyen de trajectoires complexes.

L’approximation du réseau de phase mince est une méthode semi-classique perturbative,
ou on remplace la vrai trajectoire du systéme par la trajectoire non-perturbée. Pour un
probléme tel qu’on a considéré ici, cette approximation réduit le temps de calcul énormément.
En effet, pour obtenir la trajectoire exacte correspondant 4 un propagateur donné, il faut re-
faire le calcul chaque fois qu’on change les parameétres du propagateur. Or, les trajectoires non-
perturbées s’obtiennent les uns des autres par un simple déplacement. La méthode du réseau
de phase mince s’est avérée un outil trés puissant pour calculer des résultats préliminaires,

“puisque, méme hors de son régime de validité, ou elle n’est pas trés précise, elle fournit en
général le bon ordre de grandeur.

Le calcul des trajectoires classiques exactes, associée a l'utilisation de ’approximation
uniforme, permet d’obtenir des résultats d’une précision trés haute. Cette méthode n’utilise
pas de techniques perturbatives, et en principe reste valable dans tous les régimes. En pratique
elle devient plus difficile & appliquer lorsque la topologie du diagramme espace-phase est treés
compliquée. L’application de méthodes semi-classiques dans de tels cas vaut pourtant des
recherches plus détaillées, parce que elles fournissent des informations concernant la transition
du chaos quantique au chaos classique.
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Annexe A

Normalisation des états propres
d’énergie

On considére un potentiel qui est localisé spatialement dans une région (—a,a), et on
définit des états propres d’énergie positive |1p) de la fagon suivante. Pour p positif, I'état |1);)
représente une particule venant de la gauche avec I'énergie E, = p?/2m. Hors du potentiel sa
fonction d’onde s’écrit comme

A.(k)e*® + R (k)e~*% 1< —qa
71111720(‘7:) = { T:((k))eikx, +( ) T 2 a (Al)

ou k = p/h. AL(k) est amplitude de l'onde plane incidente, et les coefficients T, (k) et
R (k) sont les amplitudes de transmission et de réflexion respectivement. Les ondes incidente,
transmise et réflechie de la fonction d’onde p50(z) sont indiquées de fagon schématique sur
la Figure A.1. Dans le cas p = 0 on choisit A+(0) = T4 (0) et R(0) =0.

A+
_—
\Pp>0 R T, >
A~
* * *
lFp>0 R, . < T,
. T.°A,
R, W¥psg - Ay You . —t——
L A T. R,

F1G. A.1 - Diagrammes schématiques de la fonction d’onde Yp>o(z), de son conjugué compleze
¥p50(T), et de la somme R} (K)p>o0(z) — A+ (k)Pp50(T)-

Pour p négatif I'état |1p) représente une particule venant de la droite avec la méme énergie
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= p?/2m

A_(k)e %= + R_(k)e**, z>a

Yp<o(z) = { T_(k)e-e. < —a (A.2)

ot k = |p|/h. Le but de cette Annexe est de montrer que les états |4p) sont orthogonaux, et
de les normaliser, c’est-a-dire, de calculer les amplitudes incidentes A, (k) and A_(k).
Il faut alors évaluer le produit scalaire (1p, |¥p,)

(Boultpa) = / " 4z, (o) (). (A.3)

On divise le domaine d’intégration en trois parties, et effectue l'intégral sur chacune des
parties séparemment

(o) = dw,,l( Y (2) + / Az ), ()bpa (= / 4z, (s (2)
= Il+12+13, : (A4)

ou Iy, I, et I3 sont les premiere, deuxiéme et troisiéme intégrales respectivement.

Considérons le cas-ou p; et pz ont le méme signe p;ps > 0. On suppose que p; et py sont
tous les deux positives ou nulles. Le calcul est analogue si elles sont négatives. En posant
k1 = p1/h et ko = pa/h, les intégrales I; et I3 s’écrivent comme

—a . . * . .
L = / de [A4(k)e™® + Ry (ke ™2] " [ A4 (h)e™® + Ry (kp)e 7]
oo - |
I, = / dz [T+(k1)e"°”’] T, (ko)et*2=. (A.5)
a
En utilisant le fait que

oo tkz t tka '
/ dze =7r5(k)+Ee , (A.6)

on obtient le résultat suivant pour I;

D= A3 A (ko) [k — ) = e ke ¢

R (k1) Ry (ko) | m6(ky — k1) + — ei('"-kl)“] +
! ks — ky

R (k1) Ay (ko) [mb(ke + k1) — k1
L

A:,(kl)R.,.(kz) 7T(5(k2 + k1) +

e—i(k2+k1 )a] 4

giltkatki)al (AT
s (A7)

De méme, l'intégrale I3 vaut

I3 = T} (k1) T4 (ko) {mé(ko — k1) + i i . e"<'c2-’=l)a] : (A.8)
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L’intégrale I s’obtient de la fagon suivante. Les fonctions d’onde 1,, (z) et 1p,(z) satisfont
a I’équation de Schrédinger indépendante du temps, avec les valeurs propres d’énergie E) =
p?/2m et E = p3/2m respectivement

(@) = T3 (B~ V(@) by, (), 5=1,2 (A.9)

En définissant une fonction

K3 (z) = 2,1—’;’ B - V(z)], j=1,2 (A.10)
on peut exprimer I'équation de Schrédinger (A.9) comme

—p,(2) = K3 ()P (z), §=1,2. (A.11)
Notons que

w(@) = Ri(z) = 2 (B, ~ Bi] = A (A.12)

oll A est une constante (indépendante de z). En utilisant cette relation, I'intégrale I, s'écrit
comme

B o= [ daviEme
- 2 _: dz [k3(z) - 3 (2)] 4] () (2)
- ‘% "dz [vi(z10(e) - vi" (=W (a)] | (A.13)

—-a
qui se résout par parties
1 a

k= -3 [Wi@HE) - WEw@), + 5 [

dz [47'(2)¥a(z) — ¥’ (2)¥a(2)] . (A.14)
Puisque l'intégrand du deuxiéme terme est nul, on trouve

I =~ [ @Wh() - 91 @], (A15)

qu’on peut évaluer en utilisant les expressions (A.1). A la position z = a la fonction d’onde
et sa dérivée valent

'l/)pj (a) = T+(kj)eikja .
¥y (a) = ik;Ty(k;)ekie [+ 5 1,2. (A.16)
De méme a la position z = —a elles valent
’d)pj (—a) = A+(kj)e-v‘ikja + R+(kj)eikja } )
) ~ikj ik » J=1,2 A.17
’d);)j (_'a) = Zk] [A-{-(k])e kJa - R+(kj)elkJa] 7 ( )

En insérant les équations (A.16) et (A.17) dans (A.15), et en substituant la valeur

A=k -k (A.18)
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on obtient
= * —i(ka—k1)a _ p=* k 1 i(k2—k1)a
I2 A+(k1)A+(k2)k2 —.kle R+( 1)A+(k’2)k2—.k16 +
* t ~i(ka+k1)a _ g% (L t i(k2+k1)a _
R+(/€1)A+(kz)k2 el +H 1)R+(kz)k2 -
T3 (k)T (k) ———eilka—k1)a, (A.19)
ky — ky
La somme des intégrales I) (A.7), I3 (A.19) et I3 (A.8) vaut
L+h+ly = [A4(ki)As(ke) + By (k)R (ko) + T (k) Ts (k2)] md(kz - k1) +
[R% (k1) Ay (k2) + A% (k1) Ry (k)] wd(k2 + k1) (A.20)

Notons que le deuxiéme terme est nul, puisque k; > 0 et ko > 0. En effet si k; = kp = 0 les
coefficients de réflexion sont nuls R, (0) = 0, et sinon la fonction delta §(k2 + k1) s’annule.
On calcule le premier terme en utilisant la condition de conservation du flux

|AL (k)12 = |Ry (k1)|? + | T4 (k1) |2, (A.21)
et en substituant §(ko — k1) = hd(p2 — p1), ce qui donne

(¥p1>0[¥ps>0) = [Ax (k1) |*27R 6 (p2 — p1)- (A.22)

Pour que les états propres |1,) du hamiltonien satisfassent & la méme condition d’orthonor-
malité que les états propres d’impulsion |p), il faut les normaliser de fagon que

1
AL (k))? = —. A23
A4 R)? = = (A.23)
Considérons maintenant le cas ou p; et ps ont des signes différents. On choisit p; > 0 et
p2 < 0. En calculant le produit scalaire (¢, >0|%p,<0) de la méme maniére qu’au dessus, on
trouve

(Vpr>0l¥pa<0) = [Th(k1)R=(k2) + R (k1)T-(k2)] w6(k2 — k1), (A.24)

ou ki = |p1|/k et ko = |p2|/h comme avant. On peut montrer que le coefficient de la fonction
delta vaut zéro pour k; = k3. D’abord on exprime les coefficients A_(k), T_(k) and R_(k) en
termes des coefficients A, (k), T (k) and R (k). Puisque v, (z) est une solution de I’équation
de Schrodinger indépendante du temps, son conjugué complexe ;(z) l'est également. La
combinaison linéaire des deux solutions, représentée sur la Figure A.1

f(z) = R} (k)Yp>o(z) — Av(K)pso(z) (A.25)

est elle aussi une solution. Hors du potentiel f(z) est donnée par

_{ —Tio Ty (e, s<-a
f=) = { R (KT ()™ — T3(K) A4 (e, 2> a (4.26)
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ou on a utilisé I'’équation de conservation de flux (A.21) pour calculer f(z) dans la région
z < —a. Notons que f(z) ne contient pas d’onde propageant vers la droite dans cette région.
Elle est donc proportionelle & la solution ¥p<o(z)

T_(k) = —aTi(k)T4(k)
A_(k) = —aT}(k)As(k)
R_(k) = aR%(k)T,(k) (A.27)

ou « est la constante de proportionnalité. En insérant ces relations dans 1’équation (A.24),
on peut évaluer le coefficient de la fonction delta pour ky = k;

T (k)R- (k1) + Ry (k1)T- (k1) Ti (k1) [aRY (k1) T4 (k1)] + Ry (k1) [—oT5 (k)T (k)]

= 0, (A.28)

ce qui donne

| (¥p,>0|¥p,<0) = 0. (A.29)

En utilisant les résultats (A.22) et (A.29) et le choix de |A(k)|? correspondant  (A.23)
on obtient une relation d’orthonormalité identique a celle des états propres d’impulsion

(B [tps) = 6(p1 — p2). (A.30)
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Annexe B

Calcul d’un déterminant par
récurrence |

Dans cette annexe je vais démontrer un formule de récurrence pour trouver le déterminant
d’une matrice de la forme

z1 -1
-1 2z O
G = (B.1)
O -1

Soit f)j = det ;. On veut alors obtenir la relation entre les déterminants ij pour des valeurs
différentes de j.

Montrons d’abord qu’on peut transformer 6; en une matrice bidiagonale A; de dimension
J % j sans changer son déterminant. C’est-a-dire D; = det A; ol la matrice A; est '

a1 -1
ap O
Aj = (B.2)
O -1
a;
Les relations entre les éléments a; et z; sont les suivantes
1 . .
ai+1 = z,'+1—a—i, 1.=1,...,]—1
a = 2z (B3)

Ce résultat s’obtient de la maniére suivante. Soit E une matrice élémentaire de dimension
j % j dont tous les éléments diagonaux sont 1, et tous les termes non-diagonaux sont nuls sauf
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un, qui vaut k.

1
Supposons que 1’élément non-nul &k se trouve dans la mi¢™e ligne et la ni®™¢ colonne, m # n.
L’effet de multiplier une matrice arbitraire M de dimension j x j par E de la gauche, EM,
est d’ajouter la ni*™e ligne de M, multiplié par le facteur k, & la mi®™® ligne. Le déterminant
n’est pas changé det(EM) = det E det M = det M, puisque det E = 1.
Considérons maintenant une matrice de la forme

‘ ai —1
ap O
(7)) _ a; -1 .
4= -1 zy -1 (B-5)
O -1

ot 1 < i < j. Si on ajoute la ™€ ligne de .Ag-i), multipliée par le facteur k£ = 1/a;, 4 la
(¢ 4+ 1)®™me ligne, on obtient la matrice

az ®
AG+D a -1 (B6)
J 0 a1 —1 '

O -1
\ -1z
ol a;j+1 = zi4+1 — 1/a;. Cette relation est identique a la relation de récurrence (B.3). Puisque
cette transformation est équivalente a la multiplication de Agi) par une matrice élémentaire,
le déterminant n’est pas changé, c’est-a-dire det .Ag-iﬂ) = det .Agi). Par induction on retrouve
la matrice .Agj_) = A; a partir de 65, sans changer le déterminant det A; = detg; = Ej.

On peut maintenant obtenir les relations de récurrence pour les déterminants D;. On vient

" de démontrer que G; a le méme déterminant Dj que la matrice A;. Puisque A; est triangulaire
son déterminant est simplement le produit de tous ses éléments diagonaux, et on trouve [32]

ﬁj = Ha,- (B7)
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A partir de cette relation on obtient
D; = ajaj-1Dj-2 = (20j-1 = 1) Djs (B.8)

ou la derniére expression est obtenue en utilisant (B.3). Finalement on substitue aj_; =
D;_1/Dj_3 pour arriver &

~ - ~

DJ‘ = Zij_l - Dj_g (B9)
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Annexe C

Amplitudes semi-classiques

Le but de cette Annexe est d’obtenir les expressions (2.73) et (2.76) pour les amplitudes
semi-classiques des propagateurs dépendant de I'impulsion.

C.1 Le propagateur K(xf,tf;pi,t;)

Dans cette section je vais calculer 'amplitude semi-classique Ap(z £rtf;pisti) & partir de
I'expression (2.72). On résout I'intégrale par la méthode utilisée dans la Section 2.4.1. Soit 7
le vecteur de longueur N + 1

Yo
Yy
! (C.1)

=
I

YN

L’argument de l'exponentielle de I’équation (2.72) s'écrit alors comme i’ 67 ou & est la
matrice de dimension (N +1) x (N + 1)

1 -1 -
-1 2 -1

-1 2 © “ O
5= - . (C.2)
77 2h - oh : ‘

O -1 O

-1 2 N
L’amplitude dépend du déterminant de &
. -1/2 :
_ 1 2R\ VT
Ap(zsitpipinti) = lim SoF [(-77) deta] (C.3)

On obtient le déterminant de la méme fagon qu’avant. On définie une nouvelle matrice &’ en
multipliant & par le facteur 2he/m comme dans P’équation (2.57). Le déterminant det &’ est
la valeur qui apparait entre les crochets de I’équation (C.3). En tronquant ¢’ on obtient les
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matrices de dimension (5 + 1) x (5 + 1)

1 -1 , .
-1 2 -1 O 0
. -1 9 62 Ci O
0 -1 O

Soit fN(tj,ti) la fonction

fN(tj,t.,;) = DJ ) (C5)

ou Dj = det 53. (Notons I’absence de la constant de proportionnalité € qui était présente dans
I’équation (2.61).) Substituant dans I’expression (C.3) on obtient

Arp(zg,tpipints) = L [f«(tfati)]‘_lﬂ ~(C.6)
v2rh

ou f(ts,t;) = limy_oo fn(ts,t:). Le formule de récurrence pour Dj est le méme que (2.64)
pour D; (sauf que maintenant il est valable pour tous les j dans la gamme j =1,... ,N —1).
A la limite N — oo on trouve une équation différentielle pour f(t,t;) qui est identique &
(2.66) pour f(t,t;) (en remplagant I' par T'). Seules les conditions initiales sont différentes

ft=1t,t;) = lim Dy=1
. N-ooo
_ D, —
8f(t=t,t;) = lim (Jﬂ) =0 (C.7)
N->oo €

La fonction f(t,t;) qui satisfait a '’équation différentielle (2.66) et aux conditions initiales
(C.7) est

. . 6%p(t)
t,t;) = lim LA\
f( ) 61?—)0 (5.’13{

(C.8)

ol 6Zp(t) est maintenant la variation de la trajectoire racine Zs(t) dii & une variation de la
position initiale zI de la trajectoire. Pour ¢t = ¢; on trouve

= 0z
flty,t) = ((ﬁ) (C.9)
Ti tfpisti .
Substituant dans 1’équation (2.63) pour I’amplitude semi-classique on obtient
) 1/2
i —12| [ 9%t —ippm/2
Ap(zg,ty;pisti) = (2mh) Fo e~r . (C.10)
ty.pisti

ou 7y est I'indice de Maslov.
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C.2 Le propagateur I?(.Tf,tf;pi,ti)

Dans cette section je vais calculer I’amplitude semi-classique Zf(p 7, t5; Pis ti) & partir de
Pexpression (2.75). Soit 7 le vecteur de dimension N + 2

Yo
n
: (C.11)

]
I

YN
YN+1

L’exposant de I'intégrale (2.75) s'écrit comme i1 57 ot & est la matrice de dimension (N +

2) x (N +2)
1 -1
-1 2 -1 O ) 0 . o
-1 2 !
5= : _ £ -
" 2€h 2h
O 2 -1 O
-1 2 -1 N
1 1 ) CN+1
(C.12)
L’amplitude semi-classique est une fonction du déterminant de &
: 1/2 N+2 —-1/2
= 1€ 2he =
= tripi,t;) = li —_— o .
Az(ps,ts;pirti) Nim (27rﬁm> [( — ) detojl (C.13)

En multipliant la matrice & par la constante 2he/m, et la tronquant aprés les j + 1 premiers
rangs et colonnes, on obtient des matrices 5; de dimension (j + 1) x (5 + 1), ou ; se trouve
dans la gamme {0,... ,N + 1}. Les matrices tronquées 5; sont identiques aux & pour toute
valeur de 7 moins que N + 1. On peut alors utiliser les résultats obtenus pour le propagateur

K(zys,ts;pi,t;). On définit une fonction

Fn(ts,t) = D; = det &) (C.14)
L’amplitude semi-classique vaut donc
. 12 F -1/2

Ap(ps,tripisti) = <2ﬂ;im> / [i(tht’l} (C.15)

ou fz(tf,ti) = limy 00 f=,v(tf,t,~). Puisque I=)j = Dj pour j moins que N + 1, on obtient
Fn(tt) = fntint), 5=1,...,N : (C.16)
Il reste de trouver la valeur finale f= ~N(tn+1, ;) (C’est-a-dire la valeur D ~N+1). On ne peut pas
utiliser le formule (2.64) puisque il est valable seulement pour 7 =1,... ,N. Pour j =N +1

on obtient
2

BN-H = (1 - %CN+1) 1=7N - BN—I (C.17)
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(voir ’Annexe B). Si on calcule les déterminants D a partir des équations (C.14) et (C.16)
on trouve

_ 2 _ )
Fn(Enerti) = (1 - %CN+1) fn(tn, ) — fn(tn-1,t:) (C.18)

A la limite N — oo le terme en ¢y s’annule. En remplagant ¢y = ¢y, on obtient

flegts) = Nim [fn(tn,t) — fn(tn-1, )] = G%f(t =1y,t:) (C.19)

On substitue ce résultat dans ’expression (C.15) pour 'amplitude semi-classique

_ e
Aa(pyotyipirts) = nm( ) (8.7t = t7,8)] 2 (C.20)

N—oo \ 2rhm
La dérivée 0, f(t = t;,t;) s’obtient en utilisant la valeur (C.8) de f(¢,¢;)

_ ‘ 6Za(t opa(t
aftt) = tim 2 _ oy, L9 (C.21)
ozh 0 (5:1:{ szl -0 m (52:{‘

ou 6p(t) est la variation de l’impulsioﬁ le long de la trajectoire racine di & une variation JZL‘F
de sa position initiale. Pour ¢ = ¢; la dérivée vaut

: 1 /0

Qflt=tsti)=— (—pi) (C.22)

m \ 0z; b pirts

En substituant ce résultat dans Péquation (C.20) on obtient
: 1/2

Ap(pg,tyipists) = (—2imh)™Y/? (%;—i) e~ 7Em/2, (C.23)

: i), .

. - f,Pntt

qui est en accord avec ’expression (2.79).
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Annexe D

Réflexion par un puits de potentiel

Dans cet annexe je vais démontrer, en utilisant le traitement de Stokes, la validité de la
méthode employée dans la Section 2.5.2 pour calculer la valeur semiclassique de la probabilité
de réflexion par un puits de potentiel. Je vais ensuite effectuer 'intégrale de contour qui figure
dans I’expression obtenue pour la probabilité. '

D.1 Traitement de Stokes

Pour prolonger la solution BKW analytiquement autour d’un point de rebroussement, il
faut prendre en compte le phénoméne de Stokes. On peut décrire ce phénoméne briévement
ainsi. La solution BKW s’exprime de la fagon

.
Yexw(z) = [P(-'E)]_l/2 thip exp li%/ dz'p (I’):| (D.1)
+ Zep
ou Ty, est le point de rebroussement, et ctip sont des constantes. Cette solution est valable
loin du point de rebroussement. Pour la prolonger analytiquement autour de zp, il faut donc
prendre un contour qui maintient une grande distance de ce point. Or, quand on s’eloigne
dans le plan complexe, on trouve qu’une des solutions (D.1) s’agrandit exponentiellement
alors que l'autre diminue exponentiellement. Puisque la solution BKW n’est qu’une solution
approchée, on trouve que, suffisament loin du point de rebroussement, la valeur du terme
exponentiellement petite devient negligeable devant I'erreur présente dans le terme principal.
En ce cas le coeflicient devant le terme le plus petit n’est plus un bon parameétre, et ne peut
plus étre considéré comme constant. Ceci est le ‘phénomeéne de Stokes’. Pour chaque type de
point de rebroussement, il existe des regles selons lesquelles on peut détérminer le changement
des coefficients cf; autour du point.

"D.1.1 Point de rebroussement d’ordre un

On va considérer ici le type de point de rebroussement le plus simple, qui correspond a
un zéro d’ordre un de la fonction E — V(z). En ce cas I'impulsion prend localement la forme

p(z) = C (z — zpp)"/? (D.2)
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Au voisinage de z, 'intégrale de p(z) qui figure dans la solution (D.1) prend la valeur

ooy _2C 3/2
dz'p (z') = =5 (z — z4p) (D.3)
Ttp

Dans le plan complexe il existe trois lignes, appelées des lignes de Stokes, le long desquelles
I'intégrale de p(z) est imaginaire pure. Il y a également trois lignes (les lignes anti-Stokes) le
long desquelles I'intégrale est réelle. Ces lignes sont indiquées dans la Figure D.1

— — — . = Stokes line
= anti-Stokes line
NN\ = branch cut

F1G. D.1 — Les lignes de Stokes (pointillé) et les lignes anti-Stokes (trait continu) dans le plan
compleze pour une impulsion p(z) = C (z — :z:tp)l/z. La ligne de coupure de p(z) (2igzag) peut
étre choisie dans n’importe quelle direction.

Les régles de Stokes, qui détermine les changements des coefficients cg’;, sont expliquées
en détail dans le livre de Heading {33], et je ne ferai ici que présenter les résultats y obtenus.
Suivant la notation de Heading, posons

- i [T
(zpsz] = [p(e)] ™ 2exp | +1 / da'p (z')]
Tip
-1/2 i * ! /
[z,zp) = [p(z)] exp [—— dz'p (z') (D.4)
Ttp
La solution BKW s’exprime alors comme
VYexw(T) = {C:;) (zrp, T + Cip [z, l'tp)} (D.5)

Pour déterminer les coefﬁcients‘ctip il faut d’abord définir p(z) de fagon univoque, c’est-a-dire,
de choisir une ligne de coupure. Lorsque on trace la solution a travers la ligne de coupure
dans le sens trigonometrique, il faut faire les correspondances suivantes '

(T4p, ) — —ilz,zep)
[z,zip) = —i(zip, 7] (D.6)

Les expressions & la droite des fléches, évaluées a travers la ligne de coupure, correspondent
aux mémes solutions physiques que les expressions & gauche, évaluées en deca de la ligne de
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coupure. Le changement d’ordre de z et z, dans les parenthéses provient du changment de
signe de p(z) dans I'exposant de (D.1), et le facteur de —i est dii au changement de signe de
p(z) dans le facteur [p(:z:)]'l/2.

Pour déterminer les correspondances entre les solutions & travers une ligne de Stokes il
faut savoir quelle est la solution ‘dominante’ (la solution qui croit exponentiellement lorsque
on s’éloigne du point de rebroussement) et quelle est la solution ‘sous-dominante’ (celle qui
diminue exponentiellement). Laquelle des solutions (zp, z] ou [z, ) est dominante dépend
du choix de la ligne de coupure de p(z). On I'indique alors avec un indice ‘d’. De méme on
identifie la solution sous-dominante avec un indice ‘s’. Le coefficient de la solution dominante
ne change pas a travers une ligne de Stokes. En revanche, le coefficient de la solution sous-
dominante change par une quantité proportionelle a celui du terme dominant. En utilisant
des conditions de cohérence [33], on trouve que la constante de proportionalité est i, ce qui
donne les correspondances suivants,

(Ztp, :zz]s — (ztp_, z]s

[z, Zp)y = [Z,zip)y +i(zep, 2], A (D.7)
si [z, zyp) est la solution dominante, et

[IL‘, xtp)s - [33, fl‘tp)s

(-'Etp, x]d - (l'tpa :z:]d +1 [1"7 xtp)s (D.8)

si (z¢p, ] est la solution dominante.

Sur une ligne anti-Stokes, les deux solutions sont oscillatoire. De chaque c6té de la ligne
pourtant, I’une des deux est dominante, et ’autre sous-dominante. On trouve qu’en traver-
sant une ligne anti-Stokes, les deux solutions (zp, z] et [z, zp) changent de réle: la solution
dominante devient sous-dominante, et, réciproquement, la solution sous-dominante devient
dominante. On obtient alors les correspondances suivants

(tp, 2], = (Tep, 2]y
[:I:,.'z:tp)d — [Z‘,l‘tp)s (Dg)

ou

[x’xtp)s - [m’ztp)d
(Zep,z]; = (Tep, T (D.10)

selon quelle solution est dominante au dega de la ligne anti-Stokes.
A partir des ces régles de correspondance, on peut calculer la solution BKW compléte
autour d’un point de rebroussement du type indiqué dans la Figure D.1. Supposons que le

signe de C est tel que la solution (zp, z] soit dominante dans la région I. Si les coefficients
des termes dominant et sous-dominant dans la région I sont A et B respectivement, on trouve
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que les solutions dans les autres régions sont

Yoxw(E) = A(zip,T)y + Blz, zp),
EKW(:E) = A(zp,z), + Bz, z4p),
(@) = (A+iB)(zip,z], + Blz,74p),
siw () (A +iB) (zip, 7]y + Bz, Tep),
"»bl\alxw(x) (A+1iB) (ftpv -T]d + 1A [za -'17tp)s
srw(2) (=iA+ B) [z, 2p) 4 + A (T1p, 7],
Yakw(T) = (—iA+ B)[z,z4), + A(zip, 7],

(D.11)

Il est claire qu’on retrouve la solution dans la région I en appliquant les régles de correspon-
dance a la solution dans la région VIL

D.1.2 Puits de potentiel
On va maintenant considérer le puits de potentiel

Vo

)

(D.12)

ou W est positif. Les points de rebroussement de ce potentiel correspondent aux zéros de la
fonction

g(z) = E - V(z) (D.13)

et sont calculés dans le Chapitre 2. Pour E > 0 ils sont égaux & z, ol

Zo o (/24 /0 (n+t
. —iln( E+ E+1>+z(n+2 T (D.14)

et n est un nombre entier. A ces points la derivée de g(z) est non-nulle

. LAE [V
g(z)== \E + 1. (D.15)

Zyp sont alors des points de rebroussement d’ordre un, que nous avons étudiés dans la section
D.1.1.

Les lignes de Stokes et les lignes anti-Stokes pour le potentiel D.12 sont tracées sur la
Figure D.2. On considére le probleme d’une particule incidente de la gauche. La forme de
la fonction d’onde sur I’axe réel a la droite du potentiel est donc connue: elle est une onde
plane propageant vers la droite, et correspond & la partie transmise de la fonction d’onde.
Sur l'axe réel a la gauche du potentiel la fonction d’onde est la somme d’une onde plane
incidente propageant vers la droite, et une onde plane reflechie propageant vers la gauche. Pour
déterminer les amplitudes relatives des ces ondes planes, et donc la probabilité de reflexion,
il faut tracer la solution & partir de 'axe réel a droite du potentiel en utilisant les regles de
correspondance.
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F1G. D.2 - Les lignes de Stokes (pointillé) et les lignes anti-Stokes (trait continu) dans le plan
compleze pour le puits de potentiel V(z) = —V,/ cosh? (f), dont les péles sont indiqués par
des croiz diagonauz. Toutes ces lignes terminent auz points de rebroussement (cercles). L’aze
réel est indiqué par un trait fin, et lorigine par un croiz vertical.

Puisque la fonction d’onde sur I’axe réel a droite du potentiel est une onde plane transmise,
on peut écrire la solution dans la région III comme

Hew () = (0,7] (D.16)

Pour obtenir la solution dans la région II il faut la tracer autour du point de rebroussement
z;’; dans le sens de 'aiguille de montre. Il est nécessaire donc de récrire la solution (D.16)

en utilisant le point zg'p comme point de réference, au lieu de 'origine. En introduisant la
notation

(0,2)) = exp [+% /0Itp dzp(x)] (D.17)

on constate que
(0,z] = (0,3:;;) (z:;,,a:] (D.18)

Pour déterminer la solution dans la région II, il faut traverser une ligne de Stokes. Il est donc
nécessaire de savoir si (:1:2;,, .'1:] est la solution dominante ou sous-dominante. En constatant
que l'intégrale de I'impulsion p(z) le long de cette ligne de Stokes & partir du point xji) est
négative imaginaire, on peut conclure que (:1:;;,3:] est la solution dominante. On écrit donc
la solution dans la région III comme

ew(z) = (0,2%) (zh, 2], ‘ (D.19)
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En utilisant les régles de correspondance on trouve que la solution dans la région II est

1l . +

axw () = (0,z) {(z:;,,:z:]d -1 [z,xtp)s} (D.20)
Pour trouver la solution dans la région I il faut tracer autour du point de rebroussement z,,
en traversant encore une ligne de Stokes. En prenant z,, comme point de réference la solution
I, s’écrit comme

11 - - . - -
Whew(@) = (0,55) { (355, 75) (i35, = 7 [5: 55, (20 535) | (D.21)

et donc on trouve

Phw(@) = (0,8) { (55:55) (53], = i { (3, 25) + (2o 2p) } [325,), ) (D22)

Si on récrit 9L, (z) en utilisant 'origine comme point de réference, on obtient, aprés quelques
simplifications,

Phw(@) = (0,2 =1 { (0,25,)" + (0,5%)° } [2,0) (D.23)
(0.25)° = (0,2%) (0,58) (D.24)

Dans 1'équation (D.23), le terme (0, z] correspond & une onde plane propageant vers la droite,
et le terme [z,0) & une onde plane propageant vers la gauche. Le facteur devant ce deuxieme
terme est donc le coefficient semiclassique de réflexion

re = =i {(0,55,)" + (0,5%)"} (D.25)

En substituant les définitions de (O,zﬁ,), on obtient

Tse = —1 {exp [27;— /Ox‘p dxp(a;)] + exp %/Oztp dzp(z)] } (D.26)

ce qui coincide avec le résultat obtenu dans le Chapitre 2 (voir équations (2.94) et (2.95)).
Il convient de faire quelques commentaires & propos de la méthode utilisée ici. D’abord,
le coefficient de réflexion ne peut pas étre calculé en tracant la solution autour des points de
rebroussement au-dessous de I’axe réel (ce qui donnerait un résultat de zéro). La raison est
la suivante.
Evaluons l'onde incidente (0,z] et 'onde réflechie 7s [z,0) en un des points mﬁ), par

exemple z.,. En ce point Ponde incidente prend la valeur
0,2),_z = (0, T - (D.27)
En le méme point I'onde réflechie prend la valeur
reelz0),mpe = —i{(025)" + (0,5%)°} [25,0)
= ~i(0,75]) {1+ (255, 75)"} (D.28)
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Puisque z;, et z}, sont connectés par une ligne anti-Stokes, le module de (z,,z;,) vaut un
|z 2h)| = 1, (D.29)

et donc I'onde incidente (D.27) et I'onde réflechie (D.28) évaluées au point z;, ont la méme
ordre de grandeur. Elles sont donc toutes les deux prises en compte lorsque on trace la solution

autour de z,,. De méme, les solutions sont toutes les deux gardées en passant autour du point
+

Ty
’ En revanche, si on évalue les ondes incidente et réflechie & un point au-dessous de l'axe
réel, on trouve que la valeur de 'onde réflechie est exponentiellement plus petite que celle
de Ponde incidente. Or, la méthode semiclassique ne prend en compte que les termes d’ordre
le plus grand. C’est pour cette raison que l’'amplitude de 'onde réflechie ne peut pas étre
calculée en tracant la solution autour des points de rebroussement au-dessous de 1'axe réel.
On ne peut pas non plus tracer la solution autour des points zﬁ) en passant au-dessus
du pdle. La solution exacte de I’équation de Schrodinger n’est pas définie de facon univoque
autour du péle, et un tel contour ménerait a 'approximation semiclassique d’une solution
différente de celle a laquelle on s’intéresse. '

D.2 Calcul d’un intégrale de contour

L’expression pour le coefficient de réflexion contient les intégrales

+

I*(E) = /O " 4 p(z) (D.30)

Il s’avere plus facile de calculer la dérivée de J*(E) par rapport & I’énergie que de calculer
I*(E) directement. Dénotons cette dérivée par J*(E) = dI*/dE. Je vais d’abord calculer
JE(E), et ensuite l'intégrer pour trouver I*(E). La constante d’intégration est déterminée
par un calcul de I%(0). '

En différentiant ’équation (D.30) par rapport & E, on obtient ’expression suivante pour
JE(E)

daE T d
JEE)=p (:cﬁ,) FZEE +/0 dz (d—Ep(:z)) (D.31)

Le premier terme de P'équation (D.31) est nul puisque I'impulsion vaut zéro au point de
rebroussement. En calculant I'intégrand du deuxiéme terme,

d 1 2m 1/2
aE"®) = 3 (E - V(z)) - (D-32)

et en reportant dans (D.32) I’expression pour V(z) de équation (D.12) on obtient

. 1/2

z; 2
Ji(E)=% /0 Pig | — 2 (D.33)
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On peut effectuer cette intégrale en faisant un changement de variables

i T
u = sinh (;) (D.34)
En substituant v
cosh? (z—) = 1+u?
z
cosh (5) dz = odu (D.35)
dans l'intégrale (D.33), on trouve
Ut
7B =5 / " du [au? + (a+ b)) 72 (D.36)
0

ou les parametres a et b sont proportionnels respectivement a 1'énergie et a la profondeur du
potentiel

. = £
T 2m
Vo
b = — : .
o (D.37)
La limite d’intégration est
+
Ugp = sinh (f) — + 1 (D.38)

En reportant cette valeur dans I’expression (D.36) on trouve

tp) — 1/2 [
J (E)—2\/_ln{u\/_+[(a+b ) + au?] }0 (D.39)
c’est-a-dire, compte tenu de (D.37)
+ _ g 2_m CE+ VWV _ E+V
JE(E) = AN {1n (z T ) ln( 5
o [2m |
La bonne branche & prendre pour le logarithme est Ini = i7/2, ce qui donne
Ji(E) —inZ,[?D (D.41)
4V E _

En intégrant cette expression par rapport & F on trouve I’équation suivante pour I (E)

.mwohk
2

IX(E) = / dE'J* (E') = I*(0) +1i (D.42)

ou I¥(0) est la valeur de I*(E) pour E =0, et ot on a utilisé la définition (2.87) de k.
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Il reste & calculer la valeur de I*(0). Pour E = 0 l'impulsion classique vaut p(z) =
[—2mV(z)]1/ 2 En reportant cette valeur dans I’équation (D.30) on trouve

zﬁ’d \/szO

o " cosh(2)
= o¢v/2mV,arctan [sinh (;)]

Les bonnes branches d’arc-tangent a prendre au points de rebroussement xﬁ) sont £7/2. On
obtient donc la valeur

It0) =

+
i,

0

(D.43)

1%(0) = ﬂ:% 2mVe (D.44)

En substituant dans I’équation (D.42) on trouve le résultat annoncé en (2.96)

I*(E) = :t7r2—0 omVp + imnk

(D.45)
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Annexe E

Définitions de stabilité topologique

Dans cette Annexe je présenterai les définitions de stabilité topologique pour une fonction
individuelle et pour une famille de fonctions. La notion de stabilité topologique utilise le
concept d’un difféomorphisme, que j'expliquerai d’abord.

Définition 1 (Difféomorphisme) Soient U et V des ouverts de R™. Soit f une fonction
f:U —= R*, qui satisfait @ f(U) = V. La fonction f est un difféomorphisme pourvu que:

1. f soit une fonction de classe C!
2. f posséde une fonction inverse g:V — R* telle que fog=1y etgo f =1y
3. g soit une fonction de classe C!

Notons que g est une fonction de classe C! seulement si sa dérivée est définie partout dans V/,
et si elle est continue. La fonction f n’est pas un difféfomorphisme si, en un point quelconque
z, sa dérivée s’annule le long d’une direction quelconque, c’est-a-dire si det Df|, = 0. Par
exemple, supposons que f(z) = z°. Son inverse est alors g(z) = ¥/z. Mais la dérivée de
g nexiste pas & lorigine. Alors g n’est pas une fonction de classe C1, est f n’est pas un
difféomorphisme.

On va utiliser maintenant le concept de difféomorphisme pour définir ’équivalence de deux
fonctions.

Définition 2 (Equivalence de deux fonctions) Deuz fonctions f,g : R* — R de classe
C! sont équivalentes autour de 0 s’il existe un difféomorphisme local y : R* — R™ autour de
0 et une constante v tels que, autour de 0,

g9(z) = fly(z)] +~ (E.1)

Les deux fonctions f et g sont donc équivalentes si elles ont la méme structure de points
critiques. Cette propriété se voit de la fagon suivante. La dérivée de g est égale &

g9'(z) = f'ly(z)]v'(z) (E.2)

Supposons que z est un point critique de g. Puisque y est un difféomorphisme sa dérivée ne
s’annule pas. Le point y(z) est donc un point critique de f. On peut utiliser le méme argument
pour montrer que pour tout point critique de f il correspond un point critique de g. De méme
on peut montrer que la dégénérescence des ces points critiques est identique.
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Ceci nous méne a la définition de la stabilité topologique d’une fonction.

Définition 3 (Stabilité topologique d’une fonction) Si f : R* — R est équivalente a
une fonction f+p: R" - R, ot p: R* — R est une fonction quelconque qui est suffisamment
‘petite, alors f est topologiquement stable.

La perturbation p(z) est ‘sufisamment petite’ si toutes ses dérivées sont petites pour x dans
la région d’intérét. Une fonction est topologiquement stable alors si la structure des ces points
critique n’est pas changée par une petite perturbation.

Par analogie avec la définition de stabilité d’une fonction, on peut définir la stabilité
topologique d’une famille de fonctions. On définit d’abord I’équivalence entre deux familles de
fonctions. Cette définition est analogue & la Définition 2. Le difféomorphisme y est cependant
remplacé par une famille de difffomorphismes, la constante v par une famille de constantes,
et un difféomorphisme est introduite pour les variables de contrdle ¢

Définition 4 (Equivalence de deux familles de fonctions) Les deuz familles de foncti-
ons f,g: R* x R" — R sont équivalentes s’il eziste e, y et v définis dans un voisinage de 0
tels que

g9(z,t) = f (ye(z), e(t)) +7(2) (E.3)
pour tous (z,t) € R* x R' dans ce voisinage, et tels que e, y et y satisfont auz conditions
1. e: R" - R est un difféomorphisme
2.y : R* -5 R" est un difféomorphisme pour toust € R
3. v:R" — R est une fonction de classe C*

La définition de stabilité topologique d’une famille de fonctions suit de la Définition 4
d’équivalence

Définition 5 (Stabilité topologique d’une famille de fonctions) Si f : R* x R = R
est équivalente a la famille f + p, o p : R® x R" — R est une famille quelconque qui est
suffisamment petite, alors f est topologiquement stable.
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Annexe F

Le théoréme de Thom

Typiquement une famille & r variables de contréle de fonctions R® — R de classe C est
topologiquement stable pour tout n et pour tout » < 5, et elle est équivalente autour de
chaque point critique dégénéré a une des formes suivantes.

Les catastrophes cuspoides:
Le pli .
Cud + tuy + (M)

La fronce

La queue d’aronde
ud + taud + tou? + thyuy + (M)

Le papillon

ﬂ:(U? + t4u‘{ + t3U§ + th% + tlul) + (M)
Le wigwam

ul + tsud + tqud + taud + toud + tiuy + (M)

Les catastrophes ombiliques:
Ombilique elliptique et hyperbolique
U%UQ F u% + t;:,uf + tg’u.g + t1u1 + (N)

Ombilique parabolique
+ (udug + ub + tgul + tzu? + thus + tiuy) + (N)

Seconde ombilidue'elliptique et hyperbolique
uug F ud + tsud + taud + taud + tous + tiug + (V)

Ombilique symbolique
+ (U? + U% + tsulug + t4u§ + t3ugug + thus + tlul) + (N)

ol (M) et (N) indique des fonctions Morse de la forme
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(M) = uj
(N) =3

ANNEXE F. LE THEOREME DE THOM

(1<i<n)

(2<i<n)
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Annexe G

Forme générique de ’amplitude

Le but de cette Annexe est de montrer que le systéme d’équations (3.62) est inversible.
C’est 4 dire, étant données les amplitudes arbitraires A®, 7 = 0,... ,r, on peut déterminer les
coefficients a;. On commence par écrire le systéme d’équations avec une notation matricielle.
Soit A le vecteur dont les composants sont les A®) :

A0)
A

A= . (G.1)
Al
De méme, soit a le vecteur dont les composants sont les a;,

ag
ai

ar

Les équations (3.62) s’écrivent sous forme matricielle comme

a9

ou la matrice 0®/t constitue les valeurs des fonctions {1, %q&(u,t)} évaluées aux points

critiques u.(:i)

1 b%fﬁ_ u9t) .. :9%91’ NOM
00 | 1 ;¢ w6) - e (ult o
| : | |
1 (—9‘3—1 (uﬁr),t) S I (ugr)’t)

Pour que le systéme d’équations (3.62) soit inversible il faut que la matrice (G.4) soit inver-
sible. On va montrer maintenant que la stabilité topologique des formes génériques ¢ (u,t)
assure que ceci est vrai.
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La famille générique ¢(u,t),t € R™ de chaque catastrophe reste fermée par rapport a
de petites perturbations. C’est & dire, supposons qu’on considére une fonction f(z) qui est
équivalente a la fonction ¢(u,t) pour un certain t. On perturbe maintenant la fonction f(z)
avec une petite fonction ep(z). On appelle la somme g(z) = f(z) + ep(z). La propriété de
fermeture de la famille ¢(u,t),t € R” assure que la fonction perturbée g(z) reste équivalente
a une fonction de la famille ¢(u,t’), ou t' = t + edt. Considérons ce que ceci implique.

Soient ¢(¥ les valeurs de f(z) aux points critiques m&')

) = f () (G.5)

La pie'rturbation décale les positions des points critiques au premier ordre par une quantité
eéa:,(f). Les valeurs de la fonction perturbée g(z) en ces nouveaux points critiques differe de

#) au premier ordre par une quantité qu’on appellera ¢ §¢(). Elle est égale a
g (xﬁi) +e€ 63;&”) = ¢ + b, f (mgi)) &_D?) +€ep (xg)) (G.6)
Le deuxiéme terme vaut zéro puisque 0, f(z) s’é,nnule aux points .critiqges. On obtient alors
66 = p () (G.7)

Puisque p(z) est une fonction arbitraire, le changement des valeurs critiques @) est aussi
arbitraire.

Calculons maintenant le changement des parameétres libres {v,t} nécessaire pour que
les valeurs de g(z) aux points critiques coincident avec les valeurs de ¢(u,t’) a ses points
critiques. Le changement edt de t décale les positions des points critiques au premier ordre
par les quantités € dul. La valeur de ¢ aux points critiques change aussi. Au premier ordre ce
changement est ed¢(?, on

) .8 . r o )
() — g0 L iyt 9 ()
64 = 6uld) o (ui, ) + 6'y+]§=1:‘5t] atjd’(“c ,t) (G.8)
Le premier terme vaut zéro puisque d,¢ (u, t’) s’annule aux points critiques, et on obtient
4 0
(@) — .7 (4)
¢ 57+j§=l: Sty 5 (uc ,t) (G.9)

En écrivant 6¢(® et 6t comme des vecteurs

60
51

so=|
5¢.(r)
oy
ity

ot = (G.10)

(Str
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on peut exprimer (G.9) sous forme matricielle comme

0%

Eét =469 (G.11)
ou la matrice 9®/dt est la méme que celle définie dans (G.4). L’équation (G.11) exprime la
variation des parametres {v,t} due & une perturbation arbitraire p(z) de la fonction f(z).
Puisque la famille générique ¢(u, t), t € R" est topologiquement stable le systéme (G.11) a une
solution pour un vecteur 6® arbitraire. Ceci implique que la matrice 0® /0t est inversible.
Puisque 0®/0t est inversible, le systéme d’équations (3.62) est aussi inversible pour des
amplitudes arbitraires A®, i =0,... ,r.
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Semiclassical approaches to temporally periodic systems,
and their application to phase modulation of de Broglie waves
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24 rue Lhomond, 75231 Paris Cedex 05, France

Abstract

A semiclassical approach is applied to the analysis of a longitudinal atomic beamsplit-
ter, consisting of a temporally modulated potential well. Atoms traversing the potential
may gain or lose energy in multiples of fiw, where w is the frequency of modulation. The
atomic beam is thus split into discrete components, all travelling in the same direction but

- with different speeds. The system is analysed entirely in terms of classical trajectories,
the quantum nature of the problem being taken into account by associating with each
trajectory a phase derived from its classical action. The generalised WKB methods based
on this approach fail to reproduce the energy spectrum of the transmitted atomic beam
correctly, due to the presence of caustics both in the spatio-temporal distribution of the
classical trajectories, and in their energy distribution. The method of uniform approxima-
tion however, when adapted to take advantage of the periodicity of the problem, provides
a remarkably accurate calculation of the spectrum. The regime of validity of the uniform
approximation is limited to situations in which the topology of the system’s phase-space
diagram is sufficiently simple. In particular, this excludes the treatment of chaos.
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Introduction

Recent developments in laser cooling of neutral atoms have made it possible to reach tempera-
tures below the recoil ‘limit’, that is, temperatures such that the atomic momentum spread is
less than the momentum of a single photon. The atomic de Broglie wavelength is then greater
than the wavelength of light, and may be considered to be macroscopic. The achievement of
such long de Broglie wavelengths has redoubled the interest in atomic interferometry [1], an
analogue of optical interferometry in which atomic matter waves play the role of light waves.
Another development which has contributed to this renewed interest is the experimental re-
alisation of atom-optical components analogous to the mirrors, lenses and beamsplitters used
in traditional optics. Atoms hold an advantage over photons and neutrons in interferometric
experiments because of their low velocity, which permits long interaction times.

The problem considered in this article concerns the scattering of a monokinetic beam of
atoms from a one-dimensional potential well whose depth is varied periodically in time. Such
a potential could be created by modulating the intensity of a laser beam whose frequency
is highly detuned from the atomic resonance (see Figure 1). The potential transfers energy
to each atom in units of fuww where w is the frequency of modulation. The beam is thereby
split into discrete components, with identical transverse velocity but differing longitudinal
velocity. The system is analogous to the electro-optic phase modulation of light, in which a
monochromatic light beam is passed through a crystal whose refractive index is modulated by
an applied alternating voltage. The spectrum of the output light contains sidebands whose
frequency differs from that of the input light by a multiple of the modulation frequency.



Problems similar to the one considered in this article have been studied by Henkel et al. (2]
and Steane et al. (3], who investigated the reflection of atoms from a vibrating evanescent
light wave, and by Hamilton et al. [4] and Felber [5], who used a resonating crystal to study
the reflection of neutrons.

modulated
laser beam
incoming outgoing
atomic beam atomic beam
P(p) ‘ P(p)
A A
> A 1 >
> p > p
0 Pj 0 Pj

Figure 1: A beam of atoms of momentum p; traverses a highly detuned laser beam whose
intensity is modulated at frequency w. The momentum distribution of the outgoing atomic

beam exhibits sidebands at momenta py = p; \/1 + nhw (2m/p?), where n is an integer.

The physics of atomic interferometry experiments is often close to the classical limit, in
the sense that the atomic de Broglie wavelength, although longer than the wavelength of
light, remains much smaller than the other characteristic lengths of the system, such as the
dimensions of the potential. In this regime the experimental results lend themselves readily
to a semiclassical analysis [6, 7, 8]. Such an approach provides more physical insight than can
be obtained by a numerical integration of the Schrodinger equation.

The semiclassical limit of quantum mechanics i — 0 is analogous to the short wavelength
limit of electromagnetism. Just as the propagation of electromagnetic waves can be described
in terms of optical rays, the evolution of quantum states can be described in terms of classical
paths. In each case a family of trajectories is required to describe the physics. In quantum
mechanics the multiplicity of the trajectories arises from the uncertainty principle, since for
each state variable whose value is precisely determined, there exists a conjugate variable whose
" value is entirely unknown. Representing a quantum state semiclassically therefore requires
an ensemble of classical particles possessing all possible values of the conjugate variables.

The phase of the electromagnetic field at a given point is determined by the optical
path length of the ray which passes through that point. Similarly, the phase of the quantum
wavefunction at a given point is determined by the action, in units of i, along the classical path
which reaches that point. The amplitude of both the electromagnetic field and the quantum



wavefunction depends not on a single trajectory, but on the family of trajectories. Except in
the vicinity of focal points or ‘caustics’, the amplitude is proportional to the square root of the
path density. In geometrical optics, we approximate the intensity of the electromagnetic field
by the density of optical rays, and hence the amplitude of the field by the square root of the
ray density. Similarly, in quantum mechanics, using the Wentzel Kramers Brillouin (WKB)
method, we approximate the wavefunction amplitude by the square root of the density of
classical trajectories. Interference occurs at points reached by two or more paths, and the
solution is obtained by summing the contributions from each.

On the envelope of a family of rays there exist caustics, where the path density diverges.
The methods described above are invalid in the neighbourhood of caustics, and a more sophis-
ticated treatment is required to obtain the correct semiclassical solution. Such a treatment,
known as the uniform approximation, matches the local solution at the caustic to the WKB
solution valid far from the caustic in a uniform manner.

The same approach can be used for the scattering problem considered in this article,
although the calculation must be applied to the energy distribution of the atoms rather than.
to their wavefunction. We consider an ensemble of classical particles which enter the potential
well with identical energy and constant flux. The energy with which each particle leaves the
potential is obtained by calculating the particle’s trajectory across the potential according
to the classical equations of motion. The final energy is a function of the time at which the
particle entered the potential, and may classically adopt any value in a continuous bounded
range, with probability distribution P (Ey) (see Figure 2). Note that the distribution P (Ey)
contains caustics at the limits of the classically permitted range of energies. The discrete
structure of the quantum mechanical spectrum (2 (Ey) results from interference among the
trajectories which exit the potential at times separated by multiples of a period 27 /w. The
presence of sidebands in the classically forbidden energy range is a quantum effect analogous
to tunnelling. Using a periodic form of the uniform approximation, the exact spectrum can
be approximated in the semiclassical limit to a very high degree of accuracy, both in the
classically allowed and classically forbidden energy ranges.

An excellent review of semiclassical methods in quantum mechanics is given by Berry and
Mount [6]. The application of semiclassical techniques to quantum systems dates back to 1926,
when Wentzel [9] and Brillouin {10] independently obtained an approximation for the energy
eigenstates of the time-independent Schrodinger equation. It consisted of a sum of counter-
propagating solutions, whose phase depended on the classical action, and whose amplitude
contained the factor |p(m)|_1/ 2 where p(z) is the local value of the classical momentum. This
factor can be interpreted as the square root of the density of a stream of particles of constant
flux. The approximation is valid everywhere except in the neighbourhood of the classical
turning points of the potential, where the momentum vanishes and the classical density di-
verges. By calculating the local solution about the turning points, Kramers [11] obtained the
relative phase with which the left- and right-propagating solutions must be summed. Using
a local approximation he also estimated the value of the exponentially decreasing solution in
the forbidden region beyond the turning point, where the potential energy exceeds the total
energy of the system.

A more general method for obtaining the relative complex amplitudes of the various
WKB solutions was invented by Zwaan [12, 13]. By means of his ‘complex method’, regions
on opposite sides of turning points are joined by a path in the complex position plane which
lies far enough from the turning points for the WKB solutions to remain valid along it. The
matching conditions obtained are often sufficient to determine the relative weights and phase
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Figure 2: Classically, the final energy of the atoms may fall anywhere within a certain contin-
uous range, with a probability distribution given by P(Ey). The quantum mechanical energy
spectrum Q(Ey) is however composed of discrete components separated from the initial en-
ergy E; by multiples of iw. The intensity of the sidebands decays exponentially outside the
classically allowed range (the boundaries of which are indicated by dashed lines).

factors with which the solutions in each region must be summed. The method however gives
no information about the solution in the neighbourhood of turning points.

In the case of time-dependent problems, Dirac [14] demonstrated that the quantum me-
chanical probability distribution (the modulus squared of the wavefunction) obeys an evolu-
tion equation which, in the semiclassical limit, is analogous to the continuity equation for a
compressible fluid.

The WKB method was generalised to other configuration spaces in 1928 by Van Vleck
[15]. The analogue of turning points in this more general context is caustics, where the density

- of classical paths diverges. Like the standard WKB approximation, Van Vleck’s method fails
at such points, where it predicts an infinite amplitude.

Feynman’s publication of his path integral formulation of quantum mechanics in 1948
sparked a renewed interest in semiclassical methods. The predominant role of the classical
trajectories appears explicitly in Feynman’s formulation: The phase associated with each
trajectory equals the classical action in units of A. Constructive interference therefore occurs



in the path integral only in the neighbourhood of those paths for which the action is sta-
tionary, namely the classical trajectories. Morette [16] was the first to reproduce Van Vleck’s
results starting from a path integral approach (see also Papadopoulos [17]). Like the WKB
approximation, this approach fails in the neighbourhood of caustics. The phase change of the
solution across a caustic (analogous to the phase change between the incident and reflected
terms in the standard WKB method) can be determined by appealing to the Morse theorem
of the calculus of variations [18, 19]. The phase is described by an integer known as the
Morse index (or Maslov index) which changes only when a trajectory traverses a caustic. The
Morse index for wavefunctions increases by one at each caustic. In generalising the theory to
alternative configuration spaces, Levit et al. [20] have shown that the index change depends
on the sign of the second derivatives of the Hamiltonian at the caustic.

A semiclassical solution which remains valid in the neighbourhood of a caustic can be
obtained by the method of uniform approximation. The method was developed using two
complementary approaches. The first, established by Miller and Good [21] and Dingle [22],
and applicable to time-independent problems, is an extension of the standard WKB method,
in which the Schrodinger equation is replaced by a simpler equation, which possesses the same
turning point structure, but whose solutions are known exactly. The second method, due to
Chester et al. [23] and Berry [24], is derived from an integral formulation, and is useful for
time-dependent systems and scattering problems. The quantity to be calculated is written
as an integral over an oscillatory field, analogous to the Huygens-Fresnel sum-of-wavelets
representation. A general method for finding such integral expressions has been given by
Maslov [25]. The largest contribution to the integral arises from the neighbourhood of points
at which the phase is stationary. By a judicious choice of integration variable, the phase
‘can be written in one of several standard forms, in such a way as to preserve the structure
of the stationary phase points. The possible standard forms have been classified by Thom
[26], and constitute a branch of topology known as catastrophe theory. An approximation
is made for the amplitude of the integrand, which is exact at the stationary phase points,
and which allows the integral to be calculated analytically. The solutions obtained depend,
like the generalised WKB expressions, only on properties of the classical trajectories of the
system, namely the classical action and the path density. The uniform approximation can be:
applied both in the classically allowed regions of configuration space, and in the forbidden
zones, where the classical trajectories are complex.

In this article we apply the various semiclassical approximations described above to the
scattering of particles from a one-dimensional potential well modulated periodically in time.
For simplicity we consider a simple sinusoidal modulation

V(z,t) = Vo(z) 1 - sin (wt)], (1)

although the analysis can easily be generalised to treat higher harmonics. The spatial profile
Vo(z) is localised, and we shall assume it to be Gaussian

Vila) = —ge =, 2)

where the constant V' is positive. The system is characterised by three independent parame-



ters, which can be written in dimensionless form as

V = V'r2n (3a)
Di
hw
o = =2 (3b)
p;
6 = ko, (3c)
where
wm
k= . 4
Di ( )

V and & are respectively the potential depth and the energy difference between adjacent
sidebands, expressed in units of twice the particle’s initial kinetic energy. & is the width
of the potential in units of 1/k, where ik = dp is the elementary momentum spacing (the
momentum difference between adjacent sidebands to first order in @). To be useful as a
beamsplitter, the parameters V, @ and & must be optimised so as to maximise the transfer
of atoms into selected sidebands.

The article is organised as follows: Section 1 defines quantum propagators in the configu-
ration spaces of interest, and presents the WKB expression for each. Section 2 discusses the
application of the WKB propagators to the calculation of the sideband weights. In Section-3
the sideband weights are obtained by the method of uniform approximation, first using the
standard fold-caustic uniform approximation, in which each caustic is treated independently,
and then using a more appropriate periodic uniform approximation, in which all the caustics
are treated simultaneously. To take advantage of the temporal periodicity of the potential,
we analyse the energy spectrum of the atoms at a fixed position beyond the potential. For
simplicity therefore we assume that classically all the atoms are transmitted. Provided how-
ever that the potential is not sufficiently deep for classical chaos to occur, the methods should
in principle be suitable for treating the situation in which there is a significant reflected com-
ponent. The results obtained using the periodic uniform approximation agree very well with
the exact quantum mechanical predictions in the semiclassical limit.

1 Quantum propagators and their WKB approximations

A quantum propagator expresses the probability amplitude that a particle starting from a
given initial point will reach a certain final point. The points may be space-time points, as
in the case of the standard Feynman propagator, or they may be points in a more general
configuration space. To treat the problem of the modulated potential well discussed in the
introduction, we shall find it useful to introduce energy-dependent propagators.

Van Vleck’s generalised form of the WKB approximation [15] provides a practical method
of calculating the propagators in the semiclassical limit using purely classical quantities. While
the dynamics of the system are determined by the rules of classical mechanics, the quantum
effects are introduced through the superposition principle.

1.1 The standard Feynman propagator

In Section 1.1.1 we define the Feynman propagator [27] and review certain of its properties
which will be used in the following sections. In Section 1.1.2 a semiclassical expression for



the propagator is obtained using a time-dependent form of the WKB method.

1.1.1 Definition and review

The Feynman propagator K(z¢,ts;;,t;) is the Green’s function for the Schrodinger equation

R? 5? ., 0 .
(_—2;’1:3—2:% + V(.'L‘f,tf) - zfia;> K(:l:f,tf;l‘i, t,') = —ih) (tf - ti) é (.’L‘f — (L’i) , (5)
and expresses the probability amplitude of finding a particle at position z; at the final time
ts, given that it was at position z; at the initial time ¢;. It can therefore be written in terms
of the evolution operator U(ty,t;) as

(zs|U(ts, ti)|z:) for tp > t;

K(a:f,tf;l'i,ti)z{ 0 for t; < t; )

With respect to the initial coordinates z; and ¢;, the Feynman propagator satisfies the fol-
lowing equation

([ K & L9 L
("%51—:? + Vi(zi, ti) + Zﬁ,-a—t-i-) K(:L‘f, t; Ti, t;) = —ihé (ty —ti)o (x5 — ;). (7)
Using the path integral formulation, K(zy,tf; z;,t;) can be expressed as a sum of contri-
butions from all possible paths z(t) connecting the initial and final points
(@1:ts) iS(z(t)]/h
Kptyont)= [ Dla() =00, 8
(zisti)
where the notation D [z(t)] signifies functional integration, and S[z(¢)] is the action along the
path z(t) between (z;,t;) and (zy,t5)

t t
Slz(t)] E/tjdtﬁ[z(t),:b(t),t] =/t"dt{%m[d;(t)]?—V[x(t),t]}. (9)

1.1.2 Semiclassical value of the propagator

In the classical limit, where S[z(¢)] > h, the phase of the integrand in expression (8) gen-
erally varies very rapidly among neighbouring paths z(t). Destructive interference occurs
everywhere except in the neighbourhood of the classical trajectories, for which the action is
extremal. It is the neighbourhood of the classical trajectories therefore which make the largest
contribution to the integral (8), and which principally determine the value of the propagator.
This is clear in the trivial example of the free particle, for which the Feynman propagator
can be calculated exactly,

_ . 5
trizt) = (2imh)~ V2 [ e [T Z Z)
Kfree(mfa fi %4, ‘L) (227(’1) tf —t €Xp A 2(tf _ ti) ) . (10)

i~1/2 denoting the branch e~"/4. The phase of the propagator (10) is exactly 1/k times the

action along the classical trajectory

4 om (zp—z;\° _ m(zs—z)?
S[SL‘free(t)]:/t‘_ dt;(m) =T =) (11)



Although in the case of the free particle there is only one classical trajectory joining the
initial and final spacetime points (z;,¢;) and (zy,ts), there may in general exist more than one.
Such is the case in an interferometer. The classical trajectories joining the initial and final
points are known as the ‘root trajectories’ of the propagator. The reason for this terminology
is that they are obtained by solving the classical equations of motion subject to the boundary
conditions (zy,ts;z;,1t;), a process which is equivalent to finding the roots of an equation.
When the problem is not analytically soluble, an initial value for the momentum must be
guessed, and the system evolved from time ¢; to time ¢; according to the classical equations
of motion. The value obtained for the final position is then compared with the required value
zs, and used to refine the initial guess by means of a numerical root-finding procedure.

The root trajectories of the Feynman propagator will be denoted by I', and the classical
action associated with each by Sr(zy,ts; z;,t;). Provided that the root trajectories are suf-
ficiently well separated (in a sense we shall define later), the value of the propagator in the
semiclassical limit consists of a discrete sum of contributions from each

Kwwo(@f trmi ti) = Y Ar(zg, tr; 3, ty)eStEntrzat)/h (12)
r |

Because the contributions from the various root trajectories are complex, interference occurs
among them. The semiclassical amplitude Ar(zy,ts;z;,t;) can be obtained up to an overall
phase using a time-dependent form of the WKB method (see Appendix A.1), and equals

oo 1/2
Arlay tyi o ) = (2inh) 12 [(%} } , 13
Ly, Tiyti

where the partial derivative expresses the variation of the initial momentum required for a
change in the final position, with the parameters ¢y, z; and t; held constant. The correct
branch of the square root is usually specified by writing the phase explicitly in terms of an
integer known as the ‘Maslov index’ vr. Since the partial derivative can in general be either
positive or negative, the phase can adopt one of four values, hence

(%)
axf Lzt

The semiclassical amplitude Ar(zy,ty;zi,t;) has a simple interpretation in terms of a
classical path density. Recalling expression (6), we may regard the Feynman propagator as
the wavefunction t(zy,ts) corresponding to the quantum state |¢(t;)) = U(ty,¢;)]z;). In
the semiclassical limit, this quantum state may be associated with a classical ensemble of
particles whose positions and momenta vary with time according to the classical equations
of motion. Since at the initial time ¢; the quantum state has a precisely defined position but
completely indeterminate momentum, the appropriate classical ensemble is a set of particles
which initially have identical positions z; and uniformly distributed momenta (see the left-
hand diagram of Figure 3). After evolution to the final time t;, the positions and momenta
of the particles will have changed, as indicated in the right-hand diagram of Figure 3. Note
that, for certain ranges of position, multiple root trajectories may exist. This is illustrated in
Figure 3 by the region between the dashed lines, in which there are three root trajectories,
[, I' and I, for each value of z;.

1/2

Ar(zs, ts;miyt;) = (2imh) ™12 e /2, (14)
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Figure 3: The classical ensemble as prepared at the initial time ¢;, and after evolution to a
later time ¢;. The ensemble density |0p;/0z| is obtained by projection onto the position
axis.

Consider first however a range of final positions over which only one root trajectory exists.
The classical density of particles in such a region is obtained by projecting the ensemble in
phase space onto the position axis, as shown in the lower diagram of Figure 3. An expression
for the density can be obtained as follows. Since the particles initially have uniformly dis-
tributed momenta, their spacing at the final time is simply proportional to |0z s/0p;|, where
the variables z;, t; and ¢y are held constant. The density p(zy) is the reciprocal of the particle

spacing, that is
(55)
axf tf,z,-,ti_

In regions where multiple root trajectories I' exist, a classical density p' (z;) o |3p{ /0z f|
may be associated with each (see the lower diagram of Figure 3 in the region between the
dashed lines). Since this partial derivative appears to the power of one half in expression (14)
for the semiclassical amplitude, it is valid to interpret Ar as the square root of the classical
path density. In practice p' (z ) can be obtained by linearising the equations of motion about
the root trajectory (see Appendix B).

plzy) o (15)
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Note that the various branches T, I'' and I'” of the phase space diagram Figure 3 are
separated by caustics, points at which the phase space curve becomes vertical and the particle
density diverges. This results in divergences in the semiclassical amplitude Ar(zs,ts;x;,t;).
Except in the case of systems with Lagrangians which are of at most quadratic order in z and
%, such as the free particle and the harmonic oscillator, such divergences are unphysical. The
WXKB expression (14) for the propagator is therefore invalid in the neighbourhood of caustics.

1.1.3 Maslov indices

The generalised WKB method outlined in Section 1.1.2 and detailed in Appendix A.1 can be
used to predict the magnitude of the semiclassical amplitude Ar, but not its phase. It can be
shown however [20, 28] that the phase of Ar depends on the sign of dpl' /0z;, as indicated in
expression (13). This sign can be determined from the phase space diagram (see Figure 3).
Since the value of p; increases monotonically along the phase space curve (at a rate indicated
by the proximity of the dots), the sign of 8pf /dz 7 changes on traversing a caustic. The sign
is however not sufficient in itself to. determine the Maslov index vr, since it is the square root
of dp! [0z s which appears in the expression for Ar. The Maslov index can be obtained in
two different ways. The first, described by Campolieti et al. [29], is to trace the evolution
of the system along the appropriate root trajectory. Letting z denote the position of the
particle at time ¢, where ¢ increases from ¢; to ¢y, it can be shown that each time the root
trajectory passes through a caustic, that is, each time the value of (ap{ /8m)tyz“ti changes
sign, the Maslov index vr increases by 1. The final value of the Maslov index on a given
root trajectory can therefore be obtained simply by counting the number of caustics through
which it passed during the evolution.

Phase changes arising from passage through foci are familiar phenomena in optics. The
phase of a light beam changes by —n/2 on passage through a oné-dimensional focus (a focal
line), and by —n on passage through a two-dimensional focus (a focal point).

Rather than by studying the entire evolution of a single root trajectory, the Maslov indices
can be found by examining the phase space diagram at the final time. The change in the
Maslov index between adjacent branches can be found by making a local approximation to
the phase space diagram about the caustic. The caustics of Figure 3 are simple ‘fold caustics’,
and can be approximated locally by parabolae, 7 — . o< £ (py — pc)2, for some p, and z.. In
such cases the wavefunction can be expressed locally in terms of an Airy function (see Section
1.2.6). By matching the Airy function to the WKB solution far from the caustic, a phase
difference of 7/2 between the two branches is found .

1.1.4° Example: the free particle

In the case of the free particle there exists only one possible classical trajectory g linking the
initial and final points (z;,¢;) and (zs,t;). The momentum of the particle remains constant
along this trajectory, and equals

Tf— X

pEf.ree =m ( 16)

tf—t,‘.

We have already demonstrated in equation (11) that the phase of the quantum propagator for
a free particle is given exactly by its semiclassical value, namely the action along the classical
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path in units of A. It remains to compare the amplitude of the quantum propagator with its
semiclassical approximation. By substituting the value of the derivative

rfree
(3? ) 5% (17)
il tr,Ziti fon

into the expression (14) for the semiclassical amplitude, and taking vq.. = 0 since no caustics
are encountered during the evolution, we obtain

. - m
Afree(T s, tr5 i, ti) = (2imh)™1/2 rysrat (18)
1

which equals the amplitude of the exact quantum propagator (10).

Figure 4 shows the position-momentum phase space plot representing the free evolution of
a position eigenstate. At the initial time the particles of the classical ensemble have identical
position z; but uniformly distributed momenta. As time evolves the diagram shears, the
particles with higher momentum traveling farther. The classical particle density, obtained by
projecting the ensemble onto the position axis, is constant.

t=t,

Pi A PEA
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Figure 4: Phase space plots showing the free evolution of a position eigenstate. The classical
particle density |0p; /0| is obtained by projecting the ensemble onto the position axis.

1.2 Energy-dependent propagators

In this article we wish to analyse the system described in the introduction involving a beam
of atoms which interact with a temporally modulated potential. The Feynman propagator
is not directly applicable to this problem, since it describes the evolution of a particle which

12



is initially localised in position. The situation of interest is rather that of a particle whose
energy ahead of the potential is well defined. Moreover, it is useful also to know not only the
wavefunction of the atoms after interaction, but also their energy spectrum. For this purpose
we shall introduce propagators which depend explicitly on initial and final energy [27].

1.2.1 Definitions
The two energy-dependent propagators we shall use are given by Fourier transforms of the
standard Feynman propagator with respect to time

K(zg,tp;zi, Bi) = dt; K (z5,t5; zi,t;)e " Eti/R (19a)

v/

= 1 .
K(zs,Ef;2i,E;) = dtf/dt,K(a:f,tf,:cl, t;)e HEti—Ests)/h (19b)

orh
Note that since K(zy,ts;x;,t;) = 0 for t; < t;, the integral over ¢; effectively runs from —oo
to t;. We now discuss the interpretation of these propagators by considering specific situa-
tions. Initially we treat the case of a stationary potential. We then discuss time-dependent
potentials, making two simplifications appropriate to our system, first that the potential is
localised in space, and second that it is periodic in time. This allows us to write an expression
for the sideband weights of the transmitted beam in terms of the propagator K (zf, By zq, E3).

Finally we obtain semiclassical expressions for the energy-dependent propagators analogous
to that of the Feynman propagator (12).

1.2.2 Case of a stationary potential

In the case where the potential is independent of time, the propagator K (zg,tf;z4, E) is a
Green'’s function of the time-independent Schrodinger equation for energy E. This can be
shown by taking Fourier transforms of equations (5) and (7) with respect to time. With
respect to the final position z, the propagator satisfies the equation

h2 82 + V(.’L‘ ) E K(x tr x; E) = —ih 6 (_'1; _ ) —iEt//fi (20)
"2m0z% ! ptpenB) = 20z —zi)e ,
and with respect to the initial position it obeys
n o : —if |
572 tV(w) - E | Kz tpz, E) = §(xe — ) e tEt/h 21
( 2m 8:1:? + (xl) ) (.’L‘f, fvxla ) \/27r—ﬁ. (.'L'f xl)e ( )

As an example, consider the case of the free particle. The value of the propagator is then

7L e—iEt,/h ivV2mE(z;—zi}/h

o . ,—1 E for Tf2Ti
lcfree( f tf. i ) { 2“ 2'rn iEt ™m
Tf,lf;T )E — /fi —ivV2mE(zs—zi)/h
75”: TEe€ Jj i for z; < x;

For z; > z; it describes a particle travelling to the right with velocity \/2E/m, and for
Ty < z; a particle travelling to the left with velocity —/2E/m

Now consider the propagator K (z £, Eg; i, E;). Since the evolution operator for a station-
ary potential is a function of the time difference only U(ty,t;) = U(t; — t;), the propagator

(22)
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.r? (zg, Ef; i, E;) has a delta function dependence on energy

=z o0 ty .
KapBrianB) = 5z [ dty [ dt@utey - t)lsge B g
2mh J_ o —o
w .
= 5(Ef—Ei)/ dO (z;|U(0)|z;)e'Ei®/M, (23)
0

This reflects the fact that the energy of a particle does not change in a stationary potential.

1.2.3 Case of a time-dependent localised potential

The situation of interest in this article is that of a time-dependent potential which is localised
in space. The initial position z; is chosen to lie on the left of the potential and the final
position zy on the right. )

For all z; to the left of the potential the propagator K(zy,ty; z;, E;) satisfies the equation

2m3$12 i fabfsdi, l—\/m Tf—1zi)e .

Since z lies to the right of the potential, the propagator must describe a particle which leaves
the initial position z; with positive velocity and traverses the potential. The appropriate
solution of (24) is therefore

R(:L‘f, tf; i, Ei) = f((.’l)f, ts; Ei)e_i v 2mE.'1:.'/h’ (25)

where the negative sign in the exponent arises from the fact that z; occupies the ‘ket’ position
rather than the ‘bra’ position in the propagator.

Now consider the propagator K (zf, Ef;zi, E;). For all z; to the left of the potential and
all = to the right of it we have

R 9? z :
(_%W - Ef) K(zs Efizi, B;) = —ihé (25 - 2:) 6 (Ef — Ey)
f
h2 82 ~
(—%W - Ei) K(:L‘f,Ef;zi,Ei) = —thd (113] - fzi) 4 (Ef - Ei) : (26)

The propagator must describe a particle which leaves the initial position with positive velocity,
traverses the potential, and arrives at the final position also with positive velocity. The
appropriate solution of (26) is therefore

K(zs, Ef; 5, Bi) = K (Ey; Ey)e'(VIEjz—VImEiz:) 1 (27)

The above expression suggests that the propagator K (Ey; E;) may be interpreted as the
probability amplitude for a particle to exit the potential on the right with velocity \/2Ef/m,

given that it approached the potential from the left with velocity \/2E;/m. A further relation
can be obtained which corroborates this interpretation. Suppose a wavepacket with a narrow
momentum distribution ¥(p, t) is incident on the potential from the left. Letting ¢; denote a
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time before the interaction, and ¢; a time after the interaction, we can express the momentum
distribution of the transmitted wavepacket as

- 2E¢ _; e s 2 _
Blopsty) =\ e Bl [ 4B EIR (B B (VEmBLt) . (28)

where py = /2mE;. The above expression follows from equations (237) and (240) of Ap-
pendix C, and relates the momentum distribution of the transmitted wavepacket to that of
the incident wavepacket. The propagator K (Ey; E;) plays the role of a transition amplitude
between momentum components p; = v/2mE; and py = \/2mEj. It is in this capacity that
we shall use it to analyse the modulated potential well described in the introduction.

1.2.4 Case of a temporally periodic potential

It is easy to show that for a temporally periodic potential such as (1) the propagator

K(zs,Ey;z;, E;) is a discrete function of energy. Using the definition (19b) and writing
© =ty —t; and t = (¢ +t;) /2, we obtain

I:{(l'f,Ef;fCi,Ei) = 2_7-1r_ﬁ /df /d@ K(zs,t+0/25z;,t — 0/2)eBr—Et/he~i By +E:)O/2h
(29) -

Since the potential is temporally periodic, K(zy,t + ©/2;z;,f — ©/2) is periodic in ¢, and

hence K (zf, Ey; xi, E;) can be expressed as a comb of delta functions
I:((If, Epzi,E) =) I:(n(-’b‘f;zi, E;)6(Ef — E; — nhw), (30)
) n

where w is the modulation frequency. Thus energy is transferred to the system in multiples .
of fw. For all z; to the left of the potential and all z; to the right of it, we can express

Kn(zy; 24, E;) as
I:(n(fEf;il?i,Ei) = I%n(Ei)ei( Vam(Eitnhw)z; = szizi)/h. (31)

The goal in this article is to calculate the proportion of atoms which absorb a given number of
quanta n on traversing the periodic potential (1) defined in the introduction. This proportion,
which we refer to as the weight of the nth sideband, can be expressed in terms of K, (E;) as
follows.

Each incident atom is modelled as a wavepacket with a very narrow momentum distri-
bution centred about p; = /2mE;. The interaction with the potential splits the wavepacket
into a transmitted and a reflected component. If the atom is transmitted, its momentum is
measured by a detector placed to the right of the potential. The momentum distribution of
the atoms, as measured by the detector, exhibits sidebands centred about the momentum
values py = /2m(E; + nfw), the width of each sideband depending on the ratio ps/p; and
on the width of the initial momentum distribution. The weight of the nth sideband is defined
as the probability that the momentum of an atom will fall in the range occupied by the nth
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sideband, in the limit that the width of the initial momentum distribution tends to zero. It
is calculated in Appendix C, and equals-

A = 2
In = 2 /BB, 7 ) | Kn(B)

(32)
In practice the initial momentum distribution of the atoms will always have a finite width Ap;.

In order to be able to define the probability of detecting the atom in the nth sideband, it is
necessary that Ap; be sufficiently small that the sidebands do not overlap. This requirement

can be written as
[m
Ap; € 2E,ﬁw' | (33)

As long as condition (33) is satisfied, expression (32) then remains a good approximation

to the probability of detecting an atom in the nth sideband provided the value of IK )l
varies little over the width of the initial momentum distribution.

1.2.5 Semiclassical vélues of the propagators

Substituting the path integral formulation (8) of the Feynman propagator into definition
(19a), we obtain an exact expression for K(zy,ts; z;, E;) as a sum over paths

(zyg, tf

N ty
K(:E/,tf;:):i,El), \/_/ /( eHS[EW]-Eiti}/h (34)
T,

n

In the semiclassical limit this integral is dominated by trajectories for which the phase is
stationary. Defining a ‘generalised’ action

S[z(t)] = Slz(t)] - Eits, (35)

we identify the paths of stationary phase as the solutions of 55’ [z(t)] = 0, where 65[z(t)] is
the first order change in S[z(t)] due to a perturbation éz(t) of the trajectory,

ty oL d oL
. E(ti)éti] +A dt [55 -— ]5 (t). (36)

oz

68 = —E;6t; + [%(n( ) e

To evaluate 85, we note that the final time ¢ s is fixed by the boundary conditions, as is the
final position z(tf) = z;. Hence éz(t;) = 0. The initial position z; is fixed, although the
initial time ¢; is perturbed by 6t;. To zeroth order in the perturbation therefore we have
z(t;) = z;, and to first order

dx(t;) + £ (t;)dt; = 0: : | (37)

Using the above relation, and replacing 9L(t;)/8% = p(t;), the bracketed term of (36) can be
simplified as follows

OL sl = Litysts = p(tayites) — £(6)] 6t = M)t (38)
oz t;
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where ‘H = pz — L is the Hamiltonian of the system. The first two terms of (36) will therefore
cancel provided

H (t;) = E; (39)

that is, provided the initial energy on the trajectory equals E;. The integrand of the third term
will vanish if the trajectory satisfies the Euler Lagrange equations (the classical equations of
motion). Hence, in conclusion, the trajectories I' for which the generalised action S (z(t)] is
stationary are classical trajectories whose initial energy is E;. The generalised action S [z(t)]
on I is a Legendre transform of the classical action

S [z3(t)] = Si(zs, ty; i, Ei) = Sp (-Tfatf;ziat?) ~ E;t!, (40)

where t? denotes the initial time of the trajectory L.
The semiclassical value of the propagator K(zy,1s; 7, E;) is a sum of contributions from
all the root trajectories I :

RWKB(fL'f,tf;xliyEi) = ZAf,(zf,‘tf;zi,Ei)eigf(xfstf;xi,E‘i‘)/h, . (41)
Iy

where the semiclassical amplitude /il-.(z f1ts; i, E;) can be calculated by a generalised WKB
method (see Appendix A.2.1), and equals

1/2

= _ m? (8t
Ap(zg, trizi, Bi) = (2nh) 12 | —— (8; : (42)
pi pf f I/,:r,-,E~

pf and p? denoting the initial and final momenta of r. Writing the phase of .;11: explicitly in
terms of a Maslov index Uy, we have

1/2

~ _ m? [ otf —ibe
Ap(zg,tf;mi, Bi) = (2mh) ™12 5\ 3¢ e /2, (43)
PPy f zf,xi,E;

The semiclassical amplitude can be interpreted in the following manner as the square root of
a classical density. The propagator K (zf,tf; xi, E;) denotes the wavefunction of a quantum
state which can be represented by a classical ensemble of particles emitted from the position
z; with energy E; and constant flux (see Figure 5). The spacing between the particles at the
final time t; is therefore proportional to |0z ;/8t;|. The density of particles on the branch r
is the reciprocal of the particle spacing on that branch,

: of m (o]
Fensl(B) -3 (%) | @)
/ ty,zi,Bi Py ! T5,zi, By

where a change of variables has been made to write the density |0t;/0zy| in terms of the
flux |ot;/ot f'|. The flux can be obtained directly from the phase-space diagram at z = zy
by projecting the ensemble onto the time axis. In practice it is most easily calculated by
linearising the classical equations of motion about the root trajectories (see Appendix B).
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Figure 5: The classical ensemble as prepared at the initial position z = z;, and after evolution
to the final position z = z7. The energy Ey of the particles is plotted as a function of their
arrival time t;. The flux |0t;/0ts| at the position z is obtained by projection of the ensemble
onto the time axis, and the energy density |0t;/0E | by projection onto the energy axis.

The various branches I are separated by caustics in the flux (points at which the energy-time
phase space diagram becomes vertical, and the flux diverges).

It can be shown (see Appendix A.2.1) that the proportionality factor of expression (44)
contains the reciprocal of the initial velocity, m/p!. Including this factor, and comparing p"
with the expression (43) for the semiclassical amplitude /11:, we see that it is valid to interpret
/il-. as the square root of the classical density. At points where the density diverges the WKB
expression (41) for the propagator is invalid. These include turning points of the system

(where pf or p? vanishes), and caustics in the flux |8t§ /ot fl.
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The phase of /11"’ which is written in terms of a Maslov index Uy in expression (43),
changes on passage through a caustic. As in the case of the Feynman propagator, the Maslov
index can be calculated either from the final phase space diagram, or from the evolution of
the system along the root trajectory. During the evolution, the Maslov index increases by
one every time a caustic is traversed [28].

A special case of the generalised WKB approximation (41) occurs when the potential is
independent of time. As mentioned in Section 1.2.2, the propagator K(z frtpizi, E) for a
stationary potential is a Green’s function of the time-independent Schrédinger equation. The
semiclassical approximation Kwkg(z f>t5;zi, E) must therefore be related to the standard
WKB solutions

. , I!
balig ) = B a7 exp |17 [ depa)] (45)
+ T
where z; is some initial position and p(z) is the local value of the classical momentum
p(z) = 2m (E - V(@)]'/*. (46)

We show below that on either side of the point ¢ = z;, where the derivative of the propagator
is discontinuous, Kwxs(zy,1s; z;, E) equals a particular linear combination of the WKB so-
lutions (45), the coefficients c* depending in general on the initial position z; and the energy
E.

The generalised action S'I: for a stationary potential is given by

S‘f (a:f,tf;xi,E) —Etf + .tj dt —l-m [if(t)]2 -V [.’L‘f‘(t)]
¢ 2

r
1

zy
—Etf+/ dz py(x), (47)
z;

where a:I'z(t) is a parametrisation of the root trajectory I, and pp(z) is the corresponding
momentum. For each root trajectory, pp(z) takes one of the values +[2m (E — V(a:))]l/ 2
Each trajectory thus contributes to one of the two terms in equation (45).

It remains to show that the semiclassical amplitude fif (zf,ts; 14, E) (43) agrees with that
of the standard WKB solution (45). Since for a stationary potential the flux is constant

ol
z5,2i,E

1/2 .

~ _ 'm,2 .

A (g tg; i, E) = (2xh) 72 [ﬁ] : (49)
p; Py

the semiclassical amplitude is just

Note that fif. has the same dependence on the final coordinates as does the amplitude of the
standard WKB solutions (45): both are inversely proportional to the square root of the final

momentum p'f_l/ 2 This factor arises since the density of a stream of particles of constant flux
is inversely proportional to the particles’ momentum. The propagator is thus equal to the
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WKB solution, where the coefficients c* contain the dependence of the propagator on the
initial coordinates.
We now return to the general case of a time-dependent potential, and consider the prop-

agator K(x f»Egizi, E;). A WKB approximation for this propagator can be obtained by a
method analogous to that used for K (zy,ts;z;, E;), which gives

> 3 Efizi Ei)/h
Kwks(zs, Ef; 4, E;) = ZAIi(fEf,Ef;-Ti,E)e (e By 2B/ , (50)
r
where I:" are the root trajectories that start at the initial position z; with energy E;, and finish

at the final position x5 with energy Ey. The generalised action S'Iz,(mf, Ef;z;, E;) is a double
Legendre transform of the classical action

S:(zs, E;zi, Ei) = St (x,,t,,x,, ) +E,t, E;it!, (51)
where tf and tr; are the initial and final times respectively of the trajectory f‘ The semi-

classical amplitude /ila(z 1, Eg; zi, E;) of each contribution in expression (50) is calculated in
Appendix A.2.1, and equals

1/2

. 2 y
A:(zs, Ep; i, Bi) = (2imh) =12 | 2 ot; , (52)
r C’)E,'
P, pf z5,74,E
or equivalently,
2 r 1z
A: 2(zy, Ef; i, E;) = (2imh) ™'/ o (g_; ) e WET/2, (53)
pz pf s zs,zi,E
The derivative (at? /OFE f) is the energy density of a classical ensemble of particles

zs,Ti E;
which leave z; with energy FE; and constant flux. It can be read directly off the phase space
diagram at the final position z = z; by projecting the ensemble onto the energy axis (see

Figure 5). The various branches I are separated by caustics in the energy distribution, where
the phase space diagram becomes horizontal, and the energy distribution diverges. Note that
the branches I' do not coincide with the branches I of the propagator K (g, ts; i, E).
Although the energy-dependent propagators f{(a:f,tf,z,,E,) (19a) and I:((xf, E¢ z;, E;)
(19b) are Fourier transforms of the Feynman propagator K(zy,tys;z;,t;), their WKB ap-

proximations KWKB(mf,tf,z,,E,-) and KWKB(pf,tf,:z,,Ei) are not Fourier transforms of
Kwks(z g, ts; i, t;), or of each other. '
1.2.6 Example: the linear potential

In this section we calculate the energy-dependent propagator K (zg,t5; i, E;) and its WKB
approximation for a stationary linear potential. The reason for treating the linear potential
is that it is one of the simplest systems containing a caustic. Since the problem can be solved
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analytically, it provides an opportunity to compare the exact value of the propagator with its
WKB approximation, both in the neighbourhood of the caustic and far from the caustic. It
also contains an example of a classically forbidden region of space.

Consider then the potential

V(z) = Fz, (54)

where F is positive. Since the solutions for different energies differ only by a spatial displace-
ment and an overall phase, we may restrict ourselves to the zero energy case without any loss
of generality. At zero energy the turning point occurs at z,, = 0, and the region z > 0 is clas-
sically forbidden. The exact solution is simply the Green’s function of the time-independent
Schrodinger equation, and equals

JEZ [Ai(az:) - iBi(az:)] Ai(azy)  for 77 >

R(:I:f,tf;:zr,E:O): ) (55)
l \/27"% [Ai(azy) — iBi(azy)] Ai(az;) for zf < z;
where
2mF
a = Y h_2 (56)

Note that expression (55) is independent of t; because the energy is chosen to be zero.

We shall now solve for the WKB solution in the classically allowed region z;,zy < 0,
supposing, without loss of generality, that z; < ;. The propagator ._K'(xf,tf; z;, E = 0) has
two root trajectories, which are sketched in Figure 6. The trajectory I'* is a direct path from
z; to =y, and the trajectory [~ is a reflected path, describing a particle which moves up the
potential until it reaches the turning point, then reverses its direction and moves back down
the potential to the point z;.

V(x)

Xj Xf Xtp

' Figure 6: The two root trajectories of the propagator_f( (zg,ts;zi, E = 0). The trajectory
I't is a direct path from z; to zy, and the trajectory I'” is a reflected path, which reverses
direction at the turning point zp.

The propagator K (z f>tf; zi, E = 0) is the wavefunction of a quantum state which can be
represented by a classical ensemble of particles emitted from the initial point z; with energy
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E = 0 and constant flux. Since the potential is stationary, the energy of the particles does
not vary during the evolution. Rather than plot an energy-time phase space diagram, as in
Figure 5, it is therefore more useful to plot a momentum-position phase-space diagram (see
Figure 7(a)). The dots in the diagram, which represent the particles of the classical ensemble,
lie on the curve of constant energy E = 0, given by the equation py = +,/-2mFz;. This
curve consists of two branches, I'* and I'". The momenta on the branch I't are positive,
since the trajectories I'* are direct paths from z; to © 7+ On the branch '~ the final momenta
are negative, since the trajectories '~ have reversed direction at the turning point. In the
forbidden zone z; > 0 the momenta p; are pure imaginary, as shown in Figure 7(b).

Denoting the genera.hsed action and the semiclassical amplitude on the trajectories I'* by
S (xf, ty; i, E) and A% (zf,ts;z;, E) respectively, the WKB approximation for the propaga-
tor in the classically allowed zone can be written as

Rwws(zs b330, B) = Y A% (2, by, B)eS @rtrzn )R (57)
+

Using equation (47) we ﬁnd that for E = 0 the generalised action S* (zg,tf;zi, E) in the
above expression is

- zs
S+(:L‘f,tf;iL‘i,E =0)

dz |p(z)|

- 0 z
SentpzE=0) = [ delpal- [ dz ). (58)

where p(z) is the classical value of the momentum at the point z, which in the allowed zone
z < 0 equals

p(z) = +vV-2mFz. (59)
Evaluating the integrals in (58) gives
. ] ) _
Si(l‘f,tf;fl?i,E=0) = § 2mF [q:(_zf)3/2+(_zi)3/2]
2
= £ [F (a2 + (—az)*?]. (60)

The semiclassical amplitude /ii(z f:tp; i, E = 0) is the square root of the ensemble density,
obtained by projecting the phase space diagram Figure 7(a) onto the position axis. Its value
can be obtained from equation (49), and equals

1 m 1 —117*77/2.

\/27r o2F YT;Tf

Note that at the turning point z; = 0 the semiclassical amplitudes A% diverge. The Maslov
indices ¥ can be obtained by considering the evolution of the root trajectories. Since the
trajectory [t corresponds to direct propagation, its Maslov index equals #* = 0. The
trajectory '~ includes one reflection, and therefore has a Maslov index of #~ = 1. Since the
change in the Maslov index depends only on the topology of the caustic, we can conclude
that on traversing any caustic which is locally of the form z; — z. « — (py — pc) from the
upper to the lower branch, as indicated in Figure 7(a), the Maslov index increases by unity.

A% (zj,tp2:, E = 0) (61)
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Figure 7: (a) The momentum-position phase space diagram at a fixed final time t; for the
propagator K(zy,ts;z;, E) in a linear potential V(z) = Fz, where E = 0 and z; lies far from
the caustic in the classically allowed region. (b) The final momenta of trajectories terminating
in the forbidden zone (z; > 0). Note that these are pure imaginary. (c) The exact value of
the propagator (solid line), and its WKB approximation (dashed line).

Substituting equations (60) and (61) into the expression (57) for the WKB approximation
of the propagator gives

- m e in/4

Kuwxe(zs,tf;zi, E=0) = F \‘/5’776
1

which equals the asymptotic approximation of the exact propagator (55) far from the turning
point, z; < £y K —1/a. Figure 7(c) compares the exact value and the WKB approximation
for all values of z;. Although the WKB approximation is invalid close to the turning point,

i§(-az)™? gip —g— (—oz:z:f)3/2 + -;E ; (62)
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it agrees well with the exact value of the propagator outside the immediate neighbourhood
of the caustic.

1.3 Caustics and shadow zones

In developing semiclassical approximations for various propagators, we have modelled the
quantum states which they describe by an ensemble of classical particles. The areas of config-
uration space which the classical particles do not penetrate are known as classically forbidden
zones. An example is given in Figure 7(a), which shows the ensemble of particles appropriate
for the propagator K (zg,ts; zi, E) in a stationary linear potential. There are no classical par-
ticles in the region z; > zp, where z;, = 0 is the classical turning point. It is clear however
from Figure 7(c) that the exact value of K (z f1t5; %4, E) does not vanish in the forbidden zone,
but decays away exponentially as zy increases. This exponentially decreasing solution can be
obtained using semiclassical methods by including complex trajectories. As in the classically
allowed zone however, the WKB solution fails in the neighbourhood of the caustic.

In this section we first consider a stationary potential, and discuss the application of
the standard WKB method in forbidden zones, where the potential energy exceeds the total
energy of the system. We then discuss the possible generalisation of this approach to time-
dependent potentials and other configuration spaces.

1.3.1 The standard WKB methdd in forbidden regions

The standard WKB method is used for the calculation of energy eigenfunctions in a station-
ary potential. Caustics occur at the turning points z,,, where the potential energy equals
the total energy of the system, and the classical momentum (46) vanishes. The semclassical
amplitude of the wavefunction diverges at such points, and the WKB approximation (45)
becomes invalid. However, sufficiently far beyond a given turning point, in the classically
forbidden region, the standard WKB method gives an accurate approximation for the tun-
neling amplitude. The wavefunction in this region may be obtained by the ‘complex method’
(6, 30, 31, 32], in which the classically allowed and forbidden regions are connected by a
path in the complex position plane which lies sufficiently far from the turning point that the
WKB solution remains valid along it. The WKB solution in the complex plane is found by
analytically continuing expression (45). In doing so, attention must be paid to the Stokes
phenomenon. Because this is described in detail in the references [6, 13] we shall discuss it
here only briefly.

Let us choose the initial point of integration in expression (45) to be the turning point
Zyp. Then the WKB solution can be written as

wis(zf,tf) = e EU/M [p(x,)]—l/"’%:c;‘; exp {i%/” d:cp(m)] . - (63)

Ztp

As we proceed away from the turning point into the classically allowed region along the
real position axis, the solution ¥wxs(zs,ts) varies with z; in an oscillatory manner. If
on the other hand we move along the real position axis into the forbidden zone, where the
classical momentum is purely imaginary, one of the terms in the WKB solution (63) decreases
exponentially, while the other increases exponentially. Paths such as this, along which p(z) dz
is purely imaginary, are known as Stokes lines. They begin and end at the turning points. In
the simple case of the linear potential there are three Stokes lines, z = Re?® where R € R* and
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§ = 0,27n/3,4n/3 (see Figure 8). Lines along which p(z) dz is real are known as anti-Stokes
lines, and alternate with the Stokes lines.

Im(x)

e Re(x)
- — — . = Stokes line
= anti-Stokes line
AN = branch cut
------ > = good path

Figure 8: The Stokes and anti-Stokes lines for the linear potential V = Fz with F > 0 and
E = 0. The WKB solution is traced along a ‘good path’, which lies far from the turning
point.

On a Stokes line, the term of equation (63) which increases exponentially is known as the
dominant solution, while the term which decreases exponentially is called the subdominant
solution. Since the sum of these terms represents only an approximation to the exact solution,
there is a certain error associated with it. Provided the coefficient of the dominant solution
is non-zero, the contribution from the subdominant solution will be smaller than the error in
the sum at positions far from the turning point. Care must therefore be taken in continuing
this term analytically about the turning point. It can be shown [30] that on crossing a Stokes
line in the anticlockwise sense, the coefficient of the subdominant term changes by an amount
equal to 7 times the coefficient of the dominant term.

On an anti-Stokes line both terms are oscillatory, and hence remain of the same order
of magnitude regardless of the distance from the turning point. Their coefficients therefore
remain constant on crossing an anti-Stokes line. However the terms swap role, the term that
was dominant on one side of the anti-Stokes line becoming subdominant on the other, and vice
versa. On crossing successive anti-Stokes lines, a given term therefore becomes alternately
dominant and subdominant.

Consider for example the case of the linear potential V = Fz with FF > 0 and £ = 0. We
require that the solution contain no exponentially increasing term in the forbidden zone > 0.
Hence the coefficient of the dominant term on the Stokes line z € Rt must vanish, and only
the subdominant term has a non-zero coefficient. Given the value of this coefficient, we can
obtain the solution in the classically allowed zone by following a ‘good path’ in the complex
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position plane, which lies sufficiently far from the turning point for the WKB approximation
to remain valid along it (see Figure 8). The path first meets the anti-Stokes line £ = Re'™/3,
where the term that was originally subdominant becomes oscillatory. As the anti-Stokes line
is crossed, this term becomes the dominant solution. The path then traverses the Stokes line
z = Re'?™/3, at which point a component of the other (now subdominant) term is introduced.
On returning to the real axis in the classically allowed region, the solution contains two
oscillatory terms: an incident right-propagating term, and a reflected left-propagating term.
The coefficients of the two terms have the same magnitude, but a phase difference of :. The
WKB solution obtained this way agrees with the exact solution far from the turning point.
With each of the terms in the WKB solution (63) we may associate a root trajectory I'. As
shown in Section 1.2.5, the phase of each term equals the generalised action Sr" (zp.tpizi, E)
in units of A, and the prefactor corresponds to the semiclassical amplitude /11: (zp ty;zi, E).
In the case where z; lies in the forbidden zone, the root trajectories are complex. They
remain ‘classical’ however in the sense that they satisfy the classical equations of motion

= _ P
dt  m :
dp /

Any or all the variables z,p, ¢ in these equations may however be complex, and the potential
is replaced by its analytic continuation into the complex plane.

For a given set of boundary conditions (z,ts;z;, E) there may exist multiple root tra-
jectories. Two trajectories are distinct if they are evaluated along contours which pass on
opposite sides of a turning point. This can most easily be seen by writing the evolution
equations in terms of position rather than time,

a _m
dz = p
P _ My o (65)
dz P

This transformation is a natural one to make since the time variable ¢; plays only a trivial
role in the value of the semiclassical wavefunction (63). By elementary complex analysis (see
for example [33]), the system of differential equations (65) has a unique solution p(z),t(z)
in the neighbourhood of a point z = zg, which satisfies the boundary conditions t(zg) =
to, p(zo) = po, provided the functions on the right hand side are analytic in the neighbourhood
of (zo,Po,t0). It is clear however that the functions are not analytic at points where classical
momentum p(z) vanishes, that is, at the classical turning points of the system. In general
the turning points may be complex. The presence of such points prohibits the existence of a
unique global solution to the above system. However, provided the turning points are isolated,
it is possible to define local solutions.

Let us integrate the equations (65) along a certain contour C in the complex position
plane from z; to ;. We shall parametrise the contour by a real variable u, as z(u), u € [0, 1],
where z'(u) exists and does not vanish. Along this contour the evolution equations can be
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written as

%::—: = 12'(u)
d  dt ,
du da:z (u)
dp _ dp ,

where dt/dz and dp/dz are given in equations (65). We suppose that the initial conditions
z(0),t(0),p(0) are specified. Then, provided the contour C does not intersect any turn-
ing points (that is, provided p # 0 along C), the above equations have a unique solution
z(u), t(u),p(u), u € {0,1]. Furthermore, if the contour is deformed such that the endpoints
remain fixed and no turning points have been traversed during the deformation, then the final
solution will remain unchanged. This formulation allows us to define local solutions to the
equations (65).

The local solution depends on which way around the turning points the contour passes in
the complex plane. Any two contours passing on the same side of the turning points will give
the same solution. Note that this implies that the contour may be chosen arbitrarily close to
the turning points. Each distinct solution is labeled as a different trajectory r.

Consider for example the case in which the turning point corresponds to a simple zero of
the function p(z)? = 2m[E — V(z)]. Then in the immediate neighbourhood of the turning
point we can approximate

p(z) o (z - z4p) /2. (67)

Since the momentum on a classical trajectory cannot change instantaneously in a smoothly
varying potential, its sign must be reversed after a full circuit around the turning point. We
can indicate the change of sign of p(z) in the complex position plane by sketching a branch cut
in such a direction that the trajectory does not cross it. Thus a trajectory which circumscribes
the turning point once will finish on the opposite side of the branch cut, and its momentum
will have been reversed. Note however that since the momentum of the particle is completely
determined by the requirement that it may not change instantaneously along the trajectory,
the branch cut is included simply as an aid to visualisation, and is not in fact required for
the definition of p(z). It is preferable to think of the contour as finishing on a new Riemann
surface of p(z) after passage around the turning point. :

In general the root trajectories I will be complex. The generalised action S'I: (zf,t5; 35, E)
and semiclassical amplitude /11: (zf,ty; zi, E) associated with each are still given by the usual
expressions (47) and (49), but are now also complex. Note that not all possible complex
trajectories contribute to the WKB solution. Whether a given trajectory contributes or not
in a given region is determined by the Stokes connection formulae.

.1.3.2 Example 1: the linear potential

In the case of the linear potential there is only one turning point, and thus, for every choice
of the boundary conditions (z¢,ts; z;, E), exactly two trajectories. These trajectories, which
we have labelled I'*, pass on opposite sides of the turning point. Suppose as before that T
and z; both lie in the classically allowed zone, and that z; < zy. Then the trajectory ['t
corresponds to a direct path from the initial to the final position, and represents an incident
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wave. The trajectory r- corresponds to a contour which passes around the turning point,
and returns to the final position with negative momentum. We can indicate the change in
sign of the momentum by sketching a branch cut along the negative real axis (see Figure 9).
This second trajectory corresponds to a reflected wave. Both direct and reflected trajectories
contribute to the value of the WKB solution.

im(x)

reflected trajectory Xtp

~ > Re(x)

> >

incident trajectory tunnelling trajectory

AAAAAA = branch cut

Figure 9: Trajectories in the complex'position plane for a linear potential. The reflected
trajectory encircles the turning point z., before returning along the real position axis. The
tunneling trajectory passes below the turning point.

Now suppose that the final position lies in the classically forbidden zone zy > 0. Two
trajectories exist which link the initial and final positions, one passing above the turning
point, and the other below it. We shall label these trajectories 't and '~ respectively.
The trajectory which passes below the turning point, as shown Figure 9, corresponds to an
exponentially decreasing term and is therefore the only one of the two that contributes to the
WKB solution. This can be shown as follows.

On the positive real position axis, the momentum is purely imaginary (see Figure 7). Its
sign depends on whether the contour passed above the turning point (I't) or below it (I'~),

pE(z) = FivV2mFz. (68)

Using this expression for the momentum, we can obtain the generalised action and semiclas-
sical amplitude on the trajectories ['*

~ ‘ 2
Si(a;f,tf;:ci,E =0) = §v2mF [:Fi (mf)3/2 + (—:t:i)s/?] (69a)
eiin/ti m 1

fii(fEf,tf;fi,E = 0)

—_— ——. 69b
V2rh V 2F /—zixy . ( )

Only the trajectory ', whose generalised action has a positive imaginary part, contributes to
the WKB solution.The semiclassical propagator therefore contains only a single term, which
decays away exponentially as zs increases

I.{WKB(:z:f, ty;zi, E) = /i_(:z:f, ts; zi, E)eig—(”f’tf;"""E)/h. (70)
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Substituting the values of the generalised action (69a) and semiclassical amplitude (69b) into
expression (70) we obtain

~ 1 [m e/, a2 2 3/2
KWKB(zf)tf;xi)E = 0) = 5 W_ﬁels( az;) e 3(Ozf) , (71)
i

which is the asymptotic approximation of the exact solution (55) far from the turning point
z; € —1/a, £y > 1/a. A comparison of the semiclassical solution (71) and the exact solution
(55) is given in Figure 7(c).

Note that the time £ — tii taken by the particle to travel along the trajectory I'* from the
initial point z; in the classically allowed zone to the final point z in the classically forbidden
zone is complex

tf—tii=\/27m(:ti\/$_f+\/——xi)~ (72)

. The example of the linear potential illustrates a few general characteristics of simple ‘fold’
caustics, so named because they appear as a folding of the phase space curve (see Figure 7).
As the caustic is approached from the classically allowed side, two branches of the ensemble
converge, and finally become degenerate at the caustic itself. Proceeding into the forbidden
zone, the root trajectories separate to form a complex conjugate pair (that is, a pair of paths
for which parametrisations can be chosen such that the coordinates z(u), p(u), t(u) on each are
complex conjugates). Their associated generalised action and semiclassical amplitudes also
form complex conjugate pairs. Since the forbidden zone is unbounded, the only trajectory
which contributes to the WKB solution is the one whose generalised action has a positive
imaginary part. This ensures that the solution decreases exponentially into the forbidden
zone.

1.3.3 Example 2: the Gaussian well

We now consider the example of a stationary Gaussian potential well V(z) = —Vpe~2*/20%
where Vy > 0. For positive incident energy E there are no real turning points, and hence a
standard application of the WKB method predicts no reflection. However there do exist turn-
ing points which lie off the real position axis, and they can be used to provide a semiclassical
estimate of the quantum reflection. Their locations z, can be found by setting the potential
energy equal to the total energy of the system V (z.p,) = E. Writing z,, = zg + 12/, this
condition provides two equations with which to solve for the real and imaginary parts of z,

\%
x%—z? = 2cr21n—E—0
zrer = o (2n+1)m, . (73)

where n is an integer. Note that since these equations cannot be satisfied unless z; is non-zero,
“all the turning points lie off the real axis.

Figure 10 indicates two complex trajectories I'*, which pass around the two turning points

:z:tip in the upper half plane which lie closest to the real axis. A reflection amplitude r% can

be associated with each,

rt = —ietSe/h, (74)
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Figure 10: Reflected trajectories for a Gaussian potential well. The turning points, indicated
by dots, all lie off the real position axis. The real and imaginary parts of the position z are
plotted in units of o, and the incident energy is chosen to be £ =V}

where S;; is the integral of the momentum about the turning point :c;tp,

Sg = 2/ dz p(z). (75)
0

The factor of (—i) in equation (74) arises from the fact that each trajectory has undergone a
single reflection, and thus its Maslov index has increased by one. Due to the symmetry of the

potential the imaginary parts of 5’% are identical, Im (5'{;) =Im (S't’p) > 0. The magnitudes
of the two reflection amplitudes

|T:t| _ e—lm(s'g‘;,)/h (76)

are therefore equal. It can be shown, using the Stokes connection formulae, that the trajec-
tories ['T are the only ones which contribute to the reflection probability. Trajectories which
pass around turning points in the lower half plane are unphysical since their generalised action
has a negative imaginary part. Trajectories which pass around turning points in the upper
half plane which lie farther from the position axis than zﬁ, are also neglected, since their
contributions would be exponentially smaller than r%, and therefore smaller than the errors
already inherent in the WKB approximation. Trajectories involving multiple reflections are
neglected for the same reason. Considering therefore only the trajectories ['*, we find that

the total probability of reflection in the semiclassical limit is
R = |T++T—|2- (77)

1.3.4 Forbidden zones in the generalised WKB method

As shown in Section 1.2.5, the standard WKB method for energy eigenfunctions is equivalent
to the calculation of Kwxs(z £rtfizi, E) in the case of a stationary potential. In general
however we may be interested in the values of a variety of propagators in both stationary
and time-dependent potentials. It will then be necessary to consider forbidden zones in other
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configuration spaces. For example, in obtaining a semiclassical value for the energy-dependent

propagator K (z¢, Ef; zi, E;), we shall need to consider values of the final energy which are
classically inaccessible, but for which the propagator has a small but finite value.

The Stokes connection formulae cannot be used in such cases to determine which complex
trajectories to include and which to omit, since no generalised Stokes theory exists in higher
dimensions [34]. We shall assume in what follows that the value of a propagator in the
forbidden region just beyond a caustic is determined principally by the ‘natural complex
branches’ [34]. These are the branches which, like those labelled ['* for the linear potential
(Section 1.3.2), form the analytic continuation of the branches which are real in the classically
allowed zone.

2 - Direct application of the WKB propagators

In this section we present a semiclassical analysis of the problem discussed in the introduction
involving the modulated potential (1). As shown in Section 1.2.4, the weights of the sidebands
produced on the momentum of the particle can be expressed in terms of the quantum propa-
gator K (z 71 Ef;zi, E;) (see equations (30)-(32)). Approximate values for this propagator will
be obtained by applying the WKB method first in the time domain and then in the energy
domain. '

Consider an atom of very well defined energy E; approaching the potential well (1) from
the left. Its wavefunction on the right hand side of the potential is given by K (zf,tpizi, i),
where z; lies to the left of the potential, and z; to the right. According to definition

(19b), the propagator K(zf, E}; zi, E;) is given by the Fourier transform of the wavefunction
K(zy,ty;zi, E;) with respect to the final time. Hence we might expect to obtain a semiclassical

estimate of K (x5, Ef; x;, E;) by substituting for the wavefunction its semiclassical approxima-

tion RWKB(xf, tf; z;, E;) (41). Denoting the result of this calculation by I:((SC)(zf, Ey;z;, E;),
we have

I%(sc)(xf,Ef;.’IJi,Ei) = '(27rh)—1/2 /dtf I.(WKB(ile,tf;miaEi)eiEftf/h- (78)

We shall refer to this method as the time-domain approach, since the the WKB approximation
is applied in the time-domain to obtain a semiclassical value for the wavefunction, and then
a Fourier transform performed to calculate the energy spectrum.

An alternative method is to apply the WKB approximation directly in the energy-domain.
This method is not equivalent to the preceding one since Kwis(z 7 Ef; zi, E;) does not equal
the Fourier transform of Kwke(zys,ts; zi, E;).

2.1 The time-domain approach

In this section we calculate the semiclassical value of the wavefunction f{wxg(x ftrzi, E;) at
a given position z; beyond the potential, and use it to obtain an approximate value for the
propagator K (z f+ Ef; x4, E;) using equation (78). The semiclassical wavefunction is obtained
by considering an ensemble of classical particles which leave the initial position z; with energy
E; and constant flux. The times at which they arrive at the final position z; are indicated,
together with their final energies, in Figures 11 (a) and (b), for two different values of zy. The
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semiclassical value of the wavefunction at a given time t; is determined from this diagram by
locating the classical particle of the ensemble which arrives at the time ¢7, and calculating
the generalised action Sf(x 71t5; Zi, E;) (40) and semiclassical amplitude fi[-(z fteizi, E) (42)
associated with its trajectory. The flux 8t] /8¢, which appears in the expression (42) for the
semiclassical amplitude is obtained by projecting the ensemble onto the time axis, as shown

in Figure 11.

XX, XP X
0.6- 4 0.64 .
Ef 0.51 1 0.51
0.4 ' { 0.4 ;
. 2 24 4
ot
oty
} . -\MMM
0 v . r 0 , v -
0 4n 8n 12 4= 8n 12n 16n
tf tf
(a) (b)

Figure 11: The energy-vs-time phase-space diagram for an ensemble of classical particles
which have traversed the modulated potential (1). The graph is plotted for two different
positions z; = 8.0/k (ahead of z.) and z; = 30.0/k (beyond z.). The energy E; is given

is units of p?/m, and the time t; in units of 1/w. Below is plotted the flux ‘(%f/atfl,
which is used to determine the semiclassical amplitude of K (zg,tp; i, E;). The values of

the parameters used are & = 1.0 and V = 0.1. (Given our choice of units for the various
coordinates, @ does not enter into the equations of motion.)

Having calculated the semiclassical wavefunction R'WKB(x frtri i, E;), an approximate
value for the sideband weights can be obtained as follows. Note first that the semiclassi-
cal amplitude is periodic,

Af(zf,tf+7';z,-,E',~) =1‘if($f,tf;$i,Ei). (79)
The generalised action however is the sum of a periodic term and a linear term,
Sf(xf,tf +7;zi, E;) = Sr(zy,tp+ T;mi,tf +7)—-E; (tf + T)
= Silzy, tf;3i, Ei) — Eir, (80)
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where we have used the fact that the Feynman propagator is periodic
Sr(zys,ty + Ti3i,ti + 7) = Srlzy, ty; Tis ta). (81)
The semiclassical wavefunction therefore obeys the relation
f{WKB(zf, ty+ 725, B;) = I-{WKB(zf, tf;:z:i,Ei)e'iE‘T/h, (82)

and its Fourier transform is composed of a discrete sum of delta functions

I?{'(SC)(:I:f, Ef;xi; Ei) = le{sfc)(xf;zi,Ei)é (Ef - E; — nﬁw) . (83)
n
Following Section 1.2.4 we now estimate the sideband weights as
2 = 2
I, z-;n—\/E,-(Ei+nﬁw) \K%SC)(Z‘f;:Ei,E,‘) . (84)

It turns out that in many parameter regimes expression (84) does not constitute a good
approximation to the sideband weights. The reason is clear from Figure 11. For positions
zs close to the potential only a single root trajectory exists for every value of time t;. As
zs is increased however, the energy-time phase space plot shears, the faster particles of the
ensemble covering the same distance in less time. At a critical position z. caustics form in
the flux, and beyond this point multiple trajectories exist (see Figure 11(b)). The caustics"
produce divergences in the semiclassical amplitude, and errors in the values of the sideband
weights.

The position z. at which caustics form can be estimated as follows. The final momentum
of a particle depends on the time at which it left the potential. Between the fastest and slowest
particles there is a delay of about half a period. This corresponds to a position displacement
ahead of the potential of Az = p;7/2m = ©/k, where k is defined in equation (4). Denoting
by Apq the momentum difference between the fastest and slowest particles, the position z.
at which the fastest particle will overtake the slowest one is given by

Pi ___ D
kz. ~ kAzy Apg wApcl' (85)
Note that this is a purely classical quantity, since it is independent of A.

The approximation (84) for the sideband weights is invalid close to the caustic position z..
How close to z. it becomes inaccurate depends on the value of /i relative to the other physical
parameters of the system. In our choice of dimensionless parameters, only @ (3c) depends on
k. Thus the value of @ indicates whether the system will behave in a more classical or more
quantum mechanical fashion. If @ is very small, the system is close to the classical limit,
and expression (84) remains valid until immediately ahead of the caustic position z.. If ©
is not small, the method may fail well ahead of z. (see Appendix E). If the value of & is
sufficiently large, the distance at which the approximation becomes inaccurate may lie within
_the potential, and in this case the method is valid nowhere.

2.1.1 The thin phase grating approximation

Although the approximation (78) fails due to divergences in the semiclassical amplitude

Ap(zg,ty; i, E;), a perturbative approach, known as the ‘thin phase grating’ approxima-
tion [8], provides a practical method of obtaining correct order-of-magnitude estimates for
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the sideband weights. In this approach, the time-dependent part of the potential (1),
Vi(z,t) = —Vo(z) sin (wt), (86)

is treated as a perturbation. The generalised action S'I:(z 71ty i, E;) is calculated to first
order in the perturbation, but the semiclassical amplitude is included only to zeroth order.
The position variation of the semiclassical amplitude is thereby simply neglected, and the
divergences thus eliminated. The results for the sideband weights are independent of the final
position z; beyond the potential at which they are evaluated.

The details of the calculation are given in Appendix E. In the absence of the perturbation
the potential is stationary and the semiclassical propagator contains only one branch Kwis =

A exp (iS’o / h), where the zeroth order values of the semiclassical amplitude and generalised

action are
Aolzgitpz B) = (2nm)™V2 [ (87a)
2F; :
Solzs trizi, Bi) = —Eit; +pi(z; — z;) — hC, (87b)

and C is a dimensionless constant. The first order perturbatidn on the generalised action is
Sl(mf,tf;:r,-,E,-) = —h(sin (wty — kzy - C'), (88)

where C' is a constant and ¢ is a modulation index defined by

¢ = —%/dt Vo [Z(t)] et (89)

The trajectory Z(t) appearing in this expression is the unperturbed trajectory (that is, the
trajectory in the unmodulated potential) which passes the origin z = 0 at time ¢t = 0. Note
that since the function V; [Z(t)] is even in ¢, the integral above is real.

By approximating the generalised action to first order and the semiclassical amplitude
to zeroth order, we obtain the thin phase grating approximation f{(ph)(:cf, tr;z;, E;) for the
propagator K(zs,t;; z;, E;),

e—iE,‘tj/ﬁ.
V2rh

Taking the Fourier transform of this expression with respect to time, we obtain

K®N (2 tp5 2, Bi) = ellpi(es=m)/h=Clexp {~i¢ sin [wt; — kzy +C']} . (90)
1

K®Y(zs, Epizi, E) = > KPPV (25535, Bi)8 (Bf — E; — nhw) (91)
where
K (apizi, Bi) =\ [gpelper=ain=clenlter=<) g, ), (92)

1

and Jy, is the nth order Bessel function. Note that the above result does not satisfy the exact
dispersion relations, but rather the approximate relations

Pn = Dp;+ nﬁks (93)
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which are correct only to first order in @.
The values of the sideband weights obtained using the thin phase grating method are
therefore

2E; | = : 2
I = K (@fi 2, B)| = (01, (94)

where we have substituted relations (93) for the exact dispersion relations in obtaining the
prefactor 2E;/m (see Appendix C). The form of the atomic energy spectrum (94) is identical
to that of the optical spectrum produced by electro-optic phase modulation (see Introduction).
The sideband weights are normalised

>IN =1, (95)
n

and are symmetric about the central band, I(_p,? ) = ,(lph). The thin phase grating method

can therefore not be used to predict the asymmetry in the sideband weights. However it is
found to give consistently good order-of-magnitude agreement with the exact results, even
outside the perturbative regime. The method is numerically very fast, since the spectrum
is characterised by only one value, namely the modulation index ¢, which can be evaluated
by means of a single trajectory Z(t). The speed of calculation makes the method extremely
useful, despite the fact that only order-of-magnitude accuracy is obtained. Figures 12(a) and
13(a) compare the results of the thin phase grating method with the exact solution, obtained
using a numerical evolution of the Schrodinger equation. Figure 12(a) shows the full spectrum
for a given set of parameters, and Figure 13(a) shows the weights of the central band and
first order sidebands over a range of values of V.

If the depth of the potential is much smaller than the incident kinetic energy, the velocities
of the atoms do not change significantly as they cross the potential, and the modulation index
can be calculated analytically

mVom 1 (owm)? TVé —62/2
“\fa o exp[‘a( ” )]- 26° (96)

where the dimensionless parameters &, & and V are defined in the introduction. The expres-
sion (96) for the modulation index has a ‘band pass’ dependence on &, reaching a maximum
for 6 = 1. This condition can be expressed as wt, = 1, where t, = om/p; characterises
the time taken to cross the potential. The modulation index therefore reaches a maximum
when the interaction time is of the same order as the period of modulation. This can be
understood in physical terms as follows. If the interaction time is too short the particle will
not experience the full modulation of the potential, and hence its final momentum will not
differ significantly from its initial momentum. If on the other hand the interaction time is
_too lohg, the potential will oscillate several times during the interaction and the effect of the
modulation will be averaged out.

In the case in which the depth of the potential is not small compared to the initial kinetic
energy, the particles will undergo a considerable acceleration in the potential. Although the
simple formula (96) is invalid in this case, the heuristic argument relating the interaction time
to the period of modulation is still applicable.
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Figure 12: The spectrum (bold lines) calculated using the thin phase grating method (a),
the generalised WKB approximation (b), the fold-caustic uniform approximation (c) and the
periodic uniform approximation (d), for the parameters & = 0.05, &6 = 6.0 and V = 3.0.
The exact results (hollow bars) are plotted on each figure for comparison. The two.vertical
dot-dashed lines indicate the positions of the caustics (the limits of the classically allowed
energy range). The final energy Ey is plotted in units of p?/m.

2.2 The energy-domain approach

In this section we apply the WKB approximation directly in the energy domain, to calcu-

late the value of K wks(zf, Ef; zi, E;), which will then be used to obtain an estimate of the
sideband weights. The energy-time phase space diagram in Figure 11 must now be analysed
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Figure 13: The weights of the central band Iy and first order sidebands Ii; as calculated
using the thin phase grating approximation (a), the generalised WKB approximation (b), the
fold-caustic uniform approximation (c¢) and the periodic uniform approximation (d). These
approximate values are plotted in dashed lines, and compared with the exact results, plotted
in solid lines, for varying potential depth V. The remaining parameters are fixed, & = 6.0 and
@ = 0.1. The results of the periodic uniform approximation coincide with the exact results
over the entire range investigated.

with regard to its energy distribution rather than its temporal distribution. The value of

Kwia(z 7 Eg;zi, E;) at a given energy Ej is obtained by locating the particles whose final
energy is Ey, and calculating the generalised action S’I:,(:v 71 Es;zi, E;) (51) and semiclassical
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amplitude /ir(a: 71 Ef; i, E;) (52) associated with their trajectories. The semiclassical ampli-

tude is proportional to the square root of the energy density atf /OFEy, which is obtained by

projecting the branch I of the ensemble onto the energy axis.

2.2.1 Origin of the discrete spectrum

It is clear from the periodicity of Figure 11 that for each energy Ey there is an infinite number
of root trajectories. The semiclassical amplitude is identical for trajectories exactly one period

apart. However the phases of such trajectories differ. Letting I:‘j denote a given trajectory,

and f‘j+1 the trajectory occurring exactly one period later, we have

S f; £, f, £
Sty C0 Bpmn B = 5r (zfvtf1+7'§-’13i,ti1+7')+Ef (tf’+r) - Ei (ti: +T)
& 27

= Sf*(zfaEfaxl,El)'i'_(Ef_El)) (97)
J w

where we have used the fact that the Feynman propagator is periodic (81). Destructive
interference occurs among periodically separated root trajectories for all energies E; except
those satisfying the condition Ey — E; = nhw. This is the origin of the discrete structure of
the spectrum. i '

The various components of the energy distribution KWKB(xf,Ef; z;, F;) can be obtained
as follows. For every energy E; there exist two root trajectories per period. Let us choose

=t
a particular period, and denote the root trajectories in that period by I' |, and the times
at which they arrive at the final position by t’fh respectively (see Figure 14). Note that the

=+ =
trajectories I' become degenerate at the caustic energies. To evaluate Kwye(zf, Ef; z;, E;)
we need to sum over the root trajectories in all periods. Taking into account the phase
difference (97) between successive periods, this can be done by evaluating the double sum

I%WKB(:E!,E[;.’E,',E,') — Z fili(xf,Ef;xi’Ei)eisli(l'!,E[;Ii,Ei)/hZei?”’j(Ef_Ei)/ﬁw. (98)

fef™ 7
The sum over j equals
> e BB = £y N §(Bf — E; — nhw), (99)
f] n
and hence we can write
Kwis(@f, E; 20, Br) = 3 Ko n(as; @i, B:)6 (Ey — E; — nhw), (100)
n

where the components K wks,n are given by

Kuwon(zpiz, B) = hw Y I‘if(zf,EnﬂviaEi)eisﬁ(I!’En;zi’Ei)/h, (101)

:+
er

e T
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and E,, = E;+nhw. To calculate fiI:, it is necessary to determine the values of the Maslov index

. We show in Section 3.3 that on crossing the upper caustic in the direction of increasing ¢;,
the Maslov index increases by 1, and that on passing the lower caustic, also in the direction of .
increasing ¢;, it decreases by 1. The Maslov index thus depends only on the sign of E;/0t;.

=k
Letting I' denote the root trajectories for which £9E;/8t; > 0, we obtain

= m = 6 z: E:
Kwisn(zs;zi, Ei) = /?ﬁ Z B*(z, En; i, Ei)el[Si(I!,En,zx,E-)/ﬁ¢ﬂ/4]’ (102)
1~n +

where é* are dimensionless amplitudes proportional to A%, but independent of the Maslov
indices. They are defined in the allowed zone as

z, hw | [ OtF &
B*(zs,Ef;z;, E;) = ( L ) , (103
f f 1 ) f—"27rh an zf’thi )
and are plotted in Figure 14. Approximating the sideband weights by
2 = 2 N
In ~ =V/E{(B; + nhw) [Kuxsn(zsizi, )| (104)
and substituting expression (102) for I:{WKB,n, gives
~ = 2
I |7 B (zy, En; 2, Ey)elS* @1 Brizi B)/A37/4) (105)
+

The WKB approximation (105) for the sideband weights is compared with the exact solu-
tion in graph (b) of Figures 12 and 13. Note that the approximation fails in the neighbourhood
of the caustics, indicated in Figure 12 by the dot-dashed lines. The divergence at the caus-
tics is also clear in Figure 13(b): for values of V such that one of the first order sidebands
E; = E; £+ hw falls precisely at the limit of the classically allowed energy range, its weight
I., diverges. For small V the central band is itself close to the caustics, and its weight I
diverges.

2.2.2 The forbidden zone

The same method can be applied to obtain an estimate of the sideband weights in the clas-
sically forbidden ranges of energy. There are two such forbidden regions: one below the
allowed range, and one above it (see Figure 14). The root trajectories T in these regions are

complex. In particular, the final time tl; of each root trajectory has a finite imaginary part,

~ indicated by the dashed curves in Figure 14. The generalised action .§l=,(z 71 En; i, E;) and
semiclassical amplitude fif,(a: 7+ En; zi, E;), although still given by the expressions (51) and

(52) respectively, are now also complex.
Note that the root trajectories we consider are those on the ‘natural complex branches’

=+
I’ , which join the real branches at the caustic. They can be calculated by integrating the
evolution equations (65) along the real position axis, thus avoiding the complex turning points.
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Figure 14: The energy-vs-time phase-space diagram at position z; = 8.0/k for the same
physical parameters as used in Figure 11. The time t; here is complex, and should be
interpreted as a function of energy. The solid lines indicate the real part of t;, and the
dashed lines correspond to the imaginary part. The curve intersects the line E = E, at the
points t:ft and encloses the areas A%. To the right is the (complex) function B in units of &!/2.
It is proportional to the square root of the energy density 0t;/0Ey, obtained by projection of

the ensemble onto the energy axis.

It should be noted however that since the potential is time-dependent, the positions of the
turning points are a function of both the initial and final energy. It may happen that as we
consider energies further into the forbidden zone, one or more of the turning points may cross
the real position axis. In order to follow the same branch, the contour must remain on the
same side of the turning points, and must therefore depart from the real position axis.

In the forbidden zone, as in the allowed zone, the propagator K w«s has a discrete structure
(100). However it is only the root trajectory I , whose generalised action has a positive
imaginary part, which contributes to the value of the components K WKB, 7

I:%WKB,n(-'Ef;:Tia E;) = FwA~ (x5, En; z, Ei)eig_(z"E";x"E")/h- (106)
For convenience we define dimensionless amplitudes E:?i in the forbidden zone as
1/2
z hw ot
B*(zs,Efi2i,Ey) = — :i:i( i ) _ . (107)
2nh a-Ef zs,2i,E

Although only B~ is present in the WKB solution, both B~ and B* will be needed in the
following section. They are plotted in Figure 14, their imaginary parts being indicated by
dashed lines. Note that they are complex conjugates

B = (é+)'. (108)
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Using (106) and (107) we obtain the following approximation for the sideband weights in
the forbidden zone

- e 2
In = |B™(zy, Ep; z;, E;)e’S™ @ Bniza B/ (109)

This is plotted in graph (b) of Figures 12 and 13. As in the classically allowed zone, the WKB
approximation fails in the immediate neighbourhood of the caustics.

2.2.3 Discussion of results

Whereas the results for the sideband weights (84) obtained using the time-domain approach
depend on the position z; beyond the potential at which they are evaluated, those calculated
using the energy-domain approach (105) and (109) do not. This is because the semiclassical

amplitude Bi(z 7 Eyp; i, E;) does not vary beyond the potential, and because the phase
S’i(xf, Ef,z;, E;)/h obeys the correct dispersion relations.

Consider first the semiclassical amplitude éi. This depends on the energy density
0t;/OE;, obtained by projecting the phase space diagram onto the energy-axis. As indi-
cated in Figure 11, a change in the final position z; simply causes a shearing of the phase

space diagram, and cannot affect the energy density. Hence B? is independent of z s beyond
the potential.

Now consider the generalised action S*. Its partial derivative with respect to the final
positon s is calculated in Appendix A.2.2, and equals
0

St el B — ot
a_.’L'fS (xf’Ef;th'L)_pfv - (110)

=+
where p? denotes the final momentum on the trajectory I' . Since p}' and py are identical
in the potential-free region, p? = /2mE;, the generalised action S*(z 7 Efr;zi, E;) and

S™(x 7, Ef; zi, E;) contain the same position dependence. Hence the sideband weights (102)
do not vary with position.

3 Semiclassical treatment of caustics

Close to the caustics in the energy distribution, the WKB approximation for the sideband
weights fails both in the allowed zone (105) and in the forbidden zone (109). A correct
semiclassical treatment in this region is obtained by returning to an integral expression
for the propagator K(mf,Ef;z,-,Ei). We write f{(zf,Ef;xi,Ei) as a Fourier transform of
K(z;,ts; 24, E;), and then approximate K(zy,ts;z;, E;) by its WKB value, as in equation
(78). However, instead of evaluating the resulting integral exactly, as was discussed in Sec-
tion 2.1, we apply a local approximation about the points of stationary phase. The simplest
of these approximations, which will be described in Section 3.1, is the standard ‘stationary
phase approximation’, in which the phase is expanded to second order about each stationary
point. In the neighbourhood of a caustic this approximation is invalid, and a higher order
expansion must be used (see Section 3.2). The appropriate expansion depends on the local
variation of the phase about the caustic, which can be classified as one of several generic
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forms [35]). In Sections 3.3 and 3.4 two alternative generic forms are used to obtain uniform
approximations for the periodic system described in the introduction. These match the local
solution at the caustic with the stationary phase approximation valid far from the caustic in
a uniform manner.

3.1 Quadratic expansion: the stationary phase method

Substituting the WKB value (41) of the propagator f{(zf,tf;zi,Ei) into equation (78) we
obtain

4 1 -~ .
K& (25, By 24, ;) = ——= / dt; Y Ap(zy, tr;zi, Ey)et®rtriEs), (111)
V2nh f
where
1r-
SeltrBy) = 5 [Sf(zf,tf;l‘i,Ei) +Eftf] : (112)

In the limit A — 0 the integral (111) is dominated by points t; at which the phase ¢ (ty; Ef)

is stationary

g P :
By definition (112) this condition is equivalent to
9 ; £
—a—thf« .’L‘f,tf;:l:i,Ei = Ey, (114)

and can be interpreted as follows. Since 85'1= [0ty = —E'I;, where EE is the final energy on the
trajectory I' (see Appendix A.2.1), the instants t; are those values of ¢y for which the final
energy E'F equals Ey. The trajectories defined by the boundary conditions (x fs t;; Ti, Ei) are
therefore simply the root trajectories I:‘ of the propagator I:( (zg,Ef;z;, E;), and the phases

ors (t;; E f) are the corresponding values of generalised action in units of &

¢I= (tI;;Ef) = gla(Zf,Ef;:l:i,Ei)/ﬁ. (115)

We now introduce an approximation for ¢y (t; Ef) about the points of stationary phase

t? The simplest such approximation is a quadratic expansion in
1z 1 #\2 8 ;
(bf(tf;Ef)z i Sla(:l:f,Ef;:Ei,Ei)+§ ty —t; 5?51-. :I:f,tf;:L‘i,E,' . (116)
f

Whereas the phase ¢y (ty; Ey) is inversely proportional to h, the amplitude /il-(z IRTH N
is independent of /. Hence the variation of A; about a stationary phase point is negligible
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compared to that of ¢ in the semiclassical limit A — 0. We therefore use a zeroth order
approximation for Ay near the stationary phase point

/ilz(ccf,tf;mi,Ei) =] /if‘ (:z:f,tl;;:r,-,E,-) . (117)

Substituting the approximations (116) and (117) into the integral (111) we obtain

= 1 - 2 ri B
K¢z, Ef;2i, Ei) =~ o > A (zf,tg;mi,E> St EpznEl/h o

Law I}

dtse f (118)

/ 5%(t;—t‘;)2£27§f.(xf,t§;zi,E,-)

Since the resulting integrand is Gaussian, the expression can easily be evaluated, giving

- Az (2t 2 E) N

= r\Lfrlpydiy iS:(xs,Erizi,Ei)/h
K(SC)(‘TfaEf;mi)Ei) = E-' ; ~( - 1/23 F(zf /e )/ y (119)
) r [—z%%- P (.’Ef,tl;;xi,Ei)]

where the phase e~¥"/4 is taken for the square root if BZS'I:, /3t§ is positive, and the phase

e'™/4 if it is negative. The amplitudes of the terms in (119) can be simplified by substituting

the value (43) for Af (:L‘f, tl;;zi, Ei) and using the relation

o2 OE
2355 (g, by 70, By) = = ( f) . (120)
azr 3 ) oymim
This gives
A N AN : 1/2
AF (zhtf’anz) . ' 12 m2 atr
= (2inh) —_
02 5 5 12 ot \9Es
[—zggSf <$j,tf;$i,Ei)] i Py z5,2i,E
= Ar:‘(.’L‘f,Ef,IL‘l,E) (121)

where ./ir(x £+ Ef;z;, E;) was introduced in definition (52). Hence expression (119) is iden-
tical to the WKB approximation I:{WKB(zf,Ef;x,-,Ei) (50). Note that if the phase of
Ax i (x5, ty; T, E;) is known, then equation (121) determines the phase of /ila(xf, E;;xi,Ei),
and thus the value of the Maslov index u (53).

We have shown above that the statlonary phase method applied to the 1ntegral (78) yields

the value of KWKB(xf, Ej;z;, E;) given the value of KWKB(zf, ty;zi, E;). It is in fact possible
to transform among all the WKB propagators by successive applications of the stationary
phase method.

In the forbidden zone, there are no real stationary phase points, and the integration
contour must be deformed to pass over saddle points in the complex plane. To each saddle
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point there corresponds a complex root trajectory. The contour must be chosen such that
it remains as far as possible in the ‘valleys’ of the function exp {—Im [¢z(ts; Ef)]}. This
requirement leads to the result that only certain saddle points are traversed, and provides an
alternative explanation for the fact that not all complex root trajectories are included in the
WKB solution.

3.1.1 Example: the linear potential

As an example we shall apply the stationary phase method to the calculation of the prop-
agator K(z;,tf;xi,E) for the linear potential V(z) = Fz. Given our definition (19a) of
K(zy,ts; zi, E), the most natural approach might be to write it as an integral over the Feyn-
man propagator. This is the method adopted by McLaughlin {36]. There is however a simpler
approach, which for our purposes is more appropriate. Since K(z frt5;zi, E) represents a
wavefunction, it can be expressed as a Fourier transform over the corresponding momentum
distribution, which we shall denote by K(p f>ts;zi, E), and which is defined as

= 1 ty )
K(ps, te;zi, E;) = ——/ dt; (pf|U(ts, t:)|zi e Eiti/R, 122
(Pf T i) NGz 1(pf| (f )lzi) (122)
In terms of this momentum distribution, f((xf, ty;z;, E) can be expressed as

- 1 = )
K(zs tpzi, E) = J—z—ﬁ/dpf K(py,ty; i, E)ePres/h, (123)

Following the method of the previous section, we now approximate the propagator
K(pys,ts;zi, E) in the integrand by its WKB expression

Kua(ps,trizo B) =Y Ax(py, tr; i, B)e 2@tz B (124)
r

where the generalised action S 7 and the semiclassical amplitude fif, are defined analogously to
those of the other propagators: the generalised action is a Legendre transform of the classical
action, and the semiclassical amplitude is the square root of the classical momentum density.
We now calculate Sz and Az explicitly, supposing that E = 0 and that z; is large and
negative. For every momentum p; in the range |ps| < /—2mFz; there is exactly one root
trajectory I'. For positive py it is a direct path from the point z; to the point x? = —p§/2mF,
and for negative py it is a path joining the same two points but undergoing reflection at the
turning point (see Figure 6). The generalised action S’Ia (ps,ts; zi, E) can be evaluated on this
trajectory using the fact that
as p}
— = =T, =
pf 2mF’

(125)

1

where the first equality follows from the definition of §I=, as a Legendre transform of the
classical action. Integrating the above equation gives

3
= pf
G- 7. E=0)= —— +C-= 12
[‘(pf,tfazh 0) 6mF r’ . ( 6)
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where the constant of integration Cx equals

2 3/2
Cp = 3VEmF (~2)"/%. (127)

The semiclassical amplitude Zf, is the square root of the momentum density

1/2

= r
Aalpgrtsize B = 0) = (2ink)~ V2 | ™ [ b . (128)
r r \ Opy
D; tr,zi,E

Substituting pf = +/—2mFz; and using the fact that

(%) - F, (129)
ati ty,zi,E

i. e T — (oip=1/2 4 T
Af,(pf,tf,:E,,E = 0) = (2Z7l'ﬁ) 2 —_—zfs—z—l' (130)

Equations (126) and (130) are valid for py in the range |ps| < /—2mFz;, where exactly
one root trajectory exists. Provided z; is chosen such that z; < zy, the contributions to the
integral (123) from values of p; outside this range are negligible and we can approximate the
propagator K by

we obtain the result

. e—im/4 m -g\/sz(_IA)an 4 .
K tezi E=0) =~ 4 '3V Th2 i id(psizy)
(zfa Fi T4, 0) onh —2F3.’Eie /dpfe , (131)
where
P} pfzy

The integral in (131) can be calculated exactly, and reproduces the Airy function which
appears in expression (55) for z; > z;. However we shall show that by applying the stationary
phase method to (131) we obtain the WKB value (62) of R’(mf,tf;z,-,E)‘

For every value of z; < 0 the phase ¢(py;zy) has two stationary phase points p}t, which
are given by

pf = +,/-2mFz;, (133)

and which correspond to the incident and reflected trajectories shown in Figure 6. The phase
1is expanded to second order in p; about these stationary points as follows

Bogias) =*3 [—%W(—xn"'/? + (-2)" (o —P%)Q] : (134)
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Substituting this approximation into (131) and summing over both stationary phase points
gives

. e—in/4 p ;2 [ImE (_.y3/2
K(zf,tf;a:,-,E=0) = o 4 —2F32:,'63\/_hr( z) X

. — i z 1/2
3 VI () / apy i () T rp7) (135
ES

Since the integrand is Gaussian, expression (135) can be evaluated exactly, giving

-in/4 .2 [mm 2 [T
K(zs tpiz, E=0) =~ m_ e~/ i3 2525(‘%)3/2Zeiin/4e¥z§,/2—h,£(—z,)3/2
bl [k 3] 47rﬁ,F 4:5111:]' .
v +
—in/4 . o
_ m e e;%,/z—h{—‘(_r‘.)s/z Gin 2 [2mF (_zf)3/2 L7 ’
ThF YT;Zy 3 h2 4 -
(136)

which is identical to the WKB solution (62).
In the forbidden zone z; > 0 the stationary phase points are imaginary

p? = Fi\/2mFzy, (137)

and the appropriate integration contour to take in (131) is one which passes over the point
py along the line of steepest descent of the function exp {—Im [6(pf;zy)]} (see Figure 15).
In the semiclassical limit only values of p; in the immediate vicinity of Py contribute to the
integral and we can use a quadratic approximation for the phase

12 3/2 T 1/2 _ 2
bosizg) = 5 [3VERF (0 + ()" (o -97) ). (138)
Substituting this expression into (131)
% E—o e—in/4 \ m ig\/z_rnﬂﬁ(_r):!/2
trixg, v = ~ A k
(@r.triz ) onh \| —2Fz;° %
. F 1/2
e_% %zﬂzi/z/dpfe_%(z_m%) (p/'p}t)z, (139)
and evaluating the integral, we obtain
- 1 m e_i”/4 i2 2mF(_I,)3/2 _2 2mFI3/2
K(zptpzi, E=0)= o/ 5 ———e 3V #2 7 ™ IV RTTS 140

which is identical to the WKB result (71).

Note that at the turning point z;y = 0 the expressions (136) and (140) diverge. This is
due to the fact that the quadratic term in ¢(py; z¢) vanishes for z; = 0 (see expressions (134)
and (138)). In the neighbourhood of this point it is invalid to truncate the series expansion
for the phase at second order, and the standard stationary phase method is not applicable.
In the following section we obtain a local approximation for the propagator near the caustic
by expanding the phase to third order.

46



10 —_— —

O -

0 5 0
Re(pf)

10 -

Figure 15: The stationary phase points pjjf for a linear potential. The momentum py is plotted

in units of ¥YmFh, and the final position is chosen in the forbidden zone zy = 2/ R*/mF.
The solid lines indicate contours along which the real part of the phase ¢(ps;xy) is constant,
the arrows pointing in the direction of steepest descent of exp {—Im [¢(py; zf)]}. The dashed
line is the integration contour, which traverses the stationary phase point p; f along the path
of steepest descent, and rejoins the real py axis at +oo.

3.2 Local approximation at a caustic

The stationary phase approximation discussed in the previous section reproduces the results
of the WKB approximation, and thus fails in the neighbourhood of caustics. However, unlike
the WKB method, the stationary phase method can easily be extended to treat caustics.

The reason for the failure of the stationary phase approximation is that the coefficient of
the second order term of the phase (116) vanishes at a caustic. This was demonstrated in
Section 3.1.1 in the particular case of a linear potential, but can be shown in general as follows.
A caustic in f{(:z:f, E¢; z;, E;) occurs when the semiclassical amplitude /ilz_(a:f, Ef; x4, E;) (52)
diverges, that is, when 0;, E; = 0. Provided J;,t; is not simultaneously zero, it follows that
Oi, Ey vanishes, that is, the energy-time phase space curve is horizontal (see Figure 5). Since
O, Ey is proportional to the second derivative of the generalised action (120), this implies
that the second order coefficient of ¢ (ts; Ef) (116) vanishes, and a higher order expansmn
.of the phase is required.

The simplest caustic, the fold caustic, corresponds to a zero of J; s Ey of multiplicity one.

Let E}c) denote the energy at which the caustic occurs, and t(fc) the corresponding stationary

phase point. For values of t; and Ey close to the caustic (t(;),E.(fc)), the phase may be
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expanded as

o (t55Ep) ~ 91 (65 E0) + gz (8 =47 c%g (21,8500 B) + 5 (B = B 11

(141)

S| =

The stationary phase points tl; for values of E; close to the caustic are obtained by setting

O, b1 (ti;Ef) = 0 in (141), giving

. 2

= a3 -

(t§ - t§,°’) =5 (:z:f,t(fc);:z;i,E',') +2 (E, — E}C)) = 0. (142)
7

This equation has two roots tI; for every energy E; except E(C), at which they are degenerate.
The caustic can therefore be thought of as the point of convergence of two stationary phase
points. For classically allowed values of the energy the stationary phase points are real, and
for energies on the classically forbidden side of the caustic they are complex, as shown in
Figure 14. A

Using expression (141) we can derive a condition under which the stationary phase method
of Section 3.1 is valid. The expansion of the phase ¢ (¢s; E¢) about a stationary point may
be truncated at second order provided that the third order term remains sufficiently small
with respect to the quadratic term,

1 = 3 b T 2 = -1
3 (tf - t;) ;¢ (t‘}; Ef) <1 for (tf - t?) = |0, bz (t?;Ef) (143)
This condition can be expressed as
- R 3/2
Ay (t?;Ef)l < |9, 45 (t?;Ef> (144)

Using expressions (141) and (142) we can determine the range of energies over which the
stationary phase method is valid

3
Ey —n Ey > ‘ & 4 (t(;’; E}C))[ . (145)

Energies which do not satisfy condition (145) can be said to lie in the neighbourhood of the
caustic. The stationary phase method is then not applicable, and a third order expansion is
required.

If the caustic involved is not a simple fold caustic, but corresponds to a zero of 9, 1B
of multiplicity greater than one, then an appropriate higher order expansion of the phase is
necessary. According to the topology of the caustic, the phase can be written in one of several
simple generic forms. The appropriate generic form is used to obtain a uniform approximation
for the solution in the following way.

Starting from the integral expression (111) for the propagator, a new variable of integration
t is defined such that the phase ¢z (t5; Ef), when written in terms of t, takes the appropriate
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generic form. The amplitude of the integrand is then approximated by a simple expansion,
which is locally accurate at both (or all) stationary phase points simultaneously.

In the following sections we shall apply uniform approximations to the system discussed in
the introduction involving a modulated potential well. First the standard fold-caustic uniform
approximation is used to treat each caustic individually. This is valid only when the caustics
are isolated from each other, that is, when there is no value of energy which lies simultaneously
in the neighbourhood of two or more caustics. We find that if the modulation amplitude of
the potential is too low this condition is not satisfied. The difficulty is avoided by introducing
a periodic uniform approximation, which treats all the caustics simultaneously.

3.3 Uniform approximation for an isolated caustic

In this section we use the uniform approximation to calculate K (zs, Ef; zi, E;) for the system
described in the introduction, treating each of the caustics independently. Two caustics
occur per period 7, one at the upper bound of the range of allowed energies, and the other
at the lower bound (see Figure 14). To calculate the weights of sidebands that lie in the
neighbourhood of one of the caustics, we apply the uniform approximation to that caustic.
Clearly the method is invalid when one or more sidebands lies in the neighbourhood of both
the upper and lower caustics.

We start from expression (111), assuming for simplicity that at every final time ¢; the
wavefunction has only one root trajectory I'

1
Vv2rh

This can usually be achieved by choosing the final position z; appropriately. The fact that
the result is independent of z; beyond the potential shows that this assumption is not in fact
necessary. The time ¢; is divided into intervals of a single period [T} + j7,Ty + (j + 1)7),
where T is chosen in the following way: If the uniform approximation is to be applied to the
upper caustic, Ty is a time at which the phase space diagram Figure 14 reaches the lower limit
of the allowed energy range. Similarly if the lower caustic is the one to be treated, T is chosen
to be one of the times coinciding with the upper caustic. Each interval (T + j7, Ty + (5 + 1)7)

K(If,Ef;IL'i,Ei) ~

/dtf fi(wf,tf;zi,E,‘)ew(tf;Ef). (146)

thus encloses exactly one caustic. K (zs, Ef;zi, E;) is expressed as a sum of integrals over
each of these intervals as follows

1 T/+(j+1)1'

I:{ i Erxi, B) = ——
(z1 Ef; zi Ei) e 2 Jrya

dt; A(zg,tg; i, B;) e, (147)

Using definition (112) and equation (80) we can write the phase ¢(ts; Ey) as the sum of a
periodic and a linear term in ¢y

27 :
¢(t5; By) = ¢ty — 7, Eg) + +=(Ey — Ei), (148)
which, when substituted into equation (147), gives

1

= o Ty+7 ~ ) .
K(:I:f,E/;:L‘,',Ei) ~ ZeﬂﬂﬂE}_Ei)/h‘” dtf A(:Ef,tf;.’l:i,Ei)e"#(tf’Ef). (149)
mh i Tf

V2rh
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Using the relation (99), this expression can be rewritten as

> Tyt - )
K(zs, Ey;zi, E; \/_Za E; - -—nﬁw)/T dt; A(zg,ty; zq, Bi)e' i) (150)
f

Following the treatment of Berry [24], we now apply the fold-caustic uniform approximation
to the integral in (150). Within the interval (T, Ty + 7) the integrand contains exactly two
stationary phase points t? for every energy E; except the caustic energy, at which they are
are degenerate. For energies in the classically allowed zone the stationary phase points are
real, and in the forbidden zone they form a complex conjugate pair. The fold-caustic uniform
approximation is a local approximation for the integrand which is valid about both stationary
phase points simultaneously.

3.3.1 Generic form for the phase

Within the interval (T, Ty + 7) it is possible to make a change of variable from t; to £ which
transforms the phase ¢(¢s; Ey) into the generic cubic form appropriate for a fold caustic,

@ty Ey) E(}Aﬁ(f;Ef) Ei(%f?—uf) + 7. (151)

The upper sign is used if the caustic occurs at the upper limit of the range of allowed energies,
and the lower sign if it occurs at the lower limit. Equation (151) is not an approximation,
but rather the definition of the variable {. Due to our choice of Ty it is always possible to find
p and 7 such that ¢ is diffeomorphic to ¢ s in the range (Ty,Ty 4+ 7). The coefficients 1 and
n, and the diffeomorphism relating £ to ¢ f» all depend on the energy Ey. Given the choice of
signs in expression (151) for the upper and lower caustics, the derivative dts /dt is positive
throughout the interval (Ty, Ty + 7).
Substituting expression (151) into (150) we obtain

. U Tptr) dty i
K(.’Bf,Ef,.'L'l, Z(S — by —nhw)e"’/ th(:I)f,tf;.’I:i,Ei)—{ei-z[fa/:;_m]
i(Ty) di

\/_
(152)

where {(Tf) and {(T + 7) denote the values of { corresponding to t; = Ty and t; = Ty + 7
respectively. The exponential in the integrand now has a simple form, although the amplitude
contains the additional factor dt;/dt.

3.3.2 Calculation of the phase parameters

The values of the parameters 1 and u are obtained using the requirement that ¢ f be diffeo-
morphic to ¢ in the range (Tf, Ty + 7). To satisfy this requirement, the derivative df/dt § must
neither vanish nor diverge, and hence the stationary points of ¢(¢s; Ef) must correspond to

those of ¢(; Ey)
tr: O, p(ts; Ef) =0 e t:8;¢( Ef) = 0. (153)

Since for every energy there are two stationary phase points in the interval of integration, this
requirement provides two conditions with which to solve for the parameters p and 7. Note
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that at the caustic energy, where the stationary phase points are degenerate, u must equal
zero, and the requirement (153) then provides a single condition with which to solve for the
remaining parameter 7.

Let {* denote the stationary phase points of (Z)(f; Ey). Their values are determined by the
equation

0, (i Ey) =  [(#)” - | =0. (154)

In solving for the roots of 8;¢ (f; Ef) above we must consider two cases. The first case occurs

for energies in the classically allowed zone, for which 1 > 0 and the roots are real. In the

second case, when the energy falls in the forbidden zone, 4 < 0 and the roots are imaginary.
In the allowed zone the correspondence relations (153) can be written as

t}f o tt=x/u

t; & i =17, (155)
where the upper and lower signs correspond, as before, to the upper and lower caustics
respectively. This choice of signs is consistent with the convention established in Section 2.2,

that t% denote the point for which £9E;/dt; > 0 (see Figure 14). When inserted into (151)
the expressions (155) give

o(tF; Ey) = 22432 4, (156) .
which can be used to solve for  and . Writing ¢+ = d)(t?; E¢), we obtain

_ T+ _
= 2 =¢

%us/z = [p*-¢7] = Ag. (157)

where ¢ denotes the mean of the phases at the stationary phase points, and A¢ is the difference
between them.
In the forbidden zone (u < 0) the stationary phase points are complex

t; & T =FiV/-p
t; & i =-t", (158)
where the signs are chosen so that, as in Section 2.2, t; denotes the point at which the

phase ¢(ts; E¢) has a positive imaginary part. Substituting these values into the mapping
relation (151) we obtain

¢* = Fi3(-n)** +n, (159)
which, when solved for p and 7, gives
_ ¢t teT _ -
= =0
4 t—-¢- A
Ly = ot ¢~ : ¢~ _ T¢ (160)

Note that by equation (115), the parameters p and 7 are entirely determined by the
generalised action S*(z 7+ Ey; zi, E;), both in the allowed zone and in the forbidden zone,

where S* is complex.
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3.3.3 Approximation of the amplitude

An approximation is now introduced for the amplitude A(zy,ts;z;, E;) (dt;/df) of the in-
tegrand in expression (152). Since the largest contributions to the integral come from the
neighbourhood of the stationary phase points, the approximation must be accurate at these
points. Since, by equation (154), the stationary phase points satisfy the relation

() - p=0, (161)

it is valid to treat the quantity (f2 - u) as a small parameter in their neighbourhood. The
amplitude can be expanded in powers of (52 - u) as

- dt 1 ~ m '
m

where N is a scaling factor

anhw? /E;
N =y B (163)

b
m

and where p,, and ¢, are coefficients to be determined. Values of p,, and g,, which satisfy
equation (162) can always be found, since the sum over m forms a complete set of functions.
However, rather than calculate all the coefficients p,, and g¢.,, the amplitude is approximated
by the lowest order term of the series

) dt )
NA(zf,tf;xi,Ei)d—ff ~p =+ qi. (164)

The requirement that this relation be exact at both stationary phase points provides two
conditions with which to solve for the parameters p and ¢. In the classically allowed zone this
is done as follows. The values of  at the stationary phase points (155) are inserted into the
telation (164), giving

dt f

Nfl(xf,t}L;zi,E,-) 5

P—aqVu

+
ty

~ _ dt
NA(zg,t7;2i, Ei) d_tf = p+q/u. (165)

ty

The derivative (dt;/df) can be found by two successive differentiations of the mapping relation
(151), using the definition (112) of ¢(ts; Ef). The first differentiation gives

1|88 dty o .
h[6t+E —f—:}:(t ©), (166)
and the second gives
1 [ 828 diys 2 as dztf R
-8 | = — + Ef| —= » = %2t 167
ﬁ{@tf2(dt)+ at; | a2 (167)



By equation (114), the term which appears in square brackets in equation (167) vanishes at
the stationary points. Substituting the value of §25/8t;? from equation (120), we obtain

= |+2hyE (aEf)

)i xs,Ei,i

dtf

~

dit

(168)

+
ty

The argument of the square root in (168) is positive for both stationary phase points, since
+0Ef/0t; > 0 at the points ¢t 7 respectively, and Oty/0t; is assumed to be positive. By

inserting (168) into (165), and using the definition (103) of B we obtain
p = Vv [1:3+ + é‘]
g = -YZ [1§+—§-]. (169)

" The same method is followed to solve for A (dt I /dt) in the forbidden zone. Equation
(165) is replaced by :

- dt .
NA(xf, mi,Ei)d—tf , = Poigv-p
by
< dt
NA (:L‘f,t;;:ri,Ei) d_t{ = p+igy—u, (170)
-
f

and the coefficients p and g are found to equal
p = Va¥—n [1§+ + é-]

g = —- [1§+—§*], (171)

where the amplitudes B* are defined in the forbidden zone by equation (107). Since they are
complex conjugates (108), both p and ¢ are real.
In both the allowed and forbidden izones p and g depend only on classical quantities

associated with the root trajectories I' , namely the generalised action (through u) and
semiclassical amplitudes (through B%).

3.3.4 The uniform approximation
Substituting (164) into (152) we obtain the following expression for the energy propagator

' Iz{(zE i, Ei) = 25 — E; — nhw) t(TFH')d ( + t) iz[t /3- pt]
FrLfTi, L) = 1/2 R pxTgq

o (a@)

(172)

In order to obtain an analytical result we suppose that the limits of integration #(Ty) and
f(T, + 1) are sufficiently large that they can be replaced by —oo and oo respectively. This
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replacement is one of the factors that limits the validity of the fold-caustic treatment, as will
be discussed further in the following section. Integrating between —oo and oo gives the result

e

K(z;, Bpizi, Ei) = 75 O 6(E; — Ei - niw) [pAi(—p) — igAi'(-p)],  (173)

where Ai denotes the Airy function [37]. The sideband weights are therefore

. s 2

I, = |pAi(—p) — iqAi'(-p)|", (174)

where 1, p and ¢ are all functions of energy. They are plotted for a typical set of parameters in

Figure 16(a). Since each depends only on the generalised action and semiclassical amplitudes
st

associated with the root trajectories I, the uniform approximation (174) for the sideband
weights is independent of z; beyond the potential. In the limit |u| > 1 it reduces to the
WKB expressions (105) and (109) in the classically allowed and forbidden zones respectively,
thus providing the values of the Maslov indices. The sideband weights are shown in Figure
12(c) for the same parameters as used in Figure 16(a). Note that the fold-caustic treatment
has eliminated the divergences present in the WKB approximation (Figure 12(b)). Figure
13(c) shows the weights of the central band and first order sidebands as calculated using the
fold-caustic uniform approximation over a range of potential depths. For small values of the
potential depth the fold-caustic treatment does not preserve the normalisation. The reason is
that in this regime it is not valid to treat the upper and lower caustics independently. Even
at intermediate values of the potential small discrepancies remain in the sideband weights.

An investigation of the accuracy and range of validity of the fold-caustic uniform approx-
imation in other physical systems is presented by Mount [38].

3.3.5 Validity of the fold-caustic treatment

The fold-caustic treatment is valid if the caustics can be treated independently, that is, if
there is no value of energy E; which lies simultaneously in the neighbourhood of both the
upper and lower caustics. Since the results of the fold-caustic treatment reduce to those of
the WKB method for large values of |u| (that is, for large values of |A¢|), any value of energy
satisfying

|Ag] > 1 (175)

can be said to lie outside the neighbourhood of the caustic. It is easily shown that (175) is
equivalent to the condition (145) derived earlier.

The inequality (175) can however be used to obtain a geometrical interpretation of the
regime of validity of the fold caustic treatment. The value of A¢ at a given sideband energy
E, equals the size in units of A of the area bounded by the curve E f-vs-t; and the line E = E,
(see Figure 14). This can be shown as follows. The curve E¢-vs-t; intersects the line E = E,
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Figure 16: (a) The coefficients p, ¢, and g used in the fold-caustic uniform approximation,
and calculated here for the physical parameters @ = 0.05, 6 = 6.0 and V = 3.0. They are
plotted as a function of Ey, which is given in units of p?/m. (b) The coefficients P, Q, and ¢
used in the periodic uniform approximation, and calculated for the same physical parameters.
The horizontal dotted line in graph (b) indicates the value of the modulation index obtained
using the thin phase grating method. The vertical dot-dashed lines in each graph show the
limits of the classically allowed energy range.

at the stationary phase points t:ft. Integrating E, — E; between these two points gives

t+

" dt; (B, - Ey)

A

ty

t+
_ f Jd -

!
= Ea(tf —t7) + [S(ep,tf336, B) - S(as, 4733, B)|
= hAg. (176)

The two shaded areas A+ and A~ in Figure 14 are thus proportional to the phase differences
A¢ evaluated about the upper and lower caustics respectively. If for any value of E;, neither
A7 nor A~ is significantly greater than A then the fold caustic treatment is invalid. Using
relation (148) for the phase ¢(ts; Ef), it can easily be shown that the areas A* and A~ differ
by 27nh at energy E,. Thus the condition of validity of the fold caustic treatment is that
there are many sidebands in the classically allowed range.

55



3.4 A periodic uniform approximation

In the case where the caustics are not independent of each other, a higher order treatment
must be used. Due to the periodicity of the problem, all the caustics must then be treated
simultaneously. Starting from equation (146), we choose a periodic approximation for the
integrand which is locally valid about all the stationary phase points simultaneously.

3.4.1 Generic form for the phase

Since the phase ¢(ty; Ey) is the sum of of a periodic and a linear function in ¢y (148), it is
possible to make a change of variables from ¢ to ¢ which transforms ¢(¢ 7; E¢) to the generic
form é(£; Ey)

b(ts; Ef) = $(f; Ef) = €& — (sini + 7, (177)
where the coefficient £, the modulation index ¢, and the overall phase 7 are all functions of

the final energy Es. The new variable { is related to ¢ 7 by a diffeomorphism which obeys the
relation

t(ty + 1) = t(t) + 2. (178)

Using equation (178) the linear terms of (177) and (148) can immediately be equated by
setting

£ = E; - E;

==

Substituting equation (177) into (146), we obtain the following expression for the energy
propagator

(179)

sz(xf,Ef;:zi,Ei) z

1 . - dtf i(ei_csini)
e [ dt A(zy,t5; 34, E; —f gisi=¢sind) 180
== [ i Ala, o B (180)
Since the factors A(zf, ts;zi, E;) and (dtf/di) are both periodic, it is clear that the integral
will vanish at non-integer values of ¢£. This is the origin of the discrete structure of the
spectrum.

3.4.2 Calculation of the phase parameters

Following the same procedure as in Section 3.3.2, the modulation index ¢ and the overall phase
n are calculated in terms of the values of ¢(ts; Ef) at the stationary phase points. We shall
assume that ¢ is positive. This can always be achieved by choosing the zero of ¢ appropriately.
In order that ¢ be diffeomorphic to ¢ s the stationary phase points of ¢(t;; Ef) must correspond
to those of @(f; Ey). Since two stationary points exist per period, this requirement provides
two conditions with which to solve for the parameters p and 7.

We shall denote the two stationary phase points of ¢(£; E ) which are closest to the origin
by i*, the indices + being chosen according to the same conventions as in Sections 2.2 and
3.3. Their values are found by differentiating the expression for (i)(f; Ey¢) given in equation
(177),

9 (t£;E;) = € — (costt = 0. (181)
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The classically allowed energy range corresponds to the regime in which |¢] < ¢ and the roots
% of the above equation are real. Substituting {* into definition (177) produces two equations

which implicitly determine the parameters ¢ and 7 in terms of the phases ¢* = ¢ (t*; E;) at
the stationary points,

_ T+
-2
¢t -9~ _ § £\*
—y = —£ arccos (Z)+C 1—(2). (182)

The classically forbidden zone corresponds to the regime in which || > ¢ and the roots
t* are complex conjugates. The parameters 7 and ¢ can be then deduced from the equations
"+ ¢~

T + ﬂg(—f)

- 2
ﬁz—;i = —|§|arccosh<%>+( (%) -1, (183)

where 6 denotes the Heaviside function.

3.4.3 Approximation of the amplitude

An approximation is now obtained for the amplitude A (dt 7/ df) of the integrand appearing
in (180). As in Section 3.3.3, this is done by expanding about the points of stationary phase.
Since the stationary points satisfy the relation (181), the quantity (cos{—¢/¢) may be treated
as a small parameter in their vicinity. Given that A (dt 7l df) is periodic, it can be expanded
in powers of (cost — ¢/¢) as '

A(m;,tf;xi,E,-)%ttTf = Ji\/ Z (Pm + Qm sinf) (cosf— g) , (184)

where the scaling factor A is defined in (163), and the sum on the right hand side forms a
complete set of periodic functions. The amplitude A (dt f /df) is approximated by the lowest
order term in the series

~ dt R
NA(:Ef,tf;mi,Ei)Ft{; = P + @ sint, (185)

where the coefficients P and @ are calculated in a manner analogous to that of Section 3.3.3,
and are found to equal

©] -1
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in-the classically allowed zone, and

P - zﬁ[

2 q-1/4 [é-i— __B--
) _ 1] - (187)

in the forbidden zone.

3.4.4 The uniform approximation

Substituting the approximation (185) for the amplitude A (dt/df) into the expression (180)
for the propagator K gives

—1/2 . '
= 2/ E;E m . e s
K(zy, Ey; Zi, E;) ~ <_‘Tnl_f) 2:;—&‘)‘ dt (P + Qsint) ez({t—(smt). (188)

The integral vanishes at all energies except those for which ¢ equals an integer n, and we
obtain '

K(zj, Ep;zi, E;) = (2——————Vfl’E’) e"”Za(Ef — E; — nhw) [PJn(¢) +1QJ,(¢)], (189)

where J, denotes the nth order Bessel function. The sideband weights are therefore
I = |[PJa(¢) +iQJ(O)]°, (190)

where ¢, P and @ are all functions of energy E;, and are plotted in Figure 16(b). Since they
depend only on the generalised action and semiclassical amplitudes associated with the root
s+

trajectories I' , the result (190) for the sideband weights is independent of 7 beyond the
potential. Using the asymptotic approximations for the Bessel functions and their derivatives
[37], it can be shown that in the limit A — O the predictions (190) of the periodic uniform
approximation reduce to those of the fold-caustic uniform approximation (174). In the limit
of small momentum transfer, the modulation index ¢ is independent of energy E;. If the
variation of A (dts/ df) with ¢ is neglected then the parameter P equals unity and Q vanishes,
and the result (190) reduces to that of the thin phase grating approximation (94).

The sideband weights are shown in Figure 12(d) for the same set of parameters as used
in Figure 16(b). Note that the small systematic errors present in the fold-caustic uniform
approximation (Figure 12(c)) have been eliminated. Figure 13(d) shows the weights of the
central band and first order sidebands as calculated using the periodic uniform approxima-
tion over a range of potential depths. They are indistinguishable from the exact quantum
mechanical results over the entire potential range investigated. In particular, they remain
accurate in the regime of low modulation potentials, for which the fold-caustic treatment is
invalid.
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3.4.5 Generalisation to higher harmonics

Because the periodic uniform approximation presented above treats all the caustics simulta-
neously, it is sensitive to their topology. If for example the potential were such that more
than two caustics occurred per period in the energy distribution, then additional harmonics
would need to be added to the generic form (177) for the phase. In Appendix F we treat
the case in which four causties occur per period, and the generic phase contains a second
harmonic. No explicit expressions can be found in this case for either the phase parameters
or the coefficients of the amplitude expansion, and the final solution cannot be written in
terms of standard functions.

A situation in which more than two caustics occur per period could arise if the potential
itself contained higher harmonics. It should be noted however that the presence of higher
harmonics in the potential does not necessarily result in additional caustics, since the high
frequencies are more strongly attenuated (see Appendix F.5).

Conclusion

In this article we have considered the application of semiclassical path integral methods to a
temporally periodic system. The problem considered was that of an atomic beam traversing
a modulated potential well. The kinetic energy spectrum of the outgoing beam exhibits
sidebands separated by multiples of Aw, where w is the modulation frequency. A purely
classical analysis however suggests that the atoms may exit the potential with any energy
within a certain continuous allowed range. The discrete structure of the spectrum results
from interference between those atoms which exit the potential at instants separated by
multiples of a period.

To calculate the sideband weights we initially used a generalised form of the WKB method
to approximate the wavefunction of the atoms after the interaction. The phase was given by
a Legendre transform of the action along the classical trajectories, and the amplitude by the
square root of the classical density. The sideband weights were estimated by taking the Fourier
transform with respect to time of the resulting semiclassical wavefunction. The approach was
found not to be successful due to the secular divergences introduced into the wavefunction by
the WKB approximation.

The second approach discussed was to calculate the energy distribution directly using
a WKB method. The phase of the energy distribution was given by a double Legendre
transform of the action along the classical trajectories, and the amplitude by the square
root of the classical energy density. This method was found to be inadequate close to the
limits of the classically allowed energy range, where caustics occurred and the classical energy
density diverged. Far beyond the caustics however, in the classically forbidden energy range,
the WKB approximation could once again be applied, although in that case the classical
trajectories were complex. '

The appropriate semiclassical treatment of the caustics was achieved by the method of
" uniform approximation. The energy distribution was expressed as an oscillatory integral,
and an approximation made to the integrand which was valid locally about all the points of
stationary phase. The resulting expression for the sideband weights depended, like the WKB
approximation, only on the classical action and the energy density.

We first treated all the caustics in the energy distribution individually as ‘fold caustics’,
and obtained a solution in terms of Airy functions. This was found to be inadequate in the
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regime of low depletion of the central band, where the caustics are not isolated. We then in-
troduced a periodic uniform approximation, which treats all the caustics simultaneously. The
solution is expressed in terms of Bessel functions, and was found to give excellent agreement
with the exact quantum mechanical result over the entire parameter range investigated.

The validity of uniform approximations however depends critically on the topology of the
phase space diagram. If the phase space curve is very irregular or chaotic the methods are not
applicable. In our system this occurs for very large modulation potentials, when the atoms
may classically become trapped in the potential well for long periods, and subsequently exit
on either side of the well. In this article we have not investigated parameter regimes in which
classical reflection or chaos occurs.

A Generalised WKB methods

In Section 1 we obtained semiclassical expressions for the Feynman propagator and each
of the energy-dependent propagators. They consisted of a sum of contributions from all
the classical paths joining the initial and final points. The phase of each contribution was
given in the case of Feynman propagator by the classical action, and in the case of the
energy-dependent propagators by its Legendre transforms. In this appendix we calculate the
semiclassical amplitude for each propagator using a generalisation of the WKB approach.
Supposing that the solution is of the form described above, we substitute it into the evolution
equation. In the case of the Feynman propagator the evolution equation is just the time-
dependent Schrodinger equation. In the case of the energy-dependent propagators it is the
Fourier transform of the Schrédinger equation with respect to time. The zeroth order terms
in A cancel due to properties of the action. The first order terms produce an equation for
the square of the semiclassical amplitude which is identical to the continuity equation for
a classical fluid. The solution for the amplitude is therefore the square root of a classical
density. The method can be applied both in the classically allowed zone and in the forbidden
zone, where the coordinates adopt complex quantities, and the potential must be replaced by
its analytic continuation.

A.1 The Feynman propagator

In the limit A — 0 the Feynman propagator can be expressed as a sum of contributions
(12) from all the classical trajectories I' linking the initial point (z;,t;) to the final point
(zf,t5). For times ty < t; the semiclassical amplitude Ar(zy,ty; zi, t;) associated with each
contribution vanishes. For times t; > ¢; a solution for Ar can be obtained by substituting
expression (12) into the time-dependent Schrédinger equation. The zeroth order terms in A
cancel, since the classical action on each trajectory I' satisfies the Hamilton-Jacobi equation

oSt 1 oSr 2
. _a_t, = om (81‘;) + V(zy,ty)- (191)
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Note that since the partial derivatives of the classical action equal

%Sr(xf,tf;mi,ti) = p}
iS[‘(.’E tr;zint;) = —EL
Bt o\ b T !
O Sr(zptsizit) = —pF
3z, r(zs,tyf; iy ti) D;
%Sr(l‘f’tf;xi,ti) = Ef, (192)
1

equation (191) is simply an expression of the conservation of energy. Neglecting terms of
second order in A, the Schrodinger equation can then be written as

OAr 1 05+ OAr 1 8%Sr

+ — = ————Ar. (193)
Oty m Ozs Oy 2m Bzf

Substituting 8z, St = pI} (192) and multiplying on both sides by 2Ar gives
0 , 1 0

o =% (,r42) =0
This can be rewritten as
0 0 [dzy
— A2 — | LAY = 5
3tf r axf |:dtf F] 0, (190)

where we have set pI; = miy. Equation (195) is identical to the continuity equation in
fluid dynamics, A2 playing the role of the fluid density. The solution of (195) is therefore a
probability density P(zs), which may in general be multiplied by a phase factor

AL = &9 P(zy). (196)

Treating z; as a classical function of the initial momentum p; (z; and ¢; being fixed), we
obtain

A2 = €“P (pl) opL (197)
r p a.’L'f t],zi’tia

where P(p;) denotes the probability distribution over the initial momentum. Since the system
is initially in a position eigenstate, P (pl') is constant

P (pF) = [(pF| =) =

The phase 6 can be found by considering a specific example such as the free particle (see
Section 1.1.2), and we obtain

1

_ 1
2mh (198)

5o 1/2
. - D;
Ar(zys, ts;zi, t;) = (2imh)~1/2 (—-L) . (199)
( j f ' am! t]vzl'ytl'
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At focal points, where 0z / dp} = 0, the semiclassical amplitude diverges. In the neighbour-
hood of such points it is not valid to neglect the term of second order in 4 in the Schrodinger
equation. The WKB method therefore generally fails near caustics. An exception occurs in
the case of systems which have Lagrangians of at most quadratic order in position and veloc-
ity (such as the free particle and the harmonic oscillator). In that case the second order term
vanishes identically, and the divergences predicted by the WKB approximation reproduce
true divergences in the wavefunction.

A.2 The energy-dependent propagators

The semiclassical amplitudes of the energy-dependent propagators can be found by a method
analogous to that used above for the Feynman propagator.

A.2.1 The propagator f((z,,tf;x,-,Ei)

The semiclassical expression (41) for the propagator K (zg,tf;zi, E;) consists of a sum
of contributions from all the classical trajectories I' satisfying the boundary conditions
(zg,t5;z;i, ;). The phase of each contribution is proportional to the generalised action
S'f(:z:f,tf;x,-,Ei) defined in equation (40). The time ¢! in this equation is the instant at
which a particle with energy E; must leave the initial position z; if it is to arrive at the final

position zy at time t;. This condition is expressed in equation (39), but can also be written
in terms of the partial derivatives of the classical action (192), as

a -

=5t (z1,t5300,tf ) = B (200)
ot;

Using this equation and the definition (40) we can evaluate the partial derivative of the
generalised action Sy with respect to E;,

¢F -
Ot _ —t!. (201)

2 Syt B = ¢ [ 2se sptinatl) 5] 2 =

BE,- 3ti

The remaining partial derivatives can be calculated in a similar manner, giving

0 i
%?Sf‘(zfatﬁ i, B) = p;

9 - .
a—tfsf(fcf,tf;mi,Ei) = —E}
%gf(zf,tﬁl'iaEi) = -p}
1
a - -
'ﬁsf(zf, trizi, By) = —t]. (202)
1

Given these properties of the generalised action, the semiclassical amplitude fif can be eval-
uated as follows. Taking a Fourier transform of equation (5) with respect to the initial time
gives

_ﬁ_2_§2_+V(:L- t )_zﬁ,i R(.’L‘ t.’E E)_ —ih 6(1. —!L")eiEit//h (203)
2m61?§ fibf atf fibfyday, L —\/m f i .
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Apart from the term on the right hand side, this is simply the time-dependent Schrédinger
equation. The propagator K can therefore be obtained by finding solutions to the Schrédinger
equation on either side of the point z;, and then matching them appropriately. Substituting
the semiclassical expression (41) for K into the Schrédinger equation, we find that the terms
of zeroth order in A cancel, since the generalised action S’I: satisfies the Hamilton-Jacobi
equation

- ~ 2
BSI: 1 3SI=
__at_f = — (3:1:f) + V(:Ef,tf). (204)

By equating the terms of first order in £, a continuity equation analogous to (195) is obtained
for the square of the semiclassical amplitude

8 -, 8 [dzf 1
_ A< —_— A —_
athF+ 5z; [ i } 0. (205)

The solution of (205) is therefore a probability density P(z f), which may in general be
multiplied by a phase factor

A2 = ¢ P(zy). (206)

Because z; is a classical function of t; (E; and z; being fixed), we can write

. - [ otf

2 __ 0 r
Al:, = Cl P (tl) (—ax—lf)
ty,zi Ej
o)
)= <aT) , (207)
Py f z5,%i,Ei

where the probability distribution over the initial time P (tf ) is a function only of the initial

ERY

= —eiéf’ (t

variables. It can be found by solving for fif\ with respect to the initial variables as follows.
Taking a Fourier transform of (7) with respect to the initial time we obtain

R 9% . ~ - —ih E. A
2m 6.’1,' (zf,tf,xz,Ei)+V($i,Ei)*K(zf,tf;IEi,Ei) = mé (Zf—.’Ez) CIE ty/h (208)

where the function V(z;, E;) is the Fourier transform of the potential with respect to the
initial time

V(zi, E; \/_ dt; V(zi, t;)e tEb/A (209)

" and where V(z,—, E;) = K (zf,ts; i, E;) denotes a convolution with respect to energy

V(a:,,E ) * K(a:f,tf,a:,, dE' z,,E,{)R (:z:f,tf;z,-,Ei - El') . (210)

\/_
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Using the semiclassical expression (41) for the propagator, the convolution may be evaluated
to first order in £ as follows

f/(miaE')*RWKB(IEf,tf;:l:,',E-)
Z/dw V(zi, hw')Ap(z g, t; 23, B — huw')e iSp(zy tyizi Eimhw') /R

V2rh
~ 3A' ;G s 10Q 625'
~ / ) / / rf ,iSp/h, —iw'8S;/0E; 1 _’h n2 r
——mé:/dw V(zi, ') 3E, e’t/le P [ + 5t (w') BE?]
2\ - 0A; 8 1. 625 82 ;
~ iSp/h Y T N Do _ T A. rY . 4@
~ \L;e ; {V(zl,tz)Ar—Hh 55 B =V (z0,tf) - 54z 7 at?v(ml,tl)”,

(211)
where tf has been substituted for —BEiS'-, and where fif and S'f and their derivatives are
evaluated at the point (zy,ts; z;, E;) unless otherwise specified.

When the approximation (211) for the convolution V * K is substituted into equation
(208), the terms of order zero in £ cancel since the generalised action satisfies the equation

E; = % (Zif) +V (z,, ) (212)

On either side of the point z; = z;, equation (208) can then be written to first order in # as

1 (9;)? . p? 31&-1: 8A 0 P - atf 52 :
o Ar + B SV (tl) + g g (o) =0 W)
where we have substituted I, 5'1: = —p§ and 8?5 Sf‘ = —0g, tzr Replacing
E; pldE;
oV b _ndh (214)

8_1t,~_ dti —mdiL‘,”

and multiplying on both sides by 2/11=, equation (213) reduces to

8 (ot 8 [dE (pf 5, \]| _
axi<mA')+aE T <mAf =0. (215)

Noting the analogy with (195), we can interpret (215) as a continuity equation for the quantity
pir /i%, /m. The probability density however now corresponds to an energy density P(Ei), and

the evolution is carried out over position rather than time. Using this interpretation, fi% can
be expressed as

- i# 5 m
Al =e ”P(E,-)—f. (216)
: i

The initial energy E; may be regarded as a function of the final variables zs, ¢y and Ey.

Because z; and ty are fixed by the boundary conditions, we may write Ay in terms of a
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probability distribution over the final energy P (EF) as follows

- - 0E
2 _ if r f
Az =e P(Ef) ; (GE,) . (217)
1 Tty T

Since P (E;) is a function orﬂy of the final variables, we can use the expressions (207) and

(217) together to determine the value of fi% up to a normalisation constant. Given the fact

that

OEL 5% 5 [(of (218)

OF; T aEiatf B atfaE,- - atf

Tplyp,xi z4,Ti,E,
we find
. r '
A2=NT <gtl ) L (219)
pi pf t'f I/,I,‘,E.’ ’ '

The normalisation constant N can be determined by considering any specific example, such
as a free particle, and we obtain

1/2

m2 [ ot
A (‘va Ly T4y ) (27rﬁ,) 1/2 1 (8tl . (220)
p;p f zf,zi,E,

A.2.2 The propagator I:{(a:f,Ef;zi,Ei)

The semiclassical expression (50) for the propagator K(z 7, Ef; z;, E;) consists of a sum of
contributions from all the classical trajectories f‘ which start from the initial position z; with
energy E; and arrive at the final position z; with energy E;. The amplitude /ilz,(z 7 Efizi, E;)
of each contribution can be found using methods analogous to those applied to the propagator
R’(zf, ts; i, E;). By considering the variation of fil:, with respect to the initial variables, we
obtain an equation identical to (216),

A2 = YP(E;)

% (221)

The initial energy E; is, as earlier, a function of the final coordinates =, t; and E;. In this
case however the parameters z; and Ef are fixed by the boundary conditions, and we express

, A- in terms of a probability dlstrlbutlon P (t f) over the final time

r
~— :: : atI:‘
< m
Ai=e "P( )—f aEf- . (222)
1
Pi zf,Ef .z
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By considering the the variation of Af‘ with respect to the final variables, we obtain an

analogous equation
z 5 = 6tF
Az =¢?p <tF) ( ) . (223)
r aEf z4,7i,E;

Since 1:3 (t;) depends only on the final variables, and }:’ (t{) only on the initial variables, we

can use equations (222) and (223) together to determine A;‘; up to a normalisation constant.
Given the fact that

ot 25, 85 f
L = r_ _ A (224)
OE; OE;0E; OE;OE; O0E;
zs,Ef,zi z4,z:i,E
we obtain
= 2 tf
=N L (%) . (225)
P{P? f z5,zi,E
It can be shown that the normalisation constant is N = 1/2i7k, and hence that
2 I 12
= m ot
Af\(mf’ Ef7 Ly, ) (Zlﬂh) V2 —— (aE ) . (226)
p, pf f z5,2i,E

B Practical calculation of the semiclassical amplitudes

The semiclassical amplitude of each of the propagators presented in Section 1 is proportional to
the square root of a classical ensemble density. In this appendix we describe how the ensemble
densities may be calculated in practice, by linearising the equations of motion about the
appropriate root trajectories. The procedure may be used in both the classically allowed and
forbidden zones. Since the root trajectories in the forbidden zones are complex, the variables
in the linearised equations adopt complex values, and the potential must be replaced by its
analytic continuation. The resulting values for the ensemble densities are then also complex.

B.1 The Feynman propagator

The semiclassical amplitude Ar(zy,ts;zi,%;) (14) of the Feynman propagator is proportional
to Op! /Oz 7, where iy, t; and z; are held constant. This partial derivative can be calculated
using the linearised equations

d ép

& = m

d 0?

dtép = —éz p =5V [z(t), 1], (227)

which must be integrated along the root trajectory I'. With respect to time, this trajectory is
parametrised by zT (¢). Since the initial quantum state is a position eigenstate, the position
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variation must be initialised to zero dz'(t;) = 0. The momentum variation is initially set to
a finite value 6p' (¢;) = dp;. By evolving the linearised equations (227) from ¢; to t; the final
position variation 6z (¢;) is obtained in terms of the initial momentum variation dp;. The
ratio of p; to 6z (¢;) gives the value of the partial derivative required

GPF) op;
t = ——— 228
(61‘; bzt 5.’I:r(tf) ( )

B.2 The energy-dependent propagators

To obtain the values of the semiclassical amplitudes /if(:v nteizi, E) (42) and
A: (a: 7+ Ef; zi, E;) (52) it is necessary to calculate the partial derivatives 6tf /8t; and 8tF /OE;
respectlvely, where in both cases zs, z; and E; are held constant. Since the root trajectories

' and I of the energy-dependent propagators are specified in terms of their initial and final
positions rather than their initial and final times, we choose to calculate the evolution of the
system using position rather than time as the variable of integration, as in equations (65).
The linearised form of these equations, for a time-dependent potential, is

d m

-Cadt = —6})W
d . m op 0 0?

where p(z) and t(z) are parametrisations with respect to position of the momentum and time
respectively along the root trajectory.

The partial derivatives Btr /ot . and Btr /OE; are obtained by integrating the equations
(229) along the trajectories I' and I respectively. All the particles of the classical ensemble
leave the initial position z; with the same energy E; but at different times. The time variation
is therefore initialised to a finite value dt(z;) = dt;. The initial momentum variation is
determined using the condition that the energy be fixed

ov [a:’i? t(.’l!,)

P gy (g, + LEallaillyy, g, (230)

In particular if z; lies in a potential free region the initial momentum variation ép(z;) is zero.

The equations (229) are integrated from the initial position z; to the final position zy,
and the required partial derivatives are determined from the values of the final time and
momentum variations as follows

(at{‘) &
Oty 27.Eoti §tl (z )

r
(%) = o4 (231)
f z5,Ei,x; I‘(:E,f) 51) (l‘f)
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C Calculation of the sideband weights

In this appendix we calculate the weights of the sidebands produced on the momentum of a
beam of atoms traversing the modulated potential well discussed in the introduction. Each
atom is described by a wavepacket that approaches the potential from the left with a narrow
momentum distribution centred about p; (see Figure 1). If the atom is transmitted, its
momentum is measured by a detector placed to the right of the potential. Since energy can
be transferred to the atoms only in units of fiw, where w is the modulation frequency, the
final momentum distribution of the beam, as registered by the detector, contains sidebands

localised about the momenta |/p? + 2m(nhw) where n is an integer. The weight I, of the
nth sideband is defined as the probability that the final momentum of any given particle will
fall in the momentum range occupied by the nth sideband, in the limit that the width Ap;
of the initial momentum distribution tends to zero.

We shall denote the wavefunction of each atom by ¥(z,t), and its momentum distribution
by

W)= —

PY = Vanh

At the initial time t; the wavefunction is located on the left hand side of the potential, and the

momentum distribution is concentrated in a small interval about p;. In particular we assume

that +(p, t;) is non-zero only for positive momenta, and that its width Ap; is less than the
momentum difference between adjacent sidebands (approximately fik).

We also assume that it is possible to define a time ¢; after which the atom no longer
interacts with the potential. The wavepacket then consists of two parts, a transmitted part
located to the right of the potential, and a reflected part located to its left. Since the detector
is placed to the right of the potential, it is only the transmitted part of the wavepacket which
is of interest. Because the transmitted wavepacket contains only positive-valued momentum
components, ¥(z,t) can be written for times t > ¢; as

/d:ve"i’”/hw(x, t). (232)

1
Vrh

We define the spectrum 2, of the wavepacket at a position z; to the right of the potential as

"/)+(:L" t) =

/ ” dp e h(p, ).  (233)
0

Qu(zs, Ef) = dt e'Est/hp (g, 1), (234)

1
Va2mh
where x is assumed to be sufficiently far from the potential that the wavepacket has not yet
reached z; by the time t;, that is (zy,t) = 0 for ¢ < t;. Since only the transmitted part of
the wavepacket traverses the point z s, the spectrum can be rewritten as

1 . )
Q(as, By) = —o== [t ay,0), (235)

where 1. (z,t) is defined in equation (233). Note that for times ¢ < ¢y the value of 1, (z,t) at
z = zs vanishes, and for times ¢ > ¢; the atom no longer interacts with the potential. These
facts together imply that the transmitted wavefunction at position z; may be obtained at
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any time t by freely evolving the positive-valued components of the momentum distribution
¥(p,ts), and taking their Fourier transform

Yi(apt) = /0 " dp (e (=) 2mb g, )] e21/n. (236)

Substituting (236) into (235) gives the following expression for the spectrum in terms of the
final momentum distribution

m . . . -—
Q¢(zf7Ef) — 2711',5‘/0 dp/dtezEft/he—z;ﬂ(t—tf)/2mhezp1:;/fi,¢(p’tf)
— Q—Tg—eiEftf/hei‘ﬂmEfzf/h’lf_l( /2mE atf) ] (237)
V f

We need now to relate the spectrum to the initial momentum distribution. Expanding
the wavefunction v¥(zy,t) as

Wast) = [ doKlay,tiz 60t (238)
and substituting it into the definition (234) of the spectrum, we obtain
1 .
Q¢($f’ Ef) = \/ﬁ /dil?-; /dt elE!t/hK(xﬁ t; z;, ti)¢($i7 ti)

_ ﬁ / dz: / dE eBUM R (2;, Bz ENb(ei ts),  (239)

where we have used the definition (19b) of I:((:zf,Ef;xi, E;). Note that, due to the presence
of 1(zi, ¢;), the integrand in (239) is non-zero only for positions z; to the left of the potential.

Since in this region K is given by expression (27), the integral over z; is trivial
Qu(zs, Ef) = e'VImErzs / dE! eiE-“-‘/’iI?(E,,E;)zz (,/2mE;.,t,-) , (240)

Inserting the energy dependence appropriate for a temporally periodic potential (see Section
1.2.4)

K(Ef,B) =Y Kn(EDS(Ey — Ef - nhw), (241)
.
we find that
Qylas, By) = Ve 3 B E, (E) g <\/2mE§'f),t,~) , (242)
.
where

EM™ = E; - nhw. (243)

69



'Using equations (237) and (242) we can now express the final momentum distribution
¥ (p, t5) over the range p > 0 in terms of the initial momentum distribution ¢ (p, t;). Defining

pr = /2mE; and pgn) = 2mE§"), we have

¥ (pr.tg) = Zw"" (psits) (244)
where
B (b7, 7) = BLeiEststalhgminati g (B (M, 1,) (245)
Defining the sideband weights by
* dps g™ 2
= 1 n
= Jim | dpy | (ort)] (246)

and changing the variable of integration to p(-")

. » we obtain

I;= 1@ dp{™ pf i ‘K (E("))‘ ‘zp(pl"’ t) (247)

Ap;—0 0

Since the initial momentum distribution (pgn), ti) is concentrated about the point p;, we

can evaluate all the factors inside the integral, apart from W itself, at the point p;, giving

- = 2 [ _
In = = VE (B + nhw) [Kn (B)| | apl [ (o0, ts)| (248)

where E; = p?/2m is the initial energy of the system. The remaining integral equals unity
since the momentum distribution is normalised, and is nonzero only for positive momentum.
Hence the sideband weights equal

2
I =

VE: (E: + nha) |f<,, (E:)

(249)

SIM

D The thin phase grating approximation

In this appendix we calculate the first order change in the generalised action S’f(x IRTH N
due to a time-dependent perturbation eV; (z,t) of the potential.

The generalised action S'I:(z 71 t5; zi, Ej), defined in equation (40), can be expressed directly
in terms of the Lagrangian as

~ - ty
Sp(zs,ts;zi, By) = —E,'t{ + /x_‘ dt L [xf(t),dzf(t),t] , (250)

where z(t) is a parametrisation of the classical root trajectory I' with boundary conditions
(zf,t5;zi, B;). The time t{ denotes the instant at which this trajectory leaves the initial
position z;

Tz (t{) = z;. (251)
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It is a function of the boundary conditions, tf = t?(zf, tr;zi, E;).
In the presence of a time-dependent perturbing potential €V; (z,t), the total Lagrangian
can be written as

L(z,z,t) = Lo (z,%) — Vi (z,t), (252)

where Lg is the unperturbed Lagrangian. Here we have written Lo as a function of z and =
only, since that is the situation considered in the main text. However Ly may in general be
time-dependent.

The presence of the perturbing potential eV (z, t) alters the root trajectory z(t), its initial
time t{, and, in turn, the generalised action S'I:(z frtsiTi, E;). We expand these quantities in
powers of the perturbation parameter ¢

zp(t) = zpo(t) +ezp () + e%m(t) +...
t{ = 0+€tll+€t£2+"'
.S.'Iz = Sf“,O + €Sf‘,l + 625}1,2 + .. (253)

where the index 0 denotes the unperturbed values. Since the trajectory zj o(t) is a path of
extremal action for the unperturbed system

( 0Ly d 8L )

or dt 0z =0, (254)

z(t)= =Tq o(t)

the integral of Ly between tE o and t; remains unchanged to first order by the path variation
ez, (t). The perturbation on the action is therefore given to first order by

S ) aLy
Spa(@ sty i, Bi) = -Eit£1 - (f—otl 1+ 5= 9% I, )

r
1,0

ty
_ —/_ dti [zp(t),t],  (265)
t=tl, t '

where £y and its partial derivative 0Ly/0% are evaluated on the unperturbed trajectory
zp o(t). The bracketed term of (255) can be simplified using the boundary condition (251) on
the initial position, which, to first order in ¢, is

[mm + :i:f-,ot{,l] L:ﬁ =0. (256)

Hence Ty, may be replaced by —zp Ot , at the point t = tF0 in equation (255). Using the
definition of momentum as the pa,rtlal derivative of the Lagrangian with respect to velocity,
we may also substitute

3[,0_ P
E—Po,

where p denotes the unperturbed momentum. The bracketed term of (255) therefore reduces

to
BLZ - P
G R G D P

(257)

0
_ Iy
== Holt_t}-o ti,l

= Edf,, (258)
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which cancels the first term of (255). The first order perturbation of the generalised action
is therefore

S‘f’l(mf,tf;.’l,‘i,Ei) = —/_ dtVp [.’L‘F O(t) ] (259)

t[‘

that is, the integral of the perturbing potential Vj(z,t) along the unperturbed trajectory

zf‘,o(t)'

E The WKB wavefunction in the perturbative limit

In this appendix we perform a perturbative calculation of the WKB wavefunction
Kwke(zf,ty; i, E;) for the periodic potential (1). The perturbation is chosen to be the
time-dependent part of the potential

Vi(z,t) = —Vo(z) sin(wt). (260)

It is this time-dependent part which is responsible for the transfer of energy to the atoms.
In its absence, the wavefunction in the region beyond the potential would be just a plane
wave, of energy equal to that of the incident beam. In order for the perturbative treatment
to be valid, the momentum transferred to the atoms as a result-of their interaction with the
potential must be a very small fraction of their initial momentum.

Using a perturbative approach, we shall show that the amplitude of the WKB wavefunction
diverges secularly with position beyond the potential. This causes a divergence in values of
the sideband weights as calculated using the method of Section 2.1. We shall determine the
position dependence of the first order sidebands, and show that their values may become
erroneous well ahead of the position z. at which caustics begin to appear.

Following the notation of Appendix D we denote the perturbing potential by eV} (z,t),
where the perturbation parameter € will be set to unity at the end of the calculation. Since
the WKB approximation is invalid at caustics, we consider only the region of z; beyond the
potential but ahead of the caustic position z.. In this region Kwks(zy,ts;zi, E;) contains

only one branch, Kwxs = A exp (iS‘ / ﬁ). The generalised action and semiclassical amplitude
are expanded in powers of ¢ as follows,

= §0+651+6252+...
= A0+6A1+621‘i2+... (261)

e U

where the zeroth order terms denote the solutions in the unmodulated potential. Usmg the
result (47) for a stationary potential we obtain

So (zg,t5; 74, Ei) = —Eit + pi (zy — 7;) — hC, (262)

where C is a dimensionless constant. The zeroth order value of the semiclassical amplitude
is identical to that of a free particle

Ly (263)

72



The first order perturbation on the action, obtained in Appendix D, is

- ts

Si(zy,tszi, By) = —/ dt Vi [zo(t), ], (264)
tio

where zo(t) denotes the unperturbed trajectory which arrives at the final position z; at time

ts. tio is the time at which this trajectory left the initial position z;. The path zo(t) depends

in a very simple manner on ¢y

zo{t) = Z(t - ty + Tf) , (265)

where Z(t) is a function that is independent of ¢ and is chosen to satisfy £(0) = 0. The time
Ty denotes the instant at which this trajectory arrives at the final position, Z(Ty) = z;. We
shall also use T; to denote the time at which it leaves the initial position Z(T;) = z;. The first
order perturbation on the action may now be rewritten as

- Ty
Sl(.’l:f,tf;z,‘,Ei) = / dt Vo [Z(t)] sin [w (t+1y —Tf)]
T;

= —h(sin (wty — kzp —C'), (266)
where, in the second line, wT; has been replaced by
wa = k.’L‘f + C'. (267)

The wavenumber k is defined in (4), and C’ is a constant which depends on the parameters of
the unperturbed potential. The modulation index ¢ in equation (266) is simply the Fourier
transform of the potential Vy(z) ‘seen’ by a particle moving along the unperturbed trajectory
z(t)

¢ = -% / dt Vp [Z(t)] . (268)

Note that it is valid to extend the limits of integration in (266) to +oo, since the particle
moves in a potential-free region before time T; and after time T;. The integral (268) is real
since the function Vj [Z(t)] is even in ¢.

To calculate the first order perturbation on the semiclassical amplitude we use the conti-
nuity equation (205), which can be rewritten as

(5% + %(967,) /i(a:f,tf;:c,-,Ei) = —%A(z;,tﬁzi,&)%. (269)
Expanding the momentum in powers of €
Py =pro+eps1+€pa+ ... ' (270)
we obtain
Pfo = g& =pi
zf
pf1 = gz—cs—; = &(p;cos (wtf — kzy — C'), (271)
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where @ is defined in (3c). The ratio of the above terms provides a check on the validity of the
perturbative approach. The method can be expected to be valid provided |py,1|/|psol < 1,
that is, provided

¢ < 1. (272)

Equations (271) can also be used to estimate the position z. at which caustics form. The
range of momenta of the particles leaving the potential is Ap. =~ 2w(p;. Substituting this
value into equation (85) we find that the caustic position z. is approximately

T

T (273)

Returning to the amplitude calculation, we expand (269) in powers of the perturbation
parameter, and obtain the following equation for A,(zy,ty; z;, E;)

9. pso 0\ ; 1 - dpsa
) t . . i J— 3 ,
(—atf + __Bxf> Al(.’L'f, f3 T4, E ) —2 AO——aiL‘f (274)

where the zeroth order amplitude Ay, given in equation (263), is constant. Substituting the
values of pso and py,; from expression (271) gives

Pi N\ - 1o i
(8:, + —niazf) Av(zy, tri 3, Bi) = —5—kpid(sin (wt; — kzj — C') Ao. (275)

Since the resonant frequency of the homogeneous equation equals the frequency of the exci-
tation term, the solution for A; exhibits a secular divergence in z

Al(:z:f,tf;zi,E,-) = —w?(fio [(k.’l)f — Cy) sin (wtf —kzy— Cl) — Cgcos (wtf - k.’L‘f - Cl)] ,
(276)

where Cr and C; are constants.

For { < 1 a simple expression can be obtained for the weights of the first order side-
bands. Writing both the generalised action and semiclassical amplitude to first order in the
perturbation, and approximating

eI EHrT BN 5 1 ¢ sin (wty — kay — C') (277)
we obtain to lowest order in ¢
Rua(zg,ty; 26, Ei) = AgeSol@rtrizB/h
{1 —¢ [(%(km, - Cy) +z'> sin (wty — kzy — C') — CRt—;-cos (wtf — kzyp — C')] } :
(278)

Substituting this approximation into equation (78) and calculating the sideband weights using
equation (84) we obtain
2
) ] . (279)

Iy = % E; (E; £ hw) (%)2 [(1 iCR§)2 + (kzy — Cr)® <

| e
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Thus the first order sidebands I4; (84) also diverge with . A characteristic distance z,
may be associated with the divergence,

2
ko
In the situation where Cr and C are both small (which may occur for a very weak potential)
Z., represents the distance at which the sideband weights I1; double from their minimum
values. Since ( <« 1 the position ., lies well ahead of z. (273), and the results for the

sideband weights may therefore be inaccurate even if the calculation is performed well ahead
of the caustics.

Zch ~

(280)

F Generalisation to higher harmonics

In this appendix we develop a periodic uniform approximation appropriate for the situation
in which the energy distribution contains four caustics per period. Two pairs of stationary
phase points then exist per period for every value E; of the final energy, although one or both
pairs may be degenerate or complex. The method can be generalised in a trivial manner to
treat systems with an arbitrary number of caustics per period.

F.1 Generic form for the phase

Starting from equation (146), we choose a periodic approximation for the integrand which is
locally valid at all the stationary phase points simultaneously. By changing the variable of
integration from ¢y to t, the phase ¢(t 71 Ey) is transformed to the generic form ¢ (t E f)

¢(ts; Ef) = ¢ (£ Ef) = &t + acos (£ +6) + Bcos (2f) + 1, (281)

where £ obeys equation (178), and £ is given by (179). Note that the coefficients £, o, 6, 3,7,
and the diffeomorphism relating ¢y to t, all depend on the energy E 7- In terms of the generic

phase ¢ (f; E f), the energy propagator can be expressed as

= ) s dts (s . .
K(zy Briw, B) & <= [ di A(as, gz, B)felitraccs B eoesll - ogy)

1
V2rh
F.2 Calculation of the modulation indices

Since ¢; and t are related by a diffeomorphism, the four stationary phase points t(fi), 1 €
{1,...,4} of ¢(ty; Ey) that occur in a given period must correspond to the four stationary
phase points ), i € {1,...,4} of ¢ (£ E;), the latter being roots of the equation

0% (9 Ey) = € - asin (i + 6) - 28sin (289) = 0. (283)
- The requirement that () satisfy
é (f‘i’; Ef) = ¢, . (284)

where ¢ = ¢ (t(i);Ef), provides four conditions with which to solve for the unknown
parameters o, 3, 8 and 7. The solution must however be found numerically since the roots of

75



equation (283) cannot in general be calculated analytically. The following iterative procedure
can be adopted. ,

For convenience we shall denote the four unknown parameters «, 8, § and n by a four-
component vector X

Q-
0
X = 285
5 (285)
n
Writing ¢ (£; Ey) explicitly as a function of X, equation (283) can be expressed as
9 - /.
el (3). = -
| 59 (t ,x) =0, (286)
and equation (284) as
é (f‘i); x) = (0. (287)
Let X; be the jth iterative guess for X,
. Q@
x;=| % (288)
=1 g |0
nj
and let fg-i) denote the corresponding stationary phase points,
9 2().x.) =
59 (tj ,XJ) = 0. (289)

If X; is close to the true value X we can approximate

0= d(173) # [ (173) | e X+ [ 6 (1) (190 -) . a0

The last term of the above equation is identically zero, due to the definition of fg.i) in equation

(289). Denoting the four phases ¢ by a four-component vector ®,

¢( 1)
¢(2)

o ¢(3) ’
¢(4)

(201)

and the calculated values ¢ (fgi), Xj) by

©

i, X;
5, %,
5, %,
i,

-

®; = , (292)

Qo S
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equation (290) can be written as

0%;
2~ 0+ 5L (X-Xy), (293)

where 99;/0X is a four by four matrix whose elements are given by

()., = &) =om($+0)
0®

(5)%)1‘,2 = % ( z),XJ) = -—aJsm( )+0>
0P 0 :(; i
(3%),, = a5? (@"%5) =eos (210)
(®). - $iln)-
Since the difference
dd; =& - @; ~ . : (295)

is known, we can obtain an improved estimate X +1 for the unknown parameters using
Xj+l = XJ' + de, (296)
where dX; is defined through the equation

0% —1dX;. (297)

d®; = 35X

F.3 Approximation for the amplitude

An approximation is now introduced for the amplitude A (dt 1/ df) of the integrand in expres-
sion (282) by expanding about the stationary phase points £, Since {9 satisfy the equation
(283), the quantity [f —asin (f+6) — 28sin (2f)] can be treated as a small parameter in
their vicinity. The amplitude may therefore be expanded in powers of this parameter as

dt

A(xf,tf;mi,Ei)—:L = %Z [Pm + Qmcos( + 0) + R sin(f + ) + S, cos (28)] x

di
[¢ — @sin (£ + 6) — 28sin (2£)]7, (298)

whére the constant A is defined in equation (163). Note that the right hand side of (298)
forms a complete set of periodic functions. We approximate A (dt J; /df) by the lowest order
term in the series

- dt . . . o
NA(z,tp; 2, E,-)d—ff ~ P + Qcos(f + 6) + Rsin(f + ) + S cos (2£) . (299)

Since no explicit expressions exist for the stationary phase points {@, the coefficients P, Q
R and S must be calculated numerically. We define dimensionless amplitudes B(’) as

) 1/2
- Fiw ot
Bz Epy 2, E;) = Wort ( ) , (300)
. 2rh aEf zf,Zi, B
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where the superscript (¢) identifies quantities associated with the trajectory which arrives at

zy at time t(fi). In terms of the four amplitudes é(i) we can solve for P, @, R and S using
the following system of equations

P + Qcos (¥ + ) + Rsin ({) + 8) + S cos (2¢1))
V27 [acos () + 0) + 48 cos (2{(3))] 12

BO = (301)
F.4 The uniform approximation

Using approximation (299) for the amplitude, the energy propagator (282) may be written as

~ A=gr [df [P+ Qcos (£ +6) + Rsin (£ +6) + Scos (20)]

R(IE}’,E}',III“E;)

ei[E£+acos(f+0)+ﬂcos(2f)]' (302)

Note that the integral vanishes at all energies E; except those for which £ is equal to an
integer n. Defining a function

J{(a 0 ,B) - _1_ /ﬂ de ei[{@-{-acos(@+0)+ﬁcos(2@)] (303)
1 Uy or . ’ .
the uniform approximation for the sideband weights can be expressed as
f~ P00, — i (@2 5u(00.8) - B2 710,0,6) + s L gn(eo.0))| . @0
n ~ n 1 ¥ aa n 1 Vs o 89 n 1 ¥ 6,6 n » Vs )

where the arguments o, § and [, as well as the coefficients P, Q, R and S, are all functions
of energy.

F.5 The perturbative limit

Consider the perturbative regime in which the thin phase grating method is applicable, and
suppose that the time-dependent part of the potential contains a second harmonic

Vi(z,t) = Vo(z) [a cos(wt + 6) + bcos(2wt)]. (305)
The resulting first order perturbation on the action will be
Sl(.’l:f, tf;zy, E)=nh [a COS(wtf +6—kzy— Cl) + Bcos(2wty — kzy — Cl)] , (306)

where C’ is the constant defined in equation (267), and where the modulation indices a and
[ are both Fourier transforms of the potential Vy(z) ‘seen’ by the particle as it follows the
unperturbed trajectory Z(t), defined in equation (265)

a = —%/dt%[ﬁ:(t)]ei“’t
8 = -% / dt Vo [Z(t)] €*t. (307)

Note that S;, when added to the unperturbed action Sy (262), has exactly the same form as
the generic phase ¢ (281).

For many potentials the modulation index decreases rapidly with frequency w (see for
example expression (96)). In such cases the second harmonic component is highly attenuated,
and may not produce additional caustics in the energy. The periodic uniform approximation
involving a single harmonic should then be used.
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Ondes de matiére dans des potentiels périodiques en temps:
étude semi-classique .

Résumé

La limite semi-classique de la mécanique quantique est analogue i la limite des petits
longueurs d’ondes de 1'électromagnétisme, les trajectoires classiques des particules jouant le
role des rayons optiques. Dans ce mémoire, des méthodes semi-classiques sont appliquées.a la
diffusion d’un faisceau atomique par un potentiel modulé périodiquement dans le temps. Des

caustiques, analogues aux points focaux optiques, se produisent dans l'espace des énergies -

aux limites de la région permise classiquement. De méme que l'optique géométrique n’est pas
valable aux points focaux, ou elle prédit une intensité infinie, les méthodes semi-classiques élé-
mentaires comme BKW sont inapplicables prés des caustiques. Un traitement semi-classique
plus performant s’obtient par la méthode d’approximation uniforme, que nous avons généra-
lisée au cas des problémes périodiques. Les résultats sont en bon accord avec les prédictions
quantiques, aussi bien dans la région des énergies permises que dans celle des énergies inter-
dites, ou les trajectoires sont complexes.

Abstract

The semiclassical limit of quantum mechanics is analogous to the short-wavelength limit
of electromagnetism, classical particle trajectories playing the role of optical rays. In this the-
sis semiclassical techniques are applied to the scattering of an atomic beam by a periodicé.lly
modulated potential. Caustics, analogous to optical foci, occur in the energy domain at the
limits of the classically allowed range. Just as geometrical optics is invalid at focal points,
where it predicts an infinite intensity, elementary semiclassical methods such as WKB fail
in the neighbourhood of caustics. A more accurate semiclassical treatment is obtained by
the method of uniform approximation, which we generalise to periodic problems. The results
agree remarkably well with the quantum mechanical predictions, both in the classically allo-
wed energy range, and in the forbidden range, where the particle trajectories are complex.

Mots clés

Intégrales de chemin — approximations semi-classiques - WKB - caustiques - théorie des
catastrophes — approximations uniformes — trajectoires complexes — problémes périodiques -
réseau de phase mince
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