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Introduction

Le but de cette thése est de construire et d’étudier des catégories de foncteurs associées aux
espaces vectoriels munis de formes quadratiques non dégénérées.

Une des catégories de foncteurs qui a montré son importance au cours des dernieres années est
celle des foncteurs allant de la catégorie £/ des espaces vectoriels de dimension finie sur le corps
F, dans la catégorie £ de tous les F,-espaces vectoriels, qu’on notera F(p). Une des propriétés
importantes de cette catégorie découle de son utilité dans 1’étude de I’homologie stabilisée des
groupes linéaires dont on rappelle, dans la suite, les points fondamentaux. Une des motivations du
travail présenté ici est de construire une catégorie Fgyqq pouvant présenter des liens avec I’homologie
stable des groupes orthogonaux similaires & ceux existant entre F(p) et I’homologie stable des
groupes linéaires.

On note I, : GL,(Fy) — GLy41(Fp) linclusion induite par (Fp)" — (Fp)" & Fp,. Un systeme
de coefficients pour (GL,(Fp)) est une suite de GL,(F,)-modules M,,, munie de morphismes de
GL,, (F,)-modules

E, M, — "M,

ou I*My41 est le module obtenu par restriction. Un systeme de coefficients fournit un systéme de
groupes d’homologie :

.— Hi(GLy(Fp); My,) — Hip(GLyy1 (Fp); Myg1) — ... (1)

pour tout entier k.

En 1980, Dwyer montre dans [Dwy80] que, sous certaines conditions sur le systéme de coef-
ficients, on a stabilisation du systeme (1), c’est a dire qu’il existe un entier N (k) tel que, pour
tout entier n supérieur & N(k), le morphisme Hy(GL,, (F,); M,) — Hi(GLpt1(Fp); Mpt1) est un
isomorphisme.

Une maniere naturelle d’obtenir un systéme de coefficients pour les groupes GL,,(F,) est de
considérer un objet de F(p) évalué sur chacun des espaces 3. Pour pouvoir considérer le cas parti-
culier de I'objet de F(p) qui associe a I'espace vectoriel F); I'espace vectoriel Home (P(F), Q(Fy))
ou P et @ sont deux objets de F(p), il est indispensable d’avoir des rétractions aux inclusions
Fp — IF;}H. Pour ce systeme de coefficients, on obtient le morphisme :

Ext ) (P, Q) — Exty, g1, ) (P(Fy), Q(Fy)) = H*(GLy(Fy), Home (P(Fy), Q(Fy)))

induit par le foncteur d’évaluation sur Fj. Par la version cohomologique du théoréme de Dwyer,
on obtient que les groupes Exty 1 v, (P(Fp), Q(F})) se stabilisent pour des foncteurs P et Q
finis, c’est a dire admettant une série de composition finie dont les sous-quotients sont simples. On
note Extgp cp(r,) (P @) la limite. En 1999, Suslin montre dans 'annexe de [FFSS99] que pour tous
foncteurs finis P et @ de F(p), Papplication naturelle

Extz ) (P, Q) — Exty, jcr,) (P Q)



est un isomorphisme. Ainsi, la détermination de certains groupes de cohomologie stable sont ramenés
a des calculs d’algebre homologique dans la catégorie F(p) dans laquelle on possede des outils
puissants pour effectuer de tels calculs.

D’autres applications de la catégorie Fyuqq peuvent également étre envisagées. En effet, rap-
pelons que la catégorie F(p) est reliée a plusieurs domaines de l'algebre, dont plusieurs exemples
sont étudiés dans [FFPS03]. On s’attend donc & pouvoir transposer un certain nombre de ces
applications au cas orthogonal. Par exemple, la relation entre la catégorie F(p) et les modules in-
stables sur algebre de Steenrod est tres importante. Une des manieres de relier la catégorie F(p)
a l'algebre de Steenrod, adoptée par Kuhn dans [Kuh94a], est de regarder les Hom gz, (I, T)
ou I'" désigne la n-iéme puissance divisée. A ce jour, nous n’avons pas d’analogue orthogonal de
l’algebre de Steenrod reliée & la catégorie Fyyqq mais, une piste allant dans ce sens sera ’étude de
Homg,, ., (¢(I'*) @ Isoy, +(I'*) ® Isoy) ol les foncteurs Isoy de Fyuaa et le foncteur ¢ : F(2) — Fouad
sont introduits plus loin dans l'introduction.

Bien que les techniques développées dans cette these puissent également s’appliquer au cas des
corps [, pour p impair, nous avons choisi de nous placer sur le corps Fy ol la situation est plus
riche. En effet, contrairement a ce qui se passe en caractéristique différente de 2, la classification des
formes quadratiques sur le corps 2 n’est pas équivalente a celle des formes bilinéaires symétriques
et la forme associée est toujours alternée. De plus, seuls les espaces de dimension paire peuvent étre
non dégénérés et, pour une dimension paire donnée, on a deux espaces non dégénérés qui ne sont
pas équivalents et qui sont distingués par l'invariant de Arf. Rappellons également que la cas de la
caractéristique 2 est d’une importance particuliere en topologie.

Afin de construire la catégorie Fyuqdq, on considere au chapitre 1 la catégorie £, des espaces
quadratiques non dégénérés sur Fo, dont les objets joueront, vis a vis de Fgyad, le role des espaces
vectoriels de dimension finie dans la définition de F(2) rappelée précédemment. On constate que
tous les morphismes de &, sont des monomorphismes; par conséquent, afin de pouvoir considérer des
systeémes de coefficients du méme type que ceux considérés pour F(2), a savoir (Homg(P(V), Q(V)))
ou V est un objet de &, il est nécessaire de rajouter formellement les projections orthogonales a
cette catégorie. Pour cela, on s’inspire de la construction de la catégorie des “spans” Sp(C) d’une
catégorie C munie de sommes amalgamées, introduite par Bénabou dans [Bén67] et dont on rappelle
la définition au chapitre 2. Dans cette construction, I'existence de sommes amalgamées est essentielle
a la définition de la composition des morphismes. Or, on montre que la catégorie £, ne possede pas
de sommes amalgamées ce qui nous interdit d’appliquer, telle quelle, la construction de Bénabou.
Pour contourner cette difficulté, on définit au chapitre 1, la notion de pseudo-somme amalgamée
dans &;. Cette définition utilise de maniere essentielle la non dégénérescence des espaces et permet
de construire, au chapitre 2, la catégorie 7, des triplets de &, qui généralise la catégorie de Bénabou.
On remarquera que &; ne possede pas non plus de produits fibrés, ce qui empéche I'utilisation d’une
construction duale de celle donnée par Bénabou.

La catégorie Fyyqq est définie au chapitre 3 comme étant la catégorie des foncteurs de 7, dans
la catégorie £ de tous les Fa-espaces vectoriels. Cette catégorie, par analogie avec les travaux de
[TWO95], est la catégorie des foncteurs de Mackey généralisés sur £;. On montre, dans ce méme
chapitre, que la catégorie Fy,qq4 est abélienne, munie d’un produit tensoriel et d’un foncteur dualité
et a suffisamment de projectifs et d’injectifs. Le lemme de Yoneda fournit un ensemble de générateurs
projectifs de Fyyqq indexés par I'ensemble S des représentants des classes d’isométrie des espaces
quadratiques non dégénérés. Ces projectifs sont notés Py pour un élément V de S.

Afin d’avoir une bonne compréhension de la catégorie Fyyq4, on cherche a classifier ses objets
simples. Une premiere famille de foncteurs simples de Fy,qq est obtenue grace au théoreme suivant,
qui relie la catégorie Fyyqq & la catégorie F(2).

Théoréme 1. I existe un foncteur
t: F(2) = Fauad

vérifiant les propriétés suivantes :
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1. 1 est exact;
2. . est pleinement fidele;
3. L(F) est une sous-catégorie épaisse de Fyyad ;

4. st S est un objet simple de F(2), t(S) est un objet simple de Fquad-

Dans le chapitre 4, on étudie une famille particuliere de foncteurs de Fyuaq, baptisés foncteurs
isotropes. L’étude de ces foncteurs nécessite 'introduction de la catégorie £ geg des espaces quadra-
tiques éventuellement dégénérés sur Fo. Pour étudier les foncteurs isotropes, le cadre naturel est une
nouvelle catégorie de foncteurs, notée Fs,. Cette catégorie Fis, est reliée a la catégorie Fyyqq par
l’existence d’'un plongement fidele x : Fiso — Fyuad- La famille des foncteurs isotropes est indexée
par ensemble S’ des représentants des classes d’isométrie des espaces quadratiques éventuellement
dégénérés et sont notés isoy dans Fis, et Isoy = k(isoy) dans Fyyqa, pour un élément V de S'. Le
résultat essentiel de ce chapitre est la classification des foncteurs simples de F;s, énoncée dans le
théoreme suivant, ott on note O(V') le groupe orthogonal de ’espace quadratique V.

Théoréme 2. Pour V un objet de Egeg, le foncteur Fy : Fo]O(V)]—mod — Fiso défini par

Fy(M)=isoy & M, pour M un F3]O(V)]-module d gauche, vérifie les propriétés suivantes :
F2[O(V)]

1. le foncteur Fy est exact;
2. si M est un Fo[O(V)]-module simple, alors Fyy (M) est un objet simple de Fis,.

Comme le foncteur « préserve les facteurs de composition, on en déduit le corollaire suivant :
Corollaire 3. Les foncteurs isotropes de Fqyuqq sont finis.

Par exemple, si on considere les deux espaces quadratiques dégénérés (x,0) et (z,1), on déduit
du théoréme précédent et du fait que les groupes orthogonaux O(z,0) et O(x,1) sont triviaux, le
résultat :

Corollaire 4. Les foncteurs isotropes 10(,,0) et Iso, 1) sont des objets simples de Fyuad qui n’ap-
partiennent pas a L(F(2))-

En considérant les deux espaces non dégénérés de dimension deux non isométriques, Hy et Hy,
pour lesquels on a O(Hp) = Sz et O(H;) = S3, on obtient :

Corollaire 5. 1. Le foncteur Isoq, est indécomposable. On a la suite exacte courte non scindée :
0 — Ry, — Isoy, — Ry, — 0

ot Ry, est le foncteur obtenu & partir de la représentation triviale de O(Hy).

2. Le foncteur Isoy, se décompose sous la forme :
Isoy, = Fu, ® Sy, ® Sy,

ot Su, est le foncteur obtenu a partir de la représentation de Steinberg et ou Fr, est un
foncteur indécomposable pour lequel on a la suite exacte courte non scindée :

0—>RH1 —>FH1 —>RH1 —>0
ot Ry, est le foncteur obtenu d partir de la représentation triviale de O(Hy).

Une des manieres classiques d’obtenir une classification des objets simples d’une catégorie est
d’en décomposer les générateurs projectifs. Rappellons que, pour les catégories F(p), la décomposition
des projectifs obtenus par le lemme de Yoneda, notés P‘f pour V un objet de £/ dans le cas p = 2,
est obtenue par ’étude des représentations des anneaux d’endomorphismes de ces foncteurs. Une
des difficultés de la catégorie Fyyqq réside dans le fait que les anneaux d’endomorphismes des pro-
jectifs Py et leurs représentations ne sont pas bien compris. Afin de pouvoir étudier les projectifs
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de Fyuad, on définit, au chapitre 5, une filtration par le rang des projectifs. Pour les projectifs
Pp, et Py, on montre, par une étude explicite, que cette filtration se scinde. On en déduira les
décompositions suivantes de ces foncteurs, olt apparaissent de nouveaux foncteurs de Fyyqq, appelés
foncteurs mixtes.

Théoréme 6. 1. Le foncteur projectif Pu, admet la décomposition en somme directe suivante :
PHO = L(P]F"C@g) (o) (MiXO)l@Q D Min’l) D ISOH0

ot Mixg,1 et Mixy,1 sont deux foncteurs mixtes et Isop, est un foncteur isotrope.

2. Le foncteur projectif Pr, admet la décomposition en somme directe suivante :
PH1 = L(P]g;@g) D Min)l@g (&%) ISOH1
ot Mixy 1 est un foncteur mizte et Isoy, est un foncteur isotrope.

Les foncteurs mixtes ne sont ni des objets de F(2), ni des objets de Fis,; ils font objet du
chapitre 6. Ces foncteurs sont des sous-foncteurs du produit tensoriel du projectif Pﬂi de F(2) et
d’un foncteur isotrope. La décomposition des deux foncteurs mixtes apparaissant dans le théoreme
précédent fait apparaitre deux familles infinies de nouveaux foncteurs simples de Fyyqq. Ce résultat
met en évidence le fait que, bien qu’on ait le diagramme de catégories suivant :

F(2)

fiso = Fquad

la classe des objets de Fyuaq n’est pas P'union disjointe des objets de F(2) et de Fs0. Ce diagramme
illustre également le fait que Fyyqq généralise la catégorie F(2) par le biais du foncteur ¢ et est
reliée aux groupes orthogonaux d’espaces quadratiques par le biais du foncteur k.

Les décompositions des projectifs Pr, et Pp, en facteurs indécomposables fournissent plusieurs
résultats importants concernant la catégorie Fyyqq. On déduit du théoreme 6 et de 1'étude des
foncteurs mixtes que les foncteurs isotropes de F;s, ne sont pas tous projectifs dans Fyuqeq. On a le
résultat suivant :

Théoréeme 7. 1. La couverture projective de 1s0(, o) (respectivement Iso(w71)) est le foncteur
Mixo,1 (respectivement Mixy1). En particulier, les foncteurs isotropes Iso, o) et Isoe 1) ne
sont pas projectifs dans Fyuad-

2. Les foncteurs isotropes Isop, et Isom, sont projectifs dans Fayad-
On déduit de ce théoréeme et de la proposition 3 le résultat suivant :
Proposition 8. La catégorie Fyyaq posséde des objets projectifs finis non constants.

Ce résultat est d’une grande originalité comparé aux catégories F(p) ou les seuls foncteurs
projectifs et finis sont les foncteurs constants. Une autre conséquence du théoreme 6 et du corollaire
5 est la classification suivante des “petits” foncteurs simples de Fgyq4, donnée dans le résultat
suivant :

Proposition 9. Les classes d’isomorphisme de foncteurs simples de Fguqa qui sont non nuls sur
au moins un des espaces Hy ou Hy sont :

L(FQ)v L(Al)a L(Az)a L(S(Q,l))a ISO(z,O)a ISO(I,l)a RHm RH17 SHl

ot Ry,, Ru, et Su, sont les foncteurs simples introduits au corollaire 5.

12



Dans le dernier chapitre, apres avoir étendu la définition de foncteur polynomial de la catégorie
F(2) ala catégorie Fyyqq, on montre le théoreme suivant :

Théoreme 10. Les foncteurs finis et polynomiaux de Fyuaq Sont dans limage du foncteur ¢ :
F(2) = Fyuaa-

La démonstration de ce théoreme utilise de maniere essentielle la classification donnée & la
proposition 9.
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Premiere partie
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Chapitre 1

Formes quadratiques sur [y

Cette partie a pour vocation de rappeler les résultats concernant les formes quadratiques sur le
corps F2 qui nous seront essentiels par la suite.

Apres avoir donné les définitions de base, on détermine la classification des formes quadratiques
non dégénérées puis des formes dégénérées. On introduit ensuite deux catégories : celle des espaces
quadratiques non dégénérés, qui n’admet ni produits fibrés, ni sommes amalgamées et celle des
espaces quadratiques dégénérés, qui admet des produits fibrés, mais pas de sommes amalgamées.
On définira alors la notion de pseudo-somme amalgamée aux propriétés similaires a la somme
amalgamée, I'universalité en moins. On termine en mentionnant quelques résultats sur la structure
des groupes orthogonaux pour les formes quadratiques non dégénérées.

Ce paragraphe s’inspire essentiellement de [Bro72] et [Pfi95] pour la classification, et de [Die71]
pour les groupes orthogonaux.

1.1 Définitions

Soit V un Fy espace vectoriel de dimension finie.

Définition 1.1.1. Une forme quadratique sur V est une fonction ¢ : V- — Fy telle que g(z +y) +
q(z) + q(y) = B(z,y) est une forme bilinéaire.

Remarque 1.1.2. La définition précédente implique que ¢(0) = 0, en considérant le cas ot z = y = 0.

Notation 1.1.3. La forme bilinéaire associée a la forme quadratique g sera notée B,.
Un espace quadratique sera noté (V, gy) ou (V, q) lorsqu’il sera nécessaire de spécifier la forme qua-
dratique ; dans le cas contraire, on le notera plus simplement V.

Définition 1.1.4. La dimension de la forme quadratique gy est la dimension de I’espace V' sous-
jacent.

Lemme 1.1.5. La forme bilinéaire associée a une forme quadratique est alternée.

Démonstration. On déduit directement de la définition précédente que B(z,y) = B(y,x) et B(x,z) =
0. O

Définition 1.1.6. Une isométrie entre deux espaces quadratiques (V,qy) et (V' qy/) est un iso-
morphisme d’espaces vectoriels f: V — V' tel que : ¢y (v) = gv+(f(v)) pour tout v dans V.

Notation 1.1.7. On écrira (V,qy) ~ (V/,qy+) et on dira que les deux formes sont équivalentes et
que les deux espaces sont isométriques.

17
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Définition 1.1.8. 1. Le radical d’un espace V muni d’une forme bilinéaire B est donné par :
Rad(V,B) ={v e V|Vw eV B(v,w) = 0}.

2. Une forme bilinéaire est non singuliere si Rad(V, B) = 0.

3. Un espace quadratique (V,q) est non dégénéré si sa forme bilinéaire associée, By, est non
singuliere.

4. Un espace quadratique (V, ¢) est totalement isotrope si Rad(V, By) = V.
Notation 1.1.9. Pour un espace quadratique (V, q), Rad(V, B,) sera noté plus simplement Rad(V).
Lemme 1.1.10. Si f: (V,qyv) — (V',qv’) est une isométrie, alors f(Rad(V)) = Rad(V’).

Définition 1.1.11. Soient deux espaces quadratiques (V,qy) et (W, qw). La somme orthogonale,
(VAW,qviw), de (V,qv) et (W, qw) est I'espace quadratique : (V & W, qvew) ot gvaw (v,w) =
qv (v) + qw (w).

Proposition 1.1.12. Si V et W sont deux espaces quadratiques non dégénérés, alors VI1W est
un espace non dégeEnEre.

On a le théoréme suivant :

Théoréme 1.1.13 (Théoreme de Witt en caractéristique 2). [Pfi95]
Si(V,q)L(Vi,q1) ~ (V,q) L(Va, q2), ot les trois espaces considérés sont non dégénérés, alors (V1,q1) ~
(‘/27 CI2)

Une conséquence importante du théoreme de Witt, dont on se servira dans la suite, est donnée
dans le corollaire suivant.

Corollaire 1.1.14. Soient H et H' deux sous-espaces quadratiques non dégénérés d’'un espace V
non dégénéré et f : H — H' une isométrie entre ces deux sous-espaces alors, il existe une isométrie
f:V =V rendant le diagramme suivant commutatif :

f

_—

-

7 .

o<

~

Démonstration. D’apres les hypotheses, on a les décompositions suivantes : V.~ H1H' et V ~
H'LH' on H* (respectivement H'!) est 'orthogonal de H (respectivement H’) dans V. Comme
H ~ H’, on a, par le théoreme de Witt, qu’il existe une isométrie g : H+ — H'. On vérifie alors
aisément que ’application :

flg:HLH* — H'1H"™*

satisfait aux conditions de ’énoncé. O
Enfin, on a le théoréeme suivant :

Théoréme 1.1.15. [Pfi95]

1. Tout espace quadratique (V,qy) admet une décomposition de la forme suivante :
V =U1lRad(V)

ou U est non dégénéré.

2. Rad(V) est une somme orthogonale d’espaces quadratiques de dimension un.
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On verra plus loin que le théoreme de Witt n’est plus valable pour les formes dégénérées. En
effet, pour un espace quadratique V', I’espace quadratique U du théoréeme précédent n’est pas unique,
bien que Rad(V) le soit. Néanmoins, on a un résultat analogue au corollaire 1.1.14 pour les formes
quadratiques dégénérées.

Théoréme 1.1.16. Soit V un espace quadratique non dégénéré, D et D’ des sous-espaces qua-
dratiques de V' éventuellement dégénérés et f : D — D’ une isométrie entre ces deux sous-espaces
alors, il existe une isométrie f : V. — V rendant le diagramme suivant commutatif :

f

E——

<

g——=

%D

7 .
Démonstration. Pour une démonstration de ce résultat, on consultera [Bou59] §4, théoreme 1. O

Notation 1.1.17. L’espace quadratique de dimension un engendré par un z tel que ¢(z) = « sera
noté : (z, ).

Remarque 1.1.18. Avec la notation précédente, le deuxieme point du théoreme 1.1.15 devient :

Rad(V) =~ L(z;, a;).

1.2 Classification des espaces quadratiques

1.2.1 Classification des formes quadratiques non dégénérées

Le résultat principal de cette section est la proposition 1.2.10 qui donne la classification complete
des formes quadratiques non dégénérées.

On rappelle la classification des formes bilinéaires alternées non singulieres. Pour cela, nous
avons besoin de la définition suivante :

Définition 1.2.1. Une base symplectique d’un espace muni d’une forme bilinéaire, est une base
B= {al,bl, e an,bn} telle que B(ai,aj) = B(bz,bj) =0et B(ai,bj) = 51',3‘.

Lemme 1.2.2. Tout espace muni d’une forme bilinéaire alternée non singuliere admet une base
symplectique.

On en déduit le lemme suivant :
Lemme 1.2.3. Un espace muni d’une forme quadratique non dégénérée est de dimension paire.

Dans un premier temps, on donne la classification des formes quadratiques non dégénérées de
dimension deux.

Remarque 1.2.4. Pour un espace quadratique non dégénéré de dimension deux, H, les données de
q(a) et g(b) pour une base symplectique {a, b} de H suffisent & déterminer la forme sur tout l’espace,
car, par la définition 1.1.1, on a :

q(a+0) = g(a) +q(b) + B(a,b) = g(a) +q(b) + 1.

Définition 1.2.5. L’espace Hj est ’espace quadratique non dégénéré de dimension deux, de base
{ao,bo}, muni de la forme quadratique go suivante :

g: Hy — Ty
ag +—— 0
bp — O
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et 'espace H est I'espace quadratique non dégénéré de dimension deux, de base {a1,b1}, muni de
la forme quadratique ¢; suivante :

aq: Hi — T
ap +— 1
bl [— 1.

Remarque 1.2.6. Par la remarque 1.2.4 on a go(ag +bo) =1 et g1(a1 +b1)=1.
Le lemme suivant est classique.
Lemme 1.2.7. Les formes quadratiques qo et g1 ne sont pas équivalentes.

Lemme 1.2.8. Toute forme quadratique non dégénérée sur un espace vectoriel de dimension deux
est équivalente soit & qo soit a q.

Démonstration. Pour un espace de dimension deux muni d’une forme bilinéaire alternée non sin-
guliere B, on a d’aprés le lemme 1.2.2 lexistence d’une base symplectique {a, b} telle que B(a,b) = 1
et B(a,a) = B(b,b) = 0.

Un calcul montre alors que les seules formes quadratiques compatibles avec B sont gg et ¢;. [

Pour obtenir la classification complete des formes quadratiques non dégénérées, nous avons
besoin du lemme fondamental suivant :

Lemme 1.2.9. Les espaces Hyl Hy et Hi L Hy sont isométriques.
Démonstration. Une base symplectique de HyL Hy sera notée :
Vect(ag, by)L Vect(ag, bp)
et une base de H; L H; sera notée
Vect(ay, by)LVect(ay, b)).

On a l'isométrie suivante entre Hy L Hy et Hy 1 Hy :

f : HQJ_HO i HlJ_Hl
ao — a1+ a}
bo — b1 + a’l
ag, —  a;+b+ad+
6 — a1+ by + b/1

On obtient la classification suivante :

Proposition 1.2.10. 1. Les espaces quadratiques Hd-m et Hol(m_l) 1 Hi ne sont pas isométriques.
2. Soit (V,qy) un espace quadratique de dimension 2m, ot m est un entier naturel non nul, V
est isométrique soit ¢ Hy-™, soit Hol(m_l) 1 Hy.

Démonstration. Ce résultat s’obtient en appliquant le lemme précédent et le lemme 1.2.8 et en

utilisant 'invariant de Arf, dont on rappelle la définition au paragraphe suivant, pour montrer que

les deux espaces Hy™ et HOL m= | g 1 ne sont pas isométriques. O

Notation 1.2.11. Dans toute la suite, une base symplectique de Hz-™ sera notée :

Vect(ag, bo) L Vect(a, by) L Vect(all, b)) LVect(a$, b)) L ... LVect(al™ ", 5"~ ")
et une base de H()L(mfl) 1 H; sera notée

Vect(ag, bo) L Vect(a, by) L Vect(all, b)) LVect(al, b L ... LVect(al™ 2, 5" LVect(ay, by).
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1.2.2 Invariants

On définit dans cette section trois invariants pour les espaces quadratiques. Le premier, I'inva-
riant de Arf, n’est défini que pour les espaces quadratiques non dégénérés et permet de distinguer,
en une dimension donnée, les deux espaces obtenus a la section précédente. Les deux autres inva-
riants sont définis pour les espaces éventuellement dégénérés et nous seront utiles dans la section
suivante pour classifier les espaces quadratiques dégénérés.

Définition 1.2.12 (Invariant de Arf). [Bro72] [Pfi95] Soient (V,qy) un espace quadratique non
dégénéré de dimension 2m et a;, b; avec i = 1,...m une base symplectique de V. L’invariant de Arf

est donné par :
n

Arf(g) = q(a:)q(bi) € F»

i=1
Proposition 1.2.13. [Pfi95] L’invariant de Arf est indépendant du choiz de la base précédente.
Proposition 1.2.14. [Pfi95] On a Arf(qo) =0, Arf(q1) = 1, Arf(mqo) = 0 et Arf(qa+(m—1)qo) =
1.

Par conséquent, pour une dimension donnée, linvariant de Arf détermine complétement q, a
une isométrie pres.

Définition 1.2.15 (Invariants v et v1). Soit (V, gy ) un espace quadratique éventuellement dégénéré,
les invariants vy et v sont donnés par :

vo(V,qv) = Card{v € (V,qv) | qv(v) = 0} €N,
11 (V,qv) = Card{v € (V,qv) | gqv(v) =1} € N.

Lemme 1.2.16. 1. vy et vy sont invariants par isométrie.

2. On a la relation suivante : .
vo(V) 4 vy (V) = 2d4m(V)

Proposition 1.2.17. On a la relation suivante :
121 (VJ_W) = l/l(V)l/()(W) + VO(V)Vl (W)

Démonstration. Soit v + w un élément de V.LW. On a la relation ¢(v + w) = ¢(v) + ¢(w) (car
B(v,w) = 0) dont on déduit : g(v + w) = 1 si et seulement si (¢(v) =1 et g(w) = 0) ou (¢(v) =0
et g(w) = 1). 1l suffit alors de déterminer les cardinaux des ensembles correspondants. O

Corollaire 1.2.18. Soit V un espace dégénéré tel que V ~ Rad(V) LU alors
n(V) = vi(Rad(V))ro(U) + vo(Rad(V))v1 (U).
Proposition 1.2.19. Pour tout entier n supérieur ou égal d 1, on a :
vi(Hg™) =221 o=t

v (Hy ™Y LHy) = 2271 4 an 1,

Démonstration. Pour Hy et Hy, on utilise directement la définition de ces espaces pour obtenir :
I/l(Ho) =1et 1/1(H1) =3.
Pour Hg™",

n(Hg™) = v (Hy "V LHy)
=1 (HOL("_U)VO(HO) + Vo(HOL(n_l))Vl (Ho) (par la proposition 1.2.17)
= v (Hy "")(22 = vy (Ho)) + (221 — vy (HF "))y (Ho)  (par le lemme 1.2.16)

= 2 (Hy ") 4 22001 (en utilisant vy (Ho) = 1)
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On en déduit, par récurrence, la valeur de v1(Hg™) donnée par I'énoncé.
Pour 14 (H&'(nfl)J_Hl) on effectue un calcul similaire qui utilise v1(H;) = 3.

On déduit de cette proposition le résultat suivant :

Proposition 1.2.20. Soient V et V' deur espaces quadratiques non dégénérés, alors V. ~V' si et
seulement si v1 (V) =11 (V').

1.2.3 Classification des formes quadratiques dégénérées

Une des particularités de la caractéristique 2 est que la partie non dégénérée d’une forme qua-
dratique n’est pas unique & isométrie pres, en général, comme le montre 'exemple HoL(x,1) ~
HyL(x,1). Ainsi, le théoreme de Witt (Théoreme 1.1.13) n’est plus valable pour les formes dégénérées.
Néanmoins, on peut donner une classification de ces formes quadratiques.

Théoreme 1.2.21. 1. Soit V' un espace totalement isotrope de dimension r, V est isométrique
soit a (x,0)*7", soit a (z,1)*".
2. Soient V.~ Rad(V)LU et V ~ Rad(V) LU’ deux décompositions de V. Si Rad(V) ~ (x,0)*"
pour v >0, alors U ~ U’.
3. Soient U et U’ deux formes mon dégénérées de méme dimension, alors pour tout r > 0,
Ul(z, )t ~U' L(z, 1)1,

Pour démontrer le deuxieme point du théoreéme, nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 1.2.22. Pour V un espace quadratique dégénéré tel que V ~ U L(x,0)*", on a v (V) =
2", (U).

Démonstration. On a vi((x,0)1") = 0. En appliquant le corollaire 1.2.18 & ’espace V on obtient :
v (V) =1p(Rad(V))r1 (U) = 271 (U). O

Démonstration du théoréme. 1. On sait, d’apres le théoreme 1.1.15 que Rad(V') est une somme
orthogonale d’espaces de dimension un, d’ou V ~ Rad(V') >~ (z1,a1)L(x2, a2) ... (r, ). Si
pour tout i, a; = 0 on a Rad(V) ~ (x,0)1". S'il existe un indice i pour lequel o; = 1, quitte &
réordonner, on peut supposer que ¢ = 1 et que la décomposition précédente s’écrit sous la forme
Rad(V) ~ (z1,1)L(x2, 1)L ... (2,1) L(z141,0)L ... L(x,,0). Or, on a l'isométrie suivante :

fo(x, D L(xe, D)L (2, 1) L(241,0) L. .. L(2,0) — (y1,1) L ... Ly, 1)

pour i =1...1, f(x;) =y,
pouri=I0+1...7, f(z;) =y + x1.

2. Ona, 11(V) =2"1n1(U) et 11 (V) = 2"v1(U'), par le lemme 1.2.22 dont on déduit que 14 (U) =
v1(U"). On conclut & I'aide de la proposition 1.2.20 que U ~ U".

3. Si U ~ U’, le résultat est clair. Sinon, d’apres la classification des formes quadratiques non
dégénérées, on peut supposer que U ~ Hi* et U’ ~ Hé‘(kfl)J_Hl. 11 suffit de considérer le
cas r = k = 1. On définit une isométrie f de HoL(z, 1) sur Hy L (x,1) de la maniére suivante :
la restriction de f & (z,1) est l'identité,
sur le facteur Hy ~ Vect(ao, by), f est défini par :

flag) =a1 + =

f(bo) = b1 +x

On vérifie aisément que ceci définit bien une isométrie.
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1.3 Les catégories &, et 8;1855

1.3.1 La catégorie &,

Définition 1.3.1. Une application linéaire f entre deux espaces quadratiques V et W conserve la
forme quadratique, si pour tout v de V, on a :

qw (f(v)) = qv(v).

L’application f conserve la forme bilinéaire associée si, pour tous v et w de V, on a :

Byy (v;w) = By, (f(v), f(w)).

Définition 1.3.2. Soit &, la catégorie dont les objets sont les Fa-espaces vectoriels de dimension
finie munis d’une forme quadratique non dégénérée et dont les morphismes sont les applications
linéaires qui conservent la forme quadratique.

Proposition 1.3.3. Une application de £, conserve la forme bilinéaire associée a la forme qua-
dratique.

Démonstration. Soit f: V — W un morphisme de &, :

By (f(x), f(y) = aw (f () + f () +aw (f(x)) +aw (f(y)) = qv(z+y)+qv(®)+qv(y) = By (x,y)

La premiere et la troisieme égalité viennent de la définition de forme quadratique sur Fo, la deuxieme
provient de la conservation, par f, de la forme quadratique. O

Remarque 1.3.4. La réciproque du résultat précédent est fausse sur Fy, contrairement a ce qui se
passe dans le cas de corps de caractéristique nulle ou dans le cas de [F, pour p impair. En effet, les
espaces Hy et Hy ne sont pas isométriques alors qu’ils ont la méme forme bilinéaire associée.

Proposition 1.3.5. Tout morphisme de &; est un monomorphisme.

Démonstration. Soit f un morphisme de &,. Supposons qu’il existe un élément v non nul, tel
que f(v) = 0; comme ¢ est non dégénérée, il existe un élément w vérifiant B(v,w) = 1. Mais
on a B(f(v), f(w)) = B(0, f(w)) = 0 ce qui est en contradiction avec la proposition 1.3.3. Par
conséquent, tout morphisme de &, est une application linéaire injective, ce qui entraine le résultat.

O

Remarque 1.3.6. Soit f un élément de Homg, (V, W). En notant V' I'orthogonal de f(V') dans W, on
a f(V)NV’' = {0} par un argument analogue & celui donné dans la démonstration de la proposition
précédente. Par conséquent, on peut décomposer W en f(V) LV’ ce qui permet de montrer que f
s’écrit de maniere unique, a isométrie pres, comme la composée a0 ¢ oll o est une isométrie et i est
I'inclusion canonique V < V LV’. Les espaces V et f(V) étant isométriques, on les identifiera dans
la suite et on écrira, plus simplement,

f VvV,

Une des différences importantes entre la catégorie &£, et celle des espaces vectoriels £ est donnée
par le lemme suivant :

Lemme 1.3.7. Pour V un objet non nul de &;, Uapplication diagonale A : V. — V @V définie
par A(v) = (v,v) n'induit pas un morphisme V. — VLV dans &,.

Démonstration. D’apres la classification des formes non dégénérées et la proposition 1.2.19, on a
Pexistence, dans tout espace V' non dégénéré et non nul, d’'un élément v tel que gy (v) = 1. Or,

qviv(AW)) =qviv(v,v) =qv(v) +qv(v) =0
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Ce lemme aura pour conséquence importante que £; n’admet pas de sommes amalgamées.
Cependant, afin de pallier I’absence d’applications diagonales dans &£;, on pourra parfois utiliser
le morphisme appelé : application trigonale, défini dans la proposition suivante.

Proposition 1.3.8. Pour V un objet de &;, l’application trigonale © : V — V &V @V définie
par ©(v) = (v,v,v) induit un morphisme V. — VLV LV dans &,.

Démonstration. On a I'égalité suivante :

qviviv(©OW)) =qviviv(v,v,v) =qv(v) + qv(v) + qv(v) = qv(v)
sur Fs. O
Proposition 1.3.9. La catégorie £, n'admet pas de produits fibrés.

Démonstration. Ceci est une conséquence directe du fait que la partie non dégénérée d’'une forme
quadratique n’est pas unique.
En effet, considérons les deux éléments suivants de Home, (Ho L Ho, HoLHy L Hp) :

f : HQJ_HO — H()J_H()J_HO g: HQJ_HO — H()J_H()J_HO
ao = ao ao = ao
bo — bo et bo — bo
ag, — ag + ay ag, — ap + by
b bt b W

Supposons que &, admette des produits fibrés et notons X le produit fibré de f et g. Comme
l’objet X appartient & &£y, il est de dimension paire.
L’espace X est de dimension au plus quatre car, pour un espace Y de dimension supérieure a quatre,
Homgq (Y, HQJ_H()) =0.
L’espace X ne peut pas étre de dimension quatre, car f(Ho L Ho)Ng(HyLHy) ~ (Vect(ag, bo), q0)L(ay+
by, 1) ~ (Vect(ag + ajy + bj, bo + afy + b}), 1)L (af + bf, 1) est un espace de dimension trois.
L’espace X ne peut pas étre de dimension deux, car on a les deux diagrammes commutatifs suivants :

i1

H, Hy 1l Hy

H()J_HQ —f> H()J_H()J_HO

(o iy est 'inclusion dans le premier facteur)

et
H, “— Hy 1l Hy
d &
H()J_HQ —f> H()J_H()J_HO
avec i: H1 — H()J_HQ
a1~ ag+aj+ b
b1 — by + a6 + 66
Or, Homg, (Ho, Hy) = Homg, (Hy, Hy) = 0 puisque ces deux espaces sont non isométriques. O

Proposition 1.3.10. La catégorie £, n'admet pas de sommes amalgamées.
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Démonstration. Raisonnons par ’absurde, considérons un espace non dégénéré et non nul V, et
notons 4 le morphisme de {0} dans V. Par hypothese, on a existence d’une somme amalgamée,
notée X, du diagramme :

Vv

lg

X
ce qui fournit des morphismes de V dans X.
Etant donné que le diagramme suivant est commutatif dans &, :

{0} ——~

V3

{0} ——

\%
Ve
on a, par 'universalité de la somme amalgamée, I’existence d’un morphisme de £, de X dans V.
Or, on sait par la proposition 1.3.5, que les morphismes de &, sont des monomorphismes, par

conséquent, X ~ V.
De plus, on a le diagramme commutatif suivant dans &, :

0} ——v

Zl lz‘l

V——V.1V,
12

dont on déduit I'existence d’un morphisme de &;, f:V — V_LV rendant commutatif le diagramme
suivant :

{0} >y

(AW

ViV

ce qui fournit une contradiction, puisque les deux triangles du diagramme précédent ne peuvent
pas étre commutatifs simultanément, en I’absence de I’application diagonale dans £, donnée par le
lemme 1.3.7. O

1.3.2 La catégorie £/

Définition 1.3.11. Soit Eqdeg la catégorie dont les objets sont les Fo-espaces vectoriels de dimension
finie munis d’une forme quadratique (éventuellement dégénérée), et dont les morphismes sont les
monomorphismes linéaires qui conservent la forme quadratique.

On peut donner une version du lemme 1.3.7 pour les espaces dégénérés sous la forme suivante :

Lemme 1.3.12. Soit V un objet de Sgeg, tel que la forme qy est non nulle. L’application diagonale
AV — VLV définie par A(v) = (v,v) n'est pas un morphisme de EJ°8.

Proposition 1.3.13. La catégorie Egeg admet des produits fibrés.
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Démonstration. Soient V, W et X des objets de Egeg, J un élément de Hom gaes (V, X) et g un élément
q
de Homgaes (W, X). On note X; = f(V)Ng(W). L’espace X est un sous-espace quadratique de X
q
et f71(X1) ~ g 1(X1) ~ X1, ce qui donne la commutativité du diagramme :

X1 —W
Lk
v 5 X
On vérifie aisément que X définit bien le produit fibré. O

Notation 1.3.14. Dans la suite, le produit fibré sera noté : V' x W.
X

Proposition 1.3.15. La catégorie Sgeg n’admet pas de sommes amalgamées.

Démonstration. La démonstration est I'adaptation de celle de la proposition 1.3.10 au cas non
dégénéré, en utilisant le lemme 1.3.12. O

Les deux catégories construites précédemment sont reliées par le résultat suivant :

Proposition 1.3.16. La catégorie £, est une sous-catégorie pleine de Egeg.

1.3.3 Pseudo-somme amalgamée

Le but de cette section est de définir une maniere de compléter les diagrammes du type

A—W

|

X

dans &;, ayant certaines propriétés similaires aux sommes amalgamées, mais ne vérifiant pas la
propriété d’universalité.

Définition 1.3.17. Soit C une catégorie. On dit que C admet des pseudo-sommes amalgamées si,
pour tout couple de morphismes de C : A — B et A — C, il existe un choix de complétion du carré
suivant :

A——>

|

5 BLC

SE<—Q

rendant ce carré commutatif, et vérifiant les axiomes suivants :
1. BIC~ClB
A A
2. Si A~ A’ alors B%C ~ BI%/C
3. Si C ~ (' alors B%C ~ B%C’

4. Associativité
(BLC)LE ~B1(CLE)
A ’'D A D
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5. Unité
AlB~B
A
6. Compatibilité avec la composition
Pour un morphisme C' — C’, BiTC/ ~ (B%C)JC_C’
Pour deux morphismes B — B’ et C — C’,
(B'LC) 1L (BLC")y~B'L1C".
A 'Blo A A

Ces deux conditions correspondent a la commutativité des différents carrés du diagramme

suivant :
A C c’
!
B Bi;C BiTC
! ! !
B B %O B 940

De plus, si C possede un objet initial 0, C est une catégorie symétrique monoidale pour le produit
suivant :
CxC———=C

(H, K) —= HLK
La fonctorialité découle des axiomes de compatibilité et d’unité dans C, la symétrie découle de
I’axiome 1 et la structure monoidale de I'axiome 6.
Remarque 1.3.18. Dans le cas ou la catégorie C est munie de sommes amalgamées, ceci revient a

faire un choix de somme amalgamée pour tout diagramme A «— X — B.

Proposition 1.3.19. La catégorie £, admet des pseudo-sommes amalgamées.

Démonstration. Soient V L W et V4 X deux morphismes de &,;. Par la décomposition des mor-
phismes de £; donnée a la suite de la proposition 1.3.5 , on a :

VLWavivie VL X ViV,

On a alors un choix unique, a isométrie pres, de complétion donné par le diagramme suivant :

V4f>W:VLV’

] |

X~VIiV/ ——s VIiV/1V" ~ X%W

On vérifie aisément que les six axiomes de la définition 1.3.17 sont satisfaits. O

Remarque 1.3.20. La peudo-somme amalgamée n’est pas universelle comme le montre I’exemple
suivant :

{0} —
V—

<

Id

D —
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Ce diagramme est commutatif, or V{J_}V =V 1V et Homg, (VLV,V) = () puisque tout morphisme
0

de &; est un monomorphisme d’apres 1.3.5.

On termine cette section avec un résultat important reliant les notions de pseudo-somme amal-
gamée dans &, et celle de produit fibré dans Sgeg . Cette proposition jouera un réle fondamental
dans la section 2.4 et dans le chapitre 4.

Proposition 1.3.21. Soient V, W et X des objets de £, et V ER W, V54 X deus morphismes de
Eq. On a :
X x W~V
X1W
v
ou — X — désigne le produit fibré dans El‘feg au dessus de A et —%— désigne la pseudo-somme
A

amalgamée dans £, av dessus de A.

Démonstration. Le résultat découle facilement des définitions de pseudo-somme amalgamée dans
&, et de produit fibré dans £,%°%. O

Remarque 1.3.22. La preuve du résultat précédent utilise de maniere essentielle le fait que les

morphismes de E;ieg sont des monomorphismes. En effet, dans une catégorie abélienne A4 munie

d’un produit fibré x et d’'une somme amalgamée @, on a 'existence d’un épimorphisme de A dans

B Bgc C pour A, B et C' des objets de A mais cette application n’est pas un monomorphisme en
A

général.

1.3.4 Classes d’isométrie de Sgeg

On détermine dans cette section, le nombre de classes d’isométrie de formes quadratiques de
dimension n dans Obj(£2°8).

Proposition 1.3.23. Le nombre de classes d’isométrie d’objets de Egeg de dimension 2n est 3n+1
et de dimension 2n + 1 est 3n + 2.

Démonstration. e Pour un espace V' de dimension 2n.
On décompose V en U LRad(V). Les espaces V et U étant de dimension paire, on en déduit que
Rad(V) est de dimension paire.
— Si Rad(V) =0 (i.e. V est un espace quadratique non dégénéré), on a, d’apres la proposition
1.2.10 deux espaces non isométriques, Hy-™ et Hd‘(nfl) 1 H;.
— Si dim(Rad(V)) = 2k pour k = 1...n — 1, on déduit du théoreme 1.2.21, qu’il existe trois
espaces non isométriques vérifiant ces conditions :
H&-(”*’“)J_(m’ O)LQk
Hy " L (2, 1) 420 ~ qHE TR LH 1 (1) 125
Hy "V L 1 (2, 0) 42
— Si dim(Rad(V)) = 2n (i.e. Rad(V) =~ V), on a, d’apres le 1- du théoreme 1.2.21 deux espaces
non isométriques : (z,0)=3" et (x,1)+(7),
On en déduit, qu'il existe 2+ 3 x (n — 1) + 2 = 3n + 1 espaces non isométriques de dimension
2n dans Egeg.
e Pour un espace V de dimension 2n + 1.
On décompose V' en ULRad(V). V étant de dimension impaire et U de dimension paire, on en
déduit que Rad(V') est de dimension impaire.
— Sidim(Rad(V)) = 2k+1 pour k =0...n— 1, on déduit du 2- du théoreme 1.2.21, qu’il existe
trois espaces non isométriques vérifiant ces conditions :
H;_(nik)J_(ﬂf, O)L(Qk—‘rl)
'HOL(n_k)J_(QJ‘, 1)L(2k+1) ~ H()L(n_k_l)J_HlJ_(JI? 1)J_(2k+1)
-HOL(n_k_l)J_HlJ_((E, 0)L(2k+1)
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— Si dim(Rad(V)) = 2n+ 1 (i.e.Rad(V) ~ V), on a, d’aprés le 1- du théoréme 1.2.21 deux
espaces non isométriques : (z,0)=2" ) et (z, 1)L+,
On en déduit, qu’il existe 3n + 2 espaces non isométriques de dimension 2n + 1 dans & :Zzleg.

1.4 Les groupes orthogonaux

1.4.1 Pour les formes quadratiques non dégénérées
On rappelle dans ce paragraphe quelques résultats figurant dans [Die71].

Définition 1.4.1. Le groupe symplectique Sp,(F2) est I'ensemble des applications linéaires f,
d’un espace de dimension n muni d’une forme bilinéaire alternée non singuliere, noté (V, B), sur
lui-méme, qui conservent la forme bilinéaire, i.e. vérifiant :

B(v,w) = B(f(v), f(w))
pour tous v et w dans V.

Proposition 1.4.2. L’ensemble des isométries d’un espace quadratique non dégénéré (V,qv), de
dimension n, forme un sous-groupe du groupe symplectique Spy,(F2).

Démonstration. On déduit de la proposition 1.3.3 que toute isométrie est une transformation sym-
plectique. O

Définition 1.4.3. Le groupe orthogonal sur Fy associé a la forme quadratique gy et noté O(qv)
est le groupe des isométries de (V, gy ).

Notation 1.4.4. Dans la suite, nous utiliserons la notation standard (voir la classification des groupes
finis dans ’ATLAS [CCNT85]) pour désigner les groupes orthogonaux sur Fa.
Ainsi, pour V de dimension 2n :
- si Arf(V)=0, O(qv) sera noté OF, OF
- si Arf(V)=1, O(gy) sera noté O,,, O,

Les groupes orthogonaux interviennent dans I’étude de &, par le biais du résultat suivant, qui
est une conséquence directe de la proposition 1.3.5.

Proposition 1.4.5. On a :
Endg, (Vi qv) = O(qv ).

L’ordre des groupes orthogonaux est donné par la proposition suivante :

Proposition 1.4.6. [Die71]
|Sp2n(Fa2)| = 27 (22— 1)(2% — 1)... (2" — 1)
|O;;L — 2n(n71)+1[(22 _ 1)(24 _ 1) . (22(7171) _ 1)](271 _ 1)
05, = 200 DH(22 _ 1)(28 — 1) (220D — 1)](27 1),

Dieudonné donne dans [Die71], un systéme de générateurs des groupes orthogonaux différents
de Of .

Définition 1.4.7. Une transvection orthogonale est une isométrie t, définie par t,(z) = z+ Bq((ra’;z )g

pour un élément a vérifiant g(a) # 0.

Proposition 1.4.8. [Die71] Soit V un espace quadratique non dégénéré différent de Hy L Hy. Toute
isométrie de V' est un produit de transvections orthogonales.
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Voici la description des premiers groupes orthogonaux :

Proposition 1.4.9. On a :

OJr - O(QHO) SQ

O; (qH1) —

Of = (QHOLHO) (S3 x S3) % So

O_ O(quy1H,) = S5

Of = O(qmy 1o LH,) = Ss

012 S, est le groupe symétrique sur n lettres.

1.4.2 Pour les formes quadratiques dégénérées

Les groupes orthogonaux pour les espaces dégénérés peuvent étre définis de la méme maniere
que dans le cas non dégénéré.

La proposition suivante donne la description de certains groupes orthogonaux dans le cas
dégénéré :

Proposition 1.4.10. O(z,0) = O(z,1) = {Id}
O((z,1)L(x,1)) ~ S

O((x,1)+3) ~ S,

O((z,0)*") ~ GL,(Fy)



Chapitre 2

Catégories de triplets et cotriplets

Dans ce chapitre, apres avoir rappelé la construction de Bénabou des catégories Sp(D) (respec-
tivement CoSp(D)) associées & une catégorie D admettant des produits fibrés (respectivement des
sommes amalgamées), on adapte cette construction au cas des catégories des espaces quadratiques
&, et £3°8. Ainsi, on définit la catégorie 7, qui jouera un role central dans la construction de la
catégorie Fyuqq donnée au chapitre suivant et la catégorie S, qui nous servira d’outil pour classifier
une sous-classe importante d’objets simples de la catégorie Fgyaq-

2.1 La catégorie Sp(D) de Bénabou

2.1.1 Définition

On rappelle dans cette section la construction donnée par Bénabou dans [Bén67] de la catégorie
Sp(D) associée & une catégorie D convenable.

Définition 2.1.1. Soit D une catégorie admettant des produits fibrés. La catégorie Sp(D) est
définie de la maniere suivante :
1. les objets de Sp(D) sont ceux de D;

2. soient A et B deux objets de Sp(D), Homg,(p)(4, B) est la classe d’équivalence des dia-
grammes de la forme [A «— D — B] ot D est un objet de D, pour la relation d’équivalence
qui identifie les deux diagrammes [A — D — B] et [A «— D’ — B] s’il existe un isomorphisme
de D sur D’ rendant commutatif le diagramme :

3. la composition est définie comme suit : pour des morphismes Ty = [A « D — B| et Tp =
[B — D' — C], on définit
T20T1 :[A<—DXDI—>C]
B

L’associativité de la composition est une conséquence de I'associativité du produit fibré et 'unité

est donnée par la classe du diagramme [A Al Al

31
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Notation 2.1.2. Un diagramme du type [A «— D — B] sera parfois écrit sous la forme :

D——8B

|

A

ce qui nous permettra d’obtenir la composition de deux diagrammes a partir du diagramme en
escalier suivant :

D

D/—>D’—>C

|

X

B
D———B
A

Remarque 2.1.3. 1. Nous avons conservé ici la notation originale de Bénabou, pour qui Sp(D)
est la catégorie des “spans” de D.

2. On notera les similitudes qui existent entre cette construction et la généralisation de la
construction Q de Quillen donnée par Fiedorowicz et Loday dans [FLI1].

Exemple 2.1.4. D’apres la proposition 1.3.13, on sait que la catégorie 5qdeg admet des produits
fibrés. Par conséquent, la catégorie Sp(é'qdeg) est définie.

Dualement, Bénabou donne la définition suivante :

Définition 2.1.5. Soit D une catégorie admettant des sommes amalgamées. La catégorie CoSp(D)
est la catégorie des “cospans” de D, qui est définie par la construction duale.

Proposition 2.1.6. On a l’équivalence de catégories suivante :

CoSp(D) ~ Sp(D°P).

2.1.2 Propriétés de Sp(D)

La premiere propriété de Sp(D) est I'existence de deux foncteurs de D dans Sp(D), I'un covariant,
et l’autre contravariant.

Définition 2.1.7 (Foncteurs L et R ). 1. Le foncteur L : D — Sp(D) est défini sur les objets
par L(C) = C et sur les morphismes par :
L(f)=[c L c L p

pour C et D deux objets de D et f un élément de Homp(C, D).

2. Le foncteur R : D°? — Sp(D) est défini sur les objets par R(C) = C et sur les morphismes
par :

R(f):=[D & 0= (]
pour C et D deux objets de D et f un élément de Homp(C, D).

La fonctorialité de L et R découle des propriétés des produits fibrés.
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Ces deux foncteurs nous permettent de décomposer les morphismes de Sp(D) comme !’énonce la
proposition suivante.

Proposition 2.1.8 (Décomposition des morphismes). Un morphisme de Sp(D) représenté par le

diagramme [A L ph B est obtenu par la composition suivante :

A< D Bl = L(h) o R(g).

Démonstration. L’énoncé découle directement de la définition de la composition et de I'identification
DxD~D. O
D

Les deux foncteurs L et R définis précédemment sont reliés par un foncteur transposition de
Sp(D) dont on donne la définition et les propriétés.

Définition 2.1.9 (Transposition). Le foncteur transposition, ¢r : Sp(D)°? — Sp(D) est le foncteur
défini sur les objets par tr(D) = D et sur les morphismes par :

tr(f)=tr([E— X —D])=[D— X — E],
pour D et E des objets de Sp(D)° et f un élément de Homgypyor (D, E).
Proposition 2.1.10. 1. Le foncteur transposition est involutif.

2. Le diagramme suivant est commutatif : D —=> Sp(D)

% l”op

Sp(D)°r.

2.2 La catégorie 7, des triplets sur &,

On a vu a la section 1.3.1 que la catégorie des espaces quadratiques non dégénérés &£, n’admet
ni produits fibrés, ni sommes amalgamées; par conséquent, aucune des deux constructions Sp et
CoSp définies a la section précédente ne sont valables pour &,. Cependant, nous allons généraliser
la construction de Bénabou au cas de &;, en utilisant la notion de pseudo-somme amalgamée et en
identifiant plus de morphismes.

~

2.2.1 La catégorie 7,

Dans la construction de Bénabou de la catégorie CoSp(D) pour une catégorie D admettant des
sommes amalgamées, la propriété d’universalité de la somme amalgamée ne joue aucun réle. On
peut donc faire une construction similaire & partir des pseudo-sommes amalgamées.

Définition 2.2.1. La catégorie 7, est définie de la maniére suivante :

1. les objets de ’ZA; sont ceux de & ;

2. soient V et W deux objets de ’ZA;, HomTAq (V, W) est la classe d’équivalence des diagrammes de
la forme [V — X « W] ol X est un objet de &;, pour la relation d’équivalence qui identifie
les deux diagrammes [V — X «— W] et [V — X’ « W] si il existe un isomorphisme de X sur
X'’ rendant commutatif le diagramme :

X
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3. la composition est définie comme suit : pour 77 = [V — X7 «— W]et Ty = [W — Xy < Y],
on définit
TQ OT1 = [V — XlI/JI;'XQ — Y]

L’associativité de cette composition est une conséquence de 1’associativité et de la compatibilité

de la pseudo-somme amalgamée dans &, et I'unité est donnée par la classe du triplet [V Moy V],
et découle de I’ axiome d’unité de la pseudo-somme amalgamée dans &,.

Notation 2.2.2. Un diagramme du type [V — X «— W] sera appelé triplet de V' dans W et sera,
parfois, écrit sous la forme :
w

|

V—s2X,

ce qui nous permettra d’obtenir la composition de deux triplets a partir du diagramme en escalier
suivant :

2.2.2 La catégorie 7,
La catégorie 7, est obtenue & partir de 7, en identifiant certains des morphismes de 7.

Définition 2.2.3. La relation R sur Hoqu(V, W) pour V et W des objets de fq, est définie de
la maniére suivante : pour T3 = [V — X7 « W] et Ty = [V — Xy «— W], deux éléments de
HomTAq (V,W), T'RT, si et seulement si il existe un morphisme « de &; rendant commutatif le

diagramme suivant :
w

|

V—=X;

T

Xo
On note ~ la relation d’équivalence engendrée sur Homqaq (V,W) par R.
Lemme 2.2.4. La loi de composition de ’ZA; induit une loi de composition :
o: HomﬁI(V, W)/ ~ xHomz U, V)] ~— Homz (UW)] ~.

Démonstration. On vérifie que, si T1RT5, alors (T50T71)R(T50T%) par les propriétés d’associativité et
de compatibilité de la pseudo-somme amalgamée dans la catégorie £, appliquées aux diagrammes :
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~——N

|

o —

A\

X, N XQVJVY

et
Z
W—>Y
V— X —— leJ‘;Y
Xy X2 L (X1 LY);
de méme, on montre : si T3RTy alors (11 o T3)R(Ty o Ty). O

La composition des triplets étant bien définie sur les classes d’équivalence d’apres le lemme
précédent, on peut passer au quotient pour définir :

Définition 2.2.5. La catégorie 7, est la catégorie dont les objets sont ceux de &;, et pour deux
objets Vet W, Homg, (V,W) = Homz (V, W)/ ~.

Par construction, les deux catégories 7, et 7, sont reliées par la proposition suivante :

Proposition 2.2.6. Il existe un foncteur plein et essentiellement surjectif de ’ZA; dans 7T,.

2.2.3 Propriétés de 7,

Remarque 2.2.7. On ne s’intéresse dans ce paragraphe qu’aux propriétés de la catégorie 7, qui est
la catégorie essentielle permettant de définir Fg,0q4. Néanmoins, on notera que les propriétés 2.2.9,
2.2.10 et 2.2.13, qui sont les propriétés duales de celles données a la section 2.1.2, pour Sp(D), sont
également valables pour ’ZZ alors que les propriétés 2.2.16 et 2.2.20 sont spécifiques a 7,. Quant aux
propriétés 2.2.14 et 2.2.22, qui utilisent des propriétés spécifiques aux espaces quadratiques, elles
sont également valables pour ’fq sans P’étre, de maniere générale pour Sp(D).

Notation 2.2.8. On écrira [V — X « W] le morphisme de 7, représenté par la classe du diagramme
V-oW—W.

Définition 2.2.9 (Foncteurs L et R ). 1. Le foncteur L : £, — 7, est défini sur les objets par
L(V) =V et sur les morphismes par :

L(f)=[vLwdw

pour V et W deux objets de £, et f un élément de Homg, (V, W).
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2. Le foncteur R : £,°P — 7, est défini sur les objets par R(V) =V et sur les morphismes par :

R(f)=w L w Ly
pour V' et W deux objets de & et f un élément de Homg, (V, W).

La fonctorialité de L et R découle de la propriété d’unité des pseudo-sommes amalgamées de
o Ces deux foncteurs nous permettent de décomposer les morphismes de 7, comme 1’énonce la
proposition suivante.

Proposition 2.2.10 (Décomposition des morphismes). Un morphisme de T, représenté par le dia-

gramme [V 9, x L W] est obtenu par la composition suivante :

V4 x & W)= R(h) o L(g).
Démonstration. L’énoncé découle directement de la définition de la composition. O

Une conséquence de cette proposition qui nous sera tres utile par la suite, est donnée dans le
corollaire suivant. On rappelle que les foncteurs R et L ont été défini a la définition 2.2.9.

Corollaire 2.2.11. Pour A une catégorie, une fonction d’objets F : Ob(7;) — Ob(A) et une
fonction de fleches F : Morg, (V,W) — Mor4(F(V), F(W)) définissent un foncteur F': Ty — A si
et seulement si :

1. FoL:& — A est un foncteur.
2. FoR:&E,°" — A est un foncteur.
3. F(L(f)) o F(R(g)) = F(L(f) ° R(g))-
Démonstration. En décomposant les morphismes de 7, grace a la proposition 2.2.10, on obtient que
F : 7, — A est un foncteur si et seulement si :
. FoL:& — A est un foncteur.
. FoR:&° — Aest un foncteur.
F(L(f)) o F(R(g)) = F(L(f) o R(g))
4. F(R(f") o F(L(g')) = F(R(f") o L(g"))

or, la derniere condition est triviale par définition de la composition des morphismes de 7, d’ot1 le
résultat.

w N

O

Les deux foncteurs L et R définis précédemment sont reliés par un foncteur transposition de 7g,
dont on donne la définition et les propriétés.

Définition 2.2.12 (Transposition). Le foncteur transposition, tr : 7,°? — 7, est défini sur les
objets par tr(V) = V et sur les morphismes par :

tr(f)=te([V - X «<W])) =W - X V],
pour V et W des objets de 7,°” et f un élément de Homy,or (W, V).
Proposition 2.2.13. 1. Le foncteur transposition est involutif.

2. Le diagramme suivant est commutatif : &, L. P

troP
R°P

op
7,%".
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La propriété suivante nous sera tres utile dans la partie III concernant les projectifs de Fyyad-

Proposition 2.2.14. Pour un morphisme de T, représenté par le diagramme [V 9 x L W1, il
existe un objet W' de 1, et un morphisme o de Homg, (V, W LW') tel que [V Lx L W=V

WIW' <~ W] ot iw est Uinclusion canonique.

Démonstration. Ce résultat découle directement de la remarque faite apres la proposition 1.3.5 et
de la définition de la relation d’équivalence sur Homr, (V, W). O

Remarque 2.2.15. Un morphisme 7' de Homz, (V,W) admet un représentant de la forme [V =
WLW’' &% W), ot iy est Pinclusion canonique.

Proposition 2.2.16. Soit f : V — W un morphisme de la catégorie £;, on a la relation suivante
dans 1y :

R(f)o L(f) =[V 5V &2 V] = ldy
c’est a dire R(f) est une rétraction de L(f).

Démonstration. Par définition de la composition, on a

wiwdvieyvLwdw =wvLwly

Or, on a le diagramme commutatif suivant :

dont on déduit I’énoncé, par définition de 7. O

On donne dans la suite, la définition d’un espace caractérisant un morphisme de Hom7, (V, W).

Définition 2.2.17. Soit T = [V g x M W], un triplet représentant un morphisme de Homz, (V, W),
I’espace engendré par T est le plus petit espace quadratique D, éventuellement dégénéré, tel qu'on
ait un diagramme commutatif de la forme

w
B

[0}

h
V—=D |
\\

ol a, 3 et y sont des morphismes de £$°€.
Notation 2.2.18. On notera ((T')) I'espace engendré par le triplet 7.

Remarque 2.2.19. Pour T = [V 4 X L W1, ({(T')) est isomorphe au sous-espace g(V) + h(W) de
X.
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Proposition 2.2.20. Soient T et T' deuz triplets tels que T = T" dans Homr, (V, W), alors ((T')) ~
(1))

Démonstration. Par définition de la relation d’équivalence, il suffit de démontrer que, pour deux
triplets T et T7, tels que TRT’ on a ({(T')) =~ ({(T")).
Par définition d’espace engendré par un triplet, on a les deux diagrammes commutatifs suivants :

w

|

et

et, par définition de la relation R, on a l’existence d’un morphisme a de &, rendant commutatif le
diagramme suivant :

W
|
v—2sx \¥
X\
X',

w

|
V—(T),
SN

X

En considérant le diagramme

’
g

X/

on déduit de la minimalité de ((I")), existence d'un morphisme dans £J°¢ de ((I”)) dans ((T)),
rendant le diagramme correspondant commutatif. Puis, par minimalité de ((T')) pour le triplet

[V 2 X <~ W], on obtient que ((T)) ~ ((T")).
O

Cette proposition justifie 'introduction de la notation suivante :
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Notation 2.2.21. Pour un morphisme f de Homy,(V,W), on notera ((f)) la classe d’isométrie de
I’espace engendré par un des triplets le représentant.

Proposition 2.2.22 (Somme orthogonale). Il existe un foncteur L : Ty x Ty — T, défini sur les
objets par :
LV, W)=V1iW

et sur les morphismes par :
wixLw, v Lx Lw) =y &0 x1x &8 wiw)

Démonstration. Le point essentiel de la démonstration est de vérifier que L est bien défini; en
effet, si T7 et T sont des triplets équivalents, pour tout triplet T on a T 1T ~ To 1T et To 1T ~
Ty 1T. O

Le résultat suivant donne les propriétés du foncteur L.
Proposition 2.2.23. Le foncteur L vérifie les propriétés suivantes :

1. L est symétrique, c’est a dire qu’il vérifie les relations :

VIW ~ WLV,

pour tous objets V et W de Ty et
TlJ_TQ ~ TQJ_Tl
pour Ty = [Vi — Xy «— W] et To = [Va — Xo «— Wa| deux triplets ;
2. 1 est associatif, c’est a dire que le diagramme suivant est commutatif :

T, x T, < T, 25 T, < T,

Imi lL

T, % 1, To;

3. Uobjet 0 de T, est l'unité du foncteur L, c’est & dire qu’il vérifie :

0LV =V.

2.3 La catégorie S, des cotriplets a sommets dans &,

L’objectif de cette section est d’introduire une sous-catégorie de Sp(é’,‘;eg) qui nous permettra
de construire a la section 4.2 la catégorie F;s, a I’aide de laquelle on obtiendra une classification
d’une sous-classe importante de foncteurs simples de la catégorie Fyyq4-

2.3.1 Définition de S,

La catégorie Sp(Egeg) a été définie au 2.1.4. En relation avec la catégorie 7, ol seuls les espaces
quadratiques non dégénérés sont considérés, il est naturel de définir la catégorie suivante :

Définition 2.3.1. La catégorie S, est la sous-catégorie pleine de Sp(f)qdeg) dont les objets sont ceux
de &,.
Notation 2.3.2. On appellera cotriplet de V' dans W, un diagramme du type [V «— D — W] que

I’on écrira, parfois, sous la forme :
D——W

|

V.
Remarque 2.3.3. Le point essentiel de cette définition est que ’espace D du cotriplet précédent peut
étre un espace dégénéré, alors que V et W ne le sont pas.
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2.3.2 Propriétés de S,

La catégorie S, étant une sous-catégorie pleine de Sp(Sgeg), certaines des propriétés énoncées
au paragraphe 2.1.2 restent valables pour S,.

Définition 2.3.4 (Foncteurs L et R ). 1. Le foncteur L : &, — S, est défini sur les objets par
L(V) =V et sur les morphismes par :

L(f) =V & vLw
pour V et W deux objets de & et f un élément de Homg, (V, W).
2. Le foncteur R : £,°F — S, est défini sur les objets par R(V) =V et sur les morphismes par :
R(f):=wLv v
pour V et W deux objets de £,°P et f un élément de Homg or (V, W).

Les deux foncteurs L et R définis précédemment sont reliés par un foncteur transposition de S,
dont on donne la définition et les propriétés.

Définition 2.3.5 (Transposition). Le foncteur transposition, tr : S;°7 — S, est défini sur les objets
par tr(V) =V et sur les morphismes par :

tr(f)=tr([Ve—D—-W]) =W« D-=>V],
pour V et W des objets de ;7 et f un élément de Homs, or (V, W).
Proposition 2.3.6. 1. Le foncteur transposition est involutif.

2. Le diagramme suivant est commutatif : &g L. Sy

;mp\ ltr"”
op
Sq

Remarque 2.3.7. La propriété 2.1.8 concernant la décomposition des morphismes n’est plus valable
dans S, étant donné que 'espace D du cotriplet C' = [V < D — W] peut étre un espace dégénéré.

De méme que pour 7;, on montre :

Proposition 2.3.8 (Somme orthogonale). Il existe un foncteur L : Sq x Sq — S, défini par :
L(V,W)=V1W

et
wLxsw,v L x Sw)=viv L x1x S5 wiw)

Proposition 2.3.9. Le foncteur L vérifie les propriétés suivantes :

1. L est symétrique, c’est a dire qu’il vérifie les relations :
VIW ~W_L1V,
pour tous objets V et W de T, et
Ch1LCy =Co LCy

pour Cy = [Vi «— D1 — Wi] et Cy = [Va «— Dy — W], deux cotriplets ;
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2. 1 est associatif, c’est a dire que le diagramme suivant est commutatif :

1 xId

Sg X Sg x S — 84 xS,

Iml lL

8y % Sy ———=8,

3. l'objet 0 de Sq vérifie :
0LV =W

2.4 Le foncteur 0 : 7, — 5,

Les propriétés formelles de 7, données a la section 2.2.3 et celles de S, données en 2.3.2, sont
tres similaires. On cherche donc, dans cette section, a étudier les relations qui existent entre ces
deux catégories par le biais de ’analyse du foncteur o qu’on définit au paragraphe suivant.

2.4.1 Définition

Proposition 2.4.1. Il existe un foncteur o : Ty — S, défini sur les objets par :
o(V)=V

pour un objet V' de T, et sur les morphismes par :

U([V—>X<—W]):[V<—V§<(W—>W].

Remarque 2.4.2. La démonstration de ce résultat repose essentiellement sur la proposition 1.3.21
qui relie la pseudo-somme amalgamée dans &, et le produit fibré dans 5,‘;95.

Démonstration. On vérifie aisément, par la définition du produit fibré, que o est défini sur les classes
de morphismes de 7.

Vérifions que o est bien un foncteur. D’apres le corollaire 2.2.11, il suffit de vérifier les trois
points suivants :

1. 0oL :& — Aest un foncteur.

2. 0o R:&,” — A est un foncteur.

3. o(L(f)) e 0(R(g)) = o(L(f) o R(9))

Par définition du produit fibré, on a :

1d

o(R(g)) =o(X L X LW =[x Lw L w (2.1)
et
o L(f)=o(VvLx & xp=vvLx (2.2)

On en déduit facilement les deux premiers points a démontrer. Pour le dernier point, on a d’une
part, d’apres la proposition 1.3.21 :

(VL x M xjow S w iy =o([W - WLX — X])
=W—W x X->X|=[W<V-X]
W%X
et, d’autre part :

O’([VLXﬂX])OO'([W—>W<—V])Z[V<—V—>X]O[W<—V—>V]=[W<—V—>X]

d’ou le résultat.
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2.4.2 Propriétés de o

Proposition 2.4.3 (Compatibilité avec la somme orthogonale). Soient Ty et Ty deux triplets de
T1y. Alors,
U(TlJ_Tg) = O’(Tl)J_O'(Tg).

Démonstration. Pour Ty = [V} — X7 «— Wi et Ty = [Vo — Xo « Wh], on a, par la propriété
universelle du produit fibré

% X Wi)L(V2 X W)= (VilVa) x_ (WilWs)
1 2

X11X,
dont on déduit 1’énoncé de la proposition. O

Proposition 2.4.4 (Commutation entre o et le foncteur transposition).
Le diagramme suivant est commutatif :

%op o Sqop

Démonstration. Ceci est une conséquence directe des définitions. O

2.4.3 Le foncteur o est plein

Pour montrer la plénitude de o, nous aurons besoin de la proposition suivante :

Proposition 2.4.5. Soient D un espace totalement isotrope de dimension r qui se décompose sous
la forme
D= ($1, 61)J_ N J_(acr, Gr)

ou €; € {0,1}, H un espace quadratique non dégénéré et f un élément de Homyg, acs (D, H). Alors,
il existe des éléments k1,..., k. de H et un espace quadratique H' non dégénéré tels que

H = Vect(f(x1),k1)L ... LVect(f(x,), kr)LH'
et B(f(x;), ki) =1 ot B est la forme bilinéaire sous-jacente.

Démonstration. Pour démontrer le résultat, on effectue une récurrence sur la dimension r de I’espace
D.

Pour r =1,ona f: (x1,61) — H et f(z1) = hy. Comme H est, par hypothese, non dégénéré
il existe un élément ki dans H tel que B(hi, k1) = 1. L’espace K = Vect(hi, k1) est alors un
sous-espace non dégénéré de H, d'ot H = K1K*.

Supposons qu’on ait le résultat pour r = n. Soient (x1,...,Zn, Tn11) des vecteurs linéairement
indépendants et f: (z1,€1)L ... L(xn, €n) L(Tnt1,€nt1) — H. Par restriction, on a

foi:(xr,e1)L... L(xpn,€6,) = H
et par ’hypothese de récurrence, on a 'existence de k1, ..., k, dans H tels que :
H = (f(z1),k1)L...(f(zn) kn) LH".
On décompose f(x,+1) selon cette base sous la forme

f(@ng1) =20 (ou f(xi) + Biks) + B
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ol o; et B; sont des éléments de {0,1} et A’ est un élément de H'. Comme f conserve la forme
quadratique et donc la forme bilinéaire associée, on a 8; = B(f(zn+1), f(x;)) = B(zpy1,2;) =0
pour tout i. D’ou

f@ni1) = Biyoi f (i) + 1 (2.3)

Les vecteurs (f(z1),..., f(zn), f(zn+1)) étant linéairement indépendants, par injectivité de f,
on a h' # 0 et, comme H’ est non dégénéré, il existe un élément k' de H' tel que B(h',k’) = 1. On
en déduit la décomposition suivante H' = (h', k') LH".

Dans ’égalité 2.3, quitte a réordonner, on peut supposer que

ap=...=qp=1
et
Qpt1=...=a, =0
On a alors,
B(f(xpt1),ki)=1pouri=1,...,p
et

B(f(2ns1), ki) =0 pour i =p+1,...,n

Par conséquent, en décomposant H sous la forme :
H=(f(z1), k1 +&)L... L(f(xp), kp + K ) L(f(@pt1), kpsr1)L ... L(f(@n), kn) L(f(Tnt1), k) LH”

on obtient le résultat.
O

Remarque 2.4.6. Dans la proposition précédente, la classe d’isométrie d’un espace Vect(f(z;), k;)
n’est pas unique. Par exemple, si on considere l'espace dégénéré D = (z,1), 'espace non dégénéré
H = HyLH et f lapplication f: (z,1) — HoLH; telle que f(z) = ap + a1, on a, d’une part :

H ~ Vect(ag + a1,bo) LHy

et d’autre part
H ~ Vect(ag + a1, b1) L Hp.

Proposition 2.4.7. Le foncteur o est plein.

Démonstration. Il s’agit de montrer que, pour tout cotriplet C' = [V LIps W1 de S, il existe
un triplet T' de 7, tel que o(T') = C.

Dans un premier temps, on décompose le cotriplet C' en somme orthogonale de cotriplets plus
simples. D’apres le théoreme 1.1.15, on peut décomposer les morphismes f et g, sous les formes
suivantes :

f: D~HIRad(D) —» HLD'1V' ~V

et
g: D~ H1Rad(D) — HID'IW ~W

ou D' (respectivement D’') est un des espaces non dégénérés construits dans la proposition 2.4.5
et V' (respectivement W') est orthogonal de H 1L D' (respectivement H 1 D). On en déduit :
C=[H«H— H|L[V'—0— WL[D < Rad(D) — D"

D’apres le lemme 1.1.15 Rad(D) est une somme orthogonale d’espaces de dimension un. Par
conséquent,
[D' « Rad(D) — D" = L;[V; « (z4,€;) — W]
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ol, d’apres la proposition 2.4.5, V; et W; sont de dimension deux, d’ou
C=[H«H— H|LV' —0—WI]LV « (z1,61) = Wi]L... L[V, — (21, €6) — W]

Par la proposition 2.4.3, il nous reste donc a trouver pour chacun des cotriplets C, ci-dessus,
un triplet Ty, tel que o(Ty,) = C,.
Or, on a
o(l[H— H+— H]))=[H +«— H— H]

t
’ o[V -VIW «W])=[V «0—- W]

Pour les cotriplets [V « (x,€) — W], il y a plusieurs cas & étudier.
Dans la cas olt € = 0, comme vp(H1) = 1, on a Homg aes((2,0), H1) = (). Par conséquent, il n’y
a qu’un seul type de cotriplet a considérer.

Cy = [Ho <& (2,0) % Hy)

Quitte & composer par un élément de O5 , on peut supposer que f(z) = g(z) = ag. On montre
alors que, pour

Ty = [Hy L HyLHy < Hy)
otl, f/ est défini par :
f/(ao) =aqq et fl(bo) =by + a6
et g’ est défini par :
9'(ao) = ag et g'(bo) = bo + by
onao(Ty) =Ch.
Dans la cas ol € = 1, il y a trois types de cotriplets a considérer.

Pour
Cy = [Hy <L (2,1) L Hy),

comme v1(Hp) =1, on a f(x) = g(z) = ag + bp. On montre alors que pour

Ty = [Ho L5 Ho L Hy < Hy)
ou, f’ est défini par :
f'(ao) = ao +ag et f'(bo) = bo + ag

et g’ est défini par :
g (ap) = ap + by et g'(bo) = bo + by

on a o(Ty) = Cs.

Pour
Cs = [Hl i (z,1) ER Hl],
quitte & composer par un élément de O; , on peut supposer que f(z) = g(z) = a;. On montre alors
que, pour
Ty = [H, L HiLHy < Hy)
ou, f’ est défini par :
f'(a1) = a1 et f'(b1) = by + bo

et g’ est défini par :
g’(al) =aj et g/(bl) =b1 +ag
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on a o(T3) = Cs.
Pour
Cy=[Ho <L (2,1) L Hy),

on a f(x) =ap + by et, quitte & composer par un élément de O , on peut supposer que g(z) = a;.
On montre alors que, pour

Ty = [Ho L5 H LHy <& H))
ou, f/ est défini par :
fl(ao) =ai +by +ag+ by et fl(bo) =b1 +ag+ by

et g’ est défini par :
g'(a1) = ay et g'(b1) = by

on a o(Ty) = Ch.
Le dernier cas se déduit du précédent par transposition. O

2.5 Le foncteur ¢:7, — gf

Afin de relier la catégorie Fyyqq étudiée dans cette these a la catégorie F des foncteurs de la
catégorie des Fy-espaces vectoriels de dimension finie dans la catégorie de tous les espaces vectoriels,
on étudie le foncteur e défini au paragraphe suivant.

Notation 2.5.1. La catégorie des Fa-espaces vectoriels sera notée £ et la sous-catégorie pleine de &
dont les objets sont les espaces de dimension finie sera notée £7.

2.5.1 Définition

Notation 2.5.2. On note dans toute cette section, O : €& — &/ le foncteur qui oublie la forme
quadratique.

On a vu dans la section 1.3.1, que tout élément de Homg, (V, W) peut s’écrire sous la forme
f Vo VIiV ~W.
Cette décomposition nous permet de donner la définition suivante :

Définition 2.5.3 (Inverse a gauche). Soit f un élément de Homg, (V, W). L'inverse a gauche de f,
est 1’élément de Homg; (O(W), O(V')) obtenu par projection orthogonale de V LV’ sur V.

Notation 2.5.4. L'inverse & gauche de f sera noté f'.

Cette terminologie est justifiée par la proposition suivante :
Proposition 2.5.5. Soit f un élément de Homg, (V, W), on a la relation f'o f =1d.

Proposition 2.5.6. Il existe un foncteur € : T, — £/ défini par : (V) = O(V) et
e[V 5 W W) = O(f) € Homes (O(V), O(W)

(WS W L V) =f' € Homg, (O(W),0(V)).

Remarque 2.5.7. Par la proposition 2.2.10, la fonction de fleches du foncteur € est entierement

déterminée par ses valeurs sur les triplets de la forme [V Lowdd W] et [W ow L V], le cas
général étant obtenu par composition de triplets de ces deux types.
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Démonstration. On vérifie que le foncteur e est bien défini sur les classes de morphismes de 7.
Montrons que € est bien un foncteur.
D’apres le corollaire 2.2.11, il suffit de vérifier les trois points suivants :

1. eoL:&; — A est un foncteur.

2. eoR:&,°” — A est un foncteur.
3. e(L(f)) o e(R(g)) = e(L(f) o R(g))

Les deux premiers points sont clairs, par définition de € o L(f) et € o R(f).
Pour montrer le dernier point, on décompose les deux applications g et f sous la forme :

g: V-oVIV =W

et
f:VoVIVI X

on a, d’une part :
VLxExjow L w Ly =[viv L viviiv £ vy
ou les deux applications sont les inclusions, d’otu :
(VL XE X oW wLV]=(i2) 0
D’autre part, on a
(VL XX oW W L V) =0(f) oy’

or, (i)' 0iy = O(f)og' = k o k est I'application de V 1LV’ dans V L V" définie par k(v,v’) = (v,0).
o

2.5.2 Propriété de ¢
On a la propriété suivante :

Proposition 2.5.8. Le diagramme suivant est commutatif :

T, e (E7)er

'Tq_€>gf

ou —* désigne le foncteur dualité pour les espaces vectoriels.

Démonstration. Ce résultat découle des résultats classiques d’algebre linéaire concernant la dualité
sur les espaces vectoriels et du fait qu'une forme bilinéaire non dégénérée sur un espace vectoriel V/
détermine un isomorphisme privilégié entre V' et son dual. O
2.5.3 Le foncteur € est plein

Le but de ce paragraphe est de montrer la proposition suivante.

Proposition 2.5.9. Le foncteur € est plein.
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Démonstration. Soient (V, qv) et (W, gw) deux objets de 7, et f € Homgs (e(V, gv ), e(W, qw)) une
application linéaire de V' dans W, il s’agit de construire un triplet T = [V — X = W.L1Y «— W]
tel que €(T) = f. L’idée de la preuve est qu’en transitant par un espace X suffisamment grand, on
peut obtenir toutes les applications linéaires.

L’espace V' étant non dégénéré, on sait d’apres le lemme 1.2.3 que V est de dimension paire 2n.
Pour démontrer le résultat, on effectue une récurrence sur I’entier n.

Soient (V, gy) un espace quadratique non dégénéré de dimension deux, {a, b} une base symplec-
tique de V et f : V — W une application linéaire. On vérifie aisément que ’application suivante :

g: V. — WLH;1Hy~ W _LVect(as, by)LVect(ag, bp)
a +—  f(a)+ (q(a) + q(f(a)))a1 + ao
b — f(b)+(q(b) + q(f(]))ar + (1 + B(f(a), f(b)))bo

conserve la forme quadratique. Par conséquent, le triplet
T=V2 WLH 1Hy— W]

est un morphisme de 7; tel que €(T') = f.
Pour V' un espace quadratique non dégénéré de dimension 2n, {a1,b1,...,an,by} une base
symplectique de V et f: V — W une application linéaire, on suppose construite une application

gn: V. - WL1Y
ar —  fla1)+wn
by +—  f(b1) + 2
an  —  flan) +yn
ou y; et z;, pour ¢ allant de 1 a n, sont des éléments de Y, qui conserve la forme quadratique et
vérifiant :
(VIS WLY — W)) = f.
Soit V un espace quadratique non dégénéré de dimension 2(n+1), {a1,b1,...,an, bn, Gny1,bpt1}
une base symplectique de V et f : V — W une application linéaire. Afin de définir I’application

gn+1, on aura besoin de I’espace suivant : F ~ WJ.YLH&-”J.H&-”J_HQ_HO, pour lequel on précise
les notations :

E~WLY L(L™ Vect(ad, b)) L(L"; Vect(A}, B})) L Vect(Ay, By) 1 Vect(Co, Do).
On vérifie aisément que 'application suivante

gny1: V. — WLIYLHy"1Hg" 1 Hy 1 Hy
a1 —  flar) + vy +ag
by — f(bl) + 21 —I—A(lJ

a; > f(ai) +yi+af
by —  f(bi) + 2+ A
an  +—  flan) +yn +agy
bn ia— f(bn) + 2Zn + Ag )
ant1 —  flans1) + (g(antr) + Q(f(a7z+1)))A1 + Co + 2211 B(f(ai), f(ant1))bh
+ 201 B(f (i), f(an+1)) By
bnir = f(bng1) + (a(bns1) +(f (brs1)))Ar + (1 + B(f (an+1), f(bnt1))) Do
+ 21 B(f (@), f(bns1))bh + 2252 B(f (i), f(bnt1)) By

conserve la forme quadratique et on a

(V&N WY LHE" LHE LHy LHy < W) = f.
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Nous aurons besoin dans la suite d’une version améliorée de ce résultat, donnée dans la propo-
sition suivante.

Proposition 2.5.10. Soient (V, qv) et (W, qw) deuz objets de T, et f € Homes(e(V,qv), (W, qw))

une application linéaire de V' dans W, il existe un triplet T = [V L X =WLlYy & W1 vérifiant
o(V)Ni(W) = {0} tel que e(T) = f.

Démonstration. Pour démontrer ce résultat par récurrence, il suffit de remplacer les applications g,
de la preuve précédente par I'application suivante.

gi: V. — WLH;1HylHy~ W 1Vect(a,by)LVect(ag, bg)LVect(ag, by)
a +—  f(a)+(q(a) +q(f(a)))ar +ao
b— f(b) + (q(b) +q(f(a)))ar + (1 + B(f(a), £(b)))bo + ag

et, en considérant ’espace suivant, pour lequel on précise les notations :
WLW' LH$" LHy" L H, L Ho L Hy

~ W LW’ L(L" Vect(ad, b)) (L™, Vect(AY, By)) LVect(Ay, By) 1 Vect(Co, Do) L Vect(Eq, Fp).
on définit

Gopr1: V. — WIW'LH"LHg" 1 Hy 1 HylH,
ar — fla)+y1+af
by — f(b1)+ 21+ A}

a; > fla) +yi+ap
an  ——  flan) +yn +ag
by f(bn) + 2 + AR |
any1 —  flant1) + (qlany1) + Q(f(a7z+1)))A1 +Co + Z?:l B(f(a;), f(a71+1))b6
+ iy B(f(bi), f(ant1)) B
bt = f(bng1) + (a(bns1) +(f (bns1))) A1 + (1 + B(f(an+1), f(bnt1))) Do
+ 201 B(f(@i), f(bnr1))bh + 3272y B(f(bi), f(bnt1))Bh + Eo
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Chapitre 3

f‘

quad ¢ définition et premieres
propriétés

Le but de ce chapitre est de définir la catégorie Fyyq4, qui est 'objet d’intérét principal de cette
these, et d’obtenir les premiers renseignements sur sa structure.

Apres avoir donné deux définitions équivalentes de Fyyqq €t avoir expliqué les liens qui existent
entre ces constructions et les foncteurs de Mackey, on montre que Fguqq @ de bonnes propriétés;
en particulier elle est abélienne et possede suffisamment de projectifs et d’injectifs. On termine
en montrant que Fyuqq4 est une généralisation de la catégorie F des foncteurs de la catégorie des
Fy-espaces vectoriels de dimension finie dans la catégorie de tous les espaces vectoriels.

3.1 Définition

Nous donnons, dans cette partie, deux définitions équivalentes de la catégorie Fyyqq : la premiere
en terme de catégorie de foncteurs et la seconde en termes de foncteurs de Mackey généralisés.

3.1.1 Définition en terme de catégorie de foncteurs

On rappelle que 7, est la catégorie de triplets, dont les objets sont les espaces quadratiques non
dégénérés, définie au paragraphe 2.2.

Définition 3.1.1. La catégorie Fyyqq est la catégorie des foncteurs de 7, dans £.
Exemple 3.1.2. Le foncteur e défini en 2.5.6 est un objet de Fyyqad-
Théoréme 3.1.3. 1. La catégorie Fquqa est abélienne, munie d’un produit tensoriel et a suffi-

samment de projectifs.

2. Pour V un objet de Ty, le foncteur Py = Fa[Homg, (V, —)] est un objet projectif vérifiant :

Hom £

quad

(Pv, F) = F(V)

pour tout foncteur F' de Fyuad-

3. L’ensemble des foncteurs {Py|V € S} est un ensemble de générateurs projectifs de Fyuad, oU
S est un ensemble de représentants des classes d’isométrie des objets de Ty.

Démonstration. Le premier point est une conséquence directe du résultat suivant donné par Gabriel
dans [Gab62] :

Si C est une catégorie et A est une catégorie abélienne, alors Fonc(C,.A) est une catégorie
abélienne.
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Le produit tensoriel sur Fgqqq est induit par le produit tensoriel sur £.
La structure des projectifs et I’isomorphisme naturel sont, également, des résultats classiques
sur les catégories de foncteurs qui découlent du lemme de Yoneda. O

De T’existence d’un ensemble de générateurs projectifs, on déduit le résultat suivant :
Corollaire 3.1.4. Tout objet de Fyuaq admet une résolution projective.

Ceci nous permettra donc de faire de 1’algebre homologique sur Fyyqq4. Par exemple, on calculera
a la section 7.3, certains groupes d’extensions entre foncteurs simples.
On termine cette section par le rappel de quelques définitions classiques.

Définition 3.1.5. 1. Un objet F' non num de Fgyuqq est simple si ses seuls sous-foncteurs sont
le foncteur nul et lui-méme.

2. Un objet F' de Fqyqq est fini s’il admet une série de composition finie dont les sous-quotients
sont simples.

3.1.2 Définition en termes de foncteurs de Mackey généralisés

Dans cette section, on adapte la notion habituelle de foncteur de Mackey au cas de la catégorie
&y

On commence par rappeler la définition classique de foncteur de Mackey donnée dans [TW95]
et due, a l'origine & Dress [Dre73]. On utilisera, pour cela, la terminologie de [BDFP01] suivante :

Définition 3.1.6. Un foncteur de Janus F' d’une catégorie C vers une catégorie A est la donnée
d’un foncteur M, de C vers A et d’un foncteur M* de C°P vers A qui coincident sur les objets.

Notation 3.1.7. On notera M (C) := M,(C) = M*(C) cette valeur commune, pour C' un objet de
C, fx = M.(f) et f*:= M*(f) pour un morphisme f.

Définition 3.1.8. [TW95] Soient C une catégorie admettant des produits fibrés et .4 une catégorie
admettant des produits finis. Un foncteur de Mackey M de C dans A, est un foncteur de Janus
satisfaisant les deux propriétés suivantes :

1. Pour tout diagramme cartésien dans C :

-

2. M, préserve les produits finis.

Exemple 3.1.9. D’apres la proposition 1.3.13, la catégorie queg admet des produits fibrés, par
conséquent, la catégorie des foncteurs de Mackey de Sgeg dans &, notée Mack(&‘;eg, £), existe.
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En se plagant dans la catégorie opposée C°P, on peut donner une définition duale utilisant les
sommes amalgamées. Pour adapter cette définition au cas de la catégorie £, qui n’admet ni produits
fibrés (d’apres 1.3.9) ni sommes amalgamées (d’apres 1.3.10), on remplace ces notions par celle de
pseudo-somme amalgamée, introduite sur £, au paragraphe 1.3.3, pour obtenir la définition de
catégorie suivante :

Définition 3.1.10. La catégorie des foncteurs de Mackey généralisés de &;, Mack(&y, &) est la
catégorie dont les objets sont les foncteurs de Janus de &£, dans £ satisfaisant les deux conditions
suivantes :

1. pour tout morphisme f de &;, f* o f, =1d;

2. pour tout diagramme de pseudo-somme amalgamée dans &, de la forme :

\% ! w
gl lk
X AW

on a
feogt =k"oh,.

Les morphismes sont les transformations naturelles de foncteurs qui sont des transformations na-
turelles aussi bien pour M* que pour M,.

Remarque 3.1.11. Cette définition peut étre vue comme étant un cas particulier de la généralisation
des foncteurs de Mackey donnée par Pirashvili dans [Pir02]. Pour cela, il suffit de prendre comme
ensemble de bimorphismes les diagrammes de pseudo-somme amalgamée pour avoir la condition
(2) et les diagrammes du type
\%
Idl
v

Id
—=V

~

— W
pour avoir la condition (1).

3.1.3 Equivalence entre les deux définitions

Le but de cette section est d’adapter au cas de &, le résultat suivant, donné par Lindner dans
[Lin76] et o Sp(C) est la catégorie des “spans” introduite au paragraphe 2.1 :

Théoréme 3.1.12. [Lin76] Les deux catégories Fonc(Sp(C), D) et Mack(C, D) sont équivalentes,
pour C une catégorie admettant des produits fibrés et des coproduits finis.

Exemple 3.1.13. On a I’équivalence naturelle suivante :
Fonc(Sp(£,°¢), £) = Mack(E,9, €).
On énonce ’analogue du théoreme 3.1.12, dans notre situation.

Théoreme 3.1.14. Les catégories Fauaqa €t Mack(Ey, E) sont équivalentes.

Démonstration. On définit un foncteur Fuyqd LR Mack(&y, £) de la maniére suivante : soient F' un
objet de Fyuad, V et W des objets de 7y, et f un élément de Homy, (V, W), on pose
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et
W
V—/"W
f
v
[T=SF) () = F lf — FoR()
WTW

ou L et R sont les foncteurs définis au 2.2.9.
Ceci définit bien un foncteur de Janus. Il nous reste & vérifier que S(F’) satisfait aux deux condi-
tions de Mack(&,, &) .

1. On a bien f* o f. = Idp(y) car,
[rofe = F(R(f)) e F(L(f)) = F(R(f) o L(f)) = F(Idv) = Idp(v)

par fonctorialité de F' et par la proposition 2.2.16.

2. Soit

_

w—- W
un diagramme de pseudo-somme amalgamée. On a d’une part,
C
feogm =F(L(f)) o F(R(g)) = F l’“
w—- W
par le diagramme de composition suivant :
C
Idl
!
V——C
_
W= W— W%C
et, d’autre part,
C
k*oh, = F(R(k))o F(L(h)) =F lk
W—> W%/_C

par la proposition 2.2.10.
On en déduit que f, o g* = k* o h,, ce qui termine la vérification de la propriété (2).
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Dans le sens inverse, on définit un foncteur Mack(&y, £) T, quad de la maniére suivante : soit
F = (F,, F*) un objet de Mack(&,, ), on définit

pour V un objet de 7 et
T(F)([V £ X £ W]) = F*(8) o F.(p)

pour [V 2x L W] un élément de Homy, (V,W). La fonctorialité de T' découle facilement de la
fonctorialité de F, et F* et des deux conditions sur les foncteurs de Mackey.

On laisse le soin au lecteur de vérifier que SoT =1d et T'o § = Id.
O

Remarque 3.1.15. Une variante du théoreme de Lindner est donnée également par Pirashvili dans
[Pir02], dans le cadre plus général dans lequel il se place.

3.2 Propriétés

On donne dans cette section deux propriétés importantes de la catégorie Fgyqq. La premiere
concerne l'existence d’'un foncteur dualité sur Fyuqq qui nous permet de montrer que Fgyqa a
suffisamment d’injectifs et la seconde relie la catégorie Fyyqq & la catégorie F des foncteurs de la
catégorie des Fy-espaces vectoriels de dimension finie dans la catégorie de tous les espaces vectoriels.

3.2.1 Dualité

Définition 3.2.1. Le foncteur dualité de Fgyqq est le foncteur D : Fuyuaa® — Fquaa défini par :
DF = —*oFotr

pour F' un foncteur de Fyyuqq, —* le foncteur dualité de £ dans £°P et tr le foncteur transposition
de 7, défini au 2.2.12.

Proposition 3.2.2. Si F est a valeurs dans les espaces vectoriels de dimensions finies, on a
l’équivalence suivante
DDF ~ F.

Démonstration. La proposition découle facilement du fait que tr et la restriction de —* aux espaces
vectoriels de dimension finie sont des foncteurs involutifs. O

Proposition 3.2.3. Pour F et G dans Fgyaa, on a un isomorphisme naturel :

Homg,,,,(F, DG) ~ Homg,

quaa (

G,DF).

Démonstration. Le résultat découle facilement de la définition de D et des propriétés de dualité
pour les espaces vectoriels. O

Le résultat suivant est une conséquence importante de la proposition précédente.
Théoreme 3.2.4. La catégorie Fyuaqa a suffisamment d’injectifs.
Démonstration. Soit Iy = D(Py ), pour V un objet de &,, d’apres la proposition précédente, on a :

Homg,,,,(F,Iv) = Homg,,,, (

Py,DF) = DF(V)

pour tout foncteur F' de Fyyqq. Par conséquent, les foncteurs Iy, forment un ensemble de cogénérateurs
injectifs. O
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3.2.2 Le foncteur ¢: F — Fyuuq

La proposition suivante relie la catégorie Fyuqq & la catégorie F des foncteurs de la catégorie
des Fo-espaces vectoriels de dimension finie dans la catégorie de tous les espaces vectoriels.
On rappelle que € est le foncteur défini au 2.5.6.

Proposition 3.2.5. [l existe un foncteur
t: F— Fauad

défini par o(F) = F o e et vérifiant les propriétés suivantes :
1. 1 est exact;
2. 1 est pleinement fidéle;
3. si S est un objet simple de F, 1(S) est un objet simple de Fquad-
Le foncteur e n’étant pas essentiellement surjectif, on ne peut pas appliquer telle quelle la

proposition A.0.2 de 'annexe. Par conséquent, on introduit une catégorie F’ équivalente & F qui
nous permettra d’utiliser les résultats généraux sur les catégories de foncteurs donnés dans I’annexe.

Définition 3.2.6. La catégorie £/~ (P47€) est 1a sous-catégorie pleine de £7 dont les objets sont les
F2-espaces vectoriels de dimension paire.

Notation 3.2.7. On note F' la catégorie des foncteurs de £7~(P%¢) dans €.

On a le résultat suivant :
Proposition 3.2.8. Les catégories F et F' sont équivalentes.

Démonstration. D’apres la proposition 2.8 de l'article [Kuh94b] de Kuhn, les catégories abéliennes
F et Mo sont équivalentes, ot Mo, désigne la catégorie des Fa[ Moo (F2)]-modules avec Moo (F3) =
U2 (M, (F2). Par le lemme 2.7 du méme article, My =~ lim(M,,), ot M,, est la catégorie des
Fy[M,,(Fs)]-modules. Par conséquent, nous avons la succession d’équivalences suivantes

F ~ My ~ lim(M,,(F3)) ~ lim(Mas, (F3)) ~ F/,

ou la derniere équivalence est obtenue par des arguments analogues a ceux utilisés pour démontrer
la proposition 2.8 dans [Kuh94b], ce qui fournit le résultat.
O

Démonstration de la proposition 3.2.5. Les objets de £, étant des espaces de dimension paire, le
foncteur € : & — &F se factorise a travers l'inclusion £/~(47¢) — €F ce qui induit un foncteur
€:&— & —(paire) qui est plein et essentiellement surjectif. On déduit de la proposition A.0.4 que
le foncteur — o €' : F' — Fyuqa est pleinement fidele et, pour un objet simple S de F’, S o€’ est
simple dans Fgyqd. On en déduit le résultat de ’énoncé par la proposition 3.2.8. O

On retrouve ainsi dans Fguqq tous les foncteurs de F. La catégorie Fyuaq peut donc étre
considérée comme étant une généralisation de la catégorie F.

Notation 3.2.9. Dans la suite, par abus de notation, pour un objet F' de F, on écrira parfois F' son
image dans Fyyqq, & la place de o(F).

Il existe, sur la catégorie F, un foncteur dualité défini par :

Définition 3.2.10 (Dualité sur F). Le foncteur dualité de F est le foncteur D : F°P — F défini
par :
DF =—"o0Fo-"

pour F' un foncteur de F et —* le foncteur dualité de £ dans £°P.

La proposition suivante affirme que la dualité définie sur Fyyqq étend celle définie sur F.
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o7

Proposition 3.2.11. Le diagramme suivant est commutatif :

LoP o
JFop > fquad P

Dl E

F — fquad

Démonstration. Ce résultat est une conséquence directe de la commutativité du diagramme de la

proposition 2.5.8.

O
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Chapitre 4

Les foncteurs isotropes de F g et
la catégorie F;,,

Le but de ce chapitre est de définir et d’analyser une famille de foncteurs originaux de Fgyqq,
dans le sens ot ces foncteurs ne sont pas dans I'image du foncteur ¢ : F — Fyyqq défini en 3.2.5.

Afin de classifier les facteurs de composition de ces foncteurs, baptisés foncteurs isotropes, on
introduit une nouvelle catégorie de foncteurs F,,, construite a partir de la catégorie des cotriplets
S, définie a la section 2.3.

L’intéreét de la catégorie F;s, réside dans la classification des foncteurs simples de cette catégorie,
qui est nettement plus aisée que dans la catégorie Fyyqd, et dans l'existence d’un foncteur & :
Fiso — Fquad, €xact et préservant les objets simples, qui nous permettra de déduire les séries de
composition des foncteurs isotropes de Fyyqq & partir de I'étude de F;,,. Ces décompositions auront
pour conséquence importante que les foncteurs isotropes sont des foncteurs finis de Fyuad-

4.1 Définition des foncteurs isotropes

On rappelle que les objets de 7, sont les espaces quadratiques non dégénérés.

Proposition 4.1.1. Soit H un objet de El‘;eg, les conditions suivantes définissent un objet Isop :
Ty — & de Fauad-

1. Sur les objets :
Isog (V) =T, [Homg;leg (H, V)]

pour V un objet de Ty ;
2. sur les morphismes :
Tson([V 5 W & W) =k,
ou, pour un générateur canonique [h] de Uespace vectoriel Isor (V'), k. est défini par :
k«([h]) = [k o h]

et
Isop (W 25 W &£ V) = &*

ou, k* est défini comme suit : pour un élément [h] de Isog (W), on considére le diagramme
sutvant dans Sqdeg

v

lk

w

H h
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— si le produit fibré dans E3°¢ de ce diagramme est H, autrement dit, si h(H) C k(V), ceci
fournit un unique morphisme de H dans V de Egeg, noté h' tel que h="kol'.

vy
Idl/ k
H —h> w
Dans ce cas, on pose :
k*([h)) = [1'];
— sinon, on pose :
k*([h]) =0

Remarque 4.1.2. Dans la proposition précédente, pour plus de clarté, nous avons défini séparément
la partie covariante et la partie contravariante des foncteurs isotropes. En utilisant la proposition
2.2.10 donnant la décomposition des morphismes de 7, on obtient la définition suivante :

pour un morphisme [V Lx<& W] de Homz, (V, W) et un élément [h] de Isog (V'), on considere
le diagramme suivant dans £5°8 :

w

|

— si le produit fibré dans é'qdeg de ce diagramme est H, autrement dit si f o h(H) C g(W), ceci
fournit un unique morphisme de H dans W de S;}eg, noté h' tel que foh=gohl'.

H—"—sw

Id g9

H—V—=X

h f

Dans ce cas, on pose :
tso ([V 5 X < W])([A]) = [K];
— sinon, on pose :
Tso ([V L X <L W))([h]) = 0.
Démonstration de la proposition 4.1.1. On vérifie que Isoy est bien défini sur les morphismes de

7T,. Pour montrer que Isoy est un objet de Fy,qq4, d’apres le corollaire 2.2.11, il suffit de vérifier les
points suivants :

1. Isogr o L : £ — A est un foncteur.
2. Isog o R: £;°" — A est un foncteur.

3. Isom (L(f)) o Isou (R(g)) = Isou (L(f) o R(g))-

Les deux premiers points sont clairs, par définition de k. et k*. Pour le dernier point, on note
[h] un générateur canonique de Isog (W, gw ). On a alors, d’une part :

W] siHxV=H
w

Isoy ([W Lw L VI([r) = { 0 sinon
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olt I/ est défini par le diagramme :

I
_—

H 14
ml l
H—h>W
d’ou :
[foh!]| ssiHxV=H
w
0 sinon

Tsor ([V L X 4 X)) o Isog (W 25 W £ V])([h]) = {

ce qui correspond au diagramme :

n' f

H—V——X
Idl/ g
H—h>W

d’autre part :
[VLX&X]o[WKWiV]:[Wf—>W€/_X<g—X]

ou [’ et k' sont définis par le diagramme en escalier :

1% X
W= W — WlX
D’ou
k] siH x X=H
Tson (VL X & XJow XL w L v))(n) = WX

olt k' est défini par le diagramme :
H—X

)

N W1
f'oh

P

Il reste a vérifier que les deux valeurs obtenues sont identiques. Pour cela, on regarde le diagramme
de produit fibré précédent comme la succession de deux produits fibrés et on applique les propriétés
du produit fibré et la proposition 1.3.21 reliant la pseudo-somme amalgamée dans £, au produit
fibré dans £7°¢, ce qui donne le diagramme :

HxV f
W Vv X
L ' Lg,
W1X
H——=W g
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Onendéduit HxV=H x Xet, danslecasoun HxV =H x X=H,onak' =foh'
w WLixX w WL1xX

O

Remarque 4.1.3. La terminologie foncteurs isotropes, découle du fait que, pour ’espace quadratique
dégénéré (z,0), on a :

I50(4,0) (V) = Fa[Iv]
ou Iy = {v € V'\ {0}|g(v) = 0} est le cone isotrope de 'espace quadratique V.

On a vu a la remarque 4.1.2 que la définition des foncteurs isotropes repose sur le produit fibré
de diagrammes du type :

W
lg
H —h) \% —f> X
or, par les propriétés générales du produit fibré, ceci revient a considérer successivement les deux
produits fibrés P; et P suivants :

P2—>P1—§>W

L]
H—h>V—f>X
f g

Ainsi, la définition des foncteurs ne dépend pas de la structure du triplet [V — X < W] mais

uniquement de celle du cotriplet [V L JREN W] ou P; est un espace dégénéré, en général.

Par conséquent, afin de déterminer les facteurs de composition des foncteurs isotropes, nous
allons introduire une nouvelle catégorie de foncteurs, notée F;s,, construite a partir de la catégorie
de cotriplets S, introduite a la section 2.3. D’apres ce qui précede, cette catégorie est le cadre naturel
pour étudier les foncteurs isotropes et nous verrons qu’elle a I’avantage d’avoir une structure plus
simple que la catégorie Fyyad-

4.2 Définition et propriétés de la catégorie F;,

On introduit dans cette section la catégorie Fj,, reliée a la catégorie Fuyuqq par un foncteur
pleinement fidele & : Fjso — Fyuad- Les foncteurs isotropes étant dans 'image du foncteur , la
catégorie F;4, est la structure adaptée a I’étude de ces foncteurs.

4.2.1 Définition
On rappelle que la catégorie S, est la catégorie de cotriplets introduite & la section 2.3.

Définition 4.2.1. La catégorie F;s, est la catégorie des foncteurs de S, dans £.

Théoréme 4.2.2. 1. La catégorie Fis, est abélienne, tensorielle et a suffisamment de projectifs.

2. Pour V un objet de Sy, le foncteur Qy = Fa[Homs, (V, —)] est un objet projectif vérifiant :
Homp, ,(Qv, F) = F(V)

pour tout foncteur F de Fig,.

3. L’ensemble des foncteurs {Qv|V € S} est un ensemble de générateurs projectifs de Fiso, 0U
S est un ensemble de représentants des classes d’isométrie des objets de S, .
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Démonstration. Ce théoreme se démontre exactement de la méme maniere que le théoreme 3.1.3
concernant la catégorie Fyyqa- O

Remarque 4.2.3. Contrairement a la catégorie Fyyqd, la catégorie Fis, ne peut pas étre définie en
termes de foncteurs de Janus étant donné que pour un cotriplet C' = [V «— D — W] de S, I'espace
D est dégénéré, en général.

On construit, dans F;s, une famille de foncteurs notés isoy et définis de maniere similaire aux
foncteurs isotropes Isog de Fyyqq. Plus précisément, on a la proposition suivante.

Proposition 4.2.4. Soit H un objet de El‘;eg, le foncteur isop : Sq — &£ défini de la maniére
sutvante est un objet de Fs,.

1. Sur les objets :
isopg (V) = Faq [Homg((;cg (H,V)]

pour V un objet de S, ;

2. sur les morphismes : pour un morphisme [V LIps W] de Homs, (V,W) et un générateur
canonique [h] de iso (V), on considére le diagramme suivant dans 5§eg :

— si le produit fibré dans Sl‘feg du diagramme de gauche est H, ceci fournit un unique mor-
phisme de H dans D de EJ°8, noté b’ tel que h = foh.

H-Lsp—Lsyw
Idl l~
H—h>V

Dans ce cas, on pose :

— sinon, on pose :

Démonstration. La preuve étant tres similaire & celle montrant 'appartenance des foncteurs Isoy
a la catégorie Fqyuqd, on laisse le soin au lecteur d’en vérifier les détails. O

Remarque 4.2.5. On verra dans la suite que les deux familles de foncteurs isoy de Fiso et Isoy de
Fquad sont fortement reliées, ce qui justifiera le choix de notations similaires.

On termine cette section en donnant les propriétés de la catégorie F;s, analogues aux propriétés
de la catégorie Fgyqq données a la section 3.2.

4.2.2 Dualité

Dans ce paragraphe, les démonstrations sont omises dans la mesure ou elles sont similaires &
celles données pour la catégorie Fguqq & la section 3.2.1.
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Définition 4.2.6. Le foncteur dualité de Fj,, est le foncteur D : F;5,°" — Fiso défini par :
DF = —*oFotr

pour F' un foncteur de F;s,, —* le foncteur dualité de £ dans £°P et tr le foncteur transposition de
S, défini au 2.3.5.

Proposition 4.2.7. Si F est a valeurs dans les espaces vectoriels de dimension finie, alors
DDF ~ F.

Proposition 4.2.8. Pour F et G dans Fiso, on a un isomorphisme naturel :

Homg,, (F,DG) ~ Homg, (G, DF).
Le résultat suivant est une conséquence importante de la proposition précédente.

Théoréme 4.2.9. La catégorie Fis, a suffisamment d’injectifs.

4.2.3 Le foncteur s : Fiso — Fouad

La proposition suivante relie la catégorie Fis,, a la catégorie Fyyuqaq définie a la section 3.1. On
rappelle que o : 7, — S, est le foncteur défini au 2.4.3.

Proposition 4.2.10. Le foncteur
K -:Fiso‘_)-'rquad
défini par k(F) = F o o, vérifie les propriétés suivantes :
1. le foncteur k est exact;
2. le foncteur k est pleinement fidele ;
3. si S est un objet simple de Fiso, k(S) est un objet simple de Fyyad-
Démonstration. Le premier point est clair.
D’apres la proposition 2.4.7, le foncteur o est plein. Par définition, ce foncteur est essentiellement

surjectif, on peut donc appliquer la proposition A.0.4 donnée dans I'annexe, pour obtenir les deux
derniers points. O

Le foncteur k étant plein, la proposition suivante justifie la similarité entre les notations choisies
pour les deux familles de foncteurs isom de Fis, et Isog de Fyuqa-

Proposition 4.2.11. Pour tout objet H de Sgeg, on a :
k(isom) = Isogy.

Démonstration. Le foncteur k(isog) = isoy o o est défini de la maniére suivante :
Sur les objets
k(isom)(V) = Fg[Homggeg (H,V)] =Isou (V).

Sur les morphismes, pour un triplet [V L x & W] de Homz, (V,W) et un élément [h] de
1sog (V), on considere le produit fibré D suivant dans queg :

D—f>W
| )
V—X

f
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On a r(isor)([V L X < W) = isox([V < D L w)).
Or, le produit fibré P; du diagramme de gauche :

P1—>D—5>W
|
H—>V

est égal au produit fibré P, de :
Py w

l ;

H—>V—f>X

par les propriétés générales du produit fibré, d’ou

ison([V < D L W]) = Tsou ([V £ X <L W)).
O

On déduit des deux propositions précédentes le résultat suivant qui justifie l'intérét de la
catégorie F;,, pour I’étude des foncteurs isotropes de Fyyqq-

Proposition 4.2.12. Le foncteur x envoie les facteurs de composition du foncteur isop de Fiso
sur les facteurs de composition du foncteur Isog de Fgyad-

Démonstration. On déduit des points (1) et (3) de la proposition 4.2.10 que le foncteur x préserve
les facteurs de composition. Il suffit, alors, d’appliquer ce résultat aux foncteurs isoy;. O

Remarque 4.2.13. On peut montrer que les seuls foncteurs qui sont a la fois des objets de F et de
Fiso sont les foncteurs constants.

Afin d’obtenir les facteurs de composition des foncteurs isoy de Fjs,, on montre que cette
catégorie est équivalente a la catégorie des foncteurs de Mackey sur &€ geg définie en 3.1.9.

4.3 Equivalence entre F;,, et Mack(é"geg, )

La catégorie S, est définie au 2.3.1 comme étant une sous-catégorie pleine de Sp(f)geg). On en
déduit I'existence d’un foncteur X de Mack(c‘f;ieg, &) dans Fiso.
Le but de cette section est de montrer le théoreme suivant :

Théoreme 4.3.1. Il existe une équivalence naturelle :
Fiso =~ Mack(EJ®, E).

Remarque 4.3.2. Le point fondamental de la preuve du théoréme précédent est la construction d’une
transformation naturelle de F;5, dans Mack(é'qdeg, &) qui repose sur la possibilité d’étendre un objet
de Fi;so aux espaces dégénérés.

Avant de démontrer le théoreéme, nous avons besoin de quelques résultats intermédiaires.

On commence par la définition suivante :

Définition 4.3.3. Soient V et W deux objets de &, D un objet de 5,?eg, a un élément de
Homgaes (D, V) et 8 un élément de Homgaes (D, W).
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1. Le morphisme e, de Homs, (V, V) est donné par :
ea=[VEDSLV]
2. Le morphisme f, 3 de Homs, (V, W) est donné par :
fap=[V<<DZw.

La proposition suivante répertorie les propriétés des morphismes e, et fo g. On rappelle que tr
est le foncteur transposition défini au 2.3.5.
Proposition 4.3.4. Les morphismes de S, définis précédemment satisfont les propriétés suivantes :
1. ey est un idempotent ;
2. fapofpa=ep;
3. fapoea=fapetegofap=fap;
4. tr(eq) =eq et tr(fa.p) = f8.a-

Démonstration. Les trois premiers points de la proposition découlent du fait que le produit fibré
dans Sgeg du diagramme D 5 V <& D est donné par le diagramme commutatif :

Id

D——D
y |-
D——=V

étant donné que les morphismes de queg sont les monomorphismes linéaires.

Le quatriéme point est clair par définition du foncteur transposition.

La proposition suivante joue un role central dans la démonstration du théoreme.

Proposition 4.3.5. Soient V et W deux objets de £;, D un objet de 5395, a un élément de
Homgaes (D, V), B un élément de Homgaes (D, W) et F' un objet de Fiso. Les morphismes fo 5 et
q q

f8,a induisent un isomorphisme :

F(eq)F(V) >~ F(eg)F(W).

Démonstration. Le morphisme e, étant un idempotent de Homgs, (V,V) d’apres le point (1) de
la proposition 4.3.4, F'(e,) est un idempotent de Homg (F(V), F(V)). Etant donné que £ est une
catégorie abélienne, on peut définir I'inclusion i, : F(e,)F (V) — F(V) et la projection p, : F(V) —
F(eq)F(V) vérifiant :
Pa©le = Id (4.1)
laoPa = Flea). (4.2)

De méme, pour F'(eg), on définit ig et pg.
On considere le morphisme de F(eq)F (V) dans F(eg)F(W) obtenu par la composée :

pB

T F(W) 2 Fleg) F(W)

F(ea)F(V) 225 F(V) F(W)

et le morphisme de F(eg)F (W) dans F(eqo)F (V) obtenu par la composée :

F(fﬁ,a)
—_—

Fleg)F(W) 25 F(W) F(V) 2% Fea)F(V).
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Il nous reste a vérifier que ces deux morphismes sont inverses I'un de 'autre :

(ps © F(fa,8) 0 ia) © (Pa © F(fp,a) ©ip)
=ppo F(fap)o (iaopa)o F(fga)oisg par associativité
=ppoF(fap)oF(ea)o F(fpa)ois  par(4.2)

=pgoF(fapoeac faa)oig par fonctorialité

=pgo F(eg)oig par les points (2) et (3) de la proposition 4.3.4
=pgo(igopg)oig par (4.2)

= (ppoip)o(psoip) par associativité

=1d par (4.1)

Les indices « et 3 jouant des roles symétriques, on obtient, de méme :

(Pa © F'(fg,a) 0ip) o (g © F(fa,p) 0ia) = 1d.
O

Afin de montrer que le foncteur \ : Fjz, — Mack(c‘fqdeg, &) qu’on définit dans la démonstration
du théoreme 4.3.1 est bien défini sur les morphismes, nous aurons besoin du résultat technique
suivant :

Proposition 4.3.6. Soient D1 et Do des objets de Sgeg et C = [D; Ip Ly Ds] un élément de
Homsp(géleg)(D17 Dy), Vi et Wy des objets de E;, a1 un élément de Homggeg (D1,V1), 1 un élément
de Homgsleg (D1, W1), Vo un objet de &;, o un élément de Homggeg (D2, Va) et F' un objet de Fisp.

On note Coy 0, = Vi Qneh p 2ol Vo] Uélément de Homs, (V1,V2) et Cp, 0, = [W1 Lo

D 22002, Vo] lélément de Homsq(Wl7 Va), on a alors le diagramme commutatif suivant :

Démonstration. Ce résultat se démontre par un calcul analogue a celui effectué dans la preuve de
la proposition précédente. O

Remarque 4.3.7. On a un diagramme commutatif analogue en considérant les deux morphismes

Cal,ag _ [Vl aiofy D Qg0 fa VQ] de HOmsq(Vl,VQ) et Oal,ﬂg — [Vl (al_ofl D % WQ] de
Homg, (V1, W3). Ce résultat peut s’obtenir a partir de la proposition précédente en utilisant le
foncteur transposition.

On peut maintenant démontrer le théoreme 4.3.1.

Démonstration du théoréme. On définit un foncteur A\ : Fiso — Mack(é’geg, €) de la maniere sui-
vante : pour F: §; — £ un objet de Fiso, on définit A(F) : Sp(£3°8) — € comme suit :

Pour un objet D de S p(é'qdeg), on choisit un espace non dégénéré V' et un morphisme o : D — V
en faisant la convention que oo = Idp dans le cas ou D est non dégénéré. On pose :

AE)(D) = Flea)F(V).

D’apres la proposition 4.3.5, la classe d’isomorphismes de A\(F)(D) ne dépend pas du choix de V et
de a.
Pour définir A(F') sur les morphismes de Sp(Sqdeg), on utilise la construction faite & la proposition

4.3.6, c’est a dire, pour C' = [D; Dop Ly D5] un élément de Homsp(gseg)(Dl,Dg) on définit
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AF)C) : MF)(D1) — MF)(D2) par A(F)(C) = F(Caqy,as)- On déduit de la commutativité du
diagramme de la proposition 4.3.6 que ceci est cohérent.

Il nous reste a vérifier que A est bien un foncteur.

Soient F' un objet de Fis, et 1p : F' — F' la transformation naturelle identité. Pour un objet D
de Sp(é'qdeg), on choisit un espace non dégénéré V et un morphisme « : D — V. Par naturalité de
1p, on a le diagramme commutatif suivant :

F(V) F(ea)

(1F)Vl

EV)

F

|

F(ea)

(V)
l(lF)v
F(V)

|

Ceci implique que A(1r) = 1x(p)-

Soient 0 : F — G et 7 : G — H des morphismes de F;5,. Pour un objet D de Sp(é'qdeg), on
choisit un espace non dégénéré V' et un morphisme o : D — V. Par naturalité de o et 7, on obtient
le diagramme commutatif suivant :

Ceci implique que (A7) o (Ag) = A(T 0 0).
On laisse le soin au lecteur de vérifier, a partir des définitions, que les foncteurs

At Fiso — Mack(E;®, )
et
N : Mack(EJ®, &) — Fiso

induisent une équivalence de catégories.

4.4 Les foncteurs simples de F,

Le but de cette section est de donner une classification des foncteurs simples de la catégorie Fs,,
en utilisant 1’équivalence de catégories obtenue a la section précédente. On introduit la notation
suivante :

Notation 4.4.1. Pour V un objet de £, le foncteur projectif de la catégorie Mack(£J¢€, £), défini
par Fy [Homsp(ggcg)(v, —)], sera noté Qv .

L’intérét de la catégorie Mack(Sqdeg, &), par rapport a la catégorie Fis,, réside dans l'existence
de la notion d’espace minimal définie ci-apres et, surtout, a I'unicité de cet espace pour les foncteurs
simples de Mack(£{°8, £) donnée par la proposition 4.4.3.

Définition 4.4.2. Un espace minimal d’un objet F' de Mack(é'geg, £) est un objet V de Egeg, tel
que F(V) # 0 et pour tout objet W de 5(‘;9% non isomorphe & V et vérifiant Homggcg(VV7 V) #0,
on a F(W)=0.
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L’existence d’un espace minimal est claire. Il suffit de considérer un espace V de dimension
minimale vérifiant F(V) # 0. Les morphismes de £J° étant des monomorphismes la condition de
la définition ci-dessus est vérifiée pour ’espace V.

Pour les foncteurs simples, on montre le résultat d’unicité important suivant :

Proposition 4.4.3. Un foncteur simple de Mack(c‘:geg, E) admet un unique espace minimal.

Démonstration. Soient V7 et V5 deux espaces minimaux non isométriques du foncteur S, comme
S(V1) #0et S(V2) # 0, on a le diagramme suivant :

Qv,

|

QVl—»’S

ou Qy, =y [Homsp(ggcg)(vl, —)] et Qv, = F [Homsp(ggcg) (Va, —)] sont deux foncteurs projectifs de

Mack(é’geg ,€) et ol les fleches sont surjectives par simplicité du foncteur S.
Le foncteur Qy, étant projectif, on en déduit l'existence d’une application ¢ : Qy; — Qy, non
nulle, rendant le diagramme suivant commutatif :

Qv,
e
Qv —= S
Comme ¢ est un élément non nul de
HomMaCk(ggeg,g)(QVuQ\é) =Qw, (V1) =T, [Homsp(ggeg)(v% Vi)

il s’écrit sous forme : ;
o= [Vo <t W; L5 1]

K3
Comme la composée Qv, 2 Qv, — S est non nulle, au moins un des morphismes [V5 g w; 25 1]
induit un morphisme non nul de S(V2) dans S(V;). Or, d’apres la proposition de décomposition

des morphismes 2.1.8, on a [Va <= W; 25 V] = [W; << W, 25 Vil o (Ve <& Wi X4 W], par
conséquent, S(W;) est non nul ainsi que le morphisme de S;}eg , fi : Wi — Vs, ce qui contredit la
minimalité de V5, puisqu’on a supposé V; et V5 non isométriques. O

Remarque 4.4.4. La proposition précédente justifie le fait qu’on parlera dans la suite de ’espace
minimal d’un foncteur simple de Mack(ﬁ,‘;eg,g) et de Fiso, car cet espace est unique & isométrie
pres.

On a la proposition importante suivante :

Proposition 4.4.5. Le foncteurisoy de Fiso est quotient du foncteur Qy = Fo [Homsp(ggeg)(‘/, -]

Démonstration. Par le lemme de Yoneda, on a Hom(Qv, isoy) = isoy (V) = Fo[O(V)].

Pour un générateur canonique [V ER V] de isoy (V) la transformation naturelle Qv 21, isoy est
surjective. En effet, on vérifie aisément qu'un générateur [V 2 W] de isoy (W) a pour antécédent,
dans Qv (W) par oy, le cotriplet [V Ly W], pour W un objet de £J°8. O
Notation 4.4.6. Pour 1’élément [V 1, V] de isoy (V'), on note Ky le foncteur tel que :

0—>Kvi>Qvoi>isoV—>O

soit une suite exacte courte.
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On a le lemme évident suivant :

Lemme 4.4.7. Pour W un objet de Sq, Kv (W) est le sous-espace vectoriel de Qv (W) engendré
par les cotriplets de la forme [V «— H — W] avec H 2 V.

Remarque 4.4.8. Pour un objet F' de F;s,, on a I'existence d’un morphisme injectif :
Hompg,, (isoy, F) — Homg,  (Qv, F).

La proposition suivante affirme que, dans le cas ou F' est un foncteur simple d’espace minimal
V', lapplication précédente est un isomorphisme.

Proposition 4.4.9. Si S est un objet simple de F;so, d’espace minimal V', alors S est quotient du
foncteur isotrope isoy de Fiso. De plus, on a : Homg,, (isoy,S) = S(V).

Démonstration. Soit S un objet simple de Fiso, d’espace minimal V. On a Homyg,  (Qv,S) =
S(V) # 0 donc, par simplicité de S, ce foncteur est un quotient de @y . Par la proposition 4.4.5,
pour un élément f fixé dans Hom(Qy, S), on a le diagramme :

0 Ky —— Qv " isoy 0

1

Or, pour un générateur [V «— H — —] de Ky (—), avec H # V d’aprés le lemme 4.4.7, on a
foi([V < H — —]) =0 puisque, S étant d’espace minimal V', on a S(H) =0 pour H # V.

Par conséquent on a 'existence d’un morphisme de Fiso, 7¢ : 50y — S, surjectif par surjectivité
de f.

En faisant varier f, on obtient :

Hompg,  (isoy,S) = Homg,  (Qv,S) = S(V).
O

Pour obtenir ’ensemble des objets simples de Fi,,, il suffit donc d’obtenir les facteurs de com-
position des foncteurs isotropes. Avant d’énoncer le théoreme fondamental permettant d’obtenir ces
facteurs de composition, on fait la remarque suivante :

Remarque 4.4.10. Pour W un objet de Sy, isoy (W) est un Fo[O(V')]-module & droite, 'action étant
obtenue par composition a la source.

Théoréme 4.4.11. Pour V un objet de 5(‘;95, le foncteur Fy : Fo[O(V)]—mod — Fiso défini par

Fv(M)=isoy & M, pour M unF3[O(V)]-module & gauche, vérifie les propriétés suivantes.
F2[O(V)]

1. Le foncteur Fy est exact.
2. 81 M est un Fo[O(V)]-module simple, alors Fy (M) est un objet simple de Fiso.

Démonstration de l’exactitude de Fy . Les morphismes de 5qdeg étant les monomorphismes conser-
vant la forme quadratique, on peut identifier le O(V)-ensemble a droite Homgaez (V, W) au O(V)-
q

ensemble libre Gry (W) x O(V) ot Gry (W) désigne la grassmanienne dans Sgeg, c’est & dire 'en-
semble des sous-espaces de W isométriques a V. Par conséquent, isoy (W) est un O(V)-module
libre, a savoir :
isoy (W) = Fo[Gry (W)] g@ Fo[O(V)].
2

On en déduit,
Fy (M)(W) = Fa[Gry (W)] g M
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en tant qu’espace vectoriel. Comme le foncteur

Fo[Gry (W)) E@ — : O(V)—mod — &

est exact pour tout W, on en déduit que le foncteur Fy est exact. O
La démonstration du deuxieme point du théoreme, repose sur les deux lemmes suivants.

Lemme 4.4.12. Si L est un sous-foncteur non nul de Fy (M) pour M un O(V)-module simple,
alors L(V) = M.

Démonstration. Onnote i : L — Fy (M) la transformation naturelle de foncteurs. On a iy : L(V) —
Fy(M)(V) = M, par conséquent, L(V) est un sous-module de M. Le module M étant simple, on
en déduit que L(V') est soit nul soit égal & M. On montre, dans la suite, que L(V') # 0.
Le foncteur L étant non nul, il existe un objet W de queg tel que L(W) # 0; on note w un
élément non nul de L(W).
On a .
iw(w) = ANV — W m;
w (w) XZ: il ] o8, m
ol on peut supposer que, pour ¢ différent de j, Im(«;) # Im(a;) étant donné que le produit tensoriel
est pris au dessus du groupe orthogonal O(V'). L’élément iy (w) étant non nul, un des termes de la
combinaison linéaire précédente est non nul ; on notera

VESW @ m
Oo(V)

un de ces termes. u
En considérant le morphisme R(a) = [W <= V =% V] de Homg cacs) (W, V) obtenu & partir du
q
foncteur R défini a la section 2.1.2, on obtient le diagramme commutatif suivant :

L(W) 2o Fv(M)(W) = isoy (W) @ M

o(V)
L(R(a)) va(M)(L(R(a)))
Fy(M)(V)=1isoy(V) @ M
L(V) —— v(M)(V) v( )O(V)
Pour un morphisme o; : V. — W
— Si a; = « on a le produit fibré suivant :
IR I

dont on déduit :
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ou P # V puisque Im(o;) # Im(a), dont on déduit :

Fy(M)(L(R(a))([V 25 W) O(X) m) = 0 pour «; # .
V)

Par conséquent,
Fy (M)(L(R(@))) o iw (w) = [V 1% V] &, m' #0

et donc, par commutativité du diagramme on a L(V) # 0, d’ou L(V) = M. O

Lemme 4.4.13. Si L est un sous-foncteur de Fy (M) pour M un O(V)-module simple, tel que
L(V)=M, alors L = Fy(M).

Démonstration. On a le morphisme d’évaluation
0:Qv® L(V) — L

défini par :

ow([T]®y) = L(T)(y)
pour W un objet de Sp(é,‘;eg) et T un morphisme de Homsp(ggcg)(v, W) et, on déduit de la propo-
sition 4.4.5 que Fy (M) est quotient de Qv ® M, ce qui fournit le diagramme commutatif suivant :

QveL(V)———1L

|

Qv @ M —— Fy (M)

Comme L(V) = M, on en déduit que Qv & L(V) —— Fy (M), dou L —— Fy (M) et donc
L = Fy(M). O

Démonstration du point 2 du théoréme. Soit M un O(V)-module simple et L un sous-foncteur non
nul de Fy (M). D’apres le lemme 4.4.12 on a L(V) = M et donc par le lemme 4.4.13 L = Fy (M).
D’ou la simplicité de Fy (M). O

Remarque 4.4.14. Le deuxiéme point du théoreme précédent est fondamental et est tres particulier
a la catégorie F;s,. En effet, comparons cette situation avec ce qui se passe dans la catégorie F.
Dans 'article [Pow98b], Powell s’intéresse a 1’adjoint & gauche, noté L,,, du foncteur d’évaluation
E,:F—> M, (F— F(Fy")) ou M,, est la catégorie des End(F3")-modules & gauche . Ce foncteur
L,,, défini par :
L,M :=TF3[Hom(Fy",—-)] ® M
End Fpn

présente de nombreuses similarités avec notre foncteur Fy , lorsqu’on se restreint aux modules M
qui proviennent de représentations de GL,(F2); on notera entre entres, les similitudes existant
entre la preuve du premier point du théoréme et celle de la proposition 2.2.1 de [Pow98b] donnant
lexactitude de L,,. Dans cette démonstration, 'auteur fait apparaitre ’ensemble des injections a la
place de ’ensemble des morphismes, ce qui est & rapprocher du fait que nos catégories n’ont pour
morphismes que des monomorphismes.

Cependant, les foncteurs de Weyl :

DJy = L, S,

pour Sy un GL,-module simple, ne sont pas simples. Les foncteurs Jy, duaux de ces foncteurs, sont
le sujet central de ’article sus-cité.
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Le point fondamental dans la preuve de la simplicité du foncteur L dans F;s, réside dans la
démonstration du lemme 4.4.12 et plus particulierement dans le fait que, pour deux éléments « et
B de Homgaes (V, W),

q

isoy (R(0))([a]) # 0 si et seulement si Im(a) ~ Im(/3)

ou R(B) = [W Ly L, V] et [a] est un générateur canonique de isoy (W). Autrement dit, dans
Fiso, pour un élément (8 de Homggcg(V, W) fixé, il existe un unique générateur canonique « de
isoy (W) tel que

isov (R(B))([a]) # 0.

Afin d’illustrer la différence entre les situations de F et de F;s,, on compare, dans la suite, ce qui
se passe pour le foncteur iso(, ) pour € € {0,1} de Fiy, et pour le foncteur Pr, ~ Li(A'(F)) de
F, ou Py, est le foncteur défini par Pr, ~ Py, & Fa.

Dans F, les morphismes analogues & R(f3) sont les projections p : W — Fa. Pour un générateur
canonique [w] de Pp, (W) tel que p([w]) # 0 et un élément k du noyau de p, on a :

p([w + k]) = [w].

Par conséquent, dans F, il existe 24™(V)=1 générateurs canoniques de Pg, (W) vérifiant p([w]) # 0.

On en déduit que les éléments de Pr, (W) de la forme :
[w+w] + [w] + [w'] + 0] = ([w + w'] + [0]) + ([w] + [0]) + ([w'] + [0])
engendrent un sous-foncteur propre de Py, .
On a le corollaire important suivant du théoréeme 4.4.11.

Corollaire 4.4.15. Le foncteur Fy envoie les facteurs de composition du module Fo[O(V')] sur les
facteurs de composition du foncteur isoy de Fiso-

4.5 Les facteurs de composition des foncteurs isotropes de

F. quad

On déduit facilement de la proposition 4.2.12, le résultat analogue au corollaire 4.4.15 pour la
catégorie Fyyad, suivant.

Proposition 4.5.1. Le foncteur ko Fy envoie les facteurs de composition du module Fo[O(V)] sur
les facteurs de composition du foncteur Isoy de Fyyad-

Etant donné que les groupes orthogonaux O(V') sont des groupes finis, on en déduit le résultat
important suivant :

Proposition 4.5.2. Les foncteurs isotropes de Fquaqa sont finis.

On termine cette section en appliquant le résultat de la proposition 4.5.1 & quelques exemples.
Proposition 4.5.3. Les foncteurs 1so(, o) et Iso(, 1) sont simples dans Fyuad-
Démonstration. D’apres la proposition 1.4.10, O(z,0) = O(z, 1) = {Id}, d’ou le résultat. O

Remarque 4.5.4. Les formes quadratiques étant a valeurs dans Fy, pour un objet W de S; on a
I’isomorphisme d’espaces vectoriels suivant :

150(2,0) (W) @ i50(5,1) (W) = Fo[W \ {0}],

mais cette décomposition ne correspond pas a un isomorphisme de foncteurs entre 150, 0)©i50(;,1)®
Fy et o(PF).
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Proposition 4.5.5. On rappelle que d’apres les propositions 1.4.9 et 1.4.10 on a :
O((z,1)L(z,1)) = Olqu,) = 52

et
O((z,0)L(z,0)) = O(gm,) = Ss.

1. Le foncteur Isog, est indécomposable et a deux facteurs de composition isomorphes & Ry, ot
Ry, est le foncteur obtenu a partir de la représentation triviale de O(qm,)-

2. Le foncteur Isog, se décompose sous la forme :
Isoy, = Fu, ® Su, ® Su,

ot Fp, est indécomposable et ses facteurs de composition sont Ry, et Ry, ou Ry, est le
foncteur obtenu a partir de la représentation triviale de O(qp,) et Su, est le foncteur obtenu
a partir de la représentation de Steinberg.

3. Le foncteur 180(4 1)1 (2,1) €st indécomposable et ses facteurs de composition sont Rz 1)1 (z,1)
et Rz 1)1 (2,1) 0U R(z1)L(2,1) €st le foncteur obtenu a partir de la représentation triviale de
O((z,1)L(z,1)).

4. Le foncteur 180, 0y 1 («,0) S€ décompose sous la forme :

150(2,0) L(2,0) = F(2,0)L(2,0) D S(2,0) L(z,0) P S(2,0)L(x,0)

oU Fiz 0)1 (x,0) €st indécomposable et ses facteurs de composition sont R4 0) 1 (z,0) €t B(z,0)L(x,0)
ot R(4.0)1(x,0) €t le foncteur obtenu a partir de la représentation triviale de O((x,0)L(z,0))
et S(z,0)L(x,0) €st le foncteur obtenu a partir de la représentation de Steinberyg.

Démonstration. 1l suffit d’appliquer la théorie des représentations modulaires des groupes symétriques,
sur laquelle on pourra consulter [JK81], pour obtenir le résultat. O

4.6 Dimensions des espaces Iso(V)

4.6.1 Dimensions des espaces Iso ) (V) et Isoq 1) (V)
On rappelle qu’on a défini au 1.2.15, les invariants v et vq par :
w(V,qv) = Card{v € (V.qv) | qv(v) = 0} €N,
n(V,qv) = Card{v e (V.qv) | qv(v) =1} €N.
On déduit de la définition des foncteurs isotropes, le lemme suivant :

Lemme 4.6.1. Pour un objet V de S, on a :
dim(iso(z,0)(V)) = vo(V) — 1
et
dim(isoz,1)(V)) = v1i(V).
On ne s’intéresse dans la suite qu’aux dimensions des espaces Iso, 0y(V') et Iso(, 1)(V') pour un
espace quadratique V non dégénéré.
Proposition 4.6.2. Pour un objet V' de T, non nul, on a les égalités suivantes :

1 1 .
dim(Iso(X,O) (V)) — §2d1m(V) + (_1)Arf(V)§2d1m(V)/2 1

1_ 4 1.
dim(ISO(X71) (V)) — §2d1m(V) + (_I)Arf(V)+1§2d1m(V)/2

Démonstration. Ce résultat est une conséquence directe de la proposition 1.2.19 et des lemmes
1.2.16 et 4.6.1. O
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4.6.2 Dimensions des espaces I50(;0)1(2,0)(V); 1501121 (V), Isom, (V) et
Isog, (V)

On montre dans cette section le résultat suivant.

Proposition 4.6.3. Pour un objet V de 1y, on a les égalités suivantes :

: 1 im r 3 im im r 3 im
dlm(ISO(mﬁ)L(z)O) (V)) — §22d (V) + (—I)A f(V)§23d V)/2 _ 2d V) 4 (_1)A f(V)§2d (V)/2 4 2

dim (Tsoz, (V) = éfdim(m n (_1)Arf(V)%23dim(V)/2 _ £2dim(v)
: 1 im r 1 im 1 im r 1 im
dlm(ISO(w)l)J_(wJ)(V)) _ §22d V) + (_1)A f(v)§23d vV)/2 _ 52d (V) + (—I)A f(V)§2d (V)/2

1 _og . 1 .
dim(Isog, (V)) = g2zd1m(v) + (—1)Arf(v)g23d‘m(v)/2 + Z2d’m(v) pour V 2 Hy

dim(Isog, (Hp)) =0

Démonstration. Soit V' un objet de 7.
1. Dimensions des espaces Isog, (V)

Soit G(Isop, (V') I'ensemble des générateurs canoniques de I’espace Isog, (V). Le groupe or-
thogonal O(V') agit sur I’ensemble G(Isog, (V') par composition. On déduit de la remarque
1.3.6 que cette action est transitive.

(a) Pour V ~ Hy"™ avec n > 0
On considere 1’élément [i] de G(Isom,(V)) ou i est I'inclusion canonique de Hy dans le

premier facteur de Hg™. On a alors
Stab([i]) = O(Hy " ")
par conséquent,
dim(Iso, (Hg™)) = Card(G(Isop, (Hy™))) = Card(Orb([i])) = %
0

On utilise alors les formules donnant l'ordre des groupes orthogonaux rappellées a la
proposition 1.4.6 pour obtenir le résultat de 1’énoncé.

(b) Pour V ~ Hy "V LH, avecn > 2
On montre de la méme maniere que précédemment que

, - OHI" Vg
dlm(ISOHO (Hé_( UJ-Hl)) - :OEHOL(n—?)J_Hl;:.
0 1

(¢) Pour V ~ H;
On a
dim(Isop,(H1)) =0
d’apres le lemme 1.2.7. On vérifie alors que dans ce cas la formule de I’énoncé est encore
valable.
2. Dimensions des espaces Isoq, (V)
On utilise le méme type d’argument qu’au point précédent pour obtenir les égalités qui suivent.
(a) Pour V ~ Hy
On a
dim(Isog, (Hp)) =0

d’apres le lemme 1.2.7.
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(b) Pour V ~ Hg"™ avec n > 2

On a dans ce cas N
|O(Hy")|

dim(ISOHl (Hd_n)) = n—
|OHF ") LH,|

(¢) Pour V =~ Hé'(nfl)J_Hl avec n > 2
On a dans ce cas
_ oy "V 1 Hy)|
o ")

dim(Iso g, (H "~V LHY))

3. Dimensions des espaces 150, 0) 1 (4,0)(V)
On note {ap,bo} une base symplectique de Hy et G(Isom,(V')); G(Is0(4,0)1(y,0)(V) les en-
sembles des générateurs canoniques des espaces correspondants. On a alors :

G(Isom, (V) U G(Is0(z,0)L(y,0)(V))

{(h(ao), h(bo)) pour [h] € G(Isom,(V))} U{(h(z), h(y)) pour [h] € G(Is0(z,0)1(y,0/(V))}
{(v,v") € V2 tel que q(v) = q(v') =0 et B(v,v') =1}

U{(v,v") € V2 tel que {v,v'} est une famille libre, g(v) = q(v') = 0 et B(v,v’) = 0}
{(v,v") € V? tel que {v,v'} est une famille libre, et q(v) = q(v') =0}

R

12

On en déduit :
dim(Isog, (V7)) + dim(Iso,,0) 1 (y,0)(V)) = dim(Iso(4,0)(V')).(dim(Iso(, 0y (V) — 1)

On applique les résultats de la proposition 4.6.2 pour obtenir les dimensions des espaces
I50(5,0) L (y,0) (V).

4. Dimensions des espaces 1504, 1)1 (y,1)(V)
On montre de la méme maniere que précédemment que

diIn(ISOH1 (V)) + dim(ISO(Ll)L(y)l)(V)) = dim(ISO(w)l)(V)).(dim(ISO(w)l)(V)) — 1)
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Chapitre 5

Filtration des projectifs

On montre dans ce chapitre 'existence d’une filtration des projectifs Py de Fguqa par le rang.
Cette construction fournira un outil essentiel pour obtenir, au chapitre 7, une décomposition en
facteurs indécomposables des projectifs Pp, et Py, de Fguqad-

Apres avoir défini cette filtration, on en donnera quelques conséquences générales sur les projec-
tifs Py de Fquad. On montrera que la partie de rang nul est un facteur direct de Py et, au théoreme
5.2.1, on identifiera ce foncteur. Ce résultat nous permettra de montrer au théoreme 5.2.12 que
1(F) est une sous-catégorie épaisse de Fguqad- A la proposition 5.3.1, on prouvera que le quotient
supérieur de cette filtration est le foncteur isotrope Isoy .

5.1 Définition de la filtration

On rappelle qu'un morphisme de 7, de V dans W, ot V' et W sont deux espaces quadratiques
non dégénérés, est donné par un triplet [V — X «— W]. On a la définition suivante :
Définition 5.1.1. Un morphisme [V — X «— W] est de rang inférieur ou égal & ¢ si son produit
fibré dans Egeg est un espace quadratique de dimension inférieure ou égale a 1.
Notation 5.1.2. On notera Hom(Tiq) (V,W) Pensemble des morphismes de V' dans W de rang inférieur
ou égal a i.

On a la proposition suivante :

Proposition 5.1.3. Pour W un objet de 1, le sous-espace vectoriel de Py (W) suivant :
P (W) = Fa[Hom{) (V,W)]
définit un sous-foncteur de Py .

Démonstration. 11 suffit de vérifier que pour tout morphisme f = [W — Y «— Z] de 7, et tout
triplet [V — X «— W] de Hom%) (V,W), le triplet fo[V — X < W] est de rang inférieur ou égal &
7.

On a le diagramme commutatif suivant :

L]
S

79
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olt P et P’ sont les produits fibrés et X VJ[7Y est la pseudo-somme amalgamée, dont on déduit que

f([V-oX<W])= [V—>XVJ[7Y — Z].
Comme [V — X — W] est un générateur de P‘(,i )(W)7 on sait que P est de dimension inférieure ou
égale & ¢. Par conséquent, P’ est de dimension inférieure ou égale a i, ce qui fournit le résultat. O
On a le lemme suivant :
Lemme 5.1.4. Il existe une équivalence naturelle entre les deux foncteurs suivants :

pmv) o py.

Démonstration. Le produit fibré D d’un triplet [V — X « W] est un sous-espace quadratique de

V' ; par conséquent, tout triplet de V' dans W est de rang inférieur ou égal & dim (V). O
On en déduit la proposition suivante.

Proposition 5.1.5. Les foncteurs P‘(,i)

du foncteur Py .

pour i =0,...,dim(V) définissent une filtration croissante

Démonstration. On a clairement 'inclusion d’espaces vectoriels :
j i+1
PP (W) c PUTYw)
pour W un objet de 7;. Par conséquent, P‘(/i) est un sous-foncteur de P‘(/Hl) par la proposition

5.1.3. ]

Pour un objet V' de 7, on obtient la filtration suivante du foncteur Py :
0c PP cpPPc...cpim=b c pldmV)_ p,.

Le but des deux prochaines sections est d’étudier les deux extrémités de cette filtration, a savoir,
le foncteur P‘(/O) et le quotient Py / p‘(/dlm(v)—l).

Notation 5.1.6. Dans la suite, pour tout générateur de Py (W), on considérera un représentant de

la forme [V S WLW! W], ot iy est Iinclusion canonique. On rappelle qu’un tel représentant
existe, d’apres la proposition 2.2.14.

Remarque 5.1.7. On peut raffiner la filtration en utilisant ’ensemble partiellement ordonné des
classes d’isomorphisme d’objets de 5,?65

5.2 Le foncteur P‘(/O)

On rappelle que le foncteur P7, (~) = Fao[Homgr(e(V), —)], ol € : Ty — &7 est le foncteur
défini a la proposition 2.5.6, est un foncteur projectif de F.

5.2.1 Etude du foncteur P‘(,O)

Le but de cette section est de montrer le résultat suivant :

Théoréme 5.2.1. Soit V' un objet de T;.

1. On a une équivalence naturelle de foncteurs :
0
P ~ (P,

ot, L F — Fyuad est le foncteur défini a la proposition 3.2.5.
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2. Le foncteur P‘(,O) est un facteur direct de Py .

Avant de démontrer ce résultat, on donne la caractérisation suivante des triplets de rang nul,
qui nous sera utile dans la suite.

Lemme 5.2.2. Soient V un objet de 7, de dimension 2n et {a1,b1,...,an,bn} une base symplec-
tique de V. Un triplet T = [V 2 W LW’ <« W] est de rang nul si et seulement si

{pw(ala1)),pw (a(br)), - .., pw (a(an)), pw (a(bn))}
est une famille libre de W', ot pw désigne la projection orthogonale sur W’'.

Le foncteur € : 7, — &£/ défini & la proposition 2.5.6, fournit une application
Homy, (V,W) — Homg; (e(V),e(W)) pour V' et W deux objets de 7,

qui, de plus, est surjective, puisque € est plein d’apres la proposition 2.5.9. On en déduit une
application linéaire surjective

Py (W) —2% P7, (e(W)) YW € 1,

On a le lemme suivant.

Lemme 5.2.3. Les applications gw définissent une transformation naturelle entre Py et L(Pg(:v)).

Démonstration. Soit T = [W; EEN gpEL W3] un morphisme de 7y, il s’agit de montrer que le

diagramme suivant :
gwy

Py (W) — t(PJy))(Wh)

PV(T)L \LL(PEJ(:V))(T)

gwo

Pv(WQ) _— [’(PZ(:V))(WQ)

est commutatif.
Soit T' = [V % X’ <& W] un générateur de Py (W7).
On a, d’une part :

UPLT) 0 gw (T") = o(PIy) ) (T)(e(T7) = e(T) 0 (1)

et, d’autre part,
gw, o Py (T)(T') = gw,(T o T") = e(T o T")

Or, par fonctorialité de €, on a
e(ToT')=¢(T)oe(T)

d’ot1 la commutativité du diagramme. O

)

Le foncteur P‘(/O étant un sous-foncteur de Py, les applications gy induisent des applications

0 )
PP (W) L5 PRy ((W)).
On déduit du lemme 5.2.3 le résultat suivant.
Lemme 5.2.4. Les applications fy définissent une transformation naturelle entre P‘(,O) et L(Pg(:v)).

Pour démontrer le théoreme 5.2.1, il suffit donc de montrer la proposition qui suit.
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Proposition 5.2.5. L’ application P‘(,O)(W) Jw, PEJ(:V)(G(W)) est un isomorphisme pour V et W
des objets de T;.
Démonstration. 1. Surjectivité de fy
La surjectivité de fy est donnée par la proposition 2.5.10.
2. Injectivité de fy
La transformation naturelle f est induite par la transformation naturelle

Homg%)(V, —) — Homgs (e(V), e(—))

en considérant les espaces vectoriels librement engendrés par ces ensembles. Donc, f est injec-
tive si et seulement si cette transformation naturelle est injective. Par conséquent, il suffit de
vérifier que pour T = [V 5 WLW' & Wet T/ = [V 25 WLW” < W] deux générateurs
de P‘(/O)(W) tels que

pw © O(a) = py 0 O(d) (5.1)
onaT =T Soit {ai,b1,...,an,b,} une base symplectique de V. On déduit de 5.1 que pour
tout i € {1,...,n} on a:

a(a;) = w; +wl, alb;) =z; + (5.2)
et
o (a;) = w; +w!, (b)) =z + (5.3)
ou{wl,xl,...,w,,xh et {w, ..., w} x'} sont deux familles libres d’apres le lemme 5.2.2,
puisque les triplets sont de rang nul.
On note W' = Vect(w},z],...,w,,x.) (respectivement W" = Vect(wY,z7,...,wl z)) le

sous-espace quadratique éventuellement dégénéré, de W' (respectivement W) et on définit
lapplication f: W/ — W” par f(w}) = w} et f(z}) =z pour tout ¢ € {1,...,n}.

Etant donné que a et o’ conservent la forme quadratique, on déduit des relations 5.2 et 5.3
que f conserve la forme quadratique. On peut donc appliquer le lemme 1.1.16 & l’espace
non dégénéré W’ LW" qui fournit un morphisme f : W/ L W"” — W’'1W" de &, et dont la
restriction & W' coincide avec f. On en déduit la commutativité du diagramme suivant :

IdLf
a/ \

WL(W' LW")
dont on déduit I’égalité T' = T" étant donné que, par inclusion, on a
T=[VSWIW & W] =[V-SWIWIW"” &2 W)
et , ) , y
T =[VSWIW” & W)=V S Wiw 1Lw” &8 w).
O

Notation 5.2.6. Dans la suite, pour V' et W deux objets de &, et f un morphisme de Homgy (¢(V'), e(W)),
on notera ty le triplet de Hom(o)(V, W) qui lui correspond. Dans la suite, on notera encore 5 le
générateur canonique de P‘(,O)(W) obtenu & partir de ty.

On déduit du point 1 du théoreme 5.2.1 le corollaire suivant.
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Corollaire 5.2.7. Pour V, W et X des objets de E;, f : (W) — €(X) et g : (V) — (W) des
morphismes de ET, on a :
tyotyg =tfog
ou ty, tg et trog sont les triplets de, respectivement, P‘E‘?)(X), P‘(/O)(W) et P‘(,O) (X) associés aux
applications linéaires : f, g et fog.
On peut reformuler ce résultat en terme d’idempotent de ’anneau d’endomorphismes End(Py/),
pour obtenir la proposition suivante.

Proposition 5.2.8. Le triplet t14,, est un idempotent de End(Py ) tel que Py .tia, = P‘(/O).

Démonstration. Le triplet t1q est un idempotent de End(Py ) par le corollaire 5.2.7. On a clairement
Py .tiqg C P‘(,O) par définition de la filtration et, pour tout triplet ¢y de P‘(/O)7 onaty=tyotyg, dol
I’égalité. O

Dans la suite, afin d’alléger les notations, I'idempotent t14, sera noté ey .

5.2.2 Propriétés de 'idempotent ey

L’idempotent ey joue un role fondamental dans la démonstration du fait que ¢(F) est une sous-
catégorie épaisse de Fyyq4, donnée a la section suivante. Pour cela, quelques résultats complémentaires
concernant ces idempotents seront nécessaires. Cette section a pour vocation de donner ces pro-
priétés.

On rappelle la proposition suivante qui résulte de la combinaison des propositions 5.2.5 et 5.2.8.
Proposition 5.2.9. Soit V' un objet de 1y, il existe un unique endomorphisme ey de Endr, (V') tel
que :

1. U’endomorphisme ey est de rang nul;

2. elev) =Idqvy ot e: Ty — &S est le foncteur défini a la proposition 2.5.6.

En particulier, ey est un idempotent de Endr, (V).
On déduit, de la proposition précédente, le corollaire :

Corollaire 5.2.10. Pour V et W deux objets de T,, on a :

eviw = evlew
ot L : Ty x Ty — 1, est le foncteur somme orthogonale défini a la proposition 2.2.22.

Démonstration. On vérifie que 'endomorphisme ey L ey, vérifie les deux propriétés de la proposition
5.2.9.
O
On a le lemme fondamental suivant, qui nous sera utile par la suite. On rappelle que L(Pej(:v)) ~
P d’apres le théoreme 5.2.1.

Lemme 5.2.11. Soient V et W des objets de Ty, le foncteur v induit un isomorphisme :

~ 0 0
Homz (P, Pw)) — Homg,,,, (PP, PP,

ot € : Ty — & est le foncteur défini a la proposition 2.5.6.

Démonstration. On a les suites d’égalités :

Homy,,,,(PY), PY) = P (ev) P (V) = PY(V)

uad

= L(P](:W))(V) = PE{W) (e(V)) = Hom]:(P](:V)v Pe](:W))

€ €
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5.2.3 La catégorie ((F) est une sous-catégorie épaisse de F 4

Le but de cette section est de montrer le résultat suivant

Théoréme 5.2.12. La catégorie o(F) est une sous-catégorie épaisse de Fauad 0%, t: F — Fyuad
est le foncteur défini a la proposition 3.2.5.

Démonstration.  — Soit F¥ un objet de F et
0—G—u(FF)— H—0,

une suite exacte courte dans Fyueq. En utilisant la catégorie F’ introduite en 3.2.7 on peut
appliquer le deuxieéme point de la proposition A.0.4, dont on déduit que : G ~ +(G”) par un
argument similaire & celui utilisé & la section 3.2.2. De méme, on montre que H ~ ((H”).
— Soient G et H” deux objets de F, on note G = «(G7) et H = 1(H”). Pour une suite exacte
courte
0—G—F—H-—Q0,

on souhaite montrer qu'il existe un foncteur F7 de F vérifiant F' = 1(F7).
Soient
.—>P1—>POHG}_—>O

et
_—>Q1—>QO—>H}-—>O

des résolutions projectives de G¥ et H” dans F, on a le diagramme commutatif

0——u(P) ——u(P) ®1(Q1) —= 1(Q1) —=0

0 —— (o) —= 1(Fy) ® 1(Qo) — 1(Qo) —=0

0 G F H 0

dans lequel les colonnes sont des résolutions projectives dans Fgyqq, d’apres le lemme du “fer
a cheval”. Or, d’apres le lemme 5.2.11 le morphisme «(P1) & t(Q1) — t(Py) & t(Qo) est induit
par un morphisme de F noté f. On en déduit qu’il existe un diagramme commutatif, dont les
lignes sont exactes :

U(P1) & 1(Qr) —= «(Po) ® ¢(Qo) — 1(Coker(f)) —=0

{

L(P1) @ 1(Q1) — 1(Po) © 1(Qo) F 0

d’out F' = (Coker(f)).
O

Gréce a ce théoreme, on déduit de la proposition 5.2.9 et du lemme 5.2.11, la caractérisation
suivante des foncteurs simples de F dans Fy,qq qui nous sera tres utile dans le chapitre 8 concernant
I’étude des foncteurs polynomiaux de Fyyqd-
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Proposition 5.2.13. 1. Soit F un foncteur de Fyyad, alors F est dans l'image du foncteur
L1 F — Fguad St et seulement si, pour tout objet V de Ty,

Fley)F(V)=F(V).
2. Soit S un foncteur simple de Fquaa, alors S est dans l'image du foncteur v : F — Fgyqa St et
seulement s’il existe un objet W de 7T tel que
S(ew)S(W) #£ 0.

Démonstration. Le sens direct du premier point découle du fait que, pour un foncteur F dans
I'image du foncteur ¢,
(P, F) = Flev)F(V) = F(V).

Pour la réciproque, la condition F'(ey)F(V) = F(V) entraine que F est quotient d’une somme

Hompg,

uad

de projectifs de la forme P‘(,O). La catégorie ¢(F) étant épaisse dans Fyyuqq d’apres le théoreme
précédent, on obtient le résultat.
Pour le second point, il suffit de remarquer que, si S(ew)S(W) # 0, on a Homg,,,, (PV(I(,J), S) #

) par simplicité de S. Le lemme 5.2.11 entraine qu'’il existe

)

0 et donc S est un quotient de P‘E‘e
une correspondance bijective entre les facteurs indécomposables de P‘(,O

déduit que les quotients simples de P‘(,O) proviennent de F. Par conséquent, S est dans 'image du
foncteur ¢. O

et ceux de va)- On en

5.3 Le quotient P,/P™")"Y

Le but de cette section est de montrer le résultat suivant :

Proposition 5.3.1. Pour V un objet de 7;, on a une équivalence naturelle de foncteurs :
Py /P g0y

Pour cela, on commence par montrer, pour la catégorie Fyyqq4, le résultat analogue a la propo-
sition 4.4.5 dans la catégorie Fq,.

Proposition 5.3.2. Le foncteur Isoy de Fquaa est quotient du foncteur Py = Fay[Homg, (V, —)].
Démonstration. Par le lemme de Yoneda, on a Hom(Py,Isoy) = Isoy (V) = F2[O(V)].

Pour un générateur [V ER V] de Isoy (V), la transformation naturelle Py 2L, Tsoy est surjective.
En effet, on vérifie aisément qu'un générateur [V < W] de Isoy (W) a pour antécédent, dans Py (W)

-1

par (of)w, le triplet [V gof Ly 4 w1. O
On montre alors le résultat formel qui suit.

Proposition 5.3.3. Le foncteur Isoy de Fyuaq est quotient du foncteur PV/P‘(/dim(V)_l).

Démonstration. Par la définition de la filtration et par la proposition précédente, on a le diagramme :

0 —> P‘(/dim(V)*l) i Py PV/P‘(/dim(V)fl) 0
igld
Isoy

(

N . . . dim(V)—1 o s .
ol i est I'inclusion canonique de P‘(, m(V)=1) dans Py. Par définition de o1q, on a o1q 0 = 0, dont

on déduit la transformation naturelle :

T PV/P‘(/dim(V)fl) — Isoy.
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Nous allons montrer dans la suite que cette transformation naturelle est un isomorphisme. Pour
cela, il suffit de montrer le résultat suivant.

Proposition 5.3.4. Pour V et W deux objets de 1, on a un isomorphisme
dim —
(Py /P V)= (W) ~ Tsoy (W).
Pour démontrer ce résultat nous aurons besoin du lemme :

Lemme 5.3.5. Pout tout générateur T = [V Lwiw — W] de (PV/P‘(/dim(V)_l))(W), on a :
T=[vLwdw.

Démonstration. Par définition de la filtration, pour V et W deux objets de 7, I'espace

(Py /PY™ V)= (1) est engendré par les triplets du type Hom[;;m(v)] (V,W)] on Hom[;;m(v)] (V,W)
désigne ’ensemble des triplets de V' dans W dont le produit fibré D dans queg est un espace quadra-
tique de dimension égale a la dimension de V. On déduit alors de I'existence d’'un monomorphisme

de D dans V et de I’'égalité des dimensions, que D et V sont isométriques.
Par conséquent, pour le triplet T de 1’énoncé, on a, par définition du produit fibré, f(V) Cc W

et done T = [V Loy M W1, par la relation d’équivalence définie sur les morphismes de 7.
O

Démonstration de la proposition 5.3.4. La transformation naturelle 7 obtenue dans la démonstration
de la proposition 5.3.3 définit, pour W un objet de 7, application linéaire

w: (Py/PYmVTIYar) S Tsop (W)
r=wvLtwdw — vLiw

qui est un isomorphime d’apres le lemme 5.3.5. Par conséquent, 7 est une équivalence naturelle. [



Chapitre 6

Les foncteurs mixtes

On introduit dans ce chapitre une nouvelle famille de foncteurs originaux de Fyuad, appelés
foncteurs mixtes. On étudiera en détails certains de ces foncteurs, & savoir les foncteurs Mixg 1 et
Mix; 1, dont nous aurons besoin au chapitre 7 pour étudier les projectifs P, et Pp,. Nous verrons
en particulier que ces foncteurs Mixg ; et Mix; ; sont infinis et nous en donnerons les facteurs de
composition.

6.1 Définition des foncteurs mixtes

Notation 6.1.1. Dans le reste de ce chapitre, la forme bilinéaire associée a un espace quadratique
V sera notée By .

On commence par définir ’ensemble suivant :

Définition 6.1.2. Soient D un objet de Egeg, 7 un élement du dual D* et V un objet de 7,
I’ensemble Mgm est I'ensemble des couples

([n], v)

tels que :
1. [h] est un générateur canonique de Isop(V);
2. vest un élément de V tel que la forme linéaire By, ,, : D — Fy définie par By, ,(d) = By (v, h(d))
vérifie : By, = 1.
Ceci nous permet de définir les foncteurs mixtes dans la proposition suivante :
Proposition 6.1.3. Soient D un objet de S(‘;eg et n un élement du dual D* de l'espace sous-jacent
a D, les conditions suivantes définissent un objet Mixp , : Ty — € de Fguad-
1. Sur les objets :
Mixp, (V) = F2[Mp,]
pour V un objet de Ty ;
2. sur les morphismes :
pour un morphisme [V Lx & W] de Homg,(V,W) et un élément [h] de Isop(V), on
considere le diagramme suivant dans 5391% :
w
lg
X

D——V —

h f

87
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— si le produit fibré dans Egeg de ce diagramme est D, autrement dit si foh(D) C g(W), ceci
fournit un unique morphisme de D dans W de Sgeg, noté h' tel que foh=goh'.

h W
&
X

h f

Dans ce cas, on pose :

Mixp,([V L X £ W)[([A],0)] = (W], ¢ © f(v))]

ot g' est linverse a gauche de g défini en 2.5.3;
— sinon, on pose :
Mixp,([V L X < W)([h]) = 0.
Démonstration. On commence par vérifier que les foncteurs mixtes sont bien définis, c’est a dire que,
dans le cas ol le produit fibré du diagramme considéré dans ’énoncé est D, le couple ([h'], g' o f(v))
est un élément de M,%Vn. Par construction, [h'] est un générateur canonique de Isop(W). Pour un

élément d de D, on a :
By (v,h(d)) = Bx(f(v), f o h(d)).

Comme le produit fibré du diagramme de I’énoncé est D, on a
foh(D) Cg(W)
par conséquent
By (v,h(d)) = Bw(g' o f(v),4' o f o h(d)) = Bw(g' o f(v), 1 (d)).
D’ou
st By =mn alors By giof) =1

en conséquence de quoi ([h/], g' o f(v)) est un élément de My,
On vérifie que Mixp,, est bien défini sur les morphismes de 7. Pour montrer que Mixp , est
un objet de Fuyqd, d’apres le corollaire 2.2.11, il suffit de vérifier les points suivants :

1. Mixp 4oL : & — A est un foncteur.
2. Mixp,, o R: &,°? — A est un foncteur.
3. Mixp,,(L(f)) o Mixp »(R(g)) = Mixp (L(f) o R(g))-

De méme que pour les foncteurs isotropes, les deux premiers points sont clairs. Pour le dernier
point, on note [([h], w)] un générateur canonique de Mixp (W, gw ). On a alors, d’une part :

h' ) : w siDxV =D
Mixp ., ([W RN 7 rapts VI([([h], w))) = { [([W], g*(w))] w
0 sinon
ou b/ est défini par le diagramme :
p—Lsvy
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d’ou :

Mixp, ([V L X 4L X])oMixp (W 25 W £ V))([([h], w)]) = { . W

d’autre part :

[VLX&X]o[WiW&V]:[WLW%/_Xﬂ—IX]

ou f’ et g’ sont définis par le diagramme en escalier :

X
lm
v—L>x
gl lg/
W1lX
W W—7"v
D’ou
. ([, 9" o f'(w))] siD x X=0D
Mixpy([V = X <= X]o[W == W < V])([([h],w)]) = *
0 sinon
oll k' est défini par le diagramme :
Idt g
D——> W%/_X
f'oh

Il reste a vérifier que les deux valeurs obtenues sont identiques. Pour cela, on regarde le diagramme
de produit fibré précédent comme la succession de deux produits fibrés et on applique les propriétés
du produit fibré et la proposition 1.3.21 reliant la pseudo-somme amalgamée dans £, au produit
fibré dans Egeg , ce qui donne le diagramme :

DxV W f
X v X

L1

WX
D——=w—> W5

ou i est I'inclusion canonique. On en déduit D x V = D x X et, dans le casou D x V =
w WX w
D x X=D,onak'=foh'.Deplus, g" o f' = fog', étant donné que le foncteur e : 7, — &f
W1xX
\%4
est un foncteur de Fyyqq d’apres la proposition 2.5.6.
O

Remarque 6.1.4. Une premiere justification a I’appellation : foncteurs mixtes, choisie pour ces fonc-
teurs, réside dans le fait que, pour un objet V' de 7, la définition de Mixp , (V) utilise, & la fois,
la structure d’ espace quadratique de V', par le biais de ’espace quadratique D, mais également de
celle d’espace muni d’une forme bilinéaire, par le biais de 1’élément n de D*.

[([foh], fog'(w))] si DxV=D
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Remarque 6.1.5. Dans la définition précédente des foncteurs mixtes, on n’impose pas de condition
d’indépendance linéaire entre h(D) et v. On peut néanmoins, construire d’autres foncteurs du méme
type en imposant cette condition, ce qui fournit des foncteurs quotients des foncteurs mixtes définis
ci-dessus. Ces foncteurs pourront donc étre utiles dans un travail ultérieur pour décomposer les
foncteurs mixtes.

Dans la suite de ce chapitre, on ne s’intéressera qu’aux foncteurs Mixp ,, pour D un espace
quadratique de dimension un.

6.2 Quelques généralités sur les foncteurs Mixp, tels que
dim(D) =1

Dans le cas ou I'espace quadratique D est de dimension un, ’espace dual D* est également de
dimension un et possede donc deux éléments : I’élément nul qui sera noté 0 et un élément non trivial
qui sera noté 1.

On note dans le reste de ce chapitre, Mix, g le foncteur Mixp ,, tel que D ~ (z,a) et n = 3.

D’apres la définition générale des foncteurs mixtes donnée a la section précédente, il existe quatre
foncteurs de Fyuaq tels que dim(D) = 1, notés respectivement

MiX()yQ, MiXOJ, Min,Q, Min,l.
On a le résultat suivant :

Lemme 6.2.1. Soit V un objet de Ty, si [([h],v)] est un générateur canonique de Mixq, g(V'), alors
[([P], v+ h(x))] est un générateur canonique de Mixq, g(V), ot x est le générateur de 'espace D.

Démonstration. Ce résultat découle directement du fait que la forme bilinéaire est alternée. O

Afin de mettre en évidence cette symétrie dans 'ensemble des générateurs canoniques de Mix,, g(V')
et de rendre plus claire une action du groupe So, on utilise, dans la suite, une représentation des
générateurs canoniques de Mix, g(V') différente de celle donnée dans la définition générale.

Définition 6.2.2. Pour D ~ (z,a) et n = 3, 'ensemble Ng,n est ’ensemble des couples
(v1,v2)

de V, tels que :
L. g(v1 +v2) = a;
2. B(’Ul,’UQ) = 6

On a le résultat suivant :
Lemme 6.2.3. Pour D ~ (z,«) et n = 3, les ensembles Mg,n et Ng,n sont en bijection.

Démonstration. On a la bijection d’ensemble suivante

fv: Mg,n — Ng,n
([p],v) = (h(z)+v,0)

d’inverse
f't Np, - Mg,
(UlaUQ) = ([k]vUQ)
ou k est le monomorphisme de D dans V' défini par k(z) = v1 + ve. O

Notation 6.2.4. Dans la suite, un générateur de Mix, g(V') sera représenté par I’élément qui lui
correspond par la bijection fy .
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Ainsi, le générateur [([h], v)] de Mixq,5(V) est représenté par I'élément [(h(z)+v,v)] de Fo[Np ]
et élément [([h],v + h(z))], qui est également un générateur canonique de Mix, g(V) d’apres le
lemme 6.2.1, sera représenté par ’élément [(v,v + h(z))].

Remarque 6.2.5. Dans le cas ot D ~ (z,«), le produit fibré du diagramme

w
l"
(x,a)h—>VT>X:W¢L

considéré a la proposition 6.1.3, est isométrique & (z, ) si et seulement si f o h(z) € W. Par
conséquent, pour la représentation d’un générateur [([h],v)] de Mixq, (V') sous la forme

[(v1, 02)] := [(h(2) + v, 0)],

la définition des foncteurs mixtes sur les morphismes est donnée par :

Mixp ,([V L X =~ WLL < W))[(vy,v0)] = { [(g"o f(vl)oag! o f(vz)] si f(vls;rrl;}rgl) ew

ol ¢ est l'inverse & gauche de g défini en 2.5.3.
On a le lemme suivant :
Lemme 6.2.6. Le groupe symétrique So agit sur le foncteur Mix, g.
Démonstration. Soit V un objet de 7y, on définit I’action de Sy = {Id, 7} sur Mix, g(V') par :
7[(v1,v2)] = [(v2,v1)]

pour 7 1’élément d’ordre deux de Sz et [(v1,v2)] un générateur canonique de Mix, (V). On vérifie
que ceci définit bien une action.
Il nous reste & vérifier que les applications linéaires 7y
Tv : Mixeg(V) — Mix,g(V)
[(vi,02)] = [(v2,01)]

définissent une transformation naturelle, ¢’est & dire que pour un triplet 7 = [V <> W_.LL v w1,
on a la commutativité du diagramme suivant :

Mixg (V) —— Mixq g(V)

Mixaﬁ(T)l lMiXa,B(T)
Mix, 5(W) —%> Mixq, 5(W).

On a

Mixq,g(T') o Tv[(v1,v2)]

= Mixq,5(T)([(v2,v1)])

[(pw o (¢(v2)),pw o (p(v1))]  sip(v1 +v2) €W
0 sinon

et

Tw © Mixa,5(T)([(v1,v2)])

— | [ew o (@(vr))pw o (p(v2))] st p(vr +v2) €W

0 sinon
_ { [(pw o (w(vz))dpw o (1)) sip(vr +v2) €W

ce qui prouve la naturalité de 7.
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Ce lemme nous permet de définir un foncteur de Fgyqq en considérant les invariants par cette
action.

Définition 6.2.7. Le foncteur X, g de Fguqad est obtenu en considérant les invariants de Mixq g(V')
par l’action du groupe symétrique Ss.
Ea,g : 'Tq — &
Voo (Mixa,g(V))%.
On s’intéressera plus particulierement, dans la suite, aux foncteurs Mixg ; et Mixy,1, qui sont les
deux foncteurs qui apparaitront au chapitre III dans les décompositions des projectifs Pg, et Pg,

données au théoreme 7.3.4.
On a le lemme suivant :

Lemme 6.2.8. Soient V un objet de T, et [(v1,v2)] un générateur canonique de Mixq 1(V'), alors
la famille {v1,v2} de V est libre.

Démonstration. Pour une combinaison linéaire nulle de v et vs :

A1.01 + Ag.vg =0,

on a
B(’Ul,)\l.’l}l + )\2.’02) =X=0
et
B(’Ug,)\l.’l}l + )\2.’02) =X\ =0
puisque la forme bilinéaire B est alternée. O

On en déduit la proposition suivante :

Proposition 6.2.9. Soit V un objet de Ty, laction de Sy sur lensemble des générateurs canoniques
de Mixg 1(V) (respectivement Mix1 1(V')) est libre.

Démonstration. Pour un générateur [(v1,v2)] de Mixq,1(V'), comme la famille {v1,v2} de V est libre
d’apres le lemme 6.2.8, on a v1 # ve, ce qui prouve que l'action de Ss est libre.
o

Remarque 6.2.10. On déduit du lemme 6.2.8 que les deux foncteurs Mix, 1(V'), coincident avec ceux
qui leur correspondent dans la famille de foncteurs évoquée a la remarque 6.1.5.

On donne le résultat général suivant concernant les actions libres du groupe Ss.

Lemme 6.2.11. Si A est un ensemble fini muni d’une action libre de S alors, il existe une suite

exacte courte :
0 — Fo[A]%2 — Fy[A] — Fo[A]%2 — 0.

Démonstration. Par I'action de Sy sur A, on a l'existence de l'inclusion canonique des invariants
dans Fy[A] :

Fy[A]5 L~ oA,

La norme F3[A] Eai [A] induit une application linéaire :

telle que la composée

Fy[A]5 L Fy[4]

Fy [A] Sz

est triviale. On vérifie que ceci définit une suite exacte courte. O
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On en déduit la proposition suivante :

Proposition 6.2.12. [ existe une suite exacte courte
0— Xa1 — Mixq1 — Xa,1 — 0. (6.1)
Démonstration. Ce résultat découle directement de la proposition 6.2.7 et du lemme 6.2.11. O

Notation 6.2.13. On notera [{vi,v2}] 'image de Pélément [(v1,v2)] de Mix, 1 (V) dans X4 1 (V).

Remarque 6.2.14. La proposition 6.2.12 n’a pas d’analogue pour les foncteurs Mixg o et Mix o
car, dans ces deux cas, I’action du groupe Ss n’est pas libre. Néanmoins, des arguments similaires
s’appliquent aux foncteurs évoqués a la remarque 6.1.5 qui correspondent aux foncteurs Mixg o et
Min’Q.

Remarque 6.2.15. On verra a la proposition 7.3.2, que les foncteurs Mixg ; et Mix; ; sont indécomposables.
On en déduira que la suite exacte courte (6.1) n’est pas scindée pour les foncteurs Mixg 1 et Mixy 1.

En vue d’étudier les foncteurs Mix, 1 pour « € {0,1} on relie, & la section suivante, le foncteur
Mixa,1 au foncteur o(PL) ® Iso(y,q)-

6.3 Etude du foncteur +(Pf) ® Iso(,

Dans cette section, on montre que le foncteur L(P]g; ) ®180(4,q) admet un facteur direct équivalent
au foncteur Mix, ; puis, on déduit de la filtration polynomiale de la catégorie F, une filtration du
foncteur L(PH?Z ) ®180(4,o) qui nous sera utile par la suite.

Notation 6.3.1. Afin d’alléger les notations, on écrira Pr ® Iso, a la place de L(P]{;) ® I80(4,q) €t
Iso, a la place de Iso(; -

6.3.1 Lien entre les foncteurs Fr ® Iso, et Mix, ;

On commence par définir deux sous-foncteurs de Pr ® Iso,.

Lemme 6.3.2. 1. Il existe un sous-foncteur (Pp ® Isoa)1 de Pr ® Iso,, tel que, pour V un objet
de T,, (Pr @ Is0,)' (V) est lespace vectoriel engendré par les éléments de la forme

[v] ® [h] tels que B(v, h(z)) =1

ou [v] est un générateur canonique de Py,(V') et [h] est un générateur canonique de Ison (V).

2. 1l existe un sous-foncteur (Pr ® Is0,)? de Pr ® Iso, tel que, pour V un objet de Ty, (Fr®
Is04)%(V) est lespace vectoriel engendré par les éléments de la forme

[v] ® [h] tels que B(v, h(z)) =0
ot [v] est un générateur canonique de Pp, (V) et [h] est un générateur canonique de Isoq (V).

Démonstration. 1. Soit [v] ® [h] un générateur de (Pr ® Ison) (V) et T = [V % WLL N W]
un triplet de Homg, (V, W), on note P le produit fibré de
(z, @) RNy vl L 7
(a) Si P={0}
Ona:
(Fr @ Iso)(T)([v] @ [h]) = O
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(b) Si P=(x,)
On a le diagramme commutatif suivant :

et poh(x) e W.
Par conséquent
(Fr @ Iso)(T)([v] @ [A]) = [pw o p(v)] ® []

avec

B(v, h(z))

B(p(v), ¢ o h(x))

B(pw o ¢(v) + pre(v), ¢ o h(z))

B(pw o p(v), ¢ o h(z)) puisque @ o h(z) € W
B(

1

pw © @(v), M (z))

Par conséquent,
(Pr ®Is0,)(T)([v] ® [h]) € (Pr @ Isog ) (W).

2. La preuve est similaire a la précédente, en remplacant 1 par 0.

On en déduit le résultat suivant :

Proposition 6.3.3. On a la décomposition en somme directe
Pr®Iso, = (Pr® Isoa)0 & (Pr® Isoa)l.
Démonstration. Pour tout objet V' de 7y, on a la décomposition en somme directe
Pr ®1504(V) = (Pr ®150,)°(V) @ (Pr @ Is0,)* (V).
d’otu le résultat, par le lemme 6.3.2. O

On a le lien suivant entre les foncteurs (Pr ® Iso, )t et Mixg 1.

Lemme 6.3.4. [l existe une transformation naturelle non nulle
0:(Fr® Isoa)1 — Mixg 1.
Démonstration. Pour un objet V' de 7, on montre que les applications linéaires

Oy : (Pr®Iso,)' (V) —  Mixa(V)
[v] ® [A] — [(v,v + h(z))]

induisent une transformation naturelle entre (Pr @ Iso,)' et Mix, 1, c’est & dire que, pour un
morphisme T = [V LWLL & W], on a la commutativité du diagramme suivant :
0 .
(PF 024 ISOQ)I(V) — Mlxa,l(v)
(PF®Isoa)1(T)l lMixa,l(T)
0 .
(Pr @ Is0q)' (W) —— Mix, 1 (W).
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On note P le produit fibré de

@oh A%

(x,0) —WIL<—>"W
et dans le cas o P ~ (z,), on a :

(w,0) W

(#,0) — = WLL

Par définition du produit fibré, on a ’équivalence suivante :
P ~ (z,«) si et seulement si p o h(x) € W.

On a:
Mixq 1 (T) o Oy ([v] ® [R])
= Mixa1(T)[(v,v + h(z))]
- { [(pw o (¢(v)), pw © ((v + h(z)))] sigoh(z) e W

0 sinon

et

B o (Pe ® Tsou) (T)([u] © [B]) = 0w [pw 0 p(v)] @ [R'] si P~ (z,a)

0 sinon
_ { [w o (0w o (p(0) 4 H(@))] 51 P (2,0)
[ w0 (p()),pw o (9(0) + 9o h(@)] si P = (z,0)
0 sinon.

d’ot1 la commutativité du diagramme.

On a le résultat suivant.

Proposition 6.3.5. La transformation 0 définit un isomorphisme naturel entre (Pr ® Isoq)! et
MiXa71,

Démonstration. L’application fy est un isomorphisme d’inverse
0v): (Pr@Ts0,) (V) —  Mixaa(V)
[(v, w)] —  [v] ®[h]
olt h est le morphisme de Homy, ((x, ), V') tel que h(z) = v + w. O

6.3.2 Filtration des foncteurs Fr ® Iso,

On définit dans la suite une filtration des foncteurs Pr ® Iso, obtenue a partir de la filtration
polynomiale de la catégorie F. On ne donne ici que les résultats essentiels pour la suite concernant
les foncteurs polynomiaux de F. Le lecteur pourra consulter [HLS93] et [Sch94] pour les généralités
sur les foncteurs polynomiaux de F et les preuves des résultats rappelés ici.

Définition 6.3.6. Soient F' un objet de F et d un entier naturel, le foncteur g4 F est le plus grand
quotient polynomial de degré d de F'.

Notation 6.3.7. On note kqgF le noyau de F ——= q4F .

On a le résultat suivant.
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Proposition 6.3.8. Pourd un entier naturel, les foncteurs kqF' définissent une filtration décroissante
séparée du foncteur F.

Pour le foncteur projectif Pr, on a donc les suites exactes courtes :

0 — kaPr — Pr 2% quPs — 0. (6.2)

On rappelle, dans la proposition suivante, la description des espaces kqPr(V) pour V un objet
de &F.

Proposition 6.3.9. L’espace vectoriel kqPp(V) est engendré par les éléments de la forme
>
zeL
ou L est un espace vectoriel engendré par d + 1 éléments de V' linéairement indépendants.
On donne dans la proposition suivante les sous-quotients de la filtration du foncteur Pp.

Proposition 6.3.10. Pour tout entier d, il existe une suite exacte courte
0 — kgp1Pr — kqPr 25 AT S 0. (6.3)

ou Uapplication gq est définie de la maniére suivante : pour V un objet de £ et L Uespace vectoriel
engendré par d + 1 éléments l1,...,lq11 de V linéairement indépendants, l'image du générateur
> .erlzl de kaPr(V') par (ga)v est donnée par :

(9a)v (S L) = 1 A Al

zeL

Par produit tensoriel avec les foncteurs Iso, la proposition 6.3.8 et les suites exactes courtes (6.2)
t (6.3) fournissent le résultat suivant.

Corollaire 6.3.11. 1. Pour d un entier naturel, les foncteurs (kqPr) ® Iso, définissent une
filtration décroissante séparée du foncteur Pr ® Iso,,.

2. 1l existe les suites exactes courtes suivantes dans Fquad *

fa®lIsoq

0 — (kaPr) ® Ison, — Pr ® Iso, (qaPr) ® Isoq — 0. (6.4)
0 — (ka1 Pr) ® Isoq — (kaPr) ® Ison 222500, (A4+1) g Tso, — 0. (6.5)

Remarque 6.3.12. Les arguments utilisés dans cette section pour étudier les foncteurs Pr ® Iso,
se généraliseront aux foncteurs Pr ® Isop pour D un objet de Sgeg, ce qui permettra d’étudier,
de maniere générale, les foncteurs Mixp ,, dans un travail ultérieur. On verra, entre autres, que le
foncteur Mixp , est un sous-foncteur de Pr ® Isop et qu’on aura le scindement

Pr®Isop = ®n€D*MiXD7n'

Ceci fournit une deuxieme justification a I’appellation foncteurs mixtes, puisque ces foncteurs sont
des sous-foncteurs d’un produit tensoriel entre un objet de F et un objet de Fiq,.
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6.4 Filtration des foncteurs X, ;

On définit, dans cette section, une filtration des foncteurs ¥, 1 qu’on reliera, par la suite, a la
filtration de Pr ® Iso, obtenue a la section précédente.

Définition 6.4.1. Soit V un objet de 7, et d un entier naturel, le sous-espace vectoriel kgXq,1(V)
de X,1(V) est Pespace engendré par les éléments de la forme

> Ha+zy+ 2}

zeL

ou [{z,y}] € £a,1(V) et £ est un espace vectoriel engendré par d éléments linéairement indépendants
de (z +y)*.

Proposition 6.4.2. Les espaces kqXq,1(V), pour V un objet de 1y, définissent un sous-foncteur
de E(Ll'

Démonstration. Pour un triplet 7' de Homy, (V, W), on vérifie, par définition de Mixq,1(7"), que
limage de kqXq1(V) par
anl(T) : kdanl(V) — Za,l(W)

est un sous-espace vectoriel de kgXq 1 (W). O

Proposition 6.4.3. Les foncteurs kq¥, 1 définissent une filtration décroissante séparée du foncteur
Yo
... C kdzml C...C klEa,l C k02a71 = Ea,l

Démonstration. 11 suffit de montrer, pour un objet V' de 7, I'inclusion d’espace vectoriel :
kir1Xa,1(V) C kaXa1(V).

On considére un générateur de kqg11Xq,1(V) :

sz[{m—Fz,y—&—z}]

zeL

ou [{z,y}] € £a.1(V) et L est espace vectoriel engendré par d+1 éléments linéairement indépendants
I1,...,lgs1 de {(x +7)*, et on considere la décomposition en somme directe suivante

L=, la) @ (lap1) = L @ (lay)-

En considérant séparément les éléments z de £ de composante non nulle selon l441 et ceux de
composante nulle selon /441, on a :

v="> He+zy+z}+ > Ho+la+2,y+lap +2}]

zeL’ zeL!
or,
Z {z+ 2,9+ 2} € kaZa1(V)
zeL!
et
Z He +lap1 + 2,y + a1 + 2] € kaXa1(V)
zeLl!
puisque [{z + g1,y + lay1}] € Xa1 (V). U

Dans le résultat suivant on relie la filtration des foncteurs X, ; a la filtration de Fr ® Iso,
obtenue a partir de la filtration polynomiale au corollaire 6.3.11.
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Proposition 6.4.4. La composée

-1
kqXa,C Y€ Mixq 1 o (Pr ® Is04 ) —— Pr ® Iso, e qaPr ® Iso,

)

ot 0 est l’équivalence naturelle définie a la proposition 6.3.5, est nulle.

Démonstration. Soit V un objet de 7, et v un générateur de kg3q,1(V)

v=> {y+2y +2}]

zeL

ol [{y,y'}] € Ta1(V) et L est I'espace vectoriel engendré par d éléments linéairement indépendants
Ii,... g de (y +y/)*
Soit h I'élément de Homg, ((z, ), V) tel que h(z) =y +3’, on a

071 (v) =2 .cr(ly+2+ [y +2]) @ [h]
= cecly+2l+ ]+ [y +2]+[2]) ® [A]
Yoeclyt2+l) @ +3 (v + Z]+[ ]) ® [A]
vecowmZ 1O M+ 2 reraun "] ®

or, d’apres la proposition 6.3.9 :

Z [Z/] S deF(V)

2 eLB(y)
et
Z [ZH] S deF(V)
2" eLB(y")
Par conséquent,
faog(v)=0.

A partir de la suite exacte courte (6.4)

0 — (kaPr) @ Isoa — (Pr) ® Isoq 222%%% (44Pr) @ Tson — 0.

on déduit le corollaire suivant.
Corollaire 6.4.5. Il existe un monomorphisme iq de kqXq,1 dans kqPr ® Isog.
Il en découle le résultat suivant.

Proposition 6.4.6. Les sous-quotients kqXa,1/ki+12a,1 de la filtration du foncteur o1 par les
foncteurs kg¥q,1 sont des sous-foncteurs de Al @ Tso,.

Démonstration. Le résultat découle du diagramme commutatif suivant obtenu gréace au corollaire
6.4.5 et & la suite exacte courte (6.5).

0 ———kat1X01 ———— kiXa1 —— (kaXa,1/kit1Xa,1) —= 0 (6.6)
ld+1 id

0 —_— kd+1P]F ® ISOa —_— de]F X ISOa g? Ad+1 ® Isoa _ 0
a®Is0q
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Par conséquent, afin d’obtenir les facteurs de composition des foncteurs Mix,,; on étudiera, a
la prochaine section, les foncteurs A™ ® Iso,.

On termine cette section en montrant que les foncteurs Mix, ; sont infinis. Pour cela, nous
aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 6.4.7. Soient V' un objet de T, de dimension supérieure o d + 1 tel que o1 (V) # {0},
{y,y'}] un générateur canonique de Lo 1(V) et v1,...vq, d éléments linéairement indépendants de
(y +y")*t, alors :

(9a®@Tsoa)oia( > Hy+zy +2)=viA...AvaA(y+y) @ [h]

2E(V1,...,Vq)

ot iq est le monomorphisme de kqX4 1 dans kqPr ® Iso, défini au corollaire 6.4.5 et h I’élément de
Homg, ((x, ), V') tel que h(z) =y +y'.

Démonstration. On a, par définition de ig et de gg ® Iso,

(90 ©1500) 0 1a(X ooy, ooy {9 + 28 +2H) = (00 9 1500) (Lo (10 + 21 + [y +2)) @ [8)])
=W A AV AYFVIA AV AY) @ [B]
:UlA.../\Ud/\(y‘FZ//)@[h]

On en déduit le résultat suivant
Proposition 6.4.8. Les foncteurs Mix,,1 sont infinis.

Démonstration. 1l suffit de montrer que les quotients de la filtration de ¥, ,; sont non nuls. Pour
un objet V de 7, de dimension supérieure a d, 'espace X1 1(HoLV) contient 1'élément non nul
[{ao,bo}]. Par conséquent, I’élément suivant de kg1 1(HoLV)

T = Z [{ao + 2z,b0 + 2}]

vérifie, d’apres le lemme 6.4.7,
(ga ®Is0y) 0ig(z) =v1 A... Avg A (ap + bo) @ [h] # 0.

Par conséquent, (gq ® Isos) 0 ig(kq¥1,1) # {0} et par commutativité du diagramme (6.6) donné
dans la preuve de la proposition 6.4.6 on a k4¥1,1/ka+121,1 # {0}.
De la méme maniere, en considérant ’elément

Z [{ao + z,a0 + bo + Z}] € kdzo)l(HoJ_V)
on montre que k¢Xo.1/ka+1201 # {0}. O

6.5 Structure des foncteurs A" ® Iso,

D’aprés la proposition 6.4.6, les sous-quotients kq¢¥q,1/kd+12q,1 de la filtration du foncteur
Ya,1 par les foncteurs kq¥,,1 sont des sous-foncteurs de A% @ Iso,. Cette section a pour objectif
d’étudier les foncteurs A™ ® Iso, en vue d’obtenir les facteurs de composition des foncteurs X 1.
Elle est divisée en deux paragraphes. Dans le premier on décompose les foncteurs A™ ® Iso,, et dans
le deuxieme on montre que les foncteurs L] obtenus au paragraphe précédent sont simples.

On rappelle qu'un générateur de Iso, (V) est un élément de Homg, ((x, ), V) ott o € {0, 1} et
(z, ) désigne l'espace quadratique de dimension un engendré par I'élément x tel que g(z) = a.
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6.5.1 Décomposition

Afin de pouvoir identifier les facteurs de composition du foncteur A™ ® Iso,, nous définissons les
morphismes de Fyyqq suivants.

Lemme 6.5.1. 1. Pour un objet V de 1, les applications linéaires
py : Isoa (V) — (A @ Iso,) (V)

définies par :
py ([h]) = h(z) @ [h]

pour un générateur [h] de Ison(V), fournissent un monomorphisme u : Iso, — Al @ Iso, de
-:Fquad'

2. Pour un objet V de Ty, les applications linéaires
vy (A @150,)(V) — Ison (V)

définies par :
vy (w @ [h]) = B(w, h(z))[h]

pour un générateur [h] de Ison(V), fournissent un épimorphisme v : A* ® Iso, — Iso, de
fquad-

Démonstration. 1. Il s’agit de vérifier la commutativité du diagramme suivant, pour un mor-
phisme 7' = [V £ X < W] de Homz, (V, W) :
Tsoa (V) —25> (A ® Ison ) (V)
Isoa(T)l/ \L(A®ISOQ)(T)
ISOa (W) #7 (Al (%9 ISOa)(W)

Pour un générateur [h] de Iso,(V'), on note P le produit fibré de
e I x Lw

et dans le cas ou P ~ (x), on note k' le morphisme rendant le diagramme suivant commutatif.

’

(z,a) w

(#,0) 5>V ——>X

ou (z,«a) désigne l'espace quadratique de dimension un engendré par un z tel que ¢(z) = «
conformément a la notation 1.1.17. On a
(A ®Is0a)(T) o pv ([h]) = (A @ Iso, )(T) (h(z) @ [h])
_{ g!ofoh(x)@)[h/] si P ~ (x)

0 sinon.

et
pw o Tsoa () (h]) =uw{ ) 5=
:{ W)@ ] siP~(z)

0 sinon.
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Or, par commutativité du diagramme cartésien définissant h’, on a go h’ = f o h dont on
déduit, par composition avec ¢', Pégalité : b’ = ¢' o f o h. Par conséquent, les applications fiyy
définissent bien une transformation naturelle de foncteurs p : Iso, — A' ® Iso, non nulle par
définition. On déduit alors de la simplicité des foncteurs Iso, donnée a la proposition 4.5.3
que la transformation naturelle ;¢ est un monomorphisme de Fyyq4-

2. Pour un morphisme 7" = [V Ix & W] de Homg, (V, W), montrons la commutativité du
diagramme :

(A* @ Ts04)(V) — 2= Ts0a(V)
(A®Isoa ) (T') l llsoa (T)
(Al @ Iso,) (W) —w> 1500 (W)
On reprend les mémes notations qu’au premier point concernant le produit fibré. On a :

Isoa(T) o vy (v @ [h]) = Isoa(T)(B(h(z),v)[h])

_ | B(h(z),v)[W'] siP =~ (x)
0 sinon.
: o) @] s P
‘o f(v)® si P~ (x
v o (A @ Tsoo)(T)(w @ [h]) =vw 4 7 0 o,
_ [ B(W(z),g' o f()[N] siP = (z)
B 0 sinon.
Or,
B(h(x),v) = B(foh(zx), f(v)) car f conserve la forme quadratique
= B(goh'(x), f(v)) par commutativité du diagramme cartésien
=B(goh/(z),g0g o f(v)) par orthogonalité de W et L
= B(h(x),g' o f(v)) puisque g conserve la forme quadratique

Par conséquent, les applications vy définissent bien une transformation naturelle de foncteurs
v: A ®Iso, — Iso., non triviale par définition. On déduit de la simplicité des foncteurs Iso,
donnée a la proposition 4.5.3, que la transformation naturelle v est un épimorphisme de Fgyqq-

O

Les transformations naturelles p et v du lemme 6.5.1 nous permettent de définir les morphismes
de Fyuaq suivants.

Définition 6.5.2. Soit n un entier naturel non nul.

1. La transformation naturelle p, : A™ ® Iso, — A" ® Iso, est obtenue par la composition
suivante

m1

A" ® Iso, 181, A @ Al ® Iso, 225 AT @ Iso,

oum: A" @ Al — A"t est le produit dans ’algebre extérieure.

2. La transformation naturelle v, : A"! ® Iso, — A™ ® Iso, est obtenue par la composition

suivante

A®1 1Qv

A" @ Iso, =2

o A : ATt — A™ @ Al est ’application coproduit de A"+ dans A™ ® A' dont on rappelle
la définition :

A" @ Al @ Iso, —% A" @ Iso,,

Av(Ul/\.../\’l}nJrl):Z((Ul/\.../\ﬁi/\.../\UnJrl)@’Ui)

%

pour un objet V de 7, et vi,...,vn41 des éléments de V.
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On a la proposition suivante.

Proposition 6.5.3. Le complexe suivant
o= A" ®Ts0, 25 A" ® Iso, 22 A2 @ Ts0, — ..

est exact.

Démonstration. On montre, & partir de la définition, que le noyau de (u,+1)v est espace vectoriel
engendré par ’ensemble

{vi A... Aoy A h(z) @ [h] pour [h] un générateur de Iso, (V) et vy, ..., v, des éléments de V'}
et cet espace coincide avec I'image de (pn)v . O
Ceci justifie I'introduction du foncteur suivant.
Définition 6.5.4. Le foncteur K est le noyau de I'application ji, : A" ® Iso, — A" ! ® Isog,.
On a la caractérisation suivante des espaces K7 (V).
Lemme 6.5.5. Pour un objet V' de 1, l'espace K} (V') est engendré par les éléments de la forme
z ANh(z) ® [h]
ot [h] est un générateur canonique de espace Iso, (V') et z est un élément de A"~ 1(V).
La proposition 6.5.3 a pour conséquence directe le résultat suivant.

Corollaire 6.5.6. Pour n un entier naturel non nul, on a la suite exacte courte
0— K" — A"®Iso, — K" =0

Remarque 6.5.7. On montrera, dans des travaux ultérieurs, que cette suite exacte courte n’est pas
scindée.

On cherche, dans la suite, & décomposer les foncteurs K}. On commence par traiter le cas du
foncteur K Q.

Lemme 6.5.8. Le foncteur K} est équivalent au foncteur Iso,.

Démonstration. Pour un objet V de 7, K}(V) est espace vectoriel ayant pour base 1’ensemble des
éléments de la forme : h(z) ® [h] pour un générateur [h] de Iso, (V). On définit alors 'application
linéaire

KL(V) TV, Tsoa(V)

hz)®[h] —  [h]

et on montre facilement que oy est un isomorphisme et que ces applications définissent une trans-
formation naturelle de foncteurs. O

Pour identifier les facteurs de composition des foncteurs K} pour n > 1, nous aurons besoin du
lemme suivant.

Lemme 6.5.9. Pour n un entier naturel non nul, le morphisme v, : A" ® Iso, — A" ® Iso,
induit un morphisme v : K"t — K" rendant le diagramme suivant commutatif

K
v,
ntl " n
K" K

|

A" ® Iso, —— A" ®Iso,
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Démonstration. Pour un objet V de 7, et v1 A ... Avy Ah(x) ® [h] un générateur de K2T1(V), on
a:

(Vnv ) (V1A . Ao AR(2)R[h]) = (Z VIA. CAGA. A AR(2)RB (v, h(x))[h])+viA. . . Av,@B(h(z), h(x))[h]
i=1

or, B(h(z),h(x)) = 0 puisque B est alternée. Par conséquent,
(Wny)(v1 Ao Ao AR(z) ® [R]) = Zvl Ao NG A AU AR(x) @ B(vi, h(x))[h] € KZ(V)
i=1

d’on I'existence du morphisme induit vX. (]
Ce lemme justifie 'introduction de la définition suivante.

Définition 6.5.10. Pour n un entier naturel tel que n > 2, le foncteur L7 est le noyau du morphisme

I/K K anl

n—1 - e e .

On a la caractérisation suivante des espaces L7 (V) qui nous sera utile par la suite.

Lemme 6.5.11. Pour un objet V de T, l’espace L7 (V') est engendré par les éléments de la forme

z A h(z) ® [h]
ot [h] est un générateur canonique de l’espace 1s0, (V) et z est un élément de A"~1((h(x))"1).

Démonstration. Soit V un objet de 7y, 'espace L7 (V') étant un sous-espace vectoriel de K7 (V'), on
a d’apres le lemme 6.5.5 que lespace L7 (V') est engendré par les éléments de la forme z A h(z) ® [h].
Pour un générateur canonique [h] de Iso, (V) donné, l'espace V' étant non dégénéré, on a ’exis-

tence d’un élément w de V tel que
B(h(z),w) = 1.

On note W 1'espace Vect(h(x),w) et on décompose V sous la forme
Ve WiWt
Un générateur z A h(z) ® [h] s’écrit alors sous la forme
2’ ANh(z) @ [h] + 2" Aw A h(z) @ [h)]
ot 2/ € A" 1 (W) et 27 € An2(WH).
Soit z un élément de L?(V), on a :
T = Z zn N h(z) @ [h] = Z (2, Ah(z) @ [h] + 25 Aw A h(z) @ [h])
[h]€G(Isoa (V) [R]€G(Isoa (V)
ot G(Iso (V') désigne I’ensemble des générateurs canoniques de I'espace Iso (V). On a,
Va1 (zh A (@) @ [h]) = 0
puisque 2zj, € A""LHWL) € AL ((h(z))t) et
vE (2] Aw A Rh(x) @ [R]) = 2] A h(z) @ [h).
L’élément z étant dans le noyau de vX |, on en déduit z} = 0 et donc
T = Z 2, A h(x) @ [h)
[R]eG(Isoa (V)

pour z, € A" Y (W) c AnL((h(x))1). O
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On montre le lemme :

Lemme 6.5.12. La composition suivante est nulle.

A2 ® Is0, =45 A" ® Iso, 22 A™ @ Isog,

Démonstration. Soit V un objet de 7, et v1 A ... A vyi2 ® [h] un élément de A"*2 @ Iso,(V), on a

Vp O Vn+1(1]1 AN Un+2 X [h])
= v (X2 (01 A AT A L AUnye ® B(ug, h(z))[R])
=Y 22_12(111 AN c NG A ANTG A AN Upga @ B(wg, h(x))B(vj, h(z))[h])

= 0 en caractéristique 2

O
On en déduit le résultat qui suit.
Lemme 6.5.13. Le morphisme vE : KTt — K7 se factorise a travers L™.
Démonstration. On a, d’apres le lemme 6.5.9, le diagramme commutatif suivant :
n+1 V’If n Vf_l n—1
K Oj Kr[ K Oj
An+1 ® ISOa T An ® ISOa ﬁ An—l ® ISOQ
dont on déduit, par le lemme 6.5.12, que v ; o v = 0. Par conséquent, on a le diagramme
) K2+1
fol \
e
L? = Ker(vp—1) K2 s Kn—1
n—1
dont on déduit I'existence d’un morphisme 7% : K+l — L7, (]

On a alors la proposition suivante.
Proposition 6.5.14. Pour n un entier naturel non nul, on a la suite exacte courte

0— LT - Kl I 0.

Démonstration. 11 suffit de montrer que la transformation naturelle 7 : Kn*t! — L™ construite
dans la démonstration du lemme précédent, est un épimorphisme de Fgyqq-

Soit V un objet de Ty, et v1 A ... Avy—1 A h(x) @ [h] un générateur de L7 (V'), par définition de
L2(V) on a B(v;, h(z)) = 0 pour tout ¢ dans {1,...,n — 1}. Etant donné que h(z) est un élément
non nul de 'espace quadratique non dégénéré V, on a l'existence d’un élément v de V tel que
B(v,h(x)) = 1. On montre alors facilement que I’élément

Vi A Avp_1 AvAh(z) ®[h] de KPPV

vérifie
Yy (i Ao A1 AvAR(Z) @ [R]) =01 Ao Avg_1 A h(z) @ [R),

d’ott la surjectivité de X, (]
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6.5.2 Simplicité des foncteurs L

On montre dans cette section le résultat suivant, ou les foncteurs L7 sont les sous-foncteurs de
A" ® Iso, définis en 6.5.10.

Théoreme 6.5.15. Les foncteurs L7, sont simples.
Pour démontrer le théoréme 6.5.15, nous aurons besoin du lemme fondamental suivant.

Lemme 6.5.16. Si J est un sous-foncteur de L, alors pour tout objet V' de Ty, soit J(V) = {0},

soit J(V) = L(V).

Démonstration. Soit J un sous-foncteur de L2 et V un objet de 7. Supposons que J(V') # {0} et
notons y un élément non nul de J(V). On a

Y= Z zn A h(z) ® [h] (6.7)

[r]eG(Isoa (V)

ol zp est un élément de A" ~1((h(x))*) d’apres le lemme 6.5.11 et G(Iso,(V)) désigne I’ensemble
des générateurs canoniques de P'espace Isos (V).

La preuve se fait en trois étapes. On commence par montrer qu’il existe un générateur [h] de
Iso (V) tel qu’on ait zp A h(z) ® [h] dans J(V). On en déduit que pour tout autre générateur [h']
de TIso, (V) on a un élément non nul de la forme 2z’ A h'(z) ® [h'] dans J(V'). Enfin, on montrera que
pour tout élément de la forme vy A ... Av,_1 de A" L((h(x))1) et tout générateur [h] de Iso, (V),
lélément v1 A ... Avy,—1 A h(z) @ [h] appartient & J(V), ce qui prouvera que les deux espaces J (V)
et L7 (V) sont isomorphes d’apres la caractérisation de ’espace L7 (V) donnée au lemme 6.5.11.

1. Soit [h] un générateur de Iso, (V') tel que dans la décomposition de y donnée en (6.7) I’élément
zn AN h(z) @ [h] est non nul. L’espace V' étant non dégénéré, il existe un élément v de V' tel que
B(v,h(x)) = 1. On en déduit une décomposition symplectique de V' de la forme :

V = Vect(h(z),v)LVect (v, w1 )L ... LVect(vy,, wy,) = Vect(h(z),v) LV’ (6.8)
On considere le morphisme suivant de &,

f+ V. = VL(H)*Cm+D
h(z) +— h(z)
v — U+ aé
Vg — U+ a%i
Wk — Wk + ao'

pour k variant de 1 & m. On introduit alors le triplet T = [V I VJ_(HO)J—(QWH) <l—)V]
et on déduit des deux diagrammes cartésiens suivants :

(z,q) v
y &
(33, a) h—> V —f> VJ_(Ho)J‘(Qerl)

et, pour h; # h,
{0} v

y

(z, ) ——V — V L(Hg)tm+D)
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que
J(T)(y) = zn AN h(z) @ [h] € J(V)
étant donné que €(7T") = Idy.

2. Soit [A'] un générateur de Iso, (V) distinct de [h]. On a ¢(h'(z)) = q¢((h(x)) = «, par
conséquent l'isomorphisme linéaire, notée f, de (h(x),a) dans (h/(x),«) est un morphisme
de S(‘;eg. On peut donc appliquer le lemme 1.1.16 pour obtenir I'existence d’un morphisme f
de Homg, (V, V) tel que le diagramme suivant soit commutatif :

f

%V

S —<

7a) —I> (h'(x), a)'

(h(

On en déduit le carré cartésien suivant

(r,0) ——— =V

(@,0) 5=V —=>V

Par conséquent, en considérant le triplet T = [V Ly V], on obtient :
J(T)(zn A (@) @ [h]) = A" (f)(zn) AR (2) @ [W] € (V)

3. D’apres le point (1) de la démonstration, il existe un élément de la forme z A h(x) @ [h] dans
J(V). On souhaite montrer que pour tout élément de la forme v1 A. .. Av,_1 de A"~ ((h(z))*)
et tout générateur [h] de Ison(V), I'élément vy A ... A v,—1 A h(z) ® [h] appartient & J(V).
D’apres la démonstration du lemme 6.5.11, il suffit de montrer que ’élément v1 A ... Av,—1 A
h(z) ® [h] appartient & J(V) pour vi A ... Av,—1 dans A""1(V’) olt V' est I’espace considéré
dans la décomposition (6.8). Par simplicité du foncteur A»~! dans F, on a I'existence d’un
endomorphisme g de (V') tel que

Anil(g)(z,’) =1 N...NVUp_1
On en déduit que
J(Idz, (Vect(h(x),v))Lty)(z Ah(x) @ [h]) =vi A ... Avp_1 A h(x) @ [h]

ol ty est le triplet de Endz, (V') défini en 5.2.6 et Id7, (Vect(h(x),v))Lt, désigne la somme
orthogonale de triplets définie a la proposition 2.2.22.

O

Démonstration du théoréme. Soit J un sous-foncteur non nul de LY et V' un objet de 7 tel que
lespace J(V) est non trivial. D’aprés le lemme 6.5.16, on a J(V) = L%(V). On montre, dans la
suite, que pour tout objet W de 7,, J(W) = L2(W).
Soit W un objet de 7, fixé. La preuve se décompose en deux étapes.
1. Montrons que J(VLW) ~ L2 (VLW).
Soit ¢ l'inclusion canonique de V dans VAW et T' = L(f) = [V Low W] le morphisme
de 74, ou L : & — T, est le foncteur défini en 2.2.9. On a le diagramme cartésien suivant

ioh

(z,a) VIiW
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Comme J(R(7)) est un inverse a gauche de J(L(i)) d’apres la proposition 2.2.16, l'espace
J(VLW) est non nul. On en déduit, par le lemme 6.5.16 que J(VLW) ~ L*»(VLW).

2. Montrons que J(W) ~ L (W).
11 suffit de montrer, d’apres le lemme 6.5.16, que si L (W) est non trivial alors il en est
de méme de J(W). Soit j l'inclusion canonique de W dans V LW. Comme L”(R(j)) est un
inverse & gauche de L?(L(5)), d’apres la proposition 2.2.16, on a la surjection :

LZ(VJ_W) — LZ(W) ,

de plus, d’apres le premier point de la démonstration, on a J(VLW) = L%(VLW), ce qui
fournit le diagramme commutatif :

J(VLW) ——= J(W)

|

Lg(VJ_W) — LZ(W).

Par conséquent, par une chasse au diagramme, on obtient que, si L (W) est non nul, J(WW)
est non nul.

O

On montre dans la proposition suivante que ceci fournit deux familles de foncteurs deux a deux
non isomorphes.

Proposition 6.5.17. Les foncteurs des deuz familles {Ly | n € N} et {L} | n € N} sont deux a
deux non isomorphes.

Démonstration. Pour « fixé, il existe, pour tout entier naturel n, un entier minimal d(n) tel que
1d
Lo(Hy ™) # 0.

Soit k, un entier naturel distinct de n, si |n — k| > 2, les entiers d(n) et d(k) permettent de
distinguer les foncteurs simples L” et L, dans le cas contraire, on montre que les dimensions des
espaces L7 (H; ™) et L¥(H;""™) sont différentes, ce qui prouve que les foncteurs simples L7 et
LE ne sont pas isomorphes.

De plus, deux foncteurs simples S et Sy de Fyuaq sont non isomorphes s’il existe un morphisme
T de 7, tel que S1(T) = 0 et So(T") # 0. Or, les morphismes T' construits dans le premier point de
la démonstration du lemme 6.5.16 sont tels que

La(T) #0
et
L](€a+1)(T) =0

ot (a + 1) désigne la réduction modulo 2 de a + 1.
o

6.6 Les facteurs de composition des foncteurs Mix(; et Mix; ;

On montre, dans cette section, que les facteurs de composition des foncteurs Mixg ; sont les
foncteurs L{ et ceux de Mix; ; sont les foncteurs LT. Pour cela, on identifie le sous-quotient
kaXa.1/kit1Xq,1 de la filtration du foncteur X, par les foncteurs k434 1 introduite & la section
6.4 au foncteur LI*! défini en 6.5.16, ce qui fournit le résultat suivant.
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Théoreme 6.6.1. La filtration décroissante du foncteur ¥, 1 par les foncteurs kq¥q 1
. C kdzml Cc...C klEa,l C k02a71 = Ea,l

vérifie :
1. la propriété de séparation : NkgXa1 = {0}
2. kdEa,l/deEaJ ~ Lgﬂ—l.
Démonstration. Le premier point est clair par définition de la filtration kq¥,,; introduite a la section

6.4.
D’apres le lemme 6.4.7, on a :

(gd X ISOa) o id(kdEa,l) C Li-"_l.

Par conséquent, par le diagramme commutatif (6.6) donné dans la preuve de la proposition 6.4.6.
on a la transformation naturelle

0t kgSa1/kis15a,1 — LET

Les quotients kqXq,1/kq+12q,1 étant non triviaux d’apres la proposition 6.4.8 et les foncteurs Lgfl
étant simples d’apres le théoreme 6.5.15, la transformation naturelle o est une équivalence, d’ou le
résultat. O



Chapitre 7

Décomposition des projectifs Pp
et PHI

Par des résultats classiques de la théorie des représentations, les décompositions en somme
directe d’'un foncteur F' de Fgyqq4 correspondent a des décompositions en idempotents orthogonaux
de 1 dans Endg,,,, (F).

Une des difficultés de la catégorie Fyyqa réside dans le fait que les anneaux Endg,, ,(Py) =
Fy[Hom7, (V, V)] ne sont pas faciles & identifier, ce qui rend la décomposition des projectifs Py de
Fquad délicate.

Néanmoins, on obtient dans ce chapitre, les décompositions des projectifs Py, et Pr, en facteurs
indécomposables grace a 1’étude explicite de la filtration des projectifs définie au chapitre 5 pour
ces foncteurs. On déduira de ces décompositions que la catégorie Fyuqq possede des projectifs non
nuls et finis et on donnera un début de classification des foncteurs simples de Fyyaq-

7.1 Deécomposition de Pp,
Afin d’obtenir une décomposition du foncteur Pp, en facteurs indécomposables, nous allons

donner une description explicite des sous-quotients de la filtration de Pp,, puis, on montrera que,
pour ce foncteur, la filtration se scinde, et on identifiera les facteurs de la décomposition obtenue.

7.1.1 Description explicite des sous-quotients de la filtration

Le but de ce paragraphe est de donner une base des espaces vectoriels PSJO ) V), PI({IO) / Pl(fo )(V) et
Py, /ng)(V) pour V un objet fixé de 7.

Base ng de Pg)g)(V) On déduit du point (1) de la proposition 5.2.1 le résultat suivant.

Proposition 7.1.1. Une base Bg)g de Pg)g)(V) est donnée par l’ensemble :

ng = {t; pour f € Homg;(F2®% ¢(V))}.

Base Bgi de ng)/Pgl)(V) Par définition de la filtration, un générateur T' = [H ER N pua V]

de PI(;O)/PI({? (V) est tel que I = f(Ho)Ni(V) est un espace quadratique de dimension un. On rappelle
qu’on notera (x,«) lespace quadratique de dimension un engendré par un z tel que ¢(z) = a,
conformément a la notation 1.1.17. On a le lemme suivant.

109
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Lemme 7.1.2. Soient T = [Hp Lovip v V] un générateur de Pgo)/Pég))(V), et {ag,bo} une
base symplectique fizée de Hy, alors lapplication f du triplet T a une des trois formes suivantes.

1. Si I =(f(ap),0) Uapplication f est de la forme :

f+ Hy — V1L
ao = v
b() = w+ 1

pour v et w deux éléments de V vérifiant g(v) =0 et B(v,w) =1 et I un élément non nul de
L.

2. Si1=1(f(by),0) Uapplication f est de la forme :

f: Hy — V1L
a +— v+l
bo — w

pour v et w deuzx éléments de V vérifiant q(w) =0 et B(v,w) =1 et l un élément non nul de
L.
3. SiI=(f(ag+bo),1) Uapplication f est de la forme :
f+ Hy — VL1L

ag +— v+
bo — w1l

pour v et w deuzx éléments de V' vérifiant g(v +w) = 1 et B(v,w) =1 et 1 un élément non
nul de L.

Démonstration. L’espace Hy admet trois sous-espaces de dimension un qui sont : Vect(ag) et
Vect(bg) isométriques a (x,0) et Vect(ap + bg) isométrique & (x,1). Ces trois sous espaces four-
nissent chacune des trois applications f données dans I’énoncé. O

Notation 7.1.3. Les triplets obtenus au point (1) du lemme seront dit de type A, ceux du point (2)
de type B et ceux du dernier point de type C.

On a la proposition suivante.

Proposition 7.1.4. Pour T = [Hy Lvip & V] et T = [Hy Tvir . V] deux générateurs
de Pgo)/Pég))(V), les deux propriétés suivantes sont équivalentes.
1. Les morphismes T' et T" de Homr, (Ho, V') sont de méme type et vérifient la relation py o f =
py o f'.
2. Les deux morphismes T et T' de Homy, (Ho, V') sont égauz.

Démonstration. Supposons que les morphismes T et T” de Homy, (Ho, V') soient tous deux représentés
par des triplets de type A tel que py o f = pj, o f’. On en déduit que :

f: Hy — V1L e Hy — V1L
ag — v et ag — v
bo — w1 bo —  w+!

oll v et w sont des éléments de V et [ et I’ sont des éléments non nuls de, respectivement, L et
L.

Comme les applications f et f’ conservent la forme quadratique, on a q(bg) = q(w) + ¢q(I) =
q(w)+q(I') dont on déduit g(I) = ¢(I') et, par conséquent, I'application évidente Vect(l) — Vect(l’)
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conserve la forme quadratique. On peut donc appliquer le lemme 1.1.16 dont on déduit I’existence
d’une application o : L1 L' — L1 L' rendant le diagramme suivant commutatif :

AN e S

J o

Vect(l) —5= Vect(l').

On en déduit la commutativité du diagramme suivant :

f/
VLI(LLL)
dott Iégalité T = T" puisque T = [Ho 1> VLLLL <% V] et T' = [Hy 25 VLLLL' <% V], par
inclusion.

On procede de la méme maniére pour les morphismes représentés par des triplets de type B et
C.

Réciproquement, si T = T’, pour T = [Ho L VL < V]et T' = [Hy 15 VLL' &% V], d’aprés
la proposition 2.2.20, les deux espaces engendrés par T et T’ sont isométriques. Par conséquent,
d’apreés le théoréme 1.1.16, on a ’existence d’une isométrie 3 : VLLIL — V 1LL1L' rendant le
diagramme suivant commutatif :

B
VILIL —=V1LLlL

o)

(1) ——=— (1))

On en déduit la commutativité du diagramme

ViLLr

qui implique o iy = i}, dont on déduit que § =Idy LB ot ' : LLL" — L1L’ est un morphisme
de Homg, (LLL',LLL"). Par conséquent,

f: Hy — VLILIL f': Hy — VLILLIL
ag v+l et ap +— v+ 6()
bo — w1 bo —  w+ 5/(ll)

ce qui prouve que py o f = p,. De plus, comme [’ est inversible, pour tout © de LLL" on a : x est
non nul si et seulement si 3'(z) est non nul, ce qui prouve que les triplets T et T’ sont de méme
type. o
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Cette proposition justifie la notation suivante.

Notation 7.1.5. On notera A, ,,, By et Cy 4 les triplets de PSD)/PI({OD)(V) respectivement de type
A, B et C et vérifiant py o f(ag) = v et py o f(by) = w.

On déduit facilement du lemme 7.1.2 et de la proposition précédente le résultat suivant.

Proposition 7.1.6. Une base Bi(‘flo) de PSD)/PI({OD)(V) est donnée par l’ensemble :

ng ={ A, pour v et w deux éléments de V vérifiant ¢(v) =0 et B(v,w) =1,
By pour v et w deux éléments de V vérifiant g(w) =0 et B(v,w) = 1,
Cyw pour v et w deux éléments de V' vérifiant (v + w) =1 et B(v,w) = 1}

Base ng de PHO/PIE}O)(V) D’apres la proposition 5.3.4, on a (P, /PI(;O))(V) ~ Isop, (V) dont
on déduit le résultat suivant.

Proposition 7.1.7. Une base ng de PHO/PIE}O)(V) est donnée par 'ensemble :
81(53 = {Dy pour f € Homg, (Ho,V)}

ot Dy désigne le triplet [Hy Lyl V.

On termine cette section en donnant les reégles de composition pour les morphismes t7, Ay w,
Byw, Cuw et Dy qui sont répertoriées dans la proposition suivante. Ce résultat calculatoire sera
fondamental dans la prochaine section pour montrer le scindement de la filtration.

Proposition 7.1.8. Pour un morphisme T = [V % W_LL hia W] de Homz, (V,W), on a les
relations suivantes.

1. Pour un morphisme f de Homgs(F2®%,¢(V)) on a :
Toty =ty
2. (a) Pour deuz éléments v et w de V vérifiant ¢(v) =0 et Blv,w) =1, on a :

ToAy,, = { Ap(v),pwop(w) 1 90(11) ew
, tPWO(LpLId)oa S1Nnon.

(b) Pour deuz éléments v et w de V vérifiant g(w) =0 et B(v,w) =1, on a :

ToByw= { Bpwopw),ew) st pw) e W
7 t:UWO(goJ_Id)oa smon.

(c) Pour deuz éléments v et w de V vérifiant ¢(v +w) =1 et B(v,w) =1, on a :

Cowop(v),pwop(w) St (v + w) e W
L o(p LId)oa sinon.

Tocv,w:{

8. Pour un morphisme f de Homeg, (Ho,V), on a :

Doy si po flag) € Wet po f(bg) e W
AtpOf(ao),pwotpOf(bo) S% po f(ao) eWetgpo f(bo) ¢ w
ToDy = BpwosoOf(ao)7saOf(bo) sipo flag) ¢ W et po f(bg) € W

Cowopof(ao),pwopof(be) St @o flao) ¢ W et po f(bo) & W et po f(ap+bo) € W
tpwo(aplld)oa si ¥ o f(a(J) ¢ W et ¥ o f(bO) ¢ W et ¥ o f((l() + bo) ¢ w.
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Démonstration. On a le diagramme de composition suivant :

W

1

V.——WL.LL

.|

Hy—"> V1L —=WLLLL
elId
1. Pour le triplet t¢, on a a(ag) = f(ao) +1 et a(bo) = f(bo) + m ou {l,m} est une famille libre
de L'. Par conséquent :

(pL1d) o a(ag) = @ o f(ao) +1 et (¢ LId) o a(bo) = @ o f(bo) +m

dont on déduit facilement que T oty =ty of.

2. Pour Ay 4, ona a(ag) = vet alby) = w+1’ ot !’ est un élément de L’ non nul. Par conséquent :
(pL1d) o alag) = p(v) et (pL1d) o a(bg) = p(w) + 1

on doit alors distinguer deux cas :
— sl p(v) € W, comme ¢ conserve la forme quadratique, on a g(¢(v)) = g(v) et comme L’ est
orthogonal & V', B(p(v), pw o p(w)) = B(p(v), p(w)) = B(v,w) ce qui justifie I'existence

du triplet Ay () pyop(w)- On a alors
ToAyw= Ay

U%pwog&(w);

— sinon, ¢(v) = pw o @(v) +m ol m est un élément non nul de L. Le triplet obtenu est donc
de rang nul et on a T' o Ay =ty 0(p L1d)oa-
Les cas de By 4 et Cy , étant tres similaires & celui de A, 4, ils sont laissés au lecteur.
3. Pour le triplet Dy ol f est un élément de Homg, (Ho, V'), on a a(ag) = f(ag) = v et a(by) =
f(bo) = w ot v et w sont deux éléments de V. Par conséquent :

(pLId) o afag) = ¢(v) et (¢LId) o a(bg) = p(w).

Comme ¢ o f conserve la forme quadratique on a : g(¢ o f(ag)) = q(p o f(by)) =0 et B(po

f(ao), o f(bo)) =1, ce qui justifie 'existence des triplets Agof(a0),p0f(b0)> Beof(ao),pof(bo) €t

Coof(ao).pof(bo)-

On doit alors distinguer quatre cas :

— si p(v) € W et p(w) € Walors T o Dy = Doy ;

—sipo flag) € Wet po f(bg) € W,ona o flag) =w' et po f(bg) =w"” +1, ol l est un
élément non nul de L. Le triplet obtenu est donc de type Aet onaToDy = Agof(ag),pof(bo)

—sigo flag) ¢ Wet po f(bg) € W,onapo flag) =w +1et po f(by) =w"”, oul est un
élément non nul de L. Le triplet obtenu est donc de type BetonaToDy = Beof(ag),pof(bo) ;

s flag) & W, po flb) & W et po flag+bo) € W, ona o flag) = w +1 et
po f(bp) =w” +1, ol est un élément non nul de L. Le triplet obtenu est donc de type C
et ona T oDy = Cpofag).pof(bo) ;

—si po flag) € W, wo f(bo) € W et oo flag+by) ¢ W, ,onapo flag) = w +1 et
wo f(bg) =w’" +1', oul et I’ sont deux éléments non nuls de L. Le triplet obtenu est donc
de rang nul et on a T'o Dy =t} (4 L1d)oa-

O
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7.1.2 Scindement de la filtration pour le foncteur Py,

On montre dans cette section le résultat suivant.

Proposition 7.1.9. La filtration par le rang se scinde pour le foncteur Pr,, c’est a dire :
0 1 0 1
Py, = P & Py /P @ P, /Pl
Démonstration. D’apres le point (1) de la proposition 5.2.1, on a :

1 0 1 0
Py = P) @ PR /PS).

0 0

On montre dans la suite, que Py, = PIE}O) ® P,/ PIE}O), ce qui fournira le résultat de I’énoncé.
Par définition de la filtration, on a la suite exacte courte :

0 — Py — Py, s Py, /Py — 0. (7.1)

Soit V' un objet de 7;, on considere un morphisme f de Homeg, (Ho, V) et le générateur Dy

de Pp,/ PI(;O)(V) qui lui est associé. Comme 'application f conserve la forme quadratique, on a :

q(f(ap)) = q(f(bo)) = 0, q(f(ao + by)) = 1 et donc B(f(ao), f(by)) = 1. Par conséquent, les
triplets At (a0), £(bo)s Bf(ao).f(bo) € C(ao). f(bo) A€ Pr, (V) existent. On définit, alors, une application

sv : Py /PG (V) — Ppy (V) par :

svi Puy/P)(V) — Pp,(V)
Dy = Dyt Apag), £(v0) + Biao).s (o) + Ctao). f(vo)-
On vérifie alors les deux points suivants.

1. Pv © Sy = Id
Pour Dy un générateur de Pp,/ PI(}D)(V), on a

pv o sy(Dys) = Dy

étant donné que les triplets A ag), r(60)r Br(ao),f(bo) €6 Cr(ao),f(bo) SONt de rang inférieur ou
égal & un.
2. Les applications sy définissent une transformation naturelle

11 S’agit de vérifier que, pour un morphisme 7' = [V L WLL & W] de Homrz, (V,W), on a
la commutativité du diagramme suivant :

Pit, [Py (V) == Pz, (V)
Pro /Pl (T)l LPHO (T)

Pry, /PG (W) 2 Py, (W).

Par souci de clarté, on utilisera par la suite les notations suivantes : A’ = Ao f(ao),pwowof(bo)s

B’ = Bpy oo f(ao).eof(bo): C' = Cowopof(ar).pwopef(by) €t T = tpwo(pLid)on-
On a d’une part, en utilisant les résultats de la proposition 7.1.8 :
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Pp,(T) o sy(Dy)
= Py (T)(Dg + Af(ao), £ (bo) + Brlao),£bo) T C(ao), f(bo))
=ToDy+ToAfay),fve) T 1 Bag),f(ve) T T Cflag), f(bo)

Dgyoy +A" +B" 4+’ si po f(ag) (bo) e W
A +A" +t' +t' =0 sigo f(ao) (bo) ¢ W
= B +t' +B 4+t =0 sigof(ag) ¢ Wetpof(by) eW
c’ +t' +t' +C" =0 sigo f(ag) (bo) ¢ W
t +t' ' 4+t' =0 sipof(ag) (bo) ¢ W

et v o f(ag+ bo)

[ Dyoy +A" +B" +C’ sipo flag) € Wet po f(bg) €W
10 sinon.

D’autre part, par le point (3) de la proposition 7.1.8, on a :

Dy,or sipo flag) € Wet po f(bg) € W
PHO/PSO)(T)(Df)Z{O“"f Sinf)n.f( o) @ o f(bo)

puisque les triplets de type A, B, C et t sont nuls dans le quotient P, /PSO)(W). On en
déduit,

Do+ A+ B +C" sipo f(ag) € Wet po f(bg) e W
sWoPHO/P§}0>(T)(Df):{ P sinf)n.f( 0) o f(bo)

Par conséquent, les applications sy définissent une transformation naturelle qui est une section
de p, ce qui donne le scindement de la suite exacte 7.1. O

7.1.3 ldentification des facteurs directs

L’objectif de ce paragraphe est d’identifier les facteurs de la décomposition donnée a la propo-
sition 7.1.9. Pour cela, on commence par montrer, dans le lemme suivant, que les triplets de type A

respectivement de type B e éfinissent un sous-foncteur de qui est un facteur direc
tivement de type B et C) définissent foncteur de P{;) /Py qui est un facteur direct
de ce foncteur.

Lemme 7.1.10. Le foncteur PI(;O)/PISJO) se décompose en somme directe de la maniére suivante
Pyl /Py = Fa® Fp & Fo

ou Fa, Fp et Fo sont les sous-foncteurs de PIEIlo)/PIEI%) engendrés, respectivement, par les triplets de
type A, B et C.

Démonstration. On déduit facilement de la proposition 7.1.6 I'isomorphisme d’espace vectoriel
P IPQ(V) = Fa(V) @ Fp(V) ® Fo(V)

pour tout objet V' de 7.
Il suffit donc de montrer que Fa, Fg et Fo sont des sous foncteurs de PSO) / PgJO ).

Pour Fy, il s’agit de vérifier que, pour un morphisme 7' = [V % W_1LL <% X] de Homs, (V, W),
on a la commutativité du diagramme suivant :

Fa(V) —=P) /PP (V)
Fmt lps;/za;fg @

Fa(W) —2 P /PP (W).

eWw
et<pof(a0+bo)¢VV.
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Soit A, un générateur de F4(V'), on a d’apres la proposition 7.1.8

ToAy,= { Ap(v),pwop(w) S 90(11) eWw
, tPWO(LpLId)oa simon.

Par conséquent,

ov) e W

0 0 sinon

PP /PENT) 0 iy (Ayu) = { At mwostn
puisque le triplet £, o(,11d)0a, qui est de rang nul, est égal a zéro dans le quotient PIE}O)/PIEI%)(W)'
On en déduit que PI(}D)/PI({OD) (T)oiv(Ayw) est dans I'espace vectoriel F'4 (W) et donc que Fa est
un sous-foncteur de PI(}D) / PI({OD ),
De la méme maniere, en utilisant les valeurs de T o B, ., et T' o C, ,, données a la proposition

7.1.8, on montre que les foncteurs Fg et Fo sont des sous-foncteurs de PI(}D) / PI({O0 ).
O

On identifie, dans le lemme suivant, les foncteurs Fs, Fp et Fo a des foncteurs mixtes définis
au chapitre 6.

Lemme 7.1.11. 1. Le foncteur F4 (respectivement Fg) est isomorphe au foncteur Mixg ;.

2. Le foncteur Fo est isomorphe au foncteur Mixy 1.

Démonstration. 1. L’isomorphisme F4 >~ Mixg .
Soit A, un générateur de F4(V), on a, par définition d’un triplet de type A, B(v,w) = 1.
Par conséquent, ’application linéaire suivante existe.

ol i Fa(V) — Mixe1(V)
Apw  +— [(w,v+w)].

L’application 0‘1, est clairement un isomorphisme d’inverse

(0}) " Mixg (V) —  Fa(V)
[(va)] — Aptw-

Il nous reste a vérifier que ces applications 0‘1, définissent une transformation naturelle de

foncteurs, ¢’est & dire que pour un morphisme T' = [V L WLL & W], on a la commutativité
du diagramme suivant :

1

Fa(V) —2 Mixg 1 (V)

FA (T)l lMiXD’l (T)
0_1
Fa(W) —2% Mixq 1(W).

M1X071(T) o 0"1/ (Amw)
= Mixo71(T)[(w, v+ ’LU)]
([)(pw o (p(w)),pw o (p(v +w))] siplv) €W
simon
[(pw o (w(w)),%w o (p(v+w))] sipv)eW
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en utilisant la remarque 6.2.5 et,

ohy o Fa(T) (A W{S1 epmast e €W
{ ((pw o (9(w)), () + pw © (p(w))] si o(v) € W

Dans le cas ol ¢(v) € W, on a :

[(pw o (p(w)), ¢(v) + pw o (p(w))] = [(pw © (p(w)), pw o (p(v + w))],

ce qui prouve la naturalité de o!.

Les deux cas suivants étant tres similaires a celui de F'4, on ne donne que I'expression d’un
isomorphisme d’espace vectoriel, qui existe pour les méme raisons que pour 0‘1,, et on laisse
le soin au lecteur de vérifier que ceci défini bien une équivalence naturelle.

2. L’isomorphisme Fgp >~ Mixy g.
On considere I'isomorphisme d’espaces vectoriels suivant :

o : Fp(V) — Mixe:(V)
Byw +— [(v,v+w)].

3. L’isomorphisme Fo ~ Mixy ;.
On considere I'isomorphisme d’espace vectoriel suivant :

od: Fo(V) —  Mixg (V)
Ov,w — [(an)]

On déduit alors la décomposition suivante

Proposition 7.1.12. Le foncteur projectif Py, admet la décomposition en somme directe suivante :
PHO = L(PEJ(:]FQ@Q)) (o) (MiX0)1@2 D Min’l) D ISOH0
ot Mixg 1 et Mixi,1 sont des foncteurs mixztes et Isop, est un foncteur isotrope.

Démonstration. Par la proposition 7.1.9, on avait la décomposition en somme directe

Py, =

0

0 1 0 1
D’apres les résultats généraux sur les projectifs, on a
PO o UPT, )
Ho e(Ho)
d’apres le point (1) de la proposition 5.2.1 et
Py, / PIE}O) ~ Tsop,
d’apres la proposition 5.3.1. En combinant les lemmes 7.1.10 et 7.1.11, on a
Py /PY) = Mixg, ®2 @ Mixy 1

d’ou le résultat de 1’énoncé. O
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7.2 Décomposition de Py,

L’étude du foncteur Pp, est tres similaire a celle du foncteur Pp, faite a la section précédente.
Par conséquent, on se contente, ici, d’adapter cette derniere section au cas de Py, en omettant la
plupart des démonstrations.

7.2.1 Description explicite des sous-quotients de la filtration
Le but de ce paragraphe est de donner une base des espaces vectoriels Png ) V), PI({ll) / PI(I,O1 )(V) et
Py, /Pgl)(V) pour V un objet de 7.

0

Base Bf,?l) de P (V) On déduit du point (1) de la proposition 5.2.1 le résultat suivant.

1

Proposition 7.2.1. Une base Bj(qol) de PI({OR(V) est donnée par l’ensemble :

BY) = {t; pour f € Homg; (F2%2,¢(V))}.

Base Bgl) de PI(Jll)/PI({OR(V) Par définition de la filtration, un générateur T' = [H; Lyiydv V]

de PI(Jll)/PI({Ol)(V) est tel que I = f(Hy) Ni(V) est un espace quadratique de dimension un. On a le
lemme suivant.

Lemme 7.2.2. Soient T = [H; Lyviy v V] un générateur de Pgl)/Png)(V), et {a1,b1} une
base symplectique fizée de Hy, alors lapplication f du triplet T a une des trois formes suivantes.

1. SiI=(f(a1),0) lapplication f est de la forme :

f+ HH — V1L
aq — v
b1 — w1

pour v et w deux éléments de V vérifiant g(v) =1 et B(v,w) =1 et | un élément non nul de
L.

2. 8iI=(f(b1),0) Uapplication f est de la forme :

f+ HH — V1L
a; +— v+l
by w

pour v et w deux éléments de V vérifiant q(w) =1 et B(v,w) =1 et ] un élément non nul de
L.
3. Si1=(f(a1+b1),1) Uapplication f est de la forme :
f+ HH — V1L

air +— v+l
b1 — ’LU+Z

pour v et w deuzx éléments de V' vérifiant ¢(v +w) = 1 et B(v,w) =1 et 1 un élément non
nul de L.

Démonstration. L’espace H; admet trois sous-espaces de dimension un qui sont : Vect(ay), Vect(by)
et Vect(a; + b1) qui sont isométriques & (x,1). Ces trois sous espaces fournissent chacune des trois
applications f données dans 1’énoncé. O

Notation 7.2.3. Les triplets obtenus au point (1) du lemme seront dit de type E, ceux du point (2)
de type F' et ceux du dernier point de type G.
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On a la proposition suivante.

Proposition 7.2.4. Pour T = [H; Lvip v V]etT' =[H; E i V] deux générateurs
de Pgl)/Png)(V), les deux propriétés suivantes sont équivalentes.

1. Les triplets T et T' sont de méme type et vérifient la relation py o f = pi, o f'.

2. Les deux triplets T et T sont égaux.

Démonstration. La preuve est similaire a celle de la proposition 7.1.4. O

Cette proposition justifie la notation suivante.

Notation 7.2.5. On notera, respectivement, E,, ., £ et Gy 4 les triplets de PIEIl1)/PIEIO1)(V) de type
E, F et G et vérifiant py o f(a1) = v et py o f(b1) = w.

On déduit facilement du lemme 7.2.2 et de la proposition précédente le résultat suivant.

Proposition 7.2.6. Une base 81(‘111) de Pl(fll)/PI(fol)(V) est donnée par l’ensemble :

Bgl) ={ E, pour v et w deux éléments de V vérifiant g(v) =1 et B(v,w) =1,
Fy pour v et w deux éléments de V vérifiant g(w) =1 et B(v,w) =1,
Gy,w pour v et w deux éléments de V vérifiant ¢(v +w) =1 et B(v,w) = 1}

Base Bgl) de PHI/PIEI?(V) D’apres la proposition 5.3.4, on a (P, /Pl(fll))(V) ~ Isop, (V) dont
on déduit le résultat suivant.

Proposition 7.2.7. Une base Bgl) de PHI/PIEIll)(V) est donnée par Uensemble :

81(51) = {Hj pour f € Homg, (Hy,V)}.
Les regles de composition pour les triplets Fy v, Fyw, Gow €t Hy sont analogues a celles de

Ayws Bow, Cow et Dy pour lesquelles on se reportera a la proposition 7.1.8.

7.2.2 Scindement de la filtration pour le foncteur Py,

On montre dans cette section le résultat suivant.

Proposition 7.2.8. La filtration par le rang se scinde pour le foncteur Pr,, c¢’est a dire :

P, = P) & PP & Pa /)

1 1

Démonstration. On définit une application sy : PHI/PIEI?(V) — Py, (V) par :

sv: P /PPV) — Pg(V)
Hy = Hy+ Epan),f0) T Fran).f61) + Gran), fo1)-

On vérifie alors, de la méme maniere que dans la proposition 7.1.9 pour le foncteur Pm,, que
les applications sy définissent une transformation naturelle qui est une section de la projection

PH1—>PH1/P[(-[11)- O
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7.2.3 Identification des facteurs directs
On a le lemme suivant.

Lemme 7.2.9. Le foncteur PI(Jll)/PI({Ol) se décompose en somme directe de la maniére suivante
Py Py = Fp e Fr o Fg

ou Fg, Fr et Fg sont les sous-foncteurs de PI(Jll)/PI({Ol) engendrés, respectivement, par les triplets de
type E, F et G.

On identifie, dans le lemme suivant, les foncteurs Fg, Fr et F a des foncteurs mixtes définis
au chapitre 6.

Lemme 7.2.10. Les foncteurs Fg, Fr et Fg sont équivalents au foncteur Mix; ;.

Démonstration. Les applications linéaires fournissant les équivalences naturelles sont construites de
la méme maniere que celles données pour le foncteur Pp, a la proposition 7.1.11. O

On en déduit la décomposition suivante

Proposition 7.2.11. Le foncteur projectif Py, admet la décomposition en somme directe suivante :

IDH1 = L(P](:]Fz@2)) &, MiXLl@B D ISOH1

€

ot Mixy 1 est un foncteur mixzte et Isor, est un foncteur isotrope.

7.3 Conséquences des décompositions des foncteurs Py, et
Py

1

Dans cette section, on tire les conclusions des décompositions de Pg, et Py, données aux
propositions 7.1.12 et 7.2.11. On commence par en déduire I'indécomposabilité des foncteurs Mixg, 1
et Mix; 1, ce qui nous permettra de donner les facteurs indécomposables des foncteurs Py, et Pg, .
On étudiera alors le caractere projectif des premiers foncteurs isotropes et on terminera en donnant
le début de la classification des objets simples de Fyuad-

7.3.1 Indécomposabilité des foncteurs Mix,; et Mix; ;

Avant de montrer I'indécomposabilité des foncteurs Mixg ; et Mix; 1, on fait le rappel suivant :
Remarque 7.3.1 (Rappel). Si le foncteur F' de Fyyqq se décompose en Fy & ... @ F,, alors les
projections m; de F' sur F; et les inclusions j; : F; — F induisent des idempotents e; = j; o m; de
Panneau End(F).

Proposition 7.3.2. Les foncteurs Mixg 1 et Mixy 1 sont indécomposables.

Démonstration. 1. D’apres le point (2) du théoréme 3.1.3, on a :
Hom(Py,, Mix ;) = Mixg ; (Ho).

Or, par un calcul facile, on montre que 'espace Mixg 1(Hp) est de dimensiond. Comme dans
la décomposition de Py, obtenue a la proposition 7.1.12, on a deux facteurs Mixg’l on en
déduit que Hom(Mixal,MiXal) = E est un espace vectoriel de dimension deux sur [Fo de
base {Id, 7} ou l'application 7 est définie par : 7([(u,v)]) = ([(v,u)]). Par conséquent, en tant
quanneau, on a E = ({0,Id,7,Id+ 7}, +,0), et on montre facilement que cet anneau n’a pas
d’idempotent non trivial.
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2. De méme que précédemment, on a Hom(PHO,MiXil) = Mixil(Ho).
L’espace Mix; 1(Hp) est de dimension 2, or, dans la décomposition de Pp,, on a un facteur
Mixil. On déduit de la méme maniere que pour Mixa1 que 'anneau Hom(Mixil, Mixil) n’a
pas d’idempotent non trivial.
O

On déduit, de cette proposition, le résultat suivant :

Corollaire 7.3.3. La suite exacte courte
0— 341 — Mixg 1 — Yo — 0.

obtenue a la proposition 6.2.12 n’est pas scindée.
La proposition 7.3.2 nous permet d’énoncer le théoreme suivant.

Théoreme 7.3.4. Les foncteurs projectifs Pr, et Pm, admettent les décompositions en facteurs
indécomposables suivantes :

—F @2

@2
Pr, = ((F2) @ o(PF, ) ® (Pl )

@ u(PY2)) ® (Mixg 1 %? @ Mix; 1) & Isog,
et = D2 D2
Pu, = ((F2) @ (P, )@ uPhyy ) @ u(PR)) ® Mix11%%) @ Fu, © Su, ® Su,

ou pﬂi est le foncteur tel que P]F]; =F,® p]F];, PK‘; est la couverture projective dans F du foncteur
simple A2, P£,1) est la couverture projective dans F du foncteur simple S 1y, Mixg1 et Mixy 1
sont deux foncteurs miztes indécomposables, Iso, est un foncteur isotrope indécomposable et Frr,
et S, sont les facteurs indécomposables du foncteur isotrope Isog, .

Démonstration. Les foncteurs Mixp; et Mix; ; sont indécomposables d’apres la proposition 7.3.2,
le foncteur Isop, est indécomposable d’apres la proposition 4.5.5 et la décomposition en facteurs
indécomposables du foncteur Isoy, est donnée a la proposition 4.5.5. Il nous reste a étudier le facteur
UP 1)) = P ,))- Dapres les travaux de Harris et Kuhn dans [HK88], on a la décomposition
en facteurs indécomposables

Ple» ~ (PFy, ® Pl 1) @ Pl @ F,

avec les méme notations que dans I’énoncé, d’ou le résultat. O

7.3.2 Caractere projectif des premiers foncteurs isotropes

Les décompositions données aux propositions 7.1.12 et 7.2.11 nous permettent d’étudier le ca-
ractere projectif de certains foncteurs isotropes.

Etant donné que le foncteur Isog, (respectivement Fr, et Sp,) est facteur direct du projectif
Pr, (respectivement Py, ) on a le résultat suivant.

Proposition 7.3.5. 1. Le foncteur isotrope Isog, est projectif dans Fayad-
2. Le foncteur isotrope Isop, est projectif dans Fqyad-

On déduit alors de la proposition 4.5.2 donnant la finitude des foncteurs isotropes le résultat
qui suit.

Proposition 7.3.6. La catégorie Fgyqq posseéde des foncteurs projectifs finis non constants.

Cette proposition est une des originalités de la catégorie Fgyqq. En effet, on rappelle que, d’apres
le corollaire B7 de l'article de Kuhn [Kuh94a], dans la catégorie F, les seuls foncteurs finis et
projectifs sont les foncteurs constants.

On a le résultat suivant.
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Proposition 7.3.7. Les foncteurs Iso(, o) et Iso(,, 1) ne sont pas projectifs dans Fquada- La couverture
projective de Iso(, gy (respectivement Iso(, 1)) est le foncteur Mixo,1 (respectivement Mixy 1 ).

Démonstration. On a Iso(, o) (Ho) # {0} et Iso(,,1)(Ho) # {0}, par conséquent, si ces deux foncteurs
étaient projectifs, ils devraient étre facteur direct du foncteur Pr,. On déduit donc de la proposition
7.1.12, que ces foncteurs ne sont pas projectifs. Par contre, nous avons vu au théoreme 6.6.1 que
Iso(,,0) est le facteur de composition supérieur de Mixg 1 et que Iso, 1) est celui de Mixy 1, ce qui
prouve le deuxieme point de 1’énoncé. O

7.3.3 Classification des foncteurs simples S de F,.q tels que S(H) # {0}
ou S(Hy) # {0}

Si S est un foncteur simple de Fyyqq vérifiant S(Hp) # {0} on a, par la proposition 3.1.3,
Hom(Py,, 5) = S(Ho) £ {0}.

Par conséquent, il existe un morphisme de Fyuqq de Pg, dans S qui est un épimorphisme, par
simplicité de S. On déduit alors des décompositions données au théoreme 7.3.4, de la proposition
4.5.5 concernant les foncteurs Isop, et Isoy, et de I’étude des foncteurs Mixg ; et Mix; ; faite au
chapitre 6 le résultat suivant.

Proposition 7.3.8. Les classes d’isomorphisme de foncteurs simples, non constants, de Fqyad qui
sont non nuls sur au moins un des espaces Hy ou Hy sont :

”(A)v L(Az)v 5(5(2,1))7 ISO(%O)) Iso(w,l)a RHO) Ry, SHI

ot Rp,, R, et Sm, sont les foncteurs simples introduits a la proposition 4.5.5.

7.3.4 Calculs de groupes d’extensions dans F,.q

Par les propositions 4.2.10 et 4.4.11 on obtient que le foncteur
ko Fy : Fo[O(V)] — mod — Fyuad

est exact. Par conséquent, ce foncteur induit un morphisme sur les groupes d’extension :

EXt*O(V)fmod(M7 N) M)

Exty . (Fv(M), Fy(N)).
On a la proposition suivante :
Proposition 7.3.9. Pour V € {Hy, H1}, le morphisme (ko Fy), est un isomorphisme.

Afin de démontrer cette proposition, nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 7.3.10. Pour V € {Hy, H1}, si P est un O(V)-module projectif, Fy (P) est projectif dans
fquad-

Démonstration. Si P est un O(V)-module projectif, on a, par définition, I'existence de @ tel que
P& Q=T [0(V)].
On a que Fy (P ® Q) ~ Fy(P) ® Fy(Q) et, étant donné que
Fy (Fo[O(V))]) = Isoy

et que les foncteurs Isopy, et Isoy, sont projectifs d’apres la proposition 7.3.5, on obtient que Fy (P)
est projectif. O
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Démonstration de la proposition. Soient M et N deux O(V')-modules pour V € {Hy, H1} et Py —
M une résolution projective de M. Le lemme 7.3.10 entraine que Fy (P, ) est une résolution projective
de Fy (M). Le foncteur k o Fy induit un morphisme de complexes de chaines

Homo(v) (P., N) — Hom;—quad (FV (P.), FV (N))
qui induit le morphisme (ko Fy ), en cohomologie. Enfin, ce morphisme est un isomorphisme, puisque

Homo vy (F2[O(V)], N) ~ Homg,

quad

(Fv (F2[O(V))), Fy (N))

en tant que O(V)-modules.

On en déduit le corollaire suivant :

Corollaire 7.3.11. Pour tout entier n, on a :

Ext

g (LHo s Ripy) = T
EXt;quad (RHl s RH1) ~ FQ
ot Ry, et Ry, sont les foncteurs simples définis a la proposition 4.5.5.

Démonstration. On applique la proposition 7.3.9 au O(V')-module trivial dans les deux cas.. O

Remarque 7.3.12. Cette proposition fournit une nouvelle différence importante entre les catégories
F et Fyuad- En effet, on rappelle que dans F, d’aprés larticle [PS98], pour tout objet simple S de
F,ona:

Extx(S,S) = 0.

La proposition précédente montre que, pour les objets simples de Fyyad, R, €t Ry, on a :

Exty  (Rp,, Rg,) ~ Fy

Extlf

quad

(RH17RH1) ~ Fg.
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Chapitre 8

Les foncteurs polynomiaux de
F quad

Dans ce chapitre, apres avoir étendu a Fgyqd, la notion de foncteur polynomial, on montre,
par récurrence, que les foncteurs finis et polynomiaux de Fgyuqq sont les images par le foncteur
t: F — Fyuad des foncteurs finis et polynomiaux de F.

8.1 Définition des foncteurs polynomiaux de F,qq

8.1.1 Les foncteurs différences de F,.q

On définit dans cette section, les foncteurs différences de Fyuqq qui généralisent la notion de
foncteur différence dans F dont on rappelle la définition :

Définition 8.1.1. [Sch94] Le foncteur différence A : F — F est le foncteur qui associe & un
foncteur F' de F le foncteur AF tel que, pour tout objet V de £7 :

AF(V) := Ker(F(V & Fs) 2% F(v)),

oup:V @&Fs — V est la projection.
On donne la définition suivante :

Définition 8.1.2. Les foncteurs différences Ap, 1 Fouad — Fguad €6 A, @ Fauad — Fguad sont les
foncteurs qui associent a un foncteur F' de Fyyuaq les foncteurs Agy, F' et Ag, F tels que, pour tout
objet V de 7, :

Apy F(V) = Ker(F(V LHy) T2,

E(V)),
Ap, F(V) = Ker(F(V LH,) ZE2D, pyy),

ouwi; :V — VLHgetiz:V — V.LH; sont les inclusions et R : £ — 7, est le foncteur défini en
2.2.9.

On a le résultat suivant :

Proposition 8.1.3. Les foncteurs Ay, et Ag, sont exacts.
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8.1.2 Définition des foncteurs polynomiaux
On généralise & Fgyuqq la définition suivante des foncteurs polynomiaux de F.
Définition 8.1.4 ([Sch94]). Soit F' un objet de F :

1. le foncteur F' est polynomial de degré 0 si et seulement si AF = 0;

2. le foncteur F' est polynomial de degré au plus d 4+ 1, pour d un entier naturel, si et seulement
si AF est de degré au plus d.

On utilisera, dans ce chapitre, la définition suivante de foncteur polynomial dans Fgyqeq.

Définition 8.1.5. Soit F' un objet de Fyyad :
1. le foncteur F' est polynomial de degré 0 si et seulement si Ay, F' = Ay, F =0;

2. le foncteur F' est polynomial de degré au plus d 4+ 1, pour d un entier naturel, si et seulement
si A, F et Ay, F' sont de degré au plus d.

La proposition suivante permet de simplifier la définition d’un foncteur polynomial de degré 0.

Proposition 8.1.6. Pour un foncteur F' de Fyyad, les deux propriétés suivantes sont équivalentes.
1. Le foncteur A, F est nul.
2. Le foncteur Ap, F est nul.

Démonstration. Si Ag,F = 0, on a, pour tout objet V de 7y,
F(V) ~ F(VLHy).

Par conséquent,
F(V)~F(V.1Hy) ~F(V1HylHy) ~F(VL1H1Hy),

ou le dernier isomorphisme est obtenu par le lemme 1.2.9. On déduit de I'existence des morphismes
F(V)— F(VLH) et F(VLH,)— F(V_LH;1H;), induits par les inclusions et de 'isomorphisme
entre F(V) et F(V_LH; 1LHp), que

F(V)~ F(VLH,) ~ F(VLH, LH)).

D’ou Apg, F =0.
La réciproque se montre de la méme maniere. O

8.2 Etude des foncteurs polynomiaux de F 4

On rappelle, conformément a la définition 3.1.5, qu'un objet F' de Fyyqq est fini s’il admet une
série de composition finie dont les sous-quotients sont simples. Le but de cette section est de montrer
le résultat suivant :

Théoreme 8.2.1. Les foncteurs finis et polynomiauzr de Fyuaqa sont dans 'image du foncteur ¢ :
F — fquad-

Ce résultat se démontre en effectuant une récurrence sur le degré des foncteurs polynomiaux.

8.2.1 Les foncteurs polynomiaux de degré 0 de F,,.q

Dans cette section, on initialise ’argument de récurrence. Ce résultat utilise de maniere essen-
tielle la classification des foncteurs simples S de Fguqq tels que S(Hp) # 0 ou S(H1) # 0, obtenue
a la proposition 7.3.8. On a le résultat suivant.

Proposition 8.2.2. Soit S un foncteur simple de Fgyqaq, S est polynomial de degré 0 si et seulement
si S est le foncteur constant.
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Démonstration. Pour démontrer le sens direct du résultat précédent, deux cas sont a distinguer.
1. Si S(Hy) = S(Hy) =0.
D’apres la classification des espaces quadratiques non dégénérés sur Fo , si W est un espace
de dimension minimale vérifiant S(W) # 0, on a l'existence d'un élément € de {0,1} et d'un
espace quadratique V non dégénéré et non nul, tels que :

W~H1V.
Comme W est de dimension minimale, on a S(V') = 0, ce qui implique
Ag S(V)=S(H.LV) #£0.

On en déduit le résultat dans ce cas.

Dans ce cas, on utilise la classification des foncteurs simples S de Fgyqq tels que S(Hp) # 0 ou
S(H1) # 0 obtenue & la proposition 7.3.8. Par un calcul explicite pour chacun des foncteurs S
obtenus dans cette classification, on obtient que les foncteurs A g, S sont non nuls sauf pour
le foncteur constant S = Fs.

La réciproque est triviale.

8.2.2 Démonstration du théoreme 8.2.1

Afin de démontrer le théoreme 8.2.1, nous aurons besoin du résultat suivant ou les idempotents
ey obtenus a la proposition 5.2.9 jouent un roéle central.

Proposition 8.2.3. Soit S un foncteur simple non trivial de Fuqq n'appartenant pas a l'image du
foncteur v : F — Fauad, alors un des deux foncteurs Ap,S ou Ag, S n'appartient pas a 'image du
foncteur v : F — Fguad-

Démonstration. Soit W un espace quadratique non dégénéré, de dimension minimale, vérifiant
S(W) # 0, on distingue les deux cas suivants.
1. Si W est de dimension deux.
Par un calcul explicite pour chacun des foncteurs simples S obtenus dans la classification
donnée a la proposition 7.3.8, on obtient le résultat de I’énoncé.
2. Si W est de dimension strictement supérieure a deux.
11 existe un espace quadratique non dégénéré V éventuellement nul et un élément € de {0, 1},

tels que :
W~ HylH.LV.

Supposons que Ag,S et Ay, S sont dans I'image du foncteur ¢, on prouve, dans la suite, que
ceci entraine que S est également dans l'image de ¢, ce qui, par la proposition 5.2.13, est
équivalent au fait qu'’il existe un objet W de 7 tel que

S(ew)S(W) £ 0.

Par le corollaire 5.2.10, on a
ew = eHDJ_eHeJ_eV.

L’espace W étant supposé de dimension minimale pour la propriété S(W) # 0, on a

S(HoLV) = S(H.LV) =0
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ce qui entraine que

A, S(H.LV) ~ S(W) (8.1)
Ap. S(HyLV) ~ S(W). (8.2)

Ces isomorphismes sont naturels et, pour (8.1), 'action de Endz, (H.LV) sur Ag,S(H.LV)
correspond a la restriction de I'action de Endz, (W) sur S(WW), de méme, pour (8.2), I'action
de Endz, (HoLV) sur Ay, S(HoLV) correspond a la restriction de 'action de Endz, (W) sur
S(W). Supposons que Ap, S et Ap, S sont dans I'image de ¢. On en déduit :

S(].HOJ_GHGJ_G\/)S(W) = AHDS(GHGLev)AHDS(HEJ_V) = AHOS(HEJ_V) = S(W)

ou la premiere égalité découle de 'action décrite précédemment, la deuxieme se déduit du
corollaire 5.2.13 et la derniere est donnée par 8.1. De méme, on obtient :

Sler, Llm, Ley)S(W) = Ap. S(en, Lev)Au S(HoLV) = Ap, S(Ho LV) = S(W).
On en déduit que
S(1p,Len. Ley)oS(en, L1y, Ley)S(W) = S(W)
or, S(1g,Lem. Ley)o S(em, L1y Ley) = S(ew) par le corollaire 5.2.10 ce qui entraine que
S(ew)S(W) #0

ce qui fournit le résultat.
O

Les deux lemmes qui suivent nous seront également nécessaires pour démontrer le théoreme.

Lemme 8.2.4. Un foncteur F' de Fquaa qui prend des valeurs de dimension finie et dont tous les
facteurs de composition sont des foncteurs de o(F) polynomiaux de degré inférieur ou égal a d est

fini.

Démonstration. On sait qu'un foncteur polynomial G de F de degré inférieur ou égal a d est tel
que G(]ng) # 0. On en déduit que le nombre de facteurs de composition de F est fini. O

Lemme 8.2.5. Un objet fini F' de Fgyqq dont tous les facteurs de composition sont dans l'image
du foncteur v est dans l'image du foncteur t.

Démonstration. Ce résultat est une conséquence directe du théoreme 5.2.12 d’apres lequel +(F) est
une sous-catégorie épaisse de Fyyqd- O

Démonstration du théoréme 8.2.1. Soit F' un foncteur fini et polynomial de Fg,qq. Les foncteurs
Ap, et Ap, étant exacts d’apres la proposition 8.1.3, il suffit de considérer le cas d’un foncteur
simple S. On raisonne par récurrence sur le degré polynomial.

Si S est de degré 0, on sait, d’apres la proposition 8.2.2, que S est dans I'image du foncteur «¢.

Supposons que tout foncteur simple polynomial de Fyyqq de degré d est dans I'image du foncteur
¢ et considérons un foncteur simple polynomial S de Fgyqq de degré d+ 1. D’apres la définition des
foncteurs polynomiaux de Fy,qq donnée en 8.1.5, les foncteurs Ag, S et Ap, S sont polynomiaux
de degré d. On en déduit que tous les facteurs de composition des foncteurs Ag, S et Ay, S sont
polynomiaux de degré inférieur ou égal a d et, par ’hypothese de récurrence, on obtient qu’ils sont
tous dans I'image de ¢. Or, le foncteur S étant simple, il est quotient d’un projectif et prend donc
des valeurs de dimension finie, ce qui entraine que les foncteurs Ag, S et A, S prennent des valeurs
de dimension finie. On déduit du lemme 8.2.4 que les foncteurs Ag, S et Ag, S sont finis, puis, par
le lemme 8.2.5, on obtient que les foncteurs Ag, S et A, S sont dans I'image du foncteur ¢, ce qui
implique, par la proposition 8.2.3, que S est dans 'image du foncteur ¢. O



Annexe A

Catégories de foncteurs

Cette annexe répertorie plusieurs résultats généraux concernant les catégories de foncteurs uti-
lisés tout au long de cette these.

On s’intéresse plus particulierement a la question suivante :

Soient C et D deux catégories, A une catégorie abélienne, F' : C — D un foncteur et — o F' :
Fone(D, A) — Fonc(C, A) le foncteur induit par composition.

Lorsque le foncteur F' a une certaine propriété P, que peut-on en déduire sur le foncteur —o F'?

Avant de traiter deux cas, tres utiles, du probleme posé précédemment, on rappelle la définition
suivante.

Définition A.0.1. Soit F': C — D un foncteur;
1. le foncteur F est fidele si, pour tous objets X et Y de C, 'application :

Home (X, Y) 222 Homp(F(X), F(Y))

est injective ;

2. le foncteur F est plein, si pour tous objets X et Y de C, 'application :

Home (X, Y) X% Homp(F(X), F(Y))

est surjective;

3. le foncteur F' est essentiellement surjectif si tout objet de D est isomorphe a un objet de la
forme F(C).

Proposition A.0.2. Si F est essentiellement surjectif, alors — o F' est fidéle.

Avant de démontrer cette proposition, il est utile de remarquer le fait suivant.

Remarque A.0.3. La catégorie A étant supposée abélienne, on sait d’apres [Gab62], que Fone(C, .A)
et Fonc(D, A) sont des catégories abéliennes. Par conséquent, il existe une structure de groupe sur
Hompone(—,4)(H1, H2). On peut alors utiliser la caractérisation de l'injectivité en termes de noyaux,
ce qui donne ’équivalence suivante : le foncteur — o F' est fidele si et seulement si pour tous objets
H, et Hy de Fone(D, A), Ker(— o Fu, m,) = {0}.

Démonstration. Soient Hy et Hy deux objets de Fonc(D, A), — o Fy, m, le morphisme de groupes

—oFH, ,Hy

HomFonc(D,.A) (Hla H2) HomFonc(C,A) (Hl o F7 H2 o F)

o un élément de Hompgne(p, 4)(H1, H2) tel que — o F, g,(0) =0 et D un objet de D.

Le foncteur F' étant supposé essentiellement surjectif, on a I’existence d’un objet C' de C vérifiant
F(C) = D. On a alors le diagramme :
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—oFu, Hy (o

HyoF(C)——> Hy0 F(C)

L)

Hy(D) — = H»(D)

Comme — o Fg, m,(0)- = 0 par hypothese, on en déduit que pour tout D de D, op = 0 d’ou
o =0. O

Proposition A.0.4. Si F' est un foncteur plein et essentiellement surjectif, alors :

1. le foncteur — o F' est pleinement fidéle ;

2. tout sous-objet d’un objet de l'image du foncteur — o F' est isomorphe & un objet de l’image
du foncteur —o F';

3. limage par — o F' d’un foncteur simple de Fonc(D, A) est un foncteur simple de Fonc(C,.A).

Démonstration. 1. La fidélité du foncteur — o F' est donnée par la proposition A.0.2.
Pour la plénitude, on considere deux objets G et H de Fonc(D,.A) et a un élément de
Hompgne(c,4)(GoF, HoF). On souhaite montrer qu'il existe un objet 8 de Hompone(p, 4) (G, H)
tel que Bo F = a.
Soit D un objet de D, comme F est essentiellement surjectif, on peut choisir un objet C' de C
tel qu’il existe un isomorphisme :
¢:F(C)— D.

On définit un élément 5(D) de Hom4(G(D), H(D)) comme étant la composée

G(¢™") a(0)

a(0) £ gore) 2 Ho Ry 2

H(D).

On montre, dans la suite, que 8 définit une transformation naturelle de G vers H.

Soient f : D — D’ un élément de Homp(D,D') et ¢ : F(C) — D et ¢/ : F(C') — D’ les
isomorphismes associés aux choix de C et C’ par Pessentielle surjectivité de F'; étant donné
que le foncteur F est plein, il existe un élément g de Home (C, C”) tel que

Flg)=¢"""ofo¢. (A1)
Or, le diagramme suivant est commutatif
G(D) —"2— H(D)
G(¢™) H(¢™)
o(C)
GoF(C) Ho F(C)
GoF(g) HoF(g)
GoF() XYL gor)
G(9") H(¢")
B(D")

Gy 220 H(DY)

car le carré supérieur (respectivement inférieur) commute par définition de 5(D) (respective-
ment 3(D’)) et la commutativité du carré au centre découle de la naturalité de «. Puisque

G(¢') 0 GF(g) o G(¢™!) = G(¢ 0 F(g) o ¢™ ') = G(f)
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et

H(¢')o HF(g) o H(¢™!) = H(¢' o F(g) 0 ¢™") = H(f)
ou les premieres égalités découlent de la fonctorialité de G et de H et la seconde de la relation
A.1, on déduit que § est une transformation naturelle.

. Soient G un objet de Fonc(D,.A) et H un sous-objet de G o F, de méme qu’au premier point,
pour un objet D de D, comme F est essentiellement surjectif, on peut choisir un objet C' de
C tel qu’il existe un isomorphisme :

¢:F(C)— D.

On définit un objet de A par :
K(D):= H(C).

De méme qu’au premier point, pour f : D — D’ un élément de Homp (D, D) et ¢ : F(C) — D
et ¢ : F(C') — D' les isomorphismes associés aux choix de C' et C’ par I’essentielle surjectivité
de F, étant donné que le foncteur F est plein, il existe un élément g de Home(C, C”) tel que

Flg)=¢" o foo. (A.2)

On définit un morphisme
K(f): K(D)— K(D")

par K(f) = H(g). On obtient le diagramme commutatif suivant :

K(D) —— H(C)—= G o F(C) £ (D)
K(f)l H(g)l cw@l G(f)l
K(D') —— H(C")—> G o () 2% (D)

Comme les fleches horizontales du diagramme sont des monomorphismes, la définition de
K (f) ne dépend pas du choix du morphisme g dans A.2. Le foncteur K, ainsi défini, vérifie
K oF ~ H. De plus, on déduit de la commutativité du diagramme suivant que K est un
sous-foncteur de G.

. Soit S un foncteur simple de Fonc(D, A) et —oF(S) = SoF son image par —oF'. Supposons que
S'o F n’est pas simple et notons H un sous-foncteur propre de So F. D’apres la démonstration
du point 2. de la proposition, il existe un sous-foncteur K de S tel que :

H~KoPF.

Comme H est un sous-foncteur propre de S o F'; K est un sous-foncteur propre de S, ce qui
contredit la simplicité de S.
O
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La catégorie F,,,, des foncteurs de Mackey généralisés pour les formes
quadratiques sur Fy

Le but de ce travail est de construire et d’étudier des catégories de foncteurs associées aux espaces
vectoriels munis de formes quadratiques non dégénérées sur Fo. Apres avoir construit la catégorie de
foncteurs Fyyqq, en utilisant des techniques similaires a celles utilisées pour les foncteurs de Mackey,
on obtient plusieurs résultats concernant les objets simples de cette catégorie.

On montre I'existence d'un foncteur ¢ : F — Fyuaq exact, fidele et préservant les simples, ot F
est la catégorie des foncteurs entre la catégorie des espaces vectoriels finis sur Fs et la catégorie de
tous les espaces vectoriels.

On introduit une autre catégorie de foncteurs, notée F;s,, dont les objets simples sont indexés
par les représentations modulaires irréductibles des groupes orthogonaux, éventuellement dégénérés,
sur Fy et on montre ’existence d’un foncteur & : Fiso — Fguaa €xact, fideéle et préservant les simples.

En décomposant les deux générateurs projectifs les plus simples de la catégorie Fyuqq on ob-
tient une classification des “petits” objets simples de Fyuqq qui nous permet de montrer que les
foncteurs polynomiaux de Fgyqq sont dans I'image du foncteur ¢. De nouveaux foncteurs de Fuyqad,
baptisés foncteurs mixtes, apparaissent dans la décomposition de ces deux générateurs projectifs et
fournissent deux familles infinies de foncteurs simples de Fgyqq ne provenant ni de F, ni de Fiso.

The category F,,qq of generalized Mackey functors for the quadratic forms
over [y

The purpose of this work is to construct and study functor categories associated to Fa-vector
spaces equipped with a quadratic form. After the construction of the category Fquqsqd by use of
similar techniques as for Mackey functors, we obtain several results about simple objects of this
category.

We prove the existence of a faithful, exact functor ¢ : 7 — Fyyqq, which preserves simple objects,
where F is the category of functors from the category of finite Fa-vector spaces to the category of
all vector spaces.

We introduce another functor category, noted by F;s,, whose simple objects are indexed by the
irreducible modular representations of possibly degenerate orthogonal groups over Fy and we prove
the existence of a faithful, exact functor x : Fiso — Fguaa, Which preserves simple objects.

Using the decomposition of the first two projective generators of the category Fyuqd, we obtain
a classification of the simple objects of lowest rank of Fg,qq4, which allows us to prove that the
polynomial functors of Fyyqq are in the image of the functor ¢. In the decomposition of these
projective generators appear new functors of Fyyqq, called mixed functors, which give two infinite
families of simple objects of Fyyuaq, which do not arise from the categories F and Fis,.

Discipline : Mathématiques

Mots clés : catégories de foncteurs; formes quadratiques sur s ; représentations des groupes
orthogonaux sur Fy ; foncteurs de Mackey.

Keywords : functor categories; quadratic forms over Fs ; representations of orthogonal groups
over Fy ; Mackey functors.

Laboratoire Analyse, Géométrie et Applications, UMR, 7539
Institut Galilée
Université Paris 13

99, avenue Jean-Baptiste Clément,
93430 VILLETANEUSE



