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Introduction

La géométrie multisymplectique définit un cadre général permettant de donner une
formulation hamiltonienne aux problémes variationels a plusieurs variables similaire a la
théorie hamiltonienne bien connue pour la mécanique. Dans le cas d’une particule évoluant
dans un espace cible la formulation hamiltonienne de la dynamique peut éventuellement
étre un bon préalable a la formulation de la version quantique du probléme par des procédés
maintenant relativements bien compris.

Le but de cette these est d’étudier I’équation de Klein—Gordon sur les champs scalaires
couplée avec une non—linéarité et sa quantification par le biais de la géométrie multisym-
plectique.

La these se divise en deux chapitres. Le premier concerne I’étude du champ libre (c’est—
a—dire I’équation linéaire associée) et sa quantification du point de vue multisymplectique.
Dans le deuxiéme chapitre nous étudions 1’équation non linéaire de maniere perturbative.
Dans un souci de lisibilité nous avons regroupé les différentes preuves dans les annexes.

Dans cette introduction nous allons tout d’abord introduire la géométrie multisymplec-
tique et le formalisme hamiltonien pour les probléemes variationnel a plusieurs variables.
Nous reprenons essentiellement les résultats expliqués dans les articles de Frédéric Hélein
et Joseph Kouneiher [28], [29] (voir aussi [27] pour une introduction a la géométrie multi-
symplectique). Ensuite nous énongons les résultats principaux des chapitres de la these.

Commencons par introduire le formalisme hamiltonien issu de la géometrie multisym-
plectique. Considérons un lagrangien £[u] défini sur I'espace des champs v : Y C R" — R
par

Lu] ::/Z/[L(x,u(x),du(x))dx

avec L : R x R x R™ — R lisse. Nous cherchons a étudier les points critiques de ce
lagrangien c’est—a—dire les solutions de I’équation d’Euler Lagrange

Za%u (a_L(x,u(x),du(x))> Zg—z(%“(m)’d“(fv))
“w

Pour étudier ce probleme de maniere géométrique nous pouvons nous placer du point de
vue de Frédéric Hélein et Joseph Kouneiher ([28], [29]). Celui-ci consiste a travailler sur
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le fibré M := A"T* (U x R) sur U x R muni d’une (n + 1)—forme multisymplectique (voir
la section 1.1.2 p.24) Q € I'(M, A"T*M) (pour F un fibré sur B, nous noterons I'(B, F)
Pensemble de ses sections lisses). De la méme maniere que pour la formulation d’Hamilton
de la mécanique [3] on peut effectuer une transformée de Legendre qui permet de voir
un point critique de £ comme une n—courbe hamiltonienne c’est a dire une sous—variété
I' ¢ M de dimension n telle que Vm € I', 3X € A"T,,I" tel que

X 1Q = (—1)"dH

ou X _Q désigne I'unique 1-forme sur M telle que pour tout Ve TM, X 1Q(V) =
QX AV)et ot H: M — R est la fonction hamiltonienne correspondant au probleme.
C’est une fonction H construite a I’aide de la transformée de Legendre (voir la section 1.1
p.23-25 pour plus de détails ou [27], [28], [29]). Nous noterons £ I’ensemble des n—courbes
H-hamiltoniennes. Cette construction est générale et peut s’appliquer a tout probléeme va-
riationnel.

Vient ensuite la question des observables. Cette notion est naturelle dans le cas d’une
particule, mais elle ne I’est plus pour les champs. L’école Polonaise sous I'impulsion des tra-
vaux de W. M. Tulczyjew [56] et J. Kijowski [35] ont défini les observables algébriques
comme étant les (n — 1)-formes F € T'(M, A"~ 'T* M) admettant un champ de vecteurs
hamiltonien c’est—a—dire un champ de vecteurs (p € I'(M,TM) tel que dF +(p 1Q =0
(nous noterons ¢ _I Q le produit intérieur du champ de vecteur ¢ dans ). A partir de
cette définition nous pouvons définir un crochet de Poisson entre deux (n — 1)—formes
observables F' et G par la formule

{F.G}i=((rACe) 1Q=(pr 1dG = —(c L dF

Remarquons que € étant une (n+ 1)—forme, {F, G} = ((r A {g) I © est bien une (n —1)—
forme. Ce crochet vérifie alors I'identité de Jacobi modulo une forme exacte. D’autre part
J. Kijowski [35] (voir aussi les travaux de H. Goldschmidt et S. Sternberg en collabora-
tion avec S. Coleman [24]) a introduit la condition supplémentaire dH((r) = 0 sur les
(n — 1)—formes observables; de telles formes sont appelées (n — 1)—formes observables
dynamiques. Ces observables correspondent aux symétries du probleme : en effet nous
avons dans ce cas un analogue du théoreme de Noether.

A partir d’une (n — 1)—forme, nous pouvons construire une fonctionnelle sur 'ensemble
des n—courbes hamiltoniennes £ de la maniere suivante. Considérons ¥ une hypersurface
de M transverse a toutes les n—courbes hamiltoniennes et F € I'(M, A" 'T* M) une
(n — 1)~forme sur M, alors nous pouvons définir la fonctionnelle [ F sur £ par la
formule (rappelons que dim¥> NI =n —1)

/F:FEE»—>/ F
) nr

Alors si nous considérons les fonctionnelles [ F et [, G obtenues & partir de deux (n—1)-
formes observables F' et (G, nous pouvons définir le crochet de Poisson entre fz F et fz G

HARRIVEL R. 5
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en posant

(L o}~ e

Ce crochet de Poisson vérifie I'identité de Jacobi et il coincide avec le crochet de Poisson
utilisé habituellement par les physiciens en théorie des champs [31]. Ceci justifie 'intro-
duction de la notion de (n — 1)—forme observable et la définition du crochet de Poisson
entre ces formes.

Se pose alors le probleme de la définition du crochet de Poisson entre deux fonction-
nelles fiF et fEG ott ¥ et ¥ sont deux hypersurfaces différentes. Cette question est
cruciale si nous cherchons & avoir une théorie covariante. Dans le cas ot I'une des (n — 1)
formes, par exemple F', est une observable dynamique la solution est tres simple. En effet
on peut facilement prouver que dans ce cas la fonctionnelle fz F' ne dépend que de la
classe de cobordisme de Y. On peut alors définir le crochet de Poisson entre fi F et fz G
par { [¢ F, [« G} == { [ F, [¢ G} = [, {F,G}. Malheureusement, comme les observables
dynamiques correspondent aux symétries du probleme, il en existe en général tres peu
dés lors que nous introduisons une non-linéarité. Nous verrons comment nous pouvons
contourner ce probleme perturbativement.

Remarque 0.0.1

Avant de présenter les résultats des différents chapitres nous précisons que nous utiliserons
dans tout le texte de la these la convention d’Einstein sur les sommations. Ainsi tous les
indices répétés en position haute et basse seront sommés sauf mention du contraire. Ainsi
, . L

I'expression X, dz* désignera la somme ) 4 X, dzt.

0.1 Enoncé des résultats du chapitre I

Dans ce chapitre nous étudions le champ libre du point de vue multisymplectique.
Nous commencons par suivre les étapes décrites par F. Hélein et J. Kouneiher dans [28]
et [29] et présentée précédemment de maniére a donner la formulation multisymplectique
de léquation de Klein-Gordon linéaire. Comme expliqué dans [28] et [29] nous obtenons
ainsi une formulation hamiltonienne covariante du probléeme.

Ceci peut étre un bon préalable pour obtenir une procédure de quantification du champ
libre covariante. Nous cherchons ainsi & quantifier du point de vue multisymplectique.
Nous abordons ce probleme de trois manieres différentes. Tout d’abord nous définissons
une préquantification des symétries, puis nous adoptons une stratégie de quantification par
déformation. Enfin nous donnons les idées d’un travail en cours (effectué en collaboration
avec Frédéric Hélein) consistant & définir un processus de quantification géométrique dans
le cadre multisymplectique.

0.1.1 Etude multisymplectique

Nous nous donnons une variété pseudo Riemanienne (X', g) de dimension n et (") ,cro n_1
’ pel0,n—1]
un systeme de coordonnées sur X. Nous noterons w la forme volume induite par la métrique

HARRIVEL R. 6
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sur X. Considérons alors I’équation de Klein—Gordon linéaire sur les champs scalaires
¢ : X — R donnée par

1 0 0
;M <99W 355’) +m%p+ERp =0 (K-G)

ol g := /| det(gu)| et m > 0, £ € R sont deux constantes réelles. R désigne la courbure
scalaire de X.

En nous plagant du point de vue de F. Hélein et J. Kouneiher [28], la formulation
multisymplectique du probléme revient & considérer le fibré M := A"T*(X xR) sur X xR.
La variété M admet le systeme de coordonnées (x, ¢, e, p) ou (x, ¢) désigne les coordonnées
naturelles sur X x R et ol nous repérons m € A"T&@X X R par m = ew + pdo A w,,

avec w, = % _Jw. Nous munissons alors M de la (n + 1)-forme multisymplectique
Q € T(M, A" T* M) définie par Q := de Aw + dp* A dp A w, — %aam—gup“dqﬁ A w. Alors

aprés une transformée de Legendre (section I.1.1 p.23) nous trouvons que la fonction
d’Hamilton H : M — R correspondant au probléme est donnée par H(z,p,e,p) =
e+ % (g,ul/pupy + m2¢2 + £R¢2) .

Les solutions de (K-G) sont alors vues comme des n—courbes H—hamiltoniennes c’est—
a—dire des sous—variétés I' C M de dimension n telles que H est constante le long de I' et
telle que pour tout ¢ € T', il existe un n vecteur X € A"T,I" tel que

X 1Q=(-1)"dH
Nous noterons M Iensemble des n—courbes H—hamiltoniennes.

Nous nous interessons ensuite aux (n—1)—formes observables algébriques et dynamiques
de cette théorie. Nous obtenons alors que l'espace O™ des observables dynamiques est la
somme directe de deux composantes (propositions 1.2.1 et 1.2.2 p.27). L’une correspond
aux symétries de ’espace—temps et les champs de vecteurs hamiltoniens correspondant
sont les champs de Killing de X'. Elle permet de retrouver le tenseur d’énergie-impulsion.

L’autre composante permet d’obtenir une évaluation des valeurs locales du champ. En
terme de symétries elle correspond & ’ajout d’une solution de (K-G) a une autre solution.
Ces observables dynamiques sont intimement liées a la linéarité de I’équation (K-G). Nous
verrons ainsi que contrairement aux (n—1)-formes Fx, les F;, cessent d’étre des observables
dynamiques dés que nous introduisons une non-linéarité dans I’équation (K-G).

0.1.2 Quantifications

Nous cherchons ensuite a quantifier le probleme. La quantification du champ libre via
la quantification canonique est maintenant trés bien connue ([48], [52], [31]), mais cette
construction s’adapte mal a la géométrie multisymplectique. Il nous faut trouver de nou-
velles pistes pour quantifier. Dans cet esprit nous définissons une préquantification des
symétries (c’est—a—dire des champs de vecteurs hamiltoniens dynamiques) du probleme.

HARRIVEL R. 7
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Nous essayons ensuite de suivre une stratégie de quantification par déformation de
I’algébre de Poisson des champs locaux qui correspondent aux fonctionnelles fz Fy. Nous
définissons dans un premier temps un produit étoile nous semblant adapté a la géométrie
multisymplectique. Malheureusement nous nous rendons compte que celui—ci ne corres-
pond pas a l'ordre de Wick ou ordre normal d’opérateur de la quantification canonique.
Or cet ordre a une signification physique importante : il permet de fixer ’energie du vide
et d’avoir des énergies finies. Par ailleurs J. Dito a défini dans ses articles [17], [18] le pro-
duit étoile correspondant & l’ordre normal. Nous avons alors adapté cette quantification
par déformation a notre cas mais il nous a semblé difficile de donner une interprétation
multisymplectique a celui—ci.

Enfin nous mettons en oeuvre une stratégie de quantification géométrique. Cette démar-
che nous semble la plus prometteuse et bien que ce soit un travail en cours (en collaboration
avec Frédéric Hélein), nous en présentons les principaux résultats.

Préquantification des symétries

D’apres la proposition 1.2.1-1.2.2 'algebre de Lie V des champs de vecteurs hamilto-
niens dynamiques se décompose en V = V, @ Vx ou L’espace Vs décrit les symétries
infinitésimales correspondant & la linéarité de 1’équation et Vy les symétries de I'espace—
temps.

On montre alors que Vg4 est un idéal de 'algebre de Lie V. Nous considérons les com-
plexifiés V et Vg’ de Vy et V. Nous supposons donnée une structure hermitienne (e|e) sur

Vg’ telle que pour tout (xy € Vy réel application i[Cy, e] soit auto—adjointe c’est—a—dire
telle que 'on ait

Yix € Vx ; Y(v,w) € (V5)? 5 (i[Cx, 0] [w) = (v]i [Cx,w])

Alors nous pouvons étendre le produit scalaire (e|e) & I’algebre commutative (S (Vg):), ®)
librement engendrée par Vg): ie. S(Vg) = D0 [(Vg)@)k/Gk}
Nous définissons alors Q : V¢ — £ (S(Vg)) par V¢ € V¢

Q) =) @ e+ @0 ({i [p¥(Q) o] + (o

p¢(<)*)} ®id) o6

ol nous avons noté p?® et p? les projections sur Vy et Vy respectivement et o1 6 : (Vg) —
V;?@S(Vg) désigne ’opérateur de Spencer (voir la définition 1.5.3 p.35). Alors ’application
Q: V¢ — (S (Vg)) vérifie les propriétés suivantes :

Théoreme 1.5.1 p.39

1. Pour tout ¢, ¢’ appartenant & V° nous avons

Q([¢,¢]) =i[Q(¢), Q(¢N)]

HARRIVEL R. 8
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otl le crochet du membre de gauche désigne le crochet dans VC et celui du membre de

droite le commutateur de E(S(Vg)) (V(A,B) € E(S(Vg’)) onalA, B]:= AcB—BoA).

2. pour tout ¢ € VCon a lidentité suivante

ou l'astérisque du membre de gauche désigne la conjugaison complexe et celui de
droite I'opérateur adjoint.

Quantification par déformation

La quantification par déformation a été introduite par F. Bayen, M. Flato, C. Fronsdal,
A. Lichnerowicz et D. Sternheimer dans leur article fondateur [5]. Celle—ci consiste a
obtenir la quantification comme une déformation de la structure des observables classiques
plutoét que comme un changement radical de la nature des observables. Plus précisément
donnons nous une algebre de Poisson (A, x,{e,e}). La quantification par déformation
revient & rechercher un produit associatif x; sur 'espace A[[A]] des séries formelles a
coefficients dans A vérifiant les propriétés suivantes : la projection naturelle 7 : A[[h]] — A
est un morphisme d’algebre et le principe de correspondance est vérifié c’est—a—dire

1

- [A, B], mod h = {A mod &, B mod h}

avec [A, B, = AxpB— B+ A. Récemment cette théorie a fait 'objet d’une intense activité
et de nombreuses avancées ont été réalisées.

Nous nous placons dans le cas ou X est 'espace de Minkowski plat Xj i.e. sur R” muni
d’une métrique (7, )., de signature (n—1,1). Nous nous donnons alors ¥ une hypersurface

de M et nous considérons les espaces P et P définis par P := {1 € C®(Ap) ; n’* aﬁjgxﬁ +
m?p =0} et P = { [, Fy ; ¥ € P} ou Fy := (p" — g“"gﬁ, ¢)w,, est une (n — 1)-forme
observable dynamique. On peut montrer que les fonctionnelles fz F,, permettent de donner
une évaluation des valeurs locales des champs.

Nous considérons alors S(P) l'algebre librement engendrée par P. Nous nous rendons
compte que le crochet de Poisson {e, e} défini sur les fonctionnelles observables permet
de munir S(P) d’une structure d’algebre de Poisson. Cette structure se transmet alors
a S(P) lalgebre librement engendrée par P. Nous noterons ® le produit (commutatif)
sur S(P) et P9F la k-ieme puissance symétrique de P i.e. POF := P®F /&, Le triplet
(S(P),®,{e,e}) définit ainsi algebre de Poisson des observables.

Nous définissons alors un produit *p sur S(P)[[A]] (section 1.6 p.39-42) tel que l'on ait
le résultat suivant

Théoréme 1.6.2 p.43 (S(P)[[A]],*r) est une algébre associative et cette algébre est une
quantification par déformation de I’algébre de Poisson (S(P),®,{e,e}) i.e. la projection
naturelle w : S(P)[[h]] — S(P) est un morphisme d’algébre et le principe de correspon-
dance est valide.

HARRIVEL R. 9
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Le produit étoile est construit de maniere analogue au produit de Moyal [47] et de fagon
totalement covariante. De plus il semble que I'on puisse en donner une formulation multi-
symplectique simple.

Malheureusement nous nous rendons compte que ce produit étoile ne correspond pas a la
quantification canonique du champ libre utilisé par les physiciens. Pour bien comprendre
ce fait nous nous plagons dans un systeme de coordonnées (z*),c0,n—1) dans lequel la
matrice de la métrique est donnée par diag(1l,—1...— 1). La premiere coordonnée jouant
le role du temps nous la noterons ¢ et nous prenons comme hypersurface > ’hypersurface
Yo := {t = 0}. Alors les observables classiques que nous quantifions sont des fonctionnelles

de la forme
— Y [T Oy 11 ]
7 ( 1) [ /2%8751 ng/E 81580

IC[1,k] iel

Quantifier revient alors (voir [19]) & remplacer chacune des intégrales [, %Lp et [y wj%—f

dans I'expression précédente respectivement par les opérateurs ¢,, (% | t:o) et mm ((¥5)1=0)
ol ¢, (f) et myn(g) sont des opérateurs agissant sur I'espace de Fock symétrique Fs tels que

[om(f) om(9)] = [T (f), Tm(9)] = 0 et [pm(f), T (9)] = i (Jgn-1 fg) id. Nous renvoyons

le lecteur a 'annexe A et au livre de M. Reed et B. Simon [50] pour une définition précise

de ces opérateurs. Se pose alors le probleme de l'ordre dans lequel écrire les opérateurs

om(f) et mp(g) car ces opérateurs ne commutent pas. D’apres J. Dito [18],[17] ou K.

Fredenhagen et M. Diitsch [19] & chaque quantification par déformation correspond une

fagon d’ordonner les opérateurs.

Choisissons d’ordonner les opérateurs en mettant tous les opérateurs m,,(f) a gauche
des opérateurs ¢, (g) c’est—a—dire que nous définissons I’application de R[A]-module © de
S(P)[h] dans I'espace des opérateurs agissant sur ’espace de Fock en posant ©(h.1) := —i
et Vk € N*, Vb @ --- @ oy, € POF

O ©---@¢y) =y (=D [H”mWi)t:O)] [Lon <%|t—0>
IC[[1,k] i€l J¢l -

Alors nous avons le résultat suivant nous assurant que cette fagon d’ordonner les opérateurs
©m(f) et Ty (g) correspond au produit étoile x; que nous avons défini

Théoréme 1.6.1 p.45 Pour tout A et B appartenant a S(P)[h| nous avons
©(A)O(B) = O(Ax; B)

Remarquons que cet ordre ne correspond pas a ’ordre de Wick utilisé par les physiciens en
théorie quantique des champs. Or l'ordre de Wick a une signification physique profonde,
il permet d’obtenir une énergie finie et positive ([48], [52], [31]).
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Dans ses articles [17] et [18] J. Dito définit le produit étoile correspondant & l’ordre de
Wick. Nous voyons comment ses résultats se transcrivent dans notre cas, obtenant ainsi un
produit *y sur S(P)[[h]] tel que (S(P)[[R]],*w ) soit une quantification par déformation
de lalgebre de Poisson (S(P),®,{e,e}) et tel que l'on ait le théoreme suivant :

Théoréme 1.6.2 p.47 Pour tout P,Q appartenant a S(P)[[h]] nous avons

Ow (P)Ow(Q) = Ow (P +w Q)
avec Oy : S(P)[h] — O est le morphisme de R[h]-module tel que ©(h-1) =1 et

Ow(wr @ 0u) = Y (=D ][ mm ((Wi)1=0) [ om <%|t=0> :

IC[1,k] icl GeI

ot : [[c; mm (fi) [1;¢r om (95) : désigne le produit d’opérateurs ordonnés dans I'ordre
normal (voir 'annexe A p.90 ou [52], [31], [48] pour une définition précise).

Mais comme la définition du produit y fait intervenir la transformée de Fourier de 9|5
et % il nous semble difficile de donner une signification multisymplectique a *y. Nous
5

avons donc préféré nous engager dans une nouvelle direction, la quantification géométrique.

Quantification géométrique

Nous présentons les idées d’un travail en cours effectué en collaboration avec Frédéric
Hélein. Nous adoptons une stratégie de quantification géométrique dans le cadre multi-
symplectique en adaptant la construction de A.A. Kirillov, B. Kostant et J.M. Souriau
[36], [39], [55] généralisant les constructions de B.O. Koopman [38], L. Van Hove [58] et
L.E. Segal [54]. Cette démarche permet a priori de retrouver la théorie quantique obtenue
par la quantification canonique [31], [52], [48] et ceci de maniére géométrique et covariante.
Elle est donc pleinement satisfaisante.

Nous nous plagons cette fois dans le cadre général, c’est—a—dire M = A"T*(X x R)
muni de la forme multisymplectique € définie par 2 := deAw+dpH AdPpAw,, — é aaTSL prdpAw
et nous considérons I’hamiltonien H(q,e,p) = e + % (gu,,p“p” +m2e® + £R¢52). Nous no-
tons alors O™ I’ensemble des (n — 1)-formes observables dynamiques et £ I'ensemble des
n—courbes H—-hamiltoniennes.

Considérons le fibré £ = Eg x C sur Eg les complexifié de E'. Pour tout F € O™ nous
allons construire un opérateur F agissant sur ’ensemble des sections F(Sg:'[, L).

Soit F' € O™, sous certaines hypothéses sur le flot du champ de vecteurs hamiltonien de
F (proposition 1.7.1 p.49) il existe U : (—¢,€) x M — M tel que Ym € M, U(0,m) =m
et V7 € (—€,¢€), %—Z(T, m) = (p(U(1,m)). Alors on montre que U induit une application

(—e,6) x N — e
(T’F) — = U(T,F)

ot EM désigne I’ensemble des n—courbes H-hamiltoniennes.
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Cette propriété nous permet de définir pour F € O’ un champ de vecteur Zp sur Eg:'[
de la maniere suivante

dr,
VI € &R 2p(T) = -

S Tr‘gg
7=0

ce qui nous permet finalement de définir une connexion V=, sur I'(EX, £) en posant

YAeT(EL L) ; VEFA:::F-A—%</§FJ0(S)>A
%

ot pour s € R fixé, 85 désigne la n—forme définie par 98) := (e - (1- 8)%%@51)“) w +
(s p' dp — (1 — )¢ dp") A wy.
Enfin pour F' € O™ nous définissons I'opérateur F' agissant sur I'(EL, £) par

VAeT(EH,L); FA:= (/ F) A+ ?VEFA
3

h
==Er- A+ (/E(F—CFJH(S))>A

Ceci définit une préquantification du probléme et non une quantification car comme pour
le cas d’une particule on se rend compte que I’espace sur lequel agissent les opérateurs F
est trop grand, permettant ainsi a I’énergie d’étre négative. Une polarisation c’est—a—dire
une restriction des opérateur a un sous espace de I’(Sg:'[, L) est nécessaire. Nous pouvons
définir une polarisation permettant de retrouver exactement la théorie obtenue par la
quantification canonique dans le cas de ’espace de Minkowski plat.

Nous pouvons remarquer que cette quantification géométrique est effectuée indépen-
damment du systeme de coordonnées, elle est donc completement covariante. Nous pouvons
de plus remarquer que contrairement a la quantification canonique nous quantifions toutes
les observables suivant la méme procédure, aussi bien les positions fz Fy que le tenseur
d’énergie—impulsion fz Fx. De plus c’est une construction générale, elle permet ainsi de
quantifier au moins formellement le champ libre dans un espace-temps courbe. Nous pou-
vons aussi imaginer pouvoir quantifier d’autres problémes pourvus qu’ils contiennent assez
d’observables dynamiques ce qui, malheureusement, n’est en général pas le cas lorsque
nous introduisons une non-linéarité. Nous voyons dans le second chapitre comment nous
pouvons contourner cette difficulté perturbativement.

0.2 Enoncé des résultats du chapitre II

Dans ce chapitre nous étudions 1’équation de Klein-Gordon (K-G) couplée avec une
non-linéarité d’ordre p € N. Comme dans le cas de ’équation linéaire nous commencons
par donner la formulation multisymplectique du probleme. Mais comme 1. Kanatchikov I’a
remarqué [34] le nombre de formes observables dynamiques est considérablement réduit.
Il ne reste que les observables correspondant aux symétries de ’espace—temps.
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Suivant une idée de Frédéric Hélein [27] nous montrons que nous pouvons contourner
le probleme de maniére perturbative. Nous montrons que nous pouvons définir des ob-
servables perturbativement sous la forme de séries indexées par les arbres plans et nous
montrons la convergence de ces séries.

Suite & une discussion avec Christian Brouder nous nous sommes rendu compte que
ces observables étaient étroitement liées aux séries de Butcher permettant de donner
explicitement les termes du developpement perturbatif d’une solution de I’équation de
Klein—Gordon couplée avec une non-linéarité analytique. Nous montrons encore une fois
un résultat de convergence et nous voyons comment retrouver les observables précédentes
a partir des séries de Butcher.

Nous voyons ensuite comment ce calcul perturbatif réalisé dans un cadre classique peut
formellement étre relié aux calculs perturbatifs quantiques effectués par les physiciens [31],
[48]. Plus précisément nous montrons que formellement les séries de Butcher permettent
de retrouver la formulation d’Heisenberg du champ quantique en interaction [48] p. 83.

Enfin nous présentons une application de ces calculs perturbatifs en théorie du controéle.
Ainsi nous voyons comment nous pouvons définir perturbativement un contréle pour une
équation différentielle ordinaire & ’aide des arbres plans.

0.2.1 Arbres plans

Pour énoncer les résultats principaux de ce chapitre nous devons introduire la notion
d’arbres plans. Nous ne donnons ici que quelques définitions. Nous renvoyons le lecteur a
la section I1.3 p.59-64 pour plus de détails.

Les arbres plans sont la donnée d’un graphe fini orienté connexe et sans boucles muni
d’un plongement dans le plan ; on suppose que I'un des sommets de ce graphe n’est ’arrivée
d’aucune aréte, ce sommet est appelé la racine de I'arbre. Les arbres plans seront dessinés
avec la racine en bas. Nous noterons T I’ensemble des arbres plans. Nous appelons feuilles
les noeuds externes d’un arbre et noeud interne les autres noeuds. Pour b un arbre plan,
nous noterons ||b|| le nombre de feuilles de b.

Certains arbres plans nous intéresserons particulierement. Tout d’abord pour p € N*
nous appelons p—arbre plan tout arbre dont chaque noeud a soit 0 fils (c’est alors une
feuille) soit exactement p fils. Nous noterons T(p) l’ensemble des p—arbres plans. Nous
noterons aussi T(2,00) I'ensemble des arbres plans dont les noeuds ont soit 0 fils soit au
moins deux fils.

Enfin & partir de m arbres plans (b1,...,b,) € T™, nous pouvons construire un arbre
plan B, (b1,...,by) en connectant une nouvelle racine aux racines de by, bo, ..., by, dans
cet ordre (voir la définition I1.3.4 p.62). En réitérant ce procédé nous obtenons tous les
arbres plans autres que 'arbre plan réduit a une racine.
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0.2.2 Calcul perturbatif d’observable

Nous nous placons dans le cas de I'espace de Minkowski plat Xy muni d’une métrique
diagonale (n*"),, = diag(l,—1...—1). La premiere variable jouant le réle du temps, nous
la noterons t. Nous étudions alors ’équation sur les champs scalaires ¢ : Xy — R

2

, 0
77“ ngy + m2<p + )\(,Op =0 (K—Gp)

qui dérive elle aussi d’un lagrangien. Nous pouvons alors suivre la démarche expliquée
précédemment qui conduit au méme espace multisymplectique, seul 'hamiltonien est mo-
difié. Mais lorsque nous nous intéressons aux observables dynamiques nous nous rendons
compte que seules subsistent les observables F’x correspondant aux symétries de Xy, car les
(n—1)-formes Fy donnant une approximation des valeurs locales des champs ne sont plus
des observables dynamiques. Nous obtenons ainsi un espace d’observables de dimension
finie.

Pour voir comment nous pouvons passer outre cette difficulté nous pouvons revenir a
la justification de la notion d’observable dynamique. Ces observables ont été introduites
pour pouvoir définir le crochet de Poisson entre deux fonctionnelles fi F et fz G lorsque
les hypersurfaces 3 et ¥ étaient distinctes. Voyons sil n’est pas possible de calculer fi F
en fonction de fonctionnelles de type fz F et de produit de telles fonctionnelles.

Nous nous restreignons au cas d’une non-linéarité quadratique (i.e. p = 2) mais notre
démarche peut s’appliquer a des non-linéarité polynomiales quelconques sans difficultés.

Nous nous donnons Fy, la (n — 1)-forme de la proposition 1.2.1-1.2.2 correspondant a
¥ 1 Xy — R vérifiant (O + m?)y) = 0 et ¥ une hypersurface de type {t = to}. Alors pour
toute solution ¢ : Xy — R de (K-Gp) nous avons

ou pour tout f,g : Xy — R nous avons noté f?g pour %g — f% et ou I', désigne la
n—courbe hamiltonienne correspondant a ¢.

Considérons alors les surfaces ¥ = Yo := {t = 0} et ¥ = %, := {t = s} avec 5 > 0
fixé. 1l s’agit d’exprimer la fonctionnelle on Fy a T'aide de produits de fonctionnelles de
type fEs F. Frédéric Hélein a proposé d’aborder ce probléme de manitre perturbative
[27]. Nous nous proposons de finaliser cette idée en donnant explicitement les termes du
développement perturbatif et en montrant sa convergence. Ce travail a fait I'objet d’un
article accépté pour publication aux annales de 'THP [26].

Nous nous donnons un temps 7' > 0, alors pour ¥ : Ay — R donné avec ¢ €
C1([0,T], H~%) olt nous supposons ¢ > 21 et oll nous avons noté de maniere habituelle
H~% le dual de I'espace de Sobolev H4(R"1).

Nous construisons alos une famille de fonctionnelle (¥ (b))yer(2) indexée par les arbres
binaires plans de la maniére suivante : soit b un arbre binaire plan b € T(2), nous notons

alors k le nombre de feuilles de b
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1. Attachons & chaque feuille de b une variable d’espace-temps x1, z3, ..., T € Xy en
respectant ’ordre des feuilles.

2. Pour chaque noeud interne nous attachons une variable y; € R™ que nous intégrons
sur Pp = {(t,2) e RxR"! | ¢ >0}.

3. Pour chaque aréte entre les noeuds v et w ou la profondeur de v est plus petite que
celle de w, nous multiplions 'intégrande par un facteur Gyet(a, —ay,) ol a, (resp. ay,)
est la variable associée & v (resp. w) ou G, désigne la fonction de Green retardée
de l'opérateur (O + m?) [48] i.e.

Cronlz) = (%)%9(20) /R A

ot1 # désigne la fonction seuil f(z) = 1 si z > 0 et 0 sinon et nous avons noté 2" la
partie spatiale de z € R" i.e. z = (29, Z) € R x R*. Enfin pour k € R"~! nous
avons noté wy := (|k|2 + m?)1/2

sin(zowk) Gk T
W,

4. Enfin nous multiplions par v (a,) ou a, est la variable associée a la racine de b.

Nous renvoyons le lecteur a la définition 11.4.2 p.68 pour une définition rigoureuse. Pour
S d

s € [0,7T], nous considérons la fonctionnelle ¥(b) 9 ©* sur 'espace C2([0,T], HY) définie

formellement par

(20T o) = [ v T
(Bs)P

pour tout ¢ € C2([0, 7], H?). Remarquons que c’est en quelque sorte un produit (généralisé)
de k fonctionnelles de type (1).

Théoreme I1.4.1 p.69
i. Soient 1 € C1([0,T], H™9), ¢ € C*([0,T], HY) et s € [0, T)]. Alors la série entiére en \
> N (w8 ) (2)
beT(2)

a un rayon de convergence R non nul vérifiant

r= (1007 flel < 12 @l] ) >0

1

avec M := max(-,

de q et n.
ii. De plus si ¢ est solution de Péquation (O+m?)p+ A \p? =0 et ¢ € C?([0,T], H9%2)
est telle que (O +m?)y = 0 dans H™9 et si la condition

SIACM*T|[plle (1 + INC Tlelle) < 1

1) ot m désigne la masse et C, une constante ne dépendant que

est vérifiée alors la série entiére (2) converge pour tout s € [0,T] et nous avons
Pégalité suivante

> NI w® B o) = (85, 0)

bET(2)

HARRIVEL R. 15



THESE - 0.2 concours 01/04

Pour avoir le développement perturbatif pour p > 3, il suffit de considérer des p-arbres
plans et de définir la famille (¥ (b))per(p) en utilisant la méme construction. Alors on peut
montrer que nous avons un théoréme analogue au théoreme I11.4.1.

Par ailleurs bien que le point de vue differe du notre, les arbres binaires plans ap-
paraissent dans d’autres travaux sur des équations aux dérivées partielles analogues a
(K-Gp), voir par exemple les travaux de Ch. Brouder et A. Frabetti [7], [11] sur l’electro-
dynamique quantique ou [41], [20] qui montrent la relation entre les arbres et ’équation
(K-Gp) du point de vue probabiliste ou encore les travaux de D. Bahns [4] sur les champs
évoluant dans un espace temps courbe.

0.2.3 Séries de Butcher

Nous pouvons nous interroger sur 'origine de l'intervention des arbres plans dans le
résultat précédent. D’un certain point de vue ces arbres sont des diagrammes de Feynman
sans boucles (ce qui pourrait se justifier par le fait que le calcul se fasse dans un cadre
classique). Une discussion avec Christian Brouder nous a mis sur une autre voie, celle des
séries de Butcher.

Les séries de Butcher sont des séries indexées par les arbres introduites par J.C. Butcher
[13] pour étudier les méthodes de Runge-Kutta de résolution numérique des équations
différentielles ordinaires. Nous renvoyons le lecteur aux ouvrages [13] ou [25] pour des
informations plus complétes.

Dans son article [10] Christian Brouder a fait remarquer que les séries de Butcher pou-
vaient étre utilisées pour étudier les équations aux dérivées partielles, plus précisément
elles pouvaient permettre de donner un développement perturbatif des solutions. Nous
précisons ici cette idée en donnant un résultat de convergence en voyant les équation aux
dérivées partielles comme une équation différentielle ordinaire sur un espace de Banach
général (pas nécessairement de dimension finie).

Nous nous donnons B, B’ et By trois espaces de Banach tels que B C B’ et By C B’
avec injections continues. On note alors K I'espace K := C°([0,T], B)NC*([0,T], B’) qui est
naturellement un espace de Banach. On se donne enfin 7" > 0 un réel strictement positif
et 2° € B. Nous considérons alors le probléme (Pr) suivant

ek
&' =Lz + f+ AF(z) sur 0,7 (Pr)
z(0) = 2°
ott f € C([0,T),B') et L est une application linéaire L : B — B’ et F' : B — By est de la
forme F(z) = Zp22 F,(x,...,x) ou pour tout p > 2, F;, désigne une application p-linéaire

symétrique continue de B dans By. On a alors le résultat suivant

Théoréme I1.5.1 p.72 Supposons que L et F' vérifient les hypothéses suivantes
— La série entiére |F|(z) := 3_ o [|Fpl|2P a un rayon de convergence infini.
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— Le probléme linéaire (Py) obtenu en prenant F' = 0 dans (Pr) se résoud facile-
ment. Plus précisément on suppose que pour tout z° € B et f € C°([0,7],Bp) il
existe une unique solution ¢o(z°, f) au probléme (Py) et que I'application ¢q : B x
C°([0,T7],By) — K est continue. Nous notons alors y I’application u : C°([0,T], By) —
KC définie par p(f) := ¢o(0, f).

Alors on définit I'application ¢ : T(2,00) — K récursivement par ¢(o) := ¢o(2°, f) et
pour tout r > 2 et (by,...,b) € T(2,00)"

Qb [BJr(bl’ o >b7“)] = [FT(QS(bl)’ cee >¢(b7’))]
Si A € R vérifie la condition

[¢o (2%, /)]
I F] (16] g0 (0, £)I1)

Al <

alors la famille (A‘b‘qs(b))be’ﬂ‘(Q’OO) est sommable dans K et la somme x := ZbET(Q,oo) Mol (b)
est solution du probléme (Pr ).

Nous pouvons alors appliquer ce théoréeme pour trouver un développement perturbatif
des solutions d’une équation aux dérivées partielles. Ainsi pour I’équation (K-Gp) nous
obtenons les solutions sous la forme d’une série sur les arbres plans, et a partir de ce
développement nous pouvons retrouver le résultat du théoreme I1.4.1.

0.2.4 Lien avec le calcul perturbatif quantique

Partant de I’étude de I’équation linéaire (04+m?)y = 0 nous pouvons utiliser le théoreme
I1.5.1 pour écrire les solutions de ’équation non-linéaire (O +m?)p + AgP = 0 sous forme
de série de Butcher. Nous savons par ailleurs qu’en suivant une démarche similaire au
niveau quantique, c’est—a—dire en se basant sur la théorie quantique du champ libre, les
physiciens ont développé des théories perturbatives pour I’étude des champs quantiques en
interaction. Méme si pour l'instant ces théories ne sont pas formulées de maniere correcte
du point de vue mathématique, elles permettent d’obtenir des résultats concordant avec
I'expérience.

Nous pouvons nous demander s’il existe un rapport entre la série de Butcher décrivant le
développement perturbatif d’une solution classique et les calculs perturbatifs de la théorie
quantique des champs tels qu’ils sont présentés dans la littérature (voir par exemple [48],
[31] ou [52]).

Comme nous 'avons précisé, les calculs perturbatifs quantiques effectués par les physi-
ciens n’ont pas encore de sens mathématique rigoureux. Ainsi les calculs que nous faisons
sont purement formels en ce sens que les objets manipulés n’ont pas de sens mathématique,
néanmoins les physiciens les utilisent sans complexes.

Soit tg € R un temps que nous fixons pour le reste de cette partie. Suivant les notations
de M. Peskin et D. Schroeder [48] p. 83, pour z € &) nous notons ¢;(z) le champ quantique
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libre dans 'espace-temps avec comme surface de Cauchy {t = to}. ¢r(x) est ainsi un
opérateur agissant sur I’espace de Fock.

Soit ¢t > to alors nous définissons la famille d’opérateur (®(b))set(p) agissant sur I'espace
de Fock de maniere similaire & la construction du théoréme I1.5.1. C’est a dire que nous
posons ®(o)(z) := ¢r(z) et pour tout (by,...,b,) € T(p)?

BB (b )0 T) = [P [ AT Crale = 92000 20,)0)

Nous avons ainsi exactement la méme définition que les séries de Butcher & la différence
que les ®(b) sont maintenant des opérateurs agissant sur ’espace de Fock. Remarquons
que la définition précédente est formelle car nous n’avons pas pris en compte les problemes
de définition du produit d’opérateur sur la diagonale. Alors en utilisant les régles de com-
mutation des opérateurs ¢(z) nous obtenons le résultat suivant

Théoréme I1.5.4 p.83 Soient t >ty et © € R*~!. Nous avons
o, 7) = 3 AMB0) (@) = UT(1) d1(t, T) U 1)
beT(p)
U(t) désignant I'opérateur
t T1 Ta—1
Ut):==>_ (—z‘)\)“/ dﬁ/ dry - - / droHr(m1)H(72) - - Hi(7a) (3)
a>0 to to to
ot Hy(7) est donné par Hy(T) := zﬁ Jgn—1 d?d)?“(ﬂ ).

Remarquons que opérateur U défini par (3) peut se réecrire en utilisant le produit ordonné
dans le temps (voir [48] p.85)

Ut)=T {exp <—M /t: dTHI(T)> }

Nous avons ainsi relié le calcul perturbatif classique obtenu par les séries de Butcher a la
formulation perturbative du champ quantique en interaction qu’utilisent les physiciens.

0.2.5 Une application a la théorie du controle

Nous voyons que le développement en série de Butcher nous donne la forme précise des
solutions de certaines équations non-linéaires. Ainsi nous nous rendons compte que ceci
peut nous permettre d’influer précisément sur les solutions d’un systeme non-linéaire, par
exemple de controler celles—ci.

Nous allons traiter un probleme de controle intérieur en dimension finie. Nous nous
donnons (n,m) € N? et T > 0 et nous considérons le probléme

z € C°([0,T],R™) n H'([0,T],R™)
7' = Az + Bv + \F(x) (Pr)
z(0) =20 ¢ R"
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ou A € M, ,(R) est une matrice carré n x n, B € My, ,(R), F : R — R" et
v € L2([0,T],R™). La question que nous nous posons est la suivante : étant donné z° € R"
est-il possible de trouver u € L2([0, T], R™) telle que la solution = du probleme (Pr) vérifie
x(T) =07 Si elle existe, la fonction u est appelé contrale.

Nous nous sommes inspirés de la méthode de contréle optimale permettant de résoudre
ce probleme pour A = 0 et nous avons utilisé les séries de Butcher pour étudier ce probleme.
Nous supposons ainsi que F': R" — R" s’écrit sous la forme F(z) = 3 ~, Fp(z,...,7)
olt pour tout p > 2; F, est une application linéaire continue F), : (R™)®? — R™. Nous
supposerons de plus que la série entiére |F'| définie par

IFI(z) =I5l

p=>0

a un rayon de convergence infini. Alors nous avons le résultat suivant

Théoréme I1.6.2 p.88 Soit 2 € R” fixé. Nous supposons que B vérifie la condition de
Kalman
rang (B,AB, .. ,A”le) =n

Nous pouvons alors définir récursivement la famille (v(b))per d’éléments de L*((0,T),R™)
comme suit. Nous posons v(o) := B*g(o) ot §(o) est la solution du probléeme dual

y € ([0, T),R™") N H([0,T],R")
—y =A%y (P")
y(0) =yo € R"

correspondant & la condition initiale §(°) € R™ minimisant la fonctionnelle J(o) : R* — R
définie donnée par J(o)(y°) := Jo(y°) = %fOT |B*g(t)[2dt + (z°,4°) ou pour tout y° € R",
§ désigne la solution de (P') correspondant a y°. Ensuite pour (by,...,b,) € T" nous
posons b= B (by,...,b.) et v(b) := B*y(b) avec §(b) solution de (P’) correspondant a la
condition initiale §j*) € R™ minimisant une fonctionelle J(b) : R* — R de la forme

T T
IO =5 [ B HOPE+ [ GO (@), (@b

ol § désigne la solution de (P') correspondant & la condition initiale y° et ol pour tout
c €T, (®*u)(c) ne dépend que des (v(d))|q<|ic| (voir la section I1.5.1 p.73 pour plus de
précisions).

1. 1l existe une constante C telle que si A € R et 2 vérifient la condition

AllIB
[[u)]

alors Ia famille (A|blv(b))pe est sommable dans L?((0,T),R™) et la série |u| définie

— 1] o 16][u(o) |l
par [uf := 3y ep [A|Pu(b)]| vérifie u] < =BT 7 (16C fu(o) )

[FI(16C lu(o)l]) <1

HARRIVEL R. 19



THESE - 0.3 concours 01/04

2. Si de plus nous avons

[ bolllul
111 £7[ (16| po [ ]

alors la fonction v =), MPly(b) conduit la solution du probléme (Pr) de x° 4 0.

Al <

0.3 Perspectives

e Quantification du champ libre sur un espace—temps courbe. Tout d’abord
il nous reste a finaliser la quantification géométrique multisymplectique que nous
présentons dans la section 1.7, c’est—a—dire définir de maniere précise les espaces
fonctionnels sur lesquels nous travaillons. Ensuite il faudra comprendre comment
nous pouvons quantifier un produit d’observables, nous verrons alors apparaitre le
probleme de I'ordre dans lequel écrire les opérateurs.

Cette quantification géométrique nous donne aussi une nouvelle direction pour atta-
quer le probleme du champ libre sur un espace temps courbe. En effet notre construc-
tion est indépendante de la nature de ’espace—temps considéré. Nous pouvons donc
théoriquement définir la quantification du champ libre sur un espace quelconque. Il
pourrait étre intéressant d’étudier la théorie obtenue et voir si nous pouvons définir
des opérateurs de création et de destruction dans ce cadre.

e Champs quantiques en interaction. Une autre question qui nous semble tres
intéressante est l'apparition des boucles. En effet les séries de Butcher nous per-
mettent d’avoir une théorie perturbative classique ne faisant intervenir que des arbres
plans. Or nous savons que la théorie perturbative quantique introduite par les physi-
ciens fait intervenir des graphes contenant des boucles. Nous pouvons nous demander
comment ces boucles apparaissent et si elle sont liées aux arbres des séries de But-
cher. Pour aborder cette question nous devons étre en mesure de quantifier la théorie
perturbative classique directement.

Lo . Séries Butcher , . . .
théorie libre classique ——= =TS héorie perturbative classique

quant. canonique/ géométriquel ?
JSNRPRT . Feynman L. \ . .
théorie libre quantique — g théorie perturbative quantique
chwinger

Il nous parait naturel de reprendre la quantification géométrique introduite pour le
champ libre. Malheureusement nous avons vu que nous n’avons pas assez d’obser-
vables pour appliquer telle quelle notre méthode de quantification géométrique. En
effet la non linéarité élimine toutes les observables du type fz Fy.

Nous avons vu comment nous pouvons contourner cette difficulté de maniere per-

turbative en transformant la fonctionnelle fz Fy en quantité conservée. Nous ob-
tenons alors des observables généralisées que nous pouvons essayer de quantifier
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géométriquement.

Il nous faut essentiellement définir les transformations canoniques correspondant a
ces observables. Nous obtiendrons alors la connection Zf qui nous permettra de
(pré)quantifier. Les séries de Butcher devraient nous permettre de trouver relative-
ment facilement ces transformations canoniques.

Nous devrions ainsi pouvoir définir une théorie perturbative quantique a partir de
la théorie perturbative classique. Nous pourrons alors comparer cette théorie a la
théorie quantique perturbative utilisée par les physiciens.

e Renormalisation. Il nous semble inévitable qu’une renormalisation soit nécessaire
a un moment ou a un autre dans les étapes décrites ci—dessus. Méme si cela semble
prématuré quelques questions rendent cette perspective tres excitante. Dans leur
travail sur la renormalisation [15] Alain Connes et Dirk Kreimer ont montré que les
calculs intervenant dans la renormalisation pouvaient étre structurés a l’aide d’une
structure d’algebre de Hopf sur les arbres. Or Christian Brouder a remarqué que
cette structure d’algebre de Hopf avait déja été utilisée par J.C. Butcher [13] pour
classifier les méthodes de Runge-Kutta en analyse numérique en exprimant les so-
lutions d’une équation différentielle sous la forme d’une série indexée par les arbres.
Christian Brouder a ainsi montré [10] que le processus de renormalisation pouvait
étre vu comme une méthode de Runge-Kutta. Nous pouvons nous demander si nous
retrouverons ces résultats dans notre contexte.

D’autre part, comme nous sommes partis d’une théorie perturbative classique pour
construire la théorie perturbative quantique, nous pouvons espérer avoir une in-
terprétation classique de la renormalisation.

e Théorie du contréle. Enfin, selon nous il reste encore beaucoup de travail a faire
en ce qui concerne 'application a la théorie du contréle. Tout d’abord nous n’avons
traité qu'un exemple en dimension finie i.e. contrdle d’une équation différentielle
ordinaire. Or il semble que nous pouvons suivre la méme stratégie pour controler une
équation aux dérivées partielles. Plusieurs difficultés techniques sont a surmonter
mais d’apres le travail engagé dans ce sens elles ne semblent pas infranchissables. En
effet le principal probléme vient de la décomposition de la solution en série de Butcher.
Ensuite si nous arrivons a définir assez facilement 1’analogue des composantes v(b)
du controle, ’étude de la convergence de celui—ci est plus délicate.

D’autre part nous pouvons étudier les propriétés éventuelles du controle obtenu (mi-
nimalité, régularité...).

Enfin l'intérét principal de cette méthode est de pouvoir trouver facilement un
controle approché. Pour que cela soit satisfaisant il faut vérifier que cette méthode
est effectivement efficace.
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Chapitre I

Etude multisymplectique de
I’equation de Klein—Gordon
linéaire

Soit n € N*, nous nous donnons (&X', g) une variété pseudo Riemanienne orientable lisse
de dimension n et (¥#),¢c[0,n—1] un systeme de coordonnées sur X'. Nous noterons (g, )

les composantes de la métrique g dans le systeme de coordonnées (z*),,.
On étudie alors I’équation sur les champs ¢ : X — R suivante

10 Op

- e 2 Rp=0 K-G

prET (gg (%V)er ¢+ ERyp (K-G)
avec g := /| det(gu)| et ot m > 0 et £ € R sont deux parametres réels et o R désigne la

courbure scalaire de X'. On sait alors que cette équation dérive du lagrangien L[| défini
par

1/ . dp 0
cloli= [ 5 (" g ay — e - R ) L)

oll w désigne la forme volume induite par la métrique sur X i.e. w := gda® A --- Ada™ L.

Dans ce chapitre nous étudions le champ libre et sa quantification du point de vue mul-
tisymplectique. Dans les premieres sections nous suivons les étapes décrites par F. Hélein
et J. Kouneiher [28], [29] que nous expliquons rapidement. Ceci nous permet ainsi dobte-
nir une formulation hamiltonienne (multisymplectique) du probléme et nous décrivons les
symétries et ’espace des observables dans ce cadre (propositions 1.2.1-1.2.2 p.27).

Nous nous intéressons ensuite a la procédure de quantification dans ce cadre. Nous
abordons ce probleme de trois manieres différentes. Tout d’abord nous définissons une
préquantification des symétries.

Ensuite nous adoptons une stratégie de quantification par déformation. Nous définissons
ainsi un produit étoile sur I’algebre des fonctionnelles observables correspondant aux va-
leurs locales des champs. Nous relions cette déformation a la quantification canonique du
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champ libre [48], [31], [52] et nous voyons qu’elle ne correspond pas au produit normal
utilisé par les physiciens (section 1.6.3 p.44). Nous voyons alors quel est le produit étoile
correspondant & ’ordre normal. Remarquons que J. Dito [17], [18] a explicité un produit
étoile correspondant a l'ordre de Wick dans un cadre plus général.

Enfin nous donnons les idées d’un travail en cours (effectué en collaboration avec
Frédéric Hélein) consistant a définir un processus de quantification géométrique dans le
cadre multisymplectique en nous inspirant de la construction de A. A. Kirillov [2], B.
Kostant et J.M. Souriau [39], [55] pour le cas d’une particule.

I.1 Formulation multisymplectique du probleme

La géométrie multisymplectique permet de formuler un formalisme hamiltonien de di-
mension finie aux problémes variationels & plusieurs variables de manieére analogue a la
formulation symplectique des problémes variationels & une variable (formulation d’Hamil-
ton de la mécanique). Le formalisme multisymplectique est fondé sur un analogue du fibré
cotangent muni d’une (n + 1)—forme dite multisymplectique qui joue un role similaire a la
forme symplectique canonique du fibré cotangent.

A partir d’un lagrangien L[u] := [, L(z,u,du)w ot u : X — Y est une fonction lisse
d’une variété source X muni d’une forme volume w vers une variété cible ) (voir [28]), on
peut construire un hamiltonien via une transformée de Legendre qui permet d’avoir une
formulation géométrique du probleme. Il est par ailleurs remarquable que la transformée de
Legendre soit toujours possible dés que les dimensions des espaces de départ et d’arrivée
sont supérieures a 2 (voir [29]), il n’y a donc plus le phénomeéne de dégénérescence du
lagrangien qui est observé en dimension 1.

Remarquons qu’il existe d’autres formulations hamiltoniennes pour les problémes varia-
tionels a plusieurs variables, mais le point de vue est radicalement différent. Nous pouvons
citer notamment le formalisme hamiltonien couramment utilisé par les physiciens pour
la quantification canonique des champs (voir [48], [52], [31]). Celui—ci consiste essentielle-
ment a choisir une coordonnée temporelle ¢ et considérer un champ ¢ : R” — R comme
une particule évoluant dans un espace de dimension infinie ¢ : R — {f : R*~! — R},
¢ : t — (¢(t,e)). La procédure implique ainsi dés le départ un choix de temps, elle
n’est donc clairement pas covariante (c’est—a—dire ne respecte pas le principe de relativité
(générale) d’Einstein), contrairement au formalisme multisymplectique qui permet d’avoir
une théorie géométrique completement covariante. Un autre avantage de cette théorie pro-
vient du fait qu’elle permet de travailler sur des espaces de dimension finie (méme si cette
dimension peut étre trés grande : AimA"T*(X x V) =n+k + (7?:{;)!
k := dim)). Pour plus d’informations sur la géométrie multisymplectique, nous renvoyons
le lecteur & [27] pour une introduction et aux articles [33], [28], [29] pour une étude plus
précise.

avec n = dimX et

1.1.1 Transformée de Legendre

Considérons N la variété de dimension n+ 1 définie par N := X xR et le fibré T X' au
dessus de V. Un systeme de coordonnées sur N est donné par ((z*),co,n—1];¢) et pour
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q = (z,¢) € N, un élément v de T;X sera noté¢ v = v,dx’. Définissons alors la fonction
L:TyX — R par

L(z,6,0) = 3 (9" vv, — m*6” — ERS)

Avec ces notations P'action (L) est donnée par L[¢] = [, L (z, p(z),dp(x)) w(x).

Considérons alors M le fibré au dessus de N des n—formes différentielles sur N ¢’est—
a-dire M := A"T*N. Soit ¢ € N, toute n—forme P € A"T N peut étre repérée par les
coordonnées (e, (p")eo,n—1]) telles que P = ew+ptddAw, ot w, désigne la (n—1)-forme
définie par

W, = —=—— dw
" OxH

la notation _I désigne le produit intérieur.

Nous étudions ici les champs scalaires ¢ : X — R, le formalisme multisymplectique
se réduit ainsi a la théorie de De Donder-Weyl (voir [16], [59], [32] ou [29]). A tout
(q,v) € Tx:X, on fait correspondre II(q, v) = I1*(q, v)d$ A w,, € A"Ty N défini par

L
*(q,v) = ST = g"v, (I.1.1)
i

Nous voyons alors facilement que la relation (I.1.1) peut étre inversée c’est—a—dire que
nous pouvons définir V : M — T & telle que VoIl = ide\‘[X- Il suffit de prendre pour
tout (¢,e,p) € M

V(g,e,p) := gyuptda”
Nous définissons alors 1’hamiltonien H : M — R par Y(q,e,p) € M, H(q,e,p) =
e+ p"Vyu(q,e,p) — L(q,V(q,e,p)). Un calcul simple nous donne alors Iexpression suivante
pour ‘H

1
H(g,e,p) = e+ 5 (gup"p” +m*¢” + ER¢’) (1.1.2)

Remarquons qu'il est possible de définir H de maniere intrinseque (voir [28] ou [29]). Nous
pouvons maintenant donner une formulation hamiltonienne du probleme (K-G).
1.1.2 Formalisme multisymplectique

Nous définissons la forme de Poincaré-Cartan 6 € T'(M, A"T* M) par
0 := ew + pdo A wq

et la (n 4 1)~forme € sur M par  := df. En coordonnées nous obtenons

1 0g
R iz _ 2 M
Q:=deANw+dp' Adop Aw, g@xﬂp do Aw (I.1.3)

La (n+1)—forme 2 est une forme multisymplectique sur M, c’est a dire qu’elle est fermée
et non dégénérée i.e. dQ=0et VE€TM, (£ 1Q=0=E£=0).
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Remarque 1.1.1
Nous pouvons observer que nous avons aussi pour tout s € R, Q = d®) ot 0(3) désigne la
n—forme définie par

%) = (sptde — (1 — 8)pdp") Awy, + <e -(1- 5);%@%) w

Définition I.1.1 Soit I' une sous—variété de dimension n de M. Alors I est une n—courbe
‘H-hamiltonienne (ou n—courbe hamiltonienne s’il n’y a pas d’ambiguité) si, et seulement
si H est constante sur I' et pour tout m € I, il existe un n—vecteur X € A"T,,T" tel que
wX)=1et

X 1Q=(-1)"dH (I.1.4)

ou X _1Q désigne I'unique 1-forme sur M telle que pour tout V.€ TM, X 1Q(V) =
Q(X AV). Nous noterons E™ I'ensemble des n—courbes hamiltoniennes.

Remarque 1.1.2

On montre facilement que la condition (I.1.4) entraine automatiquement que H est loca-
lement constante sur les n—courbes hamiltoniennes. Ainsi la condition H constante sur I'
est inutile si nous supposons I' connexe.

Voyons comment les solutions de 1'équation (K-G) peuvent étre reliées aux n—courbes
H-hamiltoniennes.

Soit ¢ une application lisse ¢ : X — R et h € R. Nous associons alors a (¢, h)
I'application f,j, : X — M définie par Vo € X

fon(@) = (2, 0(2), Epp(2)w + (2, p(2), dp(2))) € M (LL5)

ou K, est définie par E, 5 (z) := h — H(x, ¢(x),0,II(z, ¢(x),de(x))). Considérons alors
', n C M l'image de 'application f, . C’est alors une sous—variété de dimension n de M
et on vérifie tres facilement que H est constante, égale a h sur I'y, ;. Les résultats de [28],
[29] nous assurent alors que ¢ est solution de 'équation (K-G) si, et seulement si I'y, j, est
une n—courbe H-hamiltonienne.

Réciproquement donnons—nous I" une n—courbe hamiltonienne, alors par définition il
existe h € R tel que Hjp = h et pour tout m € I' il existe X € A"T;,,I" tel que w(X) =1
et X 1Q = (—1)"dH. La condition w(X) = 1 # 0 nous assure que I' est localement le
graphe d'une application g : & — M et d’apres [28] et [29] les conditions H|r = h et
X 1Q = (—1)"dH nous assurent que I" est localement le graphe d’une application f, j o1
¢ : X — R est solution de (K-G) et ol f,} est définie par (I1.1.5).

1.2 Etude des formes observables

Nous avons défini un cadre géométrique permettant de donner une formulation ha-
miltonienne de 1’équation de Klein—-Gordon (K-G), formulation analogue a la formulation
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hamiltonienne de la dynamique d’une particule évoluant dans un espace cible de dimen-
sion finie ) (formulation d’Hamilton de la mécanique). Si nous cherchons & pousser plus
en avant ’analogie, il se pose alors naturellement la question des observables. Dans le cas
d’une particule il est naturel de considérer I'espace C*°(T*))) comme étant l'espace des
observables. Le crochet de Poisson entre deux observable f et g est alors donné naturel-
lement par la structure symplectique de I'espace cotangent ({f,g} := (y 1 dg ot (y est le
champ de vecteurs hamiltonien associé a f).

Dans le cas des champs la notion d’observable du point de vue multisymplectique n’est
plus si évidente. Dans les années soixante-dix, 1’école Polonaise sous I'impulsion des travaux
de W. M. Tulczyjew [56], J. Kijowski [35] (voir aussi [23], [24] et [28], [29]) a introduit la
définition suivante

Définition 1.2.1 Soit F' € I'(M, A"~ 'T* M) une (n — 1)—forme sur M.

1. F est une (n — 1)—forme observable algébrique si, et seulement si il existe un
champ de vecteurs (g € I'(M,TM) tel que

dF +¢p 102=0 (I.2.1)

le vecteur (g est alors unique et on 'appelle le champ de vecteurs hamiltonien de
F'. Nous noterons O I'ensemble des (n — 1)—formes observables algébriques.

2. F est une (n — 1)—forme observable dynamique si, et seulement si F' est une
(n — 1)—forme observable algébrique et le champ de vecteurs hamiltonien (p associé
a F vérifie la condition supplémentaire suivante

dH(Cr) =0 (1.2.2)

Nous noterons O™ I’ensemble des (n — 1)—formes observables dynamiques.

Remarquons que la notion d’observable algébrique est indépendante de 'hamiltonien H,
elle ne dépend que de la structure multisymplectique (M, ). La dynamique (c’est a dire
H) n’intervient que dans la définition des formes observables dynamiques. Par ailleurs, on
se rend compte que si la condition (I.2.1) n’est pas tres restrictive, il n’en est pas de méme
pour la condition (I.2.2) qui est une condition tres forte. Nous verrons par exemple que
dés que 'on rajoute une non-linéarité a l’équation (K-G), il ne reste pratiquement plus
d’observables dynamiques.

La définition (I.2.1) permet de définir le crochet de Poisson entre deux formes obser-
vables algébriques

Définition 1.2.2 Soient F € T(M, A" 1T*M) et G € T(M, A" T*M) deux (n —1)-
formes observables algébriques, nous noterons (r et (g leur champ de vecteurs hamiltonien
respectif (i.e. dF +(p 1Q =0 et dG+ (g 12 =0).

Alors la (n — 1)~forme {F,G} définie par

{F,G} = ((r Nlc) 1Q=C(r JdG = —(c J dF (I.2.3)

est une forme observable algébrique. On 'appelle le crochet de Poisson de F et G.
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Le crochet de Poisson {e, e} vérifie 'identité de Jacobi modulo une forme exacte, c’est—a—
dire que pour A, B et C des (n — 1)—formes observables algébriques nous avons

{AA{B,C}} +{C.{A, B}} +{B,{C, A}} = —d(Ca A (B A e 1 Q) (I.2.4)

voir [28] pour une preuve de ce résultat. Cette définition du crochet de Poisson peut étre
reliée au crochet de Poisson habituellement utilisé par les physiciens en théorie des champs
et elle justifie I'introduction de la notion d’observable algébrique. Nous renvoyons le lecteur
a la section 1.3 pour plus de détails.

Recherchons I’ensemble des formes observables algébriques et dynamiques dans le cas
de I’équation de Klein—-Gordon linéaire (K-G). Soit F' € T'(M, A"~1T* M) une observable
algébrique alors par définition il existe ( € T'(M,TM) tel que dF 4+ ¢ 1Q = 0. Par
conséquent la n—forme ¢ _I 2 est fermée.

Recherchons ainsi les champs de vecteurs ( tels que d(¢ J ) = 0, nous avons la pro-
position suivante

Proposition 1.2.1 Soit ¢ € I'(M,TM) alors ¢ vérifie d(¢ 1) = 0 si, et seulement si ¢
s’écrit ( = x + ¢ ou ( est de la forme

_ va O 8 0 1 0 oY ] 9
(=X 9 {6;@”“ L ]a—
0X® oY oX*| 9
(&) _ Yoy -2 _ _—
+ [p 97 p* <6¢+ py [gX“]) e 99 ] 990 (I.2.5)

avec X® : N — Ret ¢ : N — R des fonctions lisses de (z,$) € N et ot x est de la forme

=FEZ + H“a —avec E: N — R et I" : N — R vérifiant I’équation
oF 1 0
—_— — —_—— M =
96 g0 [gIT*] =0 (1.2.6)

De plus nous avons d({ 1 Q) =d(x J4Q) = 0.

Pour plus de lisibilité, les preuves des propositions de cette section ont été reportées a
lannexe B.1. Le corollaire suivant donne les (n — 1)—formes algébriques correspondants
aux champs de vecteurs décrits dans la proposition 1.2.1

Corollaire 1.2.1 Soit F' € I'(M,A""1T*M) alors F est une (n — 1)—forme observable
algébrique si, et seulement si F' s’écrit F' = F'x + Fy, + F, avec Fx et I, de la forme

Fx = eX%wq — p*XPdep A Wia
Fw = pMpwa
ou: N — Ret X*: N — R sont des fonctions lisses quelconques et avec F, telle que
dFy = Ew + IT"d¢ A w,,

avec E: N — R et II" : N' — R vérifiant I’équation (1.2.6).
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Intéressons nous maintenant aux observables dynamiques, nous avons la proposition sui-
vante

Proposition 1.2.2 Soit ¢ € T'(M,TM) un champ de vecteurs tel que d(¢ 1Q) = 0 et
vérifiant de plus dH(¢) = 0 alors ¢ s’écrit de maniére unique ( = (x + ¢y ol ¢y est donné

par
0 9 oY\ 0 oY 0
=— — R — | — b T
avec 1) : X — R solution de I'équation (K-G) et (x un champ de vecteurs de Killing i.e.
vérifiant I'équation

(1.2.7)

Ley (9w, =0 (1.2.8)

ot L¢y (9uv ) désigne la dérivée de Lie de la métrique.

Notons V l'ensemble des champs de vecteurs ¢ € T'(M,TM) tels que dH(¢) = 0 et
d(¢1Q2)=0

V:={¢ e (M, TM) tel que dH({) =0 et d(¢ - 2) =0} (I.2.9)

L’espace V donne les symétries du probleme liées par le théoreme de Noether aux lois de
conservations (voir [28]). La proposition 1.2.2 nous donne une décomposition de V. Nous
avons d’autre part le résultat suivant

Proposition 1.2.3 V est une sous—algébre de Lie de T'(M,TM).

Preuve: (proposition 1.2.3) )
Il suffit de revenir a la définition (~I.2.9) de V. Soit ¢ et ¢ appartenant a V alors nous avons
dH(¢) = ¢-H =0 et dH(¢) = ¢ - H = 0 ainsi dH([¢,¢]) = C- (C-H) = (- (C-H) = 0.

D’autre part nous voyons que nous avons [(,(] 14 Q = d((¢ A ) Q) ce qui nous assure

que d ([C,f] J Q) =0.
|

1.3 Fonctionnelles observables

Nous pouvons nous demander s’il existe un rapport entre les formes observables et les
observables habituelles de la théorie des champs. Nous expliciterons ce lien en nous fondant
sur les travaux de Frédéric Hélein et Joseph Kouneiher [28], [29] et [30].

Commencons tout d’abord par une définition. Nous nous placons toujours dans la
variété multisymplectique (M, Q) décrite dans la section I.1.1 et nous considérons I’hamil-
tonien H défini par (I.1.2). Nous noterons toujours £ I’ensemble des n—courbes hamilto-
niennes (voir la définition I.1.1).

Définition 1.3.1 Une tranche de codimension 1 est une sous—variété > de codimension

1 de M transverse & toute n—courbe hamiltonienne T' € EM telle que pour tout m € %
lespace quotient T,, M /T,,%. soit continument orienté en fonction de m.
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Par tranche de codimension 1, il faut penser tranche de temps c’est a dire une hyper—
surface du type ¥ = {t = Constante}.

Exemples 1.3.1
— On se place dans le cas ou X est I'espace de Minkowski plat c’est-a—dire X = R"
muni d’une métrique constante (7,,,),,, donnée dans la base canonique par la matrice
diag(1,—1,...,—1). La premiere coordonnée joue alors le role de temps, on la note
ainsi t. Dans ce cas (voir la section 1.4) M s’identifie & R%™+1) via les coordonnées
(zH, &, e,p%) et 'hamiltonien H est donné par H(z, ¢,e,p) = e—i—% (n,wp“p” + m2¢2).
On vérifie alors facilement que pour tout s € R les surfaces >5 définies par

Y :={(z,b,e,p) € M tel que t = s}

sont des tranches de codimension 1.

— Dans le cas général, on se rend compte que les contraintes sur ¥ ne sont pas trop
restrictives et qu’il existe toujours des tranches de codimension 1. Par exemple on
peut considérer les surfaces de niveau d’une fonction du type for® : M — R ou ©%
désigne la projection naturelle 7% : M — X et ot f : X — R est une fonction C*
sans point critiques. Nous renvoyons le lecteur a [29] pour une étude plus précise.

La notion de tranche de codimension 1 va nous permettre de construire des fonction-
nelles sur £™ & partir des (n — 1)-formes observables.

Définition 1.3.2 Soient ¥ une tranche de codimension 1 et F € T'(M,A"~1T* M) une
(n — 1)~forme sur M. On note alors [y F' la fonctionnelle [, F': £ — R sur ensemble
des n—courbes hamiltoniennes E™ définie par

/F:Fb—> F
> ¥nr

Remarque 1.3.1

Remarquons que fz F est bien définie car par définition des tranches de codimension 1,
pour tout I' € £7 la variété ¥ N T est de dimension n — 1 et est orientée. Nous pouvons
donc intégrer la (n — 1)—forme F sur X NT.

Nous avons ainsi construit & partir d'une (n — 1)-forme F' € I'(M, A"~ 1T* M) et d’une
tranche ¥ une fonctionnelle fz F sur I’ensemble des n—courbes hamiltoniennes.

Définition 1.3.3 On appelera fonctionnelle observable toute fonctionnelle du type fz F
ott ¥ est une tranche de codimension 1 et ou F € T'(M, A" 1T* M) une (n — 1)-forme
observable algébrique.

Alors pour toute tranche ¥ de codimension 1 on peut définir un crochet de Poisson
entre deux fonctionnelles observables [« F et [« G par la formule

{/EF/ZG} ::/E{F’ G} (L3.1)
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ou le crochet {e, o} du membre de droite désigne le crochet défini par (I1.2.3) de la page
26.

Si nous restreignons les fonctionnelles observables aux n—courbes hamiltoniennes I telles
que OI' = (), 'identité (I1.2.4) page 27 nous assure que le crochet (1.3.1) vérifie I'identité de
Jacobi

Ul Lepp Lot fa Lot the ke Ly -

De plus on se rend compte ([28], [33], [35]) que le crochet (I.3.1) coincide avec le crochet
de Poisson standard de la théorie des champs (voir [52] ou [31]). Ces propriétés justifient
I'introduction de la notion d’observable algébrique et de leur crochet de Poisson.

Nous pouvons maintenant nous demander comment définir le crochet de Poisson entre
deux fonctionnelles observables fz Fet fi G ol ¥ et ¥ sont deux tranches de codimension
1 différentes. Ce probleme a une réponse fort simple si 'une des deux formes observables F
ou G est une observable dynamique. En effet on a la proposition suivante dont on trouvera
la preuve dans [28] ou [29]

Proposition 1.3.1 Soit F' € T'(M, A"‘{T*M) une (n — 1)—forme observable dynamique.
On se donne alors deux tranches X et X telles qu’il existe un ouvert D de M vérifiant

dD =Y. — 3. On a alors I'égalité
o
by b

Ainsi la fonctionnelle fz F ne dépend que de la classe de cobordisme de la tranche X.

Nous voyons ainsi que si /' est une (n — 1)—forme observable dynamique et G une (n —1)-
forme observable algébrique, et si ¥ et ¥ sont deux tranches de codimension 1 dans la
méme classe de cobordisme, alors d’apres la proposition 1.3.1, on peut définir le crochet

de [, F et [5G par
U Loy ={m Lo}

ou le crochet du membre de droite est défini par (I1.3.1).

I.4 Cas de ’espace de Minkowski plat

Il est maintenant temps de traiter un exemple important pour fixer les idées. Nous
reviendrons constamment sur cet exemple dans la suite.

Nous nous placons dans le cas particulier X = X, := RV~ ou R~ désigne I'espace
de Minkowski plat i.e. I'espace R™ munie d’une métrique constante (7, ), de signature
(n—1,1). Soit (x*), des coordonnées sur X telles que la forme volume w induite par la
métrique s’écrive w = dz¥ A -+ A dz" L. L'équation (K-G) se réduit alors &

(@+m*)p=0 (1.4.1)
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ou O désigne 'opérateur O := pt¥ Bfi%. Dans le cas ou la métrique est donnée dans la
base canonique de R™ par la matrice diagonale diag(1,—1,...,—1), Popérateur O est le
d’Alembertien, c’est a dire 'opérateur %(2))2 — Zizl %3)2.

Dans ce cas la variété N := Xy x R est réduite & R*t! et la variété M décrite
précédemment est donnée par My := A"T*R"*L. Pour tout (z,¢) € Xy x R, on repére
me A"T(*JC@)R"H, T = ew+prdPpAw,. On identifie alors Mg a R2("*+1) via les coordonnées

(z#, ¢, e, p"). On munit My de la (n + 1)—forme multisymplectique Q¢ définie par
Qo :=deNw+dp' Adp Aw,, (1.4.2)

avec wy, := 52 _w. Enfin I'hamiltonien (I.1.2) est donné dans ce cas par

1
HO(:C’ ¢a eap) =e+ 5 (n,ul/pupy + m2¢2) (143)

I.4.1 Etudes des observables

Recherchons maintenant les (n — 1)—formes observables algébriques dans ce cas par-
ticulier. Tout d’abord le corollaire 1.2.1 se simplifie pour donner la proposition suivante
explicitant ’espace des formes observables algébriques de (Mo, Q)

Proposition 1.4.1 Soit F' € T'(Mg, A" 1T*M,). Alors F est une (n — 1)—forme obser-
vable algébrique si, et seulement si ' s’écrit F' = Fx + Iy + Iy + Fy ot Iy est fermée,
dFy =0 et ou Fy, Fy et Fy sont de la forme

Fx = eX%wq — p*XPdp A wpa
Fi/J = pawwa
FH = H“wu

avec X N =R,y : N —RetII*: N — R des fonctions lisses quelconques.

et la proposition 1.2.2 nous donne facilement ’ensemble des champs de vecteurs corres-
pondant aux observables dynamiques de 'espace (Mo, €2p) muni de 'hamiltonien Hy.

Proposition 1.4.2 1. Soit ¢ € T'(Mg,TMp) un champ de vecteurs, alors ( vérifie
d(¢ 19Q) =0 et dH(¢) = 0 si, et seulement si ¢ s’écrit ¢ = (x + ¢y ol (x = Xaa%

%)55 + %f: =0 et ou ¢y est donné par

est une isométrie infinitésimale i.e. Vo, p ;

0 NN 9 | 50 0
)06 n 928 97 (1.4.4)

ey 2 a T
Gy =gy — (mhou -+ 5
ott 1 : Xy — R vérifie (O + m?)y = 0.

2. Les (n—1)—formes observables correspondant respectivement aux champs de vecteurs
(x et (y de la proposition 1.4.2 sont données modulo les (n — 1)—formes fermées par
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Gx et Gy définies par

Gx = eX %W, — p*XPdp A wpa (1.4.5)
v O
Gy = (p“w -t D? (b) Wy (1.4.6)

La preuve de la proposition 1.4.2 découle directement de la proposition 1.2.2.

Remarque 1.4.1
Les champs de vecteurs solutions de I’équation %)gj + %fj = 0 sont de la forme X (z) =
v+ Ax avec v € R" et A € so(n).

1.4.2 Fonctionnelles observables

Comme nous avons explicité ’ensemble des (n — 1)—formes observables, nous sommes
en mesure de décrire les fonctionnelles observables correspondantes.

Voyons a quoi correspondent ces fonctionnelles observables lorsqu’elles sont restreintes
aux courbes hamiltoniennes I'j, , correspondant aux solutions ¢ : Xy — R de (I1.4.1) (voir
section 1.1.2 de la page 24).

Proposition 1.4.3 Soient v : Xy — R solution de I’équation de Klein-Gordon (1.4.1)
(O+m?)Y =0et X = (X, : Xy — R" vérifie %)m(j + %if: = 0. Notons Gx et Gy les
(n — 1)—formes observables dynamiques correspondant respectivement a X et 1) par les
expressions (1.4.5) et (1.4.6).

Considérons Y. une tranche de codimension 1 du type ¥ = (fo7r“"f0)71 (0) ou 7
désigne la projection naturelle 7% : Mg — Xy et ot f : Xy — R est une fonction lisse
sans point critique telle que f~1(0) # ().

Alors pour toute fonction ¢ : Xy — R vérifiant (1.4.1) et pour tout h € R on a

1 Jp Op 9 9 dp .53 0p
Gy = hX® 4+ = (v 22 X pgw I P
/Eﬂf%h X /7TXO ) |: + 2 <77 OxH Oxv mey K or? oxP W

(L4.7)

% dp
- _ p (9% oy
/Eﬂl“%h Gy /Mo(z) n <6mﬂ80 833“) Wy (1.4.8)

Pour bien comprendre a quoi correspondent ces fonctionnelles nous allons nous placer
dans un systeme de coordonnées tel que la métrique (7,,),, soit donnée par la matrice
diagonale diag(1, —1,...,—1). La premiére coordonnée jouant alors le role du temps, nous
la noterons t. Nous allons alors nous intéresser plus particulierement aux fonctionnelles
observables correspondant aux tranche de codimension 1 du type {temps = const}. Plus
précisément introduisons la définition suivante

Ao
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Définition 1.4.1 Soit s € R, on appelle une tranche de temps de ’espace My et on note
Y P’hypersurface de Mg définie par

Ss = {(z,,e,p) € Molz® = s} C Mo
On vérifie facilement que Y5 est une tranche de codimension 1.

La proposition 1.4.3 nous permet alors de décrire les fonctionnelles observables obtenues
A partir des tranches de temps. Soit ¢ : Xy — R une solution de (O + m?)p = 0. On a
dans le cas ou X = (1,0,...,0), c’est-a—dire {x = 9 en reprenant les notations de la

ot
proposition 1.4.2, pour tout s € R

1 oo\ ? s, o \?
G_:——/ <—> + ( > + m?p?
/zsmrw Z 2 {ts}< ot ; Oz i

On reconnait alors 1'énergie telle qu’elle est définie dans la littérature (voir [52], [31], [48]).
De méme pour pour (x = %, i € [1,n — 1] nous obtenons

/ / Oy Oy
Go =— LT
SNy 927 (t=s} ot Oxr*

c’est—a—dire les impulsions. Ainsi on retrouve le tenseur d’énergie—impulsion comme étant
observable.

Voyons maintenant le cas des formes Gy,. Soit ¢ : Xy — R vérifiant (O + m2)y = 0,
d’apres (1.4.8) nous avons

—>
/ Gy =— / WD (L.4.9)
Esﬂl—‘h7¢ {t:s}

>
ou pour f: Xy — Ret g: Xy — R, nous avons noté f 0 g la fonction

af dg

f@g:za —fa

Nous pouvons faire remarquer que cette notation apparait naturellement en théorie quan-
tique des champs (voir par exemple [52] page 129 ou [31] page 115).

Remarque 1.4.2
Notons que les fonctionnelles fz ary, Gy nous donnent une estimation des valeurs locales
s P

du champ ¢. En effet soit g = (tg, 2¢) € Xy = RV 71, si on choisit 1 solution de (1.4.1)

telle que

9
w‘tzto =0et —-

ot —TXe

t=to

avec x5 : {t = to} — R est une approximation de la masse de Dirac concentrée en un
point g de ¥, alors on voit que la fonctionnelle (I1.4.9) nous donne dans ce cas

/ Gy = / ©oxs ~ o(x0)
Eto th,Lp {t:tO}
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Pour obtenir la valeur de %‘te en xg, il suffit d’intervertir les roles de v et %—If dans le
raisonnement précédent. On retrouve ainsi les observables fondamentales de la théorie des
champs.

I.5 Préquantification de ’algebre de Lie des champs de vec-
teurs hamiltoniens

Revenons maintenant dans le cadre général. Nous nous proposons ici d’exhiber une
représentation des symétries du probleme c’est—a—dire de l'algebre de Lie V.

1.5.1 Décomposition de V

Notons 7% et 7% les projections naturelles 7% : M — X et 7 : M — R (i.e
7¥(z,¢,e,p) = x et 7(x,0,e, p) = ¢). Les fonctlons 7% et 7% induisent alors des
applications 7 : TM — TX et 72 TM — R.

Définition 1.5.1 — On définit V4 comme étant I'ensemble des champs de vecteurs
C €V tels que ¢ = 0 cest-a—dire

Vo =VNT (/\/l,ker(ﬂ'f))

— De la méme fagon, on définit Vy comme étant ’ensemble des éléments de V tels que
¢ ¢ = 0 c’est—a—dire

Vy =¥VnNT (/\/l, ker(wf))
Nous avons alors la proposition suivante

Proposition 1.5.1 1. V4 est un idéal commutatif de I’algébre de Lie V.
2. V4 @ Vx est une algébre de Lie isomorphe a V.

Preuve: (proposition 1.5.1)

Le second point est une conséquence directe de la proposition (1.2.2). Intéressons nous au
premier point. Soit { € Vg, alors ( € V et 7X¢ = 0. D’apres la proposition 1.2.2, il existe
alors 1 : X — R solution de (K-G) telle que ¢ = (y ol (y est donné par (1.2.7). Soit
(e V4 alors de la méme facon il existe Y : X — R solution de (K-G) telle que ¢ = ¢; e

Alors [¢, (] est donné en coordonnées par

P 2 7 7 2 « a¢ a¢ «Q a¢ 67/)
6.6 = (—wm FERD +(m® + ERY — g 52 4 oI W) 5 = °
Ainsi Vy est une sous-algebre de Lie commutative de V. Il ne reste plus qu’a montrer que
Vg est un idéal de V. D’apres la proposition 1.2.2 il suffit de montrer que pour (x € V de
la forme (1.2.8) on a [¢,(x] € V4 ceci pour tout ¢ € V. Soient (x € V de la forme (1.2.8)
et ¢ € Vy alors il existe ¢ : & — R telle que ( = (y donné par (1.2.7). Un calcul simple
montre alors que w5 [(y, (x] = 0 donc [¢,(x] € V, ce qui complete la preuve.
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1.5.2 Structures algébriques

Introduisons quelques notations, tout d’abord nous allons définir I’algebre commutative
librement engendrée par un espace vectoriel

Définition 1.5.2 Soit K un corps de caractéristique non nulle et W un K—espace vecto-
riel.
— Nous notons T (W) Dalgébre librement engendrée par W c’est—a—dire

TW := P wer
p=>0
avec la convention W®°? := K. Alors T(W) muni du produit tensoriel que nous

noterons e (au lieu de ®) est une algébre unitaire graduée non commutative.

— Pour tout k € N*, on note W®* la k-iéme puissance symétrique de W c’est-a—dire
WOk .= Wk /&, ot &, désigne le groupe des permutations d’ordre k qui agit de
maniére habituelle' sur W®*. On note alors S(W) I’espace défini par

SW) = Pwe*

k>0

avec W0 := R. Alors le produit tensoriel ® : W& @ W& — Wkt induit une
application® : S(W) ® S(W) — S(W) bilinéaire qui confere a S(W) une structure
d’algébre commutative graduée unitaire, le neutre est donné par 1 € W0 = R.
L’algebre S(W) est alors I'algébre commutative librement engendrée par W.

Remarque 1.5.1
Nous pouvons voir S(W) comme un sous—espace (mais pas une sous—algebre) de 7W via
I'isomorphisme S : W%tk ., W&k défini par

1
S(/l)l@...@/vk) = E Z vo’(l)®"'®vo’(k‘)
geBy

Nous utiliserons aussi l'opérateur de Spencer § : S(W) — W @ S(W) que nous pouvons
définir de la maniere suivante

Définition 1.5.3 (Opérateur de Spencer) Soient W un K —espace vectoriel et k € N*. On
définit § : WOk — W @ WOK*=1) Popérateur tel que pour tout élément décomposable w
de WO (ie. w=w; ® - ®wy avec w; € W pour tout j € [1,k]) on ait

k
S ® - Quwg) =Y Wa ® (W1 O+ O War1 O Way1 @+ O wy)
a=1

Pour k = 0, on pose W = 0. On peut alors étendre § en un opérateur 6 : S(W) —
W & S(W) par K-linéarité. L’opérateur ¢ est appelé 1'opérateur de Spencer.

Wo € & et V(wi,...,wk) € W* nous posons o« (w1 @+ @ Wk) 1= We(1) ® @ Wy (k).
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Exemple 1.5.1
On a par exemple pour wy, wo et ws des élément d’un espace vectoriel W

(w1 O wy O wsg) =w @ (we ©wsz) +wz @ (W ©ws) +ws® (w; © ws)

On peut montrer directement a partir de la définition 1.5.3 de 'opérateur de Spencer que
celui—ci vérifie la propriété suivante

Propriété 1.5.1 Soit W un K—espace vectoriel alors nous notons R: W W — W W
Popérateur K -linéaire tel que pour tout (x,y) € W? on ait R(z ® y) = y ® x. Alors nous
avons

(R®id)o (id®d)od = (id®0) od
c’est a dire que le diagramme suivant commute

SW) —2LW @ S(W)—22W o W @ S(W)

T |

W@ S(W) —=W & W e S(W)

1.5.3 Représentation de V

Considérons tout d’abord les complexifiés Vg, Vg et VC respectifs de Vs, Vx et V c’est—
a—dire les espaces Vg =C®Vy, Vgg =CQVy et VE :=CV = Vg P Vg. On considere
alors l'algebre commutative librement engendrée par Vg c’est—a—dire d’apres la définition

1.5.2 Talgebre .
©
s05) =D (%)
k>0

Structure Hermitienne sur S (Vg’)

D’apres la proposition 1.5.1, pour tout (x € Vx 'application [Cx,e] : Vy — Vy qui &
(p € Vyp associe [(x,(y) est bien définie. On étend alors [(x, o] a Vg): par linéarité.

On suppose alors que 'on dispose d’un produit scalaire Hermitien (e|e) sur Vg tel que
pour tout (x € Vy réel 'application i[(y, ] soit auto—adjointe c’est—a—dire telle que 1'on
ait

Vix € Vx 5 Y(v,w) € (V5)?; (i [Cx, 0] |w) = (v]i [Cx, w]) (1.5.1)

Il existe une unique fagon d’étendre le produit scalaire (e|e) & S (Vg’) de maniere a ce
qu’il vérifie (1]1) =1 et

0 sik #£1
k
(v1®---®vklw1®---®wl):: ZH( . (1.5.2)
vp\wa(p)) sik=1

pour tout (k,1) € N2\ {(0,0)} et tout (vq,...,v;) € (Vg)k et (wy,...,wy) € (Vg’)l.
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Exemple 1.5.2
On obtiendra par exemple pour vy, v, w1, wa, 21, 22 €t z3 des éléments de S(Vg’)

(1 +v1 ® V2 ’ w1 ©wy+21 20O 2’3) = (UHU)l)(UQ’TUQ) + (1)1‘?1}2)(?}2‘?1}1)

Remarque 1.5.2

L’application (e]e) : S (Vg) ®S (Vg) — R que nous avons ainsi définie est bien un produit
scalaire sur S (Vg) Pour s’en convaincre il suffit de considérer S(P) comme un sous espace
de 7 (P) via l'application S de la remarque 1.5.1.

Exemple 1.5.3

Plagons nous dans le cas ou l'espace X est I'espace de Minkowski Xy c’est—a—dire R"
plat muni de la métrique diagonale diag(1,—1,...,—1). Nous notons E : S(R" 1) — V
I'application définie par Vf € S(R*!) et Vo € Ay

dn_lk‘ ) .
BI(e) = Gy o (J0 + TR )

ot pour tout x = (2°,7) € Xy nous avons noté x - k la quantité wyz® — k.7 avec k.7
le produit scalaire usuel sur R*~!. On montre alors facilement que E est injective et nous
noterons Vg I'image de E i.e. V) := E(S(R"™1)) que nous identifierons avec S(R™~!). Nous
obtenons alors un sous—espace de Vg. Nous introduisons alors le produit scalaire (e, ) sur
Vg défini par

dn_lk _

f(k)g(k)

Remarquons que Vg est aussi 'espace des solutions de I’équation de Klein—Gordon a condi-

tions initiales dans S(R"71) i.e.

(Ef,Eg) = /

Rn—1 WEk

Vg = {1/) : Xy — R telle que (O +m?)Y =0 et (1/)(0, o), %—1’:(0, o)> € S(R”l)Q}

Nous voyons donc que Vg est une un idéal de V.

Les symétries correspondant aux champs de vecteurs appartenant a Vy correspondent
au groupe de Lorentz c’est—a—dire le produit semi—direct des rotations de ’espace—temps
et les translations i.e. SO(n) x R™ ou le produit de deux éléments (A, a) et (I',b) est donné
par

(A, a)(T,b) := (AT, a + A~'b)
Ce groupe agit alors sur ’espace des solutions de I’équation de Klein—Gordon via I'opéra-
teur U(A, a) défini par

(A, a)p)(@) = 6 (A~ (z — a)

On montre alors que U(A, a) est un opérateur unitaire c’est—a—dire que pour tout éléments
¥ et p de Vg nous avons

(U(A7 a)'l/}v U(A7 a)‘:O) = (1/}7 ‘10)
De cette derniere identité nous pouvons déduire que le produit scalaire (e, ®) sur Vg vérifie
la condition (I.5.1) i.e. pour tout 1, ¢ appartenant a Vg nous avons

([X7 w]a ()0) = —(¢7 [X7 ()0])
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Représentation

Nous pouvons alors définir 'application Q de V© = Vg o VS sur L(S (Vg)) I’espace des
endomorphisme de S (Vg) comme suit

Définition I.5.4 Soit Q I'application C-linéaire Q : V& — ﬁ(S(Vg)) définie par V(¢ €
VC

() == () @+ o ({i[p¥(©), 0] + (o p?(0)") } ®id) o5
ot p? et p¥ désignent les projecteurs associés a la décomposition VC = Vg): ($5) Vg et ol
0: S(Vg) — Vg ® S(Vg) désigne I'opérateur de Spencer. On a ainsi pour tout (4 € Vg C
S(V§) et Cx €V

Q¢x) :=®o (i[Cx,® |®id) 0§ (L5.3)
Vo € S(Vg); Q¢y)(v) = CoOv+ {(®][¢)) ®id} od(v) (L.5.4)
Exemple 1.5.4

Soient wy, we et wg des éléments de Vg’ et (x € Vﬁ% alors d’apres la définition 1.5.4 de Q
et en reprenant le calcul de ’exemple [.5.1 on obtient

Q(Cx) (w1 ©®we ® ws) = i[Cx,wi] © wa ® w3 + i[Cx, w2] © w1 © ws + i[Cx,w3] © wi © wa

et pour (4 € Vy on a

Q(Cp) (w1 © wy G ws) :=(p O w1 O wy ® ws+
(w1]C5) wa © w3 + (wal(y) w1 © wy + (w3|(F) w1 © wa

Remarque 1.5.3
On peut interpréter la définition (I.5.4) comme suit. On peut voir I'espace S (Vg’) comme

Ok
un espace de Fock, chaque (Vg) representant ’état a k particules. Soit ¢, € Vg, si on

note A¢, et A2¢ les opérateurs agissant sur S (Vg) de la maniere suivante, Vv € S (Vg)

Ag,(v) =COv et A2¢ (v) := Z (vyIC3) v

ot on a noté d(v) = Y vy ® V() avec v(yy € Vg et vy € S(Vg). On vérifie facilement
(voir la preuve du théoréme 1.5.1 qui suit) que les opérateurs A, , et Az¢ sont adjoints 'un
de l'autre, c’est & dire que 'on a AZ¢> = A2¢.

On voit que pour tout k € N les opérateurs A¢, et AJ£4> envoient ’espace V(?k respecti-

(k1) V;}(kq)

o . . s
vement sur les espaces V¢> . On peut ainsi voir A , comme un opérateur de

création de particule et AZ¢ comme un opérateur de destruction et d’apres la définition
1.5.4 on remarque que pour (g € Vy, I'opérateur Q((y) est donné par

Q(Cp) = A¢, + A2¢
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On retrouve ainsi la description habituelle de la théorie des champs (voir [48], [52] ou [31]
pour une étude compléte).

Théoréme 1.5.1 L’application Q : V¢ — E(S(Vfbc)) vérifie les propriétés suivantes :

1. Q est un morphisme de Lie ¢’est-a—dire que pour tout ¢ et ¢' appartenant & VC nous
avons

Q([¢.¢']) =i[Q(0), 2] (L5.5)

ot le crochet du membre de gauche désigne le crochet dans VC et celui du membre de
droite le commutateur de E(S(Vg)) (V(A,B) € E(S(Vg)) onalA,B]:= AcB—BoA).

2. pour tout ¢ € VCon a I'identité suivante

Q(¢") = Q(O)" (1.5.6)

ou l'astérisque du membre de gauche désigne la conjugaison complexe et celui de
droite I'opérateur adjoint.

Nous renvoyons le lecteur a 'annexe B.2 pour la preuve du théoreme 1.5.1.

D’apres le théoreme 1.5.1 et en reprenant le langage de la théorie de la quantification
géométrique (voir le texte tres clair de Kirillov dans [2] pour une présentation de la théorie)
on peut voir application @ comme une préquantification de V. Notons que nous n’avons
pas considéré de structure symplectique de dimension infinie dans ce qui précede. Pour
compléter cette étude il faudrait pouvoir étendre Q en une représentation R de 1’algébre
des observables, ce qui correspond ici & une représentation de S(V), vérifiant R(1) = id
et les relations (1.5.5) et (1.5.6).

[.6 Quantification par déformation

La quantification par déformation a été introduite par F. Bayen, M. Flato, C. Frons-
dal, A. Lichnerowicz et D. Sternheimer dans leur article fondateur [5]. Dans cette théorie,
on voit la quantification plus comme une déformation de la structure des observables
classiques que comme un changement radical de la nature des observables (passage de
fonctionnelles classiques a des opérateurs quantiques agissant sur un espace de Hilbert).
Cette démarche permet de faire une quantification directement a 'aide des observables
classiques de maniére intrinseque.

Etant donnée une algebre de Poisson (A, x,{e,e}) la quantification par déformation
consiste a rechercher un produit associatif xj sur lespace A[[h]] des séries formelles a
coefficients dans A tel que la projection naturelle 7 : A[[h]] — A soit un morphisme
d’algebre vérifiant le principe de correspondance

1

- [A, B], mod h = {A mod &, B mod h} (1.6.1)
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ol [e, o], désigne le commutateur dans ’algebre associative (mais pas nécessairement com-
mutative) A[[R]] muni du produit xj i.e. [A, B], = A x3 B — B xj A.

Récemment cette théorie a fait ’objet d’une intense activité et de nombreuses avancées
ont été réalisées. Nous pouvons citer notamment le résultat de Maxim Kontsevitch mon-
trant ’existence d’un produit étoile sur une algebre de Poisson (en dimension finie) a 'aide
d’un résultat plus général, le théoreme de formalité [37]. Par ailleurs Alberto S. Cattaneo
et Giovanni Felder ont montré que le résultat de Kontsevitch était relié a 'intégrale de
chemin dans une certaine théorie des champs [14].

En ce qui concerne les champs (le cas qui nous intéresse ici), nous n’avons aucun résultat
général. Il faut traiter au cas par cas. Pour le cas du champ libre, nous pouvons citer les
articles [17] et [18] de J. Dito qui définit un produit étoile correspondant a la quantification
canonique des champs.

Nous nous proposons ici de donner une quantification par déformation de ’algébre
de Poisson engendrée par les fonctionnelles du type fz G- Nous voyons ensuite comment
notre produit étoile se traduit dans le cadre de la théorie quantique du champ libre issue de
la quantification canonique. Nous nous rendons alors compte que celui—ci ne correspond
pas a lordre normal utilisé par les physiciens. Enfin nous voyons a quel produit étoile
correspond 1’ordre normal.

1.6.1 Préalables

Placons nous dans l'espace de Minkowski plat Xy muni de sa métrique (7). Nous
allons nous intéresser aux fonctionnelles observables du type fz Gy telles qu’elles ont été
définies dans la section 1.4 page 30. Nous avons vu que ces fonctionnelles correspondent aux
valeurs locales des champs. Les (n—1)-formes G, correspondantes étant des (n—1)-formes
observables dynamiques (voir la proposition 1.4.2) les fonctionnelles fz Gy ne dépendent
que de la classe de cobordisme de X

On fixe ainsi ¥ une tranche de codimension 1. On suppose de plus que X est de la
forme ¥ = (f o WXO)fl (0) ot 7% désigne la projection naturelle 7% : Mg — X, et ou
f: Xo — R est une fonction lisse sans point critique telle que f~(0) # 0.

Considérons les espaces P et P définis par

00 27!) 2
:{¢EC (Xp) 5 @ 200 6+m¢—0}

P:{/EG¢;¢€P}

Enfin nous noterons G 'espace des fonctionnelles réelles sur P. Muni de la multiplication
point par point (VA,B € G, (A- B)(¢) := A(p)B(¢)) G est une algebre commutative
unitaire d’élément neutre I la fonction constante égale a 1. Un élément F de P peut alors
étre vu comme une fonctionnelle de G via

p€E€Pr— o Gy (1.6.2)
[RINPNS
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on peut faire remarquer que cette identification est cohérente car d’apres la proposition
1.4.3 cette derniéere expression ne dépend pas de h € R.

Considérons S(P) l'algebre librement engendrée par P (voir la définition 1.5.2 page 35)
on introduit alors la défintion suivante

Définition 1.6.1 On note I : S(P) — A I'unique morphisme d’algébre tel que pour tout

P eP
I(¢)r=/EGw

Nous noterons A I'image de I, c’est la sous—algébre engendrée par les expressions du type

(16.2).

Nous allons maintenant munir S(P) d’une structure d’algébre de Poisson. Pour ce faire il
nous faut définir un crochet sur S(P)

Proposition—Définition 1.6.1 On note {e,0}; : S(P) ® S(P) — S(P) 'unique appli-
cation linéaire telle que pour tout (11,) € P?

{192} = (1) (¢2)
et vérifiant la régle de Leibniz i.e. V(A, B,C) € S(P)3
{A-B,C}y=A®{B,C}y+{A,B}yoC
On a alors la proposition suivante dont on trouvera la preuve dans 'annexe B.3.1

Proposition 1.6.1 L’algebre commutative S(P) munie du crochet {e, o} est une algebre
de Poisson c’est—a—dire que c’est une algébre unitaire et le crochet vérifie I'identité de
Jacobi et la régle de Leibniz, ¥(A, B,C) € S(P)3

{A’ {B’ C}O}O + {C? {A’ B}O}O + {B’ {C’ A}O}O =0 (1'6'3)
{A-B,C}o=A-{B,C}o+{A,B)y-C

Nous verrons dans la section 1.6.3 comment ce crochet est relié aux crochets de la théorie
des champs.

Nous avons ainsi une structure d’algebre de Poisson sur une algebre d’observables clas-
siques, nous sommes ainsi dans le cadre de la quantification par déformation.

1.6.2 Déformation

Nous allons définir dans un premier temps une déformation de l'algebre S(P) c’est—
a—dire que nous allons définir un produit associatif *p sur S(P)[[h]] tel que la projection
naturelle 7 : S(P)[[R]] — S(P) soit un morphisme d’algebre.
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Définition 1.6.2  — Soient 3 € [0,n — 1] et z € Xy. On note alors i(z) et 03(2) les
endomorphisme linéaire de S(P) définis par

i(z) = (p(z) ®@id)od et Ip(z):= <§q;()® d> )

oud : S(P) — P® S(P) désigne l'opérateur de Spencer et ou pour tout z € X et

tout 5 € [0,n — 1], les opérateurs ¢(z) : P — R et %(z) : P — R sont définis par

Vi € P 5 5
HRW) =) €R eb Lo()) = () €R

Nous avons donc pour tout z € Xy, i(z)PO% ¢ POF=1 et gg(2) POk ¢ POk—1),
— Soient p € N*, 8= (B1,...,0p) € [0,n—1]P et z = (21,...,2,) € X}, on définit alors
les opérateurs iP(z) et 8@(2) sur S(P) par

iP(2) = i(zp) 0+ 0i(21)
(=i

Par convention on pose i® = 0 = Idp.

Remarque 1.6.1
Nous voyons alors facilement que pour tout (k,p) € N nous avons iP(z) PO% ¢ POKk=P) et

9(2)P* C POF=P) avec par convention PO =0 sil < 0.

Considérons S(P)[[A]] 'espace des polyndomes en h a coefficients dans S(P). On définit
alors le produit étoile *p, sur S(P)[[h]] comme suit

Définition 1.6.3 On note %, le morphisme de R[[h]|-module x; : S(P)[[h]]®@S(P)[[h]] —
S(P)[[R]] tel que pour tout ¥ € S(P) et ® € S(P),

U kp, G = Zh — (T MED)
p>0 !
avec pour p = 0, \11ng> =V O et pour p e N*
TMED = Y P / ) O (P(2)®) wa(2)
e[on]? e

a€e0,n]P

ot pour tout o = (av,...,0p) et B = (b1,...,[3,) éléments de [0,n]P, on a noté n°* pour
nPren Bt et w, pour we, ® -+ ® Wa, (nous rappelons que pour tout p € [0,n — 1],
w,, désigne la (n — 1)—forme % dw).

On a alors la proposition suivante
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Proposition 1.6.2 (S(P)[[A]],*r) est une algébre associative et cette algébre est une
quantification par déformation de I’algebre de Poisson (S(P),®,{e,e}q) i.e. la projection
naturelle w : S(P)[[h]] — S(P) est un morphisme d’algébre et le principe de correspon-
dance (1.6.1) est valide.

Nous renvoyons le lecteur a 'appendice B.3.1 pour la preuve de la proposition 1.6.2.

Remarques 1.6.1

— Directement & partir de la définition du produit x; on peut montrer que le sous—
espace S(P)[h] des expressions polynomiales en & a coefficients dans S(P) est une
sous—algebre de (S(P)[[A]], *x). En effet d’apres la définition 1.6.3 on voit que pour p
assez grand nous avons \IIM§<I> =0.

— Notons ce résultat se retrouve en utilisant les paires de Laplace comme le font Ch.
Brouder et R. Oeckl dans leur article [12]. Plus précisément on peut montrer que la
paire de Laplace

Y(i1,92) € P% 5 (1] o) := P /Mo(z) %¢2wa

donne un produit twisté [12] correspondant a notre produit x5. L’associativité de p
est alors une conséquence directe des résultats exposés dans [12].

Nous allons maintenant voir comment la construction précédente peut étre reliée a la
théorie quantique des champs.

1.6.3 Lien avec la théorie du champ libre

Placons nous dans un systeme de coordonnées tel que la matrice de la métrique soit
donnée par la matrice diagonale diag(1,—1,...,—1). Nous noterons alors la premiere va-
riable t.

Nous supposerons a partir de maintenant que X est la tranche de temps ¥ = ¥ :=
{t = 0} et pour ne pas alourdir les notations, nous noterons toujours ¥ I’hypersurface
7% (X)) C Ap. Nous considérons l'espace P défini par

oY

P = {7/) € C¥(Xo) 5 (O+m*)pp =0 et 9y, Bt |t=0

€ S(R”‘l)}

Remarquons qu’un élément ¢ € P peut étre spécifié par les conditions initiales (ou
conditions de Cauchy) [p),—o, %—f‘ 1ol Alors on peut définir une structure d’algebre de
Poisson sur G = F(P,R) a la maniére des physiciens de la théorie des champs (voir par
exemple [31] ou [52]) en définissant le crochet par la formule

§F 6G 6G oF
50(@) 5 [2())  00(@) 5 [0 ()

{F,G} ::/Eda: (1.6.5)
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Les expressions =2~ et
P 3 (x)

{i @] désignent les dérivée fonctionnelles de F' par rapport
o
respectivement a ¢(x) et “’( ). Comme nous n’utiliserons pas cette notion nous resterons
vague sur sa définition précise.

On peut alors montrer que lapplication I : S(P) — G est un morphisme de Pois-
son entre les algebres de Poisson (S(P),®,{-, }o) et (A,-,{-,-}) i.e. I est un morphisme
d’algebre et pour tout A, B € S(P)

I({A, B}) = {I(A),I(B)}

ou le crochet de gauche (resp. droite) désigne le crochet dans S(P) (resp. dans G).
Ainsi nous pouvons voir la quantification par déformation de S(P) que l'on a défini
précédemment comme une quantification par déformation de la sous—algebre de Poisson
A munie du crochet de Poisson habituel (I1.6.5) de la théorie des champs.

Ordre d’opérateur correspondant

Donnons nous UF = ¢); @ - - - ® 1)y, un élément décomposable de P®¥. Alors en utilisant
les les résultats de la section 1.4.2 p.32 nous voyons que la fonctionnelle I(¥*) prise en ¢
s’exprime de la manieére suivante

=11/ (e-ni) - = oo I o] [T 50

IC[1,k] iel
(1.6.6)
Si l'on suit K. Fredenhagen et M. Diitsch [19], la quantification des observables clas&ques
(1.6.6) consiste a remplacer les champs classiques ¢(z) et %‘f(y) par des opérateurs ¢(x)
et 7(y) agissant sur un espace de Hilbert H et vérifiant les relations de commutation dites
relations de commutation a temps €gal

(), w(y)] = [o(x), d(y)] = 0
{ [7(z), ¢(y)] = id(z — y) (16.7)

Plus précisément en reprenant la construction de 'annexe A quantifier la fonctionnelle
observable (1.6.6) revient a remplacer chacune des intégrales fz %gp et fz 1@%‘? respec-

o,

7“20) et mm((¥;))i=0) agissant sur I'espace de Fock

tivement par les opérateurs ¢, <
symétrique F et de domaine Fj

[ ()
REUA "\ 0t =0 (16.8)
L4 m((¥)1=0)

Nous voyons alors que se pose la question de ’ordre dans lequel écrire ces opérateurs car
ceux—ci ne commutent pas. D’apres J. Dito [18],[17] ou K. Fredenhagen et M. Ditsch [19],
a chaque quantification par déformation correspond une facon d’ordonner les opérateurs.
Nous allons vérifier cette propriété en définissant un ordre correspondant au produit %
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que nous avons défini. Nous verrons que cet ordre differe de ’ordre de Wick (encore ap-
pelé ordre normal) utilisé habituellement en théorie quantique des champs (voir [31], [52],
[50] ou [49] pour plus de détails). Nous verrons ensuite comment la quantification par
déformation présentée par J. Dito dans ses articles [17] et [18] (qui correspond & 'ordre
normal) se transcrit dans notre cas.

Choisissons d’ordonner les opérateurs en mettant tous les opérateurs 7, (f) a gauche des
opérateurs ¢, (g). Plus précisément nous définissons I’application R-linéaire © : S(P) —
O de S(P) sur Pespace O des opérateurs agissant sur F, de la maniére suivante. Nous
posons O(1) := 1 et Vk € N*, Vi © - -- @ 1y, € PO¥

O o ov) = 3 (1) [HWm((%)uo)] Ien (57,.,)| 009

IC[1,k] i€l JE!

Remarquons que cette derniére expression a bien un sens car les opérateurs ¢, (f) com-
mutent entre eux de méme que les opérateurs 7,,(g). De plus ces opérateurs ont tous
comme domaine Fy et envoient Fy dans Fjy, nous pouvons donc les composer, obtenant
ainsi un opérateur non-borné de domaine Fy. Nous étendons alors © & S(P)[A] en un
morphisme de R[A]-module par linéarité en posant O(h - 1) := —i. Nous avons alors le
résultat suivant dont nous donnons la preuve dans ’annexe B.3.2

Théoréme 1.6.1 Pour tout A et B appartenant a S(P)[h] nous avons
©(A)O(B) = O(A %, B)

Le théoreme 1.6.1 montre que cette maniére d’ordonner les opérateurs correspond bien au
produit étoile x; que nous avons défini.

Nous pouvons remarquer que cet ordre ne correspond pas a l’ordre habituel de la théorie
quantique des champs : 'ordre normal ou ordre de Wick (voir [52] ou [31]). Or le choix
de cet ordre par les physiciens a des motivations physiques profondes reliés a la nécessité
d’avoir une énergie finie.

Nous allons maintenant rechercher la quantification par déformation correspondant a
I’ordre normal.

1.6.4 Ordre de Wick

La maniére d’ordonner les opérateurs que nous avons défini ne correspond pas a ’ordre
habituellement utilisé par les physiciens de la théorie des champs, qui est 'ordre de Wick.
Celui—ci consiste a exprimer les opérateurs ¢,,(f) et m,(f) a laide desopérateurs de
création et de destruction a'(f) et a(f), puis de placer tous les opérateurs de créations
a’(f) & gauche des opérateurs a(f). Nous allons voir & quel produit étoile correspond cette
fagon d’ordonner les opérateurs.

Nous avons vu que quantifier revient & effectuer la substitution (I1.6.8) dans l'expres-
sion (1.6.6) et & définir la maniére dont on ordonne les opérateurs. Pour pouvoir ordonner

HARRIVEL R. 45



THESE - 1.6 concours 01/04

les opérateurs suivant l'ordre de Wick nous devons exprimer le quantifié de la fonction-

nelle [y, 1/1?@ a l'aide des opérateurs af(f) et a(f). Plus précisément en vertue de la
correspondance (1.6.8) nous avons

R N

Ot |t=0

Alors en utilisant I'identité (A.2.3) de ’annexe A nous obtenons finalement que 'opérateur

correspondant a la fonctionnelle fz w(?cp est donné par
«— _‘_
[T —awv) +al @)
b

ot nous avons noté F1 et G les fonctions de S(R™~1) définies par
W~
Fy = =7 (1/u 5 W
1 N
Gy = 1/ p— + iy
7 (1)
o

Pour alléger les notations nous avons noté 12 pour 1/1/‘25:\0 de méme que pour 5 dans les
expressions précédentes. Nous pouvons dés lors quantifier les fonctionnelles I(¥*) données
par (1.6.6) en utilisant 'ordre de Wick.

Nous définissons le morphisme de R[A]-module Oy : S(P)[k] — O de S(P) sur
espace O des opérateurs agissant sur Fy de la maniére suivante. Nous posons ©(f.1) = 1
et Vk € N*, Vb @ --- @ oy, € POF

wih @ OPr) = Y [1_[&1T Giy)

IC[1,k] Liel

[TaFy)

JEr

Il nous reste a voir a quel produit étoile sur S(P) correspond cet ordre d’opérateur i.e.
quel produit xy peut-on définir sur S(P)[[h]] pour que Oy soit un morphisme d’algebre de
(S(P)[h],*w ) vers l'algebre des opérateurs non-bornés sur Fs de domaine Fj et stabilisant
Fo. — —

Définissons les opérateurs G( k) et G( k)* de maniere analogue aux opérateurs dg(z)
et i(2)

Définition 1.6.4 Soit k € R"~! alors on note g(?) et g(?)* les applications R—
— —
linéaires G( k ),G*( k) : S(P) — S(P) ® C définies par

G(k) = (VAG(F) @id) o5 et (k)" = (ﬂﬁ@id) 05
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ol pour tout ¥ e R*~! lopérateurs \/,EG(?) : P — C est défini par Vi € P

On étend alors la définition de g(?) et G( k)
— — —
pENet k € (R*1)?, on définit GP(k) et GP(k)* par G' =G =Id et sip > 1

— — —
GP(k)=G(kp)o---0G(k1)
- * - * - *
Gr(k) :=G(kp)o---0G(k1)
On peut alors facilement adapter la preuve de la proposition 1.6 de maniere a prouver
la proposition suivante

Proposition 1.6.3 Notons *xy : S(P)[[h]] ® S(P)[[A]] — S(P)[[R]] le morphisme de
R[A]-module tel que pour tout (P, Q) € S(P)[[A]]?

1 — —
ParQ=Y 5 [ ag(Bpeg(E)re
k (Rn=1)P

Alors (S(P)[[h]], *w ) est une algeébre associative unitaire. De plus (S(P)[[h]],*w ) est une
quantification par déformation de (S(P),®,{-,-}).

Remarque 1.6.2
Remarquons que encore une fois le sous—espace S(P)[h] est une sous—algebre de S(P)[[A]]
muni du produit *y .

Nous avons d’autre part le théoréeme suivant nous assurant que cette quantification par
déformation correspond a l'ordre normal

Théoréme 1.6.2 L'opérateur Ow : S(P)[h] — W est un morphisme d’algébre de
(S(P)[h],*w) dans W i.e. I(1) =1 et pour tout P, appartenant a S(P)[[h]]

Ow (P)Ow (Q) = Ow (P xw Q)

Nous renvoyons le lecteur a 'appendice B.3.3 pour une preuve de ce dernier résultat.

I.7 Quantification Géométrique

Nous allons montrer comment mettre en oeuvre une procédure de quantification géo-
métrique dans le cadre multisymplectique. Nous présenterons tout d’abord la méthode de
préquantification de A. A. Kirillov [2], B. Kostant et J.M. Souriau [39], [55] généralisant
les constructions de B.O. Koopman [38], L. Van Hove [58] et .E. Segal [54] (voir aussi
Iexcellent texte de Kirillov dans [2]).

Nous verrons comment étendre cette méthode pour quantifier les champs libres. Nous
nous placerons tout d’abord dans le cadre général puis nous étudierons le cas ou X est
I’espace de Minkowski plat AXy. Ce travail est en cours effectué avec Frédéric Hélein. Il
reste donc encore des imprécisions, notamment sur les hypotheses de régularité et sur les
espaces fonctionnels considérés.

HARRIVEL R. 47



THESE - 1.7 concours 01/04

1.7.1 Préquantification de Kostant—Souriau—Kirillov

Donnons-nous une variété symplectique (P, ). Nous supposerons pour simplifier que
la forme symplectique [ est exacte § = df pour une certaine 1-forme 6 (Par exemple
P =T*Y muni de sa forme symplectique canonique).

Considérons alors le fibré trivial £ := P x C sur P et 'ensemble I'(P, L) des sections
lisses de £. En utilisant # nous pouvons définir une connection V agissant sur I'(P, L) de
la maniere suivante

Ve ET(P,TP), Vb € T(P,L), Vetb =€ -1 — %e(g)w (L7.1)

Cette connection va permettre d’associer a toute fonction F' € C*°(P) un opérateur F
agissant sur I'(P, £).

Définition 1.7.1 - préquantification de (P,[3) - Soit I' € C*°(P), nous notons alors
F Papplication linéaire F : T(P, L) — T'(P, L) telle que pour tout 1 € T'(P, L)

Fy = Fy+ D09 = (F—0er) p + Ser - (172

ou &p € I'(P,TP) est le champ de vecteurs hamiltonien associé a F i.e. tel que dF +
§p 1B =0.

Exemple 1.7.1
Nous prenons (P, ) = (R*",dp; A d¢’) ot (¢%,...,q¢" p1,...,pn) sont les coordonnées
canonique sur R?". Alors nous avons dp’ N dg; = df avec 0 := p; dg’. Alors en utilisant la

construction précédente nous avons qJ =q¢ + zh - et p; = zh— Nous voyons dans cet
Pj
exemple que cette représentation n’est pas irréductible, par exemp]e a—pk commute avec

les p; et les ¢7. C’est pourquoi elle est appelée préquantification et non quantification. Un
moyen pour remédier a ce défaut est d’introduire une polarisation.

1.7.2 Préquantification du champ libre

Nous allons nous inspirer de la construction précédente pour quantifier les champs
libres dans le cadre multisymplectique. Nous allons présenter la construction dans le cadre
général puis nous nous spécialiserons au cas de ’espace de Minkowski plat pour montrer
que nous retrouvons effectivement la théorie quantique du champ libre telle qu’elle est
présentée dans la littérature (voir [52], [31], [48]).

Nous reprenons les notations des sections précédentes, ¢’est—a—dire que nous considérons
Pespace multisymplectique M := A"T*(X x R) muni de la forme multisymplectique 2
donnée en coordonnées par

10
Q:=de Aw+dph Adp Awy, — ——Lphdp Aw
g Ozt
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Comme nous l'avons noté dans la remarque 1.1.1 page 25 nous avons € = d6(*) pour tout
s € R on 0 est donné par

10
a6 = ( —a- 5)ga—i¢P“> Wt (s dé — (1— )6 dp) Aw,

Enfin M est muni d’un hamiltonien H : M — R défini par

H(q,e.p) = e+ % (guup'"p” +m?¢” + ERY?)

Nous noterons Eg le complexifié de ’ensemble des n—courbes H—hamiltonienne. Consi-
derons le fibré trivial £ := EX x C sur EF, enfin nous noterons T'(EX, £) I'ensemble des
section "lisses” de L. Nous resterons vague sur cette notion. Pour faire une construction
analogue a 1.7.1, il nous faut principalement trouver une notion d’observables analogue a
C*®(P,R) et définir ce que peut étre la connection (I.7.1).

Nous avons défini dans la section 1.2 la notion de (n — 1)—forme observable dynamique
et les fonctionnelles observables correspondantes qui semble étre la notion d’observable
adéquate. Nous noterons toujours O’ ’ensemble des observables dynamiques

O :={F € A" 'T*M telle que I¢p € I(M,TM)|dF + (p 1Q =0 et dH =0}

Nous considérons Og le complexifié de O™ c’est-a—dire Og =0"®C.
Intéressons nous maintenant a l’extension de (1.7.1). Nous avons la proposition suivante

Proposition 1.7.1 Soit F € O™, alors par définition il existe (r € T'(M,TM) tel que
dF + (r 1Q =0 et dH = 0. Supposons alors qu'’il existe € > 0 et une fonction lisse U
telle que

U: (—,6) x M — M

(1,m) — U(s,m)
tel que pour tout m € M nous ayons U(O,m) = m et pour tout T € (—e, e)

% (r.m) = Cr(U(r,m)
-
c’est—a—dire que le flot de (r a un temps d’existence minimal uniforme non nul. Alors U
induit une application
(—e,6) x EN — e
(r,T) — I =U(7,T)

ou EM désigne toujours I’ensemble des n—courbes H-hamiltoniennes.

Preuve: (de la proposition 1.7.1)
Nous nous donnons F' € O™ et nous notons alors ¢ € I'(M, T M) son champ de vecteurs
hamiltonien. Soit m € T' et X € A"TT tel que X 19, = (~1)"dH. En notant m’ =
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U(r,m) nous avons alors pour 7 € (—e,¢) fixé U(—7)*dH = dH par définition de O*.
Ainsi nous avons

(—1)"dHp = (~1)"U(~7)*dH,,
— (~1)"U(=7)"(X 2 Q) = (U)X 2U(=7) Qs

Or toujours par définition de O™ nous avons U(—7)*Q2 = €, ainsi la derniere égalité nous
donne au final (—1)"dH,y = (U(7)«X ) J Qppy ce qui nous assure que I'; est une n-—
courbe H-hamiltonienne.
|

La proposition 1.7.1 nous permet alors de définir pour tout F € O™ vérifiant les hy-
pothéses de la proposition 1.7.1 un champ de vecteurs sur £ de la maniére suivante, pour
tout I' € £ nous posons

- dl';
2p(D) = € TrEN (1.7.3)

7=0

Ce qui nous permet de définir Vz,, de la maniere suivante
— i
VAeT(ER, L) ; V=, A:=Ep A— - </ (P J9(8)> A
by

ou s est ici fixé. Remarquons que Vz, dépend de s. Nous pouvons alors donner un
équivalent de la définition 1.7.1

Définition 1.7.2 Soit F' € O™ vérifiant les hypothéses de la proposition 1.7.1 alors nous
définissons 'opérateur F agissant sur I'(EX, L) de la maniére suivante

VAeT(EH,L); FA:= (/ F) A+ ?VEFA
by

h
:;EF-A—F </E(F—CFJ9(S))>A

Remarque 1.7.1
Notons que la construction précédente peut se mener quel que soit ’espace-temps X. C’est
une procédure générale qui peut s’appliquer a tout probléeme dérivant d’'un Lagrangien.

1.7.3 Cas de I’espace de Minkowski plat

Nous allons étudier plus en détail le cas ot X est ’espace de Minkowski plat A c’est—a—
dire Xy = R” muni d’une métrique constante (1, )., de signature (n—1,1). L’hamiltonien
H est alors Hy donné par (1.4.3) page 31

1 v
HO(x7 ¢7 eap) =e+ 5 (nuypup + m2¢2)

Nous nous donnons alors des coordonnées (z#),, sur &j telles que la forme volume w induite
par la métrique s’écrive w = da! A -+ A da™.
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Nous identifierons alors dans ce cas I’ensemble £ des n—courbes Hy—hamiltonienne
aux solutions de I’équation de Klein—Gordon

(@+m?)p =0 (1.7.4)

Ceci va nous permettre de définir des coordonnées sur 0. En effet nous avons la propo-
sition suivante

Proposition 1.7.2 Notons C* I’hypersurface de X, définie par
ct .= {k: € Xy tel que 1, kH'E” — m?=0et k' > O}
Alors toute fonction ¢ € C*(Xy) N L?(Xy) solution de (I.7.4) s’écrit de maniére unique

1 7. —ik-x * _ik-x
7(2@3/2 /C+ dk <uke + uge >

ot dk est la mesure invariante sur CT et oti k — uy, et k — uj, appartiennent a ci(CcH)n

L2(CH).

p(z) =

Nous allons maintenant appliquer la construction décrite précédemment dans notre cas.
Dans cette optique nous allons décrire plus précisément les observables et nous introduisons
les définitions suivantes :

Définition 1.7.3 1. Soit f € L?(CT) alors nous notons oy la (n — 1)—forme complexe

déﬁllie pal
ow uv 6¢1

ox?

ou vy est la fonction définie par ¢y : x € X — W fC+ dl;:f(k:)e’k'x. Nous note-
rons alors ay la fonctionnelle fz o associée a o

2. Soit g € L%(C*) alors nous notons oz; la (n — 1)—forme complexe définie par
T Kot % 81/1;5
ag =P 1/19 -9 (bw wu

ol 1@ est la fonction définie par 1/); x€X — ﬁ Jor dkg(k)e="**. De la méme
fagon, nous noterons a} la fonctionnelle [, a;.

3. Enfin pour s € R nous noterons K(*) I'espace des des (n — 1)—formes défini par

) = {FX =¢x 100 avec £x € (X, TX) champ de Killing}
et nous posons IC((CS) le complexifié de K©) i.e. Kg) =K® @C.

Nous noterons alors A et At les espaces respectivement définis par A = {a flf € L? (C‘L)}
et At := {a;|g € LQ(C+)}.
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Nous avons alors la proposition suivante qui est un corollaire direct des propositions 1.2.2
et 1.7.2 qui décrit complétement les (n — 1)—formes observables

Proposition 1.7.3 L’ensemble des observables Og se décompose pour tout s € R comme
suit
Of=AsAtekd ecC

ou C := {F € I'(Mo, A" 1T*My) telles que dF =0} désigne I'ensemble des (n — 1)-

formes fermée.

Nous avons alors le résultat suivant en appliquant la construction décrite précédemment

Théoréme 1.7.1 Pour f et g appartenant a L?>(C*) et A € T'(EX, L) nous avons

L 0A - f(k)
afA = h/f(k)au;; + </c+ dk 5 uk> A (I.7.5)
~ A -
abA = —h/g(k) gu* + (/ dk@u}i) A (1.7.6)
k ct
Et enfin pour X € R™ constants, nous avons
T 9A 04
Fx |A=—n,X" v — —uj I.7.

</E X) Nu h/k (“’“auk uk@uZ) (L.7.7)
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Chapitre 11

Etude de I’équation de
Klein—Gordon avec interaction

Placons nous sur I'espace de Minkowski plat Xy de la section 1.4 c’est—a—dire Xy =
RL7=1 ot RI™~1 désigne Iespace R” muni d’'une métrique constante (Nuw) v de signature
(n —1,1). On se donne (z*),¢[o,n—1] un systeme de coordonnées sur &p tel que la forme
volume w induite par la métrique s’écrive w = da® A --- A dz"~!. Donnons nous p € N,
p > 2 et considérons ’équation

2

UWW +mPp+ AP =0 (Ey)

Dans ce chapitre nous étudions I'équation de Klein—Gordon (K-G) couplée avec une
non-linéarité d’ordre p € N. Comme dans le cas de ’équation linéaire nous commencons
par donner la formulation multisymplectique du probleme. Mais comme I. Kanatchikov I'a
remarqué [34] le nombre de formes observables dynamiques est considérablement réduit.
Il ne reste que les observables correspondant aux symétries de ’espace—temps.

Suivant une idée de Frédéric Hélein [27] nous montrons que nous pouvons contourner
le probleme de maniére perturbative. Nous montrons que nous pouvons définir des ob-
servables perturbativement sous la forme de séries indexées par les arbres plans et nous
montrons la convergence de ces séries.

Suite a une discussion avec Christian Brouder nous nous sommes rendu compte que
ces observables étaient étroitement liées aux séries de Butcher permettant de donner
explicitement les termes du developpement perturbatif d’une solution de I’équation de
Klein—Gordon couplée avec une non-linéarité analytique. Nous montrons encore une fois
un résultat de convergence et nous voyons comment retrouver les observables précédentes
a partir des séries de Butcher.

Nous voyons ensuite comment ce calcul perturbatif réalisé dans un cadre classique peut
formellement étre relié aux calculs perturbatifs quantiques effectués par les physiciens [31],
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[48]. Plus précisément nous montrons que formellement les séries de Butcher permettent
de retrouver la formulation d’Heisenberg du champ quantique en interaction [48] p. 83.

Enfin nous présentons une application de ces calculs perturbatifs en théorie du controle
c’est—a—dire que nous voyons comment nous pouvons définir perturbativement un controle
pour une équation différentielle ordinaire a l’aide des arbres plans.

I1.1 Etude multisymplectique de la théorie ¢’

Nous allons faire I’étude analogue a celle effectuée dans la section 1.1 du chapitre I pour
létude de I'équation (E}).

Comme nous travaillons avec les méme objets (c’est—a—dire les champs scalaires ¢ :
Xo — R) l'espace multisymplectique ne differe pas de celui défini dans la section section
I.4 du chapitre I. 11 est donné par (Mg, Qg) défini par Mg := A"T*R"*! que 'on peut
identifier & R2("*1) via les coordonnées (z*, ¢, e, p*) telles que pour tout (x, ¢) € Xy x R =
R™*1 un élément de w € A"T&@R"“ est repéré par m = ew + pt'do Aw, et Qg est défini
par

Qo :=deNw+dp' Adp Aw,,

.— 0
avee wy, = g Jw.

Il ne reste plus qu’a expliciter '’hamiltonien correspondant au probleme. L’équation
(E)) dérive du lagrangien £, défini par

1 Op Odp 1 45 o A
= g T —_ — e +1
Lalel s /XO (277 prp s UC e L

Nous pouvons alors effectuer une transformée de Legendre obtenant ainsi I’hamiltonien
Hy : Mo — R défini par
A

_¢p+1

1 1
— - o v T2 a2
Ha(z, d,e,p) == e+ =nup'p +2m 10) +p+1

2

Comme dans le cas linéaire, a une solution ¢ : Xy — R de (FE)) correspond une n—
courbe Hy—hamiltonienne I‘g‘) définie par I‘g‘) = LK(JA)(XO) ol fg(,)‘) désigne 'application
é,/\) : Xy — Mg définie par Vx € X)

I @) = (2, 0(@), EO (@) + Tz, ¢(x), dp(x)) ) € Mo

ou IT a été défini par (I.1.1) page 24 et ou Eg‘) est donné par

Eg(oA) (x) = _H)\(x’ Qp(x)’ 0, H(x’ Sp(x)’ dgp(w)))

Etudions maintenant les (n — 1)—formes observables. Comme nous l’avons remarqué
dans le chapitre précédent les formes observables algébriques ne dépendent que de ’espace
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multisymplectique. Ainsi d’apres la proposition 1.4.1 p.31 les (n — 1)—formes observables
algébriques s’écrivent sous la forme F' = Fx + Fy 11 + Fy avec Fy fermée (dFp = 0)

Fx = eX %o — p*XPdo A wpa (I1.1.1)
Fyr = ppwa + mwy, (IL.1.2)

avec X : Ay xR — R, ¢ : Ay xR — Ret a*: Xy x R — R des fonctions lisses
quelconques. Nous obtenons donc les mémes observables algébriques. Par contre en ce qui
concerne les (n—1)—formes observables dynamiques la situation est radicalement différente.
En effet nous avons la proposition suivante

Proposition I1.1.1 Notons Zy 'espace des (n—1)—formes fermées sur My et F I'espace
des (n — 1)—formes observables dynamiques correspondants a I’hamiltonien H) i.e. Zy :=

{F € P(Mo,AnflT*Mo) ’ dF = O} et

Fr:={F¢ L'(Mo, A" 1T* M) telle que
HCF c F(MO,TMO) ’ dF + CF 199 =0cet d'H)\(CF) = O}

Alors si A # 0 on a dim (Fy/2y) < oo, plus précisément nous avons Fy = {Fx ; %XT;X +

%f: =0} ® 2y ou Fx est défini par (II.1.1).

Remarque II1.1.1
On voit ainsi que seul le tenseur d’énergie-impulsion est observable dés qu’une non-—
linéarité apparait. Nous n’avons pas assez d’observables pour quantifier.

Preuve: (de la proposition I1.1.1)

Donnons nous F' € I'(Mg, A" 'T* Mg) une (n — 1)-forme observable dynamique. Alors F
est en particulier une observable algébrique. Ainsi d’apres la proposition 1.4.1 dont nous
avons rappelé les résultats, F' s’écrit F' = Fx + Fy 11 + Fp ol Fy est fermée et Fiy et Fy
sont données par (II.1.1) et (II.1.2). D’apres la proposition 1.4.1, les champs de vecteurs
hamiltoniens correspondant sont donnés par

o) 0X® 9 oxXe oxP oX*\ 0
— yo_Y Y fe! _ 0
R <e o6 P gp P aﬁ) op° (IL.1.3)
RN T A R )
Com =Yg <p oz © aw) de <p 96 96 > op° (IL.1.4)

Etudions alors I'équation dHx({x + (y.¢) = 0. Tout d’abord nous avons
dHy = de + muptdp” + (m?¢ + A¢P) dg

Ainsi introduisant les expressions (I1.1.3) et (II.1.4) dans I’équation dHx((x + (y,¢) = 0
nous obtenons finalement

oxe o  on® . 0X” o, 0X5 50XV
—€ o -Pp o - o — NP ea—qb — NP P W ""’7;wp p OB

oY

- nuupﬂpyg_ti - Wup“ a¢ + (m2¢ + )\(bp) ¢ =0
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On peut alors voir cette derniere expression, a z € Xy fixé comme une expression polyno-

miale en ¢, e, p. Le coefficient en ¢” nous donne alors directement ¥ = 0, et ceux en e, p“e

et p*p” imposent la condition %);j + %);5 = 0. Enfin le terme constant et le terme en p*

nous donne que 7 = 7 (x) et vérifie g% = 0. Mais alors Fy, r est réduit a Fy, . = 7w,

qui est une forme fermée : dFy » = g%w = 0. On en conclut que F = Fx + F{ avec F
fermée et X € R” constant.

Réciproquement il est évident que toute (n — 1)—forme s’écrivant F' = Fx + F avec Fj
fermée et X champ de Killing est une observable dynamique.

II.2 Introduction au calcul perturbatif

Nous avons vu que l'espace des observables dynamiques est considérablement réduit
dés qu’une non linéarité apparait, ce qui est problématique pour la quantification : nous
n’avons pas asser d’observables pour obtenir une théorie interessante.

Etudions plus précisément le probléme. Prenons F' une forme observable dynamique
pour ’hamiltonien libre H, d’apres les résultats du premier chapitre nous savons qu’elle
s’écrit F' = F'x + Fy, ou Fx est donné par (I1.1.1) avec la condition %XTS + %f: =0et

Fy = (p“l/} — gji ¢> Wy (I1.2.1)

Le champ de vecteurs hamiltonien correspondant a F, étant donné par

9 d d d )
6o = (a) i~ (movte) 40 2 ) £ o6 2

ot ¥ : Xy — R vérifie (O +m?)y = 0.

La proposition II.1.1 nous assure que Fx est aussi une observable dynamique pour
Hy avec A # 0. Concentrons nous ainsi sur Fy et voyons pourquoi elle n’est plus une
observable dynamique pour I’hamiltonien Hy dés que A # 0. En calculant dH((y), nous
obtenons facilement

AHA(Cy) = AP # 0 (11.2.2)

qui est effectivement non nul si ¢ n’est pas identiquement nul. Mais nous pouvons faire
remarquer que d’apres cette derniere expression dH ) ((y) est d’ordre 1 en \. Ainsi, si nous
prenons A "petit” nous aurons dH,(¢y) "petit”. Nous pouvons ainsi tenter de mettre en
oeuvre un calcul perturbatif.

Avant d’aller plus en avant il est nécessaire de bien comprendre ce que nous recherchons
et en particulier de comprendre pourquoi la notion d’observable dynamique a été intro-
duite. Nous rappelons ici rapidement les résultat des sections 1.2 page 25 et 1.3 page 28.
La définition 1.2.1 des formes observables algébriques nous a permis de définir le crochet
de Poisson entre deux formes observables algébriques F' et G de la maniere suivante

{F,G} :=(p 1dG = (g JdF = (Cpr N () 192
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Par ailleurs nous avons vu comment a partir d’une tranche de codimension 1 (voir la
définition 1.3.1) ¥ et d’'une (n — 1)—forme F' nous pouvons construire une fonctionnelle
Js F sur Pespace des n—courbes hamiltoniennes (voir la définition I.3.2). Alors étant donné
une tranche de temps ¥ et deux (n—1)—formes observables algébriques F' et G nous sommes
en mesure de définir le crochet de Poisson des deux fonctionnelles fz Fet fz G en posant

{/ZF/ZG} = /E F.G} (I1.2.3)

et il s’avere que ce crochet de Poisson coincide avec le crochet de Poisson (1.6.5) qu’utilisent
habituellement les physiciens en théorie des champs.

Maintenant se pose le probleme de la définition du crochet de Poisson entre deux fonc-
tionnelles fz F et fi G lorsque ¥ # 3. Cest alors que la notion d’observable dynamique
intervient : en effet si I'une des deux formes, disons F', est une (n — 1)—forme observable
dynamique, c’est—a—dire vérifiant dH({r) = 0, alors la fonctionnelle fz F ne dépend que
de la classe de cobordisme de ¥ (voir la section 1.3). Ainsi si ¥ et ¥ sont dans la méme
classe de cobordisme alors nous avons fz F = fi F' ce qui nous permet de définir le crochet
de fz F et fi G de la manieére suivante

UL fe=ln Loy

ou le crochet du membre de droite est défini par (I1.2.3). C’est dans cette derniére définition
que réside l'intérét des formes observables dynamiques.

Nous pouvons alors faire remarquer que pour définir le crochet de Poisson entre les
deux fonctionnelles fz F et fi G avec F et G des observables algébriques, il suffit d’étre
en mesure d’exprimer fz F en fonction de fonctionnelles du type fi F et de produits de
fonctionnelles de ce type. Dans le cas ou F' est une observable dynamique, nous avons
vu que c'était particuliérement simple : il suffit de prendre F = F. Mais nous venons
de voir que la condition pour étre une observable dynamique était trop forte dans le cas
non-linéaire, essayons donc de procéder autrement.

Nous allons nous placer dans un cadre simplifié pour pouvoir mener a bien les cal-
culs c’est-a-dire que nous nous donnons un systeme de coordonnées (z*),c[on—1] dans
lequel la métrique est donnée par la matrice diagonale diag(1, —1,..., —1) et nous n’allons
considérer que des hypersurface ¥ du type tranches de temps (voir la définition 1.4.1)
c’est—a—dire des surfaces du type

Es = {($,¢,€,p) € M0|$0 = S}

ou s € R est un temps fixé. Dans ce cas les fonctionnelles fEs Fy, avec Fy de la forme
(I1.2.1) s’écrivent de maniére treés simple, en effet nous avons la propriété suivante

Propriété I1.2.1 Soient Fyy, une (n—1)—forme sur Mg du type (I1.2.1) et s € R un temps
fixé. Alors pour toute solution ¢ : Xy — R de I'équation (Ey) (O + m?)¢ + AgP = 0 nous

avons
=
[oorim [
=Ny S
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ou I’g) désigne la n—courbe Hy—hamiltonienne correspondant a ¢ (voir la section I1.1) et

>
ol pour f,g: Xy — R nous avons noté f 0 g la fonction

— af dg
0g:=—g—f=
109:="%309-1%
Nous pouvons alors formuler simplement le probleme qui nous intéresse. Donnons—nous

deux temps s et s’ : comment exprimer la fonctionnelle fEs Fy, en fonction de fonctionnelles
du type fz F " et de produits de fonctionnelles de ce type?

Nous pouvons supposer sans nuire a la généralité que s’ = 0 et nous supposerons
également que s > 0, le cas s < 0 étant similaire. Soit ¢ : Xy — R solution de (O +m?)p +
AP = 0, calculons la différence fzsmrfj) Fy — fzomrfﬁ) Fy. Nous obtenons alors

O Ay O el [ [0% &
a5 L e var) = | [aee v (124

ott D désigne I'ensemble D := [0,s] x R"™! C Aj. Nous supposons ici qu’il n’y a pas
de termes de bords c’est-a—dire que ¢ et ses dérivées s’annulent a I'infini en espace, nous
ferons une étude plus précise par la suite. Comme ¢ satisfait I’équation (£ ) nous pouvons
remplacer %273" par » 4 % — m2p — A¢P dans 'identité précédente. Alors en effectuant
deux intégrations par parties successives de maniere a transférer les dérivées spatiales de
 sur 1 nous obtenons

/ o) Fw‘/ o T =/ w<D+m2)w+A/ PP (I1.2.5)
Esﬂl—‘w EOOF('Q D D

et puisque nous avons supposé que 1 vérifiait I'équation (O + m?)y = 0 cette derniere

égalité se réduit a
/ F, —/ Fy = )\/ PP (I1.2.6)
s, S D

qui est une conséquence directe du calcul (I1.2.2). Nous retrouvons ainsi que si la différence
n’est plus nulle comme c’était le cas pour A = 0, elle est d’ordre 1 en A. Nous pouvons
alors essayer de trouver un contre-terme agréable qui remplace le membre de droite de
(I1.2.6) par un terme d’ordre supérieur en .

De maniére a simplifier les calculs, nous nous placons dans le cas d’une non-linéarité

quadratique c’est—a—dire p = 2. Néanmoins notre étude peut se généraliser a tout p entier,
p > 2. Nous allons chercher le contre-terme sous la forme

9 o\[(ao o
JAC . / g [ L _ 2 ) (L _ 9 11.2.
/Esﬂfg) ) SIS ot1 0Oty Oty Oty O ( 7
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ott UM désigne une fonction lisse UM : Xy x Xy — R et ol pour A un opérateur donné,
— —
A (resp. A) indique que l'opérateur A agit a gauche (resp. a droite). Nous avons par

exemple -
0 0 _of dg
f(wa)?ﬁ or? Tor =109

Nous voyons ainsi que d’apres la propriété 11.2.1, la fonctionnelle (I1.2.7) est une observable
de type (I1.2.1) sur deux copies de 'espace. C’est une généralisation du produit point par
point de deux fonctionnelles de type (I1.2.1).

Remarque 11.2.1
Pour le cas général (p € N, p > 2) il suffit de chercher un contre terme de la forme

«— >\ ®p
/ g 9 _ 9 PP
(S4)P ot ot

avec ¥ une fonction sur p copies de l'espace UM . Xé’ — R. Les calculs se ménent
alors de facon similaire.

Si nous supposons que ¥ ainsi que ses dérivée premicres par rapport au temps s’an-
nulent sur les ensembles D x Xy et Xy x D, nous pouvons suivre les étapes (I1.2.4) a (I1.2.5)
sur la premiere et la deuxiéme variable successivement. En supposant qu’il n’y a pas de
termes de bord dans les intégrations par parties, nous obtenons alors 1’égalité suivante

2
@ = P 2/ W)
/Esmrf}) P /DxD dz1de, il_[l(SD(CUz)Pz + A% (7)) T (21, 22)

ot P; désigne I'opérateur P := O+ m? agissant sur la i—iéme variable, i € {1,2}. Alors en
développant cette derniére identité et d’apres (I1.2.6) nous avons

F +)\/ r® —/ F :)\</ ngou/ ap®2P1P2\I/(1)>+)\2---
/zsmrgﬁ) v snr v SonrM v D D2
(IL.2.8)

Nous voyons ainsi que si nous prenons T telle que
PPy U (21, m5) = —6(2y — @)¢b(w1) (11.2.9)

ou & désigne l'opérateur de Dirac, alors le terme d’ordre 1 en A dans (I1.2.8) disparait.
Nous avons donc une condition pour que la fonctionnelle (I1.2.7) soit un contreterme. Il
s’agira ensuite de supprimer les termes d’ordre 2, puis 3 etc..

I1.3 Arbres Plans

Pour organiser les contre—termes intervenant dans le developpement perturbatif il est
commode d’introduire la notion d’arbre plan. Nous allons ainsi donner une définition de
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ces objets ainsi que quelques propriété élémentaires de ceux—ci. Cette partie est largement
inspirée de l'excellent livre de Robert Sedgewick et Phillipe Flajolet [53] et des articles de
Loic Foissy [21] et [22].

Nous pouvons faire remarquer que les arbres font ’objet d’un intéret accrus ces derniéres
années, voir par exemple les travaux de Jean—Louis Loday et Maria Ronco [44], [43], Loic
Foissy [21], [22], Pepijn Van Der Lann [57] ou encore les travaux de Michele Schatz-
man (Communication privée) pour n’en citer que quelques uns. Ils interviennent dans
de nombreux sujets de recherches récents autre que I'analyse numérique ou l'informa-
tique théorique ou ces structures sont utilisées depuis longtemps. Nous pouvons citer par
exemple les travaux d’Alain Connes et Dirk Kreimer [15] sur la renormalisation, les travaux
de Jean—Francois Le Gall et Pascal Duquesne sur I'analyse des équations différentielles
non-linéaires du point de vue probabiliste [41], [20] ou les travaux de Christian Brouder
et Alessandra Frabetti en electrodynamique quantique [7], [11].

I1.3.1 Définitions et Notations

Nous reprenons ici la définition des arbres plans donné par Loic Foissy dans [21].

Définition II.3.1 Un arbre plan est la donnée d’un graphe fini orienté connexe et sans
boucles muni d’un plongement dans le plan ; on suppose que I’'un des sommets de ce graphe
n’est I'arrivée d’aucune aréte, ce sommet est appelé la racine de ’arbre. Les arbres plans
seront dessinés avec la racine en bas. Nous noterons T ’ensemble des arbres plans.

Un arbre plan est représenté par un graphe.

Exemple I1.3.1
Les arbres plans different des arbres enracinés en ce sens que l’on ne peut pas en général
permuter ses arétes. On a ainsi

4

en tant qu’arbres plans. Ces deux arbres représentent pourtant le méme arbre enraciné.

Introduisons quelques notations sur les arbres plans.

Définition—Notations I1.3.1 Soit b € T un arbre plan, on note alors ||b|| et |b| respec-
tivement le nombre de feuilles et le nombre de noeuds internes de b. On note aussi N (b)
le nombre total de noeuds de b, on a ainsi

N(b) == [|ol] + [o]

Enfin pour v un noeud de b, on appelle la profondeur de v le nombre d’arétes qu’il faut
parcourir pour rejoindre la racine a partir de v en suivant les arétes de b.

Exemple I1.3.2
Considérons ’arbre b donné par
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b=

Alors on a ||b]| =4 et |b| =2 donc N(b) =2+ 4 = 6. D’autre part dans b la racine a une
profondeur de 0 et le noeud marqué a une profondeur de 2.

Remarque 11.3.1
Soit b € T, alors b étant orienté nous pouvons numéroter les noeuds de b. Nous choisirons
pour la suite de numéroter les noeuds de b de gauche a droite et par ordre décroissant de

profondeur. On a ainsi

C’est une décoration particuliere de I'arbre - voir les articles [21], [22] de Loic Foissy pour
plus de précisions.

Notation I1.3.1
Nous noterons o 'unique arbre plan réduit a une racine et nous utiliserons aussi le symbole
Y pour désigner 'unique arbre plan ayant deux feuilles et un noeud interne.

Définition I1.3.2 Nous allons définir deux sous—ensembles d’arbres plans : les p—arbres
et 'ensemble T(2, c0).
— Soit p € N*.On appelle p—arbre plan ou tout simplement p—arbre tout arbre plan dont
chaque noeud a soit 0 fils (et c’est alors une feuille) soit exactement p fils. On notera
T(p) I'ensemble des p—arbres plans. Enfin pour N € N, on notera T(p)y 'ensemble
des p—arbres plans ayant exactement N noeuds internes

T(p)n = {b € T(p) tel que [b| = N}

— Nous noterons aussi T(2,00) I’ensemble des arbres plans dont chaque noeuds a soit
0 fils (c’est alors une feuille) soit au moins 2 fils.

Exemples I1.3.1
— Les arbres des exemples précédents ne sont pas des p—arbres mais appartiennent a
T(2,00) contrairement a I’arbre plan suivant

qui n’appartient ni a T(p) ni a T(2,00) car le noeud le plus a droite a un seul fils.
— L’arbre défini par le graphe suivant est un 2—arbre plan
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Les 2—arbres plans sont aussi appelés les arbres binaires plans.

Nous pouvons alors démontrer sans aucune difficulté la propriété suivante reliant le nombre
de feuilles au nombre de noeuds internes

Propriété 11.3.1 Soit p € N* alors nous
- Vb e T(p), [[bl] = (p— 1)[b] + 1.
— Vb e T(2,00), ||b|| > |b] + 1 donc N(b) > 2|b| + 1.

Remarque 11.3.2
Nous n’avons pas de propriété équivalente pour les arbres plans généraux pour lesquels le
nombre de noeuds internes et de feuilles sont completement indépendants.

Définition I1.3.3 Nous noterons A le R—espace vectoriel librement engendré par T et F
l’algebre librement engendrée par A i.e.

A= {Z Ap b Ay € R presque tous nu]s}
beT
F:=T(A):= @A®p

p=>0

Nous noterons e la multiplication sur F plutét que ® et 1 : R — F I'unité. Pour b =
bie---eb, € T on note |b| la somme du nombre de noeuds internes des b; L.e. |b| := ", |b;]
et nous posons |1| := 0. Nous pouvons alors choisir de graduer F avec le nombre de noeuds
internes F := @, Fp avec

F,:= VectR{bE']I‘@k ; ke Ny [b ::p}

ce qui confére a F une structure d’algébre graduée.

Remarque 11.3.3

Remarquons qu’avec la graduation choisie F n’est pas une algebre graduée connexe c’est—
a—dire que I n’est pas un isomorphisme entre R et F. Ceci provient du fait que Fy contient
tous les éléments de type cece---eo0.

I1.3.2 Propriétés élémentaires

Nous pouvons remarquer que ’on peut construire les arbres plans de fagon récursive,
c’est d’ailleurs la définition retenue en informatique théorique (voir [53]). Nous utiliserons
trés souvent cette propriété c’est pourquoi nous introduisons la définition suivante

Définition 11.3.4 Soient m € N* et (by,...,by) € T™, on note alors By (by,...,by)
Parbre plan obtenu en connectant une nouvelle racine aux racines de by, bo, ..., b,, dans
cet ordre.
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by by | b,
Bi(by, .-, bm) = \\/

Remarque 11.3.4

Directement a partir de la définition 11.3.4 de B4 (by,...,by) nous obtenons que nous

avons pour tout m € N* et tout (by,...,b,) € T™

1B by bl = SN0l et |Babr,ooe bn) =1+ > bl
i=1 i=1

Exemple 11.3.3
Ainsi ’arbre plan de la remarque I1.3.1 est obtenu a partir des trois arbres plans suivant

o

Nous avons alors la proposition fondamentale suivante qui nous permettra de travailler
de maniere récursive sur les arbres plans

Proposition I1.3.1 Soit b un arbre plan tel que |b| # 0, alors il existe un unique entier
m € N* et un unique m—uplet d’arbres plans (b1, ..., by) € T™ tel que b = B4 (b1,...,bm).
Nous définissons alors B_ : T —— F lapplication linéaire telle que pour tout b € T,
B_(b):=bje---eby, ot (by,...,by) est 'unique m—uplet tel que b = B4 (by,...,by).

Corollaire I1.3.1 Soit p € N*, alors pour tout p—arbre b € T(p) tel que |b| # 0, il existe
un unique p-uplet de p-arbres plans (b, ...,b,) € T(p)? tel que b= B, (b1,...,bp).

Nous avons d’autre part des résultats combinatoires sur le nombre de p—arbres plans
ayant un nombre de noeud internes fixé. Nous renvoyons le lecteur au livre de Robert
Sedgewick et Phillipe Flajolet [53] p. 288 pour la preuve des résultats suivants

Proposition I1.3.2 Pour N € N notons C(p)ny ne nombre de p-arbres plans ayant N
noeuds internes. Nous avons alors pour tout N € N, N # 0

1
C(p)n = Card [T(p)n] = mcﬁv ~ cp (o)™ /NP2
ou C,i désigne le coefficient binomial C%. := (k%l'),l, et ou ¢, et oy, sont définis par
N PP
P (p—1ypt
1 p
cp =
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Remarque 11.3.5

Sip = 2, on retrouve le résultat classique C'(2)y = ( (2!

[GES le N-iéme nombre de Catalan.

Proposition I1.3.3 Soit N € N*, si on note Cy le nombre d’arbres plans ayant exacte-
ment N noeuds alors on a I’estimation suivante

Cy := Card{b € T tel que N(b) = N} <16~

I1.3.3 Greffes

Nous allons introduire la notion d’excroissance sur les arbres plans. Soient b un arbre
binaire plan ayant k feuilles et E = (Ey,..., E;) un k-uplet d’arbres plans E € T* alors
nous appelons greffe de E sur b et nous noterons E « b ’arbre plan obtenu en remplacant
la i—iéme feuille de b par E; ceci pour tout i € [1, k]. Par exemple nous avons

QP AL ) =8 = (00’ ) % W

Nous introduisons A : F — F @ F le coproduit suivant

Définition I1.3.5 Nous notons A : F — F ® F I'unique morphisme d’algébre tel que
pour tout b € T

A(b) ::Z Z (Eyo--- 0B ) ®c
€T E=(Ey,...,E) €Tl
FEoxc=b

Nous avons muni F @ F de la structure d’algebre héritée de F.

Exemple I1.3.4 ) )
Nous avons par exemple A(1) =1® 1 car A est un morphisme d’algébre et par définition

A(o):o@oet

4%) :%@90 +QGPeceR]P + o'o’O'o@%

On a alors la propriété suivante qui se démontre tres facilement

Propriété I1.3.2 Notons € : F — R le morphisme d’algébre tel que e(o) =1 et Vb e T |
b # o, e(b) := 0. Alors le quintuplet (F,e,1I, A, €) est une bigebre graduée c’est—a—dire

— (IF, o, 1) est une algébre graduée associative dont I'unité est 1.

— (F, A, €) est une co-gébre graduée co-associative de co—unité e.

~A:F—>FQF et e:F — R sont des morphismes d’algébres graduées.

Remarques 11.3.1
1. Nous pouvons remarquer que (F, e, I, A, €) est une bigébre non—commutative et non—
co—commutative.
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2. La bigebre (F, e, I, A, €) n’étant pas connexe nous ne pouvons pas appliquer le lemme
de Milnor-Moore [46] pour montrer que nous avons une structure d’algebre de Hopf.
Ceci d’autant moins que (F,o,H,A,e) n’est pas une algebre de Hopf. En effet il
n’existe pas d’antipode, pour s’en convaincre il suffit de considérer I’équation

cex =1

qui n’a pas de solution dans .

I1.4 Calcul perturbatif

Pour mener a bien le calcul perturbatif introduit dans la section précédente, il faut
tout d’abord pouvoir définir des fonctionnelles de type (I1.2.7) pour des fonctions w)
plus générales. En effet 'opérateur P étant hyperbolique, il est difficile de controler la
régularité de la solution de (I1.2.9). Nous définirons ainsi les espaces fonctionnels dont
nous aurons besoin et nous serons alors en mesure de donner le développement perturbatif
complet.

11.4.1 Espaces fonctionnels

Nous nous donnons un temps 7' > 0 que nous fixerons pour le reste du chapitre.

Définition I1.4.1 Pour q € Z nous noterons de maniére conventionnelle H4(R"~!) (ou
simplement H?) I'espace de Sobolev

HIRY) = {f e L2@"Y) | (14172 ](e) € PR }

Il est alors bien connu (voir par exemple [6], [51], [1]) que H? muni du produit scalaire

(Flom = [0+ IPFeFEd

est un espace de Hilbert.

Comme nous souhaitons donner un sens au produit ¢P il est agréable de travailler dans
une algebre. Or nous pouvons trouver dans les ouvrages classiques d’analyse fonctionnelle
(voir par exemple [1]) le résultat suivant :

Proposition I1.4.1 Si ¢ > (n — 1)/2 alors H? est une algébre de Banach i.e. il existe
une constante Cy > 0 ne dépendant que de q telle que pour tout (f,g) € (H9)? le produit
point par point fg:x +— f(x)g(x) appartient & H? et

1fglla < Collfllrrallgl ma

Nous fixons alors un entier ¢ € N tel que ¢ > (n — 1)/2 pour le reste du chapitre.
Occupons nous tout d’abord de ’espace des solutions de I’équation (F) ), nous donnons
la définition suivante
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Définition 11.4.2 Nous noterons £ I'espace défini par & = C%([0,T], H?). & est alors
naturellement un espace de Banach.

Introduisons maintenant les espaces £ qui nous permettrons de définir les termes
successifs du dévelloppement perturbatif.

Propriété-Définition I1.4.1 Soit k € N* un entier non nul, alors nous notons £* I’es-
pace défini par
—k
gk .= ¢! <[0,T]k,® Hq>

—~k
oul pour tout espace de Banach B et pour tout k € N*, nous notons Q) B* 'espace de
formes k-linéaires sur B. Alors £¥* muni de la norme || - ||y« definie par

Wl O o oo fo)
ks i= max sup ,(f1, -, fr
ae{0,1}F te[o,T]* ot
(flv?fk)e(Hq)k
I fillma<1

est un espace de Banach, (-,-) désigne ici le crochet de dualité!.

Il est tres utile pour la suite de définir le sous espace (£1)®F des éléments décomposables

de Ek*

Définition I1.4.3 Soit k € N*, on appele élément décomposable de E¥* tout élément
U € & sécrivant U = U, ®- - -®@Uy, avec (Uy, ..., Uy) € (E¥)* i.e. pour tout (f1,..., fr) €
(HN* et pour tout t = (t1,...,t) € [0, T]*

U), (f1:--- 5 fi)) = (U(t0), fr) - - (U(tk), fr)

On note alors (£1%)®* le sous espace vectoriel de E¥* engendré par les éléments décompo-
sables.

Alors en utilisant la densité des fonctions lisses & support compact dans H(R"~!) on peut
facilement montrer la propriété suivante

Propriété I1.4.1 Pour tout k appartenant a N*, le sous espace (£1*)®* est dense dans
Ekx,

Remarque 11.4.1 e

Nous pouvons voir £¥* comme un sous-espace de & £* l'espace des formes k-linéaires

continues sur £ en posant pour tout U élément de EF* et pour tout ¢ = (p1,...,px) € EF

T T
<U,g0> ::/O dtl---/o dty, <U(t1,...,tk),(tpl(tl),...,(pk(tk))>

Nous utiliserons cette notation par la suite.

IYf € B*, Vz € B nous avons par définition (f, 2) := f(2).
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Il ne nous reste plus qu’a généraliser les fonctionnelles observables (I1.2.7) pour ¥
appartenant & £*, nous introduisons ainsi la définition suivante

S
Définition 11.4.4 Soit U un élément de £ et s € [0, T], nous notons alors U 0, la forme
linéaire continue sur £ définie par

pees (V)= (G ) - (U6, 56) (1.4.1)

Alors en utilisant la propriété de densité 11.4.1, on peut facilement démontrer la proposition
suivante

Proposition 11.4.2 Soit k € N* et s € [0, T alors il existe un unique opérateur ¥ —

—k —
R €&, UK — UR 9,%F tel que pour tout élément décomposable U =U; @ --- @ Uy, €
(E)®F et pour tout ¢ = (p1,...,0x) € EF

<U<k)<a—;®k’¢> :: ﬁ <Uj<a—s>,%>
j=1

Remarque 11.4.2
La proposition 11.4.2 permet d’introduire des fonctionnelles de type (I1.2.7) pour des fonc-
tions W plus générales et sur un nombre de copies d’espaces plus élevé.

11.4.2 Calcul perturbatif d’observables

Nous sommes maintenant en mesure de mener a bien le calcul perturbatif amorcé dans
la section II1.2. Les résultats de cette partie ont fait 'objet d’un article [26] accepté pour
publication par le journal les annales de I'IHP.

Nous rappelons que nous nous sommes restreint au cas p = 2 c’est—a—dire a ’étude de
I’équation

(O +m?)p +Ap” =0 (E2)

Néanmoins notre approche peut facilement se généraliser a tout p € N, p > 2. Nous
donnerons quelques indications pour cette généralisation.
Nous allons définir une famille de fonctionnelles (¥(b))per(2) indexée sur les arbres

binaires plans telle que ¥(b) appartienne & l'espace EIPI* pour tout b € T(2) et vérifie

I'identité
[ (Ge-s%)- L om(owar o)
Yo

bET(2)

pour toute solution ¢ de I’équation (Es).
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Proposition-Définition I1.4.1 Soit T : £ — £2* I'opérateur? défini pour tout 1 €
51*, Vit = (tl,tQ) S [O,T]2 et V(fl,fg) S (Hq)2 par

T
(T(t1.12). (1, f2) = /0 dr (1), (G * f1) (t1 — 7) (G * o) (t2 — 7))

ot pour tout f € H9,t € [0,T], on a noté (G * f) (t) I'élément de H? défini par Vk € R"~1

— sin(twg) =

(G+ Ntk = 0(t) Fk) (11.4.2)

Wk
ot1 § désigne la fonction seuil §(t) = 0 sit < 0 et 1 sinon et ot wy, := (m? + |k|>)*/? pour
tout k € R"~1L.

Remarque 11.4.3 L
On peut voir Y1 comme une distribution Y1y € & D'((0,T) x R*1) et T¢ s’exprime
alors

Ty, 22) = /P AYGrer(z1 — 1)Gret(wa — y)b(y) (11.4.3)

ott P, = {z € R"z% > 0} et olt G,.¢(2) désigne la fonction de Green retardée de I'opérateur
(O + m?) de Klein-Gordon

Grer(2) = (%)%a(zo) /R o

sin(2%wk)
Wk
ici nous avons noté 2 la partie spatiale de z € R" i.e. z = (29, 2") € R x R* 1,

On peut vérifier facilement que 'opérateur T est bien défini, et il nous permet d’introduire
la définition suivante dont on trouvera la preuve dans ’annexe C.1.1.

Proposition—Définition I1.4.2 Il existe une unique famille (Y (b))yer(2) d’opérateurs

T(b): EY — Elbl* indexée par les arbres binaires plans telle que

Y (o) :=id
{ V(br,bo) € T(2)%; Y(By(br,b2)) := (T(b1) ® Y(b)) o T (11.4.4)

ott pour U : E* — EF* et V : E* — £, on a noté U ® V 'unique fonctionnelle U @ V :
% — EWHD* telle que pour tout U = Uy @ Uy € ()22, U@ V(U) = U(U;) @ V(Us).

Nous renvoyons le lecteur a 'annexe C.1.1 p.110 pour les preuves de cette section.
Soit ¢ un élément de £*, nous définissons alors la famille (¥(b))er(2) Par

YO () € £l w(b) = T(b)(p) € IV

En utilisant la remarque I1.4.3 nous pouvons voir que les fonctionnelles ¥ (b), b € T(2)
peuvent étre construites en utilisant les regles suivantes : On se donne un arbre binaire
plan b € T(2) alors

2on peut voir T comme Tt = (G ® G) * Agtp oll A est un coproduit généralisé sur £*.
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1. Attachons & chaque feuille de b une variable d’espace-temps 1, 2, ...,z € Xo
en respectant 'ordre des feuilles.

2. Pour chaque noeud interne nous attachons une variable d’intégration y; € R™ que
nous intégrons sur P, avec

Py ={(t,2) e RxR" ! |t>0}

3. Pour chaque ligne entre les noeuds v et w ou la profondeur de v est plus petite que
celle de w, nous multiplions I'intégrande par un facteur G,ei(a, — ay) ol ay, (resp.
ay) est la variable associée a v (resp. w).

4. Enfin nous multiplions par v (a,) ou a, est la variable associée a la racine de b.
Pour fixer les idées nous allons traiter un exemple. Considérons l'arbre plan b € T(2)

décrit par le graphe suivant

Alors en utilisant la définition I1.4.2 nous avons ¥(b) = (id ® T) o T et pour tout
x = (1,22, 23) € ([0,T] x R"~1)3 1’élément ¥(b)(x) de £3* est donné par

// dyldyQGret )Gret(yl - yQ)Gret(xQ - yl)Gret(xS - yl)w(yQ)
Py

Nous avons alors le résultat suivant dont on trouvera la preuve dans I'annexe C.1

Théoréme 11.4.1 i. Soient 1) € EY*, p € £ et s € [0,T)] fixés. Alors la série entiére
ST N (4, 0)) (+)
beT(2)

a un rayon de convergence R non nul, plus précisément nous avons

R> <4ch2T [Hw(S)HHq + Hg—f@)”m > OD

ou M est définie par M := max(;- L1) et C, est la constante apparaissant dans la
proposition I1.4.1.

ii. Soient ¢ € & solution de I'équation (Es), (O + m?)p + Ap? = 0, et ¢ appartenant a
C%([0,T), H~972) C £ telle que (O 4+ m?)y = 0 dans H~9. Si la condition

SIACM*T|lplle (1 + INC Tlelle) < 1 (IL.4.5)

est vérifiée alors la série entiére (x) converge pour tout s € [0,T] et de plus, quelque
soit s € [0,T] nous avons

> NI (e (o, ) = (V0. 0) (1L4.6)

bET(2)
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Nous avons ainsi défini une quantité conservée sous forme d’une série entiere en A.
>

Tout d’abord remarquons que par la définition 11.4.4 de I'opérateur Oy, la série entiere

(*) ne dépend que des valeurs de ¢ et %—f au voisinage de la surface 3¢ et la fonctionnelle

>
U(b) 0 DIl e présente comme une fonctionnelle de type (I1.2.7) sur ||b|| copies de ’espace,
c’est ainsi une sorte de généralisation du produit de fonctionnelles observables.

Remarques 11.4.1
1. Nous n’avons traité que le cas s > 0 mais nous avons exactement le méme résultat
pour s négatif.

2. Dans le cas de la théorie ¢, p > 2 quelconque, il faut considérer une famille
(U (D))per(p) indexée par les p-arbres plans. Cette famille est construite en utilisant
exactement les regles 1 a 4 décrites précédemment. Nous avons alors un résultat
tout a fait similaire au théoreme I1.4.1 c’est—a—dire qu’en adaptant la condition de
convergence (II.4.5) nous avons ’égalité suivante

> (NI (e, (o, ) = (V0. 0)

beT(p)

Remarquons que 'on peut généraliser ce calcul & une non linéarité polynomiale
ou méme analytique. Nous renvoyons le lecteur a la section suivante pour plus de
précisions.

3. Nous pouvons faire observer que les arbres binaires plans apparaissent dans d’autres

travaux sur des équations aux dérivées partielles analogues bien que le point de vue
differe du notre (voir par exemple [7], [10], [11], [41], [20], [4]).

4. Par ailleurs il est possible de controler la norme ||¢||¢ & 1'aide des données initiales
par une méthode perturbative analogue a celle effectuée ici. Nous renvoyons le lecteur
a la section suivante pour plus d’informations.

I1.5 Séries de Butcher

Les séries de Butcher sont les séries indexées par les arbres (non nécessairement plans).
Elles ont été introduites par J.C. Butcher [13] pour étudier les méthodes de Runge-Kutta
de résolution numérique des équations différentielles ordinaires.

En utilisant le developpement en séries indexée par les arbres des solutions d’une
équation diffférentielle ordinaire (EDO) non-linéaire J.C. Butcher a montré que les méthodes
Runge-Kutta de résolution numérique des EDO avaient une structure de groupe et a per-
mis de classifier celles-ci. Nous renvoyons le lecteur aux ouvrages [13] ou [25] pour des
informations plus précises. Indépendament, D. Kreimer a défini une structure d’algebre
de Hopf et a montré comment celle—ci était relié aux calculs de la renormalisations [40].
Christian Brouder a alors montré que cette algebre de Hopf était sous—jacente dans les
calculs de J. C. Butcher et qu’on pouvait voir la renormalisation comme une méthode
Runge-Kutta [9], [8], [10].
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Dans son article [10] Christian Brouder a fait remarquer que les séries de Butcher pou-
vaient étre utilisées pour étudier les équations aux dérivées partielles. Nous nous proposons
ici de compléter cette idée en donnant un résultat de convergence.

Soient B, B’ et By trois espaces de Banach tels que B C B’ et By C B’ avec injections
continues. On note alors K I'espace défini par

K = c°([0,T],B) nCc*([0,T),B")

qui est naturellement un espace de Banach. On se donne enfin 7" > 0 un réel strictement
positif et 20 € B.
Considérons le probleme (Pr) suivant

ek
2= Lx+ f+ \F(z) sur [0, 7] (Pr)
z(0) = 2°

ot f € C([0,T),B'), L est une application linéaire L : B — B’ et F : B — By est de la
forme

F(z) =) Fyx,...,x)

p>2

ou pour tout p > 2, F, désigne une application p-linéaire symétrique continue de B dans
Bp. Enfin nous noterons Z l'espace des ”conditions initiales et des sources” c’est—a—dire

7 := B xC%([0,T],By)

qui est naturellement un espace de Banach muni de la norme || o ||z := || @ ||z + || ® ||c0.5,-
Nous noterons alors Zy le sous espace de Z défini par Z; := {0} x C°([0,T],By) quon
identifiera & C°([0, T, By).

On fait alors les hypotheses supplémentaires suivantes sur L et F

(H1). On suppose que la série entiere

F|(2) == | Fpll2” (IL.5.1)

p=>2

a un rayon de convergence infini.

(H2). On suppose que le probleme linéaire (Py) obtenu en prenant : lambda = 0 dans
(Pr) se résoud facilement. Plus précisément on suppose que pour tout u = (2%, f) €
7 il existe une unique solution ¢(u) au probleme (Py) et que Papplication ¢g :
7 — K est continue. Nous noterons alors p I'application ¢g restreinte a Z; i.e.

Vfe CO([O’T]’BO) = If’ M(f) = ¢0(0af)'

Remarque 11.5.1
La condition (H1) peut étre remplacée par la condition : |F'| a un rayon de convergence
non nul. La formulation du théoreme I1.5.1 est alors plus complexe.
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Théoréme I1.5.1 On suppose les deux hypothéses (H1) et (H2) vérifiées. On considére
alors la famille (®(b))per d’applications linéaires ® : Z®IMl — K récursivement par
(o) := ¢ et pour tout r € N* et (by,...,b,) € T(2,00)"

O[By(br,....b)] = poFro(®b)®- - @ b)) (IL5.2)

avec la convention Fy := 0.
Soit u = (2%, f) € T nous considérons la famille (¢(b))per d’éléments de K définie par
d(b) := ®(b)(u®!Pl) pour tout b € T. Si A € R et u = (2°, f) € T vérifient la condition

[[$o(w)l

A< TalET (6o @)

(11.5.3)

alors la famille (A|b|¢(b))b€qr(2,oo) est sommable dans K et la somme

T = Z )\‘b‘gb(b)

beT(2,00)
est solution du probléme (Pp).

Nous renvoyons le lecteur a 'appendice C.2 pour la preuve de ce résultat. Dans le cas ou
la fonction F' est réduite & F' := F), c’est-a—dire quand la fonction F' est p-linéaire, la
condition (II.5.3) peut étre améliorée. Plus précisément on a le résultat suivant dont la
preuve (que l'on trouvera en appendice) est trés proche de celle du théoreme I1.5.1

Théoréme I1.5.2 Soient p > 2 et F), une appliction p-linéaire symétrique continue et
nous supposons la condition (H2) satisfaite. On définit ¢ : T(p) — K récursivement en

posant ¢(o) := ¢o(x, f) et pour tout (b,...,b,) € T(p)P

OBy (b1, ....bp)] == p[Fp(op(b1), ..., P(by))] (I1.5.4)
Si A € R vérifie la condition

P’

W|>\|IIMII\|Fp||\|<250(l“0,f)Hp*1 <1 (I1.5.5)

alors la famille (A|b|¢(b))b€1~(p) est sommable dans KC et la somme @ := Mol (b) est
solution du probléeme

rek
' =L+ f+ AFy(z,...,x) sur [0,7] (I1.5.6)
z(0) = z°
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I1.5.1 Lien avec le coproduit A

Nous pouvons nous demander comment s’exprime la solution du probleme (Pr) quand
u = (2%, f) € T est une série du type u = Zp APu, ou de maniere équivalente quand u

s'écrit u = Yy p APlu(b) avec u(b) € T pour tout b € T. Cette question intervient naturel-
lement quand on cherche a controler la solution de I’équation a l’aide d’une source f ou
de la condition initiale 20 (voir I'application & la théorie du controle I1.6 page 84).

Nous reprenons les notations de la section précédente. Nous considérons tout d’abord
lalgebre T(Z) := @D, ey %P librement engendré par Z. I'espace 7 (Z) est naturellement
un espace vectoriel normé muni de la norme || o[ := > || ® ||ze, (mais il n'est pas
complet, ce n’est donc pas un espace de Banach). Nous pouvons alors considérer la famille
(®(b))per que nous avons défini dans le théoreme II.5.1 comme une application linéaire
®: A — Hom(7T(Z),K) de l'espace vectoriel A librement engendré par T vers l’espace
des applications linéaires de 7 (Z) dans K.

Donnons nous (u(b))per une famille d’éléments de Z. Comme précédemment nous pou-
vons voir cette famille comme une application linéaire v : A — 7 qui admet un unique
prolongement @ : F — 7(Z) qui soit un morphisme d’algebre (propriété universelle de
Palgebre librement engendrée par un espace vectoriel). Nous noterons toujours u ce pro-
longement.

D’aprés la définition I1.3.5 de A, nous voyons que pour tout b € A, si nous notons
(b) = >_b(1) ® by nous avons by € A C F et by € A®IP@ | ce qui nous assure que

>

b)) € 7%l Nous pouvons ainsi considérer I'application ®  u : A — K définie par

be A

<=

O xu(d) =Y (b)) (u(ba)) (IL5.7)

Nous avons donc ® x u = (e, ) 0 (u® ®) o A avec pour tout A € Hom(T (I),K) et tout
veT(T), (v,A) := A(v) € K. Clest en quelque sorte le produit de convolution de ® et
u, d’ou la notation ® * u. Nous avons alors le résultat suivant qui se déduit du théoreme
I1.5.1.

Théoréme I1.5.3 Nous supposons les hypothéses (H1) et (H2) vérifiées.
Soient (u(b))per une famille d’éléments de T et X € R tels que (Alu(b))yer soit som-
mable dans Z. Nous noterons alors u = (z°, f) € T et |u| les sommes

wi= Y Au) et ful =Y NP u(b)|z
beT beT

Si u et A vérifient la condition

[ bolllul
111 E[ (16| o [ [u])

alors la famille (\l(®xu)(b))per est sommable dans K et la somme z = Y, .p APl (®xu) ()
est solution du probléme (Pp).

Al < (I1.5.8)

Nous renvoyons le lecteur a 'annexe C.2 p.127 pour la preuve de ce résultat.
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11.5.2 Exemples

Pour illustrer les résultats précédents nous allons traiter deux exemples, ’équation de
sin—Gordon et la théorie ¢?. Nous allons tout d’abord définir les espaces B, B’ et By dans
lequel nous allons travailler puis nous étudierons le probléeme linéaire pour pouvoir enfin
appliquer les résultats précédents. Nous verrons ensuite comment relier ces résultats au
calcul perturbatif mené dans la section 11.4.2.

Définissons les espaces B, B’ et By comme suit

B = H" R 1) x HIAR" )
B:=HIR" ') x H (R ) c B
By := {0} x HI 'R ) c B
Nous identifierons de maniere évidente By & 'espace H9~'(R"~!). Nous munissons alors
ces espaces des normes || o ||z, || o || et || ® |5, définies par
Vu' = (¢o, 1) € B, [[W/]lpr = max(lleg || ra-1, 11 [l ra—2)
Vu = (0,¢1) € B, |lulls := max(|[ol e, [|¢1] ra—1)
Vo =(0,¢) € Bo , [vlls, := [l a2

Alors B, B’ et By sont bien des espaces de Banach et ils vérifient bien les hypotheses B € B’
et By C B’ avec injections continues. Comme précédément nous noterons K 1’espace

K = c°([0,T],B) nc*([0,T],B")

Considérons l'opérateur Ly : B — B’ défini pour tout u = (¢o, ¢1) € B par

Lig(u) = ( A—0m2 (1) ) ( z(l) > enB (I11.5.9)

En utilisant cette notation, ’équation (O + m?)p = 0 est équivalente & % = Lkg(u)

avec u(t) = (¢(t, ), %—f(t, ¢)). Nous avons alors la propriété suivante qui se démontre sans
difficulté

Propriété I1.5.1 Donnons nous un réel T > 0 fixé. Soient u® € B et f appartenant a
C2([0,T], H~ (R 1)) alors il existe une unique fonction ¢o(u’, f) € K = C°([0,T],B) N
CL([0,T),B') telle que

d
00(u, )(0) = Lclgo(u, 1)H) + £ (1)
et ¢o(u®, £)(0) = u®. De plus ¢o(u’, f) vérifie I'inégalité

| do(u®, )] < 24% 0l + (1 + AT)| flleo(o,77, 119-1)

out A désigne la constante A := max(m, 1).

vVt € [0,7T] ;

Suivant les notations de la section précédente nous noterons u : C°([0,T],By) — K la
fonction définie par p(f) := ¢o(0, f). La propriété I1.5.1 nous assure alors que la condition
(H2) est satisfaite.
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Exemple : I’équation de sin—Gordon

Nous prenons juste pour cet exemple m = 1, nous avons alors A = max(m,1/m) = 1.
considérons 'application F' : B — By définie pour tout u = (¢g, ¢1) € B par

F(u) := (0,90 — sin(pg)) € By

Pour montrer que F' est bien définie il suffit de montrer que sin(yp) — ¢o appartient
effectivement & HI1(R"!) ce qui est évident car nous avons choisit ¢ tel que H? soit
une algeébre de Banach (voir la proposition I1.4.1). La fonction F' s’écrit alors de maniére
évidente F'(u) =3 o1 Fopy1(u, ..., u) ot Fopiq est la forme (2p + 1)-linéaire symétrique
définie par

2p+1

w0y = I1 u$) € By ~ HI™! (I1.5.10)
j=1

—1)P
Fopa (ul, .. D
2p+1( ’ (2p n 1)'
ot Vj, ul) = (uéj ), ugj )) € B. Nous voyons alors immédiatement que la condition (H1) est
vérifiée. Nous pouvons alors appliquer le théoreme I1.5.1 avec A = 1 a ce cas particulier
de maniere a obtenir le résultat suivant

Proposition IL5.1 Soit u’ = (o, 1) € B alors nous définissons la famille (¢(b))per(2,00)
d’éléments ¢(b) = (¢(b)o, ¢(b)1) de K indexée par les arbres plans b € T(2,00) de la maniére
suivante ¢(o) := ¢o(u’,0) et Vp € N*, V(by,...,by,) € T(2,00)%,

¢(B+(b1, ce ,bgp)) =0

et Vp € N*, \V/(bl, e ,b2p+1) S T(Q, 00)21)-1—1

i i [0(b1)o - - ¢ (bap1)o]

P(Bi (b, bap41)) := S (@2p+1)

SiT >0 et u® € B vérifient la condition

sinh (32C,||u’||5)
Cqllulls

(1+1T)

—32| <1 (11.5.11)

alors la famille (¢(b))per(2,00) €5t Sommable dans K et de plus ¢ définie par
Q= Z o(b)o
beT(2,00)

est solution de I'équation Op + sin(p) = 0 et (¢(0, o), %—f(O, ®)) = (o, ¢1)-

Preuve: (de la proposition I1.5.1)
1l suffit d’appliquer le théoreme I1.5.1. Nous obtenons directement a partir de la proposition
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I1.4.1 et de (I1.5.10) que pour tout wg € HY, ||¢P| ga-1 < Cgilﬂgp”%q ce qui nous donne
directement pour tout r > 0

1
1) = 32 1 Fops [+ < - sinh(rCy) — 7

p>1 d

Nous appliquons alors directement le théoreme I1.5.1 et en utilisant cette derniere égalité
ainsi que les résultats précédents nous voyons que si (I1.5.11) est vérifiée la condition
de convergence (I1.5.3) est satisfaite pour A = 1, ainsi la famille (¢(b))per(2,00) €St sOM-
mable dans K et la somme v 1=y o o) ¢(b) vérifie v(0) = ug est v'(t) = Lrc + F(u)

ce qui est équivalent a Oy + sin(p) = 0 ou ¢ désigne la premiere composante vy et
0

((,O(O, .)7 a_f(oa .)) = (@07 801)

|

Exemple : théorie ¢P*!

Nous revenons ici au cas ot m > 0 est quelconque. Nous nous donnons un entier p € N
tel que p > 2. Pour le cas de I’équation sur les champs scalaires ¢ : Xy — R

(O +m)p+ AP =0 (I1.5.12)

il suffit d’appliquer la proposition I1.5.2 avec les espaces B, B’ et By décrit précédemment
et avec L = Liq et avec F), I'application p-linéaire symétrique Fj, : B? — By telle que

pour tout (v, ... v®) = ((vél),vgl)), ce (v(()p), vgp))) € B?

Alors nous pouvons appliquer directement la proposition I1.5.2 pour obtenir le résultat
suivant.

Proposition I1.5.2 Soient u° € B et A € R alors si la condition

/=)

2@—0

A2C,(1 4+ ATV @=D AV E=D]j40) 5 < 1 (I1.5.13)

est satisfaite alors la famille (A|b|¢(b))beT(p) définie par ¢(o) = ¢o(u’,0) et pour tout
(b1,...,by) € T(p)?
G(By (b1, -+, bp)) = —p[¢(br)o - - - B(bp)o]

est sommable dans K et

pi= Y Alg() (IL.5.14)

beT(p)

est solution de I’équation (11.5.12).
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Preuve: (de la proposition 11.5.2)

Nous voyons directement & ’aide de la propriété I1.5.1 que si la condition (I1.5.13) est
satisfaite alors il en est de méme pour (I1.5.5) ce qui permet de conclure grace a la propo-
sition 11.5.2.

|

I1.5.3 Lien avec le calcul perturbatif d’observable

Comme nous I’a fait remarquer Christian Brouder, le calcul perturbatif que nous avons
effectué dans la section I1.4.2 est lié aux séries de Butcher. C’est ce que nous allons essayer
de mettre en relief dans cette section. Nous ne nous attarderons pas a étudier précisément la
convergence des séries en jeu et nous admettrons que les intégrales considérées convergent.
Nous menerons ainsi les calculs de fagon plus formelle que précédemment sachant que la
partie analytique a déja été traitée.

Pour bien comprendre le lien entre les séries de Butcher et le théoreme I1.4.1 il est
nécessaire de revenir au probléme initial. Nous nous donnons deux tranches de temps ¥
et 24 et une solution ¢ de ’équation

(O +m?)p + AP =0

Comment pour ¥ : R x R*~! — R vérifiant (O + m?)y) = 0 pouvons nous exprimer la
quantité?

>
(RN (11.5.15)
o

en fonction de (s, e) et %‘te(s, °)?

Une réponse possible est d’utiliser les séries de Butcher, c’est & dire considérer la surface
Y5 comme une surface de Cauchy et (¢(s,e), %‘te(s,o)) comme les données de Cauchy
correspondantes. Alors le théoreme I11.5.2 nous permet? d’exprimer ¢ au voisinage de X
sous la forme d’une série

o= Al (I1.5.16)
)

beT(p

ott ¢(0) est la solution de '’équation (O + m?)¢ = 0 telle que

(60690 G 62) = (ito0). G0
et ot ¢(By(by,...,bp)) vérifie 'équation
(@ +m*)$(By (br, .., bp)) = = (b1) - - 6(by)

avec pour condition initiale ¢(B (b1,...,bp))(s,®) =0 et %¢(B+(b1, ..., bp))(s,e) =0.

3 . . Ay , . . S af dg
Nous rappelons que pour f,g: Xp — R la notation f 9 g désigne la fonction f 9 g := $79— f3?, nous

avons déja utilisé cette notation dans la section 11.2
43 condition que s ne soit pas trop grand.
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En introduisant ’expression (I1.5.16) dans (I1.5.15), nous obtenons alors 'égalité sui-
vante
zp D= PP G o(b) (IL5.17)
beT(p) o
égalité qu’il nous faut comparer & (I1.4.6) du théoréeme I1.4.1. Pour aller plus en avant il

est nécessaire de comprendre comment sont construites les fonctions ¢(b). Nous avons le
lemme suivant

Lemme I1.5.1 Pour tout z = (2°, %) € [0,s] x R""! et tout (by,...,b,) € T(p)? nous
avons

¢(o)(z) :/ dy Gret(y — ) (a(z 8(3 >90 (I1.5.18)
oy b)@) == [ [ 0T Graly = o)) o)) (15.19)

ou comme dans la remarque 11.4.3 de la page 68, nous avons noté G, la fonction de Green
retardé de 'opérateur de Klein—Gordon

Grosl2) = (%)%a(zo) /R o

sin(z"wi) iz (11.5.20)
- 5.

enfin si ¢ : Xy — R vérifie (O 4+ m?)y = 0 alors pour tout y € [0, s] x R"~ nous avons

Y(y) = /E dz ) (x) (% — %) Gret(y — ) (I1.5.21)

En utilisant ce lemme nous pouvons voir que les développements perturbatifs (I1.4.6) et
(IL.5.17) sont en réalité les mémes. Nous allons vérifier ceci sur les premiers termes.

Commencons par le terme d’ordre 0 dans (I1.5.17), il est donné par on ¢<5>¢(o) Or
d’apres 1’égalité (I1.5.18) du lemme I1.5.1 nous avons

— 9 9 I
/201/13¢(O):/20¢(95) (@‘@) [/zsdy Gret(y — ) (a—yo—a—yo> ap(y)]

En utilisant le théoreme de Fubini nous voyons que cette derniere égalité peut se mettre
sous la forme -
[ 0Toer= [ v (55 - 55 ) #w)
°)= Y\l 30 30 PY
DR . oy° oy’

9 a9
vy r— g Y(x) <@ - @> Gret(y — ) (I1.5.22)

ou vy désigne

Alors en réutilisant le lemme I1.5.1 pour % cette fois nous voyons que nous avons finalement
) = v puisque ces deux fonctions sont solutions de (O+m?)f = 0 et coincident (ainsi que
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leurs dérivée prmiere par rapport au temps) sur la surface . Finalement nous obtenons

donc bien .
/E 0 ¥ ¢(0) = /E W) (aiyo - 8%) oly) = (¥(0) D0, 0)

Voyons maintenant le terme d’ordre 1 dans (I1.5.17) c’est—a—dire la quantité

VD G(By (o))

Yo

ou B, (0%) est I'unique p—arbre ayant un seul noeud interne. Pour simplifier les calculs
nous nous placerons encore une fois dans le cas p = 2, mais le résultat reste vrai pour tout
p > 2. Dans ce cas nous avons B, (0*?) = v = B, (o,0) alors en utilisant le lemme II.5.1
nous obtenons

— 0
L e@ew= [ vw) (amo )[ [ [ a7 Gty a)
/ dz1 Grei(z1 — y) <8iz? - %) @(21)/ dzo Grei(z2 —¥) <8izg - %) 80(22)]

Encore une fois en utilisant Fubini nous pouvons réécrire cette derniere égalité sous la

forme
9 a\[(a o
¢ Il o( /sd21/3d22¢ 21, 22) (8 0 8z1> <8z2 @) p(21)p(22)

(I1.5.23)
ou ¢(z1, z2) désigne la quantité

e
21722 / dy An 1dy AO (({91'0 w) Gret(y_x)Gret(Zl_y)Gret(ZQ_y)

ol nous voyons apparaitre I'expression (I1.5.22) de 1. Ainsi d’apres ce que nous venons de
voir nous obtenons au finalement

Zl7 22 / dy / ) ret(zl - y)Gret(zZ - y)
]Rn

Nous reconnaissons alors 'expression (I1.4.3) page 68 de ¥(Y) et avec les notations du
théoreme I1.4.1 et I'identité (I1.5.23) devient alors

$Io(r) = (¥ TP 000)
Yo

Les termes d’ordre 1 dans les deux developpement coincident donc. Les termes d’ordre
supérieurs se traitent de maniere similaire.
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Remarque 11.5.2
Pour le cas général il suffit de montrer par récurrence sur le nombre de noeuds internes

que nous avons ’égalité on 1/1?(]5(()) = <\I/(b)(5>®llb||’(p®|lbll>_

Nous allons donner maintenant la preuve du lemme I1.5.1.
Preuve: (du lemme I1.5.1)

D’apres la définition de (¢(b))per(p) nous avons (0 + m?2)¢(o) = 0 et (gb(s, o), %(s, o)> =
<g0(s, o), %f(s, o)> On en déduit pour tout (¢, k) € [0, s] x R"~! I’expression suivante pour

—

la transformée de Fourier spatiale® ¢(o)(, k) de ¢(o)

. _sin((s — t)wy) 09

(b(O)(t, k) = COS((S - t)wk)“/ﬁ(s? k) Wk ot (87 k)

qui peut se réécrire en utilisant la transformée de Fourier inverse pour tout z € [0, s] x R" ™1

60)@) = [y Graly— ) (aiyo - %) .

S

D’autre part la solution de I’équation (O+m?)u = f telle que u(s, ) = 0 et %(5, ) =0
s’écrit en transformée de Fourier spatiale pour tout (t,k) € [0, s] x R"~!
t .
~ Sin( (¢ — =
Ut k) = / dTMf(T, k)
s Wk
0 —

ce qui nous donne en prenant la transformée de Fourier inverse que pour tout z = (2°, 7') €
[0,s] x R*1

u(z®, 7)) = /: dy® /R"—l dY Gre(y — =) f(y)

Ainsi d’apres la définition de (¢(b))per(p) nous avons pour tout = = (22, 7) € [0, s] x R"
et tout (by,...,b,) € T(p)?

o8 b b)) = = [0 [ AT Graly -~ 2o 0) -+ 60,)0)

Enfin comme nous avons pris 1 : Xy — R solution de (O + m?)y = 0, nous avons de la
méme maniére que nous avons obtenu lidentité (I1.5.18), pour tout y € [0, s] x R*~1

vi) = [ a7 v (% - %) Crerly — )

Le lemme se trouve ainsi démontré.

5¢’est—a—dire dj(;)(t, k)= (27r)7("71)/2 f]R"*l d7 qb(o)(t,?)e*““?.
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11.5.4 Lien avec le calcul perturbatif quantique

Nous avons vu que comment les séries de Butcher permettent de faire un developpement
perturbatif des solutions de I’équation

(O+m?)p+ AP =0 (Ep)

sous la forme d’une série ZbeT(p) Ml (b) indéxée par les arbres plans.

Par ailleurs les physiciens ont développé des théories perturbatives pour I’étude des
champs quantiques vérifiant (E,). Malheureusement la formulation mathématique de ces
théories pose d’énormes difficultés et n’est pour l'instant pas achevée.

Nous pouvons tout de méme légitimement nous demander s’il existe un rapport entre
la série de Butcher décrivant le développement perturbatif d’une solution classique de
I'équation (E,) et les calculs perturbatif s de la théorie quantique des champs tel qu'il est
présenté dans la littérature (voir par exemple [48], [31] ou [52]).

Comme nous 'avons précisé, les calculs perturbatifs quantiques effectués par les physi-
ciens n’ont pas encore de cadre mathématiques adaptés. Ainsi les calculs que nous effectue-
rons dans cette section seront purement formels en ce sens que les objets manipulés n’ont
aucun sens mathématiques. Néanmoins ce sont des objets que les physiciens manipulent
sans complexes, obtenant ainsi des résultats remarquables.

Nous allons montrer que le developpement effectué a ’aide des séries de Butcher permet
de retrouver formellement la formulation du champ en interaction utilisée par les physi-
ciens. Plus précisément nous montrerons que en partant de la ”quantification” de la série
de Butcher et en utilisant les regles de commutation du champ libre dans ’espace—temps
nous pouvons retrouver le la formulation d’Heisenberg de la théorie quantique des champs.

Rappelons brievement comment se présente la théorie quantique du champ libre dans
I’espace temps telle qu’elle est présentée dans les ouvrages classiques de théorie quantique
des champs, voir par exemple le livre de Michael E. Peskin et Daniel V. Schroeder [48], de
Claude Itzykson et Jean—Benoit Zuber [31] ou encore celui de Lewis H. Ryder [52]. Comme
nous n’introduisons ces objets que pour effectuer des calculs formels, nous ne chercherons
pas a donner une formulation mathématique précise des objets considérés. Remarquons
que cette formulation existe (voir par exemple [50] et [49]) puisque nous ne parlons ici que
du champ libre.

Nous manipulerons des opérateurs agissant sur un espace de Hilbert Fs, 1'epace de
Fock que nous avons définit dans ’annexe A. Deux opérateurs jouent des roles particulier,
les opérateurs aL de création de particule de moment k& € R™ ! et les opérateur ay
d’annihilation d’une particule de moment k € R*1.

Soit tg € R un temps que nous fixons pour le reste de cette partie. Suivant M. Peskin et
D. Schroeder [48] p. 83 nous définissons pour = = (t, 2') € Xy I'opérateur ¢;(x) agissant
sur ’espace de Fock par

o1(@) = (4. 7) = i L. T (e alet)

z0=t—to
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avec k- 1= wit — k.7 ou k.= désignant le produit scalaire canonique sur R* ! et ol wy,
désigne la quantité wy := (|k|> +m?)/2. Nous savons alors (voir [48] p.28) que nous avons
la relation de commutation suivante pour tout x,y € Xj

_ 1 Ak ( —ik(o—y) _ gik(a—y)
(or(w)0n0)) = gy [ g (700 - ) (11520
Pour z = (1, Z') € X nous noterons A(z) la quantité
1 dk W T —iwgT\ ik Z
A(Z) = —W /l%nl m (6 kT — e k )6 (11525)

Nous avons alors de maniére évidente [pr(z), ¢1(y)] = Az — y).

Remarque 11.5.3
Le commutateur des opérateurs ¢r(z) et ¢r(y) est ce qu'on appelle un c—nombre (voir
[48]), il commute ainsi avec les opérateurs ¢;(z) pour z € Xp.

Nous définissons alors formellement une famille (®(b))yer(p) d’opérateurs agissant sur
I’espace de Fock.

Définition IL5.1 Pour tout & = (¢, %) € Xy nous notons (®(b)(x))per(y) la famille
d’opérateur définie récursivement par ®(o)(x) := ¢r(x) et pour tout (by,...,by) € T(p)P

(B, (b, b))t / @ [ AT A= 9R0)0)- b)) ([15.26)

Considérons alors la série formelle ®(x) en la variable A a coefficient dans les opérateurs
agissant sur ’espace de Fock définie par

O(x) = Y APlod)() (IL.5.27)

beT(p)

Remarques I1.5.1
— La définition de ®(z) est purement formelle car nous n’avons pas tenu compte des
problemes de définition du produit d’opérateur sur la diagonale dans (11.5.26).
— Attardons nous un instant sur cette série et sur la définition I1.5.1. Si nous comparons
les expressions (I1.5.25) de A(z) et (I1.5.20) de Get(z), nous nous rendons compte
que nous avons

Grer(z) = —i0(1)A(2) (IL5.28)

Prenons alors t > tg et @ € R"™!. En revenant alors & l'expression 11.5.26 de
® (B4 (b1 ...by)) nous obtenons en tenant compte de (I1.5.28)

(B (br,....b - /dy /R AT Gl — ) B01) ) - (b))
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expression qu’il faut comparer & 'expression (I1.5.19) du lemme I1.5.1 définissant la
série de Butcher classique pour I'équation (O + m?)p + m2p + AP = 0

3B b, b)) == [P [ AT Graly~ 2)02)0) - 38,0

Nous voyons ainsi que la famille (g@(b))bew) de fonctions ¢(b) : Xy — R et la fa-
mille (®(b))per(p) A’ opérateurs agissant sur I'espace de Fock sont construites suivant
exactement le méme principe. La seule différence réside dans l'initialisation de cette
récursion, dans le premier cas nous posons ¢(o)(x) comme étant la fonction satis-
faisant (O 4+ m?)u = 0 ayant des conditions initiales fixées et dans le deuxieme cas
®(o)(x) est définie comme étant le champs libre de référence ¢r(z).

Nous pouvons ainsi voir la série (I1.5.27) comme le quantifiée de la série de Butcher
que nous avons introduite dans la section I1.5.2.

Nous avons alors le résultat suivant dont on trouvera la preuve dans I’annexe C.3

Théoréme I1.5.4 Soient t > tg et © € R"!. Nous avons alors formellement 1'égalité
suivante
o, 7)) =Y Ale@)(2) =UN() ¢1(t, @) U(1) (I1.5.29)
beT(p)

ou U(t) est désigne I'opérateur

U(t) =3 (—in)° /t " dn /t Yy /t T Hy () Hy(m) - Hy(ra)  (I15.30)

a>0
avec Hy(t) donné formellement par

1
H =— dy v (r, Y
()= ), e ()
Remarque 11.5.4
L’opérateur U défini par (I1.5.30) peut se réécrire en utilisant le produit ordonné dans le

temps (voir [48] p.85) t
U(t) =T {exp <_M / dTH,<T)> }

L’égalité (11.5.29) est exactement 1’égalité d’Heisenberg bien connue en théorie quan-
tique des champs. Cette égalité peut étre le point de départ de la théorie perturbative
quantique (voir par exemple [48] p.77-87). Elle est obtenue en étudiant la dynamique des
champs quantiques.

Ce qui nous parait intéressant dans le résultat (I1.5.29) c’est qu’elle permet de faire
le lien entre le calcul perturbatif classique que nous avons introduit dans les sections
précédentes et le calcul perturbatif quantique tel qu’il est exposé dans les ouvrages de
référence.
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De plus nous pouvons faire remarquer qu’au niveau classique (c’est-a—dire que 'on
remplace tous les ¢;(x) par une solution de I'équation (O + m?)¢ = 0) le membre
de droite de (I1.5.29) n’a pas de signification, contrairement au membre de gauche qui
est exactement la série de Butcher, vérifiant ainsi d’apres le théoreme I1.5.1 I’équation
(O +m?)p + AgP = 0. Nous pouvons ainsi voir les séries de Butcher exactement comme
I’analogue classique de I'expansion perturbative du champs quantique en interaction défini
par UT(t) ¢7(t, ) U(t). Pour étre tout & fait complet il serait intéressant de trouver une
série génératrice pour les séries de Butcher.

I1.6 Applications a la théorie du controdle

Dans le chapitre II nous avons vu comment définir une quantité conservée analogue
aux courants de Noether dans le cas d’une équation d’évolution non-linéaire. Or les fonc-
tionnelles [y 1/1?90 sont tres utilisées en théorie du controéle. Il nous semble ainsi naturel
d’essayer de voir si notre démarche peut avoir des applications dans ce domaine.

Nous traiterons un exemple en dimension finie ou les calculs peuvent se faire explicite-
ment. Nous ferons quelques rappels concernant la théorie du contréle optimal essentielle-
ment repris de 'excellente revue de Sorin Micu et Enrique Zuazua [45]. puis nous verrons
comment utiliser les séries de Butcher pour trouver un contréle dans le cas non-linéaire.

I11.6.1 Probléme en dimension finie : cas linéaire

Soient (n,m) € N2 et T > 0. Considérons le probléme suivant

z € C°([0,T),R™) n H'([0, T},R")
' = Az + Bv + \F(x) (Pr)
z(0) = 2° € R"

ott B € My, »(R), v € L%([0,T],R™) et F une application

F :C°%([0,T),R™) n H([0, T],R™) — L2((0,T),R™)

La question que l'on se pose est la suivante, étant donné z° € R™ est-il possible de
trouver v € L2([0,T],R™) telle que la solution x du probleme (Pg) vérifie z(T) = 07 Si
elle existe, la fonction v est appelé controle.

Dans le cas linéaire, c’est a dire A = 0, la réponse est bien connue, il suffit d’appliquer
la méthode du controle optimal. Rappelons rapidement le principe de cette méthode.
Considérons I’ équation duale donnée par

y € C([0,T),R™") N H(]0,T],R")
—y =A%y (P")
y(0) =yo € R"
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Alors pour y solution de (P’) et 2 solution de (Pr) avec A = 0, nous considérons la quantité
fOT(y’(t), x(t))dt ou (e, e) désigne le produit scalaire habituel sur R™. La fonction y étant
solution de (P’) nous avons

/0 (o (1), 2(t))dt = — /0 (A%y(t), 2(t))dt = — /0 (y(t), Ax(t))dt

D’autre part en faisant une intégration par partie et en utilisant le fait que x est solution
de (Pr) avec A = 0 nous avons

T T
/0 (o (B), 2(8))dt =(y(T), 2(T)) — (4°,2°) - /0 (y(t), ' (1))t
T T
—(y(T), 2(T)) - (4°,2°) - /0 (y(t), Ax(t)) - /0 (u(t), Bu(t))

Regroupant ces deux derniere identité nous obtenons finalement que pour tout y solution
de (P')

T
(y(T), 2(T)) = (5°,2°) + /0 (y(1), Bu(t)) (1.6.1)

Nous pouvons remarquer que d’apres la forme du prbléeme (P’) nous pouvons choisir y(7')
arbitrairement dans R™ c’est-a-dire que pour tout yr € R” il existe ¢° € R™ tel que la
solution correspondante de (P’) vérifie y(T') = yr. Ainsi nous obtenons que z(T') = 0 si,
et seulement si pour tout y solution de (P’)

T
O,IO v =
(", 2%) + /0 (w(t), Bo(t)) = 0

11 suffit donc de choisir v telle que cette derniere égalité soit vérifiée pour tout 3°. Une
maniere de réaliser ceci est de prendre v := B*§ ou ¢ est la solution de (P’) avec comme
condition initiale 7 minimisant la fonctionnelle Jy : R” — R™ définie par

1

T
Jo(y0) == 5/0 |B*g(t)[2dt + (2°,y") (11.6.2)

ot1 § désigne la solution de (P’) correspondant & la condition initiale 4°. On montre alors
que le contrdle ainsi obtenu a une norme L? minimale parmis tous les controles possibles,
on 'appelle ainsi contréle optimal.

Il ne reste alors qu’a rechercher un minimiseur (s’il existe) de Jy. Or on montre que si
B vérifie la condition de Kalman

rang (B, AB,... ,A"_lB) =n (I1.6.3)
alors pour tout temps T > 0 il existe ¢z > 0 tel que toute solution y de (P’) vérifie
T
| 1muRar erlyp (I16.4)
0

ceci assure alors l'existence d’un minimum pour Jy et donc 'existence d’un contréle opti-
mal. Nous avons en réalité le résultat plus fort suivant (voir [42])
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Théoréme I1.6.1 Le systeme (Pr) avec A = 0 est exactement contrélable en tempsT > 0
quelconque c’est-a—dire que pour tout T > 0 et Va¥ € R™ il existe V20 € L2([0, T],R™)
tel que la solution x du probleme (Pr) avec A = 0 et v = vy 0 vérifie z(T) = 0 si, et
seulement si B vérifie la condition de Kalman (I1.6.3).

11.6.2 Cas non linéaire : Principe

Nous nous plagons maintenant dans le cas A # 0. Essayons de suivre les étapes
précédentes. Nous nous donnons ainsi y solution de (P’) et z solution de (Pp), alors
en étudiant la quantité fOT(y’(t), x(t))dt nous voyons qu’au lieu de (I1.6.1) nous obtenons

T T
(y(T),2(T)) = (5, 2°) + /0 (y(t), Bo(t))dt + A /0 (y(0) Fa®)dt  (IL6.5)

En suivant le méme raisonement que pour le cas linéaire nous obtenons que z(7") = 0 si,
et seulement si nous avons pour toute solution y de (P’)

T T
(°,2°) + / (y(t), Bo())dt + A / (y(t), F(a(t)))dt = 0 (IL.6.6)
0 0

Nous pouvons alors prendre v € L2((0,T),R™) sous la forme d’une série v = zpeN APy,
ou les v, sont choisis tels que I’égalité (I1.6.6) soit vérifiée a I'ordre p en A (rappelons ici
que z étant solution de (Pr), x dépend de A).

Voyons comment nous pouvons trouver les v,. Placons nous dans le cadre de la sec-
tion IL.5 avec B = B’ = By = R"™. Nous supposons que F' est de la forme F(z) =

Zp>2 Fy(z,...,x) avec F), : (R™)? — R™ une application p-linéaire et supposons la condi-
tion (H2) vérifiée. Nous pouvons alors voir F' comme une forme linéaire sur 7 (R") =
@pZO (Rn)@p‘

Prenons v sous la forme dune série
v = Z ALy (b)
beT
Nous notons u := (2%, v) qui s’écrit naturellement v = 3", .1 MOl (b) avec u(o) := (20, Bu(o))
et Vb € T, b # o, u(b) = (0, Bv(b)). D’apres le théoreme I1.5.3 p.73 nous savons que sous
certaines conditions la solution = de (Pr) s’écrit sous la forme

z =Y MU« u)(b) (I1.6.7)

beT

ou P a été définie dans la section I1.5.1. Nous avons ainsi une expression de la solution de
(Pr) en fonction de A. Ceci va nous permettre d’anaylser la condition (I1.6.6).

HARRIVEL R. 86



THESE - 11.6 concours 01/04

D’apres ce qui précede nous avons sous réserve de convergence

M) =" 3 AR (@) (6 @ - @ (@ u) (1))
r>1 (bL,...,br)ET"

- Z L [(®*u)(B-(b))]

beT

ou nous avons étendu ® x u : T — R™ en un morphisme d’algebre ® xu : F — 7 (R") de
maniere naturelle et ot F' est vue comme une forme linéaire sur 7 (R™). Ainsi la condition
(I1.6.6) s’écrit

T
(0, 2°) + / (1), Bo(o)(1))
0
T T
L3N ( /0 (y(t), Bo(b)(1)) + /0 (y<t>,F[<<1>*u><B<b>>]>dt)=0

beT
b#o

Nous voyons ainsi qu’il suffit de prendre la famille (v(b))per telle que
T
00 + [ (0le), Boe) (1) =0 (11635)
0

T T
Vb £ o /O (y(t), Bu(b)(t)) + /O (y(t), F [(®  u)(B_(b))] )dt = 0 (1L.6.9)

Nous retrouvons ainsi dans (I1.6.8) la condition (II.6.1) du controle linéaire et nous pou-
vons faire remarquer que pour tout b € T\ {o} seul le premier terme de (I1.6.9) fait
intervenir v(b), tous les autres v(c) apparaissant dans cette expression vérifient |c| < ||
car ils proviennent de B_(b). Nous voyons ainsi la possibilité de définir récursivement les
v(b). Nous savons de plus que pour trouver une fonction v(o) vérifiant (11.6.8) il suffit
de minimiser la fonctionnelle Jy. De la méme maniére nous voyons que pour trouver v(b)
connaissant les v(c) pour |c| < |b| il suffit de de minimiser la fonctionnelle

T T
IO = [ 1B 0P [0 F (@B 6)])ar

ot § désigne toujours la solution de (P’) correspondant & la condition initiale 3°. Voyons
maintenant plus précisément comment nous pouvons trouver le controle.

11.6.3 Calcul perturbatif du controle

Tout d’abord nous voyons que nous sortons un petit peu du cadre de la section I1.5,
en effet nous ne cherchons plus les solutions dans un espace du type C°([0,T],R") N
C1([0,T],R™). Cependant les choses se passent de maniére tout & fait similaires.
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Considérons Z l'espace Z := R" x L%((0,T),R") et Iy le sous-espace de Z défini par
To := {0} x L3((0,T),R™) = L2((0,T),R™). Nous notons K I'espace K := C°([0,T],R") N
H([0,T],R").

Alors nous considérons ¢y l'application linéaire continue ¢g : Z — K qui & u =
(20, f) € T associe ¢g(x°, f) solution du probleme

rek
o' = Az + f (Po)
2(0) =" € R"

Nous noterons alors yu : Zo = L2((0,T),R") — K I’application ¢q restreinte & Zy.

Nous nous donnons alors une application F : K — L2((0,T),R") s’écrivant sous la
forme F(z) = 3,50 Fp(,...,z) ot pour tout p > 2; F}, est une application linéaire
continue F, : K¥” — L2((0,T),R™). Nous supposerons de plus que la série entiere |F|
définie par

IFI(z) = ) IIEp]l="

p=>0

a un rayon de convergence infini. Nous avons ainsi supposé ’analogue des conditions (H1)
et (H2) vérifides.

Définition I1.6.1 Nous définissons la famille (®(b))per d’applications ®(b) : T8Il — K
récursivement en posant ®(o) := ¢ et pour tout r € N*, pour tout (by,...,b,) € T"

O (By(b1,...,br)) = po F[®(b1) ® - @ O(by)]

avec la convention F; = 0.

Définition I1.6.2 Soit (u(b))per une famille d’éléments de 7 (Z) telle que Vb € T ; u(b) €
72l Nous pouvons alors voir v comme une application linéaire u : A — 7T (Z) que nous
pouvons étendre de maniére unique en un morphisme d’algébre v : F — 7T (I). Alors nous
définissons ® * u application ® x u : T — K définie par Vb € T

(@ u)(b) := D @ (bz)) (u(b)))
oti nous avons noté A(b) =3 by ®bpy €F®A.
Nous avons alors le théoreme suivant dont on trouvera la preuve dans I'annexe D.

Théoréeme I1.6.2 Soit 2° € R” fixé. Nous supposons que B vérifie la condition de Kalman
(11.6.3) alors il existe une famille (v(b))per d’éléments de L?((0,T), R™) telle que pour tout
beT;vb):=B*y(b) ou y(b) est la solution de (P’') correspondant a la condition initiale
7®) minimisant la fonctionnelle J(b) : R — R ot les J(b) sont définies par

1

T
IO = h6") =5 [ BHORE + (o)

T T
IO =5 [ BEOPdE+ [ 0. F (@05 6)])d
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o §j désigne la solution de (P') correspondant a la condition initiale y° et ot (u(b))per

désigne la famille d’éléments de T (I) définie par u(o) := (z°, Bu(b)) et pour tout b € T,
b# o; u(b) := (0, Bu(b)).

1. Si A € R et 20 vérifient la condition

AlBI

[uo)

avec C = ”“H‘/FT”E'W(QHWS””%” alors la famille (\Plv(b))ye est sommable dans L*((0,T), R™)
0

et la série |u| définie par |u| := ), IA|elw(b)|| vérifie

[F|(16C [uo)]]) <1

lu| < 16| u(o)|
- M| B
1 PR Pl (164 u(o) )
2. Si en plus nous avons
A < ool o

111 £7[ (16| po [ ]

alors la fonction v =), MPly(b) conduit la solution du probléme (Pr) de z° 4 0.

Remarque 11.6.1

Si nous cherchons a généraliser ce résultat a d’autre équations, notament en dimension
infinie, nous nous rendons compte que s’il est relativement simple de définir la suite de
fonction (up)pen il est bien plus difficile de montrer que la série Zp APy, converge dans
I’espace voulu.
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Annexe A

Théorie quantique du champ libre

Dans cette annexe nous allons exposer la théorie quantique du champ libre. Cet ex-
posé est entierement repris des livres tres clairs de Michael Reed et Barry Simon [50] et
[49]. Nous renvoyons le lecteur & ces ouvrages pour les preuves des résultats et pour plus
d’informations sur la construction.

A.1 Espace de Fock

Soit p € N*, nous notons L2((R" 1)P) le sous-espace des fonctions de L?((R"1)P)
invariantes sous ’action du groupe &,, des permutations sur p éléments c’est a dire

L2((R™1HP) = {f(p) € L2 (R YY) | Y(g1,...,9p) € LA (R"1);Vo € G, ;

/ i f(p)gg(1) B ® Go(p) = / . f(p)ga(l) R @ Jolp)
(Rn l)p Rn—1

Nous définissons alors I’espace vectoriel Fjy comme étant la somme directe (algébrique) des
espaces L2((R"~1)P)

Fy = @DLA(®Y)

p=>0

avec par convention Fy := C. L’espace Fj hérite naturellement de la structure hermitienne
des espaces L2((R"1)P) via le produit scalaire

S 00| 3w | = Z/(Rnl)rvmm (A.1.1)
finie finie r

Alors nous notons F,(L2(R"71)) (ou plus simplement Fy s’il n’y a pas d’ambiguité) le
complété de Fy muni de la norme induite par le produit scalaire (A.1.1) c’est—a—dire

£ (LR = DIA(E )
p=>0
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Nous obtenons ainsi un espace de Hilbert séparable qu’on appelle espace de Fock symé-
trique ou espace de Fock bosonique dans la littérature. Nous pouvons voir les éléments de
Fs (c’est—a—dire les états pour les physiciens) comme une famille de fonctions (f (p))peN
avec fO) € Cet Vp>1, f® € L2(R*1)P) telle que

17O + E / |fP(T .., ) Pd T - AT, < 400
n—1\p
p>1 )

Nous renvoyons le lecteur a [50] p.53 pour plus des précisions sur la définition de ’espace
de Fock sur un Hilbert quelconque.

A.2 Théorie Quantique du champ libre

Soit f une fonction de L?(R™~1) alors nous notons a~ (f) et a~ (f)* les opérateurs non
borné sur F, de domaine Fj tels que pour tout v = 3. v®) € Fy avec v) € L2((R"~1)P)

pour tout p nous ayons a” (f)v := Zp(a_(f)v)(p) et a= (f)*v:= Zp(a_(f)*v)(p) ou pour
tout p e N

(a_(f)v)(p) (mi,...,mp) =y/p+1 f(m)v(pﬂ)(m,ml,...,mp)

Rn—1
») 1§ ~
(@™ (F) o) (ma,. o myp) === f(my)o® D (m*)
VP
avec m"J = (my,... M1, Mj41,...,Mp). Nous pouvons tout d’abord remarquer que

Papplication f —— a~(f) est C—antilinéaire alors que f —— a~ (f)* est C-linéaire. En-

suite pour f,g € L?(R"1) les opérateurs a=(f) et a~(g)* envoient tous deux l'espace Fy
dans lui-méme. Nous pouvons donc composer ces opérateurs obtenant ainsi un opérateur
non—-borné de domaine Fjy envoyant son domaine dans lui-méme.

Introduisons quelques notations. Tout d’abord nous noterons jx la fonction p : R"~1 —
R** définie par

1/2
W(E) = (|?|2 + m2> >0

et pour tout f € S(R"!) nous notons Cf la fonction de S(R"~!) définie par VE €
R C’f(?) = f(—?) Enfin pour tout f € S(R"!) nous noterons fe S(R" 1) 1a
transformée de Fourier de f c¢’est—a—dire

Y 1 ik T =\ 1—
f(k):m/w_lelk'mf(ﬁﬂ)dx
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Soit f € S(R™1), nous définissons alors les opérateurs ¢, (f) et m,(f) non-bornés sur
Fs de domaine Fy par

1 - ~ o~ *

7 o= (cF/vi) +a (Frva) |

7 )

T (f) = ﬁ[af (Vi) - (vc)]

Sy
3
=
li

(A.2.1)

On peut alors montrer (voir [49] p.213-218) que pour f € S(R"!) & valeurs réelles, les
opérateurs ¢, (f) et m,(f) sont essentiellement autoadjoint sur Fy. Remarquons que les
applications f —— 0, (f) et f — T (f) de Iespace S(R"™1) sur I'espace des opérateurs
de domaine Fy sont C-linéaires. On appelle ces applications les champs a temps constant.
On peut vérifier (voir [49] p.218) que pour f et g appartenant & S(R*™!) et a valeurs
réelles, les opérateurs ., (f) et m,(g) vérifient la relation de commutation dite relation
de commutation canonique (CCR)

enDmna] =i ([ fa)i (A22)

Remarque A.2.1

Nous avons utilisé la transformée de Fourier pour définir les opérateurs ¢, (f) et m,(g)
mais ce n’est pas nécessaire. Nous renvoyons le lecteur au livre de M. Reed et B. Simon
[49] p.210 pour la construction générale.

On peut voir I'opérateur ¢y, (f) comme la quantification du champ classique ¢;— et 7, (f)
comme la quantification de %‘te‘ +—o- Nous renvoyons le lecteur encore une fois au livre de

M. Reed et B. Simon [50], [49] pour des explications plus approfondies sur la construction
précédente.

Enfin pour tout f € S(R"™1) nous définissons les opérateurs a(f) et af(f) non bornés
de domaine F{y par

al(f)i=a (Vi) et a(f):=a (VECS)

alors directement d’apres cette définition et (A.2.1) nous obtenons que pour tout f €

S(R™1) nous avons
onlf) = == [alF/m) +al (/)

200 (A.2.3)
u(f) = —= |al(f) - a(f)]

S5

D’autre part on peut montrer (voir [49] p.210) que pour tout f,g € S(R*~!) & valeurs
réelles les opérateurs a(f) et af(g) vérifient la relation de commutation suivante

[aat@] = ([ w(®TFra(FraF )id (A2.4)
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Annexe B

Preuves du chapitre 1

B.1 Formes Observables

Nous prouverons ici les resultats de la section 1.2 du chapitre I. Nous nous donnons une
variété pseudo—Riemanienne (X, g) orientable de dimension n € N* munie d’une forme
volume w et un systéme de coordonnées (x#),co,n—1] sur X.

Considérons M le fibré M = A"T*(X x R) sur X x R sur lequel nous avons les
coordonnées ((*),, ¢, e, (p*)a) ol pour tout (z,¢) € X xR un élément m € A"T(’;@)(XXR)
est repéré par m = ew + p“d¢ A wo. On munit alors M d’une forme multisymplectique €2
définie en coordonnées par

1
Q::deAerdpﬂAd(ﬁAwu——@pﬂdmw
g Ozt

oll w,, désigne la (n—1)-forme w, := EJ% 1 €. On définit de plus I'hamiltonien H : M — R
par

1
dH :=e+ 2 (ng“p” +m?e? + §R¢2) (B.1.1)
Nous rappelons alors ’énoncé de la proposition 1.2.1

Proposition B.1.1 Soit ¢ € I'(M,TM) alors ¢ vérifie d(¢ 1 €2) = 0 si, et seulement si ¢
s’écrit ( = x + ¢ ou ( est de la forme

_ 0 0 10 oy| o
=X"— — — le—=— [¢gX*" — | —
¢ Ox™ + 0¢ [eg OxH 9 X" +p 89%] Oe

0X“ 8¢ 10 o0X« o
g (09X (0% 1 B
" [p <8xﬁ % <3¢ N g Oz Lun])) ¢ o ] ape (B.1.2)

avec X* : N — R et ¢ : N — R quelconques et o1l x est de la forme x := E% +H“a%
avec B : N — R et IT* : N — R vérifiant I’équation

9F 19
0¢p g Ooxt
De plus on a d(¢ 1) =d(x JQ)=0.

[gIT"] = 0 (B.1.3)
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Preuve: (proposition B.1.1)

Soit ¢ € I'(M,TM) tel que d(¢ 1) = 0. Sans perte de généralité nous pouvons écrire
¢ sous la forme { = X“% + ¢% + E% + H“a% ou X%, v, E et II* sont des fonctions
lisses de M dans R. La n—forme ¢ _I ) est alors donnée par

¢ 102 =—-X%de Awq + X¥dp' Ado A way — Pdpt Aw),

10 10
(52 (el 2
g 0x™

g@x“Xa> do N we

Il s’agit maintenant d’analyser I’équation d(¢ 1 Q) = 0. Les termes en dp® A dpH A Wy,
dp® A dpt A dé A Way, de AdpH Aw,, et dp? A de A wy, nous donnent directement que les
fonctions X et ¢ ne dépendent que des variables x et ¢. Dés lors 'analyse des termes
en de A do A wy, dpt A w, de Aw, dp® A de A wy, et d¢ A w nous donne respectivement les
équations suivantes

ot a;i: 0 (de A\ dp A we)
% %:0 (dp" A w)
%—§+§Ggﬁa:0 (de Aw)
%Jrég(g—ZJréag;a)—%f;:O (dp® A dep A w,y)

OE 10gP* 19g 0y 0 <ﬁxﬁ>pa:0 (dg Aw)

g0zt 9 9xP \ Bz

8o g Oz g@xap d¢  0xP

Les quatres premiere équations impliquent que si ¢ vérifie 'équation d(¢ J ) = 0 alors ¢
s’écrit ¢ = ¢ + U’ ou ¢ est donné par (B.1.2) et ou U := ¢ — ( est de la forme

0 0

U =FE—+TI'"—

Oe Opt
ol B/ : X xR — R et I : X x R — R sont des fonctions lisses. Réciproquement tout
champ de vecteurs de la forme ¢ + U’ vérifie les quatre premieres équations. Il nous suffit
donc d’étudier la derniere équation (d¢ Aw) pour ¢ = ¢ +U’. Un calcul direct nous donne
alors que celle-ci est équivalente & 1’équation suivante sur E’ et II'#

OE" 10(gll') 0
dp g Ozt

c’est—a—dire (B.1.3). La proposition B.1.1 se trouve ainsi démontrée.
[ |

Corollaire B.1.1 Les formes observables algébriques (voir définition (1.2.1) page 26)
s’écrivent F' = Fx + Fy, + F, avec Fx et Iy, de la forme

Fx = eX%wq — p*XPdep A Wia
Fw = pa¢wa
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ouy: N — R et X*: N — R sont des fonctions lisses et ot F) est une (n — 1)-forme
sur M telle que
dFy = Ew +11"d¢ A w,,

ou E: N — Ret II": N — R vérifient alors I'équation (B.1.3).

Preuve: (corollaire B.1.1)
Soit F' une (n — 1)—forme observable algébrique. Par définition il existe ( € I'(M, T M)
tel que ¢ 1 = —dF. Nous avons donc d(¢ ) = 0. Alors d’apres la proposition B.1.1
¢ s’écrit ¢ = ¢ + x avec ¢ de la forme (B.1.2) et x de la forme x = E(q ) + I1#(q )ap“
avec E et IT* vérifiant (B.1.3). On vérifie alors aisément que les formes Flx et F,, définies
a partir des fonctions X et v intervenant dans (B.1.2) vérifient d(Fx + Fy) +¢ 10 = 0.
Nous obtenons donc d(F' — Fx — Fy) = (¢ —¢) 4Q = x 1 Q ce qui prouve le corollaire.
|

Intéressons nous maintenant aux observables dynamiques. Nous rappelons ici I’énoncé
de la proposition 1.2.2

Proposition B.1.2 Soit ( € T'(M,TM) un champ de vecteurs tel que d(¢ -1 Q) =0 et
vérifiant dH(() = 0 alors ¢ s’écrit de maniére unique ( = (x + (y ot (y est donné par

0
99
avec ¢ : X — R solution de I’équation (K-G) et ot (x est un champ de vecteurs de
Killing i.e. vérifiant léquation

6o = (a) g~ (ot + erppto) + 0 S8 ) Ly @D 0 By

Ox™ 0xP Opo

L, () =0 (B.1.5)

L¢y (gu) désigne la dérivée de Lie de la métrique.

Preuve: (proposition B.1.2)
Soit ¢ € T'(M,TM) un champ de vecteurs vérifiant d(¢ 1) = 0, alors d’apres la pro-
position B. 1 1 ¢ s%écrit ¢ = ¢ + x ou ¢ est donné par (B.1.2) et x est de la forme
X = B(9)& +1I"(q )8_# avec B : N — Ret 1" : N — R vérifiant (B.1.3). Il nous
faut mamtenant analyser I'équation dH(¢) = 0.

D’apres la définition (B.1.1) de H, la forme dH est donnée en coordonnées locales par

99,
dH = de + gagp”dp® + (m* +£R)¢d¢+ Sy ﬁ+§ ¢ dz*

Nous pouvons alors remarquer que dH(({) est une expression polynomiale en les variables
(e,p*), ainsi I'équation dH({) = 0 est équivalente a 'annulation des coefficients des
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mondmes correspondants. On obtient ainsi les équations suivantes

e =0 (2.)

o lgX?] =0 (e

Vo ; 1% = gaﬁ% (Ep)

Va, 8 ; gua%i(; +guﬁgi(: 205 @155 + 2 5er [gXu]> + %(JT”;?X” —0  (Bp)
B+ (m® 4+ €R)o + L% O X (B)

auxquelles il faut ajouter I’équation (B.1.3).
Considérons tout d’abord le systeme d’équations (E2). En utilisant (E,,) nous voyons
qu’elles se réduisent a

oXH 0X"  0gap
Va, 3 ; Gno 55 + IuB gy +

XH —2g

Nous obtenons a partir de ces équations ’expression suivante pour %

m
W _0X" 30005 4

96 “ozr 9 pn

2n

et nous reconnaissons alors dans le second membre de cette derniere égalité exactement

. 13
I’expression de 2 9(gX")

5 owi - En effet comme par définition g = |det(g;w)|1/ 2 nous avons

1o(gX") _ 0X* 109 .\ 0X" 11 50905 apy
g Ozt ozt g dxt dxr ' g2g” Ozt

Ainsi en utilisant (Eep,) nous obtenons finalement que g—w = 0 ce qui nous assure que Y ne

dépend que de z i.e. ¥ = ¢(x) et le systeme d’équations (B.1.6) se réduit alors a ’équation
de Killing c’est—a—dire

oOXH oOXH 8904,6’ XK —

L (gaﬁ)aﬂ = Gua 928 + 9up Oxe + Ot 0

et nous avons alors X - R=X “ggﬁ—ﬁ = 0 ce qui nous permet de simplifier I’équation (E1).
Nous avons obtenu que 1 ne dépendait que de x; alors en utilisant ’équation (FE.) et
en dérivant deux fois 1’équation (E7) par rapport a ¢ nous obtenons que 82752 =0 ainsi F
s’écrit E = Ey(z) + ¢F1(x) avec Fy, B : X — R, des fonctions lisses. Nous remarquons
alors que le terme de gauche de ’équation (FE7) est une expression polynomiale en ¢ et
en considérant le coefficient de chaque monome de cette expression, nous obtenons que

Ey=0et
Ei(z) + (m* + ER)y(z) = 0 (Eg)
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Mais d’apres (B.1.3) et (E,) nous avons

0E _10(l%) 10 ( as0¥
oo g Ox®  gox“ OxP

et I'équation (E,) devient alors exactement 1’équation de Klein-Gordon pour 1.

Réciproquement il est tres facile de vérifier que les champs de vecteurs de la forme (x
et (y vérifient les équations d(¢ 1) = 0 et dH({) = 0. La proposition B.1.2 se trouve
ainsi démontrée.

E1 (.YJ) =

B.2 Représentation

Nous reprendrons les notations de la section 1.5.3 page 36. Nous allons donner la preuve
du théoreme 1.5.1 dont nous rappelons ’énoncé

Théoréme B.2.1 L’application Q : V¢ — E(S(Vg)) (voir la définition 1.5.4 page 38)
vérifie les propriétés suivantes :

1. Pour tout ¢ et ¢ appartenant & V© = Vé: & Vg nous avons

Q([¢.¢]) =i [Q(0), Q)] (B2.1)
otl le crochet du membre de gauche désigne le crochet dans VC et celui du membre
de droite le commutateur de E(S(Vg’)) (V(A,B) € E(S(V;f)) onalA B]:=AoB—
BoA).

2. pour tout ¢ € VC nous avons I'identité suivante

Q(¢") = Q)" (B.2.2)

ou l'astérisque du membre de gauche désigne la conjugaison complexe et celui de
droite I'opérateur adjoint.

Preuve: (théoreme B.2.1)
Commengons par le point 1. Il suffit de démontrer I'identité (B.2.1) pour ({, (') appartenant
successivement a V;, V2 et Vo X Vx.

De maniere a alléger les expressions nous noterons V 'algebre commutative librement
engendrée par Vg ie. V= S(Vg).

Soient (¢, (') € V¢2> et v € V, il s’agit de montrer 1’égalité (B.2.1) en v. Sans perte de
généralité, nous pouvons supposer que v est un élément décomposable de (Vg):)Qk avec
k € N, le cas général s’obtenant alors par linéarité. Si k = 0 il n’y a rien a montrer,
supposons maintenant k > 1.

Notons v =v; ® -+ @ vy, avec Vi € [1,k], v; € Vg. Alors d’apres la définition (1.5.4) de
Q(¢p) et Q((;) nous avons

QGo) (QUG) () = <¢@<¢@u+ (G v+ (vw)l¢) ¢ © vee)
+Z C¢®U +ZZ V(1) ‘C¢ U(2 )‘Cd)) © V(2)(2) (B.2.3)
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ot nous avons noté 6(v) = Y vy @v(z) € V@V et de la méme fagon §(v(a)) = D v2)1) ®
v(2)(2)- En utilisant la propriété 1.5.1 de 'opérateur de Spencer le dernier terme du membre
de droite de 'égalité (B.2.3) peut s’écrire

(vw1€) (vICE) Ovee =D (Wileh) (vics) © v/ (B.2.4)
i#£]

ou v¥4I désigne I'élément v] @ -+ O Vi1 O Viy1 O+ O Vj_1 O Vj41 O -+ O vy de ng_z'
Nous voyons alors que l'expression (B.2.3) est symétrique en (, et C(; et nous obtenons
finalement

Q(Cp) (Q¢H)(v)) — Q(¢y) (L) (V) = 0= Q[ ¢y (v)
car (g, (5] = 0. Nous avons donc (B.2.1) pour (¢,(’) € (Vg’)?

Considérons maintenant le cas (¢, (') € (V$)2. Nous nous donnons ainsi (v, Cy) € V2
et v € V. Nous avons alors d’apres (1.5.3)

Q(Cx) 0 QCh) (W) =i > O¢x) ([¢h vr)) © viz))

:—Z Cxs [Chorvy]] @ vg) — ZZ Cs )] © [Crsvym)] ©ve)e)
(B.2.5)

toujours avec §(v) = Zv(l R ) € VgV et 6(v)) = ZU(Q ® v(2)(2)- Occupons nous
tout d’abord du premier terme du membre de dr01te c’est a dire z [CX, [CX, v(l)]] ©u(g). En
utilisant I'identité de Jacobi [(x, [y, v()]] = —[va), [Cx, Chl] = [C%, [v(1), Cx]] nous obtenons

=2 [ [Cev ]l @ve == [[Ge Gl o] © vy = D (G [Gr o] © vy

=iQ ([¢x: Cx]) (0) =D [, [Cxrv]] © v
(B.2.6)

D’autre part toujours en utilisant la propriété 1.5.1 de I'opérateur de Spencer, le deuxieéme
terme de (B.2.5) s’écrit

ZZ C;\fav(l CXav(Q @U(2 ZZ (X, (X, ]QU( 2)(2) (B.2.7)

En regroupant (B.2.6) et (B.2.7) nous voyons apparaitre lexpression de Y Q(¢%) ([Cx, v1)] © v(2))
et nous obtenons finalement

Q(Cx) 0 QCx)(v) =iQ ([¢x, Cx]) (v) +1iQ(Ck) 0 QCx)(v)

c’est & dire I'identité (B.2.1) pour (Cx,Cy) € (VS)%

Il ne nous reste plus qu’a considérer le cas (¢4, (x) € Vg x V. Soient (¢4, Cx) € V;E x V¢
et v € V alors d’apres les définitons (1.5.3), (I.5.4) et la définition de opérateur de Spencer
nous avons

Q(Cp) 0 QCx) () =i Y o © [Cxsvy] Ovey +1 Y ([Cxvvw] 1€5) v
+iY Y (vemle) [Cx,vm)] ©ve)e)
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d’une part et d’autre part

Q(Cx) 0 QG)(v) =[x, Cal @ v+ Y o @ [Carsvn)] ©vge)
+iy Y (vwled) [ vem)] @ ve)e)

Regroupant ces deux derniers résultats et en utilisant la propriété 1.5.1 nous obtenons

Q). Q) () =i [Cxn Gl 00 —i Y ([Crrv] 1) vy (B:28)

Alors en utilisant 'hypothese (I.5.1) de la page 36 il est facile de montrer que nous avons
I'identité suivante pour tout v € Vg

i ([¢x,0]165) = =i (v] [x, Gl

Alors en insérant cette derniere égalité dans (B.2.8) nous obtenons finalement

[Q(Cx), Q(¢y)] (v) =i [Cx, Cpl © v +iz (vayl 16xs GoI™) vie) = 1Q([Cx, Go))

c’est a dire (B.2.1). La premiere partie du théoréme se trouve ainsi démontrée.

Voyons maintenant le second point. Il suffit de montrer que pour tout { € V réel
l'opérateur correspondant est autoadjoint c’est—a—dire il s’agit de montrer que pour tout
(v,w) € V2 nous avons

(O ()| w) = (v|Q(()(w)) (B.2.9)

Pour ce faire il suffit de montrer 1’égalité (B.2.9) pour v et w décomposables, le cas général
se déduisant par linéarité.

Nous nous donnons ainsi (k,1) € N2 et o) =01 @ -0y € (Vg)Qk et wlh) =w 00
wy € (Vg)@ décomposables.

Soit (x € Vy alors d’apres la définition (I.5.3) nous avons

Q) w™) € (V) et QCx) (V) € (V)

Ainsi d’apres (1.5.2), si k # [ alors nous avons (Q(Cx)(v(k)” w(l)) =0et (v |Q Cx)(w )) =
0. Supposons maintenant k = [ alors nous avons par définition

k
(Q( Z( [Cxs vj] @Uw‘w )

J=1
k k
- Z Z iG] | wogy) H Up | Wap))
O'EGk j:1 p=1
P#J

Nous utilisons alors ’hypothese (1.5.1) ce qui nous donne

(i[Cx,villwog) = (v) | [Cas wos)] )
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En remplacant dans 1’égalité précédente nous obtenons finalement

(Q( Z Z U]{ (e H (vplwo(y))

geQ, j=1
p#]

ol nous reconnaissons 1’expression de (v¥)|Q(Cx)(w™)). L’identité (B.2.9) est ainsi vérifiée
pour ¢ € Vy.

Prenons maintenant ¢, € V, réel. Notons A, et AZ¢ les éléments de L(V) tels que
pour tout v € V

Ac, (v) = {(e [¢) @ id} 0 6(v)
A&(v) =(0v
Alors nous avons

AI¢(U(/§>) e (VE)OWH e A, (w®) € (V)P0

Ainsi si [ # k + 1 nous avons (Az(25 (v(k))|w(1)) =0=(v k)|A¢¢( )) Supposons mainte-

nant que [ = k + 1 alors d’apres (1.5.2) nous avons

k k-+1
<Az¢(v(k))\w(k+1)> _ Z (Colw, (ki) H vp]w Z (Colwy) Z H vp]w
0EGK 11 p=1 J=1 0€6; 1 p=l

o(k+1)=j

En utilisant alors la définition (I.5.3) de 'opérateur de Spencer et (I.5.2) cette derniere
égalité nous donne

(L) - S ) (455 v
= 32 (uliy o) (+1fule”) = (o] Acsw)
otl nous avons noté §(w*+) = Zw(kH Ek;rl) avec wélf;rl) € VS et wgrl) e (V).

En remarquant que d’apres la définition (I.5.4) de Q({y) nous avons Q((y) = A¢, + Aa}
le calcul (B.2.10) nous assure que l'identité (B.2.9) est vérifiée pour ( = (4 € V.
L’identité (B.2.9) étant valide pour tout (x € Vx et tout (4 € Vy réel, elle I'est pour

tout ( € V = Vx @ Vy. Le théoréme B.2.1 se trouve ainsi démontré.
|

B.3 Quantification par déformation

B.3.1 Associativité

Dans cette section nous allons prouver les propositions 1.6.1 et 1.6.2. Nous allons prin-
cipalement montrer ’associativité du produit x; c¢’est—a—dire la proposition
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Proposition B.3.1 (S(P)[[A]],*r) est une algébre associative.

Les autres assertions des propositions 1.6.1 et 1.6.2 en découlent alors facilement. En effet
nous avons la proposition suivante qui se prouve tres facilement & partir de la définition
du produit .

Proposition B.3.2 La projection naturelle = : S(P)[[h]] — S(P) est un morphisme
d’algebre entre (S(P)[[h]],*n) et (S(P),®) et de plus nous avons pour tout A, B éléments
de S(P)[[n]]

7 (3 1A4.B11) = )7 (B), (B.3.1)

La proposition 1.6.1 est alors une conséquence directe de ces deux propositions. En effet
il s’agit de montrer que l'algebre (S(P),®) munie du crochet {e,e}y est une algebre de
Poisson. Il suffit ainsi de montrer que le crochet {e, o} vérifie la régle de Leibniz (1.6.4)
et l'identité de Jacobi (I1.6.3). Nous avons défini le crochet {e, e}y de maniere a ce qu'il
satisfasse Leibniz donc seule I'identité de Jacobi est a montrer. Or l'algebre (S(P)[A], *x)
est associative d’apres la proposition B.3.1 donc nous savons que le crochet [e, ], vérifie
l'identité de Jacobi, ainsi d’apres ’égalité (B.3.1) de la proposition B.3.2 il en est de méme
pour le crochet {e, e}y sur S(P). La proposition 1.6.1 se trouve ainsi démontrée.

Il ne nous reste ainsi qu’a prouver la proposition B.3.1 qui est essentiellement un résultat
combinatoire
Preuve: (proposition B.3.1)
Tout d’abord il est clair que 1 € P C S(P)[h] est un neutre pour x;. Concentrons nous
sur ’associativité du produit ;. Pour la vérifier il est suffisant de montrer que pour tout
(k,1,m) € N3 et (TF, &l =m) € POk x POl x PO™ I'identité suivante est vérifiée

\I/k *h ((131 *hK Em) = (\I/k *h CI)Z) *hK =

or par définition du produit x; nous avons

Tk, (@l *n Em> = % ( DR LvE (@quEm>> (B.3.2)

a>0 ptHg=a

ol C’g‘ désigne le coefficient binomial C'§ = WLQ),

Soit A un entier, nous allons nous intéresser au terme d’ordre A en h dans B.3.2.
Nous nous donnons ainsi (p,q) € N2 tel que p + ¢ = A et nous noterons N l'entier
N :=k+1+4+m—2A. Alors d’apres la définition 1.6.3 nous avons

Tk AP (cbquzm): > / [nﬁaaa(m,p)xpk
5,a€|10,n71}]p zr
avﬁEIIO?n_lﬂq

@) ([ 170000 0 i )= en i) )| wsler) (B33
q
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Il est nécessaire ici de préciser les notations utilisées. Pour tout p € Xé‘“ et 1<a<b<k,
. —a-+1
Pap désigne le (b —a+ 1)-uplet pgp := (pa, Pati--- ) € Xob atl
En revenant a la définition de 'opérateur de Spencer on peut montrer tres facilement
le lemme combinatoire suivant

Lemme B.3.1 1. Les opérateurs (i(z)).cx, commutent deux a deux ainsi que les

3.

opérateurs (05(£))¢ex,- De plus Pour tout (z,£) € X% et tout 3 € [0,n — 1] les
opérateurs i(z) et 03(&) commutent.

Soient (a,b) € N2, k € N, Ve PO e PPetze Xé‘c alors nous avons

k
i*(2)( =3 > z)T 0 (2 ) ® (B.3.4)
J=0 JC[1,k]
|J|=3
ou pour tout J = {ai,...,a;} C [1,k] tel que |J| = j nous avons noté zj le j-
uplet zj := (z4y,- - - ,zaj) d’éléments de Xy. Notons que d’aprés le point précédent

Popérateur i/ (z;) est bien défini.

L’égalité (B.3.4) est vérifiée avec Og a la place de I'opérateur i.

Alors si nous insérons identité (B.3.4) dans I'expression (B.3.3) nous obtenons

var (sarz) =Y Y X [ et

J=0 B,ac[0,n—1]4 Jc[[l p]]

(ip_] (Z[[l ]]\J) aozp+1 A (Zp—i—l A)> ¢’ © iq+j(ZJ7 Zp‘f'lvA)Emwﬁ(Z)

Enfin en utilisant le théoréme de Fubini nous pouvons réorganiser les intégrations sur 3
de facon a obtenir

p
S TR D SIS AL e

J=0 B,a€0,n—1]4

P (2a-prj+1.4) © O T (21,4-p) U © 4P (21,4 ) BT wp(2)

Ainsi le terme d’ordre A de (B.3.2) est finalement donné par

A

P
Y Y oo /2 N T TN Lo

p=0 j=0 B,ac[0,n—1]4

i A— 1 A—pi —_
P ](ZA—p—i—j‘f'LA) o ({9061’5717 (zl,A—p)\Il ®1 p+J (Zl,A—p-l—j)-:m wlg(Z)

Alors en effectuant le changement de variable j «— A — p + j puis en inversant I'ordre
des sommes sur p et j et en effectuant un dernier changement de variable p < A —j +p
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I’expression précédente devient

A j

A—j —j
ZZ Z Cy j+pcgfj+p /ZA 0’ 3i-iif,A(Zj—p+LA)‘I’k®
=0 p=0 §,a€[0,n—1]A

A i . _
i (2j41,4) 0 0P (21,5-p) @' O (21,5)2™ wp(2)

. A—j j :
Or un calcul simple nous montre que C4*~/ Cria = C?C. Alors nous pouvons faire

les opérations précédentes dans ’autre sens c’est—a—dire qu’en utilisant le théoreme de
Fubini la derniere expression peut s’écrire
A J
j A—j k
aY X Y [ e[ e e
=0

p=0 B,a€[0,n—1]4 JC[1...5]
|J|=p

J

A C %) W)) [Z’Aij('szrl,A)q)l} © i (21,7) V" ws(2)

Alors en utilisant le lemme B.3.1 nous obtenons finalement que le terme d’ordre A de
(B.3.2) est donné par

A
> ¢ (vEmtie!) wiEn
=0

ce qui en revenant a I’égalité (B.3.2) prouve 'associativité de xp.

B.3.2 Ordre d’opérateur

Nous allons maintenant prouver le théoreme 1.6.1. Nous reprenons ici les notations
de 'annexe A. Nous allons dans un premier temps prouver le lemme suivant qui est un
analogue du lemme de Wick bien connu en théorie des champs (voir par exemple e.g. [52])
puis nous verrons comment celui—ci permet de montrer facilement le théoreme 1.6.1.

Lemme B.3.2 Soient (a,b,c,d) € N* et fl@ f® ) o 4 des fonctions a valeurs
réelles appartenant respectivement a S((R"~1))2, S(R"1))?, S(R*~1))¢ et S((R*~1))<.
Pour tout p € N* et tout f® e S(R" 1), nous notons el (f®)) := IT-, ﬂm(f;p)) ce
qui a un sens car les my,(f) commutent deux a deux. De la méme fagon nous posons

apgp(f(p)) = [li— apm(f](p)). Nous obtenons toujours de cette maniere des opérateurs
non—bornés sur Fy; de domaine Fjy et laissant stable ce domaine.
Alors le produit d’opérateur 72%(f(@)p@0(f®)) . 7£8¢(f())p&d(f(D)) est donné par

>y I A0

IC[1Lb] o:1—[1,c] Jjel

o injective

a+c— a (c) d+b— d (b)
®ate|I) <f<>,f[[17€ﬂ\0(1)> @(d+b-1]) (f()’fﬂl,b]\l) (B.3.5)
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ot pour p = ¢ ou d et pour tout J C [1, p]] nous avons noté f‘(]p) = (f](c))jej e SRyl

Preuve: (lemme B.3.2)

Nous allons effectuer une récurrence sur ¢. Pour ¢ = 0, il n’y a rien & montrer. Considérons
maintenant le cas ¢ = 1. Donnons nous (a,b,d) € N3 et (f(@, f® f(d) ¢ S(R* 1)) x
S((R™1)) x S((R"1))4 et g € S(R™!) & valeurs réelles. 1 suffit de montrer 'identité
suivante

Tl (Sl (FP) - m(g)om (FO) = mpl et D (f0, g) gl (£, )
b

+iz </Rn1 f,ib)g> ®(a) (#(a)),@(d+b=1)( (d), f[[1 b]]\{k}) (B.3.6)

k=1
Pour démontrer (B.3.6), nous allons faire une récurrence sur b cette fois. Pour b = 0, il
n’y a rien a montrer. Supposons maintenant que pour b € N fixé et pour tout (a,d) € N
Pégalité (B.3.6) soit vérifiée. En utilisant alors les relations de commutation canonique

(CCR) (A.2.2) nous avons
T (FDon D (fOY) (g)wﬁd(f(d)) =
mot (£9) o5 (£73)) mml@)e @) (1510, £)

+i [/Rn Y g} . <f . ) <f[[ftﬂ1 ) <f(d)) (B.3.7)

On peut alors appliquer ’hypothese de récurrence au premier terme de cette derniere ex-
pression et on obtient finalement que 'opérateur 754 ( f (a))gpg(bﬂ) (fODY 7 ()24 (D)
est donné par ’expression

r8la+]) (f(a)’g> pR(d+b+1) (f(d)’f(b—i—l)) I
Zb: [/Rn_l flgb+1) ] ®a <f(a> Q(d+b+1—1) (f f[[(fal\{k})

i
k=1

. b+1 (b+1)

i |:/Rn f[f_:i ) :| ®a (f(a)) ®(b+d <f[[1—£]] f d>
c’est & dire que 'on obtient (B.3.6) au rang b + 1. L’identité (B.3.5) du lemme est donc
vrai pour ¢ = 1.

Supposons maintenant le lemme démontré pour ¢ € N fixé et pour tout (a,b,d) € N3.
Soit (f1, f®, flerD, f@) e S(R™1))* x S(R™))" x S(R"))*™ x S(R"1))? &
valeurs réelles. En utilisant I’égalité (B.3.5) pour ¢ = 1 nous obtenons que l'opérateur
7@ (f(a)) @b ( fb)y . @A) ( flet1)y,@d( £(d)) st donné par expression

0 (7, FEH) o (50 (1) (1)

+Z-i [/n_l f](b) 1(C+1):| 78 (f(a)> w%b 1) (f[[1 b]]\{k}> ®c (f[[QCJchlrl}]) 90®d <f(d)>

k=1
(B.3.8)
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Nous utilisons alors ’hypothese de récurrence dans chaque terme de 'expression (B.3.8) et
nous obtenons alors deux composantes, l'une correspondant au premier terme de (B.3.8)
est donnée par

Sy H/Rnlfﬂ(b e

JC[1,b] o:J—[2,c+1] jed
®(a+c+1— J F a p(C+1 p(C+1 Q(d+b—|J F(b) F d B 3.9
”m( ‘ I < ) [[2 c+1]]\g )(Fm( ‘ I) ( [[1,5}]\] ( )) ( c )

et Pautre, correspondant a la somme dans (B.3.8) est donnée par

b
K| +1 (b) pet1) (b) c+1)
)OI DID DR Ll U LV AR | O A

J=1 KC[1,b]\{j} o: K—[2,c+1] jeK
®(a+c+1 (IK]+1)) (a) plctl) @ (d+b—(|K|+1)) (d)
(f f[[2 c+1]]\g(K)> Pm (f[[l b]]\({j}UK)f > (B.3.10)

On se rend alors compte que 'on retrouve ces deux termes a partir de I'expression (B.3.5)
pour ¢ = ¢+ 1 en séparant les cas ou o n’atteint pas 1 € [1,c¢+1] et les casou 1 € [1,c+1]
est atteint par o. Nous obtenons ainsi I'expression (B.3.5) au rang ¢+ 1, ce qui termine la
preuve du lemme B.3.2.
|

Nous reprenons maintenant les notations de la section 1.6.3 et nous allons voir comment
le lemme B.3.2 permet de démontrer le théoreme 1.6.1 dont nous rappelons ici I’énoncé

Théoréme B.3.1 Nous notons © 'application linéaire définie par (1.6.9) p.45. Pour tout
A et B appartenant a S(P)[h] nous avons

O(A)O(B) = ©(A*p, B)

Preuve: (du théoreme B.3.1)
Pour prouver le théoreme B.3.1 il suffit de montrer que pour tout (k,1) € N2, Wk ¢ POk
et tout @ € P! décomposables nous avons I'identité suivante

0T O(d!) = O(T* «; 0 (B.3.11)

Soient (k,1) € N2, Uk = ¢y ©--- @ty € P et &' = ¢; ®--- © ¢y € PO Alors par
définition de © nous avons

0(Tr)e(d!) =
0
S S U () o () (00 o (B0 ) (312

IC[1,k] JC[1,0]

olt pour tout v = v1 ® - ©® v, € P®7 et tout I C [1,q] nous avons noté vy 'élément de
POHI défini par vy := Ojer vi et ot pour tout w = w; © -+ O wy € P®4 nous avons posé
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Tm(w) =TT T ((wi)e=0) et om (22) =TI mm (%\tzo) ce qui a un sens car les
Tm (f) commutent deux & deux de méme que les ¢, (f).

Nous pouvons alors utiliser le lemme B.3.2 pour calculer le second membre de (B.3.12)
qui devient alors

. _ oY,
> X Sy ey I [ e

IC[1,k] JC[1,l] KCI o:l—J

MWnk 0o
Tm (¢[[1,k]]\I®¢J\0(K))SDm< o O o )

Alors en inversant l'ordre des sommations sur K, o et I,.J nous obtenons finalement

. 0
> > (=) H/Rn_la—li%(j)

KC[1,k] o:K—[1,]] JjEK

o B 9
oo (—plEEIEE (wf®¢<u1,zﬂ\o<K>>\J)%0m< (ﬂlgﬂ\m\[ © gf)

IC[1L,E\K

JCL\o(K)
ol nous reconnaisons exactement l’expression de © (¢[[1,k]}\1 @¢[[1,l]1\a(K))- Finalement
nous obtenons l'identité suivante

owhe@)= > >  F]] / B %%(j) © (Yrrni © Ao
KC[L,k] o:K—[1,] jek R"
(B.3.13)
Voyons maintenant 1’expression de Uk, d! avec UF = P1 O Yy et Pl = P1O-- O ¢y
Tout d’abord d’apres la définition 1.6.2 p.42 des opérateurs 0P (z) et i’(z) nous avons pour
tout p € N et tout z € &Y

" k F iy o)
P (2)U" = Z Z T(Za) Y[k

1<i1<--<ip<k 0€S, La=1

p
ip(z)‘l)l = Z Z H gbjw(@)(zﬁ) Qb[[lJ]]\J

1< < <jp<IreS, | B=1

ou nous avons noté d(z) opérateur 8?0 0)(2). Alors en insérant ces dernieres expressions
dans la définition 1.6.3 p.42 du produit *; nous obtenons

o
et => om0 > ] /Rn_l 2 Poli) | Y © Spnow)  (B:3.14)

p>0  JC[Lk] o:J—=[L,0] |jE€J
|J|=p

Alors en comparant cette derniere identité a (B.3.13) nous obtenons exactement (B.3.11).
[
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B.3.3 Produit Normal

Nous allons donner la preuve du théoreme 1.6.2 relatif a 'ordre de Wick. Ce théoreme
se montre de maniere tout a fait similaire au théoréme 1.6.1, nous nous bornerons donc a
expliquer les modifications a apporter a la preuve.

Tout d’abord nous avons le lemme de Wick suivant qui est ’analogue du lemme B.3.2

Lemme B.3.3 Soient (a,b,c,d) € N* et fl@ f® ) o 4 des fonctions a valeurs
réelles appartenant respectivement a S((R"~1))2, S(R"1))?, S(R*~1))¢ et S((R*~1))<.
Pour tout p € N* et tout f € S(R* )P, nous notons a'®(f®)) .= IT-, aT(f](p)) ce
qui a un sens car les a'(f) commutent deux & deux et de la méme facon nous posons
a®r(f®) =TI, a(f}").

Alors le produit d’opérateur at®®(f(@))a®b(f®)) . at®c(f(0))a®d(f(d)) est donné par

> % (I w0 R )dr

IC[1,b] o:I—[1,c] \J€l

o injective
®(a+c—|T a (C) R(d+b—|1 d (b)
aT ( ‘ D (1( )7 7[[1,0]]\7(1)) a ( I I) <1( )7} [[Lb]]\I) (B3|f))

Preuve: (du lemme B.3.3)
Ce lemme se démontre exactement de la méme fagon que le lemme B.3.2. Il suffit de
remplacer les opérateurs m,,(f) par a’(f) et les opérateurs ¢,,(f) par a(f), et alors en
utilisant I’expression (A.2.4) du commutateur de af(f) et a(g) nous obtenons exactement
(B.3.15).
|

Nous considérons le produit *yp et Iapplication Oy que nous avons définis dans la
section 1.6.4. Nous avons alors le théoreme 1.6.2 dont nous rappelons 1’énoncé

Théoréme B.3.2 Pour tout P, appartenant a S(P)[[h]] nous avons

Ow (P)Ow (Q) = Ow (P xw Q)

Preuve: (du théoreme B.3.2)

Ce théoreme se montre de la méme facon que le théoréme B.3.1. Donnons nous (k,[) € N2,
Uk =9 @ O € PO et & =1 ©--- @ ¢ € PO Alors en suivant les mémes étapes
que pour obtenir (B.3.13) dans la preuve du théoréeme B.3.1 et en remarquant que nous
avons

acu).a' (7)) = ([ wE)HEIHEAT ) id
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nous obtenons

O (IO (@) =

> {H /Rnl M(?)@(?)%(?)d?} Ow (Y api © Opp\o(x))

KC[Lk] o:K—[Ll]] |jeK
(B.3.16)

Et de la méme fagon que nous avons obtenu (B.3.14) nous avons

el =Y Y Y {H / N u(?)@(?)@(?)dzl YA OO ()

p>0  JC[Lk] o:J—[1,1] | j€J
|J|=p

ce qui avec (B.3.16) nous donne le résultat.
[ |
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Annexe C

Preuves du chapitre 11

Dans cet annexe, nous allons donner les preuves des résultats du second chapitre, c¢’est—
a—dire essentiellement la preuve du théoreme I1.4.1 relatif au calcul perturbatif d’obser-
vable ainsi que la preuve du théoreme I1.5.1 d’existence de solutions obtenu en utilisant
les séries de Butcher. Nous expliquerons ensuite comment nous avons pu retrouver la
formulation d’Heisenberg & partir des séries de Butcher.

C.1 Calcul perturbatif d’observables

Dans cette section nous allons prouver le théoreme I1.4.1. Nous rappelons que nous
avons défini une famille de fonctionnelle (¥(b))yer(2) (voir la proposition—définition 11.4.2
page 68). Une premiere étape consiste & montrer la proposition—définition 11.4.2 assurant
que la famille (¥ (b))per(2) est bien définie.

Nous montrerons alors le théoreme 11.4.1 dont nous rappelons I’énoncé

Théoreme C.1.1 i. Soient 1 € EY*, p € € et s € [0,T) fixés. Alors la série entiére

S NI (b, 0)) (C.1.1)

bET(2)

a un rayon de convergence R non nul, plus précisément nous avons

r> (10,077 [lote)lne + ||§—f<s>quD_l

ou M est la constante définie par M := max(%, 1) et Cy est celle apparaissant dans
la proposition 11.4.1.

ii. Soient ¢ € & une solution de I'équation (Es), (O + m?)¢o + A\p? = 0, et ¢ €
C2([0,T), H=972) C £ telle que (O 4+ m?)y = 0 dans H~9. Alors si la condition

8IACM2T ¢l (1 + INCeTliglle) < 1 (C.1.2)
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est vérifiée, la série entiére (x) converge pour tout s € [0,T] et de plus pour tout
s € [0, T] nous avons I’égalité suivante

> N w3 M (o 0)) = ($30.) (C.13)

bET(2)

Tout d’abord nous montrerons la premiere partie du théoréeme c’est—a—dire la partie concer-
nant le rayon de convergence de la série (C.1.1). Puis nous nous attaquerons a la preuve
de la deuxieme partie en effectuant dans un premier temps des calculs algébriques avant
de montrer 1'égalité (C.1.3) elle-méme.

C.1.1 Rayon de convergence

Nous allons tout d’abord montrer la proposition—définition I11.4.2. Nous prouverons
ensuite que le rayon de convergence de la série (C.1.1) est non nul.

Introduisons quelques notations. Tout d’abord deux arbres binaires plans jouent des
roles particuliers dans la construction de la famille (¥ (b))yer(2) : I'arbre binaire o réduit a
une racine et v I'unique arbre binaire ayant un seul noeud interne.

o = e et Y = \ /

Nous allons maintenant introduire pour b € T(2), b # o, a € {0,1}P1, ¢ € [0, T)I*I et
f e (HDPI 1es fonctions G(b) (¢, f) € €2 ([0,T], HY) continues par morceaux sur [0,7] &
valeurs dans HY.

Soit b € T(2), b # o alors il existe by et by des arbres binaires plans tels que b =
B, (b1, by). Soient a = (oM, o) e {0,1}1011 x {0,1}1P21 ¢ = M), ¢@)) e [0, 7)1 x
0, 71102l et £ = (fO, f@) e (HO)IPI s« (Ha) P2l Alors si by # o et by # o nous définissons
Ge(b)(t, f) par

G (b)(t, f)(7) = /O S [@ (0 B0, 7)) (m — 7)

/OT dns [G * (ga(Q)(bQ)(t@)’f(2))(772))} (p—7) (C.1.4)

ou G f a été défini p.67. Considérons maintenant les cas (by = o,bg # o) et (by # o,by = o).
Nous nous donnons b # o, a € {0,111 ¢ € [0, 7]l et f € (H)IYI & € {0,1}, i € [0, 7],
g € HY9. Alors nous posons

GO (B (0,0) (1), (f, /)(T) = GO (B (b, 0)) (1), (f. F))(7) =
T
(G )T~ T)/O dn [G (G (0)(L, F)(n)] (n —7) (C.1.5)

ott GO% f := G f et ou pour tout f € H?, t € [0,T], nous avons noté (Gl * f) (t) 'élément
de HY tel que Vk € R™ _

(G f) (t)(k) := 6(t) cos(twy) f (k) (C.1.6)
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Enfin pour (by,b) = (0, 0) nous posons pour tout a = (ay,az) € {0,1}2, f = (f1, f2) €
(H9)? et t = (t1,t2) € [0,7T)?

G, (1) := (G f1) (t1 = 7) (G % fo) (ta — 7) (C.1.7)
Nous avons alors le lemme suivant

Lemme C.1.1 Pour tout b € T(2), b # o, a € {0, 1}l ¢ € [0, 7)I0I et f e (HDIPI Ia
fonction G*(b)(t, f) est bien définie et est continue par morceau de [0,T] dans H?. De plus
pour tout T € [0,T] nous avons

1G ), £)(T) e < % (©M2T) " 1]l 1 oy (C.18)

Preuve: (du lemme C.1.1)
Nous allons montrer le lemme C.1.1 par récurrence sur le nombre de noeuds internes |b|
de b.

Si b= v alors G*(Y)(¢, f) est donné par (C.1.7). Alors en utilisant les définition (I1.4.2)
et (C.1.6) de G° % f et G' * f nous obtenons facilement que G*(Y)(t, f) appartient &
C2 ([0,T], H?). Soient o = (a1, a2) € {0,1}2, f = (f1, f2) € (H)? et t = (t1,t2) € [0,T)?,
7 € [0,T]. Alors d’apres la proposition I1.4.1 nous obtenons

1G% ()@ ) (T)a < Call (G2 f1) (81 = 7) e[| (G2 * f2) (B2 = 7) || e

Or d’apres la définition de GO f et G« f nous pouvons facilement voir que || (G x f;) (t;—
)|lge < MO(t;—7)| fill e ot M = max(1, L) ceci pour tout j € {1,2} ce qui montre que
le lemme est valide pour b = v.

Supposons maintenant le lemme vrai pour tous les arbres binaires plans b € T(2)
tels que 1 < |b] < N avec N € N* fixé. Nous nous donnons alors b € T(2) tel que
|| = N +1 > 2. 11 existe alors (by,b2) € T(2)? tel que b = By (by,b2) et nous avons
nécessairement |b1| < N et |by| < N. Soient a = (oM, a®) e {0, 1}l x {0, 131121l
t = (W @) 0,7l x [0, 7]l et f = (fOV, @) e (Hq)HblH % (Hq)||b2||_

Si by # o et by # o alors G*(b)(t, f)(7) est défini par (C.1.4). Or par hypothese le lemme
C.1.1 est vrai pour by et be. Ainsi Vj € {1,2} I'application

r— | Canfes (07 )9, 19 m)] (-7

est bien définie et appartient & C ([0, T], H?). Alors d’apreés la proposition I1.4.1 la fonction
GY(b)(t, f) est bien définie par (C.1.4), appartient & C2, ([0, T], H?) et nous avons de plus

Ha

19° )t Nl e < C /0 S | e (0 @0, 70 )] - )|

/OT dna || [G+ (67 o) (. £P) ) | (2 = 7)|

Ha
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Alors d’apres la définition 11.4.2 de G * f nous avons en utilisant I'inégalité C.1.8 vérifiée
par by et by
16° )&, F)T)le < Cude? (Cudr>T) ™ T2 )

ol par abus de notations nous avons noté || f|| le produit Hfl(l) [ Hfﬁ;f” HHfl(Q)H o Hfﬁg)” I|.
L’inégalité (C.1.8) est donc vérifiée pour b = By (by,be).

Il ne nous reste plus qu’a traiter les cas (b = o,by # o) et (by # o,bg = 0). Si by # o
et by = o alors G¥(b)(¢, f)(7) est donné (C.1.5) et par hypothese le lemme C.1.1 est valide
pour by. Alors en utilisant les définitions de G * f, G' x f et la proposition 11.4.1 nous
obtenons facilement que G*(b)(¢, f) € C2,([0,T], H?) et

19°®)E Ol < Cy || (675 72) ¢ =7 |

Ha

[ am | e« (@ w06 Om)] on )|

0 Ha

Alors en utilisant le méme raisonnement que pour le cas précédent nous obtenons finale-

ment

C,M?
T

T
|b1] 1 |b1|+1

I9°0) 0 Nl < 5= (CAPT) " f1 [ dmbln =) < 7 (C327)™ )
Ainsi I'inégalité (C.1.8) est vraie pour b = By (by,0). Pour traiter le cas by = o, by # o il
suffit d’échanger les roles de by et by dans ce qui précede.
|

Nous sommes maintenant en mesure de donner la preuve de la proposition I1.4.2. Nous
allons en fait prouver un résultat plus précis dont voici I’énoncé

Proposition C.1.1 Pour tout b € T(2) l'opérateur Y (b) : £ — EIVI* est bien défini
par (IL.4.4) page 68 et pour tout b € T(2) et b # o, nous avons Vi) € £, a € {0, 1}l
vt e [0, Tl et Vf e (H9)IPI

e T
<%<f%f> - [ arwem.emene) (C.19)

Preuve: (de la proposition C.1.1)
Nous allons encore une fois effectuer une récurrence sur le nombre |b| de noeuds internes
de b.

Sib = v alors la définition (II1.4.4) nous donne Y(v) = T ainsi en comparant la définition
(I1.4.1) p.67 de Y et 'expression (C.1.7) de G*(¥)(¢, f) nous voyons que I’égalité (C.1.9)
est vérifiée.

Supposons maintenant que la proposition C.1.1 est vraie pour tous les arbres binaires
b € T(2) tels que |b] < N avec N € N* fixé. Soit b € T(2)n+1 alors il existe (by,b2) €
T(2)? tel que b = By (by,bs). Alors soient a = (a1, 0) € {0,1}%, f = (f1, f2) € (H?)?,
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t = (t1,t2) € [0,T)? et enfin U = > U](l) ®U;2) appartenant & (£1%)%? alors par définition
nous avons

<ala (Y (b1) @ Y (b2)) U(t)’ f>

ote

8|a(1)|T(b1)U(1) a‘a(Q)‘T(b2)U(2)
-2 =), s i)y, 4@
r < a(t1))a ), f @) @), f (C.1.10)

Si by # o et by # o alors par hypothese (C.1.9) est vraie pour by et be. Ainsi le second
membre de (C.1.10) devient

[ i [ <Z Utrma) (6 (), ) () . (0 (b0, f<2>><72>))>

(C.1.11)
Alors en utilisant cette derniére expression et I'inégalité (C.1.8) du lemme C.1.1 nous
obtenons finalement

A1l (Y (by) ® T(ba)) U
< T <t>,f>

|b1]+]b2

< (Cd2T) " T )

Ainsi puisque (£1%)%? est un sous-espace dense de £2* 3 T(1)), la derniere inégalité nous
assure que (T(by) ® Y(bo)) est bien défini comme opérateur allant de £2* vers EIP1*. Nous
pouvons donc bien considérer la composition (T (b;) ® Y(b2)) o Y. Enfin soit 1 € £* alors
Y () € £%. Donnons nous une suite (U, ), d’élements de (£'*)®? convergeant vers Y (¢)
dans £2* (une telle suite existe par densité). Alors pour tout n 'expression (C.1.11) devient

ol (T (by) @ T (ba)) Uy
< e (t>,f>

_ /OT ar /OT ar, <Un(ﬁ’72)’ <(ga(” (t(1)7f(1))(7'1)) 7 (gam) (t(2),f(2))(72)>>>

En faisant alors tendre n vers 4+oo dans cette derniére expression et en utilisant les
définitions (I1.4.1) et (C.1.4) de T et G*(B (b1, b2))(t, f) respectivement, nous obtenons
finalement ’égalité (C.1.9).

Enfin les cas by # o0,bo = 0 et by = o, by # o se traitent suivant le méme procédé.
|

Nous pouvons faire remarquer que si nous utilisons l'inégalité (C.1.8) du lemme C.1.1
dans 'identité (C.1.9) nous obtenons I'inégalité suivante

[o]

b € T(2)\ {o} ; IT(®)[| < (CqM>T) (C.1.12)

qui va nous permettre de montrer facilement la premiere partie du théoreme C.1.1.
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En effet donnons nous ¢ appartenant a £ alors la proposition C.1.1 nous assure que
pour tout s € [0,7] et pour tout b € T(2) nous avons

[lo]]
— b agp

(20 (-0 0)| < (€M) ) Ws)rrm + 155 ()
alors en utilisant le fait que le nombre d’arbres binaires plans b tels que |b| = N est majoré
par 4V (voir I'excellent livre de Robert Sedgewick et Phillipe Flajolet [53] pour une preuve

de ce résultat) nous obtenons finalement la premiere partie du théoréeme C.1.1 i.e. la série
>
entiere ZbeT@)(—)\)'b' <\If(b) s, (p, ... ,g0)> a un rayon de R vérifiant

r (1007 fleln + 1% @l] ) >0

Remarque C.1.1

Nous avons utilisé ici le fait que pour tout b € T(2), ||b|| = |b|+ 1. Dans le cas des p—arbres,
cette propriété est remplacée par |p|| = (p — 1)|b] + 1. Notons que nous n’avons pas de
propriété analogue pour les arbres plans généraux.

C.1.2 Calculs algébriques

Nous allons maintenant nous pencher sur la deuxieme partie du théoreme C.1.1. Nous
fixons donc ¢ € & solution de I'équation (Es) i.e. telle que (O + m?)p + Ap? = 0 et
¥ € C3([0,T), H-9%2) C &Y telle que (O +m?)y = 0 dans H~9. Donnons nous N € N,
nous allons étudier Ay défini par

Ayi= 3 (NI (RO, (o, 0)) = (v00,) (C.1.13)
bET(2)
bl<N

Nous devons maintenant montrer que Ay tend vers 0 lorsque N tends vers +oc.
Fixons un temps s dans l'intervalle [0,7]. Considérons l'espace F C &£ défini par

F:=C*([0,T),HY) N ([0, T), HT+?)

et Vopérateur P : £ — F* tel que pour tout U € £ et pour tout ¢ € F
— — $
(PU, @) = <U35,s0> - <U30,<P> +/ dr (U(7), (3 +m?)e(r)) (C.1.14)
0

ici O+ m? est Vopérateur O +m? : F — C°([0,T], H?) défini par O = g—; — A. Soit k un

entier k& € N2 alors pour tout I C [1, k] nous notons PIk I'unique opérateur PIk L a—

—~k

F tel que pour tout élément décomposable U = U; @ - - - @ Uy, de (E)®F et pour tout
X que p p k p
o= (p1,..., 1) € FF

<PIkU,<p> = H <PUZ’,SDz‘> H/OS <Uj(7—j)’90j(7_j)> de

iel jeI
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Il est facile de voir que Pf est bien défini par densité de (£1*)®F dans £F*.

La fonction ¢ € £ est une solution de (E3) ainsi d’apres la proposition 11.4.1 ¢ appar-
tient & F. Nous pouvons donc considérer (PU, @) pour U € £,

Soit b un arbre binaire plan tel que b # o. Nous notons alors k le nombre de feuilles de

b, k := ||b]|. Alors d’apres la définition 11.4.2 p.68 de Y (b) (et donc de ¥(b) = Y(b)y)) nous

obtenons facilement que Vj € [1,k], Va € {0,1}* nous avons a“gz(b) = 0 et d’autre

t;=0
part (O 4 m?)p = —Ap?. Ainsi d’apres la définition (C.1.14) de P nous avons 'égalité
(W3 (o v0)) = 3 NTPRRE), (7, h) (C.1.15)

IC[1,k]

oﬁa§:2sij¢letalesinon.

Pour le cas b = o nous avons le lemme suivant

Lemme C.1.2 Pour tout v € C%([0,T], H~9*2) tel que (O+m?)y = 0 dans H~? et pour
tout ¢ € & solution de I’équation (E2) nous avons Vs € [0, T

<w3;,s0> ¢50, A/ )dr (C.1.16)

c’est—a—dire (P, ) = 0 pour tout ¢ € & solution de I'équation (Es).

Preuve: (du lemme C.1.2)
Soient ¢ € C%([0,T], H~%"2) telle que 8t2 — A +m?y) =0 dans H 9 et ¢ € £ solution

de (Es). Alors puisque v et ¢ sont des fonctions C? la fonction f : ¢ — <¢ Oy ,go> est
dérivable sur [0,7] et pour tout ¢ € [0, 7]

i = (S @(t)> - (v, %<t>>

—AYp+m?p=0et &£ atg — Ap +m?p = —\p?. Nous avons donc

() = (0, (8 = o) — (900, ZE0 ) = A (010 0)

ce qui nous donne en intégrant sur [0, s]

Orvyetp vérifient 2 atg

(63.) = (60.0) = £6) = 1O = [ (v ar (€117
c’est—a—dire (C.1.16).

|
Revenons maintenant a la somme Ay définie par (C.1.13). D’apres (C.1.16) et (C.1.15)
nous avons
2N-1

Ay = Z MSTNY (- \b\< (b),(<pa{,...,<pa£)> (C.1.18)

1<k<N beT(2) IC[1, k]]
OsISE |b]|=k |I|=k—
k=3

HARRIVEL R. 115



THESE - C.1 concours 01/04

avec ozjl- =2sij¢let oz]I» = 1 sinon.

Soit 6 € N* tel que 8 < N. Considérons A]ﬁv le terme d’ordre 8 par rapport a A dans
le membre de droite de (C.1.18), il est donné par

Af = 3 )PP R0, (e 0))

bET(2)
llol|l=p

DD D IR '“‘< (a),(soo‘{,-..,soai)> (C.1.19)

1<I<k<Ba€cT(2) IC[1,k]
k+l=3 | a|=k |I|=k-1

Etudions la premiere somme dans (C.1.19).
Pour tout E € {o,v}* nous noterons n.(E) le nombre d’occurences de v dans F c’est—
a—dire
ny(E) := Card{i|E; = v}

Nous avons alors le lemme suivant qui est en quelque sorte la clef de la démonstration.

Lemme C.1.3 1. Soit b un arbre binaire plan ayant (3 feuilles avec 3 > 2. Alors nous

avons B Z Z (_1)‘a| _ (_1)|b|

1<I<k<B a€T(2) ; |lall=k
k+i=8 Ee{o,x}* tel que
ny(E)=l et Exa=b

2. Soient p € N* et a € T(2) tels que |la|| = p et E € {o,¥}P alors nous avons
|E < al| =p+n(E) et

Ig

Ty ol a
(PEE) BB x a), (o0 r0)) = (PR, (005 )

1

ou I :={j € [1,p] tel que Ej = o} et ot ;¥ =2 si j ¢ Ip et 1 sinon.

Nous renvoyons le lecteur a la section C.1.4 pour la preuve de ce dernier lemme.
Le point 1 du lemme C.1.3 nous donne directement 1’égalité

> P(PY PO (00 0))

bET(2)
llol|=p

S Y (- )\al<p[§m]\y(Eo<a) (o, ,@)> (C.1.20)

1<ISk<B a€T(2) ; |lal|=k
k=6 Eec{o,x}*|ny(E)=l
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Or E € {o,Y}? est entierement déterminé par p et I ainsi d’apres le deuxiéme point du
lemme C.1.3 et I’égalité (C.1.20) nous avons

> DR ), (e 0))

beT(2)
lloll=p

DD D SECHLRC L ONCEINES)

1<I<k<Ba€T(2) IC[1,k]
k+l=B |a|=k |I|=k—1

alors en insérant cette derniere égalité dans (C.1.19) nous obtenons finalement que pour
tout 6 < N nous avons Ag = 0. Ainsi le terme d’ordre 3 dans le membre de droite de
(C.1.18) s’annule ce qui montre que Ay est d’ordre au moins N + 1 par rapport a A.

Il nous faut maintenant nous occuper des termes d’ordre supérieurs de maniere & mon-
trer que Ay — 0 quand N — oco.

C.1.3 Etude analytique

Nous avons vu que tous les termes d’ordre § < N du membre de droite de I’égalité
(C.1.18) s’annulent. Nous avons donc

2N—1
D D DD DN ‘b‘< (b),(¢a{,,__,@a£)> (C.1.21)
B=N+1 1<I<k<N beT(2) IC[1, k]

kH=0 b=k |I|=k~

Pour finir de prouver le théoreme C.1.1 il nous suffit ainsi de majorer la valeur absolue du
membre de droite de cette derniére inégalité de maniére a prouver que Ay tends vers 0
quand N tends vers +oo. Or nous avons le lemme suivant

Lemma C.1.1 Soient k € N* avec k > 2 et b € T(2) tel que ||b]| = k. Alors pour tout
I C [1,k] et ¢ € EY et toute solution ¢ € £ de (Ey) nous avons

I I 1 _ E_
(PR (o h)| < & @+ WG Telle) 26D (€Tl ]
(C.1.22)
Ce dernier lemme va nous permettre de finir la preuve du théoréme. En effet en insérant

Pégalité (C.1.22) du lemme dans (C.1.21) et en utilisant le fait que le nombre d’arbres
binaires plans vérifiant |b| = k est majoré par 4¥, nous obtenons

|An| <
2N—1
H¢||1* Alo.T B 4kflck‘—l 2 Ao k—1 M2(k71) C.1.2
T > (NCTIelle)” > w2+ [MCTlelle) (C.1.23)
B=N+1 1<I<k<N

k=3
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Notons B la quantité B := |A\|C,T'||¢|le alors d’apres (C.1.23) nous avons

|AN| < Cqllelle ]l > Cr T (4M*B)* 1B (2 + B)* !
1<I<k<N
N+1<k+I<2N-1
Or pour tout (k,1) € (N*)2 tel que 1 <I<k<Net N+1<k+1<2N —1 nous avons
k > [N/2], ainsi 'inégalité précédente implique
N

|AN| < Cyllelelllle D> (AM?B)* ' (2+2B)" (C.1.24)
k=[N/2]

Mais si la condition (C.1.2) est satisfaite alors nous avons 8M2B(1 + B) < 1 et (C.1.24)
nous assure ainsi que Ay tend vers 0 quand N tend vers l'infini.

Il ne nous reste plus qu’a prouver les lemmes C.1.1 et C.1.3 pour compléter la preuve
du théoreme 11.4.1.
Preuve: (du lemme C.1.1)
Notons P l'opérateur P : E* — F’ défini pour tout U € E* et pour tout p € F par

<]5U, g0> = <U<(9—;,90> + /05 dr <U(7’), (O+ mz)gp(7)> (C.1.25)

Pour tout k£ € N* et tout I C [1, k] nous notons alors ]5}“ I'unique opérateur 15}“ A

—~k
Q@ F tel que pour tout élément décomposable U =U; ® - -+ ® Uy de (51*)@1‘C et pour tout
Y= (901"-'7@k) Efk

<15}“U, <p> =11 <15Ui, wi> I1 /S (U;(7), 4(75)) dr;
ig1”"

el

En developpant I'expression (C.1.25) on montre facilement que ﬁlk est bien défini et que
pour tout U € (E1*)®* nous avons

(PRU.o)| <100 3 TT 2ealle TT 71O +m0sll e TT Tl

JcIagd BeI\J e[,k

. ||
De plus comme pour tout b # o, Vj € [1,k], Va € {0,1}* nous avons BT\I;(I)) =0,
tij=s
nous obtenons finalement que pour tout b # o nous avons PFW(b) = PFU(b).
Soit ¢ € & une solution de (E3) alors puisque (O + m?)p = —Ap?, la fonction ¢
appartient & F il en est dons de méme pour ? d’apres la proposition I11.4.1. Alors en
appliquant I'inégalité précédente a (¢1,...,¢r) = (gpo‘{, el cpo‘i) nous obtenons finalement

ol ol _ -
(PFOE), (0| < @+ INCT e le) ™ () M1 @)k (C.1.26)

ce qui, avec I'inégalité (C.1.12), nous donne l'inégalité (C.1.22) recherchée.
|
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C.1.4 Combinatoire sur les arbres binaires plans

Pour finir de prouver le théoreme I1.4.1 il nous suffit de démontrer le lemme C.1.3. Nous
allons tout d’abord montrer la premieére partie du lemme c’est—a—dire le lemme suivant

Lemma C.1.2 Soit b un arbre binaire plan tel que (3 := ||b|| > 2. Nous avons alors

> > (1)l =0 (C.1.27)

0<I<k<B  a€T(2),||lal|=k
k=6 Be{o,y}*|n, (E)=l
tel que Exa=b

Preuve: (du lemme C.1.2)
Soit b € T(2) tel que B := ||b|]| > 2. Notons L l'entier défini par

L := max{i € N tel que
Ja € T(2), ||lal| = 8 —4, 3E € {o,v}? " tel que ny(E) =i et E xxa=b}

Puisque 8 > 2 nous avons L > 1. Notons par ailleurs K 'entier K := 3 — L et prenons
AeT(), ||A| = K et E € {o,v}¥ tel que E «x A =b (nous avons alors nécessairement
Ny (E) = L). Remarquons que A est alors unique : il est obtenu en supprimant toutes les
paires de feuilles de b attachée au méme noeud interne. Notons I I’ensemble des indices
1 <i < K tels que E; = v et pour tout J C I nous désignerons E” le K-uplet E/ :=
(E{,...,E{) € {v,0} ou pour tout j € [1, K], EJJ est défini par

J vy sijed
Ej: ..
o sije[l,K]\J

Exemple C.1.1

Nous allons traiter un exemple pour fixer les idées. Considérons I’arbre b € T(2) défini par
le graphe suivant

b=

Alors dans ce cas nous avons L = 2 et I'arbre A que nous avons construit précédemment
est donné par

A=

et avec les notations précédentes E= (v,o0,v) et I = {1,3}. Remarquons que nous avons
bien dans ce cas E oc A = b. Enfin nous avons E{'} = (v, 0,0) et B3} = (0,0, v).
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Soient k et [ des entiers tels que 1 <1 < k < G et k+ 1 = 3. Alors pour tout a € T}, tel
qu’il existe E, € {o, Y}k vérifiant b = F  a, il existe un unique sous—ensemble J C I de
I tel que a = E7 oc A et nous avons alors k > |J| = [ > 1. Par ailleurs pour tout J C I
tel que |J| > 1 il existe un unique (K + |J])-uplet E € {o,v}**VI n (E) > 1 tel que
E « (E’ o A) = b. Nous avons ainsi I’égalité suivante

_ Z Z (=1l =0 — Z (_1)\E‘IO<AI

0<I<k<B a€T(2),)|a|=k JcI
=B pe{o,v}*n, (B)=l I7I1<L
tel que Exa=b

mais |E7 o« A| = K + |J| — 1 ainsi I'égalité précédente se réduit a

L
_ Z Z \a| _ ZC K+l71 _ (_1)K(1 - 1)L -0
=0

0<ISk<B  a€T(2),/all=k
k=5 Befo,x}*|ny(B)=l
tel que Exa=b

ce qui finit la preuve.
|
Voyons maintenant la seconde partie du lemme C.1.3 c’est—a—dire le lemme suivant

Lemme C.1.4 Soient p € N*, a € T(2) tels que |la|]| = p et E € {o, ¥} alors nous avons
|E < al =p+n(E) et

Ny QIE CVIE
(P (B xa), (o, ,9)) = (PR (@), (62170 (C.1.28)

ou Ig :={j € [1,p] tel que E; = o} et a]I.E =2sij ¢ Ig et sinon.

Preuve: (du lemme C.1.4)
Tout d’abord nous allons traiter le cas ny(F) = 1 nous verrons ensuite comment généraliser

le résultat. Pour j € [1,k] nous définissons EUF) = (Ey’k),...,E,(ﬁj’k)) € {o,v}* par
EYM —osir # jet EJ(-]’k) = v. Soient t € [0,T)*Let (f1,..., fr_1) € (H9)¥. Considérons
alors 'élément W(a)V17} (¢, f) de £V défini par

(2@ (1, f)(r).g) =
(\I’(a)(tl, PN ,tjfl, T, tj+1? ce atk;—l), (fl, ce ,fjfl,g, fj, ce >fk—1)> (C129)

Alors par définition de W(b) = Y (b)1) nous avons W(EUH) « a) =T [\If(a)v{j}(t, f)] € &>

Alors nous avons le lemme suivant

Lemme C.1.5 Soient 1) € £* et ¢ € & solution de (E2). Alors nous avons

(P2 (10). (00 = [ (wlr) o) dr (C.1.30)
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Preuve: (du lemme C.1.5)
Donnons nous ¢ € £* et ¢ € &£ solution de (Fs). En revenant & la définition 11.4.1 de T
on montre tres facilement que l'on a

<(m) 8,92, (p, / dT/ dkl/ dkaM (s, 7, k1 )M (s, 7, ko )(7, k1 + ko) (C.1.31)

ot1 pour tout (¢,7) € [0,T]? et pour tout k € R la quantité M(t,7, k) est donnée par
sin(t — 7)) D(1)

M(t,7,k) := cos((t — T)wk)W(kz) — o 5

(k) (C.1.32)

Nous pouvons alors voir 'égalité (C.1.31) comme <(T1/)) <8—;®2,(g0, g0)> = u(s) ol u :

[0,7] — R est la fonction continue définie par

/ dT/ dkl/ Ak M (t, 7, k)M (s, 7, ko )b (T, ky + ks)

D’apres la définition (C.1.32) de M (¢, 7, k) nous voyons que u est dérivable sur [0,77] et
pour tout ¢ € [0,7] nous avons

L (t) = /( ) dherdkag (1) (k1 )M (5,7 ko) (2) (k1 + ko)
/ dT/ dkldkgsm(( )“”‘“) Po(t) (k1) M (s, 7, ko) (7) (ki + k2)
(R7)2

Alors puisque u(0) = 0 nous obtenons par intégration u(s) = [; «/(t)dt ce qui nous donne
en utilisant Pexpression de u/(t) précédente

(o0 Tt gt = [[ar [ kg0 o, m k)P0 + 12
/dt/ dT/ dkld/@“n(( )“”“) Po(t) (k)M (s, 7, k) (7) (k1 + k) (C.1.33)
(n

ot P est I'opérateur de Klein-Gordon P := O + m?.
g
Décomposons alors 1’égalité (C.1.33) comme suit : <(T1/1) 0s %2, (o, <p)> = v(s) + w(s)

ou les fonctions v, w : [0,7] — R sont définies par

t ——— —
_ /0 dh /( . ko) )M 7)) O+ o)

t min(t,t1)
w(t) = —/ dtl/ dT/ dklde
0 0 (R™)2

sin((hw; T)wkl)ﬁ(tl)(kl)M(t, T, kQ)@(kl +k2)

1
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Nous voyons alors que les fonctions v et w sont dérivables sur [0, 7] et pour tout ¢ € [0, T
nous avons

o (1) = / ey ko p (1) (1) () (k) (D) (. + )

= [an [ ainan O G ) P ) s+ 1)

2

et

s min(t1,t)
! t) :/ dtl/ dT/ dklde
0 0 (R™)2

sin((t1 — 7)wr,) Sin((t - T)wkz) Do (1) (51 ) Poo(£)

P (1) (k) P (1) (ko) ib(7) (k1 + ko)

wkl 2

“f afo. d’“d’”m(( 020 ) ) 0) () ) O+ )

Alors comme encore une fois v(0) = w(0) = 0 et puisque par hypothese Pp(t) = —A@?(t)
nous obtenons en revenant & la définition (I11.4.2) de G x f

(@ e w)> -
[ ar ey v [a [ar (o (6 PO ) o)
+ )\2/0 dt1/0 dt2/0 dr (P(7), (G * (@*(t1))(tr — 7)) (G * (©*(t2))(t2 — 7))
Alors d’apres la définition (C.1.14) de P et en remarquant que %ﬁ? = 0 sur {0} x [0,T]

et [0,7] x {0} nous voyons que cette derniere égalité se réduit a (C.1.30).
|

D’apres le lemme C.1.5 nous pour tout ¢ € & solution de (F3)

(PR [#@ e D) o)) = | (1@ i, ) (©13)

Alors en utilisant la définition (C.1.29) de ¥(a)VU}(t, ) nous trouvons finalement que
le lemme C.1.4 que nous cherchons & démontrer est vrai si E = EUR) ¢est-a—dire si
ny(E) = 1.

Voyons maintenant le cas général. Soient M € N* et E € {o, v}* tels que ny(E) = M.
Alors nous définissons Jg C [1, k] comme étant I’ensemble des indices j € [1, k] tels que
E; = v alors comme n,(E) = M nous avons |Jg| = M. Notons Jg = {ji,...,jm} ou
dm < jm-1 <+ < j1. Alors on montre facilement que nous avons

b = E xX aq = E(jﬂf7k+M_1) X (E(jﬂf*17k+M_2) o (. NG’ (E(Jl?k) o a)) . .)
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Ainsi si nous notons aq 'arbre binaire plan a; := EUM-1k+M=2) o ( x (E(jl’k) x
a))---) nous avons b = E oc a = EUMKM=1) o ) Alors pour tout

t{jM} = (tlv s 7tjM—17 tjM-l—la cee atk+M71) € [Ov T]kjLMiQ
FUMY = (f1, o it Pt - fraar—1) € (HO)FTM2

nous avons le fait suivant

T |:\I/(a1)VjM (t{jM}’f{jM}) — \I/(b)v{jwlijJrl}(t{jle}’f{jM}) (C.1.35)

ol pour k € N* et U € EF* et pour tout K C [1,k], tout tV5 e [0, T]* Kl et tout
fYE e (H9)* Kl nous avons noté UVE(tVE, fVE) Pélément de EX* défini pour tout
7€ [0, T]El et tout g € (H)!K par

(UVE@E, (). g) = (U, F)
ot t et f sont définis par

{ﬂn::tx([f)sirg?K ot { J?::f;/(f)sirgf(

7?71 = Th(r) sire K fr = Gk(r) sire K

avec
v(r) := Card{k < r tel que k & k} et k(r) := Card{k < r tel que k € K}

En utilisant (C.1.34) et (C.1.35) nous obtenons finalement
<P[[2172ﬂ\I{(b)v{jMijJrl}(t{jM}’f{jM})’ (¢, 90)> _

T
/0 <\Il(a1)(t)7 (f17 s 7ij—17 @Q(tjM)7 ij-i—la s afk+M*1)> dtjM

ou testle (k+ M —1)-uplet t := (t1,...,t5,—1,tjp tjns+1s-- > thtn—1). Nous pouvons
alors écrire a; = EUm—1,k+M=2) o ag et en utilisant les méme arguments on peut montrer
que l'on a

<P|I41,4]]\I/(b)\/{jJ\/I7jAI+17jNI—1+17jAI—1+2}(t{j]ﬂvjl\/l—l}’ f{jMJMA})’ (,0®4> _

//[0 1 dtjy, dtjy,_, <\If(a2)(t)7 (fi... (Pz(tjM)7 fivg+1 - finpa—1, ﬁpz(tjMfl), e 7fk+M71)>

Répétant alors la méme opération successivement pour jys_o, ..., j1 nous obtenons finale-
ment
K - -
(Pl @ @ ) o) = [ /[0 S (@O, G170
’ (C.1.36)
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ou K := Ui\il{jr + M —7rj.+M—r+1} et ou G := @*(t,) sir € Jg et G, = )
sinon. Ainsi en considerant 1’élément <P[[‘f(‘|KIH\I/(b)VK(-, ), (.. ,<p)> de EG+M—2M)* ot
en utilisant (C.1.36), nous obtenons finalement

<P[[k1;]<\ﬁM}]\II(b)7 (@7 .. 7@)> = <P|Ikl,k:]]\JE\Ij(a)7 (iL17 o 7ilk)>

ou g, = ¢’ sir e Jg et hy = ¢ sinon, c’est-a—dire exactement 1’égalité (C.1.28) re-
cherchée.

C.2 Séries de Butcher

Nous reprenons dans cette section les notations de la section II.5 et nous allons donner
la preuve du théoreme I1.5.1 de la page 72 dont nous rappelons ’énoncé

Théoréme C.2.1 On suppose les deux hypothéses (H1) et (H2) vérifiées. On considére
alors la famille (®(b))yer d’applications linéaires ® : T®IPl — K récursivement par
(o) := ¢ et pour tout r € N* et (by,...,b,) € T(2,00)"

O[By(br,....b)] = poFro(®b)®- - @ bb)) (C.2.1)

avec la convention Fj := 0.
Soit u = (2%, f) € T nous considérons la famille (¢(b))per d’éléments de K définie par
d(b) := ®(b)(u®Pl) pour tout b € T. Si A € R et u = (2°, f) € T vérifient la condition

[[$o(u)l
[T (16| g0 () [)

alors la famille ()\|b|¢(b))be'ﬂ‘(27oo) est sommable dans K et la somme

ri= Y Allg()

beT(2,00)

Al < (C.2.2)

est solution du probléme (Pp).

Preuve: (théoréeme C.2.1)

Introduisons tout d’abord les notations suivantes : pour b € T(2, c0) on note I(b) 'ensemble
des noeuds internes de b et pour i € I(b) on note r(i) le nombre de fils de i. Nous avons
alors le lemme suivant

Lemme C.2.1 1. Soit b € T(2,00), alors le nombre total de noeuds de b (c’est—a—dire
|6 + [[bl]) vérifie [b] + [[bl] =1 = > e ) 75(0)-
2. Soit b € T(2,00) on a alors

o)l < el ™ llgo (@™ T £, (C.2.3)
)

icl(b
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Preuve: (lemme C.2.1)
La premiére partie du lemme se montre sans aucune difficulté en effectuant une récurrence
sur le nombre de noeuds internes de l’arbre b.

Concentrons nous sur le deuxiéme point. Nous allons effectuer une récurrence sur N (b)
le nombre total de noeuds de b. Si N(b) = 1 alors nous avons nécessairement b = o et il
n’y a rien & montrer. Soit N € N* fixé. Supposons l'inégalité (C.2.3) vérifiée pour tous
les arbres enracinés plans b € T(2,00) satisfaisant N(b) < N. Soit b € T(2,00) tel que
N(b) = N+1 > 2, alors il existe r > 2 et (by,...,b,) € T(2,00)" tels que b = B, (by,...,by).
D’apres la définition (C.2.1) nous avons dans ce cas

[6(B (br, -+ b )| < Ml E [l (Bo)] -~ - N (b )]

Or nous avons N(b) = N(by)+---+N(b,)+1 < N+1 donc tous les b;, i = 1...r vérifient
N (b;) < N, ’hypothese de récurrence s’applique et la derniere inégalité nous donne alors

1o (Bus(br, - b DI < el TT{ el o)™ TT 18, ) (C.2.4)
j=1

iEI(bj)

Oron a |b] = b1+ |by|+ 1, ||b]| = ||b1]| + - - - + ||br|| et enfin I(b) est 'union disjointe de
la racine de b et des I(bj), j = 1...7. Intégrant ceci dans (C.2.4) on obtient que (C.2.3)
est vérifiée pour b, ce qui permet de conclure.
|

Nous allons regrouper les termes de la famille (A?l¢(b ))beT(2,00) Suivant N (b) le nombre
total de noeuds de b. Soient N € N*, N > 2, d’ apres le lemme C.2.1 nous avons

> WMo < Yo IPal®™o™ TT 15,0l (C.2.5)

bET(2,00) bET(2,00) i€l (b)
N(b)=N N(b)=N
Soit b € T(2,00) tel que N(b) = |b| + ||b]] = N, on vérifie facilement que N(b) = 1 +
> _ic1(v) Tb(4) et nous obtenons ainsi

> APle \<Z > Yo eI ”H (ANl 1) (C.2.6)

bET(2,00) p=0  beT(2,00) (r1,..,mp) ENP
N(b)=N |b|=p;||bl|=N—pri+--+rp=N-1

avec la convention Fy = F; = 0. On utilise alors la proposition (I1.3.3) assurant que le
nombre d’arbres plans ayant N noeuds est inférieur & 16%V. Introduisant ce résultat dans

(C.2.6) nous avons finalement » 4er(2,00) IMBH|(b)|| < un avec
N(b)=N

uy = 16NZ DO O] pH ANl T2 11) (C.2.7)

- (7"1 N 7T‘P)ENP
r1+ +rp=N-1
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Considérons maintenant la série formelle U = 3 o unX N e R[[X]]. D’apres la
définition (C.2.7) on a dans R[[X]]

N
U= xM6Ny > ee)IN pH A gl 711

N2>1 p=0 (r1,...,rp)ENP
ri+-4rp=N-1

=16X o) > Y <16Xﬂ¢@MDN'1I1(Lﬂ$§¥§%J)
=1

p>0N>p (r1,.,rp)ENP
ri+-4rp=N-1

Puisque Fy = F; = 0 par convention, nous reconnaissons dans le membre de droite de
P
la derniere égalité I'expression de (l)‘ ”“” Zr>0 | E-|| (16X ]| o (0 )H)T> qui tend vers 0 dans

l[é(o
R[[X]] lorsque p — oo puisque Fy = 0. Nous obtenons ainsi dans R[[X]]
|>\|||M|| >p 16X||¢( )l
=16X F|(16X =

Nous voyons ainsi que si la condition (C.2.2) est vérifiée alors le rayon de convergence de U
est strictement supérieur a 1, ce qui signifie que la série ) |\ un est convergente assurant la
sommabilité de la famille (||’ 19(0)|)pet(2,00) €t donc la sommabilité de (A|b|¢(b))b€T(2,oo)
dans K.

Montrons que la somme @ = >, 19 ) Ml (b) est solution de (Pg). Tout d’abord
nous avons bien x € K d’apres ce qui précede. Il suffit de montrer que z vérifie z =
do(2°, f + AF(x)) c’est-a-dire que = vérifie ’équation

x = go(a®, f) + Au(F(x)) (C.28)

Calculons la quantité Au(F(z)). Nous avons par hypothese F(z) = > oo Fp(z,..., )
série convergent normalement dans C°([0, T, By), alors par continuité de ; nous obtenons
w(F(x)) = 350 i (Fp(z,...,2)). D’autre part nous avons & = 3 ycqe o) Ml (b) série
convergeant normalement dans K donc dans C°([0,7]; B). Ainsi par continuité des F, et
de p nous avons pour tout p > 2

p(Ep(, ... x)) = > Aol (B (@(b1), -, $(8p))

(blv---vbP)ET(zvoo)p

Or nous avons par définition p (F,(¢(b1),...,¢(by))) = ¢(By(b1,...,by)). Ainsi en utili-
sant le fait que |By(b1,...,by)| = |b1| + -+ |by| + 1 nous obtenons finalement

= Z Z )\‘B+(bl7...’bp)|¢(B+(b17 cee 7bp))

p>2 (b1,...,bp) €T (2,00)P

En utilisant alors la proposition I1.3.1 nous avons

M(F@) = S Al

bET(2,00) ; bo
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Or en revenant & I'expression @ = 375 o) Mol (b) et sachant que par définition ¢(o) =
#o(x°, f) nous obtenons exactement (C.2.8).
|

Voyons maintenant la preuve du théoreme 11.5.2 qui reprend essentiellement les étapes
de la démonstration du théoreme C.2.1. Nous en rappelons ici ’énoncé.

Théoreme C.2.2 Soit p > 2 alors si F(z) = Fy(z,...,xz) ou F, est une application
p-linéaire symétrique continue, alors on définit ¢ : T(p) — K par

{ $(0) := ¢o(a’, f)
et V(b1,...,bp) € T(p)?; G(By(br, ... bp)) := p (Fp(¢(br), ..., 4(bp)))

Alors si A € R vérifie la condition

il _

W|)\|||N||\|Fp||”¢o($o,f)Hp ! (C.2.9)
alors la famille (A|b|gb(b))b€1~(p) est sommable dans K et la somme z := ZbET(p) Mol (b) est
solution du probléme (Pr).

Preuve: (théoreme C.2.2)
De la méme maniere que pour le lemme C.2.1 on montre que pour tout b € T(p) nous
avons

6@ < [lll ™IE 11 (o) 11

Or si b est un p—arbre plan, on sait que l'on a ||b|| = (p — 1)|b| + 1. Nous pouvons dés lors
regrouper les termes de la famille (A|b|¢(b))b€1~(p) suivant |b|. Sachant que le nombre de
p-arbres plans b tel que |b| = N est inférieur & (pP/(p — 1)P~H) (voir [53]) nous obtenons

P’

N
e IRl )

> o < o)) (
beT(p)
lb|=N
ce qui nous assure que si la condition (C.2.9) est vérifiée alors la famille (A|b|¢(b))beT(p)
est sommable. La premiere partie du théoreme I1.5.2 est ainsi démontrée. On montre alors
que la somme & = 3,7, M p(b) est solution de (Pp) avec F = F, de la méme fagon
que dans la preuve du théoreme I1.5.1
|
Enfin il ne nous reste plus qu’a prouver le théoreme I1.5.3 c’est—a—dire en reprenant les
notations de la section 11.5.1 p.73 le théoreme suivant :

Théoréme C.2.3 Nous supposons les hypothéses (H1) et (H2) vérifiées.

Soient (u(b))per(2,00) une famille d’éléments de I et A € R tels que (A|b|u(b))beT(2,oo)
soit sommable dans T. Nous noterons alors u = (z°, f) € T la somme de cette famille
U= D hem(2,00) MLy (b) et |u| la somme

ul = > A u()llz

beT(2,00)
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Si uw et \ vérifient la condition

[ ol[lu]
111 (16| pol]e])

alors la famille (\/(® « u)(b))peT(2,00) €St Sommable dans K et sa somme est solution du
probléme (Pp).

A < (C.2.10)

Preuve: (du théoreme C.2.3)
Encore une fois les étapes de la preuve sont calquées sur celles de la démonstration du
théoreme I1.5.1.
Considérons la famille (APHZl®(b) (u(E))) beT(2,00) - D’apres la définition de ® *u la
E€T(2,00)lI°l
sommabilité de cette famille entraine la sommabilité de (A/(® « u)(b))beT(2,00) (en effet
nous avons (® * u)(b) = > ®(b())(u(b(1))) ot nous avons noté Ab=3" by @ bz)). Nous
allons ainsi nous intéresser & la sommabilité de la famille (APIH1Z1®(b) (u(E))) bET(2,00)
E€T(2,00)lI°l
Nous allons regrouper les termes de la famille suivant N (b) et N(E). Soient N € N* et
M e N*. Alors nous avons

oW e wE)l < Yo APIe@l Yo W u(®)]

beT(2,00) E€T(2,00)lI%l beT(2,00) EE€T(2,00)lI°ll
N@)=N N(E)XM N(@)=N N(E)XM

(C.2.11)

Or nous savons par hypothese que (A'C‘u(c))ceT(Qm) est sommable donc nous avons

Yo WF@E)) < ful™
EET(2,00)1°l
N(E)XM

D’autre part en suivant pas a pas les étapes de la démonstration du lemme C.2.1 on peut
tres facilement démontrer I'inégalité suivante

@) < Il ™leol™ TT 1155l

i€I(b)

A la lumiere de ces deux résultats, nous voyons que nous pouvons faire tendre M vers
I'infini dans (C.2.11) et obtenir 'inégalité suivante

oW Ee@ @)l < Yo Il ™ol ul T TT 1£,w]

beT(2,00) E€T(2,00)lI0l beT(2,00) 1€I(b)
N(b)=N N(b)=N

Nous voyons ainsi apparaitre exactement l'inégalité (C.2.5) avec ||¢oll|u| & la place de
|lpo(w)||. Ainsi en suivant exactement les méme étapes que pour la démonstration du
théoreme C.2.1 nous obtenons que si

[ ol[lu]
111 E[ (16| po [ [u])

Al <
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alors la famille (APHIE1®(b) (u(E))) beT(2,00) €St sommable dans K ce qui implique la
EE€T(2,00)1°l
sommabilité de (AY/(® « 1) (b))per(2,00)-
Il reste maintenant & montrer que la somme 2 = } (s ) M@  u)(b) est bien
solution du probleme (Pg). Pour ce faire il suffit de remarquer que comme la famille
(A|b|v(b))beqr(27oo) est sommable, nous avons

T = Z (®*u)(b) = lim

N—o0
beT(2,00)

im > AMe() > NP lu(By)| @@ [AF (B
bET(2700) E:(El,---,E”bH)ET(Q,OO)”bH
NE)<N N(E;)<M

Or nous savons par hypothese que

>, [A'El'u(El)} ®-® [A'E“b“'U(Enbn)}
E:(Eh...,E“bH)6T(27oo)”bu
N(Ej)<M

tend vers u®/l’l et en reprenant la preuve du théoréme C.2.1 nous voyons que z est effec-
tivement solution du probleme (Pr).

Remarque C.2.1
Nous observons que la preuve du théoreme nous donne une majoration de la série des

normes :
16|60l
ST A® xu(d)] <
- A
b 1 — LU (16| o )

C.3 Lien entre série de Butcher et calcul perturbatif quan-
tique
Nous allons donner la preuve de la proposition 11.5.4 de la page 83. Nous reprenons
ainsi les notations de la section I1.5.4.
Nous introduisons une nouvelle notation qui nous s’avere tres utile dans les calculs

faisant intervenir les intégrales itérées. Pour tout r € N* et pour tout £y < t le symbole
}% dyq - - - dy,- désignera 'intégrale multiple

t t 0 T1 0 Tp—1 0 - _
j[dyr--dyr::/dyl/ dyz---/ dyp/ dy1---/ dyy
to to to to Rn—1 Rn—1

Ainsi avec cette notation la définition (I1.5.30) de U(t) se réduit a

—iA\& ft
U =2 <p+z 1> 7[ dyr -+ dya ¢f " W1)e] T () 67 (o) (C.3.1)
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Tout d’abord notons que nous avons le lemme suivant bien connu de la théorie des
champs (voir [48] par exmeple)

Lemme C.3.1 Pour toutt € R nous avons U(t)UT(t) = Id ce qui se traduit en regardant
le terme d’ordre m € N dans cette derniéere identité par par

t t
1 1 1 1

> (—1>8f dy .. dy;f dyr ... dysd7 (yn) - O )T ) - 7T (W) = Bom
(r,s)eN to to
r+s=m
avec 0gm = 0 si m # 0 et 1 sinon.

Nous pouvons maintenant donner la preuve de la proposition I1.5.4 dont nous donnons
ici I’énoncé
Proposition C.3.1 Nous avons 1'égalité suivante pour o(t, 2)

ot, T)=U(t) ¢r(t,T) U(t) (C.3.2)

Preuve: (de la proposition C.3.1)
D’apres 'expression (C.3.1) de U(t) nous avons ’égalité suivante

e =Y (52) ¥

m>0 (r,s)eN
r4+s=m
t t
(-1)° f dyy - dy, 7[ dzy - dzedf (ye) - 87 () dr (@) (z0) - 87 (20)
to to

Ainsi pour prouver la proposition C.3.1 il suffit de montrer que que pour tout m € N

> o0 = (5) X v f i fanas

(r,s)eN
\b\:m r4+s=m

O ) oy (yD)or (@) (z) - 0 () (C3.3)

Nous allons montrer (C.3.3) par récurrence sur m € N.

Pour m = 0 le membre de gauche de (C.3.3) est réduit & ¢;(x) ainsi puisque nous avons
posé ®(o)(x) = ¢r(x) légalité (C.3.3) est vérifiée pour m = 0. Donnons nous N € N et
supposons que (C.3.3) est vérifiée pour tout m < N. Nous posons alors

onpi(@) = Y O(b)(x)
beT(p)
|b|l=N+1

Alors puisque N 4+ 1 > 1 nous savons que pour tout b € T(p) tel que |b] = N + 1 il existe
un unique p-uplet (by,...,b,) € T(p)? tel que b = B4 (b1,...,by). Alors par définition de
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®(b)(z) nous avons

on1 = i / W [ ATAE - e0))- Bb))
(b ,b,, )ET(p R
[b1]+-+[bp|= N

que nous transformons en regroupant les termes de la somme en

o = siffar [ avae-n( X eeow) (X e0m)

(q1,-- 7qp)eNP b1€T(p) b1€T(p)
q+-+gp=N Ib1l=q1 bp|=ap

En utilisant alors 'hypothése de récurrence dans 1’égalité ci—dessus, nous obtenons finale-
ment ’expression suivante pour @1

S(H) XX e E e

(q1,---,qp)ENP (r1,51)EN? (rp,sp)EN?
q++gp=N T1+s1=q1 rp—f—sp*qp

0 yO
/dy/ dy Az )f dyﬂlf dzp j[ dy(gj[ dzﬁ)pp(%( "y
to Rn—1 to to to

(C.3.4)

ou IP’(y(k)

; ,y) est donné par le produit suivant

D) o W erw) [ D) T AT WD) - o )] er(w)
(D) T DT D) T AT 1) o) D) - g (D)

Alors en utilisant le lemme C.3.1 nous voyons que les termes entre crochet dans I'expression
précédente se simplifient dans la somme (C.3.4) pour donner finalement

. )
SDN“__l(pH) /dy /RmdyAx_ v)

r,s )eN2
r+s N
y° y°
f dys -~ dy, f dz---dzg 7 (yr) - o7 (1) ()] (z1) - 87 (20) (C.3.5)
to to

Nous utilisons alors le fait que A(z —y) = [pr(z), #1(y)] et que A commute avec les ¢r(z)
de maniere a obtenir

Az =)o ) - O ) () () - T () =
S ) T ) br (@) () () - T (26)
— ) S ) dr(y) o1 (@) ()T (21) - B (26)  (C.3.6)
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Or puisque A(z —y) commute avec les ¢(z) nous avons ¢; ()¢ (y) = ¢4 (y)dr(x) +pA(z —
y)gb’}fl(y). Alors en utilisant cette derniére observation dans (C.3.6) et en injectant le
résultat dans (C.3.5) nous obtenons finalement
P+ DN =
EN2

. N
1
—1 d dy j[ d jl dzp -+ - dzg
<p+1> 10 y /Rnl y to yl 1
r+s N

(& ) o )o@ ) () - 0 (24)
= ) )T Wer (@) () - N z)| (C3T)

Considérons alors séparément les deux termes du membre de droite de cette derniere
égalité. Le premier terme est donné (modulo le terme multiplicatif —i(i/(p + 1))V) par

/dy/ dyj[ dyy - yrj[ dzy---dzg
to Rr—1 to

o ) O 1@ e (z) ¢ (=) (C33)

Nous remarquons alors que pour tout y € [0,t] x R"~! et tout @ > 1 nous avons l'identité
suivante

(r,s) €N2
r+s=N

0

y 9
j[ dy; - - - dyg j[ dtqy - - - dt, —/ dyl/ dy_f?[ dys - - - dyq
to to Rn—1 to

Ainsi en utilisant cette derniere identité et en effectuant le changement de variable s «+ s+1
lexpression (C.3.8) devient

t t
- Z (—1)Sjldyl---dyrjldz1---dst(yr...yl,x,zl...zs)
to

r>0;5>1 to

r+s=N-+1
t t
+ —13/dzo/ dz—f/dyo/ dyi
Z ( ) to 1 Rn—1 Z? 1 Rn—1

r>1,s>1
r4+s=N+1
0

0
Y1 21
j[ dys - - - dy, f dzo -+ dzsV(y,...y1,2,21...25) (C.3.9)
to to
ou nous avons noté V(y,...y1,x, 21 ...zs) le produit suivant

V(g g1, 2,21 2) = ) - T ) br () (21) - 60T (26)

De facon tout a fait analogue (mais en intervertissant les role de y et z et de r et s)
le deuxiéme terme du membre de droite de ’égalité (C.3.7) s’écrit modulo le facteur
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. N
multiplicatif —¢ <ﬁ>

t t
- Z (—1)8fdyl---dyrfdzl---dst(yr...yl,x,zl...zs)
to

r>1;5>0 to

r4+s=N+1
t t
D SR T R I
to Rn—1 y? Rn—1

r>1,s>1
r4+s=N+1
0

yO 21
j[ ' dyso - - dyrj[ dzo -+ dzsV(y,...y1,2,21...25) (C.3.10)
to to

Ainsi en insérant (C.3.9) et (C.3.10) dans 'identité (C.3.7) nous obtenons que l'opérateur

LV )
<pT> ©n1 est donné par

t t
2 Z (_1)Sf dyl“‘dyrj[ dzy - dzsV(yr ...y, 2,21 ... 2)
to

r>1;5>1 to
r4+s=N+1

t t
+j[ dyl"'dyN+1V(yN+1---y1,l“)+(—1)N+1j[ dzg---danyr — A4 (C3.11)

to to

ou A est donné par

t t t t
> v [ ag [ am( [ ast [ ags [ap [ e
Rn—1 Rn—1 to z? to y(lj

r>1;5>1
r4+s=N+1
0

y(l) 21
j[ dys - - - dyrjl dzg - dzgV(yr...y1, 2,21 ... 25)V(x, 21 ... 2n41)  (C.3.12)
to to

Or on a de maniére évidente 'identité suivante

t t t t t t
/ dz? / dy) + / dy? / dz) = / dz? / dy?
to 29 to y? to to

Ainsi utilisant ce dernier résultat dans I’expression (C.3.12) de A, nous obtenons finalement
en remplacant A par ’expression obtenue

<p+ >N+1
- PN+1 =

1

t t
Z (_1)Sf dyl"'dyrj[ dzy - dzsV(y, ...y, 2,21 ... 26)

7>0;5>0 to to
r4+s=N+1

c’est-a—dire exactement (C.3.3) au rang N + 1.
|
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Annexe D

Preuves de ’application a la
théorie du controle

D.1 Dimension finie

Nous allons donner ici la preuve du théoreme I1.6.2 de la page 88. Nous reprenons
ainsi les notations de la section I1.6.1. Nous allons tout d’abord montrer que la famille
(v(b))per(2,00) €St bien définie puis nous étudierons la convergence absolue de la série
D _beT(2,00) Moy () dans L2((0,T),R™) et enfin nous verrons pourquoi la somme de cette
série meéne la solution du probléme (Pg) de 2° & 0.

D.1.1 Définition du controle

Montrons par récurrence sur |b| que les fonctionnelles J(b), b € T(2,00) admettent un
minimiseur dans R"™. Nous avons supposé que la condition de Kalman (I1.6.3) était vérifiée,
nous savons alors qu’il existe ¢ ne dépendant que de T tel que

T
/ |B*y[*dt > crly°|? (D.1.1)
0

pour tout y solution de I’équation (P’). Alors nous avons

T
IO =5 [ 1BHOR+ (o) = TR~ e
ce qui nous assure que J(o)(y") tend vers +oo quand y° — oo. Ainsi J(o) atteint son
minimum.
D’autre part soit b € T(2,00), b # o. On suppose déterminés les u(c) pour |c| < |b], alors
la fonction F'[(® * u)(B_(b))] est entierement déterminée. Nous notons alors ¢f : R" —
L2((0,T),R™,) la fonction qui & y° associe la solution y de (P’). C’est une application
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linéaire continue. Alors nous avons

1

T T
IO =5 [ 18R [ (@0 F (@B 6]

cr -

27|y0|2 — [|[F[(® % u)(B-(b))] ||L2((0,T),Rn)||yHL2((0,T),Rn)
cr

27|y0|2 — [[1F[(® % w)(B-(0)] | 22((0.7.2m) | 9ol 19"

ce qui nous assure que J(b)(y°) tend bien vers +oo quand |y°] — co. Ainsi J(b) atteint
effectivement son minimum en un point §° de R donc v(b) := B*§ est bien définie avec
7 la solution de (P’) correspondant & ¢°.

D.1.2 Sommabilité du controle

Intéressons nous & la sommabilité de la famille Allu(b). Tout d’abord par définition
9J(0) (5 +ey°)

€ e=0
que les identités (I1.6.8) et (I1.6.9) sont vérifiées, c’est—a—dire que pour tout y solution du
probléme dual (P’) nous avons

de v(b) nous avons pour tout b € T(2,00); = 0, ce qui nous assure

T
(s°,29) + / (u(t), Bu(o)()) = 0 (D.1.2)
T 0T
Vb # o ; /0 (y(t),Bv(b)(t))—i—/O (y(t), F[(®*u)(B-(b))] )dt =0 (D.1.3)

Prenons y = g(o) dans (D.1.2), alors compte tenu du fait que v(o) = B*§(o) nous obtenons
[v(0)||2, = — (), 2°) < [2°||5()|. Or nous avons supposé la condition de Kalman (I1.6.3)
vérifiée, ce qui nous assure qu'’il existe ¢y > 0 tel que (D.1.1) soit vérifiée. En utilisant
alors (D.1.1) nous obtenons finalement

12°1
lo(o)lr> < (D.1.4)

Remplacons maintenant y par g(b) dans (D.1.3). Nous obtenons alors en utilisant (D.1.1)
5]

b < Fl(® B_(b D.1.5

fo® sz < L (@ (B @) 1 D.15)

ot ¢} désigne l'application linéaire qui associe a y° la solution y € L?((0,7),R") du
probléme dual (P’). Il nous faut maintenant étudier la quantité ||[F [(® * u)(B_(b))] || 2-

Tout d’abord on peut prouver en suivant pas a pas les étapes de la démonstration du
lemme C.2.1 le résultat suivant

Lemme D.1.1 Soit b € T(2,00) alors nous avons

@@ < ™ol TT 155, (D.1.6)
i€I(b)
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D’autre part on peut montrer par un calcul direct que le coproduit A vérifie identité
AoB_ = (id®B_)oA (D.1.7)

Soit b € T(2,00), b # o. Nous notons r le nombre de fils de la racine de b i.e. l'entier tel
que b = By (by,...,b.). Alors en partant de la définition 11.6.1 de ® * u et en utilisant
(D.1.7) nous avons

IE(@*w)(B-O) I < IE] DY IR(B-(b)llulbay)]

b(1)-b(2)
b(1)ocb(z)=b

et en utilisant le lemme D.1.1 nous obtenons finalement

[E (@ u)(B- (b)) ]| <

Z HMH\b(mlﬂ”(bOHIIb(z)ll |Fl H HF,,B_(b(Q))(j)H (b))l

by b(2)70 JEI(B-(b2)))
b(l) OCb(Q) :b

On remarque alors que si by o by = b avec b(z) # o, 1 est aussi le nombre de fils de la
racine de b(z). Nous avons ainsi

I T 18 ol = TI 15, 0l
JEI(B-(be2))) JEL(be))
ce qui nous donne finalement

IF(@xw)B-@DII< > lull*@ = igol®@l T 15, , pllluteal

ba) by 7#o JEI(b(2))
b(l) O(b(g) :b

En insérant alors cette derniere inégalité dans (D.1.5) nous obtenons enfin
195 H
9ol Z ||Iu||\b(2)|||¢0H|Ib(2)|| H HFT‘b(Q) ) IHlu(bay)ll (D.1.8)

mi v b(l)vb(2)7£o J€I(b(2))
b(l)o(b(g) :b

[o()llz2 < H

A partir de cette derniere inégalité nous pouvons effectuer une récurrence sur |b| de maniére
a prouver le lemme suivant

Lemme D.1.2 Pour tout b € T(2,00) nous avons

[o(d)[ < WAN B fu(o) | H 1Er )
JeI(b

ou A et B désignent les quantités

A LelE Bl lIool 1B
B3] ver

(D.1.9)
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Preuve: (du lemme D.1.2)
De maniere a simplifier les expressions nous noterons (§ la quantité

g .= [BlllI%]
lpellv/er

Nous définissons alors récursivement le morphisme d’algebre C' : F — R en posant
C(o) := ||u(o)]| et pour tout b € T(2,00), b # o

c)y=6 Y. loll’@lC(®yy) (D.1.10)
b1)b(2) 70
b(l)(xb(g):b

En remarquant que si bp) = o nous avons by = b nous voyons directement a partir la
définition précédente que C(b) vérifie I'identité

loeyl

o) = —B ) ool (b D.1.11

( ) 1 3” 10” b(1)7b(2) ” H ( (1)) ( )
b(l)o(b(g)fb

pour tout b € T(2,00).
Montrons alors par récurrence sur |b| que nous avons pour tout b € T(2, 00)

lu@®)Il < COul™ TT 15,0l (D.1.12)
JEI(b)

Pour b = o nous avons par définition de C(b), ||u(o)|| = C(b) dons (D.1.12) est bien vérifiée
pour b = o. Soit b € T(2,00), b # o. Supposons (D.1.12) vérifiée pour tous les arbres ¢
tels que |c| < |b]. Nous avons alors b # o donc u(b) = (0, Bv(b)) donc ||u(b)|| < || B||||v(b)]]
ainsi en utilisant (D.1.8) nous avons

b b
lu@ <5 > el el TT 17, ,, ) (b))l (D.1.13)
b(1),b(2)#0 J€l(b2))
b(1)ocb(z)=b
Or tous les arbres ¢ composant b(;) dans la somme du membre de droite de cette derniere
inégalité vérifient |c| < |b|. L’hypothese de récurrence s’applique donc et nous obtenons
alors

@l <5 > ul®@ ol @V T 15, , oIC@) el TT 15, |

b(1),b(2) 70 JEL(be2)) JEL(bey)
b(1) oxb(2)=b

On remarque alors que l'ensemble I(b) des noeuds internes de b est union disjointe de
I'ensemble des noeuds internes de b(y) et b(g) si b = by o b(z) et que nous avons |b(1)| +
|b2)| = [b]. La derniére inégalité devient donc

lu@) < 1el™ TT 1E.ml8 D> leol®@IC (b))

FEI(b) b(1),b2)#°
b(l) O(b(g) :b
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ou nous reconnaissons la définition (D.1.10) de C'(b), nous obtenons ainsi que (D.1.12) est
vraie pour b.

Il nous reste maintenant a étudier C'(b). Soient r € R* et (by,...,b,) € T(2,00)". En
revenant a la définition de A nous pouvons montrer que nous avons

AoBy =(id®By)oA+ By ®o

ainsi d’apres la définition (D.1.10) de C nous avons

By(bL .. r
C(B+(bl,...,br)) :B E : E H(bOH” +( (2) (2))”0(6%1))0([)(1))
bl bk b71yb(.
(1)°°(2) (1)77(2)
by oxbly =b b)Yz =b

Or nous avons || B (b} () )l = Hbé)H + -+ Hbé)H. Ainsi en utilisant I'identité

(D.1.11) nous obtenons ﬁnalement
1+
C(Bs(br,-.. b)) = 5< ﬁWﬂ)IIC

Une récurrence immédiate nous montre alors que C(b) est donné par la formule

am:mmcﬁgﬁﬂywwnwme”

En remplacant alors cette derniére expression de C'(b) dans (D.1.12) nous obtenons fina-
lement que pour tout b € T(2, 00)

|u(d)]| <B|b|A\b\+IIbII IHU |||b|| H HFb(g
JEI(b)

avec B et A donnés par (D.1.9).
Pour conclure il suffit de remarquer que si b = o le lemme D.1.2 est trivial et si b # o
nous avons 'inégalité (D.1.8) ainsi

g

b b
@l = 757 > lul@ o TT 115, , 6 lil(bw)l
b(1)b(z)#o FEI(be2))
b(1)oxb(z)=b

a comparer avec (D.1.13). Alors en utilisant (D.1.12) nous obtenons de la méme maniere
que ci—dessus

lo@)] < H Ol TT 15,6
JeI(b)

ce qui nous permet de conclure.
[ |

Nous voyons que nous avons maintenant une majoration de ||v(b)|| du méme type que
I'inégalité (C.2.3) de la preuve du théoreme I1.5.1. Nous pouvons alors suivre exactement
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les mémes étapes pour étudier la sommabilité de >, APl (b).

Nous regroupons ainsi les termes de la famille (A|b|v(b))b€T(27oo)(27oo) suivant le nombre
total de noeuds de b. Soit N € N*, alors d’apres le lemme D.1.2 nous avons

A o) < 2N _
> WMo <

beT(2,00)(2,00)
N(b)=N

ou vy est donné par 'expression

N P
ov = 6N Y )N TT UMlE 1D
Pp=0 (ry,..,rp)ENP i=1

ri+-4rp=N-1
Considérons la série formelle V := Y~ v+, vx X, on montre alors exactement comme dans
la section C.2 p.125 que si
AllIBI
[u(b)]
alors la série formelle V' a un rayon de convergence R > 1 ce qui entraine la sommabilité
de la famille (A|b|v(b))beqr(27oo) et de plus nous avons

1 16]u(o)
= > M) <> oy =
beT(@00) ~ I1BI 1 — SIS FI (16 Al u(o)])

[F|(16A[[u(o)]]) <1

Nous obtenons l’estimation de |u| énoncée dans le théoreme I1.6.2 en effectuant la méme
étude pour la famille ()\‘b‘u(b))beT(Qm).

D.1.3 Vérification du controle

Concentrons nous maintenant sur la seconde partie du théoréeme. Nous pouvons re-
prendre mot a mot la preuve du théoreme I1.5.3 pour montrer que la somme si la condi-
tion (I1.6.10) est vérifiée alors la famille (A1(® x u)(b))beT(2,00) st sommable et la somme
T =) heT(2,00) MPH(® + u)(b) est solution du probleme (Pr). Montrons maintenant que la
fonction v = 3 em(2,00) My (b) que nous avons défini conduit bien la solution de (Pr) de
2% 2 0 en temps T i.e. montrons que x(T) = 0.

Soit y une solution du probleme dual (P’). Alors en utilisant le fait que = soit solution
de (Pr) nous avons

= (y(t), Bu(t)) + Ay (), F(«(1)))

En intégrant cette derniére expression sur [0, 7] nous obtenons exactement (I1.6.5) c’est—
a—dire

(W(T),2(T)) = (°,2°) + /0 (y(t), Bu()dt + A /0 (y(t), Fe())dt  (D.1.14)
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Or nous avons déja vu que AF'(x) pouvait s’écrire comme
) q p

AP@) = S0 A (@ u)(B_(0))]

beT(2,00)

cette derniere somme convergeant dans L2((0,7),R™). Ainsi nous retrouvons le fait que
(D.1.14) est donné par

T T
W(T),=(T)) = (y°,2°) + Al (y, Bu(d)) + A | (y, F'[(® *u)(B-(b))])
y y bemzloo) (/0 y /0 y )

Or les identité (D.1.2) et (D.1.3) nous assure que le membre de droite de cette derniere
égalité est nul, nous obtenons ainsi que pour tout y solution de I’équation duale (P’)

(y(T),z(T)) = 0

Comme nous pouvons choisir arbitrairement y(7") cette derniére propriété nous donne
x(T) = 0. Le théoreme I1.6.2 se trouve ainsi démontré.
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T, 61 XQ, 32
B_(b), 64 Mo, 32
Bi(by,...,by), 64 €, 32
Q(p)N, 65 O, 27
A, 65 H
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