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INTRODUCTION

Tout systéme peut 8tre représenté fonctionnellement par un
ensemble aux frontiéres bien définies, communiquant avec le monde exté-
rieur par un double courant d'information. Le courant issu du systéme,
constitué par les signaux de sortie, est caractérisé par les variables
de sortie ou "sorties". Le courant affluent d'informations est formé
des variables d'entrée ou "entrées". La fonction qui relie 1'état des
sorties aux entrées est la fonction de transfert du systéme.

Un systeme est booléen si toutes les varlables qui constituent
ses entrées et ses sorties sont booléennes, c¢'est-a-dire 3 deux états
possibles. Nous ne nous occuperons ici que des systémes dont la fonction
de transfert est indépendante du temps : les sortiles sont alors des
fonctions booléennes bien définies des variables d'entrée. Ce sont les
systémes combinatoires qui jouent un r8le essentiel dans" les dispositifs .
numériques de commande automatique et de traitement de 1l'information
modernes.

La synthése d'un tel systéme est aisée puisque 1'on dispose
maintenant de nombreux opérateurs booléens. Mals les circuits ainsi
obtenus ont des caractéristiques souvent différentes. Il apparalt alors
des critéres de performances, dont on doit tenir compte pour réaliser
les circuits de la fagon la plus satisfaisante possible.

Ces criteres dépendent, dans chaque cas particulier, des opé-
rateurs utilisés, des contraintes imposées au systéme par ce qui lui est
extérieur, de la fiabilité que 1l'on veut obtenir.

Dans la plupart des cas, on est ramené & la minimalisation des
formes "Sommes de produits" qui sont les formes normales des fonctions
booléennes.,

vedees
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Dans le cas particulier ol 1'on n'a qu'une seule sortie, dont
la valeur est impérativement fixée pour chaque état des variables, nous
sommes ramenés au probléme de QUINE : trouver les impliquants premiers,
puis les bases premiéres d'une fonction booléenne.

Ia recherche des impliquants premiers d'une fonction simple - -
et compldte, pour un nombre quelconque de variables d'entrée, est un
probléme assez bien résolu par QUINE, gréice & 1'opération consensus
appliquée sur des paires d'impliquants pouvant &tre canoniques ou quel-
conques i] [Eij*. On peut aussl former les impliquants premiers par ’
la méthode de GAVRIIOV :] en partant de 1'ensemble des variables sous
leurs formes directe ou complémentée et en formant de toutes les fagons
possibles des monOmes par multiplication de ces lettres entre elles
jusqu'ad ce que 1'on ait formé un impliquant de la Ffonction qui est alors
forcément premier.

Disposant de 1l'ensemble des impliguants premiers d'une fonc-
tion, il s'agit d'en trouver la base de cofit minimal. Celle-ci figure
forcément dans 1l'ensemble des bases. La connaissance de cet ensemble
nous permet, par application des critéres de performance, de trouver la
solution au probléme posé,

Diverses méthodes conduisent & 1'ensemble des bases, lLa métho-
de utilisée par QUINE et McCIUSKEE‘[?] et GAVRILOV est basée sur la
recherche des impliquants premiers couvrant chague monSme canonique de
la fonction. En considérant 1'indice de chaque impliquant premier comme
une nouvelle variable, on est ramené & un produit de facteurs, chague
facteur constituant la condition de couverture d'un impliquant canonique
de la fonection, Ce produilt étant exprimé en sommer de produits, chaque
terme fournit une base de la f‘onctiono I1 suffit de cholsir la plus
intéressante.

La méthode a été améliorée par la suite, d'abord par PYNE et
McCLUSKEY [5_], puis par MUKHERJEE et SARKAR [6] .

Ia méthode de QUINE-McCILUSKEY peut &tre facilement étendue au
cas des fonctions incomplétes, KAZAKOV ’ij trouve, pour une telle fonc-~
tion,nune base de colit réduit, en formant un certain nombre d'impliquants,
premiers par la méthode de GAVRIIOV, ce nombre étant suffisant pour -
couvrlr tous les impllquants canoniques de la borne inférieure de la
fonctien,

Ta methode peut &tre egalement étendue aux gystémes de fonc-
tions., BARTEE:[}{} adjoint pour cela, & chague mondme, des variables
indiguant la couverture de ce terme par chacune des fonctlons simples du
systénme.

l*h/ﬂl&.

* Tes chiffres entre crochets permettent de se reporter & la bibliographie.
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\

Le passage d'un produit de sommes en somme de produits, uti-
1isé dans les méthodes précédentes, est toujours appliqué sur des
expressions ol toutes les variables sont moneformes. Il nous a paru
intéressant de généraliser ce processus pour une expression quelcongue.
I1 devient alors une méthode de passage d'une forme guelcongue a sa
duale, On voit apparattre ici des régles permettant la simplification
des calculs. Les éléments trouvés apparaissent comme des impliquants
(ou facteurs) premiers. On a donc bien, en fait, une méthode permettant
de trouver les impliquants premiers puls 1'ensemble des bases E§] .

L'obligation de partir des éléments canoniques dans les mé-
thodes précédentes de recherche des bases est génante car elle conduit
5% des calculs assez longs. On a done cherché & les réduire en partant
d'un produit de facteurs plus simple.

=3

Une méthode trés intéressante est celle de HOCKNEY [10], qui
réduit les impliquants de la borne inférieure de la forction en monSmes
plus petits disjoints entre eux. L'auteur forme ces termes par inter-
section, en éliminant ceux qui sont ineclus dans des impliquants essen-
tiels. Les termes restants sont alors traités comme les mon®mes canoni-
ques dans les méthodes précédentes, mais 1'ensemble du calcul est nota-
blement allégé.

Si 1'on considére un impliquant quelconque de la fonctlon, on
peut le couvrir, solt par un impliquant premier qui lui est supérieur ou
égal, soit par une somme de ces termes joulssant de cette propriété,

On forme alors des sommes partielles constituant une couverture possible

de 1'impliquant considéré et 1'on est ramené au ptobléme du passage d'une

forme "produit de sommes de produits" en "somme de produits". Les cal-

culs sont alors plus simples, car cette forme PSP peut 8tre considérée

comme une expression contractée des formes P3 précédentes. Ces méthodes
ont été proposées par GHAZAIA E}i] et MOTT [}2], qui ont présenté

des processus de recherche de sommes partielles d'impliquants premiers

couvrant chacun un mondme d'une implication quelconque de la fonction,

Ia méthode de GHAZALA est particulidrement intéressante. Un
impliquant premier quelconque de la fonction peut Btre éliminé si tout
état des variables qui le rend égal & 1 rend égales 4% 1 des sommes for-
mées avec les autres. On est donc amené & former les résidus des monomes
donnés par suppression de variables dans leur écriture (on définit ainsi
le rapport des monbmes) et on cherche & les grouper de fagon 5 former

des égalités & 1. Chaque groupement ayant cetle propriété peut Etre
retenu pour remplacer le monSme utilisé pour former les résidus.

Si 1'on examine 1'opération consensus présentée par SAMSON [}j]

et utilisde par QUINE, qui permet de former le monameﬁx‘y a4 partir de
deux autres tels que X.a et Y.a', on retrouve une telle égalité

..o/on\o

by
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a+ a' =1, qui est irrédondante. On voit donc apparaltre un lien entre
la méthode de QUINE et celle de GHAZAIA, TI1 suffit de chercher i former
des sommes de résidus égales & 1 d'une fagon irrédondante, pour définir
le consensus généralisé d'un nombre quelconque de monbGmes. C'est cette

idée qui a permis le développement de la présente théorie des consensus.

ILa recherche des relations de consensus généralisés. résout
de fagon élégante le probléme de GHAZAIA et de MOTT.

Ia propriété de réduction de classe de ces relations montre
que tout consensus généralisé peut &tre obtenu par une succession de
consensus simples de deux mondmes. On retrouve le processus de MOTT que
1l'on justifie tout en le simplifiant. Cette propriété de réduction
apparalt japrés la mise en facteur, dans une égalité & 1, d'une variable
et de son complément, par un processus analogue a4 celuil de SAMSON El@].

Tout impliquant premier étant un consensus généralisé, on
énonce alors une méthode basée sur la réduction permettant de trouver
facilement 1'ensemble des impliquants premiers 15:].

Une autre propriété trés intéressante des consensus permet de
les trouver par un processus d'exclusion [16].

On se retrouve, avec les méthodes de GHAZAIA, de MOTT, ou des
consensus généralisés devant le probléme du passage d'une forme PSP en
forme SP que l'on sait résoudre grice & un théoréme de M. KUNTZMANN [lf].

On peut vouloir obtenir non l'ensemble des bases premiéres,
mals 1'une quelconque d'entre elles. La théorie des consensus nous per-
met d'énoncer une méthode systématique d'élimination des termes redon-
dants, mettant en jeu le processus d'intersection de HOCKNEY et les .
résidus de GHAZAIA, On arrive rapidement & une solution de colit réduit,
ne nécessitant aucune manipulation d'indices, ce qui limite la capacité
de mémoire nécessaire pour mener les calculs 2 bien.

Le processus de GHAZAIA conduit & des égalités & 1 irrédon-
dantes. On a pu définir un certain ordre d'irrédondance, ce qui nous a
donné des consensus d'ordre quelconque. Un ensemble de monBmes, consti-
tuant une génération d'ordre q d'un consensus, présente, par rapport A
une génération d'ordre inférieur, une certaine redondance. Cette redon-
dance améliorant la fiabilité des circuits, on a obtenu ainsi des cir-
cuits permettant notamment la suppression de ce que l'on appelle "les
atéas de fonctionnement", » '

oao/o--



IIT - 5 -

Le cas des fonctions incomplétes est traité de fagon satis-
faisante par McCLUSKEY et HOCKNEY, en considérant les impl.quants pre-
miers de la borne supérieure et en ne couvrant que les impliquants de
la borne inférieure. On peut aussi faire apparattire, avec CHU 18], la
partie "indifférente" d'une fonction incompldte, On est alors dans
1'obligation de traiter simultanément deux fonetions simples lides 3
une fonetion incompléte, '

Tl est intéressant de n'avoir qu'une seule fonction simple
associée & une fonction incompléte. C'est la fonction associée, présen-
tée par M, KUNTZMANN [19 ].

Il nous est apparu, au cours de ce travail, qu'il était dif-
ficile, vu l'arbitraire des conventions initiales et la dualité par-
falte existant entre une fonetion et son complément, de donner & 1'une
d'elles un rSle privilégié. Ceci nous a conduit & traiter simultandment

la fonction et son complément. La fonetion simple associée & une fonc-
tion incompléte n'est alors plus & deux, mais & trois états.
\

L'introduction d'un troisidme état est une nécessité en
Algebre de Boole. L'apparition d'une variable booléenne dans un monSme
est déjh un phénoméne & trols états puisqu'elle peut y &tre présente
sous sa forme directe, sous sa forme ¢omplémentée ou absente. Ce troi-
sieme état a donc été introduit et utilisé par de nombreux auteurs.
QUINE et HOWARD [20] le représentent par un tiret. MORREALE [ 21 |
utilise pour noter les trois états les chiffres 0, 1 et 2, et CURTISS
et ALLEN [22]] des matrices double ligne.

I1 nous a paru finalement plus normal d'introduire quatre

états, les fonetions booldennes incomplétes & trois états apparaissant
comme des cas particuliers de ces fonetions plurales.

On a pu encore généraliser au cas du systéme de fonctions,
par un processus analogue & celui de M., KUNTZMANN 19] et de BARTEE [9],
On associe & chaque mon8me une matrice indlquant 1'appartenance de ce
terme & chacune des g fonctions du systéme. On aboutit, en fait, & une

fonetion plurale & ,g4 états.

On retrouve, en algébre plurale, les propriétés présentées
dans la premiére partie de cet ouvrage : passage d'une forme & sa duale,
consensus généralisé de classe et d'ordre quelconques, recherche des
impliquants premiers et des bases premiéres.

La derniére partie est consacrée & la réalisation des fonctions
booléennes. On y montre 1'intér8t des formes dormales, quelle que soit
la technologie choisie, On retrouve les relations de NASLIN [ 23 | entre
les différents opérateurs utilisables pour la construction des circuits.
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A la fin de cette étude, la généralisation du "consensus"
apparatt nettement, Il ne s'agit plus d'une opération bool4enne, mails
d'un processus beaucoup plus général de traltement des informations.
Toute donnée informationnelle relative & un fait quelconque peut &tre
définie et caractérisée par 1'ensemble de ses composantes et représentée
par une matrice informationnelle. L'enseéemble des informations connues
relatives & un fait apparaft comme une suite de matrices information-
nelles de m€mes dimensions. On peut alors par consensus former de nou-
velles matrices informationnelles relatives & ce fait : il faut faire
la réunion d'une composante et 1l'intersection des autres. Les matrices
maximales ainsi formées jouent un rB8le identique & celui joué par les
impliquants premiers en algtbre booléenne,

On retrouve sur les matrices informationnelles relatives & un
fait quelcongue les propriétés mises en relief dans la présente étude :
relations d'ordre, complémentation, redondance, dualité. Le consensus
apparalt finalement comme une opération fondamentale en algébre logique.



1 - PRESENTATION DES CONSENSUS

N

11 - RAPPEL DE DEFINITIONS

Une variable booléenne est définie lorsque 1'on se donne

son état qui est forcément O ou 1.

Une fonction booléenne est définie lorsque 1l'on se donne

sa valeur (O ou 1) pour chaque état des variables.

. Deux fonctions Fl et F2 sont EGALES si pour tout état des

variables, elles prennent toutes deux la méme valeur.

On note cette relation:Fl = F2°

On dit qu'une‘fonction Fl est INFERIEURE OU EGALE & une
autre F, si tout état des variables qui fait Fl = 1, fait
aussi F, = 1. !

S'il existe un état au moins des variables qui fait F1 =0,

est STRICTEMENT INFERIEURE & F..

et F2 = 1, on dit que Fl 5

f ° 4
Ces relations d'ordre se notent : F1 é: F2 et Fl <:Fé,

S'il n'existe pas 1'une des relations d'ordre précédentes
entre F1 et F2, on dit que ces fonctions sont NON-
COMPARABLES.

On trouve alors un état des variables gui fait Fl = 0

et Fo = 1, et un autre qui fait Fi =1 et Fy = 0.

Cette relation se note : Fy 'Bé Fo. y
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On dit qu'un monBme est IMPLIQUANT d'une fonction F si sa va-
leur M pour tout état des variables est inférieure ou égale & la va-

leur de la fonetion pour cet état des variables.
On a : (M-’—l}:ﬁ(}?ml)

Un ensemble d'impliquants Al,...,An d'une fonction F la définit

N v . -
g1 l'ona : P = Al +o0 An‘

Cet ensemble forme une IMPLICATION de la fonction,

De la méme fagon, étant donné un mondme X et un ensemble
A1’°°°’An queleconque, on dit que X est INCIUS dans 1'ensemble si
1'on a :

x \< Al +056+ An

Une telle indgalité est dite relation d'INCLUSION d'un mon®me

dans un ensemblea

DEFINITION DES CONSENSUS

Etant donné un mondme A ; contenant x dans son éeriture, on
A
AL,

——

X

note le mon®me résidu obtenu par suppression de x dans A;/ par

Soit 1'égalité : Ml

gure, Nous pouvons écrire cette égalité apres mise en facteur de x

Fowat Mp = 1 eb une variable x qul y fi~

et de x' :
k m P
x ,j CML j , Moo+ x', ; %ﬁ; = 1
1 b'd k+l m+l x!

Ceci est justifié par le fait que, étant donné une somme de
p mondmes Ml’°°°’Mp’ non nuls, 1'affectation de leur indice 4 est
arbitraire puisque la somme ne change pas de valeur si on les per-
mute. On peut done s'arranger pour les classer par rapport ax et
t

b A d'abord ceux qui contiennent x, ensuite ceux qui ne contiennent

ni x, ni x' et enfin ceux qui contiennent x' dans leur écriture,

-o./.'.
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Définition 1-1 =

Toute égalité d'un polynfme & 1 est dite EGALITE & 1 D'ORDRE ZERO
AU MOINS,

Exemple 1-1

N

a+a' +ab =1 est une égalité 4 1 d'ordre zéro au moins.

Définition 1-2 ¢

' Une 4galité My 4eoot My =1 est dite EGALITE & 1 D'ORDRE q AU

MOINS si en la mettant sous la forme :

k m p
' <

x. oM v Lo x, L0 2
1 x k+1 m+1 x'

x étant une variable guelcongue figurant ou non dans 1l'éeriture
des monGmes, le polynBme Mg ; 1 +...+ M, est égal & 1 d'ordre

g - 1 au moins.,

Exemple 1~2

a+a'+b+Db'+ab +c =1 est une dgalité & 1 d'ordre

1 au moins, car :

b+b'+ec=1 ; (ordre zéro au moins)
a+a' +e¢=1 (ordre zéro au moins)
a+a'+b+b' +a'db =1 (ordre zéro au moins)

cea/oou



Définition 1-3

Une égalité & 1 est dite d'ORDRE q, si elle est d'ordre q au moins

et qu'elle n'est pas d'ordre q + 1 au moins.

Exemple 1-3

by

L'égalité b+ b' + ¢ = 1 est une égalité & 1 d'ordre zéro,
car elle n'est pas d'ordre 1, et elle est forcément au

moins d'ordre zéro.

L'égalité a + a' + b+ b' + a'd' + ¢ = 1 est alors d'ordre 1

car :
1) elle est d'ordre 1 au moins

2) elle n'est pas d'ordre 2, puisque b + b' + ¢ n'est pas

d'ordre lam moins.

Définition 1-4

Une égalité Ml + ..+ Mp,= 1 d'ordre q est dite IRREDONDANTE d'ordre

|
!
1
{
1
1
i q, lorsque la suppression d'un M; quelconque la rend d'ordre q - 1.

Exemple 1-4

L'égalité a + a'b + b' + ¢ + ¢ = 1 est irrédondarrte

d'ordre 1.

L'ordre d'une égalité & 1 est donc unihombre positif ou nul.

s
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L'ordre et 1'irrédondance se notent & la suite des égalités, cntre

parentheses,

Exemple 1-5 .

a+a'+b+Db +ab' =1 (ordre 1)

x+y+x'y =1 (ordre 0, irréd.)
a+a' +b+b' =1 (ordre 1, irréd.)

Remarque 1-1

Considérons le cas ou les mondmes Mx/ se réduisent en un seul terme
qui est 1. On a 1'égalité:1l = 1 qui est d'ordre zéro au moins, d'or-

dre 1 au moing ...

L'ordre de cette égalité n'est done pas défini,

Considérons une implication Al,,,o,Ap d'une fonction F. Chacun des
A, est le produilt de deux mondmes B, et C,, ;B étant le produit
des variables de A ;. monoformes dans 1'implication (c'est-a-dire n'y
figurant que sous une seule forme directe ou complémentée), C,

étant le produit des variables de A, Dbiformes (s'il n'y a pas de

variables monoformes ou biformes, on fait Bi/ ou CLr =1).

Formons alors le produit X = Blanon des variables monoformes et la
somme S = Cl Fooat Cp des résidus obtenus en supprimant dans chaque

monGme A, les variables monoformes.
Pour tout état des variables qui fait X = 1, S prend la valeur O ou 1.

Si S = O pour 1'un d'eux au moins, X n'est pas impliquant de la
fonetion F. En effet, pour cet état des variables d'entrée, tous les
mondmes donnés sont nuls, leur C, dtant égal & zéro, alors que X

est égal & 1,

aoe/ooe
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Si 8 = 1 pour tout état des variables qui rend X égal 2 1, on a
forcément X inférieur ou égal a la somme Al +o0at Ap qui vaut P, ce
qui montre que X est impliquant de F.

D'ol le théoréme :

-

Théoréme 1-1- Etant donné une fonction F par l'une de ses impli-

cations A Ap, la condition nécessaire et suffisante pour que

l:.o.,
le produit X = Bl"‘Bp des variables monoformes dans 1'implication
goit inférieur ou égal & F est que la somme S = Cl toeet Cp des

produits des variables biformes dans chaque mondme constitue une

égalité a 1,

Le processus utilisé permet ainsi, & partir d'une implication, d'ob-

tenir de nouveaux impliquants.

Exemple 1-6 :

Soit la fonction F = ax + by + x'y'.

Le mondme ab trouvé par application du processus est impli-

quant de F, car on a : x +y + x'y' = 1.,

Remarque 1-2

Il y a intérét & obtenir des mondmes les plus grands possibles,
¢'est-a-dire contenant le nombre le plus faible de lettres dans

leur écriture.

Considérons alors un composant Aé, conduisant & un résidu C} inu-
tile ou redondant dans 1'égalité S = 1. Un tel monSme risque de pré-
senter dans son écriture une variable monoforme x absente dans
1'éeriture des autres qui aurait comme effet de diminuer le monOme X

trouvé par le processus étudié,

On s'intéressera donc plus particulidrement au cas ol 1'égalité

S = 1 est irrédondante.

VA



Définition 1-5

Le mondme X produit des variables monoformes dans l'écriture‘d’un
ensemble de mondmes Ay,...,Ap est dit CONSENSUS D'CRDRE q de ces
montmes si la somme S = C1 +...+ Cp des résidus formés par les

prodults des variables biformes dans chacun d'eux constitue une

.

égalité & 1 d'ordre q irrédondante.

Exemple 1-7

Les monBmes ax, by, x'y' admettent comme consensus d'ordre
7ZERO le monOme ab.

On a, en effet : x + vy + x'y' = 1 (ordre 0 irréd.)

la relation de consensus d'ordre q entre les monOmes Aq,...,A, de
1 P

1'ensemble E et leur consensus X se note 3

x =6y .o Ay) o X =BUE)

Iorsque 1'on ne préecisera pas 1'ordre d'un consensus, il s'agira

toujours de 1l'ordre ZERO.

Etant donné une relation de consensus X = t;q(ﬂleeaAp), les monfmes
AljouuAp sont dits CGENERATEURS de X et en forment une GENERATION.

On appelle CIASSE d'une relation de consensus X = %;q(Aloo,Ap) le

nombre p des générateurs.

On appelle EGALITE CARACTERISTIQUE d'une relation de coﬁsensus
1'égalité irrédondante : Cy +...+ Cp = 1 obtenue en égalant & 1 la
somme des résidus obtenus en supprimant les variables monoformes

dans 1'éeriture de chaque générateur,

on»/oao
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L'ordre d'un consensus est égal & 1'ordre de son égalité caracté-

ristique.

Remarque 1-3 :

Un mon®me quelconque est lui-méme son propre consensus de

classe 1 :

x =%

En effet, 1'égalité caractéristique se réduit &4 1 = 1, qui est

une égalité irrédondante d'ordre indéfini.

Conventionnellement, on dira qu'un mondme est son propre consen-

sus de/classe 1, d'ordre quelcongue.

La justification de cette convention devra &tre faite & chaque

-

fois que 1'on aura & employer les consensus de classe 1.

Remarque 1-4 :

I1 n'y a jamals de relation de classe 2 entre un consensus et

1'un de ses générateurs.

Considérons, en effet, la relation : X =(t;g(A1"-Ap)« Toutes
les variables figurant dans 1'éeriture de X sont forcément mono-

formes dans la génération Aj,...,A . Le consensus X ne fera

p‘
Jamais partie d'une génération de classe 2 d'ordre quelconque ol

1l'autre générateur serait un Aiz de 1'ensemble Al,...,Ap.

Par contre, ces deux mondmes peuvent entrer dans une génération
de classe supérieure & 2 & condition que 1l'un de leur co-générateur

rende une variable du consensus biforme,

Exemple 1-8 : .
Soit 1la relation : bc'd‘==T;(abc', a'bd). Les monOmes

be'd et a'bd peuvent entrer dans une génération avec

d'autres mondmes qui devront rendre biforme une varia-

ble au moins du consensus be'd; ’ Juur
. . sea/ sue
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C'est le cas du mondme acd qui rend ¢ biforme. On a :

bd =(@ (abe’, a'bd, acd).






2 - PROPRIETES DES CONSENSUS D'ORDRE ZERO

21 - INCLUSION D'UN CONSENSUS DANS L'UNE DE SES GENERATIONS

Il résulte du théoréme 1-1 que tout consensus
X = %g(Al,Q,Ap) est 1ié a ses générateurs par la

relation d'inclusion :

XL AL+ oo+ A

‘Nous aurons besoin de deux lemmes préliminaires pour
démontrer la propriété d'inclusion IRREDONDANTE 4'un

consensus dans 1'une quelconque de ses générations.

Lemme 21

Etant donnée une égalité & 1 irrddondante d'ordre zéro

C1 + ... + Cp =1, on peut toujours trouver un état des
variables y figurant, tel que le seul terme du premier

membre qui vaille 1 soit un terme de rang quelconque

choisi & 1'avance.

En effet, soit Cyx le terme choisi. Si pour tout état des
variables : Cyp + ... + Cg.y + Crp1 *+ +0o#Cp =1, Cy appa=
raft comme inutile ce qui est contraire au caractére

d'irrédondance de 1'égalité donnée.

nn/ooo



Lemme 2-2 :

Dans toute égalité & 1 irrédondante d'ordre zéro, il ne peut y

o s e e e

avoir de variables monoformes.

Soit x (ou x') une telle variable. En la rendant égale & O, on an-
nule un certain nombre de termes. Le résidu constitue encore une éga-
1ité & 1 par hypothése pour tout état possible des variables y fi-
gurant. Donc les termes contenant x (ou x') étaient inutiles, ce

qui est contraire au caractére d'irrédondance de 1l'dgalité & 1

donnée,

Soit la relation de consensus : X =(€;(A1.,.Ap), Considérons un
état quelconque des variables faisant X = 1, Cet état rend tous
les B, égaux & 1. On a par ailleurs : C{ +eeet Cp =1, ce qui
prouve qu'il y a au moins un résidu C; qui vaut 1, done le monOme
A, correspondant vaut 1 également, ainsi que la somme Ay +...+ Ap.
Plagons-nous en un état des variables biformes faisant Cp =1let
C; = 0 pour tout 4 £ k. Ceci est possible d'aprés le lemme 2-1,
En fixant aux variables monoformes la valeur 1, et aux variables
absentes une valeur quelconque, on obtient un état des variables

qui fait : X = 1 et O] +.aet C _ 1 + Cp . 1 +eeet Cp = 0.

On peut alors affirmer que X n'est pas inférieur ou égal & toute
somme de p ~ 1 des générateurs provenant d'une génération de
classe p, D'oh le théoréme :

Théoréme 2-1 :

Un consensus est inclus dans 1'une quelconque de ses générations
de classe p, mals non dans tout ensemble de p - 1 monBmes que

1'on peut former par suppression de 1l'un des termes de cette

génération.

Inversement, considérons un monSme A jouissant de la propriété
d'8tre inférieur ou égal & la somme de p mondmes AyseeesAp, mails

non dans toute somme de p - 1 d'entre eux.

Nous pouvons considérer A comme le produit B,.C.D., de 3 monOmes, B
étant le produit des variables de A monoformes dans 1'éeriture des
mondmes Al,,.,,Ap, C étant le produit des variables de A biformes, D
étant le produit des variables de A apsentes dans cette ?criture,



Soit x une variable de C, Tous les mondmes Ai, inférieurs ou égaux
& x' ont une intersection nulle avec A, ce qui est contraire & 1'hy-
pothése qu'on ne peut enlever aucun monfme de la somme, Donec, il

est impossible qu'il existe une telle variable, et C se réduit~é 1
et A a B.D. Chacun des B; peut s'éerire comme le produit BguBi avec
B%{= produit des variables de Béfigurant dans B et B% = produit des

variables de BA/ ne figuraht pas dans B,

Tout état des variables qui rend A égal & 1 fait B égal & 1, done

tous les produits Bi sont égaux & 1,

Considérons la somme B% oCl Foo ot B2 o Cp et cherchons sa valeur

pour tout état des variables qui y ?igurent, On peut a chacun de

ces états associer un état de toitosles variables du probléme obtenu
en donnant la valeur 1 aux variables figurant dans A et une valeur
quelconque aux variables absentes. Ce dernier état rend A édgal & 1
et la somme A} +...+ Ap égale & 1, Or, cette somme devient

BioCl + Biocp qui est done une égalité a4 1, Montrons qu'elle est
irrédondante, Considérons un monéme Ak quelconque. On peut toujours
trouver et se placer en un état des variables qui fait A = 1 et

Ax égal & 1, tous les autres Aj étant nuls, Il v a donc dans 1'écri-
ture de chaque monSme Aj (pour J # k) une variable qui est nulle

et annule Cj. Tous les monOmes B§,Cj sont done nuls.

Cx apparalt ainsi comme indispensable dans 1'égalité B%Cl Fooot B§0p==i
Comme k peut &tre quelconque, cette égalité est irrédondante d'ordre

¢
Zero,

D'aprés le lemme 2-2, nous pouvons affirmer qu'il n'y a pas de
variable monoforme, denc tous les BE/ se réduisent 3 1 et A 2

1 1 .
Bloa,Bp,D, Appliquons alors le processus de formation des consen-

sus sur l'ensemble des mondmes Al,a“,Apo On trouve un monBme
1 1
Bloo on = Blooon

son produit par un certain nombre (pouvant &tre nul) de variables

qul est leur consensus X et A apparalt comme

absentes dans 1'éeriture des générateurs. Le théoréme réciprogue

du théoréme 2-1 s'dnonce :

oao/aan



Théoréme 2-2 :

S8i un mondme A est inférieur ou égal & la somme de p mondmes, mais

non & la somme de p-1 d'entre eux, ces monOmes admettent un con-

sensus qui lui est supérieur ou égal.

Remarque 2~1

Dans le cas particulier ol il n'y a pas de variables absentes, le
seul mondme qui jouisse de la propriété précédente est le consensus

lui-ménme.

Remarque 2-2

Le consensus est un impliquant premier de la somme des monSmes for-
mant 1'une de ses générations. C'est, en effet, le plus grand véri-

fiant 1'indgalité :
XL Ay +eoot A,

Dans cette inégalité, on ne peut enlever ni une variable du monSme

constituant le premier membre, ni un monSme du second membre,

Définition 2-1

On dit qu'une relation d'ineclusion : X <£; Ay +..o+ A est
* IRREDONDANTE D'ORDRE ZERO lorsque, en supprimant une variable

quelconque dans le premier membre, ou un mon®me quelconque dans

le second, la nouvelle relation ainsi formée n'est plus vraie.

Théoréme 2-3

La condition nécessaire et suffisante pour qu'un mondme X soit
1ié & un ensemble Al’“'“’Ap par une relation d'inclusion d'ordre

zéro, est qu'il soit leur consensus d'ordre zéro.

cee/en



Exemple 2-1

Considérons la relation : ab =(f;(ax, by, x'y")

Ona:abéax+by+xy

mais : a $& ax + by + x'y
b §§ ax + by + x'y
ab & ax + by
ab & ax + x'y

ab ;2 by + x'y'

22 - REDUCTION DE IA CIASSE D'UNE RELATION DE CONSENSUS

Seit la relation X = %;(AloooAp)u Son égalité caractéristique
peut s'éerire aprés mise en facteur de x et de x' et redistribution

des indices :

& n p
e D Do e - )
‘ 1 x k+ 1 m+1 x'

D'olt 1'on déduit o

- en faisant x

i
H
rd[\/]w
Q
¢
+
@
H
}_J

(2)

et

m P
U /S_" =
- en faisant x Zi__J Co + 44— LA 1 (%)

By

i
O

i

Ces deux égalités péuvent 8tre redondantes. On peut alors supprimer

des termes inutiles, Jjusqu'a ce qu'elles deviennent irrédondantes.

Lemme 2-5 ¢

Dans les deux égalités :

ooo/ooo
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k m m P
> C;+T, c. =1 et Z CL+Z CLo=1,
1 x k+1 v k+1l m+l x'

les termes inutiles proviennent tous du groupe de monomes

Ck+1 & Cme

Tl est suffisant de le montrer pour 1'une d'elles, étant donné 1la

dualité existant entre x et %', Prenons, par exemple, la seconde°

Considérons done un monbme C& _ qui serait inutile dans 1'égalité (2).

x
Ceci signifie que 1'on a :
g-1 k m
Zg‘."..*- Z CL +ZCL=1
R & b g+l b'd k+1

Nous pouvons done écrire :

g-1 k m
x N\ 1 ~

X g+l b4 o k+l

et en multipliant les deux membres par X :

g-1 k m
Cg \< Zl C.+ Z C + Z (c, .x)

A

g+l k+1
m m
On a par ailleurs : C- -.X<C-, done @ :__ (cC. .k) < Z C-
PO Y erl w N k1l v
g-1 k m
D'OU'Cg<ZC.+2__ C.+ c.
1 0~ gl M okl
g-1 m
C <: E C.+ C.
B 1 * ‘g1

Qoo/-oo



g -1 Rl m p
ZAC +Z___CL=LC~SZ.CL:1
1 i+l 1 1

Done Cg est inutile dans 1'égalité caractéristique, ce qui est

impossible par hypothése. Le lemme 2-3 est done démontré.,

Lemme 2-4 :

Dans les deux égalités :

k m m o)
) ) 2
Zgé.wLZ__!c..:l et L. C. o+ Co =1
1 x kx+1 ~ k+1 ° m+ 1 x'

les termes inutiles dans 1l'une sont forcdément obligatoires dans

1'autre,

Considérons un terme Cp du lot Cp . 1se00aCpy qui serait simulta-
nément inutile dans les deux égalités, Il est inutile dans la
premiere, ce qui prouve que 1l'on y trouve une somme de mondmes

qui lui est supérieure ou égale,

On a LS h -1 <§l
o t“_
ohéz% vl e+ L ¢,
1 X k1 h+ 1
k h -1 m
S— N N
D'ol : x,ch\<z_ﬂ c.+ /L (c.x)+ L (C_.x)
1 Yk + 1 h + 1
h -1 m
-
et °X"Ch<4 ., C. + [/ , C.
N Yo+l v
h -1 p

On trouveralt de méme : x'oCh_éz Z , C.+ 2L- C



2 -8
h -1 P

On a par addition des deux 1nega11tes : Ch<;z;_ CQ + :E: c -
1 ' h+1

h -1 o] ‘
D'ou : 25:; C. + ;E:: QE:;, C. =1, ce qui est impossible
Y n+1 1
Le lemme 2-4 est donc démontré,
k :?L
‘ . :
Revenons aux deux égalités : Z . E:; s c.=1 (2)
, 1l x k+ 1
m p
et : QE:; C. + 2 : ) ugfr (3)
k+ 1 m+ 1 x'
Apres suppression des termes inutiles et redistribution des
indices, on a : k - ‘
2 Ll 2 Co=1 (ireéd.) (%)
1 X k+ 1
m D . )
et : Z_ C. + Z_ CL =1 (irréd.) (5)
k'+1 v m+1 x' ‘

avee : 1 L k L k' {m" m p-1.

On peut, en effet, affecter aux monOmes Cp 41 a Cp de nouveaux
indices de fagon a ce que les termes inutiles soient respective-
ment C 'y 1 a Cyy pour la premiére (sim' =m, il n'y en a pas)

et Cx + 1 a Ck‘+ 1 bour la deuxiéme (si k' =k, il n'y en a pas),

On peut alors considérer (4) et (5) comme de nouvelle égalités

caractéristiques qui nous définissent les relatlons de consensus :

OIC/QOO



2-9

= XoBq .. oBye ::%;(AlogaAmx) de classe m' avec m’kéi m 4; p -~ 1

3
Pt
i

X" Bty 1eseBp = %;(Akv+ 100°Ap) de classe p - k' avec
p-k'{ p-k{p-1

24
n
i

On a done ¢ X =

F"H“d

BL'-: Blaanp = (BloooBmi)o<Bk?+ 1aoon)

G (% %)

b
i

Dol

‘'est une relation de consensus de classe 2 ol les générateurs

sont eux-mémes des consensus de classe inférieure & p.

Exemple 2-2 3
Soit ls relation de consensus : o'd.==%i(ac'g a'b, v'd).

L'égalité caractéristique a + a'b + b' = 1 se réduit par
rapport & a en : 1 #+ b' = 1 (en faisant a = 1) et

b+ b' =1 (en faisant a = 0), ce qui nous donne les deux
égalités caractéristiques 1 = 1 et b + b' = 1, qui corres-
pondent aux relations de consensus ac' = %g(ac’) et

ata = G (a'p, b'a).

On a bien c'd.::%;(ac', a'd) de classe 2. lLa classe a

diminué d'une unité.

Théoréme 2-~4 3

Tout consensus de clagsse p, X =({B(A1°,¢Ap) est consensus de
classe 2 de deux mondmes X; et X, eux-memes liés aux générateurs
initiaux Al,ca,,Ap par des relations de consensus de classe

inférieure & p, telles que tout générateur A initial figure

forcément dans 1l'une d'elles.

oao/aeo
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Remarque 2-35

La réduction par rapport & une variable figurant dans 1'égalité
caractéristique permet de diminuer la classe. On aboutira done
finalement & des relations de consensus de classe 1 qui seront
les générateurs Aj,...,Ap. On utilisera cette propriété pour
passer d'un consensus & ses générateurs et inversement pour;le

former & partir de 1'une de ses générations.

Remarque 2-4 :

Lafréduction a été faite par rapport & une variable x quelconque.
T1 sera donc possible dleffectuer les réductions successives

dans un ordre arbitraire des varlables biformes.

Remarque 2-5 :

la variable x, par rapport & laquelle a été faite la réduction,
ne figure pas dans les dgalités caractéristiques (3) et (4), mais

dans 1'éeriture des monOmes x.Bl..iBms et X'-Bk'+ 1...Bp.

I1 y a done eu passage d une variable du groupe des variables

biformes dans celui des variables monoformes.

Remarque 2-6 :

On peut admettre que la réduction d'un consensus par rapport &
une variable absente dans son égalité caractéristique le conserve

en lul-méme,

Exemple 2-3 :

Considérons la relation :

de =C@(a.ce, a'b', bd, b'c'd)

coi/ons
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Son égalité caracléristigue s'éerit

(2]

ac + a'b’ + b+ ble' =1 (ire.)
Réduetion par rapport 2 a :
Pour a = Q0 on a : " 4+ b+ blet =1
qui se simplifie en : b'" + b =1 (irr.)
qui donne la relation a'd =({;(a'b', bd)
Pour a = 1, on a : e+ b+ble’ =1 (irr.)
qui donne la relation ade = 6 (ace, bd, ble'd)

de est done réduit en a'd et ade,

Réduction par rapport & b :

1 - a'd se réduit en a'b' et bd,

2 - Réduilsons la relation ade =(f%(aceg bd, b'e'd) dont

1'égalité caractéristique s'derit : ¢ + b + ble' =1
Pour b = 0, on a : ¢ +e' =1 (irr,)
qui correspond & ab'de =(f;(ace, b'c'd)
Pour b = 1, elle devient : 1 + ¢’ = 1"~

qui se simplifie en 1 = 1 et correspond 3 bd ==%5(bd)

de est done finalement réduit en a'b', bd, &ab'de,

Réduction par rapport & c s

1 - a'b' ezt inchangé,
2 - bd est inchangé.

5 -~ ab'de se réduit en ace et b'e'd, On a done réduit de

en a'b’, bd, ace et b'ec'd, gui sont ses générateurs.,

On peut représenter la réduction graphiguement.

ooo/ooa




Réduction par

rapport &

On peut donc passer d'un consensus & ses générateurs par une
suite de réductions de classe, Le graphique représentant ces
opérations sera dit GRAPHE DE REDUCTION de la relation de cénsen~
sus, chaque réduction étant représentée par deux fléches ayant
une origine commune (correspondant au consensus) et aboutissant

3 deux monSmes qui en sont les générateurs,

Remarque 2-7 :

Tout noeud d'un graphe de réduction est forcément le consensus
des générateurs auxquels aboutit toute branche orientée partant
de ce noeud, Cette propriété est démontrée par application du
théoréme 2-4,

Exemple 2-4 :
Congidérons le noeud ade du graphe de 1'exemple 2-3. Les

branches partant de ce noeud aboutissent en bd, ace, b'e'd.

ade
_____ ?Id"“"’""'a?‘de""”""
bd ace b'e'd

T T R ]

On a bien : ade :% (bd,ace, b’O’d) oon/noo



Remarque 2-8 :

Tine méme relation de consensus peut avoir plusieurs graphes de
réduction. I1 y en a au moins un par ordre possible de prise en

considération des variables biformes.

Exemple 2-5 ¢

Reprenons la relation : de :(éagace, a'b', bd, b'e'd)

Nous trouvons un graphe différent en changeant 1'ordre

variables :

HKoooeX sont les ér variables biformes, le nombre maximal de
L ')

faut pour passer de X & ses générateurs est de

Remarque 2-10 :

Ia réduction permet de passer du consensus & ses générateurs, Le
processus inverse permet de passer des générateurs au consensus
par une sulte d'opérations dont le nombre est inférieur ou égal

- 1

A

5%
no

coo/con
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Remarque 2-11 :

Avant réduction, on dispose du consensus X qui forme un ensemble

6° dont il est le seul élément. On a : X = B (G°).
7,

3

Apr réduction par rapport 2 Xi, on dispose de deux monOmes Xl

=¥
i - N 2 IO e z o l
at kg gui forment une génération G~ de X.

Aprés réduction par rapport a X, ., On a un ensemble de monOmes

rd rd ' k
formant une génédration G de X.

aprés réduction par rapport a X, on a obtenu la génération GQ

Tormée des générateurs Al""’Ap de classe p.

na:X-= %;(GL) pour A variant de O & { . si on fait la somme

() des mondmes figurant dans G, on a :
/

< Z(Gi’) é \<Al+°”+An

N~

v L oxvx, 2.6

2% .. EXCLUSION D'UN MONOME D'UNE GENERATION

Congidérons un consensus X et 1'une quelconque de ses générations

i"\‘»l;soapApa

ljous nous proposons d'éliminer de la génération 1'un quelconque
des géndrateurs, A1 par exemple (on peut redistribuer les indices
de fagon gue le monSme choisi devienne Al)°

Lemme 2-5 3

On peut toujours, dans une égalité Ml +o0 ot Mp = 1, remplacer
1'un quelconque des Mx, par la somme des consensus par rapport
4 une variable quelconque de son écriture, qu'il admet avec

chacun des autres mon®mes, sans détruire 1'égalité & 1 du pre-

mier membre.

ooo/ooe
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8i un terme contient dans son écriture une variable monoforme,
il est inutile d'aprés le lemme 2-2 et peut donc &tre supprimé,

méme sans chercher et introduire ses consensus dans la somme,

Nous ne nous occuperons donc que des égalités de la forme

Ci oot Cp =1 oll toutes les variables sont biformes. Nous al-
lons essayer de faire disparaitre Cl en le remplacant par la
somme des consensus qu'il admet avec tous les autres monSmes
Cg,ooc,cp et cecl par rapport & une variable quelcongue x de

son éeriture, L'égalité Cp +oaot Cp = 1 peut s'éerire :

k m P .
. 2§— CL'+ ) (%;+mﬂ ZZ; Ce =1
1 X k+ 1 m+ 1 x'

p
T ST .
et devient pour x = 0 : L __C. + A =1

Soit R, le monSme résidu obtenu en rendant égales & 1 toutes

les variables de C, figurant dans 1'éeriture de Cla

m D
onac, =C Z_o‘ +2 o

1 —
k+1 © m+1 x'
m p
N S
= L (cpe) L (.24
k+ 1 m+ 1 x'
n b
z R.
= (C1.R) + ; (Cq i)
k + 1 m+ 1 xf

Que représente C1.R; pour L variant de k + 1L & m 2 Clest le
produit des monBmes C,L et C. . On a done ClnR;‘g; C. et
m m

Z_. (CloR&->\< 2: C.

k + 1 x+1 vos/0oa
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Que représente Gl.ﬁirpaur « variant de m+l & p ? Clest 1le

X?
- Cl. C*( *
produit par x de Jh.. X gul est le consensus de ﬁl et de C; .
7 ‘
X x

Soit 3 C_ ces congensus. Nous avons ¢
i C§+l & q ¢ N

P P q
.}
SNRCE TS NG S S
L x! mdl x x! P+l

. Lt qi
Dloh C < Z C, + ; , C,
3‘\_ k+1 ~ pri v
Remplagons Cl par le second membre de cette indgalité dans
Gl L I C? = 1&

Nous obbenons : Cg Faest CCi = 1 et le lemme 2-5 est démontré,

Temne 2-6

On peut dans toube inclusion de la forme : X 5; Al Fauet &p
remplacer un mondSme quelcongue de second membre par les consen-
sus Ap+l""’ﬁq qu'il admet avec chacun des autres termes

Asse. A par rapport & une variable x quelcongue de son deri-~
2 p

ture, biforme dans le second membre.

* Considérons une inégalité de la forme : X { Ay 4ot A,
redondante ou non. Formong 1l'ensemble des consensus Ap+l"“’ﬁq
gue Al admet avee Ags.,.sﬁp par rapport & une variable queleongue
x de son écriture biforme dans le second membre (ce qui sera dé-
montré pour Al la sera sussi pour AA; puisque 1'on peut aussi

‘yedistribuer les indices),

La somme Ay +...+ A, est égale & A, +...+ A, puisque 1'on n'a

al;/&&&
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fait que luil ajouter des mondmes qui lui sont inférieurs ou
dgaux, D'ol :

Ay +ooot Ay > X

N

Rendons égales & 1 toutes les variables de X. Le second membre
de 1'inégalité étant égal & 1, le premier membre devient for-

cément égal & 1. L'inégalité devient :

Ml +o0et l\qq = l

Dans cette inégalité, nous pouvons supprimer My d'aprds le
lemme 2-5, puisque les consensus qu'il admet avec MgaﬁeMp
sont déja trouvés et sont My 4 1°,5qu et qu'il n'en admet

pas avec Mp 4+ 1s-slly (remarque 1-4).

Done Mo +...+ Mq = 1

Tout état des variables qui fait X = 1 fait Mp +...+ Mq = 1

et Ap +...+ A, = 1. On a bien X é: An +ooot Aq et le lemme

g
2.6 est démontré.

Considérons maintenant la relation de consensus X = %2(A1,Q,Q,Ap)e

Nous avons : X é: Ay +ooot Ay (irréd.)

Appliquons le processus d'exclusion de A7, Nous obtenons

X éj Ap +ooot Aq que nous pouvons rendre irrédondante par
suppression de termes inutiles, ce qui nous donne :

X é: Ay +e..+ Ay (irréd.) qui conduit & une nouvelle relation
de consensus X = G(Ay,...sAy) ou le générateur exclu ne fi-
gure pas. Ce qui a été démontré pour Aq 1'est pour A, puisque

1'on peut encore redistribuer les indices.

Théoreme 2-5

L'exclusion d'un mondme d'une génération et son remplacement

par les consensus de classe 2 qu'il admet par rapport a4 une

oon/uoo
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variable biforme guelconque de son éeriture avec les autres

\

générateurs conduit toujours & une nouvelle génération du

consensus ol il ne figure plus, apres élimination des termes

- e et el o et e e

inutiles,

Exemple 2-6 :

Soit la génération : a'b' / bd / ace / b'e'd du con-
sensus de. Eliminons a'b' par rapport & 1l'une de ses
variables, a par exemple. On forme lé consensus b'ce
avec ace qui donne un ensemble de mondmes bd / ace /
b'e'd / b'ce dont le sous-ensemble bd / b'e'd / b'ce

admet de comme consensus.

Remarque 2-12 :

Le nombre de variables biformes ne peut pas augmenter dans
cette opération., Il peut rester stationnaire ou diminuer si

x disparalt.

Remarque 2-13 :

On dispose d'un processus permettant de passer d'une généra-
tion & une autre., On pourra par ce procédé arriver & la géné-
ration de classe 1, qul est le consensus lui-méme, & partir

d'une génération quelconque.

Remarque 2-14 3

m a
Reprenons 1'indgalité : Cl‘é: ;E::. C. + ;Z__ C
p +

k+1 *

considérée dans la démonstration du lemme 2-5,

Cq contient x dans son éeriture, alors que cette variable ne

figure pas au second membre,

cei/ e
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m
On a done Cl <: 25:; C

k+ 1

d
L2,
A

“ p+1

Multiplions les deux membres par X :

m a -
x.0; ) (c .X) + ) (c, .X)

k+ 1 p+ 1
or i cL.X\<AA;
m a
D'ol : X.Cq <i 22:; A+ ;E:; A,
: kK + 1 p+1 *

m a
X.C <:
. 1 ; . : ~
et S A&’+ A&/

X X+ 1 p+1

qui est une relation d'inclusion dans laquelle x ne figure

plus.






3 - RECHERCHE DES CONSENSUS D'ORDRE ZERO

31 - EXPOSE DU PROBLEME

)

Dans la recherche des bases premiéres des fonetions, on est
amené & rechercher des relatj.ons d'inclusion d'ordre zéro
irrédondantes de la forme fIX é; Ay oot Aps olt tous les
mondmes du premier et second membre sont des impliquants

premiers d'urie fonction.

Ceci n'est valable que pour les bases des fonetions simples
et complétes, c'est-a-dire considérées seules et sans valeurs

indifférentes pour certains états des varlables.

En fait, on sera plus généralement amené dans la recherche des
circuits de cofit minimal & utiliser les relations d'inelusion
irrédondantes d'ordre zéro de la forme : X é: Ay +eoot Av,
"ol les mondmes Ay, ... Ay flgurent dans un ensemble donné
_Al:---:An et tels que X et chaque A. ne sont pas forcément

impliquants premiers de la fonction F = Ay +...+ Ap.
Le probléme se pose done de la fagon suivante :

Etant donné un ensemble de monSmes_Al,;..,An, trouver 1l'ensemble

de toutes les relations de consensus de la forme Xzzﬁg(Au...Av) ,

ol les générateurs Ay,...,Ay sont des mondmes de 1'ensemble

donné,

v

i



Remarque 3-1 @

A chaque monOme A, de 1l'ensemble correspond une solution
évidente : A . =(€3 (AJ;) de classe 1 qui est une solution TRIVIALE

du probléme. /
Exemple %-1 :

Qoit 1l'ensemble des monOmes :

ab / abe / a'e /a'd /be /bd /c'd

Parmi les solutions non-triviales figureront les rela-

tions :

‘% (a'c, c'd)
% (ab, a'c, c'd)
bd = G (abe, a'c, c'd)
abd = & (abe, c¢'d)

il

a'd

o
S
i

On volt que le consensus abd ne figurait‘pas dans
1'ensemble initial.

A la troisiéme relation correspond 1'inclusion lrré-
dondante d'ordre zéro : bd £ abe + a'c + ¢'d, qui n'est
pas "minimale" puisque 1'inclusion irrédondante :

bd 5; ab + a'ec + ¢'d est obtenue & partir de la précédente

par suppression d'une variable dans un mondme du deuxicme

membre.

32 - DEFINITION DE IA FONCTION “"VERACITE"

Soit 1'ensemble Ayseensh des monfmes susceptibles de

figurer comme générateurs dans les relations de consensus cherchées.

Tout consensus possible sera le produit de variables figu-

rant dans 1'ensemble.

vee/enn



>=-2
On peut, pour trouver les relations cherchées, opérer de la fagon

sulvante :

1 - former un mondme Y comme produit de variables figurant dans

1'ensemble initial sous leur forme directe ou complémentée ;

2 - former une somme S de monOmes pris dans 1'ensemble ;

\e
'

tester si 1'on a ou non la relation : Y 5:‘8 3

e
1

l'ensemble de ces inclusions étant trouvé, les relations de
consensus cherchées seront celles qul correspondent aux in-

~clusions irrédondantes.

Ne considérons pour 1'instant que les monBmes Y contenant dans
leur écriture toutes les variables sous une dé leurs deux formes

possibles.

Nous pouvens former Y de 2™ fagons (s'il y a m variables). Asso-
clons & chaque variable a figurant dans 1'deriture de 1'ensemble
“donné, une variable booléenne &« qui vaut 1 si a figure dans Y
sous sa forme directe, et O si a apparalt sous sa forme complémen-
tée dans ce monBme. A tout terme Y correspond alors un monOme
formé des variables associées (JS... sous leur forme directe ou

complémentée.

‘Associons de la méme fagon.é tout mondme A, une variable booléen-
ne x qui vaut 1 si 1l'on place Ay dans le second membre de 1'iné-
galité & tester, et O dans le cas contraire.

Exemple 3-2

Soit 1l'ensemble des monBmes Ay, Ay, A, ol figurent
les variables a, b, ¢ et d,

- |Au monbme : Y = ab'ed cérrespond 1'état 1011 des va-
riables 0(53‘63 assocides qul rend le monBme dF’IS
égal & 1. '
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A la somme A + Ay correspond 1*état 110 des variables
assocides xy et z, done le monodme xyz est égal & 1. Si
1'on forme pour la vérifier 1'inégalité : a.b'cd< At Ay on &
1'état des variables assocides o be gxyz : 1011110, qui

rend le monbme dﬁxgxw"éylél.

-

La véracité de 1'inégalité formée est évidemment fonetion des éléments

choisis, c'est-a-dire de 1'état correspondant des variables assocides.

On peut donc définir une fonction aSSOCIée que 1l'on peut appeler
fonction "VERACITE"Y}'de 1'inégalité formée. Pour tout état des
variables associées, la fonction "VERACITE" vaut 1 ‘si- 1 inégalité
est vérifide et O dans le cas contraire. On peut donc se donner sa
valeur pour tout état des variables assocides. On voit-qu'il s'agit

bien d'une fonction booléenne ordinaire.

Remarque 3-2 :

Tout impliquant oanonique de(Ur’ainsi formé comprend deux groupes
distincts de variables.

Le pfemier est fofmé des variables X (.. dont 1'état est 1ié au
premier membre de 1'inégalité formée, le deuxidme groupe étant formé
des variables liées & la présehce des monSmes dans le second membre |
de la relation dont la véracité devra 8tre testée.

Exemple 3=3

.Considérons 1'ensemble des deux momdmes:A_ ‘= ab et Ay = a'.
Il y a deux variables dens ce probleéme : a et b auxquelles
‘nous associons Q et . Nous pouvons alors remplir le ta-
bleau définisSantlf en y plagant dans la premiéré colonne '
les états possibles des. variables of §5 , dans une deuxiéme,
l inegalite 4 tester, dans une troisidme la valeur de la
fonetion associée "1)-" et dans une quatriéme, 1'impliquant
canonlique correspondant dellr.




2. -

i ’ [} 1 I ]
; Variables . 0 ; ‘
é , Inégalité v ? Tmpliquant 9
, X ooy ; ! ;
! o < i i !
, 0 0 0 o0 pa'pt L - T ‘ ;
10 0 0 1 tavn ¢ a' 11 !0()55/34:'37 z
) i ~ ! ! I
, 0 0 1 0 a' ¢ ab | 0 ;
Y
i1 0 0 1 1 ta'b' abta’' 1t 1 !e(/SS Xy !
] 1o, ! z ;
y, 0 1 0 0 ; 2'b < - ¢ 0 ’
P 0 1 0 1 ta'p £ a' 1l !\Uj% x'y !
; 0 1 1 0 , 2’ & ab 0 Yy
!0 1 1 1 ta'b £ abta' 1 1 !&’55 Xy !
1 - 1 1 { )
- H 1 - H H H
, 1 0 0o o  ab £ - . 0 ;
f 1 0 0 1 tap £ a' 1ot I
! ! g ! ! !
, 1 0 1 0 , ab £ ab G ;
t 10 1 1 tabt ¢ apta't O I !
! ] < ! ! !
: 1 1 O 0 : ab & = g 0 ] g
11 1 0 1 ! ab O i o 3 ]
; . 1 ! ! . ]
, 1 1 1 0 ; ab £ aeb I fg Xy ;
P11 1 1 I ab & abra' o1 Yol (B oxy !
! ! ! ! !
e :E“XMWL—‘\V.
T
o) (l}, '
A ) ) j
. D'ott = vs(% x'y + a()ff/xy+
y ?
D / x'y + o/ +
g A (5 » NS
L XY o XY
S”g - | o (5 @(55 y
\gj Le tableau de Karnaugh nous donne
les trois impliquants premiers :
0 0 0 0

N Sixy ete[%x de

oo/ooo
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33 ~ PROPRIETES DE LA FONCTION VERACITE

Censidémns un monéme ?’((, queleonque Pormé de variables assoea.ees
o{ cseX oos SOUS une forme quelconque. Tl est par définition impliquant

: dev si tout éta.’t; des varlables assocides qui fal'b % 1 fait forcément.

PV =1 | - : o

Chaque mcn$me%(g peut Btre considéré comme 1le produit de deux monBmes -

4, 1 eﬂﬁg‘? avec Mol formé des vériabﬁss' du premier gimﬁpé etMo® des

variables du second groupe.

A tout mondme ﬁ{ql on peut faire ébrrespondre un mondme M que 1’011 peut
placer au premier membre de. 1 :inegalii:e dcnt 1la veraeité dew:-a %tre

testée.

A tout, mon’ame’ﬂ{g s on peut fa:l.r*e correspondre 1! enaemble des monomes A

tels que leur variable assoelée ,L, ¥ figure sous sa forme direc*te et

- dont la s.omme est représen‘tée par S.

Au moneme ﬂ(g peut 8tre associé 1’ ensanble de ses impliquants canoni-

v, ques YJ de Y a q. 8i H{, est :meliqua.nt de {w’, on a pour tout. Y ,j
F

Y<S

En effet; 4{{5 étant impliquant de CD“, 1'un de ses impliquants eanoniques,
celui que 1'on trouve en groupant les vamables assocides 2 ¥ j,*ﬂtg _
toutes. 1es au*tres variables assocides du demcleme groupe sous leur forme

.complementee nous dorme la rela._tlon d‘inclusion précédente.

D'autre part, nous avons M =, Yl e ot Yq D'loh en a.ddi-tlonnant membre &

”membre les inégalités pmur' ,j va.rian'b de 1 é q : " o

M<S

A tout impliguant de (\Tcorrespond done Jungyinég;alité du type testé.

Di/itu
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Inversement, considérons une indgalité de la forme : M !gfs ol M est

un mondme quelconque formé des variables du probléme (il n'y en a plus
nl o il ) 5 e .

2 mals 3, car pour en former un, on peut prendre, soit une variable
sous sa forme directe, solt sous sa forme compldémentée, soit ne pas

la prendre du tout).

' ~ 1 2
A M correspond le monome ﬂ@ o« A S correspond un mom@me’%@ dans
lequel on ne fait entrer les variables assocides du deuxitme groupe

3

que sous leur forme directe.

Si 1'indgalité M §§ S est blen vérifide, le mondme Mt = 4«91; &ﬂgg
estjimpliquant de U, puisque toutes les inégalités qui correspondent
a chacun des impliquants canoniques dec“Q sont dérivées de 1'inégalité
M é; S par multiplication de M par un certain nombre de variables
(pouvant  &tre nul) ce qui ne peut avoir pour effet que de le diminuer,
et par addition au second membre d'un certain nombre (pouvant “ire

nul) de monOmes As ce qul ne peut avoir pour effet que de 1'augmenter.

Théoreme 3-1

La condition nécessaire et suffisante pour gqu'une inclusion soit
vérifide est que son mondme associé soit impliquant de la fonection
"WERACITE"Y

5

Exemple zei (suite de 1'exemple 3-3)

T.e mondme o x'y esat impliquant de(U%’ce qui pronve gun

1'on a : %2 A,

S ,:n

Tnversement & 1'indgalité ab 5; ab correspond le mondme 0(j§x

qui est impliquant de- U™

oo/ 00
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Remargque §~3 :

‘Cmnsiderens un.manome 4H3 1?&} THQ impllquant de qu:

V-Considerons le monBme 4?&; déduit de '?HJ par suppression des va«

. riables complementees.

e M2 T2e ML AL -
Qn a 4@{3 5;7 44137 gt '«&Ljii 4%(9 = ﬂTtg &%19
v;Dn'a*doﬁc toujoufs‘intéréﬁ‘ 4 supprimer 1es variables complementées

de 44153, ce gul allégé l'écrlture de ?KJ et rend‘les variables age-

socides du deuxidme groupe uniquement monoformes.

Remargue 3-4 1

Baodt éeux 1mpliquants nion egaux ‘M 1 et 4¢L;2 de qu Suppcscns
Mo, ( My ps M

que, 1'cn ait : <f 5% {ﬂg apporte plus 4'information

que let présente done plus 4! interet On cherahera,donc les mo-

nSmes les plus grands»possibles qui sont alors les_imp;iquants pre-

miers de qjﬁ.

Considérons un impliquant premier’ﬁ15 da’qj“. I1 1luil correspond une
inégalité M‘ii S dans laquelle. on ne peut, '@%3 étant premier, ni
: supppimer une varlable de M, ni un monBme de S, Cette inégalité est

‘ <donc me relatlon d ineluﬁian irrédendante 4! ardre zerog

Inversement, considercns une relatlon lrredondante : M (: 8y {irréd.)
I1 lui correspond un impliquant 4H91 de ﬂjf Supposons que 44{3

ne soit pas impllquant premier de ﬂff Aprés. suppression d'une de
ses varlables, oh pourrait a&socierau mondme xH{il un monBme “ﬁ(ga'
tel que 4?% :> J“L augquel correspandralt une relation d'inclu-

-glon
- ou M, ‘£: 81 avee M, ;>”F%_

- ou M ~< S avec S dé&uit de S, par Séppressicn d'un

1 2.
terme, ce qul est 1mpasszble v 1 irrédondane@ de 1l'inclusion :

M 4 S.
n\tt/?&n
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Or, & chaque inclusion lrrédondante correspond 1'une des relations

de consensus cherchées,

On peut alors énoncer le théoréme :

Théoréme -

A toute relation de consensus correspond un impliquant premier

4

o
de Wj’et inversement.

2 e e e 20 e a0 s o ot

Exemple 3-5 : (suite de 1'exemple %-4)

les relations de consensus existant entre les mc Jmes :

Ay = ab et Ay = a', sont données par les implic: ..nts

premiers de la fonctioncU/: oy, gbx;y, o(?x,

Ce sont : a' = %;(a'), b = %g(ab, a') et ab = %5(ab)n

Remargue 3-5 :

Dans tout mon8me‘“t2 formé des variables du deuxiéme groupe (for-
cément monoformes), 1l y a au moins une variable puisque 1'absence
de toute variable signifilerait la nullité du second membre de
1'inégalité A vérifier.

D'autre part, le processus utilisé ne peut faire apparaitre au
premier membre que des monGmes M non nuls, inférieurs ou édgaux 3

1 (ce dernier cas étant obtenu lorsqu'on ne prend aucune varilable

pour former M).

»

La remarque est donc Jjustifice.

Remargue 3-6 :

A toute solution triviale du probléme correspond un impliquant
de ﬂj/, qui est premier et ne comprend qu'une seule variable
dans son groupe M2,



. triviales.

3 = 10

" |Exemple 3-6 (suite de l'exemple 3-5)

: L'impliquant premier d?ﬁ:correspahd % la solution tri-
viale ab =\%§(ab).

- Ccnsidérans 1! ensemble des impliguants premlers lies aux solutions

.

N‘imﬁorté'Qﬁél impliqﬁantkpréﬁier déiﬁipéutfﬁfré'tfou%é‘éiﬁﬁriif
de eatrensembievpuisqueitéute:relation4de eonaénsus'de élaése 4
quelcongue péut Stre recdﬁsﬁituée'par:uné'sérié"d’épérations de
,J{cdnsénsqﬁﬁde classe 2. Donc 1'ensemble @es*solutiens triviales

- constitue une base de la fonetion,

Cette base triviale est teile‘quEHGhaque impliquant premier qui y

. Tigure -est seul & avoir dang son’ ecrlture la variable qui constitue

gon groupe “L?. Si on supprime 1'un des impliguants ppemlers tri-
viaux de 1r, on ne pourfa done pas le reconstituer & partir des

autres.

Théordme 3—3 T e

L'ensemble des solutlons trlviales du probléme fournlt une base

H
i
P
|
! prémiére de 1T i s °

‘c;e‘f;te'base;jésgmems;g PRRNIERE TRIVIALE.

Remarquerj-? H

Dans tout impiiquant détﬁffigufé féfééﬁéﬁ%’ﬁﬁ-iﬁ&iééﬁiéﬁmﬁéU£,ﬁonc;
sans confusion possible, remplacer les variables i&ji,.. par ab...
On retrouva des suites de signes formés d'un groupe de va:zables
~¢t d'indices quivse,tra&git directemgnt saus forme a' 1negalité

IVAS
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Exemple 3~7

Au mondme ab'd 125 correspond 1'inégalité :

ab'd £ Ay + Ap + Ag

Pour la recherche des relations de consensus entre un lot de
mondmes Al"“' Ap donné, on est ramené A la recherche des 1mpli-
quants premiers d une fonection U dont on connalt une base pre-

midre : Ay.1/An.2/.../A,.n.

Exemple 3-8 :

Soit 1'ensemble de mondmes : ax / abx / by' /x'y entre
lesquels on cherche les relations de consensus, La fone-
tion }T'associée est donnée par sa base prémiére triviale @
axl / abx2 / by'3 / x'yh.

Ses impllquants premiers sont : axl / abx2 / by'3 / x'y4 /
ayllh / aby 24 / bx'34% / abl34 / ab 234, Il y a neuf im-
pliquants qui nous donnent quatre relations triviales de

classe 1, trois relations de classe 2, deux relations de

classe 3,

Remarque 3-8

On a toujours considéré comme générateurs possibles des monOmes
quelconques., On peut, en particulier, avoir dans le lot deux
monomes A, et Ay tels que : A;'<: Aj. Par contre, le cas 3

A. =Aj ne présente pas d'intérét et ne sera pas consldéré.

L'affectation d'un indice & chacun permet alors de supprimer
cette relation d'ordre, AL}L-et Aj.j sont tous deux impliquants

premiers de 17 et non comparables,
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4 - APPLICATION A LA RECHERCHE |
DES IMPLIQUANTS PREMIERS

ET DES BASES PREMIERES

b - INTRODUCTIQN A LA RECHERCHE DES IMPLIQUANTS PREMIERS

Considérons une fonction F donnée par l'une de ses implications

AysevesBy. Solt X 1'un de ses impliquants premiers.

On a : X :; Al +,..F An, inclusion que l'on peut rendre irré-
dondante d'ordre zéro uniqﬁement par suppression de mondmes

au second membre : X é;Au +...+ A, (dirréd.).

Théoréme A-1 :

Tout impliquant premier X d'une fonetion est le consensus

d'ordre zéro d'un certain nombre de mondmes pris dans 1'une

quelconque de ses implications.

La théorie des consensus permettra de présenter deux nouvelles
méthodes utilisables pour trouver 1és impliquants premiers
d'une fonction, donc également les relations de consensus entre

monSmes par application sur les fonctions "Véracité",

L'ensemble des impliquants premiers d'une fonction permet de

trouver ses bases premiéres,

Dans cette recherche, il est nécessaire de passer de la forme
"Produit de sommes" & sa duale "Somme de produits". Du processus
‘utilisé, on déduira une troisieme méthode, nouvelle, de recher-
che des impliquants premiers qui, par application sur la ?onc—
tion "Véracité", pourra fournir également les relations de

consensus cherchées,



42 - METHODE p'E REDUCTION

Oetté méthode est basée sur la reconstitution d'un'graphé de réduc -

tion d'une relation de consensus de classe p d'ordre zéro,

Soit 1'implication Aysveeshy d'une fonction F, et 1'un de ses impli-
. quants premiers X tel que : X z(ﬁg(Au...Av)‘avec Ays eesshy. Tigurant
dans 1'implication donnde, ’

“Appliquons le processus de réduction de classe. Nous passons du
consensus X formant sa propre génération G° de classe 1 & ses géné-
rateurs Ay, ...,A; formant une génération G de classe p, & la suite

de la réduction des mondmes de G’bm‘l successivement par rapport &

chaque variable X, biforme dans 1'égalité caractéristique de xi EY
Xg - V

Nous savons qu'un monBme peut &tre réduit en lui-mBme par rapport &
une variable ne figurant pas dans son écriture, Nous pouvons alors, -
au lieu des variables xl,;é.,x%/ de 1'égalité caractéristique que |
nious ne connaissons pas au départ, considérer 1'ensemble des varia-
bles y1,:i..,¥, biformes dans 1'implication donnée de F,

On passe alors de X A ses générateurs Ayseesshy pér des générations
successives 1°,,..,IM obﬁenues par réductionkparkrapport aux varia-
bles y, de yj & ¥ (L" est formé du générateur X de ¢lasse 1 et
IM des générateurs Ay,...,Ay). ' -

Appliquons le processus inverse. Nous disposons d'un ensemble E° de -
mondmes Atsaeesty qui'admet'comme scus—ensemmlaala génération I® de-
~ X. Nous cherchons les relations de consensus entre ces mondmes par
rappért a Y+ Nous obtenons un ensemble de termes dont la réunion'
avec 1'ensemble E° fournit, en ne gardant que des mondmes non égaux

-1

3 d'autres, un ensemble E! qui admet I comme sous-ensemble.

% .
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Nous pouvons continuer. Au début de la kéme étape du calecul,
nous disposons d'un ensemble Ek"l de mondmes qui admet IW+l_k comme
sous-ensemble. Nous cherchons la relation de consensus par rapport
a Vgl ok * A la fin de 1'étape, nous réunissons les consensus
trouvés avec Ek—l en ne gardant que des mondmes non égaux & d'autres,

. k \ m-k
¢e il nous donne l'ensemble E°, qui admet L comme sous-ensemble,

Au début de moTC étape, nous disposons d'un ensemble Em_l

1 N e .
admettant L~ comme sous-ensemble. Aprés rdéunion avec lui des con-
sensus formés par rapport i yl, nous obtenons en ne gardant que
— I ~ m O
“es mondmes non égaux & d'autres,un ensemble E = admettant I.° comme

soas-engemble.,

X est élément de E” et a done &té trouvé par le calcul.

T1 peut arriver que l'on trouve, & la fin de la kK '° étape,

dans 1'ensemble Ek des mondmes Y, et Y, tels que Y, <: Yé. Supposons
que Yl $0it un mondme de la génération I %, Nous pouvons 1'y rem-
placer par Yg. Le monSme v, provenait de 1'ensemble EC ainsi que

Yé, par applications successives de 1l'opération consensus. Nous
pouvons alors, au lieu de I, considérer une nouvelle génération

de X, I? dont la réduction nous donnera & la fin de la k°°¢ étape
1'ensemble Lg_k contenant Yé, aucun monSme n'y étant inférieur A
d'autres.

Nous pouvons continuer le processus. Nous aboutirons fina-

lement & X par un graphe de réduction dans lequel, dans aucun en-
m""k » e 2 L »

semble L , 11 n'y a de monBme inférieur & un autre figurant dans

1'ensemble Ek des mon®mes trouvés dans cette &tape,

Nous pouvons alors énoncer 1'algorithme

.--/¢o-
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‘Algorithme n°® 1.de recherche des:impliQuants_prémiers

quants par rapport A x. D&s qu'un mondme est formé, on le compare
aux autres impliquants- déja connus. S! il est inférieur ou égal a

1e lot des impliquants en faisant les simplifications possibles.

J
J

chacun des moﬁames qui le suivent juéqﬁ'é épulsement. Lorsque A

.1orsqu on a effectue une etape poul chacune des variables biformes.

r

Remarque 4.1

'Lorsque 1! on opére a 1a maln, on peut ag 

- ‘51mp11f1er les calculs :

Soit x la varlable biforme de 1! etape. On peut: marquer les monomes
par le signe ; lorsqu ils contiemment dans leur ecriture X sous sa
forme directe, et,par lersigne-, lorsque l'en 'y trouve x'. La recher-

che s'effectue alora-beaucoup plus Simplemeﬁt;

| Exemple ¥-1 :
Soit la fonetion ¥ = abde + abe 4+ acd' + be d' + b d'

‘Les variables biformes sont b c q et e.

lére étape(relative:éub) :

abde abe' acd! beta! b'a’

ad'e' a'd!

On élimine be'd' inférieur & c'd'.

La recherche s'effectue par étapes successives, chaque étape étant
lative & une variable x biforme dans le lot des impliquants dont on

dispose. On cherche tous les consensus deé classe 2 entre ces impli-

A chaque étape, on ne cherche les consensus qu'entre un mondme A, et

res-

1'un dleux, on 1'e11mine. Sinon, on 1'introduira en fin d'étape dans

est
le dernier de 1'! ensemble, 1'étape est. terminée. Le caleul est acheve

“‘de la fagon suivante pour

A



L1l
o

‘26 Staps : o abde  abe'

AR

| 26 6tape :

f?fi4éfétﬁpeﬁr"

_,‘:Le calcul est terminé On a trnuvé 1es quatre impliquants

i V premiers : b‘d'/c d'/ad'/ab. A partir des 5 monidmes donnés,

' AOn est arrivé au résultat par 1a formation de 6 termes nou-"

f veaux, au prix de 6 opérations de consensus alors qu 11

.| aurait fallu dans la méthode olassique. des. aonsensus itératits o

| former 7 'bermes au prix de 10 opérations. L'intér‘ét est d_cmc
assez mamué ‘ ' : ‘ o

Hemamue 442 R

: Qn peut opérer différement Pour chaeune des varia.bles hifames x, o
" on forme un’ tableau des résidus -’-:-» et un autre des résidus ﬂr. on
“[ﬁ-ifome le produit de ces tableaux tenne h teme, et on porte les - N

':f”‘-"_f imonomes trouvés dans l'ensemble 1nitia1 en effectuant 1es simplifica-_f‘"*-
"-’ticms possibles. L ‘ o ' .

VAT




'_!Exemgle h~2_£

.Reprenons 1a fonction F de l exemple 4-1 et indiquons les
calculs relatifs é chaque étape : = '

'Il reste en fin de calcul les quatre impliquants premiers
de F: b' d / c'd! / ad' / ab,

:7Remanué.4-3':

Résidus par | Impliquants!

!
.
!

!
!
!
{
!
!
R
;
!
!
!
!
I

] !

s - Variable X 1
; Ensemble des ',iconsidérée !—EEEEQEE—E”,ergiidﬁzi
' imp?lquants de-F g ldzzs- 1 x ! x' lterme &
, . e ' sLape - ! lterme
1 ! 1 1 ! '
; abde / abe' / acd! / b .;-:2? roal ad:e:

. ! !
'M /- ptat ! fetd'l 1 c'd
! I DR I
, abde / abe' /;aedf‘/ e “rag' 1 oa'1l . ad
'bd /}ﬂ){r/ctd' I . '! T L too .
1" vl R 1 bt e
' ,:/ab?./bd/!' 4 labet o'y BE
poat faal T Ty T abe
| Boel /p'd"/ e'a! / CoaTry g :

| ! et ab 1 ab ! ab
| a_d /j-"bei o poose ey SR .

'581 11 on ‘se reporte ‘aun graphe de réduction, on vOit qu'il est inu— '

-tile de former un consensus entre deux monomes, l un contenant une :

;variable x dans son écriture, 1'autre ayant éte formé par rapport
:”é cette méme variable X Pour tenir compte de cette remarque, on
:peut affecter & chaque consensus la suite 1! des variables par .
, rapport auxquelles il a été formé S :

'Ekempie'ﬂ-ﬁ:i
Ainsi aux monomes ab' et bc correspond la eonsenSus ae
'.que nous écrivons ac-b- pour indiquer qu'il a- été formé E

‘_"par rapport 4 b, Il est inutile de former le. consensus
| de ab',et de be-a. .
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On peut définir des relations d'ordre entre les monSmes marqués

X1 Vq et Xp Vo, /

Si Xy << Xp, on peut essayer de supprimer X qui paraft moins in-
téressant que Xp. Cebte simplification ne peut &tre faite que si
elle ne peut conduire & des erreurs par la non formation de termes
nécessaires. Il faut donc que toutes les variables gui figurent
dans Vp figurent aussi dans Vi. Ainsi tous les monBmes que 1l'on
peut former avee X1 Vq et les termes qui s'en déduisent pourront

1'étre aussi avec X, Vo, ce qui légitime la simplification.
2 Ve

81 Vy et Vp étaient des monmes normeux, X Vi serait simplifié si
L'on avait : X; Vi & Xp Vp. En fait, 11 faut dire que ¥ V; ost

simplifié si 1'on a simulbanément
%1 { % et v, D) Vs

81 Xy = Xp avec Vi # Vo, on peut garder le terme X3 V% tel que :

XBEX:L:XQ
V5=Van2

On est, en effet, sfir que tous les monSmes que 1l'on peut former

avec X V; et Xp Vo le seront aussi avec X3 V3.

i

On peut aussi garder les deux termes initiaux si on en a la place

en mémoire. Ceci peut nous éviter la formation de termes inutiles.

81 1'on a X Vi et X Vp avee Vi < Vs (ou Vp ¢ Vi), on a intérdt
& garder Xp Vp. On évite ainsi la formation de termes inutiles et

l'on aboutit foredment au m@me rdésultat.

et e L Y

Si on a les mondmes :

aon/oon



ab'le -d et ab' -d, on retient ab' - d
ab' - cd et ab' -d, on retient ab' - ed
ab'le - d et ab' - de, on retient les deux

ab' - cd et -ab' - de, on retient soit ab' - d,

solt les deux

L'intérét du groupe V apparalt lorsque le nombre de variables mono-
formes du probléme augmente, C'est le cas, en particulier, lorsque,
dans la recherche des relations de consensus, on travaille sur

les fonctions "Véracité".
I1 est d'ailleurs [ »téressant de noter que 1'on obtlent ainsi non
seulement les relations de consensus cherchées, mals, en outre, la

liste des variables biformes d:ns leurs égalités caractéristiques.

Remargue 4-4

Tl est impossible de former un cdnsensus entre un monSme et 1l'un
des consensus qui 1'admet comme générateurs (remarque 1-4), On
peut donc réunir dans le méme tableau les consensus que 1'on vient
de former et les mondmes que 1l'on avait au début de 1'étape, Cette

remarque permet d'alléger les calculs.

Exemple 4-5

Soit la fonctimlir?=ax l+ay2 bx3+byld+bz5+
xy' 6+ xz' 7+ x'y 8 +yz' 7. Les variables biformes

sont : x, vy, z et les monoformes a,b,1,2,3,4,5,6,7,8,9.

Le calcul se rédult a :

ax 1 /ay2/bx3/byd/vz5/xy'6/xz" 7 /x'y 8/
yz' 9 /ay 18 x /by 38 x / yz' 78 x /ax 26y / bx Wy /
xz' 69y / bx 57 z/ by 59 z / by 578 xz / bx 569 yz.

On obtient les relations de consensus cherchées avec la

suite des variables biformes dans 1'égalité caracté-

ristique.

l.'/...



Remaroue 4-5 3

A tout consensus obhenu par cette méthode correspond un gra-
phe mortrant se formation depuls ses générateurs par opérations de

nongensus successifs de alasse 2,

Exemple /-6

e

Tragons le graphe correspondant & la formation de ab

dans 1'exemple 4-1.

Congensus par
rapport 23

S, |
| ab.’ abde acd’ be'd’ p'd’
b . -
l
I
(43 SO
1
d = -

On voit gu'une opération de consensus de classe 2 par rapport
4 une variable figurant dens 1'éeriture de 1'impliquant cherché
peut avolr pour effet de remplacer un générateur par un mondme su-
périeur. Cette opération ne peut pas, par contre, conduire & 1'aug-
mentation de la partie utile des générateurs. On peut done suppri-
mer. les branches du graphe partant de mondomes ayant une intersec-
tion nulle avec le consensus. On voit alors que, contrairement a
ce qui se passait dans le graphe de réduction, les monOmes ne se
nonservent pas forcément en passant d'une ligne & la suivante du

graphe, .
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Exemple 4-7 : (suite de 1'exemple 4-6)

Aprés formation des consensus par rapport & b, le
générateur be'd' de ab est devenu c'd'. Sa partie utile :

abe'd' n'a pas changé dans cette opération.

On appellera GRAPHE DE FORMATION d'un consensus X le graphe
montrant les opérations successives qu'il a suffi d'effectuer pour

passer des géndrateurs au gonsensus.

Exemgie 4-8 : (suite de 1l'exemple 4-7)
Le graphe de formation de ab est :
ab' abde acd’ be'd’
b
e
s}
e

D'un noeud N du graphe de formation, il peut partir plusieurs
branches aboutissant aux noeuds Ml,,oo,Mn? On peut remplacer le
graphe partiel aboutissant en N, par n graphes identiques aboutis-
sant en Nl’“‘"’Nn’ et relier chaque N;’a chaque M, . En répétant
autant de foils qu'il le faut cette opération, on arrive forcément
a4 un arbre que nous appellerons ARBRE DE FORMATION.

ooo/oou-
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Chague noeud d'un arbre de formation est supérieur ou égal au
consensus qu'admettent tous les mondmes originesdes branches quil

y aboutissent.

Exemple 4-9 :

Considérons les monBmes : a'b / ac / a'b'd /ed'e et c'e.

Formons le terme ce par consensus successivement par rap-

pm&amcwwhﬂ&sa,b,cetd,Nwseﬁ@ﬂwmsnmwmmm

les opérations suivantes @

a'b ac

a'b ac ac a'v'd cd'e
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4% - METHODE D'EXCLUSION

Cette méthode est basée sur la formation de générations nouvelles
3 partir d'une génération donnée par exclusion successive des

générateurs.

Soit Al,...,A une implication donnée de la fonction F dont on veut
trouver tous les impliquants premiers Xj,....Xp. On a pour tout X

au moins une relation de consensus de la forme 1 X = %Z(Ar...A ),

olt Aps...sAg sont des S1éments de 1'implication Aj,...,Ap, ces mo-
ndmes formant la génération G, de ‘. Eliminons Ay en le remplagant
dans Ge par les consensus par rapport & une variable biforme quel-
conque de son écriture qu'il admet avec les autres termes de Go.'On
obtient un nouvel ensemble Ays...sAy tel que ¢ X é: Ay +...t Ay d'ol,
en rendant irrédondante cette relation d'inclusion, une nouvelle
génération de X. Le processus continuera jusqu'a ce que la généra-

tion de classe 1, qui est X lui-méme, soit trouvée.

On remargue que 1l'on peut dans le second membre de 1'inégalité :

X gg Ay +e..+ Ay éliminer des monOmes inférieurs ou égaux & d'autres.

On peut alors, en partant d'une implication quelconque, sortir un
impliquant. Comme on ne sait pas s'1l est premier ou non, ou géné-
rateur d'un autre, ni par rapport 2 quelle variable il faudrait
prendre les consensus, on déeide de 1'exclure aprés formation de

tous les consensus possibles par rapport 4 chacune de ses varlables.

En fin de processus, lorsque tous les monfmes sont exclus, on a for-
cément formé tous les impliquants premiers qu'on est alors slir de

trouver dans 1'ensemble des impiiquants sortis.

On est done amené & distinguer deux ensembles : 1'ensemble des

termes b exclure et l'ensemble des monBmes exclus. A chaque instant,
on peut éliminer dans un ensemble un mondme inférieur ou égal & un
autre., On Qpére-pratiquement sur un seul ensemble en repérant le
terme en cours d'exclusion et en s :cherchant les consensus uniquement

entre ce monfme et ceux qui le suivent dans 1'ensemble.

Y RN



o~ 13

Exemole 4-10

Rerrenons la fonetlon de 1'exemple 4~1, Cherchons ses im-

pliouants premiers par cette méthode (le monBme en cours

d'exclusion est cerclé),

acd' be'd!

ahd permet d'éliminer

be'd! p'ag!

abe'

)

™
Cx

abhe! acd'
abe’ acd’

abd

i
ad'e'

abd ad'e'

aao/aan

abd’

abe
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I1 n'y a plus que des variables monoformes 4 droite du
mondme c¢'d', Il n'y aura donc plus de consensus, le cal-
cul est terminé, Les monBmes sortis et non éliminés au
moment de leur exclusion sont : abe', aed', b'd', e'd’,

ad', ab, Aprés élimination de abe' et acd', il reste les

quatre impliquants premiers de F : b'd' /e'd' / ad' / ab.

Remarque 4-6 :

$'i1 apparalt un consensus Y au cours du calcul, on peut dés sa
formation supprimer tout terme de la forme Y.Z qui serailt déja sorti
de lfensemble, En effet, on est sfir que Y.Z n'est pas impliquant

bremier et ne sera done pas retenu a la fin du caleul.

On peut encore définir, comme on avait fait pour la méthode basée
sur la reconstitution d'un graphe de réduction, le graphe de for-

mation et 1'arbre de formation d'un consensus.

Exemple 4-11 :

Reconstituons le consensus ab & partir de sa génération
Go : xyz / bx'yz' /axz' /y' / bx'z.

Exeluons xyz par rapport & z. Nous obtenons :
Gy ¢t bx'yz' /y' /ox'z / axy

L'exclusion de bx'yz' par rapport a y dorme
Gp : y' /bx'z /axy / bx'z', |
L'exclusion de'y; donne

Gz ¢ bx'z / bx'z' /fax.

L'exclusion de bx'z par rapport & z donne

Gy : ax / bx'

D'ol G5 z ab

caa/coa
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On peut tracer le graphe de formation

bx'z

et 1l'arbre de formation en faisant apparaltre les varia-

bles utilisées pour chercher les congensus

Tl est intéressant de comparer les arbres de formation

obtenus par les méthodes de réduction et d'exclusion.

_ On peut, é chaque branche, affecter une variable, celle

gqul disparaltra par consensus & 1'extrémité de la branche.’

.../.i.
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Etant donné un arbre de formation, on aura un ensemble de mo-
nBmes en remontant chaque branche depuis le consensus Jjusqu'a 1'un

des générateurs.

Pour un arbre obtenu par la méthode de réduction, les varia-
bles figurant dans chaque monfme ainsi trouvé seront classées dans
1'ordre inverse de celui considéré pour chercher les consensus. On

a done une ordination lexicographique totale des variables.

Pour un arbre obtenu par la méthode d'exclusion, on aura des
monSmes présentant des ordinations lexicographlques locales., On
trouve encore une propriété qui apparaft comme fondamentale pour

1lzs arbres de formation.

Ftant donné un noeud d'un arbre de formation, tous les mons-

mes origines des branches aboutissant & ce noeud admettent un con-

sensus qui est égal ou inférieur au mondme 1ié au noeud considéré.

Pour un arbre de formation d'un consensus : X = f;(Al...Ap)
par réduction, on connaissait une méthode permettant de développer
1'égalité caractéristique : 1 = 1 de la relation : X =G (X) en
1'égalité : Cl +o0ot Cp = 1 de la relation donnée, On peut appliguer
une méthode analogue pour les arbres obtenus par exclusion. Mais,
dans ce cas, on laisse libre & tout moment le choix des variables

pour la décomposition d'un noeud de 1'arbre.

On voit que la méthode de réduction apparait comme un cas

particulier de la méthode d'exclusion plus générale,

On peut utiliser un artifice pour transformer un arbre de

formation par exclusion en un arbre de formation par réduction.

Soit Al le monBme que 1'on décide d'exclure de la génération

G : A ,...,A du consensus X. On forme les monOmes : A seessBh
0 1 P p+1 q

con/con
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X A2 +oo.t A, relation d'inclusion qui se simplifie en :

X

<
<

Ay +eoot Ay (irr, )

Les termes Ay,...,Ay constituent la nouvelle génération Gy,

On peut décomposer G en trois sous-ensembles 3

Ell : mondmes provenant de 1'ensemble A ,Oﬁ,,Aq des consensus

Pl
formés avec Ay

E1p & monOmes provenant de Gy ne contenant ni x, ni x' dans leur

deriture.,

E1z s monBmes provenant de O, conbenant x ou x' dans leur écriture.

G, se décompose en :
Eg1 : contenant Ay comme élément unique,
Epp ¢ ensemble identique & E1n

Eqz : ensemble de monOmes utilisés pour former les éléments de

E11 et ne figurant pas dans Elj

E04 : ensemble de monBmes utilisés pour former Eq1 et figurant

dans E13

E05 : ensemble des monOmes contenant x ou x' dans leur éeriture,

éléments de E15 ne figurant pas dans Egy

On peut représenter les différents ensembles par le graphe :

wan/oao



4 - 18

05

Gy * By E1p iy

On peut transformer ce graphe en arbres par dédoublement

. _
de l'ensemble E04 en E041 et EO42'

o’ 0L 03 o4l 02 oup 05

1 ¢ Eiq Eip - B

Dans Gys X et x' n'apparaissent plus que dans El}‘ On peut
alors faire un changement de variable en remplacant x et x' par Xi
et x (x étant une nouvelle variable associde & x) dans les en-
sembles E 4o’ EO5 et E GO et G deviennent G et Gl
L'opération d'exclusion de A, hors de G* est identique &
celle d'élimination de la variable x dans Gg par le processus in-
verse de la réduction. Ces deux opérations conduisent toutes deux

S *
a Gl.

ces/enn
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On peut dire que 1'élimination d'une variable x par la méthode de
réduction est équivalente & 1'exclusion successive de tous les

mondmes de la génération contenant x ou x' dans leur doriture.

Remarque 4-7 :

Tout noeud d'un arbre de formation d'un consensus par exclusion
étant supérieur ou égal au consensus (forcément de classe supé-
rieure & 1) qu'admettent les mondmes origines des branches qui y
aboutissent, on peut dire-que_l*on n'aura jamais dans un arbre de
formation un noeud qui soit inférieur ou égal & un monSme origine
d'une branche. Il en résulte que si au cours du calcul il apparaft
un mondme ¥ qui SOit»inféTi@Uf ou égal % un mondme déja comu,

déja exclu ou non, on pourra 1l'éliminer aussitdt car 11 n'est pas
p N .

noeud d'un arbre de formation conduisant & un impliguant premier,
On peut alors énoncer 1'algorithme s

Algorithme n® 2 de recherche des impliquénts premiers

On congidére l*ensemble des.impliunnts et on exclut successi-
vement chacun d'eux en le remplagant par les consensus Qu’il
admet avec chacun des mondmes qui le suit par rapporﬁ & chacune
des variables de son éeriture, Dé&s qu'un consensus est formé,

on effectue toutes les simplifications possibles et on le place

3 la fin de 1'ensemble s'il n'a pas été éliminé,

Exemple 4-12 ¢

Proposons~nous de trouver par la méthode d'exclusion

les impliquants premiers de la fonction :

v

F = abe + abd' + acde + bed + bed'
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oabd! e acde <bed- bed"'

‘abe bed® ..

Ies consensus trouves disparalssent comme 1nferieurs ou

-égaux a abc deja exelu..  - | - - I
e i
- : -' . )ibe@’/
o abd - aode (ed) }«(

be permet ‘de supprimer abe (deja exclu) bed et bed'.

-.Il reste les trois 1mpliquants premlers : abd’, acde, he.

Remarque $-8

_-Il est encore impossible de former un consensus entre un monbme
et 1 un‘diy%

consensus qui l admet comme generateur.'

On peut donc réunir dans le méme’ tableau les termes que l on forme
et ceux gui restalent a exclure au debut de 1' etape. On. progresse
dans un seul ensemble de monomes, dans 1eque1 on repere 1e terme

en cours a' exclus:.on.

Exemple 4~lj‘:
Reprenons la fonctlon des exemples 4-1 et 4-6
F = abde + abe' + acd' + be'd' + b'd"

Le calcul se réduit ; o

,a.b&é/ﬁb(/}ed*/w/bd /}bd///d/ef'//
/1@%’//;be// c'at / ad" /;;bg*/7 ab
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Remarque 4-9 @

On peut de la méme fagon que pour la méthode de réduction éviter
~de prendre le consensus d'un monSme contenant une variable x dans
son écriture avec un autre terme formé par congensus par rapport
a4 cette méme variable x. On retrouvera de la méme fagon que dans
la méthode de réduction les monOmes marqués XV avec les mémes

régles de simplification,
Cette remarque est Intéressante dés que le nombre de variables
monoformes devient notable. C'est encore le cas lors de la re-

cherche des relations de consensus,

Exemple 4-14

Reprenons la fonction de 1'exemple 4-5 :

O =ax l+ay 2+bx3+byd+bz5+x3'6+zx2'7 +
x'y 8 + yz'9

Le calcul se réduit &

ax 1 /ay2/bx3 /byl /bz5/xy'6/x2'7/x'y8 /
9 / ay 18 x / ax 26 y / by 58 x / bx\%§ y / bx 3]
by‘?@Z/sz\69y/bXJ69yZ/yz 78x/by5'7‘8xz
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44 - METHODE DES FORMES DUALES

Généralement, une fonction booléenne est donnée par 1'une
de ses implications, qui correspond & une forme polynomiale "Somme

de produits".

On peut aussi se donner la fonction F par une forme "oro-
duit de sommes". Il faut alors se donner un ensemble de sommes de
variables sous leur forme directe ou complémentée dont chacune est

égale ou supérieure & F et dont le produit lui est égal.

Une suite de variables dont la somme est supérieure & une
fonetion F est dite COUVERTURE de F ; 1'ensemble des couvertures
qui définit la fonction est dite ENVELOPPE de cette fonction.

| Exemple 445
Une fonetion F peut 8tre donnée :

soit par 1'implication : abd' / a'be / a'bd / a'b'd

soit par l'enveloppe : abd / acd / a'be' / a'n'd'/ bed

On a bien 3

- F = abd' + a'be + a'bd + a'b'd

I
Lo
H

(a+b+d) (a+c+qd)(a +b+ c¢') (a' + b' +4d")
(a' +c+4d') (b+c+4d)

Une couverture est dite PREMIERE si en ¥y supprimant une

seule variable la suite résiduelle n'est plus couverture de F.

On définit de la méme fagon une enveloppe PREMIERE qui est
une enveloppe telle que,si 1'on y supprime un seul terme (qui re-
présente une couverture de F), le produit des couvertures restantes

‘n'est plus égal, mais supérieur 2 F,

cosfeus
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"|Exemple 4-16: (suite de 1'exemple 4-15)
5

acd est une couverture premiére de F car ¢

‘a+e % F
a+.d§ o 7
G-l-d.%F ' o

acd / a'd' / bd est une enveloppe premidre; car on a

P (a+c+ad) (a' +d') =ad" +a'c +a'd

il

P (avera) (b +a)

F < (a' + a') ,.(b- + a)

ab + be +d

a'b +a'd + ba'

Théoréme_4-2 :

A tout éiément X de F 11 correspond par complémentation
des varlables un élément Y.de F', avec : '

p i;nJ_. . :_ Y'
~ impllgquant - couverture

- impliquant..premier .- eouverture premidre .
- implication . - enveloppe

- base - - '~ enveloppé forméeiuni-
‘ b quement de couvertures|

premi&res

1

base premidre - enveloppe 1rrédondante
' e ' ‘formée uniquement de

couvertures premiéres |

base compléte - ' ~ enveloppe formée de
tqutes_leé couvertures

prémiéfes.

-.‘.../...
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Lemme 4-1 :

Les impliquants premiers de la fonetion P2 obtenue en fai-
sant le produit d'un polyndme P, par une somme 3 de variables
sous leur forme directe ou complémentée sont obtenus directement

par.le calcul & condition que géfsoit exprimée comme somme de

ses impliquants premiers., A

Considérons, en effet, le produilt d'un polyndme Py repré-
sentant la somme des impliquants premiers d'une fonetion et une

somme & de variables. Effectuons terme a4 terme le prodult Pl.S = Pg.

Soit un impliquant premier M, de P,. Tout état des varia-
bles qui fait M2 = 1 fait aussi Pl =.1 et S =1, Done, il exlste
un impliquant premier My de Pl tel que My ;} Ma. De méme, 1l y a
‘une variable x de S telle que x :; My, Done, on a forcément formé
le monSme M, .x dans le produit,lavecaml.X:>> M,. Comme Mp est im-
pliquant premler de P,, on a forcément Mj.x = Mp ; Mp a done été

formé.

Tous les impliquants premiers de Palfigurent donc dans les-
termes obtenus. On ne garde gqu'eux en. supprimant ceux qui ne sont

pas premiers, done inférieurs & d'autres.

Remarque 4 -10

Si on a dans le polynSme Pl un terme ne contenant qu'une
variable x et que celle-ci figure aussi dans la somme S, elle se
retrouve dans Pp, et on peut faire les calculs en la supprimant dans
8 aprés 1l'avoir placée dans Pp. De méme, si un impliquant premier
de Pl a une variable de son écriture figurant dans S, on le retrou-
ve inchangé dans P» et il est inutile de chercher ses produits avec

les autres variables de S,

On peut alors énoncer le théoréme :

."/00‘
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Théoréme 4-3 :

Etant donné une fonetion par 1l'une quelconque de ses enve-

loppes, lé passage en forme "somme de produits" fournit, aprés

- élimination des termes inférieurs & d'autres, sa base compldte.

En effet, cherchons les impliquants pr?miers d'une fonction
F donnée par un produit de sommes de variables 87...35,. la somme 3
peut &tre assimilée A une fonetion Pl donnée par.la gsomme de ses
impliquants premiers, On peut alors passer de la fonction 3¢ a4 une
autre, RL+1’ par application du lemme 4-1 sur le produit RL'§¢+1
avec ¢ variant de 1 & n, Ia fonction P, est égale & F, dont on

obtient bien tous les impliquants premiers.

) On peut remarquer que le lemme 4-1 apparaft comme un cas
particulier du théoréme de M, KUNTZMANN[:Iﬂ],puisque toute couver-
ture est forcément exprimée comme la sommé de ses impliquants pre-

miers.,

Exemple 4-17

Soit  la fonection F donnée par 1l'une de ces envelop-
pes : abd / acd / a'be" / a'v'd' / a'ed' / bed. Appliquons

le processus de passage en somme de prodults.

D'ol la base compldte de F.: abd' / a'bc /-bed' / a'd,

.o./--o

abd a b d
, | | |
‘éééf a be d
/ N\ | |
bed ab ac be d
1 1 ! l/ I /l

a'be ab gkt be a'd «+ bd e'd

~

wa 2 o ant it

a'b'd abd' a'be bed'’ a'd Q}bﬁ/ afo}ﬁ/ b

| l \ | |
a'ed'  apnd’ a'be  bed' a'd a'

‘,d>
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Remarque 4-17

On a intérét & partir d'une enveloppe minimale et 4 classer
les couvertures dans l'ordre ol 11 y a le plus de simplifications

possibles.

Complémentons toutes les variables. On passe d'une implica~-
tion de F & une enveloppe de F'. En fin de caleul, on retrouve par

complémentation une enveloppe de F. D'ou le théoréme :

Théoréme 4;4 :

L'application du processus sur une implication d'une fonc-

tion permet de trouver 1'enveloppe formée de toutes les couvertu-

res premiéres.

Exemple 4-18 :

Soit la fonection F donnée par l'une de ses implica-

tions : abd' / a'be / a'bd / a'b'd.

Appliquons le processus @

t

Ape a b o
| I l
90t al b cd
| | l
g‘b'd a' bd cd
/ "\ | / "\
abd' a'b a'a bd acd ))c’cf

On obtient 1l'ensemble des couvertures premieres de F.

ma:F=(a +b)(al +a") (b+4d) (a +c¢ +d).

Nous avons done, en fait, UN PROCESSUS DE PASSAGE D'UNE
FORME DUALE A I'AUTRE.

ooo/nu«
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Algorithme n°® 3 de recherche des éléments premilers

Etant donné une fonction F par 1'une guelcongue de ses im-
plications (ou de ses enveloppes), on trouve 1'ensemble de ses

impliquants premiers (ou couvertures premiéres) par la double

application du processus de passage d'une forme duale & 1'autre.

Exemple 4-19

Soit la fonction F donnée par 1l'une de ses implica-
tions : abd' / a'be / a'bd / a'v'd.

lére application : On trouve 1l'ensemble des couvertures
premiéres : a'b / a'd' / bd / acd

(voir ex. 4-18),

2eme application :

a'b a' b
| 1

gfa’ a’ ba'?

- \\\\ l

bd a'b a'd bdf
PN ! N\

acd a'be /;}bé’ a'd abd' bed '

On a trouvé la base compléte de F : a'be / a'd /
abd' / bed',

Remargue 4-12

La méthode permet de trouver non seulement les impliquants
premiers de F, mails aussi ceux du complément F', Il suffit pour cela

de complémenter les couvertures premiéres de F,

Elle est valable aussi bien pour les fonetions classiques
que pour les fonctions "Véracité" mises en oeuvre dans la recher-

che des relations de congensus.

oeo/ooo
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Exemple 4-20 :

Soit les mon8mes : ax / by / x'y' entre lesquels
nous cherchons les relations de consensus, qui sont les

impliquants premiers de la fonction :

CLI/'= ax 1 + by 2 + x'y' 3

lére application :

ax 1 a X 1

by 2 ab/ay/a2/bx/xy/x2/b1/yl/12

x'y' 3 abx' /aby' /ab 3 /ax'y /fay 3 /ax' 2/ ay' 2/
a23/bxy' /bx3/xy3/xy'2/x25/bx' 1/
by'1/b13/x'y1/y13/x"12/y' 12/ 123

Nous avons obtenu 1l'enveloppe de F, formée de toutes

ses couvertures premiéres.

D'ou :

v
CU =(a+b+x)(a+b+y") (a+b+3) seuee (L+2+3)

2éme application :

On classe les couvertures dans 1'ordre qui semble

le plus intéressant :

oo/ one



L - 29

1
l —
al 12 13
VARN | |
axl al& al3 12 1%
| P |
axl al2 "pl2 1%
| l P N |
axl als a byId 123" 13
- l\\ ‘
axl abl2 axid al23 13
T |
axl abx¥Z abyiZ able3 13
| e
ax' 2 axl al? "~ x'13 123
| 1 Pl BN l
ay'2 axl ald  ax'13 x'y'T5 x'123 123

1 /N |
axl axl3 ay'l> ale3 12%

| d // \

axl ay'l? al2% bl23 x'123

| o e

axl ay'l3 2l23 bl23 ax'123 bx'123 x'y'127
| l ] \\
axl ay'l3 al23 abley bx'¥23 bylas”

axl ay'l3 abl2s ax}23 ay'i2s

b2
|
b2

x'2

/s

N

by2

23
bx'2
|
bx'23
bx'23
bx'2%
bx'23
bx'23
bx'2%
bx'2%
bx'23
bx'23
bx'23
bx'23
bg‘23

bx ‘23

>

\

/b)ée/ x'y'2

by23

aoc/oos

3
|
‘.
x'%
i
x'y'3
l
x'y'3
|
x'y'3
|
x'y'3
l
x'y'3
l
x'y'3
|
x'y'3
|
x'y'3
|
x'y'3
|
x'y'3
t
x'y'3
|
x'y'3
|
x'y'3
l
x'y'3
|
x'y's
J
x'y'3
|
x'y'3
I
:{?y?j
|
x'y'3



4 - 30

On a trouvé les six relations de consensus existantes :

ax = hy = G(Ay), by = A2 = G (Ap), x'y' = Ay = G (a3) ae

classe 1

ay' =%3(Al, Aj), bx'==%3(A2, Aj) de classe 2

ab ==t;(Al, Aa,'Aﬁ) de classe 3

45 - APPLICATION A LA RECHERCHE DES BASES PREMIERES

Considérons une fonction F donnée par sa base compléte
Al,...,An. Proposons-nous de trouver l'ensemble de ses bases pre-

miéres.

Nous allons_introduife des variables et des fonctions as-
sociées,. comme nous l'avons fait lors de la recherche des relations

de consensus.

Soit 4 une variable associde & la présence de 1'impliquant
premier Ai’dans un ensemble d'impliquants premiers que nous voulons
former arbitrairement.i/ prend la valeur 1 si Ailfigure dans cet

ensemble et O dans le cas contraire.

A chaque état possible des variables associées 1,.,n cor-
respond un ensemble d'impliquants premiers : Ar,...‘,As formant un

gous-ensemble de la base compléte.

Le fait que la somme de ces monOmes est ou non_supérieure
ou égale & un impliquant premier AL,apparait comme une fonetion que
. [ . R
nous pouvons noter ﬁ&det qgl vaut 1 s1 1'on a : AAL 5: A, +..;+ Ag,

et 0 dans le cas contraire,

tjg,est donc une fonetion de la méme nature que les fonc-
tions "Véracité" déjd rencontrées, On l'appellera FONCTION
"INCIUSION" de A. .

.00/0.0
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Exemple 4-21

Soit la fonction F donnée par sa base compléte
_ . ottt . oAaat
AX = ac, Ay = ad, AZ =ad', A, =cd’.

Les variables assoclées & la présence des mondmes

dans 1'ensemble formé sont x, ¥y, z, U.

A 1'état 0101 des variables assocides correspond

l'ensemble ad, cd' quil est tel que : ac <: ad + ed', Done

x'yz'u est un impliquant de la fonctionqjxo

Remarque 4-13

Soit un monOme 4“; dans lequel ne figurent pas toutes les
variables associées du probléme, Il sera impliquant de 3 si la
somme des monlmes associdés qui y figurent sous leur forme directe

est égale ou supdrieure & Ajc

I1 en résulte qu'étant donné un monfme 44@ impliquant de
%jjp le mondme 44@ obtenu & partir de'4“9 par suppression des va-
riables complémentées dans son éeriture sera encore impliquant de

jo

A la suite de cette remarque dont nous tiendrons dorénavant
toujours compte, toutes les variables assocides ne pourrcont plus

8tre que monoformes.

Théoréme 4-5

A tout impliguant premier r...s de :g correspond une rela-

J
tion de consensus : Aj'zcﬁg(AraeaAs), et inversement.

5 s e Y D e D e

Il en résulte que l'on connaft la fonetion %3 par sa base

J
compléte dés que 1'on dispose de 1l'ensemble des relations de con-
sensus de la forme : Aj = %;(APOOOAS), ol Ar’°°°’As sont des impli-

guants premiers de F,

coo/ooo
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| Exemple 4ooo

Soit la fonetion F donnée par*sa base complite,
| ehacun des impliquants premiers etant affecté d'un chiffre

le numerotant :

axl/ayE/be/by4/bz5/:w 6 / xa' 7/xy8/
yz' 9

4 L'ensemble des -relations de consensus -est donné par

les termes : (voir exemple’ #~5)

ax 1 /ay2/bx3 /by &/ bz 5 / xy!' 6/ xz' 7’/ x'y 8/
'_ yz' 9/ay18/by38/yz 78/ax26/bx46/xz' 69/
bx 57 / by 59 / vy 578 / bx 569

on et

1
- _:j 5 3+ 46 + 57 + 569 _
}‘j 4 =4+ 38 + 59 + 578

oy __5
9g- 6

‘h

1+26

25 18"

I

i

'37”‘7+69
58_ o
"39=9+78:

On peut definir une autre fonetion des variables associées.

Si 1! ensemble formé est une base de 1a fonction F, cette fonction

vaut 1 et O dans le cas contralre. ¢! est la fonction "BASE" notée

«53) ou E%(F).

Exemple 4p% &
Reprenons la fonction F de l'éXéﬁbie 4422;~
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Le mondme 12'34'567'89 est un impliquant canonique

de la fonction N car :

F=ax+bx+bz+xy'+x'y+yz' + au

Remarque 4-14

Etant donné un monﬁme’M(Q impliquant de q%), tout monbme ﬂt
obtenu par suppression des variables assocides complementees est
encore impliguant deég) On ne travaillera donec que sur des varia-

bles monoformes.

Considérons un impliquant quelconque de 55 » Il lul corres-
pond une base de F. Supposons que 1'impliquant soit premier, il lui

correspond une base premiére,

Inversement, une base premidre de F est telle que le monSme

qui luil correspond est impliquant premier de 92)0

D'oll la propriété :

Théoréme 4-6 :

A tout impliquant premier de gb correspond une base premiére

D s D D 2 s

de F et inversement,

La connaissance de la fonctiong% est donc trés intéressante.
Nous pouvons 1'obtenir par le processus utilisé pour la définir. Le

procédé est toutefois trés long, vu le grand nombre de cas possibles.

Nous allons présenter une autre méthode plus simple, utili-

sant une propriété trés intéressante de la fonetion §5 o

Considérons simultandment la fonction 53 et toutes les
fonetions tgj, Si 1'état des variables assocides rend toutes les
fonetions 3 égales & 1, l'ensemble de monSmes A ,QOO,AS choisi

est tel que : <: Ap +ooot Age

ooo/ouo
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On a done :

n
;AJ é Ap +ouut Ag

n

Comme 2 AJ est égale & P, on a donc forcément :
1l

F = Ap +...+ Ag. L'ensemble choisl est une base de F, et QSS =1,

D'oit : Trt‘jj \< 5)3 (1)

Supposons maintenant que 1'on ait 535 = 1 pour 1l'état con-
sidéré des variables. L'ensemble des monBmes choisis AnseoasAg est
tel que :

F = Ar +ooo+ As
Done pour chaque Aj : AJ é: Ar +tooot Ag
Nous pouvons rendre cette inégalité irrédondante

Aj 5: Ay +...+ A, (irr.), ce qui montre que : A.j = %g(Aua..AV) et

que le monBme u...v est égal & 1, done, comme il est impliquant de

jj, que jj=l,
' 55,

’ Dfoﬁ :
n
et T-Cj.] > % (2)

Nous avons, en comparant les relations (1) et (2) :

coes/ees
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Nous connaissons chague fonction "Inclusion" par sa ‘ase
s ; . e .
complete, Nous pouvons done obtenir facilement ;93 par emplol du
théoréme de M, KUNTZMANN.,

Exemple L-24

Reprenons 1'exemple 4-22. Nous avons :

.3

1 n

(L +26) (24 18) (3 + 46+ 57 +569) (4 + 38 + 59 + 578)
56 (7 +69) 8 (9 +78)

it

il

(1 +2) (3_+!++7+9)568(7+9)

i

(L +2)5 68 (7 +9)

(17 + 19 + 27 +29) 5 6 8

0.

i

15678 + 15689 + 25678 + 25 689
La fonction F admet donc 4 bases premiéres :
) ax / bz /xy' /xz' / x'y
2) ax / bz / xy' / x'y / yz'

3)ay / bz /xy' [/ xz' /%'y

4) ay / vz / xy' / x'y / yz'

Remarque 4-15

La fonction tj&

son seul impliguant premier, nous pouvons alors affirmer que AAl

o
admet L comme impliquant premier. Si c'est

est un impliquant premier essentiel de la fonction F.

A;¢ est donc é€lément de toute base de P,

nnc/boc
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Nous pouvons alors supprimer 4 dans les autres fonctions

"Inelusion".

Aprés avoir ainsi procédé pour chacun des impliquants Ag
essentiels, nous considérons les fonctions "inclusion" relatives
aux autres impliquants premiers. Deux cas sont possibles pour cha-

cune d'elles

1) Un impliquant premier de tjj au moins est entieérement supprimé,
- Cela montre que 1l'impliquant premier Aj est inclus dans 1'ensem~
ble des impliquants premiers essentiels. C'est donc un monOme
inutile, qui ne figurera dans aucune base premiére de F, On peut

done éliminer les fonetions tjj‘

2) T1 n'y a pas disparition d'un impliquant premier de tjk’ qui
s'est transformée en 3; telle que j: > 31{.
Aucune variable des ti; ne figure dans les :jii dont le
.produit dgal A g%f*peut Stre facilement calculé, Il suffit alors
‘de multiplier par les variables . les impliquants premiers de §%¢
pour avoir ceux de gﬁ).

Exemple 4-25 :

Soit la fonetion donnée par sa base compléte :
ac' /ad / a'be / a'bd' / be' / bf /ed / c'd' / ef. Nous

nous proposons de trouver sa fonection §b .

Cherchons les relations de consensus par la méthode

des produits.

ceo/enn



ac'l
ad 2
a'be 3

a'bd' 4

ef Q

be'd' 14 a
bed 23 a
a'bd' 38 ¢
ad 17 ¢
ac' 28 d
a'be 47 d

bf 59 e

Les
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a a
e' 1 be 3 be'd' 14 a
d 2 bd' 4 bed 23 a

c ¢!
a'd 3 al a'bd' 38 ¢
a7 a' 8 ad 17 ¢
bd 23 a bd' 14 a

d a'
a2 a'b 4
e 7 c' 8 ac' 28 a
be 2% a be' 14 a a'be 47 d
a l7 c a'b 38 ¢

e e!
o b5 bf 59 e

fonetions "Inclusion" sont pour

-

ac’

ad
a'be
a'bd’
be'

bf

oo

CL O g L S el L et

oo

oo

Oy = Ny
il 1 it it i i i

i

\O o
!
\O

1+ 28

2 4+ 17

3 + 47

b4 38

5

6 + 59

7
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Les impliquants premiers essentiels sont : be', cd,
e'd', ef.

Nous pouvons alors supprimer les variables 57 8 et 9

dans les fonctions "Inclusion".
t$6 disparalt. A6 est done inutile.
Ilreste:3;= 32=1+2

j;: jz=5+4

D'oﬁ:g)l\*=(l+2) (3 +4) =13 + 14 + 23 + 24

@D = 135789 + 145789 + 235789 + 245789

Remarque 4-16 :

On peut encore utiliser les produits des résidus en groupant
les termes : X'\:gl et X. tgg en X( 9 1t tSe).

Exemple 4-26 :
Soit la fonction donnée par 1l'implication : ax 1 /
ay 2 /bx3 /by 4/ bz5/xy'7/ x'y 8/ yz'9.
Ensemble des Vgriable Résidus par Produit des
A . |piforme \ . .
mondmes e < A résidus
ax 1 / ay 2 / bx3 al ay 18
by'll / bz 5 / x b,j v 8 by 38
xy'6 / xz'7 / y'6 v2'78
x'y 8 /yz'9 z'7
ax 1 / ay (2+18) . (2+i8)
bz 5/ xy'6 / y %'8 x 6 bx (46 + 368)
xz'7 / x'y 8/ 21 (9+78) xz' (69 + 678)
yz'(9+78)
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Variable Résidus par

EnsemEle des biforme ‘ ;
mondmes o e v

Produit des
résidus

ax (1+26) /
ay (2+18) /
bx (3+46) / x (7+69) | bx (57 + 569)
by (4+38) / Z b5
bz 5/ xy' 6/ y (9+78) | by (59 + 578)
xz' (7+69) /

x'y 8/ yz'(9+78)

D'ol 1l'ensemble final : ax (1 + 26) / ay (2 + 18) /
bx (3 + 46 + 57 +569) / by (4 + 38 + 59 + 578) / bz 5 /
xy'6 / xz' (7T +69) / x'y 8/ yz' (9+78), On a trouvé di-

rectement les fonetions "Inclusion" relatives & chacun des

impliquants premiers,

Remarque 4-17

La méthode de recherche de l'ensemble des bases d'une fonc-
tion est intéressante puisqu'elle permet d'en trouver la forme mini-
male, Mais elle est difficile & mettre en oeuvre, car elle exige
1'affectation et la manipulation des indices liés & chacun des im-

pliguants premiers.

Il est plus simple de trouver l'une des bases premiéres seu-
lement par un processus d'élimination successive des impliquants
premiers de la base compléte. I1 n'est alors plus nécessaire de faire

intervenir les indices liés aux monOmes.

La méthode consiste & considérer un monSme d'un ensemble
et & tester si la somme des autres lui est ou non supérieure. Si ce
test est positif, on peut alors former le monSme par consensus a
partir des autres et il peut &tre éliminé. Si le test est négatif,

le mondme considéré reste dans 1'ensemble,

oao/oaa
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46 - TEST D'INCLUSION D'UN MONOME DANS UN E:NSEMBLE -

Considérons un ensemble E de mondmes xl,...,x et un monSme

X n'y figurant pas. Proposons—nous de tester la relation d'inclu-

“sion :
X Q; xl +,..+_Xn
é Ia méthode est la suivante :
a) Oﬁ prendil'intérSection de chaqué monSme X;d de E, atec X, ce qui

“nous donne un nouvel ensemble E,, (aprés suppression des monSmes

© nuls)..

b)

9

£)

&)

On supprime dans_E01 les.mon6mes inférieurs ou égaux & d‘'autres,

ce qui nous donne un nouvel ensemble Eqpe

. . - o . ) . o ) B ’_ X. . )
On remplace chague monSme XX, de E » bar son résidu A obtenu

-0 X

par suppreséioﬂ dang son écriture des variables de X, ce gul don-

ne l'ensemble E

03;

On supprime jusqu'a éﬁuisement.des possibilités tout mondme de

E . contenant dans son éeriture une varlable monoforme. Notons

03

qu 'au cours de ces 51mp11fleatlons une varlable blforme peut de-

venir monoforme puis dlsparaltre On obtlent alors 1' ‘ensemble

04, dans lequel les variables sont toutes blformes._Ce sont :

.X:l;oo'o;x-,-oo,’x .

N

. K oAt
Qn forme avec‘EOlF 1 ensemble_ln;tlal Ell'

on divise'Ell en trois soug-ensembles

- B, qui contient les monBmes n'ayant ni %, ni xi dans leur

éoritire,

- 313 qui contient ceux ayant 31,

o _ .
Do E14 qui contient ceux ayant Xq .

..I/...
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1 H

On forme les consensus possibles par rapport 3 xq entre les

monSmes de Ey5 et ceux de Eyy, ce qui donne 1'ensemble Eyse

On réunit Ei5 et E15 pour former apreés simplification un

nouvel ensemble E16°

On supprime dans E1g les monGmes contenant dans leur deri-

ture des variables monoformes, ce qui conduit & 1'ensemble final

Epye

wmnmmnmaﬂmmgaann——-ﬂmwmmc:@mwanﬂmﬁm

Le calcul se poursuit ainsi par étapes successives, chacune

d'elles étant relative & une variable Xy

Ltape relative i Xy 3

On part de 1'ensemble E,, que 1'on divise encore en trois

SOUS =& G Les et Ek4o

F B Byy

a:lmaazauw:wm“mmwmww=mm=mm@ma=ﬂw“=‘mam

Le calcul continue de la m@me fagon et aboutit a E(k+l)l°

Bin de ealcul :

ILa fin du caleul s'obtient & la fin de laﬂgniéme étape

(relative & ge)o A ce moment, deux cas sont possibles :

- L'ensemble E(Q,il)l contient 1, Le test est positif.

111

- L'ensemble est vide. Le test est népgatif,

Théoreme 4-7

La condition nécessaire et suffisante pour que 1'inclusion

soit vérifide est que 1'on trouve un 1 & la fin du calcul,

ooo/ooa
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Remarque 4-18

Dés que 1l'on trouve au cours du calcul un ensemble contenant

1, on peut dire que le test sera positif.

' De méme, dds que l'on trouve un ensemble Eoy Egy Ego Eqy Eiq
Ek6 vide, on peut dire que le test sera négatif,

Exemple 4-27 :

Soit le mondme X = ab et 1'ensemble Eq : ax / by / x'y' /
ey /o'y /uv' / x'z' /at / bz /av /bt

Testons la véracité de la relation d'inclusion :

ab é: ax + by + x'y' + ey + b'y + uv! + x'z' + at -+ bz +

av + bt'

On a :

Eg, : abx / aby / abx'y' / abey / abuv' / abx'z' / abt /
abz / abv / abt'.

Egp @ abx / aby / abx'y' / abuv' / abx'z' / abt / abz /
abv / abt'.

o3 ¢ X / y./ x'y' fur' /x'z2' /v /z/ v/t

Eoy : x /vy /%'y /“X'Z'/t/Z/t'.

lére variable : X

Eyp ¢ oX Jy/x'y' /x2St /z/ t!

Ejpt ¥ /t/z/t'

eed/ene
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Ejy x'y' / x'z!
E15 cy' /2!
Bwgsv/t/z2/t /y' /2

2&me variable : ¥y

By t¥ /8 /2/% /' /2
Enp t t /2/t" /2’

E25 Ty

E : 1 Le test est positif.

L'inclusion testée est donc vérifide,

Supposons que 1l'on connaisse une fonction compléte F par
sa base compléte Al,uao,An, dont on désire une base premiére quel-

conque,

I1 suffit d'éliminer des impliquants de la base compléte

Jusqu'a épuisement des cas possibles.

On considére successivement chaque A, et on teste s'il est

ou non ineclus dans 1'ensemble des monBmes restants.

- 81 le test est positif, A ; est exclu,

- 8i le test est négatif, A, est nécessaire et reste dans 1l'en-
semble, Il s'agit soit d'un impliquant premier essentiel, soit

d'un monSme devenu nécessaire & la suite de 1l'exclusion des im-

pliquants considérés précédemment.

Lorsque tous les impliquants ont été testds, 1'ensemble

des monfmes non exclus constitue une base premiére de la fonetion

aoo/ooe
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Exemple 4-28
Soit la fonetion F donnée par sa base compléte :
ax /ay /bx /by / bz /xy' / xz' / x'y [/ yz'

Proposons-nous d'en trouver une base premiére.

Test sur ax

axy / abx / aby //ngE'/ axy' / axz' /lgxyéf’/ y //b/é/by//
y' [z

v/ y' - le test est positif - ax est exclu. Il reste 1l'en-
semble :

ay./bx /by / bz / xy' / xz' [/ x'y / yz'

Test sur ay .
abx§ / aby / abyz [/ axys” [ ax'y / ayz'
b/ x'/ z' - le test est négatif - ay est nécessaire,

L'ensemble considéréd est inchangé et ay est souligné pour

marquer qu'il a été testé. Il reste :

lay /bx /by /b2 / xv' /[ x2' / x'y /[ y2"

Test sur bx

abx¥ / bxy / bxz / oxy' / bxz' / bxyz'

vy/z/y' /z' - le test est positif et bx éliminé.
Il reste : ay /by / bz / xy' / xz' / x'y / yz'

Test sur by
aby / byz / bxyz' / bx'y / byz'

a/z/x'"/z'" - le test est positif, by est éliminé.
Il reste : ay / bz / xy' / x2' / x'y / yz'

eei/eon
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Test sur bz

abyz / bxy'z / bx'yz
ay / xy' / x'y - le test est négatif,
On a 1l'ensemble : ay / bz / xy' / xz' / x'y / yz'

Test sur xy'

bxy'z / xy'z'
bz / z' - test négatif
ay / bz /xy' [/ xz' [/ x'y /[ yz'

Test sur xz'

;xyé“ / xy'z' / xyz'

v' /v - le test est positif
ay / bz / xy' / x'y / yz'

Test sur x'y

ax'y / bx'yz / x'yz'
a / bz / z' - test négatif

Test sur yz'

ayz' / x'yz'
a / x' - le test est négatif d'ol 1'ensemble final :

ay / bz / xy' / x'y / yz' qui constitue une base premicre

de la fonction.






5 - ETUDE DES CONSENSUS D'ORDRE QUELC@N@UE‘

51 - INCIUSION D'UN CONSENSUS D'ORDRE g DANS SES GENERATEURS

Définition 5-1 :

On dit qu'un mondme X est INCLUS D'ORDRE ZERO AU MOINS

@

dans un ensemble de termes Algoao,Ap si 1'on arl'inégalité g

X L Ap oot A

Définition 5-2 ¢

On dit qu'un monfme X est INCIUS D'ORDRE q AU MOINS dans

un ensemble de monOmes Ai,,oogA; lorsque, aprés g mises en

. i
facteur d'une variable quelconque dans la somme Ai Fo 0o Ai »
, 1
de la forme :
K My Py
5 J ; J.
Xj ° A‘\." Ai + X?j f-\w:: »
. 3
1 x5 kj+l mj+1 Xy
on aboutit & une somme Ai +1 tooot Ai qui est encore supérieure
q q

ou égale a X.

Cette relation est encore dite relation d'INCLUSION D'ORDRE q
AU MOINS.

Définition 5-3 :

On dit qu'une relation d'inclusion est D'ORDRE q lorsqu'elle

est d'ordre g au moins et qu'elle n'est pas d'ordre q + 1 'au

moins,



Exemglé 5ol
La relation : abed é abx + ex' + ay + bey! + az
est une relation d'inclusion d'ordre 1.

" En effet :
1)'_elle_n*eét-pas‘d’ordre 2 au moins ; -
2) les relations d'inclusion : .

- abed «g abx + ex' + ay + bey'
: " H
‘ a?};.v?dt é abx + ¢ex’' + az

. abed <a.y + bey' + az

sont d'ordre zéro au moins.

_Dékinition 5-4 : .

Une relation d'inelusion d'ordre q est dite TRREDONDANTE
‘sien é&pﬁrimant une Vvarilable qaeﬁ.éon‘que dans 1l'éeriture du_
premier membre, ou un monfme quelcongue dans le second membre,
la nou‘velie relation ainsi trouvée n'est plus une relation
d'inclusion d'ordre q. ‘

| Exemple 5-2 ¢

abé_ \< abx + ex' + ay + by'

est une relation d'inoclusion irrédondante d'ordre 1

ear on a ¢

be Zé abx + ex' + ay + by_"-p_

‘a’bc. é abx + ex' + ay . (ordre zéro)
Labe ( abx 4 cx' + by' . . (ordre zéro)

abe £ abx + ‘ay + by! (ordre zéro)
- abe -é"cx* 4+ ay + by' ' (ordre zéro)

-o't/-t-
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‘Nous pouvons alors constater qu'un consensus X d'ordre g

est 11¢é & ses générateurs par une relation d'inclusion d'ordre q.

En effet, considérons un état des variables qui fait X = 1.
Toutes les variables monoformes de 1l'égalité caractéristique valent
1. La somme Ay +...+ Ap est donc devenue la somme Cp teeet Cp qui
est égale & 1. Cette égalité étant d'ordre q, nous pouvons, aprés
qQ mises en facteur d'une variable, trouver un polynSme
Ck g1 Feeot Cm égal & 1, ce qui nous montre que l'on a bien

q

A +.eet+ A égal A 1,
k +1
a Ty

La propriété est donc démontrée,

. Nous pouvons encore dire, étant donné le caractére d'ir-
rédondance de 1'égalité caractéristique, que si on enldve un seul
générateur de 1'ensemble, la propriété précédente n'est plus

vraie,

Montrons enfin que le consensus est le plus grand monamea
la vérifiant. Considérons un ensemble E? formé des monSmes Apseeashy
et un terme A inclus d'ordre q dans cet ensemble et qui ne 1'est

plus si on supprime un seul monOme de cet ensembleé.

On peut écrire A = B.C.D, avec :

« B produit des variables de A monoformes dans E%

fn n " 1 n ]
. C

" biformes

D 1] 1 1 1 n " t

absentes

L]

Soit une variable x de C. Tous les monOmes contenant x'
dans leur écriture ont une intersection nulle avec A, donc peuvent
8tre supprimés, ce qui est impossible. Il n'existe pas de telle
variable x et C se réduit &4 1 et A & B,D,

uo./aoo
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1.2

Tout B. d'un A, peut s'éerire : B. = B,.BT, avec :
s i A AT
- Bi = produit des variables de B;/figurant dans B
- B%/: produit des variables de Bilne figurant pas dans B,

P
Nous avons : A = T Bt
N

Faisons A = 1. On obtient comme somme des résidus des AL/

une égalité irrédondante d'ordre g, Donc :
b
z , B?.C‘ = 1 {(ordre q - irréd,)
1 M

Dans une égalité irrédondante d'ordre quelconque, il ne peut

pas y avoir de variables monoformes. Donec :

B2 =1 et C

3. g Feeet Cp =1 (q ~ irréd.)

Ceci nous montre que 1'ensemble E? admet un consensus d'or-

dre q, qui s'éerit :
p

b
. q - - .
x=% (Ayeoh)) = TlC BL-TC B

1
1 A
Done : A =X.D

X est donc supérieur ou égal & tout mondme A.

Nous pouvons alors énoncer le théoréme :

Théoréme 5-1 :

Un consensus d'ordre q est 1ié & ses générateurs, par une
relation d'inclusion irrédondante d'ordre g, et inversement, &

toute relation irrédondante d'ordre g correspond une telle re-

lation de consensus.

060/00-



‘Exemgle 5«3 ¢

L'inclusion : abec 5; abx + cx' + ay + by' (ordre 1, irréd.)

nous montre que 1l'on a :

abe ==%;l(abx, ex', ay, by').

52 - REDUCTION DE L'ORDRE DES RELATIONS DE CONSENSUS

Soit 1'ensemble Eq formé des monOmes Al,...,Ap dans lequel
les variables xl...xirsont biformes et le monfme X vérifiant la
relation :

_ aq
Xx=% (A...Ap)

On peut donc écrire, apres redistribution des indices, son

égalité caractéristique sous la forme :

k m P
x z S_f.’_+ Z__C.-t»x' Z.S_*_’. =1 (q irréd.)
1 1 1

A 1
X1 k+1 m+l xl

: m
D'ol : ' ZE:: ¢c. =1 (ordre q-1)
k+1 v

On peut supprimer les termes qui seraient inutiles dans cette

égalité pour obtenir, aprés redistribution des indices, la relation :

m!

zv c. =1 (g-1, irréd.)
A

k+1

~ Z [} ¢ q-l (3
Les monomes Ak+l""’Am’ définissent un ensemble El qui

admet un consensus Y, d'ordre -1 :

v, = GHE

veo/onn
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~

- De cette nouvelle relation, on peut dire que, par'rappcft a
 la relation initiale :

1) L'ordre a diminué d'une unité.
2) Ia classe a diminué d'au moins deux unités.

) Dans 1'éeriture de X figurent toutes les varlables de Yi
Dono.:. _X<Y

i) Ia- variable Xy n 'apparatt plus, ni- dans 1'éeriture des mondmes de

Bl 1 ni dans celle de Y,

. On aurait pu, au lieu de prendre la variable X prendre une
autre varlable xj biforme dans EX, On auraft obtenu encore un conw
sensus Yj Jjouissant de propriétés analogues, Les variablesxxl,...,qu‘
permettent donc de définir un ensemble_de CONSensus Yi,...;IL
d'ordre g-1. ' ‘

Tout monOme A. de 1'ensemble Ed figure forcément dans 1'une’
des générations d'ordre g-1 des conseﬁsus précédents. En effet, s'il
ex1stait un A. 1nutile, or pourrait le supprimer, ce qui est con-
traire 1'hypothése d'irrédondance d'ordre q de 1' égalité caracté-
‘ristique de la relation initiale. '

Chaque variable de A monGme du- sous-ensemble Eq s monoforme

J

" 'dans Eq,‘se retrouve done dans Y,. Toutes les variables monoformes

J°
dans Eq se retrouvent donc simultanément dans le produit Yi. e .2@

et dans X.

[ . . \ . .
‘p ou‘.. X 2; Y. .o '3L

Comme on a d autre part E X .é; &5, on a done 3 X = Yi...Y!/

D'oli le théordme :

A



Théoréme 5-2 ¢

Toute relation de consensus d'ordre g peut tre réduite en
relations de consensus d'ordre g-1 ( étant le nombre de varia-
bles dans 1'égalité caractéristique d'ordre q), chaque relation
de rang J ne comprenant pas ni dans son écriture ni dans son
égalité caractéristique la variable biforme xjs Le consensus

d'ordre q est le produit de ces consensus d'ordre gq-l.

Exemple 5-4 :

Soit la relation :

2 2
X = G(as Ay gy By Agy Bgs A) = G7(@)

avee 3 X = abcd Al = ax
- _ 9
A2 = az A3 = by
- ' —
A4 = CZ A5 = Ccu
- 1 - 1
A6 = du A7 =Xy

L'égalité caractéristique s'éerit :

x+z+y' +z2" +u+u’ +x'y =1 (ordre 2 irréd,)

Réduisons-la par rapport & x. On obtient en suppri-

mant les termes contenant x ou x'

z+y'+z' +u+u' =1 (ordre 1),

ézgalité que 1l'on peut rendre irrédondante :

eao/ooo
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z+2z' +u+u =1 (ordre 1, irréd.) qui est 1'égalité

|earactéristique de la relation d'ordre 1 :

=(él(ﬁ\2': Ait’ 35, A6) = %l(Gx), avec YX--——_acd.

On cbtient de la méme fagon ¢

Y =ecd = ‘Gl(AQ Ay Ag A6.) -6 1(Gy)
Y = abed = A, A Ag A7) =‘61(Gz)

2 1 3 5

¥ = abe wcél(A Ay A 5 Ay Ar) .="61(Gu3'

On a bien

= Y& Y& YZ Yﬁ

2
1

G = Gu v Gy u GZ v Gu

Remarque 5-1 :

Considérens un consensus ij‘d‘ordre'q-l figurant dans 1'en-
. semble Yiy..., . On peut lui assocler la suite V. des variables
figurant dans son égalité caractéristique.

Les variables de Y. étant des variables monofbrmes dans
1 égalité caracterlsthue du consensus X d'ordre g, et celles fi-
gurant dans V,; des variables biformes, cette propriété étant com-

mme 3 tous le; Yi/.de Yi & Y£’, nous pouvons dire :

Tl n'y aura Jamais une variable figurant simultandment dans

1'un des consensus Y. et dans la suite Vj associde & un autre Yj‘

Y S




Remarque 5-2 :

Associons a chaque consensus Y, les variables biformes dans
Ed et quil ne figurent pas dans V; . Soit W* cet ensemble, On a for-

cément
1) X & W

f @ 3 e U . .
2) La réunion des ensembles Wi/de Wl a hj/ fournit forcément 1'en-~

¢

semble Xyseo0sX des variables biformes dans 1'égalité caracté-

ristique.

Remarque 5-3% :‘

Par le processus inverse de celui utilisé dans la réduction
de l'ordre, nous pourrons passer des consensus d'ordre g-l aux con-
sensus d'ordre q. Comme on connaft, par ailleurs, plusieurs méthodes
pour obtenir les consensus d'ordre zéro, il sera donc possible de

trouver les relations de consensus d'ordre quelcongue.

5% - RECHERCHE DES REIATIONS DE CONSENSUS D'CRIDRE g

On peut encore former une fonction\qj/"Véracité”, fonetion
des variables assocides d'une part & la présence des variables du
probléme dans 1'éeriture d'un mondSme X que 1'on forme, d'autre part
des variables associées U,...,V & la présence des monOmes Aysoooshys
générateurs possibles dans un ensemble que 1'on constitue arbitrai-
rement, Un état des variables assocides étant donné, la fonction
vaut 1 si 1'on a 1'inclusion d'ordre q : X 4: Ay Fo ot Ay (). Les
impligquants premiers de (U/ donnent les relations de consensus
d'ordre q.

On dispose done d”un processus pour trouver 1'enstmble des
relations de consensus d'ordre g admettant comme générateurs des
monOmes pris dans un ensemble donné. Toutefois, le calcul est dif-
ficile et on a intérdt & utiliser une méthode plus simple basée

sur les propriétés mises en évidence par la réduction de 1'ordre.
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Consider@ns done un ensemble donné de mondmes Al” A o1 lés varlables

1,.,x sont biformes, et cherchpns un processus suseeptible de nous
- ‘donner 1es relations de consensus a'ordre q de la forme :

=‘E;q(ﬁ P ) (1) avec A 2ty pris dans 1'ensemble Al"’
Supposons connu 1' ansemble des consensus Y de Yl a.Y d'ordre g-1
© admettant egalement comme genérateurs des monomes de l'ensemble

initial.

Rééuisons'i’orﬁfe de 1arrelation (1) par rapport aux variables xs,.a,xt"

‘biformes dans son égalité caractéristique,‘Nous.dbtenons leg consensus
Y "’Yt d'ordre a=l, gui figurent done foroedément dans 1! ensemble des
sonsensus Y Si ces monOmes étaient connus, leur praduit donnerait X.

1Nsus allons ﬁenc fermer des prc&uits ‘en gardant en memoire 1es indices

. des générateurs de fagon a connaltre la genération de tout consensus

llid'orﬂre q forme. Nous aurons donc a manipuler des groupes Y et I avec

Y = monomes produit de var;ables»sous leur forme directe ou complémeti=

tée et I ensemble d'indices de monomes initiaux..

. Le produit de deux termes YiIlset YEIE est Y313 avec ij_
=1 uiI ' '

>3 2
'Lorsque 1'on s formé tous les prodults possibles, on. est slir que tous
les produits relatifs & des relaticns de consensus exisﬁantes d’ordre q

 ont eté treuvés.

T1 faut encore les distinguer des autres.

7 Reﬁarﬁﬁé”Séﬁf:

b3

Tenons compte d‘abord dela remarque 52~1 et affectons 4 chaque consensus

Y d'ordre g~1 1a sulte v des variables biformes dans son égalité caracté~

5>rzst1que. Décidons de. ne pas former le produat de deux’ termes dont le Y.
de 1! un eantlent une variable figurant dans le Vj de 1! autre. Nous évi-

tons a1n51 la formation de menomes inntlles.

el v
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Le produit de deux termes Y.I Vlet Y. I.V.est Y, I V., avec @

171 22’2 333
Y3=Y1.Y2 '
I3 =lllu 12
V3 = VluV2

Tenons compte dela remarque 5-2 et associons & chague consensus Y.
d'ordre q~1 la suite WL’des variables biformes dans l'ensemple initial

ne figurant pas dans son écriture. Nous avons pour chaque Y.
*
WS W,

Nous savons que la réunion des wfoMnnait 1'eéensemble des variables biformes
de 1'égalité caractéristique : Nous pouvons donc affirmer que la réunion des
Wp fournira un ensemble qui admettra comme sous-ensemble la totalité des

variables biformes du probléme ne figurant pas dans 1'éeriture du consensus-

X d'ordre g cherché.

Nous pouvons donc définir le produit de deux termes Y. I.V. W et

Yé12Vé W2 comme le terme Y313V3 W3 avec Y3 = Yl'Yé o 1‘
I3 = Ilu i
V3 = Vlu V2
W3 = WluW2

Inversement considérons un produit Y avec ses ensembles assoclés
V, I et W. Supposons que 1l'ensemble des variables biformes du probléme
figure dans la réunion des variables de Y et W, Lui correspond-il une

relation de consensus d'ordre q ?

Montrons que Y est égal ou inférieur & un consensus d'ordre q dont les

indices des générateurs sont compris dans le groupe I.

VAR
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GrAce & 1'application de la remarque 5-4, aucune variable
n'est commune & Y et V. Chaque variable des mondmes dont les indi-
ces forment I figure dans Y si elle est monoforme, dans V 8l elle

est biforme dans 1'ensemble des termes repérés par la suite I.

Considérons la somme S des résidus obtenus en supprimant
dans chaque monOme d'indice figurant dans I les variables monofor- -
mes dans 1'ensemble des monOmes dont les indices forment I. Nous

obtenons une égalité d'ordre q au moins,

En effet, considérons une variable xj figurant dans V. Elle
figure aussi dans le lot W ol elle a été amenée par un consensus

Yj d'ordre g~1 ne comprenant pas Xy dans son égalité caractéristi-

que. Si on la met en facteur, la somme des mon®mes pris dans la som--

me S ne contenant ni x ni x' constitue une égalité d'ordre q-1 au
moins. Donc, par définition, la somme S est égale & 1 d'ordre q.
Rendons cette égalité & 1 d'ordre 1 irrédondante. Les résidus res-
tants proviennent des mondmes Au""’Av qui admettent un eonsensus.
X d'ordre q.

On a la relation : Y S; X

Théorsine 5-3 1

L'existence d'un terme YIVW formé par produit tel que son
groupe W contienne toutes les variables biformes du probléme ne
figurant pas dans son groupe Y montre que le monfme Y est infé-

&
rieur ou égal & un consensus X d'ordre q. Les indices de ses géné-

rateurs figurent tous dans le groupe I.

Remarque 5-5

Supposons que 1'on trouve & un moment queleconque du calcul
deux termes tels que 1'on ait : ¥. ¥y et I, 2D Iy, Ceol signi-
fie que toutes les variables figurant dans Y‘j figurent dans Xiret

que tous les indices figurant dans Ij se trouvent également dans I..
A

o../-30
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I1 en résulte que les variables formant V,, biformes dans les mond-

J

- mes représentés par Ij sont forcément biformes dans 1'ensemble re-

péré par I. et figurent donc dans V, .

On a done : [(YA./ \< Yj) et (IA; 2 Ij)] #(VJ C VA./)

Remarque 5-6 :

Supposons que 1l'on ait au cours des calculs deux termes :

Y1, v, W, et Y, I,V, W, tels que :
no<h
I, 2 I
Vl ;2 VE
CR QR

Tout consensus d'ordre q formé avec le premier au cours du
calcul peut &tre formé de la méme fagon avec le second. On arrivera
done & deux produits finaux dont on peut dire a priori que le second

permettra 1'élimination du premier.

Donc, il suffit de ne garder que Y, IQ?V2 W2 et on peut éli-
miner Yl Il Vl Wl.

Nous sommes donc amenés & poser : Q = YIVW

- Y est un mondme formé de variables figurant dans 1'ensemble ini-
‘tial (sous leur forme directe ou complémentée).

- I est la suite des indices de monOmes initiaux constituant une
génération d'ordre q-1 de Y.

- V est une suite de variables (sous leur forme directe), ces va-
riables étant forcément biformes dans 1'ensemble initial et
étant celles qui figurent dans 1'égalité caractéristique de la

relatlon de consensus exprimée par Y et I.

NRVETY
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W est une suite de variables (sous leur forme directe), ces variables
étant forcément biformes dans l'ensemble initial, et étant celles qui
ne figurent ni dans X (sous une forme quelconque),ni dans V.

Les groupes V et W étant formés de variables d'écriture identique
mais n'ayant pas la m@me signification, seront séparés par un tiret

pour ne pas les confondre. Nous pouvons alors définir des relations

d'ordre.

dira que deux termesQ 1 et Q2 sont 1liés par la relation®Q 1 =Q,2, si
a simultanément Yl = Yé, Il = 12,‘V1 = Vé, wl = W2
dira qute < Q2 siona: Q laéQ et Y111V1\(Y212V2 et W, =W,

Y, I Vy= VIV, et W, C W,

cours des calculs on sera donc amené a éliminer Q s'il en existe

autre Q tel que: Ql 5;. Q2

¢

Exemple 5-~5 :

Soit 1'ensemble des mondmes initiaux:ax/az/by'/cz'/cu/du'/x'y

Numérotons-les et cherchons les relations de consensus d'ordre

zéro

ax 1/az 2/vy'3/cz'4/cu 5/du’ 6/x vy 7/ay 17 x/bx 37 y/ab 137 xy/
ac 24 z/cd 56 u.

A ces douze relations de consensus, nous pouvons associer

les termes Q:

Q =ax 1 -- yzu/Q §*= az 2 -- xyw/..../Q g =ay 17 x - zu/
4 ng =cd 56 u - xyz.
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Remarque 5-7

Supposons que 1l'on ait au cours du calcul deux termes tels que le W.
de 1'un soit inférieur ou égal au Wj de 1'autre. Le produit Qk sera
alors tel que : Wk = WL’ et comme on aura forcément Wklkykfg WLILV4L’
Qk sera éliminé. I1 n'est donc utile de faire le produit de deux
termes Q, et Qj que si W, T Wj (c'est-a-dire s'il existe au moins

dans chaque W, une variable ne figurant pas dans 1fautre).

Remarque 5-8 :

Tl en résulte en particulier que tous les termes Q dont les groupes
¥ IV sont tels que toutes les variables biformes du probléme y

figurent, auront un W vide, donc ne pourront donner aucun terme utile.

Remarque 5-9 :

Considérons une relation de consensus de classe 1 d'ordre g-l. I1 lui
correspond un terme Ql dont le groupe Wl contient toutes les variables
biformes du probléme ne figurant pas dans son groupe Yl’ donc un terme
qui sera gardé dans ceux correspondant aux relations de consensus

d'ordre q.

On retrouve donc bien 14 la propridté qu'un consensus de classe 1 est

dfordre quelconque.

Remarque 5-10 :

Considérons un terme Ql dont les groupes Yl et Wl contiennent & eux

deux 1'ensemble des variables biformes du probleéme.
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Supposons qu'on utilise pour former le produit : “j ='Q1.Q2,

Qg étant un autre terme,

Le mon®Sme Yi (ou un autre Yﬁ plus grand) figurera forcément

dans 1'ensemble des consensus X trouvés, Done Y, I, qui est infé-

275

rieur ou égal a Yl Il sera éliminé.

T1 est inutile d'utiliser Ql pour former des termes nouveaux.

%

On peut alors énoncer l'algorithme :

Algorithme de recherche des consensus d'ordre q

Nous supposons connu 1'ensemble des termes Q relatifs aux
relations d'ordre gq-l1. Nous les rangeons dans deux ensembles El
- et EQ :

-~ Eo contient les termes Q tels que l'ensemble des variables bi-

formes du probléme ne figure pas dans ses groupes Y et W.

- El contient les autres.

Nous formons de toutes les fagons possibles les produits de
deux termes de 1'ensemble Ea. Soit : Q3 = Ql'QQ’ un terme formé.
Gz,3 gera placé dans El ou E2 suivant qu'il_contient ou non 1'en-

semble des variables biformes dans ses groupes Y et W.

En 1é rangeant dans 1'ensemble correspondant, on effectue les
simplifications possibles. Un terme Q . est éliminé s'il en existe
un autre Qj tel que : QJ¢ S; Qja

Lorsque 1'on ne peut plus former de termes nouveaux, le cal~

cul est terminé et 1l'ensemble El contient tous les termes relatifs

aux consensus d'ordre g cherchés, et uniquement eux.
On tient compte évidemment dans ce calcul des remarques 5-4

et 5-7, Ia remarque 5-8 nous permet de supprimer dans E2 les termes
dont le W est vide,

RS




Remargue 5=11 :

Le calcul peut 8tre fait par étapes successives. Dans chague étape, on

considére un terme de E2 et on 1'élimine aprés 1'avoir comparé & tous

les autres du tableau Ego

Remargue 5=12 :

Fn rangeant un terme dans 1'ensemble E on peut éliminer son groups

'—Lﬂ
W associé qui n'apporte plus par la suite d?informétion utile, On peut

done immédiatement ranger dans E. les termes YI correspondants aux

1
relations triviales de classe 1.

Exemple 5-6 : (suite de 1'exemple 5-5)

Les consensus d'ordre zéro sont connus et sont dornés
termes : ax 1/az 2/by'3/cz'd/cu 5/dau'6/x 'y T/ ay 17
ab 137 xyac 24 z/cd 56 u,

Nous pouvons alors effectuer le calcul des consensus d'ordre 1.

Recherche des consensus d'ordre 1

se

lére étape @ élimination de ay 17 x - zu
Ei %solutlons triviales : ax Vaz 2/.../x'y 7

ay 17 x = zu

vx'37 ¥ - zu acy 1247 xz - xysu
E ab 137 x= yzu

ac 24 z - xyu = gedy 1567 wu =

cd 56 u ~ xyz

(Les termes soulignés sont ceux qui passent dans E}X

‘“ 5o/ s 0o
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na

2

5 = 17

o oétape - Erimination-de b3y e

© /sey 1247 x/acdy /1567 xu

bX'ST Y = A

‘ab 137 x - yzu abox'2347 yz = xyzu

\ac 28 2 - xyu - § - » ‘
. bodx! 3567 yu - xyzu

ed 56 u - X¥yz -

%e étape : dlimination de ab 137 xy - zu:

E?_ {Eifa’bcx*aﬁ?‘ jz/’oeax‘zgé*r yu

ab 137 xy ~ 2Zu - '
abo 12347 xyz -~ xyzu

ac 24 7 - xyu.

CL _ abed 13567 xyu=-xyzu
ed 56 u - xyz ,

Ye -étape ¢ éliminatié'n:de’aei 2@ < yzu

e

{ Ei/ amc‘ 12347 xyz/abed 13567 xyu

ac 24 2 - oy

T\Jm«!:“

S acd 2156 zu - XyzU
ed 56 W s xyz e o | ‘

Se dtape : ¢limination de cd 56 u - xyz

5 A
E] = E;

E§{0d5ﬁuwxyz

3
.

T.e ealeul est terming, ‘Les termes intéressants correspondant

1 & des relations de ci}nsensua d'ordre 1L non triviales sont :

acy 1247 xz/acdy 1567 xwW/abex'2347 yz/bedx'3567 yu/ake 12347 xyz/ ;:
abed 13567 xyw/acd 2456 Z. .

e T
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Calcul des relations d'ordre 2 :

lére étape : élimination de acy 1247 xz

1 -
E : termes triviaux :

1

(acy 1247 xz

acdy 1567 xu

| abex'2347 yz

E2 < bedx' 3567 yu

abe 12347 xyz

abed 13567 xyu

]

\acd 2456 zu

2e étape : élimination

ax Vaz 2/..../x'y T

u
::::::::::::::::=’ acdy 124567 xzu - zu
z

Xy

de acdy 1567 xu ~ 2

i - o
['acdy 1567 xu -
abex! 2347 yz -
bedx' 3567 yu -
2

E abec 12347 xyz -

abed 13567 xyu

acd 2456 zu

acdy 124567 xzu

Z acdy 124567 xzu - xyz

Xy

Zu
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3e &tape : dlimination de abex'2347 yz - u

B = B
abex' 2347 yz. -u
bedx' 3567 yu - z
abe 127347 xyz - u
Eg abed 13567 xyu - z abedx'234567 yzu - xzu -
acd 2456 zu - Xy
acdy 124567 xzu - zu
k\acdy 124567 xzu - XYz

Le terme abedx' 234567 yzu - zu disparalt comme inclus dans
abedx'! 234567 yzu - xzu.

he étape : élimination de bedx' 3567 yu - z

B - B

1 1

bedx' 3567 yu

]
N

\ abe 12347 Xyz

1
o
o
Q

H
N

abed 13567 xyu

i

acd 2456 zu - Xy

zZu . abedx' 234567 yzu - xyzu

acdy 124 567xzu

acdy 124567 xzu - xyz

W@m
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5¢ étape : élimination de abe 12347 xyz - u

E? = Ei + abedx' 234567 yazu

abe 12347 xy=z - U
abed 1234567 xyzu - 2zu
abed 173567 xyu

H
N

abed 1234567 xyzu - xyu

EZ acd 2456 zu - XY
acdy 124567 yzu - zu
acdy 124567 xzu - Xyz

6e étape : élimination de abed 13567 xyu = 2

6 _ .5
El»—El
"abed 13567 xyu -z
' ' abed 1234567 xyzu - Xyz
acd 2456 zu - Xy - .
6 acdy 124567 xzu - zu :
E2 .abed 1234567 xyzu - XyZu
acdy 124567 xzu - Xyz
abed ‘ u =
abed 1234567 xyzu——%xyu

7e étape : élimination de acd 2456 zu - xy

EZ = E6 + abed 1234567 xyzu

1
“acd 2456 zu - Xy
7 :::::::::::::»acdy 124567 xzu - XyzUu
E, acdy 124567 xzu——2u
acdy 124567 xzu—=XyZ"



5-21

8e étape : Eg = ﬁz + acdy 124567 xzu

8 .
E2 : vide.

2
abedx' = o (A2A3A4A5A6A7)
2
abed = O (A A A A AGh )

2
acdy =(€; | (A1§2A4A5A6A7)

Consensus d'ordre 3

W sont vides.

Le calcul est terminé.

Remarque 5-13 :

I1 n'y a aucun terme initial dans 1'ensemble

Le calcul relatif & 1l'ordre 2 est terminé. On a trouvé trois

relations de consensus non triviales d'ordre 2.

E, car tous les

Lorsqu'on opdre & la main, on peut encore fusionner les ensembles El et

E2, la recherche des produits utiles entre le terme en cours d'élimina-

tion et 1'un des produits formés avec lui ne pouvant donner aucun terme

utile nouveau.

On progresse alors dans un ensemble en rangeant tous les produits intéres-

sants trouvés & la fin aprés avoir effectué les simplifications possibles.

D

Dés que 1'étape relative & un terme est terminée, on le barre dans 1'ensem-

ble, sauf si la réunion de son groupe Y et de son groupe W contient toutes

les variables biformes du probléme.

Lescalculs sont alors trés réduits :
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Exemple 5-7 : reprenons 1'exemple 5-6

On dispose des relations de consensus d'ordre zéro :

ax1/az 2 /vy'3/cz'h /cus5 /o / x'y 7/ ay 17 x/

vx'37 v / ab 137 xy / ac 2% z / ed 56 u,

lére étape : ordre 1 :

oy 17 s%—zu / _bx'37-y—~——zu /_ab 137 sxy—2u / ac 24 z—xyu /

Sémiﬁwuwxwﬁyz-/ acyvl247 X7 - XYzl / acdy 1567 xu - xyzu /

abex 2317 vz - xyzu / bedx'3567 yu - xyzu / abe 123347 xyz -

xyzu / abed 13567 xyu —‘xyzu / acd 2456 zu - xyzu.

@n&&mmc%ssﬂWﬁwmtﬁkam%

Dbhme étape @ ordre 2 ¢

acy 1247 xa—w / acdy 1567sr—=2 / abex'2347yz— /
bedx ' 3567 yu—2z / abe 12347 xyz—u / abed 13567 xypa—sz /

scd 2U56 zu—xy / acdy 124567 -xz—=za / acdy. 124567 sz

;Kyz~/_ébg@xiaﬁﬁﬁﬁﬁlggm%fnw%a»/ abedx ' 23U567 yzu e/

abedx ' 234567 yau———xyE / abcdx‘234567‘yzu - xyzu /_abed

12BUS 6T xymu—zu / abed 1234567 xysu——=xyu / abed 1234567

_xyzu-—-xyz—/ abcd 1234567 xyzu - Xyzu / acdy 124567 xzu - XyzU.

3eme &bape : ordre 3 :

Pas de termes initilaux,.

ILe calcul est terminé,

ooo/oaa.
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54 - BASES TRREDONDANTES D'ORDRE g

Considérons une fonetion quelconque F donnée par sa base com-

plate Al’°°°’An’ et reprenons le processus de formation des bases,

Nous allons introduire des variables et des fonetions asso-
ciées comme dans le recherche des bases premidéres. Soit »y une va-
risble associéde & la présence de AX/ dans un ensemble d'impliquants
premiers que nous déeidgns de former arbitrairement. A chaque état
possible des variables assocides 1,...,n correspond un ensemble d'im-
pliquants premiers Ar’““°’As formant un sous-ensemble de la base com-
pléte, Le fait que la somme de ces monCmes est supérieure ou égale
4 A d'ordre q apparalt comme une fonetion qul sera appelée fone-
fion INCIUSION O REIATIVE 2 A

A

Ia fonction tj qui est apparue dans la recherche des bases
vremiéres est done un cas particulier de tjq pour g = Q. Comme nous
le falsons généralement, 1'absence de 1'indice supérieur q signifle

que l'ordre de la fonction "Inclusion" congidérée est zéro.

Nous avons la propriété :

: Théoréme‘5—4 :

1
!
{
!
! A tout impliquant premier r...s de CZS correspond une rela-
q

g

! tion de congsensus : Aj = %éq(Ar...As) d'ordre q, et inversement,

I1 est simple de trouver les fonections %j 9 puisque 1'on

dispose d'algorithmes pour la recherche des relations d'ordre q,

Remarque 5-14 :

Tout impliquant de t&? est forcément impliquant de Sttg'k

(pour k supérieur ou égal & 1). Done, nous avons :

¢ o

nto/ncn
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Hay Ya
Ie produit des fonctions 1 a n est une fonection que nous

pouvons encore introduire.

Définition 5-4

On appelle fonction BASE D'ORDRE g d'une fonetion, le produit

i
{
]
i
!
0
i
| des fonctions "Inclusion d'ordre q" relatives & ses impliquants
]

i

premiers,

2 (/ i
Cette fonction est notée \Ssua

Tout impliquant de gRDQ définit un ensemble de monSmes qui
est une BASE D'ORDRE g de F.

A un impliguant premier de gg)q correspond une base lrrédon-

dante d'ordre q de F par définition,

Une base premidre est donc une base irrédondante d'ordre zéro,

Remarque 5-15

Pour q = 0, on retrouve les fonctions 83) définies lors de la

recherche des bases premieres.

Remarque 5-16 :

Les bases d'ordre q d'une fonction F ont une propriété treés
intéressante. Si 1'on considére un impliquant premier quelconque A
de F, on peut trouver un ensemble de monomes Au,oao,Av pris dans la

base tels que :
A= G i)
A u v

Remarque 5-17 :

Nous trouvons au cours des calculs des fonctions "Inclusion
de la forme : ijig :*Lo L'impliquant AA; est alors impliquant ESSEN-

TIEL pour toute base d'ordre q, car il y figurera forcément..

Un impliguant essentiel pour une base d'ordre g 1l'est forcé-
ment pour toute base d'ordre supérieur, la réciproque n'étant pas

vraie,

coo/ooo
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Remarque 5-18 3

La classe augmentant avec 1'ordre, on n'aura plus & partir d'une
- certaine valeur ay de l'ordre qu'une seule base ikrédéndante

d'ordre q, pour qe_;> ) 3 c'est la base complétg,

Remarque 5-19

Dans la recherche des bases, un terme trouvé ne pourra 8tre intéressant
que s'il correspond & un consensus qui soit impliquant premier de 1a
fonction. Or 1l'intersection de deux impliquants premiers ne peut jamais

8tre un impliquant premier.

De ce fait, on est amené & distinguer dans les termes initlaux, ceux
qui sont relatifs a chacun des impliquants premiers, et & faire les
calculs entre eux seulement, de fagon & ne pas former de termes Y
priori inutiles. | '

Si on n'a qu'un seul terme 1n1t1a1 relatif & un 1mpliquant premler,

41 ne pourra que rester lui-meme et on peut donc le supprlmer de

suite. Cet 1mp11quant devient alors essentiel.

Remarque 5-20 :

Dans 1'ensemble des termes initiauk, pour le caléul des bases d'ordre q,
on peut supprimer les indices des impliguants prémiers Aj;apparué

comme essentiels au cours de 1'étape précédente, c'est-i-dire tels que :
ﬁﬁ_%-l =4 Qn obtient ainsi des termes plus simples dont certains
peuvent alors 8tre éliminés suivant les régles habituelles, ce é@{

simplifie les calculs.

Un terme de la forme XIV - W initial,tel que tous Les,monames d'indices

formant I sont essentiels, s'écrit'alorszx -V W,

En fin de calcul, si on retrouve des termes de cette forme, on sait

de sulte que X ne figurera pas dans aucune des baseslirrédondantes;

-o/-‘-
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Exemple 5-8 :

Soit la fonction F donnée par sa base compldte : ab / ac / ax / ay /
az / bx' / vy' / bz' / ex' / yz'.
Proposons-nous de trouver ses bases irrédondantes d'ordre

gquelconque,

1) ordre zéro au moins

Numérotons les monomes et cherchons les relations de consensus.
ab0/acl/ax2/ay3/ azh/ x5/ by'6/ bz'"7T / ex'8 /
y2'9 / ab25 x/ ac 28 x/ ab 36 y/ ab 47 z / ay 49 z /-

bz'69 vy / ab 469 yz.

Dol les fonections inclusions d'ordre zéro :

0 +;é§i+ jﬁ/+/4% +‘§EQT
1-g;§{i

Pour ab :%38

o Y0

it

#

ax :tsg = 2
ay :%Sg = 3-%)&{
az :%j 3 =4
bx':%sg =5
.by':sj 2 =6
bz':%j g =7 +;}§(
ex': %fg =8
yZ’:oj8=9

uo/cac
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On voit que les mondmes ax, az, bx', by', cx' et yz' sont
essentiels pour l'ordre zéro. On peut donc supprimer les

. 0
variables correspondantes dans les fonctlonsg &%/ des autres,

qui deviemment alors égales & 1l'unité.

Donc; on a une base premiére seulement constituée par les

impliquants essentiels : ax / az / bx' / by' / ex' / yz'.

Ordre 1 au moins

On a 7 relations de consensus d'ordre zéro non triviales
dont :

4 relatives & ab

1 " 4 ac
1 " a4 ay
1 " by bZ 1

Done, ac, ay, bz' deviennent ESSENTIELS pour 1'ordre 1.

T1 ne reste que les 4 relations utiles : ab 25 x / ab 36 y /
ab #7 z / ab 469 yz.

Nous pouvons y supprimer les chiffres qui correspondent

4 des impliquants .essentiels. Les termes deviennent :

Cab=x / ab-y / ab-z //éfhgi.

Nous pouvons. supprimer ab~yz <iab—z, Il reste trois termes,
qui donnerent 2 a 2 .des relations intéressantes puisque ils

ne contiemnent qu'une seule lettre dans leur groupe V.

Nous avons : ab-x / ab-y. / ab-z / ab-xy / ab-xz / ab-yz.
Il y a trois termes intéressants.
On a encore E‘é égal & 1'unité,

Done : DT =12...9

VAT
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I1 y a une seule base irrédondante d'ordre 1 au moins
de F quli est donnée par la base compléte & laquelle on a

enlevé le monOme ab.,

%) Ordre 2

Les termes initiaux sont

ab - xy -z /ab -xz -~y / ab - yz - x.

Dol le caleul : ab - xy - z / ab - xz - ¥ /ab -yz -x /
ab - xyz—~yz7 ab - xyz—=%z / ab - xyz—=xy / ab - xyz - xyz.

I1 ¥y a un terme utile pour ab.

Done gj 2

0

I1 y a une base irrédondante d'ordre 2 au moins qui a

est encore égale & 1'unité.

été trouvée déji pour l'ordre 1. Donec, elle est d'ordre 1

au moins, mais non d'ordre 1,
4) Ordre 3

Il y a un seul terme initial, Donc pas de solutions
possibles. La seule base d'ordre 3 au moins est la base com-
pléte, ce qui prouve que la solution trouvée pour 1'ordre 2

au moins est, en fait, d'ordre deux.

On peut récapituler les résultats en un tableau ot 1'on
a indiqué par une croix 1'appartenance de chaque monSme & la

base irrédondante trouvée.

Impliguants premiers numérotés
Ordre Ol1{2]3 4_ 5161718109
0 b4 x x| x X i x
let?2 xtPx{xtx{x|{x]x{x1{|zx
5 et plus X ix i xix b'd X X i X X b
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Remarque 5-21 :

On peut encore vouloir non pas 1'ensemble des bases irrédon-
dantes d'ordre q, mais seulement 1'une quelconque d'entre elles. Il
suffit, pour éela, d'appliquer un processus de test d'inclusion
d'ordre q, analogue & celui utilisé pour la recherche d'une bage

premiére,

TEST D'INCIUSION D'ORDRE g D'UN MONOME DANS UN ENSEMBLE

Le processus est celul utilisé pour le test d'inclusion
d'ordre zéro, jusqu'd la formation de 1'ensemble Eyy- Il faut alors

effectuer, pour q # 0, des opérations différentes.

Explicitons le procédé pour q = 1.

J
10
contenant les monOmes de qu qui ne comprennent pas xj ou xé dans

a) On forme & partir de an des sous-ensembles EY , chacun d'eux

leur éeriture.

b) Etape relative & X

On forme avec Eio 1'ensemble Eil par suppressidn des mon®mes

comprenant dans leur éeriture une ou plusieurs variables monofor-

mes jusqu'a épuisement,

Il reste alors les varilables biformes yi,..,,y;.

¢) Sous-étape pour yi

On divise Egl en trois sous-ensembles @

o 3 1.1
- Eig qui contient les mon®mes n'ayant ni yi ni (yi) dans leur

éeriture,
- Eij qul contient ceux ayant yi dans leur écriture,

- Egi“Qui contient eeux~ayant‘(yi)' dans leur écriture.

~On forme alors tous les consensus possibles par rapport a

J

yl éntre les monOmes de Ei} et ceux de Ei4, ce qul nous donne
J

un ensemble E15’

On réunit EY

1o et EiB pour former aprés simplification un

dJd
ensemble El6'

-qu/oo.
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On supprime dans Ei6 les mondmes contenant dans leur écri-
ture des variables monoformes, ce qui nous donne 1'ensemble fi-

J
nal Egle

2

d) Sous-étape pour yJ

On part de 1l'ensemble Eil que l'on divise en trous sous-

ensembles ¢

Eig qui contient les monBmes ne contenant pas yé dans leur

deriture,

e m em we M e e am e o ma BR e

On retrouve en fin de sous-étape : E(kil)l

e) Fin de 1'étape relative & %

Ia fin de 1'étape relative & Xj arrive au plus tard apres

la m-iéme sous-étape.,

' J .
On trouve alors dans 1 'ensenmble E(m+l)l 2

1) soit : 1 -~ Dans ce cas, le test d'étape est positif ;

2) soit : O (ensemble vide) - Le test est ndgatif.

Théoréme 5-5 :

La condition nécessaire et suffisante pour que 1'inclusion

d'ordre 1 soit vérifide est que le test soit positif pour tous

les x,.
——

Remarque 5-22 ¢

Dés que 1l'on a un 1 dans 1'ensemble Eo ou E

0>

» on peut dire
que le test sera positif.

D&s que 1'on trouve un 1 dans 1'un des ensembles Eio, EiB,

E§69 on peut dire gue le test sera positif pour 1'étape relative & xjo

aoe/oen
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2 ' J opd md o
Des que 1l'on trouve un ensemble EO EOl an Eko Ekl Ek6 vide,

on peut dire que le test sera négatif.

Exemple 5-9 :

Testons la véracité de la relation d'inelusion d'ordre 1 :

ab S;,ax +by.+ x'y' +ey +b'y +uv' + x'z' + a8t + bz +
av + bt' (ordre 1)

(suite de 1'exemple 4-27)

On a :

Epy ¢ X /Sy /xy x2St/ 2/t
By :v/t/2/%
E{O:x/x'z*/t/z/t'

A . t,. ¢t t
Egix/v /2y /v /¢

Eio tx/y/xy" /x'2' /=

lere étape relative & x :

. I O
Ell :t /t', d'ol ¢ E15 = 1

Test positif

De la méme fagon, tous les tests apparaissent positifs.

L'inégalité testée est donc d'ordre 1 au moins.

Le processus de test est analogue pour les inclusions d'or-

dre q. On forme au départ des ensembles Eié"y

formé des mondmes de EO4 ne contenant dans leur écriture aucune des

» chacun d'eux étant

q variables x,...,¥ prises dans 1l'ensemble des variables biformes,

ooo/oca
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S'il y a m variables, on forme m! sous-ensembles

S

al.{m-g)!
EXo @ oy

10 ’

Pour chacun d'eux, on applique la méthode appliquée sur les

ensembles Eio dans le cas de 1'ordre 1.

Exemple 5~10 :

Reprenons 1'exemple 5-9,
Testons 1l'ordre 2 :

an cx/y/x'y' /x'z" /vt )z /!

Efg st /2 )t - Le test est positif.
K2 1 e e
Elg 7 ¥ /St /t - Le test est positif.
xt c .
Elo vy / = - Le test est négatif.

L'inclusion n'est donc pas d'ordre 2 au moins. Elle

est done d'ordre 1.

Etant donné une fonction F par sa base complete Al,oo,,An,
il suffit, pour obtenir une base irrddondante d'ordre q, de tester
successivement 1'inclusion d'ordre g de chaque A, dans les monBmes

restants,

Si le test est positif, AX/ est éliminé., Il reste dans 1'en-

semble si le test est négatif.

Apres application du test pour chacun des impliquants pre-

miers, 11 reste une base irrédondante d'ordre g de F.



6 -~ INTRODUCTION A L'ALGEBRE PLURALE

61 - VARIABLES INFORMATIONNELLES

En algébre booléenne classique, les variables et fonctions
sont associées & des falts & deux états possibles : ouvert
ou fermé - vrai ou faux, la valeur de la variable étant liée

directement & 1'état du fait.
Exemple 6-1 :

Un contact x peut &tre ouvert ou fermé.

La valeur x = 1 peut @tre lide & 1'état fermé du

contact, et la valeur x = O & son état ouvert.

On peut & un fait affecter une autre variable booléenne qui

ne caractérise pas 1'état du fait, mais la connaissance qu'on

en a.

Définition 6-1 :

On appelle VARIABLE BOOLEENNE INFORMATIONNELLE une variable

dont la valeur 1 n'est pas lide & un fait mais & 1'affirma-

tion de ce fait.

La valeur O d'une variable booléenne informationnelle est

donnée lorsque 1'on n'est pas dans le cas du 1, ce qui peut

Btre réalisé par :

oo oo



1) la non~affirmation du fait,
2) 1l'affirmation de la négation de ce falt,

3) l'ignorance de 1'état du fait.

Exemple 6-2 :

Scoit un contact et la variable booléenne a associde A
son état, telle que a = 1 quand 1l est fermé et a = O quand
il est ouvert., Solt une variable booléenne informationnelle

lide au fait "contact fermé".

1) 8i j'ail a = 1, je peux avoir :

o« =1 ; j'affirme que le contact est fermé

« = 0 ; je n'affirme pas que le contact est fermé,
bien qu'il le solt.
2) 81 j'ai a = 0, je peux avoir :

oK =0 ; je n'affirme pas que le contact est fermd

Le cas o = 1 est impossible, Jje ne peux affirmer que

le contact est fermé puisqu'il est ouvert.

Etant donné un fait plus complexe, on peut‘lui affecter tou-
te une série de variables booléennes informationnelles groupées en

une matrice :

Les variables booléennes informationnelles prennent les
valeurs O ou 1. On peut done leur appliquer les opérations classi-

ques de 1l'algébre de Boole.

vei/ e
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La valeur 1 du produit DAJS correspond & l'affirmation si-
multanée des deux faits 1ids & 0<et5’,

A la valeur 1 de la somme d.+}5 correspond 1'affirmation d'au

moins 1'une des deux informations lides & of etj% .

On peut appliquer ces opérations simultandment sur des ma-
trices les groupant. On ne pourra comparer que les matrices ayant le
méme nombre de lignes et de colonnes et se rapportant élément par

élément au méme fait.

Définition 6-2 3
On définit le produit de 2 matrices :
- -
oll. . ym 1 m
1 (31 17771
Ml = ;(l é<m et ME = L1 m
g8 _g"?’g
=%]. m |
1701
comme la matrice : M5 = 1 n
Ve Ve
avec @ Xq= ol 9 .SS'.J
A A A
o [ . . —
Le produit s'éerit : MlolVl2 = M3

Au prodult de deux matrices correspond "l'intersection" des

informations apportées par chacune d'elles.

Définition 6-3 :

" et M. comme la matri-

On définit la somme des deux matrices Ml -

Vs j__j j
ce M3 de terme général BL’— OLL,+ SAL

Cette opération se note : My o+ M, =M,



A la somme de deux matripes correspond la "réun‘ion" des informations appor-

tées par chacune d'elles.

Une matrice informationnelle telle que tous ses o« .‘j = 0 est vide d'information.

Définition 6=4 :

i
i
1
; _
i On appelle matrice ZERO, notée [Oj, toute matrice informationnelle dont
! .

! tous les termes sont nuls.

Inversement la matrice telle que tous ses oZJ = 1 représente 1'affirmation de
toutes les informations lides & elle.

Définition 6-5 :

On appelle matrice UNITE, notée [lj, toute matrice informationnelle dont
tous les termes sont égaux a 1.

On trouve encore, M étant une matrice informationnelle quelconque :
Lo].M=[0]
[o]m = M
[1] .M
[1] +M

]

i
=

il

[1]

On peuf aussi définir des relations d'ordre entre matrices informationnelles.
Soient deux matrices Ml e'l:.-M2

. - J_ ol
On dira que : M1 = M2 si tous les 0((. = 35:'

avec of f terme courant de M,

gza terme courant de M
v 2

oo/ o
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A ) . ' J J
De méme, on a : My <: M,, si tous les o} et les ° sont

Jo_ . Jd ) S Atem s of o d :
tels que SSL = 1 si O(Al = 1, ¢ est-a-dire : D(A; éj’;b avec la con-
dition : Ml # Mzo

La grandeur d'une matrice est donc lide & la quantité d'in-
formation qu'elle apporte. Une matrice M, qui est supérieure & une
autre M2 apporte outre tous les renseignements contenus dans cette
derniére, d'autres qui n'y figuraient pas.

Deux matrices Ml et Mg sont dites non comparables si 1l'on n'a
pas : Ml = Ma, ou Ml <f M2 ou Ml >, Mg. Chacune des matrices non com -
parables fournit alors une information ne figurant pas dans 1'autre.

Cette absence de relation d'ordre se note : Ml 52 Mg,

Remarque 6-1

Pour simplifier 1l'écriture, on peut écrire & la suite toutes
les lignes. On a alors une matrice ligne, dont la lecture peut étre‘
plus difficile, On peut remplacer les m chiffres représentant chaque
ligne par 1'équivalent, dans un systime de numérotation & base égalé
ou supérieure & 2", du nombre binaire ayant une écriture identique
a4 la suite formant la ligne. Il est alors simple de distinguer les
lignes, chacune d'elles étant représentée par un seul chiffre qui

apparait comme un‘état d'une variable informationnelle 3 2" états.

Exemple 6-3 :
00
0l
A la matrice double colonne : 11 ~correspond
’ 10
00

la matrice ligne [oo 01 11 10 oo:] qu'on peut écrire [o 132 0]

0./(\.0



Remarque 6-2 :

Si 1'on veut opérer les opérations booléemnes simultanément sur tous les
termes d'une ligne, on a intérét & édcrire les nouvelles réegles appllcables

sur ces valeurs décimales.

Exemple 6-4 :

Pour faciliter les opérations sur les matrices & trois colonnes, on
pourra écrire des régles entre les chiffres de O 3 7 représentant
en décimal le nombre binaire formé par une ligne. Ces régles

seront de la forme :

| 300 =

240 =2 0
2+ 1=73 3.1 =1
2+2=2 3.2 =2
2+ 3 =3 33 =73
2+ 4 =3 3.4 =0
2+5 =7 3.5 =1
2+ 6 =6 3.6 =2
2+ T =17 3.7 =3

Remarque 6-3 :

Grouper les m variables d'une ligne, c'est remplacer m variables booléennes
par une nouvelle variable informationnelle & 2m états possibles entre lesquels

11 existe des relations d'ordre.

La matrice est alors transformée en une matrice ligne a g colonnes, chaque

élément y figurant étant une nouvelle variable informationnelle & 2™ &tats.

On retrouve les mémes relations d'ordre entre matrloes, aprés avoir deflnl

des relations d'ordre entre les variables informationnelles 3 2 états, -

A



Soient et\% deux variables informationnelles a 2" états. Ces variables

représentent chacune une matrice ligne de m variables informationnelles

mmhmmws[¥1”°dm](%[&lfﬁm] ,Ona:f<=%(ou %(55)51ona
les mémes relations sur les matrices [a(l”.,ozm:l e‘t[g?lu,j%m]

Exemple 6-5 :

Reprenons les variables informationnelles & 8 états 0l...7. On a

des relations d'ordre de la forme :

2> 0
2%
2 =2
2 {
2% 4
2X 5
2L 6
27

Remarque 6-4 :

Deés que le nombre m de variables dans la ligne devient supérieur & deux, le
nombre de relations devient trop élevé.

Pratigquement, on travaillera sur des matrices double colonne, ce qui conduira
& travailler sur des variables & quatre états O 1 2 et 3 entre lesquels

existent les relations.



62 -

0+0=0 1+0=1 240=02 340=73
0+1=1 l+1l=1 2+1=73 3+1=3
0+2=2 1+2=3 2+2=2 3+2=3
0+3=3 | 1+3=3 24+3=3 3+43=3
S
0.0=0 | 1.0=0 2.0=0 3.0=0
0.1=0 | 1.1=1 2.1=0 3.1=1
0.2=0 | 1.2=0 2.2=2 3.2=2
0.3=0 1.3=1 2.3 =2 3.3=23

o

0=0 ' 1> 2> 0 350
0l 1 = -
0 2 1¥%2 2 =2 _ 302
03 13 :

A une variable booléenne pouvant prendre la valeur O ou 1, on associe un
digit la caractérisant qui prend la valeur O ou 1 comme la variable, et qui

en est donc sa représentation "digitale".

A une variable & quatre états O 1 2 ou 3, on associera de la m@me fagcon un
"QUADRIT" pouvant prendre la valeur O 1 2.0ou 3 et qul en constitue sa repré-

sentation "quadritale".

VALEUR D'UNE FONCTION REELLE

Une variable booléenne ne peut prendre par définition que 1'une des deux valeurs
O ou 1. Une fonction obtenue & partir de ces variables par 1'emploi d'opérateurs
booléens ne peut alors prendre également que 1l'une de ces deux valeurs qui

apparattra donc comme impérative pour chaque état des variables. C'est la fonc-

tion SIMPLE et COMPLETE considérde habituellement en algdbre booléenne classique.

® -,

S e
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L fait, lorsque 1'on doit faire la synth&se d'une fonetion

£

pour résoudre un probléme prabique, on est amend & lui donner, pour

zhaous

et possible des variables la valeur @

« 1 d'une facon impérative (valeur notée 1)
0 d'une facon impérative (valeur notée 0)

- 1 ou O indifféremment (valeur notée‘f)

Une telle fonetion apparait donc comme incomplétement spéei-

appeldée fonetion INCOMPLETE ou fonetion @ - booléenne.

pour définir une fonction incompléte, de

simples complétes.

§ m relle BORNE SUPERIEURE [Qu INFERIEUHE] d'une fonetion

ia fonction simple aszocide M (F) L ou m(F) ] obtenue

wue éhat des varilables en luil donnant la valeur

i 0 si F = O pour cet étal des variables

d
i1 [ouAf:}si F =% pour cet état des variables
d

1 g1 F = 1 pour cet état des variables

ERE e

inir lss bornes pour une fonetion simple réelle

ser si elle est compléte ou non, Si la fone-

on aura s m (F) = F =M (7).

¥ T '“,e:,._: U T, e
o Definition 6=7 3

PR

On appelle COMPLEMENT d'une fonction P la fonection associée

s ¥
il

¥

3

gul vaub pour chague état des variables :

52D T D D o D D TS P BT ¢

0 81 F = 1 pour cet étal des variables

181 F =20 -

o1 P =W -

D et e £

o@/oec
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On a entre les bornes d'une fonction simple, les relations
suivantes |

m(F) £ M (F)
m () =[mE)]
M@E) =[m@#E)]
m (F).an(F') =0

il

il

Le produit M(F).M(F') représente une fonetion associde & F
aul vaut 1 pour tout état des variables qui fait F et F' égal a Le _

¢t U pouz tout autre état.

Définition 6-8 :

On appelle PARTIE INDIFFERENTE d'une fonection F, la fonction
qui a la valeur 1 pour tout état des variables qui fait F = (6 et

0 peour tout autre état.

La partie indifférente se note & (F).

on a s g(F) £ M(F)
g(F) = M(F).M(F')
m(F). gF) =0
g(F) = @(F")

m(F) + @(F) + M(F') =1
#E) = [ mE) + m@E)]"

i

On peut, pour définir une fonction simple incompléte, se don-
ner deux fonctions prises dans les cing possibles : m(F), M(F), g(®),

m(F'), M(F'), & condition qu'elles ne soient pas complémentaires.

Les définitions précédentes permettent de coder les trois va-
leurs possibles d'une fonetion. Il suffit pour cela de se donnér la

suite des deux valeurs prises par M(F) et M(F') :

- le 1 impératif est codé par 10
- le O impératif est codé par Ol
- le(f est codé par 11

Qo/ooo



6 - 11

Il faut donc introduire, pour représenter la valeur d'une
fonctlon incompléte une suite de deux digits ou mieux un quadrit,

dont on n'utilisera que trois des quatre états possibles.

On pourra donc, au lieu des valeurs 1, O,(ede la fonetion F,
parler des valeurs des bornes supérieures de F et de F', ou des trois

valeurs utilisables : 1, 2 et 3 du quadrit associé,

On voit donc que les variables booldennes étant par défini-
tion & deux états, les fonctions simples qu'elles engendrent en réa-

1lité sont & deux ou trois états.

Remarque 6-6 ¢

I1 est courant en algébre booldenne classique de ne faire les
opérations que sur une seule fonction a la fois. Or, dans la réalité,

on a plusieurs fonctions Fl,ou,Fg & considérer simultandment.

Soit un état des variables. Cet état rend chaque fonction F
égale 4 0,1 ou Lf, c'est-a~dire,selon nos conventions & 1, 2 ou 3,
On peut alors considérer 1'ensemble des g valeurs prises par chacune
des Fi/et parler d'une fonction qui, pour tout état des variables,
prend une certaine valeur constituée par une suite de g chiffres pris

dans le groupe ¢ 1, 2 ou 3%,

On voit que plus généralement les variables booléennes engen-
drent, non pas une fonetion & trbis états, mals un systéme de g fonc-
tions & 3 états, c'est-a-dire, en fait une fonction plus générale &
3g états que 1'on définira comme une fonection plurale, chaque fonction
simple du probléme apparalssant comme une dimension particuliére de

cette fonction'plurale°

oo/uoa
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63 - FONCTIONS PLURALES

Considérons une fonction booléerme F que nous Supposons
d'abord simple et compléte et un mondme A. On affecte & A une ma-
trice contenant une variable booléenne informationnelle « par la-

quelle on affirme ou non la relation d'ordre : A é B,

Soit alors un état des variables qul fasse :

1)A=1 i ol = 1, on salt que cet état falt F = 1

8i « = 0, on ne salt rien sur F.

2) A=0 Sio =1, on ne sait rien sur F

8i o« = 0, on ne sait rien sur F.

Remarque 6-7 :

Considérons une fonction F et un mondme gquelconque A,
Nous avons un terme A [o(] . Sion dit que A est‘un mondme, le ter-
me s'éerit A [O] Si on dit que M est impliquant de F, il s'é-
crit A [ l] . On voit la différence qu'il y a entre la notion de
mondme et celbe d'impliquant, cette différence étant essentielle-

ment informationnelle e

Supposons la fonction F incompléte. Je peux associler au
monBdme A une matrice & deux variables booldennes informationnel-

les o et yb , J étant relative & M(F) et §,a M(F').

Pour tout état des variables qui fait :

1, que MF') = 1,

-

A =1 Sip?}: Ell] , Jje sais que M(F)

~ donec F =‘“€
sifup] - [10]

je sais que M(F) = 1, mais je ne sals
rien sur M(F'), donc F = 1 ou ¢

.

je ne sals rien sur M(F) mais M(F') = 1,
gone F = 0 ou

‘.

ﬁ&ﬁ% (o]
Siﬁqﬂ== [o@

je ne sals rien sur M(F) et M(F'), donc
F peut valoir O, 1 ou (‘e

-

v/ e
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A =0 - Jje ne sais rien sur F qui peut valoir 0, 1 ou L€ .

On peut remplacer & et |5 par une variable iﬁformationnelle

a4 quatre états 0, 1, 2 ou 3.

Supposons que l'on ait affaire, non & une seule fonction F

lsu,Fg complétes ou

non. On peut affecter & chaque borne M(F ; ) ou M(F:;) une variable

simple, mais & un systéme de g fonctions simples F

booléenne informationnelle A ou 55 » ce qgul nous donne une matrice

booléenne & double colonne et g lignes.

On peut encore affecter & chaque fonction simple une varia-
ble A a4 états 5+ 0, 1, 2, 3, On obtient alors une matrice ligne a g
éléments >\lo,° >\g° Cette matrice est encore édguivalente & une matri-
ce contenant une seule variable & 4% &tats. Mais les opérations étant
alors trop compliguées sur cette variable, Sh travaillers uniquement
sur une suite de g quadrits qui sera donc la représentation codée d'une

. . . s 18 <
variable informationnelle P 4 4~ dtats.

Exemple 6-6 3

S0it le terme ab'd 01032. Il est formé du mondme ab'd et 4'une

variable informationnelle Y a 45 = 1024 états apparaissant sous

la forme O%O}%n On connaft ainsi quelques relations d'ordre de
R

ab'd par rapport aux fonctilons donndes.

On sait que si un état des variables fait ab'd = 1, on a for-

cément :

M(F'é) =1
g(F4 ) =1
M(F5 Y= 1

mais on ne sait rien d'autre.
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'bn #oit d6no qﬁé'ia matfiée“infdrﬁationnelie lide & un mondme
fpar lapport 3 un systeme de fonctions Fl,.,F apporte une certaine
dose 'a" informations relatives & cette fonctlon._La matrice liée & ce .
mondme en constitie done sa "VAIEUR INFORMATTONNELIEM par rapport &

\un systeme Fl,.,F donné de fonctlons.

ILa valeur informationnelle du terme n'est pas sufflsante pour-
connaitre Fl"’F 1 mals peut Btre utilisde pour définir une fonetion
plus generale pouvant prendre une valeur constituée par la suite de g

oh1ffres pris dans l'ensemble 0, 1, 2, 3:

Définition 6-9 :

. On définit une FONCTION PLURALE & g dimensions en se donnant
sa valeur pour chaque état des variables du probléme, cette valeur
TRERE >\ .de g chiffres, chacun de
ces chiffres étant le 0, 1e 1, 1e 2 ou le 3.

~étant constituée'par une suite A

et et gy h

”‘Exeméle 6-7 :

Le tableau de vérité 01—dessous définit une fonctlon plurale

P a deux dlmen51ons :

. Variables = - ' Valeur de'P
abe
000 3
co1l 10
010 : 21
011 13
100 . 11
‘101 22
110 33
111 ' 00

o/
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Un systéme de g fonctions simples, complétes ou non F o,Fg permet de

. _ 1’
définir une fonction plurale P qui aura la propriété particuliére de
n'avoir dans ses valeurs que les chiffres 1, ou 2, ou 3, le O étant

execlu.

Définition 6~10:

On dit qu'une fonction plurale est REELLE lorsque les chiffres entrant

dans n'importe laquelle de ses valeurssont 1, 2 ou 3 a 1'exclusion du
O.

Elle est dite IMAGINAIRE dans le cas cohtrairea

Remarque 6-8 :

Un mondme auquel on a associé une matrice informationnelle permet de

définir une fonction plurale réelle ou imaginaire.

Considérons un mondme quelcongue. Il ne peut prendre que les deux
&aleurs 0 ou 1. On peut alors lui adjoindre une suite J de glvaleurs
prises dans le lot 0,1,2,3 des valeurs possibles pour une foﬁction
plurale & g dimensions en admettant Que cette suite constituera sa
"valeur" pour tout état des variables qui fait A = 1. On a ainsi
défini une valeur de la mémé forme que les valeurs des fonctions-plu-
rales. Pour un état des variables qui fgit A =0, la valeur de A peut

. R
€tre prise comme nulle ou encore : 0 ..... O,

Définition 6-11:

On appelle MONOME PLURAL K & g dimensions un terme AJ formé de la

Juxtaposition d'un monome booléen classique A et d'une suite J de g
valeurs 0;1,2 ou 3.

& D P > 3 i o e e e ¢

no/ooa



6 - 16

Définition 6-12 :
On appelle?VALEUR da'un monomé plural AJ a g dimensions pour un état
des variables :

1.- la suite J sigéet état fait : A =1
2 - la suitefﬁ\TTT?f73 si cet état fait A = O, cette valeur pouvant

tout simplement 8tre notée O.

Remarque 6-9 :

La suite J apparalt comme un état d'une variable informationnelle
5 48 états’possibies;"cédée par quadrits. L'information apportée par
cette variable est la valeur que peuvent prendre les différentes
Tonctions M(FL)}QM(Ffj), pour tout état des variables qui fait A=1.

La suite J apparalit ainsi comme une matrice informationnelle.

Exémple 6-8. :

Soit le mondme plural a'b 1 3% 2 0. Il définit la fonction

plurale K :
- Etat des vafiébles Valeur de
, T x -
5
1320

S
= = O O |m
= O = O T
s ome Gm 0e v 2m 2 0w omo
o o o= 0 smo 2 o ome ome

!
!
!
L
!
!
!

Définition 6~13 -

On appelle POLYNOME PLURAL a g dimensions une somme de mondmes pluraux

1y ety e e S D ey ik

a g dimensions.

Exemple 6-9

v ' \ v
a'c 13 2 4+ be' 00 1 est un polyndme plural.
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Définition 6=14 ¢

On appelle VALEUR d'un polynBme plural & g dimensions pour un état
des variables, la sulte obtenue en faisant la somme guadrit par

quadrit (de m@me rang) des valeurs prises par les différents monodmes

pluraux constituant le polyname,

1

Soit P = K™ +...+ K un polyndme plural. La Valeur>\l >\ de P pour

un état quelconque des variables esttelle que s Aw _,X + q,,°+\\n

1 .
cet état des variables rendant les monomes K,,,Kn égaux a :

Ayee Ao e AT )\n

Remarque 6-10 :

I1 est commode d'introduire les calculs sur les suites de quadrits.
En fait, on pourrait parler de sommes des matrices, les opérations
sur les matrices valeurs étant les mémes que celles qul ont été

définies pour les matrices informationnelles.

Exemple 6-10 :

Donnons le tableau des valeurs du polyndme:P = a'b'132 +

des variables abc

¢ 320 + a'b 311 + ac 020 + a'b'c'011l pour chaque état possible

Valeur des monomes !

-
iV’amable§ ; : - ; ; Valeur
, @ bec ja'®' 132, €320 a'b 311, ac 020,a'b'c'0ll, de P
! ! ! ] ! ! !

, 000 , 132, o , 0 , 0 , 011 , 1353
1001 f 1321320°! 0 ¢ O ! 0 I 332
! i ! ] ] ! f

y 010 o , 0 ,311, O 0 , 211
to11 ! 0O 32013111 0 0 1 331
i 1 1 i 1 i 1]
;100 o 4, o , o , 0 0 : 0
1101 ¢ 0O 132011 0 10201 0 1 320
i ! ! I ! ] !
;110 o , 0 , 0 , 0 0 ; 0
1111t 0O t3201! 0 10201 0 ! 320
! ] ! ! ! i !

S GmD eI Omd GaE O Sk SeD Cum) Oem JmD SaD 0mQ Gk Sed Dm0
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Un polyndme fournit doné une valeur pour chaque état des variables,
ce qui nous’définit une fonction, qui peut &tre 1'une quelconque

des fonctions queil'op peut définir avec n variableé et une~sui£e de
g valeurs Alf;o,xg, ¢'est-a-dire 1'une quelconque des (4182 fone-

tions possibles.

On peut définir le produit de plusieurs fonctions plurales, de la

s e . ~
méme facon que 1'on a défini la somme de monomes pluraux.

Définition 6-15 :

On appelle PRODUIT {:ou SOMME ] de n fonctions plurales P%o.,Pn

4 g dimensions, une nouvelle fonction plurale P dont la valeur

N

.Q.)xg pour chaque état des variables est telle que :

j=g A . _ )
X = 17 >\‘,J,.[§u > >\‘1, X i)\‘j étant la valeur de PJ
A j=1 (%4 j=l L g

pour cet état considéré des variables.

1

Exemple‘6—}1-:

I'Variables! Valeur de !
! ! 1 ! 2 1 1.2 !
, oab P | P " P =P.P ;
! ! ! ! !
, 00 0 , o1l2 : 0 ,
1 01 ! 033 ! 3173 1 013 !
! ! ! ! !
, 1o, 213 ;112 ; 0172 ;
' 11 ! 201 ! 2073 ! 201 !
! ! ! ! !

On peut donc définir des fonctions plurales de la méme facon que 1'on
définissait une fonction simple par application des opérations produits et
sommes & partir de monomes pluraur quelconques. On trouvera donc en
particulier des formes produit de sommes; et sommes de produits cano-

niques ou non,

v/ enn
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On définit facilement des relations d'ordre :

Définition 6-16 :

]
1
1
| 12
§ On dit que deux fonctions plurales P~ et P sont égales si leur
g

1

! valeur pour chaque état. des variables est la méme.

Cette relation se notezPi:m Pg.

Définition 6-17 :

P4 ; » l - s - ® L x
O dit gu'une fonetion plurale P est superleure['ou 1nfer1euré3 a une
w0
autre P sl ¥

Ny ‘r“->\é de- Pt et >\$ o Xi de P° sont telles que :
1 2 1 2
>\;>"/ xc{}u >\¢ é»\;

Cette relation se note:Pl> PE, [-ou Pl < PEJ

Définition 6-18 :

2 . \
" £ P° et .si pour tout état des variables, les valeurs

Deux fonctions P1 et P2 sont dites NON-COMPARABLES si on n'a pas

)
i
i
g
i
| 1'une des relations d'ordre:P, = P, , P <:P ou P <:E’-
P 1 2’ 71 2 2 1’

Cette relation se note : Pl EQIPEO

Théoreme H6=1 :

On ne change pas une fonction plurale Pl en lul ajoutant une autre

P2 telle que:P2 5? Plﬂ

D D D S 2l I T oD

(B { 7)) ——=2> (P = Py + Bp).

Cette propriété est évidente par la nature méme du processus retenu pour

définir une fonction plurale.

ca/uos
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Inverssment :

Théoréme 6-2

Etant donné une fonction Pl = P2 + P3 avec : P3 é; P2, on

D i ot 1 e et 2t e

(Pl = P2 -+ Pj avece P3 é P2) :—__; (Pl = Pg)

Théoréme 6-3 :

Etant donné une fonction Pl et une autre P2 telle que :

P2 :} Pl’ on a : Pl = Pl’PE et inversement.

Théoréme 6-4

Etant donné une fonction Pl = P2.P5 avec : P2 :; P3, on

Remarque 6-11 :

T1 résulte des définitions précédentes que, & tout polyndme
plural, on peut ajouter un mondme plural dont la suite J est formée
uniquement de zéros. On peut alors considérer ces monSmes comme nuls,
de la méme fagon qu'un mondme classique écrit sous la forme habi-
tuelle est nul si on trouve une variable x sous ses deux formes dans

son éeriture.

Définition 6~19 :

1
{
!
! On appelle IMPLIQUANT d'une fonction plurale P un mondme
' .

1

plural K de mémes dimensions tel que : K é; P

Définition 6-20 :

1
|
i
! On appelle IMPLICATION d'une fonection plurale P un ensemble
1
|
{

' Fal - —
| de mondmes pluraux Kl""’Kn tels que : P = Kl +eaet Kn'

cei/oon
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Exemple 6-12 3
Soit la fonction P donnée par 1'une de ses implications :
a 20/ab 01/ab'12/a'cd’ 02/a'c'02/ad 13/a'be 10/a’'d'10/
bd'01/p'e'20/b'd 01/c 01/d 20.
Sa valeur est donnée par le tableau de vérité :
! ! !
i a b c d ; P ;
! ! !
; o 0 0 0 : 3 2 !
! 0 0 0 1 ! 2 3 !
! ! !
: 0o 0 1 0 ; 1 3 !
! 0] 0 1 1 ! 2 1 1
1 { i
: 0 1 0 0 g 13 ;
! 0 1 0 1 i 2 2 !
! ! !
B : .0 1 1 0 : 13 :
o i 0 1 1 1 ! % 1 i
{ { f
! 1 0 0 0 ; 3 2 ;
] 1 0 0 1 i ) ]
! ! !
O 1 0 1 0 : 3 3 ;
! 1 0 1 1 ! 3 3 I
! roL !
: 1 1 0 o0 ;21 ;
! 1 1 0 1 ] 3 3 !
! ! !
: 1 1 1 0 : 2 1 f
] 1 1 1 1 ! 3 3 !
! ! !
On voit que c'est une fonction plurale réelle.

Remarque 6-12 :

On voit par 1l'exemple précédent qu'une fonction plurale réelle peut 8tre
donnée comme une somme de fonctions plurales imaginaires. C'est ce qui

Justifie leur introduction.
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Supposons gque le monSme A soit.un monéme cancnique, s'11 n'y-
a gqu'un seul 1 dans 1'éeriture codée par digiﬁs-ﬁe'Sa valeur J (un '
. seul 1 ou un'seul 2 dans sa valeur codée par quadrits) l'informa«
_ tion apportee par Le terme AJ est mlnimale pour un monome non nul.
Ce monBme plural presente donc une caracterlstique analogue A celle.

des impliquants canonlques en algebre booleenne classique.

Définition 6-21 :

_On appelle IMPLIQUANT PIURAL CANONTQUE un impliquant plural

formé d'un mondme A canonique et ne contenant gu'un seul 1 dans

1'éeriture digitale sa valeur J.

Exemple 6-l} :

a'bed 20 est un impliduant canonique de la fonction F
de 1'exemple 6-12. L'éeriture digitale de sa variable 1nfor~

mationnelle est en effet 1000 et 1l n 'y a que les quatre

variables a, b, ¢, d qui apparaissent dans le probléme,

Remarqué 6-13 3

- Toute feonetion plurale peut etre exprimée par un polynome

'fplural canon1que I1 est interessant de noter que ceei n'était pas

possible en algtbre booléenne’ classique, une fonetion simple incom-

pléte exigeant la donnde de deux polyndmes.

Définition 6-22 :

' On appelle IMPLIQUANT PREMIER d'une fonctlon plurale P un
impliquant plural AJ tel que si l'on y remplace A par un mon®me
A%* plus. grand, ou J par un état J* plus grand de la variable in-

formationnelle, ou les deux a4 la f01s, les monomes pluraux AXT

ou AJ* ne sont plus impllquants de P

oS
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Exemple 6-14 :

b'e'd'32 est un impliquant premier de la fonction P de

1'exemple.6-12.

64 - ECRITURE CODEE D'UN MONOME PLURAL

Considérons un état quelconque des variables x FEE Cet état péut

b
Btre représenté par une suite de n digits, chaiun d'eux ayant la

valeur O ou 1 et étant affecté selon son rang & chacune des variables.
Cette suite constitue une matrice booléenne informationnelle caractérisant
1'état donné des variables.

A tout état correspond une fonction et une seule, qui prend la valeur 1
pour cet état des variables et zéro pour tous les autres. C'est un

mondme canonique qui est donc caractéristique de cet état.

Un groupe de n digits permet donc de définir ﬁhe fonction comprenant
un seul mondme canonique. Pour définir ainsi une fonction quelconque
il faut donc se donner 1'ensemble de ses mondmes canoniques, c'est-a-
dire 1l'ensemble des états des variables qui rendent la fonction

égale & 1.

Un monbme quelconque X permet de caractériser 1'ensemble des états qui

le rendent égal & 1. Dans 1'écriture de X, chaque variable xx;peut 5

- soit apparaltre sous sa forme directe X2
- soit apparaftre sous sa forme complémentée xb

- s80it ne pas apparaltre du tout.

L'apparition d'une variable x dans 1'écriture d'un monSme X est donc une
nouvelle variable & trois états pouvant &tre codée par deux variables

booléennes ( et % . Nous pouvons par exemple admettre le codage suivant :

RV
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X
”

Apparition de x sous sa forme directe ...oosvessscscs

Apparition de x sous sa Fforme compldémentée ......... .

= O K
S I e)

Non-apparition de X seeacesionasnanassassssnsnansssna

2m> gm0 5B o AmD som sew  Tem
I8 bmm b o=k e A= Al k=D
Gl N Bemk AmD S=B Pem

Sem tmm em emm Aaum Ame amm  Rem

L'intérdt de ce codage est de traduire simplement certaines relations
entre monfmes. Comparons 1'écriture codée par digits des monSmes.
2

Soient d%, di’ dz les digits de rangi,dans 1'deriture des monBmes non
nuls M% MQ e’t.M}n On a :

b = ) = (@) = d;
(Ml< Mz) > (di eédi) avec prt £ M

L = W) e—s (4l = &)

(M
(¥ A C— (d¢=1etdi=o, d; =0 et d

A un monéme correspond, s'il y a n variables xl,.,xn dans le problime,

une suite de 2 n digits ou encore de n quadrits.

Dans la représentation 4'un monSme aucun quadrit n'a la valeur O.

Remarque 6-14 :

La représentation précédente ne permet que le codage des mondmes non ‘

nuls,

Considérons le produit M3 = Ml.Me. Si M3 est différent de zéro, on

obtient par 1l'intersection des digits la représentation de Mj. 31 Mo
est nul, on peut admettre que 1l'intersection digit par digit des repré-
sentations coddes de Ml et lVJ2 donnera encore scn écriture digitale. Dans

ce cas lVI3 est codé par une sulte de quadrits, dont 1'un au moins 2 la

valeur O,
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On peut donc se donner, pour représenter un mondme, une sulte
de n quadrits pouvant &tre dans 1l'un quelconque de leurs états possi-

Un mondme ¢anonique est alors représenté par une suite de
gquadrits qui ont tous la valeur 1 ou 2. Le nombre de digits valant 1

est alors minimal pour un terme non nul. Ce nombre est n.

Le mondme particulier qui n'a plus aucune variable dans son
écriture est représenté par une suite de digits valant tous 1, ou en-

core par une sulte de quadrits valant tous 3.

Un impliquant premier d'une fonction est tel que 1'on ne peut
changer en 3 la valeur d'un quadrit apparalssant sous sa forme lou?2
dans la suite de quadrits le représentant.

Chaque quadrit apparalt comme une matrice informationnelle.
En effet, si une suite de quadrits représente un monSme, on peut ¥
remplacer tout digit valant 1 par un autre valant 0, mais on ne

peut pas toujours remplacer un O par un 1.

La valeur d'un. mondme A est obtenue pour un état quelconque
des variables de la fagon suivante : On fait 1'intersection quadrit
par quadrit des sultes représentant A d'une part, le monbme canonigue
correspondant & 1'état considéré des variables a' autre part. On obtient
ainsi une nouvelle suite de n quadrits. Si 1'un de ces quadrits est

nul, le mondme A vaut O. Il vaut 1 dans le cas Qontraire.

On peut encore dire qu'un état des variables auquel corres-
pond le mondme canonique A. rend le terme A2 égal & 1, sl on a quadrit
par quadrit : >\ <f></ 5 >\ étant le quadrit de rang A dans

la représentation codée de AJ.

oc/o.c
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Au produit de deux monfmes correspond forcément un mondme., I1
est intéressant d'étudier la deuxiéme opération permettant a partir de
deux monBmes donnds d'en trouver un troisidme. Cette opération est le

CONSensus., |

Sur les matrices "quadritales" représentant les mondmes, 1'o-
vération consensus est faite en effectuant la somme de quadrits de mé-
me rang qui ont les valeurs complémentaires 01 et 10 et 1l'intersection

de tous les autres.

Il est intéressant de noter que, si plusieurs quadrits de méme
rang sont complémentaires, on peut prendre 1'un guelconque d'entre eux.

Tous les consensus trouvés seront tous nuls.

Exemple 6m15 :

Le consensus de ab' et de bd' est ad'.

On 1l'obtient également sur les matrices quadritales représen-

tant les monfmes :

i
ab' s 2 3 } )
bd' 2 3 3 1
opération effectude : . + P
résultat : 2 3 3 i 1

On'trouvé la matrice 2 3 35 1 qui correspond au mondme ad'.

o 2,5 - [{

‘a/étﬂ
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7 - LES CONSENSUS EN ALGEBRE PLURALE

DEFINITTION DU CONSENSUS EN AILGEBRE PLURALE

Etant donné deux 1mpliquants Kl et K2 d'une fonetion plu~
rale P, on peut essayer d'en trouver 4a' autres en appliquant sur eux
les opérations habituelles. Tout multiple d'un impliquant est enco-
re un impliquant. On a done intérét & trouver les monfmes les plus

grands possibles.

Commengons par le produit :

3 _ 1.2 I I
Formons K K'.K'e Ona : K 5;1(.

Done K; est un impliquant de P, mais qui n'est pas intéressant, puis-

que l'qn en a un autre Kl qul est connu et gul lui est supérieur,

- Considérons l'écriture quadritale d'un monfme K = AJ dans un
probleme a4 n variables et g dlmen51ons. Il est représenté par une
suite de n+1 matrlces M , les n premiéres représentant A, la derniére

representant J.

. S K =AJ . v
| I N o _ o
Représentation de A ; " Représentation de J
: A , . , _ Lo
Ml M2 e e e e Mn . Co Mn + 1 N

R s

.

o ) 1 .2 .
Considérons les deux matrices M& et Miﬂrelatlves 4 deux mond-

mes Kl et Kg. Faisens leur somme, et le produit des matrices

1, .
MU§ et M5 pour § A4,
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Nous formons ainsi une suite de n + 1 matrices M: constituant

3 J

la représentation d'un monSme K~.

Nous avons la propriété irés intéressante K§ é: Kl -+ Kg.

En effet, solt un état des variables qul fasse :
: A3

ler cas = ()
ILa valeur de K3 est [_O]. Ia propriété est donec vérifide.
Sime C A0
2eme cas + AT = 1
>

Ia valeur de K~ est JB.
Deux cas sont encore possibles

ler sous-cas

Ta somme a été effectude sur les matrices de rang n + 1. Dans
¢ce cas, on a forcément Al et A2 = 1, Donc les valeurs de Kl et K2

gont respectivement Jl et Jg.

: J3

On a alors = Jl + Jg, la relation est done vérifide.

28me_sous-cas

La somme a été effectude sur les matrices de rang < {n.

A5 se présente alors comme le congensus de Al et A2 (et ce
consensus n'est pas nul puisque Aj peut prendre la valeur 1), Il y
-8, done un mondme Ak (qui est Al ou Ag) qui vaut 1, pour cet état

des variables., La valeur de Kk est alors Jk.

Ia valeur de Kl + Kg est alors égale ou supérisure 2 Jk, qui

re N Id a . b k
est elle-mSme égale ou supérieure & J”. On a : Jj é: J .

Done la propriété est encore vérifiée,
| : ' I

Exemple 7-1 : Soit les monGmes :

ab 132, b'e %31 et be 101

On forme ainsi
ac 1%0 avec ab 132 et b'ec 331
abe 133 avec ab 132 et be 101 At
¢ 101 avee b'e 331 et be 101
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On a bien : ac 130 £ ab 132 + b'c 331
abe 133 4; ab 132 + be 109
v ¢ 101  b'e 331 + be 101

Si les deux monomes Kl et K2 sont impliquants d'une fonction plurale P,
K3 1'est aussi. On peﬁt donc former de not eaux impliquants lorsqu'on

en conna®t un certain nombre.

Exemple 7-2 : (suite de 1'exemple 7-1)

Soit la fonction:P = ab 132 + b'c 331 + be 101. Le processus
donne de nouveaux impliquants de P qui sont : ac 130,
abe 1%% et ¢ 101,

Remarque 7-~1 :

Supposons maintenant que 1'on ait:Mi{{? Mi’(la somme étant effectuée

sur ces matriéés).
On a alors forcément:K3.<; Ke.

Pour que 1l'opération soit intéressante, il faut donc que 1'on ait deux
matrices de méme rang non comparables, et que ce soit sur elles qu'on

effectue 1'opération "somme"..

La condition est nécessaire. Est-elle suffisante ? Supposons que

1'on ait :-M% }{ Mi. Appliquons le processus en faisant la somme
Ny 3

K

sur les matrices de rang O Supposonslquc

ne soit pas nul. On ne
pourra avoir . ni K> & K;, ni Kj,ég K?.,

Supposons que K3 soit nul. On aura alors-K5 = 0 donec é:IéL et é; K2,
mais si 1'on compare les différentes matrices M},M%‘et M?ron n'aura
pasMgéMﬁouMg éM?pourl éj én+1.

Le processus donne forcément un terme intéressant si 1l'on a deux -
matrices de méme rang(,non comparables, si 1l'on effectue la somme sur
ces matrices et si le produit des autres matrices de méme rang j’
n'est pas nul (pour j # &). '

S
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'C‘ést hién ce gul s¢ é&sse en algé%re booldenne clagsiqus,
Pour gu'un cansensus.ﬁoiﬁ défini, il'fauﬁ que;l?on ait deux monSmes.
X.x et Y.x'. Leur consensus @st>alors X.Y. 5i 1'on passe & 1'éeriture
codée par quadrits & 4 valeuﬁs 0. 1 2:3, on ret@suvs l‘agératicn
étudide préeedemment

31 1 on n@ travailla que sur &as matrices 3 d@mx digits, il ne
fﬁﬁzt done y avair qu 'un &@ul ensemble de matrices da méme rang non-

eempa?aﬁless car les mabtrices nmn«eamoarables deux digits Qnt

forcément une intersection mulle..

. S1 1'on a g quadrits dans la matrice (g > 1), on a un prodult

- non nul de deux matrices non-comparables,

Remarque Tl t

On a done Tormé par aette epératlon.un mcmome K§ qui eat inelus
dans les deux monSmes initiaux at man dans chacun d'eux. §ris se9aré«
ment. On mmntve faailement qa@ e'est le plus graﬁ& gqui jouit de cette

propriété, On retrouve les propriétds connues de3 CONSEeNnsus.

On peut alors étendre comme on 1l'a fait en algsbre simple, la
notion de consensus & la classe p.. -
Considérons le pragessus'suivantn*v‘
Etanﬁ donné un enﬁemble de monSmes Ki,ﬁ,,,K tels gue:
Iig, =4, J,r, on commencs par reperer les varxawleﬁ monoformes dans
A
. les diﬁférenﬁﬁ A. ..0n lés.rend égales & 1 et onifalt,lazsomme,des

- pésidus {méme praaessﬁs,ﬁu‘én algdbre simple), rqui deviennent

'}{?’)*ta.‘f}{

Pour tout état des variables biformes, aetta somme prend aﬂe
certaine valeur., Soit S ‘la vaieuﬁ la plus Tiible, Aé atant 1@.prm~

‘\dalt des variables magcformas dans l'ensemblexAl§,.;,Ap.

Définition ?-1

Le manome K 'Aﬁgavest 1e ceﬂsensas des mcﬁemes 1’*"’Kp
dommés si 1 inégalité : . '
est irrédondante. = weeluns




Remarque 7=3 ¢

L'inégalité précédente est irrédondante au sens habltuel, c'est-a~-dire
t . ~ ' ‘
qu'on ne peut pas augmenter Ao ou JO, ou supprimer un monome du second

membre sans qu'elle devienne erronée.

Cette inégalité est dite INEGALITE CARACTERISTIQUE du consensus.

Exemgle 1=3 ¢

Soient les monomes K, = ac 330, K, = c'023, K3 = be 003.
Tes variables monoformes gont a et b d'ol Ao = ab. La somme
des résidus est @

¢ 3%0 + ¢'023 + ¢ 003 dont la valeur pour ¢
et pour c

Jo = 02%. Le monome formé est donc ab 023.

1 est 333
0 est 023

|

L'inégalité 023 L 330 + ¢'023 + ¢ 003 est irrédondante.

Donc ab 023 est le consensus des trois moridmes donnés.

Remarque T-4 @

On garde les notations habituelles et les définitions relatives aux

consensus en algébre classique (générateurs, classe, vee)e

on a done : ab 023 = ((ac 330, ¢'023, be 003).

- Remarque T=5

On peut de la méme fagon qu en algebre simple introduire 1'ordre des
consensus. Nous admettrons qu en cas de non indication, il s'agit

toujours de l'ordre 7610,

Remarque 7-6 :

Avec 1'éeriture mixte AJ admise conventionnellement pour un monome
plural ¥, nous nous trouvons devant deux opérations apparemment

différentes @

oo/ van



. | 7 -6

1 - Le consensus -de deux mondmes Al et A .suivi_ d'pne intersection de

leurs matrlces 1nformat10nnelles assocides J et JEQ"

-2 « Le produit de deux monomes A et A suivi d’une réunion des matrices

informationnelles, -

- Mais, ce n'est 12 qu'une appapgg@e,_qui provient des conventions diffé-
rentes adoptées pour éerire les quadrits {forcément non nuls) formant les

mondmes pluraux.
" Dans 1'écriture ‘du mondme A, on'n'utilise pas les quadrits mais directe=-
‘meht la variable x, lorsqu'elle n'est pas absente sous 1'une de ses
déux'formes,possibles. Dang la matrice J les quadrits apparaissent

' fvfsous‘leurs-formes-pOSSibles'G'l 2 ou 3.
L'intérét de 1'éeriture. AJ est de facillter les calculs par la manl-
__pulatlon a' expre351ons plus s1mp1es, et de garder un sens physique
aux opératlons. S
Exemple 7-4
Consldérons une fonction P associde b ﬁn-éyStéme de eing
fonetions, et deux de ses impliquants @b"la;jo et be 13202,

Leur consensus est ac 12000. Eiinformatioh”apbdrtée par la

matrice informationnelle 12000 est moins grande que pour les
autres, mais elle intéresse un moﬁ%me nouveau ac.

Si on avalt eu les 1mp11quants ab 12130 et be 13202 on aurait
forme 1e terme abc 13332, qu1 a une matrice 13332 plus grande,

_mals qui est_relative a_un monome plus petit.

72 - PROPRIETE DES CONSENSUS

Un consensus de classe p est 1nfer1eur ou égal Y la somme de ses gene—

rateurs, mais non & la sommé de p-1 d'entre eux.

A




Réciproquement, si un mondme K est tel qu'il est inférieur ou égal &
la somme de p mondmes, mais non & la somme de p-1 d'entre eux, ces

monomes admettent un consensus qul est supérieur ou égal i K.

Le consensus est donc le plus grand mondome inférieur ou égal 3 la
somme de ses générateurs, mais non & celle de p-1 d'entre eux. On

peut alors énoncer le théoréme :

Théoréme 7-1 :

;

i

} La condition nécessaire et suffisante pour qu'un mondme soit inclus
1

; dans la somme de p autres, mais non dans celle de p~1 d'entre eux,
1
1

! est qu'il soit leur consensus.

On retrouve une propriété trés intéressante et qui provient de
1'irrédondance de 1'inégalité caractéristique du consensus: Un

consensus K est 11é & ses générateurs Kl"’Kp formant 1'une de ses

générations par la relation : K, < Kl oot Kp (irréd.)

Exemgle T=5

Ko = ab 023 est le consensus de Kl = ac 330, K2 = ¢'023,

K, = be 003,
3 2
On a : K 5: Kl + K, + K3 (irréd. )

Cette relation, vérifide forcément pour tout état qui fait

A, =0, 1'est également pour A, = 1. Elle devient :
023 \< ¢ 330 + ¢'023 + ¢ 003

1 : 023 { 333. C'est vérifié.
0 : 023 { 023. C'est vérifié.

Pour c

]

c

I1 faut remarquer que K, est nécessaire ainsi que K, pour ¢ = 1,

1
1'est pour ¢ = 0,

3

alors que K2

L'inégalité est donc irrédondante,

S
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Voyons si les monomes plus grandsqueKo ia véififiérit'

ega.lement

1) a 023 & On doit avoir : 023 £ ¢ 330 + ¢'023 + be 003.
.. Pour b=0¢etc =1, ona 023 \{ 330, ce qul
est faux. '

2) b 023 : On doit avoir : 023 é ac 330 +'cf023 +.¢ 003
' Pour a = 0 et ¢ =1, on a 023 é 003, ce qui

. est faux,

3) ab 12§ : Pour a = l,'.b = l, ¢ =0, on aurait :
123 é 023, ce qui est faux.

4) ab 222 s .- o - idem -
.5) ab 033 + T - ddem -

“on & done bien : ab 023 =B (ac 330, ¢'023, be 003).

On r'etrouve encore les proprietes de reduc‘tion de classe par
rapport é 1'une guelconque des variables biformes ‘Em., on fera la
réduction de 1'inégalité caractéristique par rapport % une variable
pouvant 8tre une variable classique ou la variable informationnelle

. donnée par la matrice J. =

' Considérons 1a relation : K (G(K ...Kp) Lt inegalite .

caraictérikstique s'éerit J < K +.. + K (irréd.).

ler cas : Soit. une variable x biforme dans 1'éeriture des A,{,'

On peut éerire le second membre (aprés redié;tribution des

 ‘indices) sous la forme @

k ' m o
. ¥*
2 + 2 KZ + X z .zf..:_:
1 x K+l w1 x!

-,;./.{.-
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On a donc de nouvelles'inégalités de la forme :

<>1?K§, TK*

X k+1

On retrouve des propriétés analogues & celles des consensus .

en algébre classique,

K se présonte comme le consensus de-deux monomes)gei K02

avec (apres redistribution des indices)

ﬁ(K o s ok g) et K l@(}(‘]’{fosoK)

L’ensemble K ,aog,Kp est égal & la réunion des genératidns

‘ 1
Klgonc,Km[ de KOl et Kk],ooo,Kp de Kogo

Déme casv: Cherchons & féduife la classe par rapport 3 la variable

informationnelle J.
ConsidéronS'éhaque résidu K¥ . I1 s'éerit Aiqu

" On a forcément : AT ..t A% =1 (1)

En effet, si cette relation n'était pas vérifide, on aurait
un état des variables biformes faisant Af’+°°°+ A*¥ = 0 done
Y? +ao ot K; =0 et J ‘< O, ce qui est impossible pour un consensus

non nul,

Supposons 1'égalité (1) irrédondante. On retrouve une égali-

- %é elassique dans la théorie des consensus en aigébre’classiqueo

Tout J; de Jl a Jp est alors forcément supérieur ou égal &

Jo, aveec 1'un d'eux égal & Joo

Supposons 1'indgalité (1) rédondante. Soit A% un monbme que

1'on peut y supprimer. Ceci n'est possible que parcéjque Kj amenait
dans. sa matrice Jj un élément au moins nécessaire pour former Joo .
Supprimons~y ces éléments. Nous passons & une nouvelle matrice J .
Nous avons alors =‘ |

X L L .
J 4 Kl+.,”+K + K3, Heeot K3

aoa/eoa



1nega11té que nous pouvons rendre 1rredondante en ajoutant des 1 au
" premier membre et en supprimant des K au second. Nous obtenons alors -

une nouvelle inégalité :

Jy<q+”+q(m%JwMMMmewﬂmamwwmm
"’L.@(K cerow Kv) -

Ku,.,K etant un’ ensemble de monomes pluraux pris dans les générateurs

initiaux avec K, n'y flgurant plus,

J
Inversement : Considérons la matrice'JE'complément'é JO de J
: ]
gn a J2 o= O,(Jll) . Elle est telle que 1 on a -
LR e X tJ2J11 0.

Ecrivons 1'inégalité :
2 -’ ' %
+oa.t K7 o
Nous pouvons la rendre irrédondante de la meme manidre que précé-
- demment. Nous avons : '
' 22 * * _ ;
J°{ KXo+ K, (ireéd.) |
¥ .. ) t »* »* T o .
avec Kj figurant dans 1 ensemble Kr PR KS sous-ensemble de Kl”’Kp
gui nous montre que 1'on a une relation P

] 2 . C@(Kr. . .KS)

Formons le consensus K =<%;(K1,K2) par rapport & la variable

informationnelle.
Nous obtenons un monome AJ avec :

A=ata?
eth =gty J22 : | o ' .
1 KX 4ot K] |

Dfolt ¢+ J
322 £ KX+t K
J

<*m*4*

4 K*e . k¥ k%4 4 6 B
S~ u g S /
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ce qul nous prouve que la réunion des ensembles Ku,,o,ij et

K ;..,K constitue 1'ensemble initial K.,....K
r s 1 D

Nous pouvons alors congtater gue 1'on a décomposé la relation de

consensus de classe p en deux nouvelles relations de classe forcément

inférieure 4 p condulsant & deux consensus Kl et K2 admettant entre

eux KO comme consensus de classe 2.

Nous retrouvons 1 la propriété bien connue de la réduction de classe

dtune relation de consensus,

Remarque 7~7 :

T.a variable informationnelle apparaft biforme si 1'on a dans 1'ensem-
ble des matrices J; des générateurs, une seulement quil n'est pas
supérieure ou égale & Joo

Nous pouvons alors énoncer le théoréme :

Théoréme T~2 ¢

Toute relation de consensus de classe p peut &tre décomposée par
réduction de classe par rapport & une variable quelconque

(informationnelle ou non)en deux relations de consensus de classe

du consensus initial, la réunion des générations de ces nouvelles

relations reconstituant la génération de la relation initiale.

Rémarque 78 :

La réduction se fait dans un ordre quelcongue des variables prises

en considération (qu'elles soient informationnelles ou non).

Remarque 7=9 :

Une variable guelconque considérée pour la réduction, est absente
ou monoforme dans 1'écriture du consensus de la relation & réduire
et biforme dans son indgalité caractéristique. Aprés la réduction,
elle apparait monoforme dans 1'écriture des nouveaux consensus

et absente (ou monoforme) dans 1'éeriture des nouvelles inégalités

caractéristiques.,

inférieure, dont les consensus sont eux-mémes générateurs de classe 2
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Exemple 7-6 :

Soit la relation :

ab 023 = B (ay 002, by'133, x 021, x'y 333)

On retrouve un graphe de réduction :

Réduction par

!

! ab 023
X i
;
|
‘ abx 023 bx'133
J ' S
f
l
[ x 021 ay002 bx'13%
y P —

x 021 ay 002 by '133 x'y 333

On retrouve encore la propriété d'élimination d'un généra-
teur d'une génération & condition de le remplacer par eertainé des
consensus qu'il admet par rapport & une variable biforme guelconque
de son éeriture (la variable biforme pouvant encore &tre la varia-

ble informationnelle).

On le démontre aisément comme en algdbre booléenne classi-

que, en partant de 1'inégalité caractéristique :

* * s
I, é: Ky +oout Kp (irréd.)

Considérons un monBme guzlconque (que 1'on peut prendre

comme monOme Ki au prix d'une redistribution d'indices),

Soit une variable biforme dans 1l'écriture de Kf.

QCD/COG
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Cette variable peut 8tre :

- s0it une variable x de 1'écriture de A‘?Z,
-~ soit la varisble informationnelle J 1 4 condition que Jl ne soit
pas supérieur ou égal & J o (12 variable informationnelle est

alors biforme ou plutdt multiforme).

Nous pouvons, s'il y a une variable x dans 1'écriture de

A“:{, la mettre en facteur, L'égalité caractéristique s'éerit alors :

k m P
)5 0 sl
JO é X Z-—r E,_«_z_ K#* + x ,}iy__
1 x k+#1 " mrl  x'
o p
: *
D'ol s . Jo< 2 Kv;»*«; KL
N k+1 m+l x!
Az v K){'
On a donc : Kf"Jo 2 K*
,_k+1 m+1 x!
m
K¥.J < ,___ﬁ_,’/< (K*,K*) + x Z (wf,m)
7o N gyt mrl

¥ . owE ok *
O a pour tout K‘,i, : Kl“KA, < K7

Soit K§+l A K(’*‘; les consensus que Ki admet avec ses cogéné-

rateurs par rapport a x, On a alors :

2 4
* * "
) (K _ ) K*
ml X x! p+l
o a
Dol s K*.J <2__4 K*% + x ZK‘X
PUoN ey o+ b+l v

noa/oos
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et en faisant x = 1 dans le second membre :

m
K*,J ; K* E Ki
k+1
aq
et ¢ ‘ 2 Kﬁ;
2

*

1 est légitime.

Done la suppression de K

On a donc obtenu la relation d'inelusion : K 5; K2 T K

que 1'on peut rendre irrédondante par suppression de monSmes du

second membre,

| IS . ’
D'ol : X, é K, +eeot K (irréd.)

Supposons que K, ait une matrice informationnelle Jl appa-

1
raissant comme une variable biforme (c'est-a-dire que 1l'on n'a pas

Jo é; Jl)°

Cecil signifie querl‘on a un 1 au moins qui y filgure et qui

est nécessalre comme ne figurant pas dans Jo.

Supposons un ¢tat des variables tel que la présence de Jl
soit nécessaire, Comme on n'a pas Jj. ;, JO, il existe forcément un

autre J'k (ou plusieurs autres Jk . J ) tel que :

ks

5,0 & I+ Te, * g o

Si on fait les consensus par rapport & la variable informa-
tionnelle, on aura forcément formé des termes ayant des matrices

® oo
Jk = Jl + Jk°

*

R : 2 ~ <%
Done : Jl + Jkl + Jkg +... S€ra égal A Jil + Jkg toees CE

qui justifie 1'élimination de KX, eeo/ oo
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D'oll 1le théoréme :

Théoréme T=5

L'élimination d'un générateur Kl d'une génération d'un consensus K,
conduit & une nouvelle génération ol i1 ne figure plus & condition de
le remplacer par un certain nombre de consensus qu'il admet avec

ses cogénérateurs par rapport & une variable biforme de son écriture

(informationnelle ou pas).

Exemple =7 @
Revenons & 1'exemple 7-6

Excluons ay 002 de la génération ay 002, x 021, x'y 333,
by'133 du consensus al023.

Les variables biformes de ay 002 sont ¢

1) J car 002 { 023
2) v

Par rappor. 'a J nous formons axy 023 avec x 021.
D'ol1 s
ab 023 { x 021 + x'y 333 + by'133 + axy 023

qui est une indgalité que nous rendons irrédondante par

suppression du terme x 021,
Diot : ab 023 = (5 (x'y 333, by'153, axy 023).
Par rapport & y nous formons ab 002 avec by'133. Dol :

ab 0235 £ x 021 + x'y 333 + by'133 + ab 002

qui est wne inégalité irrédondante.

Done :a02% =G (x021, x'y333, by'133, ab002),

oo/ 0nn
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73 = RECHERCHE DES RELATTIONS DE CONSENSUS

A toute inégalité irrédondante de la forme KO 5; K1 +oot Kp correspond
une relation de consensus KO :=%3(K1,..,,Kp) et inversement. Nous

pouvons encore définir la fonction "Véracité".

On se donne un ensemble de monOmes pluraux Kl,.,Kn, et on désire
trouver toutes les relations de consensus de la forme K ==%§(Ku...Kv)
ol les générateurs Ku"’Kv sont éléments de 1'ensemble donné :

Kl,.,Kn.

~
A chague monome Ki,de 1'ensemble correspond encore une solution

triviale, qui est X, = 14 (K.) de classe 1.

Le mondme A de tout consensus K possible sera le produit de variables

e [ . 1] — — :
figurant dans 1'écriture des %L de 1 ensemble Kl = AlJl, K2 = A2J2 cree

On peut alors opér:r de la fagon suivante :

N 3 I’ ' .
- former un monome canonique A comme produit d'un certain nombre de
lettres de 1'écriture des A. sous 1'une des deux formes possibles :

directe ou complémentée ;
- former une somme S de monBmes pluraux KL pris dans 1'ensemble initial;
~ choisir une matrice J qomportant un seul 1 dans son écriture digitale H
- tester si 1'bn a ou non la relation : AJ 5; S.

Nous ' vons encore affecter & la présence de la variable a dans A, une
variable booléenne ( qui vaut 1 si a figure dans A sous sa forme directe
et a tout mondme KX de 1l'ensemble initial, une variable x qui vaut 1 si

Kx figure dans le second membre de 1'indgalité & tester,

La“Véracitéqde 1'inégalité formée est une fonction booldenne qui dépend
des variables o cveX¥esoJ. Clest done une fonection lide & une fonction
plurale dont on connalt la valeur parw%ableau de vérité, et que l'on
appellera encore fonction(ukl La véracité de 1'inédgalité est vérifide

lorsque la fonction pluralechn'est pas nulle,

ei/oen
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Exemple 7=8 ¢

Soit 1'ensemble initial formé des deux mondmes KX = ab’b et

Ky = p'2. Les variables associées sont w<§5 xy J.
Nous ne placerons dans le tableau que. les états des variables
associées qui conduisent & la vérification de 1'inégalité .

formée, A chaque état correspond un impliquant canonique de OO_/

Etat des variales

! ! ré K3 Ve ? 3 g
! assocides ! In;galite 1 Imp%lquant i
| ol > < y I ormée ! canonique de :
] 7 ! ! P !
; 0 0 0o 1 2 awadve | Lpk'ype ;
t 0 0 1 1  21tape{adtbal 7 xR !
1 1 I 1
. 1L 0 0 1 2 a'w'a2 {p'e L P xR :
110 1 1 21 ab'2 { ab3+b'al o()rg 7 xy2 !
! | ] i
;11 1 0 1, enl & ey, Lpxy'l :
P11 1 0 2¢ta { abd 'L Rxy'2 !
! ! : ! !
, L1 1 1 1 abl £ apkb'2, W Byl ;
Pl 1 1 1 2 ¢tam £ ab3+b'2! o<S5 xy2 !
! ! !

On a donc obtenu la fonction(t%’par ses 8 impliquants cano=
nigues. On peut encore, par consensus itératifs, chercher les

impliquants premiers decw .1 arrive aux impliquants premiers.

o(SBxB,  xy2 et ?:yE.

Orn etrouve tres facilement les propriétés de la fonction "Véracitd"

étudiéde en algébre booléenne classique. On a en particulier

Théoréme 7-4 :

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une inclusion soit
# & ma P ~ s £ ‘e 3 ° 3
verifiee est que son monome associé soit impliquant de la fonction

"Véracité",

ne/ooo
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On pourra également supprimer dans tout Impliquant de qI’les |
variables du type X... lides & la présence des monSmes dans le se-
cond membre de 1'indgalité formée, lorsqu'elles se présentent sous

leur forme complémentaire.

Théoréme 7-5

t
1
i
! A toute relation de congensus correspond un impliquant pre-
1
{

! mier de qr’et inversement,

Exemple 7-9 : (suite de 1l'exemple 7-8)

Les relations de consensus existant entre les monSmes

Kx = ab 3, Ky = b'2 sont donndes par les impliquants premiers

de WJ/ .

A 0(55 x3 correspond ab? -6 (ab3)
o« xy2 " a2 =% (ab3, b'2)
55'3(2‘ " bt =% (b'2)

On retrouve encore la propriété :

Théoréme 7-6

L'ensemble des solutions triviales du probléme fournit une

P

base premiére de 1J—.

Cette base est dite BASE PREMIERE TRIVIALE,

Remarque 7-10

On peut encore remplacer les lettres associées cZJB.. par
ab... puisqu'il y a encore au moins un indice de monfme dans 1'deri-
ture du mon®me A de tout impliquant AJ de Qf',

Remarque 7~11 :

Les indices xy... sont des variables forcément moncformes et

leur présence a encore pour effet de rendre non-comparables deux mo-

nomes AlJl et A2J2 tels que AlJl 5; AEJE' On a alors : AllJl ;{ A22J2.
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On a donc ramené, de la méme fagon qu'en algtbre booléenne
classique, le probléme de la recherche des relations de consensus a
un probléme de recherche des impliquants premlers d'une fonction

plurale.

Th - CONSENSUS D'ORDRE g

Définition 7-2 ¢

§

1

!

g On dit gu'un monBme plural K est inclus d'ordre g au moins

?

I dans un ensemble de mondmes pluraux Kl,age,Kp lorsque apres g mi-

1
ges en facteur successives d'une variable guelconque X, non infor-

mationnelle biforme dans 1'éeriture des mondmes simples AA; dans

?;

4

! le somme Kl +...+ K de la forme 3
|

: 1
/
§
4
1

k.
-
K
xpz “’ + ég:jK + X Zi::
T k., k AL m, A1 x’
J J
!
On aboutit & une somme Kk aF et Km qui est encore supé-
rieure ou égale & K. 4 4

Ta relation K éf Kl

d'ordre g 1 moins. Flle est d ordre q si elle n'est pas d'ordre

R K est encore dite INCLUSION

g+l au moins et irrédondante si, en enlevant un mondme du second
membre ou en ajoutant un digit dans 1'éeriture matricielle du pre-

mier membre, elle perd son caractére d'inclusion d'ordre q.

Définition 7-3

On dit gu'un monBme Ko = AOJO est le consensus de p mondmes
K1’°““’Kb lorsque, aprés suppression des variables de 1'éeriture

de AO dans celle des K;;, les résidus K¥* vérifient la relation
A

e me.

d'inclusion irrédondante dfordre q :

P * _—
Jg 5; Ky + K5 #ooot Kp (irréd.)

éesz/oeo
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On retrouve done les consensus d'ordre g en algébre plurale,
qui sont 1lids & leurs générateurs par des relations d'inclusion d'or-
dre q, avec les propriétés habi -lles et les définitions utilisées

pour les consensus d'ordre g en algébre booléenne classique.

Exemple 7-10 :

ab 221 est le consensus de classe 5 d'ordre 1 des monOmes
ac 330, ad 233, be 003, bd'331, c¢' 23,

Son indgalité caractéristique est :

221 é ¢ 330 + d 333 + ¢ 003 + d'331 + ¢'023,

! Thécreme 7-7 :

Un consensus d'ordre g est 1ié & ses générateurs par une
relation d'inclusion irrédondante d'ordre q et inversement & tou-

te relation irrédondante d'ordre q correspond une telle relation

de consensus,

On peut de la m@me,fagon qu'en algdbre booléenne classique

réduire 1'indgalité caractéristique. On peut l'éerire :

X m P
¥, K*
Joéx_P K*/+; .Kjf‘/+x’§ f{_:::. (q)
1 e k+l m+l  x!
m
Dot : 7, L Z . K% (a-1)
k+1 .

Nous pouvons rendre cette indgalité irrédqndante, ce qui
nous définit une relation d'inclusion correspondant & une relation
de consensus d'ordre q-1. Dans cette relation :

- 1'ordre a diminué d'une unité,

- la classe a diminué d'au moins deux unités,

- dans l'éeriture de K, figurent toutes les variables du nouveau
congsensus,

- la variable x ne figure plus,ni dans 1'éeriture des générateurs,

-no/-so

ni dans celle du consensus,
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On retrouve le théoréme 5-2 généralisé,

Théoréme 7-8 3

Toute relation de consensus d'ordre g peut 8tre réduite en 4

de consensus d'ordre g-1 (@ étant le nombre de varia-

1'indgalité caractéristique d'ordre q) chague relation

e

e veng § ne comprenant ni dans son éeriture, ni dans son égalité

cerac béristique la variable biforme x.. Le consensus d'ordre q est

J
R
1e orodult de ces consensus d'ordre g-l.

Exemple 7-11 3

Réduisons la relation :
K= G (x K, K, K, K.) avec :

K = ab221

i
il
S

S

K, = ac350

il
o {
Q.
h%) -
S
i
H

1 )
K . = dp"ﬁj K = 0 Teyey ’1
> 3 5 :

I.'indgalité caractéristique s'éderit :

221 & ©330 + 2335 + Q02 + A'331 + c'22%

Eile devient pour ¢ = ¢' = 0

< d23% + d'3%1 que nous rendons irrédondante
231 & d23% + d'331 (irréd.)
¢. nul nous montre que d237 et bd ' 331 admetbent b23%1 comme
consensus d'ordre zéro.

Pour d = d' =0, on a :
221 5; ¢3%0 + c00% + ¢'23% que nous pouvons rendre irrédondante
2273 ég 2330 + c003 + ¢'223 (irréd.)

D'ou :
ac’%0, c003 et ¢'22% admettent un consensus qul est a223.

On a bien s ab22l = b231.8223

ooo/owo

o
o
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On peut encore assoclier les groupes V et dans le cas de la
recherche des relations de consensus les groupes I. On retrouve lés
groupes X T V que 1'on peut considérer comme des mondmes, ce qui nous
donne des monfmes pluraux X I V J, avec les régles de formation et
de simplification habituelles. |

On peut également, au terme X I V J, associer la suite W des
variables biformes qui ne figurent ni dans son mon®me X, ni dans son
groupe V. On peut alors reprendre les opérations habituelles sur

ces ‘termes.

Le produit de deux termesrxllivllel et XEIéV2J2w2 est

XﬁI V. J W, avec : .

332333
I - I 'I ’
2 17 les groupes I Vet d
V., =V.,.V . . P
3 12 étant considérés comme
3 » ~
J3 = Jl‘JE des monomes
WB = w1 J Wé

Au lieu d'éerire W comme un monGme, considérons une matrice
ligne & 2 cases (,@ est le nombre de variables biformes ne figurant
pas dans 1'deriture du monSme X) et plagons dans cette matrice un 1

dans la case de rang J si x, figure dans Wiet un O si xj n'y figure pas.

J

Nous voyons alors que nous avons, lorsgue nous formons WltJ w2,

la somme des'mafrices digitales représentant les groupes W.

Ie produit défini et utilisé dans les consensus d'ordre q en
algdbre classique ou en algébre plurale apparait donc comme le con-

sensus par rapport i la variable nouvelle ainsi définie.

D'olu le théoréme :

Théoréme 7-9

Tout terme X IV J W formé par consensus par rapport awet
tel que sa matrice W soit compléte permet de dire que X J est infé-

rieur ou égal & un consensus d'ordre q dont les indices des géné-

rateurs figurent tous dans le groupe I.

Ceed/ e
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Exemple 7-12 :(Suite de 1'exemple T~-11)

Les relations de consensus dlordre zéro sont :

b 231 = G (8233 et bd'331)
a 223 = G (ac330, <003, c'223)

I1 leur correspond les termes whd23le et al3be223d. Nous ‘
pouvons remplacer W par une matrice & 2 digits., Nous trouvons
pold231-10 et al35c223-01. D'ol par consensus abl2345cd221-11
a2l est done le consensus d'ordre 1 de classe 5 de

Kyse K

50

Femarque 7T=12 :

Reverons & la base triviale de la fonction Véracité. On peut & ce
moment affecter 3 chaque solution de classe 1 un terme XIVJIW:
¥J est 1'écriture du mondme plural : I son indice, V est vide et W
contient les variables biformes du probléme (non informationnelles) ﬁe .

figurant pas dans X.

On peut alors, en considérant W comme une matrice habituelle; -
chercher les impliquants premiers de cette nouvelle fonction Véracité.
En fin de calcul, on aura dans ses impliquants premiers et simulta-

ndément :
- les relations de consensus de classe quelconque et d'ordre zéro
- les relations de consensus de classe quelconque et d'ordre 1.

On pourra d'abord par le test sur W sortir les relations d'ordre 1.
Puls, en ne tenant plus compte des matrices W, on aura apres

simplification les relations d'ordre zéro.

T1 faut noter que 1l'on retrouve encore le falt gu'un mondme apparalt

comme son propre consensus d'ordre gquelconque et de classe 1.

.o






'8 - RECHERCHE DES IMPLIQUANTS PREMIERS

ET BASES PREMIERES EN ALGEBRE PLURALE

81 - PROPRIETES DES IMPLIQUANTS PREMIERS D'UNE FONCTION PLURALE

Considérons une implication Kl,.,Kn d'une fonction plurale

P, On atP =K, +..+ K .
1 n

Soit K un impliquant premier de P. On a 3

}{,é Klﬁ%bs%lgﬁ inégalité que nous pouvons rendre

irrédondante:

K é K, +e-t K (irréd.), ce qui nous donne une relation de
consensus K = %é(Kun,qu),

Théoréme 8-1 :

Tout impliquant premier d'une fonction plurale P est le

] . Gl N
consensus d'un certain nombre de monomes pris dans une

0 o D e Al D Y D il D =Y

implication quelconque de la fonction.

Lia recherche des consensus fournira donc des impliguants
premiers. Elle pourra 8tre faite par 1'une des méthodes présentdes

en algébre booléenne ordinaire, c'est~a-dire par :

- la méthode de reconstitution d'un arbre de réduction
- la méthode d'élimination des monémes d'une implication

= la méthode des formes duales.

Remarque 8-1 :

. Au cours des calculs, nous aurons a former des consensus de
classe 2 par rapport 4 une des variables biformes dans
1'écriture des générateurs. Etant donnds deux monBmes

Kl et K2 la variable informationnelle J apparaftra biforme

3 4 Y
si 1'on a,Jl ;{ Js.



Etant donné un ensemble de monomes Kl"’Kn' La variable J' v sera

biforme s'il est possible de trouver deux monomes K;,et Kj telé
que {,% Jj'

On peut encore remarquer que lorsque 1'on a fait le conseﬁsus des
© deux mondmes par rapport & 1'une de leurs variables biformes du
type classique x, celle~ci a disparu de 1'écriture du consensus, ce
qui n'est pas le cas en algébre plurale, On pourra donc avoir un
. consensus par rapport & la variable informationnelle entre deux
mondmes dont 1'un au moins a été formé par consensus par rapport &
cette mBme variable. Il y aura donc lieu de faire plusieurs tours

de consensus jusqu'a épuisement des possibilités.

Avec les impliguants premiers, nous retrouvons les bases d'une

fonction plurale P.

L'ensemble des impliquants premiers d'une foncion plurale constitue
la. BASE COMPLETE de cette fonction.

Tout ensemble d'impliquants premiers dont la somme est égale & la

fonction en constitue une BASE.

Une base est dite PREMIERE si, en enlevant un monSme quelconque de

cet ensemble, le sous-ensemble formé n'est plus une base de la fonction.

-Dans toute base, qu'elle soit premidre ou non, on trouve une généra~
tion de tout impliquant premier de la fonction. On retrouvera dong

1la recherche des bases par utilisation de la fonction BASE,

Si on trouve dans une base de la fonction une génération d'ordre\q
de tout impliquant de la fonction, on dira que 1'on a affaire & une

base d'ordre q.
no/o-o



82 . METHODE DE RECONSTITUTION D™WN GRAPHE DE REDUCTION

On part de 1'ensemble initial que 1'on modifie par étapes (chaque étape
étant relative & une variable biforme dans 1'ensemble) de la fagon

gsuivante :

A chaque étape, on forme tous les consensus possibles par rapport A
une certaine variable biforme. On rentre les consensus dans 1'ensemble
en effectuant les simplifications possibles.

Exemple 8~1 :

Soit 1'implication initiale d'une fonction P :
ay002 / %020 / ax001 / x'y133 / by'l33.

Proposons-nous de trouver ses impliquants premiers. Les

variables biformes sont :

1) la variable informationnelle car on a 002 ;g 020 pour

les deux premiers mordmes

2) les variables x et y.

s cmee  cmem  geme  oww e e oeor

ay002 / x020 / ax001 / x'yl33 / by'133

y 020 ayO01
Dol 1le nouvel ensemble :

ay002 / x020 / ax001 / x'y133 / by'l33 / y020 / ayOOl

G Gy T Geay dwws ok RO eewn st Do aaess  Wows  DURD MM GOTN  GOEV wewn  GwY  OmR0 O M e e cows DR
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ler tour de consensus

/éyO@é// x020 / ax001 / x'y133 / by'133 / y020 / ayOOL.

1

§§y022 axy003 ay022 ax021 %;yOEi/ ay02l.

2e tour de consensus

¥020 / x'y133 / by'133 / y020 / ayool / axye03 / ay022 / ax02l / ay02l

™S~
>

axy021 axy023 ay021

3e tour de consensus

i

(%020 / x'y133 / by'133 / y020 / 53022 / ax021 / axye23 / ayeel

axy023 2y023
e

Il reste les impliquants :

%020 / x'yl133 / by'133 / y020 / ax021 / ay023. Ie variable J est deve-
nue moncforme car : 020 < 021 £ 023 <: 133.

Congensus par rapport & y

Appliquons la méthode des produits de résidus :

Résidus par rapport a :
Produit
v o y'
x'13%3% bl33% bx'1%3
020 020
a023% ab023

ou/o-o



I1l reste les neuf impliguants premiers -3

%020 / x'y133 / by'133 / y020 / ax02l / ay02> / bx'133 /
p020 / ab023.

Remargue O=2 ¢

{m peut encore affecter & chague consensus 1'ensemble des va-

priables ner vapport suxquelles il a été formé. Soit V cette suite.

21 1'on considére 1larbre de réduction, on voit qu'il est inu-

wile de former le consensus de deux mondmes, 1'un contenant la varia-

ble % dars son éderiture, 1'autre ayant été formé par rapport a cette
wlme variable. On retrouve alors les groupes V, ce qul nous donne dans

des sultes X T V J.

On peut encore définir des relations d'ordre, Si 1'on considé~

re V comme un monbme, on a

i .
}IL VI S KlVoT,

NIV IV, et ) 4§ 3,

mple 8-2 :

i o’
P 8nit la base premidre d'une fonction CU':

x021 / =2'y333 / by'l33 / ab002.

Wumérotons les impliquants en plagant leur indice apres le mo-

nBme X et avant J.
Tls devierment :
ax1-021 / x'y2-333% / by'3-1%3 / abl-002 / x'y'5-333

Tes variables biformes sont ¢ X, ¥y et J (car 021 }é 002).

os/oan



lére variable :

ax 1-021 / x'y 2-333 / by'3-133 / ab 4-002 / x'y'5-3%3

abx 14-023%

D'ol le nouvel ensemble :

ax 1-021 / x'y 2-33% / by'3-133 / ab 4-002 / x'y'5-333 /

abx 14-023

2&me variable :

x x! produit
al-021 y2-%3% aylex021
ay '15x021
abl4-023 v'5-33% abyl24x023
aby ' 145x023

D'oli le nouvel ensemble :

ax1-021 / x'y 2-333 / by'3-133 / ab 4-002 / x'y'5-333 /
Cabx 14-023 / ay 12 x 021 / ay'l5 x 021 / aby 124 x 023 /

aby'145 x 023,

3éme variable :

1

¥ y produit
x'2-333 b3-133 bx '23y133
al2x-021 x'5-3%%3 abl23xy021
abl24x023 alsx~-021 al25xy021
' abli5x-02% abl245xvopt—
abl23lixy023
ablod5xy0al-
.abl2h5xy023

aoo/oo-




D'oll 1'ensemble final :

ax1-021 / x'y2-333 / by'3 - 133 / abh-002 / x'y'5-333 / abxl4-023 /
aylex-021 / ay'15x-021 / abyl24x-023 / aby'145x-023 / bx'2%y-133 /
abl23xy-021 / al25xy-021 / abl23hxy023 / abloh5xy-023.

83 - METHODE D'EXCLUSION DES GENERATEURS

On part d'un ensemble de mondmes admettant comme sous-ensemble une
génération du consensus cherché. On exclut chaque mondme de 1'ensemble
en le remplagant par les consensus qu'il admet avec les autres. Lorsque

1'ensemble est vide, le consensus cherché a forcément &té formé et exclus.
Exemple 8-3% :

Soit la fonction P donnée par son implication ay002 / x020 /
ax001 / x'y133 / by'133.

Eliminons chacun des impliQuants :

/ X020 / ax001 / x y133 / by'1%%

ax021  y020 Yt 4 axy023 abx022
P << / . . -
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M/ axQBl / ¥020 /}Q&g/é / vx'133 / ayo23 /

020 ab023

@ / ¥020 / bx'133 / ay023 / w020 / ab023

sl

L'ensemble des impliquants restants devient :

y020 / bx'133 / ay023 / 1020 / alb023 ol toutes les variables
sont monoformes, y compris la variable informationnelle (puisque

020 L 023 { 133).
On peut donc exclure les mondmes restants.

L'ensemble des impliquants exclus devient :

gsb@\?/ /%020 / x'y133 / by'133 / ax02L / y 020 / bx'133 / ayo23 /
b020 / alb023 / ol ay 002 peut &tre éliminé, comme inférieur i

-ay023, Il reste les O impliduants premiers de la fonction.

Remarque 8-3 :

On peut encore définir le graphe de formation d'un consensus.
C'est un graphe tel que chaque noeud est un mondme inférieur
ou égal a la somme des monbmes auquel aboutit tout chemin

orienté qui en part.

| Exemple 8-4 :

L'arbre de formation du consensus ab023 dans 1'exemple est le

sulvant :

oS enn
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ab023

ayogj/‘\
by '133
axy023%

x'y133
axyo003

/\ X020

5y002 ax001

Clest d'ailleurs une remarque trés générale. Dans tout arbre de forma-
tion d'un monBme par consensus successifs de classe 2, obtenu par la
meéthode des consensus itératifs, de réduction ou d'exclusion, chaque
roend est 11é aux mondmes auxquels aboutit tout chemin orienté en

partant par une relation d'inclusion. Certaines branches peuvent &tre

(D~

liminées, ce qui conduit forcément alors & des relations de consensus.,

Remarque 8-4 :

On peut remplacer tout noeud d'un graphe de formation d'un impliquant
(3 ~ Ve . v °

premler par un monome supérieur. Cette opération permet de trouver

un autre arbre de formation par élimination des branches inutiles. On

peut donc alors, de la méme facon qu'en algdbre booléenne classique,

éliminer dés la formation.d'un monfme ceux gui sont inutiles, parcom-

paraison avec 1'ensemble formé des mor®mes exclus et des mondmes

restant & exclure.

En particulier, un consensus formé peut &tre 41liminé s'il existe un

monom? précédemment exclu qui le couvre.
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Remarque 8-5 :

Un noeud du graphe ne comprend plus dans son écriture une variable
par rapport & laquelle il a été formé (pour les variables autres que la
variable informationnelle). Il en résulte que 1l'on peut encore intro-

duire les groupes V, et manipuler alors des termes de la forme X I V J.

On aura encore des relations d'ordre, un terme T1 = XliﬁszT disparaissant

s'il en existe un autre T, = X,I,V,J, tel que :
X5 é X515
12 %2

On peut encore considérer V comme un produit de variables. On aura

alors des monomes pluraux classiques T, étant éliminé si :

1
X4V < X1V,

84 - METHODE DES FORMES DUALES

Géndralement, une fonction plurale P est donnée par 1l'une de ses
~implications, qui correspond & une forme polynomiale "somme de

produits".

.On peut, de la méme fagon, se donner la fonction P par une forme
V'oroduit de sommes". Il faut alors se donner un ensemble de sommes de
variables sous une de leurs formes possibles, dont chacune est égale
ou supérieure & P et dont le produit 1lul est égal. Une variable
apparalt alors comme un monBme plural particulier dans lequel toutes

les variables, sauf une, apparaissent sous forme de la matrice unité.

N

Une suite de variables, dont la somme est supérieure a P, est dite
COUVERTURE de cette fonction. L'ensemble des couvertures qui la définit
est dite ENVELOPPE de cette fonction.

S
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Exemple 8-5 :

Soit la fonctionzPl = xy213 + x'11% + y202,

x'y, y113, x'213, 313 sont des couvertures de P. car :

1
P é: x' + ¥

Py Ly o+ 113

P& x' 4213

P, & 313

Remarque 8-6 :

Dans '1'éxemple précédent, la variable y seule représente le mondme
plural. K = AJ o1 A = y et J = 333. De méme, le terme 113 représente

le monome AJ ot A = 1 (pas de variable dans son écriture)et J = 113 .
Exemple 8-6 : suite de 1'exemple 8-5

L'ensemble des couvertures données de P en constitue une

enveloppe.

It

On a s Py = (x' + y)(y + 113)(x' + 213)313

d
i

5 (y + x*'113) (x" + 213)313

o
fi

o (x'y + y213 + x'113)313

g
i

5 = X'y313 + y213 + x'113

On retrouve P2 a partir de Pl en cherchant les impliquants

premiers de P 4 partir de 1'implication donnée.

QPR3 / 113 / 2%/ x5/ 5515 / v,

Une couverture est dite PREMIERE si, en supprimant un seul 1 dans

1'écriture digitale de ses variables, on n'a plus une couverture;,On

définit de méme une enveloppe premiére de P,
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Définition 8-1 :

valeur de P,

Exemple 8-7 :

obtient P' par complémentation.

Soit la fonction P définie par son tableau de vérité.

! Etat des ! p ! pt
! variables xy ! !

; 00 ! 113 ! 220
! o1 ! 313 ! 020
; 10 ! 000 ; 333
% 11 ! 213 ! 120
! !

On appelle COMPLEMENT d'une fonction plurale P une fonction plurale P'
définie en prenant comme valeur pour chaque état des variables la

valeur J' donnée par le complément 3 la matrice unité de la matrice J

On

s v bew e bm 3w t=w  fem e

On retrouve facilement le théoreme 4-2 de correspondance entre les

bases et les enveloppes, les impliquants et les couvertures premiéres

ou non de P et de P'.

On a une loi semblable & celle de Morgan :

Exemple 8-8 :

Soit la fonetion :

P = xy213 + x'113 + y202

On a P'=(x" + y' + 120)(x + 220)(y' + 131)
P'=(x'220 + xy' + y'220 + x120 + 020)(y' + 131)
P'= y'220 + x'020 + xy' +020

On retrouve par complémentation l'enveloppe :

y113 / %213 / x'y333 / 313 de P.

/e




On retrouve facilement :
Lemne 8-1

Les impliquants premiers d'une fonction P obtenue en faisant le

prodult 4'un polynbme plural Pl par un autre P2 terme & terme, sont

Q

: btenus directement par le calcul a condition que Pl et P2 soient

3

joX

ornés comme la somme de leurs impliguants premiers.

Pour ne garder qu'eux, il suffit de supprimer les termes inclus

drns d'autres.,

L'ol, par récurrence, 1'extension en algébre plurale du théoréme de
M, KUNTZMANN -

Théoréme 82

Une fonction plurale étant définie comme un produit de polyndmes
pluraux, le calcul fournit directement les impliquants premiers, si

chiecun des facteurs est donné comme somme de ses impliquants

premiers.

Cn vetrouv

D

également le processus de passage d'une forme duale &

Vautre

Théoréme 8=3

L'applieation du processus de passage d'une forme duale & 1'autre

appligué sur une implication d'une fonction, permet de trouver

05D D D D A T R T

i'enveloppe formée de toutes les couvertures premiéres,

On est alors amené a grouper des variables : grouper x et y donne xy, grouper
% et J donne xJ, grouper J1 et J2 ne donne pas leur intersection Jl.J2
mais leur somme Jl + Jg’ car on retrouvera dans la m8me couverture les

monomes AJl et AJQ, dont la somme donnera bien A(Jl + Jg)e

On retrouve les simplifications habituelles.

cof von
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Exemple 8-9 :
Soit la fonction : P = xy213 + x'113 + y202

we s x y 215
| , ! \

\iggg ;o x202 v 213
/ VAN SN

x'113 ¢ }Q/ x'y y113 x'213 313

On a P = (x' + y)(y + 113)(x' + 213)313

P'= xy'333 + y'220 + x120 + 020

| P' est donné par sa base compléte.

De la m@me fagon :

Théoréme 8=-4

L'application du processus de passage d'une forme duale & 1'autre

A D D D e e D

appliqué sur une enveloppe, permet de trouver sa base compléte,

Remarque 8-7 :

v - . N
On forme ici des monSmes, donc on aura intérét & grouper deux variables

informationnelles Jl et J2 en faisant leur produit Jl.J2°

Exemple 8-10 :

Soit la fonction P donnée par son enveloppe compléte :

x'213 / x'y / y113 / 313.

Appliquons le processus:

x'213 : x! 213

e AN x ?’213
/N N
yil3 ¢ x'y x'113 213 /ﬁsq?f
N |

L2 x'y313 x'113 y213

On a formé les trois impliquants premiers de la fonction.

e/ eus
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On a donec bien retrouvé 1'algorithme de recherche des impliquants

premiers par double passage d'une forme duale & 1'autre.

Remarque 8-8

I1 faut retenir que dans ces deux passages, on a la régle Jl'JZ pour
le pagsage des impliquants aux couvertures premidres, et la régle

o [}
dq 4 Jg dans 1 autre cas.

RECHERCHE DES BASES PREMIERES

Nous retrouvons les méthodes présentées en algébre booléenne classique.

Etant donnée une fonction plurale par sa base compléte, la recherche des
relations de consensus fournira pour chague impliquant premier K
1'ensemble des relations de consensus d'ordre g, ce quil nous conduira
aux fonctions%jéq ou "inclusion d'ordre q". Ceci nous permet de

déterminer :

= yes impliquants premiers essentiels : ce sont les Kildont la

fonctioni%? se réduit a L.

~ les impliguants premiers inutiles de premiére espéce : ce sont ceux
pour lesquels nous avons un impliguant u...v de f&q tel que tous les
A

monomes'Ku),,KV soient essentiels.

¥
Nous obtenons alers les fonctions "inclusion" réduites %i?, dont le produit

s i
CESJ est tel que :qu = uo,,v,G%q, U, ..V représentant le produit des
indices des impliquants essentiels.

Nous retrouvons le théoréme :

Théoréme 8=5 :

1
1
i
I A tout impliquant premler de la fonction "base d'ordre " &, 11
i
i

correspond une base premidre d'ordre g de la fonction, et inversement.

et eee
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Exemple 8~11 :

Soit la fonction P donnée par sa base compléte : al’> / vo21 /
bx'133 / by'133 / ¢021 / ex'133 / cy'121 / x021 / xy'1e1l /
x'100 / x'y333 / y021 / y'100. Proposons-nous de trouver

1'ensemble de ses bases premiéres d'ordre zéro.

La variable informationnelle est biforme puisgue nous avons
100 ¥ 021.

Nous allons numéroter les monOmes, ce qui nous donne des
termes X I V J sur lesquels nous allons appliquer la méthode
de recherche des impliquants premiers par reconstitution d'un
graphe de réduction. Nous cherchons les consensus d'abord par
rapport & la variable informationnelle puis par rapport a x,
puls par rapport & y, la séparation entre les monomes ainsi

formés &tant constitude par le signe ///.

a0~-1%3 / bl-021 / bx'2~133 / by'3-133 / cl-021 / cx'5-133 / .
cy'6~121 / x7-021 / xy'8-121 / x'9-100 / x'y =333 / '
yj’:. -021 /° y'x ~100 /// bx'19-121 / by’ 1y -121 / ex'49-121 /
cy'dy -121 / xy'Ty =121 / x'y9p -121 /// v27x021 / c57x021 /
y7« ¥021 / by'28x121 / cy'58x121 / y'89x100 / by'189x121 /
ey'489x121 / by'2Ty x121 / ey'STy x121 /// vx'3Ky133 /
ex'6 y121 / x'o{ ¥y Y100 / bx'le(b, y121l / ox'h w y y121 /-

03 y021 / cb {ryo21 / XBS‘; yo21 / b2855 xyo2l / cSSJSxyOQl /
bx’39j’> y1e1l / cx'69)‘5 y121 / b37 < xy021 / 67« xy021.

On en déduit pour chague impliquant premier Kilde P, la

fonction %i<, inclusion d'ordre zéro :
As

0
1 1+27+3y>+2855 + 37oL .

2+ 3¢

5 3
y = 4+57+65)=+ 58)3+ 67o<
5

als> : j)

pO21

it

bx'133

™
"
by'133  +]
)
1. -

i

no

i

c021

ex'133

YA




8 - 17

cy'121 g%ﬁ6 =06+ 4 X + 58 + 1489 + 575’ |
X021 :\j7=7+ 8>

xy'121 :“18 =8+ 7Y

| 54y

xtysss ey = o

: 5’; + 7%

y'100 :\jyc Y+ 9

xﬁh
-
o
(@]
¥
0
it

-~
il

Les fonctions "inclusion™ nous montrent que les monomes d'indice
0, 3, 5 et % sont essentiels. Onwit également que K2 = bx'133
est inutile de premidére espéce comme couvert par K3 et Kc{ gqui

t

sont essentiels. On écrit alors les fonctions "inclusion®

rédultes aprés simplification pour les autres MONOMES .«

%jiL 1+ y; + 7
*jwa =4 4+ 7 4 Eijb —%5355

ii

o

st

7 6= 6+ 4 v 8 « (g
*j%r =7 + 8}5

tlg =08+ 7 a/

\j% ;:94'_?(

j% :SSJ,«’?

¥ﬂ%: = K + 89

%
On peut éerire la fonction "Base" réduiteq%) qui est le produit

*
des %ﬁ'

A

.

Appliquons le processus de passage d'une forme duale & 1'autre.

waf 6o
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~1+ + 7 1 X‘}) 7
e |

\ 7
4f~7/+6(’>+8?> 14 }%/ﬂﬁ’f’/‘@’ 6 8p 7

J J

6+ 4 \(+ 8 + 7\6 146 I&X 148 ;47{ 4}{{ 4py %f/ﬁ7ff(/

655 8)’5 67 &72( 78 ’7{

riop T B bty WBPT B EE pl

R A
e S R
y gy oAy
e wp epy T Ty
e R |

3
Dlod =89 +8 “( +789+73/
et % = 035« 62)*55
==035c£89f: +035o&8h(»+ 035 789 + oyjd?@w

Il y a quatre bases premiéres d'ordre zdro, dont une de cofit .
minimal, donnée‘par 1'impliquant premier S}Sc{?a» de gbcorreSw
pond & 1'implication de P : al33 / by'l133 / ox'133 / x'y333 / .
x021 / y'100

Montrons que 1'on peut’ facilement retrouver la base compléte,

a133 / by'133 / ox'133 / x'y333 / x021 / y'100




Remarque 8-9

Dans la recherche des consensus nous formons des monfmes auxi-
liaires dont certains ne sont pas des impliquants premiers. C'est le
cas de monBmes tels que cx'l2l dans 1'exemple 8-11 ol il existe 1'im-

pliquant premier cx'133,

On dispose encore de la méthode de recherche d'une base pre-~
mlere par élimination successive des impliquants pour lesquels un

test d'inclusion dans 1'ensemble restant s'est révéid positif.

TEST DTINCIUSION D'UN MONOME PIURAL DANS UN ENSEMBLE

o #

soit : K £ Ky +...+ K 1'inégalité & tester.

Le processus est le méme qu'en algébre booléenne classique
el on retrouve les mémes ensembles.,
- E. . Clest 1'ensemble initial : KJ’°°°’Kn°

-~ BE... 'est 1'ensemble des mondmes K‘,KJ,QM,K,}{n (aprés élimination

de ceux qui sont nuls),

- B... Olest EOW ol 1'on a supprimé les termes inférieurs ou égaux
el L

d'autres.,

- B .. C'était, en algdbre classique, 1'ensemble rassemblant les

5% Y , °
résidus 2224 . BEtudions ce que devient cette opdration en
X
zlgebre plurale,

Soit M un mon®me classique contenant x dans son deriture., Il
s'éerit N.x avec N ne contenant pas x, ¢'est-d-dire le plus grand pos-
sible,

Supprimer la variable x dans M, c'est 1z remplacer par la
somme (x + x') qui est dmale & 1.

Soit M, un mondme classique multiple d'un autre M. .M, = Bﬁ,

1 2
N étant un monfme ne contenant dans son éeriture aucune variable de

Mg, ¢'est-d-dire encore le plus grand possible,

M
Ona: . *="N=nN(M +M)
o Tl
M, )
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Exemple 8-12 :

%?égi =ae (b'c +b+c')

ae

it

Considérons de la méme fagon deux mondmes pluraux K et K2 tels
que Ki gsoit multiple de Kg.

Nous avons @ Kl = KE'K’ avec :

- Al = AE'A° Le mondme A est le plus grand possible (il ne contient alors

dans son deriture aucune variable de 1l'écriture de Aa).

- Jl = J2.J’ La matrice J étant la plus grande possible. Comme nous avons @
Jg ;; Jl pulsqqe Kl est multiple ge K2, nous avons
= t ’
J = Jl + J o*

Exemple 8-13 :

Soient les monfmes : Kl = ab'dOl32 et Ké = ab'l332
ab'd
Kl = K.Kz‘avec K=AJ et A = ZbT = d

J = 0132 + 2001 = 2133

Dioh : 2b'd0l32 - g21%3

Revenons au test d'inclusion d'un monSme plural.

On forme un ensemble E03 avec les résidus KK
: X

On supprime les monSmes contenant dans leur écriture une varia-

ble monoforme.,

Remarque 8-10 :

Supposons que 1l'on ait Jl = Ja. Nous avons J égal & la matrice
unité. La variable informationnelle est devenue monoforme et disparait

a4 son tour.

o-/ooo
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On reprend alors la recherche du consensus en abandonnant aprés examen
des consensus par rapport & une variable ceux qui la contiennent dans
leur écriture, ceux qui ont dans leur écriture une variable monoforme

et ceux qui sont inclus dans d'autres.

On aboutit finalement & 1'une des deux solutions possibles :

~ - P 2
1Y O r'a plus aucun monome dans 1'ensemble, letest est négatif,

1'inclusion n'est pas vérifiée.

2) On arrive & un terme dont 1'éeriture matricielle n'est constitude
gque par des matrices unités. C'est le monome plural AJ tel que
A=1cetd =33 ..3.

Le test est positif, 1l vy a inclusion.

Exemple 8-14 :

Soit la fonction P donnée par ses impliguants premiers
021 / bx'133 / by'133 / c021 / ex'133 / ey'121l / x 021 /
xy'121 / x'100 / x'y333 / yoe1l / y'100 / al33.
Testons ©O21
By, ¢ bx'021 / by'021 / be02l / box031 / boytosl /
px021 / bxytosl / px'yosT / byoel / abo2l.

E_xx'/y /ec/x/y/a
03

o ¥ ¥ $
By : %' /¥ /x/¥

On obtient le consendus 1.

Le test est positif et 021 éliminé.

Testons bx'133

By bxty'133 / /bgy'aef / bex'1%3 / )g,xl-sﬁﬁf / bx'100 /
bx'y133 / bx'gA53 / pxly0Pl / bx'yHI00 / abx'133.

By, i /o/ 300/3/a

o v' /¥y . Test positif

te/ooc
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Test sur by'l33
By, t bey'@2T / bex'y'133 / bey'iel /W bxy'121 /

bx'y'100 / aby'133.

'Ebﬁ :ex' / o321 / x321 / x'300 / a

By ¢ ex' / x321 / x'300.

Test négatif - by'133% est nécessaire.

On continue ainsi jusqu'a épuisement des mondmes.

Les impliquants 1021, bx'133, c021, ecy'l121, x021, x'100
sont éliminés. Il reste la base premidre d'ordre zéro de P :
by'133 / ex'133 / xy'121 / x'y333 / yo21 / y'100 / al33
qui correspond & la solution 035d 8 Y  trouvée dans

1'exemple 8-11, mais qui n'est pas la base premiére de

colit minimal.

Remarque 8-11 :

On retrouve facilement le test d'inclusion d'ordre g, ce qui nous

permet encore de retrouver les bases premidres d'ordre q.

Remarque 8-12 :

On peut encore de la méme fagon qu'en algdbre booldenne classique,
chercher les couvertures premiéres et les enveloppes premiéres par
un processus identique 3 celui utilisé normalement sur les impli-

quants,



9 - REALISATION DES FONCTIONS BOOLEENNES

91 - EXPOSE DU PROBLEME

Nous ne nous occuperons ilci que des circuits combinatoires
% deux étages, les sorties des composants du deuxiéme étage
étant les sorties du systéme et leurs entrées les varlables

ou les sorties du premier étage.

T1 en résulte que pour tout circuit ainsi réalisé, on
obtiendra une fonction prenant la valeur O ou 1 d'une fagon bien
définie pour tout état des variables. Il est donc possible de
réaliser les fonctions compldtes, qu'elles solent prises isolé-

ment ou par systemes.

Par contre, une fonction F incompléte ne pourra Stre réa-
lisde qu'au moyen d'une fonction complete R qui sera telle que
(F) 7w 'est-a-~di 1! ixé 3 s s &
m(F R { M(F), c'est-a-dire ou 1l'on a fixé & une valeur impé-
N~ -
rative la valeur de la fonction F pour tout état des variables

qui la rendait égale a ke

Nous pouvons, avant de commencer 1'étude des réalisations,

faire les deux remarques préliminaires

Remarque 9-1

Dans les systemes automatiques, on dispose, dans la plupart
des cas, d'une variable et de son complément. Ceci résulte'de
1'arbitraire avec lequel on définit la valeur 1 d'une variable
et du fait que la plupart des capteurs procurent les variables

sous leurs deux formes possibles.

coo/ oo
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Dans la plupart des eés, on a besoin aussi bien d'une variable
que de son complément. On est donc amené a former dans un troisidme
étage le complément si on a formé la fonction dans le premier. Il ré-
sulte que 1l'on peut aussi bien former le complément dans le second et
" la fonection dans le troisiéme. , |

Réaliser wne fonction, c¢'est done construire un circuit qui
réalisera aussi bien la fonction sous sa forme directe que sous sa .
forme complémentée. ‘ o o _

Les composants les plus couramment utilisés pour la réalisation
des circuits sont les opérateurs booléens classiques : ET, NI et NAND,

dont la sortie S est lide aux entrées a seessd pAT la relation :

1
S =ay...a " pour le ET
S = al+..+ a, pour le QU
! -
S = aqeeel
S = ai Fooat aé, pour le NAND

Tl en résulte immédiétemént que le troisidéme étage de complé-
mentation.devraAétre fait impérativement avec un NI ou avec un NAND,

Nous supposerons que tous 1esbéléments d'un étage sont identi-
ques et nous ne nous occuperons pas pour 1l'instant des contfaintes dues

3 1a limitation du nombre des entrées et sorties des opérateurs.

entrées ler dtage ot étage Considérons le circuit réali-

sant une fonection F en fone-

tion des variables Xl’

Xe»,.¢.,xn, yl) YEJtvOJyni

entrées des opérateurs du
premier étage, dont les sor-
ties X, ¥Y,... apparaissent

comme des variables secon-.

daires & 1l'entrée du

deuxidme étage.

. f
ooa/-«o



Nous allons écrire dans un tableau les diverses fonctions pos-

gibles selon la nature des opérateurs.

Nous obtenons huit combinaisons utiles, susceptibles de four-

nir le circuit correspondant & n'importe quelle fonction donnée :

ler étage 2e étage
e Sorties des compo- .
9y§ sants du premier Ope- Fonction obtenue
rateur . rateur
etage
ET A 60 o =. o0 sceoT oooo
YlX2 0]8) B xlx2 +yly2 +
(! 1 t 1
Y Voeoo NT P=(x 17X 2+,,)(y 1Y 2+..)o.s
ou Xyt Kyt o ET F=(xl+x2+.a)(yly2+,e)¢°,.f
. ! t 1 r
yl +y2 + o6 NAND F""x lX 200+y ly 200+0000000
? ? ) . 1 1 1
NIT x X peee QU F=x lx 2',.,.+y ly 2.,.,+.,‘,..,.
ot 1 __
vV gees NI F~(xl+x2+,o)(yl+y2+ne)oa.e,
1 i - 1 1 1 1
NAND X'+ xT, 4 ET F=(x 1T 2+°.,)(y 1Y 2+.‘,).
1 i -
3/ l+y2+ oo NAND FXlxeco+yly20eo+ooaaoooeoo

ILes huit autres combinaisons ne sont pas intéressantes car elles
ne peuvent fournir que des monbmes de la forme : X X505 OU x'lx'eo.o,
X F e, ou '+ X+ L.,

ou des sommes de variables de la forme : Xl o 1 5

Puisgue nous disposons suivant la remargue 9-1 des variables
sous leurs deux formes possibles, nous voyons que nous sommes ramenés
& la réalisation minimale d'une fonction F soit sous forme "somme de
produits " c'est-a-dire par une base, soit sous forme "produit de sommes"
¢'est-a-dire par une enveloppe ou encore & une dualité prés sur les va-

riables, par la base de F' qui correspond & cette enveloppe de F.

vo/ vee
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On peut alors préciser la notion de réalisation.

Définition 9-1‘:

On appelle REALISATICN dfune»fonction sous sa forme directe F

[Pu sous sa forme complémentée F':} une implication d'une fonetion
R(F) [ou R(F‘)] telle que m(F) £ R(F) £ M(F) [ou telle que

m(F') £ RE') £ ME')].

A toute réalisation correspond, lorsque 1'on s'est donné la

nature des opérations, un circuit & deux étages réalisant la fonction

ou son complément.

Exemple 9-1 :
Soit la fonetion compldte donnée par ses bornes :

M(F) = ab' + a'be' + b'd' + cd + c'd’
m(F)

ab'd' + ac'd' + b'ed’
Nous avons une réalisation :

W H

Rl(F) = ac'd' + b'd' + cd + ab' A laquelle il correspond une

réalisation & NAND :

i [N
_,///V )

> S = Rl(F)

s!

d....._._..-i

b‘

Etudions les propriétés d'une réalisation donnant un eircuit
que nous voulons de colit minimal. Il est probable que 1'on a intérét

a opérer de la fagon suilvante :

1) Réduire le nombre d'opérateurs du premier étage. I1 faut -donc sup-
primer les mondmes inutiles dans 1'implication, ¢'est-a-dire, la

rendre irrédondante.
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2) Réduire pour les opérateurs restants le nombre d'entrées possibles, c¢'est-a-

dire prendre les monfmes les plus grands possibles.
Exemple 9-2 : (suite de 1'exemple 9-1)

Nous aurions pu prendre la réalisation :
N\

R2 (F) = ¢'d" + b'd" + ab', qul nous aurait conduits a un circuit

probablement moins cher comme celul ci-dessous réalisé en NI :

i

et ———

™ I W
ﬂ_mm_“L// ‘

| /

Il en résulte que toute rdéalisation de colt minimal d'une Fonction

(eI s B & T o
E

[+

simple et compldte constituera une base irrédondante de la fonction (ou de

son complément)

Une réalisation R (F) de cofit minimal d'une fonction incompléete est
un ensemble irrédondant d'impliquants premiers de M (F), dont l'intersection

avec m(F) n'est pas nulle,
I1 reste & préciser 1'ordre de cette irrédondance.

Considérons un circuit rdalisant dans un premier niveau les mondmes

A}Ap,ooo et dans un second la fonection S = A1 + A? + e

Nous supposerons dans tout ce qui suit que nous avons a la fois au

plus une variable qui change d'état.

Supposons que l'on ait deux états des variables, différents entre eux
par la valeur d'une variable, et tels que AL = 1 pour le premier avec Ak = 0

pour k £ 4 et Aj = 1 pour le second avec A = O pour k # j.

k

I1 s'agit en fait de deux étals correspondant & des polints voisins sur

1'hypercube représentatif de la fonction.
Lorsque 1'on passe d'un état & 1'autre, la fonction devrait garder la
valeur 1, mais le temps de basculement des composants du premier étage n'étant

pas nul, 11 est possible d'obtenir pendant un instant plus ou moins long A
] i A
et Aj nuls simultanément.,

ao/ooo
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I1 en résulte . gue la fonction F peut prendre en fait pendant

un instant trés court, mais non négligeable, la valeur O.

On retrouve des cas analogues avec les autres opérateurs uti-
lisables pour construire les circuits. Ceci peut conduire & des fonec-
tionmnements intempestifs du systéme. On ne cherche pas, en général, 3
les prévoir par une analyse de ce qui se passe pendant les changements
d'4tate. L'apparition de ces phénoménes prend donc un aspect aléatoire

qui leur a fait donner le nom d'"aléas de fonctionnement".

Remarquons que ce phénoméne ne peut &tre génant que si l'on

passe d'un état & un autre des variables faisant tous deux : m(F) = 1.
Nous avons alors la propriété fondamentale :

Théoréme 9-1 :

Pour qu'une réalisation R(F) d'une fonction F ne puisse conduire &
des circuits pouvant présenter des aléas de fonctionnement, il faut
et 11 suffit que chaque impliquant de m(F) soit inférieur ou égal &

un consensus d'ordre 1 admettant comme générateurs des impliquants

- . . —T D O O o i - D . - = O

de M(F) figurant dans la réalisation R(F).

" 8i les alédas ne sont pas & craindre, chague impliquant de m(F)
est inférieur ou égal & un monbme consensus d'ordre zéro au moins, dont

les générateurs figurent dans R(F).

Remargue 9-3% :

Pour une fonction simple et compléte F, toute réalisation de

cofit minimal sera :

~ une base d'ordre zéro si les aléas ne sont pas & craindre

- une base d'ordre 1 si les aldas doivent &tre évités.

Remarque 9-4

Dans une réalisation d'ordre zéro d'une fonction F, tous les

sommets de m(F) sur 1'hypercube représentatif sont couverts.

Dans une réalisation sans aldas, toutes les arétes de m(F) le sont.

oo/ ven




Définition 9~2 :

On appellera REALISATION d'ordre O [jou l:] d'une fonetion F, ou en-
core réalisation SANS [ou AVEC:] COUVERTURE des ARETES, un ensemble
d'impliquants de M(F) qui admet pour chaque impliquant de m(F) un

sous=-ensemble formant une génération d'ordre zéro (ou d'ordre 1)

D D s D s s VD D WDl e T O

d'un consensus supérieur ou égal & 1'impliquant considéré de m(F).

Remargue 9=5 g

Une réalisation avec couverture des arétes permet de supprimer

les aléas de fonctbionnement et cecl quelle que soit la nature des com-

. posants choislis pour former le circuit,

CAS D'UNE FONCTION SIMPLE ET COMPLETE

Tous les mondmes susceptibles de figurer dans une rdéalisation
de colf minimal d'une fonction F, sont des impliquants premiers de F.
C'est done une base premidre d'ordre zéro ou d'ordre 1 suivant que 1l'on
cherche ou non & éviter les alédas.

@

On connait une méthode pour en trouver une., On peut aussi cher-
cher 1'ensemble des bases premidres. Il suffit alors de.prendre la moins

coliteuse. On peut aussi prendre la moins chére des réalisations de F',

Exemple 9-3 :

Soit la fonction F donnde par sa base compléte : ax / ay / bx /
by / bz /xy' /xz' /x'y /yz'.

Proposons-nous done de trouver ses réalisations minimales
d'ordre zéro.

Nous avons vu par les exemples 4-18 et 4-20 qu'elle admettait

©

quatre bases premiéres d'ordre zéro :

on/owo
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1) ax / bz / xy' / x2' / x'y
2) ax / bz / xy' / x'y / y2'
3)ay/ vz / xy' / xz' / x'y
4)ay / bz / xy' / x'y / y2'

Cherchons les enveloppes premiéres de F, et d'abord ses

couvertures premiéres, en partant de la base n® 1 :

2X a x
AN /N

bz : ab az X2 bx
/N N0 .
xy' ¢ /;ﬂﬁ{ aby' /axé ay'z Xz  bx
/TN "/ I
xz' s abxy' aby'z' axy'z XZ bx
l I

x'y . abx'y'z' xyz  bxy

B admet donc trois couvertures premidres seulement, quil

constituent une enveloppe premidére d'ordre quelconque.
L ]

On a donec intérét & réaliser la fonction F par son

enveloppe, c'est-a-dire 3 réaliser F'.

On peut représenter une fonction simple et compléte par une fonction

plurale a une dimension, qui est réelle comme ne prenant Jamais la valeur

O, et qui, en outre, ne prend pour aucun état des variables la valeur 3.

Exemple 9-4 :

Lia fonction de 1'exemple 9-3 est représentable par la fonction
plurale P donnée par sa base compléte : ax2 / ay2 / bx2 /

by2 / vz2 / xy'2 / xz'2 / x'y2 / yz'2 /. a'b'xyzl /

x'y'z'1 / p'x'y'1.

Cherchons par les tests d'inclusion une base premiére

d'ordre zéro de P.

uo/oco
£
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Test sur ax2 : y2 / 12 //byé/k/kéé/k ylo / z'2 //yz*é/}

Le test est positif et ax2 exclus.

<~ ~
Test sur ay2 : b2 //k@/7/;%2’/xz‘§ / x'2 / 3'2.
Le test est négatif.

On arrive finalement & la base premiére de P:ayé / bz2 /
xy'2 / x'y2 / yz'2 / a'd'xyzl / x'y'z'l / pb'x'y'L.

Théoreme 9-2

Etant donnée une base premidre d'une fonction plurale a une
dimension, on obtient simultanément :
- une base premiére de F en prenant les mondmes dont la variable

informationnelle vaut 2

- une base premidre de F' en prenant ceux ol 1'on a 1.

On voit donc immédiatement quelle est la facon la plus intéressante de

réaliser la fonction.

Remargue 9-6 :

T, Tonction plurale falt mieux apparaftre la similitude des roles
Jouds par la forme directe d*une fonection, et par sa forme

conplémentée.

- CAS D'UNE FONCTION SIMPLE INCOMPLETE

T,es mondmes susceptibles de figurer dans toute réalisation en deux
étages d'une fonection F, sont les impliquants premiers de la borne
supérieure M(F), dont 1'intersection avec m(F) n'est pas nulle. On
peut alors rechercher pour chacun dleux les relations de consensus
d'ordre zéro ou 1 suivant 1'ordre de la réalisation & trouver, ol

les générateurs sont des mondmes de 1'ensemble : Alseshy.

Soient Xl é,Xm ces consensus. Pour chacun d'eux, on peut alors définir
une fonction inclusion.%&q'dfordre q de la m@me fagon que lors de

la recherche des bases premiéres.

eof vue
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Pour chacun des impliquants Y de 1la borne inférieure m(F), on
cherche les X; tels que Y ( Xe o On falit alors la somme des
fonctlonsﬂ q ainsi trouvees, ce qui nous donne une fonction

1nclusmn%§ relative & Yj‘

Le produit des 033 nous donne une fonction Réalisation K2 d'ordre g

analogue & la fonction Base @Dq.

Théordme 9-3 :

A tout impliquant premier de&o il correspond une réalisation

irrédondante en deux étages de la fonction incompléte, et

8 i et IS el e et i 24P

inversement.

Exemple 9-5 :

Soit la fonction incompléte donnée par les bases complétes

de ses bornes :

\M(F) = ac + ad' + a'be' + a'bd + b'c + b'd'+ cd + c'd' + ab'
im(F) = abd' + a'bd + a'b'ec + a'ed

Cherchons d'abord les réalisations R(F) a'ordre zéro.
L'impliquant premier ab' de M(F) est inutile pour cela

comme ayant un produit nul avec m(F).

Cherchons les relations de consensus entre les autres :
acl/ ad'2 / a'be'3 / a'bdk / b'e5 / bta'é / ed7 / c'a'8 /
vedld / be'd'23 / a'c'd'36 / a'cdds / cdils / c'd'es6 /
2d'18 / a'bds7 / v'd's58 / ac27 / a'be'48 / b'ch7.

On a:“’i (abd') = 2 + 18

s‘ﬂ(a'm) 4o+ 37
‘j (a'b'e)= 5 + 67

il

j(a'cd) =T+ 145 + 45
- N’ —
pour cd pour a'cd
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:D’oﬁ :
Eggo
&

2+ 18)(4 + 37)(5 + 6T)(T + W45 + 45)

I

i

a'bd + b'e.

Cherchons la réalisation minimale de F', On a :
M(F') = ab' + ad + a'pd’ + a'c’d' + b'e’
m(F')

i

abe'd + a'bed' + a'b'e'd.

La réalisation de collt minimal de F' est :

R(F') = ad + a'bd" + b'c’

probablement identique.

b'c et qui correspond & la sulte 245 qui donne R(F) = ad' +

Nous pouvons donc prendre R(F) ou R(F') qui sont de colit

2357 + 13578 + 2U6T7 + 14678 + 2267 + 13678 + 245 + 1458.

I1 y a une solution minimale donnée par la somme ad' + a'bd +

Considérons la fonction plurale P associée & la fonction incompléte F.

On trouve facilement quels sont les impliquants gul ne sont pas utiles :

®

ce sont les impliquants premiers de P ot la variable informationnelle

apparatt sous la forme 3.

On obtient alors, aprés suppression de ces termes, une fonction plurale

réduite P* qui ne prend plus la valeur 3 pour aucun état des variables.

Les impliquants premiers de P¥ oY la variable informationnelle apparalt

sous la forme 2 (ou 1) sont susceptibles de figurer dans la réalisation

de F (ou de F') . Ce sont des impliquants premiers de M(F) et de M(F').

On est alors ramené au cas de 1l'algdbre booléenne classique.

Exemple 9=6 :

Reprenons la fonction F de 1'exemple 9-5,donnée par les

bases complétes de ses bornes supérieures 3

no/oeo
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M(F) :ac /ad' /a'be' /a'bd / b'ec / b'd' /cd / c'd' / ab'
M(F') : ab' / ad / a'bd' / a'e'd' / b'e'.

Il lui correspond la fonction plurale P donnée par 1l'implica-

tion : ac2 /ad'2 / .... / ab'2 /ab'l / ... / b'e'l.

Cherchons ses impliquants premiers :

ap'd’ / ac2 / ad'2 / a've'2 / a'bd2 / b'e2 / b'a'2 /

cd2 / c'd'2 / ab™ / adl / a'e'd'l /b'e' 1 / ab'3 /

acd3 / a'be'd'3 / a'bletd™ / b'c'd's / a'c'd's.

On en déduit la fonction P* réduite donnée par sa base com-

pléte 1 ac2 / ad'2 /a'be'2 / a'bd2 / b'e2 / b'd'2 / cd2 /
2'd'2 / adl / a'e'd'l / b'c'l.

On en déduit les monbmes susceptibles de figurer dans les

réalisations minimales :

l)de F :ac /ad' /a'be' /a'vd / b'e

2) de F' : ad / a'c'd' / ple'.

Remarque 9-7 :

A une base premiere de P¥ il ne correspond plus forcément une

ase premieére de F et une de F'.

o

(n peut avoir, en effet, dans une base premiére de P, deux mo-

ndmes Al Jl et A2 J2 tels que Al 5: A2 et Jl :> J2.

Si la suppression des 3 dans les matrices informationnelles

| X +* *
transforme J. et J, en Jf et J5 ‘tels que J

1 2

supprimer A Ji qui est inférieur ou égal A A, Jse

J; , on peut alors

Remarque 9-8 :

On peut encore, comme pour les fonctions complétes, trouver une

réalisation irrédondante de la fonction, par un test d'inclusion.

On applique encore le processus d'exclusion des impliquants
premiers d'une base de M(F). Un monfme est exclus, si pour tous les
mondmes Xl"’
base quelconque de m(F), le test d'inclusion dans l'ensemble des monbmes

Xp qui sont ses intersections avec tous les impliquants d'une

restants est vérifid. /
LN . e
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Exemple 9-7 :

Soit la fonction incompléte donnée par les bases complétes

de ses bornes.

1)

N

%)

M (F) = ab" + ac + ad’ + a'be' + a'vd + b'ec + b'a’' + cd
+ c'gt
m (F) = abd' + a'bd + a'b'e + a'ed
Exclusion de ab'

Son intersection avec m(F) est nulle. Donc ab' peut Stre
éliminé. Il reste :
ac / ad' / a'be' / a'bvd / ble / b'd’

Exclusion de ac

Son intersection avec m(F) est abed'.

On vérifie 1'inclusion de abed' dans 1'ensemble

ad' / a'be' / atbd / b'c / v'd' / cd / cfd

Un seul monome pour 1'intersection : abed'. Le test est
positif et ac éliminé.

T1 reste : ad' / a'be’ / a'vd / b'e / b'd’.

Exclusion de ad’

Son intersection avec m(F) est abd'.
Testons 1'inclusion de abd' dans a'be' + a'bd + b'c +
p'd.

Le test est négatif. Donc ad' est nécessaire,

a'be', n(®) = a'be'd

Testons a'be’'d : Test positif,
a'be! peut &tre éliminé. Il reste :
ad' / a'bd / b'e / b'd.

a'bd
a'bd. m(F) = a'bd
Testons a'bd : Test négatif

L'ensemble est inchangé.

oo/coo
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6) b'ec
ble.m(F) = a’b'e
Testons a'b'ec : Test négatif.

7) p'd
b'd.m(F) = a'b'ed
Testons a'b'ed : Test positif,
I1 reste 1'ensemble ad' / a'bd / b'c qui est une réali-
sation irrédondante de la fonction‘incompléte et qui
se trouve &tre celle de coft minimal parmi les 8 réalisa-
tions de la fonction que 1l'on a trouvée par la méthode
de la fonctionggb. (voir exemple 9-5).

94 - CAS D'OUN SYSTEME DE FONCTIONS

Nous ne nous occuperons ici que des fonctions incomplétes, toute
fonction compléte n'étant que le cas particulier d'une fonction
incompléte ol §§(F) =0 et m(F) = M(F).

Considérons un systéme de g fonctions simples Fl,.,Fg.

Les mondmes susceptibles de figurer dans une réalisation minimale
d'une fonction Q’, sont des impliquants de M(FL), formés dans le
pramier étage. Or, un tel mondme X peubt aussi entrer dans la réalisa-
tion d'une autre fonction Fj“ C'est donc un impliquant premier du
produit M(F‘b).M(Fj).

D'olt la propriété : les mondmes formés dans le premier &tage sont
des impliquants premiers des intersections des bornes superleures
M(F ) [ou.M(F )] prises 1 31, 2 32, 3 2 3,..,8 2 g.

Soit M un tel monome. Supposons qu 11 ait été formé par 1'inter-
section de plusieurs bornes supérieures dont M(EL). Pour qu'il serve
4 former R(EL) 11 est nécessaire que son intersection avec m(EL) ne soit

pas nulle.

a-/-.o
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On disposera done, pour réaliser une fonction simple FL,’
d'un certain nombre de monSmes qui ne seront pas forcément impli-
quants premiers de M(F;J)° Il faudra alors chercher les relations
de consensus entr'eux et l'on sera ramené au probléme de la réali-

sacion d'une fonction simple incompléte,

On voit ici apparaltre 1'intérét de la recherche des rela-
“ions de consensus entre des monSmes d'un ensemble ol figurent deux

termes A, et A, tels que ¢ A . A,.
g vets ave  a o iy

A

On obtient alors, pour chague fonction F » une fonction

ation gﬁgq du type classique avec q = 0 ou 1,

Dans un méme systéme de fonctions & réaliser, on peut avoir

G = ' pour certaines fonctions et 9 = 1 pour les autres.

Chaque g§19 étant connue avec son ordre particulier, on ob-

tient pour 1'ensemble du systéme une fonetion gﬁo en falsant leur

8.1, b,

Chague impliquant premier de gﬁ& donne encore un ensemble

A
(o :

produl

irrédondant de monSmes & former dans le premier étage.

Pour diminuer le nombre de liaisons entre les deux étages,
on peut affecter & chaque variable un indice indiquant pour quelle
fonction le monSme correspondant est nécessaire., On a alors, au mo-

ment du passage de(giQ en sommes de produits,vé admettre 1'égalité :

L'intersection du fait que Au est nécessaire pour F,. et du
Zidlt que Au 1'est aussi pour Fj est, en effet, le fait qu'il 1l'est

a4 la fois pour les deux.

nou/sae
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Exemple 9-8 :

Soit le systéme : F, =ab + be'
F2 =a ¢ + be
F, = ab' + ac
3

Proposons-nous de trouver sa réalisation minimale d'ordre zéro.

On a F1°F2 = Fl'F3 = F2.F3 = Fl.F2.F3 = abc._

Numérotons les monOmes intéressants : abl / abec2 / ab'3 / aclt /
a'e5 / beb / be'T.

Formons Fl' On peut utiliser ab, bc' et abe, les relations de

consensus sont : abl / abc2 / be'7 / ab27.

D'ou gii = (1 + 27)7 = 17 + 27.

pe meme S, = 25 + 56 et Bb, = 23 + 3.,

Dol §§,= (1171 + 2071025, + 536) (3555 + 354
= 13.4,56 7 +2,.3, 57

33221 125 73 "2 '1
Le deuxiéme terme de égtD A2 ) ™)
P

nous donne un circuit pouvant :§;>——>»Fl
8tre de cofit minimal. E{:)__[\
)
I1 faut ensuite effectuer les ’ + -
mémes opérations pour toutes ?\\\¥ Af 2
) . A '
les combinaisons possibles : 5
F.FF , F.F F.,... J"// — F
1’273 "172 73° |+ 3
. A
Exemple 9-9 : i:E)d)

Soit le systéme de fonctions dont nous nous proposons de trouver

la réalisation minimale d'ordre 1 :
m(Fl) =ab + ad' + be'd' + ac

ab + ac 4+ ad' + be' + a'c'd

M(Fl)
m(F2)

M(FE)

abe + ad + ab'e' + b'cé'd

i

ab' + ac + ad + a'be' + c¢'d
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M(Fl) et M(Fg) sont donnds par la somme de leurs impliguants

premiers (base compldte).

a'c'd est inutile dans M(Fl) car il est extérieur & m(Fl)

De méme a'be' est inutile dans M(Fg).

Le produit M(Fl)°M(F2) domné par sa base compléte est

abd + ab'd' + ac + a'be' + a'e'd + be'd

a'be' y est inutile comme extérieur a m(Fl)

a'c'd "

1" 1t

i

On dispose de dix impliquants premiers utilisables.

Finalement, nous trouvons les fonctions "Inclusion"

Ordre ZERO Ordre 1

ab O + 47 + 16 + 468 0 + 1467
m(Fl) ad' 6+ 03 + 347 6
be'd' 7 7
ac 4 4

ad 5 4+ 12 + 49 + 248 5 + 1249
n(F,) ab'e! | 235+ 39 + 349" 2
abe b+ 477+ 16 + 4687 4
b'e'd o] 9

(o]
gb: (ol + 4171 + 1161)...,(42 + 1262)92

0
E?b admet 8 impliquants premiers :

15310M 50007195 /o ve /3456, 719,

Celui qui parait le plus économique est 3

au circuit de cofit minimal d'ordre zéro.

124127192 qui corres-

e/ e
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D > R(F;)
\ |
D > R(F,)

De la méme fagon on a quatre impliquants premiers pour &l’
celui donnant le circuit du cofit minimal étant 11222412
6.7.9,. Le circuit comprend donc six éléments dans le premier

1172
étage, au lieu de quatre pour 1l'ordre zéro. Il est toutefois plus
économique que celui que 1'on aurait eu en prenant 1'ensemble
des impliquants premiers des bornes supérieures, ce qui nous

aurait conduits & un circuit & sept éléments dans le premier

niveau.

L'introduction des fonctions plurales assocides au systime de

fonction simple est également trés intéressante.

On commence par rechercher la base compléte de la fonction

plurale P associée & un systéme de fonctions. b

On transforme cette base par remplacement de tous 1és 3 des

variables informationnelles J par des zéros. oK o Wi L e A
[F PTG

On obtient ainsi une fonction plurale P* associde & P, dont
on obtient la base compléte par suppression des monSmes inclus dans

d'autres a la suite de la transformation des 3 en O. ok "

\

e/
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Supposons que l'on veuille former par le circuit FlpF ,F'ﬁquaen,
on multipliera les impliquants premiers de P¥ par la matrice 2 1 1 2 ..
(le chiffre 2 [;ou 11 au i=iéme rang correspondant au fait que 1l'on

décide de former F . [ou Ffj .
A ~

I3 restera alors un ensemble de mondmes dqui seront tels que tous
les monomes ayant ou 2 {ou un 1) dans le i-iéme rang de leur matrice

gseront intéressants pour réaliser Fi/(ou rY.
A

Onn est alors ramené au probléme classique de la rdalisation des

systémes de fonctions.

Exemple 9-10 ¢

Au systéme de fonctions de 1'exemple 9-0 correspond la
fonction plurale P donnée par sa base compléte :

a20 / ab2l / ab'33 / ab'c33 / ac2l / ad33 / a'bell /
é”bd’l.} / a'ed'13 / a'c'02 / ata'12 / bed3l / vdlol /
bled'13 / v'e'22 / b'c'd2s / v'efd'se / b'ael / v'atie /
c01 / ed2l / c'd22 / d20.

Il lui correspond la fonction P¥: N B

a20 / avel / ac2l / a'bell / qﬁﬁéﬁgﬁ// @iﬁéﬁﬁ@f/ a'cl02 /
a'd'l2 /_beddT / bd'0l / blealu / b'e'22 / bTEbed0 /
b'a /62/"b*d21/bde/cOl/chl/chQ/dBO

T

On en dedultfa01lement les mondmes 1nteressants suivant

ce que 1l'on veut réaliser.

Ainsi, pour réaliser Fl et Fsg, on utilisera les mondmes

ayant 20, 21,01, 11 ou 21, comme variable informationnelle.

220 / ab2l / ac2l / a'bell / blo'ee / ©'d21 / ¢01 / ed2l /
c'de? / d20 qui deviennent aprés leur intersection avec§2£f3vi
| 820 / av2l / ac2l / &' ,bczik/ ble’20 / b?o}zs\/ c0l /

| el / etdeely @20, (up o as L

Pour former R(F ) on prendra ceux ayant 2 comme premier chiffre,

et pour R(F ) ceux ayant un 1 comme second chiffre dans leur J.

oe/uew
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On peut encore opérer de la méme fagon que pour les systémes
"~ de fonctions, en cherchant les relations de consensus entre les dif-
férents mondmes et en formant pour chaque impliquant de m(EL) une

fonction "Inclusion" et pour 1'ensemble une fonction "Réalisation".

I1 est possible d'opérer pour la recherche d'une base pre-
miére seulement comme on 1l'a fait dans le cas d'une fonction incom-

- pléte.

Pour cela, on multiplie la fonction P¥ par la matrice J =

2112 ... pour la réalisation du systéme Fl’Fé’Fé’F4°"

On obtient alors un ensemble de monSmes formant 1'implication

d'une fonction P¥* 5: P*,

On élimine alors de 1'implication de P* chaque mon®me aprés
avoir testé que ses différentes intersections avec les impliguants

de P¥ sont toutes couvertes par les monfmes restants.
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