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Introduction

Contexte général

Systémes enfouis : La notion de systéeme embarqué est apparue lors de la conquéte de 1’espace, quand
il a fallu placer un systeéme informatique a bord des vaisseaux spatiaux. De cette époque vient le terme
anglais « embedded system » qui a été traduit par « systeme embarqué ». Depuis, I'utilisation de tels
systemes s’est largement répandue, et I’on en trouve actuellement jusque dans les réfrigérateurs. Ainsi,
le terme « systeme embarqué » n’étant plus adapté, on lui préfere le terme de « systeme enfoui ».

Un systeme enfoui est un systeme logiciel ou matériel qui forme un composant d’un systeme plus
complexe. Ces systemes doivent fonctionner sans intervention humaine. Ils sont spécialisés pour ef-
fectuer certaines opérations. Ces systemes sont présents dans les télécommunications et les transports,
mais aussi dans de nombreuses applications plus discrétes mais d’une importance critique comme les
systemes de controle aérien et les centrales nucléaires. Ces systemes associent intimement les dévelop-
pements logiciel et matériel, informatique et électronique. Ils sont constitués de circuits intégrés. Ces
derniers peuvent contenir plusieurs millions de transistors.

La conception des systemes enfouis est un processus difficile : la complexité croissante des applica-
tions, 1’évolution rapide des technologies de réalisation des circuits intégrés, nécessitent la conception
de nouvelles architectures de systemes numériques. Les méthodologies de conception associées doivent
étre capables de tenir compte de nombreuses contraintes : temps réel, fiabilité, complexité, consomma-
tion. La conception des systemes enfouis nécessite un niveau de fiabilité important, du fait de 1’aspect
« critique » de ces systemes tout comme de leur complexité croissante et de leur importance grandissante
dans le monde actuel. Les méthodes de conception et de vérification y sont souvent moins développées
que pour la conception de logiciel. Néanmoins, le besoin en fiabilité et en complexité réclame 1’ utilisa-
tion de méthodes et modeles de haut niveau pour garantir la sécurité des développements.

Pour concevoir ces systemes, des méthodes de « codesign » sont utilisées : les parties matérielles et
logicielles sont développées simultanément. Les techniques de conception consistent en des raffinements
successifs d’une description haut niveau d’abstraction (spécification) jusqu’a une description bas niveau
(implémentation) en incluant des techniques d’optimisation. Pour effectuer cette synthése, le concepteur
utilise des outils automatiques. Cependant, il est rarement prouvé que ces outils préservent la sémantique
de la description initiale. De plus de nombreuses optimisations peuvent étre introduites manuellement,
et peuvent donc générer des erreurs. Il est donc important de vérifier que le systéme obtenu reste correct
vis-a-vis de sa spécification initiale ; les techniques de vérification formelle sont indispensables lors de
la conception de systemes enfouis.

Vérification La vérification formelle des systemes enfouis est fondamentale dans la conception de
tels circuits. Elle permet d’assurer que les systémes respectent bien leur spécification. Afin de limiter
les cofits et le temps de conception, les systemes sont généralement décrits de maniere générique, a
I’aide de parametres. Ils sont ainsi facilement réutilisables. Les propriétés sur ces systeémes doivent donc
étre prouvées pour toutes les valeurs des parametres. Apt et Kozen [4] ont montré que prouver que
des architectures paramétrées étaient conformes a leur spécification n’était pas décidable. Cependant



de nombreuses heuristiques ont été développées (nous en présenterons quelques-unes dans le chapitre
sur I’état de I’art). Pour vérifier les propriétés et les spécifications, il existe actuellement deux types
de méthodes : la vérification utilisant des prouveurs de théorémes et la vérification a 1’aide de modele.
Selon le probleme étudié, 1’'une ou I’autre des méthodes est utilisée.

— Prouveur de théorémes [41, 54]. L'utilisation de prouveur de théoréme permet d’effectuer une
vérification hiérarchique au cours de la synthése. A chaque étape de raffinement, on vérifie que
le systeme raffiné est équivalent au systeme précédent, c’est-a-dire que les signaux de sorties
des deux systémes sont égaux si les signaux d’entrées le sont. Pour cela, I'utilisation d’un prou-
veur de théorémes est particulierement adapté. En effet, les prouveurs de théorémes permettent
de modéliser un circuit a différents niveaux d’abstraction. Le circuit initial et le circuit raffiné
sont traduits dans le formalisme associé au prouveur de théoremes et les théorémes nécessaires
pour prouver 1’équivalence sont automatiquement générés. La vérification hiérarchique pose le
probleme suivant : les circuits doivent respecter un format particulier pour pouvoir €tre automati-
quement traduits et pour que les théorémes puissent étre générés. Cette méthode n’est pas toujours
compatible avec les outils de synthese automatique qui ne respectent pas forcément les formats
nécessaires a la preuve. De plus, I'utilisation de prouveurs de théorémes nécessite trés souvent
I’intervention de I’utilisateur qui doit préciser les tactiques a utiliser.

— Vérification a I’aide de modele [70]. L’idée ici est de définir un niveau d’abstraction et d’écrire un
modele, ¢’est-a-dire une description formelle du circuit a ce niveau d’abstraction. Il faut aussi dé-
finir les propriétés exprimant la correction du modele pour ce niveau d’abstraction. Ces propriétés
sont généralement écrites dans une logique temporelle. Puis, on vérifie que toutes les exécutions
du modele vérifient les propriétés. L’idée est de vérifier systématiquement toutes les situations
possibles qui peuvent apparaitre au cours d’une exécution. Le principal inconvénient de cette ap-
proche est I’explosion combinatoire du nombre d’états par rapport a la taille du modele. Tant que
les systémes ne sont pas trop gros et qu’ils ont un nombre fini d’états, on peut utiliser les tech-
niques de vérification de modele « model checking ». Cependant, dans le cas qui nous intéresse,
celui des architectures régulieres paramétrées, ces méthodes ne sont plus utilisables directement.
Pour prouver de tels systemes, 1’idée est d’utiliser des techniques d’abstraction qui permettent
de représenter de maniere finie un nombre d’états infinis, et de générer automatiquement des in-
variants. Ces méthodes sont assez difficiles a mettre en place et nécessitent généralement une
intervention importante de 1’utilisateur qui doit ajuster des parametres.

Les méthodes formelles de vérification, indispensables a la conception des systemes réguliers paramé-
trés, sont justement difficiles a mettre en place dans ce cadre et nécessitent une intervention importante
de I'utilisateur.

Problématique

Dans ce mémoire, nous ne nous intéresserons qu’a un certain type de systeémes enfouis. Les systemes
que nous étudierons présenteront une certaine régularité, c’est-a-dire qu’ils peuvent étre décomposés en
un nombre restreint de cellules distinctes et simples. L’ensemble des cellules (qui peuvent étre trés nom-
breuses) est connecté de maniere réguliere en suivant des structures géométriques (anneau, hypercubes,
...). Ces systemes permettent d’effectuer des calculs tres complexes appliqués a un grand nombre de
données a partir d’un petit nombre d’opérations de base. Pour de tels systémes, nous parlons alors de
circuits réguliers ou d’architectures régulieres.

Pour exploiter ces modeles réguliers, des techniques ont été développées depuis les années quatre-
vingts, fondées sur le formalisme des équations récurrentes. Ce formalisme permet la description d’un
algorithme a différents niveaux d’abstraction : on peut tout autant d’écrire une architecture a un haut
niveau d’abstraction qu’a un niveau proche de I’implémentation. Nous nous intéresserons ici plus parti-
culierement aux équations récurrentes affines sur des domaines polyédriques. Ce formalisme est appelé
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modele polyédrique [97].

Le modele polyédrique se fonde donc sur la combinaison d’Equations Récurrentes Affines (ERA)
et de polyedres entiers (c’est-a-dire I’intersection de Z™ avec un sous-espace de Q™ délimité par un
nombre fini d’hyperplans). Une variable polyédrique est définie sur un domaine polyédrique (une union
finie de polyedres) par une ou plusieurs équations récurrentes affines. Une variable polyédrique est une
application d’un domaine polyédrique dans un espace de valeurs (R, Z, booléens), elle peut étre vue
comme une généralisation de la notion de tableau multidimensionnel : a chaque point du domaine de
la variable polyédrique correspond une variable scalaire que 1’on appelle ici instance. Une instance de
la variable est définie de maniére unique par rapport aux autres instances par une équation (la nature
équationnelle du modele fait que les instances d’une variable ne peuvent avoir qu'une valeur définie
possible). Une ERA permet de définir les valeurs de toutes les instances. Pour connaitre la définition
d’une instance en un point z, il suffit de restreindre le domaine de I’ERA au point x. Nous appelons
systeme un ensemble d’équations récurrentes affines. Ce modele permet de représenter des systemes
paramétrés, en utilisant des parametres symboliques.

Le modele polyédrique permet de représenter facilement des calculs réguliers. Il permet de spécifier,
de raisonner, d’analyser, de transformer, et de paralléliser des équations récurrentes affines et ainsi de
générer une architecture parallele réguliere. Ce modele a été a 1’origine développé pour la synthese de
réseaux systoliques [59]. II est aussi utilisé pour I’analyse et la transformation de nids de boucles a
bornes et a références tableaux affines [36, 26, 37].

Pour exprimer des systemes dans le modele polyédrique, I’équipe R2D2 de I’IRISA a développé le
langage ALPHA. Un programme ALPHA est un systeéme d’équations récurrentes affines définies sur un
domaine polyédrique. Le langage ALPHA est un langage a assignation unique : on ne peut assigner
qu’une seule valeur a chaque instance de variable.

Ce modele permet d’obtenir rapidement une architecture réguliere. Tout d’abord le systeme est décrit
dans le modele polyédrique a un haut niveau d’abstraction. Pour obtenir la description bas niveau, on
procede par raffinements successifs d’une spécification algorithmique vers son implémentation. Ces
techniques permettent donc d’obtenir rapidement une architecture réguliere. Dans le cadre du langage
ALPHA, nous utilisons I’environnement MMALPHA qui permet de manipuler et de transformer des
descriptions haut niveau en un systeme régulier.

Jusqu’ici, la correction des systemes obtenus reposait sur deux bases : (i) ’utilisation, au sein d’un
formalisme unique tout au long de la dérivation, de transformations préservant la sémantique des sys-
temes ; (ii) ’interfacage avec un démonstrateur de théorémes lorsqu’il était nécessaire de prouver des
propriétés « complexes ». Toutefois, les méthodes implémentées jusqu’ici ne permettaient que de prou-
ver des propriétés fonctionnelles (des prédicats reliant les entrées aux sorties), et ne tiraient pas profit du
modele polyédrique.

Le but de ce mémoire est d’automatiser la vérification de propriétés de stireté sur des sys-
temes décrits dans le modele polyédrique avec des parametres formels. De maniere infor-
melle, une propriété de slireté assure que quelque chose ne se produira jamais. Dans ce
travail, nous ne nous intéresserons qu’a des propriétés de sfireté sur des signaux de contrdle.
Les signaux de contrdles sont représentés par des variables booléennes (les termes variable
et signal seront utilisés de maniere interchangeable). Ces signaux sont des signaux qui n’in-
terviennent pas directement dans le calcul du résultat fonctionnel du systeme. Ils sont soit
générés automatiquement soit introduits manuellement dans la phase finale de la synthese
et servent par exemple a contrdler les acces aux registres.

La démarche Le probleme que nous venons d’énoncer €tant vaste, nous avons commencé par res-
treindre notre champ d’investigation. Nous avons ainsi restreint la forme des propriétés étudiées. Dans
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un premier temps, nous devrons prouver qu’un signal vaut, sur tout un domaine, une valeur constante.
Notre probléme est donc le suivant :

Prouver que pour un signal X et sur un domaine D :
— soit chacune des instances de X définies sur D vaut la constante vrai,
— soit chacune des instances de X définies sur D vaut la constante faux.

Pour construire ces preuves, nous avons développé différentes techniques de preuve :

— Substitution par constante. Comme les signaux sont définis récursivement, le raisonnement le
plus adapté est la récurrence. Nous avons automatisé ce raisonnement sous forme d’une technique
de substitution par constante :

Cette premiere technique s’applique a des propriétés s’exprimant a l’aide d’une va-
riable définie par récurrence. L’idée est de prouver la propriété récursivement en uti-
lisant une induction induite par ’ordonnancement' . Ainsi, nous supposons connaitre
les valeurs des instances de la variable jusqu’a un instant donné t, et dans les équa-
tions des instances définies a t + 1, nous substituons les instances définies avant t + 1
par leurs valeurs. Grdce a la forme générale des équations récurrentes affines, qui
permettent de définir simultanément les valeurs d’un ensemble (potentiellement infini)
d’instances d’une variable, nous mettons en ceuvre une seule substitution syntaxique
pour toutes les instances. La récurrence est ainsi « cachée » derriere cette substitu-
tion : elle n’apparait que dans la preuve de la correction de la régle de substitution
par constante. Si I’expression obtenue apres substitution est trivialement vraie sur tout
le domaine considéré, la preuve est terminée. La présence d’instances dont la valeur
est fausse permet en revanche de fournir un contre-exemple.

Cette technique nous a permis de prouver une propriété de contrdle sur un filtre adaptatif. Cepen-
dant, cette technique n’est pas suffisante : aprés avoir utilisé cette technique, nous n’obtenons pas
toujours une constante, nous pouvons obtenir une expression e. Il faut prouver que cette expres-
sion polyédrique vaut vrai (ou faux) sur tout un domaine. Nous avons donc recherché de nouvelles
techniques de preuve.

— Recherche d’auto-dépendance. Si les variables ne sont pas définies récursivement (c’est-a-dire,
en considérant une variable X, la définition de X ne fait pas intervenir d’occurrence de X') nous
ne pouvons pas faire de substitution par constante. L.’idée a donc été de transformer ces variables
en variables récursives (définies a 1’aide d’occurrences d’elles-mémes, ou autrement dit a 1’aide
d’auto-dépendances) afin de pouvoir ensuite utiliser la technique de substitution par constante.
Nous avons appelé cette technique recherche d’auto-dépendance.

La recherche d’auto-dépendance s’applique a des variables qui ne sont pas définies
récursivement. L’idée est de transformer ces variables en variables récursives. Nous
utilisons des principes de réécritures et des techniques proches de ['unification.

Cette technique de recherche d’auto-dépendance ne peut s’appliquer que dans certains cas que
nous avons caractérisés. Cependant, en généralisant cette technique, nous obtenons des résultats
intéressants en pratique. Cette généralisation est appelé recherche de motifs.

— Recherche de motifs. Lors de la construction des preuves nous avons constaté que pour certaines
expressions nous n’arrivions pas a construire de preuve et que ni la recherche d’auto-dépendances
ni la substitution par constante ne donnaient de résultats. Ces expressions sont composées de sous-
expressions qui servaient a définir des variables. L’idée a donc été de remplacer tout d’abord ces
sous-expressions par la variable définie par ces sous-expressions, puis, si nous connaissions la
valeur de ces variables d’utiliser le principe de substitution par constante. Nous avons appelé cette
technique recherche de motifs.

"Nous travaillons sur des systémes ordonnancés, c’est-a-dire qu’un des indices (généralement le premier) de chaque variable
représente I’instant ot les instances de cette variable seront calculées.
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La recherche de motifs permet de simplifier les expressions des variables. L’idée est
de substituer une expression par une constante. Comme dans la recherche d’auto-
dépendances, nous utilisons des principes de réécritures et des techniques proches de
lunification. La recherche d’auto-dépendance est une application de la recherche de
motifs.

Les trois techniques que nous venons de présenter ne sont cependant pas suffisantes pour construire
une preuve. Dans certains cas, nous avons été amenés a prouver des propriétés sur des domaines
plus grands que ceux fournis initialement.

— Agrandissements et Pseudo-pipelines. Nous avons donc trouvé des heuristiques pour agrandir
automatiquement les domaines. Nous avons constaté que pour certaines variables, 1’agrandisse-
ment du domaine ou devait étre construit la preuve était treés simple a obtenir. Nous nous sommes
donc intéressés a ces variables que nous avons appelées pseudo-pipelines car elles correspondent
a la généralisation de la notion de pipeline. Ces variables ont la particularité de bien propager les
valeurs, c’est-a-dire qu’en connaissant la valeur d’une instance en un point, nous pouvons faci-
lement en déduire la valeur d’autres instances sur tout un domaine. En effectuant une recherche
systématique de ces variables et en propageant leurs valeurs, nous avons réussi a proposer des
heuristiques d’agrandissement de domaine donnant en pratique de bons résultats.

— Parametres. Jusqu’a présent, nous nous sommes restreints a un type trés précis de propriété :
prouver qu’un signal vaut une valeur constante sur tout un domaine. Pour lever cette contrainte,
nous avons enrichi nos techniques de spécification des propriétés. Pour cela nous ajoutons des pa-
rametres. L’ajout de parametre modifie légerement la maniere d’interpréter la notion de construc-
tion de preuve : nous obtenons des preuves paramétrées, pour certaines valeurs des parametres
nous aurons construit une preuve et pour d’autres nous aurons construit des contre-exemples.
Cette notion nous a ouvert d’autres voies. Nous avons ainsi développé des tactiques spécifiques
aux preuves paramétrées comme des démonstrations par I’absurde, des preuves par récurrence
sur les parametres”. En appliquant ces différentes tactiques, nous sommes en mesure de prouver
(pour le moment semi-automatiquement) des propriétés d’exclusion mutuelle et de priorité sur un
arbitre matériel.

Contributions

Notre travail a permis de développer un cadre de preuve formelle lié au modele polyédrique.

— Nous avons tout d’abord défini un premier cadre formel de spécification, puis nous avons défini
formellement un ensemble de régles de preuve. Trois de ces régles, la substitution par constante, la
recherche d’auto-dépendance et la recherche de motif sont indissociables du modele polyédrique.
La regle de substitution par constante permet de substituer simultanément un ensemble d’instances
par une constante ; la regle de recherche d’auto-dépendance permet d’introduire automatiquement
des auto-dépendances et la recherche de motif permet de simplifier I’expression du systéme. Nous
avons montré que ces regles étaient correctes vis-a-vis de la sémantique.

— Nous avons ensuite défini des techniques d’automatisation de preuve : nous avons caractérisé
un certain nombre de cas ou la terminaison de 'itération des reégles de preuve était décidable
et d’autres ou la terminaison de I’itération était indécidable. Ceci nous a permis de fournir un
algorithme capable de construire soit une preuve ou un contre-exemple de la propriété, soit de
nouveaux sous-buts a prouver.

— Pour accélérer la construction de la preuve, nous avons développé des heuristiques d’agrandis-
sement de polyedres. Ces heuristiques donnent des résultats intéressants dans la mesure ou les

%La substitution par constante correspond quant 2 elle 3 une récurrence sur I’indice représentant le temps. Cependant, cette
récurrence est cachée : elle n’est utilisée que pour prouver de la correction de la regle. En pratique, quand nous utilisons la
regle de substitution par constante, nous n’effectuons donc aucune récurrence.
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variables sur lesquelles portent la preuve respectent une certaine structure. Nous appelons ces
variables pseudo-pipelines. Ces variables sont largement utilisées dans les systémes sur lesquels
nous travaillons.

— Enfin, nous avons enrichi le cadre de spécification de propriétés dans le modele polyédrique.
Nous ne présenterons ici que la syntaxe de nos propriétés. Nous avons ensuite développé des
tactiques de preuve liées a ces formules. Ces tactiques s’appuient sur 1’ajout de parametres et sur
des calculs de contraintes. Nous nous contenterons ici de présenter I'intuition de ces tactiques, la
formalisation n’est pas complétement achevée.

Ces travaux ont été en partie implémentés dans 1’environnement MM ALPHA :
— toutes les regles de preuve,
I’algorithme d’automatisation,
I’ajout des parametres,
le calcul des contraintes.
Cette implémentation a permis de prouver des spécifications sur trois systémes matériels :

— un filtre adaptatif (preuve automatique),

— un produit matrice-vecteur (preuve actuellement semi-automatique, il manque I’'implémentation
des heuristiques d’agrandissement),

— un arbitre matériel distribué (preuve semi-automatique).

Publications Ces travaux ont mené a un rapport de recherche, une publication dans une conférence et
une publication dans une revue.
— La publication [18] dans la conférence internationale MEMOCODE’03 reprend principalement le
chapitre 4 et aborde le chapitre 5. Les détails techniques de cette publication sont présentés dans
le rapport de recherche [19].
— La seconde publication [20] paraitra en décembre 2004 dans la revue Transaction on Embedded
Computer Systems, ACM. Elle reprend les chapitres 4 et 5, et aborde le chapitre 6.
Ces deux publications ne prennent pas en compte la formalisation sous forme de systeme de preuve
présenté dans ce document.
D’autres articles sont en cours de rédaction sur I’opérateur d’agrandissement, et sur la représentation
des quantifications a 1’aide de parametres.

Plan

La premiere partie de ce travail sera consacrée a un état de 1’art et a la présentation de la séman-
tique de notre modele. Dans la seconde partie, nous présenterons les travaux effectués au cours de cette
these. Le chapitre 3 illustrera sur un exemple notre processus de preuve. Le chapitre 4 nous permet-
tra de présenter notre systeme de preuve, et nous fournirons pour cela une méthode de spécification
des propriétés. Le chapitre 5 nous permettra d’aborder les problemes liés a I'itération des regles de
preuve, et nous montrerons quels sont les cas pour lesquels I’itération est finie. Dans le chapitre 6, nous
nous intéresserons a I’automatisation de notre processus de preuve, et nous fournirons un algorithme
de construction de preuve. Dans le chapitre 7, nous nous intéresserons aux techniques d’accélération et
d’agrandissement de domaines. Le chapitre 8 sera consacré a I’étude d’application et dans le chapitre 9,
nous nous intéresserons a I’exemple de I’arbitre et nous présenterons les différents travaux en cours de
formalisation.



Premiere partie

Contexte






Chapitre 1

Etat de art

La conception de systemes matériels complexes est de plus en plus difficile. Les pressions écono-
miques et I’évolution rapide du marché demandent des temps de conception de plus en plus courts. Il
est donc important qu’une fois un systéme ou un circuit obtenu, il puisse €tre réutilisé. Pour cela, les
systemes sont décrits de maniere générique a 1’aide de parametres symboliques dont la valeur n’est pas
connue a priori. Ces circuits sont congus a partir d’une synthése de haut niveau : les systémes sont tout
d’abord spécifiés a un trés haut niveau en termes de diagrammes, de tableaux ou de textes informels.
Puis, par des techniques de synthese, les systémes sont affinés jusqu’a obtenir une description physique.
Ces méthodes de synthése sont actuellement plus ou moins automatisées, mais nécessitent toujours une
intervention humaine pour obtenir I’architecture la plus optimisée possible. Ce cycle de production est
long et le temps de test laissé a la fin de la conception en est d’autant raccourci. Une erreur a un niveau
quelconque de la conception peut s’avérer tres coliteuse, et pour certains systemes embarqués les erreurs
sont inenvisageables. Les méthodes formelles sont une solution possible pour repérer les erreurs le plus
tot possible.

On appelle méthode formelle toute utilisation d’un raisonnement mathématique dans le développe-
ment d’un systeme logiciel et/ou matériel afin d’améliorer la qualité de ce systéme en le spécifiant et
en le vérifiant. Le role de ces méthodes a été longuement discuté dans [9, 61, 25] et semble s’imposer
lors de la conception de systemes. Les méthodes formelles peuvent étre utilisées a tous les niveaux de la
conception et permettent ainsi de repérer tres tot des erreurs dans la conception. Nous nous intéresserons
plus particulierement aux méthodes formelles de vérification dans le cas des systemes matériels [41, 54]
et plus précisément, aux méthodes formelles de vérification des systemes paramétrés.

Deux approches sont possibles pour la spécification et la vérification de matériel.

— La premiere approche consiste a spécifier les propriétés souhaitées du systeme (slireté, vivacité,
...). Le systeme est valide s’il vérifie les propriétés. La spécification de telles propriétés passe
généralement par I’utilisation d’une logique temporelle. La vérification se fait par vérification de
modele (cf. 1.1).

— La seconde approche consiste a spécifier le comportement du systeme a I’aide d’'un modele haut-
niveau. La vérification consiste alors a vérifier que tous les comportements de 1I’implémentation
sont cohérents avec les comportements du modele. Dans ce cas, on utilise une approche déductive
(cf 1.2).

En résumé, la conception de systeme matériel commence donc généralement par une spécification
haut niveau, puis a chaque étape de la conception, la description s’affine et se précise jusqu’a obtenir
un niveau de description matérielle. Pour vérifier la correction du syst¢eme obtenu, on utilise les deux
approches de vérification : on commence par vérifier des propriétés sur le modele haut niveau, puis a
chaque étape de raffinement, on vérifie que le nouveau modele est correct par rapport a la spécification
précédente, le nouveau modele servant de spécification pour le modele suivant obtenu aprés une nou-
velle étape de raffinement (Fig. 1.1). Ainsi, les propriétés du systeme sont préservées a chaque étape de
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FI1G. 1.1 — Vérification hiérarchique

Le sujet de cette these étant 1'utilisation du modele polyédrique dans les méthodes formelles de
vérification, nous nous intéresserons donc a ces dernieres dans cet état de 1’art.

La premicre section de ce chapitre sera consacrée aux méthodes formelles de vérification. Nous
présenterons les techniques les plus courantes. Dans la section 2, nous nous attacherons a une classe plus
particuliere d’architectures, les réseaux systoliques, et nous verrons quelques techniques de spécification
et de vérification sont utilisées. La section 3 permettra de nous rapprocher du sujet de cette these, en
présentant les différents travaux de vérification li€s au modele polyédrique. Enfin, dans la section 4,
nous présenterons les objectifs de ce travail.

1 Meéthodes formelles de vérification

Dans ce chapitre, nous présenterons les méthodes classiques de vérification. Nous verrons tout
d’abord, en section 1.1, la technique de vérification de modele, puis en 1.2 les méthodes de vérification
déductive et nous comparerons les deux techniques en 1.3. Nous présenterons alors, en section 1.4, des
techniques spécifiques aux systemes paramétrés. Enfin, dans la section 1.5 nous parlerons de vérification
de description VHDL.

1.1 La vérification de modeéle

Cette méthode est utilisée pour montrer qu’un systeme vérifie certaines propriétés temporelles. Le
systeme est modélisé par une structure M, généralement sous la forme d’un automate ; les propriétés,
quant a elles, sont exprimées dans une logique temporelle. Notons ¢ une telle propriété. L’ algorithme de
vérification de modele (“model checker”) est une procédure qui décide si la structure M est un modele
pour la formule ¢, ou autrement dit, si M satisfait ¢ (M = ¢) [30].

Modélisation du systéme La modélisation du systeme peut se faire de différentes manieres. Nous
parlerons ici des modélisations avec des structures de Kripke, des systemes de transitions étiquetées, ou
une combinaison des deux.
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— Les structures de Kripke [S0] sont des automates dont les états sont étiquetés par des propositions
atomiques. Ces propositions atomiques représentent des propriétés de chaque état de 1’automate.
Une transition entre deux états signifie que I’un des états est atteignable depuis 1’autre.

— Les systemes de transitions étiquetées sont des automates dont les transitions sont étiquetées par
des actions. Pour passer d’un état dans un autre, il faut effectuer une action. Ces systemes de
transitions permettent de représenter des systémes concurrents.

— Les systemes de transitions de Kripke représentent une combinaison des deux précédentes struc-
tures. Ils permettent de représenter aussi bien les propriétés statiques d’états en étiquetant les
nceuds par des propositions atomiques, que le dynamisme du systéme en étiquetant les transitions
par des actions.

Spécification Dans la vérification de modele, les propriétés sont spécifiées dans une logique tempo-
relle [30]. Cette logique est une spécialisation de la logique modale qui donne le cadre général d’une
logique permettant d’exprimer le changement. La logique temporelle est constituée d’une logique clas-
sique du premier ordre a laquelle ont été ajoutés des opérateurs quantifiant le temps. Ces opérateurs
se forment a partir des deux opérateurs de base suivants : 1’opérateur toujours, noté O et 1’opérateur
inévitablement, noté <. Les formules en logique temporelle sont interprétées par rapport au modele
choisi (structure de Kripke, systeme de transitions étiquetées, etc.). Les transitions dans de telles struc-
tures représentent une évolution du temps. De maniere schématique, une formule en logique temporelle
représente un ensemble d’états de la structure.

Nous utilisons ici la classification usuelle des propriétés temporelles [57].

— Propriétés de stireté : ces propriétés affirment que rien de mauvais ne peut se produire. Elles se
représentent avec I’opérateur 0. Exemples : exclusion mutuelle, absence de blocage, invariants
globaux.

— Propriétés de vivacité : elles affirment que quelque chose de bon peut inévitablement se produire.
Elles se représentent a 1’aide de 1’opérateur <. Exemples : accessibilité, absence de famine (un
processus en attente d’un service peut I’ obtenir un jour).

Ce sont les deux grandes classes de propriétés temporelles. A cela, on peut ajouter des propriétés de
précédence, des propriétés d’équité, des propriétés d’atteignabilité. On peut aussi trouver de nouvelles
méthodes de classification des propriétés [72] : ces propriétés sont classées en fonction du comportement
du systeme (fini ou infini) et du comportement que la propriété spécifie (fini ou infini). Il existe de
nombreux types de logiques temporelles que I’on peut diviser en deux catégories : la logique temporelle
linéaire (comme LTL [68], le p-calcul [58, 16]) et la logique temporelle avec branchement (comme
CTL [23], CTL* [31], le u-calcul etc.).

Vérification de modele L’algorithme de vérification de modele est intrinsequement lié a la logique
choisie pour la spécification. Il y a différentes manieres d’implémenter une procédure de vérification :
I’approche sémantique, 1’approche théorie des automates et 1’approche tableau.

— L’idée derriere 1’approche sémantique est de calculer itérativement la sémantique d’une formule a
partir du modele du systeme. Cette technique fonctionne bien pour les logiques temporelles avec
branchement.

— Pour les logiques temporelles linéaires, I’approche par automate est préférée. Le probleme se
réduit a tester I’inclusion de deux automates.

— La méthode par tableau permet de savoir si un état du systeme vérifie une propriété ; elle construit
un arbre de preuve en générant des sous-buts. Si I’arbre ne peut étre construit, nous obtenons alors
la preuve que 1’état ne vérifie pas la propriété.

La limitation de la vérification de modele vient de I’explosion du nombre d’états [16] : la structure

modélisant le systtme augmente exponentiellement avec le nombre de composants en parallele. Pour
pallier ce probleme, la solution est d’utiliser des techniques symboliques comme les diagrammes de
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décision binaire (BDD) [15]. Avec de telles techniques, I’ensemble des états est représenté de maniere
symbolique et non plus explicite. Nous verrons dans la section 1.4 comment utiliser les techniques de
vérification de modele dans le cas des systemes paramétrés. Le lecteur intéressé par la vérification de
modele trouvera une étude approfondie dans [70].

1.2 Les prouveurs de théoremes

Vérifier qu’une implémentation est conforme a sa spécification revient a montrer un théoreme dans
une certaine logique. La spécification est faite dans une logique de premier ordre ou d’ordre supérieur.
Le comportement d’un dispositif peut se modéliser a 1’aide d’un prédicat par rapport aux entrées de ce
dispositif. La spécification et I’'implémentation sont toutes deux décrites dans la méme logique. L’ uti-
lisation d’une logique comme langage de description de la spécification et de I'implémentation permet
d’associer immédiatement a cette description une interprétation fondée sur la sémantique de la logique.
Cependant, une description dans une logique demande de la part de I'utilisateur une treés grande disci-
pline, et une compréhension tres claire de son systeme. Un prouveur de théoréme permet de construire
(semi-)automatiquement des preuves.

Un systeme de preuve dans une logique L est un ensemble d’axiomes et de regles d’inférence. Les
axiomes sont des formules dans la logique £ et sont élémentaires dans le sens ou ils représentent les
propriétés de base des opérateurs de la logique. Une régle d’inférence a la forme suivante :

Les formules a4, . . ., oy sont appelées prémisses de la régle et G est appelée conclusion. Les axiomes
et les regles sont en fait des “modeles d’axiomes et de regles”, dans le sens ou I’on peut substituer les
variables les composant par des formules et générer ainsi une infinité d’axiomes. Une déduction dans un
systeme de preuve est une suite de formules obtenues en appliquant des reégles d’inférences. La derniere
formule est généralement appelée théoreme.

L’automatisation peut étre faite de différentes manicres.

— Le prouveur vérifie automatiquement qu’une série de formules est bien une déduction.

— Il aide a la construction d’une preuve.

— Il permet d’utiliser des procédures de décision. Les procédures de décision permettent de décider

de maniere algorithmique la validité d’une formule et ainsi d’alléger les preuves.

Pour automatiser au mieux de tels systemes, 1’utilisateur peut développer des stratégies de preuve
qu’il pourra réutiliser par la suite. Dans le cadre de la vérification de matériel, de telles méthodes sont
particulierement bien adaptées car on utilise généralement le méme schéma de preuve.

Une logique est consistante si toute formule que 1’on peut prouver dans la logique est sémantique-
ment vraie ; une logique est complete si toute formule sémantiquement vraie peut étre prouvée dans
la logique. Un systéme logique qui n’est pas consistant est dangereux car il peut permettre de prouver
des formules sémantiquement fausses. En revanche, un systeme non complet reste utile car il permet de
construire des preuves a partir d’un ensemble de formules sémantiquement vraies.

Il existe de trés nombreux prouveurs de théorémes. Beaucoup d’entre eux sont utilisés pour la vé-
rification d’architectures (HOL [40], Nqthm et ACL2 [14, 52], PVS [92], Coq [96]). Ces prouveurs se
distinguent par la logique mathématique employée, le style de preuve, la maniere dont les procédures de
décision automatique sont intégrées au systeme.

1.3 Vérification de modéele vs. vérification déductive

Ces deux approches sont fondamentalement différentes. Nous allons les comparer sur différents
points.
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— Champ d’application. Le champ d’application de la vérification déductive est tres large. On peut
aussi bien formaliser des systémes matériels complexes que les propriétés que 1’on veut vérifier
sur ces systemes. La preuve de théoreme fournit un cadre de travail unifié en permettant de définir
et raisonner sur des théories appropriées au probléme et en permettant d’accomplir de nombreux
types de vérification. Le champ d’application de la vérification de modele est plus modeste, il
ne s’applique que sur la logique et le type de modele pour lequel il a ét€ congu, ainsi selon les
propriétés que I’on veut prouver il faut choisir avec soin la logique temporelle employée.

— Automatisation. Comme son champ d’application est tres large, la vérification déductive ne peut
étre automatisée que jusqu’a un certain degré ; elle nécessite généralement une intervention hu-
maine pour guider le processus de déduction. En revanche, pour la vérification de modele, on peut
généralement fournir un algorithme enti¢rement automatique.

— Hiérarchisation. Dans le cas de vérification de matériel, on effectue une vérification hiérar-
chique. Les techniques de vérification déductive s’adaptent bien a la vérification hiérarchique car
elles utilisent un mécanisme d’abstraction. Dans le cas de la vérification de modele, la vérifi-
cation hiérarchique est rendue beaucoup plus difficile, car la description du systeme se fait sur
les états, d’une maniere non hiérarchique. Il faut donc remodéliser le systtme a chaque niveau
d’abstraction.

— Description matérielle. Les méthodes de vérification déductive et de vérification de modele ne
représentent pas le matériel de la méme maniere. L’approche par vérification déductive représente
le matériel de maniere structurelle. Elle permet de raisonner sur une spécification fonctionnelle et
de raisonner sur des descriptions paramétrées. Pour la vérification de modele, la description de ma-
tériel est fondée sur 1’état, elle permet de représenter le comportement plutot que la structure. La
modélisation des systemes qu’elle induit permet de représenter plus facilement des formalisations
concernant des propriétés de concurrence, d’équité, de communication et de synchronisation ; elle
permet de raisonner & propos des aspects controle du systeme.

1.4 Systemes paramétrés

Un des problemes actuels les plus importants dans le domaine de la vérification est celui de la
vérification des systemes paramétrés. Ces systemes sont définis de maniére générique en utilisant des
parametres pour représenter le nombre de processus ou la maniere dont sont connectés les processus
entre eux. Le probleme de la vérification de systemes paramétrés se place dans le cadre plus large des
systemes a états infinis. La vérification de tels systémes s’est longtemps faite en utilisant des méthodes
déductives. Cependant, depuis quelques années, des approches algorithmiques ont été développées qui
fournissent des procédures de vérification ou plus généralement des semi-algorithmes demandant une
contribution de I'utilisateur plus limitée que dans le cas des méthodes déductives.

Ces procédures permettent de calculer des ensembles infinis d’états atteignables a travers une repré-
sentation symbolique finie. La vérification de systemes paramétrés est en général indécidable [4]. Pour
pallier ce probleme, deux catégories de méthodes se présentent :

— Soit on se restreint aux familles des systémes paramétrés pour lesquelles le probleme est déci-

dable.

— Soit, on congoit des méthodes consistantes mais incompletes en espérant qu'une de ces méthodes

s’appliquera au probleme étudié.

Nous allons présenter ici quelques travaux relevant de I’une ou 1’autre des catégories.

Construction de procédures de vérification pour certaines classes d’architecture. Pour la premiere
catégorie de méthodes, nous citerons les travaux de Emerson et Namjoshi [33, 32] et ceux de German
et Sistla [38]. Ces deux équipes ont montré qu’il était possible d’avoir un algorithme de vérification
pour certaines familles de systemes paramétrés. Dans [38], German et Sistla s’intéressent aux systémes
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paramétrés concurrents synchrones et a la preuve de propriétés locales aux processus. Ils étudient deux
modeles. Le premier est constitué d’un processus de controle et de N processus utilisateurs identiques.
Pour ce modele, German et Sistla fournissent un algorithme pour prouver des propriétés temporelles sur
le processus de contrdle. Le second modele est constitué de N processus identiques. Dans ce cas, Ger-
man et Sistla donnent un algorithme permettant de prouver une méme propriété sur tous les processus du
systeme (d’ou le terme de propriété locale au processus). Certaines propriétés plus globales comme 1’ex-
clusion mutuelle peuvent aussi étre vérifiées par leurs méthodes. Les travaux de Emerson et Namjoshi
sont similaires. IIs s’intéressent eux aussi aux propriétés locales aux processus et élargissent leur étude
a la preuve de propriété pour toutes paires de processus (sous certaines hypotheéses de symétrie). Emer-
son et Namjoshi fournissent une procédure de décision pour des réseaux sous forme d’anneaux [32] et
donnent un algorithme dans le cas des processus synchrones. Les différences entre ces travaux viennent
principalement des méthodes de modélisation choisies.

Constructions de procédures de vérification semi-décidables. Les méthodes relevant de la seconde
catégorie sont plus nombreuses. Kesten et al. développent des techniques de vérification de modele ré-
gulier. Ces travaux sont exposés dans [55, 56]. Le langage d’assertion sous-jacent a la vérification de
modele régulier permet non seulement de représenter des assertions booléennes, mais surtout des expres-
sions régulieres. Ces expressions permettent de représenter 1’état global d’un systeme, indépendamment
de la valeur des parametres. Par exemple, considérons un réseau linéaire paramétré S(IV) constitué de N
processus se partageant un jeton. Nous supposons que 1’état global de chaque processus est représenté
par 1 si le processus a le jeton et 0 sinon. L’état initial global (ou configuration) du réseau se représente
alors par ’expression réguliere I = 10, ce qui signifie que le premier processus a le jeton et qu’aucun
autre ne I’a. Dans ce modele, les transitions sont vues comme des regles de réécriture. Ainsi, dans cet
exemple, la transition peut-étre 10 — 01. Kesten et al. appliquent ensuite les techniques de vérification
de modele symbolique.

Un défaut de la vérification de modele régulier est qu’elle ne converge par toujours, méme quand
I’ensemble des états atteignables se représente par un langage régulier. Dans [78], Pnueli et Shahar étu-
dient les causes fréquentes de cette absence de convergence : les relations de transition ne permettent
d’effectuer qu’une action sur un seul processus a la fois. Ils fournissent des méthodes qui permettent
d’accélérer les relations de transitions, en autorisant un nombre non borné de processus de changer si-
multanément d’état ou d’interagir avec leur voisin. Cependant ces méthodes demandent une intervention
de I'utilisateur qui doit choisir quelle méthode utiliser pour son probleme.

Induction et génération d’invariants. D’autres techniques de vérification s’appuient sur le prin-
cipe d’induction et la génération d’invariant de réseau [60, 101, 44, 24, 64, 65]. Soit F' une famille de
processus, et soit ¢ une propriété a prouver pour tout processus de cette famille, soit < une relation de
préordre sur les processus (préordre de simulation, préordre sur les traces, etc.) telle que :

PXQNQES = PE9)

ol @ = ¢ signifie que ) est un modele pour ¢. Il faut alors définir un processus I appelé invariant de
réseau tel que pour tout processus P; engendrant la famille F' de processus

P =1

ce qui permet d’obtenir
IE¢ = VPeF,PE®

Cette technique a été utilisée entre autres par Halbwachs et al. dans [44] pour prouver des propriétés de
stireté sur des réseaux paramétrés. Nous reviendrons sur ce travail dans la partie 9. Cette technique de
vérification souléve deux problemes :
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— comment exprimer la propriété ¢ de manicre générale (sans tenir compte du nombre de compo-

sants),

— comment trouver des invariants de réseaux adaptés, s’ils existent.

Dans [24], Clarke et al. utilisent des techniques fondées sur les grammaires de réseaux et des tech-
niques d’abstraction pour résoudre partiellement ces problemes. Leurs réseaux sont définis a 1’aide de
grammaires de réseaux. Les propriétés sont spécifiées en CTL*, les assertions de base étant écrites dans
un langage régulier L. L’état global des processus est spécifié a 1’aide de mots, comme dans les travaux
de Kesten ef al., qui peuvent ou non appartenir au langage régulier L. On peut ainsi partitionner les états
globaux en classes d’équivalence selon les propriétés qu’ils posseédent : tous les états globaux possédant
les mémes propriétés sont dans la méme classe. Ces classes représentent alors des états abstraits, et il ne
reste qu’a abstraire les transitions. Clarke et al. obtiennent ainsi un systeme abstrait de transitions-états
qui est plus grand pour le pré-ordre de simulation que tout systeme de la famille de processus. Ainsi pour
toute formule CTL* vraie pour le systeme abstrait, la formule est vraie pour tout systeme de la famille
de processus. Une fois le systéme abstrait calculé, les techniques classiques de vérification de modele
s’appliquent.

Les travaux de Lesens et al. [64, 65] proposent une autre approche de ces problémes. Ils s’inté-
ressent a un ensemble plus restreint de familles de systemes, a savoir les réseaux linéaires et les réseaux
sous forme d’arbre. Ils proposent une méthode de spécification différente fondée sur les observateurs
synchrones. Un observateur synchrone est un processus capable d’observer le comportement d’un pro-
cessus qui lui est associé sans changer son propre comportement. Une propriété de slireté s’exprime en
fournissant a chaque processus un observateur qui prend en entrée les entrées/sorties de son processus
associé, ainsi que les observations fournies par 1’observateur voisin. La construction de I’invariant se fait
ici par rapport a un pré-ordre de traces. La syntheése de I’invariant revient a calculer le point fixe d’une
équation. Lesens et al. proposent un ensemble d’heuristiques pour effectuer le calcul des points fixes.
Cependant le calcul peut ne pas terminer et nécessite souvent I’intervention de 1’utilisateur pour ajuster
certains parametres de calculs.

Vérification inductive. Nous présentons maintenant les travaux de Arons et al. [77, 5]. Cette
équipe de recherche travaille aussi sur la vérification inductive, elle développe une méthode appelée
vérification par invariant invisible. Arons et al. sont partis du constat suivant : dans de nombreux cas,
il est possible de fixer la valeur du parametre et si la propriété est prouvée pour cette valeur, elle 1’est
alors pour toutes les valeurs des parametres. Ils génerent automatiquement (et de maniere transparente
pour 'utilisateur) des assertions inductives ; c’est-a-dire des assertions vérifiées pour I’état initial et
restant stables par transition. Ces assertions sont calculées en appliquant des généralisations simples
et en effectuant des abstractions sur ’ensemble des états atteignables calculé pour la valeur fixée du
parametre. Pour montrer que les assertions sont inductives ils utilisent la vérification de modele. Enfin,
ils montrent que les assertions calculées impliquent la propriété étudiée. Ces travaux sont présentés
en détail dans [77, 5]. Ces travaux se fondent sur des hypotheéses de symétrie. D’autres travaux [34]
utilisent la symétrie pour empécher 1’explosion du nombre d’états. Cependant ces techniques ne sont
pas suffisamment puissantes (et donc ne réduisent pas suffisamment le nombre d’états) lorsqu’il y a des
hypotheses d’équité.

Les efforts de recherche dans ce domaine sont maintenant tournées vers la production d’heuristiques
qui s’appliquent a des classes spécifiques de systeéme (processus connectés en anneau, en arbre, etc.).

Bien que la vérification de systémes paramétrés soit indécidable, il est donc possible, pour certaines
classes d’architectures, de construire des procédures de vérification ou plus généralement des semi-
algorithmes. Si I’on se place dans un cadre plus général, les différentes méthodes proposées consistent
a générer des invariants, et a utiliser des techniques d’abstraction et d’accélération. De nombreuses
heuristiques de construction d’invariants sont proposées, mais 1’utilisateur a toujours un rdle important
pour ajuster la valeur de certains parametres ou pour choisir des techniques a utiliser. Nos travaux se
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placent dans le contexte des systemes paramétrés, nous utiliserons aussi des invariants et des techniques
d’accélération.

Nos travaux sont cependant plus ciblés : nous travaillons sur des systemes bas niveau proches de
I’implémentation. Ces systemes sont décrits dans le modele polyédrique, et notre preuve se fera sur
cette description. Nous allons donc nous intéresser a des vérifications d’architectures. Plus précisément,
nous allons maintenant nous tourner vers la vérification de description VHDL a I’aide du prouveur de
Boyer et Moore.

1.5 Vérification de description VHDL a I’aide du prouveur de théoreme de Boyer et
Moore

Le systeme Prevail [13] développé par Borrione, Pierre et Salem est un environnement de preuve
qui inclut un ensemble d’outils de vérification. Il prend en entrée deux descriptions VHDL [1] et vérifie
I’équivalence (ou I’implication) de deux architectures différentes de la méme entité (par exemple deux
descriptions données a des niveaux d’abstractions différents). L’outil de vérification le plus adapté est
ensuite choisi par I'utilisateur et les descriptions sont automatiquement traduites dans le formalisme
du prouveur de théoreme. Parmi ces outils de preuve, on trouve le prouveur de théoreme de Boyer et
Moore : Nqthm [14].

Le prouveur de théoreme Nqthm se fonde sur une logique du premier ordre avec égalité. Les trois
principes de base de ce prouveur sont les suivants :

— le principe de « shell » : ce principe permet de construire des types abstraits récursifs a partir
d’un objet de base, d’un constructeur et d’un ou plusieurs déconstructeurs, de plus une fonction
booléenne permet d’identifier les éléments du type.

— Le principe de définition : avant d’accepter la définition d’une fonction récursive, le systeme
vérifie qu’il existe une mesure qui décroit par rapport a une relation d’ordre bien fondé.

— Le principe d’induction : ce principe permet de prouver des théorémes inductifs sur des expres-
sions récursives. Les schémas d’induction sont générés automatiquement par rapport aux défini-
tions des fonctions récursives utilisées pour la preuve du théoreme.

Pour automatiser les preuves d’équivalence de deux descriptions VHDL dans Nqthm, 1’idée est de
générer des schémas de preuve. Ces schémas dépendent des architectures décrites et il est donc néces-
saire de fournir des modeles pour chaque classe d’architecture. Ces modeles permettront de générer le
schéma de preuve adapté. Nous allons présenter ici un type de modele qui concerne les architectures
synchrones. Les modeles sont des fonctions. Ils doivent étre tels qu’il est possible de générer automati-
quement les fonctions a partir des descriptions VHDL étudiées.

Dans [76], Pierre a développé deux modeles pour les architectures synchrones et prouvé I’équiva-
lence de ces deux modeles. Les deux modeles sont récursifs. Les circuits sont caractérisés par :

— Un vecteur d’entrées primaires, [ C 7

— un vecteur de sorties primaires, O C O

— un vecteur de variables d’états (vecteur d’éléments de mémoire), S C S

— une fonction vectorielle d’états qui associe & un vecteur d’entrée primaire et un vecteur d’états, un
autre vecteur d’état. C’est une fonction successeur.

IxS—S

— une fonction vectorielle de sorties, qui associe a un vecteur d’entrée primaire et un vecteur d’états,
un vecteur de sorties primaires.
IxS—0

Le temps est un temps discret qui correspond aux fronts montants de I’horloge du circuit.
— Le premier modele caractérise les entrées primaires comme des fonctions temporelles. Les va-
riables d’état et les sorties primaires sont vues comme des fonctions d’ordre supérieur :
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— domaine des vecteurs d’entrées primaires : N — 7
— domaine des vecteurs de variables d’état : (N - Z) — (N — S)
— domaine des vecteurs de sorties primaires : (N — 7) — (N — O)
Comme Nqgthm n’accepte pas la logique d’ordre supérieur, il faut le supprimer : les variables
d’entrées ne sont plus considérées comme des variables temporelles, mais comme une liste de
valeurs représentant 1’histoire de ces variables. La récursion apparait si le circuit contient des
boucles structurelles (par exemple, variable dépendant d’elle méme a un instant précédent).

— Dans le deuxieme modele, il y a une unique fonction pseudo-itérative, elle prend en entrée les
entrées du systeme primaire et les variables d’états. Les variables d’entrées sont représentées par
leur histoire. Le domaine de cette fonction est le suivant :

UX TF xS —-8x0

Pierre a montré a I’aide de Nqthm que ces deux modeles étaient équivalents, mais que le modele pseudo-
itératif était plus adapté tant du point de vue de I’efficacité que du point de vue de la traduction.

Dans [75], Pierre propose un modele pour les architectures répliquées et paralleles. Une architecture
répliquée est constituée d’un motif architectural qui est répété. Ces architectures sont génériques, c’est-
a-dire que le nombre de répétitions du motif est représenté par un ou plusieurs parametres. Pierre propose
un modele pour les architectures de dimension 1 et un modele pour les architectures de dimension 2.
Elle fournit ensuite un schéma pour générer des preuves a partir de ces modeles.

Cette modélisation a permis ainsi de prouver des circuits répliqués génériques.

En conclusion, les schémas de preuve ne peuvent &tre générés que pour certains types d’architec-
ture. Les architectures doivent donc respecter un certain modele. A chaque modgle correspond donc un
schéma de preuve. Cependant si I’architecture ne respecte pas complétement un modele, il n’est pas pos-
sible de générer un schéma de preuve. Les techniques de preuve que nous proposons dans ce mémoire
sont totalement indépendantes de I’architecture choisie.

Nous allons maintenant nous tourner vers la vérification de réseaux systoliques qui sont des systemes
paramétrés particuliers. Les méthodes de vérification mises en ceuvre dans ce cas sont tres spécifiques.

2 Vérification d’architecture : les réseaux systoliques

Le but de cette section est donc d’étudier les différentes techniques de vérification des réseaux sys-
toliques. Nous commencerons par définir les réseaux systoliques, puis dans la section suivante nous dé-
finirons quelques notions indispensables a la description de ces réseaux : les équations récurrentes. Les
sections 2.3 et 2.4 seront consacrées a la vérification de tels réseaux. Nous présenterons tout d’abord les
travaux d’Abdulla [2], puis ceux de Ling et Bayoumi [66]. Dans la derniére section, nous présenterons
quelques travaux supplémentaires sur ce sujet.

2.1 Réseaux systoliques

La notion de circuit systolique a été introduite par Kung [59] au début des années quatre-vingts. Ces
réseaux sont constitués de cellules toutes identiques qui ne peuvent réaliser qu’un nombre restreint de
calculs. Les cellules sont reliées entre elles par un réseau géométrique régulier, elles ne peuvent commu-
niquer qu’avec leurs voisines. Ainsi, une cellule recoit des données d’une de ses voisines, fait un calcul
et transmet le résultat a une voisine. Seules les cellules situées a la frontiere du réseau communiquent
avec I’extérieur. Les cellules évoluent en parallele, sous le contrle d’une horloge globale : pendant un
temps de cycle, plusieurs calculs peuvent étre effectués simultanément sur le réseau. Ces réseaux sont
donc synchrones.

Ces circuits se prétent a la conception modulaire. Ils sont appelés systoliques car le flot de données
est régulier et uniforme.
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F1G. 1.2 — Réseau d’addition des colonnes d’une matrice ; une cellule de ce réseau

Plutdt que de donner une définition formelle [86] de ce qu’est un réseau systolique, nous préférons
donner un exemple. Imaginons un systéme qui additionne les colonnes d’une matrice entre elles. Ce
circuit regoit en entrée les éléments d’une matrice ayant [ colonnes et une infinité de lignes et en sortie le
résultat de 1’addition des colonnes entre elles. Le circuit est composé de [ cellules, chacune ayant deux
entrées et une sortie. L’élément a(i, j) est recu par la premiere entrée de la cellule j a I'instant ¢ + j — 2.
A chaque temps de cycle (appelé top), toutes les cellules additionnent les valeurs recues par leurs deux
entrées et renvoient le résultat par leur sortie vers la cellule suivante. La deuxieme entrée de la premicre
cellule recoit en continu la valeur 0. Le résultat de 1’addition de la ligne ¢ est donné par la sortie de la
derniére cellule au bout de [ + ¢ — 1 tops. Le systéme est représenté par le réseau de la figure 1.2.

Pour décrire ces systemes nous pouvons utiliser ce que 1’on appelle des équations récurrentes.

2.2 Préliminaires

Dans cette section, nous allons définir un certain nombre de notions qui nous seront utiles par la suite.
Nous commencerons par définir la notion d’équation récurrente, puis nous présenterons 1’arithmétique
de Presburger

Equations récurrentes Soit I’équation suivante :

. i=0:A(j — j)()
X(Z)_{ i>0:X(j—j—1))+AG — 1)) v

Cette équation est une équation récurrente. Les variables A et X sont dites variables fonctionnelles,
elles sont définies de N — N, c’est-a dire que pour tout 7 appartenant a N, A(7) et S(7) sont des entiers.
L’équation 1.1 est dite récurrente car la variable fonctionnelle X est définie en fonction d’elle-méme.
Cette équation signifie simplement que pour tout point 7 la valeur de la variable fonctionnelle X au point
1 vaut
— sii =0, la valeur de A au point image de i par la fonction (j — 7), ¢’est-a-dire qu’elle vaut A(0),
— sinon elle est définie comme étant la somme de la valeur de .S au point image de ¢ par la fonction
(j — 7 — 1) etde la valeur de A au point image de i par la fonction (j — 7). Elle vaut donc
S(i—1)+ A(i).
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Les fonctions (j — 7 — 1) et (j — j) peuvent étre représentées a ’aide de matrices Nous donnons
maintenant une premieére définition formelle d’une équation récurrente. Cette définition ne sera pas celle
que nous utiliserons dans les chapitres suivants, nous donnerons la définition utilisée en section 3.

Equations récurrentes Une équation récurrente définissant une variable fonctionnelle X de di-
mension n (une fonction de Z™ — T ou T est un type) est une équation de la forme :

p1(2) s g1(..., K(d1(2)),...)

o) G K (dp(2)), )

N

ou

— Z est un vecteur d’indices de dimension n ;

— d; est une fonction de dépendance d; : 7" — Z™ de la forme d;(z) = A;z + a; ou A; est
une matrice de dimension n X m a coefficients rationnels et a; est un vecteur de dimension n a
coefficients rationnels ;

— g; est une fonction stricte'. Ces opérandes sont des variables fonctionnelles ou des variables de
flots de la forme K (d;(2)) ;

— pi(%)) est un prédicat (ou garde) sur les entiers, tel que g;(...,X(d;(2)),...) est bien défini :
c’est-a-dire que d;(Z) est un entier pour tout z vérifiant le prédicat p;.

On suppose que les prédicats sont tous disjoints. Les expressions de la forme p;(Z) : gi(..., K(d;(2)), ...
seront appelées expressions gardées.

Un systeme d’équations récurrentes est un ensemble d’équations récurrentes :

X1(2) = eq

Xn(2) = eqq

Les seules variables fonctionnelles utilisées dans les équations récurrentes eqy, . . . eq, sont les variables
Xq,..., X,

Les gardes des équations sont des prédicats sur les entiers. Plus précisément, ces prédicats sont
définis dans I’arithmétique de Presburger.

Arithmétique de Presburger L’ arithmétique de Presburger est une logique du premier ordre sur les
entiers munis de 1’addition. Les formules de Presburger sont des formules construites en combinant des
contraintes affines sur des variables entieres avec les opérations logiques —, V, A et les quantificateurs V
et 3. Les contraintes affines peuvent étre soit des égalités, soit des inégalités. Le premier algorithme de
décidabilité est dii a Presburger en 1929 dans [80, 81]. Il a prouvé que cette arithmétique était consistante
et complete. De nombreux autres algorithmes permettent de calculer la valeur des formules de Presbur-
ger [82]. La borne supérieure de la complexité de ces algorithmes est 22" ot n représente la longueur
de I’expression [74].

La bibliotheque Omega [53] permet de calculer des ensembles d’entiers et des relations définis a
I’aide de formules de Presburger.

Nous présenterons ici deux travaux représentatifs de la vérification des circuits systoliques. Le pre-
mier de Abdulla [2] concerne les problemes de décision, le second de Ling et de Bayoumi [66] fournit
des procédures de vérification.

"Le résultat d’une fonction stricte n’est défini que si tous les opérandes de la fonction sont définis.
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2.3 Problémes de décision dans la vérification d’architectures systoliques

Ce travail a été réalisé par Abdulla au cours de sa these [2] et concerne les problémes de décision
dans la vérification des circuits systoliques. La premiere étape de ce travail est de fournir un modele pour
la description formelle de I’implémentation et la spécification des systemes. Ce modele se compose de
systemes d’équations récurrentes.

La description d’un circuit se fait en trois étapes : tout d’abord on décrit la topologie du circuit,
puis I’interconnexion des cellules et enfin les calculs effectués dans une cellule. Pour illustrer ce travail,
nous reprenons I’exemple d’addition des colonnes d’une matrice donné dans la section 2.1 et dans la
figure 1.2.

La signature” de cet exemple est I’anneau des entiers.

— Topologie. La topologie spécifie comment les cellules sont placées dans le circuit. Elle est définie
par un prédicat top(z, 1) ot [ est appelé le paramétre du circuit. Pour chaque valeur de I, on décrit
un circuit de la famille de circuits associée au prédicat : a chaque cellule de calcul est associée un
point entier Z satisfaisant le prédicat. Dans notre exemple, le prédicat est

sommetop(z,l) =1 <z <]

— Interconnexion. L’interconnexion spécifie comment les entrées et les sorties des cellules sont
connectées. Une cellule a le méme nombre d’entrées et de sorties. Les entrées et les sorties sont
numérotées (dans notre exemple de 1 a 2). L’entrée ¢ de la cellule placée au point x est connectée
a la sortie 7 d’une autre cellule donnée par la fonction de connexion A(Z, [) + Z. Pour les cellules
a la frontiere, une (au moins) des entrées n’est pas connectée a la sortie d’une cellule. De telles
entrées sont définies par une fonction d’entrée, qui associe a un entier correspondant a 1I’empla-
cement de la cellule une variable de flot ou une constante. La fonction d’entrée est définie par
une équation récurrente qui peut étre définie par plusieurs expressions gardées. Les gardes de ces
expressions sont des prédicats disjoints deux a deux définissant la position Z des cellules et les
instants courants ¢ ou la fonction est définie par I’expression. Dans notre exemple, nous n’avons

qu’une fonction de connexion, elle correspond a I’entrée 1.

Al(I, l) =-1

Notons top}(z,1) le prédicat qui définit la position des cellules dont la i-eme entrée (Input;) est

connectée a la ¢-eme sortie (out;) d’une cellule voisine, et top;’ (z,1) le prédicat qui définit la
position des cellules dont la :-eme entrée n’est pas connectée a la sortie d’une autre cellule. Les
interconnexions sont alors définies de la maniere suivante :

Dans I’exemple étudié, nous obtenons les interconnexions suivantes :
2<z<l) — iny(z,l,t)=outi(x —1,1,t)
(r=1) — iny(z,l,t) = Inputi(x,l,t)
(1<z<l) — ing(z,l,t) = Inputs(x,l,t)
Les fonctions d’entrées sont définies comme suit :
Inputi(xz,i,t) = 0
Inputy(z,l,t) = {z<t+1}:a(t—x+2,2)

*La signature correspond  la structure de 1’ensemble des valeurs d’entrée des signaux : elle peut étre un anneau sur les
entiers, une algebre, etc.
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— Calcul des cellules. Ce calcul spécifie la maniére dont les sorties et les variables locales d’une
cellule dépendent a un certain instant des entrées et des variables locales de cette cellule aux
instants précédents. A chaque top, les cellules effectuent un certain nombre de calculs. Certains
des résultats de ces calculs sont envoyés aux cellules suivantes, d’autres sont gardés dans la cellule.
Les calculs effectués dans une cellule dépendent de la position de la cellule. Ainsi, bien que
les cellules soient similaires d’un point de vue architectural, elles peuvent effectuer des calculs
différents. De mé&€me, une cellule peut effectuer des calculs différents selon I’instant considéré. La
notion de délai est introduite pour séparer la phase d’initialisation de la suite des calculs. Un calcul
de cellule est défini par une équation récurrente. Dans 1’exemple de somme, voici les équations
définissant les sorties :

outi(x,l,t) = {xz <t}:ini(x,l,t — 1)+ ing(z,l,t — 1)
oute(x,l,t) = {x <t}:ing(x,l,t—1)

Nous n’avons pas fait apparaitre les phases d’initialisation, qui correspondent aux instants ou les
cellules ne contiennent pas encore de coefficients de la matrice.

La spécification d’un circuit décrit le comportement du systeme que 1’on souhaite avoir. Elle décrit
quelles sont les valeurs attendues de certaines entrées et sorties de cellules et de certaines variables
locales. Cette spécification est une conjonction d’expressions gardées. Les expressions sont des égalités
entre un signal et une variable fonctionnelle d’un systeéme d’équations récurrentes. Quand la garde d’une
des expressions est vraie, le signal de I’expression doit étre égal a la variable fonctionnelle. Dans le cas
de notre exemple, la spécification est donnée par :

sommespec(z,l,t) =
(x=U0)AN(I<t)— outy(z,l,t) = f(t =1+ 1,1)

et f est définie par :

[ A{y2=1} ra(y1,y2)
fy,y2) = { {1 <y <1}: fly1,y2 — 1) +alyr,y2)

Dans les cas ou la signature est une algebre (cf. annexe B), Abdulla a associé a ce formalisme une
sémantique (la limitation aux algebres permet de couvrir les cas les plus courants). Cette sémantique est
le plus petit point fixe de I’ensemble des fonctions du systeme d’équations récurrentes. Abdulla définit
formellement ce que signifie : « la description de I’implémentation d’un circuit respecte la spécification
du comportement de ce circuit ».

Abdulla a montré que toute valeur d’un signal dans un réseau systolique peut étre décrite a I’aide
d’équations récurrentes dont la signature est la méme que celle du circuit. Les variables fonctionnelles de
ce systeme d’équations correspondent aux variables de flots du réseau. Ainsi, le probléme de vérification
revient a montrer 1’égalité de deux systeémes d’équations récurrentes.

Dans sa theése, Abdulla étudie plusieurs problemes de décision. Tout d’abord, il s’intéresse au cas ol
la signature est un anneau (algébrique) commutatif et étudie le probleme de décision qui est de savoir
si I’'implémentation d’un circuit respecte sa spécification pour tout anneau (algébrique) commutatif. Ce
travail s’applique a deux classes particulieres de réseaux, les réseaux linéaires, et les réseaux en forme
d’anneaux. La spécification de tels réseaux est donnée par des expressions définies sur des anneaux
(algébriques). Pour de tels réseaux, la vérification se fait en deux étapes.

— Tout d’abord, Abdulla montre que les valeurs des sorties, des entrées et des variables locales de

toute cellule peuvent a tout instant se décrire a I’aide d’expressions gardées définies sur un anneau.
Pour cela, il introduit une classe de fonctions récursives et montre, pour toute fonction de cette
classe, I’existence d’une expression gardée définie sur un anneau et égale a cette fonction. Puis, il
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montre que toutes les valeurs des sorties, entrées et variables locales des cellules sont définies par
de telles fonctions. Ainsi, la fonction de spécification est maintenant :

spec(T) = (p1(T) — (e1(7) = r1(T))) A~ A (pm(T) = (em(T) = rm(T)))

Les p; sont des prédicats, les expressions e; sont des expressions gardées définies sur un anneau
et les r; des expressions sur des anneaux.
— La deuxieme étape de vérification concerne la validité des expressions suivantes :

p(z) — e(z) = r(Z)

Comme e(Z) est une expression gardée, on montre d’abord que le prédicat p implique 1’une des
gardes. Comme les gardes sont des expressions définies dans 1’arithmétique de Presburger, le
probleme est décidable. Ensuite, il faut montrer une expression de la forme suivante :

p(@) —r(z) =0
Abdulla définit une classe particuliere de formules et montre que pour cette classe la vérification
de I’expression précédente est décidable. Il montre de plus que pour des anneaux courants (entiers,
réels, naturels modulo m), on peut décider si une formule fait partie de cette classe.

Abdulla a étendu ses travaux a d’autres types d’algebre tout en restreignant la structure des circuits.
Pour une classe particuliere concernant des algebres booléennes, il montre ainsi des résultats similaires
a ceux sur les classes d’anneaux pour certains types de réseaux systoliques linéaires (correspondant par
exemple a des circuits de convolutions).

Ce travail est le premier a présenter des résultats sur des problémes de décision dans les réseaux
systoliques. Le travail que nous présenterons ce placera dans le cas ou la signature est I’algebre des
booléens. Cependant, nous nous intéresserons a une classe plus large de circuits. Nos circuits devront
s’exprimer a I’aide d’équations récurrentes, et ils devront &tre ordonnangables (c’est-a-dire que 1’on
pourra associer une fonction d’ordre sur I’exécution des calculs).

2.4 Spécification et vérification de réseaux systoliques avec STA

Ling et Bayoumi [66] ont développé un formalisme nommé STA (Systolic Temporal Arithmetic)
pour spécifier et vérifier des architectures systoliques. Ce formalisme fournit une description complete et
précise de la conception des réseaux et une sémantique pour la vérification. Il exploite les caractéristiques
des réseaux pour produire des notations et des méthodes de raisonnement adaptées a ces réseaux. Les
constructeurs et opérateurs utilisés se fondent sur la logique ITL (Interval Temporal Logic) qui permet
des raisonnements a différents niveaux. Ce formalisme permet de manipuler le parallélisme et le pipeline
des réseaux. De plus, tout en offrant des raisonnements mathématiques, il peut permettre de simuler, de
trouver des erreurs ou de générer des tests. La spécification d’un réseau systolique est la suivante :

— Spécification de la structure. 11 faut tout d’abord préciser la place des cellules dans le réseau et la

maniere dont elles sont connectées. Voici par exemple la spécification de la structure du systeme
d’addition des colonnes d’une matrice :

V1 <i <1, Cell(B;)
V1 <i<Il—1, Conn(Out(outy, B;),In(in1, Bi+1))

— Out, et In sont des identificateurs : Out(outy, B;) désigne la sortie out; du composant B; et
In(iny, B;;1) désigne I’entrée in; du composant B;

— Cell, Conn sont des prédicats. Le prédicat Cell(B;) signifie que B; est une cellule. Nous avons
donc un circuit de [ cellules identiques. Le prédicat Conn(Out(out, B;), In(iny, Biy1)) spé-
cifie que la sortie out; de la cellule B; est directement connectée a I’entrée in; de la cellule
Bi1.
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— Spécification du comportement. Il faut ensuite spécifier le comportement des cellules, le com-
portement des entrées, et le comportement des sorties. Voici par exemple, la spécification du
comportement des cellules du systeme d’addition des colonnes d’une matrice :

VB;, Cell(B;) A Val(In(iny, B;),yq) A Val(In(ing, B;), a;) — Val(Out(outy, B;), _, (ya + ai))

Le prédicat Val(In(in1, B;), y;) signifie que la valeur de la sortie in; de la cellule B; est y;;.
Ainsi, la spécification du comportement de la cellule signifie que, si en entrée de la cellule les
signaux valent y;; et a;;, alors le signal de sortie vaudra (y;; + a;;), sauf pour le premier instant ot
la valeur est inconnue (_).

Nous spécifions maintenant le comportement des entrées. Nous avons deux types d’entrées. Celui
correspondant a I’entrée in; de la cellule B; et celui correspondant a I’entrée ino des cellules
By, ..., B;. 11y adonc deux prédicats

Val(In(in,, By), 00)

V1 <i <1, Val(In(iny, B;), \'Z3_, AFZla,;, Oay,)
Le premier prédicat définit I’entrée in1 de la premiere cellule, elle vaut toujours 0 (30). Le second
prédicat définit I’entrée ino de toutes les cellules : pour la cellule i, il y a tout d’abord ¢ — 1 valeurs
quelconques, puis nous avons les coefficients de la colonne ¢ de la matrice. Il y a une infinité de
coefficients.
Enfin, nous donnons la spécification des sorties :

Val(Out(outy, By), /\ﬁ;lo_, /\f;llzézlari, DEézlaki)

En sortie, nous avons 1’addition de tous les coefficients d’une ligne de la matrice. Il y a une infinité
de résultats.

La spécification de la structure et du comportement du systeme d’addition des colonnes d’une ma-
trice est assez proche de celle proposée par Abdulla. Cependant, comme Ling et Bayoumi n’utilisent
pas directement la notion d’équations récurrentes, leurs notations sont plus complexes, et ils doivent
spécifier les sorties a 1’aide d’une somme de [ termes. La notion d’équations récurrentes est cependant
sous-jacente a leur formalisme.

En plus de la syntaxe et de la sémantique, Ling et Bayoumi ont prouvé des théorémes permettant de
réécrire de maniere sémantiquement équivalente les spécifications. Ils possédent aussi des axiomes et
des regles de réécriture.

La vérification formelle d’un réseau au niveau architecture revient alors a prouver la correction de
I’implication suivante :

spec. structure/Aspec. comportement celluleAspec. comportement entrées = spec. comportement sorties

Ling et Bayoumi ont développé différentes techniques de vérification utilisant les axiomes, les regles

et les théoremes de réécritures :

— Dérivation et comparaison : cette méthode est directe, elle exploite la régularité et la localité des
réseaux. A partir des cellules du réseau les plus proches des entrées, on fait dériver les sorties des
cellules a partir des entrées. Ces sorties deviennent alors des entrées pour les cellules suivantes.
On répete le processus jusqu’a arriver aux sorties. Puis, on compare le comportement dérivé au
comportement de sortie spécifié. S’ils sont égaux le réseau est correct, sinon il n’est pas correct.
Cette méthode peut étre appliquée a certains réseaux paramétrés en utilisant les regles, les axiomes
et théorémes prédéfinis. L’ utilisation de ces regles, axiomes, et théoremes permet de cacher une
induction, et d’obtenir une dérivation finie.
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— Par induction : 1a méthode précédente est trop longue si le réseau est grand. Dans ce cas, on peut
définir une hypothese de récurrence P(n) :

spécification structure A comportement cellule A comportement entrées = comportement sorties

pour un réseau de taille n. On prouve alors le cas de base pour un réseau de taille ng, puis on
suppose P (k) correct pour k > ng et on montre P(k + 1) en utilisant les prédicats définis lors de
la spécification et les théorémes, axiomes et reégles prédéfinies.

— Résolutions d’équations différentielles STA : les deux méthodes précédentes ne peuvent pas étre
appliquées dans le cas de réseaux systoliques bidirectionnels. La méthode est la suivante : pour
une cellule quelconque, il faut tout d’abord générer des équations reliant les sorties aux variables
d’entrée, a 1’aide de variables temporelles. Puis, le systeéme est résolu en utilisant les regles de
réécritures, ce qui permet d’obtenir une relation entre les entrées et les sorties du réseaux. Il ne
reste qu’a substituer des variables d’entrée par leur comportement défini dans la spécification, et
a comparer le résultat obtenu au comportement spécifié.

Ces méthodes sont implémentées en Prolog. Elles ont été appliquées avec succes sur des exemples
complexes (décomposition LU). Mais Ling et Bayoumi ne donnent pas de cadre précis pour lequel ces
méthodes s’appliquent avec succes. De plus, la vérification ne peut étre effectuée que sur une description
physique du systeme. La vérification ne se fait donc qu’a la fin de la conception ce qui peut &tre préjudi-
ciable si 'erreur a lieu au début de la conception. Dans la méthode que nous proposons, la vérification
peut avoir lieu a n’importe quel niveau de la conception. De plus nous ne nous intéresserons pas au
méme type de propriétés, notre but sera de prouver des propriétés sur des signaux de contrdle introduits
lors de la phase de synthese.

2.5 Autres travaux sur les réseaux systoliques

D’autres travaux ont été effectués sur ce sujet. En ce qui concerne la spécification, nous citerons
les travaux de Zhou et Burleson [102] qui fournissent une description formelle, une sémantique et une
classification de propriétés d’équivalence. Hennessy [47] propose un langage de description pour les
réseaux systoliques. Ce langage permet de décrire la spécification et I'implémentation des systemes.
Pour prouver que I’'implémentation respecte la spécification, il utilise des transformations syntaxiques
et une méthode d’induction.

Les langages proposés pour la spécification sont tous différents, mais ils font généralement appel a
la notion d’équations récurrentes. Tous ces travaux sont tournés vers la preuve d’équivalence, et selon
le formalisme utilisé, ils peuvent caractériser les systemes sur lesquels des techniques de vérification
peuvent &tre appliquées.

Dans tous les travaux que nous avons présentés le principe est le méme. De manieére schématique, le
point de départ est une description d’architectures et de la spécification qui est un ensemble d’équations
récurrentes. Il faut ensuite dériver 1’architecture pour obtenir des équations récurrentes. Les travaux que
nous allons maintenant présenter se placent dans une optique différente. La description de 1’architec-
ture et la spécification (dans le cas de vérification hiérarchique) se font directement a 1’aide d’équations
récurrentes. Pour obtenir le circuit on synthétise la description qui a été vérifiée. La phase de synthese
conserve généralement la sémantique. Si des transformations ne préservant pas la sémantique sont ef-
fectuées, on applique alors les techniques de vérification hiérarchiques. Il faut pour cela un formalisme
permettant de décrire des équations récurrentes et de synthétiser facilement une architecture. Ce forma-
lisme est le modele polyédrique.
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3 Le modéele polyédrique

Nous nous plagcons maintenant dans un cadre plus général que celui des réseaux systoliques. Nous
allons nous intéresser a la vérification de systémes réguliers et paramétrés décrits dans le modele poly-
édrique.

3.1 Présentation

Le modele polyédrique est un formalisme qui permet de représenter des calculs massivement pa-
ralleles en fournissant une représentation compacte. Il permet I'utilisation de parametres symboliques.
Grace a ce modele, nous pouvons donner une description haut niveau (proche du niveau algorithmique)
et par une série de transformations, nous pouvons effectuer une synthese et obtenir une description bas
niveau décrivant une architecture VLSI réguliere. Ce modele est aussi utilisé dans le cadre de la parallé-
lisation de boucles imbriquées.

Ce modele se fonde sur les systemes d’équations récurrentes affines définies sur des domaines po-
lyédriques. Les systemes d’équations récurrentes uniformes ont été introduits en 1967 par Karp, Miller,
et Winograd [51] pour dériver des architectures paralleles. Nous présenterons ici une extension aux
équations récurrentes affines [97].

Soit {t,i € Q|0 < i <t <10,5} un ensemble (cf. fig 1.3 ). Cet ensemble est délimité par trois
hyperplans (en I’occurrence simplement des droites car nous sommes en dimension 2) :

— ladroite {¢,7 | t = 10,5},

— ladroite {¢t,i | i —t =0} et

— ladroite {¢,i | —i = 0}.

C’est ce que nous appelons un polyedre. Ce polyedre peut étre représenté de maniere plus compacte par

I’ensemble :
) t
{t,ieQ|| -1 1 ( . > <

—_
oo
o

Y

10,5
P={t,icQ|0<i<t<10,5}

F1G. 1.3 — Un polyedre P

Définition 1.1 (Polyedre) Un polyedre de dimension n est un sous espace P de Q" borné par un
nombre fini d’hyperplans. On peut le définir implicitement par :
P={xecQ"|Ax <b}

ou A est une matrice (m,n) et b un vecteur de dimension m de rationnels.
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F1G. 1.4 — Un polyedre entier

Nous nous intéresserons simplement aux points du polyedre appartenant a Z'™. C’est ce que nous
appellerons un polyedre a points entiers. Sur la figure 1.4, nous avons représenté les points du polyedre
‘P appartenant a Z".

Définition 1.2 (Polyedre a points entiers entiers) On appelle polyédre a points entiers entiers de di-
mension n un ensemble D défini par :

D={zeZ",ze€P}=72"NP
ou ‘P est un polyedre de dimension n.

Définition 1.3 (Domaine) On appelle domaine polyédrique (ou simplement domaine) de dimension n
une union finie de polyedres a points entiers de dimension n.

La notion de variable polyédrique ou plus simplement de variable est similaire a celle de variable
fonctionnelle vue dans la section 2.2. Les différences portent principalement sur les gardes, qui ne sont
plus quelconques mais définies par un polyedre.

Définition 1.4 (Variable) Une variable X est une application d’un domaine dans un ensemble de va-
leurs. Ces valeurs peuvent étre de type entier, booléen ou réel. On appelle instance de la variable X la
restriction de X a un point de son domaine. Si z est un point du domaine de X, on notera X [z|, lins-
tance correspondant a ce point. On peut ’assimiler a une variable scalaire. Les variables constantes
sont associées au domaine 7.

Par exemple, 1’expression suivante
V(t,i) € {t,i|0<i<t},Y][ti]eB

définit une variable Y et un ensemble d’instances entieres Y'[¢, 7].
Nous pouvons définir la variable Y de la maniére suivante :

v {t,i|i=0}:True
T {ti|0<i<t}:Y(tyi—t—1i—1)AX(ti—t—1,4)

ol X est une variable polyédrique définie sur le domaine {¢,7 | 0 < ¢ < t} Cette équation signifie
simplement que :
— sile point (¢, 1) appartient a {¢,% | i = 0}, alors I’instance Y'[¢, ¢] est définie par la constante True,
— sinon si elle appartient au domaine {¢,7 | 0 < ¢ < t}, 'instance Y'[¢,] est définie par la
conjonction de I’instance de Y au point (¢ — 1,7 — 1), point image de (¢,4) par I’application
(t,i — t—1,i—1) etde I'instance de X au point (¢ — 1, ), point image de (¢, ) par I’application
(t,i —t—1,1).
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Ces applications sont appelées des dépendances.

Nous donnons maintenant la définition formelle d’une équation récurrente. La différence par rapport
a la définition donnée en section 2.2 portent principalement sur les gardes, définies ici par un polyedre.
De pus les dépendances sont a coefficients les entiers et non dans les rationnels.

Définition 1.5 (Equations récurrentes) Une équation récurrente définissant une variable X en tout
point z d’'un domaine D est une équation de la forme :

X=Dx:9(....2d,...)

Z est une variable polyédrique (cela peut étre la variable X),

d est une fonction de dépendance d : 7" — 7™ ;

g est une fonction stricte. On [’écrit généralement comme étant une expression faisant intervenir
des opérandes de la forme Y.d, des opérateurs de base et des parentheses.

Dx est un ensemble de points de 7. C’est le domaine de I’équation, il correspond ici au domaine
de la variable X.

Une variable peut étre définie par plusieurs équations définies sur des domaines disjoints. Dans ce cas,
le domaine de la variable est I'union des domaines des équations.

La fonction de dépendance utilisée pour définir la variable Y peut s’écrire sous forme matricielle :

(t,i—»t—l,z'—1)(z,y):<é (1)>(§>+<j>

Définition 1.6 (Equations récurrentes affines) Une équation récurrente est dite affine si ses fonctions
de dépendances s’écrivent sous la forme d(z) = Az + a ou A est une matrice de dimension n X m a
coefficients entiers et a est un vecteur de dimension m a coefficients entiers. Si A est la matrice identité,
I’équation est dite récurrente uniforme.

Définition 1.7 (Systéme) Un systeme est vu comme la donnée d’un ensemble de variables d’entrée
In, d’un ensemble de variables de sorties Out, d’un ensemble de variables locales et d’un ensemble
d’équations récurrentes définissant de maniere unique chaque instance des variables locales et des
variables de sorties.

Définition 1.8 (Dépendance) On dit qu’une instance x dépend directement de y s’il existe une équation
telle que x = g(...,y,...). Nous noterons x — y le fait que I'instance x dépend de I’instance y.

En reprenant notre exemple, nous avons les dépendances suivantes :

Yt,i] = Y[t —1,i—1]
Yt i]— X[t — 1,4

Ces dépendances peuvent étre représentées a 1’aide d’un graphe de dépendance.

Définition 1.9 (Graphe de dépendance) On appelle graphe de dépendance, le graphe dont les neeuds
sont des instances. Il y a un arc entre deux instances si [’'une dépend de I’autre.

La notion de dépendance peut étre définie au niveau des variables. Elle se représente a 1’aide d’un
graphe.

Définition 1.10 (Graphe de dépendance réduit) On appelle graphe de dépendance réduit , le graphe
dont les neeuds sont des variables. 1l y a un arc de la variable X vers la variable Y s’il existe une
instance x de X et une instance y de'Y telles que x dépend de 1. On notera de méme X — Y.
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F1G. 1.5 — Graphe de dépendance réduit.

Dans notre exemple la variable Y dépend d’elle méme et de la variable X, nous avons le graphe de
dépendance représenté dans la figure 1.5 (que 'on note aussi Y — Y et Y — X).
Nous appelons ce type de dépendance une auto-dépendance.

Définition 1.11 (auto-dépendance) On appelle auto-dépendance de X une dépendance d telle que X.d
est une sous-expression de [’expression définissant X.

Nous définissons maintenant la notion d’ordonnancement qui permet de préciser I’instant ou une ins-
tance doit étre calculée. Reprenons notre exemple comme nous avons la dépendance suivante Y'[¢, 7] — Y[t— 1,
i — 1], 'instance Y[t — 1,7 — 1] doit étre calculée avant Y'[t,i]. Nous pouvons associer a la variable

Y la fonction qui a tout point (¢,7) du domaine de Y associe le point ¢. Cette fonction est la fonction
d’ordonnancement de Y, a I'instant ¢, toutes les instances de Y de la forme Y'[t, ¢] seront calculées.

Définition 1.12 (Ordonnancement) Un ordonnancement tx est une fonction telle que tx(z) spécifie
Uinstant ou Uinstance X [z| est calculée. Généralement, la fonction tx est définie du domaine de la
variable dans N, mais tout ensemble d’arrivée muni d’un ordre total est autorisé (par exemple N* muni
de l'ordre lexicographique). Dans la suite nous nous limiterons aux ordonnancements a une dimension.
Un ordonnancement est valide si pour toutes instances X [z] et Y[2'],

X[z] = Y[Z] = tx(z) <ty ()

Un systeme est dit ordonnancgable si son graphe de dépendance est sans cycle et si un ordonnancement
valide existe. Déterminer si un Systeme d’Equation Récurrentes Affines (SERA) est ordonnangable ou
non est indécidable dans le cas général [90], mais il existe de nombreuses heuristiques pour trouver des
ordonnancements respectant un format particulier.

Remarque : ’ordonnancement trivial qui a tout point associe la valeur O est valide. Un tel ordon-
nancement conduit a une implémentation de circuit ou tous les opérateurs sont combinés en cascade. Les
valeurs des variables de sortie sont calculées durant un unique cycle. Naturellement, un tel ordonnance-
ment est invalide des que 1’on ajoute des contraintes sur la longueur maximale d’un chemin critique.

Transformation de systéme. Le modele polyédrique est la combinaison de domaines polyédriques
et d’équations de récurrences affines. Les propriétés de cloture dans ce modele (plus précisément par
intersection, union finie, et inverse d’application affine) sont la clef de voiite d’un riche ensemble de
transformations préservant sémantique. Parmi toutes les transformations que 1’on peut effectuer sur un
SERA, la réindexation ou changement de base des variables est fondamentale ; cette transformation doit
avoir un inverse a gauche pour tout les points du domaine de la variable. Soit X une variable d’'un SERA
définie de la maniére suivante :

Xl = { Dy : gl Xodi(2)]...)

Appliquer un changement de base 7 (ou 7 est une application inversible a gauche de Z"™ dans Z") a la
variable X consiste en :
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— remplacer chaque Dy, par 7 (Dx; ),
— dans la partie droite de I’équation de X, remplacer chaque dépendance d; par d; o 7 !, la com-
position de d; et de 71,
— pour toutes les occurrences X [g(z)] dans la partie droite de foutes les équations du systeme,
remplacer la dépendance g par 7 o g.
Le systéme ainsi obtenu est sémantiquement équivalent au systéme original.

Les programmes que nous étudions sont tous ordonnangables®. De plus, nous supposons que pour
un systeme donné, un ordonnancement a été déterminé et qu’il a été appliqué, c’est-a-dire qu’un chan-
gement de base a été effectué sur tous les domaines et dépendances des variables afin d’identifier un
indice particulier (le premier) qui sera appelé indice temporel ou temps. Il sera noté ¢. Un tel systeéme
est appelé systeme ordonnancé.

Nous présenterons dans le chapitre suivant un langage, ALPHA, et sa sémantique, qui permettent
d’exprimer de tels programmes. Nous présenterons aussi 1’environnement MMALPHA qui permet de
manipuler ces programmes, de les transformer, de générer du code ou des architectures.

3.2 Premiers travaux de vérification dans le modele polyédriques

Les premiers travaux de vérification avec le modele polyédrique ont été réalisés par Quinton et De-
zan [28]. Le but de ce travail est de prouver 1’équivalence entre une spécification et une implémentation
d’une architecture réguliere. Pour cela, Quinton et Dezan utilisent une technique de rencontre au milieu.
Le travail est effectué en deux étapes :

— La premiere étape consiste en une phase descendante a partir de la spécification en utilisant des

techniques de synthese.

— La seconde partie consiste en 1’utilisation des techniques ascendantes d’abstraction a partir de
I’implémentation. L’idée est de simplifier la description de 1’architecture pour obtenir une re-
présentation au méme niveau que la représentation obtenue par les techniques de synthese. Ces
techniques utilisent des principes d’induction.

Quand les deux descriptions sont au méme niveau, elles sont comparées en utilisant la sémantique four-
nie par le modele polyédrique.

Ce travail est intéressant, mais reste limité aux cas ol I’'implémentation et la spécification se fondent
sur le méme algorithme. De plus, ce processus est semi-automatique, puisque c’est a l’utilisateur de
choisir les transformations qui seront automatiquement appliquées.

33 Equivalences de deux spécifications

Dans cette partie, nous présentons des résultats sur 1’équivalence de systemes d’équations affines.
Lors de la synthése d’un systeme, on peut étre amené a appliquer des transformations ne préservant
pas obligatoirement la sémantique. Dans ce cas, il est important de vérifier que le systéme initial et le
systeme transformé sont équivalents. Nous présentons deux résultats sur ce sujet. Le premier est di a
Barthou, Feautrier et Redon [8] et le second a Shashidhar, Bruynooghe, Catthoor et Janssens [93].

3.3.1 Equivalence de deux systémes d’équations récurrentes affines
Le premier résultat de ce travail [8] montre que le résultat d’équivalence de deux SERAs est indéci-

dable. Les auteurs proposent ensuite un semi-algorithme pour tester I’équivalence de deux SERAs.

Indécidabilité : pour prouver ’indécidabilité, les auteurs se ramenent au dixieme probleme de Hil-
bert qui est de décider si une équation diophantienne a une solution positive. Les auteurs se donnent

3Les autres systémes sont inutiles car ils ne peuvent pas étre implémentés.
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un polyndme diophantien P(X1,...,X,). Ce polyndme peut étre écrit comme la différence de deux
polyndmes dont les coefficients sont des entiers positifs :

P(X1,...,X,) = Ppe(X1,...,Xn) — P_(X1,..., Xp)

— D’une part, trouver une solution a I’équation diophantienne P(X7,..., X, ) = 0 revient a trouver
des valeurs de X1, ..., X, telles que P, et P_ sont égaux. Un probleme équivalent est de décider
si pour toute valeur positive de X1, ..., X,, P; est différent de P_.

— D’autre part, deux SERAs sont équivalents si pour toute valeur de leur parametres, leurs sorties
sont égales si leurs entrées sont égales.

Les deux problemes sont reliés de la maniére suivante : les auteurs construisent deux SERAs S et S”.
Les deux SERAs S et S’ ont deux entrées I et I et une seule sortie. Dans S, la sortie dépend seulement
de ’entrée I. Dans S’, la sortie dépend de I’entrée I5 si, pour une valeur des parameétres x1, ... , T, des
SERAs, Py (z1,...,%y) = P_(x1,...,x,); sinon la sortie dépend de I;. La construction du deuxieme
SERAs est faite de la fagon suivante : on associe aux polyndmes P, et P_ deux ensembles de points
entiers ; les dépendances alternent itérativement entre les deux ensembles de points, a la fin de I’itération
la sortie dépendra soit de I; soit de I». Les deux SERAs seront équivalents si et seulement si leurs sorties
ne dépendent que de I1, ce qui reviendrait a décider si Py (x1,...,x,) = P_(z1,...,Ty).

Algorithme : les auteurs donnent ensuite un semi-algorithme. Un automate a mémoire d’états est as-
socié a chaque paire de SERAs pour lesquels 1’équivalence doit étre vérifiée, de telle sorte que tester
I’équivalence de ces deux SERAs revient a calculer un probleme d’atteignabilité dans I’automate cor-
respondant.

Les automates a mémoire d’états (MSA) ont été introduits par Boigelot et Wolper dans [12]. Ce sont
des automates a états finis, dont les états sont composés d’un élément appartenant a un ensemble fini et
d’un vecteur d’entiers notés (p, vp). Une transition est un triplet {p, ¢, F, } ol p et g sont respectivement
I’état de départ et I’état d’arrivée, et I, la relation de transition entre vecteurs, c’est-a-dire une partie
de Z"» x Z"1, ou n, (resp. ng) est la dimension du vecteur v, (resp. vy). Il y a une transition entre
Iétat (p,v,) et (q,vq) si (vp,v,) est dans Fp,. Un état (p,v,) est accessible s’il existe une séquence
finie de transitions depuis 1’état initial aboutissant dans cet état. L’ensemble des états accessibles de p,
noté A, est I’ensemble des vecteurs vy, tels que (p, v,) est accessible. L’atteignabilité dans un MSA est
indécidable mais, pour certains cas, il existe un algorithme.

Le MSA associé a la paire de SERA dont on veut connaitre I’équivalence est construit de la ma-
niere suivante. Chaque état est étiqueté par une équation e(i) = e’(i’) ol e (respectivement e’) est une
sous-expression du SERA de droite (respectivement de gauche) et i et i’ sont des vecteurs d’itérations
distincts ; le vecteur d’états est noté (i,4’). Les étiquettes sont des équations qui peuvent étre vraies ou
fausses quand les vecteurs sont remplacés par leur valeur. Les auteurs construisent un MSA de sorte que
I’étiquette soit vraie pour tous les vecteurs dans 1’ensemble accessible. Inversement, si une étiquette est
fausse, son ensemble accessible doit étre vide.

Les auteurs décrivent par la suite comment calculer des relations d’atteignabilité quand il est possible
de le faire. Les clotures transitives n’apparaissent que s’il y a des cycles dans le MSA. La difficulté
du calcul d’atteignabilité dépend seulement de la structure du MSA. Dans le cas ou il n’y a pas de
cycle, on peut calculer les relations d’atteignabilité. Pour les cycles simples (des chemins commencant
et finissant sur le méme nceud et ne visitant qu’'une fois chaque nceud du chemin), Boigelot [11] a
montré une condition suffisante pour calculer la relation d’atteignabilité. Dans le cas de cycle complexe,
de nombreuses heuristiques peuvent étre appliquées. Un prototype implémentant le semi-algorithme a
été construit. Il utilise la Polylib [99] et Omega [53].

Ce travail offre un cadre formel tres riche et trés puissant. Il permet ainsi de vérifier que des trans-
formations faites a la main sont correctes. Les transformations autorisées sont nombreuses : toutes les

32



transformations qui concernent I’espace d’itérations sont autorisées, de plus on peut renommer des va-
riables (a condition que les entrées et les sorties soient clairement identifiées). Cependant, I’un des points
faibles actuels de cette méthode est qu’elle ne prend pas en compte la sémantique des opérateurs. La mé-
thode de preuve que nous proposons ne pose pas ce probléme puisqu’elle s’appuie entierement sur la
sémantique de notre modele.

3.3.2 Model Checking Géométrique : Techniques de vérification automatique pour les transfor-
mations de boucle et la réutilisation de données

Dans [93], Shashidhar ef al. veulent prouver 1’équivalence de deux systémes dont I’un est obtenu a
partir de I’autre par une transformation*. Les deux systémes sont spécifiés dans ce que les auteurs ap-
pellent le modele géométrique, une généralisation du modele polyédrique. Les domaines des variables
s’expriment a I’aide de 1’arithmétique de Presburger. En revanche, les transformations appliquées au sys-
téme sont limitées. Les transformations ne peuvent qu’introduire des registres ou réorganiser la structure
des boucles, sans modifier les fonctions appliquées aux éléments : seuls la modification des expressions
indexées et le remplacement des variables par des registres sont autorisés.

Grace aux restrictions faites sur les transformations, la technique de vérification mise en ceuvre
est relativement simple. L’idée est la suivante : soient deux équations issues I’une du programme ini-
tial et I’autre du programme transformé, qui définissent la méme variable et sont définies par la méme
fonction. Les opérandes différents entre les deux équations correspondent a I’introduction de registres
dans I’équation transformée. Pour chacun de ces registres, on construit alors a partir du systéme trans-
formé une chaine de registres dont le dernier élément correspond a la variable présente a la place du
registre dans le programme initial. Cette chaine permet de construire une suite de dépendances que I’on
compose. Si la composition correspond a la dépendance de la variable du programme initial alors on
a prouvé I’équivalence des deux équations. Il faut ensuite vérifier que I’on a autant de points dans le
systeme transformé que dans le systéme initial. Pour cela, on vérifie que les variables sont définies sur
les mémes domaines.

Cette technique permet de diagnostiquer des erreurs. Les techniques mises en ceuvre ici sont plus
simples que dans le travail précédent. Les résultats et les limitations des deux techniques semblent en
pratique assez similaires, cependant les travaux de Barthou et al. seront plus facile a étendre.

3.4 Propriétés fonctionnelles

Nous allons ici nous intéresser a une classe plus large de propriétés que les propriétés d’équiva-
lence : les propriétés fonctionnelles. On appelle propriétés fonctionnelles des prédicats qui relient les
entrées aux sorties. On peut les voir comme des propriétés ne dépendant pas de 1’ordre d’évaluation des
instances (restriction d’une variable a un point de son domaine).Nous allons présenter ici deux travaux.
L’un spécifiant les propriétés et les programmes dans un langage d’assertions, I’autre alliant le langage
ALPHA et le prouveur de théoreme PVS.

3.4.1 [Utilisation d’un langage d’assertions

Le langage ALPHA ne permet pas de spécifier toutes sortes de propriétés. Ainsi, dans sa these de
doctorat [17], Cachera propose de définir une sémantique par assertions proche de la logique de Hoare.
Pour cela, il définit un langage d’assertions. Ce langage se fonde sur une logique de premier ordre. I1 est
constitué :

“11 existe de nombreux travaux sur la vérification de transformations de boucles ne se situant pas dans le modele poly-
édrique [73, 79, 88]. Nous nous contenterons ici de citer ceux de GoldBerg et al.[39] et ceux de Zuch et al.[103] qui ont
développé tout d’abord des regles de preuve utilisées lors de transformations préservant la structure des boucles et des regles
de permutations dans les autres cas.
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des variables logiques,

des expressions arithmétiques,

des expressions booléennes,

— des expressions sur les indices des domaines,

un prédicat (X, 7, o) qui vaut vrai si ’instance au point z de la variable polyédrique X est définie
et a la valeur de la variable logique «.

Une spécification d’un programme S est un triplet { P}S{Q} ou P et @) sont des formules du langage
d’assertions correspondant respectivement a des préconditions et postconditions. La précondition P ne
fait intervenir que des variables d’entrées. Cachera introduit alors la notion de validité d’une spécification
puis la notion de prouvabilité. La prouvabilité est donnée par 1’existence d’un invariant, c’est-a-dire
I’existence d’un prédicat tel que s’il est vrai dans un état initial, il reste vrai le long de toute suite de
transitions partant de I’état initial.

Une fois ces définitions posées, il est possible de proposer une méthodologie de preuve. L’idée est
d’utiliser la notion d’invariants. Il introduit deux classes d’invariants :

— les invariants canoniques qui sont une traduction du comportement opérationnel du programme

dans le langage d’assertion,

— les invariants univoques qui permettent de décrire les sorties d’un programme en fonction des
entrées ; c’est une généralisation de la notion d’invariant canonique. Les invariants univoques
permettent de décrire les valeurs des sorties et correspondent donc a la notion de propriété fonc-
tionnelle.

L’introduction de ces deux classes permet de prouver des propriétés partielles en trouvant des invariants
qui peuvent &tre déduits des invariants canoniques. On peut aussi prouver des propriétés d’équivalence,
en prouvant que les deux invariants canoniques du programme impliquent le méme invariant univoque
ou que I’un des invariants canoniques implique 1’autre invariant canonique.

L’approche proposée « oublie » la structure syntaxique des programmes ALPHA, dans le sens ou la
sémantique opérationnelle sur laquelle elle se fonde, considere séparément chaque instance de variable.
Elle ne peut donc tirer parti de la régularité intrinseéque du modele polyédrique.

3.4.2 L’utilisation d’un prouveur de théoremes

Le travail de Cachera et al. [22], allie le langage ALPHA et un prouveur de théoreme PVS [92] pour

prouver des propriétés fonctionnelles. Deux méthodes sont employées selon les propriétés a prouver.

— Les propriétés simples sont exprimées dans le modele polyédrique a I’aide d’expressions boo-
léennes. Il faut vérifier si I’expression est trivialement vraie sur tout son domaine. La preuve est
séparée en deux et effectuée par différents outils. La premiere partie consiste a construire des tau-
tologies a I’aide de réécritures syntaxiques ; ces tautologies sont alors transmises a PVS qui les
vérifie. Les réécritures syntaxiques utilisées sont différentes selon que la propriété a vérifier est
définie récursivement ou non.

— Si les variables ne sont pas définies récursivement, il suffit de faire un certain nombre de sub-
stitutions, de normaliser I’expression et de la transmettre a PVS.

— Si les variables sont définies récursivement, il faut alors introduire une preuve par induction. La
premiere étape est une étape de réécriture qui fait « disparaitre » la récursion. Les expressions
réécrites sont alors transmises a PVS. La correction de la preuve est obtenue grace a un méta-
argument qui s’appuie sur la sémantique de ALPHA et des hypotheses d’ordonnancement.

— L’utilisation du langage ALPHA pour exprimer les propriétés est tres restrictif : de nombreuses
propriétés ne sont donc pas exprimables. Dans le cas de propriétés trop complexes a exprimer
dans ce modele, les propriétés sont spécifiées directement a 1’aide de PVS. Les auteurs ont donc
développé une interface pour traduire les programmes polyédriques et les ensembles de propriétés
dans des théories PVS et ils ont développé des stratégies pour que PVS effectue les preuves
spécifiques.
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Un travail similaire a été réalisé par Cachera et Pichardie dans [21], mais cette fois ci le langage
ALPHA est interfacé avec le prouveur de théoréme Coq [96]. Ce travail a nécessité de développer des
schémas de récurrence adaptés a la structure récursive des variables polyédriques, ce qui a permis d’au-
tomatiser la preuve.

4 Objectifs

Le but de ce travail est comme nous 1’avons dit en introduction de prouver des propriétés de streté sur
des systemes paramétrés réguliers dans le modele polyédrique et plus précisément prouver des propriétés
sur des signaux de contrle. Les signaux de contrdle sont des signaux qui ne sont pas directement
utilisés pour calculer le résultat fonctionnel du systeme. Ils sont soit introduits manuellement soit générés
automatiquement vers la fin de la synthése. Nous nous plagons dans le cadre de la syntheése de haut
niveau, qui vise a produire une implémentation par raffinements successifs a partir d’'une description
faite a un haut niveau d’abstraction. D’une part, il est rarement prouvé que les étapes de raffinement
préservent la sémantique des systeémes produits, d’autre part, de nombreuses optimisations peuvent étre
introduites manuellement par le concepteur, en particulier lors de la phase de génération des signaux
de controle de I’architecture. Il apparait alors nécessaire de vérifier que les systémes obtenus restent
corrects vis-a-vis de leur spécification initiale.

Ce probleme de vérification formelle n’est pas décidable dans le cadre de systemes paramétrés [4].
Les techniques que nous proposons ici sont donc des heuristiques, dans le sens ou elles pourront fournir
des preuves pour un sous-ensemble de systemes et de propriétés mais pas pour le cas général.

Dans ce chapitre, nous avons vu que pour prouver des propriétés de siireté la vérification de modele
était adaptée dans le cas de systemes finis (cf. section 1.1). Cependant comme nos systémes sont para-
métrés et potentiellement infinis, la vérification de modele devient difficile a effectuer(cf. section 1.4).
On peut alors :

— soit fournir des algorithmes de vérification pour des classes restreintes d’architectures [33, 32, 38],

— soit fournir des semis-algorithmes. Il faut alors utiliser des techniques d’abstraction, générer des

invariants, utiliser des techniques d’agrandissement. L’utilisateur est souvent amené a ajuster des
parametres ou a fournir des invariants.[55, 56, 44, 24, 64, 65].

L’ autre approche possible dans le cadre de la conception de systemes est I’utilisation de prouveur de
théoremes 1.2. L’idée est de travailler par équivalence pour vérifier qu’a chaque étape de raffinement le
systeme est équivalent au systeme raffiné. De nombreux travaux ont été effectués sur ce sujet. Cependant
les résultats sont limités : soit il faut que les systémes aient une architecture trés particuliere afin de
pouvoir générer automatiquement un schéma de preuve [76, 75, 22, 21], soit les transformations de
raffinement entre les deux systémes sont trés limitées [8, 93].

L’approche que nous proposons ici est différente. Nous prouvons des propriétés en utilisant les ca-
ractéristiques du modele polyédrique. Nous avons ainsi développé une « logique polyédrique » qui nous
permet de spécifier des propriétés dans le modele polyédrique. Cette logique s’appuie sur la sémantique
du modele polyédrique, nous avons ainsi développé des reégles de preuve intrinsequement liées au mo-
dele polyédrique. Les regles les plus simples correspondent a la sémantique du modele polyédrique, les
autres correspondent a des régles de réécriture et de manipulation de domaines polyédriques. Puis, nous
avons développé un algorithme de preuve qui nous permet de prouver des propriétés simples. Dans un
second temps, nous avons décidé d’enrichir notre « logique » afin de pouvoir spécifier puis prouver des
propriétés plus complexes. Ce travail ne permettra pas de fournir un algorithme de preuve aussi systé-
matique que dans le cas de propriétés simples. Nous nous orientons ici vers la création de tactiques de
preuve comme il peut exister dans les prouveurs de théoremes. Cette deuxieme partie est en cours de
formalisation, nous nous contenterons ici dans présenter les grandes lignes.

Dans le chapitre suivant, nous présenterons le langage ALPHA qui se fonde sur le modele poly-
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édrique et nous présenterons sa sémantique. Nous nous intéresserons aussi a 1I’environnement MM AL-
PHA qui permet de manipuler des syst¢tmes ALPHA. C’est dans cet environnement que nous avons im-
plémenté notre outil de preuve.

La seconde partie de ce document nous permettra de présenter dans le chapitre 4 notre systeéme de
preuve puis nous nous intéresserons dans le chapitre 5 aux problemes d’itérations des différentes regles
de preuve. Le chapitre 6 sera consacré a I’automatisation du processus de preuve et nous fournirons un
algorithme. Puis nous présenterons dans le chapitre 7 des techniques d’accélération pour construire les
preuves. Nous étudierons alors deux applications dans le chapitre 8. Le chapitre 9 nous permettra de pré-
senter en enrichissement de notre systeme de preuve. Le dernier chapitre sera consacré a la conclusion.
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Chapitre 2

Le langage ALPHA et ’environnement
MMALPHA

Dans ce chapitre, nous allons présenter le langage ALPHA qui va nous servir a spécifier nos pro-
grammes et les propriétés que les programmes doivent vérifier. Tout d’abord, nous présenterons dans la
section 1 ce langage, sa syntaxe et sa sémantique. Puis, nous présenterons dans la section 2 I’environne-
ment MMALPHA, congu pour manipuler des programmes ALPHA, et la bibliotheque polyédrique que
cet environnement utilise.

1 Lelangage ALPHA

Le langage ALPHA a été congu par Mauras [69]. Ce langage, qui se fonde sur le formalisme des
systemes d’équations récurrentes, est un langage fonctionnel a parallélisme de données. Initialement
congu pour la syntheése des réseaux systoliques, il est utilisé pour la dérivation automatique de circuits
réguliers et pour la génération automatique de code parallele.

Nous ne présenterons ici qu’un sous-ensemble du langage ALPHA pertinent pour ce travail. Nous ne
présenterons pas I’opérateur de réduction [63] qui permet d’exprimer les opérations de type somme (X2)
sur des indices bornés par des parametres et nous ne parlerons pas de la structuration des systemes [29].
Le lecteur intéressé trouvera une présentation détaillée du langage dans [99].

1.1 Fondements du langage, syntaxe

Contrairement a la plupart des langages fonctionnels, la structure de données de base dans ALPHA
n’est pas la liste mais le tableau de forme polyédrique. Un tel tableau est une application d’un polyedre
entier vers un espace de valeurs scalaires (entiers, réels, booléens). Une variable ALPHA correspond donc
a la notion de variable du modele polyédrique (cf. chapitre 1). Nous emploierons de maniere équivalente
les termes de variable ALPHA et de variable polyédrique.

system <nom de systéme>:<déclaration des paramétres>
(<déclaration des variables d’entrées>)
returns (<déclaration des variables de sorties>);
var <déclaration des variables locales>;
let
<équations>
tel;

F1G. 2.1 — Syntaxe d’un programme ALPHA
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Systemes. La syntaxe générale d’un programme ALPHA est donnée dans la figure 2.1. Un programme
ou systeme est une application des variables d’entrée vers les variables de sortie, définie par des équa-
tions récurrentes affines reliant les entrées, les sorties et les variables locales. Le langage ALPHA est un
langage équationnel, il obéit donc a la régle de I’assignation unique : il y a au plus une équation pour
définir une instance d’une variable.

Exemple 2.1 Voici un exemple de programme ALPHA qui décrit dans la figure 2.1 I’addi-
tion des colonnes d’une matrice. Nous supposons que la matrice a 4 colonnes. Le circuit
associé a cette description est présenté dans le chapitre 1.

system addcol (a:{t,ilt>=1i; 1<=i<=4} of integer)
returns(res:{t|t>=4} of integer);
var b:{t,ilt>=1i; 0<=i<=4} of integer;
let
b = case
{11=0}:0.(t,1i->);
{1i>0}: b.(t,i-—>t-1,i-1)+a.(t,i->t,1);
esac;
res= b. (t-—>t,4);
tel; ]

Variables. ALPHA est un langage typé et chaque variable (de sortie, d’entrée ou locale) est déclarée
avec la syntaxe suivante :

<nom de variable>:<domaine> of <type>

Le type peut étre entier, réel ou booléen. Le domaine est un polyedre. La syntaxe d’un domaine est la
suivante :

{<liste d’indices>|<listes d’équations et d’inéquations>}

Les identificateurs apparaissant dans la liste d’équations et d’inéquations sont ceux définis dans la liste
d’indices. Les noms des indices n’ont de portée qu’a I’intérieur de la définition du domaine. Nous pou-
vons donc réutiliser les mémes noms d’indices dans des domaines distincts sans que ces indices soient
liés entre-eux.

Exemple 2.2 Dans ’exemple 1, la variable d’entrée a est définie sur le domaine a deux
dimensions {t, i|t>=1; 1<=1i<=4}, elle est de type entier et sa déclaration est

a:{t,i|t>=1; 1l<=i<=4} of integer

Expressions. Une expression décrit un tableau polyédrique de valeurs et posséde un type et un do-
maine hérités de ses sous-expressions. Les expressions sont construites de la facon suivante : les expres-
sions atomiques sont soit des variables soit des constantes (définies sur le domaine Z"). Les opérateurs
sont soit des opérateurs point-a-point (reliant les valeurs) soit des opérateurs spatiaux (transformant les
domaines).

Opérateurs point-a-point. Ces opérateurs sont la généralisation en ALPHA des opérateurs scalaires
classiques. Décrivons par exemple 1’opérateur de conjonction : si e et e sont deux expressions de méme
dimension n (les domaines sont de méme dimension), alors e; and e est une expression dont :

— la dimension est n,

— le domaine est 1’intersection des domaines de e et de e,

— la valeur en un point est la conjonction des valeurs de e; et de e en ce méme point.
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Opérateurs spatiaux. Nous n’en utiliserons que trois : I’opérateur case, 1’opérateur de restriction et
I’opérateur de dépendance.
— Opérateur case. Cet opérateur permet de définir une expression par plusieurs sous-expressions
définies sur des domaines disjoints. La syntaxe est la suivante :
case <expression>;...;<expression>; esac
Le domaine d’une telle expression est I'union des domaines de toutes les sous-expressions, et
sa valeur en un point est la seule valeur définie en ce point par une de ces sous-expressions. La
variable b dans I’exemple 1 est définie par une expression case.
— Opérateur de dépendance. Cet opérateur établit une application des indices d’un domaine vers
les indices d’un autre domaine. Sa syntaxe est la suivante :
<expression>.<fonction affine>
Si nous appelons f la fonction affine, I’expression e. f est une expression dont le domaine est la
préimage par f du domaine de la sous-expression e, et dont la valeur au point z est la valeur de la
sous-expression e au point f(z). La syntaxe des fonctions affines est la suivante :
(<liste d’indices> —> <liste d’expressions affines>)
Les noms des indices n’ont de portée qu’a I'intérieur de la dépendance.

Exemple 2.3 L’expression b. (t,1->t-1,1-1) est donc définie sur la préimage
du domaine de la variable b par la dépendance (t,i — t — 1,1 — 1), ¢’est-a-dire sur
le domaine {t,i|t>=1; 1<=1i<=5}. Soit (t,i) un point de ce domaine, alors en
ce point l'expression b. (t,1->t-1,1-1) a la valeur de l’instance de b au point
(t — 1,4 — 1). Remarquons que si a la place de la dépendance (t,i->t-1,1i-1),
nous avions la dépendance (1, m->1-1,m-1), ’expressionb. (1, m—>1-1,m-1)
serait définie sur le méme domaine que b. (t, i—->t-1, i-1). En effet, les noms des
indices de la dépendance n’ont aucun lien avec le nom des indices du domaine.

— Opérateur de restriction. Cet opérateur restreint le domaine d’une expression a un sous-domaine
donné. Sa syntaxe est la suivante :
<domaine>:<expression>

Exemple 2.4 Soit I’expression {t,i|i>0}:b. (t,i->t-1,i-1)+a. (t,i->t,1).
Pour calculer son domaine de définition nous devons calculer les domaines de [I’ex-
pression b. (t,i->t-1,1i-1)+a. (t,1->t, 1) et lintersecter avec le domaine
{t,111>0}.
— Calcul du domainedeb. (t,i->t-1,1-1)+a. (t,1i->t, 1) : c’est lintersec-
tion des domaines deb. (t,1i->t-1,i-1)etdea. (t,i->t,1).
— domaine de I’expression a. (t,i->t,i): {t,ilt>=1i;1l<=i<=4},
— domainede b. (t,i->t-1,1i-1):{t,1|t>=1;1<=1i<=5},
— intersection des deux domaines : {t,1i|t>=1;1<=1<=4}.
— Calcul de intersection des deux domaines {t,1|t>=1;1<=i<=4}et {t,1]1>0}:
{t,ilt>=1;1<=1i<=4}.
L’expression {t,11i>0}: b.(t,i->t-1,i-1)+a.(t,i->t, 1) estdonc dé-
finie sur le domaine {t,i|t>=1i;1<=1<=4}, et pour tout point (i, j) de ce domaine
elle vaut la somme de la valeur de l'instance de b au point (i — 1, j — 1) et de la valeur
de I’instance de a au point (3, j).

Parametres. Les parametres [89, 29] sont déclarés dans I’entéte du systéme a I’aide d’un domaine. Les
indices de ce domaine correspondent aux parametres. Les parametres peuvent apparaitre a tout endroit
ou des indices sont manipulés. Ils étendent tous les domaines et toutes les dépendances.
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Exemple 2.5 Nous paramétrons maintenant [’exemple d’addition des colonnes d’une ma-
trice par | qui représente le nombre de colonnes (cf. Fig. 2.5). Le circuit associé a cette
description est présenté dans le chapitre 1.

system addcol {L|L>=1}
(a:{t,ilt>=1i; 1<=i<=L} of integer)
returns(res:{t|t>=L} of integer);
var b:{t,ilt>=1i; 0O<=i<=L} of integer;
let
b = case
{t,111=0}:0.(t,1i-> );
{t,i]i>0}: b.(t,i-—>t-1,i-1)+a.(t,i->t,1i);
esac;
res= b. (t-—>t,L);
tel;

Le domaine de définition de a {t,1|t>=1i; 1<=1i<=L} est en fait un raccourci pour le
domaine {t,i,L|t>=1; 1l<=i<=L}.Deméme la dépendance (t,i->t-1,i-1) est
un raccourci pour (t,1i,L->t-1,1i-1,L).
)
Il existe une autre notation pour les dépendances appelée notation tableau dans cette notation, la
dépendance (t, i->t-1,1i-1) s’écrit [t—1, i—1]. Ainsi le systeme présenté dans I’exemple précé-
dent s’écrirait de la maniére suivante :

system addcol {L|L>=1}
(a:{t,ilt>=1i; 1<=i<=L} of integer)

returns(res:{t|t>=L} of integer);
var b:{t,ilt>=1i; O<=i<=L} of integer;
let
b[t,i] = case

{11=0}:011;

{1i>0}: blt-1,i-11+alt,i];

esac;

res[t]l= b[t,L];
tel;

Dans cette notation, le nom des indices des dépendances a une portée sur toute 1’équation. Ainsi, les
indices ¢, qui apparaissent dans 1’équation définissant b ont une portée dans toute 1’équation, c’est-a-
dire méme dans les domaines des restrictions. C’est pour cela que les indices n’apparaissent plus dans
ces domaines.

Dans la suite de ce travail, nous n’utiliserons pas la notation tableau pour des dépendances. Nous
conserverons cependant cette notation pour exprimer une instance. Ainsi b [t, 1] représentera seule-
ment I’instance de b au point (¢, 7).

1.2 Sémantique

Nous présentons maintenant la sémantique dénotationnelle du langage ALPHA [69]. Comme nous ne
travaillerons par la suite que sur des signaux de contrdle, nous nous restreignons aux valeurs booléennes
et nous ne présenterons la sémantique que dans le cas des signaux booléens.

Définition 2.6 (Syntaxe normalisée) On dit qu’une expression ALPHA est sous forme normale, si elle
respecte la grammaire définie dans la figure 2.2. En d’autres termes, dans une expression sous forme
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normale, il n’y a pas de case imbriqués, les case ne sont jamais sous portée d’un opérateur point-a-
point, les dépendances sont sous la portée d’une variable et il n’y a pas de domaine sous la portée d’un
opérateur point-a-point.

expcase::= case <expression>;...;<expression>;esac |
expression
expression::= domaine:exp | exp
exp::= exp or exp | exp and exp | not exp |
terminal. (dep)
terminal::= id | const
dep::= indices-><expind>, ..., <expind>
expind::= expind + termind | expind - termind |
termind | - termind
termind::= entier| indice | entier indice

F1G. 2.2 — Syntaxe normalisée d’une expression

Toute expression peut étre écrite sous forme normale [69]. Nous ne travaillerons que sur des pro-
grammes normalisés.

Définition 2.7 (Domaines syntaxiques) Les domaines syntaxiques de base sont les suivants :
— ID : domaine des identificateurs, on notera id un opérateur de ID.
— BOOL : domaine des booléens BOOL = {True, False}, on notera b un opérateur de BOOL.
UOP : domaine des opérateurs unaires, UOP = {not}.
BOP : domaine des opérateurs binaires, BOP = {and, or}.
— DOM : domaine des domaines polyédriques, on notera dm un opérateur de DOM.
— DEP : domaine des fonctions de dépendance, on notera d un opérateur de DEP.
Le domaine EXP des expressions se définit par la syntaxe abstraite suivante (e € EXP) :

ex=1id|b|note| e andes | erores | dom :e|casee...eyesac | id(dep)

Le domaine EQ des équations est défini par

Définition 2.8 (Domaines sémantiques) On définit le treillis booléen B par I’ensemble {1t,ff, 1, T}.
On associe a cet ensemble [’opérateur Supval, borne supérieure par rapport a l’ordre usuel « est moins
bien défini que » ainsi que les opérateurs \ et N\. Ces deux opérateurs sont commutatifs. Pour deux
arguments, ils sont définis de la maniére suivante (v € {tt,[f}) :

Supval : v,v +— v A ottt — it Vo ottt — ot
Liv = v g = g =

T,v — T i ff — ff ff —

u,ff — T v — L v — L

T,U =T T,U — 1

1ls s’étendent facilement a n arguments.
On associe de plus a B un opérateur unaire — qui renvoie la négation d’une valeur.

= tt — ff
f — u
1 - L
T - T
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Le treillis DOM des domaines polyédriques est muni des opérations U (borne supérieure) et N (borne
inférieure). On peut maintenant construire les domaines sémantiques des expressions.

Une valeur multidimensionnelle est une application d’un point de I’espace dans les valeurs sca-
laires
VAL=7" — B

Une valeur spatiale sp = (dom,val) est une application définie par I’application val sur le
domaine dom et par \z.1 sur Z" \ dom. On note dom et val les fonctions pour accéder aux
champs.

sp € SP=DOM x VAL

Un environnement p est une application des identificateurs des variables vers les valeurs spatiales

p € EV =ID — SP

La sémantique E(e) d’une expression e est une application des environnements vers les valeurs
spatiales
E(e) € EXP=EV — SP

Notation 2.9 Nous noterons v une valeur booléenne appartenant a {tt,ff}, et v I'opposée de cette
valeur. Les valeurs v et —v sont toutes deux différentes de | et T.

Définition 2.10 (Sémantique des expressions) On définit la fonction sémantique E des expressions qui
associe a chaque construction syntaxique, sa sémantique dans EXP.

Identificateurs :
E(id) = Ap.p(id)

Constantes

E(k) = \p.(Z° \z.k)

Opérateur unaire :

E(note)(p) = ( dom(E(e)(p)),

Opérateurs binaires :

E(erandeg)(p) = ( dom(E(ey

)
)
E(erores)(p) = ( dom(€ e1)><p>

Restriction :

Case :
E(caseey ...esac)(p) = ( dom(E(e1)(p))U...,

Supval(val(E(e1)(p)),-..))

Le domaine d’une expression case est défini comme étant ['union des domaines des différentes
expressions la composant. Sa valeur en un point est la valeur d’une des expressions définissant
I’expression case. Si les domaines ne sont pas disjoints deux a deux, alors, pour les points appar-
tenant a ces intersections, la valeur de ’expression case sera T.
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— Dépendance :
E(e.d)(p) = ( d~'(dom(E(e)(p))),
val(&(e)(p) o d))
ou o correspond a I’ opérateur de composition de fonctions. L’ opérateur dépendance compose e et
d. La valeur d’une expression dépendance au point z est la valeur de I’expression e au point d(z),
donc d(z) appartient au domaine de I’expression e. On en conclut donc que le domaine de e.d est
la préimage par d du domaine de e. Remarque : nous notons abusivement d I’objet syntaxique (en
partie gauche) et I’objet sémantique (en partie droite).

Définition 2.11 (Sémantique d’une équation) La sémantique d’une équation est une application de
I’ensemble des environnements dans lui-méme :

EQ=EV —EV
Elle est définie de la maniére suivante :

QX =e)(p) = o'

ou p' est défini pour tout identificateur id de la maniére suivante :

sitd=X alors p'(id) = (dom(p(X))Udom(E(e)(p)),
Supval(val(p(X)), val(€(e)(p))))
siid# X alors p'(id) = p(id)
En d’autres termes, une équation définit une fonction d’enrichissement de 1’environnement.

Définition 2.12 (Sémantique d’un systéeme d’équations) La sémantique d’un systeme d’équations dé-
finit une application de I’ensemble des environnements vers lui-méme. Pour un environnement donné,
elle se définit comme étant un plus petit point fixe de la fonction suivante :

Ar.(Q(eqn) o - 0 Qleqr))(r)

Si p est 'opérateur de plus petit point fixe, la sémantique du systéeme S pour I’environnement p est

alors :
S(let eq; . .. eqy, tel)(p) =

(kr-(Q(egn) © - - 0 Qleqr))(r))(p)

Définition 2.13 (Sémantique d’un programme) Un programme construit I’environnement initial avec
les données en entrée et [’enrichit par le systeme d’équations. C’est donc une application d’un ensemble
de valeurs multidimensionnelles dans un ensemble de valeurs multidimensionnelles

P € PROG = VAL* — VAL*

Pour un programme S

system S
di...dm
returns  dpg1 ... dy
var dpt1-..dp
eqs

ou d; signifie id; : dom;, I’environnement initial p est défini par :

Por,..vp (1d) = {

La sémantique du programme ci-dessus est donc :

siid=1id;, 1 <i<m alors py,, ,(id;) = (dom;,v;)
sinon id =id;, m+1<i<p alors py, . v, (id;) = (dom;, A\z.L)

P(system dy ... dy, returns dpy1 ... dp var dpyq ... dp egs) =
A01 - O\ (1)) - 0l (plidy) (S (045) (oo )
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Définition 2.14 (environnement bien défini) Nous appelons environnement bien défini pour un sys-
teme S, un environnement p du systéme S tel que pour toute variable X du systeme S définie sur le
domaine Dx, pour tout point z de Dx, p(X)(z) est différent de la valeur L et de la valeur T.

Définition 2.15 (Environnement sémantiquement correct) Nous appelons environnement sémantique-
ment correct pour un systeme S, un environnement bien défini pour S qui est un plus petit point fixe de
la sémantique du systeme S. Nous notons

pox S

pour signifier que p est sémantiquement correct pour S.

1.3 Equivalences sémantiques

Nous donnons ici une définition et une notation concernant I’équivalence sémantique des systémes.

Définition 2.16 (Equivalence de systemes) Soient S et Sy deux systemes, nous dirons que Si et So
sont sémantiquement équivalents (noté S1 = Ss) si et seulement si :
— S1 et Sy ont des mémes variables d’entrée et de de sortie de méme noms et définies sur les mémes
domaines,
— Pour toute variable X appartenant a S1 et a S, pour tous les environnements py et ps tels que
p1 X S et po < So et tels que pour toute variable d’entrée 1

p1(I) = p2(I)
alors
p1(X) = p2(X)
Nous dirons que p1 et py sont équivalents, et nous le noterons p; = po.
Définition 2.17 (Equivalence de deux environnements) Soient S, et Sy deux systemes équivalents,
soient py un environnement sémantiquement correct de Si et py un environnement sémantiquement

correct de So. Nous dirons que py et py sont sémantiquement équivalents (ce qui sera noté p1 = ps) si
et seulement si : Pour toute variable X appartenant a S1 et a So,

p1(X) = p2(X)

Définition 2.18 (sursysteme) Soient S et So deux systemes, on dira que S5 est un sursystéme de Sq
si et seulement si toutes les variables de S| sont des variables de Ss, et si toutes les définitions des
variables de Sy sont identiques a celles de Ss.

Si S5 est un sursystéme de .S1, alors Syet So sont sémantiquement équivalents.
Nous allons maintenant définir la notion d’équivalence sémantique pour des expressions.

Définition 2.19 (Equivalence sémantique de deux expressions) Soit p un environnement et soient e et
f deux expressions, alors e et f sont sémantiquement équivalentes pour p sur le domaine D si :

vz € D, val(€(e)(p)[2]) = val(€(f)(p)[2])

On le note e =p f.
Pour tout domaine D, la relation =p est évidemment une relation d’équivalence .
Définition 2.20 (Equivalence sémantique de variables issues de deux systémes différents) Soient S,

et So deux systemes équivalents, soient X1 une variable de S| et Xo une variable de Ss, on dira que X
est sémantiquement équivalente a Xo (noté X1 = X3) si et seulement si pour tout couple d’environne-

ment (p1, p2) tel que p1 = ps on a
p1(X1) = p2(X2)

Nous allons maintenant nous intéresser a I’environnement MM ALPHA.
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2 DL’environnement MMALPHA

En parallele du langage ALPHA a été développé un environnement de programmation MM ALPHA.
Cet environnement fournit principalement une boite a outils pour compiler des architectures paralleles
sur silicium a partir de spécifications fonctionnelles haut niveau : la version actuelle de MMALPHA
permet d’obtenir en quelques heures un code VHDL (Very High Speed Integrated Circuit Hardware
Description Language) synthétisable qui peut €tre appliqué sur des architectures paralleles linéaires.
MMALPHA est un ensemble de modules écrits en Mathematica.

FPGA
o g X
[ Uniformisation } / N i
<
C ou Matlab Alpha =
= Matériel/Logiciel -
< [ Ordonnancement } R
for j=1,N ——— b= Hote
endfor E C N
[ HDL derivation } Logiciel |_| -

F1G. 2.3 — Flot de conception en MMALPHA. Les boites carrées représentent les programmes dans
différents langages, et les boites arrondies représentent les transformations.

Flot de conception en MMALPHA Le flot de conception avec MMALPHA est représenté dans la
figure 2.3. L’application est tout d’abord décrite en C' ou en Matlab, et la partie qui doit &tre implémentée
en utilisant une architecture parallele est réécrite en ALPHA, soit manuellement, soit en utilisant des
outils automatiques. Le code est alors chargé dans le logiciel MMALPHA qui I’analyse et, apres des
transformations, le traduit en une combinaison de VHDL (pour la partie matérielle) et de code C (pour
la partie logicielle). Le code VHDL peut ensuite étre synthétisé pour obtenir un ASIC (Application-
Specific Integrated Circuit) ou configurer une architecture FPGA (Field-Programmable Gate Array).

Outils MMALPHA

— Analyse statique : cette analyse permet de vérifier certaines propriétés (par exemple de détecter
du code mort, des instances non définies), d’estimer des quantités (le nombre de calculs effectués
dans un nid de boucles en fonction des bornes de ces boucles), ou d’inférer des parametres liés
aux implémentations matérielles (les parametres correspondant par exemple a la dimension de
I’architecture). Toutes ces analyses statiques peuvent étre utilisées de maniere hiérarchique sur
des applications ALPHA.

— Ordonnancement : [’ordonnanceur est I’outil central de MMALPHA. L’ordonnancement per-
met de préciser I'instant et le processeur qui exécutera un calcul donné. Un programme ALPHA
peut étre analysé et ordonnancé pour une implémentation parallele. L’ ordonnanceur permet de cal-
culer des ordonnancements uni- ou multi-dimensionnels, ce qui permet de fournir de nombreuses
solutions pour ajuster le degré de parallélisme.

— Preuves de propriétés : la plupart des transformations implémentées en ALPHA sont des ré-
écritures qui préservent la sémantique et qui assurent donc 1’équivalence entre la spécification
d’origine et le code final. Cependant, dans de nombreux cas, il est nécessaire de prouver formel-
lement certaines propriétés que le processus de raffinement ne permettait pas d’assurer. Les outils
développés utilisent 1’environnement MM ALPHA et le prouveur de théoréme PVS. Pour plus de
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détails se reporter a la section 3.4.2 du chapitre 1. C’est dans ce cadre que s’inscrit le travail
effectué au cours de cette these.

— Génération et simulation de code : la génération de code C a partir d’un systétme ALPHA est
utilisé aussi bien pour la simulation que pour implémenter certaines parties d’un programme.
Les systtmes ALPHA peuvent étre transformés de maniere efficace en programmes C grace a
I’utilisation de techniques de réutilisation de mémoire et d’analyse de nids de boucles [84, 83]. 11
est possible de générer du code pour la simulation a tous les niveaux du flot de conception.

— Génération matérielle : c’est le but principal de MMALPHA. L’environnement MMALPHA
est une boite a outils qui permet de générer rapidement et siirement des descriptions matérielles
paralleles a partir de spécification haut-niveau. Cette génération se fait a I’aide des techniques
suivantes : uniformisation du code, ordonnancement et dérivation matérielle. L’uniformisation est
un outil qui permet de transformer des dépendances affines en dépendances uniformes et ainsi de
pipeliner les valeurs. Quant a la dérivation matérielle, elle permet de générer automatiquement
des signaux de contrdle, de proposer des interprétations matérielles du systeme et de structurer
automatiquement les programmes. La transformation produit du code VHDL synthétisable.

3 La bibliotheque polyédrique

La bibliotheque polyédrique Polylib [100] développée par Wilde au cours de sa these est largement
utilisée par MMALPHA. Son développement est actuellement effectué conjointement a Rennes, Stras-
bourg et Brigham Young University. Cette bibliotheque permet d’effectuer des calculs symboliques sur
des polyedres. Dans la Polylib, les polyedres sont représentés dans leurs deux formes duales :

— listes de contraintes : égalités et inégalités,

— caractéristiques géométriques : sommets, rayons et lignes.

3.1 Représentation des polyedres

Représentation par contraintes La représentation par contraintes a été présentée dans le chapitre 1,
elle consiste a représenter un polyedre comme étant 1’intersection d’un nombre fini de demi-espaces
avec Z". Les polyedres se représentent donc de la maniere suivante :

{r € Z"|A.x < b} (2.1)

ol A est une matrice de Z™*" et b un vecteur de Z™.

Représentation géométrique Pour la représentation géométrique 1’idée est de représenter les poly-
edres par un ensemble de sommets, de rayons et de lignes. Nous donnerons tout d’abord une définition
dans Q™.

Définition 2.21 Soit x un vecteur de Q™, et A un vecteur de coefficients scalaires de Q", nous définissons
les combinaisons suivantes.

— Une combinaison linéaire : > \;x;

— Une combinaison positive : > \jx;, Vi, \; > 0

— Une combinaison convexe : > \izi, > A = 1,Vi,\; >0

Dans la suite, O désignera un sous-ensemble de Q™.

Définition 2.22 (Sommet) Tout point de K qui peut s’exprimer comme une combinaison convexe de
points distincts de K est un sommet de K et inversement.
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Définition 2.23 (Rayon) Un rayon de K est un vecteur r € Q" tel que si x est un point de IC, alors
x4 ur € IC pour tout 1 € Q" et u >0

Un rayon n’est pas un ensemble de points, mais une direction dans laquelle C est infini.

Définition 2.24 (Rayon extrémal) Un rayon de K est extrémal si et seulement s’il ne peut pas s’ expri-
mer comme une combinaison positive de deux autres rayons distincts de K.

Définition 2.25 (Ligne) Une ligne (ou rayon bidirectionnel) de K est un vecteur | € Q™ tel que pour
tout x € K, x + pl € K pour tout (1 € Q".

La représentation géométrique d’un polyedre est aussi appelée caractérisation de Minkowski [91].
Elle est définie de la mani¢re suivante :

{z|z=L\+ Ru+Vu, u,yzo,zy:LL} (2.2)

ouNeQleZ peQ,reZ veQluveZouL e QX représente I’ensemble des lignes,
R € Q"™ I’ensemble des rayons, et V' € QV*™ I’ensemble des sommets. Un polyedre s’exprime donc
en termes de combinaison linéaire de lignes (colonnes de la matrice L), de combinaison convexe de
sommets (colonnes de la matrice V') et de combinaison positive de rayons extrémaux (colonnes de la
matrice R).

Nous donnons en figure 3.1 un exemple pour illustrer les deux représentations.

Proposition 2.26 Les caractérisations 2.1 et 2.2 sont équivalentes. De plus, il existe un algorithme pour
passer d’une forme a l’autre.

La démonstration se trouve dans [91, 99]. L’algorithme pour passer d’une représentation a I’autre est en
d . < . .
O(n[i] ), ot n est le nombre de contraintes du polyedre et d la dimension.

J Représentation par contraintes :
{i,jl0 < j <}

Représentation géométrique :
— Sommet : (0,0)
— Rayons : (1,0) et (1,1)

FIG. 2.4 — Représentations d’un polyedre

3.2 Les différents outils

La bibliotheque polyédrique offre des outils pour effectuer les opérations suivantes :
— intersection de deux polyedres,

— union de deux polyedres — le résultat n’est pas un polyedre,

— différence de deux polyedres,
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— simplification, ¢’est-a-dire agrandissement' d’un polyédre dans le contexte d’un autre polyedre
— enveloppe convexe — qui permet de définir un polyedre a partir d’un ensemble quelconque de
points,

— image d’un polyedre par une transformation affine,

— préimage d’un polyedre par une transformation affine,

— création d’un polyedre a partir d’une liste de contraintes,

— création d’un polyedre a partir d’une liste de sommets, de rayons et de lignes,

— création d’un polyedre vide,

— création d’un polyedre universel, c’est-a-dire le polyedre de dimension n égale a Z".
En dehors du calcul de I’enveloppe convexe et de la simplification, nous utiliserons toutes les autres
opérations.

"Nous définirons un autre opérateur d’agrandissement (cf. partie II, chapitre 7)
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Deuxieme partie

Prouver avec des polyedres
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Chapitre 3

Introduction

Dans cette partie, nous allons définir un cadre formel de preuve. L’idée est de pouvoir spécifier des
propriétés et des hypotheses dans le modele polyédrique, puis de prouver automatiquement ces proprié-
tés. Les premiers chapitres seront donc consacrés a la définition de ce cadre, puis nous nous intéresserons
a I’automatisation du processus de preuve et a son application. Enfin, nous verrons comment élargir ce
cadre formel. Ce chapitre introductif va nous permettre d’illustrer notre démarche.

Le but de ce chapitre n’est pas de rentrer dans les détails théoriques. Nous supposerons que nous
devons prouver une propriété ¢ sur un systeme .S. Prenons par exemple un systeéme S contenant une
variable X définie sur le domaine Dx = D; U Dy U D3 par I’équation suivante :

Dy : X.dy A (Y(Sl V Y(;g)
X = D2 :X.dg
Ds : True

et supposons que la propriété ¢ est la suivante : nous voulons prouver que sur un domaine D inclus dans
le domaine Dy, la variable X vaut vrai. Sur la figure 3.1, nous représentons les domaines D et Dx et
les sous domaines D1, Da, D3. Le domaine D est représenté en gris sur cette figure. Les dépendances
di (pour le sous domaine D) et do (pour le sous domaine Ds) sont représentées par des vecteurs.

ill/

D,

d? D2

1D

F1G. 3.1 — Domaine de la variable X

La premiere étape de notre travail sera de définir une syntaxe pour les propriétés. Cette syntaxe sera
présentée succinctement dans le chapitre 4 et enrichie dans le chapitre 9. La syntaxe de notre formule ¢
est la suivante

D:X|u

Cette formule sera sémantiquement valide si pour tout environnement p sémantiquement correct, la
valeur de I’expression X vaut vrai en tout point z du domaine D, c’est-a-dire que pour tout point z du
domaine D, val(E[X](p))[z] = v. Nous le noterons :

E,D:X|v
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Une définition plus formelle sera donnée dans le chapitre 4 et sera enrichie dans le chapitre 9.

Pour prouver que la propriété est valide, il n’est bien siir pas possible d’énumérer les valeurs de
toutes les instances des variables pour calculer la valeur de I’expression e. En effet, le domaine D est
paramétré et peut représenter une infinité de points.

Nous devons donc trouver d’autres techniques pour prouver la validité des formules. Nous allons
développer un systeme de regles de preuve et nous prouverons que ces régles sont correctes. L’existence
d’une preuve pour la formule ¢ sera notée - ¢. L’existence d’une preuve pour la formule ¢ impliquera
alors la validité sémantique de la formule :

Fo = Vpox, Sk, 3.1)
Notre but est donc de donner une preuve sur I’exemple présenté ci-dessus :
FD:.X |

Nous allons présenter dans ce chapitre les différentes techniques de preuve servant a définir notre
systeme de regles de preuve. Nous verrons parallelement comment enchainer ces régles pour construire
une preuve.

Voici les techniques développées :

— substitution par constante, (cette technique est une restriction des techniques de substitution

utilisées dans [22, 93])

— recherche de motif,

— recherche d’auto-dépendance,

— agrandissement de domaine,

Nous allons illustrer ces différentes techniques sur I’exemple suivant.

La premiere regle de preuve que nous avons développée est la substitution par constante. Ce principe
repose sur une réécriture. Nous voulons réécrire 1’expression définissant la variable X en une expression
sémantiquement équivalente qui ne dépend plus de X. De maniere plus formelle, nous voulons trouver
une expression e ne contenant plus d’occurrence de X telle que :

Vpx S, E,D: X |1t <= ,D:e|tt

Nous allons ici expliquer comment obtenir cette expression, la preuve de 1’équivalence sera donnée dans
le chapitre 4, précisons simplement qu’elle repose sur une récurrence sur 1’indice temporel. Supposons
que pour tout environnement p (p o< S) =, D : X | . Ainsi, toutes les instances de X en un point z
de D valent #t. Regardons maintenant I’expression X.dy A (Y.91 V Y.02) définie sur le domaine D;. Soit
z un point de D1, deux cas peuvent alors se produire :

— sidj(z) estun point de D, alors I'instance X [d(z)] est égale a #t, et I’expression X.dy A (V.01 V

Y.d2) au point z peut étre réécrite en Y.91 V Y.do,

— sidj(z) n’est pas un point de D, I’expression X.d; A (Y.0; V Y.d3) reste inchangée.
Pour tous les points {z|z € d; ' (D)ND; }, nous pouvons alors réécrire I"expression X.d; A (V.61 VY.55)
en Y.61 V Y.09. Nous obtenons ainsi 1’expression suivante :

d7H(D)NDy : (Y.by VY.do)
D : X. Y. Y.59) = L 2
1 X A (Yoo VY0) { D\ d7Y(D) : X.dy A (Y61 VY.65) (3-2)
De maniere similaire, nous pouvons réécrire 1’expression D5 : X.do dans 1’équation suivante :
dy (D) "Dy : True
Dy : X.dy = 2 - 33
2 2 { Dy \ d; 1(D) : X.dy (3-3)
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Ainsi, la variable X se réécrit en :

Dy \ d Y (D) : X.dy A (Y61 VY.09)
diH(D)NDy : V.6 VYisy

Dy \ dy 1 (D) : X.dy

D3 U (Dy Ndy *(D)) : True

Les différents domaines sont représentés sur la figure (3.2). Il y a équivalence entre 1’équation initiale
de X et I’équation réécrite. La preuve de cette équivalence sera donnée dans le chapitre 4.

La régle de preuve que nous venons de décrire n’est pas un simple principe de réécriture. Les do-
maines ont aussi un role important. Chaque sous-expression n’est réécrite que sur une partie de son
domaine. Il ne faut pas oublier qu'une équation ne définit pas une instance, mais elle définit toutes les
instances d’un domaine. Ainsi, ’étape de réécriture permet de réécrire simultanément toutes les ins-
tances d’un domaine donné, mais seulement celles-ci. Une instance de X n’appartenant pas au domaine
D ne devra pas étre substituée. Pour ne substituer que les instances de D, nous avons di effectuer des
calculs sur les domaines.

En appliquant cette reégle de preuve, nous pouvons réécrire la variable X . Cette variable est définie
par une expression case a quatre branches. Il existera une preuve de la formule D : X | 1 si et seulement
s’il existe une preuve pour les quatre formules définies a partir des expressions des branches de X, c’est-
a-dire :
- (D3 U (Dg Ndy (D) ND: True | tt
(DQ\d ( ))ﬂD.X.dzlt[
—( )ﬂDl)ﬂD:Y.dl\/Y.égltt

(Dl\d ( ))ﬂDIX.dlA(Y61VY52)l[l

Nous avons donc décomposer la preuve en 4 sous-buts, nous appelons cette regle, regle de décompo-
sition. Sa correction repose sur I’implication 3.1 et la définition de la sémantique (nous y reviendrons
plus longuement dans le chapitre 4). Les domaines de ces sous-buts sont représentés dans la figure (3.3).
Nous allons étudier chacun des sous-buts et continuer I’illustration des différentes techniques.

— Axiome. Sur le domaine (D3 U (D2 Ndy (D)) ND, nous obtenons le nouveau sous-but suivant :

(D3 U (D2 \ dy ' (D)) ND : True | tt

Ce sous-but de preuve est un axiome, la justification est identique a celle de la technique précé-
dente : utilisation de I’implication 3.1 et de la définition de la sémantique.

Vp o< S,Vz € D, val(E(True)(p))(z) =1t

— Agrandissement de domaine. Sur le domaine (D5 \ dy ' (D)) N D, nous obtenons le sous-but
suivant :
F (Do \dy{(D)ND: Xdy | 12 (3.4)

Deux cas peuvent alors se produire :

— soit le domaine (Dy \ d; *(D)) N D est vide'. Dans ce cas, il n’y a pas de sous-but,

— ou, comme c’est le cas dans notre exemple, ce domaine n’est pas vide. La solution que nous
proposons ici est d’agrandir le domaine D' = (D3 \ dy (D)) N D de validité de p pour la
variable X en direction de dy. Pour cela, nous utilisons une heuristique. Le domaine agrandi
Doyiq est construit a partir du domaine (D \ d5 L(D)) ND. Soit z un point de D4, deux cas
se produisent :

— soit da(z) € Do, etalors da(z) € Dyjids

"Le domaine doit étre vide au sens entier. Cependant la librairie polyédrique ne permet de tester le vide qu’au sens rationnel.
Nous reviendrons dans le chapitre 4 sur ce probléme
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DU (D,Ndy (D)) 3 a7 (D) N D,
[D:\ d; (D) Dy \d; (D)

F1G. 3.2 — Domaines de la variable X apres substitution

L] p=True: n

L] pEXdy: 1t

] pEYNH VY 1t

Y (pEXd )N (pEY.01 VY. :1t)

F1G. 3.3 — Sous buts pour la variable X
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— soit do(2) & Do, et alors da(2) & Dyid-
Dans notre exemple, nous trouverons que

FDyia: X | 1t

— Recherche de motifs et recherche d’auto-dépendance. Sur le domaine (d;*(D) N D) N D,
nous obtenons le sous-but suivant :

Fd N D)ND)ND:Y.5VY.S |1t (3.5)

Dans ce cas, nous ajoutons la variable W définie sur le domaine de 1’expression Y.§1 V Y.d5 au
systeme, et le probleme devient :

F(d N D)ND)ND W | u

L’idée ici sera de réécrire W récursivement. Ce sera effectué par le principe de détection au-
tomatique d’auto-dépendance décrit dans le chapitre 4. Ce principe est un cas particulier de la
recherche de motif décrite dans le chapitre 4.

— Régles de décomposition par rapport i . Sur le domaine (D; \ d; *(D)) N D, nous obtenons
le sous-but suivant :

(D \d N (D) ND: Xdy A (Y01 VY.So) | 1t
Ce sous-but est équivalent a la conjonction des deux sous-buts suivants :
(F(D\dHD)ND: X.dy | ) A(F (D1 \d[ (D) ND:Y.6,VY.dy | 1)

La justification s’appuie toujours sur utilisation de I’implication 3.1 et de la définition de la sé-
mantique. Remarquons simplement que dans le cas de la disjonction, la sémantique ne permet
pas de générer de nouveaux sous-buts de preuve. Ceci sera illustré dans le chapitre suivant. Nous
générons alors deux nouveaux sous-buts :

— 1'un concernant - (D \ d; /(D)) ND: X.d; | =,

— etlautre - (D \ d; (D)) ND:Y.6, VY.dy | 1.

Ces deux sous-buts sont de méme nature que (3.4) et (3.5).

Nous avons décomposé notre but initial en plusieurs sous-buts. Nous expliquerons dans le chapitre 6
comment poursuivre et automatiser ces preuves jusqu’a obtenir des constantes ou des variables d’entrées
dans chaque branche. Pour cela nous représenterons les preuves a I’aide d’un arbre, les nceuds fils seront
obtenus a I’aide des regles de preuve. Nous prouverons que le processus de construction est fini.

Cet exemple a donc permis d’illustrer certaines des techniques que nous mettons en ceuvre pour
la vérification. Ces techniques sont variées et s’inspirent de principes classiques (réécritures, recherche
d’auto-dépendance, agrandissement de domaine). Leur originalité vient de 1’utilisation du modele poly-
édrique. Elles ne sont pas appliquées sur une instance mais sur un ensemble d’instances. Elles nécessitent
donc de prendre en compte les domaines.

Dans le chapitre 4, nous définirons une « logique polyédrique » : ¢’est-a-dire que nous définirons une
syntaxe pour spécifier nos propriétés, nous en donnerons la sémantique et nous étudierons un systeme
de preuve associé a cette logique. Nous prouverons la correction de ces régles. Dans le cadre de ce
systeme de preuve, nous nous attarderons sur les deux techniques de base : la substitution par constante
et la recherche de motif. Le chapitre 5 sera consacré a la recherche d’auto-dépendance, ou comment
itérer substitution par constante et recherche de motif. Dans le chapitre 6, nous verrons comment utiliser
ces techniques pour construire et automatiser une preuve, ce qui nous conduira a développer dans le
chapitre 7 des techniques d’accélération fondées sur I’agrandissement de domaines.
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Chapitre 4

Un Systeme de preuve

Dans ce chapitre, nous présentons toutes les reégles de base de notre outil de vérification. Nous
commengons par fournir dans la section 1 un modele de spécification des propriétés. Le modele que
nous fournissons est extrémement simple mais est suffisant pour définir le systeme de regle de preuve.
Nous verrons dans le chapitre 9 un modele plus riche. La section 2 nous permet d’introduire la notion
de preuve, et nous présentons les regles de preuve les plus simples liées au modele polyédrique. Les
sections 3 et 4 sont consacrées a I’étude de deux regles de preuves spécifiques au modele polyédrique.
Ces deux regles sont la substitution par valeur et la recherche d’auto-dépendance. Enfin, dans la derni¢re
section, nous conclurons.

1 Spécifier des propriétés dans le modele polyédrique

Dans cette section, nous nous allons nous intéresser a la spécification des propriétés du systeme.
Nous allons tout d’abord définir la notion de formule, ce qui nous amenera a définir formellement la
validité.

Définition 4.1 (Formule polyédrique sur un systeme d’équations récurrentes) Une formule polyédrique
ou plus simplement formule ¢ sur le systeme S est la donnée d’'un domaine D, d’une expression boo-
léenne e construite a partir de variables polyédriques de S et d’une valeur booléenne v. On la note
D:e v

La notion de formule polyédrique que nous donnons ici est trés simple et ne permet pas de spéci-
fier un grand nombre de propriétés. En effet, pour pouvoir spécifier une propriété a 1’aide d’une telle
formule, il faut trouver une expression polyédrique e qui sera vraie sur tout un domaine. Dés que 1’on
veut prouver des propriétés un peu plus complexes comme 1’exclusion mutuelle, nous avons besoin de
quantificateurs existentiels et nous ne pouvons pas exprimer la propriété a I’aide d’une formule telle que
définie ci-dessus. De plus, nos outils ne permettent de valider que des formules de cette forme. Ainsi,
nous enrichirons dans le chapitre 9 cette notion de formule, ce qui nous permettra de spécifier des pro-
priétés plus complexes et nous verrons comment adapter nos outils a la preuve de ces propriétés. Nous
supposerons ici que nous avons réussi a exprimer la propriété étudiée par une formule.

Définition 4.2 (Validité) Soir S un systéme, soit D : e | v une formule construite a partir des variables
du systeme. Soit p un environnement sémantiquement correct pour ce systeme.
— Validité d’une formule polyédrique pour un environnement. La formule D : e | v est valide
pour I’environnement p ce qu’on note |=, D : e | v si et seulement si

D C dom(E(e)(p)) ANVz € D, val(E(e)(p))[z] =v
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— Validité d’une formule polyédrique. La formule D : e | v est valide, ce qu’onnote =D : e | v
si et seulement si elle est valide pour tout environnement sémantiquement correct de S.

Proposition 4.3 Soit S un systéme et soit p un environnement sémantiquement correct de S. Soit e, e’
deux expressions polyédriques, soit X une variable polyédrique définie par

D1:61
D, :en

Soit D un domaine et soit v une valeur booléenne appartenant a {1t,[f}. Nous avons alors les équiva-
lences suivantes :

EyD:eNe' |t < |,D:eltter =,D:e |1t
E,D:eVe lff < E,D:elff ee E,D:€|ff
FoD:ed |v < E,d(D):elwv
D1:61
E,D:X|v < [E,D:q : Lo
D, :en
< FE,DNDi:ej|vet...et E,DNDy:ey v

Démonstration : Pour démontrer ces équivalences, il suffit d’utiliser la sémantique de e et d’utiliser
les regles de distribution du quantificateur universel. Nous ne montrerons que 1’équivalence concernant
Ila dépendance.

E,D:ed | v

Vz e D'n dom(E(e.d)(p)), val(E(e.d')(p))[z] = v

Vze D nd ' (dom(E(e.d)(p))), val(E(e)(p)) o d'[z] = v
vd'(2) € d(D' Nd' ™ (dom(E(e.d') (), val(E(e)(p)[d'(2)] =
vzed (D) nd od” (dom(E(e.d)(p)), val(E(e)(p))]z] =

rree

Notons que si d est une dépendance uniforme alors d(D’) est un polyédre. Sinon, d(D') est un 7Z-
polyédre (cf. annexe D). Les régles que nous présenterons dans ce chapitre peuvent toutes étres généra-
lisés au cas des Z-polyéedres. Cependant, comme dans le chapitre suivant, nous devrons nous restreindre
aux dépendances uniformes, nous considérons dés a présent que toutes les dépendances sont uniformes
et qu’ainsi d(D’) est un polyédre. a

Il est important de remarquer que nous n’avons pas d’équivalence pour la disjonction avec la valeur
it, 1a conjonction avec la valeur ff et la négation. En effet, soit D : e | # une formule, sie = ¢’V ¢” alors

EoDieltr <~ ,D:€ |ttou =D:e" |1t

— L'expression =, D : e | 1t signifie qu’en tout point z du domaine D €’[z] ou e”[z] valent vrai.
C’est-a-dire que pour un point z du domaine e[z] peut valoir vrai, et pour un autre point z’ ce sera
e[z’] qui vaudra vrai.

— Lexpression =, D : €’ | 1tV |=, D : " | 1t signifie que soit sur tout le domaine D, I’expression
€’ vaut vrai, soit sur tout le domaine D, I’expression e vaut vrai.
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Nous ne pouvons montrer qu’une implication, pour I’autre nous ne pouvons pas distribuer la quantifica-
tion universelle dans le « ou ».

E,D:eve | — D C dom(E(e' Vv e")(p))
A Yz € D,val(E(e Ve p))lz] =t
= D C dom(E(e' Vv e")(p))
A Yz € D,val(E()(p))[z] =1tV val(E(e”)(p))z] =1t
= D C dom(E(e' V") (p))
N Yz € D,val(E()(p))[z] =1t
V. VzeD,val(E(e")(p))]z] = 1t

Définition 4.4 (Implication) Soient S un systeme, I' un ensemble de formules et p une formule sur ce
systeme, on dit que T implique ¢ (p est une conséquence logique de T") ce qu’on note T |= ¢ si pour
tout environnement sémantiquement correct p tel que toutes les formules de T sont valides,  est valide

pour p.

Définition 4.5 (Contexte) Soient S un systéme et I' = ¢ une implication sur ce systéme, on appelle
contexte I’ensemble des formules polyédriques T situé a gauche du symbole |=.

2 Preuve dans le modéele polyédrique

Nous avons dans la section précédente présenté la sémantique des formules polyédriques. Puisqu’il
n’est pas possible de prouver qu’une formule est valide en s’appuyant simplement sur la sémantique,
nous devons donner une autre caractérisation de la validité sémantique d’une formule. Nous allons main-
tenant introduire la notion de preuve en utilisant les propriétés du modele polyédrique. Dans cette section
nous présenterons les reégles de preuve les plus simples, et nous introduirons la notion de regle siire.

L’existence d’une preuve pour la formule D : e | v dans le systtme S sous le contexte I' (I
représente donc un ensemble de formules) sera notée

I8FD:elw
S’il existe une preuve pour une formule dans le systéme S, alors la formule est valide :
ISED:elv = T ED:elw

Comme le but de ce chapitre est avant tout de présenter les différentes techniques utilisées dans les regles
de preuve, nous ne tirerons pas parti du contexte. Nous supposons donc que ce contexte est inexistant et
I’existence d’une preuve pour la formule D : e | v dans le systeéme S sera donc notée pour I’instant :

SED:el|wv

Nous définirons par la suite ce que 1’existence d’une preuve signifie. Comme nous supposons que le
contexte est vide, les régles que nous présentons ne sont pas suffisantes : nous ne présenterons que les
regles d’introduction des opérateurs a droite du séquent. Nous verrons dans le chapitre 9 que des regles
similaires peuvent €tre utilisées sur les formules du contexte.

Définition 4.6 (regles de preuve) Soient e1, eo, e des expressions polyédriques, soit v une valeur ap-
partenant a {tt,ff }, soit D un domaine et soit X une variable définie par I’équation suivante :

D1:€1
X=X :
D, : e,

Les regles de preuve sont les suivantes :
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— Axiomes :

AX1 — AX2 AX3
SED:True | tt SFQ:elw S+ D : False | [f
— Regles de décomposition des opérandes :
SI—D:elltt,Sl—D:eglttE SFD:ellﬁ,SFD:eglﬁ‘O
T U
SED:ejNeg | 1t StED:ei Ve | ff
— Regle de la négation :
SFEFD:e SED: 1t
Srbiell NEGI1 SFDiein NEG2
SFEFD:—-e |1t SFEFD:—elff
— Reégle de la dépendance :
StHd(D):e:v
DEP
SFED:ed|v
— Regle de I’équation :
D1:61
SFED:g : lv
D, :en
EQ.
SFD: X |wv
— Regle de séparation des branches :
SEFDNDy:e1 v, ..., SEDND, e, | v
SEP.
D1:€1
SkE< lov
D, :epn

Certaines de ces regles sont définies pour des formules contenant une expression quelconque, d’autres
pour des formules dont I’expression est une variable, nous avons une régle concernant le passage d’une
variable a son expression, mais nous n’avons pas de reégle pour passer d’une expression a une variable.
Dans la section suivante, nous allons définir une régle de recherche d’auto-dépendance. Pour pouvoir
appliquer cette reégle, nous aurons tout d’abord besoin d’une régle permettant de passer d’une expression
polyédrique a une variable. Cette reégle est appelée reégle de la nouvelle variable :

SFD: X' |v
SEFD:e|wv

NOUV

ol X' est une variable fraiche définie par I’expression e sur le domaine de e, et ol le systéme S’ est le
systeme S auquel a été ajoutée la variable X' et I’équation définissant cette variable.

Remarque 4.7 (Axiome AX2) L’axiome AX2 pose probleme dans la librairie polyédrique. En effet,
un domaine est vide dans la librairie polyédrique s’il est vide au sens rationnel. Or, nous travaillons
sur des polyedres a points entiers. Ainsi, nous souhaitons pouvoir tester si un polyeédre est vide au
sens entier et dans ce cas il n’est pas obligatoirement vide au sens rationnel : il suffit par exemple
d’étudier le domaine suivant {t | 1 < 10t < 9} est vide au sens entier mais non vide au sens rationnel.
L’implémentation de cette regle ne tient pas compte de cette difficulté et nous ne testons les domaines
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vides qu’au sens rationnels. En pratique cette approximation ne nous a pas pour le moment posé de
probléme. 1l sera cependant nécessaire de le prendre en compte. Pour cela nous pourrons utiliser des
outils comme Omega [53], PIP [35],0u les polynomes d’Ehrhardt [98] qui permettent de compter le
nombre de points d’un polyédre.

La notion de reégle ne nous intéresse que si elle est siire.

Définition 4.8 (Regle siire) Soit

S1FDy:er | n Sn Dy ien | vy
SEFD:e|w
une regle ou les systemes Si,..., Sy sont des sursystemes de S (cf. page 44). Cette régle est siire si et

seulement si nous avons une conséquence logique entre les prémisses et la conclusion de la regle pour
le systeme S'. C’est-a-dire :

{Dy:es lviA---ADp:e, o} ED:e v

On dira qu’une regle est inversible si la régle est slire et que les prémisses sont une conséquence
logique de la conclusion.

Théoreme 4.9 Les regles de preuves présentées dans la définition 4.6 sont siires.

Démonstration : Nous n’allons démontrer la siireté que pour une des régles :

SED:e |ff, SEFD:es | ff
ou
StED:ei Ve | ff

Nous devons montrer que :

Vpx S, D:et [ffNE,Diea | ff = E,D:(e1Ver) | ff

1l suffit d’appliquer la proposition 4.3 pour la disjonction et nous obtenons 1’équivalence suivante :

Vox SiEp,Dier |fiNE,Dies [ ff <= =, D:(—e1) A(—e2) | ff

Pour chaque regle nous pouvons montrer I’équivalence, elles sont donc inversibles. Qa

Ces regles ne sont pas suffisantes pour effectuer des preuves. Nous n’avons par exemple pas de régle
pour la formule suivante :

D:etVey | ff

Nous allons développer dans les sections suivantes d’autres types de régles qui pourront s’ appliquer sur
la formule précédente.

3 Substitution par constante

Dans cette section, nous allons présenter la régle de substitution par constante. L’idée est, comme
nous I’avons vu dans le chapitre précédent, de « réécrire » 1’expression d’une variable X en une expres-
sion plus simple qui définira une variable X ;5. Cette expression ne contiendra plus d’occurrence de X
dans certaines de ses branches. Notre nouvelle reégle sera la suivante :

S'FD: X L v
SEFD:X |v

SUBS
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ou S’ est le sursysteme de S contenant la variable X ;5. Nous avons esquissé dans le chapitre 3 com-
ment obtenir 1I’expression de X 5. Dans la section 3.1, nous définirons formellement la variable X g,ps.
Dans la section 3.2, nous prouverons que la régle de substitution par constante est stire. Enfin, nous
verrons une regle de simplification qui permettra de simplifier les résultats obtenus grace a la régle de
substitution par constante.

3.1 Définitions de X, par substitution.

Avant de donner I’équation définissant X3, nous introduisons différentes notions. Soit X une
variable polyédrique définie sur le domaine D x. Soit D un sous domaine de Dx.

Dans I’exemple du chapitre 3, nous avons vu que les instances de X n’étaient pas toutes substituées.
La premiere définition que nous donnons permet de définir I’ensemble des points pour lesquels les ins-
tances ne seront pas substituées par la constante. Cet ensemble est appelé ensemble des points externes.
Les instances définies sur ces points externes :

— soit ne dépendent pas d’instances de X,

— soit dépendent d’instances de X définies sur des points extérieurs au domaine D.

Définition 4.10 (Points externes) On définit I’ensemble des points externes de X pour le domaine D' C
Dx et la dépendance d par rapport au domaine D, que I’on note X'P x 4 p/ p, comme étant I’ensemble
des points z de D' tels que les instances de variables dont X |z] dépend sont soit des instances de
variables différentes de X, soit des instances de X qui ne dépendent pas de X au point d(z), soit des
instances de X au point d(z) qui ne sont pas dans D :

XPxapp=1{2 €D ND|VY,V X[]->Y[] = Y #£X
vV Y =XAZ #£d(2))
V Y=XAZ=dz)NZ ¢ D)}

On omettra D', si D' = Dx, et nous le noterons alors XP x qp.

Exemple 4.11 En reprenant I’exemple du chapitre précédent, nous définissons X'P x 4, p, D
et XPx 4, D, p de la maniere suivante :

XPxapp = (D1\d{'(D)ND
XPxapop = (D2\dy'(D))ND

Nous représentons en gris foncé sur la figure 4.1, les points de X'P x 4, D, D-

EEXPg, .0

FIG. 4.1 — Domaine XP x 4, p, p pour I’exemple présenté dans le chapitre 3
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Substitution par constante. Dans ce paragraphe, nous allons voir comment obtenir la variable X g, :
il suffit en fait de substituer les instances n’appartenant pas aux points externes par la constante de
la formule étudiée. Cette variable sera définie dans le systtme S’. Nous définissons tout d’abord une
notation pour représenter la substitution d’une expression par une autre :

Notation 4.12 (Substitution) Soient e, h, g trois expressions polyédriques telles que h soit une sous
expression de e, et g soit définie sur un domaine de méme dimension que h. Nous notons e[g/h| la
substitution de I’expression h par ’expression g dans [’expression e.

Nous noterons abusivement e[v/h] la substitution de I’expression h :
— par la constante polyédrique True si v représente la valeur booléenne #¢,
— ou par la constante polyédrique False si v représente la valeur booléenne ff.
La variable v représente une valeur sémantique, ce n’est pas une expression syntaxique.

Lemme 4.13 (Substitution par constante) Soit p un environnement sémantiquement correct et e une
expression booléenne qui dépend de X .d. Alors, si p valide X.d pour la valeur v sur un domaine D, les
expressions e et e[v/ X.d] sont sémantiquement équivalentes (cf. page 44) pour I’environnement p sur le
domaine D.

Démonstration : La démonstration est immédiate par récurrence sur la profondeur des expressions ;
il suffit de remarquer que val(E(X.d)p) = v. a

Définition de X,  Soit e I'expression polyédrique définissant la variable X, soit e’ 1’expression
e[v/X.d], soit D" le domaine de 1’expression e. On définit une nouvelle variable X s, par I’équation
suivante :

/ -1 .
Xsubs_{DX\(D Nd'(D)nD): X @.1)

D'Nd Y D)ND:¢
Exemple 4.14 Reprenons [’exemple présenté dans le chapitre introductif 3, [’expression e

est définie par X.dy \ (Y.61 V' Y.02), la dépendance d correspond a dy et €' est donc définie
par Y.61 V Y.09. On obtient ainsi la définition suivante pour X gps :

D\ d{H(D) : X.dy A (Y51 V Y.69)
d7N(D)NDy : Y6 VY.dy

D2 : Xd2

Ds : True

Xsubs =

3.2 Sireté
Nous allons montrer que la regle de substitution est slire, ¢’est-a-dire que nous devons prouver que :
{D: Xoups L0} ED:X |0
Nous devons donc prouver I’implication
Vopox S Ep D Xgups lv = E,D: X | v 4.2)
En fait, nous prouverons 1’équivalence, ainsi la régle de substitution sera inversible.
Proposition 4.15 Soit p un environnement sémantiquement correct, alors

E,D: Xeps lv=FEF,D: X |v
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Démonstration : La démonstration est faite par récurrence forte' sur I’indice temporel ¢, de z, ol z
est dans D. Nous rappelons que les domaines sont ordonnancés, et qu’ainsi I’un des indices représente le
temps. Soit to une valeur fixée de I’indice temporel t,. Le domaine Dy, (cf. figure 4.2) est une restriction
du domaine D aux points dont la valeur de I’indice temporel est inférieure a t :

Dy, = {2|t. <ty Az € D}

Remarquons tout d’abord que la suite (D;);en de domaines est une suite croissante qui converge vers

toto+ 1
:lDto

F1G. 4.2 — Domaine D,

D. Notre hypothése de récurrence est la suivante :
):[)Dto :Xsubslv<:>):ppt0 X v

— Pour ty = min{t, | z € D}, le domaine Dy, est un sous-ensemble de XP x 4 p p. En effet pour
tout point z appartenant a Dy, d(z) n’est pas dans D car le systéme est ordonnancé et donc t g
est inférieur a to. Par définition de X s, nous savons que sur le domaine X'P x 4 p' p, la variable
Xsups €st définie par la variable X . L’équivalence est triviale.

— Nous supposons que notre hypothése de récurrence est vraie pour toute valeur t inférieure ou égale
atg, nous devons montrer 1’équivalence suivante :

):p Dto+1 : Xsubs l RS ):p Dto+1 : X l v

Les domaines Dy, et Dy, 11 sont représentés sur la figure 4.3. Soit z¢ un point de Dy, 11\ Dy, alors,

toto+ 1
V//A Dty+1 [ 1Dy,

FIG. 4.3 — Domaines Dy, et Dy,11

2 est soit un point de (Dyy 41\ Dy, ) NXPx a1 p, soit un point de Dy 11\ (Dyy UXPx ap' D) :

'Soient xo, . .., Tn,... un ensemble de propriétés. Dans un raisonnement par récurrence forte, si on sait que pour un n
quelconque, si toutes les propriétés xo, . . . , T, sont vraies alors x,+1 est vraie, alors on aura montré que toutes les propriétés
Ty sont vraies.
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— Si zy est un point de (Dyy41 \ Dy,) N X'Px q.p p, par définition de X g,ps sur ce domaine, on
a Xsubs = X.

— Si zg est un point de Dy 41\ (D, UXPx 4 D), alors sur ce domaine, nous savons que X [z]
est définie par I’équation suivante :

Xlzo0] = g(..., X[d(20)],--.)

Comme nous travaillons sur un systéme ordonnancé, le point d(z) est dans Dy,.
— Nous commengons par montrer 1I’'implication

Fp Digt1: Xsubs 1 v = Fp D1 : X [ v

Supposons que X5 soit valide sur le domaine Dy, 1 pour I’environnement p, alors, nous
avons en particulier que X g5 est valide sur Dy, :

Fp Digr1 : Xsubs L v = Fp Dty Xgups L v
En appliquant notre hypothése de récurrence, nous savons que :
EpyDy: X | v
On peut en particulier I’appliquer au point d(zg). Ainsi, nous montrons que :

):p 'Dt0+1 \ (Dto U pr,d,plfp) Xd v

Or, d’aprés le lemme 4.13, les expressions g et g[v/X.d] sont sémantiquement équivalentes
sur le domaine Dy 1 \ (Dyy UXP x qp p). Par définition de X g5 et comme Dy, 11\ (Dy, U
XPxap.p) C D' Nd (D), on obtient :

):p th—i—l t Xoubs L v = ):p th—i—l X Lo

— L’implication
):p DtoJrl X l v = ):p Dto+1 : Xsubs l v

se prouve de maniere similaire
a

Dans la proposition précédente seule une occurrence de X a été substituée, nous pouvons étendre
I’équivalence a toutes les occurrences de X.

Corollaire 4.16 Soit p un environnement sémantiquement correct, soit X une variable, et v une valeur.
Soient dy, . .. ,d, les auto-dépendances (cf. page 30) de X, on note X 45 la variable obtenue a partir
de X en transformant récursivement I’équation (4.1) pour toutes les dépendances d1, . . . d,. Alors, on a

EpD: Xgps lv=F,D: X |v

Ce dernier corollaire nous permet de conclure que la régle de substitution par constante est siire et
comme nous avons montré 1’équivalence qu’elle est inversible.
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3.3 Simplification propositionnelle

Apres la substitution par constante, nous obtenons des expressions booléennes contenant des constantes.
Ces formules sont simplifiées en adaptant les regles de simplification classique de logique au modele po-
lyédrique. Soit e une expression polyédrique, nous appliquons récursivement sur la structure syntaxique
de e les transformations suivantes :

eNTrue ~ e TrueNe ~ e
e N\ False ~» False False N\e ~» False
eV True ~» True TrueV e ~» True
eV False ~ e FalseVe ~ e

jusqu‘a ce qu’il n’y ait plus de constantes dans 1’expression ou que I’expression soit une constante. Soit
X une variable polyédrique, on note X;,,, la variable définie par I’expression de X sur laquelle les
regles de simplification ont été appliquées. La regle de preuve de simplification se définit par

S D Xajmp L v
SFD:X |v

SIMP

Cette regle de preuve est sire. Il suffit d’appliquer les régles de définition de la définition de la séman-
tique. Cette régle est méme inversible : nous pouvons montrer 1’équivalence Vp o<, =, D : Xgimp |
v<=E,D: X |v.

4 Recherche d’auto-dépendances

Dans cette section, nous allons présenter notre deuxieéme technique de preuve. Nous avons jusqu’a
présent vu comment substituer une variable par sa valeur. Cependant dans certains cas cette méthode
ne fonctionne pas car la variable n’est pas définie récursivement. L’idée est donc de réécrire récursive-
ment cette variable, c’est-a-dire de rechercher des auto-dépendances. Nous allons effectuer ce travail en
deux étapes. Tout d’abord, a partir d’une expression m définissant une variable M, nous recherchons
dans toutes les expressions des autres variables s’il existe une dépendance d tel que m.d est une sous-
expression. L’expression m est appelée motif. Si m.d est une sous-expression, nous la substituons par
I’expression M.d. Nous appliquerons ensuite ce résultat a la recherche d’auto-dépendances.

Exemple 4.17 Prenons par exemple les deux variables M et W suivantes :
M=X.(ti—t—1,i—1)VY.(t,i > t—1,7)
W=X.(t,i—-t—1,i-2)vVY.(t,i >t—1,i—1)VW.(t,i =t —1,i+ 3)

ou X etY sont deux variables polyédriques.

Le motif m correspond a l'expression X.(t,i — t —1,i — 1) VY.(t,i — t — 1,7). Nous
recherchons une dépendance d telle que m.d est une sous-expression de I’expression dé-
finissant W. Prenons la dépendance (t,i — t,i — 1), U'expression m.d vaut X.(t,i —
t—1,0—1)o(t,i — t,i —1)VY.(t,i — t— 1,i) o (t,i — t,i — 1), c’est-a-dire,
X.(tyi—>t—1,i—2)VY.(t,i = t— 1,1 — 1). Ainsi m.d est une sous-expression de W,
et nous la substituons par M.d. La variable W est donc maintenant définie par :

W =M.(ti—ti—1)VW.(,i—t—1i+3)

Nous définirons tout d’abord dans la section 4.1 la notion de motif et comment rechercher un mo-
tif. Nous verrons que substituer, dans une expression, un motif par la variable le définissant préserve
la sémantique. Dans la section 4.2, nous verrons comment résoudre des systemes d’équations sur les
dépendances. Enfin, dans la section 4.3, nous appliquerons la recherche de motif pour créer une regle de
preuve de recherche d’auto-dépendance.
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4.1 Recherche de motifs

Soient ¥ un opérateur booléen (appartenant a {\, A}).

Définition 4.18 (valeur absorbante, valeur neutre)
— Nous appelons valeur absorbante pour I’opérateur X, la valeur tt si XX est une disjonction, ou ff
Si XX est une conjonction.
— Nous appelons valeur neutre pour [’opérateur ¥, la valeur [f si X est une disjonction, ou tt si ¥
est une conjonction.

Définition 4.19 (Xx-expression, forme Y{-normale)
— Nous appelons X-expression, une expression e telle que X se trouve a la racine de I’arbre syn-
taxique abstrait de e.
— Nous appelons forme Y-normale,
— une forme normale disjonctive si X est une disjonction,
— une forme normale conjonctive si ¥, (resp. ¥,) est une conjonction.

Définition 4.20 (Motif) Un motif m est une expression polyédrique définie par un unique type d’opé-
ration booléenne.

Ainsi, ’expression X.(t,i —t—1,i —1)VY.(t,i — ¢t — 1,) est un motif mais I’expression X.(¢,7 —
t—1,i—1)V (Y.(t,i =t —1,i) ANY.(t,i — t,i — 1)) n’en est pas un.
Pour comprendre pourquoi nous demandons qu’un motif soit définit par un uninique type d’opé-
ration, il faut tout d’abord savoir comment sont obtenus les motifs : ils peuvent étre obtenus de deux
manieres :
— soit ils correspondent a un invariant donné par I’utilisateur et dans ce cas ils sont associés a une
valeur v

— soit ils sont obtenus au cours d’une preuve aprés une substitution par constante et aprés avoir
appliqué les régles de décomposition de I, ce sont des sous-buts de preuve sur lesquels aucune
regle ne peut €tre appliquée. Ils sont 1a encore associés a une valeur v.

Dans les deux cas, les motifs sont associés a une valeur v. Cette association induit I’unicité du type
d’opération d’un motif. Nous montrons que la valeur v est nécessairement absorbante. Sinon, supposons

n

m = X, m;. Si v est neutre, on peut alors appliquer une des regles de décomposition des opérandes

=1
(regles ET et OU), et on obtient les sous-buts suivants :

Stmylo,...;85Fmy o

On peut appliquer les regles de décomposition par rapport a i, nous obtenons donc n nouveaux sous-
buts, et chacun de ses sous-buts peut étre un motif.
Soit M une variable définie par 1’équation suivante :

Iv

M =X, Xi.d;
i=1

Soit v la valeur absorbante pour X(;. Soit W une variable définie par 1’équation suivante :
w1

(2
j=li=1
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Nous allons utiliser le motif m définissant la variable> M pour réécrire I’expression définissant la va-
riable W.
L’idée est de substituer chaque sous terme de W qui correspond au motif de M par une occurrence
de M instanciée avec les dépendances adéquates.
Soit,
— Ty I’ensemble de toutes les XX;-expressions de W,
— 7 un élément de Ty,
— Var(7) I’ensemble de toutes les paires (V,d) ot V' est une variable et d une dépendance, telles
que V.d apparait dans la définition de T,
— Used(M) I’ensemble de toutes les paires (V, d) ou V une variable et d une dépendance telle que
V.d apparait dans la définition de la variable M.

Exemple 4.21 Soient M et W définies de la maniere suivante :

M = X.diVvYds
W = (X(Sl VvV X.0y V Y(53) A (X54 V W55)

Le motif m est défini par X.dy V Y.ds et la valeur v associée est tt. Cette valeur est absor-
bante pour \/. Le but est de faire apparaitre une dépendance entre W et M.

On a donc
Used(M) = {(X,du),(Y,d2)}
Tw = {(X.51VX.52VY.(53),(X.(54\/W(55)}

Prenons par exemple 7 = X.01 V X.05 V Y.03, alors ona :

Var(t) = {(X,61), (X, 8), (Y, 03)}

Nous cherchons une dépendance d telle que M.d correspond a une sous expression de 7. Si une telle
dépendance existe, alors chaque variable apparaissant dans M apparait aussi dans 7. Ainsi, il doit exister
une injection ¢ entre Used (M) et Var(T) qui associe chaque paire de Used (M) a une autre paire de
Var(7) de telle sorte que les premiers éléments des deux paires sont égaux.

p: Used(M) — Var(r),
V.d) — (V. d)
Si ¢ n’existe pas alors M n’est pas un motif pour 7.

Exemple 4.22 Suite de I’exemple 4.21. Nous avons ici deux injections possibles :

Y1 (X, dl) — (X, 51) Y2 (X, dl) — (X,(SQ)
(Y, d2) = (Y, 53) (Y, d2) = (Y, 53)
I
Nous supposons donc que ¢ est bien définie et que c’est une injection. Par extension, nous notons
¢, I’application associant d a d’ quand p(V,d) = (V,d’). D apres la définition de M, nous savons que
pour toute dépendance d s, I’expression M est définie par :
Iv

M.dy = X, X1.d} o dyy
=1

Ainsi, si (V,d) est une paire de Used(M ), alors (V,d o dpy) est une paire de Used(M .dys). Comme
nous souhaitons trouver une dépendance d” telle que M.d" est une sous-expression de 7, il faut trouver

*Nous rappelons que M n’est pas un motif, mais une variable, en revanche 1’expression définissant M est un motif. On
note cette expression m.
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une dépendance d” telle que pour toute paire (V,d) de Used(M), d o d” = ¢(d) = d'. Notons S(y),
I’ensemble de toutes les dépendances telles que M s’associe a 7. Nous devons résoudre le systéme
suivant :

S(9) = Nvajevseacxyid” | dod” = o(d)} (4.3)
Exemple 4.23 Suite de I’exemple 4.21.

S(p1) = {d"|diod" =5}n{d"|dyod =3}
S(pa) = {d"|diod" =d}n{d"|dyod =3}

Ainsi, si d est une dépendance de S(p1) U S(p2), la variable W peut se réécrit de la
maniére suivante :

W = M.d' A (X.54V W.65) (4.4)

Cette réécriture pose cependant probleme. Supposons que nous ayons en plus du motif m,
un motif m’ = X.07 N\ X.0, définissant une variable M'. Si nous avions commencé par
rechercher le motif m’ dans la variable W, nous aurions pu (sous certaines conditions sur
les dépendances) substituer ’expression X.61 A\ X.09 par la variable M'. Cette substitution
n’est plus possible si nous avons introduit la variable M. Ainsi pour permettre la substi-
tution par M et par M' et ainsi permettre de substituer tous les motifs, nous préférons
réécrire W de la maniére suivante :

W = (X013 AXGAY.03AMd)N(X.54V W.05)) (4.5)

Les expressions (X.01 A X.02 ANY.03 AN M.d') N\ (X.04V W.05)) et M.d' N (X.04 V W.05)
sont bien siir équivalentes.

En supposant maintenant que D : M | v est une formule valide, et en appliquant la
substitution sur W, on obtient alors :

W = Dy \d HD): (X6, AX.5y AY.55 AM.d') A (X.54V W.05)
YD) : X.6,V W.65
I

Pour trouver toutes les dépendances qui s’associent a 7, nous faisons ’'union de S(¢) pour toutes les
injections possibles. Remarquons que toutes les dépendances de S(ip) ont la méme dimension. Puisque
(V,d) est dans Used (M), I’expression V.d a la méme dimension que M. Par conséquent, toutes les
matrices représentant les dépendances de Used (M) ont le méme nombre de colonnes. Nous pouvons
conclure que tout les éléments de 1I’ensemble (4.3) ont le méme nombre de lignes. De maniere similaire
comme toutes les matrices représentant ¢(d) partagent le méme nombre de lignes, chaque élément de
I’ensemble (4.3) partage le méme nombre de colonnes.

Notons W, la variable W réécrite avec la variable M définie par le motif m. Nous allons montrer
que W et W, sont sémantiquement équivalentes (cf. page 44). Pour cela nous devons d’abord prouver
que substituer une variable par sa définition préserve la sémantique.

Proposition 4.24 Soit S un systeme, soient X et Y deux variables de ce systeme telles que X —Y :

X=f
Y —e¢

ou f et e sont deux expressions polyédriques, on a alors I’équivalence sémantique suivante :

f=py fle/Y]
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Démonstration : La démonstration est donnée en annexe A. a

Nous pouvons maintenant en déduire 1’équivalence sémantique entre W et Wy, pour tout environne-
ment sémantiquement correct. En effet, si nous notons f; 1I’expression définissant W et f 1’expression
définissant W, fas[m/M] est la méme expression que f, elles sont donc sémantiquement équivalentes,
et comme fj; est sémantiquement équivalent a f d’aprés la proposition précédente, on en conclut que
W = Wy

4.2 Résoudre un systeme de dépendances

Résoudre une équation d o d” = ¢(d) o d dans I’ensemble (4.3) revient a calculer une matrice X
telle que AX = B, ou A et B sont des matrices connues. Comme nous manipulons des matrices a
coefficients entiers, X est solution d’une équation diophantienne [91]. La librairie polyédrique offre un
algorithme permettant de résoudre de tels systeémes. Cet algorithme s’appuie sur les formes normales
hermitiennes. Le calcul de I’intersection de I’ensemble des solutions de tels systemes est présenté dans
I’annexe C.

4.3 Application a la recherche d’auto-dépendance

Rappelons que la méthode de substitution par constante peut étre appliquée sur une variable W
seulement si W dépend d’elle méme. Nous allons utiliser la recherche de motif pour définir une nouvelle
regle : I’idée est de réécrire W de sorte que W dépende d’elle méme. Soit W une variable définie par
I’équation suivante :

W = XX'I X;.d;
(2

L’expression X;; X;.d; sera le motif m. Nous remplacons dans W toutes les variables apparaissant dans
la partie droite par leur définition, et nous réécrivons 1’équation sous forme X,-normale. Puis, nous
cherchons le motif m dans cette équation. Ainsi, nous réécrivons W sous forme récursive.

Pour illustrer cette recherche d’auto-dépendance, nous reprenons 1’exemple de 1’introduction.

Exemple 4.25 Rappelons qu’il fallait prouver que :
SEWA'D)ND)ND:Y.6,VY.dy | 1t

Nous avions introduit une variable W définie par Y.01 V Y.02. Supposons maintenant que
Y soit définie par I’équation suivante (cf. figure 4.4) :

Y = Ydé3VY.d,
Nous substituons Y par sa définition dans W, et nous obtenons I’équation (cf. figure 4.5) :
W =Y.03001 VY.04001VY.d3009VY.04009

Nous appliquons alors sur W la recherche d’auto-dépendance avec le motif Y.01VY.02. Il y
a six injections possibles, nous n’en considérerons ici que deux (les ensembles de solutions
engendrés par les quatre autres étant vides).

1 (Yi01) = (Yidz001) w2 (Y,01)— (Y,04001)
(Y, (52) — (Y, (53 o 52) (Y, 52) — (Y, (54 o 52)

Nous avons donc deux systemes a résoudre :

63051 = 510d/ 54051 = (Slod”
(53052 = 520dl 54052 = 520d”
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F1G. 4.4 — Variables W et Y et leurs dépendances.
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63 62
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FI1G. 4.5 — Variables W et Y et leurs dépendances.
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Pour résoudre ces systemes, comme nous considérons des dépendances uniformes, il suffit
d’inverser la matrice, dans un cadre plus général, il faudrait appliquer la méthode de I’an-
nexe C. Dans ce dernier cas, nous trouvons pour le premier systeme d' = 03, et pour le
second d’ = 4. Ainsi, on a (cf. figure 4.6) :

W =Dw : W.o3 vV W.oy

Y w

FIG. 4.6 — Nouvelle définition de W

Le probléme est donc maintenant transformé en la recherche d’une preuve de :
S l_(dfl(D)ﬂDl)ﬂD W.os VvV W.oy | 1t

Sur ce probleme, nous pouvons maintenant appliquer la substitution par constante. Sur un
certain sous domaine de (dl_l(D) N Dy1) ND, W sera définie par True, les autres sous
domaines correspondront a des variables d’entrée.

Nous pouvons maintenant définir la nouvelle régle de preuve correspondant a la recherche d’auto-
dépendance.

Siireté Notons W, la variable W réécrite avec des auto-dépendances, notre nouvelle régle est donc :

S'FD:Wyee | v
SEFD:W |wv

AUTO-DEP
ou S’ est un sursysttme de S contenant la variable W....
Nous allons maintenant nous intéresser a la stireté et a I’inversibilité de cette regle.

Proposition 4.26 Cette regle de recherche d’auto-dépendance est siire et inversible.

Démonstration : Il faut donc montrer que
EyD:Wyeelv =F,D:W |v

par rapport au systéme S’. Nous allons en fait montrer I’équivalence. La premiére étape est de substituer
les occurrences de X par leur définition dans la variable W. Nous savons que cette étape préserve la
sémantique. Si I’on note W' la variable W ainsi réécrite, nous avons 1’équivalence :

E,D:W v <=, D:W v
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Nous appliquons la recherche du motif défini par I’expression de W dans W' et nous obtenons la variable
Wec. En appliquant la proposition 4.26, on obtient I’équivalence suivante

ED:W |v < ED: Wy L v
et ainsi nous avons montré :
EyD:Wyeelv <= E,D:W | v
La régle de recherche d’auto-dépendance est donc siire et inversible. Qa

Maintenant que nous avons défini toutes les régles de notre systeéme de preuve et que nous avons
prouvé que ces regles étaient siires, nous pouvons définir formellement la notion d’existence d’une
preuve.

Définition 4.27 (Existence d’une preuve) Une preuve de la formule D : e | v existe si et seulement
s’il existe une séquence finie de formules étendues par une valeur a1, . .. , oy telle que vy, =D 1 e | v
et chaque «; est soit un axiome soit peut étre déduit a partir d’une formule précédente en utilisant une
des regles de preuve.

5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons défini plusieurs régles de preuve basiques dans la section 2 et nous
avons montré que ces regles étaient sfires. Dans la section 3, nous avons défini la régle de substitution
par constante et dans la section 4, nous avons défini la reégle de recherche d’auto-dépendance. Toutes nos
regles sont sfires et méme inversibles. Nous avons donc actuellement les régles de preuve suivantes :

— reégles de décomposition des opérandes,

— regle de la négation,

— regle de la dépendance,

— regle de I’équation,

— regle de la séparation des branches,

— regle de la substitution par constante,

— reégle de la simplification,

— regle de recherche d’auto-dépendance.

Nous allons voir dans les chapitres suivants comment construire des preuves a partir de ces regles.
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Chapitre 5

Itérations

Dans le chapitre 4, nous avons introduit deux regles spécifiques au modele polyédrique : la substitu-
tion par constante et la recherche d’auto-dépendance. La substitution par constante permet de substituer
une variable par une constante, elle s’appuie sur un principe de récurrence. Le but de la recherche
d’auto-dépendance est de transformer 1’expression d’une équation sur laquelle aucune regle ne peut étre
appliquée en une équation récurrente. Nous allons étudier ici comment allier ces deux régles de preuve.

Soit W une variable polyédrique pour laquelle nous voulons rechercher des auto-dépendances, et
soit v une valeur booléenne. Nous supposons que nous devons prouver :

FD:W v

Pour la variable W, deux cas peuvent se produire : soit elle est définie par une équation dont le
membre droit contient la variable W (une auto-dépendance), soit elle dépend seulement d’autres va-
riables.

— Dans le premier cas, nous appliquons la substitution par constante. La nouvelle expression défi-

nissant VW contient :

— soit des constantes

— soit des expressions polyédriques dépendant d’autres variables

— soit des expressions polyédriques dépendant toujours de W ; ces instances de W n’ont pas été
substituées car elles n’étaient pas dans le domaine de validité D.

Pour chaque branche qui n’est pas définie par une constante, nous ajoutons une nouvelle variable

définie, sur le sous domaine de la branche considérée, par 1’équation dont le membre droit est

défini par I’expression correspondante. Ceci nous conduit donc au second cas.

— Dans le second cas, nous appliquons la recherche d’auto-dépendance. Si nous trouvons une auto-
dépendance, la variable W est alors définie récursivement et nous nous retrouvons dans le premier
cas. Sinon, nous devons recommencer une nouvelle recherche d’auto-dépendance.

Nous répétons alternativement les deux opérations. Nous nous arrétons quand, apres une substitution
par constante, soit nous trouvons ¥ dans une des branches (et dans ce cas, nous avons un contre-exemple)
soit dans toutes les branches, nous avons une variable d’entrée ou une constante.

Le probleme auquel nous allons nous intéresser dans cette section est le suivant :

Nous devons déterminer dans quels cas ’itération qui alterne substitution par constante et
recherche d’auto-dépendance s’arréte.

Nous effectuerons la recherche d’auto-dépendance seulement si I’itération est finie.

Nous supposons que la variable W est une variable qui a été ajoutée apreés une substitution par
constante. Cette variable n’est donc pas définie par une auto-dépendance. Nous supposons que la seule
regle de preuve qui puisse étre appliquée a W est la régle de recherche d’auto-dépendance (dans les
autres cas nous utilisons les régles qui peuvent étre appliquées). Ainsi, la variable est définie par un
motif (c¢f. page 67).
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Dans les deux premieres sections de ce chapitre nous supposerons que la variable W n’est définie
que par des occurrences d’une seule variable :

Nous supposerons aussi que la variable X n’est définie que par des auto-dépendances. Nous nous res-
treindrons de plus au cas ol les dépendances sont uniformes, c’est-a-dire des translations sur les indices.
Remarquons simplement que cette derniere restriction n’est pas une restriction trop forte car toute équa-
tion récurrente affine peut étre réécrite en une équation récurrente uniforme en introduisant de nouvelles
variables [67]. Nous évoquerons le cas des dépendances non uniformes dans la conclusion de ce chapitre.

Dans, la section 1, nous supposerons que la variable X est définie par une unique expression, et nous
étudierons le probleme de I’arrét selon les opérateurs utilisés dans cette définition. Dans la section 2,
nous élargirons nos hypotheses sur X en supposant que X est définie par une expression a plusieurs
branches. Dans la section 3, nous verrons comment itérer si W et X sont définies par plusieurs variables,
puis supposerons que W n’est définie que par la variable X, elle-méme définie par plusieurs variables.
Enfin, nous conclurons.

1 Variable X définie par une unique branche

Nous nous restreignons donc au cas le plus simple : la variable X est définie par une expression
contenant simplement des occurrences de X et composée d’une seule branche et d’un seul opérateur.

X =¥, X.d} ou XX, appartient 2 {V, A}
i

Nous supposons que tous les d; sont distincts, puisque les cas d’égalité ont été supprimés par la sim-
plification propositionnelle. Notre probleme est donc de savoir s’il est possible d’itérer alternativement
recherche d’auto-dépendance et substitution par constante.

Le théoreme suivant permet de définir les cas d’itérations finies et infinies.

Théoreme 5.1 Soient W et X deux variables polyédriques. Supposons que nous voulions établir une
preuve = Dy : W | v o v est la valeur absorbante de ¥, et Dyy le domaine de W. Alors, si W et X
sont définies par les équations suivantes :

W:DW : Mlez
X =Dx: Y, X.d,

Nous obtenons les résultats suivants :
— Si XXy, = o, Uitération alternant la génération d’auto-dépendances et la substitution par constante
est finie,
— SI XXy # X, Uitération alternant la génération d’auto-dépendances et la substitution par constante
est infinie.

Dans la suite, nous supposerons que W est définie par une X;-expression de deux termes :
W =Dx : X.dy X, X.do
La généralisation a n termes sera immédiate.
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1.1 Opérateurs X, et X, égaux

Supposons que X soit définie par une ¥,-expression de deux termes.
X = X.01 Xy X.0o

Nous substituons X par sa définition dans I’équation de W et apres distribution des opérateurs X, nous
obtenons :
W =Dy : X.01 0dy Xy X.02 0dy Xy X.01 0 dg Xy X.00 0ds

La recherche d’auto-dépendances passe par la résolution de douze systemes d’équations entre dépen-
dances. Comme d; et do ont un réle symétrique, ces systemes se regroupent en six types différents. Nous
allons voir dans le lemme suivant quels sont les systemes ayant des solutions. Remarquons d’abord que
nous travaillons sur des dépendances uniformes, la loi de composition de deux dépendances, correspond
simplement a une addition : les dépendances sont simplement des translations.

Lemme 5.2 Soient 6,0’ dy, dy des dépendances uniformes toutes distinctes. On consideére les systémes
d’équations suivants d’inconnue f :

50d1 = dlof 50d2 = dlof

{ 6 O d2 = d2 (@] f (51) { (S, O dl = d2 O f (54)
dodi = dyof dodi = diof

{ & o dg = d2 o f (52) { d o d1 = dg o f (55)
(50d2 = dlof 5Od2 = dlof

{ 6 [e) dl = d2 [e) f (53) { (S, (@] d2 = d2 (@] f (56)

Les systemes (5.2, 5.3, 5.5, 5.6) n’ont pas de solutions. Le systeme (5.1) a exactement une solution.
Le systeme (5.4) a une solution si et seulement si 6/2 + do = 0’ /2 + d.

Démonstration : Les dépendances sont uniformes, elles sont donc commutatives. Ainsi, les systémes
(5.2, 5.5, 5.6) n’ont trivialement pas de solutions. Pour le systeme (5.3), il existe une solution si et
seulement si dy = dy ce qui n’est pas possible, le systeme (5.3) n’a donc pas de solution. Pour le
systéme (5.1), Ia solution est triviale, c’est f = 0. Quant au dernier systéme, on montre facilement que
la seule solution est f = (0 4+ ¢")/2 si et seulement si 6/2 +dy = ' /2 + dy et (§ +8')/2 € Z™. a

Ainsi, a I’aide du systeme (5.1) nous trouvons au moins deux auto-dépendances et W peut s’écrire

sous la forme suivante :
W = Dy : W.61 XXy W09

En appliquant le principe de substitution, nous obtenons alors sur une partie du domaine étudié une
constante. Le reste du domaine sera généralement vide, si ce n’est pas le cas, nous verrons dans les
chapitres suivants ce qu’il est possible de faire. Dans le cas étudié ici, nous sommes donc siirs d’arréter
I’itération. La généralisation a n termes est immédiate.

1.2 Opérateurs X, et X, distincts

En substituant X par sa définition dans I’équation de W, et en regroupant les termes obtenus sous
forme X,-normale, nous obtenons I’équation suivante :

W = (X.01 ody X, X.01 0da)

Wy (X.02 0dy X, X.02 0dy)

Wo (X.01 0dy Xy X.62 0dy)

Wo (X.02 0dy X, X.61 0dg)
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Nous notons Wy, Wa, W3, W4y, les variables polyédriques définies par :

Wi = X.61o0di X X.010dy
Wy = X.5y0d; X X.02 0dy
W3 = X.61 ody X X.02 0dy
Wi = X.5g0di X, X.010ds

Soit p un environnement sémantiquement correct. Prouver =, Dy, : W | v équivaut a prouver
E, Dw : Wi |vetl=, Dw : Wao [ vetl=, Dw : W3 | vet|=, Dy : Wy | v. Nous devons
donc trouver une auto-dépendance dans chaque terme de 1. En appliquant le lemme 5.2, nous trouvons
une auto-dépendance dans les deux premiers termes (W; et W5s). Dans les deux derniers termes, le
probléme est plus complexe : nous pouvons trouver une auto-dépendance dans certains cas (lemme 5.2,
systeme (5.4)), mais si nous trouvons une auto-dépendance pour I’'un des deux termes, 1’autre n’aura pas
d’auto-dépendance. Ce résultat sera démontré dans le lemme 5.3. Il restera donc dans tous les cas au
moins un terme a simplifier. Nous commencons par une explication informelle. Supposons que ce terme
correspond a la variable W3, nous recommencons la recherche d’auto-dépendance dans cette variable,
nous obtenons alors :

Wy = W0,
XXQ W3.52 (5 7)
XX (X.510510d1 XXy X.(520520d2) ’
Wy W.01 069

— S’il existe une auto-dépendances pour Wy, nous montrerons (lemme 5.3) qu’il n’y a pas d’auto-
dépendance dans la troisieme branche de W3 (pour cette branche nous introduisons une variable
nommée I/V32 définie par (X.01 0 01 o dy X, X.02 0 d2 0 d3)), la recherche de motif échoue aussi
pour les motifs définis par les variables W, W3 et Wj.

— S’il n’y a pas d’auto-dépendance dans toutes les branches de 1’équation de W, il faut ajouter une
nouvelle variable W2 et effectuer une nouvelle recherche dans Wy. Nous obtenons une équation
similaire a I’équation (5.7) :

— soit dans toutes les branches nous obtenons une auto-dépendance. Dans ce cas et comme pré-
cédemment nous montrerons (lemme 5.3) qu’il n’y a pas d’auto-dépendance dans la troisieme
branche et que la recherche de motif échoue pour les motifs définis par les autres variables,

— soitil n’y a pas d’auto-dépendance et nous ajoutons une nouvelle variable W

Nous répétons le processus en ajoutant des variables (cf. Fig. 5.1). Les variables W 3" et W™ sont définies
par les deux équations suivantes :

W3n :X.élnodl XXlX.(SSOdQ
WIL:X.(;;nOdln(lX.(STOdQ

Apres substitution et application de la recherche de motif dans W3 et Wj", nous obtenons les deux
équations suivantes :

Wy = Wiy wm = W6
Xo  Wi.o X WIS
Xo X067 ody %, X057 ody Xo X0 odyw, X6 o dy
X Wi l.dy 06, Xo Wi 16106,

Ainsi, dans les deux cas, seule une branche pose probleme et les variables rajoutées sont toutes de la
forme W% ou W avec i < netj < m. Nous remarquons que les deux branches sans auto-dépendance
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w. 1

PN //\\

W3.51 W2 W3.52 W(;l o) 52 W4 (51 o) (52 W4 52 W(;l
X = X X X X , X
| |
! :
|
\\ :
:
|
W6, W3 02 Wl 5106, Wy
x : X // \\
|
|
|
I m
| Wi, Witds  ym=15 04,
X % X

Pour chaque nceud :
— soit nous avons une auto-dépendance et I’itération s’arréte (),
— soit nous ajoutons une nouvelle variable.

FIG. 5.1 — Arbre des générations des auto-dépendances
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(celles ou apparait encore X)) représentent les variables VV3"Jrl et W4m+1. Nous allons maintenant cher-
cher si ces deux variables peuvent s’écrire en fonction de W ou WZ . Pour chacune des deux variables,
nous pouvons écrire quatre types de systeémes. Pour trouver une auto-dépendance a W, il faut donc trou-
ver une solution a I’un des systémes pour chacune des variables et vérifier que les deux solutions sont
compatibles.

Lemme 5.3

Systemes issus de W Systemes issus de Wy

Mod, = & odof OMody = 5jodgof
ng{égodl = 5%od20f 5™ o dy odyof

52 Od2 - 510dlof (Sénodl == (S':]LOdQOf
0fod; = 5{odgof o3 _ 0ftody = 5iodlof
05 o dy (%odlof 4 rody = dhodsof
gi_ ] otodi = odiof i [ ody = Siodyo f
37 0fody = dlodyof ' | 8odr = Sjodiof

— Les systemes (S5, Si, S Sfll ) n’ont pas de solution.
— Si 52 ou S3 a une solution, alors ni S% ni S n’ont de solution, et réciproquement.

Démonstration :
— Les systémes (S, Si, S5, Si) n’ont pas de solution (Iemme 5.2).
— Supposons que S§ a une solution, alors nous avons I’égalité suivante :

ST o d? = 651 o d3

Nous allons montrer que cette égalité n’est pas compatible avec les systémes S7 et S3.
— Si.5% a une solution, de la méme maniére nous obtenons 1’égalité suivante :

m+j 2 _ sm+j 2
0, ody =9, odj

En composant cette égalité avec 5?” et en substituant 6?” o d? par 65””' o d2, nous obtenons
alors I’égalité :
6m+j+n+i _ 5m+j+n+i
1 2
Ce qui implique 01 = 5. Or 09 et §1 sont ditférents (sinon I’expression définissant X serait
uniquement définie par X.)1).
— Si S} a une solution nous obtenons de méme que §; = 5 ce qui est impossible.
— Nous supposons maintenant que Sg’ a une solution, il suffit de montrer que ce n’est pas compatible
avec S3. La démonstration est similaire a ce qui précéde.
a

Nous avons donc montré qu’il était impossible de trouver une auto-dépendance dans chaque branche.
Dans le cas ou X, est différent de X, il n’est donc pas possible d’itérer le principe de substitution et la
recherche d’auto-dépendance. La généralisation a n termes pour X est immédiate.

1.3 Le cas de la négation

Nous allons maintenant nous intéresser au cas ou dans I’équation de W la variable X est sous la
portée d’une négation. Le théoréme suivant permet de caractériser les cas ol I’itération est finie et les
cas ou elle est infinie.
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Théoreme 5.4 Soient W et X deux variables polyédriques. Si nous souhaitons établir la preuve = Dyy :
W | v on v est la valeur absorbante de ¥, et si W et X sont définies par les équations suivantes, ou
li,lo,l e N*etVie {1,...,l},m; € N*:

1 l2

W= ()i)(llX.dj)ml()ﬁ(fﬂX-dQ)

o avec Wy # X

I m
X = )0(2 )0(1 X.d
alors :
— Ulitération alternant la génération d’auto-dépendance et la substitution par constante est finie
dans 'un des trois cas suivants :
~h=k=1

I m;

W= X.dy X, ~X.d) et X =W, N Xd
i=1j=1

—li=1AIly>1AVi, m; =1,

l2 l

W = X.dy (N, ~X.d}) et X = Y, X.d;
j=1 i=1
— L >1ANL=1A1=1,
15 m
W= (N, X.d;)w ~X.d} et X = ¥, X.d;
j=1 j=1

— dans tous les autres cas, l'itération est infinie.

La démonstration formelle de ce théoréme est donnée en annexe 2.1. Nous en donnerons ici une justifi-
cation informelle.

Premier cas : [; = [o = 1. Supposons les variables W et X définies par les équations suivantes :

W = X.diw ~X.ds

Apres substitution de X par sa définition et mise sous forme ¥(,-normale, nous obtenons :

W = (X.(Slodl Wy X.09 0 dy ¥, = X.01 oda XX —\X.(530d2)
o (X51 ody X X.0g 0dy ¥ = X.09 0dy XX; 7 X.d3 0 d2)
o (X53 ody X, = X.01 ody X; ~X.03 0 dg)
(

Wy (X.03 0dy Wy = X.09 0 dy XX 7 X.03 Odg)
La recherche d’auto-dépendance donne alors :

W = W.61 ¥, X.09 o dy XX = X.03 Odg)

(
XXo (X(51 ody W W.09 %, = X.03 0 dg)
X2 (W63 X, = X.01 0 d2)
o (W(53 W, —X.09 0 dg)

Nous avons trouvé une auto-dépendance dans chaque sous-terme, ’itération s’arréte donc.
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Deuxiemecas:ly = 1Als > 1AVi, m; =1ouly > 1Als =1A1=1. Lajustification est similaire
a la précédente et nous nous contenterons de donner un exemple pour le deuxiéme cas.

W = X.di ¥ X.ds ¥, ~X.ds
X - X51 XX1 X(SQ

Apres substitution de X par sa définition et mise sous forme ¥(,-normale, nous obtenons :

W = X.010dy %, X.010dg X, = X.01 0d3
Wo  X.09 0dy Xy X.09 0dy XX, = X.09 0d3

La recherche d’auto-dépendance nous donne alors :

W = W.61 o W

Troisieme cas : une itération infinie. La justification est 1a encore similaire a la justification précé-
dente. L’échec de I’itération est une conséquence du lemme 5.3. Nous donnerons juste un exemple pour
illustrer 1’utilisation de ce lemme. Nous reprenons 1’exemple du cas précédent en remplacant X, par X,
dans I’équation définissant X :

W = X.di ¥ X.ds ¥, ~X.ds
X - X51 XXQ X(SQ

Apres substitution de X par sa définition et mise sous forme ¥(,-normale, nous obtenons :

W = X.01 0dy ¥y X.61 oda X, = X.01 o d3 W = X.02 0d3
Wo  X.01 0dy Wy X.09 0dy XXy 7 X.01 0dg ¥, = X.09 0dg
Wo  X.09 0dy ¥, X.01 0dy XX X.01 0dg ¥, = X.09 0dg
Wo  X.09 0dy W, X.09 0dy XX 7 X.01 0dg ¥, = X.09 0dg

Dans le premier et le dernier terme nous trouvons une auto-dépendance et nous obtenons :

W = W.61 %, = X.92 o ds
Wo  X.01 0dy ¥, X.02 0dy XX 7 X.01 0 dg ¥, = X.09 0 dg
Wo  X.09 0dy ¥, X.01 0dy XXy X.01 0dg ¥, = X.09 0 dg
Wo W.bg Xy = X.61 0ds

En revanche, dans le deuxiéme et le troisiéme termes, nous ne trouvons pas d’auto-dépendance. Ainsi,
pour la sous-expression X.d1 o d1 X; X.02 o do ¥, =X.d1 o d3 ¥, =X.d2 o d3, nous devons résoudre les
mémes types de systeme que pour la variable W3 de la sous section 1.2 de ce chapitre. Ainsi, I’itération
est infinie.

2 Cas des branches multiples
Nous allons nous intéresser au cas ou X est définie par plusieurs branches. Les domaines de chaque
branche vont donc cette fois-ci avoir de I’importance. Nous supposons que toutes les dépendances sont

uniformes. On note D; les domaines des branches de X. Soient W et X deux variables définies par les
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équations suivantes :

7

U A
X = 9 Dj: W X, X5

i=1¢'=1

Le résultat que nous voulons prouver est le suivant :

Si pour tout j, pour tout i < [, lZ]- = 1 alors sous certaines conditions (que nous précise-
rons) litération de la recherche d’auto-dépendance, et de la substitution par constante est
finie. S’il existe un j tel que I} # 1, cette itération est infinie.

Nous allons tout d’abord nous restreindre au cas ou X est définie récursivement par une expression
conditionnelle a deux branches sans occurrence d’autres variables, ot [; = lo = 1 et ot W est définie
par deux sous-termes. Nous verrons ensuite comment généraliser le résultat. Nous supposons donc que
W et X sont définies de la maniere suivante :

W = Dy :X.d1 X X.do

. Dli X51
X = {DQ: X52

Nous avons représenté les deux variables et leurs dépendances dans la figure 5.2.

dy
D

W Dl . 2
z d2 = 52

F1G. 5.2 — Variables W et X

Nous commencerons par donner une explication intuitive du résultat. Puis, nous le démontrerons
formellement.

2.1 Explication intuitive

Nous faisons une recherche d’auto-dépendance dans W, nous effectuons donc tout d’abord la sub-
stitution de X et nous obtenons :

Dy Nd;H(D1) Ndy (Dy) : X.61 0dy %, X.61 0 dy

w—J Dwn di (Do) Ndy (Dy) 2 X.69 0dy Xy X.03 0 do
T ) DwndN(Dy)Ndy (D2) : X6y 0di Xy X6z 0dy
Dy Nd; (D2) Ndy (D) = X.63 0dy %, X.61 0 dy

oo
W



Puisque les dépendances sont uniformes, nous appliquons le lemme 5.3. Ainsi, nous trouvons une auto-
dépendance dans les deux premieres branches.

S

: W.oq
:W52
: X.010dy X X.09 0dy
: X.09 0dy X, X.01 ody

S

I
—
AN N N N
>,
iy
S e N N
D DO DD
S S IR
DR [N
e
A~ N S
SCEE
~— — — —

S

Dans les deux dernieres branches, il n’y a pas d’auto-dépendance. Nous pouvons alors ajouter des va-
riables : nous obtiendrons une solution si et seulement si nous réussissons a prouver qu’apres un nombre
fini d’itérations, nous avons une auto-dépendance dans chaque branche. Cependant, comme dans le cas
précédent ol X; # X, (cf. théoréme 5.1), nous verrons que nous ne pouvons pas trouver pas d’auto-
dépendance dans chaque branche. La solution va ici passer par I’étude des domaines des variables ajou-
tées. Nous allons prouver que les domaines de certaines branches deviennent vides aprés un certain
nombre d’itérations. Ainsi, il ne sera pas nécessaire de trouver une auto-dépendance dans ces branches.

L’idée est de projeter les dépendances et les domaines sur un vecteur & orthogonal a 1’hyperplan
P séparant les domaines D; et Ds (¢f figure 5.2). Si nous nous placons dans R™, un domaine est non
vide si et seulement si toutes les projections de ce domaine sur ses différents indices sont non vides.
La préimage de D; par une des dépendances correspond simplement a une translation du domaine D :

P// P/

dy!
%{1

di'(Dy)

r/

FIG. 5.3 — Intersection des préimages d; ' (D;) et d, ! (Ds).

I’hyperplan P délimitant D; est translaté et sa préimage P’ délimite aussi la préimage de D1, de méme
pour Dy qui est délimité par P”. Ainsi, I’intersection des préimages de D, et Dy est aussi délimitée par
les translations P’ et P de I’hyperplan P (cf. figure 5.3). La projection de I’intersection sur les vecteurs
engendrant P sera donc non nulle. Pour prouver que I’intersection est nulle, il faut donc prouver que,
sur la dimension de 1’espace correspondant au vecteur & orthogonal a I’hyperplan P, la projection de
I’intersection est nulle.

Nous allons donc projeter les domaines des deux derniéres branches sur . La projection dépend
simplement des projections de d; et dg sur &, que nous noterons respectivement «; et . On remarque
ainsi (cf. figure 5.4) que selon leur valeur une des deux intersections sera vide.

Comme nous effectuons simplement des translations, I’une des intersections est vide et 1’autre non.
Les cas ag < a1 et a; < g sont symétriques

Nous ajoutons donc une variable pour la branche dont le domaine est non vide.

Zy = Dw Nd (D) Ndy ' (Da) : X.61 0dy ¥, X.02 0 do (5.8)
Nous répétons le processus pour la variable Z;. Nous substituons X par sa définition et effectuons une
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&l

&l

d
dy

(a) Projection des domaines D; et D3 et des dé-
pendances d; et d2 sur &.

—d,

_

~d,

&1
&l

(d) Projection des domaines D; et D2 et des dé-
pendances d; et da sur &.

—d,
—_—
~dy

—

(b) di ' (D1) Ndy ' (D2) # 0

—d,
~d

&l

(©d7H (D) Ndy (D2) =0

&l

(@ d7 (D) Nd; (D2) =0

_dl
—_—
-
_d2

— i

(O d (D) Ndy ' (D2) # 0

F1G. 5.4 — Projection des domaines D; et Ds sur &. Calcul de leur préimages dans le cas ao < .
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recherche d’auto-dépendance, nous obtenons alors :

Dz, Nd;tod (Dl) Ndy' o6, (D) : Z1.6

7= ) Pzl d;i (DQ) Ndyt 08, (Dy) = Z1.6,
Dy, Nd* o (Dl) Ndy' 06, (Dy) : X.81 081 0dy %, X.02 005 0dy
Dy, N d;l THDy)Ndyt 06, (Dy) c Wdy 06

Nous remarquons que dans I’'une des branches nous n’avons pas trouvé d’auto-dépendance. De méme
que précédemment on peut montrer que I’un des deux domaines est vide. Si c’est le domaine D z, N d1_1 o
671 (D1) Ndyt 0 651 (Dy) ot nous n’avons pas trouvé d’auto-dépendance, I'itération s’ arréte. Mais, si
le domaine vide est le domaine Dz, N d1_1 o0d; YDy n dy Lo 05 1(D1), nous devons alors ajouter une
nouvelle variable et recommencer la recherche d’auto-dépendance. Il faut s’assurer que le processus est
fini. Soient ¢ un entier et Z,, la variable ajoutée a 1’étape ¢. Cette variable est définie sur le domaine

=N ditody (D) Ndyt 08y M (Do) par Z, = Dy, : X.6170dy Xy X059 o do. En substituant
X par sa définition, nous obtenons :

Dz, Ndi' o (671)9(D1)Ndy" 0 (5;1)9(D1) + X.01 0617 0dywy X.01 0627 0ds

5 _ ) Dz,N dit o (57HY(Dy) Ndyt o (5;1)4(Ds) = X.69 0819 0dy ¥y X.02 0027 0 dy
17 ) Dz, Ndit o (67)NDr)Ndyt 0 (5;1)9(Ds) 1 X.01 067 ody Xy X.55002% 0dy

Dy, Ndy' o (671)9(D2) Ndy" 0 (5;1)9(D1) : X.02 0617 0dy iy X.01 0827 0 do

Dz, Ndy ' o (671)4(D1)Ndy" o (6;1)1(Dy) : Zy.6y
7, = Dy, N di o (51:1)‘1(7)2) N di o (52)(1(7)2) : Z4.02 1 1
Dz, Ndy o6y )Y (D1)Ndy o (6, ) (D2) X019 ody i, X027 o dy
Nd;t o (07H)9(Da) Ndyt o (5,1)U(D1) = Zy—1.61 069

Nous avons représenté 1’ensemble des variables ajoutées dans la figure 5.5. Ainsi a chaque étape,
nous trouvons dans trois des branches une auto-dépendance alors que dans la derniére il est impossible
d’en trouver un. Pour que le processus termine, il faut donc montrer qu’il existe un g tel que Dz, N dfl o
(671H)9(D1) Ndy ! o (651)9(Dsy) est vide. L'idée est, 1a encore, de projeter I’intersection sur le vecteur
orthogonal &.

A chaque étape, les préimages de Dy et D par respectivement d; ' o (671)9 et dy* o (5,1)? sont
projetées sur & et leur intersection est calculée. On calcule de plus ’intersection avec le domaine de la
variable Z,. Nous illustrons les différentes étapes de calcul dans la figure 5.6 : 'intersection est vide
pour ¢ = 2. Intuitivement, nous constatons sur cette figure, et pour cet exemple, qu’a chaque étape :

— l’intersection des deux préimages de D; et Do est décalée respectivement par les deux dépen-

dances 97 et do,

— T’intersection des deux préimages est plus petite que I’intersection précédente.

Ainsi, et comme nous travaillons avec des dépendances entieres (leur projection est dans I’ensemble des
rationnels) si I’'un de ces criteres est vérifi€, au bout d’un certain nombre d’étapes I’intersection sera
vide. Cependant, les dépendances d; et d2 ne vérifient pas toujours ces criteres. Si la projection de §; sur
@ est négative et celle de 2 positive, alors I’intersection n’est jamais vide. La figure 5.7 illustre le cas
ol la projection de d; sur &J est négative et celle de - positive. Nous reviendrons par la suite sur ce cas
ou I’itération est infinie.

2.2 Preuve formelle

Nous allons maintenant passer a la preuve formelle de ces résultats. Le théoréme que nous voulons
prouver est le suivant.
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78 76 p Wy 061
X X 2 X
|
|
|
|
|
|
|
|
|
Zq
ZoSi Zpby  Zy  Cet200

Dy =0

Dy Nd;H(Dy) Ndy H(Da) # 0

NZ2d; o671 (Dy) Ndyt o651 (Dy) # 0

Nt dy o 67 (Dy) Ndyt 0651 (Dy) # 0

F1G. 5.5 — Arbre des variables ajoutées dans le cas de branches multiples
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D,

NN

[}
Dz, = Dw Nd; (D) Ndy*

|\\\l
di'od (D) Ndyt o 551652)

N Dy, =Dy Nd;lo (52_1(D|r1) N dy' o651 (Dy)
~— EEI
1 2:\\\\'
dit o 67%(Dr) Ndyt 0 65%(Ds)
N Dy,

Dy, =Dy, Nd;t 0 8,%(Dy) Ndyt o d,%(Dy) =10

FIG. 5.6 — Intersection des préimages des domaines, projections de d; et 6 négatives.
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- =
i
D, D, .
—— -
| W
Dy, = Dw Nd; ' (Di) Ndy1(Dy)

| I —51

| : =5, -

\ w
s~ T
4o 6 (D) N dy o 0y (D)
N Dy =Dy Ndito :52—1(1)1)' Nd;" 065 (Ds)
: N W
NN -
di' 0 07(Dr) Ndy" 065%(Dy)
N Dy, =Dy, Ndy  05;%(Dy)Ndyt 06;,%(Dy) #0

F1G. 5.7 — Intersection des préimages des domaines, projection de d5 positive.

Théoreme 5.5 Soient W et X deux variables polyédriques définies par les équations suivantes :

W = Dw:X.d;¥ X.ds
. Dl : X61
X = { DQ . X(52

L’itération de la recherche d’auto-dépendance et de la substitution par constante est finie si 3o < 0 ou
81 > 0, ou By (resp. B2) est la projection de 1 (resp. d2) sur un vecteur & orthogonal a un hyperplan P
séparant les domaines Dy et Ds.

La preuve de ce théoréme est séparée en plusieurs propositions. Nous commengons par travailler dans
RP. Soit P un hyperplan de dimension p — 1 et &J un vecteur orthogonal a cet hyperplan. L’hyperplan
est engendré par la famille libre de vecteurs &1, . . ., ,—1. La famille de vecteurs &y, . . . , &, —1, forme
une base de RP. Nous notons P; et P, les demi-espaces respectivement fermé et ouvert délimités par
I’hyperplan Ptelsque Py = {z | 2 = y+ad,a <0,y € Plet P ={z |z =y+ad,a >0,y € P}.

Les dépendances d,ds, d1, 02 sont uniformes : elles correspondent a des translations. Elles sont

définies comme combinaisons linéaires des vecteurs &y, . . ., . On pose donc :

p—1 — —

d, = Zi:l QWi + aw

o p—1 — —

dy = i1 Q2,0 + i

_ p—1 - -

o = i1 B1iW; + B

_ p—1 — -

02 = D i B2+ Bodd

La premiere proposition permet de caractériser quand I’intersection devient vide dans R”.
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Proposition 5.6 Avec les notations précédentes, on a les deux équivalences suivantes :
q . .
Vg € N, ﬂ dl_l(él_l)z(Pl) N d2_1(52_1)2(P2) =+ () si et seulement si g — vy > 0N B <OA By >0
i=1

q
et VYgeN, ﬂ d;l(éfl)i(Pl) N dfl(égl)i(Pg) =+ () si et seulement si oy — g > 0N B <OA By >0
i=1

La démonstration est située en annexe A section 2.2.
La proposition ci-dessous nous permet de justifier que I’on peut se limiter a I’étude d’une seule
branche, le domaine de 1’autre étant forcément vide.

Corollaire 5.7 Avec les notations précédentes, on a
di (P Ndy Y (Py) # 0 ssioag — g >0
et dy'(P)Nd (P) #0 ssi ap —ag >0
Démonstration : 11 suffit d’appliquer la proposition précédente pour ¢ = 0. Qa
Nous revenons maintenant aux domaines (dans Z”). Nous savons que les domaines D; et D2 ont une
intersection nulle, il existe donc un hyperplan P séparant D, et Ds, on note P; le demi-plan contenant

D et P, le demi-plan contenant Dy. Nous obtenons le corollaire suivant.

Corollaire 5.8

di N (D) Ndy (Do) # 0 = dyH(Ds) Ndy H(Dy)

1) =0
di{(D2) Ndy (D) # 0 = dy ' (D1) Ndy ' (D2) = 0
Ainsi, seules les valeurs 35 et 3; influent sur I’itération et nous avons montré le théoréme.

Nous avons fourni une caractérisation pour le probleme de 1’arrét de I’itération. Remarquons que le
cas ou ’itération ne s’arréte pas n’est pas un cas réaliste. En effet, cela signifie que les instances de X du
domaine D; ne dépendent que d’instances de X du domaine D1, et que les instances de X du domaine
Dy ne dépendent que d’instances de X du domaine Ds (c¢f. figure 5.8). Il n’y a donc pas d’interactions

entres les instances des deux domaines et la variable X pourrait étre remplacée par deux variables
totalement disjointes. Dans des systémes concrets, nous ne rencontrerons jamais de telles situations.

P
A
D, D,
O2
X[ |

F1G. 5.8 — Variable X pour laquelle I’itération est infinie

Nous allons maintenant passer a la généralisation des résultats ; les résultats sont assez similaires.
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2.3 Généralisation de I’expression de la variable X

Nous allons ici généraliser I’expression définissant la variable X . Tout d’abord, nous allons toujours
supposer que la variable X est définie par deux branches, mais nous supposerons que les expressions
de ces branches utilisent plusieurs occurrences de X . Puis, nous étudierons le cas ou X est définie par
plusieurs branches. Enfin, nous commenterons ces résultats.

I’expression d’une des branches de X contient plusieurs occurrences de X. Tout d’abord, nous
considérons le cas ol ’'une des branches de I’équation définissant la variable X contient plusieurs oc-
currences de X . La variable X est donc définie par 1’équation suivante :

X = Dl . X51
- DQ . X52 XXl X.(537 ol XXl S {\/,/\}

Le résultat est assez semblable au précédent. Nous pouvons montrer que pour que I’itération soit finie,
il faut que les projections de J5 et d3 sur & soient négatives. En effet, supposons d3 positif, alors on peut
a chaque étape k d’itération ajouter une variable W}, sur le domaine Dy, :

Wi X.6k o dy

pod W, X.05o0dlody
p+q=Fk,p<my,

X XX, X.07 068 068 0d)
p+q+r=k,r>1,p<my_;

X1 X(S]f o d2

DWk = DWkﬂ

di* 085" (D2)
mp+q:k,p§mkdfl © 5:;q 0 d,"(Da)
mp+q+T:k,T>1,p§mk—1df1 0037 0d," 06" (D1)
dy' o 677(Dy)

DD D D

ou my est un entier dépendant de k. On définit la variable Wy par W et mg vaut 0. En appliquant la
recherche d’auto-dépendance sur cette variable nous générons un certain nombre de variables (dont les
domaines sont pour la plupart vide). Nous allons ici nous intéresser a deux de ces variables qui auront la
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méme forme que W, et nous représentons les domaines de ces deux variables dans la figure 5.10.

1 _ k+1
Wi, = X651 o d,
1

Xy W, X.ohodltlod

p+q=Fk,p<my,
1

Xy W, X0 oslod

p+q=Fk,p<my,

pod) XX, X.571”+1 o dhodlod
p+q+r=k,r>1,p<my_;
N X0 ody

2 _ k+1
W2, = X651 o d,
1
X W, X.dhodiod
pt+q=k,p<my

X W, X0 odlod
p+q=k,p<my,
X, X061 085 088 o dy

X X, X85 o dh o6l ody
ptgt+r=k,r>1,p<my_1
N X080 dy

On remarque alors que m,1€+1 =my + letque m%+1 = Mk.

Wo
/ \ |
/N
’ \ |
/ \ |
/ \ |
/ \ I
/ \
/ Wk |
2
1 Wi
Wit *
2,2
1,1 2,1 w:
; ; k42
Wk+2 Wk+2 ,\Jr
I I I
I I 1
I I
I o I\
1 ] \ I\
I I \ I \

FIG. 5.9 — Arborescence des variables Wy.

Dans les deux variables Wli L et Wk? 1> la recherche d’auto-dépendance échouera. La figure 5.10
illustre les domaines de ces deux variables.
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Ayt o 65 5T o 55 (Dy)
di’" o 64(Dy) d
dy' 057 06,%(Dy)

Il o 53*(14*”%71*1) o 5;mk71 o 5;1(1)1)

| : Inj
r r 7 -
Wi C C — =
5" | |
a5 : :
55t % &
Wit r N N ~
C I S
N
I | —1
- VAR
W2 r Coe o
k+1 r r : _| : >
5; ! : |
55 )
| ! ]
2,1 e | O
W - — -
ot :
Wk2+22 % : :

[ borne inférieure d’une préimage de Do

] borne supérieure d’une préimage de D,

== intersection des préimages de D; et de Ds.

préimages des bornes

La préimage par la dépendance 4, fait changer le sens de la borne car nous prenons la préimage du
domaine D;. Nous ne représentons pas les préimages de toutes les bornes.

i i 1 2 21 22 -
FIG. 5.10 — Domaines des variables Wy, Wy, ,, Wi, W7, W5, projetés sur w.
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— Pour la variable Wli 1> nous avons fait une substitution de X 5% o 6’; "™k o dy par la deuxieéme

branche de X. Nous devons donc calculer (entre autres) les deux préimages de Do par ((SS%’CJrl o

85" o dy) Vet (35 0 85 ™ 0 d;)~1. Le domaine de W, | n’est pas vide, et la recherche
de motif échoue. Nous pouvons donc répéter le processus pour cette variable (non représentée sur
la figure).
— Pour la variable W,f 1, Nous avons fait une substitution de X 05" o 5§*m’“ o dj par la premiere
branche de X. Nous calculons cette fois-ci la préimage de Dy par (65" o 5§*m’“ 081 0dy) L.
Le domaine de Wk? .1 N'est pas vide, nous pouvons donc recommencer une recherche d’auto-
dépendance et nous engendrons les deux variables W,irlz et W,ffz
A chaque étape, nous engendrons soit deux nouvelles variables soit une variable. Nous avons représenté
dans la figure 5.9 I’arborescence des variables générées par la variable W. Nous pouvons donc générer
une infinité de variables, dont les domaines ne tendent pas a I’infini vers le vide mais contiennent toujours
un point. L’itération sera donc infinie.

Variable X définie par plusieurs branches. Si maintenant nous supposons que X est définie par
plus de deux branches :

Dl : X51
X = D2 . X52
D3 : X53

Nous étudions les branches deux a deux. Pour chaque couple de branches nous pouvons associer un
hyperplan et un vecteur orthogonal. Nous appliquons le théoréme 5.5 pour chaque couple de branches et
chaque hyperplan. L’itération sera finie si pour chaque couple de branche I’itération est finie. Cependant,
il n’est pas nécessaire d’appliquer le théoréme pour tous les couples de branches, car si les domaines des
branches ne sont pas mitoyens ’intersection de leurs préimages par ds et d; sera toujours vide.

Commentaires Ces résultats peuvent paraitre décevants car plus contraignants que le cas de base. Il ne
faut cependant pas perdre de vue que nos preuves porteront sur des systemes réels. Pour de tels systemes,
le cas théorique général n’est absolument pas réaliste, comme nous allons le voir ci-dessous.

Si nous étudions comment sont définis des systémes réels, nous constatons que les variables sont
définies par plusieurs branches. Ces branches correspondent soit a une phase d’initialisation, soit aux
cellules du bord du réseau (pour un réseau linéaire, celles-ci correspondent a la premicre et a la dernicre
cellule), soit au cas général (une cellule quelconque ne correspondant pas au bord du réseau, a un instant
situé apres la phase d’initialisation). Les équations des différentes branches sont définies de la maniere
suivante :

— cas général : une équation récurrente uniforme quelconque ;

— phase d’initialisation : les expressions font intervenir soit d’autres variables, soit des constantes :

elles ne correspondent donc pas a notre étude actuelle ;

— cellules au bord du réseau : c’est un cas dégénéré du cas principal. L’équation a la mé&me structure
et les mémes dépendances que I’équation principale. Certaines occurrences de variables peuvent
avoir disparu (les instances de ces occurrences sortiraient du domaine de définition de X) : la
figure 5.11 représente un cas réaliste.

Ainsi, dans des cas concrets, nous avons des dépendances en commun dans les différentes branches.
Dans ce cas, I'itération s’arréte, puisqu’il suffit qu’il y ait une dépendance en commun entre deux
branches pour que I’itération s’arréte. Ces résultats sont donc en pratique tres utiles, et nous pouvons
itérer la recherche d’auto-dépendance et la substitution par constante.
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X D5 09 Dy
Dy X.01 % X.09 75
X = DQ . X(52 1
Ds: Y.
(a) équation définissant X (b) Représentation de X et de ses dépendances

F1G. 5.11 — Variable X représentant un cas réaliste.

3 Les autres cas

Dans les deux sections précédentes nous avons étudié le probleme de I’itération sous les hypothéses

suivantes :

— La variable W n’est définie que par des occurrences de X et par un unique type d’opérateur,

— La variable X n’est définie que par des occurrences d’elle-méme. Nous avons tout d’abord étudié
le cas ot X était défini par une unique branche puis nous avons étudié le cas ou X est défini par
plusieurs branches. Dans les deux cas, nous avons caractérisé les cas ot I'itération était finie.

Nous allons maintenant généraliser cette étude. Nous commencerons par voir le cas ou W est défini par
plusieurs variables et nous caractériserons les cas ou la recherche d’auto-dépendance réussit, puis nous
supposerons que X est définie par plusieurs variables.

3.1 Motif IV défini par plusieurs variables

Nous allons caractériser quelques cas de succes de la recherche d’auto-dépendance. Nous supposons
la variable W définie par deux variables polyédriques X et Y :

W - Xd1 XX1 Y.dQ, Ol\l XXl S {\/, /\}

Théoreme 5.9 Nous allons ici donner quelques cas ot la recherche d’auto-dépendance réussit :
— Si les variables X etY sont définies par les équations suivantes :

X = X6 we
Y = Y.(SQXXIGI

ol e et €' sont des expressions polyédriques quelconques, alors la recherche d’auto-dépendance
réussira si et seulement si les dépendances 01 et 65 sont paralléles.
— Si les variables X etY sont définies par :

X = Y(Sl XXl e
Y = X.59% e

oil e et € sont des expressions polyédriques quelconques, alors la recherche d’auto-dépendance
réussira.
— Si maintenant la variable X est définie par :

X = Y. Xd...
alors la recherche d’auto-dépendance réussira si et seulement si

52:d20510df1
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La démonstration est donnée en annexe 2.3.

Nous avons choisi de ne pas effectuer de recherche d’auto-dépendance deés que W était définie par
plusieurs variables, les cas de succes étant en pratique trop rares. Nous verrons dans le chapitre suivant
d’autres techniques permettant de construire des preuves pour de telles variables.

3.2 Variable X définie par plusieurs variables

Nous supposons que W est définie par des occurrences d’une seule variable :

W = X.d;, ot X, € {V,A}
(2

et nous allons nous intéresser aux cas ol la variable X est définie par des occurrences de plusieurs
variables.
— Si X est définie par

l
X =W, X;.d,
=1

alors il n’y a qu’une étape d’itération : nous trouvons une auto-dépendance et apres simplification
nous obtenons une constante. L’itération est donc finie (si nous supposons bien slir que I’un des
X représente X).
— Si maintenant X est définie par
l
X = -)()(12 X;.d;
=

avec XX, # X, deux cas peuvent se produire :
— soit il y a strictement plus d’une occurrence de X dans { X1, ..., X;} : I'itération est infinie,
— soit il y a une seule occurrence de X dans { X7, ..., X;} : nous avons la encore deux possibilités

— si toutes les occurrences des variables sont uniques : 1’itération est finie,

- s’il existe j et j tels que X; = X/, alors dans certains cas, I’itération ne sera pas finie. Il
faut pour cela regarder le graphe de dépendance du systeme étudié : si la variable X et la
variable X; appartiennent a la méme composante fortement connexe I’itération sera infinie,
sinon ’itération sera finie.

Actuellement, nous préférons ne pas effectuer de recherche d’auto-dépendance, car dans les cas
ou l’itération est finie, nous devons effectuer au minimum [ — 1 nouvelles recherches d’auto-
dépendance a chaque étape. En effet, si on suppose tous les X; distincts, la premiere étape de
la recherche d’auto-dépendance est de substituer la variable X par sa valeur et de transforme
I’expression sous forme X,-normale (nous n’écrivons pas les termes faisant apparaitre plusieurs
variables) :

l
W =X, X, Xid;od;x, ...
i=1 j
La recherche d’auto-dépendance est effectuée dans le terme ne faisant intervenir que X, et dans les
[ — 1 termes ne faisant intervenir qu’une seule variable nous pouvons recommencer une recherche
d’auto-dépendance. Ainsi, a chaque étape nous effectuons au moins [ — 1 recherches d’auto-
dépendance et pour chacune de ces recherches d’auto-dépendance, nous devons recommences de
nouvelles recherches d’auto-dépendance. La complexité globale est donc exponentielle.
— Si X est définie par :
L

l
X =W, X, X;.d,

2 (2
j=li=1
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L
Nous pouvons effectuer 1a encore une recherche d’auto-dépendance si pour tout j, YX, X;.d} ré-
i=1
pond aux criteres énoncés dans le cas précédent. Cependant, nous n’effectuons pas la recherche
pour la méme raison que précédemment (complexité exponentielle).

4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié le probleme de I’arrét de I’itération de la recherche d’auto-
dépendance et de la substitution par constante en faisant I’hypothese que nos dépendances étaient uni-
formes. Dans le probléme général, I’équation générale de W est la suivante

W = X, %, X;.d;

Nous avons vu dans I’introduction qu’il était toujours possible de se ramener a une équation définie par
un unique opérateur :

W = X, %, X;.d;

Pour cette définition générale de W, nous avons caractérisé quelques cas (section 3) ou la recherche
d’auto-dépendance réussissait. Cependant, nous ne préférons pas itérer le processus d’itération qui sera
rarement fini.

En restreignant I’équation de W au cas ou W est définie par I’occurrence d’une unique variable X,
nous avons pu obtenir des caractérisations beaucoup plus précises en supposant que X n’était définie
que par des occurrences d’elle-méme.

— Nous avons tout d’abord supposé que X était définie par une unique expression 1, et nous avons
vu que si X était définie par I’opérateur X, 1’itération était finie, et que s’il y avait une occurrence
de I’opérateur X, I’itération était infinie. Nous avons aussi étudié I'influence de I’occurrence d’une
négation dans la définition de X, et nous avons pu caractériser les cas finis des cas infinis.

— Nous avons ensuite étudié le cas ot X était définie par une expression conditionnelle a plusieurs
branches(cf. section 2). Nous avons vu que dans le cas théorique 'itération était rarement finie.
Cependant, en nous restreignant a des cas réalistes, I’itération termine. Nous pouvons donc itérer
la substitution par constante et la recherche d’auto-dépendance dans le cas d’expressions condi-
tionnelles a plusieurs branches.

Enfin, en supposant X défini par des occurrences de plusieurs variables, nous avons pu caractériser
quelques cas ou I’itération terminait. Cependant la complexité de cette itération étant exponentielle,
nous ne [’utilisons pas en pratique.

Pour résumer les cas ol nous effectuons I’itération, il faut que W soit définie a 1’aide d’une unique
variable. Soit X, 1’opération utilisée dans 1’équation de W. La variable X doit alors étre définie par une
X, -expression. Dans tous les autres cas, nous n’effectuons pas d’itération. Cependant cela ne pose pas
de probleme, car nous présenterons dans le chapitre suivant d’autres types d’itérations qui permettent
de résoudre les cas dans lesquels ’itération de la substitution par constante et de la recherche d’auto-
dépendance n’a pas été effectuée.

Pour conclure, nous donnons quelques résultats supplémentaires. Tout d’abord nous supprimons
I’hypothese de dépendance uniforme, puis dans la section suivante nous verrons une extension possible
de ces résultats pour la preuve d’équivalence de SERU.

4.1 Dépendances non uniformes

Supprimons I’hypotheése de dépendance uniforme, le probleme devient alors trés complexe et reste
a notre connaissance ouvert. Soient W et X deux variables polyédriques définies par les équations
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suivantes.

W = Dw:X.d % X.ds
X = X9

Nous nous limitons ici au cas le plus simple pour X. On substitue les instances de X par leur définition
dans I’équation de WW. On obtient ainsi :

W =Dy Nd;'(Dx)Ndy; " (Dx): X.60d; VX.60ds
Nous avons deux systémes a résoudre :

dody=diof dody =dzof
50d2=d20f 50d2:d10f

Pour résoudre ces deux systémes, nous utilisons I’algorithme présenté dans 1’annexe C.

Supposons qu’aucun des deux systemes n’ait de solution, nous introduisons alors une nouvelle va-
riable Z définie sur le domaine Dz = Dy Nd; ' (Dx) Ndy (Dx) par Z =Dz : X.6 0ody V X.0 0 da.
Nous cherchons donc une dépendance f telle que Z = Z.f ou Z = W.f. Nous avons alors quatre
systemes a résoudre :

620dy=6o0diof 820dy =6o0dyo f
820dy=060dyo f 020dy=060dyof

52Od1:d10f 52Od1:d20f
§ody=dyo f §?ody=dyof

Si nous répétons le processus, la question que I’on se pose est donc la suivante : existe-t-il un n et un m
tels que I’un des deux systémes suivants ait une solution.

0"ody =0odyof 0"ody=0modyo f

6Mody=06"odyo f Modo=0modyof

Si les dépendances d; et do correspondent a une projection suivie d’une translation et si d est une
dépendance uniforme, nous sommes capable de résoudre le probleme. Mais, ici nous nous intéressons
au cas beaucoup plus général et nous allons voir comment formuler ce probleme.

Nous nous intéressons au premier systeme, le deuxieme se comportant de maniere identique. Nous
utilisons la représentation matricielle des dépendances. Le probleme se formule alors de la maniere
suivante :

Soit A une matrice carrée a coefficients dans 7., soient D1 et Dy deux matrices a coefficients
dans 7. Existe-t-il deux entiers m et n tels que le systeme Sy ci-dessous ait une solution X
dans I’ensemble des matrices a coefficients dans 7. ?

g _ A".Dy = A™.D;. X
=) An.Dy = A™.Dy. X

Si les matrices sont toutes inversibles, le systeéme se réécrit en

DA™ D) =X
$2=3 DlAvm Dy = X
9 - L9 =

Il faut donc étre capable de trouver n et m tels que
A"™ Dy.Dyt = Dy.Dyt AT

Nous pouvons montrer que dans les cas ol les matrices ne sont pas inversibles nous devons résoudre une
équation similaire mais cette fois ci, modulo un sous-anneau de matrices.
D’une maniere plus synthétique, le probleme est donc le suivant.
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Soient A, Py, P; trois matrices a coefficients dans 7 inversibles, existe-t-il un entier k tel
que

Pl AR P = Pyt AR P
ou, autrement dit, existe-t-il un entier k tel que la matrice AF soit la méme dans les bases
PietPy?

A notre connaissance, le seul probléme de décidabilité ressemblant (mais nous n’avons, pour le
moment, pas réussi a nous y ramener) est ouvert. C’est le probleme de Skolem : soit A une matrice
carrée de dimension n x n a coefficients dans Z, existe-t-il un entier k tel que le coefficient (A*)1,, soit
égal 2 0? Ce probleme est actuellement ouvert deés que n est supérieur a 3 [42].

4.2 Utiliser la recherche d’auto-dépendances pour des preuves d’équivalence

Pour terminer, nous revenons sur le cas ot W est définie par :
W = X.dy , ~X.do

Quelle que soit la définition de X nous effectuons une étape d’itération et I’itération s’arréte. Ce cas est
intéressant car il permet de prouver 1’équivalence entre deux parties du domaine de X. Nous pensons
qu’il serait aussi intéressant d’utiliser cette méthode pour effectuer des preuves d’équivalence entre deux
variables. Pour cela, il faudrait autoriser la recherche d’auto-dépendance dans le cas suivant :

W = X1.dy %, 7 Xo.do

ou les variables X7 et X5 sont distinctes. Ce cas demanderait une étude plus approfondie lors de 1I’itéra-
tion recherche d’auto-dépendance, substitution par constante. Cela pourrait €tre une suite de ce travail.

Le chapitre suivant sera consacré a I’automatisation du processus de preuve ce qui nous permettra
de présenter I’'implémentation.
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Chapitre 6

Automatisation et implémentation du
processus de preuve

Dans le chapitre précédent, nous avons vu comment itérer la recherche d’auto-dépendance et la
substitution par constante. Ces deux régles sont extraites du systeme de preuve présenté dans le chapitre 4
(définition 4.6, p. 59). Nous rappelons que le but de ce travail est de prouver automatiquement des
propriétés sur un systeme. Le but de ce chapitre sera donc de fournir un algorithme de construction de
la preuve. Dans le chapitre 3 d’introduction a cette partie, nous avons esquissé sur un exemple comment
effectuer une preuve. Nous allons reprendre ici cet exemple pour montrer la structure de données que
nous allons utiliser, ¢’est-a-dire un arbre.

Rappelons que le probléme était de prouver que pour tout environnement p, tel que p o S,

E,Dx: X
nous devons donc donner une preuve :
SHFDx: X | u

Dans le chapitre 3, nous avons esquissé les différentes régles de preuve a notre disposition, ce qui nous
a permis de montrer le mécanisme de preuve. Dans la figure 6.1, nous reprenons sous forme d’arbre le
mécanisme de preuve en le formalisant. Les fils de chaque nceud de I’arbre sont obtenus en appliquant
une regle de preuve. Ils correspondent aux nouveaux sous-buts a prouver.

Ce chapitre sera organisé de la maniere suivante. Dans la premiere section, nous présenterons un
premier algorithme s’appuyant sur les regles de preuve que nous avons présentées dans les chapitres 4
et 5. Nous présenterons tout d’abord les différentes fonctions implémentant les régles de preuve, puis
I’algorithme qui automatise la construction de I’arbre de preuve et nous étudierons le probléme de 1’arrét
de cet algorithme. La section 2 présentera un nouveau systeme de régles de preuve qui permettra une
meilleure automatisation de la construction de I’arbre. Dans la section 3, nous présenterons tout d’abord
un nouvel algorithme de construction de 1’arbre s’appuyant sur le nouveau systeéme de regles, et enfin,
dans I’optique d’obtenir une construction la plus automatique possible, nous raffinerons cet algorithme
en itérant la construction de 1I’arbre.

1 Construction de I’arbre et preuve

Dans cette section, nous allons nous intéresser a la construction d’un arbre de preuve. Pour cela,
nous allons nous inspirer des reégles de preuves présentées dans le chapitre 4. Nous commencerons par
rappeler les regles de preuve. Puis, nous verrons sur un exemple les différentes régles de construction
de I’arbre de preuve. Nous verrons alors le lien entre la construction d’un arbre et 1’existence d’une
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FD:X | ¢

// N

FDy: Xdl/\(Y51VY(52 Lt : True | tt FDg:X.dy | 1t FD;:Y.01VY.ho | 1t

/N

FDy:Xdy | 1t FDy:Y.01VY.dy | 1t

Dy = Di\(d;(P)ND
Ds ;Y (D)NDyND
De = D2\ (dy'(D))ND
D; = d;'(D)NnDyND

F1G. 6.1 — structure de la preuve de I’exemple présenté dans I’introduction (cf. chapitre 3).

preuve. Nous donnerons alors un algorithme de construction de 1’arbre de preuve. Enfin, nous verrons
que I’algorithme termine, soit en fournissant une preuve ou un contre-exemple, soit sur un échec de la
construction.

1.1 Regles de preuve

Soit S un systeme, soit D : e | v une formule. Le but est de fournir une preuve de la validité de cette
formule, c’est-a-dire prouver

SHFD:elw

Nous rappelons que notre systeme de preuve est formé des regles de preuve suivantes :

— axiomes : AX1, AX2, AX3 (p. 59),

— reégles de décomposition des opérandes : OU, ET (p 59),

— regle de la négation : NEG1, NEG2 (p. 59),

— regle de la dépendance : DEP (p. 59),

— regle de I’équation : EQ (p. 59),

— regle de la séparation des branches : SEP (p. 59),

— reégle de la substitution par constante : SUBS (p. 61),

— regle de la simplification : SIMP (p. 66),

— regle de recherche d’auto-dépendance : AUTO (p. 72),

— regle de I’introduction de variable : NOUV (p. 60).

De plus nous rappelons qu’une preuve de la formule D : e | v existe si et seulement s’il existe une
séquence finie de formules étendues par une valeur o, ..., o, telle que o, = D : e | v et chaque «;
est soit un axiome soit peut étre déduit a partir d’une formule précédente en utilisant une des regles de
preuve.
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1.2 Regles de construction de I’arbre

Les regles de construction de I’arbre sont calquées sur les régles de preuve. Elles représentent 1’im-
plémentation de ces régles de preuve. Nous illustrerons ce chapitre par 1’exemple suivant.

Exemple 6.1 Soient S un systeme, X,Y, Z trois variables polyédriques de ce systeme et
Dx le domaine de la variable X. On suppose X définie par I’équation suivante :

¥ = Dy :X.di A (ng V Y.dg)
o D, : (Yd4 vV Zd5) A —Y.dg

De plus, on suppose que le probléme est de prouver que pour tout environnement p, tel que
p xS,
E,Dx: X

nous devons donc donner une preuve :
SEFDx: X |n

Pour cela, nous allons construire un arbre de preuve qui, sous certaines conditions sur les
feuilles de cet arbre, constituera une preuve pour la formule Dx : X | tt.

L’arbre de preuve se construit de maniere récursive. Les nceuds de cet arbre représentent des formules
étendues, c’est-a-dire une expression e, son domaine D et sa valeur v de validité.

N = (e,D,v)

Racine La racine de I’arbre correspond a la formule étendue a prouver.

Exemple 6.2 Dans notre exemple, la racine de I’arbre sera :
No = (X, Dx,1t)

Ici, I’expression a prouver est représentée par X.

Pour construire les fils d’un nceud, nous avons développé des fonctions s’appuyant sur les regles
de preuve. Ces fonctions ont été implémentées en Mathematica, qui sert d’interface 8 MMALPHA. Les
expressions et les systemes polyédriques sont représentés par des arbres syntaxiques ALPHA. Ces arbres
syntaxiques sont des listes Mathematica. L’utilisateur entre son expression sous forme de chaine de ca-
racteres, et grace a I’analyseur syntaxique de MM ALPHA, la chaine de caractéres est transformée en une
liste manipulable par Mathematica. L’ objet de base de Mathematica est la liste, et de nombreuses fonc-
tions sont prédéfinies pour manipuler les listes. L’ implémentation des diverses fonctions de construction
de I’arbre de preuve passe principalement par des manipulations d’arbres syntaxiques ALPHA. Nous
utilisons donc les fonctions prédéfinies en Mathematica pour manipuler ces arbres et les fonctions pré-
définies en MMALPHA. En ce qui concerne les domaines des expressions, nous utilisons la librairie
polyédrique pour effectuer les différents calculs (images, préimages, intersections, unions).

Les fonctions implémentant les regles de preuve ont toutes en entrée un nceud et un systéme et, en
sortie, une liste de nceuds et un systéme. La liste de ces fonctions et leur spécification se trouvent en
appendice E. Nous allons maintenant détailler la construction de 1’arbre a partir de 1I’exemple.

Exemple 6.3 — Nous partons donc de la racine Ny :
No = (X, Dx, tt)
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Nous posons Sog = S. Si l'on étudie I’équation définissant la variable X, nous remar-
quons la présence d’auto-dépendances. La fonction substitution_constante qui implé-
mente la regle de méme nom est appliquée sur ce neeud et fournit le résultat suivant :

substitution_constante (N, Sp) = (IV1,.51)

ou Ny est défini par
Ny = <Xsubsa DXa tt)

La variable X g5 est définie par I’équation suivante dans le nouveau systeme S1.

Yo Dy : True A (Y.da V Y.d3)
subs =\ Dy : (Yidy V Z.ds) A —Y.dg

Le systeme S est constitué du systeme Sy, de la variable X s, et de I’équation définis-
sant cette variable.

L’expression du nceud N1 est une variable dont I’équation ne contient plus d’auto-dépendance.
Appliquer la regle de substitution par constante n’apporterait donc pas de résultats nou-
veaux. En revanche utiliser la régle de I’équation permet d’obtenir I’expression de la
variable. Ainsi, la fonction équation est appliquée sur le nceud N1 et sur le systeme S,

elle donne le résultat suivant :

équation (N1, S1) = (Na, S9)

out le nceud Ny est défini par :

_ D1 : True A (Y.da V' Y.d3)
e <{ Dy (YadaV Zds) A—Yidg W DX

Le systeme So est identique au systéme S1.
L’expression du nceud No contient la constante True, la regle de simplification peut donc
étre utilisée sur le nceud Ny et le systeme So pour obtenir :

simplification (N2, So) = (N3, S3)

out le nceud N3 est défini par

_ Dy : (Yudy V Y.ds)
= <{ Dy : (Yudy V Z.ds) A —Y.dg ,Dx, 1t

Le systeme Ss correspond au systeme Ss et donc au systéme S1.

L’expression du nceud N3 est une expression a plusieurs branches. La régle de séparation
des branches s’applique donc sur un tel neeud. La fonction correspondante est sépara-
tion_branches, elle fournit le résultat :

séparation_branches (N3, S3) = (N4, N5, Sy)
Nous obtenons ici deux nouveaux neeuds définis par :

Ny = <Yd2 VY.ds, DN Dx,t[>
N5 = <(Yd4 V Zd5) A =Y.dg, Do NDx, t[)

Le systeme Sy correspond au systeme Ss.
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— Ensupposant la variable Y définie par Y = Y.d, nous reconnaissons, pour le nceud N 4 la
situation out la recherche d’auto-dépendance va réussir. La premiére étape est d’ajouter
une nouvelle variable. C’est le réle de la fonction ajout_variable. L’application de cette
fonction au neeud Ny et au systeme Sy permet d’obtenir :

ajout_variable(Ny, Sy) = (Ng, S¢)
Le neeud Ng est défini par :
Ng = (W, D1 N Dx,1t)
out la variable W est définie dans le systeme S¢ par
W =Y.ds VY.ds

Le systeme Sg correspond au systeme Sy et contient en plus la variable W et I’équation
définissant cette variable.

— La seconde étape consiste a appliquer la fonction recherche_auto_dépendance sur le
neeud Ng et le systeme Sg :

recherche_auto_dépendance(Ng, Sg) = (N7, S7)
ou le nceud Ny est défini par
N7 = (Wyee, D1 N Dx, t1)
La variable W, est définie par :
Wiee = Wree.d

Le systéme Sy est défini par le systéme Sg et il contient de plus la variable W, et
I’équation la définissant. La régle de substitution par constante peut maintenant étre
utilisée.

— Nous reprenons maintenant le neeud Ns. L’expression de ce neeud est une conjonction,
la regle de séparation des opérandes s’applique. La fonction séparation_opérandes im-
plémente cette regle, elle fournit le résultat suivant :

séparation_opérandes (N5, Sy) = (Ng, Ny, Sy)
out les neeuds Ng et Ny sont définis par :

Ng = (Y.d4 V Z.ds, Dy N Dx,lt>
Ny = (=Y.dg, Do N Dx, tt)

Le systeme Sg correspond au systéme S..

— Sur le neeud Ng la regle d’ajout de variable est utilisée, puis plus une seule regle ne peut
étre utilisée : la recherche d’auto-dépendance échoue.

— L’expression du neud Ng est définie par une négation. La régle a appliquer est donc
celle de la négation. Elle est implémentée par la fonction négation.

négation(Ng, Sg) = (N107 SlO)
ou le neeud Ny est défini par
Nig = (Y.dg, D2 N Dx., )

Le systeme Syq est égal au systeme Sgq (et donc au systéme S1).
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— Pour le neeud Ny, nous avons une dépendance. La fonction dépendance qui implémente
la regle de méme nom est utilisée et donne le résultat suivant :

dépendance(Nlo, 510) = (N117 511)

Ny = (Y,dg " (D2 N Dx), fF)

Le systeme S11 correspond au systéme S4.
-
Nous avons donc présenté ici les différentes regles de construction de I’arbre de preuve. L’application
des regles est automatique (nous verrons dans la section suivante 1’automatisation de 1I’enchainement des
regles). Nous allons maintenant nous intéresser a I’arrét de la construction de I’arbre et au lien existant
entre cette construction et I’existence ou non d’une preuve.

Arrét de la construction de ’arbre. La construction d’une branche de 1’arbre se termine quand au-
cune fonction ne peut étre appliquée sur le dernier nceud (feuille) de la branche. Dans ce cas, 1’expression
e de cette feuille peut-étre de trois formes :

— soit une constante,

— soit un motif composé de variables d’entrée,

— soit une expression sur laquelle aucune regle ne peut s’appliquer.
Les deux premiers cas sont considérés comme des cas de terminaison. En effet, lorsque nous avons des
variables d’entrées, la recherche d’auto-dépendance n’a aucun sens. Nous ne pouvons pas substituer
ces variables par leur définition (qui n’existe pas, ce sont des variables d’entrée). Dans un tel cas, ’ex-
pression obtenue est une condition nécessaire sur les variables d’entrées. Pour le dernier cas, la feuille
représente un sous-but non résolu dans le systéme de preuve. L’ utilisateur doit intervenir pour permettre
a la construction de continuer. Nous voyons donc que nous pouvons ici distinguer deux types de feuilles
celles pour lesquelles la construction est réellement terminée, et celles pour lesquelles I’utilisateur doit
encore intervenir. Nous définissons donc les notions suivantes de feuille fermée et de feuille pendante.

Définition 6.4 (feuille fermée) Une feuille fermée est une feuille dans laquelle I’ expression polyédrique
est une constante.

Définition 6.5 (feuille pendante) Une feuille pendante est une feuille qui n’est pas une feuille fermée.

Ainsi, les feuilles contenant des variables d’entrées sont considérées comme des feuilles pendantes bien
qu’aucune regle de preuve ne puisse étre appliquée dessus. Nous ne pouvons pas les considérer comme
des feuilles fermées car la preuve n’est pas terminée sur ces feuilles.

Dans la figure 6.2, nous reprenons I’exemple et construisons I’arbre de preuve. Nous avons tracé en
pointillé un développement possible de I’arbre. Il y a deux feuilles pour lesquelles nous obtenons des
constantes, ce sont donc des feuilles fermées. Nous constatons que les constantes sont bien les valeurs
attendues et donc dans ces branches, la preuve a réussi. Il reste cependant une feuille pendante (encadrée)
pour laquelle la preuve a échoué. Nous reviendrons par la suite sur cet échec.

Construction de I’arbre et existence d’une preuve. Jusqu’a présent nous avons étudié les reégles de
construction de I’arbre de preuve, et nous avons vu que ces régles de construction implémentaient les
regles de preuve. On peut donc maintenant étudier le lien entre I’arbre ainsi construit et I’existence d’une
preuve.

Pour que la construction de I’arbre constitue une preuve, il faut bien siir que toutes les feuilles soient
fermées.

Le théoréme suivant énonce une condition suffisante sur les feuilles de 1’arbre de preuve pour 1’exis-
tence d’une preuve.
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No
SUBS

N
EQ

Ny
SIMP

N3

SEP

Ny N5
AJOUT ET \

N6 Ng NQ
AUTO NEG1
]Y7 Nio
: SUBS DEP

|
(True, Dy, 1t) Ny
|
|
|
|
<False, dgl(DX),]j”>

La feuille encadrée est une feuille pendante, et les pointillés un développement possible de 1’arbre.

F1G. 6.2 — Arbre de preuve
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Théoreme 6.6 Soit S un systeme, soit D : e | tt une formule sur ce systéme, soit un arbre de preuve
dont la racine est (e, D, tt). Si toutes les feuilles sont fermées, et si toutes les feuilles sont d’une des deux
formes suivantes :

(True, D, tt)

(False, D, [ff)

alors I’arbre sera une preuve de la formule D : e.

Démonstration : La démonstration est simple, il suffit de remarquer qu’a chaque étape de la construc-
tion de I’arbre nous avons utilisé une régle de preuve et que les feuilles correspondent aux axiomes de
notre systeme de preuve. Qa

La condition que nous venons d’énoncer est extrémement forte, elle ne tient pas compte par exemple
du cas des variables d’entrée. Cependant, il ne faut pas perdre de vu que le systeéme de preuve que nous
utilisons ici n’est pas suffisant. En particulier, nous ne faisons pas intervenir le contexte (cf. page 59).
De plus, le principe de substitution et celui de recherche de motifs (cf. page 66) sont mal exploités.
Dans la section 2, nous donnerons un nouveau systeéme de preuve exploitant mieux ces deux principes
et permettant de continuer la preuve sur des formules contenants des variables d’entrées en utilisant
quelques hypotheses sur les variables d’entrées. Nous ne parlerons pas dans ce chapitre du contexte car
son utilisation n’est pas encore automatisé. Les reégles de preuve concernant le contexte seront présentées
dans le chapitre 9. Dans le cas des feuilles pendantes, I’utilisateur doit intervenir, et fournir par exemple
des invariants, ou alors utiliser des techniques d’accélérations ou d’agrandissement de domaine que nous
étudierons dans le chapitre suivant.

Nous avons donc ici présenté comment construire 1’arbre de preuve et nous avons établi le lien
entre construction de I’arbre et existence d’une preuve. Nous allons maintenant expliquer plus en détails
comment construire automatiquement 1’arbre, c’est-a-dire comment choisir automatiquement la régle a
appliquer.

1.3 Algorithme de construction des arbres de preuve

Nous allons ici nous intéresser  la construction automatique de I’arbre de preuve. A chaque nceud
de I’arbre, nous ajoutons un champ s représentant la regle a appliquer. Ce champ s est appelé statut. Un
nceud a donc maintenant la forme suivante :

(e,D,v,s)

ou e est une expression polyédrique, D un sous-domaine du domaine de e, et v une valeur booléenne.
Nous avons présenté dans la section précédente les différentes regles utilisées pour construire 1’arbre
de preuve. Certaines reégles sont toujours combinées ensemble. Le statut va donc représenter soit la
combinaison de regles a appliquer soit la cause de I’arrét. Ce statut peut avoir cinq valeurs différentes.

Signification de la valeur du statut

— Variables d’entrée et Constantes (VarEnt): Cette valeur du statut représente les deux cas d’arrét
corrects. C’est-a-dire que nous avons soit une constante, soit une expression utilisant des variables
d’entrées.

— Substitution par constante (SubsCons) : Pour un nceud dont le statut a cette valeur, nous devons
appliquer une substitution par constante.

— Séparation des opérandes (SepOp) : 1l faut ici appliquer les regles de séparation des opérandes
et de négation. Ces regles sont combinées avec la reégle de dépendance.

— Recherche d’auto-dépendance (RecAuto) : Cette valeur indique que nous devons effectuer une
recherche d’auto-dépendance.
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— Echec de la recherche d’auto-dépendance (EchAuto) : Cette valeur représente le cas d’échec :
nous ne pouvons pas effectuer de recherche d’auto-dépendance et aucune autre régle ne peut étre
appliquée.

Nous allons présenter dans le paragraphe suivant, quelles sont les fonctions appliquées pour chaque
statut et comment est calculé le statut de chaque nceud. Nous appellerons nceud intermédiaire un nceud
pour lequel la valeur du statut n’est pas encore calculée.

Calcul des nceuds fils. Apres application de la fonction indiquée par le statut du nceud, nous obtenons
éventuellement des nouveaux sous-buts. Pour chacun des sous-buts, il faut calculer le nouveau statut.
Soit (e, D, v, s) le nceud étudié. Pour chacune des valeurs du statut, nous allons définir les opérations a
effectuer sur le nceud, nous verrons comment calculer ses fils et comment calculer les statuts associés
aux fils.

— s = SubsCons. Ce statut ne peut étre associé qu’a un nceud de la forme (X, D, v, SubsCons)
(I'expression présente dans le nceud est simplement une variable) afin de pouvoir appliquer la
fonction substitution_constante. Nous allons tout d’abord commencer par calculer les nceuds
fils, puis nous verrons quel est leur statut. Le calcul des fils se fait en plusieurs étapes :

— Nous appliquons la fonction substitution_constante,
— puis la fonction équation,
— les fonctions simplification et forme_normale,
— enfin, la fonction séparation_branche.
Nous obtenons en sortie une liste de nceuds intermédiaires de la forme (le statut n’est pas encore
déterminé)
<e’ ,D' v, ?>

ainsi qu’un nouveau systeme. Ce nouveau systeme sera utilisé pour continuer la construction de
Iarbre.

Pour chacun de ces nceuds intermédiaires, nous devons maintenant effectuer une séparation des
opérandes. Pour cela, nous leur associons le statut SepOp. Les noeuds sont donc de la forme :

<e', D' v, Sep0p>

— s =SepOp. Nous avons encore plusieurs étapes a effectuer avant de pouvoir calculer le statut. Soit
N le noeud défini par :

<e7 ,D7 v? Sep0p>

Nous supposons que e est définie de la maniere suivante avec X, X, € {V,A}, X, # X, et v
neutre pour 1’opération booléenne X, :

n
e= X, e
i=1

n/

€; — )0(2 dez
i=1

— sin > 1, nous appliquons la fonction séparation_opérandes, nous générons n nceuds inter-
médiaires de la forme :

/

n
X, Xi.di,D,v,?
=1

En générant n nceuds, chaque nceud est ainsi ramené au cas ou n vaut 1. Nous devons mainte-
nant calculer le statut associé a chaque nceud intermédiaire.
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n/

— Sin =1, ’expression e est de la forme YY, X;.d;. Pour calculer la valeur du statut, nous allons
diviser notre calcul en plusieurs cas : =

— S’il existe j tel que X; est une variable d’entrée, nous arrétons la construction et nous asso-
cions le statut VarEnt au nceud. Sinon, nous distinguerons deux sous-cas suivant la valeur de
n'.

— Sin/ =1, ’'expression e est alors d’une des trois formes suivantes :

— e = True ou e = False : I’expression e est une constante, le statut associé au nceud est
alors VarEnt.

— e = X,.d; : il faut ici appliquer la fonction dépendance. Nous associerons le statut
SubsCons au nouveau nceud.

— e = —X;.d; : nous commengons par appliquer la fonction négation puis la fonction dé-
pendance. Nous associerons le statut SubsCons au nouveau nceud.

— Sin/ > 1, nous sommes dans le cas ol la recherche d’auto-dépendance peut étre effectuée.
Nous commencons par utiliser la fonction ajout_variable. Nous notons ici X’ la nouvelle
variable. Puis, nous regardons la structure de e : s’il n’y a que des occurrences d’une seule
variable Y et si la variable Y respecte les critéres énoncés dans les théoremes 5.1 et 5.4 du
chapitre 5 alors nous pouvons effectuer une recherche d’auto-dépendance. Le nouveau statut
est RecAuto, sinon le statut est EchAuto. Le nouveau nceud est donc soit de la forme :

(X', D, v, RecAuto)
si la recherche d’auto-dépendance peut étre effectuée, soit de la forme :
(Xi, D, v, EchAuto)

si cette recherche d’auto-dépendance conduit & une itération infinie. La variable X’ est définie
par e.

— s =RecAuto. Nous devons effectuer une recherche d’auto-dépendance sur le nceud (X, D, v, RecAuto).

Nous appliquons la fonction recherche_auto_dépendance. Le nouveau nceud est donc de la
forme suivante :

(X,D,v,SubsCons)

Nous avons supposé au moment de I’application de la fonction de séparation des opérandes que 1’ex-
pression était normalisée. Cette hypotheése est correcte : toutes les expressions du systéme sont mises au
départ sous forme normale conjonctive. Cependant du fait des négations, la forme normale d’une expres-
sion n’est pas toujours la forme conjonctive. Il est donc impératif d’utiliser la fonction forme_normale
avant qu’une séparation des opérandes soit effectuée. Ici la seule possibilité pour effectuer une sépa-
ration des opérandes est d’effectuer juste avant une substitution par constante. Pendant cette phase de
substitution, nous effectuons une mise sous forme normale.

L’algorithme de construction de I’arbre itere simplement les différentes régles de construction. Ce-
pendant si nous nous contentons simplement d’itérer ces regles, la construction est dans certains cas
infinie. La section suivante sera donc consacrée a I’étude de la terminaison du processus de construction
de I’arbre de preuve.

1.4 Terminaison et validité de la construction

Dans cette section, nous allons tout d’abord montrer sur un exemple qu’utiliser simplement les regles
de construction précédentes peut mener a une itération infinie. Puis, nous reviendrons sur la validité de
I’algorithme et nous montrerons que 1’algorithme ainsi construit peut fournir des contre-exemples.
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Terminaison Reprenons I’exemple présenté dans I’introduction (cf. chapitre 3 et figure 6.1).
La figure 6.3 représente la premicre étape de construction de 1’arbre de preuve, ainsi qu’une étape
de séparation des opérandes.

No = (X,D,1t,SubsCons)

N = (X.di A (Y.61VY.5),D1\ (d7 (D)) ND, tt,SepOp)
Ny = <Y51vY52,d1 (D)ND1ND,it,s1)

Ny = (X.d2, D2\ (d 2 )) ND, it, SubsCons )

Ny = (X,mn,d;'(D )ﬂDgﬂ’D,tt,VarEm‘>

N5 = (X.d1,D1\ (d;*(D)) N D,tt, SubsCons)

N = (W, D1\ (d; (D)) ND,1t,s2)

ol s1 et so sont des statuts appartenant & { RecAuto, EchAuto}.

P
ZZAN

No 5

Ny

F1G. 6.3 — Début de la construction de I’arbre de preuve de I’exemple 3

Sur le nceud N5, la substitution par constante est appliquée pour obtenir apres séparation des opé-
randes, les deux nceuds suivants :

N; = <X di, Dy \ (dy LDy \ (dy YD)y nD)NnDy\ (dl’l(D)) ND,tt, SubsCons>
Ns = (W.Di\ (d; (D1 \ (d; (D)) ND))N Dy \ (di (D) N D, 11, 52)
Entre les nceuds Ny et N7, seul le domaine a changé. En itérant le processus, on construit une suite

infinie de nceuds dont seuls les domaines different. Fixons pour cela les domaines et les dépendances
qui suivent :

D = {t,i|0<t<3N;0<i<min(2t2N,6N — 2t)}

Dy = {tit>1,i>1}
d = (tyi—t—1,i—1)
dy = (ti—t—1,4)

Le domaine du nceud Ny et du neeud N est {¢,i]i = 2¢;2 < i < 2N}.

Celui du nceud N7 est {¢,ii =2t +1;1 <i < 2N —1)}.

En continuant la construction de I’arbre, le domaine du fils gauche de N7 est {¢,i|i = 2t +2;1 <
i <2N —2)}

La k-ieéme substitution par constante permet d’obtenir le domaine {¢,i|i = 2t + k;1 < i <
2N —k)}.
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Comme N est un parametre, pour toute valeur de k, il existe une valeur de NV telle que le domaine
{t,ili =2t + k;1 < i < 2N — k)} est non vide. Ainsi, la construction de 1’arbre est infinie.

Pour pallier ce probléme, nous utilisons un systeme de traces. Soit N = (e, D, v, s) un nceud, la trace
correspond a I’ensemble des nceuds présents sur la branche allant de la racine a N. Soit { Ny, ..., N;}
cette trace. S’il existe un nceud N; = {e;, D;,v;, s; } appartenant a cette trace telle que e; = eetv; = v,
alors le nceud a déja été rencontré, et continuer la construction de la branche conduit a une construction
infinie. On associe a ce nceud un statut d’arrét mais, pour le démarquer des autres causes d’arrét, nous
fixons la valeur du statut a Echlter. Cette valeur n’est associée qu’a des nceuds sur lesquels la regle
de substitution par constante peut étre appliquée. Si ’arbre contient des feuilles de statut Echlter, ces
feuilles seront considérées comme pendantes. L’utilisateur devra intervenir pour continuer la construc-
tion de I’arbre en agrandissant le domaine de ces feuilles. En effet en agrandissant le domaine, nous
supprimons I'itération infinie. Ce probleme sera traité dans le chapitre 7.

Avant de donner 1’algorithme, nous donnons la définition des nceuds semblables.

Définition 6.7 Nous dirons que N = (e, D, v, s) est semblable a un nceud d’une liste de nceuds L, s’il
existe un neeud N' = (e, D', v, s) (seul le domaine est différent).

Algorithme 6.8 Soit S un systéeme, N = (e, D, v, s) un neeud et L une liste de neeuds.
L’algorithme de construction de I’arbre issu du nceud N est le suivant :
Si s est différent de VarEnt et de EchAuto
— si N n’est semblable a aucun neeud de L faire :
— Ajouter N a la liste L,

Ni,..., Ny et le systeme S'.

la liste L .
— sinon N est semblable a un neeud de L, le statut de N est Echlter.

— Appliquer la ou les fonctions correspondant au statut du neceud N. On obtient les neeuds

— Appliquer récursivement I’algorithme de construction sur le systtme S’, chaque neeud N; et sur

Dans le théoréme suivant, nous montrons que si nous utilisons 1’algorithme avec le systéme de traces,
la construction de I’arbre est finie.

Théoreme 6.9 L’algorithme 6.8 de construction de I’arbre de preuve termine.

Démonstration : Considérons une branche de I’arbre, nous savons que toutes les expressions appa-
raissant dans les différents naeuds de la branche sont distinctes sauf, peut-étre, pour la derniére : dans ce
cas, la feuille est semblable a un nceud de I’arbre et nous sommes dans un cas d’arrét.

Ces expressions peuvent étre soit des expressions du systéme, soit des expressions apparaissant lors
de la recherche d’auto-dépendance.

— Expressions du systéme : le nombre de sous-expressions du systéme étant fini, nous ne pouvons

utiliser qu’un nombre fini de telles sous-expressions.

— Recherche d’auto-dépendance : nous ne I’appliquons que dans le cas ou la recherche est finie.
Nous ajoutons dans les deux cas un nombre fini d’expressions, la construction de I’arbre termine donc.
a

Validité Dans ce paragraphe, nous allons nous intéresser a la validité de 1’algorithme ; c’est-a-dire, a
montrer que I’arbre construit permet de prouver la formule a sa racine. La validité repose sur le théo-
reme 6.6. Un corollaire important est le suivant qui fournit I’existence d’un contre-exemple.

Corollaire 6.10 Soit R = (e, D, tt, s) la racine d’un arbre de preuve. S’il existe une feuille de la forme :

(True, D, [f, VarEnt)
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ou de la forme
(False,D, tt, VarEnt)

alors il est impossible de construire une preuve pour la formule D : e | tt et nous avons construit un
contre-exemple.

Démonstration : Comme toutes les régles de preuve sont inversibles, lorsque nous obtenons une
contradiction, nous avons obtenons une preuve de la contraposée de la formule. Le contre-exemple
s’obtient de la maniere suivante : il suffit de prendre le pére de cette feuille. Notons (e, D, v, s) ce pére.
En générant la feuille, nous avons calculé la valeur de I’expression e et cette valeur est en contradiction
avec la valeur v. L’expression e sur le domaine D est un contre-exemple. Qa

Ce corollaire aura une autre utilité : il pourra &tre utilisé pour effectuer des démonstrations par I’absurde,
ce que nous verrons dans le chapitre 9.

1.5 Conclusion

Cette premiere implémentation a été utilisée pour prouver I’exemple du DLMS présenté dans le cha-
pitre 8 section 1. Cependant, treés rapidement, cette implémentation s’est montrée limitée. L utilisateur
devait intervenir régulierement pour permettre aux preuves de terminer. Dans cette implémentation, les
branches de I’arbre sont toutes construites de maniere indépendante. Pour illustrer ces propos, prenons
I’exemple suivant :

Exemple 6.11
W = {t,i|t>0;i>0}: X.(t,i >t —1,i—1) AY.(t,i — t,0)
Y = {t,i|t>0;i>0}: X.(t,i =t —1,0) VZ.(t,i —t—1,47)

Y - {t,i|t=0}: True
T O\ {ti|t> 000> 0} X.(ti —t—1,4)

Le but est ici de prouver la formule
{t,i|t>0;i>0}:W | #

La regle de séparation des opérandes engendre deux branches :

— la premiére concerne la formule {t,i | t > 0;i > 0} : X.(t,i — t — 1,i). Apres
application de la regle des dépendances, le nouveau sous-but concerne la formule {t,1i |
t > 0;i > 0} : X. En continuant la construction de cette branche, nous n’obtenons que
des feuilles fermées. Lors de la construction de cette branche, il a été prouvé que X était
vraie sur tout son domaine.

— la seconde branche n’engendre qu’une feuille pendante pour la formule {t,i | t > 0;i >
0} : X.(t,i = t—1,i) V Z.(t,i — t — 1,4). Or, si nous pouvions utiliser le fait que X
est vraie sur tout son domaine, cette feuille serait en fait une feuille fermée.

Si nous utilisons les informations obtenues lors des constructions des branches, nous pourrons obte-
nir des constructions plus précises, c’est -a-dire que certaines feuilles potentiellement pendantes pour-
ront étre fermées. Pour cela, nous devons modifier légerement nos reégles de preuve et faire intervenir de
maniere plus importante les connaissances issues du systeme dans nos preuves.
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2 Un nouveau systeme de preuve

Dans cette section, nous allons fournir un nouveau systeme de preuve. Les régles que nous définirons
s’appuieront sur les regles définies dans le premier systeéme. Nous allons ici accroitre 1’utilisation de
I’information contenue dans le systéme sur les substitutions qui ont déja eu lieu et nous allons cette fois-
ci utiliser la notion de liste de motifs. La liste de motifs contiendra des formules spécifiant les variables
d’entrées ainsi que les motifs rencontrés lors de la construction de I’arbre de preuve.

Reprenons 1’exemple présenté en conclusion de la section précédente. Pour transformer la feuille
pendante en feuille fermée, nous devons pouvoir utiliser le fait que X vaut vrai sur tout son domaine.
Le principe est le suivant. Puisque X vaut vrai sur tout son domaine, nous pouvons substituer toutes les
instances de X par vrai. Ainsi, la variable Y se réécrit de la maniere suivante :

Y ={t,i|t>0;i>0}:True

Pour prouver la formule concernant W, la construction de I’arbre engendre le sous-but sur la formule
{t,i |t > 0;i >0} :Y,etsiY aétéréécrit, la preuve de ce sous-but meéne directement a une feuille
fermée. Notre regle de substitution par constante devra donc permettre la substitution de toutes les
instances de X définies sur le domaine de la formule {¢,7 | ¢ > 0;i > 0} : X.(¢,i — t — 1,4), dans
toutes les variables.

Cette modification n’est cependant pas suffisante. Reprenons la régle de preuve concernant la sépa-
ration de I’opérande et :

SED:e |, SI—D:egltlE

SED:eiNeg | 1t

T

Pour construire les arbres de preuve concernant les deux sous-buts engendrés, nous devons utiliser le
systtme du nceud pére. Ainsi dans le cas de notre exemple, pour prouver la formule {¢,7 | ¢ > 0;7 >
0} : Y | #, nous devons utiliser le systéme initial S dans lequel la substitution de X par la valeur vraie
n’a pas été effectuée. Ainsi, la construction de I’arbre mene a une feuille pendante. Il faut donc pouvoir
utiliser le systeme obtenu apres avoir substitué X. L’idée est donc de faire « remonter » dans les noeuds
antécédents les systémes utilisés au niveau des feuilles. La régle de décomposition ET serait alors de la
forme suivante :
SED:e | 1,5, S'FD:ey | 1t,5"
SFD:ej Aeg | 11,5"

ol S’ correspond au systeme obtenu lors de la construction de la derniere feuille de I’arbre de preuve de
la formule D : ey | .

Les régles que nous présenterons dans la suite seront un peu plus complexes, car elles feront inter-
venir le contexte.

Nous allons maintenant formaliser ce nouveau systéme de preuve.

ET

2.1 Les regles de base

Dans cette section nous allons redéfinir toutes les régles de base, et nous donnerons une nouvelle
définition de la stireté des regles.

Nous définissons tout d’abord la notion de liste de motifs. Une liste de motifs est un ensemble de
formules étendues. Ces formules étendues correspondent soit aux formules obtenues dans les feuilles
pendantes, soit a des hypotheses faites sur les variables d’entrées. Elles pourront étre utilisées pour
poursuivre la construction de feuilles pendantes contenant des variables d’entrées. Ces listes ne seront
utilisées que par une seule regle : la regle de recherche de motif que nous présenterons en section 2.3.

L’existence d’une preuve pour une formule étendue D : e | v d’un systéme S sous la liste de motifs
L est notée

S LFD:e|v,S L
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ol S’ est un systeme et £’ une liste de motifs obtenus a partir des régles de preuve.

Définition 6.12 (regles de preuve étendues aux systemes et aux listes de motifs) Dans la suite, €1, e2, e
désigneront des expressions polyédriques, v une valeur booléenne, D un domaine, X une variable,
S, 8", 8" des systemes et L, L', L" des listes de motifs. Les régles de preuve de base sont définies de la
maniere suivante :

— Axiomes :

X1

X2

SLED: True | .S, SLF{J:elvS L

X3

A
S, L+ D: False | ff,S, L
— Reégles de décompositions des opérandes :

S LFED:eg | tt,S L, S LFD:ey|1t,8", L
E
S,El—D:el/\egltt,S'/,E"

T

SLED:ey | f,8,.L, S'.L'+D:ey | ff.5", L

1" " ou
S,LED:eyVes | ff,S5, L
— Regle de la négation :
S,LFD:e|f, S, L S,L+D:e| S L
7 NEGI —; NEG2
S, LED:=e |l 1,5, L S,LED:=e | ff,S, L
— Reégle de la dépendance :
S,LFA(D):e:v,8 L
DEP
S,L+FD:ed|v,S, L
— Regle de I’équation :
Dl el
S,LED:< lv, s,
D, : e, Dy :er
E
S LFD:X | v S, L ? sio X =14 est une équation de S
D, : e
— Regle de séparation des branches :
S,LEFDNDy:er L v,5,L1 ... ,Sp_1,Ln 1 EFDNDy:e, ] v, S, Ly
SEP
Dl . e1
S, LFQ L v, Sh, Ly
D, : e
— Regle de I’ajout de variable :
S LFD:X |v,S". [
NOUV

S,LED:e|v,S" [

ou S’ est le systeme S auquel on a ajouté la variable X définie par I’expression e sur le domaine
de e.
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— Regle de la simplification :
S LFD:X |v,S"

SLFED:X |vS" L

SIMP

Le systeme S’ est le systéme S dans lequel toutes les constantes ont été supprimées en appliquant
récursivement les techniques de simplification vues dans le chapitre 4.

Définition 6.13 (Stireté) Soit une régle de preuve,

El Sll_D/:ellU/ S// EH
L,SEFD:e|v, 8" L'

Cette regle est dite stre si et seulement si

=8 —= §=5"
A Vpg xS, Vpg xS, ps = ps, Fpg D':e |V =FE,;D:elv
AN LcL

Théoreme 6.14 Les nouvelles regles de preuve sont siires.

Démonstration : La démonstration est similaire a celle du chapitre 4. Pour chaque regle, il faut de
plus prouver que S’ =2 S" — S = S"etL C L.
— L C L' : aucune des régles présentées ici ne modifie la liste de motifs. L’inclusion est donc
triviale.
-85 =5 — S ~S":ilsuffit de remarquer que S’ = S en appliquant la définition de .
Comme = est une relation d’équivalence, nous aurons méme montré que S’ = 8" — S = §”.
a

2.2 Regle de substitution par constante

Nous allons maintenant définir la régle liée a la substitution par constante. Cette définition sera faite
en plusieurs étapes. Nous commengons par modifier légerement la régle de substitution par constante
donnée dans le premier systeme de preuve. Nous rappelons que dans le premier systeme de preuve
(section 3, chapitre 4), cette régle de substitution était la suivante :

S'FD: Xgups | v
SFEFD: X |wv

SUBS

ol le systtme S’ contenait toutes les variables de S et leurs définitions ainsi qu’une variable X ;. La
premiere régle que nous donnons permet de continuer la preuve sur la variable X dont la définition dans
S’ est celle de la variable X ,ps.

Cette regle est la suivante :

£,SFD:X |vS" L

: i /SUBSI
L,SEFD:X |v,8" L

ot la variable X du systéme S’ est définie par I’équation :

D'\ (D'NdY(D)ND):g
X={ Dx\D:f (6.1)
D'Nd Y D)ND: glv/X.d
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si X était définie dans le systeme S par

[ Dy
X‘{DX\Df:f

Le systéme S’ correspond simplement au systeéme S excepté pour la définition de X . Cette régle est
sire : si I’on note X g (respectivement X g) la variable X du systeme S (respectivement S”) alors, nous
montrons que Xg =p, Xg en utilisant la proposition 4.15 page 63 et la définition de 1’équivalence des
environnements.

Cependant cette définition n’est pas particulierement satisfaisante. Nous ne tirons pas parti de 1’exis-
tence d’une preuve S’ - D : X | v. Ainsi, en reprenant I’exemple 6.11, la variable X n’est pas
substituée par sa valeur dans 1’expression définissant Y.

La regle que nous allons présenter permet de substituer simultanément toutes les occurrences de X.
Cette régle s’énonce exactement comme la précédente (subsl). La différence vient du systeme S’. Ce
systeme est défini a I’aide de toutes les variables du systeme .S, mais les définitions de ces variables sont
modifiées : toutes les occurrences de X dans le domaine D sont substituées par la constante v. Cette
regle est notée :

S+D:X | v, 8"
SFD:X |v8"

Plus formellement, la variable X du systtme S’ (notée X /) est définie par (pour simplifier I’expres-
sion de X g/ nous ne considérons qu’une auto-dépendance de X) :

SUBS2

D\ (D' d- (D)) : g
Xg =4 Dx\D': f 6.2)
D'Nd YD) : glv/X.d

La définition de cette variable est 1égerement différente de celle donnée dans la regle SUBS1. La substi-
tution n’est plus restreinte au seul domaine de la formule étudiée, (la substitution n’était effectuée que
dans la définition des instances de X appartenant au domaine de la formule étudiée) mais toutes les ins-
tances de X appartenant a ce domaine sont substituées et ce dans la définition de toutes les occurrences
de X.

Proposition 6.15
Vp X S/, ):PS’ D:Xg |lv = X gpx Xg

Démonstration : La variable X g/ est définie par I’équation (6.2). L’équivalence sémantique est évi-
dente pour tous les points z appartenant 2 Dx \ (D’ N d~'(D)) ou pour tous ceux appartenant a D.
Pour ceux appartenant a D' N d~*(D) \ D, il suffit d’appliquer le lemme 4.13 qui permet de substi-
tuer une expression par une constante. Cette proposition s’étend facilement au cas ot X est définie
par plusieurs auto-dépendances en appliquant récursivement cette proposition pour chacune des autos-
dépendances. a

Substitution de X par une constante dans toutes les variables d’un systeme. Le méme principe
s’applique a toute variable définie a 1’aide d’instances de X . Soit Y une variable dépendant de X, et d
la dépendance entre ces deux variables. Il existe donc un sous-domaine D’ de Dy tel que

Vz e D, Y[z] = X[d(2)]
Soit f I’expression définissant Y. On définit la variable Y g/ par

_ [ Dy\@D)ND): f
Yas _{ (@) D) : flo/X.d ©3)
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Alors si D : Xg | v est sémantiquement valide, la variable Y et la variable Y; g dans laquelle les
occurrences de X ont été substituées par v seront sémantiquement équivalentes.

Proposition 6.16 Soit p un environnement sémantiquement correct de S'. Si =, D : Xg/ | v, alors

lzps, D:Xg |v = Yd,S’ gDy Y

Démonstration :  II suffit d’appliquer le lemme 4.13 page 63. a

Le systtme S’ est donc défini par les mémes variables que le systtme S mais les définitions de ces
variables sont celles données par les équations X g/ et Ygr.
Ce qui nous permet maintenant de prouver la slireté de la nouvelle regle de substitution.

Proposition 6.17 La régle de substitution par constante est siire.
Démonstration : La proposition découle de la proposition 6. 16. a

2.3 Recherche de motifs

Jusqu’a présent la recherche de motif n’a été utilisée que dans le cadre de la recherche d’auto-
dépendance, nous allons maintenant pouvoir définir une reégle de preuve spécifique. La régle que nous
allons fournir est un peu particuliere dans le sens ou seuls le systeme et la liste de motifs seront modifiés
par la regle :

S L+D:X | v S L
S LFD:X |vS"L"

MOTIF

Sur le domaine D la variable X est définie par un motif e. Le systeéme S’ correspond au systéme dans
lequel toutes les occurrences du motif e ont été substituées par X, puis une substitution par constante de
X sur le domaine D a été effectuée. La liste de motifs £’ contient la liste £ et le motif associé a X.
Cette regle est siire, il faut prouver que S =2 S’. C’est une application du théoreme 4.24 du chapitre 4.
11 faut de plus prouver que £ C L', ce qui correspond a la définition de £'.
La regle de recherche d’auto-dépendance est définie par :

S'.LFD:X |vS" L
SLFED:X |v,S" "

AUTO

ol S’ est le systeme S dans lequel la définition de la variable X est substituée par la définition récursive
obtenue par la recherche d’auto-dépendance et £’ contient la liste £ et le motif associé a X.

3 Vers un algorithme plus performant

Dans cette section, nous allons présenter deux nouveaux algorithmes pour automatiser la construc-
tion d’un arbre de preuve. Ces algorithmes sont fondés sur les régles de preuves définies dans la section
précédente. Le premier algorithme que nous présenterons est trés proche de 1’algorithme 6.8, les fonc-
tions tiennent compte des nouvelles régles et seules les fonctions de substitution par constante et de
recherche d’auto-dépendance sont sensiblement changées. Le deuxi¢éme algorithme que nous présente-
rons permet une construction plus précise de I’arbre de preuve et fait intervenir une deuxiéme itération
lors de la construction.
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3.1 Implémentation d’un nouvel algorithme de construction d’arbres de preuve

Nous allons donc construire un nouvel algorithme en tenant compte de ces nouvelles regles de

preuve.

Ces nouvelles définitions vont légeérement changer la définition de certaines des fonctions associées

aux regles, et nous allons ajouter une nouvelle fonction.

— Lafonction substitution_constante_2 : Quand cette fonction est appliquée sur le nceud (X, D, v, SubsCons)
toutes les instances de X appartenant au domaine dans toutes les variables du systéme sont
substituées par la constante v. Cette fonction sera utilisée a la place de la fonction substitu-
tion_constante.

— La fonction recherche_motif 2 :

recherche_motif 2((X, D, v, SubsCons) ,S, L) = (<X, D, v, SubsCons) , S’, E/)

Le motif défini par e est recherché dans tout le systeme S et substitué par X. Nous obtenons le
systeme S’ et la liste £’
Nous allons maintenant étudier les opérations effectuées lorsque le statut vaut Rechlnv, Echinv.

Statut Rechlnv  La premiére étape est d’appliquer la fonction recherche_auto_dépendance, puis nous
appliquons la fonction recherche_motif. Le statut associé au nouveau nceud reste SubsCons.

Statut Echlter Le statut Echlter est un cas d’arrét. Cependant, nous pouvons effectuer une recherche
de motif dans le reste du systeme et substituer le motif par sa valeur. Cette opération permet de simplifier
la construction des autres branches.

Algorithme de construction d’arbres de preuve Nous devons tenir compte du fait que lorsqu’une
branche d’arbre est construite nous utilisons le systéme obtenu a la fin de la construction pour continuer
les constructions des autres branches.

Algorithme 6.18 Soit S un systéeme, N = (e, D, v, s) un neeud et L une liste de neeuds. L’algorithme
de construction de I’arbre issu du nceud N est le suivant :
— Si s vaut VarEnt ou EchAuto retourner le systeme S.
— Sinon,
— si N est semblable a un neeud de la liste L alors associer le statut Echlter et retourner le systeme
S
— Sinon,
- 55,
— Ajouter N a la liste L,
— Appliquer la ou les fonctions correspondant au statut du nceud N. On obtient les neeuds
Ni,...,Np.
— Pour 1 allant de 1 a p faire
— Construire I'arbre issu du neeud N; en utilisant le systéme S et la liste L. A la fin de la
construction, on obtient le systéme S’ et la liste L.
- S8 L—1L.

Conclusion Les preuves de la terminaison et de validité de cet algorithme sont similaires aux preuves
effectuées pour I’algorithme 6.8. L’ajout des motifs ne modifie pas I’algorithme, seule la regle de re-
cherche de motifs a été ajoutée. Cette regle n’est utilisée que sur des feuilles pendantes, elle ne modifie
pas la feuille, mais simplement le systeme en le simplifiant. Le systeme contient donc moins d’expres-
sions, et nous avons vu que la terminaison de I’algorithme 6.8 reposait sur le fait que le nombre de
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sous-expressions du systeme était fini, comme ici nous diminuons ce nombre, notre algorithme est aussi
fini.

Cependant, ces modifications posent probléme, car selon 1’ordre de construction des fils d’un nceud,
I’arbre résultant de cette construction peut contenir des feuilles pendantes. Nous allons donc apporter
une nouvelle modification a I’algorithme pour que I’ordre de construction des fils n’intervienne pas dans
la présence de feuilles pendantes.

3.2 Itération lors de la construction de I’arbre

Nous commencerons cette section en illustrant le réle de 1’ordre de la construction des fils d’un
neeud.

Exemple 6.19 Soient X,Y,Z, W quatre variables polyédriques d’un systeme S. Soient
Dx et Dy les domaines de définition de X et de Y. On suppose que X et Y sont défi-
nies de la maniere suivante :

X = YdiNZdy
Y = WdsV Zdy

Nous voulons prouver que
Vpox S, Dx : X

(X, Dx,t, SepOp)
(Y.dy A\ Z.dy, Dx, tt, SepOp)

(Y, d; ' (Dx), 1, SubsCons) (Z, dy' (Dx), 1, SubsCons )

|
|
|
|

<VV.d3 V Z.dy, dfl(DX), it, Echlter> <True, d;l(DX)DZ, i, VarEnt>

(Y, d; N (Dx), 1, Echlter)

La ligne pointillée représente un développement possible de I’arbre.

F1G. 6.4 — Construction automatique de 1’arbre de preuve en utilisant 1’algorithme 6.18

Dans la figure 6.4, nous représentons I’arbre de preuve. Nous supposons que D 7 = d5 ! (Dx)
et que le sous-arbre construit sur la formule d5 1(D x) : Z ne posséde que des feuilles fer-
mées. Nous avons représenté en pointillé une branche de ce sous-arbre dans la figure 6.4
menant a une feuille fermée. Voici la définition des variables X,Y, Z dans le systéeme obtenu
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a l’arrét de la construction de I’arbre :

X = Yd;
Y = True
Z = True

Pour une des feuilles de I’arbre de preuve de la formule Dx : X | tt, nous n’avons pas
réussi a finir la preuve. Cependant, si nous regardons [’expression de Y' dans le systeme
qui résulte de la construction de cet arbre, nous voyons que Y' est définie par True : comme
nous avons réussi a prouver que Z était vrai sur tout son domaine, les instances de Z
ont toutes été substituées par la constante True. Cette information n’était pas connue au
moment de la construction du sous-arbre de preuve de la formule dl_l(DX) Y | n
la construction s’est donc arrétée sur une feuille pendante. Si nous avions commencé par
construire le sous-arbre concernant la formule d5 1(DX) : Z | tt puis celui de la formule
dfl(DX) 2 Y | tt, toutes les feuilles auraient été fermées. Nous avons illustré cet arbre
dans la figure 6.5.

(X,Dx,1t,SubsCons)
(Y.dy N\ Z.dy, Dx, tt, SepOp)

<Z, d2_1 (Dx), 1, SubsCons> <Y, d1_1 (Dx), 1, SubsCons>
|
|
|
|
|

(True, Dy, tt, VarEnt) (True, d Y(Dx),u, VarEnt)

La ligne pointillée représente un développement possible de 1’arbre.

F1G. 6.5 — Construction automatique de I’arbre de preuve en utilisant I’algorithme 6.18, la branche
concernant Z est construite en premier.

La solution que nous proposons est la suivante. Nous commencgons par construire 1’arbre de preuve.
Une fois cet arbre construit, nous avons un nouveau systéme et nous vérifions si sur les nceuds pendants,
il ne serait pas possible de reprendre la construction de I’arbre. Nous itérons le principe jusqu’a ce que
I’arbre ne soit plus modifié.

Algorithme 6.20 Répéter :

Soient I, ..., F, les feuilles pendantes, pour toute feuille pendante faire :
— si la construction de ’arbre peut reprendre, I'effectuer en utilisant le systéme S. A
Iarrét de la construction, on obtient le systeme S’.
- 59
tant que ’arbre de preuve contient de nouvelles feuilles. Initialement le systeme S est le
systeme sur lequel la racine doit étre prouvée.
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Cet algorithme est construit a partir de 1’algorithme précédent, cependant nous introduisons une
nouvelle itération, il faut donc s’assurer que 1’algorithme termine.

Terminaison Comme précédemment si nous utilisons 1’algorithme de cette maniére, I’itération est
infinie. La raison est similaire a celle donnée pour les précédents algorithmes ; nous I’illustrons par
I’exemple suivant.

Exemple 6.21 Soit Iy = (Z, D, tt, EchAuto) une feuille ou Z est définie par X .d1 V'Y.ds.
Supposons que dans la suite de la construction de 'arbre la formule Dy : X | ff soit
prouvée. Une fois la construction de I’arbre arrétée, il faut vérifier s’il est possible de
reprendre la construction de I’arbre a partir de la feuille F.
— si dfl(Dl) N Dy est vide, alors ’expression de la feuille Fy est identique, le sous-arbre
n’est pas modifié,
— sinon, deux cas se présentent :
— soit dl_l(Dl) C Do, la construction de I’arbre peut continuer et nous obtenons un fils
représenté par le nceud <Y, d;l(Dl), it, SubsCons>.
— soit dfl (Dy) ¢ Do, nous avons dans ce cas deux fils

Ny =(Z,D1 \ (d;'(D1) N D2),tt, EchAuto)
Ny = (Y, dy" ((d;*(D1) "Dy N D), tt, SubsCons)

Le nceud Ny est une feuille pendante. Mais pour le nceud No, il est possible de construire
un sous-arbre. Soit As ce sous-arbre. Une fois la construction de ’arbre arrété, il
Sfaut vérifier que ’expression de la feuille N1 n’a pas été modifiée. Supposons que la
construction de I’arbre As a permis de prouver la formule D3 : X | ff. Nous retrou-
vons alors le méme probléme que précédemment et il peut étre possible de construire
un arbre sur la feuille N1. En itérant la construction on peut donc construire un arbre
infini. Cet arbre est représenté dans la figure 6.6. Nous avons représenté en pointillé
les branches contenant les formules Dx ; : X | ff.

La solution est donc la encore d’utiliser un systeme de traces. Nous pouvons en fait reprendre la
trace utilisée pour la construction de I’arbre de preuve, seul I’algorithme doit &tre modifié. En effet, nous
remarquons dans la figure 6.6, que la feuille pendante (Z, D ;, tt, EchAuto) engendre lors de la reprise
de la construction la feuille pendante (Z, Dz ;1 1, tt, EchAuto). Une étape de construction de 1’arbre est
finie, mais I’on peut reprendre indéfiniment la construction de I’arbre. La solution est donc d’interdire
qu’il y ait deux expressions identiques dans une méme branche, et de les marquer d’un statut Echlter. Il
suffit alors d’interdire la construction sur un nceud de statut Echlter.

Théoreme 6.22 L’algorithme 6.20 termine.

Démonstration : Nous savons que la construction en profondeur d’un arbre termine. Lorsque nous
revisitons un arbre, seules les feuilles de statut EchAuto sont visitées. Soit A un arbre construit sur une
telle feuille F'. Les feuilles de I’arbre A seront soit :

— de statut VarEnt ou Echlter. Pour de telles feuilles, la construction ne pourra pas étre continuée
plus tard.

— soit de statut EchAuto. Dans ce cas, I’expression e d’une telle feuille est différente de I’expres-
sion de F. Comme nous avons un nombre fini d’expressions différentes (cf. démonstration du
théoréme 6.9), la construction s’arréte forcément.

a
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(X dy vV Y.ds, DZ 1,1, E(‘hAum>

/ \ <Falsc Dx,1:M Vaant> pere X

(X.dl VY.ds, Dz a,tt, EchAut0> (Y, Dy 2,1, SubsC{mS>
|

RN e

<Y’ Dy,3,1t, SubsC{mS>
(X.dy V Y.dy, Dy 3, it, EchAuto) I (False, Dx .2, Varknt), pire X

(X.dy V Y.dg, Dy ;_1,it, EchAuto) (False, Dx 3, ff, VarEnt), pére X

(Y, Dy;, tt, SubsCons)
<X‘d1 VY.da, Dy, EchAuto> |

(False, Dx i, [f, VarEnt),pere X

Dy; = d;'(Dzi1)NDz; 1NDxi
Dx; = Dx,i-1\Dy,

Pour les feuilles fermées, nous avons précisé le nom de la variable du nceud pere. Les traits — — —
représentent les itérations de la

représentent un développement possible de I’arbre, les traits
construction de I’arbre.

F1G. 6.6 — Construction d’un arbre infini
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3.3 Liste de motifs

Le dernier point que nous aborderons ici concerne encore 1’ordre des opérations. Lorsque nous ef-
fectuons une recherche de motif m dans le systeme S;, nous effectuons la recherche dans les expressions
de toutes les variables du systeéme. Cependant, nous avons vu dans les sections précédentes que le sys-
teme se modifiait au cours de la construction de 1’arbre. Supposons que pour le systeme S (k > 4), une
recherche d’auto-dépendance doive étre effectuée. Lors de cette recherche, les variables du motif can-
didat pour étre une auto-dépendance sont substituées par leur définition, et I’expression est transformée
en forme normale. Cette substitution et cette transformation ont fait apparaitre de nouvelles expressions.
Comme ces expressions sont nouvelles, elles n’étaient pas présentes dans le systeme S; et la recherche
du motif m n’y a pas été effectuée. Il faut donc effectuer cette recherche et pour cela, il faut conserver
la liste de tous les motifs recherchés. Nous construisons donc une liste de tous les motifs ainsi que leur
valeur et leur domaine de validité que nous rencontrons au cours de la construction de 1’arbre. Ainsi,
lorsque nous obtenons une nouvelle expression, nous recherchons les motifs de la liste. Si ces motifs
sont présents dans 1’expression, nous les substituons par leur valeur et simplifions I’expression.

4 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre 1’algorithme utilisé pour vérifier des propriétés. Cette version
permet actuellement de prouver un certain nombre de propriétés, mais 1’utilisateur doit encore trop
souvent intervenir. Pour que I’algorithme termine, nous avons été obligés d’arréter la construction de
certaines branches. Pour ces cas d’arrét, la construction de I’arbre n’est pas terminée, nous pouvons
encore appliquer des regles. L’idée que nous proposons est d’utiliser des techniques d’accélération pour
permettre a I’algorithme de continuer la construction de 1’arbre de maniere finie. De méme pour certains
cas d’arrét correspondant aux feuilles de statuts Echlter, nous utiliserons des techniques d’accélération.
La technique d’accélération que nous allons présenter s’appuie sur les agrandissements de domaine. Ce
sera le sujet du chapitre suivant. Cependant, les techniques d’accélération ne pourront s’appliquer que
sur certains types de nceuds ; dans les autres cas et en particulier pour les feuilles contenant des variables
d’entrées, il faudra utiliser d’autres techniques. Ces techniques passeront entre autres par 1’utilisation du
contexte, mais aussi par 1’intervention de I’utilisateur qui sera amené a fournir un invariant, le but étant
que I’utilisateur intervienne le plus rarement possible.

Complexité. Nous allons dire quelques mots de la complexité de cet algorithme. Nous commence-
rons par détailler la complexité des regles de preuve, puis nous parlerons de la complexité globale de
I’algorithme.

— Substitution par constante. Cette régle utilise des opérations de calcul de préimages, d’union et
d’intersection de domaines. La complexité de ces calculs est selon 1’opération effectuée soit li-
néaire en nombre d’indices, soit linéaire en nombre de contraintes. Il nous faut donc utiliser selon
les opérations la représentation des polyedres par contraintes, ou la représentation géométrique.
La librairie polyédrique utilise en fait la double représentation. Ainsi pour chaque opération et
sur sur chaque polyedre, la meilleure représentation est utilisée, 1’opération effectuée sur cette
représentation puis le résultat transformé dans I’autre représentation. Dans tous les cas, le coft
de I’opération est donc exponentiel soit en nombre de contraintes, soit en nombre de dimensions.
Nous nous demandons actuellement s’il ne serait pas plus efficace d’utiliser une librairie n’utili-
sant pas la double représentation.

— Recherche de motifs — Recherche d’auto-dépendance. La technique que nous avons implémen-
tée correspond au cas général. Cette regle se décompose en deux parties. Nous avons tout d’abord
une partie qui consiste a rechercher toutes les injections d’un ensemble dans un autre, cette opé-
ration est donc exponentielle par rapport a la taille du motif. Puis, pour chaque injection, nous
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effectuons un calcul de résolution de systeéme d’équations. La technique de résolution implémen-
tée correspond au cas général, et ne prend pas en compte le fait que nous avons des dépendances
uniformes : le colit de cette résolution est ainsi cubique en nombre d’indices. Cependant, nous
pouvons tres facilement simplifier nos calculs en utilisant les différentes heuristiques vues dans le
chapitre 5, la complexité deviendrait ainsi linéaire en nombre d’indices.

— Les autres regles de preuve. La complexité des autres régles de preuve est constante excepté
pour la regle de la dépendance qui est exponentielle en nombre de contraintes car nous effectuons
un calcul de préimage (le calcul des préimages est linéaire en nombre de contraintes, mais il faut
ensuite transformer le résultat sous forme géométrique).

— Agrandissement de domaines. La complexité de I’opérateur d’agrandissement est 1a encore ex-
ponentielle en nombre de dimensions a cause de la double représentation des polyedres.

Nous n’avons pas effectué une étude approfondie de la complexité des algorithmes, nous nous
contentons ici de donner une idée intuitive de cette complexité : elle semble étre quadratique par rapport
aux nombre de sous-termes du systeéme que nous notons n. Si nous étudions le premier algorithme ou
I’on ne revient pas dans la construction de I’arbre, la complexité de cette construction est donc au pire
linéaire par rapport aux nombres de feuilles de cet arbre. Le nombre de feuilles dans 1’arbre est au plus
égale a n le nombre de sous-termes du systeme. Ainsi, cet algorithme est au pire linéaire par rapport
au nombre de sous-termes du systeme. Pour le deuxiéme algorithme, nous reprenons la construction de
I’arbre jusqu’a obtenir soit des feuilles fermées soit rencontrer une seconde fois une méme expression.
Nous pouvons donc rencontrer au plus deux fois chaque sous-termes du systeme. Nous reprenons donc
dans le pire des cas n fois la construction de I’arbre dont la complexité est au pire linéaire par rapport a
n. La complexité semble donc étre au pire quadratique. Cependant, I’implémentation que nous en avons
fait est une implémentation naive qui est exponentielle. Nous considérons donc pour le moment que la
complexité de notre algorithme est exponentielle.

Malgré les cas d’arrét encore fréquents et une complexité exponentielle, cet algorithme a été appliqué
avec succes sur des exemples concrets. Nous étudierons ces exemples dans le chapitre 8.
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Chapitre 7

Accélération de la construction des
preuves : utilisation d’un opérateur
d’agrandissement

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser aux feuilles pendantes obtenues a I’arrét de la construc-
tion d’un arbre de preuve, c’est-a-dire lorsque plus aucune ne peut €tre appliquée. Nous allons fournir des
heuristiques pour tenter de reprendre la construction de I’arbre sur ces feuilles. Rappelons tout d’abord
les différentes valeurs possibles des statuts associés aux feuilles pendantes.

— Statut EchAuto : il représente le cas ou la recherche d’auto-dépendance ne peut étre effectuée,

— Statut Echlter : il représente le cas ou I’expression étiquetant la feuille a déja été rencontrée dans

la branche allant de la racine a la feuille.
Détaillons maintenant les expressions étiquetant les feuilles pendantes.

— Feuille de statut EchAuto : Lors d’une substitution par constante d’une variable X sur un do-

maine D, seules les instances de X dans le domaine D sont substituées par la constante. Ainsi, en
continuant la construction de 1’arbre, certains sous-buts contiennent encore des instances de X.

Exemple 7.1 Soient X etY deux variables polyédriques. Soit D x le domaine de X.
La variable X est définie par I’équation suivante :

X — Dy:X.dyVY.ds
1 Dy : True

Soit D un sous-domaine de Dx tel que son intersection avec Dy est non vide. Suppo-
sons que [’on veuille prouver la formule D : X | tt. La premiére étape est d’appliquer
une substitution par constante, ce qui génere les deux neeuds suivants :

Ny = {True,d; ' (D) N'D, tt, VarEnt}
Ny = {X.dy V Y.da, (D1 \ d{* (D)) N D, tt, EchAuto}

On remarque que le nceud Ny est une feuille pendante, et qu’il y a encore une occur-
rence de X. L’idée est ici de se dire que X est peut-étre vrai sur un domaine plus grand
que le domaine D, plus précisément sur le domaine (D \ dy *(Dy)) ND.
1
Nous allons développer pour de telles feuilles, des heuristiques particulieres. L’idée est d’agrandir
le domaine D pour que toutes les instances de X dans les sous-buts non résolus soient substituées
par une constante. En reprenant I’exemple précédent, le domaine D est agrandi pour devenir le
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domaine D’ tel que D C D’ et pour tout z € D' N'Dy, d1(z) € D’ (le point z doit appartenir a Dq
si I’on veut substituer toutes les occurrences de X.d; par la constante True). Apres substitution
par constante, nous obtenons les deux nceuds suivants :

Ny = {True, dfl(Dﬁ ND', tt, VarEnt}
Ny ={X.dy vV Y.dy,(Dy \ dy (D)) N D', t, EchAuto}}

Le domaine de la feuille NV est vide. En effet, si z appartient a (D; \ dy *(D’)) N'D’ alors :
— z n’appartient pas a d; ' (D’),
— dy(2) appartient a D’.
Par définition de D', z appartient a dy *(D’). Ainsi, z appartient 2 D; N d; }(D’), ce qui est
impossible.
Nous avons donc montré que le domaine était vide, il suffit maintenant d’appliquer sur ce nceud
la reégle de construction correspondant a I’axiome AX2 (qui concerne les domaines vides) et nous
obtenons ainsi le nceud N est transformé en feuille fermée. En agrandissant le domaine, nous
avons réussi a transformer une feuille pendante en une feuille fermée.
Neud de statut Echlter : Cette méthode d’agrandissement va &étre aussi utilisée dans le cas ou
un sous-but a déja été rencontré. Reprenons 1’exemple présenté dans le chapitre d’introduction 3
page 51 et repris dans le chapitre 6. La variable X est définie sur le domaine D x = D1 UDaU D3
par I’équation suivante :

Dy: X.dy A (Y61 V Y(;Q)

X = D2 . ng
Ds : True

Nous voulons montrer la validité de la formule D : X | 7 ou D est un sous domaine de D x.
La figure 3.1 page 51 représente ces différents domaines. La construction de I’arbre est présentée
dans la section 1.4 du chapitre 6. De plus, dans cette section, nous illustrons le probleme de
Iitération infinie : si le statut Echlter n’était pas associé a la feuille N5, a chaque étape, nous
devrions prouver que X est vraie sur un nouveau domaine : a chaque étape, il faudrait agrandir le
domaine de validité D. Nous avons représenté ces agrandissements successifs dans la figure 7.1.

/ /1 D

1 agrandissements successifs

F1G. 7.1 — Agrandissements successifs de D

Comme les domaines sont paramétrés, la construction de 1’arbre est potentiellement infinie. Nous
allons donc ici accélérer la construction, et pour cela agrandir le domaine de validité pour que la
construction converge. Nous avons représenté sur la figure 7.2 un agrandissement possible.

Ces techniques d’accélération et d’agrandissement sont des techniques classiques : nous commence-

rons donc par un rapide état de I’art sur le sujet dans la section 1, puis dans la section 2 nous définirons
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D 28

FI1G. 7.2 — Agrandissement de D

I’opérateur d’agrandissement que nous utiliserons. Les deux dernicres sections seront consacrées a I’uti-
lisation de cet opérateur d’agrandissement. Nous commencerons par appliquer cet opérateur sur des
feuilles dont I’expression est une variable ayant une structure particuliere et dans la section 4, nous élar-
girons notre étude a I’utilisation de I’opérateur sur des feuilles dont les expressions sont quelconques.

1 Opérateurs d’agrandissement pour les polyedres

Cette section s’appuie sur les travaux de Bagnara et al. [7]. Depuis les travaux de Cousot et Halb-
wachs [27] dans le domaine de 1’analyse de flots de données sur la recherche automatique de contraintes
linéaires sur les variables d’un programme, les polyedres sont une structure abstraite trés souvent utili-
sée. Ils sont entre autres utilisés dans les domaines suivants :

— Analyse de flots de données : vérification des bornes d’un tableau, calculs d’invariants de boucles,

etc.

— Analyse et vérification de langages synchrones [10, 95] : ils représentent les contraintes sur les
valeurs des signaux, et permettent de générer des invariants.

— Analyse et vérification formelle d’automates hybrides linéaires [45] : ces automates sont une
extension des automates a états finis qui modélisent des systemes utilisant des variables dont la
valeur évolue continfiment par rapport au temps. Les polyedres sont utilisés pour fournir une
approximation de 1I’ensemble de valeurs numériques.

Pour toutes ces applications, I'utilisation de polyedres conduit a construire des chaines ascendantes
de polyedres. Ces chaines peuvent étre infinies, comme nous I’illustrons dans la figure 7.3. Dans cette
figure, la chaine (P;) de polyedres est infinie, mais elle converge vers le polyeédre P. Un opérateur
d’agrandissement permet d’accélérer la convergence de ces chaines. Ces opérateurs sont nombreux et
les définitions peuvent varier. Cet état de 1’art ne se voulant pas exhaustif, nous ne donnerons ici que la
définition la plus fréquente des opérateurs d’agrandissement. Soit L un ensemble de polyedres ordonné
par I’inclusion C. Un opérateur d’agrandissement noté V est une fonction partielle de L x L — L telle
que :

1. Pour tout couple de polyedres X et Y dans L, tels que X VY est défini, nous avons X C XVY

etY C XVY.

2. Pour toute chaine croissante Yy C Y7 C ..., lachaine croissante définie par X9 = Yy, ..., X;y1 =
X; VY, 1 n’est pas strictement croissante.

Cet opérateur fournit une sur-approximation du polyedre vers lequel la chaine (P;) converge. L’ opérateur
doit avoir deux qualités : la précision et I’efficacité. Il n’est cependant pas toujours possible d’allier les
deux : lorsque 1’on souhaite accélérer la convergence d’une chaine, la précision est souvent mise de coté.
Cependant, pour certaines applications on préférera un opérateur précis, quitte a avoir une convergence
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j B p=(ijo<i<i<2)
P={ji|0<j<i<3}

Po={jil0<j<i<n+1}

P={ji|0<j<i}

2 3 n+1 1

F1G. 7.3 — Chaine ascendante infinie de polyeédres convergeant vers P.

plus lente. Selon I’application choisie, il faudra trouver un opérateur possédant le juste équilibre. Il peut
aussi étre utile d’avoir plusieurs opérateurs.

L’ opérateur d’agrandissement V' de Cousot et Halbwachs [27, 43] est considéré comme 1’opéra-
teur standard. De maniere intuitive, I’agrandissement de P, par P; est le polyedre défini par toutes les
contraintes de P; qui sont satisfaites par les points de P». Cet opérateur est illustré figure 7.4.

PV'P,={i,j|0<j<i}

i Py P,

P={i,j|0<j<i;0<j <7}

P=1{i,j|0<j<i<158<j<12
p | liil0sisis J <12} ()

FIG. 7.4 — Opérateur d’agrandissement (remarque :V’ n’est pas symétrique)

D’autres opérateurs concernant la précision ont été proposés par exemple par Henzinger et Ho pour
le vérificateur de modele HYTECH [49, 48]. Enfin, toujours pour les opérateurs d’agrandissement privi-
légiant la précision, nous citerons les travaux de Bagnara et al. [7] qui, a partir d’'une idée de Besson et
al. [10], ont développé une technique permettant de définir de manieére systématique et a partir d’opéra-
teurs d’agrandissement déja existants de nouveau opérateurs au moins aussi précis que ceux existants,
mais en pratique plus précis. Cette technique s’appuie sur la définition d’une relation de préordre calcu-
lable entre polyedres et qui respecte la condition de chaine ascendante, elle est ensuite alliée a plusieurs
heuristiques qui améliorent la précision des opérateurs.
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2 Choix de I’opérateur d’agrandissement

Nous allons présenter dans cette section, I’opérateur d’agrandissement que nous utiliserons par la
suite. Il se distingue des opérateurs présentés dans la section précédente dans le sens ol nous n’agran-
dissons pas deux domaines entre eux mais un domaine dans la direction d’une dépendance. Le domaine
agrandi contient le domaine initial ainsi que les images de ce domaine par la composition itérative de la
dépendance.

Exemple 7.2 Dans [I’exemple présenté dans le chapitre introductif 3 page 51 a cette partie,
la suite de domaines (D)) que nous obtenons est définie de la maniére suivante :

- Dy =Di\d; (D1)N (D)

- D; = di(Di-1)

Nous voulons donc prouver que X est vrai sur (), di(Dy \ dy *(D1) N (D)) ND. A chaque
étape, nous avons ajouté 'image de D par d (en fait seulement la partie appartenant aussi
aDy).

Soit W une variable définie récursivement, soit D un sous domaine de Dyy, soit d une auto-dépendance
de W et D; le domaine ou cette dépendance est utilisée. Le résultat de 1’agrandissement du domaine D
par la dépendance d est I’enveloppe convexe de I’ensemble :

{2]320€D,F €N, z=d'(2)}

Nous avons illustré sur la figure 7.5 le résultat de 1’agrandissement du domaine D par la dépendance d.

F1G. 7.5 — Agrandissement de D

L’opérateur d’agrandissement se définit donc de la maniere suivante :

Définition 7.3 (Agrandissement) Soit D un domaine de dimension n et d une dépendance de 7" dans

Z". Nous noterons D V d, I’agrandissement du domaine D par la dépendance d. Ce domaine est défini
de la maniere suivante :

DVd= enveloppe.conveze({z | 3z0 € D,3i €N, z = d'(29)})

Remarque : L'ensemble {z | 329 € D,3i € N, z = d’(20)} est une union infinie de polyedres.
Mais comme d est une dépendance uniforme, nous retrouvons ici un Z-polyedre (cf. annexe D). Pour
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obtenir un polyedre, nous devons donc prendre I’enveloppe convexe. La librairie polyédrique permet de
calculer I’enveloppe convexe d’un tel ensemble.
L’implémentation de cet opérateur est faite en utilisant la représentation par sommets, et par rayons :

soit D un domaine et d une dépendance, 1’agrandissement D % d se fait en ajoutant un rayon dans le
direction de d au domaine D.

Nous nous intéressons maintenant a la précision de notre opérateur, c’est-a-dire savoir s’il fournit un
domaine sur lequel notre propriété sera valide ou si le domaine est trop grand.

Définition 7.4 Nous dirons que I’opérateur d’agrandissement est précis pour une variable X d’un sys-
téme S sur un domaine D si

Vox S E,D:X v = [, DVd:X |v
oit d est une auto-dépendance de X, sinon nous dirons qu’il fournit une approximation.

L’ opérateur d’agrandissement que nous venons de définir n’est pas précis dans le cas général. Nous
verrons dans le chapitre suivant sur 1’application au produit matrice vecteur que cet opérateur peut four-
nir des domaines trop grands. Nous allons tout d’abord étudier des signaux sur lesquels I’opérateur
d’agrandissement est précis. Puis nous verrons dans le cas général comment allier ces signaux a I’opé-
rateur d’agrandissement pour obtenir des résultats plus précis.

3 Pseudos-pipelines et propagation de valeurs connues

Les signaux que nous allons étudier ici sont appelés pseudos-pipelines. Ils sont la généralisation de la
notion de pipeline. Nous commencerons par donner une définition de la notion de pseudo-pipeline, puis
nous étudierons les propriétés des pseudos-pipelines et nous verrons les liens avec I’opérateur d’agran-
dissement.

3.1 Définition

Dans cette section nous nous intéresserons a un type particulier de variables que nous appelons
pseudo-pipeline. Ces signaux jouent un role particulier dans les démonstrations. Les pseudos-pipelines
sont une généralisation de la notion de pipeline : les pipelines sont utilisés pour transmettre des valeurs
d’un registre d’une cellule d’un systeme au registre d’une autre cellule. Dans le modele polyédrique, les
pipelines sont des signaux définis uniquement par une instance d’eux-mémes. Prenons par exemple la
définition suivante d’un pipeline init :

{tilt > 1;N >i> 1} sinit(ti —t—1,i — 1)
init = ¢ {t,ili =0} : True
{t,i]l >i> N;t =0} : False

Le signal init permet ici d’initialiser un registre, sa valeur est pipelinée d’une cellule a I’autre d’un
réseau. C’est-a-dire qu’une instance de init au point (¢,7) € {¢,i[t > 1;4 > 1} :
— ne dépend que de I’instance de init au point (t — 1,7 — 1) (une seule dépendance, et cette dépen-
dance est une auto-dépendance),
— et sa valeur est celle de I’instance de init au point (¢ — 1,7 — 1) (pas de modification de la valeur,
la valeur est propagée en sens inverse des dépendances).
Nous avons représenté son graphe de dépendance et la propagation des valeurs connues sur la fi-
gure 7.6
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-
T - T

to Lo

(a) Graphe de dépendance (b) Propagation des valeurs connues en sens in-
verse des dépendances

d=(t,i—t—1,i—1)

F1G. 7.6 — Graphe de dépendance et propagation des valeurs connues du pipeline init.

Dans le cas des pipelines, la propagation des valeurs se fait tout aussi bien dans les sens des dépen-
dances. Prenons par exemple un pipeline défini de la maniere suivante :

(it > LN >i> 1) Xo(ti—t— 1,0 —1)
X=4q {tii=0}:Y
{t,i|]l >i> N;t =0} : False

Si nous supposons connue la valeur de X au point (£g, V), nous pouvons en déduire la valeur de X
sur tout un domaine en propageant la valeur connue dans le sens des dépendances. La propagation des
valeurs connues se fait donc dans le sens des dépendances et dans le sens inverse.

Le pseudo-pipeline est une généralisation du pipeline. Comme dans le cas des pipelines les valeurs
sont propagées d’une instance a I’autre. Mais cette fois-ci la propagation ne peut se faire que dans un
unique sens : soit dans le sens des dépendances, soit dans le sens inverse. Quant au graphe de dépen-
dance, il est cette fois-ci plus complexe : le pseudo-pipeline peut dépendre d’un autre signal.

L’idée générale est donc de supposer la valeur connue en un point et de la propager soit dans le cas
d’un pipeline dans le sens des dépendances et dans le sens inverse des dépendances, soit dans le cas des
pseudos-pipelines uniquement dans le sens des dépendances, soit uniquement dans le sens inverse.

Voici un exemple de pseudo-pipeline :

Exemple 7.5

| {t N >i>1}: Or_req(t,i — t,i — 1) Vreq(t,i — t,i)
Or_req = { {t,ili = 0} : False

Nous avons illustré en figure 7.7, le graphe de dépendance, et la propagation des valeurs
connues dans le sens inverse des dépendances du signal : nous avons supposé que l’instance
reqlto, io] valait vrai, ainsi Or_req(to, io| est vrai, et d’aprés la définition de Or_req, I'ins-
tance Or_req(ty,ig + 1] est vraie. La propagation de la valeur vraie a donc lieu en sens
inverse des dépendances. Nous verrons dans la section suivante le cas de la propagation
dans le sens des dépendances.

Nous allons maintenant définir formellement la notion de pseudo-pipeline.

Définition 7.6 On appelle pseudo-pipeline un signal polyédrique X telle que I’'une des branches de X
contient une expression e de la forme suivante :
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Or_req req

Y
Y

F1G. 7.7 — Graphe de dépendance et graphe de propagation des valeurs du pseudo-pipeline Or_req avec
reqlto, ig] = tt
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— e est sous forme ¥X-normale (¥ € {V,\})
— les opérandes de e sont :
— soit des expressions de la forme X .d,
— soit des expressions polyédriques sans occurrence de X.

Les pseudos-pipelines sont des signaux qui apparaissent souvent dans les programmes ALPHA. Comme
nous I’avons dit précédemment, les pseudos-pipelines sont une généralisation de la notion de pipe-
line. Comme nous travaillons sur des systemes bas-niveau, les systémes contiennent beaucoup de si-
gnaux pipelinés (en particulier lors de la transformation des dépendances affines en dépendances uni-
formes de nombreux pipelines sont introduits). De plus, les pseudos-pipelines sont utilisés pour effec-
tuer des conjonctions ou des disjonctions de /V instances. C’est le cas du pseudo-pipeline Or_req. Au
point(¢, V), sa valeur correspond a la disjonction des valeurs de toutes les instances de req a I’instant ¢ :

val(p(Or_req))[t, N] = V¥ val(p(Or_req))|t, 1]

Les pseudos-pipelines se prétent bien a 1’agrandissement de leur domaine. Nous pouvons prédire
si le résultat de I’application de 1’opérateur d’agrandissement sur un sous-domaine du pseudo-pipeline
sera précis (cf. section 3.2). Ainsi, nous pouvons dans les cas ou le résultat sera précis automatiser le
processus d’agrandissement (ce que nous verrons dans la section 4).

3.2 Propriétés des pseudos-pipelines

Le but de cette section est d’étudier la propagation des valeurs dans le cas des pseudos-pipelines en
fonction de la valeur propagée et de X 1’opérateur booléen du pseudo-pipeline.
Soit X un pseudo-pipeline défini sur le domaine D par I’équation suivante :

Dy : X.dxXe
X:
{ Dgtf

ou e et f sont des expressions polyédriques. Sans perte de généralité, nous supposerons que e ne contient
aucune occurrence de X (dans le cas contraire, il suffit d’appliquer les différents résultats étudiés dans
ce chapitre a chacune des dépendances).

Soit zp un point de D1, nous définissons les domaines Dy 4., €t Dx 4-1 ., correspondant respecti-
vement a une propagation dans le sens des dépendances, et a une propagation dans le sens inverse des
dépendances.

7.1

Dxaz = {2|2€DiATFEN, 2=d(2)}
Dxag1. = {2|2€DiAIjeEN, 2= d™7(z0)}

Les domaines Dy g4 ., et Dx 4-1 ,, sont des Z-polyedres (cf. annexe D). Ces différents domaines sont
illustrés sur la figure 7.8.

Proposition 7.7 Soient S un systeme et p un environnement sémantiquement correct pour S, soit X le
pseudo-pipeline défini par I’équation (7.1), soit zg un point de D1, et soit v la valeur de X au point z.

Sival(p(X))[z0] = v alors

soit =) Dxdz X [ v (7.2)
soit =, Dx g1 X v (7.3)

Remarque : Nous avons illustré dans la figure 7.9, les deux expressions (7.2) et (7.3). La premiere 7.2
correspond a une propagation dans le sens des dépendances, la seconde correspond a une propagation
en sens inverse des dépendances (comme celles vues dans les exemples précédents).
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Dx,d-1 2 D

FIG. 7.8 — Représentation des domaines D1, D2, Dx 4,2y, Dx a-1 2,

d d
A
4

(a) Propagation dans le sens des dépendances (b) Propagation dans le sens inverse des dépendances

F1G. 7.9 — Propagation des valeurs.
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Démonstration : Nous séparons notre démonstration en deux. Tout d’abord, nous étudions le cas ol
v est neutre, puis le cas ot v est absorbante.
— Premier cas : v neutre. Ce cas correspond a la propagation des valeurs dans le sens des dépen-
dances (cf. figure 7.9(a)). Soit z un point de D1, alors

val(p(X))[z] =v <= val(E(X.dXe)(p))[z] =v (7.4)

En appliquant les regles de définition de la sémantique, et par récurrence sur j on montre que si
val(p(X))[z] = v alors val(p(X))[d?(20)] = v pour tout j appartenant a N. Ce qui revient a
montrer =, Dx g, : X | v.

— Deuxiéme cas : v absorbante. Ce cas correspond a la propagation des valeurs dans le sens inverse
des dépendances (cf. figure 7.9(b)). Soit z un point de D1, le point d~'(z) est unique et s’il
appartient a D1, en effectuant un changement de base, nous obtenons :

X[ (2)] = X[e]weld ™ (2)]

| val(p(X)[d™ (2)] = v <= val(E(X[z]xe)(p))ld ™ (2)] = v

En appliquant les regles de la sémantique, nous avons :
val(p(X))[z] = v = val(p(X))[d" ()] = v (7.5)

Par récurrence sur j nous montrons alors que sival(p(X))[d ™! (29)] = v alors val(p(X))[d™ (z0)] =
v pour tout j appartenant a N, c’est-a-dire =, Dx 4-1 ,, : X | v.
[

De la proposition 7.7, nous allons en déduire quelques corollaires. Mais avant, nous posons la défi-
nition suivante :

Définition 7.8 Nous parlerons de propagation de la valeur neutre, si la propagation des valeurs se fait
sur le domaine Dx q,,. Sinon, si elle se fait sur le domaine Dx 4-1 ., nous parlerons de propagation
de la valeur absorbante.

La figure 7.9(a) représente une propagation de la valeur neutre, et la figure 7.9(b) représente une propa-
gation de la valeur absorbante.

Dans le cas d’une propagation de valeur neutre, nous ne nous sommes intéressés qu’aux valeurs des
instances de X dans la proposition 7.2. Cette proposition correspond, dans le cas de la propagation dans
le sens des dépendances, a un agrandissement. Si lors de la construction d’un arbre nous obtenons une
feuille correspondant a la formule {z | z = 20} : X | v, ot v est neutre pour X, I’agrandissement du
domaine {z | z = zp} correspond simplement au domaine Dy g4 .

Cependant cette proposition ne donne aucun résultat sur les expressions e et f. Ce sera donc 1’objet de
la proposition suivante qui nous permet de déduire les valeurs des expressions de e et de f sur certains
domaines si 1’on connait la valeur du pseudo-pipeline en un point.

Proposition 7.9 Si v est une valeur neutre pour le pseudo-pipeline X alors,

val(p(X))[z0] = v <~ 32 €Dy, Fi €N,z = d'(z),
val(E(F) ()] = v Ay Dy € L0

Cette proposition est illustrée dans 1’exemple suivant.
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Exemple 7.10 Soient X etY deux variables polyédriques telles que :

o [ At E>i> 00 Xt — t = 1i 1) AY.(ti — t,1)
S\ i t=U{ti|i=0}:Y.(ti— t,1)

Le domaine D est représenté par {t,i | t > i > 0}, le domaine Dy correspond a {t,i |
t =i} U{t,i|i =0}, les expressions e et f correspondent a Y.(t,i — t,1i).

Supposons que val(p(X))[10,5] = t. Comme X est un pseudo-pipeline que X est N\ et que
v est tt, nous sommes donc dans le cas de la propagation de la valeur neutre. Nous savons
que :

— d’apres la proposition 7.7, =, {t,i |t =i +5;0 <t <10} : X | #,

— et d’apres la proposition 7.9, =, {t,i |t =i+ 5,0 <t <10} : Y | &t

Nous avons illustré ces domaines sur la figure 7.10.

X Y

/\\

10 10

Les traits en gras représentent les domaines ot X et Y valent vrai, et val(p(X))[10,5] = #

FIG. 7.10 — Propagation de la valeur neutre : étude du domaine Dx (s ; t—1,4-1),(10,5)-
I

Placons nous maintenant dans le cas ou v est absorbante et supposons que nous ayons une feuille
pendante correspondant a la formule {z | z = 20} : X | v, cette fois-ci le domaine Dx ;-1 ,, de pro-
pagation de la valeur ne correspond pas a I’agrandissement obtenu par 1’opérateur. L’ opérateur d’agran-
dissement donne le domaine Dx 4 .,. Sur ce domaine nous ne connaissons pas le valeur de X. Le but
de I’exemple est d’étudier comment agrandir le domaine dans le sens des dépendances dans le cas d’une
valeur absorbante.

Exemple 7.11 Nous reprenons la définition de X présentée dans I’exemple précédent et

nous supposons que avons une feuille pendante correspondant a la formule F = {t,i | t =

10,7 =5} : X | ff. Comme X est un pseudo-pipeline, nous sommes donc dans le cas de la

propagation de la valeur absorbante. D’apres la proposition 7.7, nous savons que si nous

réussissons a prouver la formule F alors =, {t,i | t = i+ 5;t > 10} : X | ff. Mais
comme nous souhaitons obtenir un agrandissement de domaine pour supprimer la feuille
pendante, il faut agrandir dans le sens des dépendances. Le but est donc de connaitre la

valeur de X sur le domaine {t,i |t =i+ 5;0 <t < 10}.

— 1l est clair que s’il existe un point (t,ig) appartenant au segment {t,i | t =i+ 5;0 <
t < 10} tel que val(p(X))[to, 0] = ttalors |=p {t,i [t =i+ 5,0 <t <to}: X | 1. 1
suffit en effet de propager la valeur neutre tt dans le sens des dépendances sur le segment
o t est compris entre 0 et T et © vaut t — 5, nous nous retrouvons dans [’exemple 7.10.

— De méme, s’il existe un point (t1,11) appartenant a {t,i | t = i+ 5;0 < ¢t < 10} tel
que val(p(X))[t1,i1] = ff alors =, {t,i |t =i+ 5;t > t1} + X | ff. Il suffit dans
ce cas de propager la valeur absorbante ff dans le sens inverse des dépendances sur la
demi-droite engendrée par I'inverse de la dépendance (t,i — t — 1,i — 1).
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— Si maintenant, nous supposons que (t1,11) = (to + 1,9 + 1), comme nous savons que

— wval(p(X))[to, i0] = 1,

= wal(p(X))[t1,41] = I,

- X[t,i| = X[t — 1,4 — 1] AY[t, 4] pour tout (t,i) € {t,i |t >i> 0},

nous pouvons en déduire que val(p(Y))l[to, i0] = ff-
La valeur de X sur le domaine {t,i |t =i+ 5;0 <t < 10} ne dépend que de la valeur de
Y sur ce méme domaine. Ainsi il existe un point (to,iy) appartenant a {t,i |t =i+ 5;0 <
t < 10} tel que val(p(Y'))[to, to] = ff. Ce que nous avons illustré dans la figure 7.11. Ainsi,
si nous souhaitons agrandir le domaine {t,i | t = 10;i = 5}, nous devons étudier la valeur
de Y. Cependant, dans cet exemple, les formules e et f sont égales : elles correspondent a
Pexpression Y.(t,i — t, 1) sont égales. Ainsi, nous n’avons ici qu’a étudier la valeur de Y .
Dans le cas général, il faudrait étudier la valeur de I’expression e et celle de I’expression

f.
Y
5
io e
o 10 AET!

Le trait en gras représente le domaine Dx (s ;.;—1,4-1)-1,(10,5)> €t le trait pointillé représente
une extension de ce domaine si val(p(Y'))[to,i9] = ff. Sur ces deux domaines, X vaut faux.

FIG. 7.11 — Propagation de la valeur absorbante : étude du domaine Dy (;; .¢—1,i—1),(10,5)-
I

Nous reprenons dans le corollaire suivant les résultats énoncés dans le cas d’une propagation de
valeur absorbante.

Corollaire 7.12 Si v est une valeur absorbante pour le pseudo-pipeline X alors,

val(p(X))[so] = v — (32 € Dy, val(E ()] = v
Awval(p(X))[z] = o) v
3z € Dx, 4,20 N D2, val(E(f)(p))[z]) =v

Nous avons énoncé quelques propriétés sur les pseudos-pipelines, et nous avons vu que ces proprié-
tés permettaient d’agrandir les domaines. Dans le cas d’une propagation de la valeur neutre, I’agrandis-
sement est ici proposé en un point. Or, nous serons intéressés par I’agrandissement d’un domaine. Cela
ne pose pas de probleme et les résultats sont identiques. Pour obtenir le domaine agrandi, il suffit d’uti-

liser I’ opérateur d’agrandissement % Dans le cas d’une valeur neutre, I’opérateur d’agrandissement est
précis, la démonstration repose simplement sur la définition 7.4 et sur la proposition 7.7.

Cependant dans le cas de la valeur absorbante, le probleme de 1’agrandissement est plus difficile.
Nous ne savons pas jusqu’ou agrandir. Nous avons représenté la borne de 1’agrandissement a I’aide d’une
quantification existentielle dans le corollaire 7.12. De plus, si nous souhaitons agrandir un domaine et
non plus agrandir un domaine restreint a un point, les bornes peuvent étre différentes d’un point du do-
maine a I’autre. Dans la section suivante, nous verrons cependant comment utiliser des pseudos-pipelines
pour effectuer des agrandissements sur des variables définies par des expressions plus complexes.
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4 Heuristiques d’agrandissement

Dans cette section, nous allons voir comment utiliser 1’opérateur d’agrandissement. Soit X une
variable définie sur un domaine Dx. Nous voulons prouver la formule Dx : X | v ou v est une
constante booléenne. Nous construisons un arbre de preuve. Dans la figure 7.12, nous représentons une
partie de cet arbre.

(X,D,v,SubsCons)

N

N, =
Ny = (e, D', v, SepOp) (A

/ \ <€n+1,D”,’U,S€pOP>

Ny = N, =
(e1, D', v,81) (en, D', v, 8p)

si € {EchAuto, Echlter, SubsCons}

FIG. 7.12 — Structure partielle d’un arbre contenant des feuilles pendantes parmi les nceuds (e;, D', v, ;).

Soient €;,, ..., e; les expressions des neeuds N, ..., N;, de I'arbre représenté dans la figure 7.12
contenant des occurrences de X ol pour tout j appartenant a {1,...,1}, i; appartienta {1,...,n}. Pour
alléger I’écriture, nous supposerons que 21 = 1,...,4; = [. Nous pouvons donc appliquer sur ces nceuds

I’opérateur d’agrandissement. Soient ¥;, X, € {V,A} deux opérateurs tels que v est neutre pour X,
et absorbante pour X,. Comme la séparation des opérandes vient d’étre effectuée, ces expressions sont
d’une des deux formes suivantes :

pour tout j appartenant a {1,...,1} ej = X.d;
ou ej = X.djx,e;

L’expression eq est quant a elle de la forme :
n
€0 = XX1 €
i=1
Nous notons f; les formules obtenues a partir des nceuds /V; de 1’arbre 7.12 :
fi=D e v

Il nous faut donc prouver les formules f;, @ € {1,...,l}. Pour chacune de ces formules nous devons
agrandir le domaine D de sorte que la substitution par constante puisse étre effectuée. Cependant, il n’est
pas possible d’étudier séparément ces expressions : ces expressions dépendent toutes de la variable X.
Regardons pour cela I’exemple suivant :

Exemple 7.13 Soit W une variable polyédrique définie sur un domaine Dyy. Soit D un
sous-domaine de Dyy. Le but est de prouver la formule D : W | tt. Nous supposons
qu’a la fin de la construction de I'arbre la variable W est définie sur un domaine D' par
l’expression suivante :

(Wd1 V Y.dg) A (de V Z.d4)
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Cette expression correspond a eq. Nous notons ey U'expression W.dy V Y.ds et es ’expres-
sion W.da V Z.dy. Les expressions e et es contiennent encore des occurrences de W, nous
devons donc effectuer un agrandissement de domaine. Commengons par traiter les expres-
sions ej et eo. Pour simplifier le probléme, nous supposons que le domaine D' est réduit a
un point zg :

D ={z|2=2}

— Pour ’expression ey, nous devons agrandir le domaine dans la direction de dy. Cet
agrandissement est délimité par un point z, tel que linstance de Y au point d3(z1) est
vraie (cf. corollaire 7.12). Nous obtenons alors I’agrandissement 51.

— De méme pour I’expression W.ds V' Z.dy, nous devons agrandir le domaine D’ dans la
direction de ds. Cet agrandissement est délimité par un point zo tel que 'instance de Z
au point d4(z2) est vraie. Nous obtenons cette fois-ci, I’agrandissement 152.

Nous avons représenté sur la figure 7.13 les deux agrandissements.

s T ' o d3(21)

\J

Z

21

o da(22)

- d4

>
I o

Les points et traits en gras représentent les domaines ou les instances des variables W, Y, Z valent vrai.

FI1G. 7.13 — Agrandissements 51 et 52 du domaine D’.

Limitons nous pour le moment a l’agrandissement donné par le domaine 51 et construisons
I’arbre de preuve de la formule Dy W | tt. Pour tout les points z de ce domaine, nous
avons soit dy(z) qui appartient & Dy soit ds(z) = ds(z1), donc Uexpression W.dy V'Y.ds
est substituée par la constante tt. En ce qui concerne [’expression W.do V Z.dy, la sub-
stitution de W ne peut pas se faire car da(z) n’appartient pas a 52. Nous obtenons donc
la formule : 151 : Wido vV Z.dy | tt. Nous devons donc effectuer un agrandissement du
domaine D, dans la direction de dy. Nous avons représenté cet agrandissement dans la
figure 7.14(a). Cependant cet agrandissement peut étre trop grand, c’est-a-dire que pour
certains points z de ce domaine nous pouvons avoir val(E(W.dy V Z.dy)(p))[z] = ff- De la
méme maniére que nous avons délimité I’agrandissement de D’ dans la direction de dy par
un point zs, nous pouvons délimiter cet agrandissement par un ensemble de points tel que
les instances de Z.dy en ces points valent vrai. Nous supposons donc que sur le domaine
Dy représenté sur la figure 7.14(b), la variable Z vaut vrai. Sur le domaine le(ﬁz), lex-
pression W.do V Z.d4 vaut vrai. Nous pouvons donc réussi a délimité I’agrandissement de
D;. Nous | ‘appelons 753. 1l est représenté sur la figure 7.14(b).

Si maintenant nous utilisons ce domaine pour faire la substitution par constante, toutes les
occurrences de W.dy seront substituées. Mais, sur le domaine Dy C d1_1 (Dy) il restera des
occurrences de W.dy. Sur la figure 7.15, I'image du point z par la dépendance di n’est pas
dans 753. L’instance de W en ce point sera vraie seulement si nous agrandissons le domaine
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dq
20
da
agrandissement

(a) Agrandissement de D, dans
la direction de d2

\j

2 A
I B DZ
|
|
I

(b) Agrandissement 153

FIG. 7.14 — Deux étapes d’agrandissement
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Ds dans la direction de dy ou si l'instance de Y au point ds(z) est vraie.

w
Z0 Y
ds3
/ dl 9
S o '
/ ("] z /
/ 9 /
\ N > >
Dy

FI1G. 7.15 — L’image de z par d; n’est pas dans 753

Nous devons donc répéter le processus d’agrandissement pour le domaine 153 dans la di-
rection de dy. Cette technique ne converge pas toujours, et quand elle converge ce n’est
pas en un nombre fini d’étapes. Dans le cas que nous étudions, nous ne savons pas si elle
converge vers un domaine mais nous savons que l’ensemble de convergence sera inclus
dans (({z | z = 20} v dy) v dy) et nous aurons ainsi obtenu une borne supérieure. Nous
ne pouvons donc pas étudier séparément les deux sous-expressions de W pour effectuer
I’agrandissement.

Comme nous I’avons vu dans cet exemple, il n’est pas possible d’étudier séparément les expressions
e1 et ea, nous devons donc remonter dans 1’arbre de preuve et étudier 1’expression eg qui correspond a
la conjonction des expressions e et es.

On pourrait proposer comme premiere heuristique d’agrandissement, 1’agrandissement suivant :

Mais cet agrandissement est généralement imprécis. Pour s’en convaincre, il suffit simplement de re-
prendre ’exemple précédent et de supposer que sur un domaine D tel que Do N (({z | z = 20} V

dy) % ds) est non vide, la variable T est définie par False. L’ agrandissement proposé sera trop grand.
Nous allons donc dans la suite essayer de déterminer des heuristiques d’agrandissement plus précises
en fonction de la structure de eq. Cette structure est d’une des trois formes suivantes :
—ep=X.dw, €,
—ep=X.dW, €,
—eg = (X.dX, €)% e

4.1 Premiercas: ey = X.dX, €
Ce cas correspond exactement a un pseudo-pipeline. La valeur neutre est propagée. Pour tout point z
du domaine D, la propagation se fait sur le domaine D 4 .. Ce qui revient en fait a calculer le domaine
U;d"(D) qui est un Z-polyedre.
Proposition 7.14 Si U;d*(D) est un polyédre, alors
UdD =DV d
Dans ce cas I’opérateur d’agrandissement est précis (cf. définition 7.4).

143



Dans la pratique, nous supposerons que nous obtenons un polyedre et nous agrandirons a I’aide de notre
opérateur d’agrandissement. Le risque d’utiliser une telle approximation est d’obtenir un domaine trop
grand et donc d’obtenir des absurdités dans la suite de la preuve. Ce risque se révele en pratique trés
limité mais afin de pouvoir détecter si les absurdités obtenues dans la construction d’une preuve apres un
agrandissement sont liées a 1’agrandissement ou a la propriété a prouver, nous devons reconnaitre les cas
ou nous obtenons une approximation du domaine, c’est-a-dire reconnaitre les cas ou 1’agrandissement
est effectivement un polyedre de ceux ou cet agrandissement est normalement un Z-polyedre. 11 suffit
pour cela de calculer I’union du domaine a agrandir avec I’image de ce méme domaine.

Proposition 7.15 Si l'union de D et de son image par la dépendance d est égale a son enveloppe
convexe, alors U;d' (D) sera un polyédre.

Démonstration : La démonstration se fait par récurrence sur ¢ en utilisant la définition des polyédres
dans Q, elle s’appuie sur le tait que les dépendances sont uniformes : ce sont donc des translations. Qa

Nous représentons sur la figure 7.16 un exemple d’application de cette proposition.

% fo

SESREsy

enveloppe convexe

o \----" /)

e point n’appartenant pas a 1’union
mais appartenant a I’enveloppe convexe s\\ / /0
TN A

F1G. 7.16 — Application de la proposition 7.15

Dans le cas ol nous n’obtenons pas un polyedre, nous utiliserons tout de méme 1’opérateur d’agran-
dissement. Cette approximation ne posera en pratique pas de probléeme. Si cependant, apres un tel agran-
dissement I’arbre de preuve donnait un nceud faux, nous pourrions toujours revenir sur I’approximation
et travailler sur des Z-polyedres a la place. Il faudrait pour cela modifier I'implémentation de I’ opérateur
d’agrandissement afin d’obtenir des Z-polyedres, ce que nous n’avons pour le moment pas étudié.

Ce cas peut étre étendu au cas ou I’expression eq contient plusieurs instances de X.

Proposition 7.16 Soit e I’expression définie par Y}, X.dy, X, ¢’. On note D le domaine suivant :
k

D={z|32 €D, 3i,....,ii €{1,...,5}, z=di 0---odi(z0)}

C’est a dire que tout point de D est I’image d’un point de D par une combinaison d’auto-dépendances
de X. Alors,
E,D:X|v=F,D:X|v

Démonstration :  II suffit d’appliquer la proposition 7.7 pour chaque dépendance. a

Le domaine D est un Z-polyedre. Notre premiere heuristique est donc la suivante :
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Heuristique 7.17 Soient dy, ..., d; les auto-dépendances et soit D le domaine. Dans le cas d’un pseudo-
pipeline et d’une valeur neutre, I’agrandissement se fait de la maniere suivante :

~ ~ ~

(.(DVd)Vd)V...)Vd

Cet agrandissement peut donc étre automatisé (nous 1’avons implémenté et il est actuellement utilisé
automatiquement).

4.2 Deuxieme cas : eg = X.d X, ¢’

Nous avons toujours un pseudo-pipeline mais cette fois-ci, c’est la valeur absorbante qui est propa-
gée. La propagation ne se fait donc pas dans le « bon » sens, c’est-a-dire le sens des dépendances. Notre
opérateur d’agrandissement ne sera pas précis. Nous pouvons cependant développer des heuristiques
pour améliorer son utilisation. D apres le corollaire 7.12, nous savons que nous pouvons agrandir tout
de méme le domaine, mais nous ne savons pas jusqu’oul.

Nous supposons donc X définie par 1I’équation suivante (nous n’exprimons que les deux branches
qui nous intéressent et nous supposons pour le moment une seule occurrence de X dans 1’expression
60) :

D €0
X=X D":f

ott D" est tel que pour tout z € D', il existe zg € D" et il existe i € N tels que z = d(2p).
L’agrandissement se fait en deux étapes : nous commengons par un premier agrandissement de
D’ dans la direction de la dépendance d et nous notons D' cet agrandissement. Puis, nous essayons
d’affiner le résultat a I’aide de la stratégie suivante qui consiste a étudier e’. L’expression €’ est une
X,-expression (car e est sous forme X;-normale). Cependant avant d’effectuer cet agrandissement il est
utile de regarder 1’expression f.
— Etude de f. Si f est la constante absorbante, alors il suffit d’appliquer la proposition 7.7. Comme
la constante est absorbante nous la propageons dans le sens inverse des dépendances. Nous obte-

nons le domaine D” % d~'. Cet agrandissement dans le sens inverse des dépendances contient
I’agrandissement D'. Nous pouvons donc utiliser 1’opérateur d’agrandissement qui dans ce cas
sera précis puisqu’il est contenu dans le domaine sur lequel s’est propagé la valeur absorbante. Ce
cas est assez courant. Nous 1’avons illustré dans la figure 7.17. Nous I’utiliserons dans une version
un peu plus compliquée dans le chapitre suivant.

A X

\j

D’ : agrandissement du domaine D’

m= dJomaine D’ = === domaine D"

F1G. 7.17 — Agrandissement de domaine dans le cas ou ’expression f est la constante absorbante.
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— Si I’expression ¢’ fait intervenir au moins un pseudo-pipeline, alors il est possible d’affiner le
domaine fourni par 1’opérateur d’agrandissement. Notons W ce pseudo-pipeline. L’idée est de
se ramener au cas précédent. Nous supposons que I’expression ¢’ est définie par 1’expression
suivante :

e =W.d w,e’

ou ¢’ est une expression polyédrique.

Si en un point z la valeur de W est la constante v, alors nous propageons cette valeur suivant la
dépendance d’ (ou en sens inverse selon la valeur v). Nous obtenons un domaine 5W ou les ins—
tances de W valent la constante v. L’expression eq correspond a I’expression X.d X, W.d w,e”,
ainsi, si le domaine d’~! (DW) est inclus dans le domaine D', nous pouvons simplifier I’expres-
sion de X qui vaut alors v. Nous nous retrouvons donc dans le cas précédent. Nous illustrons
ce cas dans la figure 7.18.

|:| agrandissement de D’ en direction de d 24
Y agrandissement de D’ borné par Dw Dw

F1G. 7.18 — Agrandissement de domaine dans le cas ol I’'un des termes de 1’expression est un pseudo-

pipeline.

En théorie cependant, il est possible que certains points de D’ n’aient pas d’image par une
dépendance d’ dans le domaine d'~! (5W) Il faudra donc traiter ces points séparément et ap-
pliquer la technique suivante, correspondant au cas ol nous ne connaissons pas la valeur de W
en un point.

Sinon, c’est-a-dire si nous ne connaissons pas directement la valeur de VW en un point, nous
essayons alors d’en découvrir une afin de la propager. Pour cela nous supposons que W vaut v

en un point d’(z), ol z appartient 2 D’ V/ d et nous essayons de déterminer la valeur de z. Cette
technique s’appuie sur celle de 1’ajout des parametres qui sera présentée dans le chapitre 9.

— Si €’ ne contient pas de pseudo-pipeline. Nous ne nous sommes pour le moment pas intéressé a
ce probleme. L’idée serait cependant d’essayer de découvrir le domaine ol I’expression e’ vaut la
valeur absorbante de X. Il faudrait donc rechercher dans la définition des variables composant X
des pseudos-pipelines pour propager les valeurs.

Nous avons jusqu’a présent supposé que 1I’expression définissant X ne contenait qu’une occurrence

de X. Supposons maintenant que 1’expression définissant X contient plusieurs occurrences de X, c’est-
a-dire que sur le domaine D’, domaine qui doit étre agrandi, la variable X est définie par :

XX2 Xdz X2 el
%

Nous pouvons donc agrandir le domaine de X dans les directions d;. En un point z il suffit qu’une
des instances X.d;[z] soit vraie pour que I’instance de X au point z soit vrai. Il n’est donc pas néces-
saire d’agrandir dans toutes les directions. Il suffit en fait de prendre I’intersection des agrandissements

DV d;.

Une fois I’intersection calculée nous nous retrouvons dans le cas précédent et nous effectuons
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une étude de e’ pour obtenir un domaine d’agrandissement plus petit. Dans la figure 7.19, nous avons
supposé que X était définie par X.dy X, X.da X, €/, et nous avons représenté I'intersection des deux
agrandissements D % dietD % ds. Pour tout point appartenant a cette intersection, soit son image par
d1, soit son image par ds est dans 1’intersection.

A X
r—
y | 7
//I ///
o |
/ ’
/ 7/ /
/ 4 /
-

agrandissement partiel du domaine D

domaine D

F1G. 7.19 — Agrandissement partiel du domaine.

4.3 Troisieme cas : ¢y = (X.d X, €') X, €’

Ce dernier cas est le plus complexe. Nous n’avons plus de pseudo-pipeline. C’est le cas illustré dans
I’exemple 7.13. Nous décrirons ici la démarche proposée, mais nous ne rentrerons pas dans les détails.

Ce cas se décompose en deux cas dont I'un se ramene au cas précédent.

— Si I’expression e ne contient des occurrences de X que dans I’expression X.d XX, €’ alors nous
pouvons nous ramener au cas précédent (section 4.2). En effet, nous ne pouvons agrandir le do-
maine que dans une seule direction, celle de d.

— Sinon, ce probléeme ne s’est encore jamais présenté lors de I’étude des diverses applications. Nous
proposons donc une idée générale.

— Nous commencons par rechercher les pseudos-pipelines et par propager leur valeur. Cette mé-
thode permet de simplifier I’expression.
— Pour chaque ¥,-terme, nous proposons un agrandissement. Soit e’ un tel X,-terme, €’ est donc

de la forme )X, X.d; X, € ot ¢” ne contient plus d’occurrence de X . L’agrandissement associé

(2
au terme ¢’ correspond a I’intersection des images du domaine D’ par les dépendances d;. Nous
calculons alors I’enveloppe convexe de I'union de tous ces agrandissements. Cet agrandisse-
ment peut €tre la encore trop grand, ce sera alors a I’utilisateur de produire un agrandissement
plus fin.

5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons étudié une technique permettant soit d’accélérer la construction de
I’arbre de preuve dans le cas ol nous avions une feuille de statut Echliter, soit de reprendre la construc-
tion de I’arbre lorsque nous avons une feuille de statut EchAuto. Cette technique s’appuie sur les agran-
dissements de domaine. Comme nous 1’avons vu dans la section 1, le probleéme de I’agrandissement est
un probleme difficile. Dans ce chapitre, nous avons tout d’abord défini un opérateur d’agrandissement.
Cet opérateur consiste en des manipulations de polyedres (ajout de rayon, intersection), sa complexité est
donc celle de ces deux opérations c’est-a-dire exponentielle (soit en nombre de contraintes pour 1’ajout
de rayon, soit par rapport a la dimension du polyedre pour I’intersection). Nous avons ensuite présenté
plusieurs heuristiques selon la structure de 1’expression dont le domaine doit étre agrandi. La technique
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générale est la suivante : nous commengons par utiliser notre opérateur d’agrandissement pour obtenir
une premiere approximation, puis nous utilisons les différentes heuristiques pour affiner le domaine.
Toutes ces heuristiques reposent sur la méme idée qui est :

Repérer les pseudos-pipelines et propager les valeurs.

Nous n’avons pas parlé ici de la méthode pour repérer les pseudos-pipelines. Cela peut se faire
automatiquement, sans aucune difficulté. En effet, les pseudos-pipelines ont été définis a 1’aide d’un
critére syntaxique.

L’opérateur d’agrandissement que nous proposons donne en résultat un polyedre. Cependant, le
résultat attendu est en théorie un Z-polyedre. Cette approximation meéne dans certains cas (rares en
pratique) a des constructions de preuves absurdes. Ces constructions contiennent des feuilles fermées
non valides, ce qui peut conduire de maniere erronée a la conclusion que la propriété vérifiée n’est pas
valide. Nous proposons donc un test pour vérifier si I’opérateur fournit une approximation, et si nous
obtenons des feuilles non valides lors de la construction, il faut alors fournir un autre agrandissement
s’appuyant sur les Z-polyedres. Cet opérateur n’a pas encore été développé.

Ces techniques d’agrandissement sont donc indispensables dans le processus automatisation. Sans
ces techniques, la construction de la preuve échoue. L utilisateur doit alors intervenir pour fournir pour
agrandir lui méme les domaines. Dans les exemples que nous avons étudiés et que nous présenterons
dans les deux prochains chapitres, ces techniques se sont avérées efficaces. Une fois leur implémenta-
tion effectuée elles permettront de prouver automatiquement par exemple le produit matrice-vecteur du
chapitre 8.
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Chapitre 8

Applications

Dans ce chapitre, nous allons présenter deux applications. La premiere est un filtre adaptatif para-
métré. Nous nous intéresserons a la preuve d’une propriété sur un signal de contrdle introduit automati-
quement (mais par une transformation ne préservant pas la sémantique) lors de la syntheése du dispositif.
Le second exemple sera un circuit permettant de calculer le produit d’une matrice et d’un vecteur. La
encore, nous travaillerons sur un systéme paramétré.

1 DLMS

Cette premiere section est consacrée a I’étude d’un filtre adaptatif avec délai. Nous présenterons tout
d’abord le role des filtres, puis nous nous intéresserons a la preuve d’une propriété sur un des signaux
de contrdle d’un tel filtre.

1.1 Les filtres adaptatifs

Les filtres sont des dispositifs utilisés dans les applications de contrdles et les traitements de signaux :
communications, radar, sonar, sismologie, ingénierie biomédicale. Bien que ces applications soient tres
différentes elles ont toutes en commun les caractéristiques suivantes : 1’utilisation d’un vecteur d’entrée
et d’un vecteur de « sortie désirée » pour calculer une estimation de 1’erreur. Cette estimation est utilisée
pour ajuster dynamiquement les poids du filtre.

a0 o >res[t]
. i
L, yl(t) X _ erreur
w (0) W, (D

e(t)

F1G. 8.1 — Filtre adaptatif

Nous ne rentrerons pas dans les détails du fonctionnement du filtre. Haykin [46] a effectué une étude
approfondie du sujet. Nous en fournissons une description paramétrée par IV, le nombre de poids du
filtre.

— x(t) correspond au signal d’entrée a I’instant ¢,
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d(t) est la sortie désirée a I’instant ¢,,
y(t) est la sortie a I’instant ¢,,
e(t) correspond a ’erreur a I’instant ¢,,
— wo(t),...,wn—1(t) sont les poids du filtre a I'instant ¢,.
Les signaux sont définis de la maniere suivante :

N—
y(t) = D aln—duwi(t)
1=0

e(t) = dt) —y()

Les coefficients w; sont calculés par la méthode des moindres carrés et dépendent de e(n).

L’ objectif du filtre adaptatif (cf. figure 8.1) est, comme son nom I’indique, de filtrer le signal x=(t)
de sorte que ce signal ressemble au signal désiré d(t). Le signal d’erreur e(t) est la différence entre le
signal désiré et la sortie y(t). Cette différence est renvoyée au filtre qui évalue ainsi la similarité des deux
signaux par rapport a certains criteres de performances et modifie la valeur de ces poids pour augmenter
la similarité.

Les filtres peuvent étre utilisés par exemple pour supprimer le bruit dans les signaux de paroles.
Considérons la situation suivante : un pilote parlant par radio dans un cockpit. Le filtre aura pour but de
supprimer le bruit de fond. Pour cela, il y a deux micros. L’un (micro 2) n’enregistre que le bruit de fond.
C’est dans I’autre micro (micro 1) que le pilote parle, ce micro enregistre de plus le bruit de fond tel que
percu par le pilote. Le bruit de fond entre les deux micros est légérement différent. Le signal désiré d(t)
correspond 2 la voix du pilote avec le bruit de fond (micro 1), le signal x(¢) correspond au bruit de fond
(micro 2). L’erreur correspondra a la voix du pilote sans le bruit de fond qui sera renvoyée a I’ utilisateur.
Les poids du filtre évolueront pour que le bruit de fond du micro 2 soit filtré de maniere a étre similaire
au bruit de fond du micro 1.

—

1.2 Filtre adaptatif avec délai

Description du Filtre Nous allons ici nous intéresser a un filtre adaptatif avec délai (cf. figure 8.2) :
Perreur est utilisée par le filtre apreés D instants. Le délai est utilisé pour diminuer la complexité d’un
temps de cycle. Le filtre est un systéme de N cellules, chacune contenant dans un registre la valeur

a R >res[t]
.l i
x(t) Filtre yl(t) PN ~_ erreur
W, (n) W, (n)

e(t-D) 'F‘ e(t)
L=

F1G. 8.2 — Filtre adaptatif avec délai

d’un des poids du filtre. Les cellules forment un réseau linéaire. Le réseau a deux entrées x et d et deux
sorties e et y (nous avons repris les mémes notations que précédemment pour les signaux). Le systeme
est paramétré par N,M, D, ou N est la longueur du réseau (nombre de poids), M est la longueur du
signal d’entrée x, et D est le délai. Ces parametres sont définis sur le domaine :

{N,M,D|3< N <min(M—-D—1,D—1)}
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Dans cet exemple, a cause de la présence du délai, certains registres ne sont pas accessibles tant que
la sortie y n’est pas définie. Pour controler I’acces a ces registres, un signal WctlIP a été introduit
automatiquement lors de la syntheése. Ce signal est défini sur le domaine

{ptip<t<p—-N+M;0<p<N-1}

Tant que le systeme est en phase d’initialisation, les poids ne sont pas correctement définis a cause de la
présence du délai. Le signal WerlIP doit donc valoir faux pour empécher I’acces a ces poids. Ensuite,
le signal doit devenir et rester vrai pour permettre 1’acces au registre contenant les poids. Les valeurs
initiales du signal sont définies dans la premiere cellule puis pipelinées dans tout le réseau. Le signal
Wetll P est défini par I’équation suivante :

WetllP = {t,p|t <D —1;p=0}: False
{t,p| D <t;p=0}:True
{t,p| 1 <p}:WetllP.(t,p —t —1,p—1)

Les propriétés Le but ici est de vérifier que le signal WerllP vérifie bien la spécification que nous
avons donnée plus haut, a savoir que pendant la phase d’initialisation le signal vaut faux, et qu’apres
cette phase, il vaut vrai. De maniere plus formelle, voici les deux propriétés que nous voulons prouver :

{WetllP, {t,p | p<t<p+D—-1;0<p<N —1},ff, SubsCons}
{WetllP,{t,p | p+ D <t<p— N+ M;0<p<N —1},1t,SubsCons}

Les deux propriétés sont fournies a notre outil. Les deux arbres de preuve sont construits automati-
quement. Pour le construire, seules deux regles sont utilisées :

— la substitution par constante,

— la séparation des domaines.
La vérification réussit immédiatement : toutes les feuilles de 1’arbre sont fermées.

Cet exemple est extrémement simple, mais c’est typiquement le genre de propriétés que notre outil
de vérification sera amené a prouver.

2 Produit Matrice Vecteur

Le second exemple que nous présentons est un circuit permettant de calculer le produit d’une matrice
et d’un vecteur. Nous commencerons par présenter le systéme et la propriété que nous souhaitons prouver
puis nous verrons quelle est la stratégie de preuve que nous avons choisie et comment elle a été mise en
ceuvre.

2.1 Présentation

Le systéeme est un réseau linéaire (cf. figure 8.3) de N cellules séparées les unes des autres par un
registre.

Chaque cellule a (cf. figure 8.4) en entrée :

— deux données (a et b),

— trois signaux de contrdle (init, empty, accum)
et en sortie :

— une donnée (¢),
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F1G. 8.3 — Structure d’un réseau calculant un produit matrice vecteur
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F1G. 8.4 — Structure d’une cellule

— les trois signaux de contrdle pipelinés : le décalage est produit par un registre pour les signaux init
et accum et par deux registres pour le signal empty. Ainsi les signaux init et accum sont pipelinés
deux fois plus vite que le signal empty.

L’entrée a représente les coefficients du vecteur, I’entrée b correspond aux coefficients de la matrice,
chaque colonne de la matrice étant associée a une cellule du réseau. Une cellule se compose d’un registre
C qui contient un calcul intermédiaire d’un coefficient du vecteur résultat. Le signal de contrdle init est
utilisé pour initialiser le registre C' a 0, le signal accum permet d’accumuler les produits des coefficients
dans ce registre et le signal empty vide ce registre dans le registre A. Le registre A quant a lui contient
soit un coefficient du vecteur d’entrée a (si le signal est faux), soit le résultat du calcul d’un coefficient.
Les signaux a et b sont des séquences de NV coefficients suivies de N valeurs non significatives.

Nous ne sommes pas ici intéressés par la preuve que le systeme effectue bien le produit matrice
vecteur, mais nous voulons prouver que le résultat en sortie est toujours significatif, c’est-a-dire que le
résultat dépend seulement des valeurs significatives de a et b.

Puisque nous sommes simplement intéressés par la présence ou 1’absence d’un résultat significa-
tif, nous commencgons par modéliser les variables entieres par des variables booléennes. De plus, nous
modélisons les opérations sur les variables entieres par une conjonction sur les signaux booléens corres-
pondants : le résultat d’une opération est significatif si et seulement si tous les opérandes ont une valeur
significative. La syntaxe ALPHA du systeme se trouve dans la figure 8.5.

La formule exacte que nous voulons prouver est la suivante :

{t N<t}:clnu 8.1

De plus, nous avons une spécification externe qui est la suivante :
— a[l] est vrai, c’est-a-dire que la formule {¢ | ¢ = 1} : a | #f est valide pour tout environnement
sémantiquement correct
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system matvectmult: {N|N>1} (a : {i]0<=1} of boolean;
b : {t,1|0<=t; 1<=i<=N} of

returns (c: {i|l<=i} of boolean);
var init: {t,i]0<=t;1<=i<=N} of boolean;

empty: {t,i]0<=t;1l<=1<=N} of boolean;

accum: {t,1]0<=t;1<=1i<=N} of boolean;

C: {t,1i|1l<=1i<=N;0<=t} of boolean;

A: {t,1]0<=i<=N;0<=t} of boolean;

boolean)

let
Cc =
case
{t,1/t=0}: init.(t,i1 -> t,1i);
{t,i]t>=1}: init.(t,i -> t,1i) and A.(t,i -> t-1,1i-1) and b.(t,i -> t-1,1) or
(not init.(t,i -> t,i) and accum.(t,i -> t,i) and C.(t,i1 -> t-1,1)
and A.(t,i -> t-1,i-1) and b.(t,i -> t-1,1i)) or
(not init.(t,i -> t,i) and not accum. (t,i -> t,i) and C.(t,i1 -> t-1,1i));
esac;
A =
case
{t,i] t=0; i>=1}: False;
{t,ilt>0;i>=1}: (empty.(t,i -> t,1i) and C.(t,1i -> t-1,1i)) or
( not empty.(t,i -> t,1) and A.(t,1 -> t-1,1i-1));
{t,i1]t>=0;1i=0}: alt];
esac;
init =
case
{t,1]t=0}:False;
{t,ilt=1;i=1}:True;
{t,1i]1<t<=2N;i=1}:False;
{t,1lt>2N;i=1}: init.(t,i —-> t-2N,i);
{t,11t>0;1<i<=N}: init.(t,i -> t-1,i-1);
esac;
accum =
case
{t,1]0<=t<=1}:False;
{t,1]2<=t<=N;i=1}:True;
{t,1|N<t<=2N;i=1}:False;
{t,1]t>2N;i=1}: accum. (t,i -> t-2N,1);
{t,11t>0;1<i<=N}: accum. (t,i -> t-1,i-1);
esac;
empty =
case

{t,1]t<=N}: False;

{t, 1|N+1<=t<=2N; i=1}:True;

{t,ilt>2N;i=1}:empty. (t,1 —> t-2N,1i);

{t,1]t>N; 1<i<=N}:empty.(t,i -> t-2,i-1);
esac;

c =A.(t -> t,N);
tel;

F1G. 8.5 — Syntaxe ALPHA du produit matrice-vecteur
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— pour ¢ compris entre 1 et N, b[t, t] est la premiére valeur vraie (pour tout t’ < ¢, b[t’, t] est faux),
autrement dit les deux formules suivantes sont valides pour tout environnement sémantiquement
correct :

{tyilt=41<i<N}:b|1t
(ti|t<i1<i<N}:b|ff

— b et a sont des signaux périodiques,
— ils ont une période commune valant 2V,
— a et b sont des alternances de /N valeurs vrai et N valeurs faux.

2.2 Preuves sur les signaux de controle

Le probléme que nous étudions ici est beaucoup plus complexe que celui du filtre. Si nous donnons
a notre prouveur la propriété (8.1), la preuve échoue apres application de la substitution par constante.
Toutes les feuilles que nous obtenons sont pendantes de statut Echlter. Cependant, si nous regardons les
formules de ces nceuds, nous remarquons que le probleme a été transformé en prouver que la variable
A vaut la valeur vrai sur le domaine Dy = {t,i | N < t;i = N}. Nous ne pouvons donc pas géné-
rer directement une preuve de D4 : A. Nous devons prouver un résultat plus général en agrandissant
le domaine D 4. Si nous agrandissons simplement le domaine D 4 dans la direction de la dépendance
(t,i — t — 1,4 — 1) comme proposé dans le chapitre 7, nous devrons prouver que A est vraie sur tout
son domaine de définition, ce qui est évidemment faux (puisque la variable d’entrée a n’est pas vraie
sur tout son domaine). Nous devons donc choisir un agrandissement plus fin. Le seul agrandissement
qui convienne engendre une union infinie de polyedres (un polyedre pour chaque période). Comme
les unions infinies ne sont pas supportées par notre modele, nous décomposons notre preuve en deux
parties :

— nous prouverons tout d’abord que tous les signaux sont périodiques,

— puis nous nous restreindrons a 1I’étude d’une unique période.

2.2.1 Périodicité

La périodicité du probleme peut s’exprimer comme les autres propriétés et ne fait pas intervenir
de nouvelle technique. Pour chacun des signaux, nous allons définir une équation de périodicité. Soit e
un signal booléen défini sur un domaine D. Soit p un environnement sémantiquement correct pour le
systetme auquel appartient e. Pour alléger I’écriture, nous noterons e[t] I’expression val(E(e)(p))]t, z]
ou (t, z) appartient au domaine D. Le signal e sera périodique de période P si et seulement si :

elt] < e[t — P]
Cette équivalence peut étre réécrite sous forme normale conjonctive :
(e[t] vV —e[t — P]) A (e[t — P] V —e]t])
Ainsi, prouver que e est périodique pour tout environnement p équivaut a prouver :
Vp,¥(t — P,z) € D, val(E((e V —e.(t =t — P)) A (e(t =t —P)V=e))(p))(t)
ou encore, si I’on sépare des opérandes :
Vp,¥(t — P,z) € D, val(E((e V —e.(t — t — P))(p))(t)

A wval(E(e(t — t — P)V —e)(p))(t)
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Nous ajoutons au systeme étudié les deux équations suivantes définies sur le domaine D’ correspondant
a Iintersection de D avec {t,z | t > P} :

eperl = eV -e(t—t—P)
eper2 = e(t—t—P)V e

Et ainsi, prouver que e est périodique revient a prouver :

Vp, E, D' s eperl | it
Vp, E, D' eper2 | it

Nous allons donc devoir construire une preuve pour les formules D’ : eperl | ttet D : eper2 | tt.

Pour chacun des signaux du systeme nous définissons donc deux équations de périodicité (Aperl,
Aper2, Cperl, Cper2, cperl, cper2, initperl, initper2, emptyperl, emptyper2, accumperl, accumper2)
et nous associons ainsi a chaque signal deux formules. Il nous faut donc construire douze arbres de
preuve. Les douze formules sont données simultanément a 1’outil de preuve qui va construire les douze
preuves. Quand I’outil de preuve aura terminé la construction d’un arbre de preuve, il reviendra dans les
arbres de preuve précédents pour essayer de continuer la construction des nceuds pendants. De plus, nous
donnons a I’outil de preuve en entrée les motifs correspondant a la périodicité des variables d’entrées.

Nous allons esquisser ici une des preuves : nous nous intéresserons a la variable Aperl. La preuve est
construite automatiquement, nous montrerons simplement comment est construit le résultat. La premiere
regle de construction utilisée est celle de recherche d’auto-dépendance. Elle permet de réécrire cette
variable récursivement. Rappelons que simultanément a I’étape de recherche d’auto-dépendance, une
recherche des motifs déja rencontrés est effectuée. Selon les arbres de preuve déja construits, les motifs
définis par Emptyperl, Cperl et aperl peuvent étre trouvés dans la variable Aperl. Ces motifs sont
substitués par la constante #¢. L’arbre se construit entierement au fur et 2 mesure que les arbres des autres
formules sont construits. A la fin de cette construction, les feuilles sont toutes fermées et ne contiennent
que des constantes. Cependant, la construction de la preuve de la formule concernant Aper! dépend des
constructions des autres arbres de preuve. Il faut que pour tout les arbres les feuilles soient fermées pour
pouvoir conclure.

Lorsque la construction de tous les arbres de preuve s’arréte, certaines feuilles sont pendantes. Ces
feuilles concernent les variables init, empty et accum. Pour la variable empty, nous avons par exemple la
formule suivante a prouver :

{t,i| 2N <t <3N;i=1}: —empty.(t,i — t — 2,7 — 1)

Comme ces trois signaux sont des pipelines, il suffit de propager leur valeur dans le sens inverse des
dépendances, et ces feuilles sont transformées en feuilles fermées. Cependant comme la propagation
n’est pas encore implémentée, nous ne pouvons donc pas conclure pour le moment. Nous remarquons
que ces feuilles auraient été facilement transformées en feuille fermée si I’agrandissement de domaine
dans le cas des pseudo-pipelines avait été implémenté. En effet, les signaux init, empty et accum sont
des pseudo-pipelines. Nous devons donc agrandir les domaines des feuilles en choisissant manuellement
une heuristique. Nous obtenons ainsi des nouvelles formules a prouver. Cette derniere étape nécessite
actuellement une intervention de I’utilisateur, mais dés que 1’agrandissement automatique sera implé-
menté, cette étape sera automatisée et toute la construction des preuves sera faite automatiquement.

2.2.2 Etude d’une période

Puisque nous travaillons avec des variables périodiques, nous devons donc prouver la formule sui-
vante :
{t,i| N<t<3N;i=N}:A|n
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Comme précédemment, a la fin de la construction de I’arbre de preuve de cette formule, il y a des
feuilles pendantes. Les expressions de ces feuilles font intervenir le signal A des cellules précédentes.
Concretement, I’échec vient du fait que nous étudions le registre A de la derniere cellule. La valeur de
ce registre dépend bien siir des valeurs des registres A dans les cellules précédentes, et ces valeurs sont
nécessaires pour connaitre la valeur de A dans le dernier registre. Comme la variable A apparait dans
les formules des feuilles pendantes, nous devons agrandir le domaine de A. Pour cela, nous utilisons les
heuristiques définies dans le chapitre 7 de la partie II. Sur le domaine {¢,7 | N <t < 3N;i = N}, la
variable A est définie par 1I’équation ( mise sous forme normale conjonctive)

Alt,i] = (empty[t,i] v A[t — 1,i — 1)) A (C[t — 1,4] V —empty[t,i]) A (C[t — 1,d]) V A[t — 1,7 — 1));

Il faut donc prouver que chaque terme de la conjonction est vrai. Nous utilisons une des heuristiques
proposées dans le chapitre 7 que nous devons choisir nous méme en 1’état actuel de I’'implémentation.

Nous avons ici plusieurs termes contenant une occurrence de A bien qu’il n’y ait qu’une seule

fonction de dépendance. Nous pourrions donc nous ramener au cas ou il n’y a qu’une seule occurrence
mais la méthode serait ensuite identique.

— La premiere étape est de repérer les pseudos-pipelines : ici nous avons la variable empty qui est
méme un pipeline.

— la seconde étape consiste a propager les constantes de ces pseudos-pipelines. Ici, comme nous
avons un pipeline nous pouvons propager aussi bien la valeur # que la valeur ff. Nous avons
représenté sur la figure 8.6.

— Cette seconde étape a modifié 1’équation de A qui est maintenant sur la période étudiée :

(i |N42i—1<t<2N+i-1;1<i<N}:C.(t,i—t—1,i)
A={ {ti|i<t<N+2-21<i<N}:A(ti—t—14i-1)
{t,i|0<t<2N;i=0}:a

Notre agrandissement est donc donné par la direction de (¢, — t — 1,4 — 1), sur le domaine {¢,7 | i <
t < N+2i—2;1 < i < N}.Nousdevons de plus prouver la formule {¢,i |t =3N—-1;i =N} : C | 1.

La preuve de A engendre la formule {¢,i |t = N +2i —1;1 <i < N} : C | t. Nous devons la
encore agrandir le domaine de C, I’heuristique utilisée est la méme que précédemment : nous propageons
cette fois-ci les valeurs des pipelines init et accum. L agrandissement devient alors trivial. Nous avons
illustré dans la figure 8.7 les agrandissements de A et de C.

La construction de I’arbre va alors se poursuivre automatiquement et ne produire que des feuilles
fermées.

Les deux domaines que nous avons agrandis ne sont pas actuellement agrandis automatiquement,
les heuristiques présentées dans le chapitre 7 nous permettraient ici d’automatiser complétement la
construction de ’arbre. Nous sommes dans le cas ol nous avions des pseudos-pipelines et ou nous
connaissions des valeurs que nous avons pu propager.

3 Conclusion

Notre outil de preuve nous a permis de prouver deux spécifications.

— La premiere concernait un arbitre matériel, et la construction de la preuve a réussi automati-
quement. Cet exemple est représentatif des propriétés que nous serons amenées a prouver. Nous
remarquons donc que notre outil est adapté pour de tels types de propriétés.

— Le second exemple concernait un produit matrice-vecteur. Cet exemple nous a permis d’utiliser
d’autres aspects de notre outil de preuve. En 1’état actuel de I’implémentation la preuve est effec-
tuée de maniere semi automatique. Cependant dés que nous aurons implémenté les heuristiques
concernant les pseudos-pipelines, la preuve pourra étre effectuée automatiquement. Cet exemple
permet de mettre en avant le role joué par les pipelines et les pseudos-pipelines dans une preuve.
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FIG. 8.6 — Répartitions des valeurs des signaux init, empty et accum.
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FIG. 8.7 — Agrandissements des domaines des variables A et C'.
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Chapitre 9

Perspectives : enrichissement de la
« logique polyédrique »

Les applications traitées dans le chapitre précédent nous ont permis de voir comment utiliser notre
outil de preuve. Cependant cet outil s’avere limité dés que 1’on souhaite passer a des applications plus
complexes, comme par exemple des applications dont une partie du comportement est spécifiée avec
des hypotheses. Les propriétés que nous avons prouvées dans les chapitres précédents s’énoncaient a
I’aide d’une formule polyédrique (cf. page 57), c’est-a-dire que le but était de prouver qu’une expres-
sion valait vrai (ou faux) sur tout un domaine. Dans le cas général, les propriétés peuvent étre beaucoup
plus complexes, il peut étre nécessaire de quantifier les indices des domaines. Pour les exprimer, il faut
donc enrichir notre notion de formule. Pour représenter des indices quantifiés, nous utiliserons des para-
metres. Nous devons alors présenter de nouvelles techniques de preuve, et nous verrons que nos preuves
sont paramétrées. Cependant, comme ce travail est en cours de formalisation, nous nous contenterons
d’expliquer le principe de ces techniques sur un exemple. Ce chapitre peut donc étre vu comme un cha-
pitre de perspectives. L’exemple que nous avons choisi d’étudier est un arbitre matériel. Cet exemple
a I’avantage de présenter différentes difficultés, tout d’abord dans la spécification des hypotheses faites
sur son fonctionnement et sur les propriétés a prouver, puis dans la preuve en elle méme.

Nous commencerons dans la section 1 par enrichir la notion de formule, et nous étudierons la notion
de parametre. Puis dans la section 2, nous décrirons notre exemple : un arbitre matériel. Dans la sec-
tion 3, nous nous intéresserons a la spécification des propriétés et hypotheses. La section 4 permettra de
présenter les différentes techniques mises en ceuvre dans la preuve. La section 5 permettra de conclure.

1 Des propriétés plus riches : formules généralisées et parameétres

Dans cette section, nous allons tout d’abord généraliser la notion de formule. Jusqu’a présent, nous
nous sommes limités a la preuve qu’un signal ou une expression polyédrique valait vrai (ou faux) sur
tout un domaine. Supposons maintenant que nous voulons prouver une implication entre deux formules.
En I’état actuel de notre définition de la notion de formule, nous ne pouvons pas I’effectuer. Nous allons
donc généraliser la notion de formule.

1.1 Les formules généralisées : définition et sémantique
Nous posons donc la définition suivante :

Définition 9.1 (formule généralisée) Une formule généralisée se définit récursivement sur sa struc-
ture :
— toute formule f est une formule généralisée,
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— Soient F1 et Fy deux formules généralisées alors
— JF1 V Fs est une formule généralisée,
— JF1 A Fy est une formule généralisée,
— F1 = F5 est une formule généralisée,
— —JF] est une formule généralisée.

Intéressons nous maintenant a la sémantique des formules généralisées.

Définition 9.2 (Validité) Soitr S un systeme, soit F une formule généralisée telle que toutes les formules
la composant sont construites a partie des variables de S. Soit p un environnement sémantiquement
correct de S. La formule généralisée F sera valide pour p (notée = o F) si et seulement si :
— Si F = f ou f estune formule, alors =, f,
— Soit F1, Fo deux formules généralisées alors,
— Si F = Fy N\ Fo, alors )Ep F et &p Fo,
- Si F = F1 VvV Fy, alors }ép F1 ou }ép Fo,
- Si F = F| = Fo, alors non %p F1ou }Ep Fo,
— Si F = —F, alors non }ép Fi.
Nous dirons que la formule généralisée F est valide (notée = F) si et seulement si pour tout p < S,

e F.

Il est intéressant de remarquer que la négation d’une formule n’est pas une formule mais une formule
généralisée. Cependant, si le domaine de la formule est réduit a un point, sa négation est alors une
formule. Nous appelons de telles formules des formules locales.

Formules locales Plus formellement, nous appelons domaine local, un domaine réduit a un point pour
toutes valeurs des parametres. Ces domaines sont de la forme suivante :

{ila'“ain | le :fl(Plla"'vpln)?"'vin :fn(Plla7Pln)}

ol %y,...,1, sont les indices du domaine, et P, ..., P, les paramétres du domaine et pour tout k, [,
appartient a {1,...,m}, et f;(P,,..., P, ) des combinaisons linéaires de parametres.

Une formule dont le domaine est un domaine local est appelée formule locale.

Ces formules ont la particularité que leur négation est elle méme une formule locale.

Proposition 9.3 Soit S un systeme, soit e une expression polyédrique construite a partir de variables
du systeme, soit D un domaine restreint a un point. La négation de la formule D : e | vestD : e | v.

Démonstration : Il faut montrer que pour tout environnement p sémantiquement correct pour S nous
avons :
SE-D:elveSED:elv
Travaillons par équivalence
SE-D:e|lv < nonSED:elv

< nonSED:elwv

< nonVz € D, val(E(e)(p))[z] =v

& Jze D, val(E(e)(p))lz] =0

Or, le domaine D est un domaine réduit a un point, il est de la forme {i1,...,i, | i1 = Py,...,in =
P, }. L’expression 3z € D correspond au seul pointi; = Py,... i, = P, et I'expression Vz € D
correspond au méme point. Nous avons ainsi montré que

SE-D:elve SED:e |
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Nous devons maintenant compléter notre systeme de preuve (cf. page 115), pour tenir compte de
ces formules généralisées. Mais avant cela nous redéfinissons la notion d’implication dans le cadre des
formules généralisées.

Définition 9.4 (Implication) Soit S un systeme, I' un ensemble de formules généralisées, et F une
Sformule généralisée sur ce systéme. On dit que T implique F ce qu’on note I' = F si pour tout envi-
ronnement sémantiquement correct p tel que toutes les formules de T sont valides, F est valide pour

p.
L’ensemble I' est appelé contexte généralisé.
Définition 9.5 Le contexte généralisée est I’ensemble de formules généralisées situées a gauche de |=.

Le contexte est utilisée pour spécifier les hypotheses faites sur le comportement du systeme étudié.
Nous ne donnerons ici qu’une version simplifiée de ce systeéme de preuve permettant d’illustrer les
regles de décomposition des formules. En particulier, nous ne faisons intervenir ni le systéme ni les listes
de motifs, la formalisation n’étant pas achevée. Ce systeme simplifié est situé en annexe F section 2.
L’existence d’une preuve pour une formule généralisée F dans un systeme S sera notée sous le
contexte I :
r;SeEF

S’il existe une preuve pour une formule généralisée F alors, cette formule sera valide :
SEF=TEF
Cette implication n’a bien siir pas été démontrée, puisque nous n’avons pas montré que notre systeéme
de preuve était siir.
1.2 Parametres

Utilisation des parametres pour spécifier L’ enrichissement que nous venons de proposer n’est ce-
pendant pas suffisant. Supposons que nous voulions spécifier une propriété s’énongant sémantiquement
de la maniere suivante :

vt > 0,val(E(A)(p))[t] = V' > t, val(E(B)(p))[t']

ol p un environnement sémantiquement correct d’un systeme S et A et B sont des signaux booléens de
S.

D’apres la définition de formule généralisée, nous remarquons que la propriété que nous souhaitons
spécifier est composée de deux formules :

Di:Aln 9.1)
Dy:B |1t 9.2)

ou D et Dy sont des domaines que nous allons déterminer. Notre formule généralisée est donc :
(Dy:A|1t)=(Dy:B | 1)

Le domaine D; est trés simple, il correspond simplement a {¢ | t > 0}. Déterminer le domaine Do
est plus difficile, I’indice ¢’ est contraint par ’indice ¢ utilisé dans la formule a gauche de I’'implication.
Or, la portée des indices est limité au domaine, nous ne pouvons donc pas exprimer le domaine Dy a
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I’aide d’un polyedre. La solution est simplement de trouver un indice dont la portée n’est pas limitée a
un domaine. C’est le cas des parametres. Nous allons donc ajouter un parametre 7' au systeme étudié
pour représenter 1’indice ¢. Toutes les variables seront donc définies avec un parametre supplémentaire.
Pour la premiere formule, nous aurons comme contrainte ¢ = 7, et dans la deuxieme formule, nous
aurons la contrainte ¢’ > T'. La formule généralisée est donc la suivante :

({t|t=T}:Alu)=({t|t'>T}:B|n

Intéressons nous maintenant a la preuve de cette propriété.

Preuves paramétrées Nous voulons donc fournir une preuve de :
SEMD:A|lnt)y= (Dy:B|n)

Nous avons ici une implication, donc en utilisant la régle de I’'implication présenté dans le systeme de
preuve présenté en annexe F, notre probleme est transformée en :

{’DltAllt};SliDQIBltl

Un raisonnement simpliste pourrait nous permettre de dire que, si nous obtenons pour le signal A des
feuilles fausses alors nous aurons montré notre formule généralisée (regle AX1, AX3). Ce raisonnement
est incorrect. En effet, si nous n’obtenons des feuilles fausses que pour certaines valeurs du parametre
T, par exemple pour 7' = 0, alors nous n’aurons montré la formule généralisée que pour T' = 0, il
restera encore a la montrer pour toutes les valeurs de 7' strictement positif. Cette explication montre
que les preuves que nous construisons sont paramétrées. Reprenons ce raisonnement dans un cadre plus
général.

Toutes les preuves que nous construisons sont paramétrées par les parametres du systeme étudié.

Les parametres ne font pas partie du modele polyédrique standard, ils ont été introduits dans [29]
pour permettre de représenter des familles de systémes de maniére finie. A chaque valeur du vecteur
de parametres est associée un unique systeme non paramétré. Rien ne distingue dans la sémantique les
indices des parametres : un environnement est sémantiquement correct s’il est sémantiquement correct
pour toutes les valeurs des parametres. Nous pouvons cependant considérer un environnement comme
une famille d’environnements. A chaque valeur du vecteur de paramétres est associé un environnement
associé a un systeéme non paramétré. Ainsi, nous pouvons considérer que 1’expression « pour tout envi-

ronnement sémantiquement correct de S » est un raccourci pour : « pour tout vecteur (vq,...,v,) de
parametres, pour tout environnement sémantiquement correct du systeme Sy, 4,.)> OU S(y; ... 0,,) €St
le systeme de la famille de systémes .S tel que les parametres P4, ..., P, de S valent respectivement
P1 :Ul,...,Pn = Unp ».

Nous rappelons la notion d’implication :

Soient S un systeme, I un ensemble de formules et © une formule sur ce systeme, on dit que
I implique ¢ noté I |= ¢ si

Vpox S, (Y €T, Ep¢) =) ¢

L’implication est sous la portée de la quantification de I’environnement, elle est donc implicitement sous
la portée de la quantification universelle des parametres. Nous avons ainsi mis en évidence le fait que
les preuves étaient paramétrées par les parametres du systeme.

Dans cette section, nous avons donc enrichi notre environnement de spécification, et nous avons
montré que les preuves étaient paramétrées. La section suivante sera consacrée a la description et a la
spécification de notre exemple.
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2 Arbitre : description et spécification

L’exemple que nous allons utiliser dans toute cette partie, est un arbitre matériel. Il a été décrit,
spécifié et vérifié par Halbwachs et al. dans [44]. Nous allons ici en donner une description détaillée,
puis nous le spécifierons en ALPHA.

Le probleme est le suivant, P unités Uy, Us, ..., Up se partagent une ressource en exclusion mu-
tuelle. De plus, il y a une regle de priorité : si ¢ < j alors I'unité U; est prioritaire sur I'unité U;. Une
unité peut demander la ressource, attendre qu’on lui fournisse, 1’utiliser ou la rendre.

2.1 Description d’une unité

Une unité est un processus avec deux sorties booléennes ask et use et une entrée grant. Ces signaux
sont définis de la maniere suivante :

— la sortie ask est vraie tant que 1’unité demande la ressource,

— la sortie use est vraie tant que 1’unité utilise la ressource,

— Dl’entrée grant est vraie quand I’arbitre fournit la ressource a I’unité.
Nous supposons de plus que chaque unité a le comportement suivant :

— elle n’utilise pas la ressource sans que 1’arbitre la lui ait fournie,
elle ne demande pas la ressource quand elle 1’ utilise,
elle commence a utiliser la ressource des qu’on la lui fournit,
quand elle demande la ressource, elle continue a la demander jusqu’a ce qu’on la lui fournisse,
— au départ, elle n’utilise pas la ressource.

2.2 Description de I’arbitre

La solution que nous considérons ici est une solution distribuée. A chaque unité est associé un dis-
positif d’arbitrage. L’arbitrage se fait a ’aide d’un jeton, symbolisé par le signal ¢k, passant de dispositif
en dispositif. Un jeton est émis a chaque fois que la ressource est libre et qu’une unité la demande. Le
jeton va ensuite étre transmis de dispositif d’arbitrage en dispositif d’arbitrage, selon I’ordre de priorité
établi, jusqu’a ce qu’il soit consommé par 1'un des dispositifs d’arbitrage associé a une unité attendant
la ressource.

L arbitre est implémenté sous forme matérielle (figure 9.1) : les valeurs des signaux booléens sont
représentées par les valeurs des fils. Le fil “requested” représente la disjonction de tous les fils ask
venant des unités, de méme, le fil “used” représente la disjonction de tous les fils use. Nous appelons
requéte d’arbitrage le moment correspondant a un front montant de tk, c’est-a-dire le moment ol tk
change de valeur pour devenir vraie (figure 9.4).

2.3 Description du dispositif d’arbitrage

Le dispositif d’arbitrage (figure 9.2) recoit un jeton représenté par le signal tk, calcule le signal
grant associé et selon la valeur d’un signal interne dépendant de ask, transmet ou non le jeton au
dispositif suivant. De maniere plus précise, voici le fonctionnement du dispositif. Pour chaque dispositif,
il y a un signal d’entrée tk et un signal de sortie new_tk qui représentent la présence d’un jeton en
entrée et en sortie du dispositif, et un signal interne g qui représente I’autorisation de fournir la ressource
a 'unité. Dans chaque dispositif, la demande d’arbitrage est modélisée par un front montant du jeton.
Cela correspond dans la figure 9.3 a la boite EDGE. Le signal g évolue de la facon suivante : sa valeur
change a chaque demande d’arbitrage (front montant) pour prendre la valeur de Ask, puis elle reste
constante jusque la prochaine demande d’arbitrage. La ressource sera fournie a I’unité si le dispositif est
autorisé a la fournir (¢ vrai) et si le jeton est présent ( ¢tk vrai). Sinon, et si le jeton est présent, il est
transmis au dispositif suivant (new_tk vrai).
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2.4 Fonctionnement général de I’arbitre

Dans cet arbitre, la connaissance de 1’existence d’une requéte et de I’utilisation de la ressource est
instantanée. Ainsi, dés qu’une unité demande la ressource, et si la ressource est libre, il y a instantané-
ment une émission de jeton. Par contre, la transmission d’un jeton de dispositif en dispositif n’est pas
instantanée. Ainsi, entre le moment ol un jeton est émis et le moment ou la ressource est utilisée, il
s’écoule un certain laps de temps. Pendant cette période, et d’apres les hypotheses faites sur le fonction-
nement des unités, une unité demandant la ressource continue a la demander, et ainsi 1’arbitre continue
a émettre des jetons. Ces nouveaux jetons émis ne sont pas consommés par d’autres unités. De maniere
informelle, ces unités n’ont pas 1’autorisation de les prendre car dans chaque unité, le signal ¢ représen-
tant I’autorisation de prendre le jeton ne change de valeur qu’au moment d’une demande d’arbitrage,
c’est-a dire au moment de la premiere émission de jeton pendant cette période d’arbitrage. L'unité a
qui I’on fournit la ressource va donc recevoir plusieurs jetons. D’apres les hypotheses faites sur le fonc-
tionnement des unités, elle est donc obligée d’utiliser la ressource pendant tout la durée ou elle recoit
des jetons. Cela peut sembler au premier abord contraignant, mais ce laps de temps est négligeable par
rapport au temps d’utilisation minimum de la ressource. Si ce n’était pas le cas, il faudrait choisir un
autre type d’implémentation.

2.5 Les propriétés

Comme nous I’avons dit plus haut, cet arbitre doit respecter deux propriétés : I’exclusion mutuelle,
et une priorité sur 1’ordre d’attribution de la ressource. De maniere informelle, cela signifie qu'une seule
unité peut utiliser la ressource a un instant donné, et si deux unités a un instant donné demandent la res-
source, celle de plus petit rang 1’aura en premier. Cette derniere propriété est trop forte pour étre vérifiée
en ces termes dans le cas d’une solution distribuée. En effet, cette propriété nécessite une connaissance
instantanée de 1’ensemble des requétes au niveau de chaque dispositif d’arbitrage. La propriété que cet
arbitre va vérifier est la suivante : si la ressource est fournie a une unité a un instant donné, alors au
moment de la requéte d’arbitrage (au moment de 1’émission d’un premier jeton), il n’y avait aucune
unité de rang inférieur qui demandait la ressource. En fait, du point de vue de 1'unité, cette propriété
simplifiée n’est pas fondamentalement différente de la propriété idéale si le temps de propagation des
informations d’arbitrage est tres court.

2.6 Transcription du systeme dans le modele polyédrique

La transcription de I’arbitre dans le modele polyédrique ne pose pas de probleme. Elle a été réalisée
par Le Moénner au cours de son stage de DEA ([62]). Le circuit est décrit en affectant une variable po-
lyédrique pour représenter un signal présent dans chaque unité. C’est-a-dire que la variable polyédrique
ask va représenter I’ensemble des signaux ask de 1’arbitre. Les signaux ask, use, grant, q, tk seront re-
présentés par des variables a deux dimensions et un parametre : une dimension représentant le temps,
l’autre le rang de I’unité, et le paramétre le nombre d’unités. Ainsi, Iinstance ask[t, ] représentera le
signal ask de I"unité ¢ a I'instant ¢. Pour la variable ¢k, I’interprétation est la suivante : I’instance tk|t, i]
représente la présence a I’instant ¢ du jeton en sortie du dispositif associé a I'unité ¢, ou de maniere
équivalente sa présence en entrée du dispositif de I'unité ¢ 4+ 1. Deux variables sont rajoutées pour ex-
primer la disjonction des variables use et ask, ce sont les variables Or_ask et Or_ use. La traduction du
systeme dans le langage ALPHA est située dans la figure 9.5.

Dans la figure 9.6, nous avons représenté la répartition attendue des valeurs de la variable tk. Apres
un front montant, le jeton continue a étre émis pendant N unités de temps (si 'unité N obtient la
ressource).

La traduction des propriétés sur le fonctionnement de 1’unité dans le modele polyédrique est quant a
elle plus difficile. Ce sera 1’objet de la section suivante.
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system arbitre:{P|P>1}

(ask,Use: {t,i1]t>=0;1<=i<=P} of Dboolean)
returns
(grant: {t,i|P>=i>=1;t>=0} of boolean);
var
q: {t,i1|P>=i>=1;t>=0} of boolean;
tk: {t,1|P>=1i>=0;t>=0} of boolean;
Or_ask: {t,1|P>=1i>=0;t>=0} of boolean;
Or_use: {t,1|P>=i>=0;t>=0} of boolean;
used: {t1t>=0} of boolean;
requested: {t|t>=0} of boolean;
let
g= case

{t,ilt<=1}: false;
{t,i1t>1}: (tk.(t,i -> t-1,i-1) and not tk.(t,i -> t-2,i-1)
and ask.(t,i -> t-1,1))
or ( not (tk.(t,i -> t-1,1i-1) and not tk.(t,i -> t-2,1i-1))
and g.(t,i -—> t-1,1));
esac;

tk= case
{t,i1t=0}: false;
{t,11t>0; i=0}: requested.(t,1i -> t) and not used.(t,i -> t);
{t,il1t>0;i>0}: not g.(t,i -> t,1) and tk.(t,i -> t-1,1i-1);
esac;

requested= Or_ask.(t -—> t,P);

Or_ask= case
{t,1i1t=0}: false;
{t,11t>0; i=0}: false;
{t,11t>0;1i>0}: Or_ask(t,i -> t,i-1) or ask.(t,i -> t,1i);
esac;

used= Or_use. (t -> t,P);

Or_use= case
{t,i1t=0}: false;
{t,11t>0; i=0}: false;
{t,1i1t>0;1i>0}: Or_use.(t,i -> t,i-1) or Use.(t,i1 -> t,1);
esac;

grant= case
{t,ilt<=1}: false;
{t,ilt>1}: g.(t,i -> t,1i) and tk.(t,1i -> t-1,i-1);
esac;

tel;

F1G. 9.5 — Traduction dans le langage ALPHA du systeme représentant 1’arbitre.
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3 Spécification des hypotheses et des propriétés.

Dans cette section, nous allons spécifier les hypotheses et les propriétés de 1’arbitre. Nous utiliserons
pour cela la notion de formule généralisée présentée en section 1.

3.1 Hypotheses sur le fonctionnement d’une unité

Dans son rapport de DEA, Le Moénner avait commencé a étudier le probleme. Elle proposait de
décrire ces propriétés sous formes d’équations récurrentes et d’assertions. Elle s’appuyait pour cela sur
des travaux menés par Halbwachs et al dans [44]. Nous reprenons ici la spécification proposée par Le
Moénner et nous 1’adapterons a notre formalisme. L’idée est de représenter des propriétés temporelles a
I’aide d’équations récurrentes. Dans ce mémoire, nous ne justifierons pas formellement la représentation
proposée, ce travail est en cours de formalisation. Nous précisons simplement que la correction repose
sur la sémantique du modele polyédrique.

I’unité ne demande pas la ressource quand elle I’utilise. Cette hypothése porte sur les variables
ask et use. Elle s’exprime de la maniére suivante :

Vpocsarbz’trev ):p {t7i|0§t;1§igp}:a‘9k/\ use lﬁ

Nous associons a cette hypothese la variable AskAndUse définie sur le domaine {¢,7 | 0 < ¢;1 < i <
P} par I’équation suivante :
AskAndUse = ask N use

L hypothese sera donc représentée par la formule

fAskAndUse = {tyi ’ 0< t; 1< < P} : AskAndUse lﬁ(

L’unité commence a utiliser la ressource des qu’elle lui est accordée. Cette hypothése porte sur les
signaux grant et use. Elle s’exprime de la maniére suivante :

Vp < Sarbitre, Fp {t,1 |0 <81 <0< P}:—grantV use | 1t
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Nous associons a cette hypothése la variable NotGrantOrUse définie sur le domaine {¢,7 | 0 < ¢;1 <
i < P} par I’équation suivante :

NotGrantOrUse = —grant V use
L’hypothese sera donc représentée par la formule

fNotGrantoruse = {t,1 | 0 < ;1 <i < P} : NotGrantOrUse | 1t

Au départ, ’unité n’utilise pas la ressource. Cette hypotheése porte sur le signal use. Elle s’exprime
de la maniere suivante :

Vp X Sarvitre, Fp {t,i |t =0;1<1i< P}: use | ff
Il n’est pas nécessaire de rajouter une variable. L’ hypothese se représente simplement par la formule :
frotse = {t,i [t =0;1<i < P}:ouse | ff

Les deux derniéres hypothéses sont plus difficiles a spécifier. Ces propriétés sont les suivantes :

— ’unité n’utilise pas la ressource sans qu’on la lui ait fournie,

— quand elle la demande, elle continue a la demander jusqu’a ce qu’on lui fournisse.

Ces hypotheses font appel a une notion de « passé ». Leur traduction passe par 'utilisation de
pseudo-pipelines. Elles sont spécifiées de la maniére suivante :

L’unité demande la ressource jusqu’a ce qu’elle lui soit fournie. Placons-nous a un instant ¢, et
supposons cette hypotheése correcte a cet instant, alors,
— soit I'unité ne demande pas la ressource et dans ce cas :
— soit elle ne la demandait pas a I'instant précédent et I’hypothése a I'instant précédent était
vérifiée,
— soit elle la demandait et donc la ressource vient de lui €tre fournie.
— sinon, elle demande la ressource.
Nous venons donc de donner une version récursive de I’hypothése. Nous la traduire & 1’aide d’une
variable polyédrique AskUntilGrant définie par I’équation suivante.

{t,i|t=0}: 1t
{t,i]t>0}: ask
vV (ask.(t,i —t—1,i) A grant
Vo (—ask.(t — 1, — t,1) A AskUntilGrant.(t,i — t — 1,1)

AskUntilGrant =

et la formule représentant 1’hypothese est ainsi

faskvuntiiGrant = {t,i |t > 0;1 <i < P}: AskUntilGrant | 1t

L’unité n’utilise pas la ressource sans qu’on lui ait fournie. Cette hypothése s’exprime de la maniere
suivante.
— Soit elle n’utilise pas la ressource,
— sinon, la ressource a été fournie depuis 1’instant ou elle n’utilisait pas la ressource, c’est-a-dire :
— soit la ressource vient de lui étre fournie,
— soit elle I'utilise et a I’instant précédent la ressource avait été fournie depuis 1’instant ou elle
n’utilisait pas la ressource.
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Cette traduction nécessite donc une variable polyédrique intermédiaire notée OnceGrantSinceNotUse.
Cette variable est définie de la maniere suivante :

{t,i|t=0}: grant
OnceGrantSinceNotUse = < {t,i |t >0} : grant
V' (use A OnceGrantSinceNotUse.(t,i — t — 1,1))

Nous pouvons maintenant définir la variable associée a I’hypothese :
NotUselfNotGrant = = use V OnceGrantSinceNotUse
La formule représentant 1’hypothése sera

fNotUseIfNotGmnt = {t77; | t>20;1<:< P} : NOtUSQIfNOtGTant l 1t

Définition du contexte Nous notons F onteqte 1a formule généralisée définie par la conjonction des
formules associées aux hypotheses :

fcontexte = fAskAndUse A fNotGmntOrUse A fNotUse A fNotUseIfNotG’mnt A fAskUntilG’mnt

3.2 Spécification des propriétés

Il nous faut maintenant exprimer les propriétés que nous voulons prouver. La spécification des pro-
priétés proposée par Le Moénner ne permettait d’exprimer les propriétés que pour une valeur fixée des
parametres. La solution que nous proposons ici est paramétrée : elle est donc valable quelle que soit la
valeur des parametres.

Exclusion mutuelle. La premiere propriété concerne 1’exclusion mutuelle. Deux unités ne peuvent
pas utiliser simultanément la ressource. Cette propriété peut s’exprimer sémantiquement de la maniére
suivante :

Vp & Sarbitre, VP, ¥, Vi, 1 < i < P,val(E( use)(p))[t,i| = Vj,j # i, ~val(E(use)(p))[t, 7] (9.3)

Si nous voulons prouver cette propriété dans le modele polyédrique, il faut transformer cette expression
en une formule généralisée. Comme nous avons une implication, la formule généralisée sera une impli-
cation entre deux formules. Pour la premiere formule, nous pouvons donc prendre {¢,i | 1 <i < P;t >
0} : use | 1t,la seconde formule devrait quant a elle avoir la forme suivante D : use | ff ou D est
un domaine. Cependant nous ne pouvons pas exprimer le domaine D. En effet, dans 1’expression 9.3,
la quantification de j est sous la portée de la quantification de 7. La solution est d’utiliser un parametre
comme nous I’avons expliqué dans la section 1.2.

Dans I’expression 9.3, la deuxiéme partie de I’implication, Vj # i, ~val(E( use)(p))|[t, j] est sous la
portée des deux indices t et ¢ (P est un parametre). Nous allons donc rajouter au systéme .S ,,p;re deux
parametres 17 et [ qui seront liés aux indices ¢ et ¢ de la maniere suivante 77 = t et I; = 7 et que nous
allons utiliser pour spécifier la propriété sur I’exclusion mutuelle :

Vp o< Syrbitre, VP, VT, V11, (Vt, t = T1,V1, i = I1,val(E( use)(p))]t,1]))
= (VJ, .7 7é I17Vt7 t= T17 —wal(é’( use)(p))[t,]])
Avec cette nouvelle expression, nous pouvons maintenant exprimer facilement nos deux formules

fmutexl — {t,i|t=T1,i:Il}:useltt
Jmutez2 = {t7i|t:T1,i<I1}U{t,i|t:T1,i>Il}:uselﬁ“

La formule généralisée F,,,, e associée a la propriété sur I’exclusion mutuelle se définit donc par :

fmutea} = fmutea:l = fmutex? (94)
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Priorité. La seconde propriété concerne la priorité : si la ressource vient d’étre fournie a une unité
1, alors lors de la précédente requéte d’arbitrage aucune unité de rang inférieure a ¢ ne demandait la
ressource. Ceci peut s’exprimer sémantiquement de la maniére suivante :

Vp o Sarbitre, VP,Vi, 1 <i < PVt t —i>0
val(E(grant)(p))[t,i] A —val(E(grant)(p))[t — 1,1 =
Vi, j <1, ~wal(E(ask)(p))[t —i —1,]]

Nous retrouvons le méme probléme que pour I’exclusion mutuelle : I'indice j est sous la portée de
I’indice 7, et I’indice ¢ a une portée des deux cotés de I'implication. Nous devons ajouter des parametres
pour pouvoir exprimer cette propriété sous forme de formule généralisée. Nos deux formules sont donc
ici:

Joriort = {tyi|t="Ts,i= I} :grant Agrant.(t,i —t—1,i) | 1t
fpm‘grg = {t,i ‘ t="1T5,1 < IQ} U {t,i ’ t="1T5,1> [2} cask | ff

La formule généralisée F,.;or associé€e a la propriété de priorité se définit donc par :

fprior = fpriorl = fpm’or2
Nous devrons donc prouver que :

fcontea:td Sarbitre P fprior A fmutem (95)

4 Preuve de ’arbitre

Le but de cette section est double :

— il est, bien siir, de donner le schéma de preuve des propriétés,

— mais aussi, de présenter de nouvelles techniques de preuve que nous illustrerons a 1’aide de 1’ar-

bitre.

Jusqu’ici, I’existence d’une preuve repose sur la construction d’un arbre de preuve dont toutes les
feuilles sont fermées et les expressions sont des constantes. Le processus de construction de la preuve
se déroule donc ainsi : nous commencons par construire un arbre de preuve et sur les feuilles pendantes,
nous essayons d’appliquer des heuristiques d’agrandissement. Cependant, il y a de nombreux cas ou ces
heuristiques ne peuvent pas s’appliquer ou ne donnent aucun résultat concluant. L’ utilisateur doit alors
intervenir, soit pour donner un meilleur agrandissement, soit comme nous I’avons vu en conclusion du
chapitre 6 pour fournir un invariant. Pour que la méthode de preuve que nous proposons soit intéressante,
il faut que I'utilisateur intervienne le plus rarement possible. Nous allons donc ici proposer de nouvelles
techniques pour permettre de reprendre les preuves sur les feuilles pendantes.

Nous voulons donc prouver les propriét€s Fprior €t Frputer- Ces deux propriétés portent sur des
variables d’entrée. La construction de 1’arbre ne donnera donc rien d’autre qu’une feuille pendante sur
laquelle aucune regle ni agrandissement ne peut étre appliquée. Rappelons que notre probléme est de
prouver le séquent (9.5). Ce séquent contient un contexte (cf. page 9.5). Jusqu’a présent, le systeme de
preuve que nous avons développé ne tenait pas compte du contexte. Ainsi, nous ne tirons pas parti dans
la preuve des formules Fprior €t Fruter des hypothéses faites sur le fonctionnement de 1’arbitre. Nous
devrons donc développer un nouveau systeme de regles de preuve. Nous nous contenterons simplement
de compléter le systeme de régles de preuve sur les formules en ajoutant des régles pour le contexte.
Ces reégles sont similaires a celles que nous utilisons en partie droite du séquent. Nous les donnons en
annexe F. Elles ne sont données qu’a titre informatif et nous ne prouverons pas ici leur streté (nous
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rappelons que le but de cette section est simplement de donner I’intuition des techniques que nous
souhaitons développer). La dérivation les formules du contexte, permet de construire ce que 1’on appelle
un arbre de dérivation. Nous préférons employer le terme arbre de dérivation a arbre de preuve lorsque
I’on dérive les formules du contexte car le but n’est pas pour ses formules de construire une preuve
mais de construire des formules qui sont des conséquences de formules du contexte. En construisant cet
arbre, nous augmentons ainsi le nombre d’hypotheses. pour les formules du contexte. La construction
des arbres de dérivation des formules du contexte permet de générer de nouvelles formules dans le
contexte, de fournir des motifs et de simplifier le systeme. Les motifs ainsi obtenus peuvent ensuite &tre
utilisés dans la construction des arbres de preuve des formules a droite du séquent.

Cependant, dans la preuve des propriétés de I’arbitre, utiliser notre outil de preuve ne permet pas
d’effectuer directement la preuve de ces propriétés. Nous n’avons ici pas trouvé d’autre solution que de
fournir un invariant pour construire les preuves. Nous commencerons par définir I’'invariant, puis nous
le prouverons. Une fois I’invariant prouvé, il pourra étre ajouté aux formules du contexte pour prouver
les deux propriétés.

4.1 Recherche de ’invariant

Le choix de I'invariant est effectué par I’utilisateur. Rappelons brievement le fonctionnement de
I’arbitre. Lors d’une demande d’arbitrage, c’est-a-dire lorsqu’une unité demande la ressource et que la
ressource est libre, un jeton est émis. Ce jeton est transmis d’unité en unité jusqu’a arriver a une unité
demandant la ressource. Tant que la ressource n’est pas transmise a I’unité la demandant, I’unité continue
de la demander, et nous sommes toujours dans 1’état de demande d’arbitrage ; des jetons continuent donc
a &tre émis. Il faut IV unités de temps pour qu’un jeton arrive a I’'unité IV, ainsi N jetons seront émis.
Nous allons utiliser ce fait pour construire notre invariant. Notre invariant sera donc le suivant : si la
ressource a été fournie a I'instant 7" a I'unité N, alors lors de la précédente requéte d’arbitrage qui a
débuté en T' — N, N jetons ont été émis. Les jetons sont représentés par la variable tk.

Nous introduisons la variable edge qui représente le fait que la ressource vient d’étre allouée a une
unité. Cette variable se définit de la maniere suivante :

edge = grant A =grant.(t,i —t —1,1)
L’invariant s’exprime donc sémantiquement de la maniere suivante :

VN, VT, val(E(edge)(p)[T, N] =
Vi, 0<i< NV, T—N+i<t<T+i—1,val(E(tk)(p)[T, N]
AYi, N <iVt, T — N+i<t<T+1i—1,-wal(E(tk)(p)[T,N]
AVi, 0 < iV, t =T — N +i— 1, —wal(E(tk)(p)[T, N]
AYi, 0 <i,Vt, t =T +i,~wal(E(tk)(p)[T, N]

Les indices 1" et [N ont une portée des deux co6tés de I’implication, on les représente donc a I’aide de
deux parametres T et Ny pour exprimer cette expression sous forme d’une formule généralisée. Nous
définissons les deux domaines D1 et D représentant respectivement le domaine ou tk est vrai, et le
domaine ou ¢k est faux par :

Dr = {t,i|To— No+i<t<Top+i—1,0<i< Ny}
Dp = {t,i|T0—N0—|—’i§t§T0—|—’i—1,NOS’L}U{t,i‘t:To—No—{—Z'—]_,OSZ'}
U {tilt=To+i,0<1}
Sur la figure 9.7, nous représentons en gris clair le domaine D et en gris foncé le domaine Dp.
Les trois formules suivantes sont utilisées dans la définition de I’invariant :
finvg = {t,i |t =To;i = No}: edge | 1t
finvg =D 1tk | 1t
finvp =Dr: tk lﬁc
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F1G. 9.7 — Répartition des valeurs de tk.

L’invariant est défini par la formule généralisée F,,,, :
-7:im) = fim;E = fz’an A fim)p

Nous devrons donc prouver :
Feontexte; S P Finv (9.6)

Puis nous prouverons

{j:contextea j:inv}§ S 'i fprior A fmutem (97)

4.2 Mise en place de la preuve de I’invariant

Dans la section précédente, nous avons défini I'invariant, notre probleme est donc maintenant de
fournir une preuve de (9.6).

Pour expliquer la démarche de la construction de la construction de la preuve de I’invariant, nous

allons effectuer deux constructions :

— Lapremiére construction s’appuie sur une utilisation directe du systeéme de preuve. Cette construc-
tion ne permettra pas d’obtenir une preuve de I’invariant c’est-a-dire que nous allons obtenir un
certain nombre de sous-buts que nous n’arriverons pas a résoudre. Cette construction nous per-
mettra d’illustrer 1’utilisation du systeme de preuve. De plus, elle sera réutilisée dans la seconde
construction.

— La seconde preuve nous permettra de présenter différentes tactiques de preuve et nous menera a
la construction d’une preuve. La démarche de la construction de cette preuve sera expliquée dans
la section suivante.

Pour simplifier les explications, nous avons préféré séparer les deux constructions, cependant la seconde
construction de la preuve pourrait commencer la ou s’arréte la premiere.

Premieére construction d’un arbre de preuve de ’invariant. Nous pouvons donc commencer la pre-
miere construction qui consiste simplement a utiliser les régles du systeme de preuve. Cette construction
est complétement automatique. Nous nous contentons ici d’expliquer cette construction étape par étape.
Cette décomposition par étape permettra de montrer I’enchainement du processus de preuve.

Pour prouver le séquent 9.6, nous pouvons ici commencer par appliquer :

— soit les reégles de preuve sur la partie droite du séquent et construire un arbre de preuve,

— soit sur la partie gauche du séquent c’est-a-dire sur le contexte et construire des arbres de dériva-

tion.

Si nous commengons par construire les arbres de dérivation, nous augmentons le nombre d’hypo-
theéses et nous générons de nouveaux motifs. De plus, il est possible de simplifier le systéme avant de
commencer la preuve. Nous avons cependant choisi de commencer par la construction des arbres de
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preuve : la construction des arbres de dérivation et donc I’utilisation des formules du contexte n’in-
tervient qu’a partir du moment ou la construction de 1’arbre de preuve est terminée et a échoué. Les
hypotheses (formules du contexte) ne sont utilisées qu’au moment nécessaire.

Nous ne nous intéressons pour le moment qu’a la preuve de la formule F;;,,. Cette formule est une
implication : nous utilisons la reégle de preuve définie en annexe F pour le cas de I’'implication. Nous
ajoutons alors au contexte la formule f;,,, et nous devons maintenant prouver la formule fin,, A finvp-
Le probleme est donc transformé en prouver :

{Fcontextea fim)E}; S P fim)T A fim)p (98)

Nous construisons les deux arbres de preuve et nous obtenons les deux arbres représentés dans la fi-
gure 9.8. Pour simplifier la compréhension de 1’arbre, nous nous contentons de donner la structure gé-
nérale de I’arbre en omettant certains noeuds intermédiaires et nous ne représentons que les formules
associées aux nceuds. De plus, toujours dans I’optique d’une simplification de la compréhension de
I’arbre, nous ne représentons pas la phase d’initialisation du systéme, nous supposons donc que Ty est
suffisamment grand. En effet, durant la phase d’initialisation du systéme, si Ty — Ny est négatif ou nul,
nous obtenons des feuilles pendantes fausses. Nous traiterons ce cas dans le paragraphe suivant.

Dr:tk | u

N

{t‘To—NQSt<T0}:

Dr:
ria Ll requested N\ —used | tt
{t,i’t:To—N0+i—1}2 {t‘To—NOSt<T0}: {t|T0—N0§t<T0}Z
ask | ff requested | tt used | ff

{t|T0—N0§t<T0}I {t,i’To—N0§t<To}:
Or_ask | 1t use | ff
DF:tklﬁc

T~

t’t:TO—NO—l}U{t’TOSt<T0+NO}:
Dr : F {
r: False Lff requested N\ —used | ff

FIG. 9.8 — Structure des arbres de preuve des formules f;y,,. et finy, sous le contexte Feonteate €t finvy-

La substitution par constante a permis de plus de simplifier la variable grant qui est maintenant
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définie sur le domaine {t,i | Top — No+i—1 <t < Ty + Ny} par:

{t,i|t="Ty;i= No}: True
grant = . . . .
{t,i|To— No+i—1<t<Typ+ No}\{t,i|t=To;i=No}: False

Nous n’obtenons qu’une seule feuille fermée dans I’arbre de la formule f;,,. Nous allons donc
nous intéresser au contexte, et nous utiliserons les informations obtenues pour reprendre la construction
des deux arbres de preuve.

Construction des arbres de dérivation du contexte. Pour chaque formule du contexte, nous construi-
sons un arbre de dérivation. De plus lors de la substitution par constante, nous pouvons simplifier les ex-
pressions d’autres variables qui peuvent alors étre définies par des constantes (comme c’est par exemple
le cas pour la variable grant lors de la construction des arbres des formules fiy,,. et finy,). Dans ce
cas, nous associons a ces variables une formule qui est ajoutée au contexte.

Pour les formules fAskAndUsea fNotGmntOrUsea fNotUse’ fNotUseIfNotGmnt (Cf pages 167—169), les
arbres de dérivation n’apportent pas de nouvelles formules dans le contexte. Ces variables sont définies
par des motifs (cf. page 67), ainsi lors de la construction de 1’arbre de dérivation, aucune regle ne peut
étre appliquée, seul un motif est ajouté a la liste de motifs. La dérivation de la formule f 4 sk yntiiGrant €St
plus intéressante. Nous 1’avons représentée en figure 9.9.

(AskUntilGrant,{t,i |t > 0;1 <1i < P}, 1t,SubsCons)

(True,{t,i | t = 0}, 1, VarEnt) (AskUntilGrantSimp,{t,i | t > 0}, tt, EchAuto)

ot AskUntilGrantSimp = —ask.(t,i —,t — 1,1) V ask.(t,i —,t,i) V grant.(t,i —,t — 1,1)
FIG. 9.9 — Arbre de dérivation de f A5 untiiGrant

Nous ajoutons une nouvelle formule au contexte. Elle est définie par la formule suivante :
{t,i|t>0;1<i<P}: AskUntilGrantSimp | 1t
Cette variable est définie par :
AskUntilGrantSimp = —ask.(t,i —,t — 1,1) V ask.(t,i —,t,i) V grant.(t,i —,t —1,7)  (9.9)

Reste maintenant a construire 1’arbre de dérivation de la formule fy,,,,.
Pour simplifier la présentation de cet arbre, nous commencons par effectuer le cas général ou Ty —
Ny > 0, puis nous verrons la phase d’initialisation ou Ty — Ny < 0.

— Tp — Ng > 0. La structure de 1’arbre est représentée en figure 9.10 lorsque la valeur des para-
metres respecte la contrainte 79 — Ny > 0. La construction de cet arbre a permis de générer de
nouvelles formules et des nouveaux motifs. En particulier, nous connaissons maintenant la valeur
des signaux q, use et Or_ask en certains points de leur domaines. Ces signaux ont été substitués
par leur valeur dans le systeme .S. Ce systeme a donc été simplifié.

— Top — Ny < 0. Sinous enlevons la contrainte Ty — Ny > 0, et en ne construisant que la branche
correspondant a la formule {¢,i | t = Tp;i = Np} : grant | tt, nous obtenons 1’arbre représenté
dans la figure 9.11. Su cet arbre nous n’avons plus aucune contrainte sur les parametres T et Ng.
Nous obtenons donc des feuilles fermées fausses, c’est-a-dire des formules non valides. Nous
rappelons que la formule f;,,,, fait partie du contexte (cf. (9.8)). Une interprétation hative de la
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{t,i|t="Tp;i = No}: edge | tt

T

{t,i’t:To;i:No}: {t,i|t:T0—1;i:N0}Z
grant | tt grant | ff
{t,i‘t:To;i:No}i {t,i‘t:To—No—l—i;OSiSN()}: {t,i‘t:To;i:No}:
qln thk | 1t gNAtk.(tyi—t—1,i—1) | f
{t,i‘t:To—N0+i;0§i§N0}: {t,i|t=T0—N0}:
qlff requested N\ —~used | tt

<

{t,i|t="To— No}: =To— No}:
requested | tt used | ff

{t,i|t:T0—N0>0;i:N}2 {t,i|t:T0—N0}2
Or_ask | 1t use | ff

FIG. 9.10 — Arbre de dérivation de la formule f;;,,, pour Ty — Ny > 0. Les feuilles de I’arbre fournissent
de nouvelles formules au contexte.
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No

Ny N,

No =A{t,i|t="Tp;i = No}: grant | tt
N1:{t,i‘t:To;TQ:1;i:N0}2FalS€J,l‘l

Ny ={t,i|t="Tp;i=No}:qNtk(t,i—t—1,i—1)|n
NgZ{t,i‘t:To;i:No}iqltl
N4:{t,i|t—i:T0—N0;OSi§N0;tZO}It/{?ll‘l‘
N5:{t,i\t—i:To—N0;t:O}:Falseltt

Ng = {t,i |t =Ty — No;i =0;Ty — Ng > 0} : requested \ —used | tt
N7 ={t,i|t=Ty— No;i=0;Tp — No >0} :q | ff

Les deux feuilles encadrées sont des feuilles fermées fausses, les pointillés indiquent que I’arbre n’est
pas entierement construit ici.

FIG. 9.11 — Arbre de dérivation de la formule f = {¢,i | t = To;i = No} : grant | f sans contraintes
supplémentaires sur les parametres.
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présence de feuilles fermées fausses peut nous mener a la conclusion que la formule f;;,,, est
non valide et ainsi en appliquant I’axiome AX1 des regles de preuves des formules généralisées
nous aurions montré fin,,. A finy. Cette interprétation est erronée, il suffit de se rappeler que les
preuves sont paramétrées (cf. section 1.2). Les formules non valides correspondant aux feuilles
N7 et N5 ne sont définies que pour certaines valeurs des parametres : il faut que Ty — Ny soit
inférieur a 0. Pour les autres valeurs des parametres il n’y a pas de feuilles fermées fausses. Ainsi
si Tp — Ny est strictement négatif, nous avons montré le séquent 9.6 et la preuve est terminée dans
ce cas.
Nous pouvons maintenant reprendre la construction des arbres de preuve des formules fi.,. et finyp
en se limitant au cas ot Ty — Ny est positif. La structure générale des arbres est similaire aux arbres 9.8.
Cependant, apres la construction de I’arbre de dérivation de f;,,,,,, quelques feuilles pendantes des arbres
de preuve de finy, €t finy, ont été transformées sur une partie de leur domaine en feuille fermée. Nous
avons obtenu les feuilles fermées suivantes :

{t,i|t=Ty— No}:Or_ask | tt
{t,i|t =Ty — No}: use | ff

Il reste cependant des feuilles pendantes dont les formules sont les suivantes :

{t |t =Ty — No — 1} : requested N\ —used | ff
{t,i | To— No<t<Ty—1;i=N}:Or_ask | 1t
{t,yi|To— No <t <Ty—1}: use | ff (9.10)
{t,i’To—N0+i§t§T0—1;1SiSNo—l}iaSklﬁc
{tyi|t=Ty—1;i= No}:ask|nt

Les feuilles pendantes que nous n’avons pas réussi a prouver ont le sens suivant :
— La premiere signifie simplement que I’instant précédent le début de la requéte d’arbitrage, il n’y
avait pas de requéte d’arbitrage.
— Les deux suivantes signifient que tant que la ressource n’a pas été attribuée a I’unité Ny, il continue
a y avoir une requéte d’arbitrage, c’est-a-dire que les unités voulant la ressource continuent a la
demander, et aucune unité n’a la ressource.
— Les deux dernieres permettent d’assurer que la ressource sera attribuée a I'unité V.
Certaines de ces feuilles pendantes correspondent a des formules sur des variables d’entrée et de
sortie. Nous représentons ces feuilles dans la figure 9.12, c’est-a-dire que nous représentons la répartition
des valeurs des variables d’entrée et de sortie que nous devons prouver.

ask use grant
P P P
N() % o NO N()
X
X
X
n
To — No To Ty To
requested
x } valeurs ff ;} valeurs 7t

F1G. 9.12 — Répartition des valeurs a prouver
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Nous avons transformé notre probléme initial en la preuve de cinq formules portant sur des variables
d’entrée. Le systeme de preuve que nous avons construit (¢f. annexe F) ne nous permet pas de poursuivre
la preuve. Nous allons donc maintenant étudier la deuxieéme construction de la preuve de I’invariant. Il
ne faut cependant pas considérer cette premiere construction comme un échec, car il serait possible de
commencer la deuxieéme construction a partir de ce qui a déja été prouvé, cela compliquerait cependant
les explications.

Schéma de construction de la seconde preuve. La seconde construction que nous allons présenter
maintenant est plus complexe et fait appel a de nombreuses tactiques. Nous allons donc tout d’abord
présenter le schéma de construction de la preuve et nous allons indiquer ce qui a été prouvé a chaque
étape.

1. Latactique que nous utilisons est un raisonnement pas récurrence. L.’idée est de prouver I’invariant
en effectuant une récurrence sur les parametres. Nous présentons simplement la mise en place du
processus de récurrence.

2. La seconde étape consiste a construire 1’arbre de preuve de la formule F;,,,, cette étape reprend
exactement la premiere construction de la preuve, nous ne la présenterons donc pas. Nous ob-
tenons des résultats similaires a la premiére construction exceptés que nous avons une formule
supplémentaire dans le contexte que nous avons obtenu lors de la mise en place de 1’étape de
récurrence. Nous allons donc utiliser divers tactiques pour continuer a enrichir le contexte a partir
de cette formule.

3. Enrichissement du contexte :

(a) La formule introduite lors de I’étape de récurrence est une implication qui est paramétrée.
Nous présentons alors une technique pour générer des formules a partir de cette implication.
Nous obtenons ainsi une formule portant sur la variable edge.

(b) Latactique suivante est tournée vers I’étude des pseudos-pipelines. Nous montrons comment
a partir d’un pseudo-pipeline générer des formules en ajoutant simplement des parametres.

(c) Puis nous présentons une nouvelle utilisation de 1’opérateur d’agrandissement, en agrandis-
sant des domaines de formules portant sur des variables d’entrées.

4. Les tactiques que nous venons d’énumérer ne permettent que d’enrichir le contexte. En enrichis-
sant le contexte, nous arrivons a prouver partiellement les formules a droite du séquent. Cependant
cette preuve n’est que partielle, les formules ne sont valides que sur des sous-domaine de leur do-
maine. Pour effectuer la preuve complete des formules de droite, nous utilisons un raisonnement
par I’absurde

Pour résumer et de maniere trés approximative, la preuve est donc faite en trois parties,

— tout d’abord la mise en place de la récurrence, et la construction des arbres de preuve

— puis nous appliquons un certain nombre de tactiques pour enrichir le contexte,

— enfin nous nous tournons vers la preuve des formules de droite. Comme une preuve par construc-
tion de I’arbre de preuves donne des feuilles pendantes et que nous ne pouvons plus dériver le
contexte, nous utilisons un raisonnement par 1’absurde.

La premiere tactique que nous allons présenter est un raisonnement par récurrence sur les parametres

du systeéme.

4.3 Raisonnement par récurrence

Pour prouver des propriétés sur un systéme, la solution peut étre une preuve par récurrence. C’est
ce que nous utilisons ici pour prouver I’invariant. Bien entendu ce processus n’est pas compleétement
automatisable, et I’utilisateur sera amené a donner I’indice de récurrence. Cependant, des heuristiques
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pourraient étre développées pour proposer des indices de récurrence. La récurrence ne peut se faire que
sur des parametres (sur les indices, nous avons la substitution par constante).
Nous rappelons que I’invariant est défini par la formule généralisée F;y,, :

{tyi|t="To;i = No}:edge | tt = Dr:tk |t ANDp:tk|[ff
ou Dr et Dr sont définis par :

Dr=  {ti|To—No+i<t<Ty+i—1,0<i< N}
Dr = {t,i|T0—N0—|—’i§t§T0—|—’i—1,NOS’L}U{t,i‘t:To—No—{—Z'—]_,OSZ'}
U {ti|t=To+i,0<i}

Nous souhaitons donc prouver par récurrence la formule F;,, sur un parametre qui reste encore a
déterminer. Cette formule est paramétrée par T et Ny ainsi que par les parametres présents initialement
dans le systeme. Pour faire apparaitre le paramétrage, nous noterons maintenant la formule F,., 13, N, -
Nous voulons donc prouver que pour tous Ty, No = Finy, 75, N, - Nous pouvons donc effectuer la récur-
rence sur Ty ou sur [Ny ou sur une expression combinant T et Ng. Nous effectuons cette récurrence sur
To — Ny : I'instant Ty — Ny correspond a I’émission du premier jeton, si la ressource est fournie a I’unité
Ny a 'instant Tj.

Lors d’un raisonnement par récurrence, la premiere étape est de prouver le cas de base, c’est-a-
dire dans le cas qui nous intéresse ici, nous restreindre au cas ot Ty — Ny = 0. Dans notre technique
de récurrence, le cas de base peut étre directement résolu lors de 1’étape de récurrence. En effet, pour
effectuer I’étape nous devons supposer I’hypothese vérifiée jusqu’au rang Ty — Ny — 1 et la prouver au
rang T — Ny, autrement dit, nous devons prouver :

\V/T(]?NO’ (\V/TlaNla 0 S Tl - Nl < TO - NO, -7:z'm),T1,N1) )éj:inv,To,No (911)

Nous avons pris ici quelques libertés de notations : tout d’abord nous avons considéré que Ty et Ny
étaient des parametres de la formule F;;,, 13, N, c€ qui nous a permis d’écrire la formule F;p, 7 N,
puis nous avons quantifié des parametres. La premiere notation est utilisée pour simplifier 1’écriture, elle
ne pose pas de probleme particulier. L’utilisation des quantificateurs est en revanche plus délicate. Notre
but est de I’intégrer a court terme a notre langage de spécification. La quantification externe de T, Ny ne
pose pas de probleme particulier d’interprétation car nous avons vu que les preuves étaient paramétrées.
Cependant la quantification de 7 et Nj est plus génante tant qu'une sémantique des quantificateurs
n’est pas fournie'. Nous allons expliquer cette notation.

Comme nous avons une quantification universelle a la gauche du signe F= dans (9.11) et que sa portée
est limitée a I’expression a gauche de ce signe, nos formules ne sont pas spécifiées dans le modele poly-
édrique. La solution serait de remplacer les parametres 77 et N par des indices. Ce n’est cependant pas
possible car 77 et N7 sont utilisés dans les formules composant la formule généralisée F,,., 1, N, , €t nOUS
rappelons que pour écrire la formule généralisée Fy,. 1, N, , DOus avons dii introduire les parametres T
et Ny (cf. section 4.1). Nous considérons donc 77, N; comme des paramétres normaux que nous ajou-
tons au systeéme. La formule généralisée Fy,, 1, N, est paramétrée par T4 et Ny. Elle représente donc un
ensemble de formules, chaque formule de cet ensemble étant associée a une valeur des parametres T et
N7. Pour chaque valeur des parametres 77 et N1, la formule Fj,,,, 7, v, €st sémantiquement valide. Nous
pouvons donc considérer que I'expression V1, N1, 0 < 17 — Ny < Ty — No, Fino,1y,N, Teprésente
une conjonction de formules associées a chaque valeur des parametres 7' et N1. Nous utilisons alors
une regle de preuve similaire a celle de la conjonction sur le contexte.

Ainsi, si nous prouvons (9.11), nous aurons aussi prouvé le cas ou Ty — Ny = 0. En effet, si
Ty — Ny = 0 I’expression (VTl, Ny, 0 < Ty — N1 < Ty — Ny, (Env,Tl,Nl) n’est pas définie et nous
prouvons dans ce cas :

YTy, No, To — No = 0 == Finu,10,No

ICe travail est en cours de réalisation.
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Nous devons donc prouver :

L Qx
]:contextea -}-inv,Tl,Np SF ]:z'm),TO,NO

Seul le contexte a été modifié par rapport a 9.6. La construction de I’arbre de preuve de F;po 1, Ny
est donc identique. Nous commengons par appliquer la régle de I'implication sur la formule F,,, 71, Ny »
puis nous dérivons les formules du contexte. Nous obtenons donc les formules (9.10) a prouver. Nous
allons donc maintenant nous intéresser a la formule F;,, 7, n,. Cette formule est une implication. La
section suivante sera consacrée a la manipulation des implications dans le contexte.

4.4 Cas d’une implication dans le contexte

Dans cette section nous allons nous intéresser aux implications appartenant au contexte. Nous allons
ici présenter plusieurs tactiques, tout d’abord une tactique spécifique aux implications (nous n’en verrons
qu’un aspect), puis une technique permettant d’« intersecter des formules » pour vérifier si elles ne sont
pas contradictoires, et enfin une technique permettant de transformer des parametres en indices. La
principale difficulté que nous avons ici vient des quantificateurs 74 et N; dont la portée est limitée au
contexte.

La formule F;y,, 1, N, €st une implication qui appartient au contexte. Nous pouvons donc supposer
cette formule valide, sinon les formules a droite du séquent seraient automatiquement prouvées. Ainsi
pour tout point 77, V1, soit les formules fian,Tl, N, ©t fva?Tl’ ~, Sont valides soit f;n, poryn, D€ Iest
pas. Notre but est donc de déterminer pour quelles valeurs de 11 et N1, finvg 1, n, €St invalide par
rapport au reste du contexte. Pour cela, nous allons déterminer pour quelles valeurs de 74 et N les
formules finvy 1 n, €t finvp o, v, D€ sont pas valides.

Des arbres de preuve ont déja été construits pour les formules finv; 1, v, €t de finvy,, v, dans la
section 4.2. Puisque la construction d’un arbre de dérivation est identique a celle d’un arbre de preuve,
nous reprenons ces arbres, et nous ajoutons les formules construites & partir des variables simplifiées lors
de la substitution par constante (page 174, paragraphe “Construction des arbres de dérivation du contex-
te”). Nous ajoutons donc des formules pour la variable grant. Puisque nous n’avons pas reconstruit ces
arbres, ces arbres ne tiennent pas compte des formules du contexte. Nous pouvons donc soit reprendre
leur construction pour faire intervenir les formules du contexte, soit utiliser une autre technique que
nous allons étudier ici. L’idée est de vérifier que les formules obtenues dans les arbres de dérivation sont
compatibles entre elles, c¢’est-a-dire qu’elles n’impliquent pas qu'un méme signal vaille deux valeurs
distinctes en un méme point.

Larbre de dérivation de finvy, 1, x> NOus donne les formules suivantes :

(tyi|t=Ty— No+i;1<i<No}U{t,i|t=Typ— No+i;B—0<i<P}
U{t,i|t=Ty— 1;i = Ny} : grant | ff
— {t,i|t="To;i= Ny} : grant | 1t
— {t,i |t =Ty — No} : requested | tt (9.12)
— {t,z’]t:To—No}:uselﬂ
— {t,i’t:To—N0+i;O§i<No}ttkill‘l‘
— {tyi|t=Toy— No+i;Nog <i<P}:tk|ff
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Les arbres de dérivation de finu; 1, v, €t de finvpr, y, donnent les formules suivantes :

— {ti|Th—N+i<t<T1+i—-1,0<i<Ny}:tk|n

— {tyi| T —N+i<t<Ti+i—-1,Ny <i}U{t,i|t+1=T1 — N1 +i—1,0<i}:tk |f

— {t,i | Th+1<t<Ty+ Ny;i= N1} :grant | ¢t

— {t,i | Th— N +i<t<Ti+i—1,0<i< Ny} :grant | ff

— {t,i | Th+1<t<Ty+ Ny;i=Ni}: use | tt

— {t,i | Th+1<t<Ty+ Ny} :used | tt

— {t|Th — N1 +1<t<Ty}:used | ff

— {t|Th—N1+1<t<Ty;0<i}: uselff

— {t|Th — N1+ 1<t<Ti}:requested | 1t

— {t|t=Ty — N1} : requested | ff

Nous allons vérifier si ces formules sont compatibles. En effet, un signal ne peut valoir qu'une
valeur a la fois. Considérons le signal use. Le domaine {¢,7 | t = Tp — Np} ol use vaut faux, et le
domaine {t,i | 71 + 1 <t < Ty + Ny;i = N; + 1} ne doivent pas s’intersecter sinon nous obtenons
une contradiction. Nous calculons donc I’intersection des deux domaines et nous obtenons le domaine

suivant :
{t,i|T1 +1<t < Ty + Nyyi = Ny + 15t =Ty — No}

Ainsi si nous avons 177 + 1 < Ty — Ny < 17 + N7 le domaine sera non vide et nous avons une
contradiction.

Nous obtenons d’autres contraintes en intersectant les formules concernant les signaux tk et grant.

En effectuant 1’union de toutes les contraintes, nous obtenons les contraintes suivantes :

Ty — Ny <Ty—No <T1 + N

Ce domaine est représenté sur la figure 9.13.

Ny

Ny

7 N <Tp—-No mmmT,—N <To-No<T1 +N;
To — No <7171+ Ny

FIG. 9.13 — Contraintes sur les indices N1, Ng, T} et Tj.

Nous avons donc montré que si 7o — Ny < 17 + Nj les formules fmvale N, ©t fvayTl’ ~, Sontnon
valides, on en conclut donc que finyy 1, y, €st non valide. Nous sommes ici dans un cas intéressant car
le domaine {¢,i | t = T1,7 = Ny} de cette formule est réduit a un point. Nous avons ainsi une formule
locale et il suffit d’appliquer la proposition 9.3 correspondant a la négation d’une formule locale. Ainsi,
si edge en ce point ne vaut pas vrai, c’est que edge vaut faux. Nous avons donc montré :

{t,i|[t="Ti,i= N1} : edge | ff
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Pour résumer, nous sommes partis d’'une implication de la forme A = B ou A et B sont des
formules généralisées. En construisant 1’arbre de preuve de B, nous avons obtenu des contradictions, et
nous avons réussi a en déduire que A n’était pas valide. Un autre aspect de cette méthode est de montrer
la validité de A, pour en déduire B. Cette technique peut étre utilisée systématiquement sur toutes les
implications du contexte. Une fois les formules obtenues, I’implication peut étre supprimée.

Il est intéressant de noter qu’ici nous travaillons sur une implication paramétrée par 77 et N1, nous
n’avons obtenu des contradictions que pour certaines valeurs de 7' et de Ny, nous ne la supprimerons
donc que pour ces valeurs de 7} et de Nj.

Nous avons donc montré que pour tout 7, Ng tels que 7y — N1 < Top — No < Ty + Ny, {t,i |t =
Ty;i = Ny} : edge | ff était valide si {t,i | t = Ty;i = Np} : edge | 1t était valide. Ainsi pour T} —
N1 <Tp — Nog <11 + Ny, la formule généralisée F;y,,, 1. N, est remplacée par la formule polyédrique
simple {t,i | t = T1;i = N1} : edge | ff. Cette derniere formule représente une conjonction de
formules associées a chaque valeur des parametres 75 et IN;. Nous rappelons que nous avons du utiliser
des parametres pour représenter 714 et [V car ils étaient utilisées dans la formule généralisée Fj0 ) N, »
or la formule {¢,7 | t = Ty;i = Ny} : edge | ff est une formule polyédrique simple, 1’utilisation
de parametres pour représenter 17 et N1 n’est plus justifiée. Nous allons donc transformer, pour cette
formule, les parametres 77 et Nj en indices.

Transformation de parameétres en indices Reprenons notre formule en faisant apparaitre les para-
metres T3 et N7 dedans :

{t,i,Tl,Nl ’ t=Ti;i=N;Th — N1 <Top—Nog <T§ +N1} : €dg€.(t,i,T1,N1 — t,i,Tl,Nl) Lff
(9.13)

Si nous considérons maintenant les parametres 74 et N1 comme des indices, nous ne devons pas pour
autant modifier les dimensions du domaine de edge. C’est-a-dire que le nombre d’indices du domaine
de edge reste égale a 2. Si nous reprenons directement la formule (9.13), les dimensions du domaine de
edge changent et valent 4 ce qui n’est pas possible. Ici, I’indice ¢ est égale a I’indice T, et de méme ¢
est égale a N1, on peut donc supprimer 77 et Nj.

Notre formule se réécrit de la maniére suivante {¢,i |t —i < Tg — No < t+ i} : edge | ff.

Nous supprimons ainsi les parametres 77 et N et nous ajoutons au contexte

{tyi|t—i<Ty— No<t+i}:edge| ff N{t,i|t="To;i= No}: edge ]| tt

Cette technique de suppression ne peut étre effectuée que sur des formules polyédriques locales qui ne
sont pas des formules étendues. Lorsque nous disons que nous avons supprimé les parametres 7' et Nj ce
n’est pas tout a fait exact, nous les avons supprimés quand 77— N, < Ty— Ny < T1+ Nj, c’est-a-dire que
nous avons simplement restreint leur domaine de définition a 71 — Ny > Ty — Ng V1 — Ng > 11 + Ny,
et nous avons ajouté une formule qui représente le cas ou 77 — N1 < Ty — Ng < 11 4+ Nj. Dans le reste
de la preuve, nous n’utiliserons plus la formule généralisée F;py 1y N, -

Nous avons donc augmenté le nombre de formules dans le contexte.

Les différentes techniques présentées ici s’implémentent facilement. L’ utilisation de la technique de
suppressions des parameétres peut facilement &tre automatisée car son utilisation s’appuie sur des critéres
syntaxiques (il faut une formule locale non généralisée). De méme, 1’utilisation des techniques d’inter-
section de formules peut facilement étre automatisée, dés que nous obtenons deux formules postant sur
le méme signal et dont la valeur de validité est distincte, il suffit d’appliquer cette technique.

Quant a I'implication, nous avons ici présenté qu’un seul aspect de cette technique, c’est-a-dire que
nous avons réussi a en déduire la non validité de la formule a gauche de I’'implication. De maniere
similaire si nous avions tout d’abord montré la validité de la formule de gauche, alors, nous aurions
pu en déduire la validité des formules a droite de I’implication. Cette tactique peut donc &tre utilisée
systématiquement, et son utilisation peut donc étre automatisée.

Nous allons maintenant nous intéresser aux pseudo-pipelines.
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4.5 Utilisation des pseudos-pipelines

La dérivation de la formule fip,,, nous a permis de générer entre autres la formule {¢,i | ¢t =
To — No;i = Ny} : Or_ask | tt qui a donc été ajoutée au contexte. La variable Or_ask est un pseudo-
pipeline. Nous sommes dans le cas ol la valeur absorbante est propagée. D’apres le corollaire 7.12
page 139, comme la formule {¢,7 | t = Ty — No;i = No} : Or_ask | 1t est valide et que nous avons
une formule locale, nous savons qu’il existe

— soit j inférieur a Ny tel que ask vaut vrai,

— soit nous avons Or_ask[t, 0] qui vaut vrai.
La seconde hypothese est exclue par définition de Or_ask, ainsi nous savons qu’il existe j tel que
ask vaut vrai. Nous représentons cet indice par un parametre et nous expliquons intuitivement notre
démarche dans le paragraphe suivant.

Générer des parametres : Jusqu’a présent, nous avons ajouté des parameétres pour spé-
cifier des propriétés. Nous avons ensuite vu que les preuves étaient paramétrées et que les
formules fausses pouvaient étre définies seulement pour certaines valeurs des paramétres.
Nous allons cette fois ajouter des parametres pour effectuer des agrandissements de do-
maine et représenter les bornes de ces agrandissement. Afin d’automatiser cet ajout de
parametre, nous nous limiterons ici a des domaines locaux. En effet, si nous n’avons pas
de domaines locaux, alors nous pouvons étre amenés a ajouter une infinité de paramétres :
les bornes d’agrandissement peuvent étre différentes d’un point a I’autre du domaine et
donc nécessitées des parameétres différents (cf. page 139). Supposons donc que nous avons
la formule locale suivante :
{zlz=2}:X v

ou X est définie par

Y { Dy : X.dxXe

DQ : f

et v est la valeur absorbante pour I’opération booléenne . D’apres le corollaire 7.12 qui
décrit la propagation de la valeur absorbante dans le sens des dépendances, nous avons :

vl (p(X)zo] =v = (32 € Dxasy, val(E(E)(p))[2] = v
Aval(p(X))[z] = ) v
32 € Dx 4,20 N D2, val(E(f)(p))[2] = v

oit Dx q ., est définie par :
DX,d,zo = {Z | z€DiANTjEN, z= dj(ZO)}

Nous allons ajouter des parametres pour représenter le vecteur z quantifié existentielle-
ment. Soit z1 le vecteur de paramétres représentant z. Ces parametres sont définis sur le
domaine Dy g ..

val(p(X))[z0] =v="(Vz € {z] 2=z}, val(E(e)(p))[2]
AVz € Dy g-1 ., N Dx,d,z, val(p(X
Nz e {z]|z= 2z}, val(p(X))[7]
(Vz € {z |z = 21} N Dy, val(E(f)(p))[7]
AVz € Dy g1, N Dx 2, val(p(X))[z] = v)

(Y

~—
~—

I
]|

—_
<

Nous allons donc maintenant chercher pour quelles valeurs de z1 la preuve est correcte et
pour quelle valeur de z1 la preuve est fausse. C’est-a-dire que dans le cas ot nous obtenons
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une feuille fausse, nous aurons effectué une preuve par l’absurde, et dans les autres cas,
nous aurons prouvé la formule initiale.
Nous devons donc prouver 'une des deux formules généralisées suivantes :

{zlz==n}:elvADxg1, NDxg:X v
{zlz=21}NDa: flvADx g1, NDxdz:X v

En pratique, la deuxieme formule généralisée sera tres souvent fausse, [ étant générale-
ment la constante correspondant a v. La formule f correspond a Uinitialisation du pseudo-
pipeline, si f est définie par la constante v, le probleme est trivialement vérifié, il suffit
d’utiliser la proposition 7.7 page 135 dans le cas de la propagation de la valeur absor-
bante dans le sens inverse des dépendances. Ainsi, I’expression e n’a aucune utilité dans la
définition de X. En revanche si f est la constante v, la valeur de la variable X ne dépend
que de ’expression e. Nous sommes dans ce cas pour la variable Or_ask qui correspond a

la disjonction des instances de ask, la valeur de Or_ask ne doit dépendre que de la valeur

de ask, elle est donc initialisée par False.

L’automatisation de cette technique ne pose pas de probleme particulier. 1l suffit simplement

de savoir détecter les pseudos-pipelines et nous avons vu que les pseudos-pipelines étaient
définis sur des criteres syntaxiques. Nous [’appliquons dés que nous avons une formule
locale sur un pseudo-pipeline et dont la valeur de validité est absorbante par rapport au
pseudo-pipeline.

Nous avons donc montré comment ajouter automatiquement des parametres dans le cas des pseudos-
pipelines. La variable Or_ask étant un pseudo-pipeline, nous ajoutons un parametre N5 et la formule

{t,i\t:To—No;i:Ng}:askltt

Une répartition des valeurs des variables d’entrée et de la variable de sortie que nous avons réussi
a déduire du contexte est représentée dans la figure 9.14. Cependant, nous n’avons toujours pas avancé

ask use grant
P P P
X X
N 0 N 0 ; N, 0 i L]
No e : 5
X X
) X X
To— No Tp To T
}Valeurs Nia |‘:| }valeurs 1t

F1G. 9.14 — Répartition possible des valeurs des variables d’entrées et de sorties déduites du contexte.

dans la preuve de nos propriétés, nous avons simplement enrichi notre contexte en générant la formule
{t,i | t = Ty — No;i = N3} : ask | 1. Cet enrichissement n’est pas suffisant pour prouver les
formules (9.10). Dans la prochaine section, nous continuons a enrichir notre contexte, en utilisant cette
fois-ci des techniques d’agrandissement de domaine.

4.6 Agrandissements de domaines d’expressions

Dans cette section, nous allons étudier de nouvelles applications de 1’opérateur d’agrandissement de
domaine pour étendre les domaines des formules du contexte et ainsi augmenter 1’information contenue
dans le contexte.
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Agrandissement du domaine de grant :  Les substitutions par constante lors de la construction des
arbres ont simplifié d’autres variables comme par exemple la variable NotGrantOrUse :

{t,i |t =Ty — No;0 <i< Ny} :—grant

NotGmntOrUse:{ {t,i|t>0,0<i<PY\{t,i|t="Ty— No;0<i<No}:-grantV use

Ainsi, si nous construisons 1’arbre de dérivation de la formule fyotGrantOrUse, NOUS obtenons la
formule
{t,i|t="Ty— No;0 <i}:grant | ff

La variable grant est donc substituée par faux, en particulier dans la variable edge.
Or, sur le domaine {¢,i | t +i > Ty — Ny > t — i} la variable edge vaut faux. Si nous construisons
son arbre de dérivation, nous obtenons I’arbre présenté en figure 9.15.

{tyi|t+1>Ty— No>t—1i}:edgelff

{t,i|t=Ty— No+1;0 <i}: D' : —grant.(t,i — {t,i |t ="Ty— No;0 <i}:

grant | ff t—1,i) A grant | ff False | ff
{t,i|t=Ty— No+1;0 <i}: {t,i|t=Ty— No+2;0 <i}: D" : —grant.(t,i —
False | ff grant | ff t—1,i) A grant | ff

D ={ti|t+i>Tp—No>t—it\{t,i|t=To— No+1;0<i}
D' =D\ {t,i|t=Tp— No+20<i}

FIG. 9.15 — Arbre de dérivation de la formule {¢,i |t +i > To — Ng >t — i} : edge | ff, il y a deux
nceuds semblables pour la variable grant.

Dans cet arbre, nous trouvons deux nceuds semblables concernant la variable grant. ce sont les
neeuds {¢,i |t =Ty — No+ 1;0 < i} : grant | ffet{t,i |t =Ty — No+2;0 < i} : grant | ff. 11
faut agrandir le domaine de grant. Cette étape est délicate car, nous n’avons pas ici un pseudo-pipeline.
Nous devons donc utiliser une autre technique pour effectuer cet agrandissement. Cette technique sera
expliquée en détail dans le paragraphe suivant concernant le domaine de ask. Nous nous contentons ici de
remarquer que si grant.(t,i — t—1,4)[To— No+1, I], ou I est positif, vaut faux, alors —=grant.(t,i —
t—1,4)[To — No + 1] vaut vrai et ainsi comme edge[Ty — No + 1, I] vaut faux, grant[Ty — Ny + 2, No]
vaut faux. Autrement dit si grant[Ty — Ny + 1, I] vaut faux, alors grant[Ty — Ng + 2, I] vaut faux. En
répétant le processus, nous pourrions montrer que grant[Ty — Ny + 3, I| vaut faux. L’agrandissement
de domaine se fait donc dans la direction (¢,7 — ¢ + 1,4), et nous obtenons la formule : {¢,7 | t + i >
To — No;t —i < Ty — No} : grant | ff.

Nous représentons sur la figure 9.16 le domaine ol nous connaissons les valeurs de grant.

La variable grant est donc substituée par sa valeur dans toutes les expressions du systeéme. La
formule AskUntilGrantSimp (9.9) est ainsi modifiée sur le domaine D = {t,i | Top — Ng < t <
To — No + 2}

D\A{t,i|To <t <Tp+1;i= No}:—ask.(t,i —t—1,i)Vask
AskUntilGrantSimp = { {t,i |t =To+ 1;9 = Na} : ask.(t,i — t,1)
{t,i|t ="Ty;i = Na}: True
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grant
P
X X
X
Ny X Xo
X X
X X
X X
XX
X
To

:} valeurs #¢ } valeurs ff
X

L[]

F1G. 9.16 — Domaines ou les valeurs de grant sont connues

Nous allons utiliser cette nouvelle définition pour étudier les valeurs de la variable ask sur le domaine
D.

Domaine de ask :  Décrivons le processus de construction de I’arbre de dérivation (cf. figure 9.17) de
la formule f A, UntilGrantSimp €N NOUs Testreignant au domaine D :
— Tout d’abord la formule suivante est générée :

{tyi|t=To+1;i=No}:ask | nt

— La variable ask peut alors étre substituée par la valeur #¢ en particulier dans la définition de la
variable AskUntilGrantSimp.
— Ainsi, la formule suivante est générée :

{t,i’t:T0+2;i:N2}2asklll

— puis la construction de I’arbre s’arréte car deux nceuds semblables ont été rencontrés. Ce sont les
neeuds {¢,i |t =To+ 1;0 = No}:ask | tret{t,i|t=Ty+2;i = No}:ask | 1t

D : AskUntilGrantSimp | tt

{t,i’t:T0+1;i:N2}: D{t,i’TgStSTo—Fl;i:NQ}: {t,i|t:T0;i:N2}2
ask | 1t —ask.(t,i —t —1,i) Vask | tt True | 1t

e I

D{t,i‘TogtSTo—FQ;i:NQ}:

—ask.(t,i —t —1,7) Vask | 1t
|

{tyi|t=Ty+2;1= Ny} :ask|nt

FIG. 9.17 — Arbre de dérivation de la formule f A untiGrantSimp» 11 y @ deux nceuds semblables concer-
nant la variable ask.
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On souhaiterait donc en déduire que sur le domaine D N {t,i | t < Tp;i = Na}, la variable ask
vaut vrai. Il suffirait pour cela d’agrandir le domaine {¢,i | t = to;i = Ny} dans la direction de
(t,i — t —1,1). Le probléeme est de trouver automatiquement la dépendance (¢,i — ¢t — 1,1).

La difficulté réside dans le fait que nous avons une variable d’entrée : nous ne pouvons donc pas
agrandir son domaine dans le sens de ses auto-dépendances. Nous devons donc calculer une dépendance.
Puisque nous retrouvons deux nceuds semblables contenant la formule ask, nous allons rechercher quel
est I’enchainement d’opérations qui a permis de passer d’une formule a I’autre. Cet enchainement nous
permettra de calculer la dépendance servant a I’agrandissement.

Ici, ’enchalnement est simple :

— nous substituons ask par la valeur ff dans la définition de la variable AskUntilGrantSimp,

— puis, par utilisation de la reégle de la négation et de la dépendance, nous obtenons de nouveau une

formule concernant ask.
Reste maintenant a calculer la dépendance. Nous utilisons deux regles qui font intervenir des dépen-
dances :

— la substitution par constante, pour laquelle nous calculons la préimage d’un domaine. Dans ce
cas nous prenons I’inverse de la dépendance, et comme nous avons ici 1’identité, son inverse est
I’identité.

— puis la regle de la dépendance, ot nous calculons cette fois ce ’image d’un domaine. Nous pre-
nons donc ici la dépendance (¢,7 — t — 1,1).

Nous composons toutes les dépendances et nous obtenons la dépendance (¢,i — t — 1,4).

Nous venons donc de présenter le principe de cet agrandissement. Le principe est donc :

— Recherche de I’enchainement des regles,

— combinaison des dépendances.

Cependant, I’automatisation pose quelques probléemes au niveau de la recherche de I’enchainement
des regles. La difficulté vient de la substitution par constante, nous pouvons substituer une variable par
une constante dans différentes variables, pour toutes ces variables modifiées nous devons vérifier si elles
menent a une feuille semblable et I’exploration de 1’enchainement des régles peut étre combinatoire.
Dans I’exemple que nous venons d’étudier, la substitution a lieu dans les variables tk et Or_ask. Cepen-
dant ces variables n’interviennent jamais dans 1’arbre de dérivation de AskUntilGrantSimp, elles ne
peuvent donc pas mener vers une feuille semblable de cet arbre ainsi I’exploration de 1’arbre de preuve
est immédiate.

Nous obtenons donc la formule {¢,7 | To — No <t < Ty +1i;i = Na} : ask | . Si Ny < N, alors
nous montrons la formule {¢,7 | t = Ty — Ng + No — 1;4 = Na} : ask | tt et ainsi nous montrons que
la formule {¢,i |t =T — 0 — No + No — 1;i < Np} : ask | ff est invalide. Nous en déduisons donc
que Ny > Ny.

Au passage, nous pouvons remarquer que la formule {t,i | t = To — No;i < Ny} : ask | ff et nous
avons donc prouvé la formule f,.;o qui représente la propriété de priorité.

La variable ask est substituée par la constante 77, ce qui modifie la variable Or_Ask. 11 suffit de
propager la valeur pour obtenir {t | Top — No <t < Ty — Ny — 1} : requested | tt.

Nous représentons sur la figure 9.18 le domaine ou nous connaissons les valeurs de ask.

La variable ask est substitué par la constante 7z dans toutes les variables, en particulier, dans la
variable Or_ask. Cette variable est un pseudo-pipeline, et la valeur # est absorbante pour Or_ask, elle
est donc propagée dans le sens des dépendances. Ainsi nous obtenons que Or_ask vaut vrai sur le
domaine {t,i | Typ — No < t < Ty — 1;i = N}, ce qui correspond a avoir prouver la formule suivante
sur la variable requested :

{t | To — Nog <t < Ty — 1} : requested | tt

Nous avons maintenant dérivé toutes les formules du contexte et nous n’avons plus de tactiques pour
continuer la dérivation. Nous reprenons donc maintenant la construction des arbres de preuve.
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No Ny > N, x valeurs ff
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To

F1G. 9.18 — Domaines ou les valeurs de ask sont connues

Nous devions prouver les formules (9.10).

En reprenant la construction de la formule concernant la variable Or_ask, nous obtenons une feuille
fermée valide.

Reste encore a prouver les formules :

{t,i |t =Ty — No — 1;i = 0} : requested A\ —used | ff
{t,yi |To— No <t <Ty—1}: use | ff
{t,i’TQ—N0+i§t§TQ—1;1§iSNo—l}ZaSkJ,ﬂ‘
{tyi|t=Ty—1;i= No}:ask |t

La reprise de la construction des arbres de preuve échoue, nous allons donc utiliser un raisonnement par
I’absurde.

4.7 Preuves des propriétés : démonstration par ’absurde

Nous prouverons toutes les formules restantes par 1’absurde. L’ordre des preuves n’a ici aucune
importance. Nous commengons donc par la preuve de la formule :

{t,yi |To— No <t <Top—1}: use | ff

Preuve de la formule {t,i | To — Ny < t < Top — 1} : use | ff : Pour effectuer des preuves
par I’absurde nous devons avoir des formules locales. En effet, le but est de supposer qu’une formule
est invalide et d’obtenir une contradiction pour prouver qu’elle est en fait valide. Si nous supposons
la formule invalide, c’est que nous supposons sa négation valide, or la négation d’une formule n’est
une formule que si nous avons une formule locale. Nous ne pouvons donc utiliser le raisonnement par
I’absurde que sur des formules locales. La formule {¢,i | To — Nog < t < Ty — 1} : use | ff n’est
pas une formule locale, nous allons donc la transformer en formule locale. Pour cela, nous ajoutons des
parametres T3, N3 tels que Ty — Ng < T3 < Ty — 1 et N3 < P. Notre formule est transformée en
{t,i |t =Ts;i = N3} : use | ff et nous la supposons non valide, c’est-a-dire que nous supposons que
la formule {¢,7 | t = T3;i = N3} : use | 1t est valide et nous utilisons cette hypothese dans la formule
fNotUseIfNotG’mnt du contexte.

En effectuant une substitution par constante de use dans la variable NotUselfNotGrant, nous ob-
tenons les définitions suivantes :

NotUselfNotGrant = {t,i | t = T3;i = N3} : OnceGrantSinceNotUse

La construction de I’arbre de fnotuserfNotGrant Permet de générer la formule {¢,4 | t = T3;i = N3} :
OnceGrantSinceNotUse | tt et OnceGrantSinceNotUse est substitué par sa valeur.
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De plus nous avons montré que la variable grant valait faux sur le domaine {t,i | Ty < ¢t <
To— No+i} \ {t,i |t ="To;i = No} représenté sur la figure 9.16. Cette variable a donc été substituée
par la constante False en particulier dans la variable OnceGrantSinceNotUse qui se trouve maintenant
définie sur le domaine D = {t,i | Ty <t <Ty— No+ i} \ {t,i |t =Tp;i = Ny} par:

D\{t,i|t="Ts;1=N3}:  (useA
OnceGrantSinceNotUse = OnceGrantSinceNotUse.(t,i — t — 1,1))
{t,i |t ="Ts;1= N3} : True

La variable OnceGrantSinceNotUse ainsi redéfinie est un pseudo-pipeline. Au point (T3, N3), cette
variable vaut vrai. Nous pouvons appliquer 1’opérateur d’agrandissement sur le domaine réduit & un
point contenant (73, N3). Soit D’ le domaine correspondant a I’agrandissement. 1l est défini par :

{t,i ’ TO StﬁTg;’L’:Ng}

11 suffit ensuite de construire 1’arbre de dérivation OnceGrantSinceNotUse sur ce domaine. Nous obte-
nons alors une feuille décrivant la formule D’ : use | tt. Reste a vérifier si cette formule est compatible
avec les formules que nous avons sur use. Dans le contexte, nous avons la formule {¢,i | t = Ty} :
use | ff. Quelle que soit la valeur de T3, les deux formules sont incompatibles. Nous avons donc obtenu
une contradiction, et nous avons ainsi montré la formule {¢ | 7o — No < t < Ty — Ny — 1} : used | ff.

Nous pouvons maintenant supprimer les parametres T3 et N3. Il suffit de supprimer toutes les occur-
rences de T3 et de N3 dans le systeme et dans les arbres de preuve.

Preuve de la formule {¢,i | t = Tp — Ny — 1;i = 0} : requested A\ —used | ff : Nous essayons
donc de montrer que
{t,i|t =Ty — No — 1} : requested A\ —used | tt

Cette expression correspond a la définition de tk[Ty — Ny, 0], comme tk est un pseudo-pipeline, et que
la valeur # est la valeur neutre, la valeur #¢ se propage dans le sens des dépendances. Nous allons donc
supposer que la variable tk est vraie en un point ¢,% tel que ¢t — i = Ty — Ny — 1. Nous devons donc
ajouter deux parametres 75 et N3 telles que 175 — N3 = Ty — Ny — 1 et nous essayons de prouver la
formule correspondante. En construisant son arbre de dérivation, nous générons les formules :

{t,i’t:Tg;i:Ng}iqlﬂ
{t,i|t—i=T3— N3;t <T3}:tk|nt

Ces deux formules sont ajoutées. En substituant ¢ par la valeur #, nous obtenons une contradiction
pour toute valeur de 7. Reste alors a vérifier la formule suivante :

{t,i|t—i:T3—P;t<T3}2tkll‘l‘

Cette formule mene aussi a une contradiction.
Ainsi pour toute valeur de T3 et de [N3 nous obtenons une contradiction. Nous avons ainsi montré
par I’absurde la formule suivante :

{t,i|t:T0—N0—1;i=0}2tklﬁ(

La preuve des deux dernieres formules se fait la encore par 1’absurde. et nous obtenons immédiate-
ment des contradictions. Nous avons ainsi montré 1’invariant.
Nous pouvons donc montrer maintenant les propriétés d’exclusion mutuelle et de priorité.

189



4.8 Preuve de la priorité

Nous avons donc prouvé notre invariant. Le probléme est maintenant de prouver les propriétés d’ex-
clusion mutuelle et celle de priorité. Nous devons donc prouver :

. x .
fcontea}tev j:imn Sarbitre P fprwr A fmutem

Nous ne présenterons que la preuve de la propriété de priorité, celle d’exclusion mutuelle étant
similaire. Nous allons donc fournir une preuve pour :

. *
Fcontextea ]:im)a Sarbitre P Fprior
Nous rappelons que F,;.or est définie par :

fprior = fpriorl = fpriorQ

ol fprior1 €t fprior2 sont définies par

Joriort = {tyi|t="Ts,i =1} :edge | 1t
Joriorz = {ti |t =Toi < I} U{t,i|t="Ts,1> I} :ask |ff

La propriété F,.;or st une implication, nous utilisons donc la régle de I'implication, nous faisons donc
passer la formule f,,;o-1 dans le contexte.

Nous allons maintenant travailler sur le contexte. La technique que nous proposons ressemble a une
technique d’unification.

Notre contexte contient entre autres les deux formules Fj,, et fprior1. La formule F;,, est une
implication, la formule a droite de I'implication est fin,, = {t,i | t = Tp;i = No} : edge | 1. Cette
formule est donc semblable a fp,;or1. L'unique différence vient des parametres : I'une des formules
est paramétrée par T et Ny et I'autre par Ty, Ng. La portée des parametres Ty et Ny est limitée a la
gauche du signe ¥, contrairement aux paramétres T et No. En effet, la formule F;,, est quantifiée
universellement par T et Ny, la portée des quantificateurs se limite donc a cette formule, et si nous
revenons au niveau sémantique, notre probléme est de prouver :

. * .
fcontea}tev jrinvv Sarbitre ): fprzor A fmutem

Cette expression signifie simplement que si les formules F onteste OU Fipy, sont valides alors Fprior A
Fmuter €St valide. Nous avons donc une implication. Les parametres T( et Ny sont quantifiés universel-
lement a gauche de I’implication, on ne peut donc pas les sortir de I’implication et les mettre en téte.
Leur portée est donc limitée a la formule F;,,. La formule F;,, représente un ensemble de formules
associées a chaque valeur des parametres T et Ny, on peut donc la voir comme une conjonction de
chacune des formules de I’ensemble. Nous allons utiliser la formule F;,, pour une unique valeur des
parametres Tp et Ng : pour Ty = T et Ny = Na. Les formules fiy,, €t fprior1 sont « unifiées », elles
représentent une seule et méme formule. Nous générons ainsi les formules finvr 7, v, € finvgr, v,- Si
nous reprenons les arbres de dérivation, nous prouvons alors la formule f,ior2.

Dans cette technique, nous sommes confrontés a plusieurs difficultés, tout d’abord au niveau quanti-
fication et portée des quantifications. Pour cela, nous allons définir une sémantique des quantificateurs,
puis définir des régles de preuve liées a ses quantificateurs. La difficulté réside principalement dans le
fait que nous représentons les quantificateurs par des parametres. Dans le modele polyédrique, I’ordre
des parametres n’a aucune importance, ce qui n’est bien siir pas le cas pour les quantificateurs. De plus
dans le modele polyédrique, la portée des parametres s’étend a tout le systeme, ce qui n’est 1a encore
pas le cas des quantificateurs, certains sont limités au contexte, d’autre a la partie droite, et enfin certains
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ont une portée sur tous les séquents, il nous faudra donc intégrer cette information a notre sémantique.
Actuellement, nous avons formalisé les quantificateurs se trouvant en partie droite, nous allons devoir
généraliser cette formalisation au contexte et prendre en compte la notion de portée.

La seconde difficulté consiste a repérer que les formules fp,ior1 €t finy, peuvent étre unifiées et trou-
ver la valeur des parametres. Nous utiliserons ici un criteére syntaxique pour repérer que les expressions
des deux formules sont identiques ainsi que la valeur des formules, puis nous effectuons des calculs
sur les domaines et des projections sur les indices T, Ny, 15 et Ny pour connaitre la relation entre ces
parametres.

5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons tout d’abord esquissé un cadre plus large de spécification puis nous
avons présenté différentes tactiques de preuves :

principe de récurrence,

— recherche de pseudos-pipelines,

— preuve par I’absurde,

— intersection de formules,

— nouvelles techniques d’agrandissement,

— ajout de parametres pour représenter des quantifications,

— unification polyédrique
Ces tactiques sont en cours de formalisation et nous avons ici simplement présenté les idées générales.

La correction de ces méthodes reposera principalement sur la correction de notre représentation des
quantificateurs.

Une fois ces techniques implémentées nous nous intéresserons a fournir des tactiques plus com-
plexes combinant ces techniques. Nous ne pensons pas pouvoir fournir un algorithme alliant toutes
ces techniques. Cependant certaines techniques peuvent €tre utilisées completement automatiquement
et étre insérées a notre algorithme de preuve. Ces techniques sont la recherche de pseudos-pipelines,
les techniques d’agrandissement, 1’unification, et 1’ajout de parametres. Cette derniere technique devra
cependant étre utilisée avec précaution afin de ne pas ajouter trop de parametres. Les techniques de
récurrence sont quant a elles plus difficiles a utiliser. Pour la récurrence la principale difficulté est la
recherche du ou des parametres de récurrence. La preuve par I’absurde pourrait, peut-étre, étre utilisée
en dernier recours.

Dans les travaux que nous avons présentés dans ce travail, nous avons plusieurs fois précisé qu’il
n’était pas utile de reconstruire 1’arbre de preuve et qu’il suffisait ensuite de vérifier que les formules
étaient compatibles entre elles. Cette remarque devrait permettre d’améliorer la rapidité de construction
des preuves en évitant a notre outil de construire plusieurs fois la méme preuve. Elle pose cependant
des difficultés d’implémentation. Cela demande en particulier de faire une premiere construction des
arbres de preuve de maniere complétement indépendante, sans tenir compte de ce qui a été prouvé. En
particulier pour chaque preuve, il faudrait travailler sur le systéme initial qui n’a pas été modifié¢. Dans
un premier temps, nous ne tiendrons donc pas contre de cette remarque et nous reconstruirons les arbres
de preuve.

Les différentes techniques que nous avons présentées ici peuvent donner I’impression que le proces-
sus de preuve est extrémement compliqué. Ce processus n’est en réalité pas si difficile. Nous avons au
cours de ce chapitre présenté différentes techniques et nous avons du pour cela rentrer dans des détails
techniques. Ces techniques étaient présentées en méme temps que le processus de preuve. Le principe de
preuve n’est en lui méme pas trés compliqué : tout d’abord nous construisons les arbres de preuves des
formules a droite du séquent puis les arbres de dérivation, sur les formules obtenues lors de la dérivation,
nous appliquons les différentes tactiques vues dans ce chapitre jusqu’a ce qu’on ne puisse plus obtenir
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de nouvelles formules. Puis nous reprenons la construction des arbres de preuve. Si cette construction
échoue, nous utilisons alors un raisonnement par I’absurde.

Nous présentons ici un algorithme envisageable alliant les techniques pouvant étre utilisées automa-
tiquement.

— Répéter

— construire les arbres de preuve,

— propager les valeurs des pseudos-pipeline

Jjusqu’a ce qu’il n’y ait plus de modifications

— Répéter

— construire les arbres de dérivation,

— substituer les variables d’entrées par leurs valeurs,

— ajouter des paramétres, propager les valeurs des pseudos-pipelines et agrandir les domaines,

— simplifier les domaines des paramétres et ajouter les hypotheses obtenues aprés simplification
des domaines des parametres, intersecter ces nouvelles formules avec les formules déja pré-
sentes dans le contexte.

jusqu’a ce qu’il n’y ait plus de modifications

Cet algorithme consiste donc en une alternance de constructions d’arbres de preuve et de transfor-
mations et d’enrichissement sur le contexte. Nous serons cependant confrontés & I’efficacité d’un tel
algorithme. En effectuant systématiquement certaines opérations aussi bien sur le contexte que sur les
formules a droite du séquent, notre outil risque d’étre moins efficace.

Il pourrait donc étre plus judicieux de développer un outil de preuve semi automatique, ou I’uti-
lisateur pourrait choisir d’utiliser certaines régles de preuve sur certaines formules, ou alors pourrait
programmer des tactiques de preuve comme c’est effectué dans les prouveurs de théorémes. La création
de schémas de preuve spécifiques pourrait aussi étre développée. Ces schémas de preuve pourraient &tre
utilisés en fonction de la structure du systeme étudié et des propriétés a prouver. Nous proposons donc
de développer un outil proche des prouveurs de théoremes s’appuyant sur notre « logique polyédrique »,
notre systeme de preuve et ’algorithme de construction des preuves. Les différentes techniques que nous
avons vues dans ce chapitre seraient utilisées pour créer des schémas de preuve.
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Conclusion

Les travaux réalisés au cours de cette these étaient orientés vers la vérification formelle de propriétés
de siireté dans le cadre de la conception de systemes enfouis.

Le but de ce travail était de prouver formellement des propriétés de contrdle sur des systemes ré-
guliers paramétrés dans le modele polyédrique. Nous avons montré que ce modele était adapté pour la
vérification formelle de telles propriétés.

Contributions

Nous avons donc développé au cours de ce travail une « logique polyédrique » puis des algorithmes
pour automatiser la construction des preuves.

Dans le chapitre 4, nous avons présenté des techniques de spécification et un systeme de regles de
preuve qui nous ont permis d’introduire les reégles de preuve spécifiques a notre modele : la substitution
par constante et la recherche d’auto-dépendance.

— La substitution par constante : Cette régle s’appuie sur un raisonnement par récurrence sur I’in-
dice représentant le temps (ce n’est donc pas du temps réel), elle permet de substituer simultané-
ment un ensemble d’instances par leur valeur.

— Recherche de motifs — Recherche d’auto-dépendance La recherche de motif permet de substituer
une expression polyédrique par une variable, elle est utilisée dans la recherche d’auto-dépendance
qui permet de transformer une variable non récursive en une variable récursive afin de pouvoir
utiliser ensuite le principe de substitution par constante.

Ce chapitre était donc consacré a 1’élaboration d’une « logique polyédrique » pour spécifier nos pro-
priétés, et d’un systeme de regles de preuve associées a notre logique. Une fois ce cadre fixé, nous nous
sommes intéressés a I’obtention d’un algorithme de construction des preuves de nos propriétés.

Dans I’optique de construire cet algorithme de preuve automatique, nous avons étudié dans le cha-
pitre 5 I'itération alternée des reégles de preuve de substitution par constante et recherche de motifs. Nous
avons caractérisé les cas ou I’itération était finie, et les cas ou elle était infinie ce qui nous a permis de
déterminer les cas ol nous pouvons itérer ces deux regles de preuve pour construire notre preuve. Ayant
déterminé les cas ou I’itération était finie et ceux ou elle était infinie, nous avons donc pu étudier le
probleme d’automatisation.

Le chapitre 6 a ainsi été consacré a I’implémentation du processus de preuve. Pour cela, nous avons
tout d’abord défini une structure de preuve (un arbre de preuve), puis nous avons enrichi le systeme de
preuve, ce qui nous a permis de construire un algorithme de preuve. Pour assurer la terminaison de cet
algorithme, nous avons di arréter la construction des preuves lorsque nous retrouvions deux sous-buts
semblables a prouver, alors que des régles de preuve pouvaient encore étre appliquées sur ces sous-buts.
En effet, lorsque nous obtenons deux sous-buts semblables la construction de la preuve est infinie, pour
schématiser le probleme, la preuve est trop lente. Notre but a donc été de fournir un opérateur pour
accélérer la construction de la preuve.

Le chapitre 7 était tourné vers la création d’un tel opérateur d’accélération permettant de continuer
la construction des preuves. Cet opérateur est en fait un opérateur d’agrandissement de domaine. L’ opé-
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rateur d’agrandissement que nous avons développé s’est montré particulicrement adapté pour 1’agran-
dissement des domaines de certains signaux. Ces signaux sont appelés pseudos-pipelines, ils jouent un
role prépondérant dans les heuristiques d’agrandissement que nous avons ensuite développées. En effet,
lorsque ces signaux sont présents, nous pouvons facilement agrandir les domaines. Dans tous les sys-
témes que nous avons étudiés, ces signaux étaient présents. Nos heuristiques d’accélération de preuve
donnent donc en pratique de bons résultats.

Nous avons exposé dans le chapitre 8 les applications de ces méthodes. Le premier exemple consis-
tait a étudier un signal de contrdle sur un filtre adaptatif. Cet exemple est trés simple et la preuve est donc
construite automatiquement. Le but était de prouver qu’un registre ne pouvait plus €tre atteint apres une
phase d’initialisation. C’est typiquement le genre de signaux qui sont ajoutés au cours de la synthese et
sur lequel nous serons amenés a travailler. Le second exemple est un exemple plus complexe. Il nous a
permis d’utiliser plus exhaustivement notre outil de preuve. Le but était de prouver que dans un produit
de matrices et de vecteurs, le résultat de sortie ne dépendait que des coefficients en entrée. La preuve
est actuellement semi-automatique, mais sera completement automatisée des que I’'implémentation sera
terminée.

Le chapitre 9 est un chapitre prospectif. Nous avons présenté les développements actuels et a venir
de notre systeme de preuve. Nous avons tout d’abord présenté un nouveau cadre de spécification des
propriétés beaucoup plus riche, puis nous avons présenté des tactiques de preuve permettant de prouver
des propriétés sur un arbitre matériel.

Comparaison

Jusqu’a présent, les travaux menés dans le cadre de la vérification formelle de systémes décrits dans
le modele polyédrique étaient orientés soit vers la preuve d’équivalence [28, 8, 93] soit vers la preuve
de propriétés fonctionnelles [22, 21].

A notre connaissance, aucun travail de vérification formelle dans le cadre du modele polyédrique et
n’utilisant que le modele polyédrique n’était orienté vers la vérification de propriétés de stireté (les pro-
priétés fonctionnelles peuvent €tre des propriétés de slireté, mais les travaux menés sur le sujet utilisent
des prouveurs de théoreme).

Les techniques de vérification mise en ceuvre dans ces différents travaux sont assez différentes.

Dans les travaux de Cachera er al. [22, 21], la vérification se fait en partie a I’aide d’un prouveur
de théoremes Coq [96] et PVS [92]. Un certain nombre de stratégies ont été développées et sont appli-
quées automatiquement sur les propriétés. Pour certaines propriétés treés simples, une partie du travail
est effectuée directement dans le modele polyédrique. Les techniques utilisées dans ce modele sont des
techniques de substitutions des variables par leur définition. Ces techniques ne se sont cependant pas
montrées satisfaisantes pour prouver les propriétés de 1’arbitre matériel.

Dans les travaux de Barthou ef al. [8], la preuve d’équivalence se fait en associant a chaque paire de
systémes un automate a états. Prouver I’équivalence revient a résoudre un probléme d’atteignabilité dans
I’automate. La construction de la preuve se fait sans utiliser les caractéristiques du modele polyédrique,
elle ne prend en particulier pas en compte la sémantique des opérateurs. Nous n’avons pas ce probleme
puisque nos regles de preuve reposent principalement sur la sémantique de ce modele. De plus ces
travaux sont restreints a la preuve de I’équivalence.

Les travaux de Shashidar et al. [93] sont les seuls a étre effectués directement dans le modele
polyédrique. II est donc intéressant de les comparer aux ndtres. Leur but est d’effectuer 1a encore des
preuves d’équivalence entre deux systemes dont I’un a été obtenu par transformation de 1’autre en utili-
sant des techniques de synthése. Les auteurs commencent par se restreindre aux systemes ordonnancés.
Nous effectuons la mé&me restriction. Puis, ils restreignent les transformations possibles entre deux sys-
teémes. Nous n’avons pas ce probléme puisque nous ne prouvons pas I’équivalence mais simplement des
propriétés de stireté. Notre systeéme peut donc étre obtenu par n’importe quelle transformation de syn-
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these. Pour vérifier I’équivalence, ils construisent des chaines de registres telles que chaque registre de
la chaine recoit la valeur du registre précédent dans la chaine. Cette technique correspond simplement a
la substitution d’une variable par sa définition. Elle correspond donc & notre régle de I’équation. Notre
cadre de preuve est donc beaucoup plus riche.

Dans les différents travaux effectués, la substitution d’une variable par sa définition est fondamentale
dans le processus de preuve. Notre régle de substitution par constante n’en est qu une variante. Nous uti-
lisons de plus largement la substitution par variable aussi bien dans la recherche d’auto-dépendance que
dans la regle de I’équation. Nous avons en revanche introduit une nouvelle approche : nous fournissons
un systeme de regles de preuve, et nous ne posons d’autres restrictions que celles d’avoir un systeéme
ordonnancé dont les dépendances sont uniformes. Cette derniere restriction n’en est pas vraiment une
puisqu’il est possible de transformer automatiquement un systeéme d’équations récurrentes affines en
équations récurrentes uniformes [83]. Ainsi notre systeme de preuve peut potentiellement s’appliquer
sur un systeme d’équations récurrentes affines.

Si maintenant nous comparons nos travaux avec ceux effectués dans un cadre plus général (celui de
la vérification formelle de systemes paramétrés), nous sommes confrontés a des problemes similaires
comme [’utilisation de techniques d’accélération. Nous effectuons nous aussi des restrictions, c¢’est-a-
dire que nous ne travaillons que sur des systémes qui peuvent s’exprimer dans le modele polyédrique.
En revanche, nous ne faisons aucune abstraction sur les systemes étudiés, le modele polyédrique fournit
naturellement une représentation compacte, ainsi nous ne manipulons pas d’ensemble infini de calculs.
L’abstraction fournie par le modele polyédrique a de plus I’avantage de ne pas étre une approximation
contrairement aux abstractions utilisées dans les différents travaux de vérification formelle de systemes
paramétrés qui utilisent des sur-approximations. Ainsi quand nous prouvons qu’une propriété est fausse,
nous savons qu’elle est fausse pour le systeme étudié et que cela n’est pas lié a ’abstraction utilisée.

Complexité et Efficacité

La complexité générale de I’algorithme que nous avons implémenté est exponentielle en nombre de
sous-expressions du systeme. Cependant, notre implémentation est naive. Si nous implémentons I’al-
gorithme proposé dans le chapitre 6, la complexité de la construction de I’arbre devient quadratique.
Lefficacité de notre algorithme pourra donc étre facilement améliorée. La complexité des différentes
regles de preuve est aussi exponentielle soit en nombre de contraintes soit en nombre de dimensions
selon les opérations effectuées.

Nos regles de preuve ont donc toutes été implémentées en Mathematica. Nous avons utilisé une
machine SUN Ultra SPARC de 502Mhz pour tester notre outil de preuve. Les temps de calcul que nous
obtenons actuellement ne sont absolument pas significatifs, ils sont liés a I'implémentation récursive de
notre algorithme. Ils ne pourront qu’étre améliorés. Les preuves sur le filtre adaptatif ont été effectuées
en moins d’une seconde.

En ce qui concerne le produit matrice vecteur, les résultats sont nettement moins performants actuel-
lement. Pour la preuve de la périodicité, seize formules sont prouvées. Notre outil de preuve effectue les
calculs en environ 72 heures. Il est cependant important de noter, que le calcul termine avec une solu-
tion correcte, et qu’il n’y a pas de dépassement de mémoire. De plus, ce temps de calcul est lié a notre
implémentation exponentielle et sera donc réduit avec une nouvelle implémentation. Pour la preuve sur
une période, le temps de calcul est d’une demi-heure.

En ce qui concerne I’arbitre, nous ne pouvons pour le moment pas évaluer le temps des calculs. Nous
ne proposons pour le moment qu’une méthode semi automatique. De plus, de nombreuses tactiques ne
sont pas encore implémentées et doivent donc étre effectuées par I'utilisateur.

L’algorithme implémenté nécessite encore un important travail d’optimisation. Nous avons indiqué
ici plusieurs pistes possibles.
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Perspectives

Les perspectives de ce travail sont nombreuses. Nous en présentons quelques-unes.

Implémentation et bibliotheque polyédrique L implémentation des différentes regles de preuve que
nous avons présentées dans ce document suppose que les calculs effectués par la bibliotheque poly-
édrique se font dans Z". Cette supposition est en théorie fausse, les calculs sont effectués dans Q™.
Cependant, cette approximation ne nous a pas en pratique conduit a des erreurs. En effet, le probleme
posé par cette approximation n’intervient que dans le cas de I’axiome AX2 qui concerne les domaines
vides. Un domaine peut étre vide dans Z™ sans étre vide dans Q™. Pour lever cette approximation, il
suffit pour cela d’utiliser d’autres outils comme la bibliotheque Omega [53], PIP [35],0u les polyndmes
d’Ehrhardt [98]. Il faudra donc étudier comment prendre en compte ces outils dans notre systeme et
quand les utiliser, leur utilisation pouvant étre couteuse. De plus cette approximation peut avoir un role
plus important quand nous ajoutons des parametres et que nous souhaitons savoir pour quelles valeurs
de ces parametres, les formules sont valides. Il sera judicieux dans ce cas de prendre en compte la forme
des domaines selon la valeur des parametres pour déterminer précisémment pour quelles valeurs des
parametres les domaines sont vides.

Efficacité et Implémentation L’implémentation que nous avons effectuée doit étre partiellement re-
faite pour améliorer I’efficacité. Il en est de méme pour I’'implémentation de la régle de recherche d’auto-
dépendance qui correspond au cas général et ne tient pour le moment pas compte des différentes heu-
ristiques que nous avons développées dans le chapitre 5. Une fois cette implémentation refaite, nous de-
vrions obtenir des résultats meilleurs pour la vérification du produit matrice-vecteur. Parallelement, nous
devons maintenant terminer 1’implémentation des différentes tactiques présentées dans le chapitre 9.

Quantificateurs et Parametres Cette perspective a été esquissée dans le chapitre 9. L’idée est de re-
présenter les indices quantifiés existentiellement ou universellement a I’aide de parametres. Ce travail est
actuellement en cours de formalisation et d’implémentation. Ce travail souléve de nombreuses difficul-
tés, tout d’abord sur la définition de la sémantique : comme tous les indices quantifiés sont représentés
par des parametres, comment prendre en compte la portée des quantificateurs, leur ordre (dans le mo-
dele polyédrique I’ordre des indices n’a aucune importance). La seconde difficulté se situe au niveau de
I’efficacité car nous rajoutons des parametres a nos systemes et donc nous augmentons la complexité de
notre algorithme qui dépend entre autre de la dimension des domaines. Pour éviter ce probleme, nous
proposons de limiter I’introduction des parametres au moment ou ils sont nécessaires dans la preuve et
de les supprimer le plus vite possible. Le probleme est de déterminer a partir de quand ils ne sont plus
nécessaires.

Combinaison de motifs Lors de la construction de 1’arbre de preuve, et lorsque nous obtenons des
feuilles pendantes pour lesquelles la recherche d’auto-dépendance échoue, nous ajoutons un motif. Ces
motifs peuvent étre combinés entre eux pour obtenir de nouvelles informations sur les variables du
systeme. Regardons pour cela I’exemple suivant :

(Wi, A(t,i —t—1,1) V B.(t,i — t —1,1),{t,i | t =i}, 1)

(Wa, A(t,i — t —1,1) VB.(t,i — t — 1,i0),{t,i | t =i}, 11)

L’idée est de définir un systeme d’équations booléennes et de le résoudre. En combinant les deux motifs,
nous obtenons facilement que pour tout environnement p,

Ep{ti|t=if Wi lanE,{ti|t=i}:Wo |1t <=, {tii|t+1=i}:Aln
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Cet exemple est un cas trés simple. Supposons maintenant que nos deux motifs soient définis de la
maniere suivante :

(Wi, Au(t,i —t — 2,3) V B.(t,i — t — 2,0),{t,i | t — 1 = i}, 11)
(Wa, Au(t,i —t — 1,3V =B.(t,i — t — 1,4), {t,i | t = i}, 1)

Le probleme est aussitot plus difficile, il faut tout d’abord se ramener au méme domaine, puis il faut
tenir compte des dépendances. Ce probleéme est en fait équivalent au précédent, le premier motif a été
simplement translaté.

Nous pensons donc qu’il serait utile de développer des outils pour rechercher I’information concer-
nant les variables du systéme contenue dans ces listes de motifs. Ainsi en utilisant cette méthode dans la
preuve des propriétés de I’arbitre, nous aurions pu éviter certains raisonnements par I’absurde.

Ce travail ne présente pas de réelles difficultés théoriques, il pourra &tre étudié a court terme.

Preuve d’équivalence Dans le chapitre 5, nous avons vu que la recherche d’auto-dépendance pouvait
étre utilisée pour effectuer des preuves d’équivalence. La méthode que nous proposons n’est actuelle-
ment pas efficace. Si I’on souhaite effectuer des preuves d’équivalence, il faudra développer des outils
spécifiques et de nouvelles tactiques pour améliorer I’efficacité de notre outil de preuve dans le cadre de
la preuve d’équivalence. Ce projet ne fait pour le moment pas partie de nos priorités. I nécessitera un
travail important et sera effectué a plus long terme.

Localisation des erreurs Nous avons montré dans le chapitre 6 que dans certains cas nous obtenions
des contre-exemples, il serait intéressant d’utiliser ces contres-exemples pour aider 1’ utilisateur a trouver
I’erreur du systeme. Il faudra pour cela remonter la construction de I’arbre de preuve et étudier les opé-
rations effectuées. En fonction, des opérations utilisées on peut retrouver soit des erreurs d’initialisation,
soit des erreurs de dépendances. Ce travail pourra étre effectué a moyen terme, il ne présente pas de
difficultés particulieres.

Treillis de polyedres Nous revenons ici sur ’échec de I’itération de la recherche d’auto-dépendance
et de la substitution par constante lorsque le motif et I’expression définissant la variable qui est substi-
tuée sont définis par deux opérations distinctes. Nous supposons que nous voulons montrer la formule
suivante D : W | v, ou W est définie par le motif Dy, : X.d; ¥X; X.do et ou X; est un opérateur
booléen tel que la valeur v est absorbante, et X une variable polyédrique définie par la X,-expression
suivante(XX, #£ XX1), (¢f- section 1.2, chapitre 5) :

X = Dy:X.01 X X.09

La solution que nous envisageons ici est la suivante : générer de nouvelles formules en utilisant des
Z-polyedres. Intuitivement, 1’idée est de rechercher une répartition minimale des valeurs de X de sorte
que W vale v sur tout son domaine. Cette répartition permet d’obtenir un domaine D’, et il reste alors
a vérifier la formule D’ : X | . Pour obtenir le domaine D’, nous pourrons utiliser les résultats
existants sur les Systemes d’ Additions de Vecteurs avec Etats (SAVE [87]) (un automate dont les arcs
sont des vecteurs de Z'™), en particulier des résultats sur 1’atteignabilité. En effet, comme nous utilisons
des dépendances uniformes, ces dépendances peuvent étre vues comme des vecteurs de Z". Les SAVE
pourront aussi étre utilisés pour effectuer des agrandissements de domaines, dans le cas ou ces domaines
sont des Z-polyedres.
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Propriétés de contrdles sur des signaux entiers A plus long terme, des travaux pourront étre menés
sur la preuve de propriétés de contrdle sur des signaux entiers. Une premiere approche serait d’utiliser
les polyedres d’une maniere plus traditionnelle pour modéliser les valeurs des instances comme dans les
travaux menés par Henzinger et al. autour de HYTECH [48], ceux de Asarin et al. autour de d/dt [6],
ceux de Silva et al. autour de CheckMate [94] ou enfin ceux de Alur et al. autour de CHARON [3]. Les
polyedres permettent ici de représenter des ensembles de valeurs entieres dans des automates hybrides
et fournissent ainsi une abstraction d’une classe restreinte de systemes paramétrés infinis. L’idée serait
donc de rajouter une dimension non contrainte aux domaines des variables pour représenter la valeur de
chaque instance, puis de calculer des contraintes sur cette dimension qui représenteraient la propriété a
prouver.

Propriétés de vivacité Enfin, il pourrait étre intéressant d’étudier des propriétés de vivacité. Ce pro-
bleme est beaucoup plus difficile, il est li€ a notre représentation des quantificateurs. Nous ne proposons
aucune piste actuellement.
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Annexe A

Démonstrations

1 Systeme de regles de preuve

Proposition 4.22 Soit S un systéeme, soient X et Y deux variables de ce systeme telles que :
X=
Y =e¢

ou f et e sont deux expressions polyédriques, on a alors I’équivalence sémantique suivante :

f=py fle/Y]

Démonstration :  Soit p un environnement sémantiquement correct : p est bien défini, et p est un plus
petit point fixe de la sémantique deS. En appliquant récursivement la définition de la sémantique des
expressions, on est amené a prouver

p(Y) = p(e)
Comme p est un plus petit point fixe de la sémantique de, on a
p=Q =e)p)

par définition de la sémantique des équations on obtient alors

p(Y) = (dom(p(Y))Udom(E(e)(p)).
Supval(val(p(Y ), val(€(e)(p)))

Nous allons décomposer la preuve en deux parties : tout d’abord nous prouverons 1’égalité des domaines,
puis nous regarderons les valeurs de Y et de e sous I’environnement p.

Domaine Nous voulons montrer que
dom(p(Y')) = dom(E(e)(p))
D’apres la définition de la sémantique des équations on sait que
dom(p(Y)) = dom(p(Y)) U dom(£ (e)(p))

— Soit dom(p(Y')) = dom(E(e)(p)), et I’égalité est prouvée

— Soit dom(&(e)(p)) C dom(p(Y)), a partir de I’environnement p on peut construire un en-
vironnement p’ qui est un point fixe plus petit que p tel que pour tout point z appartenant a
dom(p(Y)) \ dom(E(e)(p)), val(p(Y))[z] = L, et pour tout z appartenant a dom(E(e)(p)),
val(p(Y))[z] = Supval(val(p(Y)),val(E(e)(p))). Comme p est un plus petit point fixe, p = p’,
or p' n’est pas bien défini. On a donc 1’égalité sur les domaines.
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Valeur On veut maintenant montrer que

val(p(Y)) = val(€(e)(p))

Comme p est bien défini, on sait que pour toute variable id et en tout point z de leur domaine

val(€(id)(p) # L

Ainsi, en appliquant récursivement la sémantique des expressions sur e, on en déduit que

val(E(e)(p)) # L

Comme val(E(e)(p)) est défini, val(p(Y')) est différent de L.

~ Soit val(p(Y)) = val(£(e)(p)).
— soitval(p(Y')) # val(E(e)(p)), alors on en déduit que val(p(Y)) = T. Cependant, sival(p(Y)) =

T, alors p n’est plus un petit point fixe, car on peut construire un environnement p’ sémantique-
ment correct tel que val(p'(Y)) # val(E(e)(p’)). On a donc I’égalité sur les valeurs.
On a ainsi montré 1’équivalence suivante :

f(Y) = f(e)

2 Itérations

Le but de ce théoreme est de caractériser les cas ol I’itération substitution par constante recherche
d’auto-dépendance est finie lorsque la variable pour laquelle la recherche d’auto-dépendance est effec-
tuée contient des négations.

2.1 Le cas de la négation

Théoreme 5.4 Soit W et X deux variables polyédriques. Supposons que nous voulons prouver que
pour tout environnement p, p = W : v ot v est la valeur absorbante de X,. Alors, si W et X sont
définies par les équations suivantes, oit l1,1l3,1 € N* et Vi € {1,...,1},m; € N*:

ll l2
W= (XXlleg)XXl (X, —~X.dj)
]:

I m
X o= WM X

i=1j5=1
Nous avons,
— itérer alternativement la recherche d’auto-dépendance et la substitution par constante est fini si
-lhi=lh=1,

—ousily =1NIls >1AVi, m; =1,
—ouenfinsily >1Nls=1N1=1

— itérer alternativement la recherche d’auto-dépendance et la substitution par constante est infini si
li1>1etly > 1.

Nous ne démontrerons ici que le cas ou /l; = lo = 1, les autres cas se montrent de manicre similaire.
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Démonstration : Nous supposons la variable W définie par I’équation suivante :
W = X.dy ¥, ~X.do

Apres substitution de X par sa définition dans W, nous obtenons :

lml lm/

(XX )(X1Xdlod1)xx1 ()0( )0(1Xd’od2)

i=1j= i'=1'=1
Nous distribuons la négation pour obtenir :

I m; I my

= O, I, . 0 ) s (O, I, X 0 )
i=1j= i'=1'=1

On distribue I’opérateur X, dans le premier terme.

l mg l mi/
W = )0(12(00(11 X.didy) v (X, W, X dida))
1= ]1= Z/_lj/_l

Nous notons W; la X, -expression telle que W = ><><2li:1 W;. On sépare I’expression indexée par i’ en
deux selon sii = i’ ou non. On obtient alors :

ms mg mys
()0( X.dj.dy) % (XX, = X.dj o dg) ¥, ( XX, )()(2 -X. d  odg)
j= j'=1 (=L’ =1
Nous notons I/VZ-1 et WZ? les deux expressions suivantes :
m; ) m; )
Wll g (m X Z~ o dl) Xxl(mg _|Xd‘z7/ o} d2)
J= J'=1
l myr
W2 = X, xx ~X.d o d
(=154 y’'=1

Ainsi, W; = W}, W2. Nous travaillons maintenant sur W}. Aprés distribution de X, dans le second
terme de Wl-l, nous obtenons :

W;:xx (= X.djs o dy X, (xx X.d o dy))
7'=1

Nous séparons maintenant en deux I’expression indexée par j selon si j = j' ou non. On obtient alors :

Wi =W,(~X.di odaywty Xediyodyxi (N,  X.dody))
j'=1 (7=133%3")

On applique alors la recherche d’auto-dépendance pour obtenir :

=N, Wdiwi (W, X.djody))
j'=1 (i=1;5#5")

En appliquant la substitution par valeur dans W1, et comme v est absorbante pour X, nous obtenons,
pour tout % :

=N, o (XX, X.d;odl):)()(Qv:v
Jj'=1 (I=1;3#3") Jj'=1
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Nous substituons maintenant Wi1 par sa valeur dans W; :
Wi =vw, W2 =v
Il reste maintenant a substituer tous les I/VZ-1 par leur valeur dans W :
l
W = ()0(12 v) =v
i=

Nous obtenons ainsi une constante et 1’itération s’arréte. a

2.2 Cas des branches multiples

Cette proposition est utilisée pour déterminer les cas ou I’itération de la recherche d’auto-dépendance
et de la substitution pa constante est finie lorsque la variable pour laquelle la recherche d’auto-dépendance
est effectuée est définie par plusieurs branche. Nous avons pour cela plonger le probleme dans 1’ensemble
des rationnels et projeter les dépendances et les domaines sur un vecteur & orthogonal a I’hyperplan sé-
parant les domaines des deux branches de la variable étudiée.

Proposition 5.6
az—a1 >0AB <0AB2 >0

q
= [ dy' (o7 (P) Ndy (65 1) (P2) # 0,9 €N
=1

Démonstration :  Soit A; I'intersection dy " o (571)(Py) Ndy " o (55 1) (Py).

q
Vg eN, () A #0 (5.1)

i=1

est équivalent a
Vg e N,3z,V0<j,j' <q, €A NAy

Soit x un point tel que
V0 Sj?j/ <gq,z € AJ mA]’

Ainsi, il existe y1 5,y ; dans P tel que

z=di o (07" Y (y1y) = dit o (071 (vl )
etys j,yb ;s dans Py, tel que

-/

—1 —1yj -1 -1
z=dy o(dy") (y2,j) =dy o (dy") (?/é,j/)
Notons x,, la projection de x sur le vecteur &. Puisque y1 j, Y} j sont dans Py et ys j,yh 7 dans Ps, il

existe 1 j,7} i > 0etys, 74 i <0, 0ty (respectivement v i V2,50 74 ;) est la projection sur le
vecteur & de y1 ; (respectivement yy jr, Y25, Yh ;) tels que

Ty = (115 — a1 — jB)@ = (v2,; — a2 — jf2)d
=y —o1—3B)d = (v — a2 — j' B2)d (5.2)
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En utilisant I’équation (5.2), I’expression (5.1) peut ainsi se réécrire de la maniere suivante :

Vg €N, V0 < 4,5 <q3n v > 0727 <0

Y — 1 —Jf = Yo — e —jf2 (5.3)
Y- =i = vy —az—jf (5.4)
Ny~ =B = v25—a2—jb (5.5)

Puisque I’égalité(5.3) est vraie pour tout 0 < j < q, elle est vraie pour j = 0. Il s’ensuit que
V2,0 — 71,0 = Q2 — . Ainsi, nous obtenons 3y19 < 0,720 > 0,720 — V1,0 = a2 — 1 ce qui est
équivalent a cg > .

Puisque 757 j > 0ety; <0, nous pouvons transformer I’égalité (5.4) dans I’inégalité suivante :

as—ai+j 62— >0

Sij’ = 0etj = q, nous avons
as —ai > qf

Q22—

Ainsi > (1. Puisque I'inégalité doit étre vraie pour tout ¢ € N, cela implique que 31 < 0.
De maniere similaire, en utilisant 1’équation (5.5), nous obtenons 3o > 0. Inversement, si cg — a1 >
ONB2—=B1 > 0AB1 <0A B2 >0, il existe vy 4, ’yi i < 0, ")/QJ‘,")/é > 0, tels que les égalités (5.3),
(5.4), et (5.5) soient vraies. a
2.3 Motifs définis par plusieurs variables

Le but est encore d’étudier les cas ou I'itération de la recherche d’auto-dépendance et de la sub-
stitution par constante sont finies, en supposant cette fois-ci la variable W, variable pour laquelle la
recherche d’auto-dépendance est effectuée, définie a I’aide de plusieurs variables.

Nous supposons ici W définie par :

W = X.dy %, Y.da

Théoreme 5.9 Nous allons ici donner quelques cas ot la recherche d’auto-dépendance réussit :
— Si les variables X etY sont définies par les équations suivantes :

X = X0 % ...
Y = Yo X...

alors, la recherche d’auto-dépendance réussira si et seulement si les dépendances &1 et §o sont
paralléles.
— Si les variables X etY sont définies par les équations suivantes :

Y = X.b9X; ...

alors, la recherche d’auto-dépendance réussira.
— Si maintenant la variable X est définie par I’ équation suivante :

alors la recherche d’auto-dépendance réussira si et seulement si

52:d20510df1

205



Démonstration :
— Nous commengons par traiter le deuxieme cas, a savoir X et'Y définies par les équations sui-
vantes :

Nous substituons X etY par leurs définitions dans la variable W, et nous effectuons la recherche
d’auto-dépendance. Nous ne pouvons écrire qu’un seul systéme qui correspond au systéme 5.4 du
lemme 5.2. Ainsi nous avons une solution a ce systeme si et seulement si

61/2+d1 :52/2+d2

Si nous n’avons pas I’égalité, il suffit alors d’effectuer une étape de substitution supplémentaire et
nous obtenons alors le systéme suivant :

d10d020d; = dyof
d10d020dy = dgof

Nous reconnaissons le systeme 5.1 du lemme 5.2 et nous trouvons une solution.
— Si maintenant nous regardons le premier cas, a savoir X etY définies par les équations suivantes :

X = X0 % ...
Y = Yo X...

L’idée est de substituer X etY un certain nombre de fois pour obtenir le systéme 5.1 du lemme 5.2.
11 suffit de trouver deux entiers u et v tels que 6} = 05. On substitue alors X wu fois par sa définition
etY v fois par sa définition. On obtient alors le systéme suivant :

0fody = dyof
d50dy = daof

et nous avons une solution.
— Nous traitons maintenant le dernier cas, il suffit simplement de substituer X par sa définition et
nous obtenons lors de la recherche d’auto-dépendance le systeme

510d1 = dlof
520d2 = d20f

En le résolvant nous trouvons qu’il y a une solution si et seulement si

52:d20510d1_1
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Annexe B

Quelques rappels d’algebre

Définition B.1 (Groupe) Un groupe G est un ensemble muni d’une opération (loi de composition in-
terne), notée ici +, qui a tout couple (x,y) de G associe un élément, noté x + vy, de G pour laquelle les
axiomes suivants sont veérifiés :

— la loi + est associative : (x +y) + z = x + (y + z) pour tout z, y et z de G,

— la loi + posséde un élément neutren: x +n=n+xr==x

— pour tout T de G tout élément x de G posséde un symétrique x’ pourlaloi + : x+2' =2’ +x =n

Un groupe est dit abélien ou commutatif si sa loi de composition est commutative : x + y = y + = pour
tout x et tout y de G.

Définition B.2 (Anneau) On appelle anneau un groupe abélien A muni d’une seconde loi *, appelée
multiplication, associative et distributive sur la loi de groupe (addition), Pour tout triplet (a, b, c) d’élé-
ments de A :

— associativité : (axb)xc=ax* (bxc)

— distributivité ax (b+c¢) =axb+axcet (a+b)xc=axc+bxc.

Un anneau est dit commutatif si la multiplication 1’est. L’ élément neutre du groupe est appelé zéro. Una
nneau est dit unitaire si la multiplication admet un élément neutre, on appelle cet élément 1’élément
unité.

Définition B.3 (Corps) Un anneau dans lequel tout élément non nul admet un symétrique pour la mul-
tiplication est un corps.

Définition B.4 (Espace Vectoriel) Soit K un corps commutatif d’élément unité noté 1. On nomme es-
pace vectoriel sur K, un ensemble E muni d’une loi de composition interne (+) conférant a E la
structure de groupe abélien, et d’une seconde loi dite externe, application de E x K dans E notée ici
par un simple point - faisant intervenir les éléments de K, appelés scalaires. Cette loi externe est sou-
vent appelée multiplication scalaire et doit vérifier les axiomes suivants, x et y désignant des éléments
(vecteurs) de E, a et b désignant des scalaires

—a-(z+y)=a-x+a-y

-(a+b)-z=a-z+b-x

—a-(b-z)=ab-zx

-lz=2x

Si K est un anneau commutatif unitaire, alors E sera un module.

Définition B.5 (Algebre) Considérons un corps K. Une algebre sur K est un espace vectoriel sur K
muni, en outre, d’une seconde loi interne (multiplication) distributive par rapport a la loi de groupe
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(addition de la structure d’espace vectoriel). Si cette multiplication est associative (resp. commutative)
I’algebre est dite associative (resp. commutative).
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Annexe C

Résolution d’équations sous forme
matricielle dans Z

Dans cette partie, nous allons voir comment résoudre une équation de la forme Az = b, ou A
est une matrice de Z™*™. Nous allons d’abord déterminer si le systéme admet une solution, et le cas
échéant 1’exhiber. Puis, si le systtme admet une solution, nous les trouverons toutes, en calculant une
base du noyau de A. Le principe est d’échelonner la matrice A, ¢’est-a-dire de la transformer en matrice
triangulaire inférieure. Les résultats que nous exposons ici sont démontrés dans [71].

Définition C.1 (Equivalence a droite) Soient A et A’ deux matrices a coefficients entiers. Elles sont
dites équivalentes 2 droite si e seulement si il existe une matrice inversible R, vérifiant A’ = AR. Cette
propriété définit bien siir une relation d’équivalence.

Les matrices A et A’ ont ainsi la méme image. Nous allons exhiber une classe de matrices dont
I’image est facile a calculer : c’est le cas des matrices échelonnées.

Théoreme C.2 ] existe un algorithme qui, appliqué a une matrice A de dimension Z™*"™, fournit une
transformation a droite réversible qui échelonne A, donnant une nouvelle matrice A’. Plus précisément,
cet algorithme, appliqué a A fournit un couple (A’, R) on A" est une matrice n x m échelonnée, et
R une matrice m x m de déterminant 1 dont ’inverse est a coefficients entiers. Ce couple est tel que

A" = AR.

Exhiber une solution a 1’équation revient a savoir écrire explicitement le vecteur b comme combi-
naison linéaire des colonnes de A. En considérant la matrice obtenue en bordant a droite la matrice A
par le vecteur b, nous étudierons le probleme suivant :

Etant donné une matrice C, & n lignes et m + 1 colonnes, déterminer si la derniére colonne C,, 1 est
combinaison linéaire des colonnes précédentes C'1, Cy, ..., C,, et si oui expliciter une telle combinai-
son linéaire.

Théoréme C.3 Soit C une matrice n x (m + 1) a coefficients entiers. Désignons par C' et R les deux
matrices fournies par ’algorithme d’échelonnement en colonnes (R est la matrice carrée inversible

et C' la matrice échelonnée telles que C' = CR). Si R égale (r; ;), les deux propriétés sont alors
équivalentes :
— la derniere colonne C,, 1 est combinaison linéaire des colonnes C1,Cy, ..., Cy,
— la colonne C’;n 1 est nulle et Ty, i, est inversible.
La derniere ligne de R est alors (0,0,...,0,0,1) et on a la relation :
Cm+1 = _(Tl m+1C1 + 7o m+1C2 + o+ Ty m+1cm)
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Il ne reste plus qu’a calculer le noyau de la matrice A.

Proposition C.4 Soit A une matrice n X m a coefficients entiers, et R et A’ les deux matrices fournies
par Ualgorithme d’échelonnement en colonnes. Si A}, A} o, ..., Ay, sont les colonnes nulles de A’,
alors les derniéres colonnes Ry 1, ..., Ry, forment une base du noyau de A,

Tous ces résultats permettent de résoudre le systéme étudié. Pour résumer, nous énongons la propo-
sition suivante :

Proposition C.5 Désignons par (A | b) la matrice constituée de la matrice A bordée a droite par
le vecteur b. Alors (A | b) est I'application linéaire de 7™ X 7. dans 7", qui a (x,Ty,11) associe
Ar + bl’m+1.
Soit (A’ | V') la matrice échelonnée obtenue par I’algorithme d’échelonnement & partir de la matrice
(A | b), et R la matrice de passage vérifiant (A | b)R = (A" | V).
— Le systeme Ax = b admet une solution si et seulement si la derniére ligne de R est (0,0, ...,0,0,1)
et si le vecteur b est nul. Ces deux conditions fournissent alors la solution particuliére — R, 1,
ol — Ry, 41 est le vecteur formé par les m premiéres composantes de R, 1.
— Dans ce cas, A" est une matrice échelonnée équivalente a gauche a A. Soit k € [1,m] tel que
les colonnes nulles de A soient exactement celles d’indice supérieur a k; alors les vecteurs

Rk+1, Rk+2, ..., Ry forment une base du noyau de A.

Le probléme que nous voulons résoudre est le suivant : nous cherchons la matrice X de Z™*P telle
que AX = B ou A est une matrice de Z™*™, et B une matrice de Z"™*P.

Proposition C.6 La matrice X solution d’un tel systeme s’écrit sous la forme X = £+1.0 ou € est une
solution particuliére, les colonnes de I forment une base du noyau de A, et 3 est une matrice quelconque
de 7F*P ou k est la dimension du noyau de A.

Démonstration : Soient x1,...,x), les lignes de X et by, ..., b, les colonnes de B. Pour tout i, nous
savons résoudre le systéme A.x; = b;, et nous obtenons

xi=§r+§:@gw
J

ou &; est la solution particuliére et y; un vecteur du noyau de A. Notons k la dimension du noyau de A
et T' la matrice de Z™** dont les colonnes sont les vecteurs 7. Si 3; est le vecteur de dimension k, alors
on peut écrire x; de la maniére suivante :

v, =&+ 1.6

On note & la matrice de Z™*™ dont les lignes sont les vecteurs &;, et 3 la matrice dont les colonnes sont
les vecteurs (3;. Alors la matrice X vaut :

X=¢+Tp

0

Le deuxieme probléme que nous rencontrons est comment calculer I’intersection de deux ensembles
Sy ={& +T1.681 | B1 € ZF*P} et Sy = {&o + T'9.32 | B2 € ZF*P}. On cherche donc a calculer 3 et
(o tels que

S +T01.61 =8 +T2.0
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En écrivant I’équation différemment, on cherche a résoudre 1’équation :
[ —Tefe=8&—&

Si on pose (I'; | —I'3) la matrice I'; bordée a droite par la matrice —I'9, et si on pose (%) la matrice
(1 bordée en dessous par la matrice 35, on veut résoudre :

(T4 | -T). (g—) s

Pour résoudre un systeme, il suffit d’appliquer la proposition C.6.
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Annexe D

Z-polyedres

Nous rappelons que I’image d’un polyedre par une dépendance quelconque n’est pas un polyedre
mais une union infinie de polyedres. Pour illustrer, prenons I’exemple suivant. Soit D le domaine {¢, 7 |
0 <i<t0<i< N}ouN estun parametre, et prenons la dépendance d suivante (t,i — t —
1,2i). Cette dépendance est affine. Nous avons représenté en figure D.1 le polyedre D et son image
d. Clairement, I’'image n’est pas un polyeédre, mais une union infinie de polyedres. Cependant, nous
remarquons que cette union est « réguliére », ¢’est I’ensemble des points (¢, 7) appartenant a {¢,2i | 0 <
i <t+1;i < N}. Onretrouve la structure d’un polyedre, les contraintes sont linéaires, mais au lieu de
contenir les points (¢, 7) respectant les contraintes, I’ensemble contient les points (¢, 2i) ol (¢, ) respecte
les contraintes. C’est ce que 1’on appelle un Z-polyedre [85].

(a) Polyedre :D = {t,i | 0 <i < t;: < N} (b) Image de D par d

F1G. D.1 — Polyedre et son image par une dépendance uniforme

Donnons maintenant une définition formelle de cette notion.

Définition D.1 (Z-Polyeédre) Un Z-Polyedre est 'intersection d’un polyédre et d’un Z-module (cf an-
nexe B).

La librairie polyédrique a été étendue aux Z-polyedres. Ainsi, nous pouvons calculer les images et
préimages de Z polyedres par des dépendances, affines, calculer 1'union, I’intersection, la différences
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R

(a) Polyedre :{t,7 | 0 < i < t;9 < N} (b) Z-module : {2t,4 | t > 0;¢ > 0} (c) Z-polyedre : {2t,i | 0 <i <21 < N

Fi1G. D.2 — Polyedre, Z-module, Z-polyedre

de deux Z-polyedres. Les différentes reégles de preuve que nous avons implémentés ne s’appliquent
actuellement qu’a des polyedres, mais leur extension aux Z-polyedres ne devrait pas poser de probleme.
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Annexe E

Liste des fonctions implémentant les regles
de preuve

— substitution_constante : Cette fonction implémente la regle de substitution par constante. Elle
se définit de la maniere suivante :

substitution_constante : ((X,D,v),S)—((X',D,v),5")

ol X' est la variable définie par I’expression de X apres substitution et o S’ est le systéme
S contenant la variable X’ et I’équation définissant X'. S’il existe une preuve pour la formule
étendue D : X’ | v dans le systeme S’, alors il existe une preuve de D : X | v.

— équation : Cette fonction correspond a la regle de 1’équation.

équation : ((X,D,v),S)—((e,D,v),S)

ou e est I’expression définissant X.
— simplification : Cette fonction implémente la regle de simplification.

simplification : ((e, D, v) ,S)—>(<e',D,v> ,S)

ou €’ correspond 2 la simplification de I’expression e.
Plutdt que de réécrire une fonction de simplification pour les expressions polyédriques, nous avons
préféré utiliser la simplification offerte par Mathematica. Pour cela, nous commencons par tra-
duire I’expression polyédrique représentée par un arbre syntaxique en une expression booléenne
Mathematica. Puis, sur cette expression booléenne Mathematica, nous utilisons la simplification
propositionnelle de Mathematica. Enfin, nous retraduisons le résultat en une expression ALPHA.
— séparation_branches : Cette fonction implémente la régle de séparation des branches. Cette
séparation génere plusieurs fils.

séparation_branches((e, D,v),S) — ([(e1,D1 N D,v),...,{en, D, N D,v)],S)
ou e est ’expression définie par :
Di:er
D, ‘: en
— ajout_variable : Cette fonction implémente la régle d’ajout de variable.
ajout_variable : ((¢,D,v),S) — ((X',D,v),5")

Le systeme S’ correspond au systéme S auquel a été ajoutée la variable X' définie par e et son
équation. L’ expression e est une sous-expression de la variable X.
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— recherche_auto_dépendance : Cette fonction implémente la regle de recherche d’auto-dépendance.
Pour cette recherche, il faut prendre quelques précautions avant d’appliquer la fonction et s’as-
surer que la recherche d’auto-dépendance itérée avec une substitution par constante ne va pas
engendrer une construction infinie. Deux cas peuvent se produire :

— soit la recherche d’auto-dépendance peut engendrer une construction infinie et dans ce cas nous
n’appliquons pas la fonction,

— soit la recherche d’auto-dépendance n’engendre pas de comportement infini et la construction
continue.

Si la fonction est appliquée, le systeme de sortie est différent du systeéme d’entrée.

recherche_auto_dépendance : ((X,D,v),S) — ((X',D,v),5")

ol la variable X’ est sémantiquement équivalent a X, mais est définie a I’aide d’auto-dépendances.
Le systeme S’ correspond au systéme S et contient de plus la variable X’ et I’équation définissant
cette variable.

— séparation_opérandes : Cette fonction implémente la régle de séparation des opérandes. Si 1’ex-
pression e est définie par une X-expression ( e; X ea) et que v est neutre pour XX nous générons
une liste de deux fils correspondant aux expressions e; et eo. Le systeéme de sortie est identique
au systeme d’entrée.

séparation_opérande. : ((e; X ez, D,v),S) — ([{e1,D,v),(e2, D, v)],5)
— négation : Cette fonction correspond a implémente la régle de négation.
négation : ((—e,D,v),S) — ({e,D,—w),S)
— dépendance : Cette fonction implémente la regle de la dépendance.
dépendance : ((Y.d,D,v),S) — ((Y,d '(D),v),S)

— forme_normale : Cette fonction implémente la régle de mise sous forme normale. Cette fonction
est utilisée avant la fonction de séparation des opérandes, elle transforme 1’expression dans la
forme normale telle que v soit neutre.

forme_normale : ((e,D,v),S) — (<e',D,v> ,S)
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Annexe F

Systemes de regles de preuve

1 Systemes de regles de preuve des formules

Dans le chapitre 4, lorsque nous avons donné notre premier systeme de régles de preuve, nous avons
précisé que ce systeme n’était pas complet : les régles que nous avons proposées ne s’appliquaient qu’a
la partie droite du séquent. Le but était simplement de donner le principe de ces différentes regles.
Nous allons donc maintenant compléter notre systeme en donnant le résultat des regles de preuve qui
s’appliquent au contexte. Comme toutes nos regles de preuve sont inversibles, nous allons pouvoir les
utiliser sur le contexte. Voici donc les régles de preuve s’appliquant au contexte.

Les formules sont représentées par f. Les systemes sont notés S, S’, S”, les listes de motifs £, L', L”
. Enfin, D représente un domaine polyédrique, et e, ey, eo des expressions polyédriques. Remarquons
que la liste de formules n’est modifiée que par les reégles de recherche de motifs et de recherche d’auto-
dépendances.

— Axiomes a droite :

AX1 DROITE AX2 DROITE
IS, LED:True | 1t1;S, L ;8 LHEA{}:elv; S, L

AX3 DROITE
IS, LF D : False | ff; S, L

— Axiomes a gauche :

AX1 GAUCHE AX3 GAUCHE
D:True | ff,I';S, L ;5L D : False | 11,I';S, L+ f; 5, L
— Elimination 2 gauche :
;8 LF f:5 L ;8 LF fF;,5 L
L1 L2

D:True | #.1:S.LF f:S.L (ielol:S, LF 9L

S, L f;8, L

EL3
D : False | ff,I';S,LF f; 5 L

Il n’y a pas d’élimination a droite car notre syst¢tme ne permet pas d’avoir des ensembles de
formules a droite pour le moment.
— Regles de décompositions des opérandes a droite :
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I8, L-Diey [ 1;8,L, T8, L' FDey | 11,8, L

ET DROITE
IS, LF-D:egNeg | 155", L
IS, L-D:ey | 8,0, T;8, L' FD:ey | f,58", L
OU DROITE
IS, L-D:ey Ve | ff;S", L"
— Regles de décompositions des opérandes a gauche :
D:ei | tt,D:ey | 11,18, LF f;59.L
ET GAUCHE
D:eiNey | tt,1;S, L+ f:8",L"
D:ei | ff,D:ex | f£,1;8 L f;58,L
OU GAUCHE
D:eiVey | ff,1;8 L f:8" L
— Regle de la négation a droite :
[;8,L-D:el f:8, L IS, L-D:e|1t,S, L
: : o A NEG1 DROITE - - ~of i NEG2 DROITE
I8, L-D:=e | t;58,L IS, LED:—e | ff; 5, L
— Regle de la négation a gauche :
D:e|f, I8 L f;8,C D:e|tt,I:S, L+ f.58.L
: : o NEG1 GAUCHE : : o NEG2 GAUCHE
D:—elut,I;S,LF f;5,L D:—el ff,I;8LF f;5,L
— Regle de la dépendance a droite :
[;8,LFd(D):e:v; 8, L
DEP DROITE
I8, L-D:ed | v; S, L
— Regle de la dépendance a gauche :
dD):e:v, 8 1;8 L+ ;8L
DEP GAUCHE
D:ed|v,T;S,LF f:8,0
— Regle de I’équation a droite :
Dl Lel
;8 LD g L v; S, L
D, :en Di:e
——— EQDROITE o
S, LED:X | v, S, L si X =< : est une équation de .S
D, :en
— Regle de I’équation a gauche :
Dl el
D:q v, T8, L f:8, 0
Dn L€ Dl el
—— EQGAUCHE ] .
D:X |v,I8LF ;5,0 si X =< est une équation de .S
Dy, : ey
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Regle de séparation des branches a droite :

;S L-DNDyrier L v, 51,L1 ... 18,1, Ln1i EFEDNDy, ey | 0,8, L,
SEP DROITE
D1:€1
S, LEQ L v Sn, Ln
D, :e,

Regle de séparation des branches & gauche :

DNDy:er lv,....,DNDy e, | 0,18 LF f;8.L

SEP GAUCHE
D1 Le1
: Lo, D38, L+ f;8,L
D, e,

Regle de I’ajout de variable a droite :

S LFD:X |v;S". L
S LFD:e|v:S" [

NOUV DROITE

ou S’ est le systeéme S auquel on a ajouté la variable X définie par I’expression e sur le domaine
de e.
Regle de I’ajout de variable a gauche :

D:X |v,I;8 LF 8"
D:el|v,I;8,LFF;8". L

NOU GAUCHE

ou S’ est le systeéme S auquel on a ajouté la variable X définie par 1’expression e sur le domaine
de e.
Regle de la simplification a droite :

;8 LED:X | v; 8" L
I8, LFD:X | v;8", L

SIMP DROITE

Le systeme S’ est le systeéme S dans lequel toutes les constantes ont ét€ supprimées en appliquant
récursivement les techniques de simplification vues dans le chapitre 4.
Regle de la simplification a gauche :

D:X |v,I:8 LFf,8".C
D:X |v,I:8 Lk ;8.

SIMP GAUCHE

Le systeme S’ est le systeme S dans lequel toutes les constantes ont été supprimées en appliquant
récursivement les techniques de simplification vues dans le chapitre 4.
Regle de substitutions par constante a droite :

;8. L-D:X | v;S". L
;S LD X | v;S", L

SUBS DROITE

ou toutes les occurrences de X sur le domaine le systtme D ont été substituées par v dans le
systeme S’
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Regle de substitutions par constante a gauche :

D:X |vI;8 L f;8"C
D:X |vI8 LF 8L

SUBS GAUCHE

ou toutes les occurrences de X sur le domaine le systtme D ont été substituées par v dans le
systeme S’
Regle de recherche d’auto-dépendances a droite :

S LFD:X | v;S" L'
S LED:X | v;S8". L'

AUTO DROITE

ou S’ est le systtme S dans lequel la définition de la variable X est substituée par la définition
récursive obtenue par la recherche d’auto-dépendance et £ contient la liste £ et le motif associé
aX.
Regle de recherche d’auto-dépendances a gauche :

D:X |vI;8 L f8", L

D:X |v,I8 L f;,8" .

AUTO GAUCHE

ou S’ est le systtme S dans lequel la définition de la variable X est substituée par la définition
récursive obtenue par la recherche d’auto-dépendance et £’ contient la liste £ et le motif associé
aX.
Regle de recherche de motifs a droite :

;8D X | v;8", L

S, L-D:X | v;S", L

MOTIF DROITE

Sur le domaine D la variable X est définie par un motif e. Le systtme S’ correspond au systéme
dans lequel toutes les occurrences du motif e ont été substituées par X, puis une substitution par
constante de X sur le domaine D a été effectuée. La liste de motifs £’ contient la liste £ et le
motif associé a X.

Regle de recherche de motifs & gauche :

D:X |v,I;8 L - f,8" L
D:X |vI;8,LFf;8"C"

MOTIF GAUCHE

Sur le domaine D la variable X est définie par un motif e. Le systtme S’ correspond au systeme
dans lequel toutes les occurrences du motif e ont été substituées par X, puis une substitution par
constante de X sur le domaine D a été effectuée. La liste de motifs £’ contient la liste £ et le
motif associé a X.

Comme les regles de preuve s’appliquant au contexte et a la partie droite du séquent sont identiques
I’implémentation est donc identique.

2 Systemes de regles de preuve des formules généralisées

Dans cette section nous nous contentons de donner les régles de preuve des formules généralisées.
Nous ne donnerons aucune définition pour la slireté de ces regles et nous ne prouverons pas plus qu’elles
sont slires. Ces regles sont données dans un but purement informatif.
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Définition F.1 (regles de preuve des formules généralisées) Soient F1 et Fo des formules générali-
sées. Soient I, A des ensembles de formules, soient S, S’,S" des systemes et soient L, L', L" des listes
de motifs. Les regles de preuve de bases sont définies de la manieére suivante :

regle de la conjonction

T;SEAU{R} TiSEAU{FR)
T;SEAU{F AT}

CONJ. DROITE

{]:1,]:2} ul; s A
A CONJ. GAUCHE

{.7:1 /\.7:.2}UF;S|i
— regle de la disjonction
F;Sli AU{.Fl,fQ}
F;Sli AU{fl /\.7:2}

DISJ. DROITE

{fl}UF;SFA {fQ}UF;S'KJ:
{]:1\/]:22}UF;SFA

DISJ. GAUCHE

— regle de I'implication
{.7:1} U SEAU {.7:2}

F;SFAU{]‘H — ]:2}

IMP. DROITE

D SEAULAT  {HIUTSEA
{Fi = FRIUlSEA

IMP. GAUCHE

— regle de la négation
{.7:1} ul;SEA
L;SEAU{-F}

i S EAU{F)
{=F}IUul;SkEA

NEG. DROITE

NEG. GAUCHE

— reégle du passage aux formules. Si T et A sont des ensembles de formules, et A = f1,..., fn,
nous avons alors pour i € {1,...,n}:

LS+ fi}
T;SE{fi,..oy fu)

FORMULE ¢
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Résumé

Les travaux présentés dans ce document sont orientés vers la vérification formelle de propriétés
de sireté dans le cadre de la conception des systemes enfouis. Nous nous placons dans le formalisme
du modele polyédrique, combinaison des systemes d’équations récurrentes affines avec les polyedes
entiers. Ce modele permet de faire de la syntheése de haut niveau pour générer des architectures paralleles
a partir de la description d’un systeme régulier dont les dimensions sont définies par des parametres
symboliques. Nous nous intéressons a la vérification de propriétés de silireté portant sur des signaux
booléens de contrdle, générés ou introduits manuellement lors de la synthese. Les propriétés sur de
tels signaux seront appelées propriétés de controle. Nous montrons dans ce document que le modele
polyédrique est adapté pour la vérification formelle de propriétés de controle.

Dans ce travail, nous développons une "logique polyédrique" qui nous permet de spécifier et prouver
des propriétés dans le modele polyédrique. La syntaxe et la sémantique des formules logiques s’appuient
sur celles d’un langage de description de systemes d’équations récurrentes affines sur des domaines po-
lyédriques. Les regles de déduction sont de différents types : des regles "classiques" sur les connecteurs
logiques, des regles de réécriture et des regles induites par des calculs dans le modele. Nous dévelop-
pons des algorithmes pour automatiser la construction des preuves, ainsi que des techniques heuristiques
permettant d’accélérer cette construction. Ces algorithmes nous permettent de prouver des propriétés
simples, comme par exemple la propriété qu’un signal vaut toujours vrai pour un ensemble de proces-
seurs et une durée déterminés. Nous présentons ensuite et commengons a développer des pistes afin
d’enrichir notre logique pour exprimer des propriétés plus complexes, comme par exemple des proprié-
tés d’exclusion mutuelle. Nous présentons quelques tactiques de preuve pour ces propriétés plus riches.

Mots Clefs Méthodes formelles de vérification, langages de spécification matérielle, synthese de tres
haut-niveau, systemes enfouis, co-design, systemes paramétrés, modele polyédrique.

Abstract

This document deals with formal verification of safety properties in the context of embedded sys-
tems design. This work is based on the polyhedral model formalism, i.e., the combination of systems
of affine recurrence equations with integer polyhedra. This model is used in high level synthesis fot
generating parallel architectures from regular system descriptions, dimensions of which are defined by
means of symbolic parameters. We are interested in the verification of safety properties about boolean
control signals that are generated or manually introduced during the synthesis. We call control proper-
ties properties on such signals. We show in this document that the polyhedral model is well suited to the
formal verification of control properties.

In this work, we present a “polyhedral logic” that allows for specifying and proving properties in
the polyhedral model. The syntax and semantics of logical formulae are based on those of a description
language designed for systems of affine recurrence equations on polyhedral domains. There are different
kinds of deductions rules : “classical rules” on logical connectors, rewriting rules and rules induced
by the computations in the model. We present an algorithm to automatize the proof construction, and
heuristic techniques to speed up this construction. These algorithms allow for proving simple properties
like the fact that a signal is always true for a given set of processors and time instants. We then sketch
and begin to develop solutions that can be used to expand our logic so as to express and prove more
complex properties, like mutual exclusion properties for instance. We give some proof tactics for this
augmented formalism.

Keywords formal verification methods, hardware specification languages, high level synthesis, em-
bedded systems, co-design, parametred systems, polyhedral model.



