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Chapitre 1

Introduction

1.1 Objectifs de la thése

1.1.1 Présentation du modéle

Cette thése présente des résultats d’estimation adaptative de fonctions (ou
signaux) multidimensionnelles anisotropes, c’est-a-dire dont les régularités
dans les différentes directions de ’espace différent. Les résultats obtenus le
sont pour des pertes ponctuelles dans le modeéle de bruit blanc gaussien.

Plus précisément, nous cherchons a estimer des fonctions qui appartiennent
a des classes d’espaces de Holder anisotropes H (3, L), ou 3 est un vecteur
représentant la régularité des fonctions et L une constante de Lipschitz.

Explicitons maintenant le modele dans lequel se situent nos travaux. Nous
observons une « trajectoire » d’un processus aléatoire X, satisfaisant I’équa-
tion différentielle stochastique suivante :

X (du) = f(u)du+ W (du), wu € [0;1]% (1.1)

ot f : R? — R est un signal inconnu & estimer, W est un bruit blanc gaussien
standard de R? dans R (voir par exemple [|) et € > 0 est un paramétre qui
précise le niveau du bruit. Nous supposerons que ¢ est connu du statisticien.

De facon plus pratique, on peut observer toutes les quantités du type
| stwx.(au)
Rd

11
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oil g est une fonction connue de L?(R% R) = L.

REMARQUE 1. Le modeéle de bruit blanc gaussien, a linstard des lois gaus-
siennes, joue un role central en statistique puisqu’il approche d’autres modeles
plus complezes, par exemple le modele de densité non paramétrique. Citons
par exemple les travauz de Nussbaum (1996).

1.1.2 Différentes approches

Le but principal, lorsqu’on fait de ’estimation, est de choisir, parmis tous les
estimateurs possibles fonctions mesurables des observations), le « meilleur ».
Plusieurs approches et divers points de vue classiques s’offrent alors pour
juger la qualité d’un estimateur.

1. I’approche minimax. On fixe un espace fonctionnel et un risque sur
cet espace. Le meilleur estimateur est celui dont le risque est minimal.
Cette approche suppose une connaissance a priori assez forte sur le
signal & estimer puisqu’on suppose, par hypothése, qu’il appartient a
I’espace fonctionnel qu’on s’est fixé. Ce point de vue est donc parfois
trés limité en pratique.

2. L’approche adaptative au sens minimax peut étre vue comme un dé-
veloppement de la premiére. On se fixe ici une famille d’espaces fonc-
tionnels et un risque sur chacun d’entre-eux. Le meilleur estimateur
est alors celui qui « minimise » simultanément tous les risques. La
connaissance a priori sur le signal est donc nettement relachée.

3. L’approche maxiset prend quant a elle le contre-pied de 1’approche
minimax. On se fixe un risque et une qualité d’estimation (vitesse) a
atteindre. On calcule alors, pour chaque procédure, le plus grand espace
fonctionnel — son maxiset — sur lequel elle atteint cette vitesse. Une
procédure est d’autant meilleure que son maxiset est grand. En général
on ne sait pas trouver de procédure ayant un maxiset maximal.

Dans cette thése, nous nous intéressons particulierement a la deuxiéme ap-
proche. Nous discuterons donc des approches minimax et adaptative au sens
minimax dans la suite de cette introduction.

12
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1.2 Théorie minimax

1.2.1 Généralités

On fixe, dans cette approche, un espace de Banach F (on suppose que le vrai
signal appartient a cet espace) et une fonctionnelle G : F — A ou (A, | - ||)
est un second espace de Banach. Le but précis qu’on se fixe est d’estimer la
fonctionnelle G(f).

Etant donné un estimateur fs, on commence par mesurer sa qualité par
rapport a chaque fonction f € F par :

Re(fe. ) = Ep jw(|[f: = G(HI)|

ou E; désigne I'espérance par rapport a la loi de X (€) (si f est la vrai valeur
du signal inconnu) et oll w est une fonction de perte a valeurs dans R™.

Comme on souhaite que 'estimateur qu’on choisira soit uniformément bon
sur toutes les fonctions de F, on introduit le risque maximal sur cet espace
de la facon suivante :

Rs(fa: f) = sup Rs(faa f)
feF
L’idée étant de choisir comme estimateur celui dont le risque est minimal
parmis tous les estimateurs possibles (on notera £ cet ensemble), on introduit
le risque minimax sur F défini par :
R.(F) = inf R.(f., F).
fe€€

Le but est alors double. On souhaite trouver a la fois un estimateur dont
le risque est du méme ordre, asymptotiquement (lorsque ¢ tend vers 0), que
R.(F), et d’autre part une formule explicite pour ce risque.

1.2.2 Meéthode

La stratégie classique pour obtenir de tels résultats est la suivante. On com-
mence a introduire pour toute normalisation (ou vitesse) (1).).s¢ le risque
maximal renormalisé d’un estimateur f. :

R.(f., F.ab) = ?CEE_Ef w | fe = GO -

13
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On cherche ensuite & trouver une normalisation particuliére . qui satisfait
les deux inégalités suivantes :

Une borne supérieure qui assure que cette vitesse est atteignable (asymp-
totiquement) par un estimateur. C’est-a-dire qu’il existe un estimateur
fg tel que : X
limsup R.(f., F, p-) < +00.
e—0
Une borne inférieure qui assure quant a elle qu’on ne peut pas faire asymp-
totiquement mieux que .. C’est-a-dire :

liminf inf R.(f., F,¢.) > 0.
e—0 f-c&
Si I’on trouve un tel couple ( fg, ¢:) on dit que c’est la solution du probléme
minimax sur F. La vitesse ¢. est appelée la vitesse minimax (asymptotique)
et l'estimateur f. est dit (asymptotiquement) minimax.

REMARQUE 2. On remarque que les deux inégalités ci-dessus impliquent
que

oo Pe ; Pe
_ <
e = Re(F) <= 0 <liminf G lll?jélp R.(F)

< +00.

Dans cette thése nous nous intéressons uniquement au cas ou G est la fonc-
tionnelle d’évaluation. C’est-a-dire qu’on fixe un point ¢ € (0,1)? et qu’on
pose :

G:F — R
o= @)
Par ailleurs, ||-|| est remplacée par la valeur absolue dans R et nous choisirons

de prendre comme fonction de perte wy(x) = ¢ ot ¢ > 0 est fixé.

1.2.3 Reésultats classiques

Rappelons quelques résultats classiques concernant I’estimation minimax dans
le modéle de bruit blanc gaussien.

Tout d’abord la vitesse minimax sur les classes de Holder unidimensionnelle

H(B,L) est connue pour l'estimation en norme L? (p € [1;+00[) et pour
28 . .

I’estimation ponctuelle ou elle vaut €23+ ainsi que pour I’estimation en norme

L> ou elle vaut (e4/Inl /e)%. On regardera par exemple Ibragimov et
Hasminskii (1980,1981,1982) et Stone (1982).

14
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Le cas multidimensionnel est plus complexe. Les premiers résultats ont été
prouvés dans le cas isotrope (la régularité est la méme dans chaque direction
de T’espace). Stone (1980) a prouvé que, dans le modéle de régression, la

. . . , 2B
vitesse d’estimation ponctuelle ou en norme L? est donnée par £23+d ol d est
la dimension. Un autre résultat donne un /In 1/¢ additionnel en norme L.
L’estimation est donc d’autant moins bonne que la dimension est grande.

Pour le cas anisotrope, Barron et al. (1999) ont exhibé la vitesse minimax
pour estimation en norme LZ2. Elle dépend de la moyenne harmonique des
régularités dans chaque direction de I'espace,

d

1 1
T

28 . . .
et est donnée par la formule £2#+1. On ne voit plus ici la dépendence en la
dimension de maniére explicite : elle est cachée dans la formule de 3.

Enfin, dans Kerkyacharian et al. (2001), la vitesse minimax est exhibée sur
des classes de Besov anisotropes. Les procédures construites pour atteindre
ces vitesses ont été une source d’inspiration pour nos travaux.

D’autre part, certains résultats assez précis donnent méme un équivalent
exact de la vitesse minimax de convergence. Par exemple Bertin (2004) four-
nit un tel résultat pour I'estimation en norme L*> de fonctions holdériennes
anisotropes en ajoutant la condition 8 = (3;)i=1, 4 €]0; 1]%.

1.3 Théorie adaptative

1.3.1 Généralités

Pour I'approche adaptative, on ne suppose plus que le signal appartient & un
espace fonctionnel connu exactement, ce qui peut étre une géne considérable
en pratique, mais plutét & une réunion de différents espaces fonctionnels.
Cette réunion pouvant étre tres large, cette hypothése est souvent beaucoup
plus raisonnable. On note donc (¥X(s)),.c7 une famille d’espaces définis par
un parameétre s appelé « parameétre nuisible ».

En général, on suppose que J C R™. On suppose également que le probléme
minimax est résolu sur chacun de ces espaces. On notera N () la vitesse
minimax sur ().

15
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La stratégie est alors la suivante : on introduit un risque par espace fonc-
tionnel. De fagon formelle, & s € J fix¢, on considére le risque Ré’{)(-) défini
pour tout estimateur f. € £ par :

RO(f) = swp Eylw(|lf = f1)].

fex(s)

On souhaite alors trouver un seul estimateur dont la vitesse dépend de s et
tel que cet estimateur soit aussi précis que possible pour chaque valeur du
parameétre nuisible.

1.3.2 Meéthodes et résultats connus

Donnons un rapide apercu des méthodes classiquement employées pour fa-
briquer des estimateurs adaptifs.

La sélection de modéles est une méthode particuliérement bien adaptée
a I'estimation en norme L2. Elle utilise en effet assez fortement le ca-
ractére hilbertien (& travers la projection orthogonale) de cet espace.

La décomposition en série d’ondelettes et les techniques de seuillage
permettent également d’obtenir des procédures adaptatives. Les tra-
vaux de Donoho et Johnstone (1994, 1995), Johnstone (1996) et Ker-
kyacharian et Picard (1997) jettent les bases de ces méthodes parti-
culierement performantes d’'un point de vue pratique tout autant que
théorique. L’idée de ces méthodes est assez simple, on décompose les
observations dans une base d’ondelettes et ’on ne conserve que les coef-
ficients qui dépassent un certain seuil. Le choix de ce seuil est un point
crucial, et assez délicat, de cette théorie.

Les méthodes & noyaux sont basées quant a elles sur des idées de com-
paraison plus ou moins directes entre estimateurs & noyaux. L’idée
est de construire une procédure qui choisit, en fonctions des obser-
vations, un estimateur a noyau parmi une collection d’estimateurs de
ce type déterminée a l'avance. Ce choix se base en principe sur des
considérations de type comparaison biais-variance. Citons par exemple
les travaux de Lepski (1991), Tsybakov (2002) ou Bertin (2004) qui
sont basées sur ce principe. Notons enfin que si 'on choisit un estima-
teur linéaire en fonction des observations, ’estimateur qui en résulte est
non-linéaire. On sait par ailleurs les limites des procédures linéaires (cf.
Nemirovski (1986), Donoho, Johnstone, Kerkyacharian et Picard (1996)
ou encore Rivoirard (2004)).

16
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Dans cette thése, les méthodes développées sont des méthodes basées sur la
comparaison d’estimateurs a noyau.

1.3.3 Le probléme de I'optimalité

Dans la théorie adaptative, I'un des points délicats est de prouver que 1’esti-
mateur proposé est « optimal » en un certain sens. La premiére idée est de
rechercher un estimateur qui minimise simultanément tous les risques RS (+).
Il est facile de voir que pour réaliser cela il faut que cet estimateur atteigne la
vitesse minimax sur chacun des espaces (). S’il existe, un tel estimateur est
alors appelé adaptatif optimal. Lepski (1991) a montré qu’il existe un estima-
teur adaptatif optimal (E.A.O) pour 'estimation en norme L? (p € [2; 00]),
sur des classes de Holder unidimensionnelles H () avec 3 € [B.; 5]

Malheureusement, il n’existe pas toujours d’” E.A.O. Le premier résultat de
cette nature est d a Lepski (1991) qui le prouve pour I'estimation ponctuelle
sur une famille d’espaces de Holder unidimensionnels. Ceci se traduit par le
fait que, pour tout estimateur fa il existe un parameétre nuisible ¢, tel que :

limsup sup By |w (N (o) = /)| = +oo.
e—0 fEE(%())

Dans ce cas, il faut un critére qui permette de choisir le meilleur estimateur
possible. Il existe actuellement plusieurs critéres. Ils sont tous basés sur les
idées suivantes :

1. Dans un premier temps, on définit des familles de normalisations dites
admissibles. Une telle famille W) = {¢.(30)},.cs doit vérifier la pro-
priété suivante : il existe un estimateur f. tel que

limsup sup sup E; [w (1/}8_1(%)||f5 — f||>] < +o0. (B.S.A)

e—0  x€J feX(s)

Autrement dit, fg atteint simultanément sur chaque espace () la
vitesse 1. ().

2. Dans un deuxiéme temps, on propose un critére permettant de compa-
rer les familles de normalisations admissibles pour choisir la « meilleure ».
Notons que ce critére doit, en particulier, vérifier I'importante propriété
suivante : si N = {¢.(3)},.c7 désigne la famille des vitesses minimax
sur chaque espace de Hdolder, et si cette famille est admissible, alors le
critére proposé doit la chosir.

17
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3. Enfin, on construit un estimateur f® qui vérifie (B.S.A) avec W) =
®©). Un tel estimateur est alors appelé estimateur adaptatif

La prochaine section est consacrée a 1’étude de critéres d’optimalité existant
(Lepski (1991) et Tsybakov (1998)). Nous constaterons leurs défauts et pro-
poserons un nouveau critére plus adapté a I’étude de procédures adaptatives
en dimension supérieure a 1.

1.4 Optimalité de familles de normalisations

1.4.1 Constat préliminaire

Nous allons expliquer ici notre point de vue sur les critéres d’optimalité pour
choisir la « meilleure » famille de normalisations (vitesse adaptative) dans
le cas ol un estimateur adaptatif optimal n’existe pas, ce qui est le cas dans
nos deux problémes.

Nous revenons aux notations générales introduites a la section 1.3 pour une
plus grande généralité.

Ces critéres partent d’'un méme constat. Lorsqu’il n’existe pas d’E.A.O. il est
toujours possible d’améliorer en un point (parameétre nuisible) au moins toute
famille de normalisations admissible. En effet, notons ¥(®) une telle famille et
N© 1a famille des vitesses minimax sur chaque espace. Clairement, il existe
au moins un parameétre nuisible sz ou

¢e(%o)
Ng(%o) : +00,

sinon N©) serait admissible et alors il existerait un E.A.O par définition de
I’admissibilité. 11 suffit alors de choisir comme estimateur celui qui est mini-
max sur 'espace X(s7). Ailleurs, sa vitesse est éventuellement trés mauvaise
mais il améliore ¥, ().

Partant du constat qu’on ne peut pas empécher une famille d’étre améliorer
il faut un critére qui garantit que le nombre de points ot ’'on peut améliorer
la vitesse adaptative est petit.

18
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1.4.2 Critéres actuels

Commencons par rappeler les critéres déja existant. Il s’agit de comparer des

familles de normalisations admissibles.

Lepski (1991). L’idée est d’introduire, pour chaque famille admissible ¥(®),
la quantité suivante :

Ve (5)

A(h) =210 NG9

Bien stir, A.(¥) tend vers +oo pour chaque U admissible puisqu’on

a supposé qu’il n’existe pas d’E.A.O.

On dit alors que ®© est la vitesse adaptative si les deux conditions
suivantes sont remplies :
1. ®© minimise A.(-).

2. Si ®© est une autre famille qui minimise A.(-), alors les deux

familles sont, points & points, equivalentes en ordre, i.e.

Ve € T, pe(2) X @c(5).

Meéme si cette définition est tout-a-fait convenable et fournit un premier
critére intéressant, elle est trop globale. Expliquons-nous : les vitesses
admissibles sont comparées par rapport a la vitesse de référence — qui
est la vitesse minimax — et non pas entre elles. De plus, en considé-
rant le maximum des rapports, on perd un renseignement précieux : le
« nombre » de points ot la vitesse est mauvaise (i.e. 1)-(2) est grand).
Par exemple, on pourrait imaginer une famille qui vaudrait, pour tout
paramétre nuisible, la vitesse minimax, sauf en un point ou elle serait
tres grande. Cette famille serait jugée mauvaise par ce critére alors
qu’en pratique elle serait sans doute trés bonne!

Le défaut majeur, a nos yeux, de ce critére peut donc étre formulé de
la maniére suivante : une famille de vitesses trop lente pour une seule
valeur du paramétre nuisible ne peut pas étre la vitesse adaptative.

Tsybakov (1998). 1.’idée, dans ce critére, est de comparer les vitesses ad-
missibles de maniére ponctuelle. La vitesse adaptative va étre comparée
a chaque autre vitesse admissible et cela en chaque valeur du para-
meétre nuisible. Donnons le critére avant d’en expliquer la philosophie.
La meilleure famille de normalisation ®©) (i.e. la vitesse adaptative)
doit vérifier la propriété suivante : si U est une autre famille admis-
sible et §’il existe s € J tel que :

77Z}5(%0)

Pe(20) e—0
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alors il existe un autre point ¢ tel que :

we(%o) wa(%l)

P=(50) pe(521) =0
En d’autres termes, si 'on peut améliorer la vitesse adaptative en un
point (s¢), cela se fait en perdant bien plus que ce que I'on a gané en
un autre point ().

—+00.

Encore une fois, cette définition est valable pour tout probléme d’es-
timation adaptative. Cependant, elle est un peu trop ponctuelle , au
contraire de la précédente! Par exemple, il peut y avoir, d’apreés la dé-
finition (ceci n’est pas le cas dans Tsybakov (2001)), plusieurs points
2 et un seul point s7;. Ceci ne correspond pas nécessairement a l'idée
qu’on se fait d’une vitesse optimale... De plus, 'unicité (a Pordre pres)
des vitesses adaptatives n’est garantie que pour un nombre fini de pa-
ramétres nuisibles. Dans le cas d’une infinité, ce n’est plus évident.

1.4.3 Explications

Le dernier probléme evoqué provient essentiellement du fait que cette défini-
tion est plus adaptée a la dimension 1 qu’au cas multidimensionnel. Expliquons-
nous. On sait qu’on peut toujours améliorer une vitesse admissible en un
point au moins et, en dimension 1, on ne sait pas faire beaucoup mieux dans
la plupart des cas. Mais, nos résultats mettent a jour un tout autre phéno-
meéne en dimension d > 2. Effectivement, on prouve qu’on peut améliorer
la vitesse adaptative, non seulement sur un espace, mais également sur une
réunion d’espaces. Cependant, cette réunion est « petite » par rapport a la
classe d’espaces de Holder considérée.

Le nouveau critére que nous proposons tente de prendre en compte ces as-
pects. En particulier, il est a la fois moins global que le critére formulé par
Lepski, et moins ponctuel que celui ennoncé par Tsybakov.

1.4.4 Un nouveau critére

L’idée est 1a encore de comparer les vitesses admissibles deux a deux. Pour
avoir un aspect semi-global, on considére, pour deux vitesses U(®) et W(®) Jeg
sous ensembles suivants de J :

7, (\11(8)/\11(5)> — {% o G 0} ,

¢E (%) e—0
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qui correspond a I'ensemble des points ou W) est meilleure (donc plus petite)
que ¥© et

7. (\11<€>/xiz<€>) — {0 c 7. %l | velo) 00, Va € Ty (11/@)/@(6))} ,

Ve(50)  tYe(o) =0

qui représente, au contraire, 'ensemble des points ot W) est meilleure que
) . Remarquons qu’on impose méme qu’elle soit bien meilleure a cause de
la normalisation supplémentaire inspirée du critére de Tsybakov.

On peut alors donner une définition raisonnable de vitesse adaptative de la
maniére suivante.

DEFINITION 1. Une famille de normalisations ®©) est appelée une vitesse
adaptative si elle vérifie la propriété suivante : pour toute famille admissible
W) ensemble To(W'®) /D) est contenu dans une variété de dimension au
plus égale a m — 1 et, Ioo(WE) /D) contient un ensemble ouvert de R™.

Exprimée différement, cette définition assure qu’une vitesse adaptative ne
peut étre améliorée que sur ensemble extrémement réduit et qu’alors on perd
bien plus, en faisant cela, sur un ensemble trés massif.

De plus, il découle de la définition méme de vitesse adaptative son unicité en
ordre. C’est-a-dire que si ®©) et ) sont deux vitesses adaptatives, alors,

Ve J, 805(%) = Sba(%)-

En effet, raisonnons par I'absurde et supposons qu’il existe 3¢ € Zo(®©)/ é(e)),
alors T, (®©)/ é(s)) contient un ouvert car ®© est une vitesse adaptative.
Mais d’autre part, il est aisé de montrer que Zy (B /DE)) € Ty(P© /D)),
Ceci est en contradiction avec le fait que ®©) est une vitesse adaptative, car
To(®© /D) devrait étre contenu dans un variété de dimension strictement
inférieure a m.

Finalement, le critére que nous proposons est un raffinement des critéres pré-
cédents qui offre le double avantage d’assurer I'uncité de la vitesse adaptative
ainsi que d’étre bien adapté au cas multidimmensionnel.
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1.5 Les procédures

1.5.1 Généralités

[’optimalité d’une vitesse est une chose, mais encore faut-il construire un esti-
mateur qui atteigne la vitesse adaptative. Dans cette thése, nous construisons
deux procédures adaptatives différentes : une pour résoudre le probléeme de
I’adaptation totale, I'autre pour celui de ’adaptation partielle.

Ces deux procédures sont proches dans leur conception. Elles reposent en
effet sur les idées apparues dans Lepski (1990) et développées pour le cas
multidimensionnel dans Kerkyacharian et al. (2001)  méme s’il s’agissait
de construire une procédure minimax sur des espaces de Besov anisotropes.

Nous allons discuter des principes généraux qui nous ont guidés dans la
construction des procédures qui seront exposées plus loin. Nous reviendrons
alors plus précisément sur la spécificité de chaqu’une d’entre elles.

1.5.2 Principes

Le principe de construction des procédures basées sur le choix aléatoire d’un
estimateur a noyau est assez simple et peut étre expliqué formellement de
la fagon suivante. Si {X(»)},.c7 est une famille d’espaces fonctionnels et si
{@:(50)} e est la vitesse adaptative qu’on souhaite atteindre, la méthode
générale consiste a faire les choses suivantes.

1. Construire, pour chaque valeur s> du paramétre nuisible, un estimateur
a nouyau qui atteint la vitesse ¢.(s¢) sur l'espace ().

2. Choisir un nombre fini d’estimateurs assez grand pour bien estimer sur
chaque espace () : par exemple en faisant une grille suffisament fine
de l'espace J.

3. Introduire un systéme de comparaison des estimateurs entre eux pour
en choisir un — en fonction des observations et donc de maniére aléa-
toire — afin de I'utiliser pour I’estimation.

En regle générale, les points 1 et 2 ne posent pas les plus grandes difficultés

méme si quelques problémes techniques (comme ce sera notre cas pour le
deuxiéme point) peuvent se poser. En revanche, le troisiéme point est crucial.

Par exemple, on verra qu’on ne peut pas traité le cas multidimensionnel
comme 1'a été le cas réel dans Lepski (1991). En effet, dans ce dernier cas,
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on choisit un estimateur en vérifiant une propriété assez simple (du type
comparaison biais-variance), alors que nous serons obligés de comparer les
estimateurs deux a deux a l’aide d’un critére plus élaboré et inspiré de Ker-
kyacharian et al. (2001).

1.5.3 Adaptation partielle

Ici, les deux premiers points sont calqués sur le cas de 'adaptation totale.
Quelques modifications mineures interviennent (car on a des renseignements
supplémentaires liés & information additionnelle dont on dispose), mais le
coeur du probléme est ailleurs.

La construction d’un esemble aléatoires de « bons » indices, A, reste sem-
blable au cas précédent, de méme que le choix, par la procédure, d’'un indice
dans cet ensemble, s’il n’est pas vide.

Mais, dans le cas ou A est vide, I'attitude adoptée est radicalement différente
de ce que I'on faisait dans le cas de ’adaptation totale : estimer par n’importe
quoi (dans notre cas précis, 0). En effet, le fait de n’avoir qu'un y/Inln1/e
dans la vitesse, au lieu de /In1/e, empéche d’avoir P[A] trés petite. Pour
compenser cet état de fait, il faut pouvoir estimer avec une vitesse meilleure
que ne le fait I'estimateur trivial.

Or, cette vitesse est exactement (g4/In1/£)2/®* . Et done, I’estimateur
construit lors du cas précédent convient parfaitement.

Au final, la procédure qui atteint la vitesse optimale dans le cas de I'adap-
tation partielle dépend de la procédure construite pour résoudre le probléme
de 'adaptation totale.

1.6 Présentation des résultats

Nous allons maintenant expliquer plus en détail les principaux résultats ob-
tenus durant cette thése. Rappelons que nous nous sommes placés dans le

modele de bruit blanc et que nos observations X© = {X_(u)},c(o.1¢ safisfont
I'EDS (1.1).

Commengons par préciser les espaces fonctionnels ambiants.
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1.6.1 Les espaces de Holder anisotropes

Les fonctions qui appartiennent a ces espaces ont des régularités différentes
suivant les axes définis par les vecteurs de la base canonique de R%. Il est donc
naturel de définir, pour tout fonction f : R? — R les fonctions auxiliaires
suivantes

vy € Ra fl(y|x) = f('rla vy Ti—1, Ty + yv'ri-i-l)xd)

qui décrivent les accroissements de f au voisinage de tout point z € R?, dans
chacune des directions de base.

A partir de 1, nous pouvons définir les espaces de Holder anisotropes H (3, L),
pour tout vecteur 8 = (B, ..., Bq) tel que tous les ; sont strictement positifs
et pour tout L > 0.

DEFINITION 2. Une fonction f : R? — R continue, & support compact
inclus dans [0; 1] appartient o H(3, L) si, et seulement si, les deux propriétés
sutvantes sont vérifiées :

mg

sup sup Z‘

i=1,....,n gcR4 5—0

10| <L

et, pour tout i et pour tout y € R,

sup
z€RJ

1 le) = 17 0f)| < Lyl

ou m; désigne le plus grand entier strictement inférieur a 5; et a; = B; —
m;. En d’autre termes, dans la i€ direction de l’espace, [ a la régularité
holdérienne (5;, L) au sens unidimensionnel.

Dans la suite nous ne considérons pas tous les espaces de Holder mais seule-
ment une sous famille. Fixons un vecteur b = (by,...,bs) € (R%)? et deux
réels [, < [*. Nous notons

d
B=1]I0sb] et T = [1;17].

i=1

Nous travaillerons avec la famille suivante {H (3, L)} s 1)eBxz-
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1.6.2 Nos objectifs

Nous nous sommes intéressés a deux problémes d’estimation adaptative par-

ticuliers :

— le premier se situe dans la continuité des travaux classiques. Le but est de
construire une procédure adaptative sur I’échelle de tous les espaces de Hol-
der considérés. Le résultat que nous obtenons généralise celui obtenu par
Lespki (1991) en dimension 1. Nous nomerons ce probléme « adaptation
totale » ;
le deuxiéme est plus original. Nous supposons que nous disposons d’une
information supplémentaire sur le paramétre nuisible (ici le couple (53, L)).
L’information considérée est du type 3 est connu. Nous expliquerons plus
loin ce qui nous a fait considérer cette information suppmémentaire précise.
Le résultat que nous obtenons est alors plus original en terme de vitesse
obtenue. Ce second probléme sera qualifié d’« adaptation partielle » ou
« adaptation sous contrainte ».

Dans les deux cas nous prouvons 'optimalité de nos méthodes de différentes

maniéres et en différents sens.

1.6.3 Adaptation totale

Commencons par exposer les résultats obtenus.

THEOREME 1. [l n’existe pas d’estimateur adaptatif optimal pour ce pro-
bleme. En d’autres termes, pour tout estimateur f., il existe (By, Lo) € BXZT
tel que :

limsup  sup Ef[<NE’1(ﬁ0,L0)|fE(t)—f(t)|>q]:—l—oo.

e—0  feH(fBo,Lo)

Rappelons que la vitesse minimax N.((, L) sur chaque espace H ([, L) est
connue et vaut :

1 28
L2B+1g23+1

Ce résultat n’est pas obtenu directement sous cette forme mais c¢’est un co-
rollaire immédiat d’un résultat que nous obtenons.

Donnons tout de suite le résultat principal.
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THEOREME 2. La famille de normalisation ®© = {¢.(8. L)}s,1)epx1 défi-
nie par la formule :

pe(B, L) = LYCPD (|[K [lepe (8, L)) *7Y

ot p-(0B, L) est un terme de perte par rapport a la vitesse minimazx qui vaut

- 4(b - B) L 2, r
pe(6, L) = \/1 - (26+1)(26+1) . K 20+ 1 "

est la vitesse adaptative du modéle. De plus on construit un estimateur f2
qui vérifie B.S.A avec W) = §E),

REMARQUE 3. Le terme de vitesse adaptative est a comprendre, ici, au
sens de la nouvelle définition que nous avons donnée. En effet, ce critére a
€té congu, en premier lieu, pour étre appliqué au cas de [’adaptation totale.
En effet, il n’est pas raisonnable dans ce cas d’utiliser un critére minimazx
(comme nous le ferons dans le cas de Uadaptation partielle) pour choisir
une famille de normalisations optimale. Effectivement, de maniére générale,
la witesse minimax sur une réunion ne peut pas étre meilleure que la pire
vitesse minimax sur chacun des espaces composant cette réunion. Dans notre
cas c’est catastrophique lorsque [ tend vers (!

Par ailleurs, nous expliquons a la section suivante les idées principales de la
construction de Uestimateur f2. Il faut simplement remarquer pour linstant
que ce théoreme assure que 2 est un estimateur adaptatif. Le probléeme est
donc résolu entierement par ce théoréme.

Faisons quelques commentaires sur la vitesse adaptative trouvée. D’abord,
constatons que la perte p. vaut 1 si B =0 (ce qui signifie simplement que
B =1b) et L =I,. Donc en ce point, la vitesse obtenue est exactement la
vitesse minimax sur H(b,[,). D’autre part ce point correspond également a
I’espace de Hélder le plus régulier dans notre collection.

En dehors, la perte est de 'ordre de y/In1/e ce qui correspond exactement
au cas classique unidimensionnel. Ce résultat généralise donc en tout point
celui obtenu par Lepski (1990).

Notons maintenant un interprétation a propos de la perte p.. On a la formule

suivante :
Na(ﬁ,L)
LYy=4/14+2In ————~.
pelf 1) \/+ N0, 1)

26



Nicolas Klutchnikoff CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Donc, on paie exactement pour le rapport des vitesses minimax entre la
vitesse de l'espace dans lequel se trouve le signal a estimer et la vitesse de
I’espace le plus régulier de la collection.

1.6.4 Présentation de la procédure

Nous décrivons ici les points clés de la construction de I’estimateur que nous
proposons. Signalons tout d’abord qu’un noyau vérifiant de bonnes conditions
(en particulier d’orthogonalité par rapport a des polynémes) doit étre fixé.

Le premier point exposé au paragraphe 1.5.2 ne pose aucun probléme. Pour
tout (5, L) € BxZ, on construit une fenétre h(3, L, ) qui permet d’atteindre,
en utilisant 'estimateur construit sur cette fenétre, la vitesse (53, L) sur

H(B,L).

Le deuxiéme point pose quelques petits problémes techniques. Nous avons
choisi de faire une grille dans ’espace des fenétres plutot que dans I'espace
des régularités. Nous avons donc défini pour tout & dans Z¢ des fenétres h(F)
et construit des indices k(3, L, €) tels que, a (3, L) fixé, 'estimateur construit
en utilisant la fenétre AF(%:1) est aussi bon (asymptotiquement) que celui
utilisant la fenétre h(S, L,e). Ceci est trés comparable a ce qui a été fait
dans Kerkyacharian et al. (2001). Le point délicat a été de trouver un sous
ensemble de Z?, contenant tous les k(3, L, <), qui ne soit pas trop gros.

Ce point technique est particulier a notre probléme. Il n’apparaissait pas
dans Darticle sus-cité. En effet, tous les indices considérés dans ce papier
appartiennent & N? qui est suffisament petit. Nous avons pu montrer que la
famille {k(8, L,e)}(5,1) ¢tait incluse dans une sorte de cone autour de N7
Ceci a été suffisant.

Pour le dernier point, la comparaison des estimateurs se fait deux a deux en
introduisant, pour chaque comparaison, un estimateur artificiel qui permet
un controéle plus fin des biais. Cette technique est totalement différente de
celle proposée dans le cas unidimensionnel par Lepski (1990) méme si elle est
basée sur une comparaison de type biais-variance.

27



CHAPITRE 1. INTRODUCTION Nicolas Klutchnikoff

1.6.5 Adaptation partielle

Commengons par expliquer plus clairement le probléme. On considére un réel
0 < v < b et 'ensemble suivant :

B(y)={8eB;g=~}.

Cet ensemble est constitué de paramétres de régularité qui donne, pour les
espaces de Holder associés a ces paramétres, des vitesses minimax égales
entre elles. Il est donc aussi « facile » d’estimer sur chacun des espaces de la

collection {H (8, L)} (s,0)eB(+)xz-

REMARQUE 4. Le cas ¥ = b a été exclu car il n'est pas intéressant. En effet
B(v) est alors réduit a au seul point {b}.

Une question naturelle est de se demander si la connaissance a prior: du
paramétre v aide a trouver une procedure adaptative plus performante que
/2. On peut méme se demander s'il existe un estimateur adaptatif optimal.

Un premier résultat fournit une réponse négative a cette question.

THEOREME 3. [l n'existe pas d’estimateur adaptatif optimal pour ce pro-
bleme. En d’autres termes, pour tout estimateur f., il existe (Bo, Lo) € B(7y) x
T tel que :

tmsup sup By [(N7 (8o, Lo)lfo(8) = £(8)]) ] = +oc.

e—=0  feH(fo,Lo)

Avant de donner le résultat principal concernant ce probléme obtenu au cours
de cette thése, introduisons une notation.

Hyy= |J HBL= |J HEBID.
(B,L)EB(v)XT BEB(Y)

La connaissance de v revient a faire 'hypothése a priori que le signal inconnu
appartient & H(7).

THEOREME 4. Définissons la normalisation suivante :

2y
1 2v+1
N:(y) = (l*)ﬁ (5\/111111 g> :

C’est la vitesse minimazx asympotique sur sur Uespace H(vy). On construit
explicitement une procédure d’estimation qui atteint cette vitesse.
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Les idées de la construction de cette procédure seront a la section suivante.
Nous constatons par ailleurs que ce résultat prouve que la procédure adap-
tative, que nous avons construite, est optimale en un sens minimax. En effet,
comme toutes les vitesses minimax, sur les différents espaces constituant la
réunion H(7y) sont égales, 'approche minimax semble alors beaucoup plus
raisonnable que dans le cas de 'adaptation totale ot les vitesses étaient trés
différentes. C’est pourquoi nous avons adopté ce point de vue. De plus, le
fait d’interprété notre résultat comme un résultat minimax sur une classe
fonctionnelle inhabituelle nous a permis d’obtenir une vitesse de convergence
inédite sur des classes de fonctions holdériennes.

Notons que dans ce cas d’adaptation avec information supplémentaire, la vi-
tesse est meilleure que sans information. En effet la perte n’est que \/Inln 1/¢
alors qu’elle était de I'odre de /In1/e dans le cas non informé.

Dans ce cas-ci, le prix a payer pour 'adaptation ne peut plus étre compris
comme un rapport de vitesses. On peut en revanche 'expliquer par le nombre
élevé d’estimateurs qui entrent en jeu dans les comparaison pour construire
la procédure. Plus précisément, on paie y/In #nombre d’estimateurs.

1.7 Perspectives

Dans cette thése nous nous sommes intéressé a des problémes d’estimation
adaptative dans le modele de bruit blanc gaussien ol nous avons obtenu
des résultats. Remarquons d’ailleurs que les deux problémes que nous avons
traités sont intimements liés I'un a 'autre. En effet, la borne inférieure concer-
nantle résultat minimax prouve, en méme temps, qu’il ne peut pas exister
d’estimateur adaptatif optimal dans le probléme d’estimation totale. Et, in-
versement, I’estimateur adaptatif total sert a construire I’estimateur minimax
du deuxiéme probléeme.

Une des premiéres pistes de recherche est de prouver des résultats semblables
dans les modéles moins idéaux que sont par exemple le modéle de densité
ou le modele de régression a pas aléatoire. On peut également s’intéresser au
probléme des constatntes exactes dans le modeéle de bruit blanc gaussien.

Une autre piste de réflexion, plus théorique, est la suivante. En considérant
un probléme d’adaptation avec information supplémentaire, nous avons ob-
tenu une vitesse minimax originale sur un espace fonctionnel. Peut-on, en
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modifiant cette information disponible a priori obtenir d’autres vitesses ori-
ginales 7 Par exemple, si 'on arrivait a construire un sous-ensemble de B(7)
assez petit pour pouvoir construire une grille qui ne contienne que Inln1/e
points, trouverait-on une vitesse minimax du type :

2y
1 2v+1
(eﬂllnlnln—) ?
€

Plus généralement, peut-on trouver des vitesses minimax (ou adaptatives
ensuite) qui dépendent non seulement de la régularité des fonctions a estimer,
mais également de la géométrie de I'hypothése a priori ?

Enfin, on peut réinterpréter le résultat obtenu dans le cas de 'adaptation par-
tielle de la maniére suivante, un peu intermédiaire entre la théorie minimax
et la théorie maxiset.

Pour commencer, on se donne un espace ambiant trés gros. Dans notre cas il
s'agit de H = U(B’L)esz H(f, L). Ensuite, on fixe un précision qu’on souhaite
atteindre, disons 7.() avec 0 < v < b. Le résultat que nous avons prouvé
peut alors s’interpréter comme suit : nous avons construit simultanément un
espace H(7y) et un estimateur f.(7y) tels que :

— f-(7) atteint la précision n.(7y) sur H(7y);

— f=(7) est minimax sur H(7);

Pour avoir un résultat complet il faudrait encore montrer par exemple que
H(7) est un ensemble maximal (au sens de I'inclusion) vérifiant ces propriétés.
C’est-a-dire que si G est tel que H(y) € G C H, alors pour tout estimateur

fe(-)ona:

i infsup By [ (o ()70 - F0)))] = +o0.
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Chapter 2

Adaptive Procedure — Fully Case

2.1 Introduction

2.1.1 Model

In this paper, it is supposed that we observe the “trajectory” X = { X_(u) }uep
of a noisy signal which satisfies, on [0, 1] the following SDE:

X.(du) = f(u)du + W (du)

where € > 0 is a small parameter which represents the noise level, W is a
Gaussian white noise on [0, 1]% and f is the unknown signal to be estimated.
It is assumed that f belongs to a given functional space () defined by a
parameter s which belongs to J C R™.

Let us note that all results obtained in the paper remains valid if one replaces
[0,1]¢ by an open set in R

Further, we will consider a particular case of this general framework where
the functional space Y(s¢) is an anisotropic Holder space H (3, L). The exact
definition of this space will be done later. Here, we mention only that g =
(01, ..., B4) is an anisotropic (different in different directions) smoothness i.e.
B; > 0 represents the smoothness of the signal in the i*" direction and L > 0
is a Lipschitz constant. In this case s = (5, L) and m = d + 1.
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2.1.2 Quality of estimation. Minimax approach

Our goal is to estimate f at a given point ¢ € (0,1)%. First, let us suppose
that the “nuisance” parameter s is known. To measure the quality of an
arbitrary estimator f.(-) = f(-; X)), we introduce its maximal risk on ¥()
as follows:

|

We are interested in finding the asymptotic of the minimax risk (minimax
rate of convergence):

Vg >0, RWY [fs,z(%)} — sup Ef{ F(t) = )

feX(%)

€

N9(5) = inf R [ I8 z(%)] ,
fe

where the infimum is taken over all possible estimators.

Besides the finding N. (), we seck an estimator f-(-) which achieves this rate
le.

R | [, 3(54)| = Ni(3) (U.B)
Any such estimator is called minimax.

Let us return to the anisotropic Holder spaces. The solution of minimax
problem was found in [|. The minimax rate N.(3, L) is given by the formula:

d
N.(B,L) = LY@F+D28/B+1) where 1/3 = Z 1/6:.

=1

This rate is achieved by a kernel estimator with properly chosen kernel K
and bandwidth n = (7, ...,7n4). This estimator depends explicitly on (5, L)
at least through its bandwidth defined by

28 1
_ (elE B
771_ L .

This is the typical situation: the solution of the minimax problem (rate of

convergence, estimator) usually depends on the space where the minimax
risk is defined.
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2.1.3 Adaptive point of view

In practice, this dependence can be awkward. For instance, it is difficult to
imagine that the smoothness [ is exactly known. Usually, only the informa-
tion on the belonging of the nuisance parameter to some set is available.

Formally, it is supposed that s € 7 C J or, in other words, f belongs to a
known union of functional spaces.

Of course, we can adopt the minimax strategy: ¥(Z) = |J, .7 X(5¢) can be
viewed as a new functional space. It is clear that the minimax on 3(7)
estimator is independent on s. Let us note, nevertheless, that the minimax
rate on this space, in other words the accuracy of minimax estimator, is
not better than the “worse rate” sup, .z N.(s¢). Therefore, if {N.(5¢)},.e1
does not depend on sz, this approach seems to be reasonable. For example,
let us consider the family of anisotropic Holder spaces H(f3, L), (3, L) such
that 3 = 7, then we have N.(3,L) =< £2/®*1 which is independent on
B. On the other hand, in general situation, it is possible that for some s,
N.(3¢) - 0, — 0 or tends to 0 very slowly (in the previous example, it
corresponds to the small values of the anisotropic smoothness [3). Therefore,
if N_(s¢) is different (in order) for different values of s, this approach is not
satisfactory.

Thus, we still seek a single estimator, but its accuracy should depend on
the nuisance parameter ». Evidently we would like to have an estimator “as
precise as possible” for each value of s. It leads to the first question arising
in adaptive estimation. Does whether exist a single estimator that attains
the minimax rate of convergence N.(s¢) simultaneously on each space ¥(s¢)?
Such estimator, if exists, is called optimal adaptive ||. Note that the accuracy
given by this estimator cannot be improved for each value of s.

Unfortunately, optimal adaptive estimators do not always exist (Law, Tsy-
bakov, Lepski). In this case we need a criterion of optimality in order to
determine “the best estimator”. To do it, we will follow the adaptive ap-
proach which consists in the following.

1. For any estimator fa(-), we consider the family of the normalized risks
indexed by s

E@ - w])]. #eT
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and let the family of normalizations ¥ = (1).(s¢)),.cz and the estimator

12X () be such that

lim sup sup R | f¥ % (5¢), . (5¢) | < 4o00. (A.U.B)

e—0 €7
The family ¥ is called admissible.

2. We propose the criterion allowing to define the best admissible family
of normalizations ® = (. (5)),.c7.

3. We construct an estimator f2 satisfying (A.U.B) with ¥ = &. This
estimator will be called adaptive estimator.

REMARK 1. The main difficulty in realization of this program consists in
finding a suitable criterion of optimality.

o The first attempt to give a satisfactory definition was undertaken in [|.
Then, it has been refined in [|. In spite of the fact that these criteria can
be applied to any statistical model, both of them are too rough in order
to treat multidimensional problems. Below we present the criterion of
optimality which generalizes the previous ones.

e The existence of an optimal adaptive estimator means that (A.U.B) is
satisfied with W = N £ (N.(5)) .z, i.e. N is admissible. In this case,
any optimality criterion should guarantee that this family is optimal
because it is impossible to improve N (<) for all s.

2.1.4 Our results

In the present paper we study two different problems of adaptive estimation
with respect to the collection of anisotropic Holder spaces.

First, we consider the case when the nuisance parameter » = (3, L) is com-
pletely unknown. In this case we find the optimal family of normalizations
(in view of new criterion of optimality) and construct the adaptive estima-
tor associated with this family (satisfying (A.U.B)). In particular, our result
implies

e the optimal adaptive estimator does not exist for this estimation prob-
lem;
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e the optimal family of normalization differs from the family of minimax
rates of convergence N.(5,L),(5,L) € I, by a y/In(1/e)-factor that
can be viewed as the price to pay for adaptation.

In dimension 1 the similar result was obtained in [| using another criterion
of optimality. We replace it by finer criterion which is more suitable for
multidimensional case.

It is worth to mention that our adaptive procedure is quite different from the
estimator proposed in [|. As in ||, our estimator is a measurable choice from
the collection of the kernel estimators but the strategy of the choice is much
more sophisticated due to the dimension. Similar strategy was used in ||.

Let us also note that proposed method is absolutely parameter free, and it is
applied in the situation which we treat as “fully adaptive case”.

The results discussed above form the first part of this paper.

Next, we suppose that the following additional information is available. The
nuisance parameter » = (3, L) is such that 1/8 = 1/ where ~ is given
number. Let us make several remarks:

1. In this case the minimax rate of convergence on H ([, L) does not de-
pend on 3 and given by £2/(¥*1D  This additional information can be
treated as follows. We fix the desirable accuracy of estimation (choos-
ing parameter 7) and look for an estimator providing it for any values
of nuisance parameter (3, ). The important remark, here, is that the
estimator attaining the rate €2/ on H(S, L) does not achieve it
on H(a, L) for all « # 3, 1/a = 1/v. As, minimax rates do not depend
on values of 3, we can adopt the minimax strategy on the union of the
anisotropic Hélder spaces H(f3, L) such that 1/3 = 1/~.

We show that the minimax rate is asymptotically equivalent to

(5 \/W) 2v/(2v+1)

and construct the minimax estimator.

2. The construction of the minimax estimator (for given ) uses the adap-
tive estimator obtained in the first part of the paper. This estimator
could be called “partially adaptive” because the nuisance parameter
(8, L) is unknown but not completely.
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3. Note that found asymptotics differs from the minimax rate of conver-

gence on H(B,L),1/6 = 1/v by the /Inln(1/e)-factor. It implies

immediately that optimal adaptive estimators do not exist.

4. Finally, let us note that the additional information allows to minimize
the price to pay for adaptation. As we mentioned before, this payment

is \/In(1/¢) in the “fully adaptive case” and /Inln(1/¢) in the “partially

adaptive case”.

The partially adaptive problem forms the second part of this paper.

2.2 Basic definitions

2.2.1 Definition of the optimality
Motivations

As we already mentioned the first problem appearing in adaptive estimation
is the existence of an optimal adaptive estimator (OAE). We will show that
OAE with respect to the family of anisotropic Holder spaces {H (3, L)} 3,1
does not exist. More precisely, we show that, for any estimator fs there exists
a value of the nuisance parameter, (5o, Lo) € J:

7= 1)) | = +o0

_ 2By
limsup sup Ef[(e 2B+1
e=0  feH(Bo,Lo)

Formally, this result means that the family of rates of convergence is not
admissible.

In general case the non existence of an OAE can be formulated as follows:
for any admissible family W, there exists a nuisance parameter s such that

¢6(%0) s
o = oo (2.1)

Clearly, it implies that any admissible family ¥ can be “improved”, at least,
in this point. In particular, one can use a minimax on ¥(»¢) estimator for
all values of nuisance parameter . This estimator, which could be very bad
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for all »¢ # 3¢, would outperform any estimator satisfying (AUB) with W
verifying (2.1).

As we see, the set of points where an admissible family can be improved is
non empty. In this in mind, we will use the following principle in order to
give the notion of optimality:

the “best admissible family” of normalizations should have “small number of
points” where it can be improved.

Definition

Now, let us consider a general statistical experience (V¢, A%, {P%} jex) gener-
ated by the observation X®), and let us suppose that ¥ = Y(5) where
J CR™(m>1).

»eJ

The goal is to estimate a functional G(f) where G : ¥ — (A, || - ||) where
(A, |- ]]) is a Banach space.

In our particular case, let us recall that (A, [|-[|) = (R, |-|) and G(f) = f(t).
The maximal risk of an estimator f.(-) over the class ¥(s) normalized by
Y. () is defined by the formula

RO (20, 0209) = sup By (v GAIGE) - G-

fex(s)

This risk can be defined with a general loss function w satisfying usual as-
sumptions and such that w(u) — 400, u — +00.

Let us introduce some definitions.

A family of normalizations U = (1).(5)),.ez is called admissible if there exists
an estimator f¥ such that the following inequality holds:

lim sup sup R'9 (f2,2(50),9:(5)) < +00.

e—0 x€T

For two admissible families ¥ and ¥, we introduce two sets

To(W/¥) = {HEZ: 1@5(%)_>0};

(/) = {%GI: ?&E“ix%(”) v, vﬁezo(qf/@}.
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The set Zy(W /W) consists of all points where W is “better”, in order, than W.
One can say that ¥ is “dominated” by ¥ on Zo(¥/¥).

On the contrary, the set Zo.(¥/ ¥) consists of the points where ¥ “dominates”
¥ and, moreover, the loss of U w.r.t. ¥ on Zoy(¥/¥) is “compensated”.

Our principle of the choice between two admissible families ¥ and U consists
in comparing of “massivities” of Zo(¥ /W) and Z,(¥/¥):

U is “better” than W if Too(W /W) is much more “massive” than To(V /).
This idea leads to the following definition of an optimal family of normaliza-
tions.

Not to give the additional definitions, here and later, we will suppose that Z
contains an open set of R™.

DEFINITION 1. [) A family of normalizations ® = (p(5)),er is called
“optimal” if:
i) ® is an “admissible” family.

it) If U = (¥.(5)) ez is another admissible family of normalizations we
have:

— Zo(W/®) is contained in a (m — 1)-manyfold,
— Zoo(¥/®) contains an open set of R™.

II) The estimator f2(-) is called an adaptive estimator.

Let us comment this criterion.
REMARK 2. 1. This definition is correct in the following sense:
o if & and © are two optimal families, then:
e (52) X Pe(5¢), Vr € T.
e [f N is an admissible family (i.e. there exists an OAE), then it

satisfies Definition 1. Indeed, in this case, To(V/N) is empty, for
any V.
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2. Note that we well followed our principle: the set of points where the
optimal family ® can be improved is really “small”. Indeed the “dimen-
sion” of the set Iy(V/®) is strictly less than the dimension of T for
any V.

3. Let us also note that, the non existence of OAE implies that there exists
U such that Zo(¥/®) # () i.e. there exists normalization (may be not
unique) which “dominates” ® on Zy(-/®). Let us denote N the set of
all normaliszations dominating P.

The message we would like to address is that the estimator f® (satisfy-
ing (AUB) with ®) “outperforms” any estimator f¥ satisfying (AUB)
with WU belonging to N.
Indeed, the estimator fY is more precise than f® on Iy(¥/®), which,
let us remind is “very small set” for any W € N. The loss of f& w.r.t.
1Y is given by

{pe(50) /Ve(5¢) : 2 € Lo(V/ D)}
On the other hand, the estimator f% is more precise than f¥ at least
on oo (V/®), which, in view of Definition 1, is very large. The gain of
T2 wort. f¥ is given, at least, by

{e(52) /1= (5¢) : 3e € T (V/ @)}

In view of the definition of Zo.(-/®), we can conclude that the gain of
2wt f¥ (for any ¥ € N!), is much bigger on the larger set than
its loss on the smaller set.

2.2.2 Anisotropic Holder spaces

To define the class of Holder spaces let us introduce some notations. A
function f belongs to Cp if f is from R? to R and it is compactly supported
on D. For a such function f, i € [1;d] and x € R¢ we define:

fitlr): R — R
y — f(xlv"':xiflyxi—i_yv-Ti+17"'7xd)

Let us denote m; () = sup{n € N;n < §;} and o;(8) = 5; — m;(5).

DEFINITION 2. Set (3, L) € J. A function f € Cp belongs to the anisotropic
Hélder space H(B, L) if:
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o The following property holds:

()| < L.

e forally € R and alli € [[1; d], the following inequality holds:

sup
:rERd

" (yl) = £ (0f)] < Lyl

where m; = m;(B) and o; = o, ().

In words, on the i*" direction of the canonical base of R¢ the Holder regularity
(in the classical sense) of f is (5;, L).

2.3 Our goal

Here and later, we consider the “fully adaptive problem”.

Set b = (b1....,bs) € (R5)? and I, > 0. Let us define, for all (3, L) such
that 8 < b and L > [, the following quantities:

B A(b - B) L 2 b
pe(8, L) = \/1 T @I+ . [Kfe " 2b+1 "

and o
(B, L) = LY (| K ||ep-(B, L))*/ D

Here and later, it is assumed that ¢ < /|| K||. This assumption guarantees
that p.(5, L) (which will be viewed as the price to pay for adaptation) is
greater than 1.

Let us denote ® = (p-(3, L)). Our goal is to prove that ¢ is the optimal
family of normalizations w.r.t our criterion and, moreover, to construct an
adaptive estimator, namely f2(-), which satisfies (A.U.B) with ®.

REMARK 3. At point (b,l.), it is impossible to improve @, since it corre-
sponds at the minimaz rate of convergence N.(b,l*). Let us also note that:

_ Ne(B. L)
p-(B,L) = \/1+21nm
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2.4 Adaptive procedure

In this section, we describe the adaptive procedure. Let us recall that this
procedure is constructed by the choice (data dependent) from the collection
off kernel estimators.

2.4.1 Kernels

A kernel is a function from R? to R with some additional properties. We
will denote K the class of kernel we will use. A kernel K belongs to K if it
belongs to L}(R?) N L*(RY) and satisfies the following properties:

K(u)du=1 (K1)

vi e [1:d], /d|K(u)|(1+|ui idu < 400 (K2)
Vi e [1;d], K(u)|du > 0. K3
ciual, [ 1G> (K3)

Vie [L;d], VI € [1;b;], K(u)uldu = 0. (K4)

Further, “K is a kernel” will signify “ K is a kernel belonging to K”. Then we

will denote
1/2
1= ([ 1)
Rd

REMARK 4. Condition (K3) is a technical one. Other assumptions are
classical.

2.4.2 Collection of kernel estimators

First, for each k € Z¢ we define a bandwidth h*) = (hgk), el h((ik)) in the
following way. We introduce

2b

K 2b+1 b5
h(b,l.,e) = (”lﬁ) 551 |

n—‘,_.
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and, therefore
Vie[1:d], A™ =h(,1,,e)2" D,

Then, we can introduce, for all k € Z? the normalized kernel

d —1
_ (k) u Ug
Kk(u)_<Hhi ) K(W’H"W)’
=1 1 d

and the associated kernel estimator:

fut) = | Kip(t —u)X.(du).

Rd

Then, let us define

2b I, [*
No= |22 In — 1
{ (2b+1 MK T “l*)J -

_2+1 2422
o2 2
For all n € [0; N, ], we consider the set

and

C(b)

Z(n) = {k’ =c Z": Z(/{Z + 1) =n and Vi, |k;| < C(b)n + 1} (2.2)

i=1

where k = (kq, ..., kq). This enables us to define

Ne
z.=|]J 2
n=0
Finaly, we define the collection of estimators { fi(-) ez

2.4.3 Procedure

Useful notations

Set,
;]

A = min/ K(u du
i€[1;d] [,171}d| ( )|mz(b)’

A= K(u)|(1+ |u])”
s [ R@|0 )
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and let
4

3 d+2\/6q+4.

Let us define a “partial ordering” on Z.. We say that k <[ if:

C:

d d

D kit )RR <2 (L+1).

i=1 =1
Let us also define, for all £ and [ in Z., k Al € Z? by the formula:
ENL= (ki Nl ... kqa Nlg).
The following quantities will be used throughout this paper.
el &
(H?Zl hgl)) 1/27

Se(l) =o0(1)/1+ |l|In2.

REMARK 5. Let us note that:

and

o-(l) = 4/ Var (ﬁ)

Adaptive estimator

Now, let us explain how the procedure chose an estimator. We introduce the
random set A of all indexes defined by:

A= {k: €z ‘fm(t) | <os), viez, 1> k}

If A is non empty, one can chose k (may be not unique) such that:

k = arg min 0. (k).
kEA
Remark that this choice of k is measurable because A is a finite set (AC Z,
Z, finite). Now, we can construct explicitly our estimator f& in the following
way: R
£2) = { fit) ifA#D

0 otherwise.
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2.4.4 Comments

Let us make several comments about this procedure.

e Our procedure is quite different to that introduced in || to solve the

similar one-dimensional problem. The main difference is connected
with the manner of choosing a random index k. Here, we compare
pairwise the estimators by introducing the “artificial” estimator fk/\l(-)
in definition of A. Then, we chose an estimator of minimal variance
estimators {fk}keA.

In dimension 1, it is useless to introduce these artificial estimators. Un-
fortunately, a such procedure is not adapted to solve multidimensional
problems (if one deals with anisotropic regularities) and fails.

Our procedure is inspired by the method proposed in ||, well adapted
to multidimensional problems. Let us mention however, that it is not
possible to use this method directly. The main difference is the choice
of set of indexes. In our case, we have to consider (it will be explained
further in this paper) indexes belonging to Z¢ — instead of N consid-
ered in [|. First of all, let us remind that our set of indexes is

N
z.=|]J2mn cz".
n=0
The set used in [| is M, = |J,, V' (n) where:

d
N(n):{k:(kl,...,kd)ENd:Z(ki+1):n}.

=1

Both procedures require the following properties of indexes:

Y 2#Z(n) < o
n=0 (2.4)
Z 27"H#N(n) < oo.

Second property is evidently fulfilled. The first one requires a special
construction given by (2.2).

Let us also note that not to pay an additional price at final point (b, ,.),
we need Z(0) is bounded independently on & which follows immediately

from 2.4 otherwise we need to pay /1 + In Z(0).
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REMARK 6. Figure 1 represents Z. in dimension 2. Here, Z(i),i = 0,1,2
and Z(n+ 2) are drawn. The black points belong to Z..

Figure 2.1: Z..

2.4.5 Upper bound

Let us introduce some basic notations: b = (by, ..., by) is a vector of positive
numbers and 0 < [, < [* < 400 are given. Set

d
B =1](0.b] and £ = [1..,1"].

=1

Moreover, for all € (0,b], let us consider

B(y)={BeB:1/3=1/y}.

Let us denote

J=Bx L and 3(y) = B(v) x L.
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THEOREM 1. Set ¢ < [./||K|| and g > 0. Then
sup R (f2(1), H(B, L), (8, L)) < M,
(B,L)e3
where My is an absolute constant which does not depend on €. The explicit

expression of M, = M,(L.,l*,b) is given in the proof.

REMARK 7. This result implies clearly that f* satisfies (A.U.B) with ® but
it is stronger: in fact, we obtain a non-asymptotical upper bound for all €
small enough.

2.5 Optimality of ®

2.5.1 Result

THEOREM 2. Set ¢ = (Yo(8, L)),0)e3 an admissible family of normaliza-
tions such that 36y € Zo(V /D), then:

1. To(U /) € 3(B):

2. To(¥/®) D U4 3(v).
REMARK 8. This result implies that ® is the optimal family w.r.t to our
criterion. Indeed, dim(3(5y)) = d < d+ 1 = dim(J) and it is clear that
U, >3 J(7) contains an open set of J.

2.5.2 Comments

Let us briefly discuss an interesting point which “shows” that our criterion of
optimality is well adapted to our problem. One of our idea, by introducing
this criterion, was to minimize Zy(¥/®) (in term of massivity). Theorem 2
says that this set is always contained in J(y) for a given 4. Can we improve
this result (by proving that Zo(W/®) is essentially smaller than J(y))? The
answer is no!

Indeed, let us suppose that the result concerning the “partially adaptive
problem” is proved. Thus, for all 0 < v < b, the minimax rate of convergence

Fo= U HEL

(B,L)I(7)
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T\ 741
o () < <6\/1nln g> :

It is evident that any estimator which achieves this rate on F(7) outperform
12 at least on J(7y). The loss is about:

Inl/e e
Inlnl/e

Combining this result with Theorem 2, we obtain

is given by

Lo(W7/®) = 3()-
where U7 = (¢2(8, L))(s,r) is defined by

Y2(B. L) :{ 6.() if B=1~

1 otherwise.

2.6 Proof of theorem 1

2.6.1 Introduction

Let us explain, briefly, the main ideas to prove our result.

First, let us suppose that the smoothness parameter (3, L) of the signal (to
be estimated) is well known. Thus, it is easy to construct an estimator
(depending on (3, L)) witch achieves the expected rate ¢.(3, L).

To do that, we have to chose h(3, L,e) = (hy(8, L.€), ..., hq(3, L)) (band-
width of this estimator) on the following way:

28 1

o 2.9) = ) (P Pepo.)) ™ v

where
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This formula is obtained as the solution of the following minimization prob-
lem:

h(B,L,e) = argmin (b + s2F) (n) (2.5)
heH
where .
v E(h) = LY Xi(B)h
i=1
is a bias term and IX]
€
s (h) = ———p-(8, L)

H?:1 hi

can be viewed as a penalized standard deviation term.

REMARK 9. Using these notations we obtain

VPE(R(B, L)) < sPH(h(B. L.e)) < ¢-(8,L), V(B.L).

Next, if (5, L) is unknown, we want that our procedure choses a kernel es-
timator as good as the optimal one, constructed using bandwidth B(ﬁ, L,e).
In order to do that, our procedure compare a large number of estimators. In
particular, for each (3, L) € J, the estimator constructed using bandwidth
h(B, L, ) should be “viewed” by the procedure. This implies that set Z. is
large enough.

2.6.2 Lemmas

Here, we give some lemmas witch will be proved in Appendix. They are used
further in the proof.

LEMMA 1. Set (5, L).

Bandwidth B(ﬁ, L, ¢) is the unique bandwidth 1) such that:

ij = argmin (0" + s2%) (h).
heM

For simplicity, let us denote h(53, L,e) = (hi(B, L,¢), ..., ha(5, L, <)) defined

by: ,
1] a8 i
hi(ﬁaL7€) - (Tgpé(ﬁvL)) .
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It is clear that, the estimator defined using bandwidth h(ﬁ, L,¢) is asymp-
toticaly as good as the estimator defined using bandwidth h(3, L, ¢). Indeed,
for all (3, L) we have:

hi(ﬂvag) = ilz(ﬁ* L:€>7 Vi.

Now, let us consider

ki(B.L,e) = Lﬁ In (%)J

where |z| = sup{n € N :n < z}. And let us consider the index k(3, L, ) =
(ki(B,L,e),. .., kq(B,L,¢)) in Z°.

It is easy to see that the estimator defined by the bandwidth A*(#Le) ig
asymptoticaly as good as the estimator defined by h(B, L,¢) and, thus, as
good as that one defined by h(f3, L,¢).

LEMMA 2. Set (5, L). Index k(B, L, &) belongs to Z..

REMARK 10. Set Z. was constructed such that this lemma is satisfied and
moreover such that inequality (2.4) holds.

Let us give an improtant lemma concerning the canonical decomposition of
the estimator fx.

LEMMA 3. Let us fizx f € U(aL)GBXzH(ﬂ, L), and let us calculate under the
law Py. We have, for k € Z.:

~

fult) = 1)+ by(t) + o (R)ER),
where:
bio) = [ K@ (-0 - 10) du
[Klle
(T i)
| &) ~ N(0,)

where h.u denotes the following vector: (hiuy,...,hqug). Moreover, let us
remark that, if k <1, then o.(k) < o.(1).

Now, let us give the most important lemma about the control of bias terms.
More precisely:
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LEMMA 4. Set (3,L) e BxZ and f € H(B3,L). Under P we have:
Vk € Z., |b(t)| < BY"(k)

and
V(k, 1) € 22, |ben(t) — bi(t)| < 2BPH(k),

where B (k) = b31 (h®).
Now, let us give a lemma concerning the link beetwen the bias and the

penalized standard deviation of the estiamtor fi 1. First of all let us
recall that S.(k) was define by equation (2.3).

LEMMA 5. For all (8,L) € B x T we have:
B (k(8, L,¢)) < C*S-(k(8, L,¢)),
where C* = (d\*)\/2 V (b + 1) /b.
Finally, let us give a lemma which explain a link beetwen S.(k(5, L, <)) and
the rate of convergence @ (3, L). It is very important, because this lemma

proves that it is enough to control (up to a constant) the quality of the
estimator f* by S.(k(8, L,¢)).

LEMMA 6. For all (38,L) € B x I, we have:
Se(k(B,L,¢)) < ¢e(B, L).

Lemma 3 is evident. All the others will be proved in Apendix.

2.6.3 Proof

Let us consider ¢ < [,./||K|| and ¢ > 0.

We want to prove that

sup sup By (o2 (8, D) | £2(0) - £(1)])"] < +oc.
(B,L)EJ fEH(B,L)

Thus, we fix (8, L) € Jand f € H(B, L). Let us denote k = k(3, L, €). Let us
recall that k(3, L, ) is the index correponding to the bandwidth h(S3, L, ).

Now, we have to distinguish two cases: First A is empty. Next, it is non
empty.
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A) A is non empty

In this case, the procedure chose an index k. Main idea is the following: we

have to compare f; and f.. To do that, let us introduce the following sets,
for all s € N:

{ Bi(s) = {ke Z. |kl <|k|+ sd}
By(s) = {ke€ Z.:|k| > ||+ (s —1)d}

Using these notations we obtain:

Z. = B;(0)U (U Bi(s) N Bg(s)> .

s>1

Thus, we have:

B [(|/2() = F0)])"]

IN

E; Hf,;(t) - f(®) ’q 1{;;eBl<o>}]

N q
+ZEfo;;(t) - f(t)‘ Liien sy LiieBas)y

< RO.0)+ S VAR,

where A _ ,
R(s,p) = Ey Hf,;(t) — f(t) 1{15631(5)}]
mgzake&@ﬁ

Thus we have to control these quantities.

Control of D(s). Let us denote k(s) = (k; + 8,...,kq + $) and let us
consider Sp.x = max{s € N : By(s) # 0}. Clearly spax < N. + 1. Thus
we have D(s) = 0 for any s > Syax. Let us consider s < spay. It is easy to
see that k € By(s) = k(s — 1) ¢ A. Thus, if k € By(s), then there exists
le Z., 1> k(s —1), such that

A A

ﬂ@@ﬂﬂ—ﬁ@ﬂ>0&@.

Let us denote

Dy(s) = Pf[

ﬂ@ﬂmo—ﬁaﬂ>c&m]

Using this notation it follows:

Ds)< Y Dis).

leZ.l=k(5—1)
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Now, we have to control D;(s). Set [ > k(s—1). We have, using lemmas (3),
(4) and (5):
Di(s) < Pr[lbugs pym(t) = bi(t)]
+o.(k(s — 1) A)[E(K(s — 1) A1)
+o()|EW)] > CS.(1)]
< Pr[2BPH(k(s— 1))
ou(s(s — 1) ADIE(s(s — 1) A D)
+o(DIEWD] > CS.0)]
< Pr[207°S.(k(s — 1))
+oe(k(s — 1) ADIE(R(s — 1) A )]
4. (DI > OS],

Using lemma (3), it follows
Di(s) < Pf[|§(/-£(s “D)AD|+ D] > (C =207 /1 1] 1n2]
< 2P {|N(0,1)| > 0_220*\/1 + |l|1112]

< 2—C~'|l\+1’

where C' = (C' — 2C*)?/8. Thus,
Disy<2 > 2l (2.6)

l€Z.,lxK(s—1)

Control of R(s,p). Let us recall that

p

1

A

R(s.p) = By || f() = £(1)

{keB <s>}] :

The main idea is to decompose

fit) = 1)

by introducing fﬁ(s) (t). In order to do that, we have to introduce fk nn(s) (8-
Let us write:

~

H®) = 10 < | fi®) = Fino 0
+ ‘J?;;/\H(S) (t) — fm(s) (t)‘
frio®) = (1)

+
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It is easy to prove that, if s < sp.x then x(s) belongs to Z.. This is a
very important point. We will consider only s < s,.¢. Let us recall that, if
§ > Smax then D(s) = 0.

Let us denote:

I = |fk( ) fk/\li s)( )|1{’:2€Bl(8)}
I, = |fk/\n(s)( ) — fﬁ(s (t )|1{1%eBl(s)}
I = | faw® = O iep, -

We have:
R(s,p) < (377" v 1) (Ef[I7] + Ef[I3] + Ef[12]) .

a) Let us control E¢[I§]. Using lemmas (3), (4) and (5), we have:
Bl = By[lfu®) = FO e, o]
(1o (1)) + 0- (R NIE SN Loy

(B (5(5)) + 0= (5(s)) [E5(5)])" L g, oy |
(07 5.(5()) + 02 k(NI N D Lty -

ININA
_tlj =
- \

IN
=
-

Thus, we obtain:
EfIf] < (2071 V1) (C)PSE(k(s))
+ (27 V 1) Ey [(UE(K(S))K(K(S))DZ’ Yiemen |-  (27)

b) Let us control E;[I5]. First, let us remark that:

e i belongs to A. By definition of k.
e |s(s)| > |k|. Because k belongs to B(s).

k(s) belongs to Z.. Thanks to lemma ?7.

Thus, the construction of our procedure implies that

Ef[I3] < CPSE(k(s))- (2.8)
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c) Let us control E¢[I7]. Using lemmas 3, 4 and 5, it is easy to see that:
L < 2C7S(k(8) e, (s))
+Us(];)|£(]%)|1{l;€Bl(s)}
0. (k A R (s))ER A K(S)) [ Lgep, -

Thus, we obtain:
E/I7] < (3p_1 V 1) (2C™)PSP(k(s))

+ (V) By [ (0 BIER)) 1 ey o)
+ (3 V1) By [ (0:(k A KD A RO) L | 29

Using inequalities (2.7) (2.8

~—

(2.9), we obtain:
R(s,p) < ( 2P~Lv 1) (C*)YP + CP 4 (3771 v 1) (20*)1”)55(%(8))
f'<aa< (NIEGEED Loy

(- MIEN) Ve, o

; (agufm( NIEGE A REN) L o p-10)

or=ly

—_

~— ' N N

~

(
+ ( E
+ (3 'V E
+ ( E

3y

Thus, we have to control the expectations in the last inequality.
It is easy to control the first one:
Ey [ (0. (5(s)IE(()])” Ligemy oy | < 02 (5()E IV, 1)P].
Now, let us explain how to control the others. Let us denote k& = k A (s)

and
Ay = {|g(1<; Ak(s))] > 2¢/1+ [K] 1n2} .

Now, let us calculate:

(x) = Ey

Liieni(s)) <1{A,;} + 1{A;})]

1

{keBi(s)} {Ak}]

+E; [(20'5 1+ |k| In 2) 1{kEB1 S)}:|

< ool ] + 25
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Let us denote m; = E [|NV(0,1)|"]. We obtain:

(+) < o (i(s))mg, Py [Ag] + (25.(x(s)))" -

Moreover we have:

Pr[Af]

IN

U M

keZ.

Z oIkl

keZ.

DR

n=0 kEZn

IN

IN

o

> (#Z,)27" < +o0.

n=0

IN

Let us denote |Z] = > (#Z(n))27". We obtain:

() < 02 ((s))my) | 2] + (25.(k(s))" < (27 +my”|21) SE(r(5)):

It is not difficult to obtain a similar result for the last expectation:

Ey | (0o (B)EW))) Lien,op] < (27 +mif?|2]) S2(x(s).

Finaly, using (2.10) and the control of the expaectations we obtain:
R(s,p) < CpSE(k(s))
where C), is a constant depending only on p and |Z|.

Back to our problem. Now, we can conclude. Let us recall that:

(o) = B [(|£2(0) = £(1)])"] < R(0,9) + > V/R(s,29) D(s).

s>1

Thus, we obtain — using (2.6) and (2.11):

() < CpSU(R)+ (2C5)"? >  [S2(k(s)) > 27N,

s>1 leZ. l-k(s—1)

(2.11)
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Let us recall that C' = 3¢ + 2 and that:
S.(k(s)) = S.(0)21F)\ /1 + [k(s)| In 2.
Thus:
S (n()2 D < SBO)PION1 + ()| In2)r )

(g 1+ |k(s)[In2\?
20(yg2a(n)l-In(s—n)) (1 +1%(s)| In2
S:1(0)2 ( SIRGs—1)

A\

< 3%8%().

Now, it is easy to see that (we do not recall that [ € Z.):

(r6) < CpSUr) + (312C5)?S2(0) Y [ > 2-alil=In(-1)-20

s21 || I=r(s—1)

< CySY(k) + (312C5,)252(0) Y [ > 22
s>1 I=k(s—1)
< CuSi(k) + (3%2C5,)282(0) Y © Y 27N

s21 I=r(s—1)

Now, we have to prove that:
)OID DIESIIES
s21 I=k(s—1)

Let us calculate:

SN ol = 3N #2Zm) 2

521 I=k(s—1) 520 n>|k(s)|

= > ) (#Z(n)2”

s>0 n>s

= > ) #Zn)2

n>0 s<n

- YR P D iz 2 < too.

2
n>0

Let us denote || Z|| this constant. Finaly, if we remeber that k = k(3, L, ¢)
and that S.(0) < S.(k), we obtain the following result:

B [(I£200) = F(O])"] < (Cq+ (3"2C) 2| 2[) Se(k(B, L, €))-
As S.(k(B, L,e)) = (B, L), result follows.
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B) A is empty

This case is simpler. We have to control:

E[|f(t)|"Lpacny] < LUPF[A=10)].

Moreover, we can assume that there exist s € N such that x(s) = V. and
k(s) € Z.. The fact that A is empty implies that x(s) is not in A, thus:

Pi[A = 0] < Pplr(s) ¢ A

The same quantity was controlled by formula (2.6). Then, it is easy to obtain
that:

PilA=10] < (Z (#22) 2—@n+1> 9=Clr(s)|

n>0

The last thing we have to observe is that 27C1F() < S_(k).

2.7 Proof of theorem 2

Let us consider another admissible family ¥ = {¢.(3, L)}(5,1)enxz and fF
an estimator satisfying (A.U.B) with W.

To prove that ® is the adaptive rate, it is enough to prove the following
assertion:

LEMMA 7. Set a = (ay,...,aq4) € B and 3 = (B1,...,84) € B such that
a <. Set Ly and Lg inT. If

then,
¢8(67L,3) ¢e(Oé,La)

X +00.
0:(B,Lg) (e, Ly) =0

Indeed, let us remark, first, that we cannot improve ¢, (b, L) because it is the
minimax rate of convergence on H(b, L) for all L.

Next, let us suppose that there exists (g, Lo) such that ¥.(5y, Lg) improves
©:(Bo, Lo). Using the previous lemma, it is easy to sea that Zy(V/®) C
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B(By) x Z. Indeed, let us suppose that there exists (8;, L1) such that
Y(B1, L1) improves (51, L1) and [ < [y then we obtain:

77Z}5(ﬂ17LB1) v ¢a(ﬁo,Lﬁ0)
©e(Br, Lp,) (B0, Lg,) =0

In particular ¥.(8y, Lg,)/-(Bo, Lg,) tends to +o0o which it is impossible.

—+00

On the other hand, it is easy to sea that (.., B(y) X T C Zo(¥/®).

¥>Bo
Lemma 7 is a corrolary of the following proposition:

PROPOSITION 1. Set (a,3) € B® such that a < 8 and (Ly, Lg) € I*. Let
us define, for any estimator f.(-) which satisfies (A.U.B.) with ¥ and for all

v <2(B—a)/((2a+1)(28 + 1)) the following quantiy:

RO = s By (oo Lal ) = 701 ]

fE€H (a,La)

+ sup By(ehe: (8. Lo) L) — F0)])']

fEH(B,Lg)

If Yo(a, L) /p-(a, Ly) tends to 0 as € — 0, then, we have:
lim inf R{Y( f) > 0.

Proof. As 9.(d, Ls) and ¢.(d, Ls) do not depend, in order, on Ls (§ €
{a, 8}), we will denote, for simplicity:

25

$(8) 2 .(6, Ly) and p.(6) 2 (5\/111 1 /5) B

Set s a positive parameter to be chosen. We consider h; = h;(¢) defined by

the formula :

2a
2a+1 oy
h; = <%6vln€*1) ’,

and we consider the two following functions:

fo =0
fi(z) = Lax2tip(a)f <1‘1};t1’ o l‘dh;td)

where f belongs to H(a, 1). Hence f; belongs to H(a, L,) and, if Eq and E,
denote respectively E¢, and Ey,, we have:

e (B)1.()| + By

e (DL +Ey

q

E

=y
o) —~
-~
—~
=
V

oz Q) (f(t) = Ai(t))

q

I

szs_l(a)fs(t) -z

v

Eq
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where 2 denote [y f(0). For simplicity, we consider the following nota-

tions:
Cpele) [T _ 2B-a)
Ae=¢€ o (0) € (5 ln€> where o = GF+ )@at 1)

and

Thus, we have:

Réq)(fe) Z EO )\Eé

‘ q

q ~
+ E1 ‘9 —Z
By changing the probability measure, we obtain:

R9(f) > E [ A 7+ ‘é _ z‘q]

where Z. denotes the classical likelyhood ratio:

dP,
Z.=—2(x6).
dP1< )

Now, consider the following event for 6 > 0:
A= {|é| > 5}
Clearly, if 4 is small enough:
RO(f) > By [(0X.)"Z:1(ay + (2 — 6)1aey] -

But,

2o = e (=1 [ Awaw - Siare)

o <_w g(@)?)
- o 5 2\ ¢ ’

where £ ~ N(0,1). Hence, if the event
A" ={[¢] < a}

occurs, we can deduce that:

1 2
2 > ey, LAE)
g

2 g2
2
o (_; (HJSH M) )

vV
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Then, we have:

RO(f.) > Ei[(6A)"Zd(arney + (2 — 6)" 1 ae]
(63.)7 exp (_; (Ilf

2
;H + a) > 1{AﬂAa} + (Z — 5)q1{Ac}] .
Let us remark that:
1
UL Lo iy fn 2
€ €

1
GZL%Hf” ln_/\la
9

> E;

If we chose

then we obtain:

2
RO(F) > By | (A exp <_ (H];—IH) )1{Ama}+<2‘5)q1{”}]

v

E,

(5)\5)(15(14“””]0”)21{AmAa} +(z— 5)(11{/\6}}

> K, '(5776)q5q<u—g>+<Laz||f||>21 (aone + (2 — 8)71 {AC}] 7
where 7. = (In %)_9/2.
Let us introduce

to =L (m(si + lnALaf(O)> —0,

ln% A
where .
A _ q(@ _ V) 2a+1
Lol f]] ’

and let us chose:

Valo—v) —t.

»w =
Lol f]]

Using this choice of s, we obtain that:
(Lax|[f1)* = go — t- and (dn. )%+ FeiD — (AL, £(0))?

Thus, we obtain:

RO(f) > By |(ALaf(0))"Lianaey + (3757 Lo f (O)_(S)ql{“}]

> Lo f(0) = 0 (Liasasy) Laey]
> (331 Lo f(0) = §)Py [A7)
> (3BT Lo f(0) — 0)7P [|€] > 1].
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And, then:
q
oinf RO( 7 wr_J(0) o
liminf RO (fe) 2 | La T (glo—v))=+1 | PlE[ = 1] > 0.
e 2a+1

Proposition is proved.
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Chapter 3

Minimax Procedure — Partially
Case

3.1 Introduction

3.1.1 Statistical model

This paper is the second part of our paper “Fully adaptive case”. Further,
we will refer to this paper as (Part I). We consider the same model. Our
observations X©) = (X.(u)),cp,1¢ satisfies the same SDE:

X.(du) = f(w)du +eW(du), Yu € [0,1]%,

where f: R — R is an unknown signal to be estimated, W is a standartd
Gaussian white noise from R? to R and ¢ is the noise level.

Our main goal is to estimate f at a fixed point ¢ € (0,1)%.

3.1.2 Our goal

In this second part of our article, we study the “Partially adaptive case”.
Let us recall that we are interrested in pointwise estimation among the class
of anisotropic Holder spaces. Let us recall some notations: [, < [* and
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b= (by,...,by) are given. Moreover, we consider only Hélder spaces H (3, L)
(defined in Part I) such that

d
BeB=]](0;b] and L € T = [1.;I"].

=1

REMARK 11. Let us just recall that B = (51, ...,[B4) can be viewed as the
smoothness parameter. Fach (3; represents the smoothness of a function in
direction 1. Moreover, L is a Lipschitz constant.

We denote ¥ = (Jg,r H(B, L). Our goal is to answer this questions: Is it
possible to guarantee a quality of estimation? On which space (included in
¥)? With which procedure of estimation?

For example, if we consider 7.(y) = £27/*1 it is well known that we can
guarantee this quality on each space H(f3, L) such that 3 = 7 (because it is
the minimax rate of convergence on this space) using the minimax on this
space estimator. But one of our results implies that we cannot guarantee
this quality simultaneousely on each such space.

Now, we fix 0 < v < b, and we consider

1 1 %
() = ()= (IIKH&\/ Inln g) :

Our result is that there exists an estimator, namely f2(-), such that n.(y) is
the minimax rate of convergence of this estimator on () defined by

Sy= \J HEL=|J HE
(B,L)EB(v)XT BEB(Y)
where

B(y)={BeB:3=1}.

Thus, using f as procedure of estimation, we can guarantee that the quality
is n:-(7), at least on (7).

3.1.3 Result

THEOREM 3. Qur result consists in two inequalities:

limsup sup E;[(n-(v) 'f2(t) — f()])7] < +oc. (U.B.)
e=0  fex(y)
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liminf inf sup Ef[<n€(7)—1| Fi) - f(t>|)q} >0, (LB.)

=0 F ores(y)

where the infimum is taken over all possible estimators.

In words, f2 is a minimaz on 3(7y) estimator.

This paper consists in the proof of this assertion. First, we construct the
estimator f2. Next, we prove the corresponding lower bound.

REMARK 12. Let us remark that this result can be viewed as an adaptive
result. Indeed, let us consider X(v) as a family —instead of an union— of
Hélder spaces H(B3, L) such that 3 = . It is well known that on each H(3, L)
there exists a minimaz on this space estimator which depends explicitely on
(B, L) at least trough its bandwidth. Thus, question of adaptation arrizes
naturally.

Our lower bound proves that an optimal adaptive estimator f*(-) such that

q
limsup  sup sup Ef[(f%”*(t) - f(t)|> } < 400
e—0 (B,L)eB(y)xZT feH(B,L)

does not exist.

Our upper bound proves that f2(-) is an adaptive estimator. Moreover the
price to pay is only \/Inln 1/e which is to be compared with the classical loss

VInl/e in other adaptive problems.

Moreover we prove that our estimator is optimal in a minimazx sense.

3.2 Procedure

3.2.1 Collection of kernel estimators

Let us recall that kernels were defined in the first part of this paper: “fully
adaptive case”. Here we have just to chose a good collection of kernel esti-
mators.

Let us define

n.(vy) = 1 Ab— 1) In Foo lnlnln1
T e\ @+ )2y + 1) Ke 2y +1 :) |
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Let us denote

Let us recall the definition of this set:

d
Z(n) = {k =€ 27> (ki +1) = n and Vi, |k;| < C(b)n + 1} ,

i=1

where
_2+1 2422
2 In 2 '

C(b)

Finally, we consider the following collection {fi(+)}re z:

3.2.2 Notations

Let us recall the following notation: for all k € Z°, we have

el K|
a0\
(I, )

where h® = (b{" ... ") is defined by:

o-(k) =

A = (K je) s,

It is clear that for all k and [ in ZZ, 0.(k) = 0.(I) = 0.(7) and moreover

that:
1
oe(7)\/Inln = =< 7.(v).

Following the same strategy as in the first part of our paper, let us define
the set A as follows: an index k € ZZ belongs to A if it satisfies:

. “ 1
fin®) = i®)| < Co.(y)yImn =, Wi £ k1€ 2,

where k Al denote the index (k; A l;)iz1,.._a-
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3.2.3 Definition of our procedure

First of all, let us reformulate one of our result obtained in the first part of
this paper: there exists an estimator, namely f&(-), sucht that

2q

2
T 2B+1
limsupsup sup Ef eq/In — 1f2() — f(1)) < ~4o00.
e=0  BeB feH(B,1*) €

Now, let us define our new estimator: If the random set A is non-empty,
we chose arbitrary any index which belongs to this set. We denote k£ a such
index. Then we construct: X

J2¢) = £i ().
On the other hand, if A is empty, we define

F20)=120).

REMARK 13. This procedure is closed to the adaptive one. The main dif-
ference consists in the following: when the set A is empty, we estimate using
a best estimator than 0. In fact the probability Ps[ A = 0] is too large to use
a trivial estimator.

3.3 Proof of (U.B)

3.3.1 Method

First of all, let us recall that our minimax on X, estimator is in fact an
“adaptive procedure of estimation” because the real smoothness parameter is
unknown.

Thus, the mechanism of the proof is very closed to the previous one. We will
compare the estimator chosen by our procedure with respect to the “best”
estimator among our class but depending on the unknown parameter.

First, we have to define correctly all indexes we need. Next, we will be able
to prove the result. Moreover, as the class >, depends only in L though [*
(because H(B3, L) C H(f3,1*)), we will assume that [, = [* = 1 to make the
proof simpler. Consequently we will denote H () instead of H (S, 1).
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3.3.2 Indexes

Let us suppose that our unknown signal in X, belongs to H(3) with 3 = 7.
Clearly, if we consider the kernel estimator defined using bandwidth

1

1 T
hi(ﬂag) = (”l(”‘{5 InIn g> )

i=1,...,d
it achieves the expected rate n.(7).
We consider the bandwidth
26 1
W) = (hi(e) = (K ey @)

and define the following indexes: for alli € [1;d] and 3 € B such that b = 7,
we construct B o)

~ 1 (e

Fi(Bre) = | ——n 11|

79 an " w,@J

If A® = (™), denote the bandwidth defined by

Bk _ h: (5)2_(’“”1),

we obtain clearly that the kernel estimator defined using bandwidth h(k(B.e)
is asymptotically as good as that one defined using h(S, ¢).

Now, let us define:
ki(B,€) ifi=1,....d—1
ki(B,e) = ) |
(6ne) { ne(y) —1— Z;i;l(kz</87 e)+ 1) otherwise

It is easy to prove that
fa(8,2) = ka(B,2)| <

Thus, asymptotically, estimator defined using h*FB2) is as good as that one
defined using A*?£) and thus as good as that one defined by h(f,¢).

Moreover it is simple, by producing similar arguments than in the first part
of this paper, to obtain that k((3,¢) belongs to Z(n.(7y)).
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3.3.3 Proof

We want to prove that, for all ¢ < 1:

sup sup E;[(n'(9) [f2(8) = F(0)])"] < My()
BEB(v) fEH(B)

where M, () is an explicit constant given in the proof.

Set ¢ < 1 and 8 € B such that 3 = . Let us suppose that f € H(3) C %,.
Set ¢ a fixed parameter.

First, let us suppose that 4 is non empty.

A) A is non empty

Let us denote k = k(3,¢). Our goal is to majorate the following quatiy:
() = B¢ |10 = F0)17)

Let us consider

L= /i) = find
[ fine (@) = fa(®)]
[fe(t) = f(8)]

Soplien
I

Let us remark that, if k= k, then Iy = I, = 0. Thus we can suppose that
k # K.

a) Let us control of Ef[I]]. Using lemma ??, we have:

Efllf] = Eg|lfu(t) — f(0))]
< f[<|b<> <>|+a€< )€
< f[( k) + o.(7)[E(R)])]
< Ef(C <>+as< )|£(n>|)q]
<

fom L) ., lew)]
(O'E(’)/) lnlng> E/|l|C +\/h117n%

b) Let us control E¢[I]]. Our procedure control itself this expectation. We

have: .
1

E/[1]] <1 (O’E<’)/) Inln —) :
€
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Let us remark that we use the fact that x belongs to Z=.

c) Finally, let us control E¢[/{]. Using lemma ??, we ontain:

Bf1f] = Er|Ifi() = finnl]

By (207S:(8) + o (R) €(0)] + o2k A k)€ A )] )]
SO S 5] L]

In ln%

IN

VAN

Sa(’f)qu

q

B, | 207+ E(R)| + (kA k)| (Usw) \/lan>

Finally, we obtain the following inequelity:

IN

(¥) < (37 V ) (Ef[I{] + Ey[I5] + By [I5])

< BTV D) {01+ (21 4+ 1)(CH +o(1/e)} (06(7)\/1nln é) ,

where o(1/¢) tends to 0 where ¢ tends to 0. It is clear by applying Lebesgue’s
theorem.

B) A is empty
As A is empty, in particular k£ does not belong to this set. Thus, we obtain:
E/l/2() - SO < Ef[I°0) = S| upny]
< VB2 — ORI Pyl ¢ Al

Using the upper bound of the first part of this paper we obtain:

\/Ef[|f§>(t) — f(t)]29] < Cte (8\/ln %) ' :

Thus, we have to control Pr[k ¢ A]. If k ¢ A, there exists [ € Z2, | # K,

such that:
2 A 1
|funi(t) = fi(t)] > Co.(y)y/Inln -
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And, consequently, we obtain that:

fon(t) = 1(8)] > Coa(y)y/Inn é]

Pilk¢ Al < ) B

l#k

VAN
(\]
T
:‘H

|—
N——

IN
[\
I
\i_g
TN
-

Moreover, it is easy to prove that there exists a constant Cj depending only
on b such that:

d

On the other hand our choice of C' implies that

Thus, we obtain:

E/[|f2() — F(1)]Y] < Cte 71

3.4 Proof of (L.B.)

3.4.1 Method

The method is classical. Our goal is to minorate the minimax risk by a
bayesian risk taken on a large number (4/In1/e)of functions. In our mind,
these functions are chosen because they represent the most difficult func-
tions to be estimated in the considered class. This assertion is explained by
lemma 9

73



CHAPTER 3. PARTIALLY CASE Nicolas Klutchnikoff

3.4.2 Notations

Let us intoduce some basic notations. Let us fix 0 < v < b. We say that a
function g : R? — R belongs to G(v) if it satisfies:

g(0) > 0.

lg]l < +oo

g€ m,b’eB('y) H(p)
supp g C [—a;al’.

Here and later, we fix g € G(7).

Let us denote .
5 _ Hi=2 bl — 1 .
Sty /B2t +1/5a

11\
— _ — — b
’ <7 5) -
and we denote n. = /In1/e.

Now, let us consider a family of vectors {3®}, indexed by k = 0,...,n. and
defined as follows:

We consider

b —
ﬁfk) = at+ k1" (3.1)
nE
—1
w _ (L 1 Vi=2....d 3.2
g = 3 ;—? i=2,...,d. (3.2)

LEMMA 8. For all k=0,... n. the vector 3% belongs to B(v).

This lemma will be proved later.

Finally, let us introduce some functions. First of all, let us consider:

; (k)
27+]ﬂ4
Vi=1,....d, Vk=0,...,n., h§’“>=(%g,/1n1n1> '
9

where s < 1/(v/2|g||). Then, we can define:
Jo =0

2y

hia) = g (Spt. s ) k21

d
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3.4.3 Proof

Now, let us prove our result. We will denote P, instead of Py and we
consider the likelyhood ratio:

1 <& APy,
Z.=—) (X)),
’I’LEZdPO( )

This ratio satisfies the following lemma which will be proved further:

LEMMA 9. For all0 < a < 1, we have:

limsup Py[|Z. — 1| > a] = 0.

e—0

Let us consider for any arbitrary estimator f , the following quantiy:

R.(f) = sup E; (%qllnln 1) 1f(t) — ()]
fely €

It is a well known result that, using bayesian method, for all 0 < a@ < 1 we
obtain:

q

R(f)> (1—a) (@) L =Py|Z— 1] > a)).
Thus, we have:

gt R () 2 (1-a) (42)

This inequality is equivalent to the following:

imipt sup By [ (17 ()170) — 0))] = (1= ) (575 1)

e—0 fex,

Now, if 2 tends to (v/2|g||)~* and a tends to 1 we obtain the lower bound:

timin sup B, (7 ()170) = £0)1)] = (2_(1”/(2”“” sup g(m)q'

e—0 fes, geG(7) ||g||
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Appendix A

Fully Case

A.1 Proof of lemma 1

Let us denote H = (R%)? and OH = {h € (R%)% 3i € [1;d]h; = 0} U {cc}.
Let us recall that ¢?F = b>L+s%L. 1t is easy to prove the following assertion:

PR g oo

Thus, it is enough, to prove Lemma, to prove that h(3, L, ) is the unique
point of H such that V?* = 0. Let us fix i € [1;d], and let us calculate:

AL 6.

2 (H?:1 hj) +h

To simplify notations, as 5 and L are fixed, we will denote \; instead of A\;(/3).
It follows that:

ai@?’L(h) = Lﬁi/\i(ﬁ)hf"fl -

—1 |[K] _ep=(B, L)
2L 3
<H?:1 hj)

It is easy to deduce, from the previous equality, the following expression for
hii

000 (h) = 0 & B = (\f)

Bi

IK1 epe(B.L)
2L <H;i:1hj>§

79

hi = (\fi) ™




APPENDIX A. FULLY CASE Nicolas Klutchnikoff

A simple computation prove that:

(Hh)l<f{ 15i>zj>2ﬂ+1(|| U1, 5.1 )>ﬁ

The follwing equality follows easily from previous equalities:

28 1
K|l 2B+15;
hz:%-(” QJ Sps(ﬂ,L))

where B
i = (NBi) % .
I = (H?:l %‘) : .

Conversely, it is easy to proved that h € H given by the previous formulas
is such that Vo2 (h) = 0. This result implies that the problem is solved.
Lemma is proved.

A.2 Proof of lemma 2

This lemma is the most technical one. It will be proved in two steps.

STEP 1. Set (3,L) € BxZI. We have:

d
Z (8, L,e) +1) < N,

where N is defined by:

2b [, [*
2 - 1 In — 1.
{ (2b+1 MKl T Z)J "

Proof. Let us denote

B 4(b — j3) L 2 L
=G L) = rnesr ) MRE T mri L
= _ 4(6_@ In b + 72 lnL

@b+ 1)26+1) |[Kle 28+1 L
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Using this notation, it is easy to proof that

d
In

Moreover,

hi(e)
i1 hz(ﬁ: L7 E)

= 'TE(/BvL) -

! In(1 + z.(8, L)).

26 + 1

71 In(1+z.(8,L)) <In(1+=z.(8,L)) <z, L),

28+ 1

thus

This result implies that:

On the other hand,

T i)

In

i1 hz(ﬁv Lv 5)

In

hi(e)
=1 hz(ﬂa La 5) N

>0

=1
< z.(8,L)
47_7 *

- _ (b ﬂ,) In l + 72 In
(20+1)(26+1) |[IK[e 28+1
4b l, *
S| 21n —

R R g R

L

L.

STEP 2. Set (8, L) € BxT and let us denote n =" ,(k;(8, L,e)+1). Then,
for alli € [1;d], we have:

|ki(B, L, e)| <

(

2b+ 1

2b

Proof. In this case, we can write

nln(2)

>

d
In

l'g(ﬁ, L) -

hi(e)
i1 hz(ﬁv L7 5)

In(1+6)

In(1 +0) + mm1+®> o
n .

In(1+ z.(8, L)).

26+ 1
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Thus, we have:

(B, L) <nln(2) +In(1 + z.(8, L)).

Now, let us remark that, if z is such that z < A + In(1 + z) for a given
constant A > 0, then x < A+ v2A. Thus, we have

z(B,L) < nln(2)++/2nln(2)
< n(1n(2)+ 21n(2)).

Now, let us write

| hi(e) 28 1 2b 1, L
nhi(ﬂ,L,g) B (26+1ﬁi_25+1bi> n||K||5
23 11 L
IEEESY R
g1
—2B+1EIH(1+IE(6,L)).

Let us estimate this quatity.
Upper bound. First, using the fact that 3 < 3; for all 4, we obtain:
Mie)  _ 268 1 2b 1 L. 2
hi(B, L,¢) 284+18; 2b+ 10
On the other hand, it is easy to prove that:
26 1 2b 1<2z3+1 4(b - p)
286+ 106;, 2b+1b; = 2b (2b+1)(268+1)

Indeed, let us write:

In

In n + — —.
|Klle 268+1 L

261 2 1 23 (1 1\ 1/( 2b 23
28+153 2b+1b; 25+1(E_E)_E<2b+1_25+1)
23 (1 1)
< _ - _

N 2/3‘[‘1 Bi b
< 2 (1_1)

- 2841\F b
< 20 b5

T 28+1 b3
26451 4(b — B)

20 (2b+1)(28+1)
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Finally, we obtain:

mie) 2b + 1

1 _
Yhi(B.Le) = %

x€(ﬁvL)7

and thus
1 hf(e)
k(3. L, < | L
B L) = @) " ki Lo

20+1 z.(8,L)
= T ST

- 2b+1 In(2)++/21n(2)
= \Tw m(2) "

Lower bound. First, let us supose that the following fact is proved:
28 1 2b 1> 1 40b-p)
28+108 2b+1b 2b (20 +1)(28+1)°
Then, we obtain
In hz (8)
hi (/87 Lv 5)

Using the inequality z.(/5,

(o) ! 28 b
hB. L)~ 2 (%WJ” 25+ 15 e ))) |

And, then

(A.1)

a0-p4 L B 1
(2b+1)(28+1)  IKle 28+15
L) >1Inl./|K|e, it follows

> —% In(1 + 2.(3, 1)),

In

In hi(e) > _ 2b + 1
hi(ﬂylﬁg) 2

z<(0, L).
Finally:
1 h
ki(B,L,e) +1 > 1n(2)1“h»(é(fi)g)

2b+1 In(2)++/2In(2)
T T m "

To end the proof of this lema, we have to prove inequality (A.1) i.e.

26 1 20 1 4(b— B) 1
() = (25+1E‘2b+1b_)/((2b+1)(2/3+1)) T
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But,

_2B(2b+ 1)b; — 2b(28+ 1)
*) = 4b;3;(b — 3)
26(2b + 1) (b — B;) — 2B:(b — B)
4biB;(b = 3)

1
2b;

v

A.3 Proof of lemma 4

Let us introduce a new notation. For all i € [1;d], z and y in R%, let us
denote:

[xv y}(Z) = (xla sy Li1, 07 Yit1y- - :yd)-
Let us fix £ and [ in Z.. We are interrested in the following quatity:
bin(t) —bi(t) = [ K(u) (f(t — ") — f(t — BV .w)) du.
Rd
Let us consider the set J C [1;d] defined by:
J = {2 e [1;d]; A" > hg”}.
If 7 € J¢ then hgk/\l) = hz(-l). Thus, we denote:
W = pD it i e Je
= { 0ifieJ.
Using these notations, we obtain:
beni(t) — bi(t) = ) K (u) (f(t = p*" ) — f(t = n.u)) du
R

+ | K(u) (f(t—mnu)— f(t— h(l).u)) du.

Rd
Thus, it is enough to study quantities of the following form:
K () (f(t = ha) = f(t = nu)) du
R

where h = h*\) else h = h®). In both case we have h; = n; if i € J¢ and
h; < hgk) if 7 € J. Here and later we will consider a such bandwidth A.
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It is easy to rewrite the following quatity

(%) = f(t = hou) = f(t = n.w),

using a telescopic sum. We obtain:

d
D fil=hguilt = [, B D) = fi(=nsuilt = [, )P .).
i=1

As hyu; = nu; if i € J° we deduce that indexes belonging to J¢ do not
contribute to the sum. Finally:

= Zfi(_hiui|t — [, h) D) — f5(0[t — [, h] D).
ieJ
Now, using that f belongs to the anisotropic class H (8, L) it is easy to

develop the quantity (*) using a Taylor’s formula. If we denote m; = |3;],
we obtain:

= S A0~ [, b

ieJ n=1

437 (gt — g b)) — £ = B

e

where [6;| < h;|u,.

If we remark that ¢ — [1, h]®).u does not depend on w;, using hypothesis (K4)
on K and Fubini’s theorem, we obtain that, for all i € J and n € [1;m;],
we have:

(—hiu)"

du = 0.
n!

| K@ 0l = 1.0

Moreover it is easy to obtain that if ¢ € J, then:

IN

L|0Z|/Bz_mz

fi(mi)(9i|t i [77’ h](i)_u) _ fi(mi)(()'t _ [,,7’ h] (i)_u)‘

IN

LR | =,

Then, we can deduce that:

K(u) (f(t = ha) = f(t = nu))du

Rd

< LZ(/Rd|K(u)|m—i!du h’

1€

d
LY N(B)RE.
i=1

IA

Lemma follows.
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A.4 Proof of lemma 5

First of all, let us remark that:

hi(/ngvg)
Vi,¥(3,L), 1< S kBLA) <2

i
Let us calculate:

B (k(B,L,¢)) = b@L(h(k(aL,a)))

_ LZ)\ (h “”)ﬁ

5  BEOLED)
- LZA (6. L,<) (W)
< b“( (8, L,e)).

On the other hand, it is easy to prove that:

VPE(WB, L, ) (Z)\ > h(B.L.c)).
Thus, we obtain:

B (k(B, L,e)) < (dX")s=(h(8B, L,e)).

Now, we focus our attention on s.(h(f3, L,¢)). First, it is easy to prove that:

pe(8, L)
Sg(h(ﬂ; L,E)) S \/1 + |k(ﬂqL,5)| In2

SE(]{:(/B7 L? 8))

Next, let us prove that:

AB.L)  _ 1tw(Bl) bl
1+ |k(B,L,e)[In2 1+ |k(B,L,e)|In2 — b

It is known that:

L+ |k(B,L,e)|[In2> 1+ 2(6, L) —

1
2+ 1 In(1+z.(8.L)),  (A.2)

thus, we obtain that:

z(B,L) < |k(B, L,e)|In2 + In(1+ z.(58, L)).

1
28 + 1
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This implies in particular that:

v(5. L) < [K(B. L.£) | In2 + /[k(F. L.2)| 2.
If |k(3, L,e)| > 2 (for example if 3 < b/2), we obtain:
we(0, L) < 2|k(B, L, )| In 2,

which implies immediatly that:

1+ 2.(8,L)
TF k(B L )| n2 =

On the other hand, when 3 > b/2, we obtain from (A.2) that:

1
L (B, L)l 2 125, 1) — — < (1 +22(3, )
> 1+-= B, L
2 14578, L).
Last inequality implies that:
1+2.(8,L) b+ 1

< —
1+ [k(B,L,e)[n2 = b

Lemma follows.

A.5 Proof of lemma 6

First, it is easy to prove that;

Se(k‘(ﬁLé)) < 2d/2\/1 + |k<6, L,€)| 111286(}1(57[/76))'

14+ 2.(6,L)

Next, we know that:
1
1+ |k(B, L,e)|In2 =1+ x(8, L) - 2—5111(1 +z:(8,L)) < 1+2.(8,L).

Lemma is proved.
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Partially Case

B.1 Proof of lemma 8

First of all, let us prove that a < b;. In fact:

< b <= 1<1 !
a — < — ——.
! bl Y 0
But it is clear that

1111

Result follows.
Let us fix 3 € {3"},.

Step 1. Let us calculate:

G| 1 Ks/1 1
S5 g (w)

Step 2. Let us prove that, for all 7, 5; > 0. First, we have 5; > a > 0. Next,
fori > 2, 5; > 0if 1/y > 13;. But clearly we have §; > a > ~. Result
follows.

89



APPENDIX B. PARTIALLY CASE Nicolas Klutchnikoff

Step 3. Let us prove that, for all 7, 8; < b;. This inequality is equivalent to:

1 1
P [—
<7 B1)>1’

i.e. f1 > a. Finally, 8 € B(7).

B.2 Proof of lemma 9

First, let us remark that:
Po[|Z. — 1| > o] < a7’ Eg[(Z. — 1)?]

and, if (-,-) denotes the scalar product in L?

Eo[(Z. - 1)?] = % i exp <<f’“’fl>) ~ 1.

2
€ k=1 €

It is enough to prove the following assertions:
1 |15
n_g ; exp ( p— 0,

and

. fkvfl
lim sup — 3 Z exp ( <1

e—0 € kAl

First, let us prove Equation (B.1).

Let us calculate || f|* for all k. We have:
2 2,22 1 2 9.9
1ell” = llgl">"e” Inln — = 2]jg[""e" In .

Thus, we obtain:

Z ||fl~c|| _ n2Hg||2%271
n2 g2 c '

€ k=1

Thus, the choice of s implies the result because 2|/g||?»* — 1 < 0.

Now, let us prove Equation (B.2).
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Let us fix 1 <k <[ <n.. By an easy computation we obtain:

oo i) < 75T 2(7) [l g]| 2 Vol (Cr N C),

where Vol is the standard volume in R? and C}, denotes the support of fy:

d
Cy = H[—ah,gk); ah,gk)].

i=1

Clearly, h§’“) < hﬁ” and, for any ¢ > 2, we have hz(-k) > hgl). Thus,w e can
conclude that:

A (o WY (1o
Vol(C, N Cy) = (2a) @ [[~" ] < (20) sy IR
1 =1

1 =1

Let us calculate hgk) / hgkﬂ):
h" 2 1509 -1/p+ )
D (e nen
1
1/n,

=
) _ 1ne
— (% 2711 e (fy)) ﬁyc)ﬁycH)

1

< (%2311778(7» e

Moreover, let us remark that:

d
[1A" =27t (y).
=1

Then, by an easy computation, we deduce that:

(i i) < (20" (23 lg]c)? (o)) > (7).

where
Y

P —
bi(2v +1)
Let us recall that 1.(y) = (¢4/Inln1/¢)>/**1) Thus we obtain:

<fk7 fl> < <2a)d(%1+% ||g||oo)2M8a

e2
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r
1 1\ e
M, = (lnln —) (52 Inln —)
£ £

teds to 0 when ¢ tends to 0 (it is easy to see that In M. — —o0).

where

Now, let us back to Equation (B.2):

L3 e p (1) < "= owp (20 gl M) L

€ kAl

And Lemma is proved. O
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SUR L’ESTIMATION ADAPTATIVES DE FONCTIONS ANISTROPES

Résumeé. Cette thése est consacrée a 1’étude de problémes statistiques d’es-
timation non paramétrique. Un signal bruité multidimensionnel est observé
(par exemple une image dans le cas de la dimension deux) et nous nous fixons
I’'objectif de le reconstruire au mieux.

Pour réaliser ce but, nous nous plagons dans le cadre de la théorie adaptative
au sens minimax : nous cherchons un seul estimateur qui atteint simulta-
nément sur chaque espace fonctionnel d’une collection la « meilleure vitesse
possible ».

Nous donnons un nouveau critére pour choisir une famille de normalisations
optimale. Ce critére est plus sophistiqué que ceux introduits par Lepski (1991)
puis Tsybakov (1998) et est mieux adapté au cas multidimensionnel.

Ensuite, nous donnons deux résultats adaptatifs (en estimation ponctuelle)
par rapport a deux collections différentes d’espaces de Holder anisotropes.
Dans les deux cas, nous construisons des procédures (basées sur la compa-
raison d’estimateurs & noyau pour choisir, en fonction des observations, le
meilleur d’eux) dont nous prouvons qu’elles sont optimales en un certain
sens.

ON THE ADAPTIVE ESTIMATION OF ANISOTROPIC FUNCTIONS

Abstract. This thesis is devoted to the study of statistical problems of
non parametrical estimation. A noisy multidimensionnal signal is observed
(for example an image if the dimension is equal to two) and our goal is to
reconstruct it as best as possible.

In order to achieve this goal, we consider the well known theory of adaptation
on a minimax sense : we want to construct a single estimator which achieves
on each fuctionnal space of a given collection the « best possible rate ».

We introduce a new criterion in order to chose an optimal family of normal-
izations. This criterion is more sophisticated than criteria given by Lepski
(1991) and Tsybakov (1998) and well adapted to multidimensionnal case.

Then, we prove two results of adaptation with respect to different collections
of anisotropic Hélder spaces. In each case, we construct a procedure (based
on comparison of kernel estimators in order to chose, according to the obser-
vations, the best among a family) which is proved to be optimal in a given
sense.



