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TITRE DE LA THESE

Méthode algorithmique d’implicitisation et d’inversion

Application au lancer de rayons

RESUME DE LA THESE

Le travail présenté ici a pour théme le développement et la mise en oeuvre
d’une méthode d’implicitisation et d’inversion ainsi que son application 4 la
visualisation de surfaces polynomiales et rationnelles paramétrées par la tech-
nique du lancer de rayons. L’implicitisation est un probléme d’élimination
pour lequel les méthodes de résultant s’avérent mieux adaptées a notre appli-
cation. La méthode de Dixon (1908) pour les surfaces obtenues par produit
tensoriel (surfaces de bi-degré) est particulierement bien adaptée. Nous pro-
posons une extension algorithmique de cette méthode qui conserve ses pro-
priétés de simplicité et de compacité. La programmation en Langage Reduce
a permis une expérimentation sur de nombreux exemples : elle montre que
I’équation implicite est obtenue, et ceci de fagon efficace, bien que la justifi-
cation théorique de ’algorithme reste incomplete. L’étude de cette derniere
nous a amené a considérer les problémes des paramétrisations non fideles et de
Papparition de facteurs parasites. Ensuite le probleme de 'inversion (identi-
fication et détermination des paramétres d’un point de la surface rationnelle)
est résolu completement. Nous proposons enfin une application numérique
de ces algorithmes (en Langage C) au probléme de I'intersection d’une Bézier
rationnelle et d’une demi-droite (rayon). Les aspects de stabilité numérique
et d’optimisation sont mis en avant : & chaque surface est associée une table
pré-calculée, permettant d’obtenir simplement 1’équation d’intersection en le
parametre rayon. Les images données attestent des qualités numeériques de
cette méthode d’implicitisation-inversion.

MOTS CLES
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Lancer de rayons
Surfaces paramétrées
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ABSTRACT

The object of the work presented here is concerned with the implementa-
tion and the development of an implicitization and inversion method as well
as its application to the ray tracing of rational parametric surfaces. Impliciti-
zation is an elimination probem for which the resultant methods appear to be
better suited to our application. Dixon method (1908) for surfaces obtained
by tensorial product (bi-degree surfaces) is particularly well adapted. We
propose an algorithmic extension of this method which preserves its proper-
ties of simplicity and compactness. The implementation in Reduce language
allowed experiments on numerous examples : it shows that the implicit equa-
tion is obtained in an efficient way, although the theoritical justification of the
algorithm is still incomplete. The study of this justification made us consider
the problems of unfaithful parametrizations and the appearance of extrane-
ous factors. Then, the inversion problem (identification and determination
of the parameters associated to a point of the rational surface) is thoroughly
studied. Finally, we present a numerical application of these algorithms (in
C language) to the intersection problem of a rational Bézier patch and a line
(ray). The questions of numerical stability and optimization are addressed
and discussed : each surface is associated with a precomputed table allowing
an easier way to obtain the intersection equation in the ray parameter. The
resulting pictures show the numerical quality of this implicitization-inversion
method.

KEYWORDS

Implicitization
Inversion

Ray Tracing
Parametric Surfaces
Intersection
Resultant
Elimination.
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INTRODUCTION GENERALE

Le travail présenté ici a pour théme le développement et la mise en oeuvre d’une
méthode d’implicitisation et d’inversion ainsi que son application & la visualisation
de surfaces polynomiales et rationnelles paramétrées par la technique du lancer de
rayons.

L’utilisation de ces surfaces (Bézier, Splines) s’avérent indispensable dans les
domaines de la CAO, de I'approximation, et plus généralement de la modélisation
géométrique. Quant & la méthode de syntheése d’image par lancer de rayons, elle con-
siste a reproduire le plus fidelement pos;ible la propagation de la lumiére pour rendre
des effets réalistes.

Cette méthode est extrémement coiiteuse en temps de calculs. Elle conduit par
ailleurs, pour les surfaces complexes auxquelles nous nous intéressons, i des difficultés
algorithmiques et a4 des problémes de précision numérique : le probleme essentiel
étant celui de I'intersection d’une surface rationnelle et d’un rayon, c’est-i-dire d’une
demi-droite (en fait d’une famille de rayons), pour lequel nous cherchons la premiére
intersection sur le trajet du rayon.

Les méthodes classiques d’intersection sont basées soit sur une facettisation préa-
lable de la surface (tessellation), soit sur des techniques de subdivision (Bézier, B-
splines), ou bien font appel & des méthodes numérigues itératives (Newton). Pour les
surfaces paramétrées, 'approche numérique conduit, apres substitution, & résoudre
un systeme algébrique de deux équations A(u,v) = 0, u(u,v) = 0 en les paramétres
de la surface. Cependant, la nécessité d’une initialisation suffisamment proche de
la solution (dans I'espace des paramétres de la surface) conduit & des phases de pré-
traitement tres lourdes qui rendent ces méthodes itératives non satisfaisantes. Notons
par ailleurs, que ces méthodes étant totalement dépendantes de I’initialisation,tr la
localisation de la premiére intersection est confiée & la phase de prétraitement. Ces

meéthodes sont décrites rapidement dans le chapitre 8.
Notons que le probleme d’intersection est plus facile & résoudre si la surface est
définie par une équation implicite f(z,y,z) = 0 et si le rayon est défini paramétrique-

ment par z(t), y(t) et z(t) (¢ > 0). Aprés substitution des équations du rayon dans



Péquation de la surface, le probleme d’intersection revient & résoudre une équation
polynomiale en le paramétre rayon t. Dans ce cas il est alors facile de trier les
différentes solutions en ¢ sur le trajet du rayon.

Pour les surfaces paramétrées rationnelles, nous proposons une méthode algébrique
basée sur implicitisation et I’inversion, consistant & nous ramener au cas précédent

de la maniére suivante.

Considérons un carreau de surface S, image du carré [0, 1] x[0, 1], par une représen-

tation paramétrique de la forme :

T = (Pl(uﬂ))
y = pa(u,0) (1)
2 = ‘p3(u1v)

ou chaque fonction ¢; est rationnelle.

La méthode consiste alors a :

1. éliminer les parametres u et v de la surface dans les équations (1) afin d’obtenir

une équation de la forme f(z,y,z) = 0 (implicitisation),

2. résoudre I'équation f(z(t),y(t), 2(t)) = 0, ot (z(t), y(t), z(t)) est une paramétri-

sation du rayon,

3. pour chaque point d’intersection M(z,y, z) obtenu, calculer ses paramétres u et
v en fonction de z, y et z (inversion), afin de déterminer si le point M appartient

ou non au carreau S.

Les facteurs a prendre en compte dans I’algorithme sont les notions de pré-calcul et
de stabilité numérique. Par ailleurs, il est souhaitable que les solutions algorithmiques
proposées aient un caractére de généralité : traitement uniforme des cas polynomial

et rationnel pour des degrés quelconques.

La premiere approche algébrique, dans le contexte du lancer de rayons, a été
réalisée par Kajiya en 1982 [43], qui traite le systeme A(u, v) =0, pu(u,v) = 0 par des
techniques de résultants (Sylvester). Cependant cette approche conduit & déterminer

toutes les solutions du systeme afin de localiser I'intersection souhaitée.



Puis, Sederberg et Anderson [63,65] ont réalisé en 1984 I'implicitisation des sur-
faces de Steiner (surfaces paramétrées de degré total 2 définies sur un triangle) et
proposé une solution algorithmique au probleme d’intersection dans le contexte du
lancer de rayons. Cependant, leur méthode, spécifique pour ce type de surfaces (de
degré total 4), ne se généralise pas. Par la suite, Sederberg et al [62], ont remis a jour
un certain nombre de méthodes d’élimination, dont la méthode de Dixon [30]. Cepen-
dant, tant la mise en oeuvre des méthodes que leur justification théorique étaient peu
abordées, hormis récemment par Chionh en 1990, dans un contexte de géométrie

complexe projective [21].

La premiere partie a pour objet :

1. de rappeler quelques définitions et d’introduire le type de surfaces auxquelles
nous nous intéressons : les surfaces paramétrées polynomiales généralisées qui

généralisent les surfaces rationnelles,

2. d’illustrer, au moyen d’exemples, les difficultés auxquelles une justification com-

pléte de notre méthode serait confrontée,

3. présenter le probleme d’élimination (implicitisation) et discuter les principales

méthodes par rapport a notre application.

Les problemes abordés concernent la géométrie réelle effective. L’implicitisation
est un probleme d’élimination qui, dans un contexte de géométrie algébrique, peut
étre résolu par des techniques d’idéaux (bases de Grobner). Cependant, ces tech-
niques s’adaptent mal pour des applications numériques. Les techniques de résultant
conviennent alors mieux.

Cependant, les méthodes classiques de résultant conduisent a manipuler plusieurs
matrices non compactes : ’élimination successive par les méthodes a une variable
(Sylvester) conduit a calculer trois résultants et introduit souvent des facteurs para-
sites; la méthode des quotients de Macaulay nécessite le calcul de deux déterminants
(non compacts), puis la division des deux polynémes obtenus.

En revanche, la méthode de Dixon pour les surfaces obtenues par produit tensoriel

(surfaces de bi-degré) est particulierement bien adaptée pour notre application : elle



nécessite le calcul d’un seul déterminant compact. Néanmoins, cette méthode tombe
en défaut lorsqu’on sort du cadre spécifique des surfaces de bi-degré. La méthode doit
alors étre adaptée par la construction formelle d’une matrice dont la composition est
liée & la nature de la paramétrisation de la surface (Dixon 1908). Dés lors, la méthode

devient inapplicable du fait de sa complexité et de son particularisme.

Dans la deuxiéme partie nous proposons une extension algorithmique de cette
méthode qui conserve les propriétés de simplicité et de compacité de la méthode du
bi-degré, et qui nous a qui permis de traiter de maniére uniforme un tres grand nombre
de cas. Cette méthode a été implémentée en langage Reduce. De nombreux exemples
sont donnés et discutés. Cependant, la justification totale de cette méthode est encore
incompleéte et concerne la géométrie algébrique. Néanmoins, sur tous les exemples
traités expérimentalement, nous avons pu vérifier que cet algorithme founissait bien

’équation implicite (ou un multiple de celle-ci).

Plus précisément, la deuxieme partie est organisée de la maniére suivante.

e Dans le chapitre 4, nous proposons une analyse détaillée (algorithmique et en-
sembliste) de la méthode de Dixon dans le cadre des surfaces de bi-degré. Ceci
nous a permis d’évaluer tres précisément les termes de la matrice fournissant
I'équation implicite et de développer la notion de table formelle. Ces résultats
seront indispensables pour la mise en oeuvre dans le contexte numérique de la

derniere partie.

e Dans le chapitre 5, nous donnons tout d’abord (dans un langage moderne)
la preuve de Dixon que son résultant pour le bi-degré coincide bien avec le
résultant théorique. Nous utilisons ensuite 'implémentation en langage Re-
duce de cette méthode spécifique pour le bi-degré, ainsi que les tables formelles
décrites au chapitre 4 afin d’analyser un grand nombre de cas particuliers
(dont ceux proposés par Dixon). Cette étude nous a conduit & développer une
méthode générale qui s’appuie, entre autre, sur la méthode du bi-degré et sur la
généralisation de I’algorithme de Bareiss au cas des matrices non inversibles. Cet

algorithme nous a permis d’effectuer des comparaisons avec d’autres méthodes



(Sylvester, bases de Grobner). Nous avons pu ainsi constater efficacité de la
méthode, tant au niveau des temps de calcul que de la minimalité de I’équation
implicite obtenue (absence de facteurs parasites). Nous avons pu vérifier par
ailleurs, que cette méthode permettait de traiter convenablement le cas des

paramétrisations non fideles.

e Dans le chapitre 6, nous montrons que I’approche matricielle choisie permet de
résoudre la question de l'inversion et de discuter les questions de réciprocité.
En particulier, I’algorithme proposé permet de décider si un point de la surface
algébrique implicite associée & une surface rationnelle appartient ou non a cette

surface rationnelle.

Dans la troisieme partie, aprés un rappel de la méthode du lancer de rayons,
nous posons le probleme d’intersection d’une surface de Bézier rationnelle et d’une
demi-droite, dans le contexte spécifique de synthese d’image par lancer de rayons.

Nous proposons ensuite une mise en oeuvre des algorithmes d’implicitisation et
d’inversion développés dans la deuxiéme partie. Dans ce contexte numérique, nous
montrons (cf. paragraphe 4.6) que le recours a un systeme de calcul formel n’est pas
envisageable. L’implémentation proposée (en langage C) utilise 'approche matricielle
développée dans les chapitres précédents et les résultats du chapitre 4.

Nous insistons sur la notion de pré-calcul. A chaque surface de Bézier, polynomiale
ou rationnelle, peut étre associée une table numérique pré-calculée, permettant en-
suite, pour chaque rayon, de construire simplement ’équation d’intersection g(t) = 0,
ou t est le parametre rayon. Des exemples et des images montreront la stabilité de la

méthode.
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Chapitre 1
Préliminaires

Nous précisons les propriétés fondamentales et les notations qui seront utilisées
par la suite. Dans toute cette thése, K désignera ou bien le corps IR des nombres

réels ou bien le corps C' des nombres complexes.

1.1 Ensembles algébriques
Un polynéme P de K[X,, X,, ..., X,,] s’identifie a la fonction polynéme
(21,22, .0y Tn) = P(z1,22,...,T0)

définie sur I’ensemble K™, & valeurs dans K, dont la valeur s’obtient en substituant
z; a X; dans P pour j = 1,2,...,n. On dit que le polynéme P s’annule en un point
(1,2, ..., 2,) de K™ si P(z,2q,...,z,) = 0, le point (zy,z3,...,,) est dit 2éro du
polynoéme P.

On appelle ensemble algébrique une partie d’un ensemble K™ qui est I’ensemble
des zéros communs d’une famille de polynémes (P,) de K[X;, Xy, ..., X,], autrement

dit ’ensemble des points (z,, z,, ...,z,) de K™ vérifiant le systeme d’équations :
I q
P,(z,,z2,...,2,) =0 pour tout indice a.

L’ensemble algébrique défini par la famille des (P,) n’est pas modifié si I'on ra-

joute a cette famille n’importe quelle combinaison linéaire des P, a coefficients dans

13



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES | 14

K[X,, Xs, ..., X,], autrement dit, un polynéme quelconque de I'idéal I de K (X1, X2,
..s X»n] engendré par les P,. On notera V(I ) cet ensemble algébrique. Cependant,
K[X1, Xa, ..., X4] étant noethérien, tout ensemble algébrique V(1) est défini par un

nombre fini d’équations :
Pl(:cl, Ty eeny .‘I:n) =0

(2)

P.(z1,22,...,2,) =0

Un tel systeme est appelé systéme d’équations algébriques. On note I = (P, ..., P,)
cet idéal. Une hypersurface de K™ est un ensemble algébrique de dimension n—1. Une
hypersurface est ’ensemble des zéros communs d’un idéal principal. Réciproquement,
on notera que I’ensemble des zéros communs d’un idéal principal n’est pas nécessaire-
ment une hypersurface si i n’est pas algébriquement clos.

Le degré d’'un monéme AX{ X52.. X2~ de K[X;, X3, ..., X,] est a; + o+ ... + ay,.
Le degré d’un polynéme est celui de l'un de ses mondmes de plus haut degré. Le
nombre de mondmes distincts en n indéterminées de degré p est (” +;°1).

Un polynéme est homogéne de degré p si tous ses mondmes sont de méme degré p.

Espace projectif - Coordonnées homogeénes

L’espace affine K™ n’est pas géométriquement “complet”. Aussi, afin d’inclure
les points a 'infini ’espace affine K™ est remplacé par I’espace projectif P(K™) (ou
P™(K)) qui s’identifie & I'ensemble des droites de K™+! passant par l'origine.

Un point de P(K™) est représenté par les coordonnées projectives (ou homogenes)
(X0, X1, X2,...,X,), ol 'un au moins des X; est non nul. Si Xj # 0, ce point
correspond au point de K™ de coordonnées affines (%ol, %01, . %)1) Les points de co-
ordonnées projectives (Xo, X1, ..., X;) et (aXo,aX,...,aX,) avec a # 0 représentent
le méme point de P(K™). Généralement la valeur de z est choisi a 1. Le point
(0, X1, X2, ..., X5) est le point a 'infini dans la direction affine (X;, X,, ..., X,).

On notera généralement en majuscule les coordonnées projectives et en miniscule

les coordonnées affines.
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Homogénéisation d’un polynéme.
Etant donné un polynéme f de K|z, ..., z,] de degré d, on lui associe le polynéme
homogene F de KXo, X1, ..., X,] de méme degré d défini par

Xn

X
F(Xo,X1,...X,) = ng(f(‘), Yo)‘

Ainsi, & une hypersurface de I'espace affine K™ définie par I’équation f(z1,...,zn) = 0
P P q

est associée I'hypersurface de I’espace projectif P(K™) définie par I’équation
F(Xo,X1,....X5) = 0.

o Exemple
A la courbe plane de JR? définie par 1’équation f(z,y) = y—z?—1 = 0 est associée

I'hypersurface de P?(IR) définie par 1’équation homogene
FW,X,)Y)=WY - X*-W?=0.

Le théoréme de Bezout

Considérons le systeme d’équations algébriques :

Pl(.’l,'l,xz, ...,l’n) =0

P (1,22, ...y 20) =0

ou pour z = 1,...,7, les P; sont des polynémes de C[X;, X3, ..., X,]. .
Le théoréme de Bezout (Van der Waerden 1950 ou Shafarevich 1974 p.198) four-
nit des informations sur le nombre de solutions de ce systeme lorsque le nombre

d’équations est égal au nombre de variables affines.

THEOREME 1.1 (Bezout) Le nombre de zéros communs de n polynémes d n indéter-
minées dans l’espace projectif compleze est soit infini, soit égal au produit des degrés

de chacun des polynémes pourvu que la multiplicité de chaque solution soit comptée.
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o Exemple
Considérons l'intersection des deux courbes planes (paraboles) définies par le

systéme d’équations algébriques :

fl(m,y)=y—x2-—1=0

fo(z,y)=y+2*+1=0

Ce systeme n’admet aucune solution dans IR?, admet deux solutions (i,0) et (—z,0)
dans C? et enfin admet quatre solutions comme attendu dans P?(C), obtenues par

résolution du systeme homogene :
FW,X)Y)=YW -X?_-W?=0

FEWXY)=YW+X>+W?=0

A savoir, les points (1,7,0), (1,—¢,0) et le point double & I'infini (0,0,1) dans la
direction affine (0, 1).

Factorisation et divisibilité des polynémes

Soit K un corps. Tout polynéme f de K[X, ..., X, s’écrit f = f&, ..., f, ot les
fi sont deux a deux distincts et irréductibles dans K[Xj, ..., X,,]. Cette décomposition
est unique a association prés. Chacun des f; pour ¢ = 1,...,n, est un facteur de f de
multiplicité a;. Si o; > 1, f; est un facteur multiple de f.

Remarquons par ailleurs que si f(zy,...,z,) = 0 pour un point (z,,...,z,) de K"
alors, puisque K est integre, il existe un j tel que f;(z1,...,z,) = 0. Ainsi, ’ensemble
des zéros du polynéme f est la réunion de ’ensemble des zéros des polynémes f;.

Le théoreme suivant (Walker 1950) permet de décider si un polynéme est divisible

par un autre.

THEOREME 1.2 Soit K un corps algébriqguement clos et f, g deuz polynémes de
K[Xy,...,X,] tels que f n’ait pas de facteurs multiples. Si g s’annule chaque fois que

f s’annule, alors f divise g.
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1.2 Ensembles paramétrés

Nous introduisons la notion d’Ensemble Paramétré Polynomial Généralisé qui sera
utilisé tout au long de ce travail.
Un ensemble paramétré (E) de ’espace affine K™ est ’ensemble des points (z;, z2, ..., T5)

définis par un systéme d’équations de la forme :

I = ‘pl(tla °°-,tm)

Tn = @nl(tyy estm)

ou les ; sont des fonctions quelconques des variables ty, ..., ,, (incluant les fonctions
non algébriques). Un ensemble paramétré s’identifie donc a une application ¢ =
(15 n) de espace des parametres K™ dans l’espace affine K™. Les variables
t1,...,t, sont appelées les parameétres de cet ensemble.

En particulier, si n = 2 et m = 1, ’ensemble (E) est une courbe de K2 et sin =3
et m = 2, 'ensemble (F) est une surface de K3.

o Ezemple

Ainsi, le systeme d’équations

I = COS U COS V
Yy = cosusinv

z=slnu

définit paramétriquement la sphere de IR® tandis que le systeme d’équations

1 —1t2 2
I = ——— =
1+2 YT 11

définit le cercle unité de IR? privé du point (—1,0).
Cependant, une telle définition ne peut étre utilisée simplement puisqu’elle au-

torise les fonctions non algébriques.

DEFINITION 1.1 Un Ensemble Paramétré Polynomial Généralisé de K™ est ’ensemble
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des points (21, Z3,...,T,) définis par un systéme d’équations de la forme :

Pl(ml,tl,...,tm) =0
Pz(l‘g,tl, ...,tm) = 0

Pn(IL'n,tl, ...,tm) =0
ou chaque fonction P; est un polynéme de K|z;,t,, R .
Les surfaces paramétrées polynomiales et rationnelles notamment peuvent étre

décrites de la sorte. Nous étudierons plus précisément ces ensembles dans le cas des

surfaces paramétrées polynomiales généralisées (SPPG) (cf. chapitre 2).



Chapitre 2

Surfaces et SPPG

Nous présentons ici les principales définitions et propriétés des surfaces qui nous
concernerons par la suite. Notre intérét portera essentiellement sur les surfaces de
IR®, et plus particulierement sur les surfaces rationnelles, c’est-a-dire les surfaces
paramétrées définies par des fonctions rationnelles.

Nous discuterons ensuite du lien et des différences existant entre représentation
paramétrique et représentation implicite.

Les coordonnées d’un point de ’espace affine K sont représentées par (z,y, z). Les

coordonnées projectives sont représentées par (W, X,Y, Z) avec la relation habituelle

Z
— %% .
W W lorsque #0

T = — y=-— z =

2.1 Swurfaces algébriques
Définition

Une surface algébrique est ’ensemble des points (z,y,z) de K3 vérifiant une

équation f(z,y,z) = 0, ou f est un polynéme non nul de K{z,y,z]. L’équation

f(z,y,z) = 0 est appelée équation implicite de la surface algébrique. On dit que la

surface admet une représentation implicite.

19
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Composantes irréductibles

Une surface algébrique (S) définie par une équation f(z,y,z) = 0, sera dite
irréductible si f est irréductible. Sinon, si f s’écrit f = f, ..., for, ou les f; sont
deux a deux distincts et irréductibles dans K|z,y,z], (S) est I’union des surfaces
algébriques irréductibles (.S;) définies par les équations f; = 0. Chacune des surfaces

(S:) est une composante irréductible de (S) de multiplicité ;.

2.2 Swurfaces rationnelles

Les surfaces rationnelles nous intéressent particulierement. Pour les questions
d’élimination (implicitisation) qui seront abordées par la suite, le cas polynomial ne
se distingue pas du cas rationnel. Néanmoins, pour des questions algorithmiques,

nous serons parfois amené & distinguer les deux cas.

DEFINITION 2.1 Une surface rationnelle est I’ensemble des points (z,y,2) de K3 qui
vérifient un systéme d’équations paramétriques :
— (P](U,'U) y = 902(‘“"’0) 2 = 993(117 v) (4)
0(u,v) 0(u,v) 0(u,v)
ou ¢1, P2, w3 et O sont des polynomes de K [u,v]. Les indéterminées u et v sont les

paramétres de la surface.

Le systeme d’équations (4) est appelé une représentation paramétrique de la sur-
face rationnelle. On dit aussi que la surface rationnelle est définie par la paramétrisation
(8, ¢1,02,93).

Nous parlerons parfois de surface rationnelle réelle (resp. complexe) si K =R
(resp. si I = C). Notons enfin, que la notion de surface rationnelle est indépend#nte
des reperes choisis.

L’ensemble de K défini par la paramétrisation (4) peut étre dégénéré. Nous
supposerons donc que ces équations définissent une “vraie surface” de dimension 2.
En particulier, pour certaines valeurs des parametres 1’application paramétrisation

peut ne pas étre définie.
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Points de base d’une paramétrisation

Afin d’autoriser les valeurs & !'infini pour les parameétres affines (u,v), on peut
substituer a ceux ci les parametres homogenes (T, U, V), de telle sorte qu’une surface
rationnelle s’identifie donc maintenant & une fonction du plan projectif (T, U, V) dans

P’espace projectif (W, X, Y, Z) définie par la représentation paramétrique homogene :

W = O(T,U,V)
X = &(T,U,V)
Y = (T, U, V)
Z = &,(T,U,V)

ou O, ®,, &, et 3 sont des polyndmes homogénes de méme degré. Notons, comme
dans Fiorot [31], Rady(©,®;,P,, ®3) I’ensemble des points (T,U,V) qui annulent
simultanément ces quatres polynémes homogeénes. La surface rationnelle est donc
définie en dehors de cet ensemble.

Lorsque K = C, les points (T,U, V) de I’ensemble Radc(O, ®,, P, P3) sont ap-
pelés les points de base de la paramétrisation (6, 1, 2, ¢3). La signification des points
de base a été étudiée dans [21,75].

Surface paramétrée polynomiale

Une surface paramétrée polynomiale est un cas particulier d’une surface rationnelle
obtenue lorsque 6(u,v) est un polynéme constant. Une surface paramétrée polyno-

miale s’exprime donc par :

T = ¢1(u,v)
y = p2(u,v)
= 993(“,‘0)

ou les ¢; sont des polynémes de K{u,v].

2.3 Représentation implicite et paramétrique

Nous abordons maintenant la question essentielle qui nous préoccupe. A savoir,

quel est le lien entre représentation implicite et représentation paramétrique d’une
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surface. Plus précisément, nous nous intéressons i l’existence et aux propriétés
d’une représentation implicite pour une représentation paramétrique donnée. Nous
ne traitons pas de la question de la paramétrisation d’un ensemble algébrique.

Nous donnons ici des éléments de réponse théorique qui seront développés par la
suite. La partie suivante consistera & fournir des solutions algorithmiques cohérentes
pour résoudre pratiquement les problemes abordés, notamment dans les cas critiques.
En particulier, une implémentation numérique robuste sera proposée dans la derniére

partie.

2.3.1 Implicitisation

Une représentation paramétrique d’une surface rationnelle satisfait toujours iden-
tiquement une équation polynomiale non nulle irréductible & coefficients complexes
[21]. Autrement dit, il existe toujours un polynéme non nul irréductible f(z,y,2) de
Clz,y, z] tel que :

0.

SOl(U,'U) (192(u,v) QOS(U,'U)
I 0(u,v) ’ O(u,v) ’ O(u,v) )

En d’autres termes, toute surface rationnelle est contenue dans une surface algébrique
compleze. L’équation f(z,y,z) = 0 est appelée I’équation implicite ou représentation
implicite de la surface rationnelle.

Cependant, il peut sembler génant d’obtenir une équation implicite & coefficients
complezes pour une surface rationnelle réelle par exemple. En fait, on peut montrer
qu’une paramétrisation d’une surface rationnelle et son équation implicite ont le méme
corps de coefficients (voir par exemple le paragraphe 3.3.4).

En conclusion, toute surface rationnelle @ coefficients dans un corps K C C
admet une €quation implicite irréductible f(z,y,z) =0 avec f € Klz,y,z].

La détermination de I'équation implicite d’une surface rationnelle est appelée im-

plicitisation de la surface rationnelle.

Unicité et irréductibilité de ’équation implicite

L’irréductibilité de I'équation implicite d’une surface rationnelle a été signalée

ci-dessus. Par ailleurs, 1'équation implicite d’une surface rationnelle est unique a
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un facteur scalaire prés. En effet, si une surface rationnelle admet deux équations
implicites irréductibles distinctes f; = 0 et f, = 0, elle est contenue dans I’intersection
des deux surfaces algébriques correspondantes, c’est-a-dire dans au plus une courbe
de P’espace, ce qui n’est pas possible. En revanche, la représentation paramétrique

d’une surface rationnelle n’est pas unique.

Nombre de composantes

Une surface algébrique a généralement plus d’une composante. Cependant une
surface algébrique irréductible n’a qu’une composante. Ainsi, une surface rationnelle
ne peut avoir plus d’une composante puisque toute surface rationnelle est contenue

dans une surface algébrique irréductible.

2.3.2 Quelques exemples de difficultés

Nous donnons quelques exemples illustrant le type de problémes auxquels nous

nous intéressons.

Exemple 1

La surface rationnelle S de IR® définie par :

2u 2v u? 402 -1
Tere+l YT Uerer1 TTwreta
est la sphere unité privée du point (1,0,0). La surface rationnelle réelle S est donc
contenue dans la surface algébrique réelle S d’équation z2 + y2 + 22 — 1 = 0, avec
S#8.

Ce phénomene est pris en compte en considérant la topologie de Zariski. Dans le
cas général, toute surface rationnelle S est contenue, au sens strict, dans une surface
algébrique irréductible unique S. La réciproque est généralement difficile & établir
et concerne la géométrie algébrique. Donnons néanmoins le résultat suivant. Dans
[21], Chionh conjecture qu’une surface rationnelle définie par une paramétrisation est
incompléte (c’est-d-dire S # S) si et seulement si cette paramétrisation a des points

de base.
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Cette question est d’autant plus délicate pour une surface rationnelle réelle (c’est-
a-dire & parametres réels non projectifs). Cette question nous concernera partic-
ulierement dans la derniére partie de cette these, ou, pour des problémes d’intersection,
nous substituerons a une surface rationnelle sa surface implicite telle qu’elle est définie

ci-dessus.

Exemple 2

Considérons les représentations paramétriques polynomiales suivantes :

z=14+u? z=ud rT=u
(1) y=1-2? (2)] y=1° (3)] y=v
z=14+u? —v? —y2p? z = udvd z = uv

Toutes trois définissent la méme surface d’équation implicite z — zy = 0. Cependant,
la surface est parcourue quatre fois dans le premier cas, neuffois dans le second et une
seule fois dans le dernier cas. Le corps K étant ici supposé algébriquement clos. Par
exemple, avec la seconde paramétrisétion, le point (1,1,1) de la surface est I'image
des neufs points (1,1), (1,), (1,7), (G, 1), (is3), (G 7)s Go1)s Gr7)s (5»7) de Pespace
des parametres C2.

Plus généralement, étant donnée une représentation paramétrique d’une surface
rationnelle complexe, il existe un entier > 1 tel que tout point de la surface corre-
sponde & [ valeurs des paramétres (Zariski 1971) [80]. Ce nombre [ est appelé le degré
de Uapplication paramétrisation. Ainsi, sur les exemples donnés ci-dessus, ce nombre
l vaut respectivement 4, 9 et 1.

Une représentation paramétrique d’une surface rationnelle est dite fidélesi | =1,

sinon elle est dite infidéle.

Exemple 3

Etant donnée une paramétrisation d’une surface rationnelle, celle-ci n’est pas tou-
jours prolongeable par continuité en ses points de base (si elle en possede), contraire-

ment a ce qui se passe pour les courbes rationnelles. Considérons pour cela 'exemple
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donné par Fiorot ([31], p 160) :

v u? 4+ 2u u
u—+v u—+v u+v'

La paramétrisation homogeéne associée

T =

W=TU+TV X=TV Y =U?+2TU Z=TU

admet le point de base (1,0,0), c’est-a-dire le point de coordonnées affines (0,0). Si

le point (u,v) de ’espace des parameétres tend vers (0,0) de sorte que v = lu, avec

A 2
1+X0 1400

I'impossibilité d’un prolongement par continuité.

A # —1, le point (z,y,z) tend vers le point ( 1_%\) qui dépend de A. D’ou

Exemple 4

Considérons I'exemple suivant (K = C) :

T =uv

y = uv? (5)
2

z=u

L’équation implicite de cette surface paramétrée polynomiale (Buchberger 1988) est
z* — y?z = 0. Cependant, la surface algébrique z* — y?z = 0 contient I'axe des y
alors que la surface paramétrée ne le contient pas. Clairement, les points manquants
correspondent & des valeurs a 'infini des parametres u et v. En effet, il est possible de
récupérer ces points en considérant les paramétres homogenes (T,U, V). On obtient

alors la représentation paramétrique homogene :
z=TUV y=UV? z=TU?

et Paxe des y est maintenant obtenu pour les valeurs correspondant a T = 0. 1l
est cependant possible dans cet ‘exernple de récupérer les points manquants sans
avoir recours aux parametres homogenes. Pour cela, Sturmfels (1987) propose la
paramétrisation suivante :

T =uv

y =’

z=ul
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La surface ainsi définie contient 'axe des y et a & nouveau z¢ —y%z = 0 pour équation

implicite.

2.4 Courbes et surfaces de Bézier

En approximation et CAQ, les polynémes sont souvent exprimés dans la base de
Bernstein pour des raisons de facilité de manipulation et de stabilité numérique. Les
courbes et surfaces ainsi définies sont connues sous ’appellation de courbes et surfaces
de Bézier. Ce paragraphe propose une description rapide de ces courbes et surfaces.
Nous renvoyons a [50] pour une description des propriétés géométriques de ces objets.
Notons que dans ces contextes, les surfaces sont traditionnellement parameétrées sur le
carré [0,1]? (par produit tensoriel), ou sur le triangle {(u,v);u > 0,0 > 0,u+v < 1}

(Bézier sur les triangles).

Base de Bernstein et produit tensoriel
Les polynomes :
BMt) = (,)t'(l—t)"" 0<:<n
1

forment une base de I’espace vectoriel des polynémes en ¢ de degré < n. Cette base

est la base de Bernstein. De la méme maniére, les polyndmes :

n n
Bi,j(u, v) = (

i,

) wol(l —u — o) 0<i+j<n,

n n!
(z’,j)zz’!j! (n—i—j)

forment une base (base de Bernstein) de I'espace vectoriel des polyndmes en u,v

avec

de degré < n. Ces bases possedent de nombreuses propriétés qui en font un outil
privilégié pour les applications géométriques de la CAO [50]. Les courbes et surfaces

exprimées dans ces bases sont appelées courbes et surfaces de Bézier.
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Une courbe Bézier polynomiale de IR?, d = 2,3, de degré n est définie par une
application polynomiale P de IR dans IR?, telle que :
n
P(t)=3_ P BI(1),
1=0
ou les P; sont des points de IR%. Ces points sont appelés les points de contréle de la
courbe de Bézier.
Les surfaces de Bézier sont définies soit par produit tensoriel des bases de Bernstein
a une variable, soit directement au moyen de la base de Bernstein a deux variables.

Une surface de Bézier polynomiale de IR3, définie par produit tensoriel s’exprime

sous la forme :

P(u,v) = 32" Poj B (u) BI(v),

1=0 7=0

ou les P;; sont des points de IR®. Une telle surface est dite de bi-degré (n,m) en les
parametres (u,v).

Ces surfaces sont parmi les plus utilisées en CAO. Néanmoins, on peut aussi définir
une surface de Bézier polynomiale par :

P(u,v) = Z P;; B};(u,v),
0<i+3<n

ou les P;; sont a nouveau des points de IR3, et les B, sont les polynomes de Bernstein
a deux variables. Une telle surface est dite de degré (total) n. Les points P, ; sont les

points de controle de la surface de Bézier.

Surfaces de Bézier rationnelles

Les surfaces de Bézier rationnelles se définissent exactement de la méme maniere.
Une surface de Bézier rationnelle de IR3, définie par produit tensoriel s’exprime sous

la forme :
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tandis qu’une surface de Bézier rationnelle définie & partir des bases de Bernstein &

deux variables s’exprime sous la forme :

(W = Z d,’j B}:j(u,v)
0<i4+35<n
X= ¥ aiB}(u,v)
0<i+j<n ’
Y = Z b,'j Bf:](u,v)
0<i+5<n
0<1+3<n

2.5 Surfaces SPPG

La notion de Surface Paramétrée Polynomiale Généralisée (SPPG) généralise la
notion de surface rationnelle. Les techniques d’implicitisation étudiées par la suite
s’appliquent a ce type de surfaces. Les notions de degré total et de bi-degré sont
précisées. Le traitement des surfaces de Bézier définies par produit tensoriel ex-
plique l'intérét porté aux surfaces de bi-degré. Les coordonnées d’un point seront

généralement notées (z,y, z).

2.5.1 Définitions

DEFINITION 2.2 Une Surface Paramétrée Polynomiale Généralisée (SPPG) de type
3 est l'ensemble des points (z,y,z) de K® définis par un systéme d’équations de la

forme :
Pl(z’yaz7uav) =0

Py(z,y,z,u,v) =0
Ps(z,y,z,u,v) =0
ou les fonctions P; sont des polynémes de K[z,y,z,u,v).
Une SPPG est dite de type 2 si P, € K[z,u,v], P, € K[y, u,v] et Ps € K[z,u,v].
St de plus, pour une SPPG de type 2, les polynémes P,, P, et P; sont respeciive-
ment linéaires en z, y et z, la SPPG est dite de type 1.
Une SPPG de type 1 ou 2 est donc définie par un systéme :
Pi(z,u,v) =0
Py(y,u,v) =0
P(z,u,v) =0
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Les polynomes P; s’écrivent donc en notations simplifiées :
P = Z Ajju'y! P = Z Biju'v’ Py = E Ci; u'v?
1,7 i 4J

ou les A;j, B;; et C;; sont des polyndmes en z, y et z.

Notons Radk (P, P2, P3) ensemble des points (u,v) de K2 tels que les polynomes
Pi(z,y,z,u,v) soient simultanément identiquement nuls en z,y,z. La surface SPPG
est définie en dehors de cet ensemble. En effet, pour les valeurs de Radg (P, P, Ps),
tout point M(z,y,z) de K appartiendrait a la surface.

o Ezemple

Considérons la paramétrisation suivante d’une SPPG de type 3.

2ulz +vy —uzz =0
uvlz + vyz —uzz? =0
vz +uvy? 4+ 2ulz =0
On montre ici que Rady(Py, Py, P3) = Radc(Py, Py, P3) = {(0,0)}. Pour u = 0 et

v = 0 la surface ainsi définie serait dégénérée, c’est-a-dire égale 3 K3.
g s

Notons qu’en particulier, les polynémes P; doivent effectivement dépendre ex-
plicitement des indéterminées z, y et 2. Par ailleurs, le PGCD des trois polynémes

Py, P;, P; de K|z,y,z,u,v] est supposé constant.

Homogénéisation

L’utilisation des parametres homogenes pour une SPPG conduit a homogénéiser

en u,v les polynémes P; par

P(z,y,z,T,U V) = T* P;(x,y,z,g—, ) (6)

N <

ou d; est le degré total en u,v du polynéme P,.

De la méme maniere, nous noterons Radl\-(Pl, 132, 133) I’ensemble des points (T, U, V)
de P?(K) tels que les polynémes P(z,y,z,T,U, V') soient simultanément identique-
ment nuls en z,y,z. La surface SPPG homogéne sera définie en dehors de cet ensem-
ble.
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o Ezemple

wWr+y—vz=0
uzy + 2022 —-1=0

vzt uvy? —u?=0

On montre ici que RadK(}sl,Pz,f’g) = Radc(f’l, 132,1{’3) = {(0,0,1)}.
2.5.2 Quelques remarques
Donnons tout d’abord le résultat élémentaire suivant.
REMARQUE 2.1 Les surfaces SPPG de type 1 sont les surfaces rationnelles.

Les paramétrisations SPPG de type 2 permettent parfois de “compléter” certaines

paramétrisations rationnelles incomplétes. Par exemple, la paramétrisation suivante

de type 2
T —uv =0
yi—ui(1-2?%) =0 (7)
22—-144? =0

décrit completement la sphére unité en parametres affines [17].

Plus généralement, considérons une SPPG de type 3. Pour chaque couple de

valeurs (u, %), les points de la SPPG sont les points (z,y, z) solutions du systéme
P](:E, Y, 2, d 5)
Pg(:z:,y,z, -,ﬁ)
Ps(z,y,z,4,0)

0
0.
0

Dans le cas général, si d; est le degré total en z,y, 2 du polynéme P;, ce systeme
admet d = d, d; d3 solutions dans P3(C) (théoréme de Bezout), et donc au plus d so-
lutions dans K® ou P3(K'), ce qui montre que, généralement, z, y et z ne s’expriment
pas en fonction des parametres u et v. Si ce dernier systeme admet une infinité de so-
lutions, I'ensemble de ces solutions est réunion de surfaces et de courbes algébriques de

K3. En effet, ces solutions sont I'intersection des trois surfaces algébriques d’équation
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P(z,y,2,4,v) = 0 pour : = 1,2,3. Ces remarques restent bien évidemment valables
si 'on considere les parametres homogenes (T, U, V).
Autrement dit, une surface SPPG n’est pas définie, dans le cas général, en tant

qu’application de K? ou P?(K) a valeurs dans K?3.

REMARQUE 2.2 En particulier, une surface SPPG de type 2 ou 3 aura, dans le cas

général, plusieurs composantes.

Points de base d’une SPPG

Si (T,U,V) est un point de base d’une paramétrisation d’une surface rationnelle,

les polynémes homogenes en T, U, V
¢, (T,U,V) — 2z O(T,U,V)

q)2(T’ U7 V) - Y @(T’ Ua V)
®3(T,U,V) — z O(T,U,V)

sont identiquement nuls en z y et z.
Par analogie, nous définissons les points de base d’une paramétrisation d’une

SPPG de la maniere suivante.

DEFINITION 2.3 Considérons une paramétrisation (Py, Py, P3) d’une SPPG de K* de
type 1, 2 ou 3. Les points de base de cette paramétrisation sont les points (T,U,V)
de l’espace projectif des paramétres complezes tels que les polynémes

P](l’,y,Z,T,U,V), Pg(z,y,z,T,U,V), Ps(.’l?,y,z,T,U,V)

sotent simultanément identiquement nuls en z, y, z.

Autrement dit, les points de base sont les points de I’ensemble Radc(Pl,f’g, ﬁs)

2.5.3 Degré d’une SPPG : définitions

Nous précisons les sommations sur ¢ et j, c’est-a-dire les degrés en u et v d’une
SPPG. Les définitions sont données dans le cas des SPPG de type 1 ou 2, mais elles
s’appliquent aux SPPG de type 3.
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Premiére forme : bi-degré

ny m .o
Pi(z,u,v) = Aii(z)u'v?

1=05=0

no mo

Py(y,u,v) =3 3 Bi;(y)u'v? (8)
1= ]:
Py(z,u,v) = Zvj‘ nf Ci;(2)u'v?
1=03=0
REMARQUE 2.3 Une telle SPPG est dite de bi-degrés (n1,m1), (n2,my), (n2,my) (en
uetv) Siny=n;=n3=n et m =my =mz=m, la SPPG est dite de bi-degré

(n,m).
Deuxiéme forme : degré total

Pi(z,u,v)= ¥  A;(z)uie?

0<i+5<M; o

Pg(y,u,v) = E B,-J-(y)u‘v’ (9)
0<i+j<N2 o

Pi(z,u,v)= ¥ Ci(z)u'v?
0<i+7<N3

REMARQUE 2.4 Une telle SPPG est dite de degré Ny, Ny, N3 (en u et v). Si N, =
N2 = N3 = N, la SPPQG est dite de degré (total) N.

Rappelons que le nombre de termes d’un polynéme de degré total N est C3; 43 =
(N +1)(N +2)(N +3)/6.

2.5.4 SPPG de type 1 : notations

Les notations introduites ici seront utilisées dans le chapitre 9. Les sommations
sur : et j ne sont pas précisées car seules nous intéressent les relations entre les
coefficients d’une surface rationnelle et ceux de son écriture sous forme d’une SPPG
de type 1 (cf. remarque 2.1).

Nous sommes amenés a distinguer le cas polynomial du cas purement rationnel

pour des raisons algorithmiques intervenant par la suite.
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Surfaces paramétrées polynomiales

Considérons la surface paramétrée polynomiale (Sp) :

i,j
z = p3(u,v) = ¥ cijutv’
tJ

ou les a;j, b;; et c¢;; sont des scalaires de K.
En posant Pi(z,u,v) = ¢1(u,v) — z, Po(y,u,v) = @a(u,v) —y et Pa(z,u,v) =

w3(u,v) — 2, cette surface s’écrit comme une SPPG de type 1 avec les relations :

Aoo((L‘) =Aapg — A,’j(d)) = a4
Boo(y) =boo —y et Bij(y) =b; pour (z,7) # (0,0). (11)
Coo(z) =Coo — 2 C,’_,'(Z) = G5

Surfaces rationnelles

Considérons la surface rationnelle (Sg) :

— 991(”?”) y = 992('”’”) 2 = 993(u’v)
0(u,v) 0(u,v) 0(u,v)

avec :

v1(u,v) = ;‘:aij u'v?
b - (12)
e2(u,v) = 3 bij u't?

1.J
ou les a;;, b;j, c¢;j et d;; sont des scalaires de K.
En posant Pi(z,u,v) = ¢1(u,v) — z 0(u,v), Pa(y,u,v) = pa(u,v) — y 6(u,v) et

P3(z,u,v) = p3(u,v) — z (u,v) cette surface s’écrit comme une SPPG de type 1 avec

les relations :

Aij(z) = a;j —z d;;
Bij(y) =b;; —yd;;  pour tout (z,7). (13)
Cij(z) = cij — 2 dyj






Chapitre 3
Elimination et implicitisation

La théorie de ’élimination est a la base de la théorie des systemes d’équations
algébriques. Le probleme général est le suivant : étant donné un systeme d’équations
algébriques f; = 0, (1 < ¢ < p), ol les f; sont des polyndémes a n variables, a
coefficients dans un corps K, trouver des conditions nécessaires et suffisantes liant les
coefficients des f;, pour que le systéme admette au moins une solution.

La théorie de I’élimination s’appuie fortement sur 1’algebre linéaire et notamment

sur la notion d’indépendance linéaire et de déterminant.

3.1 Meéthodes a une variable

La méthode la plus connue est celle de Sylvester. Il existe plusieurs présentations

de cette méthode. Nous donnons ici 'approche classique [53].

3.1.1 Meéthode de Sylvester
Considérons les deux polynémes suivants a coefficients dans K :

f(T) =anz™ + am_l:z:""l + ...+ ap Ay # 0

14
g(z) = bpz™ + by_1z™ M 4+ ..+ by b, # 0 (14)

et formons les m + n polynémes :

2" f(2), ..., 2 f(2), 2f(2), f(z), 2" g(2), ..., 27g(2), 29(2), 9(2)

35
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de degrés au plus égal & m + n — 1. Ecrivons ces polyndmes sous forme matricielle.

(am - a1 G \ (2T (=T (R)
A cee a, Qg
zf(z)
Qn -+ a; ag . _ f(z)
by - b b . = 2 lg(z) | (15)
bn b1 bO
1.2
: T zg(z)
\ A 1 9(z) /

Notons M. X = (g) ce systeme. La matrice M est appelée matrice de Sylvester
des polyndmes f et g. Son déterminant est appelé le résultant (de Sylvester) des
polynomes f et g. On le note Ry 4. La propriété essentielle du résultant de Sylvester
est la suivante.

Le résultant Ry, est nul si et seulement si les deuz polynomes f et g ont un facteur
commun non trivial, autrement dit, si et seulement si les polynémes f et g ont une
racine commune dans une extension de K. ‘

En effet, si les polyémes f et g admettent une racine commune, alors, pour cette
racine, le vecteur (ﬁ ) est nul tandis que le vecteur X ne l'est pas. Autrement dit, si
les polynémes f et g ont une racine commune, le déterminant de la matrice M doit

s’annuler. Pour la réciproque de cette proposition nous renvoyons a [46].

REMARQUE 3.1 Cette méthode est parfois connue sous le nom de méthode “dialy-
tique” de Sylvester [53,30].

Cependant, pour notre application, nous sommes intéressé par une réciproque plus
précise, permettant (si possible) de déterminer, lorsque f et g sont dans R[z], si les

deux polynomes f et g ont au moins une racine commune dans IR.
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Tentative de réciproque ensembliste dans le cas réel

La réciproque est moins évidente avec cette approche. Si pour des valeurs des
coefficients, le déterminant Ry, est nul, alors le noyau de la matrice M est non nul.
St un élément du noyau de M peut s'écrire sous la forme (a™tn=1) . a? a,l), alors
on montre aisément que les polyndmes f et g ont la racine commune . En effet, si
m+n—1

(a sy 0%, @, 1) est solution du systéme (15), celui-ci conduit a :

amam+am_lam"1+...+ao :0 =f(a)
=0

bna™ 4+ b,_1a™ 4 -+ by = g(a)

ce qui donne le résultat. La question délicate est donc de voir si pour R;, =0, une so-
lution au moins du systeme M.X = 0 peut se mettre sous la forme (a™tm-1 ., a%a,1),

aveca € IR ?

o Exemple

Considérons les équations suivantes & coefficients réels :

fz)=ayz®+ ayz + a a; #0
pour lesquelles on obtient :
a; ay Qo
M= b b . et Ry, = det (M) = aoh® — a;bob, + azb? .
bi b

Puisque b; # 0, lerang de M est > 2. Ainsi, si Ry, = 0, et si par exemple azbg—a; b, #

0, le systeme admet des solutions (a3, a;,ag) qui vérifient :

aobl _aOhO
al=—b——i)-ao et agz—b————b—ao,
a200 — a0y a200 — a0,

de sorte que, dans le cas général (asby — a;b, # 0), le noyau de la matrice M est la

droite vectorielle :

—aopbg aob,
«a

b ’l, (0% B.
b —ab @b —aby ' ) W€
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On vérifie ensuite, grace & la relation Ry, = 0 que :

—aobo _ aob, 2
agbo — a b] a2b0 - a1b1

ce qui donne le résultat escompté.

Plus généralement, si R;, = 0 et si le rang de la matrice de Sylvester est m+n—1,
alors les polyndmes f et g ont un facteur commun de degré 1, c’est-a-dire une racine
commune dans IR. En revanche, si le rang de la matrice de Sylvester des polynémes
f et g est strictement inférieur & m + n — 1, il n’est pas évident de déterminer si les

racines communes sont réelles ou non. Considérons pour cela les exemples suivants.

Exemple 1

Considérons les polynémes f(z) = 23—z2—z+1 et g(z) = 22—2z+1 qui admettent

le facteur commun (z — 1)?. Leur matrice de Sylvester s’écrit (aprés réduction de

Gauss) :
1 -1 -1 1 ] 1 -1 -1 1 T
.1 -1 -1 1 I -1 -1 1
My, = [1 =2 1 = 1 -2 1
1 -2 1
! 1 -2 1] | i
Exemple 2

Considérons maintenant les polynomes f(z) = z3—22+z—1 et g(z) = z3+22+2+1
qui admettent le facteur commun z? + 1. Leur matrice de Sylvester s’écrit (apres

réduction de Gauss) :

—
= e
—
—
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Notre propriété doit résulter du fait qu’une élimination de Gauss sur la ma-
trice de Sylvester de deux polynémes est équivalente & la recherche de leur pgcd

par I'algorithme d’Euclide (Davenport [27]).

Quelques propriétés du résultant de Sylvester

1. Si fi, f2 et g sont trois polynémes de K|z], alors :

Rfif0 = Rp,g Rpy\g

2. Si K est algébriquement clos, désignons par a,...,an, les racines de f et par

Biy .-y Bn celles de g. On a alors :

Rig = (@n'G)" T (ai—5) a7
1<i1<m
1<j3<n

= (e [Tsle) = (=)™ ()" T1 F5) 19)

= (=1)™Ryys (19)

On peut trouver les démonstrations de ces propriétés dans [27].

Remarquons enfin que la méthode de Sylvester conduit a évaluer le déterminant
d’une matrice comportant de nombreux zéros. En fait, le résultant de deux polynémes
en une variable peut s’exprimer comme le déterminant d’une matrice plus compacte,

et donc plus aisée a manipuler (cf. résultant de Cayley).

3.1.2 La méthode de Cayley

Etant donnés les deux polynomes f et g définis comme ci-dessus, considérons
I'expression A(z,a) = f(z)g(a) — f(a)g(z) qui se factorise par £ — a. Notons

6(z, a) le quotient de A(z,a) par z — a qui s’écrit donc :

‘f( ) g(z)
5(z,a) = LI g9(a)

I —«

T
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Clairement, é est un polynéme symétrique en z et a, de degré N — 1 en chacune

de ces variables, ou N = maz (m,n). Ainsi :

ZN-1
N-1
6(z,a) = D hi(z)a' = (a1, ... a, 1)B
1=0 T
1

La méthode de Cayley repose essentiellement sur la remarque suivante. Si les
polyndmes f et g ont une racine commune Z, alors le polynéme 6(z, a) est identique-

ment nul en « et par suite, h;(Z) = 0 pour ¢ = 0,1,...,N — 1. Ainsi, la relation

matricielle
zN-1 hn-1(z)
B. = '
T hl (l‘)
1 ho(x)

montre comme précédemment que le déterminant R de la matrice B doit s’annuler.
R est le résultant de Cayley et s’annule si et seulement si les polyndmes f et g ont
un facteur commun non trivial.

Néanmoins, comme dans la méthode de Sylvester, nous sommes intéressés par une

réciproque directe (ensembliste) afin d’obtenir des informations sur 'inversion.

Tentative de réciproque directe

Montrons d’abord la proposition suivante.

PROPOSITION 3.1 Considérons deuz polynémes f et g de K[z]. Si ces deur polynomes
sont linéairement indépendants dans l'espace vectoriel K(z], alors §(,a) = 0 pour

tout o si et seulement si f(T) = g(z) = 0.

Le sens direct est clair. Réciproquement, si §(Z,a) = 0 pour tout a, alors on
déduit de A(z,a) = (z — a)é(z,a) que A(Z,a) = f(Z)g(a) — f(a)g(Z) = 0 pour
tout a. Posons p = f(Z) et A = —g(Z). Ainsi, si §(Z,a) = 0 pour tout a, il existe
A, 1 € K tels que A\ f + pg = 0 dans K[a]. Autrement dit, ou bien les polynomes f et

g sont liés dans K[a], ou bien A = p = 0, ce qui démontre la proposition. O
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On en déduit la suite d’équivalences ensemblistes suivante

linéairement indépendants dans I’espace vectoriel K|[z].

( dz €K, §(Z,a)=0 en a \
i

hi(z) =0 pour :=0,1,...,N -1

3z € K, 0

(f(i)=g(f)=0)

!

Sl

/

Nous faisons ici la méme remarque que pour la méthode

déterminant R s’annule, alors le systéme correspondant admet

41

pour des polynomes

= (det(B)=R=0)

de Sylvester. Si le

au moins une droite

vectorielle de K™V solution. Si un vecteur de cette droite peut s’écrire sous la forme :

(aN_l,aN'z,...,oz,l) ae K

alors a est une racine commune des polynémes f et g dans K.

Exemple

Considérons les deux polynomes :

f(z) = azz® + ay2* + a; z + ag a; #0
9(z) = bsz® + byz? + bz + by by #0
On a alors :
(as, bs) (a3, b;) (as, bo) z?
5(3:,&) = (02*0’1) (a3»bl) ((13,b0) + (a2abl) ((12,1)0) X
(asz, bo) (az,bo) (alabO) 1

a
en notant (a;,b;) = '
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3.2 Meéthodes a plusieurs variables

Nous introduisons ici la notion générale de résultant pour un systeme d’équations
polynomiales & plusieurs variables. Pour plus de détails nous renvoyons a (Van der
Waerden 1970 [73]) et (Macaulay 1916 [51]).

Considérons fi, f, ..., f, des polynémes en n — 1 variables affines z; et Fy, Fy, ...,

F, les polynémes homogenes associés de K[zy,...,z,], de degrés respectifs 1, ..., 1,.

3.2.1 Résultant théorique

Considérons chaque F; comme un polynéme homogene général a coefficients indé-
terminés a;;. Notons par ailleurs Z[a,, as, ..., a,] = Zla11, arz, ...; @21, G2, ... Ar1, Gpay ...,
I’anneau des polynémes en les coefficients des F; et a coefficients entiers. Si K est

algébriquement clos, on a alors le résultat suivant [73].

THEOREME 3.1 Il existe un nombre fini de polynémes homogénes de Z[ay, as, ..., a,],
R](al, ...,G,-), ceey Rm(al, ceey a,),

qui s’annulent si et seulement si les polynéomes homogénes Fy, ..., F. ont un zéro

commun non trivial.

Un ensemble de polyndmes homogenes R;, ..., R.., ayant cette propriété est appelé
un systéme résultant pour les polyndémes homogénes F, ..., F. (ou pour les polynomes
Jis fas ooy £2)-

La construction effective d’un systéme résultant dans le cas général est difficile.
Cependant, dans le cas ol 7 = n, c’est-a-dire dans le cas d’un systeme de n équations
homogenes en n variables, le systeme résultant est réduit & un seul polynéme R que
l'on appelle résultant des polynémes Fi, ..., F. (ou bien résultant des polynémes f;,
fareeny fr).

Ce cas particulier est celui qui nous intéresse désormais. Plusieurs constructions

de ce résultant existent. La méthode générale est celle de Macaulay.
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3.2.2 Méthode de Macaulay

Nous reprenons les notations précédentes avec r = n. Le résultant de Macaulay
s’exprime comme le rapport de deux déterminants D;/D;, celui du dénominateur

étant un sous déterminant du numérateur.

q+n—1)
. )

Notons §2; I’ensemble des mondmes de degré ¢ — I; et pour ¢ = 2,...,n, notons €Y

Posons ¢ = 1+/;+---41, —n. Le nombre de monomes de degré q est N = (
'ensemble des monémes de degré ¢ — I; non divisibles par z¥, %2, ..., xf’_‘ll . On vérifie
que le cardinal de la réunion des §; est N. Par ailleurs, pour ¢ = 1, ...,n—1, notons ;
I'ensemble des éléments de Q; divisibles par au moins ’'un des monémes xff{ ey T
Considérons enfin la matrice M dont les colonnes sont indicées par les N mondmes
de degré q et dont les lignes correspondent aux N polynémes wF;, ol pour chaque i,
w parcourt ;. |

D, est alors le déterminant (d’ordre N) de la matrice M.

D, est le mineur de D; dont les colonnes sont indicées par les éléments &z, et

dont les lignes correspondent aux polynémes & F}, ol dans les deux cas, pour chaque

t=1,...,n — 1, © parcourt ;.

o Eremple

Considérons le systéme homogene :

Fi(z1, 72, 23) = a12? + az2122 + azzi23 + asT3 + aszox3 + aprl (h=2)
FQ(IIII, To, 1133) = b](B% + bgl‘lwg + b3$1$3 + b4$§ + b5$2$3 + bea:§ (lg = 2)
F3(z1,22,73) = 121 + 222 + €323 (ls=1)

Onag=1405L4+0L+13-3 =3et N =10. On vérifie aisément que ; =
Q2 = {z1,72,23}, Q3 = {2172, 7173, 7273, 73} et que 0 =0, = {z3}. Ainsi, D est

le déterminant de la matrice suivante, tandis que D, est le déterminant de la sous
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matrice correspondant aux lignes et aux colonnes notées par (*).

(+) (*)
o3 zizy 2lzy 922 TizToxz xal ¥ iy za2l 2P
IL']F] ay as as ay as ae
$2F1 . a; . a9 as . ay as Qg
(*) :E3F1 . . a; . as as . a4 as de
o Fy, | b b b by bs be . . . (20)
z, F, . b, . b, bs . by bs b .
(*) T3 F 2 . . b1 . bg b3 . b4 b5 b6
:131232F3 . 5] . Co C3
Ti23F3 | . . a . co c3
Toz3F3 | . . . . ¢ . . ca c3
z2F3 | . ) . ) . a . . ca c3

Remarques

1. Les déterminants D, et D, dépendent de ’ordre choisi pour les polynémes F;
et les variables z;. On peut ainsi évaluer les déterminants D; et D, de (nh)?
facons différentes. Cependant, le quotient de Macaulay D,/D,, c’est-a-dire le

résultant R est toujours le méme au signe preés (voir [21,51]).

2. Dans le cas d’un systéeme de deuz équations homogenes en deuz variables et dans
le cas ou toutes les équations sont linéaires, le dénominateur D, est réduit &
I'unité. Ainsi, le cas d’un systéme linéaire homogéne et la méthode de Sylvester

sont des cas particuliers de la méthode de Macaulay.

3. Dans la pratique, pour des valeurs des coefficients, ’évaluation du résultant
peut conduire a des formes 0/0 pour certains quotients de Macaulay, mais aussi

parfois pour tous les quotients. Des solutions sont proposées dans [21].
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3.2.3 Autre méthode

Comme pour la méthode de Sylvester, nous remarquons que la méthode de Macaulay
conduit & manipuler une matrice comportant de nombreux zéros. Dans le cas général,
cette méthode nécessite par ailleurs la division de deux polynomes. Nous verrons que
dans le cas particulier de trois équations polynomiales en deux variables affines, il
existe une méthode plus compacte (méthode de Dixon) qui généralise la méthode de

Cayley (cf. chapitre 4).

3.3 Implicitisation

Le probleme de I'implicitisation a déja été abordée dans le cas des surfaces ra-

tionnelles. Nous nous intéressons ici aux méthodes pratiques d’implicitisation.

3.3.1 Probléme d’élimination

La question de I'implicitisation est un probléeme d’élimination. En effet, il s’agit
d’éliminer les parametres u et v de la surface dans les équations qui la définissent afin
d’obtenir une équation polynomiale en les coordonnées cartésiennes z, y, et z d’un
point de la surface.

Précisons le probléeme d’implicitisation dans les cas suivants.

SPPG de type 1

Considérons une SPPG de type 1, c’est-a-dire une surface rationnelle S définie
par une paramétrisation (0,1, 2,3). Nous cherchons un polynéme irréductible f
de K|z,y, z] tel que

@l(uvv) (,92('(1,’0) ‘P3(usv) _ -
( 0(u,0) " O(u,0) " O(w.0) ) =0 dans K[u,v].

Ainsi, dans le cas d’une surface rationnelle (et donc polynomiale), la surface
algébrique implicite cherchée sera irréductible. On remarque que dans ce cas les co-
ordonnées z, y et z d’un point de la surface s’expriment (rationnellement) en fonction

des parametres u et v.
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SPPG de type 2 et 3

Considérons maintenant une surface SPPG de type 2 ou 3 définie par

Pi(z,u,v) =0 P(z,y,z,u,v) =0
Py(y,u,v) =0 ou Py(z,y,2z,u,v) =0
Py(z,u,v) =0 Pi(z,y,2z,u,v) =0

ou les P; sont des polynémes de K|z,y, z,u,v).
Dans le cas général, une telle surface n’est pas contenue dans une surface algébrique
irréductible.
o Ezemple
La courbe (type 2)
2 —t=0
{y2 —t=0
admet pour représentation implicite 'équation (z — y)(z+y)=0.

Facteurs parasites

Lors du processus d’implicitisation, ’équation implicite obtenue peut comporter
des facteurs qui ne correspondent & aucune composante de la surface paramétrée
initiale. Ces facteurs seront appelés des facteurs parasites. En particulier, si I’équation
implicite obtenue pour une surface rationnelle n’est pas irréductible, elle comportera
au moins un facteur parasite. Les facteurs parasites peuvent étre introduits par la

méthode d’implicitisation. Il sont également liés & la paramétrisation de la surface.

Les différentes approches

La méthode générale consiste & utiliser des outils de géométrie algébrique basés
sur la théorie des idéaux. En particulier, les méthodes utilisant les bases de Grébner
(théoreme de Trinks) permettent de résoudre le probleme. Voir en particulier les
résultats de Bronstein [17] et Buchberger [20].

Cependant, une telle approche fournit I’équation implicite sous forme développée

(voir les exemples du chapitre 4, non utilisables pour des applications de type CAO).
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Un autre type d’approche consiste a utiliser la théorie des résultants & une variable
(élimination successive) ou & plusieurs variables.
Par ailleurs, dans certains cas, il est parfois possible de développer des méthodes

spécifiques plus simples que la méthode générale. Il en est ainsi des surfaces de Steiner

[63,65].

3.3.2 Elimination successive

L’élimination successive consiste tout d’abord & éliminer le parametre u entre les
polynémes P, et P,, ce qui fournit un polynéme R; de K[z,y,z,v], et de la méme
maniere, a éliminer le parameétre u entre P, et P, ce qui fournit un deuxiéme polynéme
R; de K[z,y, z,v]. Ensuite, ’élimination de v entre R, et R, fournit un polynéme R
de K[z,y, 2].

On montre aisément que la SPPG initiale est contenue dans la surface d’équation
R(z,y,z) = 0.

Il est possible aussi d’éliminer en premier lieu le parameétre v puis le parameétre u.
Ces deux méthodes duales ne fournissent généralement pas la méme équation. En fait,
ces deux méthodes rajoutent souvent des facteurs parasites. Néanmoins, dans tous
les cas, les équations obtenues par cette approche contiennent en facteur ’équation
implicite cherchée.

Par ailleurs, cette méthode est de mise en oeuvre trés simple car la méthode du
résultant de Sylvester est implémenté dans la plupart des systémes de calcul formel.
Les deux méthodes duales d’implicitisation par les résultants de Sylvester seront ap-

pelées Sylvestl et Sylvest2 et ont été testées dans le paragraphe 5.8.

3.3.3 Le cas particuliers des surfaces de Steiner

Etant donnés 6 points de IR3, (Pij)ociyj<or affectés de poids w;; :
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P22
Pyo Py
Po2

Poo Poy
FIGURE 3.1
une surface de Steiner est définie par :

< ) (T —U = V)" w;P;
P(T, U, V) _ O<z+]<2 /

(])U'VJ(T U-V) " w,;

0<1+45<2

(2)_ 2! _ ]2 sii=louj=1
i tjl(2 -2 —j)! 1 sinon

sont les coefficients multinomiaux.

T,U,V sont les parametres homogenes (il est pratique de poser T = 1 pour des
applications numériques ). Il est & noter que les points Py, Pyy, Pag sont sur la surface,
tandis que les autres points ne le sont généralement pas. De plus, si tous les poids
w;; sont égaux, le dénominateur se réduit & une constante apres simplification. La
restriction de la surface au domaine (% > 0,% > 0, % + % < 1) est appelé carreau
de Steiner. Il s’agit d’une surface de Bézier (définie sur un triangle) de degré 4, mais
qui n’est pas le produit tensoriel de deux courbes de Bézier. La propriété essentielle
pour notre propos est que la surface de Steiner définie ci dessus est une surface de
degré 4 comportant :

- un point triple T' (& coordonnées rationnelles si les P;; le sont ),

- trois droites doubles passant par T .
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Ainsi, d’apres le théoreme de Bezout toute droite passant par T recoupera la
surface en au plus un seul autre point (ou bien sera contenue dans la surface ). 1l est
alors possible, de ce fait, de reparamétriser la surface & partir de son point triple T.
Sederberg et Anderson [63] ont utilisé cette “astuce” pour obtenir assez simplement
’équation implicite de la surface. La méthode consiste d’abord & déterminer le point

triple. Nous renvoyons & [63] pour une description de la méthode.

3.3.4 Meéthode des résultants a plusieurs variables

Considérons une SPPG définie par les équations P, = P, = P; = 0, ou les
P; € K[z,y,z2,u,v]. Considérons par ailleurs les coefficients de P;, P;, P3 comme des
indéterminées ay, ..., a,, by, ..., b, cy,...,c, ol p, q et r sont respectivement le nombre
de termes de P, P; et P;. Homogénéisons en u et v ces polyndmes par :

PATUY) = Pa,3,2,T,0,) = T% P(a,3,2, 0, 7).

ou d; est le degré total en u,v du polynéme P,.

Soit R le résultant théorique de (131, P,, f’3) par rapport aux variables T, U, V. Le
résultant R existe et est un polynéme irréductible de I'anneau Z[ay, ..., ap; by, ..., b,;
€15+, Cr; Z,Y, 2]. Lorsque les indéterminées ay, ey Gpy by, oy by, €1, ...y ¢, sODt spécifiées
dans un corps K, R devient un polynéme R(z,y,z) de K|z,y, z] tel que :

1) ou bien R(z,y,z) = 0 dans K|z,y, 2],

2) sinon, soit M(z,y, z) un point de la SPPG, alors, par définition, il existe (@, %) €
K? tel que Pi(z,y,z,4,0) = 0 pour 7 = 1,2,3; autrement dit, les polynémes P; ont
une racine commune non triviale et ainsi le résultant R(z,y, z) doit s’annuler; ce qui
prouve que la SPPG est contenue dans ’hypersurface d’équation R(z,y,z2) = 0.

D’ou le résultat suivant.

PROPOSITION 3.2 Soit S une SPPG de type 1, 2 ou 3 et R(z,y,z) son résultant as-
socié comme ci-dessus. S1 R(x,y,z) n’est pas identiquement nul, notons S’ la surface
de K3 d’équation R(z,y,z) = 0. Alors,

(i) ScS

(11) S et S’ ont méme corps de coefficients.
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Le résultant R défini ci-dessus sera appelé le résultant associé a la paramétrisation

(Py, Py, P3) ou parfois le résultant associé i la SPPG.

3.3.5 Choix du résultant

La méthode générale de Macaulay et la méthode de Dixon permettent toutes
les deux d’éliminer simultanément les parametres u et v de la surface. Cependant,
la méthode des quotients de Macaulay présente plusieurs inconvénients par rapport
a la méthode de Dixon. Tout d’abord, elle nécessite le calcul de deuz déterminants,
chacun d’eux étant non compact (c’est-a-dire, ayant de nombreux zéros). Par ailleurs,
la méthode de Macaulay requiert ensuite la division formelle des deux polynémes
obtenus, ce qui n’est pas envisageable pour des applications de type CAO.

La méthode de Dixon, quant a elle, requiert le calcul d’un seul déterminant, com-
pact et donc d’ordre moins élevé que ceux de Macaulay. Par ailleurs, la méthode de
Dixon ne nécessite aucune division formelle.

Cependant, il faut noter que si la méthode de Dixon est particulierement simple et
efficace dans le cas de polynémes de bi-degré lorsque tous les monémes sont présents
(cf. définitions du paragraphe 2.5.3), elle devient d’emploi plus délicat dans le cas
général. Néanmoins, nous proposerons une extension de cette méthode au chapitre 5
permettant de traiter la plupart des cas (en fait tous les cas étudiés) de maniere
simple et uniforme.

Auparavant, au chapitre 4, nous donnons une description algorithmique complete
et précise de la méthode dans le cas du bi-degré, qui permettra d’une part une
implémentation numérique dans la derniére partie et d’autre part I’étude de nombreux

cas particuliers qui nous a conduit a développer I'algorithme général du chapitre 5.



Partie 11

o1






53

Cette partie concerne 'implicitisation des surfaces paramétrées de type SPPG.
L’objectif est de fournir des algorithmes robustes, tant en calcul formel qu’en calcul
numérique. En accord avec le paragraphe 3.3.5, la méthode de base fait appel au
résultant de Dixon.

Les problemes abordés sont les suivants.

1. Facteurs parasites

Toute surface rationnelle est contenue dans une surface algébrique irréductible.
Néanmoins, I’équation implicite obtenue peut ne pas étre irréductible. Les fac-
teurs parasites peuvent provenir soit de la méthode d’implicitisation soit de la
paramétrisation de la surface qui, en un certain sens, n’est pas optimale. En par-
ticulier, les techniques classiques utilisant les résultants de Sylvester fournissent
tres souvent un multiple de I’équation implicite (des exemples sont donnés au

paragraphe 5.8).

Les SPPG de type 2 et 3 peuvent avoir plusieurs composantes. Il sera donc plus
délicat dans ce cas de trier les facteurs parasites des différentes composantes de

la surface paramétrée.

2. Résultant identiquement nul

Le résultant permettant d’obtenir I'’équation implicite peut étre identiquement
nul. Celui-ci est obtenu comme le déterminant d’une matrice carrée construite 3
partir des coefficients des trois polynémes P; définissant la surface. Or, pour des
valeurs particulieres de ces coefficients, ce déterminant peut étre identiquement
nul. Ainsi par exemple, si dans une paramétrisation de bi-degré les monémes
de téte sont absents ou si les polynémes P; ne sont pas de méme degré, le
résultant de Dixon est généralement identiquement nul. Par ailleurs, pour une
paramétrisation de degré total strictement supérieur & deux, la méthode générale
de Dixon [30] ne s’applique pas directement. Nous étudierons des solutions au

chapitre 5.
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3. Inversion

Etant donné un point de la surface algébrique obtenue, c’est-a-dire un point
M(z,y,z) vérifiant ’équation implicite f(z,y,z) = 0, ce point est-il sur la
surface paramétrée initialement donnée, et si oui, quels sont les paramétres u

et v correspondants ?

4. Géométrie réelle

Nous nous placons dans un contexte de géométrie réelle. En particulier, le

probléme de I'inversion sera abordé dans cette optique.

5. Aspects numériques

Pour des applications numériques, une équation implicite donnée sous une forme
développée n’est pas utilisable. La méthode d’implicitisation développée dans
cette partie associe a chaque surface une matrice carrée dont le déterminant
fournit I’équation implicite cherchée. Nous verrons que cette approche s’adapte

facilement dans un contexte numérique.

Dans un premier temps, la méthode est décrite tres précisément d’un point de vue
algorithmique pour une SPPG de bi-degré (n,m). Par la suite, des améliorations et
des extensions seront proposées. La discussion et 1’étude des problemes cités ci-dessus

sera faite au chapitre 5.



Chapitre 4
Description algorithmique

Dixon [30] a proposé plusieurs méthodes pour résoudre le probléme de I’élimination
a deux variables en généralisant la méthode de Cayley. Dans ce chapitre, nous
reprenons la méthode de Dixon, remise & jour par Sederberg et al [62] pour le bi-
degré dans le contexte de 'implicitisation. Pour une description simple de la méthode
nous considérons une SPPG de bi-degré (n,m) (cf. remarque 2.3 du chapitre 2). Par
ailleurs, nous supposerons que tous les mondmes sont réellement présents dans la
paramétrisation (P, P,, Ps). »

Nous décrivons avec précision les termes de la matrice du systéme linéaire introduit

par cette méthode. Ceci permet :
1. une description algorithmique de la méthode,

2. une analyse plus fine des cas particuliers qui nous amenerons au chapitre suivant
a une méthode adaptée a des cas plus généraux que ceux annoncés par Dixon

et Sederberg,

3. la prise en compte du probleme de I'inversion.

4.1 Les fonctions A et §

Nous considérons les notations suivantes : K est un sous-corps de C (le cas K = IR

nous intéresse plus particulierement), z,y, z sont les coordonnées cartésiennes d’un

35
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point M de ’espace affine K et u,v sont les parameétres de la surface. On notera
souvent M pour (z,y, 2).
Etant donnée une Surface Paramétrée Polynomiale Généralisée (S) définie par la

paramétrisation (P, P,, P;), considérons la fonction A, introduite par Dixon dans

[30].

Pi(M,u,v) APi(M,u,b)+ pPi(M,a,v) Pi(M,a,b)
Ao(u,v, A, M, p,a,b) = | P,(M,u,v) AP, (M, u,b) + pPo(M,a,v) Py(M,a,b)

Ps(M,u,v) AP3(M,u,b) + puPs(M,a,v) P3(M,a,b)
(21)

ou tous les polynémes concernés sont a coefficients dans K. On peut donc écrire

Ao(u, v, A, M, i, a,0) = X Aq(u,v, M, a,b) + p Ag(u,v, M, a,b) (22)
avec
PI(AI,U,'U) P](M,u,b) Pl(M,a,b)
Ai(u,v, M, a,b) = | P,(M,u,v) Py(M,u,b) Py(M,a,b)
Ps(M,u,v) P3(M,u,b) P3(M,a,b)
et

P (M,u,v) P (M,a,v) Py(M,a,b)
Ao(u,v,M,a,b) = | PA(M,u,v) Py(M,a,v) Py(M,a,b)
Ps(M,u,v) P3(M,a,v) Ps(M,a,b)

Soient u,v, M, a, b fixés. Le polynéme Ag(u,v, ), M, u,a,b) est identiquement nul
en A, u si et seulement si A;(u,v, M, a,b) = 0 et Ay(u,v, M, a,b) = 0. Cette remarque
justifie le fait que I'on ne considére plus désormais que les deux déterminants A, et
A,.

En remarquant que les deux polynomes A, et A, se factorisent par (u — a) et

(v —b), posons :

Ay(u,v, M, a,b)
(u—a)(v=">)

Ax(u,v,M,a,b)
(u=a)(o—b)

61(u,v,M,a,b) = et b(u,v,M,a,b) =

LEMME 4.1 Les polynémes A; et 6; (1 = 1,2) vérifient les relations :
(i) Ai(a,b, M,u,v) = —Ay(u,v,M,a,b),
(1) b1(a,b, M,u,v) = —8(u,v, M,a,b).
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Les polynémes 6, et 6, sont respectivement de degré :

6] 62 degré

2n—-1| n—-1 en u
m—-—1[2m -1 en v

n—1|2n -1 en a

2m -1 m—-1 en b

de sorte que :

2n—-1m-1n-12m-1

b1(w,v, Mya,b0) = 30 3 3 S T (M)utviab. (23)

1=0 7=0 k=0 [=0

et
n-12m-12n-1m-1

b2(w,v, Ma,0) =3 > 3 Y TN(M)u'v’d*d. (24)

i=0 j=0 k=0 I=0
Il sera montré grace au lemme 4.1 (cf. proposition 4.2) que la méthode est
indépendante du choix de §, ou de &,. Nous poursuivons donc la description de
la méthode avec 6; que I'on note §. Considérons le polynéme § comme un polynéme
en a,b dont les coefficients sont des polynémes en u, v et M(z,y, 2)

n—12m-1
O(u,v,M,a,b) = Z Z hii(u,v, M)akd' .

k=0 =0
Ce polynéme s’écrit encore sous forme matricielle
1
61(u,v,M,a,b) = (1,...,a" 10" ) T : (25)

u2n—lvm-—l

ou T' = T(M) est une matrice a coefficients dans K|z, y, 2].
Remarquons que ce polynéme comporte 2nm termes en u'v’ et 2nm termes en

a*b!, de sorte que la matrice T(M) est carrée d’ordre N = 2nm.

4.2 Equation implicite

La remarque suivante, analogue a celle faite dans la description de la méthode de

Cayley, est la clé de la méthode.
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Si le point M appartient & la surface paramétrée (S), il existe des paramétres u et
v tels que P;(M,u,v) = 0 pour i = 1,2,3. Autrement dit, pour ces valeurs de M, u
et v, la premiere colonne des déterminants A; et A, est nulle, et ainsi les polynémes
61(u,v, M, a,b) et 63(u,v, M, a,b) sont identiquement nuls en a et b.

Plus précisément, on montre la proposition suivante.

PROPOSITION 4.1 Considérons un point M et les propositions suivantes :
(i) M € (S)
(1) 3(a,v) € K? tel que P,(M,u,) =0 pouri=1,2,3
(%) I(a,v) € K? tel que A;(M,4,v,a,b) =0 pour tout a et b, pouri =1,2
(i) 3(a,0) € K? tel que §;(M,u,v,a,b) = 0 pour tout a et b, pouri =1,2
On a dlors : (i) <> (u), (ii)) = (iii) et (iii)) < (iv) .

Autrement dit, si le point M appartient a la surface (S), il existe des parametres

u et v tels que
0<k<n-1
hi(u,v,M)=0 pour =E=n
0<I<2m-1

que ’on peut écrire sous forme matricielle

00 00 00 0
( TOO e :Tij e T2n-1 m-—1 \ u®v 0
ki ki ki i35 _
Too T Tij T T2n—l.m—l u'v =10
n—1,2m-1 n—1,2m-1 n—-1,2m-1 2n-1, m-1
Too R s Ton i u v 0

ou les T sont des polyndmes en z, y and z. Ce systéme sera noté

" .
:r.[ ] 0 (26)
(nym)
avec T =T(z,y,2) = (T“(-T Y,z ))
1
u
| -
Vi(nm) :
u2n-lvm—1
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ol 'ordre des lignes (c’est-a-dire I’'ordre des monémes a*b') et I’ordre des colonnes
(c’est-a-dire 'ordre des mondmes u'v?) de la matrice T est celui des sommations sur

1,7, k,1 défini par (23). Plus précisément, I'ordre des lignes est défini par :

{(k,1)} = {(0,0),(0,1),(0,2),...,(0,2m-1),(1,0),...,(1,2m-1),...,(n-1,2m-1)},
et celui des colonnes par :

{(z,5)} = {(0,0),(0,1),(0,2),...,(0,m-1),(1,0),...,(1,m=1),...,(2n—-1,m-1)}.

Autrement dit, la matrice T s’écrit comme une matrice, indicée par p, ¢ et définie

par :
Tl =T§  avec { pramiriel
g=m.a+)+1

Mais le plus souvent, nous conserverons la notation T,’;‘ qui rappelle que ce terme est
le coefficient du monéme u'v’a*b' dans le polynéme 6. Par ailleurs, dans la pratique,
nous considérerons parfois un ordre différent afin de regrouper certains termes (voir
la remarque 4.3). Nous préciserons alors 'ordre choisi en indigant les lignes et les
colonnes de la matrice T'.

Ainsi, pour chaque point M(z,y,z2), il existe des parametres u et v tels que le

u
systeme homogene (26) a une solution non triviale, a savoir le vecteur [ ] . Par
v

(nm)
conséquent, le déterminant de la matrice T doit s’annuler, fournissant ainsi 1’équation

implicite cherchée :

f(:c,y,z) = det(T) =90.

PROPOSITION 4.2 Si l'on note Ty (resp. T3) la matrice obtenue a partir de 6, (resp.
62), on a T = —'Ty, de sorte que det(Ty) = det(T,). Autrement dit, la méthode

décrite ci-dessus est indépendante du choiz de 6, ou de é,.

Démonstration

n—-12m-12n-1m-1

6x(u,v,M,a,b) = > Z Z ZTzf}(M)uivjakb’ d’apres (24),

1=0 ;=0 k=0 =0
= —6(a,b,M,u,v) d’apres le lemme 4.1,
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2n—-1m-1n-12m-1

= -2 2> > Tlf}(M)aibiukvl d’apres (23),
1=0 j=0 k=0 [=0

n-12m-12n-1m-1

= - Z Z Z Z Tlf}(M)ukvla‘b"
k=0 =0 =0 ;=0
n—12m-12n—-1m-1 . o
= =3 > > 3 T(M)u'via*t'  en renommant les indices.

i=0 j=0 k=0 I=0
0<i1<n-1
0<3<2m -1 .
D’ou : ng(]\([) = —-Tlf;(.M) pour =J=em , ce qui démontre la proposition
0<k<2n-1

0<li<m-1
si 'on considere pour chacune des ma—t‘ric;s T, et T, I'ordre des sommations défini
comme ci-dessus. O
En conclusion, sil’on note (S’) la surface algébrique d’équation implicite f(z,y,z) =
0, on a montré que (S) C (S').

Plus précisément, nous avons montré la proposition suivante.

PROPOSITION 4.3

T
I(u,v) € K2, tel que
m|y|ew) () e as)
P,(M,u,v) =0 pouri=1,2,3
z
Y
I(u,v) € K2, tel que 3(u,v) € K?, tel que
u
bi(u,v,M,a,b) =0 PEEN T:(M). =0
pour it = 1,2 et pour tout a,b pour i inlr':)z
Y

(det(Ty) = det(T3) = f(z,y,2) =0) <= M|y €e(s)
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Pour une description simple de cette méthode nous avons considéré trois polynomes
P; de bi-degré (n,m) et, par ailleurs, nous avons supposé que tous les monémes con-
cernés étaient réellement présents dans la paramétrisation. Nous donnerons néanmoins,

au chapitre 5, une extension de cette méthode valable pour des cas plus généraux.

Cependant, pour une implémentation en calcul numérique, la construction de

la matrice T nécessite I’évaluation de chacun des coefficients T} en fonction des

coefficients de la SPPG.

4.3 Evaluation des coefficients Tj}l

Chaque coefficient T} de la matrice T est le coefficient du mondéme u'v’a*b* dans
le polynéme 6(u,v, M, a,b).

On notera indifférement :

qu Ars Atu
BPQ Brs Btu = (qu 9 Ars 9 Atu)
CPG C"'s Ctu
= (pq,rs,tu) = (p-’,T'-:S,t )
prt Lo .
= I lorsque les indices sont composés,
qg s u

et ou les A,;, B, et Cy, sont les coefficients de la SPPG et sont notés pour A, (M),
B. (M) et Cyu(M).

Une expression des coefficients TfJ’ peut étre trouvée dans [30]. Cependant, le
calcul direct suivant permet d’obtenir une formule plus précise.

Considérons le déterminant A; et effectuons la factorisation par (u — a)(v — b).

Pour cela, nous retranchons la deuxieme colonne & la premiere et a la troisieme :

Pi(M,u,v) Pi(M,u,b) Py(M,a,b)
Ay(u,0,M,a,b) = |Py(M,u,v) Py(M,u,b) Py(M,a,b)
P3y(M,u,v) P3(M,u,b) P3(M,a,b)

= (P(M,u,v), P(M,ub), P(M,a,b))
= (PI(AI’U’U)—PI(AI’U?I))?PI(M’uab)aPI(M’a’b)—Pl(M,uab))
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en notant uniquement la premiere ligne. Puis :

Pi(M,u,v) — PL(M,u,b) = Y (Z A’ = A;jbf) u'

=0 \j=0 =0

m

= i{:} (‘_OA;']'('U -b) (JX_: vj_l'pb”)) u'

p=0

- (g ) (Eo)

1=1 1=0 p=0

— (v _ b) Z Aijuivj_l-pbp

et de méme :

P (M,a,b) — P\(M,u, b) = (a—u) Z A,'juqai_l_qu.

t=1...n
12=0...m
gq=0...1 -1
Ainsi :
61(u,v,M,a,b) = — Z A;juivj‘l’pb”; Z A u"b® Z Aapu"a"'l'qbﬁ
1=0...n r=0...n a=1...n
J=1...m s=0...m B=0...m
p=0...7-1 gq=0...a—-1

ce qui donne en développant :

61 (u,v,M,a,b) = Z ( Z —(A,‘j,Ars,Aag))UIUJaKbL

LIK.L>0 \ijrsoB.paq

I=i+r+g (L=B+s+p
K=a-1-g J=5j-1-p
0<i<n 1<j<m

avec : - - et

0<r<n 0<s<m
1<a<n 0<B<m
0<g¢g<a-1 ( 0<p<j—-1
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Puis, avec les notations précédentes, on obtient :

. 1 r 14+I1+K—-(G+r
" = Z—[ o G+r)
0<i<n 0<s<m
avec : 0<r<n et 0<p<m
1+I4+K—-n<i+r<Iecr 1+4J+L-m<s+pF<L

Soit finalement, en changeant les notations :

¢ r r’ 141+ K —(r+71)
- x| . , 1)
rriss LS 1+J+L—(s+5) s
avec : { Osnrisn { 0ssssm . (28)
I+I4+K-n<r4+r<] 1+4J+L-m<s+s<L

Ainsi, chaque coefficient Tf;’ de la matrice T est somme de déterminants (pq, s, tu)

définie par la formule (27) avec les relations (28).

4.4 Degré de ’équation implicite

Nous nous référons ici aux notations et définitions de 2.5.4. Les résultats sont
donnés pour une SPPG de bi-degré (n,m).
Cas polynomial

Les relations (11), montrent que chaque coefficient Apg, Brs et Cy, est un scalaire
de K, sauf pour Agy, By and Copg, qui sont respectivement des expressions linéaires
enz,yetz.

Par ailleurs, les relations (28) montrent que :
s+s'<Llet0<J=s+s<J+L=1+J+L—(s+s)>1

r+r'§]et0_<_]\'=::>r+r'§I+K=>1+I+K-—(r+r')21
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de sorte que seul le premier couple d’indices;j (r, s) peut étre égal a (0,0) dans la for-
mule (27). Ainsi, chaque coefficient de la matrice T'(x,y, z) est au plus une expression
linéaire en z, y et z. La matrice T(z,y, z) étant d’ordre 2nm, son déterminant sera
au plus de degré 2nm :

flz,y,2) =det(T) = Z Aijk ziyiF
i+j+k<2nm

Cas rationnel

Dans ce cas, les relations (13) montrent que chaque coefficient Ay, Bys et Cy, est
respectivement une expression linéaire en r, y et 2.

Néanmoins, chacun des déterminants (pg,rs,tu) constitutif des coefficients T,’;’
reste linéaire en z, y et z. Pour voir cela, développons (pg,rs,tu) en utilisant les

relations (13) et la multilinéarité de la fonction déterminant :

Gpg — T dpg Grs —Tdrs gy — T dyy
(pQ) rs, tu) = bpq - ydpq by —ydrs  bey — ydiy
Cpg— 2dpg  Crs — 2dry  Cty — 2dpy

—zdp, —zdry, —zdyy —zdpy, —zdrs Gy Gpg Grs Ot
= |-ydpy -ydrs —ydu|+|-ydp, —ydrs bu |+ -+ bpg brs b
—2dpy —zd,, —zdy —zdpy —zd,, Cpg Crs Cru

Chacun des déterminants de la somme ci-dessus ayant plus d’une colonne con-
tenant z, y ou z sera nul puisque ces deux colonnes seront alors linéairement dépendantes.
Par suite, chaque déterminant (pq,rs,tu) est linéaire en z, y et z.

Ainsi, chaque coefficient de la matrice T est au plus linéaire en z,y, z, de sorte
que I’équation implicite d’une surface rationnelle de bi-degré (n,m), est au plus de

degré 2nm, comme dans le cas polynomial.

SPPG de type 2 et 3

Etant donnée une SPPG de type 2 tel que P, P,, Py soient respectivement de
degrés d, en z, d; en y et d3 en z, on montre comme ci-dessus que son équation
implicite est au plus de degré total 2nm(d; + d, + d3) en z,y, z. Plus précisément,

son équation implicite est au plus de degré 2nmd; en z, 2nmd, en y et 2nmds en z.
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Etant donnée une SPPG de type 3 tel que P, P,, Ps soient respectivement de
degré total d,, d; et d3 en z,y, 2, son équation implicite est au plus de degré total
2nm(d; 4+ d; + d3) en z,y, 2.

4.5 Implémentation en calcul formel

Nous avons implémenté cette méthode en Langage Reduce. Nous avons utilisé les
fonctions coeffn( ), det( ) et factorize( ) de la bibliotheque de Reduce. Les équations

implicites données sont factorisées en composantes irréductibles dans Q[z,y, 2].

REMARQUE 4.1 Les exzemples traités seront choisis a coefficients rationnels de sorte

que l’équation implicite sera elle aussi a coefficients rationnels d’aprés la proposi-
tion 3.2.

Dans le cas polynomial et rationnel, les résultats ont bien siir été controlés par

vérification de la relation

0.

f(%(U,v) <r°2(uvv) (,03('11,'0))
0(u,v) ’ 0(u,v) ’ 0(u,v)
Dans tous les cas, nous avons comparé les résultats avec ceux obtenus par les
méthodes Sylvest] et Sylvest2.
Donnons quelques exemples de ’application directe de la méthode décrite ci-

dessus.

Exemples
e Surface polynomiale de bi-degré (2,2)

r= 1—u+uv—3v:+u
y= 2—u—uv?+u? . (29)

= —146u—uv—u®—20?

~
-~

La matrice T'(z,y, z) est alors donnée par :
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1 v u uv u? u2v u3 udv
-2x+20y| -x-Sy |-6x-3y
! 0 I35 2410 |-z+11 |5Y-2+9] Tx4z-6 y-2 | -x+1
al o f3y+6 |y2 x4 |y1 x2 | 1 1
b [2x+20y] -6x-3y | x-2y ; .
L3235 | S0 | U | a6l x| axe [zt
ab | 346 |-2y44 | xy2 | 21 fxe1 | 28 | 1 7
bz -2x+3z 2x-3z
- -2y- - 3 0 -3
Sy+10 1 25 251 | O 2 2
ab? |-2y+4 | 2x-3z-5|x+2z-1 | 20 -1 2 2 -1
-2x+3z 2x-3z
3 - - -
b +5 0 -25 5 23 3 3 2
ab3 | 2x-3z-5| 0 20 -5 -3 2 0 0

FIGURE 4.1 EXEMPLE (29)

L’équation implicite est ainsi de degré total 8.

f(x, Y, z) = 162% — 9627z + 31627 + 32z%yz — 121628y + 2162522 — 123675z — 322026 + 6882532 —
192z°y22 + 61007°yz + 9804z%y — 2162523 + 979z%22 + 21502552 — 6887725 + 4874 y® + 16x%y222 — 3744z4y22 +
44512t y? + 43274 y2® — 113242422 — 40652zt yz + 389660zty + 81zt + 17562423 — 485022422 + 17453624z +
30641z* + 30423y%z — 159802 y® — 9623y 2% + 5900233222 + 3163923322 — 1139988z3y2 — 432z3y2* + 82413y23 +
6890923y 22 — 7595452°yz — 291024523y — 3093224 + 3895923 2% — 417842322 — 10269772° z + 6905603z + 6422 viz+
8912z%y* — 2232224322 4 122702293 + 15434212242 + 2162292 2% — 1072229223 — 12335929222 + 2503381z2y%z +
901841922 y? + 16222 y2° + 144x% yz* — 4353922y 2% + 7264522y 22 + 593088922 yz — 229334772y + 11342225 + 11922 24 —
17671427 2% 4 24370252222 — 12642954222 + 267235422 + 352235 — 1922y 22 — 33212794 z — 654629ry* + 3996zy323 +
44741zy322 — 2204967zy%z — 19351794xy® — 2161y?z% — 3480ry22z* + 88013zy223 — 803775ry222 — 8594971zy2z +
30442493zy? — 2187ryz" — 3483zyz* + 211754zy=3 — 42492357y22 + 3848807ryz + 104780584y + 108x2% — 859225 +
107393z2* — 111471422 + 385715072 + 3414747022 — 165329343z + 64y + 320y° z — 39999y° + 144y* 2> + 33835422 +
810871y z + 13821569y* — 2241y°:4 — 3243923 — 2511705322 + 134251763° z — 388803724° + 813226 + 14493225 +
22425y 2% —181374y% 2 + 29496913227 4 1134168y 2z — 110839359y2 + 1971 yz5 + 22119yz* —354789y23 4+16931131y22 —

160744146yz + 440481174y + 8127 + 7226 + 200852° — 2918472* + 340735723 — 3852694022 + 1967722812 — 352151693 .
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o Surface rationnelle de bi-degré (2,2)

p1(u,v) = 2—u+v+u? —uv? — uo?

w2(u,v) = =1+ 2u+v—v2+uv+u??

w3(u,v) = 1 —u—v+u?—0v?—uv? + 20 + u??
O(u,v) = 2+ u—2v420% + uv? + u?o?

La matrice T(z,y,z) de cette surface rationnelle est d’ordre 8, a coefficients

linéaires en z,y, z.

( 33y +52z—1) 2(5z +y—52—2) -3(2y+1) 23z — 4z - 1)
25z +y—-5:-2) -52z+y+z+1) 6z—12y—22—11 —2z+14y—2z+1
3By+2z+1) 2z+y—2=2) —2r+5y+T72—-8 4z +14y—12z+1
20z +y-—2) -2z —5y—2-3 2(4z + 5y — 52) —6z—y—32-2
=3(2y+1) 0 5z —2y—5z+4 —-2(2z —2z-1)

—3(4y—2z+3) 4z + 14y — 4245 9z + 2y + 3z + 10 —Tz + 6y — 2
4r + 5y + 5z — 4 20+ 14y — 82 +3 z+6y—z+4 -9z +2y—52—6

\2(3x+5y—3z+1) -6z —-y—-32-2 -22z-2y+3z+1) -5r—2y+2:-—4

—13z -8y +4z47 -062—Ty—-5z+5 2z+4y—22+1 3zr+5y—32z+1

Tz —5y—62+4+13 1llz+12y—22+5 z+y—2-3 2r +6y—2—3
-5z +4z+3 -13z-5y—-2:—-7 —z+2y+2-3) —-2z+4+3y—22-3
—8r-3y—32-3 Jr+4y—2z+1 32+5y—3z41 3z+4y—2z+1
2r +4y—2:+41 z+oy—z+4+1 T4+2y—z-4 —z4+2y+2z—4
—z4+y+:-3 -2z 46y—2z2—-7 -—z+4+2y+2z-4 —4(z+1)
-9z +2y+:z-7 —6r+3y—2:-7 T+ 2y—z T+ 2y—2z2
—z4+5y—3:-3 3z +4y—2z+1 z+2y—z 0 }

L’équation implicite est donc la aussi de degré total 8.

f(:t, Y, Z) = 1398002825 + 7178833827y — 2715227427 2 4 130611427 + 14650440525 y2 — 11208881628y z + 397913045 y +
425314355%:2 69216894252 —177324412% 4 2557142332% 43 —2272071212% 42 £ 412532684125 y2 + 15479252725y 22 — 3413222265y 2 —
103617637x%y — 423115432°23 4 99691561522 4 39562669x% 2 — 737849125 + 59785830824 y* — 68825154624 y3z 4 111274027243 4
39959711824 y2 22 —68523539724 42 211701207024 42 —99199674 2% y 23 +4897923937% y22 43416112824 yz — 4590940124 y 41678166224 24 —

18267341124 23 4 589115642122 4+ 6478612324 2 — 343042 4110534471923 45 — 154548425023 y4 2 — 27709498223 y* + 94537949623 3 22 —
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844131976233z + 5489135823y — 238816384233223 4+ 103016073823 y222 — 6467876123y22 — 12401268723 y2 + 3540371123 yz4 —
53779808823 y23 +33572304023 yz2 427178342623 y 243178634623 y— 607745223 25 4+ 9204237423 24 — 14167727323 23 — 11955890923 22 +
1232173823 24 49001842° 4134346983522y —179966755022 y° 2 —66473311322 45 +108186687922 y* 22 —94535313022 y* 2+10546144722 4% —
34815592622 3 3 4120782125022 4322 — 603734462243 2 — 15897169622 y3 4+ 8591617822 y2 2% — 5446942682232 23 + 839068224252 22 4
4153023672242 242461166722 y? ~1255948822 25+ 6455196322 y 24 —63071145222 523 —18128153022 22 +1921211622y 241173170622 y+
23813442226 —2286204422 25 418896380222 24 —4143793322 23 —6493343822 224801019222 24 35578812 48902206322y T —11196049432y6 z—
2818052612y 4 556036069y° 22 —6404610262y5 2 —1007707882y5 —1392916692y* 23 +696042475 2y 22 —349202696zy% z+45088116zy% +
44399175243 24 —2112146782y% 2% $9026738182% 22 4 3995513822y 2 — 20805544 2y 3 —94632447y2 25 —6799012242 24 —421313491 242 23 —
1879293952y 22 + 348044002y? 2 — 88122682352 + 11574847y2® — 179841562y2® + 80012705zy24 — 111161388zyz3 — 64591902zyz2 —
31298580zyz + 2858828zy — 24385672 + 8025656725 — 932124022% 4 49847522724 + 28630728223 — 12636620222 — 34894381z —
572272z + 2333931895 —207596994y” 2 4 366556307 + 127147350y 22 — 22333168536 2 — 4042393645 + 4249932y 23 + 768908435 2% —
210507576y° 2 +53323800y° —13433591y% 24 + 1427262944 23 +376691790y% 22 4 5346140y 2 4+ 37633384y* + 10175843 2° +330595y° 2% —
38765642y°% 23 —861934383° 22 +47457244y% 2 -6038128y3 +2988108y2 26 — 10099408 y2 =5 —66122204y2 24 $32783931y2 23 —60375547y2 22 —

1529049242 2 — 736932432 — 757432y7 + 957340y 28 + 3211444y 25 + 6147837y % 4 10651092y23 + 8207258y 22 — 14917940y — 1144544y +

11065625 — 158665627 + 1660454426 — 2648542425 4 179243082% + 862943623 — 533050322 — 572272z .

e Surface SPPG de type 2

La surface SPPG de type 2 suivante est de bi-degré (2,1).

Pi(z,u,v) = 2°—142u+v—uv—2u?+ v
Py(y,u,v) = y* =24 u—v—uv+2u®+ 2

Py(z,u,v) = z—=3 —u+2v—uv+u?+ 3
Sa matrice T'(z,y,z) associée est donc d’ordre 4 i coefficients non linéaires.
(—13+5y2+3:-— 18 -3z -8y’ +:+416 —3z3 -8y +2+16 —4z®— Ty +62)
323 — 4> - 2: 45 —T23 —y? +3: 47 -28 15

=5(z3+y* - 3) B +3y° —4:-10 —423-Ty? +6z+9 -21

\ 723 y?4+3: 2342218 16 5
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Puis, les polynémes P, P,, P; étant respectivement de degré 3,2,1 en z,y, 2,

I’équation implicite est au plus de degré 12 en z, 8 en y et 4 en z.

f(z,y,2) = 832212 + 3024z%2 — 3152z°z — 1088z° + 2988z6y* — 7048z5y2z + 2323225y? +
39522622 — 138002°%z + 328425 + 51123y® — 2909z3y*z + 10408z3y* + 4232x3y222 — 24402z3y%z +
59431z3y? — 18122323 + 101242322 + 30211232 — 22045023 + 147y — 399362 — 965y° + 703y*22 —
3616y*z + 22127y* — 696y%23 4 5796y 2% — 7855y°z — 57289y2 + 2522% — 158923 — 732822 4 527032 —
11911 .

o Surface SPPG de type 3
La surface SPPG de type 3 suivante est de bi-degré (2,1).

P(z,y,z,u,v) = —z+2—uz—v—uv+u’+2u
Py(z,y,z,u,v) = y+1+u—v—uv—u’yz+uv

Py(z,y,z,u,v) = —1—u+v—vz’+2uvr —uv

Sa matrice T'(z,y,z) est d’ordre 4.

( —z22 4y —yz 222 + zy23 — 3zyz —2z%yz + 4zyz y(zz —1)
—y+ 23+ 222 —2z2 -5z —2yz3 —yz?  42ry+2z+42y-—1
+yz—2z2+2+42
222+ 2zy+ 222 -3z —z:? 4 2z2 42z — 2y2? —2zyr— 2z — y2 4 yz z(2yz? —y+:z)

+yz2—y—22+41 +y+23422-2-1 2332241

zyz3 — zyz — 2yz3 —2z%yz +4zy:z —2zyz* 4+ zyz + 2z y:(z +2)

—yzl 4 yz 4y - 22 +22y + 2z + y2t — y2? —yzr—y-—1

—yz—22-1

—r22 - 2yz2 4y 22 +4zy—z -y 2rz + 4z + 2y:3 —4ry: —2r + yz+1

\ -3 - 222 —y:+:2—2-2

Puis, les polynomes P;, P,, P; étant respectivement de degré total 3,2,1 en z,y, z,
I’équation implicite est au plus de degré total 24 en z,y, 2.

f(:l), y, Z) = 32:7y3 23+ 1617y2 x"’-{d}?zcy4 23 +1626y3 2° —18416313 22 —{8:6y312+8:6y22’ +2416y2 23 —212:6342:2 -

32:6y2x+ 1628 yz2 —8026 yz— 1628 ¢ 161'5‘;;4 2% —1522° v 23 —eaz® vt 22 —8z® y3 27 +162° y3 8 —84z® y3 25— 722 y3 24 447255 y3 23—
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28:5y322 —4:5;(2:6 -{-20.151/2 25 —1342° y2 24 --112::5312 23+83625 y2 22 +152z‘5y21+ 16::.'5342-0»81"“'34:4 —64351/:3 —48:5yz2 +424:5yz+
32:514-8:5:24-16::5:-{-96:5 —8x* y4 81624 3,44 27-l-16:r4 y‘ 26 —e814 y4 257224 y‘ z4+304:‘ y4 z“’-f-IOQ:r:*y4 22 -0-32:1:4 y4 z48z* y3 284
1824 y317 —92z* y3 28 + 188z y3 P +26z* y3 P 60614y3 23 + 54624 y3 22 + 224:4y32+ 1624 y3 —2z* y2 27 + 37zt y2 25— 126:43/2:5 +
40574 y224 -0-2!)2:4 y2 23 —129724 y2 22 ~ 561t y2 z4 2874 y2 —azt yz6 + 1624 gzs —48zt yz4 +268z% y23 + 14474 y22 — 748z yz -64:43/ +
4224 4362427 — 48242 20024 — 4201210 46234428 4 72233427 _ 4823y 46 4 8423yt 25 4 5023yt o4 — 25223423 6234422 ¢
56:33,41-1:3 y3 2101023 y3 29 ~3243 y3 28 —423 y3 27 + 23623 y3 26— 18223 ya 25 + 15423 y3 24 +470x3y3 23 —73623 y3 22 —30013343:-
1223y% - 22%422% 410234228 — 60239227 — 87233226 4 340239225 — 310235224 — 140239223 4 945239222 — 21023522 — 1082332 4
10.1:33127 -26:3y26 - 3413y25 + 186::3’3124 —.’304::.'33,:23 - 25213yz2 + 578::3yz+ 32:3y —8232% —gz3.4 + 242323 — 422322 + 56232 +
20013+412y4 212 +522 y4 210 +2422 y‘ 295422 y“ 816222 vt z7+9:z2 y4 2645022 y4 254922 y4 24 49622 y4 22 ~5222 y4 22 —2822 y4 z—
822yt 44223211 $102243210 446274329 41302243 28 — 66223327 — 48222 y% 26 — 12223325 41005253 4 — 96225323 4 28022% 22 4
2612y32 + 21‘2y3 - 21‘2112210 + 412y2:9 + 5212 y2 28 + 2l79::23,(2z7 + 10:2y2z6 — 53622 y2 25— 171:23;224 + 16($.z2g;223 - 35812y2 22 +
19012y2z+ 79:2y2 —2.1:2y29 __312y28 + 13:2yz7 +8412y26 + 29:2y25 -212.1'23124 + 151:2y13 + 24312yz2 —200:2yz+8:2y+.212z7 +
101216+2012 z5+12 24 3622 23 + 191222 —32r22-10512 —lszy4 212 —4:y4 211 -|-20::y4 310—32’::;/4 29 -{»2::3;4 28 + 126:y‘ 27—361y4 26—
ld!:y‘ 25 «}»281:9/4 24 + 761y4 23 -i~8;r:y'1 22 —24.1'3,(4 z4 6.13,44 +11y3212 —lezyazu -—ryazlo —32.1:y3 29 —124:y3 28 + 9:y3 27 + 3331‘y3 28 +
23:y3 25 —2241343:‘ —18:y323 —201y322 + Jszysz + 8:1:312 11 —2$y2210 —32:y219 - 141:y228 - 188xy227 - 27::;(2z6 + 359:y2 25 +
150::34224 —71::3/2 23 -0-63.13;2 22 —462y2z —17:y2 +4:ryz]0 +41y29 - 10::347.8 -58:yz7 -59xyz6 -nyzs +11 7:ryz4 —37zy23 -1 l4zy22 +
237yz—102y—3228—13227—25220 — 1422543224 418225 322 49z 24282434 213 41641 212 427y4 211 _16y%4 210 46yt 29 415y4 28
a1ytaT — 10 _a1yta5 _oytat a2y 1o Syt gy 3,18 123,12 4 g3 01, 3653210 _ 924329 _101y328 +61y327 +43y3:6
9y315 +9y314 +2y312 —2y3z-4y2 212 —4y211] + 41y2210 + 15g219 —35y2zs +23y2:7 +91y216 —25y2 25 -58y2 24 +2y223 —2y222 +
11

10 3

yzz-Qy: —6yz —7y29—28y28—8y:7+11y26—y25—26yz4+4y23+20y22+yz+2y+29+428+6z7+10z6+325-z‘—3: -z=3.

Insuffisance de la méthode

Néanmoins, une application directe de la méthode de Dixon conduit pour les

exemples suivants a un déterminant identiquement nul.

Absence de monémes en u? | Polynémes P, de bi-degrés différents

= 1+4u+v+ uv+ u2? r= l4+u+v—uv

y= uv—0v?-2u Y 2—u+4v—3uv

3 — u?v + uv? 2= =24u—v—2uv—u?+uv

Par ailleurs, les surfaces de degré total nécessitent souvent un traitement spécifique.
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En particulier, la surface de degré total 3 donnée ci-dessous ne pourra étre traitée

que par ’algorithme général du chapitre 5.

Degré total 2 (Surface de Steiner) | Degré total 3
z= l—-u4v+u?—2uv—1? z= —24u—v+utuv+2u®+uiv-13
y= =142u—v+2u’+uv+? y= 1+4+u+2u?—uv—ud+2uv? + 3
2= 3—u—v—u®+2uv+ 2? z= —=1—u+3v+2u?+uv—uv+ 2uv?® + 203

Pour remédier a ces insuffisances, nous proposerons un algorithme général qui sera

décrit au chapitre suivant.

Algorithme

Nous donnons le programme Reduce correspondant a la méthode de Dixon décrite

dans ce chapitre.

%********************************************
% R1,R2,R3 sont des expressions rationnelles
% en les parametres u et v de la surface
%********************************************

PROCEDURE INITRATIO(R1,R2,R3);

BEGIN
PP1 := NUM(R1); QQ1 := DEN(R1);
PP2 := NUM(R2); QQ2 := DEN(R2);
PP3 := NUM(R3); QQ3 := DEN(R3);
P1 := X * QQ1 - PPi1;
P2 := Y * QQ2 - PP2;
P3 := Z * QQ3 - PP3;

END;

%********************************************

% P1,P2,P3 sont des polynomes en X,Y,Z,u,v '

%********************************************
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P

ROCEDURE IMPLICIT(P1,P2,P3);

BEGIN

MAX(DEG(P1,u) ,DEG(P2,u) ,DEG(P3,u));
MAX(DEG(P1,v) ,DEG(P2,v) ,DEG(P3,v));

n :

1) Determinant delta = F(u,v,u0,v0)
matrix F(3,3)$

F(1,1) := P1;

F(1,2) P2;

F(1,3) P3;

for j :=1 : 3 do

F(2,j) := sub(v=v0,F(1,j));
for j :=1 : 3 do

F(3,j) := sub(u=u0,F(2,j));
dt := det(F)/((u-u0)*(v-v0));

- - ———— - - -

Ord := 2*nx*m;

matrix TT(O0rd,0rd)$

for i := 0 : (2*n-1) do
begin
factu := coeffn(dt,u,i);
for j:= 0 :(m-1) do

begin
factv := coeffn(factu,v,j);
for k := 0 : (n-1) do
begin

factu0 := coeffn(factv,u0,k);
for 1:=0 :(2*m-1) do
begin

factv0 := coeffn(factu0l,v0,1);

72
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ii ¢
ij -
TT(ii,jj) := factvo;

2%mxk + 1 + 1;

mki + j + 1;

end;
end;
end;

end;

Equa := det(TT);
Eqf := factorize(Equa);
return(Eqf);

END;

4.6 Implémentation en calcul numérique

Les exemples donnés ci dessus montrent clairement que, pour des applications
numériques, ’évaluation de I’équation implicite sous forme développée par un systéme
formel n’est pas réaliste et conduirait & des problemes d’évaluation numérique.

Il est préférable de considérer I’équation implicite sous la forme matricielle T'(z, y, z).
Les opérations a effectuer sur la surface seront ensuite converties en opérations sur la
matrice T et traitées par des techniques numériques matricielles.

En particulier, ces matrices T permettront de résoudre simplement le probleme

de l'inversion.

Place mémoire

Considérons une surface rationnelle de bi-degré (n,m). Son équation implicite sera
au plus de degré total N = 2nm et aura donc au plus C,3 = (N + 1)(N + 2)(N + 3)/6

termes en r'y’z*. Le stockage de I’équation implicite sous cette forme conduit & un
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encombrement mémoire en N3.

Chaque élément de la matrice T associée & cette surface rationnelle est linéaire en
,y,2. Le nombre total de termes de la matrice T sera donc de 4N?2, ce qui conduit &
un encombrement mémoire en N? pour le stockage de ’équation implicite sous cette
forme.

Néanmoins, pour les surfaces de bi-degré peu élevé ((2,2), (2,3)), 'encombrement

mémoire est inférieur sous forme développée, comme le montre le tableau suivant :

(n,m)| N | C¥,s | 4N? | Cas polynomial

(2,2) | 8 | 165 | 256 184
(2,3) | 12 | 455 | 576 405
(3,3) | 18 | 1330 | 1296 894

(3,4) | 24 | 2925 | 2304
(4,4) | 32 | 6545 | 4096

La derniere colonne correspond au nombre de termes de la matrice T(z,y,2) a
stocker dans le cas polynomial. Nous verrons en effet, grace au tables formelles, que
dans ce cas, nous pouvons réaliser une économie non négligeable en cofit mémoire et

calcul (en moyenne 38 % dans les cas étudiés).

L’inversion

L’équation implicite sous forme développée ne donne aucune information sur
la question de l'inversion. Cependant, nous verrons au chapitre 6 que la matrice
T(z,y,z) associée a une surface permet de résoudre simplement le probléme de

'inversion par résolution du systéme

4.6.1 Table formelle

Pour des applications de type CAO, la matrice T doit donc étre construite & partir
des coefficients A;j, B;; et C;; de la SPPG. Chaque coefficient T} de la matrice T est
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une somme de déterminants (pq, rs,tu) (cf. notations du paragraphe 4.3) définie par
la formule (27) et les relations (28).

Nous construisons donc, pour chaque bi-degré (n,m), une table formelle qui fournit
la liste des déterminants (pq,rs,tu) concernés.

Ces tables seront utilisées pour les applications numériques de la derniére partie
ainsi que pour les discussions concernant les cas dégénérés (déterminants identique-

ment nuls) du chapitre suivant.

Algorithme de calcul de la table des (pq,rs,tu)

<& Algorithme simplifié

POUR chaque 1,J,K,L FAIRE
DEBUT
Détermination de tous les sextuplets (pq,rs,tu) définis par la formule (27)
Réduction des sextuplets obtenus :
Réductionl : SI deuz colonnes d’un sextuplet sont égales ALORS
Suppression de ce sextuplet
Réduction2 : SI deuz seztuplets sont égauz d@ permutation prés ALORS
SI permutation paire ALORS
Suppression des deux sextuplets
SINON
Addition des deux sextuplets
FIN

< Structures de données utilisées (language C )

typedef struct DET {
int indic;
unsigned char d[3][2]; /* determinant (pq,rs,tu) */
DET *suiv;
} DET;

typedef struct COEF {
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int eff;
DET *pt det;
} COEF;

N = 2nm /* Surface de bi-degré (n,m) */
COEF table[N][N];

<& Algorithme complet

( Variables locales : )

DET tabdet[Max]; (calcul et mise a jour de chaque element de la table)
int eff, effreel; (effectifs du tableau tabdet)

( Algorithme : )

POUR L=0 JUSQU’A 2m-1
POUR K=0 JUSQU’A n-1
POUR J=0 JUSQU’A m-1
POUR I=0 JUSQU’A 2n-1 FAIRE { calcul de table[2n*J+I ,n*L+K] }
DEBUT1
eff <--0
RO = 1+I+K
POUR R=RO-n JUSQU’A I FAIRE { R=r+r’ }
DEBUT2
vall <-- MAX (O,R-n) { r >= 0 et r’ = R-r <= n ==> 1 >= R-n }
val2 <-- MIN (n,R) {r<=n et r <=R }
POUR r=vall JUSQU’A val2 FAIRE
DEBUT3
SO = 1+4J+L
POUR S=S0-m JUSQU’A L FAIRE { S=s+s’ }
DEBUT4
val3 <-- MAX (0,5-m) { s>=0 et s’=S-s <=m ==> s >=S-m }
val4 <-- MIN (m,S) { s<=m et s<=S }
POUR s=val3 JUSQU’A val4 FAIRE
DEBUTS
SI "les colonnes sont 2 a 2 distinctes" ALORS { sinon ne rien faire }
DEBUT6 { remplissage de tabdet[ ] }
tabdet [eff].d[1][1] <-- r
tabdet [eff].d[1][2] <-- s
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tabdet[eff].d[2][1] <-- R - r {= r’ }
tabdet [eff].d[2] [2] <-- SO-S {= 1+J+L-(s+s’) }
tabdet [eff].d[3][1] <-- RO-R {= 1+I+K-(x+r’) }

tabdet [eff] .d[3][2] <-- S-s =3’}
{ initialisation pour Reduction_2 : }
test <-- 0

trouve <-- false
TANT QUE (test < eff) ET (trouve = false) FAIRE { Reduction_2 }
DEBUT7
SI (tabdet[test].indic > 0) ET
(tabdet[test] = tabdet[eff] a une permutation pres) ALORS
DEBUTS
SI "permutation paire" ALORS
tabdet[test].indic <-- tabdet[test].indic +1
SINON { "permutation impaire" }
tabdet[test].indic <-- tabdet[test].indic -1

trouve <-- true

FIN8

test <-- test +1
FIN7
SI trouve = false ALORS
DEBUT9

tabdet[ eff].indic <-- 1
eff <-- eff + 1
FIN9
FIN6
FINS
FIN4
FIN3
FIN2

effreel <-- 0
POUR test=0 JUSQU’A eff FAIRE { recherche de 1’effectif reel }
SI tabdet[test].indic > 0 ALORS effreel <-- effreel +1

{ Recopie de tabdet[] dans table[2n*J+I,n*L+K] i.e. }

{ creation d’une zone memoire de taille: effreel * sizeof (DET) }
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{ sauvegarde de tabdet dans cette zone m\’emoire }

{ mise a jour des champs de :

FIN1

Nous présentons en figure 4.2 la table formelle obtenue pour n = m = 2.

ab

1

v

u

uy

2
u

2
uyv

3
u

000110

000120

0002 10

000220 |

000120
001110

001120
100120

000220
001210

001220

100220

001120
002110

002120
101120

001220
0022 10

101220

002220 10

002120

20

table[2n*J+I , n*L+K] }

3
uv
002220 |

102220

0002 10
0001 11

0002 11
010210

0002 20
000121
001210
011110

000221
010220
001211
011210

001220
011120
002210
012110

00 12 21
011220
0022 11
012210

002220
012120

002221
012220

000220
000121

000221
010220

001220
001121
100220
100121

001221
011220
100221
110220

002220
012120
101220
101121

002221
012220
101221
111220

102220
112120

102221
112220

0002 11
000112

0002 12
010211

000221
000122
011210
021110

000222
010221
011211
021210

011220
021120
012210
022110

011221
021220
012211
0222 10

012220
022120

012221
022220

000221
000122

000222
010221

001221
001122
100221
100122

001222
011221
100222
110221

012220
022120
101221
101122

012221
022220
101222
111221

112220
122120

112221
122220

0002 12

010212

0002 22
021210

010222
021211

021220
022210

021221
0222 11

022220

022221

000222

010222

001222
1002 22

011222
110222

022220
101222

022221
11222

122220

122221

FIGURE 4.2 TABLE FORMELLE POUR n = m = 2.

De I'observation de ces tables, on déduit les deux remarques importantes suivantes.

REMARQUE 4.2 Une table formelle de bi-degré (n',m') peut étre considérée comme

une sous table d’une table formelle de bi-degré (n,m) avec n’ < n et m' < m.

REMARQUE 4.3 De nombreua éléments de ces tables formelles ne contiennent aucun
déterminants (pq,rs,tu) avec (p,q) = (0,0), de sorte que, dans le cas polynomial, les
coefficients Tf;' correspondants ne dépendront pas de z, y, z et seront des scalaires
uniquement déterminés par les coefficients de la surface (voir par ezemple la fig-

ure 4.1).
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Par exemple, pour n =

m = 2, nous avons hachuré tous les éléments concernés
par la remarque 4.3 sur la matrice donnée en figure 4.3, ot I’ordre des lignes et des

colonnes est celui des figures 4.1 et 4.2.

%Y

UHL

N
NN
R

NN

7

%%

FIGURE 4.3

Remarquons enfin, que malgré le nombre important de termes constants, le degré

8 est atteint. Il suffit pour cela de considérer les termes marqués d’une croix.






Chapitre 5

Vers un algorithme général

La méthode proposée au chapitre 4 permet d’éliminer deux variables affines entre
trois polyndmes de bi-degré (n,m). Cette méthode sera parfois appelée méthode du
bi-degré. Pour la description de la méthode, il a été supposé que tous les mondmes
étaient présents dans la paramétrisation.

Dans la pratique, ceci n’est pas forcément le cas. Considérons par exemple la

paramétrisation suivante :

bi-degré | degré total
= wl+u—-v+1 (1,2) 3
y= uww+v-—2u+3 (1,1) 2
z= u4uw—-2utv-2 (3,1) 3
(3,2) 3

e Avec les définitions du paragraphe 2.5.3, cette paramétrisation peut étre con-
sidérée soit comme une paramétrisation de bi-degrés (1,2),(1,1),(3,1), soit comme
une paramétrisation de degré total 3,2,3, avec, dans les deux cas, ’absence de
plusieurs monémes.

e Par ailleurs, 'application de la méthode du bi-degré a cette paramétrisation,
considérée comme une paramétrisation de bi-degré (3,2), ou de nombreux monémes

sont donc absents, conduit a un résultant identiquement nul.

81
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Pour pallier & ces inconvénients, Dixon a étudié dans [30] des méthodes d’élimination
permettant de traiter les cas suivants :

- degré total N

- degré total Ny, Ny, N

- bi-degrés (n;,m,), (n2,my), (n3,m3).
Cependant :

¢ la méthode consiste & construire le résultant & partir d’équations provenant
d’une part de la fonction §(u,v,a,b) et d’autre part obtenues comme dans la
méthode de Sylvester en multipliant les polynémes concernés par des monémes
u'v’ bien choisis; autrement dit, la méthode doit s’adapter a chaque cas parti-
culier et perd le caractére de généralité de la méthode du bi-degré décrite au

chapitre 4;

e la encore, ’absence de certains mondémes dans de telles paramétrisations peut
conduire a un résultant identiquement nul; en particulier, ’absence des monémes

de téte (cf. paragraphe 5.1.2) conduit & un résultant identiquement nul.

Dans ce chapitre, nous proposons une extension de la méthode du bi-degré a des

cas beaucoup plus généraux. Nous conduirons notre étude de la maniere suivante.

1. Tout d’abord, nous vérifions que le résultant obtenu par la méthode du bi-degré
(lorsqu’il n’est pas identiquement nul) coincide bien avec le résultant théorique.

Nous donnons pour cela la preuve géométrique de Dixon.

2. Nous reprenons ensuite I’étude des cas traités par Dixon, ainsi que d’autres.
Pour cela, chaque paramétrisation étudiée sera considérée comme étant de bi-
degré (n,m), ou n est le sup des degrés en u et m est le sup des degrés en v
intervenant dans les trois polyndomes définissant la paramétrisation. De nom-

breux mondmes seront donc absents de cette paramétrisation de bi-degré (n,m).
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3. Nous appliquons ensuite & chacune de ces paramétrisations la méthode du bi-
degré, de sorte que, le résultant obtenu sera souvent identiquement nul. Nous
examinerons ensuite la matrice T(z,y, z) associée ainsi que les tables formelles
introduites au chapitre 4 et chercherons & comprendre les raisons de la nullité

du résultant.

Des lignes ou des colonnes de la matrice T(z,y, z) seront dites liées si elles sont

liées dans I’espace vectoriel K[z,y,z]", od N est 'ordre de la matrice T(z,y,z).

4. Par ailleurs, nous discuterons des paramétrisations non fidéles, de leurs consé-
quences sur la forme des matrices T(z,y, z) associées et sur I’équation implicite
obtenue. Nous vérifierons également que les points de base ne contribuent pas

a 'apparition de facteurs parasites dans I’équation implicite.
5. Enfin, nous proposerons un algorithme général permettant de traiter tous les
cas étudiés de maniere uniforme.
Rappel des notations

Nous considérons dans tout ce chapitre une paramétrisation P\, P,, P; définie par

le systeme affine suivant et son systeme homogéne en u, v associé :

P(M,u,v) =0 P(M,T,U,V)=0
Py(M,u,v) =0 = P(M,T,U,V)=0
Py(M,u,v) =0 Py(M,T,U,V)=0

ou M est noté pour (z,y,z) et ou les P, sont des polynémes de Klz,y,2z,u,v]. Les
spécifications de degré ou de bi-degré sur ces polynémes concerneront les variables
affines u et v.

La variable A sera parfois omise et les coefficients des polynémes P;(u,v) seront
considérés comme des indéterminées que I’on appellera respectivement A;; pour P,
B;; pour P, et C;; pour P3. On notera Z[A; B; C] 'anneau Z[{Ai;}; {By}; {Ci})s
c’est-a-dire I'anneau des polynémes a coefficients entiers dont les indéterminées sont
les Aij, Bij et C;;.
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La fonction générale de Dixon &, est définie par
1
(u —a)(v —1b)

ou A est le déterminant donné par I’équation (21) dans le chapitre 4. De 6, on déduit

60 = AO

deux fonctions duales é; et &,. La plupart du temps nous utiliserons la fonction § = 6,
définie par :

Py(u,v) Pi(u,b) Pi(a,b)

Py(u,v) Py(u,b) Py(a,bd)

P3(u,v) Ps(u,b) Ps(a,b)

Plus généralement, nous reprenons toutes les notations et définitions du chapitre

0(u,v,a,b) =

(u—a)(v - b)

précédent. Rappelons maintenant un résultat utile pour le paragraphe suivant.

Courbes de bi-degré et points multiples

Considérons une courbe plane algébrique de bi-degré (n,m), c’est-a-dire définie
par une équation
n m . .
flz,y) = ZZQM 2y’ =0 avec anm #0.
1=0 j=0
L’équation homogene associée, de degré n + m, est donnée par :
n m
F(W,X,Y)=3 "> a;; X' YIWrtm—i=i =,
1=0 j=0
Les points & I'infini (0,1, 0) et (0,0,1) sont solutions de cette équation homogene. En

effet, W = 0 conduit & F(0,X,Y) = apm X*¥Y™. On a donc le résultat suivant.

PROPOSITION 5.1 Toute courbe algébrigue plane de bi-degré (n, m) admet deur points
multiples a l'infini : un point de multiplicité m en (0,1,0) et un point de multiplicite
n en (0,0,1).

Ainsi, les courbes planes algébriques de bi-degré s’intersectent en les points a I'infini
(0,1,0) et (0,0,1). De telles intersections seront dites triviales. On montre aisément

le résultat suivant.

PROPOSITION 5.2 Deur courbes algébriques f = 0 et g = 0, de bi-degrés respectifs

(n,m) et (n',m’) ont nn’ + mm’ intersections triviales.
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5.1 Meéthode du bi-degré

Nous reprenons la méthode du bi-degré et vérifions que le résultant de Dixon
coincide avec le résultant théorique lorsqu’il n’est pas identiquement nul. Nous don-
nerons et analyserons ensuite des exemples montrant les limites de cette méthode,

meme lorsque les polynémes P; sont tous trois de méme bi-degré (n, m).

5.1.1 Résultant de Dixon

Dans ce paragraphe nous supposons que le corps K est algébriquement clos. Si les
polynémes P; sont tous trois de bi-degré (n,m), la fonction § s’exprime sous forme

matricielle par :

1
S(u,v,a,0) = (1,...,a"" 0" ) T : (30)

u2n-1vm-—l

ou T' est une matrice carrée d’ordre 2nm & coefficients dans ’anneau Z[A; B;C). Le
résultant de Dizon Rp est le déterminant de la matrice T. Supposons que Rp ne soit
pas identiquement nul.

Le résultant de Dixon est un multiple du résultant théorique

Chaque coefficient de cette matrice T est somme de déterminants

qu Ars Atu
B Pq B TS B tu
Cpq Crs Ctu

(cf. paragraphe 4.3), de sorte que chacun de ces coefficients est homogene de degré
un en les coefficients de chacun des polynémes Py, P, et P;. Par suite, le déterminant
Rp de la matrice T est homogene de degré 2nm en les coefficients de chacun des
polynoémes P, P, et P;.

Il a été montré au chapitre 4 que si les polynémes P; ont une racine commune
en u,v, alors Rp = 0. Ainsi, Rp est un polynéme homogene de degré 2nm de

Z[A; B; C] qui s’annule chaque fois que les polynomes P; ont une racine commune en
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u,v, autrement dit, chaque fois que le résultant théoriqgue R des polynémes P;, P,,
P; s’annule. Ainsi, R étant irréductible dans Z [4; B; C], le résultant de Dixon Rp

est un multiple du résultant théorique R d’apres le théoréme 1.2.

Le résultant de Dixon et le résultant théorique coincident

Dans [30], Dixon montre que Rp est effectivement le résultant en vérifiant que Rp
et R sont tous deux homogenes de méme degré 2nm. Nous savons déja que Rp est
homogene de degré 2nm en les coefficients de chacun des polynémes P;. Montrons que
R est lui aussi homogene de degré 2nm en les coefficients de chacun des polynomes
P..

Pour cela, considérons deux quelconques des courbes planes algébriques de bi-
degré (n,m) définies par P;(u,v) = 0,7 = 1,2,3. Ces deux courbes de degré total
(n + m), s’intersectent dans le cas général en (n + m)? points d’apres le théoreme
de Bezout. Or, si l'on retire les n? + m? intersections triviales en les points a l'infini
(0,1,0) et (0,0,1) (cf. proposition 5.2), ces deux courbes ont, dans le cas général,
2nm intersections non triviales (T, U, V).

Si par exemple, P3(u,v) = 0 est la troisieme courbe, considérons I’expression

2nm

rs = ] Ps(Te Ua, Var)
a=1

qui est nulle si et seulement si le systéme P, = P, = P, = 0 admet une solution
commune non triviale.

En effet, rj est un élément de K'[C] = K[{C;;}]. Apreés spécification des coefficients
Cij dans K, 'expression 3 s’annule si 'une des intersections (T, U,, V, ) est zéro de
Ps. Réciproquement, si 73 = 0, I'un au moins des Pg(Ta,Ua, Vo) est nul pulsque K
est integre. D’ou le résultat. '

Autrement dit, r3(C') € K[C] est le résultant R = R(A, B, C), aprés spécification
des coefficients A;; et B;; dans le corps K, d’apres la minimalité du degré du résultant
en les coefficients des P;.

L’expression r3 est homogene de degré 2nm en les coefficients du polynome P;.

Un raisonnement analogue pour les polyndémes P; et P, montre que le résultant R est
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homogene de degré 2nm en les coefficients de chacun des polynémes P;, ce qui prouve

que Rp est bien le résultant du systéme (Py, P,, Ps).

5.1.2 Limites de la méthode

La méthode du bi-degré peut conduire dans de nombreux cas & un résultant iden-
tiquement nul. En particulier, si le nombre d’intersection aux points & I'infini (0,1,0)
et (0,0,1) est supérieur n? +m?, le résultant de Dixon sera identiquement nul [30,21].
Si les polynémes P; sont de bi-degrés différents, s’il manque des mondémes dans la
paramétrisation, la méthode de Dixon ne s’applique pas directement, car elle con-

duirait & un résultant identiquement nul.

Absence des monémes de téte

L’absence des mondmes de téte u™, v™ et u™v™ produit un résultant identiquement

nul.

REMARQUE 5.1 Un mondme uPv? est dit absent de la paramétrisation Py, Py, Py st
le vecteur pg défini par
Apqg
Pg = | By
Chg
est nul.

Considérons par exemple une SPPG de bi-degré (2,2). Sa matrice T(z,y, z) as-
sociée doit étre d’ordre 8. Cependant, I’'observation de la table formelle donnée en
figure 4.2 montre que 'absence d’un et d’un seul des mondmes u?, v? ou u?v? dans
la paramétrisation conduit & une matrice T pour laquelle une ligne et une colonne
sont identiquement nulles. Apres suppression de cette ligne et de cette colonne, nous
obtenons une matrice carrée d’ordre 7 qui fournit une équation implicite de degré au
plus 7. Ensuite, si deux de ces mondmes (resp. ces trois mondmes) sont absents, on
obtient une matrice T' d’ordre 6 (resp. d’ordre 5), fournissant une équation implicite

de degré 6 (resp. de degré 5).
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Donnons I'exemple suivant d’une surface biquadratique dont la paramétrisation

n’a pas de termes en u?.

o Ezemple : absence de monémes en u?

z= uvl4uritutov+1
y= —2u®v+uv —v?
z= —uv+uv?+3
Sa matrice T'(z,y,2) est donc :
—y+2
( 0 z—-3 —(z2-3) v y-l(-sz 0 0 (0] \
2(y - 2 -2
2(z - 3) 0 (v—= z-3 0 Tty o YT
+3) -z+1 +6
-y 'I:: £-1  z-2 -1 -2 0 o
—r+
? 1 22 0 0 1 0 1
-2
0 0 0 0 0 o o o
-2 2 -2
S 1 YT 0 o
+6 -2:+3 +4
2
r-1 z - Tty y—2 -2 -1 0 -1
-3z2+46
z-3 0 Y 0 0 0 0 2 )

et son équation implicite est de degré 7.

f(.’L‘, Y, Z) = 163%y —32:%2 4 962° 4+ 245492 — 96xtys + 20820y + 962422 — 40024z 4 33624 4 122343 — 10023422 ¢
220:3y2 4 2482%y2? — 10482%yz 4 107253y — 1922%:3 4 11682322 — 2208232 4 129623 — 22y% 4+ 622ytz — 4zt — 122232 _
26:2143: + 126:2 ya + 6:2y2 23 + 20612 y2 22 - 972:23«2: + 100612y2 - 384:234:3 + 2236123;:2 — 401612 yz + 2132:211 + 216:2 4~
160022 23 + 41602222 — 467212; + 22802 + 2zysz - 4:y5 - H.ty‘ 22 + 4l:y4z - 13:y‘ + 36:y323 - 96:y3 22 - lllzysz + 313:y3 -

40zy2 24 — 3729223 4 127529222 — 32472422 + 2329292 + 162y2® + 300zyz* — 30882y 23 + 9466zyz2 — 12080zyz + 55852y — 230225 +
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2202z2% — 807622% + 13940222 — 1047872 4 15542 — 46 — 4522 4 10352 — 85 4 8y4 23 — 55y2 22 4 7742 + 294 — 254324 4+ 1654323 —
2803322 4 332 + 19033 + 38y225 — 242924 4 3055223 4 8559222 — 2275422 + 133592 — 28y2z8 + 140yz5 4 378yz% — 4132923 ¢

11288y2? — 13432y + 6026y + 827 — 825 — 639:° 4 473124 — 1571823 + 2851822 — 279872 4 12087 .

Faux bi-degré (n,m)

o Fauz bi-degré (2,1)
Considérons la paramétrisation suivante de bi-degré (2,1) d’une SPPG de type 3.

Pl = —u2v+u2—8uv—3u+5v—x—3y+z+9
P2 = 2u2v—2u2——7uv+u—v—y—2z—2

Py = vo—u?—-2w4u—v—2-2

La méthode du bi-degré conduit pour cet exemple & un déterminant identiquement

nul. En fait, on peut observer que la paramétrisation donnée s’écrit :

P= Q:+3Q;-Qs Q1= —w+utv—z+1
P,= Q;+2Q3 avec : Q= —3uww—u+v—y+2
Ps= Q3 Q= vv—u?-2uwwtu—v—2z-2

ou les Q; sont linéairement indépendants.

Ainsi, la paramétrisation initiale est en réalité une paramétrisation de bi-degrés
(1,1), (1,1), (2,1) qui sera étudiée au paragraphe suivant. Les deux paramétrisations
(P1, Py, Ps) et (Q1,Q2,Q3) définissent le méme ensemble paramétré et conduisent

toutes deux a la méme équation implicite :
f(z,y,2) = 123-62%y+322:—1522+2y?— zyz+16zy+2224+92—y? —3yz—26y+422+112431 .

Plus généralement, si (P, P,, P3) est une paramétrisation d’une SPPG, toute paramé-

trisation de la forme
P

(63 P] + P2
APi+uP,+ P
définit la méme surface SPPG. Ainsi, les équations implicites correspondantes seront

donc égales (a un facteur multiplicatif pres).
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5.2 Bi—degrés (’I’Ll, ml), (ng, mg), (n3, m3)

5.2.1 Analyse

Supposons maintenant que les trois polynémes P;(u,v), 1 =1,2,3, soient respective-

ment de bi-degrés (n;,m1), (nz,m3), (n3,ms). Le polyndéme 6(u, v, a, b) sera donc de

degré :
degré de 6
Maz(ny +ny —1,n; +n3 — 1,ny +n3 — 1) en u
Maz(m; —1,my —1,m3 — 1) en v
Maz(n, —1,n; — 1,n3 — 1) en a
Maz(m; +ma—1,m;+mz3—1,my+m3—1)| end

de sorte que le nombre de lignes et de colonnes non identiquement nulles de la matrice

T sera tel que :

Nblig < Maz(nq,ny,n3) X Maz(my 4+ mq, my 4+ mg, my + m3) (31)
Nbcol < Maz(ny + na,ny + na,np + n3) X Maz(m;, my, ms) (32)

REMARQUE 5.2 Les inégalités s’ezpliquent par le fait que chacun des coefficients T,';’
de la matrice T est somme de déterminants (pq,rs,tu), comme il a été vu au para-
graphe 4.3, pourvu qu’aucun des vecteurs concernés py, ¥ et tu ne soit nul. Cepen-
dant, si deuz quelconques de ces trois vecteurs ont deur mémes composantes nulles,

le déterminant (pq,rs,tu) sera nul (cf. ezemples ci-dessous).

Remarquons par ailleurs que, dans le cas général, la matrice T' ne sera pas carrée.
Il suffit par exemple de considérer une surface de bi-degrés (2,1), (1,3), (3,1) pour

laquelle on obtient :
Nblig <3 x 4=12 et Nbcol <5 x 3=15.

Le nombre de lignes Nblig est en fait le nombre d’équations, tandis que le nombre

de colonnes Nbcol est le nombre d’inconnues. Pour de telles surfaces on peut donc
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s’attendre a ce qu’un certain nombre de lignes ou (et) de colonnes ne soient pas
linéairement indépendantes (voir Pexemple 2 ci-dessous).

Autrement dit, la méthode du bi- degré telle quelle n’est pas applicable.

Par ailleurs, un raisonnement analogue a celui décrit au paragraphe 5.1.1 permet de
voir que le résultant théorique R du systéme (P,, P;, P3) est homogene de degré

nz m3 + n3m, en les coeflicients A;; de P,

n1m3 + nzm, en les coefficients B;; de P,

n1my + namy en les coefficients C;; de Ps.

Ainsi, puisque chaque élément de la matrice T reste au plus linéaire homogeéne en

les coefficients de chacun des P;, le rang r de cette matrice vérifiera :

r 2 Max(nim; +n;m;) pour 1 <i,7<3 et i#j. (33)

5.2.2 Etude de quelques exemples

o Bi-degrés différents. Exemple 1

Considérons la paramétrisation suivante de bi-degrés (1,1), (1,1), (2,1).

—uv+ut+ov+1
—Suv—-—u+v+2

uv—u? —2uvtu—v-—2

T
y

>
<~

Sa matrice T'(z,y,z) associée comporte 4 lignes et 3 colonnes non identiquement

nulles.

-2y + =) -23x—-2z-T7) 4=z-1) 0
-5r+3y—2:-5 r—-y+11 -4 0
—z+y-—1 Jr—y+1 —4 0
z—y+1 -3z+y-1 4 0
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Cependant, un examen rapide de cette matrice montre que les lignes 3 et 4 sont
opposées, ce qui signifie que les équations correspondantes issues de § sont liées. Nous
pouvons expliquer la dépendance de ces deux équations, grace & la table formelle
associée a une SPPG de bi-degré (2,1) :

1 u u?

00 01 20 [ 00O 11 20
1|00 01 10 00 21 20
00 11 10 | 00 21 10

00 01 21 |01 11 20
b |00 01 11 01 21 20
01 11 10 [ 01 21 10
00 11 20 [ 00 21 20
a | 00 01 20 10 21 20
10 01 20 | 10 11 20
00 11 21 |01 21 20
ab | 00 01 21 11 21 20
10 01 21 | 10 11 21

Chacun des déterminants (pg, 21, 20) est nul d’apreés la remarque 5.2, ce qui permet
de vérifier que la derniére colonne est identiquement nulle.

Comparons ensuite les deux derniéres équations. On vérifie que, d’une part les
coefficients Cyg et C,; se mettent respectivement en facteur dans la troisieme et la
quatrieme ligne, et que d’autre part, aprés simplification par Cy et Cyy, les équations

restantes sont égales. Détaillons par exemple la premiére colonne :

Aw Aar O A A
(00,01,20)= | Boo Bo; 0 |= Cyo B°° B°1
Coo Co1 Cao 0 T

Ao Aor O
A A
(00,01,21)= | Byy By 0 |=Cy | 2% 01
Boo B

Coo Co1 Cn

Autrement dit, on a la relation :
CQ] .L3 -—Cgo .L4 = 0

ou Lj et Ly sont les lignes 3 et 4 considérées comme des éléments de ’espace vectoriel

K[z,y,z]°.

Ainsi, le rang de la matrice T est < 3. Par ailleurs, la relation (33) montre que le

rang de la matrice T est > 3. D’ou le résultat suivant.
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PROPOSITION 5.3 L’équation implicite de toute surface rationnelle de bi-degrés (1,1),
(1,1), (2,1) est de degré 3. Ce résultat est identique pour n’importe quelle position

de lindice 2 parmi 5 indices 1.

Pour l’exemple traité, nous obtenons I’équation implicite de degré 3 :

f(z,y,2) = 72° —62%y + 322z — 1522 + zy® — zyz + 162y + 222 + 9z — y* — 3yz —
26y + 422+ 112 + 31

® Bi-degrés différents. Exemple 2

Considérons maintenant un exemple plus compliqué. La paramétrisation donnée
est de bi-degré (2,1), (1,3), (3,1).

= wWtuw—u—v+1
y= uvd —uv4u—ov?42
2= v —w—-—uww4v-1

Les relations ci-dessus donnent Nblig < 12 et Nbcol < 15. En fait, la matrice
T(z,y, z) associée comporte 11 lignes et 12 colonnes non identiquements nulles (pour

des raisons analogues a celles données précédemment).
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L’observation de cette matrice montre que les colonnes 2 et 6 sont liées, de sorte
que le rang de la matrice T est < 11. Par ailleurs, la relation (33) montre que le rang
2 10, ce qui ne permet pas de conclure. En fait, le rang de cette matrice T est 11 et

nous fournit une équation implicite de degré 11.

f(:t, Y, z) = 64210 — 642947 4 2562%y + 64292 — 123229 — 64282 + 89628y2 + 192282 ~ 366428y — 1328282 4 910425 4
115227 y2 2 — 416027 y? — 642722 — 390427 yz + 1700027y — 1125722 4 1039227 2 — 3293727 4 5762543 4 2.‘;636y2 22 —6016:642: 4
606442 42170425y — 3161228y — 162523 4 11522622 — 4080328 2 4 6237225 + 6402532 — 2144253 —21122542:2 4 106722522 4
1042552 4 2562522 + 44722522 — 465322%y2 + 2358425y — 1122523 — 83017522 + 82851252 — 6444525 4 6424 y22? - 2272:‘1,,3: +
491224y — 320244223 4 57282442:2 — 621654 y2: — 16332242 4 162 ys? — 152283 — 1682828 ys2 4+ 4736058 y1 4 21230x%y -
325424 — 94754 2% 1239992422 — 9231954 2 4 2004824 — 6282344 — 1922343122 4 50722353 2 — 2000343 + 1632235223 — 7664x3y222 —
1404423 y% 2 41809623 y2 — 27223y 2t — 257223523 4 2769623 22 + 221823y 2 — 4159923y 4 8% 25 44532324 4+ 71102523 — 346672322 4

413832% 24167402% ~30422y% 2 484822y 4 —12822 % 22 — 128223 22 ~ 3600223 1 —235222 43 41282252 24 — 22402232 23 4 675622 224

2090022 y2 2 —309622y2 — 3222 y25 + 21222y 24 4 796422 y23 — 2524622 y22 — 3857922 yz 42161152y 4 552225 — 6982224 — 142492223 4

-y T4y —2(z+y \
( —z42 -z -1 —3 r4 z z4+1 z+ 2z 0 —(z + 2) (_3) 1] (1] 2(y~-2)
x4z T+ 2z —(z+ 2 —(B3z 4+ 2
-1 1 - 0 -2 - 0
+1 +1 *t 1y -2 —2) ° A==

r4z 0 142 A 0 Gtz -2 0 -2 2(z—1) 2 2
+1) —2)

—(z + 2) ) -1 0 0 0 0 o 0 2 0 o

(1] T4z T4z 1 —(x+ 2) 1 0 -1 2(y—-2) 0 (1] -2

T4z 0 2y—3 (3 +: 0 2ty -3 2(z —1) 0 0 2 2
—2) -2)

0 0 8z 42 -2 0 -3 2z 2 2 2 -2 0

—2)

0 o ) 0 0 2z —1) 2 0 2 -2 o -2
2(y—2) —2(z-~1) -2(‘;:“ -2 2z —1) 0 2 2 2 0 -2 0
—2(z —1) -2 -2 2z 2 2 2 -2 ) -2 0 o

\ 0 0 2z —1) 2 0 2 -2 0 -2 0 0 0
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2615322 2241232222 2-1720522 + 2082y 22 4 5122y% 2 —10082y* + 6473 23 896293 22 272243 2 4 62882y3 — 28052 24 +17882y2 2% —
880zy222 — 83082y? z — 1530422 + 1282y25 + 212zy24 — 77582y 23 4 96592y22 + 251382y + 141752y — 15228 — 217225 + 188224 +
13520223 — 7854222 — 1777422 — 38342 + 1285 — 169% 2% — 2725422 — 464yt s — 848yt + 324724 + 3525% 2% + 1084y°22 + 2864532 +
2080y% — 24y72° — 18432 2% — 24843223 — 58284222 — 671632z — 1588y + 8y26 4 562> + 820yz* + 6923y:3 + 732322 + 6219yz —

629y — 27 — 926 — 7625 — 105424 — 833223 — 516222 — 2220z + 857

o Bi-degrés différents. Exemple 3
La paramétrisation suivante est de bi-degré (2,2), (1,2), (1,1)

z= uh? —utv+ Wl tuww—u+202+v+1

y= wv’—2uv+4u—20%—2—2

z uv4u—v-—1

de sorte que Nblig = 8 et Nbcol = 6.

( -z -z -2(z+y+1) —4r—-4y+2-3 z+3z+2 4(y+2) -y-2 0 O
—8z — 5y —2 —2(2z+4+2y+2+4+4) z4+2y—-2-1 22-52-5 -—-y+6 =—2(y+3) 0 0
-3z-4y—-2-6 2(z-12) -y =-2z-2 2z-7 6 -6 00
2(z+1) 2 2z -2 -2 -4 0 0

-y + 2z 2(z+1) 2y+ 2245 -2-3 -4 0 0
20y—z+1) -2(2z+1) -4y -5z =13 2z+1 9 0 0 0
-y—22-4 2(z-1) 2y + 4z + 11 -z4+7 -6 -3 00

\ 2z +1) 2 -z2-3 -5 1 2 00

La matrice T'(z,y, z) associée comporte effectivement 8 lignes et 6 colonnes non
identiquement nulles. Il n’apparait aucune liaison apparente & priori entre les différentes
lignes. Cet exemple sera convenablement traité par I’algorithme général donné plus
loin.

o Faur Bi-degrés (n;,m;)

Nous ne donnons pas d’exemple, mais les remarques concernant le faux bi-degré

(n,m) faites dans la section précédente, s’appliquent bien sir encore ici.
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5.3 Degré total N

5.3.1 Analyse

Considérons maintenant le cas ou les polynémes P; sont tous trois de degré total
N. Le résultant de ces trois polyndmes est donc de degré N? en les coefficients de
chacun des polynémes P,.

L’application de la méthode générale (c’est-a-dire en utilisant la fonction 8) con-
duit & une matrice T carrée d’ordre 2N? — N. Cependant pour N > 3, les 2N? — N
équations issues de 6y ne sont pas linéairement indépendantes. Dixon propose donc de
construire le résultant par formation de 2N (N —1) équations obtenues en multipliant
les polynémes Py, P, et P; par les 1N(N — 1) mondmes en u,v de degré < N —2
(voir méthode de Sylvester) et en ajoutant & ces équations les $N(N + 1) équations
provenant de &y et correspondant aux coefficients de a*b' tel que k +1 < N — 1, les
autres équations provenant de &, n’étant pas linéairement indépendantes des équations
précédemment formées.

L’utilisation de 6; ou é, simplifie la méthode et conduit & une matrice carée d’ordre
3N(3N —1) au lieu de 2N? — N. Néanmoins, le probléme des équations lices reste
pour N > 3.

Par ailleurs, '’équation implicite d’une surface rationnelle de degré total N est N?
[21]. 11 suffit pour voir cela de compter le nombre d’intersections d’une droite avec la
surface grace au théoreme de Bezout. Si la droite est définie comme intersection de
deux plans d’équations a; X + 3;Y +v; Z + 6; W = 0 pour i = 1,2 , 'intersection de

cette droite avec la surface conduit apres substitution au systeme
{ a1 ¢1(w, ) + By 2(u,v) + 71 3(u,v) + 6 0(u,v) = 0
a2 @1(w, v) + B2 2(u,v) + 72 p3(u,v) + 62 0(u,v) =0

qui admet N? solutions dans le cas général. Ainsi, dans le cas général, 1’équation

implicite f(x,y,2) = 0 de cette surface rationnelle devra étre de degré N2.
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5.3.2 Etude de quelques exemples

Nous donnons I'’exemple d’une paramétrisation de degré total 2 (surface de Steiner)

et d’une paramétrisation de degré total 3.

Degré total N <2

Une surface de Steiner (cf. paragraphe 3.3.3) admet une représentation paramétrique
de degré total 2. On peut considérer une telle surface comme une biquadratique dont

%v, uv? et u*v? sont absents. Comme ci-dessus, ’observation de la

les monémes u
table formelle donnée en figure 4.2 montre que trois lignes et trois colonnes de la
matrice T' sont identiquement nulles, de sorte que nous obtenons une matrice carrée
d’ordre 5. Nous donnons la table formelle correspondante ci-dessous. Par ailleurs,
cette méme table montre que dans le cas polynomial (cf. Steiner polynomiale) le
degré de ’équation implicite sera au plus 4, comme attendu [65]. En effet, rappelons
que dans le cas polynomial, seuls les déterminants (pg,rs,tu) tels que (p,q) = (0,0)

dépendent (linéairement) de z,y, 2.

1 v u uv u?

00 01 20

1 00 01 10 | 00 02 10 00 02 20| 00 11 20
00 11 10
00 11 20

a 00 01 20 | 00 02 20 10 02 20| 10 11 20
10 01 20
00 02 10| 00 02 11 [ 00 02 20

b 01 02 20| 01 11 20
00 01 11 01 02 10 | 01 11 10

ab| 00 02 20|01 02 20|10 02 20 | 11 02 20

b2 | 00 02 11 | 01 02 11 |02 11 10 02 11 20

Pour les deux exemples suivants (Steiner polynomiale et Steiner rationnelle),
lordre des lignes et des colonnes de la matrice T est celui du tableau ci-dessus,

c’est-a-dire celui de la figure 4.2.

o Surface de Steiner polynomiale

= W —-2uww-—u—-vi+v+1

2

y= —-2u’—uww+2u—v?-v-1

2= —u'42uv—u+202—-v+3
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Pour cette paramétrisation de degré total 2 on obtient la matrice T suivante :

( 3z + 2y =3(z+y -2(2z+2y Sz+y S5(z+:z 0
+2-—4 +z-3) +3z-9) +3z-13 —4)
—z — 5 5 5
‘ Try e+ oz 6 0 0
+4 +3z-13 -22
-32z+y —2y- 5
( y y—z T4y 1 0 0
+22-7) -2 +32-19
brty 1 6 5 0 o
+32—-13
—9y —
voE -3 3 0 -5 0
+1
0 0 0 0 0
0 0
\ 0 0 0 0 0

Son équation implicite est de degré 4.

0

0

)

98

f(z,y,2) = 625244100023y + 175023z — 680023 + 4502 %y? + 2200z 2y z — 7870z 2y + 19252222 —
1391022z + 26889z + 40zy® + 710zy%z — 1761zy? + 1680zyz? — 10906zyz + 19796zy + 980z23 —
10094z 2% + 36230z 2 — 458852+ + 32y + 258y3 + 284y2 22 — 1227y%2 + 1514y + 448y 2® — 4068y22 +

13008yz — 15326y + 1962* — 262023 + 1341722 — 315952 + 29213

o Surface de Steiner rationnelle

Considérons maintenant la surface de Steiner rationnelle :

o1(u,v) = W —2uww—u—v24v+1

w2, v) = —2u® —uwv+2u—vi-v-—1

w3(u,v) = - +2uv—u+20 —v+3
O(u,v) = 2 +uv—3u—v?+v—2

pour laquelle nous obtenons la matrice T'(z,y, z) d’ordre 5 suivante :
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( =13z - 14y -2z + 19y 11z + 38y —r—8y —5(3z+4y \
—-3z-4 +13z+9 +21z2+18 -112-13  +3z+4)
3z +4y -z—-8y =2Tr+1ly -13z+y —-5(z-2y
+3z2+4+4 -11z-13  47z+411) -3z+6 +z-2)

Tz + 31y 11z — Ty 2z — 14y -2z —y 0
+222 4+ 21 +z-2 -8z -19 —2z-1
-z — 8y -2z -y -13z+4+y 512z +y 0
-11z-13 -2z -1 -3z+6 +2z+1)
2z — 9y -32z+y 6z + 13y 0 =52z +y
\ -3z+1 +2z41) +11z+3 +2z+1) )

Le déterminant de cette matrice fournira a priori une équation de degré 5, alors que
’équation implicite d’une surface de Steiner rationnelle est de degré 4 [65]. L’équation

implicite obtenue contient donc un facteur parasite linéaire.

f(Z,y,2) = (2z+y+22+1) (734782 + 1717662y + 19545223 + 1338712 + 36708222y? +
7522832%y2+5847842%y+3538632% 22458362322 24 2796772%+2515592y3+825994zy22+504937zy 2+
892643zyz2 + 1245253z yz + 4574222y + 294407223 + 689258222 + 571084z 2 + 166169z + 29403y* +
21888933z + 126522y° + 418037222 + 472777y %z + 165173y? + 321376y23 + 596969y 22 + 415362y +
90392y + 85018z* + 2362563 + 26690722 + 142349z + 29213) .

Degré total N >3

Considérons une paramétrisation de degré total 3. La méthode issue de 6 =0
conduit a un résultant identiquement nul car un certain nombre d’équations sont
linéairement dépendantes.

o Ezemple : degré total 3
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r= 2+ ulv+ultuwtu—vdP—v—2

y= —u+2u’4+2u? —uvtu+0v3+1

z= —uv4+2u?+2u? +uv —u+ 203+ 3v -1

La matrice T'(z,y, z) associée & cette paramétrisation, considérée comme une bicu-

bique, comporte 12 lignes et 12 colonnes non identiquement nulles. Cependant les
lignes Ls et Lyo sont liées tandis qu’il n’apparait aucune liaison entre les colonnes.
En fait, on peut montrer que la derniére colonne (par exemple) n’est pas linéairement
indépendante des autres. L’équation implicite de cette surface a ainsi pu étre calculée

par l'algorithme général donné plus loin.

f(a:, Y, 2) = 29-3628y—925241816628+17127y2 445027y 2431115327 y—21226527 256816027 +418226y3 —492326y2 24
22497962842 —1296:6y:2 — 281721328y —8930928 25y 4 20126 23 4 82215726 22 + 638048126 24 501345026 —638125y% —3384025y3 24
90823902°y3 + 362072%42:2 — 1536244225422 — 4922120525y2 — 433825yz3 + 782775925y22 4 5700443625 yz + 8899137525y —
39625 2% —10128192° 2% — 141009472% 22 — 6455877625 2 — 314239392 — 26186424 y5 + 32706924 vz +240661192% y4 — 4714224322 =
485088662% y3 2 — 133655697243 — 7334124 42 2% + 3185274924 y2 22 4 171803406 2% y? 2427763365824 y2+2671224 y 24 —66369022%y 23 —
391755234 y22 — 20204976724 yz — 2450878312%y — 13232425 — 1466192424 — 113142992423 — 173307532422 + 70755437242 +
3242770472* — 135588323 4% + 303244223 5 2 4+ 455364212% y® — 261451823 4% 22 10960539927 y4 2 — 23152463423 y* + 106820423 y3 23 +
926952672y 2% + 2049004832 y° 2 + 2288797942343 — 1630712332 24 — 32132196:%y2 23 — 328011432342 22 + 341867703z3y%z +
104726231923 y? — 1884623y25 + 433315823y 24 — 6133180223y 23 ~ 72761228723y 22 — 26551238102 yz — 247227013523 y+42872326 —
4892412325 4 1351900323 24 4 24646544023 23 4 128060525723 22 4 294134275023 7 + 229278480923 — 318069022 v’ +907879522y52 +
5750763422y — 1111190422y522 — 16287511522y52 — 26925071822y + 775007122423 4 1835715782254 22 4+ 3930572687°y%z +
9770248722y — 335122222 2% — 1089332212233 — 18264354722¢3:2 4 4781114112232 + 1818139140z2y3 + 85398322y22% 4
4012327822y 24 + 1350824232252 2% — 489545202242 22 — 2415792655222 2 — 3700365099:2y2 — 9907222526 — 10507068x2yz> —
1389167532 yz4 — 82142087722y % — 16300882022y 22 — 53668776822y z + 30790346372y + 9902 27 4 158263322 26 + 4497643622 25 +
39956413122 2% 4173075376822 2% 4 392440419822 22 4 391204142522 7 + 2167469612 — 36341642y® + 1194325227z + 33582116zy7 —
1778638523822 —963106387% 2 —3592655524€ +16161190xy% 23 411542075824 22 —3154468237y° 2 ~11294005052y° —9933903:;}4 P
83912185xy* 2348639238897y 22 4$4374013773 7% 2+ 56086653302 y4 44180032133 25 448077514z 24 —834990361 253 23 — 5526394 7397322 -
131544439657y% 2 — 95279050202y% — 117511252 26 — 20544333742 25 + 455418078132 24 + 3565626680y 23 + 1125816165342 22 +
120597709377y2 243338709573xy? 4 198792zy 2" + 38437287y 26 ~1852198947y2° —1609990624 7y 24 ~6088710226 7y 23 —8834984878zy22 —
516767001y z+81222951427y—1306672>+160864x27 +41909117228 4396811611225 4191413630212 +430322196472° +3742379962722 —

31461961922 — 5456768328 — 1643032y° + 5889852452 + 7345053y8 — 10045458y7 22 — 6466974y7 z — 305934957 + 1090982156 23 —
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2744946845 22 — 20655852358z — 9648217545 — 8325648524 + 671747799523 4 547097053y5 22 + 53782468645z — 126847061435 +
4626450y% 25 — 70683381y 2% — 571947249y% 23 — 773923184 22 + 5508432136 % z + 10634038422y% — 1884648y 26 + 4376070743 25 +
300272570y z4 —1003720252y% 2% —104102302404% 22— 29143703367y 3 1 —29322477720y3 + 546876y 2 z 7 —16274640y2 26 ~61514182y2 25 +
11814540642 2% 49157310977y 2% 4 30642592105y 22 4 502472050892 2 4 37389471642y — 104544y 2® + 2934708y27 — 1760722825 —

639610016y 25 —4275335489y 24 —15186140029y 2> —299601 7413822 — 34272766092y z— 21442241160y + 10648 2% —812602% 4 900409027 4

1451466552° + 9338614632° + 350226422924 + 730647320823 + 916214256822 + 6888112944z + 4861559376 .

5.4 Degré total (N, Ny, N3)

5.4.1 Remarque

Dans le cas de trois polyndmes de degrés respectifs Ny, N, et N3, la méthode
proposée par Dixon est analogue et consiste encore & former un certain nombre
d’équations en multipliant les polynémes P; par des monémes u'v’ bien choisis et
a en choisir d’autres issues de 6, linéairement indépendantes des premieres [30].

Le résultant peut étre identiquement nul du fait de la présence de points multiples
en (0,1,0) et (0,0,1) pour les polynémes P; [30].

5.4.2 Etude de quelques exemples

Considérons les deux exemples suivants de degrés total 1,2,3. Dans le premier ex-
emple tous les mon6mes sont présents, tandis que dans le second nous avons supprimé

le monéme en u? dans y et les monémes en v? et v* dans z.

o Degres total 1,2,3 : tous les monomes sont présents

T= u—v+2
Yy utuv—u+ 202 +v+1
2= 2 — w4+l uvi—uwvtu+203 -2 —204+2

La matrice associée comporte 8 lignes et 9 colonnes.
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( -z —-y+3 T-y—2z+3 2Az+y-3) 3r-2:-2 4r4+y~9 —2zx-2) 3z4+y-—-7 3(z-2) 3(3—2)\
2z -2y —3z+4 r+2y—6 -2(x-2) 3z -7 -(5z —13) -2 3z —4 3 3
2z 43y -7 -1 —6 ~(4z —9) -7 0 1 0 0
3r+y—2z-5 3(xr-2) -2(z—-2) 4r+42y-11 3(z -3) 2 3r -8 -3 -3
2z —y-~3 —(4z - 11) -2 2z -7 7 [} -1 0 0
—4(z—2) —4 0 4 0 0 0 0 o
2(z+y-3) 4(r-2) 0 2(x —2) —4 0 —4 0 o

\ 4(z-2) 4 0 —4 0 0 0 0 0 /

Cependant, les lignes Lg et Lg sont opposées, tandis que les colonnes Ce, Cg et
Cy sont égales & un facteur scalaire prés, ce qui nous permet d’extraire une matrice
carrée d’ordre 7 dont le déterminant fournit 1’équation implicite suivante de degré 6.
f(z,y,2) = 162° — 18025 — 14z%y + 8322% + 4523y — 1823z — 190723 — 182242 + 65x2y +
85222+ 2143z + 452y° — 4zyz — 2692y — 1562z — 972z — 433 + 3y2 + 16yz + 92y + 1622 + 44z + 149

o Degrés total 1,2,3 : absence de certains monémes

T= u—v+2
y= w-—-u+2024+v+1
z= 28 —ulv4u —uvtu—20+2
L’étude des polynomes homogénes associés montre que le polynéme P, admet un
point multiple d’ordre 1 en (0,1,0) et le polynéme P; admet un point multiple d’ordre
2en (0,0,1). La matrice associée comporte § lignes et 7 colonnes. Deux lignes et deux

colonnes sont linéairement dépendantes. Apreés réduction, nous obtenons la matrice

suivante comportant 7 lignes et 6 colonnes.

(—(x+y—3) 2(z - 2) -z 20z—-2) 2z2+4+y-5 4(z-2)

3z—y—-3:+1 -2x-1) z-y—-2 =2=z-23) 4z -7 4
—-2(z-2) -2 —-2(z - 3) -2 2 0
z+y-—3 2(z—-2) 3z+2y—-8 2(2z-5) 2z -5 —4
z—y—-1 —-2(z - 3) 3z —8 6 -3
-2(z-2) -2 2 0 0 0

\ 2z+y-3) 4@=-2) 2z-2) —4 -2 0o/
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Cet exemple sera repris plus en détail dans le paragraphe 5.7.

o Surface d’Enneper

Considérons maintenant ’exemple suivant d’une paramétrisation de degré total
3,3,2.

r= 1(u-—3ud+uv?)
y= 3(—v+3i0®—u)
z= 1(u? —0?)

La matrice T' associée comporte 11 lignes et 11 colonnes.

{ 18z —18y -6z —18z 0 6z 12z —-12y 2z —18z —62\
-18y -6z-9 0 0 -12z 0 -12y -16z-6 O 0 0
12z -18y -6z -3 -12z 0 0 2z 0 1 0 -3
-18y —-6z-9 0 0 0 0 0 -6 0 0 0
-6z 0 -3 0 0 0 3 0 0 0 0
-18z 0 6x -6z+4+9 -12y 2z-3 -18z 0 0 -6z4+9 O
0 =12z 0 -12y —-16z 0 0 0 0 0 0
-12z 0 0 -16z+ 6 0 -2 0 0 0 6 0
-6z 6y 2z 0 0 0 -6z 43 0 -1 0 3
6y 2z+3 0 0 0 0 0 2 0 0 0

\ 2 0 1 0 0 0 -1 0 0 0 ',

Un examen rapide de cette matrice montre les relations suivantes entre les lignes

et les colonnes :
L4=—3.L10 5 L5=—3.L11 y CIO=_3~CG 5 Cu=—3.Cg.
Par suite, nous obtenons une matrice d’ordre 9 ol les lignes et les colonnes sont

linéairement indépendantes, fournissant une équation implicite de degré 9.

f(z,y,2) = 14582° — 43742%y® + 486022 + 87482422 — 729z%z + 4374z%y* + 252722%y22% +
14582%y?z + 34562726 + 1555222 2%+ 129602224 — 38882223 — 1458y® +4860y* 23 — 8748y 22 — 729y4 2 —
3456y%2° + 15552y%2° — 12960y -4 — 3888y223 — 102429 + 460827 — 51842°
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5.5 Paramétrisations non fideéles

Nous rappelons qu’une paramétrisation est non fidéle si le degré de P’application
paramétrisation /, défini au chapitre 2, est > 1, ce qui revient & dire que la surface
est parcourue plusieurs fois. Nous reprenons les exemples du chapitre 2 et donnons
les conséquences d’une paramétrisation non fidele sur :

1) la matrice T(z,y, 2),

2) I'équation implicite obtenue par la méthode des résultants.

e Ezemple 1 : 1 =1

T= u
y= v
2= uv
Cette paramétrisation est fidele (I = 1). La matrice T} associée est d’ordre 2, four-

nissant ainsi une équation implicite de degré 2.

r -1

(_2 Y ) et fl(a:,y,z)=xy——z.

o Exzemple 2 : | =4

Considérons maintenant la paramétrisation non fidéle suivante pour laquelle [ = 4.

T= u
y= v
Z = u2v2
La matrice T, associée est d’ordre § :
0 0 0 -z 0 O 0 v
0 0 - 0 0 0 Y 0
0 0 0 T 0 0 0 -1
0 0 z 0 0 0 -1 0
0 -z 0 0 0 y 0 0
-z 0 0 0 y 0 0 0
0 z 0 0 0 -1 0 0
z 0 0 0 -1 0 0 0)
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et fournit I’équation implicite suivante de degré 8 :
f(z,y,2) = (zy — 2)*
Ainsi :
1) la matrice T, est formée de 4 matrices 7} décalées les unes par rapport

aux autres,
2) I’équation implicite f, vérifie f, = f*.

DEFINITION 5.1 Considérons deux matrices carrées T et T, d’ordres respectifs n et
ny, avec n = In,. S’il existe un ensemble de permutations de lignes et de colonnes de
T tel que T puisse s’écrire (aprés permutation) sous la forme :
[T] O 0 0

0 [Ty] O 0

0 0 .0

0 0 0 [Th]
nous dirons que la matrice T a une structure de | sous matrices T) décalées.

On déduit aussitot que :

det(T) = +det(Ty)

Nous reviendrons sur cet exemple 2 au chapitre de I'inversion. Néanmoins, remar-

quons des a présent, que chacune des sous matrices décalées de la matrice T, conduit

apres simplification au méme systeme :

1 u?
1 -z oy )
b? z -1
Nous donnons sans commentaire un autre exemple correspondant a | = 6.
o Ezemple 3:1=6

z= 1+u°
y= 1-12°

z= 14+u?—v3—u?s
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Matrice T :
( o ) 0 0 :;:‘ 0 0 0 0 0 -("'“)\
0 0 0 ) :::i’ 0 o 0 o 0 —(v+1) 0
—z— —~(y+1
0 0 0 +l+i’ 0 0 ) 1) 0 (v+1) ) 0
o 0 0 ) 0 -1 0 0 o 0 0 -1
0 0 0 ) -1 0 0 0 0 ) -1 0
0 0 0 =-1 0 ) 0 0 0 -1 0 0
0 0 :’::;’ ° 0 ) 0 0 ~(y+1) 0 0 )
° :‘::i’ ) 0 0 0 ) —~(v+1) 0 o 0 0
:‘::r 0 0 0 0 ) —(v+1) ) ) 0 0 )
0 0 =-1 0 0 0 0 ) -1 0 0 )
0 =1 0 ) 0 0 0 -1 ) 0 0 0
\ =1 0 0 ) ) 0 -1 0 o 0 0 0

Equation implicite :

fS(zayaz) = (zy - 2)6

o Ezemples j
Nous considérons maintenant quelques exemples rationnels. Pour chacun d’eux
nous donnons la matrice T'(z,y, z) apres suppression des lignes et colonnes identique-

ment nulles et ’équation implicite obtenue.
Ezemple rationnel : | =4

vi41 _ u? 4 v? L u?+1
uz4+v241 y—u2+v2+1 T w4241

0 0 0 T+y+2-—2

0 0 T+y+z-2 0

0 z+y+z-—2 0 0
z+y+z-2 0 0 0
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f@9,2) = (e +y+2z-2)
Ezemple rationnel : | =2

. v+1 _ w4 N u+1
T w4241 y_u2+v2+1 T w4 v241

( 0 0 2(z—1) zT+y—z
0 0 z+y—z —(z—y+2)
2(z-1) z+y—z 0 0
t+y—z —(z—y+2) 0 0 }

f(z,y,2) = (2% + 2zy — 22 + y* — dyz + 2y + 32% — 22)?
Ezemple rationnel : | = 4

vi4+1 w?v? + u? + v? w41
z:—-— - Z ————————
uz+v2 41 y uZ 4+ 0241 uz4v2+41
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0 0 c+y+z-2 0 0 0 z-1
0 0 z+y+z-2 0 0 0 z-1 0

0 0 0 z-1 0 0 0 T+2z-1
0 0 -1 0 0 0 z4+2z-1 0
0 z+y+2z-2 0 0 0 z—-1 0 0
z+y+2-2 0 0 0 z-1 0 0 0
0 -1 0 0 0 r4+2-1 0 0
z—-1 0 0 0 r4+z-1 0 0 0

fy,2)=(a*+ay+zz—2z4+yz—y+ 2> — 22+ 1)

L’étude des exemples précédents conduit a poser la question suivante.

QUESTION : Etant donnée une paramétrisation non fidele, dont le degré de ’appli-
cation paramétrisation est [ (I > 1), lui correspond t-il toujours une matrice T ayant

une structure de ! sous matrices décalées ?

REMARQUE 5.3 Si une matrice carrée d coefficients polynomiauz T = T(z,y,2) est
telle que son déterminant est de la forme g(z,y,z)", elle n’a pas systématiquement
une structure de | sous matrices décalées T pour une matrice Ty = Ti(z,y,2) avec
det(Ty) = g(z,y,z). Il suffit pour celd de considérer la premiére paramétrisation de

la sphére donnée ci-dessous.

Notons enfin que pour des applications numériques, il est bien évidemment souhai-
table de pouvoir disposer d’une paramétrisation fidele afin d’économiser des calculs
inutiles. Cependant, nous verrons que la question de linversion, si elle devient plus

onéreuse, reste néanmoins réalisable.
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5.6 Facteurs parasites et points de base

L’influence des points de base sur une paramétrisation est multiple [21,75]. Nous
montrons sur des exemples que I’apparition de facteurs parasites lors de I'implicitisation
n’est pas liée a la présence de points de base dans la paramétrisation. Pour cela, nous

considérons trois paramétrisations de la sphére de K3.

e Spheére 1

x_l—u21—v2 _l—u2 2v L 2u
T 14w 1402 y_1+u21+v2 T 14 u?

Cette paramétrisation est la plus classique. Elle admet les points de base :

TI\U |V
111 ] 4
111 -1
1]-1] 2
1{-1]—1
0110
01011

On notera en particulier la présence de quatre points de base affines. Cette

paramétrisation est de bi-degré (2,2), sa matrice T(z, y, z) associée est donc d’ordre 8.

(4(:: -1 4y 4z 0 —4(z-1) -4y —4z 0
4y —4(z+1) 0 4z —4y 4(z+1) 0 -4z
4(z-1) 4y 4z 0 —4(z-1) -4y —4z 0
4y —4(z+ 1) 0 4z —4y 4(z+1) 0 —4z
4z 0 —4(z+1) 4y —4z 0 4(x+1) 4y
0 4z —4y 4(z - 1) 0 —4z 4y —4(zr - 1)
4z 0 —4(z+1) -4y -4z 0 4(z+1) 4y
\ 0 4z —4y 4(z - 1) 0 -4z 4y —4(z-1)
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Apres suppression des lignes et des colonnes liées on obtient la matrice d’ordre 4

4(z-1) 4y 4z 0
4y —4(z+1) 0 4z
4z 0 —4(r+1) -4y
0 4z —4y 4(z-1)

qui fournit I"équation implicite suivante sans facteurs parasites.
fz,y,2) = (e + 9y + 22 = 1)?

REMARQUE 5.4 Dans l’ezemple précédent la paramétrisation de la sphére a été réduite
au méme dénominateur (normalisation) de sorte que les simplifications données au
paragraphe 4.4 (cas rationnel) ont pu s’appliquer. Cette normalisation est nécessaire,
sinon des facteurs parasites se trouvent arbitrairement rajoutés lors de Uimplicitisation.
Considérons en effet 'ezemple précédent sans réduction au méme dénominateur.

Nous donnons la matrice T et ’équation implicite obtenue.

(4(1’ -1) 4y 4z —2yz —4(z - 1) 0 -4z —2yz \
4y —-4(x+1) —2yz 4z(r + 1) 0 -4(z-1) -2yz 4z(z-1)
0 0 4zz2 2yz —~8z —4y 4zz 2yz
0 0 2yz 0 —4y 0 2yz 0
4z —2yz —4(z+1) 0 -4z —2yz 4(z +1) 4y
—2yz  4z(z+1) 0 —4(z+1) -2yz 4z(r - 1) 4y —4(r-1)
4zz 2yz -8z —4y 4zz 2yz 0 0
\ 2yz 0 -4y 0 2yz 0 0 0

f(2,y,2) = 65536 % ( = 1)* (2 + 1)* (> + ¢ + 27 — 1)?

On remarque en particulier que les termes de la matrice T ne sont pas linéaires
et qu’ainsi ’équation implicite obtenue est de degré 12 et comporte les 3 facteurs

parasites y*, (z — 1)* et (2 + 1)2.

e Spheére 2

2u 2v u? +0v? -1
I = ——— Yy=-—-— zZ = =
u?4+v?2 41 u?+v?2+41 u?+vi+1
Nous donnons les points de base de cette paramétrisation. On notera en particulier

qu’elle ne comporte aucun point de base affine.
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Sa matrice T'(z,y, z) comporte seulement 3 lignes et 3 colonnes non identiquement

nulles.
(-4(z+1) 4y 400 0 0 0)
4y 4(z-1) 0 000 0O
0 0 0 0 0 0 0O
0 0 0 0 00 0O
4z 0 42-1) 0 0 0 0 O
0 0 0 0 00 00O
0 0 0 0 0 00O
\ 0 0 0 0000 0/

et son équation implicite comporte le facteur parasite (z — 1) :

f(a:,y,z) = _64(2—1)($2+y2+z2 _1)

e Sphére &
Considérons maintenant la paramétrisation SPPG de type 2 de la sphére proposée
dans [17].

P(z,u,v) = —uwv+z
Py(y,u,v) = u?v? —uf44?

Pi(z,u,v) = ul422-1

Cette paramétrisation admet le seul point de base a I'infini : (0,0,1). Sa matrice

T(z,y,z) est de rang 5, mais ses coefficients sont de degré 2.
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(0 0 0 0 ¥y’+22-1 0 0 =z
00 0 0 0 2-1 z 0
00 0 0 0 0 0 0
00 0 0 0 0 0 0
0 0 y?+22-1 0 0 z 0 0
00 0 0 z 0 0 -1
00 —(z2-1) 0 0 0 -1 0
\0 0 0 0 0 0 0 0)

Son équation implicite comporte les facteurs parasites (z —1) et (z + 1) :
f(x,y,Z) = —(Z - 1)(2 + 1) ($2 + y2 + 22 - 1)2

Ainsi, la premiére paramétrisation de la sphere contient de nombreux points de
base dont plusieurs affines, et pourtant I'équation implicite obtenue ne comporte
aucun facteur parasite. A I'inverse, la derniére paramétrisation ne posséde qu’un
seul point de base non affine et 1’équation implicite obtenue comporte deux facteurs
parasites. Autrement dit, ces exemples montrent que I’apparition de facteurs parasites
n’est pas directement liée & la présence de points de base dans la parameétrisation.

Les facteurs parasites sont souvent introduits par la technique d’implicitisation
utilisée. Nous avons donné un tel exemple ci-dessus. Nous verrons plus loin que les
méthodes d’élimination successive Sylvest! et Sylvest2 rajoutent quasi-systématique-

ment de tels facteurs parasites.

5.7 Algorithme généralisé

Nous avons montré sur tous les exemples étudiés qu’a toute surface paramétrée
de bi-degrés (n;,m;), (ny,m,), (n3,m3) ou de degré total N, Ny, N3, on pouvait
lui associer une matrice carrée dont le déterminant fournissait I’équation implicite

cherchée.

Nous proposons donc un algorithme général basé sur les idées suivantes.
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1. Chaque SPPG de bi-degrés (ny,m,), (nz,m;), (ns, ms) est considérée comme

une SPPG de bi-degré (n,m), ot n = Maz(n;,ny,n3) et m = Maz(my, my, m3).

De la méme maniére, chaque SPPG de degré total Ny, N,, N; est considérée
comme une SPPG de bi-degré (n,n) ot n = Maz(N;, Ny, N3).

Toutes les surfaces SPPG sont donc considérées comme des surfaces de bi-
degré (n,m), conduisant ainsi & une matrice T(z,y,z) d’ordre 2nm. Cepen-
dant, la paramétrisation aura de nombreux mondémes absents, de sorte que
de nombreuses lignes et colonnes seront identiquement nulles ou linéairement

dépendantes.

2. Notre algorithme consiste alors & extraire de cette matrice un mineur de rang

r maximum. Cet algorithme sera décrit dans les paragraphes suivants.

La justification correcte de la méthode consisterait ensuite & montrer le résultat

suivant (ce travail n’a pas encore été abordé).

PROPOSITION 5.4 Etant donnée une matrice T définie comme ci-dessus, le PGCD
de tous les mineurs non nuls de rang r de cette matrice est non constant et contient

en facteur I’équation implicite cherchée.
En fait, notre expérimentation nous a conduit a proposer la conjecture suivante.

CONJECTURE 5.1 Etant donnée une matrice T définie comme ci-dessus, tous les
mineurs non nuls de rang r de cette matrice sont égauzr d un facteur scalaire multi-

plicatif prés.

REMARQUE 5.5 Cet algorithme reste valable pour des applications numériques. En
effet, linspection des coefficients de la matrice T fournira le rang de T et la sous

matrice correspondante.

Avant de décrire ’algorithme général considérons un exemple significatif.
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5.7.1 Etude d’un exemple
Reprenons la paramétrisation suivante de degré total 1,2, 3.

T= u—v+2
y= w-—-u+2v2+v+1

z= 2 —ulv+ul—wv+u—20+2

dont la matrice, apres réduction, comporte 7 lignes et 6 colonnes non dépendantes

deux a deux.

(—(z+y—3) 2(z - 2) z—z 2z-2) 2z4y-5 4(z - 2)

3z—y—-38z+1 -2z-1) z-y-2 -2z-3) 4z-7 4
-2(z-2) -2 —2(z-3) ~2 2 0
z+y-—3 2(z-2) 3z+2y-8 2(2z-5) 2z -5 -4
z—y—-1 —2z-3) 3z-8 6 -3 0
—2(z - 2) ) 2 0 0 0

\ 2@+y-3) 4(z-2) 2c-2) —4 -2 0o/

Cependant, un examen approfondi de cette matrice nous a permis de constater
que les lignes (L3), (Ls), (Lg) et (L7) étaient liées entre elles.

Plus précisément, on montre que
4L3+2L5—2L6+L7=0

Les 4 déterminants d’ordre 6 obtenus aprés suppression de l'une de ces 4 lignes
sont non identiquement nuls et égaux entre eux & un facteur scalaire pres. Nous avons

pu vérifier que ces déterminants définissent bien 1’équation implicite cherchée :

f(z,y,2) = 40z° — 46825 — 442y + 24322* + 36423y — 74232 -- 682023 + 14z%y? — 103822y +
336222 + 1056422 — 652y — 63zyz + 13662y — 45622 — 8528z — y> + 83y% + 126yz — 812y + 2722 +
52z 4+ 2988 .

Autrement dit, tous les mineurs non nuls d’ordre 6 de cette matrice sont égauz a

une constante multiplicative prés.
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5.7.2 Rappel : méthode de Bareiss

Soit A une matrice carrée d’ordre n A coefficients dans un anneau intégre commu-
tatif unitaire R. Dans notre cas R = Rj[z,y, z|.

Supposons la matrice A inversible, et appliquons lui une réduction de Gauss sans
division par le pivot afin de conserver les éléments dans R. Appelons A® la matrice

obtenue aprés P’étape k de ’élimination et A® = A.

1) Etudions les premiéres étapes
ek=1

A la premiere étape, la premiére ligne de A(®) = A reste inchangée.

aip 412 ... e ayn
(1) (1)
) 0 a3 ... ... ay,
= : o
* 1,]
(1) 1
0 an’2 e . asm)z
avec :
1) _ . . . 2< 4.7 <
Gi; = 01,18 — @i a1; pour <)< n.
ok=2

A la deuxiéme étape, les deux premiéres lignes de A(!) restent inchangées.

ayn Q2 . e e a1n

0 agz) agn

AP =1 0 0 a:(f% cee e ag,)l
P af’)

0 o af’% v o a®)

avec :

af = aidal) —a)af) pour 3<ij<n.

Plus précisément, on montre que :

2
ag,j) = (01,102,2 - 02’101,2)(01.10;'.1' - Gi,lal‘j) - (al,lai,2 - ai,l“l,?)(al,laz.j - 02'101,]')

= a (01,102,205,1' — a2,2Q4,10) ;5 — @2,101,2Q4,; — 1,1Q;,202 ; + @2,10;,2a;,; + ai.lal,202,j)a

de sorte que, pour 3 < 7,5 < n, tous les coefficients af?j) de la matrice A® sont
divisibles dans R par le premier pivot a;; = aﬁ.
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oek=3

A la troisieme étape, les trois premieres lignes de A® restent inchangées.

(al'l a2 . e al,n\
0 aglg agl,{
(2) (2)
43 0 0 a33 . i cee el assn
0 0 0 a,(*g et a‘(l,)1
. . . . (3) .
: : : : a;; :
0 0 0 a,(z‘), e e af"; )
avec :
a,(,s) a?% a(2) (2) a:(fj) pour 4<:j3<n.

Puis, en utilisant les relations précédentes, on montre que :

a) = af)@® pour 4<ij<n,

de sorte que, pour 4 < 7,5 < n, tous les coefficients af}) de la matrice A®) sont

divisibles dans R par les deux premiers pivots ag?l) et a.f,fg.
2) Propriété générale

PROPOSITION 5.5 Aprés ’étape k (k > 1), tous les termes a( ) pour k+1 <1,j5 <n,

sont divisibles dans R par les k — 1 premiers pivots a(lol), aglg, afck_l?,)c_l.

Preuve. Nous avons vérifié cette propriété pour k = 2,3. Supposons cette propriété

(k)

vraie au rang k (k > 2). Ainsi, pour k+1 < i,5 est divisible par

(0) (1) (k-2)
Q1,15 2,25+ Qp_q k1-

IN

n, chaque a;;

Explicitons I’ €limination a I'étape k +1 :

k+1 k k k k .
(.J ) = a§c+)1 k+1a£J) - fk)+1ai+)1] pour k+2<i,5<n.

(K +1)

Ces termes a; ;" sont divisibles dans R par chacun des k — 1 premiers pivots car

les a le sont pour k +1 < 7,5 < n d’aprés I’hypothese de récurrence. Il reste a

verlﬁer la divisibilité par le pivot ai'k b,
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En utilisant les relations & 1’ordre précédent, on montre que :
k+1 k k k) (k
S; ) = ag:-{?l k+1“(,;) - af k)+1a§c+)1,,

kE-1) (k-1 kE-1) (k-1 E-1) (k-1 kl k1
(a( )a£+12+1—a§+lza§k+i)( Sck )a( ) - ( )( ))

k-1) (k-1 k—1) (k-1 k-1) (k-1 k=1) (k-1
(o - oV el ’£+1,} aiﬁiaia ’)

= k-1 .
et on vérifie que les termes ne contenant pas afc'k ) s’annulent entre eux, ce qui

permet d’écrire :

o™ =a® o) o BV ER powr k42<ij<n.

3) Algorithme
La méthode de Bareiss consiste & diviser & chaque étape k de I’élimination (k >2),

tous les termes a!*) (k+1 <1,j <n), par le pivot précédent af:,: 1), de sorte que la

1,79
matrice finale s’écrit avec les notations précédentes :

/01,1 +ay,2 ain

0 aglg agl,)l

S T OO 1

APD =1 0 &8 L &Q
\o 0 0 0 .. 0 arv)

PROPOSITION 5.6 La matrice A étant inversible, on a : det(A) = a{"-V. Autrement
dit, le dernier pivot obtenu par cette méthode d’élimination est égal au déterminant

de la matrice initiale A.

La preuve de cette proposition peut étre trouvée dans Bareiss [7].

5.7.3 Algorithme Généralisé

La paramétrisation donnée est considérée comme une paramétrisation de bi-degré
(n,m), de sorte que l’on obtient une matrice carrée T d’ordre N = 2nm (comme

indiqué au chapitre 4), & coefficients polynomiaux dans K [z,y, 2]
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Dans le cas général, la matrice T n’est pas inversible. L’algorithme proposé est
une adaptation de celui de Bareiss au cas ot la matrice est non inversible, pour le
calcul d’un mineur de rang maximal.

L’algorithme consiste & ignorer les lignes et colonnes identiquement nulles et &
effectuer une réduction de Gauss par la méthode de Bareiss sur la sous matrice A(k)
restant a traiter a chaque étape k. Autrement dit, & chaque étape k, il s’agit de
déterminer un pivot non nul par permutation de lignes ou de colonnes. Si cela n’est
pas possible, on passe a I’étape k + 1. Si un pivot non nul a pu étre trouvé, la sous
matrice A(k) subira une réduction de Gauss avec division par le dernier pivot non
nul. Cette division par le pivot précédent n’a pas lieu lors de la premiére étape de
réduction (c’est-a-dire, lorsque le premier pivot non nul est trouvé). L'indice de ligne
du dernier pivot est stocké dans la variable Num. Chaque fois qu’un pivot non nul a

été trouvé, la variable Num est mise & jour.

(Num)
k-2 k-1 k k+l
(Num)k-2
k-1 0
k 0
k+1 0
0
FIGURE 5.1

Nous donnons maintenant I’algorithme.
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ENTREE : Trois polynémes P;(z,y,z,u,v), i =1,2,3.

Construction de la matrice T(z,y, z) avec :
n = MAX des degrés en u des P;
m = MAX des degrés en v des P;

N «—2nm

Réduction : extraction d’un mineur de T' de rang maximal
Num ~ 0
POUR k =1 JUSQU’A N FAIRE
DEBUT
Si le pivot courant est nul Alors
Début (recherche pivot)
Recherche d’un pivot non nul sous la diagonale
Si Pivot non nul trouvé Alors
Permutation des lignes correspondantes
Sinon
Recherche d’un pivot non nul & droite de la diagonale
Si Pivot non nul trouvé Alors
Permutation des colonnes correspondantes
Fin (recherche pivot)
Si Pivot non nul trouvé Alors
Début (réduction)
Pour k+1<1i,57 < N Faire
Début
Tij — TiepTij — Tix Tk j
Si Num > 0 Alors
Ti; — T i/ TNum Num
Fin
Num — k
Fin (réduction)
Sinon (ligne et colonne identiqguement nulle)
Passage a I’étape suivante (i.e., k suivant)
FIN

Equation implicite : contenue en facteur dans le dernier pivot non nul (a) (b)

SORTIE : Tnym Num

(a) I'expérimentation montre, qu’en général, on obtient I’équation implicite,

(b) Pinversion (cf. chapitre 6) peut permettre d’identifier le bon facteur.
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5.7.4 Programme Reduce

Nous donnons le programme Reduce complet correspondant 3 1’algorithme décrit

ci-dessus.

4K e e ks ko o ok Kok ok ok ko ok sk ko ok K ook ok KK ok o ok ok
% P1,P2,P3 sont des polynomes en X,Y,Z,u,v.
T4k ks sk ke ok K ok oo s ok sk ok ok ko sk KoK sk Ko kK ook ok ok
PROCEDURE IMPLICITGENERAL(P1,P2,P3);
BEGIN

n := MAX(DEG(P1,u),DEG(P2,u),DEG(P3,u));

m := MAX(DEG(PI,V),DEG(P2,V),DEG(P3,V));

matrix F(3,3)$
F(1,1) := P1;
F(1,2) P2;
F(1,3) P3;

for j :=1: 3 do

F(2,j) := sub(v=v0,F(1,j));
for j :=1: 3 do

F(3,j) := sub(u=u0,F(2,j));
dt := det(F)/((u-u0)*(v-v0));

Ymmmmmmmm e — e ———————

% 2) Remplissage de la matrice TT

Ym e —m— e
Ord := 2*n*m;

matrix TT(Ord+1,0rd+1)$
matrix TTR(1,1)$

for i:=0 :(2*n-1) do
begin
factu := coeffn(dt,u,i);
for j:=0 :(m-1) do



CHAPITRE 5. VERS UN ALGORITHME GENERAL

begin
factv := coeffn(factu,v,j);
for k:=0 :(n-1) do
begin

factu0 := coeffn(factv,ul,k);
for 1:=0 :(2*m-1) do

begin
factv0 := coeffn(factu0,v0,1l);
ii := 2%m*k + 1 + 1;
Jj i=mxi 4+ j + 1;
TT(ii,jj) := factv0;

end;
end;

end;

end;
Yommmmm e

for k:=1 :0rd do
begin
pivot := 1;
if TT(k,k) = 0 then
begin
pivot := 0;
%/ Recherche d’un pivot (non nul) sous la diagonale
ii := k+1;
vhile (TT(ii,k) = 0) and (ii <= Ord) do
ii = ii+1;
if ii <= Ord then
begin
pivot := 1;
%% Permutation des lignes k et ii
for jj:=k :0rd do
begin

121
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aux := TT(k,jj);
TT(k,jj) := TT(ii,jj);
TT(ii,jj) := aux;
end;
end;
4% Recherche d’un pivot (non nul) a droite de la diagonale
if pivot = 0 then
begin
ji i= ke
vhile (TT(k,jj) = 0) and (jj <= Ord) do
33 = 3
if jj <= Ord then
begin
pivot :=1;
4% Permutation des colonnes k et jj
for ii:=k :0rd do
begin
aux := TT(ii,k);
TT(ii,k) := TT(ii,jj);
TT(ii,jj) := aux;
end;
end;
end;
end;
%% Reduction si pivot non nul
if pivot = 1 then
begin
for ii:=(k+1) :0rd do
for jj :=(k+1) :0rd do
begin
TT(ii,jj) := - TT(ii,k) * TT(k,jj) + TT(k,k) * TT(ii,jj);
if Num > O then
TT(ii,jj) := TT(ii,jj) / TT(Num,Num);
end;
Num := k;
end;

end;
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%

% 4) Equation implicite

Y -
Equa := TT(Num,Num);
Eqf := factorize(Equa);
return(Eqf);

END;

END;

5.7.5 Remarque importante

Il est a noter que l’algorithme général donné ci dessus devient trés vite coiiteux
lorsque les degrés augmentent. En effet, cet algorithme ne fait pas appel a la fonction
déterminant de la bibliothéque Reduce. Le sous déterminant recherché est calculé
itérativement. Or, a chaque étape de la réduction, la complexité des coefficients croit
tres rapidement.

Pour pallier momentanément & cet inconvénient nous avons mis au point trois

algorithmes.

o Le premier algorithme est celui de Dixon donné au paragraphe 4.5 qui fonctionne
correctement pour une paramétrisation de bi-degré (n,m) ou (presque) tous les

monomes sont présents.

e Le deuxieme algorithme est un intermédiaire entre le premier algorithme et
P’algorithme général. Dans cet algorithme nous construisons la matrice T(z,y. z)
comme dans l'algorithme général, c’est-a-dire en considérant la paramétrisation
donnée comme une bi-degré. Puis, nous recherchons les lignes et colonnes iden-
tiquement nulles ainsi que les dépendances deuz a deuz entre les lignes et les
colonnes. Si apres suppression des lignes et colonnes inutiles la sous matrice
obtenue est carrée, nous calculons son déterminant. Celui ci peut néanmoins

étre identiquement nul. S’il ne l’est pas, il nous fournit alors I’équation implicite.
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Bien qu’incomplet, cet algorithme est trés utile car il permet d’obtenir I’équation
implicite dans de trés nombreux cas. Par ailleurs, cet algorithme est tres rapide

car il utilise la fonction déterminant de la bibliothéque Reduce.

e Le troisieme algorithme est P’algorithme général donné dans cette section. Nous
ne sommes pas encore en mesure de justifier complétement cet algorithme.
Néanmoins, sur tous les exemples traités, il nous a fournit I’équation implicite

b )

cherchée.

5.8 Comparaison avec d’autres méthodes

Nous avons comparé les résultats avec ceux obtenus par les deux méthodes duales
de Sylvester : Sylvest! et Sylvest? (cf. chapitre 3) et ceux obtenus par les bases
de Grébner. Pour la comparaison avec les bases de Grobner nous avons repris les
exemples donnés par Buchberger et Bronstein (sphére).

Nous nous sommes principalement intéressé a Papparition de facteurs parasites

lors du processus d’implicitisation.

o Méthode de Sylvester

Les résultats sont présentés dans la table suivante ou les équations algébriques
obtenues ont été factorisées dans @[z, y, z]. L'équation implicite cherchée de la surface
est notée Fy = Fy(z,y,z), ol d est le degré total du polynéme Fy(z,y, z). Les facteurs
parasites sont notés P, = P,(z,y,z) ol r est le degré du polynéme P, (z,y, 2).

Lorsqu’ils fonctionnent, les deux premiers algorithmes de la remarque 5.7.5 sont
en geénéral trois fois plus rapides que celui de Sylvester. Cependant, lorsqu’il est
nécessaire d’avoirs recours a I'algorithme général, les temps deviennent alors compa-
rables.

Les exemples donnés ont été traités avec Reduce sur une station Sun3. Dans

certains cas nous n’avons pu obtenir '’équation implicite par la méthode de Sylvester
(Head Space Low : HSL).



CHAPITRE 5. VERS UN ALGORITHME GENERAL

Surface Paramétrée Bi-degree Dizon

Sylvest1

Sylvest?2

1—u+ uv— 302+ u?v
2 — u — uv? + u?e?

—1 4+ 6u — uv — u? — 202

(2’2) FS

HSL

HSL

l4u+v+uv
24+ uv + u?
—1 4 uv?

(2’2) F5

PsFs

(y—2)*Fs

14 u+ v+ uv? + u2e?
uv — v? — 242y

3+ uv? — w2y

(2,2) F;

HSL

HSL

1—u+4v—2uv+u? -2
—142u— v+ uv+2u? +v?
3—u—v+2uv— u?+ 202

(2,2) Fy

F4Py

FyPy

14+ u+2uv—1°
—2 4+ uvd

5—u—uv+ uv?+3

(1,3) Fs

(v + 2)°Fe

HSL

148
143
(14 4®)(1+03)

(3,3) (zy - 2)9

HSL

(zy — 2)*

l1+u+d®
1+ud 40
—1 4 u29p?

(3,3) Fia

HSL

HSL
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Plus généralement, sur tous les exemples considérés, les paramétrisations poly-

nomiales traitées par I’algorithme général conduisent & une équation implicite sans

facteur parasite. Le cas des paramétrisations non fideles étant bien sir particulier.

e Bases de Grobner

Considérons I'exemple proposé par Buchberger [20].

T = uv
y= uv?
z= u?

L’évaluation des bases de Grobner fournit ’équation implicite : 4 — y22. Par ailleurs

nous obtenons :
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Grobner | Dizon Sylvest1 Sylvest2
z4 y2z z4 — y2z —y4($4 _ yzz) —22(x4 _ yzz)2
e Ezemple rationnel
Considérons maintenant la paramétrisation suivante de la sphére :
C1—u? 1 —? _1-u? 20 L 2u
z_1+u21+v2 y‘1+u21+v2 14 u?
pour laquelle nous obtenons :
Grébner Dizon Sylvest1 Sylvest2
(z=1)(z+1) Plz-1)z+1)* | (2 =-1)*=z+1)*

(z? + 9> + 22 - 1)?

(x2+y2+z2—1) (:v2+y2+22—1)4 (:1:2+y2+22—1)4




Chapitre 6
Le probléeme de ’inversion

Dans ce chapitre, nous considérons le probleme de I'inversion. La méthode d’impli-
citisation est celle décrite au chapitre 5. Etant donnée une surface paramétrée ra-
tionnelle (S), nous appellerons f(z,y,z) = 0 son équation implicite et (S’) la surface
algébrique ainsi définie. On rappelle que S C §’. L’équation implicite f = 0 est
obtenue comme le déterminant d’une matrice carrée T(z,y, 2).

Nous nous plagons dans JR. Autrement dit, nous considérons une surface paramétrée
a parametres réels non projectifs. Dans le cas général nous aurons donc S # S’. Dans
un premier temps, nous cherchons a établir des criteres permettant de décider si un
point de la surface implicite (S’) appartient ou non 4 la surface rationnelle (S). Cette
étude est purement ensembliste et s’appuie sur le systeme homogéne associé 4 la ma-
trice . Nous proposons ensuite une méthode d’inversion qui sera reprise dans le

contexte numérique du chapitre 9.

6.1 Reéciproque ensembliste

Nous nous intéressons a la réciproque ensembliste de la proposition 4.3 du chapitre 4

dont nous rappelons ci-dessous le résultat avec K = IR. Nous reprenons par ailleurs
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toutes les notations du chapitre 4.

z
I(u,v) € R?, tel que
M|yl €(S) S (w,v) .q
Pi(M,u,v) =0 pouri=1,2,3
z
4 (a)
2
3(u,v) € R?, tel que I(u,v) € R*, tel que
u
6i(u,v,M,a,b) =0 = T:(M). =0
vl.
pour i = 1,2 et pour tout a, b pour i f__(_"’l’:')?
V()
z
(det(Th) = det(T2) = f(z,y,2) = 0) < M|y|e(s)

z

Autrement dit, étant donné un point M(z,y, 2) de la surface (S"), peut-on détermi-
ner si ce point appartient ou non a la surface rationnelle (S) donnée initialement.

D’un point de vue ensembliste, ce probléeme consiste donc & examiner les deux
implications de cette proposition. Considérons donc un point de la surface implicite
(S') et regardons s’il est possible de déterminer des criteres permettant de décider si
ce point est élément de la surface rationnelle (S).

o FEtape 1 : implication (b)

Soit M(%,¥,Z) un point de la surface algébrique (S'). Nous raisonnons sur la
matrice T; (c’est-a-dire sur 6;) que I'on appelle 7. Le raisonnement est analogue
pour la matrice T,. Notons T la matrice numérique T(M). On a alors det(T) = 0,
autrement dit, le systéme homogene, TX = 0, avec X € IR™ admet au moins

une droite vectorielle solution. Si I’'une de ces solutions peut s’écrire sous la forme
- -
[ ] pour des valeurs 7 et ¥ réelles des parametres de la surface, alors le point
(n,m)

v

M est susceptible d’appartenir & la surface rationnelle (S). Sinon, il ne peut pas
appartenir a (5).
Bien évidemment, la question posée par cette réciproque est a rapprocher de

celles posées dans le paragraphe 3.2 & propos des méthodes de Sylvester et de Cayley.
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Regardons maintenant I'implication suivante (dans le sens de la réciproque).

o FEtape 2 : implication (a)

Soit M un point de la surface (S ') pour lequel il existe des réels @ et T tel que I’'on
ait :

ﬂ .
T,(M)[_J =0 pour:=12.
i(n,m)

Ce point appartient-il & la surface paramétrée (S) ?

Ainsi, a l'aide de la proposition 4.3, nous pouvons poser la réciproque de cette
implication de la maniére suivante.

Soit w, 5, M tels que
6:(w, v, M,a,b) =0 pour tout a,b (:=1,2).
Peut-on en déduire que
Pi(M,7,7) = P,(M,%,7) = Ps(M,7,5) =0
c’est-a-dire que le point M appartient  la surface rationnelle (S) ¢

La réponse a cette réciproque dépend de la paramétrisation de la surface ra-
tionnelle donnée. Autrement dit, si la paramétrisation considérée n’est pas minimale

(dans un sens a préciser!), cette réciproque peut étre fausse.

Considérons par exemple la paramétrisation suivante :

r=uv, y=uv?, z=u%. (34)

La surface ainsi définie admet ’équation implicite z—zy = 0 et peut étre reparamétrée
plus simplement par z = u, y = v et z = uv.

La paramétrisation (34) conduit aux expressions suivantes :

uw—z uvi-y u?v® — 2
Ar(u,v,M,a,b) = (a —u)(b—v)| wu u(b+v) u?(H® + bv +v?) |,
b b? b*(a + u)
et
w—z uvi—y u?vd — 2
Az(u,v,M,a,b) = (a —u)(b—v)| v v? v3(a + u) ,
a a(b+v) a*(b® + bv +v?)
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de sorte que, pour T = T = 0, et pour n’importe quel point M de IR® les polynémes
61(0,0,M,a,b) et 6,(0,0,M,a, b) sont identiquement nuls en a et b. Ce qui montre que

la réciproque de I'implication (a), telle que nous I’avons établi ci-dessus, est fausse.

Un exemple

Considérons la paramétrisation suivante :

= uv—u
y= uw?-2uww+4u , (35)
2= v:—-2v+1

pour laquelle nous obtenons la matrice T(z,y,z) d’ordre 4 suivante :

2c+2y —z-—y —2z41 2z2-1

-5z -3y 2z24+y 2-3 —z+43

4r +y - 3 -3
-z 0 -1 1

Les deux derniéres colonnes de cette matrice sont opposées. Par ailleurs, on peut
remarquer que la somme des 4 lignes est nulle. Cette matrice est en fait de rang 3,
et fournit I’équation implicite

2z —y?=0.

Appelons (S’) la surface algébrique d’équation z2z — y2 = 0. Cette équation est le
déterminant de la sous matrice d’ordre 3, obtenue par suppression de la derniere ligne
et derniere colonne, de sorte que, I'inversion consiste ensuite a résoudre le systeme

suivant, pour des points M(z,y,z) de la surface (S").

2r+2y —z-y —-z+41 1
=Sz -3y 224y =2-3 |.|v]|=0.
dr+y = -z 3 u

La surface implicite (S’) d’équation 22z — y? = 0 contient ’axe des z, tandis que
la surface paramétrée (S) définie par (35) ne le contient pas. Nous considérons ici

que des parametres réels non projectifs.
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Considérons par exemple le point A(1,0,0). Ce point appartient & (S’) et n’appar-
tient pas a (5). Cherchons néanmoins a résoudre le probléme de I'inversion pour ce

point A. Le systéme a résoudre est le suivant :

2 -1 1 1
-5 2 =3 v]|=0
4 -1 3 u
Ce systeme fournit la solution @ = —1 et T = 1. Autrement dit, 1’étape 1

(implication (a)), c’est-a-dire l'inversion, n’a pas permis de déceler que le point A
n’appartenait pas & la surface (S). Cependant, il est toujours possible d’évaluer les
fonctions z(u,v), y(u,v) et z(u,v) pour les valeurs trouvées T et T des paramétres,
afin de comparer les valeurs obtenues avec les coordonnées du point initial.

Dans notre cas, cette vérification conduit & :
z(-1,1)=0, y(-1,1)=0, =2(-1,1)=0,

qui ne redonne pas le point initial A.

Résumé

Etant donné un point de la surface algébrique (S’), il est toujours possible de
déterminer si ce point appartient ou non & la surface rationnelle (S) donnée initiale-
ment. Pour cela, nous cherchons d’abord & résoudre la question de I'inversion pour

ce point. Si aucune solution du systéme homogene T.X = 0 ne peut s’écrire sous la

)
forme [_

J pour des valeurs 7 et T réelles des parametres de la surface, alors le
T
(n,m)

point n’appartient pas a (S). Sinon, si de telles valeurs 7 et T existent, nous évaluons
les fonctions z(u, v), y(u,v) et 2(u, v) pour ces valeurs des paramétres afin de conclure

si le point appartient ou non a (5).
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6.2 Quelques exemples

Considérons la définition suivante.

DEFINITION 6.1 Considérons une surface SPPG (S) définie par une paramétrisation
(P1, P2, Ps) et soit f(z,y,2) = 0 son équation implicite. Si pour tout point M(z,y,2)
de la surface algébrique de K3 définie par Uéquation f = 0, il existe (u,v) € K? tel
que P;(M,u,v) =0 pour i = 1,2,3, la surface (S) est dite K-compléte.

Nous étudions quelques exemples pour lesquels nous cherchons & résoudre le
probleme de ’inversion en paramétres affines.
L’exemple de la sphére

e Considérons la deuxiéme paramétrisation de la sphére donnée au paragraphe 5.6.

Sa matrice T correspond au systeme :

z+1 Y T 1
Y z—1 0 v|=0
T 0 z-—1 u
qui pour z # 1 conduit a :
4y’ +22-1=
u= s
v=14

Pour z = 1, (ce qui correspond au point (0,0,1) de la sphere) on obtient le
systeme :
zut+yv+2=0
z=0
y=0
qui n’admet aucune solution. Ainsi, le probleme de I'inversion n’est pas résoluble et

la paramétrisation donnée n’est ni IR-complete, ni C-compléte.
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o Considérons maintenant la paramétrisation SPPG de type 2 de la sphére donnée

dans ce méme paragraphe 5.6. Sa matrice T est associée au systéme suivant :

0 y 422 -1 0 0 =z u

0 0 22-1 = 0 u?
yi+22 -1 0 T 0 0 uv | =0

0 T 0 -1 ud
—(22-1) 0 0 -1 0 u3v

qui conduit pour 2? # 1 aux solutions en u et v :

u = 1 —2°2

z
V1 — 22

compatibles avec le systéme pourvu que z,y, z vérifient I’équation z? + y? + 22 = 1.

v o=

Pour 22 = 1, c’est-a-dire pour les points (0,0,1) et (0,0,—1) de la sphere, nous
obtenons la solution u = 0, alors que v n’est pas déterminé. Le systeme admet donc
des solutions, ce qui nous fait dire que cette paramétrisation est JR-compléte (et donc

C-complete).

Le cas des paramétrisation non fidéles

o Ezemple 1

Reprenons la paramétrisation non fidele :

Sa matrice T associée est de rang 8 et conduit apres simplification au systéeme
1 u?
1 -2z y
b? z -1
pour lequel des solutions existent dans C pourvu que le systeme
1 u
1 -z y )
b z -1

issu de la paramétrisation fidéle z = u, y = v, z = uv en ait.
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REMARQUE 6.1 Pour les paramétrisations de bi-degré (1,1) ou de degré total 1, con-
duisant ainsi a une matrice T(z,y,z) d’ordre 2, il est nécessaire de considérer les
deuz ezpressions 6, et 6, pour résoudre le probléme de linversion par la méthode des

matrices.

o Ezemple 2
Considérons maintenant la paramétrisation rationnelle non fidele suivante :
v+1 u? +v u?+1
Tererl YTererl T ureql
Montrons que cette surface n’est pas R-compléte.
La matrice T associée a cette paramétrisation est d’ordre 8 et conduit aprés sim-

plification au systeme

2z-1) .z4+y-=z 1
=0

T+y—z —-c+y—z v
quipour z4+y —z# 0et —z +y — 2 # 0 admet les solutions :
—2(z—1)
P
—(@+y-2)
—r+y-—=z

u

v
pourvu que r,y, z vérifient ’équation
f(z,y,2) = (2% + 22y — 22 4+ y* — dyz + 2y + 32% — 22)2 .

Puis, pour les points M(z,y, z) appartenant simultanément a la surface algébrique
(S) d’équation f(z,y,z) = 0, et & la droite A définie par z+y—z=0et —z+y—2z =0,
(définie aussi par z = 0 et y = 2), le sytéme n’admet pas de solution en u,v.

On peut vérifier que la droite A est contenue dans la surface algébrique reelle (S)

alors qu’elle ne I’est pas dans la surface rationnelle réelle.

6.3 Meéthode d’inversion en calcul numérique

Nous conservons les notations précédentes. Soit M(Z,7,Z) un point de la surface

algébrique (S’). Notons T la matrice numérique définie par T = T(M). On a ainsi
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rang(T) < N — 1, ol N est l’ordre de la matrice T, de sorte que le noyau de la

matrice T contient au moins une droite vectorielle.

Considérons maintenant plus précisément le cas o rang(T) = N —1 et supposons

— T
que le systéme homogene T.X = 0 admette une solution de la forme _ , pour
Y (nm)
’ ’pr \ m u
des valeurs 7 et U réelles. Dans ce cas nous nous référerons au systeme 7. =0,
v
(nm)

ot les inconnues sont les parametres u et v. Nous appliquons une élimination de Gauss

avec permutation des lignes, mais sans permutation des colonnes, afin de triangulariser

- . 7 o ,
la matrice T'. Le vecteur inconnu [ ] restera ainsi inchangé.
(n,m)

v

PROPOSITION 6.1 Awvec les hypothéses ci-dessus, sirang(T) = N—1, alors le systéme

T.[ } = 0, ou lordre des colonnes a €té renversé, se triangularise sous la forme
(n,m)

suivante :
MY 1T
IEENNNNINNINNNEE

Y |

0777k

3 MHNhnmat 0

- SNNNNINNEIBE

k T @\\%k\ \ u _ o} (Lm+1)
\Q\\\N = 7| o | am

X N
- ‘\\\b\\ \ : '
\\k\ \a 0| a3

Tx.
S0
Nl AN v 0|
N : 0 1 0 (L)
FIGURE 6.1

ot Tk # 0 pour k=1,2,...,.N —1 (N = 2nm).

En d’autres termes, dans une élimination de Gauss sans permutation des colonnes,

le pivot nul est repoussé en derniere position.
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Preuve. Soit k (1 < k < N) I'indice du premier pivot nul rencontré dans 1’élimination
de Gauss sans permutation des colonnes. Nous voulons montrer que k = N. Sup-
posons que k < N. Apres I’étape k — 1, le systeme initial est donc équivalent au
systeme de la figure 6.2. Notons F la sous matrice d’ordre f = N —k+ 1, non encore
traitée par I’élimination de Gauss a ce stade de I’élimination. La premiére colonne de

cette matrice est identiquement nulle.

1 2 -~ k1 k --oo- N-1 N

1 Ti1 §

2 I

: AR :

k-1 Tia !

k-1R |

k T;Ibk .l “o

‘ 0 EIVJ

| 0 |

| O 0 :

N-1 0 v

N 0 1
FIGURE 6.2

Puis, puisque rang(T) = N — 1, la matrice F est de rang f —1 = N — k. Ainsi, on
peut extraire de F' une sous matrice E de rang maximal par suppression d’une ligne

de F. A la matrice E correspond le systéme homogene :

E| | =0 avec det(E)#0,

)

ce qui est impossible. O
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Chapitre 7

Lancer de Rayons

7.1 Meéthodes en synthése d’images

La visualisation réaliste d’objets tridimensionnels implique le choix d’un modele de
représentation d’objets et d’un processus de visualisation (ensemble des algorithmes

permettant de générer I'image proprement dite).

7.1.1 Modélisation géométrique

On peut globalement classer les différentes méthodes de modélisation de solides
en quatre types principaux [18] :

1. Modélisation par énumération spatiale (voxels).
Le solide est représenté par subdivision hiérarchique de I’espace en éléments
cubiques de taille décroissante qui définissent I'intérieur du solide.

2. Modélisation C.S.G. (Constructive Solid Geometry).
Les solides sont modélisés par union, intersection ou différence de solides prim-
itifs (cube, sphere, cylindre, tore, etc ... ).

3. Modeles frontieres (Boundary Representation).

Le solide est défini par ’ensemble de ses surfaces frontieres, celles ci pouvant

etre des facettes planes ou des surfaces plus complexes (Bezier, B-spline, ... ).

139
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4. Modélisation par déplacement de contour et extrusion.

Le solide est représenté par une primitive (contour) et une trajectoire sur laque-
lle est déplacé ce contour, les déplacements principaux étant la translation et la

rotation.

Une autre classification consiste & distinguer les modéles volumiques des modéles

surfaciques.

7.1.2 Algorithmes de visualisation

Nous distinguons trois classes d’algorithmes de visualisation en fonction du réalisme

recherché.

¢ Le premier type de visualisation est le plus classique. Il s’applique aux scenes
polyédriques et ne tient compte que de ’éclairage direct par les sources lu-
mineuses. Ces algorithmes ne manipulent que des facettes planes. Ils sont donc

tres simples et par la méme trés rapides (simulation de vol,...).

¢ Le deuxiéme type d’algorithme de visualisation est le lancer de rayons qui per-
met un réalisme plus important. Le modele d’éclairement est proche de la
physique et permet de prendre en compte les réfractions et réflexions multiples.
Ce modele introduit un terme ambiant qui représente une approximation de la

composante diffuse globale.

e Dans la troisieme classe d’algorithmes sont les modeles globaux qui permettent
de prendre en compte toutes les interactions entre les objets d’une scéne. Ces
algorithmes permettent donc de calculer la composante diffuse globale en chaque

point de la scene.

Nous nous intéresserons plus particuliérement au lancer de rayons dans le para-
graphe suivant. Les modéles globaux ne sont pas l'objet de notre travail. Précisons
maintenant comment structurer les algorithmes du premier type. On distingue généra-

lement deux parties : I’élimination des parties cachées et la procédure d’éclairage.



CHAPITRE 7. LANCER DE RAYONS 141

L’élimination des parties cachées

Les méthodes sont déja anciennes. Les différents algorithmes s’assimilent a un tri

des facettes [69]. Nous citons :

¢ Le Z-Buffer : Une mémoire tampon (le Depth-Buffer) de taille identique a la

mémoire image stocke pour chaque pixel les informations de profondeur.

¢ Scan-line (cohérence) : L’écran est balayé ligne par ligne. L’intersection du
plan de balayage avec les facettes de la scéne définit un ensemble de segments.
Plusieurs méthodes existent pour trier les segments visibles [15,76] dont cer-

taines utilisent la cohérence entre les plans successifs de balayage.

La procédure d’éclairage

Cette procédure doit simuler les effets de la lumiere. Les modeles les plus courants
ne prennent en compte que la diffusion (loi de Lambert ) qui caractérise les surfaces
mates, et la spécularité qui caractérise les surfaces brillantes. Nous présentons les

modeles photométriques corespondants.
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source source

\

Id =Kd * cos 6 * IE Is =Ks * (cos @)S* [E
I=Ta+Id+1s
I=la+Kd*D+Ks* S

FIGURE 7.1

IE : intensité lumineuse émise par la source

I : intensité lumineuse recue par ’observateur

Ia : composante due & la lumiére ambiante

Id : composante diffuse

Is : composante spéculaire

D : énergie diffuse

S : énergie spéculaire

Kd : coeflicient de diffusion

Ks : coefficient spéculaire

ns : exposant spéculaire :

Le calcul d’une couleur par facette produira un effet de pavage a l’écran. La
procédure d’éclairage consiste donc ensuite a effectuer un lissage des couleurs. Les
deux algorithmes principaux pour cela sont ceux de Gouraud et de Phong. A chaque
sommet de chaque facette est associée une normale qui est la moyenne arithmétique

des normales des facettes contenant ce sommet.
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Le modele de Gouraud [38] est le plus simple. Seule la diffusion est prise en compte.
Une couleur est calculée en chaque sommet par la loi de Lambert & partir des
normales précédentes. Puis ces couleurs sont interpolées en chaque point de la

facette.

Le modéle de Phong [55] est une amélioration du modele de Gouraud. Le lissage n’est
pas effectué sur les couleurs mais sur les normales. Autrement dit, en chaque
point de la facette une normale est calculée par interpolation des normales aux
sommets. La couleur est ensuite calculée a partir de cette normale. De plus

le modele de Phong prend en compte la spécularité. Nous citons également :
[12,26].

7.2 Lancer de Rayons

L’algorithme du lancer de rayons permet de visualiser des images avec un haut
degré de réalisme. Il s’appuie pour cela sur les lois physiques de propagation de la
lumiere et procede par échantillonnage spatial afin de collecter diverses informations
lumineuses selon un principe algorithmique régi par le modeéle lumineux choisi.

Les caractéristiques principales de la méthode sont les suivantes :

e traite directement I’élimination des parties cachées,
e ne nécessite aucune approximation préalable (facettisation ) de la scene,

e permet d’exploiter des modeles photométriques tres élaborés dont :

les réflexions multiples,
e les ombres portées,
e la transparence avec réfraction,

cependant, temps de calcul prohibitifs diis essentiellement aux calculs d’intersection.
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7.2.1 Définition d’une scéne

Outre la modélisation géométrique des objets, la création d’une scéne consiste 3
définir :

e les propriétés photométriques des objets (couleur, coefficients de diffusion, de

réflexion, de transparence, etc),
e les conditions d’observation,

e l’éclairage (sources lumineuses).

SOURCE DF,
\\| L~

obs

FIGURE 7.2

7.2.2 Principe de ’algorithme

Il s’agit d’évaluer le flux lumineux parvenant a ’oeil de I’observateur par échantil-
lonnage spatial. Dans une direction donnée ce flux lumineux est caractérisé par la

luminance de la premiére surface rencontrée.
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L’algorithme consiste alors en le lancer d’un rayon primaire dont I’origine est 1’oeil
de I'observateur (cf. figure 7.3). Ce rayon passe par le centre du pixel considéré et
se prolonge dans la scéne. Pour ce rayon, la premiere surface intersectée sera la
surface visible au pixel considéré. Il suffit alors de calculer la luminance au point
d’intersection visible et d’afficher I'information au pixel. En fait, ce calcul nécessite
lui méme, le lancer de nouveaux rayons (de réflexion , de réfraction et d’illumination
) a l'intérieur de la scéne. Ces rayons secondaires en arrivant sur une surface vont
eux aussi se réfléchir et se réfracter. Ce processus se pou<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>