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Introduction

Ce travail, qui comporte trois chapitres, traite du probléme d’échantillonnage pour les

espaces de fonctions analytiques a poids.

Un poids h est une fonction continue strictement croissante de [0, 1[— [0, 4o00[ telle que
lir? h(r) = +o00. On étend h sur le disque unité D C C par h(z) = h(|z]). Soit A (D) l'espace
r—+1-
de Banach des fonctions holomorphes f sur D telles que

11l = sup | f(2)|e "D < 0.
z€D

On dit que T' C D est un ensemble d’échantillonnage pour Ay (D) quand il existe L > 0 tel
que pour tout f € Ap(D),
1A1le < L[]l

ot ||f|rl[n = sup | f(C)]e D La borne inférieure de telles constantes L est notée Ly ().
er
Nous allons d’abord énoncer les résultats connus sur ’échantillonnage pour divers types
d’espaces a poids. Ces résultats constituent la principale motivation de ce travail.

Seip dans [20] a donné une caractérisation compléte, en terme de densité, des ensembles

d’échantillonnage pour A~*(D) = A, (D) lorsque h(r) = aln 2. Il a montré qu’une suite
I' C D est d’échantillonnage pour A~ (D) = A (D) si et seulement si elle contient une suite

IV hyperboliquement séparée telle que sa densité hyperbolique inférieure uniforme vérifie

ZZECD(F’):%<|Z|<7’ [ In |z]|

D= (1) = i inf 1
() ,,_1>_ril_ deut (D) |In(1—7r)] > & (1)
ott Aut (D) désigne I’ensemble des automorphismes de D. Lorsque le laplacien du poids h

vérifie
Ah(z) = (1-12*)7%, (2)

la condition (1) se généralise en

_ _ Jo Card (T" N ®(tD)) dt 1
| £ > —. 3
/1 deAut (D) Jo Jaum AR(C) dma(C) dt ~ 27 (3)
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En effet, Berndtsson et Ortega—Cerda dans [1] ont montré que la condition (3) est nécessaire
pour ce type de poids. Seip dans [22] a montré que (3) est également suffisante. Mentionnons
que la preuve de Seip est basée sur la construction d’une fonction g analytique sur D telle que

son ensemble de zéros Z(g) est hyperboliquement séparé et

l9(2)| = p(z, Z(9))e"),

et ce lorsque Ah vérifie (2). Pour de telles constructions voir [15] et [14].
Concernant les espaces de type Fock, nous avons aussi des résultats analogues sur 1’échantil-
lonnage en terme de densité de type Beurling-Landau. Soit ¢ une fonction sous—harmonique

sur C. On pose
Fs(C) = {f holomorphes sur C : || f||, = sup.¢c |f(2)]e™*) < +oo}.

L’échantillonnage pour Fy(C) est défini de maniére analogue & ci-dessus.
Le cas des espaces de Fock classiques ol ¢(2) = az|?, a été traité par Seip et Wallstén. Ils
ont montré dans [21] et [26] qu’une suite I' est d’échantillonnage pour F4(C) si et seulement

si I' contient une suite séparée I' telle que

Card (I" N D(w, R 2
D-(") = lim inf —o ( 2(w ) 2
R—)—I—oowe(c ©R m

ot D(w, R) désigne le disque ouvert de C de centre w et de rayon R. Le cas ot A¢(z) <1 a
d’abord été traité par Berndtsson et Ortega—Cerda [1], puis par Ortega—Cerda et Seip [18].
lls ont montré que toute suite I' séparée est d’échantillonnage pour Fy(C) si la ¢—densité

inférieure uniforme de I' vérifie

D (1) o inf Card (I' N D(w, R)) S 1

= lim in -

¢ R 400 weC f]D)(w,R) A¢(C) dmz(C) 2

Mentionnons également le travail de Lyubarskii et Seip [15] qui traite des poids non radiaux
de type ¢(z) = |2|?u(arg 2), oit y est une fonction 2r—périodique assez réguliére. Ils obtiennent
le méme type de condition sur la densité uniforme.

Marco, Massaneda et Ortega—Cerda dans [17] ont donné une caractérisation compléte des

suites d’échantillonnage pour Fy(C) lorsque A¢ est une mesure doublante (par exemple ¢(z) =

|2|%). On pose x4(2) = 1/4/Ad(2) et on dit que ' C C est y,—séparé lorsque

inf{|w — 2| min (v/Ad(2), VAd(w)) : z,w €T, z#w} > 0.
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Ils ont montré que la suite I' est d’échantillonnage pour F,(C) si et seulement si I' contient

une suite I” x,-séparée telle que

d(I"'nD
D) = tim o ST OB XG(0) L
R—s 400 wEC fD(w,Rx¢(w)) AG(C) dma(C) ~ 2r

Dans le Chapitre I, nous étudions la stabilité de Mébius de ’échantillonnage lorsque le
poids radial h est & croissance lente. Ce chapitre contient I’article [5]. Plus précisément, on
dit que I’échantillonnage pour A, (D) satisfait la stabilité de M6bius lorsque tout ensemble T
d’échantillonnage pour Ay (D) vérifie

sup  Lp(®()) < 4o0.
deAut (D)

Un élément essentiel de la preuve de Seip est le fait que I’échantillonnage pour A~ (D)
satisfait la stabilité de Mobius. En effet, pour tout & € Aut (D), 'opérateur Ty défini par
(To f)(z) = (P'(2))*f(P(z)) est une isométrie de A= (D). Donc si T est un ensemble d’échan-
tillonnage pour A=*(D), alors L, (®(I')) = Lx(I") pour tout & € Aut (D).

Dans ce premier Chapitre, nous considérons les poids h € C! tels que (1 — r)h/(r) — 0

quand r — 1—. Cette condition implique que

TR
r—1—|In(1 = r)|

Nous définissons la h—densité inférieure non—uniforme de I' C D par

ZZEF'1/2<|Z|<7’ [ In [2]]
Dy (I'yh) = lim -
0 ( ) 1 h(T‘)

La h—densité inférieure uniforme de I' est définie par

) In|z
D (C.h) = lm  inf > cea(ryj2<l-|<r | ] ||‘
r—1— ®cAut (D) h(r)

Une condition nécessaire pour que I' soit un ensemble d’échantillonnage pour Ay (D) est qu’il
contienne un sous—ensemble hyperboliquement séparé [ satisfaisant Dy (I, h) > 1. Récipro-
quement, nous donnons une condition suffisante précise d’échantillonnage dans le cas des
suites réguliérement distribuées. Puis nous construisons un ensemble hyperboliquement sé-
paré I' d’échantillonnage pour Ay (D), avec D™ (I',h) = 0. Par conséquent, notre condition
nécessaire d’échantillonnage n’est pas préservée par les automorphismes de D et la stabilité
de M&bius de ’échantillonnage n’est pas vérifiée dans nos espaces a poids & croissance lente

(voir le Corollaire 1.3.5).
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Les Chapitres II et III traitent du probléme d’échantillonnage lorsque le poids radial i est
a croissance rapide. Une partie de ce travail est contenue dans [3] écrit en collaboration avec
Borichev et Kellay.

Dans le Chapitre 11, nous étudions la séparation et les ensembles de zéros pour A, (D),

lorsque le poids h est & croissance rapide. On pose
X(r) = 1VAR(r) = (R"(r) + 1 (r) /r) /2.

Nous nous intéressons aux poids h tels que h”(r)x%(r) — 1, x(r) décroit vers 0 et x'(r) —

0 quand r — 1—. Ces conditions impliquent que

lim hr)

A T =~

Nous supposons que h satisfait I'une des deux conditions suivantes

(D= suprepa (1 =) X' (r)]/x(r) < 400,
(11) - lim,—1— |X'(r)||In x(r)] = 0.
On pose

pi(z,w) = |z — w|VAR(min(2], [uwl)), 2w e D.

Un ensemble I' C D est dit pp—séparé si
inf{pp(z,w) : z,wel,z#£w}>0.

Nous montrons que de tout ensemble d’échantillonnage pour A;(D), on peut extraire une
suite p,—séparée et d’échantillonnage pour Ay, (D). Grace aussi a cette notion de pj—séparation,
nous donnons des exemples de suites réguliérement distribuées qui sont d’échantillonnage pour
A (D).

On définit ensuite les y—densités uniformes suivantes

Card (I' N D(w, R
D_(F) — h_m h_m ar ( (157 X(w))> ,
R—400 |w|—=1,weD TR

_ _ Card (T nD(w, Rx(w)))
X ( ) R—1>r-|r—loo |w|—>1{flw€D mR?

Lorsque T' est pj—séparé, nous remarquons que D (I') < 4oc. Nous montrons, grace a la
formule de Jensen, qu’un ensemble I' de zéros pour Aj(D) a une x—densité inférieure uni-
forme qui vérifie D (I') < 1/(27) . Nous terminons ce chapitre par la construction (de méme
type que celle de Lyubarskii et Malinnikova [14] ou Lyubarskii et Sodin [16]) d’une fonction

f € An(D) ayant une croissance controlée et d’ensemble de zéros de y—densité maximale.
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Plus précisément, notre Théoréme I1.1.1 montre qu’il existe une fonction g analytique sur D,

d’ensemble de zéros Z(g), telle que
(a) Z(g) est pp—separé et sup,cp pr(z, Z(g)) < +oo,
(b) DY (Z(9)) = D5 (Z(g)) = 1/(27),

(©) [f(2)] = "z, Z(g)), 2€D.

Dans le Chapitre 111, nous étudions le probléme de I’échantillonnage pour A, (D) lorsque
le poids h est & croissance rapide (vérifiant les mémes conditions qu’au Chapitre II). Nous
donnons une caractérisation compléte des ensembles d’échantillonnage pour A, (D). Notre
résultat principal est le Théoréme I11.1.1 suivant :

un ensemble I' C D est d’échantillonnage pour Ap(D) si et seulement si I' contient un
ensemble T pj—séparé tel que DZ(T') > 1/(27) .

Pour démontrer la suffisance de cette condition d’échantillonnage pour Ay (D), on raisonne
par absurde en distinguant deux cas. Dans le premier cas, la majoration de la y—densité
d’un ensemble de zéros pour Ay, (D) prouvée au Chapitre IT donne la contradiction recherchée.
Dans le second cas, on raméne notre probléme & un ensemble de zéros pour un espace de Fock
classique ; 'estimation de la densité de cet ensemble de zéros, qui résulte de la formule de
Jensen, donne la contradiction recherchée.

Pour démontrer la nécessité de cette condition d’échantillonnage pour Ay (D), on adopte
’approche de Lyubarskii et Seip basée sur la fonction pic. A partir de la fonction de Ay (D)
d’ensemble de zéros de y—densité maximale du Chapitre I1, nous construisons pour tout z € D

assez proche du cercle unité, une fonction pic f. qui vérifie dans un voisinage de z

|fz (U))| = eh(w)_|7~U—Z|2Ah(2)/4

(voir la Proposition I11.3.4). On se raméne ainsi au probléme résolu par Seip de la caractéri-

sation des suites d’échantillonnage pour les espaces de Fock classiques.
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CHAPITRE 1

Instabilité de Mobius pour les poids a croissance lente

I.1. Introduction

Soit h : [0, 1[— [0, +o0o[ une fonction continue strictement croissante telle que lir? h(r) =
r—+1-
+oo; h sera appelée un poids. Soit Ay (D) 'espace de Banach des fonctions holomorphes f
sur le disque unité D C C telles que

11l = sup | f(2)]e "D < 0.
z€D

On dit que T' C D est un ensemble d’échantillonnage pour Ay (D) quand il existe L > 0 tel
que pour tout f € Ap(D),

11l < L ALfIe]lns

ou || flrl|n = :Zulg 1 £(O)]e "D La borne inférieure de telles constantes L est notée L (T).
€

On dit que I'échantillonnage pour Ay (D) satisfait la stabilité de Mébius lorsque tout
ensemble ' d’échantillonnage pour Ay, (D) vérifie
up L1 (B, (1)) < +00,
weD

ol pour tout w € D, ®,, est la fonction de M&bius donnée par

Z—w
@w(2)2m7 ZED

La distance pseudo-hyperbolique entre z et w de D est définie par p(z,w) = |®,(z)]. On
dira que I' C D est hyperboliquement séparé si

p(I') =inf{p(z,w) : z,wel', z£w}>0.

Seip dans [20] a montré que lorsque A(r) = aln ﬁ, o > 0, une suite I' C D est d’échan-
tillonnage pour A~ (D) = A, (D) si et seulement si elle contient une suite I'” hyperboliquement

séparée telle que sa densité hyperbolique inférieure uniforme vérifie

> ca (T <|z|<r [ In ||
D™ (') = lim inf AR : L1.1
(") = lim inf o (1= r)] - (I1.1)

13
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Un élément essentiel de la preuve de Seip est le fait que I’échantillonnage pour A~ (D) satisfait
la stabilité de Mébius. En effet, si I' est un ensemble d’échantillonnage pour A~%(D), alors
Lp(®,(T)) = Ly(I") pour tout w € D.

Berndtsson et Ortega—Cerda dans [1] ont montré que la condition (1.1.1) est nécessaire
pour les poids h dont le laplacien Ah(z) = h"(|z]) + h'(]2])/|z] vérifie qu’il existe C' > 0
tel que pour tout z € D, 1/C" < (1 — |2]?)2Ah(z) < C. Seip dans [22] a prouvé que la
condition (I1.1.1) est également suffisante pour ce type de poids, par exemple quand h(r) =
aln —— T —I—ﬁ In ln , o> 0, 8 € R.Domariski et Lindstrom ont donné une autre preuve
de ces resultats dans [6]

Dans tout ce Chapitre I, nous supposerons que le poids h € Ct, h'(0) = 0 et

lim (1 —r)h'(r) =0. (L.1.2)

r—1—

Nous nous intéressons donc aux poids h a croissance lente tels que

lim 7h(7‘) =
r—1—|In(1 = r)|

On prendra pour exemples

e \b
B(r) = Blnln - 2,ﬁ>0 ouh()_a(lnm),a>0,0<b<1.

Pour de tels poids h, nous définissons la h—densité inférieure non—uniforme d’une suite

I' c Dpar

ZZEF'1/2<|Z|<7’ [ In |2|]
D=(T,h) = lim :
o (,4) = i h(r)

La h—densité inférieure uniforme de I' est définie par

“(T,h) = lim inf 2ea, (M) <)< 02
7 r—1— weD h(r) .

Une condition nécessaire pour que I' soit un ensemble d’échantillonnage pour Ay (D) est qu’il
contienne un sous—ensemble hyperboliquement séparé [ satisfaisant Dy (I, h) > 1. Récipro-
quement, nous donnons une condition suffisante précise d’échantillonnage dans le cas des
suites réguliérement distribuées. Puis nous construisons un ensemble hyperboliquement sé-
paré I' d’échantillonnage pour Ay (D), avec D™ (I',h) = 0. Par conséquent, notre condition
nécessaire d’échantillonnage n’est pas préservée par les fonctions de Mébius et la stabilité
de M&bius de I’échantillonnage n’est pas vérifiée dans nos espaces généraux. D’autre part, il
existe un ensemble hyperboliquement séparé d’échantillonnage pour Ay (D) dont la h-densité

inférieure uniforme est infinie.



1.2. CONDITION NECESSATRE D'ECHANTILLONNAGE POUR A (D) 15

I.2. Condition nécessaire d’échantillonnage pour Ay (D)
Nous commencons par faire de simples observations.

Lemme [.2.1. Soit h une fonction continue. S1 I est un ensemble d’échantillonnage pour
An(D), alors T' contient un sous—ensemble dénombrable I qui est aussi un ensemble d’échan-

tillonnage pour Ay (D), avec Ly (I'") = Ly (I).

DEMONSTRATION. Soit T un sous—ensemble dénombrable de T' tel que I"adhérence de
I contient I'. Soit M > 1 et f € Ay(D). Pour z € T tel que f(z) # 0, il existe (z;) C
[ tel que z; tend vers z quand j — 4oo. Par continuité de h, pour tout j assez grand,

72D = fz)ehoh] < |f(2)e 0D /0, et

|f<z>|e—h<'z'> < ()0 4 | £(2)e D — p(zg)e D] < [f(zq)le b

1—1/M
D'ott L,(T) < Ly(T") < (1= 1/M)~'L(T). Faisant M — 400, notre résultat est prouvé. [

Puisque le disque unité est trivialement un ensemble d’échantillonnage, il existe un en-

semble dénombrable d’échantillonnage pour tout Ay (D).

Lemme 1.2.2. Soit § € [0,1[. Pour tous z,w € D tels que p(z,w) < 6,

1—|z)? 1—-86  1—12z]* 1456
1—5<7<1 d et < < .
e = T T ST S 10
DEMONSTRATION. On a
1—]2]2 2w — |2)? -
|1 — zw] + 1—zZw 1+ 20 (w)]

et
|1+ 2P, (w)| € [1 — p(z,w), 1+ p(z,w)] C [1 = 6,1+ 4].

D’autre part, on a

1=z 1—1]z]* [1 — we
I—|wlz2 |1 —zw|l1—|w?’
d’ot1 la conclusion par symétrie des roles de z et w. O

Montrons maintenant le lemme de type Bernstein pour Ay (D) avant de donner des pro-

priétés de I’échantillonnage pour Ay (D).
Lemme 1.2.3. Pour tout f € A,(D) et pour z,w € D avec p(z,w) < 1/2, nous avons

[f(w)e ™ 1D — p () D] < ey |1 £l p (=, w),

ot ¢, = 4(ap, + 2e7") avec ay = sup,.¢gpo (1 — )’ (r).
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DEMONSTRATION. Nous allons utiliser I'inégalité des accroissements finis comme dans la

peuve du Lemme 5.1 [11, p.138]. Soient f € A, (D) et z,w € D tels que p(z,w) < 1/2. On a

£y )| < s (L )|+ | e o] e —

n€lz,w
O (] L /(©)
< sup (2 f 4 | L IO ) -
nE[z,w](l - |77| 2w |C—77|:1_2|n| (C - 77)2 )
ap |w — Z|
< 2ot 2| f sup <L < el fllp(zw),
n€lzw] + T |77|
d’aprés le Lemme [.2.2 avec § = 1/2. g

Proposition 1.2.4. Pour I' C D ensemble d’échantillonnage pour Ay(D), posons

() = min(%7 m),

ot ¢, est la constante du Lemme 1.2.3. Soit T C D ; si

p(I,T) = sup inf_p(z, w) < (D),
zel wel’

alors

s Ly (')
IOy < T Ty <

DEMONSTRATION. On utilise la méme méthode que dans la preuve du Lemme 5.15 [11,
p.152-153], mais pour plus de clarté nous explicitons cette adaptation de démonstration. Soit
f € Ap(D) et soit £ €]0,1/2 — p(I',T")]. Par définition de la borne supérieure, prenons z € T
tel que | £(2)[e™"U=D > || flp[|n — e, ce qui implique | f(2)|e™ D > || f||5/L4(T) — e. Puis, par
définition de la borne inférieure, prenons w € T' tel que p(z, w) < p(z,T) + ¢, ce qui implique

p(z,w) < p(T,T) + & < 1/2. Le Lemme I.2.3 donne

[1f (@) e D — 1 ()| D] < [ fw)e™ 1D — f(2)e D] < ey Fllap(z, w).

Il en résulte

V

F1eln > L )le™™ D> £ ) e D — ep| fllap(z, w)

£ 1n/Za(T) =& = enllflla(p(T, T) +¢).

v

En faisant tendre £ vers 04, nous avons

1f1glln > (1/Lu(T) = crp(T, 1)) || f]]1-
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La définition de Ly (T') implique

1/Ly(T) > 1/L4(T) — cpp(T,T) et Ly(T) < Lp(T)/(1 = ex Lp(T)p(T, T)).

Notons & partir d’ici K un ensemble quelconque.

Corollaire 1.2.5. Si I' = {z; }rex est un ensemble d’échantillonnage pour Ap (D), alors
tout T = {wi trex satisfaisant p(zi, wi) < 64(I')/2 pour tout k € K, est encore un ensemble

d’échantillonnage pour A (D), avec

Li(T) < 2 Lu(T).

DEMONSTRATION. Puisque p(T,T) < supgex p(zr,wy) < 85(T)/2 < 6,(T) et que la

fonction @ — Ly (T)/(1 — ¢, Ly(T)2) est croissante sur [0, (QCth(F))_l], la. Proposition 1.2.4

nous donne

< 2L,(T).
[l

Lemme 1.2.6. Pour tout § €]0,1[, tout ensemble I' C D au plus dénombrable contient T’
vérifiant p(I') > & et p(T,T") < 6.

DEMONSTRATION. Soit T' = {27} jen. Construisons récursivement I = {wg } o, s1cn, O
W = Z, (k) €t o est une application strictement croissante : ¢(0) = 0; si o est définie sur

[0,k — 1] pour k € N* alors on pose
o(k)y=inf{J > o(k—1) : infiy P21, 20(1)) 2 5}

et si o(k) = +oo, on pose 3 = k et on arréte. Si 3 n’est pas défini au cours de ce processus,
c’est que 0 = +oo.

[ sous—ensemble de T' vérifie p(I') = i%f }ngp(wk, wy) > 6. D’autre part pour tout J € N,
il existe k € [1, 5+ 1[NN tel que soit J = o(k — 1) et alors ui}IEllf;/p(ZJ7 w) = p(zg,z5) = 0, soit
J €lo(k —1),0(k)[ et alors ui}Iellf;/p(ZJ7w) < liI<1£p(ZJ,ZU(1)) < &. Donc on a aussi p(I',T') =

sup inf p(zy,w) < 4. O
JeNwel”



18 1. INSTABILITE DE MOBIUS POUR LES POIDS A CROISSANCE LENTE

Corollaire 1.2.7. Si ' est un ensemble dénombrable d’échantillonnage pour Ay (D), alors
I’ contient un sous—ensemble hyperboliquement séparé T’ qui est encore un ensemble d’échan-

tillonnage pour Ay (D).

DEMONSTRATION. Le Lemme I.2.6 appliqué avec § = 65 (I") /2 donne l'existence de I'' C T’

vérifiant p(T') > 0 et p(I', ') < 6,(I")/2 < 6,(T). La Proposition I.2.4 donne alors

/ Lu(T) Lp()
La(M) < 1 cn Ly (T)p(T, 1) ST- en L (T)on(1)/

<2 L,(I).
[l

Le théoréme suivant nous donne une condition nécessaire en terme de h—densité inférieure

non-uniforme afin qu’un sous-ensemble de D soit un ensemble d’échantillonnage pour Ay (D).

Théoréme 1.2.8. Sil" est un ensemble d’échantillonnage pour Ay (D), alorsT' contient un
sous—ensemble hyperboliquement séparé T tel que T est encore un ensemble d’échantillonnage

pour Ay (D) et Dy (T',h) > 1.
La preuve de ce théoréme nécessite le lemme suivant.

Lemme 1.2.9. SiT' = {z; }rex est un ensemble hyperboliquement séparé d’échantillonnage
pour Ap(D), il existe T = {wi}rer hyperboliquement séparé d’échantillonnage pour A (D),
tel que 0 ¢ T' et

Dy (T, h) (1.2.1)
pour un certain &g €]0, 1].

DEMONSTRATION. Soit pr = infrer.s, 20 |2x| €]0, 1[. Pour tous § €]0,1[ et 2 € D\ purD,

O NS L1 R LI e
iER TP S TP T

Donc

lim sup ,o(z7 %) =0,
60+ eD\prD |2
et avec §; = min (8,(T)/2, p(T')/4) €]0,1[, il existe &y €]0,51] tel que pour tout z € I'\ {0},

z
,o(z7 W) < 41. Posons, pour tout k € K,
z

Zl H
BN #0
Wg = k

do siz; = 0.
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T posséde les propriétés suivantes. Pour tout k € K, on a

P2k, wy) < min (8, (T) /2, p(T') /4).

D’une part le Corollaire I.2.5 donne Lj,(T') < 400, et donc T est un ensemble d’échantillonnage
pour A (D). D’autre part I'inégalité triangulaire pour la distance pseudohyperbolique p |8,
p.4] donne que pour tous k,[ € K tels que z;, # z,

p(T) < plzk, 21) < plzr, wi) + p(wi, wi) + plwr, 21) < 2p(F)/4 + p(w, wi),

donc, en passant aux bornes inférieures, p(f) > p(l)/2> 0, et T est hyperboliquement séparé.
Pour tout r €]1/2, 1] fixé, puisque &y < p(I')/4 < 1/2, pour k € K tel que 1/2 < |wg| < r,

— 2k . I~ A 3
on a z # 0 et donc wy, = B d’ot1 les équivalences

1—50 # 1/(1_50)
1/2 < Jwg| < r <= 1/2 < |z <r = (1/2)7%0 <zl < r .

1 1 1
Puisque pour &g €]0, 1], (Vac € 0,1, 7% < x) implique (1/2)™% < 1/2et r’=% <7,

il en résulte

S Imfwll<(=d) >0 [Infal+ S (),

I er1/2<]z|< =
wi €1 /2< |wg|<r 2k [2<|zxl<r zkEF:(l/Q)l_éo <|zk|<1/2

d’ou
2 Ilnlwkll/h(r)s1,;(;;0 ) |1n|zk||+IH(Q)CMdgr“;(ﬁ/m)D)'

wy€l:1/2< |wy|<r 2, €71 /2<]zk|<r

En faisant tendre r vers 1—, on obtient bien Dy (T, h) > Dy (T, h) /(1 — &). O

Démonstration du Théoréme. Nous allons considérer les produits finis de Blaschke
modifiés par Seip [20, p.32]. D’aprés le Lemme [.2.1 et le Corollaire 1.2.7, nous pouvons
supposer que I' = {zi}rex est hyperboliquement séparé. Il suffit alors de prouver que

Dy (T',h) > 1. Soit le T du Lemme I1.2.9. Posons, pour r < 1,

S = [ ——®u(s), z€D.

L T
wy €'NrhD
1l est clair que f, € Ap(D), |[folln > [£(0)]e™(®) = 7O 5 ¢ et

1
|wp|

£ 1glln < sup e 0D T

wel\rD

|, (w)] < e T

lwg |<r

B
=

lwg | <r
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I étant d’échantillonnage pour Ay (D),

. . 1
1felle < Za(@) ILSlelln s et e < Ly(f) e T

|wg|
|wi|<r
On en déduit

1 e_h(o) 5 ~
— > ") S0 et | > In(e /L, (T)) + h(r),
11 a2 h(r)e et > |Infwg|] > In(e”M/Ly(T)) + h(r)

lwg |<r

lwg | <r

d’ou

= In(e="© /1, (T)) = -
Dg (Fh) 2 14 lim (7O Ln(D) ~ Bpgrpe | lwall _
r—1— h(f‘)
D’aprés la propriété (1.2.1), Dy (T h) > (1 —68)~ "1 > 1. -

I.3. Instabilité de Mdobius de ’échantillonnage pour Ay (D)

Maintenant nous allons étudier le cas des suites réguliérement distribuées. Nous allons
donner a la fois une condition nécessaire et une condition suffisante en terme de séparation
afin que ces suites soient des ensembles d’échantillonnage pour Ay (D).

Soit u = (r;);en une suite telle que 0 =rg < ry < ... < r; = 1—. Soit d > 0. Posons

Di(nd)={ 2 €D [s] = v et 2/]z] = 200D g <o < a7 /(1 - )] },

Tu,dy=|JTj(u,d),

JEN

onl [x] désigne la partie entiére de z € R.
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Lemme L.3.1. Si P = supe""i+)=) « 4o alors ['(u,d) est un ensemble d’échantil-
JEN
lonnage pour Ap(D) pour tout d < #~! min (2_1, (ch P)_l), ot ¢p, est défini dans le Lemme

1.2.3.

DEMONSTRATION. Soit I'(u) = U {z € D:|z| = r;}. Nous estimons

JEN
. . .
p T(u 7F u7d S sup sup inf p T“€Z€7T“€Z27rm/([d /(1=r;)]+1)
(M), T, 4)) JEN g€[0,2n[0Sm<[d=1 /(1—ry)]+1 ( ! ! )
< sup sup inf ‘1 — ei(é’—%m/([d_l/(1—7’J)]+1))‘
= jeN L =17 geo,2n[0<m< A=/ (1=r )41
< sup sup inf 0 —2mm/([d7 /(1 —r)]+1
jEN L = Tj o<o<or OSmS[d‘l/(l—m)]H‘ /= / 2 )‘
< 2mdsup sup inf |t — m]| < 7d.

JEN 0<t<[d=1 /(1=r;)]+1 0Sm<[d=/(1=rj)]+1

Soit z € D; il existe j € N tel que r; < |z| < rj;1. Pour f € Aj(D), la croissance de h et

le principe du maximum donnent

|f(Z)|€_h(|Z|) S | Fup |f(w)|€_h(rj) S P||f|F(u)||h
WI=Tj 41

Donc Lp(T'(u)) < P et I'(u) est un ensemble d’échantillonnage pour A (D).
Si de plus d < 77! min(?‘l7 (ch P)_l)7 alors

p(T(u), T(u,d)) < wd < op(T(u)).
D’aprés la Proposition 1.2.4, T'(u, d) est aussi un ensemble d’échantillonnage pour A (D). O

La proposition suivante nous donne des exemples d’ensembles d’échantillonnage pour cer-

tains espaces Ay, (D).

Proposition 1.3.2.

(a) St Q = lim j/h(r;) < 4oo, alors pour tout d > 21In(2) Q, I'(u,d) n’est pas un
j—too
ensemble d’échantillonnage pour Ap (D).

(b) Siu= (h7'(j+ h(o))>]‘eN’ alors on a a la fois P < 400 et ) < 400.
(c) Soit hg(r) = flnln ﬁ, B > 0, et soit la suite ug = (1 — 2_2J+1>j€N' St
d < 38711577 alors T'(ug, d) est un ensemble d’échantillonnage pour Ay, (D). Récipro-

quement, st d > % alors I'(ug, d) n'est pas un ensemble d’échantillonnage pour Ay (D).
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1 /b

b
),a>0,0<b<1, etsoitlasuiteumb:(l—Q_]

: e
(d) Soit hap(r) = a(ln 2 >jeN'
Sid < 3871327 alors T'(ugp,d) est un ensemble d’échantillonnage pour Ay, , (D).

Réciproquement, st d > % alors T'(ugp, d) n'est pas un ensemble d’échantillonnage pour

A (D)

DEMONSTRATION. (a). Soient u et d > 0. Puisque lim; 4, r; = 1—, le lemme de Cesaro
donne lim;_ 10 (j +1)7! {:0(1 —r;) =0, et, avec lp € N* tel que rjy > 1/2 > r;;_y,0ona
[In |=]]

Dy (D(u,d);h) < lim > )

J=r oo 2€T (u,d):1/2<|2|<r 41

L) ([d=Y /(1 = )] + 1)

< lim
P zf: 21 (2)(1 = r)(d=1/(1 =) + 1)
a ]IOO 1=0 h(r]+1)

< 21@2)@(% + Tm

Done si d > 21n(2)Q, alors Dy (I'(u, d), h) < 1, et d’aprés le Théoréme 1.2.8, I'(u, d) n’est pas

un ensemble d’échantillonnage pour A, (D).

(b). On a
P =sup elTH1+R(0))=(+A(0)) — ¢ <400 et Q= lim 4 =1< 4oc.
jeN io4oo J 1 h(0)

(c). Soit 3> 0.0n a

Qpg = Supre[0,1[(1 —r)hg'(r) =27 SUP,e0,1] 7 In 11_6 . <pB

chy = Hap, +2¢5) < A(B + 267) < 1267

D’autre part

In = In(e22' -1
PYB < sup liﬂ;l < sup Lj)
jEN lnf_L jen In(e2%-2)
T3
3In2 -1 1+In2
< sup , < .
jen1—2In24271n2 1—In2
Donc
1 1
7! > 5> 38711577,

ol 1amen ({p2
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et d’aprés le Lemme 1.3.1, si d < 38711577 alors I'(ug, d) est un ensemble d’échantillonnage
pour Ay, (D).
Réciproquement,
1 .. ] 1 .. ] 1 .. ] 1
@= le%oo In 111]@ N B]‘l%oo lnln(ézj‘l) N B]‘l%oo 1115—2]) T fh2’
d’otr, d’apreés le point (a), si d > 2/ alors I'(ug, d) n’est pas un ensemble d’échantillonnage
pour Ay, (D).

(d). Soit @ >0,0<b<1.0na

T € b_l
A,y = 5UP,eoa(l = 1) hay' (r) = 2absup,coq 7 (0 752) 7 <ab<a

Chyy = Han, , + 2" 0b) < d(a+2e") < 12€7

D’autre part

s e((n=t) - ()

< apl(n(e2 ) - (n(52))')
< (In Q)bj‘ég((] +1) (1 + m)b _])
< (In2)’(1+1/In2) <141/In2.
Donc
pt > 38713277,

Chy, P > 191etea(1+1/1In2)
et d’apreés le Lemme 1.3.1, si d < 3871327 alors I'(ugp, d) est un ensemble d’échantillonnage
pour Ay, , (D).

Réciproquement,
J L. J 1 1

=~ lim —71 =

— lim = < .
@jrroo (In =) @ oo (In(207))" alln2)” = aln2

d’otr, d’aprés le point (a), si d > 2/a alors I'(u, 3, d) n’est pas un ensemble d’échantillonnage

pour Ay, , (D). O
Si I' est un ensemble d’échantillonnage pour 'espace A~ (D), o > 0, alors

sup Lo (®y() = La(T) < o0,
weD
olt Lo (T) = Ly(T) avec h(r) = aln 2. Ceci résulte du fait que pour tout w € D, Tg,, : f

(®))".f o By, est une isométrie de A~ (D). Nous allons voir que cette propriété de stabilité
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de Mébius de ’échantillonnage n’est pas vérifiée pour nos espaces généraux. Le théoréme
suivant montre que la h—densité inférieure uniforme ne donne pas de condition nécessaire

d’échantillonnage pour Ay (D) ; plus précisément
Théoréme 1.3.3. [ existe I' ensemble d’échantillonnage pour Ay (D) tel que
D=(T',h) =0.

DEMONSTRATION. Montrons tout d’abord que

-1
lim 1—=h= h(r)+1n2)

r—1— 1—r

= 0.

Pour tout ¢ > 0, il existe r. € [0, 1] tel que pour tout r € [r., 1[, A'(r) < /(1 —r), donc en

intégrant,

1—h-1(h +1n?2 A=Y(h(r)+In2) d
e
—-r ” 1—-2

1 h_l(h(r)—l—ln2) . n2
< exp(—g/r h(z) dac) = exp(—?).
Soit la suite u = (r;);en récursivement définie par ro = 0 et rjy1 = A7 (h(r;) + In2).
Alors u vérifie

1 _ .
lim ST g o P = sup it =M — 9 « foo.
j=Foo 1 — r; jeN

Posons I'(u) = U {z € D: |z| = r;}. Reprenons I'argumentation de Khoi et Thomas
JEN
dans [12, p.442], afin de prouver que D~ (I'(u), h) = 0. Fixons r < 1 et posons pour j € N,

W= 1= /(1= (1= rjg) €yl

Ainsi pour z € T'(u), |2| < wj, nous avons

1— 1=7j41

‘(I) (Z)‘> w]‘—f‘]“>(1—7‘]‘)—(1—w]‘): 1—r; S
w] 1l —wr; T (1 — T‘]‘) + (1 — w]‘) 1+ 11—7*]+1
=r,

1—r;
pour j > J(r), puisque lim —— i+l .
j—teo 1 — r;

Similairement, pour z € I'(u),|z| > w;,

1—r

1— 41
1—w;)—(1—-7r; T—r )

9, () > WU rin) VT o ),
(I—wj)+ 1A =rjp1) 4 + i1

1—ry
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Done, pour @, , la somme numérateur dans I'expression de D= (T'(u), h) est prise sur
’ensemble vide, d’ott D™ (I'(u), h) = 0.

D’autre part, puisque P = sup M) =hlrs) 400, nous avons, d’aprés le Lemme 1.3.1,
que I'(u) est un ensemble d’éch;ii[illonnage pour Ay (D). O

Le lemme suivant est la version uniforme du Théoréme 1.2.8.

Lemme 1.3.4. Soit h un poids tel que tout ensemble ' d’échantillonnage pour A, (D) a la

propriété

sup Ly (P, (') < 4o0.
weD

Si T est un ensemble d’échantillonnage pour Ap (D), alors ' contient un sous—ensemble hy-

perboliquement séparé T tel que T est encore un ensemble d’échantillonnage pour Ay(D) et

D™(I",h) > 1.

DEMONSTRATION. Reprenons notre preuve du Théoréme [.2.8. On commence par sup-

poser que I' = {z; }rex est hyperboliquement séparé. Alors le Corollaire I.4.2 donne

1
1—r

vr € [0,1[, Yw € D, Card (®,[' NrD) < C(p(T)) (L.3.1)

Soit une suite (r;) ;enx avec 1 — —— < r; < 1 et une suite (®;);en+ de fonctions de Mébius,

Jj+1
telles que
2 el )<, 110 1®5 (25| 1
RET:1/2<| P (21)|<r; ]( ) < D_(F,h) Lo
h(r;) J
Posons I'; = &' = {z; 1 }rex puis construisons de nouveaux ensembles de points f; =

{wj,k}keK en posant

|ZJZJ;;T‘50 si |Z]‘7k| > 50/2

Vjie N Vke K,wjz=1 & sizjp =0
do/2  silz; k] €]0,80/2,

In(T) p(F))

ol &y €]0, 01] est choisi tel que pour tout z € ]D)\%O]D)7 ,o(z7 ﬁ) T min( 5 1)
z

Alors les f; vérifient

Vje N* Vk e K, ,0(,2’]‘7]€7 w]‘7k) < min ((Sh(r)/Q,p(F)/ll). (1.3.2)
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Le Corollaire 1.2.5 donne par conséquent Lh(ﬁ) < 2Ly(T;); h vérifiant la condition de
Mébius, Ly (I';) < M(T',h); d’ou

Vi e N*, Ly(I;) < co(T, h) < +oo. (1.3.3)
D’autre part I'inégalité triangulaire pour p et la propriété (1.3.2) donnent

Vj e N*, p(T;) > p(I')/2 > 0. (1.3.4)

Enfin d’aprés (1.3.1), pour tout j € N*|

ijykefj:1/2<|wjyk|<rj [ I fuwj k| < Dz el j2<z pl<r; 1020 eq (1)
= (1 - 50) 3
h(r;) h(r;) h(r;)

In2

< 400, ce qui implique

z:wMC612;:1/2<|7¢;J7/1€|<7’J | In |w]7k||

h(r;)

et donc en faisant tendre j vers +oo,

< (1= 80)(D™(T,h) + l) Lal

1 lim ijykef;:l/2<|w]7k|<r] |1H |w]7k||

D=(I',h) >
( )2 — 00 jo+oo h(f‘]‘)

(1.3.5)

Considérons alors les produits de Blaschke modifiés par Seip (qui sont finis d’apreés la
propriété (1.3.4))
1 . %
fiz)= [ ——®uw.(2), z€D jeN

2wyl
wj €Ny ;D

Nous avons

1
1fille > e ifilglln < €09 11 —
) - |w; x|
wjykEFJ:|w]7k|<rJ

et d’autre part, d’aprés la propriété (1.3.3),

1£lln < co(Ts ) 1L fil [l

D’ou
e_h(o)
Z [ In Jw; x| Zlnm‘|‘h(7‘j)-

wy €L 1wk [<r;
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Puisque d’aprés (1.3.1),

> |In|w;x|| < Card (T; N (1/2)D) In(2/80)
wy k€T, k| <1/2
In(2/80)
1—((1/2)1/(=80) 4-1/10)

< Card (T; N (1/2)Y/0=50D) In(2/85) < C(p(T))

nous avons, pour tout 7 € N*,

> [ Infwjgll = Alrj) + oI, ),
wjykef;:l/2<|wjyk|<rj
e=h0) In(2/80)
ott c3(T', k) =In o) C(p()) 9710 = (1/2) /(=5 Donc en faisant tendre j vers 400,
e /actusater, [0 tim 200
jotoo h(r;) T gmtee h(r))
D’aprés la propriété (1.3.5), D™(T,h) > (1 — &) '1 > 1. O

Le Lemme I.3.4 combiné au Théoréeme [.5.3 donne finalement I'instabilité de M&bius de

I’échantillonnage.

Corollaire 1.3.5. [l existe I' ensemble d’échantillonnage pour Ay (D) tel que

sup Lp(®, (') = 4o0.
weD

DEMONSTRATION. D’aprésle Théoréme 1.3.3, 1l existe I' ensemble d’échantillonnage pour
A (D) tel que D=(I',h) = 0. Mais par 'absurde, si h était tel que pour tout I' ensemble
d’échantillonnage pour Ap (D), sup Lp(P, (') < 400, alors d’aprés le Lemme [.3.4, T' véri-
fierait D™ (I',h) > 1 et donc on I:Liﬁl?ait 0 > 1, ce qui est absurde. O

I.4. Comparaison avec ’échantillonnage pour A~%(D)

Le but de cette section est de montrer que tout ensemble d’échantillonnage pour A~ (D)
est aussi d’échantillonnage pour A, (D) avec une h—densité inférieure uniforme qui est infinie.

Nous avons le lemme suivant.

Lemme 1.4.1. Soit T' hyperboliquement séparé, soit 0 < § < p(I')/2 et soit v : [0,1[—

10, +o00[ une fonction continue satisfaisant  sup v(lz])
o(z,w)<8 U(|w|)

< 4oo. Soit s € R, p >0, f

holomorphe sur D et S C D. Alors

Y e Pe(lz (1= |al?)° < C/( e (F)I/.I;(Z)IPU(IZI)(l— |2[7)°7 dmoy(2),

z €I'NS
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ot mo est la mesure planaire de Lebesque et C' ne dépend que de 8, v et s.

DEMONSTRATION. Fixons z € D; la sous—harmonicité de |f|? o ®1 et le Lemme 1.2.2

donnent

‘ -

1—|2?

0=l [ s () et

[F (=) [P o®21(0) <

=
>,

1 v(lzl) (1= 2Py L= [2P N4
S e p(jfulf<5( (Jw |)(1—|w|2) (|1—2w|))
qub—%l—-pﬁ)—5/1 )<5U(w)VUUWD(1—IWV)*QdWw(W)
< Cv(IZI)‘l(l—IZIZ)‘S/( )<5|f(w)|pv(lw|)(1—IwIZ)S‘dez(w)-

Puisque {w € D : p(zg, w) < 0} N{w € D: p(z,w) < 6} = 0 quand z # 2z € T, nous avons

prouvé notre inégalité. O

Corollaire 1.4.2. Soit T' hyperboliquement séparé. On a

a) pour tout r € [0,1], Card (T NrD) < C(p(T)) 1 ! ;

- T

(a)

(b) pour tout r € [0, 1], szEF:1/2<|2k|<r | In|z||/| In(1 = )| < C(p(T));
) D
)

() D™(I) < Dy () < C(p(T);

(d) pour tout e >0, Y. p(1 = |zx))'F* < 4o0.

DEMONSTRATION. Le Lemme I.4.1 avec 6 = p(I')/3,s=0,v=f =1et S=rD donne
le point (a). Le Lemme [.4.1 avec 6§ = p(I')/3,s=1,v=f=1et S=rD\ %ﬁ donne le point
(b). Par passage a la limite inférieure dans 1’inégalité (b), on obtient le point (c). Le Lemme

Iy 1avecd =p(I')/3,s=14¢c,v=f=1et S=D donne le point (d). O

Lemme 1.4.3. Si ' est un ensemble d’échantillonnage pour A= (D), > 0, alors T' est

un ensemble d’échantillonnage pour A (D).

DEMONSTRATION. Notons tout d’abord que h vérifie pour tout & > 0, il existe r. € [1/2,1]
tel que pour tout r € [r., 1[, h'(r) < e/(1 = r), donc en intégrant,

A==
eh(r)

71) (=)
= exp/ B (z)dx < %%, t>1. (1.4.1)

D’aprés le Théoréme 1.1 [20, p.23], T' contient une suite hyperboliquement séparée T

telle que D=(I') > a, et alors TV est un ensemble d’échantillonnage pour A~ (D) avec
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o' = min(e, 1/2) < 1. Ainsi nous pouvons supposer que I' est un ensemble hyperboliquement
séparé d’échantillonnage pour A7 (D) avec o < 1. D’apreés la preuve du Théoréme 7.1 [20,
p.36-38], nous écrivons pour tout f € A~ (D),

1— |22\ 2
10 = X 1) (T245) "wl). - ce,

zp €l
avec

|gk(C)| < C(l — |C|2)(1 — |Zk|2)‘

- 11— ziC]?
Nous en déduisons que
c () w0 L2
171 < Ol supem* 0000 Py 32 S5

En outre, avec v = e® et § = p(I') /5 €]0, 1/5[, notons que

donc si r € [0, 1] alors

D’oti, d’aprés le Lemme 1.2.2 et 1'inégalité (1.4.1) avec t = 2, pour tous z,w € D tels que

p(z,w) <4,
o(lz]) etttk =lu?)  a(Vi=(=TP)/2) 5 :
o(lwl) <= ch(lh < () < max(2%, ¢ (VD)72) - o,

la derniére inégalité venant en distinguant les cas |w| > r. et |w| < r.. Pour ¢ € D fixé, le

Lemme I.4.1 appliqué avec s = 1 +a, p=2, fe(2) = 1/(1 = (z) et S =D, donne

1—|—oz
e 2 / (2 1 )
D iy MER T = g )

2k cl’
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Il en résulte, d’aprés le Théoréme 1.7 [11, p.7], que pour tout f € Ay(D) C A™*(D),
(1 _ |C|2)1—a /1 (r) /27r o r dr
Iflln < C||f|1“||h§‘€1ﬂp) (12D (1—r2)i=a J, 1= Cre 2
(1= )t~ / ) 2r dr
C
Wil sup =50e— |, T=my= 1= e
CllfIrllnsup I(C),
¢eD

A

IA

IA

ol

Q) =

/+oo A VIRV R
T (S
Montrons pour finir que sup;¢p 1(¢) < +00. Prenons ¢ = a/4. Si [(| > r., alors, d’aprés

(L4.1),
Ldt teo ya/2 teo gy

I1(¢) < — dt < — )

@ < /1—|<|2 te +/1 tita / /1 ti+a/2 < tee

Si [¢| < re, alors, d’apreés (1.4.1),

too h(\/1-(1-r2)/1)
1¢0) < e—h<0>/ ‘ dt
1

toz-l—l

2
—r2

oot oo gt
h(re)=h(0) v
€ (/ t1+a+/1 t1+a/2) < Ho0.

IA

Ceci achéve la preuve. O

Théoréme 1.4.4. [l existe un ensemble hyperboliquement séparé I' d’échantillonnage pour

Ay (D) tel que D= (I', h) = +o0.

DEMONSTRATION. Prenons I' un ensemble hyperboliquement séparé d’échantillonnage
pour A™%(D). D’aprés le Lemme [.4.3, I est un ensemble d’échantillonnage pour Ay (D) et
d’aprés le Théoréme 1.1 [20, p.23], D™ (I") > a > 0. Donc

; In |z _
D™ (T;h) = lim inf Zzeq>w(1“).1/2<|z|<r| | |||1n(1 r)|
r—1— w€D h(T‘) |1n(1 _ T‘)|

> D) lim [In(1 = r)|/h(r) = too.



CHAPITRE 11

Séparation et ensemble de zéros pour les poids a croissance

rapide

I1.1. Introduction

Dans les espaces de type Bergman-Korenblum A~ (D) = Aj(D) avec h(r) = aln =,
a > 0, on peut extraire de toute suite d’échantillonnage pour A= (D), une suite hyperbolique-

ment séparée et d’échantillonnage pour A~ (D). Considérons les poids h tels que

lim hr)

R TS

Nous remarquons qu’un ensemble hyperboliquement séparé ne peut étre un ensemble d’échan-
tillonnage pour Ay (D). Donc nous introduisons un autre type de séparation des ensembles
d’échantillonnage pour A, (D), comme dans [17]. Plus précisément, on étend h sur le disque

unité D par h(z) = h(|z|) et on pose
oz w0) = |2 — wlVAR(min(], [uwl)),  zweD.
Un ensemble I' C D est dit pp—séparé si
pr(D) =inf{pp(z,w) : z,wel, z# w} > 0.
Nous montrons que de tout ensemble d’échantillonnage pour A;(D), on peut extraire une

suite p,—séparée et d’échantillonnage pour Ay, (D). Grace aussi a cette notion de pj—séparation,

nous donnons des exemples de suites réguliérement distribuées qui sont d’échantillonnage pour
A (D).

Ensuite nous étudions les ensembles de zéros pour Ap (D). On pose
X(r) = 1/VAR(r) = (" (r) + 1 (r) /r) V2.

31
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Nous nous intéresserons aux poids A tels que

W' (r)x3(r) = 1,

X (r) décroit vers 0,

X'(r) tend vers 0 quand r — 1 —.

Ces conditions impliquent que

lim hr)

A T =y~

Nous supposons que h satisfait I'une des deux conditions indépendantes suivantes

I Zl[lopl[(l — )X (r)]/x(r) < 400,
(Im Jim [/ (r)[In x(r)] = 0.

Donnons pour exemples typiques de poids pour (I)

€

h(r) = (ln I —17‘2) Inln T2

et pour (IT)

h(r) = exp , h(r)=expexp

1—r2

On définit les y—densités uniformes suivantes

DZ(I')= lim lim

7 M) =15

1—

Card (I' 0 D(w, Ry (w)))

2
R—+00 Jw|—1,weD TR

DI = lim li
X( ) R—1>r—|r—loo |w|—>1{flw€]D) wR2

9

—  Card (TN D(w, Rx(w)))

(I1.1.1)

Lorsque I' est pp—séparé, nous remarquons que D;(F) < 4o00. Nous montrons, grace a la

formule de Jensen, qu’un ensemble I' de zéros pour Ap, (D) a une y—densité inférieure uniforme

qui vérifie D7 (I') < 1/(27) . Nous terminons ce chapitre par la construction d’une fonction

f € An(D) ayant une croissance controlée et d’ensemble de zéros de x—densité maximale,

comme dans [24] et [15]. Plus précisément

Théoréme I1.1.1. Soit h un poids vérifiant la condition (1) ou (II). Il existe une fonction

[ holomorphe sur D, d’ensemble de zéros Ay, telle que
(a) Ap est pp—separé et sup,cp pr(z, Ap) < +00,
(b) DY (An) = DI(Ay) = 1/(27),

(©) [f(2)] = " pp(z,A1), 2€D.



11.2. SEPARATION 33

II.2. Séparation

11.2.1. Echantillonnage et séparation hyperbolique. Dans cette sous—section, on
va montrer qu’un ensemble hyperboliquement séparé n’est pas un ensemble d’échantillonnage

pour Ay (D).

Lemme 11.2.1. Un poids h satisfaisant les conditions (11.1.1) vérifie les propriétés

. 1= . h(r)
lim =400 et lim ————-t—
r—1— x(r) r=1=[In(1 = r)]

= +0o0.
DEMONSTRATION. [’égalité des accroissements finis pour y donne

lim x(r)/(1—7r)=0.

Puisque x72(r) = Ah(r) = (rk')'(r)/r,
(rh')'(r)

A =y e
Donc en intégrant deux fois,
L () : h(r)
1 e — t 1 D — .
A=y - My T

Le lemme suivant nous donne une minoration de la densité non—uniforme de Seip.

Lemme 11.2.2. Soit h un poids quelconque, et soit I' un ensemble hyperboliqguement séparé.

Si I est un ensemble d’échantillonnage pour Ay, (D), alors

: In |z A
Dy ()= lim szEF.1/2<|zk_|<R| |2 > i (7,;)
R—1— |In(1 — R)| ro1 | In(1 = 1)

DEMONSTRATION. Soit ur = inf{|zx|, zx € ['\{0}}. Pour r €]1/2,1[ et s €] max(3/4,1—

ur), 1, considérons la fonction test

z b, (2)
gr,s(Z) = H — R , z € D
1 5 21 €1:0< |25 | <7 p(2k7 1 8)

Il est clair que g, , € Ay (D), que
Ngrslln > |grs(1 = s)|e™175) = e=h(1=9) > (=h(1/4) 5 ¢

et que
e_h(r) H 1
p(Zkv - S) ‘

0< |z |<r

sup |g,,s(¢)]e ™9 < 1
¢cer - S
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' étant un ensemble d’échantillonnage pour Ay (D),

o<y < I1 L (I1.2.1)
< < —_—, 2.
I=s 0< |z |<r P21 = 5)
avec (1 indépendant de r, s.
Nous utilisons ensuite le fait que
zr — (1 —s)
SR s TR
et =9 = lall = || =] - 1
zr — (1 —s) ‘ 1 — |22 8
SR T =) —— 21—
S ionasy AT oyl St oU A
et le fait que, d’aprés I'inégalité des accroissements finis, pour z € D'\ %]D)7
1 1 |p(zr, 1 — 5) — |z
(R
bt —s)  Tall S min(p(1/2,1—5),1/2)
|p(2y 1 = 5) = |2]] 7
< = 1—s)— .
(/2 17m,172) <2l
Donc, pour tout n € N tel que 2"+ (1 —r) < 1,
1 1
2 Nt T
2, 1 —
zkEF\%D:Z"(1—7’)<1—|Zk|§2"+1(1—7’) P2k k
< (56/3)2"(1 —r)(1 — s)Card (LN (1 —2"(1 —r))D).
I’ étant hyperboliquement séparé, le Corollaire I.4.2 donne
C2
Card (TN (1 =271 —r))D) < —————
aad (T (1 =21 = )D) < s
oll ¢3 ne dépend que de p(I'). D’ott
1 1 56
Z ‘lni—ln—‘g—q(l—s).
, p(zk, 1= 5) E L
2, €T\ D27 (1—r) <1 =25 | <2741 (1—r)
Par sommation,
1 1 1
In——— -1 —)<C 1—9)1 11.2.2
Z (np(zk,l—s) Il|zk| < Gof S)nl—W ( )

2 €Tl —r<l—|25|<1/2

ot Cy = 56¢2/(31n2) ne dépend que de p(I').
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D’aprés (11.2.1) et (11.2.2), pour s fixé, nous en déduisons que

1
szEF:1/2<|zk|<r In (2|

Poll) = I —Ta—)
Y era acial<r M S
> lim SRS pClm) oy
= Ib (1 — )] 2(1 =)
> hm h(r)—l_ln(Cl(l _S)) - ZZkEF:0<|Zk|Sl/2 ln p(zk}l—s) —C (1_ S)
gl [In(1 —1)] ’
= lim A(r)/[In(l —r)] = Cs(1—s).
r—1—

Puisque s peut étre choisi arbitrairement proche de 1, nous concluons que

Dg () > Lim h(r)/[In(1 = r)|.

r—1—

0

Corollaire 11.2.3. Soit h un poids satisfaisant les conditions (I1.1.1). Si I' est une suite

hyperboliquement séparée, alors I' n’est pas un ensemble d’échantillonnage pour Ap (D).

DEMONSTRATION. D’une part, le Lemme [1.2.1 donne lim,_1_h(r)/|In(1 — r)| = +oc.
D’autre part, I' étant hyperboliquement séparé, d’aprés le Corollaire I.4.2, la densité Dy (I')

est finie. Donc, d’aprés le Lemme [1.2.2, T’ n’est pas un ensemble d’échantillonnage pour

Ah (]D) O

Remarque I1.2.4. On peut aussi démontrer le Corollaire I1.2.3 en utilisant a la place du
Lemme I1.2.2, le théoréme d’interpolation de Seip [20] pour les espaces de type Bergman—
Korenblum. En effet, d’une part, d’aprés le Lemme I1.2.1, lim,_1_h(r)/|In(1 — r)| = 400,
et

A™(D) C An(D), a > 0.
D’autre part, I' étant hyperboliquement séparé, d’aprés le Corollaire 1.4.2, la densité

. Y ed(T) Loy | IN]2]]
DH(T) = fim  sup E@(Fl)'f'_K
"1 $eAut (D) [In (1= 1)

< 400,

et il existe o > 0 tel que D*(T') < «. Le théoréme d’interpolation de Seip [20] donne que T'
est un ensemble d’interpolation, donc aussi de zéros, pour A=*(D) C Az (D). 1l en résulte que
I est un ensemble de zéros pour A (D), et donc T' n’est pas un ensemble d’échantillonnage

pour Ay (D).
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11.2.2. Echantillonnage et p,—séparation. Commencons par les lemmes suivants

dont nous avons besoin afin de donner des propriétés de I’échantillonnage pour Ay, (D).

Lemme 11.2.5. Un poids h satisfaisant les conditions (11.1.1) est tel que pour tout K € R,
X(r+ Kx(r) = (1 +o(1)x(r), r—1-.
DEMONSTRATION. D’aprés le Lemme [1.2.1, on a r+ |K|x(r) <1, r—1-.
Il suffit alors d’appliquer ’égalité des accroissements finis & y pour conclure. O

En conséquence des Lemmes I1.2.1 et I1.2.5, un poids h satisfaisant les conditions (I11.1.1)

vérifie les propriétés suivantes

Ay = 0221(1 —r)/(2x(r)) >0 (11.2.3)
et
B = oqu1X(r)/X(r + Apx(r)) < +oo. (11.2.4)

Lemme 11.2.6. Pour tous z,w € D tels que pp(z,w) < Ap, nous avons
1/By < x(2)/x(w) < By.
DEMONSTRATION. D’aprés la propriété (11.2.4),
x(2)/x(w) < x(2)/x(|z[ + Apx(2)) < Bp.
O

Nous avons aussi besoin du lemme suivant qui résulte de la formule de Green (pour la
preuve voir par exemple [11, p.60]). On notera D(z, R) le disque de C de centre z et de rayon
R (donc D(0, R) = RD).

Lemme 11.2.7. Soit f € C*(rD), r > 0. Alors pour tout z € rD,

g/m«ln\w\ﬁﬂw) dmy(w) = f(2) ! /M:r Mf(wﬂduﬂ.

T r?—zw 2 |z — wl|?
Le lemme suivant est de type Bernstein.

Lemme 11.2.8. Soient f € Ap(D) et 21,29 € D tels que pp(21,22) < Ap. Alors

£ (z2)] €2 — | f(20)[e™"CO| < en]| fllnpn (21, 22),

ou ¢, = (Bh/Ah) (1 + QAsz(l T Bh)2)6A2B2(1+Bh)2/4‘
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DEMONSTRATION. Sans perte de généralité, supposons que |z1| < |z3]. Alors nous avons

ph(21722) = |Z2 - Zl|/X(’Zl)‘

En appliquant le Lemme [I.2.6 deux fois, nous trouvons un disque D(z1, ) centré en z; et de

rayon r = (1 4+ 1/B)Anx(21), tel que D(z1,7) C D et
1/B2§X(C)/X(Zl) SBzv CED(Zl7r)

Considérons la fonction

vle) = % /Dm ) M (4:(—22_1)(()( oy e

et le disque D(z1,71) centré en z; et de rayon r; = Apx(z1). Notons que 2y € D(z,7r1) C
D(z1, 7). Alors d’aprés la formule de Green, nous avons, pour z € D(z,r), avec w = (z —

z1)/r €D,

B —¢
0< —Re U(Z) - 27? (Zl) 2/@)(21 r) - r’— (’Zr(_zzl)()c_ 51)

B _ w — B2(1+ By)%A2 ¢
< Phran et [ - amae) = BB

dma ()

A
|
>

IA

Bi(1+ By)*A3/4 = Cy.
De plus, pour z € D(zy,7r1), ¢ € D(z,r), nous avons
1/2 <r?/|r? = (2 = 21) (¢ — @1)| < 1+ B,

et donc

z2—=C r2—(z—2)(C—-2x)

r?— |C—Zl|2

vl = [ (e e
1

Pl L Py P T TR
4

< %(1—|—Bh)X(Zl)_2 /D(W) T?E(EI)
AhB2(1+Bh)2/ dm3(C)

- 27 x(21) p lw — (]
AhB,ij(HBh)?/ dms(Q)

- 27x(21) D(w,2) |0 = (|

< CI/X(ZI)7
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avec C'y = 24, B} (14 Bp)? D’ou

|U(z2) = U(z1)| < |22 — 21| sup |U'| < Cipp(z1, 22).

D(Zlﬂ’l)
Soit v = h — Re U, puisque
— d
v(z) =v(rw+z1) = h(rw+ z1) - / r?Ah(r¢ + 2;) In v Cf m2(C)7
() 1 —w 27

v est harmonique sur D(zy,r) d’aprés le Lemme [1.2.7, et v coincide avec h sur dD(zy,r).
Notons # la fonction conjuguée de v sur D(zy,r) et posons V = v + it puis ¢ = fe~V. Sans

perte de généralité, supposons que || f||, = 1. Alors nous avons, pour z € D(z, 1),
l9(2)] = [£(2)]e™" ) < || fllne™Prern B <0,

De plus, ¢ étant holomorphe, la formule de Cauchy donne, pour z € D(zy, 1),

, SUPHD(z, ) 9] /27r df 1/r 1/r
< - < < < C
(=)l < 2mr o [T—we 2 = 1—|w]? = 1—ry/r — a/x(=1),

avec C's = Bp,/Ay. D’onl

l9(22) — g(21)| < |22 — 21| sup |g'| < Capp(z1, 22).

D(z1,r1)
On en déduit finalement
1/ (z2)e™) = F )™V = lg(za)|e R T2 — g (zy)[e e V)]
< eSUPD(z; ) (= Re U)|U(,22) —U(z)] sup |g|+ |g(z2) — g(21)|eS“pD(21yr)(_Re U)
D(Zl ,7’)
< eDCpu(z1, 22) + €D Capi(z1, 22)
< enl| fllnpn(z1,s 22),
avec ¢j, = (C1 + C3) = (Br/An) (1 + 245 By (1 + Bh)z)eAiBi(HBh)Z)M. O

Nous avons alors, de la méme maniére que dans le Chapitre I Section 1.2, les résultats

suivants.

Proposition 11.2.9. Pour I' ensemble d’échantillonnage pour Ay (D), posons

On(T") = min (Ah, m),

ot ¢, est la constante du Lemme I1.2.8. Soit T C D; si

on(D,T) = sup inf. pu(z, w) < & (T),
zel wel’
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alors
L) < Li(T)
P = Ly (D)pa(T, D)

< 400

DEMONSTRATION. On reprend la preuve de la. Proposition 1.2.4 : on remplace p par py,

on prend ¢ €]0, A, — p, (T, T)] et on utilise le Lemme I1.2.8 a la place du Lemme 1.2.3. O

Corollaire 11.2.10. Si I' = {z}r est un ensemble d’échantillonnage pour An(D), alors
[ = {witr satisfaisant pp(zg, wi) < 6,(1)/2 pour tout k, est aussi un ensemble d’échantil-

lonnage avec Ly(I') <2 Ly(T).
DEMONSTRATION. Corollaire immédiat de la Proposition I1.2.9. O

Lemme 11.2.11. Pour tout § €]0,1[, tout ensemble I' C D au plus dénombrable contient
I’ vérifiant pp (') > & et pp (T, T) < 6.

DEMONSTRATION. C’est la méme preuve que celle du Lemme [.2.6 en remplacant p par
Ph- O

Corollaire 11.2.12. Si ' est un ensemble d’échantillonnage pour Ay (D), alors T' contient

un sous—ensemble T pp—séparé tel que T est un ensemble d’échantillonnage pour Ay (D).

DEMONSTRATION. Corollaire du Lemme [.2.1 et de la Proposition I1.2.9 combinée au

Lemme 11.2.11. O

11.2.3. pp—séparation et y—densité. Dans cette sous—section, nous montrons que notre

x—densité (définie dans ’introduction I1.1) pour une suite pp—séparée est finie.

Lemme 11.2.13. Pour tous z1,z2 € D et pour tout r < pi(z1, 22)/2, nous avons
D(z1, rx(21)) N D22, rx(22)) = 0.

DEMONSTRATION. Si w € D(z1,rx(21)) N D(22,rx(22)), alors
|21 —w|+ |w— 22| |z —w| |z —w|
x(min(|zel, [2])) — x(21) X(22)

ce qui est absurde. O

pr(z1,22) < < 2r < pp(21, 22),

Lemme 11.2.14. Soient s,t € R, p €]0,+oc[, f holomorphe sur D et r €]0, A], 0w Ap
est défini par (11.2.3). Alors pour tout z € D,

[F()P(1 = [2)"X (2) < C/D( o) £ (w)[P(1 = Jwl])*x' 7 (w) dima(w),
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ot C' ne dépend que de h,r,s,t.
DEMONSTRATION. D’aprés la propriété (11.2.3) de x, nous avons

rx(z) < Anx(2) < (1= 120)/2,

et donc 1/2 < (1 — |w|)/(1 = |z]) < 3/2, w € D(z,rx(z)). La sous—harmonicité de |f|? et le

Lemme 11.2.6 donnent alors notre assertion. O

Lemme 11.2.15. Soient I' une suite pp—séparée, s,t € R, p > 0, et soit f holomorphe sur
D. Alors

S 1FEP( - )y () <c/ (1= |2))*x"2 (=) dima(2),

2k cl’

ot Qr = U D(z, A, x(2)), Ap = min(Ay, pr(1)/2), et C ne dépend que de h, py(T), s,t.
zel

DEMONSTRATION. Les Lemmes [1.2.13 et I1.2.14 appliqués & z; € I' donnent par som-

mation
pOUCIRETENEE CZker/mZk,Ahx(Zk»'f BFE = )X dma2)
< Clh,pa(T), 5,1) /Q PP = o)X (=) dima(2).

Proposition 11.2.16. Si ' est pp—séparé, alors

(a) pour tout r < 1, Card (F N r]D)) < C(h,pr(T)) W (r);
(b) pour tout e >0, > (1~ |zx[)” Hey2(2p) < +oo;
(c) D5 () < DH(I) < +o0.

DEMONSTRATION. (a). Nous appliquons le Lemme [1.2.15 4 T NrD avec s,t = 0, p = 1,

f=1(et Q,r C (r+ Apx(r))D), pour obtenir

IA

r+Apx(r)
Card (T NrD) = Z 1 C “2(2) dmy(2) < C/ X2 (2)z dx
zp€lnrhD (r+Anx(r )D

r+Apx(r
C—I—C/ ()a dz,

IA
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avec C' = C'(h, pr(I")). D’aprés le Lemme 11.2.6, il existe ¢ > 0 tel que pour tout r € [0, 1],
1/e < x(r+ Apx(r))/x(r) < e. Donc
)

r+Apx(r r r
/ X 2 (2)z de < C/ X 2 (@)ade < C (xzh') (z) dz < CR (1),
1/2 1/2 1/2

et notre assertion est prouvée.

(b). Le Lemme I1.2.15 appliqué a I avect =2, s=—-1+¢,p=1, f =1, donne

— |z N (= — 2N dmgy (2 0.
Zng(l |2k]) X(k)SC/D(l 12) 71+ dimay (2) < +

(c). Nous appliquons le Lemme [1.2.15 4 T N D(w, Rx(w)) avec s,t =0, p=1, f =1 (et
Qpr C D(w, Rx(w) + Apx(|w| — Rx(w)))), pour obtenir

Card (I N D(w, Rx(w))) = Z X2 (2) dmy(z)

zp €CND(w,Rx(w))
_ (Bx(w) + Anx(|w] - Bx(w)))*
(el + Bx(w) + Apx(Jw] = Bx(w)))’
avec C' = C'(h, py(I')). Puisque, d’aprés le Lemme [1.2.5,
Ry (w) + Apx(Jw| — Bx(w))
x(Jwl+ Rx(w) + Apx(lw| = Rx(w)))

1<C /
D(w, Rx(w)+Ap x(|w|—Rx(w)))

IA

2R+ 245, |w| = 1-,
< 3R, R — 400,

notre assertion est prouvée. [l

I1.3. Echantillonnage et suites réguliérement distribuées

Dans cette section, on va donner des exemples explicites d’ensembles qui sont d’échantil-
lonnage et d’ensembles qui ne sont pas d’échantillonnage, en utilisant des techniques élémen-
taires pour les suites régulierement distribuées.

Soit u = (r;);en une suite telle que 0 = rg < ry... < r; = 1— et soit d > 0. Posons

, — . — . — eizmm/([d7" /(rjp1—r;)]+1) =1/
Djud) = {2 €D : 2| = ry et 2/]2] = ¢ I 0 < < [0 (ryg - )]
T(u,dy= | JT;(u,d).

JEN
4 L. 1 .

Lemme I1.3.1. 57 sup pp(r;, 7j41) < 5 min (Ah, —), ot ¢p, est la constante du Lemme

ch

JEN
11.2.8, et si d < (2m)~!, alors T'(u,d) est un ensemble d’échantillonnage pour A, (D), avec

La(T(u, d)) < 4.
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DEMONSTRATION. Considérons d’abord I’ensemble
Tu) = | J{zeD: 2| =r;}.
JEN
Puisque D est un ensemble d’échantillonnage pour Ay (D) et pp, (D, I'(u)) < sup pp(r;, 7j41), si
JEN
1 . 1
sup pp(r;, ri41) < 5 min (Ah7 —) < op(D),
JEN Ch
alors, d’aprés la Proposition [1.2.9, T'(u) est un ensemble d’échantillonnage pour A (D) avec
Ly(T(u)) < 2.
D’autre part nous avons

C(u), T(u,d)) < sup inf r,ei€7r4€i27rm/([d—1/(rj+1—r])]+1)
o), T ) < jeN,ee[O,zw[OSmS[d‘l/(7’]+1—m)]+1ph(] ! )

< su r) ey inf 1— 6i(€—27rm/([d—1/(r]+1—7’])]-I—l))
N ij( ) €pm5[d_1/(7’g+1—7&)]+1‘ ‘

< sup x(r;)~ ' sup inf 0 —27m/([d7 ) (rixq —r))]+ 1
() s 0= 2mm (4 (g = )]+ 1)

d 1
< wdsuppp(rj, riva) < —ﬂmin(Am—)-
jeN 2 Ch
Donc, d’aprés la. Proposition I1.2.9, pour
1 < 26, (I (u))

d< —
- 27 ﬂ'min(Ami)

9

I'(u, d) est aussi un ensemble d’échantillonnage pour A (D), avec

T4 (T(u)) 2 2
Ly (T(u,d)) < T enLn () o (T (w), T, ) < T QCh% < [ 1

0

Nous pouvons aussi donner une généralisation du Lemme II.3.1 qui localise les points d’un
ensemble d’échantillonnage.

Pour w = (r;), C' >0, j € N, 6 €] — 7, 7], posons
Queojo={zeD:|lz] —r| <Crjpr —rj) et Jargz = 0] < C(rjyr —rj) }-
Proposition 11.3.2. Soient h un poids et I' C D. Pour tout u = (r;) tel que

1 . 1
sup ,Oh(rj7 rj-l—l) < ) min (Afm _)
JEN Ch

et pour tout C' < 1/4, si pour tous j € N et § €] — 7,7], T N Qu.cjo # 0, alors T est un
ensemble d’échantillonnage pour Ay (D) avec Ly, (T") < 4.
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DEMONSTRATION. Nous avons

prn(T(u), I < sup sup  pn (rjew, reit)
jeN,@E]—W,W] reiteQu,C,],Q
< supx(r;)"'sup sup sup ‘reit - rjew‘
J 0 rilr—rj|<C(rjp1—ry) t:t=0|<C(rj41-r;)
< supx(rj)”'  sup sup [(r—rj)e’ e (70 — 1)
7,0 rir—r;|<C(rjq1—r;) t:[t—0|<C(rjy1—r;)
< supx(r)™ sup [r—rl+supx(r)Tt sup [1- €070
J rir—r;|<C(rjq1—r;) J 0,t:|t—0|<C(rj41—ry)
< supx(ry) T Crjgr — ) +sup x(ry) = Clrjpn — )
j j
. 1 1 1
< 2Csup pp(rj,rj41) < Cmin (Ah, —) < — min (Ah, —)
JEN cp, 4

Puisque la premiére partie de la preuve du Lemme [I.3.1 nous donne que I'(u) est un

ensemble d’échantillonnage pour Ay (D) avec Ly, (I'(u)) < 2, il en résulte que

pi(T(u). T) < (D)) = min Ay, m)

D’aprés la Proposition 11.2.9, T' est donc un ensemble d’échantillonnage pour Ay (D) avec

Lu(T) < Ly(T(u)) 2

ST el (D) pa(T (). 1) = 1 2eng; -

0

Le lemme suivant fournit une condition nécessaire en terme de densité pour qu’un ensemble

de D soit d’échantillonnage pour Ay (D).

Lemme 11.3.3. Si ' C D est un ensemble d’échantillonnage pour Ay (D), alors T' contient

un sous—ensemble " py—séparé qui est un ensemble d’échantillonnage pour Ap(D) tel que

1 Zz I:l<|z 7,|ln|z||
lim —— 3" [Infs]| > 1et lim iz

r1— (1) r—1— h(r)+ (1 —r)Card (I'" N rD) .

1
5
ZEF/Z%<|Z|<T’

DEMONSTRATION. Adaptons notre preuve du Théoréme [.2.8. D’aprés le Corollaire
I1.2.12, nous pouvons supposer que I' = {z;}r est pp—séparé. Remarquons que pour r < 1,
Card (F N r]D) < +oo. Nous posons I = {wi}r donné par w, = zp si z; # 0 et
wy = min (6,(T),inf{|2x], 2x € T\ {0}})/2 si 2z, = 0. 1l est évident que pp(zp, wi) < 86,(T)/2

et d’aprés le Corollaire 11.2.10, T est aussi un ensemble d’échantillonnage. Nous considérons
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les produits finis de Blaschke modifiés par Seip [20]

Wi eTrnrd

Nous avons d’une part || f,||» > ¢®) et d’autre part

Sup | (1p) [ (50) < (Shoter MIRIAC) ¢ 25y <0 0 onll=hr)=(1=r)Card (FrvD)
k

T étant d’échantillonnage, pour r > %,

—h(0)

Do mnfunl] > h(r) 10— 37 [Infuy]
3 <lwl<r w(T) Jwy|<
et
1 1 e_h(o)
S nfwel| > 5 (A(r) + (1= r)Card (TNrD)) + sIn—— = Y |In |wy]].
L 2 2 Lh(r) 1
Lfwg|<r lwel<3
D’ou
m —— Y (= lm o~ 3 [l > 1
m ——: ni|z|l = u1m -—-—-—: n\|z
1= h(r) 4 oo h(r) 4 -
2€T: 5 <|z|<r 2€l:5<|z|<r
et
ZZEF:%<|Z|<7’ | In |Z|| . Zzef:%<|z|<r |1H |Z||

I ~
e h(r) + (1= )Card (TN D) ,51= h(r)+ (1 — r)Card (T N rD)

1
> —.
-2

La proposition suivante nous donne des exemples explicites d’ensembles d’échantillonnage

et d’ensembles de non-échantillonnage, pour certains espaces Ay, (D).

a

Proposition 11.3.4. Soit h(r) = DLk
2
1/(1+65)7,5>0.

242+ 8

(a) Si 67" > (14 1/8)2°7(1 4 8ap(1 + §)*4>+7) 7 (1+7)

a,p > 0, et soit I'(u,d) tel que r; = 1 —

et d=' > 2m, la suite pj,—

séparée I'(u, d) est un ensemble d’échantillonnage pour A, (D), avec Ly(T'(u,d)) < 4.

(b) Si 6%d > a='2°7131n 2, la suite pj,—séparée T(u,d) n'est pas un ensemble d’échantil-

lonnage pour Ap (D).
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DEMONSTRATION. Montrons d’abord que pour tous ¢ et d, I'(u, d) est pp—séparé. D’une
part,
I(u, d = inf inf 2) Hw— 2z >min(inf )" Vinf |ry — s
oI (u, ) ZGF(%d)wGF(%d),w#Z,IwIZIZIX( ) 2 jENX( i) J>j| T

e . 1 irrmt—m) [ (1))
PR IR PN Lk )

2r; m
> min( inf pp(r;,r;1q1), inf J inf sin
- (]ENph( 7 Jaf, X(rj)o<m<[d=1/(rj41-r))] ([d_l/(rj-l—l —r)l+ 1))

o ( £ oo ), inf 2ro 2 )
min | in T Tia1), 1N
= e T S )y (s — 1) + 1

ou C = min(1,4r0 d/(1+4 d)) > 0. D’autre part, puisque

> C' inf T
z jeNph( g ]+1)7

(1 _ r2)1+ﬁ/2

2V/aBy/1+ Br?

et d’apres ’égalité des accroissements finis,

T‘_|_1
pr(rjsriv1)  =2v/a \/1‘|‘ﬁr YT ey 1+ﬁ/2

(14 53’)2/5“((1 £ 55)7H0 (148 + 1))—2/5) > \/a/B2' P25/ (14 §)2/ P+

X(r) =

afi

2252

(a). On a pp(rj,rip1) < 4y/a/B/1+ (6, et aussi
Ay = /aB inf ! V145 e{m V|,

refo] (14 r)1+6/2 (1 — r)6/2 o1 45/2°

B, — ( - )”ﬁ/z\/Hﬂ(rth(r))?
po= sup ;
refoaf \1 — (r+ Anx(r)) 14 8r

14+3/2 1+8/2
— eup [— b 1 1+ B(r + Apx(r))?
refo [ \ 1 — Al%y) 1+ A}fig, r) 1+ Br2

< sup 21+ﬁ/211+ﬁ/2 ﬂ < /1_|_ﬁ21-|—ﬁ/2
refo,1] 1+ Oﬂ
et
B
ch = A: (14 2A2B2(1 + By)?) e hBiL(+B0)’ /4

(14 ﬁ)/(aﬁ)QHﬁ(l +2a3(1+ 3)22HF (1 + \/TQH'W? ) aB(145)28(1+/THF21+5/2)2
< V+8)/(@B) 22 (14 8aB(1 4 5)24740) 0 (A4,
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Il vient que si
51 > #25-%5(1_'_ 8aﬁ(1—|—ﬁ)242+ﬁ)eaﬁ(1+5)242+57
alors

1 . 1
sup pp(r;, riv1) < 5 min (Ah, —) .
JEN Ch

Donc d’aprés le Lemme I1.3.1, avec d < (27)~1, T'(u,d) est un ensemble d’échantillonnage

pour Ay (D) avec Ly (I'(u,d)) < 4.

(b). On a
1 2In2
lim — In |z < lim (1—r2.,)° 11—z
r—1— h(r) 2 [ In || =", j—?oo( ]-|-1) Z ( |z])
zEF(u,d):5<|Z|<T’ ZEF(u,d):5<|z|<r]+1
2140 In2 o ~
<——— lim (1+4)) 22(1_7‘1) (d Y (riga —7‘1)-|-1)
a J—r+oo 1<;
20+1 In 2 5 \2/8
" lim (1446572 1+1/((14+ — -1
ST (42 )
20+1 1n2 3 20=181n2 1
= lim (1+4465)7? - ) < ¥ 1

I<j
ce qui implique, d’aprés le Lemme I1.3.3, que I'(u, d) n’est pas un ensemble d’échantillonnage
pour Ay (D). O

a
(1=r)?
a, 3 > 0. Nous donnons une condition nécessaire en terme de distribution uniforme pour qu’un

La proposition suivante est la réciproque de la Proposition 11.3.2 pour h(r) =

ensemble de D soit un ensemble d’échantillonnage pour Ay (D).

Proposition 11.3.5. Si ' C D est un ensemble d’échantillonnage pour Ay (D) avec h(r) =

ﬁ7 a,ﬁ > 0, alOT'S
-r

V6 >0,3C>0,3J>0/Vi>J Voe]l—m7], TNQucjo#0,

N

ot u=us = (r;) avecr; =1—-1/(14§j5)5.
DEMONSTRATION. Par contraposition supposons que
36 > O/VC >0,VJ>0,35>.J, 30 E] —T,T]:FQQ%C’]"@ =

9

nous allons prouver que I' n’est pas un ensemble d’échantillonnage pour A, (D).
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Nous pouvons supposer # = 0 par rotation. Considérons la fonction pic suivante

g

fea(z) =2"e? =27, (11.3.1)

ott mj = [aB(1+85)%T2/P/2] et nj =1 —m;(1 —r;)'"*8/(aBr;) = 1/2+O(j=2/7), j — +o0
(alors n; > 0 pour tout j assez grand).

Nous avons pour tout r € [0, 1[, pour tout ¢t €] — 7, 7],

[foa(re)| = rmae™ B TP < oo™ et

__a_ . —B/2
avec [t] s p e TT=re TP = p7 0N (1= 47 sin® 1) décroissant. Posons
_a(l—nj) _a(l—nj) aﬁr
U]‘(T‘) = T‘mje (1—r)f6 (alOI’S U; (T‘) = € (1—r)f6 rmj—l (m] — (1 — n])m) )
D’une part,
[seally = swpsup |fos(re]e T = sup [fo,s(r)]e” 007
0<r<1 —n<t<m 0<r«1
= sup vi(r) =v;(rj) < oo
0<r«1
D’autre part,
lfeulm@u cell, = max(4, B),
ol
A= sup  sup|fos(re)|e 007 <wj(r; £ Clrjp —ry))
lr=r;|>C(rjp1—ry) t
et
B = sup sup |fo(ret)|e” =07
lr—r;|<C(rjt1=r;) [H1>C(rjp1—ry)
< sup P en] |1—reic(r(;+1_rj) 15 e~ (1_ar),6
lr—r;|<C(rj41—ry)
_ a _ |1—TeiC(TJ+1_TJ)| -8
< sup v;(r)e "ok <1 ( T—r ) )

lr—r;|<C(rj41—ry)

—an r . C(r —r,;) —pB/2
< Uj(f‘j)e(l—rfﬁ<1_<1+<1fr>2 sin? 14—

lr=r;=C(rj41=rj)"

Il en résulte

el o llfeall,
lfetell, = lealmau.c,sll,
) v (r ) an - (14 ar 2C(r]+1—r]) —B/2
> mm(v](r] n C]'(T‘]]-H ) , e(l—r)f3< ( (a—nz *" 2 ) |r:r]—0(rj+1—rj))-
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1
Pour j — oo, puisque — — 1= (§7)"¥5(1 + o(1)) et
rj

X = O — 1O (1= (141/( +1/8)) %) = i%;(lw( ),
v;i(r; — - _
lnvj(f‘jic((f‘jil—f‘j)) - mj((%_l)%_ln(lJr(%_l)X))
=y %_1 x(1 +ﬁ+1x+o( ))—(%—1) (1+0(%)))
= i3 0w ol
= (=)o)
_ %(5])2"'2/5(1—|—0(1))(5J)_2/ﬁ(1‘|‘0(1))%%(1+0( ))ﬁT(lJrO( )
_ 0252aﬂ;1(1—|—0(1)),

1—
et pour r = r; — C'(rj41 — r;), puisque = : =14+ |X|=1+0(1) et

J

_ 4r . QC(T‘]‘_H—T‘]‘) _ 2 Fiv1 — T 2 s
Y = (e sin 5 —4(1+0(1))T(ﬁ) (14 0(1)) = X?*(14 o(1)),
nous avons
an, 4r . QC(T‘]‘_H — T‘]‘) -6/2 an; _8/2
= = 1-(1+Y
(1—7‘)/3( (+(1—r)2sm —) ) (AR
= o) (E(+ o(1) DX+ (1)1 4 o(1)
= C222(1 4 o(1)).
8
Nous en déduisons
lim HfCJHh > min (60252(1/6-;#1760252%)7
Jtee | fealr]],
puis
lim  lim HfOJHh = 400
Cboo 1oteo || foualr]],

Donc I' n’est pas un ensemble d’échantillonnage pour Ay (D). O

Remarque 11.3.6. 1. Sous les hypothéses de la, Proposition 11.53.5, on a D;(F) > 0.
2. On peut démontrer la Proposition I1.3.5 en utilisant la fonction pic de [4] & la place de

la fonction pic (11.3.1).



IT.4. MAJORATION DE LA DENSITE D’UN ENSEMBLE DE ZEROS POUR A (D) 49

I1.4. Majoration de la densité d’un ensemble de zéros pour A, (D)

Dans cette section nous allons donner une majoration de la y—densité inférieure uniforme
d’un ensemble de zéros pour A (D). Ce résultat nous aidera a montrer au Chapitre 111 la
suffisance de la condition d’échantillonnage pour Aj,(D) en terme de y—densité inférieure
uniforme.

Nous avons besoin des lemmes suivants.

Lemme 11.4.1. Soient A, A" avec A > A" > 0; il existe 0 < p < 1 tel que pour tout
p<re <1, siry <|wl<r—Ax(r), alors |w|+ A'x(w) < r.

DEMONSTRATION. Par I’absurde, si r < |w| + A’x(w), alors d’aprés le Lemme [1.2.5,

jw| > r — A'x(r)x(w)/x(Jw|+ A'x(w)) > r = Ax(r), 12— 1-. O

Lemme I1.4.2. Soient e > 0 et R > 0. Pour

A=R(1+e)/(1-(1+2)7"%) >R,
il existe 0 < p < 1 tel que pour tout p < ro <1, si r,w, z vérifient
ry < |wl <r—Ax(r) el z € D(w, Rx(w)),

alors

(a) ro+ Ax(rg) < 1;

(b) z € rD\ (r2 — Rx(r2))D C rD\ {0};

(c) weD(z R(1+2)/*x(2));

(d) 1/x(w) < (1+)"%/x(2);

r r
e) In — < 1—|—€1/41n—.
(e) o] (1+¢) E

DEMONSTRATION. (a). D’aprés le Lemme I1.2.1, on a

ro+ Ax(re) <1, rg—1-—.

(b). D’une part d’aprés le Lemme [1.4.1 appliqué pour A" = R,

2| < lwl+ |z —w] < Jw[+ Rx(w) <7, rog— 1=
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d’autre part puisque lim,, 1 r2/x(r2) = lim,,1- 1/x(r2) = +o0,

2l > |w] = |z = w] > Jw| = Rx(w) > rs = Rx(r2) >0, rz—1-.

(c). D’aprés le Lemme [1.2.5, on a

lw — 2| < Rx(w) < Rx(z)x(w)/x(Jw|+ Bx(w)) < R(1+)/®x(2), ra—1-.

(d). D’aprés le point (c), 1/x(w) < 1/x(|z| + R(1 + )8 (2)), ry—1—;

d’aprés le point (b), si ry — 1— alors |z| — 1—; d’ott d’aprés le Lemme [1.2.5,

1x(w) < (1+)"Y3/x(2), rp—1-.

(e). D’une part d’aprés le Lemme II.4.1 appliqué pour A" = A/(1+ ¢) et en utilisant le
développement limité d’ordre un de la fonction logarithme, on a
In(1 + [z — w|/|w]) In(1 + Ry (w)/|wl]) < Bx(w)/lw|
In(1+ (r=fwl)/[w) = In(4+A/0+e)x(w)/|lw]) = A/(1+e)x(w)/|w]
< 1=+ YA +0(1) <1—(1+e) M r;—1-.

(140(1))

D’autre part d’aprés le point (b),on a |z|<r, ro—1—.

Il en résulte

Wl N (g (L= wlu]) |
1n|;—|_(1 /! |w|) < (1 1n(1—|—(r—|w|)/|w|))

< (1=(1=(+)™NT <4 o1,
O

Proposition 11.4.3. Si ' est un ensemble de zéros pour Ay(D), alors

1
D> < —.
X()_Qﬂ'

DEMONSTRATION. Soit f € A (D)\ {0} d’ensemble de zéros I'. On supposera que f(0) #

0. D’aprés la formule de Jensen,

1 2T . r
—oo < In | f(0 <—/ In|f(re'?)| do — In —, 0<r<l.
£ < 5 [ Wlseeas - 3 ol

27
k:apel'nrhD
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Donc

— 1 r
k:apel'nrhD k

Montrons d’abord par ’absurde que DZ(T') < +00. On suppose que D (T') = +o0. Alors
pour tout M > 0, il existe R > 0 et 0 < ry < 1 tels que pour tout ry < |w| < 1,

Card (I' N D(w, Rx(w))) > MrR*.

Prenons ¢ = 1/2. D’aprés le Lemme I1.4.2 appliqué pour ro = max(u,r1), on peut trouver

A>Retry <rgy<l1telsquesiry <|w| <r—Ax(r)et z € D(w, Rx(w)), alors

ro+ Ax(ra) < 1, z € D\ {0}, w € D(z, R(1+2)'/8x(2)),

() < (4)/x() et Inrn < (149

Pour tout ro + Ax(rz) < r < 1, nous avons r — Ax(r) > ry et d’aprés le théoréme de Fubini,

r 1 r
In — = / dma(w) In —
k:ak;ﬂrﬂ) |ak| k:ak;ﬂrﬂ) ﬂ-(l + €)1/4R2X(ak)2 D<ak7(1+5)1/8RX(ak)> |ak|
1 r
> _ x(ag) "% In — dmq(w
- /<T—Ax<r>>m\r2m (1+ )47 R? 2 ) || ()

k:a, €TND(w,Rx(w))
. / Card (I' N D(w, Rx(w)))
“Jiaxeymean w1 2)3 R

x(w)"%1n ﬁ dma(w)

M

M
> 73/4/
(1+¢) (r—Ax(r))D\ro D

x(w)"*In mdmz(w) = m]((r—Ax(f‘))D\f‘zD%

ou I(Q) = /Qx(w)_2 In ﬁ dma(w), Q@ C D. Puisque
I((r — Ax(r))D\ r:D) = I(rD) — I(rD\ (r — Ax(r))D) — I(r:D),

avec d’aprés la formule de Green,

1(rD) = / Ah(w) In ~— dma(w) = 27 (h(r) = h(0)
D |w]
et
I(rD\ (r — Ax(r))D) < 27 A " In ! =2mA* +o(l), r—1—,

x(r) 1= Ax(r)/r

il en résulte

Z In — >om(1+e) A Mh(r)+C, r—1—,
k:apel'nrhD |ak|
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et faisant tendre r vers 1—,

1 r
lim —— In — > 21 (14 )"/ M.
A, 2

Faisant tendre M vers +oo, on obtient

1 r
lim —— Z In — = 400,
r=l= h(f‘) k:apel'nrhD

ce qui contredit "inégalité (11.4.1), et donc

D7 (') < 4o0.

X

Maintenant, pour tout 0 < € < 1, il existe R > 0 tel que

lim  Card (T ND(w, Ry(w))) > DL (T)(1 - e/2)7 R,

|w|—1,weD

donc il existe 0 < ry < 1 tel que pour tout ry < |w| < 1,
Card (I' N D(w, Rx(w))) > DL (I')(1 — )7 R>.

D’aprésle Lemme I1.4.2 appliqué pour ro = max(u, 1), on peut trouver A > Retry <rp <1
tels que si ro < |w| < r — Ax(r) et z € D(w, Ry(w)), alors
ro+ Ax(ra) <1, z € rD\ {0}, w € D(z, R(1 —|—€)1/8x(z)),

() < (4 )/x() et nrn < (149

Pour tout ro + Ax(rz) < r < 1, nous avons r — Ax(r) > ry et

r 1 r
In— > —_ “2In —d
Z " |ak| N /(T’—AX(T’))D\T’QD (1 + 5)1/47TR2 Z X(ak) " |ak| mz(w)

k:apelnrD k:apeND(w,Rx(w))
Card (I N D(w, R | — DT
> / ar ( (w, X(w))) X(w)_zln r dmy(w) > M I,
(r—AxeD\p w1 2)¥ R ] (I+ )3/

ot I, = I((r — Ax(r))D\ roD). Comme précédemment, il en résulte

r 1—-¢
In— >27D° (') —————=h(r)+ C(e), r—1—,
k:ak;ﬂrﬂ) |ak| X (1 +€)3/4

et faisant tendre r vers 1—,

. 1 T _ 1—e¢

rl- h(f‘) k:apel'nrhD |ak|
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Faisant tendre ¢ vers 0+, on obtient

1 1 r
D-(I') < — i In —.
(D)< 277,,_1>—T_ h(r) Z "

k:apel'nrhD |ak|

En combinant les inégalités (11.4.1) et (11.4.2), on conclut

1
D7 (T) < —.
X()_Qﬂ'

(11.4.2)

I1.5. Construction d’un ensemble de zéros pour Ay, (D) de densité maximale

Le résultat principal de cette section est le Théoréme I1.1.1. La preuve de ce théoréme

nécessite les lemmes ci—dessous.

Lemme 11.5.1. [l existe des suites {rp} et {si} avec 0 =rg < sg <14 < ... < 1rp < 8 <

Prt1 < ... < 1, et une suite (Ny) avec Ny € N*, telles que

(a) lim LT on

k—+oo  X(7k)
(b) lim Ng(rgsr —rg) = 2w,

k—+o00
. Tk41 — Tk
() lim S _E_q
k—+oco 'y — Tk—1
. Tk+1 — Sk
(d) lim ALk
k—+oo Tpy1 — Tk 2

DEMONSTRATION. Nous construisons d’abord les suites {r;} et (Ng) de facon itérative :

ro = 0; rp étant donné, nous notons r; le nombre défini par

dma(w)

(rg —7x) / Ah(w) ————= =27
re<lwl<r 2

puis nous définissons N comme le plus petit entier plus grand que pra—

aussi rp4q > ri par
d
/ Ah(w) dma(w) _ N,
re<hol<riss 2

D’une part on a
Tk+1 — Tk
Ty =Tk

> 2.

Nig(rgsr —rg) > 27

D’autre part, puisque Ah(r) croit vers +oo, les relations

Ty = Tk 27

o / Ah(w) T2 o Ay Tk
re<w|<ry

, et nous définissons
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et

2 *2
- d
Ah(r,ﬁ)M < / Ah(w) dma(w) <1
2 rr<lwl<ryqq 2

impliquent limy_, 4, r; = 1— par I"absurde et

Phyl — T < iR
BTk VRl ) yARTD

=o(1l), k— +oo;

d’ou

27
Ni(rper — 1) < ( ” + 1) (Thg1 — Tk)
Ty =Tk
< 2m A4 Tpyr — Tk —|—27Trk1—17_rk =27+ o(1), k— +oo.
Iy =Tk

Il en résulte

li N, — = 27.
GJim p(ree1 —ry) =27

Puisque

P22 P22
Ah(m)% < Np < Ah(rkﬁ—l)%v

on en déduit

2 X(Prg1)\ 2 Pht1 — Tk 2 2
———— Np (k41 — Tk ( ) S( ) < Ni(re41 — i),
Tk 4 Tkt (et ) X(rk) X(rk) Tk + Tkt (et )

d’ott pp(rk, re+1) < K < 400, ce qui implique d’aprés le Lemme (11.2.5),

lim X("k+1)

=1.
k=400 X(rg)

Il en résulte

_ 2
lim (M) = 2.
k—+oo N x(7k)

De plus, on obtient

lim EALT TR s (ret1 = re)/x(re) - x(re)

koo Tp — Th_1  k=too (Th — Ph1)/X(Phe1) X(k_1)

Ensuite nous définissons la suite {s} par les relations

1 1 1 d
In — = _/ Ah(w) In — dmaw) e N (115.1)
Sk Ny re<lwl<ryqq |w| 27
Clairement,
1 1
In <In—<In—, ke N.

k1 Sk Tk
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Nous avons

1 _ 1 rr41 dmao(w)
. Tk+1 — Sk . In Sk In TRt . frk<|w|<rk+1 Ah(w) In [w] 27
hm —_— = hm _— = hm —
k—+co kg1 — Tk k—+o00 Tkl — Tk k—+o00 Nk(rk-H — T‘k)
SR In P da 1 Tk 1
= lim = = lim 7/ rey1—x)dr = .
k—too  (rpg1 —Tk)? k=+eo (Ppg1 — 18)2 Jr, ( ) 2

0

Lemme 11.5.2. Avec les suites {ry}, {sx} et (Ny) du Lemme I1.5.1, on pose A, =
spe2™/Ni et on définit, pour z € D, j € N par r; <l|z| < rjy1, puis my € N, m, < N;, par
—7/N; <argz—2mm,/N; < w/N;. L'ensemble A = { Ay, }r>0,0<m<n, est tel que

(e) A est pp—separé, sup,ep pr(z, A) < 400 et

infaea |2 — A

pulan ) = x(2)

= N]‘|1 - Z//\]‘7mz| ) (11.5.2)

() DZ(A) = DF(A) = 1/(27).

X

DEMONSTRATION. (e). Montrons d’abord que A est pp—séparé. Soient Ak, 1,y Akym, € A
tels que Ag, 1y 7 Akym, €t kg > k1. On distingue deux cas :
si ko > ky, alors
|/\k27m2 - /\k17m1| > Sky — Sk > Sky4+1 — Sky > 0;
si ky = kq, alors mg # mq, Ni, > 2 et

iQng/Nkl _ ei?ﬂml/Nkl

|/\k27m2 - /\k17m1| = 5K ‘6 ‘ = 28k1 Sin(ﬂ-|m2 - m1|/Nk1)

> 2sg, sin(7/Ng,) > 0.
Puisane lim (se1 — s)/x(s1) = V2T el fim (28 sin(7/Ne)) /() = V27
pr(A) = inf{| Xy my = Ny |/ X(MIN Sk Sk, )) 0 Meymns Meoyms € Ay Ay 7 My s |
> min (i%f (Sk41 — sk)/x(sk),i%f 2spsin(7/Ni)/x(sk)) > 0.
Soit maintenant z € D. D’une part
|2 = Xjm.|? = (r—s;)*+4rs;sin?(|argz — 2rm./N;|/2)

< max(rjyq — s;,8; — ;)% +4sin®(7/(2N;))

[\l )

< (rgr = 1) (G0l Ne(rigr =) *(rjen =)* < i = 1)?
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et d’autre part si k # 7,

|2 = Akom| > |r = k| > min(r; — s;_1, 55401 — 7j41)

o fe 2Tk = SE—1 . . Sk+1 — Tk41
> min (mf ,inf + +
k Thy1 —TE k Tkl — Tk

)(7‘1‘+1 —rj) > ca(rjp =)
ousi k=jet m=#m,, sir<sy/2,
|2 = Akm| > |1 =55 > 80/2 > e3(rjpr —7j)

ousir > sg/2,

-2 N
|2 = Agm| > 2y/rs;sin |arg 2 27Tm/ i > V250 sin —QTN]‘
V2s0
> r: —r; > ca(r; —T;).
= supg Ne(resr — T‘k)( =) 2 el =)
On en déduit
inf 2 = Al [z = A | < 1= 2/ |
et aussi
infaea |2 — A < |z — /\j,mz| < egsup Thtl — Tk _ 4.
X(2) X(rj41) ko X(rk1)
Donc
supph(Z,A) <ey <+
z€D
et aussi

NV CED Vi |2 — Mem
A) = f ——— inf —————
pr(z:A) mm(kg},m X(sk) Tkzim X(min(|z|73k)))

> min(inf i~ 8’67 infyea |2 — /\|)
ki Xlo) T x()
> min (inf Thy1 — Sk7. X(ree1) infaea |2 — /\|)
k X(Sk) k X(rk) X(Z)
> M7
X(2)

N 45 I Thp1—SE x{(rp41) :
ol ¢x _mln(c4 infy, on) ,infy, X(ry) ) Puis

infaea |2 — A

= N = z2/A; .|
X i1 =2/ A

ph(sz) =

(f). Soient € > 0 et R > 0. On a besoin des carrés suivants

QNkm) = {z ED:ry <|z| <rpgr, —7/Np < argz —2nm/Ni < T/Nk}.
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Puisque

((re+1 = re)/x(ri))?
N (Th1 — 78)

m2(QAkm)) = w(ripr = 10)/Ni = (ke + 1) 7 X(rx)?
= 2mx(re)*(1+o(1)), k— +oo,
il existe K tel que pour tout k > K, pour tout m,
m2(QAkym)) > 27x(rk)?/ (1 + <)

Donc, pour k1 > K tel que 1 = rg, + Ry(rg,) < 1,

ma(Q(Mem)) > 27x(re)?/ (14 ¢), t < |w| <1, A € AND(w, Rx(w)).

On pose
Tk+1 — Sk Sk — Tk & X(|w| = Rx(w))
= (max(su ,su - su .
s ( ( kp X(sk) kp X (k) ) inf}, ka(sk)) wp x(w)
Pour w € D et Mg, € AND(w, Rx(w)), puisque
|2 = Ak | < max(rpq1 — sgy 85 — 1) +7/Ngp < Bx(w), 2 € Q(Mkm),

on a

Q(Akm) C D(Apms Bx(w)) et Q) C D(w, (B + B)x(w)).

U/\EAﬂ]D)(w,Rx(w))

De plus, il existe 0 < t5 < 1 tel que
V) < (1422(2), <ol <1, = € D(w, (R + H)x(w)).

Par conséquent, pour tout w vérifiant max(ty, ;) < |w| < 1,

1

Card (A ND(w, Rx(w))) = Z Q0] /Q(A ) dma(2)

Ai,m €EAND(w,Rx (w))

1+¢ / 92
< X(rg) 7 dma(2)
Qﬂ- Z Q(/\k,m)

Ai,m €EAND(w,Rx (w))

14« / 92
< X(2)7" dma(2)
Qﬂ- Z Q(/\k,m)

Ai,m €EAND(w,Rx (w))

1 -I— e -2 d 1 + 3 -2 d
: 2 /UAGAO]D)(w,RX(w))Q(/\) x() mls) < 2 /D(w,(R-l—ﬁ)X(w)) ) ()
2 2
< UE D ) 2 (D, (R4 Axw)) < TX Ry,

- 27 2

57
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Faisant tendre |w| vers 1—, R vers +oo puis € vers 0+, on obtient
DHA) < -
X - 27
Pour montrer I'inégalité inverse, on a besoin des carrés suivants
Q(z,R)={weD:||lw|—|z|]| < Ret |argw —argz| < R}, z€eD\{0},R>0.

Posons o = +/m/2. Soit ¢ > 0. Puisque mo(Q(z, R)) = 4|z|R? quand R < =, il existe
0 < rq < 1 tel que pour tout ry < |A| < 1,
ma(Q(X, (1+2)%ax(A))) < (1+)"2mx(A)*
Puisque Q(z, R) C D(z,2R), il existe 0 < r3 < 1 tel que pour tout ro < |A| < 1, pour tout
2 € QA (L4¢)%ax(V),
X < (142)'2x(2).
De plus, pour tous j et z vérifiant s; < |z] < sj41, prenons k = j si |z| € [s;, (s; + Sj4+1)/2],
k= j4 1sinon, et 0 < m < Ny tel que
—7 /N < argz — 2rm /Ny < w/Ng.
Pour tout j assez grand, puisque
55— 1211 < (5101 = 5)/2 < (1+ 2)VBmx(s5141)/2 < (1 +)ax (2)

et

T Prt1 — Tk X(rk)
Ni(repr =) x(r)  x(sj41
A € Q(2, (14 2)ax(2)). Done il existe 0 < rg < 1 tel que

/Ny, = pX(si4t) < (T4eax(),
Card (AN Q(z, (1+e)ax(z))) > 1, rg < |z < 1.

Enfin, fixons B > (1 + £)*2a; similairement au Lemme [1.4.2, il existe 0 < ry < 1 tel que

pour tout ry < |w| < 1, si
z€D(w, (R—(14¢2)%2a)x(w)) et A€ Q(z, (1+2)ax(z))

alors

A€ D(w, Ry(w)) , z€ Q(/\7 (1 —|—€)204)<(/\)) et x(2) <(1+ e)l/zx(w).
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En prenant ro > max(ry,rg,r3) tel que ro + y(ro) < 1 et d’aprés le théoréme de Fubini, il
vient que pour tout w vérifiant max(rg 4 x(ro), r4) < |w| < 1,

: /
ma(Q (A, (14 2)2ax(N))) Q(M(142)2ax (V)

Card (A ND(w, Ry(w))) =
AeAND(w,Rx(w))

1 2
Z m Z / J(14e)2ax X(Z)_ de(Z)

AeAND(w,Rx(w

dma(2)

> ;5/
(14+¢e)52x D w,(R—(1+2)220)x(w))
-
~ (14e¢)52r D(w,(R—(1+s)22a)x(w))

Card (AN Q(z, (1 + £)ax(2)))x(2)~* dma(2)

X(2) 7 dma(2)

> ﬁxw)-%w S (4020 v w)? >

Faisant tendre |w| vers 1—, R vers +oo puis € vers 0+, on obtient

1
DZ(A) > —
(M2 5.

X

ce qui achéve la preuve. O
Lemme 11.5.3. Avec la suite A du Lemme [1.5.2, la fonction

B 1—2z/A
_H H 1— 2\

kEN NEA:|\|=sk

est holomorphe sur D, a A pour ensemble de zéros et vérifie
1f(2)] = " pp(z,A), zeD. (11.5.3)

DEMONSTRATION. La fonction f est bien définie, holomorphe et d’ensemble de zéros A.

En effet,

1 — 2Nk g N
1@ =1l —=5
N AV
wen L— % ks K
et pour 0 < R < 1 fixé, pour tout |z| < R, pour tout k € N,
- 1- szs];Nk |Z|Nks,;Nk RNks,;Nk
1- szsin Tl |z|Nksin - 1-R

D’une part la décroissance sur ]0, 1 de la fonction  +— €” /2 implique

< e~ (s71) 0<r<s<l. (I1.5.4)

9

w3
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D’autre part la décroissance de x et les propriétés (a), (b) et (d) impliquent qu’en prenant
J(R) tel que r; < R < rjyq,si k> j(R),

k—1
Ni(sk = B) > Ni(sy = rjg1) = Ne(sk = i) + N Y (rign = r0) > e(h) (k = j),
I=j+1
et
RNk Nk < o= Ni(ok=R) < p=e(h)(h=i) (11.5.5)

On en déduit

Z RNks,;Nk < Ze‘c(h)(k_j) < +o0.
kE>j(R) k>

Pour tout z € D, il existe un unique j € N tel que
ri <r=lzl <rjp.

Nous posons
A(z) = =(h(r) = h(0)) + In [f(2)| = In pn(z, A).
Il s’agit de montrer que |A(z)| < C', avec C' indépendant de z.
Par la formule de Green et le fait que d’apreés la définition (11.5.1),

d
/ Ah(w) In — dma(w) _ n(rVest™), keN,
re<lw|<rigs

lw| 27
on obtient
r o dma(w) 1 _ ZNkSI;Nk
Az) = — [ Ah(w)ln— —2— 1‘7_1 N
(Z) [w|<r (w) n|w| 27 —I_; i 1 — Nighn npn(z, A)
j—1 Ny -N N
1 — 8 kZ 13 1 — ks &
= ) Inj—— +3 I E
; 1 — 2Ny ; 1 — 2Nk glVe
-N
r de(w) 1-— ZNJ 5], 7
- Ah In — 1 ‘ A
( /r]<|w|<7, (w) n |w| o + n( 1—ZNJ5NJ /,oh(,z7 )))
- J
7—1
= > Art+) Ci+ (=Bi+By).
k=0 k>j
Le résultat découle du Lemme I1.5./ suivant. 0

Lemme [1.5.4. Avec les notations de la démonstration du Lemme I1.5.3, il existe ¢y in-

dépendant de z tel que
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d
(1) |By| = / Ah(w) I —— mz(w)‘ <ep:
r;<|w|<r |w| 2m
1— 2Nig7™s
2) 1Bal = [in (| —— | /onz )| < ers
1—-=2z 18,
1 — 2Nkg Ve
3 ‘ Cil = ln‘ k <ep;
1—3 k =Nk
= 1 — k7 | <.

DEMONSTRATION. Rappelons que j € N est tel que r; <r = |z < rj4q.
(1). Si j = 0 alors la formule de Green implique que |By| = h(r) — h(0) < h(rq) < ¢;1. Si
j > 1 alors d’aprés (b),

it 1
|Bi| < N;jIn 2L < —sup Ni(reqr — ) < e,
ry ok

avec ¢y indépendant de z.

(2). On pose Ag, = spe'2™/Nk ot soit m, € N tel que m, < N; et —w/N; < argz —
2rm,/N; < w/N;.
Puisque In(1 — 2) < —z, z € [0, 1], et lims—1— x(5)/(1 — s) =0,

1 _ S;Y] — 1 _ eNJ ln(l—(l—s]))

v

2> |1- ZNJS§Y]|

v

1 — €_NJ(1_5J) > e—infk Nix(sg)infg(1—sk)/x(sk) > 07
d’oti

N; Ny
[1—2"s;7[ < 1.

D’apres (11.5.2), il en résulte

1—2Nig” Ny 2 1—ZNJS_NJ 2
o = | e Ay = e =
1_Z ]J N|]‘_Z/A]mz|
avec
(1—(r/5]) ) —|—4(T‘/S]) (sm(N|argz|/2)) B a? + 32

N (Nj(l - T‘/Sj)) + 4(7‘/8]‘)<N]‘ sin(| argz — QWmZ/Nj|/2))2 2487
Puisque (2/m)z <sinz <z, z € [0, 7/2],

sin(|N; arg z|/2)
N;sin(|argz — 27mm,/N;|/2)

=1, argz#0;
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d’aprés (b),
(/) =1, > s0/2,
et puisque lim._o4(e* — 1)/e = limesoq (1 — 7)) /e =1,

L= (r/s)™ _ |
Ni—rfy) ST

Il en résulte d’une part

an 2 2 — (r/s;)Ni 2 1 sin(N;| arg z 2
B< (;) +(§) :(%) +(r/s)™ (stin(|af’é;vz|— 2g7r7|7”{f/)N]|/2)) < ¢

et d’autre part qu’il existe ¢; > 0 tel que

2

« ‘ )
S PR e sirs< g
o 11— (r/s;)NiN2 ‘ o
2\ s almn ) 2@ it
ﬁ—Q - l(L)Nj_l( sin(Nj] arg =|/2) )2 sir> 50 52> 42
202 2's; N;sin(|argz — 2mm./N;|/2)/ — 7 20 07 277

On en déduit
|Bz| = |In B|/2 < Inmax(ce, 1/c7)/2 < ¢4,

avec ¢y indépendant de z.

(3). Notons que si 0 < b < a < ¢ < 1 alors il existe C' ne dépendant que de ¢ tel que

‘1 ‘1—(1629
ni»
1 — bet?

‘ <Ca, 0€R. (IL.5.6)
Posant pour tout k > j, ar = rNks;Nk et by, = rNksin, on a d’aprés (I1.5.5),
0< by < ap < e “Mb=i) < g=elh)

Il résulte de (IL.5.6),

1— akeiNk arg z

In|——————
1— bkesz arg z

|Ck| = < Cap < CeeMk=i),

On en déduit
‘ch‘ <Y e M=) — e — 1) < oy,

k>j k>j

avec ¢y indépendant de z.
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(4). Soit k < j. D’aprés (b) et (d),

Ni(r—sk) > Np(rgs1 — sg) > i%f Ni(rgs1 — ry) inf Tkt = 5k

=c2 >0,
k Tkt1 — Tk

et d’aprés (11.5.4), ap = sivkr_Nk < e Nelr=si) < ¢= < 1. Soit by, = rNksin < ay. D’aprés
(IL5.6), (a), (b) et (c), on obtient

1— akeiNk arg z N
Akl = 10| T || € Comn < Coerirmsn) < pemeate=itn),
— Uk

In

avec

infr Ne(resr —re) . . Tkt — 7k

> 0.
supg(rier — re)/X(Te) K TR — Tho1

4 = i%f Niex(sk) > i%f Niex(res1) >

Distinguons maintenant les deux cas possibles pour le poids h. Supposons premiérement
que h vérifie la condition (I).
Partitionons {k € N, k < j} en

Spo={k:1—sp €[2"(1 —r), 2" (1 —r)[}, n € N.
Posons y, = x(1 —2"(1 — r)). Fixons n € N puis k € S,,. Puisque

M = sup(1 = r)[x'(r)/x(r) < +oo,

1
X(s) o X(L=2"T (1 —r)) M on(er) _ v
Xo = x(I=20(1=r)) ~
D’autre part,
Tk41 Tk
X(rk41) _ Thi2 = kit x0w)
r r —_r Th42 —Tk41
X( k) k1 k X(Tk+1)
et
Sk41 — Sk Tky2 — T'k+1 ( 4 Tkt TSk 1  Thi2 — 3k-|—1)_
X(Pet1) X(Th+41) Phyt — g 2L gy — g )]
Tyl =Tk

alors d’aprés (a), (c) et (d),

Spht1 — S Spiq — 5
Sin =0, alors
j—2
;(_s:f > 8]';(8;)% =2 % > (j—k—1)inf %xa) > es(j— k- 1),

=k
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avec c5 = e M inf}, % > 0, et

+oco
Z |Ak| < 03 Z 6_04(r_5k)/><(5k) < 03 Z e—C4C5(j—k—1) < CSZ€—C4C5k = ¢o.

k€ Sy k€ Sy k€ Sy k=0
Si n # 0, alors posons pour w € C tel que sp < |w| < 1/s,

1 _ Nk —Nk
Ap(w) =In|— % 2

1- kasin

D’aprés le Lemme 11.2.1, x,, = 0o(2"(1 — r)) quand 2" (1 — r) — 0, et
2"(1=r)/xn > c6 > 0.
Soit w, tel que |w,| =1—2""1(1 - r). D’une part, d’aprés (I1.5.4),
£7 9n—1

Si\fk|wn|_Nk S e—Nk(|’LUn|_5k) < e xn (1-r) < 6—0706/2 < 17

avec c; = e~ Minf, Nipx(s) > 0, et d’aprés (IL5.6),
|flk(wn)| < cg sivk|wn|_Nk < cg =72 (A=) /xn

D’autre part, si S, = {ko, ko + 1,--+,k1},

k1—1
— 1
Card (5,) < 14 %
ok Xmo infR TRCSE
Sky — Sk
< 1+
— . Sk+1—5k
Yn infy N
271 — 271 —
PO i Sl B Ul )
Yr infy, % Xn
Donc
- . 2 9n=1(1] — -
‘Z Ap(w,)| < Card (S,) sup |Ag(w,)] < Rty 7 ( 7‘)6_072 H1=r)/xn
Ees, k€ESH C7 Xn
2
S s = C10.- (1157)
€ecy

Notons que flk(w) =0, w € dD, et Ay est harmonique sur I’anneau
={w:1-2"""1-r) < |w| <1}.

Le principe du maximum appliqué sur cet anneau a la fonction continue et sous—harmonique

: In(1/wl)
H‘g%"“(w)‘”m In(1/(T =211 = 1))’
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qui est négative sur le bord de 7, d’aprés (I1.5.7), nous donne
~ In % 1—r €10
‘ZAk‘:‘ZAk(Z) S N 0102”—1(1—7‘) = St
k€ Sn k€ Sn 1 =210

Il en résulte

‘ZA’“‘ = ‘Z Z Ak‘ < g+ 2¢19 < ey,

n kESy
avec ¢y indépendant de z.

Supposons deuxiémement que h vérifie la condition (I1).

x(sx—csx(5k))

Fixons k < j. Avec ¢5 = SOX(SO) et g = Suppen x(sk) )
€—c4 (r—sk)/x(sk) < Sup X($>ec4 (r—x)/X(x) /Sk €_C4 (T—l’)/X(l’) dw
T relse—csx(sx):sk] csx(sy) et (r=s)/x(sn) sk—cs (k) x(2)
< C_6€C4C5 /Sk e~ C4 (r—z)/x(x) dx )
I sp—csx(sk) X(x)
Par sommation,
Z|Ak| < 03—6C4C5 Z/ _C4 r—z)/x(=) dz < 036_660405/r 6—04(r—x)/><(x) da )
k<; < sk —csx(sk) X(7) Cs 0 x(z)

Puisque lim,_1— x/(2) In x(z) = 0, il existe to € [0, 1] tel que pour tout a > tg,

X (@) < eafdy x(@) <1 et X (@) Inx(@)] < ea/4,

et en choisissant ¢ € [0,r] tel que x(t) = 2x(r), d’aprés I'inégalité des accroissements finis,

pour tout x € [to, 1],

x(z) _ 1 X(#) = x(r) _ ea
r—z 1—=x(r)/x(z) r—z = 2
et
x(@) 1 ’ Cq
In <2 sup [X'(y)Inx(y)| < -
r—x X(x) y€[z,r] ( ) ( ) 2
Donc

r i r—x t r—x x r r—x
/ e~ calr=a)/x(z) dx = /Oe_c“ x(z) du —I—/e_x(f) (04_%3““ ﬁ) dw—l—/e_c“x(r) dx
0 x(z) 0 x(z) to t x(z)

t - t r r—x
< / 0€—c4 >(<)(0) d—x + / 6_%(04_&1/2) dx| + / €_C4Wd—$
! OIS : x(r)
0) 1 2 2+ x(0)/x(to) |, 1
c X0 v, 2 24 x(0)/x(t) | 1
cax(to) € ca “ ‘

Il en résulte

cacs 24+ x(0 t 1
Z|Ak| < 5 C ( x(0)/x(to) + —) < e,
k< Cy Cq €
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avec ¢y indépendant de z. O

En combinant les Lemmes I1.5.2 et 11.5.3, le Théoréme II.1.1 est démontré. Nous aurons

aussi besoin par la suite du résultat suivant.

Lemme 11.5.5. Soit s €]0, 1] suffisamment proche de 1 ; nous pouvons définir {ry}, {sx},
(Ng) et A comme ci—dessus de sorte que s € A et la relation (11.5.3) est vérifiée uniformément

en s.

DEMONSTRATION. Soient les suites {ri}, {si} et (Ng) du Lemme [I.5.1. Etant donné

riy1 < 8 < 7rjpa, j € N, nous pouvons trouver 0 < 7% < s <1’ <1 tels que

d
/ Ah(w) 22w N
<<y, 2w ]
1
/ Ah(w)In M) i
r§§|w|<r;+1 |w| 27

Nous posons N = N; et définissons ensuite r*,, v, ., et NI, pour ¢ € N*, comme dans la

preuve du Lemme I1.5.1.
De plus, nous définissons itérativement, a I’étape ¢t € N*, le nombre r’* ., €]0,7%_, ]

par I’égalité

dmg(w
(Fimtr = T5ig) / Ah(w)% = 2m,
P Shwl<rl oy T
et le nombre r;_t est le plus grand nombre plus petit que r;*_t_l_l et tel que
dmo(w
/ Ab(w) 2 _ ne e
o Slul<r) iy 27

Nous arrétons les itérations quand

d
r?/ Ab(w) 22 o
] 277
|w|<7’p

Il est clair que rj, < ¢(h) < 1.

— — — _ !
Enfin, nous posons rq =0, Ng =1, rp = Thtp—1 Ny,=N

fip_1s k € N¥, et définissons sy,

k € N, par
1 1 1 d
ln—:—/ Ah(w) In — dm2(0).
Sk Ny re<lwl<ryqq |w| 27

En reprenant les preuves des Lemmes I1.5.1, I1.5.2 et I1.5.3, on peut conclure. O



CHAPITRE III

Echantillonnage pour les poids a croissance rapide

I11.1. Introduction

Soit h un poids vérifiant les conditions du chapitre II. Nous donnons une caractérisation

compléte des suites d’échantillonnage pour Ay (D). Plus précisement nous avons

Théoréme I11.1.1. Soit h un poids vérifiant la condition (I) ou (II). Un ensemble I' C D
est d’échantillonnage pour Ap(D) si et seulement si ' contient un ensemble T pp—séparé tel

que

Card (T ND(w, R 1
Do) = lim  lim ( (g) Mwp) 1 (ITL.1.1)
R—400 |w|—=1,weD TR 27

Pour démontrer la suffisance de cette condition d’échantillonnage pour Ay (D), on raisonne
par absurde en distinguant deux cas. Dans le premier cas, la majoration de la y—densité
d’un ensemble de zéros pour Ay, (D) prouvée au Chapitre IT donne la contradiction recherchée.
Dans le second cas, on raméne notre probléme & un ensemble de zéros pour un espace de Fock
classique ; 'estimation de la densité de cet ensemble de zéros, qui résulte de la formule de
Jensen, donne la contradiction recherchée.

Pour démontrer la nécessité de cette condition d’échantillonnage pour Ay (D), on adopte
Papproche de Lyubarskii et Seip [15] basée sur la fonction pic. Nous construisons d’abord, &
partir de la fonction de A (D) d’ensemble de zéros de x—densité maximale du Chapitre 1,
pour tout z € D assez proche du cercle unité, une fonction pic f, qui vérifie dans un voisinage

de z

|fz(w)| - eh(w)—|w—z|2Ah(z)/4‘

Ensuite on envoie les points de la suite I vers le plan de sorte que la densité d’une nouvelle
suite dans le plan corresponde au cas des espaces de Fock classiques. On se raméne ainsi au
probléme résolu par Seip de la caractérisation des suites d’échantillonnage pour les espaces de

Fock classiques.

67
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II1.2. Condition suffisante d’échantillonnage pour A (D)
On est dors et déja a méme de prouver une implication du Théoréme principal TI1.1.1.

Preuve de la suffisance de la condition d’échantillonnage pour Aj; (D).
Nous allons montrer que si I' C D pj—séparé est tel que D (I') > 1/(27), alors T est d’échan-
tillonnage pour Ay, (D).

Raisonnons par ’absurde en supposant qu’il existe I' sous—ensemble pp—séparé de D, de
x—densité D (') > 1/(27), qui n’est pas un ensemble d’échantillonnage pour Ay (D). Alors il
existe une suite de fonctions (f;);en telle que pour tout j € N, f; € A, (D), ||fi|ln =1 et

lim  sup |f]‘(C)|€_h(C) =0.
J=H+00 el

Pour tout j, puisque || f;||n = 1, il existe w; € D tel que |fj(wj)|e_h(wﬂ) >1/2.D={2€C:
|z] < 1} étant un compact de C, il existe une sous—suite de (w;),;en, qu’on notera encore (w;),

qui converge vers @ € D. Il y a deux cas :soit (A) lim w; = @ € D, soit (B) lim |w;| = 1-.
J—r+oo J—r+oo

Dans le cas (A), le théoréme des familles normales nous assure I’existence d’une sous—
suite de (f;), qu’on notera encore (f;), qui converge vers f uniformément sur tout compact.

La fonction f posséde les propriétés suivantes

feAD) , f(w)#0 et flr=0.

En effet pour z € D fixé, pour tout j, |fj(z)|e_h(z) < || filln <1, d’otl en faisant tendre j vers
+oo, || fl|n < 1. De plus pour tout j, | f;(w;)] > ewi) 12> 1/2 et

|fi(wy) = f(@)] < [fi(wy) = fwi)] + [f(w;) — f(@)]

< sup | fi = fl+ [ f(wy) = f(@)] = o(1), j—= Foo,
DG, (1=|il)/2)

d’oti il vient |f(w)| > 1/2 > 0. Enfin pour z € I" fixé, pour tout j, nous avons
|fi(2)] < eh=) supcer | f; (¢)]e=™9, d’oit en faisant tendre j vers 400, il vient f|r = 0.

Si on note T' ensemble de zéros de f, la Proposition II.4.3 donne
DZ(I') < DZ(T) < !
— 2ﬂ_7

ce qui contredit les hypothéses du Théoréme. Par conséquent le cas (A) est impossible.
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Dans le cas (B), nous définissons

DU N
lwy]

gj(w) = [ (wx(wy‘)

D’aprés le Lemme [1.4.2.(a), pour tout R > 0, les fonctions ¢;, j > j(R), sont définies
et holomorphes sur RD. En appliquant la formule de Taylor-Lagrange et en utilisant les
estimations du poids données par le Lemme [1.2.5 et les conditions (I11.1.1) (h"(r)x*(r) — 1
implique A'(r)x?(r) — 0 quand r — 1—), nous obtenons que pour j suffisamment grand et

pour w = a + bi € RD, avec ¢; > |wj|,
In'{g;(w)]
< h((a+bi)x(wj)w;/Jwj] + wy) = h(w;) — al (lwi])x(w)) = (a® = b*) 1" (Jw;])x (w;)? /4
< h(Jaugly/ 1+ 2ax () /| + (a2 4+ 02)x ()2 |y 2) = bl ]) -

al (Jw;l)x(w;) = (a® = b*)H" (lw; ) x (w;)* /4

< h(lws] 4 ax(w;) + O 1) x(w;)?/w;]) — h(|w;]) -
ah!(Jwj|)x(w;) — (a* = b*)A" (lw;]) x (w;)? /4
< (B (Jwil)x(w))? + 2" (e)x(¢;)*)O (1) /|wj| 4 (a® + b%) (1 4 o(1)) /4

< Jwl*/4+o(1), j— 4oc.

De plus, |¢;(0)| > 1/2. D’aprés le théoréme des familles normales, il existe une sous—suite de
(gj)7 qu’on notera encore (gj)7 qui converge uniformément sur tout compact vers une fonction

entiére ¢ vérifiant

IA

I |g(w)] jwl?/4,  weC

lg(0) > 1/2

de plus, g s’annule sur I avec

’ Card (F’ N R]D)) 1 2.1
R—1>_Too 7 R? > 27 (TT.2.1)

(pour la preuve de (I11.2.1) voir le Lemme [I1.2.1 suivant).

Si 'on note fg I’ensemble de zéros de g, la formule de Jensen donne, pour tout R > 0,

1 21 .

3 mﬁ:—/hwwqum@gﬁmmz
- la| 27 Jo

k:ap€l'ynRD
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Au contraire, d’aprés la Proposition 4.2 [11, p.100], si n,(R) désigne le nombre de zéros de ¢

dans RD en comptant la multiplicité, on a

3 In 2 :/OR "gf) dz.

- ||
k:ap€l'yNRD

Fixons alors ¢ > 0 assez petit pour qu’il existe Ry > 0 tel que pour tout R > Ry,
Card (F’ N R]D)) > %Rz. Il vient que pour tout R > Ry,

R R
1
Y |R| 2/ (@) 4, >/ %xde(l—l—e)Rz/é
a X
k:a,€l’yNRD k R R
Il en résulte
(14+e)R*/4< R?/44+1n2, et R*<4In2/s, R — +oo,

ce qui est absurde. Par conséquent le cas (B) est lui aussi impossible. O

Avec les notations ci—dessus, nous avons

Lemme I11.2.1. La fonction g s’annule sur I avec

Card (F’ N R]D)) S 1

li .
R_lg.loo wR2 27
DEMONSTRATION. L’hypothése DZ(T') > 1/(27) implique, avec lim |w;| = 1—, que
J—r+oo

pour € > 0 assez petit, il existe Ry > 0 tel que pour tout R > Ry, il existe J > j(R) tel que
pour tout j > J,
1+¢

Card (I N D(w;, Rx(w;))) > TRQ.

Soit j > J ; puisque
Bj: BD — D(wj, Rx(w;))
w = wx(wiwi/|wi| +w;
est une bijection, il existe [R%(1 + £)/2] + 1 points distincts {Zf}ong[R2(1+s)/2] de RD tels
que Bj(Zf) € I N D(w;, Rx(w,)). Puisque RD est compact dans C, on peut définir pour
0<k<[R*(1+4¢)/2],
Zr = lim Zk( ) € RD,

j—+oo

oll o est une application de N dans N strictement croissante. D’une part, pour k fixé,

92 <19(Z0) = 9(ZE )+ 1902 ) = 9o (ZE )|+ 190y (ZE )

< |9<Zk>—9<Zf<j>>|+sé1§|9—ga A sup ot HOeTD =0(1), j— +eo,
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d’ott ¢(Z1) = 0. D’autre part on a, pour ky # kg, puisque

_ w;] |w;]
B 1(2’) — | J _ J
! wix(w;)  x(w;)
et puisque I' est p,—séparé,
k k — k — k k k
1752 = 73| = BTN (B (Z52) — BiTN(B (7)) = |B;(Z;?) = Bi(Z)]/x(w;)

> pu(D)x(wj| + Bx(w;))/x(w;),
d’on faisant tendre j vers 4oco, d’aprés le Lemme [1.2.5,
| Zky = Ziy | 2 pn(T) > 0.
Il en résulte que g s’annule sur IV avec IV N RD = {ZkYo<h<[R2(142)/2) €t donc

Card (I" 1 RD) > 125

Ri(14¢)'/4, Card (I' N RD) >

R*, R > Ry. On en déduit par homothétie, que pour tout R >
(1 _|_€)1/2
2

R?. En faisant tendre R vers 400, on obtient

) Card (F’ N R]D)) 1
lim > —.
Ro+00 mR? s

II1.3. Condition nécessaire d’échantillonnage pour A (D)
II1.3.1. Fonction pic. Pour construire la fonction pic, nous avons besoin des lemmes

suivants (voir aussi [15]). On désignera par ds la distance euclidienne de C.
Lemme II1.3.1. Soient
Y =Yg = (Z+iZ)N R’D, R>1,
Qr={weC :|Re(w—AN)|<1/2,|Im(w—N)|<1/2}, N€EZ+iZ,

Q = Uxex@2

et
/ In|1 = z/w|dmg(w) —In|1 — z/Al, z€ C\X, Ae X\ {0}

Qx

By(2) =
/ In|1 = z/w|dmz(w) — In|z|, zeC, A=0.

Qo
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Alors uniformément en R,

Y Bz = _
AET O(1), ¢ Q.
DEMONSTRATION. Notons d’abord que
Qxn NQx, =0 si Ay # Ay,
Qx=A+Qo=-Q-x,

1 1
iDC QO C ﬁD7

(R?-1)DCcQcCQC(R*+1)D.

Pour tout z € C*, on a

Bo(z):/ |1n|w||dm2(w)—|—/ In |z — w| dmg(w) — In |z|.
0 0

Donc
Bo(z) = O(1) = In|z| = O(1) — Indy(z, %), z € Qo,
et pour z ¢ Qq, puisque |z| > 1/2,
By(2) :O(l)—l—/ In |z — w|dmg(w) — In |2|
Qo\D(z,1)
= O(1) + O(1) max(In(|z| + 1) — In |2|,In max(|z|, 2) — In(max(]z],2) — 1))
—o(),  :¢Q

Si A € ¥\ {0} alors par translation, pour tout z € C\ ¥, on a

Bi(z) = /Oln

= /Oln 1—|—%‘dm2(w)—/oln 1—|—%‘dm2(w)

= Bo(Z — A) — Bo(—A)

A—z4+w A
A—2z A+

” ‘ dma(w)

Prenons Ao un élément de ¥ tel que dy(z,X) = da(z, Ag), puis A;, 7 = 1,2,...,8, les huit
éléments de Z +17Z tels que les carrés ), j = 1,2, ..., 8, sont les huit carrés entourant le carré

Qo
Soit A=X;,j=1,2,...,8 avec 2 € C\ X, ou A = \g avec z ¢ . Puisque |z — A\| > 1/2 et

|A| > 1, on se raméne au cas ot A =0 et on a

Ba(2) = Bo(z — \) — Bo(—=X) = O(1).



I11.3. CONDITION NECESSAIRE D’ECHANTILLONNAGE POUR Aj; (D) 73

Soit A = g avec z € Q. Puisque z — A € Qg et |\ > 1,
B\(2)=0(1) —In|z = A = O(1) = O(1) — Inds(z, X).
Soit A € ¥\ {0, Ao, A1, - -+, Ag}, avec z € C\ Y. Puisque [A — z| > 1,

[In |14 W] = Re (W = W2/2)| < (1= 1/v/2)7%/3) [W*, W] < 1/V2,

/Owdm(w) - /w dma(w) = 0,

1 1 1
|B/\(Z)|§m(|/\|3 = Z|3)

et par rotations,

nous avons

Puisqu’en considérant A\, € Z + iZ tel que z € @, ,, par translation,

1 1 1
2 B S Gsivar 2= P

AE(ZAIZ)\{ Az} Ne(Z+iZ)\{0}

= 41-1/V2)TY N ([P m?) T
[N meN*

< 4(1-1/v2)7 (Z m_?’—I-Z/ (I* 4 2?) S/de)
meN* leEN*

_|_

< a1V (S / (14222 e 3 172)
[EN* [EN*

= 0(1)7

il vient

> By\(2) = 0(1).

AETN{0,A0, 1,0+, A8}

Il en résulte qu’uniformément en R que

Y Bi(z) = > By(2) + > By(2)

AEY AE{O,Ao,Al,“',Ag} AEE\{O,Ao,Al,“',Ag}
_ O(1) —Indy(2,%), z€Q\X
O(1), 2 ¢ Q.

0

Le lemme suivant nous donne des estimations précises sur les produits finis de Weierstrass.
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Lemme [11.3.2. Soit ¥ =Yg = (Z+iZ)NR*D, R > 1, el soit

Pr(z)==z H (1— ;)

rex\{o0}
Alors uniformément en R > 6,
|Pr(2)] = dy(z,X)e/DIF, 2| < R,
(m/2)R?
PR > e do(=5) (%) , 2] > R.

DEMONSTRATION. Nous avons

/ n 1—i‘dm2(w):|z|2/
(R2+1)D w (R2+1)/])D

En appliquant deux fois le théoréme de Cauchy sur les intégrales curvilignes,

/ n (w) = |z|2/ln
(R241)D D

:|z|2/nidm2(vv) = TBP <R L ()

n|l— %‘ dma (W), =z #0.

1
1- W‘dmg(W)

1
et
9 1
ln‘l——‘dmg w) =]z In — dmy (W)
(R+1)D (R241)/1zhp W]
2 R2+1 /|Z| 1 d T 2 21 €|Z|2 2
P /0 Pn(1/a)dr = SR+ 1) I et > B L (1152

De plus, si |2] < (R? — 1)/2 alors, puisque

In[14+W|—Re W| <2[W[, |W|<1/2

d 2m )
/ ma(v) _ 1)/ e 0dg =0
(R2+1)D W 0
et par symeétrie,

R

A€EX

- /m—” S (e )

A€X:Im A>0 ou Im A=0,Re A>0

S SR PR R A

A€X:Im A>0 ou Im A=0,Re A>0

= 0,
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nous avons

‘/(R2-|-1)]D>\Q ln‘l — %‘ dmg(w)‘

2
< ‘/ Re idmg(w)‘ —|—2/ ‘i‘ dma(w)
(RP+1)D\@ W (RP+1)D\Q ' W
2
< 4r|z[*In R2 1
R?—-1
8|z|?
_ 111.3.3
— R2 -1 ( )
D’autre part, pour tout z € C, puisque
T
/ ]z = wfl dma(w) < T+ my(@ (2] + 14 supluf),  QcCC
Q 2 weQ
‘/ In 1—i‘dm2(w)‘

(R2+1)D\Q v
< / |ln|z—w||dm2(w)—|—/ | In |w|| dma(w)

(R24+1)D\Q (R2+1)D\Q
< m+ma((RP4+ 1D\ (R? = 1)D) (In(|z| + R + 1) + In(R* + 1))
< 74 8TR?*In(|z| + R?* 4+ 1)
< 107R*In(|z| + R* 4+ 1). (111.3.4)

Et puisque

/ In

Q

= / In
(R?+1)D

il en résulte, d’apres (111.3.1), (I11.3.2), (111.3.3), (I11.3.4), qu’uniformément en R > 6,

VA
1——‘d
” ma(w)

1—i‘dm2(w)—/ In
v (R+1)D\Q

VA
1——‘d 7
” ma(w)
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. ‘len‘l——‘dmg(w)—%zP < E;;'il < 167, |2| < R
° %RQ 6|Z fQ ln‘l - —‘dmg %(Rzln elel |z|2(1 - R%E_il))
gg(RQIn — R(1— 8 J)s% R< || < B

e IR?In % - o In|1 = 2| dmy(w) < %(R2 In % — |z|2) + 107 R?In(|z| + B2 + 1)
S %(RQ In 6(R2_1) _ (R2_1)2 + 20R2 1H<2(R2 + 1)))
(1),  EFL<s <R +1

e Inlz|+ZR*In 6|Z len‘l——‘dmg w)
<lInlz| + gR?l  _1(R241)%In (5411)2 + 107 R2In(|z| + R? + 1)
<In(R?+ 1)+ ZR?In EHD _ 1(R2 4 1)2 4 107 R2In(2(R2 4 1))

=0(1), |z[>R*+1,

donc, puisque da(z, %) <14 maX(O7 |2| — R® + 1), z € C,

= 2]z 4+ 0(1), 2| <R

rR*In 4 0(1), 2 €Q\ RD (111.3.5)

v

/an‘l — i‘ dma(w)

> Indy(2, %)+ ZR2InEl yo(1), -¢Q.

Puisque

1n(|PR(Z)|/d2(Z,E)):/an‘l—g‘dmg( w) —Inds(2,5) = Y By(2)

A€EX

grace & (I11.3.5) et au Lemme II1.3.1 précédent, nous obtenons les résultats annoncés en

distinguant les trois cas |2| < R, 2 € Q \ RD ou z ¢ Q. O

Lemme 111.3.3. Soient X = Xp du Lemme I[11.3.2 et A = {ske%m/Nk} avec {sy} et (Ng)

ayant les propriétés énoncées au Lemme I1.5.1. Posons

Mo = (s51€2™™Nert — 1) [ (V271 x(s)), [+ mie X,
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Nous avons

Imies 14 mi =] < (),

avec €(k) — 0 quand k — +oo.

DEMONSTRATION. Pour tout [ + ms € X, nous avons

2 N, — 5|2
L mi = pf = |1 - SpcoCTm Nist) =52

Skt sin(27m/Nyy1) |2
\/ﬂx(sk) \/ﬂX(Sk) 7
avec pour k — 400,
‘m _ Sgysin(2rm/Niy) ‘ _ ‘ (1 —=o(1))(2rm/Ng+1)(1 — 0(1))‘
\/ﬂx sk \/ﬂX(Sk)
= nl]t = 25 (14 o) = |1 = (14 o)1+ o(1)] = R
et, puisque
% = 1(1+ o(1)),
[ _ Sk+1 COS(Qﬂ'm/Nk_H) — Sk ‘ _ ‘l B 5k-|—l(1 — O((m/Nk_H)z)) — Sk‘
\/ﬂx(sk) \/ﬂX(Sk)
Sk4l — Sk

~ T ol = 1= (o) mlo(V)] = (B + R lo(1)
D’ot la conclusion. .

Proposition 111.3.4. Ftant donné R > 6, il existe n(R) > 0 tel que pour tout z € D

vérifiant 1 — |z| < n(R), nous avons 1 — |z| > Rx(z), et il existe une fonction g = gr.,
analytique sur D telle que

lg(w)]e™") = RPN ] < Ry(e),
o\ B2 /4
lg(w)le™ ) < ey (F) T, - wl > Rx(2),

DEMONSTRATION. Sans perte de généralité nous pouvons supposer que z €]0,1[. L
Lemme I1.5.5 nous donne {ri}, {Ny}, {st}, A = {ske%m/Nk} (avec {sr} et (Nj) ayant

les propriétés énoncées au Lemme [1.5.1) et f € A(D) tels que z = s pour un certain k, f
a A pour ensemble de zéros et

|f(w)] = " py(w, A),  weD.
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Soit ¥ = ER/\/ﬂ du Lemme [I1.3.2. Notons

_ _ 2mim [Ny
w — S W — Sk41€
Q(w) = I1

Sk — Spyl€
I+miex\{o} “F T k+

27rim/Nk+l ?

et définissons g = f/Q.
Pour u = ge™", en posant w = z 4+ /27y (2)w’, nous avons

27rim/Nk+l

X (k) H ‘sk — Spyr€

lu(w)] =< pn(w, A) W — sppqe2mim/Neg

I+mieX\{0}
- d2(ﬂ)7 A) 1 H 77[7m
- / /_ ’
x() 'l oy @

ou
Mo = (SNt — ) [ (V2rx(s2)), [+ mi € %

D’aprés le Lemme [1.2.1, pour z suffisamment proche de 1, nous avons 1 — |z| > Ry(z).

D’aprés le Lemme 11.2.5, pour z suffisamment proche de 1, nous avons aussi
x(w) < x(2), lw'| < R*/(27) + 1. (I11.3.6)

D’aprés le Lemme I11.3.3, pour £(k) < 1/2 assez petit, avec o,/ € ¥ tel que |w' — o,] =
dy(w', ), pour tout [+ mi € ¥\ {0, 0,,},

14e(k) R2/m41)=2
n,m m I+mi—ng m < 1—2e(k) < 2( / )
w’—m,m‘ l—I—mi‘ _ ‘1 T I+ma
/l-I—lmi ' ‘ - nz,mfw’ - ‘1 _ l+mif771,m ) R
w!'—(l+m7) [+mi—w +mi—w Z 11;25;(]g]2) Z <%>(R /m+1)
Il vient
1 | ( 1+ 2(k) )<R2/w+1>2
[+m1 — _ —
I4+mi€X\{0,0,,1} ‘w'—(Hmz’)‘ 1 —2e(k)
et
| 1 —e(k) \(R/m1? 1
11 i 1 \Tas(h) =)
I4+mieX\{0,0,,/} | w'—(l+mi)

Nous avons alors
H ‘ M,m ‘ = H ‘ [+ ma
1 _ - r_ o
mies\ {00} e {0} (I + mi)

Distinguons les trois cas suivants.
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Si |w'| < £ alors
Mom [+ mi day(w', X)
= I |=2—= I |- | = .
Lemiesygop T ML ey W U ma) L [ Pry ()]
si < |w/| < R%*/(27) + 1 alors d’apreés (I11.3.6) et
Tt o0 Ow!
ut| = |1 BT e 1 e (), 1+ £(R)] € [1/2,3/2),
d2 w,A No 1 Nm
lu(w)] = ;(w) )\w,_n ] I1 ‘W‘
Tw! I+mieT\{0,0,,1} i
_ do(w,A)| w' — 0w [| Mo, | 1 H ‘ [+ ma
-~ ’ | Tl ’ :
x(w) lw Moy ' Ow |w!| LemieT\ (0} w' — (I 4+ mi)
da(w, N)/x(w) da(w', ) _ day(w', X) ‘
W =, |Pry/am(w)] | Pry/am(w)]’
si |w'| > R?/(2r) 4+ 1 alors |w' — 0, ,| > |0 — 0| —e(k) > 1 —c(k) > 1/2 et
do(w, AN)/x(w) dy(w', dy(w', X
)] BN B D) s
(W = 7o, | |Pryyar(w)] [P yam(w)]
Maintenant, d’aprés le Lemme [11.3.2,
z—w|?
()| < exp(=F|w'|?) = exp( -4, '] < A,
(7/2)(R?/(2m)) R?/4
R L Rx(z
[u(w)| < e1 (2457 = o (BT > £
[l

II1.3.2. Limites faibles. Avant de donner la preuve de la nécessité de notre condition
d’échantillonnage, nous avons besoin d’une proposition qui nous permette de ramener 1’esti-

mation de la densité dans le disque a celle de I'espace de Fock classique (dans le plan).

Soit I' C D; pour z € D et R > 0, on pose

I'(z,R) = I'nD(z, Rx(z))

o (R) = lim CardI'(z, R)

2
|z|—1,z€D TR

Nous avons le lemme suivant.
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Lemme I11.3.5. Soit I' C D tel que DL (') < 400. Pour tout R > 0, il existe 0 < &' < 1
tel que pour tout 0 < e < &', il existe R > R tel que si R” > R', ;i (R") < |w| < 1 et

CardT'(w, R")

52
TR < q- (R) + 37

alors
CardI'(z, R)

B = {= € D(w, R"x(w)/2) : =

<q(R)+2f #0.

DEMONSTRATION. Nous allons montrer que F° est de mesure non nulle. D’aprésle Lemme

I1.2.5, pour R fixé,

max In |w| — 1—,

z€D(w, R x(w))

X _
X(Z) ‘ - (1)7

donc, pour ¢ fixé et |w| assez proche de 1, nous avons

(R+e)x(w) > Rx(2), 2 €D(w, R"y(w)).

Donc

Card ([ ND(z, (R+£%)x(w))) > CardT'(z, R)
> ((R)— )R, s eD(w, R'x(w)),  (L3.7)
et si on pose
_ 1" . CardI'(z,R)
E = {zeD(w, R'x(w)/2) : SR > g (R) +¢},
oo {Z € D(w, R (w)/2) : & (rmD(;,](%ersS)x(w))) > 0 (R) _|_€}7

alors
FECF. (I11.3.8)
Carsi z € E\ E alors

(4-(R) +e)m R?

V

Card ([ ND(z, (R+£%)x(w))) > Card (2, R)

v

TR*(q-(R) +¢),

ce qui est absurde.
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Pour 0 < ry < rg et pour F' C (rg — r1)D, le théoréme de Fubini nous donne
/ Card (F N D(z,7r1)) dmy(z) :/ Z 1dmay(z)
|2|<ra weFND(z,r)

/ Ldmy(z) = mriCard (F N (rq + r2)D) = mr{Card F,
wEFﬂ (ri+r2)D 2€D(w,r1)

donc

1

Card F = ) Card (F N D(z,71)) dma(2). (111.3.9)
1 J/raD

En prenant ry = (R +¢*)x(w), ro = |w| + (R" + R + &%)y (w) et F' = T'(w, R"), nous avons,
pour R > R+ 1,
(m(R+2°)*x(w)?)Card I'(w, R”)

> / Card (T ND(z, (R +%)x(w))) dma(2).
D( w,(R"—R=2%)x(w))
D’aprés (111.3.7), pour R” > 2(R+ 1), on a
E' cD(w,(R" - R -<")x(w))
et

(m(R+2°)*x(w)?)Card ['(w, R") > - Card ([ ND(2, (R+ £%)x(w))) dma(z) +

Card (I ND(z, (R+£%)x(w))) dma(z)

/D(w,(R”—R—s3)X(w))\E’

> wRma () (g-(R) + 2) + 7R (ma (D(w, (R" — R = 4)x(w))) = ma(F) ) (4 (R) — <°)

2 2 2 " 312 3 ma(E') 3
> w R () (R = R =)0 (R) = ) + 22 (e +2).

Si mg(FE) > ema(D(w, R"x(w)/2)) alors, d’apreés (I11.3.8),

ma(E') > ma(F) > ema(D(w, R x(w)/2)) = n R x(w)?*¢ /4,
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donc
R > () () =21+ 0)
> (- 1?;/131%”) o (B)+ (1427 2
S (e )
> q-(R) + ?(2(1 +e3/R)72 = 5(1 4+ 2¢_(R)/R)e — 10¢_(R)(R + 1)/(3/52))7

d’otl pour £(R) suffisamment petit et R'(R,¢) grand,

"
I+ (5 )2+
Par contraposition, si
%%R”) q-(R) + ?
alors
ma(E) < ema(D(w, B x(w)/2)).
Donc

ma(E°) = ma(D(w, B\ (w)/2)) = ma(E) > (1 - £)may(D(w, B"x(w)/2)) > 0
et B # . O

Soit I' C D; pour z € D et R > 0, on pose

T#(z, R) = @@Ja—z):———armmgja@»)—a.

x(2) X(2)

Etant donnés deux sous—ensembles fermés A et B de C, la distance de Fréchet [A, B] est le
plus petit ¢ > 0 tel que A C B +1tD, B C A+ tD. Une suite de A; C C converge faiblement
vers A si pour tout R > 0,

[(A; N RD) U RID, (AN RD) U ROD] — 0,  j — 4o0.
Dans ce cas nous utilisons la notation 4; — A, j — 4o00.

Proposition I11.3.6. Si I' C D vérifie D (') < 1/(2x), alors il existe une suite de points

z; € D, une suite R; — +o0o0, 1—|z;| < n(R;), et un sous—ensemble dénombrable I'y de C tels
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que
I#(z,R;) = To,  j— +oo, (I11.3.10)

Card (To N RD) _ 1
i S 0 ) o L (I11.3.11)

R—too TR 27

DEMONSTRATION. Nous appliquons récursivement le Lemme [11.3.5 pour trouver
{npte>1, 0 = 04, k = +o0, €, — 0+, Ry, — 400, 1, = 1=, m — 400, tels que
sim>1,n, <|w <1et

CardI'(w, R,,)

) < - (Rp) +€m,

alors il existe z = z(w, Ry, em) € D(w, Ry, x(w)/2) tel que

Card I'(z, ny)

2
ﬂ'nk

< q_(ng) + 6, L<k<m.
Ensuite, par définition de g_(R,,), nous trouvons wy,, N, < |w,| < 1, tel que

Card I'(wy,, Rp)
TR2,

<q-(Rm)+ em,

et nous définissons z,, = z(wWy, R, ). Enfin, nous obtenons

m TG o s, k>
m—r+00 Ty

et en faisant tendre k vers +oo,

bm T Card I'(z,, nk,)

k—s+o0 M H00 ﬂ-nz -

1
<D (N < —.
27

En utilisant ’argument de compacité, nous trouvons une suite my et un ensemble I'y C C

tels que T'#(2,,, , 0, ) — Do, my — 4o00. La propriété (I11.3.11) en résulte. O

II1.3.3. Preuve de la nécessité de la condition d’échantillonnage pour Aj; (D).

On est maintenant & méme d’achever la preuve du Théoréme principal TI1.1.1.

Preuve de la nécessité de la condition d’échantillonnage pour Ay (D).
Nous allons montrer que si I' C D est d’échantillonnage pour Ay (D), alors T' contient T’
pr—séparé tel que DT (T') > 1/(2x).

D’aprés le Corollaire 11.2.12, on peut supposer que I' est pp—séparé. Raisonnons par con-
traposition en supposant que I' C D pj,—séparé est tel que D (') < 1/(27), et en en déduisant

que I' n’est pas un ensemble d’échantillonnage pour A (D). Nous allons suivre la démarche
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proposée par Lyubarskii et Seip dans [15]. Nous appliquons la Proposition I11.3.6 pour obtenir
o vérifiant (111.3.10)—(T11.3.11). Soit £ > 0 fixé. Nous posons ¢(z) = |z|>/4 et

Fs(C) = {f holomorphes sur C : || f||, = sup.¢c |f(2)]e™*) < +oo}.

Rappelons le résultat de [21] et [26] : toute suite A est d’échantillonnage pour Fy(C) si et
seulement si A contient une suite séparée A’ telle que

Card (A’ N D(w, R)) 1

li inf —.
R_lg_loo LluIéC wR2 > 27
Puisque
Card (I'g N D(w, R Card (I'gp N RD 1
lim inf A ( 0 (w )) < lim A ( 0 ) < —,
R—+o0 weC TR2 R—+o00 TR2 2w

['g n’est pas un ensemble d’échantillonnage pour F4(C). Donc il existe une fonction entiére f

telle que
Iflls =1,
I fIrolls = sup.er, 1f(2)|e= 22D < g
F) > 1/2.

Pour K > 1, nous posons fx(z) = f((1 — K=3/?)z). Le Lemme 3.1 [21] de Seip donne

une majoration de type Bernstein : il existe C' > 0 tel que pour tout f € Fy(C),

1 ()le?E — | f(w) e < C|fllg]z = wl.

Alors

[fie(2)]e™?) < |fK(z)Ie‘¢((1—f"_3/2)2)

<IFEe 4[] — |7((1 - 3/2> )01
= fE)eE 1o(1), A <K, K = too,
De plus,
[ ()| €78 = | F((1 = K3/2)2) e #(0= K702 o= (==K 7)0()

< || fllgeA-Q=RKTN6(E) = =VE/241/(4K)
= o(1), |2] > K, K — 4oc.
Par conséquent, pour K suffisamment grand, nous obtenons

Il =1, NfkIrlle < 2¢.
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Nous fixons un tel K et, pour N € N, nous posons

I =0 M= Y aen

n>0 0<n<N
donc
fk(z2) = Tusebaz” = Yispan(l— K73z
Rz = Y0<nen 0n2" = Yocnan n(l - K=3/2)nzn

La formule de Cauchy et la formule de Stirling nous donnent

e \"/2 n'/4 y
lan] < 1n%r—n||f||¢e - (%) <o MEN
donc
. /4 |Z|2/2 n/2
ol < 3 )
n>1 n>1 \/n (n—1) y/(n—2)!
1 V2 2]t o (122/2)" 2\ 12
< (X (n— 1)3/2) (TZ (n —2)! )
n>1 n>1
< c|z|26|z|2/47 z € C.
D’on
3 [l < efz|2em (A=K e g
n>1

Soient 0 < ¢ < || fr||lp < €2 < 0o. Puisque

2|2~ (1I=O=K2R)P /4y |2 = o0,

nous pouvons prendre A > 0 tel que

1(—3/2)2)

c|z|?e~ (10— /4 < min(e, e1/2), |z] > A,

puis N € N* suffisamment grand pour que

sup |f£7(z) — fr(2)| < min(e, ¢1/2).

lz]<A

Il en résulte
1FR = frlle < min(e,e1/2),

d’ou

er/2 < |\ fxllo = ISR = frcllo < IR Ms < N fwlle + IR — frello < e2+er/2

85
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et
1R ls < Ifxlrolle + 1R = fr)lrolle < 1 fxlmolle + IFR — fxlls < 3.

Par conséquent pour N suffisamment grand,
IR Nle =10 (IR Irolls < 3e.
Nous fixons un tel N, nous posons P = f}y et nous choisissons ¢ € C tel que
|P(¢)]e?©) < 1.
D’aprés (I11.3.10) et puisque lim |y 400 |P(W)|/|W [N+t = 0, pour R suffisamment grand et
z € D suffisamment proche du cercle unité,
||P|r#(Z,R)||¢ < 4e,

|POW)| <e[W[*4, W[ > k.

Nous fixons un tel R > max(|(],6) et un tel z € D vérifiant 1 — |z| < n(R), de sorte qu’il

existe g = gr,. la fonction pic de la Proposition I11.3.4. Nous posons

F(w) = F.(w) = g(w)P(l;(_Z)Z).

Alors uniformément en ¢, pour w = z + (x(z),
| (w)]| e < [g(w)]e ") P(Q)| = 7P/ 1edO) < 1
pour w € ' N D(z, Rx(z2)),

()| e~ < gmho=s? Fax(2) g o= /4x(2) < g,

= 9

pour w € D\ D(z, Rx(z)),

|F(w)|e—h(w) < C(%)Rz’mg(pxzz;ﬂ)l%m
< (g
< ce.

Puisque e peut étre choisi arbitrairement petit, I' n’est pas un ensemble d’échantillonnage

pour Ay (D) et ceci termine la preuve du théoréme. O
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ECHANTILLONNAGE POUR LES ESPACES
DE FONCTIONS ANALYTIQUES A POIDS

Résumeé

Nous nous intéressons au probléme d’échantillonnage pour les espaces de fonctions analy-

tiques dans le disque unité D C C, a poids radial. Nous considérons I’espace de Banach
A (D) = {f holomorphes sur D : || f||n = sup,¢p | f(2)]e M) < +o0},

oti le poids h est de classe C% et h(r) — 400 quand r — 1—.

Le premier chapitre est consacré au cas des poids & croissance lente. Nous montrons que
la stabilité de Mobius de ’échantillonnage n’est pas vérifiée dans Ay (D).

Les deux chapitres suivants sont consacrés au cas des poids & croissance rapide. Nous

caractérisons les suites d’échantillonnage pour Ay (D) en terme de densité.

SAMPLING FOR WEIGHTED SPACES OF ANALYTIC FUNCTIONS

Abstract

We are interested in the sampling problem for the spaces of analytic functions in the unit

disk D C C, with radial weights. We consider the Banach space
Ap(D) = { f analytic on D : || f||5 = sup.ep |f(2)]e "D < +o0},

where the weight h is of class C? and h(r) — +oo as r — 1—.

The first chapter deals with the case of slowly increasing weights. We show that M&bius
stability of sampling fails in A (D).

The two following chapters deal with the case of fast increasing weights. We characterize

sampling sequences for A, (D) in terms of density.

Discipline : Mathématiques.

Mots-clés : espace & poids, échantillonnage, séparation, densité, instabilité de Mébius.

Laboratoire : L. A. T. P. (U. M. R. 6632) Université de Provence, Centre de Mathématiques
et d’Informatique, 39 rue F. Joliot-Curie 13453 Marseille-Cedex 13, France.



