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Introduction

Kaneko et Zagier ont introduit la notion de formes quasi-modulaires dans
9], par exemple 'anneau de telles formes pour I'y = PSL(2, Z) était I’anneau
engendré par les séries d’Eisenstein Ey, Fy et Eg. Rappelons que I'; est un
groupe non co-compact, ainsi que les groupes de congruence qui sont com-
mensurables a I'1; tous ces groupes sont de covolume fini mais définissent
des quotients du demi-plan supérieur avec des pointes, qui sont en bijection
avec I’ensemble P1(Q)/I". Pour un groupe co-compact I', le quotient H /I est
sans pointes. Les groupes co-compacts définissent des courbes modulaires.
Shimura a développé la théorie arithmétique de ces courbes, d’ou la termino-
logie : courbes de Shimura. Ces courbes se plongent aussi dans des surfaces
modulaires de Hilbert. Hirzebruch et Zagier ont etudié leurs images du point
de vue de la géométrie algébrique de la surface modulaire; elles sont alors
connues sous le nom : cycles de Hirzebruch-Zagier. L’avantage d’etudier la
géométrie algébrique (et plus particulierement I'anneau des formes modu-
laires) d’une courbe modulaire compacte en la plongeant dans une surface
modulaire, c’est que sur la courbe il n’y a pas de g-développement (parce
qu’il n’y a pas de pointes), mais sur la surface si. Villegas et Zagier ont
montré dans le cas non co-compact voir [15] qu’aprés un changement de va-
riable et une rénormalisation par des périodes “le développement en Taylor
des formes modulaires au points a multiplication complexe est a coefficients
algébriques”. Ce principe qui marche tout aussi bien dans le cas co-compact
donne une maniere de représenter les formes modulaires sur tous les groupes.
En particulier, on démontre I'existence d’équations différentielles satisfaites
par les formes modulaires, ce qui donne des algorithmes pour calculer les
coefficients de Taylor au points CM (points a multiplication complexe), a la
différence des coefficients d’un ¢-développement, ou aucun algorithme général
n’est connu.

L’objectif dans cette thése est essentiellement 1’étude de structure des



anneaux de formes quasi-modulaires sur des groupes modulaires co-compacts.

Dans le chapitre I, on rappelle les définitions et propriétés générales des
formes modulaires et quasi-modulaires. Ainsi que les invariants des courbes
modulaires. On explique les développements en Taylor des formes modulaires
autour des points a multiplication complexe. On finit, le premier chapitre par
donner une nouvelle démonstration de 'existence d’équations différentielles
linéaires satisfaites par les formes modulaires.

Dans le chapitre II, on commence par rappeller les définitions des algebres
de quaternions, on construit les groupes modulaires co-compacts comme
unités de norme 1 d’un ordre provenant d’une algebre de quaternions. On
donne la méthode de construction des domaines fondamentaux associés a ces
groupes, la détermination des points elliptiques et la dimension des espaces
de formes modulaires.

Dans le chapitre III, on rappelle les définitions des groupes et formes mo-
dulaires de Hilbert et on explique le développement en Fourier des formes mo-
dulaires de Hilbert, en particulier I'exemple des séries d’Eisenstein. On définit
les crochets de Rankin-Cohen sur les espaces de formes modulaires de Hilbert
qui généralisent les crochets définis dans le chapitre I. On rappelle la notion de
cycles de Hirzebruch-Zagier, on étudie des différentes restrictions des formes
modulaires de Hilbert aux cycles de Hirzebruch-Zagier et on montre que 1’al-
gebre engendrée par les différentes restrictions (qu’on va définir) des formes
modulaires de Hilbert est fermeé par crochets de Rankin-Cohen. On donne
des exemples et des applications : les équations différentielles satisfaites par
des formes modulaires sur une courbe modulaire compacte plongée dans une
surface modulaire de Hilbert, s’obtiennent comme restrictions généralisées
d’équations différentielles satisfaites par des formes modulaires de Hilbert
sur la surface en question.

Dans le chapitre IV, on montre que [’anneau des formes quasi-modulaires
sur un groupe modulaire co-compact n’est pas de type fini, on sait calcu-
ler combien de nouveaux générateurs on doit rajouter en chaque poids. On
montre aussi que les anneaux de formes quasi-modulaires sur un groupe mo-
dulaire co-compact est contenu dans un anneau de type fini. On illustre nos
théoremes de structure sur un exemple. On finit le chapitre IV par en déduire
une caractérisation algébrique des groupes modulaires co-compacts en termes
de leurs anneaux de formes modulaires.



Chapitre 1

Formes modulaires et
quasi-modulaires : généralités

1.1 Domaines fondamentaux

Dans toute la these, I' sera un sous-groupe discret de PSL(2,R) de covo-
lume fini. Les exemples les plus classiques sont I' = 'y = PSL(2,7Z) et ses
groupes de congruence I'g(N), N € N. Mais, il existe aussi des groupes modu-
laires co-compacts, notamment ceux provenant des algebres de quaternions
qu’on va étudier dans le chapitre II.

Pour comprendre la géométrie de la courbe modulaire H /I", on veut calcu-
ler certains invariants : le volume, le nombre de pointes, le nombre de points
elliptiques, et le genre. Ces invariants se calculent & partir d'un domaine
fondamental pour 'opération de I' sur H.

Dans cette section, on décrit une méthode générale pour construire un
domaine fondamental. Puis, on explique comment déterminer les points el-
liptiques d'un tel domaine. On peut alors déterminer les dimensions des es-
paces M (T") de formes modulaires de poids k. La connaissance de la série de
Hilbert-Poincaré permet dans certains cas (comme on va le voir dans l'etude
de nos exemples) de déterminer la structure de 'anneau des formes modu-
laires M, = €D, My(I'), cette somme directe est indexée par I'ensemble des
entiers pairs.

Nous allons souvent identifier le demi-plan de Poincaré H avec le disque

unité D, par z — w = j—: Le groupe d’isométries, PSL(2,R) s’identifie



alors avec le groupe d’isométries du disque :

A= (a+d)+i(b—c) B — (a—d)—Qi(b-i-c)

PSU(1, 1) = (% ﬁ) <Z 5) | € PSL(2, R)

Par abus de notation, on note aussi par [' son image dans le groupe isomorphe
PSU(1,1). On appellera dans la suite p; le plongement dans PSU(1, 1), en
particulier, on identifie T" avec p;(T).

On peut alors représenter le quotient par un domaine fondamental dans
le disque de Poincaré. La distance hyperbolique entre deux points u et v du
disque sera noteé dy,(u, v). La métrique hyperbolique est définie sur le disque
de Poincaré par ds? = \;%, ou x + iy € D. Pour v = ( CCL Z ) el on
définit :

D, ={weD|dy(w,0) < dy(w,7.0)},

F,=0D,={w € D | dy(w,0) = dy(w,7.0)}

Si on suppose que 7.0 = u + v, les points d’affixes x + 1y appartenant a la
frontiere F’, satisfont a :

B 1
w2402

U
u? + v?

v

- 1
u? + v?

(z )+ (y )*

Un domaine fondamental de Dirichlet pour l'action de I' sur D est F =
ﬂwer D.,. Pour construire ce domaine, on commence par tracer les frontieres
F.,, pour une liste {; | i € I} arbitraire d’éléments de I', par exemple tous les
éléments de norme < N. Les F.,, correspondent a des géodésiques hyperbo-
liques, quitte a prendre N plus grand, on peut supposer que les géodésiques
correspondantes aux éléments de cette liste délimitent un sous-ensemble de
D de volume fini, qui sera compact dans le cas ou H/I" l'est et qui aura un
nombre fini de sommets sur 9D si non. L’ensemble des géodésiques ayant une
partie plus proche du centre du disque que les frontieres du sous-ensemble
obtenu est un ensemble fini (facile a voir en utilisant les équations des fron-
tieres). Donc en complétant la liste I par au plus un nombre fini d’élements,
on obtient un sous-ensemble de volume inférieur ou égal au volume du sous-
ensemble déja construit. Ce dernier est un domaine fondamental qui repré-
sente le quotient X dans le disque. La méthode est algorithmique et sera
explicitée pour plusieurs exemples dans le chapitre II.



DEFINITION 1. Un point elliptique w € D d’ordre n est un point fize d’un
élément de I' d’ordre n.

Un élément de I" d’ordre n, sera représenté par un 7 € SL(2,C) (en
fait SU(1,1) ou SL(2,R)) d’ordre 2n avec 4" = —Id, donc est conjugué
dans SL(2,C) a une matrice ( (€) 5(_)1 ) , avec £ une racine primitive 2n-i
eme de I'unité. Si on note 7 par 7, (abus de notation), la trace de =, sera
0,1, £v2, £/3,sin = 2,3, 4 ou 6 respectivement. Ces conditions sur la trace
permettent en général de déterminer 1’ensemble des points elliptiques dans
un domaine fondamental construit. Ces points elliptiques sont situés sur la
frontiere du domaine fondamental. Le nombre e; de points elliptiques non
équivalents d’ordre j, le genre g de D/I', le nombre de pointes m et son
volume hyperbolique sont liés par la formule de Gauss-Bonnet :

Vol(D/T)

2

:29—2+Zei(1—%)+m : (@)

i>2

Pour calculer le volume du quotient D/I"; on peut utiliser un domaine fon-
damental, c¢’est un polygone F de n-sommets inclus dans le disque D. Si on
note par 6y, --- ,6, les angles au sommets de F, on a alors :

Vol(D/T) = Vol(F) = (n — 2)m — (01 +-- -+ 6,) . (V)

1.2 Formes modulaires et quasi-modulaires

Formes modulaires. On rappelle ici, la définition d’une forme modulaire
et les conséquences immédiates de cette définition. Dans la suite, les poids
des formes modulaires sont des entiers pairs.

DEFINITION 2. Une forme modulaire de poids k sur I', est une fonction
holomorphe f sur H & croissance tempérée !, telle que :

az+b
cz+d

) = f(2), v(ZZ)eremeH. (1)

(cz+d)™ f(

2
LC’est-a-dire |f(z)| est borné par une puissance de MTH



Une forme modulaire sur un groupe modulaire I' non co-compact pos-

sede un ou plusieurs g-développements, c’est-a-dire des développements en
11
0 1
aprés conjugaison) alors f(z + 1) = f(z) (en appliquant (1) avec la matrice
T). Ceci implique f(z) = > 7 anq", avec ¢ = exp(2inz). Le développement
en Fourier est un outil fondamental pour étudier les formes modulaires sur
des groupes modulaires non co-compacts. Par exemple, on sait que M, (T")
est souvent engendré comme anneau par des formes ayant un développement
dans Q[[¢]] ou méme Z[[g]]. Dans le cas co-compact, on identifie souvent le
demi-plan supérieur avec le disque unité, en envoyant 7 vers 0. On identifie
alors f avec une forme définie sur le disque unité, modulaire sur un sous-
groupe modulaire de PSU(1, 1). Par abus de notation, on désigne aussi par
f la forme définie sur le disque. Le développement en Taylor autour de zéro
de f s’éerit f = > 7 c,a™. Villegas et Zagier ont montré qu’aprés norma-
lisation par des périodes, le développement en Taylor autour des points CM
est algébrique, c’est-a-dire ¢, € Q pour tout n.

Fourier. En effet, si T = € I' (ce qu’on peut toujours supposer

Zéros des formes modulaires. Pour étudier les zéros des formes mo-
dulaires holomorphes, on utilise la formule des zéros dont une démonstration
se trouve par exemple dans [Serre]. Soit p € X = (HUPY(Q))/T", on définit
I'ordre du point p par ordr(p) = n, si p est un point elliptique d’ordre n; si

non ordr(p) = 1. Pour une forme modulaire f, on définit v,(f) = 2

ordr(p) ou

ord,(f) est l'ordre d’annulation de f en p.

THEOREME 1. Soit T' C PSL(2,R) un sous-groupe discret de covolume fin.
Soit f une forme modulaire sur I' de poids k. On a alors :

D S @)

peX

Ezemple. Le volume hyperbolique de H/T'; est §. Aprés un choix d'un do-
maine fondamental F, on sait que le point i est elliptique d’ordre 2, le point
p = exp(im/3) est elliptique d’ordre 3 et il n’y a pas d’autres points ellip-
tiques. L’application de la formule de zéros (Z) a la série d’Eisenstein FEg,
montre que Eg s’annule uniquement dans l'orbite de ¢. Et I’application de la
formule des zéros a F,, montre qu’elle s’annule uniquement dans 'orbite de

p.



Structure des anneaux de formes modulaires. Pour étudier la struc-
ture des anneaux de formes modulaires, on commence par calculer la série de
Hilbert-Poincaré associée a la suite des dimensions des espaces de formes mo-
dulaires. Rappelons maintenant la formule des dimensions. Sa démonstration
se trouve par exemple dans [17].

THEOREME 2. Soit I' C PSL(2,R) un sous-groupe discret de covolume fin.
Soit My(T"), le C-espace vectoriel des formes modulaires de poids k sur T.
Soient g, le genre de H /T, et e; le nombre de points elliptiques non équivalents
par T d’ordre i, et m le cardinal du quotient P*(Q)/T. On a alors :

dim My(I') = 1

dim My(T") = m+g—1 sim >0

dim My(T") = g sim=20 (D).
dim(Mi(T) = (k—=1)(g — 1) +m% + 3, e;[*52]

Vol(H /T m k(i—
(k_ 1)% + o Zz ei{ (22‘1)}'

Ezemple. Soit T';y = PSL(2,Z), le groupe modulaire classique. Le genre de
la surface de Riemann H/T'j, est égal a 0. Le nombre de points elliptiques
d’ordre 2, dans un domaine fondamental est égal a e; = 1. Le nombre de
points elliptiques d’ordre 3, est égal a e3 = 1. Le nombre de pointes est égal
am = 1. On a donc dim My = 0 et dim M, = —3 + 2 + [2&1] 4 28-0] =
—-3+2+2=1

Le théoréme suivant est connu. On en donne 'idée de la démonstration.

THEOREME 3. Soit I' C PSL(2,R), un sous-groupe discret de covolume fini.
Soit M, = @kzo My, Uanneau gradué des formes modulaires sur I'. Alors M,
est un anneau de type fini.

Idée. Pour simplifier, on suppose I' agit librement sur H, c¢’est-a-dire sans
points elliptiques, on suppose aussi k pair. On définit le quotient & = (H X

C)/T', ot on identifie (7, «) avec (Z::Z, (er+d)~*a), pour tout y = ( oCL 2) c

['. L’hypothese sur I', implique que & — H/T" est un fibré en droites au
dessus de H/T. 1l existe une extension de ce fibré & X = (H UPY(Q))/T.
Par abus de notation, & désigne le fibré en droites au dessus de X (aprés
extension). Les formes modulaires de poids k sur I', sont les sections globales
de ce fibré. Soit M (T') = H°(X, &). D autre part &, ~ Efg. Les formes mo-
dulaires de poids k£ sont alors sections globales de puissance tensorielle d'un

9



fibré ample au dessus de X. De plus X est projective lisse, par conséquence
k
de la géométrie algébrique des courbes, M.(I') = @, H°(X, 5;8 ), est un

anneau de type fini.

Crochets de Rankin-Cohen. Certaines combinaisons de dérivées de
formes modulaires sont modulaires. On définit une suite d’opérateurs sur le
produit tensoriel d’espaces My, et M;, de formes modulaires de poids respectifs
k et [. Ces opérateurs sont appelés crochets de Rankin-Cohen. On note par
fU) la dérivée j-ieme par rapport & z d’'une fonction dérivable sur H.

DEFINITION 3. Soient f et g deux fonctions holomorphes sur H a valeurs
dans C (ou de D dans C). Soient k,l et n des entiers, on définit :

gl = 31y (k e 1) (l e 1) F g

pr j j

Notation. Si f et g sont respectivement des formes modulaires de poids res-
pectifs k et I. On note par [f, g, le crochet [f, g]®!, c’est-a-dire on ommet k
et [ de la notation.

PROPOSITION 1. Soient f et g deux fonctions holomorphes sur un ouvert
UcCCetyeSL2,C). On a alors :

flev,9 V]fiJ = f, g]ﬁ’l ktit2n Y

COROLLAIRE. Soit I' C PSL(2,R) un sous-groupe discret de covolume fini.
Les crochets de Rankin-Cohen définissent une suite d’opérateurs :

Mi(T) @ My(T') — Mjq1120(T)
f®g > [f, gln-

Démonstration. On suppose dans la proposition que f et g sont des formes
modulaires de poids respectifs £ et [ sur I'. On a alors les équations fonctio-

nelles fliy = f et gy = g. La proposition implique [f, gln = [f, glnli-+i1207,
c’est-a-~dire [f, g],, est modulaire de poids k + [ 4 2n. O

Pour démontrer la proposition, on définit une suite de polynomes dans
Clz, y] par :

Ryl (x,y) = zz;(—l)j <k * ? - 1) (Z j;"_; 1) Yl . (L1)

10



On a alors :

[fu g]n - Rﬁzk’l)(ala 82)(f(21)g(22)) |21=Z2=Z7

ou 0; et 0y les opérateurs de dérivation par rapport aux variables z; et zo,
définies sur I'espace de fonctions holomorphes sur H x H, qu’on note C(H?).

Nous allons maintenant donner une caratérisation de la suite de poly-
nomes RM!(z,y) (cette caractérisation implique la proposition). Pour cela,
on définit un opérateur (comme le laplacien) sur I'espace des polynomes en
deux variables.

DEFINITION 4. Soient k,1 € N, on définit l'opérateur :

Z&kJ: (Wx7y] I ) (Wx7yl
P = (g kg T yds HIE)(P).

PROPOSITION 2. Pour tout n € N, (k,l) € Z% on a :
ker(Ay) N Clz,y), = C.RE (2, y).
Démonstration. On a :
dim(ker(Ay,;) N Clz, y],) = dim C[z, y],, — dim C|z, y,,—1 = 1.

Soit P(z,y) = >, ¢ s2"y® € Ker(Ay,), on a alors :

r4+s=n
Z (r+1)(k+r)crss+ (s+1)(s +1)cpsp1)2"y” = 0.
r+s+1l=n
Ceci implique (r + 1)(k + r)¢ry1s + (s + 1)(s + )¢ 501 = 0. Si on impose

Con = (_nk), on obtient ¢, = (—1)’“("“:_1) ("+i_1). On retrouve donc la

définition 1.1 des polynémes R (z, y). O

Remarque. Soit C(H), 'espace des fonctions holomorphes sur H. On définit,
la restriction diagonale :

b CHP — C()
F(z1,29) +— F(z,2)

La preuve de la proposition implique que, si F' € C(H?) pas nécessairement,
dans C(H) ® C(H), satisfaisant a :

F(y.21,7.22) = (cz1 + d)*(czo + d)' F(21, 22),

11



pour tout y = (CCL Z) €T et (21,2) € HxH;alors poRCH (91, 05)(F (21, 22))
se transforme comme une forme modulaire de poids k+1+2n. Cette remarque
va jouer un role essentiel dans le chapitre (III).

Ezemple. Le crochet entre deux formes modulaires f et g d’ordre 0 est simple-
ment le produit : [f, glo = fg. Le crochet d’ordre 1, est [f, g]1 = kfg — lgf'.

Ces crochets ont été découvert par Cohen, voir ([3]). Depuis, ils ont plu-
sieurs applications dans la théorie des formes modulaires.

Deuxiéme preuve de modularité des crochets. Pour démontrer la
modualrité des crochets de Rankin-Cohen entre formes modulaires, on peut
suivre [24]. Soient f et g deux formes modulaires de poids respectives k et
[ sur I'. On associe a f et g leurs séries de Kuznetsov-Cohen, définies par

)T ~ i (m)(F) X T N
f( X) = Zq{'nikl et g(r,X) = 0%(0117’67‘(@6)(1111@

variable), on a alors

_°° (1) X"
frn X)5 )= n+k;—1 Nn+1—1)!

n:O

D’autre part g vérifie la méme loi de transformation que f (en remplacant f
par g et k par [) a savoir :
~ X
T, ——————
Uyl (c7 + d)?2

b . :
pour tout vy = < Z d) € I'. Pour montrer cette loi de transformatlon, on

) = (1 + d)FeX/ T f (1, X)), (1.2)

vérifie facilement que l'opérateur différentiel 8 — k5 8 — T a ° annulle les deux

membres de (1.2). D’autre part, la valeur en (T 0) des deux membres de (1.2)

f(0)
k—1)1’

Finalement en utilisant les lois de transformations de fN(T, X)etg(r,—X),
on obtient :
~ X X
f (77 ) m) (W T, m

est et donc les deux membres de (1.2) coincident.

) = (e + &) f(r, X)§(r, — X),

(les facteurs exponentielles se simplifient). Il suit que :
[f. gla(y7) = (e7 + )2 (£, glu(7),

12



pour tout v = (CCL Z) el

Remarque. Pour démontrer la modularité des crochets de Rankin-Cohen
entre formes modulaires de Hilbert (voir chapitre IIT) en deux variables 7
et 75, on pourra utiliser la méme démonstration, en associant aux formes
modulaires de Hilbert des séries de Kuznetsov-Cohen en deux variables.
Soient 0; et Oy les dérivations respectives par rapport a 7; et 75, on as-
socie a une forme modulaire de Hilbert F(7y,7) de poids (ki, k2), la série
n 13 n m
ﬁ(Tl,TQ,X,Y) 5 ‘ '8 FOyF(1, 1) X™Y
mmen nlml(n +ky — Dl(m + ky — 1)!

Formes quasi-modulaires. La dérivée d'une forme modulaire de poids
k n’est pas modulaire. C’est une forme quasi-modulaire de poids k + 2 et
profondeur < 1. Kaneko et Zagier on introduit dans ([9]), la notion des formes
quasi-modulaires. Voici une définition simple suggérée par Werner Nahm.

DEFINITION 5. Une forme quasi-modulaire de poids k et profondeur < p sur
I, est une fonction holomorphe f sur H a croissance tempérée, telle que,
pour tout z € 'H, l'application :

r — C
b
(Z‘ d) = (cz+d)7F f(eE),

est un polynome en - de degré < p. Autrement dit on a :

o

p

az+b j
(cz4d)~* CHd Zf] CHd V2 €N, (2)

avec des fonctions f; : H — C pour (j =0,--- ,p).

Remarque. Les fonctions f; sont automatiquement holomorphes, avec fo = f.
Chaque f;, sera elle aussi quasi-modulaire de poids k — 25 et de profondeur
<p-—J

Exemple. Une forme modulaire de poids k est une forme quasi-modulaire
du méme poids et de profondeur nulle. Si g est une forme modulaire de
poids k alors ¢’ sera quasi-modulaire de poids k + 2 et profondeur < 1, avec
fo(z) = ¢'(2) et fi(z) = kg(2). Sur le groupe modulaire I'; = PSL(2,7Z), la
série d’Eisenstein Ey de poids 2 est une forme quasi-modulaire holomorphe
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de poids 2 et profondeur < 1, (avec fy(z) = Ex(2) et fi(z) = L). Cette
forme quasi-modulaire n’est pas la dérivée d'une forme modulaire. En effet,
My = C, donc la dérivée d’une forme en poids 0 est nulle.

DEFINITION 6. Une forme modulaire presque-holomorphe F de poids k et
profondeur < p sur I' est un polynoéme en i de degré < p, a coefficients
des fonctions holomorphes sur H, a croissance tempérée, telle qu'on a (1)

pour tout (CCL Z)EFetzEH‘

Remarque. Nous allons étudier dans le chapitre IV, en détail le lien entre
les espaces de formes quasi-modulaires holomorphes et les espaces de formes
modulaires presque-homorphes. Nous allons démontrer que ces espaces sont

p .
isomorphes, l'isomorphisme envoie f vers F'= ) f;(2)(2iy) 7.
7=0

1.3 Equations différentielles

Le degré de transcendance de 'anneau des formes modulaires sur n’im-
porte quel groupe I' C PSL(2, R), discret et de covolume fini est égal a 2 (car,
dim(H/I') = 1 et un poids est associé¢ a une forme). L’anneau des formes
quasi-modulaires & un degré de transcendance égal a 3 (car, dim(H/T") = 1,
un poids et un profondeur sont associés a chaque forme). Or, pour toute
forme modulaire de poids k, les dérivés f/,f"” et f sont des formes quasi-
modulaires (de poids respectives k + 2, k + 4 et k + 6). Il existe donc un
polynéme P € Clxzy,--- ,x4] telle que : P(f, f/, f", f") = 0, c’est-a-dire f est
solution d’une équation différentielle non linéaire d’ordre au plus égal a 3.

Mais, f satisfait a une équation différentielle beaucoup plus utile a savoir
une équation différentielle qui est linéaire par rapport a une coordonnée locale
qui est une fonction modulaire. Ce fait qui est classique a joué un role dans
les premiers articles sur les formes automorphes (Klein, Fricke et Poincaré), a
été démontré dans un langage moderne par P. Stiller. Puisqu’il n’est pas trés
connu aujourd’hui, on donne la démonstration complete en suivant ([23]). On
donne aussi une nouvelle démonstration.

THEOREME 4. Soit ' C PSL(2,R), un sous-groupe discret de covolume fini.
Soit t(z), une fonction modulaire sur I". Soit f € My (I"), on écrit localement
f = ®(t). Alors & est solution d’une équation différentielle linéaire d’ordre
au plus k + 1 a coefficients des fonctions algébriques en t.
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Démonstration. On associe a f la fonction vectorielle F' : ' H — C", définie
par :

f(z)zF 2k
k-1 k-1
EE A YO
f(z) 1
Pour tout y € I', on a :
f(2)(az +b)*
k-1
Flo) = | TEEETETD N ar)pe)
f(2)(cz + d)k
avec,
a  ka*'b .. bF
k—1 bk—ld
ICIE IR R
& koo dF
Puisque M(7) ne dépend pas de z, on a dF;’yz) = (cz + d)2F'(yz2) =
2
M(v)F'(z). Or,
dt(’yz> _ —24/
R F'(v2) F'(z) o gt .
1 : =M . définit D = (4)~14 1opé-
Ceci implique 772) () 702) Si on définit, par (%)~ ' lopé

rateur de dérivation par rapport a t, on en déduit DF(yz)) = M(y)DF(2).
Par récurence sur i, il suit que D'(F)(vyz) = M(y)D*(F)(z). On peut alors
construire une matrice de taille (k + 1) x (k + 2), en prenant les D'F(z)(i =
0,1,---,k + 1) comme vecteurs colonnes. En rajoutant une ligne a cette
matrice, en repétant la derniere ligne, on obtient une matrice carré de déter-
minant 0, on en déduit une relation de dépendance entre les colonnes :

k+1

> D (F) ) =0,

avec a;(z) = (—1)idet A;(2) ou : Ay(z) = (f,Df,--- ,Dif, --- DFFLf). On
obtient donc une équation différentielle linéaire satisfaite par F' avec un ordre
égal a k+ 1. Le fait que A;(yz) = M(v)A;(z) et que det(M (7)) = 1 implique
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la I-invariance des a;(z), qui sont donc des fonctions modulaires et par consé-
quence des fonctions algébriques en t. O

Nous donnons maintenant une nouvelle démonstration du théoreme que
nous avons trouvé suite a ’etude d’un exemple particulier.
Deuxiéme démonstration. Nous considérons l'opérateur de différen-

tiation, D = (2£)~'4L associé & la fonction modulaire ¢. On choisit une

forme quasi-modulaire méromorphe ¢ de poids 2, par exemple (¢p = +L
pour une forme modulaire méromorphe g quelconque de poids n # 0) avec
¢ — ¢? modulaire méromorphe de poids 4. Par récurrence, on montre que
Dif=k(k—1)...(k—j+1)f¢’ + R, oul R est un polynéome de degré < j
en ¢ a coefficients modulaires. On a donc f, Df, -+, D f € M™r[¢]. On
considere la matrice A de taille (k + 2) x (k + 2), dont le j-eme vecteur
colonne(j = 0,--- ,k + 1) est la suite des coefficients de f,Df,--- D' f
(vu comme polynémes en ¢) par rapport a la puissance ¢’. La matrice A est
triangulaire avec une diagonale égale a (f,kf, k(k — 1)f,---, k!, 0), c’est-a-
dire seul le dernier terme de la diagonale est nul. Le noyau de A est donc de
dimension exactement 1, on obtient une relation Zf:é aj(z)D? f = 0 avec les
a; des formes modulaires du méme poids; car les D’ f sont tous des formes
quasi-modulaires de méme poids k, et avec a,1 # 0. En divisant avec a1,
on peut supposer que tous les a; sont de poids 0. Il suit que les a; sont des
fonctions algébriques de t. Finalement, on peut pas trouver une équation dif-
férentielle d’ordre plus petit, car la sous-matrice extraite de A en éliminant
la derniere ligne est une natrice triangulaire inversible (donc de noyau nul).

1.4 Développement en série de Taylor

Pour toute forme modulaire elliptique f de poids k£ sur un groupe modu-
laire I' et tout point zy € H, on définit une suite de nombres (C,,[f; 20]) qu'on
appellera suite de nombres canoniques associée a f au point z5. On commence
par identifier le demi-plan supérieur avec le disque unité par ’application :

H — D
z—2p’

L’application inverse est donnée par :

D — H

w
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L’application w — (1 — w) 7" f(2=22%), est analytique sur le disque unité.

DEFINITION 7. Soit f une forme modulaire de poids k sur un groupe modu-
laire T et zg € H. La suite de Taylor canonique (Cy[f;20]) associée a f au
point zg est définie par :

(1—w) b p(R=2 Zc 52l

Nous donnons ici, un corollaire de la formule des zéros lié au développe-
ment en Taylor des formes modulaires autour de zéro, comme expliqué dans
la définition précédente.

LEMME. Soient f et g deux formes modulaires de méme poids k sur un méme
groupe modulaire I' C PSU(1,1). Soient f(z) et g(x) les développements en
Taylor autour de 0 des formes f et g. On suppose que f(x) — g(z) = O(a!),
Vol(D/T) _

avec | > ——=—= alors f = g.
Soit M, = ]/\4\*(F) I’anneau des formes modulaires presque-holomorphes
sur le groupe modulaire I' (voir chapitre IV). Il existe alors un opérateur de

dérivation sur M, défini par, 0 = D — % ouy = (z) et E est Popérateur

donné par multiplication par le poids : E(f)=kf,si f € M,.. On écrit 0y, =
D — 47r , pour la restriction de 0 sur Mk et Of pour la composition k2,20

-0 0, ona df: Mk — Mk+2n. Pour calculer la suite de Taylor canonique
assoicée a une forme modulaire f au point zg, on utilise les propositions

suivantes, dont on peut trouver des démonstrations dans le cours de Don
Zagier au College de France.

PROPOSITION 3. Soit f € My(T") et z9 € H de partie imaginaire yo. On a
alors Cy[f; z0] = (—4mye)™(0p f)(20)-

Soit ¢ € J\Yg’m (I'espace des formes quasi-modulaires méromorphes de
poids 2 sur le groupe modulaire I'), on définit & = D¢ — ¢*. C’est une forme
modulaire méromorphe de poids 4 sur I'. On définit I'opérateur 0, = D —oFE.

PROPOSITION 4. Soit (f,,) la suite de fonctions définis par fo = f € M(T')
et for1 = 0s(fn) —n(n+k—1)@f,_1, avec 04(fn) = (D — (k+2n)¢) f,. On
a alors Op f(z0) = fu(20)-
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On définit une relation d’équivalence sur les suites de nombres complexes
par : (a,) ~ (b,), s'il existe «, € C* tels que a, = aff"b, pour tout n €
N. Soit {C),} la classe de la suite canonique de Taylor associée a une forme
modulaire f au point zy. Il est facile de voir que la classe de la suite cano-
nique de f dans n’importe quel point v.z9 de l'orbite de 2, sous 'action de
I, est indépendant de . Une classe d’équivalence est donc un élément de
(I, ©)/(C*)2. Ainsi toute forme modulaire f sur I' permet de définir une
application :

H/T — J]C/(C)

Si de plus f est algébrique et zy est un point CM, alors I'image de cette
application sera contenue dans [[°7,Q/(Q*)%.
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Chapitre 2

Courbes modulaires compactes

2.1 Algebres de quaternions

Dans ce paragraphe, nous rappelons les définitions et propriétés générales
des algebres de quaternions. Pour une référence plus complete, on peut voir
21] ou [11].

Dans ce paragraphe, K désigne un corps de caractéristique différente de 2.

DEFINITION 8. Une algébre de quaternions B sur K, est définie par la donnée
d’un couple (a,b) formé de deux éléments non nuls a et b de K, avec les
relations i = a, j> = b et ij = —ji; définissant B comme la K-algébre
sous-jacente a un espace vectoriel de dimension 4, dont (1,1,7,1j) est une

base.

Notation. Un élément ¢ de B, est appelé un quaternion et est défini par g =
r+iy+jz+(ij)t, avec (x,y, 2,t) € K*. Son conjugué est § = x—iy—jz—(ij)t.
On définit la trace réduite de ¢ par, tr(q) = ¢+ g = 2z. La norme réduite
de q, est définie par :

n(q) = qq = v* — ay® — bz* + abt®.

On note par (%b), I’algebre de quaternions définie sur K par la donnée du
couple (a,b) € K?. On utilise parfois la notation (a, b) pour désigner 'algebre

(a?b), s’il n’y a aucune confusion sur le corps K. On vérifie facilement que
tr(q + q2) = tr(q1) +tr(qe) et n(qig2) = n(q1)n(qe).
Remarque. La norme n définit sur I’espace vectoriel sous-jacent a B une forme

quadratique.
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Ezemple. L’exemple fondamental d’une algebre de quaternions sur K, est
donné par I'algebre M (2, K') des matrices carrées d’ordre 2 a coefficients dans
K. La trace et la norme dans M (2, K) sont la trace et le déterminant au sens
usuel. On identifie K a son image dans M (2, K) par le K-homomorphisme
qui envoie 'unité de K sur la matrice identité. De facon explicite : si ¢ =
b . _ d —b
(CCL d) € M(2,K), son conjugué est § = (—c a ), onatr(q) =a+d
et n(q) = ad — be. On a aussi M(2, K) = (1) avec :

Z:(é _01)7 jz(? é)

PROPOSITION 5. Soit B une algebre de quaternions sur K, et By le sous-
espace de B définie par By = {q € B | tr(q) = 0}. On a alors l’equivalence :
q € By si et seulement si - (> € K) et (=0 ouq ¢ K).

Démonstration. Soit (1,4, j,4j) une base de B sur K, avec i = a € K* et
j2 = b € K*. Supposons que ¢ = z + iy + jz + ijt avec tr(q) = 0, alors
x=0cet ¢ =ay? +bz2 —abt> € K, de plus ¢ = 0 ou ¢ € K car alors,
(y,2,t) # (0,0,0). Réciproquement supposons que ¢> € K et (¢ = 0 ou
q ¢ K). Comme, ¢* = (z° + ay® + bz? — abt?) + 2(zyi + zzj + xt(ij)). On
aalors xy = xz = 2t = 0 et (¢ = 0 ou (y,2,t) # (0,0,0), ce qui implique :
x = 0 ou encore tr(q) = 0. O

PROPOSITION 6. Soit B une K-algébre de quaternions et B* le sous-groupe
multiplicatif des éléments inversibles de B. On a alors : ¢ € B* si et seule-
ment sin(q) # 0.

1
Démonstration. Soit ¢ € B, on a n(q) = qg. Si n(q) # 0 alors ——q est
n\q

inverse de ¢g. Réciproquemnt, si g est inversible, par multiplicativité de la
norme n(q)n(q~) = 1 et donc n(q) # 0. O

PROPOSITION 7. Soit B une K -algébre de quaternions. Les K -automorphismes
de B sont de la forme : ¢ — o~ 'qo, avec 0 € B*.

Démonstration. Une K-algebre de quaternions, est une K-algebre centrale
simple de dimension 4 sur K. La proposition est corollaire du théoreme de
Skolem-Noether sur les K-automorphismes des K-algebres centrales simples.

O
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Remarque. En conséquence de la Proposition (7), caractérisant les K-automorphismes
de B, on a Autg(B) = B*/K*.

DEFINITION 9. On considére [’équation : z* — ay®* — bz*> = 0 (1), avec
a,b € K. On définit le symbole de Hilbert (a,b) par :

(a,b) =1 sl existe une solution dans K3 — {0} de (1).
(a,b) = —1 si non.

Notation. On note par (a,b), le symbole de Hilbert défini sur Q?; et par
(a,b)p, le symbole de Hilbert définie sur Q7.

Ezemple.

a,b  symbole de Hilbert (a,b) Une solution de : x* — ay* — bz? = 0.

—1,—1 -1 aucune
1, -1 1 (0,1,1)
-2, 1 1 (1,0,1)

Pour le calcul des symboles de Hilbert sur Q2, nous utilisons la proposition
suivante, dont une démonstration se trouve par exemple dans [16].

PROPOSITION 8. Soient (a,b) € Q,. Ecrivons a = p®u et b = p’v, avec

u,v des unités p-adiques. On a alors : (a,b), = (—1)*F <P (%)ﬁ (3)* si
p # 2; et (a,b)y = (—1)Werhulrac) g p =2 o0 e(u) = “Fmod 2 et
w(u) = “28_1mod 2. On a aussi : (a,b)0e = —1, sia <0 et b < 0; si non
(a,b)o0 = 1.

PROPOSITION 9. Soit B une K-algébre de quaternions; alors, soit B est
isomorphe a Ualgébre des matrices M(2,K), soit B est une K-algébre de
division.

Démonstration. On suppose que B est définie comme dans la définition (8),
par la donnée d'un couple (a,b). Par la Proposition (6); B est une algebre
de division, si tout élément non nul de B est de norme non nul. Il reste a
montrer que s’il existe un élément non nul de norme nul, alors B est isomorphe
a l'algebre des matrices. Supposons que n(zo + iyo + jzo + (ij)to) = 0 avec
(%0, Yo, 20, t0) # 0, on va montrer dans la suite (voir Proposition 12) qu’il
existe alors une solution non triviale de I'equation 2% — ay? — bz? = 0. Soit

(71,91, z1) une telle solution, c’est-a-dire 22 —ay? = bz?. On va supposer pour
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I'instant que z; # 0, 1 # 0 et y; # 0. On a les isomorphismes canoniques
suivants :

(a,b) >~ (a,b27) ~ (a, 23 — ayi) ~ (a,1 — au?), avec u = n.
~ (au?,1 — au?®) ~ (d,1 — d), avec d = au®.

Il suffit alors de construire un isomorphisme ¢ explicite entre ’algebre de

quaternions (d,1 — d) et M (2, K). Pour ¢ela on prend : ¢(i) = (O d) et

10
o(j) = Cll) Si 21 = 0 alors 22 = ay?, donc (a,b) ~ (ay?, b) ~ (23,b) ~
(1,0). ~ M(2, K), en effet il suffit d'identifier x +iy+ jz+ (ij)t avec
( v + y : +t . Si y; = 0 alors 27 = b2?, on traite ce cas comme le cas
b(z—1t) z—vy
21 = 0. Il reste le cas z; = 0, dans ce cas ay} = —bz? donc (a,b) ~ (—bz},b) ~

(=b,b). Or, (=b,b) ~ M(2, K) en identifiant i avec <_11 1_+1b) et j avec

-1 b-—1
( L ) | O
Dans la suite K est un corps de nombres.

DEFINITION 10. Soit B une algébre de quaternions sur un corps de nombres
K. Pour toute place v de K, on définit B, = B ®g K,, c’est une algebre
de quaternions sur K,. Si B, est une algebre de division , on dit que B
est ramifiée en v ; si B, est une algebre de matrices, on dit que B est non
ramifiée en v.

Le théoreme suivant n’est pas facile a démontrer. La preuve se trouve
bien sur dans les références que nous avons cité.

THEOREME 5. Soit K un corps de nombres. Une K-algébre de quaternions
B est ramifiée en un nombre pair de places. Deux K-algebres de quaternions
sont isomorphes s’ils sont ramifiées aux mémes places. Pour tout nombre pair
de places de K, il existe une K-algébre de quaternions B ramifiée exactement
en ces places.

DEFINITION 11. Soit B une K-algébre de quaternions. Le discriminant de
B est le produit des idéaux premiers correspondants aux places finies rami-

fiant B.
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Dans la suite, on définit les corps neutralisant une algebre de quaternions.
On donne une caractérisation des corps neutralisants. On rappelle la notion
de symbole de Hilbert et on montre comment utiliser le calcul de tels sym-
boles pour déterminer 'ensemble des premiers ramifiant une Q-algebre de
quaternions ou encore son discriminant.

DEFINITION 12. Soit L une extension de K et B une K-algébre de quater-
nions. On dit que L est un corps neutralisant B, si B @ x L ~ M(2, L).

Remarque. La cloture algébrique K de K est un corps neutralisant toute
K-algebre de quaternions. En particulier, une algebre de quaternions définie
sur un corps algébriquement clos est isomorphe a 1’algebre des matrices.

PROPOSITION 10. Soit L une extension finie de K et B une K-algebre de
quaternions. Pour que L soit un corps neutralisant B, il faut et il suffit que :

pour toute place v de K et pour toute place w | v de L, le corps L,, neutralise
B,.

PROPOSITION 11. Soit L une extension quadratique de K et B une K algéebre
de quaternions. Pour que L soit un corps neutralisant B, il faut et il suffit
qu il existe un K-plongement de L dans B; ou encore toute place v en laquelle
B est ramifiée, n’est pas totalement décomposée dans L.

Nous donnons maintenant un outil important pour étudier les Q-algebres
de quaternions.

PROPOSITION 12. Soit B = (a,b) une Q-algébre de quaternions, et p un
nombre premier. Alors B est ramifiée en p, si (a,b), = —1.

Démonstration. Supposons que (a,b), = 1. L’équation 2% — ay® — bz* = 0,
possede une solution non triviale (zg, yo, 20), donc n(xg + iyo + jzo + 0) = 0.
En particulier, (xo, o, 20,0) n’est pas inversible et donc B ® Q, est la Q,-
algebre de matrices d’ordre 2. Réciproquement, supposons que B ® Q, est
isomorphe a l'algebre de matrices. Alors, il existe un élément ¢y = xg +
iyo + jzo + (ij)to non nul, de norme nul. Or, la norme est multiplicative
donc pour tout A € Q,, on a n(g(l + A(ij))) = 0. D’autre part on a :
qo(1 + A(ig)) = (xo — Atoab) + i(yo — bzo) + j(z0 — ayo) + ij(to + A). Pour
to = —\, on obtient n(xo+ abt? + i(yo — bz0) + j(20 — ayo)) = 0. On distingue
alors deux cas : si p # 0 alors 'equation (1) possede une solution non
triviale dans Qf;. Si non, zy = 0, on a alors (yo, 20,t0) # 0; en effectuant
le changement de variable (yo = by, 20 = az1), on obtient une solution non
triviale de (1) dans Q) dans les deux cas, (a,b), = 1. O
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2.2 Exemples d’algebres

Nous étudions ici un exemple d’algebre de quaternions, qu’on va considé-
rer dans la suite. Soit By, I'algebre de quaternions sur Q définie par la donnée
du couple (—1,3). Il existe alors une base (1,1, 7,ij) de By, avec : i? = —1,
j2 =3 et ij + ji = 0. La norme n est définie sur By par :

n(z + iy + jz + ijt) = 2> +9? — 322 — 3%

L’équation n(z + 1y + jz + ijt) = 0 ne possede pas de solution non nulle. En
effet, si non, il existerait une solution non nulle dans Q* de : x? +y* = 3(2% +
t?). Or, il est bien connu (Théoréme de Gauss) : un rationnel u est somme
de deux carrés s’il n'existe pas de premiers p satsifaisant : p = 3(mod4) et
vp(uw) tmpair . 11 suit que 'équation n(g) = 0 ne possede pas de solutions non
triviale ¢, si non, il existerait (z,y, z,t) non nul, telle que :

v3(z® 4+ 9%) —w3(22 +#*) =1 mod (2),

ce qui contredit le théoreme de Gauss. Donc By est une Q-algebre de division.

Nous allons maintenant déterminer les premiers ramifiant By. Pour cela,
nous utilisons la Proposition 8. On va donc calculer le symbole de Hilbert
(—1,3), pour tout premier p. Pour p = 2, il est clair que —1 et 3 sont des
unités 2-adiques. Donc (—1,3)s = (—1)"Y®) ot e(u) = %71 mod 2. Soit
alors (—1,3)y = —1, c’est-a-dire B, est ramifié en 2 ou encore : By ®g Q2
est une Qy algebre de division. Pour p = 3, on a —1 unité 3-adique mais
pas 3, dans ce cas (—1,3); = (5') = —1, donc B est ramifié en —3. Pour
tout premier p différent de 2 et 3 on a (—1,3), = 1. En effet, —1 et 3 sont

dans ce cas des unités p-adiques, I'écriture de —1 respectivement 3 sous la

forme p®u respectivement p’v, est obtenue en prenant a = 3 =0, u = —1
et v =3, d'ott (~1,3), = (=1)°(5})°(})° = L. L'algebre By est alors ramifiée

en un nombre pair (égal a deux) de premiers. Le discriminant de By est égal
ab=2x3.

Nous allons maintenant montrer que Q(v/3) est un corps neutralisant
I’algebre By. Nous donnons alors un isomorphisme explicite entre By ®@Q(v/3)
et M(2,Q(v/3). On utilise le critere de la Proposition 11, on vérifie que :

QV3) — M(2,Q(V3))

x+y\/§ — T+ Y7,

est un Q-plongement de Q(v/3) dans By. D’ailleurs, on en déduit par la
Proposition 11 que les premiers p = 2 et p = 3 ne sont pas totalement
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décomposés dans Q(y/3). On définit un isomorphisme explicite entre By ®

Q(V3) et M(2,Q(v/3)) par :
o (o 1) i (V) @i (9 35)

2.3 Groupes modulaires co-compacts

A partir de maintenant une algebre de quaternions est définie sur Q. Nous
rappelons la notion d’ordre dans une algebre de quaternions, la référence
complete est [14]. On rappelle aussi la construction de groupes modulaires
co-compacts, provenant d’algebres de quaternions.

DEFINITION 13. Soit B une algébre de quaternions sur le corps des ration-
nels. Un idéal I de B, est un Z-réseau complet de B, c’est-a-dire [ 2,Q = B.

DEFINITION 14. Un ordre O de B est un idéal de B, avec une structure
d’anneau, contenant 1.

PROPOSITION 13. [l existe des ordres dans B. Tout ordre est contenu dans
un ordre maximal.

Ezemple. Soit B une algebre de quaternions sur Q, muni d’une base {1, 4, j,ij}.
Sii2 € Zet j2 € Z,alors O = Z + Zi + Zj + Zij, est un ordre canonique
dans B (mais pas toujours maximal).

DEFINITION 15. Soit B une algébre de quaternions. Un ordre d’Eichler dans
B, est l'intersection de deux ordres mazimaux dans B.

DEFINITION 16. Soit O un ordre dans une algébre de quaternions B. On
définit l'idéal :

O* ={q € B |tr(qO) € Z}, le dual de O par rapport a la trace.

DEFINITION 17. Soit O un ordre dans une algébre de quaternions. On définit
le discriminant d de O par d*> = [O* : O].

PROPOSITION 14. Soit O un ordre dans une algébre de quaternions. On
suppose que : O = Zey + Zes + Zes + Zey. Le discriminant d de O satisfait :
d? =| det(tr(e;e;)) |.
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Démonstration. Soit (e}) la base duale par rapport a la trace de la base (e;).
Soit (a;;) la matrice, définie par e; = 37, S a;je5. On a d*(0) = [0* : O] =
det(a; ;). Or, a; ; = tr(e;e;), d’ou la proposition. O
PROPOSITION 15. Soit O un ordre, de discriminant d(O) dans une algébre
de quaternions B, de discriminant d(B). Pour que O soit maximal, il faut et
il suffit que d(O) = d(B).

Démonstration. Voir [14]. O

PROPOSITION 16. Soit A un ordre dans une algébre de quaternions B sur Q.
Soit L un corps quadratique d’anneau d’entiers Oy, neutralisant B. Alors, il
existe un morphisme d’anneau injectif, p : B — M(2,0y) et il existe un

idéal A C Oy telle que p(A) C ( O_Ll A ) . L’image de
A=Y Oy

At ={q€ Aln(q) =1},

est contenu dans le groupe SL(O & A) (les éléments de norme 1 dans l'ordre

(355,)

Supposons que B est non ramifié a la place oo, c’est-a-dire B ®g R =
M(2,R). Alors, il existe des corps quadratiques réels L neutralisant B. Si
nous choisissons 1'un des deux plongements de L dans R, on obtient une
application :

A' 25 SL(OL @ A) € SL(2,L) C SL(2,R).

L’image T' de A' dans PSL(2,R) est un exemple de groupe modulaire co-
compact.

2.4 Exemples de groupes

Soit By = (—1,3)q, 'algébre de quaternions de discriminant 6. On rap-
pelle que By = Q + Qi + Qj + Qk aveci® = -1 ,52 =3 ,ij +ji = 0. La
norme n est définie sur Bparn(z +iy+jz+ijt) =x?+y? —3 22 -3 %
Soit Ay = Z + Zi+ Zj + Zij et Ag = Z+ Zi+ Zj + Z*IH On peut aussi
écrire Ag comme ensemble de quaternions :

T+yi+z5+tiy
Ag = 5

|z, y,2,t €L, x=y=2=1 mod(2)}.
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On a alors [Ag : Ag] = 2. L’ordre Ag est maximal dans B, en effet de
discriminant 6. On note par A} respectivement A} les unités de norme 1 de
Ay, respectivement de Ag. On note aussi par A2, A3 les éléments de Ag de
normes respectives 2 et 3, par A2 les éléments de Ay de norme 2 et par A3
les éléments de Ay de norme 3. Les unions Aj U Z5 A7 et Aj U —z A sont
des groupes, extensions de degré 2 du groupe AJ. En effet, la seule chose a
vérifier est que le produit d’un élément du sous-ensemble %Ag avec un autre
du méme sous-ensemble est dans la réunion (et mémse chose pour 'autre
extension). Or, ce fait est clair par des conditions de congruence. De mémes
les unions AgU -5 A7 et AgU = A7 sont des groupes extensions de degré 2
du groupe A}. On a le diagrame suivant :

2
Uigs 545 2 AU 543

2U 2U
2
(AU 543 > A} C Ao
3N 3N 2N
2
(AgU 7zA43) D Al C A
2N 2N

2
Une At 5 Abu 542

Soit ps3 : B — M(2,Q(+/3)) € M(2,R) définie de la maniere suivante :

() e ) e (Ve

et py : B— M(2,Q(v/2) C M(2,R) définie par :

(30 () ()

On obtient alors des représentations des groupes A} et Ag, ainsi que leurs
extensions (de degré 2) respectives (AU %Ag) et (AgU %Ag) par des ma-

trices & coefficients dans Q(v/2) et Q(v/3). On note par Iy et I'g les images
respectives par ps des groupes respectives A} et Al. On a vu aussi dans le
pargraphe (1) du chapitre I, comment identifier SL(2,R) avec SU(1,1). On
note par p; le plongenment de B dans M(2,Q(7)), et on va noter encore
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une fois par Iy et FG, les images par p; des groupes A} et Al. De méme, on
note (par abus) T¢, T¢, I, T¢, I ¢ et I'f ¢ les images respectives par p; des
groupes AgU o5 A5, AgU J5 AZ, AU Z= AS, AU Z=AS U ye 7548 et Uge 7548

Finalement, on note par T'g, T, T, TS, ¢, Td, Td ¢ et T'¢ ¢ les quotients
par {£Id} des groupes respectives Lo, Tg, [¢, T, T, Id, T'¢¢ et TF® indé-
pendament du plongement choisi py, p2 ou ps.

Le groupe Aj est le produit semi-direct du groupe A} par le groupe cy-
clique d’ordre 3 (sous-groupe de B : éléments inversibles de B) engendré par

1 3 - 1 - 1.

On pose O = Z[v/3], 'anneau d’entiers du corps Q(v/3), qu’on considere
comme un sous-corps de R. On note par m, la norme définie sur Q(v/3) et
par ' le conjugué par Galois de x dans Q(v/3). Les groupes images par ps
de A} et A} sont des sous-groupes discrets de SL(2,R) :

foz{<_ab, j) la,beo, m(a)+m(b):1}.

- b
o-{( 2

Le groupe fﬁ est le produit semi-direct de fo par le groupe d’ordre 3 engendré
par la matrice (U = ps(u)) suivante :

1+v3  —34+V3
U= ( 2= )
3+v3  1-V3
2

2

a,be O, oua7b61+2—‘/§+0
et m(a) +m(b) =1

Les groupes Ty respectivement Te possedent des extensions far respective-
ment I'§ de degré 2. Soit :

far:FOU{(g, _ba,) la,be O, m(a)—i—m(b):—l}.
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Le groupe I'¢ est définie de la méme manicre. On a alors :

2 2

f‘g < f‘a'e ry — Fa_e
27 27 27 27
r, <& It r, < I
3] 3l - 3 3| :
Iy & I I < T
2] 2] 2 2|
fe & Ipe re <& I

ou les groupes a gauche sont dans SL(2,R) (ou SU(1,1)) et ceux a droite
dans PSL(2,R) (ou PSU(1,1)).

On va utiliser plus tard le plongement p, pour construire une forme mo-
dulaire de poids 4, sur le groupe I'§. L’image par py du groupe A} s’écrit :

iy a—(b=V)/2vV2 b+(a—d)/2V2 ]| a,be Z[V2
p2(AO)_{(—b’+(a—a’)/2\/§ a’+(b—b’)/2\/§)‘ et det =1 }

2.5 Exemples de domaines fondamentaux com-
pacts

Dans cette section, on identifie tous les groupes avec leurs images par le
plongement p;. On étudie alors des sous-groupes discrets de PSU(1,1). Pour
chacun des groupes définis précédemment on se propose d’étudier ’anneau
des formes modulaires correspondant. On commence par déterminer un do-
maine fondamental, les points elliptiques, le genre et le volume du quotient
D par chacun de ces groupes. On en déduit alors les tables des dimensions
des différents espaces M, de formes modulaires de poids k, sur ces groupes.

Le groupe I'g. Cet exemple a était étudié par Kohel et Verril dans [10].
Nous récupérons les données suivantes :

Vol(H/Te)/2m = 1/3, g(H/Ts) = 0.

Si on note par es, e3, e4, €5 et eg, le nombre des points dans le quotient
H/T's, ayant un stablisateur non trivial d’ordre respectivement 4, 6, 8, 10, et
12. Kohel et Verril montrent que e; = e3 = 2 et ¢4 = e5 = ¢g = 0. Ce groupe,
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provenant de l'algebre By = (—1,3), de discriminant minimal 6 a été aussi
étudié dans [1].
On applique la formule (D) des dimensions au groupe I'g, on trouve :

Ceci permet d’en déduire la table des dimensions suivante :

k 0 2 4 6 8 10 12 14

dimM,Te) 1 0 1 1 1 1 3 1

Le groupe I'y. Aprés identification de I'y avec son image dans le groupe
PSU(1,1), on montre que :

B A V3B : 2 2 _
FO—{(\/gE i ) avec A, B € Zli] et |A]* — 3| B] —1}.

En appliquant la méthode générale de construction de domaines fonda-
mentaux (voir section (1) du chapitre I) ; aprés un choix d’une liste d’éléments
de T'y, on arrive alors a délimiter un compact inclus dans D. On calcule son
volume, en utilisant la formule (V') des volumes. Dans notre cas le compact
qu’on obtient (région S UG U D de la figure page 34), est un polygone hy-
perbolique avec 8 sommets. Les angles aux sommets sont tous droits. D’ot :

Vol(D/Ty) = (8 — 2)7 — sg = 2r.

D’autre part, on sait que le quotient D /Ty est un revétement de degré 3
au dessus de D/T'g, d'ou :

Vol(H/T) = 3 Vol(H/T) = 2r.

Ceci montre que le compact obtenu est un domaine fondamental, représentant
le quotient D/I'y. On peut alors déterminer les points elliptiques fixes d’ordre
respectivement 2, 3, 4 et 6. Rappelons qu'un point elliptique d’ordre n, est par
définition un point fixe d’un élément ~,, de I'y d’ordre n, de trace 0,1, £v/2
et +1/3, si respectivement n = 2,3,4 et 6. Or, la trace d’'un élément de
[y s’écrit sous la forme A + A avec A € Z[i]. C’est un entier pair, d’olt
e3 = e4 = eg = 0. Il nous reste la détermination des points elliptiques d’ordre
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2. Comme on vient de le voir de tels points sont points fixes de matrices de
I'y de trace nulle, donc de la forme :

(ik¢§ B
Ve,B = -

B € Zi *— B =1.
B _ik\/g)avec € Zl[i] et 3 k* — |B|

Or, les points fixes de cette derniere sont :
Wg,1 = 1 (\/g k— 1)/§ y Wk2 = 1 (\/g k‘—l— 1)/§
de modules respectives :

VIV3E=1)/V3k+1), VIV3k+1)/(V3k—1)).

Or, un point elliptique est a l'intérieur du disque unité, d’ou wy; est le
point elliptique correspondant a 7 p. D’autre part, il est facile de voir que
les points elliptiques sont situés sur les frontieres du domaine fondamental.
En effet, un point elliptique w correspondant a v vérifie v w = w, donc
dp(w,0) = dp(y w,0). Or, Paction du groupe PSL(2,R) préserve la métrique
hyperbolique donc dj(y w,0) = dp(w, v~ 0), ce qui implique que w € F(y71).
Un point elliptique d’odre 2, est forcément soit un sommet du domaine fonda-
mental, soit le point au milieu d’une arréte. Aprés avoir examiner ce nombre
fini de possibilités. On trouve six points elliptiques d’ordre 2, d’ou e; = 6.
On en déduit le genre de D/I'y par la formule (G) de Gauss-Bonnet. Soit
1 =2¢g—2+3, ouencore g = 0. On en déduit la table de dimensions
suivante (on utilise la formule des dimensions (D)) :

k0 2 4 6 8 10 12 14
dmM, 1 0 3 1 5 3 7 5

Remarque. Le groupe ['g, est produit semi-direct du groupe I'y par une ma-
trice d’ordre 3. Ceci explique le fait que le groupe I'g est sans points elliptiques
d’ordre 3. Le nombre de points elliptiques d’ordre 2, pour le groupe I'y est
égal a 3 fois le nombre de points elliptiques d’odre 2, pour le groupe I'g donc
égal a 6.

Considérons Se,(To) = 340 dim(Mz x(To) T?*, la série de Poincaré associée
a la suite des dimensions des espaces My (I'g). Un calcul simple montre que
Seo(To) = (1+T¢)(1+T%) /(1 —T*)2% On en déduit la structure de M., (Tp) :
il existe deux générateurs A et B de poids 4, qui sont algébriquement in-
dépendants, un générateur C' de poids 4 lié a A et B par une relation de
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la forme C? = P,(A, B), out P, est un polynéme homogene de degré 2, et
un générateur D de poids 6 lié aux autres générateurs par une relation de
la forme D? = P3(A, B) + CQ2(A, B), ot Py et Q5 sont respectivement des
polynomes homogenes de degré 3 et 2. Il n’y a pas d’autres relations, si non
le degré de transcendance chute de 2 vers 1, ce qui contredit 'indépendance
algébrique de A et B. Finalement on obtient :

M,,(I'y) = C[A, B,C, D]/(C? = Py,(A, B), D* = Pys(A, B) + CQs(A, B)).

Le groupe I'j. On sait qu'il s’agit d’'une extension de degré 2 du groupe
[y. Le volume du domaine fondamental (région G U D, de la figure page 34),
est alors la moitié de celui associé & I'y donc Vol(D/I'yt) = 7. On sait que
e3 = e4 = e5 = eg = 0. En effet les traces des éléments de Tl sont des
entiers pairs. Aprés avoir délimité le domaine fondamental (voir figure), on
sait comment identifier les frontieres et il est facile de voir géométriquement
et sans aucun calcul que es = 5. Dans le tableau suivant, on trouve une liste
de quatre points elliptiques p., d’ordre 2 dans D/Ty" (deuxieme ligne) et leurs
stabilsateurs respectifs v (premiere ligne) :

(0 9) (55 ) (2 5s) (5 o)

(v3-1)(i+1) 1

2 3

Finalement 301 o point fixe d’ordre 2 de ( _ﬁ ; __1\;—52 ) . D’aprés

Dy 0

S

2

la formule de Gauss-bonnet (G) on en déduit que g = 0. Et par la formule des
dimensions (D), on obtient dim(M (")) =5 [k/4] —k+1,si k > 2 et est pair.
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Les angles aux sommets sont droits, il y a trois domaines fondamentaux .

Le plus grand est union des regions S, G et D. Le deuxieme est
union de G et D du domaine precedent (moitie du haut du domaine precedent).

Le dernier domaine est la region D (moitie a droite de la moitie au dessus).

D’ou la table des dimensions :
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Soit S, (To™) = Zkzo dim (M, ,(To"))T?*, la série de Poincaré associée. On
a alors :

Seo(To™) = 1 4+T) /(1 — T

On en déduit la structure de MEU(FOJF). Il existe deux générateurs Ay, By
de poids 4, algébriquement indépendants et un générateur C7y de poids 10,
avec une relation quadratique C3, = Ps(Ay, By), ot Ps est un polynome
homogene de degré 5. D’autre part, Ps ne possede que des facteurs simples.
En effet, supposons que Ps possede un facteur carré. Quitte a effectuer un
changement de base, on peut supposer que A? est facteur carré de Ps. On
en déduirait que la forme i—f de poids 6 a priori méromorphe, est en fait
holomorphe (puisque son carré serait polynéme en Ay et By), ce qui contredit
dim(Msg) = 0. Finalement, il n'y a pas d’autres relations entre Ay et By &
cause de I'indépendance algébrique entre A4 et By. On a alors :

M.,(T§) = C[Aq4, By, C1o] /(CTy = P5(A4, By)).
[Explication : en écrivant la série de Poincaré sous la forme,

(A S
(=T~ (-T02 (110

on obtient les deux séries de Poincaré correspondant aux sous-anneaux My,
et My.110 de Panneau des formes modulaires M, (avec x un entier pair) sur le
groupe F(J{ . On a aussi la décomposition M, = My, ® Cg My, avec My, T'al-
gebre libre C[Ay, By], en effet A4, By sont algébriquement indépendantes ; car,
s’il existe un polynome homogene nul en A, et By, on obtient un polynéme
nul en la variable ¢t = g—i, ce polynome est a coefficents complexes, on voit
alors que ¢ prend un nombre fini de valeurs constantes (zéros de polynome
dans C). Ceci implique la dépendance linéaire de A4 et By, ce qui n’est pas
possible puisqu’ils forment une base de My. (on a aussi My, 10 = Cro Mas).
Pour montrer que M, = C[Ay4, By, C1o]/(C?% = Ps(A4, By)), il suffit alors
de montrer que C[Ay4, By, C19]/(C%, = Ps(A4, By)) s’injecte dans M, ; on
suppose qu’il existe une autre relation entre Ay, By et Cjg, en utilisant la
relation C3, = Ps(Ay, By), on réduit toute nouvelle relation a la forme :
C10P (A4, By) + Q(A4, By) = 0, cette relation n’est pas possible, car en com-
parant les poids on obtient la condition 4|10 ce qui est évidement faux.]
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La structure est plus simple que pour M., (T'y). Comme dim M;,(Td) = 1,
on peut choisir Cjyp = [Ay4, By)1. On va voir dans le chapitre III, comment
plonger T'y,I'§ dans deux groupes modulaires de Hilbert différents associés
a Q(v/3) et Q(v/2). On peut donc construire A4 et B, comme restriction
des séries d’Eisenstein de poids 2, définies sur les groupes modulaires de
Hilbert I‘Q( v3) et F@( V) Dans la section suivante, on donne des représen-
tations expérimentales de Ay et By, comme séries de puissance dans C[[z]]
(aprés changement de variable et normalisation). Ceci nous permettra de re-
présenter Cyy dans 'anneau C[[z]], on trouve alors explicitement la relation
C3, = Ps(Ay, By) (c’est-a-dire le ploynome Ps). Finalement, on a la décompo-
sition M,,(To) = M (To) @ M., (Ty), avec MZE désignent les espaces propres
pour l'opération de T'j /Ty =~ Z/2Z. On a donc MJ (Ty) = M., (Tg).

Le groupe I'j°. 1l s’agit d'une extension de degré 2 du groupe I'y. On
peut choisir comme domaine fondamental pour 'y ¢ la moitié de droite D de la
région GUD (voir figure page 34) du domaine fondamental construit pour T'f.
Le volume hyberbolique de D/I'§ © est égal & vol(D/T'§ ¢) = 5 vol(D/T§) = Z.
Il est facile de voir géométriquement que e; = 3 et e, = 1 (deux points ellip-
tiques d’ordre 2 et 1 point elliptique d’ordre 4). L’application de la formule
(G) de Gauss-Bonnet donne g = 0. Et I'application de la formule (D) des
dimensions donne la table suivante :

k 0 2 4
dmM, 1 0 1

6 8 10 12 14

0 2 0 2 1

2.6 Exemples de formes modulaires sur des
groupes co-compacts

Exemples de développement en séries de Taylor.
Revenons & notre exemple, le groupe I'y*. Nous posons :

M) 2 C[[X]]
—  p*D f(w/a),

ou p et «a sont des constantes numériques obtenues par normalisation : les
[2(1/4)
4 73/2

= 277 maij 1 des résul i P fri
Qv = ==, Ials nous ne parlons que des resu tats numeriques. Pour nos séries

termes constants de A4 et By sont égales a % En fait on sait que p =
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d’Eisenstein restrintes A4 et By, nous trouvons numériquement :

A4(X):%+X2—%X4+§X6+...
ByX)=1-X?-1X"-2X5+....
On conjecture alors que By(X) = A4(i X). On vérifie aussi expérimentale-
ment que : C%(X) = [A4 By (A4 — By) (A3 — Ay By + BI)](X) + O(X).

D’autre part en utilisant le Lemme (conséquence de la formule des zéros pour
les formes modulaires, voir chapitre I) On montre que :

C% = Ay By (Ay — By) (A3 — A, By + BY).
Finalement, on en déduit la structure de M, (T'y"). Soit :
M, (Do) = C[Ay, By, C10]/(C?) = Ay By (Ay — By) (A2 — Ay By + BY)).

Une meilleure forme s’obtient en choisissant une base de fonctions propres
pour l'involution 7 : M, (T'y") — M, (T'y") induit par un élément # (définie
par I'j = Ty U0, et 2 = —Id). Notons par P et M (“plus” et “moins”) les
éléments de (I'F)~" donnés par :

_ A4+Bs 4, 1678 | 1783 .12
P = 5 = I—a® 4+ 5pa® + {552 " + .
M = As—Bs 2 2,6 123,10 916 .14 :
= 2 = TT+ 50— 5T s

Alors, I'élément C' = [M, P]; = x + Ha® — 8829 — 28,13 1+ satisfait &

la relation C? = M (P? — 4 M?)(P? + 12M?). On a aussi la forme quasi-
modulaire méromorphe ¢ de poids 2 donnée par :

M1 4, 548 . 254564

C=3m 2 5 T T mit

On sait que la forme modulaire M définie sur le disque de Poincaré, s’annulle
en zéro avec multilpicité 2 et nulle part ailleurs. En effet, la formule des zéros
(Z) appliquée a M sécrit :

et Uo(M> =1.

Exemples d’équations différentielles.
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Méthode 1. Soit D 'opérateur de dérivation par rapport a x. En utilisant
le développement en Taylor numérique autour de 0, des formes modulaires M,
P et C (voir section précédente), on obtient le systeme différentiel suivant :

DM = 26M
DP =2¢P —2<
DC = 5¢C — 4P% — 16M?P
D¢ =1¢? —oMm - 322

En appliquant D on obtient le systeme différentiel suivant :
D2M = 5¢*M — 4M? — 3P?
D?P = 5¢*P + 28M P + 55 — 106 <
D2C = Bg2C +22MC + B BC _ 44¢P3 — 1766 P M?
D% = %3—6¢M g¢%+6%

En appliquant de nouveau 'opérateur D, on obtient le systeme suivant :

DM = 15¢*M — ¢(36M? + 27P?) + 122¢
D3P = 15¢°P — 45%C 4 ¢(252M P + 452%) — 36C — 1522
DPC = 165¢°C — ¢*(396P° + 1584M2 P) + ¢(396MC + +2972C)
D3¢ = 36" — ¢*(18M + L %) 4 369G — 78P2 + 12M? — 1257 — 8 I}

4 M?

Par élimination, M vérifie I'’equation différentielle non linéaire suivante :

—175(DM)5 + 524288 M° — 184320M6(DM)? + 147456 M7 DM + 4800M3(DM)*—
7680M*D2M (DM)? + 3072M5(D*M)? + 420M D2M(DM)* — 12M*(DM)*(D*M)*—
360M2(DM)3D3M — 256 M3 D2M + 432M3DMD2MD*M — 48M*(D*M)? = 0

De méme P vérifie I'equation différentielle non linéaire suivante :

pHq? — 4p¥q — 116065/36864 p'7g° + 23213/3072 p'Sqtu — 22781/3840 p'gPu+

207/2880 p20ud — 1/8 pL9%3v + 3/20 pXquv — 1/60 p*Lv? + 10389375/4194304 p'lq0—
10389375,/1048576 p'2qtu + 8216625 /524288 pl3¢bu? — 799525 /65536 pldgtu’+

152315/32768 p'®q2ut — 14093 /20480 p*Su’ + 158125/786432 p'3qTv
—221375/393216 p*gPuv + 6325/12288 p'°¢3uv — 1265/8192 p16qu v+
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+31625/1179648 p'5q*v? — 6325/147456 p*oq?uv? + 1265/73728 p'"uv?+
2109375/4294967296 p°q** — 2953125/1073741824 pSq'2u + 7846875/536870912 p’q'Ou—
2885625 /67108864 p¢®u® + 18511875/268435456p% u* — 4276575 /67108864 p'Oq*u®
+34035/1048576 p''q*ub — 231/32768 p*?u” — 2390625 /268435456 p”q v+
5259375/134217728 pBqPuv — 5154375/67108864 p’q u?v + 2854375/33554432 p ¢S uv
—432425 /8388608 p' g3utv + 3405 /262144p 2 qusv+

1403125/402653184p9q8v2 — 280625/25165824 pPqSuv? + 336125/33554432 pHgtute®—
21575/25165824p12q2u3v2 — 1135/786432 pButv? + 188125/150994944}711([51)3—

188125 /75497472 p'?qPuv® + 75256291456 p'Pquv® + 37625/452984832 p'3¢2v?—
7525/113246208 puv?

50625/4294967296 p°q®uS + 10125/268435456 p°q*u’ — 675/16777216 p g u’+
15/1048576 p*u’ + 84375/2147483648p " u'v — 140625/1073741824 pSgPuPv+

14875 /33554432 p7Pubv — 2254194304 pPquTv — 46875,/1073741824 p°Pue?
140625,/268435456 pSqtuPn® — 181875/1073741824 pTgtutv® + 1875 /33554432 pPgPuP v+
25/4194304p9u61)2 + 78125/4831838208 p°qPv® — 15625/268435456 poq uvd+
15625/268435456 p g ulv — 625/402653184 pPguded — 125/8388608 pPqutvd
+15625/2415919104p"¢5v* — 3125/201326592 pBquv? + 6875/805306368 p q>uvi+
125/150994944 p'%u3v* + 3125/3623878656 pq>v® — 625/603979776 p'°quuv®
+625/16307453952 pH® = 0

Avec les notations : ¢ = Dp, u = D?*p et v = D3p. On vérfie aussi (en utilisant
le logiciel de calcul formel Macaulay2) que la forme modulaire C' satisfait a
une équation différentielle non linéaire (nous donnons pas cet exemple, car
trop compliqué & comprendre).

Méthode 2. Nous allons maintenant donner une méthode plus efficace
pour trouver une équation différentielle non linéaire satisfaite par M. On
pose t = %, c’est une fonction modulaire sur T'd avec au plus des poles dans
Porbite de zéro. Soient f = g5[M, Mls, et g = 5[ f, M1, ce sont des formes

modulaires sur I'¢, de poids respectifs 12 et 18. Donc # et Ag4—29 sont fonctions
modulaires avec au plus des poles dans I'orbite de zéro. En particulier ce sont
des polynomes en t.

En utilsant le systeme différentiel (S) (voir Méthode 1), on trouve f =
—2M(3P244M?). On trouve aussi, g = —2MPC' . En en déduit (en utilisant
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la relation entre M, P et C), le systeéme :

{ f/M? = —1 (3t +4)
g*/M° = 1813 (1? — 4)(1* + 12)

On a alors

—3g? = 128(f + M?®)(f + 4M?)(f — 8M?).
En remplacant f et g par leurs définitions, on obtient une équation différen-
tielle non linéaire satisfaite par M.

Nous allons maintenant déterminer une équation différentielle linéaire
d’ordre 3 satisfaite par m = /M. La forme m est modulaire de poids 2
sur un sous-groupe de I'J, d’indice 2. On considere la fonctiom modulaire
t =M dt\—1.d )

5 Soient 7,7 et 17 les dérivés par rapport a ¢ (images par ($2)7'

d’ordres respectives 1,2 et 3. Le systéme S implique :

(m = VAT

m
D= i
m = 20m¢
= Plm 2 1 Pt | 4P2M?\ P3m p3 3p3
M = ¢+ (gt t Te )T mUPM 4 5r)m
e 3PS (—C2+PAM+4P2M3)m |2
m = 4MC* ¢
+3P4(16P8M2128P6M4+256P4M6+804—76P2M3C2—2502P4M)m ¢
8M1C5
3P4(8C3PM2—32P° M3C—32P3 M°C—6P"MC+8C3P3)m
\ + SM4ACS .

On peut alors écrire le systeme précédent sous la forme

m 1
m _ ¢
™M = B ¢2 )
i ¢

avec B une matrice (4 x3). En calculant le noyau de B, on obtient la relation :

TPIM + 52P?M3 —8C? . M(4P2M3 — C*+ P*M) . 4AM?C? ...
m P s ps Pt T
En remplcant 2 par ¢ et en utilsant la relation : ICD—E = t(1 — 4t)(1 + 12¢),
on obtient I’équation différentielle linéaire (par rapport a t satisfaite par m)

soit,

4  16t2
m — t(1 + 12t% + 384t*)rh — 32t*(1 — 12t%)rh — (g - - 64t*)t*m = 0.
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Chapitre 3

Formes modulaires de Hilbert

3.1 Groupes et formes modulaires de Hilbert

Soit K un corps de nombres totalement réel de degré n et Ok I'anneau
d’entiers associé. Le corps K se plonge dans R de n-manieres différentes :

K — Rx---xR
o — (ol ... o),

on convient que oY = . Les plongements de K dans R implique des plon-
gements du groupe modulaire de Hilbert PSL(2,Ok) dans PSL(2,R) x - - x
PSL(2,R) :

PSL(2,0x) — PSL(2,R) x --- x PSL(2,R)
Y - (717"' 77”)7

ou v;, (j =0,1,---,n) est la matrice obtenue a partir de v en conjugant
tous ses coefficients. Le groupe produit PSL(2,R) x - -- x PSL(2,R) agit sur
H"™ = H x---xH. Par restriction, on obtient une action de I'x = PSL(2, Ok)
(le groupe modulaire de Hilbert) sur H". L’action de ' est définie par :

FK x H" — H™
(77 (217"' ,Zn)) B (’Yl'zla"' >7n-zn)a

avec 7;.z; = aJ_’Z?’+b]f siy = <CCL Z), ou aj,bj,c; et dj (j =0,1,---,n)

désignent respectivement les conjugués par le groupe de Galois de a, b, ¢ et d.
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DEFINITION 18. Soit K un corps de nombres totalement réel de degré n et
L'k le groupe modulaire de Hilbert associé. Soit F': H X --- x H — C une
fonction holomorphe, satisfaisant la condition :

F(W.21, 0 7™ ) = (2 + dOP (62, + AW Pz, 2),

pour tout v € T (ou pour tout v dans un sous-groupe I' d’indice fini dans
Lk). On dit que F est une forme modulaire de Hilbert sur I'x (ou sur I')
de multipoids (ky,--- ,k,). (Pour K = Q, il faut rajouter la condition de
croissance usuelle ; pour n > 2 cette condition est automatiquement remplie
en conséquence du principe de Koecher.) Dans le cas ki = -+ =k, = k € N,
on parle d’une forme modulaire de Hilbert de poids k. Si les k; sont différents,
on parle d’une forme modulaire de poids mixte.

DEFINITION 19. Soit K un corps de nombres de degré n et I'xc le groupe
modulaire de Hilbert associé. Soit F%) les différents conjugués de I par le
groupe de Galois de K/Q. Soit F': H" — C une fonction holomorphe. On

dit que F' est une forme quasi-modulaire de Hilbert de multipoids (kq,- - , ky)
et multiprofondeur (p1,- -+ ,pn), St pour tout (z1,- -+, z,) dans H™ lapplica-
tion :

Fg)x---xfg) — C

(Y15 ) — (az + dl)_k1 c++(enzn + dn)_knF('Yl-Zb S YneZn),

a ...
c1z1+dy? ’ cnzn—i-d
ficients des fonctions définies sur H". Si ky = --- = k, = k (respectivement
p1 = -+ = p, = p) on parle d’'une forme quasi-modulaire de poids paral-
léles k (respectivement de profondeurs paralléles p). Sin = 1, il faut rajouter
la condition de croissance modérée; pour n > 2 cette condition n’est pas
nécessaire en conséquence du principe de Koecher.

est un polynome en ( ) de multidegré (p1,--- ,pn) G coef-

Exemple. S01t la dérivation par rapport a la variable z1. Soit F'(z1,- - , 2,)
une forme modulalre de Hilbert de poids mixte (kq,--- , k) et de profondeur
mixte (py,---,pn) alors 2—21 est une forme quasi-modulaire de poids mixte

(k1 +2,--- k) et de profondeur mixte (py + 1, -+, pp).

Remarque. L’anneau de formes modulaires de Hilbert en poids paralleles sur
un groupe modulaire de Hilbert associé a un corps totalement réel de degré
n est de degré de transcendance égal a n + 1 (car n variables et un poids,
on peut trouver une démonstration complete dans [20]). Celui des formes
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modulaires en poids mixte est égal a 2n (car n variables et le multipoids est
déterminé par n entiers). Finalement, le degré de transcendance des anneaux
de formes quasi-modulaires de Hilbert est 3n (car n variables, un multipoids
determiné par n entiers et un multiprofondeur déterminé par n entiers).

Nous expliquons maintenant les développements en séries de Fourier des
formes modulaires de Hilbert. Soit K un corps de nombres totalement réel
de degré n. Soit 'k le groupe modulaire de Hilbert associé. Les pointes de
[ sont les éléments du quotient P;(K)/I'k. Nous représentons la pointe co
comme classe du point (1 : 0), nous déterminons le stabilsateur I',, de oo

pour l'action de I'k. Soit Z € I'w, alors d € Uk (groupe des unités
de K) et ¢ = 0. Autrement dit : ', = {( 8 fl ) le € Uk, € OK}, ou

encore le groupe de transformations, (z1, 29) — (€221 + 3, € 229 + ') avec
e € Uk, B € Ok, correspond a :

{(602 f)|eeUK,ﬁeok}.

Soit F' une forme modulaire de Hilbert sur I'k, alors F' est invariante par les
translations z — z 4+ (3, provenant du groupe de transformations associé a
I'o. Donc F' possede un développement en Fourier sous la forme :

F(z) = Z a, exp(2mi(vyzr + -+ Vi) Zn)).
veM

avec M le Z-module dual de O par rapport a la trace, c’est-a-dire I'inverse
de la différente de Of. D’autre part v est soit nul, soit totalement positif.
En effet : supposons a, # 0 avec ;) < 0. On peut construire une unité
totalement positif € (on peut toujours prendre des carrés d’unités). En consé-
quence du théoreme des unités de Dirichlet, on peut supposer que € est
le plus grand conjugué. Quitte a prendre des puissances de ¢, le signe de
€Yy + -+ €mVn) est celui de €)1y, autrement dit strictement négatif.
En prenant z = (i,---,1), la somme indexé par les u = ve™ diverge, car
I’exponential tend vers l'infini. Ceci contredit la convergence de la série de
Fourier. Soit dx 1'idéal différente de O, alors F' s’ecrit sous la forme :

F(2) = ao+ Z a, exp(2mi(vyz + -+ Vi) 2n))-
veS w0
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Ezemple. Soit K un corps de nombres totalement réel de degré m d’an-
neau d’entiers Og. On définit 0(2) = ° . exp(%(zlva) +- 4 zmv?m))) ol
(vay, -+, V) désignent respectivement les conjugués de v(y) par le groupe
de Galois de K sur Q. Il est bien connu que 62 est une forme modulaire de

poids 1 avec caractere sur un sous-groupe de congruence du groupe modulaire
de Hilbert.

3.2 Séries d’Eisenstein

DEFINITION 20. Soit K un corps de nombres de degré n et k > 2 un entier
pair. Pour une classe d’idéaux B on définit la série d’Eisenstein

Gk,B(Zb e azn) = N(b)k Z H(O{(])Z] + ﬁ(]))_ka

(a,B)e(bxb) J

ot la somme porte sur les couples (v, 3) # (0,0) non associés de b x b et b
désigne un idéal dans la classe de B.

Il est facile de vérifier que G, 5 est une forme modulaire sur I' de poids k.
La méme définition est valable, si k est impair, mais Gy, 5 change de signe, s’il
on remplace b par (\) b € B avec N(\) < 0. S’il existe une unité de norme —1,
alors G, 3 = 0, pour tout k impair et tout B.

Dans la proposition suivante (bien connue) nous détaillons le calcul des
coefficients de Fourier des séries d’Eisenstein (voir [19]). Nous appliquons la
formule de Poisson.

PROPOSITION 17. Soit K un corps de nombres totalement réel de degré n
et ' le groupe modulaire de Hilbert associé. Soit B une classe d’idéaux de
K. Les séries d’Eisenstein Ggp(z1,- - ,2n) possédent le développement en
Fourier suivant :

(2Z7T)kn %—k 2imTr(p.z)
Grp(z,  ,20) = CB*l(k)"i_WDK Y. owas(d(p)e
’ ped—1 >0

avec Dy le discriminant du corps K et 0 la différente de Og. Le terme

constant est (g-1(k) = >S° N(C)7* et la fonction “somme des diviseurs”
CeB~1
est définie sur 'ensemble des idéaux de Ok par op5(E) = Y. N(C)*.
C|E.CeB
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La démonstartion de cette proposition repose sur la formule de Poisson,
dans la forme suivante :

LEMME. Soit ¢ : R" — C continue, avec ¢(z) = o(|| = ||)~¢ et ¢ > n. Soit
L un réseau de R™ et L* le réseau dual par rapport a la trace. On suppose
que ¢ est L-périodique. On a alors :

— 1 —2inTr(r . t) 2inTr(r . x)
> la+m) = ; Vol @) ( 5 o(t)e t) e .

meL

Pour la proposition (on suppose k pair), on écrit avec une notation évi-
dente :

Grslzr, o+ z) =NF(b) > N(az+p)",
(0, B)€(bxb)/Ug

ou la somme porte sur les couples (a, 3) # (0,0). On peut scinder la somme
en deux soit :

Grglz,yza) = > N@EHF+NOBY > Y Nz+p)™*

Be(—-0)/Uk ae(b—0)/Ur BED

Y ONE@BB Y=Y NI = (s (k).

Be(b—0)/Uk IeB-1

Or,

Pour calculer le reste de la somme, on commence par calculer

Z N(az+3)7*
B

Pour cela on pose 2’ = az, on va alors calculer ) se IV (2’4 3)~*. On applique
la formule de Poisson avec :

o) = N(z' +iy' + 5)
et L = b (en idenifiant un idéal & un réseau, on a :
Vol(R"/b) = Vol(R"/O).[Ox : b] = VDgN(b),
avec Dy désigne le discriminant du corps K). On obtient :

Zﬁeb N((L’/ -+ Zy/ -+ /6)_k = m Zyéb* (fRn N(t 4 iyl)—ke—%m/ . Edz)e%m/.x’
\/BKIN(b) Zyeb(nj fR(t + Z-y;)—ke—2i7rujtdt)62i7w.x’
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D’autre part fR(thiy;)_ke—zﬂVjtdt = 0sivy; < Oet égal a (2im)* (yj)k—le—%l’j%

(=11
si vjy; > 0. Ce qui implique :
(2im)*" k—1y  2irv.2’
N(Z'+03) = ———N(v ez
2 M VPRI G AL

BEb veb*, vy’ >0

En remplacant 2z’ par .z, on obtient :

1 (2Z7T>kn v k—162i7r1/az
2 Moz 07 = 75 N T, 2 N

soit,

N(b)FL  (2im)kn 1
Grp(2) —(g1(k) = ~ Z Z N(v)k-1e2imavz,
VDr (k=D 550/t vebsmaso

D’autre part le dual de b par rapport a la trace est égal & 6 'b~! en utilisant
le fait que N(6) = Dk on obtient :

)kn

1k LT
Gr5(2) — (g1 (k) = N(O)* ' Dg (((13_1)!)71

% Z Z N(V(S)k—leﬁmjaz'
ace(b—{0})/Uk ved—1b—1 av>0

On obtient la proposition (17), en posant p = va. 0O

On va s’intereser aux séries d’Eisenstein G, k, dans le cas K corps quadra-
tique réel (n = 2). Dans ce cas Zagier a démontré dans [25], que le coefficient
ok—1,x(€) pour n'importe quel idéal &, sécrit :

D ., n(€)

oLx (&) = Z (E)d i 2 ) (3.1)

d|€,deN

ou o0; est la fonction “somme des diviseurs” usuelle.

3.2.1 Exemple : corps Q(v/3)

Nous allons étudier le cas du corps Q(\/g) L’anneau d’entiers associé est
Oy = Z[\/3]. Le développement en Fourier des séries d’Eisenstein que nous
avons étudié dans le paragraphe précédent s’écrit dans le cas k pair :

Gp=c,+ Z cx(a,b) € q

a>0,|b|<av/3
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avec ¢ = exp(mi(z1 + 22)), & = exp(m’%). Cette écriture simplifiée des

formes modulaires de Hilbert est obtenue en écrivant les éléments de 'inverse
de la différente sous la forme § + 2—\% avec a,b € Z. On a alors :

21 — 22
V3

La condition v > 0 se traduit par |b| < |a| /3, ce qui justifie I'écriture.

Le terme constant est ¢;, = WC(@LQ(@ avec Lp la fonction L

exp(2mi(vayz1 + v2)22)) = exp(mia(z + 22)) exp(mib( )) = q“€°.

associée au caractere de Legendre (2) L’application de la formule (3.1),

donne : 1o s B2
_ a” —
cx(a,b) = Z (U)dk lUk—l(T)‘
d|(a,b)
Dans le cas k impair, le développement en Fourier des séries d’Eisenstein

n’est pas le méme, en effet :

alah) = 3 D) top ()

d|(a,b)

ou € est une fonction completement multiplicative de n définie par (3 n) =
(1" (5) si 31 netoy(n) = ,,e(d)d". Le terme constant dans le cas
125=1/2(k—1)12L_3(k)L_4(k)

k impair est ¢ = an* pour k > 1 et ¢y = 0. Donnons
quelques exemples :
El - O
Ey, = i + (3,4, 3)q + [4,15,12,28,12,15,4]¢* + - - -
E; = % —[3,8,3]q — [8,51,120, 104, 120,51, 8]¢* + - - -
2

Ey = 25419,28,9]q + (28,585, 1332,2044, 1332, 585, 28]¢* + - - -

Es = % — [15, 80, 15]q — [80, 3855, 14640, 19280, 14640, 3855, 80]¢* + - - -

Es = % + [33, 244, 33)q + [244, 33825, 161052, 257908, 161052, .. g% + - - -
ot [a_,, -+ ,a,]q* est une écriture simplifiée pour > a;&7¢% avec r = [aV/3)

—r<j<r
et a_j; = aj.
En utilisant un nombre fini de coefficients de Fourier (et les formules

connues des dimensions des espaces de formes modulaires de Hilbert de poids
donné), on démontre les relations suivantes :

1
Es = 360F,E3 et By = mEg(wEg + E,).
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On va voir plus tard que FEs3|FEj pour tout k& impair; la courbe définie par
FE5 =0, sera 'une des courbes modulaires compactes étudiées au chapitre I1.

3.2.2 Exemple : corps Q(v/2)

L’anneau d’entiers associé & Q(1/2) est égal & Z[v/2]. Les développements
en séries de Fourier des séries d’Eisenstein en poids pair sont obtenus en rem-
placant les termes v/3 et 12 (discriminant du corps Q(v/3)) respectivement
par v/2 et 8 (discriminant du corps Q(v/2)), dans les formules des développe-
ments en Fourier des séries d’Eisenstein en poids pair associés & Q(v/3), On
obtient alors les développements suivants :

E, =0

By = &+[1,3,1g+[7.815,8,7¢>+--

By = &+ [1,9,1)q+ [73,344,585,344, 73]¢> + - -

By = & +1[1,33,1)q + [1057, 16808, 33825, 16808, 1057)¢ + - -

By = 2514 [1,129,1]q+ [16513, 823544, 2113665, 823544, 16513]¢% + - -

o, on utilise les mémes notations que dans (3.2).

3.3 Crochets de Rankin-Cohen

Dans cette section on rappele les combinaisons possibles des dérivées par-
tielles de formes modulaires de Hilbert qui sont modulaires. Il s’agit de gé-
néraliser les définitions des crochets de Rankin-Cohen définis sur les espaces
des formes modulaires elliptiques.

DEFINITION 21. Soit K un corps de nombres totalement réel de degré n.
Soient F' et G deux formes modulaires de Hilbert de poids respectifs k =
(kv kn), L= (I, 1) € N*. Soit p = (p1,--- ,pn) € N, on définit les

corchets :

(- & j ki+pi—1\ (li+pi—1
+ G]B:jlz::omjz::o(_l)m Hy:l( p:ji )( f )
oilF olr—ilg
871 Zl...ajn zn OP1 —J1 Zl...apn*jn Zn

ol |al=01+ -+ ay.
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PROPOSITION 18. Soit K un corps de nombres de degré n, totalement réel.
Soit T'i le groupe modulaire de Hilbert associé. Les crochets |., .]B, pour tout
p € N définissent des opérateurs :

[ Jp : Mp(Tre) @ My(Tic) — Myi412p(T'rc),
pour tout k,l € N™.

L’idée de la preuve est de généraliser la preuve du cas des formes mo-
dulaires elliptiques en tenant compte du séparation des variables dans la
définition de ces crochets.

Démonstration. Soient Hol(H™), 'espace des fonctions holomorphes sur H™
et G = SL(2,R). Le groupe G" agit sur Hol(H"), par :

(F‘kl,“',k’n(’yla e 7711))(%) = (Clzl+dl)_k1 o (ann“—dn)_knF(’yl'Zla o >7n'zn)a

ai bl an bn
pr— .. p— . P n
pour tout vyq ( o d ) ) s Vi ( c d, ) € G. Pour tout p € N", on

a une application :

RCkH @ - @ RCEvn . Hol(H") @ Hol(H") —  Hol(H")
FedG = [Pl Glp

avec les notations F|, = Fj, .. s, et G|, = G|,.... 1,,- Par passage au produit

tensoriel des proprietés RC’;fjf’lj (Flr,v5: Gliyvg) = Rngf’lj (F, G)|k;+1;+2p,7;, o0
obtient la proposition. O

Considérons le cas particulier des corps quadratiques réels K et les cro-
chets indexés par (1,0) et (0,1). Pour F' € My, G € M,; deux formes modu-
laires sur 'k, on a :

G OF
F.G =k F— - LG—
oG oF
F.G = koF — — [,G—.
[ ) ](0,1) 2 02y 2 02y
Autrement dit les crochets [., .]q,0) et [, .](0,1) sont définis comme les crochets

de Rankin-Cohen dans le cas des formes elliptiques ou on considere F' et
G comme, uniquement fonctions de la variable z;, puis uniquement comme
fonctions de la variable 2.
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Soit F' une fonction holomorphe sur ‘H x H. On associe a F' une fonction
holomorphe F7 définie par F7(z1,20) = F(z2,21). Soit M, un anneau de
formes modulaires de Hilbert pour un corps quadratique, on définit le sous-
anneau M™ de M, par MV ={F € M, | F" = F}.

Remarque. Soit K un corps quadratique réel. Soit M, 'anneau des formes
modulaires de Hilbert sur I'x et M¥™ le sous-anneau des formes modulaires
symétriques. Alors, M™ n’est pas stable par les corchets [., .|, p,), unique-
ment si p; = ps. Les produits ([f, 9], po) X [f, 9lpapr)) de crochets, laissent
stables M¥™.

3.3.1 Exemple : crochets de Rankin-Cohen sur Q(v/3)

Soit maintenant K le corps quadratique réel Q(v/3). Soient 9; et 0, les
dérivations par rapport a z; et zp. Ces deux dérivations définissent deux
opérateurs de degré 2 sur les espaces M, ., de formes quasi-modulaires de

Hilbert en poids mixtes. Soit R le sous-anneau de ]Tj** engendré par
{E27 E37 E47 81E27 a1E137 81E4, 82E27 a2E'37 82E4}.

Le degré de transcendance de R est égal au degré de transcendance de M*,*,
égal 2 6 (= 2+ 2+ 2, en effet il s’agit de formes en deux variables, avec des
poids mixtes, munies de deux opérateurs de dérivation). Il y a donc forcément
trois relations algébriques indépendantes entre les 9 formes ci-dessus. En
utilsant le développement en Fourier des séries d’Eisenstein et la formule des
dimensions des espaces de formes modulaires de Hilbert on trouve les trois
relations :

12[Es, B30 [B2, B3l = (3255 — 3E3)(180E; + 9E3 — 5E,Ey)  (3.2)

15[Es, E4la,0) [E2, Edlo1) =
(5E4 — 276E2)(9072E5 — 432E3E, — 540E2E2 + 5E,E2 + 9E, E2)

15[E3, Ed)1,0) [E3, Edlo,1) = — 7511616 B3 E3 — 28800E5 B3+
334800 E3 E2E, + 447120 B2 B3+ (3.4)
S800E2E} — 6480E,E2E? — 648 ELE,

(3.3)

On montre aussi la relation,

[Ea, Eqlio  [Eo, Edo _ FE53(60F, — 3312E3) (3.5)
B, Esho | Bz Bslor)  5(180E3 + 92 — 5E,Ey) ‘
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Remarque. Les trois membres de gauche des relations ci-dessus sont des pro-
duits de crochets qui sont modulaires et symétriques. D’autre part, nous sa-
vons que I'anneau des formes modulaires de Hilbert symétriques est de degré
de transcendance 3, comme FEy, F5 et E, sont algébriquement indépendants,
on en déduit que M¥™ = C[FE,, E3, E4]. Par conséquence, les membres de
droites des relations indiqués sont des polynomes en Fs, E3 et Ej.

3.4 Restrictions aux cycles de Hirzebruch-Zagier

DEFINITION 22. Soit K un corps quadratique réel et B € M(2, K) de conju-
gqué B'. On dit que B est antihermitienne si B’ = —B. Une matrice anti-

iy y . D
hermitienne est intégrale, si elle est de la forme ( a_\/yj 6\75 ) avec a, b
des entiers et v € Ok, si de plus a, b et v sont premiers entre euzx, on dit
que B est une matrice antihermitienne intégrale primitive.

DEFINITION 23. Soit K un corps quadratique réel et B € M(2, K) une ma-
trice intégrale antihermitienne. On note par Fg limage dans X, = H?/Tg,

de 'ensemble {(zl,ZQ) € H? UPY(K) '( z 1)B ( Zf ) :o}.

Remarque. En utilisant le lemme de Chow, on montre que la courbe F'g est
algébrique. Pour un entier N > 0 on définit Fiy comme réunion des courbes
Fp ou B parcourt 'ensemble des matrices antihermitiennes intégrales primi-
tives non associées de déterminant /N. On définit aussi les courbes T comme
réunion des courbes Fp ou B parcourt I’ensemble des matrices antihermi-
tiennes intégrales, pas nécessairement primitives.

On va maintenant décrire une uniformisation de Fjz (un quotient du demi-

plan supérieur avec un sous-groupe discret de PSL(2,R) isomorphe a Fj).

Pour une matrice M = ( CCL Z ) e M(2,K), on pose M* = < d —b ) '

—c a
Soient :
Op ={M € M(2,0k) | ‘tM'B = BM™},

c’est-a-dire Op est un ordre dans 'algebre de quaternions,

(M e M2,K)|'M'B = BM*}.

50



Soit OF, I'ensemble des éléments inversibles de 'ordre Opg. Soient,
Ep = {M € O3 | det(M) =1} et
Hp = {(zl,ZQ)EHQ\( 29 1 )B(le ) :O}.
Le stabilisateur de Hp dans SL(2, Ok) est :
Sp={M € SL(2,0x) | '‘M' B M = +B},

c’est-a-dire Sp est au plus extension de degré 2 de Eg. On a alors le diagrame
commutatif suivant :

Hy — H*UPYK)
| |
HB/SB — XK

On en déduit une uniformisation de Fg par Hp/Sg, on peut alors construire
des formes modulaires sur S en une variable. Pour cela, on a besoin de
caractériser Hp.

avD v

LEMME. Soit B = < . b\/ﬁ) une matrice antihermitienne intégrale

vV —bvD
avD v

Démonstration. Soit (21,22) € H?, on a alors :

primitive et B = ( ) . On a alors Hp = {(z,B.2) | z € H}.

(21,2) EHp < (22 1) B (Zf ) =0
& zmlavDz +1)+ (=2 +bV/D) =0
& 29 =Bz
]

On peut maintenant construire des formes modulaires en une variable
sur Sp.
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avD v

ProroSITION 19. Soient B = ( _ b\/ﬁ) une matrice antihermi-

/

tienne intégrale primitive, F : H?> — C une forme modulaire de Hil-
bert sur I de bipoids (ki,ks) et soit f : H — C définie par f(z) =

—ko D S v —b\/ﬁ
(av/Dz+v) *2 F(2, B.2) avec B = < D v )
modulaire sur S de poids ki + k.

. Alors f est une forme

Pour démontrer la proposition, on commence par donner une caractéris-
taion des éléments du groupe Sp.

LEMME. Soit B une matrice antihermitienne intégrale primitive et B la
matrice caractérisant Hp comme ensemble de couples (z, B.z). Soit v €
SL(2,0k) (7 sera la matrice obtenue a partir de vy en conjugant tous ses
coefficients). On a alors :

yeEEp< By=+B
/ /

; . _(a b , [ a
Démonstration. On pose v = < . d) ,on a alors 7/ = < o

((1] _11 ) , on définit B=JB et v* = JtyJ~L. Alors, on a les équivalences :

).SoitJ:

v€FEp & 'WB=B~*
& By=J%JB
& By=J'4JB
& By=~+B
]
Nous retournons maintenant a la démonstration de la proposition.
Démonstration. Pour simplifier les notations, on pose B={("7Y). on

u v
veut alors montrer que pour une forme modulaire de Hilbert F' de poids
(k1, ko), 1a forme f(2) = (uz +v)"*F(z, B.z) est modulaire sur Sg de poids
ky + ko. Par le lemme précédent on a F(y.z, By.z) = F(y.2,7'B.z). Par
modularité de F, on en déduit F'(y.z, sz) = (cz+d)™ (c’é.z—i—d’)k?F(z, Ez)
Or
’ (dz+du)z+dy+dv

uz +v '

dB.z+d =
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Par les égalités matricielles démontrés dans le lemme précédent, on en déduit :

CBatd — (au + cv)z + (bu + dv).
uz +v

(au+cv)z+(bu+dv
cz+d

fy.2) = (cz+ d)" ™ f(2).

D’autre part, uy.z +v = ). On en déduit alors que :

3.5 Restrictions généralisées

Soit B une matrice antihermitienne intégrale primitive a coefficients dans
un corps quadratique réel K de discriminant D. Soit B la matrice associée a
B (voir pargraphe précédent) définissant le plongement,

ig:H — HxH

z— (z,Bz).

On a alors, Hp = i5(H) (voir paragraphe précédent). Il existe deux ma-
trices Ay, Ay € M(2, K), conjuguées, telle que Hp est I'image de H par le
plongement,
g H — HxH
zZ — (Alz,Agz).

Soit I' le groupe agissant sur H compatible avec le plongement i; o, c’est-a-
dire Ajy = yA; et Ayy =+ Ay, pour tout v € I'. Soit X = iy 5(H), il existe
alors un groupe discret I'y C SL(2,R) x SL(2,R) égal au stabilisateur de
X pour I'action du groupe modulaire de Hilbert I'x. De plus I'x ~ I', soit
Iy = {(A17A;Y, A3vA5Y) | v € T} Dans le cas du plongement diagonale,
onal =TYj.

Soit C(H x H) l'espace des fonctions holomorphes sur H x ‘H. Pour tout
k,1 € Z>0, on a une action du groupe (SL(2,R))? sur C(H x H) définie par :
pour tout F' € C(H x H) et (y1,72) € SL(2,R) x SL(2,R),

a1z1 + b1 agsze + by
121 +dy caze +dy”

a; by as by
(o 0). (% 0 )esiar
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Soit C(H) 'espace des fonctions holomorphes sur H et p : C(HxH) — C(H),
définie par p(F)(z) = F(z,z), c’est la restriction diagonale. On définit sur
C(H x H) des opérateurs différentieles d’ordre n par,

=0

et on pose pft = po RCHL,

Nous avons vu dans le chapitre II que, si F'(21, 22) = f(21)g(22) € C(H)®
C(H)), alors p*{(F) = [f, g, est le n-itme crochet de Rankin-Cohen de f et
g. Nous avons vu aussi qu’on peut démontrer (voir chapitre I, remarque 1.2
) la proposition suivante :

PROPOSITION 20. Pour tout F' € C(H x 'H) ety € SL(2,R) on a :

PENE ey (7,7)) = PEHE) |hpigon ¥

COROLLAIRE. L opérateur p®' induit une application de degré 2n sur les
espaces My, de formes modulaires de Hilbert a valeurs dans les espaces des
formes modulaires My 1o, sur1'y. Soit :

pEt s My y(Tre) — Mitig20 (1)

Démonstration. Si F' € My ,(I'k) alors pour tout v € I'y on a F' |, (v,7) =
F, car Ty C Tk et done pi!(F |y (v,7)) = p'(F) = pp'(F) |kyiron 7- La
derniere égalité est conséquence de la Proposition 20. O

COROLLAIRE. Soit I' un groupe associé a un plongement i1 o définie par la
donnée de deur matrcices Ay et Ay et soit X = i12(H). Il existe alors un
opérateur,

P+ Miy(Tic) — Miyi42q(T)

définie par p];’;lX(F) = pilX(F ki (A1, Ag)).
Démonstration. D’aprés la proposition appliqué a F' | (A1, A2) on a :
PQ’Z(F [kt (A1, A2) (7, 7)) = PQ’Z(F |kt (A1, A2)) lktiv2n Vs

pour tout v € SL(2,R). Or, (F |1 (A1,42))(7,7) = F |k (71,72) (A1, A2),
avec 71 = A1y AT, p = Aoy Ayt et (1,72) € Tx. D’autre part F' € My (Tg)
implique F' € My, (I'x) donc F' | (71,72) = F d'ou :

P’:L’Z(F ki (A1, Ag)) = P’:L’Z(F) lhtiton v, Yy €T,
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Dans la suite on s’intéresse a 1’étude des différentes relations entre crochets
de Rankin-Cohen et opérateurs de restriction pF.

Plus généralement, soit K un corps de nombres quadratique et réel. Les
crochets de Rankin-Cohen définissent une famille d’opérateurs ([., -], ps))p1 poeis
sur tous les produits tensoriaux de deux espaces de Formes modulaires de Hil-
bert sur I'g. Plus précisement pour tout (ki, ko, 1,12, p1,p2) € N° on a une
application :

Mpgy ey @ My 1y, — My 11 12p1 ko +1a+2p2
FeG— [F7 G](Pl,m)'

Soit X = H/I" une courbe modulaire qui se plonge dans une surface modu-
laire de Hilbert, par un plogement 7, » associé a deux matrices A; et As. On
a défini au dessus une suite de restrictions (pié()n de formes modulaires de
Hilbert sur la courbe X. Plus précisement on a,

PR+ My, oy (T) — Moy y20(T)

Pour simplifier, on note par p,, la restriction a X des formes modulaires
de Hilbert sur I'. On s’interesse, a ’etude de 'algebre des restrictions a I'
des formes modulaires de Hilbert. On va démontrer le théoreme suivant :

THEOREME 6. Soit K un corps de nombres quadratique et réel. Soit
'k le groupe modulaire de Hilbert associé. Alors 1’algebre engen-
drée par les p,(F), (F € M, .(I'k),n € N), est une sous-algebre fermée
par les crochets de Rankin-Cohen de I’algebre M., (T).

Pour la démonstration, on va comparer différents espaces vectoriels de
dimension finies.

DEFINITION. Soient kq, ko, 1,1y et p € N. On définit les Q-espaces vectoriels
suvants :

Wl B Rﬁl+l1+2n1,k2+l2+2n2 (331 oy, T+ yz) necN
P X REV (21, y1 ) RE2"2 (3, 12) n+pit+pr=p
e o [ BT (et wy y 4 ) | a,bc €N

P XRIIjth(xb@)Rlcl’lQ(yl,yz) a+b+c=p |

Remarque. Les espaces T/Vp1 et sz sont des sous-espaces de 1’espace

‘/P = Q['Ila Y1, T2, y2]p>

qui a la dimension (p'gg’). La dimension de sz (1 =1,2) est au plus (p;rz).
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PROPOSITION 21. Les sous-espaces W, et W7 de V,, coincident.

COROLLAIRE. Les crochets [py(F), p.(G)]a entre restrictions généralisées de
formes modulaires de Hilbert F' et G de poids respectives (ky,ka) et (I1,l2)
sur une courbe modulaire X, sont des combinaisons linéaires de restrictions
généralisées sur X de crochets entre formes modulaires de Hilbert :

[o6(F), pe(G)]a = > ()pal[F Gl

n+p1+p2=a+b+c
avec (x) un nombre rationnel qui dépend de ki, ko, ly,l2,a,b,¢c,n,p1 et ps.

On note par 01, 0y, 0], et 04 les opérateurs de dérivation respectives par
rapport aux variables 2, 29, 2] et z).

Démonstration. Le corollaire est immédiat en utilisant que :

[06(F), pe(G)la = Rkt 2bhitlat2e (g 4 9), 0, + 0))
XRII:IJQ (817 a;)Rlchlz (827 aé) }zlzzz:zizzé:z
po([F, Gl pyy = REThiimketlotaneg 4§, ) + ;)

X R];ill (617 82)R];§’l2 ((91, a;)) ‘zlzzgzzi:zézz .

Ezemples
1)Exemple trivial : po([F, Glo) = [po(F), po(G)]o-
2)Exemple un peu moins trivial,

po([F, Glao) = ﬁ[gll(F%po(G)]o — i lPo(F), p1(G)lo
Tty Po(F), po(G)l1
3)Exemple plus compliqué : soient F' € My, , et G € M, ;, deux formes

modulaires de Hilbert sur le méme groupe modulaire. On suppose que l1ks =
[k, on a alors :

Po(F). pol(G)s = (1 + Z—jmo([ﬂ o) + 1+ %mqn Clon).  (36)

En effet, en introduisant les notations 0y (F') = Fy, 0o(F) = Fs, f = po(F) et
notations similaires pour G. On alors f € My, 1x,, 9 € My, 4+, €t :

f.gh = (k1 + k2)po(F)po(G) — (l1 + 12) po(G) po(F)'
= po((l{il + kz)F(Gl -+ GQ) — (ll + l2)G(F1 + Fg))
= po([F, G](1,0) + [F, Glo) + (k1 FGay — LG Fy) + (ke FGy — LGFY)))
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L’hypothese l1ks = loky implique la relation (3.6).

Démonstration de la proposition. On va définir un troisieme espace
vectoriel W), et on va montrer que Wpl =W, et VV]D2 = W,. Pour cela, on doit
montrer :

(i) W, c W,
(1) W2 c W,
(#7) dim W, (*+%)
(iv) dimW? = (7 )
() dimW, < ("}

R B , . , . 2
On considere I'opérateur différentiel Ay, ; = t% +h%. Nous avons vu dans

le Chapitre I que ker(Ay , +A;,) NClz, y,, est de dimension 1, engendré par
RF(z,y). Plus précisement R™!(z,y) est I'unique générateur de

ker(Ak@ + Al,y) N C[x7 y]na

satisfaisant R¥(0,y) = (_nk) Il est facile de voir que

l+n-1Y\ , E+n—-1\ ,
RZ%$,0)=:< . ):r, -RZTO,y)=:< )1/.

n

et BM(t,—1) = (k+7’.z—1) (l—i—n—.l) ;o (k‘—l—l+2n—2)tn.
—~ j n—j n

j
On définit I'espace W, par :

WP = ker(Akl,m + Alhyl + Ak’z,xz + Al2,y2 : VP - %—2)'
Commencgons par démontrer (v). On considére l'application :

¢1Wp I Q[xl,yb%]p
P — P(x17y17'r270)'

C’est un isomorphisme d’espaces vectoriels, en particulier, dim W, = (p;ﬂ).

En effet, soit P = > Pi(x1,y1, o) yb € Q[z1, y1, T2, y2]n. On a alors :

=0

PeW, & Y (A + Ay + Aty (P) b+ > Pri(i+ 1o — )yt =0,

1=0 =0
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ce qui implique (i+1)(i+1l2) Py = —(Aky 2y + A 4y +Dpy 0p ) (F). Autrement
dit, Py arbitraire détermine tous les autres P; par une relation de récurrence,
ce qui montre l'injectivité et la surjectivité de ¢.

Les affirmations (ii7) et (iv) sont équivalentes. En effet, W2, , ., =
T(W ok haitatn) OU T 2V — V5 est application :

f($17y1,$2ay2) - f($17$27y1,y2)~
On définit le polynome :

— k1+l1+2n1,ke+la+2n2
1,01, )
Srert otz (T1, Y1, T2, Y2) R (21 + Y1, 12 + o)
XRI;i’ll(m, y1)R’;§’l2 (22, Y2).

I1 suffit donc de montrer (iii). On définit le polynome,
g(l’7 Y, t) = fk1,ll,k2,lz (.CE - Y, t? _t)

On a alors g(x,y,t) = R,(z, O)Rgfl’ll)(x, y)Rg;Q’ZQ)(t, —t). D’aprés les proprié-
tés des polynomes RM!(z,y), il existe une constante A non nulle telle que :

g(v,y,t) = Aa"PRpV(x,y)
= Aa"tP2(yPr + O(xyP 1))
= Aa"yPP? + H(r,y,t),

avec deg,(H) + deg,(H) + deg,(H) < p = n + p1 + pz. Autrement dit,
il existe une matrice triangulaire T inversible telle que (aprés un choix de
bases de Q[z,y,t],, ordonnées lexicographiquement), on a ((g9(x,y,t)) =
T((x"yP*tP?)). Ceci implque que la suite des polynomes g(z, y, t) forment une
base de Q[z,y,t], dont la dimension est (P;z). On a donc dim I/Vp1 > (p;2>’
I'inégalité opposée (dont on n’a pas besoin) est évidente par la définition de
W,
Les affirmations i et i sont équivalentes. En effet 'opérateur

Akwﬁl + All,yl + Ak’z,xz + Al2,yz>

est invariant par I'automorphisme 7 qui échange y; en x5 et l; en ko.

I1 suffit donc de montrer (i). Pour faire la démonstration, nous utili-
sons la propriété Ap:(fg) = gAn+(f) + Qt%% + fAR+(g), pour tout f(t,u),
g(t,u) € C[t,u] et tout entier h.
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Ecrivons le polynome fi, 1, ky.15 (%1, Y1, T2, y2) sous la forme :
Jrvdnkods (T1, Y1, T2, y2) = A1 + Y1, ©2 + y2) B(21, 1) C (2, 42),
avec :
A(x y) — Rk1+l1+2p17k2+l2+2p2($ y) B(x y) — Rkl,ll(x y)
) n ) ) ) D1 )

et C(z,y) = R';ih(x,y). Notons par A; = % et Ay = % et notations

similaires pour By, By, Cy et Cy. On a alors (avec des notations évidentes) :

Ak’l,xl (ABC) = AAkl,zl (B)C + Akl’xl (A)BC + 2.171141310
Akg,zg (ABC) = 14BA]€275,;2 (0) + Ak%gm (A)BC + 2.172142301
All,yl (ABC) = AAl1,y1 (B)C + All,yl (A)BC + 2y1AlBQO
Al27y2 (ABC) = ABAl%yQ (C) + AlQ,yQ (A)BC + 2y2AQBCQ

On en déduit que :

(Akhrl + Ak2,902 + Alhyl + Al27y2>(ABC> = AC(AI(B)) + AB(AQ(C))
+BC(A1(A)) + AQ(A)) + 2$1A1B10 + 2132142301 + 2y1AlB2C' + 2y2AgBC'2,

avec : Ay = Ag, o + Ay et Dy = Ay, 20 + Ay, . Or, par caractérisation
des polynomes R®!(z,y), il suit que A;(B) = Ay(C) = 0. D’autre part,

2.171141310 + 2y1AlBQC = 20141(.17131 + leg) = 2p10AlB,

car, x1B1 4+ y1 By = p1 B est 'opérateur d’Euler (multiplication par son degré
d’un polynéme homogene). De méme,

2%’2142301 + 2y2AQBOQ == 23142(33201 + yQCQ) = 23142]920

On a alors :

(Akl,xl + Ak’g,xg + Alhyl -+ Al27y2)(ABO) =

BC(A1(A)) + Az(A) + 2p2As + 2p1 Ay). (3.7)

Or, A est dans le noyau de I'opérateur :

0 0
Apitti+2p1,0 + Drotiotop, = A1+ Do + 2p18_x + 2p2(9_y’

Donc (Akl,GH + Akg,:cg + All,yl + A127y2)(ABC) =0 (d’aprés 37)
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3.5.1 Exemple de restrictions de formes modulaires

Nous allons étudier les restrictions des formes modulaires de Hilbert sur
0 -1

le groupe I' 3, a la courbe H/T4. Soit S = 1 0

, considérons le plon-

gement :
10 H — HxH
z S.z:—%’

ce plongement passe au quotients et permet de définir un plongemt de H /Ty
dans la surface modulaire X 5. En effet la seule chose a vérifier rendant le
diagrame suivant commutatif, est la relation Sy = +'S pour tout v € T'J,

H & HxH
v L)
H < HxH

La restriction a H/T'§ d’une forme modulaire de Hilbert F' de poids (ki, ko)
(comme nous 'avons vu dans la section 3.4, Proposition 19) s’ecrit f(z) =
2" F(z,—1), c’est une forme modulaire de poids k; + ko sur I'j. Nous al-
lons maintenant déterminer une équation algébrique de la courbe H/I'd, vu
comme une courbe plongée dans une surface modulaire.

LEMME. L’équation algébrique de la courbe modulaire H /T , plongée dans la
surface modulaire de Hilbert X s est : B3 = 0, ou E3 est la série d’Eisenstein
de poids (3,3) sur le groupe modulaire de Hilbert T 3.

Démonstration. Tout d’abord, on va montrer que les restrictions des séries
d’Eisenstein de poids impair, & la courbe H/I'¢ sont nulles. On en déduira, en
particulier que la restriction de E5 est nulle. Nous écrivons avec des notations
évidentes les séries d’Eisenstein sous la forme :

/

1
FE,. =
F Z (mzy +n)k(m'zg + n/)k’

m,n

olt la somme porte sur les élements non nuls de O% /Ug avec Uy désigne le
groupe des unités de K. La restriction ey, de la série d’Eisenstein Fj a la
!

courbe H/T'§, est donnée par eg(2) = .
m,ne0k
cant les parametres de sommation (m,n) par (—n’,m’), on obtient eq(2) =

(—1)*eg,(2), donc e, = 0 si k est impair.

(mZ+n)k(n’z—m’)k' En rempla—
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Réciproquement, soit F' une forme modulaire de Hilbert sur I 5 de res-
triction (a la courbe H/T'§) nulle. On va montrer que F est divisible par
la série d’Eisenstein E3. Pour cela, nous utilisons la structure de 'anneau
des formes modulaires de Hilbert donnée dans [Van der Geer], on a la dé-
composition M, (I 5) = M¥™ + AM¥™ avec A une forme modulaire anti-
symétrique de carré symétrique. D’autre part M¥™ = C[E,, E3, E4], est un
anneau principal et E3 est un idéal premier définissant une courbe dans Xz,
or F3 s'annulle sur la courbe X;~ = H/I'{, donc c’est la courbe d’équation
E; =0. O

Nous allons maintenant expliquer la construction des formes modulaires
Ay, By et Cpy (générateurs de 'anneau des formes modulaires sur le groupe
['y), ainsi que la relation entre ces générateurs. La restriction de la série

d’Eisenstein Fy de poids (2, 2) sur Tg(v3): & la courbe X, est une forme mo-
1

dulaire e4 de poids 4, définie par es(z) = 27 2Ey(z, —1). Aprés identification

du demi-plan supérieur avec le disque unité, on obtient une forme modulaire
Ay de poids 4 (voir la section sur les exemples des formes modualires du cha-

pitre IT) sur T'§ (en fait, par abus de notation sur I'image par p; du groupe
['y), définie par : Ay(w) = (1 — w)‘%;;(%). Nous avons donné dans la fin

du chapitre II, le développement en X autour de 0 de la forme modulaire Ay.

Le plonogement p, permet de définir un plongment de la méme courbe
X dans la surface modulaire de Hilbert Xg(v3)- La restriction (compatible
avec plongement) de la série d’Eisenstein E) de poids (2,2) sur le groupe

modulaire ' ), & la courbe modulaire X est une forme modulaire ¢ de
poids 4, définie par €}(z) = (v2z — 1)"2E})(z, \Z/g;ﬁ) Aprés identification du
demi-plan supérieur avec le disque, on obtient une forme modulaire B, (voir

la section) de poids 4 sur I'§ (en fait par abus de notation, sur son image par
le plongemnet p;), définie par : By(w) = (1 — w)‘%ﬂ%). Nous avons vu

dans la fin du chapitre II, le développement en X autour de 0 de By.

Nous avons conctruit la forme iy comme crochet de Rankin-Cohen de
premier ordre des formes A, et B4, nous avons démontré numériquement
(utilisant leurs développements en X autour de zéro) la relation C3, =
A4B4(A4 — B4)(Ai — A4B4 + Bz)

On ne peut comparer les formes A, et B, qui proviennent de surfaces
modulaires différentes. Définissons gg = 43—0(68 — 36¢2), c’est le carré d'une
forme modulaire : gs = g2, avec g4 de poids 4 sur ' (voir la relation (a)

qui montre que gs est un carré ). On a f[eq, g3l = 2gales, ga1. La forme
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[64, 68] 1 (
g4

2
C' = [eé*;gi‘*] est modulaire de poids 10 sur T'y, on a aussi C' = olt

= signifie égalité a une constante non nulle prés).

Notons par eg et exs les restrictions respectives des crochets [Ey, Ej| 1,0
et [Ey, B & la courbe X = H/T{. Nous avons vu dans ce chapitre
(expmple de crochet entre restrictions) que [ex, e]1 = AMewr + exn), (avec
A € C). On sait que e3 = 0 et donc % = 0, or % est la restriction de
O1E5 + 0o F3. 1l suit que egg; = —eg3e. La restriction de la relation (3.5)
implique que egy; = eagn. Aprés restrictions des relations (3.2) et (3.3), on
obtient :

6331 = 43_063(68 - 36@421) (a)
€3 = 1=(bes — 276e3)(9072¢] — 432¢ees + Heqed) (b)
On a donc : ) )
02 = le4 €]t _ €241
gl (es—36ed)”

en utilisant (b) on obtient :
C"” = (252¢3 — 5eg)(276e3 — 5eg)ey,

ce qui montre que C” est une forme modulaire holomorphe de poids 10 sur le
groupe I'{. On a aussi :

C” = e4(256¢; + g3)(192¢F + g3). (N)

Nous venons donc de montrer I'existence de Ay, g4, C’ et la relation entre ces
trois formes modulaires.

En utilisant son développement en Taylor (numérique) autour de 0, on
peut exprimer By comme combinaison linéaire : a4, +bgy (car dim My(Ty) =
2). En utilsant la relation (N), l'expression de By, comme combinaison li-
néaire de Ay et g4 et la définition de Cy comme premier crochet de A4 et By
on démontre la relation C3) = A4By(Ay — By)(A3 — A4By + B3), que nous
avons déja obtenu numériquement.

Cette relation est une équation différentielle (vu la définition de C') sur
la courbe X, nous venons alors de “remonter” cette équation différentielle
sur la surface modulaire, en utilisant le développment en Fourier des formes
moduliares de Hilbert, on a pu montrer I'existence d’une équation différen-
tielle sur la surface. Par restriction, nous obtenons une équation différentielle
sur X, En utilisant nos résultats de ce chapirtre sur les relations entre les
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crochets entre différents restrictions et les restrictions des différents crochets,
et en utilisant cette technique de remonte, on pourra montrer ’existence du
systeme différentiel S que nous avons étudié numériquement.
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Chapitre 4

Structure des anneaux de
formes quasi-modulaires

Résumé

On démontre un théoréme de structure pour I'anneau des formes quasi-
modulaires M, (I") gradué par le poids, sur n’importe quel groupe discret
et co-compact I' C PSL(2,R) : cet anneau s’avere étre toujours infiniment
engendré. On calcule le nombre de générateurs nouveaux en chaque poids . Le
nombre en question est fixe et est égal & dime /(1N 12) ot I et I désignent
respectivement 1'idéal des formes modulaires sur I' (respectivement l’idéal
des formes quasi-modulaires sur I') en poids positif. En particulier ce nombre
ne dépend que du groupe qu'on consideére. On construit aussi des anneaux
R finiment engendrés en poids positif et contenant les anneaux de formes
quasi-modulaires sur des groupes co-compacts.

4.1 Introduction

La notion des formes quasi-modulaires a été introduite pour la premiere
fois par Kaneko-Zagier dans [9]. Ces objets apparaissent en mathématique
et en physique théorique. On cite 'exemple dans [9], provenant de la théorie
symétrie miroir en dimension 1.

La structure de M,(I';) (ou I'; désigne le groupe modulaire PSL(2,7Z))
a été déja donnée dans [9], ou on démontre que l'anneau en question est
isomorphe a C[Es, Ey, Eg|, ou Es, Ey et Eg désignent respectivement les séries
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d’Eisenstein en poids 2,4 et 6.

On s’interesse a ’étude des anneaux de formes quasi-modulaires sur des
groupes I' C PSL(2,R) discrets et co-compacts. Dans le pargraphe 4.2 on
rappelle des propriétés générales des formes quasi-modulaires sur des groupes
quelconques; il s’agit essentiellement de rappels de résultats dans [22] et [9].

Dans le paragraphe 4.3 nous donnons une réponse au probleme posé par
Don Zagier, c’est-a-dire la structure additive et multiplicative des anneaux
de formes quasi-modulaires sur des groupes I' C PSL(2,R) discrets et co-
compacts. Nos résultats principaux apparaissent au Théoreme (9) et au co-
rollaire du Théoreme (9).

4.2 Propriétés générales

On considére un sous-groupe discret I' de PSL(2,R), de covolume fini.
On rappelle les définitions de formes modulaires, quasi-modulaires, modu-
laires presque holomorphes et champs modulaires sur le groupe I'. La partie
imaginaire de z € H (le demi-plan de Poincaré) sera notée y. Nous avons déja
donné la définition d’une forme modulaire et d’une forme modulaire presque-
holomorphe dans le chapitre I, nous rappelons ici ces définitions pour la
comodité du lecteur.

DEFINITION 24. Une forme modulaire de poids k sur I, est une fonction
holomorphe f sur H & croissance tempérée !, telle que :

Z;iz):f(z), v(Z Z)eretzeH. (1)

DEFINITION 25. Une forme quasi-modulaire de poids k et profondeur < p
sur I, est une fonction holomorphe f sur H a croissance tempérée, telle que,
pour tout z € 'H, l'application :

r — C
b — az
(04) = wvase

C

est un polynome en — ., de degré < p. Autrement dit on a :

(cz+d)™ f(

C

J
cz—i—d) ., VzeH, (2)

e+ 0 = 3 1)

2
LC’est-a-dire |f(z)| est borné par une puissance de MTH
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avec des fonctions f; : H — C (7=0,---,p).

Remarque. Cette définition qui n’est pas celle de [9] a été suggérée par Werner
Nahm. L’équivalence des deux définitions est une conséquence du Théoreme

(7).

DEFINITION 26. Une forme modulaire presque-holomorphe de poids k et
profondeur < p sur I' est un polynome en é de degré < p, a coefficients des
fonctions holomorphes sur 'H, a croissance tempérée telle qu’on a (1) pour

tout(a b) el et zeH.
c d

Puisqu’on a y =

1”’(Z)=fo(Z)+fl(ZZJr PG o ha)

z2—2Z (2—2%2)2 (z—2)P

avec les f; holomorphes.
(Cette écriture sera plus commode que si on avait défini f; comme le coeffi-
cient de y~/ dans F'.)

DEFINITION 27. Un champ modulaire de poids k et profondeur < p est une
application holomorphe (& croissance tempérée) :

E:H — b,s,C
< = (fo(2), fi(2), )

avec f; = 0 pour [ > p et ou les f; satisfont a ’équation fonctionelle :

(e + ) () = Z(i)fj<z>< L@

z+d = cz+d

Notation. On note par M, = @>oM;, respectivement( M* = @kEOMka ]\//T* =
@kzoj\//jk, ]\_/i S 69;@0]\_/[) k) les anneaux gradués de formes modulaires respec-
tivement( formes quasi-modulaires, formes modulaires presque-holomorphes
et champs modulaires) et par M, MEP) e ),J\_/[> (P) respectivement les sous-
espaces de formes quasi-modulaires, formes presque holomorphes, champs

modulaires, de profondeur < p sur un groupe I' donné.
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THEOREME 7 (KANEKO-ZAGIER). Soit I' C PSL(2,R) un sous-groupe dis-
cret de covolume fini et p un entier positif. On a alors les isomorphismes
sutvants :
mgp) ~ ]\7&9) ~ M\(< p)
f—> (fO?"'afp) <—)Z] 0(z]z
La premiere application associe a f la suite des coefficients f; provenant de
(2), tandis que son inverse est donné simplement par : (fo, -+, f,) — fo-

Démonstration. On commence par démontrer le deuxieme isomorphisme. Par

définition, F = Z?:o (fj_(;)J satisfait a I’équation fonctionelle (1). En appli-

D\ 1o d —b 14 b
quant ceci a l'inverse (—c a ) d’un élément < Z d ) € I' et en observant

dz—b dz—b -z .
que —czz—i—a o —jf—i—a = \—czz—ia|2’ ona:
f ( dz—b ) ( 4 —cz—i_—a)n (—CZ—i—CL)n
=0J"M\ —cz+a z—Z

= (—cz +a)* P ofa(2) (z—2)™" ‘

En comparant les coefficients de (z — z)~! on obtient :

(cezt a2 fi(z) = 3 ( ) F(Eb ez +a))

—Cz a
g2l +

En remplacant z par ‘C’jiz, on obtient les équations fonctionelles (4.1) que

doivent satisfaire les f; dans la définition d'un champ modulaire, et inverse-

ment. Pour montrer le premier isomorphisme, rappelons que si f € M Iggp ),

alors f satisfait a (2) avec des fonctions f; : H — C. Il est clair que

b
les f; sont holomorphes et que f, = f (en prenant ) = Id ).
D’autre part les f; satisfont a des équations fonctionnelles. En effet soit

a b , al / al/ /!

b e
v = ( ¢ d ), ~ = ( Jdod ) et v =y = ( o ), 'équation (2)
s’écrit (fO |k ’Y)(Z) = Zizo fn(z)(ﬁ)n7 en composant par (’k ’Y/) on obtient -

(o le 17)(=) = T4 fn(v’(Z))(Wﬁ)H)”(C’Z rd)
) C//(C/Z+d/)_cl(c//z+d//) n
- Zn 0 (c z—i—d/ ( cz+d" )

=Y (C,J;Tjr(;)i)_n((cz—kd’)

/1

[« /\n
I ztd’ - C)
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D’autre part : (fo [k 77)(2) = (fo [x V") = Yh_g fu(2)(z7577)" En compa-

rant les coefficients de ( #ld,,)j on obtient :
n\ (V) i i
() — AV (—
10 =3 (§) et ravi=e
ou encore :
/ ! —27 n / / / N\\Nn—
@+ Y0 = 3 (1) s
n>j

En remplacant z par 7/~1(2) = a(z) (avec a =~+'~') on obtient :

/
B n —c "
(fj lk—2; @) = Z <j)fn(z)(m) :
n>j

Ceci montre que (fo, -+, f,) est un champ modulaire. Réciproquement si
on part d'un champ modulaire, sa premiere coordonnée vérifie I'équation (2),
donc cette coordonnée est une forme quasi-modulaire de poids k et profondeur
< p. D’autre part, si fo s’annule sur H le polynome > 7 f,(z) X" s’annulle

une infinité de fois, c¢’est donc le polynome nul, ce qui implique f, = 0
pour tout n. Ceci montre l'injectivité de (fo,- -, fp) — fo. L'injectivité de
I’application réciproque est évidente. O

PROPOSITION 22. L’opérateur D de dérivation par rapport a z agit sur les
espaces de formes quasi-modulaires en augmentant le poids de 2 et le profon-
deur de 1. On a pour tout k >0 et p > 0:

D: M,ﬁgp) — Méigﬂ).

Démonstration. Soit f € M (<P) Par définition méme on a :

(cz4d)7* az+b Zf]

cz—i—d 052,

v

c z+d
avec des fonctions holomorphes f;. On a donc :

(cz+d)*2 f(25)

_ D[(CZ—I—d)_k f(az+b)] + ke (Cz—l—d)_k_l f(w)

cz+d cz+d

= D[Zogjgp fj(z) (CZchd) ] cz+d Zo<]<p f]( ) (czid)j
= Docieprilfj(2) + (k= + 1) fi(2)] (5)
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(avec f_1 = fpr1 = 0 ). Il suit que f’ est de poids k + 2 et de profondeur
<(p+1). O

Ce calcul montre aussi :

PROPOSITION 23. L’opérateur D agissant sur les espaces de formes quasi-
modualires induit un opérateur D sur les espaces de champs modulaires dé-
finie par :

D:]\_/f,(fp) . ]\—jggm
(f()a"'?fjv"'7fp) — (f(/)77f3,+(k_]+1)f]—177)7

pour tout k > 0 et p > 0.

DEFINITION 28. On définit un opérateur d sur les espaces de champs modu-
laires par :

5 - M}gﬁp) _ M}gg_g_l)

(an"' >.fj>"' >fp) — (fla"' 7(j+1)fj+la"' >pfp)a
pour tout k> 2 et p > 1.

Remarque. 11 est facile de vérifier (en utilisant la définition d’'un champ mo-
dulaire et l'identité (j +1)(.,) = l(lgl) pour tout [ > j + 1) que 0 envoit

— — i+l
M= dans M=,

PROPOSITION 24. Si [ € M,Egp) est une forme quasi-modulaire et F(z) =
fo(z)—i-fz%(?%—- : -—l—% avec (fo = f) la forme modulaire presque-holomorphe
correspondante, alors chaque f; est une forme quasi-modulaire de poids k— 21
et de profondeur < p—I. En particulier, on a une application § : My, — Mj._o
qui envoie M}ggp) en M,Sg_l) pour tout p, donnée par f = fo — f1. Elle a
les propriétés suivantes : . .

(i) Le noyau de l'application § : My — My,_o est l’espace M.

(i) Si f(z) est une forme quasi-modulaire quelconque, la forme modulaire

o (8"f)(2)

F presque-holomorphe associée est donnée par F(z) =) >, G

Remarque. La somme en (ii) est bien sur finie puisqu’on a : " (f) = 0 pour
n > psi f est de profondeur < p. En fait, puisque M, IESO) = M, s’annule pour
k < 0, on voit que la profondeur d’une forme quasi-modulaire de poids k est
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borné a priori par g On aurait pu définir § au niveau des formes modulaires
presque-holomorphes par :

fi U+ Dfin _20F(2)

F = — 0F(2) = = = (2= Z)—— 4.2
zj:(z_z)] - (Z> zj: (Z—E)] (Z Z) oz ( )
C’est un exercice de vérifier que le membre de droite de 'équation est mo-

dulaire de poids k — 2, il est évident qu’il définit alors une forme presque-
holomorphe de profondeur < p — 1.

Démonstration. L’énoncée (ii) est clair en utilisant la Définition 26 et le
Théoreme 7. La partie (i) en est une conséquence puisque : §(f) = 0 <
"(f)=0(n>1)< f=F < F est holomorphe. O
COROLLAIRE. Soit k > 0, f € My™" et F = fo+ o+ 4 (zf—g)p la

forme modulaire presque-holomorphe correspondante. Alors f, € My_s, plus

généralement : f; € Mk(fg;])

Démonstration. Par propriété de ¢, il est clair que f; € M,Sg;j), en par-

ticulier f, € M,Eg)p. Or, une forme quasi-modulaire de profondeur 0 est
modulaire, d’ou f, € Mj_s,,. O

DEFINITION 29. Soit H opérateur ]\A/[/* — M*, qui a toute forme quasi-
modulaire f de poids k associe la forme quasi-modulaire H(f) =k f.

Remarque. L’opérateur H définit précédemment laisse invariant le profondeur
ainsi que le poids.

PROPOSITION 25. Les opérateurs D, § et H vérifient les relations :

i) [H,D]=2D.
i) [H,6=-26.
i) [6,D] = H.

Autrement dit on a une représentation de l’algébre de Lie s1(2,C) sur les

—~

—~ —
espaces M,, M, et M,.

Démonstration. Les énoncées (i) et (ii) disent simplement que le poids d'une
forme quasi-modulaire augmente ou diminue par 2 qu’on applique D ou 9, ce
qu’on sait déja.
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Pour démontrer (iii) on va calculer le crochet [0, D] sur les espaces de
champs modulaires. En utilisant le Théoreme 7, on obtient alors le résultat
correspondant au niveau des espaces de formes quasi-modulaires ou modu-
laires presque-holomorphes. On sait que pour un champ modulaire de poids &
et profondeur < p, on a 6(fo, -, fp) = (f1,2f2,-+,jfj,---). On en déduit
en utilisant la Proposition 23 :

D§(f0, >.fja"' >fp) :D(f1a2f2a"' >pfp)
:(f{v 7(j+1) ]/'+1+(k_1_j)jfja"'>'
D’autre part :

D(f07"' 7fj7"' 7fp):(f(/)7f{+kf07"' >f],'+(k_j+1)fj—17"'>

0D(fo,-+ fo) = (fitk fo, -, G+ D+ G+ DE=7)f5 )
En soustrayant les deux équations (donnant 6D et D§ d'un champ), on
trouve :

[0, D](fo, -+ s fp) = (k fo, -+ s Ky ) = k(fo, -+, [3),
ce qui implique (par isomorphismes du Théoreme 7) la propriété

[0, DI(f) = H([). 0

Dans la suite on va calculer la restriction de 'opérateur 6" D™ a ’anneau
des formes modulaires. D’apres la Proposition 24 cela revient a calculer la
restriction : (6" D")jkers

PROPOSITION 26. La restriction de 'opérateur 6" D™ a [’espace des formes
modulaires est donnée par :

n—1

(o™ Dn)|ker(5) =n! H(H + 7).

5=0
Démonstration. Dans la démonstration 6D désigne la restriction de 'opé-
rateur D au noyau : ker(d). D’aprés la Proposition 25, on sait que 6D =
D 6+ H, ce qui donne aprés restriction 0D = H. Soit 7 > 1, on suppose que :
=1 DIt = P;_1(H) avec P;_; polyndome de degré (j — 1). On a alors :
8D’ =§71Y6D) Di7t =61 (D6 + H)YDI!
=§7"26D)0DI" + ¢ tHDIT?
=072 DDV + 9 2HSDI T 4 09t H D!

= 6D &7 DIt ST 6 H g9 DIl
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Or,
O"H = 0""'HJ + 20" ( par la Proposition 25)
=6""2 H §% +2(20") = --- =n(20") + H".

On a donc :

8 DI =46D & DITt 4 SN (H 4 2n)6 DI
= 0D &1 DI 4 (j— 1) (H 4 5)6I DI,

soit alors :
Pi(H) =HP;_(H)+ (j = 1)(H +j)P;j-1(H)
=j(H+(j—1)) Pj1(H).
Le résultat volue : P, = n! H;:é (H + j) suit par induction. O

COROLLAIRE. Soit f € My une forme modulaire de poids k et n > 0, on a
alors : " .
5" D(f) = n ( e ) f.
n

Démonstration : D’apres (i) de la Proposition 24 | f € ker(d). Donc
par la proposition précédente le résultat est immédiat. O

PROPOSITION 27. Soit k>4 et p>1. Si f € M alors :

p? (k - g - 1) f—DP(sP(f)) € M"Y,

En particulier st k > 2p alors f est la somme de la dérivée p—ieme d’une
forme modulaire et d’une forme quasi-modulaire de profondeur < p — 1.

Démonstration. D’apreés la Proposition 24 et son corollaire on a, d?(f) €
Mj;_2,. En appliquant le corollaire de la Proposition 26 a 6?(f) on obtient la
proposition. ]

4.3 Structures des anneaux des formes quasi-
modulaires

Dans ce paragraphe, on étudie les structures additive et multiplicative
des anneaux des formes quasi-modulaires (de poids pair) pour des sous-
groupes discrets de PSL(2,R) co-compacts. On commence par démontrer
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une proposition importante et spécifique au groupes co-compacts, ensuite on

donne deux théoremes de structure. Pour un groupe I' discret co-compact

on note par I (respectivement I) 'idéal des formes modulaires (respecti-

vement quasi-modulaires) sur I' en poids strictement positif. Finalement,

f,f = > J\%]\ka_j désigne le C- espace des formes quasi-modulaires en poids
0<j<k

k décorilpasables.

PROPOSITION 28. Soit I' C PSL(2,R) un sous-groupe discret co-compact.
On a alors :

M2 (F) = M, (F)

Démonstration. Supposons qu’il existe f, une forme quasi-modulaire de poids
2 non modulaire. Soit F' la forme modulaire presque-holomorphe associée. On
a alors :

F(z) = f(2) + —

en effet, fo = f € My donc f; € My = C. Soit w(z) = F(z) dz. La modularité
de F' entraine I'invariance par I' de la forme w, qui peut donc étre considérée
comme une 1-forme sur le quotient X = H/T". Or, on a :

oF c

do=——dzNdzZ=——— dz NdZ.

0z (z —72)2
C’est-a-dire, dw est proportionelle & la forme volume. Donc il existe o # 0
telle que :

— avec ¢ # 0,

0# aVol(X) :/ dw.
X

D’autre part : [ + dw = 0. La dernicre égalité est conséquence de la formule
de Stokes et du fait que la variété X n’a pas de bord. On obtient alors une
contradiction. O

THEOREME 8. Soit I' C PSL(2,R), un sous-groupe discret co-compact.
On a alors pour tout £ > 0:

M, = @ DM,
0<i<k/2

Démonstration. On démontre le résultat par récurrence. D’apres la Proposi-
tion 24, on a : pour tout k > 2, si f € M,ESP) alors : p < 22 En effet :

k-2

52 (f) € My = M, donc 62 (f) = 0.
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En particulier, p < g et on peut donc appliquer la Proposition 27, pour écrire

f=g+c,DP(f,) avec f, € My_q, et g € Mk(fp ). Par hypothese de récurrence,
g est combinaison linéaire de derivées de formes modulaires de poids < k,
donc f aussi. O

Remarque. Dans le cas non co-compact les résultats (4.1) et (4.2) sont faux.
Par exemple pour PSL(2,Z), on a My = M, & CE5 et :

k/2
My = P D' (M) & CDUF) (Ey)
i=0
THEOREME 9. Soit I' € PSL(2,R) un sous-groupe discret co-compact.
Soit ¢ = dimc /(I NI?) et {A;,---,A} des éléments homogenes
de [ linéairement indépendants modulo (1)’ de poids respectifs

wy, -+ ,we € 2Z. On a alors pour tout k£ > 0,
I/ = €@ cp=H4)
i=1w; <k

Démonstration. On note par Py, (s = 2,4,---) l'espace engendré par les A;
avec w; = s et on pose §; = dim P; de fagon que ) ,0; =€. On a :

P, — M,
N LD
Ms+2n

Les applications du diagramme précédent sont injectives. En effet P, C M.
D’autre part, D™ est une application injective. En effet : D"(f) = 0 implique
f polynome, d’autre part le seul polynome qui coincide avec une forme mo-
dulaire en poids strictement positif est le polynome nul, donc f = 0. On en
déduit que :
dim D"(P;) = 5

D’autre part : D'z° (Py) C D*2°(Ms),---, D" (P,,) C D" 2 (M,,). Or,
le Théoreme 8 de structure additive implique que les espaces D%PS, (s =

2,4,--+ ,w.) sont en somme directe. D’autre part pour tout n > 0 et s :
2 <s<w.on a,

D"(P)N(1)*=0
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En effet, d’apres le corollaire de la Proposition 26,
Vfe P, 6"D"(f)=c, [ avec ¢, # 0
Or, ¢ est une dérivation, c’est-a-dire :
Vf,g € I,6(gh) = 3(9)h + go(h)

Ceci implique 6(12) C I2, en effet MyNIm(8) = 0 car Mg M,. 11 nous reste
a montrer que : pour tout fo € Py, -+ | fu. € Py, si f2 —|— —i—fwe ) €I
alors fo = -+ = f,. = 0. On pose ay = %,- C Oy, = M On suppose
alors que :

(012 S f a€ c ]2'

On peut supposer que :
Qg 2 Qg 2 -+ 2y,

On applique 'opérateur 0*2, tous les fi(ai) avec ¢ > 2 ont pour image 0. On
en déduit : fy € 6(2)(12) € I? donc f, = 0. On recommonce avec 'opérateur
0%, on montre que f; = 0 puis de proche en proche jusqu’a en déduire
fw. = 0. Ce qui finit la démonstration. O

COROLLAIRE. Soit I' C PSL(2,R) un sous-groupe discret co-compact.
Soit € = dimg I/(IN1%) et {A;,---, A} des élements homogenes de |
linéairement indépendants modulo 1?2 de poids respectifs wq, - - -, w,,
on a alors :

dime(1/1%), = €, Yk > max{w;}
En particulier M, n’est pas finiment engendré comme C-algebre.

Remarque. Ce résultat est faux dans le cas non co-compact. Par exemple pour
PSL(2,Z), on a : M, ~ C|Es, Ey, Eg] avec Ey,E, et Eg les séries d’Eisenstein
de poids respectifs 2.4 et 6.

Démonstration. Dire que M, est finiment engendré est équivalent a dire que
dim((I/1?)) = 0, pour k assez grand. Le reste du corollaire est conséquence
du Théoreéme (9). O
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Remarque. On finit cette section par remarquer que les idées utilisés ici,
permettent de démontrer deux théoremes plus généraux, sur les structures
additive et multiplicative de la cloture différentielle CL(M), d'un anneau
M., différent de C et engendré par des formes modulaires holomorphes ou des
formes modulaires méromorphes en poids strictement positif. On va définir
la cloture différentielle, on énonce les théoremes correspondants. On laisse au
lecteur le soin de vérifier que les démonstrations données dans cette section
permettent de démontrer ces derniers enoncés : le point clé pour le dernier
résultat est que CL(M)y = M.

DEFINITION 30. Soit I' C PSL(2,R) un sous-groupe discret de covolume
fini. Soit A, un sous-anneau gradué de 'anneau des formes modulaires mé-
romorphes sur I'. La cloture différentielle CL(A), de A, est le plus petit an-
neau contenant A, et stable par la dérivation D, avec la graduation D’ A, C

CL(A)ps;.

Notation. On note par J, l'idéal des éléments en poids strictment positif
de CL(A), et par I4 I'idéal de A, des élements en poids strictement positif.
L’idéal J% est I'idéal des formes décomposables dans CL(A)..

THEOREME 10. Soit I' C PSL(2,R) un sous-groupe discret de covolume fini.
Soit M, un anneau de formes modulaires holomorphes ou méromorphes en
poids strictement positif sur I', et stable par crochets de Rankin-Cohen. On
a alors pour tout k >0 :

CLM)y = € D' M.
0<j<k

THEOREME 11. Soit M, un anneau comme dans le théoréme pré-
cédent. Soit € = dim¢ Ly/(Ip N J3,) et soit {fi, -, f.} des éléments
homogenes de I linéairement indépendantes modulo J3, de poids

respectives [1,--- ,[.. On a alors pour tout k pair :
U/ Bow= @ eI,
1=1,--- €
l; <k

En particulier,
dime (/T3 )k = €, Vk > max{ly,---,l.}.

L’anneau CL(M), n’est pas finiment engendré comme C-algébre.
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4.3.1 Exemples

Rappelons que I'anneau M, des formes modulaires sur le groupe I'j est
engendré par trois formes modulaires Ay, By et Cy de poids respectifs 4,4
et 10 avec une relation C% = Ps(Ay, By) ou Ps est un polynéme homogene
de degré 5 en Ay et By. La série de Hilbert-Poincaré associée a la suite des
dimensions des espaces vectoriels My, (k > 0) de formes modulaires en poids

kest S(T) = 1+T° _ 142744+ 37T+ T +
es SO
Le théoréme (8) de structure additive des anneaux de formes quasi-modulaires
sur des groupes modulaires co-compacts, implique que la série de Hilbert-
Poincaré associée a la suite des dimensions des espaces vectoriels de formes

quasi-modulaires sur I'j est donné par :

~ S(Ty—1  1-T*427°

4 6 8 10
S(T)=1+ LT _(1—T2)(1—T4)2_1+2T +21°+5T°+6T"+. ..
On en déduit le tableau suivant, ou (fi, - - , f,) désigne I'espace vectoriel sur
C engendré par fy,---, f.

0 1 C 1 C 0

2 0 {0} 0 {0} 0

4 2 (A, B) 2 (A, B) 2

6 0 {0} 2 (A, B 2

8 3 (A%, AB, B?) 5 (A% AB,B* A" B") 2

10 1 (C) 6 (C,AB',AA", BB', A" B") 2

Ici €, est le nombre de nouveaux générateurs de M, définies en poids k.

4.4 Anneaux finiment engendrés contenant les
formes quasi-modulaires

THEOREME 12. Soit I' C PSL(2,R) discret et co-compact. Il existe ¢
une forme quasi-modulaire en poids 2 sur I" avec §(¢) = 1 ayant des
poles simples dans ’orbite de 7 et aucun autre péle. Pour n’importe

quelle telle forme ¢ on a : Res,—;(¢(z)dz) = K pour tout a € I'.i avec

_ Vol(H/T)
K=—=".
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Remarque. La forme ¢ est unique a ’addition d’une forme modulaire holo-
morphe en poids 2 pres (la dimension de Uespace de telles formes est égale
au genre g de la surface de Riemann H/T).

En conjugant I" dans PSL(2,R), on pourrait remplacer
reme par n’importe quel autre point zg € H.

73" dans le théo-

Démonstration. On va commencer par supposer que I agit sur H sans points
fixes (c’est-a-dire agit librement sur H). Soit f une forme modulaire non nulle
en poids k > 0 , on sait alors que fT est une forme quasi-modulaire en poids

2 méromorphe avec § (fTI) =k # 0 et d’ailleurs les poles de fTI sont simples et

'ensemble est I'- invariant. Notons par { Py, - - - , P, } les poles de fT/ différentes
de i dans H/T". On cherche une forme modulaire méromorphe h en poids 2
telle que la somme fT/ + h n’a pas de poles en dehors de l'orbite de 7. En
particulier, on veut que h annule les parties principalles de fT, au voisinage
des points P; sauf en i. Soit X = H/T", la surface de Riemann compacte (de
genre g) provenant de I'. L'hypothese sur I" implique que X est lisse et g > 1.
On note par Q% le faisceau des 1-formes différentielles holomorphes sur X.
Pour tout ensemble de points distincts {q1,- - ,¢n} C X (avec m > 1), on
note par Q4 (g1 + - - + ¢ le faisceau des 1-formes différentielles sur X avec
au plus des poles simples en ¢q, - - -, ¢,,. On va montrer que :

HO(X’ Q%((QI +eee 4+ Qm)) = Cg+m_l'

Soit K le diviseur canonique sur X, d’apres le théoreme de Riemann-Roch
on a:

WK +q+ 4 an) =U—(q1+ -+ ) +deg(K + g1+ +qn) — g+ 1.
Or, deg(K)=29—2 et I(—(q1+ - -+ ¢n)) =0 on en déduit :
UK +aq+: - +qn)=g+m—1

Le théoreme de Riemann-Roch appliqué au cas m = 1 et m = n—+1, implique
donc que dans la suite exacte suivante :

0 — HOX,QL(i)) — HYX,Qk(i+ P+ -+ P,)) 25 C" — 0,

I'application Res est surjective (ou Res envoie une forme différentielle w sur
(Resp, (w), -+ ,Resp, (w)). On peut donc choisir h de poids 2 telle que ¢ =
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f '+ haau plus un pole simple en i et aucun autre pole en dehors de I'orbite
de i, on a aussi 6¢ = 1.

Pour calculer la constante I nous appliquons la formule de Stokes avec

la 1-forme différentielle méromorphe w(t) = ¢*(t +1) dt sur X ou ¢*(t +1) =

¢(t + 1) + = est la forme modulaire presque-holomorphe correspondant &

t t
¢. Soit U, un disque de centre 7 de rayon € inclus dans X. On a alors par

Stockes :
/ du(t) — / 0
X—U. B(X—U)

Or, dw(t) = do*(t) A dt = —2& (HZ dt A dt. D’autre part ¢ est holomorphe
sur ‘H donc :
op* 0, 1

o T aii—i
car ¢ satisfait a %¢ = 0. On obtient dw(t) = (Cit_/\{g, c’est-a-dire o la forme
volume donc Sy, dw(t) = 5:Vol(X — Ue). D’autre part Joox_vyw®) =
— Jou, w(t) car X surface compacte (sans bords). Onadone: [y w(t) =

fa(U t (t4+14)+O(1) car : ¢*(t +1) — Pt + z) est une fonction continue sur

OU,. D’autre part ¢(t+1i) ~ % donc — faU —(2mi)KC+ O(1) en faisant
Vol(X
47r

Vdt AT

tendre € vers 0 on obtient K = . Ce qui ﬁnlt la démonstration dans le
cas des groupes agissant sur H sans points fixes.

On suppose maintenant que I' agit sur ‘H de maniere pas nécessairement
libre. D’aprés le Lemme de Selberg, il existe un sous-groupe IV C I d’indice
fini sans torsion. D’aprés ce qui précede, il existe o une forme quasi-modulaire
sur IV en poids 2 avec au plus des poles simples dans 'orbite de 7. On pose :

Bz)= Y lal)() — I

~er /I’

c
cz+d

a

avec y = et (| 7)(2) = (cz + d)2a(2=2). On va montrer que

b
d cz+d

[ est une forme quasi-modulaire sur I' en poids 2. Soit a* la forme presque-
holomorphe associée a «, il est facile de vérifier que

F(z)= ) (@ [)(2),

~er /I’

est une forme presque-holomorphe sur I' en poids 2 (car a* est modulaire
donc §* correspond a la trace de a* sur le groupe I'). D’autre part on a :
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(@ [7)(2) = [(@ ] 7)(2) = 555 + 2. Donc :

FE = Y el e - =]+ ¥ ==,

yer/T’ ~el /T

ou encore : 3*(z) = fB(z) + % Ce qui montre que (3 est quasi-modulaire
sur I" en poids 2 et §(5) = [[' : I'], il est aussi clair que # a au plus des poles

simples dans l'orbite de ¢. La forme ﬁ sur I' convient. O

Notation. On note par M, (I'; {i}) 'anneau des formes modulaires avec au

plus des poles dans l'orbite de ¢ et on note par Miza)(F; i) le sous-ensemble
des formes modulaires sur I' avec ordre en ¢ au moins égal a «. Finalement
on note par My(T";{i}), 'espace des formes quasi-modulaires en poids 2 sur
I' avec au plus des poles dans 1'orbite de .

LEMME. Soit I' C PSL(2,R) un sous-groupe discret, co-compact et ¢ une
forme quasi-modulaire sur I' avec au plus des poles simples dans ['orbite de

i, et 6(¢) = 1. On a alors : Res;(¢(z)dz) = %ﬁ:{) et w = ¢ — ¢ est une

forme modulaire en poids 4 avec au plus des poles doubles dans [’orbite de 1.

. . . b
Démonstration. On sait que pour tout < CCL ) c€l'ona:

d

az+b
¢(cz +d

En dérivant on obtient :
az+b
o (——
cz+d

D’autre part :

5,0z + b
¢ (cz +d

ce qui implique :
/ 2 Az + b a0 0 2
(¢ = 0)(E) = (2 + ) (9 = %)),

Donc w est une forme modulaire en poids 4. Comme ¢'(i + x) ~ =K 272 et
®?(i +z) ~ K%~2 (pour x — 0), on en déduit que :

w(T +1i) ~ —K(K + 1)2*.

) = (cz 4+ d)*¢(2) + ¢ (cz +d)

) = (cz + d)*¢'(2) + 2¢c(cz + d)*p(2) + (cz + d)*.

) = (cz + d)*¢*(2) + 2c(cz + d)*¢(2) + *(cz + d)?,
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PROPOSITION 29. Soit I' C PSL(2,R) un sous-groupe discret et co-compact,
soit ¢ une forme quasi-modulaire en poids 2 sur I' avec §(¢) = 1, et holo-
morphe en dehors de l'orbite de i. Il existe alors un opérateur

Dy : M (T {i}) — Mpyo(T; {i}),

donné par Dy(f) = f' — kof. Si en plus ¢ a un péle simple en i, on a :
ord;(Dy(f)) = ordi(f) — 1, ot ord;(Dy(f)) > ordi(f) — 1, avec inégalité si et
seulement si ord;(f) = kIC, ot k est le poids de f.

Remarque. Le cas ord;(Dg(f)) = oo, ne peut se produire que si ord;(f) =
E(f)IC ou k(f) désigne le poids de f.

Démonstration. Soit f une forme modulaire méromorphe sur I' de poids k,

on a alors : pour tout ( CCL ?l ) e, f(&E) = (cz+ d)*f(2). En dérivant
on obtient :
DA (oo 4 D F(2) + ke(es + d)FFLE(2).

cz+d
D’autre part :

az+b k+2 k+1

(¢-f)( ) =(cz +d)"(¢.f)(2) + clez + )" [f(2).

cz+d
Ce qui implique Dy(f)(££) = (cz + d)F*2Dy(f)(2). Autrement dit Dy(f)
est une forme modulaire de poids k + 2. D’autre part si f(z) ~ z* (avec
a # Kk) alors Dy(f)(x) ~ (a — k K) 271 O

On rappelle que I désigne 'idéal des formes modulaires en poids stricte-
ment positif sur le groupe T'.

THEOREME 13. Soit I' C PSL(2, R) un sous-groupe discret co-compact.
Soit ¢ € ]%(F; {i}) avec 6(¢) = 1 et soit w = ¢’ —¢*. Soit (f1,- -+, f4) une
base de I/I%. 1l existe alors N € N* telle que I’anneau R engendré
par I’ensemble fini :

{D(f) (1<j<N1<i<d);Diw)(1<I<N),

est stable par D,.

81



La démonstration du théoreme utilise un lemme sur les semi-groupes fi-
niment engendrés de R? :

LEMME. Soit G un sous-semi-groupe de R? finiment engendré. On suppose
que G engendre un réseau A C R? de rang 2. Soit S le secteur < G.R, > .
On suppose que S est convexe d’angle strictement inférieur a w. Il existe alors
A€ S telle que (A+S)NACG.

Démonstration. Soit {Py,--- , P, } un systeme de générateurs de G. On sup-
pose que les droites (OP,,—1) et (OP,,) délimitent le secteur S. On considere
un systéme de coordonnés dans R?, pour lequel P,,_; = (1,0) et P,, = (0,1).
Alors A ® Q = Q? et chaque P, a des coordonnées rationnelles et positives,
car P,,_, et P,, forment une base de A ®7 Q sur Q. En particulier, pour tout
1 1l existe a; € Z~q telle que a;P; € NP,,_1 ® NP,,.

Soit maintenant P = (z,y) € S N A un point quelconque, il existe alors
(g, ) € Z™ tel que :

P:Oélpl—i-"'—i-()émpm.

Pour tout i = 1,--- ,m — 2 il existe @;, 0 < @; < q; telle que : a; = @
mod a;). On peut donc écrire P sous la forme : P =a7 Py +- -+ @, P +
BP,,_1+ P, avec 3, v € Z. Si I'abscisse de P vérifie en plus :

z(P) > Xp := max z(@ P+ -+ W2 Pr2)

{0<@r<ai, - ,0 <@m—3<am—2}
alors # > 0 et si 'ordonné de P vérifie :

y(P)>Y,:= max y(@ P+ -+ Qo Pp_s)

{0<@<ay, -+ ,0 <am—z<am-2 }
alors v > 0. Il suffit donc de prendre A = (X, Yp). O
Nous revenons maintenant a la démonstration du théoreme (13).

Démonstration. On considere I'application :

I:M(T;{i}) — N?
f — (MO ord;(f) + XD,
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k (£)/2 + ord_i(f)

D:y=(+a)x

Holomorphe

PhS

kD2
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ou k(f) désigne le poids de f et ord;(f) désigne l'ordre d’annulation de f en
i. On note I(f) par (I1(f), Is(f)), c’est un invariant qui ne dépend que de f.
D’apres la Proposition 29, on a la propriété :

I(Dy(f)) = 1(f) + (1, 8),

avec 3 > 0, ou le cas 3 > 0 ne peut se produire que si I(f) est sur la droite
y= 2K+ 1)x.

Soit J l'idéal des formes modulaires en poids strictement positif sur I'
et (f;),(j = 1,---,d) une base de J/J% Soit Ry = (f1, ", fa,w, Dp(w)),
I'anneau engendré par fi,--- , fq,w et Dy(w). On va construire une suite de
sous-anneaux de M, (I'; {i}) :

RycRiCc---CR,CR;_yC---

tels que pour tout ¢, R; est finiment engendré et on va montrer qu’elle est
stationnaire a partir d'un certain rang ng, avec D(R,,) = Rp, = Ry,+1. On
considére le sous-semi-groupe finiment engendré de N? définie par : I(Ry) =
{I(f)|f € Ro}. Pour f € M,(T) on a ord;(f) < a% pour un certain a > 0,
d’aprés la formule pour le nombre de zéros. Si on choisit a minimal, alors
la droite D d’equation y = (a + 1)z contient un élément non nul de I(Ry)
et I(Rp) ne dépasse pas D. Le semi-groupe I(Ry) est donc contenu dans le
secteur S délimité par les droites (Ox) et D. L’intersection de I(R,) avec
I'axe(Ox) contient I(w) = (2,0) et I(Dy(w)) = (3,0), donc tous les points
(a,0) avec a > 3. La région I(Ry) N {(z,y)|ly > z} coincide avec 'ensemble
I(M,(T)) car & + ord;(f) > & < ord;(f) > 0 et les éléments de M, (T; {i})
n’ont pas d’autres poles que dans I'.i Il est clair que le groupe I(Ry) coincide
avec Z2.

En appliquant le Lemme(5.5) au semi-groupe I(Ry), on en déduit qu’il
existe Py € I(Ry) telle que (Py+S)NZ* C I(Ry). Tl est clair que si I'ordonné
I, (Dy(f;)) de I(Dy(f;)) est supérieur a labscisse I1(Dy(f;)) de I(Dy(f;))
alors Dy(f;) est holomorphe et donc dans Rj.

On a notamment la propriété essentielle que : si F' est un élément de
M, (T;{i}) et I(F) € (Py+S)NZ?, alors F € Ry. En effet, il existe g € Ry
tel que I(F) = I(g) et donc une combinaison de F' et g donne un point g;
tel que I(g1) est situé au dessus de I(F') sur la méme ligne verticale. En
itérant cette construction, on obtient une suite de points g; qui pour ¢ grand
dépassent la droite y = x. Il est donc clair par induction dans le sens inverse
que F' € Ry. En particulier, si I(Dy(f;)) € (Po+S)NZ?, alors Dy(f;) € Ro.
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Il ya deux cas : si I(f;) se trouve a gauche du secteur Py + S (région A
dans le diagramme) alors on n’a qu’a rajouter le nombre de dérivations de
fj nécessaire pour se retrouver dans ce secteur. L’autre cas est ou f; est en
dessous du secteur, Iy(f;) < Io(Fp) (région B dans le diagramme).

On définit I'ensemble :

E(Ro) ={y | #z € N, (z,y) € I(Ro)} .

Autrement dit, E(Ry) est 'ensemble des lignes horizontales non occupées par
I(Ry). On a0 ¢ E(Ry), car I(w) € (Ox).

Il existe yp telle que si x > y > yo alors (x,y) € I(Ry). Et il existe
telle que si y < yo et y & E(Rp) alors I(Ry) C {(z,y) | © > z0}.

On définit une suite d’anneaux par récurrence : Rj 1 = (R;, Dy(R;)). On
définit aussi une suite d’ensembles F(Rg) D F(R;) D -+, par :

E(R]> = {y |/§ZE €N, (‘T7y) € ](RJ)} :

Il existe y; telle que si > y > y; alors (z,y) € I(R;). Et il existe z; telle
que siy <y, et y & E(R;) alors I(R;) C {(x,y) | = > x;}. On a alors :

- Coo CE(Rjn) C E(R;) C -+ C E(Ro).

La suite des ensembles finis F(R;) est décroissante donc stationnaire. Il existe
alors jo € N telle que E(R;,) = E(Rj,41). (c’est-a-dire, il n’y aura plus de
nouveaux lignes occupées).

Il suit que la suite d’anneaux R; est stationnaire a partir du rang j, avec
Dy(Rj,) = Rj, = Rj,+1. En effet : soit hy € R;,, quitte a appliquer une
puissance de 'opérateur Dy, on peut supposer que Iy(hg) > z;, (il est clair
que Ir(ho) € E(Rj,)). 1l existe hy € R, tel que I(hy) = I(Dy(ho)), donc en
effectuant une combinaison de hy et Dy(hg), on obtient un élément hy € R,
ayant pour image par / un point au dessus de Dy(hg) sur la méme ligne
verticale. En itérant cette construction, on obtient une suite (h,) déléments
de Rj,. Pour n assez grand, on a I(h,) > y;, donc h, € R;, pour n assez
grand. Ceci montre que Dy(Rj,) = Rj, et Rjo+1 = R;,.

]

Remarque. Soit T' C PSL(2,R) un sous-groupe discret co-compact. Soit R C
M (T") stable par Dy et contenant w. Alors 'anneau R = R|[¢| est stable
par D. En effet D(f) = Dyf + kéf pour f € R et D(¢) = w + ¢*.
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COROLLAIRE. Soit I' C PSL(2,R) un sous-groupe discret co-compact.
Alors il existe un anneau finiment engendré et stable par D conte-
nant ’anneau des formes quasi-modualires sur I'. On peut prendre
pour ceci R = R[¢] avec ¢ et R comme dans le théoréme.

Démonstration. 11 est clair que R contient I'anneau des formes modulaires
M, (T). Or, R est stable par D par la remarque precedente En utilisant le
theoréme 8 de structure additive, on en déduit que R contient I'anneau M, (I')
des formes quasi-modulaires. O

Remarque. L’anneau R est finiment engendré en poids positif, c’est-a-dire en
chaque poids k, le C-espace vectoriel Ry est de dimension finie. En plus on
a dim Ry, = O(/{:Q) c’est-a-dire que 'anneau finiment engendré R a la méme

croissance que son sous-anneau infiniment engendré M.,.

4.4.1 Exemples

La structure de 'anneau des formes quasi-modulaires sur I' avec au plus
un pole dans l'orbite de 0 est donnée par :

NL(T$: {0}) = C[M, P, C, ,¢]/( — M(P2—4M?)(P*+12M2), M % _ 1),

On rappele le systeme différentiel,

DM =20pM
DP =2¢P—2%&
(5) : _ 3 2
DC =5¢pC —4P°> —16M*P
3 p?
D¢ =3¢*—2M - 35;
On va maintenant construire un anneau finiment engendré en poids positif

et contenant 'anneau des formes quasi-modulaires sur I'j. Le systeme (S)
implique le systeme différentiel suivant :

( DM =206M
DP  =2¢P-2&
2 2
() Do, =E oM ody
D(£) _3¢——16MP 45
D(%7) —2¢P2 re
M
| D(£9) =3¢k +P2+A’}—‘§+%.
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Les trois premieres équations proviennent directement de (5). La deuxieme et
la troisieme impliquent qu’il faut rajouter C ot £ 77 au systemes de générateurs
et ainsi de suite. On peut s’arréter a la dermere équation. En effet :

PROPOSITION 30. L’anneau R = Clp, M, P, < 22 Q1 /(P2 — p2 pC —

Mis, () = (M —4%2)(M2 +12P?)) est finiment engendré en poids positif
et contient l'anneau M*(Far)

Démonstration. Le systeme différentiel implique que : D(M), D(¢), D(P),
D(£) et D(%Q) sont des éléments de R. Il reste & vérifier que D(£5) € R.

Or, D( MQ) est combinaison de Vi et d’éléments dans R. D’autre part la
relation :

C re 2 2
— ) =M -4—)(M*"+12P
implique la relation :
02 P2 P2
=M —-4—)(M + 12—
M3 = M)( * M)

Ce qui montre que % et par conséquence D(%) est un élément de R. O

4.5 Caractérisation algebrique des groupes mo-
dulaires co-compacts

On rappelle qu'une algébre de Poisson est une algebre commutative et as-
sociative A munie en plus d’une structure de Lie, ¢’est-a-dire, d'une opération
bilinéaire [ -, -] : Ax A — A satisfaisant a I'identité de Jacobi, telle que pour
tout € A, 'application [z, -] est une dérivation. Si de plus A = @,,>, 4»
est graduée avec A, A, C Apmin, [Am, An] C Apiny1, on appellera A une
algebre de Poisson graduée.

Ezemples. 1) Soit A une algebre graduée (commutative et associative) quel-
conque et d : A — A une dérivation de degré 1, c’est-a-dire d(A,) C An11
et d(zy) = zd(y) + yd(x), pour tout x,y € A. Alors le crochet défini par
[z,y] = H(x)d(y) — H(y)d(z) (ot H est 'opérateur de multiplication par le
poids n dans A,) satisfait a l'identité de Jacobi, comme on le vérifie facile-
ment, et a la propriété que z — [z,y| est une dérivation pour tout z € A

87



fixé (puisque H et d le sont). On appellera une algebre de Poisson trivialisable
si elle peut étre obtenue de cette maniere.

2) Soit I' € PSL(2,R) un sous-groupe discret de covolume fini et A =
M., = D,,~, M2, (ou encore A,, = M,,) l'algebre graduée des formes modu-
laires. Cette algebre est munie d’une structure de Poisson avec la multiplica-
tion usuelle et crochet [-, -] = [, - |1, le premier crochet de Rankin-Cohen.

THEOREME 14. Soit I' C PSL(2,R) un sous-groupe discret de covo-
lume fini. Alors I’algébre de Poisson (M., (I'),[, -]1) est trivialisable
si et seulement si I' n’est pas co-compact.

On va utiliser les lemmes suivants (dont le deuxieme est corollaire du
premier)

LEMME. Soit M l'anneau des formes modulaires méromorphes sur un
groupe discret de covolume fini. Toute dérivation 0 : MP* — MQISG tri-
vialisant le premier crochet de Rankin-Cohen, est de la forme 0 = D — ¢F
ot E est lopérateur d’Euler : multiplcation par le poids et ¢ € M3 avec

5= 1.

Démonstration. On sait que pour tout groupe I' discret de covolume fini,
il existe une forme quasi-modulaire @ de poids 2 méromorphe avec d¢p =
1 : il suffit de diviser par son poids la dérivée loglarithmique de n’importe
quelle forme modulaire non nulle. On considere alors 9y, = D — ¢ E; c’est un
opérateur trivialisant le premier crochet. Supposons que 0 trivialise aussi le
premier crochet de Rankin-Cohen. On a alors pour tout f € M;*", g € M,

la relation :
Of —0yf _ 99— ug
E(f) E(g)

En particulier, il existe  modulaire de poids 2 holomorphe telle que -0, =
a.F, ce qui implique 0 = D — (a + ¥)E. Or, ¢ + « est une forme quasi-
modulaire méromrphe en poids 2 et on a §(¢p + @) = Jp = 1, car « est
modulaire. On prend alors ¢ = 1 + a. O

LEMME. Soit M, ['anneau des formes modulaires sur un groupe discret de
covolume fini. Toute dérivation 0 : M, — M, o trivialisant le premier
crochet de Rankin-Cohen, est de la forme 0, = D — ¢E avec ¢ € M, et
0p = 1.
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Démonstration. D’aprés le lemme précedent 0 a la forme 0, avec ¢ € M (T').
Le fait que 0,(f) doit étre holomorphe pour tout f modulaire holomorphe,
implique que ¢ est holomorphe aussi, puisque les formes modulaires sur I’
non pas de zéros communs. O

La démonstration du théoreme est une conséquence du corollaire de la
Proposition 24 et du dernier lemme, car il n’existe pas de formes quasi-
modulaires holomophes et non modulaires de poids 2 sur un groupe modulaire
co-compact, comme nous l'avons vu dans la proposition 28.

Remarque. Ce théoreme est faux dans le cas d’'un groupe non co-compact.
Par exemple pour I'y = PSL(2,Z) le groupe modulaire classique; il existe
alors une dérivation 0 = D — %E , ou Fs est la série d’Eisenstein de poids 2,
qui trivialise le premier crochet de Rankin-Cohen.
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