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5Introdu
tion généraleDepuis leur apparition dans les années soixante et les premiers travaux les 
on
ernant [88, 91℄, les méthodesde Volumes Finis n'ont 
essé de faire l'objet d'un vif intérêt dans plusieurs sous-dis
iplines de la Physique(Thermodynamique, Mé
anique des Fluides, ...). En e�et, de telles méthodes béné�
ient de deux 
ara
téristiquesfondamentales 
onstituant leur avantages par rapport aux autres méthodes telles que les Di�éren
es Finies etles Éléments Finis entre autres :� leur simpli
ité algorithmique : les méthodes de Volumes Finis ont, en général, un 
oût en espa
e mémoireet en temps de 
al
ul peu élevé et sont 
ara
térisées par une 
ertaine simpli
ité dans l'é
riture des pro-grammes,� elles obéissent au prin
ipe du 
onservation de �ux, 
e
i expliquant que les méthodes de Volumes Finissoient parti
ulièrement employées dans le domaine de la Mé
anique des Fluides.Néanmoins, d'un point de vue mathématique, 
es méthodes sont longtemps restées peu étudiées 
ontrai-rement aux méthodes d'Éléments Finis ou de Di�éren
es Finies. Elles ont don
, depuis quelques années, faitl'objet de travaux mathématiques de plus en plus 
onséquents (étude de problèmes elliptiques [52, 8, 94, 63℄,paraboliques [52, 22℄, hyperboliques [52, 27℄, équations de Stokes [23, 54, 55℄ et de Navier-Stokes [13, 42, 54℄,...). Parmi les nombreuses méthodes de Volumes Finis, 
itons :� la méthode de Volumes Finis 
entrée 
ellule [52℄ : Cette méthode est l'une des premières apparue (initiale-ment sous le nom de méthode de Volumes Finis "
ell-
enter" ou FV4) et est parti
ulièrement e�
a
e surdes maillages stru
turés. De plus, elle a fait l'objet des premiers travaux mathématiques sur les méthodesde Volumes Finis [63, 52℄.� les méthodes d'Éléments-Volumes Finis (
onforme et non 
onforme) [8, 19, 48℄ : 
es méthodes ont étéintroduites relativement ré
emment et font l'objet de nombreux travaux (appli
ations aux équations deNavier-Stokes instationnaires, utilisation d'estimateur a-posteriori, ...). Ces méthodes révèlent une vo-lonté de déstru
turer les s
hémas de Volumes Finis plus 
lassiques (
entrée 
ellule par exemple) en lesrappro
hant de s
hémas d'Éléments Finis.� la méthode de Volumes Finis 
entrée sommet [91℄ : plus 
onnue sous le nom de méthode de Volumes Finis"
ell-vertex", elle est en
ore relativement peu étudiée mathématiquement.� la méthode de Volumes Finis diamant [12, 27℄ : tout 
omme pour les méthodes d'Éléments-Volumes Finis,le but de 
ette méthode est de déstru
turer les s
hémas de Volumes Finis de type 
entré 
ellule tout enrestant dans une méthodologie de Volumes Finis en travaillant notamment toujours sur des �ux et en



6 utilisant des approximations par Di�éren
es Finies. Pré
isons en outre que les estimées établies dans lestravaux en vigueur né
essitent des régularités légèrement supérieures à leur équivalents pour la méthodede Volumes Finis 
entrée 
ellule.� la méthode de Volumes Finis mixtes [76℄ : nous 
itons 
ette méthode en tant qu'un des nombreux déve-loppements ré
ents 
on
ernant les méthodes de Volumes Finis; le but re
her
hé étant, en l'o

urren
e, dese rappro
her des méthodes d'Éléments Finis mixtes tout en diminuant la 
omplexité algorithmique.Pré
isons qu'il existe bien d'autres méthodes de Volumes Finis et que nous ne prétendons don
 nullementêtre exhaustifs dans la liste donnée pré
édemment.Dans 
ette thèse, nous traiterons les deux premières méthodes. Leur étude semble en e�et ouvrir la porteà l'analyse de beau
oup d'autres méthodes de Volumes Finis pour lesquelles les te
hniques développées sontrelativement pro
hes. En outre, 
es deux méthodes semblent être 
elles qui trouvent le plus d'é
hos, aussi biendans le domaine de la Physique, que dans 
elui des Mathématiques. Par ailleurs, nous ne nous intéresseronsi
i qu'aux problèmes elliptiques et plus pré
isément, pour 
haque partie, nous n'étudierons que des problèmesmodèles tout en sa
hant qu'une généralisation à 
ertains opérateurs elliptiques ne pose au
un problème majeur.Les sujets abordés dans 
ette thèse seront don
 les suivants :� Première partie : nous traiterons le 
as des singularités de 
oin bidimensionnelles. En e�et, la théoriemontre que, si où nous nous plaçons sur un domaine non 
onvexe de IR2, la solution d'un problèmeelliptique perd sa régularité optimale [31, 32, 46℄. Par 
onséquent, toutes les estimées d'erreur établies dansle 
adre d'une régularité optimale ne sont plus valables. Nous nous proposons don
 de rétablir 
et ordrede 
onvergen
e optimal dans le 
as d'une solution non régulière en utilisant, entre autres, des ra�nementsde maillage lo
aux 
omme pour les méthodes d'Éléments Finis [38, 41, 62, 68℄ et de Di�éren
es Finies[44℄. Dans une 
ourte introdu
tion, nous présenterons plus en détails le problème et nous introduironsquelques notations et dé�nitions de base 
on
ernant 
ette partie. Pour le problème de Lapla
e, le 
asd'une dis
rétisation par Volumes Finis 
entrée 
ellule sera traité dans le 
hapitre 2 (pour 
ette méthode,nous attirons l'attention du le
teur sur des travaux antérieurs [63, 64℄ dont toutefois les résultats ont desappli
ations assez restri
tives), le 
as d'une dis
rétisation par Éléments-Volumes Finis sera, quant à lui,traité en se
tion 3 pour la méthode 
onforme et en se
tion 4 pour la méthode non 
onforme (signalons à 
esujet [21℄ où l'auteur traite de la dis
rétisation par des méthodes d'Éléments-Volumes Finis d'un problèmeà singularités de 
oin bidimensionnelles mais il n'introduit pas les ra�nements de maillage lo
aux a�nde restaurer l'ordre de 
onvergen
e optimal des méthodes). Nous nous intéresserons ensuite, dans les
hapitres 5 et 6, aux problèmes de Stokes et de Navier-Stokes 
onsidérés sur un ouvert non 
onvexede IR2 et dis
rétisés par une méthode d'Éléments-Volumes Finis non 
onforme (préférée à la méthoded'Éléments-Volumes Finis 
onforme pour son 
oût algorithmique moins élevé). Pré
isons que l'utilisationd'un s
héma de Volumes Finis 
entrée 
ellule pour le système de Stokes a été traitée dans [84℄ et a faitl'objet de travaux extérieurs à 
ette thèse. Nous proposerons en�n en se
tion 6 quelques appli
ations dela méthode étudiée à quelques 
as tests de la Mé
anique des Fluides où l'utilisation de ra�nements demaillage s'avère pertinente.



7� Se
onde partie : nous nous intéresserons au 
as des problèmes de réa
tion-di�usion perturbés dis
rétiséssur des maillages anisotropes [2, 75, 74℄. Ces maillages véri�ent le 
ritère de Delaunay, 
'est à dire queles triangles ne sont pas trop "dégénérés" ou "plats" mais de manière 
ritique, 
ependant ils tiennent
ompte des spé
i�
ités de la solution du problème 
onsidéré. De la même manière que pour 
e qui aété fait dans la première partie, nous dé
rirons tout d'abord le problème et introduirons des dé�nitionsde base. Nous utiliserons en parti
ulier les résultats théoriques de [2, 49, 74℄ qui quanti�ent de manièrepré
ise le 
omportement de la solution de tels problèmes. Les se
tions 2-4 seront alors dédiées à l'étudede la 
onvergen
e des méthodes de Volumes Finis 
entrée 
ellule, d'Éléments-Volumes Finis 
onforme etd'Éléments-Volumes Finis non 
onforme appliquées à un problème de réa
tion-di�usion perturbé modèlesur des maillages anisotropes. Nous établirons alors la 
onvergen
e vers la solution exa
te des méthodes deVolumes Finis 
entrée 
ellule et d'Éléments-Volumes Finis 
onforme et expliquerons les raisons du mau-vais 
omportement de la méthode d'Éléments-Volumes Finis non 
onforme (et aussi d'Éléments Finis non
onforme du même 
oup). A�n de résoudre 
e problème d'instabilité de la méthode, nous pré
oniseronsl'emploi d'éléments non 
onformes plus stables et plus pré
isément le rempla
ement des éléments triangu-laires par des éléments quadrangulaires. Nous démontrerons alors la 
onvergen
e de la solution appro
héevers la solution exa
te.� Troisième partie : 
ette partie sera davantage numérique que théorique et traitera de la dis
rétisation deproblèmes elliptiques par des méthodes de Volumes Finis en présen
e de singularités tridimensionnelles.En e�et, tout 
omme pour le 
as bidimensionnel, la solution d'un problème elliptique sur un domainenon 
onvexe de IR3 présente des singularités [2, 92, 70℄. Cependant, par rapport au 
as bidimensionnel,l'expression de 
es singularités s'avère plus 
omplexe et leur nature plus variée (singularités de 
oin etd'arêtes). Nous introduirons dans un premier temps quelques notations et dé�nitions inhérentes à 
ettepartie. La se
tion 2 présentera la méthode de Volumes Finis 
entrée 
ellule en dimension trois. Nousmettrons alors en éviden
e, à l'aide de quelques essais numériques, le meilleur ordre de 
onvergen
e obtenusur les maillages ra�nés lo
alement par rapport aux maillages uniformes. Nous développerons la mêmestratégie pour les méthodes d'Éléments-Volumes Finis 
onforme et non 
onforme dans les 
hapitres 3 et 4.La se
tion 5 présentera, quant à elle, un estimateur a-posteriori pour la méthode de Volumes Finis 
entrée
ellule. Les résultats de 
ette se
tion étant utilisés dans la se
tion 2, nous avons jugé utile d'in
lure 
eux-
idans 
ette partie de la thèse.Signalons en outre que, pour 
haque 
hapitre, des essais numériques illustrent les résultats théoriques obtenus.Par ailleurs, nous avons 
her
hé à rendre les di�érentes parties le plus indépendantes possible les unes desautres, le le
teur ne s'étonnera don
 pas de voir 
ertaines dé�nitions se répéter d'une partie à l'autre. En�n,pour 
haque méthode étudiée, nous avons adopté les notations des référen
es de base utilisées (
'est à dire [52℄pour la méthode de Volumes Finis 
entrée 
ellule, [2℄ pour la méthode d'Éléments-Volumes Finis 
onforme et[65, 66℄ pour la méthode d'Éléments-Volumes Finis non 
onforme).
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Première partie
Méthodes de Volumes Finis et singularitésde 
oin bidimensionnelles
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Chapitre 1Introdu
tion
1.1 Position du problèmeSoit 
 un ouvert polygonal 
onnexe de IR2 de bord �, où � est l'union �nie de N segments �j ; j = 1;:::;N .Notons alors, pour j 2 f1; : : : ;Ng,� Oj l'interse
tion entre ��j et ��j+1, en 
onvenant que �1 = �N+1,� !j l'angle intérieur à 
 en Oj (voir �gure 1.1). Oj!j �j�j+1

Fig. 1.1 � Domaine 
Nous introduisons W := f j 2 [[1;N ℄℄ : !j > � g.Soit f 2 L2(
) et g 2 H 32 (�). Nous 
onsidérons alors le problème elliptique suivant :8>><>>: L(u) = f dans 
 ;u = g sur � ; (1.1.1)où
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L(:) := 2Xi;j=1DiaijDj : + a0:tel qu'il existe une 
onstante � > 0 telle que :� a0 2 C1(�
) et 8 M 2 �
; a0(M) � � ;� 8 i;j 2 f1;2g; aij 2 C1(�
) et 8 M 2 �
; aij(M) = aji(M) ;� 8 i;j 2 f1;2g; 8 M 2 �
; 8 � := (�1;�2) 2 IR2; 2Xi;j=1 aij(M)�i�j � � j�j2 :Le problème (1:1:1) admet une unique solution u 2 H1(
). En outre, il est bien 
onnu que dans le 
as où 
est 
onvexe (
'est à dire W = ;), u 2 H2(
) (voir le théorème 3.2.1.2 de [46℄).En revan
he, dans le 
as où W 6= ;, u 62 H2(
) (sauf si f véri�e 
ertaines relations d'orthogonalité [46℄)à 
ause de la présen
e de singularités de 
oin en Oj pour j 2 W . Il faut alors introduire de nouveaux espa
espour dé
rire le 
omportement de u près des sommets Oj ; j 2W .1.2 Espa
es de Sobolev à poids - régularité de la solutionDé�nissons, pour j 2W : rj : �
 �! IR+M 7�! rj(M) = d(M;Oj) ;et introduisons les espa
es de Sobolev à poids dé�nis, pour l'ensemble W , m 2 IN� et � 2 [0;1[, parHm;�W (
) :=f u 2 Hm�1(
) : juj2m;�;
 := Z
 j minj2W rj(x)� D�u(x) j2 dx < +1; 8 � 2 IN2 : j�j = mg ;muni de la norme kukm;�;
 := (kuk2m�1;
 + juj2m;�;
) 12 :Il peut être alors prouvé que, dans le 
as où W 6= ;, la solution u de (1:1:1) appartient à H2;�W (
), pour tout� tel que maxj2W f1� �!j g < � < 12 , et qu'elle admet de plus la dé
ompositionu = ~u + Xj2W 
juj ;où, pour tout j 2 W; 
j 2 IR et ~u, resp. uj , 
onstitue la partie régulière, resp. la partie singulière relative ausommet Oj , du problème (1:1:1). Plus de détails sur 
et aspe
t sont disponibles dans [31℄ et [46℄.Donnons à présent quelques propositions intéressantes pour la suite de notre travail. Nous 
onvenons que pourles quelques propositions que nous allons énon
er, nous omettrons l'indi
e W de H2;�W (
), 
e
i nous permettantd'alléger les notations.



13Proposition 1.2.1. Soit u 2 H2;�(
) la solution de (1.1.1) ave
 maxj2W f1� �!j g < � < 12 . Il existe alors une
onstante C 2 IR�+ telle que juj2;�;
 � C kfk0;
 :Preuve : voir [46℄ �Proposition 1.2.2. Soient 
 un ouvert polygonal de IR2, m 2 IN� et � 2 [0;1[. Nous avons alors le plongementde Sobolev suivant : Hm;�(
) ,!
 Hm�1(
) ; :Preuve : voir [38℄ �Proposition 1.2.3. Soient 
 un ouvert polygonal de IR2, m 2 IN n f0;1g et � 2 [0;1[. Nous avons :Hm;�(
) ,! Cm�1(�
) :Preuve : voir [38℄ �Proposition 1.2.4. Soient 
 un ouvert polygonal de IR2, m 2 IN� et � 2 [0;1[. Nous avons :Hm;�(
) ,!Wm;p(
) ; 8 p < 21 + � :Preuve : Se déduit par l'inégalité de Hölder (voir le lemme 8.4.1.2 de [46℄). �Proposition 1.2.5. Soient 
 un ouvert polygonal de IR2, m 2 IN� et � 2 [0;1=2[. Nous avons :Hm;�(
) ,! Hm�1(�
) :Preuve : Un théorème de tra
e standard (voir le théorème 3 de l'appendi
e [IM℄ de [50℄) fournitWm;p(
) ,! Hm�1(�
) ; 8 p � 43 :Le résultat de la proposition 1.2.4 vient alors par 
omposition du plongement pré
édent et de 
elui de laproposition 1.2.4. �Proposition 1.2.6. (Lemme de Bramble-Hilbert) Soit 
 un ouvert polygonal de IR2 et f : H1;�(
) �! IRune forme linéaire 
ontinue s'annulant sur IP 0(
). Nous avons alors :jf(v)j � C(f;
) jvj1;� ; 8 v 2 H1;�(
) ; 8 � 2 [0;1=2[ :



14 Preuve : En utilisant des arguments identiques à 
eux du lemme 8.4.1.3 de [46℄, nous obtenons queinfp2IP 0(
) kv � pk1;�;
 . jvj1;�;
 ; 8 v 2 H1;�(
) :Nous pouvons alors é
rire que jf(v)j = infp2IP 0(
) jf(v + p)j . infp2IP 0(
) kv � pk1;�;
 . jvj1;�;
 
e qui nouspermet de 
on
lure la preuve de la proposition. �Pour 
 non 
onvexe, diverses méthodes d'Éléments Finis ra�nées ont été étudiées dans le but de 
ompenserles e�ets des singularités de u en Oj ; j 2 W ([38, 89℄). Cependant, à notre 
onnaissan
e, 
ette démar
he a ététrès peu 
onsidérée pour les méthodes de Volumes Finis [63, 64℄. Notre but est don
 de dis
rétiser (1:1:1) pardiverses méthodes de Volumes Finis ra�nées.La première méthode traitée sera la méthode de Volumes Finis 
entrée 
ellule, qui relève d'une appro
heplut�t mé
anique du problème (voir [52, 51, 88℄). Nous traiterons ensuite deux autres méthodes dites d'Éléments-Volumes Finis dont la ligne dire
tri
e 
onsiste à 
ombiner les méthodes d' Éléments Finis et de Volumes Finis[8, 19, 20℄.Dans toute la suite de 
ette partie, nous 
onviendrons, sans perte de généralité, que W = fOg, ave
 O :=��1 \ ��N , où �1 est situé sur l'axe (Ox) (voir �gure 1.2). De plus, nous appellerons ! l'angle intérieur à 
 situéen O de sens trigonométrique dire
t, véri�ant ! > �. Pour simpli�er l'é
riture, nous désignerons H2;�W (
) parH2;�(
);8 � 2 [0;1[.
�1 �2�N (Ox)

(Oy)
! O

Fig. 1.2 � Domaine 
En outre, nous 
onvenons que pour toute 
ette partie le symbole a . b signi�era qu'il existe une 
onstanteC, indépendante des diverses paramètres en jeu ( notamment le maillage, u, a et b), telle que a � C b.



151.3 Plan de la première partieDans les 
hapitres 2-4, nous n'étudierons que le problème de Diri
hlet homogène, nous démontrerons en par-ti
ulier qu'un ra�nement de maillage judi
ieux permet de rétablir l'ordre de 
onvergen
e optimal des méthodesétudiées (méthodes de Volumes Finis 
entrée 
ellule, d'Éléments-Volumes Finis 
onforme et d'Éléments-VolumesFinis non 
onforme). Cependant, nous pré
isons que les te
hniques utilisées autorisent une généralisation à desopérateurs elliptiques plus généraux , 
omme 
elui de (1.1.1), ou à des types de singularités di�érentes, 
omme
elle intervenant par exemple à l'interse
tion de deux bords du domaine 
 de 
onditions di�érentes (la régularitédes solutions et les fon
tions singulières de tels problèmes étant donné dans [46, 31℄). Dans les se
tions 5 et6, nous étudierons la dis
rétisation des systèmes de Stokes et de Navier-Stokes par les méthodes d'Éléments-Volumes Finis. Nous dé
rirons dans un premier temps les singularités de la solution de tels problèmes, nousmontrerons ensuite 
omment des ra�nements identiques à 
eux opérés dans les se
tions pré
édentes permettentde restaurer l'ordre de 
onvergen
e initial de la méthode. La se
tion 7 présentera quant à elle quelques essaisnumériques de 
ette même méthode sur quelques 
as tests de la mé
anique (
as de la 
avité entrainée et de lamar
he des
endante) 
e qui illustrera de façon 
on
rète notre exposé sur les singularités de 
oin en dimensiondeux.Rappelons en dernier lieu que, pour 
haque méthode de Volumes Finis traitée, nous adopterons les notationsutilisées dans les travaux et ouvrages de base, 
e
i permettant au le
teur de pouvoir s'y référer plus fa
ilement.



16 Notations importantes de la première partie
Domaine� 
 := Ouvert polygonal de IR2 présentant un 
oin non 
onvexe en O� � := Bord de 
� ! := Ouverture angulaire du domaine 
 en O (! > �)NormesG ouvert borné de IR2, m 2 IN , p > 1, � 2 [0;1)� j : jm;p;G := � X� 2 IN2j�j = m ZG jD�:jp dx�1=p� k : km;p;G := � X� 2 IN2j�j � m ZG jD�:jp dx�1=p� j : jm;G := � X� 2 IN2j�j = m ZG jD�:j2 dx�1=2� k : km;G := � X� 2 IN2j�j � m ZG jD�:j2 dx�1=2� j : jm;�;G := � X� 2 IN2j�j = m ZG jd(O;x)� D�:j2 dx�1=2� k : jm;�;G := �k:k2m�1;G + j:j2m;�;G�Espa
es fon
tionnelsG ouvert borné de IR2, m 2 IN , p > 1, � 2 [0;1)



17� Cm(G) := f v : G �! IR : D�v 
ontinue sur G; 8 � 2 IN2 tel que j�j = m g� Wm;p(G) := f v : G �! IR : kvkm;p;G < 1 g� Hm(G) := f v : G �! IR : kvks;G < 1 g� Hm0 (G) := f v 2 Hm(G) : D�vj�G � 0; 8 � 2 IN2 tel que j�j = m� 1 g� Hm;�(G) := f v 2 Hm�1(G) : jvjm;�;G < 1 g� IP k(G) := Espa
e des polyn�mes de degré au plus k 2 IN� Xh := f vh 2 IP 1(Th) : vh 2 C0(�
) g (Th désignant un maillage de 
)� X0h := f vh 2 Xh : vhj�
 � 0 g� Sh := f vh 2 IP 1(Th) : Ze vhjK ds = Ze vhjL ds;8 e 2 Eh ave
 e = �K \ �L g(Eh désignant l'ensemble des arêtes du maillage Th)� S0h := f vh 2 Sh : Ze vhjK ds = 0; 8 e 2 Eh ave
 e � �K \ �
 g� (Ŝ0h)2 := f vh 2 (S0h)2 : div vhjK = 0; 8 K 2 Th g(Th désignant un maillage de 
)Divers� hK := Diamètre d'une maille K� �K := Maximum du diamètre des 
er
les ins
rits dans une maille K� h := Pas du maillage Th (i.e. maxK2Th hK)� j�j := dXi=1 j�ij; 8 � = (�1; : : : ;�d); d 2 IN�� div := Opérateur de divergen
e (i.e. div � v1v2 � := �v1=�x + �v2=�y)� r := Opérateur de gradient (i.e. rv := � �v=�x�v=�y �)



18 � H(v) := � �2v=�2x �2v=�x�y�2v=�x�y �2v=�2y �, la Hessienne de la fon
tion v 2 C2� 1lG := Indi
atri
e du domaine G � IR2� jGj := Longueur ou aire du domaine G � IR2� K̂ := Triangle de référen
e (i.e. de sommets (0;0), (1;0) et (0;1))� M0G(:) := Opérateur de L2(G)-proje
tion, G ouvert borné de IR2� nG := Normale unitaire sortante à G � IR2 sur sa frontière� r : 
 �! IR; M 7�! d(M;O)
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Chapitre 2
Méthode de Volumes Finis 
entrée 
ellulera�née en présen
e d'une singularité de
oin
2.1 Notations-Dé�nitionsConsidérons le problème elliptique suivant :8>><>>: ��u = f dans 
 ;u = 0 sur �
 ; (2.1.1)où f 2 L2(
).Dans le but de dis
rétiser (2.1.1) par la méthode de Volumes Finis 
entrée 
ellule (ou dite "
ell-
enter"), nousdonnons tout d'abord la dé�nition d'un maillage admissible (au sens de la méthode de Volumes Finis 
entrée
ellule). L'introdu
tion de 
ette dé�nition est motivée par la né
essité de 
onsistan
e des diverses approximationsque nous allons e�e
tuer (voir [33℄).Dé�nition 2.1.1. Nous appelons maillage admissible de 
, noté � , tout triplet (V ;P ;E), où :a. V désigne un ensemble d'ouverts polygonaux 
onvexes de 
 appelés Volumes de Contr�le,b. P désigne un ensemble de points de 
 tel que 
haque Volume de Contr�le 
ontienne un et un seul pointde P ,
. E représente l' ensemble des arêtes des Volumes de Contr�le.



20 Ce triplet véri�ant :1. [K2VK = 
.2. Pour tous Volumes de Contr�le K et L :K \ L =8>>>><>>>>: ; ;un sommet 
ommun,une arête 
omplète de K et de L .3. Soient xK 2 K; xL 2 L deux éléments de P , où K; L 2 V .Si K \ L =: � 2 E , alors le segment [ xK ; xL℄ 
oupe orthogonalement �.4. Si � 2 E , ave
 � � �
 \ �K; K 2 V et si nous posonsDK;� := demi droite d'origine xK perpendi
ulaire à �, alorsDK;� \ � =: fx�g 6= ;.Remarque 2.1.1. La 
ondition 3 garantit la 
onsistan
e de l'approximation qui va être introduite au point suivant[33℄.Avant d'aller plus loin, nous introduisons diverses notations qui serviront tout au long de 
e 
hapitre.Posons� hK := diam(K); K 2 V ;� h := maxK2V diam(K);� EK := f� 2 E : � � �K g; K 2 V ;� nK;� := la normale unitaire sortante à K le long de �; � 2 EK ; K 2 V ;� Eint := f� 2 E : � � 
 g ;� Eext := f� 2 E : � � �
 g ;� �(�) := fv : 
 �! IR : 8 K 2 V ; vjK 2 IP 0(K) g :2.2 S
héma numériqueDonnons-nous un maillage admissible � de 
. Nous désignons par fuKgK2� une approximation de fu(xK)gK2� .Posons, pourK 2 V ; fK := 1jKj ZK f dx et donnons la �gure 2.1 pour plus de 
larté dans notre expli
ation.Introduisons à présent la formulation du problème (2.1.1) au sens de la méthode de Volumes Finis 
entrée
ellule.
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K
L � xL

� xK
nK; � nL; �x� �

Fig. 2.1 � exemple d'interfa
e � 2 E��u = f+� ZK �u dx = ZK f dx ; 8 K 2 V+� X�2EK Z�ru : nK;� ds = jKjfK ; 8 K 2 V : (2.2.1)Pour tout K 2 V , nous appro
hons ru : nK;� par u� � uKd(xK ;x�) , où u� est une variable auxiliaire appro
hantu(x�) (
e
i 
onstitue en fait une approximation par di�éren
es �nis).Si � := K \ L 2 E (voir �gure 2.1), nous appro
hons de la même manière ru : nL;� par u� � uLd(xL;x�) .Nous utilisons ensuite la 
onservation du �ux, en exigeant que l'approximation du �ux sortant de K sur �soit égale, au signe près, à l'approximation du �ux sortant de L sur �, d'où :u� � uLd(xL;x�) = � u� � uKd(xK ;x�)+u� = d(xL;x�) uK + d(xK ;x�) uLd(xK ;xL) :



22 Nous replaçons alors 
ette expression de u� dans notre approximation du �ux de u sortant de K sur �, pourobtenir : Z�ru : nK;� ds � j�j uL � uKd(xK ;xL) :Remarque 2.2.1. Si � 2 K\�
, nous ne pouvons pas appliquer la 
onservation du �ux. Nous utilisons 
ependantles 
onditions de bord de (2.1.1) et appro
hons ru : nK;� par u� � uKd(xK ;x�) = �uKd(xK ;x�) .Grâ
e aux approximations ainsi e�e
tuées et à (2.2.1), nous aboutissons au système linéaire suivant :� X�2EK FK;� = jKj fK ; 8 K 2 V ; (2.2.2)où :FK;� :=8><>: j�j uL � uKd(xK ;xL) si � = K \ L ;j�j �uKd(xK ;x�) si � � K \ �
:Proposition 2.2.1. [52, 33℄ Soit � un maillage admissible de 
. Le système (2.2.2) admet une unique solution(uK)K2V .Preuve : Comme nous sommes en dimension �nie, il su�t de démontrer que si f � 0, alors uK = 0; 8 K 2 � .Pour 
e
i, nous multiplions (2.2.2) par uK et sommons sur K 2 � . Nous obtenons ainsiX� 2 Eint� = �K \ �L j�j juL � uK j2d(xK ;xL) + X� 2 Eext� = �K \ �
 j�j juK j2d(xK ;�
) = 0 ;
e qui implique que uK = 0; 8 K 2 � . �2.3 Majoration d'erreurDans le 
as où la solution u de (2.1.1) est dans C2(�
;IR), il peut être démontré une majoration en normeL2 de l'erreur en O(h) (voir [52, 33℄).Si la solution de (2.1.1) appartient à H2(
), une majoration d'erreur similaire peut être établie moyennantune hypothèse supplémentaire sur le maillage � (voir théorème 9.4 de [52℄).Cependant, dans le 
as que nous traitons u 2 H2;�(
), où 1� �! < � < 12 , à 
ause de la présen
e d'unesingularité en O. L' idée générale est don
 de s'inspirer de la démonstration du théorème 9.4 de [52℄ (en ajoutantnotamment une 
ondition sur le maillage �) et, a�n d'obtenir un ordre de 
onvergen
e optimal, d'y in
lure unra�nement de maillage en O 
omme pour les méthodes d' Éléments Finis ([46, 89℄).Dans 
e but, il est né
essaire d'imposer de nouvelles 
onditions sur le maillage � . Nous allons don
 dé�nirun maillage admissible restreint ra�né ([46, 89℄).Dé�nition 2.3.1. Nous appelons maillage admissible restreint �-ra�iné (de 
), tout maillage admissible � =(V ;P ;E) de 
 tel qu'il existe � > 0, tel que 8 K 2 V :



23(H1) hK � � d(xK ;�); 8 � 2 EK ,(H2) hK � � h 11�� si O 2 �K ,(H3) hK � � h minf1; infK r�g si O 62 �K,où, dans (H3), r = r(M) := d(M;0); 8 M 2 �
. Nous soulignons le fait que la 
ondition (H3) ne porte enfait que sur les Volumes de Contr�le "relativement pro
hes" de O. En e�et, si nous nous situons loin du pointde singularité, il n'est pas utile d'imposer des 
onditions de ra�nement, la singularité n'ayant qu'un e�et lo
al.Donnons à présent le théorème de majoration d'erreur suivant :Théorème 2.3.1. Soit u 2 H2;�(
) la solution de (2.1.1), où 1� �! < � < 12 .Soit � un maillage admissible restreint �-ra�né de 
 et (uK)K2V la solution de (2.2.2). Introduisons enoutre u� : 
 �! IR ;M 7�! u� := 8>>>><>>>>: uK si il existe K 2 V tel que M 2 K ;0 ailleurs ;e� : 
 �! IR ;M 7�! e� :=8>>>><>>>>: eK := u(xK)� uK si il existe K 2 V tel que M 2 K ;0 ailleurs ;j:j�;
 : �(�) �! IR+ ;v 7�! � X� 2 E� = �K \ �L j�j jvjK � vjLj2d(xK ;xL)+ X� 2 E� � �K \ �
 j�j jvjK j2d(xK ;�
)� 12 :Nous avons alors : ke�k0;
 + je� j�;
 . h juj2;�;
 : (2.3.1)Remarque 2.3.1. j:j�;
 dé�nit une norme sur �(�) (voir [33℄).Preuve :Posons, pour K 2 V ; � 2 EK :�K;� := f(1� t)xK + tx : t 2 [0;1℄ et x 2 �g :



24 Dé�nissons alors: �� := 8>><>>: �K;� [ �L;� si ils existent K; L 2 V tels que � = K \ L ;�K;� si il existe K 2 V tel que � � �K \ �
 :Première étape : Montrons que :jRK;�j . h(j�jd�) 12 juj2;�;K ; 8 � 2 EK ; 8 K 2 V ; (2.3.2)
où RK;� := 8>>>><>>>>: u(xL)� u(xK)d� � 1j�j Z� ru : nK;� ds si ils existent K; L 2 V tels que � = K \ L ;�u(xK)d� � 1j�j Z� ru : nK;� ds si il existe K 2 V tel que � � �K \ �
 ;et d� := 8>><>>: d(xK ;xL) si ils existent K; L 2 V tels que � = K \ L ;d(xK ;�
) si il existe K 2 V tel que � � �K \ �
 :Cette 1�ere étape 
onstitue en fait une sorte de lemme qui nous servira dans l'étape suivante de la preuve oùnous montrerons la majoration d'erreur à proprement parler.Soit � 2 E . Nous supposons que u 2 C2(��). En e�et, vu que, par le théorème 3.2.2 de [99℄, nous avonsC1(�
) qui est dense dans W 22 (
;r�), oùW 22 (
;r�) := fv 2 D0(
) : r�D�v 2 L2(
); 8 j�j � 2 g ;étant donné que H2;�(
) ,!W 22 (
;r�) ;et vu que les membres de droite et de gau
he de (2.3.2) sont 
ontinus par rapport à la norme standard deW 22 (
;r�) (vu queW 22 (
;r�) ,!W 2;p(
); 8 p 2℄1; 21 + � [ ), nous pouvons don
 démontrer (2.3.2) pour u 2 C2(�
)et le déduire pour u 2 H2;�(
) :Nous distinguons les di�érents 
as suivants :1o 
as � 2 Eint ave
 � = K \ L ; K; L 2 VNous supposons, sans perte de généralité, que � = fag � �0, où �0 est un segment de IR, et que xK :=(a� �;b)T ; xL := (a+ 
;b)T , où b 2 �0 et �; 
 > 0 (voir �gure 2.2).Par des développements de Taylor d'ordre 2 de u en xK et xL, nous obtenons



25
�0 xK xLK L� 
b -

a

�

Fig. 2.2 � illustration du 1o 
as8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>:
u(xL)� u(s) = ru(s) : (xL � s)+ Z 10 H(u)(ts+ (1� t)xL) (xL � s) : (xL � s) t dt ; 8 s 2 � ;u(xK)� u(s) = ru(s) : (xK � s)+ Z 10 H(u)(ts+ (1� t)xK) (xK � s) : (xK � s) t dt ; 8 s 2 � : (2.3.3)

Nous soustrayons membre à membre les deux égalités de (2.3.3), en notant que xL � xK = nK;� d� , puisintégrons sur �, d'où : RK;� � BK;� + BL;� ; (2.3.4)où : BK;� := 1j�jd� Z� Z 10 kjH(u)(ts+ (1� t)xK)kj ks� xKk2 t dt ds (2.3.5)et BL;� est dé�nie en remplaçant xK par xL (kj:kj désignant la norme matri
ielle asso
iée à la norme ve
toriellek:k). Nous passons en 
oordonnées 
artésiennes dans (2.3.5). Le 
hangement de variable s'é
rit alors en reprenantles notations de la �gure 2.2



26 DK;� : [0;1℄� � �! �K;�(x;y) 7�! � xy � = � (1� t) xK;1 + ta(1� t) xK;2 + ts � :Le 
al
ul du ja
obien de 
e 
hangement de variable nous fournit que dz := dxdy = t (a�xK;1) dtds = t � dtds.En remarquant que jxK � sj � hK ; 8 s 2 �, nous en déduisons queBK;� � h2Kj�jd�� Z�K;� kjH(u)(z)kj dz : (2.3.6)A partir de maintenant, et dans le but d'alléger les notations, nous remplaçons la notation de la normematri
ielle kj:kj par j:j. Pro
édons à l' étude de 2 sous-
as, selon que O, le point de singularité, soit situé ounon dans �K. Nous nous aiderons alors de (2.3.4) (l'estimée que nous allons prouver pour BK;� étant aussi vraiepour BL;�) pour démontrer (2.3.2).1o sous-
as : O 62 �KNous appliquons l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz suivi de l'hypothèse (H3) au membre de droite de (2.3.6)pour obtenir : BK;� � h2Kj�jd�� �Z�K;� r(z)�2� dz� 12 �Z�K;� jr(z)� H(u)(z)j2dz� 12�hyp. (H3) � h hKj�jd�� �Z�K;� infx2K r(x)2� r(z)�2� dz� 12 juj2;�;�K;���K;� � K � h hKj�jd�� �Z�K;� infx2�K;� r(x)2� r(z)�2� dz� 12 juj2;�;�K;�� � h hKj�jd�� �Z�K;� r(z)2� r(z)�2� dz� 12 juj2;�;�K;�= � h hKj�jd�� j�K;� j 12 juj2;�;�K�= � h hKj�jd�� ��j�j2 � 12 juj2;�;�K;�� � h hK(j�jd�) 12 d� juj2;�;�K;�� h(j�jd�) 12 juj2;�;�K;� ;étant donné que d� := d(xK ;xL) � � � 1� hK par l'hypothèse (H1). Par 
onséquent :
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BK;� . h(j�jd�) 12 juj2;�;�K;� : (2.3.7)2o sous-
as : O 2 �K.Nous renvoyons à l'appendi
e A, où nous démontrons que, grâ
e à l'hypothèse (H2), nous avons :BK;� . h(j�jd�) 12 juj2;�;�K;� : (2.3.8)Pro
édons à présent au bilan des deux sous-
as. Grâ
e à (2.3.7) et à (2.3.8), que nous utilisons dans (2.3.4),nous arrivons à RK;� . h(j�jd�) 12 (juj2;�;�K;� + juj2;�;�L;�) ; 8 � 2 E : � = �K \ �L ; K;L 2 V :D' où : RK;� . h(j�jd�) 12 juj2;�;�� ; 8 � 2 EK : � = �K \ �L ; K;L 2 V ;
'est à dire (2.3.2).2o 
as : � 2 Eext ave
 � � �K \ �
; K 2 VNous nous donnons les mêmes 
onventions qu'au 1o 
as à savoir que � := fag� �0, où �0 est un segment deIR. De plus, xK := x� � (2�;0)T , où x� a été introduit à la dé�nition 2.1.1 et � > 0 (voir �gure 2.3).Posons :� ~� := f12xK + 12x : x 2 �g ;� I� := 1j�j Z�ru : nK;� ds ;� I~� := 1j~�j Z~�ru : nK;~� ds ;� �1~� := f(1� t)xK + t~x : ~x 2 ~�; t 2 [0;1℄g ;� �2~� := f(1� t)x� + t~x : ~x 2 ~�; t 2 [0;1℄g :Introduisons à présent RK;~� := u(x�)� u(xK)2� � I~� ,Nous faisons remarquer au le
teur que nous tenons 
ompte de u(x�) 
ar nous ne pouvons pas dire que
e terme vaut 0, l'argument de densité utilisé ne su�sant pas pour le dire. Nous raisonnons alors de manièreidentique au 1o 
as mis à part que nous ne nous plaçons, non pas sur �, mais sur ~�. Nous obtenons alors :RK;~� . hKj~�j� � | Z�1~� H(u)(z) dz | + | Z�2~� H(u)(z) dz | � : (2.3.9)
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� x��xK
~� �

2�
�1~� �2~�

Fig. 2.3 �De plus, en faisant un développement de Taylor d'ordre 1 de ru : nK;�(:) sur �, puis en appliquant un
hangement de variable, nous avons : jI� � I~� j . hKj�j� ZE� H(u)(z)dz ; (2.3.10)où E� := f(1� t)xK + tx : x 2 �; t 2 [ 12 ;1℄g .Il nous faut distinguer maintenant le 
as où O appartient à � du 
as où O n'appartient pas à �.1o sous-
as : O 62 �Nous appliquons l' inégalité de Cau
hy-S
hwarz aux membres de droite de (2.3.9) et de (2.3.10), d'où :8>>>>>>><>>>>>>>: jRK;~� j . h(j�jd�) 12 juj2;�;�K;� ;jI� � I~� j . h(j�jd�) 12 juj2;�;�K;� : (2.3.11)
2o sous-
as : O 2 �Nous appliquons toujours l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz aux membres de droite de (2.3.9) et de (2.3.10) etnous obtenons :



298>>>>><>>>>>: jRK;~� j . hKj�jd� �Z�K;� r�2�dz� 12 juj2;�;�K;� ;jI� � I~� j . hKj�jd� �Z�K;� r�2�dz� 12 juj2;�;�K;� : (2.3.12)En menant un 
al
ul similaire à 
elui e�e
tué dans l'appendi
e A, nous avons :Z�K;� r�2� dz . j�j � h�2�K : (2.3.13)En utilisant (2.3.13) dans (2.3.12) et en tenant 
ompte de l' hypothèse de ra�nement de maillage (H2), nousarrivons à : 8>>>>><>>>>>: jRK;~�j . h(j�jd�) 12 juj2;�;�K;� ;jI� � I~� j . hK(j�jd�) 12 juj2;�;�K;� : (2.3.14)En 
on
lusion de 
es 2 sous-
as (
'est à dire les résultats (2.3.11) et (2.3.14)) et en remarquant quejRK;� j � jRK;~� j + jI� � I~� j ;nous avons que jRK;�j . h(j�jd�) 12 juj2;�;�K;� ;8 � 2 Eext :En 
on
lusion, nous pouvons dire que (2.3.2) est vrai pour tout � 2 E .2�eme étape : Introdu
tion de ke�k0;
.Montrons dans un premier temps que je� j�;
 . h juj2;�;
 : (2.3.15)Nous soustrayons (2.2.2) à (2.2.1), d' où :X�2EK( FK;� � Z�ru : nK;�ds ) = 0 ; 8 K 2 V : (2.3.16)Posons F �K;� := 8>>>><>>>>: j�jd� (u(xL)� u(xK)) pour � = �K \ �L ; K; L 2 V ;j�jd� (�u(xK)) pour � � �K \ �
 ; K 2 V :



30 Grâ
e à (2.3.16), nous avons :X�2EK(�F �K;� + FK;�) = X�2EK(�F �K;� + Z�ru : nK;�ds) ; 8 K 2 V (2.3.17)Notons alors que �F �K;� + FK;� := 8>>>><>>>>: j�jd� (eL � eK) pour � = �K \ �L ; K; L 2 V ;j�jd� (�eK) pour � � �K \ �
 K 2 V ;où nous rappelons que, pour tout K 2 � , eK := u(xK) � uK . Nous multiplions (2.3.17) par eK et sommonssur K 2 V , d' où : je� j2�;
 = XK2V X�2EK j�jRK;�eK :Par suite : je� j�;
 . h juj2;�;
 ;
'est à dire (2.3.15).Nous utilisons alors l'inégalité de Poin
aré dis
rète (voir le lemme 9.1 de [52℄ qui est valable même dans le
as où 
 n'est pas 
onvexe), plus pré
isément :ke�k0;
 � diam(
)je� j�;
 : (2.3.18)(2.3.15) et (2.3.18) fournissent alors aisément (2.3.1). �2.4 Essais numériquesPosons 
 :=℄� 1;1[�℄� 1;1[ n [0;1[�[0;� 1[.Ave
 les notations de l'introdu
tion, nous avons ! := 3�2 . Introduisons alors le problème suivant8>>><>>>: ��u = 0 dans 
 ;u = r 23 sin(2�3 ) sur �
 ; (2.4.1)où (r;�) 
onstitue les 
oordonnées polaires d'origine O. Nous démontrons aisément que u(r;�) := r 23 sin(2�3 ) estla solution de (2.4.1) d'une part, et que u 2 H1(
) mais que u 62 H2(
) d'autre part. Cependant u 2 H2;�(
),pour � > 1� �! = 13 .Nous implémentons alors (2.2.2) lorsque � est un maillage uniforme et lorsque � est un maillage ��ra�népour � = 13 (voir �gures 2.4 et 2.5). La table 2.1 présente alors les divers résultats obtenus sur les deux séries de



31maillages. La �gure 2.6 présente quant à elle la pré
ision obtenue 
ontre le temps CPU, pré
isons que, pour larésolution du système linéaire obtenu, nous avons utilisé la méthode du gradient 
onjugué pré
onditionné (ave
SSOR).Ces divers renseignements prouvent l'intérêt, dans le 
adre de la méthode de Volumes Finis 
entrée 
elluleappliquée sur un domaine non 
onvexe, d'un maillage �-ra�né par rapport à un maillage uniforme. En e�et,tout d'abord, l'ordre de 
onvergen
e optimal est rétabli par l'utilisation d'un maillage �-ra�né. De plus, à tempsCPU égal, l'utilisation d'un maillage �-ra�né donne une erreur plus faible que pour un maillage uniforme.
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Fig. 2.4 � Maillage uniforme (à gau
he) et �-ra�né (à droite) pour n = 8Maillage uniforme Maillage �-ra�nén ke�k0;
 je� j�;
 ke�k0;
 je� j�;
2 3.59E-02 1.04E-01 2.57E-02 8.75E-024 1.63E-02 7.02E-02 9.02E-03 4.65E-028 6.86E-03 4.52E-02 2.87E-03 2.38E-0216 2.81E-03 2.87E-02 8.65E-04 1.20E-0232 1.14E-03 1.82E-02 2.53E-04 5.99E-0364 4.56E-04 1.15E-02 7.23E-05 3.00E-03Tab. 2.1 � Résultats pour les deux mailllages
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onvergen
e pour les normes je� j�;
 (à gau
he) et ke�k0;
 (à droite) surles maillages uniformes (1) et �-ra�nés
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Fig. 2.6 � Erreur ke�k0;
 
ontre temps CPU pour les maillages uniformes (1) et �-ra�nés (2)Remarque 2.4.1. Sous 
ertaines hypothèses très restri
tives sur le maillage � , (2.3.1) peut être démontré d'uneautre manière. En e�et, en utilisant la te
hnique de [9℄ (généralisée dans [1℄), il peut être prouvé que le systèmelinéaire (2.2.2) est obtenu à partir d' une formulation mixte de (2.1.1) pour laquelle des estimées d'erreur surdes maillages ra�nés en présen
e de singularités ont été établies dans [41℄. Une autre appro
he est égalementdisponible dans [51℄.Remarque 2.4.2. A�n d'être le plus 
omplet possible, signalons plusieurs généralisations intéressantes de laméthode de Volumes Finis étudiées : Les 
as de 
onditions de bord de Neumann et de Robin sont étudiées dans[53℄, le 
as de ra�nements de maillage de type A.M.R. sur un domine re
tangulaire est traité dans [25℄. Enoutre, signalons [63, 64℄, où les auteurs obtiennent des estimées d'erreur pour la méthode de Volumes Finis
entrée 
ellule sur des maillage ra�nées (la te
hnique de ra�nement utilisée n'étant pas la même que la n�tre).De plus, le 
as d'un opérateur elliptique plus général que le Lapla
ien sur un domaine non 
onvexe de IR2



33peut être traité en utilisant, d'une part les résultats de régularité de [46℄, et la dis
rétisation introduite dans[26, 52, 53, 65℄ d'autre part.
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Chapitre 3
Méthode d'Éléments-Volumes Finis baséesur des éléments �nis 
onformes enprésen
e d'une singularité de 
oinNous 
onsidérons toujours le problème elliptique (2.1.1). Nous allons dis
rétiser (2:1:1) par une méthoded'Éléments-Volumes Finis ([8, 22, 57℄). Le prin
ipe de la méthode 
onsiste à 
onstruire une triangulation de
 qui 
onstituera le maillage primal, puis à partir de 
elle-
i un ensemble de "boîtes" qui 
onstitueront lemaillage dual (
es "boîtes" seront en fait les équivalents des Volumes de Contr�le de la méthode de VolumesFinis 
entrée 
ellule).Nous appro
herons alors la solution u de (2:1:1) dans l'espa
e des éléments �nis IP 1-
onformes sur le maillageprimal en dis
rétisant une formulation intégrale du problème par les Volumes Finis sur le maillage dual. Il està noter que le prin
ipe de 
onservation du �ux sur le maillage primal sera impli
itement véri�é.3.1 Notations-Dé�nitionsDé�nissons tout d'abord le maillage primal de 
.Soit Th une triangulation de 
. Posons :� �K := diamètre du plus grand 
er
le ins
rit dansK 2 Th,� hK := diamètre du 
er
le 
ir
ons
rit à K 2 Th,� h := maxK2Th hK ,� Eh(K) := ensemble des arêtes de K 2 Th,



36 � Eh := ensemble des arêtes de �
,� Eexth := ensemble des arêtes du maillage primal situés sur �
,� Einh := ensemble des arêtes du maillage primal situés à l'intérieur de 
,� Zh(K) := ensemble des sommets de K 2 Th,� Zh := ensemble des sommets de �
,� Zexth := ensemble des sommets du maillage primal situés sur �
,� Zinh := ensemble des sommets du maillage primal situés à l'intérieur de 
,� me := le milieu de l'arête e 2 Eh,� (:;:)K := le produit s
alaire standard sur L2(K); K 2 Th.Dé�nissons à présent le maillage dual de 
.Soit K 2 Th.Posons zK un point quel
onque in
lus dans K et z 2 Zh(K). Il existe don
 e; l 2 Eh(K) tels que z := �e \ �l.Convenons que bz;K := Conv[zK ; z; me; ml℄ :Nous dé�nissons l'ensemble des éléments du maillage dual en posant :Bh := f bz : z 2 Zh g ;où bz := [K 2 Thz 2 Zh(K) bz;K (voir �gure 3:1).

�
�z �zKK bz� zKKzbz !
Fig. 3.1 � boîte bz pour z 2 Zinh et z 2 ZexthIntroduisons :



37� Xh := fvh : 
! IR : vhjK 2 IP 1(K); 8 K 2 Th g \ C0(�
) ;� X0h := fvh 2 Xh : vhj�
 � 0 g :X0h est un espa
e d'approximation 
onforme dans le sens où la solution u de (2:1:1) est in
luse dans H10 (
)et X0h � H10 (
) (voir [24℄).Introduisons en�n, pour z 2 Zh; �z : 
! IR, où f�zgz2Zh 
onstitue la base 
anonique de Xh, ainsi que ��z ,la fon
tion indi
atri
e de bz.Nous appelons alors� �Xh := [f��zgz2Zh ℄ve
t ;� �X0h := [f��zgz2Zinh ℄ve
t :Clairement pour v 2 Xh, où v := Xz2Zh v(z)�z, nous pouvons asso
ier un unique élément �v := Xz2Zh v(z)��z 2 �Xhet ré
iproquement. Dé�nissons en dernier lieu les deux fon
tionnelles suivantes qui nous seront utiles tout aulong de 
ette se
tion : a : H1(
)�H1(
) �! IR ;(v;w) 7�! Z
rv : rw dx ;�ah : (H2(
) +Xh)� (H2(
) +Xh) �! IR ;(v;w) 7�! �Xz2Zh Z�bz w(z) �v�nz ds :3.2 S
héma numériqueNous intégrons (2.1.1) sur l'ensemble des Volumes de Contr�le intérieurs à 
, 
'est-à-dire sur fbzgz2Zinh , puisappliquons la formule de la divergen
e. Nous obtenons ainsi� Z�bz �u�nz ds = Zbz f(x) dx; 8 z 2 Zinh ; (3.2.1)où nz est la normale unitaire sortante à bz.La formulation de (2:1:1) au sens des Éléments-Volumes Finis 
onformes est don
 de trouver uBC 2 X0hvéri�ant : �ah(uBC ;vh) = (f;vh)
 ; 8 vh 2 X0h : (3.2.2)Remarque 3.2.1. Nous avons tenu 
ompte des 
onditions de bord en posant uBC j�
 � 0.Donnons la proposition suivante reliant les fon
tionnelles a(:;:) et �ah(:;:) :Proposition 3.2.1. Soient vh; wh 2 Xh. Nous avons :a(vh;wh) = �ah(vh;wh) :



38 Preuve : Nous utilisons dans un premier temps la formule de Green pour passer d'une intégrale 
urviligneà une intégrale de surfa
e. L'idée de la preuve 
onsiste dans un se
ond temps à exploiter le fait que vh 2IP 1(K); 8 K 2 Th. Pour plus de pré
isions, le le
teur pourra se référer à la preuve du lemme 3 de [8℄. �Nous énonçons alors la proposition d'existen
e et d'uni
ité de la solution de (3.2.2) :Proposition 3.2.2. Considérons les maillages Th et Bh de 
 �xés. Le système (3:2:2) admet alors une uniquesolution uBC 2 X0h .Preuve :Fixons les maillages Th et Bh de 
 .Étant donné que nous sommes en dimension �nie, nous n'allons démontrer que l'inje
tivité du systèmelinéaire (3:2:2). Dans 
e but, nous posons f = 0 et don
 uBC solution de :� Z�bz �uBC�nz ds = 0 ; 8 z 2 Zinh : (3.2.3)Montrons que uBC= 0.Par (3:2:3), nous avons �ah(uBC ;vh) = 0; 8 vh 2 X0h+�ah(uBC ;uBC) = 0+ proposition 3.2.1a(uBC ;uBC) = 0;+jruBC j1;
 = 0 :D'où, 
omme dans H10 (
); k:k1;
 . j:j1;
 (voir [80℄), nous avons uBC = 0. �Remarque 3.2.2. nous pouvons, grâ
e à la proposition 3.2.1, reformuler (3:2:2) par :a(uBC ;�z) = Z
 f ��z dx ; 8 z 2 Zinh :



39La méthode d'Éléments-Volumes Finis apparaît alors, dans 
e 
as 
i, 
omme une méthode d'Éléments Finisave
 intégration appro
hée du se
ond membre. La proposition 3:2:2 aurait don
 pu être démontrée en utilisant
ette remarque. Signalons 
ependant que 
e
i n'est plus vrai lorsque nous ajoutons au problème (2.1.1) un termede 
onve
tion ou de réa
tion.3.3 Résultats préliminairesDonnons dans un premier temps laDé�nition 3.3.1. Soit Th une triangulation de 
 et � 2 [0;1[.Nous dirons que Th est une triangulation régulière �-ra�inée de 
, si il existe � > 0, telle que les 3 
onditionssuivantes soient véri�ées :(H1') : 8 K 2 Th; 1 � hK�K � �, autrement dit Th est une triangulation régulière de 
,(H2') : 8 K 2 Th; hK � � h 11�� , si K a un sommet en O,(H3') : 8 K 2 Th; hK � � h minf1; infK r�g, si K n'a pas de sommet en O,où r := r(z) = d(z;O); 8 z 2 �
: Tout 
omme dans le 
hapitre pré
édent, l'hypothèse (H30) ne s'applique quelo
alement. En d'autres termes, si nous nous situons loin de la singularité, 
ette hypothèse est inutile.Remarque 3.3.1. La 
ondition (H1') est une 
ondition qui permettra l'appli
ation de théorèmes de tra
e et deplongements de Sobolev tout 
omme dans les méthodes d'Éléments Finis. Les 
onditions (H2') et (H3') sontquant à elles des 
onditions de ra�nements de maillage dues à la présen
e d'une singularité en O. Pour de plusamples informations sur 
es 
onditions, ainsi que pour 
onnaître le mode de 
onstru
tion de telles triangulations,le le
teur pourra de référer à [89, 46℄.Donnons à présent leLemme 3.3.1. Soit Th une triangulation de 
 satisfaisant à la 
ondition (H1') et � 2 [0;12[. Fixons K 2 Thet � un segment in
lus dans �K.Alors : Z� v2 ds . �kvk20;KhK + hK jvj21;K� ; 8 v 2 H1;�(
) ; (3.3.1)si K n' a pas de sommet en O.Z� v2 ds . �kvk20;KhK + h1�2�K jvj21;�;K� ; 8 v 2 H1;�(
) ; (3.3.2)



40si K a un sommet en O.Preuve :Nous ne démontrerons que (3:3:2), pour obtenir (3:3:1), il su�ra de poser � := 0.Soit K 2 Th ave
 O 2 K et K̂ le triangle de référen
e. Nous avons alorskvk20;�K̂ . �kvk20;K̂ + jvj21;�;K̂� ; 8 v̂ 2 H1;�(K̂) ; (3.3.3)grâ
e à la proposition 1.2.4.Nous prolongeons maintenant �̂ pour obtenir un se
ond segment �̂1 tel que les extrémités de �̂1 appartiennentà �K̂. Nous notons alors Â le triangle in
lus dans K̂, tel que �̂1 soit un 
�té de Â (voir �gure 3:2).

Â
� ��̂�̂1 n̂

Fig. 3.2 � triangle K̂, �̂, �̂1 et ÂPar la formule de Green appliqué sur Â, nous avonsZ�Â v̂2n̂i dŝ = ZÂ �v̂2�x̂i dx̂ ; 8 i 2 f1;2g ;où, pour i 2 f1;2g, n̂i désigne la i�eme 
omposante de la normale extérieure sortante à Â. Nous multiplions 
etteidentité par n̂ij�̂1 et sommons sur i = 1;2. Nous obtenons alorsZ�̂1 v̂2 dŝ � 2 Z�Ân�̂1 v̂2 dŝ + 4 ZÂ jv̂jjrv̂j dx̂� 2Z�K̂ v̂2 dŝ + 4 ZK̂ jv̂jjrv̂j dx̂ : (3.3.4)Or, l'inégalité de Hölder et le plongement (voir [46℄)W 1;p(K̂) ,! Lq(K̂) ; 8 p � 43 ; ave
 1p + 1q = 1
onduisent à



41ZK̂ jv̂jjrv̂j dx̂ � kv̂k0;q;K̂krv̂k0;p;K̂ . kv̂k21;p;K̂ ; 8 p � 43 :Nous utilisons à 
et instant le plongement de la proposition 1.2.4 qui fournit, ave
 
e qui pré
ède,ZK̂ jv̂jjrv̂j dx̂ . kv̂k21;�;K̂ ; 8 � < 12 :Cette estimée, ainsi que (3:3:3) et (3:3:4), amènent àZ�̂ v̂2 dŝ . kv̂k20;K̂ + jv̂j21;�;K̂ : (3.3.5)Nous introduisons à présent le 
hangement de variable�K : K̂ �! K ;x̂ 7�! BK x̂+ bK ;ave
, si K a pour sommet � aibi �3i=1, alors :BK :=  a2 � a1 a3 � a1b2 � b1 b3 � b1 ! ;bK :=  a1b1 ! ;où BK satisfait kjBKkj � hK grâ
e à (H1'). Nous utilisons 
ette transformation, (3.3.5), ainsi que le fait quej�j � hK pour 
on
lure et obtenir (3:3:2). �Lemme 3.3.2. Soit Th une triangulation de 
 qui satisfait à l' hypothèse (H10) et � 2 [0;12[. Fixons K 2 Thave
 s; p 2 Zh(K) (voir �gure 3:3).Nous avons alors : | Z�bs\�bp �v�ns ds |2 . � jvj21;K + h2K jvj22;K � ; 8 v 2 H2;�(K) ; (3.3.6)si K n' a pas de sommet en O,| Z�bs\�bp �v�ns ds |2 . � jvj21;K + h2�2�K jvj22;�;K � ; 8 v 2 H2;�(K) ; (3.3.7)si K a un sommet en O,où dans (3:3:6) et (3:3:7), ns désigne la normale unitaire sortante à bs sur �bs \ �bp.
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� �s p

zK�bs \ �bp
Fig. 3.3 � triangle K et s;p 2 Zh(K)Preuve :Pour K 2 Th et s;p 2 Zh(K), nous appliquons l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz, d'où| Z�bs\�bp �v�ns ds |2 . hK Z�bs\�bp jrvj2 ds :Nous 
on
luons alors en utilisant les résultats (3.3.1) et (3.3.2). �3.4 Majoration d'erreurThéorème 3.4.1. Considérons u 2 H2;�(
), où � 2 ℄1� �! ;12[, (resp. uBC 2 X0h) solution de (2:1:1) (resp.(3:2:2)). Soit Th une triangulation régulière �-ra�née de 
.Alors, nous avons : ku� uBCk1;
 . h (juj22;�;
 + kfk20;
) 12 : (3.4.1)Preuve :Notons avant tout que (3:2:1) et (3:2:2) impliquent que�ah(u� uBC ;vh) = 0 ; 8 vh 2 X0h ;d'où �ah(uBC � wh;vh) = �ah(u� wh;vh) ; 8 vh; wh 2 X0h: (3.4.2)Il vient alors que, pour wh 2 X0h :
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supvh 2 X0hvh 6= 0 �ah(u� wh;vh)jvhj1;
 = supvh 2 X0hvh 6= 0 �ah(uBC � wh; vh)jvhj1;
=prop. 3.2.1 supvh 2 X0hvh 6= 0 a(uBC � wh;vh)jvhj1;
� juBC � whj1;
 ;
ar uBC � wh 2 X0h. D'où, par l'inégalité de Poin
aré (voir [80℄) :kuBC � whk1;
 . supvh 2 X0hvh 6= 0 �ah(u� wh;vh)jvhj1;
 ; 8 wh 2 X0h : (3.4.3)Remarquons alors que, pour vh; wh 2 X0h :�ah(u� wh;vh) = Xz2Zinh vh(z) Z�bz �(u� wh)�nz ds :Nous appliquons alors l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz suivi du lemme 1 de [8℄ au membre de droite de l'égalitépré
édente pour obtenirj�ah(u� wh;vh)j = | Xs;p2Zinh (vh(s) � vh(p)) Z�bs\�bp �(u� wh)�ns ds|+j�ah(u� wh;vh)j . jvhj1;
 � Xs;p2Zinh | Z�bs\�bp �(u� wh)�ns |2 ds � 12 ; 8 vh; wh 2 X0h: (3.4.4)Nous majorons alors la sommation du membre de droite de (3:4:4) en utilisant le lemme 3:3:2. Nous obtenonsalors j�ah(u� wh;vh)j. jvhj1;
 �ju� whj21;
 + XK 2 ThO 62 �K h2K juj22;K + XK 2 ThO 2 �K h2�2�K juj22;�;K� 12 ; 8 vh; wh 2 X0h:Nous utilisons à présent les hypothèses de ra�nement de maillage (H10) et (H20) et aboutissons alors à :j�ah(u� wh;vh)j . jvhj1;
 �ju� whj21;
 + h2 juj22;�;
� 12 ; 8 vh; wh 2 X0h: (3.4.5)



44 En 
ombinant (3:4:3), (3:4:5) et en y posant wh := Iu 2 X0h , interpolé de Lagrange de u aux noeuds de Th,nous arrivons à : kuBC � Iuk1;
 . ku� Iuk1;
 + h juj2;�;
 : (3.4.6)Nous utilisons en outre l'estimée d'erreur suivante (voir [46℄) :ku� Iuk1;
 . h juj2;�;
 : (3.4.7)(3:4:1) s'obtient alors aisément en utilisant, d'une part une inégalité triangulaire, et d'autre part les résultats(3:4:6) et (3:4:7). �Nous allons à présent donner un théorème qui établit, sous 
ertaines hypothèses supplémentaires, une ma-joration d'erreur quadratique sur ku � uBCk0;
. L'idée de la preuve 
onsiste à utiliser un argument de typeAubin-Nits
he.Théorème 3.4.2. Nous nous plaçons dans les 
onditions du théorème 3:4:1. De plus, nous supposons quef 2 H1(
) et que, pour tout K 2 Th, zK est le bary
entre de K.Nous avons alors ku� uBCk0;
 . h2 (juj22;�;
 + kfk21;
) 12 : (3.4.8)Preuve :Signalons tout d'abord que nous adopterons les notations et 
onventions de la preuve du théorème pré
édent.Considérons le problème auxiliaire suivant :8>><>>: ��� = u� uBC dans 
 ;� = 0 sur �
 : (3.4.9)Rappelons que l'estimée suivante s'applique (voir proposition 1.2.1)j�j2;�;
 + j�j1;
 . ku� uBCk0;
 : (3.4.10)Or, par (3:4:9) : ku� uBCk20;
 = �(u� uBC ;��)
= (r(u� uBC);r�)
 ;



45en utilisant la formule de Green et en notant que (u� uBC)j�
 � 0. Il vient don
 queku� uBCk20;
 = a(u� uBC ;�� v) + a(u� uBC ;v); 8 v 2 X0h : (3.4.11)Majorons les 2 termes du membre de droite de (3:4:11)1. Majoration du terme a(u� uBC ;�� v); v 2 X0h:En appliquant l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz, nous obtenons :ja(u� uBC ;�� v)j � ju� uBC j1;
 j�� vj1;
 : (3.4.12)2. Majoration du terme a(u� uBC ;v); v 2 X0h :a(u� uBC ;v) = a(u;v)� a(uBC ;v) :Nous remarquons alors que : a(u;v) = (ru;rv)
=vj�
 � 0 (��u;v)
= (f;v)
 ;par (2:1:1). De plus a(uBC ;v) = � Xz2Zinh Zbz �uBC�nz v(z) ds= (f;�v)
 ;en appliquant la proposition 3.2.1 suivi de l'égalité (3.2.2).Il en résulte que : a(u� uBC ;v) = (f;v � �v)
 : (3.4.13)A�n de majorons le membre de droite de (3.4.13), nous notons tout d'abord que :(f;v � �v)
 = XK2Th(f;v �Q(v))K ;



46où; 8 K 2 Th; Q(v)jK := Xz2Zh(K) v(z) ��z:Posons pour tout K 2 Th; M0K(f) := 1jKj ZK f dx, valeur moyenne de f sur K. Nous avons alors :(f;v � �v)
 = XK2Th(f �M0K(f);v �Q(v))K + XK2Th(M0K(f);v �Q(v))K : (3.4.14)Or, 8 K 2 Th, par l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz, nous obtenons :|(f �M0K(f);v �Q(v))K| � kf �M0K(f)k0;K kv �Q(v)k0;K. h2K jf j1;K jvj1;K ;par un argument de type Bramble-Hilbert (voir [80℄). De plus, 8 K 2 Th(M0K(f);v �Q(v))K =M0K(f) ZK(v �Q(v)) dx=M0K(f)�ZK v dx� ZK Q(v) dx�=M0K(f)�ZK v dx� jKj3 Xz2Zh(K) v(z) dx�= 0 ;par intégration numérique (voir [24℄) et 
ar zK est le bary
entre de K. Il en résulte don
, en utilisant les 2résultats pré
édents dans (3.4.14), que j(f;v � �v)K j . h2jf j1;
 jvj1;
 :Ce
i fournit dans (3.4.13) : ja(u� uBC ;v)j . h2 jf j1;
 jvj1;
 : (3.4.15)Nous utilisons à présent (3.4.12) et (3.4.15) dans (3.4.11). Par 
onséquentku� uBCk20;
 . ku� uBCk1;
 k�� vk1;
+ h2 jf j1;
 (jv � �j1;
 + j�j1;
); 8 v 2 X0h: (3.4.16)Il su�t à présent de poser dans (3.4.16) v := I�, interpolé de Lagrange de �. Cet interpolé véri�e une estiméeanalogue à (3.4.1). De 
e fait, nous avons :



47ku� uBCk20;
 . ku� uBCk0;
 h j�j2;�;
+ h2 jf j1;
 (1 + h) (j�j1;
 + j�j2;�;
).(3.4.10) ku� uBCk0;
 h (hjf j1;
 + ku� uBCk0;
) ;
e qui permet, en utilisant le résultat du thèorème 3.4.1, de 
on
lure à l'estimée du théorème. �Remarque 3.4.1. Dans le 
adre de la démonstration du théorème 3.4.2, il peut être prouvé qu'il est indispensableque, pour tout K 2 Th, zK soit le bary
entre de K (voir [57℄).3.5 Essais numériquesNous nous plaçons sur le même domaine 
 et 
onsidérons la même équation que dans les essais numériquesdu 
hapitre 2. La �gure 3.4 représentent les maillages utilisés (où nous pré
isons pour le maillage �-ra�né que� = 13), les résultats de 
es tests étant donnés dans la table 3.1. La �gure 3.5 donne la vitesse de 
onvergen
e enfon
tion de n de uBC vers u sur les deux séries de maillages (uniformes et ra�nés) et illustre bien la né
essité detravailler ave
 un maillage �-ra�né a�n de restaurer la vitesse de 
onvergen
e optimale de la méthode étudiée.La �gure 3.6 fournit la pré
ision obtenue en fon
tion du temps de 
al
ul né
essaire, là en
ore, l'avantage d'utiliserdes maillages ra�nés de manière adéquate est �agrante.
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Fig. 3.4 � Maillage uniforme (à droite) et �-ra�né (à gau
he) pour n = 8



48 Maillage uniforme Maillage �-ra�nén ku� uBCk0;
 ku� uBCk1;
 ku� uBCk0;
 ku� uBCk1;
2 3.03E-02 2.44E-01 2.43E-02 2.07E-014 1.36E-02 1.52E-01 8.43E-03 1.13E-018 5.96E-03 9.67E-02 2.69E-03 6.15E-0216 2.53E-03 6.14E-02 8.16E-04 3.33E-0232 1.05E-03 3.89E-02 2.40E-04 1.78E-0264 4.32E-04 2.46E-02 6.88E-05 9.48E-03Tab. 3.1 � normes ku� uBCk0;
 et ku� uBCk1;
 pour les deux maillages

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5
−5

−4.5

−4

−3.5

−3

−2.5

−2

−1.5

−1

Log(n)

Lo
g(

er
re

ur
)

1 

2 / 3 

1 

1 
(1) 

(2) 

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5
−10

−9

−8

−7

−6

−5

−4

−3

Log(n)

Lo
g(

er
re

ur
)

1 

4 / 3 

1 

2 

(1) 

(2) Fig. 3.5 � Comparaison des vitesses de 
onvergen
e pour les normes ku� uBCk1;
 (à gau
he) et ku� uBCk0;
(à droite) dans le 
as d'un maillage uniforme (1) et dans le 
as d'un maillage �-ra�né (2)
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Fig. 3.6 � Pré
ision obtenue 
ontre temps CPU pour ku� uBCk0;
 dans le 
as d'un maillage uniforme (1) etdans le 
as d'un maillage �-ra�né (2)Remarque 3.5.1. Nous attirons l'attention du le
teur sur les premières le
tures sur la méthode étudiée dans 
e
hapitre, plus pré
isément [16℄, qui suppose que Th 
onsiste en triangles re
tangles ou iso
èles, [17℄ où les auteursutilisent une te
hnique de 
onstru
tion du maillage dual di�érente de 
elle employée i
i, [94℄ qui travaille ave
des éléments �nis Q1 sur un maillage primal quadrangulaire et en�n [20℄ qui introduit une nouvelle appro
hepour obtenir une estimée a-priori .
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Chapitre 4
Une méthode d'Éléments-Volumes Finisbasée sur des éléments �nis non 
onformesen présen
e d'une singularité de 
oinNous 
onsidérons toujours le problème (2.1.1). Nous allons 
ette fois-
i dis
rétiser (2.1.1) par une méthoded'Éléments-Volumes Finis non 
onforme. Le prin
ipe de la méthode 
onsiste à 
onstruire une triangulationde 
 qui 
onstituera le maillage primal , puis à partir de 
elle-
i un ensemble de "boîtes" qui 
onstitueront lemaillage dual (
es "boîtes" seront en fait les équivalents des Volumes de Contr�le de la méthode de Volumes Finis
entrée 
ellule). Tout 
omme pour la méthode pré
édente, nous appro
herons alors la solution u 2 H2;�(
), où1� �! < � < 12 , dans l'espa
e des éléments non 
onformes sur le maillage primal en dis
rétisant une formulationintégrale du problème par Volumes Finis sur le maillage dual.4.1 NotationsLe maillage primal 
onsiste en une triangulation de 
 pour laquelle nous adoptons les mêmes notations quedans la se
tion 3.Construisons à présent le maillage dual de 
Soit, pour K 2 Th; zK un point quel
onque in
lus dans K. Pour e 2 Eh(K), appelonsbe;K := f(1� t)zK + tx : x 2 e; t 2 [0;1℄g ;que nous avons représentée sur la �gure 4.1.Posons alors :
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be;K be;LK LzLzK� �e

Fig. 4.1 � exemple de boîte be;K pour K 2 Th et e 2 Eh(K)
be := 8>><>>: be;K [ be;L si 9 K;L 2 Th : e = �K \ �L ;be;K si 9 K 2 Th : e � �K \ �
 :Le maillage dual de Th est alors dé�ni parBh := fbe : e 2 Ehg:Rappelons à présent quelques notions sur les éléments non 
onformes.Nous notons Sh, l' espa
e des fon
tions de IP 1(Th) 
ontinues en me pour tout e 2 Einh . Dé�nissons alorsS0h := fvh 2 Sh : vh(me) = 0; 8 e 2 Eexth g :Introduisons en outre, pour e 2 Einh , où e = �K \ �L ave
 K; L 2 Th; �e : 
! IR 2 Sh, telle que :8>>>>>>><>>>>>>>: supp(�e) = K [ L ;�e(me) = 1 ;�e(ml) = 0 ; 8 l 2 Eh n feg : (4.1.1)Cette fon
tion est représentée sur la �gure 4.2.f�ege2Eh forme une base de Sh (voir [95℄). De plus, les fon
tions vh 2 Sh sont dites "non 
onformes" dansle sens où Sh 6� H10 (
), espa
e auquel appartient la solution u de (2.1.1). Un exemple de fon
tions de l'espa
eSh est donnée sur la �gure 4.5. En outre, plus de détails sur 
es éléments non 
onformes sont disponibles dans[29℄. Pour �nir, nous introduisons les deux fon
tionnelles suivantes :ah : (H1(
) + Sh)2 �! IR(v;w) 7�! XK2Th(rv ; rw)K ;�ah : (H2(
) + Sh)2 �! IR(v;w) 7�! � Xe2Einh w(me) Z�be �v�ne ds :



53
K L�me e

Fig. 4.2 � fon
tion de base �e pour e 2 EinhEn�n, nous 
onvenons que pour vh 2 Sh telle que vh := Xe2Eh vh(me)�e, nous asso
ions une unique fon
tion�vh 2 IP 0(Bh) dé�nie par vh := Xe2Eh vh(me)��be , où ��e désigne l'indi
atri
e de la région be. Ré
iproquement, àtoute fon
tion de IP 0(Bh), nous asso
ions une unique fon
tion de Sh de la même manière.4.2 S
héma numériqueReprenons (2.1.1) pour obtenir une formulation du problème au sens des Éléments-Volumes Finis. Pluspré
isément, en reprenant la première équation de (2.1.1), en l'intégrant sur be; e 2 Einh , et en appliquant laformule de Green, nous obtenons � Z�be �u�ne ds = Zbe f(x) dx ; 8 e 2 Einh ; (4.2.1)où ne est la normale unitaire sortante à be.La formulation de (2.1.1) au sens des Éléments-Volumes Finis non 
onformes 
onsiste don
 à trouver uBN 2S0h véri�ant : � Z�be �uBN�ne ds = Zbe f(x) dx ; 8 e 2 Einh : (4.2.2)Remarque 4.2.1. Nous avons tenu 
ompte des 
onditions de bord en posant uBN 2 S0h.Nous allons à présent énon
er une proposition démontrée dans [19, 20℄ qui nous permettra de reformuler(4.2.2) a�n de le rendre plus fa
ilement implémentable. Donnons don
 laProposition 4.2.1. Soient vh; wh 2 Sh. Nous avons alors :�ah(vh;wh) = ah(uh;wh) :Preuve : L'idée de la preuve est identique à 
elle de la preuve de la proposition 3.2.1. Pour plus de détails,le le
teur pourra se reporter au lemme 3.2 de [19℄. �



54Proposition 4.2.2. Considérons les maillages Th et Bh de 
 �xés. Le système (4.2.2) admet alors une uniquesolution uBN 2 S0h .Preuve :Introduisons : Fh : Sh �! IR ;vh 7�! Xe2Eh vh(me) Zbe f dx :Clairement, (4.2.2) équivaut à trouver uBN 2 S0h, telle que �ah(uBN ;vh) = Fh(vh), pour tout vh 2 S0h.Comme le problème (4.2.2) est posé sur un espa
e de dimension �nie et est linéaire, il su�t de démontrerl'uni
ité de la solution uBN de (4.2.2). Pour 
ela, �xons f = 0 dans 
.D' où �ah(uBN ;vh) = 0; 8 vh 2 S0h+�ah(uBN ;uBN) = 0m prop. 4.2.1ah(uBN ;uBN ) = 0 ;mjuBN j1;h = 0 :Or kuBNk0;
 . juBN j1;h (voir le lemme 4.3.1), d'où, uBN = 0 dans 
, 
e qui 
on
lut notre preuve. �4.3 Résultats préliminairesCette se
tion a pour but de démontrer quelques résultats indispensables pour la suite de notre travail.Lemme 4.3.1. Soit Th une triangulation de 
 qui satisfait à l'hypothèse (H1') (voir dé�nition 3.3.1). Il existealors C(
;�) > 0, telle que : kvhk0;
 � C(
;�) jvhj1;h ; 8 vh 2 (S0h)2 :



55Preuve : voir la proposition 4.13 de [95℄. �Lemme 4.3.2. Soit Th une triangulation de 
 qui satisfait à l'hypothèse (H1') (voir dé�nition 3.3.1) et� 2 [0;12[. Fixons K 2 Th et appelons e; l; deux de ses 
�tés (voir �gure 4.3).Nous avons alors : | Z�be\�bl �v�ne ds |2 . jvj21;K + h2K jvj22;K ; 8 v 2 H2;�(K) ; (4.3.1)si K n' a pas de sommet en O,| Z�be\�bl �v�ne ds |2 . jvj21;K + h2�2�K jvj22;�;K ; 8 v 2 H2;�(K) ; (4.3.2)si K a un sommet en O,où dans (4.3.1) et (4.3.2), ne désigne la normale unitaire sortante à be sur �be \ �bl.Preuve :Nous ne démontrerons que (4.3.2), (4.3.1) s'en déduisant aisément.Soit K 2 Th, ave
 O 2 �K.Clairement, nous avons :| Z�be\�bl �v�ne ds|2 � C hK �Z�be\�bl jrvj2 ds� ; 8 v 2 H2(K) ; (4.3.3)grâ
e à l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz.L'idée de la preuve est d'appliquer un théorème de tra
e au membre de droite de (4.3.3) mais dans unsous domaine de K bien 
hoisi. Prolongeons don
 le segment �be \ �bl jusqu'au troisième 
�té de K que nousnommons k, nous appelons pk le point où 
e prolongement ren
ontre k (la �gure 4.3 résume la situation). Letriangle K se trouve, de 
e fait, divisé en 2 sous triangles A et B .Posons alors :� �A := maximum des diamètres des 
er
les ins
rits dans A ;� �B := maximum des diamètres des 
er
les ins
rits dans B :Il est 
lair que �A ou �B � �K . Nous 
onvenons pour la suite que �A � �K , 
'est don
 dans le sous triangleA que nous allons travailler.Nous avons alors, si nous désignons par hA le diamètre de la partie A, que
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�pkk
l ezKA B�be \ �bl

Fig. 4.3 � triangle K et sous domaines A et BZ�be\�bl jrvj2 ds � Z�A jrvj2 ds�lemme 3.3.1 C(�) �krvk20;AhA + h1�2�A jrvj21;�;A� ;� C(�) �krvk20;KhK + h1�2�K jrvj21;�;K� ;vu que A � K et hA � hK : Nous obtenons don
Z�be\�bl jrvj2 ds � C(�) � jvj21;KhK + h1�2�K jvj22;�;K� :En 
ombinant 
e
i ave
 (4.3.3), nous aboutissons à l'estimée (4.3.2). �4.4 Majoration d' erreurDans 
ette se
tion, nous établirons une majoration d'erreur linéaire du s
héma numérique 
onsidéré etprouverons, sous 
ertaines hypothèses supplémentaires, une majoration d'erreur quadratique.Théorème 4.4.1. Soient u 2 H2;�(
), où � 2 [0;12[, solution de (2.1.1) et Th une triangulation régulière �-ra�née de 
 (voir dé�nition 3.3.1). Introduisons en outre uBN 2 S0h la solution de (4.2.2).Alors, nous avons : ku� uBNk1;h . h (juj22;�;
 + kfk20;
) 12 : (4.4.1)



57Preuve :En tenant 
ompte de (4.2.1) et de (4.2.2), nous obtenons�ah(u� uBN ;vh) = 0 ; 8 vh 2 S0h+�ah(u� wh;vh) = �ah(uBN � wh;vh) ; 8 vh; wh 2 S0h: (4.4.2)Or, pour wh 2 S0h, 
omme uBN � wh 2 S0h, il vient quekr(uBN � wh)k0;
 � supvh 2 S0hvh 6= 0 ah(uBN � wh;vh)jvhj1;h=prop. 4.2.1 supvh 2 S0hvh 6= 0 �ah(uBN � wh;vh)jvhj1;h :D' où, grâ
e à (4.4.2) :kr(u� uBN)k0;
 � supvh 2 S0hvh 6= 0 �ah(u� wh;vh)jvhj1;h ; 8 wh 2 S0h : (4.4.3)Développons quelque peu le terme au numérateur de (4.4.3) : Pour vh; wh 2 S0h, nous avons :j�ah(u� wh;vh)j = | Xe2Einh vh(me) Z�be �(u� wh)ne ds |� XK2Th Xe;l2Eh(K) |vh(me)� vh(ml) | | Z�be\�bl �(u� wh)ne ds |� � XK2Th Xe;l2Eh(K) |vh(me)� vh(ml) |2� 12� XK2Th Xe;l2Eh(K) | Z�be\�bl �(u� wh)ne ds |2� 12 ;par l' inégalité de Cau
hy-S
hwarz. Il en résulte, grâ
e au lemme 3.5 de [20℄ (dont nous démontrons une varianteplus pré
ise dans le lemme 4.3.3), quej�ah(u� wh;vh)j . jvhj1;h � XK2Th Xe;l2Eh(K) | Z�be\�bl �(u� wh)ne ds |2�1=2 ; 8 vh; wh 2 S0h : (4.4.4)



58 A�n de majorer le membre de droite de (4.4.4), nous devons distinguer les di�érents 
as suivants :1o 
as K a un sommet en O :u 2 H2;�(K). Nous utilisons (4.3.2) qui nous fournit que :Xe;l2Eh(K) | Z�be\�bl �(u� wh)ne ds |2 � C (ju� whj21;K + h2�2�K juj22;�;K) ; 8 wh 2 S0h:+ hypothèse (H20)Xe;l2Eh(K) | Z�be\�bl �(u� wh)ne ds |2 . h2 juj22;�;K + ku� whk21;K ; 8 wh 2 S0h: (4.4.5)2o 
as K n'a pas de sommet en Ou 2 H2(K), il su�t alors de reprendre la même démar
he que dans le 1o 
as en posant � := 0 et de s' aiderde (3.3.1), (4.3.1) et de l'hypothèse (H30) pour obtenir une estimée similaire à (4.4.5).Nous reprenons (4.4.4), en tenant 
ompte des résultats de notre disjon
tion des 
as pour en majorer lemembre de droite et obtenonsj�ah(u� wh;vh)j2 . jvhj21;h�h2 juj22;�;
 + ku� whk21;h� ; 8 vh; wh 2 S0h:Ce qui pré
ède ainsi que (4.4.3) fournissent alorskr(uBN � wh)k0;
 . h juj2;�;
 + ku� whk1;h ; 8 wh 2 S0h: (4.4.6)Posons, dans (4.4.6), wh := ICRu, interpolé de Crouzeix-Raviart de u. Nous avons par le théorème 1 de [38℄ :ku� ICRuk1;h . h (kfk20;
 + juj22;�;
) 12 : (4.4.7)L' inégalité (4.4.7) dans (4.4.6) donne :kr(uBN � ICRu)k0;
 . h (kfk20;
 + juj22;�;
) 12 :D'où, grâ
e à l'inégalité de Poin
aré dis
rètekuBN � ICRuk1;h . h (kfk20;
 + juj22;�;
) 12 :En utilisant alors une inégalité triangulaire ainsi que (4.4.7) et 
e qui pré
ède, nous obtenons (4.4.1). �



59Théorème 4.4.2. Nous nous replaçons dans le 
ontexte du théorème pré
édent. Supposons de plus que f 2H1(
) et que pour tout K 2 Th; zK est le bary
entre de K.Alors, nous avons : ku� uBNk0;
 . h2 (juj22;�;
 + kfk21;
) 12 : (4.4.8)Preuve :Considérons tout d'abord le problème auxiliaire suivant :8>><>>: ��� = u� uBN dans 
 ;� = 0 sur �
 : (4.4.9)Nous utiliserons l'estimée suivante (voir [4℄) :j�j2;�;
 + j�j1;
 . ku� uBNk0;
 : (4.4.10)Notons tout d'abord que, par (4.4.9)ku� uBNk20;
 = XK2Th(u� uBN ;���)K= XK2Th(r(u� uBN);r�)K� XK2Th Z�K(u� uBN )���n ds ;où n désigne la normale unitaire sortante à K.D' où : ku� uBNk20;
 � jah(u� uBN ;�� vh)j+ jah(u� uBN ;vh)j+ j XK2Th Z�K(u� uBN)���n dsj ; 8 vh 2 S0h : (4.4.11)
Nous allons dans la suite majorer les 3 termes du membre de droite de (4.4.11).1. Majoration du terme ah(u� uBN ;�� vh) pour vh 2 S0h :Par l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz, nous avons :
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jah(u� uBN ;�� vh)j � ju� uBN j1;h j�� vhj1;h : (4.4.12)2. Majoration du terme ah(u� uBN ;vh) pour vh 2 S0h :Notons dans un premier temps queah(u� uBN ;vh) = ah(u;vh) � �ah(uBN ;vh) ; (4.4.13)par la proposition 4.2.1. Or ah(u;vh) = XK2Th(ru;rvh)K= XK2Th(f;vh)K + XK2Th Z�K vh �u�n ds ;en utilisant la formule de Green et (2.1.1). De plus,�ah(uBN ;vh) = Xe2Einh vh(me) Zbe f dx ;
ar uBN est solution de (4.2.2).L'égalité (4.4.13) ainsi que 
e qui pré
ède fournissentah(u� uBN ;vh) = XK2Th(f;vh)K+ XK2Th Z�K vh �u�n ds� Xe2Einh vh(me) Zbe f dx+ah(u� uBN ;vh) = XK2Th Z�K vh �u�n ds+ XK2Th ZK f (vh � �vh)) dx : (4.4.14)Nous allons à présent majorer les 2 termes du membre de droite de (4.4.14).a. Majorons XK2Th ZKvh �u�n ds; vh 2 S0h :



61Introduisons pour 
e
i, pour e 2 Eh;M0e(:) l'opérateur de proje
tion orthogonale de L2(e) vers IP 0(e). Cetopérateur véri�e par dé�nition la propriété suivante :ZeM0e(v) w ds = Ze v w ds ; 8 w 2 IP 0(e) ; 8 v 2 L2(e): (4.4.15)Nous avons alorsXK2Th Xe2Eh(K)ZeM0e(�u�n ) vh ds = Xe 2 Einhe = �K \ �L ZeM0e(�u�n) (vhjK � vhjL) ds+ Xe 2 Eexthe � �K ZeM0e(�u�n ) vhjK ds= Xe 2 Einhe = �K \ �L jej M0e(�u�n ) (vhjK � vhjL)(me)+ Xe 2 Eexthe � �K jej M0e(�u�n ) vhjK ;par la formule des trapèzes (exa
te sur IP 1(e)) et le fait que M0e(�u�n ) est une 
onstante sur e .Or 
omme vh est 
ontinue en me, si e 2 Einh , et vh(me) = 0, si e 2 Eexth , il vient queXK2Th Xe2Eh(K) ZeM0e(�u�n ) vh ds = 0 :Par 
e qui pré
ède, nous obtenonsXK2Th Z�K vh �u�n ds = XK2Th Xe2Eh(K) Ze vh ��u�n �M0e(�u�n )� ds : (4.4.16)De la même manière XK2Th Xe2Eh(K) ZeM0e(�u�n ) � ds = 0 ; (4.4.17)et XK2Th Xe2Eh(K) Ze �u�n � ds = 0 ; (4.4.18)
ar �j�
 = 0 et � 2 H2;�(
) ,! C0(�
) (voir proposition 1.2.3).



62 Par (4.4.16), (4.4.17) et (4.4.18), nous avons :| XK2Th Z�K vh �u�n ds |= | XK2Th Xe2Eh(K) Ze �vh � �� ��u�n �M0e (�u�n)� ds |= | XK2Th Xe2Eh(K)Ze �(vh � �)�M0e(vh � �)� ��u�n �M0e(�u�n )� ds | ;par(4.4.15). Par 
onséquent, grâ
e à la proposition 1.2.6,| XK2Th Z�K vh �u�n ds |. XK 2 ThO 2 �K h1��K juj2;�;K jvh � �j1;K + XK 2 ThO 62 �K hK juj2;K jvh � �j1;K :Il s'en suit, par les hypothèses (H20) et (H30), que :j XK2Th Z�K vh �u�n dsj . h juj2;�;
 jvh � �j1;h : (4.4.19)b. Majorons XK2Th ZK f(vh � �vh) dx pour vh 2 S0h :Introduisons pour 
ela, pour K 2 Th, la moyenne de f sur K dé�nie par :M0K(f) := 1jKj ZK f dx :Nous avons alors, en passant sur le triangle de référen
e K̂, queZK f(vh � v̂h) dx = jKj �ZK̂(f̂ � M0̂K(f̂)) (v̂h � �̂vh) dx̂+ ZK̂M0̂K(f̂) (v̂h � �̂vh) dx̂� : (4.4.20)Or, 
omme ẑK̂ est la bary
entre de K̂, nous avonsZK̂M0̂K(f̂) (v̂h � �̂vh) dx̂ =M0̂K(f̂)�ZK̂ v̂h dx̂ � jK̂j3 Xe2Eh(K̂) v̂h(âi)�= M0̂K(f̂) jK̂j3 � Xe2Eh(K̂) v̂h(âi) � 3Xi=1 v̂h(âi)� ;



63en utilisant des formules d'intégration numérique exa
te sur IP 1(K̂) (voir [24℄).Par 
onséquent ZK̂M0̂K(f̂) (v̂h � �̂vh) dx̂ = 0 : (4.4.21)De plus, en utilisant l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz suivi de la proposition 1.2.6, nous avonsj ZK̂(f̂ �M0̂K(f̂))(v̂h � �̂vh) dx̂j � kf̂ �M0̂K(f̂)k0;K̂kv̂h � �̂vh)k0;K̂. jf̂ j1;K̂ jv̂hj1;K̂ : (4.4.22)(4.4.21) et (4.4.22) fournissent alors dans (4.4.20) :| ZK f(vh � �vh) dx | . h2K jvhj1;K jf j1;K : (4.4.23)En tenant 
ompte de (4.4.23) et en appliquant l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz, nous arrivons alors à :| XK2Th ZK f (vh � �vh) dx | . h2 jvhj1;h jf j1;
 : (4.4.24)Nous reprenons alors (4.4.14) et appliquons les inégalités (4.4.19) et (4.4.24) pour obtenir :jah(u� uBN ;vh)j. h juj2;�;
j�� vhj1;h + h2 jvhj1;hjf j1;
 :
+jah(u� uBN ;vh)j. h (juj2;�;
 + jf j1;
) (j�� vhj1;h + h j�j1;h) : (4.4.25)3. Majoration du terme | XK2Th Z�K (u� uBN ) ���n ds |Nous réitérons le raisonnement e�e
tué en 2.a et réutilisons la proposition 1.2.6 pour obtenir :| XK2Th Z�K(u� uBN ) ���n ds |
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= | XK2Th Xe2Eh(K)Ze �(u� uBN)�M0e(u� uBN )�����n �M0e(���n )� ds |. XK 2 ThO 2 �K h1��K j�j2;�;K ju� uBN j1;K + XK 2 ThO 62 �K hK j�j2;K ju� uBN j1;K :D' où, en appliquant l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz et en tenant 
ompte des hypothèses (H20) et (H30) :| XK2Th Z�K(u� uBN) ���n ds | . h j�j2;�;
ju� uBN j1;h : (4.4.26)Nous reprenons alors (4.4.11) en tenant 
ompte des résultats des points 1., 2. et 3. (
'est à dire (4.4.12),(4.4.25) et (4.4.26)) et en posant vh := �h(�), interpolé de Crouzeix-Raviart de �. Nous utilisons de plusl'estimée (4.4.10) qui nous permet d'obtenir (4.4.8). �4.5 Essais numériquesNous nous plaçons sur le même domaine 
 et 
onsidérons la même équation que dans le 
hapitre 3. Uneillustration des maillages utilisés est donnée dans le 
hapitre pré
édent (voir �gure 3.1). Les résultats de 
es testssont donnés dans la table 4.1 et la �gure 4.4. Ces tests illustrent parfaitement la né
essité d'utiliser un maillagera�né de manière adéquate en vu de rétablir un ordre de 
onvergen
e optimal pour la méthode étudiée. Enoutre, nous montrons sur la �gure 4.5 une illustration graphique des approximations obtenues sur un maillageuniforme et un maillage �-ra�né.Maillage uniforme Maillage �-ra�nén ku� uBNk0;
 ku� uBNk1;h ku� uBNk0;
 ku� uBNk1;h2 4.86E-02 1.59E-01 3.67E-02 1.38E-014 1.96E-02 1.05E-01 1.10E-02 7.84E-028 7.69E-03 6.76E-02 3.22E-03 4.33E-0216 3.02E-03 4.32E-02 9.29E-04 2.35E-0232 1.19E-03 2.75E-02 2.65E-04 1.26E-0264 4.68E-04 1.74E-02 7.45E-05 6.70E-03Tab. 4.1 � normes ku� uBNk0;
 et ku� uBNk1;h pour les deux maillages
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Chapitre 5
Méthode d'Éléments-Volumes Finis non
onforme ra�née en présen
e d'unesingularité de 
oin pour le problème deStokesCe 
hapitre traite de la dis
rétisation de l'équation de Stokes stationnaire par la méthode d'Éléments-VolumesFinis non 
onforme dans le 
as où nous nous plaçons sur un domaine 
 non 
onvexe de IR2.Nous introduisons tout d'abord le problème plus pré
isément.5.1 Position du problème et résultats de régularitéSoit 
 un domaine du même type que 
elui introduit dans les 
hapitres pré
édents (voir 
hapitre 2 parexemple). Considérons le problème de Stokes, plus pré
isément : Trouver u 2 H1(
) et p 2 L20(
) telles que :8>>>>>>><>>>>>>>: �� �u + rp = f dans 
 ;div u = 0 dans 
 ;u = 0 sur �
 ; (5.1.1)où :� L20(
) représente l'ensemble des fon
tions de 
arré intégrable et de moyenne nulle sur le domaine 
,



68 � u = � u1u2 � 
onstitue le 
hamp de vitesse et p la pression (qui sont adimensionnées dans (5.1.1)),� f = � f1f2 � 2 (L2(
))2 désigne une densité de for
es massiques extérieures,� � > 0 représente la vis
osité.Nous introduisons alors la formulation variationnelle de (5.1.1), 
'est à dire : Trouver (u;p) 2 (H10 (
))2 �L20(
) tel que : 8>><>>: � a(u;v) + b(v;p) = (f ;v)
 ; 8 v 2 (H10 (
))2 ;b(u;q) = 0 ; 8 q 2 L2(
) ; (5.1.2)où : a : (H1(
))2 � (H1(
))2 �! IR(v;w) 7�! 2Xi;j=1(Djvi;Djwi)
 ;b : (H1(
))2 � L2(
) �! IR(v;q) 7�! �(q;div v)
 :Donnons alors leThéorème 5.1.1. Le problème (5.1.2) admet une unique solution (u;p) 2 (H10 (
))2�L20(
). De plus (u;p) estsolution de (5.1.1) ave
 u 2 (H2;�(
))2 et p 2 H1;�(
), où � := 1 � �, � étant la plus petite solution positivenon nulle de sin(�!) = � sin(!)� : (5.1.3)Preuve : voir théorème II.1 de [90℄, ainsi que [32, 39, 6, 69℄. Pré
isons que, suivant les résultats de [32℄,� := 1��, où � est le nombre 
omplexe de plus petite partie réelle stri
tement positive solution de (5.1.3). [69℄fournit alors que la valeur propre en question est réelle. �La solution (u;p) de (5.1.1) présente en fait une singularité de 
oin en O. Dans le 
adre des méthodesd'Éléments Finis, il faut don
, tout 
omme dans le 
as du problème de Lapla
e, exploiter la régularité de 
elle-
ien vue d'obtenir un résultat de 
onvergen
e optimal (voir pour les méthodes d'Éléments Finis [6, 38, 39, 41℄).Nous adoptons par la suite les mêmes 
onventions et notations que dans la se
tion 4, 
'est à dire que nousdé�nissons un maillage primal Th, un maillage dual Bh ainsi que l'espa
e Sh des fon
tions non 
onformes sur le



69maillage primal. Nous dé�nissons de plus IP 0(Th) 
omme l'ensemble des fon
tions 
onstantes par mor
eaux surle maillage primal de 
 (voir [29℄). Suivant le même prin
ipe que dans [19, 23, 42℄, nous aurons Th qui serviraà dé�nir l'espa
e d'approximations de la solution de (5.1.1) alors que Bh permettra la dis
rétisation de (5.1.1).5.2 S
héma numériquePour appro
her (5.1.1), nous �xons Th une triangulation et Bh un maillage dual de 
.Dé�nissons en premier lieu :ah : �(Sh)2 + (H1(
))2�2 �! IR(vh;wh) 7�! 2Xi=1 XK2Th ZK rvh;i : rwh;i dx ;�ah : �(Sh)2 + (H2(
))2�2 �! IR(vh;wh) 7�! � 2Xi=1 Xe2Einh Z�be �vh;i�ne wh;i(me) ds ;bh : �(Sh)2 + (H1(
))2�� IP 0(Th) �! IR(vh;qh) 7�! �XK2Th ZK qh div vh dx ;�bh : �(Sh)2 + (H2(
))2�� IP 0(Th) �! IR(vh;qh) 7�! Xe2Einh Z�be qh �vh(me) : ne ds ;où, pour i 2 f1;2g� ne;i est la i�eme 
omposante de ne, la normale unitaire sortante à be sur e 2 Eh,� vh;i désigne i
i et dans tout le reste du 
hapitre la i�eme 
omposante de vh 2 (L2(
))2.Nous multiplions dans un premier temps la 1�ere équation de (5.1.1) par ��e;i := ��e, i 2 f1;2g; e 2 Einh (voirla sous-se
tion 4 pour la dé�nition de ��e), et l'intégrons sur 
, d'où :�� Z
�ui ��e;i dx + Z
Dip ��e;i dx = Z
 fi ��e;i dx ; 8 i 2 f1;2g+�� Zbe �ui ��e;i dx + Zbe Dip ��e;i dx = Zbe fi ��e;i dx ;8 e 2 Einh ; 8 i 2 f1;2g ;
ar supp(��e;i) = �be. En utilisant la formule de Green, nous obtenons en�n
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�� Z�be �ui�ne ��e;i ds + Z�be p ��e;i ne;i ds = Zbe fi ��e;i dx ; 8 e 2 Einh ; 8 i 2 f1;2g: (5.2.1)Nous multiplions ensuite la 2nde équation de (5.1.1) par �K , indi
atri
e de K 2 Th, et l'intégrons sur 
 pourobtenir, 8 K 2 Th : Z
 �K div u dx = 0 : (5.2.2)En utilisant (5.2.1) et (5.2.2), nous avons que la formulation de (5.1.1) au sens des Éléments-Volumes Finisest de trouver (uB ;pB) 2 (S0h)2 � IP 0(Th) véri�ant :8>><>>: � �ah(uB ;wh) + �bh(wh;pB) = (f ; �wh)
; 8 wh 2 (S0h)2 ;bh(uB ;qh) = 0; 8 qh 2 IP 0(Th) ; (5.2.3)où �ah; bh et �bh ont été données pré
édemment.5.3 Résultats préliminairesDans 
ette partie, nous donnons quelques lemmes qui vont tout d'abord nous permettre dans un premiertemps de 
hanger la formulation de (5.2.3) puis ensuite d'énon
er un théorème d'existen
e et d'uni
ité de lasolution (uB ;pB) 2 (S0h)2 � IP 0(Th) de (5.2.3). Pour tout le reste de 
ette partie, nous supposons que Th estune triangulation régulière �-ra�née de 
 (voir hypothèses (H1'), (H2') et (H3') de la dé�nition II.1).Lemme 5.3.1. 8 (vh; wh) 2 (S0h)2 � (S0h)2 :�ah(vh;wh) = ah(vh;wh) :Preuve : Conséquen
e dire
te de la proposition 4.2.1 �Lemme 5.3.2. 8 (vh;qh) 2 (S0h)2 � IP 0(Th) :�bh(vh;qh) = bh(vh;qh) :Preuve :Comme les 2 formes �bh et bh sont bilinéaires, il su�t de démontrer le lemme pour vh := �e;i, où i 2 f1;2get e 2 Einh et qh := �K , où K 2 Th.Nous supposons que e 2 Eh(K), sinon l'énon
é est trivialement vrai.



71�bh(�e;i;�K) = Xl2Eh(K) Z�bl\ �K �K ��e;i nl;i ds= Xl2Eh(K)�� Zl �K ��e;i nl;i ds+ Zbl;K Di�K ��e;i dx+ Zbl;K �K Di ��e;i dx�= � Xl2Eh(K)�K �e;i(ml) nl;i jlj= � Xl2Eh(K) Zl �K �e;i nl;i ds= � ZK �K Di�e;i dx= bh(�e;i;�K) : �Pour terminer 
ette série de petits lemmes, nous énonçons la 
ondition inf � sup pour le 
ouple (S0h)2 �IP 0(Th) et l'inégalité de Poin
aré pour les fon
tions de (S0h)2.Lemme 5.3.3. [14, 29℄Il existe C(
) > 0, telle que :supwh 2 (S0h)2wh 6= 0 jbh(wh;qh)jjwhj1;h � C(
) kqhk0;
 ; 8 qh 2 IP 0(Th):Preuve : L'idée de la preuve 
onsiste à déterminer, pour qh 2 IP 0(Th), un élément wh 2 (S0h)2 véri�ant8>><>>: div whjK = qhjK ; 8 K 2 Th ;jwhj1;K � kqhk0;K : �Nous modi�ons la formulation de (5.2.3) qui devient, grâ
e aux lemmes 5.3.1 et 5.3.2 :Trouver (uB ;pB) 2 (S0h)2 � IP 0(Th) véri�ant :8>><>>: � ah(uB ;wh) + bh(wh;pB) = (f ; �wh)
; 8 wh 2 (S0h)2 ;bh(uB ;qh) = 0; 8 qh 2 IP 0(Th) : (5.3.1)



72 Nous pouvons à présent énon
er leThéorème 5.3.4. Le système linéaire (5.3.1) admet une unique solution (uB ;pB) 2 (S0h)2 � IP 0(Th).Preuve :Comme nous sommes en dimension �nie, nous allons uniquement montrer que si f = � 00 �, alors uB = � 00 �et pB = 0.Posons dans (5.3.1) f = � 00 � et wh := uB , d'où :8>><>>: � ah(uB ;uB) + bh(uB ;pB) = 0 ;bh(uB ;qh) = 0; 8 qh 2 IP 0(Th)+juB j1;h = 0 
ar pB 2 IP 0(Th)+kuBk0;
 = 0 ;grâ
e au lemme 4.3.1. Il est alors 
lair que uB = � 00 �.En tenant 
ompte de 
e qui pré
ède, (5.3.1) impliquebh(wh;pB) = 0; 8 wh 2 (S0h)2+supwh 2 (S0h)2wh 6= 0 jbh(wh;pB)jjwhj1;h = 0+kpBk0;
 = 0 ;grâ
e au lemme 5.3.3. Nous avons don
 pB = 0, 
e qui 
on
lut la preuve. �



735.4 Majoration d'erreurNous donnons deux théorèmes : Le premier rétablira, par un ra�nement de maillage, une vitesse de 
onver-gen
e linéaire sur la pression (en norme L2) et sur la vitesse (en norme H1), Le se
ond rétablira, sous 
ertaineshypothèses supplémentaires, une vitesse de 
onvergen
e quadratique sur la vitesse (en norme L2).Théorème 5.4.1. Soit (u;p) 2 (H10 (
) \H2;�(
))2 �L20(
) \H1;�(
) la solution de (5.1.1), où � = 1� � (�étant donné par (5.1.3)). Considérons de plus Th une triangulation régulière �-ra�née de 
 de pas h, Bh unmaillage dual de 
 et (uB ;pB) 2 (S0h)2 � IP 0(Th) la solution de (5.3.1).Nous avons alors ju� uB j1;h + kp� pBk0;
 . h � kfk0;
 + juj2;�;
 + jpj1;�;
 � :Preuve :Le théorème 5.3.4 garantit l'existen
e et l'uni
ité de la solution de (5.3.1). Nous introduisons dans un premiertemps l'approximation de (5.1.1) par la méthode des Éléments Finis, plus pré
isément : Trouver (uh;ph) 2(S0h)2 � IP 0(Th) véri�ant8>><>>: � ah(uh;wh) + bh(wh;ph) = (f ;wh)
 ; 8 wh 2 (S0h)2 ;bh(uh;qh) = 0 ; 8 qh 2 IP 0(Th) ; (5.4.1)où ah(:;:) et bh(:;:) ont été données auparavant. En outre, il est bien 
onnu que l'estimée suivante s'applique [39℄ju� uhj1;h + kp� phk0;
 . h �juj2;�;
 + jpj1;�;
� : (5.4.2)Nous soustrayons alors (5.4.1) à (5.3.1) et obtenons8>><>>: � ah(uB � uh;wh) + bh(wh;pB � ph) = (f ; �wh �wh)
 ; 8 wh 2 (S0h)2 ;bh(uB � uh;qh) = 0 ; 8 qh 2 IP 0(Th) : (5.4.3)Introduisons à présent eh := uB � uh. Nous posons alors wh := eh 2 (S0h)2 dans (5.4.3), d'où8>><>>: � jehj21;h + bh(eh;pB � ph) = (f ;�eh � eh)
 ;bh(eh;qh) = 0 ; 8 qh 2 IP 0(Th) : (5.4.4)Or pB � ph 2 IP 0(Th), don
, en tenant 
ompte des deux égalités de (5.4.4), nous avons� jehj21;h = (f ;�eh � eh)
 : (5.4.5)



74 En utilisant un argument de type Bramble-Hilbert, nous avonsj(f ;�eh � eh)
j � C(�) h kfk0;
 jehj1;h : (5.4.6)En 
ombinant (5.4.5) et (5.4.6), il vient quejehj1;h � C(�)� h kfk0;
 : (5.4.7)Nous reprenons alors la première équation de (5.4.3) et (5.4.6) qui impliquent, grâ
e à l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz, que jbh(wh;pB � ph)jjwhj1;h � � jehj1;h + C(�) h kfk0;
 ;8 wh 2 (S0h)2+supwh 2 (S0h)2wh 6= 0 jbh(wh;pB � ph)jjwhj1;h � C(
;�) h kfk0;
en utilisant (5.4.7). Nous utilisons le lemme 5.3.3 et obtenons alorskpB � phk0;
 � C(
;�) h kfk0;
 : (5.4.8)En appliquant alors une simple inégalité triangulaire ainsi que (5.4.2), (5.4.7) et (5.4.8), le résultat duthéorème est immédiat. �Remarque 5.4.1. Il est possible de dis
rétiser par la même méthode d'Éléments-Volumes Finis l'équation deStokes généralisée (
'est à dire ave
 l'apport d'un terme de réa
tion) et d'obtenir une majoration d'erreursimilaire à 
elle du théorème 5.4.1 (voir [23℄).Remarque 5.4.2. En utilisant le lemme 4.3.1 ainsi que (5.4.7), nous obtenonsku� uhk1;h . h �kfk0;
 + juj2;�;
 + jpj1;�;
� : (5.4.9)Nous donnons à présent un théorème donnant, sous 
ertaines hypothèses appropriées, une vitesse de 
onver-gen
e quadratique (uniquement pour la vitesse) du s
héma d'Éléments-Volumes Finis 
onsidéré, 
ette majorationétant nouvelle à notre 
onnaissan
e.Théorème 5.4.2. Soit (u;p) 2 (H10 (
)\H2;�(
))2�L20(
)\H1;�(
) la solution de (5.1.1). Considérons de plusTh une triangulation régulière �-ra�née de 
 de pas h, Bh un maillage dual de 
 et (uB ;pB) 2 (S0h)2� IP 0(Th)la solution de (5.3.1).



75Nous supposons de plus que f 2 (H1(
))2 et que pour tout K 2 Th, zK est le bary
entre de K (pour ladé�nition de zK, pour K 2 Th, nous renvoyons le le
teur au 
hapitre 3 ou 4).Nous avons alors ku� uBk0;
 . h2 (juj2;�;
 + jpj1;�;
 + kfk1;
):Preuve :Considérons le problème auxiliaire suivant8>>>>>>><>>>>>>>: �� ��+rq = u� uB dans 
 ;div � = 0 dans 
 ;� = 0 sur �
 : (5.4.10)
Nous remarquons tout d'abord que l'estimée suivante s'applique (voir le théorème II.1 de [90℄)j�j1;
 + j�j2;�;
 + jqj1;�;
 . ku� uBk0;
 : (5.4.11)Nous 
onsidérons de plus (�h;qh) 2 (S0h)2 � IP 0(Th) solution de8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>:

� XK2Th 2Xi;j=1(Dj�h;i;Djwh;i)K � XK2Th 2Xi=1(qh;Diwh;i)K= 2Xi=1((u� uB)i;wh;i)
 ; 8 wh 2 (S0h)2 ;XK2Th 2Xi=1(sh;Di�h;i)K = 0 ; 8 sh 2 IP 0(Th) : (5.4.12)
Signalons que, grâ
e à (5.4.2), l'estimée suivante s'appliquek�� �hk1;h + kq � qhk0;
 . h (j�j2;�;
 + jqj1;�;
) : (5.4.13)Nous avons alors
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ku� uBk20;
 = (u� uB ;� � ��+rq)
= XK2Th 2Xi=1((u� uB)i;� � ��i +Diq)K= � XK2Th 2Xi;j=1(Dj(u� uB)i;Dj�i)K�� XK2Th 2Xi=1((u� uB)i; ��i�nK )�K

� XK2Th 2Xi=1(Di(u� uB)i;q)K+ XK2Th((u� uB)SnK ;q)�K ;
grâ
e à la formule de Green (nK désignant la normale unitaire sortante à K 2 Th). Il s'en suit que

ku� uBk20;
 = 6Xi=1 Ti ; (5.4.14)



77où T1 := � XK2Th 2Xi;j=1(Dj(u� uB)i;Dj(�� �h)i)K ;T2 := � XK2Th 2Xi;j=1(Dj(u� uB)i;Dj�h;i)K� XK2Th 2Xi=1(Di�h;i;q � qh)K ;T3 := �� XK2Th 2Xi=1((u� uB)i; ��i�nK )�K ;T4 := � XK2Th 2Xi=1(Di(u� uB)i �Di�h;i;q � qh)K ;T5 := � XK2Th 2Xi=1(Di(u� uB)i;qh)K ;T6 := XK2Th((u� uB)SnK ;q)�K :L'essentiel de la preuve 
onsistera à majorer tous 
es termes.a. Majorons T1 :Par l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz, nous avonsjT1j � � � XK2Th 2Xi;j=1 kDj(u� uB)ik20;K� 12� XK2Th 2Xi;j=1 kDj(�� �h)ik20;K� 12= � ju� uB j1;h j�� �hj1;h :Nous obtenons alors, à l'aide de (5.4.13) et du théorème 5.4.1 :jT1j . h2 ku� uBk0;
 �kfk0;
 + juj2;�;
 + jpj1;�;
� : (5.4.15)b. Majorons T2 :T2 = � XK2Th 2Xi;j=1(Djui;Dj�h;i)K � XK2Th 2Xi=1(Di�h;i;p)K + XK2Th 2Xi=1(Di�h;i;p� q)K
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��� XK2Th 2Xi;j=1(DjuB;i;Dj�h;i)K � XK2Th 2Xi=1(Di�h;i;pB)K + XK2Th 2Xi=1(Di�h;i;pB � qh)K� :Dans un premier temps, nous remarquons que| 2Xi=1(Di�h;i;(p� q)� (pB � qh))K |= | 2Xi=1(Di(�� �h)i;(p� q)� (pB � qh))K | ;
ar div � = 0 :D'où, par l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz| 2Xi=1(Di�h;i;(p� q)� (pB � qh))K |� j�� �hj1;h (kp� pBk0;
 + kq � qhk0;
) : (5.4.16)De plus, par (5.3.1) � XK2Th 2Xi;j=1(DjuB;i;Dj�h;i)K � XK2Th 2Xi=1(Di�h;i;pB)K= (f ;��h)
 : (5.4.17)En outre � XK2Th 2Xi;j=1(Djui;Dj�h;i)K � XK2Th 2Xi=1(Di�h;i;p)K= �� XK2Th 2Xi;j=1(D(2)j ui;�h;i)K + XK2Th 2Xi=1(�h;i;Dip)K+ � XK2Th 2Xi=1( �ui�nK ;�h;i)�K � XK2Th(�hSnK ;p)�K (5.4.18)

Remarquons alors que �� XK2Th 2Xi;j=1(D2jui;�h;i)K + XK2Th 2Xi=1(�h;i;Dip)K= (f ;�h)
 : (5.4.19)



79En pro
édant 
omme en (3:42) de [19℄, il vient queXK2Th(�hSnK ;p)�K= XK2Th Xe2Eh(K) Ze �hSnK p ds= XK2Th Xe2Eh(K)Ze(�hSnK � �SnK) (p�Me0(p)) ds ;oùMe0(:) est l'opérateur de L2(e)-proje
tion sur IP 0(e). Nous obtenons alors, par un argument de type Bramble-Hilbert, que j XK2Th(�hSnK ;p)�K j � C h jpj1;�;
 j�� �hj1;h : (5.4.20)En outre, en réutilisant les mêmes arguments que pré
édemment, nous obtenons| XK2Th 2Xi=1( �ui�nK ;�h;i)�K| � C h juj2;�;
 j�� �hj1;h : (5.4.21)Nous reprenons (5.4.14), (5.4.17), (5.4.18), (5.4.19), (5.4.20) et (5.4.21), nous aboutissons alors àjT2j � j(f ;�h � ��h)
j+ (kp� pBk0;
 + kq � qhk0;
) k�� �hk1;h+C h (jpj1;�;
 + �juj2;�;
) k�� �hk1;h : (5.4.22)Or, en raisonnant de la même manière que dans le point 2.b de la preuve du théorème du 
hapitre 4 (puisquef 2 (H1(
))2 et que pour tout K 2 Th; zK est le bary
entre de K) nous avons un estimée similaire à (4.4.23),
'est à dire : j(f ;�h � ��h)
j . h2 jf j1;
 (j�� �hj1;h + j�j1;h) : (5.4.23)(5.4.23) repla
é dans (5.4.22) fournitjT2j . h � h jf j1;
 + jpj1;�;
 + �juj2;�;
+kp� pBk0;
 + kq � qhk0;
 � k�� �hk1;h+ h2 jf j1;
 j�j1;h :Nous utilisons (5.4.11), (5.4.13), ainsi que le théorème 5.4.1 et aboutissons à
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jT2j . h2 ku� uBk0;
 �jf j1;
 + juj2;�;
 + jpj1;�;
� : (5.4.24)
. Majorons T3 :En reprenant le raisonnement du point 2:a: de la preuve du théorème du 
hapitre 4 (voir estimée 4.4.19)),nous obtenons | XK2Th 2Xi=1((u� uB)i; ��i�nK )�K | . h j�j2;�;
 ku� uBk1;h ;
e qui implique que jT3j . � h j�j2;�;
 ku� uBk1;h :Nous employons alors l'estimée (5.4.11), ainsi que la remarque 5.4.2 et le résultat du théorème 5.4.1 qui nouspermettent de 
on
lure à jT3j . h2 ku� uBk0;
 �kfk0;
 + juj2;�;
 + jpj1;�;
� : (5.4.25)d. Majorons T4 :Remarquons que, grâ
e à la se
onde équation de (5.4.10), nous avonsXK2Th 2Xi=1(Di�h;i;q � qh)K = XK2Th 2Xi=1(Di(�i � �h;i);q � qh)K :Nous appliquons alors l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz à 
e qui pré
ède et obtenons| XK2Th 2Xi=1(Di�h;i;q � qh)K| � j�� �hj1;h kq � qhk0;
 : (5.4.26)De plus, en appliquant toujours l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz, nous avons| XK2Th 2Xi=1(Di(u� uB)i;q � qh)K| � ju� uB j1;h kq � qhk0;
 : (5.4.27)Par (5.4.26) et (5.4.27), il vient quejT4j � (ju� uB j1;h + j�� �hj1;h) kq � qhk0;
 :En utilisant (5.4.11), (5.4.13) et le résultat du théorème 5.4.1, nous avonsjT4j . h2 ku� uBk0;
 �kfk0;
 + juj2;�;
 + jpj1;�;
� : (5.4.28)



81e. Majorons T5 : T5 = � XK2Th(div u;qh)K + XK2Th(div uB ;qh)K :Or, vu que qh 2 IP 0(Th) et que, 8 K 2 Th; div ujK = div uB jK = 0, nous en 
on
luons queT5 = 0 : (5.4.29)f. Majorons T6 :Remarquons que XK2Th Xe2Eh(K) ZeMe0(q) uSnK ds= Xe 2 Einhe = �K \ �L Me0(q) Ze(uSnK � uSnL) ds ;
ar u = � 00 � sur �
. D'où, 
omme u 2 (C0(�
))2XK2Th Xe2Eh(K)ZeMe0(q) uSnK ds = 0 :De manière similaire XK2Th Xe2Eh(K) ZeMe0(q) uBSnK ds = 0 ;étant donné que uB est 
ontinue en me pour e 2 Einh , nulle en me pour e 2 Eexth et que uB je 2 IP1(e) poure 2 Eh.Ces 2 remarques fournissent quejT6j = | XK2Th Xe2Eh(K)Ze �q �Me0(q)� �(u� uB)SnK �Me0((u � uB)SnK)� ds|� h jqj1;�;
 ku� uBk1;h :Par (5.4.11), le résultat du théorème 5.4.1 et la remarque 5.4.2, nous obtenonsjT6j . h2 ku� uBk0;
 �kfk0;
 + juj2;�;
 + jpj1;�;
� : (5.4.30)Nous pro
édons ensuite à la synthèse de nos di�érents résultats, 
'est à dire (5.4.15), (5.4.24), (5.4.25),(5.4.28), (5.4.29) ainsi que (5.4.30) que nous replaçons dans (5.4.14), 
e
i nous permettant de 
on
lure aisémentau résultat du théorème. �



825.5 Essais numériquesPosons 
 :=℄� 1;1[2 n [0;1[�℄� 1;0℄ ("L-shape"). Nous 
onsidérons le problème de Stokes :8>>>>>>><>>>>>>>: ��u + rp = f dans 
 ;div u = 0 dans 
 ;u = g sur �
 ; (5.5.1)où � u := � u1u2 � ;� f := � f1f2 �; f1; f2 2 L2(
) ;� g := � g1g2 �; g1; g2 2 L2(�
) :Nous introduisons (r; �) les 
oordonnées polaires standards de IR2 
entrées en O. Introduisons les fon
tionssuivantes�1(�) := � sin(��) 
os(!)� � sin(�) 
os(�(! � �) + �)+� sin(! � �) 
os(�� � �) + sin(�(! � �)) ;�2(�) := � sin(��) sin(!)� � sin(�) sin(�(! � �) + �)�� sin(! � �) sin(�� � �) ;�p(�) := 2�[sin((� � 1)�) + sin((�� 1)� � �!)℄ ;où � ! := 3�2 (angle intérieur à 
 en O) ,� � est 
hoisi 
omme étant la plus petite solution positive de (5.1.3), la �gure 5.1 illustrant 
e 
hoix de �dans notre 
as.Numériquement, nous obtenons � � 0:5445. Dé�nissons alors� u1 := r��1(�) ;
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Fig. 5.1 � Lo
alisation de �� u2 := r��2(�) ;� p := r��1�p(�) :Ces fon
tions sont tra
ées sur la �gure 5.2. Nous avons alors que (u; p) est la solution de (5.5.1) pourf := � 00 �, gj�
 = uj�
 (voir [6, 62℄). En outre, (u; p) 2 (H2;�(
))2 �H1;�(
) pour � 2 [1� �;1[.Soit n 2 IN� et h := 1n .Pour Th une triangulation quel
onque de 
, nous introduisons (uB ; pB) 2 (S0h)2 � IP 0(Th) la solution de(5.3.1). Nous implémentons 
ette solution sur deux maillages : un maillage uniforme et un maillage �-ra�né(� = 1 � � � 0:4555), tout deux de pas h. Ceux-
i sont représentés, pour n = 10, sur la �gure 5.3. Pré
isonsque 
es solutions sont implémentées à l'aide de l'algorithme d'UZAWA (voir 
hapitre 5.2 de [95℄) ave
 un 
ritèred'arrêt �xé à 10�12 sur la norme L2 de deux approximations su

essives de la pression.La table 5.1 donne, pour di�érentes valeurs de n, l' erreur 
ommise pour 
es deux maillages. La �gure 5.4fournit en�n les divers taux de 
onvergen
e de la méthode pour les maillages uniformes et �-ra�nés. La �gure5.5 représente en�n l'approximation de la pression obtenue sur un maillage uniforme et un maillage �-ra�né.Nous observons que, pour un maillage uniforme, l'ordre de 
onvergen
e sur la pression et sur la vitessen'est pas optimal, Seul l'utilisation d'un maillage �-ra�né garantit la restauration de 
et ordre de 
onvergen
eoptimal (
'est à dire 2 pour la norme L2 de la vitesse et 1 pour les normes H1-dis
rète de la vitesse et L2 de lapression.



84
1.8

0.9

−0.0

Z

−1
0

1X −1

0

1

Y

1.8

0.9

−0.0

Z

−1
0

1X
−1

0

1

Y

9.9

0.0

−9.9

Z

−1
0

1
X

−1

0

1

Y

Fig. 5.2 � Représentation de u (première 
omposante en haut à gau
he, se
onde 
omposante en haut à droite)et p (en bas)
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Fig. 5.3 � Illustration des maillages utilisés : uniforme (à gau
he) et �-ra�né pour � = 1� � (à droite)
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Maillage uniforme Maillage �-ra�nén ku� uBk0;
 ku� uBk1;
 kp� pBk0;
 ku� uBk0;
 ku� uBk1;
 kp� pBk0;
2 2;50:10�1 6;85:10�1 1;86:100 1;81:10�1 6;18:10�1 1;84:1004 1;43:10�1 5;80:10�1 1;28:100 6;59:10�2 4;23:10�1 9;55:10�18 7;25:10�2 4;42:10�1 7;67:10�1 2;05:10�2 2;51:10�1 4;53:10�116 3;46:10�2 3;18:10�1 4;62:10�1 5;86:10�3 1;38:10�1 2;19:10�132 1;62:10�2 2;23:10�1 2;91:10�1 1;60:10�3 7;33:10�2 1;08:10�164 7;51:10�3 1;54:10�1 1;90:10�1 4;27:10�4 3;81:10�2 5;43:10�2Tab. 5.1 � Erreurs obtenues pour un maillage uniforme et un maillage �-ra�né
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Chapitre 6
Dis
rétisation de l'équation deNavier-Stokes par une méthoded'Éléments-Volumes non 
onforme sur unouvert polygonal non-
onvexe de IR2

Ce 
hapitre traite de la dis
rétisation de l'équation de Navier-Stokes par la méthode d'Éléments-VolumesFinis basée sur les éléments IP1-non 
onformes (voir [8, 19, 20, 23, 42, 72, 87, 97℄) dans le 
as où nous nousplaçons sur un ouvert polygonal non 
onvexe de IR2.Dans un premier temps, nous introduisons l'équation de Navier-Stokes in
ompressible sur le domaine
 � IR2donné en introdu
tion, donnons des théorèmes 
on
ernant l'existen
e et l'uni
ité de la solution et énonçons unthéorème de régularité de 
elle-
i dans le 
as non-
onvexe.
6.1 Position du problème et résultats de régularitéSoit 
 le domaine de IR2 introduit dans les 
hapitres pré
édentes. Nous rappelons que l'angle intérieur en Oest noté ! (
et angle étant stri
tement supérieur à �, l'angle intérieur aux autres sommets de 
 étant inférieurà �).Nous 
onsidérons sur 
 l'équation de Navier-Stokes in
ompressible ave
 
onditions au bord de Diri
hlet,plus pré
isément : Trouver un 
hamp de vitesse u = � u1u2 � et une pression p solution de



88 8>>>>>>><>>>>>>>: �� �u+ (u:r)u+rp = f dans 
 ;div u = 0 dans 
 ;u = 0 sur �
 ; (6.1.1)où � � > 0 représente la vis
osité,� f := � f1f2 � désigne la densité de for
es massiques.Une forme plus expli
ite de (6.1.1) est donnée par8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:
�� �ui + 2Xj=1 ujDjui +Dip = fi dans 
; 8 i 2 f1;2g ;2Xj=1Djuj = 0 dans 
 ;ui = 0 sur �
; 8 i 2 f1;2g: (6.1.2)

Introduisons à présent la formulation variationnelle de (6.1.1). Dans 
e but, posonsa : (H1(
))2 � (H1(
))2 �! IR ;(v;w) 7�! 2Xi;j=1 Z
DivjDiwj dx ;
 : (H1(
))2 � (H1(
))2 � (H1(
))2 �! IR ;(u;v;w) 7�! 2Xi;j=1 Z
 ujDjviwi dx ;b : L2(
)� (H1(
))2 �! IR ;(v;p) 7�! � Z
 p div v dx :La formulation variationnelle de (6.1.1) s'énon
e alors 
omme suit : Trouver (u;p) 2 (H10 (
))2 � L20(
)satisfaisant 8>><>>: � a(u;v) + 
(u;u;v) + b(p;v) = (f ;v)
 ; 8 v 2 (H10 (
))2 ;b(u;q) = 0 ; 8 q 2 L20(
) ; (6.1.3)



89où nous rappelons que� (:;:)
 désigne le produit s
alaire standard sur L2(
),� H10 (
) désigne l'espa
e des fon
tions de H1(
) s'annulant sur �
,� L20(
) est l'ensemble des fon
tions de L2(
) de moyenne nulle sur 
.Énonçons alors leThéorème 6.1.1. [95℄Si f 2 (L2(
))2, alors (6.1.3) admet une unique solution (u;p) 2 (H10 (
))2 � L20(
) pourvu que kfk0;
�2 soit"su�samment petit".Remarque 6.1.1. Nous renvoyons à [95℄ pour 
omprendre 
e que nous entendons par "su�samment petit".Nous énonçons à présent le théorème de régularité suivantThéorème 6.1.2. [62, 32℄Nous nous plaçons dans les 
onditions d'appli
ation du théorème pré
édent. Nous dé�nissons en outre �
omme étant la plus petite solution positive desin(�!) = �� sin(!) ; (6.1.4)où ! a été introduit pré
édemment.Alors, la solution (u;p) 2 (H10 (
))2 � L20(
) de (6.1.3) appartient à (H2;�(
))2 �H1;�(
); 8 � 2 [1� �;1),et est solution de (6.1.1).6.2 S
héma numériqueLa di�
ulté supplémentaire par rapport à la dis
rétisation de l'équation de Stokes provient du terme 
onve
tif(
'est à dire 
(:;:;:) dans la formulation variationnelle (6.1.3)). En e�et, la dis
rétisation de 
e terme 
onve
tif doitêtre numériquement stable, fa
ilement implémentable, mais aussi et surtout 
onservative en tant que méthodede Volumes Finis.Nous allons exposer trois méthodes pour traiter le terme 
onve
tif. Nous ne pré
iserons pas la dis
rétisationdes autres termes de (6.1.1), 
elle-
i étant identique à 
e qui a été fait dans le 
hapitre I.4 traitant de l'équationde Stokes. En outre, signalons dès à présent que, dans toute la suite, nous utiliserons les notations et les résultatsde 
e même 
hapitre. Nous introduirons don
 trois approximations (uC ;pC); (uDA;pDA) et (uEV ;pEV ), toutesles trois dans (S0h)2 � IP 0(Th), mais dé�nies de manières di�érentes.



90 Nous multiplions le terme 
onve
tif de (6.1.1) par ��e;i; i 2 f1;2g et l'intégrons sur be; e 2 Einh . Nousappliquons ensuite la formule de la divergen
e pour aboutir àZbe(u:r)u ��e;i dx = Z�be ui u:nbe ds ; 8 i 2 f1;2g ; 8 e 2 Einh ; (6.2.1)où nous rappelons que nbe désigne la normale unitaire sortante à be.6.2.1 Première méthode : S
héma 
entré [42℄Nous dis
rétisons le terme 
onve
tif en prenant (6.2.1) où nous remplaçons ui par uC;i; i 2 f1;2g. Ladis
rétisation de (6.1.1) par la méthode d'Éléments-Volumes Finis 
entrée s'énon
e don
 
omme suit :Trouver uC := � uC;1uC;2 � 2 (S0h)2 et pC 2 IP 0(Th) véri�ant8>>><>>>: ah(uC ;�e;i) + Z�be uC;i uC :nbe ds+ bh(�e;i;pC) = (fi;��e;i)
 ; 8 e 2 Einh ; 8 i 2 f1;2g ;bh(uC ;1lK) = 0 ; 8 K 2 Th ; (6.2.2)où ah(:;:) et bh(:;:) ont été dé�nies dans le 
hapitre pré
édent et où 1lK désigne l'indi
atri
e de K 2 Th.6.2.2 Deuxième méthode : S
héma dé
entré amont [42℄Dans un premier temps, dé�nissons, pour e 2 Einh , l'ensemble des arêtes voisines de e parVe := f l 2 Eh n feg tel qu'il existe K 2 Th : e;l 2 Eh(K) et �be \ �bl 6= ; g :(6.2.1) s'é
rit alorsZbe(u:r)u ��e;i = Xl2Ve Z�be\�bl ui u:nbe ds ; 8 i 2 f1;2g ; 8 e 2 Einh : (6.2.3)Dans (6.2.3), nous appro
hons, tout 
omme dans la première méthode, u:nbe par uDA:nbe .L'originalité du s
héma dé
entré amont 
onsiste, dans un se
ond temps, à appro
her ui sur �be\�bl; l 2 Ve,non plus par uDA;i, mais par u+;uDA;i , où, pour i 2 f1;2g, v 2 (C0(�be))2 et x 2 �be \ �blu+;vDA;i(x) := 8>><>>: uDA;i(me) si vDA:nbe(x) > 0 ;uDA;i(ml) si vDA:nbe(x) < 0 :Notons qu'en toute rigueur, nous devrions é
rire u+;v;eDA;i au lieu de u+;vDA;i (
ar 
e terme dépend aussi de e),mais nous nous permettons d'omettre 
e détail a�n d'alléger les notations. La dis
rétisation de (6.1.1) par laméthode d'Éléments-Volumes Finis dé
entrée amont est don
 la suivante :



91Trouver uDA := � uD;1uD;2 � 2 (S0h)2 et pDA 2 IP 0(Th) véri�ant8>>><>>>: ah(uDA;�e;i) + Z�be u+;uDADA;i uDA:nbe ds+ bh(�e;i;pDA) = (fi;��e;i)
 ; 8 e 2 Einh ; 8 i 2 f1;2g ;bh(uDA;1lK) = 0 ; 8 K 2 Th : (6.2.4)Remarque 6.2.1. Ce type de dis
rétisation (basée sur le signe d'une 
ertaine quantité, le plus généralement
elui d'un �ux) est appelé 
hoix upstream (ou downstream) et est typiquement introduit dans le 
adre de ladis
rétisation d'un terme de 
onve
tion par les méthodes de Volumes Finis (voir [52, 72℄). I
i, signalons que
'est un 
hoix upstream qui a été pratiqué, 
elui-
i assurant le plus souvent la stabilité numérique du s
hémaainsi obtenu.6.2.3 Troisième méthode : S
héma d'Éléments Finis-Volumes Finis [97, 72, 87℄Le prin
ipe de 
ette méthode est identique à 
elui de la pré
édente à la di�éren
e près que le 
hoix upstreamne s'y fait pas de la même manière. Plus pré
isément, pour e 2 Einh ; l 2 Ve et v 2 (L2(�be))2, dé�nissonsu+;vEV;i :=8>>>><>>>>: uEV;i(me) si Z�be\�bl v:nbe ds > 0 ;uEV;i(ml) si Z�be\�bl v:nbe ds < 0 :La dis
rétisation de (6.1.1) par la méthode d'éléments �nis-volumes �nis s'énon
e don
 
omme suit :Trouver uEV := � uEV;1uEV;2 � 2 (S0h)2 et pEV 2 IP 0(Th) véri�ant8>>><>>>: ah(uEV;i;�e;i) + Z�be u+;uEVEV;i uEV :nbe ds+ bh(�e;i;pEV ) = (fi;��e;i)
 ; 8 e 2 Einh ; 8 i 2 f1;2g ;bh(uEV ;1lK) = 0 ; 8 K 2 Th : (6.2.5)
Nous entamons à présent l'étude de l'existen
e, de l'uni
ité et des estimées d'erreur pour le dernier s
hémanumérique donné, 
'est à dire le s
héma d'éléments �nis-volumes �nis. Signalons dès à présent que le s
hémadé
entré amont peut se traiter de manière similaire (voir notamment la remarque 6.3.3). En revan
he, pourle s
héma 
entré, l'existen
e et l'uni
ité d'une solution, ainsi que la démonstration d'une majoration d'erreur,semble en
ore un problème ouvert. Cependant les essais numériques menés pour 
ette méthode tendent àsuggérer pour 
e s
héma des estimées similaires aux deux autres.



926.3 Existen
e et uni
ité de la solution appro
héeIntroduisons tout d'abord(Ŝh)2 := fvh 2 (Sh)2 : 8 K 2 Th; div vhjK = 0 g ;(Ŝ0h)2 := fvh 2 (Ŝh)2 : vh;i(me) = 0; 8 e 2 Eexth ; 8 i 2 f1;2g g ;
h : �(H1(
))2 + (Sh)2�3 �! IR ;(uh;vh;wh) 7�! 2Xi=1 Xe2Eh Z�be uh:nbe ds v+;uhh;i �wh;i :Nous donnons tout d'abord quelques lemmes indispensables pour la suite de notre travail.Lemme 6.3.1. Pour uh 2 (S0h)2 �xé, 
h(uh;:;:) est une forme bilinéaire sur �(H1(
))2 + (Sh)2�2 .Preuve :La preuve se déduisant aisément par le 
al
ul, nous nous permettons de ne pas l'expli
iter i
i, nous insistons
ependant sur le fait que 
h(:;:;:) n'est pas linéaire sur son premier argument (
ontrairement à la dis
rétisationpar éléments �nis). �Lemme 6.3.2. Pour tout (uh;vh) 2 (Ŝh)2 � (Sh)2, nous avons
h(uh;vh;vh) � 0 :Preuve :Rappelons que, pour e 2 Eh; Ve désigne l'ensemble des arêtes voisines de e.Soit (uh;vh) 2 (Ŝh)2 � (Sh)2. Nous avons
h(uh;vh;vh) = 2Xi=1 Xe2Eh Z�be uh:nbe ds v+;uhh;i �vh;i= 2Xi=1 Xe2Eh Xl2Ve Z�be\�bl uh:nbe ds v+;uhh;i vh;i(me)= 2Xi=1 Xe2Eh Xl2Ve Z�be\�bl uh:nbe ds v+;uhh;i vh;i(me)�12 2Xi=1 Xe2Eh Xl2Ve � Z�be\�bl uh:nbe ds � jvh;i(me)j2 ;
ar uh est de divergen
e nulle sur tout K 2 Th. Nous obtenons alors
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h(uh;vh;vh) = 2Xi=1 Xe2Eh Xl2Ve Z�be\�bl uh:nbe ds �v+;uhh;i vh;i(me)� 12 jvh;i(me)j2� : (6.3.1)Or, remarquons à présent que, dans (6.3.1), les termes relatifs à e 2 Eh et l 2 Ve sont :� Pour Z�be\�bl uh:nbe ds � 0 :Z�be\�bl uh:nbe ds �jvh;i(me)j2 � 12 jvh;i(me)j2�+Z�be\�bl uh:nbl ds �vh;i(me) vh;i(ml)� 12 jvh;i(ml)j2�= Z�be\�bl uh:nbe ds �12 jvh;i(me)j2 � vh;i(me) vh;i(ml) + 12 jvh;i(ml)j2�= 12 Z�be\�bl uh:nbe ds �vh;i(me)� vh;i(ml)�2= 14 � | Z�be\�bl uh:nbe ds | �vh;i(me)� vh;i(ml)�2+ | Z�be\�bl uh:nbl ds | �vh;i(ml)� vh;i(me)�)2 � ;� pour Z�be\�bl uh:nbe ds < 0 :Z�be\�bl uh:nbe ds �vh;i(ml) vh;i(me)� 12 jvh;i(me)j2�+Z�be\�bl uh:nbl ds �jvh;i(ml)j2 � 12 jvh;i(ml)j2�= Z�be\�bl uh:nbl ds �12 jvh;i(ml)j2 � vh;i(ml) vh;i(me) + 12 jvh;i(ml)j2�= 12 Z�be\�bl uh:nbl ds �vh;i(me)� vh;i(ml)�2= 14 � | Z�be\�bl uh:nbe ds | �vh;i(me)� vh;i(ml)�2+ | Z�be\�bl uh:nbl ds | �vh;i(ml)� vh;i(me)�2 � :Nous en 
on
luons, grâ
e à 
e qui pré
ède et (6.3.1), que
h(uh;vh;vh) = 14 2Xi=1 Xe2Eh Xl2Ve | Z�be\�bl uh:nbe ds | �vh;i(me)� vh;i(ml)�2 ;de sorte que 
h(uh;vh;vh) � 0. �



94Remarque 6.3.1. Un lemme identique est aisément démontrable par les mêmes arguments pour le s
héma dé
en-tré amont. En revan
he, pour le s
héma 
entré, si nous désignons par 
DAh (:;:;:) la fon
tionnelle issue de la dis
réti-sation du terme non linéaire de (6.1.1) par le s
héma dé
entré amont et par 
Ch (:;:;:) 
elle issue de la dis
rétisationdu même terme par le s
héma 
entré, nous pouvons uniquement montrer que, 8 uh; vh 2 (Sh)2; 8 wh 2 (S0h)2| 
DAh (uh;vh;wh)� 
Ch (uh;vh;wh) | . h1�� kuhk1;hkvhk1;hkwhk1;h; 8 � 2℄0;1℄ :Remarque 6.3.2. En remarquant d'une part que, dans (6.2.5), uEV = 2Xi=1 Xe2Einh uEV;i(me)�e;i 2 (Ŝ0h)2 et enutilisant d'autre part les lemmes 6.3.1 de 
ette sous-partie et 3 de la pré
édente, nous aboutissons à l'estiméea-priori suivant : kuEV k1;h � C(
)kfk0;
� ;qui sera utilisé par la suite.Donnons à présent le théorème 
on
ernant l'existen
e et l'uni
ité de la solution de (6.2.5).Théorème 6.3.3. Le système (6.2.5) admet au moins une solution (uEV ;pEV ) 2 (S0h)2 � IP 0(Th). De plus,
ette solution est unique pourvu que kfk0;
�2 soit "assez petit".Preuve :La preuve, tiré de [97℄, suit la démar
he de [95℄. En outre, nous y pré
iserons 
e que nous entendons par"assez petit" dans l'énon
é du théorème 6.3.3.Démontrons la première partie du théorèmePar le lemme 7 de [29℄, nous avons que (uEV ;pEV ) 2 (Ŝ0h)2 � IP 0(Th) est solution de (6.2.5) si et seulementsi uEV est solution de � ah(uEV ;vh) + 
h(uEV ;uEV ;vh) = (f ;vh)
 ;8 vh 2 (Ŝ0h)2 : (6.3.2)Démontrons alors l'existen
e d'une solution uEV 2 (Ŝ0h)2 à (6.3.2)Introduisons dans 
e but l'appli
ation � : (Ŝ0h)2 �! (Ŝ0h)2 dé�ni par� : uh 7�! �uh ;où �uh désigne l'unique élément de (Ŝ0h)2 véri�antah(�uh;vh) = � ah(uh;vh) + 
h(uh;uh;vh)� (f ;vh)
 ; 8 vh 2 (Ŝ0h)2 :L'existen
e de �uh pour tout uh 2 (Ŝ0h)2 dé
oule du théorème de représentation de Riesz.Nous obtenons ainsi un endomorphisme � : uh 2 (Ŝ0h)2 7�! �uh 2 (Ŝ0h)2.



95Le lemme 2 de [97℄ fournit la 
ontinuité de �. De plus, nous avons, pour tout uh 2 (Ŝ0h)2ah(�uh;uh) = � ah(uh;uh) + 
h(uh;uh;uh)� (f ;uh)
� � juhj21;h � (f ;uh)
 ;par appli
ation du lemme 6.3.1. Il vient don
, par utilisation du lemme 4.3.1, queah(�uh;uh) � juhj1;h�� juhj1;h � C(
)kfk0;
�� 0 ;dès que juhj1;h > C(
)kfk0;
� . Par simple appli
ation du lemme II.1.4 de [95℄, nous en déduisons qu'il existeuEV 2 (Ŝ0h)2 véri�ant �uEV = 0m� ah(uEV ;vh) + 
h(uEV ;uEV ;vh)� (f ;vh)0;
 = 0 ; 8 vh 2 (Ŝ0h)2 ;
'est à dire d'une solution à (6.3.2).L'existen
e d'une solution (uEV ;pEV ) 2 (S0h)2 � IP 0(Th) à (6.2.5) est don
 bien démontrée.Démontrons le deuxième partie du lemmeSoient (uEV 1;pEV 1); (uEV 2;pEV 2) 2 (Ŝ0h)2 � IP 0(Th) deux solutions de (6.2.5). Si nous posons uEV :=uEV 1 � uEV 2 et que nous é
rivons la première équation de (6.2.5) pour uEV 2 (Ŝ0h)2, nous obtenons� ah(uEV ;uEV ) = 
h(uEV 2;uEV 2;uEV )� 
h(uEV 1;uEV 1;uEV )+� juEV j21;h � |
h(uEV 2;uEV 2;uEV )� 
h(uEV 1;uEV 2;uEV ) |+ |
h(uEV 1;uEV ;uEV ) |+� juEV j21;h � C(
) kuEV k21;h (kuEV 2k1;h + kuEV 1k1;h) ;grâ
e au lemme 2 de [97℄. Nous obtenons alors, grâ
e à la remarque 6.3.2 d'une part et au lemme 4.3.1 d'autrepart, que



96 �C1(
) � � C2(
)kfk0;
� � kuEV k21;h � 0 :Par 
onséquent, si C1(
)C2(
) kfk0;
�2 < 1, nous pouvons en déduire que uEV = 0. Une fois obtenue l'uni
ité pourl'approximation de la vitesse, 
elle pour l'approximation de la pression en est aisément déduite à l'aide de la
ondition inf-sup (lemme 5.3.3). �Remarque 6.3.3. En utilisant la remarque 6.3.1 et les mêmes arguments que 
eux utilisés dans la preuve pré
é-dente, nous pouvons établir un résultat identique à 
elui du théorème 6.3.3 pour le s
héma dé
entré amont.6.4 Majoration d'erreurNous réintroduisons tout d'abord la dé�nition d'un maillage �-ra�né, � 2 [0;1[, mais en la restreignantlégèrement. Nous pré
iserons au moment adéquat la nature de 
ette restri
tion et à quel moment elle s'impose.Dé�nition 6.4.1. Soit Th une triangulation de 
 et � 2 [0;1[.Nous dirons que Th est une triangulation régulière �-ra�inée, si il existe � > 0, telle que les 3 
onditionssuivantes soient véri�ées :(H1") : 8 K 2 Th; 1 � hK�K � �, autrement dit Th est une triangulation régulière,(H2") : 8 K 2 Th; hK � � h 11�� , si K a un sommet en O,(H3") : 8 K 2 Th; hK � � h minf1; infK r�g, si K n'a pas de sommet en O,où r := r(z) = d(z;O); 8 z 2 �
:Remarque 6.4.1. Les 
onditions (H2") et (H3") sont plus fortes que leurs équivalents dans les 
hapitres 4 et 5(
onditions (H2') et (H3')). En e�et, 
es nouvelles 
onditions donnent des équivalen
es entre hK ; K 2 Th et halors que pré
édemment nous nous 
ontentions de simples majorations.Avant d'aller plus loin, introduisons une fon
tionnelle que nous retrouverons par la suite. Nous posons don
~
h : �(H10 (
))2 + (S0h)2�3 �! IR ;(u;v;w) 7�! 2Xi;j=1 XK2Th ZK uj Djvi wi dx :Nous donnons avant tout une série de petits lemmes indispensables pour la suite de notre travail.Lemme 6.4.1. Soit vh 2 (H10 (
))2 + (S0h)2, Nous avons alorskvhk0;q;
 . jvhj1;h ; 8 q 2 [1;1[ :



97Preuve :voir remarque 2.6 de [95℄. �Lemme 6.4.2. Soit uh; vh; wh 2 (H10 (
))2 + (S0h)2. Nous avons alors :| ~
h(uh;uh;wh)� ~
h(vh;vh;wh) | . juh � vhj1;h (juhj1;h + jvhj1;h) jwhj1;h :Preuve :Le point 
lé de 
e lemme 
onsiste à remarquer que| ~
h(uh;uh;wh)� ~
h(vh;vh;wh) |= | ~
h(uh � vh;uh;wh)� ~
h(vh;vh � uh;wh) | :Nous obtenons alors, par l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz, que| ~
h(uh;uh;wh)� ~
h(vh;vh;wh) |. kuh � vhk0;4;
juhj1;hkwhk0;4;
 + kvhk0;4;
juh � vhj1;hkwhk0;4;
. juh � vhj1;hjuhj1;hjwhj1;h + jvhj1;hjuh � vhj1;hjwhj1;h ;par le lemme 6.4.1. �Lemme 6.4.3. Soit (u;p) 2 (H2;�(
))2�H1;�(
); � 2℄0;1[; la solution de (6.1.1), vh 2 (Ŝ0h)2 et Th un maillage�-ra�né de 
. Nous avons alors| (f ;vh)
 � ~
h(u;u;vh)� � ah(u;vh) | � C(
) ~C(�;f) h jvhj1;h ;où C(
) 2 IR�+ est une 
onstante ne dépendant que de 
 et ~C(�;f) := kfk0;
 + kfk20;
�2 + kfk40;
�6 .Preuve :Nous prenons l'égalité (6.1.1) que nous multiplions par vh 2 (S0h)2 et intégrons ensuite sur K 2 Th, d'où, sinous désignons par nK la normale unitaire sortante à K sur �K :
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� Z�K ru : rvh dx� Z�K ru : nK ds+ ZK(u:ru) vh dx� ZK p div (vh) dx+ Z�K vh : nK p ds= ZK f vh dx ; 8 K 2 Th+| (f ;vh)
 � ~
h(u;u;vh) � � ah(u;vh) |= | � XK2Th Z�K ru : nK vh ds + Z�K vh : nK p ds |. h juj2;�;
 jvhj1;h + h jpj1;�;
 jvhj1;h ;en utilisant les mêmes arguments que dans le point (3.42) de [19℄ (que nous avons détaillé dans le 
hapitre 4).En utilisant alors le théorème 2.3 de [62℄, l'estimée du lemme dé
oule immédiatement. �Lemme 6.4.4. Soient Th une triangulation régulière �-ra�née de 
 et vh 2 S0h. Nous avons alorskvhk0;1;
 � C(�;
) h�� kvhk1;h ; 8 � 2 ℄0;1℄ :Preuve :Notons tout d'abord que kvhk0;1;
 = supK2Th kvhk0;1;K= supK2Th kv̂hk0;1;K̂. supK2Th jKj� 1p kvhk0;p;K� C(�) supK2Th h� 2pK kvhk0;p;K ;



99où p 2 IN�, 
ar jKj � �2K � 1�2h2K . Nous obtenons en résumékvhk0;1;
 � C(p;�) kvhk0;p;
 supK2Th h� 2pK ; 8 p � 1 : (6.4.1)Or, nous avons, grâ
e à (H1") et (H2"), hK � � h 11�� ; 8 K 2 Th. C'est à 
e stade 
i que nos restri
tionssupplémentaires s'imposent.Nous en déduisons don
, ave
 
e qui pré
ède, quekvhk0;1;
 � C(p; �) kvhk0;p;
 h�2A(�)p ; 8 p 2 IN� ; (6.4.2)où A(�) := 11� � .De plus, nous avons par le lemme 6.4.1 quekvhk0;p;
 � C(
;�) jvhj1;h ; 8 p � 1 : (6.4.3)(6.4.2) et (6.4.3) permettent alors aisément de 
on
lure quekvhk0;1;
 � C(p;
) h��(p) kvhk1;h ;où �(p) := 2p (1� �) �! 0 quand p! +1 . �Remarque 6.4.2. Un lemme similaire est donné dans [97℄ mais pour une triangulation uniforme. Nous retrouvonspar le lemme 6.4.4 aisément 
e résultat en posant dans la preuve de 
elui 
i � := 0.Donnons à présent leThéorème 6.4.5. Soit (u;p), resp. (uEV ;pEV ), une solution de (6.1.1), resp. (6.2.5).Si kfk0;
�2 est "assez petit", nous avons alors, d'une part uni
ité de la solution de (6.1.1), resp. (6.2.5), etd'autre part, sous les hypothèses (H1"),(H2") et (H3"),8>>>><>>>>: ku� uEV k1;h � C(�;�;
) A(�;f) h1�� ; 8 � 2 ℄0;1℄ ;kp� pEV k0;
 � C(�;�;
) B(�;f) h1�� ; 8 � 2 ℄0;1℄ ; (6.4.4)



100où
B(�;f) := �� + kfk0;
� � A(�;f)+ kfk0;
+ kfk20;
�2+ ~C(�;f) ;A(�;f) := 1 + ~C(�;f) + ~C(�;f)�+ 1� �� + kfk0;
� � ~C(�;f)+ kfk20;
�3 ;~C(�;f) := kfk0;
 + kfk20;
�2 + kfk40;
�6 :

Remarque 6.4.3. La 
onstante ~C(�;f) a déjà été introduite au lemme 6.4.3.Preuve :Nous pré
iserons dans la preuve 
e que nous entendons par kfk0;
�2 "assez petit".Estimée pour la vitesse :Posons wh := uEV � vh, où vh est un élément quel
onque de (Ŝ0h)2. Remarquons tout d'abord que, par(6.2.5)



101� jwhj21;h = � XK2Th(rwh;rwh)K= (f ; �wh �wh)
+ (f ;wh)
 � 
h(uEV ;uEV ;wh)� � ah(u;wh)+ � ah(u� vh;wh)= (f ; �wh �wh)
+ (f ;wh)
 � 
h(uEV ;uEV ;wh)� � ah(u;wh)+ � ah(u� vh;wh)+ ~
h(uEV ;uEV ;wh)� ~
h(uEV ;uEV ;wh)+ ~
h(u;u;wh)� ~
h(u;u;wh) :Or, par un argument de type Bramble-Hilbert, nous avons quej(f ; �wh �wh)
j � h kfk0;
 jwhj1;h :De plus, en utilisant le lemme 6.4.2 et la remarque 6.3.2, nous avons| ~
h(u;u;wh)� ~
h(uEV ;uEV ;wh) | � C(
) kfk0;
� ku� uEV k1;h kwhk1;h ;qui fournit, ave
 
e qui pré
èdejuEV � vhj1;h � ju� vhj1;h + h kfk0;
+ C(
) kfk0;
�2 ju� uEV j1;h+ 1� � | (f ;uEV � vh)
 � ~
h(u;u;uEV � vh)� � ah(u;uEV � vh)juEV � vhj1;h |+ | ~
h(uEV ;uEV ;uEV � vh)� 
h(uEV ;uEV ;uEV � vh)juEV � vhj1;h | � ;8 vh 2 (Ŝ0h)2: (6.4.5)



102Nous posons alors dans (6.4.5), vh := uEF , l'approximation au sens des Éléments Finis de u [62℄. Nousobtenons ainsi�1� C(
) kfk0;
�2 � juEV � uEF j1;h � �1 + C(
) kfk0;
�2 � ju� uEF j1;h + h kfk0;
+ 1� � supvh 2 (Ŝ0h)2vh 6= 0 | (f ;vh)
 � ~
h(u;u;vh)� � ah(u;vh)jvhj1;h |+ supvh 2 (Ŝ0h)2vh 6= 0 | ~
h(uEV ;uEV ;vh)� 
h(uEV ;uEV ;vh)jvhj1;h | � :(6.4.6)La norme juEV �uEF j1;h apparaît alors dans (6.4.6) 
omme la somme d'une erreur d'interpolation (premierterme du membre de droite de (6.4.6)), d'une erreur de 
onsistan
e (se
ond terme du membre de droite de (6.4.6))et d'une erreur d'approximation de ~
h(:;:;:) par 
h(:;:;:) (troisième terme du membre de droite de (6.4.6)). Nousallons majorer 
es trois termes.� En utilisant le théorème 6.4 de [62℄, nous avons queju� uEF j1;h � C(
) h � ~C(�;f) + ~C(�;f)� + 1� �� + kfk0;
� � ~C(�;f) � ;où ~C(�;f) a été donnée dans l'énon
é du théorème.� Grâ
e au lemme 6.4.3, nous obtenons quesupvh 2 (Ŝ0h)2vh 6= 0 | (f ;vh)
 � ~
h(u;u;vh)� � ah(u;vh)jvhj1;h | � C(
) ~C(�;f) h ;� Par le lemme 3 de [97℄, la remarque 6.3.2, le lemme 6.4.4 et les hypothèses (H1")-(H3") , nous obtenonssupvh 2 (Ŝ0h)2vh 6= 0 | ~
h(uEV ;uEV ;vh)� 
h(uEV ;uEV ;vh)jvhj1;h | � C(�;�;
) h1�� kfk20;
�2 ; 8 � 2 ℄0;1℄:Ces trois estimées utilisées dans (6.4.6) permettent, si C(
) kfk0;
�2 < 1, de 
on
lure en 
e qui 
on
erne lamajoration d'erreur de (6.4.4) sur la vitesse. Démontrons à présent la majoration d'erreur de (6.4.4) 
on
ernantla pression.Estimée pour la pression :Dé�nissons ~ph : 
 �! IR ;x 7�! ~ph(x) := 1jKj ZK p dx si x 2 K; K 2 Th ;



103la IP 0-proje
tion de p sur Th. En utilisant la proposition 1.2.6 et les hypothèses de ra�nement de maillage,nous montrons aisément que kp� ~phk0;
 � C(
;�;�) h jpj1;�;
 :En outre, en utilisant le théorème 2.3 de [62℄, nous obtenonskp� ~phk0;
 � C(
;�;�) � kfk0;
 + kfk20;
�2 + kfk40;
�6 � : (6.4.7)En utilisant le lemme 5.3.3 (
ondition inf-sup), nous arrivons àkpEV � ~phk0;
 � C(
) supvh 2 (S0h)2vh 6= 0 (pEV � ~ph;div vh)
jvhj1;h :Nous remarquons alors que 8 vh 2 (S0h)2; 8 K 2 Th; div vhjK 2 IP 0(K) 
e qui fournit que (~ph;div vh)
 =(p;div vh)
. D'où kpEV � ~phk0;
 � C(
) supvh 2 (S0h)2vh 6= 0 (pEV � p;div vh)
jvhj1;h : (6.4.8)De plus, en utilisant (6.1.1) et (6.2.5), nous avons(p� pEV ;div vh)
 = �� ah(u� uEV ;vh)+
h(uEV ;uEV ;vh)� 
(u;u;vh)+(f ;vh � �vh)
 ; 8 vh 2 (S0h)2:+ XK2Th Z�K ru : nK vh ds (6.4.9)
Pour majorer le premier et le dernier terme du membre de droite de (6.4.9), nous utilisons une inégalité deCau
hy-S
hwarz, ainsi qu'un argument de type Bramble-Hilbert et la majoration d'erreur sur la vitesse obtenuepré
édemment. Le deuxième terme du membre de droite de (6.4.9) se majore quant à lui 
omme suit :| ~
h(u;u;vh)� 
h(uEV ;uEV ;vh) | � | ~
h(uEV ;uEV ;vh)� 
h(uEV ;uEV ;vh) |+ | ~
h(u;u;vh)� ~
h(uEV ;uEV ;vh) |� C(�;�;
) h1�� kuEV k21;h kvhk1;h+ C(
) ~C(�;f) ku� uEV k1;h kvhk1;h kuEV k1;h ;



1048 � 2 ℄0;1℄, par les lemmes 3 de [97℄ et 6.4.2. D'où| ~
h(u;u;vh)� 
h(uEV ;uEV ;vh) | � C(�;�;
) h1�� kfk20;
�2 kvhk1;h+ C(
) ~C(�;f) kfk0;
� ku� uEV k1;h kvhk1;h ; (6.4.10)8 � 2 ℄0;1℄, en utilisant la remarque 6.3.2 et le lemme 6.1 de [62℄. Le dernier terme de (6.4.9) est quant à luimajorer en utilisant un argument similaire à 
elui du point (3.42) de [19℄ (que le le
teur pourra retrouver dansle 
hapitre 4) qui fournit : | XK2Th Z�K ru : nK vh ds | . C(
) ~C(�;f) kfk0;
 h :Nous reprenons don
 (6.4.8) en tenant 
ompte de (6.4.7), (6.4.9), (6.4.10) et de la majoration pré
édente,
e qui nous permet d'obtenir l'estimée de (6.4.4) portant sur la pression. �6.5 Essais numériquesNous nous plaçons sur le "L-shape" (
'est à dire ℄�1;1[2n[0;1[�℄�1;0℄). En 
onséquen
e, nous avons ! = 3�2 .En outre, nous désignons par (r;�) les 
oordonnées polaires standards sur 
 et désignons par � la plus petitesolution positive de (6.1.4) (numériquement, nous trouvons � w 0:5445).Tout 
omme dans le 
hapitre pré
édent, nous introduisons les trois fon
tions suivantes�1(�) := � sin(��) 
os(!)� � sin(�) 
os(�(! � �) + �)+� sin(! � �) 
os(�� � �) + sin(�(! � �)) ;�2(�) := � sin(��) sin(!)� � sin(�) sin(�(! � �) + �)+� sin(! � �) sin(�� � �) ;�p(�) := 2�[sin((� � 1)� + !) + sin((�� 1)� � �!)℄ :Nous 
onsidérons alors le problème (6.1.1) ave
 � = 1 et où f et les 
onditions de bord sont 
al
ulées de tellemanière que la solution exa
te soit donnée paru = 0BB� r��1(�)r��2(�) 1CCA ;
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p = r��1�p(�) :Il est possible de démontrer qu'un tel 
hoix implique bien l'uni
ité de la solution du problème 
onsidéré (voir[62℄). Nous faisons remarquer que 
e 
hoix implique que (u;p) est une solution du problème de Stokes homogènesur 
 (voir sous-partie pré
édente).Cette solution véri�e (u;p) 2 (H2;�(
))2 �H1;�(
), où � := 1� �, 
'est à dire qu'elle présente un 
ompor-tement singulier en O.Nous introduisons alors la solution appro
hée de (6.1.1) par la méthode d'Éléments-Volumes Finis, 
'est àdire la solution du système (6.2.5) que nous implémentons sur deux types de maillage :� Un maillage uniforme,� Un maillage �-ra�né.Pré
isons que, pour résoudre la non linéarité du problème dis
ret, nous utilisons l'algorithme de PICARDoù nous avons �xé un 
ritère d'arrêt de 10�8 (en norme L2). Nous donnons alors, pour di�érentes valeurs den, les résultats de 
onvergen
e obtenus sur 
ha
un des maillages. Ces résultats �gurent dans la table 6.1 pourlaquelle nous pré
isons que ku� uEV k0;
;o=o := ku� uEV k0;
juj2;�;
 ;ku� uEV k1;h;o=o := ku� uEV k1;hjuj2;�;
 ;kp� pEV k0;
;o=o := kp� pEV k0;
jpj1;�;
 :La �gure 6.1 illustre quant à elle les vitesses de 
onvergen
e obtenues pour la vitesse et la pression. Au vude 
es résultats, l'utilisation d'un maillage �-ra�né dans le 
as d'un domaine non-
onvexe s'avère indispensablea�n de restaurer l'ordre de 
onvergen
e optimal du s
héma numérique 
onsidéré. Signalons, à titre indi
atif,que les deux autres méthodes introduites dans 
e 
hapitre donnent des résultats similaires sur les deux typesde maillages utilisés. Maillage uniforme Maillage �-ra�nén ku� uEV k0;
;o=o ku� uEV k1;h;o=o kp� pEV k0;
;o=o ku� uEV k0;
;o=o ku� uEV k1;h;o=o kp� pEV k0;
;o=o2 8;14:10�2 3;04:10�1 8;92:10�1 6;28:10�2 2;80:10�1 7;17:10�14 4;70:10�2 2;40:10�1 5;83:10�1 2;40:10�2 1;79:10�1 3;44:10�18 2;39:10�2 1;77:10�1 3;37:10�1 8;15:10�3 1;03:10�1 1;46:10�116 1;14:10�2 1;26:10�1 1;98:10�1 2;75:10�3 5;60:10�2 6;40:10�232 5;35:10�3 8;73:10�2 1;23:10�1 1;00:10�3 2;95:10�2 3;00:10�264 2;50:10�3 5;98:10�2 7;92:10�2 4;07:10�4 1;54:10�2 1;47:10�2Tab. 6.1 � Erreurs 
ommises dans le 
as d'un maillage uniforme et un maillage �-ra�né



106

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5
−4

−3.5

−3

−2.5

−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

Log(n)

Lo
g(

er
re

ur
)

1 

1 

1 

0.5445 

(1) 

(2) Fig. 6.1 � log(ku � uEV k1;h;o=o + kp � pEV k0;
;o=o) en fon
tion de log(n) pour un maillage uniforme (ligne(1)) et un maillage �-ra�né (ligne (2))



107
Chapitre 7
Appli
ation de la méthoded'Éléments-Volumes Finis non 
onforme àquelques 
as tests de la mé
anique des�uidesLe 
hapitre pré
édent traitait de la dis
rétisation du système de Navier-Stokes stationnaire en dimensiondeux par une méthode d'Éléments-Volumes Finis ([42, 97℄) dans le 
adre de la présen
e d'une singularité de
oin. Nous nous proposons à présent d'appliquer la méthode introduite à puelques 
as tests de la mé
anique des�uides. Rappelons que le système de Navier-Stokes stationnaire et in
ompressible en dimension deux se formule
omme suit :Soit 
 un ouvert de IR2. Il faut trouver une fon
tion ve
torielle u : 
! IR (représentant le 
hamp de vitesseadimensionné) et une fon
tion s
alaire p : 
! IR (représentant la pression adimensionné) telles que8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

� 1Re �u + u:ru + rp = f dans 
 ;div u = 0 dans 
 ;u = gD sur �D ;(ru� pId) : n
 = gN sur �N ; (7.0.1)
où � Re 2 IR�+ est appelé nombre de Reynolds,



108� �D [ �N = �
,� f 2 (L2(
))2 ,� gD 2 (L2(�D))2; gN 2 (L2(�N ))2 ,� n
 désigne la normale unitaire sortante à 
 sur �
.Nous pré
isons que l'implémentation du s
héma numérique introduit au 
hapitre pré
édent a été faite grâ
eà un s
héma de sous-relaxation présenté dans [96, 30℄. Résoudre un système de Navier-Stokes revient alors par
ette te
hnique à résoudre une suite de systèmes de Stokes généralisés (ou de Oseen).7.1 Premier 
as test : La 
avité entraînéeSoit 
 :=℄0;1[2. Nous reprenons le problème (7.0.1) ave
� �D := �
 ;� f := � 00 � sur 
 ,
� gD :=8>>>>>>><>>>>>>>:

� 10 � sur f1g � [0;1℄ ;� 10 � partout ailleurs sur �D :La �gure 7.1 résume la situation. Nous donnons alors la distribution des ve
teurs vitesses et les isobares depression de la solution appro
hée pour Re = 500 et Re = 5000 (voir �gure 7.2). Conformément aux résultats de[95℄, nous 
onstatons, pour un nombre de Reynolds assez grand, l'apparition de zones de re
ir
ulation se
ondairedu �uide en diverses zones de la 
avité (la zone de re
ir
ulation prin
ipale se trouvant au "
entre" de la 
avité).En outre, nous observons un dépla
ement du 
entre du vortex prin
ipal pour les di�érentes valeurs de Reynoldstestées [73℄. Citons en outre [54, 18, 42, 43, 73, 95℄ où le le
teur pourra trouver plusieurs autres études numériquesde 
e 
as test.Remarque 7.1.1. A titre indi
atif, signalons que nous avons utilisé deux maillages di�érents :� Pour Re = 500, un maillage 
onstitué de 2660 triangles et de 1404 noeuds ra�né aux 
oins supérieursdroit et gau
he de la 
avité (a�n de palier la dis
ontinuité de la solution en 
es points),



109� Pour Re = 5000, un maillage 
onstitué de 2757 triangles et de 1450 noeuds ra�né aux 
oins inférieursdroit et gau
he et au 
oin supérieur gau
he de la 
avité (pour 
apturer les zones de re
ir
ulation du �uide).



u = � 00 �

u = � 00 �
u = � 10 �

u = � 00 �
Fig. 7.1 � Présentation du domaine 
 et des 
onditions de bord7.2 Se
ond 
as test : La mar
he des
endanteSoit 
 :=℄0;3[ � ℄0:5;1:5[ [ ℄3;22[ � ℄0;1:5[. Nous reprenons le problème (7.0.1) ave
� �N := f22g � [0;1:5℄ ;� �D := �
 n �N ;� f := � 00 � sur 
 ,

� gD :=8>>>>>>><>>>>>>>:
� �6(y � 1:5)(y � 0:5)0 � sur la partie (1) de �
 (voir �gure 7.3) ;� 00 � partout ailleurs sur �D ;� gN := � 00 � sur �N .
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Fig. 7.2 � Ve
teurs vitesses (en haut) et isobares de pression (en bas) pour Re = 500 (à gau
he) et Re = 5000(à droite)Ce 
as test simule l'arrivée suivant un pro�l d'entrée parabolique d'un �uide sur une mar
he des
endante,la 
ondition de Neumann (
'est à dire sur �N) signi�e physiquement que le �uide est stabilisé à la sortie de lamar
he [7℄. La �gure 7.4 présente les résultats numériques obtenus par la méthode pour 
e 
as test à nombre deReynolds Re = 100. Conformément à [7, 13, 43, 54, 73℄, nous observons la présen
e d'une zone de re
ir
ulationdu �uide au niveau de la mar
he.Remarque 7.2.1. Pour 
e 
as test, nous avons utilisé un maillage 
onstitué de 2775 triangles et de 1524 noeudsra�né au voisinage du point (3,0.5) pour palier l'e�et de la singularité de 
oin de la solution au voisinage de 
epoint (voir 
hapitre 6).
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(1) (2)(0;0:5) (3;0:5)(3;0) (22;0)
(22;1:5)(0;1:5)� �
��� �

Fig. 7.3 � Présentation du domaine 
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Deuxième partie
Méthodes de Volumes Finis et anisotropieen dimension deux
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Chapitre 1
Introdu
tion
1.1 Position du problèmeSoit� 
 := ℄0;a[ � ℄0;b[ ; où a et b 2 IR�+ ;� f 2 L2(
) :Considérons le problème suivant 8>><>>: ��2 �u + u = f dans 
 ;u = 0 sur �
 ; (1.1.1)où � 2℄0;1℄ est appelé paramètre de di�usion. De tels problèmes apparaissent dans des problèmes de thermo-dynamique ou lors de pro
édés de linéarisation (algorithme de Newton ou de sous-relaxation). En outre, leproblème (1.1.1) peut être 
onsidéré 
omme un problème modèle dans le sens où nous pouvons fa
ilement re-produire le même type de raisonnement que nous allons tenir mais pour des problèmes à terme de réa
tion non
onstant et/ou à terme 
onve
tif non nul.Il est bien 
onnu que dans le 
as où � est "très petit" devant 1 (
e que nous noterons dans toute la suite de
e 
hapitre � << 1), la solution u de (1:1:1) présente un 
omportement anisotrope. Plus pré
isément, si nousappelons M� la 
ou
he d'épaisseur b� := j� ln(�)j in
luse dans 
 et de bord extérieur �
, alors u ne varie surM� de manière signi�
ative que dans la dire
tion perpendi
ulaire à �
 (voir [47, 49℄). Ce
i vient du fait que,pour � << 1, l'in�uen
e du terme de di�usion devient négligeable par rapport à 
elle du terme de réa
tion,mais que parallèlement nous avons u 2 H2(
) ,! C0(�
). En d'autres termes, (1:1:1) est "presque équivalent"au problème 8>><>>: u = f dans 
 ;u = 0 sur �
 :



116Or f ne s'annulant pas né
essairement sur �
 et u devant être 
ontinue sur �
, 
ette dernière présentera un
ara
tère anisotrope sur M�. Pour étayer notre propos, donnons l'exemple suivant :Exemple 1.1.1. Posons 
 :=℄0;1[2 et u : �
! IR dé�nie paru(x;y) := e� x� + e� y� � 1 :En outre, nous introduisons f�ig4i=1 
omme indiqué sur la �gure 1:1.1

1


�4

�1
�2

�4
Fig. 1.1 � Illustration des notations de l'exemple 1.1.1Nous avons 
lairement que u est la solution de8>>>><>>>>: ��2 �u + u = �1 dans 
 ;u = e� x� + e� y� � 1 sur �
 : (1.1.2)De plus,* uj�1 = e� y� ��<<y<1 0 ;* uj�2 = e� x� ��<<x<1 0 ;* uj�3 = e� 1� + e� y� � 1 ��<<y<1 �1 ;* uj�4 = e� x� + e� 1� � 1 ��<<x<1 �1 :En résumé, la solution u de (1:1:2) va "tendre", pour � << 1, à devenir la solution de u = �1 dans 
, alorsque uj�1[�2 = 0. Or, 
elle-
i étant 
ontinue, elle présentera par 
onséquent un 
ara
tère anisotrope au voisinagedes bords �1 et �2. Cette anisotropie étant d'autant plus grande que � est petit (voir �gure 1:2).
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Y� = 10�2 � = 10�3Fig. 1.2 � Solution de (1:1:2) pour di�érentes valeurs de �Il parait alors logique de tenir 
ompte de 
e 
ara
tère anisotrope, prévisible, de la solution u en utilisant unmaillage anisotrope.1.2 Maillages anisotropesDans le 
adre des travaux sur les diverses méthodes numériques apparaît la né
essité d'utiliser des maillagesvéri�ant, pour tout élément K de 
elui-
i, 1 � hK�K � C ; (1.2.1)où hK , resp. �K , désigne le diamètre du 
er
le 
ir
ons
rit à K, resp. du plus grand 
er
le ins
rit dans K (voirl'hypothèse 3:1:4:3 de [24℄ pour les Éléments Finis et la dé�nition 3:4 de [52℄ ainsi que la 
ondition (2:1) de [19℄pour les Volumes Finis). Lorsque C est du même ordre de grandeur que 1, nous parlerons de maillages isotropes.A l'inverse de 
eux-
i, les maillages anisotropes, présentent la parti
ularité d'être beau
oup plus �ns dans ladire
tion d'anisotropie de la solution que dans la dire
tion perpendi
ulaire à 
elle 
i (voir les maillages utiliséespour les essais numériques dans les se
tions suivantes). Nous aurons don
 C très grand devant 1, la véri�
ationde l'hypothèse (1:2:1) tend don
 à devenir 
ritique. En fait, nous aurons
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C := C(�) !�!01 :D'un point de vue géométrique, 
e
i se traduit par l'utilisation de triangles (ou de Volumes de Contr�leplus généralement) pour lesquels nous avons h1 >> h2 où h1 désigne la longueur de la base et h2 la hauteurasso
iée du triangle 
onsidéré (voir �gure 1:3).

h1h2 KFig. 1.3 � Triangle anisotrope K où h1 >> h2Cette dépendan
e de C vis à vis de � entraîne alors des estimées a-priori peu satisfaisantes que 
e soit dansle 
adre de l'utilisation de méthodes d'Éléments Finis ou de Volumes Finis. D'où la né
essité, dans le 
adre del'utilisation de maillages anisotropes, d'une étude où les estimées utilisées devront être plus pré
ises que dansle 
as isotrope au sens où nous traiterons séparément les dérivées dans les diverses dire
tions (voir sous se
tion2:1:2 de [4℄). Notre but est don
 d'adapter 
e qui a été fait sur l'anisotropie pour les méthodes d'Éléments Finisà diverses méthodes de Volumes Finis (
entrée 
ellule, Éléments-Volumes Finis 
onformes et Éléments-VolumesFinis non 
onformes). Ajoutons que, dans le but de simpli�er les démonstrations, les maillages utilisés seronttoujours de type produit tensoriel sur la zone anisotrope (voir dé�nitions de la se
tion 1:3 et de la se
tion 3:1:2de [4℄). Une généralisation à des maillages qui ne sont pas de 
e type est possible mais né
essite l'utilisationd'hypothèses supplémentaires dites d'"angle maximal" et de "système de 
oordonnées" (voir [2, 3, 5, 6℄ pourplus de détails).1.3 Comportement de la solutionNous énonçons à présent des résultats de régularité sur les diverses dérivées de la solution u de (1:1:1).Nous subdivisons tout d'abord 
 
omme indiqué sur la �gure 1:4, où nous pré
isons que b� > 0. Nous posonsalors 
i := 4[j=1
i;j ; 8 i 2 f2;3g.
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2;1 
2;2


2;3
3;1 
3;2 
3;3
3;4Fig. 1.4 � partition de 
Théorème 1.3.1. Soit u 2 H3(
) la solution de (1.1.1), où f est analytique sur �
 et satisfaitkrpfk0;1;
 � Cf 
f p! ; 8 p 2 IN ;où Cf ; 
f > 0. Alors, pour b� 
hoisi de manière adéquate, u véri�ekD�uk20;
1 � C ; 8 � 2 IN2 : j�j � 3 ; (1.3.1)kD�uk20;
2 � C�1�2j�j ; 8 � 2 IN2 : j�j � 3 ; (1.3.2)kD�uk20;
3 � C�1�2�2 ; 8 � 2 IN2 : j�j � 3 ; (1.3.3)où C > 0 ne dépend ni de u, ni de �.Preuve :Nous rappelons sommairement l'idée de la démonstration du théorème 1.3.1 qui né
essite l'utilisation dedéveloppements de Butuzov [15℄. Nous supposons que la solution de (1.1.1) appartient à C1(�
).Si nous désignons par u la solution de (1.1.1), nous 
ommençons tout d'abord par é
rire que :u = U2n + R2n ; 8 n 2 IN ;où fU2ngn2IN est un ensemble de fon
tions déterminées ré
ursivement, U0 étant 
onstruite à partir de f (et duterme de réa
tion si 
elui-
i est non 
onstant) et fR2ngn2IN désigne un ensemble de restes. Le problème est que
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es restes ne sont pas négligeables près des quatre bords du domaine 
 (même pour n grand). Nous déterminonsalors fEi2ng i 2 [[1;4℄℄n 2 IN de manière à 
orriger 
e défaut (et à toujours véri�er (1.1.1)). Malheureusement, le résiduobtenu n'est alors pas négligeable mais près des quatre 
oins du domaine 
ette fois-
i. Nous déterminons don
fZi2ng i 2 [[1;4℄℄n 2 IN a�n de re
ti�er 
e
i (et de toujours véri�er (1.1.1)). Au �nal, nous arrivons à :u = U2n + Ei2n + Zi2n + R2n ; 8 n 2 IN ; (1.3.4)où fR2ngn2IN désigne un ensemble de restes négligeables sur tout le domaine �
 pour n su�samment grand.Plus pré
isément le théorème 2.1 de [49℄ fournit que :jR2nj � C2n �2n+1 ; 8 n 2 IN ; (1.3.5)ave
 fC2ngn2IN un ensemble de 
onstantes positives indépendantes de �.Nous obtenons alors des estimées de majorations pon
tuelles sur fU2ngn2IN , fEi2ng i 2 [[1;4℄℄n 2 IN et fZi2ng i 2 [[1;4℄℄n 2 INqui permettent, grâ
e à (1.3.4) et (1.3.5) d'obtenir les inégalités suivantes pour u :jD�u(x;y)j � C � (1 + �2�j�j)(�1�j�j + ���2) e� rE(x;y)���j�j e� rZ (x;y)� � ; 8 � = (�1;�2) 2 IN2 ; (1.3.6)où, pour (x;y) 2 �
, rE(x;y), resp. rZ(x;y), désigne la distan
e au bord de 
 le plus pro
he, resp. au sommet de
 le plus pro
he, et C désigne une 
onstante positive indépendante de �.Pré
isons en outre que (1.3.6) est donnée sous réserve de "
onditions de 
ompatibilité" sur les données duproblème (1.1.1), 
elles-
i servant à assurer la di�érentiabilité de la solution u. (voir à 
e sujet le paragraphe 3de [49℄ ainsi que [46℄). L'intégration de l'estimée (1.3.6) sur f
igi2[[1;3℄℄ fournit alors l'énon
é du théorème 1.3.1.�1.4 Plan de la se
onde partieCette partie se dé
omposera de la manière suivante : La se
tion 2 présentera la méthode de Volumes Finis
entrée 
ellule appliquée au problème (1.1.1) sur des maillages anisotropes. Nous démontrerons en parti
ulierque l'utilisation de maillages anisotropes permet de restaurer l'ordre de 
onvergen
e optimal de la méthode.Les se
tions 3 et 4 présenteront quant à elles l'appli
ation des méthodes d'Éléments-Volumes Finis 
onforme et
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onforme au problème (1.1.1) sur des maillages anisotropes. Nous démontrerons que la méthode basée surdes éléments 
onformes est stable alors que la méthode basée sur des éléments non-
onformes ne l'est pas. A�nde "stabiliser" la méthode d'Éléments-Volumes Finis basée sur des éléments non-
onformes, nous utiliseronsdes éléments quadrangulaires 
e qui nous présenterons dans le 
hapitre 5. Nous montrerons alors que l'ordrede 
onvergen
e de la méthode est rétabli sur 
e type d'éléments. Nous faisons dès à présent remarquer que lesarguments utilisés dans les 
hapitres 3-5 sont faits pour autoriser une généralisation aux méthodes d'ÉlémentsFinis. De plus, nous pré
isons que pour toute la suite de 
ette partie le paramètre � est supposé "petit" (
on
rè-tement inférieur à 10�1). Par 
onséquent, les ordres de 
onvergen
e donnés par les di�érents théorèmes de 
ettepartie ne sont pas valables pour � "grand" (pour � d'ordre 1 en parti
ulier).Pour terminer 
ette introdu
tion, pré
isons que le symbole a . b signi�era qu'il existe une 
onstante C > 0,indépendante de a, b, ainsi que du maillage et de �, telle que a � C b.



122Notations importantes de la se
onde partie
Domaine� 
 := ℄0;a[ � ℄0;b[; a;b > 0� � := Bord de 
� f
ig3i=2 := Partition de 
 (voir �gure 1.4)NormesG ouvert borné de IR2, m 2 IN , p > 1� j : jm;p;G := � X� 2 IN2j�j = m ZG jD�:jp dx�1=p� k : km;p;G := � X� 2 IN2j�j � m ZG jD�:jp dx�1=p� j : jm;G := � X� 2 IN2j�j = m ZG jD�:j2 dx�1=2� k : km;G := � X� 2 IN2j�j � m ZG jD�:j2 dx�1=2
Espa
es fon
tionnelsG ouvert borné de IR2, m 2 IN , p > 1� Cm(G) := f v : G �! IR : D�v 
ontinue sur G; 8 � 2 IN2 tel que j�j = m g� Wm;p(G) := f v : G �! IR : kvkm;p;G < 1 g



123� Hm(G) := f v : G �! IR : kvks;G < 1 g� Hm0 (G) := f v 2 Hm(G) : D�vj�G � 0; 8 � 2 IN2 tel que j�j = m� 1 g� IP k(G) := Espa
e des polyn�mes de degré au plus k 2 IN� Xh := f vh 2 IP 1(Th) : vh 2 C0(�
) g (Th désignant un maillage de 
)� X0h := f vh 2 Xh : vhj�
 � 0 g� Sh := f vh 2 IP 1(Th) ou lQ1(Th) : Ze vhjK ds = Ze vhjL ds;8 e 2 Eh ave
 e = �K \ �L g(Eh désignant l'ensemble des arêtes du maillage Th)� S0h := f vh 2 Sh : Ze vhjK ds = 0; 8 e 2 Eh ave
 e � �K \ �
 gDivers� � := Paramètre de di�usion (<< 1)� b� := Epaisseur de la 
ou
he anisotrope (� j� ln(�)j)� hK := Diamètre d'une maille K� �K := Maximum du diamètre des 
er
les ins
rits dans une maille K� h := Pas du maillage Th (i.e. maxK2Th hK)� h1 := longueur des mailles dans la dire
tion isotrope (� h)� h2 := longueur des mailles dans la dire
tion anisotrope (� j� ln(�)jh)� j�j := dXi=1 j�ij; 8 � = (�1; : : : ;�d); d 2 IN�� rp := fD�:g � 2 IN2j�j = p� 1lG := Indi
atri
e du domaine G � IR2� jGj := Longueur ou aire du domaine G � IR2



124� K̂ := Triangle ou 
arré de référen
e (i.e. de sommets (0;0), (1;0), (0;1) ou (0;0), (1;0), (0;1), (1;1))� M0G(:) := Opérateur de L2(G)-proje
tion, G ouvert borné de IR2� nG := Normale unitaire sortante à G � IR2 sur sa frontière� (p1;p2)(s1;s2) := ps11 ps22
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Chapitre 2
Méthode de Volumes Finis 
entrée 
ellulepour les problèmes de réa
tion-di�usionsur des maillages anisotropes
2.1 Notations-Dé�nitionsPour appro
her le problème (1.1.1) sur
, nous dé�nissons avant tout un maillage admissible restreint anisotro-pe � de 
. Donnons don
 laDé�nition 2.1.1. Nous dirons que � = 3[i=1 �i est un maillage admissible restreint anisotrope de 
 (de pas h>0 si(H1) : �1, resp. �2, est un maillage admissible restreint de 
1, resp. 
2, de pas h, resp. b�h [52℄,(H2) : �3 est un maillage admissible de 
3 de pas h1 := h, resp. h2 := b�h, dans la dire
tion parallèle, resp.perpendi
ulaire, à �
; 
e maillage �3 véri�ant : Il existe � > 0, telle que8 K 2 �3; 8 � 2 EK d(xK ;�) � 8>>>><>>>>: � h2 si � est parallèle à �
 ;� h1 si � est perpendi
ulaire à �
 ;où EK désigne l'ensemble des arêtes de K et xK un point intérieur à K 2 � . Pour la dé�nition d'unmaillage admissible, restreint ou non, nous renvoyons aux dé�nitions 9:1 et 9:4 de [52℄. Nous donnons



126 en�n la �gure 2.1 pour donner un exemple de maillage � et la �gure 2.2 pour illustrer l'hypothèse (H2).
b

aO

b�hh b� = j� ln(�)j

Fig. 2.1 � Exemple de maillage �
�2 �1

dire
tionperpendi
ulaire à �

dire
tion parallèle à �
xKs h1 s h2Fig. 2.2 � Exemple de Volume de Contr�le K 2 �3Remarque 2.1.1. Clairement, le maillage �3 est de type produit tensoriel. En outre un tel maillage où b� sj� ln(�)j est appelé maillage de type Shishkin (voir [3℄).Pour terminer 
ette 
ourte introdu
tion, nous donnons quelques notations inhérentes au reste de 
ette sous-partie.� Pour K 2 � , nK désigne la normale unitaire sortante à K sur la frontière de K,� Pour K 2 � et � 2 EK , nK;� désigne la normale unitaire sortante à K sur �,� E := [K2�EK (ensemble des arêtes du maillage),� Eint := f� 2 E : � � 
 g (ensemble des arêtes internes du maillage)



127� Eext := f� 2 E : � � �
 g (ensemble des arêtes de bord du maillage)� �(�) := f v : 
 �! IR : 8 K 2 �; vjK 2 IP 0(K) g ;� d� :=8>><>>: d(xK ;xL) si � 2 Eint ave
 � = �K \ �L où K;L 2 � ;d(xK ;�
) si � 2 Eext ave
 � � �K \ �
 où K 2 � ;� Pour v 2 �(�), D�(v) := 8>><>>: v(xK)� v(xL) si � 2 Eint ave
 � = �K \ �L où K;L 2 � ;v(xK) si � 2 Eext ave
 � � �K \ �
 où K 2 � ;� j : j�;�;
 : �(�) �! IR ;v 7�! � � X� 2 Eint� = �K \ �L j�jd(xK ;xL) jv(xK)� v(xL)j2+ X� 2 Eext� � �K \ �
 j�jd(xK ;�
) jv(xK)j2 � 12 :
2.2 S
héma numériqueNous notons fuKgK2� les in
onnues. Nous intégrons (1.1.1) sur K 2 � et utilisons la formule de Green pourobtenir : ��2 Z�K ru : nK ds + ZK u dx = ZK f dx; 8 K 2 � : (2.2.1)Nous utilisons alors les approximations introduites dans le paragraphe 3:1 de [53℄, et obtenons, à partir de(2.2.1), le système suivant : ��2 X�2EK FK;� + jKjuK = ZK f dx ; 8 K 2 �; (2.2.2)où, pour K 2 � , FK;� := 8>>>><>>>>: j�j uL � uKd(xK ;xL) ; si � = �K \ �L où K; L 2 � ;j�j �uKd(xK ;�
) ; si � � �K \ �
 où K 2 � :Donnons alors laProposition 2.2.1. Le système (2.2.2) admet une unique solution u� := fuKgK2� 2 �(�).Preuve : Comme nous sommes en dimension �nie, il su�t de démontrer que si f � 0, alors uK = 0; 8 K 2 � .



128Pour 
e
i, nous multiplions (2.2.2) par uK et sommons sur K 2 � . Nous obtenons ainsiX� 2 Eint� = �K \ �L j�j juL � uK j2d(xK ;xL) + X� 2 Eext� = �K \ �
 j�j juK j2d(xK ;�
) + XK2� jKj juK j2 = 0 ;
e qui implique que uK = 0; 8 K 2 � . Pour plus de détails, nous renvoyons le le
teur au lemme 9:2 de [52℄ �2.3 Majoration d'erreurLa stratégie de majoration d'erreur pour le s
héma numérique 
onsidéré sur des maillages anisotropes suivraen grande partie 
elle appliquée dans la preuve du théorème 9:4 de [52℄, mais dans la même logique que dans[5℄, la dépendan
e des estimées envers les paramètres h et � sera pré
isée.Nous établissons tout d'abord quelques résultats préliminaires.Lemme 2.3.1. Soient � un maillage admissible restreint anisotrope de 
 de pas h > 0 et u 2 H2(
) véri�antles estimées (1.3.1)-(1.3.3) de l'introdu
tion.Si nous posons, pour K 2 � , ~eK := u(xK) � 1jKj ZK u dx ;alors �XK2� jKj j~eK j2�1=2 . �juj1;p;
1 + �1=2 j ln(�)j2� h ; 8 p > 2 :Remarque 2.3.1. Le plongement H2(
) ,! W 1;p(
) ; 8 p > 2;nous permet d'énon
er le lemme 2.3.1 [46℄.Preuve :1o 
as : K � 
i; i = 1;2Nous appliquons le raisonnement utilisé dans [53℄. Plus pré
isément, nous pratiquons un développement deTaylor d'ordre 1 ave
 reste intégral de u en xK 2 K, d'où| 1jKj ZK u dx� u(xK)|= 1jKj | ZK Z 10 ru(tx+ (1� t)xK) : ��!xKx dtdx |
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= 1jKj | ZK k��!xKxk Z 10 ru(tx+ (1� t)xK) : �!S K;x dtdx | ;où, 8 K 2 �i (i = 1;2); 8 x 2 K; �!S K;x := ��!xKxk��!xKxk . Nous appliquons alors l'inégalité de Hölder à 
e qui pré
ède,d'où : j~eK j � hKjKj Z 10 �ZKt jru(tx+ (1� t)xK) : �!S K;xjp dx� 1p :�ZKt dx� p�1p dt ;où p > 2 et, pour t 2 [0;1℄, Kt := f tx + (1 � t)xK : x 2 K g. Nous pro
édons au 
hangement de variablez := tx + (1 � t)xK , où xK 2 K. Nous avons alors dz := t dtdx et jru(tx+ (1� t)xK) : �!S K;xj = 1t jru(z)j,et don
 : j~eK j � hKjKj Z 10 1t1+ 1p juj1;p;Kt jKtj p�1p dt�jKtj � t jKj hKjKj 1p Z 10 1t 2p juj1;p;Kt dt ;�Kt � K hKjKj 1p Z 10 1t 2p juj1;p;K dt ;= hKjKj 1p pp� 2 juj1;p;K < 1 ;8 p > 2. En posant Cp := pp� 2 , nous obtenons don
, pour i 2 f1;2g et p > 2,XK2�i jKjj~eK j2 � C2p h2i XK2�i jKj1� 2p juj21;p;K�Hölder C2p h2i � XK2�i jKj(1� 2p )( pp�2 )� p�2p : � XK2�i jujp1;p;K� 2p ;� C2p h2i j
ij p�2p juj21;p;
i :Nous obtenons ave
 
e qui pré
ède :XK2�1 jKjj~eK j2 . h2 juj21;p;
1 ; 8 p > 2 ; (2.3.1)et XK2�2 jKjj~eK j2 . h22 h2 � j ln(� )j2 : (2.3.2)



130L'estimée (2.3.2) est obtenue via le plongement de Sobolev de la remarque 2.3.1 qui nous donne :juj21;p;
2 � C(
2) j
2j� p�2p (�j ln(�)j2 juj22;2;
2 + juj21;2;
2) ; 8 p > 2:2o 
as : K � 
3
3 est un domaine anisotrope de IR2, l'utilisation d'un plongement de Sobolev sur 
e domaine en devient don

ompromise. Cependant, les Volumes de Contr�le y étant des re
tangles, nous pouvons utiliser des 
hangementsde variable et raisonner sur le 
arré de référen
e. Montrons dans un premier temps que :j~eK j2 . (jûj21;K̂ + jûj22;K̂) ; 8 K 2 � ; (2.3.3)où K̂ est le 
arré de référen
e et û := uo�K , ave
 �K : K̂ ! K est l'appli
ation faisant passer de K̂ à K (FKétant a�ne 
ar nous 
onsidérons des éléments re
tangulaires, 
omme il l'est prouvé dans le paragraphe 3:2 de[41℄).Soit K 2 � .Posons �v : K ! IR; u 7! u(x)� 1jKj ZK u dx:Clairement �u(xK) = ~eK et 1jKj ZK �u dx = 0.Or j�u(xK)j2 � k�uk21;K� k�̂uk21;K̂. k�̂uk22;K̂ , 
ar H2(K̂) ,! C0( �̂K). (j�̂uj21;K̂ + j�̂uj22;K̂) 
ar �̂v 2 V ;où V := fv 2 H1(K̂) : ZK̂ v̂ dx̂ = 0g: Or, V étant un fermé de H1(K̂) et V \ IP0 = f0g, nous utilisons lethéorème 3:48 de [80℄ pour obtenir l'équivalen
e des 2 normes j:j1;K̂ et k:k1;K̂ sur V . Cette estimée prouve don
(2.3.3).Par 
hangement de variable, nous avons alorsjûj21;K̂ + jûj22;K̂ . (juj21;K + h2i juj22;K) ;�3 étant un maillage anisotrope de 
3, il faut don
 séparer les di�érentes dérivées. Dans 
e but, nous donnonsl'inégalité suivante, dont la preuve peut être déduite du lemme 2:5 de [2℄ :jD�v̂j . Xjsj = j�js = (s1;s2) hsjDsvj ; 8 v 2 Hs(K) ; 8 � 2 IN2: (2.3.4)



131Nous déduisons alors de (2.3.4)jûj21;K̂ . h1h2 kD(1;0)uk20;K + h2h1 kD(0;1)uk20;K ; (2.3.5)et jûj22;K̂ . h31h2 kD(2;0)uk20;K + h1h2 kD(1;1)uk20;K + h32h1 kD(0;2)uk20;K ; (2.3.6)où les dérivées sont exprimées dans la base orthonormale (xi1;xi2) de 
3;i, où xi2 est la dire
tion de ra�nementdu maillage �3 sur 
3;i; i = 1; : : : ;4. Nous reprenons alors (2.3.3) en nous aidant de l'inégalité (1.3.3) del'introdu
tion, de (2.3.6) et de (2.3.5) pour obtenir :XK2�3 jKjj~eK j2 . � j ln(�)j2 h2 + � j ln(�)j4 h4 : (2.3.7)Sa
hant alors que XK2� jKjj~eK j2 = 3Xi=1 XK2�i jKjj~eK j2 et que � << 1, le résultat du lemme 1 se déduit aisémentde (2.3.1), (2.3.2) et (2.3.7). �Lemme 2.3.2. Soient � un maillage admissible restreint anisotrope de 
 de pas h > 0 et u 2 H2(
) véri�antles estimées (1.3.1)-(1.3.3) de l'introdu
tion. PosonsR� := 8>>>>><>>>>>: | 1j�j Z� ru : nK;� ds � u(xL)� u(xK)d� | si � = �K \ �L où K; L 2 � ;| 1j�j Z� ru : nK;� ds � �u(xK)d� | si � � �K \ �
 où K 2 � ;Nous avons alors X�2E j�jd�R2� . j ln(�)j2� h2 :Preuve :Nous raisonnons tout d'abord pour � 2 Eint, nous traiterons le 
as � 2 Eext plus tard (voir remarque 2.3.2).Nous avons don
, pour � 2 EintR� := | 1j�j Z� ru : nK;� ds � u(xL)� u(xK)d� | ;où � = �K \ �L ave
 K;L 2 �: Posons� �K;� := f(1� t)xK + tx : t 2 [0;1℄; x 2 �g ;� �� := �K;� [ �L;�, où � = �K \ �L :



132Fixons � 2 Eint, où � = �K \ �L :Nous supposons que u 2 C2( ���), espa
e dense dans H2(��). Nous pratiquons alors un développement deTaylor d'ordre 2 de u en x 2 �, d' où8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>:
u(xL)� u(x) = ru(x) : (xL � x) +Z 10 H(u)(tx+ (1� t)xL) : (xL � x) : (xL � x)t dt ;u(xK)� u(x) = ru(x) : (xK � x) +Z 10 H(u)(tx+ (1� t)xK) : (xK � x) : (xK � x)t dt ; (2.3.8)

Nous soustrayons membre à membre (2.3.8) en remarquant que xL � xK = nK;�d� , d'oùR� � BK;� + BL;� ; (2.3.9)où BK;� := 1j�jd� |Z 10 H(u)(tx+ (1� t)xK) : (xK � x) : (xK � x)t dt | :Nous supposons alors pour la suite de la preuve que � = ~��f0g, où ~� � IR et que xK := (0;b+ �)T ; xL :=(0;b� 
)T , où �; 
 > 0 et b 2 ~� (voir �gure 2.2 de la se
tion 2).Nous passons alors en 
oordonnées 
artésiennes dans BK;� (nous avons dz = t � dtdx), d'oùBK;� = 1j�jd�� | Z�K;� H(u)(z) : (xK � x) : (xK � x) dz | : (2.3.10)Pour majorer (2.3.10), nous distinguons les di�érents 
as suivants :1o 
as : K 2 �i; i = 1;2K se situe dans une zone où le maillage � est isotrope de pas hi mais L peut être dans �i; i = 1;2 ou dans�3 et don
 deux sous 
as sont possibles 
omme le montre les deux s
hémas de la �gure 2.3.Par (2.3.10) et le fait que 8 i 2 f1;2g; 8 x 2 �; jxK � xj � hi, nous avonsjBK;�j � h2ij�jd�� Z�K;� jH(u)(z)j dz. hij�jd� j�K;� j 12 juj2;�K;� ;en utilisant l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz et le fait que � � � hi. Nous obtenons alors
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xL

xK� s h

 s h ��K;��L;� xL

xK� s h
 s b�h ��K;��L;�
Fig. 2.3 � illustration des 2 sous 
as possibles : � s 
 (à gau
he) et � 6� 
 (à droite)

jBK;�j . hijj�jd� j 12 juj2;�K;� ; (2.3.11)
ar j�K;�j 12 � hi � h 12i (hi + hj) 12 = jj�jd� j 12 ; 8 j 2 f1;2g.
2o 
as : K 2 �3K se situe à présent dans une zone où le maillage � est anisotrope. La majoration de BK;� né
essite par
onséquent plus de �nesse, plus pré
isément, nous devons tenir 
ompte du 
ara
tère anisotrope de u (exprimépar le point (1.3.3) de l'introdu
tion).Nous nous plaçons dans 
3;i et nous donnons un repère orthonormale (xi1;xi2), où xi2 
ara
térise la dire
tionde ra�nement du maillage �3 de 
3;i; i 2 f1; : : : ;4g. Par la suite, nous omettrons l'indi
e i. Nous distinguonsles 2 
as suivants1o sous 
as : � est parallèle à x1Nous avons alors j�j = h1 et � = h2 
omme le montre la �gure 2.4.Remarquons que d� � hi + h2; i 2 f1;2g et que, pour x 2 �; xK � x = (�x;�)T (nous 
ommettons un abusde notation en 
onfondant x et son abs
isse).Nous reprenons le membre de droite de (2.3.10) en tenant 
ompte des remarques pré
édentes, d'où
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xK �K;�
xL
� s h2
 s hid� O x1

x2

Fig. 2.4 � illustration du premier sous 
as possible pour � parallèle à (Ox1)jBK;� j . 1jj�jd� j 12 1h 121 jhi + h2j 12h2�Z�K;� jx2 D(2;0)(u)(z)j dz+ Z�K;� jx h2 D(1;1)(u)(z)j dz+ Z�K;� jh22 D(0;2)(u)(z)j dz�. 1jj�jd� j 12 j�K;� j 12h 121 jhi + h2j 12h2�h21 kD(2;0)uk0;�K;�+ h1h2 kD(1;1)uk0;�K;�+ h22 kD(0;2)uk0;�K;�� ;en utilisant l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz et le fait que jxj . h1. Nous avons don
jBK;�j . 1jj�jd� j 12 � h 321h 122 kD(2;0)uk0;�K;�+ h 121 h 122 kD(1;1)uk0;�K;� + h 322h 121 kD(0;2)uk0;�K;� � ;
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ar j�K;�j s h1h22 et 8 i 2 f1;2g; hi + h2 � h2 :2o sous 
as : � est parallèle à x2Nous avons alors j�j s h2 et � s h1 xK
�K;�

xL

� s h1

 s hi

d� O x2

x1

Fig. 2.5 � illustration du sous 
as possible � parallèle à (Ox2)Nous raisonnons 
omme dans le 1o sous 
as pour aboutir àjBK;� j . 1jj�jd� j 12 1h 122 jhi + h1j 12h1 � Z�K;� jx2 D(0;2)u(z)j dz+ Z�K;� jx h1 D(1;1)u(z)j dz + Z�K;� jh21 D(2;0)u(z)j dz � :Il vient don
, en utilisant tout 
omme pré
édemment l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz et en remarquant quej�K;� j = h1h22 ; jxj � h2, et 8 i 2 f1;2g; hi + h1 � h1 � h2jBK;�j . 1jj�jd� j 12 �h22h1 kD(0;2)uk0;�K;�+ h2 kD(1;1)uk0;�K;� + h1 kD(2;0)uk0;�K;� � :Par l'étude de 
es 2 sous 
as, nous pouvons don
 dire que
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jBK;� j . 1jj�jd� j 12 � h 321h 122 kD(2;0)uk0;�K;�+ h 121 h 122 kD(1;1)uk0;�K;� + h22h1 kD(0;2)uk0;�K;� � ; 8 � 2 EK ;8 K 2 �3 :(2.3.12)Remarque 2.3.2. Pour le 
as où � � �K \ �
; K 2 � , nous posons

~� := f12 xK + 12 x : x 2 �g ;ainsi que ~K; ~L 
omme indiqués sur la �gure 2.6 xK

�
�
~�~K~L

Fig. 2.6 � illustration du 
as � � �K \ �
; K 2 �Si � � �
i (i = 1; 2), nous raisonnons 
omme dans le 1o 
as; Si � � �
3, nous raisonnons 
omme dans le1o sous-
as du 2o 
as. Nous obtiendrons alors une estimée similaire à (2.3.11) si � � �
1 [ �
2 ou à (2.3.12) si� � �
3:Nous pro
édons à présent au bilan de notre disjon
tion des 
as. Nous obtenons alors, grâ
e à (2.3.9)



137X�2� j�jd�R2� � X� 2 Eint� = �K \ �L j�jd�(B2K;� +B2L;�)+ X� 2 Eext� � �K j�jd�B2K;�= 3Xi=1 XK2�i X�2EK j�jd�B2K;� :Ce
i implique don
, par (2.3.11), (2.3.12) et la remarque 2.3.2X�2� j�jd�R2� . h21 XK2�1 X�2EK juj22;�K;� + h22 XK2�2 X�2EK juj22;�K;�+ h31h2 XK2�3 X�2EK kD(2;0)uk20;�K;�+ h1h2 XK2�3 X�2EK kD(1;1)uk20;�K;�+ h42h21 XK2�3 X�2EK kD(0;2)uk20;�K;�= h21 juj22;
1 + h22 juj22;
2+ h31h2 kD(2;0)uk20;
3+ h1h2 kD(1;1)uk20;
3+ h42h21 kD(0;2)uk20;
3. h2 + j ln(�)j2� h2+ h2j ln(�)j+ j ln(�)j h2+ � j ln(�)j4 h2 ;par les estimées (1.3.1), (1.3.2) et (1.3.3) de l'introdu
tion. Ce
i fournit



138 X�2� j�jd�R2� . j ln(�)j2� h2 ;dès que � est assez petit. Cette inégalité démontre bien l'énon
é du lemme. �Nous donnons à présent le théorème de majoration d'erreur suivantThéorème 2.3.3. Soient u 2 H2(
) la solution de (1.1.1) véri�ant les estimées (1.3.1)-(1.3.3) et � un maillageadmissible restreint anisotrope de 
 de pas h > 0 (voir dé�nition 2.1.1). Considérons de plus fuKgK2� lasolution de (2.2.2).Dé�nissons en outre e� : 
! IR dé�nie pare� (x) := 8>>>><>>>>: eK := u(xK)� uK , si 9 K 2 � tel que x 2 K ;0 ailleurs.Nous avons alors je� j�;�;
 + ke�k0;
 . h �juj1;p;
1 + � 12 j ln(�)j2� ; 8 p > 2 :Preuve :Nous soustrayons tout d'abord (2.2.2) à (2.2.1) et obtenons�2� X�2EK FK;� � Z�ru : nK;� ds� + jKj� 1jKj ZK u dx � uK� = 0 : (2.3.13)Posons alors, pour K 2 � et � 2 EK� RK;� := 8>>>><>>>>: 1j�j Z�ru : nK;� ds � u(xL)� u(xK)d� si � = �K \ �L ; K; L 2 � ;1j�j Z�ru : nK;� ds � �u(xK)d� si � � �K \ �
; K 2 � ;� ~eK := u(xK) � 1jKj ZK u dx :Grâ
e à (2.3.13), nous avons�2 X�2EK j�jd� D�e� + jKjeK = �2 X�2EK j�jRK;� + jKj~eK : (2.3.14)Nous multiplions alors (2.3.14) par eK , sommons sur K 2 � et obtenons
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je� j2�;�;
 + ke�k20;
 � �2X�2E j�jjD� jR� + XK2� jKj~eKeK ; (2.3.15)

où R� := 8>><>>: jRK;� j = jRL;�j; ave
 � = �K \ �L; K;L 2 � ;jRK;� j; ave
 � = �K \ �
; K 2 � :L'inégalité de Cau
hy-S
hwarz 
onduit à :�2X�2E j�jjD� jR� � �2�X�2E j�jd� jD� j2� 12 �X�2E j�jd�R2�� 12� je� j�;�;
 � �X�2E j�jd�R2�� 12. je� j�;�;
 � 12 j ln(�)j h ;grâ
e au lemme 2.3.2. De plus, toujours par l'inégalité de Cau
hy-S
hwarzXK2� jKj~eKeK � �XK2� jKje2K� 12 �XK2� jKj~e2K� 12. ke�k0;
 h �juj1;p;
1 + � 12 j ln(�)j� ; 8 p > 2 ;grâ
e au lemme 2.3.1.En utilisant 
es deux résultats dans (2.3.15), nous en déduisons aisément le résultat du théorème. �Nous donnons à présent une autre majoration d'erreur dont le résultat dé
oule en fait du théorème pré
édentet d'arguments du type Bramble-Hilbert. Cependant, 
e théorème possède l'avantage de présenter un résultatbien plus signi�
atif que 
elui du théorème 2.3.3 (voir tests numériques).Théorème 2.3.4. Soient u 2 H2(
) la solution de (1.1.1) véri�ant les points (1.3.1)-(1.3.3) et � un maillageadmissible restreint anisotrope de 
 de pas h > 0 (voir dé�nition 2.1.1). Considérons de plus fuKgK2� lasolution de (2.2.2). Nous avons alorsku� uKk20;2;
 . h �juj1;p;
1 + � 12 j ln(�)j2� ; 8 p > 2 :Preuve :



140Comme il a été dit pré
édemment, la preuve du théorème 2.3.4 se base en grande partie sur le résultat duthéorème 2.3.3 en prenant soin de séparer l'étude suivant le sous domaine de 
 sur lequel nous travaillons.Il su�t de montrer que, pour tout K 2 � , nous avons :
ku� uKk0;2;K . 8>>>>>>><>>>>>>>: h (juj1;p;
1 + h) ; 8 p > 2 si K 2 �1 ;h (� 12 j ln(�)j + � 12 j ln(�)j2 h) si K 2 �2 ;h (� 12 j ln(�)j + � 12 j ln(�)j2 h) si K 2 �3 ;le résultat du théorème se déduisant aisément de 
es inégalités.1o 
as : K � 
1 [ 
2Dans un premier temps, il nous faut passer au triangle de référen
e K̂, tout 
omme dans la preuve dulemme 1. Cependant, les Volumes de Contr�le in
lus dans �1 [ �2 n'étant pas né
essairement triangulaire oure
tangulaire, 
ette appli
ation peut ne pas être dé�nie. L'idée est alors, pour K 2 �1 [ �2, de diviser 
elui-
i ensous-domaines triangulaires où nous pourrons dé�nir 
e 
hangement de base.Dans 
e but, pour tout K 2 �1 [ �2, nous divisons K en iK := Card(EK) triangles Kj en joignant 
haquesommet de K à xK (voir �gure 2.7).

xK
Fig. 2.7 � Illustration de la partition en triangles d'un Volume de Contr�le K 2 �1 [ �2Grâ
e aux hypothèses d'admissibilité sur le maillage (voir dé�nitions 9.1 et 9.4 de [52℄), nous avons :9 � > 0; 8 K 2 �1 [ �2; 8 j 2 f1; : : : ;iKg; 1 � hKj�Kj � � ;où hKj désigne le diamètre du 
er
le 
ir
ons
rit à Kj et �Kj le diamètre du plus grand 
er
le ins
rit dans Kj .Nous avons alors, pour tout K 2 �1 [ �2



141ZK ju� uK j2 dx = iKXj=1 ZKj ju� uK j2 dx� 2 iKXj=1 ZKj ju� u(xK)j2 dx+ 2 ZK ju(xK)� uK j2 dx :Dans un premier temps, notons que, grâ
e au théorème 2.3.3 :2Xi=1 XK2�i ZK ju(xK)� uK j2 dx . h2 (juj21;p;
1 + � j ln(�)j2) : (2.3.16)Dans un se
ond temps, nous avons, en utilisant su

essivement un passage au triangle de référen
e et unargument de type Bramble-Hilbert, 8 K 2 �1 [ �2; 8 j 2 f1; : : : ;iKgZKj ju� u(xK)j2 dx = jKj j ZK̂ jû� û(xK̂)j2 dx̂. jKj j �jûj21;K̂ + jûj22;K̂�. jKj j �juj21;K + hKj juj22;K� :Cette estimée fournit alorsZK ju� u(xK)j2 dx . h2i juj21;K + h4i juj22;K ; 8 K 2 �i; 8 i 2 f1;2g:+ku� uKk20;
i . h2i juj21;p;
i + h4i juj22;
i ; 8 p > 2; 8 i 2 f1;2g ;
e qui fournit, ave
 les estimées (1.3.1)-(1.3.3) et le plongement Lp(
) ,! L2(
) :8>><>>: ku� uKk0;
1 . h (juj1;p;
1 + h) ; 8 p > 2 ;ku� uKk0;
2 . h (� 12 j ln(�)j + � 12 j ln(�)j2h) : (2.3.17)Nous obtenons alors, par (2.3.16) et (2.3.17)ku� uKk0;
1[
2 . h �juj1;p;
1 + � 12 j ln(�)j� ; 8 p > 2 : (2.3.18)



142En outre, en utilisant un raisonnement identique à 
elui e�e
tué dans le se
ond 
as du lemme 2.3.1, nousobtenons ku� uKk0;
3 . h (� 12 j ln(�)j + � 12 j ln(�)j2 h) : (2.3.19)(2.3.18) et (2.3.19) fournissent alors aisément le résultat du théorème. �2.4 Essais numériquesNous nous plaçons sur 
 :=℄0;1[2 et 
onsidérons la fon
tion donnée en introdu
tion u� : 
! IR dé�nie paru�(x;y) := e� x� + e� y� � 1 ;où � 2℄0;1[. Rappelons que u� est alors la solution du problème elliptique suivant8>><>>: ��2�u� + u� = �1 dans 
 ;u� = g sur �
 (2.4.1)où g est la restri
tion de u� à �
 (nous renvoyons le le
teur à l'introdu
tion pour bien 
omprendre le 
ara
tèreanisotrope du problème 
onsidéré).Nous 
omparons alors, pour di�érentes valeurs de �, la 
onvergen
e obtenue par l'approximation u� (lasolution de (2.2.2)) de u pratiquée lorsque � est un maillage isotrope (b� = 0:5) et lorsque � est un maillageanisotrope (b� = j� ln(�)j) (voir �gure 2.8).
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b_{mu}Fig. 2.8 � Illustration du maillage anisotrope utilisé ave
 b� = j� ln(�)j pour � = 10�1 et n = 1h := 4La table 2.1 donne, pour plusieurs valeurs de n, l'erreur ke�k0;2;
 + je� j�;�;
 introduite pré
édemment dansle 
as d'un maillage isotrope et d'un maillage anisotrope. Ces résultats justi�ent partiellement l'introdu
tion de



143maillages anisotropes pour le type de problèmes étudiés. En e�et, pour � de l'ordre de grandeur de h, le tauxde 
onvergen
e dans le 
as isotrope n'est pas optimal.n � = 1: � = 0:1 � = 0:01 � = 10�6b� = 0:5 b� = j� ln(�)j b� = 0:5 b� = j� ln(�)j b� = 0:5 b� = j� ln(�)j4 4.51E-02 5.41E-02 2.70E-02 2.27E-03 1.07E-02 2.25E-03 8.95E-038 1.68E-02 2.85E-02 1.16E-02 6.21E-04 4.64E-03 5.64E-04 2.26E-0316 6.13E-03 1.19E-02 4.54E-03 5.53E-04 1.94E-03 1.41E-04 5.78E-0432 2.21E-03 4.55E-03 1.68E-03 1.38E-03 7.49E-04 3.52E-05 1.52E-0464 7.88E-04 1.67E-03 6.10E-04 1.43E-03 2.77E-04 8.81E-06 4.20E-05Tab. 2.1 � norme (ke�k20;2;
 + je� j2�;�;
) 12 pour plusieurs valeurs de � pour les maillages isotropes et anisotropesCependant, pour � = 10�6, nous réalisons les mêmes tests (voir dernière 
olonne de la table 2.1). Mais,
ontrairement à 
e qui pré
ède, 
omme � << h, le maillage anisotrope présente de moins bons résultats quele maillage isotrope (
omme nous mesurons une erreur "pon
tuelle" et que l'épaisseur de la 
ou
he anisotropeest nettement plus petite que h, il est 
ompréhensible que 
e 
as amènera une 
onvergen
e moins bonne pourle maillage anisotrope que pour le maillage isotrope). Cependant, lorsque nous tentons de re
onstruire pointpar point la solution u� de (2.4.1), nous 
onstatons que le 
ara
tère 
ontinu de 
elle-
i n'est pas retrans
ritpar le maillage isotrope, alors qu'il l'est par le maillage anisotrope (voir �gure 2.9 pour n = 50 et � = 10�6).L'utilisation d'un maillage anisotrope est don
 aussi né
essaire dans 
e 
as.
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Fig. 2.9 � Solution de (2.4.1) pour b� = 0.5 (à gau
he) et pour b� = j� ln(�)j (à droite)La table 2.2 illustre par 
ontre le résultat du théorème 2.3.4 et présente la norme de l'erreur entre la solutionexa
te de (2.4.1) et son approximation par la méthode de Volumes Finis 
entrée 
ellule pour di�érentes valeursde n et de �.En outre, une observation minutieuse de 
ette table 2.2 montre que, dans le 
as anisotrope, la vitesse de
onvergen
e est de � 12 j ln(�)jh alors que le théorème 2.3.4 nous donne une vitesse de h. En fait, les résultats de[49℄ impliquent que juj1;p;
1 � �; 8 p > 1, si le gradient du terme de solli
itation est nul. Or, dans 
e 
as 
i,le théorème 2.3.4 donne un ordre de 
onvergen
e de � 12 j ln(�)jh.



144 n � = 10�1 � = 10�3 � = 10�5b� = 0:5 b� = j� ln(�)j b� = 0:5 b� = j� ln(�)j b� = 0:5 b� = j� ln(�)j4 1.66E-01 7.19E-02 2.64E-01 2.13E-02 2.64E-01 3.25E-038 8.06E-02 3.55E-02 1.81E-01 1.06E-02 1.82E-01 1.76E-0316 3.97E-02 1.76E-02 1.26E-01 5.18E-03 1.27E-01 8.64E-0432 1.97E-02 8.81E-03 8.83E-02 2.56E-03 8.90E-02 4.23E-0464 9.86E-03 4.40E-03 6.12E-02 1.28E-03 6.27E-02 2.10E-04Tab. 2.2 � norme L2 de l'erreur dans le 
as isotrope pour di�érentes valeurs de � pour les maillages isotropeset anisotropesA�n d'éviter 
e
i, nous pro
édons à un dernier essai numérique où nous 
onsidérons toujours le problème deréa
tion-di�usion perturbé (2.4.1) mais, 
ette fois 
i, nous prenons 
omme solution la fon
tionv�(x;y) := u�(x;y) + x3 :De 
e fait , nous avons un se
ond membre de gradient non nul. Nous donnons alors la table suivante présentantl'erreur dans le 
as d'un maillage anisotrope (b� := j� ln(�)j). Nous 
onstatons alors une vitesse de 
onvergen
eréduite par rapport au 
as pré
édent, 
elle-
i étant de h. Ces tests 
on�rment don
 l'aspe
t optimal de l'estiméedu théorème 2.3.4. n � = 10�1 � = 10�3 � = 10�54 1.18E-01 1.23E-01 1.22E-018 5.86E-02 6.22E-02 6.17E-0216 2.92E-02 3.11E-02 3.09E-0232 1.46E-02 1.56E-02 1.55E-0264 7.30E-03 7.79E-03 7.74E-03Tab. 2.3 � norme L2 de l'erreur dans le 
as anisotrope b� := j� ln(�)jRemarque 2.4.1. Citons [77, 78℄ où le le
teur pourra trouver des détails 
on
ernant les traitements par d'autresméthodes de Volumes Finis des problèmes dit de "
onve
tion-di�usion perturbés" (
'est à dire que le terme dedi�usion devient en
ore négligeable mais par rapport au terme de 
onve
tion 
ette fois).
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Chapitre 3
Méthode d'Éléments-Volumes Finis baséesur des éléments 
onformes pour lesproblèmes de réa
tion-di�usion sur desmaillages anisotropesLe but de 
ette se
tion est de dis
rétiser (1.1.1) par la méthode d'Éléments-Volumes Finis basée sur leséléments IP1-
onformes (voir [8℄) sur un type de maillages anisotropes adaptés à 
e genre de problème.3.1 Notations-Dé�nitionsNous 
onstruisons dans un premier temps les deux maillages né
essaires à l'appli
ation des méthodesd'Éléments-Volumes Finis.Construisons tout d'abord le maillage primal de 
.Nous dé�nissons 
1 et f
i;jg i2f2;3gj2f1;4g , 
omme indiqué en introdu
tion. Nous 
onstruisons alors une triangula-tion Th de 
 
omme suit : Soit h > 0 �xéNous 
onstruisons sur 
1 (resp. 
2) une triangulation régulière T1 (resp. T2) de pas h1 := h (resp. h2 := b�h),
'est à dire que l'hypothèse suivante est véri�ée(H) 9 � > 0 : 1 � hK�K � � ; 8 K 2 Ti; 8 i 2 f1;2g ;où, pour K 2 Th, �K , resp. hK , est le diamètre du plus grand 
er
le ins
rit dans K, resp. du 
er
le 
ir
ons
rità K.
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Fig. 3.1 � Illustration d'un maillage anisotrope pour les méthodes d'Éléments-Volumes FinisSur 
3, nous introduisons tout d'abord un système de 
oordonnées 
artésiennes lo
ales (x1;x2), où x2
ara
térise la dire
tion perpendi
ulaire au bord de 
 (il est 
lair que 
ette base ne sera pas la même sur
3;j ; j 2 f1;4g, mais nous nous permettons d'omettre l'indi
e j pour alléger les notations). Nous 
onstruisonsalors un maillage anisotrope re
tangulaire de pas h1, resp. h2, dans la dire
tion x1, resp. x2. Nous 
oupons alors
ha
un des re
tangles obtenus en deux parties suivant sa diagonale, nous obtenons ainsi une triangulation T3de 
3 où 
haque élément est un triangle re
tangle de base h1 et de hauteur h2. Ce maillage T3 est anisotropedans le sens où pour � << 1, alors h2 << h1 (
'est à dire que la véri�
ation de l'hypothèse (H) est 
ritique, deplus amples détails sont donnés en introdu
tion).La �gure 3.1 représente un tel maillage de 
.Dé�nissons à présent le maillage dual de 
 : Pour K 2 Th, nous dé�nissons Zh(K), resp. Eh(K), 
ommel'ensemble des sommets de K, resp. des arêtes de K. Nous posons alorsZh := [K2Th Zh(K) ;Eh := [K2ThEh(K) :Distinguons en outre Zinh , resp Einh , ensemble des sommets, resp. arêtes, de Th in
lus(es) dans 
 et Zexth ,resp. Eexth , ensemble des sommets, resp. arêtes, situé(e)s sur �
. De plus, pour e 2 Eh, nous appelons me lemilieu de e et pour K 2 Th, nous notons zK le bary
entre de K (
ontrairement à la se
tion 3 nous 
hoisissonsdès à présent zK bary
entre de K).Pour K 2 Th et z 2 Zh(K) ave
 z = �e \ �l, où e; l 2 Eh(K), nous posonsbz;K := Conv[zK ;z;me;ml℄:Dé�nissons le maillage dual Bh := fbzgz2Zh , oùbz := [K2Thz2Zh(K) bz;K :



147La �gure 3.2 représente une telle boîte bz pour z 2 Zinh ave
 z 2 �
1 \ �
3.

z
3
1
bz

Fig. 3.2 � bz pour z 2 �
3 \ �
1Introduisons, f�zgz2Zh , ensemble des fon
tions de base des éléments IP1-
onformes.Posons alors ��z : 
 �! IRx 7�! 8>><>>: 1 si x 2 bz ;0 ailleurs .Convenons en outre que, si v = Xz2Zinh vz�z , alors �v := Xz2Zinh vz ��z et ré
iproquement. Dé�nissons de plus :� Xh := ensemble des fon
tions IP 1-
onformes sur le maillage primal Th,� X0h := ensemble des fon
tions IP 1-
onformes sur le maillage primal Th valant 0 sur le bord de 
,� Pour z 2 Zh; nbz := la normale unitaire sortante à bz,� a : H1(
)�H1(
) �! IR(v;w) 7�! (rv;rw)
 ;� �a : (H2(
) +Xh)� (H2(
) +Xh) �! IR(v;w) 7�! � Xz2Zh Z�bz �v�nbz w(z) ds ;� kj:kj :=qk:k20;
 + �2j:j21;
 :Ces notations ne sont pour la majeure partie d'entre elles que des rappels de 
elles introduites dans lasous-partie 3.



1483.2 S
héma numériqueNous intégrons (1.1.1) sur bz, pour z 2 Zh; pour obtenir, en utilisant la formule de Green��2 Z�bz ru : nbz ds + Zbz u dx = Zbz f dx : (3.2.1)En tenant 
ompte des 
onditions de bord de (1.1.1), la méthode d'Éléments-Volumes Finis 
onforme seformule 
omme suit :Trouver uBC 2 X0h véri�ant :��2 Z�bz ruBC : nbz ds + Zbz �uBC dx = Zbz f dx ; 8 z 2 Zinh : (3.2.2)Remarque 3.2.1. Il aurait semblé plus "naturel" de dis
rétiser le terme de réa
tion par Zbz uBC dx, mais 
e
iaurait 
onduit à un système de matri
e non symétrique (voir le paragraphe 4 de [8℄ et le lemme 3.2.1). Signalonsà 
e sujet que, pour la matri
e du système 
onsidéré, l'ajout d'un terme de réa
tion n'induit, par rapport au 
asde di�usion pure, que l'ajout de termes sur la diagonale (
e qui n'est pas le 
as dans les méthodes d'ÉlémentsFinis).Nous 
ommençons par la proposition suivante :Proposition 3.2.1. Soit Th le maillage primal de 
 et Bh le maillage dual de 
 asso
ié à Th (
omme nous ne
onsidérons que le 
as où zK est le bary
entre de K; 8 K 2 Th; le maillage dual de Th est unique, 
ontrairementau 
hapitre 3). Le système linéaire (3.2.2) admet alors une unique solution uBC 2 X0h.Preuve :Comme nous sommes en dimension �nie, il su�t d'établir l'inje
tivité du système linéaire (3.2.2). Supposonsdon
 que f � 0 sur 
.Nous multiplions (3.2.2) par �uBC jbz et sommons sur z 2 Zinh , d'où��2 Xz2Zinh Z�bz �uBC�nbz �uBC ds + Zbz �u2BC dx = 0+�2juBC j21;
 + k�uBCk20;
 = 0 ;grâ
e à la proposition 3.2.1. Nous en déduisons alors que uBC = 0 sur 
. �



1493.3 Majoration d'erreurNous établissons tout d'abord quelques résultats préliminaires. Pour toute la suite du paragraphe, nous
onvenons que Th véri�e l'hypothèse (H).Lemme 3.3.1. Soit u 2 H3(
) véri�ant les hypothèses (1.3.1)-(1.3.3) et ILu son interpolé de Lagrange. Nousavons alors : kju� ILukj . h (�1=2j ln(�)j + h) :Preuve : voir le théorème 2.8 de [3℄ �Lemme 3.3.2. Soit u 2 H3(
) véri�ant les hypothèses (1.3.1)-(1.3.3) et ILu son interpolé de Lagrange. Nousavons alors : 8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:
ku� �ILuk0;
1 . h ;ku� �ILuk0;
2 . �1=2 j ln(�)j h ;ku� �ILuk0;
3 . �1=2 j ln(�)j h :Preuve : Se déduit par passage au triangle de référen
e. �Lemme 3.3.3. Soit vh 2 X0h, nous avons alorskvhk0;K � k�vhk0;K ; 8 K 2 Th :Preuve :Nous utilisons un 
hangement de variable vers le triangle de référen
e K̂. Nous devons don
 à présent prouverque kv̂hk0;K̂ � k�̂vhk0;K̂ ; 8 v̂h 2 IP 1(K̂) :Or, l'espa
e des fon
tions IP 1 sur le triangle de référen
e K̂ est un espa
e de dimension �nie et, sur un espa
ede dimension �nie, toutes les normes sont équivalentes, 
e qui nous permet de 
on
lure à l'énon
é du lemme.�Théorème 3.3.4. Soit u 2 H3(
) la solution de (1.1.1). Introduisons en outre Th et Bh, les maillages primalet dual de 
, véri�ant l'hypothèse (H) et uBC la solution de (3.2.2). Nous avons alors :kju� uBCkj . h : (3.3.1)



150Preuve :Notons tout d'abord que kju� uBCkj � kju� ILukj + kjILu� uBCkj ; (3.3.2)où ILu désigne l'interpolé de Lagrange de u. D'un autre 
�té, nous avons, pour tout vh 2 X0h,kjuBC � vhkj2 = kuBC � vhk20;
 + �2 juBC � vhj21;
.lemme 3.3.3 k�uBC � �vhk20;
 + �2 juBC � vhj21;
= (�uBC � �vh;�uBC � �vh)
 + �2 a(uBC � vh;uBC � vh)= (�uBC ;�uBC � �vh)
 + �2 a(uBC ;uBC � vh)� (u;uBC � vh)
 � �2 a(u;uBC � vh)+ (u� �vh;�uBC � �vh)
 + �2 a(u� vh;uBC � vh)+ (u;uBC � vh)
 � (u;�uBC � �vh)
=prop. 3.2.1et (3.2.2) (f;�uBC � �vh)
� (u;uBC � vh)
 � �2 a(u;uBC � vh)+ (u� �vh;�uBC � �vh)
 + �2 a(u� vh;uBC � vh)+ (u;uBC � vh)
 � (u;�uBC � �vh)
+kjuBC � vhkj2 = (f;uBC � vh)
� (u;uBC � vh)
 � �2 a(u;uBC � vh)+ (u� �vh;�uBC � �vh)
 + �2 a(u� vh;uBC � vh)+ (u� f;uBC � vh)
 � (u� f;�uBC � �vh)
 ; 8 vh 2 X0h : (3.3.3)



151À présent, nous remarquons que, pour toute fon
tion wh de X0h, nous avons :(f;wh)
 � (u;wh)
 � �2 a(u;wh)= (f;wh)
 � (u;wh)
 � �2 (ru;rwh)
= (f;wh)
 � (u;wh)
 + �2 (�u;wh)
 ;en utilisant la formule de Green et le fait que whj�
 � 0. De 
e fait, nous appliquons (1.1.1) pour obtenir :(f;wh)
 � (u;wh)
 � �2 a(u;wh) = 0 ; 8 wh 2 X0h : (3.3.4)Cette identité utilisée dans l'égalité (3.3.3) dans laquelle nous posons vh := ILu, nous fournit quekjuBC � ILukj2 � j(u� �ILu;�uBC � �ILu)
 + �2 a(u� ILu;uBC � ILu)j+ j(u� f;uBC � ILu)
 � (u� f;�uBC � �ILu)
j+kjuBC � ILukj � j(u� �ILu;�uBC � �ILu)
 + �2 a(u� ILu;uBC � ILu)jkjuBC � ILukj+ �2 j(�u;uBC � ILu)
 � (�u;�uBC � �ILu)
jkjuBC � ILukj ; (3.3.5)en utilisant (1.1.1). Nous allons majorer les deux membres du terme de droite de (3.3.5).a. Majorons le premier terme du membre de droite de (3.3.5) :Par l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz, nous avons :j (u� �uBC ;�ILu� �ILu)
 + �2 a(u� ILu;uBC � ILu)j� ku� �ILuk0;
 k�uBC � �ILuk0;
 + �2 ju� ILuj1;
 juBC � ILuj1;
. h kuBC � ILuk0;
 + �5=2 j ln(�)j juBC � ILuj1;
 ;grâ
e aux lemmes (3.3.1), (3.3.2) et (3.3.3). Nous obtenons don
j(u� �uBC ;�uBC � �ILu)
 + �2 a(u� uBC ;uBC � ILu)jkjuBC � ILukj . h (3.3.6)



152b. Majorons le se
ond terme du membre de droite de (3.3.5) :Pour K 2 Th et v 2 L2(K), nous désignons par M0K(v) la L2(K)-proje
tion de v. Nous pro
édons 
ommesuit :j(�u;uBC � ILu)
 � (�u;�uBC � �ILu)
j = 3Xi=1 XK2ThK�
i (�u�M0K(�u);uBC � ILu)K� (�u�M0K(�u);�uBC � �ILu)K� 3Xi=1 XK2ThK�
i j(�u�M0K(�u);uBC � ILu)K j+ j(�u�M0K(�u);�uBC � �ILu)K j.Bramble-Hilbert (1 + j ln(�)j�3=2 ) h (kuBC � ILuk0;
 + k�uBC � �ILuk0;
) ;.lemme 3.3.3 (1 + j ln(�)j�3=2 ) h kuBC � ILuk0;
 ;
e qui implique que : �2 j(�u;uBC � ILu)
 � (�u;�uBC � �ILu)
jkjuBC � ILukj . �1=2 j ln(�)j h : (3.3.7)Les deux estimées (3.3.6) et (3.3.7) repla
ées dans (3.3.5), ainsi que (3.3.2) et le lemme 3.3.1 fournissentalors le résultat du théorème. �3.4 Essais numériquesComme pré
édemment, nous nous plaçons sur 
 :=℄0;1[2 et 
onsidérons la fon
tion donnée en introdu
tionu� : 
! IR dé�nie par u�(x;y) := e� x� + e� y� � 1 ;où � 2℄0;1[. Rappelons que u� est alors la solution du problème elliptique suivant8>><>>: ��2�u� + u� = �1 dans 
 ;u� = g sur �
 (3.4.1)



153où g est la restri
tion de u� sur �
.Nous 
omparons alors, pour di�érentes valeurs de �, la 
onvergen
e obtenue par l'approximation uBC de upratiquée lorsque Th est un maillage isotrope (b� = 0:5) et lorsque Th est un maillage anisotrope (b� = j� ln(�)j)(voir �gure 3.3).
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b_{mu}Fig. 3.3 � Illustration du maillage utilisé où b� = j� ln(�)j pour � = 10�1 et n = 1h := 5La table 3.1 
ontient, pour di�érentes valeurs de � et de b�, l'erreur jku� uBC jk introduite pré
édemment(pré
isons que les maillages où b� � j� ln(h)j sont 
onnus sous le nom de maillage de Shishkin et sontutilisés dans le 
adre de méthodes de Di�éren
es Finies [75℄). En outre, nous établissons une 
omparaisonnumérique entre la méthode d'Éléments-Volumes Finis et la méthode d'Éléments Finis : La table 3.2 fournitdon
 le nombre d'itérations né
essaires à la 
onvergen
e du système issu de (3.2.2) et à son équivalent pour laméthode d'Éléments Finis ([2, 4℄) pour une valeur de n �xé (n = 16) et di�érentes valeurs de � (nous pré
isonsque les systèmes ont été résolus à l'aide de l'algorithme du Gradient Conjugué Pré
onditionné).n � = 10�1 � = 10�3 � = 10�5b� 0:5 j� ln(�)j j� ln(h)j 0:5 j� ln(�)j j� ln(h)j 0:5 j� ln(�)j j� ln(h)j4 8.09E-02 3.44E-02 4.53E-02 2.60E-01 1.14E-02 8.13E-02 2.60E-01 2.07E-03 8.15E-028 3.56E-02 1.63E-02 1.57E-02 1.80E-01 5.08E-03 2.85E-02 1.80E-01 9.31E-04 2.86E-0216 1.68E-02 7.94E-03 9.21E-03 1.20E-01 2.36E-03 9.99E-03 1.30E-01 4.13E-04 1.01E-0232 8.21E-03 3.93E-03 5.67E-03 8.43E-02 1.15E-03 3.51E-03 9.01E-02 1.94E-04 3.56E-0364 4.07E-03 1.96E-03 3.38E-03 5.26E-02 5.69E-04 1.25E-03 6.35E-02 9.46E-05 1.26E-03Tab. 3.1 � Erreur en fon
tion de n pour di�érentes valeurs de b�� = 1 � = 10�1 � = 10�3 � = 10�5Éléments-Volumes Finis 62 73 203 177Éléments Finis 68 73 504 857Tab. 3.2 � Nombre d'itérations né
essaires à la 
onvergen
e du système pour les méthodes d'Éléments-VolumesFinis et d'Éléments Finis pour n = 16Nous tirons plusieurs 
on
lusions de 
es essais numériques :



1541. Les résultats de la table 3.1 illustrent pleinement l'utilité des maillages anisotropes dans le 
adre de ladis
rétisation de problèmes de réa
tion-di�usion perturbés a�n d'obtenir un ordre de 
onvergen
e satis-faisant.2. Dans la table 3.1, si nous �xons n et 
omparons pour di�érentes valeurs de � l'erreur obtenue, nousobtenons que 
elle-
i dépend aussi de �, l'estimée du théorème 2.3.3 ne serait don
 pas optimale.3. Les maillages de Shishkin semble peu appropriés aux méthodes d'Éléments-Volumes Finis 
omme le montreles résultats de la table 3.1 . En e�et, plus � est petit, moins les résultats apportés par 
e type de maillagesont satisfaisants.4. La table 3.2 illustre le fait que le système issu de la dis
rétisation de (1.1.1) par une méthode d'Éléments-Volumes Finis est plus rapide à résoudre que son équivalent par la méthode d'Éléments Finis. Ce
i s'ex-plique par le fait que, pour les méthodes d'Éléments-Volumes Finis, l'ajout d'un terme de réa
tion "alour-dit" le poids de la diagonale 
e qui n'est pas le 
as pour les méthodes d'Éléments Finis.Remarque 3.4.1. Il est possible de généraliser la méthode étudiée à un domaine 
 polygonal 
onvexe (nonné
essairement re
tangulaire) de IR2 et au 
as où T3 n'est plus ex
lusivement 
omposée de triangles re
tangles.Cependant, 
e
i requiert dans un premier temps l'emploi d'hypothèses supplémentaires (dites "d'angle maximal"et de "système de 
oordonnées") et l'obtention d'estimées similaires à (1.3.1), (1.3.2) et (1.3.3) de l'introdu
tion.Pour plus de détails sur 
e point, le le
teur pourra se référer à [2℄.Remarque 3.4.2. Signalons que des essais numériques ont été menés pour résoudre le problème (1.1.1) ave
 deséléments lQ1-
onformes sur des maillages anisotropes re
tangulaires. Les résultats fournis sont alors identiquesà 
eux pour les éléments triangulaires.
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Chapitre 4
Méthode d'Éléments-Volumes Finis baséesur des éléments non 
onformes pour lesproblèmes de réa
tion-di�usion sur desmaillages anisotropes : 
as des trianglesLe but de 
e 
hapitre est de dis
rétiser (1.1.1) par la méthode d'Éléments-Volumes Finis basée sur des élé-ments non 
onformes (voir [19℄) sur des maillages anisotropes adaptés à 
e genre de problème : Les maillages aniso-tropes. Nous verrons dans 
e 
hapitre que, sur des maillages triangulaires, la méthode d'Éléments-Volumes Finis,et plus généralement d'Éléments Finis, basée sur des éléments non 
onformes ne se prête pas à l'utilisation demaillages anisotropes. En e�et, la dis
ontinuité de 
es éléments non 
onformes empê
hera la bonne 
onvergen
ede la méthode.4.1 Notations-Dé�nitionsNous devons dans un premier temps 
onstruire deux maillages sur 
 :� Un maillage primal Th qui servira à dé�nir l'approximation de la solution u de (1.1.1) ,� Un maillage dual Bh qui permettra la dis
rétisation de (1.1.1) .Nous dé�nissons dans un premier temps une triangulation régulière anisotrope Th de 
 de la même manièreque dans la se
tion 3 (voir dé�nition 2.2). Nous 
onstruisons dans un se
ond temps le maillage dual asso
ié à



156Th. Dans 
e but, rappelons que, pour K 2 Th, nous dé�nissons Zh(K), resp. Eh(K), 
omme l'ensemble dessommets, resp. des arêtes, de K. Nous posons alors Zh := [K2ThZh(K) et Eh := [K2ThEh(K). Distinguons enoutre Zinh , resp Einh , ensemble des sommets, resp. arêtes, de Th in
lus dans 
 et Zexth , resp. Eexth , ensemble dessommets, resp. arêtes, situés sur �
. En outre, pour e 2 Eh, nous appelons me le milieu de e.Posons zK le bary
entre de K 2 Th. Pour K 2 Th et e 2 Eh(K), nous posonsbe;K := Conv(fzKg [ e) :Dé�nissons alors le maillage dual par Bh := fbe : e 2 Ehg ;où, pour e 2 Eh; be := 8>><>>: be;K [ be;L, si ils existent K;L 2 Th tels que e = �K \ �L ;be;K , si il existe K 2 Th tel que e = �
 \ �K :Introduisons en�n, pour e 2 Eh; �e : 
 ! IR 2 IP1(Th) la fon
tion de base des éléments non 
onformesvalant 1 en me et 0 en ml; l 2 Eh n flg. Posons, de plus, pour e 2 Eh; ��e la fon
tion indi
atri
e de be.Convenons en outre que� Sh := l'ensemble des fon
tions IP 1-non 
onformes sur le maillage Th,� S0h := l'ensemble des fon
tions IP 1-non 
onformes sur le maillage Th valant 0 au milieu des arêtes situéessur le bord du domaine 
,� �Sh := l'ensemble des fon
tions 
onstantes par mor
eaux sur le maillage dual Bh,� �S0h := l'ensemble des fon
tions 
onstantes par mor
eaux sur le maillage dual Bh et valant 0 au milieu desarêtes situées sur le bord du domaine 
,� pour e 2 Eh; nbe désigne la normale unitaire sortante à be sur �be,� ah : (H1(
) + Sh)� (H1(
) + Sh) �! IR(v;w) 7�! XK2Th(rv;rw)K ;� �ah : (H2(
) + Sh)� (H2(
) + Sh) �! IR(v;w) 7�! � Xe2Ehw(me) Z�be �v�nbe ds ;� jk:jk :=q(:;:)20;
 + �2ah(:;:) :En outre, pour v = Xe2Eh ve�e, nous posons �v := Xe2Eh ve ��e et jvj1;h := (XK2Th jvj1;K) 12 :4.2 S
héma numériqueNous intégrons (1.1.1) sur be pour e 2 Eh et utilisons la formule de la divergen
e. Nous obtenons
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��2 Z�be ru : nbe ds + Zbe u dx = Zbe f dx ; 8 e 2 Eh ; (4.2.1)où nbe est la normale unitaire sortante à be.La méthode d'Éléments-Volumes Finis non 
onforme 
onsiste don
 à trouver uBN 2 S0h, véri�ant��2 Z�be ruBN : nbe ds + Zbe �uBN dx = Zbe f dx ; 8 e 2 Einh : (4.2.2)Remarque 4.2.1. Nous avons tenu 
ompte des 
onditions de bord de (1.1.1) en imposant uBN 2 S0h, 
'est à direuBN(me) = 0; 8 e 2 Eexth :Pour démontrer l'existen
e et l'uni
ité de la solution de (4.2.2), nous aurons besoin du lemme suivant.Lemme 4.2.1. Soient vh;wh 2 Sh, nous avons alorsZK �vh �wh dx = ZK vh wh dx ; 8 K 2 Th:Preuve : Se véri�e par un 
al
ul dire
t. �Remarque 4.2.2. Considérons la dis
rétisation de (1.1.1) à l'aide de la méthode des Éléments Finis non 
onformes(voir [29, 40℄). Nous obtenons le système linéaire A:U = F :Si nous appelons maintenant �A la matri
e issue du système (4.2.2), nous démontrons alors, grâ
e aux lemmes4.2.1 et 4.2.1, que A = �A.Proposition 4.2.2. Soit Th, resp. Bh, le maillage primal, resp. dual, de 
. Le système (4.2.2) admet alorsune unique solution uBN 2 S0h.Preuve :Posons dans (4.2.2) f � 0 et montrons que uBN = 0.Nous multiplions (4.2.2) par �uBN jbe ; e 2 Einh , et sommons sur e 2 Einh . Nous obtenons ainsi��2 Xe2Einh Z�be ruBN : nbe �uBN ds + Xe2Einh Zbe j�uBN j2 dx = 0+�2juBN j21;h + kuBNk20;
 = 0 ;par les lemmes 4.2.1 et 4.2.1. Ce
i prouve bien que uBN = 0. �



1584.3 Majoration d'erreurNous établissons tout d'abord quelques lemmes utiles pour la suite de notre travail.Lemme 4.3.1. Soit u 2 H3(
) véri�ant les hypothèses (1.3.1)-(1.3.3). Nous nous plaçons sur Th, un maillagerégulier anisotrope de 
 de pas h > 0, et 
onsidérons ICRu, l'interpolé de Crouzeix-Raviart de u sur Th. Nousavons alors kju� ICRukj . �1=2j ln(�)j h :Preuve : Par les théorèmes 3.1 et 3.2 de [2℄ (où l'auteur travaille dans le 
ontexte plus général des opérateursde S
ott et Zhang [93℄), nous avons :ju � ICRujm;K . X� 2 IN2j�j = 2 �m h� jD�ujm;K ; 8 m = 0;1; 8 K 2 Th :Nous utilisons alors les estimées (1.3.1)-(1.3.3). �Lemme 4.3.2. Soit u 2 H3(
) véri�ant les hypothèses (1.3.1)-(1.3.3). Nous nous plaçons sur Th, un maillagerégulier anisotrope de 
 de pas h > 0, et 
onsidérons ICRu, l'interpolé de Crouzeix-Raviart de u sur Th. Nousavons alors 8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:
ku� �ICRuk0;
1 . h ;ku� �ICRuk0;
2 . �1=2 j ln(�)j h ;ku� �ICRuk0;
3 . �1=2 j ln(�)j h :Preuve :Notons tout d'abord que :ku� �ICRuk0;
i = � XK 2 ThK � 
i ku� �ICRuk20;K �1=2 ; 8 i 2 f1;2;3g :Nous allons don
 majorer ku� �ICRuk0;K pour K 2 Th tel que K � 
i; i 2 f1;2;3g.
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ku� �ICRuk20;K = ZK ju� �ICRuj2 dx= jKj ZK̂ jû� �ICRûj2 dx̂� jKj ZK̂ jD̂(1;0)ûj2 + jD̂(0;1)ûj2 dx̂� ZK jdxdx̂ j2 jD(1;0)uj2 + jdydŷ j2 jD(0;1)uj2 dx� ZK h21 jD(1;0)uj2 + h22 jD(0;1)uj2 dx :Nous obtenons don
8>>>>>>><>>>>>>>: ku� �ICRuk0;
1 . h kD(1;0)uk0;
1 + h kD(0;1)uk0;
1 ;ku� �ICRuk0;
2 . b�h kD(1;0)uk0;
2 + b�h kD(0;1)uk0;
2 ;ku� �ICRuk0;
3 . h kD(1;0)uk0;
3 + b�h kD(0;1)uk0;
3+8>>>>>>><>>>>>>>: ku� �ICRuk0;
1 . h juj1;
1 ;ku� �ICRuk0;
2 . �1=2 j ln(�)j h ;ku� �ICRuk0;
3 . �1=2 j ln(�)j h ;en utilisant les estimées (1.3.1)-(1.3.3). �Lemme 4.3.3. Considérons Th un maillage régulier anisotrope de 
 de pas h > 0 et v 2 S0h. Nous avons alors,pour K 2 Th� si K � 
1 [ 
2, alors : jvj1;K . jrvj . jvj1;K ;� si K � 
3, alors : j� ln(�)j1=2jvj1;K . jrvj . 1j� ln(�)j1=2 jvj1;K :



160PreuveSoit v 2 S0h. Dans le 
as où K � 
1 [
2, la triangulation Th est régulière, le résultat 
orrespondant est par
onséquent fournit par le lemme 3:5 de [19℄.Dans le 
as où K � 
3, nous avons alors, par 
hangement de variable (voir l'estimée (8) de [3℄),jvj21;K . jKj � 1h21 kD̂(1;0)v̂k20;K̂ + 1h22 kD̂(0;1)v̂k20;K̂ �. h1h2 jv̂j21;K̂ ;
ar h2 = j� ln(�)jh � h = h1 et jKj = h1h22 . D'où, en utilisant le lemme 3.5 de [19℄jvj21;K . 1j� ln(�)j Xê1;ê22Eh(K̂) jv̂(mê1 )� v̂(mê2)j2. 1j� ln(�)j Xe1;e22Eh(K) jv(me1 )� v(me2 )j2 ;par passage du triangle de référen
e K̂ au triangle K.La première partie de l'estimée est don
 démontrée. La démonstration de la se
onde partie étant identique,nous nous permettons de ne pas en expli
iter la preuve. �Énonçons à présent le théorème de majoration d'erreur suivantThéorème 4.3.4. Considérons Th un maillage régulier anisotrope de 
 de pas h > 0 et Bh son maillage dualasso
ié. Soit u 2 C1(�
), resp. uBN 2 S0h, la solution de (1.1.1), resp. (4.2.2). Nous supposons que u véri�e lespoints (1.3.1)-(1.3.3) de l'introdu
tion et que f 2 C1(
). Nous avons alorskju� uBNkj . h�1=2j ln(�)j :Remarque 4.3.1. Nous prenons intentionnellement pour u et f des régularités "assez fortes". En e�et, nousvoulons montrer que le mauvais 
omportement de la méthode n'est pas dû à un manque de régularité desdonnées ou de la solution de (1.1.1) mais bien au fait que nous travaillons sur des maillages anisotropes.Preuve :La preuve 
ommen
e de la même manière que 
elle du théorème 3.3.4, à savoir que :kju� uBNkj � kju� ICRukj + kjICRu� uBNkj ; (4.3.1)de telle sorte que estimer l'erreur kju�uBNkj revient à estimer kjICRu�uBNkj. Nous raisonnons alors toujoursde manière similaire à 
e qui a été fait dans la preuve du théorème 3.3.4 et obtenons une inégalité analogue à(3.3.3), plus pré
isément :



161kjuBN � vhkj2 = (f;uBN � vh)
� (u;uBN � vh)
 � �2 ah(u;uBC � vh)+ (u� �vh;�uBN � �vh)
 + �2 ah(u� vh;uBN � vh)+ (u� f;uBN � vh)
 � (u� f;�uBN � �vh)
 ; 8 vh 2 S0h :+kjuBN � ICRukj � supvh2S0h | (f;vh)
 � (u;vh)
 � �2 ah(u;vh) |kjvhkj ;+ ku� �ICRuk0;
 kuBN � ICRuk0;
 + �2 ju� ICRuj1;h juBN � ICRuj1;hkjuBN � ICRukj+ �2 j(�u;uBN � ICRu)
 � (�u;�uBN � �ICRu)
jkjuBN � ICRukj ; (4.3.2)
en ayant posé vh := ICRu, l'interpolé de Crouzeix-Raviart de u. L'avant dernier terme du membre de droite de(4.3.2) est majoré en utilisant le lemme 4.3.2 tandis que le dernier l'est via des arguments similaires à 
e qui aété fait dans le 
hapitre pré
édent 
e qui nous fait aboutir à :kjuBN � ICRukj . h+ supvh2S0h | (f;vh)
 � (u;vh)
 � �2 ah(u;vh) |kjvhkj : (4.3.3)Le se
ond terme du membre de droite de (4.3.3) (qui était nul lorsque nous 
onsidérions les fon
tions IP 1-
onformes et qui traduit la dis
ontinuité de l'élément utilisé va alors poser problème et entraîner un mauvais
omportement de la méthode.Nous avons don
, pour toute fon
tion vh de S0h,(f;vh)
 � (u;vh)
 � �2 ah(u;vh)= (f;vh)
 � (u;vh)
 � �2 XK2Th(ru;rvh)K
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= (f;vh)
 � (u;vh)
 + �2 XK2Th(�u;vh)K � �2 XK2Th(ru : nK ;vh)�K=(1.1.1) �2 XK2Th(ru : nK ;vh)�K= �2 Xe2Eh [[ru : ne vh℄℄e ;où, pour e 2 Eh et w une fon
tion quel
onque [[w℄℄e désigne l'intégrale sur e du saut de w à travers e. Poure 2 Eh et w une fon
tion dé�nie sur e, nous introduisons, 
omme en se
tion 4, Me0(w), la L2(e)-proje
tion dew. En utilisant un argument 
lassique (voir se
tion 4), nous obtenons alors que(f;vh)
 � (u;vh)
 � �2 ah(u;vh)= �2 Xe2Einh [[(ru : ne � Me0(ru : ne)) (vh � Me0(vh))℄℄e ; 8 vh 2 S0h:+j(f;vh)
 � (u;vh)
 � �2 ah(u;vh)j� �2 3Xi=1 � Xe 2 Ehe � 
i kru : ne � Me0(ru : ne)k20;e �1=2 � Xe 2 Ehe � 
i kvh � Me0(vh)k20;e �1=2 ; 8 vh 2 S0h:(4.3.4)En utilisant le lemme 4.3.3, nous avons8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

� Xe 2 Ehe � 
1 kvh � Me0(vh)k20;e �1=2 . h1=2� kjvhkj ;� Xe 2 Ehe � 
2 kvh � Me0(vh)k20;e �1=2 . h1=2 j ln(�)j1=2�1=2 kjvhkj ;� Xe 2 Ehe � 
3 kvh � Me0(vh)k20;e �1=2 . h1=2�3=2j ln(�)j kjvhkj : (4.3.5)
De plus, nous obtenons
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kru : ne � Me0(ru : ne)k20;e . h juj22;K ; 8 e 2 Eh ; e � �
1 ;kru : ne � Me0(ru : ne)k20;e . b� h juj22;K ; 8 e 2 Eh ; e � �
2 ;kru : ne � Me0(ru : ne)k20;e . h (b2�kD(1;1)uk20;K + kD(2;0)uk20;K) ; 8 e 2 Eh ; e � �
3 : e == (Oy) ;kru : ne � Me0(ru : ne)k20;e . h ( 1b� kD(1;1)uk20;K + b�kD(0;2)uk20;K) ; 8 e 2 Eh ; e � �
3 : e == (Ox) ;kru : ne � Me0(ru : ne)k20;e . h ( 1b� kD(1;1)uk20;K + 1b� kD(2;0)uk20;K + b�kD(0;2)uk20;K) ;8 e 2 Eh ; e � �
3 : e non parallèle à (Ox) ou (Oy): (4.3.6)où K désigne un triangle tel que e � �K. En utilisant (1.3.1)-(1.3.3) et (4.3.6), nous avons alors que8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
� Xe 2 Ehe � 
1 kru : ne � Me0(ru : ne)k20;e �1=2 . h1=2 ;� Xe 2 Ehe � 
2 kru : ne � Me0(ru : ne)k20;e �1=2 . j ln(�)j1=2 h1=2� ;� Xe 2 Ehe � 
3 kru : ne � Me0(ru : ne)k20;e �1=2 . h1=2 j ln(�)j1=2�1=2 : (4.3.7)

Nous pro
édons don
 au bilan de 
es 
al
uls en tenant 
ompte de (4.3.5) et (4.3.7) dans (4.3.4), nousaboutissons alors à l'estimée du théorème. �Remarque 4.3.2. L'intérêt de la preuve du théorème 4.3.4 est de souligner l'origine du mauvais 
omportementde la méthode. En e�et, nous observons que nous ne pouvons pas majorer 
orre
tement les termes provenantdes arêtes in
luses dans 
3 non parallèles à la dire
tion d'anisotropie (
'est à dire les deux dernières inégalitésde (4.3.6)).4.4 Essais numériquesNous allons 
onsidérer la même appli
ation numérique qu'aux se
tions pré
édentes. Plus pré
isément, nousnous plaçons sur 
 :=℄0;1[2 et 
onsidérons la fon
tion donnée en introdu
tion u� : 
! IR dé�nie par
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u�(x;y) := e� x� + e� y� � 1 ;où � 2℄0;1[. Rappelons que u� est alors la solution du problème elliptique suivant8>><>>: ��2�u� + u� = �1 dans 
 ;u� = g sur �
 ; (4.4.1)où g est la restri
tion de u� à �
 (nous renvoyons le le
teur à l'introdu
tion pour bien 
omprendre le 
ara
tèreanisotrope du problème 
onsidéré).Nous utilisons le même maillage primal Th qu'à la se
tion pré
édente. Nous 
omparons alors, pour di�érentesvaleurs de �, la 
onvergen
e obtenue par l'approximation uBN de u pratiquée lorsque Th est un maillage isotrope(b� = 0:5) et lorsque Th est un maillage anisotrope (b� = j� ln(�)j).La table 4.1 
ontient, pour di�érentes valeurs de �, de n et de b�, l'erreur 
ommise. Nous 
on�rmons don
 bienle résultat du théorème 4.3.4. De plus, la �gure 4.1 représente la solution appro
hée obtenue, nous y distinguons
lairement le problème d'instabilité de la méthode dû à la dis
ontinuité de l'élément IP 1-non 
onforme.n � = 1: � = 10�1 � = 10�3 � = 10�5b� 0:5 0:5 b� = j� ln(�)j 0:5 b� = j� ln(�)j 0:5 b� = j� ln(�)j4 3.03E-03 3.85E-02 5.51E-02 1.50E-01 1.02E-02 1.50E-01 1.55E-038 8.17E-04 1.47E-02 2.17E-02 1.10E-01 1.06E-02 1.00E-01 1.00E-0316 2.09E-04 4.25E-03 6.71E-03 7.45E-02 1.20E-02 7.45E-02 1.13E-0332 5.28E-05 1.11E-03 1.80E-03 5.27E-02 1.25E-02 5.27E-02 1.24E-0364 1.32E-05 2.82E-04 4.59E-04 3.62E-02 1.22E-02 3.73E-02 1.28E-03Tab. 4.1 � erreur ku� uBNk0;
 en fon
tion de n pour plusieurs valeurs de b� et de �
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Fig. 4.1 � Solution appro
hée pour n = 8, � = 10�3 et b� = j� ln(�)j
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Chapitre 5
Méthode d'Éléments-Volumes Finis baséesur des éléments non 
onformes pour lesproblèmes de réa
tion-di�usion sur desmaillages anisotropes : 
as des quadranglesComme nous l'avons montré dans la se
tion pré
édente, la dis
rétisation de l'équation (1.1.1) par une mé-thode d'Éléments-Volumes Finis basée sur des éléments non 
onformes n'est pas stable sur des maillages aniso-tropes 
onstitués de triangles. Notre but dans 
ette se
tion 
onsiste don
 à "stabiliser" la méthode. La stratégiede stabilisation que nous avons adoptée 
onsistera à mailler la zone anisotrope (
3 dans les sous se
tions 2-4) nonplus à l'aide de triangles mais ave
 des quadrangles. Nous démontrerons alors que la méthode ainsi 
onstruiteredevient stable sur des maillages anisotropes. A�n de simpli�er notre démonstration, nous allons supposer queles éléments du maillage sont uniquement des quadrangles, tout en sa
hant que les éléments quadrangulaires nesont réellement indispensables que sur la partie anisotrope du domaine.5.1 Notations-Dé�nitionsNous allons tout d'abord dé�nir un maillage régulier quadrangulaire anisotrope de 
.Dé�nition 5.1.1. Nous dirons que Th := 3[i=1Th;i est un maillage régulier quadrangulaire anisotrope de 
 de pas h>0 si� Th;1, resp. Th;2, est un maillage régulier quadrangulaire de 
1, resp. 
2 de pas h, resp. b�h (voir remarque



166 2.1.1),� Th;3 est un maillage quadrangulaire de 
3 de pas h1 := h, resp. h2 := b�h, dans la dire
tion parallèle,resp. perpendi
ulaire, à �
.Dé�nissons la maillage dual asso
ié à Th. Pour 
e
i, nous dé�nissons Eh, resp. Zh, 
omme étant l'ensembledes arêtes, resp. des sommets, du maillage primal Th. De plus, pour e 2 Eh, me désigne le milieu de l'arête eet nous désignons par Einh l'ensemble des arêtes internes du domaine 
. Le maillage dual Bh := fBege2Eh estalors 
onstruit en reliant les bary
entres des éléments de Th ave
 les extrémités des arêtes de Th 
omme il l'estillustré sur la �gure 5.1.
� me

Be
eFig. 5.1 � Illustration d'un élément du maillage dualNous introduisons à présent diverses espa
es et fon
tionnelles utiles dans la suite de 
e 
hapitre. PourK 2 Th,nous introduisons :� Sh;1(K) := IP 1(K) [ x2 � y2,� Sh;2(K) := IP 1(K) [ x2 � y2,� Sh;3(K) := IP 1(K) [ z2,où, pour Sh;3(:), z désigne la dire
tion perpendi
ulaire à la dire
tion d'anisotropie (
'est à dire la dire
tionparallèle au bord de 
). Nous posons alorsSh := f vh 2 Sh;i(K) ;8 i 2 f1;2;3g ;8 K 2 Th ; telle que vh soit 
ontinue en me ; 8 e 2 Einh g :Nous dé�nissons en outre S0h, ah(:;:) et kj:kj de manière analogue a 
e qui a été fait dans le 
hapitre 4.Pour vh 2 Sh, nous allons dé�nir �vh. Nous introduisons avant tout, pour K 2 Th et e 2 Eh(K), 1lBe;K ,l'indi
atri
e de la région Be \K. Nous avons alors :vhjK = 4Xi=1 vh;i pi ; 8 K 2 Th ;



167où fpig4i=1 sont les fon
tions de base de Sh sur K 2 Th. Nous posons alors :�vhjK = 4Xi=1 4 vh;i M0K(pi) 1lBe;K ; 8 K 2 Th ;où M0K désigne la moyenne de pi sur K, i 2 f1; : : : ;4g. Cette dé�nition de �vh, pour vh 2 Sh, est faite pourassurer la véra
ité du lemme 5.3.1.En dernier lieu, nous dé�nissons, pour vh 2 Sh, un interpolé ~vh dont nous nous servirons dans la preuve dulemme 5.3.5. Posons don
, pour i 2 f1;2;3g,~Sh := f zh 2 L2(
) : zhjK 2 [1;z℄ve
t ; 8 K 2 Th ; Ze [[zh℄℄e ds = 0 ; 8 e 2 Einh g ;où z désigne la dire
tion x sur 
1 et 
2 et la dire
tion perpendi
ulaire au bord de 
 sur 
3.Dé�nition 5.1.2. Pour vh 2 Sh, nous dé�nissons don
 ~vh 2 ~Sh par :8>>>>><>>>>>: Ze ~vh ds = Ze vh ds ; 8 e 2 Eh : e == (Ox) ; e � 
1 [ 
2 ;Ze ~vh ds = Ze vh ds ; 8 e 2 Eh : e == (Oz) ; e � 
3 ;où, sur 
3, z désigne la dire
tion parallèle au bord de 
.5.2 S
héma numériqueLa méthode d'Éléments-Volumes Finis non 
onforme se formule 
omme suit : Trouver uBN 2 S0h telle que�2 ah(uBN ;vh) + (�uBN ;�vh)
 = (f;�vh)
 ; 8 vh 2 S0h : (5.2.1)Remarque 5.2.1. Nous 
onstatons que la dis
rétisation du terme de di�usion est identique à 
elle provenant dela méthode des Éléments Finis. Ce
i permet, si nous 
onsidérons un maillage 
onstitué de quadrangles et detriangles, de traiter identiquement et don
 plus fa
ilement le terme de di�usion.Nous donnons alors laProposition 5.2.1. Soit Th, resp. Bh, le maillage primal, resp. dual, de 
, alors le système (4.2.2) admet uneunique solution uBN 2 S0h.Preuve : La proposition se démontre de la même manière que la proposition 4.2.2. �5.3 Majoration d'erreurNous donnons dans un premier temps quelques lemmes.



168Lemme 5.3.1. Soient vh 2 Sh et �vh 
onstruit 
omme indiqué en introdu
tion de se
tion. Nous avons alors :ZK vh dx = ZK �vh dx ; 8 K 2 Th:Preuve : En 
al
ulant dire
tement les termes et en tirant partie de la dé�nition de �vh, le lemme se démontreaisément. �Lemme 5.3.2. Soient vh 2 Sh et ~vh 2 ~Sh donné par la dé�nition 5.1.2. Nous avons alorsD2vhjK = D2~vhjK ; 8 K 2 Th ;où, si K � 
1 [
2, D2 fait référen
e à la dérivée suivant y, alors que si K � 
3, D2 fait référen
e à la dérivéesuivant la dire
tion perpendi
ulaire au bord de 
.Preuve : Se démontre en passant sur le 
arré de référen
e puis en 
al
ulant dire
tement les membres de droiteet de gau
he de l'égalité. �Lemme 5.3.3. Soit vh 2 Sh et ~vh 2 ~Sh donné par la dé�nition 5.1.2. Nous avons alorsZK(vh � ~vh) dxdy = 0 ; 8 K 2 Th : K � 
3 :Preuve : Se démontre toujours par un passage au 
arré de référen
e puis par un 
al
ul dire
t en dé
omposantv̂h suivant la base de Sh(K̂) et ~̂vh suivant la base de ~Sh(K̂). De plus, nous insistons sur le fait que siK � 
1[
2,alors l'égalité du lemme 5.3.3 n'est pas vraie, la base 
hoisie sur 
1 [
2 n'étant pas la même que 
elle sur 
3.�Lemme 5.3.4. Soit vh 2 Sh. Nous avons alors :kvhk0;
 � k�vhk0;
 :Preuve : Se démontre de la même manière que le lemme 3.3.3. �Nous donnons à présent le lemme 
entral de 
ette se
tion :Lemme 5.3.5. Soient Th un maillage régulier quadrangulaire de 
 de pas h > 0 et Bh son maillage dualasso
ié. Soient u 2 H3(
) la solution de (1.1.1) véri�ant les estimées (1.3.1)-(1.3.3) et vh 2 S0h. Supposons deplus que f 2 H1(
). Nous avons alorsj �2 ah(u;vh) + (u;vh)
 � (f;vh)
 j . h (jf j1;
 + �1=2 j ln(�)j) kjvhkj :



169Preuve :A�n d'alléger les notations, nous allons poser pour toute la démonstration de 
e lemme � �1�2 � := � D1uD2u �en 
onvenant que sur les zones 
1 et 
2, D1, resp. D2, fait référen
e à la dérivée suivant x, resp. y, alors quedans la zone 
3, D1, resp. D2, fait référen
e à la dérivée suivant la dire
tion parallèle au bord de 
, resp. ladire
tion perpendi
ulaire au bord de 
. Soit vh 2 S0h, nous avons alors :�2 ah(u;vh) + (u;vh)
 � (f;vh)
= �2 XK2Th(�1;D1vh)K + �2 XK2Th(�2;D2vh)K + (u;vh)
 � (f;vh)
=lemme 5.3.2 �2 XK2Th(�1;D1vh)K + �2 XK2Th(�2;D2~vh)K + (u;vh)
 � (f;vh)
 ;=Green �2 XK2Th(�D1�1;vh)K + �2 XK2Th(�D2�2;~vh)K + (u;vh)
 � (f;vh)
+ �2 XK2Th(�1 nK;1;vh)�K + �2 XK2Th(�2 nK;2;~vh)�K ;où nK := � nK;1nK;2 � désigne la normale unitaire sortante à K sur son bord. Nous arrivons don
, en utilisant(1.1.1), à : j�2 ah(u;vh) + (u;vh)
 � (f;vh)
j . j XK2Th(u � f;vh � ~vh)K j+ �2 j XK2Th(D1�1;vh � ~vh)K j+ �2 j XK2Th(�1 nK;1;vh)�K j+ �2 j XK2Th(�2 nK;2;~vh)�K j : (5.3.1)La suite du lemme va 
onsister en la majoration des quatres membres du terme de droite de (5.3.1).a. Majorons le premier terme du membre de droite de (5.3.1) :Si K � 
1 [ 
2, nous avons, pour K 2 Th,



170 j(u� f;vh � ~vh)K j =(1.1.1) �2 j(�u;vh � ~vh)K j�Cau
hy-S
hwarz �2 k�uk0;K kvh � ~vhk0;K�Bramble-Hilbert �2 k�uk0;K hi jvhj1;K+2Xi=1 XK 2 ThK � 
i j(u� f;vh � ~vh)K j . �1=2 j ln(�)j h kjvhkj : (5.3.2)Si K � 
3, nous utilisons le lemme 5.3.3, nous pouvons dire que :(g;vh � ~vh)K = (g �M0K(g);vh � ~vh)K ; 8 K 2 Th ; 8 g 2 H1(
) ;où, pour K 2 Th, M0K(g) désigne la moyenne de g sur K. En utilisant alors l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz suivid'un argument de type Bramble-Hilbert, nous pouvons é
rire que :j(g;vh � ~vh)K j . (h1 kD1gk0;K + h2 kD2gk0;K)(kvhk0;K + k~vhk0;K) ; 8 K 2 Th 8 g 2 H1(
)+j(g;vh � ~vh)K j . (h1 kD1hk0;K + h2 kD2gk0;K) kvhk0;K ; 8 K 2 Th ; 8 g 2 H1(
) ; (5.3.3)en nous aidant du lemme 5.3.4. En appliquant (5.3.3) pour g := u et pour g := f et en utilisant les estimées(1.3.1)-(1.3.3), nous obtenons :j XK2Th(u � f;vh � ~vh)K j . (h jf j1;
 + �1=2 j ln(�)j h) kjvhkj : (5.3.4)Nous rassemblons alors les estimées (5.3.2) et (5.3.4) pour obtenir :j XK2Th(u � f;vh � ~vh)K j . (h jf j1;
 + �1=2 j ln(�)j h) kjvhkj : (5.3.5)b. Majorons le se
ond terme du membre de droite de (5.3.1) :



171En appliquant l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz, nous obtenons que :j(D1�1;vh � ~vh)K j � kD1�1k0;K kvh � ~vhk0;K ; 8 K 2 Th : (5.3.6)Remarquons alors que, pour K 2 Th :kvh � ~vhk0;K . jKj1=2 kv̂h � ~̂vhk0;K̂. jKj1=2 (kv̂h � ~̂vhk0;K̂+ kD̂1(v̂h � ~̂vh)k0;K̂ + kD̂2(v̂h � ~̂vhk0;K̂)
. 8>>>>>>><>>>>>>>: h jvhj1;hb� h jvhj1;hb� h kD2vhk0;K � b� h jvhj1;h :Nous utilisons alors 
e
i dans (5.3.6), 
e qui nous fournit :j XK2Th(D1�1;vh � ~vh)K j . h� kjvhkj : (5.3.7)
. Majorons le troisième terme du membre de droite de (5.3.1) :Pour e 2 Eh , nous posons ne := � ne;1ne;2 � la normale à e et introduisons M0e(:) l'opérateur dé�nissant laL2(e)-proje
tion. Nous avons :j XK2Th(�1 nK;1;vh)�K j = j XK2Th Xe2Eh(K) ne;1 Ze [[�1℄℄e [[vh℄℄e ds j� XK2Th Xe2Eh(K) j ne;1 Ze [[�1 � M0e(�1)℄℄e [[vh � M0e(vh)℄℄e ds j� XK2Th Xe2Eh(K) jne;1jk�1 � M0e(�1)k0;e kvh � M0e(vh)k0;e. XK2Th jne;1j jejjKj 2Xi=1 hi kDi�1k0;K 2Xi=1 hi kDivhk0;K+
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j XK2Th(�1 nK;1;vh)�K j . j ln(�)j� h kjvhkj ; (5.3.8)en utilisant les estimées (1.3.1)-(1.3.3).d. Majorons le quatrième terme du membre de droite de (5.3.1) :De la même manière que pré
édemment, nous pouvons é
rire que :;j XK2Th(�2 nK;2;~vh)�K j � j XK2Th Xe2Eh(K) jne;2j Ze [[�2 � M0e(�2)℄℄e [[~vh � M0e(~vh)℄℄e ds j� XK2Th Xe2Eh(K) jne;2j k�2 � M0e(�2)k0;e k~vh � M0e(~vh)k0;e. XK2Th jne;2j jejjKj 2Xi=1 hi kDi�2k0;K h2 kD2~vhk0;K=lemme 5.3.2 XK2Th jne;2j h2jKj 2Xi=1 hi kDi�2k0;K h2 kD2vhk0;K+j XK2Th(�2 nK;2;~vh)�K j . j ln(�)j2�1=2 h kjvhkj ; (5.3.9)en utilisant les estimées (1.3.1)-(1.3.3).Nous pro
édons à présent au bilan de nos quatre majorations pré
édentes (
'est à dire (5.3.5), (5.3.7), (5.3.8)et (5.3.9)) dont nous tenons 
ompte dans (5.3.1) 
e qui nous permet de 
on
lure à l'énon
é du lemme. �Remarque 5.3.1. Soulignons dans l'énon
é du lemme pré
édent que, si f � 0 sur 
 alors le résultat du lemme5.3.5 peut être amélioré et devient don
 :j �2 ah(u;vh) + (u;vh)
 � (f;vh)
 j . �1=2 j ln(�)j h kjvhkj :Théorème 5.3.6. Soient Th un maillage régulier quadrangulaire de 
 de pas h > 0 et Bh le maillage dualasso
ié. Soient u 2 H3(
) la solution de (1.1.1) véri�ant les estimées (1.3.1)-(1.3.3) et uBN la solution de(5.2.1). Supposons de plus que f 2 H1(
). Nous avons alors :kju� uBNkj . (jf j1;
 + �1=2 j ln(�)j) h :



173Preuve : La preuve de 
e théorème 
ommen
e 
omme 
elle du théorème 3.3.4. Pour vh 2 S0h, nous avonsdon
 : kjuBN � vhkj2 = kuBN � vhk20;
 + �2 juBN � vhj21;h.lemme 5.3.4 k�uBN � �vhk20;
 + �2 juBN � vhj21;h= (u;�uBN � �vh)
 + �2 ah(uBN ;uBN � vh)� (u;uBN � vh)
 � �2 ah(u;uBN � vh)+ (u� �vh;�uBN � �vh)
 + �2 ah(u� vh;uBN � vh)+ (u;uBN � vh)
 � (u;�uBN � �vh)
.(5.2.1) (f;�uBN � �vh)
 � (f;uBN � vh)
+ (f;uBN � vh)
� (u;uBN � vh)
 � �2 ah(u;uBN � vh)+ (u� �vh;�uBN � �vh)
 + �2 ah(u� vh;uBN � vh)+ (u;uBN � vh)
 � (u;�uBN � �vh)
+kjuBN � vhkj . j(f � u;uBN � vh)
 � (f � u;�uBN � �vh)
jkjuBN � vhkj+ supvh 2 S0hvh 6= 0 j(f;vh)
 � (u;vh)
 � �2 ah(u;vh)jkjvhkj+ ku� �vhk0;
 + � ju� vhj1;h+
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kjuBN � ILukj . j(f � u;uBN � ILu)
 � (f � u;�uBN � �ILu)
jkjuBN � ILukj+ supvh 2 S0hvh 6= 0 j(f;vh)
 � (u;vh)
 � �2 ah(u;vh)jkjvhkj+ ku� �ILuk0;
 + � ju� ILuj1;h (5.3.10)où ILu désigne l'interpolé de Lagrange de u sur le maillage Th (
et interpolé appartenant bien à S0h). Nousallons alors majorer les quatre membres du terme de droite de (5.3.10).a. Majorons le premier terme du membre de droite de (5.3.10) :En utilisant (1.1.1) et en dé�nissant, pour K 2 Th, M0K(:) 
omme étant l'opérateur de L2-proje
tion, nousaboutissons à :j(f � u;uBN � ILu)
 � (f � u;�uBN � �ILu)
jkjuBN � ILukj= �2 j(�u;uBN � ILu)
 � (�u;�uBN � �ILu)
jkjuBN � ILukj :=lemme 5.3.1 �2 3Xi=1 XK 2 ThK � 
i j(�u�M0K(�u);uBN � ILu)K � (�u�M0K(�u);�uBN � �ILu)K jkjuBN � ILukj. �2 3Xi=1 XK 2 ThK � 
i (h1 kD(3;0)uk0;K + h2 kD(2;1)uk0;K + h1 kD(2;1)uk0;K + h2 kD(0;3)uk0;K)kjuBN � ILukj(kuBN � ILuk0;K + k�uBN � ILuk0;K).lemme 5.3.4 �2 3Xi=1 XK 2 ThK � 
i (h1 kD(3;0)uk0;K + h2 kD(2;1)uk0;K + h1 kD(2;1)uk0;K + h2 kD(0;3)uk0;K)kjuBN � ILukj kuBN � ILuk0;K.(1.3.1)-(1.3.3) (�2 + �1=2 j ln(�)j) h� �1=2 j ln(�)j h ;
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e qui implique que : j(f � u;uBN � ILu)
 � (f � u;�uBN � �ILu)
jkjuBN � ILukj . �1=2 j ln(�)j h : (5.3.11)b. Majorons le se
ond membre de droite de (5.3.10) :Comme f 2 H1(
), nous utilisons le résultat du lemme 5.3.5, nous avons :supvh 2 S0hvh 6= 0 j(f;vh)
 � (u;vh)
 � �2 ah(u;vh)jkjvhkj . h jf j1;
 + � j ln(�)j1=2 h : (5.3.12)
. Majorons le dernier membre de droite de (5.3.10) :En utilisant le théorème 2 de [5℄ ainsi que le lemme 4.3.2 (donné pour des éléments triangulaires mais segénéralisant aisément à des éléments quadrangulaires), nous avons que :ku� �ILuk0;
 + � ju� ILuj1;h . juj1;
1 h + �1=2 j ln(�)j h :Or, nous avons : juj1;
1 �(1.1.1) jf j1;
1 + �2j�uj1;
1.(1.3.1) jf j1;
1 + �2. jf j1;
 ;
e qui fournit que : ku� �ILuk0;
 + � ju� ILuj1;h . h (jf j1;
 + �1=2 j ln(�)j) : (5.3.13)Le bilan de 
es majorations, 
'est à dire (5.3.11)-(5.3.13), repla
é dans (5.3.10) nous donne alors la majorationdu théorème ([2, 5℄ nous fournissant une estimée similaire à 3.3.1 pour des éléments quadrangulaires). �5.4 Essais numériquesNous 
onsidérons le problème suivant8>><>>: ��2�u� + u� = �1 dans 
 ;u� = g sur �
 ; (5.4.1)



176où 
 :=℄0;1[2 et g est 
al
ulée de telle manière à 
e que la solution de (5.4.1) soit donnée paru� := exp(�x = �) :Le maillage utilisé est alors illustré sur la �gure 5.2
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Fig. 5.2 � Maillage utilisé pour n = 4, � = 10�1 et b� = j� ln(�)jLa table 5.1 nous donne alors l'erreur 
ommise pour diverses valeurs de n et �. Nous observons bien quel'erreur dépend de � (en e�et rf � 0 dans 
).n � = 1: � = 10�1 � = 10�3 � = 10�52 2.91E-01 4.81E-01 1.40E-01 2.11E-024 1.54E-01 2.39E-01 7.10E-02 1.19E-028 7.27E-02 1.19E-01 3.47E-02 5.88E-0316 3.63E-02 5.97E-02 1.71E-02 2.88E-0332 1.82E-02 2.99E-02 8.54E-03 1.43E-03Tab. 5.1 � erreur kju� uBNkj en fon
tion de n pour plusieurs valeurs de � (b� = �j ln(�)j)Nous pratiquons le même test que pré
édemment mis à part que nous 
hangeons la solution. Nous posonsdon
 u� := exp(�x = �) + x2 + y2 :Nous n'avons alors plus rf � 0 dans 
. La table 5.2 fournit l'erreur 
ommise pour di�érentes valeurs de net de �. Nous observons alors que la dépendan
e de l'erreur vis à vis de � est perdue. L'estimée du théorème5.3.6 est dans 
e sens bien optimal.Nous reprenons à présent le premier test numérique mais nous dé
idons de 
omparer les résultats fournispar deux bases. Plus pré
isément, en nous plaçant sur le 
arré de référen
e, nous posons8>><>>: B̂1 := f1;x̂;ŷ;ŷ2g ;B2 := f1;x̂;ŷ;x̂2g :



177n � = 10�1 � = 10�3 � = 10�52 1.01E-00 1.17E-00 1.17E-004 5.08E-01 5.77E-01 5.76E-018 2.53E-01 2.86E-01 2.86E-0116 1.27E-01 1.43E-01 1.43E-0132 6.33E-02 7.15E-02 7.14E-02Tab. 5.2 � erreur kju� uBNkj en fon
tion de n pour plusieurs valeurs de � (b� = �j ln(�)j)Le résultat du théorème 5.3.6 ne s'applique que si nous 
hoisissons la base B̂1, les arguments développésdans la démonstration du théorème 5.3.6 ne mar
hant plus pour la base B̂2. Néanmoins, nous désirons observerle 
omportement numérique d'une telle appro
he. Nous 
al
ulons don
 l'erreur 
ommise pour diverses valeursde n et pour � = 10�3 (b� = � j ln(�)j) et 
onstatons que les résultats sont identiques.n B1 B22 1.17E-00 1.18E-004 5.77E-01 5.80E-018 2.87E-01 2.87E-0116 1.43E-01 1.43E-0132 7.15E-02 7.15E-02Tab. 5.3 � erreur kju� uBNkj en fon
tion de n pour les bases B1 et B2 pour � = 10�3 (b� = �j ln(�)j)
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Troisième partie
Méthodes de Volumes Finis et singularitésen dimension trois
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Chapitre 1
Introdu
tion
1.1 Position du problèmeSoit 
 un ouvert polygonal borné de IR3. Considérons le problème suivant :8>>>>><>>>>>: � 3Xi;j=1 aij DiDj u = f dans 
 ;u = g sur �
 ; (1.1.1)où � f 2 L2(
) et g 2 L2(�
) ,� faijg3i;j=1 tel que(i) 9 C > 0 : 8 � = (�1;�2;�3) 2 IR3 ; 3Xi;j=1 aij�i�j � C k�k22 ;(ii) 8 i;j 2 f1;2;3g;aij = aji :Il est bien 
onnu que l'unique solution u 2 H1(
) de (1.1.1) est in
luse dans H2(
) si 
 est 
onvexe 
e quin'est plus le 
as si 
 ne l'est pas. Le but de 
e 
hapitre est don
 de traiter, 
omme il a été fait pour le 
asbidimensionnel, le 
as où 
 n'est pas 
onvexe. Plus pré
isément, notre but est d'étudier la dis
rétisationpar plusieurs méthodes de Volumes Finis le problème (1.1.1) lorsque 
 n'est pas 
onvexe et d'illustrerla restauration pour 
es méthodes d'un ordre de 
onvergen
e optimal grâ
e à un ra�nement de maillagejudi
ieux.Nous supposerons don
 dans toute le suite de 
e 
hapitre, sauf mention 
ontraire expli
ite, que 
 est unouvert polygonal borné non 
onvexe de IR3.



182 Dans un premier temps, nous donnerons des résultats de régularité sur la solution u de (1.1.1), nousintroduirons ensuite deux 
as parti
uliers qui feront l'objet de tests numériques pour les diverses méthodesde Volumes Finis présentées puis donnerons le plan de 
e 
hapitre.1.2 Espa
es de Sobolev à poids - régularité de la solution1.2.1 Présentation des espa
es de Sobolev à poidsNous dé�nissons dans un premier temps S(
), l'ensemble des sommets de 
 où 
elui 
i n'est pas 
onvexe.Pour S 2 S(
), nous introduisons :� JS := Nombre d'arêtes adja
entes à S,� fAS;jgJSj=1 := ensemble des arêtes de 
 adja
entes au sommet S,� rS : 
 �! IR; M 7�! d(S;M) ,� RS;j : 
 �! IR; M 7�! d(AS;j ;M); j 2 f1; : : : ;JSg,� �S : 
 �! IR, une fon
tion valant 1 dans un voisinage du sommet S et 0 ailleurs,� �S;j : 
 �! IR; j 2 f1; : : : ;JSg, une fon
tion valant 1 dans un voisinage de l'arête AS;j et 0 ailleurs,� �S;j ; j 2 f1; : : : ;JSg; S 2 S(
), la distan
e angulaire à l'arête AS;j dé�nie par sin(�S;j) := rSRS;j .Rappelons que, pour �S;j assez petit, nous avons �S;j ' sin(�S;j).La �gure 1.1 résume 
es notations.Introduisons en outre les fon
tions suivantes :r : 
 �! IR ;M 7�! minS2S(
) rS(M) ;R : 
 �! IR ;M 7�! minS2S(
) minj2f1;::: ;JSgRS;j(M) ;
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�MS AS;1
AS;2 RS;1(M)rS(M)� �S;1Fig. 1.1 � Illustration des notations utilisées� : 
 �! IR ;M 7�! Xs2S(
)�1� JSXj=1 �S;j + JSXj=1 �S;j�S;j�+ �1� XS2S(
)�S� R :Le le
teur pourra aisément véri�er les propriétés suivantes.Proposition 1.2.1. Pour M 2 
, s 2 S(
) et j 2 f1; : : : ;JSg, nous avons� �(M) = 0 si M est loin de S et de AS;j,� �(M) = RS;j si M est loin de S mais près de AS;j,� �(M) = 1 si M est près de S mais loin de AS;j ,� �(M) = �S;j si M est près de S et de AS;j.Remarque 1.2.1. La notion de proximité d'un point M 2 
 à une arête AS;j ; j 2 f1; : : : ;JSg; S 2 S(
) est àprendre au sens de la distan
e angulaire �S;j(M) de 
e point à l'arête AS;j .Nous dé�nissons alors, pour m 2 IN et �; � 2 [0;1[, la semi-norme suivante [70, 71℄jvjm;�;�;
 := � X
 2 IN3j
j = m Z
 j r���D
v j2� 12 ;ainsi que la norme qui en est issue



184
kvkm;�;�;
 := �kvk2m�1;
 + jvj2m;�;�;
� 12 :L'espa
e de Sobolev à poids Hm;�;�(
); m 2 IN; �; � 2 [0;1[, est alors dé�ni parHm;�;�(
) := fv 2 Hm�1(
) : kvkm;�;�;
 < +1 g :A�n d'être 
omplet, donnons laProposition 1.2.2. Soit m 2 IN et �; � 2 [0;1[. Nous avons alorsHm;�;�(
) ,! Hp(
) ; 8 p < minfm� 3�2 ;m� �g: (1.2.1)Preuve :Par le théorème 6.1 de [70℄, nous avonsH0;�;� ,! Ls = W 0;s ; 8 s < minf 2� + 1 ; 22�3 + 1g : (?)De plus, le théorème 1.14 de [81℄ fournitW 0;s ,! W p;2 = Hp ; 8 p � 32 � 3s : (??)Les deux plongements (?) et (??) fournissent alors le résultat es
ompté. �1.2.2 Régularité dans les espa
es à poidsÉnonçons à présent leThéorème 1.2.3. Soit u 2 H1(
) la solution de (1.1.1). Il existe alors �0; �0 2 [0;1[ tels queu 2 H2;�;�(
); 8 � � 1� �0; 8 � � 1� �0 :De plus, u admet la dé
omposition suivanteu = u0 + XS2S(
)uS + XS 2 S(
)j 2 f1; : : : ;JSg uS;j ;où � u0 2 H2(
) 
onstitue la partie régulière,



185� uS; S 2 S(
), 
onstitue la partie singulière d'exposant �0 relative à la singularité de sommet en S,� uS;j;j 2 f1; : : : ;JSg; S 2 S(
), 
onstitue la partie singulière d'exposant �0 relative à la singularité d'arêteen AS;j.Preuve : voir [31, 70, 71℄. �Remarque 1.2.2. Dans le 
adre d'un traitement a-priori des singularités de la solution u de (1.1.1), une 
onnais-san
e de la valeur numérique des exposants singuliers �0 et �0 est indispensable, Or la détermination de 
eux-
iest loin d'être évidente à part dans 
ertains 
as où une expression analytique ou numérique (voir [10, 68, 92, 4℄)est possible.1.2.3 Parti
ularité du 
as tridimensionnelContrairement au 
as bidimensionnel, où les fon
tions singulières entrant en jeu étaient C0(�
), i
i, nousn'avons pas for
ément H2;�;�(
) ,! C0(�
) pour tout �; � 2 [0;1[. En e�et, le plongement (1.2.1) fournit unexposant optimal p trop petit pour qu'ait lieu l'inje
tion de SobolevHp(
) ,! C0(�
) ;qui n'est valable en dimension trois que pour p > 32 . Ce
i pose des problèmes pour l'adaptation des te
hniquesde majoration d'erreur des diverses méthodes de Volumes Finis que nous allons étudier :� Pour la méthode de Volumes Finis 
entrée 
ellule, l'estimée d'erreur de [52℄ fait intervenir les valeurs deu en 
ertains points de 
, or 
es valeurs ne peuvent pas être dé�nies.� Pour les méthodes d'Éléments-Volumes �nis, la majoration de l'erreur d'approximation ne peut plus sefaire à l'aide de l'interpolé de Lagrange (qui né
essite que soient dé�nies les valeurs aux noeuds du maillagede la solution u).1.3 Cas parti
uliers1.3.1 Domaine de type produit tensorielNous 
onsidérons 
 := G�℄0;z0[, où z0 2 IR�+ et G est un ouvert non 
onvexe de IR2. Nous supposons sansrestri
tion que G ne présente qu'une seule ouverture angulaire ! > � (voir �gure 1.2).Les singularités de la solution u de (1.1.1) évoquées dans l'énon
é du théorème 1.2.3 sont alors expli
itables demanière analytique (
e
i vient du fait qu'une séparation des variables est possible pour paramétrer le voisinagedes sommets de 
, 
e qui n'est plus le 
as pour un domaine non 
onvexe quel
onque). Plus pré
isément, u
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�
� �S1
S2

!
z0

G
Fig. 1.2 � Exemple de domaine 
 de type produit tensorielprésente une singularité d'arête en � d'exposant singulier �0 := �! et deux singularités de sommet en S1 etS2 d'exposant singulier �0 := �! . Or, 
es deux singularités de 
oin en S1 et S2 auront non seulement mêmeexposant singulier mais aussi même expression analytique que la singularité d'arête en � : Elles peuvent don
être "négligées" dans l'étude théorique et numérique du problème au pro�t de la seule singularité d'arête. Lasolution u se dé
ompose alors 
omme suit :u = u0 + �(z) R �!� sin(2�! ��) ;où � u0 : 
 �! IR 2 H2(
) ;� � : IR �! IR est une fon
tion régulière dépendant de z et des données du problème (1.1.1),� Pour M 2 
; (R� ;��) sont les 
oordonnées polaires dans G de la proje
tion orthogonale de M sur G.De plus, nous avons [4, 3℄8>><>>: kD(0;0;1)uk1;0;0;
 . kfk0;
 ;kD(1;0;0)uk1;0;�;
; kD(0;1;0)uk1;0;�;
 . kfk0;
 :Con
rètement, la dérivée de u suivant l'axe (Oz) est in
luse dans H1(
), alors que les dérivées suivant lesaxes (Ox) et (Oy) ne le sont pas. Ce type de 
omportement anisotrope (
'est à dire non identique dans toutes lesdire
tions de l'espa
e) né
essite un traitement numérique spé
ial à l'aide de maillages anisotropes [4, 3, 6℄. Cesmaillages présentent la parti
ularité d'être plus ra�nés dans 
ertaines dire
tions de l'espa
e que dans d'autres(voir �gure 1.3).De 
e fait, un élément K d'un maillage anisotrope ne véri�e pas la 
ondition de régularité



187

h!�
hz0 xzy O�

Fig. 1.3 � Exemple d'élément anisotropehK�K � C ;où C est une 
onstante de IR�+ et hK , resp. �K , désigne le diamètre du 
er
le 
ir
ons
rit à K, resp. du plusgrand 
er
le ins
rit dans K (par exemple l'élément K de la �gure 1.3 aura un rapport hK�K = h1�!� �! +1quand h �! 0 
ar ! > �). Un maillage ainsi dé�ni permettra de restaurer l'ordre de 
onvergen
e optimal perduà 
ause de le singularité de la solution suivant le plan (Oxy). Suivant l'axe (Oz), L'ordre de 
onvergen
e seradéjà optimal sans re
ourir à un ra�nement de maillage vu que la solution n'est pas singulière suivant 
ettedire
tion. Les maillages anisotropes permettent alors d'optimiser le nombre d'éléments utilisés 
e qui apporteun gain de temps et d'espa
e mémoire.1.3.2 Coin de Fi
heraSoit 
 :=℄� 1;+ 1[3n[0;1[3 (voir �gure 1.4).
�1 �2�3S�

Fig. 1.4 � Coin de Fi
heraCe type de domaine est souvent appelé 
oin de Fi
hera [4℄. Ce domaine fera l'objet du se
ond test numérique



188auquel nous pro
éderons pour 
haque méthode de Volumes Finis 
onsidérées. La solution u de (1.1.1) présente, enoutre de singularités d'arête en f�ig3i=1 d'exposant �0 = 23 , une singularité de sommet en S d'exposant �0 ' 0:45[10, 68, 92℄. La di�
ulté algorithmique vient don
 du fait que 
e 
as né
essite un ra�nement anisotrope suivantles arêtes �i; i 2 f1;2;3g, et un ra�nement standard en S, le ra�nement global devant être ainsi optimisé (enterme de nombres d'éléments).Ajoutons qu'une expression analytique de 
es singularités est 
ette fois 
i rendue impossible, en e�et, nousne pouvons paramétrer le voisinage de S à l'aide de variables indépendantes. En résumé, retenons que, dans 
e
as 
i, la solution u de (1.1.1) appartient à l'espa
e de Sobolev à poids H2;0:55;0:33(
).1.4 Plan de la troisième partieNous 
onsidérerons, tout 
omme dans le 
as bidimensionnel, trois méthodes de Volumes Finis pour dis
rétiserle problème suivant 8>><>>: ��u = f dans 
 ;u = g sur �
 ; (1.4.1)où f 2 L2(
), g 2 L2(�
) et 
 est un ouvert borné polygonal de IR3. Il est à noter que l'étude du problème deLapla
e n'est pas du tout restri
tive vu qu'un simple 
hangement de variables permet de se ramener de (1.1.1)à (1.4.1).La se
tion 2 présentera la méthode de Volumes Finis 
entrée 
ellule [52℄. Il est à noter que nous auronsbesoin dans 
e 
hapitre d'un estimateur a-posteriori [100℄ que nous présenterons dans la se
tion 5. Les méthodesd'Éléments-Volumes Finis (
onforme et non 
onforme) seront quant à elles présentées dans les se
tions 3 et 4[66, 67℄.



189Notations importantes de la troisième partie
Domaine� 
 := Ouvert polygonal non 
onvexe de IR3� � := Bord de 
� S(
) := Ensemble des sommets où 
 n'est pas 
onvexe� JS := Nombre d'arêtes adja
entes à S 2 S� fAS;jgJSj=1 := ensemble des arêtes de 
 adja
entes au sommet SNormesG ouvert borné de IR3, m 2 IN , p > 1, �; � 2 [0;1)� j : jm;p;G := � X
 2 IN3j
j = m ZG jD
 :jp dx�1=p� k : km;p;G := � X
 2 IN3j
j � m ZG jD
 :jp dx�1=p� j : jm;G := � X
 2 IN3j
j = m ZG jD
 :j2 dx�1=2� k : km;G := � X
 2 IN3j
j � m ZG jD
 :j2 dx�1=2� j : jm;�;�;G := � X
 2 IN3j
j = m ZG jr� �� D
 :j2 dx�1=2� k : km;�;G := �k:k2m�1;G + j:j2m;�;G�



190Espa
es fon
tionnelsG ouvert borné de IR2, m 2 IN , p > 1� Cm(G) := f v : G �! IR : D
v 
ontinue sur G; 8 
 2 IN2 tel que j
j = m g� Wm;p(G) := f v : G �! IR : kvkm;p;G < 1 g� Hm(G) := f v : G �! IR : kvks;G < 1 g� Hm0 (G) := f v 2 Hm(G) : D
vj�G � 0; 8 
 2 IN3 tel que j
j = m� 1 g� Hm;�;�(G) := f v 2 Hm�1(G) : jvjm;�;�;G < 1 g� L2;�;�(G) := H0;�;�(G)� IP k(G) := Espa
e des polyn�mes de degré au plus k 2 IN� Xh := f vh 2 IP 1(Th) : vh 2 C0(�
) g (Th désignant un maillage de 
)� X0h := f vh 2 Xh : vhj�
 � 0 g� Sh := f vh 2 IP 1(Th) : Ze vhjK ds = Ze vhjL ds;8 e 2 Eh ave
 e = �K \ �L g(Eh désignant l'ensemble des arêtes du maillage Th)� S0h := f vh 2 Sh : Ze vhjK ds = 0; 8 e 2 Eh ave
 e � �K \ �
 gDivers� hK := Diamètre d'une maille K� �K := Maximum du diamètre des 
er
les ins
rits dans une maille K� h := Pas du maillage Th (i.e. maxK2Th hK)� j
j := dXi=1 j
ij; 8 
 = (
1; : : : ;
d); d 2 IN�
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� r := Opérateur de gradient (i.e. rv := 0BB� �v=�x�v=�y�v=�z 1CCA)� 1lG := Indi
atri
e du domaine G � IR2� jGj := Longueur, aire ou volume du domaine G � IR2� K̂ := Triangle de référen
e (i.e. de sommets (0;0), (1;0) et (0;1))� M0G(:) := Opérateur de L2(G)-proje
tion, G ouvert borné de IR2� nG := Normale unitaire sortante à G � IR2 sur sa frontière� rS : 
 �! IR; M 7�! d(S;M); S 2 S� r : 
 �! IR; M 7�! minS2S(
) rS(M)� RS;j : 
 �! IR; M 7�! d(AS;j ;M); j 2 f1; : : : ;JSg; S 2 S� �S;j := la distan
e angulaire à l'arête AS;j ; j 2 f1; : : : ;JSg; S 2 S(
) (i.e. sin(�S;j) := rSRS;j )� � : 
 �! IR; M 7�! 8>>>>><>>>>>: �S;j si M est près de S et de AS;jRS;j siM est loin de S et près de AS;j1 si M est près de S et loin de AS;j0 sinon ; j 2 f1; : : : ;JSg; S 2 S
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Chapitre 2
Méthode de Volumes Finis 
entrée 
elluleet singularités en dimension troisNous 
onsidérons le problème (1.4.1). Nous allons dans un premier temps présenter la dis
rétisation de (1.4.1)par la méthode de Volumes Finis 
entrée 
ellule. Introduisons dans 
e but les diverses notations et dé�nitionsqui nous seront utiles pour la suite de 
e 
hapitre.2.1 Notations-dé�nitionsDonnons tout d'abord un équivalent tridimensionnel de la dé�nition 2.1.1.Dé�nition 2.1.1. Nous appelons maillage admissible (de 
) , noté � , tout triplet (V ;P ;F), où :a. V désigne un ensemble d'ouverts polygonaux 
onvexes de 
 appelés Volumes de Contr�le,b. P := fxKgK2V désigne un ensemble de points de 
 tel que 
haque Volume de Contr�le 
ontienneun et un seul point de P ,
. F représente l'ensemble des fa
es des Volumes de Contr�le.Ce triplet véri�ant :1. [K2VK = 
.



1942. Pour tout Volumes de Contr�le K et L :K \ L = 8>>>><>>>>: ; ;un sommet 
ommun ou une arête 
omplète,une fa
e 
omplète de K et de L .3. Soient xK 2 K et xL 2 L deux éléments de P , où K; L 2 V .Si K \ L =: � 2 F , alors le segment [ xK ; xL℄ 
oupe orthogonalement �.4. Si � 2 F ave
 � � �
 \ �K, K 2 V , et si nous posonsDK;� := demi droite d'origine xK perpendi
ulaire à �, alorsDK;� \ � =: fx�g 6= ;.Nous introduisons en outre� FK := l'ensemble des fa
es de K 2 V ,� hK := le diamètre de K 2 V ,� h := maxK2V hK ,� Nel := Card(V);� �(�) := IP 0(�).2.2 S
héma numériqueDonnons tout d'abord la �gure 2.1 a�n d'être plus 
lair dans notre expli
ation.Nous intégrons (1.4.1) sur K 2 � , puis appliquons la formule de Green a�n de nous ramener d'une intégralede volume sur K à une intégrale de surfa
e sur �K = [�2FK �.Chaque intégrale sur � := K \ L; K; L 2 � est ensuite appro
hée par di�éren
es �nies [52℄. Nous obtenonsainsi le système d'équations suivant � X�2FK FK;� = ZK f ; 8 K 2 � ; (2.2.1)



195où, pour � 2 FK ; K 2 V ;FK;� :=8>>>><>>>>: uL � uKd(xK ;xL) si il existe L 2 � tel que � = K \ L ;�uKd(xK ;�
) si � = K \ �
 :

� �xK xLK L
�

Fig. 2.1 � Interfa
e � entre deux Volumes de Contr�le K et LNous donnons alors laProposition 2.2.1. Soit � := (V ;P ;F) un maillage admissible de 
. Le système (1.4.1) admet alors une uniquesolution u� 2 �(�).Preuve : voir le lemme 3.2 de [52℄. �Le paragraphe suivant est destiné à rappeler un résultat de 
onvergen
e de u� vers u dans le 
as où u 2 H2(
).2.3 Rappel de la majoration d'erreur dans le 
as régulier (u 2 H2(
))Nous allons exprimer les vitesses de 
onvergen
e de u� vers u en fon
tion de Nel et non en fon
tion deh 
omme il l'a été fait pré
édemment. En e�et, 
e
i nous paraît plus en a

ord ave
 la ligne dire
tri
e de 
e
hapitre qui est plus numérique que les deux autres, l'expression de l'erreur en fon
tion du nombre de degrésde liberté de la méthode est alors plus logique. Introduisons tout d'abord l'hypothèse suivante(H) 9 � > 0 : d(xK ;�) � � hK ; 8 � 2 FK ; 8 K 2 V :De plus, nous posons, pour v 2 �(�),



196
jvj21;� := X� 2 F� = �K \ �L (v(xL)� v(xK))2d(xK ;xL) + X� 2 F� � �K \ �
 v(xK)2d(xK ;�
) ;et introduisons, pour v 2 C0(�
), la fon
tion Iv dé�nie par :Iv : 
 �! IRM 7�! 8>><>>: v(xK) si il existe K 2 V tel que M � K ;0 sinon :Nous pouvons à présent donner leThéorème 2.3.1. Soit � := (V ;P ;F) un maillage admissible du domaine 
 véri�ant l'hypothèse (H). Considé-rons alors u 2 H2(
) la solution de (1.4.1) et u� la solution de (2.2.1). Nous avons alors :8>>>><>>>>: jIu� u� j1;� . N�1=3el ;ku� u�k0;
 . N�1=3el :Preuve : voir le théorème 3.4 de [52℄. �Le but de 
ette se
tion étant de prouver la né
essité d'un ra�nement de maillage judi
ieux pour un domainenon 
onvexe de IR3, nous proposons à présent une série de tests numériques mettant en éviden
e 
e
i.2.4 Essais numériquesComme il l'a été évoqué en introdu
tion, nous allons opérer deux tests numériques :� Une première série de tests portera sur le "L-shape" 3d, où la solution u de (1.4.1) présente une singularitéd'arête,� Une se
onde série de tests 
on
ernera le 
oin de "Fi
hera", pour lequel la solution u de (1.4.1) présentedes singularités d'arêtes et une singularité de 
oin.2.4.1 Tests sur le "L-shape" 3dNous posons 
 := (℄ � 1;1[r[0;1[�℄ � 1;0℄) � ℄0;1[. Nous 
onsidérons alors sur 
e domaine 
 l'équationsuivante
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8>><>>: ��u = 0 dans 
 ;u = g sur �
 ; (2.4.1)où g est 
al
ulée de telle manière à 
e que la solution de (2.4.1) soit donnée paru(r;�;z) := z r2=3 sin(2�=3) ;(r;�;z) désignant les 
oordonnées 
ylindriques. Nous renvoyons à l'introdu
tion a�n de bien 
omprendre le typede 
omportement singulier de 
ette fon
tion. Rappelons quand même que u présente un singularité de valeur� := 13 le long de l'arête (Oz) (voir �gure 2.2).

Fig. 2.2 � Représentation de la fon
tion uNous implémentons la solution appro
hée de 
e problème par la méthode de Volumes Finis 
entrée 
ellulesur deux séries de maillages :� Une première série de maillage uniforme de paramètre n 2 IN� dont nous donnons une représentationpour n = 4 en �gure 2.3 à gau
he,� Une se
onde série de maillages ra�nés de paramètre n 2 IN� dont nous donnons une représentationpour n = 4 en �gure 2.3 à droite. Les noeuds de 
ette se
onde série de maillages sont en fait obtenus en
onsidérant les noeuds de la première série de maillages auxquels nous faisons subir la transformation H, où H est donnée par



198 H : 
 �! 
(x;y;z) 7�! 8>><>>: (xjxj 11���1;yjyj 11���1;z) si jxj+ jyj < 1 ;(x;y;z) sinon :
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Fig. 2.3 � Maillage uniforme (à gau
he) et ra�né (à droite) pour n = 4La table 2.1 présente alors les divers résultats obtenus sur la première et le se
onde séries de maillages.n kIu� u�k0;
 ju� u� j1;� ku� u�k0;
 Nel2 9;64e� 3 4;78e� 2 3;19e� 1 244 4;84e� 3 3;82e� 2 1;60e� 1 1928 2;26e� 3 2;78e� 2 8;03e� 2 153616 9;89e� 4 1;90e� 2 4;01e� 2 1228825 5;68e� 4 1;46e� 2 2;57e� 2 4687532 4;16e� 4 1;25e� 2 2;01e� 2 9830440 3;13e� 4 1;09e� 2 1;61e� 2 19200050 2;35e� 4 9;47e� 3 1;28e� 2 375000
n kIu� u�k0;
 ju� u� j1;� ku� u�k0;
 Nel2 1;17e� 2 4;57e� 2 3;37e� 1 424 4;17e� 3 2;84e� 2 1;65e� 1 3128 1;38e� 3 1;61e� 2 8;19e� 2 240016 4;35e� 4 8;56e� 3 4;08e� 2 1881625 2;02e� 4 5;60e� 3 2;61e� 2 7125032 1;32e� 4 4;41e� 3 2;04e� 2 14899240 8;93e� 5 3;55e� 3 1;63e� 2 29040050 5;88e� 5 2;85e� 3 1;30e� 2 566250Tab. 2.1 � Résultats pour les séries de maillages uniforme (à gau
he) et ra�née (à droite)Les �gures 2.4 et 2.5 illustrent les taux de 
onvergen
e obtenus en fon
tion du nombre de degrés de libertéNel pour les maillages uniformes et ra�nés. Nous 
onstatons que l'utilisation d'un maillage ra�né de manièreadéquate permet l'obtention d'un meilleur ordre de 
onvergen
e pour la méthode par rapport aux maillagesuniformes.Nous donnons en�n la �gure 2.6 représentant l'erreur pon
tuelle entre u et son approximation pour unmaillage uniforme et ra�né pour n = 16 sur le plan P
 := f (x;y;z) 2 
 : x;z � 0 et y = 0 g. Nous
onstatons alors que l'erreur est bien 
on
entrée le long de l'axe (Oz) et que, pour un maillage ra�né, 
elle-
iest bien moindre que pour un mailage uniforme.
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Fig. 2.4 � Vitesse de 
onvergen
e de kIu� u�k0;
 en fon
tion de Nel pour un maillage uniforme (
ourbe (1))et un maillage ra�né (
ourbe (2))2.4.2 Tests sur le 
oin de Fi
heraNous posons 
ette fois 
i 
 :=℄� 1;1[2r[0;1[3. Nous 
onsidérons alors le problème suivant8>><>>: ��u = 1 dans 
 ;u = 0 sur �
 : (2.4.2)Nous renvoyons à l'introdu
tion pour plus de détails sur la régularité de la solution u de (2.4.2), pré
isons
ependant que u présente une singularité de 
oin en O de valeur � t 0:45 et des singularités le long des arêtesdu bord de 
 ayant O 
omme origine de valeur � t 23 .Nous utilisons, tout 
omme pour les tests pré
édents, deux séries de maillages (uniformes et ra�nés) toutdeux de paramètre n 2 IN�. La �gure 2.7 illustrent 
es deux types de maillages pour n = 4. Les noeuds dumaillage ra�né sont obtenus à partir de 
eux du maillage uniforme auxquels nous appliquons la transformationH dé�nie 
ette fois 
i par H : 
 �! 
(x;y;z) 7�! (xjxj 11���1;yjyj 11���1;zjzj 11���1) :Cependant, nous ne disposons pas d'une expression analytique de la solution u de (2.4.2), il nous faut don
quanti�er l'erreur à l'aide d'un estimateur a-posteriori. Nous prenons don
 l'estimateur fournit dans la se
tion5. Brièvement, rappelons que 
et estimateur quanti�e l'erreur entre u et IMu� , qui est un interpolé bâtit àpartir de la solution appro
hée u� de (2.2.1). La table 2.2 donnent les résultats obtenus pour les deux séries demaillages.
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Fig. 2.5 � Vitesse de 
onvergen
e de jIu� u� j1;� pour en fon
tion de Nel un maillage uniforme (
ourbe (1)) etun maillage ra�né (
ourbe (2))n � (maillage uniforme) � (maillage ra�né) Nel2 1;33e0 1;31e0 564 5;57e� 1 5;37e� 1 4488 2;84e� 1 2;07e� 1 358416 1;69e� 1 8;42e� 2 2867232 1;05e� 1 3;77e� 2 22937640 9;03e� 2 2;96e� 2 448000Tab. 2.2 � Résultats pour les deux séries de maillagesLa �gure 2.8 nous donnent alors les ordres de 
onvergen
e de la méthode en fon
tion de Nel pour lesdeux types de maillage. Tout 
omme pour le 
as pré
édent, nous 
onstatons que l'utilisation d'un maillagejudi
ieusement ra�né permet une nette amélioration de l'ordre de 
onvergen
e de la méthode.
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Fig. 2.6 � Erreur pon
tuelle pour un maillage uniforme (à gau
he) et un maillage ra�né (à droite) pour n = 16
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he) et ra�né (à droite) pour n = 4
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Chapitre 3
Méthode d'Éléments-Volumes Finis
onforme et singularités en dimensiontroisLe prin
ipe de la méthode présentée dans 
e 
hapitre sera identique à 
e qui a été fait en dimension deux(voir se
tion 3) à savoir que l'idée sera d'appro
her la solution u de (1.4.1) par une fon
tion IP 1-
onforme surun maillage primal Th (où Th est un maillage tétraédrique de 
) mais en dis
rétisant 
e même problème sur unmaillage dual de Th.Nous introduirons dans un premier temps diverses notations et dé�nitions indispensables à la suite de notretravail. Nous expliquerons ensuite le prin
ipe de la méthode et pratiquerons quelques tests numériques.3.1 Notations-Dé�nitionsDonnons tout d'abord la dé�nition du maillage primal de 
.Soit Th un maillage de 
 
onstitués d'éléments tétraédriques. Posons, pour K 2 Th,� Eh(K) := ensemble des arêtes de K,� Fh(K) := ensemble des fa
es de K,� Zh(K) := ensemble des sommets de K,� hK := diamètre de K,



204� �K := diamètre du plus grand 
er
le ins
rit dans K.Nous introduisons alors Eh := [K2ThEh(K), Fh := [K2Th Fh(K), Zh := [K2Th Zh(K), h := maxK2Th hK et N :=Card(Zh).De plus, pour z 2 Zh, nous posons Th(z) := f K 2 Th : z 2 �K g. Nous dé�nissons en�n Zinh := f z 2Zh : z 2 
 g. Nous donnons en dernier lieu le 
ritère de Delaunay, plus pré
isément :(H) 1 � hK�K � C ; 8 K 2 Th;où C est une 
onstante indépendante de Th.Dé�nissons à présent le maillage dual de 
.Pour K 2 Th et pour z 2 Zh(K), nous 
onstruisons bz;K en joignant entre eux les bary
entres des fa
es,le milieu des arêtes et le bary
entre zK du tétraèdre K. La �gure 3.1 représente une sous-boîte bz;K ainsi
onstruite.
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Fig. 3.1 � Illustration d'une sous-boîte bz;K pour z 2 Zh(K) et K 2 Th
bz;Kz zK K

Nous posons alors bz := [K2Th(z) bz;K ; z 2 Zh ;et dé�nissons le maillage dual (au maillage primal Th) Bh parBh := f bz gz2Zh :



205En vu d'être 
omplet, introduisons quelques espa
es de fon
tions qui nous serviront par la suite. Posons don
Xh := f vh 2 C0(�
) : vhjK 2 IP 1(K) ; 8 K 2 Th g ;X0h := f vh 2 Xh : vhj�
 � 0 g :En outre, pour vh 2 Xh, nous asso
ions �vh 2 IP 0(Bh) dé�nie par�vh := Xz2Zh vh(z) 1lbz :3.2 S
héma numériqueNous intégrons (1.4.1) sur bz; z 2 Zh, d'où� Zbz �u dx = Zbz f dx+� Z�bz ru : nz ds = Zbz f dx ;où nz désigne la normale unitaire sortante à bz sur sa frontière.Le problème appro
hé lié à (1.4.1) s'é
rit don
 : Trouver uBC 2 X0h telle que� Z�bz ruBC : nz ds = Zbz f dx ; 8 z 2 Zinh : (3.2.1)Nous allons à présent modi�er la formulation de (3.2.1) grâ
e à laProposition 3.2.1. Soit Th un maillage tétraèdrique de 
.Soient, pour v et w 2 Zh, �v et �w deux fon
tions de base de l'espa
e Xh (
'est à dire étant 
ontinues sur�
, IP 1 par mor
eaux sur Th et valant 1 au sommet v, ou w, et 0 aux autres sommets du maillage).Nous avons alors � Z�bw r�v : nw ds = Z
r�v : r�w dx :Preuve : L'appli
ation de la formule de Green su�t à démontrer 
ette proposition. �Compte tenu de la proposition pré
édente, le problème dis
ret (3.2.1) se reformule 
omme suit : TrouveruBC 2 X0h telle que � Zbz ruBC : rvh ds = Z
 f �vh dx ; 8 vh 2 X0h : (3.2.2)



2063.3 Rappel de la majoration d'erreur dans le 
as régulier (u 2 H2(
))Nous allons donner dans un premier temps deux lemmes, puis ensuite nous donnerons une majoration del'erreur entre la solution u de (1.4.1) et la solution uBC de (3.2.2) dans le 
as où la solution est régulière.Lemme 3.3.1. Soit vh 2 Xh. Nous avons alors :ZK vh dx = ZK �vh dx ; 8 K 2 Th:Preuve : Se déduit en passant sur le tétraèdre de référen
e et en pro
édant à un 
al
ul dire
t. �Lemme 3.3.2. Soit Th un maillage de 
 de pas h > 0 véri�ant l'hypothèse (H). Considérons de plus vh 2 Xh.Nous avons alors : kvh � �vhk0;
 . h jvhj1;
 :Preuve : Nous dé
omposons la norme L2 sur 
 en une somme de norme L2 sur K 2 Th. Nous utilisonsensuite un argument du type Bramble-Hilbert en nous servant du lemme 3.3.1. �Nous donnons alors leThéorème 3.3.3. Considérons Th un maillage de 
 de pas h > 0 véri�ant l'hypothèse (H). Soient u 2 H2(
)la solution de (1.4.1) et uBC 2 X0h la solution de (3.2.2). Nous avons alors :8>>>><>>>>: ju� uBC j1;
 . N�1=3 ;ku� uBCk0;
 . N�2=3 :Preuve : L'estimée du théorème se déduit aisément en utilisant la majoration d'erreur entre u et uh, sonapproximation par la méthode des Éléments Finis, ainsi que les lemmes 3.3.1 et 3.3.2. �3.4 Essais numériquesNous pratiquerons trois types de tests, à savoir :� Un premier test sur le "L-shaped" 3d ave
 une première série de maillages uniformes et une se
onde sériede maillages ra�nés de manière anisotrope le long de l'arête singulière, tout les maillages étant de typeproduit tensoriel.� Un se
ond test toujours sur le "L-shaped" 3d ave
 une première série de maillages uniformes et unese
onde série de maillages ra�nés le long de l'arête singulière, les maillages ra�nés n'étant 
ependant plusanisotropes.



207� Un troisième test sur le 
oin de Fi
hera ave
 une série de maillages uniformes et une autre série de maillagesra�nés au voisinage des arêtes et du 
oin singulier.3.4.1 Premiers tests sur le "L-shaped" 3dNous nous plaçons sur 
 := (℄� 1;1[r[0;1[�℄� 1;0℄) � ℄0;1[ (voir �gure 1.2). Nous posons alorsu(r;�;z) := z r2=3 sin(2�=3) ;où (r;�;z) sont les 
oordonnées 
ylindriques standards (nous renvoyons à la �gure 2.2 pour une représentationde u).Nous avons alors u qui est la solution de8>><>>: ��u = 0 dans 
 ;u = g sur �
 ; (3.4.1)où g désigne la restri
tion de u sur �
. Il est 
onnu que u présente alors une singularité le long de l'arête (Oz)(nous renvoyons le le
teur à l'introdu
tion de 
ette partie pour plus de détails sur 
et aspe
t).Soit n 2 IN�. Le maillage uniforme Tnunif est alors obtenu de la manière suivante : Nous subdivisons 
haquearête du domaine en n segments, nous obtenons ainsi un maillage hexaédrique. Chaque élément hexaédrique de
e maillage est alors subdivisé en 6 tétraèdres 
e qui permet d'obtenir le maillage désiré. La série de maillagesra�nés fTnraffgn2IN� est obtenue en appliquant aux noeuds de la série fTnunifgn2IN� la transformation suivante :H : 
 �! 
(x;y;z) 7�! (xjxj 12 ;yjyj 12 ;z) :La �gure 3.2 nous donne deux illustrations de 
es maillages pour n = 4.
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Fig. 3.2 � Exemple de maillage uniforme (à gau
he) et de maillage ra�né (à droite) pour n = 4



208Nous implémentons alors le système issu de (3.2.2) sur les deux séries de maillages, la table 3.1 fournit lesdivers résultats obtenus. Nous pré
isons que, dans 
es tableaux, N désigne le nombre de noeuds des maillages(qui 
orrespond au nombre de degré de liberté de la méthode).n N Maillage uniforme Maillage ra�néku� uBCk0;
 ju� uBC j1;
 ku� uBCk0;
 ju� uBC j1;
2 63 5;27e� 02 4;27e� 01 5;08e� 02 4;63e� 014 325 1;46e� 02 2;41e� 01 1;34e� 02 2;42e� 018 2025 4;36e� 03 1;32e� 01 3;58e� 03 1;26e� 0116 14161 1;43e� 03 7;44e� 02 9;54e� 04 6;49e� 0232 105633 5;05e� 04 4;30e� 02 2;53e� 04 3;34e� 0264 815425 1;88e� 04 2;54e� 02 6;69e� 05 1;72e� 02Tab. 3.1 � Résultats pour les deux séries de maillagesLes �gures 3.3 et 3.4 nous permettent de mettre en éviden
e la dégradation du taux de 
onvergen
e de laméthode sur la série de maillages uniformes d'une part (dûe à la singularité d'arête de la solution) et améliorationde 
elui 
i sur la série de maillages ra�nés d'autre part.
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(2) Fig. 3.3 � Taux de 
onvergen
e de la méthode en fon
tion de N pour l'erreur k:k0;
 sur un maillage uniforme(
ourbe (1)) et un maillage ra�né (
ourbe (2))3.4.2 Se
onds tests sur le "L-shape" 3dNous 
onsidérons le même problème que pré
édemment mais en 
onsidérant deux séries de maillages nonstru
turés. Les maillages sont obtenus via un mailleur automatique (NETGEN), les maillages ra�nés présentantun ra�nement isotrope le long de l'arête singulière. L'intérêt d'un tel test et de voir le 
omportement de laméthode sur des maillages ra�nés non anisotropes. La �gure 3.5 fournit une illustration de 
es deux types demaillage. La table 3.2 nous donne les résultats obtenus (N y désigne toujours le nombre de noeuds du maillage).
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(2) Fig. 3.4 � Taux de 
onvergen
e de la méthode en fon
tion de N pour l'erreur j:j1;
 sur un maillage uniforme(
ourbe (1)) et un maillage ra�né (
ourbe (2))
Les �gures 3.6 et 3.7 fournissent quant à elles les divers taux de 
onvergen
e en fon
tion de N . Cependant, nouspré
isons que, pour obtenir 
es résultats, nous avons sur-ra�né le maillage au voisinage de l'arête et que nousavons en 
ontre partie déra�né le maillage loin de l'arête. Nous obtenons don
 quantitativement des résultatssimilaires à 
eux obtenus sur la série de maillages pré
édents. Ce
i ne se remarque pas dans les résultats 
ar lasolution u de (3.4.1) a de moins grandes variations si nous sommes "loins" de l'arête.
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Fig. 3.5 � Exemple de maillage uniforme (à gau
he) et de maillage ra�né (à droite)



210 N ku� uBCk0;
 ju� uBC j1;
58 5,15e-02 3,91e-01298 1,52e-02 2,18e-011867 4,74e-03 1,21e-0113141 1,57e-03 6,73e-0230593 1,00e-03 5,27e-0250155 7,16e-04 4,54e-02
N ku� uBCk0;
 ju� uBC j1;
52 6,16e-02 4,68e-01866 7,54e-03 1,53e-013914 3,17e-03 1,07e-0119145 8,34e-04 5,17e-0235934 5,54e-04 4,25e-0259793 4,02e-04 3,65e-02Tab. 3.2 � Résultats pour les maillages uniformes (à gau
he) et pour les maillages ra�nés (à droite)
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(2) Fig. 3.6 � Taux de 
onvergen
e de la méthode en fon
tion de N pour l'erreur k:k0;
 sur un maillage uniforme(
ourbe (1)) et un maillage ra�né (
ourbe (2))3.4.3 Tests sur le 
oin de Fi
heraNous nous plaçons 
ette fois 
i sur le 
oin de Fi
hera, 
'est à dire 
 :=℄� 1;+1[3r[0;+1[3 (voir �gure 1.4).Nous 
onsidérons alors le problème suivant [2℄8>><>>: ��u = 1=r dans 
 ;u = 0 sur �
 ; (3.4.2)où r désigne la distan
e à l'origine.La solution de (3.4.2) présente alors des singularités de 
oin et d'arête (l'introdu
tion de 
ette partie exposeplus en détails 
e
i). Nous 
onsidérons, tout 
omme pour les tests pré
édents, deux séries de maillages : unesérie de maillages uniformes fTnunifgn2IN� et une série de maillages ra�nés fTnraffgn2IN� . Pour n 2 IN�, lemaillage uniforme Tnunif est obtenu 
omme suit : Nous divisons 
haque arête du domaine en n segments, noussubdivisons alors 
haque hexaèdre du maillage ainsi obtenu en 6 tétraèdres. Le maillage ra�né Tnraff est obtenuen 
onsidérant le maillage uniforme Tnraff auquel nous appliquons la transformation H dé�nie 
ette fois 
i par
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(2) Fig. 3.7 � Taux de 
onvergen
e de la méthode en fon
tion de N pour l'erreur j:j1;
 sur un maillage uniforme(
ourbe (1)) et un maillage ra�né (
ourbe (2))H : 
 �! 
(x;y;z) 7�! (xjxj 12 ;yjyj 12 ;zjzj 12 ) :La �gure 3.8 représente les maillages T 4unif et T 4raff .
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Fig. 3.8 � Exemple de maillage uniforme (à gau
he) et de maillage ra�né (à droite) pour n = 4Pour estimer l'erreur en norme j:j1;
, nous nous servons d'un estimateur d'erreur, noté � dans la suite de lase
tion, expli
ité et étudié dans [59, 60℄ (la solution de 3.4.2 n'étant pas 
onnue). La table 3.3 présente les diversrésultats obtenus pour les mailages uniformes et ra�nés. Les taux de 
onvergen
e obtenus sont donnés sur la�gure 3.9. Ces tests 
on�rment don
 bien que sur 
e domaine la méthode d'Eléments-Volumes �nis présente untaux de 
onvergen
e moindre sur un maillage uniforme que sur un maillage judi
ieusement ra�né.
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n N �unif �raff2 117 1;85e00 1;98e004 665 1;32e00 1;52e008 4401 8;15e� 01 9;32e� 0116 31841 4;85e� 01 5;12e� 0132 241857 2;88e� 01 2;69e� 01Tab. 3.3 � Résultats pour les deux séries de maillages

4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

log(N)

lo
g(

η)

1 

1 / 3 

1 

2 / 9 

(2) 

(1) Fig. 3.9 � Taux de 
onvergen
e de l'estimateur � en fon
tion de N sur un maillage uniforme (
ourbe (1)) etun maillage ra�né (
ourbe (2))



213
Chapitre 4
Méthode d'Éléments-Volumes Finis non
onforme et singularités en dimensiontroisNous 
onsidérons toujours le problème (1.4.1) que nous allons dis
rétiser à l'aide de la méthode d'Eléments-Volumes Finis non 
onforme. Notre but est de montrer, dans le 
as où 
 est non 
onvexe, 
omment un ra�nementde maillage judi
ieux permet de restaurer l'ordre de 
onvergen
e optimal de la méthode.4.1 Notations-Dé�nitionsNous nous donnons les mêmes notations et 
onventions qu'à la se
tion pré
édente.Le maillage primal Th est toujours 
onstitué de tétraèdres. Cependant, le maillage dual est 
onstruit de lamanière suivante :Pour K 2 Th et � 2 Fh(K), nous dé�nissons la sous-boîte b�;K parb�;K := f t zK + (1� t) x : t 2 [0;1℄; x 2 � g ;où zK désigne le bary
entre de K (voir �gure 4.1).
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Fig. 4.1 � Illustration d'une sous-boîte b�;K pour � 2 Fh(K); K 2 Th
b�;K �

K

Une boîte b� est alors dé�nie par b� := [K : �2F (K) b�;K :Le maillage dual Bh est alors 
onstitué par l'ensemble des boîtes fb�g�2Fh , 
'est à direBh := f b� : � 2 Fh g :En outre, pour � 2 Fh, nous dé�nissons n� 
omme la normale unitaire sortante à b� sur sa frontière.Nous dé�nissons en dernier lieu les di�érents espa
es fon
tionnels entrant en jeu, plus pré
isément� Sh := f vh 2 P 1(Th) : Z� vhjK ds = Z� vhjL ds; 8 � 2 Fh telle que � = �K \ �L; K;L 2 Th g� S0h := f vh 2 Sh : Z� vh ds = 0; 8 � 2 Fh telle que � � �
 g :Ces espa
es n'étant pas in
lus dans H1(
), nous devons dé�nir un "équivalent" de la semi-norme j:j1;
, nousposons don
 : j:j1;h : Sh +H1(
) �! IR+vh 7�! � XK2Th krvhk20;K �1=2:En�n, pour tout vh 2 Sh, nous asso
ions �vh 2 IP 0(Bh) dé�nie par :
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�vh := X�2FhM0�(vh)1lb� ;où, pour � 2 Fh et v 2 L2(�), M0�(v) est dé�ni 
omme la L2(�)-proje
tion de v.4.2 S
héma numériqueLe prin
ipe de la méthode est similaire à 
elui de la méthode d'Éléments-Volumes Finis 
onforme, à savoirque nous intégrons la première équation de (1.4.1) sur b� ; � 2 Fh et appliquons la formule de Green au membrede gau
he ainsi obtenu, d'où � Z�b� ru : n� ds = Zb� f dx ; 8 � 2 Fh : (4.2.1)La méthode d'Eléments-Volumes Finis non 
onforme 
onsiste don
 à trouver uBN 2 S0h telle que� Z�b� ruBN : n� ds = Zb� f dx ; 8 � 2 Fh : (4.2.2)A�n de reformuler (4.2.2), nous énonçons alors laProposition 4.2.1. Soit Th un maillage tétraèdrique de 
.Soient, pour �1 et �2 2 Fh, ��1 et ��2 deux fon
tions de base de l'espa
e Sh (
'est à dire IP 1 par mor
eauxsur Th et dont la moyenne sur la fa
e �1, ou la fa
e �2, vaut 1, la moyenne sur les autres fa
es de Fh étantnulle).Nous avons alors � Z�b�1 r��2 : n�1 ds = Z
r��1 : r��2 dx :La proposition pré
édente nous permet alors de reformuler le problème (4.2.2) par : Trouver uBN 2 S0h telleque Z
ruBN : rvh dx = Z
 f �vh dx ; 8 vh 2 S0h : (4.2.3)4.3 Rappel de la majoration d'erreur dans le 
as régulier (u 2 H2(
))Nous allons donner une majoration d'erreur entre la solution u de (1.4.1) et la solution uBN de (4.2.3) dansle 
as où u 2 H2(
). Dans 
e but, nous donnons deux équivalents aux lemmes 3.3.1 et 3.3.2.Lemme 4.3.1. Soit vh 2 Sh. Nous avons alors :ZK vh dx = ZK �vh dx ; 8 K 2 Th:



216Preuve : Se déduit de la même manière que le lemme 3.3.1 . �Lemme 4.3.2. Soit Th un maillage de 
 de pas h > 0 véri�ant l'hypothèse (H). Considérons de plus vh 2 Sh.Nous avons alors : kvh � �vhk0;
 . h jvhj1;h :Preuve : Se déduit de la même manière que le lemme 3.3.2. �Donnons alors leThéorème 4.3.3. Soient u 2 H2(
) la solution de (1.4.1) et uBN 2 S0h la solution de (4.2.3). Nous avonsalors : 8>>>><>>>>: ju� uBN j1;h . N�1=3 ;ku� uBNk0;
 . N�2=3 :où N désigne le nombre de fa
es du maillage (qui 
orrespond au nombre de degrés de liberté de la méthode).Preuve : L'estimée du théorème se déduit aisément en utilisant la majoration d'erreur entre u et uh, sonapproximation par la méthode des Éléments Finis, ainsi que les lemmes 4.3.1 et 4.3.2. �4.4 Essais numériquesNous pratiquons uniquement un test sur le "L-shaped" 3d. Soit 
 := (℄� 1;+1[r[0;+1[�℄� 1;0℄)�℄0;+1[.Nous 
onsidérons le problème suivant 8>><>>: ��u = 0 dans 
 ;u = g sur �
 ; (4.4.1)où g est 
al
ulée de telle manière à 
e que la solution de (4.4.1) soit donnée paru(r;�;z) := z r2=3 sin(2�=3) :Nous implémentons le système issu de (4.2.3) sur les mêmes maillages (uniformes et ra�nés) que pour lespremiers tests numériques de la sous-partie pré
édente (voir la �gure 3.2 pour une illustration). Le tableau 4.1fournit les divers résultats obtenus (N y désigne le nombre de fa
es du maillage), les �gures 4.2 et 4.3 illustrentquant à elles les di�érents taux de 
onvergen
e obtenus sur les deux séries de maillages uniformes et ra�nés.Ces �gures illustrent bien la né
essité d'utiliser un maillage ra�né par rapport à un maillage uniforme a�nd'améliorer l'ordre de 
onvergen
e de la méthode d'Eléments-Volumes Finis non 
onforme.



217n N Maillage uniforme Maillage ra�néku� uBNk0;
 ju� uBN j1;h ku� uBNk0;
 ju� uBN j1;h2 344 2;88e� 02 2;68e� 01 2;70e� 02 2;64e� 014 2528 8;13e� 03 1;55e� 01 6;93e� 03 1;46e� 018 19328 2;47e� 03 9;23e� 02 1;90e� 03 8;03e� 0216 151040 8;56e� 04 5;57e� 02 5;29e� 04 4;32e� 0232 1193984 3;26e� 04 3;40e� 02 1;48e� 04 2;30e� 02Tab. 4.1 � Résultats pour les deux séries de maillages
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e de la méthode en fon
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Chapitre 5
Estimateur a-posteriori pour la méthodede Volumes Finis 
entrée 
ellule en 3DCette partie a pour but d'introduire et de tester numériquement un estimateur a-posteriori pour la méthodede Volumes Finis 
entrée 
ellule appliquée au problème de Lapla
e en 3D sur des maillages admissibles [52℄isotropes ou anisotropes. En e�et, dans le 
adre de la se
tion 2, l'introdu
tion d'un estimateur a-posteriori (a�nde quanti�er l'erreur 
ommise lorsque nous ne 
onnaissons pas la solution du problème) s'est révélée indispen-sable. Nous donnons dans un premier temps quelques dé�nitions et notations puis introduisons l'estimateur enquestion. Nous e�e
tuons en�n quelques tests numériques.5.1 Notations-Dé�nitionsSoit 
 un ouvert polygonal de IR3. Introduisons � := (V ;P ;F) un maillage admissible de IR3 [52℄, où� V représente l'ensemble des Volumes de Contr�le de � qui seront dans notre 
as toujours des hexaèdres(une généralisation à des Volumes de Contr�le tétraédriques est possible),� P := fxKgK2V désigne un ensemble de points tel que 
haque point soit in
lus dans un et un seul Volumede Contr�le,� F dénote l'ensemble des fa
es des Volumes de Contr�le du maillage � .Nous soulignons le fait que 
e maillage doit véri�er une 
ondition d'orthogonalité expli
ité dans [52℄. Trèsbrièvement, rappelons que 
ette 
ondition stipule que pour une fa
e interne � = �K \ �L , où K et L désignentdeux Volumes de Contr�le, alors (xK ;xL) doit être orthogonal à �. Introduisons de plus



220� FK := l'ensemble des fa
es du Volume de Contr�le K 2 V ,� S := l'ensemble des noeuds du maillage � ,� SK := l'ensemble des sommets du Volume de Contr�le K 2 V .� VP := l'ensemble des Volumes de Contr�le K tels que P 2 SK ; K 2 V ,� nK;� := la normale unitaire sortante au Volume de Contr�le K sur � 2 FK ; K 2 V ,� !K := l'ensemble des Volumes de Contr�le ayant une fa
e 
ommune ave
 K 2 V ,� j:j1;h := � XK2V j:j21;K�1=2 := � XK2V 3Xi=1 kDi :k20;K�1=2,� �(�) := l'ensemble des fon
tions 
onstantes par mor
eaux sur le maillage � .Considérons alors le problème suivant 8>><>>: ��u = f dans 
 ;u = g sur �
 ; (5.1.1)où f 2 L2(
) et g 2 L2(�
).Nous introduisons la solution appro
hée de (5.1.1) par la méthode de Volumes Finis 
entrée 
ellule. Posonsdon
 u� 2 �(�) la solution du système suivant� X�2FK FK;�(u� ) = ZK f dx ; 8 K 2 V ; (5.1.2)où, pour vh 2 �(�); � 2 FK ; K 2 V ;
FK;�(vh) := 8>>>>>><>>>>>>: uL � uKd(xK ;xL) si il existe L 2 V tels que � = �K \ �L ;1j�j Z� g ds � uKd(xK ;�
) si � � �
 : (5.1.3)Remarque 5.1.1. Le système (5.1.2) admet une unique solution u� 2 �(�).



2215.2 Introdu
tion de l'estimateur5.2.1 InterpoléIl nous faut tout d'abord introduire un interpolé IMu� 
onstruit à partir de la solution u� de (5.1.2)appro
hant mieux la solution u de (5.1.1). Le prin
ipe de 
onstru
tion de 
et interpolé est le suivant : Soit� 2 FK ; K 2 V . FK;�(u� ) fournit alors une approximation du �ux de u à travers � extérieurement à K. L'idéeest don
 de 
onstruire l'interpolé IMu� de telle sorte à 
e que le �ux de 
elui 
i sur � soit égal à FK;�(u� ). C'estsur l'erreur entre IMu� et u que va porter l'estimateur d'erreur que nous introduirons.Soit � le maillage introduit pré
édemment, u la solution de (5.1.1) et u� la solution de (5.1.2). Introduisonsde plus l'élément de référen
e (tétraédrique ou hexaédrique) K̂ et M une base de fon
tions de K̂ (nous restonsà 
e stade volontairement vague sur l'expression de M).Nous désignons alors par IMu� l'unique fon
tion de 
 vers IR véri�ant pour tout K 2 V8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>:
IMu� 2 [M ℄ve
t ;Z�rIMu� : nK;� ds = j�j FK;� ; 8 � 2 FK ;pour P 2 SK ; IMu� (P ) = 8>>><>>>: XL2VP �LP u� (xL) si P 2 
 ;g(P ) si P 2 �
 : (5.2.1)

où, pour P 2 N , f �LP gL2VP est déterminé de manière à produire une approximation au sens des moindres
arrés (voir remarque 5.2.3).Remarque 5.2.1. Nous 
ommettons un léger abus de notation en é
rivant "IMu� 2 M" (nous devrions plut�tfaire appel au 
hangement de base FK : K̂ �! K), 
e
i a�n d'alléger les notations.Remarque 5.2.2. Il est 
lair que l'existen
e de l'interpolé IMu� dépend de l'adéquation entre le nombre de
ontraintes et le nombre d'éléments de la base M .Remarque 5.2.3. Nous donnons, pour P 2 N , une expression des poids f �LP gL2VP dont il est question dansla dé�nition pré
édente. Pré
isons que 
es poids sont une adaptation tridimensionnelle des poids donnés dans[27℄. Soit P 2 N et K 2 VP . Nous dé�nissons �KP le poids de l'interpolation de K en P par
�KP := 0BBBBBBB� jVP j RP1 RP2 RP3RP1 IP1;1 IP1;2 IP1;3RP2 IP2;1 IP2;2 IP2;3RP3 IP3;1 IP3;2 IP3;3

1CCCCCCCA�1 0BBBBBBB� 1x1Kx2Kx3K
1CCCCCCCA ;où



222� RPi := XL2VP (xiL � xiP ) ; 8 i 2 f 1;2;3 g ;� IPi;j := XL2VP (xiL � xiP ) (xjL � xjP ) ; 8 i;j 2 f 1;2;3 g ;
� xL = 0BBBB� x1Lx2Lx3L 1CCCCA ; L 2 VP ; P 2 N ;
� xP = 0BBBB� x1Px2Px3P 1CCCCA ; P 2 N :

5.2.2 EstimateurNous donnons à présent l'expression de l'estimateur d'erreur utilisé. Dans 
e but, introduisonsrK := f + �IMu� ; 8 K 2 V ;
r� := 8>>>>>>><>>>>>>>: kr(IMu� jK � IMu� jL) : nK;� k0;�si ils existent K;L 2 V tels que � = �K \ �L ;0 sinon ;s� := 8>>>>>>><>>>>>>>: kr(IMu� jK � IMu� jL) ^ nK;� k0;�si ils existent K;L 2 V tels que � = �K \ �L ;kr(IMu� jK � g) ^ nK;� k0;� si � � �
 :L'estimateur �K sur un Volume de Contr�le K est alors dé�ni par�K := hmin;K �krKk20;K + X�2FK kr�k20;� + ks�k20;�j�j � 12 ; (5.2.2)où hmin;K := min�2FK jKjj�j désigne la hauteur minimale du Volume de Contr�le K. L'estimateur d'erreur global �s'é
rit quant à lui : � := � XK2V �2K� 12 (5.2.3)



223Remarque 5.2.4. L'estimateur (5.2.2)-(5.2.3) est en fait une adaptation tridimensionnelle de l'estimateur in-troduit dans [82, 83℄. Nous nous sommes pour 
ela aidés des travaux de [59, 60℄ qui présente un estimateura-posteriori pour une méthode d'Éléments Finis en dimension trois.Nous donnons à présent deux estimées standards aux méthodes a-posteriori. Ces deux estimées traduisentl'équivalen
e entre l'estimateur d'erreur 
onstruit pré
édemment et l'erreur j:j1;h entre u et IMu� .Théorème 5.2.1. Soit u la solution de (5.1.1). Nous nous donnons � = (V ;P ;F) un maillage admissible et u�la solution de (5.1.2). Considérons de plus IMu� l'interpolé 
onstruit, à partir de u� , grâ
e à (5.2.1).Nous avons alors ju� IMu� j1;h . � + � ;�K . ju� IMu� j1;!K + �K ; 8 K 2 V ;ave
 � := � XK2V �2K� 12 où �K ; K 2 V ; est un résidu dont nous nous permettons de ne pas détailler l'expression.Preuve :Voir [82, 59, 60℄.5.3 Essais numériquesPour les essais numériques, nous nous sommes pla
és sur divers domaines (
ube unité et "L-shaped" 3d) enne 
onsidérant que des Volumes de Contr�le hexaédriques. La base M 
hoisie s'exprime alors, sur le 
ube deréféren
e K̂, 
omme suit : M := lQ2(K̂) [ fx3;y3;z3g :Remarque 5.3.1. Nous véri�ons au passage que la dimension de M et le nombre de 
ontraintes (données par(5.2.1)) sont bien égaux et valent 14.Le but des essais numériques est de valider les estimées du théorème 5.2.1, la ligne dire
tri
e de 
eux
i 
onsistera don
, pour un maillage � := (V ;P;F ) donné, à 
al
uler u� la solution de (5.1.2), à 
onstruirel'interpolé IMu� dont il a été question pré
édemment puis à implémenter les quantités suivantesqup := ju� IMu� j1;h(�2 + �2) 12 ;qlow := maxK2V �K(ju� IMu� j21;!K + �2K) 12 :



2245.3.1 Solution régulièreNous nous plaçons sur 
 :=℄0;1[3 et 
onsidérons le problème (5.1.1) où la fon
tion f est 
al
ulée de tellemanière à 
e que la solution u soit donnée paru(x;y;z) := x (1� x) y (1� y) z (1� z) :Clairement u 2 C1(�
). Nous 
onsidérons en outre une série de maillage �n; n 2 IN�, ave
� Vn := L'ensemble des hexaèdres formés par la 
oupe de 
haque arête de 
 en n segments (voir �gure 5.1),� Pn := fxKgK2V , où, pour K 2 Vn, xK désigne le bary
entre de K,� Fn := L'ensemble des fa
es des Volumes de Contr�le.
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Fig. 5.1 � Illustration du maillage utilisé pour n = 4Constatons que les maillages utilisés sont uniformes. Pour n = 2;4;8;16;32 et 64, nous implémentons lesystème (5.1.2), déterminons u� et IMu� puis 
al
ulons diverses erreurs ainsi que les estimateur d'erreur lo-
aux f�KgK2Vn . Ces résultats sont présentés dans la table 5.1. Les �gures 5.2 et 5.3 illustrent divers taux de
onvergen
e obtenus, tandis que la �gure 5.4 nous donne qlow et qup en fon
tion de n.



225n ku� u�k0;
 ku� IMu�k0;
 ju� IMu� j1;h � qnup qnlow2 9;32e� 3 3;18e� 3 2;59e� 2 1;55e� 1 0:1646 1:96754 4;18e� 3 8;82e� 4 8;60e� 3 5;61e� 2 0:1529 2:74168 2;04e� 3 2;32e� 4 2;34e� 3 1;57e� 2 0:1493 2:935016 1;01e� 3 5;87e� 5 5;98e� 4 4;03e� 3 0:1484 3:002932 5;05e� 4 1;47e� 5 1;50e� 4 1;02e� 3 0:1480 3:014164 2;53e� 4 3;63e� 6 3;71e� 5 2;54e� 4 0:1459 3:0024Tab. 5.1 � Résultats pour le premier test
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Fig. 5.2 � Vitesse de 
onvergen
e de ku � u�k0;
 (
ourbe (1)), ku � IMu�k0;
 (
ourbe (2)) et ju � IMu� j1;h(
ourbe (3))5.3.2 Solution singulière sur un maillage uniformePour le se
ond test, nous nous plaçons sur le "L-shaped" 3d, 
'est à dire 
 := (℄�1;1[r[0;1[�℄�1;0℄) � ℄0;1[.Nous 
onsidérons alors le problème suivant8>><>>: ��u = 0 dans 
 ;u = g sur �
 ; (5.3.1)où g est 
al
ulée de telle manière à 
e que la solution u soit donnée paru(r;�;z) := z r2=3 sin(2�=3) ;ave
 (r;�;z) les 
oordonnées 
ylindriques standards. Il est alors bien 
onnu que u va présenter un 
omportementsingulier le long de l'axe (Oz) [2, 31℄, 
e 
omportement singulier se 
ara
térisant par le fait que u 62 H2(
).De plus, 
e 
omportement singulier est dit anisotrope dans le sens où la dérivée de u par rapport à x et à yn'est pas in
luse dans H2(
) mais que la dérivée par rapport à z elle est in
luse dans H2(
). En 
onséquen
e,



226

−0.31 0.24 0.79 1.33 1.88 2.43 2.97 3.52 4.07 4.61 5.16
−11.20

−10.17

−9.13

−8.10

−7.07

−6.03

−5.00

−3.97

−2.93

−1.90

−0.86

−0.31 0.24 0.79 1.33 1.88 2.43 2.97 3.52 4.07 4.61 5.16
−11.20

−10.17

−9.13

−8.10

−7.07

−6.03

−5.00

−3.97

−2.93

−1.90

−0.86

(1)

(2)

2

1

log(n)

log(erreur)

Fig. 5.3 � Vitesse de 
onvergen
e de ju� IMu� j1;h (
ourbe (1)) et � (
ourbe (2))si nous utilisons un maillage uniforme, nous observerons une baisse du taux de 
onvergen
e de la méthode deVolumes Finis 
entrée 
ellule (tout 
omme pour les méthodes d'Éléments Finis), 
e test est don
 idéal pourmesurer l'e�
a
ité de l'estimateur d'erreur.Nous introduisons don
 à 
e stade une série de maillage �n; n 2 IN�, où� Vn est illustré, pour n = 4, sur la �gure 5.5,� Pn := fxKgK2V , où, pour K 2 Vn, xK désigne 
omme pré
édemment le bary
entre de K,� Fn est l'ensemble des fa
es des Volumes de Contr�le.La triangulation introduite est don
 uniforme. Tout 
omme pour le test pré
édent, nous donnons les résultatsnumériques obtenus (voir table 5.2), ainsi que divers taux de 
onvergen
e obtenus (voir �gures 5.6 et 5.7). La�gure 5.8 nous fournit quant à elle les quantités qlow et qup en fon
tion de n.n ku� u�k0;
 ku� IMu�k0;
 ju� IMu� j1;h � qnup qnlow2 3;19e� 1 1;54e� 2 1;92e� 1 5;71e� 1 0:3365 2:22254 1;60e� 1 5;20e� 3 1;21e� 1 3;75e� 1 0:3241 3:18188 8;03e� 2 2;10e� 3 7;84e� 2 2;43e� 1 0:3228 3:296216 4;01e� 2 9;10e� 4 5;05e� 2 1;56e� 1 0:3238 3:197832 2;01e� 2 3;89e� 4 3;22e� 2 9;93e� 2 0:3248 3:092660 1;28e� 2 2;21e� 4 2;41e� 2 7;41e� 2 0:3255 3:0918Tab. 5.2 � Résultats pour le se
ond test
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1.948

2.056

2.165

2.273

2.382

2.491

2.599

2.708

2.817

2.925

3.034

log(n)

q_{low}

0.663 1.016 1.368 1.721 2.073 2.426 2.779 3.131 3.484 3.836 4.189
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log(n)

q_{up}

Fig. 5.4 � qlow (à gau
he) et qup (à droite) en fon
tion du log(n)5.3.3 Solution singulière sur un maillage ra�néNous nous plaçons sur le même domaine 
 que pour le test pré
édent, 
'est à dire 
 := (℄� 1;1[r[0;1[�℄�1;0℄) � ℄0;1[.Nous 
onsidérons alors sur 
e domaine 
 le même problème que dans le test pré
édent, mais nous allons
ette fois 
i utiliser un maillage ra�né a�n de traiter la singularité suivant l'axe (Oz). Plus pré
isément, nousnous donnons le même maillage �n que pour le test pré
édent; Cependant nous appliquons la transformation Hà 
haque noeud de 
e maillage, où H est donnée parH : 
 �! 
(x;y;z) 7�! (xjxj 12 ;yjyj 12 ;z) :Le maillage qui en est issu est illustré, pour n = 4, sur la �gure 5.9. Nous 
onstatons alors que 
e maillageest anisotrope dans le sens où nous y trouvons des éléments très "aplatis", 
e test est don
 idéal pour tester la�abilité de l'estimateur d'erreur (en fait, vu que la dérivée de la solution dans la dire
tion (Oz) est in
luse dansH2(
), il est inutile de ra�ner suivant 
elle 
i).Nous implémentons don
 les mêmes quantités que pour le test pré
édent, les divers résultats sont présentésdans la table 5.3 et sur les �gures 5.10, 5.11 et 5.12n ku� u�k0;
 ku� IMu�k0;
 ju� IMu� j1;h � qnup qnlow2 3;37e� 1 9;45e� 3 1;58e� 1 4;65e� 1 0;3398 2;24004 1;65e� 1 2;32e� 3 8;08e� 2 2;52e� 1 0;3208 2;17778 8;19e� 2 7;58e� 4 4;16e� 2 1;31e� 1 0;3165 2;399316 4;08e� 2 2;48e� 4 2;12e� 2 6;69e� 2 0;3164 2;649332 2;04e� 2 7;68e� 5 1;07e� 2 3;38e� 2 0;3164 2:901050 1;30e� 2 3;49e� 5 6;85e� 3 2;17e� 2 0;3162 3:0220Tab. 5.3 � Résultats pour le troisième test
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Fig. 5.5 � Illustration du maillage utilisé pour n = 4
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ourbe (2)) et ju � IMu� j1;h(
ourbe (3))
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Fig. 5.7 � Vitesse de 
onvergen
e de ju� IMu� j1;h (
ourbe (1)) et � (
ourbe (2))
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Fig. 5.8 � qlow (à gau
he) et qup (à droite) en fon
tion du log(n)
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Fig. 5.9 � Illustration du maillage utilisé pour n = 4
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e de ku� u�k0;
 (
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ourbe (3))
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he) et qup (à droite) en fon
tion du log(n)



232Con
lusionDans 
ette thèse, nous nous sommes intéressés à la dis
rétisation par des méthodes de Volumes Finis (
entrée
ellule et Éléments-Volumes Finis) de problèmes elliptiques où apparaissent diverses singularités :� dans la première partie, nous avons étudié la dis
rétisation du Lapla
ien sur un domaine non 
onvexede IR2. Nous avons alors démontré 
omment un ra�nement de maillage lo
al permettait de restaurerl'ordre de 
onvergen
e des diverses méthodes étudiées. Par ailleurs, nous nous sommes intéressés auxproblèmes de Stokes et de Navier-Stokes sur un domaine non 
onvexe de IR2. Nous avons alors démontréque, pour une dis
rétisation par Éléments-Volumes Finis non 
onformes basée sur une appro
he amont, unra�nement de maillage lo
al permettait là aussi de rétablir l'ordre de 
onvergen
e initial de la méthode.Pré
isons que, depuis peu, les résultats de 
onvergen
e valable pour le s
héma amont ont été étendus à dess
hémas de type amont ave
 poids. Remarquons que l'utilisation d'arguments similaires permettrait dedémontrer un résultat identique pour une dis
rétisation du système de Stokes et de Navier-Stokes à l'aidede la méthode d'Éléments-Volumes Finis 
onforme (en utilisant le 
ouple IP 1-bulle / IP 1 par exemple[42℄). D'autre part, de ré
ents travaux ont porté sur une dis
rétisation présentée dans [52℄ du problème deStokes par une méthode de Volumes Finis 
entrée 
ellule [84℄. Les auteurs y démontrent, sous 
ertaineshypothèses, la 
onvergen
e de la solution appro
hée vers la solution exa
te. Cependant, les hypothèsesintroduites n'autorisent pas, dans le 
as d'une solution non régulière, l'utilisation d'un ra�nement demaillage optimal a�n de restaurer l'ordre de 
onvergen
e initial de la méthode. La solution 
hoisie par lesauteurs a don
 
onsisté à déstru
turer le s
héma en adoptant une dis
rétisation par Volumes Finis diamant[27℄. Les tests numériques pratiqués sur les systèmes de Stokes et de Navier-Stokes, la dis
rétisation duterme non linéaire s'inspirant de 
elle introduite dans [54℄, ont alors apporté des résultats satisfaisants.� dans la se
onde partie, nous avons traité le 
as de problèmes de réa
tion di�usion singulièrement per-turbés. Nous avons prouvé que les maillages anisotropes permettaient, pour les méthodes de VolumesFinis 
entrée 
ellule et d'Éléments-Volumes Finis 
onforme, de rétablir un ordre de 
onvergen
e satisfai-sant. De plus, pour la méthode d'Éléments-Volumes Finis non 
onforme, nous avons démontré que lesmaillages anisotropes triangulaires ne permettaient pas de restaurer l'ordre de 
onvergen
e optimal de laméthode, mais que l'utilisation de maillages quadrangulaires assuraient la stabilité de la méthode. Le 
asdes problèmes de 
onve
tion-di�usion perturbés devrait, quant à lui, se traiter de manière similaire (enutilisant les estimées théoriques de [2, 97℄) et apporter les mêmes résultats. Con
ernant plus généralementles problèmes perturbés, de ré
ents travaux (voir [83, 84℄ ou la se
tion 5) ont porté sur la 
onstru
tiond'estimateur a-posteriori pour la méthode de Volumes Finis 
entrée 
ellule (voir aussi à 
e sujet [58, 56℄et plus généralement [11, 61, 66, 67, 1℄ pour les méthodes d'Éléments-Volumes Finis). Pré
isons que ladi�
ulté majeure réside dans le fait de trouver un estimateur à la fois e�
a
e et �able [100℄. Un déve-loppement intéressant 
onsisterait à utiliser 
et estimateur pour la méthode de Volumes Finis diamant 
equi autoriserait le remaillage du domaine.



233� la troisième partie traite quant à elle de la dis
rétisation de problèmes elliptiques singuliers en dimensiontrois. Nous ne présentons que quelques tests numériques permettant d'illustrer le fait que, dans le 
as d'unesolution singulière, l'ordre de 
onvergen
e obtenu sur des maillages ra�nés judi
ieusement est meilleurque sur des maillages uniformes (
entrée 
ellule et Éléments-Volumes Finis 
onforme et non 
onforme).L'obtention de résultats théoriques pour les méthodes d'Éléments-Volumes Finis ne semble pas poser deproblème majeur (grâ
e à l'utilisation de te
hniques similaires à [2, 71℄). Cependant, pour la méthodede Volumes Finis 
entrée 
ellule, le seul problème réside en l'obtention d'un équivalent au résultat del'appendi
eA, 
e qui né
essite une preuve très te
hnique étant donné le très grand nombre de 
on�gurationspossibles.Comme nous pouvons le 
onstater les développements et perspe
tives mathématiques 
on
ernant les mé-thodes de Volumes Finis sont nombreux et variés. Pour la plupart d'entre eux, ils 
onsistent en trois grandeslignes dire
tri
es : la dis
rétisation de systèmes plus 
omplexes (du type Navier-Stokes), l'introdu
tion d'esti-mateurs a-posteriori et le passage à la dimension trois. Les travaux en 
ours suivent don
 
es grands axes.



234Appendi
e AMajoration de Z�K;� r�2� dz; � := �K \ �L; K;L 2 VRappel :� 1� �! � � � 12 ; ! 2 ℄0;2�[ ;� hK � � d(xK ;�) ; 8 � 2 EK :Nous voulons montrer que : Z�K;� r�2� dz � C(�) � j�j h�2�K :Introduisons en outre N , le nombre maximum de 
�tés des Volumes de Contr�le. Nous 
onsidérons que 
enombre ne dépend pas de h, le maximum des diamètres des Volumes de Contr�le.Premier 
as : O 2 �K \ �L; O 2 ��La �gure 5:13 illustre 
ette situation xK
� KL

�K;� � � 1� hK�O
Fig. 5.13 � Illustration du premier 
asNous avons Z�K;� r�2� dz� Z �20 d� Z j�j0 r1�2� dr� �2 j�j Z hK0 r�2� dr ;+



235Z�K;� r�2� dz � C1(�) � j�j h�2�K ; (5.3.2)où C1(�) := � �2 .Se
ond 
as : O 2 �K; O 62 �� et Il n'y a qu'un 
�té entre O et �.Premier sous-
as : (�;~�) � �2La �gure 5:14 résume 
ette situation et donne les diverses notations utilisées.
�xK�O 1� hK 1� hK� �d

(4)
BA
�

~�Fig. 5.14 � Illustration du premier sous-
asEn outre, nous posons xK := � xK;1xK;2 �.Nous avons, ave
 les notations de la �gure 5:14 :� d = 1� hK 
os(�) ;� ar
sin(1� ) � � � �2 � ar
sin(1� ) :Lemme 5.3.1. Soient (4) une droite de IR2 d'équation ax+ by+ 
 = 0 et M0 un point de IR2 de 
oordonnées� x0y0 �.Nous avons alors d(4;M0) = jax0 + by0 + 
jpa2 + b2 :Preuve :Se déduit par un 
al
ul dire
t. �



236. En utilisant le lemme 5:3:1, nous avons que, 8 x 2 �K;� ,r(x) � j~�j xK;2q(j~�j � xK;1)2 + x2K;2= d jOxKBjjAxKBj ;� d ;
ar l'aire de OxKB est plus grande que l'aire de AxKB. Ord = xK;2 
os(�) � 1� hK 
os(ar
sin(1� )) :Ce
i fournit don
 Z�K;� r�2� dz � C 02(�) j�j h1�2�K :Deuxième sous-
as : (�;~�) � �2Nous donnons la �gure 5:15.
�xK�O 1� hK 1� hK� �d

(4)
BA �~�

V1
V2

Fig. 5.15 � Illustration du se
ond sous-
asNous avons toujours xK := � xK;1xK;2 �, ar
sin(1� ) � � � �2 et d = 1� hK 
os(�).Nous posons de plus V1 et V2 
omme indiqué en �gure 5:15. Nous avons alorsZ�K;� r�2� dz = ZV1 r�2� dz + ZV2 r�2� dz :Notons dans un premier temps que, ave
 les notations de la �gure 5:15



237RV1 r�2� dz � d(4;O)�2� jV1j= d�2� j�j2 tan(�2 � �)2= 12 �1� hK 
os(�)��2� j�j2 
os(�)sin(�)� �1+2�2 h1�2�K j�j 
os1�2�(�) :Dans un se
ond temps, remarquons que :RV2 r�2� dz � Z �20 d� Z ba r1�2� dr� �2 jb� aj h1�2�K� �2 j�j 
os(�2 � �) h1�2�K� �2 j�j h1�2�K :
ar a := xA = j~�j et b := j~�j+ j�j 
os(�2 � �). Comme � � �2 , nous obtenons don
Les deux raisonnements pré
édents fournissent don
Z�K;� r�2� dz � C 002 (�) j�j h1�2�K :La 
on
lusion des deux sous-
as est don
 queZ�K;� r�2� dz � C2(�) j�j h1�2�K ; (5.3.3)où C2(�) := �1+2� + �2 :Les estimées (5:3:2) et (5:3:3) donnent alors la majoration désirée pour le se
ond 
as modulo une 
onstante.Troisième 
as : O 2 �K; O 62 �� et il y a plus d'un 
�té entre O et �Posons� m 2 IN n f0;1g := le nombre de 
�tés entre O et � ,� M := ��m \ �� :



238 �K;�O P MxK�1 �m�AFig. 5.16 � Illustration du premier sous-
asSoit de plus P la proje
tion orthogonale de O sur la droite (MxK).Premier sous-
as : P 62 ��K;� (voir �gure 5:16).Dans 
e 
as 
i, nous avons 
lairement, ave
 les notations de la �gure 5:16 :d(O;�K;�) = jOxK j � jAxK j � hK� :Il en résulte don
 que Z�K;� r�2� dz � �2� j�j h1�2�K : (5.3.4)Se
ond sous-
as : P 2 ��K;� :
�K;�O P M

xK
�1 �m��

Fig. 5.17 � Illustration du se
ond sous-
asNous notons � l'angle entre la droite (OP ) et la segment �1 (voir �gure 5:17).Nous pratiquons alors une disjon
tion des 
as :Premier sous-sous-
as : � � �6 :Nous donnons la �gure 5:18 pour illustrer la situation :Ave
 les notations de la �gure 5:18, nous avons ! � �2 � �6 = �3 .Remarquons alors que
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O P M
xK

�1A �m �B� !
Fig. 5.18 � Illustration du premier sous-sous-
asjOP j = jOBj + jBP j= jBAj
os(!) + jBxK j 
os(!)� jBAj 
os(!) + jBxK j 
os(!)= jAxK j 
os(!)� 12 hK� ;
ar ! � �3 : Nous en déduisons que Z�K;� r�2� dz � (2�)2� j�j h1�2�K : (5.3.5)Se
ond sous-sous-
as : � < �6 :Posons � := �(N) := 14N :La stratégie de majoration de Z�K;� r�2� dz pour 
e sous-sous-
as sera la suivante : Nous distinguerons deuxpossibilités :� 9 j 2 f1; : : : ;mg : j�j j � � hK� . Dans 
e 
as, nous montrerons que d(O;�K�) � hK� .� 8 j 2 f1; : : : ;mg ; j�j j < � hK� . Nous nous ramènerons alors à l'étude faite dans le se
ond 
as.Première possibilité : 9 j 2 f1; : : : ;mg : j�j j � � hK� .Donnons la �gure 5:19 a�n d'être plus 
lair dans notre expli
ation.



240
�

A
PO

xK
~i~j ~��1 �mM � ~i~j �A

PO
xK
~��1 �mM �

Fig. 5.19 � Illustrations de la première possibilitéPosons� J := f j 2 f1; : : : ;mg : j�j j � � hKN � g 6= ; ;� jmax := j 2 f1; : : : ;mg : j�j j � j�ij; 8 i 2 f1; : : : ;mg ;� ~� := OM :Nous nous donnons de plus un repère (O;~i;~j), où~i est dans la même dire
tion que ~�. Nous notons A le pointappartenant à m[i=1 ��i et d'ordonnée minimale dans le repère (O;~i;~j) (voir �gure 5:19). Appelons en outre, pourj 2 f1; : : : ;mg, �j l'angle entre �j et ~�.Remarquons alors que si il existe j 2 J tel que �j se trouve "à gau
he" du point A (�gure 5:19 à gau
he),alors la 
onvexité des Volumes de Contr�le implique quej~�j � j�j j 
os(�) � p32 � hK� N :Sinon, nous avons né
essairement �jmax qui se trouve "à droite" du point A (�gure 5:19 à droite). Nousobtenons don
, grâ
e à la 
onvexité des Volumes de Contr�le, qued(~�;A) � m � hK� N sin(�) � � hK2 � ;
ar � < �6 . D'où sin(�jmax) � � hK=2 �� hK=� = 12 :Par 
onséquent, nous avons j~�j � j�jmax j 
os(�jmax) � p32 � hK� :Ce petit raisonnement fournit que
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jOP j � j~�j 
os(�) � 34 � hK� minf1; 1N g = 34 � hK� N ;qui implique que Z�K;� r�2� dz � �16 N2 �3 �2� j�j h1�2�K : (5.3.6)Deuxième possibilité : 8 j 2 f1; : : : ;mg : j�j j < � hK� .

O�
xK � �

�m�1 �2~� A B C h1 := jABjh2 := jBxK jh3 := jBCjl = jAxK j
Fig. 5.20 � Illustration et notations de la se
onde possibilitéRemarquons que, ave
 les notations de la �gure 5:20(i) l2 + h21 = h22 ;(ii) h1 � mXi=1 j�ij � 14 hK� ;(iii) h2 � hK� � h3 :Or, en utilisant la 
onvexité des Volumes de Contr�le, nous avons queh3 � mXi=1 j�ij � 14 hK� :En utilisant alors tour à tour (i), puis (ii) et (iii), nous obtenons que



242 l2 � h22 � h21� �hK� � h3�2 � 116 h2K�2= h2K�2 � 2 hK� h3 + h23 � 116 h2K�2� 12 h2K�2 ;en utilisant 
e qui pré
ède. Nous pouvons alors nous ramener à l'étude faite dans le se
ond 
as où, ave
 lesnotations de la �gure 5:20, d(xK ;~�) = l � 1p2 hK� : Nous en déduisons queZ�K;� r�2� dz � C(�) j�j h1�2�K : (5.3.7)Les estimées (5:3:4), (5:3:5), (5:3:6) et (5:3:7) fournissent la majoration désirée pour le troisième 
as.
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e BLe but de 
et annexe est de prouver que l'estimée du lemme 6.4.4 est optimal. Cette estimée est dire
tementissue de (6.4.1), il faut don
 prouver que 
ette inégalité est optimale.Rappelons que (6.4.1) 
onsiste en : Soit Th un maillage de 
 et vh 2 S0h (où S0h désigne les fon
tions IP 1 parmor
eaux sur 
haque maille du maillage, 
ontinues au milieu des arêtes internes du maillage et nulles au milieudes arêtes externes du maillage), nous avons alorskvhk0;1;
 � C(p;�) kvhk0;p;
 supK2Th h� 2pK ; 8 p � 1 : (5.3.8)Nous allons don
 nous donner un maillage Th et une fon
tion uh de S0h véri�ant :kuhk0;1;
 s C(p;�) kuhk0;p;
 supK2Th h� 2pK ; 8 p � 1 : (5.3.9)En e�et, l'estimée ne pourra don
 pas être amélioré (
'est à dire en remplaçant "h� 2pK " par "h� 2p+"K ; " > 0"dans (5.3.8)). Le maillage Th, ainsi que diverses notations le 
on
ernant, sont donnés sur la �gure 5.21.
h

h
�meK1 K2

Fig. 5.21 � Maillage ThNous 
onstruisons sur 
e maillage la fon
tion uh qui est IP 1 par mor
eaux sur K1 et K2 et valant C 2 IRen me et 0 sur tout les autres milieux d'arêtes de Th. Des 
al
uls dire
ts nous fournissent que8>><>>: kuhk0;1;
 = jCj ;kuhk0;p;
 = 2 jCj h2=p :Par 
onséquent, uh véri�e (5.3.9) et l'estimée (5.3.8) est optimale.
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