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Introduction générale

Depuis leur apparition dans les années soixante et les premiers travaux les concernant [88, 91|, les méthodes
de Volumes Finis n’ont cessé de faire 'objet d’un vif intérét dans plusieurs sous-disciplines de la Physique
(Thermodynamique, Mécanique des Fluides, ...). En effet, de telles méthodes bénéficient de deux caractéristiques
fondamentales constituant leur avantages par rapport aux autres méthodes telles que les Différences Finies et

les Eléments Finis entre autres :

— leur simplicité algorithmique: les méthodes de Volumes Finis ont, en général, un cotit en espace mémoire
et en temps de calcul peu élevé et sont caractérisées par une certaine simplicité dans ’écriture des pro-

grammes,

— elles obéissent au principe du conservation de flux, ceci expliquant que les méthodes de Volumes Finis

soient particuliérement employées dans le domaine de la Mécanique des Fluides.

Néanmoins, d'un point de vue mathématique, ces méthodes sont longtemps restées peu étudiées contrai-
rement aux méthodes d’Eléments Finis ou de Différences Finies. Elles ont donc, depuis quelques années, fait
Pobjet de travaux mathématiques de plus en plus conséquents (étude de problémes elliptiques [52, 8, 94, 63],
paraboliques [52, 22], hyperboliques [52, 27|, équations de Stokes [23, 54, 55] et de Navier-Stokes [13, 42, 54],

...). Parmi les nombreuses méthodes de Volumes Finis, citons:

— la méthode de Volumes Finis centrée cellule [52] : Cette méthode est 'une des premiéres apparue (initiale-
ment sous le nom de méthode de Volumes Finis "cell-center" ou FV4) et est particuliérement efficace sur
des maillages structurés. De plus, elle a fait ’objet des premiers travaux mathématiques sur les méthodes
de Volumes Finis [63, 52].

— les méthodes d’Eléments-Volumes Finis (conforme et non conforme) [8, 19, 48]: ces méthodes ont été
introduites relativement récemment et font I'objet de nombreux travaux (applications aux équations de
Navier-Stokes instationnaires, utilisation d’estimateur a-posteriori, ...). Ces méthodes révélent une vo-
lonté de déstructurer les schémas de Volumes Finis plus classiques (centrée cellule par exemple) en les

rapprochant de schémas d’Eléments Finis.

— la méthode de Volumes Finis centrée sommet [91]: plus connue sous le nom de méthode de Volumes Finis

"cell-vertex", elle est encore relativement peu étudiée mathématiquement.

— la méthode de Volumes Finis diamant [12, 27]: tout comme pour les méthodes d’Eléments-Volumes Finis,
le but de cette méthode est de déstructurer les schémas de Volumes Finis de type centré cellule tout en

restant dans une méthodologie de Volumes Finis en travaillant notamment toujours sur des flux et en



utilisant des approximations par Différences Finies. Précisons en outre que les estimées établies dans les
travaux en vigueur nécessitent des régularités légérement supérieures a leur équivalents pour la méthode

de Volumes Finis centrée cellule.

— la méthode de Volumes Finis mixtes [76]: nous citons cette méthode en tant qu'un des nombreux déve-
loppements récents concernant les méthodes de Volumes Finis; le but recherché étant, en 'occurrence, de

se rapprocher des méthodes d’Eléments Finis mixtes tout en diminuant la complexité algorithmique.

Précisons qu’il existe bien d’autres méthodes de Volumes Finis et que nous ne prétendons donc nullement
étre exhaustifs dans la liste donnée précédemment.

Dans cette thése, nous traiterons les deux premiéres méthodes. Leur étude semble en effet ouvrir la porte
a Panalyse de beaucoup d’autres méthodes de Volumes Finis pour lesquelles les techniques développées sont
relativement proches. En outre, ces deux méthodes semblent étre celles qui trouvent le plus d’échos, aussi bien
dans le domaine de la Physique, que dans celui des Mathématiques. Par ailleurs, nous ne nous intéresserons
ici qu’aux problémes elliptiques et plus précisément, pour chaque partie, nous n’étudierons que des problémes
modéles tout en sachant qu’une généralisation & certains opérateurs elliptiques ne pose aucun probléme majeur.

Les sujets abordés dans cette thése seront donc les suivants :

— Premiére partie: nous traiterons le cas des singularités de coin bidimensionnelles. En effet, la théorie
montre que, si ol nous nous placons sur un domaine non convexe de IR?, la solution d’un probléme
elliptique perd sa régularité optimale [31, 32, 46]. Par conséquent, toutes les estimées d’erreur établies dans
le cadre d’une régularité optimale ne sont plus valables. Nous nous proposons donc de rétablir cet ordre
de convergence optimal dans le cas d’une solution non réguliére en utilisant, entre autres, des raffinements
de maillage locaux comme pour les méthodes d’Eléments Finis [38, 41, 62, 68] et de Différences Finies
[44]. Dans une courte introduction, nous présenterons plus en détails le probléme et nous introduirons
quelques notations et définitions de base concernant cette partie. Pour le probléme de Laplace, le cas
d’une discrétisation par Volumes Finis centrée cellule sera traité dans le chapitre 2 (pour cette méthode,
nous attirons I’attention du lecteur sur des travaux antérieurs [63, 64] dont toutefois les résultats ont des
applications assez restrictives), le cas d’'une discrétisation par Eléments-Volumes Finis sera, quant a lui,
traité en section 3 pour la méthode conforme et en section 4 pour la méthode non conforme (signalons a ce
sujet [21] ot 'auteur traite de la discrétisation par des méthodes d’Eléments-Volumes Finis d’un probléme
a singularités de coin bidimensionnelles mais il n’introduit pas les raffinements de maillage locaux afin
de restaurer I'ordre de convergence optimal des méthodes). Nous nous intéresserons ensuite, dans les
chapitres 5 et 6, aux problémes de Stokes et de Navier-Stokes considérés sur un ouvert non convexe
de IR? et discrétisés par une méthode d’Eléments-Volumes Finis non conforme (préférée a la méthode
d’Eléments-Volumes Finis conforme pour son cotit algorithmique moins élevé). Précisons que 1'utilisation
d’un schéma de Volumes Finis centrée cellule pour le systéme de Stokes a été traitée dans [84] et a fait
I’objet de travaux extérieurs & cette thése. Nous proposerons enfin en section 6 quelques applications de
la méthode étudiée & quelques cas tests de la Mécanique des Fluides ou l'utilisation de raffinements de

maillage s’avére pertinente.



— Seconde partie: nous nous intéresserons au cas des problémes de réaction-diffusion perturbés discrétisés
sur des maillages anisotropes [2, 75, 74]. Ces maillages vérifient le critére de Delaunay, c’est a dire que
les triangles ne sont pas trop "dégénérés" ou "plats" mais de maniére critique, cependant ils tiennent
compte des spécificités de la solution du probléme considéré. De la méme maniére que pour ce qui a
été fait dans la premiére partie, nous décrirons tout d’abord le probléme et introduirons des définitions
de base. Nous utiliserons en particulier les résultats théoriques de [2, 49, 74| qui quantifient de maniére
précise le comportement de la solution de tels problémes. Les sections 2-4 seront alors dédiées a I’étude
de la convergence des méthodes de Volumes Finis centrée cellule, d’Eléments-Volumes Finis conforme et
d’Eléments-Volumes Finis non conforme appliquées a un probléme de réaction-diffusion perturbé modéle
sur des maillages anisotropes. Nous établirons alors la convergence vers la solution exacte des méthodes de
Volumes Finis centrée cellule et d’Eléments-Volumes Finis conforme et expliquerons les raisons du mau-
vais comportement de la méthode d’Eléments-Volumes Finis non conforme (et aussi d’Eléments Finis non
conforme du méme coup). Afin de résoudre ce probléme d’instabilité de la méthode, nous préconiserons
I’emploi d’éléments non conformes plus stables et plus précisément le remplacement des éléments triangu-
laires par des éléments quadrangulaires. Nous démontrerons alors la convergence de la solution approchée

vers la solution exacte.

— Troisiéme partie: cette partie sera davantage numérique que théorique et traitera de la discrétisation de
problémes elliptiques par des méthodes de Volumes Finis en présence de singularités tridimensionnelles.
En effet, tout comme pour le cas bidimensionnel, la solution d’un probléme elliptique sur un domaine
non convexe de IR® présente des singularités [2, 92, 70]. Cependant, par rapport au cas bidimensionnel,
Pexpression de ces singularités s’avére plus complexe et leur nature plus variée (singularités de coin et
d’arétes). Nous introduirons dans un premier temps quelques notations et définitions inhérentes a cette
partie. La section 2 présentera la méthode de Volumes Finis centrée cellule en dimension trois. Nous
mettrons alors en évidence, & l'aide de quelques essais numériques, le meilleur ordre de convergence obtenu
sur les maillages raffinés localement par rapport aux maillages uniformes. Nous développerons la méme
stratégie pour les méthodes d’Eléments-Volumes Finis conforme et non conforme dans les chapitres 3 et 4.
La section 5 présentera, quant & elle, un estimateur a-posteriori pour la méthode de Volumes Finis centrée
cellule. Les résultats de cette section étant utilisés dans la section 2, nous avons jugé utile d’inclure ceux-ci

dans cette partie de la thése.

Signalons en outre que, pour chaque chapitre, des essais numériques illustrent les résultats théoriques obtenus.
Par ailleurs, nous avons cherché a rendre les différentes parties le plus indépendantes possible les unes des
autres, le lecteur ne s’étonnera donc pas de voir certaines définitions se répéter d’une partie & l'autre. Enfin,
pour chaque méthode étudiée, nous avons adopté les notations des références de base utilisées (c’est a dire [52]
pour la méthode de Volumes Finis centrée cellule, [2] pour la méthode d’Eléments-Volumes Finis conforme et

[65, 66] pour la méthode d’Eléments-Volumes Finis non conforme).






Premiére partie

Méthodes de Volumes Finis et singularités

de coin bidimensionnelles






Chapitre 1

Introduction

1.1 Position du probléme

Soit  un ouvert polygonal connexe de IR? de bord I, o T est 'union finie de N segments I';, j = 1

Notons alors, pour j € {1,... ,N},

ol

— Oj l'intersection entre f‘j et f‘jH, en convenant que I'y = x4,

— wj; Pangle intérieur & Q en O; (voir figure 1.1).

Fi1c. 1.1 — Domaine Q)

Nous introduisons W :={ j € [1,N] : w; > 7 }.

Soit f € L2() et g € H?(T). Nous considérons alors le probléme elliptique suivant :

L(u) = f dans Q

u = gsur ',

11

3

(1.1.1)
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2
L() = Z _DZCIZJDJ + ag.

ij=1
tel qu’il existe une constante 7 > 0 telle que:
—ap € CHQ) et VM €Q, ap(M) > 7,

-V ’L,] S {1,2}, aij € Ol(Q) et V.Me Q, ai]'(M) = a]'i(M) R

2
-V Z,J € {172}, vV M € Q: v f = (51752) € lR27 Z al](M)flgj Z T ‘§|2 .

ij=1

Le probléme (1.1.1) admet une unique solution u € H'(Q). En outre, il est bien connu que dans le cas ot
est convexe (c’est a dire W = 0)), u € H*(Q) (voir le théoréme 3.2.1.2 de [46]).

En revanche, dans le cas o W # 0, u ¢ H?(Q) (sauf si f vérifie certaines relations d’orthogonalité [46])
a cause de la présence de singularités de coin en O; pour j € W. Il faut alors introduire de nouveaux espaces

pour décrire le comportement de u prés des sommets O;, j € W.

1.2 Espaces de Sobolev a poids - régularité de la solution

Définissons, pour j € W:
rj: Q — H%.,.

M — rj(M)=d(M0;),

et introduisons les espaces de Sobolev & poids définis, pour ’ensemble W, m € IN* et § € [0,1], par

Hip(Q) =
{ue H™ Q) : |ufns0 :=/ | minrj(2)” Du(2) |* dv < 400,V a € IN* : |a| =m}
Q J

muni de la norme [ullm,g,0 := (lul2,_, o + ul2, 5.0)* -
Il peut étre alors prouvé que, dans le cas ot W # ), la solution u de (1.1.1) appartient & Ha’,ﬁ(ﬂ), pour tout

1
B tel que max{1 — l} < B < =, et qu'elle admet de plus la décomposition
JEW Wj 2

u = u + Z cju; ,
JEW
oi1, pour tout j € W, ¢; € IR et 1, resp. uj, constitue la partie réguliére, resp. la partie singuliére relative au
sommet O;, du probléme (1.1.1). Plus de détails sur cet aspect sont disponibles dans [31] et [46].
Donnons & présent quelques propositions intéressantes pour la suite de notre travail. Nous convenons que pour

les quelques propositions que nous allons énoncer, nous omettrons 'indice W de H‘%VB(Q) ceci nous permettant

d’alléger les notations.
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1
Proposition 1.2.1. Soit u € H*5(Q) la solution de (1.1.1) avec m%({l - 1} <fp < 3 Il existe alors une
JjE w]'

constante C € IR} telle que

lu250 < Clfllog -

Preuve: voir [46]

Proposition 1.2.2. Soient Q un ouvert polygonal de IR?>, m € IN* et 3 € [0,1]. Nous avons alors le plongement
de Sobolev suivant :

H™P(Q) =, H" Q) , .

Preuve: voir [38]

|
Proposition 1.2.3. Soient Q un ouvert polygonal de IR*, m € IN \ {0,1} et 3 € [0,1]. Nous avons:
H™P(Q) — ™ 1(Q) .
Preuve: voir [38]
|
Proposition 1.2.4. Soient Q un ouvert polygonal de IR?, m € IN* et 3 € [0,1[. Nous avons :
H™P(Q) = Wm™P(Q) ,V p < 2
147
Preuve: Se déduit par l'inégalité de Holder (voir le lemme 8.4.1.2 de [46]).
|

Proposition 1.2.5. Soient Q un ouvert polygonal de IR?>, m € IN* et 3 € [0,1/2[. Nous avons :
H™P(Q) — H™1(89) .

Preuve: Un théoréme de trace standard (voir le théoréme 3 de ’appendice [IM] de [50]) fournit

W (Q) < H™ ' (00) ,V p >

W W~

Le résultat de la proposition 1.2.4 vient alors par composition du plongement précédent et de celui de la
proposition 1.2.4.
|

Proposition 1.2.6. (Lemme de Bramble-Hilbert) Soit Q un ouvert polygonal de IR et f : H"?(Q) — IR

une forme linéaire continue s’annulant sur IP°(Q)). Nous avons alors :

FW) < CURQ) [vhs Y v e HY(Q) ¥ Bel01/2].
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Preuve: En utilisant des arguments identiques a ceux du lemme 8.4.1.3 de [46], nous obtenons que

1,8,0 ,VU € HLB(Q) .

inf v — < v
pezPO(Q)H p||1,5,§z ~ ‘
Nous pouvons alors écrire que |f = inf f(v+ < inf - < ce qui nous

us pouvon r rire qu | (v)| pEan(Q)‘ (v p)\ S pean(Q)Hv p||17579 ‘U‘17B7Q qui nou

permet de conclure la preuve de la proposition.

Pour Q non convexe, diverses méthodes d’Eléments Finis raffinées ont été étudiées dans le but de compenser
les effets des singularités de u en O;, j € W ([38, 89]). Cependant, & notre connaissance, cette démarche a été
trés peu considérée pour les méthodes de Volumes Finis [63, 64]. Notre but est donc de discrétiser (1.1.1) par

diverses méthodes de Volumes Finis raffinées.

La premiére méthode traitée sera la méthode de Volumes Finis centrée cellule, qui reléve d’une approche
plutét mécanique du probléme (voir [52, 51, 88]). Nous traiterons ensuite deux autres méthodes dites d’Eléments-
Volumes Finis dont la ligne directrice consiste & combiner les méthodes d’ Eléments Finis et de Volumes Finis
[8, 19, 20].

Dans toute la suite de cette partie, nous conviendrons, sans perte de généralité, que W = {0}, avec O :=
[y NIy, oit Ty est situé sur 'axe (Oz) (voir figure 1.2). De plus, nous appellerons w 'angle intérieur & Q situé

en O de sens trigonométrique direct, vérifiant w > 7. Pour simplifier I’écriture, nous désignerons Ha’,ﬁ(ﬂ) par
H28(Q)V B €[0,1].

(Oy)

DE
¥

O I (on

Fi1G. 1.2 — Domaine Q

En outre, nous convenons que pour toute cette partie le symbole a < b signifiera qu’il existe une constante

C, indépendante des diverses paramétres en jeu ( notamment le maillage, u, a et b), telle que a < C' b.
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1.3 Plan de la premiére partie

Dans les chapitres 2-4, nous n’étudierons que le probléme de Dirichlet homogéne, nous démontrerons en par-
ticulier qu’un raffinement de maillage judicieux permet de rétablir 'ordre de convergence optimal des méthodes
étudiées (méthodes de Volumes Finis centrée cellule, d’Eléments-Volumes Finis conforme et d’Eléments-Volumes
Finis non conforme). Cependant, nous précisons que les techniques utilisées autorisent une généralisation a des

opérateurs elliptiques plus généraux , comme celui de (1.1.1), ou & des types de singularités différentes, comme

celle intervenant par exemple & I'intersection de deux bords du domaine Q de conditions différentes (la régularité
des solutions et les fonctions singuliéres de tels problémes étant donné dans [46, 31]). Dans les sections 5 et
6, nous étudierons la discrétisation des systémes de Stokes et de Navier-Stokes par les méthodes d’Eléments-
Volumes Finis. Nous décrirons dans un premier temps les singularités de la solution de tels problémes, nous
montrerons ensuite comment des raffinements identiques a ceux opérés dans les sections précédentes permettent
de restaurer I'ordre de convergence initial de la méthode. La section 7 présentera quant a elle quelques essais
numeériques de cette méme méthode sur quelques cas tests de la mécanique (cas de la cavité entrainée et de la
marche descendante) ce qui illustrera de fagon concréte notre exposé sur les singularités de coin en dimension
deux.

Rappelons en dernier lieu que, pour chaque méthode de Volumes Finis traitée, nous adopterons les notations

utilisées dans les travaux et ouvrages de base, ceci permettant au lecteur de pouvoir s’y référer plus facilement.
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Notations importantes de la premiére partie

Domaine

— Q:= Ouvert polygonal de IR? présentant un coin non convexe en O

— I':= Bord de Q

— w:= Ouverture angulaire du domaine Q en O (w > 7)

Normes

G ouvert borné de IR?, m € IN, p > 1, B € [0,1)

Ndmpe = (X /G\Da_\p dx)l/p

a € IN?
|| =m

I lmpe = ( Z /G|Da_|p dm)l/p

a € IN?
lal <m

e = (X [i0nEa)”

a € IN? 7

lal =m

N = ( 3 /G|Da'|2 dx)l/g

aeIN?
la| < m

/
_ ‘ . |m,B7G = ( Z /C;‘d(o’w)ﬁ Da-|2 dw)l 2

a € IN?
la] = m

N tmpe = (Mo + )

Espaces fonctionnels

G ouvert borné de IR?, m € IN, p > 1, B € [0,1)
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C™(G) := {v:G — IR : D% continue sur G,V a € IN? tel que |a|] =m }
SWTG) = {0 G IR ol < 0}

- H™@G) = {v:@— IR : ||v|lsc < >}

- H"G) == {ve H™(G) : D*v|sg =0,V a € IN? tel que |a] =m —1}

- H™A(@Q) == {ve H" Y(G) : |v|lmpa < oo}

— IP*(@) := Espace des polynoémes de degré au plus k € IN

— X = { vy € IPY(Ty) : vy € C°(Q) } (T) désignant un maillage de Q)

*Xg: {UhEXh:Uh|g)QEO}

~ S = { vy € IPY(Ty) : /vh|de = /vh|Lds,Ve€Ehavece:f{ﬂE}

(E), désignant I'ensemble des arétes du maillage T})

ng = { v €S8y : /vh\de = 0,Ve€ E,avece CKNON}

— (52)2 = {Vh € (52)2 : div Vh|K =0, VKEeTy, }
(T, désignant un maillage de Q)

Divers

— hg :— Diamétre d’une maille K
— pk = Maximum du diamétre des cercles inscrits dans une maille K

— h:= Pas du maillage T}, (i.e. max hg)
KeTy

d
- |a| := Z\ai\,‘v’az(al,... ,q), d € IN*
i=1

— div := Opérateur de divergence (i.e. div ( vt ) = 0v1/0x + Ovy/0y)
V2

Ov/0x )

~ V:= Opérateur de gradient (i.e. Vv := ( ov/0
v/oy
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Hv) ( 0%v/0%x  O%v/0xdy
v) =
0%v/0x0y  0%*v /0%y

), la Hessienne de la fonction v € C?
1 := Indicatrice du domaine G C IR?

|G| := Longueur ou aire du domaine G C IR?

K :— Triangle de référence (i.e. de sommets (0,0), (1,0) et (0,1))

MY (.) := Opérateur de L?*(G)-projection, G ouvert borné de IR?

n¢ := Normale unitaire sortante & G C IR? sur sa frontiére

r: Q— IR, M — d(M,0)
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Chapitre 2

Méthode de Volumes Finis centrée cellule
raffinée en présence d’une singularité de

coln

2.1 Notations-Définitions

Considérons le probléme elliptique suivant :

—Au = fdans Q,
(2.1.1)
u =0 sur 0,

ou f € L*(Q).

Dans le but de discrétiser (2.1.1) par la méthode de Volumes Finis centrée cellule (ou dite "cell-center"), nous
donnons tout d’abord la définition d’un maillage admissible (au sens de la méthode de Volumes Finis centrée
cellule). L’introduction de cette définition est motivée par la nécessité de consistance des diverses approximations

que nous allons effectuer (voir [33]).

Définition 2.1.1. Nous appelons maillage admissible de Q, noté 7, tout triplet (V,P,£), ou:

a. V désigne un ensemble d’ouverts polygonaux convexes de € appelés Volumes de Controle,

b. P désigne un ensemble de points de {2 tel que chaque Volume de Controle contienne un et un seul point

de P,

c. & représente I’ ensemble des arétes des Volumes de Controle.
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Ce triplet vérifiant :

1. U K =10.
Key

2. Pour tous Volumes de Controle K et L:

0,
KNL= un sommet commun,

une aréte compléte de K et de L .

3. Soient xx € K, x5, € L deux éléments de P, ou K, L € V.

Si KNL=:0 €&, alors le segment [ zx, x1] coupe orthogonalement o.

4. Sioc €& aveco CONNK, K €V et si nous posons
Dk ., := demi droite d’origine 2k perpendiculaire & o, alors

Dg,No =:{z,} #0.

Remarque 2.1.1. La condition 3 garantit la consistance de l'approximation qui va étre introduite au point suivant
[33].
Avant d’aller plus loin, nous introduisons diverses notations qui serviront tout au long de ce chapitre.

Posons

- hg :=diam(K), K €V,

— h := maxdiam(K)
Key

~&fx={0€f :0CK}KeV,

Y

— Nk, := la normale unitaire sortante & K le long de 0, 0 € €, K €V,
—Empi={o€l 0 C},
—Eept:={oc€f : 0 CON},

XM ={v:Q— IR : YK eV, v|geIP(K)}.

2.2 Schéma numérique

Donnons-nous un maillage admissible 7 de 2. Nous désignons par {ux } k¢, une approximation de {u(zx)}xer-

1
Posons, pour K € V, fx := W / f dz et donnons la figure 2.1 pour plus de clarté dans notre explication.
K

Introduisons & présent la formulation du probléme (2.1.1) au sens de la méthode de Volumes Finis centrée

cellule.
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FiG. 2.1 — ezemple d’interface o € £

—Au = f
U
—/Audac:/fdx,VKEV
K K
U
- > [ Vu.nko,ds = |K|fx , VK € V. (2.2.1)

o€k "7

Us — UK N . e s
————, ol u, est une variable auxiliaire approchant
d(xK 7I0)

u(z,) (ceci constitue en fait une approximation par différences finis).

Pour tout K € V, nous approchons Vu . ng , par

_ _ Uy — U
Sio:=KNL € & (voir figure 2.1), nous approchons de la méme maniére Vu . ny, , par ﬁ
L,y

Nous utilisons ensuite la conservation du flux, en exigeant que I’approximation du flux sortant de K sur o

soit égale, au signe prés, a 'approximation du flux sortant de L sur o, d’ou:

Uy —UL Uy — UK

d(IL:ma) B d(xKaxa)

d(zr,xs) ur + d(TK,xs) UL
d(fK,IL) '
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Nous replacons alors cette expression de u, dans notre approximation du flux de u sortant de K sur o, pour

obtenir :

ur — UK
Vu.ngyeds ~ |o|—m .
/(7 s0 ‘ |d($K,IL)

Remarque 2.2.1. Sio € KNOQ, nous ne pouvons pas appliquer la conservation du flux. Nous utilisons cependant

les conditions de bord de (2.1.1) et approchons Vu . ng , par LA S—
' dzk,xs) dzkr,xs)

Grace aux approximations ainsi effectuées et & (2.2.1), nous aboutissons au systéme linéaire suivant :

- Fro = |K[fx ,VKeV, (2.2.2)
c€EEK
ol :
| |Msingmf,
FKo' = d(ai{l(jxl/)
7 lo] K o cEnNnoO.
d(xKaxa)

Proposition 2.2.1. [52, 83] Soit T un maillage admissible de Q2. Le systéeme (2.2.2) admet une unique solution

(UK )Kev-
Preuve : Comme nous sommes en dimension finie, il suffit de démontrer que si f =0, alorsug =0,V K € 7.

Pour ceci, nous multiplions (2.2.2) par ugk et sommons sur K € 7. Nous obtenons ainsi

lug — ukl? Juk|?
BL — 7K1 PRl _
EZ; ol ) T Ez; 11 e 00 ’

oco=KNL o

ce qui implique que ug =0,V K € 7.

2.3 Majoration d’erreur

Dans le cas ot la solution u de (2.1.1) est dans C?(Q,IR), il peut étre démontré une majoration en norme
L? de lerreur en O(h) (voir [52, 33]).

Si la solution de (2.1.1) appartient & H2(f2), une majoration d’erreur similaire peut étre établie moyennant
une hypothése supplémentaire sur le maillage 7 (voir théoréme 9.4 de [52]).

Cependant, dans le cas que nous traitons u € H>#(Q), ot 1 — g < B < 3 a cause de la présence d’une
singularité en O. L’ idée générale est donc de s’inspirer de la démonstration du théoréme 9.4 de [52] (en ajoutant
notamment une condition sur le maillage 7) et, afin d’obtenir un ordre de convergence optimal, d’y inclure un
raffinement de maillage en O comme pour les méthodes d’ Eléments Finis ([46, 89]).

Dans ce but, il est nécessaire d’imposer de nouvelles conditions sur le maillage 7. Nous allons donc définir

un maillage admissible restreint raffiné ([46, 89]).

Définition 2.3.1. Nous appelons maillage admissible restreint S-raffiné (de ), tout maillage admissible 7 =

ralllll \MbE 88y

(V,P,E) de Q tel qu'il existe £ > 0, tel que V K € V:
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(Hl) hg < fd(IK,J),VUEEK,
(H2) hx < €hTF si0 €K,

(H3) hx < ¢h min{l,i%frﬁ} si O ¢ 0K,

oi1, dans (H3), r = r(M) := d(M,0), ¥V M € Q. Nous soulignons le fait que la condition (H3) ne porte en
fait que sur les Volumes de Controle "relativement proches" de O. En effet, si nous nous situons loin du point
de singularité, il n’est pas utile d’'imposer des conditions de raffinement, la singularité n’ayant qu’un effet local.

Donnons & présent le théoréme de majoration d’erreur suivant :

1
Théoréme 2.3.1. Soit u € H>5(Q) la solution de (2.1.1), o 1 — T < B < 7
w

Soit T un maillage admissible restreint S-raffiné de Q et (ug)xey la solution de (2.2.2). Introduisons en

outre

ur : Q@ — IR,

ug si il existe K € V tel que M € K |

0 ailleurs ,

er — IR,

ex = u(zk)—uk siil existe K €V tel que M € K ,

M — e;:=
0 ailleurs ,
llro + x(r) — IRy,
lv|g — vl
v — ( ol ————
Z | ‘ d(acK,acL)
o €&
c=KnNL
L
ce d(:EK,aﬂ) .
cCKNQ
Nous avons alors :
lerlloe + lerlra S b lulasa - (2.3.1)

Remarque 2.3.1. |.|; q définit une norme sur x(7) (voir [33]).
Preuve:

Posons, pour K € V, 0 € £k

vk ={(1—t)zg +tx : t€[01]etz €a}.
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Définissons alors:

VKo UV o siils existent K, L € Vtelsqueoc=KNL,

Vi o sl il existe K € V tel que 0 C 0K NOQ .

Premiére étape: Montrons que:

|RK,0| S \u|2,5’K ,Voce EK; VKeV, (2.3.2)

_h
(lo|ds)z

w /Vu ng,, ds siils existent K, L € V tels queoc=KNL,

dy “7|
ol Ry s :=
—u(zk)
— ‘ | Vu . nk,, ds siil existe K € V tel que 0 C 0K N0Q
- o
d(rg,rr) siils existent K, L € V tels que o = KN L ,
et d, :=

d(zr,00) si il existe K € V tel que o0 C K NN .

Cette 187¢ étape constitue en fait une sorte de lemme qui nous servira dans ’é¢tape suivante de la preuve ol

nous montrerons la majoration d’erreur a proprement parler.

Soit o € £. Nous supposons que u € C%(7,). En effet, vu que, par le théoréme 3.2.2 de [99], nous avons
C>®(Q) qui est dense dans WZ(Q,r%), ot

W2(Qr?) = {v e D'(Q) : 2D € L*(Q),V |a] <2},

étant donné que

H*P(Q) = W3(Q,r7) ,

et vu que les membres de droite et de gauche de (2.3.2) sont continus par rapport a la norme standard de

2 _
W2(Q,r%) (vu que W(Q,r%) < W2P(Q),Vp E]l,m[ ), nous pouvons donc démontrer (2.3.2) pour u € C?(12)
et le déduire pour u € H>5(Q) .

Nous distinguons les différents cas suivants:

1°cas | 0 € Epraveco=KNL,K,LeV

Nous supposons, sans perte de généralité, que o = {a} X o', ot ¢’ est un segment de IR, et que zg :=

(a—ab)? 2z :=(a+7vb)7T, ottbe o et a,y>0 (voir figure 2.2).

Par des développements de Taylor d’ordre 2 de u en zx et a1, nous obtenons
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F1a. 2.2 — illustration du 1° cas

( u(zr) —u(s) = Vu(s) . (zr, —s)

+/0 Hu)(ts + (1 t)ar) (wr —5) . (xp —s) tdt ,¥sco,
(2.3.3)

u(zg) —u(s) = Vu(s). (zx —s)

L +/ Hu)(ts+ (1 —-t)zk) (zx —8) . (zx —s) tdt ,Vs€o.
0

Nous soustrayons membre & membre les deux égalités de (2.3.3), en notant que x5, — tx = nk,, ds, puis

intégrons sur o, d’olt:

Rk, < Bko+ Br,o , (2.3.4)
ou:
1 ! )
Bk, = oI, [1H (u)(ts + (1 — )zg)l|| [|s — zx]||” t dt ds (2.3.5)
o Jo 0
et Br,, est définie en remplacant zx par zr, (|||.]|| désignant la norme matricielle associée & la norme vectorielle

I]l). Nous passons en coordonnées cartésiennes dans (2.3.5). Le changement de variable s’écrit alors en reprenant

les notations de la figure 2.2
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Digo: [01]x0 — vk,

)

(ry) (I) _ ((1—t)xK,1 +ta).

Yy (1—-t) g2 + ts

Le calcul du jacobien de ce changement de variable nous fournit que dz := dzdy =t (a—x k1) dtds = t a dtds.

En remarquant que |zx — s| < hx , V s € o, nous en déduisons que

h
B <
o = old,

/ 11 () (2)]]] d= - (2.3.6)

A partir de maintenant, et dans le but d’alléger les notations, nous remplacons la notation de la norme
matricielle |||.]|| par |.|. Procédons a I’ étude de 2 sous-cas, selon que O, le point de singularité, soit situé ou
non dans K. Nous nous aiderons alors de (2.3.4) (I'estimée que nous allons prouver pour B , étant aussi vraie

pour B ,) pour démontrer (2.3.2).

1° sous-cas: O ¢ 0K

Nous appliquons l'inégalité de Cauchy-Schwarz suivi de ’hypothése (H3) au membre de droite de (2.3.6)

pour obtenir :

1

Beo < ([ ) ([ e Hwere)’

lo|dsa

I I

h hgk B 3
< oK inf r(2)* r(z)"28 d .
hyp. (H3) ¢ lo|dya (/,,K,a ;gKr(x) r(z) z) ul25.0k.0

1
£ M (/ inf 1‘(910)%3 r(z)*w dz)2 ul|2,8,0k.,
VK,

”K,U_CK |U‘d0a , TEVK.o

et ([ e e a)

N

2,8.,VK .o

£ P e}
=¢ —— vKoZ |ulag.
\a|d0a K, 2,8, VKo

¢ h hi (a\a|)%‘ |
= —_— u v

‘0’|ng£ 9 2,8,VK,o
h hg
<¢ —"% s
= oldp b, Mo
<M
u VK,o

S (‘a|dg)% 2,8,vk,

1
étant donné que d, :=d(zk,x;) > a > = hg par hypothése (H1). Par conséquent :

ey
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|ul2,8,vi.0 - (2.3.7)

o
(olds)?

2° sous-cas: O € OK.

Nous renvoyons a I'appendice A, ot nous démontrons que, grace a I’hypothése (H2), nous avons:

h

—7 v
(lo]ds)2

BK,O' S 2,8, Vvk.o * (238)

Procédons a présent au bilan des deux sous-cas. Grace a (2.3.7) et a (2.3.8), que nous utilisons dans (2.3.4),

nous arrivons a

(lu

Ri, < 2.8,k .« + |u 2737,@,0) Noe& :o0=KnL,KLeV.

(lolds)?

D’ ou:
5, Vo €EEK : 0=KNL,KLeV,

c’est a dire (2.3.2).

20 cas: |0 € Eepy aveca COKNON, K€V

Nous nous donnons les mémes conventions qu’au 1° cas a savoir que o := {a} X o', oi ¢’ est un segment de

IR. De plus, zx == 2, — (22,0)7, ol 2, a été introduit & la définition 2.1.1 et a > 0 (voir figure 2.3).

Posons :
1 1

70—{5551(—0—555 z€o},
1

-I,'=— [ Vu.ng, ds
ol Jo
1

- I; .= — [ Vu.ngs ds,
ol Js

~vi={1-trg +ti : T€s,te[0,1]},
—v2={(1-t)z, +ti : €4, te[0,1]}.
u(zs) — u(rk)

20 - I& 3
Nous faisons remarquer au lecteur que nous tenons compte de u(z,) car nous ne pouvons pas dire que

Introduisons a présent Rg s 1=

ce terme vaut 0, 'argument de densité utilisé ne suffisant pas pour le dire. Nous raisonnons alors de maniére

identique au 1° cas mis & part que nous ne nous plagons, non pas sur ¢, mais sur . Nous obtenons alors :

Ris < % (| /V;H(u)(z) dz | + | / Hu)(z) dz | ) . (2.3.9)
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FiG. 2.3 -

De plus, en faisant un développement de Taylor d’ordre 1 de Vu . ng ,(.) sur o, puis en appliquant un

changement de variable, nous avons:

I, —I;| < h—K/E H(u)(2)dz (2.3.10)

o]

ot B, :={(1-t)zx +tz : z €0 te[F1]}.
Il nous faut distinguer maintenant le cas ot O appartient & o du cas ou O n’appartient pas a o.

1° sous-cas: O € o

Nous appliquons I’ inégalité de Cauchy-Schwarz aux membres de droite de (2.3.9) et de (2.3.10), d’ou:

h
Brsl S m [ul2,6,0 4 »
(2.3.11)
Lo—Tl S — ubsun.
~ (‘U|da)5 BIVK o
|

2° sous-cas: O € o

Nous appliquons toujours I'inégalité de Cauchy-Schwarz aux membres de droite de (2.3.9) et de (2.3.10) et

nous obtenons :
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hx 3
Riks| < (/ rfwdz) u
| Kol & |0_‘d0 v ‘ |2,5’VK,0 ;
(2.3.12)
1, — I5| < e (/ T—QBdZ)% u
a 0| ~ ‘0’|d0 i o 2:571/1(,0 .
En menant un calcul similaire a celui effectué dans 'appendice A, nous avons:
/ r20 dz < ol a h . (2.3.13)
VK,o

En utilisant (2.3.13) dans (2.3.12) et en tenant compte de I’ hypothése de raffinement de maillage (H2), nous
arrivons a:

h
Rigs < —— v >
‘ K, ‘ ~ (|O"d0)% |U 2,8.,VK .o
(2.3.14)
hx
o=l S s e

En conclusion de ces 2 sous-cas (c’est & dire les résultats (2.3.11) et (2.3.14)) et en remarquant que

Bk, < |Brsl + |, =I5,
nous avons que

‘RK,U'

Tlu

S
(lolds)>

En conclusion, nous pouvons dire que (2.3.2) est vrai pour tout o € .

2,8,VK,o Vo€t

Qéme

étape: Introduction de |le;]|o,0-

Montrons dans un premier temps que

|e,. .0 S h \u|2,5,9 . (2.3.15)
Nous soustrayons (2.2.2) a (2.2.1), d’ ou:
Z(FKJ—/Vu.nKJdS):O,VKGV. (2.3.16)
ocEEK a
‘da|(u(:vL) —u(zg))pouro=KNL,K, LEV,
Posons Fg , :=
o]

(—u(zg)) pourc CKNQ,KeV.

U

a
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Gréce a (2.3.16), nous avons:

S <Py + Freo) = 3 (<Fy + / Vu . nxods) VK€V (2.3.17)

oc€EEK oc€EEK

a|

d—(eL—eK)poura:f{ﬁE,K,LEV,

Notons alors que —Fp , + Fk o :=

L;L‘(_QK) pourc CKNQ KeV,
o
ot nous rappelons que, pour tout K € 7, ex := wu(xg) — ug. Nous multiplions (2.3.17) par ex et sommons

sur K € V, d’ ou:

le-lPo=>_ > lolRk.qex -

KeV o€tk

Par suite:

lerlro Shlul2s0

c’est a dire (2.3.15).
Nous utilisons alors l'inégalité de Poincaré discréte (voir le lemme 9.1 de [52] qui est valable méme dans le

cas ou {2 n’est pas convexe), plus précisément :

||e‘r||0,Q S diam(Q)‘eT|T,Q . (2318)

(2.3.15) et (2.3.18) fournissent alors aisément (2.3.1).

|
2.4 Essais numériques
Posons Q :=] — 1,1[x] — 1,1] \ [0,1[x[0, — 1[.
3
Avec les notations de 'introduction, nous avons w := ?ﬁ Introduisons alors le probléme suivant
—Au =0 dans Q ,
(2.4.1)

260
uw=rs sin(g) sur 00 ,

26
ou (r,d) constitue les coordonnées polaires d’origine O. Nous démontrons aisément que u(r,6) := rs sin(?) est

la solution de (2.4.1) d’une part, et que u € H'(Q) mais que u ¢ H?(2) d’autre part. Cependant u € H*?(Q),

1
pour6>1—£=—.
w 3

Nous implémentons alors (2.2.2) lorsque 7 est un maillage uniforme et lorsque 7 est un maillage S—raffiné

1
pour = 3 (voir figures 2.4 et 2.5). La table 2.1 présente alors les divers résultats obtenus sur les deux séries de
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maillages. La figure 2.6 présente quant & elle la précision obtenue contre le temps CPU, précisons que, pour la
résolution du systéme linéaire obtenu, nous avons utilisé la méthode du gradient conjugué préconditionné (avec
SSOR).

Ces divers renseignements prouvent l’'intérét, dans le cadre de la méthode de Volumes Finis centrée cellule
appliquée sur un domaine non convexe, d’'un maillage S-raffiné par rapport & un maillage uniforme. En effet,
tout d’abord, 'ordre de convergence optimal est rétabli par I'utilisation d’un maillage S-raffiné. De plus, & temps

CPU égal, I'utilisation d’un maillage $-raffiné donne une erreur plus faible que pour un maillage uniforme.

1.0 1.0

0.8 0.8

0.6 7 0.6

0.4 0.4

0.2 7 0.2

02 02
0.4 0.4
06 06
-08 -08

Fi1G. 2.4 — Maillage uniforme (a gauche) et B-raffiné (a droite) pour n =8

Maillage uniforme Maillage S-raffiné

n ||eT||O,Q | ‘€T|T7Q ||€T||07Q | ‘67"7',9

2 3.59E-02 1.04E-01 2.57E-02 8.75E-02
4 1.63E-02 7.02E-02 9.02E-03 4.65E-02
8 6.86E-03 4.52E-02 2.87E-03 2.38E-02
16 2.81E-03 2.87E-02 8.65E-04 1.20E-02
32 1.14E-03 1.82E-02 2.53E-04 5.99E-03
64 4.56E-04 1.15E-02 7.23E-05 3.00E-03

TAB. 2.1 — Résultats pour les deux mailllages
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-25F _al
2/3
3l
s

Log(erreur)
!
A
T
Log(erreur)
|
o
T

|
4
T

—45| . @

()
. . . . ) _10 . . . .
0.5 1 15 2 25 3 3.5 4 4.5 0.5 15 25 3 35 4 4.5
Log(n) Log(n)

-
N

F1G. 2.5 — Comparaison des vitesses de convergence pour les normes |e;|. o (a gauche) et ||e-|lo.o (@ droite) sur
les maillages uniformes (1) et S-raffinés

Log(CPU)

10

0.6

02

-0.2 7

-0.6 7

-1.0 7

-14 7

-187]

-227
Log(lle_{tau}l_{0.0mega})|

-26 T T T T T T T
21 23 25 27 29 31 33 35 37

F1G. 2.6 — Erreur |le-|lo,q contre temps CPU pour les maillages uniformes (1) et f-raffinés (2)

Remarque 2.4.1. Sous certaines hypothéses trés restrictives sur le maillage 7, (2.3.1) peut étre démontré d’une
autre maniére. En effet, en utilisant la technique de [9] (généralisée dans [1]), il peut étre prouvé que le systéme
linéaire (2.2.2) est obtenu & partir d’ une formulation mixte de (2.1.1) pour laquelle des estimées d’erreur sur
des maillages raffinés en présence de singularités ont été établies dans [41]. Une autre approche est également
disponible dans [51].

Remarque 2.4.2. Afin d’étre le plus complet possible, signalons plusieurs généralisations intéressantes de la
méthode de Volumes Finis étudiées: Les cas de conditions de bord de Neumann et de Robin sont étudiées dans
[53], le cas de raffinements de maillage de type A.M.R. sur un domine rectangulaire est traité dans [25]. En
outre, signalons [63, 64], ou les auteurs obtiennent des estimées d’erreur pour la méthode de Volumes Finis
centrée cellule sur des maillage raffinées (la technique de raffinement utilisée n’étant pas la méme que la notre).

De plus, le cas d'un opérateur elliptique plus général que le Laplacien sur un domaine non convexe de IR>
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peut étre traité en utilisant, d’une part les résultats de régularité de [46], et la discrétisation introduite dans

[26, 52, 53, 65] d’autre part.
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Chapitre 3

Méthode d’Eléments-Volumes Finis basée

sur des éléments finis conformes en

présence d’une singularité de coin

Nous considérons toujours le probléme elliptique (2.1.1). Nous allons discrétiser (2.1.1) par une méthode
d’Eléments-Volumes Finis ([8, 22, 57]). Le principe de la méthode consiste & construire une triangulation de

Q qui constituera le maillage primal, puis & partir de celle-ci un ensemble de "boites" qui constitueront le

maillage dual (ces "boites" seront en fait les équivalents des Volumes de Controle de la méthode de Volumes
Finis centrée cellule).

Nous approcherons alors la solution u de (2.1.1) dans I'espace des éléments finis IP'-conformes sur le maillage
primal en discrétisant une formulation intégrale du probléme par les Volumes Finis sur le maillage dual. 1l est

a noter que le principe de conservation du flux sur le maillage primal sera implicitement vérifié.

3.1 Notations-Définitions

Définissons tout d’abord le maillage primal de (2.

Soit T}, une triangulation de 2. Posons:

— pk := diamétre du plus grand cercle inscrit dansK € Ty,
— hg := diamétre du cercle circonscrit & K € Ty,
— h:= max hg,

KeTy

— Ej(K) := ensemble des arétes de K € Ty,
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— Ej, := ensemble des arétes de (,

~ Ef** := ensemble des arétes du maillage primal situés sur 912,

- E}L” := ensemble des arétes du maillage primal situés a U'intérieur de €,

— Zp(K) := ensemble des sommets de K € T},

— Zy, := ensemble des sommets de ,

— Z{*' := ensemble des sommets du maillage primal situés sur 99,

- Z,i” := ensemble des sommets du maillage primal situés a U'intérieur de €,
— me := le milieu de ’aréte e € Eh,

~ (.,.)k = le produit scalaire standard sur L?(K), K € T},

Définissons & présent le maillage dual de €.
Soit K € T},.

Posons zx un point quelconque inclus dans K et z € Z,(K). 1l existe donc e, | € E,(K) tels que z := eN1.

Convenons que

by i = Convlzk, z, Mme, my] .

Nous définissons I’ensemble des éléments du maillage dual en posant :

Bp:={b.:z2€Zy},
ou b, := U b,k (voir figure 3.1).

KeT,
z € Zp(K)

2K

2K

aﬂ\

Fic. 3.1 — boite b, pour z € Zi" et z € Z§"!

Introduisons:
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th::{vh:Q—>lR : ’Uh‘KE.lpl(K),VKETh}ﬂCO(Q),

*Xg:Z{UhEXh : U}J@QEO}.

X} est un espace d’approximation conforme dans le sens ot la solution u de (2.1.1) est incluse dans H} (1)
et X)) C H}(Q) (voir [24]).

Introduisons enfin, pour z € Z, x, : @ = IR, ot {X:}.cz, constitue la base canonique de X}, ainsi que ¥,
la fonction indicatrice de b..

Nous appelons alors

- Xh = [{Xz}zezh ]vect ;

- Xg = [{XZ}ZGZ}LL" Jvect -

Clairement pour v € Xj,ouv := Z v(z)x, nous pouvons associer un unique élément v := Z v(z)x. € Xy

2E€Zn 2E€Zn
et réciproquement. Définissons en dernier lieu les deux fonctionnelles suivantes qui nous seront utiles tout au

long de cette section:
a: H'Y(Q)xHY(Q) — IR,
(v,w) — / Vv . Vw dz |
Q

ap (HQ(Q)-FX}Z)X(HQ(Q)-}—X}Z) — IR,
(v,w) — —Z /Bb w(z) 88:2 ds .

€7

3.2 Schéma numérique

Nous intégrons (2.1.1) sur I'ensemble des Volumes de Controle intérieurs a €2, c’est-a-dire sur {b.},¢ i, puis

appliquons la formule de la divergence. Nous obtenons ainsi

ou
b, 5n2

ds = / f(z) dz,¥ z € Zj" | (3.2.1)
be

ol n, est la normale unitaire sortante a b,.
La formulation de (2.1.1) au sens des Eléments-Volumes Finis conformes est donc de trouver ugc € X}

vérifiant :

(_lh(uBc,Uh) = (f,’l}h)Q , Vo € Xg . (322)

Remarque 3.2.1. Nous avons tenu compte des conditions de bord en posant upc|sq = 0.

Donnons la proposition suivante reliant les fonctionnelles af(.,.) et ax(.,.):

Proposition 3.2.1. Soient vy, w, € Xp. Nous avons :

a(vp,wp) = ap(vp,wy) -
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Preuve: Nous utilisons dans un premier temps la formule de Green pour passer d’une intégrale curviligne
a une intégrale de surface. L’idée de la preuve consiste dans un second temps & exploiter le fait que v, €

IPY(K),V K € Ty. Pour plus de précisions, le lecteur pourra se référer a la preuve du lemme 3 de [8]. -
Nous énoncons alors la proposition d’existence et d’unicité de la solution de (3.2.2):

Proposition 3.2.2. Considérons les maillages Ty, et By, de Q fizés. Le systéme (3.2.2) admet alors une unique

solution upc € X)) .
Preuve:
Fixons les maillages T}, et By, de 0 .
Etant donné que nous sommes en dimension finie, nous n’allons démontrer que l’injectivité du systéme

linéaire (3.2.2). Dans ce but, nous posons f = 0 et donc upc solution de:

-/ agszcds =0, VzeZn. (3.2.3)
Montrons que upc=_0.
Par (3.2.3), nous avons
an(upc,wn) = 0, Yo, € XD
U
an(upc,upc) = 0
| proposition 3.2.1
a(upcupc) = 0,
U
[Vupclio = 0.

D’out, comme dans Hg (Q), [|.]l10 <.

1,0 (voir [80]), nous avons ugc = 0.
Remarque 3.2.2. nous pouvons, grace a la proposition 3.2.1, reformuler (3.2.2) par:

a(UBC':Xz) = Af X:dr ,Vze Z;zn :
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La méthode d’Eléments-Volumes Finis apparait alors, dans ce cas ci, comme une méthode d’Eléments Finis
avec intégration approchée du second membre. La proposition 3.2.2 aurait donc pu étre démontrée en utilisant
cette remarque. Signalons cependant que ceci n’est plus vrai lorsque nous ajoutons au probléme (2.1.1) un terme

de convection ou de réaction.

3.3 Reésultats préliminaires

Donnons dans un premier temps la
Définition 3.3.1. Soit T}, une triangulation de Q et 8 € [0,1].

Nous dirons que T}, est une triangulation réguliére S-raffinée de , si il existe £ > 0, telle que les 3 conditions

suivantes soient vérifiées :

h
(HV) :VK €Ty, 1< K < &, autrement dit T}, est une triangulation réguliére de €2,
PK

(H2) : VK € Ty, hk thﬁ , si K a un sommet en O,

(H3) :VK €Ty, hxg <Eh min{l,i}l{frﬁ}, si K n’a pas de sommet en O,

ott r := r(z) = d(2,0), ¥V z € Q. Tout comme dans le chapitre précédent, I'hypothése (H3') ne s’applique que
localement. En d’autres termes, si nous nous situons loin de la singularité, cette hypothése est inutile.

Remarque 3.3.1. La condition (H1’) est une condition qui permettra ’application de théorémes de trace et de
plongements de Sobolev tout comme dans les méthodes d’Eléments Finis. Les conditions (H2’) et (H3’) sont
quant a elles des conditions de raffinements de maillage dues & la présence d’une singularité en O. Pour de plus

amples informations sur ces conditions, ainsi que pour connaitre le mode de construction de telles triangulations,

le lecteur pourra de référer a [89, 46].

Donnons & présent le

1
Lemme 3.3.1. Soit T, une triangulation de Q satisfaisant 4 la condition (H1’) et B € [0,5[. Fizons K € Ty,
et o un segment inclus dans K.

Alors :

2
v
/v2 ds < (”}Lﬂ iy \v\i,() VY veHYQ), (3.3.1)
o K

si K n’ a pas de sommet en O.

2
v
/1)2 ds < (m +hi? \vﬁﬁ,{) ,Vove HY(Q), (3.3.2)
- hK [I=g]
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st K a un sommet en O.

Preuve :
Nous ne démontrerons que (3.3.2), pour obtenir (3.3.1), il suffira de poser 8 := 0.

Soit K € T, avec O € K et K le triangle de référence. Nous avons alors

ol ok S (10l s+ ol i) ¥ 0 € HVA(K). 333

grace a la proposition 1.2.4.
Nous prolongeons maintenant 6 pour obtenir un second segment ; tel que les extrémités de 6; appartiennent

4 K. Nous notons alors A le triangle inclus dans K, tel que 4 soit un coté de A (voir figure 3.2).

3>

A

A A ~

Fic. 3.2 — triangle K, 6, 61 et A

Par la formule de Green appliqué sur fi, nous avons

aA2
/ P ds= | S di,Vie {12},
0.4 A 0%

ou, pour i € {1,2}, n; désigne la i composante de la normale extérieure sortante a A. Nous multiplions cette

identité par 7|5, et sommons sur ¢ = 1,2. Nous obtenons alors

E’\
>
o
QU
>
IN

2/ 0 di + 4/ 16||V| dé
8A\6, A

2/ 02 ds + 4/ [0||VD| di: .
oK K

Or, l'inégalité de Holder et le plongement (voir [46])

(3.3.4)

IN

N . 4 1 1
WP (K) < LY(K) ,¥p> 3 avec -—+-=1
p q

conduisent a



J16lVel di < Yl 11905 S 161 ¥ 0>
K

Nous utilisons & cet instant le plongement de la proposition 1.2.4 qui fournit, avec ce qui précéde,

~ ~ L < ~112 R L
[ blveldi S ol VB <

Cette estimée, ainsi que (3.3.3) et (3.3.4), aménent a

/@2 ds S oIy 5 + 19 5 4 -
g

Nous introduisons & présent le changement de variable

K,

—

. a; \3
avec, si K a pour sommet ( ) , alors:

BK — as —a; a3z — ap ’
by —b1 b3 —b;

br = “
by

1

W W~

41

(3.3.5)

ou By satisfait |||Bk||| ~ hx grace a (H1’). Nous utilisons cette transformation, (3.3.5), ainsi que le fait que

|o| < hk pour conclure et obtenir (3.3.2).

1
Lemme 3.3.2. Soit T}, une triangulation de Q qui satisfait a 1 hypotheése (H1') et B € [0,5[. Fizons K € Ty,

avec s, p € Zp(K) (voir figure 3.3).

Nous avons alors :

a 2
‘ / v ds ‘ < (\UE’K—}—h%{h}@,K) ,VUGHQ’B(K) ,
db,MBb, ons

si K n’ a pas de sommet en O,

O 2 _
‘ /9 ds ‘ S ( \v\inLh%( 28|’”|§,B7K) ,VveHP(K),

bsNOby ons

si K a un sommet en O,

ot dans (3.3.6) et (3.3.7), ns désigne la normale unitaire sortante a bs sur Obs N Oby.

(3.3.6)

(3.3.7)
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Fia. 8.8 — triangle K et s,p € Z,(K)

Preuve:

Pour K € T}, et s,p € Z,(K), nous appliquons l'inégalité de Cauchy-Schwarz, d’ou

Ov 2
‘ / ds ‘ < hi / Vol? ds .
Ab,NBb, ons Ab,Ndb,

Nous concluons alors en utilisant les résultats (3.3.1) et (3.3.2).

3.4 Majoration d’erreur

. 1
Théoréme 3.4.1. Considérons u € H*5(Q), on B € |1 — 2,5[, (resp. upc € X})) solution de (2.1.1) (resp.
w
(3.2.2)). Soit Ty, une triangulation réguliére S-raffinée de Q.

Alors, nous avons :

1
5o0+Ifl50)2 - (3.4.1)

lu —upcllia < b (ju

Preuve:

Notons avant tout que (3.2.1) et (3.2.2) impliquent que
dh(u — uBc,’Uh) =0, Yoy, € Xg ,

d’ou

ah(UBO — wh,vh) = Ezh(u — wh,vh) , ¥V vp, wp, € Xg (342)

1l vient alors que, pour wy, € X} :
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ap(u — wpwp) an(upc — wp, vp)
sup —_— = sup
vy € X0 vn 1,0 vn € X0 [vn 1,0
vp #0 v #0

a(upc — wp,vp)

= sup
prop. 3.2.1 vp € Xg |’Uh|1,Q
vy #0
> upc — wili,0 ,

car upc — wp, € X°. D’oti, par Iinégalité de Poincaré (voir [80]):
h

ap (U — wh,vh)

1,0

lupc —wnll1o S sup
vp EXE |'Uh
vy #0

Y wy, € X)) (3.4.3)

Remarquons alors que, pour vy, wy, € X :
B O(u — wy,
an(u — wp,vp) = Z vp(2) / % ds
in b Nz
2€7Z}

Nous appliquons alors I'inégalité de Cauchy-Schwarz suivi du lemme 1 de [8] au membre de droite de ’égalité

précédente pour obtenir

= wnon)l = | Y onte) = m) [ A g

dbsNAby, on

s,pEZLn
4
_ O(u —wy) |2 7 0
|an(u —wh,vn)| S ol ( Z 5 ds ) , ¥ up, wy € X)), (3.4.4)
N "

Nous majorons alors la sommation du membre de droite de (3.4.4) en utilisant le lemme 3.3.2. Nous obtenons

alors

\dh(u — wh,vh)\

1
2 2 2 2-28 2 2 0
S e (u-wilfa + > Bk uBx + Y B uBsx) oV on wa € X,
Keqjh Keﬂjh
0¢K 0OeK

Nous utilisons & présent les hypothéses de raffinement de maillage (H1') et (H2') et aboutissons alors a:

W=

|an (v —wnvn)| S |on

1.0 (|u - U)h‘iQ + h? |u\§69) , Y op, wy, € XJ. (3.4.5)
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En combinant (3.4.3), (3.4.5) et en y posant wy, := Iu € X} , interpolé de Lagrange de u aux noeuds de T},

nous arrivons a:

||uBc—Iu||1’Q < ||U—IU||1,Q + h ‘U|2,ﬁ’Q. (3.4.6)

~

Nous utilisons en outre 'estimée d’erreur suivante (voir [46]):

lu—Tulig S b lulsa - (3.4.7)

~

(3.4.1) s’obtient alors aisément en utilisant, d’'une part une inégalité triangulaire, et d’autre part les résultats
(3.4.6) et (3.4.7).

Nous allons & présent donner un théoréme qui établit, sous certaines hypothéses supplémentaires, une ma-
joration d’erreur quadratique sur ||u — upc|lo,o. L’idée de la preuve consiste & utiliser un argument de type
Aubin-Nitsche.

Théoréme 3.4.2. Nous nous plagons dans les conditions du théoréeme 3.4.1. De plus, nous supposons que
f € HY () et que, pour tout K € Ty, zx est le barycentre de K.

Nous avons alors

1
lu=upclloo $ B (luf3 g0+ fl70)? - (3.4.8)

Preuve:
Signalons tout d’abord que nous adopterons les notations et conventions de la preuve du théoréme précédent.

Considérons le probléme auxiliaire suivant :

—A¢ = u—upc dans Q|

(3.4.9)
¢ = 0sur 90N .
Rappelons que I'estimée suivante s’applique (voir proposition 1.2.1)
|plaso + [¢ia S llu—wusclloq - (3.4.10)
Or, par (3.4.9):
lu—upclyq =—(u—upc,Ad)a

= (V(u—-upc),Vo)a ,



en utilisant la formule de Green et en notant que (u — upc)|sq = 0. Il vient donc que

l|lu — UBCH%,Q =a(u—upc,p —v) +a(u—upc,w), Vv € X/? .

Majorons les 2 termes du membre de droite de (3.4.11)

1. Majoration du terme a(u — upc,¢ — v), v € Xp:

En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons :

la(u —upc,p —v)| < |u—upch,alg—vha.

2. Majoration du terme a(u — upcw), v € X} :

a(u —upc,w) = a(u,v) — alupc,v) .

Nous remarquons alors que:

a(“:”) = (VUIV’U)Q
= (-Auw)g
vlga =0
= (f:U)Q )

par (2.1.1). De plus

a(upc,v) = — Z /b agsc v(z) ds

2EZim

= (f:f))ﬂ 3
en appliquant la proposition 3.2.1 suivi de 'égalité (3.2.2).

Il en résulte que:

a(u —ugc,w) = (fv—10)q .

Afin de majorons le membre de droite de (3.4.13), nous notons tout d’abord que:

(f:v_’lj)ﬂ = Z (f,’U—Q('U))K,

KeTy

45

(3.4.11)

(3.4.12)

(3.4.13)
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o, VK € Th, Qv)|k = Z v(2) Y-
ZEZ],L(K)

1
Posons pour tout K € T, M%(f) := W/ f dzx, valeur moyenne de f sur K. Nous avons alors:
K

(fo-a= 3 (f - My(Hw - Q) + 3 (M%(f)v - Qw))x - (3.4.14)

KeTy KeTy,

Or,V K € T}, par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons:

|(F = M%(Fw = Qx| <IIF = M%(Pllok IIo = Q0)llox

S h%{ flik |v

1,K

par un argument de type Bramble-Hilbert (voir [80]). De plus, V K € T},

M%(f)w— Qu)k = M%(f) / (v — Q) de

K

par intégration numérique (voir [24]) et car zx est le barycentre de K. Il en résulte donc, en utilisant les 2

résultats précédents dans (3.4.14), que

[(fo =)k < B2|f

1,Q \U 1,Q -

Ceci fournit dans (3.4.13):

la(u —upc,w)] < A2 |flia [v)hia - (3.4.15)

Nous utilisons & présent (3.4.12) et (3.4.15) dans (3.4.11). Par conséquent

lu—upcllfe < llu—upclhiellé—vlie
(3.4.16)

+ h?|f

1.0 (Jv—"90ha + |dia) VveX).

Il suffit & présent de poser dans (3.4.16) v := I ¢, interpolé de Lagrange de ¢. Cet interpolé vérifie une estimée

analogue a (3.4.1). De ce fait, nous avons:



47

2,8,Q

lu—uscllie < llu—uscllooh|é

+h? [ flia (1+h) (Idhe + [¢ls0)
S llu—ugclloa b (hflia + llu—usclloa) ,
(3.4.10)

ce qui permet, en utilisant le résultat du théoréme 3.4.1, de conclure & l’estimée du théoréme.
|

Remarque 3.4.1. Dans le cadre de la démonstration du théoréme 3.4.2, il peut étre prouvé qu’il est indispensable

que, pour tout K € T}, zx soit le barycentre de K (voir [57]).

3.5 Essais numériques

Nous nous plagons sur le méme domaine €2 et considérons la méme équation que dans les essais numériques
du chapitre 2. La figure 3.4 représentent les maillages utilisés (ot nous précisons pour le maillage S-raffiné que
8= %), les résultats de ces tests étant donnés dans la table 3.1. La figure 3.5 donne la vitesse de convergence en
fonction de n de ugc vers u sur les deux séries de maillages (uniformes et raffinés) et illustre bien la nécessité de
travailler avec un maillage (-raffiné afin de restaurer la vitesse de convergence optimale de la méthode étudiée.
La figure 3.6 fournit la précision obtenue en fonction du temps de calcul nécessaire, 14 encore, I’avantage d’utiliser

des maillages raffinés de maniére adéquate est flagrante.

10 14

10

0.6

0.2

0.2

—06 7}

F1G. 3.4 — Maillage uniforme (a droite) et S-raffiné (a gauche) pour n = 8
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|| | Maillage uniforme | Maillage S-raffiné ||
n lu — upcllo,0 llu —upclli .0 llu —upc|lo.0 lu —upcllio
2 3.03E-02 2.44E-01 2.43E-02 2.07E-01
4 1.36E-02 1.52E-01 8.43E-03 1.13E-01
8 5.96E-03 9.67E-02 2.69E-03 6.15E-02
16 2.53E-03 6.14E-02 8.16E-04 3.33E-02
32 1.05E-03 3.89E-02 2.40E-04 1.78E-02
64 4.32E-04 2.46E-02 6.88E-05 9.48E-03

TAB. 3.1 — normes ||lu — ugpcllo,o et ||u — upclli,0 pour les deuz maillages

|
)
T

Log(erreur)
|
©
Log(erreur)

-7k

)

I I I I I I I , ~10 I I I I I I I ,
0.5 1 15 2 25 3 35 4 4.5 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4 4.5
Log(n) Log(n)

Fia. 3.5 — Comparaison des vitesses de convergence pour les normes ||[u —upc|l1,0 (4 gauche) et ||lu — upc|lo.q
(a droite) dans le cas d’un maillage uniforme (1) et dans le cas d’un maillage B-raffiné (2)
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° Log(CPU)

-0.4
-0.8 |
-12
@

-16 7|

-2.0
ILog(lu - u_{BCHI_{0.2,0mega})|

-24 T T T T T T T T
22 24 26 28 30 32 34 36 38 4.0

F1G. 3.6 — Précision obtenue contre temps CPU pour |lu — upclloo dans le cas d’un maillage uniforme (1) et
dans le cas d’un maillage (-raffiné (2)

Remarque 3.5.1. Nous attirons ’attention du lecteur sur les premiéres lectures sur la méthode étudiée dans ce
chapitre, plus précisément [16], qui suppose que T}, consiste en triangles rectangles ou isocéles, [17] ot les auteurs
utilisent une technique de construction du maillage dual différente de celle employée ici, [94] qui travaille avec
des éléments finis @); sur un maillage primal quadrangulaire et enfin [20] qui introduit une nouvelle approche

pour obtenir une estimée a-priori .
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Chapitre 4

Une méthode d’Eléments-Volumes Finis
basée sur des éléments finis non conformes

en présence d’une singularité de coin

Nous considérons toujours le probléme (2.1.1). Nous allons cette fois-ci discrétiser (2.1.1) par une méthode
d’Eléments-Volumes Finis non conforme. Le principe de la méthode consiste & construire une triangulation
de Q qui constituera le maillage primal , puis & partir de celle-ci un ensemble de "boites" qui constitueront le
maillage dual (ces "boites" seront en fait les équivalents des Volumes de Controle de la méthode de Volumes Finis
centrée cellule). Tout comme pour la méthode précédente, nous approcherons alors la solution u € H??(Q), on
1- g <p< %, dans l'espace des éléments non conformes sur le maillage primal en discrétisant une formulation

intégrale du probléme par Volumes Finis sur le maillage dual.

4.1 Notations

Le maillage primal consiste en une triangulation de 2 pour laquelle nous adoptons les mémes notations que

dans la section 3.

Construisons a présent le maillage dual de Q

Soit, pour K € T}, zx un point quelconque inclus dans K. Pour e € Ej,(K), appelons

bek ={(1—t)zx +tzx : z€e, te[01]},

que nous avons représentée sur la figure 4.1.

Posons alors:
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Fia. 4.1 — exemple de boite be g pour K € Ty, et e € Ep(K)

be7KUbe’L sid K,LeTy, : ezkﬂi,
be :=
be’KSi dKeTy, : eCKnNnon.

Le maillage dual de T} est alors défini par

By, = {be L ec€ Eh}

Rappelons & présent quelques notions sur les éléments non conformes.

Nous notons Sy, I’ espace des fonctions de IP!(T}) continues en m, pour tout e € E;L” Définissons alors

Sg = {Uh € Sh : Uh(me) = 0: Vec EﬁZt} :

Introduisons en outre, pour e € Ei", ott e = K N L avec K, L € Ty, ¢. : @ — IR € Sy, telle que:

( supp(¢.) =K UL,

pe(me) =1, (4.1.1)

L ¢e(my) =0,V 1€ Ey\{e}.

Cette fonction est représentée sur la figure 4.2.

{¢e}ecr, forme une base de S, (voir [95]). De plus, les fonctions v, € Sp, sont dites "non conformes" dans
le sens ou S;, ¢ HE(Q), espace auquel appartient la solution u de (2.1.1). Un exemple de fonctions de I'espace
Sy, est donnée sur la figure 4.5. En outre, plus de détails sur ces éléments non conformes sont disponibles dans

[29]. Pour finir, nous introduisons les deux fonctionnelles suivantes :

an: (H'(Q) +58,)? — IR
(an) — Z (VU ) vw)K ’
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ﬂ'ﬁ

Fia. 4.2 — fonction de base x. pour e € E,ZI”

Enfin, nous convenons que pour vy € Sy telle que vy := E vp(me)de, nous associons une unique fonction
ecEy
, ot ¢, désigne l'indicatrice de la région b.. Réciproquement, &

e

o € IP°(By,) définie par vy, := Z v (me)
ecEy
toute fonction de IP°(B},), nous associons une unique fonction de S;, de la méme maniére.

4.2 Schéma numérique

Reprenons (2.1.1) pour obtenir une formulation du probléme au sens des Eléments-Volumes Finis. Plus
précisément, en reprenant la premiére équation de (2.1.1), en lintégrant sur b, e € Ei", et en appliquant la

formule de Green, nous obtenons

ou
9be 8”5

ds = / f(x) dz ,Vee E™, (4.2.1)
be

ol n, est la normale unitaire sortante a b,.
La formulation de (2.1.1) au sens des Eléments-Volumes Finis non conformes consiste donc & trouver ugpn €

Sg vérifiant :

aUBN

- ds = /b f(z) dz ,Yec E". (4.2.2)

Remarque 4.2.1. Nous avons tenu compte des conditions de bord en posant ugy € Sp.
Nous allons & présent énoncer une proposition démontrée dans [19, 20] qui nous permettra de reformuler

(4.2.2) afin de le rendre plus facilement implémentable. Donnons donc la

Proposition 4.2.1. Soient vy, wy € S,. Nous avons alors :

ap(vp,wp) = ap(up,wp) -

Preuve: L’idée de la preuve est identique & celle de la preuve de la proposition 3.2.1. Pour plus de détails,
le lecteur pourra se reporter au lemme 3.2 de [19].
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Proposition 4.2.2. Considérons les maillages T}, et By, de Q fixés. Le systéme (4.2.2) admet alors une unique

solution upn € 52 .

Preuve:

Introduisons:

Fy, - Sh — IR

v Z vh(me)/b f dx .

eCEp
Clairement, (4.2.2) équivaut a trouver upy € 5’2, telle que ap(upn,vn) = Fy(vy), pour tout vy, € Sg.
Comme le probléme (4.2.2) est posé sur un espace de dimension finie et est linéaire, il suffit de démontrer
P'unicité de la solution ugpy de (4.2.2). Pour cela, fixons f = 0 dans Q.

D’ oun

ah(UBN;Uh) =0,V € Sg

an(upn,upn) =0
{ prop. 4.2.1

ap(upn,upn) =0,

lun|i,n =0

Or |luanlloo < lupnli,n (voir le lemme 4.3.1), d’ott, upny = 0 dans 2, ce qui conclut notre preuve.

4.3 Reésultats préliminaires

Cette section a pour but de démontrer quelques résultats indispensables pour la suite de notre travail.
Lemme 4.3.1. Soit T}, une triangulation de Q qui satisfait a ’hypothése (H1’) (voir définition 3.5.1). Il existe
alors C(Q,8) > 0, telle que:

lonlloe < CE) [vnlin , ¥ vn € (Sp)* .
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Preuve : voir la proposition 4.13 de [95].

Lemme 4.3.2. Soit T, une triangulation de Q qui satisfait o hypothése (H1’) (voir définition 3.3.1) et
1
B € [05[ Fizons K € T}, et appelons e, 1, deuz de ses cotés (voir figure 4.3).

Nous avons alors :

a 2
| / U ds | < Wi B LY ve HP(K) (4.3.1)
Bb.NOb; one

si K n’ a pas de sommet en O,

ov 2 2-2
ds ‘ < kg +R
/Bbemab, on. LK K

Ssk »VveHP(K), (4.3.2)

si K a un sommet en O,
ot dans (4.3.1) et (4.3.2), n. désigne la normale unitaire sortante a be sur dbe N Ob;.
Preuve:

Nous ne démontrerons que (4.3.2), (4.3.1) s’en déduisant aisément.

Soit K € Ty, avec O € 0K.

Clairement, nous avons :

ov 2 N N
| ds| < ¢ hic ( [Vof? ds) . Vo e HY(K) (4.3.3)
9b.Ndb, on. 9b.Ndb,

grace a 'inégalité de Cauchy-Schwarz.

L’idée de la preuve est d’appliquer un théoréme de trace au membre de droite de (4.3.3) mais dans un
sous domaine de K bien choisi. Prolongeons donc le segment 0b, N db; jusqu’au troisiéme coté de K que nous
nommons k, nous appelons py le point ou ce prolongement rencontre k (la figure 4.3 résume la situation). Le

triangle K se trouve, de ce fait, divisé en 2 sous triangles A et B .

Posons alors:

— pa := maximum des diamétres des cercles inscrits dans A ,

— pp := maximum des diamétres des cercles inscrits dans B .

Il est clair que p4 ou pg ~ pr. Nous convenons pour la suite que p4 ~ pg, c’est donc dans le sous triangle
A que nous allons travailler.

Nous avons alors, si nous désignons par h 4 le diamétre de la partie A, que
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e N Ob

Fia. 4.3 — triangle K et sous domaines A et B

/ Vo2 ds < / Vol? ds
db.NAb; 8A

< o IVo[[5.4 1-23 2
€3] (T + hy WU|1,5,A) ;

lemme 3.3.1

Vol &

< 00 (T

1-2
+ hg 7 ‘VUE,LB,K) )

vu que A C K et hy ~ hg . Nous obtenons donc

2
LK 4 h}(_w lv

5 v
/ V]2 ds < C(€) (—
8b.Ndb; hk

En combinant ceci avec (4.3.3), nous aboutissons a 'estimée (4.3.2).

ba)
2,8,K ) -

4.4 Majoration d’ erreur
Dans cette section, nous établirons une majoration d’erreur linéaire du schéma numérique considéré et
prouverons, sous certaines hypothéses supplémentaires, une majoration d’erreur quadratique.

1
Théoréme 4.4.1. Soient u € H>P(Q), ou B € [0,5[, solution de (2.1.1) et Ty, une triangulation réguliére (-
raffinée de Q (voir définition 3.3.1). Introduisons en outre ugn € SY la solution de (4.2.2).

Alors, nous avons :

1
2o T IflI50)® - (4.4.1)

lu—upnllin S h (Ju
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Preuve:

En tenant compte de (4.2.1) et de (4.2.2), nous obtenons

dh(u — uBN,vh) =0,V € 52

an(u — wp,vp) = ap(upn — wi,vg) , YV vp, wy € 52 (4.4.2)
Or, pour wy, € S), comme upy — wy, € Sy, il vient que

an(UBN — Wh,Up)

IV(upn —wn)lloe < sup
vp € Sg
vp #0

an(UBN — Wh,Up)

= sup
prop. 4.2.1 v, € 52
vy #0

D’ ou, grace a (4.4.2):

ap(u — wp,v
V(e —ugn)llog <  sup @n(u = wn,0) Y wy €59 (4.4.3)

vhesg
v #0

Développons quelque peu le terme au numérateur de (4.4.3) : Pour vy, wy, € Sg, nous avons :

=) = | Y wlm) [ X g |

ecEin dbe Te
O(u — wp,)
< K;ﬂg%j o (me) — on(my) | \/ambl Auzwn) g, |
24
< ( > > ‘”h(me)—vh(mz) ‘ )

KeTh e leE,(K)

1

(X = 1]l

KeTy eleEp(K
par |’ inégalité de Cauchy-Schwarz. Il en résulte, grace au lemme 3.5 de [20] (dont nous démontrons une variante

plus précise dans le lemme 4.3.3), que

2\1/2
Ou=wn) 4o | ) . Yoo, wy, €S9 (4.4.4)

|an (v — whwn)| S |vnlin ( Z Z ‘/

n
KeTh e leEp (K 9beNBb; €
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Afin de majorer le membre de droite de (4.4.4), nous devons distinguer les différents cas suivants :

1° cas | K a un sommet en O:

u € H*P(K). Nous utilisons (4.3.2) qui nous fournit que:

O(u — wp, 2 _
Z ‘/ % ds ‘ < C’(\u—wh\iK—l—h; 23\u|§,5’K) ,Vwp, € 8.
e l€Ey(K) 7 0beNObi e

| hypothese (H2')

O(u — wy, 2
> \/ % ds | < W |uBgx + llu—whlllg YV wy € Sh.
el Bp (K) 8b.NOb; e

2° cas |K n’a pas de sommet en O

(4.4.5)

u € H%(K), il suffit alors de reprendre la méme démarche que dans le 1° cas en posant 3 := 0 et de s’ aider

de (3.3.1), (4.3.1) et de '’hypothése (H3') pour obtenir une estimée similaire a (4.4.5).

Nous reprenons (4.4.4), en tenant compte des résultats de notre disjonction des cas pour en majorer le

Y

membre de droite et obtenons

anu—wion) P < ol (B2 [uB a0 + llu—wnl}a) ¥ on, wn € Y.

Ce qui précede ainsi que (4.4.3) fournissent alors

IV(usn —wi)lloo Shlubpo + [lu—wallin, V¥ wn €Sy

(4.4.6)

Posons, dans (4.4.6), wy, := Icgu, interpolé de Crouzeix-Raviart de u. Nous avons par le théoréme 1 de [38]:

1
lu—Tcrullin S k(150 +ul3s0)? -

L’ inégalité (4.4.7) dans (4.4.6) donne:

1
2

IV(usn — Icru)llo.e < b (IfIl5.q+u

2.5.0)

D’ou, grace a l'inégalité de Poincaré discréte

1
lupy — Icrullin S b (1f5.0+ [ul350)? -

(4.4.7)

En utilisant alors une inégalité triangulaire ainsi que (4.4.7) et ce qui précéde, nous obtenons (4.4.1).
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Théoréme 4.4.2. Nous nous replacons dans le contexte du théoréme précédent. Supposons de plus que f €

HY(Q) et que pour tout K € Ty, zx est le barycentre de K.

Alors, nous avons :

1
lu—usnlloo S B (lu %,5,9 + ||f||%§z)2 .

Preuve:

Considérons tout d’abord le probléme auxiliaire suivant :

—A¢ = u—upy dans Q ,

¢ = 0sur 9N .

Nous utiliserons I’estimée suivante (voir [4]) :

[

250 +[9l1,0 Sllv—usnloa -

Notons tout d’abord que, par (4.4.9)

lu—upnlBo = > (u—upy, —Ad)k
KeTy,

= Z (V(u —upn),Vo)k

KeTy

0
_ Z /8K(u—uBN)6—:i dS,

KeTy,
ol n désigne la normale unitaire sortante & K.

D’ ou:

lu—upnllfq < lan(u —upn,¢ —vh)l

+ |ap(u — upnN,vn)|

0
+ | Z /g;K(u_uBN)O_i ds| , Y v, €S .

KeTy

Nous allons dans la suite majorer les 3 termes du membre de droite de (4.4.11).

1. Majoration du terme ay(u — upn,$ — vy) pour vy € S :

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons:

(4.4.8)

(4.4.9)

(4.4.10)

(4.4.11)
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lan(u —upN,¢ —vp)| < | (4.4.12)
2. Majoration du terme ap(u — upn,vs) pour vy € 5'2 :
Notons dans un premier temps que
ap(v —upn,op) = ap(uwy) — ap(usn,vn) , (4.4.13)
par la proposition 4.2.1. Or
ap(u,vp) = Z (Vu,Vup)k
KeTy,
Z (fon)k + Z/ vh—ds,
KeT, KeT, * oK
en utilisant la formule de Green et (2.1.1). De plus,
ap(upn,vp) = v (me / fdx,
eGE”L
car ugn est solution de (4.2.2).
L’égalité (4.4.13) ainsi que ce qui précéde fournissent
an(u —upN,vy) = Z (fon)K
KeTy
+ Z / vh — ds
KET,
- Z vh(me)/ fdz
EGE;;" be
U
ap(u — upN,vp) Z / vha— ds
KeT), 79K n
(4.4.14)

+Z/f Un = Un))

KeTy

Nous allons a présent majorer les 2 termes du membre de droite de (4.4.14).
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Introduisons pour ceci, pour e € Ep,, MY(.) Popérateur de projection orthogonale de L?(e) vers IP%(e). Cet
opérateur vérifie par définition la propriété suivante

/Mg(v)wdsz/vwds,VwGHDO(e),VUELQ()

(4.4.15)
e
Nous avons alors
Z Z /./\/10 —)upds = /M ) (vn|k —vnlL) ds
KETy, e By (K e L ,
=KNL
ou
+ /MS(—) vp| Kk ds
o e on
e € Ep,
e C K
ou
= lel Mg(a—n) (valk = vn[L)(me)
e E,E;Ln,
e=KnNL
ou
+ lel Mg(a—n) vnlk
e € E}imt
e C K
par la formule des trapézes (exacte sur IP*(e)) et le fait que M (8_) est une constante sur e
, n
Or comme vy, est continue en m,, si e € E}", et vp(m.) =0, si e € Ef*, il vient que
S Y /MO— o ds = 0.
KeTy GEEh
Par ce qui précéde, nous obtenons
au ou
S [ upa- % /vh oMUY ds (4.4.16)
KeT, 79K on KeTy, ecEy (K on
De la méme maniére
D / M2y g s =0, (4.4.17)
KeTy eeER(K
et

> z/ 6ds=0,

(4.4.18)
KeTy eeEp (K
car dlag =0 et ¢ € H>P(Q) < C°(Q) (voir proposition 1.2.3)
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Par (4.4.16), (4.4.17) et (4.4.18), nous avons:

‘2/ vh—ds

KeTy,
Oou
_‘KGZTHGE; [ (=) (G =) |
-y ¥ / (o0 = 8) = MU = 9)) (52— MUSH)) ds |
KeTy eeEp (K

par(4.4.15). Par conséquent, grace a la proposition 1.2.6,

> [ g as]

KeTy,
< Z hi P |ulas i |on — b1 + Z hk lvn — dl1,x -
KeT, K €Ty
0 ¢€ oK 0 ¢ oK
Il s’en suit, par les hypothéses (H2') et (H3'), que:
By / on o ds| dlin . (4.4.19)

KeTy

b. Majorons Z / f(vy —¥y) dx pour v, € S :
KeTy,
Introduisons pour cela, pour K € T}, la moyenne de f sur K définie par:

1
Mo (f) :ZW/K“”

Nous avons alors, en passant sur le triangle de référence K, que

(4.4.20)
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en utilisant des formules d’intégration numérique exacte sur IP*(K) (voir [24]).

Par conséquent

/I%M?g(f) (O — wvp)dz=0. (4.4.21)

De plus, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz suivi de la proposition 1.2.6, nous avons

| /K (F = M) (on — n) 4| < (1 = MO (Pl el — )l 5

(4.4.22)
S ‘f‘l’f( ‘ﬁh 1,K *
(4.4.21) et (4.4.22) fournissent alors dans (4.4.20):
[ o —m) o | S b onlue Sl (4.4.23)
K
En tenant compte de (4.4.23) et en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous arrivons alors a:
B> / fon—o)dz | < B onlin [flio (4.4.24)
KeTy, K
Nous reprenons alors (4.4.14) et appliquons les inégalités (4.4.19) et (4.4.24) pour obtenir:
lan(u — upN,vp)]
Shlul2,s.0ld = valin + B [onlipl flig -
U
lan(u — upnN,vn)|
(4.4.25)

Sh (Ju

280 +|fli.a) (|0 —vnlin + R |Blin) -

. . 0]
3. Majoration du terme ‘ Z / (u—upn) —(bﬁ ‘
SK 8n
KeTy,
Nous réitérons le raisonnement effectué en 2.a et réutilisons la proposition 1.2.6 pour obtenir :

‘ Z /M((u—uBN) %ds‘

KeTy,
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_‘Z Z / (u —upn) — M(u UBN))(g¢ MY (b))ds‘

KeTy GEEh

< ) hie %16l2s,k|u — upN|1x + ) hi|dle,kx|u —upn|i K -
K eTy K eTy
0 € oK 0 ¢ oK

D’ ou, en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et en tenant compte des hypothéses (H2') et (H3'):

(4.4.26)

u—uBN %ds <
‘Z on

KeTy,

Nous reprenons alors (4.4.11) en tenant compte des résultats des points 1., 2. et 3. (c’est a dire (4.4.12),
(4.4.25) et (4.4.26)) et en posant v, := ¢p(¢), interpolé de Crouzeix-Raviart de ¢. Nous utilisons de plus
Pestimée (4.4.10) qui nous permet d’obtenir (4.4.8).

]

4.5 Essais numériques

Nous nous plagons sur le méme domaine ) et considérons la méme équation que dans le chapitre 3. Une
illustration des maillages utilisés est donnée dans le chapitre précédent (voir figure 3.1). Les résultats de ces tests
sont donnés dans la table 4.1 et la figure 4.4. Ces tests illustrent parfaitement la nécessité d’utiliser un maillage
raffiné de maniére adéquate en vu de rétablir un ordre de convergence optimal pour la méthode étudiée. En
outre, nous montrons sur la figure 4.5 une illustration graphique des approximations obtenues sur un maillage

uniforme et un maillage g-raffiné.

Maillage uniforme Maillage S-raffiné
n lu —upnlloo | lu—upn|lin lu—upnlloe | llu—upn|in
2 4.86E-02 1.59E-01 3.67E-02 1.38E-01
4 1.96E-02 1.05E-01 1.10E-02 7.84E-02
8 7.69E-03 6.76E-02 3.22E-03 4.33E-02
16 3.02E-03 4.32E-02 9.29E-04 2.35E-02
32 1.19E-03 2.75E-02 2.65E-04 1.26E-02
64 4.68E-04 1.74E-02 7.45E-05 6.70E-03

TAB. 4.1 — normes ||lu — upnlo,0 et [|u — upn||1,n pour les deux maillages
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Fia. 4.4 — Comparaison des vitesses de convergence pour les normes ||u —upn||1,n (6 gauche) et ||u —upn|lo.q
(a droite) dans le cas d’un maillage uniforme (1) et dans le cas d’un maillage B-raffiné (2)
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F1a. 4.5 — Représentation de la solution approchée sur un maillage uniforme (@ gauche) et un maillage B-raffiné
(a droite) pour n =4
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Chapitre 5

Méthode d’Eléments-Volumes Finis non
conforme raffinée en présence d’une

singularité de coin pour le probléme de

Stokes

Ce chapitre traite de la discrétisation de I’équation de Stokes stationnaire par la méthode d’Eléments-Volumes
Finis non conforme dans le cas oil nous nous placons sur un domaine  non convexe de IR?.

Nous introduisons tout d’abord le probléme plus précisément.

5.1 Position du probléme et résultats de régularité

Soit 2 un domaine du méme type que celui introduit dans les chapitres précédents (voir chapitre 2 par

exemple). Considérons le probléme de Stokes, plus précisément : Trouver u € H(Q) et p € L3(Q) telles que:

([ —v Au + Vp = fdans Q,

divu = 0 dans Q, (5.1.1)

[ u = 0 surdQ,

ol :

— L3(Q) représente I'ensemble des fonctions de carré intégrable et de moyenne nulle sur le domaine €,
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Y

u
-u= ( ! ) constitue le champ_de vitesse et p la pression (qui sont adimensionnées dans (5.1.1))
Us

- f= ( h ) € (L*(2))? désigne une densité de forces massiques extérieures,

f

— v > 0 représente la viscosité.

Nous introduisons alors la formulation variationnelle de (5.1.1), c’est a dire: Trouver (u,p) € (H{(Q))? x
L3(Q) tel que:

v oa(wy) + b(vp) = (fv)a,Vve(H;(Q)?*,
(5.1.2)
b(u,g) = 0,V qe L3N),

ou:

a: (HY(Q)2x(H'Y()? — IR
2
(V,W) — Z (Dj’l)l',D]'wi)Q s
ij=1
b: (HU(Q)? x I2(Q) — IR
(V7Q) — _(Qadiv V)Q .
Donnons alors le
Théoréme 5.1.1. Le probléeme (5.1.2) admet une unique solution (u,p) € (HL(Q))? x LE(Q). De plus (u,p) est
solution de (5.1.1) avec u € (H*5(Q))? et p € H“3(Q), ou B :=1— X, X étant la plus petite solution positive

non nulle de

sin(Aw) = —sin(w)A . (5.1.3)

Preuve: voir théoréme II.1 de [90], ainsi que [32, 39, 6, 69]. Précisons que, suivant les résultats de [32],
B :=1—\, ou A est le nombre complexe de plus petite partie réelle strictement positive solution de (5.1.3). [69]
fournit alors que la valeur propre en question est réelle.

La solution (u,p) de (5.1.1) présente en fait une singularité de coin en O. Dans le cadre des méthodes
d’Eléments Finis, il faut donc, tout comme dans le cas du probléme de Laplace, exploiter la régularité de celle-ci
en vue d’obtenir un résultat de convergence optimal (voir pour les méthodes d’Eléments Finis [6, 38, 39, 41]).

Nous adoptons par la suite les mémes conventions et notations que dans la section 4, c’est & dire que nous

définissons un maillage primal T}, un maillage dual Bj, ainsi que I’espace S}, des fonctions non conformes sur le
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maillage primal. Nous définissons de plus IP°(T},) comme I'ensemble des fonctions constantes par morceaux sur
le maillage primal de Q (voir [29]). Suivant le méme principe que dans [19, 23, 42], nous aurons T}, qui servira

a définir 'espace d’approximations de la solution de (5.1.1) alors que By, permettra la discrétisation de (5.1.1).

5.2 Schéma numérique

Pour approcher (5.1.1), nous fixons T}, une triangulation et Bj, un maillage dual de (.

Définissons en premier lieu:

an ((sh)u(zarl(my)2 R

(Vi,Wh) — Z > / Voni . Vwp,; dz ,

i=1 KeTy
G : ((Sh)2+(H2(Q))2)2 — IR

Ovp,i
(Vh,Wh) —Z Z ;II; wp,i(me) ds

b ((Sh)2+(H1(Q))2)><lP°(Th) — R

(Vh,an) Z / qn div vy dz ,

KeTy
b - ((sh)2 + (H2(Q))2) x IP"(T}) — IR
(Vh,qn) — > / an Vn(me) . n. ds

eGE”L

ou, pour i € {1,2}

— N, est la i¢me composante de n., la normale unitaire sortante & b, sur e € Ej,

— wp,; désigne ici et dans tout le reste du chapitre la i*™¢ composante de vy, € (L*(Q2))2.

Nous multiplions dans un premier temps la 1°7¢ équation de (5.1.1) par ¢.; := ., i € {1,2}, e € Ei" (voir

la sous-section 4 pour la définition de ¢,.), et I'intégrons sur Q, d’oit:

-V / Au; (Ee,i dr + / D;p a)e,i dr = / f, a)e,i dx Vi€ {1,2}
Q Q Q

—v / Au; ¢e; dv + / Dip ¢, dx / fi beidr YNe€ Ei" Vie {12},
be be be

car supp(ee ;) = b.. En utilisant la formule de Green, nous obtenons enfin
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Bui
Obe 5115

-V

(Ee,i ds + / P a)e,i Nej ds = / f, a)e,i dx ,Vec€ E;Ln ,Vie {1,2} (521)
Ob, be

Nous multiplions ensuite la 27 équation de (5.1.1) par ¢, indicatrice de K € T}, et I'intégrons sur € pour
obtenir, V K € T}, :

/ ¢ divuder =0. (5.2.2)
Q

En utilisant (5.2.1) et (5.2.2), nous avons que la formulation de (5.1.1) au sens des Eléments-Volumes Finis

est de trouver (up,pg) € (S})? x IP°(T},) vérifiant :

vap(up,wy) + bp(wips) = (£,Wh)a, V wy, € (SP)?,
(5.2.3)
bh(uB:Qh) = 0: v an € HDO(Th) )

ou ap, by et by, ont été données précédemment.

5.3 Reésultats préliminaires

Dans cette partie, nous donnons quelques lemmes qui vont tout d’abord nous permettre dans un premier
temps de changer la formulation de (5.2.3) puis ensuite d’énoncer un théoréme d’existence et d’unicité de la
solution (up,pp) € (S)? x IP°(Ty) de (5.2.3). Pour tout le reste de cette partie, nous supposons que T}, est
une triangulation réguliére S-raffinée de Q (voir hypothéses (H1’), (H2’) et (H3’) de la définition II.1).

Lemme 5.3.1. V (v, wi) € (S9)? x (S))? :

an(Vi,wn) = an(Va,Wh) -

Preuve : Conséquence directe de la proposition 4.2.1

Lemme 5.3.2. V (vj,qn) € (S9)% x IP°(T},) :

b (Vioqn) = ba(Va,an) -

Preuve :
Comme les 2 formes by, et by, sont bilinéaires, il suffit de démontrer le lemme pour vj, = ¢e,i, ou i € {1,2}
et e € Ei" et q; := ¢K, ot K € T,

Nous supposons que e € Ej(K), sinon ’énoncé est trivialement vrai.
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br(¢eirdr) = Z / Bk e i ds
1By (K) 7 OUNK
= Z (— /¢K Gei nui ds -I-/ Dibr e dx
IEEL(K) L br,x

+ br Digei dﬂ:)

b x

- Z br de.i(mu) i

lEEL(K)

=- /l¢K Ge,i M ds
(K)

[

leEy,
= _/ ¢K Di¢e,i dx
K

= bp(¢e,i,0K) -
|

Pour terminer cette série de petits lemmes, nous énongons la condition inf —sup pour le couple (S))? x
IP°(Ty,) et I'inégalité de Poincaré pour les fonctions de (S))2.
Lemme 5.3.3. [14, 29]

Il existe C(Q2) > 0, telle que:

by (Wh,qn
sup AL 00) Naullon L Y an € POT).
wy, € (S9)? ‘Wh|1,h

wp #0

Preuve: L’idée de la preuve consiste a déterminer, pour g, € IP°(T}), un élément wy, € (S5)? vérifiant

divwylk = qulg VK €T},

Whli,x < llanllo,x -
[ |
Nous modifions la formulation de (5.2.3) qui devient, grace aux lemmes 5.3.1 et 5.3.2:
Trouver (up,pgp) € (Sp)? x IP°(T}) vérifiant :
v ap(up,wn) + bn(whpp) = (£,Wn)a, ¥ wi € (S})*
(5.3.1)

bn(up.gn) = 0,V q, € IP°(T}) .
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Nous pouvons a présent énoncer le

Théoréme 5.3.4. Le systéme linéaire (5.5.1) admet une unique solution (up,pg) € (Sp)? x IP°(Ty).

Preuve :
. . . . . 0
Comme nous sommes en dimension finie, nous allons uniquement montrer que si f = ( ), alorsup = ( )
0
et pp = 0.

0
Posons dans (5.3.1) f = ( 0 ) et wy :=up, d’ou:
v ap(up,ug) + bp(up,pp) = 0,
br(up,gn) = 0,V g € IP(T})

U

|llB|1,h = O car pp € IPO(Th)

luplloe = 0,

0
grace au lemme 4.3.1. Il est alors clair que up = ( 0 )

En tenant compte de ce qui précéde, (5.3.1) implique

br(Wh.pp) =0,V wy, € (Sp)?

U
b
sup | h(whapB)| -0
wy, € (S9)? \Wh|1,h
wp #0
U
IpBlloe = 0,

grace au lemme 5.3.3. Nous avons donc pp = 0, ce qui conclut la preuve.
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5.4 Majoration d’erreur

Nous donnons deux théorémes: Le premier rétablira, par un raffinement de maillage, une vitesse de conver-
gence linéaire sur la pression (en norme L?) et sur la vitesse (en norme H'), Le second rétablira, sous certaines

hypothéses supplémentaires, une vitesse de convergence quadratique sur la vitesse (en norme L?).

Théoréme 5.4.1. Soit (u,p) € (H}(Q) N H>5(Q))? x L2(Q) N HYA(Q) la solution de (5.1.1), ou B =1—X (A
étant donné par (5.1.3)). Considérons de plus Ty, une triangulation réguliére B-raffinée de Q de pas h, By un
maillage dual de Q et (up,pg) € (S))? x IP*(T}) la solution de (5.3.1).

Nous avons alors

|lu—up 2,80+ [p

1,8.9 ) :

Le théoréme 5.3.4 garantit ’existence et I'unicité de la solution de (5.3.1). Nous introduisons dans un premier

vt = palloa S b (1Ifloe + o

Preuve:

temps I’approximation de (5.1.1) par la méthode des Eléments Finis, plus précisément: Trouver (uy,ps) €
(S9)? x IP°(T},) vérifiant

v oap(up,wp) + bu(whpp) = (Fwi)a , V wy € (S))? .
(5.4.1)
bn(un,gn) = 0,V q, € IP°(Ty) ,

ot ap(.,.) et by(.,.) ont été données auparavant. En outre, il est bien connu que ’estimeée suivante s’applique [39]

u—unlin+ P = palog S b (Julaso + phse) - (5.4.2)
Nous soustrayons alors (5.4.1) & (5.3.1) et obtenons
v ap(up —up,wp) + bp(wppp —pp) = (£.%, —wa)a ,V wy, € (S3)?,
(5.4.3)

bp(up —up,qn) = 0,V qn € IP°(T}) .

Introduisons & présent ep, := ug — uy. Nous posons alors wy, := e, € (S9)? dans (5.4.3), d’ou

vlenli, + bu(enps —pn) = (f.€n —en)a ,
(5.4.4)
bu(en,qn) = 0,V qn € IP*(Ty) .

Or pg — pi € IP°(T}y,), donc, en tenant compte des deux égalités de (5.4.4), nous avons

v lenli, = (f.en —en)a - (5.4.5)
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En utilisant un argument de type Bramble-Hilbert, nous avons

|(£,en —en)al < C€) h |Ifloq len

1,h - (5.4.6)

En combinant (5.4.5) et (5.4.6), il vient que

C
enlin < & n el (5.47)

Nous reprenons alors la premiére équation de (5.4.3) et (5.4.6) qui impliquent, grace a I'inégalité de Cauchy-

Schwarz, que

|br (WhpB — Ph)|
|wh

< lenlin +C€) hlIfllog ¥ wa € (Sp)?

1,h
Y
bh Wh,PB — Ph
sup |bn (W, ) < C(Q8) h ||fllo,c
wp € (52)2 |Wh 1,k
wp #0

en utilisant (5.4.7). Nous utilisons le lemme 5.3.3 et obtenons alors

IpB = Palloo < C(Q.8) h[[ffloq - (5.4.8)

En appliquant alors une simple inégalité triangulaire ainsi que (5.4.2), (5.4.7) et (5.4.8), le résultat du

théoréme est immédiat.

|
Remarque 5.4.1. 11 est possible de discrétiser par la méme méthode d’Eléments-Volumes Finis I’équation de
Stokes généralisée (c’est a dire avec I'apport d’un terme de réaction) et d’obtenir une majoration d’erreur
similaire & celle du théoréme 5.4.1 (voir [23]).

Remarque 5.4.2. En utilisant le lemme 4.3.1 ainsi que (5.4.7), nous obtenons

= wnllin S A (IEloc + fal2s0 + phse) (5.4.9)

Nous donnons a présent un théoréme donnant, sous certaines hypothéses appropriées, une vitesse de conver-
gence quadratique (uniquement pour la vitesse) du schéma d’Eléments-Volumes Finis considéré, cette majoration

étant nouvelle & notre connaissance.

Théoréme 5.4.2. Soit (u,p) € (H(Q)NH2A(0))2x LE(Q)NHA(Q) la solution de (5.1.1). Considérons de plus
Ty une triangulation réquliére B-raffinée de Q de pas h, By, un maillage dual de Q et (up,pg) € (Sy)* x IP°(Ty)
la solution de (5.3.1).
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Nous supposons de plus que £ € (H*(Q))? et que pour tout K € Ty, 2k est le barycentre de K (pour la

définition de zk, pour K € Ty, nous renvoyons le lecteur au chapitre 3 ou 4).

Nous avons alors

lu—ugloo < 1 ( 189+ [[fll0)-

Preuve:

Considérons le probléme auxiliaire suivant

(

—v Ap+Vqg=u—upg dans Q|

div ¢ =0 dans Q

l ¢ =0sur 90 .

Nous remarquons tout d’abord que ’estimée suivante s’applique (voir le théoréme I1.1 de [90])

150 S [[u—ugloq -

Nous considérons de plus (¢4.qn) € (Sp)? x IP°(T}) solution de

( 2 9
v Z Z j¢hZathz quthhz

KeTy i,j=1 KeT, i=1

2
) = Z((U —uB)iwh,i)a , ¥ Wi € (S))°,
i=1

2
Z Z(Sthi¢h,i)K =0,V sy, € IPY(T}) .

\ KeT, i=1

Signalons que, grace a (5.4.2), 'estimée suivante s’applique

|6 = dnllin+llg —anlloe S b (16250 +lgl1,5.0) -

Nous avons alors

(5.4.10)

(5.4.11)

(5.4.12)

(5.4.13)
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lu—uplfq =(u-up, —vAp+Vqgq

Z Z((u —uB)i, — v A¢; + Diq)k

KeTy i=1

—I/Z Z i(u—ug)i,Djdi) K

KeTy i,j=1

3 S - un g o

KGT}, i=1

- Z Z(Di(u —UuB)iq)K

KeTy i=1

+ Z ((u —up)Snk,9)ox ,
KeTy,

grace & la formule de Green (ng désignant la normale unitaire sortante & K € T}). Il s’en suit que

6
la—uplie=3T:, (5.4.14)

i=1



7

T = v Z Z U_UB iy j(¢_¢h)i)K7

KeTy i,7=1

TQZ

VZ Z U_UBZ7D¢hz)

KeTy i,5=1

2
= > (Dignia — an)x

KeTy i=1

Ty= =0 Y Y (- undigs o

KeT, i=1

T4Z

- Z Z i(u—uB)i — Didn,i,qg — an)K -

KeTy i=1

T5Z

-y Z i(w—up)ign)K ,

KeTy i=1

To:= Y ((u—up)Snk,q)sx

KeTy,

L’essentiel de la preuve consistera & majorer tous ces termes.

a. Majorons T :

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons

=

7| <z/(zj§jnD un)ilf )

KeTy t,j=1

W=

(E:fiHDA¢—m»%x)

KETy, i,j=1

|6 — dnlin -
Nous obtenons alors, a I’aide de (5.4.13) et du théoréme 5.4.1:

T2 S 12 u = uslloe (IEloe + [ul2s.e + phse) (5.4.15)

b. Majorons T5 :

2 2
Ty=v Y, Z DjuiDini)k — > Y (Dibnip)k + Y, > (Didnisp— 0k

KeTy i,j=1 KeTy, i=1 KeTy i=1
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—(V > > (DjupiDidni)x — > > (Dignips)k + Y. Y (Ditnipn _Qh)K> :

KETy i,j=1 KTy, i=1 KTy, i=1

Dans un premier temps, nous remarquons que
2

| S (Dignintp— a) — (o5 — an))x |

i=1

)

= ‘ Z(Di(¢ —¢n)is(p—q) — (PB — qn))K

car div ¢ =0 .
D’ou, par l'inégalité de Cauchy-Schwarz

‘i(Difﬁhm(I) —q)— (pB — @)K ‘

i=1

(Ilp = pello.a + llg = grllo.q) -
De plus, par (5.3.1)

2
v Z Z (Djup.i,Djon,i) Z Z Di¢n,ipB) K

KeTy i,j=1 KeTy i=1

= (fa(gh)Q

En outre

2
VZ ZDuza j(bhl ZZ z(bhz

KeTy i,j=1 KeTy, i=1

:—VZZ 'ul¢h2K+ZZ¢hl’ zp

KeTy i,j=1 KeTy i=1

Ty Z Z Ou: ¢hz - Z (¢nSnr,p)ox

KeTy i=1 KTy

Remarquons alors que

v Z Z(Dfui=¢h:i)K+ Z Z(¢h,iaDip)K

KeTy i,j=1 KETy, i=1

= (fv¢h)Q

(5.4.16)

(5.4.17)

(5.4.18)

(5.4.19)
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En procédant comme en (3.42) de [19], il vient que

Z (onSnk.p)ok

KeTy,
-y ¥ / onSnc p ds
KecTh eecER(K
-y ¥ /¢h8nK 6n) (0~ Mir) ds

KeTy EeEh

ot M§(.) est 'opérateur de L?(e)-projection sur IP°(e). Nous obtenons alors, par un argument de type Bramble-

Hilbert, que

S (énSnk.pox| < C R lpli s (5.4.20)
KeTy,
En outre, en réutilisant les mémes arguments que précédemment, nous obtenons
8u2
B> z S o | < (5.4.21)
KeTy i=1
Nous reprenons (5.4.14), (5.4.17), (5.4.18), (5.4.19), (5.4.20) et (5.4.21), nous aboutissons alors &
Ts| < |(F.0n — n)al + (lp = pallo.o + 1la = anlloo) l¢ = dallin
(5.4.22)

+C h (Ipl1.s, Q) [l¢ = énll1n -

Or, en raisonnant de la méme maniére que dans le point 2.b de la preuve du théoréme du chapitre 4 (puisque
f e (H'())? et que pour tout K € Ty, 2z est le barycentre de K) nous avons un estimée similaire a (4.4.23),

c’est a dire:

|(£.6n — dn)o (I¢ = dnlin + [dl1n) - (5.4.23)

(5.4.23) replacé dans (5.4.22) fournit

T2/ < h (h fl1.0 + [plLs,

+ip = pallo.c + la = anlloe ) 116 = énllun

+ h? fliq [l -

Nous utilisons (5.4.11), (5.4.13), ainsi que le théoréme 5.4.1 et aboutissons a
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T2 S 1 u = uplloo (o + o

2,50 + \pll,m) : (5.4.24)

c. Majorons T3 :
En reprenant le raisonnement du point 2.a. de la preuve du théoréme du chapitre 4 (voir estimée 4.4.19)),

nous obtenons

2

0i
|3 Sty | S 1ok - sl

KET, i=1 K

ce qui implique que

T5| < v hldlzpa llu—uplin-

Nous employons alors l'estimée (5.4.11), ainsi que la remarque 5.4.2 et le résultat du théoréme 5.4.1 qui nous

permettent de conclure &

T3] < h* [lu—uglloe (Ilfllo,n + |al2 5.0 + ‘p|1,679) : (5.4.25)

d. Majorons T}y :

Remarquons que, grace a la seconde équation de (5.4.10), nous avons

> (Didnia—an)x = > > (Dil¢i — ¢ni)a — qn)k -

KeTy, i=1 KeTy, i=1

Nous appliquons alors I'inégalité de Cauchy-Schwarz a ce qui précéde et obtenons

‘ Z i(Ditﬁh,i,q—qh)K‘ <l|p—én

KeT, i=1

14 lla —anlloq - (5.4.26)

De plus, en appliquant toujours I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons

‘ Z i(Di(u_uB)iaq—qh)K‘ < \u—uB

KeTy i=1

1.k lg = anlloo - (5.4.27)

Par (5.4.26) et (5.4.27), il vient que

Ty| < (ju—up

Lo+ 10— dnlin) lla —anlloq -

En utilisant (5.4.11), (5.4.13) et le résultat du théoréme 5.4.1, nous avons

Y

T2 S 1 Ju = uslloe (IEloe + [ul2s.e + [Pl se) (5.4.28)
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e. Majorons T} :

Ts=— > (div wan)x + Y (div up,gn)x

KeTy KeTy,

Or, vu que g, € IP°(T}) et que, V K € Ty, div u|g = div ug|x = 0, nous en concluons que
Ts=0. (5.4.29)

f. Majorons Tg :

Remarquons que

Z Z /M ) uSng ds

KeTy, EeEh
= Z MG (q) /(uSnK —uSny) ds ,
Y

0 _
car u = ( . ) sur 9. D’olt, comme u € (C°(Q2))?2

Z Z /./\/l )uSng ds=0.

KeTy eeEp (K

De maniére similaire

Z Z /M )upSng ds =0,

KeTy, EeEh
étant donné que upg est continue en m, pour e € Ei", nulle en m, pour e € Ef* et que ugl|. € IP;(e) pour
e € Ey.

Ces 2 remarques fournissent que

|Ts| = ‘ Z Z / q-— ((u —up)Sng — Mj((u - uB)SnK)) ds‘

KeTy, eeEp(K

<hlq

150 [lu—ug|lin .

Par (5.4.11), le résultat du théoréme 5.4.1 et la remarque 5.4.2, nous obtenons

|Ts| < h* [lu—uglloq (Ilfllo,n + |ul2 5.0 + ‘p|1,679) : (5.4.30)

Nous procédons ensuite a la synthése de nos différents résultats, c’est a dire (5.4.15), (5.4.24), (5.4.25),
(5.4.28), (5.4.29) ainsi que (5.4.30) que nous replagons dans (5.4.14), ceci nous permettant de conclure aisément

au résultat du théoréme.
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5.5 Essails numériques

Posons Q :=] — 1,1[% \ [0,1[x] — 1,0] ("L-shape"). Nous considérons le probléme de Stokes :

/

—Au + Vp = f dans Q,

{ div u = 0dans Q, (5.5.1)

u = gsur N,

\
ol

Cae (M),

u2

f:=(2),f1,fzeL2<ﬂ>,

- 8= ( z: )7 91, g2 € L*(09) .

Nous introduisons (7, 6) les coordonnées polaires standards de IR? centrées en O. Introduisons les fonctions

suivantes
¢1(0) := —sin(A\d) cos(w) — Asin(#) cos(A(w — 0) + 6)
+Asin(w — ) cos(Ad — 6) + sin(A(w — 6)) ,
¢$2(0) := —sin(\)sin(w) — Asin(f) sin(A(w — 0) + 6)

—Asin(w — 6) sin(A§ — 0) ,

ép(8) := 2A[sin((A — 1)8) + sin((A — 1)6 — Iw)] ,

ou
3m . .
S wiE (angle intérieur &  en O) ,

— X est choisi comme étant la plus petite solution positive de (5.1.3), la figure 5.1 illustrant ce choix de A

dans notre cas.

Numériquement, nous obtenons A & 0.5445. Définissons alors

- Uy = r’\¢1(0) y
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(SIN(@*Pirx/2)) ——==

05 4

-0.5 | 4

K L L L L
o 0.2 0.4 0.6 0.8 1

F1G. 5.1 — Localisation de A

— U = r’\¢2(0) s
— =g, 00)

Ces fonctions sont tracées sur la figure 5.2. Nous avons alors que (u, p) est la solution de (5.5.1) pour

f.= ( g ) glaa = ulog (voir [6, 62]). En outre, (u, p) € (H>5(Q))2 x H'#(Q) pour € [1 — A\1[.

Soit n € IN* et h := l

Pour T}, une triangulgtion quelconque de ©, nous introduisons (ug, pg) € (S7)? x IP°(T}) la solution de
(5.3.1). Nous implémentons cette solution sur deux maillages: un maillage uniforme et un maillage S-raffiné
(8 =1- X = 0.4555), tout deux de pas h. Ceux-ci sont représentés, pour n = 10, sur la figure 5.3. Précisons
que ces solutions sont implémentées a l’aide de I’algorithme d’UZAWA (voir chapitre 5.2 de [95]) avec un critére
d’arrét fixé & 10~'2 sur la norme L? de deux approximations successives de la pression.

La table 5.1 donne, pour différentes valeurs de n, I’ erreur commise pour ces deux maillages. La figure 5.4
fournit enfin les divers taux de convergence de la méthode pour les maillages uniformes et S-raffinés. La figure
5.5 représente enfin 'approximation de la pression obtenue sur un maillage uniforme et un maillage §-raffiné.

Nous observons que, pour un maillage uniforme, 'ordre de convergence sur la pression et sur la vitesse
n’est pas optimal, Seul 'utilisation d’un maillage [S-raffiné garantit la restauration de cet ordre de convergence
optimal (c’est & dire 2 pour la norme L? de la vitesse et 1 pour les normes H'-discréte de la vitesse et L? de la

pression.
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-0.0
-1

F1G. 5.2 — Représentation de u (premiére composante en haut a gauche, seconde composante en haut a droite)

et p (en bas)

14

10

06

0.2

-02

0.6

-1.0 0.6 0.2 02 0.6 10 14

F1G. 5.3 — Illustration des maillages utilisés : uniforme (a gauche) et B-raffiné pour 8 =1 — X\ (a droite)
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Maillage uniforme Maillage S-raffiné
[u—upfloo | lu—ugllie [ [lp-psloe [ lu-uploe | [[u—-uslie | Ip—psloe
2,50.10~1 6,85.10~" 1,86.10° 1,81.107! 6,18.10~" 1,84.10°
1,43.107! 5,80.10~" 1,28.10° 6,59.102 4,23.107! 9,55.10~!

7,25.10~2 4,42.10°1 7,67.107! 2,05.10~2 2,51.10~1 4,53.10°1
3,46.102 3,18.10 ¢ 4,62.1071 5,86.10~3 1,38.10 2,19.10 1
1,62.102 2,23.10~1 2,91.10! 1,60.103 7,33.102 1,08.10°1
64 | 7,51.1073 1,54.10~ 1,90.10~" 4,27.10~4 3,81.102 5,43.102

Qo =
MQOO»I;MS

TAB. 5.1 — Erreurs obtenues pour un maillage uniforme et un maillage B-raffiné

2

4l

Log(erreur)
Log(erreur)

1)

)

I I I I I I I , I I I I I I I ,
0.5 1 15 2 25 3 35 4 45 0.5 1 15 2 25 3 35 4 45
Log(n) Log(n)

F1G. 5.4 — Vitesses de convergence de ||{u— ugll1,n, + ||p—pBlloo (¢ gauche) et de ||u— uglloo (& droite) pour
un maillage uniforme (courbe (1)) et un maillage B-raffiné (courbe (2))

"repert’ o “repert’ o

Fia. 5.5 — Erreur ponctuelle sur la pression dans le cas d’un maillage uniforme (& gauche) et un maillage
B-raffiné (& droite) pour n = 8
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Chapitre 6

Discrétisation de I’équation de
Navier-Stokes par une méthode
d’Eléments- Volumes non conforme sur un

ouvert polygonal non-convexe de IR?

Ce chapitre traite de la discrétisation de I'équation de Navier-Stokes par la méthode d’Eléments-Volumes
Finis basée sur les éléments IP;-non conformes (voir [8, 19, 20, 23, 42, 72, 87, 97]) dans le cas ou nous nous

placons sur un ouvert polygonal non convexe de IR2.

Dans un premier temps, nous introduisons I’équation de Navier-Stokes incompressible sur le domaine Q C IR?
donné en introduction, donnons des théorémes concernant ’existence et 'unicité de la solution et énoncons un

théoréme de régularité de celle-ci dans le cas non-convexe.

6.1 Position du probléme et résultats de régularité

Soit Q le domaine de IR? introduit dans les chapitres précédentes. Nous rappelons que I’angle intérieur en O
est noté w (cet angle étant strictement supérieur & 7, ’angle intérieur aux autres sommets de  étant inférieur
am).

Nous considérons sur ) I’équation de Navier-Stokes incompressible avec conditions au bord de Dirichlet,

PR . Uy . .
plus précisément : Trouver un champ de vitesse u = ( ) et une pression p solution de

U2
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([ —v Au+ (w.V)u+Vp="f dans Q,

¢ divu=0 dans Q,

u=0 sur 90 ,

\
ol

— v > 0 représente la viscosité,

- f:= ( j:l ) désigne la densité de forces massiques.
2

Une forme plus explicite de (6.1.1) est donnée par

2
—v Au; + Zuijui +Dip=f; dans Q, Vi€ {1,2} ,
=1

2
ZDjuj =0 dans Q,

i=1

| wi=0 sur 90, Vie {12}

Introduisons & présent la formulation variationnelle de (6.1.1). Dans ce but, posons

a: (HY(Q)*x(H'(Q)? — IR,

2
(V,W) — Z / DZ"U]'DZ"U)]' d:E,
Q

c: (HY(Q)” x (H'(M)” x (H'(Y)? — IR,

2
(u,v,w) — Z /uijviwi d:E,
Q

ij=1
b: L%(Q) x (HY(N)? — IR,
(v,p) — - /Qp div v dz .

(6.1.1)

(6.1.2)

La formulation variationnelle de (6.1.1) s’énonce alors comme suit: Trouver (u,p) € (Hg(Q2))? x L(Q)

satisfaisant
v a(u,y) + c(uu,v) + b(p,v) = (fv)q , Vv e (Hp(Q)?,

b(u,g) =0,V g€ L3Q),

(6.1.3)
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ol nous rappelons que

— (.,.)a désigne le produit scalaire standard sur L2(f2)

~ HZ(Q) désigne lespace des fonctions de H'(2) s’annulant sur 09,

~ L%(9Q) est I'ensemble des fonctions de L?(2) de moyenne nulle sur .

Enoncons alors le

Théoréme 6.1.1. [95]

[[£]lo,0
v2

Sif e (L%(Q))?, alors (6.1.3) admet une unique solution (w,p) € (Hg(2))? x L3(Q) pourvu que soit

"suffisamment petit”.

Remarque 6.1.1. Nous renvoyons a [95] pour comprendre ce que nous entendons par "suffisamment petit".
Nous énoncons a présent le théoréme de régularité suivant

Théoréme 6.1.2. [62, 32]
Nous nous placons dans les conditions d’application du théoréme précédent. Nous définissons en outre A

comme étant la plus petite solution positive de

sin(Aw) = —Asin(w) , (6.1.4)

ol w a €été introduit précédemment.
Alors, la solution (u,p) € (HL(Q))? x L(Q) de (6.1.3) appartient a (H>P(Q))? x HYP(Q),V B € [1 = \,1),

et est solution de (6.1.1).

6.2 Schéma numérique

La difficulté supplémentaire par rapport a la discrétisation de I’équation de Stokes provient du terme convectif

étre numériquement stable, facilement implémentable, mais aussi et surtout conservative en tant que méthode
de Volumes Finis.

Nous allons exposer trois méthodes pour traiter le terme convectif. Nous ne préciserons pas la discrétisation
des autres termes de (6.1.1), celle-ci étant identique & ce qui a été fait dans le chapitre 1.4 traitant de I’équation
de Stokes. En outre, signalons dés & présent que, dans toute la suite, nous utiliserons les notations et les résultats
de ce méme chapitre. Nous introduirons donc trois approximations (uc,pc), (upa,ppa) et (ugy,pev), toutes

les trois dans (S§)? x IP°(T}), mais définies de manieres différentes.
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Nous multiplions le terme convectif de (6.1.1) par ¢.;, i € {1,2} et l'intégrons sur b., e € Ei". Nous

appliquons ensuite la formule de la divergence pour aboutir a

/ (w.V)u ¢ ; do = / u; wny, ds, Vi€ {12} ,VecE", (6.2.1)
be Obe

ou nous rappelons que n_ désigne la normale unitaire sortante a b,.

6.2.1 Premiére méthode: Schéma centré [42]

Nous discrétisons le terme convectif en prenant (6.2.1) ol nous remplagons u; par uc,, ¢ € {1,2}. La
discrétisation de (6.1.1) par la méthode d’Eléments-Volumes Finis centrée s’énonce donc comme suit :
uc,1 042 0 L.
Trouver uc := € (Sy)° et pc € IP°(T},) vérifiant

uc,2

an(ue,dei) +/ uc,; ue.ny, ds+by(deipc) = (fidei)a , Ve € E*, Vie {12},

e

(6.2.2)
bp(uc k) =0,V K €Ty ,
ot ap(.,.) et by(.,.) ont été définies dans le chapitre précédent et ot 1x désigne U'indicatrice de K € Tj,.
6.2.2 Deuxiéme méthode: Schéma décentré amont [42]
Dans un premier temps, définissons, pour e € E;L" I’ensemble des arétes voisines de e par
Ve:={ 1€ Ey\ {e} tel qu'il existe K € T, : el € Ep(K) et ObeNOb; #0 } .
(6.2.1) s’écrit alors
/ (u.V)u ¢e; = Z / u; uny, ds, Vi€ {12} ,VecEm (6.2.3)
be lev, J bendb,

Dans (6.2.3), nous approchons, tout comme dans la premiére méthode, u.n,, par up4.ny, .
L’originalité du schéma décentré amont consiste, dans un second temps, & approcher u; sur 9b, Ndb;, [ € V,

non plus par up 4 ;, mais par UE’X,Z’ , ol, pour i € {1,2}, v € (C°(0b,))? et z € Db, N I,
upa,i(me) si vpamy, () >0,

uDA7i(ml) Si vpa.ny, (CE) <0.

Notons qu’en toute rigueur, nous devrions écrire ujyy’¢ au lieu de u},Y,; (car ce terme dépend aussi de e),

mais nous nous permettons d’omettre ce détail afin d’alléger les notations. La discrétisation de (6.1.1) par la

méthode d’Eléments-Volumes Finis décentrée amont est donc la suivante:
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u
Trouver up 4 := ( P ) € (Sy)? et ppa € IP°(Ty) vérifiant
Up,2

an(upa,de,i) +/ UE’X,?A upany, ds+bp(dei,ppa) = (firpei)o , Ve € Ei", Vie {12},
ab.
(6.2.4)

bu(upa,lg) =0,V K €T}, .

Remarque 6.2.1. Ce type de discrétisation (basée sur le signe d’une certaine quantité, le plus généralement

celui d’un flux) est appelé choix upstream (ou downstream) et est typiquement introduit dans le cadre de la

discrétisation d’un terme de convection par les méthodes de Volumes Finis (voir [52, 72]). Ici, signalons que
c’est un choix upstream qui a été pratiqué, celui-ci assurant le plus souvent la stabilité numérique du schéma

ainsi obtenu.

6.2.3 Troisiéme méthode: Schéma d’Eléments Finis-Volumes Finis [97, 72, 87

Le principe de cette méthode est identique & celui de la précédente & la différence prés que le choix upstream

ne s’y fait pas de la méme maniére. Plus précisément, pour e € Ei", [ € V, et v € (L*(9b.))?, définissons

ugy,i(me) si / vy, ds >0,
8b.Ndb;

uEV7i(ml) si / v.ny, ds <0 .
0b.NOb;

La discrétisation de (6.1.1) par la méthode d’éléments finis-volumes finis s’énonce donc comme suit :

u
Trouver ugy := ( By ) € (Sy)? et ppv € IP°(Ty) vérifiant
UEV,2

an(upv,ide,:) +/ UE&I?V ugy.ny, ds+by(¢eipEv) = (fispei)o . Ve € B, Vie {12},
be

(6.2.5)
bh(upy,dg) =0,V K €T} .

Nous entamons & présent ’étude de 'existence, de 'unicité et des estimées d’erreur pour le dernier schéma,
numérique donné, c’est a dire le schéma d’éléments finis-volumes finis. Signalons dés a présent que le schéma
décentré amont peut se traiter de maniére similaire (voir notamment la remarque 6.3.3). En revanche, pour
le schéma centré, l'existence et 'unicité d’une solution, ainsi que la démonstration d’'une majoration d’erreur,
semble encore un probléme ouvert. Cependant les essais numériques menés pour cette méthode tendent a

suggérer pour ce schéma des estimées similaires aux deux autres.
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6.3 Existence et unicité de la solution approchée

Introduisons tout d’abord

(S1)? = {vh € (S)? : VK € Thp, div va|x =0} ,
(89)% = {vi € ($n)® : vni(me) =0,V ee B, Vie{1,2}},

ch : ((Hl(Q))2+(sh)2)3 — ]R

(up,vh,Wp) — Z Z / uy.np, ds v+’“h Whi -

i=1 e€FE}

Nous donnons tout d’abord quelques lemmes indispensables pour la suite de notre travail.
2
Lemme 6.3.1. Pour uy, € (S))? fizé, cp(up,.,.) est une forme bilinéaire sur ((Hl(Q))2 + (Sh)2) .
Preuve :

La preuve se déduisant aisément par le calcul, nous nous permettons de ne pas 'expliciter ici, nous insistons

cependant sur le fait que ¢p(.,.,.) n’est pas linéaire sur son premier argument (contrairement a la discrétisation

par éléments finis).
Lemme 6.3.2. Pour tout (uy,vy,) € (Sp)? x (Sp)?, nous avons

ch(up,vp,vy) >0 .
Preuve:

Rappelons que, pour e € Ej, V, désigne 'ensemble des arétes voisines de e.

Soit (up,vy) € (S1)? x (Sp)2. Nous avons

2
+7U -
ch(uh,vh,vh) = Z Z / up.1nyp, ds Uy, h Uh,i
Ob.

i=1 ecE},

2
= Z / up.np, ds ’U+’uh ’l)h’i(me)
i=1 ecEy, €V, 0b.NOb,

2
1 ( / 2
_- up.np, dS) [vn,i(me)|*
2 Z Z Ob.Ndb;

car uy est de divergence nulle sur tout K € Tj. Nous obtenons alors



2
cn(an,va,va) = Z
=

1 e€EnplEV,

Or, remarquons & présent que, dans (6.3.1), les termes relatifs & e € Ej et | € V, sont:

- Pour/ up.mp, ds >0:
db.NObL

1
[ ds (fonitmo) = 5 Jonsmol?)
db.NObL

1
+/ uy,.my, ds (vm(me) vp,i(my) — 3 \vhn(mz)\Q)
Ob.NOb;

1 1
= [, ds (5 onsme) = onslme) vnstm) + 5 foni(m)?)
Ob.NObL

== N =

2
/ up.ny, ds (vh7i(me) — vh,i(ml))
Ob.NOb;

( ‘ Abemabl upmp, ds ‘ (”h,z’(me) - ’l)h7i(ml))2

+ ‘ /Bbgﬂﬁbl w0y, ds ‘ (Um(ml) _’Uh7i(me)))2 ) ,

- pour/ up.np, ds <0:
db.NdbI

1
/ uy.ny, ds ('Uh,z'(ml) Vh,i(Mme) — 3 |Uh,i(me)\2)
b, b

1
[ ds (jonslm) = 5 fonsm) )
Ob.NOb;

1 1
=/ up.ny, ds (5 wn,i(ma) | = vpi(my) vni(me) + 3 |Uh,i(ml)\2)
Ob.NObI

g

2
/ up.nyp, ds (Uh,i(me) - Uh,i(ml))
Ob.NOb;

( ‘ /f)bemab, Us-my, ds ‘ (Uh’i(me) B Uh’i(ml))Q

2
+ ‘ / up.ny, ds ‘ (vh’i(ml) —vh’i(me)) ) .
Ob.NOb;

Nous en concluons, grace a ce qui précede et (6.3.1), que

up.ny, ds ‘ ('Uh,z'(me) - 'Uh7i(ml))2 ,

ch(up, vy, vp) :% i Z Z ‘/

i=1 ecEy lcV, 7 0beNdb

de sorte que cp(up,vp,vy) > 0.

1
S [, ds (5 vnilme) - 5 onitmo) )
Ob.NOb;
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(6.3.1)



94

Remarque 6.3.1. Un lemme identique est aisément démontrable par les mémes arguments pour le schéma décen-

tré amont. En revanche, pour le schéma centré, si nous désignons par chDA(.,.,.) la fonctionnelle issue de la discréti-

sation du terme non linéaire de (6.1.1) par le schéma décentré amont et par ¢ (.,.,.) celle issue de la discrétisation

du méme terme par le schéma centré, nous pouvons uniquement montrer que, ¥ uy, vy € (Sp)%, V wy, € (S})?

ef A (an, v wh) = o (Wn,va,wa) | S A agllesl[vallnal[Wallus, ¥ s €]0,1]

Remarque 6.3.2. En remarquant d’une part que, dans (6.2.5), ugy Z Z ugy,i(me)de,; € ( 2) et en
i=1 ecEjn
utilisant d’autre part les lemmes 6.3.1 de cette sous-partie et 3 de la précédente, nous aboutissons a 1’estimée

a-priori suivant :

f
||11EV||1,h < C(Q)w ’

qui sera utilisé par la suite.

Donnons a présent le théoréme concernant ’existence et I'unicité de la solution de (6.2.5).

Théoréme 6.3.3. Le systéme (6.2.5) admet au moins une solution (ugy,ppyv) € (S9)* x IP°(T,). De plus,

soit "assez petit”.

. : [[£]lo,0
cette solution est unique pourvu que 3

Preuve:
La preuve, tiré de [97], suit la démarche de [95]. En outre, nous y préciserons ce que nous entendons par

"assez petit" dans ’énoncé du théoréme 6.3.3.

Démontrons la premiére partie du théoréme

Par le lemme 7 de [29], nous avons que (ugy,ppyv) € (89)2 x IP?(T},) est solution de (6.2.5) si et seulement

si ugy est solution de

v ah(llEv,Vh) + Ch(llEv,llEv,Vh) = (f,Vh)Q Y vy € (32)2 . (632)
Démontrons alors Iexistence d’une solution ugy € ($9)2 a (6.3.2)
Introduisons dans ce but Papplication A : (S 92— ( Ag) deéfini par

A:up — Auy,

ou Auy, désigne Punique élément de ($9)? vérifiant

an(Aup,vi) = v ap(ap,vy) + cp(up,up,vy) — (£.vp)a , ¥ v, € (S)?

L’existence de Auy pour tout uy € (5’2)2 découle du théoréme de représentation de Riesz.

Nous obtenons ainsi un endomorphisme A : uy € ($9)2 — Auy, € (59)2.
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Le lemme 2 de [97] fournit la continuité de A. De plus, nous avons, pour tout u, € (Sg)Z
an(Aupup) = v ap(up,up) + cp(up,up,up) — (Fun)o

>v ‘uhﬁ,h - (fauh)Q ’

par application du lemme 6.3.1. Il vient donc, par utilisation du lemme 4.3.1, que
an(Aunun) > funlin (v [nlin = C(Q) Il )

>0,

CQ)Ifllo.0
v

dés que |up|1p > . Par simple application du lemme I1.1.4 de [95], nous en déduisons qu’il existe

upy € (89)? vérifiant

AUEV =0

v an(ugy,vi) + cn(upyv,ugy,vi) — (£vi)og =0,V vy € (S9)?

c’est a dire d’une solution a (6.3.2).

L’existence d’une solution (ugv,ppv) € (Sh)? x IP°(T)) a (6.2.5) est donc bien démontrée.

Démontrons le deuxiéme partie du lemme

Soient (ugy1,pevi), (Upv2,pEva) € (S9)2 x IPY(T}) deux solutions de (6.2.5). Si nous posons ugy :=

ugy; — ugy2 et que nous écrivons la premiére équation de (6.2.5) pour ugy € (52)2, nous obtenons

v ah(uEVauEV) = Ch(uEV2,UEV2,UEV) - Ch(“EVl:“EVlauEv)

v |UEVE’]1 < |en(ugva,upva,upy) — ch(Upvi,upyva,ugy) ‘ + ‘Ch(UEthEV:uEV)

viugyl?, < CQ) |lueyvlli, ([aevallin + [aevillig)

grace au lemme 2 de [97]. Nous obtenons alors, grace a la remarque 6.3.2 d’une part et au lemme 4.3.1 d’autre

part, que
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f
(v @) v - o 100 gz, <o

v

Ci () ||f

Cl Eﬂg w < 1, nous pouvons en déduire que ugy = 0. Une fois obtenue 'unicité pour
2 v

I’approximation de la vitesse, celle pour 'approximation de la pression en est aisément déduite & 1’aide de la

Par conséquent, si

condition inf-sup (lemme 5.3.3).

|
Remarque 6.3.3. En utilisant la remarque 6.3.1 et les mémes arguments que ceux utilisés dans la preuve précé-

dente, nous pouvons établir un résultat identique a celui du théoréme 6.3.3 pour le schéma décentré amont.

6.4 Majoration d’erreur

Nous réintroduisons tout d’abord la définition d’un maillage S-raffiné, 8 € [0,1], mais en la restreignant
légérement. Nous préciserons au moment adéquat la nature de cette restriction et & quel moment elle s’impose.
Définition 6.4.1. Soit T}, une triangulation de Q et § € [0,1].

Nous dirons que T}, est une triangulation réguliére S-raffinée, si il existe £ > 0, telle que les 3 conditions

suivantes soient vérifiées :

h
(H1") : VK €Tp, 1< K < &, autrement dit T}, est une triangulation réguliére,
PK

(H2") :VK €Ty, hg ~ ¢ hT=E , si K a un sommet en O,

(H3") : VK € Tp, hk ~€ h min{l,i}l{f?“ﬁ}, si K n’a pas de sommet en O,

ot r:=r(2) = d(2,0), V¥ z € Q.
Remarque 6.4.1. Les conditions (H2") et (H3") sont plus fortes que leurs équivalents dans les chapitres 4 et 5

(conditions (H2’) et (H3’)). En effet, ces nouvelles conditions donnent des équivalences entre hg, K € Ty, et h

alors que précédemment nous nous contentions de simples majorations.

Avant d’aller plus loin, introduisons une fonctionnelle que nous retrouverons par la suite. Nous posons donc

ac (@7 +S2) —

2
(U,V,W) — Z Z / Uj D]"UZ' w; dzx .
K

i,j=1 K€T,

Nous donnons avant tout une série de petits lemmes indispensables pour la suite de notre travail.

Lemme 6.4.1. Soit vj, € (Hj(Q))? + (S)?, Nous avons alors

[Villogo S |Valin Vg€ [Loo].
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Preuve:

voir remarque 2.6 de [95].

|
Lemme 6.4.2. Soit up, vi, wi € (H3(Q))? + (S)?. Nous avons alors :
én(up,up,wi) — (Ve Ve, We) | S un — Valie (uslin + [ Velie) [(Walis
Preuve :
Le point clé de ce lemme consiste & remarquer que
‘ Eh(uhauh7wh) - Eh(Vh,Vh,Wh) ‘
= ‘ cn(up — Vi, up,Wp) = Cp(Va,Va — Up,Wp) ‘ -
Nous obtenons alors, par 'inégalité de Cauchy-Schwarz, que
‘ Eh(uhauh7wh) - Eh(Vh,Vh,Wh) ‘
S = valloaelunlipllwhlloae + 1valloaelun — valinl[whlloae
S lun = valinlapliaWalin + [ Valalun = valon|Walis
par le lemme 6.4.1.
|

Lemme 6.4.3. Soit (u,p) € (H2#(0))2x H-5(Q), 8 €]0,1[, la solution de (6.1.1), vy, € (59)2 et T), un maillage

B-raffiné de Q. Nous avons alors

(£,vi)a — én(uu,vy) — v ap(uvy) | < C(Q) C(w,f) h vy,

1,h »

N I fl|4
ou C(Q) € IRY. est une constante ne dépendant que de Q et C(v.f) := |[f|joq + w w.
v
Preuve :
Nous prenons I’égalité (6.1.1) que nous multiplions par v, € (S9)? et intégrons ensuite sur K € T}, d’ou, si

nous désignons par ng la normale unitaire sortante a K sur 0K :
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v Vu . Vv, dx — Vu . ng ds
oK oK

+ /(u.Vu) vy, dx
K

/pdiv (vn) dac+/ vy . ng pds
K 0K

=/fvhd:v,‘v’K€Th
K

U
‘ (fvh)a — én(uu,vy) — vap(u,vy) ‘
=‘—Z Vu.nthds—}—/vh.nKpds‘
Ker, JoK oK

S hilu

2,80 [Vali,n + b Plhige [Valine

en utilisant les mémes arguments que dans le point (3.42) de [19] (que nous avons détaillé dans le chapitre 4).

En utilisant alors le théoréme 2.3 de [62], I’estimée du lemme découle immédiatement.

Lemme 6.4.4. Soient T}, une triangulation réguliére B-raffinée de Q0 et vy, € SY. Nous avons alors

lvnllo.coe < C(R,2) B flonllin , ¥V & €]0,1]

Preuve:

Notons tout d’abord que

lvnllo.co2 = sup [[vnllo,co
KeTy

sup [|9nllg o0 &
KeTy

AN

_1
sup K| 7 ||lunllop K
SHAN

_2
<C() sup he” llvnllop.x

€lh
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1
oit p € IN*, car |K| > p% > g—Qh%( Nous obtenons en résumé
_z
[onllo,co.0 < C(P:8) [lonllopa sup hy” ,Vp>1. (6.4.1)
KeTy,

Or, nous avons, grace & (H1") et (H2"), hgx > ¢ hﬁ, V K € Ty. C’est & ce stade ci que nos restrictions

supplémentaires s'imposent.

Nous en déduisons donc, avec ce qui précéde, que

—2A(B)

lonllo.cc.2 < Cp, ) llvnllopo h™ > ,VpeIN™, (6.4.2)
L A(B) = —
o =
it =7
De plus, nous avons par le lemme 6.4.1 que
lvallop.e < C(.8) |vnlin , VP >1. (6.4.3)

(6.4.2) et (6.4.3) permettent alors aisément de conclure que

lonllo,00,0 < C0,Q) B ) Jloglin

. o 2
ownle) = g

— 0 quand p — 400 .

Remarque 6.4.2. Un lemme similaire est donné dans [97] mais pour une triangulation uniforme. Nous retrouvons
par le lemme 6.4.4 aisément ce résultat en posant dans la preuve de celui ci 8 := 0.
Donnons & présent, le

Théoréme 6.4.5. Soit (u,p), resp. (upv,pryv ), une solution de (6.1.1), resp. (6.2.5).
[I£1lo,0

v2

d’autre part, sous les hypothéses (H1"),(H2") et (H3"),

Si

est "assez petit", nous avons alors, d’une part unicité de la solution de (6.1.1), resp. (6.2.5), et

||ll - uEVHl,h < C(Ba"g:ﬂ) A(Vaf) ht=* , VK€ ]0/1] >
(6.4.4)

lp = pevllee < C(BkQ) B(vf) h'~F ¥V ke]01],
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o

B(uf) = (u+ M) A(w,f)

14

+ [I£flo.0
£115 0
1/2
+ C(vf) ,
Awf) = 14 CWwf) + C(Z’f)

[I£115.0

v3

||f||(2),§z ||f||3,Q
2
14

Cwf) := |fllog +

6

Remarque 6.4.5. La constante C(v,f) a déja été introduite au lemme 6.4.3.

Preuve:

f
[£llo.c "assez petit".

Nous préciserons dans la preuve ce que nous entendons par

Estimée pour la vitesse:

Posons wj, := ugy — vy, ol vy est un élément quelconque de (5‘2)2. Remarquons tout d’abord que, par
(6.2.5)
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14 |Wh‘ih = vV Z (th,th)K
KeTy

= (£,wn —wn)a
+ (f,wr)o — cp(upy,ugy,wp)
— v ap(u,wp)
+ v ap(a — vi,wp)
= (£,wn —wn)a
+ (f,wr)a — cn(upy,ugy,wp)
— v ap(u,wp)
+ v ap(a — vi,wp)
+ én(upv,upv,wi) — ép(upy,ugpyv,wp)

+ Eh(u:uzwh) - 6h(ll,ll,Wh) .

Or, par un argument de type Bramble-Hilbert, nous avons que

(E,wn —wh)al < hlflloq [Walin -

De plus, en utilisant le lemme 6.4.2 et la remarque 6.3.2, nous avons

[£]lo.0
v

‘ én(u,u,wy) — ép(upy upy,wr) ‘ <) lla—ugvlin llwallin,

qui fournit, avec ce qui précede

upvy —vilin < lu=vplia + b [flloq

f
vo@ Mooy,
) (6.4.5)
" l ( ‘ (f,uEV — Vh)Q — ch(u,u,uEV — Vh) -V ah(ll,llEV — Vh) ‘
v [upy — Vali,n

¢p(ugy,ugy,u —vy) —cp(upy ugy.u -V PO
+‘ n(upyv,ugy,upy h) n(upy,upy,ugy h) ‘),VVhe(S,S)Z

lugy — Vali,n
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Nous posons alors dans (6.4.5), v, := ugp, I'approximation au sens des Eléments Finis de u [62]. Nous

obtenons ainsi

fllo,0 fllo.0
(1-c@ o2 Yy el < (14 0@ 02 Y gt + n g0
+ 1 ( sup ‘(favh)Q B 5h(ll,ll,Vh) -V ah(u=vh) ‘
v vi, € (89)? Vilin
vy #0

n sup ‘ én(upy,ugy,vy) — cp(ugy,ugy,vp) ‘ ) _
vy, € (89)2 |Vh|1,h
vy #0

(6.4.6)

La norme |ugy —ugr|i,» apparait alors dans (6.4.6) comme la somme d’une erreur d’interpolation (premier
terme du membre de droite de (6.4.6)), d’une erreur de consistance (second terme du membre de droite de (6.4.6))

et d’une erreur d’approximation de ¢(.,.,.) par cp(.,.,.) (troisiéme terme du membre de droite de (6.4.6)). Nous

allons majorer ces trois termes.

— En utilisant le théoréme 6.4 de [62], nous avons que

la—uprla < CQ) h (C’(zx,f) + @ + % (1/ + @) C(v,f) ) ,

ot C(v,f) a été donnée dans I’énoncé du théoréme.

— Gréace au lemme 6.4.3, nous obtenons que

f —¢ — ,
sup ‘( Vi) — ép(uu,vy) — v oap(a,vy

vy € (8))2 \Vh|1,h
vy #0

) | <o) Gt h,

— Par le lemme 3 de [97], la remarque 6.3.2, le lemme 6.4.4 et les hypothéses (H1")-(H3") , nous obtenons

¢n(upy,upy,vy) — cp(upy,ugy,vy)
sup

vy € (8))2 \Vh|1,h
vy #0

f 2
\ < C(B,5,0Q) h'~F ”Jj# ¥ k€101,

f
Ces trois estimées utilisées dans (6.4.6) permettent, si C(£2) w
v

< 1, de conclure en ce qui concerne la
majoration d’erreur de (6.4.4) sur la vitesse. Démontrons a présent la majoration d’erreur de (6.4.4) concernant

la pression.

Estimée pour la pression :

Définissons

Ph - Q — IR,
1
xr > ﬁh(m):ZW/Kpda:sixEK,KeTh,
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la, IP°-projection de p sur Tj. En utilisant la proposition 1.2.6 et les hypothéses de raffinement de maillage,

nous montrons aisément que

llp = Pulloo < C(Q,6,8) h |p

1,8, -

En outre, en utilisant le théoréme 2.3 de [62], nous obtenons

]2 £l
[fllo,0 , [Ifllo,0 ) _ (6.4.7)

Ip=pnllon < CQ88) (oo + =5 + =%

En utilisant le lemme 5.3.3 (condition inf-sup), nous arrivons &

_m d
ey —fnllon < CQ)  sup  PEV_Pndivvia
vi € (S9)? Valin
vp #0

Nous remarquons alors que V vy, € (S9)2,V K € T, div vi|x € IP°(K) ce qui fournit que (pp,div vp)q =

(p.div vp)q. D’ou

(pEV — p,div vi)q

IpEv = Prllo.o < C(Q) sup (6.4.8)
vi € (59) Valin
vp #0
De plus, en utilisant (6.1.1) et (6.2.5), nous avons
(p—pev,divvi)o = —vay(u—upy,vs)
+en(upv,upy,ve) — c(u,u,vy)
(6.4.9)

+(f,Vh — Vh)Q ,Vvy € (52)2

+ Z Vu . ng vy, ds
KeTy, oK

Pour majorer le premier et le dernier terme du membre de droite de (6.4.9), nous utilisons une inégalité de
Cauchy-Schwarz, ainsi qu'un argument de type Bramble-Hilbert et 1a majoration d’erreur sur la vitesse obtenue
précédemment. Le deuxiéme terme du membre de droite de (6.4.9) se majore quant & lui comme suit :

‘ en(ua,vy) — ep(upy,upy,vy) ‘ < ‘ ¢hn(upy upy,vh) — ch(Upy uEy,vh) ‘

+ ‘ en(ua,vy) — ép(upyv,ugy,vn) ‘

IN

C(B.k,0) W'~ Jlupv |} , [[vallin

+C(Q) Cwf) llu—ugvlie IVallie luevn
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V k € ]0,1], par les lemmes 3 de [97] et 6.4.2. D’ou

‘ ¢n(uu,vy) — cp(upy upy,v) ‘ < C(B:k0)

. IIfl5.a
htr —z vallin

(6.4.10)
~ f
+ 0@ Ot M0 oy vl
V k € ]0,1], en utilisant la remarque 6.3.2 et le lemme 6.1 de [62]. Le dernier terme de (6.4.9) est quant & lui

majorer en utilisant un argument similaire & celui du point (3.42) de [19] (que le lecteur pourra retrouver dans

le chapitre 4) qui fournit:

| S [ Vuonkvids| < C9) Cws) [Elon k.
KeTy, oK

Nous reprenons donc (6.4.8) en tenant compte de (6.4.7), (6.4.9), (6.4.10) et de la majoration précédente,

ce qui nous permet d’obtenir l'estimée de (6.4.4) portant sur la pression.

6.5 Essails numériques

3
Nous nous plagons sur le "L-shape" (c’est a dire ] —1,1[?\[0,1[x] —1,0]). En conséquence, nous avons w = 77r
En outre, nous désignons par (r,0) les coordonnées polaires standards sur ) et désignons par A la plus petite
solution positive de (6.1.4) (numériquement, nous trouvons A = 0.5445).

Tout comme dans le chapitre précédent, nous introduisons les trois fonctions suivantes

®,(0) := —sin(\) cos(w) — Asin(f) cos(A(w — 6) + 0)

+Asin(w — 6) cos(A — 6) + sin(A(w — 0)) ,

D5(0) := —sin(\0) sin(w) — Asin(#) sin(A(w — 0) + 6)

+Asin(w — 6) sin(Af — 0)

Y

®,(0) := 2A[sin((A — 1) + w) +sin((A — 1)8 — Iw)] .

Nous considérons alors le probléme (6.1.1) avec v = 1 et ot f et les conditions de bord sont calculées de telle

maniére que la solution exacte soit donnée par

’I“A(Dl (9)

’I“/\‘I>2(9)
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p=r""18,00) .

Il est possible de démontrer qu’un tel choix implique bien 'unicité de la solution du probléme considéré (voir
[62]). Nous faisons remarquer que ce choix implique que (u,p) est une solution du probléme de Stokes homogéne
sur Q (voir sous-partie précédente).

Cette solution vérifie (u,p) € (H>#(Q))? x H3(Q), ot B:=1 — A, c’est a dire qu’elle présente un compor-
tement singulier en O.

Nous introduisons alors la solution approchée de (6.1.1) par la méthode d’Eléments-Volumes Finis, c’est a

dire la solution du systéme (6.2.5) que nous implémentons sur deux types de maillage :

— Un maillage uniforme,

— Un maillage S-raffiné.

Précisons que, pour résoudre la non linéarité du probléme discret, nous utilisons I’algorithme de PICARD
ol nous avons fixé un critére d’arrét de 10~% (en norme L?). Nous donnons alors, pour différentes valeurs de
n, les résultats de convergence obtenus sur chacun des maillages. Ces résultats figurent dans la table 6.1 pour
laquelle nous précisons que

llu —upvlo.e
||ll - uEV”O,Q,O/o =
lul2,5,0

lu—ugyl|lis
lul2,5,0

||ll - uEVHl,h,o/o =

_Nlp=peviea
lp = pevileg.ee = ——— .
pl1,6.0

La figure 6.1 illustre quant a elle les vitesses de convergence obtenues pour la vitesse et la pression. Au vu

de ces résultats, 'utilisation d’un maillage S-raffiné dans le cas d’'un domaine non-convexe s’avére indispensable
afin de restaurer 'ordre de convergence optimal du schéma numérique considéré. Signalons, & titre indicatif,
que les deux autres méthodes introduites dans ce chapitre donnent des résultats similaires sur les deux types

de maillages utilisés.

Maillage uniforme Maillage §-raffiné
n_ || [Ju— uEV||07Q,o/o| llu — uEV||17h,o/o| llp — pEV||07Q,o/o llu — uEVHO,(Lo o| llu — uEV||1,h7o o| llp — pEVHO,(Lo o
2 8,14.1072 3,04.1071 8,92.107 ¢ 6,28.10~2 2,80.107! 7,17.1071
4 4,70.10~2 2,40.10~1 5,83.10~1 2,40.1072 1,79.107! 3,44.10~1
8 2,39.1072 1,77.10~1 3,37.107! 8,15.10~3 1,03.10! 1,46.107!
16 1,14.1072 1,26.101 1,98.10°1 2,75.1073 5,60.1072 6,40.10~2
32 5,35.1073 8,73.1072 1,23.101 1,00.107° 2,95.1072 3,00.10~2
64 2,50.1073 5,98.1072 7,92.1072 4,07.1074 1,54.1072 1,47.1072

TAB. 6.1 — Erreurs commises dans le cas d’un maillage uniforme et un maillage B-raffiné
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-15r

Log(erreur)

I I I I I I I ,
0.5 1 15 2 25 3 3.5 4 4.5
Log(n)

Fic. 6.1 — log(|[u —ugv|li,nee + IP —PEVi00.en) en fonction de log(n) pour un maillage uniforme (ligne
(1)) et un maillage B-raffiné (ligne (2))



107

Chapitre 7

Application de la méthode
d’Eléments-Volumes Finis non conforme a

quelques cas tests de la mécanique des

fluides

Le chapitre précédent traitait de la discrétisation du systéme de Navier-Stokes stationnaire en dimension
deux par une méthode d’Eléments-Volumes Finis ([42, 97]) dans le cadre de la présence d'une singularité de
coin. Nous nous proposons a présent d’appliquer la méthode introduite & puelques cas tests de la mécanique des
fluides. Rappelons que le systéme de Navier-Stokes stationnaire et incompressible en dimension deux se formule
comme suit :

Soit © un ouvert de IR2. 1l faut trouver une fonction vectorielle u :  — IR (représentant le champ de vitesse

adimensionné) et une fonction scalaire p : Q — IR (représentant la pression adimensionné) telles que

r—iAu—I—u.Vu—l—Vp = f dans Q ,
Re

diva = 0dans Q,
(7.0.1)

u =gpsurlp,

| (Vu—pld) . ng = gy sur 'y,
ol

— Re € IR}, est appelé nombre de Reynolds,
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- T'puly =09,

- fe (L)

gp € (L*(Tp))*, g~ € (L*(TN))*

ng désigne la normale unitaire sortante a 2 sur 992.

Nous précisons que I'implémentation du schéma numérique introduit au chapitre précédent a été faite grace
a un schéma de sous-relaxation présenté dans [96, 30]. Résoudre un systéme de Navier-Stokes revient alors par

cette technique & résoudre une suite de systémes de Stokes généralisés (ou de Oseen).

7.1 Premier cas test: La cavité entrainée

Soit 2 :=]0,1[?. Nous reprenons le probléeme (7.0.1) avec
- FD = 89 s

f::(g)surﬂ ,

r ( ; ) sur {1} x [0,1] ,

1
L ( 0 ) partout ailleurs sur I'p .

La figure 7.1 résume la situation. Nous donnons alors la distribution des vecteurs vitesses et les isobares de
pression de la solution approchée pour Re = 500 et Re = 5000 (voir figure 7.2). Conformément aux résultats de
[95], nous constatons, pour un nombre de Reynolds assez grand, ’apparition de zones de recirculation secondaire
du fluide en diverses zones de la cavité (la zone de recirculation principale se trouvant au "centre" de la cavité).
En outre, nous observons un déplacement du centre du vortex principal pour les différentes valeurs de Reynolds
testées [73]. Citons en outre [54, 18, 42, 43, 73, 95] o1 le lecteur pourra trouver plusieurs autres études numériques

de ce cas test.

Remarque 7.1.1. A titre indicatif, signalons que nous avons utilisé deux maillages différents :

— Pour Re = 500, un maillage constitué de 2660 triangles et de 1404 noeuds raffiné aux coins supérieurs

droit et gauche de la cavité (afin de palier la discontinuité de la solution en ces points),
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— Pour Re = 5000, un maillage constitué de 2757 triangles et de 1450 noeuds raffiné aux coins inférieurs

droit et gauche et au coin supérieur gauche de la cavité (pour capturer les zones de recirculation du fluide).

1= () 0 a=(y)

()

F1G. 7.1 — Présentation du domaine Q et des conditions de bord

7.2 Second cas test: La marche descendante

Soit © :=]0,3[ x ]0.5,1.5[ U ]3,22[ x ]0,1.5[. Nous reprenons le probléme (7.0.1) avec

~ Iy = {22} x [0,1.5] ,

- Ip:=00\Tn ,
f::(g>surﬂ ,

( —6(y — 1.5)(y — 0.5)

0 ) sur la partie (1) de 9 (voir figure 7.3) ,

0
L ( 0 ) partout ailleurs sur I'p ,

gN:z(g)surFN
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i = i
o9 ;” i»%\\\ﬁ 0.9
0.8 TN \L o8l

BN
U o
0.7 IR ‘Q J 0.7
h
0.6 ‘y / ﬂ s 0.6
Ty
051 05f
- S /
<Ay
0.4 s Y 0.4
- <
0.3 : N ~ < / : 03
N - A
. - <. .
0.2~ -~ - - R - . 0.2
01f : R - - 01r
° . . . . °
o 0.2 0.4 0.6 0.8 1

1 . 1-
0.9 s 0.9
08f 0.8
07 0.7
0.6 0.6
05 051
0.4 0.4
03 03
0.2 0.2
01f 0.1f

° . . . . ° . . . .

o 0.2 0.4 0.6 0.8 1 o 0.2 0.4 06 08 1

Fia. 7.2 — Vecteurs vitesses (en haut) et isobares de pression (en bas) pour Re = 500 (a gauche) et Re = 5000
(a droite)

Ce cas test simule I’arrivée suivant un profil d’entrée parabolique d’un fluide sur une marche descendante,
la condition de Neumann (c’est & dire sur I'y) signifie physiquement que le fluide est stabilisé & la sortie de la
marche [7]. La figure 7.4 présente les résultats numériques obtenus par la méthode pour ce cas test & nombre de
Reynolds Re = 100. Conformément & [7, 13, 43, 54, 73], nous observons la présence d’une zone de recirculation

du fluide au niveau de la marche.
Remarque 7.2.1. Pour ce cas test, nous avons utilisé un maillage constitué de 2775 triangles et de 1524 noeuds

raffiné au voisinage du point (3,0.5) pour palier 'effet de la singularité de coin de la solution au voisinage de ce

point (voir chapitre 6).
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(0,1.5) (22,1.5)

1
1) (3,0.5) Q

(0,0.5)
(3,0) (22,0)
F1a. 7.3 — Présentation du domaine

)
==

=2 2.5

F1a. 7.4 — Isobares de pression et zoom sur le point (3,0.5) pour les vecteurs vitesse
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Deuxiéme partie

Méthodes de Volumes Finis et anisotropie

en dimension deux
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Position du probléme

Soit
- Q :=]0,a] x ]0,b[ ,ottaet be IR, ,
- feL*Q).

Considérons le probléme suivant

-2 Au + u = f dans Q,
(1.1.1)
u =0 sur 99 ,

ot p €]0,1] est appelé paramétre de diffusion. De tels problémes apparaissent dans des problémes de thermo-
dynamique ou lors de procédés de linéarisation (algorithme de Newton ou de sous-relaxation). En outre, le
probléme (1.1.1) peut étre considéré comme un probléme modéle dans le sens ou nous pouvons facilement re-
produire le méme type de raisonnement que nous allons tenir mais pour des problémes & terme de réaction non
constant et/ou a terme convectif non nul.

Il est bien connu que dans le cas ou u est "trés petit" devant 1 (ce que nous noterons dans toute la suite de
ce chapitre pu << 1), la solution u de (1.1.1) présente un comportement anisotrope. Plus précisément, si nous
appelons M), la couche d’épaisseur b, := |uIn(p)| incluse dans Q2 et de bord extérieur 0, alors u ne varie sur
M, de maniére significative que dans la direction perpendiculaire & 9 (voir [47, 49]). Ceci vient du fait que,
pour g << 1, l'influence du terme de diffusion devient négligeable par rapport & celle du terme de réaction,
mais que parallélement nous avons u € H2(Q) < C°(Q). En d’autres termes, (1.1.1) est "presque équivalent"

au probléeme

u = f dans

u = 0 sur 0N .
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Or f ne s’annulant pas nécessairement sur 0f) et u devant étre continue sur (), cette derniére présentera un

caractére anisotrope sur M,. Pour étayer notre propos, donnons ’exemple suivant :

Ezemple 1.1.1. Posons Q :=]0,1[% et u : Q@ — IR définie par

u(zy) i =e i +e i —1.

En outre, nous introduisons {I';}?_; comme indiqué sur la figure 1.1.

ry

Iy Q ry

Iy 1

Fig. 1.1 — Illustration des notations de l'exemple 1.1.1

Nous avons clairement que u est la solution de

— > Au + u = —1dans Q,
(1.1.2)
w = e h+e w —1surdN .
De plus,
* u = 6_% ~
I p<<y<1
* U‘Fg = 67% ~
p<<z<1
1
*U‘F3 267;4—67%—1 ~ -1,
n<<y<1i
x 1
*U‘F4 = e vt+e -1 ~ —
n<<ze<1
En résumé, la solution u de (1.1.2) va "tendre", pour u << 1, & devenir la solution de u = —1 dans €, alors

que u|r,ur, = 0. Or, celle-ci étant continue, elle présentera par conséquent un caractére anisotrope au voisinage

des bords I'; et I'y. Cette anisotropie étant d’autant plus grande que p est petit (voir figure 1.2).
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1368

0736
00

Fia. 1.2 — Solution de (1.1.2) pour différentes valeurs de p

Il parait alors logique de tenir compte de ce caractére anisotrope, prévisible, de la solution u en utilisant un

maillage anisotrope.

1.2 Maillages anisotropes

Dans le cadre des travaux sur les diverses méthodes numériques apparait la nécessité d’utiliser des maillages

vérifiant, pour tout élément K de celui-ci,

1< h—K < C, (1.2.1)
PK

ol hk, resp. pk, désigne le diamétre du cercle circonscrit & K, resp. du plus grand cercle inscrit dans K (voir
I’hypothése 3.1.4.3 de [24] pour les Eléments Finis et la définition 3.4 de [52] ainsi que la condition (2.1) de [19]

pour les Volumes Finis). Lorsque C est du méme ordre de grandeur que 1, nous parlerons de maillages isotropes.

A T'inverse de ceux-ci, les maillages anisotropes, présentent la particularité d’étre beaucoup plus fins dans la

direction d’anisotropie de la solution que dans la direction perpendiculaire & celle ci (voir les maillages utilisées
pour les essais numériques dans les sections suivantes). Nous aurons donc C trés grand devant 1, la vérification

de 'hypotheése (1.2.1) tend donc & devenir critique. En fait, nous aurons
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C:=C(n) - .

n—0

D’un point de vue géométrique, ceci se traduit par 'utilisation de triangles (ou de Volumes de Controle
plus généralement) pour lesquels nous avons hy >> hs ol hy désigne la longueur de la base et hs la hauteur

associée du triangle considéré (voir figure 1.3).

h

ha

Fia. 1.3 — Triangle anisotrope K ot hy >> ho

Cette dépendance de C vis & vis de p entraine alors des estimées a-priori peu satisfaisantes que ce soit dans
le cadre de I'utilisation de méthodes d’Eléments Finis ou de Volumes Finis. Dot la nécessité, dans le cadre de
I'utilisation de maillages anisotropes, d’une étude ou les estimées utilisées devront étre plus précises que dans
le cas isotrope au sens ol nous traiterons séparément les dérivées dans les diverses directions (voir sous section
2.1.2 de [4]). Notre but est donc d’adapter ce qui a été fait sur I’anisotropie pour les méthodes d’Eléments Finis
4 diverses méthodes de Volumes Finis (centrée cellule, Eléments-Volumes Finis conformes et Eléments-Volumes
Finis non conformes). Ajoutons que, dans le but de simplifier les démonstrations, les maillages utilisés seront
toujours de type produit tensoriel sur la zone anisotrope (voir définitions de la section 1.3 et de la section 3.1.2
de [4]). Une généralisation & des maillages qui ne sont pas de ce type est possible mais nécessite 'utilisation
d’hypothéses supplémentaires dites d’"angle maximal" et de "systéme de coordonnées" (voir [2, 3, 5, 6] pour

plus de détails).

1.3 Comportement de la solution

Nous énoncons & présent des résultats de régularité sur les diverses dérivées de la solution u de (1.1.1).

Nous subdivisons tout d’abord Q2 comme indiqué sur la figure 1.4, ot nous précisons que b, > 0. Nous posons
4

alors €; := U iy, Vie {23}

=1



—

I I

| |

b |
s, Qs 0,
Q3,1 0 2R |
Qo4 Q3.4 Qs 5

|

0] a

Fic. 1.4 — partition de Q

Théoréme 1.3.1. Soit u € H?(Q) la solution de (1.1.1), ot f est analytique sur Q et satisfait

IV? fllo,co.0 < Cgp vp p!,VpeIN ,

o Cy, v¢ > 0. Alors, pour b, choisi de maniére adéquate, u vérifie

ID%ullg 0,

IN

ID%ull3 o,

ID%ull3 o

IN

ot C > 0 ne dépend ni de u, ni de u.

Preuve:

< C,YacIN? : |a|<3,

cpt2el vV aeIN? - lal <3,

Cp'™2 VacIN? : |a| <3,
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(1.3.1)

(1.3.2)

(1.3.3)

Nous rappelons sommairement 1’idée de la démonstration du théoréme 1.3.1 qui nécessite l'utilisation de

développements de Butuzov [15]. Nous supposons que la solution de (1.1.1) appartient & C*°(Q).

Si nous désignons par u la solution de (1.1.1), nous commengons tout d’abord par écrire que:

u = Usp + Rop ,Vné€lIN

ot {Uap }nemv est un ensemble de fonctions déterminées récursivement, Uy étant construite & partir de f (et du

terme de réaction si celui-ci est non constant) et { Ra,, }nev désigne un ensemble de restes. Le probléme est que
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ces restes ne sont pas négligeables prés des quatre bords du domaine 2 (méme pour n grand). Nous déterminons

alors {E%}; ¢ [1.4] de maniére a corriger ce défaut (et a toujours vérifier (1.1.1)). Malheureusement, le résidu
n € IN

obtenu n’est alors pas négligeable mais prés des quatre coins du domaine cette fois-ci. Nous déterminons donc

{ZiY e [1.4] afin de rectifier ceci (et de toujours vérifier (1.1.1)). Au final, nous arrivons a:
n € IN

u = U, + Ei, + Zi + Ry, ,VnelN, (1.3.4)

ot {Ran}nem désigne un ensemble de restes négligeables sur tout le domaine Q2 pour n suffisamment grand.

Plus précisément le théoréme 2.1 de [49] fournit que:

Rop| < Cop p® ™ ) VnelN, (1.3.5)

avec {Cay, }nenv un ensemble de constantes positives indépendantes de p.

Nous obtenons alors des estimées de majorations ponctuelles sur {Usn }nemv, {E5,} i e [1a] €t {Z5,} i € [1.4]
n € IN n € IN

qui permettent, grace a (1.3.4) et (1.3.5) d’obtenir les inégalités suivantes pour w :

Dou(ey) < € (1 (1 + )

_rp(z.)

('l 4 pmer) e e

rz(z,y)

polel e ) Va = () € IN?

(1.3.6)

ott, pour (z,y) € Q, rg(z,y), resp. rz(x,y), désigne la distance au bord de 2 le plus proche, resp. au sommet de
Q le plus proche, et C' désigne une constante positive indépendante de pu.

Précisons en outre que (1.3.6) est donnée sous réserve de "conditions de compatibilité" sur les données du
probléme (1.1.1), celles-ci servant a assurer la différentiabilité de la solution u. (voir a ce sujet le paragraphe 3
de [49] ainsi que [46]). L’intégration de ’estimée (1.3.6) sur {Q"}ie[[1,3]] fournit alors I’énoncé du théoréme 1.3.1.

1.4 Plan de la seconde partie

Cette partie se décomposera de la maniére suivante: La section 2 présentera la méthode de Volumes Finis
centrée cellule appliquée au probléme (1.1.1) sur des maillages anisotropes. Nous démontrerons en particulier
que l'utilisation de maillages anisotropes permet de restaurer I’ordre de convergence optimal de la méthode.

Les sections 3 et 4 présenteront quant a elles I'application des méthodes d’Eléments-Volumes Finis conforme et
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non-conforme au probléme (1.1.1) sur des maillages anisotropes. Nous démontrerons que la méthode basée sur
des éléments conformes est stable alors que la méthode basée sur des éléments non-conformes ne 'est pas. Afin
de "stabiliser" la méthode d’Eléments-Volumes Finis basée sur des éléments non-conformes, nous utiliserons
des éléments quadrangulaires ce qui nous présenterons dans le chapitre 5. Nous montrerons alors que 'ordre
de convergence de la méthode est rétabli sur ce type d’éléments. Nous faisons dés a présent remarquer que les
arguments utilisés dans les chapitres 3-5 sont faits pour autoriser une généralisation aux méthodes d’Eléments

Finis. De plus, nous précisons que pour toute la suite de cette partie le paramétre u_est supposé "petit" (concré-

tement inférieur & 10~1). Par conséquent, les ordres de convergence donnés par les différents théorémes de cette
partie ne sont pas valables pour p "grand" (pour pu d’ordre 1 en particulier).
Pour terminer cette introduction, précisons que le symbole a < b signifiera qu’il existe une constante C' > 0,

indépendante de a, b, ainsi que du maillage et de u, telle que a < C b.
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Notations importantes de la seconde partie

Domaine

- Q :=]0,a] x ]0,b], a,b >0
— I':= Bord de Q

~ {Q;}3_, := Partition de Q (voir figure 1.4)

Normes
G ouvert borné de IR?, m € IN, p > 1

dmpe = (X /G\Da_\p dx)l/p

a e IN?

la] =m

' lmpe = ( Z /G|Da_|p dm)l/p

aeIN?
la| < m

“lme = (X /O\DQ.P d;y)l/2

a € IN? 7
la| =m

N = ( 3 /G|Da'|2 dm)m

a € IN?
lal <m

Espaces fonctionnels

G ouvert borné de IR?, m € IN, p > 1

- C™(G) == {v:G — IR : D% continue sur G,V a € IN? tel que |a|] =m }

-WmP(G) = {v:G— IR : ||V|lmpc < >}
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- H™@G) = {v:@— IR : ||v|lsc < >}

- HMG) := {ve H™(G) : D|sg =0,V a € IN? tel que |a| =m —1}
— IP*(G) := Espace des polynoémes de degré au plus k € IN

- X = { vy € IPY(T}) : vy € C°(Q) } (T) désignant un maillage de Q)
7X2 = {vp€Xp : vplag = 0}

-8, = {vhelpl(Th) oqu(Th) : /vh\K ds = /vh\L dsN e€ Epavece=KNL}
e

e
(E}, désignant ’ensemble des arétes du maillage T})

- SY = {wv, €S : /vh\de = 0,Ve€ E,avece C KNON}
e

Divers

— p:= Paramétre de diffusion (<< 1)

— b, := Epaisseur de la couche anisotrope (~ |uIn(p)|)

— hg :— Diamétre d’une maille K

— pk = Maximum du diamétre des cercles inscrits dans une maille K
— h:= Pas du maillage T}, (i.e. max hxi)

— hy := longueur des mailles dans la direction isotrope (~ h)

— hs:= longueur des mailles dans la direction anisotrope (~ |uln(u)|h)
d
- |a| := Z lail, V a = (aq,... ,aq),d € IN*
i=1

- VP = {D*} e

laf =p

— 1g := Indicatrice du domaine G C IR?

— |G| := Longueur ou aire du domaine G C IR?
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A

— K := Triangle ou carré de référence (i.e. de sommets (0,0), (1,0), (0,1) ou (0,0), (1,0), (0,1), (1,1))
— MY(.) = Opérateur de L?(G)-projection, G ouvert borné¢ de IR?

— ng := Normale unitaire sortante & G C IR? sur sa frontiére

— (p1,p2) 132 = pit p§
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Chapitre 2

Méthode de Volumes Finis centrée cellule
pour les problémes de réaction-diffusion

sur des maillages anisotropes

2.1 Notations-Définitions

Pour approcher le probléme (1.1.1) sur 2, nous définissons avant tout un maillage admissible restreint anisotro-

pe 7 de Q. Donnons donc la
3

Définition 2.1.1. Nous dirons que 7 = U 7; est un maillage admissible restreint anisotrope de @ (de pas h

i=1

>0 si

(H1): 7, resp. 72, est un maillage admissible restreint de Qy, resp. Qs, de pas h, resp. b, h [52],

(H2): 73 est un maillage admissible de Q3 de pas hy := h, resp. ho := b,h, dans la direction paralléle, resp.
perpendiculaire, & 9Q; ce maillage 73 vérifiant : Il existe & > 0, telle que

VKemn, Vo ek

& hsy si o est paralléle a 99
dlzg,0) >
& hy si o est perpendiculaire a 01 ,
ou &k désigne I'ensemble des arétes de K et zx un point intérieur & K € 7. Pour la définition d’un

maillage admissible, restreint ou non, nous renvoyons aux définitions 9.1 et 9.4 de [52]. Nous donnons
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enfin la figure 2.1 pour donner un exemple de maillage 7 et la figure 2.2 pour illustrer I’hypothése (H2).

h b.h
1 I
I I : i by = |pln(p)]
I I P
I I I
I I o
b IN
N
0] a
Fic. 2.1 — Exzemple de maillage T
directiop

perpendiculaite & 9

[p] ~ hl TK
o ——
!

o1 direction paralléle a 02

Fic. 2.2 — Ezemple de Volume de Contréle K € T3

Remarque 2.1.1. Clairement, le maillage 73 est de type produit tensoriel. En outre un tel maillage ou b, ~

|iIn(p)| est appelé maillage de type Shishkin (voir [3]).

Pour terminer cette courte introduction, nous donnons quelques notations inhérentes au reste de cette sous-

partie.

— Pour K € 7, ng désigne la normale unitaire sortante & K sur la frontiére de K,
— Pour K € 7 et 0 € £k, nk,, désigne la normale unitaire sortante & K sur o,

- &= U Exk (ensemble des arétes du maillage),
Ker

—Einti={o €& : 0 C N} (ensemble des arétes internes du maillage)
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— Eext :={0 €& : 0 CON} (ensemble des arétes de bord du maillage)
~x(r)={v:Q— IR : VK e, vg € IP°K)},
d(zg,xr) sio € Eny avec o =KNLou K,LeT,

d(zr,00) sio €& avec 0 C KNIQ ot K € 7,

v(rr) —v(rr) sioc € En avec o= KNLouK,L€ET,
— Pour v € x(7), Dy (v) :=

v(2E) Si0 €& avec o CKNON O K € 7,

| lrme @ x(r) — IR,

v b—>,u(

_|_
a
=
=Y
AJEY
=
=
K
X
T
N——
=

2.2 Schéma numérique

Nous notons {ug } ker les inconnues. Nous intégrons (1.1.1) sur K € 7 et utilisons la formule de Green pour
obtenir :

—p? Vu.ans-l-/

udac:/fdac,VKET. (2.2.1)
oK K K

Nous utilisons alors les approximations introduites dans le paragraphe 3.1 de [53], et obtenons, & partir de
(2.2.1), le systéme suivant :

— Z Fr, + |Klug = / fdx ,VKer, (2.2.2)
0cEEK K
\a|u,siazf(ﬂi ot K,Ler,
d(IK,IL)
ou, pour K € 7, F , :=
\a|ﬁ,siackﬁaﬂ on Ker.

Donnons alors la

Proposition 2.2.1. Le systéeme (2.2.2) admet une unique solution u, = {ux}rer € x(7).

Preuve : Comme nous sommes en dimension finie, il suffit de démontrer que si f =0, alorsug =0,V K € 7.
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Pour ceci, nous multiplions (2.2.2) par uk et sommons sur K € 7. Nous obtenons ainsi

Z o] lur, —ukl? n Z o] _Jukl® + Z|K| lugl?> = 0
d d(a:K,OQ) '

TK,TL
o € Eint ( ) o € Eent Ker

c=KnL oc=KnNon

ce qui implique que ug = 0,V K € 7. Pour plus de détails, nous renvoyons le lecteur au lemme 9.2 de [52]

2.3 Majoration d’erreur

La stratégie de majoration d’erreur pour le schéma numérique considéré sur des maillages anisotropes suivra
en grande partie celle appliquée dans la preuve du théoréme 9.4 de [52], mais dans la méme logique que dans
[5], la dépendance des estimées envers les paramétres h et p sera précisée.

Nous établissons tout d’abord quelques résultats préliminaires.

Lemme 2.3.1. Soient 7 un maillage admissible restreint anisotrope de Q de pas h > 0 et u € H*(Q) vérifiant
les estimées (1.3.1)-(1.3.8) de lintroduction.

Si nous posons, pour K € T,

- 1
éx = u(zg) — K] /Kudac,

alors

AN

(32 1w fewl?)

Ker

(lul e + 17 G)) b W p > 2.

Remarque 2.3.1. Le plongement
H*(Q) — WhP(Q) ,Vp > 2,

nous permet d’énoncer le lemme 2.3.1 [46].

Preuve:

1°cas: K C Q;,i=1,2

Nous appliquons le raisonnement utilisé dans [53]. Plus précisément, nous pratiquons un développement de

Taylor d’ordre 1 avec reste intégral de uw en zx € K, d’otl

‘ﬁ/}(u d:v—u(a:K)‘

1
= ﬁ ‘/ / Vu(tac+(1—t)xK).Mdtd;r
K Jo
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1
= ﬁ ‘/Knmn/ Vults + (1 — )zk) . S k.o dide

TR
o, VKer; (i=12),VzeK, ?K z Hx H Nous appliquons alors 'inégalité de Holder & ce qui précéde,
d’ou:

)

ex| < IE 1(/ Vu(tz + (1 — )ok) . S Kol da:) (/ da:)%ldt,
|K| 0 Kt Kt
oup>2et,pourt € [01], Kt :={te + (1 —t)zk

xz € K }. Nous procédons au changement de variable
=tz + (1 —t)zk, oi zx € K. Nous avons alors dz := t dtdz et |Vu(tz + (1 — t)zk)

1
= ¥|vu(2)‘7
et donc:
. hg L |
|6K| < |K| 1 ‘ |1,P,Kt ‘Kt‘ dt
h '
< T g, dt
|K:| <t |K| |K|? »
h 'l
< K; — |ulip,k dt,
K, CcK |K|r Jo tr
hk p
— |Uf1,p,k < 00,
K[> P—2 i
Vp > 2. En posant C) := 5 nous obtenons donc, pour i € {1,2} et p > 2
p—
~ _2
Yo IK|exl” < cphy > IK!T i,
Ker; Ker;
2
P
< o (S IKOPENT (S )
Hoélder Ker Ker
p—2
< ORI fulf e
Nous obtenons avec ce qui précéde:
S Kkl S B ull e, VP> 2, (2.3.1)
Ken

et

S K|lexl? S B3R g g (23.2)
KeTs
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L’estimée (2.3.2) est obtenue via le plongement de Sobolev de la remarque 2.3.1 qui nous donne:

_p=2
ulf o, < C(Q2) Q7 (uln(W)]* lul3s0, + lulise,) Vo > 2

2° cas: K C Q3
3 est un domaine anisotrope de IR, I'utilisation d’un plongement de Sobolev sur ce domaine en devient donc
compromise. Cependant, les Volumes de Controle y étant des rectangles, nous pouvons utiliser des changements

de variable et raisonner sur le carré de référence. Montrons dans un premier temps que:

lexl® S (al  + lal3z) ,VE e, (2.3.3)

oil K est le carré de référence et 4 1= uoP g, avec Py : K — K est I’application faisant passer de Kak (Fk
étant affine car nous considérons des éléments rectangulaires, comme il I’est prouvé dans le paragraphe 3.2 de
[41]).
Soit K € 7.
Posons@:K—)lR,uHu(ac)—L / u dz.
K| Jk

Clairement @(zx) = éx et — udx = 0.
o |K| Jk
T

2

IN

|a(zk)] 1]36, x

IN

)
lil?, 4

IN

[l . car H2(K) < C°(K)

~

< (\ﬁﬁK + \ﬁ\;K) carv €V,

ou V:={ve H(K) : / & di =0}. Or, V étant un fermé de H'(K) et V N IPy = {0}, nous utilisons le
théoréme 3.48 de [80] poufobtenir I'équivalence des 2 normes |.|; et [|.[[; z sur V. Cette estimée prouve donc
(2.3.3).
Par changement de variable, nous avons alors
@ o + i S (ulle + B2 JuB) .
T3 étant un maillage anisotrope de (13, il faut donc séparer les différentes dérivées. Dans ce but, nous donnons

l'inégalité suivante, dont la preuve peut étre déduite du lemme 2.5 de [2]:

|D*| < > BD%|,YveH(K),VacIN? (2.3.4)

ls| = |al
s = (s1,82)
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Nous déduisons alors de (2.3.4)

hl hQ
jal} x S = IDYVullf e + = IIDODullf (2.3.5)
h hi
et
1 (2,0 (1,1) h3 (0,2)
|u‘2K S HD “HOK + hihs ||D UHOK + = ||D UHOK, (2.3.6)

ot les dérivées sont exprimées dans la base orthonormale (z%,z3) de Q3 ;, ot z} est la direction de raffinement
du maillage 73 sur Q3,;, i = 1,...,4. Nous reprenons alors (2.3.3) en nous aidant de 'inégalité (1.3.3) de

I'introduction, de (2.3.6) et de (2.3.5) pour obtenir:

ST Klex? S uln@)? B+ p i) B (2:3.7)
KeTs

3
Sachant alors que Z K|lex|* = Z Z |K||éx|* et que u << 1, le résultat du lemme 1 se déduit aisément

Ker i=1 Ker;
de (2.3.1), (2.3.2) et (2.3.7).

Lemme 2.3.2. Soient 7 un maillage admissible restreint anisotrope de Q de pas h > 0 et u € H?(Q) vérifiant

les estimées (1.3.1)-(1.3.8) de lintroduction. Posons

u(zr) — u(zk)

7 ‘siazl_(ﬂioﬂK,LeT,

/Vu.nKUds —

o]
%‘siaCf(ﬂ@QoﬂKGT,

a

/Vu.nKUds —

o]

Nous avons alors

Z‘a|daR2 < |1n(ll’)|2 h2 .
o€l K
Preuve :

Nous raisonnons tout d’abord pour o € £, nous traiterons le cas o € &y plus tard (voir remarque 2.3.2).

Nous avons donc, pour o € Ejnt

u(zr) — u(zk)
ds

1
R, := —/Vu.nK,gds -
ol Jo
ott 0 = KN L avec K,L € 7. Posons
—viko i ={(1—t)zx +tx : t€[0,1],z €0},

- Vg ::VK’(,UI/L’(,,oﬁo:K'ﬂE.
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Fixons 0 € Eipp, ot o = KNL .

Nous supposons que u € C?(v,), espace dense dans H?(v,). Nous pratiquons alors un développement de

Taylor d’ordre 2 de u en x € o, d’ ou

( w(zy) —u(z) = Vu(z) . (zp —z) +

/ Hw)(tz + (1= ar) - (zr —a) - (zr — o)t dt |
0

(2.3.8)
u(rg) —u(z) = Vu(z) . (zx —x) +
1
L / Hu)(tz+ (1 —t)zk) . (zx — ) . (zx — )t dt,
0
Nous soustrayons membre & membre (2.3.8) en remarquant que z;, — g = ng ,d,, d’ol
R, < .BK’,7 + BL,U , (239)

ol

1 1
Brr = i \/0 Hu)(tz + (1 - )zx) - (axc — ) - (axc — )t dt | .

Nous supposons alors pour la suite de la preuve que o = & x {0}, ot1 6 C IR et que z := (0,b+ )T, zy, :=
(0,6 — )T, ott a, y > 0 et b € & (voir figure 2.2 de la section 2).

Nous passons alors en coordonnées cartésiennes dans Bk, (nous avons dz =t a dtdz), d’ou

1
Brg=—— | / Hu)(2) . (exc - 2) - (ax — ) dz | (2.3.10)
lo|ds ko
Pour majorer (2.3.10), nous distinguons les différents cas suivants:

1°cas: K €, 0 =1,2

K se situe dans une zone ot le maillage 7 est isotrope de pas h; mais L peut étre dans 7;, ¢ = 1,2 ou dans
73 et donc deux sous cas sont possibles comme le montre les deux schémas de la figure 2.3.

Par (2.3.10) et le fait que Vi € {1,2},V = € 0, |xx — | < h;, nous avons

h?

Bgk s L H d
Brol < g [ @)
hi 1

~ W ‘VK7U|2 ‘u|2:VK,a >

en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz et le fait que a > £ h;. Nous obtenons alors
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ITK TK
/
al al
7| R
/ ! / !
\ \
/ /
/ ak\'h 7 arh
/ /
VKo F VKol
/ \ / \
// \ / \
o o
A} =~ ~
\ / -~ g7~ b
. ) PR
\ /
\ VLol VLo zL
/
\ v h
\
\ /
\ /
NN
|1
\
TL

F1G. 2.3 — illustration des 2 sous cas possibles: a ~ v (4 gauche) et a £ v (a droite)

h;
Brol S ——1 [ul2uc. - (2.3.11)
lolde|=
1
car [k |2 ~ hi < B2 (hi+hj)z = |lold, |2,V j € {1,2}.

2° cas: K € 3
K se situe & présent dans une zone oul le maillage 7 est anisotrope. La majoration de Bk, , nécessite par
conséquent plus de finesse, plus précisément, nous devons tenir compte du caractére anisotrope de v (exprimé

par le point (1.3.3) de l'introduction).

Nous nous plagons dans Q3 ; et nous donnons un repére orthonormale (z¢,z%), ot 3 caractérise la direction
de raffinement du maillage 73 de Q3 ;, ¢ € {1,... ,4}. Par la suite, nous omettrons l'indice i. Nous distinguons

les 2 cas suivants

19 sous cas: o est paralléle & x4

Nous avons alors || = hy et @ = hy comme le montre la figure 2.4.

Remarquons que d, ~ h; + hs, i € {1,2} et que, pour € 0, zx — x = (—z,a)” (nous commettons un abus

de notation en confondant x et son abscisse).

Nous reprenons le membre de droite de (2.3.10) en tenant compte des remarques précédentes, d’ou
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T2
TK

- B
-7 -
- a~hy 7,537 ==<

~ —_—
-7 VK,O' §§§§§§
@) Ty
da 7Nhl
_________ T

Fi1G. 2.4 — illustration du premier sous cas possible pour o paralléle a (Oxy)

1 1
|BK,0‘ S 11 1
llolda|2 h2|h; + ho|2hy

(] 12 Do) a

,o

+ / |z hy DY (u)(2)] dz
VK

s [ D)) =)
VK,o

1
2

< 1 |VK,¢7
~ 1 1
lloldo|2 hz|h; + hy| 2 hy

(12 1DV,
+ hihs ||D(1’1)“||07”K’"
03 (DOl )

en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et le fait que |z| < hy. Nous avons donc

3
(X 1DCOul

S lold,F \

‘BK’G 1
h;

3
11 hz2
+ i3 D o, + =2 DO ulloy, )
2
1



hihsy
car Vg o] ~

et Vi€ {1,2}, hi + hy > hy
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2° sous cas: o est paralléle & zo

Nous avons alors |o| ~ hy et a ~ hy

T

TK

T2

TL

Fi1G. 2.5 — illustration du sous cas possible o paralléle a (Oxs)

Nous raisonnons comme dans le 1° sous cas pour aboutir &

1 1
Br,s| S

~ llolds > B2k + hy|bhy ( /VK

|22 DO y(z)| dz

+/ iz by DI Du(z)| dz +/ Ih2 D(M)u(z)\dz)

Il vient donc, en utilisant tout comme précédemment l'inégalité de Cauchy-Schwarz et en remarquant que
‘UK70'| = %, |£13| < hg,etVie {1,2}, hi+ hy > hy > ho

1 h3
< T (19

|BK o

+ by 1D ullo e, + hi DV ullo sy, )

Par I’étude de ces 2 sous cas, nous pouvons donc dire que
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3
1 h?
Bl & o (75 1DVl
lold, % \ 43
11 h2
+ hih3 1D o, + 22 1D ulon, ) Noefx YKer .
1

(2.3.12)

Remarque 2.3.2. Pour le cas ot 0 C 0K NN, K € T, nous posons

1 1
5’::{§IK+§$ tx €T},

ainsi que K, L comme indiqués sur la figure 2.6

0S2

Fi1G. 2.6 — illustration du cas o C KNOQ, K € T

Sio C 09; (i =1, 2), nous raisonnons comme dans le 1° cas; Si ¢ C 013, nous raisonnons comme dans le
3 3 3 b)

1° sous-cas du 2° cas. Nous obtiendrons alors une estimée similaire a (2.3.11) si 0 C 90y U 95 ou a (2.3.12) si
o C 893

Nous procédons & présent au bilan de notre disjonction des cas. Nous obtenons alors, grace a (2.3.9)
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YololdoRy < > |olde(Bk, + Bi,)
oET o € Eint
oco=KNL

+ E : |U‘dUB%(7o'
o € Eeat
cCK

> D D lold:Bk, .

i=1 Ke€r; 0€€K

Ceci implique donc, par (2.3.11), (2.3.12) et la remarque 2.3.2

Slltoi2 £ 1Y Y b, + 8B Y Y B
oET Keri 0€€Kk KeTo 0€EK
h3 . .
LS s oo,
2 Kerso€elk
cihe XY 100,
Kers 0€€k
hi ‘
LMo s poae,,
1 Kersoetx

= B Mg,m + h3 Mg,ﬂz

h? 2,0 2
+ 1 IDEul o,

+ hiha [[D® Dl o,

h

2 ||D(0’2)U||3,Q3
1

2
S h2 + |1n(ll’)| h2

I
h2
_I_
| In(p)|
+ |In(p)| A

) B2
par les estimées (1.3.1), (1.3.2) et (1.3.3) de l'introduction. Ceci fournit

Y
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2
S lold, Rz < Il pe
u

oET

dés que p est assez petit. Cette inégalité démontre bien ’énoncé du lemme.

Nous donnons & présent le théoréme de majoration d’erreur suivant
Théoréme 2.3.3. Soientu € H?(Q) la solution de (1.1.1) vérifiant les estimées (1.8.1)-(1.3.3) et T un maillage
admissible restreint anisotrope de Q de pas h > 0 (voir définition 2.1.1). Considérons de plus {uk} ke la
solution de (2.2.2).

Définissons en outre e, : Q — IR définie par

ex = u(rr) —ur, st 3 K €1 tel quex € K |

0 ailleurs.

Nous avons alors

1
erlua + llerlloo S b (lulipo, + #¥ln@)?) ¥ p>2.

Preuve:

Nous soustrayons tout d’abord (2.2.2) & (2.2.1) et obtenons

,u2( Z Fr, — /Vu.nK,g ds) + |K|(%/Ku de — uK) =0. (2.3.13)

o€l

Posons alors, pour K € T et 0 € £

1 — _ _
—|/VU.nK7o-d8—MSiUZKQL,K,LGT,
a o o

- Ihﬂa
1 —u(zg) . _
W Vu.nK’(,ds—T&aCKﬂaQ,KET,
g o o

- 1
- ek =u(zg) — ?/Kudac.

Grace & (2.3.13), nous avons

ny %Daer + |Klex = p* Y |o|Rko + |Klék . (2.3.14)

o€EEK oc€EEK

Nous multiplions alors (2.3.14) par ek, sommons sur K € 7 et obtenons



ler
oc€E Ker

Ri.s| =|RLs|,aveco=KNL, K,L €,
ol R, :=

Rk.o|,aveco = KNoN, K €.

L’inégalité de Cauchy-Schwarz conduit a:

Y ol DR, < 2( X0, (Tl )’

ceE cecg 7 g€EE
%
< lerleo i (Y loldo B2)
o€l
1
S ‘eT|T’u’Q p2|In(p)| A,

grace au lemme 2.3.2. De plus, toujours par I'inégalité de Cauchy-Schwarz

S Kiewen < (S IKI) T (3 1K15)

Ker Ker Ker

S llerlloe b (lulipo, + #3 In()]) , ¥ p > 2,

grace au lemme 2.3.1.

En utilisant ces deux résultats dans (2.3.15), nous en déduisons aisément le résultat du théoréme.

twa * lledllia < 1?2 lollDslRs + D |Klexex .
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(2.3.15)

Nous donnons & présent une autre majoration d’erreur dont le résultat découle en fait du théoréme précédent

et d’arguments du type Bramble-Hilbert. Cependant, ce théoréme posséde ’avantage de présenter un résultat

bien plus significatif que celui du théoréme 2.3.3 (voir tests numériques).

Théoréme 2.3.4. Soient u € H*(Q) la solution de (1.1.1) vérifiant les points (1.3.1)-(1.3.3) et T un maillage

admissible restreint anisotrope de Q de pas h > 0 (voir définition 2.1.1). Considérons de plus {urx}ke, la

solution de (2.2.2). Nous avons alors

1
o= uxlBon S b (ulipe, + 13 n@P), ¥p>2.

Preuve:
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Comme il a été dit précédemment, la preuve du théoréme 2.3.4 se base en grande partie sur le résultat du

théoréme 2.3.3 en prenant soin de séparer I’étude suivant le sous domaine de ) sur lequel nous travaillons.
Il suffit de montrer que, pour tout K € 7, nous avons:

( h(\u|1,p791 + h),¥Vp > 2siKer,

lu—ukllozx < < h(u? |In(p)| + p2 |In(w)|> h)si K €,

L (b [In()| + pd (@) h) si K €7,

le résultat du théoréme se déduisant aisément de ces inégalités.

1°cas: K C Q1 UQy

Dans un premier temps, il nous faut passer au triangle de référence K, tout comme dans la preuve du
lemme 1. Cependant, les Volumes de Controéle inclus dans 7 U 7 n’étant pas nécessairement triangulaire ou
rectangulaire, cette application peut ne pas étre définie. L’idée est alors, pour K € 7 U 79, de diviser celui-ci en
sous-domaines triangulaires ot nous pourrons définir ce changement de base.

Dans ce but, pour tout K € 7 U2, nous divisons K en ix := Card(Ex) triangles K; en joignant chaque

sommet de K a xx (voir figure 2.7).

Fi1G. 2.7 — Illustration de la partition en triangles d’un Volume de Controle K € 71 Uy

Grace aux hypothéses d’admissibilité sur le maillage (voir définitions 9.1 et 9.4 de [52]), nous avons:
Jp>0,VKenUmn,Vjie{l,... ik},
hk,
1< 5 <),
PK;
ol hg; désigne le diamétre du cercle circonscrit & K et pk; le diametre du plus grand cercle inscrit dans K.

Nous avons alors, pour tout K € 7 U Ty
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ik
/ u—ug|® de = Z/ |u — ug|* da
K j=1"K;j

IN

2 Z/ u —u(zr)|* de
j=1"7%Ki

+2 / lu(zr) —ug|® de .
K

Dans un premier temps, notons que, grace au théoréme 2.3.3:

Sy /K u(ex) —ux? dz < B2 (a0 + (@) . (2.3.16)

i=1 KeT;

Dans un second temps, nous avons, en utilisant successivement un passage au triangle de référence et un

argument de type Bramble-Hilbert, V K € 1y Umo, V j € {1,... ik}

/K u—u(zg)]® de = |Kj]| /f(\ﬁ—ﬂ(mk)P dz

J

S 1K (ju g + by 0l ) -

Cette estimée fournit alors

/ u—u(zg)l® de < b7 |uff o + hi|ufy g VK €m, Vi€ {12},
K

~

lu—uxlia, S B [ull 0, + b luBo, . ¥p > 2,Vie {12},

~

ce qui fournit, avec les estimées (1.3.1)-(1.3.3) et le plongement LP(Q) — L%*(Q):

v —uklloo, S h (ju

1,p,2: T h)avl) > 2,
(2.3.17)

lu —ukllog, S h (u® [In(u)| + p? |In(u)?h) .

Nous obtenons alors, par (2.3.16) et (2.3.17)

lu=urclogn. S b (luhpe, + u# (]) Vo > 2. (2.3.18)
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En outre, en utilisant un raisonnement identique a celui effectué dans le second cas du lemme 2.3.1, nous

obtenons

1 1 .
lu = ukllogs S h (1 ()| + u? [In(w)? h) . (2.3.19)

(2.3.18) et (2.3.19) fournissent alors aisément le résultat du théoréme.

2.4 Essails numériques
Nous nous plagons sur €2 :=]0,1[% et considérons la fonction donnée en introduction u, :  — IR définie par

e

uy(z,y) = eTr + e -1,

ou p €]0,1[. Rappelons que u, est alors la solution du probléme elliptique suivant

—p*Au, + u, = —1dans Q,
(2.4.1)
u, = g sur 0N

ou g est la restriction de u, & 9Q (nous renvoyons le lecteur a l'introduction pour bien comprendre le caractére
anisotrope du probléme considéré).

Nous comparons alors, pour différentes valeurs de u, la convergence obtenue par I’approximation u, (la
solution de (2.2.2)) de u pratiquée lorsque 7 est un maillage isotrope (b, = 0.5) et lorsque 7 est un maillage

anisotrope (b, = |uln(p)|) (voir figure 2.8).

08

06

04

02

b_{mu}

1
Fic. 2.8 — Illustration du maillage anisotrope utilisé avec b, = |pIn(p)| pour p=10"" et n = 7= 4

La table 2.1 donne, pour plusieurs valeurs de n, l'erreur |le;|o,2,0 + |e7|r 4,0 introduite précédemment dans

le cas d’un maillage isotrope et d’un maillage anisotrope. Ces résultats justifient partiellement 'introduction de
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maillages anisotropes pour le type de problémes étudiés. En effet, pour p de l'ordre de grandeur de h, le taux

de convergence dans le cas isotrope n’est pas optimal.

n n=1 n=0.1 ©w=20.01 u=10°5
=05 [ by = ()] | by =05 [ B, = Q@) || By =05 [ b, = [ulnGa)
4 || 4.51E-02 || 5.41E-02 2.70E-02 2.27E-03 1.07E-02 2.25E-03 8.95E-03

8 || 1.68E-02 || 2.85E-02 1.16E-02 6.21E-04 4.64E-03 5.64E-04 2.26E-03
16 || 6.13E-03 || 1.19E-02 4.54E-03 5.53E-04 1.94E-03 1.41E-04 5.78E-04
32 || 2.21E-03 || 4.55E-03 1.68E-03 1.38E-03 7.49E-04 3.52E-05 1.52E-04
64 || 7.88E-04 || 1.67E-03 6.10E-04 1.43E-03 2.77TE-04 8.81E-06 4.20E-05

1 . . . .
z,u,Q) 2 pour plusieurs valeurs de p pour les maillages isotropes et anisotropes

TaB. 2.1 — norme (|le-||5 2.0 + ler

Cependant, pour g = 1075, nous réalisons les mémes tests (voir derniére colonne de la table 2.1). Mais,
contrairement & ce qui précéde, comme pu << h, le maillage anisotrope présente de moins bons résultats que
le maillage isotrope (comme nous mesurons une erreur "ponctuelle" et que ’épaisseur de la couche anisotrope
est nettement plus petite que h, il est compréhensible que ce cas aménera une convergence moins bonne pour
le maillage anisotrope que pour le maillage isotrope). Cependant, lorsque nous tentons de reconstruire point
par point la solution u, de (2.4.1), nous constatons que le caractére continu de celle-ci n’est pas retranscrit
par le maillage isotrope, alors qu’il I’est par le maillage anisotrope (voir figure 2.9 pour n = 50 et p = 107°).

L’utilisation d’un maillage anisotrope est donc aussi nécessaire dans ce cas.

4.5e-08 -
4e-08
3.5e-08
3e-08
2.5e-08
2e-08
15e-08 |
1e-08
5e-09

wln(p)| (a droite)

F1G. 2.9 — Solution de (2.4.1) pour b, = 0.5 (a gauche) et pour b, =

La table 2.2 illustre par contre le résultat du théoréme 2.3.4 et présente la norme de l’erreur entre la solution
exacte de (2.4.1) et son approximation par la méthode de Volumes Finis centrée cellule pour différentes valeurs
de n et de pu.

En outre, une observation minutieuse de cette table 2.2 montre que, dans le cas anisotrope, la vitesse de
convergence est de p2|In(u)|h alors que le théoréme 2.3.4 nous donne une vitesse de k. En fait, les résultats de
[49] impliquent que |u|1p0, ~ p, ¥ p > 1, sile gradient du terme de sollicitation est nul. Or, dans ce cas ci,

le théoréme 2.3.4 donne un ordre de convergence de 2| In(g)|h.
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n p=10""1 p=10"3 p=10""°

By =05 [ by = TG | 5 =05 [ b =[Gl || 5w =05 [ by = i
4 1.66E-01 7.19E-02 2.64E-01 2.13E-02 2.64E-01 3.25E-03

8 8.06E-02 3.55E-02 1.81E-01 1.06E-02 1.82E-01 1.76E-03
16 || 3.97E-02 1.76E-02 1.26E-01 5.18E-03 1.27E-01 8.64E-04
32 || 1.97E-02 8.81E-03 8.83E-02 2.56E-03 8.90E-02 4.23E-04
64 || 9.86E-03 4.40E-03 6.12E-02 1.28E-03 6.27E-02 2.10E-04

TAB. 2.2 — norme L? de Uerreur dans le cas isotrope pour différentes valeurs de u pour les maillages isotropes
et anisotropes

Afin d’éviter ceci, nous procédons a un dernier essai numérique ot nous considérons toujours le probléme de
réaction-diffusion perturbé (2.4.1) mais, cette fois ci, nous prenons comme solution la fonction

’UN(I,y) = u#($=y) + $3 ‘

De ce fait , nous avons un second membre de gradient non nul. Nous donnons alors la table suivante présentant
Perreur dans le cas d’un maillage anisotrope (b, := | In(x)]). Nous constatons alors une vitesse de convergence
réduite par rapport au cas précédent, celle-ci étant de h. Ces tests confirment donc I'aspect optimal de ’estimée

du théoréme 2.3.4.

n|lpu=10"'pu=103|p=10"°
4 1.18E-01 | 1.23E-01 | 1.22E-01
8 | 5.86E-02 | 6.22E-02 | 6.17E-02
16 | 2.92E-02 | 3.11E-02 | 3.09E-02
32 | 1.46E-02 | 1.56E-02 | 1.55E-02
64 | 7.30E-03 | 7.79E-03 | 7.74E-03

TAB. 2.3 — norme L? de Uerreur dans le cas anisotrope b, := |uln(p)]

Remarque 2.4.1. Citons [77, 78] ou le lecteur pourra trouver des détails concernant les traitements par d’autres
méthodes de Volumes Finis des problémes dit de "convection-diffusion perturbés" (c’est a dire que le terme de

diffusion devient encore négligeable mais par rapport au terme de convection cette fois).
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Chapitre 3

Méthode d’Eléments-Volumes Finis basée
sur des éléments conformes pour les
problémes de réaction-diffusion sur des

maillages anisotropes

Le but de cette section est de discrétiser (1.1.1) par la méthode d’Eléments-Volumes Finis basée sur les

éléments IP; -conformes (voir [8]) sur un type de maillages anisotropes adaptés a ce genre de probléme.

3.1 Notations-Définitions

Nous construisons dans un premier temps les deux maillages nécessaires a l’application des méthodes
d’Eléments-Volumes Finis.

Construisons tout d’abord le maillage primal de 2.

Nous définissons €2 et {Q”}]Eﬁﬁ , comme indiqué en introduction. Nous construisons alors une triangula-
tion T} de 2 comme suit : Soit A > 0 fixé

Nous construisons sur € (resp. (22) une triangulation réguliére T (resp. T») de pas hy := h (resp. ho := b, h),

c’est a dire que 'hypothése suivante est vérifiée

h
(H) Ap>0:1< K < p VEKeT,Vie {12},
PK
ou, pour K € Ty, pk, resp. hi, est le diamétre du plus grand cercle inscrit dans K, resp. du cercle circonscrit

akK.
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F1G. 3.1 - Tlustration d’un maillage anisotrope pour les méthodes d’Eléments- Volumes Finis

Sur Q3, nous introduisons tout d’abord un systéme de coordonnées cartésiennes locales (z1,z2), oul o
caractérise la direction perpendiculaire au bord de Q (il est clair que cette base ne sera pas la méme sur
Q3 5, j € {1,4}, mais nous nous permettons d’omettre I'indice j pour alléger les notations). Nous construisons
alors un maillage anisotrope rectangulaire de pas hy, resp. ho, dans la direction z, resp. x5. Nous coupons alors
chacun des rectangles obtenus en deux parties suivant sa diagonale, nous obtenons ainsi une triangulation T3
de Q3 ou chaque élément est un triangle rectangle de base hy et de hauteur hy. Ce maillage T3 est anisotrope
dans le sens ou pour p << 1, alors he << hy (c’est & dire que la vérification de ’hypothése (H) est critique, de
plus amples détails sont donnés en introduction).

La figure 3.1 représente un tel maillage de .

Définissons & présent le maillage dual de Q: Pour K € T}, nous définissons Z,(K), resp. En(K), comme

I’ensemble des sommets de K, resp. des arétes de K. Nous posons alors

Distinguons en outre Zi", resp Ei", ensemble des sommets, resp. arétes, de T}, inclus(es) dans Q et Z£%,
resp. E¢*', ensemble des sommets, resp. arétes, situé(e)s sur Q. De plus, pour e € Ej, nous appelons m, le
milieu de e et pour K € T}, nous notons zk le barycentre de K (contrairement & la section 3 nous choisissons
dés & présent zx barycentre de K).

Pour K € Ty, et z € Zy(K) avec z = eNl, ot e, | € Ey(K), nous posons

b,k = Conv[zk,z,me,my].

Définissons le maillage dual By, := {b,}.cz,, ou

b.:i= J bk

KeTy,
2€23,(K)
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La figure 3.2 représente une telle boite b, pour z € Z,’;” avec z € 0001 N 9N3.

£
23

F1c. 3.2 — b, pour z € 003 N O

Introduisons, {@. }.cz,, ensemble des fonctions de base des éléments IP;-conformes.

Posons alors

b : — IR
1sixz €b,
0 ailleurs .
Convenons en outre que, si v = E v,¢,, alors U : vzéz et réciproquement. Définissons de plus:
zeZin zEZ"‘

— X}, := ensemble des fonctions IP'-conformes sur le maillage primal T,
- Xg := ensemble des fonctions IP'-conformes sur le maillage primal T}, valant 0 sur le bord de Q,

— Pour z € Zp, np, := la normale unitaire sortante a b,

a:H' (Q) x H'(Q) — IR
(v,w) — (Vu,Vw)q

-a: (HZ(Q) + Xp) x (HZ(Q) +Xp) — IR
(v0) s zzﬁ%bzwﬁ

= /IR + w21B g -

Ces notations ne sont pour la majeure partie d’entre elles que des rappels de celles introduites dans la

sous-partie 3.
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3.2 Schéma numérique

Nous intégrons (1.1.1) sur b,, pour z € Zy, pour obtenir, en utilisant la formule de Green

— Vu.ny, ds + /
ob. b-

uwdr = / fdz. (3.2.1)
b-

En tenant compte des conditions de bord de (1.1.1), la méthode d’Eléments-Volumes Finis conforme se

formule comme suit :

Trouver upc € X vérifiant :

—u? Vupe . np, ds + / upc der = / fdz VzeZzZm (3.2.2)
0b- z

Remarque 3.2.1. 1l aurait semblé plus "naturel" de discrétiser le terme de réaction par / upc dr, mais ceci
aurait conduit & un systéme de matrice non symétrique (voir le paragraphe 4 de [8] et le lenfrzne 3.2.1). Signalons
a ce sujet que, pour la matrice du systéme considéré, I’ajout d’un terme de réaction n’induit, par rapport au cas
de diffusion pure, que I’ajout de termes sur la diagonale (ce qui n’est pas le cas dans les méthodes d’Eléments
Finis).
Nous commencons par la proposition suivante :

Proposition 3.2.1. Soit T}, le maillage primal de Q et By, le maillage dual de Q associé a Ty, (comme nous ne
considérons que le cas ot zx est le barycentre de K, ¥ K € T}, le maillage dual de T}, est unique, contrairement

au chapitre 3). Le systéme linéaire (3.2.2) admet alors une unique solution upc € XJ.

Preuve:

Comme nous sommes en dimension finie, il suffit d’établir l'injectivité du systéme linéaire (3.2.2). Supposons
donc que f = 0 sur (.

Nous multiplions (3.2.2) par apc

p. et sommons sur z € Z}", d’olt

Oupc _ ~
—u? d 2odz =0
7 ZZ /Bb 3nbz upc ds + / uge Ax

in  Ob- b
ez

pPlupclio + llascllia = 0,

grace a la proposition 3.2.1. Nous en déduisons alors que upc = 0 sur (.
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3.3 Majoration d’erreur

Nous établissons tout d’abord quelques résultats préliminaires. Pour toute la suite du paragraphe, nous
convenons que T}, vérifie 'hypothése (H).
Lemme 3.3.1. Soit u € H3(Q) vérifiant les hypothéses (1.3.1)-(1.3.8) et Iu son interpolé de Lagrange. Nous

avons alors :

lfu = Tpulll S h (12| In(u)] + h).
Preuve: voir le théoréme 2.8 de [3]

Lemme 3.3.2. Soit u € H?(Q) vérifiant les hypothéses (1.3.1)-(1.3.3) et Iu son interpolé de Lagrange. Nous

avons alors :

[ h,

IN

u—TIpullo.q,

lu = Trullog, S w'/* ()] h,

[ Nlu = Trulloo, < @/ [In(w)] b

~

Preuve: Se déduit par passage au triangle de référence.

Lemme 3.3.3. Soit v, € X?, nous avons alors

llvnllo,c ~ ||Onllox , ¥V K € Th .

Preuve:
Nous utilisons un changement de variable vers le triangle de référence K. Nous devons donc & présent prouver

que

1onllo,z ~ N1onllo i + ¥ 9n € IPH(K) .

Or, I’espace des fonctions IP' sur le triangle de référence K est un espace de dimension finie et, sur un espace
de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes, ce qui nous permet de conclure a I’énoncé du lemme.

]
Théoréme 3.3.4. Soit u € H?(Q) la solution de (1.1.1). Introduisons en outre T}, et By, les maillages primal

et dual de Q, vérifiant ’hypothése (H) et upc la solution de (3.2.2). Nous avons alors :

llu —ugcll] < h. (3.3.1)
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Preuve:

Notons tout d’abord que

llu = upclll < [llu—Trulll + [[Hrw —upcll,

ot I'ru désigne l'interpolé de Lagrange de u. D’un autre c6té, nous avons, pour tout vy, € Xp,

llupc —wnlll*> = llupc —wnllgq + #° [upc —vnlig

< lipe —nlg o + #° lupc —wnli g
lemme 3.3.3

= (ipc — Unyiipe — Un)a + P2 a(upe — vnupe — V)

= (upc,upc —Un)o + p* a(lupc,upc — vp)

— (uupe —vn)a — K a(uupe — vp)

+ (u — vp,ape — Op)a + p* a(u —vp,upe — vp)

+ (wupc —vp)o — (W,@pc — Tn)a

= (fsiBc — Tn)a
prop. 3.2.1
et (3.2.2)

— (wupe —vn)a — p? a(uupe — vp)

+ (u — Up,UBC —’Dh)Q + ,u2 a(u — Vp,UBC —’Uh)

+ (wupc —vn)o — (W,@pc — Un)a
J
llupe —wnlll> = (fiuc —va)a
— (wupe —vp)o — p? a(uupe — vp)

+ (u — Up,UBC —’Dh)Q + ,u2 a(u — Vh,UBC —’Uh)

+ (u— fiupc —vn)o — (u— fiapc —n)a , Vo, € X .

(3.3.2)

(3.3.3)
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A présent, nous remarquons que, pour toute fonction wy, de X,?, nous avons:

(fwn)a — (wwp)o — p* a(uws)

= (fawh)Q - (uawh)Q - /”2 (VU,VUJh)Q

= (fwn)o — (wwp)o + p* (Auwy)q ,

en utilisant la formule de Green et le fait que wp|sq = 0. De ce fait, nous appliquons (1.1.1) pour obtenir :

(fwp)a — (wawp)a — p® aluwy) = 0,V w, € X)) . (3.34)

Cette identité utilisée dans I’égalité (3.3.3) dans laquelle nous posons vy, := Ir,u, nous fournit que

|||UBC_ILU|H2 < |(U—TLU,1130—TLU)Q + uQ a(u—ILu,uBC—ILu)\

+ |(u — fupe — Ipu)a — (u— fiipe — Ipu)ql

U

|(u—I_Lu,ﬂBC—fLu)Q + ,u2 a(u—ILu,uBo—ILu)|

upc — Iru <
I Il Tune = Tl
_ = 3.3.5
2 |(Au,uBC — ILU)Q — (Au,uBC — IL'U/)Q‘ ( )
+u
lluBc — Trull|
en utilisant (1.1.1). Nous allons majorer les deux membres du terme de droite de (3.3.5).
a. Majorons le premier terme du membre de droite de (3.3.5):
Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons:
| (u—ape,Ipu—Ipu)g + p? a(u — Ipuuge — Ipu))
< lu—=Trullog llipe = Irulloo + p lu—Irulie lupe — Iruli g
< hllupe = Inulloo + 2 |In(w)| lusc — Truliq
grace aux lemmes (3.3.1), (3.3.2) et (3.3.3). Nous obtenons donc
((u—tpo,ipe — Ipu)o + p? a(u —upcupc — Ipu)| < (3.3.6)

llupc — Irulll
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b. Majorons le second terme du membre de droite de (3.3.5):

Pour K € Tj, et v € L?(K), nous désignons par M% (v) la L?(K)-projection de v. Nous procédons comme

suit :
B 3
(Auupe — Ipu)g — (Auyipe — Ipu)g| = >3 (Au— M (Au)upe — Ipu)k
i=1 KeTy
KCQ;

— (Au - M%(Au),ﬂgc — I_LU)K

>3 l(Au - ME(Au) upe — Iu)k|

<
i=1 KET)
KCQ;
+ |(Au - MOK(AU),’[LBC — fLu)K\
In _
<+ B upe - Ll + lase — Tuallos) |
Bramble-Hilbert o
| In(p))|
< _
lemmer\é.3.3 (1 * /.L3/2 ) 5 ||UBO ILUHO,Q ’
ce qui implique que:
. (Au,uBc — ILU)Q — (AU,EBC — I_LU)Q
: | < )| b (3.7
llupe — Irulll

Les deux estimées (3.3.6) et (3.3.7) replacées dans (3.3.5), ainsi que (3.3.2) et le lemme 3.3.1 fournissent

alors le résultat du théoréme.

3.4 Essails numériques

Comme précédemment, nous nous plagons sur € :=]0,1[> et considérons la fonction donnée en introduction

uy : 8 = IR définie par

uy(z,y) == eTH +e H—1 ,

ou p €]0,1[. Rappelons que u, est alors la solution du probléme elliptique suivant

—p*Au, + u, = —1dans Q,
(3.4.1)
u, = g sur 0N
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ou g est la restriction de u, sur 0f).
Nous comparons alors, pour différentes valeurs de u, la convergence obtenue par 'approximation ugpc de u
pratiquée lorsque T}, est un maillage isotrope (b, = 0.5) et lorsque T}, est un maillage anisotrope (b, = |pIn(p)|)

(voir figure 3.3).

b_{mu}

1
Fic. 3.3 — Illustration du maillage utilisé ou b, = |pln(u)| pour p = 107" et n = 7= 5

La table 3.1 contient, pour différentes valeurs de p et de b, l'erreur |||u — upc||| introduite précédemment
(précisons que les maillages ou b, ~ |uln(h)| sont connus sous le nom de maillage de Shishkin et sont
utilisés dans le cadre de méthodes de Différences Finies [75]). En outre, nous établissons une comparaison
numérique entre la méthode d’Eléments-Volumes Finis et la méthode d’Eléments Finis: La table 3.2 fournit
donc le nombre d’itérations nécessaires a la convergence du systéme issu de (3.2.2) et & son équivalent pour la
méthode d’Eléments Finis ([2, 4]) pour une valeur de n fixé (n = 16) et différentes valeurs de u (nous précisons

que les systémes ont été résolus a l'aide de I'algorithme du Gradient Conjugué Préconditionné).

n p=10"" u=10"3 p=10""°

b |05 T iG] [ w05 ] Gl [ Eh) |05 ] Gl | b))
4 || 8.09E-02 | 3.44E-02 | 4.53E-02 || 2.60E-01 | 1.14E-02 | 8.13E-02 || 2.60E-01 | 2.07E-03 | 8.15E-02
8 || 3.56E-02 | 1.63E-02 | 1.57E-02 || 1.80E-01 | 5.08E-03 | 2.85E-02 || 1.80E-01 | 9.31E-04 | 2.86E-02
16 || 1.68E-02 | 7.94E-03 | 9.21E-03 || 1.20E-01 | 2.36E-03 | 9.99E-03 || 1.30E-01 | 4.13E-04 | 1.01E-02
32 || 8.21E-03 | 3.93E-03 | 5.67E-03 || 8.43E-02 | 1.15E-03 | 3.51E-03 || 9.01E-02 | 1.94E-04 | 3.56E-03
64 || 4.07E-03 | 1.96E-03 | 3.38E-03 || 5.26E-02 | 5.69E-04 | 1.25E-03 || 6.35E-02 | 9.46E-05 | 1.26E-03

TAB. 3.1 — Erreur en fonction de n pour différentes valeurs de b,

pu=1]pu=10"" [ p=10"3 [ p=10""°
Eléments-Volumes Finis 62 73 203 177
Eléments Finis 68 73 504 857

TAB. 3.2 — Nombre d’itérations nécessaires a la convergence du systéme pour les méthodes d’Eléments-Volumes
Finis et d’Eléments Finis pour n = 16

Nous tirons plusieurs conclusions de ces essais numériques :
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. Les résultats de la table 3.1 illustrent pleinement l'utilité des maillages anisotropes dans le cadre de la

discrétisation de problémes de réaction-diffusion perturbés afin d’obtenir un ordre de convergence satis-

faisant.

Dans la table 3.1, si nous fixons n et comparons pour différentes valeurs de p l'erreur obtenue, nous

obtenons que celle-ci dépend aussi de p, 'estimée du théoréme 2.3.3 ne serait donc pas optimale.

Les maillages de Shishkin semble peu appropriés aux méthodes d’Eléments-Volumes Finis comme le montre
les résultats de la table 3.1 . En effet, plus u est petit, moins les résultats apportés par ce type de maillage

sont satisfaisants.

La table 3.2 illustre le fait que le systéme issu de la discrétisation de (1.1.1) par une méthode d’Eléments-
Volumes Finis est plus rapide & résoudre que son équivalent par la méthode d’Eléments Finis. Ceci s’ex-
plique par le fait que, pour les méthodes d’Eléments-Volumes Finis, I’ajout d’un terme de réaction "alour-

dit" le poids de la diagonale ce qui n’est pas le cas pour les méthodes d’Eléments Finis.

Remarque 3.4.1. 11 est possible de généraliser la méthode étudiée & un domaine Q polygonal convexe (non

nécessairement rectangulaire) de IR? et au cas ot T3 n’est plus exclusivement composée de triangles rectangles.

Cependant, ceci requiert dans un premier temps I’emploi d’hypothéses supplémentaires (dites "d’angle maximal”

et de "systéme de coordonnées") et 'obtention d’estimées similaires & (1.3.1), (1.3.2) et (1.3.3) de 'introduction.

Pour plus de détails sur ce point, le lecteur pourra se référer a [2].

Remarque 3.4.2. Signalons que des essais numériques ont été menés pour résoudre le probléme (1.1.1) avec des

élements @' -conformes sur des maillages anisotropes rectangulaires. Les résultats fournis sont alors identiques

a ceux pour les éléments triangulaires.
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Chapitre 4

Méthode d’Eléments-Volumes Finis basée
sur des éléments non conformes pour les
problémes de réaction-diffusion sur des

maillages anisotropes: cas des triangles

Le but de ce chapitre est de discrétiser (1.1.1) par la méthode d’Eléments-Volumes Finis basée sur des élé-

ments non conformes (voir [19]) sur des maillages anisotropes adaptés a ce genre de probléme : Les maillages aniso-

tropes. Nous verrons dans ce chapitre que, sur des maillages triangulaires, l1a méthode d’Eléments-Volumes Finis,
et plus généralement d’Eléments Finis, basée sur des éléments non conformes ne se préte pas a l'utilisation de
maillages anisotropes. En effet, la discontinuité de ces éléments non conformes empéchera la bonne convergence

de la méthode.

4.1 Notations-Définitions

Nous devons dans un premier temps construire deux maillages sur €2 :

— Un maillage primal T}, qui servira & définir 'approximation de la solution u de (1.1.1)

— Un maillage dual Bj, qui permettra la discrétisation de (1.1.1) .

Nous définissons dans un premier temps une triangulation réguliére anisotrope T}, de €2 de la méme maniére

que dans la section 3 (voir définition 2.2). Nous construisons dans un second temps le maillage dual associé a
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Th. Dans ce but, rappelons que, pour K € T}, nous définissons Zj(K), resp. E,(K), comme ’ensemble des

sommets, resp. des arétes, de K. Nous posons alors Zj, := U Zn(K) et Ej = U E;,(K). Distinguons en
) ) KeT, KeTy,
outre Z/", resp Ei", ensemble des sommets, resp. arétes, de T} inclus dans Q et Z{®!, resp. E§*!, ensemble des

sommets, resp. arétes, situés sur 99). En outre, pour e € Ej,, nous appelons m, le milieu de e.

Posons zk le barycentre de K € T},. Pour K € T}, et e € E(K), nous posons

be.k := Conv({zrx} Ue) .

Définissons alors le maillage dual par

Bh::{be : GEEh},

be,xk Ube,r, siils existent K,L € Ty, tels que e = KnlL,
ou, pour e € Ep, b, :=

be. i, si il existe K € T), tel que e = 0QN K .

Introduisons enfin, pour e € Ep, ¢. : Q@ = IR € IP,(T},) la fonction de base des éléments non conformes
valant 1 en m, et 0 en my, [ € Ej, \ {I}. Posons, de plus, pour e € Ej, ¢, la fonction indicatrice de b,.

Convenons en outre que
— S := I'ensemble des fonctions IP'-non conformes sur le maillage T},

— S9:= l'ensemble des fonctions IP'-non conformes sur le maillage T}, valant 0 au milieu des arétes situées

sur le bord du domaine (2,
— 8}, := I’ensemble des fonctions constantes par morceaux sur le maillage dual By,

— S9:= ’ensemble des fonctions constantes par morceaux sur le maillage dual By, et valant 0 au milieu des

arétes situées sur le bord du domaine (2,

- pour e € Ep, np, désigne la normale unitaire sortante a b, sur 9b,,

—ap : (HYQ) + Sh) x (H'(Q) + Sp) — IR

(v,w) — Z (Vo,Vu)k ,
KeTy,
— ap : (H*(Q) + Sp) x (H*(Q) + Sp) — IR
(v,w) — — w(me) v ds ,
cC By ab. O,

= (D3 + man(s)

En outre, pour v = Z Ve e, NOUS pOSONS T 1= Z Vede et |v|1n = ( Z lv
e€Fh eCEy, KET,

1
1,K)2-

4.2 Schéma numérique

Nous intégrons (1.1.1) sur b, pour e € Ej, et utilisons la formule de la divergence. Nous obtenons
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—p? Vu . ny, ds + /

uda:z/fda:,‘v’eGEh, (4.2.1)
b be be

oll np, est la normale unitaire sortante a be.

La méthode d’Eléments-Volumes Finis non conforme consiste donc & trouver ugpy € Sg, vérifiant

—u2/ Vupn . np, ds + / upn dz = / fdx YecEm. (4.2.2)
b b

e be
Remarque 4.2.1. Nous avons tenu compte des conditions de bord de (1.1.1) en imposant ugy € Sg, c’est a dire
upn(m.) =0,V e € B

Pour démontrer I’existence et I'unicité de la solution de (4.2.2), nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 4.2.1. Soient vy, wy € Sy, nous avons alors

/T)hu")hdx = /thhdI,VKETh.
K K
Preuve: Se vérifie par un calcul direct.
[ |
Remarque 4.2.2. Considérons la discrétisation de (1.1.1) 4 I’aide de la méthode des Eléments Finis non conformes

(voir [29, 40]). Nous obtenons le systéme linéaire

AU=F.

Si nous appelons maintenant A la matrice issue du systéme (4.2.2), nous démontrons alors, grace aux lemmes

42.1et 4.2.1, que A = A.

Proposition 4.2.2. Soit Tj,, resp. By, le maillage primal, resp. dual, de Q. Le systéme (4.2.2) admet alors

une unique solution upy € 52.
Preuve:
Posons dans (4.2.2) f = 0 et montrons que ugy = 0.

Nous multiplions (4.2.2) par agn

b., € € B}, et sommons sur e € E;". Nous obtenons ainsi

pPlupnlty, + llusnlze = 0,

par les lemmes 4.2.1 et 4.2.1. Ceci prouve bien que ugpny = 0.
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4.3 Majoration d’erreur

Nous établissons tout d’abord quelques lemmes utiles pour la suite de notre travail.

Lemme 4.3.1. Soit u € H*(Q) vérifiant les hypothéses (1.8.1)-(1.8.3). Nous nous plagons sur Ty, un maillage
régulier anisotrope de Q) de pas h > 0, et considérons Icgu, linterpolé de Crouzeiz-Raviart de u sur Tp,. Nous

avons alors

lle = Ierulll S u'*|ln(u)] b .

Preuve: Par les théorémes 3.1 et 3.2 de [2] (ou 'auteur travaille dans le contexte plus général des opérateurs

de Scott et Zhang [93]), nous avons:

u — Iopulmr < > b D%k ,Ym=01,YVEKET,.

~
a € IN?
lal =2 —-m

Nous utilisons alors les estimées (1.3.1)-(1.3.3).
]
Lemme 4.3.2. Soit u € H?(Q) vérifiant les hypothéses (1.3.1)-(1.8.3). Nous nous placons sur Ty, un maillage

régulier anisotrope de Q) de pas h > 0, et considérons Icgu, linterpolé de Crouzeiz-Raviart de u sur Tp,. Nous

avons alors

AN
>

lu — Icrullo,0,

lu—Icrullog, S w'/* [In(u)| b,

( llu = Icrullog, S /% In(u)| h .

Preuve:

Notons tout d’abord que:

_ _ 1/2
lu=Tenulog, = (> lu—Torulx )" Vi€ {123}
KeT,
KCQ;

Nous allons donc majorer ||u — Icgullo.x pour K € Ty, tel que K C Q;, i € {1,2,3}.
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llu — I_CRU||(2),K

/ |u — Icpul? dz
K

= |K]| / i — Tepal? di
i

IN

K| / D042 4 DOV ds
K

IN

dz dy
27012 1 p(1,0),,)2 2912 1 p0.1),,12
VG OO+ SR DO da

IN

/ B2 (D02 4 b2 | DODY)? de
K

Nous obtenons donc

([ lu—Icrulog, S hIDTullog, + h[IDOYullgg, |

~

{ llu=TIcrullog, S buh DM Oullog, + buh DO Vullog,

~

( llu—Ierullogo, S R IIDMDullog, + buh [IDOVulloq,

~

U

([ |ju—Icrullog, < hlulig, .

lu—Icrullog, < w'/? |In(u)| h,

\ ||U - jCRu||0,Q3 S :ul/2 \ln(,u)\ h,
en utilisant les estimées (1.3.1)-(1.3.3).

Lemme 4.3.3. Considérons T}, un maillage réqulier anisotrope de 2 de pas h > 0 et v € SJ. Nous avons alors,

pour K € Ty,

- si K C Q1 UQs, alors:

vk S Vo[ S olik
- si K C Qs, alors:
1
1/2 < < -
‘uln(:u)‘ "U LK ‘V’U| ~ |’u1n(u)|1/2 |’U|17K '
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Preuve
Soit v € Sg. Dans le cas ou K C Q1 U s, la triangulation T}, est réguliére, le résultat correspondant est par
conséquent fournit par le lemme 3.5 de [19].

Dans le cas ou K C 23, nous avons alors, par changement de variable (voir 'estimée (8) de [3]),

1 - . 1 - .
vha S K] (3 1D 4 + g IDOVEIR )

2

hy
7. MKk

h

AN

2|

hihs

car hs = |pln(u)lh < h = hy et |[K| = . D’ou, en utilisant le lemme 3.5 de [19]

1 . R
|U|iK Sm Z ) \U(mél)—v(méz)\2

. S Jo(me) - vlme)?

S T
| In(p))| e1,01EBn (K)

par passage du triangle de référence K au triangle K.
La premiére partie de I’estimée est donc démontrée. La démonstration de la seconde partie étant identique,

nous nous permettons de ne pas en expliciter la preuve.

Enoncons a présent le théoréme de majoration d’erreur suivant
Théoréme 4.3.4. Considérons Ty, un maillage régulier anisotrope de 2 de pas h > 0 et By, son maillage dual
associé. Soit u € C*(Q), resp. upny € Sy, la solution de (1.1.1), resp. (4.2.2). Nous supposons que u vérifie les

points (1.3.1)-(1.3.3) de Vintroduction et que f € C*(Q). Nous avons alors

_h
p 2 ()|

Remarque 4.3.1. Nous prenons intentionnellement pour w et f des régularités "assez fortes". En effet, nous

llu—upnlll S

voulons montrer que le mauvais comportement de la méthode n’est pas di & un manque de régularité des
données ou de la solution de (1.1.1) mais bien au fait que nous travaillons sur des maillages anisotropes.
Preuve:

La preuve commence de la méme maniére que celle du théoréme 3.3.4, & savoir que:

e = upnlll < [l Torulll + loru - usnlll (4.3.1)

de telle sorte que estimer 'erreur |||u — upn||| revient & estimer |||Icru —upn|||. Nous raisonnons alors toujours
de maniére similaire & ce qui a été fait dans la preuve du théoréme 3.3.4 et obtenons une inégalité analogue &

(3.3.3), plus précisément :
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llupn —wnll|? = (fiusn —vn)a
— (uupn —vp)o — p? an(uupc —vp)
+ (u—p,upN — Op)a + p* ap(u—vnupN — vp)

+ (u — f,uBN — 'Uh)Q — (u — f,ﬂBN — ’Dh)Q , Vo € 52 .

| (Fonda = (wana — #? an(uon) |
lupn — Icrull| < sup ;
vh€SY lllonll]
n lu — Icrullo.o llusn — Icrulloo + p? |u— Icrulip lupn — Icrulin
lluen — Icrull|

(4.3.2)

» |[(Auupn — Icru)o — (Auipy — Icru)al

_|_
a lusn — Iorul]

en ayant posé vy, := Iggru, 'interpolé de Crouzeix-Raviart de u. L’avant dernier terme du membre de droite de
(4.3.2) est majoré en utilisant le lemme 4.3.2 tandis que le dernier I'est via des arguments similaires a ce qui a

été fait dans le chapitre précédent ce qui nous fait aboutir a:

lupn — Icrulll < h

(fon)a — (wwn)a — p? ap(u,v,) (4.3.3)
+ sup .

vnESY [0l

Le second terme du membre de droite de (4.3.3) (qui était nul lorsque nous considérions les fonctions IP'-
conformes et qui traduit la discontinuité de 1’élément utilisé va alors poser probléme et entrainer un mauvais
comportement de la méthode.

Nous avons donc, pour toute fonction v, de Sp,

(foon)o — (wown)a — p* an(u,op)

= (fon)e — (won)e — #* Y (Vu,Von)k

KeTy,
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= (fono — (wor)a + #° Y (Awon)x — p° Y (Vu . ngon)ox
KT, KeT,

= u2 Z (Vu . nK,’Uh)ax
(.11 KeT,

= u? Z [Vu . ne vill, ,

ecEp

ou, pour e € Ej et w une fonction quelconque [w], désigne l'intégrale sur e du saut de w a travers e. Pour
e € Ej, et w une fonction définie sur e, nous introduisons, comme en section 4, M§(w), la L?(e)-projection de

w. En utilisant un argument classique (voir section 4), nous obtenons alors que

(fon)a — (won)a — 1 ap(u,vp)

= 12 Z [(Vu.n. — MG(Vu.ne)) (vp — Mgop))[l, , Y on € 5’2_

e€EE;™

[(fon)e — (won)a — p® an(u,op)]

<eS (Y ven - M&uaR ) (S e - Ml ) v e st

i=1 e € Eyp, e € Ep
e C Q; e C Q;
(4.3.4)
En utilisant le lemme 4.3.3, nous avons
( 1/2 hi/2
(> lon = Mi@l3e )T S = lloalll
e € Ep, H
e C O
V2 _ B | n(p)|
vp — Mg(on)ll3 ) < Urlll
) ( 2 Ml = Myl ) 5 T el 33
e h
e C Qo
1/2 hl/2
lon = Me@n)l3e )" S 7 llealll.
( Z P A iG] 1ol
L e C Q3

De plus, nous obtenons
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([Vu.ne — M§(Vu.n)2, S hluffg . VeeE,,ec,
[Vu . ne — M§(Vu . n)lg, S buhluf3gx,VeeE,, eCQ,

IVu.n. — M§(Vu.n)l, S b GUDDul}  + [DCOull ) Ve € By, eCQy e /[ (Oy),

~

1 _
IV ne = Ma(Vu . nlEe S b (IDOVull o + blID Ol ) Ve € By ey s e /) (On)
m

||Vu cNe — MS(VU . ne)”(%,e

~

1 1
S h (b_HD(Ll)UH[Q),K + b—IID(Q’O)UII(%,K + blIDOPu|[} k)
0 u

Ve€E,,eCQs : enon parallele a (Oz) ou (Oy).

(4.3.6)
ott K désigne un triangle tel que e C K. En utilisant (1.3.1)-(1.3.3) et (4.3.6), nous avons alors que
e 2 \!/2 1/2
(> Ve - MEVuLnIE ) S 2,
e € Ep
e C
1/2 1 1/2 h1/2
(2 veen - My, ) g LT
= p (4.3.7)
e C Qo
12 _ RV ()12
(X IVe.n - MV, )T S
e€ E H
h
L e C Q3

Nous procédons donc au bilan de ces calculs en tenant compte de (4.3.5) et (4.3.7) dans (4.3.4), nous

aboutissons alors a 'estimée du théoréme.

|
Remarque 4.3.2. L’intérét de la preuve du théoréme 4.3.4 est de souligner ’origine du mauvais comportement
de la méthode. En effet, nous observons que nous ne pouvons pas majorer correctement les termes provenant
des arétes incluses dans Q3 non paralléles & la direction d’anisotropie (c’est & dire les deux derniéres inégalités

de (4.3.6)).

4.4 Essais numériques

Nous allons considérer la méme application numérique qu’aux sections précédentes. Plus précisément, nous

nous plagons sur 2 :=]0,1[% et considérons la fonction donnée en introduction u, : @ — IR définie par
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uy(z,y) == eTH 4e w—1 ,

ou 4 €]0,1[. Rappelons que u, est alors la solution du probléme elliptique suivant

—p*Au, + u, = —1dans Q,
(4.4.1)

u, = gsur 09,

ou g est la restriction de u, & 9Q (nous renvoyons le lecteur a l'introduction pour bien comprendre le caractére
anisotrope du probléme considéré).

Nous utilisons le méme maillage primal T}, qu’a la section précédente. Nous comparons alors, pour différentes
valeurs de u, la convergence obtenue par ’approximation ugn de u pratiquée lorsque T}, est un maillage isotrope
(b, = 0.5) et lorsque T}, est un maillage anisotrope (b, = |pln(w)]).

Latable 4.1 contient, pour différentes valeurs de p, de n et de b, I'’erreur commise. Nous confirmons donc bien
le résultat du théoréme 4.3.4. De plus, la figure 4.1 représente la solution approchée obtenue, nous y distinguons

clairement le probléme d’instabilité de la méthode da a la discontinuité de 1’élément IP'-non conforme.

n p=1 p=10""T p=1073 pu=107°

b 0.5 0.5 | by = |pln(p)] 0.5 | by = |uln(p)] 0.5 | by = |pln(p)]
4 3.03E-03 || 3.85E-02 5.51E-02 1.50E-01 1.02E-02 1.50E-01 1.55E-03

8 8.17E-04 || 1.47E-02 2.17E-02 1.10E-01 1.06E-02 1.00E-01 1.00E-03
16 || 2.09E-04 || 4.25E-03 6.71E-03 7.45E-02 1.20E-02 7.45E-02 1.13E-03
32 || 5.28E-05 || 1.11E-03 1.80E-03 5.27E-02 1.25E-02 5.27E-02 1.24E-03
64 || 1.32E-05 || 2.82E-04 4.59E-04 3.62E-02 1.22E-02 3.73E-02 1.28E-03

TAB. 4.1 — erreur ||u —upn||o,o en fonction de n pour plusieurs valeurs de b, et de ;1

Fic. 4.1 — Solution approchée pour n =8, = 1073 et b, = |uln(p)|
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Chapitre 5

Méthode d’Eléments-Volumes Finis basée

sur des éléments non conformes pour les
problémes de réaction-diffusion sur des

maillages anisotropes: cas des quadrangles

Comme nous ’avons montré dans la section précédente, la discrétisation de I’équation (1.1.1) par une mé-
thode d’Eléments-Volumes Finis basée sur des éléments non conformes n’est pas stable sur des maillages aniso-
tropes constitués de triangles. Notre but dans cette section consiste donc a "stabiliser" la méthode. La stratégie
de stabilisation que nous avons adoptée consistera 4 mailler la zone anisotrope (23 dans les sous sections 2-4) non
plus a l'aide de triangles mais avec des quadrangles. Nous démontrerons alors que la méthode ainsi construite
redevient stable sur des maillages anisotropes. Afin de simplifier notre démonstration, nous allons supposer que
les éléments du maillage sont uniquement des quadrangles, tout en sachant que les éléments quadrangulaires ne

sont réellement indispensables que sur la partie anisotrope du domaine.

5.1 Notations-Définitions

Nous allons tout d’abord définir un maillage régulier quadrangulaire anisotrope de .
3

Définition 5.1.1. Nous dirons que T}, := UThJ est un maillage régulier quadrangulaire anisotrope de Q) de pas h
i=1

>0 si

— Th1, resp. T 2, est un maillage régulier quadrangulaire de 4, resp. s de pas h, resp. b,h (voir remarque



166

2.1.1)

Y

— T}p,3 est un maillage quadrangulaire de €23 de pas hy := h, resp. hy := b,h, dans la direction paralléle,

resp. perpendiculaire, & 0.

Définissons la maillage dual associé & T}. Pour ceci, nous définissons Ej,, resp. Zp, comme étant ’ensemble
des arétes, resp. des sommets, du maillage primal T}. De plus, pour e € Ej, m, désigne le milieu de ’aréte e
et nous désignons par E,ZI” I'ensemble des arétes internes du domaine 2. Le maillage dual By, := {B.}.cp, est
alors construit en reliant les barycentres des éléments de T}, avec les extrémités des arétes de Tj, comme il I'est

illustré sur la figure 5.1.

Fia. 5.1 — Illustration d’un élément du maillage dual

Nous introduisons & présent diverses espaces et fonctionnelles utiles dans la suite de ce chapitre. Pour K € T,

nous introduisons :

= Shi(K) = IPYK) U 2% —y?,

- Sha(K) = IPY(K) U 22 — 2,

— Sh3(K)

)

IPY(K) U 22,

ou, pour Sp3(.), z désigne la direction perpendiculaire a la direction d’anisotropie (c’est & dire la direction

paralléle au bord de Q). Nous posons alors

Sp={w, €Shi(K) Vie{123} VK ET,, telle que v, soit continue en m, ,V e € E" } .

Nous définissons en outre S§, an(.,.) et |||.]|| de maniére analogue a ce qui a été fait dans le chapitre 4.
Pour v, € Sj, nous allons définir ;,. Nous introduisons avant tout, pour K € T} et e € E,(K), 1p_,,

I’indicatrice de la région B, N K. Nous avons alors:

4
vhlk = > wnipi VK €T,

i=1
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ott {p;}?_, sont les fonctions de base de Sj, sur K € T},. Nous posons alors :

4
’l_}h|K = 24 Vh,i MOK(pl) ]lBe,K ,VKeTy,

i=1
ot MY, désigne la moyenne de p; sur K, i € {1,... ,4}. Cette définition de ¥y, pour v, € S, est faite pour
assurer la véracité du lemme 5.3.1.
En dernier lieu, nous définissons, pour vy € Sy, un interpolé ¢, dont nous nous servirons dans la preuve du

lemme 5.3.5. Posons donc, pour i € {1,2,3},

Sh = { Zh € L2(Q) : zh‘K € [17z]vect aVK € Th ) /[[Zh]]e ds = 0 3 Vec E;Ln} )
ou z désigne la direction x sur Q; et {5 et la direction perpendiculaire au bord de € sur Q3.

Définition 5.1.2. Pour v, € S}, nous définissons donc v, € Sh par:

/f)hds = /vhds,VeGEh e /] (Ox),eCQUQ,,

/ﬁhds = /vhds,VeEEh e /] (0z),eCQs,

€

ou, sur (13, z désigne la direction paralléle au bord de (2.

5.2 Schéma numérique

La méthode d’Eléments-Volumes Finis non conforme se formule comme suit : Trouver upy € S telle que

w? an(upn,wn) + (@Bn,on)a = (f,on)a , YV on €Sy . (5.2.1)

Remarque 5.2.1. Nous constatons que la discrétisation du terme de diffusion est identique & celle provenant de
la méthode des Eléments Finis. Ceci permet, si nous considérons un maillage constitué de quadrangles et de
triangles, de traiter identiquement et donc plus facilement le terme de diffusion.

Nous donnons alors la
Proposition 5.2.1. Soit Ty, resp. By, le maillage primal, resp. dual, de 0, alors le systeme (4.2.2) admet une
unique solution ugn € SY.

Preuve: La proposition se démontre de la méme maniére que la proposition 4.2.2.

5.3 Majoration d’erreur

Nous donnons dans un premier temps quelques lemmes.
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Lemme 5.3.1. Soient v, € S, et Uy, construit comme indiqué en introduction de section. Nous avons alors :

/vhdx = /ﬁhdac,VKETh.
K K

Preuve: En calculant directement les termes et en tirant partie de la définition de oy, le lemme se démontre

aisément.
Lemme 5.3.2. Soient vy, € Sy, et Uy, € S’h donné par la définition 5.1.2. Nous avons alors

Dyvp|rk = Datplk ,V K €Ty,

ou, si K C Q1 UQs, D fait référence a la dérivée suivant y, alors que si K C Q3, Dy fait référence a la dérivée
suivant la direction perpendiculaire au bord de 2.

Preuve : Se démontre en passant sur le carré de référence puis en calculant directement les membres de droite

et de gauche de I'égalité.
Lemme 5.3.3. Soit v, € Sy, et oy € S, donné par la définition 5.1.2. Nous avons alors

/(Uh — ﬁh)dacdy =0,VKeT, : K cC Q.
K

Preuve : Se démontre toujours par un passage au carré de référence puis par un calcul direct en décomposant
¥y, suivant la base de Sh(K) et 0y, suivant la base de Sh(f() De plus, nous insistons sur le fait que si K C Q;UQs,

alors I’égalité du lemme 5.3.3 n’est pas vraie, la base choisie sur {2y U Q25 n’étant pas la méme que celle sur Q3.

|
Lemme 5.3.4. Soit v, € Sy. Nous avons alors :
lvrllo,o ~ llvnlloq -
Preuve: Se démontre de la méme maniére que le lemme 3.3.3.
|

Nous donnons & présent le lemme central de cette section :

Lemme 5.3.5. Soient T, un maillage régulier quadrangulaire de Q@ de pas h > 0 et By son maillage dual
associé. Soient u € H*(Q) la solution de (1.1.1) vérifiant les estimées (1.3.1)-(1.3.3) et vy, € Sp. Supposons de

plus que f € H'(Q). Nous avons alors

|1 an(uon) + (won)e — (fon)a | S b ([flie + " [In(w)) llloalll
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Preuve:

Diu
Afin d’alléger les notations, nous allons poser pour toute la démonstration de ce lemme ( n ) = ( ! )

2 Dsyu
en convenant que sur les zones §; et Qs, D1, resp. Ds, fait référence a la dérivée suivant z, resp. y, alors que

dans la zone 3, Dy, resp. D, fait référence a la dérivée suivant la direction paralléle au bord de €2, resp. la
direction perpendiculaire au bord de Q2. Soit v, € S, nous avons alors:

p? an(uwn) + (wop)a — (Ffun)a

WD Do)k + @7 Y (m.Davn)k + (won)a — (fon)o
KeTy, KeTy

= p Y Do)k + 12 Y (m.Detn)k + (wn)o — (fun)a
lemme 5.3.2 KeT, KeT,

WY (Do) + 6P Y (=Damin)r + (wwn)a — (fon)a
Green KET, KeT,

+ Y (nonkavn)ox + 10 (2 nk2,Bh)ox
KeTy KeTy

ol ng = ( ) désigne la normale unitaire sortante & K sur son bord. Nous arrivons donc, en utilisant
nNK,2

(1.1.1), &

1 an(uon) + (won)o — (Fon)al S 1Y (w = fon— o)k

KeTy

+ 07 [ D (Dimyon — On) k|
KeTy,

+ 02| > (m ok vn)ok]
KeTy,

+ 02> (2 nc2,On) o] -
KeTy,

(5.3.1)

La suite du lemme va consister en la majoration des quatres membres du terme de droite de (5.3.1)

a. Majorons le premier terme du membre de droite de (5.3.1):

Si K C Q1 UQg, nous avons, pour K € Ty,



170

(u— fon—0n)k| = 12 |(Au,vp — o) k|

< 12 || Aullo,x |lvn — Onllo,x
Cauchy-Schwarz

< 1 || Aullo, e hi [vnlix
Bramble-Hilbert
4
> Nw=fon—tw)xr| $ M ()] b lloall] - (5.3.2)
=1 K €Ty
K C Q;

Si K C Q3, nous utilisons le lemme 5.3.3, nous pouvons dire que:

(gon — )k = (9— M%(9)on — )k , VK €Ty ,V ge H(Q),

ott, pour K € Ty, MY% (g) désigne la moyenne de g sur K. En utilisant alors I'inégalité de Cauchy-Schwarz suivi

d’un argument de type Bramble-Hilbert, nous pouvons écrire que :
[(gon = On)k| < (h1 [[D1gllo,x + h2 [|D2gllo,k)
(lvnllo,e + Nlonllox) ¥V K € Tp ¥V g € H'(Q)

U

[(gwn —tn)kl $ (h [IDihlloc + ho [[Dagllox) lonllor VK €T,V g€ H (D), (5.3.3)

en nous aidant du lemme 5.3.4. En appliquant (5.3.3) pour g := u et pour g := f et en utilisant les estimées

(1.3.1)-(1.8.3), nous obtenons:

| S = fon—tx | S (B Iflua + a2 ()] B ol - (5.3.4)
KeTy

Nous rassemblons alors les estimées (5.3.2) et (5.3.4) pour obtenir:

S (= fon—owx | S (1fla +u7? ()] A [llol] - (5.3.5)
KETy,

b. Majorons le second terme du membre de droite de (5.3.1):
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En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons que:

|(Dim,on — On)k| < ||1Dimillox lvn — Onllo,x , VK €T} . (5.3.6)

Remarquons alors que, pour K € T}, :
lon = Bnllox S KM on — dnllg z
< LK (1on = Onllg &

D1 (0n — 0n)llg g+ I1D2(0n — Dnlly &)

+

AN

bu h |vnli,n

L Ou o |IDavpllox < by b foplin -

Nous utilisons alors ceci dans (5.3.6), ce qui nous fournit :

. h
Y (Dimon — )kl < = el (5.3.7)
KeTy, N

c. Majorons le troisiéme terme du membre de droite de (5.3.1):

Ne 1 N . . y pr—
Pour e € E} , nous posons n, := ( ) la normale & e et introduisons MY(.) I'opérateur définissant la
Ne 2

L?(e)-projection. Nous avons:

Y nonknder | =] Y Z e / [l [osl, ds |

KeTy, KeT, eecER (K
<y 2 | ne /[[m — MO, fon — MO(un)], ds |
KeTy eeEp (K
< S lnerllm = MOl llon — M(wi)llon

KeTh ecER (K)

17N

>

KeTy

|K| Zh 1Di o, x Zh IDivnllo, i
i=1

U
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| monkavn)ox | S

h (lvnlll (5.3.8)
KeTy, H

en utilisant les estimées (1.3.1)-(1.3.3).

d. Majorons le quatriéme terme du membre de droite de (5.3.1):

De la méme maniére que précédemment, nous pouvons écrire que :;

IN

S O ncsin)ox | Y Z 2] / I — MG, [on — MO, ds |

KeTy, KeTy, eeER (K

< > > M) lowe 15n = M(@n)]lo,e

KETy e€EL(K)
S > [neol ‘K‘ Zh IDin2llo.s B || D2nlo.xc

KeTy
= Ne h DZ h .D v

lemme 5.3.2 K; e ‘K‘ Z IDitello,xc bz [ Dovrllo, i
U
. In(p)|?

1S (o nmin)ox | S - uﬁ/ﬁ B lonll] (5.3.9)

KeTy,

en utilisant les estimées (1.3.1)-(1.3.3).
Nous procédons & présent au bilan de nos quatre majorations précédentes (c’est a dire (5.3.5), (5.3.7), (5.3.8)

t (5.3.9)) dont nous tenons compte dans (5.3.1) ce qui nous permet de conclure a ’énoncé du lemme.

[ |
Remarque 5.3.1. Soulignons dans I’énoncé du lemme précédent que, si f = 0 sur {2 alors le résultat du lemme

5.3.5 peut étre amélioré et devient donc:

i an(uon) + (won)e — (Fon)a | S a2 ()] b lloall] -

Théoréme 5.3.6. Soient Ty, un maillage régqulier quadrangulaire de Q0 de pas h > 0 et By le maillage dual
associé. Soient u € H3(Q) la solution de (1.1.1) vérifiant les estimées (1.3.1)-(1.3.8) et upn la solution de

(5.2.1). Supposons de plus que f € H*(Q2). Nous avons alors :

llu —upnlll S (flue + @/ [In(u)]) .
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Preuve: La preuve de ce théoréme commence comme celle du théoréme 3.3.4. Pour v, € S}, nous avons

donc:

llupn —wnll® = llusny —vnll§ o + #° lupn —wnl?,

S lasy —wnllge + 47 lusy —wali,
lemme 5.3.4

= (u,upn — Un)o + p2 an(upN,uBN — vp)

— (uupn —vn)a — B an(uupN — vh)

+ (u—vpupN — Op)o + p? ap(u —vp,upN — vh)
+ (v, upn —vn)o — (w,dBN — Tn)a

S (fiaBn —Un)a — (fuBn —vn)a
(5.2.1)

+ (fouBn —vn)a
— (wupn —vp)a — p? ap(uupN — vp)
+ (u = Dpiipn — Op)a + p? ap(u —vp,upn — vp)

+ (uw,upN —vp)a — (u,aBN — Tp)o

< ‘(f_’UAUBN _Uh)Q - (.f — U,UBN _Bh)Q‘
~ llupn — vnll|

llupn — vl

_ _ 2
+ sup \(fon)a (u,vn)0 w ap(u,vp)]

v € Y [l
vy #0

+ [[u=onlloe + plu—val1n
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llupn — Irull|

(f —uwupn — Itu)a — (f —wupn — ILu)g

llupn — Irull|

|(fon)e — (won)a — p* an(u,oh)]

[0l

+ [Ju—Tpulloo + plu—Ipuli,

(5.3.10)

ot Iru désigne linterpolé de Lagrange de u sur le maillage T}, (cet interpolé appartenant bien a S7). Nous

allons alors majorer les quatre membres du terme de droite de (5.3.10).

a. Majorons le premier terme du membre de droite de (5.3.10):

En utilisant (1.1.1) et en définissant, pour K € T}, MY%(.) comme étant I'opérateur de L2-projection, nous

aboutissons a:

((f —uwupy — Ipu)a — (f —wipy — Ipu)g|
llupn — Irull|
_ 2 |(AU,UBN—ILU)Q — (AU,ﬂBN—jLU)Q‘
llupn — Trulll

_ 2
DS
lemme 5.3.1 i=1 K

K

P 3

€
«

IN

DY

1=

—

~J
lemme 5.3.4

< (v* + p/? |In

~

(1.3.1)-(1.3.3)

‘(AU — M(}((AU),UBN - ILU)K — (AU - M(}((AU),’U,BN - jLU)K|

llupn — Trulll

(h IDCOullo x + ha |[D®Vullox + hy [D®Dullox + ho [[DCPullo k)

llupn — Irull|

(lupn — Irullo,x + |lipn — Ipullo,x)

(h IDCOullo x + ha |[D®Vullox + hy [D®Dullox + ho [[DCPullo k)

llupn — Irull|

llupn — Irullc
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ce qui implique que:

|(f —uupn —Iru)o — (f —uupn — Iu)a|
llupn — Irulll

< u? |In(p)| b (5.3.11)

b. Majorons le second membre de droite de (5.3.10) :

Comme f € H'(Q), nous utilisons le résultat du lemme 5.3.5, nous avons:

p— —_ 2 D
sup |(for)e — (wor)o — p* an(u,wn)] < hlflia +u ]2 h (5.3.12)
vh € 59 [[vnl]]
vy #0

c. Majorons le dernier membre de droite de (5.3.10):

En utilisant le théoréme 2 de [5] ainsi que le lemme 4.3.2 (donné pour des éléments triangulaires mais se

généralisant aisément a des éléments quadrangulaires), nous avons que:

lu—Tpulloe + plu—Tpulin < Julie, B+ w'/? |In(u)] b .

Or, nous avons:

|u

1,0 < flio, + #2|Aul g,
(1.1.1)
S | ‘f|1791 + HQ

< flia

ce qui fournit que:

wn S b (flia + 7 [In(u))) . (5.3.13)

lu—Trulloe + plu—Ipu

Le bilan de ces majorations, c’est a dire (5.3.11)-(5.3.13), replacé dans (5.3.10) nous donne alors la majoration
du théoréme ([2, 5] nous fournissant une estimée similaire a 3.3.1 pour des éléments quadrangulaires).

5.4 Essals numériques

Nous considérons le probléme suivant

—p*Au, + u, = —1dans Q,
(5.4.1)
u, = gsur 00,
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ot :=]0,1]% et g est calculée de telle maniére & ce que la solution de (5.4.1) soit donnée par

uy =exp(—z / ) .

Le maillage utilisé est alors illustré sur la figure 5.2

)
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
axe des x

FiG. 5.2 — Maillage utilisé pour n =4, p = 107" et b, = |uIn(p)]

La table 5.1 nous donne alors 'erreur commise pour diverses valeurs de n et u. Nous observons bien que
Perreur dépend de p (en effet Vf =0 dans Q).

n| pu=1 [pu=10"1{pu=103]pu=10"
2 | 2.91E-01 | 4.81E-01 | 1.40E-01 | 2.11E-02
4 | 1.54E-01 | 2.39E-01 | 7.10E-02 | 1.19E-02
8 | 7.27E-02 | 1.19E-01 | 3.47E-02 | 5.88E-03
16 | 3.63E-02 | 5.97E-02 | 1.71E-02 | 2.88E-03
32 | 1.82E-02 | 2.99E-02 | 8.54E-03 | 1.43E-03

TAB. 5.1 — erreur |||u — upn||| en fonction de n pour plusieurs valeurs de p (b, = p|In(u)|)

Nous pratiquons le méme test que précédemment mis & part que nous changeons la solution. Nous posons

donc

u, =exp(—x / p) + 2% + y* .

Nous n’avons alors plus Vf = 0 dans Q. La table 5.2 fournit 'erreur commise pour différentes valeurs de n
et de pu. Nous observons alors que la dépendance de 'erreur vis a vis de p est perdue. L’estimée du théoréme
5.3.6 est dans ce sens bien optimal.

Nous reprenons & présent le premier test numérique mais nous décidons de comparer les résultats fournis

par deux bases. Plus précisément, en nous placant sur le carré de référence, nous posons

Bl : {1,@,:&, 2}:

<

Bz:
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pu=10""1 | p=10"3 | u=10""
1.01E-00 | 1.17E-00 | 1.17E-00
5.08E-01 | 5.77E-01 | 5.76E-01
2.53E-01 | 2.86E-01 | 2.86E-01
1.27E-01 | 1.43E-01 | 1.43E-01
6.33E-02 | 7.15E-02 | 7.14E-02

(S
oy 00 NS

TAB. 5.2 — erreur |||u — upn||| en fonction de n pour plusieurs valeurs de p (b, = p|In(u)|)

Le résultat du théoréme 5.3.6 ne s’applique que si nous choisissons la base Bj, les arguments développés
dans la démonstration du théoréme 5.3.6 ne marchant plus pour la base By. Néanmoins, nous désirons observer
le comportement numérique d’une telle approche. Nous calculons donc ’erreur commise pour diverses valeurs

de n et pour p=10"% (b, = p |In(u)|) et constatons que les résultats sont identiques.

By B,
1.17E-00 | 1.18E-00
5.77E-01 | 5.80E-01
2.87E-01 | 2.87E-01
1.43E-01 | 1.43E-01
7.15E-02 | 7.15E-02

W =
M@OO»DI\DS

TAB. 5.3 — erreur |||u — upn||| en fonction de n pour les bases By et By pour p =102 (b, = p|In(u)])
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Troisiéme partie

Méthodes de Volumes Finis et singularités

en dimension trois
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Position du probléme

Soit € un ouvert polygonal borné de IR*. Considérons le probléme suivant :

3
_Zaij DiD;ju = f dans Q,
hi=1 (1.1.1)

u = gsur 00,
ou

~FeLX) et g€ L2(AQ) ,

— {aij}} ;=1 tel que

3

1) IC>0: VE=(G.&ks) €RY, Y ai&i&; > C L3,

ij=1

(11) Vi,jé€ {1,2,3},&2']‘ = ajj -

Il est bien connu que I'unique solution v € H(2) de (1.1.1) est incluse dans H?(Q) si Q2 est convexe ce qui
n’est plus le cas si € ne l'est pas. Le but de ce chapitre est donc de traiter, comme il a été fait pour le cas
bidimensionnel, le cas ou {2 n’est pas convexe. Plus précisément, notre but est d’étudier la discrétisation
par plusieurs méthodes de Volumes Finis le probléme (1.1.1) lorsque Q n’est pas convexe et d’illustrer
la restauration pour ces méthodes d’un ordre de convergence optimal grace & un raffinement de maillage
judicieux.

Nous supposerons donc dans toute le suite de ce chapitre, sauf mention contraire explicite, que ) est un

ouvert polygonal borné non convexe de IR?.
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Dans un premier temps, nous donnerons des résultats de régularité sur la solution u de (1.1.1), nous
introduirons ensuite deux cas particuliers qui feront I’objet de tests numériques pour les diverses méthodes

de Volumes Finis présentées puis donnerons le plan de ce chapitre.

1.2 Espaces de Sobolev & poids - régularité de la solution

1.2.1 Présentation des espaces de Sobolev a poids

Nous définissons dans un premier temps S(f2), 'ensemble des sommets de Q ou celui ci n’est pas convexe.

Pour S € §(2), nous introduisons :

— Js:= Nombre d’arétes adjacentes a S,

- {ASJ};'Iil := ensemble des arétes de 2 adjacentes au sommet S,

rs:Q — IR, M — d(S,M) ,

- RSJ N IR, M — d(ASJ,M), ] S {1, ,Js},

- xs : Q@ — IR, une fonction valant 1 dans un voisinage du sommet S et 0 ailleurs,

- xs5,;:Q— IR, j€{l,...,Jg}, une fonction valant 1 dans un voisinage de 'aréte Ag ; et 0 ailleurs,

—0sj, 5 €{l,...,Js}, S € S(), la distance angulaire & l’aréte Ag ; définie par sin(fs;) = ];S .
S,j

Rappelons que, pour g ; assez petit, nous avons fg; ~ sin(fg ;).

La figure 1.1 résume ces notations.

Introduisons en outre les fonctions suivantes:

r: Q@ — IR,

M +~— min rg(M),
5e5(9Q)

R: O — IR,

M +— min min  Rg (M),
Ses(Q) je{l,... . Js}



%(Ali)

Js Js

Moo= 3 (1= xes+ Y fsixs.)
SES(Q) Jj=1 j=1

+ (1 - Z Xs) R.

SesS(Q)

Le lecteur pourra aisément vérifier les propriétés suivantes.

Proposition 1.2.1. Pour M € Q, s € S() et j € {1,...,Js}, nous avons

- 60(M) =0 si M est loin de S et de Ag,j,
— 0(M) = Rs,; si M est loin de S mais prés de Ag ;,
— (M) =1 si M est prés de S mais loin de Ag ;,

- 0(M) =0s; si M est prés de S et de Ag;.
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Remarque 1.2.1. La notion de proximité d’un point M € Q & une aréte Ag;, j € {1,...,Js}, S € S(Q) est &

prendre au sens de la distance angulaire fg (1) de ce point & l'aréte Ag ;.

Nous définissons alors, pour m € IN et a, 8 € [0,1], la semi-norme suivante [70, 71]

1
[Vlmia,8.0 = ( > / | r*0° D7 |2)2 :
Q

vy e W3
[v] =m

ainsi que la norme qui en est issue
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1
2
vllm;a.6.0 = (||U||3171,Q + |’U|?n;a,ﬁ,§2)

L’espace de Sobolev & poids H™*5(Q), m € IN, a, B € [0,1], est alors défini par

H™B(Q) :={v e H" Q) : [|v]lma.pa < +00 } .
Afin d’étre complet, donnons la

Proposition 1.2.2. Soit m € IN et «, § € [0,1[. Nous avons alors

H™*B(Q) — HP(Q) , V p < min{m — ?,m —a}. (1.2.1)

Preuve:

Par le théoréme 6.1 de [70], nous avons

2

2
0;a, s __ 0,s .
H 6‘—)[4 =W ,VS < mln{m,@} . (*)
De plus, le théoréme 1.14 de [81] fournit
0,s 2 3 3
W7‘—)Wp7:Hp,va§—g. (*‘k)

Les deux plongements (%) et (%) fournissent alors le résultat escompté.

1.2.2 Reégularité dans les espaces a poids

Enongons a présent le

Théoréme 1.2.3. Soit u € H'(Q) la solution de (1.1.1). Il existe alors ag, Bo € [0,1] tels que

ue HEP(Q), Va>1—ay, VB>1-f .

De plus, u admet la décomposition suivante

U = ug + Z uS-I- Z us’j,
Ses(Q)
S € 8(Q)
je{l,... ,Js}

o

~ ug € H?(Q) constitue la partie réquliére,
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- u, S €8(N), constitue la partie singuliére d’exposant aq relative a la singularité de sommet en S,

~ g edl,... ,Js}, S € S(N), constitue la partie singuliere d’exposant By relative a la singularité d’aréte

en Ag ;.

Preuve : voir [31, 70, 71].
|
Remarque 1.2.2. Dans le cadre d’un traitement a-priori des singularités de la solution « de (1.1.1), une connais-
sance de la valeur numérique des exposants singuliers aq et §y est indispensable, Or la détermination de ceux-ci
est loin d’étre évidente & part dans certains cas ol une expression analytique ou numeérique (voir [10, 68, 92, 4])

est possible.

1.2.3 Particularité du cas tridimensionnel

Contrairement au cas bidimensionnel, ot les fonctions singuliéres entrant en jeu étaient C°((2), ici, nous
n’avons pas forcément H>*5(Q) — C°(Q) pour tout a, B € [0,1[. En effet, le plongement (1.2.1) fournit un
exposant optimal p trop petit pour qu’ait lieu I'injection de Sobolev

HP(Q) = C°(Q)

Y

qui n’est valable en dimension trois que pour p > 5 Ceci pose des problémes pour 'adaptation des techniques

de majoration d’erreur des diverses méthodes de Volumes Finis que nous allons étudier :

— Pour la méthode de Volumes Finis centrée cellule, I’estimée d’erreur de [52] fait intervenir les valeurs de

u en certains points de €2, or ces valeurs ne peuvent pas étre définies.

— Pour les méthodes d’Eléments-Volumes finis, la majoration de I’erreur d’approximation ne peut plus se
faire a 'aide de l'interpolé de Lagrange (qui nécessite que soient définies les valeurs aux noeuds du maillage

de la solution u).

1.3 Cas particuliers

1.3.1 Domaine de type produit tensoriel

Nous considérons 2 := G'x]0,2[, ot 29 € IR} et G est un ouvert non convexe de IR?. Nous supposons sans
restriction que G ne présente qu’une seule ouverture angulaire w > 7 (voir figure 1.2).

Les singularités de la solution u de (1.1.1) évoquées dans ’énoncé du théoréme 1.2.3 sont alors explicitables de
maniére analytique (ceci vient du fait qu’une séparation des variables est possible pour paramétrer le voisinage

des sommets de 2, ce qui n’est plus le cas pour un domaine non convexe quelconque). Plus précisément, u
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20 oo e

S2

Fi1G. 1.2 — Ezemple de domaine Q0 de type produit tensoriel

) . el A s . . m . e,
présente une singularité d’aréte en o d’exposant singulier 8y := — et deux singularités de sommet en S; et
w

. . m . . . R
So d’exposant singulier ag := —. Or, ces deux singularités de coin en S; et So auront non seulement méme
w
exposant singulier mais aussi méme expression analytique que la singularité d’aréte en o : Elles peuvent donc
étre "négligées" dans I’étude théorique et numérique du probléme au profit de la seule singularité d’aréte. La

solution u se décompose alors comme suit :

L. 2
u = ug + A2) R§ sin(—6,) ,
w

ol

3

~ug: Q — IR € H2(Q)

— A IR — IR est une fonction réguliére dépendant de z et des données du probléme (1.1.1)

— Pour M € Q, (R,,0,) sont les coordonnées polaires dans G de la projection orthogonale de M sur G.

De plus, nous avons [4, 3]
1D Dulli000 < lflloa

D00 u10,50, DO Oulliose S [Ifllog -

Concrétement, la dérivée de u suivant I'axe (Oz) est incluse dans H'(Q), alors que les dérivées suivant les
axes (Oz) et (Oy) ne le sont pas. Ce type de comportement anisotrope (c’est a dire non identique dans toutes les

directions de l’espace) nécessite un traitement numérique spécial a l'aide de maillages anisotropes [4, 3, 6]. Ces

maillages présentent la particularité d’étre plus raffinés dans certaines directions de I’espace que dans d’autres
(voir figure 1.3).

De ce fait, un élément K d’un maillage anisotrope ne vérifie pas la condition de régularité
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<0

: .
@
h=

Fiac. 1.3 — Exemple d’élément anisotrope

he o ¢
PK

ol C est une constante de IR* et hg, resp. pg, désigne le diamétre du cercle circonscrit & K, resp. du plus
grand cercle inscrit dans K (par exemple I’élément K de la figure 1.3 aura un rapport h—K =h"7 — 40
quand h — 0 car w > 7). Un maillage ainsi défini permettra de restaurer 'ordre de conveprlg(ence optimal perdu
a cause de le singularité de la solution suivant le plan (Ozy). Suivant l’axe (Oz), L’ordre de convergence sera
déja optimal sans recourir & un raffinement de maillage vu que la solution n’est pas singuliére suivant cette
direction. Les maillages anisotropes permettent alors d’optimiser le nombre d’éléments utilisés ce qui apporte

un gain de temps et d’espace mémoire.

1.3.2 Coin de Fichera

Soit Q :=] — 1, + 1[>\[0,1]? (voir figure 1.4).

03

02

01

F1c. 1.4 — Coin de Fichera

Ce type de domaine est souvent appelé coin de Fichera [4]. Ce domaine fera I’objet du second test numérique
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auquel nous procéderons pour chaque méthode de Volumes Finis considérées. La solution u de (1.1.1) présente, en
outre de singularités d’aréte en {0;}7_, d’exposant 3y = ;, une singularité de sommet en S d’exposant ag ~ 0.45
[10, 68, 92]. La difficulté algorithmique vient donc du fait que ce cas nécessite un raffinement anisotrope suivant
les arétes o;, i € {1,2,3}, et un raffinement standard en S, le raffinement global devant étre ainsi optimisé (en
terme de nombres d’éléments).

Ajoutons qu’une expression analytique de ces singularités est cette fois ci rendue impossible, en effet, nous
ne pouvons paramétrer le voisinage de S & 'aide de variables indépendantes. En résumé, retenons que, dans ce

cas ci, la solution u de (1.1.1) appartient & l’espace de Sobolev & poids H?20-55:0-33(Q)).

1.4 Plan de la troisiéme partie

Nous considérerons, tout comme dans le cas bidimensionnel, trois méthodes de Volumes Finis pour discrétiser

le probléme suivant

—Au = f dans Q
(1.4.1)
u = gsur 00,

ott f € L?(Q), g € L*(09Q) et Q est un ouvert borné polygonal de IR>. Il est & noter que I’étude du probléme de
Laplace n’est pas du tout restrictive vu qu’un simple changement de variables permet de se ramener de (1.1.1)
a (1.4.1).

La section 2 présentera la méthode de Volumes Finis centrée cellule [52]. Il est & noter que nous aurons
besoin dans ce chapitre d’un estimateur a-posteriori [100] que nous présenterons dans la section 5. Les méthodes
d’Eléments-Volumes Finis (conforme et non conforme) seront quant & elles présentées dans les sections 3 et 4

66, 67].



Notations importantes de la troisiéme partie

Domaine

— Q:= Ouvert polygonal non convexe de IR>

— I':= Bord de Q

- 8(Q) := Ensemble des sommets ot {2 n’est pas convexe
— Jg:= Nombre d’arétes adjacentes 4 S € S

- {As’j}jil := ensemble des arétes de ) adjacentes au sommet S

Normes

G ouvert borné de IR>, m € IN, p > 1, a, 3 € [0,1)

| mpa = ( Z /O\Dup dx)l/p

yemw?
[v] =m

/
I Nlmpe = ( Z /G\DV,\P dx)l p

v € IN3
[v] <m

e = (X [ )’

v e N3
[v] =m

Nl = ( 3 /GW.‘2 dm)m

v e IN3
[v] <m

- . |m;a757g = ( Z /G‘ra 98 D’Y.‘Q dm)1/2

v e N3
vl =m

N llmge = (IBre + Mase)

189
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Espaces fonctionnels

G ouvert borné de IR?, m € IN, p > 1

C™(G) := {v:G — IR : DYv continue sur G, V v € IN? tel que |y| =m }
SWmG) = {viG— R ¢ ollmpe < 0 )

- H™@G) = {v:@— IR : ||v|lsc < >}

- HJ*(G) := {ve H™(G) : D"|sg =0,Y v € IN? tel que |[y|=m -1}

- H™8(G) = {ve H"HG) : |vlmase < <}

~ L2*8(@) = H%*8(@)

— IP*(@) := Espace des polynoémes de degré au plus k € IN

~ Xy, = {w, € IP(T}) : vy € C%Q) } (T}, désignant un maillage de Q)

*Xo: {UhEXh:Uh|g)QEO}

=
I

~ Sy = {w, € IPY(T}) : /vh|de = /vh|Lds,‘v’e€Ehavece=I_(ﬂE}
e e

(E}, désignant ’ensemble des arétes du maillage T})

- 8) = {wv, €S : /vh\de = 0,Ve€ E,avece CKNON }
e

Divers

— hg := Diamétre d’une maille K
— pi = Maximum du diamétre des cercles inscrits dans une maille K

— h:= Pas du maillage T}, (i.e. max hr)

d
o "Y| = Z‘Vz‘av’Y:(Wl, :’Yd):de[N*
i=1
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Ov/0x
— V:= Opérateur de gradient (i.e. Vv:= | dv/dy |)
Ov/0z

- 1g := Indicatrice du domaine G C IR?

|G| := Longueur, aire ou volume du domaine G C IR?

— K :— Triangle de référence (i.e. de sommets (0,0), (1,0) et (0,1))
— MY (.) := Opérateur de L?(G)-projection, G ouvert borné¢ de IR>
— ng := Normale unitaire sortante & G C IR? sur sa frontiére
-rg:Q— IR, M +—d(S,M),SeS

-r: Q— IR, M — min rg(M)
5e5(9Q)

~ Rs;j:Q— IR, M — d(As; M), je{l,...,Js},S€S

— fs,;:= la distance angulaire a l'aréte Ag;, j € {1,...,Js}, S € S(Q) (i.e. sin(fs;) := ];TS)
J

fs,; si M est prés de S et de Ag;
Rs j siM est loin de S et prés de Ag ;

-0 : Q— IR M+—s 5 P o jefl,... Js}, S€eS
1 si M est prés de S et loin de Ag ;

0 sinon
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Chapitre 2

Méthode de Volumes Finis centrée cellule

et singularités en dimension trois

Nous considérons le probléme (1.4.1). Nous allons dans un premier temps présenter la discrétisation de (1.4.1)
par la méthode de Volumes Finis centrée cellule. Introduisons dans ce but les diverses notations et définitions

qui nous seront utiles pour la suite de ce chapitre.

2.1 Notations-définitions

Donnons tout d’abord un équivalent tridimensionnel de la définition 2.1.1.

Définition 2.1.1. Nous appelons maillage admissible (de ©)_, noté 7, tout triplet (V,P,F), ou:

a. V désigne un ensemble d’ouverts polygonaux convexes de 2 appelés Volumes de Controle,

b. P := {xk }kecy désigne un ensemble de points de € tel que chaque Volume de Controle contienne

un et un seul point de P,

c. F représente ’ensemble des faces des Volumes de Controle.

Ce triplet vérifiant :
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2. Pour tout Volumes de Controéle K et L:

0,

un sommet commun ou une aréte compléte,

=
D
e~
[

une face compléte de K et de L .

3. Soient zg € K et zp € L deux éléments de P, ou K, L € V.

Si KNL=:0 €F, alors le segment [ zf, z1] coupe orthogonalement ¢.

4. Sic € Faveco COONK, K €V, et si nous posons
Dk ., := demi droite d’origine xx perpendiculaire & o, alors

Dg,No =:{z,} #0.

Nous introduisons en outre

— Fk := lensemble des faces de K € V,
— hg := le diamétre de K € V,

— h:=maxhg,
Key

— N = Card(V),

- x(m)= P,

2.2 Schéma numérique

Donnons tout d’abord la figure 2.1 afin d’étre plus clair dans notre explication.
Nous intégrons (1.4.1) sur K € 7, puis appliquons la formule de Green afin de nous ramener d’une intégrale

de volume sur K & une intégrale de surface sur 0K = U o.
o cE€EFK
Chaque intégrale sur 0 := K N L, K, L € T est ensuite approchée par différences finies [52]. Nous obtenons

ainsi le systéme d’équations suivant

—ZFK,(,:/Kf,VKeT, (2.2.1)

cEFK
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ou, pour 0 € Fg, K € V,

UL T UK il existe L € 7 tel queo=KNL,
d(fK,IL)
FK,J =
—UK . -
T E—— =KnNnon.
dzr,00) 7

TK Tr

o N

Fic. 2.1 — Interface o entre deux Volumes de Contrile K et L
Nous donnons alors la

Proposition 2.2.1. Soit 7 := (V,P,F) un maillage admissible de Q). Le systéme (1.4.1) admet alors une unique
solution u, € x(7).
Preuve: voir le lemme 3.2 de [52].
|

Le paragraphe suivant est destiné & rappeler un résultat de convergence de u., vers u dans le cas ot u € H?(Q).

2.3 Rappel de la majoration d’erreur dans le cas régulier (u € H*(Q2))

Nous allons exprimer les vitesses de convergence de u, vers u en fonction de N, et non en fonction de
h comme il ’a été fait précédemment. En effet, ceci nous parait plus en accord avec la ligne directrice de ce
chapitre qui est plus numérique que les deux autres, I’expression de I’erreur en fonction du nombre de degrés

de liberté de la méthode est alors plus logique. Introduisons tout d’abord I'hypothése suivante
(H) 3¢>0 : dlzg,0) > Ehg Vo€ Fg, VK€V .

De plus, nous posons, pour v € x(7),
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s (v(zr) —v(zK))? v(rK)?
= d(zk,rr) - Jgf d(zg,0Q)

c€F
=KnL

o

et introduisons, pour v € C°(Q), la fonction Iv définie par:

Iv: Q@ — IR
v(zg) siil existe K € V tel que M C K,

M
0 sinon .

Nous pouvons a présent donner le
Théoréme 2.3.1. Soit 7 := (V,P,F) un maillage admissible du domaine Q vérifiant hypothése (H). Considé-
rons alors u € H?(Q) la solution de (1.4.1) et u, la solution de (2.2.1). Nous avons alors :

—1/3
Nel/’

L S

[Tu — u,

—1/3
lu—urlloo S N2
|

Preuve : voir le théoréme 3.4 de [52].
Le but de cette section étant de prouver la nécessité d’un raffinement de maillage judicieux pour un domaine

non convexe de IR?, nous proposons a présent une série de tests numériques mettant en évidence ceci.

2.4 Essails numériques
Comme il I'a été évoqué en introduction, nous allons opérer deux tests numériques:

— Une premiére série de tests portera sur le "L-shape" 3d, ou la solution « de (1.4.1) présente une singularité

d’aréte,
— Une seconde série de tests concernera le coin de "Fichera", pour lequel la solution u de (1.4.1) présente

des singularités d’arétes et une singularité de coin.

2.4.1 Tests sur le "L-shape" 3d
Nous posons 2 := (] — 1,1[\]0,1[x] — 1,0]) x ]0,1[. Nous considérons alors sur ce domaine  ’équation

suivante
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—Au = 0 dans Q,
(2.4.1)

u = g sur 9N ,

ou g est calculée de telle maniére & ce que la solution de (2.4.1) soit donnée par

u(rf,z) == z r*/ sin(26/3) ,

(r,0,z) désignant les coordonnées cylindriques. Nous renvoyons a l'introduction afin de bien comprendre le type
de comportement singulier de cette fonction. Rappelons quand méme que u présente un singularité de valeur

1
B = 3 le long de l’aréte (Oz) (voir figure 2.2).

FiG. 2.2 — Représentation de la fonction u

Nous implémentons la solution approchée de ce probléme par la méthode de Volumes Finis centrée cellule

sur deux séries de maillages:

— Une premiére série de maillage uniforme de paramétre n € IN* dont nous donnons une représentation

pour n =4 en figure 2.3 & gauche,

— Une seconde série de maillages raffinés de paramétre n € IN* dont nous donnons une représentation
pour n = 4 en figure 2.3 & droite. Les noeuds de cette seconde série de maillages sont en fait obtenus en
considérant les noeuds de la premiére série de maillages auxquels nous faisons subir la transformation H

, ou ‘H est donnée par
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H - ) — 0
(2| =5 " yly|F ) st fz] 4+ [y] < 1,
(ry,2)

(z,y,2) sinon .

* 1 Q
0.9 09
058 08
~ | —T~— | —

07 ~ L1~ | —

\\ // \\ // 07 \\ // \\ //
06 I~ I~ 06 N~ —1 S~
05 05
0.4 \\\ ///\\\ /// 04 \\ ///\\\ //
0.3 03

~ > | —
02 \\\ ///\\\ /// 02 \\ // \\ //
01 11 M~ 0.1 \/ \/
o >

0.l RN |~ l—"1
- P 1 Py | ~ L—

F1G. 2.3 — Maillage uniforme (a gauche) et raffiné (a droite) pour n = 4

La table 2.1 présente alors les divers résultats obtenus sur la premiére et le seconde séries de maillages.

n | |[Hu —urlloq||lu —urlir||lu—urllon | Ne n | [[Hu —u-llo ||u—urli,r |lu—urlloo] Nea
2 | 96de—3 | 4,78 —2 3,19 — 1 24 2 | 117e—2 | 457e—2 ] 337e—1 42

4| 484e-3 |38%€—2]| 1,60e—1 192 4| 417e—3 | 284e—2| 165e—1 | 312
8 2,26e — 3 2,78 —2 | 8,03e—2 1536 8 1,38¢ — 3 1,6le—2 | 8,19¢—2 2400
16| 989% —4 |190e—2 | 4,0le—2 | 12288 16 | 4,35¢—4 | 856e—3 | 4,08¢—2 | 18816
25 | 5,.68e—4 | 146e—2 | 2,57e—2 | 46875 25 | 2,02e—4 |560e—3 | 26le—2 | 71250
32| 416e—4 | 125e—2| 2,0le—2 | 98304 32| 1,32 —4 | 44le—3 | 2,04e—2 | 148992
40 3,13e — 4 1,09¢ — 2 1,61e — 2 192000 40 8,93e — 5 3,00e —3 | 1,63e—2 | 290400
50 2,35e — 4 9,47e — 3 1,28e — 2 | 375000 50 5,88¢ — 5 2,85e —3 | 1,30e —2 | 566250

TAB. 2.1 — Résultats pour les séries de maillages uniforme (& gauche) et raffinée (a droite)

Les figures 2.4 et 2.5 illustrent les taux de convergence obtenus en fonction du nombre de degrés de liberté
N¢; pour les maillages uniformes et raffinés. Nous constatons que 'utilisation d’un maillage raffiné de maniére
adéquate permet 'obtention d’un meilleur ordre de convergence pour la méthode par rapport aux maillages
uniformes.

Nous donnons enfin la figure 2.6 représentant ’erreur ponctuelle entre u et son approximation pour un
maillage uniforme et raffiné pour n = 16 sur le plan P := { (z,y,2) € @ : x,z > 0Oety = 0 }. Nous
constatons alors que lerreur est bien concentrée le long de I'axe (Oz) et que, pour un maillage raffiné, celle-ci

est bien moindre que pour un mailage uniforme.
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log(erreur)

log(N_{el})

07— 71— — 11—
218 338 450 58 701 821 942 1063 1183 1304 1425

F1G. 2.4 — Vitesse de convergence de ||Iu — u;||o.o en fonction de N pour un maillage uniforme (courbe (1))
et un maillage raffiné (courbe (2))

2.4.2 Tests sur le coin de Fichera

Nous posons cette fois ci Q :=] — 1,1[2\[0,1][>. Nous considérons alors le probléme suivant

—Au = 1 dans Q
(2.4.2)
u = 0 sur 990 .

Nous renvoyons a l'introduction pour plus de détails sur la régularité de la solution u de (2.4.2), précisons
cependant que u présente une singularité de coin en O de valeur a ~ 0.45 et des singularités le long des arétes
du bord de 2 ayant O comme origine de valeur § = g

Nous utilisons, tout comme pour les tests précédents, deux séries de maillages (uniformes et raffinés) tout
deux de paramétre n € IN*. La figure 2.7 illustrent ces deux types de maillages pour n = 4. Les noeuds du
maillage raffiné sont obtenus a partir de ceux du maillage uniforme auxquels nous appliquons la transformation

‘H définie cette fois ci par

(@,9,2) —>  (wla| 5 yly| =5 2]z

Cependant, nous ne disposons pas d’une expression analytique de la solution u de (2.4.2), il nous faut donc
quantifier 'erreur & ’aide d’un estimateur a-posteriori. Nous prenons donc ’estimateur fournit dans la section
5. Briévement, rappelons que cet estimateur quantifie ’erreur entre u et Ipju,, qui est un interpolé batit &
partir de la solution approchée u, de (2.2.1). La table 2.2 donnent les résultats obtenus pour les deux séries de

maillages.



200

log(erreur)

log(N_{el})

T — 17—
8.21 9.42 1063 11.83 13.04

14.25

F1G. 2.5 — Vitesse de convergence de |Iu — u.|1,; pour en fonction de N un maillage uniforme (courbe (1)) et
un maillage raffiné (courbe (2))

7 (maillage uniforme)

Nel

[
5oy 0 B N3

40

1,33¢0

5,57e — 1
2,84e — 1
1,69 — 1
1,05e — 1
9,03¢ — 2

7 (maillage raffiné)
1,31e0
5,37e —1
2,07e — 1
8,42e — 2
3,77e — 2
2,96e — 2

o6
448
3584
28672
229376
448000

TAB. 2.2 — Résultats pour les deux séries de maillages

La figure 2.8 nous donnent alors les ordres de convergence de la méthode en fonction de N,; pour les

deux types de maillage. Tout comme pour le cas précédent, nous constatons que l'utilisation d’un maillage

judicieusement raffiné permet une nette amélioration de ’ordre de convergence de la méthode.
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) o ~ © 0 = = ~ -
b 3 S 3 3 3 3 3 3
e
g.-.../
|
) o ~ © 0 = 3, ~ -
b 3 S 3 3 3 3 3 3

-08  -07 -06  -05 -04 -03 -02 -0.1

-0.9

-05 -04  -03

-0.6

-0.8

-0.9

F1G. 2.6 — Erreur ponctuelle pour un maillage uniforme (& gauche) et un maillage raffiné (a droite) pour n = 16

IRy

VA A /

R

VAV VAL

////////

\\\\\\\\

[ [ [ ][] ] ]/

1171

T
o=
T

-0.6
-1
-1

F1G. 2.7 — Maillage uniforme (a gauche) et raffiné (a droite) pour n = 4
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log(erreur)

log(N el)

Fi1G. 2.8 — Convergence de 1 en fonction du log(n) pour un maillage uniforme (courbe (1)) et un maillage raffiné
(courbe (2)) en fonction du log(Ne;)
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Chapitre 3

Méthode d’Eléments-Volumes Finis
conforme et singularités en dimension

trois

Le principe de la méthode présentée dans ce chapitre sera identique a ce qui a été fait en dimension deux
(voir section 3) a savoir que I'idée sera d’approcher la solution u de (1.4.1) par une fonction IP!-conforme sur
un maillage primal T}, (ou T}, est un maillage tétraédrique de Q) mais en discrétisant ce méme probléme sur un
maillage dual de Tj,.

Nous introduirons dans un premier temps diverses notations et définitions indispensables a la suite de notre

travail. Nous expliquerons ensuite le principe de la méthode et pratiquerons quelques tests numériques.

3.1 Notations-Définitions

Donnons tout d’abord la définition du maillage primal de Q.

Soit Ty un maillage de Q constitués d’éléments tétraédriques. Posons, pour K € Tj,

— Ej(K):= ensemble des arétes de K,

— Fyp(K):= ensemble des faces de K,

— Zp(K) := ensemble des sommets de K,

— hg := diamétre de K,
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— pg = diamétre du plus grand cercle inscrit dans K.

Nous introduisons alors Ej, := U E,(K), Fy, := U Fy,(K), Zy = U Zn(K), h:= Ir(nea%t hig et N =
KeTy, KeTy, KeTy,
Card(Zy,).

De plus, pour z € Zj, nous posons Tj(z) := { K € T, : z € K }. Nous définissons enfin zZin={ze€

Zy : z € Q }. Nous donnons en dernier lieu le critére de Delaunay, plus précisément :

(H) 1< o vken,
PK

ou C est une constante indépendante de T},.

Définissons & présent le maillage dual de Q.

Pour K € T} et pour z € Z,(K), nous construisons b, x en joignant entre eux les barycentres des faces,
le milieu des arétes et le barycentre zx du tétraédre K. La figure 3.1 représente une sous-boite b, x ainsi

construite.

0.9 —
0.8 —|
0.7 —|
0.6 —|

0.5 —

axe des z

0.4 —|

0.3 —|

0.2 —

0.1—

09 o8

0.7 0.6 05 04

03 02 o1 o 1 axe desy

axe des x

Fia. 3.1 — Illustration d’une sous-boite b,  pour z € Zy(K) et K € T},

Nous posons alors

b= |J bk, 2€7,
KeTh(z)

et définissons le maillage dual (au maillage primal T,,) By, par

By, = { b. }ZGZh .
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En vu d’étre complet, introduisons quelques espaces de fonctions qui nous serviront par la suite. Posons donc

Xh:Z{’UhGOO(Q) : ’Uh‘KGIPI(K),VKGTh},

X,(l)::{’l)hEXh : ’Uh|3Q = 0}

En outre, pour v, € X}, nous associons o, € IP°(B;,) définie par

3.2 Schéma numérique

Nous intégrons (1.4.1) sur b,, z € Zy, d’ou

—/ Audx:/fdac
b b

U

— Vu.nzds:/fdx,
Ob. b

ou n, désigne la normale unitaire sortante a b, sur sa frontiére.

Le probléme approché lié a (1.4.1) s’écrit donc: Trouver upc € X} telle que

— VuBc.nzds:/fdac,VzeZ};”.
ab, b,

Nous allons & présent modifier la formulation de (3.2.1) grace a la

Proposition 3.2.1. Soit Ty, un maillage tétraedrique de €.

(3.2.1)

Soient, pour v et w € Zp, ¢, et ¢y, deuzr fonctions de base de l'espace X}, (c’est a dire étant continues sur

Q, IP' par morceauz sur Ty, et valant 1 au sommet v, ou w, et 0 auz autres sommets du maillage).

Nous avons alors

- V(bv.nwds:/vm.V(bwdx.
Obw Q

Preuve: I’application de la formule de Green suffit & démontrer cette proposition.

Compte tenu de la proposition précédente, le probléme discret (3.2.1) se reformule comme suit: Trouver

upc € X telle que

—/ Vuge . Vo, ds = /f@hdx,VvheX,?.
b Q

(3.2.2)
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3.3 Rappel de la majoration d’erreur dans le cas régulier (u € H?(2))
Nous allons donner dans un premier temps deux lemmes, puis ensuite nous donnerons une majoration de
Perreur entre la solution u de (1.4.1) et la solution upc de (3.2.2) dans le cas ot la solution est réguliére.

Lemme 3.3.1. Soit v, € X},. Nous avons alors:

/vhda: = /ﬁhdm,‘v’KGTh.
K K

Preuve: Se déduit en passant sur le tétraédre de référence et en procédant & un calcul direct.

Lemme 3.3.2. Soit T, un maillage de Q) de pas h > 0 vérifiant ’hypothése (H). Considérons de plus v, € Xp,.

Nous avons alors :

llon — vnllo S A |vn

~

1,9 -
Preuve: Nous décomposons la norme L? sur €2 en une somme de norme L2 sur K € Tj,. Nous utilisons
ensuite un argument du type Bramble-Hilbert en nous servant du lemme 3.3.1.
|
Nous donnons alors le

Théoréme 3.3.3. Considérons Ty, un maillage de Q0 de pas h > 0 vérifiant Uhypothése (H). Soient u € H?(Q)

la solution de (1.4.1) et upc € X)) la solution de (3.2.2). Nous avons alors :

1,0 S Nﬁl/S:

lu —upe

lu—upcllog S N72/%.

Preuve: L’estimée du théoréme se déduit aisément en utilisant la majoration d’erreur entre u et up, son
approximation par la méthode des Eléments Finis, ainsi que les lemmes 3.3.1 et 3.3.2.

3.4 Essais numériques

Nous pratiquerons trois types de tests, & savoir :

— Un premier test sur le "L-shaped" 3d avec une premiére série de maillages uniformes et une seconde série
de maillages raffinés de maniére anisotrope le long de I'aréte singuliére, tout les maillages étant de type

produit tensoriel.

— Un second test toujours sur le "L-shaped" 3d avec une premiére série de maillages uniformes et une
seconde série de maillages raffinés le long de 1’aréte singuliére, les maillages raffinés n’étant cependant plus

anisotropes.
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— Un troisiéme test sur le coin de Fichera avec une série de maillages uniformes et une autre série de maillages

raffinés au voisinage des arétes et du coin singulier.

3.4.1 Premiers tests sur le "L-shaped" 3d

Nous nous plagons sur € := (] — 1,1[\[0,1[x] — 1,0]) x ]0,1[ (voir figure 1.2). Nous posons alors

u(r8,z) == z r*/* sin(20/3) ,

ou (r,0,z) sont les coordonnées cylindriques standards (nous renvoyons a la figure 2.2 pour une représentation
de u).

Nous avons alors u qui est la solution de

—Au = 0 dans Q
(3.4.1)

u = g sur 0N,

ot g désigne la restriction de u sur Q. Il est connu que u présente alors une singularité le long de I'aréte (Oz)
(nous renvoyons le lecteur a l'introduction de cette partie pour plus de détails sur cet aspect).

Soit n € IN*. Le maillage uniforme T ;. est alors obtenu de la maniére suivante : Nous subdivisons chaque

aréte du domaine en n segments, nous obtenons ainsi un maillage hexaédrique. Chaque élément hexaédrique de
ce maillage est alors subdivisé en 6 tétraédres ce qui permet d’obtenir le maillage désiré. La série de maillages

raffinés {77}, ;; }nem~ est obtenue en appliquant aux noeuds de la série {7}, } ne v~ la transformation suivante :

H : Q — 0
(z.y.2) — (z|2]2ylyl2.2) .

La figure 3.2 nous donne deux illustrations de ces maillages pour n = 4.

0.9
0.9 —
0.8+
0.8
0.7+
0.7+

06 0.6 -

0.5 0.5~

0.4 0.4

03— 0.3+

02 02+

0.1+

0.1

0 0>

Fi1G. 3.2 — Ezemple de maillage uniforme (a gauche) et de maillage raffiné (a droite) pour n = 4
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Nous implémentons alors le systéme issu de (3.2.2) sur les deux séries de maillages, la table 3.1 fournit les
divers résultats obtenus. Nous précisons que, dans ces tableaux, N désigne le nombre de noeuds des maillages

(qui correspond au nombre de degré de liberté de la méthode).

n N Maillage uniforme Maillage raffiné

lu —upclloe | lu—uBclia || v —uscllon | |4 —usclia
2 63 5,27e — 02 4,27¢ — 01 5,08¢ — 02 4,63e¢ — 01
4 || 325 1,46¢ — 02 2,41 — 01 1,34 — 02 2,42¢ — 01
8 2025 4,36e — 03 1,32e — 01 3,58¢ — 03 1,26e — 01

16 || 14161 1,43¢ — 03 7,44e — 02 9,54 — 04 6,49¢ — 02
32 || 105633 || 5,05e — 04 4,30e — 02 2,53e — 04 3,34¢ — 02
64 || 815425 || 1,88¢ — 04 2,54e — 02 6,69¢ — 05 1,72 — 02

TAB. 3.1 — Résultats pour les deux séries de maillages

Les figures 3.3 et 3.4 nous permettent de mettre en évidence la dégradation du taux de convergence de la
méthode sur la série de maillages uniformes d’une part (dae a la singularité d’aréte de la solution) et amélioration

de celui ci sur la série de maillages raffinés d’autre part.

-2~

4

5|
il 419

-7k

gk
213 (1)
-9

-10 1 1 1 1 1 1 1 1 1
4

log(N)

log(erreur)
|
(2]
T

Fia. 3.3 — Tauz de convergence de la méthode en fonction de N pour erreur ||.|lo,q sur un maillage uniforme
(courbe (1)) et un maillage raffiné (courbe (2))

3.4.2 Seconds tests sur le "L-shape" 3d

Nous considérons le méme probléme que précédemment mais en considérant deux séries de maillages non
structurés. Les maillages sont obtenus via un mailleur automatique (NETGEN), les maillages raffinés présentant
un raffinement isotrope le long de l'aréte singuliére. L'intérét d’un tel test et de voir le comportement de la
méthode sur des maillages raffinés non anisotropes. La figure 3.5 fournit une illustration de ces deux types de

maillage. La table 3.2 nous donne les résultats obtenus (N y désigne toujours le nombre de noeuds du maillage).



209

-15F

log(erreur)
N
(%))
T

log(N)

F1G. 3.4 — Tauz de convergence de la méthode en fonction de N pour Uerreur |.|1 o sur un maillage uniforme
(courbe (1)) et un maillage raffiné (courbe (2))

Les figures 3.6 et 3.7 fournissent quant & elles les divers taux de convergence en fonction de N. Cependant, nous
précisons que, pour obtenir ces résultats, nous avons sur-raffiné le maillage au voisinage de I'aréte et que nous
avons en contre partie déraffiné le maillage loin de ’aréte. Nous obtenons donc quantitativement des résultats
similaires & ceux obtenus sur la série de maillages précédents. Ceci ne se remarque pas dans les résultats car la

solution u de (3.4.1) a de moins grandes variations si nous sommes "loins" de ’aréte.

0.9
0.8+
0.7+
0.6 —
0.5+
0.4—

0.3+

0.2 1

0.1+ 05

0
1 0

0.5

1 -1

Fi1G. 3.5 — Exemple de maillage uniforme (& gauche) et de maillage raffiné (a droite)
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N [ llu—usclloa [ [u—usclio N | llu—uspclloa | [u—usclio

58 5,156-02 3.91e-01 52 6,16e-02 4,68e-01
298 1,52e-02 2,18e-01 866 7,54e-03 1,53e-01
1867 4,74e-03 1,21e-01 3914 3,17e-03 1,07e-01
13141 1,57e-03 6,73e-02 19145 8,34e-04 5,17e-02
30593 1,00e-03 5,27e-02 35934 5,54e-04 4,25€-02
50155 7,16e-04 4,54e-02 59793 4,02e-04 3,65e-02

TAB. 3.2 — Résultats pour les maillages uniformes (a gauche) et pour les maillages raffinés (a droite)

S -4k
Q
£
] 4/9
g
oer
o
:\
1
=]
56
k]
2/3
s
1 1)
_8 Il Il Il Il Il Il Il Il Il (2)
3 4 5 6 9 10 11
log(N)

F16G. 3.6 — Taux de convergence de la méthode en fonction de N pour Uerreur ||.||o,o sur un maillage uniforme
(courbe (1)) et un maillage raffiné (courbe (2))

3.4.3 Tests sur le coin de Fichera

Nous nous plagons cette fois ci sur le coin de Fichera, c’est a dire Q :=] — 1, + 1[3\[0, + 1[? (voir figure 1.4).

Nous considérons alors le probléme suivant [2]

—Au = 1/r dans Q,
(3.4.2)

u = 0 sur 99,

ou r désigne la distance a l'origine.

La solution de (3.4.2) présente alors des singularités de coin et d’aréte (I'introduction de cette partie expose
plus en détails ceci). Nous considérons, tout comme pour les tests précédents, deux séries de maillages: une
série de maillages uniformes {T};,;:}nemv+ et une série de maillages raffinés {7} ; tnem+. Pour n € IN*, le
maillage uniforme 7

uni

subdivisons alors chaque hexaédre du maillage ainsi obtenu en 6 tétraedres. Le maillage raffiné T}, ,  est obtenu

s est obtenu comme suit : Nous divisons chaque aréte du domaine en n segments, nous

en considérant le maillage uniforme T} ¢y auquel nous appliquons la transformation H définie cette fois ci par



211

1
-1
iI 219
S -15
Q
£
9]
S
|
T 2f
om
=
>
1
>
= -2.5
o
1/3
3k
1
1 1)
(2
_35 Il Il Il Il Il Il Il Il
3 4 5 6 7 8 9 10 11

log(N)

F1G. 3.7 — Tauz de convergence de la méthode en fonction de N pour Uerreur |.|1 o sur un maillage uniforme
(courbe (1)) et un maillage raffiné (courbe (2))

H Q — 0
(@y.2) —  (alz|yly|2.2]2]2) .

La figure 3.8 représente les maillages Ty, ¢ et Ty ;-
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Fi1G. 3.8 — Ezemple de maillage uniforme (a gauche) et de maillage raffiné (a droite) pour n = 4

Pour estimer l’erreur en norme |.|1 o, nous nous servons d’un estimateur d’erreur, noté n dans la suite de la
section, explicité et étudié dans [59, 60] (la solution de 3.4.2 n’étant pas connue). La table 3.3 présente les divers
résultats obtenus pour les mailages uniformes et raffinés. Les taux de convergence obtenus sont donnés sur la
figure 3.9. Ces tests confirment donc bien que sur ce domaine la méthode d’Eléments-Volumes finis présente un

taux de convergence moindre sur un maillage uniforme que sur un maillage judicieusement raffiné.
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2 117 1,85e00 1,98e00
4 665 1,32e00 1,52e00
8 4401 8,15e — 01 9,32¢ — 01
16 | 31841 4,85e — 01 9,12¢ — 01
32 | 241857 2,88¢ — 01 2,69¢ — 01

TAB. 3.3 — Résultats pour les deux séries de maillages

0.5

(6]

@

-15 ! ! ! ! ! ! I I ]
4 5 6 7 8 9 10 1 12 13

log(N)

Fi1G. 3.9 — Tauz de convergence de lestimateur n en fonction de N sur un maillage uniforme (courbe (1)) et
un maillage raffiné (courbe (2))
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Chapitre 4

Méthode d’Eléments-Volumes Finis non
conforme et singularités en dimension

trois

Nous considérons toujours le probléme (1.4.1) que nous allons discrétiser a I’aide de la méthode d’Eléments-
Volumes Finis non conforme. Notre but est de montrer, dans le cas oi1 2 est non convexe, comment un raffinement

de maillage judicieux permet de restaurer 'ordre de convergence optimal de la méthode.

4.1 Notations-Définitions

Nous nous donnons les mémes notations et conventions qu’a la section précédente.
Le maillage primal T}, est toujours constitué de tétraédres. Cependant, le maillage dual est construit de la
maniére suivante :

Pour K € Tj, et 0 € F,(K), nous définissons la sous-boite b, x par

boxk = {tzk + 1—t)z : tel0l],z€0 },

o zg désigne le barycentre de K (voir figure 4.1).
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axe des z

axe desy

axe des x

F1G. 4.1 — llustration d’une sous-boite by k pour o € Fy(K), K € Ty,

Une boite b, est alors définie par

by = U box

K : a'EF(K)

Le maillage dual By, est alors constitué par I’ensemble des boites {b,},cF,, c’est & dire

By, ::{bUZO'EFh}.

En outre, pour o € F}, nous définissons n, comme la normale unitaire sortante a b, sur sa frontiére.
Nous définissons en dernier lieu les différents espaces fonctionnels entrant en jeu, plus précisément
~ Sp:={ vy € PY(Ty) :/vh\K ds = /vh|L ds,Y o € F tellequeoc = KNL, K, L€ T, }

o (o

752::{11;165’;1 : / vy, ds =0,V o € Fy, telle que 0 C 99 } .

Ces espaces n’étant pas inclus dans H!(Q), nous devons définir un "équivalent" de la semi-norme |.|1 o, nous

posons donc:

1,h ' Sh+H1(Q) — IR,

w2 v )

KeTy

Enfin, pour tout v, € Sy, nous associons o, € IPY(B},) définie par :
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Vp 1= Z Mg(vh)]lba;

o€ Fy,

otl, pour ¢ € F, et v € L%(0), MY (v) est défini comme la L?(o)-projection de v.

4.2 Schéma numérique

Le principe de la méthode est similaire & celui de la méthode d’Eléments-Volumes Finis conforme, & savoir
que nous intégrons la premiére équation de (1.4.1) sur b,, o € F}, et appliquons la formule de Green au membre

de gauche ainsi obtenu, d’o

- Vu.ngdsz/fda:,‘v’ath. (4.2.1)
be bo

La méthode d’Eléments-Volumes Finis non conforme consiste donc a trouver ugy € Sg telle que

— Vupny . n, ds = / fde ,No¢€Fy,. (4.2.2)
b, b

Afin de reformuler (4.2.2), nous énongons alors la
Proposition 4.2.1. Soit Ty, un maillage tétraedrique de €.

Soient, pour o1 et oy € Fy,, ¢y, et ¢y, deuz fonctions de base de l’espace Sy, (c’est a dire IP' par morceaus
sur Ty, et dont la moyenne sur la face o1, ou la face oo, vaut 1, la moyenne sur les autres faces de F} étant
nulle).

Nous avons alors

- Vo, . Ny, ds = / Vo, . Vg, d .
Obo, Q

La proposition précédente nous permet alors de reformuler le probléme (4.2.2) par: Trouver upy € S, telle

que
/ Vupny . Vo, dx = / fonpdx Yo, € Sg . (423)
Q Q

4.3 Rappel de la majoration d’erreur dans le cas régulier (u € H?(Q))

Nous allons donner une majoration d’erreur entre la solution u de (1.4.1) et la solution upy de (4.2.3) dans

le cas ot u € H?(Q). Dans ce but, nous donnons deux équivalents aux lemmes 3.3.1 et 3.3.2.

Lemme 4.3.1. Soit v, € Sy. Nous avons alors :

/vhdx = /ﬁhdf,VKETh.
K K
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Preuve: Se déduit de la méme maniére que le lemme 3.3.1 .
|
Lemme 4.3.2. Soit T, un maillage de Q de pas h > 0 vérifiant Uhypothése (H). Considérons de plus v, € Sp,.

NOUS avons alors:
llvw = onlloe S R lvelin -

Preuve: Se déduit de la méme maniére que le lemme 3.3.2.

Donnons alors le

Théoréme 4.3.3. Soient u € H?*(Q) la solution de (1.4.1) et upy € S}, la solution de (4.2.3). Nous avons

alors :

u—upnlin < N7V3,

lu—upnllog S N 2.
ot N désigne le nombre de faces du maillage (qui correspond au nombre de degrés de liberté de la méthode).
Preuve: L’estimée du théoréme se déduit aisément en utilisant la majoration d’erreur entre u et wup, son
approximation par la méthode des Eléments Finis, ainsi que les lemmes 4.3.1 et 4.3.2.

4.4 Essais numériques

Nous pratiquons uniquement un test sur le "L-shaped" 3d. Soit 2 := (] — 1, + 1[\[0, + 1[x] — 1,0]) x]0, + 1[.

Nous considérons le probléme suivant

—Au = 0dans Q
(4.4.1)
u = g sur 0N,

ol g est calculée de telle maniére a ce que la solution de (4.4.1) soit donnée par

u(r8,z) ==z r*/3 sin(20/3) .

Nous implémentons le systéme issu de (4.2.3) sur les mémes maillages (uniformes et raffinés) que pour les
premiers tests numériques de la sous-partie précédente (voir la figure 3.2 pour une illustration). Le tableau 4.1
fournit les divers résultats obtenus (N y désigne le nombre de faces du maillage), les figures 4.2 et 4.3 illustrent
quant & elles les différents taux de convergence obtenus sur les deux séries de maillages uniformes et raffinés.
Ces figures illustrent bien la nécessité d’utiliser un maillage raffiné par rapport & un maillage uniforme afin

d’améliorer I’ordre de convergence de la méthode d’Eléments-Volumes Finis non conforme.
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n N Maillage uniforme Maillage raffiné

lu —usnllo,e | lu—usn|in || llu—usnloe | lu—usn|in
2 344 2,88¢e — 02 2,68e — 01 2,70e — 02 2,64e — 01
4 2528 8,13 — 03 1,55e — 01 6,93e — 03 1,46e — 01
8 19328 247e¢ — 03 9,23e — 02 1,90e — 03 8,03e — 02
16 || 151040 8,56e — 04 5,57e — 02 5,29e — 04 4,32e — 02
32 || 1193984 3,26e — 04 3,40e — 02 1,48¢ — 04 2,30e — 02

TAB. 4.1 — Résultats pour les deux séries de maillages

-3~

Ll
iI 419

5L

log(erreur)
&
T

213

-7k

-8 @

log(N)

F1G. 4.2 — Tauz de convergence de la méthode en fonction de N pour Uerreur ||.||o,o sur un maillage uniforme
(courbe (1)) et un maillage raffiné (courbe (2))
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F1G. 4.3 — Tauz de convergence de la méthode en fonction de N pour Uerreur |.|1, sur un maillage uniforme
(courbe (1)) et un maillage raffiné (courbe (2))
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Chapitre 5

Estimateur a-posteriori pour la méthode

de Volumes Finis centrée cellule en 3D

Cette partie a pour but d’introduire et de tester numériquement un estimateur a-posteriori pour la méthode
de Volumes Finis centrée cellule appliquée au probléme de Laplace en 3D sur des maillages admissibles [52]
isotropes ou anisotropes. En effet, dans le cadre de la section 2, l'introduction d’un estimateur a-posteriori (afin
de quantifier 'erreur commise lorsque nous ne connaissons pas la solution du probléme) s’est révélée indispen-
sable. Nous donnons dans un premier temps quelques définitions et notations puis introduisons ’estimateur en

question. Nous effectuons enfin quelques tests numériques.

5.1 Notations-Définitions

Soit 2 un ouvert polygonal de IR?. Introduisons 7 := (V,P,F) un maillage admissible de IR? [52], oti

— V représente 'ensemble des Volumes de Controle de 7 qui seront dans notre cas toujours des hexaédres

(une généralisation & des Volumes de Controle tétraédriques est possible),

— P :={xk}Key désigne un ensemble de points tel que chaque point soit inclus dans un et un seul Volume

de Controle,

— F dénote ’ensemble des faces des Volumes de Contréle du maillage 7.

Nous soulignons le fait que ce maillage doit vérifier une condition d’orthogonalité explicité dans [52]. Trés
briévement, rappelons que cette condition stipule que pour une face interne 0 = K N L , ot K et L désignent

deux Volumes de Controle, alors (zk,zy,) doit étre orthogonal & o. Introduisons de plus
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— Fk := l'ensemble des faces du Volume de Controle K € V),

— §:= l'ensemble des noeuds du maillage T,

— Sk := 'ensemble des sommets du Volume de Controle K € V.

— Vp := 'ensemble des Volumes de Controle K tels que P € Sk, K € V,

— ng, := la normale unitaire sortante au Volume de Contréle K sur o € Fg, K € V,

— wg := ’ensemble des Volumes de Controle ayant une face commune avec K € V,

= (S = (3 Im0 1)”

Kevy KeVi=1

— x(7) := Pensemble des fonctions constantes par morceaux sur le maillage 7.

Considérons alors le probléme suivant

—Au = f dans Q,
(5.1.1)

u = g sur 0N ,

ou f € L?(Q) et g € L2(0N).
Nous introduisons la solution approchée de (5.1.1) par la méthode de Volumes Finis centrée cellule. Posons

donc u, € x(7) la solution du systéme suivant

- Z FK70'(U’T) = / f dCU ’ v K € V 9 (512)
ocE€FK K
ou, pour vy, € X(7), 0 € Fg, K €V,
UL~ UK il existe L€V tels que o = KN L,
d(zx,xr)
Fi o (vp) = 1 (5.1.3)
H /gds — ug
z i onN .
d(zrc.,00) s1 o0 C

Remarque 5.1.1. Le systéme (5.1.2) admet une unique solution u, € x(7).
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5.2 Introduction de ’estimateur

5.2.1 Interpolé

Il nous faut tout d’abord introduire un interpolé Inju, construit a partir de la solution u, de (5.1.2)
approchant mieux la solution u de (5.1.1). Le principe de construction de cet interpolé est le suivant: Soit
o€ Fk, K € V. Fg 5 (u;) fournit alors une approximation du flux de u a travers o extérieurement & K. L’idée
est donc de construire 'interpolé Inju, de telle sorte & ce que le flux de celui ci sur o soit égal & Fr ,(u,). Cest
sur l'erreur entre Ipsu, et u que va porter I’estimateur d’erreur que nous introduirons.

Soit 7 le maillage introduit précédemment, u la solution de (5.1.1) et u, la solution de (5.1.2). Introduisons
de plus I’élément de référence (tétraédrique ou hexaédrique) K et M une base de fonctions de K (nous restons
a ce stade volontairement vague sur I’expression de M).

Nous désignons alors par Ipsu, I'unique fonction de €2 vers IR vérifiant pour tout K € V

IMUT S [M]vect 3

/VIMUT .Ngsds = |o| Fko ,V o€ Fk,

(5.2.1)

Z Mo up(zp) siPeq,
LEVP
pour P € Sk, Inu-(P) =

L g(P) si P€0Q .

oti, pour P € N, { AL }1cy, est déterminé de maniére & produire une approximation au sens des moindres
carrés (voir remarque 5.2.3).

Remarque 5.2.1. Nous commettons un léger abus de notation en écrivant "Ipju, € M" (nous devrions plutot
faire appel au changement de base F : K —» K), ceci afin d’alléger les notations.

Remarque 5.2.2. 11 est clair que l'existence de l'interpolé Ipju, dépend de ’adéquation entre le nombre de
contraintes et le nombre d’éléments de la base M.

Remarque 5.2.3. Nous donnons, pour P € A, une expression des poids { /\ILD }rev, dont il est question dans
la définition précédente. Précisons que ces poids sont une adaptation tridimensionnelle des poids donnés dans

[27]. Soit P € N et K € Vp. Nous définissons A¥ le poids de Iinterpolation de K en P par

-1

P P P

|VP‘ Rl R2 Rs 1

P P P P 1

K. Ry LIy L, Iij Tk
AP = P P P P 2 ’

Ry L, L, I, Tk

P P P P 3

Rs 13,1 13,2 I3,3 Tk

ol
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7R2P = Z(IZL_I;’)7VZE{172,3},
LeVp

— 15 = Y () —ah) (@) —ah) Vije{123},

- x = x% ,LEVP,PEN,

5.2.2 Estimateur

Nous donnons & présent I'expression de ’estimateur d’erreur utilisé. Dans ce but, introduisons
rg = [ + Alyu, \VK€EV

IV(Inur | — Inur|n) - ko oo

Ty = si ils existent K,L € V telsqueoc =KNL,

| 0 sinon

[ IV(Inur |k = Inju-|L) A nke oo

Sy = si ils existent K,L € V telsque o = KNL,

L IV(Imur |k —9) A ngo |loe sio CON.
L’estimateur g sur un Volume de Contréle K est alors défini par

Irolls,e + llsolld.o 2
K ‘= hmin,K (”TKH%LK + Z s ‘ | z 0,0) ’ (522)
c€FK g
ol hmin,k = m}__n —|| désigne la hauteur minimale du Volume de Controle K. L’estimateur d’erreur global n
ceFk |0

s’écrit quant & lui:

n = (ZU%{)% (5.2.3)
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Remarque 5.2.4. L’estimateur (5.2.2)-(5.2.3) est en fait une adaptation tridimensionnelle de 'estimateur in-
troduit dans [82, 83]. Nous nous sommes pour cela aidés des travaux de [59, 60] qui présente un estimateur
a-posteriori pour une méthode d’Eléments Finis en dimension trois.

Nous donnons a présent deux estimées standards aux méthodes a-posteriori. Ces deux estimées traduisent
l’équivalence entre I’estimateur d’erreur construit précédemment et Uerreur |.|;, entre u et Inju,.
Théoréme 5.2.1. Soit u la solution de (5.1.1). Nous nous donnons 7 = (V,P,F) un maillage admissible et u,
la solution de (5.1.2). Considérons de plus Inju, Uinterpolé construit, a partir de u., grice a (5.2.1).

Nous avons alors

lu = Ivurlin S0+ €,

nk S lu—Imur|iwe + éx VK EV,

1
avec £ := ( Z f%() * o ¢, K €V, est un résidu dont nous nous permettons de ne pas détailler l’expression.
Kevy
Preuve:

Voir [82, 59, 60].

5.3 Essais numériques

Pour les essais numeériques, nous nous sommes placés sur divers domaines (cube unité et "L-shaped" 3d) en
ne considérant que des Volumes de Controle hexaédriques. La base M choisie s’exprime alors, sur le cube de

référence K, comme suit :

M=Q(K) U {2" 32"} .

Remarque 5.3.1. Nous vérifions au passage que la dimension de M et le nombre de contraintes (données par

(5.2.1)) sont bien égaux et valent 14.

Le but des essais numériques est de valider les estimées du théoréme 5.2.1, la ligne directrice de ceux
ci consistera donc, pour un maillage 7 := (V,P,F) donné, a calculer u, la solution de (5.1.2), & construire

Y

Iinterpolé Ipsu, dont il a été question précédemment puis & implémenter les quantités suivantes

- |u — Inpuir|y,n
T+ e
NK
-
(lu = Injur |7 e + €52

Qlow ‘= Max
ow KEV
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5.3.1 Solution réguliére

Nous nous plagons sur Q :=]0,1[*> et considérons le probléme (5.1.1) oi la fonction f est calculée de telle

maniére & ce que la solution u soit donnée par

u(zy,z) =z (1—-2)y(1—y)z(1-2).

Clairement u € C*°(£). Nous considérons en outre une série de maillage 7,,, n € IN*, avec

— V= L’ensemble des hexaédres formés par la coupe de chaque aréte de Q en n segments (voir figure 5.1),
— Pn:={zk}key, ou, pour K € V,, xx désigne le barycentre de K,

— Fn:= L’ensemble des faces des Volumes de Controle.

074 T L —]

0.6 \\ //

05 ]

4 \\ //

03+ \/

02 T L —]

0.1 \\ //

.0> ]

0 }\\\ /{ 0
B (?\0.8\/ 0.8/TG B

1 1

Fi1G. 5.1 — Illustration du maillage utilisé pour n = 4

Constatons que les maillages utilisés sont uniformes. Pour n = 2,4,8,16,32 et 64, nous implémentons le
systéme (5.1.2), déterminons u, et Ip;u, puis calculons diverses erreurs ainsi que les estimateur d’erreur lo-
caux {nk}rev,. Ces résultats sont présentés dans la table 5.1. Les figures 5.2 et 5.3 illustrent divers taux de

convergence obtenus, tandis que la figure 5.4 nous donne g, €t gy en fonction de n.
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n | lu—wu-lloo | [lu~-Imurllog | [u— Tanurlin 1 Qup U

2 | 9,32¢—3 3,18¢ — 3 259¢ —2 | 1,55e —1 | 0.1646 | 1.9675
4| 4,18 —3 8,82¢ — 4 8,60e —3 | 5,6le—2 | 0.1529 | 2.7416
8 | 2,04e—3 2,32¢ — 4 2,34 —3 | 1,57e —2 | 0.1493 | 2.9350
16| 1,0le—3 5,87e — 5 598¢—4 | 4,03e—3 | 0.1484 | 3.0029
32| 5,05e—4 1,47 — 5 1,50e —4 | 1,02 — 3 | 0.1480 | 3.0141
64 | 2,53¢—4 3,63¢ — 6 37le—5 | 2,54e —4 | 0.1459 | 3.0024

TAB. 5.1 — Résultats pour le premier test

log(erreur)

-2.65

] ® 1
-3.74|

-4.83] : !

—5.927 @ \

_7'0(; \
—8.05;

-9.19;

-10.26
1 2
-11.35

1244 1 log(n)

BB FF 77— 17—
-031L 024 079 133 188 243 297 352 407 461 516

Fia. 5.2 — Vitesse de convergence de ||u — ur||o,q (courbe (1)), ||u — Insur|loq (courbe (2)) et |u — Ipptr|y
(courbe (3))

5.3.2 Solution singuliére sur un maillage uniforme

Pour le second test, nous nous plagons sur le "L-shaped" 3d, c’est a dire 2 := (] — 1,1[\[0,1[x]—1,0]) x ]0,1].

Nous considérons alors le probléme suivant

—Au = 0 dans Q
(5.3.1)

u = g sur 9N,

ou g est calculée de telle maniére & ce que la solution w soit donnée par

u(rf,z) == z r*/3sin(26/3) ,

avec (r,0,2) les coordonnées cylindriques standards. Il est alors bien connu que u va présenter un comportement
singulier le long de I'axe (0Oz) [2, 31], ce comportement singulier se caractérisant par le fait que u ¢ H?(1).
De plus, ce comportement singulier est dit anisotrope dans le sens ou la dérivée de u par rapport & = et a y

n’est pas incluse dans H?(Q)) mais que la dérivée par rapport a z elle est incluse dans H?(Q2). En conséquence,
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log(erreur)

-1.961 @

@

log(n)

F1G. 5.3 — Vitesse de convergence de |u — Inruy|1,n (courbe (1)) et n (courbe (2))

si nous utilisons un maillage uniforme, nous observerons une baisse du taux de convergence de la méthode de
Volumes Finis centrée cellule (tout comme pour les méthodes d’Eléments Finis), ce test est donc idéal pour

mesurer 'efficacité de ’estimateur d’erreur.

Nous introduisons donc & ce stade une série de maillage 7,,, n € IN*, o

— V), est illustré, pour n = 4, sur la figure 5.5,
- Pn:={zk}Kkey, ou, pour K € V,, xx désigne comme précédemment le barycentre de K,

— F,, est ensemble des faces des Volumes de Controle.

La triangulation introduite est donc uniforme. Tout comme pour le test précédent, nous donnons les résultats
numeériques obtenus (voir table 5.2), ainsi que divers taux de convergence obtenus (voir figures 5.6 et 5.7). La

figure 5.8 nous fournit quant a elle les quantités g,., et gup en fonction de n.

n | lu—urlloe | lu—Imurloo | |u—Inurlis n Qup Dipw

2 3,19¢ — 1 1,54e — 2 1,92e — 1 5,71e — 1 | 0.3365 | 2.2225
4 1,60e — 1 5,20e — 3 1,2le—1 3,75e — 1 | 0.3241 | 3.1818
8 8,03e — 2 2,10e — 3 7,84e — 2 2,43e — 1 | 0.3228 | 3.2962
16 | 4,01e -2 9,10e — 4 505e—2 | 1,56e —1 | 0.3238 | 3.1978
32| 2,0le-2 3,80¢ — 4 3,22¢—2 | 9,93e — 2 | 0.3248 | 3.0926
60 1,28¢e — 2 2,21e — 4 2,41e — 2 7,41e — 2 | 0.3255 | 3.0918

TAB. 5.2 — Résultats pour le second test
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q_{low} a_{up}

2,925+ 0.1787

2817 0.1729

2,708 0.1670q

2.599 0.1611

2.491H 0.15531

2.382+ 0.1494

2273 0.1435

2.165+ 0.1376

2,056 0.1318

log(n) log(n)

T T T T T T T T T 0.1 T T T T T T T T T
0.663 1.016 1.368 1721 2073 2426 2779 3.131 3.484 3.836 4.189 0.663 1.016 1.368 1721 2073 2426 2779 3.131 3.484 3.836 4.189

F1G. 5.4 — qiow (6 gauche) et qup (G droite) en fonction du log(n)

5.3.3 Solution singuliére sur un maillage raffiné

Nous nous plagons sur le méme domaine Q que pour le test précédent, c’est a dire Q := (] — 1,1[\[0,1[x] —
1,0]) x ]0,1].

Nous considérons alors sur ce domaine ) le méme probléme que dans le test précédent, mais nous allons
cette fois ci utiliser un maillage raffiné afin de traiter la singularité suivant 'axe (Oz). Plus précisément, nous
nous donnons le méme maillage 7,, que pour le test précédent; Cependant nous appliquons la transformation

a chaque noeud de ce maillage, ot H est donnée par

H: Q — Q
(wy,2) — (ala]2ylyl>,2) .

Le maillage qui en est issu est illustré, pour n = 4, sur la figure 5.9. Nous constatons alors que ce maillage
est anisotrope dans le sens ol nous y trouvons des éléments trés "aplatis", ce test est donc idéal pour tester la
fiabilité de 'estimateur d’erreur (en fait, vu que la dérivée de la solution dans la direction (Oz) est incluse dans
H2(Q), il est inutile de raffiner suivant celle ci).

Nous implémentons donc les mémes quantités que pour le test précédent, les divers résultats sont présentés

dans la table 5.3 et sur les figures 5.10, 5.11 et 5.12

n | u—ulloo | lu—Tuu-llog | Ju—Tnu-|is n D ow

2 | 337e-1 9,45¢ — 3 1,58 — 1 4,65¢ — 1 | 0,3398 | 2,2400
4 1,65e — 1 2,32e — 3 8,08¢ — 2 2,52e —1 | 0,3208 | 2,1777
8 | 819 —2 7,58¢ — 4 4,16e — 2 1,3le — 1 | 0,3165 | 2,3993
16 | 4,08 — 2 2,48¢ — 4 2,12¢ — 2 6,69¢ — 2 | 0,3164 | 2,6493
32 2,04e — 2 7,68e — 5 1,07e — 2 3,38¢ —2 | 0,3164 | 2.9010
50 | 1,30e —2 3,49 — 5 6,85¢ — 3 2,17¢ — 2 | 0,3162 | 3.0220

TAB. 5.3 — Résultats pour le troisiéme test



228

0.9
0.8
07 \\\ ///\\\ ///
0.6 I~~~ I~~~
05 — L—T1T L—
0.4 \\ // \\ //
’ [~ [~~~
0.3
02 \\\ ///\\\ ///
0.1 I~~~ I~~~
0
—~l L — "~ L —
-1 1
~ | — ~— L —
-05 \\ — T // 05
0 0
0.5 -0.5
1 -1

Fia. 5.5 — Illustration du maillage utilisé pour n = 4

log(erreur) 1

-0.14

7 @ — 2/3
-1.09

©)]
-2.04|

-3.064
-3.954 0
-4.96-
-5.851
-6.80-
1 413

=7.75

870 log(n)

°65——F—F— 17— 1 "7 1+

Fia. 5.6 — Vitesse de convergence de ||u — ur||o,q (courbe (1)), ||u — Insur|loq (courbe (2)) et |u — Ipptr|yp
(courbe (3))



q_{low}

F1G. 5.7 — Vitesse de convergence de |u — Inruy|1,n (courbe (1)) et n (courbe (2))

log(erreur)

0.44
—0.0;
—0.6;
-1.15;
-1.6?’
—2.2(;
—2.73’
—3.2&7

-3.79%

-4.32

484

-0.31

1.233

1174

11154

1.055+

0.996

0.936+

0.877

0.817

0.758

93

T
0.935

T
1277

T
1.619

T
1.961

T T T
2.303 2644 2.986

T
3.328

T
3.670

X

log(n)

q_{up}

log(n)

-1.0863]

-1.0935]

-1.10067

-1.1078{

-1.1149]

-1.122%

-1.1293

-1.1364

-1.1436

-1.150

73

T
1.016

T
1.359

T
1.703

T
2.046

T
2.389

T
2732

Fi1a. 5.8 — qiow (4 gauche) et qup (G droite) en fonction du log(n)

T
3.075

T
3.418

T
3.761

4.

log(n)
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1
0.9
0.8
0.7
0.6~ LT T~ L—
0.5 \\/ \//
0.4
0.3 \ //\\ /
0.2 i I
0.1 LT~
—2 T~ e | — T~ | —"1
,0?\\ L T //15
~l l—
0 0
0.5 -0.5
1 -1

Fi1a. 5.9 — Illustration du maillage utilisé pour n = 4

log(error)

0412
—1.2?7 @ ~ 1
1 ®3)
-2.42
—3.56;
—4.7}7 @
s8]
—7.0rf
—8.1f;
—9.36;

-10.451 log(n)

71— 71—

Fia. 5.10 — Vitesse de convergence de |[u — u,||o,q (courbe (1)), ||u — Iprurllo.q (courbe (2)) et |u — Ipptir|y
(courbe (3))
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0.23

log(error)

-0.4H
109
-1.69]
-2.327
—z.ge;
-3.661
—4.2;
-4.881
552

-6.16

-0.31

0.23

log(n)

F1G. 5.11 — Vitesse de convergence de |u — Injur |1 (courbe (1)) et n (courbe (2))

1.0304q

0.99121

0.9521+

0.91304

0.8739

0.8348

0.7956+

0.7565-

0.7174

0.6783

93

T
0.935

T
1277

T
1.619

T
1.961

F1G. 5.12 — qiow (0 gauche) et qup (G droite) en fonction du log(n)

T T
2.303 2644

T
2.986

T
3.328

T
3.670

X

log(n)

q_{up}

~1.0466

-1.0638]

-1.0816q

-1.0982

-1.1154

-1.1326|

-1.1498

-1.1676

-1.1842

0.593

T
0.953

T
1313

T
1.674

T
2.034

T
2394

T
2754

T
3.114

T
3.474

T
3.834

4.

log(n)
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Conclusion

Dans cette thése, nous nous sommes intéressés a la discrétisation par des méthodes de Volumes Finis (centrée

cellule et Eléments-Volumes Finis) de problémes elliptiques ot apparaissent diverses singularités :

— dans la premiére partie, nous avons étudié la discrétisation du Laplacien sur un domaine non convexe

de IR%. Nous avons alors démontré comment un raffinement de maillage local permettait de restaurer
I’ordre de convergence des diverses méthodes étudiées. Par ailleurs, nous nous sommes intéressés aux
problémes de Stokes et de Navier-Stokes sur un domaine non convexe de IR?. Nous avons alors démontré
que, pour une discrétisation par Eléments-Volumes Finis non conformes basée sur une approche amont, un
raffinement de maillage local permettait 14 aussi de rétablir I’ordre de convergence initial de la méthode.
Précisons que, depuis peu, les résultats de convergence valable pour le schéma amont ont été étendus a des
schémas de type amont avec poids. Remarquons que l'utilisation d’arguments similaires permettrait de
démontrer un résultat identique pour une discrétisation du systéme de Stokes et de Navier-Stokes a ’aide
de la méthode d’Eléments-Volumes Finis conforme (en utilisant le couple IP'-bulle / IP' par exemple
[42]). D’autre part, de récents travaux ont porté sur une discrétisation présentée dans [52] du probléme de
Stokes par une méthode de Volumes Finis centrée cellule [84]. Les auteurs y démontrent, sous certaines
hypothéses, la convergence de la solution approchée vers la solution exacte. Cependant, les hypothéses
introduites n’autorisent pas, dans le cas d’'une solution non réguliére, I'utilisation d’un raffinement de
maillage optimal afin de restaurer 'ordre de convergence initial de la méthode. La solution choisie par les
auteurs a donc consisté a déstructurer le schéma en adoptant une discrétisation par Volumes Finis diamant
[27]. Les tests numériques pratiqués sur les systémes de Stokes et de Navier-Stokes, la discrétisation du

terme non linéaire s’inspirant de celle introduite dans [54], ont alors apporté des résultats satisfaisants.

— dans la seconde partie, nous avons traité le cas de problémes de réaction diffusion singuliérement per-

turbés. Nous avons prouvé que les maillages anisotropes permettaient, pour les méthodes de Volumes
Finis centrée cellule et d’Eléments-Volumes Finis conforme, de rétablir un ordre de convergence satisfai-
sant. De plus, pour la méthode d’Eléments-Volumes Finis non conforme, nous avons démontré que les
maillages anisotropes triangulaires ne permettaient pas de restaurer 'ordre de convergence optimal de la
méthode, mais que l'utilisation de maillages quadrangulaires assuraient la stabilité de la méthode. Le cas
des problémes de convection-diffusion perturbés devrait, quant a lui, se traiter de maniére similaire (en
utilisant les estimées théoriques de [2, 97]) et apporter les mémes résultats. Concernant plus généralement
les problémes perturbés, de récents travaux (voir [83, 84] ou la section 5) ont porté sur la construction
d’estimateur a-posteriori pour la méthode de Volumes Finis centrée cellule (voir aussi & ce sujet [58, 56]
et plus généralement [11, 61, 66, 67, 1] pour les méthodes d’Eléments-Volumes Finis). Précisons que la
difficulté majeure réside dans le fait de trouver un estimateur a la fois efficace et fiable [100]. Un déve-
loppement intéressant consisterait & utiliser cet estimateur pour la méthode de Volumes Finis diamant ce

qui autoriserait le remaillage du domaine.
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— la troisiéme partie traite quant a elle de la discrétisation de problémes elliptiques singuliers en dimension
trois. Nous ne présentons que quelques tests numériques permettant d’illustrer le fait que, dans le cas d’une
solution singuliére, 'ordre de convergence obtenu sur des maillages raffinés judicieusement est meilleur
que sur des maillages uniformes (centrée cellule et Eléments-Volumes Finis conforme et non conforme).
L’obtention de résultats théoriques pour les méthodes d’Eléments-Volumes Finis ne semble pas poser de
probléme majeur (grace a l'utilisation de techniques similaires a [2, 71]). Cependant, pour la méthode
de Volumes Finis centrée cellule, le seul probléme réside en 'obtention d’un équivalent au résultat de
I’appendice A, ce qui nécessite une preuve trés technique étant donné le trés grand nombre de configurations

possibles.

Comme nous pouvons le constater les développements et perspectives mathématiques concernant les mé-
thodes de Volumes Finis sont nombreux et variés. Pour la plupart d’entre eux, ils consistent en trois grandes
lignes directrices: la discrétisation de systémes plus complexes (du type Navier-Stokes), I'introduction d’esti-

mateurs a-posteriori et le passage a la dimension trois. Les travaux en cours suivent donc ces grands axes.
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Appendice A

Majoration de / r~ 2% dz,0:=KNL, KLEYV

VK,o
Rappel :
~1-T << ! € 10,27]
w — 27w 77r7
- hg Sfd(mK,a),VUEEK

Nous voulons montrer que:

/ r 2 dz < C©E) alo] kP .

Introduisons en outre N, le nombre maximum de cotés des Volumes de Controle. Nous considérons que ce

nombre ne dépend pas de h, le maximum des diamétres des Volumes de Controle.

Premier cas: O € 0K NOL, 0 € &

La figure 5.13 illustre cette situation

FiG. 5.13 — Ilustration du premier cas

Nous avons

/ r20 4z

VK,o
z o]

g/ d9/ rt=26 dr
0 0

hx

< T lo| / r=28 dr |

2 0

U



235

/ r 2 dz < C1(€) a o h;(QB , (5.3.2)

ou Cl(f) = %f

Second cas: O € 0K, O € & et Il n’y a qu'un coté entre O et o.

. - ™
Premier sous-cas: (0,6) < 5

La figure 5.14 résume cette situation et donne les diverses notations utilisées.

(A)

0 g A B
Fia. 5.14 — Lllustration du premier sous-cas

TK1
En outre, nous posons xi := .
TK,2
Nous avons, avec les notations de la figure 5.14:

-d= % hi cos(®) ,

[a—y

1
— arcsin(=) < ¢ < — —arcsin(=) .

3
Lemme 5.3.1. Soient (A) une droite de IR? d’équation ax + by +c = 0 et My un point de IR* de coordonnées
(™)
Yo
Nous avons alors

T
2

lazo + byo + ¢|
d(A,My) = ———~— .

(A, Mp) e
Preuve:

Se déduit par un calcul direct.
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En utilisant le lemme 5.3.1, nous avons que, V z € vk 4,

0] T2

()
V8] - 2r)? + ok

v

|OCUKB‘
|AIKB‘ ’

=d

> d,

car laire de Oz i B est plus grande que l'aire de Axg B. Or

d = xga cos(p) > %hK cos(arcsin(%)).

Ceci fournit donc

/ P dz < Cy() Jo] Wi
VI(,a

Deuxiéme sous-cas: (0,6) >

NN

Nous donnons la figure 5.15.

Va

0]

F1a. 5.15 — Llustration du second sous-cas

T 1 1
Nous avons toujours zx := ( ol ), arcsin(=) < ¢ < Tetd=- hi cos(¢).
TK,2 f 2 f

Nous posons de plus V; et Vo comme indiqué en figure 5.15. Nous avons alors

/ r 28 4y = / r 2% dz + / r 28 dz .
VK, Vl V2

o

Notons dans un premier temps que, avec les notations de la figure 5.15
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Jy,r 2P dz < d(A,0)728 11|

— d725 |U‘2 tan(% — (25)

2
1 /1 7
) 0“2?5((5;
< # 1y Jo| cos'23(¢) .

Dans un second temps, remarquons que:

z b
2
Ji.r™dz < / de / =28 qr
2 0 a
< 5 lb—al by
2
< g o] cos(g —0) k%
< 2ol b
2
cara = x4 =16l et b := |G|+ |o] cos(g —0). Comme § < g, nous obtenons donc

Les deux raisonnements précédents fournissent donc

/ r=20 dz
VK,o

La conclusion des deux sous-cas est donc que

/ r=20 dz
VK,o

IN

CY (&) |o] hig .

IN

Ca(8) o] hy ™", (5.3.3)

1428
ot Cy(€) = 5% .

Les estimées (5.3.2) et (5.3.3) donnent alors la majoration désirée pour le second cas modulo une constante.

Troisiéme cas: O € K, O € & et il y a plus d’un c6té entre O et o

Posons

— m € IN \ {0,1} := le nombre de cotés entre O et o ,

- M:=6,N5.
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Fi1G. 5.16 — Illustration du premier sous-cas

Soit de plus P la projection orthogonale de O sur la droite (Mz).

Premier sous-cas: P ¢ vk, (voir figure 5.16).

Dans ce cas ci, nous avons clairement, avec les notations de la figure 5.16:

h
dOwk,) = |Ozk| > |Azk| > TK

Il en résulte donc que

/ r=28 dz < €% o] h};w. (5.3.4)
VK,o

Second sous-cas: P € vk o .

TK

Fi1G. 5.17 — Illustration du second sous-cas

Nous notons « I’angle entre la droite (OP) et la segment oy (voir figure 5.17).

Nous pratiquons alors une disjonction des cas:

. T
Premier sous-sous-cas: a > 5

Nous donnons la figure 5.18 pour illustrer la situation :

N

Avec les notations de la figure 5.18, nous avons w < 5~

o
w|x

Remarquons alors que
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TK

Fia. 5.18 — Illustration du premier sous-sous-cas

|OP| = |OB| + |BP|
|BA|
= B
cos(@) + |Bzg| cos(w)

> |BA| cos(w) + |Bzk| cos(w)

= |Azk| cos(w)

> Lhe

SR

™ .
car w < 3 Nous en déduisons que
/ P 4z < (267 o] B2 (5.3.5)
VK.,o
™
Second sous-sous-cas: a < 6
1
P =k(N):=—.
osons £ := k(N) N
La stratégie de majoration de / =28 dz pour ce sous-sous-cas sera la suivante : Nous distinguerons deux
VK,o
possibilités :
. K hK hK
-3j€e{l,... . m} : |gj| > £ Dans ce cas, nous montrerons que d(O,Vky) ~ e
K hK N N . .

-Vjed{l,... m},|oj a Nous nous rameénerons alors & 1’étude faite dans le second cas.

h
Premiére possibilité: 3 j € {1,... ,m} : |oj| > ERK

Donnons la figure 5.19 afin d’étre plus clair dans notre explication.
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Fia. 5.19 — Illustrations de la premiére possibilité

Posons

K,hK
N ¢
— Jmaz =J €{1,... ,m} : |oj| > Jo;|,Vie{l,... m},

- J:={je{l,... m} : |oj| > Y £ 0,

- 6:=0M .

Nous nous donnons de plus un repére (O,z?,]-"), oil 7 est dans la méme direction que &. Nous notons A le point
m
appartenant a U &; et d’ordonnée minimale dans le repére (0,i,)) (voir figure 5.19). Appelons en outre, pour
i=1
j€{1,... ,m}, a; angle entre o; et &.
Remarquons alors que si il existe j € J tel que o, se trouve "a gauche" du point A (figure 5.19 & gauche),

alors la convexité des Volumes de Controle implique que

51 > loj) cos(a) >

@Iﬁh}(
2 (N

Sinon, nous avons nécessairement ¢;, .. qui se trouve "a droite" du point A (figure 5.19 & droite). Nous

obtenons donc, grace & la convexité des Volumes de Controle, que

h h
d(G,4) < m "2; sin(a) < “2;
car a < T D’ou
6
. K hK/2 ¢ 1
Sin( o ; —_— = = .
( ]mam) = K hK/g
Par conséquent, nous avons
h
01 2 [0 con(as,.) 2 5 K

Ce petit raisonnement fournit que



|OP| > |&| cos(a) >

3 min{l,—} = 3 & hx
4 ¢ N 4 ¢EN
qui implique que
2 28
/ P2 gy < (16N g) lo| Bl
VK.,o
N 1 e1ep 2 . K hK
Deuxiéme possibilité: V j € {1,... ,m} : |oj] < £
wK."}g.. .................. E o
: hy :=|AB|
hg = ‘BIK‘
h3 = |BC‘
= \AacK\

Fi1G. 5.20 — Lllustration et notations de la seconde possibilité

Remarquons que, avec les notations de la figure 5.20

-
I

[
|

m‘

Or, en utilisant la convexité des Volumes de Controéle, nous avons que

hk

hs §Z|0i| < T
i=1

-

En utilisant alors tour & tour (i), puis (i¢) et (i4i), nous obtenons que
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(5.3.6)
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2 > h: - n?
hx 2 1 K%
> (== — - A
—(g h3) 16 ¢2
h3, h , 1 h3%
e e MthTh e
L Ll

en utilisant ce qui précéde. Nous pouvons alors nous ramener & ’étude faite dans le second cas ou, avec les
1 h
notations de la figure 5.20, d(zg,6) = | > — K

T V2 ¢

. Nous en déduisons que

/ r 2 dz < C(E) |o| i (5.3.7)

,o

Les estimées (5.3.4), (5.3.5), (5.3.6) et (5.3.7) fournissent la majoration désirée pour le troisiéme cas.
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Appendice B

Le but de cet annexe est de prouver que l'estimée du lemme 6.4.4 est optimal. Cette estimée est, directement
issue de (6.4.1), il faut donc prouver que cette inégalité est optimale.

Rappelons que (6.4.1) consiste en: Soit T}, un maillage de Q et v, € S (ot SY désigne les fonctions IP' par
morceaux sur chaque maille du maillage, continues au milieu des arétes internes du maillage et nulles au milieu

des arétes externes du maillage), nous avons alors

_2
lvnllo,cc.0 < C(0:€) llvnllop sup hg” , Vp>1. (5.3.8)
KeTy

Nous allons donc nous donner un maillage T}, et une fonction uj de 5’2 vérifiant :

_2
[unllo,co0 ~ C0:E) [lunllopa sup hg” ,Vp>1. (5.3.9)
KeTy,

2 2
)i 2 . RIS s 1 —-7 —pte
En effet, I'estimée ne pourra donc pas étre amélioré (c’est a dire en remplacant "h,*" par "h,* , &> 0"

dans (5.3.8)). Le maillage T}, ainsi que diverses notations le concernant, sont donnés sur la figure 5.21.

me h

K

h
Fia. 5.21 — Maillage T},

Nous construisons sur ce maillage la fonction u; qui est IP! par morceaux sur K; et Ko et valant C € IR

en m, et 0 sur tout les autres milieux d’arétes de T},. Des calculs directs nous fournissent que
lunllo,co.0 = 1C]

lunllope = 2101 H*/P .

Par conséquent, uy, vérifie (5.3.9) et I'estimée (5.3.8) est optimale.
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