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Introduction

On résout les problèmes qu’on se pose et non les problèmes qui se posent.

Henri Poincaré.

Problème de Monge

Nous nous intéressons dans cette thèse à ce que Panajiotis Zervos appelle “problème de

Monge”. Dans un article de synthèse de 1932 [72], il définit ce problème comme étant :

“l’intégration explicite d’un système de k ≤ n équations différentielles or-

dinaires sous-déterminées de n variables x. Par intégration explicite nous

entendons celle où l’on exprime les variables x par des fonctions détermi-

nées d’un paramètre, de n − k fonctions arbitraires de ce paramètre et de

leurs dérivées jusqu’à celle d’un certain ordre, pouvant contenir aussi un

nombre fini de constantes arbitraires.”

Dans cette thèse nous considérons une définition similaire mais au lieu de “intégration

explicite” nous utilisons la terminologie “paramétrisation”. Ce certain ordre est un entier

K donnant l’ordre maximal de dérivation des fonctions arbitraires. Dans la suite, nous

considérons aussi un multi-entier qui détermine les ordres de dérivation maximums

pour chaque fonction arbitraire. Le terme “paramétrisation” illustre la possibilité de

paramétrer les solutions d’un système différentiel comme pour une courbe en géométrie.

On considèrera un paramétrage d’un système d’équations différentielles F (x, ẋ) = 0

comme la donnée d’une fonction Φ de (K + 1)(n− k) variables telle que la “formule”

x = Φ(h, ḣ, . . . , h(K)) (1)

donne, pour h = (h1, . . . , hm) des fonctions arbitraires du temps et ḣ, . . . , h(K) leurs

dérivées jusqu’à l’ordre K, la solution générale du système F (x, ẋ) = 0.
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Cet excellent article [72], dont une étude a été faite par Maurice Janet en 1971 [25],

reprend des travaux antérieurs dont nous citerons quelques exemples.

Gaspard Monge a résolu par cette approche un problème d’intégration d’équations

différentielles sous-déterminées en 1784.

David Hilbert a montré [19] que certains systèmes ne possèdent pas cette propriété

d’intégration explicite, c’est-à-dire que tous les systèmes différentiels ne sont pas para-

métrables.

Élie Cartan a donné une caractérisation des systèmes admettant un paramétrage

cent trente ans après Monge dans le cas particulier des systèmes dont la solution générale

dépend d’une seule fonction arbitraire du temps [5].

Dans [18], Édouard Goursat termine l’introduction par ce paragraphe :

Ces résultats sont encore bien particuliers. J’espère cependant qu’ils pour-

ront contribuer à appeler l’attention de quelque jeune mathématicien sur un

sujet difficile et bien peu étudié.

Systèmes différentiels plats

En automatique, le contrôle des systèmes linéaires est une discipline bien établie qui

répond à la plupart des problèmes concrets de régulation locale en utilisant le compor-

tement localement linéaire des systèmes.

Cependant les systèmes linéaires sont assez rares dans beaucoup de domaines phy-

siques comme la mécanique. Une question importante est alors de déterminer si un

système peut être linéarisé exactement (c’est-à-dire transformé en système linéaire) par

un retour d’état. Dans le cas d’un retour d’état statique la réponse a été donnée par

Bronisłlaw Jacubcyk et Witold Respondek dans [23]. Dans le cas d’un retour d’état dy-

namique le sujet n’est pas clos, même si de nombreux résultats existent [12, 14, 21]. La

linéarisation dynamique consiste à coupler le système avec un autre système dynamique

de sorte que la combinaison résultante soit linéaire.

L’apport de [12, 14] a été d’introduire la notion de “platitude différentielle” des

systèmes de contrôle. La platitude est très proche de la linéarisabilité dynamique, mais

elle est une propriété structurelle beaucoup plus intéressante. Les fonctions arbitraires

du temps h sont endogènes dans le cas de la platitude, c’est-à-dire qu’elles s’expriment

en fonction des variables du système et de leurs dérivées jusqu’à un certain ordre L à

travers une fonction Ψ :

h = Ψ(x, ẋ, . . . , x(L)). (2)
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Cette propriété permet de générer effectivement les fonctions arbitraires à l’aide des

variables du système. On verra dans cette thèse que la platitude est un cas particulier

de paramétrisation. En effet, en général on ne peut exprimer les fonctions arbitraires h

par rapport aux variables du système que par des relations différentielles sur h.

Dans la suite, on s’intéressera soit à la propriété de posséder une paramétrisation,

soit à la platitude.

Contribution de la thèse

Plus de deux cents ans après les résultats de Monge, il reste très difficile de déterminer si

un système différentiel admet une paramétrisation. Trouver explicitement une paramé-

trisation, ce qui demande une grande connaissance des propriétés du système, permet

évidemment de répondre à la question. Cependant, ne pas trouver de paramétrisation

à un ordre K ne permet pas d’y répondre. En effet, il peut exister une paramétrisation

à un ordre supérieur à K. Il faut alors démontre l’impossibilité d’une paramétrisation

à tout ordre, comme l’a initié Hilbert, et ainsi déterminer des classes de systèmes non

paramétrables.

Le but de cette thèse est de trouver des conditions nécessaires et suffisantes pour

qu’un système différentiel soit paramétrable. Les résultats vont au moins donner un

point de vue que nous espérons pertinent pour l’étude de cette question et apporter des

réponses partielles au problème.

Le chapitre 0 n’est consacré qu’à des notations et à des rappels de résultats plus ou

moins classiques utilisés par la suite.

Le chapitre 1 définit rigoureusement la paramétrisation des équations différentielles

sous-déterminées. Certains résultats vont éclairer l’angle d’attaque du problème que

nous avons considéré ainsi que les limites que nous nous sommes données. Ces premiers

résultats vont circonscrire le problème tout en lui donnant une dimension explicite par

leurs limites et les possibilités d’englober le problème plus spécifique de la platitude. En

outre, dans ce même chapitre, nous donnerons des résultats qui permettent de clarifier

la notion de paramétrisation. Ceux-ci concernent l’inversion des formules de paramétri-

sation des solutions d’un système différentiel, lorsque cette dernière existe, qui nécessite

de résoudre un problème de Cauchy sauf dans le cadre de la platitude.

Le chapitre 2 concerne des systèmes différentiels à trois variables et deux contrôles

c’est-à-dire de degré d’indétermination deux. On considérera des paramétrisations avec

des ordres de différentiation quelconques pour les deux fonctions arbitraires du temps
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qui en forment les arguments. L’approche mathématique s’inspire beaucoup d’un article

de Hilbert, dont une version traduite en anglais est en annexe, et de sa reprise par Rou-

chon dans [60], en cherchant des obstacles à une possible paramétrisation. L’utilisation

des théorèmes d’inversions locales ou des fonctions implicites ne permet que rarement

d’expliciter un paramétrage lorsqu’il existe mais elle permet de ne pas avoir à préju-

ger d’un ordre de paramétrisation. Le résultat principal de ce chapitre est de montrer

qu’un système n’est généralement paramétrable (en dehors de cas déjà étudiés) que si

un certain système d’équations et d’inéquations aux dérivées partielles admet une solu-

tion. Nous conjecturons que de telles solutions n’existent pas en général. Nous montrons

seulement que lorsque le plus petit des deux ordres de différentiation des fonctions ar-

bitraires du temps est inférieur ou égal à deux, le système d’équations et inéquations

aux dérivées partielles n’admet pas de solution, mais ceci constitue un premier pas pour

démontrer la conjecture.

Dans le chapitre 3, on s’intéresse à des systèmes de dimension quelconque, et l’étude

est ciblée sur la platitude. On tente d’écrire les “équations de la platitude” et de leur

donner un sens bien qu’il y ait potentiellement un nombre infini de variables. Ce chapitre

constitue en lui-même un cadre algébrique intéressant. Ce cadre est local et considère

des séries entières d’un nombre fini de variables parmi un ensemble infini. Ce chapitre

propose une filtration des équations de platitude qui pourrait déboucher sur un algo-

rithme permettant de tester l’existence d’une paramétrisation endogène d’un système

différentiel. Il est intéressant de noter que la filtration permet de ne pas avoir à retra-

vailler sur les équations à un certain ordre lorsque l’on s’intéresse à l’ordre suivant. Il est

cependant dommage que peu de résultats aient pu être mis en exergue. La raison en est

que cette filtration ne traite qu’une partie des conditions : la difficulté majeure concerne

la caractérisation de l’inversibilité d’opérateurs différentiels non scalaires. L’article [9]

de Vladimir Chetverikov donne des résultats préliminaires sur ce sujet.
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Ce chapitre est un bref rappel de notions mathématiques qui seront utilisées dans

ce document. Le lecteur habitué à ces notions peut entièrement ou en partie se passer

de la lecture de ce chapitre.

0.1 Rappels de géométrie différentielle

Dès l’époque secondaire, les mollusques construisaient leur coquille en suivant les

leçons de géométrie transcendante.

Gaston Bachelard,

Le but de cette section est de fixer des notations, et de rappeler divers résultats

classiques dont les énoncés nous serons utiles. Le lecteur est supposé familier avec les

notions de géométrie différentielle élémentaires ; on renvoie par exemple à [68] pour un

exposé détaillé.

0.1.1 Généralités

Applications «lisses». Tout est fait dans la classe analytique réelle, c’est-à-dire que

les fonctions “lisses” sont les fonctions analytiques. Si M et N sont des ouverts de Rd

et Rd′ , il n’y a pas d’équivoque sur ce que l’on appelle une application analytique réelle

M → N , ou M → R ; un difféomorphisme φ : M → N est une application analytique

inversible dont l’inverse est analytique ; alors nécessairement d = d′.

Variétés. Vu que toute l’étude présentée ici est locale, les seules variétés que l’on

rencontre sont des ouverts connexes M ⊂ Rd, sur lesquels il y a bien sûr des coordonnées

toutes trouvées, mais il est important que les propriétés énoncées ne dépendent pas de

ce choix de coordonnées. Un système de coordonnées est une application d’un ouvert

U ⊂ M vers Rd qui définit un difféomorphisme analytique de U sur son image. Si M

est un ouvert de Rd, cette inclusion fournit un système de coordonnées, mais il y en a

bien d’autres et on n’en privilégie aucun.

L’espace tangent à M en un point x ∈ M est simplement Rd, mais on notera tout

de même parfois TxM pour indiquer que sa structure d’espace vectoriel est bien définie.

Par exemple, il est licite (cf. section 0.1.2) de parler de «sous-espace vectoriel de TxM»
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alors que l’expression «une droite dans M» n’a aucun sens, ou tout-au-plus un sens

relatif au système de coordonnées choisi.

Champs de vecteurs. Une fois choisies des coordonnées, un champs de vecteur X

sur M peut être vu comme une application analytique réelle M → Rd :

x 7→ X(x) =


a1(x)

...

ad(x)

 (1)

où les ai sont des fonctions analytiques M → R. En notant ∂/∂xi le ième vecteur de

base, ou plutôt l’application qui à tout x associe ce vecteur, on peut noter

X = a1
∂

∂x1
+ · · ·+ ad

∂

∂xd
. (2)

La manière dont les fonctions ai sont changées lorsque l’on change de coordonnées relève

de formules classiques.

Dérivée de Lie, crochet de Lie Si h : M → R est une fonction et X un champ

de vecteur sur M , on peut leur associer la dérivée de Lie de h le long de X, ou dérivée

directionnelle, que l’on notera Xh (on trouve aussi LXh ou LXh dans la littérature).

On peut la définir par

Xh(x) = Dh(x)X(x),

où D est l’opérateur de dérivation.

Xh(x) est aussi la dérivée par rapport au temps à t = 0 de la valeur de h le long de

la solution de ẋ = X(x) passant par x au temps 0.

A deux champs de vecteurs X et Y sur M on peut associer leur crochet de Lie [X,Y ]

qui est un nouveau champ de vecteur dont l’expression est la suivante, en coordonnées,

si X est donné par (2) et Y par la même formule avec des fonctions bi au lieu de ai :

[X,Y ] = (Xb1 − Y a1)
∂

∂x1
+ · · ·+ (Xbd − Y ad)

∂

∂xd
. (3)

ceci définit un champ de vecteur indépendamment des coordonnées dans lesquelles ce

calcul est fait. Il est bien connu que la dérivée de Lie selon ce champ est le commutateur

des dérivées de Lie selonX et selon Y , i.e., pour tout fonction h,XY h−Y Xh = [X,Y ]h.



10 Préliminaires

De la manière on peut définir leurs crochets itérés par l’utilisation de la notation

suivante :
ad0

XY = Y

adi+1
X Y = [X, adiXY ].

(4)

0.1.2 Famille de champs de vecteurs, distribution

Soit D une famille, finie ou infinie, de champs de vecteurs sur M . On appelle distri-

bution engendrée par D, la correspondance qui associe à tout point x ∈M le sous-espace

vectoriel D(x) de TxM défini par

D(x) = VectR{X(x), X ∈ D}.

Plus généralement, une distribution (analytique) est une telle correspondance D(x)

qui est engendrée par certains champs de vecteurs analytiques. Si le rang de D (i.e.

la dimension de D(x)) est constant dans le voisinage d’un point, elle est localement

engendrée par un nombre fini de champs de vecteurs linéairement indépendants en tout

point.

Pour X un champ et D une distribution, X ∈ D signifie que X(x) ∈ D(x) pour

tout x.

On appelle base d’une distribution D de rang r (éventuellement restreinte à un

certain ouvert) des champs de vecteursX1, . . . , Xr (éventuellement définis sur cet ouvert

seulement) tels que {X1(x), . . . , Xr(x)} soit une base de D(x) en tout x.

On considère la construction suivante. Pour une distribution D, on nomme Di la

distribution définie par :

D1 = D

Di+1 = Di + [D,Di].
(5)

Si il existe i0 tel que le rang de Di0+1 est égal au rang de Di0 , alors pour tout i ≥ i0, le

rang de Di est égal au rang de Di0 .

0.2 Forme particulière du théorème des fonctions implicites

Lemme 0.2.1 Considérons cinq entiers r, s, q, p, q′ avec q ≤ r + s et q′ ≤ min{s, q}.
Considérons une fonction analytique réelle F : (x, y, ζ) 7→ F (x, y, ζ) définie sur un

ouvert connexe U de Rr+s+p telle que Rang(∂F∂x ,
∂F
∂y ) = q et Rang(∂F∂y ) = q′ sur U sauf
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éventuellement sur un fermé d’intérieur vide Z de U . Considérons le système

F (x1, . . . , xr, y1, . . . , ys, ζ1, . . . , ζp) =


z1
...

zq

 . (6)

Alors, pour tout point (x0, y0, ζ0) ∈ U \ Z et z0 = F (x0, y0, ζ0), quitte à permuter les

indices des yi et zi, il existe

– un voisinage V ⊂ (U × F (U)) de (x0, y0, ζ0, z0),

– une fonction analytique réelle G de la projection adéquate de V à valeur dans Rq′

– et une fonction analytique réelle H de la projection adéquate de V à valeur dans

Rq−q′ vérifiant Rang(∂H∂x ) = q − q′,

tels que, (6) est équivalent à

G(x1, . . . , xr, yq′+1, . . . , ys, z1, . . . , zq′ , ζ1, . . . , ζp) =


y1

...

yq′



H(x1, . . . , xr, z1, . . . , zq′ , ζ1, . . . , ζp) =


zq′+1

...

zq


(7)

pour (x, y, ζ, z) dans V .

Preuve du lemme 0.2.1 : On considère un point (x0, y0, ζ0) ∈ U \ Z. Après une

éventuelle permutation, avec

y′ = (y1, . . . , yq′), y′′ = (yq′+1, . . . , ys),

F ′ = (F1, . . . , Fq′), F ′′ = (Fq′+1, . . . , Fq), z′ = (z1, . . . , zq′),
(8)

on considère que ∂F ′

∂y′ est inversible. On applique le théorème d’inversion locale à l’ap-

plication Γ :

(x, y, ζ) 7→ (x, , F ′(x, y, ζ), y′′, ζ)

qui définit donc un difféomorphisme d’un voisinage de (x0, y0, ζ0) sur son image. G est

l’application définie sur cette image telle que cet inverse soit

(x, z′, y′′, ζ) 7→ (x,G(x, z′, y′′, ζ), y′′, ζ).

Alors,

F ◦ Γ−1(x, z′, y′′, ζ) = (z′, Ĥ(x, z′, y′′, ζ), ζ),
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avec Ĥ(x, z′, y′′, ζ) = F ′(x,G(x, z′, y′′, ζ), y′′, ζ). Donc, Γ étant un difféomorphisme, le

rang de ∂F
∂y est égal au rang de (

Iq′ 0
∂Ĥ
∂z′

∂Ĥ
∂y′′

)
(9)

Comme ce rang est q′, on a ∂Ĥ
∂y′′ = 0, et on prend

H(x, z′, ζ) = F ′(x,G(x, z′, y′′, ζ), y′′, ζ)

De même, le rang de (∂F∂x ,
∂F
∂y ) est égal au rang de(

0 Iq′ 0
∂H
∂x

∂H
∂y′ 0

)
(10)

d’où le rang de ∂H
∂x est bien q − q′ �

0.3 Équations différentielles, solutions, jets

Dans les systèmes d’équations différentielles ordinaires considérés la variable “indé-

pendante” est toujours le temps, noté t.

Les notations ẋ = dx
dt , ẍ = d2x

dt2
et, pour i ≥ 2, x(i) = dix

dti
seront utilisées dans

l’ensemble du document pour faciliter sa lecture.

Les fonctions du temps sont toujours supposées infiniment différentiable. Par solu-

tion d’un système, y compris un système de contrôle (section 1.1.2), on entend fonction

C∞ du temps qui le satisfait identiquement.

U étant un ouvert de Rd, I un intervalle de R, et h : I → U infiniment différentiable,

on définit son jet d’ordre k comme la fonction jK(h) qui donne h et ses K premières

dérivées :

JK(h)(t) = (h(t), ḣ(t), . . . , h(K)(t)).

De même pour un multi-indice µ = (µ1, . . . , µd), on peut définir

jµ(h)(t) =
(
h

(i)
k (t)

)
1≤k≤d
0≤i≤µk

∈ Rd+|µ| (11)

où |µ| est la longueur de µ définie par

|.| : Nd → N

ν = (ν1, . . . , νd) 7→ |ν| =
d∑
i=1

νi.
(12)
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On garde souvent la notation (h, . . . , h(µ)) au lieu de jµ(h), même pour un multi-

indice.

0.4 Germes, topologie de Whitney

Le temps n’a qu’une réalité, celle de l’instant. Autrement dit, le temps est une réalité

resserrée sur l’instant et suspendue entre deux néants.

Gaston Bachelard,

Nous rappelons de [16] que le germe d’une fonction f ∈ C∞(R,Rk) en x ∈ R avec

k ∈ N est la classe d’équivalence de f pour la relation d’équivalence ∼x définie par :

pour tout f et g dans C∞(R,Rk), f ∼x g si f = g sur un voisinage de x.

Définition 0.4.1 Soit x ∈ R et k ∈ N. L’ensemble C∞x (R,Rk) désigne l’ensemble des

germes des fonctions de C∞(R,Rk) au voisinage de x.

Soit K et d deux entiers positifs et U un sous-ensemble ouvert de Rd(K+1). On

appelle W(U) ⊂ C∞0 (R,Rd) l’ensemble des germes de fonctions lisses t 7→ h(t) tels que

(h(t), ḣ(t), . . . , h(K)(t)) est dans U pour tout t au voisinage de zéro, i.e.

W(U) = {h ∈ C∞0 (R,Rd)|(h, ḣ, . . . , h(K)) ∈ U}. (13)

Proposition 0.4.2 Pour tout U ouvert de Rd pour un certain entier d, W(U) est un

ouvert pour la topologie C∞ de Whitney [16, p.42].
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1.1 Systèmes sous-déterminés et systèmes de contrôle

1.1.1 Systèmes sous-déterminés

Soit n et m deux entiers positifs et m ≤ n. Considérons un système d’équations

différentielles ordinaires réel en la variable ξ sous la forme générale1 :

F (ξ̇, ξ) = 0 (1.1)

où ξ prend ses valeurs dans Rn et F est une application analytique réelle d’un ouvert

connexe de R2n à valeur dans Rn−m.

On appellera solution de (1.1) toute fonction du temps ξ de classe C∞ à valeur dans

Rn définie sur un intervalle ouvert I de R telle que pour tout t ∈ I, F (ξ̇(t), ξ(t)) = 0.

Ce système est dit sous-déterminé lorsque sa solution générale dépend d’au moins

une fonction arbitraire du temps.

Une manière de s’en assurer est de supposer que

Rang
(
∂F

∂ξ̇i

)
i=1..n

= n−m, m < n

tout au moins dans le domaine considéré.

L’hypothèse concernant le rang maximal nous évite d’avoir des relations non diffé-

rentielles sur ξ. L’hypothèse sur le rang constant permet d’éviter des singularités et le

tout nous permet de mettre le système sous forme résolue.

Définition 1.1.1 On appelle Vξ l’ensemble des vitesses admissibles du systèmes (1.1)

en un point ξ de Rn, i.e. le sous-ensemble de (l’espace tangent au point ξ à) Rn formé

des v vérifiant F (ξ, v) = 0. Alors (1.1) pourrait s’écrire ξ̇ ∈ Vξ pour tout ξ.

Remarque – L’hypothèse que
(
∂F
∂ξ̇i

)
i=1..n

soit de rang constant n−m dans (1.1)

entraîne que Vξ est une sous-variété de TξRn ' Rn pour tout ξ.

– Par commodité, on utilisera souvent ξ̇ comme une variable sans référence à la

dérivée temporelle de ξ (langage des jets).

1On aurait pu définir de manière plus générale un système d’équation différentielles d’ordre supérieur

à 1 mais, en utilisant une technique élémentaire bien connue, on peut toujours transformer une équation

différentielle d’ordre r en r équations différentielles d’ordre 1. Nous considérerons cette étape comme

étant déjà effectuée.
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1.1.2 Systèmes de contrôle

On considère généralement un système de contrôle sous la forme

ẋ = f(x, u) (1.2)

avec x ∈ Rn l’état du système, u ∈ Rm le contrôle et nous faisons l’hypothèse que f est

analytique réelle d’un ouvert connexe de Rn+m dans Rn.

Dans (1.2), u1, . . . , um sont des fonctions arbitraires du temps de classe C∞ qui,

pour des systèmes physiques vont correspondre à un moyen de modifier les solutions du

système et que l’on peut de ce fait appeler actionneurs.

L’origine de l’appellation “contrôle” vient des systèmes de l’automatique. Les mo-

dèles étudiés ont des entrées et des sorties (ici la sortie est x tout entier, en général c’est

une fonction de x). Les entrées sont des contrôles dans le sens où l’utilisateur d’un tel

système ne peut en modifier le comportement qu’en modifiant ces entrées. Les entrées

permettent de contrôler au sens propre la dynamique du système. La capacité à réelle-

ment modifier le système pour l’emmener vers un état désiré en un temps fini devient

alors une caractéristique déterminante du système, cette notion est la contrôlabilité. On

travaillera au voisinage d’un point où

Rang(
∂f

∂u
) = m. (1.3)

Clairement, (1.2) est un cas particulier de (1.1), avec ξ = (x, u) et F (ξ, ξ̇) = ẋ −
f(x, u). De plus, l’hypothèse (1.3) nous permet d’éliminer u et de déduire de (1.2) une

relation du type

G(x, ẋ) = 0 (1.4)

A l’inverse, on peut transformer le système (1.1) pour le mettre explicitement sous forme

de système de contrôle. Considérons le système (1.1) avec n et m deux entiers positifs

tels que n ≥ m. Comme
(
∂F
∂ξ̇i

)
i=1,...,n

est de rang constant n − m, on peut, quitte à

permuter les (ξi)i=1,...,n, écrire le système (1.1) sous forme résolue en les (ξ̇i)i=1,...,n−m

en utilisant le théorème d’inversion locale :

ξ̇i = fi(ξ, ξ̇n−m+1, . . . , ξ̇n), i = 1, . . . , n−m (1.5)

On considère maintenant les variables u1 = ξ̇n−m+1, . . . , um = ξ̇n et xi = ξi pour

tout i, on obtient alors un système de contrôle :{
ẋi = fi(x, u1, . . . , um), i = 1, . . . , n−m

ẋi = ui−n+m, i = n−m+ 1, . . . , n.
(1.6)
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1.1.3 Systèmes particuliers

Définition 1.1.2 On appelle système affine un système différentiel (1.1) (respective-

ment (1.2)) dont l’ensemble des vitesses admissibles en tout point ξ (respectivement x)

est un sous-espace affine de TξRn (respectivement TxRn).

Rappelons (voir [47, déf. II-11.2] ou [30, page 56]) qu’une sous-variété réglée S ⊂ Rn

est une sous-variété telle que chaque point de S est un élément d’une droite contenue

dans S.

Une définition plus pratique dans cette étude est celle d’une sous-variété réglée lisse

qui est l’union d’une famille “ lisse” de droites :

Définition 1.1.3 Une sous-variété réglée lisse de dimension d, 0 ≤ d ≤ n, de Rn est

une sous-variété de dimension d qui admet une paramétrisation (s, λ) 7→ c(s) + λX(s)

où λ est scalaire et s est de dimension d− 1. Toute droite passant par le point c(s) avec

une direction X(s) est appelée génératrice de la sous-variété.

Un système réglé est un système différentiel (1.1) ou (1.2) dont l’ensemble des vi-

tesses admissibles en tout point est réglé, mais nous demanderons de plus que cet en-

semble dépende de façon lisse du point (définition 1.4.1, section 1.4.2).

1.1.4 Algèbre différentielle associée à un système de contrôle

On doit à Michel Fliess [15] et Jean-François Pommaret [53] d’avoir introduit les

idées d’algèbre différentielle en automatique. La construction qui suit est semblable à

celle de [15], cependant l’objet algébrique construit ici n’est pas un corps différentiel

mais un anneau local ; ses élément sont décrits concrètement comme des séries entières.

Pour définir l’algèbre différentielle associée au système (1.2), nous utilisons les no-

tations du chapitre 3.

On considère (A,+,×) l’anneau différentiel des séries entières en x, u et un nombre

fini des dérivées temporelles de u considérées comme des variables indépendantes. La

dérivation d
dt est celle donnée par d

dtx = f(x, u). L’anneau A construit ci-dessus est aussi

utilisé dans [24] par Bronisław Jakubczyk, qui montre que deux anneaux différentiels

associés à deux systèmes sont isomorphes si et seulement si ces deux systèmes sont

équivalents par transformation par retour d’état dynamique (définie section 1.4.3).
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On peut maintenant considérer (A[ ddt ],+,∧) l’anneau des opérateurs différentiels sur

A, dont un élément s’écrit
k∑
i=0

ai
d

dt

i

, k ∈ Z+, (1.7)

où les ai sont des éléments de A. La loi multiplicative ∧ n’est pas commutative, elle

vérifie par exemple
d

dt
∧ x = f(x, u) + x ∧ d

dt
. (1.8)

Λ1(A) est le A-module des différentielles de A constitué de 1-formes (en dx, du, du̇,

. . .) à coefficients dans A. Cela correspond à la construction classique des différentielles

de Kähler en algèbre différentielle [27], déjà utilisée dans [11] pour définir le linéarisé

tangent.

Pour plus de détails, le lecteur peut se référer au chapitre 3.

1.2 Paramétrisation des solutions d’un système différentiel

ordinaire

Dans la partie qui suit nous donnons une définition moderne de la paramétrisation

de l’ensemble des solutions d’un système différentiel ordinaire sous-déterminé souvent

appelée paramétrisation de Monge [45]. Il apparaîtra ensuite à travers une définition de

la platitude 1.3.1 en quoi cette autre notion est un cas particulier de celle de paramé-

trisation.

Définition informelle. Discutons ici la notion de paramétrisation en nous affran-

chissant des contraintes telles que les ensembles de définition, les singularités...

Une paramétrisation de (1.1) est la donnée de formules Φ dépendant de m fonctions

arbitraires du temps h et de leurs dérivées jusqu’à un certain ordre K, permettant

d’exprimer de façon explicite toute solution ξ du système (1.1) :

ξ = Φ(h, ḣ, . . . , h(K)). (1.9)

En d’autres termes, pour tout choix de h, t 7→ ξ(t) = Φ(h(t), ḣ(t), . . . , h(K)(t)) est

solution de (1.1) et réciproquement pour toute solution t 7→ ξ(t) de (1.1), il existe h

telle que Φ(h, ḣ, . . . , h(K)) = ξ.
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Remarque Les notions de paramétrisation données dans la littérature [45, 72, 17, 6]

sont parfois plus générales. Dans [6] ou [19], on ne préserve pas la variable indépendante,

c’est-à-dire que les fonctions h sont des fonctions d’une autre variable s. Ainsi dans

(1.9) la dérivation en d
dt devient une dérivation en d

ds et on a en plus une formule de t

fonction de s, h, dhds , . . . . Notre point de vue rejoint celui de [13], par exemple : pour des

systèmes physiques de l’automatique, paramétrer ainsi le temps n’a pas de sens. Dans

[69] et ci-dessous, on donne des exemples de systèmes qui admettent une paramétrisation

en “changeant de temps” mais n’en admettent pas au sens que nous adoptons ici.

Par ailleurs, on peut rajouter le temps et des constantes aux arguments de Φ. Si

l’on autorisait ceci, la proposition 1.5.2 serait fausse : par exemple, pour un système

non contrôlé (1.32), le flot est une paramétrisation de ce type (sans fonction h). Les

systèmes que nous étudions sont autonomes, i.e. ne dépendent du temps qu’à travers les

variables différentielles. On peut alors se demander si les systèmes de ce type admettant

une paramétrisation avec le temps ou des constantes arbitraires en plus des fonctions

arbitraires du temps (comme dans la citation de P. Zervos en introduction) admettent

aussi une paramétrisation uniquement avec des fonctions arbitraires. Cette question est

soulevée dans [48].

Exemple. Le système {
ẋ = u

ẏ = x+ u3
(1.10)

admet une “paramétrisation” par une fonction arbitraire v de la variable s de la

forme :
t = 3v′′2(s) + s

x = 2v′′2(s)− v′(s)

y = 42
5 v

′′5(s)− 3v′′2(s)v′(s) + v(s).

(1.11)

Cependant, ce système ne vérifie pas le critère des surfaces réglées (cf ci-dessous

section 1.6 et la Définition 1.4.1) et n’est donc pas paramétrable dans le sens que

nous en donnons.

Définition formelle. La définition qui suit donne une vision plus précise de ce que

nous allons considérer comme une paramétrisation. Pour donner une version locale de

cette notion, on parle de germes de solutions ( voir section 0.4), mais on peut les

remplacer si l’on veut par “solutions définies sur un intervalle de temps assez petit”.

De plus, on remplace K dans (1.9) par un multi-indice µ = (µ1, . . . , µm) pour
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distinguer les cas où nos formules dérivent certaines fonctions hi moins que d’autres

(voir section 0.3).

W est définie dans la section 0.4 et jµ désigne le jet à l’ordre µ défini en 11.

Définition 1.2.1 Une paramétrisation d’ordre µ = (µ1, . . . , µm) du système (1.1) en

q = (ξ0, ξ̇0, . . . , ξ
(ν)
0 ) ∈ R(ν+1)n, où ν est un entier positif, est définie par

– un voisinage V de q dans R(ν+1)n,

– un sous-ensemble ouvert connexe U de R|µ|+m

– et une application analytique réelle Φ : U → Rn

tels que, en appelant Γ l’application W(U) → C∞0 (R,Rn) qui assigne à tout

h = (h1, . . . , hm) ∈ W(U) le germe à t = 0 de l’application R → Rn suivante :

t 7→ ξ(t) = Φ(jµ(h)(t)), (1.12)

les deux propriétés suivantes sont vérifiées :

(i). pour tout h ∈ W(U), Γ(h) est une solution de (1.1),

(ii). W(V ) ⊂ Γ(W(U)).

Remarque Pour le système (1.2), comme le rang de ∂f
∂u est m, on peut exprimer u en

fonction de x et ẋ et donc on peut appliquer la définition ci-dessus avec ξ = x et (1.4) et

ainsi choisir une paramétrisation Φ qui définit seulement x au lieu d’une paramétrisation

qui définit (x, u). On obtient alors une diminution de l’ordre de la paramétrisation de

1.

Le point (i) se traduit par des relations différentielles, obtenues en substituant à ξ et

ξ̇ dans (1.1) l’image par Φ d’un jet jµ+1(h), vérifiées identiquement, où 1 est le m-uplet

(1, . . . , 1). On peut noter cette relation F (Φ, Φ̇) = 0 signifiant la nullité d’une fonction

des |µ|+ 2m variables (h, ḣ, . . . , h(µ+1)). Ce système d’équation aux dérivées partielles

en Φ est facile à exprimer. C’est lui qu’on écrit au chapitre 2.

Le point (ii) est lui moins aisé à traduire explicitement. Pour cela, cherchons un

antécédent par Γ d’une solution ξ de (1.1). Cela revient à étudier le système

Φ(jµ(h)) = ξ (1.13)

en tant que système différentiel ordinaire en h. La proposition suivante explicite l’éli-

mination de h en dehors de points singuliers.
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Théorème 1.2.2 Soit une application analytique réelle Φ d’un ouvert connexe U de

R|µ|+m dans Rn vérifiant (i) de la définition 1.2.1. Alors il existe deux entiers K, L

et Z ⊂ U × R(K+L)m−|µ| un fermé d’intérieur vide tels que l’une des deux propriétés

suivantes est vraie :

(i). Pour tout h̄ ∈ W((U × R(K+L)m−|µ|)\Z) et ξ̄ donné par (1.13), il existe

– un entier N ,

– W un voisinage de (h̄(0), . . . , h̄(K+L)(0), ξ̄(0), . . . , ξ̄(L)(0)) ∈ R(K+L+1)m+(L+1)n,

– N + 2 entiers di, 0 ≤ i ≤ N + 1

– et N + 1 fonctions analytiques réelles H0, . . . ,HN définies sur W

tels que tout (h, ξ) ∈ W(W ) est solution de (1.13) si et seulement si il est solution

de 

F (ξ, ξ̇) = 0

h0 = H0(h1, . . . , hN , ξ, . . . , ξ(L))

ḣ1 = H1(h, ḣ2, . . . , ḣN , ξ, . . . , ξ(L))
...

hN(N) = HN (h, ḣ, . . . , h(N−1), ξ, . . . , ξ(L))

(1.14)

où ξ ∈ Rn et h0, . . . hN est une partition par bloc des coordonnées de h, de di-

mensions respectives di (par convention, si di est nul, le bloc hi et la fonction Hi

n’existent pas).

(ii). Pour tout h̄ ∈ W((R(K+L)m−|µ|×U)\Z) et ξ̄ donné par (1.13), il existe W un voisi-

nage de (h̄(0), . . . , h̄(K)(0), ξ̄(0), . . . , ξ̄(L)(0)) dans R(K+1)m+(L+1)n et S : W → R
(ne dépendant pas des h, . . . , h(K)) tels que toute solution (h, ξ) ∈ W(W ) de (1.13)

est telle que ξ vérifie

S(ξ, . . . , ξ(L)) = 0 (1.15)

et cette équation est indépendante de F (ξ, ξ̇) = 0.

Par indépendant, nous entendons que localement le rang de la jacobienne de

(ξ, . . . , ξ(L)) 7→ (S, F, Ḟ , . . . , F (L−1))

est strictement supérieur à celui de la jacobienne de

(ξ, . . . , ξ(L)) 7→ (F, Ḟ , . . . , F (L−1)).

Dans le point (ii) du théorème 1.2.2, par équation indépendante nous exprimons le

fait qu’il existe des germes de solutions de (1.15) qui ne sont pas solutions de (1.1).
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De plus, dans ce même point (ii) du théorème 1.2.2, les fonctions ξ données par

(1.12) satisfont au moins une équation différentielle indépendante de (1.1) et donc un

tel Φ ne peut pas définir une paramétrisation au sens de la définition 1.2.1 car il ne peut

en satisfaire le point (ii).

Ceci montre la proposition suivante.

Proposition 1.2.3 Une paramétrisation Φ au sens de la définition 1.2.1 vérifie tou-

jours la propriété (i) du théorème 1.2.2.

Avant de démontrer le théorème 1.2.2, nous allons donner une définition moins abs-

traite d’une paramétrisation de (1.1) et nous montrerons ensuite que si (1.1) admet une

paramétrisation définie par 1.2.1 alors presque partout (1.1) admet une paramétrisation

définie par :

Définition 1.2.4 Une paramétrisation régulière d’ordre µ = (µ1, . . . , µm) du système

(1.1) en (ξ0, ξ̇0, . . . , ξ
(ν)
0 ) de R(ν+1)n est définie par un voisinage V de ce jet dans R(ν+1)n,

un sous-ensemble ouvert U de Rm(K+1), K = max{µi}, et une application analytique

réelle Φ : U → Rn tels que, en appelant Γ l’application W(U) → C∞0 (R,Rn) qui assigne

à tout h = (h1, . . . , hm) ∈ W(U) le germe à t = 0 de l’application R → Rn suivante :

t 7→ ξ(t) = Φ(jµ(h)(t)), (1.16)

les trois propriétés suivantes sont vérifiées :

(i). pour tout h ∈ W(U), Γ(h) est une solution de (1.1),

(ii). il existe des entiers positifs N, d0, . . . , dN tels que
∑
di = m et N + 1 fonctions

H0,H1, . . . ,HN tels que pour tout ξ ∈ W(V ) solution de (1.1), h ∈ W(U) est

solution de Γ(h) = ξ si et seulement si h est solution de
h0 = H0(h1, . . . , hN , ξ, . . . , ξ(L))

ḣ1 = H1(h, ḣ2, . . . , ḣN , ξ, . . . , ξ(L))
...

hN(N) = HN (h, ḣ, . . . , h(N−1), ξ, . . . , ξ(L))

(1.17)

où hi = (hd0+···+di−1+1, . . . , hd0+···+di),

(iii). les m applications ∂Φ

∂h
(K)
i

: U → Rn pour i ∈ {1, . . . ,m} ne sont toutes identique-

ment nulles sur aucun sous-ensemble ouvert de U .
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Comme en presque tout point une paramétrisation est régulière 1.2.5 et comme le

théorème 1.2.2 nécessite un prolongement du jet jµ(h) en un jet JK(h) il est pratique

de définir Φ sur un ouvert de Rm(K+1), mais Φ ne dépend en réalité que des dérivées

jusqu’à l’ordre µi de hi, pour tout i ∈ {1, . . . ,m}.

Le point (ii) de la définition 1.2.4 porte le même numéro que le point (ii) de la

définition 1.2.1 car il l’implique. En effet, pour toute solution ξ ∈ W(V ), il suffit de

fixer
N∑
i=1

i× di conditions initiales (h1(0), h2(0), ḣ2(0), . . . , hN (0), . . . , hN(N−1)(0)) pour

résoudre le système (1.17) et ainsi obtenir un antécédent dans W(U) de ξ par Γ.

L’information supplémentaire dans le point (ii) de la définition 1.2.4 est la possibilité

pour tout ξ ∈ W(V ) de paramétrer la “fibre” Γ−1(ξ) par
N∑
i=1

i× di constantes.

Remarque Dans le langage de [13], une paramétrisation régulière définit une submer-

sion de type fini d’une diffiété triviale (ou espace affine trivial) sur la diffiété associée

au système.

Dans la suite, nous omettrons souvent l’épithète régulière d’une paramétrisation,

mais la paramétrisation qui sera considérée sera toujours régulière au point où elle sera

étudiée.

La discussion précédente se résume par la proposition suivante

Proposition 1.2.5 Si (1.1) admet une paramétrisation d’ordre µ sur un ouvert V ,

alors (1.1) admet en presque tout point de V une paramétrisation régulière d’ordre µ.

Preuve du théorème 1.2.2 : Tout d’abord, nous allons utiliser les remarques de la

partie 1.1.2 pour écrire le système (1.1) sous forme de système de contrôle (1.2), i.e.

, supposer que ξ = (x, u) et F (ξ, ξ̇) = ẋ − f(x, u), où x ∈ Rn et u ∈ Rm. Dans

cette partie, nous avions en effet remarqué que l’on pouvait passer d’un système (1.1)

à un système de contrôle et inversement de façon explicite. Considérons un ouvert

connexe U de R|µ|+m et une application analytique réelle Φ : U → Rn+m vérifiant le

point (i) de la définition 1.2.1. Comme l’on devra se servir des dérivées de tous les hi
jusqu’à l’ordre K, on considère et on appelle par le même nom l’application analytique

Φ : U × RKm−|µ| → Rn+m qui ne dépend que de ses arguments éléments de U avec
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K = max{µi}. On a alors les relations{
xi = Φi(h, ḣ, . . . , h(K)), 1 ≤ i ≤ n

ui = Φi+n(h, ḣ, . . . , h(K)), 1 ≤ i ≤ m.
(1.18)

On étudie d’abord la première étape du procédé (étape 0).

Φ étant analytique sur U × RKm−|µ|, le rang de la jacobienne

(
∂Φ

∂h
(K)
i

)
i=1,...,m

est

constant sauf peut-être sur un sous-ensemble fermé d’intérieur vide. On considère alors

deux entiers q0 et p0 les rangs respectifs de
(

∂Φj

∂h
(K)
i

)
i=1,...,m
j=1,...,n

et de
(

∂Φj

∂h
(K)
i

)
i=n+1,...,n+m
j=1,...,n

.

Soit M0 une mineure ((p0 + q0)× (p0 + q0)) de cette jacobienne de rang génériquement

plein et Z0 le fermé d’intérieur vide sur lequel le déterminant de M0 est nul.

Quitte à permuter les indices de x, u et de h, on considère que cette mineure

M0(h, . . . , h(K)) est celle définie par les dérivées partielles des Φi pour i ∈ {1, . . . , q0, n+

1, . . . , n+p0} par rapport aux variables h1, . . . , hp0+q0 . On applique alors le lemme 0.2.1

avec pour Γ l’application

(h, . . . , h(K)) 7→ (h, . . . , h(K−1), h
(K)
p0+q0+1, . . . , h

(K)
m , x1, . . . , xq0 , u1, . . . , up0),

h, . . . , h(K−1) pour le x du lemme, h(K) pour le y du lemme et p0 + q0 pour le q′ du

lemme et on obtient :
h

(K)
i = Ψi(h, . . . , h(K−1), h

(K)
p0+q0+1, . . . , h

(K)
m , x1, . . . , xq0 , u1, . . . , up0), 1 ≤ i ≤ p0 + q0

Φ̃i,0(h, . . . , h(K−1), x1, . . . , xq0 , u1, . . . , up0) = xi, q0 + 1 ≤ i ≤ n

Φ̃i+n,0(h, . . . , h(K−1), x1, . . . , xq0 , u1, . . . , up0) = ui, p0 + 1 ≤ i ≤ m.

(1.19)

h, . . . , h(K−1), h
(K)
p0+q0+1, . . . , h

(K)
m , x1, . . . , xq0 , u1, . . . , up0 .

Le premier indice de Φ̃ correspond aux indices de (1.18) et le deuxième indice est l’indice

d’étape, ici zéro. Les Ψi correspondent aux fonctions Gi du lemme et les Φ̃i les fonctions

Hi.

Soit δ0 = m − p0. Si le rang de
(
∂Φ̃i,0
∂h(k)

)
i∈{q0+1,...,n,n+p0+1,...,n+m}
k∈{0,...,K−1}

est strictement

inférieur à δ0 + n− q0, alors il existe une relation non triviale S(x, u) = 0. Or par tout

point (x0, u0) passe une solution de ẋ = f(x, u), notamment en un point ne vérifiant

pas S(x0, u0) = 0, les relations sont donc indépendantes. On est donc dans le cas (ii)

du théorème.
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Sinon, pour collecter les relations (1.19) et les suivantes définies au cours de l’algo-

rithme, on définit Π0 par :

Π0 = (Φ̃q0+1,0 − xq0+1, . . . , Φ̃n,0 − xn, Φ̃n+p0+1,0 − up0+1, . . . , Φ̃n+m,0 − um)

et on termine ainsi l’étape 0.

Étape j ∈ N.

A la fin de l’étape j − 1 on a des entiers δj−1 et pj−1 et on a défini des fonctions

Ψi, pour 1 ≤ i ≤ q0 + m − δj−1 qui définissent ∆j−1 = (Ψ1, . . . ,Ψq0+m−δj−1
) et une

application Πj−1 :

Πj−1 =
(
Πj−2, (Φ̃i,j−1 − uj−1

i )1+m−δj−1≤i≤m

)
, (1.20)

pour j ≥ 2, Π0 étant déjà construite explicitement. Alors, (1.1) est équivalent à : Πj−1(h, . . . , h(K−1), x, u, . . . , u(j−1)) = 0

h
(K)
i = Ψ((h, . . . , h(K−1), h

(K)
1+q0+m−δ(j−1)

, . . . , h
(K)
m , x, u, . . . , u(j−1)).

(1.21)

On dérive par rapport au temps les équations Φ̃i,j−1 = u
(j−1)
i , d’ordre de dérivation

K − 1 en h, on fait ainsi réapparaître les variables h(K)
i .

∆j−1 nous donne les expressions de certains h(K)
i que l’on réinjecte alors dans les

dérivées des Φ̃i,j−1 pour obtenir de nouvelles équations en utilisant ẋ = f(x, u) pour

exprimer ẋ :

Φ̄i,j−1(h, . . . , h(K−1), h
(K)
1+q0+m−δ(j−1)

, . . . , h
(K)
m , x, u, . . . , u(j−1), u

(j)
1 , . . . , u

(j)
m−δ(j−1)

)

= u
(j)
i , 1 +m− δj−1 ≤ i ≤ m,

(1.22)

On appelle pj le rang de
(
∂Φ̄i,j−1

∂hKk

)
1+m−δj−1≤i≤m
1+q0+m−δj−1≤k≤m

.

On définit δj = δj−1−pj et on considère, quitte à permuter des variables, la mineure

Mj(h, . . . , h(K+j)) formée des pj lignes et colonnes correspondant aux dérivées partielles

de Φ̄i,j−1 pour i ∈ {1 + m − δj−1, . . . ,m − δj} par rapport aux variables h(K)
i pour

i ∈ {1 + q0 + m − δj−1, . . . ,m − δj}. Mj est ici considérée comme une fonction de h

et de ses dérivées seulement en remplaçant dans Φ̄i,j−1 les variables x, u et les dérivées

de u par leur expression en fonction de h et de ses dérivées issue de (1.18) et de ses

conséquences différentielles. On appelle alors Zj , fermé d’intérieur vide, le lieu où le

déterminant de Mj s’annule et on se place en dehors de ce fermé. Comme pour l’étape
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0, on applique le lemme 0.2.1 avec pour fonction Γ :

(h, . . . , h(K−1), h
(K)
1+q0+m−δ(j−1)

, . . . , h(K)
m , x, u, u̇, . . . , u(j−1), u

(j)
1 , . . . , u

(j)
m−δ(j−1)

)

7→ (h, . . . , h(K−1), h
(K)
1+q0+m−δj , . . . , h

(K)
m , x, u, u̇, . . . , u(j−1), u

(j)
1 , . . . , u

(j)
m−δj )

et obtenir :

h
(K)
i = Ψi(h, . . . , h(K−1), h

(K)
1+q0+m−δj , . . . , h

(K)
m , x, u, . . . , u(j−1), u

(j)
1 , . . . , u

(j)
m−δj ),

1 + q0 +m− δj−1 ≤ i ≤ q0 +m− δj ,

Φ̃i,j(h, . . . , h(K−1), x, u, . . . , u
(j)
1 , . . . , u

(j)
m−δj ) = u

(j)
i , 1 +m− δj ≤ i ≤ m.

(1.23)

Si le rang de
(
∂Πj−1

∂h(k) ,
∂Φ̃i,j
∂h(k)

)
i∈{1+m−δj ,...,m}
k∈{0,...,K−1}

est strictement inférieur à
j∑
l=0

δl + n −

q0, alors il existe une relation non triviale S(x, u, . . . , u(j)) = 0. Or, par tout jet

(x0, u0, . . . , u
(j)
0 ) passe une solution de ẋ = f(x, u) et donc aussi en un jet n’annu-

lant pas S. S est donc indépendante de ẋ = f(x, u) et on est dans le point (ii) de la

proposition.

Sinon, on définit Πj = (Πj−1, (Φ̃i,j)i∈{1+m−δj ,...,m}−u
(j)
i ) et on termine ainsi l’étape

j.

Le procédé s’arrête à l’étape L soit lorsqu’on a une relation S(x, u, . . . , u(L)) = 0

indépendante de ẋ = f(x, u), soit lorsque δL = 0.

Dans le premier cas, on obtient le point (ii) du théorème.

Dans le deuxième cas, le rang de ( ∂ΠL
∂h(k) )k∈{0,...,K−1} est exactement n − q0 +

L∑
l=0

δl

et ΠL est une fonction des variables h, . . . , h(K−1), x, u, . . . , u(L). On peut remarquer

que q0 = 0 dans ce cas là. On applique le lemme 0.2.1 avec h, . . . , h(K−2) pour le x

du lemme, h(K−1) pour y, une partie des u(j)
i pour z et les xi et le reste des u(j)

i pour

la variable ζ. On obtient alors des relations exprimant certains h(K−1)
i en fonction des

h, . . . , h(K−2), de x et d’une partie des u(j)
i . On extrait aussi en utilisant ce même lemme

de façon itérative une partie des h(K−2)
i puis des h(K−3)... On obtient ainsi une collection

de relations exprimant certains h(j)
i , appelons Ij l’ensemble des indices des h(j)

i ainsi

obtenus. Pour le j le plus petit, appelons-le j0, on dérive les h(j0)
i par rapport à t. On

va alors substituer dans les formules obtenues précédemment les h(j0+1)
i pour i ∈ Ij0

et ainsi obtenir de nouvelles expressions des h(j0+1)
i pour i ∈ Ij0

⋃
Ij0+1. Cependant,

la substitution peut amener des relations triviales que l’on élimine. On itère jusqu’à

l’ordre K ce procédé en dérivant les h(j0+1)
i pour i ∈ Ij0

⋃
Ij0+1 et en substituant les
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expressions de ces dérivées dans les h(j0+2)
i pour i ∈ Ij0+2. On obtient bien alors les

fonctions H0, . . . ,HN de (1.14) et on prend Z =
L⋃
i=0

Zi �

1.3 Platitude

1.3.1 Définition

La notion de platitude d’un système a été introduite par Michel Fliess, Jean Lévine,

Philippe Martin et Pierre Rouchon, cf. [12, 14] pour les corps différentiels et [13] pour

le cadre analytique ou C∞.

La platitude est l’existence d’une sortie plate, i.e. un m-uplet de fonctions des va-

riables du système et de leurs dérivées telles que

(i). Les équations du système n’entraînent aucune relation différentielle entre les m

fonctions qui constituent la sortie plate.

(ii). Toutes les variables du système peuvent, réciproquement, être exprimées à l’aide

des composantes de la sortie plate et de leurs dérivées.

Le point (i) exprime le fait que ces fonctions formant la sortie plate sont arbitraires.

Bien que l’accent soit plutôt mis sur la platitude dans [13], on y trouve aussi l’équi-

valent de la paramétrisation régulière définie à la section précédente (voir la remarque

après la définition 1.2.4). Sans préciser le sens de chaque mot, l’existence d’une para-

métrisation régulière coïncide avec l’existence d’une transformation par retour d’état

dynamique exogène linéarisante, et la platitude peut être vue comme l’existence d’une

transformation par retour d’état dynamique endogène linéarisant. Suivant cette termi-

nologie, on pourrait ici appeler endogène une paramétrisation régulière avec N = 0 donc

à l’unicité de h pour une solution ξ donnée sans avoir à intégrer de système différentiel

(h est donnée directement en fonction de ξ et des ses dérivées jusqu’à un certain ordre)

puisque les équations (1.17) deviennent simplement

t 7→ h(t) = H0(ξ(t), . . . , ξ(L)(t)). (1.24)

On peut alors exprimer toutes les variables qui interviennent dans la paramétrisa-

tion, d’où le qualificatif d’endogène (si N ≥ 1, on ne peut pas se passer de variables

“exogènes” pour écrire la paramétrisation). Ainsi, on adopte, pour un système de plat,

la définition suivante :
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Définition 1.3.1 Le système (1.1) est plat en un point (ξ(0), ξ̇(0), . . . , ξ(ν)(0)) ∈ R(ν+1)n

s’il est paramétrable au sens de la définition 1.2.4 avec N = 0. H0 est appelée la sortie

plate.

Évidemment, l’existence de sorties plates entraîne l’existence d’une paramétrisation.

La réciproque reste à notre connaissance une conjecture.

Remarque Un système ẋ = f(x, u) à n états et n contrôles est plat si et seulement si

le rang de ∂f
∂u est constant égal à n. En effet, un tel système est équivalent au système

ẋ = u.

1.3.2 Approche algébrique

Nous allons maintenant donner une vision plus algébrique de la notion de la platitude

à l’aide de la proposition 1.3.2, cette fois pour le système (1.2) par commodité.

Proposition 1.3.2 Un système (1.2) est plat au sens donné dans la définition 1.3.1 si

et seulement si il existe des éléments χ1, . . . , χm de A tels que {dχ1, . . . , dχm} soit une

base de Λ1(A), en tant que A[ ddt ]-module.

Notons que, d’après cette proposition, il est évident que la liberté du A[ ddt ]-module

Λ1(A) est une condition nécessaire pour la platitude de (1.2).

Preuve : Sens direct.

Considérons le système (1.2) en un point où il est plat au sens de la définition 1.3.1.

Alors toute solution (x, u) s’écrit de manière unique à l’aide d’une paramétrisation Φ,

d’une fonction arbitraire du temps h = (h1, . . . , hm) et de ses dérivées temporelles par

une formule :

(x, u) = Φ(h, ḣ, . . . , h(µ)) (1.25)

Ainsi dx, du,du̇,. . . s’écrivent de manière unique en fonction de dh et des différentielles

des dérivées temporelles de h. Comme il existe χ telle que h = χ(x, . . . , x(J)) pour tout

x solution de (1.2), en remplaçant ẋ par f(x, u) on obtient bien que les χi sont dans A.

dχ est alors une base de Λ1(A) en tant que A[ ddt ]-module.

Sens réciproque.

On considère χ = (χ1, . . . , χm) éléments de A tels que {dχ1, . . . , dχm} soit une base

de Λ1(A), en tant que A[ ddt ]-module. Les χi et leurs dérivées sont indépendants donc

il existe deux entiers J et L et un difféomorphisme entre d’une part x, u, . . . , u(J) et
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d’autre part χ, χ̇, . . . , χ(L) et certains xi et certaines dérivées de certains ui. x et u

s’écrivent alors de manière unique en fonction des χi et de leurs dérivées jusqu’à un

certain plus a priori certains xi et certains ui et des dérivées de certains ui. Or, les dχi
forment une base de Λ1(A), donc dx et du s’expriment uniquement en fonction des dχi.

Donc, x et u s’expriment uniquement en fonction des χ et de leurs dérivées jusqu’à un

certain ordre �

La proposition suivante est la Proposition 3 de [1, §4] (où on utilise des fonctions

C∞ plutôt que des séries, et par “linearizing Pfaffian system”, il faut entendre base de

Λ1(A)). On note par • la version matricielle de la loi “externe” décrite à la section 1.1.4,

qui consiste donc à appliquer les opérateurs différentiels qui constituent la matrice P

aux éléments du vecteur colonne Ω, qui sont des formes.

Proposition 1.1 Soit Ω une base de Λ1(A), supposé libre. Le système (1.2) est plat si

et seulement si il existe P ∈ A[ ddt ]
m×m inversible dans A[ ddt ]

m×m et tel que

d(P • Ω) = 0 . (1.26)

Le démonstration de ceci tient dans le fait qu’étant donnée une base de Λ1(A), on

obtient toutes les autres en lui appliquant tous les opérateurs inversibles P .

1.4 Les transformations

Les transformations suivantes vont préserver l’existence d’une paramétrisation pour

un système.

1.4.1 Changement de coordonnées

Bien sûr, un changement de coordonnées, c’est-à-dire un difféomorphisme φ d’un

ouvert connexe de Rn à valeur dans Rn

z 7→ x = φ(z) (1.27)

définie au voisinage d’un point z0 induit des transformations naturelles sur les systèmes.

Il transforme le système (1.2) en ż = f̃(z, u) où ∂φ
∂z (z)f̃(z, u) = f(φ(z), u).
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1.4.2 Transformation par retour d’état statique

On peut définir une transformation par retour d’état statique non singulière pour

le système (1.2) comme une application analytique réelle β d’un ouvert connexe de

Rn × Rm à valeur dans Rm

(x, v) 7→ u = β(x, v), (1.28)

définie au voisinage d’un point (x0, u0) telle que

∂β

∂v
(x0, u0) est inversible. (1.29)

Cette application transforme le système (1.2) en ẋ = f̃(x, v) ∆= f(x, β(x, v)).

On peut désormais définir les systèmes réglés.

Définition 1.4.1 Le système (1.2) est un système réglé au voisinage de zéro si et seule-

ment si il existe une transformation par retour d’état statique non singulière (u1, u2) =

β(ξ, s, λ) analytique réelle où u1 et s sont dans Rm−1 et u2 et λ sont dans R, définie au

voisinage de zéro, avec β(0, 0, 0) = (0, 0) (voir (1.28)), qui transforme le système en

ξ̇ = c(ξ, s) + λX(ξ, s) (1.30)

où c et X sont analytiques réelles à valeur dans Rn.

Remarque On notera que si le système (1.2) est réglé et si le rang de ( ∂f∂ui (0))i=1..m

est constant égal à m, alors X(0, 0) 6= 0 dans (1.30).

1.4.3 Transformation par retour d’état dynamique

Définition 1.4.2 Une transformation par retour d’état dynamique non singulière pour

le système (1.2) est un ensemble de deux applications analytiques réelles S et T d’un

ouvert connexe de Rm(ds+1)+n et d’un ouvert connexe de Rm(dt+1)+n respectivement vers

Rn pour deux entiers ds et dt

(x, u) = S(z, v, v̇, . . . , v(ds))

(z, v) = T(x, u, u̇, . . . , u(dt))
(1.31)

telles qu’il existe g analytique réelle d’un ouvert connexe de Rn+m à valeur dans →
Rn définissant un système différentiel ż = g(z, v) où (z, v) vérifie cette relation si et

seulement si (z, v) est l’image par T d’une solution (x, u) de (1.2). Inversement, on

demande que ẋ = f(x, u) si et seulement si (x, u) est l’image par S d’une solution

(z, v) de ż = g(z, v).
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Remarque Si le rang de ∂f
∂u est maximal, alors il suffit d’avoir z en fonction de

x, u, u̇, . . . , u(dt) (réciproquement x en fonction de z, v, v̇, . . . , v(ds)) car v est une fonc-

tion de z et ż déterminée par inversion locale (réciproquement u est une fonction de x

et ẋ).

Dans [43], Philippe Martin définit, dans le cadre analytique, l’équivalence dynamique

de deux systèmes de la même façon.

1.5 Contrôlabilité

Pour un système de contrôle (1.2) la contrôlabilité caractérise, en gros, la possibilité

d’influencer les trajectoires du système simplement par un choix approprié des variables

de contrôles u1, . . . , um au cours du temps. Il y a une vaste littérature sur le sujet qui est

par exemple référencée dans les manuels classiques [22, 46, 66, 70] ; donnons simplement

les notions qui nous intéressent dans le cadre de cette étude.

Un cas évident de système non contrôlable est un système sans contrôle (m = 0),

i.e. une équation différentielle ordinaire

ż = f(z). (1.32)

L’évolution de z est alors entièrement déterminée par sa condition initiale.

De la même façon, un système (1.2) n’est certainement pas contrôlable s’il contient

une partie autonome, i.e. si certaines coordonnées (ou fonction des coordonnées) vérifie

une équation du type (1.32). La définition suivante donne une version de cette notion

où on a remplacé l’équation (1.32) par une équation scalaire de plus grand ordre d’une

variable différentielle que l’on appellera élément autonome [55].

Définition 1.5.1 On appelle élément autonome du système (1.2) une fonction ana-

lytique scalaire non triviale de la variable d’état x du système définie sur un ouvert

connexe non vide, que l’on notera z = Φ(x), qui vérifie une relation non triviale de la

forme Ψ(z, ż, . . . , z(s)) = 0 où Ψ est une fonction analytique réelle.

Remarque On aurait pu prendre z = Φ(x, u, u̇, . . . , u(r)), mais dans ce cas il est assez

aisé de voir que la fonction Φ ne dépend pas des variables de contrôle et de leurs dérivées.

En effet, considérons s le plus petit entier tel que Ψ dépende réellement de z(s). Comme

z(s) dépend linéairement de u(r+s) par le biais du coefficient ∂Φ
∂u(r) , la relation Ψ fait
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alors apparaître que ∂Φ
∂u(r) = 0 sur un ouvert connexe et donc, comme Φ est analytique,

Φ ne dépend pas de u(r) sur l’ouvert connexe considéré. Par récurrence décroissante sur

r, on montre alors Φ ne dépend pas de u et de ses dérivées.

Exemple. Le système {
ẋ1 = x2

1 + 2x1x2 + u

ẋ2 = x2
2 − u,

(1.33)

n’est pas contrôlable. En effet, z = x1 + x2 vérifie l’équation

ż = z2. (1.34)

On sait classiquement que les éléments autonomes sont des intégrales premières de la

distribution d’accessibilité forte du système. Cette construction précise est due à Velimir

Jurdjevic et Hector J. Sussmann dans [28] à la suite des travaux de Claude Lobry dans

[35]. Reprenons la définition de [46, définition 3.19], mais dans Rn+m (pour rendre le

système affine) : dans Rn+m on définit les champs de vecteurs

f(x, u) =

(
f(x, u)

0

)
, gi =

∂

∂ui
, i = 1, . . . ,m. (1.35)

L’algèbre d’accessibilité forte C0 est alors l’algèbre de Lie engendrée par

adjf(gi), 1 ≤ i ≤ m, j ≥ 0. (1.36)

La distribution d’accessibilité forte C0 est la distribution engendrée par les champs de

vecteurs de cette algèbre. La fonction f étant analytique, C0 est une algèbre de champs

de vecteurs analytiques, le rang de C0 est donc constant presque partout.

Si C0 est de co-rang strictement positif, alors il existe des éléments autonomes autour

de presque tout point. On verra dans ce qui suit (Proposition 1.5.2) que ces éléments

autonomes sont une obstruction à l’existence d’une paramétrisation.

Cependant, si ce co-rang est nul presque partout, alors le système possède la pro-

priété d’accessibilité forte autour de tout point où il est nul effectivement. Le sous-

ensemble analytique sur lequel le rang de C0 chute est invariant, i.e. toute trajectoire

issue d’un point de cet ensemble reste dans cet ensemble. On ne s’intéresse qu’aux point

où le rang de C0 est maximum.

La condition d’accessibilité forte implique que le linéarisé du système est contrôlable

autour de presque tout jet (d’ordre suffisamment élevé) [10, 65]. En terme d’algèbre
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différentielle (voir Section 1.1.4), cette condition se traduit par la liberté du A[ ddt ]-

module des différentielles Λ1(A).

En outre, pour être paramétrable, un système doit être fortement accessible comme

nous le montre la proposition suivante.

Proposition 1.5.2 Si le système (1.1) a un élément autonome z vérifiant la relation

Ψ(z, ż, . . . , z(s)) = 0, alors le système n’est pas paramétrable.

Preuve : On considère le système (1.1) doté de l’élément autonome z qui vérifie

la relation Ψ(z, ż, . . . , z(s)) = 0. Supposons l’existence d’une paramétrisation telle que

z = φ(h, . . . , h(µ)). En remplaçant z par son expression en h dans Ψ on obtient une

relation faisant intervenir les h(µi+s)
i en tant que différentielles de h à l’ordre le plus

grand. Cette relation est non triviale si Ψ ne l’est pas, ce qui contredit le caractère

arbitraire de h �

1.6 Bref état de l’art

Comme présenté dans l’introduction de cette thèse, l’article de P. Zervos dans [72]

fait un historique très complet de ce que l’on appelle “problème de Monge”. Des travaux

de E. Cartan [5], D. Hilbert [19], E. Goursat [17], pour n’en citer que quelques-uns y

sont détaillés. Cet article a été étudié par M. Janet dans [25] en 1971.

Dans l’article de Hilbert, dont une traduction en anglais est proposée en annexe

B, l’auteur montre l’impossibilité de paramétrer une certaine classe de systèmes. Ces

résultats ont été exploités par Pierre Rouchon pour développer la condition nécessaire

portant sur les systèmes réglés (voir ci-dessous). L’approche de David Hilbert nous a

aussi permis de développer les résultats qui sont présentés dans le chapitre suivant 2.

Les résultats de Cartan ont permis de déterminer un critère pour la paramétrisation

des systèmes affines à 2 contrôles (voir ci-dessous).

De nombreux articles que nous ne pouvons tous citer montrent que certains sys-

tèmes spécifiques sont plats. Ces applications peuvent concerner la robotique [29, 34],

l’aéronautique [44, 38], les moteurs électriques [37, 42, 41, 63, 73] et le génie chimique

[49, 58, 57, 59, 61, 62] pour n’en citer que quelques uns. Cependant, s’il suffit de trouver

une paramétrisation pour montrer qu’un système est paramétrable, tâche qui peut bien

entendue se révéler ardue, il est très différent de montrer qu’un système est non paramé-

trable. Pour cela, il faut étudier les propriétés de systèmes paramétrés généraux et les
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contraintes qu’imposent la possibilité de paramétrer un système. Énonçons quelques-uns

de ces résultats qui vont nous servir par la suite.

Systèmes linéarisables Les systèmes linéarisables par retour d’état statique ou dy-

namique sont plats.

Systèmes affines à deux contrôles Le système

ẋ = f1(x)u1 + f2(x)u2 (1.37)

est plat si et seulement si le rang générique de Ek est égal à k+2 pour k ∈ {0, . . . , n−2}
où E0 = span{f1, f2}, Ek+1 = span{Ek, [Ek, Ek]}, k ≥ 0. Ce résultat a été démontré

par P. Martin et P. Rouchon dans [40] à partir du résultat d’E. Cartan [5].

Systèmes à un contrôle. Lorsque m = 1, le système (1.2) est plat si et seulement

si il est linéarisable par un retour d’état statique [7]. On peut alors caractériser les

systèmes plats par des tests [23, 20].

Systèmes affines de codimension 1. Lorsque m = n − 1 un système affine (voir

définition 1.1.2) est plat si et seulement si il est contrôlable (fortement accessible, voir

1.5) [7].

Systèmes de contact Dans [56], W. Respondek donne les conditions que doit vérifier

un système de contact ou système de Goursat généralisé pour être plat.

Condition nécessaire. Depuis [60, 64] on sait qu’un système doit être réglé (cf.

définition 1.4.1) pour être plat .
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Soit le système de contrôle général (1.2) que l’on redonne ici pour se rafraîchir la

mémoire :

ξ̇ = f̃(ξ, u) (2.1)

où ξ ∈ Rn et u = (u1, . . . , um) ∈ Rm et f̃ est une fonction analytique réelle.

On a vu à la fin du chapitre précédent que le problème de paramétrisation est résolu

pour ce système lorsque m = 1 ou n = m, sachant que par hypothèse m ≤ n. Les plus

petites dimensions pour lesquelles le problème reste ouvert sont n = 3 et m = 2. L’objet

du chapitre est donc de déterminer les conditions nécessaires et suffisantes portant sur la

fonction f̃ pour paramétrer au sens de 1.2.4 l’ensemble des solutions du système ci-dessus

pour ces valeurs de m et n. Notre étude est locale autour d’un point (ξ0, u0) = (0, 0).

On suppose que

Rang

(
∂f̃

∂u1
(0),

∂f̃

∂u2
(0)

)
= 2. (2.2)

Si ce rang était constant égal à 1 (zéro respectivement), on pourrait se ramener à un

système équivalent (en termes de solutions) à un (zéro respectivement) contrôle. cf

section 1.1.2. Les points où les rangs chutent sont des singularités que nous n’étudierons

pas.

On donnera des résultats globaux “génériques”. L’aspect “générique” évitera une

étude portant sur les singularités qui apparaîtront au fil des résultats. Cependant, si

les résultats ne portent pas sur les lieux de singularité, l’étude ne masquera pas leur

existence. Ces singularités seront regroupées dans un même ensemble fermé d’intérieur

vide, ce qui en justifie la dénomination.

Écrivons (2.1) dans des coordonnées x, y, z. Quitte à permuter x, y, z de telle ma-

nière que le rang 2 dans (2.2) provienne des deux premières coordonnées, on peut en

appliquant le théorème des fonctions implicites aux deux premières lignes de (1.2) ex-

primer u1 et u2 en fonction de x, y, z, ẋ et ẏ et les reporter dans l’expression de ż. Le

système ci-dessus est donc équivalent à la seule équation :

ż = f(x, y, z, ẋ, ẏ) (2.3)

où f est une fonction analytique réelle de cinq variables scalaires qui sera étudiée de

préférence à f̃ .

Rappelons la définition de paramétrisation, cette fois adaptée au système (2.3) où,

pour éviter d’utiliser des indices pour nos variables, nous considérons u et v à la place
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de h1 et h2, x, y, z à la place de x1, x2, x3 et k, ` à la place de µ1 et µ2. Nous espérons

qu’en rappelant la définition avec ces notations, nous clarifierons la lecture des résultats.

Une paramétrisation d’ordre (k, `), k ≤ ` du système (2.3) en un jet (x0, y0, z0, ẋ0, ẏ0,

. . . , x
(ν)
0 , y

(ν)
0 ) de R2ν+3 est définie par un voisinage V de ce jet dans R2ν+3, un sous-

ensemble ouvert U de Rk+`+2 et une application analytique réelle Φ = (ϕ,ψ, χ) de U

dans R3 tels que, en appelant Γ l’application W(U) → C∞0 (R,Rn) qui assigne à tout

(u, v) ∈ W(U) le germe à t = 0 de l’application R → R3 suivante :

t 7→ (x(t), y(t), z(t)) = Φ(u(t), v(t), u̇(t), v̇(t), . . . , u(k)(t), v(`)(t)), (2.4)

les trois propriétés suivantes sont vérifiées :

(i). pour tout (u, v) ∈ W(U), Γ(u, v) est une solution de (2.3),

(ii). il existe deux entiers i0 ≤ k et j0 ≤ ` et deux applications analytiques réelles U0

et V 0 tels que pour tout (x, y, z) ∈ W(V ) solution de (2.3), (u, v) ∈ W(U) est

solution de Γ(u, v) = (x, y, z) si et seulement si (u, v) est solution de{
u(i0) = U i0(u, . . . , u(i0−1), v, . . . , v(i0), x, y, . . . , x(L), y(L), z)

v(j0) = V j0(u, . . . , u(j0), v, . . . , v(j0−1), x, y, . . . , x(L), y(L), z).
(2.5)

(iii). l’une au moins des application ∂ϕ
∂w ,

∂ψ
∂w ,

∂χ
∂w : U → Rn pour w ∈ {u(k), v(`)} est non

nulle.

2.1 Condition nécessaire : contrôlabilité

On a vu, avec la proposition 1.5.2, que l’existence d’un élément autonome rend un

système non paramétrable. Le rang de la distribution d’accessibilité forte doit donc être

maximal (voir section 1.5 avec g1 = ∂
∂ẋ , g2 = ∂

∂ẏ et f = ẋ ∂
∂x + ẏ ∂

∂y + f ∂
∂z ). Or,

[f, g1] = − ∂
∂x − fẋ

∂
∂z

[f, g2] = − ∂
∂y − fẏ

∂
∂z

[f, [f, g1]] = (fx + fẋfz − ffzẋ − ẏfyẋ − ẋfxẋ) ∂∂z
[f, [f, g2]] = (fy + fẏfz − ffzẏ − ẏfyẏ − ẋfxẏ) ∂∂z
[g1, [f, g1]] = −fẋẋ ∂

∂z

[g2, [f, g1]] = [g1, [f, g2]] = −fẏẋ ∂
∂z

[g2, [f, g2]] = −fẏẏ ∂
∂z

[[f, g1], [f, g2]] = (fxẏ + fẋfzẏ − fẏfzẋ − fyẋ) ∂∂z

(2.6)
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Comme g1, g2, [f, g1], [f, g2] sont indépendants, le rang est maximal si et seulement si

un des six derniers crochet est non nul. Alors, en terme de relation sur la fonction f ,

l’existence d’un élément autonome se traduit par

fẋẋ = fẋẏ = fẏẏ = fxẏ + fẋfzẏ − fyẋ − fẏfzẋ

= fx + fẋfz − ffzẋ − ẏfyẋ − ẋfxẋ = fy + fẏfz − ffzẏ − ẏfyẏ − ẋfxẏ = 0
(2.7)

identiquement. Nous nous plaçons donc en un point (x, y, z, ẋ, ẏ) où

(fẋẋ, fẋẏ, fẏẏ, fxẏ + fẋfzẏ − fyẋ − fẏfzẋ, fx + fẋfz − ffzẋ − ẏfyẋ − ẋfxẋ,

fy + fẏfz − ffzẏ − ẏfyẏ − ẋfxẏ) 6= (0, 0, 0, 0, 0, 0).
(2.8)

2.2 Condition nécessaire : systèmes réglés

Depuis [60, 64], on sait qu’il est nécessaire (en dehors d’un point singulier où c et X

(définis dans la définition 1.4.1) ne peuvent être prises lisses) qu’un système soit réglé

pour qu’il admette une paramétrisation (voir section 1.6). Exprimons cette condition

sur la fonction f .

La construction suivante dépend des coordonnées dans lesquelles on écrit le système

(2.3) mais on peut montrer que le résultat lui-même (théorème 2.2.2) n’en dépend pas.

Définissons deux polynômes homogènes de degrés respectifs 2 et 3 de deux variables

x et y et à coefficients dépendant de manière analytique du point considéré (x, y, z, ẋ, ẏ) :

P2(x,y) = fẋẋx2 + 2 fẋẏ xy + fẏẏ y2 , (2.9)

P3(x,y) = fẋẋẋx3 + 3 fẋẋẏ x2y + 3 fẋẏẏ xy2 + fẏẏẏ y3 . (2.10)

où les arguments (x, y, z, ẋ, ẏ) des dérivées partielles de f ont été omis et où les notations

P2(x,y) et P3(x,y) sont préférées à P2(x, y, z, ẋ, ẏ)(x,y) et P3(x, y, z, ẋ, ẏ)(x,y).

Définition 2.2.1 Une direction nulle d’un polynôme homogène P en les deux variables

x et y est un couple (x,y) 6= (0, 0) tel que P (x,y) = 0.

On parle de direction nulle car P (λx, λy) = 0 ⇔ P (x,y) = 0 pour tout λ 6= 0.

Considérons l’application analytique réelle R de (x, y, z, ẋ, ẏ) qui donne pour tout

(x, y, z, ẋ, ẏ) le résultant de P2 et de P3 et l’application ∆, discriminant de P2, définies
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par :

∆(x, y, z, ẋ, ẏ) = fẋẋfẏẏ − fẋẏ
2 , (2.11)

R(x, y, z, ẋ, ẏ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

fẋẋ 2fẋẏ fẏẏ 0 0

0 fẋẋ 2fẋẏ fẏẏ 0

0 0 fẋẋ 2fẋẏ fẏẏ

fẋẋẋ 3fẋẋẏ 3fẋẏẏ fẏẏẏ 0

0 fẋẋẋ 3fẋẋẏ 3fẋẏẏ fẏẏẏ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(2.12)

(les arguments (x, y, z, ẋ, ẏ) ont été omis dans les membres de droite des ces égalités).

Remarque Rappelons que R = 0 si et seulement si P2 et P3 ont au moins une direction

nulle commune et que ∆ ≥ 0 si et seulement si les deux directions nulles de P2 sont

réelles (racine double si ∆ = 0).

Le théorème suivant est essentiellement une conséquence des résultats de [60, 64].

Nous donnons tout de même une preuve qui illustre bien pourquoi la condition ci-dessous

est nécessaire.

Théorème 2.2.2 Si le système (2.3) admet une paramétrisation d’ordre (k, l) en un

point (0, 0, 0, x(1), y(1), x(2), y(2), . . . , x(L), y(L)) de R3+2L, alors R = 0 et ∆ ≥ 0

sur un voisinage de (0, 0, 0, x(1), y(1)).

Preuve : Considérons le système (1.2) avec n = 3 et m = 2 et supposons qu’il admet

un paramétrage (φ, ψ, χ) d’ordre (k, l) autour d’un jet (0, 0, 0, x(1), y(1), x(2), y(2), . . . , x(L), y(L))

dans R3+2L que l’on note :
x = φ(u, . . . , u(k), v, . . . , v(l))

y = ψ(u, . . . , u(k), v, . . . , v(l))

z = χ(u, . . . , u(k), v, . . . , v(l)).

(2.13)

On choisit (k, l) tels que les dérivées partielles de φ, ψ et χ par rapport aux variables

u(k) et v(l) ne soient pas toutes identiquement nulles sur un ouvert où la paramétrisation

est définie. Considérons de plus qu’elles ne s’annulent pas toutes au point considéré. En

effet, si l’on montre le résultat pour tout point où elles ne sont pas toutes nulles, par

continuité, on aura R = 0 et ∆ ≥ 0 sur l’ensemble de définition du système.

Les fonctions φ, ψ et χ vérifient l’équation du système (2.3), donc

χ̇ = f(φ, ψ, χ, φ̇, ψ̇). (2.14)
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On remarque que cette équation fait intervenir les variables u(k+1) et v(l+1). Dérivons

(2.14) par rapport à la variable u(k+1) et indiquons les dérivées partielles par un indice,

nous obtenons alors l’équation

χu(k) = fẋφu(k) + fẏψu(k) (2.15)

qui entraîne que φu(k) et ψu(k) ne sont pas toutes les deux nulles. Dérivons encore deux

fois cette équation par rapport à la même variable pour obtenir

0 = fẋẋφ
2
u(k) + 2fẋẏφu(k)ψu(k) + fẏẏψ

2
u(k)

0 = fẋẋẋφ
3
u(k) + 3fẋẋẏφ2

u(k)ψu(k) + 3fẋẏẏφu(k)ψ2
u(k) + fẏẏẏψ

3
u(k) .

(2.16)

qui nous donnent (φu(k) , ψu(k)) comme direction nulle non triviale commune à P2 et P3,

réelle et donc R = 0 et ∆ ≥ 0 �

Remarque Cette preuve utilise des arguments proches des preuves des notes en an-

nexe A. En effet, une équation du type (2.15) fait intervenir dans un des membres une

dépendance linéaire par rapport à une variable qui doit s’interpréter dans l’autre membre

de cette même équation.

Si la condition de ce théorème n’est pas vérifiée, le système n’admet donc pas de

paramétrisation. On supposera donc que cette condition est remplie.

La proposition suivante affirme que les conditions (R = 0 et ∆ ≥ 0) sont suffisantes

pour que le système (2.3) soit réglé autour de presque tout point. Seulement presque

tout point, car il peut exister des points singuliers autour desquels la direction des

génératrices ne dépend pas de façon lisse du point.

Proposition 2.1 Si le système de contrôle (2.3) est tel que R est identiquement nul et

∆ positif ou nul au voisinage d’un jet q et si une des quatre conditions

(i) ∆(q) > 0,

(ii) ∆ est identiquement nul sur le voisinage mais (f ′′ẋẋ, f
′′
ẋẏ, f

′′
ẏẏ)(q) 6= (0, 0, 0),

(iii) f ′′ẋẋ, f
′′
ẋẏ et f ′′ẏẏ sont identiquement nulles sur le voisinage

est vérifiée, alors le système est réglé au voisinage de q.

Remarque Lorsque R = 0 et ∆ ≥ 0, presque partout au moins une de ces trois

conditions est vérifiée. En effet, les points (ii) et (iii) regroupent les points où ∆ est

identiquement nul et les points où les dérivées secondes de f s’annulent, mais f étant
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analytique, si ces dérivées sont non identiquement nulles, elles s’annulent seulement

sur un fermé d’intérieur vide. Le point (i) est lui vrai presque partout si ∆ n’est pas

identiquement nul, ∆ étant aussi analytique.

La proposition 2.1 se retrouve avec d’autres notations dans [47] et nous ne dévelop-

perons pas plus avant la manière de transformer le système pour le rendre affine. En

considérant le fait qu’un système est nécessairement réglé pour être paramétrable et

qu’un système réglé peut s’écrire dans certaines coordonnées sous la forme (1.30), nous

allons maintenant considérer le système déjà sous cette dernière forme.

2.3 Rappel de résultats connus

Les résultats de cette section ont été publiés dans [51]. Ils sont rappelés ici pour

pouvoir couvrir l’ensemble des cas possibles.

Si les conditions nécessaires R = 0 et ∆ ≥ 0 sont vérifiées, on peut génériquement

mettre ce système sous la forme (1.30) que nous détaillons ci-dessous :
ẋ = c1(x, y, z, s) + µX1(x, y, z, s)

ẏ = c2(x, y, z, s) + µX2(x, y, z, s)

ż = c3(x, y, z, s) + µX3(x, y, z, s).

(2.17)

Notons que s et µ sont des fonctions de x, y, z, ẋ, ẏ telles que (x, y, z, s, µ) 7→
(x, y, z, ẋ, ẏ) soit un difféomorphisme local c’est-à-dire une transformation par retour

d’état statique (voir définition 1.4.2).

A l’aide des trois fonctions Xi de quatre variables (x, y, z, s) on définit deux champs

de vecteurs X = X1
∂
∂x + X2

∂
∂y + X3

∂
∂z et Y = ∂

∂s dans R4. On ne considère que les

points où les rangs :

r1 = Rang{X,Y, [X,Y ]}
r2 = Rang{X,Y, [X,Y ], [X, [X,Y ]], [Y, [X,Y ]]}

sont localement constants. Les notations [, ] désignent les crochets de Lie (voir 0.1.1).

(r1, r2) vaut clairement soit (2, 2), soit (3, 3) soit (3, 4) (voir la fin de la section 0.1.2).

Proposition 2.3.1 Si (r1, r2) = (2, 2) le système (2.17) est soit paramétrable d’ordre

(0, 1) ou (1, 1) soit équivalent au système (2.18) et non paramétrable. Si (r1, r2) = (3, 3),

le système (2.17) est paramétrable d’ordre (0, 1) ou (1, 2).
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Preuve : La construction des paramétrisations se trouve dans [51, p.168, théorème

3.1]. L’état considéré est (x, y, z, s) et les contrôles sont µ et ṡ, le système est ainsi affine

en les contrôles. En prenant comme état ξ = (x, y, z, s) et comme contrôles µ et ṡ, on

peut se ramener à un système ξ̇ = X0(ξ)+µX(ξ)+ṡY (ξ). Dans le théorème cité l’auteur

utilise X1 et X2 à la place de nos X et Y . Le cas (r1, r2) = (3, 3) correspond aux points

4 et 5 de ce théorème. Le cas (r1, r2) = (2, 2) correspond aux points 2 et 3 du théorème.

Dans le point 2, l’auteur montre que le système n’est pas plat dans un sous cas. En effet,

le système (2.17) est équivalent à un système qui se décompose en deux sous-systèmes

indépendants, l’un paramétrable trivialement et l’autre non paramétrable, à savoir :
ẋ = a(x, y, z)

ẏ = z

ż = µ

ṡ = ν

(2.18)

avec a une fonction analytique réelle telle que ∂2a
∂z2

n’est pas identiquement nulle au

voisinage de (x, y, z). Le lemme suivant conclut la démonstration �

Prouvons une version du lemme [51, p.184, Lemma 7.1] généralisé au cas d’une

paramétrisation (la référence ne concerne que la platitude).

Lemme 2.3.2 Le système (2.18) n’est paramétrable sur aucun voisinage d’un point

(x̄, ȳ, z̄, s̄) tel que
∂2a

∂z2
(x̄, ȳ, z̄) 6= 0. (2.19)

Preuve : Supposons qu’il existe une paramétrisation (ϕ,ψ, χ, ζ) d’ordre (k, `) de

(2.18) dépendant de deux fonctions arbitraires du temps u et v, on a entre autres :

x = ϕ(u, . . . , u(k), v, . . . , v(`))

y = ψ(u, . . . , u(k), v, . . . , v(`))
(2.20)

On considère le plus grand entier k0 tel que ϕ ou ψ dépende effectivement de u(k0).

Alors comme ẋ = a(x, y, ẏ) on a :

ϕ̇ = a(ϕ,ψ, ψ̇).

Or, le membre de gauche est linéaire par rapport à u(k0+1) donc le membre de droite

doit aussi être linéaire par rapport à u(k0+1) donc en dérivant les deux membres de
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l’égalité une fois par rapport à u(k0+1) on obtient :

∂ϕ

∂u(k0)
=
∂a

∂z

∂ψ

∂u(k0)
.

En dérivant une deuxième fois par rapport à u(k0+1), on a :

0 =
∂2a

∂z2

∂ψ

∂u(k0)
.

Cette égalité entre fonctions analytiques étant vérifiée au voisinage de tout point où une

paramétrisation existe, l’une des deux fonctions est identiquement nulle. Or si ∂ψ

∂u(k0)

était identiquement nulle, alors ∂ϕ

∂u(k0) le serait aussi, ce qui contredit la définition de k0,

donc ∂2a
∂z2

est identiquement nulle. Le lemme est donc démontré par contraposition �

2.3.1 Forme normale

Proposition 2.3.3 Si (r1, r2) = (3, 4), alors il existe une transformation par retour

d’état dynamique
(x, y, z, µ, s) = T(x̃, ỹ, z̃, µ̃, s̃, ˙̃s)

(x̃, ỹ, z̃, µ̃, s̃) = S(x, y, z, µ, s, ṡ),
(2.21)

qui conjugue les solutions de (2.17) à celles de :
˙̃x = µ̃

˙̃y = ρ(x̃, ỹ, z̃, s̃) + µ̃z̃

˙̃z = θ(x̃, ỹ, z̃, s̃) + µ̃s̃

(2.22)

Avant de prouver ce résultat, introduisons le lemme suivant.

Lemme 2.3.4 Si (r1, r2) = (3, 4), alors il existe une base (X̃, Ỹ ) de la distribution

engendrée par X et Y et des coordonnées x̃, ỹ, z̃, s̃ telles que X̃ = ∂
∂x̃ + z̃ ∂

∂ỹ + s̃ ∂∂z̃ et

Ỹ = ∂
∂s̃ .

Preuve : cf. [3, chapitre II, théorème 5.1]

Preuve de la proposition : On applique le lemme aux champs X et Y . On considère le

champ X0 = c1
∂
∂x +c2

∂
∂y +c3

∂
∂z . (X̃, Ỹ ) étant une base de la distribution engendrée par

X et Y (et inversement), il existe quatre fonctions a11, a12, a21, a22 des quatre variables

x̃, ỹ, z̃, s̃ telles que :
X̃ = a11X + a12Y

Ỹ = a21X + a22Y.
(2.23)
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Appelons P le difféomorphisme (x, y, z, s) 7→ (x̃, ỹ, z̃, s̃) = (φ, ψ, χ, ζ) où l’on a omis

les arguments (x, y, z, s) aux fonctions. On dérive cette relation par rapport au temps

(dérivée de Lie) et on obtient

˙̃x = X0φ+ µXφ+ ṡY φ

˙̃y = X0ψ + µXψ + ṡY ψ

˙̃z = X0χ+ µXχ+ ṡY χ

˙̃s = X0ζ + µXζ + ṡY ζ.

(2.24)

Remarquons que :
X̃φ = 1 = a11Xφ+ a12Y φ

Ỹ ζ = 1 = a21Xζ + a22Y ζ

X̃ζ = 0 = a11Xζ + a12Y ζ

Ỹ φ = 0 = a21Xφ+ a22Y φ.

(2.25)

donc
X = (Xφ)X̃ + (Xζ)Ỹ

Y = (Y φ)X̃ + (Y ζ)Ỹ .
(2.26)

Après un calcul élémentaire

( ˙̃y, ˙̃z, ˙̃s) = (X0 + (µXφ+ ṡY φ)X̃ + (µXζ + ṡY ζ)Ỹ )(ψ, χ, ζ). (2.27)

Or, Ỹ (ψ, χ, ζ) = (0, 0, 1) et X̃(ψ, χ, ζ) = (z̃, s̃, 0), donc, en posant µ̃ = ˙̃x
˙̃x = µ̃

˙̃y = X0(ψ − φ) + µ̃z̃

˙̃z = X0(χ− φ) + µ̃s̃

(2.28)

et avec
µ̃ = X0φ+ µXφ+ ṡY φ

˙̃s = X0ζ + µXζ + ṡY ζ
(2.29)

on a bien construit les applications S et T et donc la transformation par retour d’état

dynamique (voir section 1.4.3) �

2.3.2 Étude de certains systèmes sous forme normale

La proposition précédente nous amène alors à l’étude du système (2.22). Si ρ ne

dépend pas de s̃, le système (2.22) est affine avec m = n− 1 = 2 en posant (en tant que

nouveau contrôle remplaçant s̃) σ = θ(x̃, ỹ, z̃, s̃)+µ̃s̃ Ce cas est déjà résolu et est rappelé
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au premier chapitre (voir section 1.6). Dans ce cas là (2.22) admet une paramétrisa-

tion presque partout d’ordre (1, 1) et donc le système (2.3) admet une paramétrisation

d’ordre au plus (2, 2) (on peut avoir à dériver les variables x̃, ỹ et z̃ pour obtenir les

variables x, y, z, voir section 1.6.

Sinon, on applique le théorème d’inversion locale à l’application (x̃, ỹ, z̃, s̃) 7→ (x, y, z, s) =

(x̃, ỹ, z̃, ρ(x̃, ỹ, z̃, s̃)) en définissant h et g deux fonctions analytiques de quatre variables

telles que h(x, y, z, ρ(x, y, z, s)) = θ(x, y, z, s) et g(x, y, z, ρ(x, y, z, s)) = s, on obtient le

système : 
ẋ = µ

ẏ = s+ µz

ż = h(x, y, z, s) + g(x, y, z, s)µ.

(2.30)

Ce système est alors équivalent à l’équation

ż = h(x, y, z, ẏ − zẋ) + g(x, y, z, ẏ − zẋ)ẋ (2.31)

qui sera l’objet d’étude de la prochaine section (basée sur l’article en annexe A). Ce-

pendant, introduisons un résultat de Jean-Baptiste Pomet [51] qui règle en partie ce

cas.

Tout d’abord, définissons trois fonctions S, T et J qui vont nous permettre de

distinguer les différents cas de systèmes étudiés.

On appelle x, y, z, λ les variables de h et g.

Soit ω et η les formes différentielles (introduites de façon plus ou moins explicites

dans [51]) dans les variables x, y, z, λ suivantes

ω = −2 g42 dx+ (g44 h4 − g4 h44) (dy−z dx)− g44 ( dz − g dx) ,

η = dz − g dx− h4(dy−z dx),

où la notation avec un chiffre i en indice indique la dérivée partielle d’une fonction par

rapport à sa i-ème variable

Remarque En notant ∧ le produit extérieur entre formes différentielles, on notera

que

ω ∧ (dy − zdx) ∧ η = 2g2
4dx ∧ dy ∧ dz (2.32)

qui est non nul.
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On peut alors décomposer le produit dω∧ω sur la base (ω, η, dy−zdx, dλ) et définir

trois fonctions S, T et J :

dω ∧ ω = (− S

2g4
dλ ∧ η − T

2
dλ ∧ (dy − zdx) + J(dy − zdx) ∧ η) ∧ ω. (2.33)

L’expression de dω étant :

dω = dλ ∧ ((g444g − 3g4g44)dx+ (g444h4 − h444g4)(dy − zdx)− g444dz) + ((g144h4 −
h144g4 + g44h14− g14h44)dx+(g244h4−h244g4 + g44h24− g24h44)dy+(g344h4−h344g4 +

g44h34− g34h44)dz)∧ (dy− zdx)− 4(g4g24dy+ g4g34dz)∧ dx+ (g44h4−h44g4)dx∧ dz−
(g144dx+ g244dy + g344dz) ∧ (dz − gdx)− g44(g1dx+ g2dy + g3dz) ∧ (dz − gdx),

nous ne détaillons pas la partie indépendante de dλ dans ce qui suit. Nous pouvons

toutefois remarquer que cette partie congrue bien à J(dy − zdx) ∧ η modulo ω étant

donné que ω ∧ (dy − zdx) ∧ η = 2g2
4dx ∧ dy ∧ dz (cf (2.32)).

De plus dz = η+gdx+h4(dy−zdx) et dx = 1
2g24

(−ω+(−g4h44 +h4g44)(dy−zdx)−
g44(η + h4(dy − zdx))) ce qui nous donne pour dω ∧ ω :

dω ∧ω = (dλ∧ ((
3
2
g2
44

g4
− g444)η+ (

3
2
g44h44− g4h444)(dy− zdx)) + J(dy− zdx)∧ η)∧ω.

On obtient alors une expression de S et de T en fonction de dérivées partielles de g et

h :
S = 2g4g444 − 3g2

44

T = 2g4h444 − 3g44h44.
(2.34)

Remarque S/(g4)2 est la dérivée schwarzienne de g par rapport à son quatrième ar-

gument.

Théorème 2.3.5 On considère Ω ⊂ R4 l’ensemble de définition de g et h. Si dω∧ω (ou

(S, T, J)) est identiquement nulle sur Ω alors le système (2.31) admet génériquement

(en dehors d’un fermé d’intérieur vide) une paramétrisation d’ordre (1, 2) en tout point

(générique) (x0, y0, z0, ẋ0, ẏ0, ẍ0, ÿ0) tel que (x0, y0, z0, ẏ0 − z0ẋ0) ∈ Ω.

Par généricité, nous entendons partout sauf sur un fermé d’intérieur vide, comme

indiqué dans le théorème. En effet, la démonstration nécessite des inversion locales de

fonctions et certaines inégalités doivent être vérifiées. Lorsque ces inégalités ne sont pas

vérifiées, il peut y avoir des singularités qui ne sont pas étudiées dans le cadre de cette

thèse.
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2.4 Résultats nouveaux

Dans cette section, nous allons étudier l’équation (2.31) de façon plus approfondie,

en rappelant que g4 6= 0. Tous les résultats sont prouvés dans l’article en annexe. Ce qui

suit sera essentiellement une discussion de ces résultats afin d’introduire la conjecture

qui suivra. Comme il a été vu dans la section précédente, l’équation (2.31) est équivalente

au seul cas qui reste à étudier après le travail de [51] en ce qui concerne les systèmes à

trois états et deux entrées.

2.4.1 Un système d’équations aux dérivées partielles

Dans cette partie, nous introduisons un système d’équations et d’inéquations aux

dérivées partielles, noté (E γ,δ
k,` ), qui nous permettra de caractériser l’existence d’une

paramétrisation du système (2.31).

Les équations de (E γ,δ
k,` ) vont nous permettre d’expliciter les paramétrages possibles

de (2.31) qui vérifient le point (i) de la définition 1.2.4. Les inéquations de (E γ,δ
k,` ) vont

nous permettre d’introduire les contraintes portant sur ce possible paramétrage pour

qu’il vérifie le point (ii) de la définition 1.2.4, c’est-à-dire que toute solution de (2.31) a

un antécédent par la formule de paramétrisation Φ.

Pour k et ` deux entiers strictement positifs, on définit un système d’équations aux

dérivées partielles à k+ `+ 1 variables indépendantes u, u̇, . . . , u(k−1), v, v̇, . . . , v(`−1), x

et une variable dépendante p.

Pour raccourcir les notations, définissons un champs de vecteur F de Rk+`+1 de

coordonnées les variables indépendantes présentées ci-dessus :

F =
k−2∑
i=0

u(i+1) ∂

∂u(i)
+

`−2∑
i=0

v(i+1) ∂

∂v(i)
(2.35)

où les sommes sont nulles lorsque k = 1 ou ` = 1 respectivement. Considérons Ω̃ un

ouvert de R4 et γ et δ deux applications analytiques réelles Ω̃ → R telles que γ4 6= 0

pour tout point de Ω̃.

On peut maintenant considérer le système de deux équations aux dérivées partielles

et trois inéquations :
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(E γ,δ
k,` )



pu(k−1)

(
Fpx − δ(x, p, px, pxx)

)
− pxu(k−1)

(
Fp− γ(x, p, px, pxx)

)
= 0 , (a)

pu(k−1) pxv(`−1) − pxu(k−1) pv(`−1) = 0 , (b)

pu(k−1) 6= 0 , (c)

pv(`−1) 6= 0 , (d)

γ1 + γ2 px + γ3 pxx + γ4 pxxx − δ 6= 0 . (e)
(2.36)

Pour p satisfaisant ces équations et inéquations, définissons deux fonctions

σ = − pv(`−1)

pu(k−1)

, τ =
−Fp+ γ(x, p, px, pxx)

pu(k−1)

, (2.37)

et deux champs de vecteur de R2(k+`)

E = σ
∂

∂u(k−1)
+

∂

∂v(`−1)
, D = F + τ

∂

∂u(k−1)
+
k+`−2∑
i=0

x(i+1) ∂

∂x(i)
. (2.38)

Afin de compléter ces conditions, on peut attacher à toute solution p de (E γ,δ
k,` ) un

entier (ou +∞) K ∈ N
⋃

+∞ tel que

EDKp 6= 0 sur U × RK

∀0 ≤ i ≤ K − 1, EDip = 0 sur U × Ri.
(2.39)

Dans l’annexe A (rédigée en anglais), une solution p de (E γ,δ
k,` ) vérifiant (2.39) est

appelée “K-regular solution”.

On peut en réalité restreindre K à l’ensemble {1, . . . , k + `− 1}
⋃
{+∞} :

Proposition 2.4.1 Si p, une solution de (E γ,δ
k,` ), vérifie

∀0 ≤ i ≤ k + `− 1, EDip = 0 sur U × Ri (2.40)

alors ∀i ≥ 0, EDip = 0 sur U × Ri.

Preuve : On suppose qu’il existe un entier K tel que EDKp 6= 0. Lorsque K > k+`−
1, on peut appliquer le lemme 0.2.1 avec les 2k+2`+1 fonctions x, ẋ, . . . , x(k+`−1), px, p,Dp,

. . . ,Dk+`−1p des 2k+2` variables x, ẋ, . . . , x(k+`−1), u, . . . , u(k−1), v, . . . , v(`−1). L’entier

q du lemme est le rang du jacobien des fonctions ci-dessus, la variable x du lemme

correspond aux variables x, ẋ, . . . , x(k+`−1) et y à u, . . . , u(k−1), v, . . . , v(`−1). On pose
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z1 = px(.), zi+1 = Dip(.) pour i ∈ {1, . . . , k + ` − 1} où on a remplacé les arguments

des fonctions par un point. On considère pour l’équation :

(z1, . . . , zk+` = F (x, ẋ, . . . , x(k+`−1), u, . . . , u(k−1), v, . . . , v(`−1))

où F = (px.p, . . . ,Dk+`−1). Alors, après substitution des zi par les fonctions px, p,Dp,

. . . ,Dk+`−1, il existe une relation R(x, ẋ, . . . , x(k+`−1), px, p,Dp, . . . ,D
k+`−1p) = 0 non

triviale et donc telle que la dérivée partielle de R par rapport à l’un de ses k + ` + 1

derniers arguments est non nul. En utilisant (A.21), on a Dpx fonction de px, p,Dp, x, ẋ.

Alors, en appliquant EDK−(k+`−1) à cette relation on obtient que R ne dépend pas de

Dk+`−1p et donc de x(k+`−1) non plus. En appliquant EDK−(k+`−1)+1, EDK−(k+`−1)+2

et ainsi de suite on obtient finalement une relation R(px, p, x) = 0 avec (Rpx , Rp) 6=
(0, 0). En dérivant par rapport à u(k−1) on obtient Rpxpxu(k−1) + Rppu(k−1) = 0, donc,

d’après la première relation de (2.36-c), Rpx 6= 0, et la relation R(px, p, x) = 0 qu’au

voisinage de presque tout point, px = f(p, x) pour une certaine fonction lisse f . D’après

le lemme A.6.3, ∀i ≥ 0, EDip = 0 sur U × Ri contredisant ainsi l’existence de K �

2.4.2 Condition suffisante

Dans cette partie, nous montrons que si (E ρ,θ
k,` ) (qui est le système (E γ,δ

k,` ) pour γ = ρ

et δ = θ où ρ et θ sont les fonctions de quatre variables du système (2.22) équivalent

à (2.31)) admet une solution, alors (2.31) admet une paramétrisation, déterminée de

façon quasi explicite (voir le théorème qui suit pour une explication sur le terme quasi).

Le lemme suivant va nous permettre d’inverser localement le système en utilisant

les variables de plus haut ordre de dérivation en dehors d’un fermé d’intérieur vide.

Lemme 2.4.2 Soit p une solution de (E γ,δ
k,` ) vérifiant (2.39) pour un certain K sur un

ouvert connexe ℵ ⊂ Rk+`+K+1 et l’application π : ℵ → RK+2 définie par

π = (px, p,Dp, . . . ,DKp) . (2.41)

Alors, il existe deux entiers positifs i0 ≤ k et j0 ≤ ` tels que i0 + j0 = K + 2 et

det
(

∂π

∂u(k−i0)
, . . . ,

∂π

∂u(k−1)
,

∂π

∂v(`−j0)
, . . . ,

∂π

∂v(`−1)

)
(2.42)

est non nul en dehors d’un fermé de ℵ d’intérieur vide.

On peut désormais donner le théorème explicitant la condition suffisante annoncée.
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Théorème 2.4.3 Supposons que (E ρ,θ
k,` ) admet une solution p vérifiant (2.39) pour un

certain K au voisinage d’un point ν = (u0, . . . , u
(k−1)
0 , x0, . . . , x

(K)
0 , v0, . . . , v

(`−1)
0 ). Pour

cette solution p, on considère i0 et j0 donnés par le lemme 2.4.2 et on suppose que ni

le déterminant (2.42), ni pu(k−1) , ni τx s’annulent au point ν. On considère de plus

u
(k)
0 , v

(`)
0 telles que

u
(k)
0 − σ(u0, . . . , u

(k−1)
0 , v0, . . . , v

(`−1)
0 )v(`)

0 = τ(u0, . . . , u
(k−1)
0 , x0, v0, . . . , v

(`−1)
0 ) .

Soit ϕ, ψ, χ les fonctions des variables (u, . . . , u(k), v, . . . , v(`)) définies au voisinage

de (u0, . . . , u
(k)
0 , v0, . . . , v

(`)
0 ) par les relations suivantes dans lesquelles (2.43) définit ϕ

implicitement :

τ(u, . . . , u(k−1), ϕ, v, . . . , v(`−1)) = u(k) − σ(u, . . . . . . , v(`−1))v(`), (2.43)

ψ(u, . . . , u(k), v, . . . , v(`)) = p(u, . . . , u(k−1), ϕ, v, . . . , v(`−1)), (2.44)

χ(u, . . . , u(k), v, . . . , v(`)) = px(u, . . . , u(k−1), ϕ, v, . . . , v(`−1)). (2.45)

Ces fonctions définissent une paramétrisation d’ordre (k, `) de (2.31) en tout point

(x0, y0, z0, ẋ0, ẏ0, . . . , x
(K)
0 , y

(K)
0 ) satisfaisant :{

z0 = px(u0, . . . , u
(k−1)
0 , v0, . . . , v

(`−1)
0 , x0)

y
(i)
0 = Dip(u0, . . . , u

(k−1)
0 , v0, . . . , v

(`−1)
0 , x0, . . . , x

(i)
0 ), 0 ≤ i ≤ K.

(2.46)

2.4.3 Conditions nécessaires

Les fonctions S, T et J , définies en section précédente, vont nous permettre de

distinguer génériquement deux cas selon si S et T sont nulles identiquement toutes les

deux ou si l’une des deux est non nulle (ici, génériquement signifie que le résultat lorsque

S ou T est non nulle identiquement est vérifiée en tout point pour lequel la fonction ne

s’annule pas, i.e. sur un ouvert privé d’un fermé d’intérieur vide). Lorsque S ou T est

non nulle, il est nécessaire que (E ρ,θ
k,` ) admette une solution pour qu’une paramétrisation

d’ordre (k, `) existe. Dans le cas contraire, au moins un parmi deux systèmes d’équations

aux dérivées partielles (que nous allons expliciter au moment opportun) doit avoir une

solution.

2.4.3.1 S ou T ne sont pas identiquement nulles toutes les deux

Dans ce cas, le théorème qui suit nous donne une condition nécessaire de paramé-

trisation.
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Théorème 2.4.4 Supposons que soit S soit T n’est pas identiquement nulle sur Ω.

Supposons aussi que (2.31) admette une paramétrisation (ϕ,ψ, χ) d’ordre (k, `) en

X = (x0, y0, z0, ẋ0, ẏ0, . . . , x
(K)
0 , y

(K)
0 ) tel que (x0, y0, z0, ẏ0 − z0ẋ0) ∈ Ω, avec des en-

tiers k, `,K, K ≤ k + `− 2.

Alors k ≥ 1, ` ≥ 1 et, s’il existe (u0, . . . , u
(L)
0 , v0, . . . , v

(L)
0 ) (L ≥ `, L ≥ k) image de

X par la paramétrisation et tel que

ϕu(k)(u0, . . . , u
(k)
0 , v0, . . . , v

(`)
0 ) 6= 0,

alors le système (E ρ,θ
k,` ) a une solution p sur un voisinage U de (u0, . . . , u

(k−1)
0 , x0, v0,

. . . , v
(`−1)
0 ) qui vérifie (2.39).

Ce théorème forme avec le théorème 2.3.5 le résultat suivant

Théorème 2.4.5 Supposons que soit S soit T n’est pas identiquement nulle sur Ω.

Le système (2.31) admet génériquement (en dehors d’un fermé d’intérieur vide) une

paramétrisation d’ordre (k, `) sur Ω si et seulement si k ≥ 1, ` ≥ 1 et le système (E ρ,θ
k,` )

admet une solution vérifiant (2.39) pour K ≤ k + `− 2.

Ce résultat vaut tous les bons discours et résume bien le lien, dans ce cas précis

entre le système (2.31) et (E ρ,θ
k,` ).

2.4.3.2 S et T sont identiquement nulles

Dans ce cas, nous savons par le théorème 2.3.5 que si J est aussi identiquement nulle,

le système admet une paramétrisation d’ordre (1, 2), nous allons donc étudier le cas où

J n’est pas nulle identiquement et en se plaçant au voisinage d’un point (x0, y0, z0, ẏ0−
z0ẋ0), le système (2.31) est alors équivalent (par changement de coordonnées mais en

gardant les mêmes noms de variables) à

ż = κ (ẏ − αẋ) (ẏ − βẋ) + aẋ+ bẏ+ c , κ 6= 0, α− β 6= 0,
∂α

∂z
6= 0,

∂α

∂z
6= 0 (2.47)

où κ, α, β, a, b, c sont des fonctions lisses de trois variables telles que en un point où J

ne s’annule pas

κ(x0, y0, z0) 6= 0, α(x0, y0, z0)−β(x0, y0, z0) 6= 0, α3(x0, y0, z0) 6= 0, β3(x0, y0, z0) 6= 0 .

(2.48)
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Lorsque J 6= 0, α et β jouent un rôle similaire,

(x, y, z) 7→ (x, y, α(x, y, z)) and (x, y, z) 7→ (x, y, β(x, y, z)) (2.49)

définissent deux difféomorphismes locaux.

Selon que l’on choisisse l’un où l’autre des deux facteurs dans (2.47) pour jouer le

rôle de λ = ẏ − zẋ dans (2.31), on obtient deux possibilités pour le couple de fonctions

(g, h) et donc deux couples possibles de fonctions (γ, δ)

γ̄(x, y, z, w) =
w −

(
(α̃1 + α̃α̃2 + α̃3(ã+ α̃b̃)

)
(x, y, z)(

κ̃α̃3(α̃− β̃)
)

(x, y, z)
, δ̄ = α̃3c̃+(α̃2+α̃3b̃)γ̄+α̃3κ̃ γ̄

2 ,

(2.50)

où le tilde signifie la composition avec l’inverse du premier difféomorphisme de (2.49)

pour le premier couple ; le second étant obtenu en échangeant α et β

γ̂(x, y, z, w) =
w −

(
(β̃1 + β̃β̃2 + β̃3(ã+ β̃b̃)

)
(x, y, z)(

κ̃β̃3(β̃ − α̃)
)

(x, y, z)
, δ̂ = α̃3c̃+(β̃2+β̃3b̃)γ̂+β̃3κ̃ γ̂

2 ,

(2.51)

où le tilde dans ce cas signifie la composition avec l’inverse du second difféomorphisme

de (2.49).

Nous pouvons maintenant énoncer le théorème

Théorème 2.4.6 Supposons S et T identiquement nulles sur Ω et J non identiquement

nulle. Soit (x0, y0, z0) tel que J(x0, y0, z0) 6= 0 et trois entiers positifs k, `,K, K ≤
k + ` − 2. Si le système (2.31) admet une paramétrisation (ϕ,ψ, χ) d’ordre (k, `) en

X = (x0, y0, z0, ẋ0, ẏ0, . . . , x
(K)
0 , y

(K)
0 ) telle qu’il existe (u0, . . . , u

(k+K)
0 , v0, . . . , v

(`+K)
0 )

antécédent de X par la paramétrisation et ϕu(k)(u0, . . . , u
(k)
0 , v0, . . . , v

(`)
0 ) 6= 0 alors un

des deux systèmes (E γ̄,δ̄
k,` ) ou (E γ̂,δ̂

k,` ) a une solution p, vérifiant (2.39) pour un certain

K ≤ k + ` − 2, sur un voisinage U de (u0, . . . , u
(k−1)
0 , x0, v0, . . . , v

(`−1)
0 ) dans Rk+`+1.

Le point (u0, . . . , u
(k−1)
0 , x0, v0, . . . , v

(`−1)
0 ) doit satisfaire les relations (2.46).

En utilisant les inégalités (2.39) on obtient le théorème global

Théorème 2.4.7 Supposons S et T identiquement nulles sur Ω. Le système (2.31)

admet une paramétrisation d’ordre (k, `) si et seulement si soit J est identiquement

nulle sur Ω soit (E γ̄,δ̄
k,` ) soit (E γ̂,δ̂

k,` ) admet une solution vérifiant (2.39) pour un certain

K ≤ k + `− 2.
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2.4.4 Conclusion

Théorème 2.4.8 On considère le système (2.31). Alors

(i). Si (S, T, J) = (0, 0, 0) identiquement, alors (2.3) admet une paramétrisation d’ordre

(1, 2) en presque tout point.

(ii). Si (S, T ) = (0, 0) et J 6= 0 identiquement, alors (2.3) admet une paramétrisation

d’ordre (k, `) presque en tout point si et seulement si (E γ̄,δ̄
k,` ) ou (E γ̂,δ̂

k,` ) admet une

solution vérifiant (2.39) pour un certain K ≤ k + `− 2.

(iii). Si (S, T ) 6= (0, 0) identiquement, alors (2.3) admet une paramétrisation d’ordre

(k, `) presque en tout point si et seulement si (E ρ,θ
k,` ) admet une solution vérifiant

(2.39) pour un certain K ≤ k + `− 2.

Ce théorème est un résumé de l’ensemble des résultats établis précédemment. On

notera que l’ensemble des cas est couvert et que, hormis dans le cas (S, T, J) = (0, 0, 0),

l’existence d’une paramétrisation est sujette à l’existence d’une solution pour un système

d’équations aux dérivées partielles (E γ,δ
k,` ) pour lequel les fonctions γ et δ sont définies

à partir des fonctions h et g.

Lorsque S, T et J sont non nuls, nous conjecturons qu’il n’y a pas de paramétrisation

possible.

Conjecture 2.4.9 On considère Ω ⊂ R4 l’ensemble de définition de g et h. Si dω ∧ ω
(ou (S, T, J)) n’est pas identiquement zéro sur Ω alors (2.31) n’admet de paramétrisation

en aucun point (pour un jet de tout ordre).

On remarque que cette conjecture est la contrepartie du théorème 2.3.5.

Nous pouvons ici éclairer de quelle manière exprimer la conjecture à l’aide des solu-

tions de (E γ,δ
k,` ) .

Conjecture 2.4.10 Toute solution p de (E γ,δ
k,` ) vérifie

∀i ≥ 0, EDip = 0. (2.52)

Un autre résultat obtenu qui augure bien d’une preuve possible de la conjecture

2.4.9 et dont la preuve se trouve dans l’annexe A est le suivant :

Théorème 2.4.11 Si le système (2.31) admet une paramétrisation d’ordre (k, `) sur

un certain jet, alors



56 Paramétrisation des systèmes différentiels de dimension 3 avec 2 contrôles

– soit S = T = J = 0,

– soit k ≥ 3 et ` ≥ 4.

On peut comparer ces derniers résultats aux résultats obtenus dans [51]. Dans ce

dernier article, l’auteur montre que les systèmes tels que S = T = J = 0 sont “(x, u)−
plat”, c’est-à-dire que les fonctions u et v sont dans notre cas des fonctions de x, y, z, ẋ, ẏ.

Cela revient à une paramétrisation d’ordre (1, 2) pour le système (2.31). Cependant,

l’auteur de [51] montre aussi que les systèmes tels que (S, T, J) n’est pas identiquement

nul ne peuvent être “(x, u)−plat” impliquant que k ≥ 3 et ` ≥ 4, résultat que nous avons

retrouvé plus simplement. L’apport de ce chapitre est de plus le lien entre l’existence

d’une paramétrisation et l’existence de solution particulière d’un système d’équations

aux dérivées partielles.
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Introduction

Le but de cette note est d’introduire des outils d’analyse pour certains systèmes

d’équations différentielles (EDP) dont ni l’ordre ni le nombre de variables indépen-

dantes n’est fixé à l’avance. La motivation est l’étude de la “platitude” des systèmes de

contrôle, ou plus généralement de la possibilité de paramétrer les solutions d’un système

d’équations différentielles ordinaires sous-déterminé par un certain nombre de fonctions

du temps arbitraires.

La rédaction est didactique. Certains arguments peuvent paraître très élémentaires.

On ne trouvera ici de bibliographie exhaustive ni du point de vue de l’Automatique ni du

point de vue des systèmes différentiels. Nous remercions le lecteur attentif de nous faire

part de toutes ses remarques, d’ordre bibliographique, technique, ou du point de vue de

l’exposition.

Rappelons qu’un système de contrôle ẋ = f(x, u) (x ∈ Rn, u ∈ Rm) est plat [12] si et

seulement si il existe m fonctions hi : Rn × R(K+1)m → R pour un certain K ∈ N :

hi(x, u, u̇, ü, . . . , u(K)) , 1 ≤ i ≤ m ,

et des “formules” qui donnent la solution générale (x(t), u(t)) en fonction de ces fonctions

et de leurs dérivées.

On ne sait pas estimer l’entier K a priori. Les objets recherchés (les hi) sont donc

par nature des fonction d’un nombre fini de variable prises parmi un ensemble infini de

variables. Il est courant dans la théorie géométrique des équations différentielles [31, 4]

de voir ces objets comme des fonctions “lisses” sur des espaces de jets infinis. Ce point

de vue a été adopté en contrôle pour l’étude de la platitude [50, 13, 8]. Vu que notre

ambition se limite à un étude locale, autour d’un jet donné, du problème de l’existence

de sorties “plates”, on choisit un cadre plus restreint que celui des fonctions “lisses” sur

des espaces de jets infinis : on se contente de leurs germes en un point, c’est-à-dire des

séries formelles (convergentes dans le cas analytique, mais on n’ira pas jusque là), dont

le nombre d’indéterminées n’est pas fixé a priori.

La section 3.1 de cette note est consacré à des préliminaires sur les séries formelles

en un nombre fini d’indéterminées prises dans un ensemble infini (on appelle très

formelles les séries qui sont autorisées à dépendre d’une infinité d’indéterminées).

Le but est de fixer les notions et notations utilisées par la suite.
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La section 3.2 définit un anneau différentiel, dont les éléments sont des séries formelles

au sens du chapitre 3.1, associé à un système de contrôle ẋ = f(x, u), et un

certain nombre de structures algébriques afférentes. Cette section ne contient rien

d’essentiellement nouveau.

La section 3.3 introduit une valuation, et donc une filtration, sur cet anneau et les

autres structures algébriques introduites précédemment. Cette valuation est intrin-

sèque au système de contrôle. A la connaissance des auteurs, cette construction

est nouvelle. On n’a du moins pas su trouver trace de construction semblable dans

la littérature.

La section 3.4 utilise cette valuation pour analyser une partie des équations qui ré-

gissent l’existence des fonctions hi évoquées plus haut. On établit un résultat qui

équivaut à l’intégrabilité formelle de ces équations, en un sens insuffisant pour

garantir l’existence de “vraies” solutions qui ne dépendraient que d’un nombre fini

de variables ; on appelle donc cette propriété “intégrabilité très formelle”.

Ce dernier résultat est en lui-même un peu abstrait. On aurait bien sûr préféré un

résultat inverse, c’est-à-dire au moins exhiber des cas où les équations en question n’ont

même pas de solutions “très formelle”, ce qui aurait donné la preuve que les systèmes

correspondants ne sont pas plats.

Les auteurs sont convaincus que la valuation introduite ici est tout de même un

outil important utile (et nouveau dans ce contexte) pour l’étude locale de systèmes

d’EDPs dont le nombre de variables indépendantes n’est pas fixé à priori. Le présent

rapport n’apporte pas de confirmation concrète à cette conviction. Toutefois, même si

nous n’avons pas d’exemple précis à exhiber, il semble que cette valuation, conjuguée

aux résultats de [8] (qui, pour faire bref, permet d’écrire des équations supplémentaires

sur les objets recherchés) permet de montrer que certaines classes de systèmes ne sont

pas plats.

3.1 Séries formelles d’un nombre fini de variables prises

dans un ensemble infini

Les propriétés des anneaux de séries formelles sont par exemple décrites en détails

dans [71, Chap. VII, §1]. Reprenons une partie de cet exposé pour l’adapter au cas
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des séries “en un nombre fini de variables choisies parmi un ensemble infini”, que nous

manipulerons par la suite

Cette section introduit des notions dans un cadre général, plutôt que d’utiliser les

notations spécifiques des chapitres suivants. La raison est double : d’une part l’exposé

nous semble plus clair de cette manière, et d’autre part les objets introduits ici sont

utilisées ensuite dans plusieurs contextes (certes semblables). Afin de rendre plus aisé

le lien entre l’exposé général de cette section et l’utilisation qui en est faite ensuite,

on introduit les situations à venir comme des exemples. Voir pages 63, 71 et 74 (en

caractères penchés).

Dans cette section, k = R, ou k = C.

3.1.1 Généralités sur les séries formelles

Pour F un ensemble fini (N son cardinal, F = {X1, . . . , XN}), dont on appelle

les éléments des indéterminées. On note k[[F ]] ou k[[X1, . . . , XN ]] l’anneau des séries

formelles en N indéterminées à coefficients dans k. Un élément g de k[[X1, . . . , XN ]]

est défini par la donnée d’une famille (aα)α∈NN d’éléments aα ∈ k, et il est noté

g =
∑
α∈NN

aαX
α (3.1)

avec, par convention, si α = (α1, . . . , αN ), Xα = X1
α1 · · ·XN

αN . La notation Xi désigne

à la fois un élément de F et la série dont tous les coefficients sont nuls sauf a(0...,1,...,0),

qui vaut 1. Pour chaque q ∈ N, l’ensemble homogène de degré q de g est soit zéro

soit un polynôme homogène de degré q :

gq =
∑
|α|=q

aαX
α (3.2)

avec la notation

|α| = α1 + · · ·+ αN .

On écrit aussi g =
∑

q∈N gq. On appelle g0 ∈ k le terme constant de la série g. On

notera aussi g(0) au lieu de g0.

L’addition des séries se fait terme à terme et la multiplication selon la formule

classique ∑
q∈N

fq

∑
q∈N

gq

 =
∑
q∈N

hq avec hq =
∑
i+j=q

figj . (3.3)
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Ceci fait de k[[F ]] un anneau commutatif, dont le sous-anneau des séries “constantes”

est identifié à k.

La série (3.1) est une série convergente si et seulement si il existe des nombres réels

positifs ρ et µ tels que |aα| < µρ−|α| pour tout α ∈ NN .Les séries convergentes forment

un sous-anneau, que l’on note en général k{X1, . . . , XN}, ou k{F}, mais que nous

préférerons noter k[[X1, . . . , XN ]]cv ou k[[F ]]cv. De toute façon, nous nous préoccupons

peu de convergence dans cette note !

Bien sûr, si F et G sont deux ensembles finis avec F ⊂ G, il existe une inclusion

naturelle k[[F ]] ⊂ k[[G]] qui identifie une série en des éléments de F avec une série

en des éléments de G dont tous les coefficients de monômes contenant des puissances

non nulles d’éléments de G− F sont nuls. Sa restriction à k[[F ]]cv donne une inclusion

naturelle k[[F ]]cv ⊂ k[[G]]cv.

Par convention, k[[∅]]cv = k[[∅]] = k.

3.1.2 Le cas d’une infinité d’indéterminées

3.1.2.1 Séries formelles

Soit maintenant un ensemble S, non nécessairement fini. On peut définir k[[S]], dont

les éléments sont des séries en un nombre fini1 d’éléments de S. Tout g ∈ k[[S]]

peut être vu comme un élément de k[[F ]] où F est une certaine partie finie de S, et

alors aussi, d’après le paragraphe précédent, comme un élément de k[[G]] pour toutes

les parties finies G de S qui contiennent F . Si F et G sont finis, et F ⊂ G ⊂ S, on peut

donc considérer que k[[F ]] ⊂ k[[G]] ⊂ k[[S]], et en admettant cette inclusion, on a

k[[S]] =
⋃

F⊂S, F fini

k[[F ]] .

En termes plus savants, k[[S]] est la limite projective des k[[F ]] pour F ⊂ S fini.

1A la section 3.1.2.2, on évoque aussi l’anneau k[[[S]]] des séries en une infinité de variables.
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Exemple. Soient m et n deux entiers.

Au chapitre 3.2, on utilisera deux ensembles d’indéterminées, qui jouent le rôle de

S :

– Υ contient les indéterminées x1, . . . , xn, u1, . . . , um ainsi que les u(k)
j pour j ∈

{1, . . . ,m} mais pour tout entier k ∈ N,

– Ξ contient en plus tous les x(k)
i pour tout entier k.

u
(k)
j et x(k)

i jouent le rôle de la kième dérivée par rapport au temps de la jième

commande et de la iième coordonnée de l’état respectivement, mais considérés

comme des indéterminées indépendantes.

Au chapitre 3.3, on utilisera un autre ensemble d’indéterminées

Y = {ykj }j∈{1,...,m}, k∈N comme “coordonnées adaptées”.

Dans tous les cas, il y a une infinité d’indéterminées, mais on ne veut considérer

que les fonctions (ou les séries formelles) qui ne dépendent que d’un nombre fini

d’entre elles.

On peut aussi définir le sous-anneau k[[S]]cv composé des éléments de k[[S]] qui, en

tant que séries d’un nombre fini de variables, sont convergentes. On a aussi

k[[S]]cv =
⋃

F⊂S, F fini

k[[F ]]cv .

On va maintenant cesser de mentionner le cas convergent.

Pour X ∈ S, on note aussi X la série X ∈ k[[{X}]] ⊂ k[[S]], dont tous les coefficients

sont nuls sauf celui du monôme X, qui vaut 1.

Tout g ∈ k[[S]] peut s’écrire symboliquement

g =
∑

α∈NSfini

aαSα , (3.4)

où

– un multi-indice α ∈ NS
fini est, par définition, une application α : S → N telle que

seul un nombre fini de α(X) sont non nuls, c’est-à-dire telle que

{X ∈ S, α(X) > 0 } est un sous-ensemble fini de S (3.5)

(sous-ensemble qui dépend bien sûr de α),

– aα ∈ k pour tout multi-indice α ∈ NS
fini,

– Sα est une notation pour

Sα =
∏
X∈S

Xα(X) , (3.6)
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– le fait que g ∈ k[[F ]] pour un certain ensemble fini F ⊂ S se traduit par la

propriété suivante, vraie pour tout multi-indice α,(
∃X, X ∈ S , X /∈ F et α(X) 6= 0

)
⇒ aα = 0 . (3.7)

On peut bien sûr toujours décomposer la somme symbolique (3.4) en ensembles

homogènes comme en (3.1)-(3.2). Chaque ensemble homogène est soit zéro soit un po-

lynôme homogène en un nombre fini de variables choisi parmi l’ensemble S. Notons que

l’espace des ensembles homogènes de degré q n’est un espace vectoriel de dimension finie

que si S est fini.

k[[S]] est un anneau commutatif, où les opérations se font entre séries d’un nombre

fini de variables : si g, h ∈ k[[S]], alors il existe des parties finies G et H de S telles

que g ∈ k[[G]] et h ∈ k[[H]], et l’on fait la somme et le produit en considérant h et

g comme des éléments de k[[G ∪ H]]. Le résultat suivant est une conséquence de [71,

Chap. VII,§1, Th. 2] et du fait que si deux éléments f et g de k[[S]] sont tels que fg = 1

et si f est dans k[[F ]], avec F ⊂ S fini, alors nécessairement g ∈ k[[F ]] :

Proposition 3.1 g ∈ k[[S]] est inversible si et seulement si son terme constant g(0)

(cf. (3.1)-(3.2)) est non nul.

L’ensemble des éléments non inversibles de k[[S]] est donc l’idéal des séries dont le terme

constant est nul, c’est-à-dire l’idéal M engendré par les séries X pour X ∈ S, qui est

l’unique idéal maximal de k[[S]].

L’anneau k[[S]] est Noethérien si S est fini d’après [71, Chap. VII, Théorème 5]. Si

S est infini, il n’est pas noethérien car l’idéal M ne peut être engendré par un nombre

fini d’éléments. En revanche, le Théorème de préparation de Weierstrass reste vrai :

Théorème 3.2

(Théorème de préparation de Weïerstraß) Soit f ∈ k[[S]] une série non inversible et

régulière par rapport à un certain X ∈ S, c’est à dire que f ∈ k[[F ]] pour un certain F

fini, X ∈ F ⊂ S, et que dans l’écriture (3.1), il y a au moins un terme aXh avec a 6= 0 ;

appelons s(≥ 1) le plus petit exposant h ayant cette propriété. Alors, pour tout G ⊂ S

fini et tout g ∈ k[[G]] ⊂ k[[S]], il existe u ∈ k[[F ∪ G]] et s autres séries formelles ri
(0 ≤ i ≤ s− 1), avec la propriété que ri ∈ k[[(F ∪G)− {X}]], telles que :

g = u f +
s−1∑
i=0

Xi ri .
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Les séries formelles u et ri sont définies de manière unique dans k[[S]] par la donnée de

g et f .

C’est une conséquence simple de [71, Chap. VII, Théorème 5] car tout se passe dans

k[[F ∪ G]], qui est un anneau de séries formelles en un nombre fini d’indéterminées.

Notons que ce théorème reste vrai pour des séries convergentes (voir les remarques pages

141 à 145 de [71, Chap. VII, §1]). On utilisera le corollaire suivant de ce théorème :

Corollaire 3.3

Soient F un sous-ensemble fini de S, η un entier positif, f1, . . . , fν ∈ k[[F ]] ⊂ k[[S]], et

X1, . . . , Xν des éléments non inversibles distincts de F tels que

∀i ∈ {1, . . . , ν}, fi = Xi + f̃i

avec f̃i ∈ k[[F − {Xi}]] ⊂ k[[F ]] ⊂ k[[S]]. Alors, pour tout h ∈ k[[F ]] ⊂ k[[S]], il existe

d’uniques ui ∈ k[[F ]] et r ∈ k[[F − {X1, . . . , Xν}]], telles que :

h =
ν∑
i=1

ui fi + r .

Étant donnés les fi et h, il n’existe pas d’autres u ∈ k[[S]] et r ∈ k[[S − {X1, . . . , Xν}]]
que ceux-ci.

Il suffit d’appliquer ν fois le théorème, avec s = 1, a = 1, f = fi et F = G = F ∪G.

3.1.2.2 Séries très formelles

On peut se demander pourquoi se restreindre aux séries ne faisant intervenir qu’un

nombre fini d’indéterminées prises dans l’ensemble infini S. Une bonne raison pour cela

est que le problème qui nous intéresse (voir chapitre 3.4) se pose en terme de fonctions,

ou de séries, d’un nombre fini de variables.

Il va tout de même être commode d’utiliser à l’occasion l’ensemble des séries d’une

infinité de variables. On appellera un tel objet une série très formelle. Une série

très formelle est donnée par une somme symbolique (3.4), où l’on ne demande plus

qu’il existe un ensemble fini F ⊂ S tel que (3.7) soit satisfait, c’est-à-dire que tous les

coefficients aα peuvent être non nuls ; en revanche, les monômes restent des produits

finis, c’est-à-dire que les multi-indices α continuent de ne courir que sur NS
fini, ensemble

des α qui vérifient (3.5).
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La somme de deux séries très formelles se calcule en additionnant deux à deux les

coefficients des mêmes monômes, et l’on peut vérifier aisément que chaque coefficient

du produit de deux séries très formelles est une somme finie de produits de coefficients

des deux séries en question. On note k[[[S]]] l’anneau des séries très formelles en les

éléments de S.

On ne cherche pas à donner un sens à la convergence de telles séries.

3.1.3 Structure linéaire tangente

3.1.3.1 Dérivées partielles

Pour g ∈ k[[S]], donné par (3.4), et X ∈ S on définit la dérivée partielle de g par

rapport à X comme
∂g

∂X
=

∑
β∈NSfini

bβ Sβ

avec bβ = (β(X) + 1) aβ+εX ,

(3.8)

le multi-indice εX étant défini par εX(X) = 1 et εX(Y ) = 0 pour Y 6= X.

Rappelons que, par définition de k[[S]], il existe, pour chaque g, un ensemble fini

F ⊂ S tel que g ∈ k[[F ]]. Pour X ∈ S, on a bien

X /∈ F ⇒ ∂g

∂X
= 0 , (3.9)

c’est-à-dire que si g “ne dépend pas de X”, sa dérivée partielle par rapport à X est bien

nulle. Formellement, (3.9) découle de la définition (3.8) car (β + εX) (X) vaut au moins

1 pour chaque β, si bien que, d’après (3.7) tous les bβ sont nuls si X /∈ F .

Par ailleurs, si X ∈ F , la définition est bien la définition classique de la dérivée

partielle d’une série en un nombre fini d’indéterminées par rapport à l’un de ces indé-

terminées.

On vérifie aisément que

∂

∂X
: k[[S]] → k[[S]]

g 7→ ∂g

∂X

est une k-dérivation, c’est-à-dire qu’elle est nulle sur k, qu’elle est linéaire pour la

structure de k-espace vectoriel, et que ∂(gh)/∂X = g ∂h/∂X + h ∂g/∂X.
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3.1.3.2 Module des différentielles, dérivations

La construction de la “dérivation universelle” d d’un anneau quelconque dans son

module des “différentielles de Kähler” est faite par exemple dans [33, chapitre XIX, §3],

voir aussi [27] pour le cas d’un anneau différentiel. La construction étant plus directe

dans notre cas d’un anneau de séries formelles, donnons la explicitement.

Soit Λ1(k[[S]]) le k[[S]]-module libre engendré par les éléments de S, ou plutôt, ce qui

revient formellement au même, par les éléments d’un ensemble dS, qui est en bijection

avec S (on note dX l’image de X par cette bijection) :

Λ1(k[[S]]) =
⊕
Y ∈dS

k[[S]]Y =
⊕
X∈S

k[[S]] dX , (3.10)

et la k-dérivation

d : k[[S]] → Λ1(k[[S]])

g 7→
∑
X∈S

∂g

∂X
dX (3.11)

(cette somme est en réalité finie).

A une application quelconque δ : S → k[[S]], on associe

Dδ : k[[S]] → k[[S]]

g 7→
∑
X∈S

δ(X)
∂g

∂X
(3.12)

(pour tout g ∈ k[[S]], cette somme est en réalité finie puisque ∂g
∂X est nul sauf pour

X dans une partie finie de S). Il est facile de vérifier de Dδ est une k-dérivation, et

que, réciproquement, toute k-dérivation D : k[[S]] → k[[S]] est de la forme Dδ, en

définissant, δ(X), pour tout X ∈ S, comme étant égal à D(X), où l’on considère X

comme un élément de k[[S]].

Cette remarque entraîne que toute k-dérivation D : k[[S]] →M où M est un k[[S]]-

module peut s’écrire D = L◦d où L : Λ1(k[[S]]) →M est k[[S]]-linéaire (c’est-à-dire est

un homomorphisme de k[[S]]-modules). d : k[[S]] → Λ1(k[[S]]) est donc la dérivation

universelle décrite dans [33, chap XIX, §3], et Λ1(k[[S]]) est le module des différentielles

(“différentielles de Kähler” dans [27]), habituellement noté Ω1
k[[S]] / k .
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3.1.3.3 Algèbre extérieure, lemme de Poincaré

Λ1(k[[S]]) étant un module sur l’anneau commutatif k[[S]], on peut définir sa puis-

sance extérieure comme dans [33, chapitre XIX, §1] et on note, pour tout j ∈ N

Λj(k[[S]]) =
∧j

(
Λ1(k[[S]])

)
.

Le symbole ∧ désigne le produit extérieur entre deux formes. Pour tout r, s ∈ N,

∧ :
Λr(k[[S]])× Λs(k[[S]]) → Λr+s(k[[S]])

(η, ξ) 7→ η ∧ ξ

est une application k[[S]]-bilinéaire. En plus de cette distributivité, ∧ est associatif et

vérifie, pour η ∈ Λr(k[[S]]) et ξ ∈ Λs(k[[S]]), la propriété d’alternance

η ∧ ξ = (−1)rsξ ∧ η .

La rième puissance extérieure d’un module libre est aussi un module libre. On peut,

comme en [33, page 734], construire une base de Λr(k[[S]]) à partir d’une base du k[[S]]-

module libre Λ1(k[[S]]) : si {ηα}α∈J est une base du k[[S]]-module Λ1(k[[S]]), où J est un

ensemble muni d’un ordre total, alors une base du k[[S]]-module Λr(k[[S]]) est donnée

par

{ η1 ∧ . . . ∧ ηr }(α1,...,αr)∈Jr , α1<α2< ··· <αr . (3.13)

En particulier, puisque (dX)X∈S est une base de Λ1(k[[S]]), si l’on choisit un ordre total

sur S, une base de Λr(k[[S]]) est donnée par

{dX1 ∧ . . . ∧ dXr }(X1,...,Xr)∈Sr , X1<X2< ··· <Xr . (3.14)

Ainsi tout η ∈ Λr(k[[S]]) s’écrit de manière unique

η =
∑

(X1,...,Xr)∈Sr
X1<X2< ··· <Xr

a(X1,...,Xr) dX1 ∧ . . . ∧ dXr (3.15)

avec a(X1,...,Xr) ∈ k[[S]] pour tout (X1, . . . , Xr).

Pour tout r ∈ N, la différentielle extérieure

d : Λr(k[[S]]) → Λr+1(k[[S]])

associe à tout η ∈ Λr(k[[S]]) donné par (3.15) la forme de degré r + 1 :

dη =
∑

(X1,...,Xr)∈Sr
X1<X2< ··· <Xr

da(X1,...,Xr) ∧ dX1 ∧ . . . ∧ dXr ∈ Λr+1(k[[S]]) .

Le lemme de Poincaré est valable dans les séries formelles, c’est-à-dire que :



Séries formelles d’un nombre fini de variables prises dans un ensemble infini 69

Proposition 3.4 (Lemme de Poincaré) Pour tout entier j ≥ 1 et toute j-forme

ω ∈ Λj(k[[S]]) telle que dω = 0 ∈ Λj+1(k[[S]]), il existe η ∈ Λj−1(k[[S]]) telle que

ω = dη.

Le fait que S soit infini ne change rien à la preuve de cette proposition : une forme

ω ne fait intervenir qu’un nombre fini de variable, et l’on peut appliquer le résultat bien

connu pour les séries formelle en ce nombre fini d’indéterminées.

En d’autres termes, le complexe de de Rahm

k[[S]] d→ Λ1(k[[S]]) d→ Λ2(k[[S]]) d→ Λ3(k[[S]]) d→ · · · · · · (3.16)

est exact.

Comme chaque k[[S]]-module Λj(k[[S]]) est engendré (librement) par des éléments de

la forme dη avec η ∈ Λj−1(k[[S]]), on peut étendre toute dérivation D : k[[S]] → k[[S]]

(voir (3.12)) en une dérivation D : Λj(k[[S]]) → Λj(k[[S]]) qui “commute avec” la

différentielle extérieure, c’est-à-dire que, pour tout η ∈ Λj−1(k[[S]]), on a d (Dη) =

D (dη) ∈ Λj(k[[S]]). Cette dérivation est une classique “dérivée de lie”.

On considère aussi l’algèbre extérieure Λ(k[[S]]) définie par

Λ(k[[S]]) =
∞⊕
i=0

Λi(k[[S]]). (3.17)

Un élément quelconque de Λ(k[[S]]) est une somme “symbolique” de formes de différents

degrés. Seules les formes homogènes, c’est-à-dire les sommes symboliques dont un seul

terme est non nul ont un sens concret. L’intérêt d’introduire cette somme abstraite

est que le produit extérieur devient une multiplication interne, faisant de Λ(k[[S]]) une

k[[S]]-algèbre, et l’on peut étendre d : Λ(k[[S]]) → Λ(k[[S]]) (dérivation extérieure,

qui fait augmenter le degré des formes différentielles de 1), ainsi que toute dérivation

D : k[[S]] → k[[S]] en une dérivation D : Λj(k[[S]]) → Λj(k[[S]]), qui commute avec d

et préserve le degré des formes différentielles.

3.1.4 “Ordre” d’une série formelle

3.1.4.1 Poids des indéterminées

Il est classique —cf. [71, Chap. VII, §1]— de définir l’ordre d’une série comme étant

le degré de l’ensemble homogène non nul de plus bas degré (+∞ pour la série nulle). On
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va reprendre ceci, mais en comptant les différentes variables avec des poids différents.

On suppose donné un ensemble S, et une application poids :

π : S → N− {0}

Le poids “classique” est celui défini par π(X) = 1 pour tout X. C’est celui qui est

implicitement utilisé usuellement, y compris précédemment quand on parle de degré.

Ce n’est pas celui qui nous intéressera le plus.

Définition 3.5 On dira que le poids π est gros si et seulement si, pour tout entier j,

l’ensemble

S[≤j] = {X ∈ S , π(X) ≤ j} est fini. (3.18)

Si S est fini, tous les poids sont gros. Si S est infini, le poids “classique” n’est évidement

pas gros. Il existe des poids gros sur S si et seulement si S est dénombrable.

A l’aide du poids π, on définit, pour tout multi-indice2 α, la grandeur

|α|π =
∑
X∈S

π(X)α(X) , (3.19)

qui coïncide avec le traditionnel |α| =
∑
X∈S

α(X) si π est le poids “classique”.

3.1.4.2 Polynômes homogènes

Définition 3.6 Soit q ∈ N. Une série g ∈ k[[S]], écrite symboliquement comme en

(3.4), est un polynôme homogène de degré q si g 6= 0 et aα = 0 pour tout α tel

que |α|π 6= q. On note k[S][q] le k-espace vectoriel des polynômes homogènes de degré q,

auxquels on rajoute zéro.

Si S est infini, le k-espace vectoriel k[S][q] est en général infinie ; c’est par exemple le

cas pour le poids “classique”. Ici intervient l’intérêt des poids “gros” (cf. Définition 3.5) :

un polynôme homogène de degré q appartient forcément à k[[S[≤q]]] ⊂ k[[S]] (S[≤q] est

défini en (3.18)) car, si X 6∈ S[≤q] et α(X) > 0, on a forcément (cf. (3.19)) |α|π > q. Si

le poids π est gros, les polynômes homogènes sont donc des polynômes en un nombre

fini de variables, homogènes au sens d’un certain poids. En particulier, on a :
2 Les multi-indices ont été introduits en (3.4)-(3.6). Un multi-indice α : S → N associe à chaque

indéterminée un entier α(X), qui est son exposant dans le monôme correspondant ; tout multi-indice

vérifie (3.7), c’est-à-dire que seul un nombre fini parmi les α(X) sont non nuls.
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Proposition 3.7 Si le poids π est gros, chaque k[S][q] est un k-espace vectoriel de

dimension finie. Plus précisément, si Nq est le cardinal de l’ensemble fini S[≤q] ; la

dimension de k[S][q] est égale au nombre de solutions entières (α(X) )X∈S[≤q] ∈ NNq

de ∑
X ∈S[≤q]

π(X)α(X) = q . (3.20)

Voyons ceci sur un exemple qui sera repris dans les chapitres suivants.

Exemple. Reprenons le cas où l’ensemble d’indéterminées est S = Y =

{ykj }j∈{1,...,m}, k∈N (utilisé au chapitre 3.3 comme “coordonnées adaptées”, déjà cité

en exemple page 63). L’ensemble étant infini, le poids “classique” n’est pas gros.

En revanche, le poids donné par

π(ykj ) = k + 1 (3.21)

est gros puisque le cardinal de S[≤j] est mj. De fait, les polynômes homogènes de

degré q forment un k espace vectoriel qui a pour dimension le nombre de solutions

entières (αµ,λ)1≤µ≤m
0≤λ≤q−1

∈ Nqm de

∑
1≤µ≤m

0≤λ≤q−1

(λ+ 1)αµ,λ = q . (3.22)

On note ν(m, q) ce nombre de solutions entières.

3.1.4.3 Ordre d’une série

On peut décomposer la somme symbolique (3.4) en :

g =
∑
q∈N

gq , avec gq ∈ k[S][q] , (3.23)

en définissant gq, l’ensemble homogène (pondéré) de degré q de g par :

gq =
∑

α∈NSfini, |α|π=q

aα Sα . (3.24)

Des formules comme (3.3) restent vraies pour des poids quelconques, comme pour le

poids “classique”.
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Définition 3.8 L’ordre de g ∈ k[[S]], noté o(g), est le plus petit entier q tel que

l’ensemble homogène (pondéré) de degré q de g (gq dans (3.24)) soit non nul, c’est +∞
si g = 0.

Si g est donné par (3.4),

o(g) = min
α∈NSfini, aα 6=0

∑
X∈S

π(X)α(X) . (3.25)

Plusieurs résultats concernant l’ordre sont précisés dans [71, Chap. VII, §1]. En

particulier, o est une valuation sur k[[S]], c’est-à-dire que, pour tout g, h dans k[[S]],
o(g) = +∞ ⇔ g = 0 ,

o(g + h) ≥ min{o(g),o(h)},
o(gh) = o(g) + o(h).

(3.26)

La propriété suivante relie l’ordre d’une série à celui de ses dérivées partielles :

Proposition 3.9 Pour g ∈ k[[S]] tel que g(0) = 0, on a

o(f) = min
X∈S

{π(X) + o(
∂f

∂X
)}.

Démonstration : Soit g ∈ k[[S]] donné par (3.4) tel que g(0) = 0, c’est-à-dire a0 = 0.

Pour tout X ∈ S, on définit le multi-indice εX par εX(Y ) = δX,Y , où δ est le symbole

de Kronecker, pour tout Y ∈ S (autrement dit εX(X) = 1 et εX(Y ) = 0 si Y 6= X). On

peut alors écrire
∂f

∂X
=

∑
α∈NSfini

aα α(X) S(α−εX) .

D’après (3.25) (issu de la Définition 3.8), on a

o(g) = min
α∈NSfini, aα 6=0

∑
Y ∈S

π(Y )α(Y ) ,

o(
∂g

∂X
) = min

α∈NSfini, aα α(X) 6=0

∑
Y ∈S

π(Y ) (α(Y )− δX,Y ) .

En développant la seconde expression, on obtient

o(
∂g

∂X
) + π(X) = min

α∈NSfini, aα α(X) 6=0

∑
Y ∈S

π(Y )α(Y ) .
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Ceci entraîne clairement, au vu de l’expression de o(g), que o( ∂g∂X ) + π(X) ≥ o(g) pour

tout X ∈ S. De plus, comme a0 = 0, il existe, pour tout α tel que aα 6= 0, un X ∈ S

tel que α(X) 6= 0, donc l’égalité ci-dessus entraîne

min
X∈S

(
o(
∂g

∂X
) + π(X)

)
= min

α∈NSfini, aα 6=0

∑
Y ∈S

π(Y )α(Y ) = o(g) . �

3.1.4.4 Ordre d’une forme différentielle

On peut étendre les constructions ci-dessus à tout Λ(k[[S]]), en donnant à chaque

dX le même poids que X.

Définition 3.10 Soit q ∈ N. Une forme différentielle η ∈ Λr(k[[S]]), donnée par (3.15)

est une r-forme différentielle polynomiale homogène de degré q si et seulement

si η 6= 0 et

π(X1) + · · ·+ π(Xr) > q ⇒ a(X1,...,Xr) = 0 ,

π(X1) + · · ·+ π(Xr) ≤ q ⇒ a(X1,...,Xr) ∈ k[S][q−π(X1)−···−π(Xr)] .
(3.27)

On note Λr(k[S])[q] le k-espace vectoriel des r-forme différentielles polynomiales homo-

gènes de degré q, auxquelles on rajoute zéro.

Comme pour les séries (3.23), on peut décomposer (3.15) en

η =
∑
q∈N

ηq , avec ηq ∈ Λr(k[S])[q] , (3.28)

en définissant ηq, l’ensemble homogène (pondéré) de degré q de η qui sélectionne,

dans chaque a(X1,...,Xr) sa composante homogène de degré q− π(X1)− · · · − π(Xr). On

peut alors définir l’ordre de η, noté o(η), comme le plus petit q tel que ηq soit non nul

(+∞ si ils sont tous nuls). C’est aussi égal à

o(η) = min
(X1,...,Xr)∈Sr
X1<X2< ··· <Xr

o
(
a(X1,...,Xr)

)
+ π(X1) + · · ·+ π(Xr) . (3.29)

La proposition 3.7 est un cas particulier de la suivante :

Proposition 3.11 Si le poids π est gros, chaque Λr(k[S])[q] est un k-espace vectoriel

de dimension finie.

On ne donne pas sa dimension en général, mais seulement sur l’exemple qui nous im-

portera.
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Exemple. Supposons, comme page 71, que S = Y = {ykj }j∈{1,...,m}, k∈N et que

le poids est donné par (3.21). Notons toujours ν(m, q) le nombre de solutions

entières (αµ,λ)1≤µ≤m, 0≤λ≤q−1 ∈ Nqm de (3.22). La dimension du k-espace vectoriel

Λr(k[Y])[q] vaut, pour r = 1 ou r = 2,

dimk Λ1(k[Y])[q] = m

q−1∑
j=0

ν(m, j) ,

dimk Λ2(k[Y])[q] = m

q−2∑
j=0

ν ′(m, q − j)ν(m, j) (3.30)

où ν ′(m, i) est le nombre de dykj ∧ dyk
′
j′ indépendants tels que k + k′ + 2 = i,

c’est-à-dire

ν ′(m, 2p+ 1) = m2p , ν ′(m, 2p) = m2(p− 1) +
m(m− 1)

2
. (3.31)

Introduisons enfin une notation utile. On écrira g = h+Ok pour dire que g et h ne

diffèrent que par un terme d’ordre au moins k :

Définition 3.12 (notation O) pour tous entiers r et q et tout g, h dans Λr(k[S]),

l’écriture

g = h + Oq , ou g + Oq = h + Oq (3.32)

signifie o(g − h) ≥ q. En particulier, g = Oq signifie o(g) ≥ q.

3.1.4.5 Lemme de Poincaré homogène

Il est facile de vérifier que nos définitions de l’ordre et des polynômes homogènes

sont telle que, pour tout r ≥ 0 la différentielle extérieure d’une r-forme différentielle

polynomiale homogène de degré q (Si r = 0, 0-forme différentielle polynomiale signifie

polynôme) est soit nulle soit une (r + 1)-forme différentielle polynomiale homogène

de degré q. Autrement dit, pour tout q, on a une restriction de (3.16) aux parties

homogènes :

k[S][q] d→ Λ1(k[S])[q] d→ Λ2(k[S])[q] d→ Λ3(k[S])[q] d→ · · · · · · (3.33)

Il est à noter que Λr(k[S])[q] = {0} si r > q et donc la suite ci-dessus s’arrête, ce qui

n’est pas le cas de (3.16). On a de plus
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Proposition 3.13 (Lemme de Poincaré homogène) Pour tous entiers r et q stric-

tement positifs, et tout ω ∈ Λr(k[S])[q] tel que dω = 0 ∈ Λr+1(k[[S]]), il existe η ∈
Λr−1(k[S])[q] tel que ω = dη.

Corollaire 3.14

Pour tous entiers r et q strictement positifs, et tout ω ∈ Λr(k[[S]]), si dω = Oq, alors il

existe η ∈ Λr−1(k[[S]]) tel que ω = dη +Oq.

3.1.4.6 Filtration associée

Pour tout entier j, soit

k[[S]]j = { g ∈ k[[S]] , o(g) ≥ j} (3.34)

l’ensemble des séries d’ordre au moins j. Grâce à la propriété multiplicative (3.26) de

l’ordre, il s’agit d’un idéal de k[[S]]. On a en fait

k[[S]] = k[[S]]0 ⊃ k[[S]]1 ⊃ k[[S]]2 ⊃ · · · ,

k[[S]]i k[[S]]j ⊂ k[[S]]i+j ,⋂
j∈N

k[[S]]j = {0} .
(3.35)

Notons que, pour tout g ∈ k[[S]], on a

o(g) = j ⇐⇒ g ∈ k[[S]]j et g /∈ k[[S]]j+1 , (3.36)

si bien que la donnée de o(.) est équivalente à la donnée des k[[S]]j .

On peut aussi, pour tous entiers r et j, définir

Λr(k[[S]])j = { g ∈ Λr(k[[S]]) , o(g) ≥ j} , (3.37)

qui est, pour les mêmes raisons, un sous k[[S]]-module de Λr(k[[S]]). On a une filtration

du k[[S]]-module Λr(k[[S]]) :

Λr(k[[S]]) = Λr(k[[S]])0 ⊃ Λr(k[[S]])1 ⊃ Λr(k[[S]])2 ⊃ · · · . (3.38)

La proposition suivante concerne les quotients de k[[S]] ou Λr(k[[S]]) par ces idéaux

ou sous-modules, quotients qui représentent les séries “tronquées” à un ordre fini.
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Proposition 3.15 Si le poids π est gros, alors pour tout entier j, l’anneau quotient

k[[S]]
/
k[[S]]j est un k-espace vectoriel de dimension finie, isomorphe à

j−1⊕
i=0

k[S][i] ,

et le module quotient Λr(k[[S]])
/

Λr(k[[S]])j est aussi, pour tout r, un k-espace vectoriel

de dimension finie, isomorphe à

j−1⊕
i=0

Λr(k[S])[i] .

Démonstration : Suivant (3.23), une série s’écrit, de manière unique, comme une somme

de polynômes homogènes de degrés 0 à j − 1 et d’une série d’ordre au moins j, ce qui

prouve la première partie d’après la proposition 3.7. La seconde partie en découle d’après

la Proposition 3.11. �

3.1.5 Substitutions dans les séries

3.1.5.1 Substitutions

Cas d’un nombre fini d’indéterminées Si F = {X1, . . . , XN} et G = {Y1, . . .,

YP } sont deux ensembles finis, et si on se donne P séries ζi ∈ k[[F ]], 1 ≤ i ≤ P ,

toutes non inversibles, on peut associer à toute série g ∈ k[[G]] une série g(ζ1, . . . , ζN ) ∈
k[[F ]] obtenue en “substituant” dans g chaque indéterminée Yi par la série ζi (en les

indéterminées Xj). Cette substitution ne va pas d’elle même a priori puis que l’on

semble écrire des sommes infinies, mais il est facile de se convaincre que, puisque les

termes constants de chaque ζi sont nuls, chaque coefficients de la série en Xi résultant

de la substitution est une somme finie de produits de coefficients des séries ζi et de la

série g (ce qui serait faux si les ζi avaient des termes constants) ; dans [71, Chap. VII,

§1] est décrite la topologie suivant laquelle la série substituée est la limite des sommes

partielle.

Bien sûr, la famille des ζi représente (si elles étaient convergentes !...) un germe

d’application (analytique) ζ : kN → kP qui envoie zéro sur zéro, et si l’on considère g

comme un germe de fonction kP → k, g(ζ1, . . . , ζN ) est le germe de g ◦ ζ : kN → k.

Cas général Si maintenant S et T sont deux ensembles non nécessairement finis, et

si on se donne une famille ζ = (ζY )Y ∈T d’éléments non inversibles ζY ∈ k[[S]], alors à
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tout g ∈ k[[T ]] on peut associer une série g(ζ) ∈ k[[S]] obtenue en “substituant” chaque

Y ∈ T par la série ζY . Pour g donné, cette substitution ne fait intervenir qu’un nombre

fini de variables : en effet, par définition, il existe une partie finie G de T telle que

g ∈ k[[G]], et il existe alors aussi une partie finie F de S telle que ζY ∈ k[[F ]] pour tout

Y ∈ G, si bien que g(ζ) ∈ k[[F ]].

Ici aussi, on peut voir la famille {ζY }Y ∈T comme une application kS → kT et la

substitution comme une composition. La règle de dérivation des applications composées

(“chain rule”) prend la forme suivante :

Proposition 3.16 Si ζ = (ζY )Y ∈T est une famille d’éléments non inversibles de k[[S]],

et g ∈ k[[T ]], on a

d (g(ζ)) =
∑
Y ∈T

∂g

∂Y
(ζ) d (ζY ) . (3.39)

On peut aussi utiliser la famille ζ pour associer à une forme de degré r en les

“anciennes indéterminées” η ∈ Λr(k[[T ]]) une forme de degré r en les “nouvelles indéter-

minées”, notée η(ζ) ∈ Λr(k[[S]]) (la notation classique en géométrie différentielle serait

ζ?η). Si, comme en (3.15), η s’écrit

η =
∑

(Y1,...,Yr)∈T r
Y1<Y2< ··· <Yr

b(Y1,...,Yr) dY1 ∧ . . . ∧ dYr

avec b(Y1,...,Yr) ∈ k[[T ]] pour tout (Y1, . . . , Yr), elle est définie par

η(ζ) =
∑

(Y1,...,Yr)∈T r
Y1<Y2< ··· <Yr

b(Y1,...,Yr)(ζ) d
(
ζ
Y1

)
∧ . . . ∧ d

(
ζ
Yr

)
. (3.40)

3.1.5.2 Système de coordonnées locales, changement d’indéterminées

Définition 3.17 Étant donnés S un ensemble, un système de coordonnées sur k[[S]]

est une famille ζ = (ζY )Y ∈T d’éléments de k[[S]], indicée3 par un autre ensemble T , telle

que

(i). chaque ζY ∈ k[[S]] est non inversible,
3 Il peut paraître surprenant d’utiliser la même notation T (ou S) pour l’ensemble des indéterminées

elles-mêmes (notation k[[T ]] par exemple) et pour l’ensemble des indices des coordonnées (notation

(ζY )Y ∈T par exemple). C’est le choix le plus simple en l’absence d’une “numérotation” naturelle de

l’ensemble T (ou S). Bien sûr, si par exemple S = {X1, X2}, T = {Y1, Y2}, on préférera noter le

changement de coordonnées (y1, y2) que (yY1 , yY2) !
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(ii). il existe un famille ξ = (ξX)X∈S — que l’on notera parfois ζ−1 — d’éléments de

k[[T ]] telle que

(a) chaque ξX ∈ k[[T ]] est non inversible,

(b) pour tout X ∈ S, ξX(ζ) = X,

(c) pour tout Y ∈ T , ζY (ξ) = Y .

Un système de coordonnées est un “germe de difféomorphisme” kS → kT ; il définit

un isomorphisme (de k-algèbre)

k[[T ]] → k[[S]]

h 7→ h(ξ) ,

et aussi, selon (3.40), un isomorphisme Λr(k[[T ]]) → Λr(k[[S]]) pour tout entier r.

3.1.5.3 Changement d’indéterminées homogène pour l’ordre pondéré

Supposons donnés, pour chacun des ensembles S et T une application “poids”, comme

à la section 3.1.4 :

π : S → N− {0} , ρ : T → N− {0} ,

et notons

oπ : k[[S]] → N ∪ {+∞} , oρ : k[[T ]] → N ∪ {+∞}

les “ordres pondérés” sur k[[S]] et k[[T ]] respectivement, associés à ces poids. On dira

qu’un changement de coordonnées est homogène si et seulement si la substitution par

ces changements d’indéterminées envoie un ordre pondéré sur l’autre, c’est-à-dire si,

pour tout g ∈ k[[S]] et h ∈ k[[T ]], on a

oρ(h) = oπ(h(ζ)) , oπ(g) = oρ(g(ζ−1)) (3.41)

(pour la signification de ζ−1, voir la Définition 3.17).

Pour qu’un changement de coordonnées soit homogène, il faut bien sûr que oπ(ζY ) =

ρ(Y ) pour tout Y ∈ T , mais cela ne suffit pas.

Proposition 3.18 Un changement de coordonnées ζ = (ζY )Y ∈T est homogène si et

seulement si la substitution induit, pour chaque entier j, un isomorphisme

k[T ][j] → k[[S]]j/k[[S]]j+1.
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Remarque : On peut aussi considérer que cet isomorphisme va de k[[T ]]j/k[[T ]]j+1

dans k[[S]]j/k[[S]]j+1 en choisissant, par troncation, un représentant du quotient dans

k[T ][j] ; en revanche, la substitution n’envoie pas, en général k[T ][j] dans k[S][j].

Démonstration : Comme remarqué à la fin de la section 3.1.5.2, la substitution induit

un isomorphisme k[[T ]] → k[[S]] ; la donnée de la filtration étant, d’après (3.36), équiva-

lente à celle de l’ordre, le changement de coordonnées est homogène si et seulement si les

restrictions de cet isomorphisme aux k[[T ]] sont des isomorphismes k[[T ]]j → k[[S]]j .

Le résultat est obtenu en passant aux quotients et utilisant, à gauche, le relèvement

(k[[T ]]j/k[[T ]]j+1) → k[T ][j] par troncation. �

3.2 L’algèbre différentielle locale associée à un système de

contrôle

On considère un système de contrôle

ẋ = f(x, u) (3.42)

où

x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn et u = (u1, . . . , um) ∈ Rm , (3.43)

(m et n sont des entiers) et f est analytique réelle.

L’étude qui suit est locale autour d’un point d’équilibre, c’est-à-dire que l’on sup-

pose4 que f(0, 0) = 0.

Comme l’étude est locale, on peut considérer f comme la donnée de n séries (conver-

gentes, bien sûr, mais vu qu’on ne l’exploitera pas, on ne le note même pas) :

f =


f1

...

fn

 , fi ∈ R[[x1, . . . , xn, u1, . . . , um]] , fi(0) = 0 , i ∈ {1, . . . , n} . (3.44)

Cette section donne une construction détaillée des germes de fonctions, de formes

différentielles, d’opérateurs différentiels, etc... le long des solutions de ce système. Toutes

les données sont supposées analytiques, mais on ne se soucie pas de la convergence des

séries. On omet le mot “germe” dans tout ce qui suit, et on dit ainsi souvent “fonction”

au lieu de “série formelle”.
4 L’hypothèse f(0, 0) = 0 est utilisée tout au long de cette note. La situation au voisinage de

points où f (ou les dérivées des contrôles) ne s’annule pas n’est donc pas traitée ici, ce qui permet une

exposition allégée. Voir aussi le début du chapitre suivant.
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3.2.1 L’anneau A des fonctions

Définissons deux ensembles d’indéterminées, l’un contenant x1, . . . , xn, u1, . . . , um

et toutes leurs “dérivées par rapport au temps” (la kième dérivée de h est notée h(k)),

considérées comme des indéterminées indépendantes, et l’autre contenant x1, . . . , xn,

u1, . . . , um, mais les dérivées de u1, . . . , um seulement :

Ξ = {x(k)
i }(i,k)∈N2

1≤i≤n
∪ {u(k)

j }(j,k)∈N2

1≤j≤m
, Υ = {xi}i∈N

1≤i≤n
∪ {u(k)

j }(j,k)∈N2

1≤j≤m
. (3.45)

Puisque {x1, . . . , xn, u1, . . . , um} ⊂ Υ ⊂ Ξ, on a, avec les notations de la section 3.1.2

et au vu de (3.44),

fi ∈ R[[Υ]] ⊂ R[[Ξ]] , i ∈ {1, . . . , n} .

R[[Ξ]] étant l’anneau des séries formelles d’un nombre fini de variables prises parmi

x, u, ẋ, u̇, . . ., on lui donne une structure d’anneau différentiel en définissant

d
dt : R[[Ξ]] → R[[Ξ]]

g 7→ d
dt • g

(3.46)

comme l’unique R-dérivation qui envoie x(j)
i sur x(j+1)

i et u(j)
i sur u(j+1)

i . Pour tout

g ∈ R[[Ξ]], on utilise la notation ġ pour désigner d
dt • g et la notation g(i) est définie,

pour tout i ∈ N, par g(0) = g, g(1) = ġ, . . . , g(i+1) = d
dt •

(
g(i)
)
. Soit alors I l’idéal

différentiel de R[[Ξ]] engendré par les éléments de R[[Ξ]] suivants :

ẋi − fi , 1 ≤ i ≤ n . (3.47)

Remarque 3.19 Tout élément de I est non inversible (i.e. tout élément de I a un

terme constant nul). En effet, d’après (3.44), les éléments {ẋi − fi , 1 ≤ i ≤ n} sont

non inversibles et leurs dérivées sont aussi non inversibles de manière évidente. 2

Le résultat suivant montre que toute classe du quotient R[[Ξ]]/I a un unique re-

présentant dans R[[Υ]]. Notons que R[[Υ]] est un sous-anneau de R[[Ξ]], mais pas un

sous-anneau différentiel.

Lemme 3.20 Pour tout g dans R[[Ξ]], il existe un unique r ∈ R[[Υ]] ⊂ R[[Ξ]] tel que

g − r ∈ I.
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Démonstration : Pour tous entiers q, s, i ∈ N, 1 ≤ i ≤ n, on définit

Fi,q = (ẋi − fi)
(q) ,

Ξq,s = {x(k)
i }i∈{1,...,n}

k∈{0,...,q}
∪ {u(k)

j }j∈{1,...,m}
k∈{0,...,s}

.

Il est clair que Ξ0,s ⊂ Υ, que Fi,q ∈ R[[Ξq+1,q]] ∩ I et que

Fi,q = x
(q+1)
i + F̃i,q avec F̃i,q ∈ R[[Ξq,q]] . (3.48)

Soit g dans R[[Ξ]]. Par définition, il existe un ensemble fini G ⊂ Ξ tel que g ∈
R[[G]]. Vu que (Ξq+1,q)q∈N est une suite croissante d’ensembles finis dont la réunion

est Ξ, et que G est fini, il existe un entier Q tel que G ⊂ ΞQ+1,Q, et on a donc g ∈
R[[ΞQ+1,Q]]. Appliquons maintenant le Corollaire 3.3 avec ν = n, fi = Fi,Q, h = g,

F = ΞQ+1,Q, Xi = x
(Q+1)
i (si bien que F −{X1, . . . , Xν} = ΞQ,Q) ; on obtient des séries

u1, . . . , un, que l’on va plutôt noter v1,Q, . . . , vn,Q et une série rQ ∈ R[[ΞQ,Q]] telles que

g =
∑

i vi,QFi,Q + rQ. On peut alors appliquer à nouveau le Corollaire 3.3 avec ν = n,

mais fi = Fi,Q−1, h = rQ, F = ΞQ,Q, Xi = x
(Q)
i (si bien que F − {X1, . . . , Xν} =

ΞQ−1,Q), pour obtenir des séries v1,Q−1, . . . , vn,Q−1 et une série rQ−1 ∈ R[[ΞQ−1,Q]]

telles que rQ =
∑

i vi,Q−1Fi,Q−1 + rQ−1. De proche en proche, après avoir applique le

Corollaire 3.3 Q fois, on obtient des séries vi,q, pour i ∈ {1, . . . , n} et q ∈ {1 . . . , Q}
telles que

g = r0 +
∑

i∈{1,...,n}
q∈{1...,Q}

vi,qFi,q

avec r0 ∈ R[[Ξ0,Q]] ⊂ R[[Υ]], si bien que g− r0 ∈ I. r = r0 convient donc et son unicité

résulte de l’unicité contenue dans le corollaire 3.3 à chaque étape.

Proposition 3.21 L’anneau différentiel R[[Ξ]]/I est isomorphe à A = R[[Υ]] muni de

la dérivation :

d
dt : A → A

g 7→ d
dt • g =

n∑
i=1

∂g

∂xi
fi +

m∑
i=1,j≥0

∂g

∂u
(j)
i

u
(j+1)
i .

(3.49)

Démonstration : Considérons l’application qui à tout élément r de A associe sa classe

d’équivalence r̄ dans R[[Ξ]]/I. Cette application est bien définie, est un morphisme

d’anneaux différentiels et le lemme 3.20 rend cette application inversible. On a donc

construit un isomorphisme d’anneaux différentiels de A vers R[[Ξ]]/I �
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Ceci montre en particulier que R[[Ξ]]/I est intègre et donc que I est premier, ce

que l’on aurait pu montrer directement.

3.2.2 L’anneau A[ d
dt

] des opérateurs différentiels

On abandonne R[[Ξ]]/I pour travailler sur A, muni de la dérivation (3.49), qui est

un anneau différentiel plus concret.

Appelons A[ ddt ] l’anneau des opérateurs différentiels sur A, qui sont sont polyno-

miaux en d
dt à coefficients dans A. Un élément p ∈ A[ ddt ] sera noté

∑
ak

d
dt

k avec ak
dans A, la somme étant finie. Pour p ∈ A[ ddt ] et h ∈ A, on note p • h =

∑
akh

(k) ∈ A
l’élément obtenu en appliquant l’opérateur p à h.

Ceci définit une multiplication externe • : A[ ddt ] ×A → A. La multiplication dans

A[ ddt ] n’est pas la multiplication commutative usuelle des polynômes, mais la compo-

sition des opérateurs différentiels, qui donne une multiplication non commutative des

polynômes. On la notera multiplicativement5 : pour tout p, q ∈ A[ ddt ] et h ∈ A, on a

(pq) • h = p • (q • h). Ceci fait de A[ ddt ] une R-algèbre non commutative, et de A un

A[ ddt ]-module à gauche. Par unification avec les polynômes à coefficients formes diffé-

rentielles (voir plus loin), on utilisera parfois le symbole ∧, c’est-à-dire que l’on notera

indifféremment pq ou p ∧ q. Il faut prendre garde à ne pas confondre les lois internes

et externes lorsque l’on applique un polynômes. Par exemple, en notant ∧ la loi interne

(dans les membres de gauche, mais pas dans les membres de droite) pour insister, on a

d
dt • u1 = u̇1,

d
dt ∧ u1 = u̇1 + u1

d
dt ,

u1 ∧ d
dt = u1

d
dt ,

(sans ∧, la deuxième égalité se lit d
dtu1 = u̇1 + u1

d
dt).

A est aussi un sous-anneau de A[ ddt ], l’inclusion A ↪→ A[ ddt ] consistant à identifier a

dans A au polynôme de degré zéro a ou à l’opérateur différentiel de degré zéro “multi-

plication par a”. On va être amené à étudier des modules sur A[ ddt ]. Les A[ ddt ]-modules

ont aussi une structure de modules sur A.

5Cette notation est aussi celle de la multiplication usuelle des polynômes, mais cette dernière ne sera

jamais utilisée ici. Noter par ailleurs que cette notation multiplicative est cohérente avec la notation∑
ak

d
dt

k, où chaque ak peut être vu comme un polynôme de degré zéro : l’opérateur ak
d
dt

k est bien
d
dt

k suivi de la multiplication par ak.
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Proposition 3.22 Soit M un A[ ddt ]-module libre et {ωj}j∈{1,...,m} une base de M sur

A[ ddt ]. M est alors aussi un A-module libre et {ω(k)
j }j∈{1,...,m},k∈N en est une base.

Démonstration : Soit η =
∑

j∈{1,...,m},k∈N

ηj,k
d

dt

k

ωj ∈ M, où ηj,k ∈ A pour j ∈

{1, . . . ,m} et k ∈ N.

∑
j∈{1,...,m},k∈N

ηj,k
d

dt

k

ωj =
∑

j∈{1,...,m},k∈N

ηj,kω
(k)
j ,

d’où le résultat �

3.2.3 Les formes différentielles, l’algèbre extérieure

3.2.3.1 Module Λ1(A) des formes différentielles

On a défini (section 3.1.3), pour tout anneau de séries formelles, un module sur cet

anneau, qui est le module des différentielles. On peut bien sûr appliquer cette construc-

tion à A = R[[Υ]]. Comme Λ1(A) est non seulement un A-module, mais aussi un

A[ ddt ]-module, construisons le directement en tant que A[ ddt ]-module.

On considère le A[ ddt ]-module libre engendré par les n+m éléments dx et du (dx =

(dx1, . . . , dxn) et du = (du1, . . . , dum)) :

M =

(
n⊕
i=1

A[
d

dt
]dxi

)
⊕

(
m⊕
i=1

A[
d

dt
]dui

)
,

et N le sous-module de M engendré par les “linéarisés” de ẋi − fi(x, u) :

N =
n⊕
i=1

A[
d

dt
](
d

dt
dxi − dfi) .

Λ1(A) est le A[ ddt ]-module quotient :

Λ1(A) = M/N .

Il est facile de vérifier que Λ1(A) est aussi un A-module, que ce A-module est libre et

qu’une base est donnée par {dz}z∈Υ . Puisque A = R[[Υ]], ceci est bien la construction

(3.10) de Λ1(A) en tant que A-module.
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3.2.3.2 Liberté du A[ ddt ]-module des formes différentielles

Bien sûr, Λ1(A) construit ci-dessus n’a aucune raison a priori d’être un A[ ddt ]-module

libre.

Comme discuté dans [11] ce module est libre si et seulement si l’approximation

linéaire du système est commandable. Voir aussi [1, pp.24-28]. Puisqu’on a fait ici l’hy-

pothèse que l’on est en un point d’équilibre, ceci s’exprime aisément. Définissons les

matrices A ∈ Rn×n et B ∈ Rn×m

A =
∂f

∂x
(0) , B =

∂f

∂u
(0) . (3.50)

En d’autres termes, l’élément (i, j) de A est le terme constant de ∂fi/∂xj et l’élément

(i, k) de B le terme constant de ∂fi/∂uk.

Proposition 3.23 Λ1(A) est un A[ ddt ]-module libre si et seulement si le rang des co-

lonnes de {B, AB, . . . , An−1B} est égal à n.

On pourrait donner de ceci une preuve directe, mais c’est en dehors du propos de

cette note. Dans [1] on donne une manière simple de construire une base en un point

dit “Brunovský-régulier”. On ne rappelle pas ici cette notion, mais on peut donner une

condition suffisante (générique) pour que le point d’équilibre (0, 0, 0, . . .) soit Brunovský-

régulier, et des précisions sur la base obtenue dans ce cas-là. Cette condition est que le

rang des colonnes de B, AB, . . . , AjB soit maximal pour tout j :

Proposition 3.24 Soient ρ et σ les entiers tels que

n = mρ + σ , 0 ≤ σ ≤ m− 1 .

Si le rang des colonnes de B, AB, . . . , Aρ−1B est égal à mρ et celui des colonnes de

B, AB, . . . , AρB à n, alors il existe une base {ω1, . . . , ωm} de Λ1(A) en tant que A[ ddt ]-

module, telle que chaque forme ωj s’écrit ωj =
∑n

`=1 aj,` dx` avec aj,` ∈ A, et les formes

ω1, ω̇1, . . . . . . ω
(ρ)
1 ,

...
...

ωσ, ω̇σ, . . . . . . ω
(ρ)
σ ,

ωσ+1, ω̇σ+1, . . . ω
(ρ−1)
σ+1 ,

...
...

ωm, ω̇m, . . . ω
(ρ−1)
m

appartiennent au A-module engendré par dx1, . . . ,dxn et en forment une base.
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Le cas m = 1

Si m = 1, les deux cas ci-dessus se confondent, et dès que le linéarisé est comman-

dable, il existe une forme ω =
∑n

`=1 a` dx` (a` ∈ A) telle que {ω} est une base de Λ1(A),

c’est-à-dire que toute forme η ∈ Λ1(A) s’écrit p • ω pour un certain p ∈ A[ ddt ]. Il est du

reste facile de voir que cette base est unique à coefficient multiplicatif inversible près :

toute base s’écrit {λω} avec λ ∈ A, λ(0) 6= 0.

Cette unicité de la base est propre à la dimension 1 : pour m = 2, par exemple, si

{ω1, ω2} est une base, {ω1, ω2 + ω
(s)
1 } est une base pour tout s ∈ N.

3.2.3.3 Algèbre extérieure

On peut appliquer les constructions de la section 3.1.3 et construire, pour tout entier

r ∈ N, Λr(A) =
∧r(Λ1(A)), et d : Λr(A) → Λr+1(A).

La différentielle extérieure d commute avec la dérivation d
dt (voir par exemple [26]).

Chacun des Λr(A) est construit (cf. section 3.1.3) comme un A-module ; comme on

a vu en (3.13), si Λ1(A) est un A-module libre, alors tous les Λr(A) sont des A-modules

libres. Construisons, comme en (3.13), une base de cesA-modules. On suppose pour cela,

comme discuté à la section précédente (et par la suite on sera dans ce cas), que Λ1(A)

est un A[ ddt ]-module libre, et que {ω1, . . . , ωm} en est une base ; alors {ω(k)
j }j∈{1,...,m}

k∈N
est une base de Λ1(A) en tant que A-module, lui aussi libre. Comme en (3.13), on a

besoin d’un ordre sur cette base ; prenons l’ordre lexicographique sur les indices, c’est à

dire que pour (j, k) et (j′, k′) dans {1, . . . ,m} × N,

(j, k) ≤ (j′, k′) ⇔ j ≤ j′ et
(
j=j′ ⇒ k ≤ k′

)
; (3.51)

alors {
ω

(k1)
j1

∧ . . . ∧ ω(kr)
jr

}
(ji,ki)∈{1,...,m}×N
(j1,k1)< ··· <(jr,kr)

(3.52)

est une base de Λr(A) en tant que A-module.

Λr(A) a aussi une structure de A[ ddt ]-module, de la liberté duquel on ne se soucie

pas.

On peut définir comme en (3.17) l’algèbre extérieure
∞⊕
i=0

Λi(A) dont les éléments

sont des somme symboliques de formes de degrés différents.
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3.2.4 Opérateurs différentiels à coefficients formes

Pour tout entier r ∈ N, on peut définir l’ensemble Λr(A)[ ddt ] des polynômes en d
dt à

coefficients dans Λr(A). Un élément de Λr(A)[ ddt ] s’écrit

p =
J∑
j=0

ηj
d

dt

j

avec ηj ∈ Λr(A), et il définit naturellement, pour tout entier i ∈ N, un opérateur

différentiel

Λi(A) → Λi+r(A)

ω 7→ p • ω =
J∑
j=0

ηj ∧
(
d

dt

j

• ω
)

=
J∑
j=0

ηj ∧ ω(j) .
(3.53)

On peut étendre le produit extérieur aux polynômes comme correspondant à la compo-

sition des opérateurs ci-dessus, c’est-à-dire que

∧ :
Λr(A)[ ddt ]× Λs(A)[ ddt ] → Λr+s(A)[ ddt ]

(p, q) 7→ p ∧ q

est tel que, pour tout ω,

(p ∧ q) • ω = p • (q • ω) .

Cette loi est similaire à la multiplication définie à la section 3.2.2 pour les opérateurs

différentiels à coefficients fonctions (A[ ddt ] s’identifie à Λ0(A)[ ddt ]), le produit extérieur

des formes remplaçant la multiplication dans A.

On peut alors, comme en (3.17), définir une grande algèbre par :

Λ(A)[
d

dt
] =

∞⊕
i=0

Λi(A)[
d

dt
] . (3.54)

Un élément de Λ(A)[ ddt ] peut aussi s’écrire comme un polynôme en d
dt à coefficients dans

Λ(A). Tous les objets considérés par la suite peuvent être vus comme des éléments de

Λ(A)[ ddt ], ou des matrices d’éléments de Λ(A)[ ddt ].

Notons que, d’après (3.52) et (3.54), une base de A-module Λ(A)[ ddt ] est donnée

par : {
ω

(k1)
j1

∧ · · · ∧ ω(kr)
jr

d
dt

λ
}
r∈N
λ∈N
(ji,ki)∈{1,...,m}×N
(j1,k1)< ··· <(jr,kr)

. (3.55)
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3.2.5 Matrices d’opérateurs différentiels

On sera amené à faire agir des opérateurs sur des m-uplets (m un entier positif)

de formes, ou de fonctions, que l’on notera comme des vecteurs colonnes d’éléments de

A ou de Λi(A). les opérateurs qui agissent sur ces m-uplets seront notés comme des

matrices carrées. On note(
Λj(A)

)m et
(

Λi(A)[
d

dt
]
)m×m

les A[ ddt ]-modules formés respectivement des vecteurs (colonnes) de dimension m dont

chaque élément est dans Λj(A) et des matrices carrées m×m, dont chaque élément est

dans Λi(A)[ ddt ].

Pour M ∈
(
Λi(A)[ ddt ]

)m×m et X ∈
(
Λj(A)

)m, on note M • X ∈
(
Λi+j(A)

)m
le vecteur obtenu par multiplication matricielle classique en prenant • (voir (3.53))

comme multiplication entre éléments des matrices. Pour M ∈
(
Λi(A)[ ddt ]

)m×m et M ′ ∈(
Λi
′
(A)[ ddt ]

)m×m
, on note M ∧M ′ ∈

(
Λi+i

′
(A)[ ddt ]

)m×m
la matrice obtenue par une

multiplication matricielle où la multiplication entre éléments des matrices est celle dé-

finie à la section 3.2.4. On a bien sûr (M ∧M ′) •X = M • (M ′ •X).

On confondra un élément de M ∈
(
Λi(A)[ ddt ]

)m×m avec l’opérateur différentiel

Λ(A)m → Λ(A)m

X 7→ M •X

qui envoie chaque (Λr(A))m dans
(
Λr+i(A)

)m.

3.3 Une valuation naturelle

3.3.1 Hypothèses essentielles

Point d’équilibre

Comme au chapitre précédent on suppose ici que l’on travaille au point d’équilibre

(0, 0), ce qui se traduit par (3.44) et entraîne, que, pour tout h ∈ A, on a

ḣ(0) = 0 . (3.56)

C’est cette dernière propriété (ou autrement dit le fait que l’idéal maximal de A soit un

idéal différentiel), qui est exploitée dans le présent chapitre.

On peut se passer de cette propriété moyennant des construction un peu plus géné-

rales qui ne sont pas données ici.
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Liberté du module des différentielles

On a aussi besoin de supposer que

Λ1(A) est un A[ ddt ]-module libre. (3.57)

A la section 3.2.3.2, on a rappelé que cette hypothèse est celle de la commandabilité

du linéarisé et donné des conditions dans le cas d’un point d’équilibre.

Contrairement à (3.56), il ne semble pas que l’on puisse se passer facilement de cette

hypothèse. Il est à noter que cette hypothèse est en fait un condition nécessaire pour la

platitude, voir chapitre 3.4 et en particulier la remarque qui suit la définition 3.40.

On suppose choisie une base, dans la suite. On la note verticalement :

Ω =


ω1

...

ωm

 . (3.58)

Les constructions faites aux sections 3.3.2 et 3.3.3 dépendent a priori du choix de cette

base, supposée fixée sans plus de précision. A la section 3.3.4, on montrera que la

valuation que l’on a construit ne dépend en réalité pas du choix de cette base.

3.3.2 Valuation des fonctions

On va ici construire la valuation “Val” sur l’anneau A des “fonctions” (c’est-à-dire des

séries). On donne ensuite un certain nombre de propriétés de Val, mais on ne prouvera

qu’à la section 3.3.5.3 qu’il s’agit d’une valuation.

3.3.2.1 Définition

Proposition 3.25 Il existe une unique application

Val : A → N ∪ {+∞}

telle que les propriétés suivantes soient vérifiées pour tout g ∈ A :

• g = 0 ⇐⇒ Val(g) = +∞ (3.59)

• g(0) 6= 0 ⇐⇒ Val g = 0 (3.60)

• si g(0) = 0 , en définissant les gj,k ∈ A par dg =
∑

1≤j≤m,k∈N
gj,k ω

(k)
j ,

on a Val(g) = min
1≤j≤m,k∈N

{k + 1 + Val(gj,k)} (3.61)
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Pour un élément h de A non nul (le cas nul étant donné par (3.59)), expliquons

brièvement comment utiliser les propriétés de la proposition 3.25 pour calculer Valh.

On utilise une première fois (3.60) avec g = h et on a :

Si h(0) 6= 0, Val(h) = 0.

Si h(0) = 0, on différentie h et on décompose dh sur la base Ω :

dh =
∑

1≤j≤m,k∈N
hj,kω

(k)
j .

La somme est finie, c’est-à-dire que seul un nombre fini de hj,k sont non nuls.

On applique alors (3.61), avec g = h : Val(h) = min
1≤j≤m,k∈N

{k + 1 + Val(hj,k)},

le minimum étant à prendre sur un nombre fini de couples (j, k). On est alors

ramené à évaluer l’image par Val de chaque hj,k, ou tout au moins d’un nombre

fini, non nuls. Pour chacun d’eux, on recommence l’étude ci-dessus en remplaçant

h par hj,k :

pour (j, k) tel que hj,k(0) 6= 0, Val(hj,k) = 0,

pour (j, k) tel que hj,k(0) = 0, on doit décompose dhj,k sur la base Ω :

dhj,k =
∑

1≤j′≤m,k′∈N
hj,k,j′,k′ω

(k′)
j′ ,

et, en appliquant (3.61) à g = hj,k, on a :

Val(hj,k) = min
1≤j′≤m,k′∈N

{k′ + 1 + Val(hj,k,j′,k′)}

...

Il n’est pas évident a priori que cette procédure s’arrête. On montre dans la preuve ci-

dessous que si h est non nulle, après un nombre fini d’étapes, on a rencontré un élément

de A dont le terme constant est non nul et dont la valuation est donc connue. On verra

que ceci entraîne que Val(h) est bien défini et fini.

Démonstration : On considère g dans A, alors soit g(0) 6= 0 et Val(g) = 0, soit

Val(g) = min
1≤j≤m,k∈N

{k + 1 + Val(gj,k)}, avec dg =
∑

1≤j≤m,k∈N
gj,kω

(k)
j . Considérons l’en-

semble G des séries de A issues de la décomposition de dg le long de Ω puis de la

décomposition de la différentielle de chacune des gj,k et ainsi de suite.

– Si tous les éléments de G sont nuls en zéro. En décomposant dg le long de la

base dx, du, du̇, . . ., les coefficients sont nuls aussi en zéro, par indépendance des

éléments de la base. Donc une fonction dont tous les coefficients de sa différentielle

sont nuls en zéro a toutes ses dérivées partielles du premier ordre nulles en zéro.

Alors, si dg a tous ses coefficients nuls en zéro, puis les coefficients des différentielles
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de ses coefficients et ainsi de suite, alors il est évident que toutes les dérivées

partielles des gj,k sont nulles en zéro et donc les gj,k sont toutes la série nulle

car une série dont tous les coefficients sont nuls est la série nulle, donc g = 0 et

Val(g) = +∞ et est bien défini.

– Si un des gj,k (coefficient issu de la décomposition de dg lui-même) est non nul en

0 par exemple g̄,k̄, alors Val(g) ≤ 1+ k̄. Alors, il suffit de différentier k̄ fois succes-

sivement les coefficients de g, puis les coefficients des différentielles des coefficients

de g et ainsi de suite jusqu’à l’ordre k̄ et de tester la valeur de ces fonctions en 0,

Val(g) est alors bien défini en tant que minimum d’un ensemble fini d’entiers.

– Si il existe un élément de G non nul en 0 mais qu’aucun des coefficients gj,k de

dg est non nul en zéro, alors on différentie ces derniers et on regarde la valeur des

coefficients de leur différentielle en zéro. On itère alors le processus de différentia-

tion jusqu’à ce qu’un des coefficients soit non nul en zéro, alors on est ramené au

cas ci-dessus et Val(g) est bien défini. �

3.3.2.2 Propriétés de la fonction Val sur A.

La proposition suivante donne des propriétés de la fonction Val qui en font “presque”

une valuation. On verra plus loin (section 3.3.5.3) qu’il est bien vrai que Val(gh) =

Val g+Valh pour tout g et h, mais il sera plus aisé de le démontrer après avoir établi à

la section 3.3.5 l’existence de coordonnées dans lesquelles Val coïncide avec une valuation

plus classique. D’ici là, on va se contenter de l’inégalité (3.64) ci-dessous.

Proposition 3.26 Pour tous g et h dans A, on a :

Val(g + h) ≥ min{Val(g),Val(h)} , (3.62)

Val(h) > Val(g) =⇒ Val(g + h) = Val(g) , (3.63)

Val(gh) ≥ Val(g) + Val(h) , (3.64)

Val(h) = 0 =⇒ Val(gh) = Val(g) , (3.65)

Val(ḣ) ≥ 1 + Val(h) . (3.66)

Démonstration : Pour g ou h dans A, fixons une fois pour toute la notation suivante :

on développe dg et dh sur la base (ω(k)
j )1≤j≤m,k∈N du A-module Λ1(A), définissant des
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fonctions gj,k et hj,k par :

dg =
∑

1≤j≤m,k∈N
gj,kω

(k)
j ,

dh =
∑

1≤j≤m,k∈N
hj,kω

(k)
j .

(3.67)

Démonstration de (3.62). Montrons par récurrence sur i que la propriété suivante est

vraie pour tout i ∈ N :

Ri :

{
pour tout g et h dans A, tels que Val(g + h) ≤ i ,

Val(g + h) ≥ min{Val(g),Val(h)} .

– Si Val(g + h) = 0 alors, d’après (3.60), (g + h)(0) = g(0) + h(0) 6= 0 et donc soit

g(0) 6= 0 soit h(0) 6= 0, et donc, toujours d’après (3.60), Val g ou Valh est nul.

Ceci prouve R0.

– Soit i ≥ 0. Supposons Ri vraie et montrons alors que Ri+1 est vraie.

Soient g et h dans A, tels que Val(g + h) ≤ i + 1. Si Val(g + h) ≤ i, l’inégalité

Val(g + h) ≥ min{Val(g),Val(h)} est une conséquence de Ri ; on suppose donc

que Val(g + h) = i + 1. D’après (3.61), en utilisant les notations (3.67), il existe

des entiers ̄ et k̄ tels que

i+ 1 = Val(g + h) = k̄ + 1 + Val(g̄,k̄ + h̄,k̄) .

Ceci entraîne Val(gj̄,k̄ + hj̄,k̄) ≤ i et donc, en appliquant Ri à g̄,k̄ et h̄,k̄, on a

Val(g̄,k̄ + h̄,k̄) ≥ min{Val(g̄,k̄),Val(h̄,k̄)} .

Comme Val g ≤ k̄ + 1 + Val g̄,k̄ et Valh ≤ k̄ + 1 + Valh̄,k̄, les deux relations

ci-dessus entraînent Val(g + h) ≥ min{Val(g),Val(h)}. Ceci prouve Ri+1.

Démonstration de (3.63). Il est très classique que (3.62) entraîne (3.63) ; rappelons

pourquoi. Si Val g < Valh, alors (3.62) entraîne évidemment Val(g + h) ≥ Val g, mais

aussi

Val g = Val (g + h− h) ≥ min{Val(g + h) , Val(−h) } . (3.68)

Il est clair, d’après la construction de Val(), que Val(−h) = Valh (par récurrence sur

Valh : Val(−h) = 0 si et seulement si Valh = 0, et si Valh > 0, on se ramène à
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des fonctions de valuation strictement inférieure en décomposant dh comme en (3.61)).

Comme Val(−h) = Valh > Val g, la relation (3.68) entraîne Val g ≥ Val(g + h).

Démonstration de (3.64). Montrons par récurrence sur i que la propriété suivante est

vraie pour tout i ∈ N.
Ri : {pour tout g et h dans A, si Val(gh) ≤ i alors Val(gh) ≥ Val(g) + Val(h) . }.
– Si Val(gh) = 0, alors g(0)h(0) 6= 0, donc Val(g) = Val(h) = 0.R0 est donc vérifiée.

– Soit i ≥ 0. Supposons Ri vraie et montrons alors que Ri+1 est vraie.

Ri étant vraie, il suffit, pour prouver Ri+1, de considérer g et h dans A, tels que

Val(gh) = i+ 1. Comme Val(gh) > 0, (3.60) entraîne gh(0) = 0 et donc, avec les

notations (3.67), (3.61) entraîne, puisque d(gh) = g dh+ h dg,

Val(gh) = min
1≤j≤m,k∈N

k + 1 + Val(ghj,k + gj,kh) .

Soient ̄, k̄ des indices tels que le minimum soit atteint. On a, en utilisant (3.62)

pour l’inégalité,

i+ 1 = Val(gh) = k̄ + 1 + Val(gh̄,k̄ + g̄,k̄h)

≥ k̄ + 1 + min{Val(gh̄,k̄),Val(g̄,k̄h)} . (3.69)

Quitte à inverser le rôle de g et h, on peut supposer que Val(gh̄,k̄) ≥ Val(g̄,k̄h).

On a alors Val(g̄,k̄h) ≤ i − k̄, d’où, en appliquant Ri à g̄,k̄ et h, l’inégalité

Val(g̄,k̄h) ≥ Val g̄,k̄ + Valh. L’équation ci-dessus entraîne alors

Val(gh) ≥ k̄ + 1 + Val(g̄,k̄h) ≥ k̄ + 1 + Val g̄,k̄ + Valh

Comme Val g ≤ k̄ + 1 + Val(g̄,k̄), cela entraîne bien Val(gh) ≥ Val g + Valh, ce

qui prouve Ri+1.

Démonstration de (3.65). C’est une conséquence de (3.64). En effet, si Valh = 0, alors

h(0) 6= 0 c’est à dire que la série h à un terme constant non nul, si bien qu’il existe une

série 1
h ∈ A telle que g = 1

h gh et Val 1
h = Valh = 0. Alors, on obtient Val g ≥ Val(gh)

en appliquant (3.64) à gh et 1
h , et Val(gh) ≥ Val g en appliquant (3.64) à g et h.

Démonstration de (3.66).

Soit, pour tout i ∈ N, Ai = { g ∈ A , Val ġ = i et Val g ≥ i } .
D’après (3.56) et (3.60), Val ḣ ≥ 1 pour tout h, et donc A0 = ∅. Par ailleurs, si
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Val ḣ = +∞, il est trivialement vrai que Val ḣ ≥ 1 + Valh. Par conséquent, (3.66) est

vraie pour tout h ∈ A si et seulement si tous les Ai sont vides pour i ≥ 1, ce que nous

allons prouver par l’absurde. Si il existait un Ai non vide, soit ν ≥ 1 le plus petit entier

tel que Aν 6= ∅, et un élément h de Aν . Le fait que Valh ≥ ν ≥ 1 entraîne h(0) = 0

(grâce à (3.60)), et donc, d’après (3.61), en utilisant les notations (3.67),

Valhj,k ≥ ν − 1− k (3.70)

pour tout j, k. Écrivons maintenant que Val ḣ = ν. En appliquant d
dt à (3.67), on obtient

(avec la convention hj,−1 = 0, qui ne contredit pas (3.70)) :

dḣ =
∑

1≤j≤m,k∈N

(
ḣj,k + hj,k−1

)
ω

(k)
j ,

qui, puisque ḣ(0) = 0, entraîne, en appliquant (3.61),

ν = Val ḣ = min
k∈N,1≤j≤m

k + 1 + Val
(
ḣj,k + hj,k−1

)
. (3.71)

Par ailleurs, pour tout j, k, on a

Val ḣj,k ≥ ν − k et Valhj,k−1 ≥ ν − k (3.72)

car la seconde inégalité vient de (3.70), la première est évidement vraie si Val ḣj,k ≥ ν,

et si Val ḣj,k < ν, le fait que Ai = ∅ pour i < ν entraîne Val ḣj,k ≥ 1 + Valhj,k, ce qui,

avec (3.70), montre que la première inégalité est vraie dans ce cas aussi. Les inégalités

(3.72) entraînent, à l’aide de (3.62),

k + 1 + Val
(
ḣj,k + hj,k−1

)
≥ ν + 1

pour tout j, k. En reportant ceci dans (3.71), on obtient la contradiction ν ≥ ν + 1. �

3.3.3 Extension de Val à toutes les formes, matrices et opérateurs

Maintenant que l’on a défini la “valuation” (on utilise ce mot bien qu’on n’ait pas

encore prouvé que “Val” définit bien une valuation sur A) des fonctions, c’est-à-dire des

éléments de A, on l’étend sans mal à tous les objets plus généraux définis aux sections

3.2.4 et 3.2.5.
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3.3.3.1 Valuation des opérateurs à coefficients formes

Définissons Val : Λ(A)[ ddt ] → N∪{+∞}, qui étend Val : A → N∪{+∞} défini plus

haut.

Comme vu en (3.55), un élément de ξ ∈ Λ(A)[ ddt ] s’écrit

ξ =
∑
q,λ∈N

(ji,ki)∈{1,...,m}×N
(j1,k1)< ··· <(jq ,kq)

aλ,q,(j1,k1),...,(jq ,kq) ω
(k1)
j1

∧ . . . ∧ ω(kq)
jq

d

dt

λ

. (3.73)

les aλ,q,(j1,k1),...,(jq ,kq) ∈ A étant définis de manière unique.

Définition 3.27 Pour tout ξ ∈ Λ(A)[ ddt ], Val ξ est défini par

Val ξ = min
q,λ∈N

(ji,ki)∈{1,...,m}×N
(j1,k1)< ··· <(jq ,kq)

Val(aλ,q,(j1,k1),...,(jq ,kq)) + λ+
q∑
i=1

(1 + ki) (3.74)

où les aλ,q,(j1,k1),...,(jq ,kq) ∈ A sont définis par (3.73).

Il est clair que cette définition de Val coïncide avec la précédente sur A ⊂ Λ(A)[ ddt ]

(un élément de Λ(A)[ ddt ] de la forme (3.73) où tous les aλ,q,(j1,k1),...,(jq ,kq) sont nuls sauf

l’unique correspondant à q = λ = 0).

Un élément de Λ(A)[ ddt ] étant assez abstrait, spécialisons cette définition aux élé-

ments plus concrets que sont les formes différentielles et les opérateurs différentiels.

Opérateurs différentiels (scalaires) : pour un élément de A[ d
dt ], polynôme en d

dt de

degré K ∈ N, on a

Val

(
K∑
λ=0

aλ
d

dt

λ
)

= min
λ∈{0,...,K}

(λ+ Val aλ) (3.75)

où les coefficients aλ sont dans A.

Formes différentielles de degré 1 : pour η =
∑

(j,k)∈{1,...,m}×N

aj,kω
(k)
j ∈ Λ1(A), où les

aj,k sont dans A (et la somme est finie), on a Val η = min
j,k

(1 + k + Val aj,k).

Comme Λ1(A) est un A[ d
dt ]-module libre, on peut aussi décomposer η comme

η =
m∑
j=1

Pj • ωj



Une valuation naturelle 95

avec Pj ∈ A[ d
dt ], et on a alors

Val η = min
1≤j≤m

(1 + ValPj) . (3.76)

Formes différentielles de degré p ≥ 2 : pour η ∈ Λp(A), donné par

η =
∑

(ji,ki)∈{1,...,m}×N
(j1,k1)< ··· <(jp,kp)

aj1,...,jp,k1,...,kp ∧ ω
(k1)
j1

∧ . . . ∧ ω(kp)
jp

(somme finie), on a

Val(η) = min
(ji,ki)∈{1,...,m}×N
(j1,k1)< ··· <(jp,kp)

{p+ k1 + · · ·+ kp + Val(aj1,...,jp,k1,...,kp)}. (3.77)

Opérateurs différentiels à coefficients p-formes : pour P ∈ Λp(A)[ d
dt ], donné par

P =
∑
λ∈N

ηλ
d

dt

λ

(somme finie), avec pour tout λ ∈ N, ηλ ∈ Λp(A),

Val(P ) = min
λ∈N

{λ+ Val(ηλ)}. (3.78)

3.3.3.2 Propriétés

La Proposition 3.26 peut se généraliser à l’ensemble Λ(A)[ ddt ] :

Proposition 3.28 Pour tous g et h dans Λ(A)[ ddt ], on a :

Val(g + h) ≥ min{Val(g),Val(h)} , (3.79)

Val(h) > Val(g) =⇒ Val(g + h) = Val(g) , (3.80)

Val(g ∧ h) ≥ Val(g) + Val(h) , (3.81)

Val(g) = 0 =⇒ Val(g ∧ h) = Val(h) , (3.82)

Val(ġ) ≥ 1 + Val(g) . (3.83)

Val(dg) ≥ Val(g) . (3.84)

Démonstration :

(3.84) est une conséquence très directe des définitions. En utilisant (3.73) et (3.74),

le fait que, dans g+ h, les coefficients de g et de h s’additionnent termes à termes et en

appliquant (3.62) à l’addition de ces coefficients, on obtient l’inégalité (3.79). Il en va

de même pour l’égalité (3.80) en utilisant en plus (3.63).
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Démonstration de (3.83). Soit h ∈ Λ(A),

h =
∑
q∈N

(ji,ki)∈{1,...,m}×N
(j1,k1)< ··· <(jq ,kq)

hq,j1,...,jq ,k1,...,kqω
(k1)
j1

∧ . . . ∧ ω(kq)
jq

.

On utilise la notation ḣ pour le résultat de l’application de l’opérateur différentiel
d
dt sur l’élément h.

ḣ =
∑
q∈N

δ0+···+δq=1
(ji,ki)∈{1,...,m}×N
(j1,k1)< ··· <(jq ,kq)

h
(δ0)
q,j1,...,jq ,k1,...,kq

ω
(k1+δ1)
j1

∧ . . . ∧ ω(kq+δq)
jq

.

Donc

Val(ḣ) ≥ min
q∈N

δ0+···+δq=1
(ji,ki)∈{1,...,m}×N
(j1,k1)< ··· <(jq ,kq)

{q +
q∑
i=1

(ki + δi) + Val(h(δ0)
λ,q,j1,...,jq ,k1,...,kq

)}

et d’après (3.66), Val(h(δ0)
λ,q,j1,...,jq ,k1,...,kq

) ≥ δ0 + Val(hλ,q,j1,...,jq ,k1,...,kq), d’où le résultat

presque immédiatement.

Démonstration de (3.81). Montrons la propriété dans des cas plus restrictifs en

premier lieu.

i). Soient g ∈ Λq(A) et h ∈ Λq
′
(A), avec

g =
∑

(ji,ki)∈{1,...,m}×N
(j1,k1)< ··· <(jq ,kq)

gj1,...,jq
k1,...,kq

ω
(k1)
j1

∧ . . . ∧ ω(kq)
jq

,

h =
∑

(j′i,k
′
i)∈{1,...,m}

(j′1,k
′
1)< ··· <(j′

q′ ,k
′
q′ )

hj′1,...,j′q′
k′1,...,k

′
q′

ω
(k′1)

j′1
∧ . . . ∧ ω

(k′
q′ )

j′
q′

.

L’inégalité Val(g ∧ h) ≥ Val g + Valh est entraînée par

Val

gj1,...,jq
k1,...,kq

hj′1,...,j′q′
k′1,...,k

′
q′

ω
(k1)
j1

∧ . . . ∧ ω(kq)
jq

∧ ω(k′1)

j′1
∧ . . . ∧ ω

(k′
q′ )

j′
q′

 ≥ Val g + Valh,
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valable pour n’importe quelle valeur des indices, car g ∧ h est un somme de

termes comme celui dans le membre de gauche. L’inégalité ci-dessus est vraie

car le membre de gauche est égal, par définition, à

Val

gj1,...,jq
k1,...,kq

hj′1,...,j′q′
k′1,...,k

′
q′

 +
q∑
i=1

(1 + ki) +
q′∑
i=1

(1 + k′i) ,

et qu’en appliquant (3.64) au produit d’éléments de A qui apparaît, on minore la

quantité ci-dessus par une quantité qui, par définition (3.77) de Val g et Valh, est

elle-même minorée par Val g + Valh.

ii). Soit h et g dans Λq(A) et Λq
′
(A) respectivement. Soit λ et µ dans N. Considérons

les monômes h d
dt

µ et g ddt
λ de Λq(A)[ ddt ] et Λq

′
(A)[ ddt ] respectivement.

Alors g ddt
λ ∧ h d

dt

µ
=

λ∑
i=0

(
λ
i

)
(g ∧ h(i))

d

dt

µ+λ−i
et en utilisant (3.79) sur le membre

de droite on obtient

Val(g
d

dt

λ

∧ h d
dt

µ

) ≥ min
i∈{0,...,λ}

{Val(g ∧ h(i) d

dt

µ+λ−i
)}.

D’après (3.78) la valuation du i-ème terme dans le min vaut µ+λ−i+Val(g∧h(i)),

mais (3.64) entraîne Val(g∧h(i)) ≥ Val(g)+Val(h(i)) et (3.79) itéré i fois entraîne

Val(h(i)) ≥ i+ Val(h) et (3.3.3.2) implique donc

Val(g ddt
λ ∧ h d

dt

µ
) ≥ µ+ λ+ Val(g) + Val(h), i.e.

Val(g
d

dt

λ

∧ h d
dt

µ

) ≥ Val(g
d

dt

λ

) + Val(h
d

dt

µ

).

iii). Soit g =
∑
λ∈N

gλ
d

dt

λ

et h =
∑
µ∈N

hµ
d

dt

µ

dans Λ(A)[ ddt ], où les gλ et les hµ sont des

formes homogènes.

Alors Val(g ∧ h) = Val((
∑
λ∈N

gλ
d

dt

λ

) ∧ (
∑
µ∈N

hµ
d

dt

µ

)),

donc Val(g ∧ h) ≥ Val(
∑
λ∈N

∑
µ∈N

gλ
d

dt

λ

∧ hµ
d

dt

µ

)

et avec (3.79), Val(g ∧ h) ≥ min
λ,µ∈N

{gλ
d

dt

λ

∧ hµ
d

dt

µ

}.

Le point ii) permet ainsi de conclure que Val(g ∧ h) ≥ Val(g) + Val(h).
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iv). Soit h =
∑
i∈N

hi et g =
∑
i∈N

gi dans Λ(A)[ ddt ] quelconques avec les hi et les gi des

polynômes en d
dt à coefficients formes homogènes.

Val(g ∧ h) = Val(
∑
i∈N

∑
j∈N

gi ∧ hj)

et avec (3.79) on obtient Val(g∧h) ≥ min
i,j∈N

{Val(gi∧hj)} le point iii). permet alors

de conclure la démonstration de (3.81).

Démonstration de (3.82). Soient g et h dans Λ(A)[ ddt ] avec Val g = 0. Comme les

seuls éléments homogènes ζ ∈ Λ(A)[ ddt ] tels que Val ζ = 0 sont dans A, on a g = g0 + g1

avec g0 ∈ A, Val g0 = 0, Val g1 ≥ 1. Alors, comme g ∧ h = g0 ∧ h + g1 ∧ h, il suffit,

d’après (3.80) et (3.81), de montrer que Val(g0h) = Valh (puisque g0 ∈ A, on préfère

noter g0h que g∧h). Si l’on décompose h comme en (3.73), on obtient la décomposition

de g0h en multipliant les coefficients fonctions (aλ,q,(j1,k1),...,(jq ,kq) dans (3.73)) par g0 ; en

appliquant (3.65) à ces produits de fonctions, les définitions (3.74) de Valh et Val(g0h)

montrent qu’ils sont égaux. �

3.3.3.3 Le cas des matrices

La valuation d’une matrice ou d’un vecteur d’opérateurs différentiels ou de formes

(voir section 3.2.5) sera simplement, par définition, la plus petite des valuations de ses

éléments : pour M ∈
(
Λk(A)[ ddt ]

)m×m et X ∈
(
Λk

′
(A)
)m

, donnés par

M = [Mi,j ]1≤i≤m
1≤j≤m

, X = [Xi]1≤i≤m ,

on a

ValM = min
i,j

ValMi,j , ValX = min
i

ValXi , (3.85)

où les Mi,j sont dans Λk(A)[ ddt ] et les Xi dans Λk
′
(A), et relèvent donc de la section

précédente.

L’essentiel des propriétés de la Proposition 3.28 restent vraies en remplaçant les

produits par des produits matriciels. Indiquons simplement précisément ce qui nous

sera utile par la suite :
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Proposition 3.29 Pour tous M , M ′ dans
(
Λi(A)[ ddt ]

)m×m et W , W ′ dans(
Λj(A)

)m, on a :

Val(W +W ′) ≥ min{ValW,ValW ′} , (3.86)

Val(M +M ′) ≥ min{ValM,ValM ′} , (3.87)

Val(M •W ) ≥ ValM + ValW , (3.88)

Val(M ∧M ′) ≥ ValM + ValM ′ , (3.89)

Val(dM) ≥ ValM et Val(dW ) ≥ ValW . (3.90)

3.3.3.4 Notation O

On utilisera pour Val la même notation “O” introduite à la Définition 3.12 pour

l’ordre (pondéré) des séries. Pour q ∈ N, le symbole Oq désigne n’importe quelle quantité

(élément de A, d’un Λi(A), d’un Λi(A)[ ddt ], ou une matrice à coefficients dans l’un de

ces ensembles) auquel Val assigne une valeur supérieure ou égale à q.

Par exemple, g = h + Oq, ou g + Oq = h + Oq, ou g − h = Oq signifient que

Val(g − h) ≥ q, mais aussi, si F est une application, F (g + Oq) = h + Or signifie que

pour tout v tel que Val v ≥ q, on a Val(F (g + v)− h ) ≥ r.

3.3.4 Indépendance de la fonction Val par rapport au choix de la base

On a défini jusqu’ici la fonction “Val” à l’aide d’une base (3.58) du A[ ddt ]-module

Λ1(A). Dans ce paragraphe nous verrons que, bien que nous ne sachions pas donner de

définition de la fonction Val sans avoir recours à une base, cette fonction elle-même ne

dépend pas du choix de la base.

Pour deux bases η = {η1, . . . , ηm} et ω = {ω1, . . . , ωm}, on note Valη et Valω les

deux fonctions a priori distinctes qui résultent de la construction précédente en utilisant

chacune de ces bases. La proposition qui suit énonce que Val ne dépend pas de la base

utilisée pour la définir.

Proposition 3.30 Soit η = {η1, . . . , ηm} et ω = {ω1, . . . , ωm} deux bases du A[ ddt ]-

module Λ1(A), alors Valη et Valω coïncident.

Cette proposition permet d’utiliser maintenant la notation Val, indépendamment de la

base de Λ1(A) choisie, sans aucune ambiguïté.
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Démonstration : Montrons d’abord que Valη et Valω coïncident sur A[ ddt ]. Pour ceci,

montrons, par récurrence sur i, que l’on a, pour tout i ∈ N,

Ri :


Pour tout h ∈ A[ ddt ], si il existe une base ω de Λ1(A)

telle que Valω(h) ≤ i ,

alors, pour toute base η de Λ1(A), Valη(h) = Valω(h).

R0 est vraie car pour tout élément h de A et toute base de Λ1(A), Val(h) = 0 si et

seulement si h(0) 6= 0.

Soit i ∈ N. Supposons Ri vraie et, pour montrer que Ri+1 l’est aussi, considérons

h ∈ A[ ddt ], ω une base de Λ1(A) telle que Valω h = i+ 1, et η une autre base.

Tout d’abord, il est clair que Valη(h) ≥ Valω(h) (c’est-à-dire Valη(h) ≥ i + 1) car

sinon, Valη(h) ≤ i, ce qui permet d’appliquer Ri à h, avec η jouant le rôle d’ω, et

d’obtenir Valω(h) = Valη(h), ce qui serait absurde puisque Valω h = i+ 1.

Montrons maintenant que Valη(h) ≤ Valω(h). On peut bien sûr écrire

h =
J∑
j=0

hj
d

dt

j

, hj ∈ A ,

et, d’après (3.75), Valω(h) = min
0≤j≤J

(j + Valω hj). Distinguons deux cas.

– Si ce minimum est atteint pour au moins un entier j 6= 0, alors, pour cet entier

j, on a Valω(hj) = i + 1 − j ≤ i, on peut donc appliquer Ri à hj avec la base ω

pour obtenir Valη hj = i+ 1− j, ce qui entraîne Valη h ≤ Valω h.

– Sinon, on a Valω hj > i+ 1− j pour tout j ≥ 1 et Valω h0 = Valω h = i+ 1. Ceci

implique, d’après (3.60), que h0(0) = 0 ; alors, d’après (3.61), si l’on écrit

dh0 =
∑

k∈{1,...,m}

ak • ωk =
∑

k∈{1,...,m}

bk • ηk ,

avec ab, bk ∈ A[ ddt ] (ce sont des opérateurs différentiels), on a, d’après (3.61) (voir

aussi (3.76)) :

Valω h0 = Valω dh0 = min
1≤k≤m

(1 + Valω ak) , (3.91)

Valη h0 = Valη dh0 = min
1≤k≤m

(1 + Valη bk) . (3.92)

Soient pk,j et qk,j les éléments de A[ ddt ] qui donnent le changement de base :

ηk =
m∑
j=1

pk,j • ωj , ωk =
m∑
j=1

qk,j • ηj , k = 1, . . . ,m . (3.93)
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On a clairement, pour tout k,

ak =
m∑
`=1

b` q`,k , bk =
m∑
`=1

a` p`,k . (3.94)

Alors, d’après (3.79), (3.91) entraîne

i+ 1 = Valω h0 ≥ 1 + min
k,`∈{1,...,m}

(Valω b` + Valω q`,k) ;

il existe donc au moins un ¯̀∈ {1, . . . ,m} tel que Valω b¯̀≤ i, et on peut appliquer

Ri à ce b¯̀ pour obtenir Valη b¯̀ = Valω b¯̀, et donc Valη b¯̀≤ i. D’après (3.92), cela

entraîne Valη h0 ≤ i + 1, et donc, puisque Valη h ≤ Valη h0 et Valω h = i + 1, on

a bien montré que Valη h ≤ Valω h dans ce cas aussi

Ceci achève de prouver que Ri est vrai pour tout i et donc que, pour tout h ∈ A[ d
dt ],

l’entier Valε h est indépendant de la base ε de Λ1(A) que l’on choisit. On considère dé-

sormais un élément général ξ ∈ Λ(A)[ ddt ]. Pour montrer que Valε ξ est aussi indépendant

de la base ε, ce qui terminera la preuve de la proposition, il suffit de montrer que, étant

donné deux bases ω et η, on a Valη ξ ≥ Valω ξ (η et ω jouant ici des rôles symétriques,

l’inverse aura lieu aussi).

Montrons donc que l’on a Valη ξ ≥ Valω ξ. Pour cela, on écrit, comme en (3.73),

ξ =
∑
λ,q∈N

(ji,ki)∈{1,...,m}×N
(j1,k1)< ··· <(jq ,kq)

hj1,...,jq ,k1,...,kq ,λ,q ω
(k1)
j1

∧ . . . ∧ ω(kq)
jq

d

dt

λ

(3.95)

avec les hj1,...,jq ,k1,...,kq ,λ,q dans A, si bien que, d’après la première partie de la preuve,

on peut noter

Valω hj1,...,jq ,k1,...,kq ,λ,q = Valη hj1,...,jq ,k1,...,kq ,λ,q = Valhj1,...,jq ,k1,...,kq ,λ,q .

Alors, d’après (3.74) et (3.95), on a

Valω ξ = min
λ,q∈N

(ji,ki)∈{1,...,m}×N
(j1,k1)< ··· <(jq ,kq)

(
Val

(
hj1,...,jq ,k1,...,kq ,λ,q

)
+ λ+

q∑
i=1

(1 + ki)

)
.

Par ailleurs, d’après (3.79) et (3.81), valables dans toutes les bases, on a

Valη ξ ≥ min
λ,q∈N

(ji,ki)∈{1,...,m}×N
(j1,k1)< ··· <(jq ,kq)

(
Val
(
hj1,...,jq ,k1,...,kq ,λ,q

)
+ Valη

(
ω

(k1)
j1

∧ . . . ∧ ω(kq)
jq

d

dt

λ
))

.
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Ceci et l’expression de Valω ξ entraînent bien Valη ξ ≥ Valω ξ car, en utilisant (3.83),

(3.81) et le fait que Valωi ≥ 1 dans n’importe quelle base, on obtient

Valη

(
ω

(k1)
j1

∧ . . . ∧ ω(kq)
jq

d

dt

λ
)
≥ λ+

q∑
i=1

(1 + ki). �

3.3.5 Coordonnées adaptées

3.3.5.1 Définition

On va d’abord fixer une notation. Soit

Y = {Y k
j }1≤j≤m,k∈N

un ensemble d’indéterminées, et R[[Y]] l’anneau de séries défini à la section 3.1.2. C’est

l’exemple évoqué pages 71 et 74, et on choisit, comme dans cet exemple, de donner à

chaque variable ykj le poids

π(ykj ) = k + 1 . (3.96)

On note

o : R[[Y]] → N ∪ {∞} (3.97)

l’ordre pondéré (cf. section 3.1.4) sur cet anneau de séries formelles associé au poids

(3.96).

Rappelons (voir section 3.1.5) que, si y = (ykj )1≤j≤m, k∈N est une famille de séries
6 de x, u, u̇... (c’est-à-dire ykj ∈ A pour tout j, k), alors, pour tout h ∈ R[[Y]], on

désigne par h(y) ∈ A la série obtenue en substituant chaque indéterminée ykj par la

série ykj ∈ A. On peut alors définir, à l’aide de la fonction Val : A → N ∪ {∞}, une

fonction Valy : R[[Y]] → N ∪ {∞} par

Valy h = Val
(
h(y)

)
pour tout y ∈ R[[Y]] . (3.98)

Si la famille y forme un système de coordonnées sur A (voir Définition 3.17), il

existe une famille d’éléments de R[[Y]], que l’on peut noter y−1 = (ζα)α∈Υ (l’équation

(3.45) définit l’ensemble Υ), telle que la substitution par y−1 “inverse” la substitution

par y, et vice-versa : h 7→ h(y) définit un isomorphisme de R[[Y]] → A, et g 7→ g(y−1)

6Comme il a été dit dans la note du bas de la page 77, les notations générales de la section 3.1.5,

où les indéterminées n’étaient pas “numérotées” conduiraient à noter yyk
j

les séries de la famille y ; on

utilise ici la notation plus légère ykj .
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l’isomorphisme inverse A → R[[Y]]. Dans cas, Valy vérifie, comme Val, les propriétés

(3.59) et (3.62) à (3.65), ce qui en fait “presque” une valuation sur R[[Y]], et l’on peut

aussi “transporter” l’ordre o, qui est lui-même une valuation sur R[[Y]], en une valuation

sur A définie par oy(g) = o
(
h(y−1)

)
. On va rechercher des coordonnées y telles que

Val coïncide avec cette valuation oy, ou de manière équivalente telles que Valy coïncide

avec o.

Définition 3.31 On dit qu’une famille y = {ykj }1≤j≤m,k∈N est un système de coor-

données adaptées si et seulement si

(i). c’est un système de coordonnées sur A, au sens de la Définition 3.17,

(ii). Valy, défini par (3.98), coïncide avec o,

c’est-à-dire que l’on a o(h) = Val
(
h(y)

)
pour tout h ∈ R[[Y]].

La proposition suivante donne une condition suffisante pour que des coordonnées

soient adaptées. C’est l’outil pratique utile pour construire des coordonnées adaptées

après avoir construit une base. La section suivante explique pourquoi il existe toujours

des coordonnées vérifiant cette condition suffisante, mais leur construction est en général

aisée.

Proposition 3.32 Si y = {ykj }1≤j≤m,k∈N forme un système de coordonnées sur A, et

si, pour tout j ∈ {1, . . . ,m} et k ∈ N, on a

dykj = ω
(k)
j + Ok+2 (3.99)

(c’est-à-dire Val(dykj −ω
(k)
j ) ≥ k+2), alors y est un système de coordonnées adaptées.

Montrons tout d’abord le lemme suivant.

Lemme 3.33 Si y = {ykj }1≤j≤m,k∈N forme un système de coordonnées sur A et vérifie

(3.99) pour tout j, k, alors, pour tout h ∈ R[[Y]] tel que h(0) = 0, Valy(h) = min
1≤j≤m
k∈N

{k+

1 + Valy(
∂h

∂ykj
)}.

Démonstration de la proposition : Si h(0) 6= 0, o(h) et Valy(h) sont tous les deux

nuls. Une récurrence très simple fondée sur le lemme ci-dessus et la proposition 3.9

étend o(h) = Valy(h) à tout h ∈ R[[Y]]. �
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Démonstration du lemme. Définissons des ηj,k ∈ Λ1(A) et des aj,k,i,l ∈ A, pour tout

j et i dans {1, . . . ,m} et tout k et l dans N par :

dykj = ω
(k)
j + ηj,k , ηj,k =

∑
1≤i≤m
l∈N

aj,k,i,lω
(l)
i , (3.100)

avec Val(ηj,k) ≥ k + 2, d’où, pour tous i, j, k, l,

Val(aj,k,i,l) ≥ k + 1− l . (3.101)

Soit maintenant h ∈ R[[Y]], tel que h(0) = 0. D’après (3.39) et (3.100), on a

d (h(y) ) =
∑

1≤j≤m
k∈N

 ∂h

∂ykj
(y) +

∑
1≤i≤m
l∈N

ai,l,j,k
∂h

∂Y l
i

(y)

ω
(k)
j ,

et donc, d’après (3.60),

Valy h = Valh(y) = min
1≤j≤m
k∈N

k + 1 + Val

 ∂h

∂ykj
(y) +

∑
1≤i≤m
l∈N

ai,l,j,k
∂h

∂Y l
i

(y)

 .

(3.102)

Posons

H = min
1≤j≤m
k∈N

{k + 1 + Valy(
∂h

∂ykj
)} = min

1≤j≤m
k∈N

{k + 1 + Val

(
∂h

∂ykj
(y)

)
} .

On doit montrer Valy h = H. D’après (3.62), (3.102) implique clairement que Valy(h) ≥
H. Montrons l’inégalité inverse. Tout d’abord, (3.62), (3.64) et (3.101) entraînent, pour

tous j, k,

Val

 ∑
1≤i≤m
l∈N

ai,l,j,k
∂h

∂Y l
i

(y)

 ≥ min
1≤i≤m
l∈N

l+1−k+Val
(
∂h

∂Y l
i

(y)
)

= −k+H . (3.103)

Considérons maintenant des indices ̄ et k̄ tels que

k̄ + 1 + Val

(
∂h

∂Y k̄
̄

(y)

)
= min

1≤j≤m
k∈N

k + 1 + Val

(
∂h

∂ykj
(y)

)
= H .
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Ceci entraîne, d’après (3.103) (avec k = k̄) et (3.63),

Val

 ∂h

∂Y k̄
̄

(y) +
∑

1≤i≤m
l∈N

ai,l,̄,k̄
∂h

∂Y l
i

(y)

 = Val

(
∂h

∂Y k̄
̄

(y)

)
= H − k̄ − 1 ,

et donc, avec (3.102), Valy h ≤ k̄ + 1 + Val
(

∂h

∂Y k̄̄
(y)
)

= H. �

3.3.5.2 Construction de coordonnées adaptées

Nous allons maintenant voir que ces coordonnées adaptées existent sous les hypo-

thèses faites au début de cette section.

Cette construction se fait en trois étapes : des coordonnées particulières sont construites

dans les deux lemmes suivants (3.34 et 3.35), puis des coordonnées adaptées en sont

déduites dans la Proposition 3.36.

Dans la plupart des cas, les coordonnées x, u, u̇, . . ., ou des coordonnées déduites

aisément des précédentes (prendre quelques contrôles comme états supplémentaires et

leurs dérivées comme contrôles) ont déjà les propriétés du lemme suivant. Par exemple,

dans le cas de la Proposition 3.24, x, u, u̇, . . . convient si σ = 0 : pour les ξkj , 1 ≤ j ≤ m,

0 ≤ k ≤ ρ − 1 prendre les xi, et pour k ≥ ρ, prendre ξkj = u
(k−ρ)
j , et si σ > 0, il

suffit de prendre σ contrôles comme nouveaux états pour se ramener au cas σ = 0.

Le lemme suivant donne ces coordonnées généralement, à partir d’une base du module

des différentielles. Noter qu’entre autre, les propriétés de ces coordonnées sont telles que

X = (ξkj )1≤j≤m
0≤k≤K−1

peut être pris comme état et (ξK1 , . . . , ξ
K
m) comme contrôle c’est-à-dire

que le système de contrôle s’écrit Ẋ = F (X,U).

Lemme 3.34 Si Λ1(A) est un A[ ddt ]-module libre de base {ωj}1≤j≤m, alors il existe

K ∈ N et {ξkj }1≤j≤m,k∈N des coordonnées de A telles que

– Pour tout k ∈ {0, . . . ,K − 1}, ξ̇kj est fonction des {ξkj }1≤j≤m
0≤k≤K

seulement,
et pour tout entier p ≥ K,

– on a la relation ξp+1
j = ξ̇pj ,

– {ω(k)
j }1≤j≤m

0≤k≤p
est une base du sous-A-module de Λ1(A) engendré par {dξkj }1≤j≤m

0≤k≤p
.

Démonstration du lemme 3.34 : {ω(k)
j }1≤j≤m

k∈N
est une base de Λ1(A) sur A donc

{ω(k1)
j1

∧ ω
(k2)
j2

}(j1,k1),(j2,,k2)∈{1,...,m}×N
(j1,k1)<(j2,,k2)

est une base de Λ2(A) sur A, donc pour tout



106 Filtration des équations de la platitude

j ∈ {1, . . . ,m},

dωj =
∑

(j1,k1),(j2,,k2)∈{1,...,m}×{0,...,L}
(j1,k1)<(j2,,k2)

aj,j1,j2,k1,k2 ω
(k1)
j1

∧ ω(k2)
j2

.

On appelle L l’entier défini par L = max{{k1|aj,j1,j2,k1,k2 6= 0}, {k2|aj,j1,j2,k1,k2 6= 0}}.
En appliquant 2L fois d

dt à l’expression ci-dessus de dωj , on obtient

dω(2L)
j =

∑
(j1,k1),(j2,,k2)∈{1,...,m}×N,

(j1,k1)<(j2,,k2),
q∈{0,...,2L}

(
2L
q

)
a

(2L−q)
j,j1,j2,k1,k2

q∑
r=0

(
q
r

)
ω

(k1+r)
j1

∧ ω(k2+q−r)
j2

.

Si r ≤ L, alors k1 + r ≤ 2L et si r > L, alors k2 + q − r ≤ 2L, ainsi dΩ(2L)
j congrue

à 0 modulo {ω(k)
j }1≤j≤m

0≤k≤2L
. On obtient par intégration que pour tout j ∈ {1, . . . ,m} et

tout k ∈ {0, . . . , 2L}, dΩ(k)
j congrue à 0 modulo {ω(k)

j }1≤j≤m
0≤k≤2L

. On peut alors appliquer

le théorème de Frobenius pour K = 2L à {ω(k)
j }1≤j≤m

0≤k≤K
, il existe donc {ξkj }1≤j≤m,k∈N

un système de coordonnées de A tel que {dξkj }1≤j≤m
0≤k≤K

et {ω(k)
j }1≤j≤m

0≤k≤K
sont deux bases

du même sous-A-module de Λ1(A). Nous pourrions appliquer le théorème de Frobenius

pour tout p ≥ K pour obtenir le premier point, cependant, construisons plutôt les

coordonnées de façon à obtenir le deuxième point du lemme, le premier point du lemme

sera alors obtenu de façon évidente. Considérons maintenant le module engendré par

{{dξkj }1≤j≤m
0≤k≤K

, {dξ̇kj }1≤j≤m,
0≤k≤K

}, une base naturelle de ce module est d’après ce qui précède

{ω(k)
j }1≤j≤m

0≤k≤K+1
, on peut donc extraire m formes indépendantes parmi les {dξ̇kj }1≤j≤m

0≤k≤K
telles que ces m formes plus les {dξkj }1≤j≤m

0≤k≤K
en forment une base. Considérons, quitte à

changer les indices, que cesm formes sont {dξ̇Kj }1≤j≤m. Il ne reste qu’à poser ξK+1
j = ξ̇Kj

pour j ∈ {1, . . . ,m} et nous obtenons le deuxième point pour p = K. Montrons dans le

cas p ≥ K la propriété par récurrence. Soit Ri la propriété de récurrence sur i suivante.

Ri : { Pour tout j ∈ {1, . . . ,m}, ξK+1+i
j = ξ̇K+i

j .

{dξkj }1≤j≤m
0≤k≤K+i

et {ω(k)
j }1≤j≤m

0≤k≤K+i
sont deux bases du même sous-A-module de Λ1(A)

et seuls les dξK+i
j dépendent des ω(K+i)

j . }
R0 : vrai d’après ce qui précède. Soit i ∈ N, supposons Ri vérifiée. En différentiant

les relations entre les ξkj et les ω(k)
j , on obtient que {{dξkj }1≤j≤m

0≤k≤K+i
, {dξ̇kj }1≤j≤m

0≤k≤K+i
}

génère le même module que {ω(k)
j }1≤j≤m

0≤k≤K+i+1
. Or {ω(k)

j }1≤j≤m
0≤k≤K+i+1

forme une base,
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donc on peut extraire m éléments de {dξ̇kj }1≤j≤m
0≤k≤K+i

tels que ces m formes plus les

{dξkj }1≤j≤m
0≤k≤K+i

forment une base. Comme seuls les dξK+i
j dépendent des ω(K+i)

j , ces m

formes extraites sont les dξ̇K+i
j , en posant ξK+i+1

j = ξ̇K+i
j on obtient Ri+1. Par principe

de récurrence, le lemme est vrai �

Le lemme suivant est un corollaire du lemme précédent.

Lemme 3.35 Si Λ1(A) est un A[ ddt ]-module libre de base {ωj}1≤j≤m, alors il existe

K ∈ N et des coordonnées {zkj }1≤j≤m
k∈N

de A telles que :

– Pour tout k ≥ K, żkj = zk+1
j .

– Pour tout k ∈ {0, . . . ,K − 1}, żkj est fonction des {zkj }1≤j≤m
0≤k≤K

seulement.
– Pour tout k ∈ N,

dzkj = ω
(k)
j +

∑
1≤j′≤m
k′∈N

aj,k,j′,k′ω
(k′)
j′ , (3.104)

avec Val(aj,k,j′,k′) ≥ 1.

Démonstration du lemme 3.35 : On utilise tout d’abord le lemme 3.34 et on effectue

une transformation linéaire à coefficients constants aux {ξkj }1≤j≤m
0≤k≤K

pour obtenir les

{zkj }1≤j≤m
0≤k≤K

: pour

ω
(k)
j =

∑
1≤j′≤m
k′∈N

αj,k,j′,k′dξ
k′
j′ , (3.105)

la somme étant finie. On pose

zkj =
∑

1≤j′≤m
k′≤K

αj,k,j′,k′(0)ξk
′
j′ . (3.106)

Le premier point du lemme 3.34 nous assure que la matrice des αj,k,j′,k′(0) est de rang

plein. On pose de plus pour k ≥ K, zk+1
j = żkj . Ainsi les zkj forment bien un système de

coordonnées de A. Les trois points du lemme viennent alors aisément. Le premier point

est obtenu par construction des zkj pour k ≥ K. Les zkj pour k ≤ K − 1 sont dans le

module engendré par les ξkj pour k ≤ K, donc en ré-exprimant les ξkj en fonction des zkj
on obtient le deuxième point. Pour obtenir le troisième point il suffit alors de différentier

(3.106), dzkj =
∑

1≤j′≤m
k′≤K

αj,k,j′,k′(0)dξk
′
j′ . Or pour k ≤ K, ω

(k)
j =

∑
1≤j′≤m
k′≤K

αj,k,j′,k′dξ
k′
j′ , donc
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ω
(k)
j = dzkj +

∑
1≤j′≤m
k′∈N

bj,k,j′,k′dξ
k′
j′ , avec Val(bj,k,j′,k′) ≥ 1. Il suffit alors de remplacer les

dξkj par leur expression en fonction des ω(k)
j pour obtenir le troisième point pour k ≤ K.

Un simple calcul (en utilisant le lemme 3.66 appliqué aux aj,k,j′,k′) permet de conclure

la démonstration pour k ≥ K + 1 �

La proposition suivante donne une construction de coordonnées qui vérifient les

conditions de la Proposition 3.32, et sont donc des coordonnées adaptées.

Proposition 3.36 Si Λ1(A) est un un A[ ddt ]-module libre, il existe des coordonnées

{ykj }1≤j≤m,k∈N de A qui vérifient les conditions de la Proposition 3.32.

Démonstration : On va d’abord construire les ykj de proche en proche pour k croissant

de 0 à K − 1. Précisément, démontrons la propriété Rq suivante pour 1 ≤ q ≤ K :

Rq :



Il existe des coordonnées {{ykj }1≤j≤m
0≤k≤q−1

, {zkj }1≤j≤m
k≥q

} sur A telles que

tous les ykj , pour k ∈ {0, . . . , q − 1}, vérifient (3.99) et

(3.104) est vérifiée pour tout k ≥ q, et

Val(zkj ) ≥ q + 1 pour tout k ∈ {q, . . . ,K} .

On part des coordonnées (zkj ) qui satisfont les trois propriétés de la conclusion du

Lemme 3.35. Si l’on prend y0
j = z0

j et que l’on ne modifie pas les autres zkj , R1 est

satisfaite ; en particulier, les y0
j satisfont (3.99) pour k = 0 car, dans (3.104), la somme

est bien de valuation supérieure ou égale à deux.

Supposons maintenant que Rq est vraie pour un entier q ∈ {1, . . . ,K − 1}, et

établissons Rq+1. On montre tout d’abord que Rq entraîne la propriété suivante, où

η(0) = 0 pour η ∈ Λ1(A) signifie que, dans une décomposition sur une base de Λ1(A)

en tant que A-module, tous les coefficients sont des séries non inversibles :

pour tout η ∈ Λ1(A) tel que η(0) = 0 et Val(η) ≥ q + 1 et Val(dη) ≥ q + 2 ,

il existe p, un polynôme homogène (au sens de la section 3.1.4.2,

avec les poids (3.96)) de degré q + 1

en les variables {ykj }1≤j≤m
0≤k≤q−1

seulement, tel que η = dp+Oq+2 .

(3.107)

En effet, puisque les éléments ci-dessus forment des coordonnées, leurs différentielles
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forment une base de Λ1(A) comme A-module, si bien que l’on peut écrire

η =
∑

1≤j′≤m
0≤k′≤q−1

µj′,k′ dy
k′
j′ +

∑
1≤j′≤m
k′≥q

νj′,k′ dz
k′
j′ .

Chaque νj′,k′ est de valuation au moins 1 (car non inversible), et Val(dzk
′
j′ ) ≥ q + 1,

donc chaque terme de la seconde somme, et donc cette somme (finie) elle-même, est

de valuation au moins q + 2 donc cette seconde somme rentre dans le Oq+2. Dans

la première, chaque µj′,k′ ∈ A peut s’écrire, après substitution, comme une série en un

nombre fini de variables parmi {{ykj }1≤j≤m
0≤k≤q−1

, {zkj }1≤j≤m
k≥q

}, et l’on peut décomposer cette

série en deux parties : µj′,k′ = µ0
j′,k′ + µ1

j′,k′ où µ0
j′,k′ contient tous les monômes qui ne

contiennent que les ykj , et µ1
j′,k′ tous les autres ; on peut clairement mettre au moins un

zkj en facteur dans chaque monôme de µ1
j′,k′ et finalement écrire µ1

j′,k′ =
∑
finie

zkj s
k
j avec

les skj des séries, et donc, comme Val zkj ≥ q+ 1, on a Valµ1
j′,k′ ≥ q+ 1, et cela entraîne

finalement, comme Val yk
′
j′ ≥ 1, que la contribution des µ1

j′,k′ à la première somme est

de valuation au moins q + 2. Finalement, on peut écrire µ0
j′,k′ = µ00

j′,k′ + µ01
j′,k′ , où µ00

j′,k′

contient les monômes de degré (pondéré) ≤ q + 1 et µ01
j′,k′ ceux de degré (pondéré)

≥ q + 2, et le contribution des µ01
j′,k′ à la première somme est donc aussi de valuation

au moins q + 2. Ceci entraîne

η =
∑

1≤j′≤m
0≤k′≤q−1

µ00
j′,k′ dy

k′
j′ + Oq+2 ,

où chaque µ00
j′,k′ est un polynôme en les variables {ykj }1≤j≤m

0≤k≤q−1
, homogène de degré q+1.

L’hypothèse implique ∑
1≤j′≤m

0≤k′≤q−1

dµ0,0
j′,k′ ∧ dy

k′
j′ = Oq+2

mais avec ces coordonnées, cette différentielle est soit nulle soit homogène de degré

q+1, elle est donc nulle, et le lemme de Poincaré parmi les polynômes homogènes (voir

section 3.1.4.5) donne alors l’existence d’un polynôme p tel que dp =
∑
µ00
j′,k′ dy

k′
j′ , et

finalement qui vérifie la propriété demandée en (3.107).

Utilisons maintenant (3.107) pour prouver Rq+1. Dans (3.104) (pour k = q), la

différentielle extérieure du membre de gauche est nulle et dω(q)
j ≥ q + 2 (d’après (3.84)

et le fait que Val dωj ≥ 2), donc la différentielle extérieure de la somme est de valuation

au moins q+ 2, si bien que toutes les conditions de la propriété (3.107) sont satisfaites,
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et qu’il existe donc un polynôme pj en les variables yk′j′ tel que dzqj = ω
(q)
j +dpj +Oq+2.

Prenons yqj
∆= zqj −pj ; la propriété (3.99) se lit sur la relation précédente, et l’on obtient

bien des coordonnées en remplaçant zqj par cet yqj car les pj ne dépendent d’aucun zqj .

On a construit les ykj demandés dans Rq+1 ; il reste à modifier les zkj pour q+1 ≤ k ≥ K.

Ceux hérités deRq satisfont toujours (3.104), mais seulement Val(zkj ) ≥ q+1 ; modifions-

les pour obtenir q + 2. Prenons la différentielle extérieure de chaque membre dans

(3.104), pour k ≥ q + 1 : celle du membre de gauche est nulle, et comme noté plus

haut dω(k)
j ≥ k+2 ≥ q+2, donc la valuation de la différentielle extérieure de la somme

est au moins égale à q + 2 ; on peut, comme plus haut, appliquer la propriété (3.107)

à cette somme, ce qui donne un polynôme pj , k tel que dzkj = ω
(k)
j + dpj,k +Oq+2. On

remplace zkj par zkj − pj,k.

La propriété Rq est vraie pour tout q ∈ {0, . . . ,K}, et en particulier pour q = K.

On termine en définissant les ykj pour k ≥ K + 1 par ykj = d
dt

k−K • yKj . Il est aisé que

ceci fait des ykj des coordonnées, comme les zkj , et que la propriété (3.99) se propage. �

3.3.5.3 La fonction Val est bien une valuation sur A, et sur A[ ddt ].

Concernant la fonction Val, la propriété multiplicative établie jusqu’ici est seulement

l’inégalité (3.64). L’existence de coordonnées adaptées permet de prouver aisément l’on

a en fait, pour tout p, q ∈ A[ ddt ], l’égalité suivante, qui fait bien de Val une valuation :

Val(pq) = Val p + Val q . (3.108)

Proposition 3.37 L’application Val : A[ ddt ] → N ∪ {+∞} définit une valuation sur

l’anneau A[ ddt ], et donc a fortiori sur son sous-anneau A.

Démonstration : Soit y un système de coordonnées adaptées (voir Définition 3.31).

D’une part, h 7→ h(y) est un isomorphisme de R-algèbre R[[Y]] → A. D’autre part cet

isomorphisme envoie o, qui coïncide avec Valy, sur Val. On a vu (cf. (3.26)) que o est

une valuation sur R[[Y]], donc Val est une valuation sur A, ce qui prouve (3.108) quand

p et q sont dans A. S’ils sont dans A[ ddt ], soit

p =
K∑
k=0

pk
d

dt

k

, q =
J∑
j=0

pj
d

dt

j

,

avec pk ∈ A et qj ∈ A. Soit K̄ le plus grand des entiers k tels que k + Val pk = Val p,

et ̄ le plus grand j tel que j + Val qj = Val q. On peut écrire p = p′ + p′′, où p′ ne
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comprend que les termes pour 0 ≤ k ≤ K̄ et p′′ les autres, et de même q = q′ + q′′.

Alors pq = p′q′+p′q′′+p′′q′+p′′q′′. Par définition, on a Val p′′ > Val p et Val q′′ > Val q.

D’après (3.79) et (3.81), ceci entraîne Val (p′q′′ + p′′q′ + p′′q′′) > Val p + Val q. Pour

établir (3.108), il suffit donc, d’après (3.80), de montrer que Val (p′q′) = Val p+Val q. La

relation (3.81) implique évidemment Val (p′q′) ≥ Val p+Val q ; inversement, le terme de

degré K̄+ ̄ (en d
dt) dans p′q′ est pK̄q̄

d
dt

K̄+̄, ce qui entraîne, puisque K̄+Val pK̄ = Val p

et ̄+ Val q̄ = Val q, en utilisant (3.75), l’inégalité Val (p′q′) ≤ Val p+ Val q. �

3.3.6 Filtration

On va utiliser la valuation définie jusque là pour filtrer chaque7 Λr(A) ou chaque

Λr(A)[ ddt ] définis aux sections 3.2.3 et 3.2.4. Dans la suite, r = 0, 1, 2 sont les seuls cas

qui nous intéresseront. Pour r ≥ 1, il n’y a pas de loi multiplicative interne à Λr(A)

ou Λr(A)[ ddt ] mais seulement une structure de module sur A[ ddt ], en prenant pour loi

externe la composition des opérateurs dans le cas de Λr(A)[ ddt ], et l’“application” des

opérateurs (la loi •, comme en (3.53)) dans le cas de Λr(A) (ceci en plus de la structure

évidente de module sur A).

Pour tous entiers r et k,

(Λr(A))k = {g ∈ Λr(A)/Val g ≥ k}

et
(

Λr(A)[
d

dt
]
)
k

= {g ∈ Λr(A)[
d

dt
]/Val g ≥ k}

(3.109)

sont, d’après (3.81), des sous-A[ ddt ]-module de Λr(A) et Λr(A)[ ddt ] respectivement. On

obtient alors une filtration de Λr(A)[ ddt ] et de Λr(A) :

Λr(A) = (Λr(A))0 ⊃ (Λr(A))1 ⊃ · · · ⊃ (Λr(A))k ⊃ · · · , (3.110)

Λr(A)[ ddt ] =
(
Λr(A)[ ddt ]

)
0
⊃
(
Λr(A)[ ddt ]

)
1
⊃ · · · ⊃

(
Λr(A)[ ddt ]

)
k
⊃ · · · . (3.111)

7On pourrait aussi filtrer Λ(A)[ d
dt

] et considérer, pour tout k ∈ N,

Λ(A)[
d

dt
]k = {g ∈ Λ(A)[

d

dt
]/ Val g ≥ k} .

La propriété multiplicative (3.81) de Val fait de chaque Λ(A)[ d
dt

]k un idéal (à gauche et à droite) de

Λ(A)[ d
dt

]. On obtient une filtration de Λ(A)[ d
dt

] :

Λ(A)[
d

dt
] = Λ(A)[

d

dt
]0 ⊃ Λ(A)[

d

dt
]1 ⊃ . . . ⊃ Λ(A)[

d

dt
]k ⊃ . . . ,

qui “épuise” bien l’anneau, c’est-à-dire que l’intersection de tous les Λ(A)[ d
dt

]k est réduite à 0.

Ceci dit, l’algèbre Λ(A)[ d
dt

] est bien grande et bien abstraite : les formes différentielles non homogènes

ne sont qu’une commodité d’écriture, et il est plus intéressant d’étudier chaque Λr(A)[ d
dt

] séparément.
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On vient d’établir à la section précédente l’existence –et un moyen de construction–

de systèmes de coordonnées adaptées pour la valuation Val. Ces coordonnées établissent

un isomorphisme entreA et k[[Y]] (cf. le début de la section 3.3.5) qui envoie la valuation

Val sur la valuation o (voir Définition 3.31). Cet isomorphisme envoie donc la filtration

(3.109) sur la filtration (3.38) (qui se ramène à (3.35) si r = 0) :

Λr(R[[Y]]) = (Λr(R[[Y]]))0 ⊃ (Λr(R[[Y]]))1 ⊃ · · · ⊃ (Λr(R[[Y]]))k ⊃ · · · ,

et induit donc un isomorphisme de R-espaces vectoriels entre les quotients

Λr(A)/ (Λr(A))k+1 et Λr(R[[Y]])/ (Λr(R[[Y]]))k+1 .

Ceci entraîne en particulier la propriété suivante :

Proposition 3.38 Pour tout k ∈ N et tout r ∈ N, les quotients

Λr(A)/ (Λr(A))k+1 et Λr(A)[
d

dt
]
/(

Λr(A)[
d

dt
]
)
k+1

(3.112)

sont des R-espaces vectoriels de dimension finie. On note respectivement ℵ0(r, k) et

ℵ(r, k) leurs dimensions. Pour tout r, k, on a la relation :

ℵ(r, k) =
k∑
`=0

ℵ0(r, `) . (3.113)

Démonstration : On déduit de (3.78) que Λr(A)[ ddt ]
/

Λr(A)[ ddt ]k+1 est isomorphe, en

tant que R-espace vectoriel, à

k⊕
`=0

Λr(A)/ (Λr(A))`+1 .

Sous réserve que chaque Λr(A)/ (Λr(A))`+1 soit de dimension finie, cela prouve que

Λr(A)[ ddt ]
/

Λr(A)[ ddt ]k+1 l’est aussi, et que sa dimension est donnée par (3.113).

D’après les remarques qui précèdent la proposition, en utilisant un quelconque sys-

tème de coordonnées adaptées, chaque Λr(A)/ (Λr(A))k+1 est isomorphe, en tant que

R-espace vectoriel, à Λr(R[[Y]])
/

Λr(R[[Y]])k+1, lui-même isomorphe, d’après la Pro-

position 3.15, à
k⊕
i=0

(Λr(R[Y]))[i] .
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Comme chaque Λr(R[Y])[i] est un espace vectoriel de dimension finie, dont la dimension

est donnée en (3.30)-(3.31), ceci permet de conclure. �

Notons que les filtrations (3.110) et (3.111), ainsi que les quotients (3.112), sont

définis indépendamment des coordonnées adaptées, et leur dimension est bien définie

aussi, indépendamment du choix des coordonnées adaptées, mais il n’y pas, en revanche,

de notion de “polynôme homogène” au sens de Val. Le cas de la valuation o sur R[[Y]]

(ou Λr(R[[Y]])[ ddt ]) est plus simple : chaque élément du quotient R[[Y]]/R[[Y]]k+1 est

représenté de manière canonique par un élément particulier de sa classe : un unique po-

lynôme de “degré” (au sens du poids (3.96)) inférieur ou égal à k, ou en d’autres termes

R[[Y]]/R[[Y]]k+1 est canoniquement isomorphe à
⊕k

i=0 R[Y][i], qui est naturellement

une partie de R[[Y]]. On a remarqué dans la démonstration ci-dessus que chaque quo-

tient A/A[k+1] est aussi isomorphe à
⊕k

i=0 R[Y][i], mais cet isomorphisme dépend du

choix des coordonnées adaptées, et les coordonnées adaptées permettent aussi d’envoyer⊕k
i=0 R[Y][i] sur une partie de A qui dépend aussi du choix des coordonnées adaptées ;

autrement dit, pour g ∈ A, il n’y a pas d’élément de A privilégié parmi tous ceux qui ne

différent de g que par un élément de valuation strictement plus grande que k. Les coor-

données adaptées sont tout de même d’un grand secours pour faire des calculs, ou pour

prouver des propriétés comme la suivante, qui est une conséquence du Corollaire 3.14.

Proposition 3.39 Soient r et k des entiers positifs et ω ∈ Λr(A)[ ddt ] (resp ω ∈ Λr(A))

tel que

dω = Ok+1 . (3.114)

Alors il existe η ∈ Λr−1(A)[ ddt ] (resp. η ∈ Λr−1(A)) tel que

ω = dη + Ok+1 . (3.115)

Démonstration : pour le cas ω ∈ Λr(A), ceci est une conséquence directe du Corol-

laire 3.14 et du fait que l’isomorphisme induit par les coordonnées adaptées envoie d

sur d et Val sur o. Pour le cas ω ∈ Λr(A)[ ddt ], si

ω =
L∑
`=0

ω`
d

dt

`

,

il suffit d’appliquer le cas précédent à chaque ω` ∈ Λr(A). �
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3.4 Application aux équations de la platitude d’un système

de contrôle

3.4.1 Platitude des systèmes de contrôle, formulation du problème

Les systèmes “différentiellement plats” ont été introduits dans [12], et les auteurs

même de ce papier ont remarqué ensuite que le problème de la caractérisation de cette

propriété, pour des systèmes d’équations différentielles sous-déterminés, avait été posé

dès le début du vingtième siècle.

On prendra la définition suivante, qui est équivalente, via un théorème d’inversion

locale, à la définition classique. Voir plus de détails dans [50, §7,Théorème 5] (dans cette

référence, on utilise des fonctions C∞ plutôt que des séries, et par “dynamic linearizable”,

il faut entendre plat).

Définition 3.40 On dira qu’un système (3.42)-(3.44) est plat si et seulement si il existe

des éléments h1, . . . , hm de A tels que {dh1, . . . , dhm} soit une base de Λ1(A), en tant

que A[ ddt ]-module.

Ceci est bien sûr une version locale et formelle (on ne dit rien de la convergence des

séries h1, . . . , hm).

Notons que, d’après cette définition, il est évident que la liberté du A[ ddt ]-module

Λ1(A) est une condition nécessaire pour la platitude de (3.42)-(3.44). Ceci légitime la

seconde hypothèse faite au chapitre précédent, section 3.3.1.

Dans le cas m = 1 (systèmes à entrée scalaire), les bases ont un seul élément.

Soit {ω} une base. On a déjà noté (fin de la section 3.3.1), que toutes les autres bases

s’écrivent {λω}, λ ∈ A, λ(0) 6= 0. Le système est donc plat si et seulement si il existe

un h ∈ A et un λ ∈ A, λ(0) 6= 0, tels que dh = λω. Le théorème de Frobenius nous dit

qu’il existe ce λ et ce h si et seulement si dω∧ω = 0. Comme ω peut être construit très

explicitement, cela donne une caractérisation aisée de la platitude pour les systèmes à

une seule entrée.

Le cas à une seule entrée est de fait bien connu, voir [7], et aussi [6] dans un langage

différent.

Dans le cas m ≥ 2, en revanche, il est très difficile de décider en général si un

système est plat ou non. Citons quelques travaux dans ce sens. Les systèmes à deux
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contrôles, linéaires par rapport aux contrôles (en dehors de certaines singularités), sont

aussi traités dans [6], comme remarqué dans [40]. On y trouve un condition pour que ces

systèmes soient plats, et les systèmes de cette classe ne satisfaisant pas cette condition

ne sont pas plats. En dehors de ce cas, on peut trouver dans la littérature des travaux qui

donnent des classes de systèmes plats, en construisant explicitement, pour ces systèmes,

les fonctions h1, . . . , hm. Face à un système pour lequel on ne sait pas construire ces

fonctions, il est difficile de démontrer qu’il n’est pas plat. Une condition nécessaire

générale (“critère de surface réglée”) est connue, mais elle est loin d’être suffisante : elle

est satisfaite par de nombreux systèmes dont on ne sait prouver si ils sont plats ; notons

tout de même que les systèmes ne satisfaisant pas cette condition sont génériques. Pour

un système qui satisfait cette condition, on peut en principe décider par un processus

fini si il existe des hi satisfaisant aux conditions et dépendant d’un nombre fini de

variable fixé à l’avance, mais en l’absence d’une borne a priori sur le nombre de variables

nécessaires, cela est insuffisant pour montrer qu’un système n’est pas plat.

Pour une bibliographie plus complète, voir [50], ou [39], ou aussi [32].

3.4.2 Réécriture du problème

La proposition suivante est la Proposition 3 de [1, §4] (où, à nouveau, on utilise des

fonctions C∞ plutôt que des séries, et par “linearizing Pfaffian system”, il faut entendre

base de Λ1(A)). On note par • la version matricielle de la loi “externe” décrite à la

section 3.2.2, qui consiste donc à appliquer les opérateurs différentiels qui constituent

la matrice P aux éléments du vecteur colonne Ω, qui sont des formes.

Proposition 3.41 Soit Ω une base de Λ1(A), supposé libre. (3.42)-(3.44) est plat si et

seulement si il existe P ∈ A[ ddt ]
m×m inversible dans A[ ddt ]

m×m et tel que

d(P • Ω) = 0 . (3.116)

Le démonstration de ceci tient dans le fait qu’étant donnée une base de Λ1(A), on

obtient toutes le autres en lui appliquant tous les opérateurs inversibles P .

Le seconde équation de (3.116) peut se réécrire

dP • Ω + P • dΩ = 0

ce qui implique, P étant inversible,

dΩ = −P−1 • (dP • Ω) =
(
−P−1 ∧ dP

)
• Ω.
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Si (3.116) est vérifié, il existe donc une matrice Π ∈
(
Λ1(A)[ ddt ]

)m×m telle que

dΩ = Π • Ω : elle est donnée par

Π = −P−1 ∧ dP, (3.117)

et en différentiant ceci, on obtient dΠ = −dP−1 ∧ dP , or dP−1 = −P−1 ∧ dP ∧ P−1,

d’où dΠ = Π ∧Π.

Comme (3.117) est équivalent, si P est inversible, à dP + P ∧ Π = 0, on a montré

la proposition suivante, que l’on trouve aussi, avec des notations différentes, dans [8] :

Proposition 3.42 Soit Ω une base de Λ1(A), supposé libre. (3.42)-(3.44) est plat si et

seulement si il existe Π ∈
(
Λ1(A)[ ddt ]

)m×m qui

(i). satisfasse les équations suivantes :

dΩ − Π • Ω = 0 , (3.118)

dΠ − Π ∧Π = 0 , (3.119)

et

(ii). soit telle qu’il existe P ∈
(
A[ ddt ]

)m×m inversible dans
(
A[ ddt ]

)m×m et vérifiant

dP + P ∧Π = 0.

3.4.3 Condition nécessaire : système d’équations sur Π

La condition 2 de la proposition 3.42 est difficile à vérifier à plus d’un titre. D’une

part, il est difficile de caractériser les opérateurs P ∈
(
A[ ddt ]

)m×m qui sont inversibles

dans
(
A[ ddt ]

)m×m. D’autre part, il est encore moins aisé de traduire cette inversibilité

en une condition sur l’opérateur Π qui donne naissance à P . Ce problème est étudié

dans l’article récent [8].

Dans ce qui suit, nous allons mettre de côté la seconde condition de la Proposition

3.42, c’est-à-dire l’équation (3.117), pour étudier seulement la condition 1, et tenter de

caractériser l’existence d’une solution Π au système d’équations (3.118)-(3.119).

Cette existence n’est, répétons le, qu’une condition nécessaire pour la platitude. Il

se pourrait bien sûr que cette condition nécessaire soit inopérante, c’est-à-dire que le

système d’équations (3.118)-(3.119) ait une solution Π quel que soit le système (3.42)-

(3.44) considéré. Nous allons donner au moins un exemple qui montre que cette condition

nécessaire peut ne pas être satisfaite. Dans cet exemple, nous aurons besoin du lemme

suivant, qui concerne une version “scalaire” de (3.119).
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Lemme 3.43 Si π ∈ Λ1(A)[ ddt ] vérifie dπ − π ∧ π = 0, alors π est de degré au plus 1

par rapport à d
dt , c’est-à-dire qu’il s’écrit π = π0 + π1

d
dt avec π0 et π1 dans Λ1(A).

Démonstration : Soit π =
∑J

j=0 πj
d
dt

j . Supposons J ≥ 2. Le coefficient de d
dt

2J dans

dπ − π ∧ π est −πJ ∧ πJ , qui est automatiquement nul, mais, comme 2J − 1 > J , le

coefficient de d
dt

2J−1 est égal à −πJ ∧ π̇J , et l’on a donc πJ ∧ π̇J = 0. Ceci entraîne

πJ = 0 car Λ1(A) est libre8. �

Exemple. Pour des systèmes à une entrée scalaire (m = 1), une base de Λ1(A)

est constituée d’un seul élément ω (voir section 3.4.1), et les équations (3.118)-(3.119)

sont scalaires : Π est une matrice 1 × 1, c’est-à-dire un élément de Λ1(A)[ ddt ] que l’on

note simplement π. Alors (3.119) entraîne, au vu du lemme ci-dessus, que π s’écrit

π = π0 + π1
d
dt avec π0 et π1 dans Λ1(A), et (3.118) s’écrit dω = π0 ∧ω+ π1 ∧ ω̇, si bien

que l’existence d’un π solution de (3.118)-(3.119) entraîne dω ∧ω ∧ ω̇ = 0. Il suffit donc

de donner un exemple de système pour lequel dω ∧ ω ∧ ω̇ n’est pas nul. C’est le cas de

ẋ1 = x2 + 1
2 u

2

ẋ2 = x3

ẋ3 = u

(n = 3, m = 1). On prend comme base

ω = dx1 + u̇dx2 − udx3 . (3.120)

Alors

ω̇ = (1 + x2
(4)) dx2 , ω̈ = u(3) dx2 + (1 + ü) dx3 ,

ce qui permet de vérifier que ω engendre Λ1(A) en exprimant dx1, dx2 et dx3 comme

des combinaisons linéaires de ω, ω̇ et ω̈ à coefficients dans A, et

dω = du̇ ∧ dx2 − du ∧ dx3 ,

dω ∧ ω ∧ ω̇ = − (1 + ü) du ∧ dx3 ∧ dx1 ∧ dx2 ,
(3.121)

qui est clairement une 4-forme non nulle.

8Si la forme πJ ne s’annule pas en zéro, ceci entraîne qu’il existe λ ∈ A tel que π̇J = λπJ et donc

πJ est un élément de torsion car ( d
dt
− λ) • πJ = 0. Si la forme πJ s’annule en zéro, ce raisonnement ne

fonctionne plus, mais on peut tout de même montrer que πJ ∧ π̇J = 0 entraîne πJ = 0 en décomposant

πJ sur une base.
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Nature du système d’équations sur Π . Détaillons les équations (3.118)-(3.119).

Ω est un vecteur colonnes de formes ω1, . . . , ωm qui ont été construites explicitement,

et forment une base de Λ1(A). Π ∈
(
Λ1(A)[ ddt ]

)m×m est l’inconnue ; pour mieux com-

prendre les équations, ramenons Π à une famille de fonctions (c’est-à-dire d’éléments

de A) qui le définissent. En appelant J le plus grand exposant de d
dt qui figure dans les

éléments de Π, cette matrice s’écrit :

Π =



J∑
j=0

π1,1,j
d
dt

j · · ·
J∑
j=0

π1,m,j
d
dt

j

...
...

J∑
j=0

πm,1,j
d
dt

j · · ·
J∑
j=0

πm,m,j
d
dt

j


, (3.122)

et on peut aussi décomposer chaque forme πp,q,j ∈ Λ(A) sur la base {ω1, . . . , ωm} et

écrire, pour tout (p, q, j) ∈ {1, . . . ,m}2 × {0, . . . , J}, K étant un entier qui dépend de

Π,

πp,q,j =
m∑
i=1

K∑
k=0

ap,q,j,i,k ω
(k)
i (3.123)

avec ap,q,j,i,k ∈ A pour tout p, q, j, i, k.

On peut alors voir les équations (3.118)-(3.119) comme des relations sur la collection

de fonctions ap,q,j,i,k. L’équation (3.118) est simplement une équation non différentielle

(linéaire) sur ces fonctions, tandis que (3.119) est une équation différentielle d’ordre

J sur ces mêmes fonctions. Comme J n’est pas fixé a priori, (3.118)-(3.119) est un

système d’EDP d’un ordre qui n’est pas fixé à l’avance, et de plus le nombre de fonctions

inconnues n’est pas non plus majoré à l’avance.

Si l’on fixe J et K a priori, de manière arbitraire, (3.118)-(3.119) se traduit par un

système d’EDP “classique”, dont on peut en principe décider si il a des solutions ou non.

Le difficulté est alors que, si le système n’admet pas de solutions pour certaines valeurs

de J et K, il faut passer à des valeurs supérieures.

Il est donc tentant d’analyser (3.118)-(3.119) sans préjuger de la valeur de ces entiers,

et c’est le but de la présente note. Comme on l’a remarqué, ceci conduit à un système

d’EDP d’ordre potentiellement infini en un nombre de fonctions potentiellement infini.

Cessons donc d’exiger que le nombre de variables ou de fonctions soit fini, et ob-

servons naïvement la situation. Il suffit de remplacer les entiers K et J par +∞, et de

chercher les ap,q,j,i,k non pas dans A, mais dans ce que l’on a noté R[[[Υ]]] à la section
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3.1.2.2. Rappelons que Υ est défini en (3.45), et qu’un élément de R[[[Υ]]] est une sé-

rie “très formelle” en l’infinité de variables x, u, u̇, . . ., alors que l’on demande à chaque

élément de A = R[[Υ]] de ne faire intervenir que des monômes en un nombre fini de

variables prises parmi x, u, u̇, . . ..

On a vu que la multiplication de deux séries très formelles ne pose pas de problème

particulier puisque le coefficient de chaque monôme est une somme finie de produits

finis de nombres. Les membres de gauche des équations (3.118)-(3.119) contiennent non

seulement des multiplications, mais aussi des applications de l’opérateur d
dt , et il n’est

pas vrai, si l’on autorise des sommes infinies, que chaque coefficient du membre de gauche

de (3.119), par exemple, ne dépende que d’un nombre fini de coefficients définissant Π.

Pour s’en convaincre, il suffit d’essayer de donner un sens à l’équation+∞∑
j=0

αj
d

dt

j

+∞∑
j=0

βj
d

dt

j

 =

+∞∑
j=0

γj
d

dt

j

 (3.124)

où chaque αj , βj ou γj est dans R[[[Υ]]] : même l’équation sur le premier coefficient du

membre de droite, γ0, s’écrit formellement γ0 =
∑
αjβ0

(j), somme infinie à laquelle on

ne peut donner de sens a priori car, sauf exceptions, chaque coefficient de
∑
αjβ0

(j) (vu

comme une série très formelle en x1, . . . , xn, u1, . . . , um, u̇1, . . . , u̇m, . . . . . .) est lui-même

une somme infinie de nombres, dont il faudrait analyser la convergence.

Au lieu de cela, on va utiliser la valuation définie au chapitre 3.3 pour analyser le

système (3.118)-(3.119). En un sens, les coordonnées adaptées décrites à la section 3.3.5,

sont des coordonnées privilégiées telles que, si l’on considère les αj , βj et γj comme des

séries en ces coordonnées (plutôt qu’en x, u, u̇..), on peut donner un sens à (3.124) car,

précisément, chaque coefficient de
∑
αjβ0

(j), est une somme finie de produits finis d’un

nombre fini de coefficients parmi ceux définissant les séries αj et β0. Cette remarque est

sans doute plus pittoresque et éclairante que la construction générale qui suit, où l’on

ne parle pas de coordonnées adaptées, ni de séries très formelles.

3.4.4 Filtration du système d’équations sur Π

Notons

Q∞
∆=
(

Λ1(A)[
d

dt
]
)m×m

, (3.125)

et définissons les applications Φ et Ψ par

Φ : Q∞ →
(
Λ1(A)

)m
Π 7→ dΩ − Π • Ω

et
Ψ : Q∞ →

(
Λ2(A)[ ddt ]

)m×m
Π 7→ dΠ − Π ∧Π

. (3.126)
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Le système (3.118)-(3.119) s’écrit évidemment

Φ(Π) = 0 , Ψ(Π) = 0 . (3.127)

Par ailleurs, les deux applications Φ et Ψ satisfont les propriétés suivantes :

Proposition 3.44 Les applications Φ et Ψ vérifient9, pour tout Π ∈ Q∞ et tout entier

j :
Φ(Π +Oj) = Φ(Π) + Oj+1 ,

Ψ(Π +Oj) = Ψ(Π) + Oj .

}
(3.128)

Démonstration : On a, pour tout Π et ∆ dans Q∞, Φ(Π + ∆) = Φ(Π) + ∆ • Ω et

Ψ(Π + ∆) = Ψ(Π) + d∆−∆ ∧Π−Π ∧∆−∆ ∧∆. Si Val∆ ≥ j, on a, d’après (3.86)-

(3.90), Val(d∆−∆∧Π−Π∧∆−∆∧∆) ≥ j, et par ailleurs, comme ValΩ ≥ 1 (parce

que Ω est un vecteur de 1-formes), Val(∆ • Ω) ≥ j + 1. �

Les quotients étant ceux évoqués dans la Proposition 3.38, on note10, pour k ∈ N,

Qk
∆=

(
Λ1(A)[ ddt ]

/
Λ1(A)[ ddt ]k+1

)m×m
, (3.129)

Tk
∆=

(
Λ1(A)

/
Λ1(A)k+2

)m
×
(

Λ2(A)[ ddt ]
/

Λ2(A)[ ddt ]k+1

)m×m
, (3.130)

T∞
∆=

(
Λ1(A)

)m × (Λ2(A)[
d

dt
]
)m×m

. (3.131)

D’après la Proposition 3.38, pour k < ∞, Qk et Tk sont des R-espaces vectoriels de

dimension finie, et on a plus précisément

Qk ' R(m2 ℵ(1,k)) , Tk ' R(mℵ0(1,k+1) + m2 ℵ(2,k)) .

La Proposition 3.44 signifie qu’il existe, pour tout k (k = j − 1), des applications

Φk : Qk →
(
Λ1(A)

/
Λ1(A)k+2

)m et Ψk : Qk →
(
Λ2(A)[ ddt ]

/
Λ2(A)[ ddt ]k+1

)m×m
qui font commuter le diagramme suivant.

Q∞
Φ×Ψ−−−−−−−→ T∞y y

Qk
Φk×Ψk−−−−−−−→ Tk

(3.132)

9 On rappelle (voir section 3.3.6) que les équations (3.128) signifient que, pour tout Π′ ∈(
Λ1(A)[ d

dt
]
)m×m tel que Val(Π − Π′) ≥ j, on a nécessairement Val(Φ(Π′) − Φ(Π)) ≥ j + 1 et

Val(Ψ(Π′)−Ψ(Π)) ≥ j.
10La définition de Qk est cohérente avec (3.125) car Λ1(A)[ d

dt
]+∞ = {0}.
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On peut donc associer à toute solution Π ∈ Q∞ de (3.127) son représentant Π ∈ Qk

dans le quotient Qk, qui satisfait l’équation tronquée à l’ordre k :

Φk(Π ) = 0 , Ψk(Π ) = 0 . (3.133)

Rien n’indique en revanche qu’un Π ∈ Qk solution de (3.133) soit le “début” d’une

solution de (3.127).

Passage de l’ordre k à l’ordre k + 1. Un début de réponse à cette interrogation

consiste à déterminer si un Π ∈ Qk solution de (3.133) “se prolonge” en un Π ′ ∈ Qk+1

solution de (3.133) où l’on remplace k par k + 1. Formalisons ceci. Soit

Sk
∆= {Π ∈ Qk , Φk(Π ) = 0 et Ψk(Π ) = 0 } (3.134)

la partie de Qk qui est solution de (3.133), ce qui se traduit par la suite exacte suivante,

pour tout k (ik est l’injection canonique Sk ↪→ Qk) :

{0} −→ Sk
ik−−→ Qk

Φk ×Ψk−−−−−−−−→ Tk . (3.135)

Notons au passage que Sk est une sous-variété algébrique de l’espace vectoriel de di-

mension finie Qk puisque (3.133) se traduit par mℵ0(1, k + 1) + m2 ℵ(2, k) équations

algébriques en m2 ℵ(1, k) coefficients des séries formelles définissant Π. Voyons main-

tenant le passage de Sk à Sk+1. Qk est un quotient de Qk+1, et la Proposition 3.44

entraîne que la projection naturelle Qk+1 → Qk envoie Sk+1 dans Sk, si bien que sa

restriction à Sk+1 définit ρk : Sk+1 → Sk. Tk étant également un quotient de Tk+1, on

peut écrire le diagramme suivant :

↓ ↓ ↓

{0} → Sk+1 ↪→ Qk+1
Φk+1×Ψk+1−−−−−−−−−→ Tk+1yρk y y

{0} → Sk ↪→ Qk
Φk ×Ψk−−−−−−−−−→ Tk

↓ ↓ ↓

(3.136)

Notion d’intégrabilité très formelle. On est maintenant ramené à une situation

familière. Dans la théorie de l’intégrabilité des systèmes d’EDP (voir [3, 54]), on a

coutume de dire qu’un système est formellement intégrable si et seulement si, lorsqu’on

calcule une série formelle solution, les polynômes solution à l’ordre k se prolongent tous
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en un polynôme de degré immédiatement supérieur solution à l’ordre k+1, ou, suivant le

vocabulaire de l’appendice de [36], que tout polynôme solution à l’ordre k est “fortement

prolongeable”. Dans ces références, la notion d’ordre est l’ordre de différentiation, qui

revient a prendre la valuation classique sur les séries formelles, mais l’on obtient un

diagramme exactement semblable à (3.136), et l’on dit (voir la condition (5) (page 397)

de [3, Chap. IX], ou la Définition 9 dans [54, Chap. III]), que le système d’équations est

formellement intégrable si et seulement si chaque ρk est surjectif.

Ici, l’étude est seulement locale en un point (dans les références citées, on a cette

situation au dessus de chaque point), et la valuation est différente de celle définie par

les ordres de dérivation. La situation est toutefois très semblable, quoique plus formelle

encore vu que le nombre de variables est potentiellement infini. On dira donc que le

système (3.127) est très formellement intégrable si toutes les applications ρk sont

surjectives.

3.4.5 Résultat principal : intégrabilité (très) formelle

Théorème 3.45 (Intégrabilité très formelle de (3.118)-(3.119))

Pour tout k ∈ N et tout Π ∈ Sk, il existe Π ′ ∈ Sk+1 tel que ρk(Π ′) = Π .

On aurait pu donner une version de ce résultat qui fasse intervenir beaucoup moins

de notations, et qui est évidement équivalente :

Théorème 3.46

Pour tout j ∈ N et tout Π ∈ Q∞ tel que Φ(Π) = Oj+1 et Ψ(Π) = Oj ,
il existe Π′ ∈ Q∞ tel que Π′ = Π + Oj et

Φ(Π′) = Oj+2 , Ψ(Π′) = Oj+1 .

Le fait que ces deux formulations sont équivalentes est une évidence. Avant d’établir

le Théorème 3.45, on donne deux lemmes utiles.

Lemme 3.47 Pour tout entier j, si Π ∈ Q∞ est tel que dΠ − Π ∧ Π = Oj alors il

vérifie aussi d (Π ∧Π) = Oj+1.

Démonstration : dΠ = Π ∧ Π +Oj et Π = O1 entraînent dΠ ∧ Π = Π ∧ Π ∧ Π +Oj+1

et Π ∧ dΠ = Π ∧Π ∧Π +Oj+1 ; comme d (Π ∧Π) = dΠ ∧Π−Π ∧ dΠ, on obtient bien

la conclusion du lemme. �
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Lemme 3.48 Pour tout entier j, si Π ∈ Q∞ est tel que dΠ−Π∧Π = Oj et dΩ−Π•Ω =

Oj, alors il vérifie aussi d (Π • Ω) = Oj+1.

Démonstration : les deux relations vérifiées par Π ainsi que le fait, vrai pour toutes

1-formes, que Π = O1 et Ω = O1 entraînent dΠ • Ω = (Π ∧Π) • Ω +Oj+1 et Π • dΩ =

Π • (Π • Ω) +Oj+1 ; comme (Π ∧Π) •Ω = Π • (Π • Ω) et d (Π • Ω) = dΠ •Ω−Π • dΩ,

on obtient bien la conclusion du lemme. �

Démonstration du Théorème 3.45 . Soit Π ∈ Sk ⊂ Qk et Π ∈ Q∞ un représentant de

Π . Le lemme 3.47, avec j = k + 1, entraîne d (−dΠ + Π ∧Π) = Ok+2. Il existe donc,

d’après la proposition 3.39, un Σ ∈
(
Λ1(A)[ ddt ]

)m×m tel que

Σ = Ok+1 et − dΠ + Π ∧Π = dΣ +Ok+2 .

Alors Π + Σ vérifie

d (Π + Σ) − (Π + Σ) ∧ (Π + Σ) = Ok+2 (3.137)

et aussi, puisque Σ • Ω = Ok+2 dès lors que Σ = Ok+1,

dΩ − (Π + Σ) • Ω = Ok+2 . (3.138)

D’après ces deux relations, le lemme 3.48, avec j = k + 2 entraîne

d (dΩ− (Π + Σ) • Ω) = Ok+3 ,

et donc l’existence de Γ ∈
(
Λ1(A)

)m tel que

Γ = Ok+2 ,

dΩ− (Π + Σ) • Ω = dΓ +Ok+3 .

Puisque Ω est une base de Λ1(A), il existe un (unique)A ∈
(
A[ ddt ]

)m×m tel que Γ = A•Ω,

et A = Ok+1. Les relations ci-dessus entraînent

dΩ − (Π + Σ) • Ω − d (A • Ω) = Ok+3 ,

et finalement, vu que A • dΩ = Ok+3,

dΩ − (Π + Σ + dA) • Ω = Ok+3 .



124 Filtration des équations de la platitude

On aussi, d’après (3.137),

d (Π + Σ + dA) − (Π + Σ + dA) ∧ (Π + Σ + dA) = Ok+2

car la contribution de dA au premier terme est nulle et sa contribution au second est de

valuation au moins k+2 car Π+Σ+dA est de valuation au moins 1. Si l’on prend alors

pour Π ′ la classe de Π + Σ + dA dans le quotient Qk+1, on a clairement Π ′ ∈ Sk+1. �

3.4.6 Interprétation des résultats

Dans le cas de systèmes d’EDP (en un nombre fini de variables), l’intégrabilité

formelle en un point entraîne tautologiquement l’existence d’une série formelle solution

(par exemple le théorème 4.2 de [36, appendice, §4] est une tautologie si l’on ôte “conver-

gente au voisinage de 0”) puisque construire des polynômes de degrés croissants dont

les termes de mêmes degrés coïncident revient au même que définir une série formelle

par ses sommes finies de degré croissant. Des efforts supplémentaires sont requis pour

montrer que, dans le cas de données analytiques, on peut choisir une série convergente.

En termes plus savants, la limite projective des ensembles de polynômes de degrés crois-

sants est l’ensemble des séries formelles, et non l’ensemble des séries convergentes. Bien

sûr, s’il n’existe pas de série formelle solution, alors il n’existe pas de solution tout court,

ni analytique ni même C∞.

Dans notre cas, quelle est la conséquence de la surjectivité de chaque ρk sur les

solution du système (3.127) lui-même ? Il est facile de voir que cette surjectivité permet

de définir un objet “très formel” qui soit “solution”. Cet objet n’est pas en général un

élément de
(
Λ1(A)[ ddt ]

)m×m, mais de ce que l’on pourrait noter
(
Λ1(R[[[Υ]]])[[ ddt ]]

)m×m,

c’est-à-dire (cf. la fin de la section 3.4.3) que cet objet Π solution s’écrit comme en

(3.122)-(3.123), mais avec J = K = +∞, chaque ap,q,j,i,k étant une série très formelle

et non pas formelle, c’est-à-dire ap,q,j,i,k ∈ R[[[Υ]]] au lieu de ap,q,j,i,k ∈ A.

On vient de prouver qu’il existe toujours un tel objet, mais il reste du travail pour

décider si il existe un “vrai” Π ∈
(
Λ1(A)[ ddt ]

)m×m solution de (3.127). En revanche, si

pour certains systèmes il n’existait pas un tel objet, on aurait pu affirmer que (3.127)

n’a pas de solution.



Conclusion

Synthèse Cette thèse a tenté de répondre à la question de l’existence d’une paramé-

trisation d’un système différentiel sous-déterminé, i.e. la possibilité de démontrer son

inexistence si c’est le cas ou donner une paramétrisation si elle existe. Trouver une pa-

ramétrisation pour un système répond au problème, mais il est très difficile de savoir si

un système est non paramétrable sans préjuger d’un ordre de différentiation des fonc-

tions arbitraires du temps. A la question : “le système S admet-il une paramétrisation

d’ordre K ?”, la réponse peut être donnée par un calcul fini en exprimant un système

d’équation aux dérivées partielles dont les solutions, si elles existent, donnent la para-

métrisation d’ordre K attendue. L’intégrabilité des systèmes aux dérivées partielles a

fait et fait encore l’objet de nombreuses études, notamment [67] et [3] pour la théorie

et [52] pour un aspect plus effectif. Cela donne un algorithme qui permet de vérifié si le

système d’EDP est contradictoire, même si les calculs peuvent exploser. Au contraire,

la question plus spécifique de la paramétrisation est restée très longtemps négligée en

mathématiques, peu de résultats ayant été obtenus dans la seconde moitié du XXe

siècle à notre connaissance. Deux approches ont été considérées dans cette thèse.

Néanmoins, si S n’admet pas de paramétrisation d’ordre K, il peut éventuellement

admettre une paramétrisation d’ordre K + 1. Alors, il faut écrire un autre système

d’équation aux dérivées partielles. Cette méthode ne permet pas alors de clore le pro-

blème.

Dans cette étude, pour toute valeur possible de l’ordre de différentiation des fonc-

tions arbitraires du temps, l’écriture d’un système d’équations (et inéquations) aux

dérivées partielles dont l’existence d’une solution est équivalente à l’existence d’une

paramétrisation de cet ordre est obtenue.

La première approche a consisté à étudier de façon la plus exhaustive possible des

systèmes généraux de faible dimension (trois pour l’état et deux pour le contrôle).
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L’étude n’a pas complètement répondu à cette attente, la question des systèmes para-

métrables pour des petites dimensions n’est donc pas close. Le principal résultat obtenu

dans cette étude est, pour toute valeur possible de l’ordre de différentiation des fonctions

arbitraires du temps, l’écriture d’un système d’équations (et inéquations) aux dérivées

partielles dont l’existence d’une solution est équivalente à l’existence d’une paramétri-

sation de cet ordre. Cette approche applique l’idée du passage au système d’EDP décrit

ci-dessus , l’apport de cette thèse est d’avoir exprimé ce systèmes d’équations aux déri-

vées partielles proprement pour tout ordre (k, `) de paramétrisation et d’avoir obtenu un

système simple de deux équations d’une variable ainsi que des inéquations donnant des

conditions nécessaires et suffisantes. Notons que le fait d’avoir établi que ces conditions

sont nécessaires et suffisantes permet de s’intéresser à ce système d’EDPs indépendam-

ment du système de contrôle ou de la question de paramétrages : toute solution pour

un tel système donne un paramétrage et toute contradiction entre les équations et les

inéquations prouve l’inexistence de paramétrage. J’espère que l’on pourra montrer que

ce système est toujours contradictoire, mais je n’ai pas pu arriver jusqu’à ce point. De

plus, les résultats de [51] —article technique, dont une preuve utilise un outil de calcul

formel pour obtenir une simplification par ailleurs mal comprise— sont une conséquence

des résultats obtenus ici par des raisonnements beaucoup plus directs.

Dans la deuxième approche, on étudie les équations de la platitude d’un point de

vue plus algébrique par la recherche d’un facteur intégrant inversible pour obtenir une

base exacte du module représentant le système différentiel étudié. On s’intéresse à la

platitude et non à des paramétrisations générales mais ici on ne préjuge absolument

pas de l’ordre de dérivations ; on cherche plutôt à donner un sens à des équations qui

font a priori intervenir une infinité de dérivées. L’étude n’a pu permettre d’exprimer

les conditions sur ce facteur intégrant garantissant son inversibilité. Il s’est avéré que

ce problème affaibli l’a été trop car il est formellement solvable dans tout les cas et

semble donc faire peu obstruction à la paramétrisation. Il eut été bien entendu plus

satisfaisant d’obtenir au moins des conditions nécessaires plus fortes. Néanmoins, ce

travail est encore en cours à l’occasion d’une collaboration avec V. Chetverikov.

Perspectives Cette thèse a suivi deux orientations : l’étude d’un cas particulier et

l’étude du problème simplifié en dimension quelconque. Le but poursuivi a été de cir-

conscrire le problème en cherchant une structure permettant de passer d’un problème à

dimension fixe à un problème général. Il n’est pas évident qu’une telle structure existe,
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si l’étude en petites dimensions nous amène à un système d’équations aux dérivées par-

tielles, elle utilise des résultats spécifiques à cette dimension comme la forme normale.

De plus, les calculs ayant été faits deviennent très rapidement difficiles à conduire à me-

sure que les dimensions augmentent. Le problème simplifié n’apporte lui aussi que peu

d’éléments de réponse quant à une éventuelle structure si ce n’est que l’affaiblissement

des contraintes que nous nous sommes données ferait disparaître une telle structure si

elle existait.

La longue histoire mathématique de ce problème nous a montré qu’il n’admet pas de

réponse aisé. Cette étude, avec ses forces et ses faiblesses le confirme. Il est néanmoins

remarquable que la relecture des résultats disponibles concernant la paramétrisation

de Monge continue à nous apporter des réponses. Il est donc envisageable d’étudier de

manière plus approfondie la littérature sur ce sujet, nous avons par exemple peu exploité

les résultats de Goursat dans [18]. Bien entendu, cette remarque faite a posteriori ne

reflète que l’impossibilité d’exploiter l’ensemble des données d’un problème pour qu’il

puisse être réglé en un temps restreint. Il peut aussi être envisageable d’étudier le

problème pour des systèmes moins généraux, comme les systèmes polynômiaux, comme

autre angle d’approche et permettre des calculs plus circonscrits. Cependant, après avoir

étudié des exemples de systèmes polynômiaux, ils ne semblent pas être spécialement plus

évidents.

Les possibilités d’utiliser une classification des systèmes différentielles paramétrables

pour la conception d’artefact plus facilement commandable ou pour le suivi de trajec-

toire nous donne de l’espoir quant à la possibilité de voir des travaux sur ce sujet se

développer dans l’avenir.
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A.1 Problem statement

A.1.1 The systems under consideration

This paper studies the solutions t 7→ (x(t), y(t), z(t)) of the scalar differential equation

ż = h(x, y, z, λ) + g(x, y, z, λ) ẋ with λ = ẏ − zẋ (A.1)

where g and h are two real analytic functions Ω → R, Ω being an open connected subset of R4.
To g we associate a map G : Ω → R4 defined by

G(x, y, z, λ) = (x, y, z, g(x, y, z, λ)),

and we assume that

g4 does not vanish on Ω and G defines a diffeomorphism Ω → G(Ω) . (A.2)

(g4 denotes the derivative of g with respect to its fourth argument). We denote by Ω̂ the open
connected subset of R5 defined from Ω by :

(x, y, z, ẋ, ẏ) ∈ Ω̂ ⇔ (x, y, z, ẏ − zẋ) ∈ Ω . (A.3)

From g and h one may define γ and δ, two real analytic functions G(Ω) → R, such that
G−1(x, y, z, w) = (x, y, z, γ(x, y, z, w)) and δ = h ◦G−1, i.e.

w = g(x, y, z, λ) ⇔ λ = γ(x, y, z, w) , (A.4)

h(x, y, z, λ) = δ(x, y, z, g(x, y, z, λ)) , i.e. δ(x, y, z, w) = h(x, y, z, γ(x, y, z, w)) . (A.5)

Then, to (A.1), one may associate a control-affine system in R4 with two controls

ξ̇ = X0(ξ) + w1X1(ξ) + w2X2(ξ)

where ξ ∈ R4 is the state, w1 and w2 are the two scalar controls that reads, in some coordinates

ξ̇1 = w1 , ξ̇2 = γ(ξ1, ξ2, ξ3, ξ4) + ξ3w1 , ξ̇3 = δ(ξ1, ξ2, ξ3, ξ4) + ξ4w1 , ξ̇4 = w2 . (A.6)

One can eliminate w1 and w2 and, renaming ξ1, ξ2, ξ3, ξ4 as x, y, z, w, obtain the two following
relations between these four functions of time :{

ẏ = γ(x, y, z, w) + zẋ

ż = δ(x, y, z, w) + wẋ
(A.7)

(this can also be seen as a control system with state (x, y, z) and controls w and ẋ).

We study system (A.1) defined by g and h as above. Let us set some conventions :
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The functions γ and δ Unless otherwise stated, when using the notations γ and δ, it is not
assumed that they are related to g and h by (A.4) and (A.5). However, g and h being
as above, there does exist such real analytic functions G(Ω) → R ; we will sometimes use
them and the representation (A.7) of equation (A.1).

Notations for the derivatives We denote partial derivatives by subscript indexes. For func-
tions of many variables, like ϕ(u, . . . , u(k), v, . . . , v(`)) in (A.10), we use the name of the
variable as a subscript : ϕv(`) means ∂ϕ/∂v(`) ; pxu(k−1) means ∂2p/∂x∂u(k−1) in (A.16-b).
Since the arguments of g, h, γ, δ and a few other functions will sometimes be intricate
functions of other variables, we use numeric subscripts for their partial derivatives : h2

stands for ∂h/∂y, or g4,4,4 for ∂3g/∂λ3. To avoid confusions, we will not use nume-
ric subscripts for other purposes than partial derivatives, except the subscript 0, as in
(x0, y0, z0, ẋ0, ẏ0) for a reference point.

For derivatives with respect to time, we use the standard with the dot and (j) for the jth

time-derivatives ; sometimes d/dt.

The following very elementary lemma —we do write it explicitly because the argument is
used repeatedly in the paper— states that no differential equation independent from (A.1) can
be satisfied identically by all solutions of (A.1).

Lemma A.1.1 For M ∈ N, let W be an open subset of R3+2M and R : W → R be some
smooth function. If any solution (x(.), y(.), z(.)) of system (A.1), defined on some time-interval
I =]− ε, ε[ and such that (z(t), x(t), . . . , x(M)(t), y(t), . . . , y(M)(t)) ∈W for all t ∈ I satisfies

R(z(t), y(t), . . . , y(M)(t), x(t), . . . , x(M)(t)) = 0,

for all t ∈ I, then R is identically zero.

Proof : For any X ∈ W there is a germ of solution of (A.1) such that (z(0), x(0), . . . , x(M)(0),
y(0), . . . , y(M)(0)) = X . Indeed, take e.g. for x(.) and y(.) the polynomials in t of degree M
that have these derivatives at time zero ; Cauchy-Lipschitz theorem then yields a (unique) z(.)
solution of (A.1) with the prescribed z(0). �

A.1.2 The notion of parameterization

In order to give somehow rigorous definitions without taking care of time-intervals of defini-
tion of the solutions, we consider germs of solutions at time 0, instead of solutions themselves.
For O an open subset of Rn, the notation C∞0 (R, O) stands for the set of germs at t = 0 of
smooth functions of one variable with values in O, see e.g. [16].

Let k and ` be two non negative integers and U an open subset of Rk+`+2 ; we denote by U ⊂
C∞0 (R,R2) the set of germs of smooth functions t 7→ (u(t), v(t)) such that (u(t), u̇(t), . . . , u(k)(t),
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v(t), . . . , v(`)(t)) is in U for t = 0 (and hence for t in a neighborhood of zero) :

U = {(u, v) ∈ C∞0 (R,R2)|(u(0), u̇(0), . . . , u(k)(0), v(0), . . . , v(`)(0)) ∈ U}. (A.8)

This is an open set for the Whitney C∞ topology [16, p.42]. In the same way, for V ⊂ R2L+3

open, L ∈ N, we denote by V the following set of germs of smooth functions t 7→ (x(t), y(t), z(t)) :

V = {(x, y, z) ∈ C∞0 (R,R3)|(x(0), y(0), z(0), ẋ(0), ẏ(0), . . . , x(L)(0), y(L)(0)) ∈ V }. (A.9)

Definition A.1.2 (Monge parameterization) Let k, `, L be non negative integers, L > 0, and
X = (x0, y0, z0, ẋ0, ẏ0, . . . , x

(L)
0 , y(L)

0 ) be a point in Ω̂× R2L−2 (Ω̂ is defined in (A.3)). A para-
meterization of order (k, `) at X for system (A.1) is defined by

– a neighborhood V of X in Ω̂× R2L−2,
– an open subset U ⊂ Rk+`+2 and
– three real analytic functions U → R, denoted ϕ, ψ, χ,

such that, with U and V defined from U and V according to (A.8)-(A.9), and Γ : U → C∞0 (R,R3)

the map that assigns to (u, v) ∈ U the germ Γ(u, v) at t = 0 of

t 7→


x(t)

y(t)

z(t)

 =


ϕ(u(t), u̇(t), . . . , u(k)(t), v(t), v̇(t), . . . , v(`)(t))

ψ(u(t), u̇(t), . . . , u(k)(t), v(t), v̇(t), . . . , v(`)(t))

χ(u(t), u̇(t), . . . , u(k)(t), v(t), v̇(t), . . . , v(`)(t))

 , (A.10)

the following three properties hold :

(i). for all (u, v) belonging to U , Γ(u, v) is a solution of system (A.1),

(ii). the map Γ is open and Γ(U) ⊃ V,

(iii). the two maps U → R3 defined by the triples (ϕu(k) , ψu(k) , χu(k)) and (ϕv(`) , ψv(`) , χv(`))

are identically zero on no open subset of U .

Remark 1 (On ordering the pairs (k, `)) To compare two orders of parameterization (k, `) and
(k′, `′), we use (total) lexicographic order or ordered pairs, i.e. (k, `) ≤ (k′, `′) means either
min{k, `} < min{k′, `′} or min{k, `} = min{k′, `′} and max{k, `} ≤ max{k′, `′}. Hence order
(1,5) is smaller than (2,2).

Since u and v play a symmetric role, they can always be exchanged, and one can assume,
in the definition of a parameterization, that k ≤ `. If this is assumed, (k, `) ≤ (k′, `′) means
either k < k′ or k = k′ and ` ≤ `′.

Example 1 Suppose that the function γ in (A.7) depends on x, y, z only (this is treated in [51,
case 6 in Theorem 3.1]). For such systems, eliminating w does not lead to (A.1), but to the
simpler relation ẏ − zẋ = γ(x, y, z). One can easily adapt the above definition replacing (A.1)
by this relation. Let us prove that this system ẏ − zẋ = γ(x, y, z) admits a parameterization of
order (1,1) at any (x0, y0, z0, ẋ0, ẏ0) such that ẋ0 + γ3(x0, y0, z0) 6= 0.
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In a neighborhood of such a point„ the map (x, ẋ, y, z) 7→ (x, ẋ, y, γ(x, y, z) + zẋ) is a local
diffeomorphism, whose inverse can be written as (x, ẋ, y, ẏ) 7→ (x, ẋ, y, χ(x, ẋ, y, ẏ)), thus defi-
ning a map χ. Then x = u, y = v, z = χ(u, u̇, v, v̇) defines a parameterization of order (1,1) in
a neighborhood of these points.

Remark 2 The integer L only characterizes the number of derivatives needed to describe the open
set in which the parameterization is valid. This is illustrated in the above example, where L must
be taken at least equal to 1. Obviously, a parameterization of order (k, `) at (x0, y0, z0, ẋ0, ẏ0,

. . . , x
(L)
0 , y

(L)
0 ) is also, for K > L and any value of (x(L+1)

0 , y
(L+1)
0 , . . . , x

(K)
0 , y

(K)
0 ), a parame-

terization of the same order at (x0, y0, z0, ẋ0, ẏ0, . . . , x
(K)
0 , y

(K)
0 ).

The above definition is local around some jet of solutions of (A.1). In general, the idea of
a global parameterization, meaning that Γ would be defined globally, is not realistic ; it is not
realistic either to require that there exists a parameterization around all jets (this would be
“everywhere local” rather than “global”) : the systems in example 1 admit a local parametrization
around “almost every” jets, meaning jets outside the zeroes of a real analytic function (namely
jets such that ẋ + γ3(x, y, z) 6= 0). We shall not define more precisely the notion of “almost
everywhere local” parameterizability, but rather the following (sloppier) one.

Definition A.1.3 We say that system (A.1) admits a parameterization of order (k, `) somew-
here in Ω if there exists an integer L, and at least one jet (x0, y0, z0, ẋ0, ẏ0, . . . , x

(L)
0 , y

(L)
0 ) ∈

Ω̂× R2L−2 with a parameterization of order (k, `) at this jet in the sense of Definition A.1.2

In a colloquial way this is a “somewhere local” property. Using real analyticity, “somewhere
local” should imply “almost everywhere local”, but we do not investigate this.

A.1.3 The functions S, T and J

Given g, h, let us define three functions S, T and J , to be used to discriminate different
cases. They were already more or less present in [51]. The most compact way is as follows : let
ω, ω1 and η be the following differential forms in the variables x, y, z, λ :

ω1 = dy − z dx

ω = −2 g42 dx+ (g4,4 h4 − g4 h4,4)ω1 − g4,4 ( dz − g dx) , (A.11)

η = dz − g dx− h4 ω
1 .

From (A.2), ω∧ω1∧η = 2g42 dx∧ dy∧ dz 6= 0. Decompose dω∧ω on the basis ω, ω1, η, dλ, thus
defining the functions S, T and J :

dω ∧ ω = −
(
S

2g4
dλ ∧ η +

T

2
dλ ∧ ω1 + J ω1 ∧ η

)
∧ ω . (A.12)
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The expressions for S and T are the following (not that S/(g4)2 is the Schwartzian derivative
of g with respect to its fourth argument) :

S = 2 g4g4,4,4 − 3 g4,4
2 , T = 2 g4h4,4,4 − 3 g4,4h4,4 . (A.13)

A.1.4 Contributions of the paper

Our (unachieved) goal is to give necessary and sufficient conditions on g and h for system
(A.1) to admit a parameterization of some order.

If S = T = J = 0, we prove that system (A.1) admits a parameterization of order (1,2), at
all points except some singularities. This is Theorem A.3.2, adapted from [51].

If (S, T, J) 6= (0, 0, 0), we conjecture that system (A.1) admits no parameterization of any
order. We are not able to prove this conjecture, but

– we prove (Theorem A.4.3) that system (A.1) admits no parameterization of order less
than1 (3, 4),

– we prove (Theorem A.4.1) that a parameterization of order (k, `) is always related to a
solution of a system of PDEs (E γ,δ

k,` ),
– since a solution of this system of PDEs is also sufficient to construct a parameterization

(Theorem A.2.4), the conjecture can be entirely re-formulated in terms of this (very
compact) system of partial differential relation.

To the best of our knowledge, the most general result available up to date on the class of
systems studied here is in [51] : the control system (A.6) associated to g and h is “(x, u)-dynamic
linearizable” if and only if S = T = J = 0. See section A.7 for the relation dynamic linearization
or flatness and Monge parameterizations. It turns out (Proposition A.7.2) that “(x, u)-dynamic
linearizability” in the sense of [51] implies existence of a parameterization of order (k, `) with k
and ` no larger than 3 ; hence Theorem A.4.3, recalled above, allows us to recover all the results
from that paper.

Section A.2 introduces this partial differential system (E γ,δ
k,` ) and proves that a “regular

solution” of this system induces a parameterization of order (k, `). Section A.3 is devoted to some
special constructions for the case where S = T = 0. The main results are stated in Section A.4 ;
necessary conditions are stated in a more detailed locally, and proved, in Section A.5. Section A.6
is devoted to proving that the partial differential system (E γ,δ

k,` ) cannot have regular solutions
unless (k, `) ≤ (3, 4). Finally, Section A.7 says a word of how our results translates to flatness
instead of parameterization.

1in the sense of the order on orders of parameterizations described in Remark 1
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A.2 A system of partial differential equations

A.2.1 The equation (E γ,δ
k,` ) ; regular solutions

For k and ` some positive integers, we define a partial differential system in k + ` + 1

independent variables and one dependent variable, i.e. the unknown is one function of k +

` + 1 variables. The dependent variable is denoted by p and the independent variables by
u, u̇, . . . , u(k−1), x, v, v̇, . . . , v(`−1). Note that, although the name of the variables may suggest
some “time-derivatives”, time is not a variable here and there is no relation between the inde-
pendent variables v and v̇ for instance.

Denote by F the following differential operator of order 1 (vector field) in Rk+`+1, with
coordinates the k + `+ 1 independent variables mentioned above :

F =
k−2∑
i=0

u(i+1) ∂

∂u(i)
+

`−2∑
i=0

v(i+1) ∂

∂v(i)
(A.14)

where the first sum is zero if k ≤ 1 and the second one is zero if ` ≤ 1.
Let Ω̃ be an open connected subset of R4 and γ, δ two real analytic functions Ω̃ → R such

that
γ4 6= 0 (A.15)

(partial derivative of γ with respect to its 4th argument, see end of section A.1.1) at every point
in Ω̃. Consider the system of two partial differential equations and three inequations :

(E γ,δ
k,` )



pu(k−1)

(
Fpx − δ(x, p, px, pxx)

)
− pxu(k−1)

(
Fp− γ(x, p, px, pxx)

)
= 0 , (a)

pu(k−1) pxv(`−1) − pxu(k−1) pv(`−1) = 0 , (b)
pu(k−1) 6= 0 , (c)
pv(`−1) 6= 0 , (d)
γ1 + γ2 px + γ3 pxx + γ4 pxxx − δ 6= 0 . (e)

(A.16)
To any p satisfying these equations and inequations, we may associate two functions σ and

τ , and a vector field E defined as follows :

σ = − pv(`−1)

pu(k−1)
, τ =

−Fp+ γ(x, p, px, pxx)
pu(k−1)

, E = σ
∂

∂u(k−1)
+

∂

∂v(`−1)
. (A.17)

We also introduce a differential operator D defined as

D = F + τ
∂

∂u(k−1)
+

k+`−2∑
i=0

x(i+1) ∂

∂x(i)
. (A.18)

It involves the additional variables ẋ, . . . , x(k+`−1), i.e. it is a vector field in R2k+2` rather than
Rk+`+1 ; however,D will only be applied (recursively) to functions of u, . . . , u(k−1), x, v, . . . , v(`−1)

(see Dip below), and the result is a polynomial in ẋ, . . . , x(k+`−1) with coefficients depending
on u, . . . , u(k−1), x, v, . . . , v(`−1). Such expressions are used to define “regular” solutions :
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Definition A.2.1 (Regular solutions of (E γ,δ
k,` )) A regular solution of system (E γ,δ

k,` ) is a real
analytic function p : O → R, with O a connected open subset of Rk+`+1, such that the image
of O by (x, p, px, pxx) is contained in Ω̃, (A.16-a,b) are identically satisfied on O, the left-hand
sides of (A.16-c,d,e) are not identically zero, and, for at least one integer K ∈ {1, . . . , k+`−2},

EDKp 6= 0 (A.19)

(not identically zero, as a function of u, . . . , u(k−1), x, v, . . . , v(`−1), ẋ, . . . , x(K) on O × RK).
We call it K-regular if K is the smallest such integer, i.e. if EDip = 0 for all i ≤ K − 1.

Definition A.2.2 We say that system (E γ,δ
k,` ) admits a regular (resp. K-regular) solution so-

mewhere in Ω̂ if there exists at least an open connected O ⊂ Rk+`+1 and a regular (resp.
K-regular) solution p : O → R.

Remark 3 It is easily seen that p is solution of (E γ,δ
k,` ) if and only if there exists σ and τ such

that (p, σ, τ) is a solution of

Fp+ τpu(k−1) = γ(x, p, px, pxx) Ep = 0 , σx = 0 ,

Fpx + τpx,u(k−1) = δ(x, p, px, pxx) pu(k−1) 6= 0 , τx 6= 0 , σ 6= 0
(A.20)

Indeed, (A.16) does imply the above relations with σ and τ given by (A.17) ; in particular,
τx 6= 0 is equivalent to (e) and σ 6= 0 to (d) ; conversely, eliminating σ and τ in (A.20), one
recovers (E γ,δ

k,` ). Note also that any solution of the above equations and inequations satisfies

Dpx = h(x, p, px, Dp− pxẋ) + g(x, p, px, Dp− pxẋ)ẋ (A.21)

where g and h are related to γ and δ by (A.4) and (A.5).

A.2.2 The relation with parameterizations

Let us now explain the link between solutions of this system of PDEs and parameterizations
of system (A.1). Consider a solution p : O → R of (E γ,δ

k,` ). We saw in remark 3 that (A.16-e) is
equivalent to τx 6= 0 ; let (u0 · · · v(`−1)

0 ) be a point in O such that

τx(u0, . . . , u
(k−1)
0 , x0, v0, . . . , v

(`−1)
0 ) 6= 0 . (A.22)

Chose any pair (u(k)
0 , v

(`)
0 ) ∈ R2 (for instance with v(`)

0 = 0) such that

u
(k)
0 − σ(u0, . . . , u

(k−1)
0 , v0, . . . , v

(`−1)
0 ) v(`)

0 = τ(u0, . . . , u
(k−1)
0 , x0, v0, . . . , v

(`−1)
0 ) . (A.23)

Then, the implicit function theorem provides a neighborhood V of (u0, . . . , u
(k)
0 , v0, . . . , v

(`)
0 ) in

Rk+`+2 and a real analytic map ϕ : V → R such that ϕ(u0, . . . , u
(k)
0 , v0, . . . , v

(`)
0 ) = x0 and

τ(u, . . . , u(k−1), ϕ(u · · · v(`)), v, . . . , v(`−1)) = u(k) − σ(u, . . . , u(k−1), v, . . . , v(`−1)) v(`)(A.24)
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identically on V . Two other maps V → R may be defined by

ψ(u, . . . , u(k), v, . . . , v(`)) = p(u, . . . , u(k−1), ϕ(· · · ), v, . . . , v(`−1)), (A.25)

χ(u, . . . , u(k), v, . . . , v(`)) = px(u, . . . , u(k−1), ϕ(· · · ), v, . . . , v(`−1)). (A.26)

From these ϕ, ψ and χ, one can define a map Γ as in (A.10) that is a candidate for a
parameterization. We prove below that, if p is a regular solution of (E γ,δ

k,` ), then it is indeed
a parameterization. This is true at least away from some singularities ; the following lemma
describes them. It is proved in the appendix.

Lemma A.2.3 Let O be an open connected subset of Rk+`+1 and p : O → R be a K-regular
solution of system (E γ,δ

k,` ), see (A.16). Define the map π : O × RK → RK+2 by

π(u · · ·u(k−1), x, v · · · v(`−1), ẋ · · ·x(K)) =



px(u · · ·u(k−1), x, v · · · v(`−1))

p(u · · ·u(k−1), x, v · · · v(`−1))

Dp(u · · ·u(k−1), x, v · · · v(`−1), ẋ)
...

DKp(u · · ·u(k−1), x, v · · · v(`−1), ẋ · · ·x(K))


.

(A.27)
There exist two non-negative integers i0 ≤ k and j0 ≤ ` such that i0 + j0 = K + 2 and

det
(

∂π

∂u(k−i0)
, . . . ,

∂π

∂u(k−1)
,

∂π

∂v(`−j0)
, . . . ,

∂π

∂v(`−1)

)
(A.28)

is a nonzero real analytic function on O × RK .

We can now state precisely the announced sufficient condition. The interest of this result is
discussed in Remark 4.

Theorem A.2.4 Let p : O → R, with O ⊂ Rk+`+1 open, be a K-regular solution of system
(E γ,δ

k,` ), and i0, j0 be given by Lemma A.2.3. Then, the maps ϕ,ψ, χ constructed above define a
parameterization Γ of system (A.1) of order (k, `) (see Definition A.1.2) at any jet of solutions
(x0, y0, z0, ẋ0, . . . , x

(K)
0 , ẏ0, . . . , y

(K)
0 ) such that, for some u0, . . . , u

(k−1)
0 , v0, . . . , v

(`−1)
0 ,

(u0, . . . , u
(k−1)
0 , x0, v0, . . . , v

(`−1)
0 ) ∈ O ,

z0 = px(u0, . . . , u
(k−1)
0 , v0, . . . , v

(`−1)
0 , x0) ,

y
(i)
0 = Dip(u0, . . . , u

(k−1)
0 , v0, . . . , v

(`−1)
0 , x0, . . . , x

(i)
0 ) 0 ≤ i ≤ K ,

 (A.29)

the left-hand sides of (A.16-c,d,e) are all nonzero at (u0, . . . , u
(k−1)
0 , x0, v0, . . . , v

(`−1)
0 ), and the

function EDKp and the determinant (A.28) are nonzero at point (u0, . . . , u
(k−1)
0 , x0, . . . , x

(K)
0 , v0,

. . . , v
(`−1)
0 ) ∈ O × RK .
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Proof : Let us prove that Γ given by (A.10), with the maps ϕ,ψ, χ constructed above,
satisfies the three points of Definition A.1.2. Differentiating (A.24) with respect to u(k) and v(`)

yields ϕu(k)τx = 1, ϕv(`)τx = −σ, hence the point (iii) (σ 6= 0 from (A.20)). To prove point
(i), let u(.), v(.) be arbitrary and x(.), y(.), z(.) be defined by (A.10). Differentiating (A.25) and
(A.26), taking u(k) from (A.24), one has, with F given by (A.14),

ẏ(t) = Fp+ v(`)(t)Ep+ ẋ(t) z(t) , ż(t) = Fpx + v(`)(t)Epx + ẋ(t) pxx

where the argument (u(t) . . . u(k−1)(t), x(t), v(t) . . . v(`−1)(t)) for Fp, Fpx Ep, Epx and pxx is
omitted. Then, (A.20) implies, again omitting the arguments of pxx, ẏ(t) = γ(x(t), y(t), z(t), pxx)+

z(t)ẋ(t), and ż(t) = δ(x(t), y(t), z(t), pxx)+pxxẋ(t). The first equation yields pxx = g(x(t), y(t),
z(t), ẏ(t)− z(t)ẋ(t)) with g related to γ by (A.4), and then the second one yields (A.1), with h
related to δ by (A.5). This proves point (i). The rest of the proof is devoted to point (ii).

Let t 7→ (x(t), y(t), z(t)) be a solution of (A.1). We may consider Γ(u, v) = (x, y, z) (see
(A.10)) as a system of three ordinary differential equations in two unknown functions u, v :

u(k) − σ(u, . . . , u(k−1), v, . . . , v(`−1))v(`) − τ(u, . . . , u(k−1), x, v, . . . , v(`−1)) = 0, (A.30)

p(u, . . . , u(k−1), x, v, . . . , v(`−1)) = y, (A.31)

px(u, . . . , u(k−1), x, v, . . . , v(`−1)) = z. (A.32)

Differentiating (A.31) K + 1 times, substituting u(k) from (A.30), and using the fact that
EDip = 0 for i ≤ K (see Definition A.2.1), we get

Dip (u(t), . . . , u(k−1)(t), v(t), . . . , v(`−1)(t), x(t), . . . , x(i)(t)) =
diy

dti
(t) , 1 ≤ i ≤ K,(A.33)

v(`)(t) EDKp (u(t), . . . , u(k−1)(t), v(t), . . . , v(`−1)(t), x(t), . . . , x(K)(t))

+ DK+1p (u(t), . . . , u(k−1)(t), v(t), . . . , v(`−1)(t), x(t), . . . , x(K+1)(t)) =
dK+1y

dtK+1
(t) .(A.34)

Equations (A.31)-(A.32)-(A.33) can be written

π(u, . . . , . . . , u(k−1), x, v, . . . , v(`−1), ẋ, . . . , x(K)) =



z

y

ẏ
...

y(K)


(A.35)

with π given by (A.27). Since the determinant (A.28) is nonzero, the implicit function theo-
rem implies that (A.32)-(A.32)-(A.33) is, locally, equivalent to a system giving explicitly u(k−i0),

. . . , u(k−1), v(`−j0), . . . , v(`−1) as functions of u, . . . , u(k−i0−1), v, . . . , v(`−j0−1), x, . . . , x(K), y, . . . , y(K)

and z. Let us single out these giving the lowest order derivatives :

u(k−i0) = f1(u, . . . , u(k−1−i0−1), v, . . . , v(`−j0−1), x, . . . , x(K), z, y, . . . , y(K)),

v(`−j0) = f2(u, . . . , u(k−1−i0−1), v, . . . , v(`−j0−1), x, . . . , x(K), z, y, . . . , y(K)).
(A.36)
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Let us prove that, provided that (x, y, z) is a solution of (A.1), system (A.36) is equivalent to
(A.30)-(A.31)-(A.32), i.e. to Γ(u, v) = (x, y, z). It is obvious that any t 7→ (u(t), v(t), x(t), y(t), z(t))

that satisfies (A.1), (A.30), (A.31) and (A.32) also satisfies (A.36), because these equations were
obtained from consequences of those. Conversely, let t 7→ (u(t), v(t), x(t), y(t), z(t)) be such that
(A.1) and (A.36) are satisfied ; differentiating (A.36) and substituting each time ż from (A.1)
and (u(k−i0), v(`−j0)) from (A.36), one obtains

u(k−i0+i) = f1,i(u, . . . , u(k−1−i0−1), v, . . . , v(`−j0−1), x, . . . , x(K+i), z, y, . . . , y(K+i)), i ∈ N,
v(`−j0+j) = f2,j(u, . . . , u(k−1−i0−1), v, . . . , v(`−j0−1), x, . . . , x(K+j), z, y, . . . , y(K+j)), j ∈ N.

(A.37)
Now, substitute the values of u(k−i0), . . . , u(k), v(`−j0), . . . , v(`) from (A.37) into (A.30), (A.31)
and (A.32) ; either the obtained relations are identically satisfied, and hence it is true that
any solution of (A.1) and (A.36) also satisfies (A.30)-(A.31)-(A.32), or one obtains at least one
relation of the form (we assume k ≤ ` ; if not put K + k instead of K + `) :

R(u, . . . , u(k−1−i0−1), v, . . . , v(`−j0−1), x, . . . , x(K+`), z, y, . . . , y(K+`)) = 0.

This relation has been obtained (indirectly) by differentiating and combining (A.1)-(A.30)-
(A.31)-(A.32). This is absurd because (A.30)-(A.31)-(A.32)-(A.33)-(A.34) are the only inde-
pendent relations of order k, ` obtained by differentiating and combining2 (A.30)-(A.31)-(A.32)
because, on the one hand, since DKp 6= 0, differentiating more (A.34) and (A.30) will produce
higher order differential equations in which higher order derivatives cannot be eliminated, and
on the other hand, differentiating (A.32) and substituting ż from (A.1), u(k) from (A.30) and
ẏ from (A.33) for i = 1 yields the trivial 0 = 0 because p is a solution of (E γ,δ

k,` ), see the proof
of point (i) above.

We have now established that, for (x, y, z) a solution of (A.1), Γ(u, v) = (x, y, z), is equi-
valent to (A.36). Using Cauchy Lipschitz theorem with continuous dependence on the parame-
ters, one can define a continuous map s : V → U mapping a (germ of) (x, y, z) to the unique
(germ of) solution of (A.36) with fixed initial condition (u, . . . , u(k−i0−1), v, . . . , v(`−j0−1)) =

(u0, . . . , u
(k−i0−1)
0 , v0, . . . , v

(`−j0−1)
0 ) s is then a continuous right inverse (or a section) of Γ, i.e.

Γ ◦ s = Id. This proves point (ii). �

2 In other words, (A.30)-(A.31)-(A.32)-(A.33)-(A.34), as a system of ODEs in u and v, is formally

integrable(see e.g. [3, Chapter IX]). This means, for a systems of ODEs with independent variable t,

that no new independent equation of the same orders (k with respect to u and ` with respect to v) can

be obtained by differentiating with respect to t (an arbitrary number of times) and combining these

equations. It is known [3, Chapter IX] that a sufficient condition is that this is true when differentiating

only once and the system allows one to express the highest order derivatives as functions of the others.

Formal integrability also means that, given any initial condition (u(0), . . . , u(k)(0), v(0), . . . , v(`)(0))

that satisfies these relations, there is a solution of the system of ODEs with these initial conditions.
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A.3 Remarks on the case where S = T = 0.

We need some special constructions for the case where S = T = 0.

Lemma A.3.1 Consider an open subset Ω of R4, and g and h two smooth functions Ω →
R, and assume that S and T , given by (A.13), are identically zero. Then, for any point
(x0, y0, z0, λ0) ∈ Ω such that g4(x0, y0, z0, λ0) 6= 0, there exists
- an open set W ⊂ R3 and an open interval I ⊂ R such that (x0, y0, z0, λ0) ∈ Ω′ = W × I ⊂ Ω,
- and seven smooth functions W → R denoted by â0, â1, â2, b̂0, b̂1, ĉ0, ĉ1 such that

Rank



â0 (g4,4 h4 − h4,4 g4)λ2 + (2h4 g4 − h g4,4)λ− 2h g4

â1 −2 (g4,4 h4 − h4,4 g4)λ+ h g4,4 − 2h4 g4

â2 g4,4 h4 − h4,4 g4

b̂0
(
−g g4,4 + 2 g42

)
λ− 2 g g4

b̂1 g g4,4 − 2 g42

ĉ0 −g4,4 λ− 2 g4
ĉ1 g4,4


= 1 (A.38)

(this means that the first column is proportional to the second one, that cannot be zero for
g4 6= 0). Then, ĉ0 + ĉ1λ 6= 0 on Ω, ĉ1b̂0 − b̂1ĉ0 6= 0 on W , and, for all x, y, z, λ in Ω,

g(x, y, z, λ) =
b̂0(x, y, z) + b̂1(x, y, z)λ
ĉ0(x, y, z) + ĉ1(x, y, z)λ

,

h(x, y, z, λ) =
â0(x, y, z) + â1(x, y, z)λ+ â2(x, y, z)λ2

ĉ0(x, y, z) + ĉ1(x, y, z)λ
.

(A.39)

Proof : By differentiating, one checks that the ratios between the elements of the second
column in (A.38) do not depend on λ. Chosen as follows, the functions ĉi, b̂i, âi therefore do
not depend on λ :

if g4,4 6= 0,



â0 = (h4 − g4 h4,4 /g4,4)λ2 + (2h4 g4 /g4,4 − h)λ− 2h g4/g4,4,

â1 = −2 (h4 − g4 h4,4 /g4,4)λ+ h− 2h4 g4 /g4,4,

â2 = h4 − g4 h4,4 /g4,4,

b̂0 =
(
−g + 2 g42/g4,4

)
λ− 2 g g4 /g4,4, b̂1 = g − 2 g42/g4,4,

ĉ0 = −λ− 2 g4/g4,4, ĉ1 = 1;

if g4,4 = 0,

 â0 = 1
2 h4,4 λ

2 − h4 λ+ h, â1 = −h4,4 λ+ h4, â2 = 1
2 h4,4,

b̂0 = − g4 λ+ g, b̂1 = g4, ĉ0 = 1, ĉ1 = 0.

(A.40)

The relation (A.39) is a simple consequence of (A.38) or (A.40). �
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To analyze further the case of systems for which S = T = 0, let us assume that g and h

take the form (A.39). Then define the differential forms in the three variables x, y, z :

ω̂1 = dy − z dx, ω̂2 = b̂1 dx+ â2ω̂1 − ĉ1 dz, ω̂3 = b̂0 dx+ â1ω̂1 − ĉ0 dz. (A.41)

Denoting by ξ the point of coordinates x, y, z, equation (A.1) can be written

〈ω̂1, ξ̇〉〈ω̂2, ξ̇〉+ 〈ω̂3, ξ̇〉+ â0 = 0 . (A.42)

Note that ω̂1, ω̂2 and ω̂3 are differential forms in the variables x, y, z only, but, from (A.38),
ω̂2 is proportional to ω defined in (A.11), i.e. there is a functions k 6= 0, of the four variables
x, y, z, λ, such that3 ω = k ω̂2 . Hence, from (A.12), assuming S = T = 0 one has

J = 0 ⇔ dω ∧ ω = 0 ⇔ dω̂2 ∧ ω̂2 = 0 . (A.43)

Theorem A.3.2 If S = T = J = 0, then system (A.1) admits a parameterization of order
(1, 2) at any (x0, y0, z0, ẋ0, ẏ0, ẍ0, ÿ0) ∈

(
Ω̂ × R2

)
\ F , where F ⊂ Ω̂ × R2 is closed with empty

interior.

This is a consequence of [51, Proposition 4.5], although orders of parameterizations are not
given in [51]. For the sake of self-containednes, let us however give a short proof. Proof : From
Lemma A.3.1, system (A.1) can be written as (A.42) where, from (A.43), dω̂2 ∧ ω̂2 = 0.
Since, in addition, ω̂1 and ω̂2 are linearly independent there is a (local) change of coordinates
(x̃, ỹ, z̃) = P (x, y, z) such that ω̂2 = k′ dx̃ and ω̂1 = k′′

(
dỹ − z̃ dx̃

)
with k′ 6= 0 and k′′ 6= 0 ; in

these coordinates, with κ, a, b, c some smooth maps, κ 6= 0, system (A.42) reads

˙̃z = κ(x̃, ỹ, z̃) ˙̃x λ̃+ a(x̃, ỹ, z̃) λ̃+ b(x̃, ỹ, z̃) ˙̃x+ c(x̃, ỹ, z̃) with λ̃ = ˙̃y − z̃ ˙̃x .

In R4 with coordinates x̃, ỹ, z̃, ˙̃x, define the vector fields X, Y , Ξ as follows, and compute the
bracket [Y,Ξ] :

X = ẋ

(
∂

∂x̃
+ z̃

∂

∂ỹ

)
+ (bẋ+ c)

∂

∂z̃
, Y =

∂

∂ỹ
+ (a+ ẋκ)

∂

∂z̃
, Ξ =

∂

∂ ˙̃x
, [Y,Ξ] = −κ ∂

∂ż

Since κ 6= 0, [Y,Ξ] and Y are linearly independent. Let ϕ be a function of four variables
(x̃, ỹ, z̃, ˙̃x) such that Y ϕ = 0 and [Y,Ξ]ϕ 6= 0 ; since Y ϕ = 0, one has [Y,Ξ]ϕ = Y Ξϕ. Define

ϕ′(x̃, ỹ, z̃, ˙̃x, ¨̃x) = Xϕ(x̃, ỹ, z̃, ˙̃x) + ¨̃xΞϕ(x̃, ỹ, z̃, ˙̃x) .

Since Y Ξϕ is nonzero real analytic, this is a closed subset of W × R2 with empty interior :

F̃ = {(x̃, ỹ, z̃, ˙̃x, ¨̃x) ∈W × R2 , Y Xϕ(x̃, ỹ, z̃, ˙̃x) + ¨̃xY Ξϕ(x̃, ỹ, z̃, ˙̃x) = 0} .
3 In fact, from (A.12), S = T = 0 means that the Lie derivative of ω along ∂/∂λ is co-linear to ω,

and this classically implies that ω itself is collinear to a from in three variables x, y, z, the first integrals

of ∂/∂λ.
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At any point (x̃, ỹ, z̃, ˙̃x, ¨̃x) ∈
(
W × R2

)
\ F̃ , the map(

x̃ , ỹ , z̃ , ˙̃x , ¨̃x
)
7→
(
x̃ , ϕ(x̃, ỹ, z̃, ˙̃x) , ϕ′(x̃, ỹ, z̃, ˙̃x, ¨̃x) , ˙̃x , ¨̃x

)
is a local diffeomorphism ; let its inverse be(

x̃ , u , u̇ , ˙̃x , ¨̃x
)
7→
(
x̃ , ψ̃(x̃, u, u̇, ˙̃x, ¨̃x) , χ̃(x̃, u, u̇, ˙̃x, ¨̃x) , ˙̃x , ¨̃x

)
.

Let then F be the set of (x, y, z, ẋ, ẏ, ẍ, ÿ) ∈ Ω̂× R2 such that

(P 1(x, y, z), P 2(x, y, z), P 3(x, y, z), Ṗ 1(x, y, z, ẋ, ẏ), P̈ 1(x, y, z, ẋ, ẏ, ẍ, ÿ) ) ∈ F̃

where Ṗ 1 and P̈ 1 are computed according to (A.1). Then, in a neighborhood of any (x0, y0, z0, ẋ0,
ẏ0, ẍ0, ÿ0) ∈ (Ω̂× R2) \ F , a parameterization (A.10) of order (1,2) is provided by
(x, y, z) = P−1( v , ψ̃(v, u, u̇, v̇, v̈) , χ̃(v, u, u̇, v̇, v̈) ). �

Now, let us turn to the case where J is nonzero.

Proposition A.3.3 Assume that the functions g and h defining system (A.1) are such that S
and T defined by (A.12) or (A.13) are identically zero on Ω, but J is not, and let (x0, y0, z0, λ0) ∈
Ω be such that J(x0, y0, z0, λ0) 6= 0.

There exists an open set W ⊂ R3 and an open interval I ⊂ R such that (x0, y0, z0, λ0) ∈
Ω′ = W × I ⊂ Ω, a smooth diffeomorphism P from W to P (W ) ⊂ R3 and six smooth functions
P (W ) → R denoted κ, α, β, a, b, c such that, with the change of coordinates (x̃, ỹ, z̃) =

P (x, y, z), system (A.1) reads

˙̃z = κ(x̃, ỹ, z̃)
( ˙̃y − α(x̃, ỹ, z̃) ˙̃x

) ( ˙̃y − β(x̃, ỹ, z̃) ˙̃x
)

+ a(x̃, ỹ, z̃) ˙̃x+ b(x̃, ỹ, z̃) ˙̃y + c(x̃, ỹ, z̃) (A.44)

and none of the functions κ, α− β, α3 and β3 vanish on W .

Note that if no denominator appears in (A.39) (i.e. ĉ0 = 1 and ĉ1 = 0), then (A.39) is already
in the form (A.44) with κ = −â2, α = z, β = z + b̂1/â2, a = b̂0 − â1z, b = â1, c = â0.

Proof :From Lemma A.3.1, g and h are given by (A.39). Let P 1, P 2 be a pair of independent
first integrals of the vector field ĉ1

(
∂
∂x + z ∂

∂y

)
+ b̂1 ∂

∂z in the coordinates x, y, z ; from (A.41),
ω̂1, ω̂2 span the annihilator of this vector field, and hence are linear combinations of dP 1 and
dP 2. Possibly modifying P 1, P 2, the component on dP 1 of ω̂1 and ω̂2 are nonzero, i.e. there
exists smooth function k1, k2, f1, f2 such that ω̂i = ki

(
dP 2 − f i dP 1

)
, ki 6= 0, i = 1, 2. Now,

take for P 3 any function such that dP 1∧ dP 2∧ dP 3 6= 0. Decomposing ω̂3, we get three smooth
functions p0, p1, p2 such that ω̂3 = p0

(
−dP 3 + p1 dP 1 + p2 dP 2

)
.

From (A.41), ω̂1 ∧ ω̂2 ∧ ω̂3 =
(
b̂1ĉ0 − b̂0ĉ1

)
dx ∧ dy ∧ dz 6= 0 while, from the above

expressions, ω̂1∧ ω̂2∧ ω̂3 = p0
(
f1 − f2

)
dP 1∧ dP 2∧ dP 3 ; hence p0 6= 0 and f1−f2 6= 0. Also,

(A.41) implies dω̂1 ∧ ω̂1 6= 0, (A.43) implies dω̂2 ∧ ω̂2 6= 0, while, from the above expressions,
dω̂i ∧ ω̂i = −(ki)2 dP 1 ∧ dP 2 ∧ df i for i = 1, 2 ; hence, recalling the above inequality,

p0 6= 0 , f1 − f2 6= 0 , dP 1 ∧ dP 2 ∧ df i , i = 1, 2 . (A.45)
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Defining a change of coordinates x̃ = P 1(x, y, z), ỹ = P 2(x, y, z), z̃ = P 3(x, y, z), with inverse
(x, y, z) = ψ(x̃, ỹ, z̃), and six functions κ, α, β, a, b, c by :

κ =
k1k2

p0
◦ ψ, α = f1 ◦ ψ, β = f2 ◦ ψ, a = p1 ◦ ψ, b = p2 ◦ ψ, c =

â0

p0
◦ ψ ,

equation (A.42) translates into (A.44) and (A.45) implies, since k1 6= 0and k2 6= 0, that κ,
α− β, α3 and β3 are nonzero. �

Equation (A.44), where α and β play exactly the same role, is not really a particular case
of (A.1), but it would be with z instead of α or β. Since α3 6= 0 and β3 6= 0,

(x̃, ỹ, z̃) 7→ A(x̃, ỹ, z̃) = (x̃, ỹ, α(x̃, ỹ, z̃)) and (x̃, ỹ, z̃) 7→ B(x̃, ỹ, z̃) = (x̃, ỹ, β(x̃, ỹ, z̃)) (A.46)

define two local diffeomorphisms, both providing coordinates that turn (A.44) to a system of
the form (A.1) with h and g as in (A.39) and ĉ1 = 0, ĉ0 = 1 , but with different functions âi

and b̂i ; in both cases, ĉ1 = 0, ĉ0 = 1). These two different possibilities for g and h yield two
possible sets of functions γ and δ —to be used in the differential system (E γ,δ

k,` ), see (A.16)—
computed according to (A.4) and (A.5) ; let us give their explicit expression :

γi(x, y, z, w) =
w −mi,0(x, y, z)
mi,1(x, y, z)

, δi = ni,0 + ni,1γ + ni,2γ2 , i ∈ {1, 2} (A.47)

with (these are obtained from each other by interchanging α and β) :

m1,0 = (α1 + αα2 + (a+ b α)α3) ◦A−1 , m1,1 = (κα3 (α− β)) ◦A−1 ,

n1,0 = α3 ◦A−1 , n1,1 = (α2 + b α3) ◦A−1 , n1,2 = (κα3) ◦A−1 ,

m2,0 = (β1 + β β2 + (a+ b β)β3) ◦B−1 , m2,1 = (κβ3 (β − α)) ◦B−1 ,

n2,0 = β3 ◦B−1 , n2,1 = (β2 + b β3) ◦B−1 , n2,2 = (κβ3) ◦B−1 .

(A.48)

A.4 Main results

The following theorem is central in this paper. The proof is very short because it relies on
local necessary conditions and sufficient conditions that are stated separately elsewhere. Since
the singularities are not the same for necessary and sufficient conditions, we do not give necessary
and sufficient conditions at a precise point ; but we use the “somewhere” as in Definitions A.2.2
and A.1.3.

Theorem A.4.1 System (A.1) admits a parameterization of order (k, `) somewhere in Ω if
and only if

(i). either S = T = J = 0 on Ω (in this case, one can take (k, `) = (1, 2)),

(ii). or S = T = 0 on Ω and one of the two systems (E γ1,δ1

k,` ) or (E γ2,δ2

k,` ) with γi, δi given by
(A.47)-(A.48), admits a regular solution somewhere in Ω̂.
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(iii). or S and T are not both identically zero, and the system (E γ,δ
k,` ) with γ and δ defined

from g and h according to (A.4) and (A.5) admits a regular solution somewhere in Ω̂.

Proof : Sufficiency : the parameterization is provided, away from an explicitly described set of
singularities, by Theorem A.3.2 if point (i) holds, and by Theorem A.3.2 if one of the two other
points holds. For necessity, assume that there is a parameterization of order (k, `) at a point
(x, y, z, ẋ, ẏ, . . . , x(L), y(L)) in

(
Ω̂×R2L−2

)
\F . From Theorems A.5.2 and A.5.4, it implies that

one of the three points holds. �

This theorem clearly gives some importance to the system of PDEs (E γ,δ
k,` ). Our conjecture

(Conjecture A.6.1) is that this system never has “regular solutions”, and this would imply the

Conjecture A.4.2 If dω ∧ ω (or (S, T, J)) is not identically zero on Ω, then system (A.1)
does not admit a parameterization of any order at any point (jet of any order).

Remark 4 If our conjecture A.6.1 is correct, the systems (E γ,δ
k,` ) never have any regular solu-

tions, and the sufficiency part of Theorem A.4.1 (apart from case (i)) is essentially void, and
so is Theorem A.2.4. However, Conjecture A.6.1 is still a conjecture, and the interest of these
sufficient conditions is that they make the two conjecture —the above one on parameterizations
of system (A.1) and Conjecture A.6.1 that only deals with a set of partial differential equalities
and inequalities— equivalent. For instance, if one comes up with a regular solution of some of
these systems (E γ,δ

k,` ), this will yield a new class of systems that admit a parameterization, and
are probably flat.

We do have the following result, weaker than the conjecture because it is restricted to
“small” values of (k, `) (small in the sense of the order in remark 1, but still, the conjecture is
proved if k is 1 or 2 and ` arbitrary).

Theorem A.4.3 If system (A.1) admits a parameterization of order (k, `), with k ≤ `, at some
jet, then either S = T = J = 0 or k ≥ 3 and ` ≥ 4.

Proof : This is a simple consequence of Theorem A.4.1 and Proposition A.6.2. �

Finally, note that the results of the present paper are sufficient to recover the results contai-
ned in the very technical paper [51]. The main result in that reference can be phrased :

“ (A.6) is (x, u)-dynamic linearizable (i.e. (x, u)-flat) if and only if S = T = J = 0 ”,

and the difficult part is to prove that S = T = J = 0 is necessary ; in fact that proof is
very technical, and relies on some simplifications performed via computer algebra. From our
Proposition A.7.2, (x, u)-flatness implies existence of a parameterization of some order (k, `)

with k ≤ 3 and ` ≤ 3. Hence Theorem A.4.1 does imply the above statement (provided that a
paramemetrization of order (1,2) for (A.1) implies (x, u)-flatness for (A.6) ; this is elementary
seen the construction in the proof of Theorem A.3.2).
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A.5 Necessary conditions

A.5.1 The case where S and T are not both zero

The following lemma is needed to state the theorem.

Lemma A.5.1 If (S, T, J) 6= (0, 0, 0) and system (A.1) admits a parameterization (ϕ,ψ, χ) of
order (k, `) at point (x0, y0, z0, . . . , x

(L)
0 , y

(L)
0 ) ∈ R2L+3, then ϕu(k) is a nonzero real analytic

function.

Proof : Assume a parameterization where ϕ does not depend on u(k). Substituting in (A.1)
yields

χ̇ = h(ϕ,ψ, χ, ψ̇ − χϕ̇) + g(ϕ,ψ, χ, ψ̇ − χϕ̇)ϕ̇ .

Since ϕ̇ does not depend on u(k+1), differentiating twice with respect to u(k+1) yields

χu(k) = ψu(k)(h4 + g4ϕ̇) , 0 = ψu(k)
2(h4,4 + g4,4ϕ̇) .

If ψu(k) was zero, then, from the first relation, χu(k) would too, and this would contradict
point (iii) in Definition A.1.2 ; hence the second relation implies that h4,4 + g4,4ϕ̇ is identically
zero. From point (ii) in the same definition, it implies that all solutions of (A.1) satisfy the
relation : h4,4(x, y, z, ẏ − zẋ) + g4,4(x, y, z, ẏ − zẋ)ẋ = 0. From Lemma A.1.1, this implies that
h4,4 and g4,4 are the zero function of four variables, and hence S = T = J = 0. This proves the
lemma. �

Theorem A.5.2 Assume that either S or T is not identically zero on Ω, and that system (A.1)
admits a parameterization of order (k, `) at X = (x0, y0, z0, ẋ0, ẏ0, . . . , x

(L)
0 , y

(L)
0 ) ∈ Ω̂×R2L−2,

with k, `, L some integers and ϕ,ψ, χ defined on U ⊂ Rk+`+2.

Then k ≥ 1, ` ≥ 1 and, for any point (u0, . . . , u
(k)
0 , v0, . . . , v

(`)
0 ) ∈ U (not necessarily sent

to X by the parameterization) such that

ϕu(k)(u0, . . . , u
(k)
0 , v0, . . . , v

(`)
0 ) 6= 0,

there exists a neighborhood O of (u0, . . . , u
(k−1)
0 , ϕ(u0 · · · v(`)

0 ) , v0, . . . , v
(`−1)
0 ) in Rk+`+1 and

a regular solution p : O → R of (E γ,δ
k,` ), related to ϕ,ψ, χ by (A.24), (A.25) and (A.26), the

functions γ and δ being related to g and h by (A.4) and (A.5).

Remark 5 From theorem A.2.4, if p is a K-regular solution (K ≤ k + ` − 2), one can always
take L ≥ K in the jet at which the parameterization is valid. In other word, the open set V of
germs of solutions in Definition A.1.2 derives from V ⊂ Ω̂× R2K−2.
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Proof : Assume that system (A.1) admits a parameterization (ϕ,ψ, χ) of order (k, `) at
(x0, y0, z0, ẋ0, ẏ0, . . . , x

(L)
0 , y

(L)
0 ). Since ϕu(k) does not vanish, one can apply the inverse function

theorem to the map

(u, u̇, . . . , u(k), v, v̇, . . . , v(`)) 7→ (u, . . . , u(k−1), ϕ(u, . . . , u(k), v, . . . , v(`)), v, . . . , v(`))

and define locally a function r of k + `+ 2 variables such that

ϕ(u, u̇, . . . , u(k), v, v̇, . . . , v(`)) = x ⇔ r(u, u̇, . . . , u(k−1), x, v, v̇, . . . , v(`)) = u(k) . (A.49)

Defining two functions p, q by substitution of u(k) in ψ, χ, the parameterization can be re-written
implicitly as 

y = p(u, u̇, . . . , u(k−1), x, v, v̇, . . . , v(`)),

z = q(u, u̇, . . . , u(k−1), x, v, v̇, . . . , v(`)),

u(k) = r(u, u̇, . . . , u(k−1), x, v, v̇, . . . , v(`)).

(A.50)

We now work with this form of the parameterization and u, u̇, . . . , u(k−1), x, ẋ, ẍ, . . . v, v̇, . . . , v(`),

v(`+1), . . . instead of u, u̇, . . . , u(k−1), u(k), u(k+1), . . . v, v̇, . . . , v(`), v(`+1), . . . .
In order to simplify notations, we define (the vector field F is defined in (A.14))

P = Fp+ rpu(k−1) + v(`)pv(`−1) + v(`+1)pv(`) , Q = Fq + rqu(k−1) + v(`)qv(`−1) + v(`+1)qv(`) .

We shall prove later that ` ≥ 1 and k ≥ 1 ; until then, all terms involving ` − 1 or k − 1 are
assumed to be zero by convention. P and Q depend on u, u̇, . . . , u(k−1), x, v, v̇, . . . , v(`), v(`+1)

but not on ẋ ; Fp and Fq depend neither on ẋ nor on v(`+1). When substituting (A.50) in (A.1),
using ẏ = P + ẋpx and ż = Q+ ẋqx, one obtains :

Q+ ẋqx = h(x, p, q, λ) + g(x, p, q, λ)ẋ with λ = P + ẋ(px − q). (A.51)

Differentiating each side three times with respect to ẋ, one obtains :

qx = (h4(x, p, q, λ) + g4(x, p, q, λ)ẋ) (px − q) + g(x, p, q, λ), (A.52)

0 = (h4,4(x, p, q, λ) + g4,4(x, p, q, λ)ẋ) (px − q)2 + 2g4(x, p, q, λ)(px − q), (A.53)

0 = (h4,4,4(x, p, q, λ) + g4,4,4(x, p, q, λ)ẋ) (px − q)3 + 3g4,4(x, p, q, λ)(px − q)2. (A.54)

Combining (A.53) and (A.54) to cancel the first term in each equation, one obtains (see S and
T in (A.13)) : (

T (x, p, q, λ) + S(x, p, q, λ)ẋ
)

(px − q)2 = 0. (A.55)

If T+Sẋ was identically zero as a function of u, . . . , u(k−1), x, v, . . . , v(`−1), this would imply,
by Definition A.1.2 (point (ii)), that all solutions (x(t), y(t), z(t)) of (A.1) satisfy T (x, y, z, ẏ −
zẋ) + ẋS(x, y, z, ẏ − zẋ) = 0 identically ; this would imply that S and T are identically zero
functions of 4 variables, but we supposed the contrary. Hence q = px .
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We first notice that this implies

λ = P = Fp+ rpu(k−1) + v(`)pv(`−1) + v(`+1)pv(`) (A.56)

and that (A.52) yields pxx = g(x, p, px, λ), or, with γ defined by (A.4),

λ = γ(x, p, px, pxx) . (A.57)

Since neither p nor Fp nor r depend on v(`+1), these two equations yield pv(`) = 0, i.e. p is
a function of u, . . . , u(k−1), x, v, . . . , v(`−1) only. Then (A.56) and (A.57) imply (A.112) with
f = γ. Furthermore, rv(`) 6= 0 because, from (A.49), rv(`) = 0 would imply ϕv(`) = 0 and hence
contradict point (iii) of Definition A.1.2. We may then apply lemma A.8.1 (see appendix). If p
was a function of x only, then all solutions of (A.60) should satisfy a relation y(t) = p(x(t)),
which is absurd from Lemma A.1.1 ; hence the (A.113) holds, this proves (A.16-c,d).

From (A.57), the left-hand side of (A.56) does not depend on v(`) ; hence, differentiating
both sides twice with respect to v(`) yields rv(`)v(`)pu(k−1) = 0 ; since pu(k−1) 6= 0, r must be
affine with respect to v(`). Let us call σ and τ the functions of u, . . . , u(k−1), x, v, . . . , v(`−1) such
that

r = τ + σ v(`) . (A.58)

Since p, q = px, λ and qx = pxx do not depend on v(`), (A.51) implies thatQ does not depend
on v(`) either ; with px = q, and r given by (A.58), the expression of Qv(`) is σpxu(k−1) +pxv(`−1)

while, from (A.56), the expression of Pv(`) . Collecting this, one gets

σpu(k−1) + pv(`−1) = σpxu(k−1) + pxv(`−1) = 0 . (A.59)

Then, the expressions defining P and Q before (A.51) yield, with r given by (A.58), P = λ =

Fp + τpu(k−1) and Q = Fpx + τpxu(k−1) . Both sides of (A.51) are affine with respect to ẋ,
hence it yields two relations : the coefficient of ẋ yields (A.57) and the constant term yields
Q = h(x, p, px, λ). Collecting this, we get

Fp− γ(x, p, px, pxx) + pu(k−1)τ = 0 , Fpx − δ(x, p, px, pxx) + pxu(k−1)τ = 0 ,

with δ defined by (A.5) ; eliminating τ , one gets (A.16-a), while (A.16-b) is obtained by elimi-
nating σ in (A.59).

Now, to prove by contradiction K-regularity for some K ≤ k+`+1, assume that EDip = 0

for 0 ≤ i ≤ k + `. Then px, p, . . . , D
(k+`−1)p, x, . . . , x(k+`−1) are 2k + 2` + 1 functions in

the 2k + 2` variables u, . . . , u(k−1), v, . . . , v(`−1), x, . . . , x(k+`−1). At points where the Jacobian
matrix has constant rank, there is at least one nontrivial relation between them. From point (ii)
of Definition A.1.2, this would imply that all solutions of system (A.1) satisfy this relation, say
R(z(t), y(t), . . . , y(k+`−1)(t), x(t), . . . , x(k+`−1)(t)) = 0, which is absurd from Lemma A.1.1. �
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A.5.2 The case where S and T are zero

Again, we establish that, if J is not zero, any parameterization “derives from” a solution of
the system of PDEs (A.16). However, the situation is slightly more complicated : there are two
distinct (non equivalent) choices for γ and δ.

If J 6= 0, we saw, in section A.3, that possibly after a change of coordinates, system (A.1)
can be written as (A.44), the we re-write here without the tildes :

ż = κ (ẏ − αẋ) (ẏ − βẋ) + aẋ+ bẏ + c , κ 6= 0, α− β 6= 0,
∂α

∂z
6= 0

∂β

∂z
6= 0 (A.60)

and where κ, α, β, a, b, c are real analytic functions of three variables. We state the theorem for
this class of systems, because it is simpler to describe the two choices for γ and δ.

Lemma A.5.3 If system (A.60) admits a parameterization (ϕ,ψ, χ) of order (k, `) at a point,
then ϕu(k) is a nonzero real analytic function.

Proof :After a change of coordinates (A.46), use Lemma A.5.1. �

Theorem A.5.4 Let (x0, y0, z0) be a point where κ, α− β, α3 and β3 are nonzero, and k, `, L
three integers. If system (A.60) has a parameterization of order (k, `) at X = (x0, y0, z0, ẋ0, ẏ0,

. . . , x
(L)
0 , y(L)

0 ) with ϕ,ψ, χ defined on U ⊂ Rk+`+2, then k ≥ 1, ` ≥ 1 and, for any point
(u0, . . . , u

(k)
0 , v0, . . . , v

(`)
0 ) ∈ U (not necessarily sent to X by the parameterization) such that

ϕu(k)(u0, . . . , u
(k)
0 , v0, . . . , v

(`)
0 ) 6= 0,

there exists a neighborhood O of (u0, . . . , u
(k−1)
0 , ϕ(u0 · · · v(`)

0 ) , v0, . . . , v
(`−1)
0 ) in Rk+`+1 and a

regular solution p : O → R of one of the two systems (E γ1,δ1

k,` ) or (E γ2,δ2

k,` ) with γi, δi given by
(A.47)-(A.48), such that p, ϕ, ψ, χ are related by (A.24), (A.25) and (A.26).

Remark 5 applies to this theorem in the same way as theorem A.5.2.
Proof : Like in the beginning of the proof of Theorem A.5.2, a parameterization (ϕ,ψ, χ) of

order (k, `) with ϕu(k) 6= 0 yields an implicit form (A.50). Substituting in (A.60), one obtains an
identity between two polynomials in v(`+1) and ẋ. The coefficient of (v(`+1))2 in the right-hand
side must be zero and this yields that p cannot depend on v(`) ; the linear term in v(`+1) then
implies that q does not depend on v(`) either. To go further, let us define, as in the proof of
Theorem A.5.2,

P = Fp+ rpu(k−1) + v(`)pv(`−1) , Q = Fq + rqu(k−1) + v(`)qv(`−1) , (A.61)

with F is defined in (A.14). The terms of degree 0, 1 and 2 with respect to ẋ then yield

Q = κ(x, p, q)P2 + b(x, p, q)P + c(x, p, q)

qx = κ(x, p, q) (2px − α(x, p, q)− β(x, p, q))P + a(x, p, q) + b(x, p, q)px

0 = (px − α(x, p, q)) (px − β(x, p, q))
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From (A.60), the factors in the third equation cannot both be zero. Let us assume

px − α(x, p, q) = 0 , px − β(x, p, q) 6= 0 ; (A.62)

for the other alternative, just interchange the roles of α and β in the sequel. The first and
second equations then yield

P =
qx − a(x, p, q)− b(x, p, q)px

κ(x, p, q) (px − β(x, p, q))
, Q = κ(x, p, q)P2 + b(x, p, q)P + c(x, p, q) . (A.63)

Since α3 6= 0, one can obtain from (A.62), by the inverse function theorem, an expression
of q as a function of x, p and px and hence of qx as a function of x, p, px and pxx. Substituting
in (A.63) yields P = f(x, p, px, pxx) for some smooth function f . Since P is given by (A.61),
one may apply Lemma A.8.1. Like in the proof of Theorem A.5.2 we note that rv(`) = 0 would
imply ϕv(`) = 0 and contradict point (iii) of Definition A.1.2, and also that it would be absurd
that p depend on x only because all solutions of (A.60) would satisfy a relation y(t) = p(x(t))

(see Lemma A.1.1) ; hence (A.113) holds.
From (A.63), P does not depend on v(`). Since pu(k−1) 6= 0, (A.61) then implies that r as-

sumes the form (A.58) with σ and τ some functions of the k+`+1 variables u, u̇, . . . , u(k−1), x, v,

v̇, . . . , v(`−1) only. Since P and Q do not depend on v(`), we must have (we added a third equa-
tion is a consequence of (A.62) and the other two) :

σpu(k−1) + pv(`−1) = 0 , σqu(k−1) + qv(`−1) = 0 , σpxu(k−1) + pxv(`−1) = 0 , (A.64)

and then P = Fp+ τpu(k−1) and Q = Fq + τqu(k−1) . Differentiating (A.62), we get

pxx = α1 + α2px + α3qx, Fpx + τpxu(k−1) = α2P + α3Q .

Substituting this in (A.63) yields, with γ and δ given by (A.47),

Fp+ τpu(k−1) = γ(x, p, px, pxx) , Fpx + τpxu(k−1) = δ(x, p, px, pxx) . (A.65)

Eliminating τ between these two equations and then σ between the first and last equations in
(A.64) yields the two relations (A.16-a,b).

For the proof of K-regularity with K ≤ k + `+ 1 and K ≤ L+ 1, see the end of the proof
of Theorem A.5.2 above. �

A.6 On the solutions of system (E γ,δ
k,` )

Conjecture A.6.1 For any real analytic functions γ and δ (with γ4 6= 0), and any integers
k, `, the partial differential system (E γ,δ

k,` ) (see (A.16)) does not admit any regular solution p.

System (E γ,δ
k,` ) is written in (A.16) ; for regular solutions, see Definitions A.2.1 and A.2.2.

We were not able to prove this for general integers k and `, but only if one of them is smaller
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than 3 or if k = ` = 3. Since u and v play a symmetric role, there is no loss of generality in
assuming k ≤ ` (i.e. naming u the variable that appears with the lesser maximum superscript).
The statement then takes the following form.

Proposition A.6.2 If system (E γ,δ
k,` ), with k ≤ `, admits a regular solution, then necessarily

k ≥ 3, ` ≥ 4 and the determinant∣∣∣∣∣∣∣∣
pu(k−1) pu(k−2) pu(k−3)

pxu(k−1) pxu(k−2) pxu(k−3)

pxxu(k−1) pxxu(k−2) pxxu(k−3)

∣∣∣∣∣∣∣∣ (A.66)

is a nonzero real analytic function.

Proof : This is an straightforward consequence of the four following lemmas. �

Lemma A.6.3 If p is a solution of system (E γ,δ
k,` ) and

(i). either it satisfies a relation of the type px = α(x, p) with α a function of two variables,

(ii). or it satisfies a relation of the type pxx = α(x, p, px) with α a function of three variables,

(iii). or it satisfies two relations of the type pxxx = α(x, p, px, pxx) and
Fpxx + τpxxu(k−1) = ψ(x, p, px, pxx), with ψ and α two functions of four variables,

then it is such that EDip = 0 for all i ≥ 0 and hence it cannot be a regular solution of (E γ,δ
k,` ).

Proof : Point (1) implies point (2) because differentiating the relation px = α(x, p) with respect
to x yields pxx = αx(x, p) + pxαp(x, p). Likewise, point (2) implies point (3) : differentiating
the relation px,x = α(x, p, px) with respect to x yields pxxx = αx(x, p, px) + pxαp(x, p, px) +

pxxαpx
(x, p, px) while differentiating it along the vector field F + τ ∂/∂u(k−1) and using (A.20)

yields Fpxx + τpxxu(k−1) = γ(x, p, px, pxx)αp(x, p, px) + δ(x, p, px, pxx)αpx(x, p, px).
Let us prove that point (3) does imply the conclusion of the lemma. One has, from the two

relations in point (3), and (A.18) and (A.20),

Dp = γ(x, p, px, pxx) + ẋ px , Dpx = δ(x, p, px, pxx) + ẋ pxx ,

Dpxx = ψ(x, p, px, pxx) + ẋ α(x, p, px, pxx) .

This implies that EDip = EDipx = EDipxx = 0 for all i ≥ 0 ; indeed it is true for i = 0 and the
three formulas above allow one to go from i to i+1 (EDix = Ex(i) = 0 and EDiẋ = Ex(i+1) = 0

from the very definition of D and E). �

Lemma A.6.4 If p is a solution of system (E γ,δ
k,` ) and either k = 1 or

∣∣∣∣∣ pu(k−1) pu(k−2)

pxu(k−1) pxu(k−2)

∣∣∣∣∣ =
0, then around each point such that pu(k−1) 6= 0, there exists a function α of two variables such
that a relation px = α(x, p) holds identically on a neighborhood of that point.
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Lemma A.6.5 Suppose that p is a solution of (E γ,δ
k,` ) with

` ≥ k ≥ 2 , pu(k−1) 6= 0 ,

∣∣∣∣∣ pu(k−1) pu(k−2)

pxu(k−1) pxu(k−2)

∣∣∣∣∣ 6= 0 . (A.67)

If either k = 2 or the determinant (A.66) is identically zero, then, around any point where the
two quantities in (A.67) are nonzero, there exists a function α of three variables such that a
relation px,x = α(x, p, px) holds identically on a neighborhood of that point.

Lemma A.6.6 Let k = ` = 3. For any solution p of (E γ,δ
3,3 ), in a neighborhood of any point

where the determinant (A.66) is nonzero, there exists two functions α and ψ of four variables
such that pxxx = α(x, p, px, pxx) and Fpxx + τpxxu(k−1) = ψ(x, p, px, pxx) identically on a neigh-
borhood of that point.

In order to prove these three lemmas, let us introduce some notations and preliminaries.
First, with F and E and τ defined in (A.14) and (A.17), define the vector fields

X =
∂

∂x
, Y = F + τ

∂

∂u(k−1)
(A.68)

X1 = [X,Y ], X2 = [X1, Y ] , E2 = [E, Y ], E3 = [E2, Y ] . (A.69)

Then (A.20) obviously implies

Y p = γ(x, p, px, px,x) , Y px = δ(x, p, px, px,x) . (A.70)

Also, since (A.20) implies τx 6= 0 and a simple computation yields

X1 = τx
∂

∂u(k−1)
, X2 = τx

∂

∂u(k−2)
+ (· · · ) ∂

∂u(k−1)
, (A.71)

these two vector fields are linearly independent. Then, since [X,E] is zero, [X,X1] and [X,E2]

are collinear to ∂/∂u(k−1) and [X1, X2], [E2, X2], [X,E3] are linear combinations of ∂/∂u(k−1)

and ∂/∂u(k−2) (for [X,E], [X,E2] and [X,E3], we have used the fact that Xσ = 0, see (A.20)),
one has

[X,X1] = λX1 , [X1, X2] = λ′X1 + λ′′X2 , (A.72)

[X,E] = 0 , [X,E2] = µX1 , [X,E3] = µ′X1 + µ′′X2 , [E2, X2] = ν′X1 + ν′′X2 .(A.73)

for some functions λ, λ′, λ′′, µ, µ′, µ′′, ν′, ν′′.
Proof :Proof of Lemma A.6.4 From (A.16-c), y = p(u, . . . , u(k−1), x, v, . . . , v(`−1)) defines

local coordinates u, . . . u(k−2), y, x, v, . . . , v(`−1). Composing px by the inverse of this change of
coordinates, there is a function α of k + ` + 1 variables such that px = α(u, . . . , u(k−2), p , x,

. . . , v(`−1)) identically. If k ≥ 2, differentiating with respect to both sides of this identity with
respect to u(k−1) and u(k−2) and using the determinant in the lemma implies that α does not
depend on its argument u(k−2). To sum up, p and px satisfy an identity

px = α(u, . . . , u(k−3), p , x, v, . . . , v(`−1)),
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where the first list is empty if k = 1 or k = 2. Now define two integers m ≤ k− 3 and n ≤ `− 2

as the smallest such that α depends on u, . . . , u(m), x, y, v, . . . , v(n), with the convention that
m < 0 if k = 1, k = 2, or α depends on none of the variables u, . . . , u(k−3) and n < 0 if α
depends on none of the variables v, . . . , v(`−2). The lemma sates that m and n are both negative.
This is indeed true because, if one of them is non-negative, applying Y to both sides of the
above identity yields,

Y px = αy Y p+
m∑

i=0

u(i+1)αu(i) +
n∑

i=0

v(i+1)αv(i)

where at least one of the sums is nonempty. Using (A.70), since pxx = αx +ααy, one can replace
Y p with γ(x, y, α, αx + ααy) and Y px with δ(x, y, α, αx + ααy). Then, all terms of the above
equation depend on u, . . . , u(m), x, y, v, . . . , v(n) only except the last term of (at least) one of
the sums, that depends either on u(m+1) or v(n+1) so that the identity cannot hold identically
(by definition of these integers, αu(m) 6= 0 (resp. αv(n) 6= 0) if m ≥ 0 (resp. n ≥ 0)). �

Proof :Proof of Lemma A.6.5 From (A.67), one local coordinates (u, . . . , u(k−3), x, y, z, v,

. . . , v(`−1)) by

y = p(u, . . . , u(k−1), x, v, . . . , v(`−1)), z = px(u, . . . , u(k−1), x, v, . . . , v(`−1)). (A.74)

In these coordinates, X and Y , defined in (A.68) have the following expressions, with χ and α
some functions to be studied further :

X =
∂

∂x
+ z

∂

∂y
+ α

∂

∂z
(A.75)

Y = γ
∂

∂y
+ δ

∂

∂z
+ χ

∂

∂u(k−3)
+

k−4∑
i=0

u(i+1) ∂

∂u(i)
+

`−1∑
i=0

v(i+1) ∂

∂v(i)
(A.76)

where, in the expression of Y , the third term is zero if k = 2, the fourth term (
∑k−4

i=0 · · · ) is
zero if k = 2 or k = 3, and the notations γ and δ are slightly abusive : γ stands for the function
(u, . . . , u(k−3), x, y, z, v, . . . , v(`−1)) 7→ γ(x, y, z, α(u, . . . , u(k−3), x, y, z, v, . . . , v(`−1))), and the
same for δ. With the same abuse of notations, (A.16-e) reads

Xγ − δ 6= 0. (A.77)

Since the inverse of the change of coordinates (A.74) is given by

u(k−2) = χ(u, . . . , u(k−3), x, y, z, v, . . . , v(`−1)), u(k−1) = Y χ(u, . . . , u(k−3), x, y, z, v, . . . , v(`−1)),

and, in the original coordinates, (σ ∂
∂u(k−1) + ∂

∂v(`−1) )u(k−2) = ∂
∂xu

(k−2) = ∂
∂u(k−1)u

(k−2) = 0, see
(A.71), one has

Eχ = Xχ = X 1 χ = 0 . (A.78)
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Then, from (A.75)-(A.76),

X1 = (Xγ − δ)
∂

∂y
+ (Xδ − Y α)

∂

∂z
(A.79)

[X,X1] =
(
X2γ − 2Xδ − Y α

) ∂
∂y

+
(
X2δ −XY α−X1α

) ∂
∂z

. (A.80)

From these expressions and (A.72), one has∣∣∣∣∣ Xγ − δ X2γ − 2Xδ + Y α

Xδ − Y α X2δ −XY α−X1α

∣∣∣∣∣ = 0 . (A.81)

By definition of α, Xz = α. in the original coordinates, this translates into the identity
pxx = α(u, . . . , u(k−3), x, p, px, v, . . . , v

(`−1)). If k ≥ 3, differentiating both sides with respect to
u(k−1), u(k−2) and u(k−3), we obtain that the determinant (A.66) is zero is and only if α does
not depend on its argument u(k−3). To sum up, under the assumptions of the lemma,

α depends on u, . . . , u(k−4), x, y, z, v, . . . , v(`−1) only (A.82)

with the convention that the first list is empty if k = 2 or k = 3.
Define two integersm,n as the smallest such that α depends on u, . . . , u(m), x, y, z, v, . . . , v(n),

with the convention that m < 0 if m = 2 or α depends on none of the variables u, . . . , u(k−3)

and n < 0 if α depends on none of the variables v, . . . , v(`−1). We have

m ≥ 0 ⇒ αu(m) 6= 0 , n ≥ 0 ⇒ αv(n) 6= 0 . (A.83)

From (A.82) m is no larger that k − 4 ; hence χ does not appear in the expression of Y α :

Y α = γαy + δαz +
m∑

i=0

u(i+1)αu(i) +
n∑

i=0

v(i+1)αv(i) (A.84)

where the first (second) sum is empty if m (n) is negative. In (A.81), all the terms depend
only on u, . . . , u(m), x, y, z, v, . . . , v(n) except Y α, XY α and X1α that may depend on u(m+1) if
m ≥ 0 or on v(n+1) if n ≥ 0.According to the above formula, these three expressions are, if they
depend on these variables, affine functions of u(m+1) and v(n+1) with coefficients depending on
u, . . . , u(m), x, y, z, v, . . . , v(n) only, and the determinant in (A.81) is then quadratic with respect
to u(m+1) and v(n+1) ; the term of degree two comes from (Y α)2 ; it is :(

αu(m)u(m+1) + αv(n)v(n+1)
)2

.

Then (A.81 implies that αu(m) and αv(n) are identically zero. From (A.83), this implies that m
and n are negative, and by definition of these integers, this implies that α depends on (x, y, z)

only, yielding, in the original coordinates, an identity pxx = α(x, p, px). �

Before proving Lemma A.6.6, we need to extract more information from the previous proof :
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Lemma A.6.7 Assume, as in Lemma A.6.5, that p is a solution of (E γ,δ
k,` ) satisfying (A.67),

but assume also that ` ≥ k ≥ 3 and the determinant (A.66) is nonzero. Then [X,E2] = [X,E3] =

0.

Proof : Starting as in the proof of Lemma A.6.5, one does not obtain (A.82) but, on the contrary,
since k ≥ 3 and the determinant (A.66) is nonzero, α is a function of u, . . . , u(k−3), x, y, z, v,

. . . , v(`−1) such that
αu(k−3) 6= 0 . (A.85)

Since Ep = Epx = 0, one has, in these coordinates, E = ∂/∂v(`−1), and the first equations in
(A.73) and (A.78) imply αv(`−1) = χv(`−1) = 0. (A.69) and (A.76) then yield E2 = ∂/∂v(`−2),
and

[X,E2] = −αv(`−2)
∂

∂z
which implies, from the second relation in (A.73), the expression (A.79) ofX1 and the inequation
(A.77), that αv(`−2) , and µ, and the bracket [X,E2] are zero. This proves the first part of the
lemma ; let us turn to [X,E3].

Computing E3 from (A.69) and (A.76) yields, since E2 and X commute, and Xχ = 0,

E3 = χv(`−2)
∂

∂u(k−3)
+

∂

∂v(`−3)
, [X,E3] = −(E3α)

∂

∂z
. (A.86)

Let us examine equation (A.81). The only terms that depend on v(`−2) are Y α, XY α and
X1α. Since Xχ = 0, we have

Y α = χαu(k−3) + v(`−2)αv(`−3) +O,

XY α = χXαu(k−3) + v(`−2)Xαv(`−3) +O,

X1α = −αz

(
χαu(k−3) + v(`−2)αv(`−3)

)
+O,

where O denotes any function that depends on u, . . . , u(k−3), x, y, z, v, . . . , v(`−3) only. Then,
with ζ = χαu(k−3) + v(`−2)αv(`−3) , one has

Xζ =
Xαu(k−3)

αu(k−3)
ζ + b v(`−2) with b = Xαv(`−3) − αv(`−3)

Xαu(k−3)

αu(k−3)
, (A.87)

and equation (A.81) reads

ζ2 +O ζ − (Xγ − δ)b v(`−2) +O = 0 . (A.88)

Differentiating with respect to X and using (A.87) yields

2
Xαu(k−3)

αu(k−3)
ζ2 +

(
2b v(`−2) +O

)
ζ +O v(`−2) +O = 0 .

Then, eliminating ζ between these two polynomials yields∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 O −(Xγ − δ)b v(`−2) +O 0

0 1 O −(Xγ − δ)b v(`−2) +O
2

Xα
u(k−3)

α
u(k−3)

2b v(`−2) +O O v(`−2) +O 0

0 2
Xα

u(k−3)

α
u(k−3)

2b v(`−2) +O O v(`−2) +O

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0
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This resultant is a polynomial of degree at most three with respect to v(`−2) ; it must be
identically zero and its degree three coefficient is −4b3(Xγ − δ) ; hence b = 0. This implies,
from (A.88), that ζ does not depend on v(`−2) ; but, considering (A.86), one has ζv(`−2) =

χv(`−2)αu(k−3) + αv(`−3) = E3α. Hence E3α = 0, and this implies [X,E3] = 0. �

Proof :Proof of Lemma A.6.6 The independent variables in (E γ,δ
3,3 ) are u, u̇, ü, x, v, v̇, v̈.

Since the determinant (A.66) is nonzero, one defines local coordinates (x, y, z, w, v, v̇, v̈) by

y = p(u, u̇, ü, x, v, v̇, v̈), z = px(u, u̇, ü, x, v, v̇, v̈), w = pxx(u, u̇, ü, x, v, v̇, v̈). (A.89)

In these coordinates, X and Y , defined in (A.68), have the following expressions, with ψ and α
some functions to be studied further :

X =
∂

∂x
+ z

∂

∂y
+ w

∂

∂z
+ α

∂

∂w
, (A.90)

Y = γ
∂

∂y
+ δ

∂

∂z
+ ψ

∂

∂w
+ v̇

∂

∂v
+ v̈

∂

∂v̇
. (A.91)

Then, using, for short, the following notation Γ :

Γ = Xγ − δ 6= 0 , (A.92)

one has

X1 = Γ
∂

∂y
+ (Xδ − ψ)

∂

∂z
+ (Xψ − Y α)

∂

∂w
, (A.93)

[X,X1] = (XΓ−Xδ + ψ)
∂

∂y
+
(
X2δ − 2Xψ + Y α

) ∂
∂z

+
(
X2ψ −XY α−X1α

) ∂

∂w
.(A.94)

Also,

E =
∂

∂v̈
, E2 = [E1, Y ] = ψv̈

∂

∂w
+

∂

∂v̇
, [X,E2] = ψv̈

∂

∂z
+ (Xψu(k−1) − E2α)

∂

∂w

but, from Lemma A.6.7, one has [X,E2] = 0, hence ψv̈ = 0, E2 = ∂/∂v̇ and αv̇ = 0. Then

E3 = [
∂

∂v̇
, Y ] = ψv̇

∂

∂w
+

∂

∂v
, [X,E3] = ψv̇

∂

∂z
+ (Xψv̇ − E3α)

∂

∂w
,

but, from Lemma A.6.7, one has [X,E3] = 0, hence ψv̇ = 0, E3 = ∂/∂v and αv = 0. To sum
up,

E =
∂

∂v̈
, E2 =

∂

∂v̇
, E3 =

∂

∂v
, (A.95)

α depends at most on (x, y, z, w) only and ψ on (x, y, z, w, v).
Notation : until the end of this proof, O stands for any function of x, y, z, w only.
For instance, α = O.

The functions γ and δ also depend on x, y, z, w (they were functions of four variables to
begin with), and, since the vector field X involves only these variables, Γ, XΓ, Xδ, X2δ as well.

From (A.72), (A.93) and (A.94), one has

∣∣∣∣∣ Γ Xδ − ψ

XΓ−Xδ + ψ X2δ − 2Xψ + Y α

∣∣∣∣∣ = 0 . Hence

Xψ =
1
2Γ
ψ2 +Oψ +O (A.96)
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Then (A.93) yields

X1 = X0
1 + ψX1

1 + ψ2X2
1 (A.97)

where X0
1 , X1

1 and X2
1 are vector fields in the variables x, y, z, w only :

X0
1 = Γ

∂

∂y
+O ∂

∂z
+O ∂

∂w
, X1

1 = − ∂

∂z
+O ∂

∂w
, X2

1 =
1
2Γ

∂

∂w
. (A.98)

Now define :

U = −X1
1 −

ψ

Γ
∂

∂w
=

∂

∂z
+
(
O − ψ

Γ

)
∂

∂w
, (A.99)

V = X0
1 − ψ2X2

1 = Γ
∂

∂y
+O ∂

∂z
+
(
O − ψ2

2Γ

)
∂

∂w
, (A.100)

so that
X1 = V − ψU (A.101)

and, from (A.91) and (A.97) one deduces the following expression of X2 = [X1, Y ] :

X2 =
(
Y ψ
)
U +

(
X1ψ

) ∂

∂w
+ψ3 Γw

2Γ2

∂

∂w
+ψ2

(
γw

2Γ
∂

∂y
+O ∂

∂z
+O ∂

∂w

)
+ψX1

2 +X0
2 (A.102)

where X1
2 and X0

2 are two vector fields in the variables x, y, z, w only.
From this formula and (A.95), one has [E2, X2] =

(
Y ψ
)
v̇
U = ψv U ; hence, from the last

relation in (A.73), either ψv is identically zero or U is a linear combination of X1 and X2. Let
us prove that, anyway, if U is a linear combination of X1 and X2, then ψ does not depend
on v. From (A.99), (A.100) and (A.101), U and V are linearly independent and X1 is a linear
combination of U and V ; hence, if we assume, as we do now until the end of the proof, that U is
a linear combination of X1 and X2, then U, V is another basis for X1, X2. Then, X2 and (from
the second relation in (A.72)) [U, V ] must be linear combinations of U and V . From (A.99) and
(A.100),

[U, V ] =
X1ψ

Γ
∂

∂w
− ψ2O ∂

∂w
+ ψW 1 +W 0

where W 1 and W 0 are two vector fields in the variables x, y, z, w only, and, finally, with Z1 and
Z0 two other vector fields in the variables x, y, z, w only, one has, from (A.102)

X2 − (Yψ)U − Γ [U, V ] = ψ3 Γw

2Γ2

∂

∂w
+ ψ2

(
γw

2Γ
∂

∂y
+O ∂

∂z
+O ∂

∂w

)
+ ψ Z1 + Z0 .

This vector field, that does not involve any derivatives of ψ, must also be a linear combination
of U and V . Now, computing the determinant with respect to ∂/∂y, ∂/∂z, ∂/∂w, one has, from
(A.99), (A.100) and the above expression of X2 − (Yψ)U − Γ [U, V ],

det
(
U, V, X2 − (Yψ)U − Γ[U, V ]

)
=
γw

Γ3
ψ4 +Oψ3 +Oψ2 +Oψ +O = 0 .

This polynomial of degree 4 with respect to ψ is nontrivial because, from (A.15), γw 6= 0 ; its
coefficients depend on x, y, z, w only, hence ψ cannot depend on v. We have proved that both
α and ψ depend on x, y, z, w only ; this yields the identities in the lemma. �
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A.7 On flat outputs and differential flatness

Definition A.7.1 Let J be a non-negative integer. A pair A = (a, b) of real analytic functions
defined on a connected open subset Û of Ω̂ × R2J−2 ⊂ R2J+3 is a flat output of order J for
system (A.1) at point X = (x0, y0, z0, ẋ0, ẏ0, . . . , x

(L)
0 , y(L)

0 ), with L ≥ J if and only if there
exists a Monge parameterization of order (k, `) for some k and ` at this point X and, for U
and V possibly smaller than these given in Definition A.1.2, one has the following property : a
germ (x(.), y(.), z(.), u(.), v(.)) ∈ V × U satisfies (A.103) if and only if it satisfies (A.104) :

ϕ(u(t), u̇(t), . . . , u(k)(t), v(t), v̇(t), . . . , v(`)(t)) = x(t)

ψ(u(t), u̇(t), . . . , u(k)(t), v(t), v̇(t), . . . , v(`)(t)) = y(t)

χ(u(t), u̇(t), . . . , u(k)(t), v(t), v̇(t), . . . , v(`)(t)) = z(t)

 (A.103)

u(t) = a1(x(t), y(t), z(t), ẋ(t), ẏ, ẍ(t), ÿ(t), . . . , x(J)(t), y(J)(t))

v(t) = a2(x(t), y(t), z(t), ẋ(t), ẏ, ẍ(t), ÿ(t), . . . , x(J)(t), y(J)(t))

}
(A.104)

System (A.1) is called flat if and only if it admits a flat output of order J for some J ∈ N.
We call a Monge parameterization endogenous4 if and only if there exists a flat output associated
to this parameterization as above.

The focus in this paper is on existence of a Monge parameterization, but flatness is just
slightly more restrictive : it means existence of a Monge parameterization of a special type, that
one could call, following th

In order to compare the results in the present paper with the results from [51] on flatness,
or dynamic linearizability, of (A.6), we shall need the following result, where the functions γ
and δ in (A.6) are supposed to be related to the functions g and h in (A.1) according to (A.4)
and (A.5).

Proposition A.7.2 If system (A.6) is “(x, u)-dynamic linearizable” in the sense of [51], then
(A.1) admits a parameterization of order (k, `) with k ≤ 3 and ` ≤ 3.

Proof : If system (A.6) is “(x, u)-dynamic linearizable” in the sense of [51], then it admits a
flat output whose components are functions of ξ1, ξ2, ξ3, ξ4, w1, w2. In the coordinates of (A.1),
this means existence of a flat output depending on x, y, z, λ, ẋ, λ̇, i.e. a flat output of order 2,
but of a special kind : A(x, y, z, ẋ, ẏ, ẍ, ÿ) = a(x, y, z, λ, ẋ, λ̇). Consider the map

(x, y, z, λ, ẋ, λ̇, . . . , x(4), λ(4)) 7→


a(x, y, z, λ, ẋ, λ̇)

ȧ(x, y, z, λ, ẋ, λ̇, ẍ, λ̈)

ä(x, y, z, λ, ẋ, λ̇, . . . , x(3), λ(3))

a(3)(x, y, z, λ, ẋ, λ̇, . . . , x(4), λ(4))


4 This terminology (endogenous vs. exogenous) is borrowed from the authors of [12, 43] ; it usually

qualifies feedbacks rather than parameterization, but the notion is exactly the same.
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Its Jacobian is 8 × 12, and has rank 8, but the 8 × 8 sub-matrix corresponding to derivatives
with respect to ẋ, λ̇, . . . , x(4), λ(4) has rank 4 only. Hence x, y, z, and λ can be expressed as
functions of the components of a, ȧ, ä, a(3), yielding a Monge parameterization of order at most
(3, 3). �

A.8 Proofs and lemma

This section is devoted to the following proof, and to stating and proving one lemma.
Proof :Proof of Lemma A.2.3 For this proof only, the notation Fi,j (0 ≤ i ≤ k, 0 ≤

j ≤ `) stands either for the following family of i + j vectors in RK+2 or for the corresponding
(K + 2)× (i+ j) matrix :

Fi,j =
(

∂π

∂u(k−i)
, . . . ,

∂π

∂u(k−1)
,

∂π

∂v(`−j)
, . . . ,

∂π

∂v(`−1)

)
(A.105)

with the convention that if i or j is zero the corresponding list is empty ; Fi,j depends on
u, . . . , u(k−1), v, . . . , v(`−1), x, . . . , x(K). Let Ws (1 ≤ s ≤ K + 2) be the set of pairs (i, j) such
that i + j = s and the rank of Fi,j is s at least at one point in O × RK , i.e. one of the s × s

minors of Fi,j is a nonzero real analytic function on O × RK . The lemma states that WK+2

is nonempty ; in order to prove it by contradiction, suppose that WK+2 = ∅ and let s be the
smallest positive integer such that Ws = ∅.

From (A.16-c), W1 contains (1, 0), hence 2 ≤ s ≤ K + 2 < k + `+ 1. Take (i′, j′) in Ws−1 ;
Fi′,j′ has rank i′ + j′ (i.e. is made of i′ + j′ linearly independent vectors) on an open dense set
A ⊂ O × RK . Let the i1 ≤ k and j1 ≤ ` be the largest such that Fi1,j′ and Fi′,j1 have rank
s− 1 on A. On the one hand, since i′ + j′ = s− 1 < k + `, one has either i′ < k or j′ < `. On
the other hand since Ws is empty, it contains neither (i′ + 1, j′) nor (i′, j′ + 1) ; hence the rank
of Fi′+1,j′ is less than i′ + j′ + 1 if i′ < k, and so is the rank of Fi′,j′+1 if j′ ≤ `. To sum up,

i′ < k ⇒ i1 ≥ i′ + 1, j′ < `⇒ j1 ≥ j′ + 1.

Now assume that (i1, j1) 6= (k, `) (the other case is treated later) ; possibly exchanging u
and v, assume i1 < k ; all the vectors ∂π

∂u(k−i1) , . . . , ∂π
∂u(k−i′+1) , ∂π

∂u(`−j1) , . . . , ∂π
∂u(`−j′+1) are then

linear combinations of the vectors in Fi′,j′ , while ∂π
∂u(k−i1−1) is not :

Rank Fi′,j′ = i′ + j′, (A.106)

Rank Fi1,j1 = i′ + j′, (A.107)

Rank
(

∂π

∂u(k−i1−1)
, Fi′,j′

)
= i′ + j′ + 1 (A.108)

on an open dense subset of O×RK , that we still call A although it could be smaller. In a neigh-
borhood of any point in this set, one can, from (A.108), apply the inverse function theorem
and obtain, for an open Ω ⊂ Rk+`+K+1, a map Ω → Ri′+j′+1 that expresses u(k−i′), . . . , u(k−1),
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v(`−j′), . . . , v(`−1) and u(k−i1−1) as functions of u, . . . , u(k−i1−2), u(k−i1), . . . , u(k−i′−1), v, . . . , v(`−j′−1),
x, . . . , x(K) and i′+j′+1 functions chosen among px, p,Dp, . . . ,D

Kp (i′+j′+1 columns defining
an invertible minor in

(
∂π/∂u(k−i1−1) , Fi′,j′

)
). Focusing on u(k−i1−1), one has

u(k−i1−1) = B
(
u, . . . , u(k−i1−2), u(k−i1), . . . , u(k−i′−1), (A.109)

v, . . . , v(`−j′−1), x, . . . , x(K), px, p, . . . , D
Kp
)

where B is some smooth function of k + `+ 2K + 2− i′ − j′ variables and we have written all
the functions px, p,Dp, . . . ,D

K−1p although B really depends only on i′ + j′ + 1 of them.
Differentiating (A.109) with respect to u(k−i′), . . . , u(k−1), v(`−j′), . . . , v(`−1), one has, with

obvious matrix notation,
(

∂B
∂px

∂B
∂p · · · ∂B

∂DK−1p

)
Fi′,j′ = 0, where the right-hand side is a line-

vector of dimension i′ + j′ ; from (A.106) and (A.107), this implies that one also has(
∂B

∂px

∂B

∂p
· · · ∂B

∂DK−1p

)
Fi1,j1 = 0 , (A.110)

where the right-hand side is a now a bigger line-vector of dimension i1 + j1. Differentiating
(A.109) with respect to u(k−i1), . . . , u(k−i′−1), v(`−j1), . . . , v(`−j′−1) and using (A.110) yields
that B does not depend on its arguments u(k−i1), . . . , u(k−i′−1) and v(`−j1), . . . , v(`−j′−1). B
cannot depend on DKp either because EDKp 6= 0 and all the other functions vanish on E,
then it cannot depend on x(K) either because x(K) appears in no other argument, and (A.109)
becomes

u(k−i1−1) = B
(
u, . . . , u(k−i1−2), v, . . . , v(`−j1−1), x, . . . , x(K−1), px, p, . . . , D

K−1p
)
.

Applying D, using (A.21) and substituting u(k−i1−1) from above, one gets, from some smooth
C ,

u(k−i1) = C
(
u, . . . , u(k−i1−2)︸ ︷︷ ︸
empty if i1=k−2

, v, . . . , v(`−j1)︸ ︷︷ ︸
empty if j1=`

, x, . . . , x(K), px, p, . . . , D
Kp
)
. (A.111)

Differentiating with respect to u(k−i′), . . . , u(k−1), v(`−j′), . . . , v(`−1) yields(
∂C
∂px

∂C
∂p · · · ∂C

∂DK−1p

)
Fi′,j′ = 0, the right-hand side being a line-vector of dimension i′ + j′.

From (A.106) and (A.107), ∂π/∂u(k−i1−1) is a linear combination of the columns of Fi′,j′ , hence
one also has (

∂C

∂px

∂C

∂p
· · · ∂C

∂DK−1p

)
∂π

∂u(k−i1−1)
= 0 ;

this means that the derivative of the right-hand side of (A.111) with respect to u(k−i1−1) is
zero, but the derivative of the left-hand side is 1 ; hence (i1, j1) 6= (k, `) is absurd.

Let us now examine the case where (i1, j1) = (k, `). Then the rank of Fk,` is strictly
smaller than K + 2 at all points of O × RK (and equal to s − 1 < K + 2 on some open dense
subset of it). Around a point in this set, there is at least one function R (in fact K + 2 − s

independent such functions) such that a non-trivial relation R(px, p, . . . , D
Kp, x, . . . , x(K)) = 0
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holds and the partial derivative of R with respect to at least one of its K + 2 first arguments is
nonzero. Applying E to this relation, since p is K-regular, and, from (A.21), Dpx is a function
of px, p,Dp, x, ẋ, we get that R does not depend on DKp, and hence does not depend on x(K)

either... applying ED, ED2 and so on, we get finally a relation R(px, p, x) = 0 with (Rpx , Rp) 6=
(0, 0). Differentiating with respect to u(k−1), one obtains Rpx

pxu(k−1) + Rppu(k−1) = 0 ; hence,
from the first relation in (A.16-c), Rpx

6= 0, and the relation R(px, p, x) = 0 implies, in a
neighborhood of almost any point, px = f(p, x) for some smooth function f . From Lemma A.6.3,
this would contradict the fact that the solution p is K-regular. �

Lemma A.8.1 Let p be a smooth function of u, . . . , u(k−1), x, v, . . . , v(`−1), r a smooth function
of u, . . . , u(k−1), x, v, . . . , v(`), with rv(`) 6= 0, and f a smooth function of four variables such that

k−2∑
i=0

u(i+1)pu(i) + rpu(k−1) +
`−1∑
i=0

v(i+1)pv(i) = f(x, p, px, pxx) (A.112)

where, by convention, rpu(k−1) is zero if k = 0 and the first (resp. last) sum is zero if k ≤ 1

(resp. ` = 0). Then either p depends on x only or

k ≥ 1 , ` ≥ 1 , pu(k−1) 6= 0 , pv(`−1) 6= 0 . (A.113)

Proof : Let m ≤ k − 1 and n ≤ ` − 1 be the smallest integers such that p depends on
u, . . . , u(m), x, v, . . . , v(n) ; if p depends on none of the variables u, . . . , u(k−1) (or v, . . . , v(`−1)),
take m < 0 (or n < 0). Then pu(m) 6= 0 if m ≥ 0 and pv(n) 6= 0 if n ≥ 0.

The lemma states that either m and n are both negative or k ≥ 1, ` ≥ 1 and (m,n) =

(k − 1, `− 1). This is indeed true :
- if m = k − 1 and k ≥ 1 then n = `− 1 and ` ≥ 1 because if not, differentiating both sides in
(A.112) with respect to v(`) would yield rv(`)pu(k−1) = 0, but the lemma assumes that rv(`) 6= 0,
- if m < k−1 or m = 0, (A.112) becomes :

∑m
i=0 u

(i+1)pu(i) +
∑n

i=0 v
(i+1)pv(i) = f(x, p, px, pxx) ;

if m ≥ 0, differentiating with respect to u(m+1) yields pu(m) = 0 and if n ≥ 0, differentiating
with respect to u(m+1) yields pv(n) = 0 ; hence m and n must both be negative. �
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A translation of the David Hilbert’s article Über den Begriff der Klasse

von Differentialgleichungen made by Aleš Janka and David Avanessoff and

Daniel Robertz (2004).

We are going to concentrate our research on a differential equation of two functions

y and z of one variable x. The differential equation has the form

F ( d
ny
dxn , . . . ,

dy
dx , y,

dmz
dxm , . . . ,

dz
dx , z;x) = 0; (B.1)

and we suppose that this differential equation was neither obtained by one (or multiple)

differentiation of an equation of the same form and of lower order, nor by their linear

combination.

Now, we set 
ξ = ϕ(x; y, dydx ,

d2y
dx2 , . . . , z,

dz
dx ,

d2z
dx2 , . . .),

η = ψ(x; y, dydx ,
d2y
dx2 , . . . , z,

dz
dx ,

d2z
dx2 , . . .),

ζ = χ(x; y, dydx ,
d2y
dx2 , . . . , z,

dz
dx ,

d2z
dx2 , . . .),

(B.2)

where the variable x and the functions y and z appear as arguments together with their

derivatives up to certain order, and express

dη
dξ =

dψ
dx
dϕ
dx

, d2η
dξ2

=
dϕ
dx

d2ψ

dx2
− dψ
dx

d2ϕ

dx2

( dϕ
dx

)2
, . . .

dζ
dξ =

dχ
dx
dϕ
dx

, d2ζ
dξ2

=
dϕ
dx

d2χ

dx2
− dχ
dx

d2ϕ

dx2

( dϕ
dx

)2
, . . .

as functions of x and y and z and their respective derivatives. Then in general (when

the functions φ, ψ, χ do not satisfy any particular constraint), one can obtain from

(B.2), by using (B.1), expressions for the parameters x, y, z as functions of ξ and η and

ζ as well as their derivatives w.r.t. ξ as follows :
x = g(ξ; η, dηdξ ,

d2η
dξ2
, . . . , ζ, dζdξ ,

d2ζ
dξ2
, . . .),

y = h(ξ; η, dηdξ ,
d2η
dξ2
, . . . , ζ, dζdξ ,

d2ζ
dξ2
, . . .),

z = k(ξ; η, dηdξ ,
d2η
dξ2
, . . . , ζ, dζdξ ,

d2ζ
dξ2
, . . .);

(B.3)

thereby (B.1) is transformed into a differential equation for the functions η, ζ of ξ of

the form :

Φ(d
νη
dξν , . . . ,

dη
dξ , η,

dµζ
dξµ , . . . ,

dζ
dξ , ζ; ξ) = 0. (B.4)

About this transformation (B.2), resp. (B.3), we say that it transforms the differential

equations (B.1) to (B.4) and back in an invertible integral-less way ; all differential
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equations which can be transformed from (B.4) in an invertible and integral-less way to

(B.1) are comprised into one class of differential equations.

The introduced notion of “invertible and integral-less transformation” and the notion

of the “class” is an analogue, in the theory of differential relations of two functions y(x)

and z(x), to the notions of the Riemann one-to-one (birational) transformation and the

Riemann notion of a class of algebraic equations within the theory of algebraic functions

of one variable.

Now, on the other hand, we set
x = ϕ(t, w,w1, . . . , wr),

y = ψ(t, w,w1, . . . , wr),

z = χ(t, w,w1, . . . , wr),

(B.5)

where the functions φ, ψ and χ are not of that special kind, where they depend only on

one connection of their arguments t, w1, . . . , wr. Here by w we mean some arbitrary

function of a variable t and denote by

w1 =
dw

dt
, . . . , wr =

drw

dtr

its derivatives w.r.t. t. We set{
dy
dx = ψ′

ϕ′ ,
d2y
dx2 = ϕ′ψ′′−ψ′ϕ′′

ϕ′2 , . . . ,
dz
dx = χ′

ϕ′ ,
d2z
dx2 = ϕ′χ′′−χ′ϕ′′

ϕ′2 , . . . ,
(B.6)

where
ϕ′ = dϕ

dt = ϕt + w1ϕw + w2ϕw1 + · · ·+ wr+1ϕwr ,

ψ′ = dψ
dt = ψt + w1ψw + w2ψw1 + · · ·+ wr+1ψwr ,

. . .

and where by the quantities with indices wk we mean their derivatives w.r.t. wk. If,

after the substitution from (B.5) and (B.6), the differential equation (B.1) holds for

any function w(t), i.e. identically in t, w, w1, . . . , wr, then we say that the differential

equation (B.1) has an integral-less resolution (B.5). It shows up, that the following

Proposition holds : “All integral-lessly soluable differential equations build one and only

one class of differential equations”.

By Monge, the differential equations of first order in the form (B.1) (i.e. n = 1,

m = 1) are integral-lessly soluable ; then by our general assumption, all differential

equations of first order must be invertibly integral-lessly transformable into each other.
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Actually, by Monge, one can find for any arbitrary differential equation of first order

F (x, y, z, dydx ,
dz
dx) = 0 (B.7)

a function J(x, y, z, ξ) of the variables x, y, z and of one parameter ξ, such that the

differential equation (B.7) can be obtained by eliminating the parameter ξ from the

equations
∂J

∂x
+
∂J

∂y

dy

dx
+
∂J

∂z

dz

dx
= 0, (B.8)

∂2J

∂x∂ξ
+

∂2J

∂y∂ξ

dy

dx
+

∂2J

∂z∂ξ

dz

dx
= 0. (B.9)

Now, let us set

J(x, y, z, ξ) = η, (B.10)
∂J(x, y, z, ξ)

∂ξ
= ζ, (B.11)

and let us calculate from (B.8), (B.10), and (B.11) the quantities ξ, η, ζ as functions of

x, y, z, dy
dx , dz

dx . Then

dη

dξ
=
dJ

dξ
=
(
∂J

∂x
+
∂J

∂y

dy

dx
+
∂J

∂z

dz

dx

)
dx

dξ
+
∂J

∂ξ
=
∂J

∂ξ
= ζ.

By this means we have thus obtained a transformation of the differential equation (B.7)

to the special form
dη

dξ
= ζ.

Moreover, this transformation is invertibly integral-less, because by differentiation of

(B.11) and by taking into account (B.9), it follows that

∂2J(x, y, z, ξ)
∂ξ2

=
dζ

dξ
, (B.12)

and from (B.10), (B.11), (B.12) one can thereupon express x, y and z as functions of ξ,

η, ζ and dζ
dξ .

As an example one can consider the differential equation

dz

dx
=
(
dy

dx

)2

,

for which

J = ξ2x+ 2ξy + z,
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and thus one obtains, by the definition of the integral-less transformation and its inverse,

the equations :

η = ξ2x+ 2ξy + z,

ζ = 2ξx+ 2y,
dζ
dξ = 2x,

ξ2 + 2ξ dydx + dz
dx = 0,

ξ + dy
dx = 0.

The integral-lessly soluable differential equations correspond to the class of rationally

soluable equations of two variables in the theory of algebraic equations, i.e. to the

algebraic formation of genus zero.

In the sequel, I would like to prove that, in any case, among the equations of se-

cond order there are some which do not belong to the class of integral-lessly soluable

differential equations.

For this purpose we first examine a special differential equation

dz

dx
=
(
d2y

dx2

)2

(B.13)

and we suppose, in contrast to our assumption, that this equation has an integral-less

resolution 
x = ϕ(t, w,w1, . . . , wr),

y = ψ(t, w,w1, . . . , wr),

z = χ(t, w,w1, . . . , wr),

(B.14)

where, like in (B.5), w is an arbitrary function of t and where one sets

w1 =
dw

dt
, . . . , wr =

drw

dtr
.

Further we denote, like before, the partial derivatives by their indices t, w, w1, w2,

. . . and define for any function κ of t, w, w1, w2, . . . the abbreviation

κ′ =
dκ

dt
= κt + w1κw + w2κw1 + · · · .

Except in the case when one of the functions ϕ, ψ or χ is constant, neither of the

expressions ϕ′, ψ′ and χ′ is identically zero in all its arguments.

From now on, let wr be the highest derivative of the arbitrary function w which

actually appears in the right hand side of the integral-less resolution (B.14), and accor-

dingly let the expressions ϕwr , ψwr , χwr not be all identically zero in all their arguments.
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From (B.14) we find that

dz

dx
=
χ′

ϕ′
=
χt + w1χw + w2χw1 + · · ·+ wr+1χwr
ϕt + w1ϕw + w2ϕw1 + · · ·+ wr+1ϕwr

, (B.15)

dy

dx
=
ψ′

ϕ′
=
ψt + w1ψw + w2ψw1 + · · ·+ wr+1ψwr
ϕt + w1ϕw + w2ϕw1 + · · ·+ wr+1ϕwr

, (B.16)

and if we set for short

µ =
ψ′

ϕ′
,

we have :

d2y

dx2
=
µ′

ϕ′
=
µt + w1µw + w2µw1 + · · ·+ wr+1µwr + wr+2µwr+1

ϕt + w1ϕw + w2ϕw1 + · · ·+ wr+1ϕwr
, (B.17)

Using (B.15) and (B.17), the equation (B.13) must be identically satisfied in the para-

meters t, w, w1, . . . , wr+2. However, as the left hand side in χ′

ϕ′ does not contain the

parameter wr+2, the right hand side must not contain it either, i.e. the term µ′

ϕ′ must

not contain wr+2, herewith, it follows identically

µwr+1 = 0,

i.e. µ is independent of wr+1. From this fact it follows, due to (B.17), that the parameter
µ′

ϕ′ is a fully linear or linear rational function of wr+1 and by our substitution, the right

hand side of (B.13) is a quadratic rational function of wr+1, by which the left hand side

of (B.15) becomes a linear function in wr+1. Thus both sides can only be identically

equal, when each of the two expressions

χ′

ϕ′
and

µ′

ϕ′

is independent of wr+1. From (B.15), (B.17) we clearly have

ϕwr
χ′

ϕ′ = χwr ,

ϕwr
µ′

ϕ′ = µwr ,

and as µ is also independent of wr+1 by the previous argument, we also have, due to

(B.16),

ϕwrµ = ψwr .

If one of the parameters ϕwr , ψwr , χwr was identically zero, due to that relation every

one of them would have to disappear identically, i.e. ϕ, ψ, and χ would be independent

of wr, which would contradict our original assumption.
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The relations we have developed above are expressed in the form

µ =
ψ′

ϕ′
=

ψwr
ϕwr

, (B.18)

µ′

ϕ′
=

µwr
ϕwr

, (B.19)

χ′

ϕ′
=

χwr
ϕwr

. (B.20)

If the functions ϕ, ψ, χ contained only the arguments t, w, then (B.18), (B.20) would

imply the equations
ψtϕw − ψwϕt = 0,

χtϕw − χwϕt = 0,

and because ϕw 6= 0, the functions ϕ, ψ, χ would be of the special kind, where they

depend just on one connection of the arguments t, w – a case which has been excluded

right at the beginning.

Due to these considerations we may suppose in (B.14) that the order of the highest

differential quotient is r ≥ 1.

Using

x = ϕ(t, w,w1, . . . , wr),

we calculate the parameter wr as a function of t, w, w1, . . . , wr−1, x and substitute the

resulting expression for wr in ψ and χ. The functions obtained by this operation are

denoted by

f(t, w,w1, . . . , wr−1, x) and g(t, w,w1, . . . , wr−1, x).

Let us in the sequel always denote by ≡ that both sides of an equation are identically

equal in t, w, w1, . . . , wr, as soon as one substitutes x = ϕ. Thus, we surely have

ψ ≡ f (B.21)

and

χ ≡ g. (B.22)

Finally, let us abbreviate for any function1 k of t, w, w1, . . . , wr−1, x

k′ = kt + w1kw + w2kw1 + · · ·+ wrkwr−1 .

1NdT : The ’ sign is not d
dt

in case of functions of t, w, w1, . . . , wr−1, x but remains the d
dt

-derivation

in case of functions of t, w, w1, . . . , wr.
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By differentiating (B.21) w.r.t. t we get

ψ′ ≡ f ′ + fxϕ
′

and by differentiation w.r.t. wr we have

ψwr ≡ fxϕwr .

By means of (B.18) it follows that

µ ≡ fx (B.23)

and

f ′ ≡ 0. (B.24)

Also, it follows from (B.23) by using (B.19) that

µ′

ϕ′
= fxx (B.25)

and

(fx)′ ≡ 0 (B.26)

and finally, by (B.20), from (B.22) we obtain

χ′

ϕ′
= gx (B.27)

and

g′ ≡ 0. (B.28)

Now, we differentiate (B.24) w.r.t. wr to obtain

(fx)′ϕwr + fwr−1 ≡ 0,

from which, due to (B.26), it follows that

fwr−1 ≡ 0.

However, as f and thus also fwr−1 do not explicitly contain the parameter wr, it follows

also that

fwr−1 = 0
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identically in t, w, w1, . . . , wr−1, x, i.e. f does not contain the parameter wr−1 explicitly

either. Because of the last argument, f ′ does not contain the parameter wr explicitly,

and thus it follows from (B.24) necessarily that

f ′ = 0

identically in t, w, w1, . . . , wr−1, x, i.e.

ft + w1fw + w2fw1 + · · ·+ +wr−1fwr−2 = 0.

From these equations, it follows in turn that

fwr−2 = 0, fwr−3 = 0, . . . , fw = 0, ft = 0

by which we see that f cannot explicitly contain any parameter t, w, w1, . . . , wr−1, but

it depends only on x.

From (B.17) and (B.25) we see that

d2y

dx2
= fxx

and from (B.15) and (B.27)
dz

dx
= gx;

Thus the studied differential equation (B.13) is transformed into

gx = f2
xx;

this shows that also gx is merely a function of x alone and hence, it follows that

g = X +W,

where X depends only on x and W depends only on t, w, w1, . . . , wr−1. From (B.28),

it follows that

W ′ = 0,

i.e. W is constant ; then also g depends only on x.

Thereby we conclude that in any case ϕ, ψ, χ depend only on one connection of the

parameters t, w, w1, . . . , wr – a result which has been excluded right from the begin-

ning. Our original assumption cannot therefore be satisfied and thus the Proposition is

proved :
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The differential equation of a second order

dz

dx
=
(
d2y

dx2

)2

has no integral-less resolution.

This conclusion, used for a special differential equation (B.13), is valid also for more

general differential equations

dz

dx
= F

(
d2y

dx2
,
dy

dx
, y, z, x

)
, (B.29)

if F is not a linear or linear rational function of d2y
dx2 .

If F is a linear rational function of d2y
dx2 , it can be rewritten in the form

dz

dx
=
α d

2y
dx2 + β
d2y
dx2 + γ

, (B.30)

where α, β, γ are some functions of x, y, z, dy
dx and β must not be identically equal to

αγ. Moreover, one may also suppose that β is not identically zero, because in the case

β = 0 we should have α 6= 0 ; and if we replace in

dz

dx
=

α d
2y
dx2

d2y
dx2 + γ

the function y by y + x2, we get a differential equation of the same form (B.30) with

the term β being non-zero.

Now, let us perform on (B.30) a special transformation (of Legendre)

ξ = dy
dx x = dη

dξ

η = x dydx − y y = ξ dηdξ − η

ζ = z z = ζ

(B.31)

we then obtain a differential equation of the form

dζ

dξ
=
d2η

dξ2

α+ β d
2η
dξ2

1 + γ d
2η
dξ2

,

where now α, β, γ became functions of ξ, η, ζ, dη
dξ . Since β 6= 0, the numerator of

the right hand side is surely quadratic in d2η
dξ2

, and thus we conclude with respect to

our previous considerations that the differential equation (B.30) has no integral-less
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resolution. Herewith, the differential equation (B.29) can have an integral-less resolution

only if F is a fully linear function of d2y
dx2 .

The formulae (B.31) propose an example of a transformation which permits an

integral-less inversion without any consideration of the underlying differential equation.

Contrary to the invertible integral-less transformations treated up to now, such inver-

tible integral-less transformations, which can be used as in (B.31) for all functions y(x),

z(x), or η(ξ), ζ(ξ), respectively, may be called the “unlimited invertible integral-less

transformations” ; they are the analogue of the fully invertible rational transformations

(of Cremona) of two variables in algebra.

By the fact that we have proved the existence of differential equations which do not

have an integral-less resolution, we have shown that there exists, besides the class of the

integral-lessly soluable differential equations, at least one different class of differential

equations. By an argument analogous to the one used in the existence proof of the

non integral-lessly soluable differential equations, one can prove that there is an infinite

number of mutually different classes of differential equations. Let us briefly sketch this.

We consider the two special differential equations

dζ

dξ
=
(
d2η

dξ2

)2

(B.32)

and
dz

dx
=
(
d3y

dx3

)2

. (B.33)

The first one of them, as it has been shown before, is not integral-lessly soluable, and

if we consider in the other equation dy
dx as the unknown, it follows that it is also an

equation with no integral-less resolution. Then, we have still to prove that there is no

transformation of the type

x = ϕ(ξ, η, η1, . . . , ηr, ζ),

y = ψ(ξ, η, η1, . . . , ηr, ζ),

z = χ(ξ, η, η1, . . . , ηr, ζ)

by which one could transform (B.32) to (B.33). Here, we abbreviate

η1 =
dη

dξ
, . . . , ηr =

drη

dξr
.

Now, let us denote in general

κ′ =
dκ

dξ
= κξ + η1κη + η2κη1 + · · ·+ ηr+1κηr + η2

2κζ ;
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then we get

dz

dx
=

χ′

ϕ′
, (B.34)

dy

dx
=

ψ′

ϕ′
= µ,

d2y

dx2
=

µ′

ϕ′
= ν,

d3y

dx3
=

ν ′

ϕ′
. (B.35)

If there exists any transformation which transforms (B.32) to (B.33), then by (B.34)

and (B.35) the equality (B.33) must be identically satisfied in

ξ, η, η1, . . . , ηr+3, ζ;

from here, we easily conclude for r ≥ 3 that the expressions

χ′

ϕ′
, µ, ν,

ν ′

ϕ′

must be independent of ηr+1, ηr+2, ηr+3 and therefore the identities

ϕηr
χ′

ϕ′ = χηr ,

ϕηrµ = ψηr ,

ϕηrν = µηr ,

ϕηr
ν′

ϕ′ = νηr

hold. From these identities we conclude in a completely analogous way as before the

impossibility of our assumptions. In the cases r = 1, r = 2 we need, in order to achieve

the same, one special trivial consideration. Hereby, the existence of at least three dif-

ferent classes has been ensured. It is obvious how this method can be used to give an

existence proof of arbitrary many classes of differential equations.

For a deeper and a more systematic study of differential equations of the form (B.1)

and the notion of classes, methods from variational calculus are required. The following

Definitions and notations seem to be particularly needed :

Any pair of functions y(x), z(x) satisfying the differential equation (B.1) identically

in x, is called a solution of (B.1). If now the differential equation (B.1) can be trans-

formed by a invertible integral-less transformation into the differential equation (B.4),

then in general, the solution of the transformed equation (B.4) corresponds via (B.3)
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to a solution of the original equation (B.1). However, there may be some solutions of

(B.1) which cannot be represented using (B.3), i.e., as we say, which are “omitted”. On

the other hand, let us call “discriminating solutions” such solutions of (B.1) for which

the first variation vanishes. By an invertible integral-less transformation, discriminating

solutions are mapped (at least partially) again to discriminating solutions. We discover

the fundamental meaning of these general notions first in an example of a first order dif-

ferential equation (of Monge). It shows up, that all discriminating solutions of Monge’s

differential equation, and essentially only these, are the omitted solutions.

We want to prove this statement for the discriminating solutions of Monge’s diffe-

rential equation, more specifically we take an example of the special differential equation

of Monge
dz

dx
=
(
dy

dx

)2

. (B.36)

By setting to zero the first variation of the integral

z =
∫ (

dy

dx

)2

dx,

we get a differential equation
d2y

dx2
= 0,

and thus (accordingly) the discriminating solutions of (B.36) are as follows :{
y = ax+ b,

z = a2x+ c,
(B.37)

where a, b, c are constants.

The integral-less resolution of (B.36) is as follows :
x = t2wtt − 2twt + 2w,

y = twtt − wt,

z = wtt.

(B.38)

Let

y = f(x), z = g(x)

be a system of solutions of the differential equation (B.36). In order to express this

system by the formulae (B.38), it is necessary and sufficient to find one function w(t)

which satisfies the two differential equations

twtt − wt = f(t2wtt − 2twt + 2w), (B.39)

wtt = g(t2wtt − 2twt + 2w) (B.40)
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and for which the expression

x = t2wtt − 2twt + 2w

is not constant, which means
dx

dt
= t2wttt 6= 0,

i.e.

wttt 6= 0. (B.41)

By differentiation of (B.39), (B.40) w.r.t. t, we obtain

twttt = t2wtttf
′, (B.42)

wttt = t2wtttg
′, (B.43)

or by (B.41) there is

1 = tf ′, (B.44)

1 = t2g′. (B.45)

Now if f , g is not one of the discriminating solutions (B.37), then f ′ is not constant

and thus we can transform (B.44) by an inversion into

t2wtt − 2twt + 2w = h

(
1
t

)
, (B.46)

where h is a function of 1
t which is not constant. This differential equation for w is

surely always soluable. Let w0 be one of its particular solutions.

From (B.44) it follows by

g′ = (f ′)2,

that also (B.45) is fulfilled, if we substitute w0 for w therein. Herewith (B.42), (B.43) will

also be satisfied for w = w0 and as these equations have arisen through differentiation

of (B.39), (B.40), we retain from there the existence of two constants A and B such

that

tw0
tt − w0

t +A = f(t2w0
tt − 2tw0

t + 2w0), (B.47)

w0
t +B = g(t2w0

tt − 2tw0
t + 2w0). (B.48)

Now, let us set

w = w0 +
1
2
Bt2 −At,
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so that these functions satisfy by (B.47), (B.48) the differential equations (B.39), (B.40).

Moreover, by (B.46) we get an expression

t2wtt − 2twt + 2w = t2w0
tt − 2tw0

t + 2w0

which is not equal to a constant. Thus we have shown that our solution can be indeed

expressed by (B.38).

On the other hand, let f , g be a discriminating solution, as it was given by (B.37).

Then (B.39) is transformed into

twtt − wt = a(t2wtt − 2twt + 2w) + b.

By differentiating w.r.t. t we obtain

(t− at2)wttt = 0

and so

wttt = 0,

i.e. our solution cannot be represented by (B.38). Hence the Proposition about the fact

that the discriminating solutions and only these are the omitted solutions is completely

proved.

To conclude with, we should note that Monge’s differential equation gives at the

same time an example which shows that the discriminating solutions do not possess

an invariant character for the integral-less transformation. We have seen before that all

differential equations of Monge (B.7) can be transformed invertibly integral-lessly into

a special form
dη

dξ
= ζ,

and the latter equation obviously does not possess any discriminating solution at all.

The presented case is completely coherent with the previous statement, that for Monge’s

differential equations all discriminating solutions are at the same time omitted solutions.
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Résumé

Dans cette thèse, nous nous sommes intéressés à la possibilité de paramétrer toutes

les solutions d’un système de contrôle ou système sous-déterminé par des formules dé-

pendant de fonctions arbitraires du temps et de leurs dérivées jusqu’à un certain ordre.

Après avoir lié cette problématique à la problématique plus connue en contrôle de la re-

cherche de sorties plates, nous nous sommes intéressés a deux points de vue. Le premier

point de vue est une étude en petites dimensions qui nous amène à des conditions né-

cessaires et suffisantes pour paramétrer un système de contrôle en termes d’intégrabilité

d’un système d’équation aux dérivees partielles “simple”. Pour le deuxième point de vue

nous considérons des dimensions quelconques et nous présentons un outil pour l’étude

des sorties plates et des conditions nécessaires qu’elles vérifient. Un premier résultat est

l’integrabilité “très formelle”, notion qui est définie au préalable, des équations vérifiées

par ces sorties plates.

Abstract

In this PhD thesis, we were interested in studying the possibility to parameterize all

solutions of a control system with formulas depending on arbitrary time functions and

the derivatives of said time functions up to some order. After having linked this work

with more known problem of finding flat outputs, we kept two point of views. The first

one is a study in small dimensions that leads us to necessary and sufficient conditions to

parameterize a control system in terms of integrability of a "simple" partial derivative

system. In the secnd point, for any dimension, we present a tool to study flat outputs and

the necessary conditions flat outputs verify. A first result is "very formal" integrability

property, explained in the text, of the equations verified by the flat outputs.
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