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Introduction

On résout les problémes qu’on se pose et non les problémes qui se posent.

Henri Poincaré.

Probléme de Monge
Nous nous intéressons dans cette thése a ce que Panajiotis Zervos appelle “probléme de

Monge”. Dans un article de synthése de 1932 [72], il définit ce probléme comme étant :

“Iintégration explicite d’un systéme de k < n équations différentielles or-
dinaires sous-déterminées de n variables x. Par intégration explicite nous
entendons celle ot 'on exprime les variables x par des fonctions détermi-
nées d’un paramétre, de n — k fonctions arbitraires de ce paramétre et de
leurs dérivées jusqu’a celle d’un certain ordre, pouvant contenir aussi un

nombre fini de constantes arbitraires.”

Dans cette thése nous considérons une définition similaire mais au lieu de “intégration
explicite” nous utilisons la terminologie “paramétrisation”. Ce certain ordre est un entier
K donnant 'ordre maximal de dérivation des fonctions arbitraires. Dans la suite, nous
considérons aussi un multi-entier qui détermine les ordres de dérivation maximums
pour chaque fonction arbitraire. Le terme “paramétrisation” illustre la possibilité de
paramétrer les solutions d’un systéme différentiel comme pour une courbe en géométrie.
On considérera un paramétrage d’un systéme d’équations différentielles F'(z,%) = 0

comme la donnée d’'une fonction ¢ de (K + 1)(n — k) variables telle que la “formule”
z=®(h,h,... "HHE) (1)

donne, pour h = (hq,...,h,) des fonctions arbitraires du temps et h,...,h") leurs

dérivées jusqu'a l'ordre K, la solution générale du systéme F'(x,4) = 0.

3
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Cet excellent article [72], dont une étude a été faite par Maurice Janet en 1971 [25],
reprend des travaux antérieurs dont nous citerons quelques exemples.

Gaspard Monge a résolu par cette approche un probléme d’intégration d’équations
différentielles sous-déterminées en 1784.

David Hilbert a montré [I9] que certains systémes ne possédent pas cette propriété
d’intégration explicite, c’est-a-dire que tous les systémes différentiels ne sont pas para-
métrables.

Elie Cartan a donné une caractérisation des systémes admettant un paramétrage
cent trente ans aprés Monge dans le cas particulier des systémes dont la solution générale
dépend d’une seule fonction arbitraire du temps [5].

Dans [18], Edouard Goursat termine I'introduction par ce paragraphe :

Ces résultats sont encore bien particuliers. J’espére cependant qu’ils pour-
ront contribuer & appeler ’attention de quelque jeune mathématicien sur un

sujet difficile et bien peu étudié.

Systémes différentiels plats

En automatique, le controle des systémes linéaires est une discipline bien établie qui
répond a la plupart des problémes concrets de régulation locale en utilisant le compor-
tement localement linéaire des systémes.

Cependant les systémes linéaires sont assez rares dans beaucoup de domaines phy-
siques comme la mécanique. Une question importante est alors de déterminer si un
systéme peut étre linéarisé exactement (c’est-a-dire transformé en systéme linéaire) par
un retour d’état. Dans le cas d’un retour d’état statique la réponse a été donnée par
Bronistlaw Jacubcyk et Witold Respondek dans [23]. Dans le cas d’un retour d’état dy-
namique le sujet n’est pas clos, méme si de nombreux résultats existent [12] [14] 21]. La
linéarisation dynamique consiste a coupler le systéme avec un autre systéme dynamique
de sorte que la combinaison résultante soit linéaire.

L’apport de [12, 14] a été d’introduire la notion de “platitude différentielle” des
systémes de controle. La platitude est trés proche de la linéarisabilité dynamique, mais
elle est une propriété structurelle beaucoup plus intéressante. Les fonctions arbitraires
du temps h sont endogénes dans le cas de la platitude, c’est-a-dire qu’elles s’expriment
en fonction des variables du systéme et de leurs dérivées jusqu’a un certain ordre L &
travers une fonction ¥ :

h=U(z,i,... D). (2)
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Cette propriété permet de générer effectivement les fonctions arbitraires a 1’aide des
variables du systéme. On verra dans cette thése que la platitude est un cas particulier
de paramétrisation. En effet, en général on ne peut exprimer les fonctions arbitraires h
par rapport aux variables du systéme que par des relations différentielles sur h.

Dans la suite, on s’intéressera soit a la propriété de posséder une paramétrisation,

soit & la platitude.

Contribution de la thése

Plus de deux cents ans aprés les résultats de Monge, il reste trés difficile de déterminer si
un systéme différentiel admet une paramétrisation. Trouver explicitement une paramé-
trisation, ce qui demande une grande connaissance des propriétés du systéme, permet
évidemment de répondre a la question. Cependant, ne pas trouver de paramétrisation
a un ordre K ne permet pas d’y répondre. En effet, il peut exister une paramétrisation
a un ordre supérieur a K. Il faut alors démontre 'impossibilité d’'une paramétrisation
A tout ordre, comme I’a initié Hilbert, et ainsi déterminer des classes de systémes non
paramétrables.

Le but de cette thése est de trouver des conditions nécessaires et suffisantes pour
qu’un systéme différentiel soit paramétrable. Les résultats vont au moins donner un
point de vue que nous espérons pertinent pour I’étude de cette question et apporter des
réponses partielles au probléme.

Le chapitre [0 n’est consacré qu’a des notations et a des rappels de résultats plus ou
moins classiques utilisés par la suite.

Le chapitre [1| définit rigoureusement la paramétrisation des équations différentielles
sous-déterminées. Certains résultats vont éclairer I'angle d’attaque du probléme que
nous avons considéré ainsi que les limites que nous nous sommes données. Ces premiers
résultats vont circonscrire le probléme tout en lui donnant une dimension explicite par
leurs limites et les possibilités d’englober le probléme plus spécifique de la platitude. En
outre, dans ce méme chapitre, nous donnerons des résultats qui permettent de clarifier
la notion de paramétrisation. Ceux-ci concernent 'inversion des formules de paramétri-
sation des solutions d’un systéme différentiel, lorsque cette derniére existe, qui nécessite
de résoudre un probléme de Cauchy sauf dans le cadre de la platitude.

Le chapitre [2] concerne des systémes différentiels a trois variables et deux controles
c’est-a-dire de degré d’indétermination deux. On considérera des paramétrisations avec

des ordres de différentiation quelconques pour les deux fonctions arbitraires du temps
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qui en forment les arguments. L’approche mathématique s’inspire beaucoup d’un article
de Hilbert, dont une version traduite en anglais est en annexe, et de sa reprise par Rou-
chon dans [60], en cherchant des obstacles a une possible paramétrisation. L’utilisation
des théorémes d’inversions locales ou des fonctions implicites ne permet que rarement
d’expliciter un paramétrage lorsqu’il existe mais elle permet de ne pas avoir & préju-
ger d’un ordre de paramétrisation. Le résultat principal de ce chapitre est de montrer
qu'un systéme n’est généralement paramétrable (en dehors de cas déja étudiés) que si
un certain systéme d’équations et d’inéquations aux dérivées partielles admet une solu-
tion. Nous conjecturons que de telles solutions n’existent pas en général. Nous montrons
seulement que lorsque le plus petit des deux ordres de différentiation des fonctions ar-
bitraires du temps est inférieur ou égal a deux, le systéme d’équations et inéquations
aux dérivées partielles n’admet pas de solution, mais ceci constitue un premier pas pour
démontrer la conjecture.

Dans le chapitre [3] on s’intéresse a des systémes de dimension quelconque, et 'étude
est ciblée sur la platitude. On tente d’écrire les “équations de la platitude” et de leur
donner un sens bien qu’il y ait potentiellement un nombre infini de variables. Ce chapitre
constitue en lui-méme un cadre algébrique intéressant. Ce cadre est local et considére
des séries entiéres d’un nombre fini de variables parmi un ensemble infini. Ce chapitre
propose une filtration des équations de platitude qui pourrait déboucher sur un algo-
rithme permettant de tester ’existence d’une paramétrisation endogéne d’'un systéme
différentiel. Il est intéressant de noter que la filtration permet de ne pas avoir a retra-
vailler sur les équations a un certain ordre lorsque ’on s’intéresse & ’ordre suivant. Il est
cependant dommage que peu de résultats aient pu étre mis en exergue. La raison en est
que cette filtration ne traite qu’une partie des conditions : la difficulté majeure concerne
la caractérisation de I'inversibilité d’opérateurs différentiels non scalaires. L’article [9]

de Vladimir Chetverikov donne des résultats préliminaires sur ce sujet.
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Ce chapitre est un bref rappel de notions mathématiques qui seront utilisées dans
ce document. Le lecteur habitué a ces notions peut entiérement ou en partie se passer

de la lecture de ce chapitre.

0.1 Rappels de géométrie différentielle

Dés l’époque secondaire, les mollusques construisaient leur coquille en suivant les
lecons de géométrie transcendante.

Gaston Bachelard,

Le but de cette section est de fixer des notations, et de rappeler divers résultats
classiques dont les énoncés nous serons utiles. Le lecteur est supposé familier avec les
notions de géométrie différentielle élémentaires ; on renvoie par exemple & [68] pour un

exposé détaillé.

0.1.1 Généralités

Applications «lisses». Tout est fait dans la classe analytique réelle, c’est-a-dire que
les fonctions “lisses” sont les fonctions analytiques. Si M et N sont des ouverts de R?
et Rd/, il n’y a pas d’équivoque sur ce que l'on appelle une application analytique réelle
M — N, ou M — R; un difféfomorphisme ¢ : M — N est une application analytique

inversible dont l'inverse est analytique ; alors nécessairement d = d'.

Variétés. Vu que toute I'étude présentée ici est locale, les seules variétés que 1’on
rencontre sont des ouverts connexes M C R, sur lesquels il y a bien str des coordonnées
toutes trouvées, mais il est important que les propriétés énoncées ne dépendent pas de
ce choix de coordonnées. Un systéme de coordonnées est une application d’'un ouvert
U C M vers R? qui définit un diffeomorphisme analytique de U sur son image. Si M
est un ouvert de R%, cette inclusion fournit un systéme de coordonnées, mais il y en a
bien d’autres et on n’en privilégie aucun.

L’espace tangent & M en un point € M est simplement R?, mais on notera tout
de méme parfois T, M pour indiquer que sa structure d’espace vectoriel est bien définie.

Par exemple, il est licite (cf. section [0.1.2)) de parler de «sous-espace vectoriel de T, M»
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alors que l'expression «une droite dans M» n’a aucun sens, ou tout-au-plus un sens

relatif au systéme de coordonnées choisi.

Champs de vecteurs. Une fois choisies des coordonnées, un champs de vecteur X

sur M peut étre vu comme une application analytique réelle M — R¢ :

ay(x)
e X@=| (1)

aq(r)
ot les a; sont des fonctions analytiques M — R. En notant 9/0x; le iéme vecteur de
base, ou plutot I'application qui & tout x associe ce vecteur, on peut noter

0 0
X_alﬁixl—i_”'—i_adaixd‘ (2)

La maniére dont les fonctions a; sont changées lorsque 1’on change de coordonnées reléve

de formules classiques.

Dérivée de Lie, crochet de Lie Si h: M — R est une fonction et X un champ
de vecteur sur M, on peut leur associer la dérivée de Lie de h le long de X, ou dérivée
directionnelle, que I'on notera Xh (on trouve aussi Lxh ou Lxh dans la littérature).

On peut la définir par
Xh(z) = Dh(z)X(x),

ot D est 'opérateur de dérivation.

Xh(z) est aussi la dérivée par rapport au temps a t = 0 de la valeur de h le long de
la solution de & = X (z) passant par  au temps 0.

A deux champs de vecteurs X et Y sur M on peut associer leur crochet de Lie [ X, Y]
qui est un nouveau champ de vecteur dont I'expression est la suivante, en coordonnées,

si X est donné par (2)) et Y par la méme formule avec des fonctions b; au lieu de a; :
[X,Y] = (Xb —Ya;) 0 +--- 4+ (Xb Yag) 9 (3)
= —Ya) — +--- —Yay) — .
’ ! Y o, d ey

ceci définit un champ de vecteur indépendamment des coordonnées dans lesquelles ce
calcul est fait. Il est bien connu que la dérivée de Lie selon ce champ est le commutateur

des dérivées de Lie selon X et selon Y, i.e., pour tout fonction h, XYh—Y Xh = [X,Y]h.
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De la maniére on peut définir leurs crochets itérés par 'utilisation de la notation
suivante :
ad}Y =Y @
ad 'Y = [X, adyY].

0.1.2 Famille de champs de vecteurs, distribution

Soit D une famille, finie ou infinie, de champs de vecteurs sur M. On appelle distri-
bution engendrée par D, la correspondance qui associe & tout point z € M le sous-espace

vectoriel D(z) de T, M défini par
D(z) = Vectg{X(z), X € D}.

Plus généralement, une distribution (analytique) est une telle correspondance D(x)
qui est engendrée par certains champs de vecteurs analytiques. Si le rang de D (i.e.
la dimension de D(x)) est constant dans le voisinage d’un point, elle est localement
engendrée par un nombre fini de champs de vecteurs linéairement indépendants en tout
point.

Pour X un champ et D une distribution, X € D signifie que X (z) € D(z) pour
tout .

On appelle base d’une distribution D de rang r (éventuellement restreinte & un
certain ouvert) des champs de vecteurs X1, ..., X, (éventuellement définis sur cet ouvert
seulement) tels que {X;(x),..., X, (x)} soit une base de D(x) en tout z.

On considére la construction suivante. Pour une distribution D, on nomme D; la
distribution définie par :

Dy=D

(5)
Diy1 = D; + [D, Dy].

Si il existe i tel que le rang de D; 11 est égal au rang de D;,, alors pour tout i > g, le

rang de D; est égal au rang de D, .

0.2 Forme particuliére du théoréme des fonctions implicites

Lemme 0.2.1 Considérons cing entiers r,s,q,p,q avec ¢ < r+ s et ¢ < min{s,q}.

Considérons une fonction analytique réelle F' : (z,y,() — F(x,y,() définie sur un

ouvert connexe U de R"T5TP telle que Rang(%—i, %—I;) =q et Rang(%—g) =q sur U sauf
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éventuellement sur un fermé d’intérieur vide Z de U. Considérons le systéme

21
F(xl)-"7567“’y17"-¢y87<11'"7(}7): . (6)
%q
Alors, pour tout point (xg,y0,C0) € U\ Z et z9g = F(xo,y0,C0), quitte a permuter les
indices des y; et z;, il existe
— un voisinage V- C (U x F(U)) de (xo, Yo, Co, 20),
— une fonction analytique réelle G de la projection adéquate de V' & valeur dans RY
— et une fonction analytique réelle H de la projection adéquate de V' a valeur dans
RI~7 vérifiant Rang(%—f) =q—(,

tels que, (@ est équivalent a

n
G(T1, o s Ty Ygrids -y Ysy 2Ly e -5 21 Cly oo, Gp) =
o (7)
Zq'+1
H(xy,...,xp, 21,00, 2¢5 G100 Gp) =
Zq

pour (z,y,(,z) dans V.

Preuve du lemme : On considére un point (zo,yo,Co) € U \ Z. Aprés une

éventuelle permutation, avec

y/:(yla-'-qu’)a y,/:(yq’+17"'7ys)7

(8)
F’/:(F’l,...,F‘q/)7 F//:(Fq/+1,...,Fq), z’:(zl,...,zq/),

IR RN / . . . . N . . N
on considére que %5 - est inversible. On applique le théoréme d’inversion locale & 1’ap-

plication I :
(x7 y? C) — ('CU7 Y F,('r7 y7 C)’ y//7 C)

qui définit donc un difféomorphisme d’un voisinage de (xg, yo, (o) sur son image. G est

I’application définie sur cette image telle que cet inverse soit

(x7 Z’? y”’ C) = (x’ G('r’ z/7 y”? C)’ y//? C)'

Alors,
FolNz,2,y",¢) = (<, H(x,7.y",. (). ),
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avec fl(x, 2y ¢) = Fl(x,G(x, 2, y",(),y", (). Donc, T' étant un difféomorphisme, le

Iy 0
92 oy

Comme ce rang est ¢/, on a g;[,, =0, et on prend

rang de %—5 est égal au rang de

H("’E? Zl? C) = F/(ajJ G(‘,I:7 2/7 y”7 C)? yll7 C)

De méme, le rang de (%—5, %—5) est égal au rang de

0 I, 0
(05) "
ox oy’

d’ou le rang de %—Z est bien ¢ —¢' W

0.3 Equations différentielles, solutions, jets

Dans les systémes d’équations différentielles ordinaires considérés la variable “indé-
pendante” est toujours le temps, noté .

. . d . d2 . . di
Les notations & = d—f, 7 o= Wg et, pour i > 2, 20 — dtgic

seront utilisées dans
I’ensemble du document pour faciliter sa lecture.

Les fonctions du temps sont toujours supposées infiniment différentiable. Par solu-
tion d’un systéme, y compris un systéme de controle (section , on entend fonction
C° du temps qui le satisfait identiquement.

U étant un ouvert de R%, T un intervalle de R, et h : I — U infiniment différentiable,

on définit son jet d’ordre k& comme la fonction jx(h) qui donne h et ses K premiéres

dérivées :
Tre(h)(t) = (h(t), b(t), ..., A (2)).
De méme pour un multi-indice p = (p1, ..., f1q), on peut définir
Gu) ) = (B0)) ey € R (11)
0<i<py

ol |u| est la longueur de p définie par
Il @ N4 — N

! (12)
=) = =S
=1
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On garde souvent la notation (h,...,h") au lieu de j,(h), méme pour un multi-

indice.

0.4 Germes, topologie de Whitney

Le temps n’a qu’une réalité, celle de linstant. Autrement dit, le temps est une réalité
resserrée sur linstant et suspendue entre deux néants.

Gaston Bachelard,

Nous rappelons de [I6] que le germe d’une fonction f € C®(R,R¥) en 2 € R avec
k € N est la classe d’équivalence de f pour la relation d’équivalence ~, définie par :

pour tout f et g dans C®°(R,R¥), f ~, g si f = g sur un voisinage de x.

Définition 0.4.1 Soit x € R et k € N. L’ensemble C°(R,R¥) désigne l’ensemble des

germes des fonctions de C®°(R,RF) au voisinage de x.

Soit K et d deux entiers positifs et U un sous-ensemble ouvert de R¥E+D  On
appelle W(U) C C3°(R,R?) I'ensemble des germes de fonctions lisses ¢ +— h(t) tels que
(h(t), h(t), ..., hE) (1)) est dans U pour tout ¢ au voisinage de zéro, i.e.

W) = {h € CR,RY)|(h, h, ..., h )y e U}. (13)

Proposition 0.4.2 Pour tout U ouvert de R pour un certain entier d, W(U) est un

ouvert pour la topologie C*° de Whitney [10, p.42].
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1.1 Systémes sous-déterminés et systémes de controle

1.1.1 Systémes sous-déterminés

Soit n et m deux entiers positifs et m < n. Considérons un systéme d’équations

différentielles ordinaires réel en la variable £ sous la forme généraleﬂ :
F(£,6) =0 (1.1)

ou & prend ses valeurs dans R™ et F' est une application analytique réelle d’un ouvert
connexe de R?" & valeur dans R"™"™.
On appellera solution de toute fonction du temps £ de classe C*° a valeur dans
R” définie sur un intervalle ouvert I de R telle que pour tout ¢ € I, F(£(t),£(t)) = 0.
Ce systéme est dit sous-déterminé lorsque sa solution générale dépend d’au moins
une fonction arbitraire du temps.

Une maniére de s’en assurer est de supposer que

F
Rang<8.> = n—m, m<n
051 i=1..n

tout au moins dans le domaine considéré.
L’hypothése concernant le rang maximal nous évite d’avoir des relations non diffé-
rentielles sur . L’hypothése sur le rang constant permet d’éviter des singularités et le

tout nous permet de mettre le systéme sous forme résolue.

Définition 1.1.1 On appelle V¢ I'ensemble des vitesses admissibles du systemes
en un point & de R"™, i.e. le sous-ensemble de (I’espace tangent au point § a) R™ formé
des v vérifiant F(§,v) = 0. Alors pourrait s’écrire f € Ve pour tout &.

Remarque — L’hypothése que (gg) . soit de rang constant n —m dans
t/1=1l.n
entraine que Ve est une sous-variété de T¢R"™ ~ R"™ pour tout §.
— Par commodité, on utilisera souvent & comme une variable sans référence a la

dérivée temporelle de & (langage des jets).

1On aurait pu définir de maniére plus générale un systéme d’équation différentielles d’ordre supérieur
a 1 mais, en utilisant une technique élémentaire bien connue, on peut toujours transformer une équation
différentielle d’ordre r en r équations différentielles d’ordre 1. Nous considérerons cette étape comme

étant déja effectuée.
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1.1.2 Systémes de controle

On considére généralement un systéme de controle sous la forme

= f(z,u) (1.2)
avec ¢ € R™ I'état du systéme, u € R™ le contrdle et nous faisons I’hypothése que f est
analytique réelle d'un ouvert connexe de R dans R™.

Dans , U, ..., Uy, sont des fonctions arbitraires du temps de classe C*° qui,
pour des systémes physiques vont correspondre a un moyen de modifier les solutions du
systéme et que 1'on peut de ce fait appeler actionneurs.

L’origine de l'appellation “contréle” vient des systémes de 'automatique. Les mo-
deles étudiés ont des entrées et des sorties (ici la sortie est  tout entier, en général c’est
une fonction de x). Les entrées sont des controles dans le sens ou l'utilisateur d’un tel
systéme ne peut en modifier le comportement qu’en modifiant ces entrées. Les entrées
permettent de contréler au sens propre la dynamique du systéme. La capacité a réelle-
ment modifier le systéme pour 'emmener vers un état désiré en un temps fini devient
alors une caractéristique déterminante du systéme, cette notion est la contrélabilité. On

travaillera au voisinage d’un point ot

Rang(gi) =m. (1.3)

Clairement, (1.2) est un cas particulier de (1.1)), avec £ = (z,u) et F(&,€) = & —
f(z,u). De plus, I'hypothése (|1.3) nous permet d’éliminer u et de déduire de (|1.2)) une
relation du type

G(z,2) =0 (1.4)
A T'inverse, on peut transformer le systéme ([1.1)) pour le mettre explicitement sous forme

de systéme de controle. Considérons le systéme ((1.1)) avec n et m deux entiers positifs
oF
0¢;
permuter les (&;)i=1,..n, écrire le systéme |) sous forme résolue en les (&)i=1,...n—m

tels que n > m. Comme ( ) . est de rang constant n — m, on peut, quitte a
1=1,...,n

en utilisant le théoréme d’inversion locale :

éi:fi(é.vgn—m—i-la"'v&n)? Z.:L"wn_m (15)
On considére maintenant les variables u; = én_m+1, R §n et x; = & pour
tout 7, on obtient alors un systéme de controle :

{m'i:fi(x,ul,...,um), i=1,...,n—m

(1.6)
Ti = Ui—n+m, t=n—m-+1,...,n.
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1.1.3 Systémes particuliers

Définition 1.1.2 On appelle systéme affine un systéeme différentiel (respective-
ment ) dont l’ensemble des vitesses admissibles en tout point £ (respectivement x)

est un sous-espace affine de T¢R™ (respectivement T,R™ ).

Rappelons (voir [47, déf. II-11.2] ou [30, page 56]) qu’une sous-variété réglée S C R™
est une sous-variété telle que chaque point de S est un élément d’une droite contenue
dans S.

Une définition plus pratique dans cette étude est celle d’une sous-variété réglée lisse

qui est I'union d’une famille “lisse” de droites :

Définition 1.1.3 Une sous-variété réglée lisse de dimension d, 0 < d < n, de R™ est
une sous-variété de dimension d qui admet une paramétrisation (s, \) — c(s) + AX(s)
ot \ est scalaire et s est de dimension d— 1. Toute droite passant par le point c(s) avec

une direction X (s) est appelée génératrice de la sous-variété.

Un systéme réglé est un systéme différentiel (|1.1)) ou (1.2) dont ’ensemble des vi-
tesses admissibles en tout point est réglé, mais nous demanderons de plus que cet en-
semble dépende de fagon lisse du point (définition section |1.4.2)).

1.1.4 Algébre différentielle associée a un systéme de controle

On doit a Michel Fliess [I5] et Jean-Frangois Pommaret [53] d’avoir introduit les
idées d’algébre différentielle en automatique. La construction qui suit est semblable &
celle de [15], cependant 1'objet algébrique construit ici n’est pas un corps différentiel
mais un anneau local ; ses élément sont décrits concrétement comme des séries entiéres.

Pour définir I'algébre différentielle associée au systéme , nous utilisons les no-
tations du chapitre [3]

On considére (A, +, x) Panneau différentiel des séries entiéres en z, u et un nombre
fini des dérivées temporelles de u considérées comme des variables indépendantes. La
dérivation % est celle donnée par %ZL’ = f(z,u). L’anneau A construit ci-dessus est aussi
utilisé dans [24] par Bronistaw Jakubczyk, qui montre que deux anneaux différentiels
associés a deux systémes sont isomorphes si et seulement si ces deux systémes sont

équivalents par transformation par retour d’état dynamique (définie section [1.4.3]).
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On peut maintenant considérer (A[%£], +, A) I'anneau des opérateurs différentiels sur

A, dont un élément s’écrit
i — ke 1.7
;az a’ EST (1.7)

ol les a; sont des éléments de A. La loi multiplicative A n’est pas commutative, elle

vérifie par exemple

d d
ﬁ/\x—f@,u)—i—x/\%. (1.8)

Al(A) est le A-module des différentielles de A constitué de 1-formes (en dz, du, di,
...) & coefficients dans A. Cela correspond a la construction classique des différentielles
de Kéhler en algebre différentielle [27], déja utilisée dans [IT] pour définir le linéarisé
tangent.

Pour plus de détails, le lecteur peut se référer au chapitre [3

1.2 Paramétrisation des solutions d’un systéme différentiel

ordinaire

Dans la partie qui suit nous donnons une définition moderne de la paramétrisation
de I'ensemble des solutions d’un systéme différentiel ordinaire sous-déterminé souvent
appelée paramétrisation de Monge [45]. Il apparaitra ensuite a travers une définition de
la platitude [I.3:1] en quoi cette autre notion est un cas particulier de celle de paramé-

trisation.

Définition informelle. Discutons ici la notion de paramétrisation en nous affran-
chissant des contraintes telles que les ensembles de définition, les singularités...

Une paramétrisation de (1.1)) est la donnée de formules ® dépendant de m fonctions
arbitraires du temps h et de leurs dérivées jusqu'a un certain ordre K, permettant

d’exprimer de fagon explicite toute solution & du systéme (1.1]) :
£=d(h,h,... W9 (1.9)

En d’autres termes, pour tout choix de h, t — &(t) = ®(h(t), h(t),. .., hE)(t)) est
solution de ([1.1)) et réciproquement pour toute solution ¢ +— £(t) de (L.1)), il existe h
telle que ®(h, h, ..., h)) =¢.
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Remarque Les notions de paramétrisation données dans la littérature [§5, 72, (17, 16
sont parfois plus générales. Dans [0] ou [19], on ne préserve pas la variable indépendante,
c’est-a-dire que les fonctz'ons h sont des fonctions d’une autre variable s. Ainsi dans
(.) la dérivation en dt devient une dérivation en 4 et on a en plus une formule de t
fonction de s, h, ‘zl’;, ... . Notre point de vue rejoint celui de [15], par exemple : pour des
systemes physiques de l’automatique, paramétrer ainsi le temps n’a pas de sens. Dans
[69] et ci-dessous, on donne des exemples de systémes qui admettent une paramétrisation
en “changeant de temps” mais n’en admettent pas au sens que nous adoptons ici.

Par ailleurs, on peut rajouter le temps et des constantes aux arguments de ®. Si
l’on autorisait ceci, la proposition serait fausse : par exemple, pour un systéme
non controlé , le flot est une paramétrisation de ce type (sans fonction h). Les
systemes que nous étudions sont autonomes, i.e. ne dépendent du temps qu’a travers les
variables différentielles. On peut alors se demander si les systéemes de ce type admettant
une paramétrisation avec le temps ou des constantes arbitraires en plus des fonctions
arbitraires du temps (comme dans la citation de P. Zervos en introduction) admettent
aussi une paramétrisation uniquement avec des fonctions arbitraires. Cette question est

soulevée dans [48].

Exemple. Le systéme
T=1u
(1.10)
y=x+ud
admet une “paramétrisation” par une fonction arbitraire v de la variable s de la

forme :
t=3v"(s) +s
x = 20"(s) —v'(s) (1.11)
5

y = Fv"(s) = 30" (s)v'(s) + v(s).

Cependant, ce systéme ne vérifie pas le critére des surfaces réglées (cf ci-dessous
section et la Définition [1.4.1)) et n’est donc pas paramétrable dans le sens que

nous en donnons.

Définition formelle. La définition qui suit donne une vision plus précise de ce que
nous allons considérer comme une paramétrisation. Pour donner une version locale de
cette notion, on parle de germes de solutions ( voir section , mais on peut les
remplacer si I'on veut par “solutions définies sur un intervalle de temps assez petit”.

De plus, on remplace K dans (1.9) par un multi-indice p = (p1,...,m) pour
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distinguer les cas ot nos formules dérivent certaines fonctions h; moins que d’autres

(voir section [0.3)).

W est définie dans la section [0.4] et j,, désigne le jet a 'ordre p défini en [T1]

Définition 1.2.1 Une paramétrisation d’ordre p = (1, ..., ) du systéme en
q= ({0,50, . ,§Oy)) e RUHO™ o0 v est un entier positif, est définie par

— un voisinage V de q dans R¥+1n

— un sous-ensemble ouvert connexe U de RIH+™

— et une application analytique réelle ® : U — R"
tels que, en appelant T' Uapplication W(U) — C3°(R,R™) qui assigne a tout
h=(h1,...,hym) € W) le germe a t =0 de Uapplication R — R™ suivante :

t = &(t) = @(ju(h)(1), (1.12)

les deux propriétés suivantes sont vérifiées :
(i). pour tout h € W(U), T'(h) est une solution de (1.1]),
(ii). W(V) cT(W(U)).

Remarque Pour le systeme , comme le rang de % est m, on peut exprimer u en
fonction de x et & et donc on peut appliquer la définition ci-dessus avec & = x et et
ainsi choisir une paramétrisation ® qui définit seulement x au lieuw d’une paramétrisation
qui définit (z,u). On obtient alors une diminution de l’ordre de la paramétrisation de

1.

Le point [(i)| se traduit par des relations différentielles, obtenues en substituant a £ et
¢ dans I'image par ® d’un jet j,41(h), vérifiées identiquement, ot 1 est le m-uplet
(1,...,1). On peut noter cette relation F'(®,®) = 0 signifiant la nullité d’une fonction
des |u| 4+ 2m variables (h, h,..., h(#+1)) Ce systéme d’équation aux dérivées partielles
en ® est facile & exprimer. C’est lui qu’on écrit au chapitre

Le point est lui moins aisé a traduire explicitement. Pour cela, cherchons un

antécédent par I' d’une solution £ de (1.1)). Cela revient a étudier le systéme

(ju(h) =¢ (1.13)

en tant que systéme différentiel ordinaire en h. La proposition suivante explicite 1’éli-

mination de h en dehors de points singuliers.
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Théoréme 1.2.2 Soit une application analytique réelle ® d’un ouwvert connexe U de
RIH+™ dans R™ verzﬁant de la définition . Alors il existe deuzx entiers K, L
et Z C U x REFLm=lul 4y fermé d’intérieur vide tels que l'une des deux propriétés

sutvantes est vraie :

(i). Pour tout h € W((U x REHLIM=ILI\ 7} et € donné par , il existe
— un entier N,
~ W un voisinage de (h(0), ..., RE+L)(0),£(0),...,£0)(0)) € RUKHLADmA(LA)n,
- N+ 2 entiersd;,0 <i< N+1
— et N + 1 fonctions analytiques réelles Hy, ..., Hy définies sur W
tels que tout (h,&) € W(W) est solution de st et seulement si il est solution

de p )
F(£€ =0
ho:Ho(hl,...,hN,ﬁ,.--,ﬁ(L))

At = HY(h,h2,.. . N, ¢, ... L) (1.14)

RN — N (B by RND g e

ou & € R™ et h0,...hN est une partition par bloc des coordonnées de h, de di-
mensions respectives d; (par convention, si d; est nul, le bloc h; et la fonction H;

n’existent pas).

(ii). Pour tout h € W((RUEHLm=lul 5 )\ Z) et € donné par , il existe W un voisi-
nage de (h(0), ..., h5)(0),£(0),...,£5)(0)) dans REFDm+HLADn op g - 17 - R
(ne dépendant pas des h, . .., W) ) tels que toute solution (h,&) € W(W) de
est telle que & vérifie

S, ...,eM) =0 (1.15)
et cette équation est indépendante de F(f,é) =0.
Par indépendant, nous entendons que localement le rang de la jacobienne de
&...,6B)y (S, F F,... FLD)
est strictement supérieur & celui de la jacobienne de
& ..., 6D s (F F,... FL7D),

Dans le point du théoréme m, par équation indépendante nous exprimons le
fait qu’il existe des germes de solutions de (|1.15]) qui ne sont pas solutions de (|L.1]).
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De plus, dans ce méme point du théoréme les fonctions £ données par
(1.12) satisfont au moins une équation différentielle indépendante de (|1.1)) et donc un

tel @ ne peut pas définir une paramétrisation au sens de la définition [I.2.1] car il ne peut
en satisfaire le point .

Ceci montre la proposition suivante.

Proposition 1.2.3 Une paramétrisation ® au sens de la définition |1.2.1| vérifie tou-

jours la propriété du théoréme .

Avant de démontrer le théoréme [1.2.2] nous allons donner une définition moins abs-
traite d’une paramétrisation de (1.1)) et nous montrerons ensuite que si (|1.1]) admet une
paramétrisation définie par alors presque partout (|1.1)) admet une paramétrisation

définie par :

Définition 1.2.4 Une paramétrisation réguliére d’ordre pu = (pu1, ..., m) du systéme
(m/ en (&, éo, . ,5(()”)) de RWTD™ est définie par un voisinage V de ce jet dans R¥+1n,
un sous-ensemble ouvert U de R™ME+D K — maz{p;}, et une application analytique
réelle @ : U — R tels que, en appelant I’ lapplication W(U) — C3°(R,R™) qui assigne
a tout h = (hy,...,hy) € W(U) le germe a t =0 de l'application R — R™ suivante :

t = &(t) = 2(ju(h)(1), (1.16)

les trois propriétés suivantes sont vérifiées :
(i). pour tout h € W(U), T'(h) est une solution de (1.1]),
(ii). il existe des entiers positifs N,do,...,dn tels que > d;i = m et N + 1 fonctions
Hy,Hy,...,Hy tels que pour tout & € W(V') solution de , h € W(U) est

solution de T'(h) = £ si et seulement si h est solution de

RO = HO(RY,....hN ¢, ... @)
Wt = HY(h,h2,... WV €, ... D)

(1.17)
AN = HN (b, hON-D g e
ot h' = (hd0+"‘+di—1+1’ ERRR) hd0+"'+di)’
(1ii). les m applications % :U — R"™ pour i € {1,...,m} ne sont toutes identique-

7

ment nulles sur aucun sous-ensemble ouvert de U.



24 Paramétrisation des systémes sous-déterminés

Comme en presque tout point une paramétrisation est réguliére et comme le
théoréme nécessite un prolongement du jet j,(h) en un jet Ji(h) il est pratique

K+1)

de définir ® sur un ouvert de R , mais ® ne dépend en réalité que des dérivées

jusqu’a 'ordre p; de h;, pour tout i € {1,...,m}.
Le point de la définition porte le méme numéro que le point de la
définition car il 'implique. En effet, pour toute solution & € W(V), il suffit de
N
fixer Zz x d; conditions initiales (h'(0), h2(0), 22(0), ..., AN (0),..., ANN=1(0)) pour

i=1
résoudre le systéme ((1.17)) et ainsi obtenir un antécédent dans W(U) de & par T'.

L’information supplémentaire dans le point|(ii)|de la définition est la possibilité
N

pour tout & € W(V) de paramétrer la “fibre” I'"1(¢) par Zz x d; constantes.
i=1

Remarque Dans le langage de [13], une paramétrisation réguliére définit une submer-
sion de type fini d’une diffiété triviale (ou espace affine trivial) sur la diffiété associée

au systeme.

Dans la suite, nous omettrons souvent 1’épithéte réguliere d’'une paramétrisation,
mais la paramétrisation qui sera considérée sera toujours réguliére au point oil elle sera
étudiée.

La discussion précédente se résume par la proposition suivante

Proposition 1.2.5 S; admet une paramétrisation d’ordre p sur un ouvert V,
alors admet en presque tout point de V' une paramétrisation réguliére d’ordre p.

Preuve du théoréme : Tout d’abord, nous allons utiliser les remarques de la
partie m pour écrire le systéme sous forme de systéme de controle , ie.
, supposer que & = (z,u) et F(£,€) = & — f(xz,u), on € R" et v € R™. Dans
cette partie, nous avions en effet remarqué que 1'on pouvait passer d’un systéme
a un systéme de contréle et inversement de fagon explicite. Considérons un ouvert
connexe U de RI#H™ et une application analytique réelle ® : U — R™™ vérifiant le
point de la définition . Comme 'on devra se servir des dérivées de tous les h;
jusqu’a 'ordre K, on considére et on appelle par le méme nom ’application analytique

® : U x REmIul — R*™™ qui ne dépend que de ses arguments éléments de U avec
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K = max{p;}. On a alors les relations

;=@ (hh,... hE)), 1<i<
{m (oo ), 1 <i<im (1.18)

Ui:¢i+n(h,h,...,h(K)), 1 Szgm
On étudie d’abord la premiére étape du procédé (étape 0).
0P
® étant analytique sur U x RE™~I4l 1e rang de la jacobienne ((K)) est
ahz i=1,....m

constant sauf peut-étre sur un sous-ensemble fermé d’intérieur vide. On considére alors

deux entiers qg et po les rangs respectifs de ((%)i:l,‘..,m et de <3?§Ii>izn+l,...,n+m.
j=1,...n j=1,...,n
Soit My une mineure ((po + qo) X (po + qo)) de cette jacobienne de rang génériquement
plein et Zj le fermé d’intérieur vide sur lequel le déterminant de My est nul.
Quitte & permuter les indices de x, u et de h, on considére que cette mineure
My(h, ... ,h(K)) est celle définie par les dérivées partielles des ®; pour i € {1,...,q0,n+
1,...,n+po} par rapport aux variables hy, ..., hp,+q,- On applique alors le lemme

avec pour I' I'application

(Ao BID) s (B RO U D g s ),
h,..., K51 pour le z du lemme, R5) pour le y du lemme et py + gy pour le ¢ du

lemme et on obtient :

K _ K K .
hz( ):\IIi(h,...,h(K 1),héolq0+1,...,h$n),xl,...,xqo,ul,...,upo), 1<i<po+qo
q)i,o(h,...,h(K_l),xl,...,:qu,ul,...,upo)::Ei, go+1<i<n
@i+n70(h,...,h(K*I),xl,...,a:qo,ul,...,upo):ui, po+1<i<m.
(1.19)
K— K K
h,...,h( 1),hl(,0lq0+17---,h,(n),$1,~--733q0,U1,~--7up0~

Le premier indice de ® correspond aux indices de 1) et le deuxiéme indice est l'indice
d’étape, ici zéro. Les U; correspondent aux fonctions G du lemme et les ®; les fonctions
H;.
. . 8%, .
Soit dg = m — pg. Si le rang de (aT(ff?)ie{qo+1,~.-,n,n+po+1,...,n+m} est strictement

ke{0,.,K—1}
inférieur a dg + n — qo, alors il existe une relation non triviale S(x,u) = 0. Or par tout

point (zg,up) passe une solution de & = f(z,u), notamment en un point ne vérifiant
pas S(zg,up) = 0, les relations sont donc indépendantes. On est donc dans le cas

du théoréme.
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Sinon, pour collecter les relations ([1.19)) et les suivantes définies au cours de 'algo-

rithme, on définit Iy par :

Iy = ((I)q0+1,0 — Tgo+1s---> (I>n,0 — Tn, q)n+po+1,0 — Upg+15-- -, (anrm,O - um)
et on termine ainsi I’étape 0.
Etape j € N.
A la fin de I’étape j — 1 on a des entiers d;_1 et p;_; et on a défini des fonctions
W, pour 1 <4 < go +m — §j-1 qui définissent Aj_1 = (V1,..., Wy 4pm g, ,) et une

application 1I;_1 :

i—1
I = (Hj—% (@51 —uj )1+m76jflgigm) , (1.20)
pour j > 2, Iy étant déja construite explicitement. Alors, (1.1 est équivalent a :

Hj—l(h,- ' ,,h(K_l),J,‘,’LL, . ’u(j—l)) =0

W = (DR ke uY),

(1.21)

On dérive par rapport au temps les équations (i)i,j— = ugj 71), d’ordre de dérivation
K — 1 en h, on fait ainsi réapparaitre les variables hz(-K).

)

A;_1 nous donne les expressions de certains hz(- que 'on réinjecte alors dans les

dérivées des ®; j_1 pour obtenir de nouvelles équations en utilisant & = f(x,u) pour

exprimer & :

@i,j_l(h,...,h(K_l),hgl_ngrm_a(]__l),...,hg,ff),x,u,...,u(j_l),ugj),. u) )

—u?, 14m—6 . <i<m,
On appelle p; | de (22u-
ppe € pj € rang € Bhi( 1+m75j,1§i§m
1+qo+m—6;_1<k<m
On définit §; = d;_1 —p; et on considére, quitte a permuter des variables, la mineure

M;(h, ..., h(E+i )) formée des p; lignes et colonnes correspondant aux dérivées partielles
de (fi,j—l pour i € {1 +m —d;_1,...,m — 6;} par rapport aux variables hl(»K) pour
ie{l+qg+m-—26j-1,...,m —6;}. M; est ici considérée comme une fonction de h

et de ses dérivées seulement en remplacant dans ®; ;1 les variables x, u et les dérivées
de u par leur expression en fonction de h et de ses dérivées issue de ((1.18)) et de ses
conséquences différentielles. On appelle alors Zj;, fermé d’intérieur vide, le lieu ou le

déterminant de M; s’annule et on se place en dehors de ce fermé. Comme pour ’étape
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0, on applique le lemme avec pour fonction I :

(h,.. .,h(K_l),hgf;0+mi5<jil), e ,hgf),:n,u, u,...,u(j_l),ugj), . ,u%l(;(jil))
= (e RO R B s uTY )
et obtenir :
th) = Uy (h, .. ~7h(K71)7th¢);0+m—6j’ .. .,h%{),az,u,...,u(jfl),ugj), . ,ug)_éj),

I+qo+m—0;-1<i<q+m-—4Jj,
i’i’j(h,...,h(K_l),a:,u,...,ugj),... ul) )Zu(j), I+m—-0;<i<m.

’ m—4; 7
(1.23)
. J
Si le rang de (%, %)ie{Hmf&j,...,m} est strictement inférieur a Zél +n—
ke{0,.., K1} 1=0
qo, alors il existe une relation non triviale S(x,u,...,u(j)) = 0. Or, par tout jet
(j))

(xo, ugy ..., u passe une solution de & = f(z,u) et donc aussi en un jet n’annu-

lant pas S. S est donc indépendante de & = f(x,u) et on est dans le point de la
proposition.
Sinon, on définit IT; = (IT;_4, (éi’j)ie{1+m_5j7_._7m} - ul(j)) et on termine ainsi I’étape
Le procédé s’arréte a ’étape L soit lorsqu’on a une relation S(z,u, ... ,u(L)) =0
indépendante de & = f(x,u), soit lorsque dr, = 0.

Dans le premier cas, on obtient le point du théoréme.

L

Dans le deuxiéme cas, le rang de (%)ke{o,...,[(—l} est exactement n — qg + Zél
=0

et II;, est une fonction des variables h, ..., A=Y z u, ... u®). On peut remarquer

que go = 0 dans ce cas la. On applique le lemme avec h,...,hE=2 pour le z
(9) (7)

du lemme, hE—1 pour y, une partie des u,;”’ pour z et les x; et le reste des u;

(1)

7

pour
la variable (. On obtient alors des relations exprimant certains h en fonction des

h,...,hE=2) de z et d’'une partie des uz(.j). On extrait aussi en utilisant ce méme lemme
(K-2) (K—3)

)

i

... On obtient ainsi une collection
(9)

7

de fagon itérative une partie des h puis des h

de relations exprimant certains h;"’, appelons I; I’ensemble des indices des h;”’ ainsi

(d0)

obtenus. Pour le j le plus petit, appelons-le jo, on dérive les h;”"’ par rapport a ¢. On

va alors substituer dans les formules obtenues précédemment les thOH)

(Jo+1)

7

pour ¢ € I,
et ainsi obtenir de nouvelles expressions des h pour i € I |JIj,+1. Cependant,
la substitution peut amener des relations triviales que l'on élimine. On itére jusqu’a

l’ordre K ce procédé en dérivant les thOH) pour i € Ij|JIj,+1 et en substituant les
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(Jo+2)

expressions de ces dérivées dans les h; pour i € Ijj ;2. On obtient bien alors les

L
fonctions HY, ..., HY de (1.14) et on prend Z = U Z;
i=0

1.3 Platitude

1.3.1 Définition

La notion de platitude d’un systéme a été introduite par Michel Fliess, Jean Lévine,
Philippe Martin et Pierre Rouchon, cf. [12, 14] pour les corps différentiels et [13] pour
le cadre analytique ou C*.

La platitude est ’existence d’une sortie plate, i.e. un m-uplet de fonctions des va-

riables du systéme et de leurs dérivées telles que

(i). Les équations du systéme n’entrainent aucune relation différentielle entre les m

fonctions qui constituent la sortie plate.

(ii). Toutes les variables du systéme peuvent, réciproquement, étre exprimées a ’aide

des composantes de la sortie plate et de leurs dérivées.

Le point |(i1)| exprime le fait que ces fonctions formant la sortie plate sont arbitraires.
Bien que I'accent soit plutot mis sur la platitude dans [I3], on y trouve aussi 1’équi-
valent de la paramétrisation réguliére définie a la section précédente (voir la remarque
aprés la définition . Sans préciser le sens de chaque mot, I'existence d’une para-
métrisation réguliére coincide avec l'existence d’une transformation par retour d’état
dynamique exogéne linéarisante, et la platitude peut étre vue comme 'existence d’une
transformation par retour d’état dynamique endogéne linéarisant. Suivant cette termi-
nologie, on pourrait ici appeler endogéne une paramétrisation réguliére avec N = 0 donc
a 'unicité de h pour une solution ¢ donnée sans avoir & intégrer de systéme différentiel
(h est donnée directement en fonction de £ et des ses dérivées jusqu’a un certain ordre)

puisque les équations ([1.17)) deviennent simplement
t i h(t) = Ho((t), ..., £ (1)), (1.24)

On peut alors exprimer toutes les variables qui interviennent dans la paramétrisa-
tion, d’ou le qualificatif d’endogéne (si N > 1, on ne peut pas se passer de variables
“exogeénes” pour écrire la paramétrisation). Ainsi, on adopte, pour un systéme de plat,

la définition suivante :
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Définition 1.3.1 Le systéme est plat en un point (£(0),£(0),...,£@)(0)) e R+~
s’il est paramétrable au sens de la déﬁnition avec N = 0. HO est appelée la sortie
plate.

Evidemment, I’existence de sorties plates entraine ’existence d’une paramétrisation.

La réciproque reste & notre connaissance une conjecture.

Remarque Un systéme & = f(x,u) an états et n controles est plat si et seulement si
le rang de % est constant égal a n. En effet, un tel systéme est équivalent au systéme

T =u.

1.3.2 Approche algébrique

Nous allons maintenant donner une vision plus algébrique de la notion de la platitude
a l'aide de la proposition cette fois pour le systéme (|1.2)) par commodité.

Proposition 1.3.2 Un systéme est plat au sens donné dans la définition st
et seulement si il existe des éléments x1,...,Xm de A tels que {dx1,...,dxm} soit une
base de A'(A), en tant que A[L]-module.

Notons que, d’aprés cette proposition, il est évident que la liberté du A[%]—module
A'(A) est une condition nécessaire pour la platitude de (1.2).

Preuve : Sens direct.

Considérons le systéme en un point ou il est plat au sens de la définition
Alors toute solution (z,u) s’écrit de maniére unique a I'aide d’une paramétrisation @,
d’une fonction arbitraire du temps h = (h1,...,hy,) et de ses dérivées temporelles par
une formule :

(z,u) = ®(h, h, ..., hH) (1.25)

Ainsi dx, du,dt,. .. s’écrivent de maniére unique en fonction de dh et des différentielles
des dérivées temporelles de h. Comme il existe x telle que h = x(z, ... ,:L‘(J)) pour tout
x solution de , en remplagant & par f(x,u) on obtient bien que les y; sont dans A.
dx est alors une base de A!(A) en tant que A[4%]-module.

Sens réciproque.

On considére x = (x1,- .., Xm) €léments de A tels que {dx1,...,dxm} soit une base
de AY(A), en tant que A[%]-module. Les y; et leurs dérivées sont indépendants donc

il existe deux entiers J et L et un diffeomorphisme entre d’une part z,u,...,u) et
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d’autre part y, X, ..., x) et certains z; et certaines dérivées de certains u;. = et u
s’écrivent alors de maniére unique en fonction des x; et de leurs dérivées jusqu’a un
certain plus a priori certains x; et certains u; et des dérivées de certains u;. Or, les dy;
forment une base de A!(A), donc dz et du s’expriment uniquement en fonction des dy;.
Donc, x et u s’expriment uniquement en fonction des x et de leurs dérivées jusqu’a un
certain ordre M

La proposition suivante est la Proposition 3 de [I, §4] (ot on utilise des fonctions
C™ plutdét que des séries, et par “linearizing Pfaffian system?”, il faut entendre base de
A'(A)). On note par e la version matricielle de la loi “externe” décrite & la section m,
qui consiste donc a appliquer les opérateurs différentiels qui constituent la matrice P

aux éléments du vecteur colonne €2, qui sont des formes.

Proposition 1.1 Soit Q une base de A*(A), supposé libre. Le systéme est plat st

mxXm mxXm

et seulement si il existe P € A[%] inversible dans A[%] et tel que

d(PeQ)=0. (1.26)

Le démonstration de ceci tient dans le fait qu’étant donnée une base de A'(A), on

obtient toutes les autres en lui appliquant tous les opérateurs inversibles P.

1.4 Les transformations

Les transformations suivantes vont préserver ’existence d’une paramétrisation pour

un systéme.

1.4.1 Changement de coordonnées

Bien str, un changement de coordonnées, c’est-a-dire un difféomorphisme ¢ d’un

ouvert connexe de R" & valeur dans R"
2z = ¢(2) (1.27)

définie au voisinage d’un point zg induit des transformations naturelles sur les systémes.

Il transforme le systéme 1) en 2 = f(z,u) o %(z)f(z, u) = f(p(2),u).
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1.4.2 Transformation par retour d’état statique

On peut définir une transformation par retour d’état statique non singuliére pour
le systéme (|1.2) comme une application analytique réelle § d’un ouvert connexe de

R™ x R™ & valeur dans R™

(x,v) = u=p(z,v), (1.28)
définie au voisinage d'un point (z, ug) telle que
a—f(aco, up) est inversible. (1.29)

Cette application transforme le systéme 1D en &= f(x,v) = f(x, B(x,v)).

On peut désormais définir les systémes réglés.

Définition 1.4.1 Le systéme est un systéme réglé au voisinage de zéro si et seule-
ment si il existe une transformation par retour d’état statique non singuliére (ui, uz) =
B(&, 5, ) analytique réelle ot uy et s sont dans R™ ™1 et uy et X sont dans R, définie au
voisinage de zéro, avec 3(0,0,0) = (0,0) (voir ), qui transforme le systéme en

E=c(&s)+AX(E,s) (1.30)

ot ¢ et X sont analytiques réelles a valeur dans R™.

Remarque On notera que si le systéme est réglé et si le rang de <6%(0))i:1--m
est constant égal a m, alors X (0,0) # 0 dans .

1.4.3 Transformation par retour d’état dynamique

Définition 1.4.2 Une transformation par retour d’état dynamique non singuliére pour
le systéme est un ensemble de deux applications analytiques réelles & et T d’un
owvert conneze de R™ T+ ot dun ouvert conneze de R™ TN respectivement vers

R"™ pour deux entiers ds et d;

(z,u) = &(z,v,0,...,0@%)

1.31
(z,0) = Z(2,u, 0, . .., ul®)) (1.31)

telles qu’il existe g analytique réelle d’un ouvert connexe de R™"™™ @ valeur dans —
R™ définissant un systeme différentiel 2 = g(z,v) ou (z,v) vérifie cette relation si et
seulement si (z,v) est Uimage par T d’une solution (z,u) de (I.4). Inversement, on
demande que © = f(x,u) si et seulement si (x,u) est limage par & d’une solution

(z,v) de z = g(z,v).
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Remarque Si le rang de % est mazimal, alors il suffit d’avoir z en fonction de
T, U, U, . .. ,u(dt) (réciproquement x en fonction de z,v,0,... ,v(ds)) car v est une fonc-
tion de z et z déterminée par inversion locale (réciproquement u est une fonction de x
et &).

Dans [43], Philippe Martin définit, dans le cadre analytique, I’équivalence dynamique

de deux systémes de la méme fagon.

1.5 Controélabilité

Pour un systéme de controle la contrélabilité caractérise, en gros, la possibilité
d’influencer les trajectoires du systéme simplement par un choix approprié des variables
de controdles uy, ..., uy, au cours du temps. Il y a une vaste littérature sur le sujet qui est
par exemple référencée dans les manuels classiques [22] [46], (66, [70] ; donnons simplement
les notions qui nous intéressent dans le cadre de cette étude.

Un cas évident de systéme non contrdlable est un systéme sans contrdle (m = 0),

i.e. une équation différentielle ordinaire
2= f(z2). (1.32)

[’évolution de z est alors entiérement déterminée par sa condition initiale.

De la méme fagon, un systéme n’est certainement pas controlable s’il contient
une partie autonome, i.e. si certaines coordonnées (ou fonction des coordonnées) vérifie
une équation du type . La définition suivante donne une version de cette notion
oll on a remplacé ’équation par une équation scalaire de plus grand ordre d’une

variable différentielle que 1'on appellera élément autonome [55].

Définition 1.5.1 On appelle élément autonome du systéme une fonction ana-
lytique scalaire non triviale de la variable d’état x du systéme définie sur un ouvert
connexe non vide, que 'on notera z = ®(x), qui vérifie une relation non triviale de la

forme ¥(z, 2,..., z(s)) =0 ou VU est une fonction analytique réelle.

r)

Remarque On aurait pu prendre z = ®(x, u, , . . ., ul ), mais dans ce cas il est assez

aisé de voir que la fonction ® ne dépend pas des variables de controle et de leurs dérivées.

En effet, considérons s le plus petit entier tel que W dépende réellement de z*). Comme

o

2 dépend linéairement de u"+%) par le biais du coefficient ERGE

la relation ¥ fait



Controlabilité 33

A 0P __ .
alors apparaitre que Fu = 0 sur un ouvert conneze et donc, comme ® est analytique,
® ne dépend pas de u") sur Uouvert conneze considéré. Par récurrence décroissante sur

r, on montre alors ® ne dépend pas de u et de ses dérivées.

Exemple. Le systéme

. 2
T1 =x7+ 22129 + U
Poo e (1.33)
Ty = x% —u,
n’est pas controlable. En effet, z = x1 + xo vérifie l’équation
5 =22 (1.34)

On sait classiquement que les éléments autonomes sont des intégrales premiéres de la
distribution d’accessibilité forte du systéme. Cette construction précise est due a Velimir
Jurdjevic et Hector J. Sussmann dans [28] & la suite des travaux de Claude Lobry dans
[35]. Reprenons la définition de [46, définition 3.19], mais dans R™"*™ (pour rendre le

systéme affine) : dans R"™™ on définit les champs de vecteurs

f@w:(ﬂﬁm>, &zijizhnm. (1.35)

0

L’algébre d’accessibilité forte Cy est alors I’algébre de Lie engendrée par
adl(g:), 1<i<m, j>0. (1.36)

La distribution d’accessibilité forte Cy est la distribution engendrée par les champs de
vecteurs de cette algébre. La fonction f étant analytique, Cy est une algébre de champs
de vecteurs analytiques, le rang de Cy est donc constant presque partout.

Si Cp est de co-rang strictement positif, alors il existe des éléments autonomes autour
de presque tout point. On verra dans ce qui suit (Proposition que ces éléments
autonomes sont une obstruction a I'existence d’une paramétrisation.

Cependant, si ce co-rang est nul presque partout, alors le systéme posséde la pro-
priété d’accessibilité forte autour de tout point ou il est nul effectivement. Le sous-
ensemble analytique sur lequel le rang de Cy chute est invariant, i.e. toute trajectoire
issue d’un point de cet ensemble reste dans cet ensemble. On ne s’intéresse qu’aux point
ol le rang de Cp est maximum.

La condition d’accessibilité forte implique que le linéarisé du systéme est contrdlable

autour de presque tout jet (d’ordre suffisamment élevé) [10, 65]. En terme d’algébre
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différentielle (voir Section , cette condition se traduit par la liberté du A[%]—
module des différentielles A1(A).
En outre, pour étre paramétrable, un systéme doit étre fortement accessible comme

nous le montre la proposition suivante.

Proposition 1.5.2 Si le systéme a un élément autonome z vérifiant la relation

U(z,2,..., z(s)) =0, alors le systéme n’est pas paramétrable.

Preuve : On considére le systéme (|1.1)) doté de I’élément autonome z qui vérifie

la relation ¥(z, 2,..., Z(S)) = 0. Supposons 'existence d’une paramétrisation telle que
z = ¢(h,.. .,h(“)). En remplacant z par son expression en h dans ¥ on obtient une
(its)

relation faisant intervenir les h en tant que différentielles de h a l'ordre le plus

i
grand. Cette relation est non triviale si ¥ ne 'est pas, ce qui contredit le caractére

arbitraire de h W

1.6 Bref état de ’art

Comme présenté dans U'introduction de cette thése, article de P. Zervos dans [72]
fait un historique trés complet de ce que 'on appelle “probléme de Monge”. Des travaux
de E. Cartan [5], D. Hilbert [19], E. Goursat [I7], pour n’en citer que quelques-uns y
sont détaillés. Cet article a été étudié par M. Janet dans [25] en 1971.

Dans l'article de Hilbert, dont une traduction en anglais est proposée en annexe
I’auteur montre I'impossibilité de paramétrer une certaine classe de systémes. Ces
résultats ont été exploités par Pierre Rouchon pour développer la condition nécessaire
portant sur les systémes réglés (voir ci-dessous). L’approche de David Hilbert nous a
aussi permis de développer les résultats qui sont présentés dans le chapitre suivant [2}

Les résultats de Cartan ont permis de déterminer un critére pour la paramétrisation
des systémes affines a 2 controles (voir ci-dessous).

De nombreux articles que nous ne pouvons tous citer montrent que certains sys-
témes spécifiques sont plats. Ces applications peuvent concerner la robotique [29] [34],
l'aéronautique [44] [38], les moteurs électriques [37), 42, 4T], [63], [73] et le génie chimique
[49, 58, (57, 59, 61], [62] pour n’en citer que quelques uns. Cependant, s'il suffit de trouver
une paramétrisation pour montrer qu'un systéme est paramétrable, tache qui peut bien
entendue se révéler ardue, il est trés différent de montrer qu'un systéme est non paramé-

trable. Pour cela, il faut étudier les propriétés de systémes paramétrés généraux et les
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contraintes qu’imposent la possibilité de paramétrer un systéme. Enongons quelques-uns

de ces résultats qui vont nous servir par la suite.

Systémes linéarisables Les systémes linéarisables par retour d’état statique ou dy-

namique sont plats.

Systémes affines & deux controéles Le systéme
& = fi(z)ur + fa(z)us (1.37)

est plat si et seulement si le rang générique de E}, est égal & k+2 pour k € {0,...,n—2}
ou Ey = span{fi, fo}, Ex+1 = span{Ey, [Ex, Ex]}, k > 0. Ce résultat a été démontré
par P. Martin et P. Rouchon dans [40] a partir du résultat d’E. Cartan [5].

Systémes a un contréle. Lorsque m = 1, le systéme (|1.2)) est plat si et seulement
si il est linéarisable par un retour d’état statique [7]. On peut alors caractériser les

systémes plats par des tests [23] 20].

Systémes affines de codimension 1. Lorsque m = n — 1 un systéme affine (voir

définition |1.1.2)) est plat si et seulement si il est controlable (fortement accessible, voir

.

Systémes de contact Dans [56], W. Respondek donne les conditions que doit vérifier

un systéme de contact ou systéme de Goursat généralisé pour étre plat.

Condition nécessaire. Depuis [60, 64] on sait qu'un systéme doit étre réglé (cf.
définition [1.4.1f) pour étre plat .
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Soit le systéme de controle général (|1.2)) que 'on redonne ici pour se rafraichir la

mémoire :
£=f(&u) (2.1)

ot & € R et u = (uy,...,um) € R™ et f est une fonction analytique réelle.

On a vu a la fin du chapitre précédent que le probléme de paramétrisation est résolu
pour ce systéme lorsque m = 1 ou n = m, sachant que par hypothése m < n. Les plus
petites dimensions pour lesquelles le probléme reste ouvert sont n = 3 et m = 2. L’objet
du chapitre est donc de déterminer les conditions nécessaires et suffisantes portant sur la
fonction f pour paramétrer au sens de I’ensemble des solutions du systéme ci-dessus
pour ces valeurs de m et n. Notre étude est locale autour d'un point (§p,up) = (0,0).
On suppose que

Rang <§i(0), (;2;(0)) = 2. (2.2)
Si ce rang était constant égal a 1 (zéro respectivement), on pourrait se ramener a un
systéme équivalent (en termes de solutions) & un (zéro respectivement) contrdle. cf
section [I.1.2] Les points ou les rangs chutent sont des singularités que nous n’étudierons
pas.

On donnera des résultats globaux “génériques”’. L’aspect “générique” évitera une
étude portant sur les singularités qui apparaitront au fil des résultats. Cependant, si
les résultats ne portent pas sur les lieux de singularité, ’étude ne masquera pas leur
existence. Ces singularités seront regroupées dans un méme ensemble fermé d’intérieur
vide, ce qui en justifie la dénomination.

Ecrivons dans des coordonnées x,y, z. Quitte & permuter x,y, z de telle ma-
niére que le rang 2 dans ([2.2)) provienne des deux premiéres coordonnées, on peut en
appliquant le théoréme des fonctions implicites aux deux premiéres lignes de ex-
primer u; et ug en fonction de x, y, z, & et ¥ et les reporter dans I'expression de z. Le

systéme ci-dessus est donc équivalent a la seule équation :

Z.: = f(':[;? y’ Z? j"” y) (2'3)

ou f est une fonction analytique réelle de cinq variables scalaires qui sera étudiée de
préférence a f.
Rappelons la définition de paramétrisation, cette fois adaptée au systéme ([2.3)) o,

pour éviter d’utiliser des indices pour nos variables, nous considérons u et v & la place
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de hy et ho, x,y, 2z & la place de x1,x2,x3 et k, £ & la place de p; et pe. Nous espérons
qu’en rappelant la définition avec ces notations, nous clarifierons la lecture des résultats.

Une paramétrisation d’ordre (k,£), k < ¢ du systéme en un jet (xo, Yo, 20, £0, Yo,
...,:U(()V),y(()y)) de R?*3 est définie par un voisinage V de ce jet dans R?**3, un sous-
ensemble ouvert U de RFH+2 et une application analytique réelle & = (p,,x) de U
dans R3 tels que, en appelant I' Papplication W(U) — C§°(R,R™) qui assigne & tout
(u,v) € W(U) le germe a t = 0 de I'application R — R? suivante :

t (z(t),y(t), 2(t)) = ®(u(t), v(t), w(t), 0(t), ..., u®(t), v (1)), (2.4)

les trois propriétés suivantes sont vérifiées :
(i). pour tout (u,v) € W(U), I'(u, v) est une solution de ([2.3)),
(ii). il existe deux entiers ig < k et jo < £ et deux applications analytiques réelles U°

et VY tels que pour tout (z,y,2) € W(V) solution de (2.3), (u,v) € W(U) est

solution de I'(u,v) = (z,y, 2) si et seulement si (u,v) est solution de

{ w(o) = gio(y, ... ulo=D o . wl0) gy . 2 y(L) %) (2.5)

pl0) = Vio(u, ... ul0) v, ... w01 gy (D) (D) 2,

(iii). I'une au moins des application g—z, g—z, g% :U — R™ pour w € {u® v} est non

nulle.

2.1 Condition nécessaire : controlabilité

On a vu, avec la proposition que l'existence d’un élément autonome rend un
systéme non paramétrable. Le rang de la distribution d’accessibilité forte doit donc étre

maximal (voir sectionavec g1 = %, go = a% et f = jza% + g)a% + f%). Or,

£, 1] = —& -5
£, g2] = -2 -5E
£, [£, g1]] = (fm+fxfz_ffzx_yfym_xfxw)%
£, [£, g2] = (fy+ fofo = Ffog = 9Fyy — o) 2
: (2.6)
g1, [f, &1]] = —Jfizg;
[ng [f7g1“ = [gh [fagQH - _f?ﬂ%
g2, [£, g2]] = —ful
[

[£.g1), [f.g2)] = (fag+ fofsg — fofei — fra)
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Comme g1, go, [f, g1], [, g2] sont indépendants, le rang est maximal si et seulement si
un des six derniers crochet est non nul. Alors, en terme de relation sur la fonction f,

I’existence d’un élément autonome se traduit par

fiz = fag = fog = fog + fifog — fya — fofza

o o 2.7)
= fx + fxfz - ffzac - yfyx' - xfaca: = fy + fyfz - ffzy - yfyz) - xfxy =0
identiquement. Nous nous plagons donc en un point (z,y, z, &, ) o
(fais figs fygs foy + fifey — fyi — fofoiy fo+ fife — ffoa — Ufya — & fuis (2.8)

fy + fafz = fzg = 9fyy — £fzy) # (0,0,0,0,0,0).

2.2 Condition nécessaire : systémes réglés

Depuis [60] [64], on sait qu’il est nécessaire (en dehors d’un point singulier o ¢ et X
(définis dans la définition [1.4.1)) ne peuvent étre prises lisses) qu'un systéme soit réglé
pour qu’il admette une paramétrisation (voir section [1.6). Exprimons cette condition

sur la fonction f.

La construction suivante dépend des coordonnées dans lesquelles on écrit le systéme

(2.3) mais on peut montrer que le résultat lui-méme (théoréme [2.2.2)) n’en dépend pas.

Définissons deux polyndémes homogénes de degrés respectifs 2 et 3 de deux variables

x et y et a coefficients dépendant de maniére analytique du point considéré (z,y, z, &, 9) :

Py(x,y) = fuiX® + 2figXy + fou ¥, (2.9)
Py(x,y) = fieiX® + 3 frig X7y + 3 figy Xy + fog Y- (2.10)

ot les arguments (z,y, z, &, §) des dérivées partielles de f ont été omis et ou les notations

Py(x,y) et P3(x,y) sont préférées a Py(x,y, z,2,9)(x,y) et Ps(z,y,2,2,9)(X,y).

Définition 2.2.1 Une direction nulle d’un polynéme homogéne P en les deux variables

x ety est un couple (x,y) # (0,0) tel que P(x,y) = 0.

On parle de direction nulle car P(Ax,\y) = 0 < P(x,y) = 0 pour tout A # 0.
Considérons 'application analytique réelle R de (x,y, z,4,9) qui donne pour tout

(x,y,z,&,7) le résultant de P, et de P3 et application A, discriminant de Pa, définies
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par :

Alz,y,z,8,9) = foaky — fag® (2.11)
Tz 2fiy foy 0
0 fiz  2fey  fyy
R(z,y,2,%,9) = 0 0 Tz 2fig Sy (2.12)
fei 3faag 3figy Sy O
0 fise 3fiig Sfigy Sfogy

(les arguments (z,y, z, ,y) ont été omis dans les membres de droite des ces égalités).

Remarque Rappelons que R = 0 si et seulement si Py et Py ont au moins une direction
nulle commune et que A > 0 si et seulement si les deux directions nulles de Py sont

réelles (racine double si A =0).

Le théoréme suivant est essentiellement une conséquence des résultats de [60, 64].
Nous donnons tout de méme une preuve qui illustre bien pourquoi la condition ci-dessous

est nécessaire.

Théoréme 2.2.2 Si le systeme admet une paramétrisation d’ordre (k,l) en un
point (0,0,0,z(1),y(1),2(2),4(2),...,2(L),y(L)) de R3*2L, alors R = 0 et A > 0
sur un voisinage de (0,0,0,2(1),y(1)).

Preuve : Considérons le systéme (|1.2)) avec n = 3 et m = 2 et supposons qu’il admet
un paramétrage (¢,v, x) d’ordre (k, 1) autour d’un jet (0, 0,0, (1), y(1), 2(2),4(2),...,2(L), (L))

R3+2L

dans que 'on note :

r = ¢u,...,u® v, .. . ob)
y = u,...,u® v . o) (2.13)

z = x(u,...,u® v, . 0W),

On choisit (k, 1) tels que les dérivées partielles de ¢, ¥ et x par rapport aux variables
u® et v ne soient pas toutes identiquement nulles sur un ouvert ol la paramétrisation
est définie. Considérons de plus qu’elles ne s’annulent pas toutes au point considéré. En
effet, si I'on montre le résultat pour tout point o elles ne sont pas toutes nulles, par
continuité, on aura R = 0 et A > 0 sur ’ensemble de définition du systéme.

Les fonctions ¢, ¥ et x vérifient I’équation du systéme (2.3]), donc

X = f(o. 0, X, $,9). (2.14)



42 Paramétrisation des systémes différentiels de dimension 3 avec 2 contréles

On remarque que cette équation fait intervenir les variables u**+1 et v(+1) . Dérivons
|i par rapport a la variable u**1) et indiquons les dérivées partielles par un indice,

nous obtenons alors I’équation

Xut) = febum) + fyum (2.15)

qui entraine que ¢,,x) et ¥,k ne sont pas toutes les deux nulles. Dérivons encore deux

fois cette équation par rapport & la méme variable pour obtenir

0= fmcbi(k) + 2 [Py v) Yy) + fyyl/ﬁ(m

(2.16)
0= faaz®> oy + 3frag®2 o0y Vi) + 3FigyPutor 2y + Fogad -

qui nous donnent (¢,,), ¥, x)) comme direction nulle non triviale commune & P et P,
réelleet donc R=0et A>0 N

Remarque Cette preuve utilise des arquments proches des preuves des notes en an-
nexe . En effet, une équation du type fait intervenir dans un des membres une
dépendance linéaire par rapport a une variable qui doit s’interpréter dans [’autre membre

de cette méme équation.

Si la condition de ce théoréme n’est pas vérifiée, le systéme n’admet donc pas de
paramétrisation. On supposera donc que cette condition est remplie.

La proposition suivante affirme que les conditions (R = 0 et A > 0) sont suffisantes
pour que le systéme soit réglé autour de presque tout point. Seulement presque
tout point, car il peut exister des points singuliers autour desquels la direction des

génératrices ne dépend pas de facon lisse du point.

Proposition 2.1 Sile systéme de controle est tel que R est identiquement nul et
A positif ou nul au voisinage d’un jet g et si une des quatre conditions

(i) Ag) >0,

(1) A est identiquement nul sur le voisinage mais (fi, fiy, fiy)(@) # (0,0,0),

(11i) fizs fig €t [y sont identiquement nulles sur le voisinage
est vérifice, alors le systéme est réglé au voisinage de q.

Remarque Lorsque R = 0 et A > 0, presque partout au moins une de ces trois
conditions est vérifiée. En effet, les points (i1) et (iii) regroupent les points ot A est

identiquement nul et les points ou les dérivées secondes de f s’annulent, mais [ étant



Rappel de résultats connus 43

analytique, si ces dérivées sont non identiquement nulles, elles s’annulent seulement
sur un fermé d’intérieur vide. Le point (i) est lui vrai presque partout si A n’est pas

identiquement nul, A étant aussi analytique.

La proposition se retrouve avec d’autres notations dans [47] et nous ne dévelop-
perons pas plus avant la maniére de transformer le systéme pour le rendre affine. En
considérant le fait qu'un systéme est nécessairement réglé pour étre paramétrable et
qu’un systéme réglé peut s’écrire dans certaines coordonnées sous la forme , nous

allons maintenant considérer le systéme déja sous cette derniére forme.

2.3 Rappel de résultats connus

Les résultats de cette section ont été publiés dans [51]. Ils sont rappelés ici pour
pouvoir couvrir 'ensemble des cas possibles.
Si les conditions nécessaires R = 0 et A > 0 sont vérifiées, on peut génériquement

mettre ce systéme sous la forme (1.30) que nous détaillons ci-dessous :

& =ci(z,y,2,5)+pXi(z,y,2,9)
?)202(%9,2’73)+MX2($7Z%Z,3) (217)
z= 03(33,y, Zs S) + MX3(:L‘7 Y, %, S)'

Notons que s et u sont des fonctions de z,y,z, &,y telles que (z,y,z,s,1) +—
(x,y,z,2,9) soit un diffécomorphisme local c’est-a-dire une transformation par retour
d’état statique (voir définition |1.4.2]).

A Taide des trois fonctions X; de quatre variables (z,y, z, s) on définit deux champs
de vecteurs X = Xla% + Xga% + X3% et Y = % dans R%. On ne considére que les

points ot les rangs :

r1 = Rang{X,Y, [X,Y]}
Ty = Rang{XaYa [Xa Y]a [X7 [Xv Y]]a [Y? [Xa YH}

sont localement constants. Les notations [,] désignent les crochets de Lie (voir [0.1.1]).
(r1,72) vaut clairement soit (2,2), soit (3,3) soit (3,4) (voir la fin de la section [0.1.2)).

Proposition 2.3.1 Si (r1,72) = (2,2) le systéme est soit paramétrable d’ordre
(0,1) ou (1,1) soit équivalent au systéme et non paramétrable. Si (ri,m2) = (3,3),
le systeme est paramétrable d’ordre (0,1) ou (1,2).
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Preuve : La construction des paramétrisations se trouve dans [51, p.168, théoréme
3.1]. L’état considéré est (z,vy, z, s) et les controles sont p et §, le systéme est ainsi affine
en les controles. En prenant comme état £ = (x,y, z,s) et comme controles u et $, on
peut se ramener a un systéme & = Xo(&)+pX (€)+$Y (€). Dans le théoréme cité 'auteur
utilise X7 et X9 a la place de nos X et Y. Le cas (r1,72) = (3,3) correspond aux points
4 et 5 de ce théoréme. Le cas (r1,72) = (2, 2) correspond aux points 2 et 3 du théoréme.
Dans le point 2, 'auteur montre que le systéme n’est pas plat dans un sous cas. En effet,
le systéme est équivalent & un systéme qui se décompose en deux sous-systémes

indépendants, I’'un paramétrable trivialement et ’autre non paramétrable, & savoir :

(2.18)

avec a une fonction analytique réelle telle que % n’est pas identiquement nulle au
voisinage de (z,y, z). Le lemme suivant conclut la démonstration W
Prouvons une version du lemme [5I, p.184, Lemma 7.1] généralisé au cas d’une

paramétrisation (la référence ne concerne que la platitude).

Lemme 2.3.2 Le systéme n’est paramétrable sur aucun voisinage d’un point
(z,9,%,5) tel que
?a,
@(%ya z) # 0. (2.19)
Preuve : Supposons qu’il existe une paramétrisation (¢, v, x,() d’ordre (k,¢) de

(2.18) dépendant de deux fonctions arbitraires du temps u et v, on a entre autres :

z=ou,...,u® v, .. . 0®)

2.20
y=vu, ..., u® v 0®) (2.20)

On considére le plus grand entier kg tel que ¢ ou ¥ dépende effectivement de u(ko)

Alors comme & = a(z,y,y) on a :

¢ = a(p, ¥, ).

Or, le membre de gauche est linéaire par rapport a w0+ donc le membre de droite

doit aussi étre linéaire par rapport a w0t donc en dérivant les deux membres de
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I’égalité une fois par rapport a u0t1) on obtient :

dp  0Oa O
ouko) — 9z ouko)

En dérivant une deuxiéme fois par rapport a w50t1) on a :

B 0%a O
T 922 gy ko)

Cette égalité entre fonctions analytiques étant vérifiée au voisinage de tout point ot une
paramétrisation existe, I'une des deux fonctions est identiquement nulle. Or si %
était identiquement nulle, alors % le serait aussi, ce qui contredit la définition de ko,

2 . . ) i "
donc % est identiquement nulle. Le lemme est donc démontré par contraposition ll

2.3.1 Forme normale

Proposition 2.3.3 Si (r1,72) = (3,4), alors il existe une transformation par retour

d’état dynamique

(2.21)
(5"" g’ 2’ ﬂ’ 5) = 6($’ y7 Z? ILL7 87 é)?
qui conjugue les solutions de a celles de :
=]
§ = pl#,§,7,3) + 12 (2.22)
z=0(2,9,%,3) + s

Avant de prouver ce résultat, introduisons le lemme suivant.

Lemme 2.3.4 Si (r1,72) = (3,4), alors il existe une base (X,Y) de la distribution
engendrée par X et'Y et des coordonnées T,9, z, S telles que X = % + 2% + 55z et
y — 0

05

Preuve : cf. |3 chapitre II, théoréme 5.1]

Preuve de la proposition : On applique le lemme aux champs X et Y. On considére le
champ Xy = cla% +028% —i—c;;%. (f( , )7) étant une base de la distribution engendrée par
X et Y (et inversement), il existe quatre fonctions aq1, aj2, as1, aze des quatre variables
z,9, 2, S telles que :

X =apnX 4 apY

A (2.23)
Y = an X + axY.
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Appelons P le difféomorphisme (z,y,z,s) — (Z,9,2,5) = ($,%,x,¢) ot 'on a omis
les arguments (x,y, z, s) aux fonctions. On dérive cette relation par rapport au temps

(dérivée de Lie) et on obtient

i=Xop+puXo+sYe
j =X X+ 5Y
= Xov + pXo + 3 220
zZ=Xox +pXx+sYyx
5= XoC + uXC+35Y¢C.
Remarquons que :
X¢ =1= CL11X¢ + CL12Y¢
Y(=1=anX Y
~C a1 X ¢ + anY( (2.95)
XC =0= (111XC+ CL12YC
Y/d) =0=0a91X¢+ axYo.
donc ) ~
X =Xo)X + (XY
(X6)X + (X0 220
Y =(Y¢)X + (YQ)Y.
Aprés un calcul élémentaire
(5,2,5) = (Xo + (uX ¢+ 8Y 9) X + (uX¢ + Y Q)Y) (1, x, €). (2:27)
Or, Y (4, x,¢) = (0,0,1) et X (¢, x,¢) = (%, 5,0), donc, en posant ji = &
=0
y=Xo( —¢) + iz (2.28)
Z=Xo(x — ¢) + /i
et avec
0= X X Y
= Xoo + uXo+3Y0 2.20)
§=Xo(+ puXC+sY(C

on a bien construit les applications & et ¥ et donc la transformation par retour d’état
dynamique (voir section |1.4.3) W

2.3.2 Etude de certains systémes sous forme normale

La proposition précédente nous améne alors a 1’étude du systéme ([2.22)). Si p ne
dépend pas de §, le systéme ([2.22)) est affine avec m = n—1 = 2 en posant (en tant que

nouveau controle remplagant §) o = 0(Z, 9y, 2, §)+ 1§ Ce cas est déja résolu et est rappelé
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au premier chapitre (voir section . Dans ce cas la admet une paramétrisa-
tion presque partout d’ordre (1,1) et donc le systéme admet une paramétrisation
d’ordre au plus (2,2) (on peut avoir & dériver les variables Z, § et Z pour obtenir les
variables z, y, z, voir section 1.6
Sinon, on applique le théoréme d’inversion locale a 'application (Z, 7, 2, §) — (x,y, 2, 8) =

(Z,9,2,p(Z,7, 2,8)) en définissant h et g deux fonctions analytiques de quatre variables
telles que h(x,y, z, p(z,y, 2,8)) = 0(z,y, 2, 8) et g(x,y, z, p(x,y, z,8)) = s, on obtient le
systéme :

T=p

y=s+pz (2.30)

z=h(z,y,z:s)+g(x,y,z 5.

Ce systéme est alors équivalent & I’équation
z= h(xaya Z?Q_Zi')"i_g(x)?%zvy_zj)ii (231)

qui sera l'objet d’étude de la prochaine section (basée sur larticle en annexe . Ce-
pendant, introduisons un résultat de Jean-Baptiste Pomet [51] qui régle en partie ce
cas.

Tout d’abord, définissons trois fonctions S, T et J qui vont nous permettre de
distinguer les différents cas de systémes étudiés.

On appelle x,y, z, A les variables de h et g.

Soit w et n les formes différentielles (introduites de fagon plus ou moins explicites

dans [51]) dans les variables x,y, z, A suivantes
w = —294°dx + (gaa ha — ga has) (dy—2z dx) — gas (dz — gdz) |
n = dz—gdr — hy(dy—zdx),

ol la notation avec un chiffre ¢ en indice indique la dérivée partielle d’une fonction par

rapport a sa i-éme variable

Remarque FEn notant A le produit extérieur entre formes différentielles, on notera

que

wA (dy — zdx) A= 2g3dx Ady A dz (2.32)

qui est non nul.
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On peut alors décomposer le produit dw Aw sur la base (w,n, dy — zdx, d)) et définir

trois fonctions S, T et J :
S T
dw Nw = (—gd)\ Amn— §d)‘ A (dy — zdx) + J(dy — zdz) An) A\ w. (2.33)
4

L’expression de dw étant :

dw = d\ A ((94449 — 392944)dx + (gaaaha — haaaga)(dy — zdx) — gaaadz) + ((graaha —
h14494 + gaah1a — grahaa)dx + (goaahs — hoaaga + gaahos — goahaa)dy + (g3aaha — hasaga +
gaahss — gsahaa)dz) A (dy — 2dx) — 4(gag24dy + gag3adz) N dx + (gasha — haaga)dxr Ndz —
(9144dx + go4ady + g344dz) A (dz — gdx) — gaa(g1dx + gody + gsdz) A (dz — gdx),

nous ne détaillons pas la partie indépendante de d\ dans ce qui suit. Nous pouvons
toutefois remarquer que cette partie congrue bien a J(dy — zdz) A modulo w étant
donné que w A (dy — zdx) An = 2g3dx Ady A dz (cf )

De plus dz = n+ gdx + hy(dy — zdx) et do = ﬁ(—w + (—gahasa + hagas) (dy — zdz) —
944(n + hy(dy — zdx))) ce qui nous donne pour dw A w :

3q2 3
dw ANw = (dA A ((5% — g444)n + (59441144 — gahyqq)(dy — zdx)) + J(dy — zdx) An) Aw.

On obtient alors une expression de S et de T' en fonction de dérivées partielles de g et
h :
S = 2949444 — 3934

(2.34)
T = 2g4hg44 — 3gaahay.

Remarque S/(g4)? est la dérivée schwarzienne de g par rapport a son quatriéme ar-

gument.

Théoréme 2.3.5 On considére Q C R* I’ensemble de définition de g et h. Si dwAw (ou
(S,T,J)) est identiquement nulle sur 2 alors le systéme admet génériquement
(en dehors d’un fermé d’intérieur vide) une paramétrisation d’ordre (1,2) en tout point

(générique) (xo, Yo, 20, Lo, Yo, Lo, ¥o) tel que (xo,Yyo, 20, Yo — Z0d0) € 2.

PRI

indiqué dans le théoréme. En effet, la démonstration nécessite des inversion locales de
fonctions et certaines inégalités doivent étre vérifiées. Lorsque ces inégalités ne sont pas
vérifiées, il peut y avoir des singularités qui ne sont pas étudiées dans le cadre de cette

theése.
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2.4 Reésultats nouveaux

Dans cette section, nous allons étudier ’équation de facon plus approfondie,
en rappelant que g4 # 0. Tous les résultats sont prouvés dans Iarticle en annexe. Ce qui
suit sera essentiellement une discussion de ces résultats afin d’introduire la conjecture
qui suivra. Comme il a été vu dans la section précédente, I’équation est équivalente
au seul cas qui reste a étudier aprés le travail de [51] en ce qui concerne les systémes a

trois états et deux entrées.

2.4.1 Un systéme d’équations aux dérivées partielles

Dans cette partie, nous introduisons un systéme d’équations et d’inéquations aux

dérivées partielles, noté ((’3,;’ ’66 ), qui nous permettra de caractériser 'existence d’une
paramétrisation du systéme (2.31).

Les équations de (QE,Z ’f) vont nous permettre d’expliciter les paramétrages possibles

de (2.31)) qui vérifient le point |(i)| de la définition [1.2.4] Les inéquations de (&, ’f) vont

nous permettre d’introduire les contraintes portant sur ce possible paramétrage pour

qu’il vérifie le point de la définition c’est-a~dire que toute solution de (2.31)) a
un antécédent par la formule de paramétrisation .

Pour k et £ deux entiers strictement positifs, on définit un systéme d’équations aux

0-1)

dérivées partielles a k + £ + 1 variables indépendantes u, @, ..., u* D v o, .. oD ¢

et une variable dépendante p.
Pour raccourcir les notations, définissons un champs de vecteur F de RFHHL de

coordonnées les variables indépendantes présentées ci-dessus :

k—2 ' 9 0—2 ' P
F =3 oith ol > it (2.35)
] =0

ou ov(®)

-
Il
o

ol les sommes sont nulles lorsque £ = 1 ou ¢ = 1 respectivement. Considérons Q un
ouvert de R* et v et § deux applications analytiques réelles Q — R telles que v4 # 0

pour tout point de €.

On peut maintenant considérer le systéme de deux équations aux dérivées partielles

et trois inéquations :
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Dy (—1) (pr - 5(1:)p)px)px$)> = Py (k—1) (Fp - '7($’p,px,pxx)> =0 y (a‘)

Puk—1) Dyy(t-1) — Payy(b—1) Pye—1) = 0, (b)
5
(€27) 4 Puk—1) #0, (c)
pu(Z*U # O ) (d)
Y1+ V2 Pz + V3 Paz + V4 Poax — 0 # 0. (e)
(2.36)

Pour p satisfaisant ces équations et inéquations, définissons deux fonctions

Py = Fp (2, p,po, pas)

, , 2.37
Dy (k-1) Dy k-1) ( )
et deux champs de vecteur de R2(++0)
k-2
9 0 0 (i+1)
E=oofyt gy P=F+ro5om+ Z 833(1 (2.38)

Afin de compléter ces conditions, on peut attacher & toute solution p de (ka7 k6) un

entier (ou +00) K € NJ+o0 tel que

EDXp#0 sur U x RX

. ‘ 2.39
VO<i<K-1, ED'p=0 sur U x R" ( )

Dans 'annexe [A| (rédigée en anglais), une solution p de (&, f) vérifiant ([2.39) est

appelée “K-regular solution”.

On peut en réalité restreindre K a l'ensemble {1,...,k+ ¢ — 1} [ J{+o0} :

Proposition 2.4.1 Si p, une solution de (QE,:’@‘;), vérifie
VO<i<k+{¢{—1, EDp=0 surlU xR’ (2.40)
alors ¥i >0, ED'p=0 surU x R'.

Preuve : On suppose qu'il existe un entier K tel que ED¥p # 0. Lorsque K > k+4/£—

1, on peut appliquer le lemmeavec les 2k+2¢+1 fonctions z, &, . .., z*+t=1D p. p. Dp,
., DF=1y des 2k + 20 variables z, &, . .., a® D o o w1 g 00 o@D Lentier
q du lemme est le rang du jacobien des fonctions ci-dessus, la variable z du lemme

(k—1)

correspond aux variables z, &, ...,z =1 et Yyau...,u L0, ..., 0D On pose
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21 = px(.), zix1 = D'p(.) pour i € {1,...,k + ¢ — 1} ot on a remplacé les arguments

des fonctions par un point. On considére pour 1’équation :

k+0—1 k—1 /-1
Doy uF D ))

(215 vy Zhpe = F(m,j;,...,x(
o F' = (pg.p, ... ,Dk“*l). Alors, aprés substitution des z; par les fonctions p,, p, Dp,

k+£-1)

..., D¥=1 4] existe une relation R(z, 4, ...,z Dy Dy Dp, ..., DF=1p) = 0 non

triviale et donc telle que la dérivée partielle de R par rapport a 'un de ses k + £ + 1
derniers arguments est non nul. En utilisant (A.21)), on a Dp, fonction de p,,p, Dp, z, &.
Alors, en appliquant EDX—(k+(=1)

D*+1p et done de z¥=1) non plus. En appliquant £DX—(k+=1D)+1 - ppK—(k+t-1)+2

a cette relation on obtient que R ne dépend pas de

et ainsi de suite on obtient finalement une relation R(ps,p,z) = 0 avec (R,,,R,) #
(0,0). En dérivant par rapport a u(*~1) on obtient Ry, pyut-1) + Rpp,—1) = 0, donc,
d’aprés la premiére relation de c), R,, # 0, et la relation R(ps,p,z) = 0 qu’au
voisinage de presque tout point, p, = f(p, ) pour une certaine fonction lisse f. D’aprés
le lemme Vi >0, ED'p=0 sur U x R’ contredisant ainsi I'existence de K W

2.4.2 Condition suffisante

Dans cette partie, nous montrons que si ((’E,f”g ) (qui est le systéme ((’3/,;Y ’; ) pour v = p
et § = 0 ol p et O sont les fonctions de quatre variables du systéme équivalent
a ) admet une solution, alors admet une paramétrisation, déterminée de
fagon quasi explicite (voir le théoréme qui suit pour une explication sur le terme quasi).

Le lemme suivant va nous permettre d’inverser localement le systéme en utilisant

les variables de plus haut ordre de dérivation en dehors d’'un fermé d’intérieur vide.

Lemme 2.4.2 Soit p une solution de (QE,;”;) vérifiant (2.39) pour un certain K sur un

ouvert conneze ¥ C REFHAEFL ot Uapplication 7 : X — RE+2 définie par

7 = (pz,p, Dp,...,D%p) . (2.41)

Alors, il existe deux entiers positifs ig < k et jo < £ tels que ig + jo = K + 2 et

on on on on > (2.42)

det <8u(’“’0>’ T B gpl—do) " Hule—1)

est non nul en dehors d’un fermé de X d’intérieur vide.

On peut désormais donner le théoréme explicitant la condition suffisante annoncée.
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Théoréme 2.4.3 Supposons que ((’Elf’g) admet une solution p vérifiant (2.39) pour un

) . ‘ k-1 K -1
certain K au voisinage d’un point v = (ug, . . . ,u(() ),ZL'(), e ,x(() ),Uo, . ,v((] )). Pour

cette solution p, on considére iy et jo donnés par le lemme [2.4.2 et on suppose que ni

le déterminant , ni P,k—-1), N Ty s‘annulent au point v. On consideére de plus

uék) , v((f) telles que

k k—1 -1 {4 k—1 -1
u(())—a(uo,...,u[() ),vo,...,vé ))vé):T(uo,...,ug ),xo,vo,...,vé )).
Soit @, 1, x les fonctions des variables (u, . . ., u® v, ,U(Z)) définies au voisinage

de (ug, . .. ,u(()k),vo, . ,vée)) par les relations suivantes dans lesquelles définit

implicitement :

T(u, . .. a1 O, ... ,v(gfl)) = o — o(Uy.o.... 7@(571))7)(@)7 (2.43)
w(u,...,u(k),v,...,v(z)) = p(u,...,u(kfl),cp,v,...,v(éfl)), (2.44)
X(u,...,u(k),v,...,v(e)) = pw(u,...,u(k_l),ap,v,...,v(é_l)). (2.45)

Ces fonctions définissent une paramétrisation d’ordre (k,¢) de en tout point
(K) | (K)

(20, Y0, 20, %0, Yo, - - -, Ty 5 Yp ) satisfaisant :
k—1 -1
zosz(ug,...,u(() ),vo,...,v(() ),xo) 5 46
@) _ pyi (k—1) (e-1) (4) . (2.46)
Yo = D'p(ug,...,uy ,v0,...,v5 ,To,...,2y ), 0<i<K.

2.4.3 Conditions nécessaires

Les fonctions S, T et J, définies en section précédente, vont nous permettre de
distinguer génériquement deux cas selon si S et 1" sont nulles identiquement toutes les
deux ou si 'une des deux est non nulle (ici, génériquement signifie que le résultat lorsque
S ou T est non nulle identiquement est vérifiée en tout point pour lequel la fonction ne
s’annule pas, i.e. sur un ouvert privé d’un fermé d’intérieur vide). Lorsque S ou T est
non nulle, il est nécessaire que ((’Elﬁ’f ) admette une solution pour qu’une paramétrisation
d’ordre (k, £) existe. Dans le cas contraire, au moins un parmi deux systémes d’équations
aux dérivées partielles (que nous allons expliciter au moment opportun) doit avoir une

solution.

2.4.3.1 S ou T ne sont pas identiquement nulles toutes les deux

Dans ce cas, le théoréme qui suit nous donne une condition nécessaire de paramé-

trisation.
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Théoréme 2.4.4 Supposons que soit S soit T n’est pas identiquement nulle sur €.
Supposons aussi que (2.31) admette une paramétrisation (p,,x) d’ordre (k,l) en
X = (xo,yo,z(),io,yo,...,w(()K),yéK)) tel que (xo,Yo0, 20,0 — Z0T0) € Q, avec des en-
tiers k,{, K, K <k+/{—2.

Alors k> 1,0 > 1 et, s’il existe (ug, ... ,u(()L),vg, .. ,véL)) (L> ¢, L > k) image de

X par la paramétrisation et tel que

qu(k) (u07 s 7uék)7v07 cee )U(()e)) 7é Oa

s . .. k—1
alors le systeme ((’E,f’g) a une solution p sur un voisinage U de (ug, . . .,u(() ),xo,vo,

..,v((f*l)) qui vérifie .

Ce théoréme forme avec le théoréme [2.3.5] le résultat suivant

Théoréme 2.4.5 Supposons que soit S soit T n’est pas identiquement nulle sur €.
Le systeme admet génériquement (en dehors d’un fermé d’intérieur vide) une
paramétrisation d’ordre (k, ) sur Q si et seulement si k > 1, £ > 1 et le systéme (ka”f)
admet une solution vérifiant pour K <k+/¢—2.

Ce résultat vaut tous les bons discours et résume bien le lien, dans ce cas précis

entre le systéme li et (¢ ’f ).

2.4.3.2 S et T sont identiquement nulles

Dans ce cas, nous savons par le théoréme[2.3.5] que si J est aussi identiquement nulle,
le systéme admet une paramétrisation d’ordre (1,2), nous allons donc étudier le cas ou
J n’est pas nulle identiquement et en se plagant au voisinage d’un point (zg, yo, 20, Yo —
20%0), le systéme est alors équivalent (par changement de coordonnées mais en

gardant les mémes noms de variables) a

oo

i=k(y—oai)(y—B2) + ai+by+c, kK£0, a—B#£0, %7&0, 5, #0 (247)

ol K, «, 3,a,b,c sont des fonctions lisses de trois variables telles que en un point ou J

ne s’annule pas

k(x0,Y0,20) # 0, a(xo,y0,20)—B(x0, Yo, 20) # 0, az(xo,%0,20) # 0, B3(x0,y0,20) # 0 .
(2.48)
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Lorsque J # 0, o et § jouent un role similaire,

(z,y,2) — (z,y,a(z,y,2)) and (z,y,2)+— (z,y,5(z,y,2)) (2.49)

définissent deux difféomorphismes locaux.

Selon que 'on choisisse I'un o 'autre des deux facteurs dans pour jouer le
role de A = ¢y — 21 dans , on obtient deux possibilités pour le couple de fonctions
(g,h) et donc deux couples possibles de fonctions (v, d)

w — ((al &8s + ds(@+ aN)) (z,y, 2)
(Ras(@ - 5)) (@.5,2)

Yz, y, 2,w) = , 0 = a3+ (Ga+ash)y+asi 2,

(2.50)
ot le tilde signifie la composition avec l'inverse du premier difféomorphisme de ([2.49))

pour le premier couple; le second étant obtenu en échangeant « et 3
w— <(§1 + B2 + Ba(@ + gv)) (z,y,2)
(70:(3 - @) @2y, 2)

Yz, y, z,w) = . 6 = A3+ (Bo+Psb)y+ G342,

(2.51)

ou le tilde dans ce cas signifie la composition avec I'inverse du second difféomorphisme

e (1)

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme

Théoréme 2.4.6 Supposons S etT identiquement nulles sur € et J non identiquement
nulle. Soit (xo,yo,20) tel que J(xo,y0,20) # 0 et trois entiers positifs k, 0, K, K <
k+ ¢ —2. 8 le systéme admet une paramétrisation (p,,x) d’ordre (k,?) en

. K) (K vy k+K K
X = (xo,yo,zo,xo,yo,...,xé ),y(() )) telle qu’il existe (uo,...,u(() ),vg,...,v(() ))
antécédent de X par la paramétrisation et ¢, ux)(uo, . .. ,u((]k),vo, . 7@(()2)) %= 0 alors un

des deuz systémes (Qi,j’f) ou (Qiljf) a une solution p, vérifiant (2.39) pour un certain
K < k+ £ —2, sur un voisinage U de (ug, .. .,u(k_l),xo,vo, o ,U(Z_l)) dans RFHEL
Le point (ug, . .. ,u(kfl), T, V0 - - - v((f*l)) doit satisfaire les relations .

En utilisant les inégalités (2.39) on obtient le théoréme global

Théoréme 2.4.7 Supposons S et T identiquement nulles sur ). Le systéme

admet une paramétrisation d’ordre (k,l) si et seulement si soit J est identiquement

nulle sur € soit (Qi,j’;) soit (GIZ’?) admet une solution vérifiant (2.39) pour un certain
K<k+(-2.
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2.4.4 Conclusion

Théoréme 2.4.8 On considére le systéme . Alors

(i). Si(S,T,J)=(0,0,0) identiquement, alors admet une paramétrisation d’ordre
(1,2) en presque tout point.

(ii). Si (S,T) = (0,0) et J # 0 identiquement, alors admet une paramétrisation
d’ordre (k,?) presque en tout point si et seulement si (@,j’f) ou (@g’f) admet une
solution vérifiant pour un certain K < k+ /0 — 2.

11). St identiquement, alors (2.5) admet une paramétrisation d’ordre

4i). Si (S, T 0,0) identig t, al 2 dmet P trisation d’ord
(k,?) presque en toutl point si et seulement si ((’Elf’f) admet une solution vérifiant

2.39) pour un certain K < k+ ¢ — 2.

Ce théoréme est un résumé de l’ensemble des résultats établis précédemment. On
notera que 'ensemble des cas est couvert et que, hormis dans le cas (5,7, J) = (0,0,0),
I’existence d’une paramétrisation est sujette & I’existence d’une solution pour un systéme
d’équations aux dérivées partielles ((‘EIZ ’f) pour lequel les fonctions v et § sont définies
& partir des fonctions h et g.

Lorsque S, T et J sont non nuls, nous conjecturons qu’il n’y a pas de paramétrisation

possible.

Conjecture 2.4.9 On considere Q C R* lensemble de définition de g et h. Si dw A w
(ou (S, T, J)) n'est pas identiquement zéro sur § alors n’admet de paramétrisation

en aucun point (pour un jet de tout ordre).

On remarque que cette conjecture est la contrepartie du théoréme 2.3.5]
Nous pouvons ici éclairer de quelle maniére exprimer la conjecture & 'aide des solu-

tions de (QE,;”;) :
Conjecture 2.4.10 Toute solution p de (QE,Z’EJ) vérifie
Vi >0, ED'p=0. (2.52)

Un autre résultat obtenu qui augure bien d’une preuve possible de la conjecture

et dont la preuve se trouve dans Pannexe [A] est le suivant :

Théoréme 2.4.11 Si le systéme admet une paramétrisation d’ordre (k,£) sur

un certain jet, alors
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—soit S=T=J=0,
- soitk >3 et > 4.

On peut comparer ces derniers résultats aux résultats obtenus dans [51]. Dans ce
dernier article, 'auteur montre que les systémes tels que S =T = J = 0 sont “(x,u) —
plat”, c’est-a-dire que les fonctions u et v sont dans notre cas des fonctions de x,y, z, &, .
Cela revient a une paramétrisation d’ordre (1,2) pour le systéme . Cependant,
lauteur de [51] montre aussi que les systémes tels que (S, T, J) n’est pas identiquement
nul ne peuvent étre “(x,u) —plat” impliquant que k > 3 et £ > 4, résultat que nous avons
retrouvé plus simplement. L’apport de ce chapitre est de plus le lien entre I'existence
d’une paramétrisation et ’existence de solution particuliére d’un systéme d’équations

aux dérivées partielles.
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Introduction

Le but de cette note est d’introduire des outils d’analyse pour certains systémes
d’équations différentielles (EDP) dont ni 'ordre ni le nombre de variables indépen-
dantes n’est fixé a ’avance. La motivation est ’étude de la “platitude” des systémes de
controle, ou plus généralement de la possibilité de paramétrer les solutions d’un systéme
d’équations différentielles ordinaires sous-déterminé par un certain nombre de fonctions
du temps arbitraires.

La rédaction est didactique. Certains arguments peuvent paraitre trés élémentaires.
On ne trouvera ici de bibliographie exhaustive ni du point de vue de I’Automatique ni du
point de vue des systémes différentiels. Nous remercions le lecteur attentif de nous faire
part de toutes ses remarques, d’ordre bibliographique, technique, ou du point de vue de

[’exposition.

Rappelons qu’un systéme de controle & = f(z,u) (z € R, u € R™) est plat [12] si et

seulement si il existe m fonctions h; : R x RETD™ _ R pour un certain K € N :
hi(x,u,u,ij,...,u(K)) , 1<i<m,

et des “formules” qui donnent la solution générale (z(t), u(t)) en fonction de ces fonctions
et de leurs dérivées.

On ne sait pas estimer l'entier K a priori. Les objets recherchés (les h;) sont donc
par nature des fonction d’un nombre fini de variable prises parmi un ensemble infini de
variables. Il est courant dans la théorie géométrique des équations différentielles |31, 4]
de voir ces objets comme des fonctions “lisses” sur des espaces de jets infinis. Ce point
de vue a été adopté en controle pour 'étude de la platitude [50} 13, 8]. Vu que notre
ambition se limite & un étude locale, autour d’un jet donné, du probléme de I’existence
de sorties “plates”, on choisit un cadre plus restreint que celui des fonctions “lisses” sur
des espaces de jets infinis : on se contente de leurs germes en un point, c’est-a-dire des
séries formelles (convergentes dans le cas analytique, mais on n’ira pas jusque 1a), dont

le nombre d’indéterminées n’est pas fixé a priori.

La section [3.1] de cette note est consacré a des préliminaires sur les séries formelles
en un nombre fini d’indéterminées prises dans un ensemble infini (on appelle tres
formelles les séries qui sont autorisées a dépendre d’une infinité d’indéterminées).

Le but est de fixer les notions et notations utilisées par la suite.



60 Filtration des équations de la platitude

La section [3.2] définit un anneau différentiel, dont les éléments sont des séries formelles
au sens du chapitre associé & un systéme de contrdle & = f(z,u), et un
certain nombre de structures algébriques afférentes. Cette section ne contient rien

d’essentiellement nouveau.

La section [3.3] introduit une valuation, et donc une filtration, sur cet anneau et les
autres structures algébriques introduites précédemment. Cette valuation est intrin-
séque au systéme de controle. A la connaissance des auteurs, cette construction
est nouvelle. On n’a du moins pas su trouver trace de construction semblable dans

la littérature.

La section utilise cette valuation pour analyser une partie des équations qui ré-
gissent l'existence des fonctions h; évoquées plus haut. On établit un résultat qui
équivaut a l'intégrabilité formelle de ces équations, en un sens insuffisant pour
garantir I’existence de “vraies” solutions qui ne dépendraient que d’un nombre fini

P

de variables; on appelle donc cette propriété “intégrabilité trés formelle”.

Ce dernier résultat est en lui-méme un peu abstrait. On aurait bien str préféré un
résultat inverse, c’est-a-dire au moins exhiber des cas ot les équations en question n’ont
méme pas de solutions “trés formelle”, ce qui aurait donné la preuve que les systémes
correspondants ne sont pas plats.

Les auteurs sont convaincus que la valuation introduite ici est tout de méme un
outil important utile (et nouveau dans ce contexte) pour I'étude locale de systémes
d’EDPs dont le nombre de variables indépendantes n’est pas fixé & priori. Le présent
rapport n’apporte pas de confirmation concréte & cette conviction. Toutefois, méme si
nous n’avons pas d’exemple précis a exhiber, il semble que cette valuation, conjuguée
aux résultats de [8] (qui, pour faire bref, permet d’écrire des équations supplémentaires
sur les objets recherchés) permet de montrer que certaines classes de systémes ne sont

pas plats.

3.1 Séries formelles d’un nombre fini de variables prises

dans un ensemble infini

Les propriétés des anneaux de séries formelles sont par exemple décrites en détails

dans |71, Chap. VII, §1|. Reprenons une partie de cet exposé pour l’adapter au cas
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des séries “en un nombre fini de variables choisies parmi un ensemble infini”, que nous
manipulerons par la suite

Cette section introduit des notions dans un cadre général, plutoét que d’utiliser les
notations spécifiques des chapitres suivants. La raison est double : d’une part 'exposé
nous semble plus clair de cette maniére, et d’autre part les objets introduits ici sont
utilisées ensuite dans plusieurs contextes (certes semblables). Afin de rendre plus aisé
le lien entre I’exposé général de cette section et I’'utilisation qui en est faite ensuite,
on introduit les situations a venir comme des exemples. Voir pages @, et (en
caracteres penchés).

Dans cette section, k = R, ou k = C.

3.1.1 Généralités sur les séries formelles

Pour F un ensemble fini (N son cardinal, FF = {X;,..., Xx}), dont on appelle
les éléments des indéterminées. On note k[[F]] ou k[[X1,..., Xn]] 'anneau des séries
formelles en N indéterminées a coefficients dans k. Un élément g de k[ X7, ..., Xn]]

est défini par la donnée d’une famille (aq)qeny d’éléments a, € k, et il est noté

g = Z aq X (3.1)

aeNN
avec, par convention, si @ = (ag,...,ay), X* = X1 - Xy*V. La notation X; désigne
a la fois un élément de F' et la série dont tous les coefficients sont nuls sauf a1, 0
qui vaut 1. Pour chaque ¢ € N, '’ensemble homogéne de degré q de g est soit zéro

soit un polynéme homogéne de degré q :

99 = Z ag X (3.2)
la|=g
avec la notation

la] =a1+ -+ an .

On écrit aussi g = quN gq- On appelle go € k le terme constant de la série g. On
notera aussi g(0) au lieu de go.

L’addition des séries se fait terme & terme et la multiplication selon la formule
classique

St D9 =D hy avec hg= > fig; . (3.3)

qeN qeN qeN i+j=q
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Ceci fait de k[[F]] un anneau commutatif, dont le sous-anneau des séries “constantes”

est identifié a k.

La série est une série convergente si et seulement si il existe des nombres réels
positifs p et p tels que |aq| < p pf‘a| pour tout a € N¥ Les séries convergentes forment
un sous-anneau, que 'on note en général k{Xi,..., Xy}, ou k{F}, mais que nous
préférerons noter k[[X1, ..., Xn]]ew ou E[[F]]cy. De toute fagon, nous nous préoccupons

peu de convergence dans cette note!

Bien siir, si ' et G sont deux ensembles finis avec ' C G, il existe une inclusion
naturelle k[[F]] C k[[G]] qui identifie une série en des éléments de F' avec une série
en des éléments de GG dont tous les coefficients de mondémes contenant des puissances
non nulles d’éléments de G — F' sont nuls. Sa restriction a k[[F]]c, donne une inclusion

naturelle k[[F]]ey C E[[G]]co-

Par convention, k[[@]]e, = k[[@]] = k.

3.1.2 Le cas d’une infinité d’indéterminées
3.1.2.1 Séries formelles

Soit maintenant un ensemble S, non nécessairement fini. On peut définir k[[S]], dont
les éléments sont des séries en un nombre ﬁnﬂ d’éléments de S. Tout g € k[[S]]
peut étre vu comme un élément de k[[F]] ot F est une certaine partie finie de S, et
alors aussi, d’aprés le paragraphe précédent, comme un élément de k[[G]] pour toutes
les parties finies G de S qui contiennent F'. Si F' et G sont finis, et F' C G C S, on peut
donc considérer que k[[F]] C k[[G]] C K[[S]], et en admettant cette inclusion, on a

En termes plus savants, k[[S]] est la limite projective des k[[F]] pour F' C S fini.

1A la section [3.1.2.2] on évoque aussi 'anneau k[[[S]]] des séries en une infinité de variables.
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Exemple. Soient m et n deux entiers.

Au chapitre[3.2, on utilisera deux ensembles d’indéterminées, qui jouent le réle de

S :

— T contient les indéterminées x1,...,Tn, Ul,..., Uy ainsi que les ug»k) pour j €
{1,...,m} mais pour tout entier k € N,

(k)

— = contient en plus tous les x;’ pour tout entier k.

ug»k) et xl(k) jouent le réle de la kiéme dérivée par rapport au temps de la jiéme
commande et de la iiéme coordonnée de I'état respectivement, mais considérés
comme des indéterminées indépendantes.
Au chapitre on utilisera un autre ensemble d’indéterminées
Y = {yf}je{l,...,mhkeN comme “coordonnées adaptées”.
Dans tous les cas, il y a une infinité d’indéterminées, mais on ne veut considérer
que les fonctions (ou les séries formelles) qui ne dépendent que d’un nombre fini
d’entre elles.
On peut aussi définir le sous-anneau k[[S]]s, composé des éléments de k[[S]] qui, en
tant que séries d'un nombre fini de variables, sont convergentes. On a aussi
KiSew = J  FllFlew -
FCS, Ffini
On va maintenant cesser de mentionner le cas convergent.
Pour X € S, on note aussi X lasérie X € k[[{X}]] C k[[S]], dont tous les coefficients

sont nuls sauf celui du monoéme X, qui vaut 1.

Tout g € k[[S]] peut s’écrire symboliquement

g = Z anS” (3.4)
CMeNgni
ol
— un multi-indice o € Ngni est, par définition, une application « : S — N telle que

seul un nombre fini de a(X) sont non nuls, c’est-a-dire telle que
{X €5, a(X) >0} est un sous-ensemble fini de S (3.5)

(sous-ensemble qui dépend bien sir de «),

— aq € k pour tout multi-indice o € Ngni,

— S% est une notation pour

s* = [ x*, (3.6)
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— le fait que g € E[[F]] pour un certain ensemble fini F' C S se traduit par la

propriété suivante, vraie pour tout multi-indice «,
<E|X, XeS,XgéFeta(X)#O) = a,=0. (3.7)

On peut bien siir toujours décomposer la somme symbolique en ensembles
homogénes comme en —. Chaque ensemble homogéne est soit zéro soit un po-
lyndéme homogéne en un nombre fini de variables choisi parmi I’ensemble S. Notons que
I’espace des ensembles homogénes de degré g n’est un espace vectoriel de dimension finie
que si S est fini.

E[[S]] est un anneau commutatif, ot les opérations se font entre séries d’un nombre
fini de variables : si g, h € k[[S]], alors il existe des parties finies G et H de S telles
que g € k[[G]] et h € k[[H]], et on fait la somme et le produit en considérant h et
g comme des éléments de k[[G U H]]. Le résultat suivant est une conséquence de [71]
Chap. VILS§1, Th. 2| et du fait que si deux éléments f et g de k[[S]] sont tels que fg =1
et si f est dans k[[F]], avec F' C S fini, alors nécessairement g € k[[F]] :

Proposition 3.1 g € k[[S]] est inversible si et seulement si son terme constant g(0)
(cf. (51)-(5-9)) est non nul.

L’ensemble des éléments non inversibles de k[[S]] est donc I'idéal des séries dont le terme
constant est nul, c’est-a-dire I'idéal M engendré par les séries X pour X € S, qui est
I'unique idéal maximal de k[[S]].

L’anneau k[[S]] est Noethérien si S est fini d’aprés [71, Chap. VII, Théoréme 5|. Si
S est infini, il n’est pas noethérien car 'idéal M ne peut étre engendré par un nombre

fini d’éléments. En revanche, le Théoréme de préparation de Weierstrass reste vrai :

Théoréme 3.2

(Théoréme de préparation de Weierstrafl) Soit f € k[[S]] une série non inversible et
réguliére par rapport a un certain X € S, c’est a dire que f € k[[F]] pour un certain F'
fini, X € F' C S, et que dans I’écriture , il y a au moins un terme a X" avec a # 0 ;
appelons s(> 1) le plus petit exposant h ayant cette propriété. Alors, pour tout G C S
fini et tout g € k[[G]] C k[[9]], il existe u € k[[F' U G]] et s autres séries formelles ;
(0 <i<s—1), avec la propriété que r; € k[[(F UG) — {X}]], telles que :

s—1

g = uf+ZXiri.

=0
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Les séries formelles u et r; sont définies de maniére unique dans k[[S]] par la donnée de

g et f.

C’est une conséquence simple de [71, Chap. VII, Théoréme 5| car tout se passe dans
E[[F U G]], qui est un anneau de séries formelles en un nombre fini d’indéterminées.
Notons que ce théoréme reste vrai pour des séries convergentes (voir les remarques pages

141 a 145 de |71, Chap. VII, §1]). On utilisera le corollaire suivant de ce théoréme :

Corollaire 3.3
Soient F' un sous-ensemble fini de S, n un entier positif, f1,..., f, € k[[F]] C k[[5]], et

X1,...,X, des éléments non inversibles distincts de F' tels que
Vie{l,...,v}, fi = Xi+ [

avec f; € k[[F — {X;}]]  K[[F]] C k[[S]]. Alors, pour tout h € k[[F]] C k[[S]], il existe
d’uniques u; € k[[F]] et r € k[[F — {X1,..., X, }]], telles que :

h = i:uifi+r.
=1

Etant donnés les f; et h, il n’existe pas d’autres u € k[[S]] et r € k[[S — {X1,..., X, }]]

que ceux-ci.

11 suffit d’appliquer v fois le théoréme, avec s=1,a=1, f=fiet F=G = FUG.

3.1.2.2 Séries trés formelles

On peut se demander pourquoi se restreindre aux séries ne faisant intervenir qu’un
nombre fini d’indéterminées prises dans I’ensemble infini 5. Une bonne raison pour cela
est que le probléme qui nous intéresse (voir chapitre [3.4)) se pose en terme de fonctions,
ou de séries, d'un nombre fini de variables.

Il va tout de méme étre commode d’utiliser & I'occasion ’ensemble des séries d’une
infinité de variables. On appellera un tel objet une série trés formelle. Une série
trés formelle est donnée par une somme symbolique , ol I'on ne demande plus
qu’il existe un ensemble fini F' C S tel que (3.7)) soit satisfait, c’est-a-dire que tous les
coefficients a,, peuvent étre non nuls; en revanche, les monoémes restent des produits

finis, ¢’est-a-dire que les multi-indices « continuent de ne courir que sur Ngni’ ensemble

des o qui vérifient (3.5)).
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La somme de deux séries trés formelles se calcule en additionnant deux a deux les
coefficients des mémes monoémes, et 'on peut vérifier aisément que chaque coefficient
du produit de deux séries trés formelles est une somme finie de produits de coefficients
des deux séries en question. On note k[[[S]]] 'anneau des séries trés formelles en les
éléments de S.

On ne cherche pas & donner un sens a la convergence de telles séries.

3.1.3 Structure linéaire tangente
3.1.3.1 Dérivées partielles

Pour g € k[[S]], donné par (3.4), et X € S on définit la dérivée partielle de g par
rapport a X comme

o
8—; = Y s’

BENS (3.8)

avec bg = (B(X) + 1) agtey,
le multi-indice ex étant défini par ex(X) =1 et ex(Y) =0 pour Y # X.
Rappelons que, par définition de k[[S]], il existe, pour chaque g, un ensemble fini
F C S tel que g € k[[F]]. Pour X € S, on a bien

X¢F = %:0, (3.9)
c’est-a-dire que si g “ne dépend pas de X7, sa dérivée partielle par rapport & X est bien
nulle. Formellement, découle de la définition car (0 + ex) (X) vaut au moins
1 pour chaque 3, si bien que, d’aprés tous les bg sont nuls si X ¢ F.

Par ailleurs, si X € F, la définition est bien la définition classique de la dérivée
partielle d’une série en un nombre fini d’indéterminées par rapport a I'un de ces indé-

terminées.

On vérifie aisément que

0
ax @ kISl — ka[f“
g X

est une k-dérivation, c’est-a-dire qu’elle est nulle sur k, qu’elle est linéaire pour la

structure de k-espace vectoriel, et que d(gh)/0X = gOh/0X + hdg/0X.
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3.1.3.2 Module des différentielles, dérivations

La construction de la “dérivation universelle” d d’'un anneau quelconque dans son
module des “différentielles de Kahler” est faite par exemple dans [33, chapitre XIX, §3|,
voir aussi [27] pour le cas d’'un anneau différentiel. La construction étant plus directe

dans notre cas d’un anneau de séries formelles, donnons la explicitement.

Soit A(k[[S]]) le k[[S]]-module libre engendré par les éléments de S, ou plutét, ce qui
revient formellement au méme, par les éléments d’un ensemble dS, qui est en bijection

avec S (on note dX l'image de X par cette bijection) :

AKIS) = €D KISIY = D HISTdX (3.10)

YedS Xes

et la k-dérivation
d: K[[S]] — AMNE[S])

dg (3.11)
Xes

(cette somme est en réalité finie).

A une application quelconque § : S — k[[S]], on associe

Ds = KIS — K[[S]]

dg (3.12)
- S ex) 2L
g XZ;; X

(pour tout g € k[[S]], cette somme est en réalité finie puisque g—)’é est nul sauf pour

X dans une partie finie de 5). Il est facile de vérifier de Dy est une k-dérivation, et
que, réciproquement, toute k-dérivation D : k[[S]] — k[[S]] est de la forme Dj, en
définissant, 0(X), pour tout X € S, comme étant égal & D(X), ot l'on considére X

comme un élément de k[[S]].

Cette remarque entraine que toute k-dérivation D : k[[S]] — M ou M est un k[[S]]-
module peut s’écrire D = Lod ott L : AY(k[[S]]) — M est k[[S]]-linéaire (c’est-a-dire est
un homomorphisme de k[[S]]-modules). d : k[[S]] — A(k[[S]]) est donc la dérivation
universelle décrite dans [33, chap XIX, §3], et A'(k[[S]]) est le module des différentielles
(“différentielles de Kéahler” dans [27]), habituellement noté Q}c[[S” k-
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3.1.3.3 Algébre extérieure, lemme de Poincaré

AL(K[[S]]) étant un module sur 'anneau commutatif k[[S]], on peut définir sa puis-

sance extérieure comme dans [33] chapitre XIX, §1| et on note, pour tout j € N

N(E[[S]) = /\j (Al(k‘[[SH)> :
Le symbole A désigne le produit extérieur entre deux formes. Pour tout r,s € N,
_ AT(R[IST) x A*(R[IST) — AT (R[S]])
(n,€) = A

est une application k[[S]]-bilinéaire. En plus de cette distributivité, A est associatif et

vérifie, pour n € A"(K[[S]]) et & € A®(k[[S]]), la propriété d’alternance

nAE=(=1)"¢An.

La riéme puissance extérieure d’un module libre est aussi un module libre. On peut,
comme en [33, page 734|, construire une base de A" (k[[S]]) & partir d’une base du k[[S]]-
module libre A*(E[[S]]) : si {f)a }acs est une base du k[[S]]-module A'(K[[S]]), oit J est un
ensemble muni d’un ordre total, alors une base du k[[S]]-module A"(k[[S]]) est donnée
par

{mA...An }(al,...,ar)eﬂ,a1<a2< e <ay (3.13)
En particulier, puisque (dX)xes est une base de A (k[[S]]), si 'on choisit un ordre total
sur .S, une base de A" (k[[S]]) est donnée par

{Xm /\ o .. /\ dXT }(Xl,...,Xr)EST,X1<X2< <X’V‘ . (314)

Ainsi tout n € A"(k[[S]]) s’écrit de maniére unique

n = > acx,,.x,) dX1 AL AdX, (3.15)

(Xlw"er)eST
X1<Xo< - <Xy

avec ax,, . x,) € k[[S]] pour tout (Xi,...,X;).

Pour tout r € N, la différentielle extérieure
d = A(K[[S]]) — ATF(K[(S]])
associe & tout n € A"(k[[S]]) donné par (3.15) la forme de degré r + 1 :

dn = > dacx, xp) AdX1 AL AAX, € ATTHE[S]) -

(X1,...,.Xr)EST
X1<Xo< o <X,

Le lemme de Poincaré est valable dans les séries formelles, c’est-a-dire que :
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Proposition 3.4 (Lemme de Poincaré) Pour tout entier j > 1 et toute j-forme
w € N (K[[S]]) telle que dw = 0 € ATLE[[S])), il existe n € NTHK[[S]]) telle que
w = dn.

Le fait que S soit infini ne change rien a la preuve de cette proposition : une forme
w ne fait intervenir qu’un nombre fini de variable, et ’on peut appliquer le résultat bien
connu pour les séries formelle en ce nombre fini d’indéterminées.

En d’autres termes, le complexe de de Rahm

KIS S AMR[ST) S A2G[ST) S APGST) S - - (3.16)
est exact.
Comme chaque k[[S]]-module A7 (k[[S]]) est engendré (librement) par des éléments de
la forme dn avec € AJ=1(E[[S]]), on peut étendre toute dérivation D : k[[S]] — k[[S]]
(voir ) en une dérivation D : AJ(k[[S]]) — AJ(K[[S]]) qui “commute avec’ la
différentielle extérieure, c’est-a-dire que, pour tout n € AJ=L(k[[S]]), on a d(Dn) =
D (dn) € A (K[[S]]). Cette dérivation est une classique “dérivée de lie”.

On considére aussi 'algébre extérieure A(k[[S]]) définie par

A(K[S])) = D A (KI[ST)). (3.17)
=0

Un élément quelconque de A(k[[S]]) est une somme “symbolique” de formes de différents
degrés. Seules les formes homogeénes, c’est-a-dire les sommes symboliques dont un seul
terme est non nul ont un sens concret. L’intérét d’introduire cette somme abstraite
est que le produit extérieur devient une multiplication interne, faisant de A(k[[S]]) une
k[[S]]-algebre, et l'on peut étendre d : A(K[[S]]) — A(E[[S]]) (dérivation extérieure,
qui fait augmenter le degré des formes différentielles de 1), ainsi que toute dérivation
D : k[[S]] — K[[S]] en une dérivation D : AJ(K[[S]]) — AJ(K[[S]]), qui commute avec d

et préserve le degré des formes différentielles.
3.1.4 “Ordre” d’une série formelle

3.1.4.1 Poids des indéterminées

11 est classique —cf. [T1, Chap. VII, §1]— de définir 'ordre d’une série comme étant

le degré de ’ensemble homogeéne non nul de plus bas degré (+oo pour la série nulle). On
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va reprendre ceci, mais en comptant les différentes variables avec des poids différents.

On suppose donné un ensemble S, et une application poids :
m: S —N-{0}

Le poids “classique” est celui défini par 7(X) = 1 pour tout X. C’est celui qui est
implicitement utilisé usuellement, y compris précédemment quand on parle de degré.

Ce n’est pas celui qui nous intéressera le plus.

Définition 3.5 On dira que le poids m est gros si et seulement si, pour tout entier j,

l’ensemble
Si<) = {Xes, n(X)<j} est fini. (3.18)

Si S est fini, tous les poids sont gros. Si .S est infini, le poids “classique” n’est évidement
pas gros. Il existe des poids gros sur S si et seulement si S est dénombrable.

A T’aide du poids 7, on définit, pour tout multi—indiaﬂ a, la grandeur

lalz = > w(X)a(X) (3.19)

XeSs

qui coincide avec le traditionnel |a| = Z a(X) si 7 est le poids “classique”.
XeS

3.1.4.2 Polynémes homogénes

Définition 3.6 Soit ¢ € N. Une série g € k|[[S]], écrite symboliquement comme en
, est un polyndme homogéne de degré q si g # 0 et an, = 0 pour tout « tel
que |alx # q. On note k[S)l9) le k-espace vectoriel des polynomes homogeénes de degré q,

auxquels on rajoute zéro.

Si S est infini, le k-espace vectoriel k[S] [9) est en général infinie ; c’est par exemple le
cas pour le poids “classique”. Ici intervient I'intérét des poids “gros” (cf. Définition :
un polynome homogéne de degré ¢ appartient forcément a k[[S(<]] C k[[S]] (S|<q est
défini en ) car, si X & Si<g et a(X) >0, on a forcément (cf. ) la|r > ¢. Si
le poids 7 est gros, les polynémes homogénes sont donc des polynémes en un nombre

fini de variables, homogénes au sens d’un certain poids. En particulier, on a :

2 Les multi-indices ont été introduits en (3.4)-(3.6). Un multi-indice o : S — N associe a chaque
indéterminée un entier a(X), qui est son exposant dans le monéme correspondant ; tout multi-indice

vérifie l) c’est-a-dire que seul un nombre fini parmi les a(X) sont non nuls.
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Proposition 3.7 Si le poids m est gros, chaque k:[S][‘ﬂ est un k-espace vectoriel de
dimension finte. Plus précisément, st Nq est le cardinal de ensemble fini Si<q ; la
dimension de k[S]19) est égale au nombre de solutions entieres (a(X) )XeSi<y € NN
de

Y aX)aX) = q. (3.20)

X €5)<q]

Voyons ceci sur un exemple qui sera repris dans les chapitres suivants.

Exemple. Reprenons le cas ou l’ensemble d’indéterminées est S = Y =
{yf}je{l,.__,m}7keN (utilisé au chapitre comme “coordonnées adaptées”, déja cité
en exemple page @) L’ensemble étant infini, le poids “classique” n’est pas gros.

En revanche, le poids donné par
m(yh) =k+1 (3.21)

est gros puisque le cardinal de S|<j est mj. De fait, les polynémes homogeénes de
degré q forment un k espace vectoriel qui a pour dimension le nombre de solutions

entiéres (o x\)1<pu<m € NI de
0<A<g—-1

> A+ Daga = q. (3.22)
1<pu<m
0<A<g—1

On note v(m, q) ce nombre de solutions entiéres.
3.1.4.3 Ordre d’une série

On peut décomposer la somme symbolique (3.4)) en :

g = qu , avec gq € k[S][q] ) (3.23)
qeN

en définissant g,, 'ensemble homogéne (pondéré) de degré q de g par :
o > anS*. (3.24)
aENgm, ‘Ol|7'r:q

Des formules comme (3.3 restent vraies pour des poids quelconques, comme pour le

poids “classique”.
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Définition 3.8 L’ordre de g € E[[S]], noté o(g), est le plus petit entier q tel que
lensemble homogéne (pondéré) de degré q de g (gq dans ) soit non nul, ¢’est +00
st g=0.

Si g est donné par (3.4)),

o(g) = min > w(X)a(X) . (3.25)
a€Ng,;, aa#0 $g
Plusieurs résultats concernant l'ordre sont précisés dans [71, Chap. VII, §1]. En

particulier, o est une valuation sur k[[S]], c’est-a-dire que, pour tout g, h dans k[[S]],

o(9) =400 & g=0,
o(g + h) > min{o(g),o(h)}, (3.26)
o(gh) = o(g) + o(h).

La propriété suivante relie 'ordre d’une série a celui de ses dérivées partielles :
Proposition 3.9 Pour g € k[[S]] tel que g(0) =0, on a

o(f) = min{7(X) + of of

XeS 87)}'

Démonstration : Soit g € k[[S]] donné par (3.4) tel que g(0) = 0, c’est-a-dire ag = 0.
Pour tout X € S, on définit le multi-indice ex par ex(Y) = dx,y, ou 0 est le symbole
de Kronecker, pour tout Y € S (autrement dit ex(X) =1et ex(Y)=0s1Y # X). On

peut alors écrire

ﬁ — (a—ex)
X = Z aq a(X) S :

QENgni

D’aprés (3.25)) (issu de la Définition , on a
og) = min 3 a(V)a(r),

aENgm, aa#0 Yes

99 — min Z m(Y)(a(Y) = doxy) -

o
(8X aeNS . aq a(X)#0 Yes

En développant la seconde expression, on obtient

Jg B .
() * ) = g B g0 2 ")

fini?
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Ceci entraine clairement, au vu de I'expression de o(g), que o(g—)g() +m(X) > o(g) pour
tout X € S. De plus, comme ag = 0, il existe, pour tout « tel que an, # 0, un X € S
tel que a(X) # 0, donc I'égalité ci-dessus entraine

. dg _ . _
min <0(8X)+7T(X)> = aeNg:’I;a#O YXG:SW(Y)CX(Y) = o(g). N

3.1.4.4 Ordre d’une forme différentielle

On peut étendre les constructions ci-dessus a tout A(k[[S]]), en donnant a chaque

dX le méme poids que X.

Définition 3.10 Soit ¢ € N. Une forme différentielle n € A"(k[[S]]), donnée par

est une r-forme différentielle polynomiale homogéne de degré q si et seulement
sin#0 et

W(Xl) + .4+ 7T(X7') >q = a/(Xl,,..,Xr) =0 )

3.27
T(X) 4+ m(X) Sq > ac,x,) € k[SJETTE L 20

On note A" (k[S))4 le k-espace vectoriel des r-forme différentielles polynomiales homo-

geénes de degré q, auzquelles on rajoute zéro.

Comme pour les séries (3.23)), on peut décomposer (3.15)) en

n o= Y ng, avecng €A (k[S)I, (3.28)
qeN

en définissant 7,, 'ensemble homogéne (pondéré) de degré g de 1 qui sélectionne,

dans chaque a(y, . x,) sa composante homogene de degré ¢ — m(X1) — -+ — 7(X,). On

peut alors définir ’ordre de 7, noté o(n), comme le plus petit ¢ tel que 7, soit non nul
(400 si ils sont tous nuls). C’est aussi égal a

o = min ofa + (X)) + -+ 7(X) . 3.29

(n) o (acx,...x) +7(X1) (Xr) (3.29)

X1<Xo< - <X

La proposition [3.7] est un cas particulier de la suivante :

Proposition 3.11 Si le poids 7 est gros, chaque A”(k[S]))19 est un k-espace vectoriel

de dimension finie.

On ne donne pas sa dimension en général, mais seulement sur I’exemple qui nous im-

portera.
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Exemple. Supposons, comme page que S =Y = {yf}j€{17..,’m}7k€N et que
le poids est donné par . Notons toujours v(m,q) le nombre de solutions
entiéres () 1<u<m,0<r<q—1 € NI de . La dimension du k-espace vectoriel
A" (k[Y])4 vaut, pour r =1 our = 2,

q—1
dimy, AYK[YDE = m> v(m,j),
7=0
q—2
dimg A2(K[YDY = m> v (m,q—j)v(im,)) (3.30)
j=0

ou V'(m,i) est le nombre de dy§-€ A dy;?,, indépendants tels que k + k' + 2 = 1,
c’est-a-dire

m(m — 1)

V(m,2p+1) = m?p, V'(m,2p) = m*(p—1)+ 5

(3.31)

Introduisons enfin une notation utile. On écrira g = h + Oy, pour dire que g et h ne

différent que par un terme d’ordre au moins k :

Définition 3.12 (notation O) pour tous entiers r et q et tout g,h dans A" (k[S]),
Décriture

g =h+ 0, ou g+ Oy = h+ Oy (3.32)

signifie o(g — h) > q. En particulier, g = Oy signifie o(g) > q.

3.1.4.5 Lemme de Poincaré homogéne

Il est facile de vérifier que nos définitions de 'ordre et des polynémes homogénes
sont telle que, pour tout » > 0 la différentielle extérieure d’une r-forme différentielle
polynomiale homogéne de degré ¢ (Si r = 0, O-forme différentielle polynomiale signifie
polynéme) est soit nulle soit une (r + 1)-forme différentielle polynomiale homogeéne

de degré g. Autrement dit, pour tout ¢, on a une restriction de (3.16) aux parties

homogeénes :
kSl S ANK[SDI L A2(k[sl & APk[SD L. (3.33)
1l est & noter que A"(k[S])l = {0} si r > ¢ et donc la suite ci-dessus s’arréte, ce qui

n’est pas le cas de (3.16]). On a de plus
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Proposition 3.13 (Lemme de Poincaré homogéne) Pour tous entiersr et q stric-
tement positifs, et tout w € A"(k[S])4 tel que dw = 0 € A™TV(K[[S]]), il existe n €
ATY(E[S])Y tel que w = dn.

Corollaire 3.14

Pour tous entiers r et q strictement positifs, et tout w € A"(k[[S]]), si dw = Oy, alors il
existe n € A"1(k[[S]]) tel que w = dn + O,.

3.1.4.6 Filtration associée

Pour tout entier j, soit

KISl = {g€klS]], olg) = j} (3.34)

I'ensemble des séries d’ordre au moins j. Grace a la propriété multiplicative (3.26]) de
lordre, il s’agit d’un idéal de k[[S]]. On a en fait

KIS = KlISTlo 2 KIISTh 2 K[[STl2 2 -+,

RISTa kSN < RISTisy (3.35)
(KIS = {0} .

JEN

Notons que, pour tout g € k[[S]], on a
o(g) =j <= geck[Sllj et g &k[[S]lj+1 , (3.36)

si bien que la donnée de o(.) est équivalente a la donnée des k[[S]];.

On peut aussi, pour tous entiers r et j, définir

A (K[[STD; = {g € A(KIIST), olg) = 7} (3.37)

qui est, pour les mémes raisons, un sous k[[S]]-module de A"(k[[S]]). On a une filtration

du k[[S]]-module A" (k[[S]]) :
ARSI = AT(K[[ST)o > AT(K[[ST)1 > A"(K[[S])2 > -~ - (3-38)

La proposition suivante concerne les quotients de k[[S]] ou A"(k[[S]]) par ces idéaux

ou sous-modules, quotients qui représentent les séries “tronquées” & un ordre fini.
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Proposition 3.15 Si le poids w est gros, alors pour tout entier j, lanneau quotient

k[[S])/ k[[S]]; est un k-espace vectoriel de dimension finie, isomorphe a

et le module quotient A" (k[[S]])/ A" (k[[S]]); est aussi, pour tout r, un k-espace vectoriel

de dimension finie, isomorphe a

Démonstration : Suivant (3.23)), une série s’écrit, de maniére unique, comme une somme
de polynomes homogénes de degrés 0 & j — 1 et d’une série d’ordre au moins j, ce qui

prouve la premiére partie d’aprés la proposition[3.7} La seconde partie en découle d’apreés

la Proposition |3.11} W

3.1.5 Substitutions dans les séries
3.1.5.1 Substitutions

Cas d’un nombre fini d’indéterminées Si F = {X;,..., Xy} et G = {Y1,...,
Yp} sont deux ensembles finis, et si on se donne P séries (; € k[[F]], 1 < ¢ < P,
toutes non inversibles, on peut associer a toute série g € k[[G]] une série g((1,...,(N) €
E[[F]] obtenue en “substituant” dans g chaque indéterminée Y; par la série ¢; (en les
indéterminées X;). Cette substitution ne va pas d’elle méme a priori puis que 'on
semble écrire des sommes infinies, mais il est facile de se convaincre que, puisque les
termes constants de chaque (; sont nuls, chaque coefficients de la série en X; résultant
de la substitution est une somme finie de produits de coefficients des séries (; et de la
série g (ce qui serait faux si les (; avaient des termes constants) ; dans |71, Chap. VII,
§1] est décrite la topologie suivant laquelle la série substituée est la limite des sommes
partielle.

Bien sir, la famille des (; représente (si elles étaient convergentes!...) un germe
d’application (analytique) ¢ : kY — kP qui envoie zéro sur zéro, et si I'on considére g

comme un germe de fonction k¥ — k, g((1,...,¢n) est le germe de go ¢ : kN — k.

Cas général Si maintenant S et T sont deux ensembles non nécessairement finis, et

si on se donne une famille {( = ({y)yer d’éléments non inversibles (y € k[[S]], alors a
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tout g € k[[T]] on peut associer une série g(¢) € k[[S]] obtenue en “substituant” chaque
Y € T par la série (y. Pour g donné, cette substitution ne fait intervenir qu’un nombre
fini de variables : en effet, par définition, il existe une partie finie G de T telle que
g € k[[G]], et il existe alors aussi une partie finie ' de S telle que (y € k[[F]] pour tout
Y € G, si bien que ¢(¢) € K[[F]).

Ici aussi, on peut voir la famille {(y }ycr comme une application &% — kT et la
substitution comme une composition. La régle de dérivation des applications composées

(“chain rule”) prend la forme suivante :

Proposition 3.16 Si( = (¢y)yer est une famille d’éléments non inversibles de k[[S]],

et g € k[[T]], on a 5
d(9(Q) = Y F(QdE) - (3.39)

YeT
On peut aussi utiliser la famille { pour associer & une forme de degré r en les
“anciennes indéterminées” n € A" (k[[T]]) une forme de degré r en les “nouvelles indéter-

minées”, notée 7(¢) € A"(k[[S]]) (la notation classique en géométrie différentielle serait

¢«m). Si, comme en (3.15)), n s’écrit

n = Y by I AL AdY,
(Y1,....Yr)ET"

Yi<Yo< - <Y,
avec bey, ..y,) € Kk[[T]] pour tout (Y1,...,Y;), elle est définie par

O = Y bywm(@d (¢ ) Aeead(e ) o (340)

(Y1,...,.Yr)ET™
Yl <Y2< <Y7‘

3.1.5.2 Systéme de coordonnées locales, changement d’indéterminées

Définition 3.17 Etant donnés S un ensemble, un systéme de coordonnées sur k[[S]]
est une famille { = (Cy)yer d’éléments de k[[S]], mdicécﬂ par un autre ensemble T', telle

que

(i). chaque (y € k[[S]] est non inversible,

3 11 peut paraitre surprenant d’utiliser la méme notation T (ou S) pour 'ensemble des indéterminées
elles-mémes (notation k[[T]] par exemple) et pour ensemble des indices des coordonnées (notation
(¢v)ver par exemple). C’est le choix le plus simple en labsence d’une “numérotation” naturelle de
lensemble T (ou S). Bien sir, si par exemple S = {Xi1, X2}, T = {Y1,Y2}, on préférera noter le

changement de coordonnées (y1,y2) que (yy;,Yy,) !
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(ii). il existe un famille ¢ = (£x)xes — que l'on notera parfois (= — d’éléments de
E[[T]] telle que
(a) chaque £x € K[[T]] est non inversible,
(b) pour tout X € S, £x(¢) = X,
(c) pour toutY €T, (y(§) =Y.

Un systéme de coordonnées est un “germe de difféomorphisme” &% — k7'; il définit

un isomorphisme (de k-algébre)

et aussi, selon (3.40), un isomorphisme A" (k[[T]]) — A"(k[[S]]) pour tout entier r.

3.1.5.3 Changement d’indéterminées homogéne pour ’ordre pondéré

Supposons donnés, pour chacun des ensembles S et T" une application “poids”, comme

a la section B.1.4] :
m: S—>N-{0}, p:T—-N-{0},

et notons

or : k[[S]] = NU{+o0}, o, : k[T]] = NU{+oc}

les “ordres pondérés” sur k[[S]] et k[[T]] respectivement, associés & ces poids. On dira
qu’un changement de coordonnées est homogéne si et seulement si la substitution par
ces changements d’indéterminées envoie un ordre pondéré sur l'autre, c’est-a-dire si,

pour tout g € k[[S]] et h € E[[T]], on a

0p(h) = ox(h(C)) , 0x(g) = 0,(9(¢™)) (3.41)

(pour la signification de (™!, voir la Définition [3.17)).
Pour qu’un changement de coordonnées soit homogene, il faut bien str que o, ((y') =

p(Y) pour tout Y € T, mais cela ne suffit pas.

Proposition 3.18 Un changement de coordonnées ( = ((y)yer est homogéne si et

seulement si la substitution induit, pour chaque entier j, un isomorphisme

KT — K([ST];/K[[ST] 1.
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Remarque : On peut aussi considérer que cet isomorphisme va de k[[T]];/k[[T]]j+1
dans k[[S]];/k[[S]]j+1 en choisissant, par troncation, un représentant du quotient dans
k[T]V]; en revanche, la substitution n'envoie pas, en général k[T dans k[S]U).

Démonstration : Comme remarqué a la fin de la section la substitution induit
un isomorphisme k[[T]] — k[[S]] ; la donnée de la filtration étant, d’apres (B.36]), équiva-
lente a celle de 'ordre, le changement de coordonnées est homogeéne si et seulement si les
restrictions de cet isomorphisme aux k[[T]] sont des isomorphismes k[[T]]; — E[[S]];.
Le résultat est obtenu en passant aux quotients et utilisant, & gauche, le relévement
(K[[T0);/K[[T])j41) — k[T)V! par troncation.

3.2 L’algébre différentielle locale associée a un systéme de

controle

On considére un systéme de controle
& = f(x,u) (3.42)

ou
= (x1,...,2n) ER" et u=(u1,...,un) € R™, (3.43)
(m et n sont des entiers) et f est analytique reéelle.
L’étude qui suit est locale autour d’un point d’équilibre, c’est-a-dire que ’on sup-
posﬁ que f(0,0) =0.
Comme ’étude est locale, on peut considérer f comme la donnée de n séries (conver-

gentes, bien sir, mais vu qu’on ne I’exploitera pas, on ne le note méme pas) :

fi
f= : , fi € Rl[z1, . xn,ut, . um]], fi(0)=0, ie{l,...,n}. (3.44)
fn
Cette section donne une construction détaillée des germes de fonctions, de formes
différentielles, d’opérateurs différentiels, etc... le long des solutions de ce systéme. Toutes
les données sont supposées analytiques, mais on ne se soucie pas de la convergence des
séries. On omet le mot “germe” dans tout ce qui suit, et on dit ainsi souvent “fonction”

au lieu de “série formelle”.

4 L’hypothese f(0,0) = 0 est utilisée tout au long de cette note. La situation au voisinage de
points ou f (ou les dérivées des controles) ne s’annule pas n’est donc pas traitée ici, ce qui permet une

exposition allégée. Voir aussi le début du chapitre suivant.
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3.2.1 L’anneau A des fonctions

Définissons deux ensembles d’indéterminées, I'un contenant x1,..., Ty, U1,...,Un
et toutes leurs “dérivées par rapport au temps” (la kiéme dérivée de h est notée h(k)),
considérées comme des indéterminées indépendantes, et 'autre contenant xi,..., Ty,

U, - .., Un, Mmais les dérivées de uy, ..., u,, seulement :

— k k k
= = @ pere U e T = {widigr U (5 e - (349)
1<i<n I<j<m sisn 1<j<m

Puisque {x1,...,Zp,u1,...,upn}t C T C E, on a, avec les notations de la section

et au vu de ,
fi € R[Y]] € R[E]], ie{l,...,n}.

R[[Z]] étant 'anneau des séries formelles d’un nombre fini de variables prises parmi

T, u,Z,1u, ..., on lui donne une structure d’anneau différentiel en définissant

4. R[E] — @ﬁ] (3.46)
g = @Y

() (G+1)

(4) (G+1) ;. sur u; . Pour tout

comme l'unique R-dérivation qui envoie x;”’ sur z; et u
g € R[[E]], on utilise la notation § pour désigner % e g et la notation ¢ est définie,
pour tout i € N, par ¢© = g, ¢ =g, ..., ¢itD) = % ° (g(i)). Soit alors Z I'idéal

différentiel de R[[Z]] engendré par les éléments de R[[Z]] suivants :
gi—f, 1<i<n. (3.47)

Remarque 3.19 Tout élément de T est non inversible (i.e. tout élément de T a un
terme constant nul). En effet, d’apres , les éléments {z; — fi, 1 < i < n} sont

non inversibles et leurs dérivées sont aussi non inversibles de maniére évidente. O

Le résultat suivant montre que toute classe du quotient R[[Z]]/Z a un unique re-
présentant dans R[[Y]]. Notons que R[[Y]] est un sous-anneau de R[[Z]], mais pas un

sous-anneau différentiel.

Lemme 3.20 Pour tout g dans R[[Z]], il existe un unique r € R[[Y]] C R[[E]] tel que
g—rel.
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Démonstration : Pour tous entiers ¢, s,7 € N, 1 <1¢ < n, on définit

Fg = (&— )7,

— k k

=g = {iﬁf )}ie{l,...,n} U {Ug )}je{l,...,m} .
ke{0,...,q} ke{0,...,s}

Il est clair que Zps C T, que Fj, € R[[Eg414]] NZ et que
Fig=a2""Y 4+ F Fi, € R[E 3.48
g = T + Fiq avec Fiq € R[[Eqq]] - (3.48)

Soit g dans R][[Z]]. Par définition, il existe un ensemble fini G C = tel que g €
R[[G]]. Vu que (Eg4+1,4)gen est une suite croissante d’ensembles finis dont la réunion
est Z, et que G est fini, il existe un entier @ tel que G C Eg11,, et on a donc g €
R[[EQ+1,0]]- Appliquons maintenant le Corollaire avec v =n, f; = Fig, h = g,
F=Z2011,0, Xi = mEQH) (si bien que FF —{X1,..., X, } = Eg ) ; on obtient des séries
Ui, ..., Uy, que 'on va plutét noter vy g, ..., v, et une série rg € R[[Eq ¢l] telles que
g =72 ,vi.qoFiq+rg. On peut alors appliquer a nouveau le Corollaire avec v = n,
mais f; = Fio-1, h = rg, F = Eg, Xi = :):EQ) (si bien que F — {X3,...,X,} =
EQ-1,0), pour obtenir des séries vi Q_1,...,0p0Q—1 €t une série rg_; € R[[Eg_1¢]]
telles que g = >, vig—1Fig—1 + rg—1. De proche en proche, aprés avoir applique le
Corollaire @ fois, on obtient des séries v; 4, pour i € {1,...,n} et ¢ € {1...,Q}
telles que

g =10 + Z vi,qFi g

i€{1,...,n}
0e (1.0}

avec ro € R[[Zg,0]] C R[[Y]], si bien que g —rg € Z. r = ry convient donc et son unicité

résulte de 'unicité contenue dans le corollaire |3.3| & chaque étape.

Proposition 3.21 L’anneau différentiel R[[Z]]/Z est isomorphe a A = R[[Y]] muni de
la dérivation :

d .
n m
g 99 (3.49)

d _ (G+1)
9 = gee = ) gl D, T

i=1 " i=1,j>0 OU;
Démonstration : Considérons 'application qui & tout élément r de A associe sa classe
d’équivalence 7 dans R[[E]]/Z. Cette application est bien définie, est un morphisme
d’anneaux différentiels et le lemme [3.20| rend cette application inversible. On a donc

construit un isomorphisme d’anneaux différentiels de A vers R[[Z]]/Z R
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Ceci montre en particulier que R[[E]]/Z est intégre et donc que Z est premier, ce

que l'on aurait pu montrer directement.

3.2.2 L’anneau A[%] des opérateurs différentiels

On abandonne R[[Z]]/Z pour travailler sur A, muni de la dérivation (3.49)), qui est
un anneau différentiel plus concret.

Appelons A[%} I’anneau des opérateurs différentiels sur A, qui sont sont polyno-
miaux en % a coeflicients dans A. Un élément p € A[%] sera noté Zak%k avec ay
dans A, la somme étant finie. Pour p € A[%] et h € A, onnote peh = aph®) € A
I’élément obtenu en appliquant ’opérateur p a h.

Ceci définit une multiplication externe e : A[%] x A — A. La multiplication dans
A[%] n’est pas la multiplication commutative usuelle des polyndémes, mais la compo-
sition des opérateurs différentiels, qui donne une multiplication non commutative des
polynémes. On la notera multiplicativemen : pour tout p,q € A[%] et h € A, on a
(pg) @ h = pe(qeh). Ceci fait de A[%] une R-algébre non commutative, et de A un
A[%]—module a gauche. Par unification avec les polynomes a coefficients formes diffé-
rentielles (voir plus loin), on utilisera parfois le symbole A, c’est-a-dire que I’on notera
indifféeremment pg ou p A ¢. Il faut prendre garde & ne pas confondre les lois internes
et externes lorsque 1’on applique un polynémes. Par exemple, en notant A la loi interne

(dans les membres de gauche, mais pas dans les membres de droite) pour insister, on a

d .
E.ul_ula
d s d
E/\Ul—Ul‘*’Ul%,

d d
ur N\ & = Ulm,
(sans A, la deuxiéme égalité se lit %ul = + ulé).
A est aussi un sous-anneau de A[], 'inclusion A — A[4] consistant & identifier a
dans A au polynéme de degré zéro a ou a l'opérateur différentiel de degré zéro “multi-
plication par a”. On va étre amené a étudier des modules sur A[%]. Les A[%]—modules

ont aussi une structure de modules sur A.

5Cette notation est aussi celle de la multiplication usuelle des polynémes, mais cette derniére ne sera

jamais utilisée ici. Noter par ailleurs que cette notation multiplicative est cohérente avec la notation

d

ko N A P . k .
> ak,% , ot chaque aj peut étre vu comme un polyndéme de degré zéro : 'opérateur axy;  est bien

dk .. T .
= suivi de la multiplication par ay.
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Proposition 3.22 Soit M un A[%]—module libre et {wj}jcqi,....,m} une base de M sur

A[Z]. M est alors aussi un A-module libre et {w](-k) }ief1,..,m} ken en est une base.

k

d
Démonstration : Soit n = Z Nik— wj € M, ou nj, € A pour j €

je{1,....m},keN dt
{1,...,m} et k € N.

a* (+)
D kg wi= DL Mww s

d’out le résultat M

3.2.3 Les formes différentielles, ’algébre extérieure
3.2.3.1 Module A'(A) des formes différentielles

On a défini (section , pour tout anneau de séries formelles, un module sur cet
anneau, qui est le module des différentielles. On peut bien str appliquer cette construc-
tion & A = R[[Y]]. Comme A'(A) est non seulement un A-module, mais aussi un
A[4]-module, construisons le directement en tant que A[4%]-module.

On considere le A[%]—module libre engendré par les n +m éléments dz et du (dz =
(dz1,...,dxy) et du = (duq,...,duy)) :

N 4 d N o d
M = —|d; —ldu; |,
(@) = (@450
et N le sous-module de M engendré par les “linéarisés” de &; — fi(z,u) :
~ 4 4 d
N = —|(=dx; — df;) .
DAL Gyt )
A'(A) est le A[4]-module quotient :
A(A) = M/N .

Il est facile de vérifier que A'(A) est aussi un A-module, que ce A-module est libre et

qu’'une base est donnée par {dz}.eyr . Puisque A = R[[Y]], ceci est bien la construction

(3.10) de A*(A) en tant que A-module.
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3.2.3.2 Liberté du A[%]-module des formes différentielles

Bien stir, A'(A) construit ci-dessus n’a aucune raison a priori d’étre un A[%]—module
libre.

Comme discuté dans [II] ce module est libre si et seulement si I’approximation
linéaire du systéme est commandable. Voir aussi [Il, pp.24-28|. Puisqu’on a fait ici I'hy-
pothése que l'on est en un point d’équilibre, ceci s’exprime aisément. Définissons les
matrices A € R™*™ et B € R™*™

of of
A= 250, B = 5.(0) . (3.50)

En d’autres termes, I’élément (i, j) de A est le terme constant de df;/0z; et 'élément
(i,k) de B le terme constant de 0 f;/0uy.

Proposition 3.23 Al(A) est un A[£]-module libre si et seulement si le rang des co-
lonnes de {B, AB, ..., A" 1B} est égal a n.

On pourrait donner de ceci une preuve directe, mais c’est en dehors du propos de
cette note. Dans [I] on donne une maniére simple de construire une base en un point
dit “Brunovsky-régulier”. On ne rappelle pas ici cette notion, mais on peut donner une
condition suffisante (générique) pour que le point d’équilibre (0, 0,0, . . .) soit Brunovsky-
régulier, et des précisions sur la base obtenue dans ce cas-1a. Cette condition est que le

rang des colonnes de B, AB, ..., AJB soit maximal pour tout j :

Proposition 3.24 Soient p et o les entiers tels que

n = mp+o, 0<o<m—-1.
Si le rang des colonnes de B, AB, ..., AP71B est égal & mp et celui des colonnes de
B, AB, ..., APB an, alors il existe une base {w1, ...,wn} de A*(A) en tant que A[%]-

module, telle que chaque forme w; s’écrit wj = ;4 ajedx, avec aj, € A, et les formes

Wi, d)l, % )
. (p)
We, Wos e e Wwe
. (p—1)
Wo+1l, Wo+l, -+ Weiq 'y
. (p—1)
Wm, Wm, Wm

appartiennent au A-module engendré par dxq,...,dz, et en forment une base.
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Lecas m=1

Sim =1, les deux cas ci-dessus se confondent, et dés que le linéarisé est comman-
dable, il existe une forme w = >}, aydxy (az € A) telle que {w} est une base de Al(A),
c’est-a-dire que toute forme 7 € A!(A) s'¢crit p e w pour un certain p € A[4]. Il est du
reste facile de voir que cette base est unique a coefficient multiplicatif inversible preés :
toute base s’écrit {\w} avec X € A, A(0) # 0.

Cette unicité de la base est propre a la dimension 1 : pour m = 2, par exemple, si

{w1,ws} est une base, {wy,ws + w%s)} est une base pour tout s € N.

3.2.3.3 Algébre extérieure

On peut appliquer les constructions de la section [3.1.3|et construire, pour tout entier
reN, AT(A) = A"(AL(A)), et d: A(A) — A™TL(A).

La différentielle extérieure d commute avec la dérivation % (voir par exemple [26]).

Chacun des A"(A) est construit (cf. section comme un A-module ; comme on
a vu en , si A'(A) est un A-module libre, alors tous les A”(A) sont des .A-modules
libres. Construisons, comme en , une base de ces A-modules. On suppose pour cela,
comme discuté & la section précédente (et par la suite on sera dans ce cas), que A'(A)

est un A[%]—module libre, et que {wi,...,wn} en est une base; alors {Wj(-k)}je{l,...,m}
keN
est une base de A'(A) en tant que A-module, lui aussi libre. Comme en (3.13), on a

besoin d’un ordre sur cette base ; prenons l’ordre lexicographique sur les indices, c’est a

dire que pour (j,k) et (j/, k) dans {1,...,m} x N,
(k) < (LK) & j<iet (j=7=k<K); (3.51)

alors

k kr
{wj(il) /\ e /\ w‘g*r )}(]z,k1)6{17,m}XN (3.52)
(J1,k1)< =+ <(rskr)

est une base de A"(A) en tant que A-module.

A"(A) a aussi une structure de A[£]-module, de la liberté duquel on ne se soucie

pas.

oo
On peut définir comme en (3.17)) 'algébre extérieure @Ai(A) dont les éléments
i=0
sont des somme symboliques de formes de degrés différents.
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3.2.4 Opérateurs différentiels a coefficients formes

d

Pour tout entier r € N, on peut définir ensemble A™(A)[4] des polynomes en & a

coefficients dans A”(A). Un élément de A"(A)[4] s'écrit

J .

d]

p = EW%
7=0

avec 1; € A"(A), et il définit naturellement, pour tout entier i € N, un opérateur

différentiel

A_i( 4) A_z‘—l—r( 4)
J dj J "
§ : 4 - E . J
w = pew : 077]/\<dt w> jzon]/\w .

On peut étendre le produit extérieur aux polynémes comme correspondant & la compo-

(3.53)

sition des opérateurs ci-dessus, c’est-a-dire que

L N XA A = ATA)E]
(p,q) > PAg

est tel que, pour tout w,
(PAg)ew = pe(qew).

Cette loi est similaire a la multiplication définie a la section pour les opérateurs
différentiels & coefficients fonctions (A[4%] s’identifie a A°(A)[4£]), le produit extérieur
des formes remplagant la multiplication dans A.

On peut alors, comme en , définir une grande algébre par :

o0

AT = DA (3.54)

1=
Un élément de A(A)[] peut aussi s'écrire comme un polynéme en < & coefficients dans
A(A). Tous les objets considérés par la suite peuvent étre vus comme des éléments de
A(A)[L], ou des matrices d’éléments de A(A)[Z].
Notons que, d’aprés et (3.54), une base de A-module A(A)[Z] est donnée

par :

A
(k1) (kr) d
(dirki)€{1,...;m}xN
(91,k1)< - <(Gr>kr)
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3.2.5 Matrices d’opérateurs différentiels

On sera amené a faire agir des opérateurs sur des m-uplets (m un entier positif)
de formes, ou de fonctions, que ’on notera comme des vecteurs colonnes d’éléments de
A ou de AY(A). les opérateurs qui agissent sur ces m-uplets seront notés comme des
matrices carrées. On note

Wy e ()

les A[4]-modules formés respectivement des vecteurs (colonnes) de dimension m dont
chaque élément est dans A’(A) et des matrices carrées m x m, dont chaque élément est
dans AY(A)[L].

Pour M € (Ai(A)[%])mxm et X € (AJ(A)™, on note M o X € (AI(A))™
le vecteur obtenu par multiplication matricielle classique en prenant e (voir (3.53)))
comme multiplication entre éléments des matrices. Pour M € (AY(A)[4))™"™ et M’ €
(Ai/ (A)[%])mxm, on note M A M’ € (AiH/(A)[%])mxm la matrice obtenue par une
multiplication matricielle ot la multiplication entre éléments des matrices est celle dé-
finie & la section [3.2.4] On a bien str (M A M') e X = M o (M o X).

On confondra un élément de M € (Ai(A)[%])mxm avec 'opérateur différentiel

A(A)™
X

A(A)™
MeX

—
qui envoie chaque (A"(A))™ dans (A"T7(A))™.

3.3 Une valuation naturelle

3.3.1 Hypothéses essentielles
Point d’équilibre
Comme au chapitre précédent on suppose ici que 'on travaille au point d’équilibre
(0,0), ce qui se traduit par et entraine, que, pour tout h € A, on a
h(0) = 0. (3.56)

C’est cette derniére propriété (ou autrement dit le fait que I'idéal maximal de A soit un
idéal différentiel), qui est exploitée dans le présent chapitre.
On peut se passer de cette propriété moyennant des construction un peu plus géné-

rales qui ne sont pas données ici.
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Liberté du module des différentielles
On a aussi besoin de supposer que
AY(A) est un A[%]-module libre. (3.57)

A la section on a rappelé que cette hypothése est celle de la commandabilité
du linéarisé et donné des conditions dans le cas d’un point d’équilibre.

Contrairement a , il ne semble pas que 'on puisse se passer facilement de cette
hypothése. Il est a noter que cette hypothése est en fait un condition nécessaire pour la
platitude, voir chapitre [3.4] et en particulier la remarque qui suit la définition [3.40]

On suppose choisie une base, dans la suite. On la note verticalement :

w1
Q = : . (3.58)
Wm
Les constructions faites aux sections et dépendent a priori du choix de cette
base, supposée fixée sans plus de précision. A la section [3.3.4] on montrera que la
valuation que 'on a construit ne dépend en réalité pas du choix de cette base.

3.3.2 Valuation des fonctions
On va ici construire la valuation “Val” sur ’anneau A des “fonctions” (c’est-a-dire des
séries). On donne ensuite un certain nombre de propriétés de Val, mais on ne prouvera
qu’a la section [3.3.5.3| qu’il s’agit d’une valuation.
3.3.2.1 Définition
Proposition 3.25 [l existe une unique application
Val : A— NU {400}

telle que les propriétés suivantes soient vérifiées pour tout g € A :

e g=0 <= Val(g) =+ (3.59)
e g(0)#0 < Valg=0 (3.60)
o s5ig(0) =0, en définissant les gj € A par dg = Z 9jk w](-k),
1<j<m,keN
ona Val(g)= min {k+ 14 Val(g;r)} (3.61)

1<j<m,keN



Une valuation naturelle 89

Pour un élément h de A non nul (le cas nul étant donné par (3.59)), expliquons
briévement comment utiliser les propriétés de la proposition [3.25| pour calculer Val h.
On utilise une premieére fois (3.60) avec g = h et on a :

Si h(0) # 0, Val(h) = 0.

Si h(0) = 0, on différentie h et on décompose dh sur la base € :
dh=">"  hyl.

1<j<m,keN
La somme est finie, c’est-a-dire que seul un nombre fini de h;j; sont non nuls.
On applique alors (3.61), avec g = h : Val(h) = min {k+ 1+ Val(h;z)},
1<j<m,keN

le minimum étant & prendre sur un nombre fini de couples (j, k). On est alors
ramené a évaluer l'image par Val de chaque hj, ou tout au moins d’un nombre
fini, non nuls. Pour chacun d’eux, on recommence ’étude ci-dessus en remplacant

h par hjy :
pour (j,k) tel que hjr(0) # 0, Val(h;z) =0,

pour (j,k) tel que h;(0) = 0, on doit décompose dh;j sur la base 2 :

_ (k")
dh]}k - Z hj)kujl:k/wj/ ?
1<5'<m,k'€N
et, en appliquant (3.61) & g = hjx, on a :

Val(hj i) = min N{k:' + 14+ Val(hjr 1)}

1<j'<m,k'e

Il n’est pas évident a priori que cette procédure s’arréte. On montre dans la preuve ci-
dessous que si h est non nulle, aprés un nombre fini d’étapes, on a rencontré un élément
de A dont le terme constant est non nul et dont la valuation est donc connue. On verra
que ceci entraine que Val(h) est bien défini et fini.

Démonstration : On considére g dans A, alors soit g(0) # 0 et Val(g) = 0, soit

— 1 — (k) 14 )

Val(g) = lﬁjrgnrg,lkeN{k + 14 Val(g;x)}, avec dg = | E gjkw; . Considérons I'en-
1<j<m,keN

semble G des séries de A issues de la décomposition de dg le long de € puis de la

décomposition de la différentielle de chacune des g; et ainsi de suite.

— Si tous les éléments de G sont nuls en zéro. En décomposant dg le long de la
base dx, du, du, . . ., les coefficients sont nuls aussi en zéro, par indépendance des
éléments de la base. Donc une fonction dont tous les coefficients de sa différentielle
sont nuls en zéro a toutes ses dérivées partielles du premier ordre nulles en zéro.

Alors, si dg a tous ses coefficients nuls en zéro, puis les coefficients des différentielles
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de ses coeflicients et ainsi de suite, alors il est évident que toutes les dérivées
partielles des g; sont nulles en zéro et donc les g;; sont toutes la série nulle
car une série dont tous les coefficients sont nuls est la série nulle, donc g = 0 et
Val(g) = 400 et est bien défini.

Si un des g, (coefficient issu de la décomposition de dg lui-méme) est non nul en
0 par exemple g; j, alors Val(g) <1 +k. Alors, il suffit de différentier k fois succes-
sivement les coefficients de g, puis les coefficients des différentielles des coefficients
de g et ainsi de suite jusqu’a I'ordre k et de tester la valeur de ces fonctions en 0,
Val(g) est alors bien défini en tant que minimum d’un ensemble fini d’entiers.

Si il existe un élément de G non nul en 0 mais qu’aucun des coefficients g;; de
dg est non nul en zéro, alors on différentie ces derniers et on regarde la valeur des
coefficients de leur différentielle en zéro. On itére alors le processus de différentia-
tion jusqu’a ce qu'un des coefficients soit non nul en zéro, alors on est ramené au

cas ci-dessus et Val(g) est bien défini. B

3.3.2.2 Propriétés de la fonction Val sur A.

La proposition suivante donne des propriétés de la fonction Val qui en font “presque”

une valuation. On verra plus loin (section [3.3.5.3) qu’il est bien vrai que Val(gh) =

Val g + Val h pour tout g et h, mais il sera plus aisé de le démontrer aprés avoir établi &

la section I’existence de coordonnées dans lesquelles Val coincide avec une valuation

plus classique. D’ici 14, on va se contenter de I'inégalité (3.64)) ci-dessous.

Proposition 3.26 Pour tous g et h dans A, on a :

on développe dg et dh sur la base (w(k

Val(g + h) > min{Val(g), Val(h)} , (3.62)

Val(h) > Val(g) = Val(¢+h) = Val(g), (3.63)
Val(gh) > Val(g) + Val(h) , (3.64)

Val(h) =0 = Val(gh) = Val(g), (3.65)

Val(h) > 1+ Val(h) . (3.66)

Démonstration : Pour g ou h dans A, fixons une fois pour toute la notation suivante :

; ))1§j§m7k€N du A-module A!'(A), définissant des
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fonctions g; x et hjy par :

dg= > g,
1<j<m,keN
3.67
dh — Z hj,kw](k) ( )

1<j<m,keN

Démonstration de (3.62). Montrons par récurrence sur i que la propriété suivante est

vraie pour tout ¢ € N :

_ pour tout g et h dans A, tels que Val(g+ h) <1,
" | Val(g + h) > min{Val(g), Val(h)} .

— Si Val(g + h) = 0 alors, d’apres (3.60), (g + 2)(0) = g(0) + h(0) # 0 et donc soit
g(0) # 0 soit h(0) # 0, et donc, toujours d’aprés , Valg ou Valh est nul.
Ceci prouve Ry.

— Soit ¢ > 0. Supposons R; vraie et montrons alors que R;41 est vraie.

Soient g et h dans A, tels que Val(g + h) < i+ 1. Si Val(g + h) < 4, I'inégalité
Val(g + h) > min{Val(g), Val(h)} est une conséquence de R;; on suppose donc
que Val(g + h) = i+ 1. D’apreés , en utilisant les notations , il existe

des entiers 7 et k tels que
i+1=Val(g+h)=k+1+ Val(g;z +h;z) -

Ceci entraine Val(gi,;, + hﬁf) < i et donc, en appliquant R; a g5 et h;f, on a
Val(g; 5 + h;5) = min{Val(g; ), Val(h; ;) } -

Comme Valg < k + 1 + Val 955 et Valh < kE+1+ Val h; i, les deux relations
ci-dessus entrainent Val(g 4+ h) > min{Val(g), Val(h)}. Ceci prouve R;41.

Démonstration de (3.63). Il est trés classique que (3.62) entraine (3.63|); rappelons
pourquoi. Si Valg < Valh, alors (3.62)) entraine évidemment Val(g + h) > Val g, mais

aussi

Valg = Val(g+h—h) > min{ Val(g + h), Val(—h) } . (3.68)

Il est clair, d’aprés la construction de Val(), que Val(—h) = Valh (par récurrence sur

Valh : Val(—h) = 0 si et seulement si Valh = 0, et si Valh > 0, on se raméne a



92 Filtration des équations de la platitude

des fonctions de valuation strictement inférieure en décomposant dh comme en (3.61))).
Comme Val(—h) = Valh > Val g, la relation (3.68) entraine Valg > Val(g + h).

Démonstration de . Montrons par récurrence sur ¢ que la propriété suivante est
vraie pour tout ¢ € N.
Ri : {pour tout g et h dans A, si Val(gh) < alors Val(gh) > Val(g) + Val(h). }.
— Si Val(gh) = 0, alors g(0)h(0) # 0, donc Val(g) = Val(h) = 0. R est donc vérifiée.
— Soit 4 > 0. Supposons R; vraie et montrons alors que R;y1 est vraie.
R; étant vraie, il suffit, pour prouver R;y1, de considérer g et h dans A, tels que

Val(gh) = i + 1. Comme Val(gh) > 0, (3.60) entraine gh(0) = 0 et donc, avec les
notations (3.67)), (3.61]) entraine, puisque d(gh) = gdh + hdg,

Val(gh) = 1<jr<1r1nilnkel\lk + 14 Val(ghj i + gjh) .

Soient 7, k des indices tels que le minimum soit atteint. On a, en utilisant (3.62))
pour l'inégalité,
i+1 = Val(gh) = k+ 1+ Val(gh;j + g;3h)

> k+1+min{Val(gh; ), Val(g; zh)} - (3.69)

Quitte a inverser le role de g et h, on peut supposer que Val(gh; ) > Val(g; ;h).
On a alors Val(g;zh) < i — k, d’ot, en appliquant R; a 955 et h, 'inégalité
Val(g;zh) > Valg; ;. + Val h. L’équation ci-dessus entraine alors

Val(gh) > k+1+ Val(g;zh) > E+1+ Valg;;. + Valh

Comme Valg < k + 1 + Val(g;z), cela entraine bien Val(gh) > Valg 4 Valh, ce

qui prouve R;y1.

Démonstration de (3.65). C’est une conséquence de (3.64). En effet, si Valh = 0, alors

h(0) # 0 c’est a dire que la série h & un terme constant non nul, si bien qu’il existe une

série 1+ € A telle que g = %gh et Val% = Valh = 0. Alors, on obtient Valg > Val(gh)
en appliquant 1D a gh et L, et Val(gh) > Valg en appliquant 1’ ageth.

Démonstration de ([3.66]).
Soit, pour tout 7 € N, A = {ge A, Valg=1i et Valg>i} .
>

D’aprés (3.56|) et lb Val h 1 pour tout A, et donc Ay = @. Par ailleurs, si
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Valh = +o0, il est trivialement vrai que Valh > 1+ Valh. Par conséquent, lb est
vraie pour tout h € A si et seulement si tous les A; sont vides pour ¢ > 1, ce que nous
allons prouver par ’absurde. Si il existait un A; non vide, soit v > 1 le plus petit entier

tel que A, # @, et un élément h de A,. Le fait que Valh > v > 1 entraine h(0) = 0
(grace a (3.60))), et donc, d’aprés (3.61)), en utilisant les notations (3.67]),

Valhj >v—1—k (3.70)

pour tout j, k. Ecrivons maintenant que Val h=v.En appliquant % a 1) on obtient
(avec la convention hj; 1 = 0, qui ne contredit pas (3.70)) :

dh = Z (hj,k + hj’k_1> w](k) ,
1<j<m,keN

qui, puisque 2(0) = 0, entraine, en appliquant (3.61),

v = Valh = min_ k414 Val (s + hia) - (3.71)

Par ailleurs, pour tout j, k, on a
Valh;r >v—k et Valhj, 1 >v—k (3.72)

car la seconde inégalité vient de |i la premiére est évidement vraie si Val hjk > v,
et si Val hjk < v, le fait que A; = @ pour 7 < v entraine Val hjk > 1+ Valhjy, ce qui,
avec (3.70]), montre que la premiére inégalité est vraie dans ce cas aussi. Les inégalités

(3.72) entrainent, a 1’aide de ([3.62)),
k+1+ Val (hj,k n hm,l) >4

pour tout j, k. En reportant ceci dans (3.71]), on obtient la contradiction v > v +1. B

3.3.3 Extension de Val a toutes les formes, matrices et opérateurs

Maintenant que 1'on a défini la “valuation” (on utilise ce mot bien qu’on n’ait pas
encore prouvé que “Val” définit bien une valuation sur A) des fonctions, c’est-a-dire des

¢éléments de A, on I’étend sans mal & tous les objets plus généraux définis aux sections

B24 et [3.2.7]
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3.3.3.1 Valuation des opérateurs a coefficients formes

Définissons Val : A(A)[4] — NU{+o0}, qui étend Val : A — NU{+oo} défini plus
haut.
Comme vu en (3.55), un élément de & € A(A)[L] s'écrit

A
_ (k1) (kg) @
£= > g (rk)seliarke) Wi Ao AW (3.73)
g, \eN
(jiyki)e{lv“"m}XN
(J1,k1)< - <(dg,kq)
les @y q.(j1.k1),....(jg kg) € A étant définis de maniere unique.
Définition 3.27 Pour tout £ € A(A)[%], Val ¢ est défini par
q
Val¢ = min, Val(@s g (o) o)+ A+ D1+ Ki) (3.74)
(Jirki)E{L,...,m}xN =1

(J1,k1)< -+ <(dq-kq)

Il est clair que cette définition de Val coincide avec la précédente sur A C A(A)[4]
(un élément de A(.A)[%] de la forme 1D Ol tOUS 1S @) g.(j1 k1), (jg,kg) SONE NS sauf

I'unique correspondant & ¢ = A = 0).

Un élément de A(A)[4] étant assez abstrait, spécialisons cette définition aux élé-

ments plus concrets que sont les formes différentielles et les opérateurs différentiels.
Opérateurs différentiels (scalaires) : pour un élément de A[%], polynéme en % de

degré K € N, on a

K A
d
Val E — = i A+ Val 3.75

. (Azoakdt ) Ae{I(IJl,.l.l}K}( + Valay) (3.75)

ol les coefficients a) sont dans A.

Formes différentielles de degré 1 : pour n = Z aj,kwj(-k) € AY(A), ot les
(J.k)€{L,....m}xN

a;j sont dans A (et la somme est finie), on a Valn = mikn(l +k + Vala; ).
]7

Comme A'(A) est un A[%]-module libre, on peut aussi décomposer 1 comme

m
n o= ) Piew
7j=1
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avec P; € A[L], et on a alors

Valn = 1g;lgnm(l + Val Pj) . (3.76)

Formes différentielles de degré p > 2 : pour € AP(A), donné par

k k
n= Z Ajpo e sy N wj(ll) AN w](.p”)
(ji7ki)€{17...,m}XN
(J1,k1)< -+ <(Jp,kp)
(somme finie), on a
Val(n) = min p+ki+--+ky+ Val(aj, . jpki,ky) ) (3.77)

(jo,ks)e{1,...,m}xN
(J1,k1)< -+ <(Jp,kp)

Opérateurs différentiels a coefficients p-formes : pour P € AP(A)[-$], donné par
A

d
P= E M (somme finie), avec pour tout A € N, n) € AP(A),
AEN
Val(P) = r)?ilr\!l{)\ + Val(ny)}. (3.78)
€

3.3.3.2 Propriétés

La Proposition peut se généraliser & 'ensemble A(A)[4]

Proposition 3.28 Pour tous g et h dans A(A)[%], on a :

Val(g +h) > min{Val(g), Val(h)} , (3.79)

Val(h) > Val(g) —> Val(g+h) = Val(g), (3.80)
Val(g Ah) > Val(g) + Val(h) , (3.81)

Val(g) =0 = Val(gAh) = Val(h), (3.82)
Val(g) > 1+ Val(g). (3.83)

Val(dg) > Val(g) . (3.84)

Démonstration :

(3.84)) est une conséquence trés directe des définitions. En utilisant (3.73]) et (3.74)),
le fait que, dans g + h, les coefficients de g et de h s’additionnent termes & termes et en
appliquant (3.62)) a 'addition de ces coefficients, on obtient I'inégalité (3.79)). Il en va

de méme pour I'égalité ([3.80]) en utilisant en plus (3.63)).
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Démonstration de ((3.83). Soit h € A(A),

_ (k1) (kq)
h - Z hq7j17~~~:j117k1»'“9k11wj11 /\ e /\ quq '

qgeN
(Ji ki) €{1,...,m}xN
(J1,k1)< -+ <(dq,kq)

On utilise la notation h pour le résultat de I'application de 'opérateur différentiel
% sur ’élément h.

Lo (60) (k1+61) (kq+3q)
h - Z h‘]:jl"“»jq:kl7"'7kqwj1 /\ e /\ w]q :
geN
Sot-+Sg=1

(jirki)e{1,.... m} xN
(J1,k1)< - <(Jq-kq)

Donc
: - (80)
So+-484=1 i=1
(Ji,ki)€{1,.... m} xN
(j17k1)< <(qukq)
et d'apres (3.66), Val(h\®). . ) > 8o+ Val(hy g ... joks..k,)» d'0N le résultat

presque immeédiatement.

Démonstration de (3.81)). Montrons la propriété dans des cas plus restrictifs en

premier lieu.

i). Soient g € AY(A) et h € A7 (A), avec

- (k1) (Fka)
g = Z 91500 Yy VANRAN qu ,
(Ji,ki)e{L,....m}xN k1,....kq
(J1,k1)< - <(jg,kq)
K/ (k"))
h = Z hj{,..,,j/lw](.,l)/\.../\wj/q/ .
T L q,
(LR = <l k)

L’inégalité Val(g A h) > Val g + Val h est entrainée par

(k1) (kq) , (K} (kgr)
Val 91, rdq hjir--»j;/ wjll AL /\quq /\wjil VAN /\wj;/q > Valg + Valh,
Foba
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ii).

iii).

valable pour n’importe quelle valeur des indices, car g A h est un somme de
termes comme celui dans le membre de gauche. L’inégalité ci-dessus est vraie

car le membre de gauche est égal, par définition, &

/

q q

Val | o hggng, |+ S (+k) + D (1+E),

kl: 7kq k/ k/ i=1 i=1

et qu’en appliquant (3.64]) au produit d’éléments de A qui apparait, on minore la
quantité ci-dessus par une quantité qui, par définition (3.77) de Valg et Val h, est

elle-méme minorée par Val g + Val h.

Soit h et g dans AY(A) et A7 (A) respectivement. Soit A et z dans N. Considérons

les monomes h%“ et g%)\ de AY(A)[4] et AY (A)[4] respectivement.

A ) pAA—i
Alors g%)\ A h%” = Z (’l\) (gAN h(l))% et en utilisant (3.79)) sur le membre
=0
de droite on obtient
d A d o ~d pntA—i
Val(g— Ah— in_{Val(g A A — :
allggy Mg )= min, {Vallg TR

D’aprés (3.78)) la valuation du i-éme terme dans le min vaut u+)\—i+Val(g/\h(i)),
mais (3.64)) entraine Val(g Ah(®) > Val(g) + Val(h()) et itéré i fois entraine
Val(hD) > i + Val(h) et (3.3.3.2) implique donc
Val(g2) A hL") > 1+ X + Val(g) + Val(h), i.e

d? # A "

d
ANh— ) > Val(g% )+ Val(h— ).

1 _
Vallg gz A di

. d A d* d .
Soit g = Zg,\% et h = Z h“% dans A(A)[5], ot les gy et les h, sont des

AeN peN
formes homogénes.
Al = —
ors Val(g A h) Val((z g>\ Z hu dt ),
AEN peEN
A dH
donc Val(g A h) > Val( Z Zg’\dt A h“dt )
AEN peN
A dH

d
et avec (3.79), Val(g A h) > AIEiGHN{gA% A h“% }.

Le point ii) permet ainsi de conclure que Val(g A h) > Val(g) + Val(h).
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iv). Soit h = Z hi et g = Z g; dans A(A)[4] quelconques avec les h; et les g; des
1€N 1€EN

polynémes en % & coefficients formes homogénes.

Val(g A h) = Val(z Zgi A hj)

ieN jeN

et avec (3.79)) on obtient Val(g Ah) > mi%{\/al(gi Ahj)} le point iii). permet alors
1,)€

de conclure la démonstration de (|3.81]).

Démonstration de (3.82). Soient g et h dans A(A)[%] avec Val g = 0. Comme les
seuls éléments homogenes ¢ € A(A)[%] tels que Val ¢ = 0 sont dans A, on a g = go+ g1
avec go € A, Valgy = 0, Valg; > 1. Alors, comme g A h = gg A h + g1 A h, il suffit,
d’apres et (3.81), de montrer que Val(goh) = Valh (puisque gy € A, on préfeére
noter goh que g A h). Si 'on décompose h comme en , on obtient la décomposition
de goh en multipliant les coefficients fonctions (a)\a%(jl7k1)a---7(jq7k‘q) dans ) par go; en
appliquant a ces produits de fonctions, les définitions de Val h et Val(goh)

montrent qu’ils sont égaux. W

3.3.3.3 Le cas des matrices

La valuation d’une matrice ou d’un vecteur d’opérateurs différentiels ou de formes
(voir section |3.2.5|) sera simplement, par définition, la plus petite des valuations de ses

éléments : pour M € (Ak(A)[%])mxm et X € (Ak/(A))m, donnés par

M = [M; jl1<i<m , X = [Xili<i<m ,
1<5<m

on a

ValM = minVal M;;, Val X = minVal X; , (3.85)

/L?]

olt les M;; sont dans A*(A)[L] et les X; dans A¥(A), et relevent donc de la section
précédente.

L’essentiel des propriétés de la Proposition [3.:28 restent vraies en remplagant les
produits par des produits matriciels. Indiquons simplement précisément ce qui nous

sera utile par la suite :
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Proposition 3.29 Pour tous M, M’ dans (Ai(A)[%])mxm et W, W' dans
(A(A)™, on a
Val(W +W') > min{ValW,ValW'} | (3.86)
Val(M + M') > min{Val M,Val M'} | (3.87)
Val(M e W) > ValM + ValW | (3.88)
Val(M A M) > ValM + Val M, (3.89)
Val(dM) > ValM et Val(dW) > ValW . (3.90)

3.3.3.4 Notation O

On utilisera pour Val la méme notation “O” introduite & la Définition pour
I'ordre (pondéré) des séries. Pour ¢ € N, le symbole O, désigne n’importe quelle quantité
(élément de A, d'un A*(A), d'un A'(A)[4], ou une matrice a coefficients dans 1'un de
ces ensembles) auquel Val assigne une valeur supérieure ou égale a gq.

Par exemple, g = h + Oy, ou g+ Oy = h+ Oy, ou g — h = O, signifient que
Val(g — h) > ¢, mais aussi, si F' est une application, F'(g + O,) = h + O, signifie que
pour tout v tel que Valv > ¢, on a Val( F(g+v) —h) >r.

3.3.4 Indépendance de la fonction Val par rapport au choix de la base

On a défini jusqu’ici la fonction “Val” & I'aide d’une base du A[%]—module
A'(A). Dans ce paragraphe nous verrons que, bien que nous ne sachions pas donner de
définition de la fonction Val sans avoir recours & une base, cette fonction elle-méme ne
dépend pas du choix de la base.

Pour deux bases 7 = {n1,...,0m} et w = {w1,...,wn}, on note Val, et Val, les
deux fonctions a priori distinctes qui résultent de la construction précédente en utilisant
chacune de ces bases. La proposition qui suit énonce que Val ne dépend pas de la base

utilisée pour la définir.

Proposition 3.30 Soit n = {n1,...,nm} et w = {w1,...,wp} deuz bases du A[L]-
module A'(A), alors Val, et Val,, coincident.

Cette proposition permet d’utiliser maintenant la notation Val, indépendamment de la

base de A!(A) choisie, sans aucune ambiguité.
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Démonstration : Montrons d’abord que Val, et Val, coincident sur A[%]. Pour ceci,

montrons, par récurrence sur i, que 'on a, pour tout ¢ € N,

Pour tout h € A[%], si il existe une base w de A'(A)
R; : telle que Val,(h) <1,
alors, pour toute base n de Al(A), Val,(h) = Val,(h).

Ry est vraie car pour tout élément h de A et toute base de A*(A), Val(h) = 0 si et
seulement si ~(0) # 0.

Soit ¢ € N. Supposons R; vraie et, pour montrer que R;;1 'est aussi, considérons
h e A[%], w une base de A'(A) telle que Val, h =i+ 1, et 1 une autre base.

Tout d’abord, il est clair que Val,(h) > Val,(h) (c’est-a-dire Val,(h) > i+ 1) car
sinon, Val,(h) < 4, ce qui permet d’appliquer R; & h, avec 7 jouant le role d'w, et
d’obtenir Val, (k) = Val,(h), ce qui serait absurde puisque Val, h =i + 1.

Montrons maintenant que Val,(h) < Val, (k). On peut bien stir écrire

h = > h d’ hjeA,

J
YIETEER)
> gt

J

et, d’apres (3.75)), Val, (h) = Orgljgj
<j<

— Si ce minimum est atteint pour au moins un entier j # 0, alors, pour cet entier

(j + Valy, h;). Distinguons deux cas.

J,on a Val,(h;) =i+ 1—j <1, on peut donc appliquer R; a h; avec la base w
pour obtenir Val, h; =i+ 1 — j, ce qui entraine Val, h < Val,, h.

— Sinon, on a Val, h; > i+ 1— j pour tout j > 1 et Val, hg = Val, h =i + 1. Ceci
implique, d’aprés , que ho(0) = 0; alors, d’aprés , si I’on écrit

dhg = > agewp = > bpen,

ke{l,...m} ke{l,..,m}

avec ap, by, € A[%] (ce sont des opérateurs différentiels), on a, d’aprés (3.61)) (voir
aussi (3.76)) :

Val, ho = Val,dhy = 1ir}gl<n (1+ Val, ag) , (3.91)
Valyhy = Valydho = min (1+Val,by) . (3.92)

Soient py ; et qi ; les éléments de A[%] qui donnent le changement de base :

m m
nk:ZPk,j°wj7 wk:quﬁjonj, E=1,...,m. (3.93)
J=1 Jj=1
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On a clairement, pour tout k,

m

m
ay = sz Qor, br= Z agpe - (3.94)
=1 =1

Alors, d’aprés (3.79), (3.91]) entraine

i1+1 = Val,hy > 1+ min (Valw by + Val,, Qg,k) ;
ke{l,....m}

il existe donc au moins un £ € {1,...,m} tel que Val, by <1, et on peut appliquer
R; a ce by pour obtenir Val, by = Val, by, et donc Val, by < i. D’aprés , cela
entraine Val, hg < ¢+ 1, et donc, puisque Val,) h < Val, hg et Val,h =i+ 1, on
a bien montré que Val, h < Val, h dans ce cas aussi
Ceci achéve de prouver que R; est vrai pour tout ¢ et donc que, pour tout h € A[%],
entier Val, h est indépendant de la base € de A'(A) que I'on choisit. On considére dé-
sormais un élément général £ € A(.A)[%]. Pour montrer que Val, £ est aussi indépendant
de la base ¢, ce qui terminera la preuve de la proposition, il suffit de montrer que, étant
donné deux bases w et 1, on a Val, & > Val, £ (n et w jouant ici des roles symétriques,
I'inverse aura lieu aussi).
Montrons donc que I'on a Val, £ > Val,, §. Pour cela, on écrit, comme en ,
A
= 3 Rjyeakt g WA A w§fQ)% (3.95)
okl Tomp
(J1,k1)< -+ <(Jg-kq)
avec les hjy o k1. ke N g dans A, si bien que, d’aprés la premiére partie de la preuve,

on peut noter

Valy Ry .ogkrskghg = Valp g Gokyekgng = Vally ok kg g -

Alors, d’aprés (3.74)) et (3.95)), on a

q
Val, & = min, (Val (Rji, o odorkgrg) + A+ ;(1 + /w)) :

(jirki)e{1,....m}xN
(j17k1)< <(jq7kq)

Par ailleurs, d’aprés (3.79) et (3.81)), valables dans toutes les bases, on a

A
. (k1) (kg) d
Val, & > min <Va1(hj1,...,jq,kl,“.,kq,xq) +Valn<wj11 N hw )) :
(ji,ki)e{l,“.,m}XN
(j17k1)< <(jq7k'q)
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Ceci et 'expression de Val, { entrainent bien Val, §{ > Val, { car, en utilisant ,
et le fait que Valw; > 1 dans n’importe quelle base, on obtient
d* 1
Val, (wﬁ”/\.../\wﬁ”dt ) > A—i—Z(l—l—ki). |

i=1
3.3.5 Coordonnées adaptées
3.3.5.1 Définition

On va d’abord fixer une notation. Soit
Y = {ij}lgjgm,keN

un ensemble d’indéterminées, et R[[Y]] 'anneau de séries défini & la section Clest
I’exemple évoqué pages [71] et et on choisit, comme dans cet exemple, de donner a
chaque variable yf le poids

Ty =k+1. (3.96)

On note
o: R[[Y]] = NU{oc} (3.97)

I'ordre pondéré (cf. section sur cet anneau de séries formelles associé au poids
(3:96).

Rappelons (voir section que, siy = (yf)lgjgm, ken est une famille de séries
ﬁde x,u, ... (c’est-a-dire yf € A pour tout j,k), alors, pour tout h € R[[Y]], on
désigne par h(y) € A la série obtenue en substituant chaque indéterminée y;“ par la
série y}“ € A. On peut alors définir, a l'aide de la fonction Val : A — N U {oo}, une
fonction Valy : R[[Y]] — NU {co} par

Valyh = Val(h(y)) pour tout y € R[[Y]] . (3.98)

Si la famille y forme un systéme de coordonnées sur A (voir Définition , il
existe une famille d’éléments de R[[Y]], que 'on peut noter y=1 = ((o)aer (I'équation
définit I'ensemble Y), telle que la substitution par y~! “inverse” la substitution
par y, et vice-versa : h + h(y) définit un isomorphisme de R[[Y]] — A, et g +— g(y 1)

SComme il a été dit dans la note du bas de la page les notations générales de la section
ou les indéterminées n’étaient pas “numérotées” conduiraient a noter y,x les séries de la famille y; on
J

utilise ici la notation plus légere y;-“.
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'isomorphisme inverse A — R[[Y]]. Dans cas, Val, vérifie, comme Val, les propriétés

(3.59) et (3.62) a (3.65)), ce qui en fait “presque” une valuation sur R[[Y]], et 'on peut

aussi “transporter” 'ordre o, qui est lui-méme une valuation sur R[[Y]], en une valuation
sur A définie par oy(g) = o (h(y_l)). On va rechercher des coordonnées y telles que
Val coincide avec cette valuation oy, ou de maniére équivalente telles que Valy coincide

avec O.

Définition 3.31 On dit qu’une famille y = {yf}lgjgm,keN est un systéme de coor-

données adaptées si et seulement si
(i). c’est un systéme de coordonnées sur A, au sens de la Déﬁnition

(i1). Valy, défini par , coincide avec o,
c’est-a-dire que 'on a o(h) = Val (h(y)) pour tout h € R[[Y]].

La proposition suivante donne une condition suffisante pour que des coordonnées
soient adaptées. C’est 'outil pratique utile pour construire des coordonnées adaptées
aprés avoir construit une base. La section suivante explique pourquoi il existe toujours
des coordonnées vérifiant cette condition suffisante, mais leur construction est en général

aisée.

Proposition 3.32 Siy = {yf}lgjgmkeN forme un systéeme de coordonnées sur A, et

st, pour tout j € {1,...,m} etk €N, on a

dyf = O 4 Oy (3.99)

(c’est-a-dire Val(dyé-€ — w](-k)) > k+2), alorsy est un systéme de coordonnées adaptées.

Montrons tout d’abord le lemme suivant.

Lemme 3.33 Siy = {y}c}lgjgm,keN forme un systéme de coordonnées sur A et vérifie

3.99) pour tout j, k, alors, pour tout h € R[[Y]] tel que h(0) = 0, Valy(h) = 12(11<1r1 {k+
<j<m

keN

oh
1+ Valy(—)}.
el
Démonstration de la proposition : Si h(0) # 0, o(h) et Valy(h) sont tous les deux

nuls. Une récurrence trés simple fondée sur le lemme ci-dessus et la proposition [3.9

étend o(h) = Valy(h) a tout h € R[[Y]]. W
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Démonstration du lemme. Définissons des n; i, € A(A) et des a; ki1 € A, pour tout

j et i dans {1,...,m} et tout k et [ dans N par :

k l
dyf = O e e =Y araw)” (3.100)
1<i<m
leN
avec Val(n; ) > k 4+ 2, d’ou, pour tous i, j, k, [,
Val(aj,k,i,l) >k+1-—-1. (3101)

Soit maintenant h € R[[Y]], tel que h(0) = 0. D’aprés (3.39) et (3.100)), on a

Oh oh k
d(h(y) = Do | 5x®) + 3 aigk ) |9
1<j<m \ 9Y; 1<i<m i
keN leN
et donc, d’aprés (3.60)),
) oh oh
Valyh = Valh(y) = é}?m k+ 1+ Val a—yk(y) + Z i1k W(Y)
kEN J 1<i<m ?
leN
(3.102)
Posons
. oh . oh
kEN J keEN J

On doit montrer Valy h = H. D’aprés (3.62)), (3.102)) implique clairement que Valy (h) >
H. Montrons l'inégalité inverse. Tout d’abord, (3.62)), (3.64) et (3.101) entrainent, pour

tous j, k,
Ooh . oh
Val Z il gk W(Y) > min [+1-k+Val <8w(y)> = —k+H. (3.103)
1<i<m g leN !
leN
Considérons maintenant des indices 7 et k tels que
- oh oh
k+1+Val| — = in k+1+ Val | — = H.
( ovF (y)) ) ;;]e%lm ( ouF (y)>
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Ceci entraine, d’aprés (3.103) (avec k = k) et (3.63)),

Oh oh oh -
Val 871/5’5(}’) + 1;; @ilgk TY?(Y) = Val (E)YJ’“(yO = H-k-1,
N

et donc, avec (3.102), Valy h < kE+ 1+ Val <£f]_€(y)) —H. 1
7

3.3.5.2 Construction de coordonnées adaptées

Nous allons maintenant voir que ces coordonnées adaptées existent sous les hypo-
theses faites au début de cette section.

Cette construction se fait en trois étapes : des coordonnées particuliéres sont construites
dans les deux lemmes suivants et , puis des coordonnées adaptées en sont
déduites dans la Proposition [3.36

Dans la plupart des cas, les coordonnées x,u, 1, ..., ou des coordonnées déduites
aisément des précédentes (prendre quelques contrdles comme états supplémentaires et
leurs dérivées comme controles) ont déja les propriétés du lemme suivant. Par exemple,
dans le cas de la Proposition x,u,u,...convient si ¢ = 0 : pour les §J’?, 1 <75 <m,
0 <k < p—1 prendre les z;, et pour k& > p, prendre {f = ugkfp), et sio > 0,il
suffit de prendre o contréles comme nouveaux états pour se ramener au cas o = 0.
Le lemme suivant donne ces coordonnées généralement, a partir d’'une base du module

des différentielles. Noter qu’entre autre, les propriétés de ces coordonnées sont telles que

X = (ﬁf)lggm peut étre pris comme état et (£, ..., £X) comme controle c’est-a-dire
0<k<K—1

que le systéme de controle s’écrit X = F(X,U).

Lemme 3.34 Si A'(A) est un A[%]-module libre de base {w;}1<j<m, alors il existe
K eNet {ff}lgjgm,keN des coordonnées de A telles que

— Pour tout k € {0,..., K — 1}, 5;“ est fonction des {gf}gjgm seulement,
et pour tout entier p > K, 0<k<K

— on a la relation §§’+1 = f;’,

- {w](-k)}lgjgm est une base du sous-A-module de A*(A) engendré par {dfj’?}lgjgm.
0<k<p 0<k<p

Démonstration du lemme |3.34) : {wj(-k)}lgjgm est une base de A'(A) sur A donc

keN
{w](-fl) A W]('SQ)}(jl,kl),(jg,,kg)e{l,...,m}xN est une base de A%(A) sur A, donc pour tout

(91,k1)<(j2,,k2)
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je{l,...,m},

_ (k1) (k2)
dw; = Z Qj,j1,ja,kr ke Wiy /\wjg .
(J1,k1),(j2,,k2) €{1,...,m} x{0,...,.L}
(J1,k1)<(j2,,k2)

On appelle L I'entier défini par L = max{{k1|a; j, jo.k1 ks 7 0}, {k2]@j j; jo k1 ks 7 O}}

En appliquant 2L fois % a I'expression ci-dessus de dw;, on obtient

q
(2L) _ 2L\ (2L—q) qy , (k1tr) (k2+<1 )
dwj - Z ( q ) @5 31,52,k ke Z (?") Wiy Aw
(J1,k1),(J2,,k2)€{1,...,m} xN, r=0
(d1,k1)<(j2,,k2),
q<{0,...,2L}

Sir < L,alors ky +r < 2L et si r > L, alors ks + ¢ — r < 2L, ainsi dﬂgﬂ') congrue
a 0 modulo {wﬂ(k)}ééi%’i On obtient par intégration que pour tout j € {1,...,m} et

tout k € {0,...,2L}, dQ(-k) congrue a 0 modulo {wﬂ(k)}ééﬁgl On peut alors appliquer

le théoréme de Frobenius pour K = 2L a {wj }1<]<m, il existe donc {f M<j<m keN
0<k<K

un systéme de coordonnées de A tel que {dﬁk}1<]<m et {w] }1<]<m sont deux bases
0<k<K 0<k<K

du méme sous-A-module de A'(A). Nous pourrions appliquer le théoréme de Frobenius

pour tout p > K pour obtenir le premier point, cependant, construisons plutét les

coordonnées de fagon & obtenir le deuxiéme point du lemme, le premier point du lemme

sera alors obtenu de fagon évidente. Considérons maintenant le module engendré par

{{dff}lgjgm, {dé]’?}lgjgm’}, une base naturelle de ce module est d’aprés ce qui précede
0<k<K 0<k<K

. 0%
{w< )}1§j§m , on peut donc extraire m formes indépendantes parmi les {df H<j<m
0<k<K+1 0<k<K

telles que ces m formes plus les {d§ }i<j<m en forment une base. Considérons, quitte a
0<k<K

changer les indices, que ces m formes sont {d§ H<j<m- Il ne reste qu’a poser fK = §K

pour j € {1,...,m} et nous obtenons le deuxiéme point pour p = K. Montrons dans le

cas p > K la propriété par récurrence. Soit R; la propriété de récurrence sur 4 suivante.

: { Pour tout j € {1 .,m}, EJK'H'H = §JK+Z
{df M<j<m et {w] }1<]<m sont deux bases du méme sous-A-module de A!(A)
0<k<K-+i 0<k<K+i

et seuls les dﬁjK +i dépendent des w](-KH). }

Ro : vrai d’aprés ce qui précéde. Soit i € N, supposons R; vérifiée. En différentiant

les relations entre les fl? et les w](-k), on obtient que {{dfk}1<j<m {dfk}1<]<m }
0<k<K+i 0<k<K+i

génére le méme module que {w] }1<J<m . Or {wJ }1<]<m forme une base,
0<k<K-+itl 0<k<K-+itl
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donc on peut extraire m éléments de {dfk}lgjgm tels que ces m formes plus les

T 0k K i
(K-+i)

{dgf}lgjgm forment une base. Comme seuls les dij *i dépendent des w; , ces m
0<k<K+i

formes extraites sont les dﬁjK ** en posant ij il — §JK ** on obtient R;; 1. Par principe
de récurrence, le lemme est vrai B

Le lemme suivant est un corollaire du lemme précédent.

Lemme 3.35 Si A'(A) est un A[%]-module libre de base {w;}1<j<m, alors il existe

K € N et des coordonnées {Zf}lgjgm de A telles que :

keN
— Pour tout k > K, z]k = ZJI?H.
— Pour tout k € {0,..., K — 1}, ,é]’? est fonction des {zf}lgjgm seulement.
-~ Pour tout k € N, Osk<K

k K
dZ;€ :w](- )—l- Z aj7k7jr’k/%(,, ), (3104)
1<’ <m
k' eN

avec Val(aj /1) > 1.

Démonstration du lemme[3.35 : On utilise tout d’abord le lemme [3.34] et on effectue

une transformation linéaire a coefficients constants aux {ff}lgjgm pour obtenir les

0<k<K
{Zf}lgjgm : pour
0<k<K
(k) _ K
w] = Z O[j,k‘,j’,k:'dgj/ 5 (3105)
1<5'<m
k' eN
la somme étant finie. On pose
k_ K’
K= " g (0)Er. (3.106)
1<5'<m
k<K

Le premier point du lemme nous assure que la matrice des a; ;7 (0) est de rang
plein. On pose de plus pour k > K, z;?'H = zf Ainsi les z;-“ forment bien un systéme de
coordonnées de A. Les trois points du lemme viennent alors aisément. Le premier point
est obtenu par construction des Zf pour k > K. Les zf pour k£ < K — 1 sont dans le
module engendré par les 5}“ pour k < K, donc en ré-exprimant les 5;? en fonction des zf
on obtient le deuxiéme point. Pour obtenir le troisiéme point il suffit alors de différentier

3.106]), dz;.C = Z aj,hj/’k/(O)d{J]f’}/. Or pour k < K, w](.k) = Z aj7k7j/,k/d§f,/, donc

1<j/<m 1<j/<m
k/SK k/SK
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o) dz;? + Z bjjkjj@k/d&f//, avec Val(b; . jr 1) > 1. Il suffit alors de remplacer les

1<5'<m
k'eN
(k)

dﬁf par leur expression en fonction des w;" pour obtenir le troisiéme point pour k < K.
Un simple calcul (en utilisant le lemme appliqué aux a;y 7 j») permet de conclure
la démonstration pour k> K +1 W

La proposition suivante donne une construction de coordonnées qui vérifient les

conditions de la Proposition [3.32] et sont donc des coordonnées adaptées.

Proposition 3.36 Si A'(A) est un un A[%]-module libre, il existe des coordonnées
{y}g}lgjgm,kzeN de A qui vérifient les conditions de la Proposition .

Démonstration : On va d’abord construire les yf de proche en proche pour k croissant

de 0 & K — 1. Précisément, démontrons la propriété R, suivante pour 1 < ¢ < K :

Il existe des coordonnées {{yf}lgjgm ,{z;f‘}lgjgm} sur A telles que

0<k<g-1 k>q
R tous les y}“, pour k € {0,...,q — 1}, vérifient 1) et
¢

(3.104])) est vérifiée pour tout k > ¢, et
Val(zjk) > g+ 1 pour tout k € {q,...,K} .

On part des coordonnées (zf) qui satisfont les trois propriétés de la conclusion du
Lemme Si 'on prend yg = z;) et que l'on ne modifie pas les autres z]’-“, R1 est
satisfaite ; en particulier, les y? satisfont pour k = 0 car, dans , la somme
est bien de valuation supérieure ou égale & deux.

Supposons maintenant que R, est vraie pour un entier ¢ € {1,...,K — 1}, et
établissons Rg41. On montre tout d’abord que R, entraine la propriété suivante, ot
n(0) = 0 pour n € A'(A) signifie que, dans une décomposition sur une base de A!(A)

en tant que A-module, tous les coefficients sont des séries non inversibles :

pour tout n € A'(A) tel que n(0) =0 et Val(n) > ¢+ 1et Val(dn) >q¢+2,
il existe p, un polynéme homogeéne (au sens de la section [3.1.4.2

avec les poids (3.96))) de degré g + 1

en les variables {y;?}1<j<m seulement, tel que 7 =dp + Oga .
nggq—l
(3.107)

En effet, puisque les éléments ci-dessus forment des coordonnées, leurs différentielles
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forment une base de A*(A) comme A-module, si bien que 'on peut écrire

_ k' k'
n = E gt k! dyj/ + E Vi k! de/ .
1<5'<m 1<5'<m
0<k'<g—1 k'>q

Chaque vj s est de valuation au moins 1 (car non inversible), et Val(de//) >q+1,
donc chaque terme de la seconde somme, et donc cette somme (finie) elle-méme, est
de valuation au moins ¢ + 2 donc cette seconde somme rentre dans le Og4o. Dans
la premiére, chaque ju; 11 € A peut s’écrire, aprés substitution, comme une série en un

nombre fini de variables parmi {{yf}lgjgm , {z;?}lgjgm}, et 'on peut décomposer cette
0<k<q—1 k>q
Ay fag - _ 0 1 5 0 : A :
série en deux parties : i g = e W T, contient tous les mon6émes qui ne
contiennent que les yé?, et ujl, o tous les autres ; on peut clairement mettre au moins un
k

z; en facteur dans chaque monome de ,u]l., i et finalement écrire ,u]l., = E z;-c s? avec

finie
les s;? des séries, et donc, comme Val z;“ >q+1,0ona Val ujl-, w = q+1, et cela entraine

/ . . N 1N
finalement, comme Val yf, > 1, que la contribution des ,ujl., w & la premiére somme est
de valuation au moins ¢ 4+ 2. Finalement, on peut écrire u?,’k, = ,u?,q W+ M?}, > Ol ,u?,q "
contient les mondmes de degré (pondéré) < g+ 1 et ,u(;,l w ceux de degré (pondéré)
> q + 2, et le contribution des u?,l & la premiére somme est donc aussi de valuation

au moins ¢q + 2. Ceci entraine

E 00 K

n = Iu’j/,k’/ dy]/ + Oq+2 s
1<j'<m
0<k’<g-1

ol chaque ,u,?,o  est un polyndme en les variables {y;?}lgjgm , homogeéne de degré g+ 1.

0<k<qg—1
L’hypothése implique
0,0 k'
Z dpji g Ndyj = Ogyo
1<5'<m
0<k/<q—1

mais avec ces coordonnées, cette différentielle est soit nulle soit homogéne de degré
q+1, elle est donc nulle, et le lemme de Poincaré parmi les polyndémes homogénes (voir
section |3.1.4.5) donne alors l'existence d’un polynoéme p tel que dp = > ,u?? K/ dy;?,/, et
finalement qui vérifie la propriété demandée en (3.107)).

Utilisons maintenant (3.107) pour prouver Rg,41. Dans (3.104) (pour k£ = ¢), la

différentielle extérieure du membre de gauche est nulle et dw](-q) > q+2 (d’apres (3.84

et le fait que Valdw; > 2), donc la différentielle extérieure de la somme est de valuation

au moins ¢ + 2, si bien que toutes les conditions de la propriété (3.107|) sont satisfaites,
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et qu’il existe donc un polynéme p; en les variables yf,/ tel que dz? = wj(q) +dpj + Ogyo.

Prenons y? = z? —pj ; la propriété (3.99) se lit sur la relation précédente, et ’on obtient

bien des coordonnées en remplagant z;l par cet y? car les p; ne dépendent d’aucun z?.

On a construit les yf demandés dans R 441 ; il reste a modifier les zf pourq+1 <k > K.
Ceux hérités de R, satisfont toujours ([3.104)), mais seulement Val(zj’?) > ¢+1; modifions-

les pour obtenir ¢ 4+ 2. Prenons la différentielle extérieure de chaque membre dans

(3.104)), pour & > g+ 1 : celle du membre de gauche est nulle, et comme noté plus
haut dwj(-k) > k+2 > g+ 2, donc la valuation de la différentielle extérieure de la somme
est au moins égale & ¢ 4+ 2; on peut, comme plus haut, appliquer la propriété
a cette somme, ce qui donne un polynoéme p;, k tel que dz}'»C = w](-k) +dpji + Ogq2. On
remplace zf par z;? — Djk-

La propriété R, est vraie pour tout ¢ € {0,..., K}, et en particulier pour ¢ = K.

k—K

On termine en définissant les yf pour k > K + 1 par yf = % ° yJK Il est aisé que

ceci fait des yé“ des coordonnées, comme les zj’?, et que la propriété 1D se propage. H

3.3.5.3 La fonction Val est bien une valuation sur 4, et sur A[%].

Concernant la fonction Val, la propriété multiplicative établie jusqu’ici est seulement
I'inégalité (3.64]). L’existence de coordonnées adaptées permet de prouver aisément ’on

a en fait, pour tout p,q € A[%], I’égalité suivante, qui fait bien de Val une valuation :

Val(pg) = Valp + Valg. (3.108)
Proposition 3.37 L’application Val : A[4] — N U {400} définit une valuation sur

lanneau A[%], et donc a fortiori sur son sous-anneau A.

Démonstration : Soit y un systéme de coordonnées adaptées (voir Définition .
D’une part, h — h(y) est un isomorphisme de R-algebre R[[Y]] — A. D’autre part cet
isomorphisme envoie o, qui coincide avec Valy, sur Val. On a vu (cf. ) que o est
une valuation sur R[[Y]], donc Val est une valuation sur A, ce qui prouve quand
p et q sont dans A. S’ils sont dans A[%], soit

K dk J d‘j
Po= D kg o 4= D g
k=0 7=0

avec p, € A et ¢; € A. Soit K le plus grand des entiers k tels que k + Valp;, = Valp,
et 7 le plus grand j tel que j + Valg; = Valg. On peut écrire p = p’ +p”, ot p’ ne
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comprend que les termes pour 0 < k < K et p” les autres, et de méme ¢ = ¢’ + ¢".
Alors pq = p'q' +p'q" +p"¢ +p"q". Par définition, on a Valp” > Valp et Val¢” > Valgq.
D’apres et , ceci entraine Val (p'¢" +p"¢ +p"¢") > Valp + Valgq. Pour
établir (3.108), il suffit donc, d’apreés (3.80), de montrer que Val (p'¢’) = Valp+ Valg. La
relation implique évidemment Val (p'q’) > Valp+ Val ¢ ; inversement, le terme de
degré K +7 (en %) dans p'q’ est pgqj%KH, ce qui entraine, puisque K + Valpz = Valp
et 7+ Valg; = Valg, en utilisant , I'inégalité Val (p'q’) < Valp 4 Valq. B

3.3.6 Filtration

On va utiliser la valuation définie jusque 1a pour filtrer chaqueﬂ A"(A) ou chaque
AT (A)[%] définis aux sections et Dans la suite, 7 = 0, 1,2 sont les seuls cas
qui nous intéresseront. Pour » > 1, il n’y a pas de loi multiplicative interne a A"(.A)
ou A"(A)[4] mais seulement une structure de module sur A[Z], en prenant pour loi
externe la composition des opérateurs dans le cas de AT(A)[%], et 1™application” des
opérateurs (la loi @, comme en (3.53])) dans le cas de A"(.A) (ceci en plus de la structure
évidente de module sur A).

Pour tous entiers r et k,

(A(A)r = {geA(A)/ Valg >k}

a4

(3.109)
ot (NAG) = oe NG/ valez b

sont, d’aprés , des sous-A[4]-module de A”(A) et A"(A)[4] respectivement. On
obtient alors une filtration de A"(A)[4] et de A"(A) :

AT(A) = (A"(A))g 2 (A"(A); D --- D (A"(A))p D -+, (3.110)

A"(A)[E = (A"(AE), 2 A" (AZ]), DD (AT(AL]), > -+ - (3.111)

"On pourrait aussi filtrer A(A)[-%] et considérer, pour tout k € N,
A = {9 € AALE)/ Valg > k}
att =\ a9 ="

La propriété multiplicative (3.81) de Val fait de chaque A(A)[4], un idéal (& gauche et a droite) de

A(A)[Z]. On obtient une filtration de A(A)[£] :

AALE] = A ST > AAS]
d

qui “épuise” bien I'anneau, c’est-a-dire que I'intersection de tous les A(A)[3;]x est réduite & 0.

5 ..DA(A)[%]kD... ,

Ceci dit, I'algebre A(A)[%} est bien grande et bien abstraite : les formes différentielles non homogénes

ne sont qu'une commodité d’écriture, et il est plus intéressant d’étudier chaque A”(A)[4] séparément.
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On vient d’établir a la section précédente I'existence —et un moyen de construction—
de systémes de coordonnées adaptées pour la valuation Val. Ces coordonnées établissent
un isomorphisme entre A et k[[Y]] (cf. le début de la section[3.3.5)) qui envoie la valuation
Val sur la valuation o (voir Définition . Cet isomorphisme envoie donc la filtration

sur la filtration (qui se rameéne a sir=0):
AT R[[Y]]) = (A"(R[[Y])) 2 (A" (RI[Y])); > -+ > (A" (R[Y])p 2 ---
et induit donc un isomorphisme de R-espaces vectoriels entre les quotients
A(A)/ (N (A et AR[Y]D/ (A RIYT)) g -
Ceci entraine en particulier la propriété suivante :

Proposition 3.38 Pour tout k € N et tout r € N, les quotients

N/ @ N (V) o e

sont des R-espaces vectoriels de dimension finie. On note respectivement Ro(r, k) et

N(r, k) leurs dimensions. Pour tout r,k, on a la relation :

k
N(r,k) = > No(rd) . (3.113)
£=0
Démonstration : On déduit de (3.78) que AT(A)[ﬁ}/AT(.A)[%]kH est isomorphe, en

tant que R-espace vectoriel, &

k
D A (A)/ (A (A)gyy -
£=0
Sous réserve que chaque A"(A)/(A"(A)),,, soit de dimension finie, cela prouve que
AT(A)[%]/ AT(A)[%];CH Pest aussi, et que sa dimension est donnée par (3.113).
D’aprés les remarques qui précédent la proposition, en utilisant un quelconque sys-
téme de coordonnées adaptées, chaque A"(A)/(A"(A)), ., est isomorphe, en tant que
R-espace vectoriel, & A"(R[[Y]])/ A"(R[[Y]])k41, lui-méme isomorphe, d’aprés la Pro-
position 3.17] a
k
D @y

1=0
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Comme chaque A™(R[Y])[ est un espace vectoriel de dimension finie, dont la dimension

est donnée en —, ceci permet de conclure. W

Notons que les filtrations et , ainsi que les quotients , sont
définis indépendamment des coordonnées adaptées, et leur dimension est bien définie
aussi, indépendamment du choix des coordonnées adaptées, mais il n’y pas, en revanche,
de notion de “polynéme homogeéne” au sens de Val. Le cas de la valuation o sur R[[Y]]
(ou A"(R[[Y]])[4]) est plus simple : chaque élément du quotient R[[Y]]/R[[Y]]5+1 est
représenté de maniére canonique par un élément particulier de sa classe : un unique po-
lynéme de “degré” (au sens du poids (3.96))) inférieur ou égal a k, ou en d’autres termes
R[[Y]]/R[[Y]]x+1 est canoniquement isomorphe a @fZOIR{[Y] () qui est naturellement
une partie de R[[Y]]. On a remarqué dans la démonstration ci-dessus que chaque quo-
tient A/ AFH1] est aussi isomorphe a @fZOR[Y] (] mais cet isomorphisme dépend du
choix des coordonnées adaptées, et les coordonnées adaptées permettent aussi d’envoyer
69?:0 R[Y] sur une partie de A qui dépend aussi du choix des coordonnées adaptées ;
autrement dit, pour g € A, il n’y a pas d’élément de A privilégié parmi tous ceux qui ne
différent de g que par un élément de valuation strictement plus grande que k. Les coor-

données adaptées sont tout de méme d’un grand secours pour faire des calculs, ou pour

prouver des propriétés comme la suivante, qui est une conséquence du Corollaire [3.14]

Proposition 3.39 Soient r et k des entiers positifs et w € A"(A)[L] (respw € A"(A))
tel que

dw = Opyr . (3.114)

Alors il existe n € Ar_l(.A)[%] (resp. n € A"71(A)) tel que
w = dn 4+ Oky1 - (3.115)
Démonstration : pour le cas w € A"(A), ceci est une conséquence directe du Corol-

laire et du fait que I'isomorphisme induit par les coordonnées adaptées envoie d

sur d et Val sur o. Pour le cas w € A"(A)[4], si

L dg
W = ZWZ% )
£=0

il suffit d’appliquer le cas précédent a chaque wy € A"(A). N
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3.4 Application aux équations de la platitude d’un systéme

de controle

3.4.1 Platitude des systémes de controdle, formulation du probléme

Les systémes “différentiellement plats” ont été introduits dans [12], et les auteurs
méme de ce papier ont remarqué ensuite que le probléme de la caractérisation de cette
propriété, pour des systémes d’équations différentielles sous-déterminés, avait été posé
dés le début du vingtiéme siécle.

On prendra la définition suivante, qui est équivalente, via un théoréme d’inversion
locale, a la définition classique. Voir plus de détails dans [50], §7,Théoréme 5| (dans cette
référence, on utilise des fonctions C'*° plutét que des séries, et par “dynamic linearizable”,

il faut entendre plat).

Définition 3.40 On dira qu’un systéeme - est plat si et seulement si il existe
des éléments hy,. .., hy de A tels que {dh1,...,dhy} soit une base de A*(A), en tant

que A[4]-module.

Ceci est bien stir une version locale et formelle (on ne dit rien de la convergence des
séries hy, ..., hpy).
Notons que, d’aprés cette définition, il est évident que la liberté du A[%]—module

AY(A) est une condition nécessaire pour la platitude de (3.42)-(3.44)). Ceci légitime la

seconde hypothése faite au chapitre précédent, section |3.3.1

Dans le cas m = 1 (systémes a entrée scalaire), les bases ont un seul élément.
Soit {w} une base. On a déja noté (fin de la section , que toutes les autres bases
s’écrivent {Aw}, A € A, A(0) # 0. Le systéme est donc plat si et seulement si il existe
un h € Aetun A € A, A(0) # 0, tels que dh = Aw. Le théoréme de Frobenius nous dit
qu’il existe ce A et ce h si et seulement si dw Aw = 0. Comme w peut étre construit trés
explicitement, cela donne une caractérisation aisée de la platitude pour les systémes &
une seule entrée.

Le cas a une seule entrée est de fait bien connu, voir [7], et aussi [6] dans un langage

différent.

Dans le cas m > 2, en revanche, il est trés difficile de décider en général si un

systéme est plat ou non. Citons quelques travaux dans ce sens. Les systémes a deux
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controdles, linéaires par rapport aux controles (en dehors de certaines singularités), sont
aussi traités dans [6], comme remarqué dans [40]. On y trouve un condition pour que ces
systémes soient plats, et les systémes de cette classe ne satisfaisant pas cette condition
ne sont pas plats. En dehors de ce cas, on peut trouver dans la littérature des travaux qui
donnent des classes de systémes plats, en construisant explicitement, pour ces systémes,
les fonctions hq, ..., h,. Face & un systéme pour lequel on ne sait pas construire ces
fonctions, il est difficile de démontrer qu’il n’est pas plat. Une condition nécessaire
générale (“critére de surface réglée”) est connue, mais elle est loin d’étre suffisante : elle
est satisfaite par de nombreux systémes dont on ne sait prouver si ils sont plats; notons
tout de méme que les systémes ne satisfaisant pas cette condition sont génériques. Pour
un systéme qui satisfait cette condition, on peut en principe décider par un processus
fini si il existe des h; satisfaisant aux conditions et dépendant d’un nombre fini de
variable fizé o I’avance, mais en I’absence d’une borne a priori sur le nombre de variables
nécessaires, cela est insuffisant pour montrer qu’un systéme n’est pas plat.

Pour une bibliographie plus compléte, voir [50], ou [39], ou aussi [32].

3.4.2 Reéécriture du probléme

La proposition suivante est la Proposition 3 de [1, §4] (o1, & nouveau, on utilise des
fonctions C*° plutét que des séries, et par “linearizing Pfaffian system”, il faut entendre
base de A'(A)). On note par e la version matricielle de la loi “externe” décrite a la
section [3.2.2] qui consiste donc a appliquer les opérateurs différentiels qui constituent

la matrice P aux éléments du vecteur colonne 2, qui sont des formes.

Proposition 3.41 Soit Q une base de A'(A), supposé libre. (3.49)- est plat si et

seulement si il existe P € A[%]™*™ inversible dans A[L]™>™ et tel que
d(PeQ)=0. (3.116)

Le démonstration de ceci tient dans le fait qu’étant donnée une base de A'(A), on
obtient toutes le autres en lui appliquant tous les opérateurs inversibles P.
Le seconde équation de (3.116]) peut se réécrire

dPeQ)+ Ped2=0
ce qui implique, P étant inversible,

A2 = —P'e(dPeQ) = (—P 'AdP)eQ.
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Si (3.116) est vérifié, il existe donc une matrice II € (Al(A)[%])mxm telle que

dQ) =11 e : elle est donnée par
O=-P'AdP, (3.117)

et en différentiant ceci, on obtient dIl = —dP~' AdP, or dP~' = —P~! AdP A P71,
d’ou dII = IT A II.
Comme (|3.117)) est équivalent, si P est inversible, & dP + P A Il = 0, on a montré

la proposition suivante, que I'on trouve aussi, avec des notations différentes, dans [§] :

Proposition 3.42 Soit Q une base de A*(A), supposé libre. - est plat si et

seulement si il existe 11 € (Al(A)[%])mxm qui
(i). satisfasse les équations suivantes :
0 — TeQ = 0, (3.118)
dll — AT = 0, (3.119)

et
(i1). soit telle qu’il existe P € (A[%])mxm inversible dans (.A[%])mxm et vérifiant
dP+ PAIl =0.

3.4.3 Condition nécessaire : systéme d’équations sur II

La condition 2 de la proposition [3.42] est difficile & vérifier & plus d’un titre. D’une
part, il est difficile de caractériser les opérateurs P € (A[%])mxm qui sont inversibles
dans (A[%])mxm. D’autre part, il est encore moins aisé de traduire cette inversibilité
en une condition sur 'opérateur II qui donne naissance & P. Ce probléme est étudié
dans larticle récent [§].

Dans ce qui suit, nous allons mettre de cété la seconde condition de la Proposition
3.42| c’est-a-dire I’équation , pour étudier seulement la condition 1, et tenter de
caractériser ’existence d’une solution II au systéme d’équations -.

Cette existence n’est, répétons le, qu'une condition nécessaire pour la platitude. Il
se pourrait bien sir que cette condition nécessaire soit inopérante, c’est-a-dire que le
systéme d’équations — ait une solution II quel que soit le systéme —

(3.44]) considéré. Nous allons donner au moins un exemple qui montre que cette condition

nécessaire peut ne pas étre satisfaite. Dans cet exemple, nous aurons besoin du lemme

suivant, qui concerne une version “scalaire” de (3.119)).



Application aux équations de la platitude d’un systéme de controle 117

Lemme 3.43 Si w € AY(A)[4] vérifie dm — m A = 0, alors 7 est de degré au plus 1

par rapport a %, c’est-a-dire qu’il s’écrit m = my + 7r1% avec o et w dans A1(A).

. . j . 2J
Démonstration : Soit m = Z}']:o 7@%]. Supposons J > 2. Le coefficient de % dans
dm — 7 Am est —my; A 7wy, qui est automatiquement nul, mais, comme 2J — 1 > J, le

. 2J-1 . . .
coefficient de % est égal & —my; A 7y, et 'on a donc w5 A 7wy = 0. Ceci entraine

m; =0 car A1(A) est librdl] W

Exemple. Pour des systémes & une entrée scalaire (m = 1), une base de A'(A)
est constituée d’un seul élément w (voir section , et les équations —
sont scalaires : II est une matrice 1 x 1, c’est-a-dire un élément de A'(A)[4] que I'on
note simplement 7. Alors entraine, au vu du lemme ci-dessus, que 7 s’écrit
T =mg+ mﬁ avec m et m1 dans A'(A), et s’écrit dw = m9 Aw + 71 Aw, si bien
que 'existence d’un 7 solution de — entraine dw Aw Aw = 0. 11 suffit donc

de donner un exemple de systéme pour lequel dw A w A w n’est pas nul. C’est le cas de

T = T9 + %uz
.7'}2 = I3
T3 = u
(n =3, m=1). On prend comme base
w = dwx; + ddzy — udxs . (3.120)

Alors
o= (1+azMday, & = u®day + (14d)das ,

ce qui permet de vérifier que w engendre A!(A) en exprimant dzi, dzs et drs comme

des combinaisons linéaires de w, w et & a coefficients dans A, et

dw = daAdzxe — duAdxs,

(3.121)
dvAwAw = —(14i)duAdes Adzy Ades,

qui est clairement une 4-forme non nulle.

8Si la forme m; ne s’annule pas en zéro, ceci entraine qu’il existe A € A tel que 7; = Ams et donc
7y est un élément de torsion car (% — ) em; = 0. Si la forme 7; s’annule en zéro, ce raisonnement ne
fonctionne plus, mais on peut tout de méme montrer que 7y A7y = 0 entraine m; = 0 en décomposant

7y sur une base.
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Nature du systéme d’équations sur II . Détaillons les équations —.
Q est un vecteur colonnes de formes w,...,w, qui ont été construites explicitement,
et forment une base de A'(A). II € (AI(A)[%])mxm est l'inconnue ; pour mieux com-
prendre les équations, ramenons II & une famille de fonctions (c’est-a-dire d’éléments
de A) qui le définissent. En appelant J le plus grand exposant de % qui figure dans les

éléments de II, cette matrice s’écrit :

dJ dJ
E :77171,JE E :Wl,mum
j=0 7=0

I = ; : : (3.122)
J . J .
dJ dJ
Zﬂm,lda T Zﬂm,m,ja
3=0 3=0
et on peut aussi décomposer chaque forme 7, ; € A(A) sur la base {wi,...,wn} et

écrire, pour tout (p,q,j) € {1,...,m}? x {0,...,J}, K étant un entier qui dépend de
1L,
m K
Tpgj = Z Z Qp,q,5,i,k Wi(k) (3.123)
i=1 k=0
avec apq.iik € A pour tout p,q, j, 4, k.

On peut alors voir les équations — comme des relations sur la collection
de fonctions ay 4 ;i k- L'équation (3.118)) est simplement une équation non différentielle
(linéaire) sur ces fonctions, tandis que est une équation différentielle d’ordre
J sur ces mémes fonctions. Comme J n’est pas fixé a priori, — est un
systéme d’EDP d’un ordre qui n’est pas fixé & ’avance, et de plus le nombre de fonctions
inconnues n’est pas non plus majoré a l’avance.

Si l'on fixe J et K a priori, de maniére arbitraire, — se traduit par un
systéme d’EDP “classique”, dont on peut en principe décider si il a des solutions ou non.
Le difficulté est alors que, si le systéme n’admet pas de solutions pour certaines valeurs
de J et K, il faut passer a des valeurs supérieures.

Il est donc tentant d’analyser — sans préjuger de la valeur de ces entiers,
et c’est le but de la présente note. Comme on I’a remarqué, ceci conduit & un systéme
d’EDP d’ordre potentiellement infini en un nombre de fonctions potentiellement infini.

Cessons donc d’exiger que le nombre de variables ou de fonctions soit fini, et ob-
servons naivement la situation. Il suffit de remplacer les entiers K et J par 400, et de

chercher les a4 i, non pas dans A, mais dans ce que I'on a noté R[[[Y]]] a la section
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3.1.2.2, Rappelons que T est défini en (3.45)), et qu'un élément de R[[[Y]]] est une sé-
rie “trés formelle” en I'infinité de variables x, u, 1, . .., alors que ’on demande & chaque

élément de A = R[[Y]] de ne faire intervenir que des mondmes en un nombre fini de
variables prises parmi x, u, u, . . ..

On a vu que la multiplication de deux séries trés formelles ne pose pas de probléme
particulier puisque le coefficient de chaque monéme est une somme finie de produits
finis de nombres. Les membres de gauche des équations — contiennent non
seulement des multiplications, mais aussi des applications de 'opérateur %, et il n’est
pas vral, si I’on autorise des sommes infinies, que chaque coefficient du membre de gauche
de , par exemple, ne dépende que d’un nombre fini de coefficients définissant II.

Pour s’en convaincre, il suffit d’essayer de donner un sens a 1’équation

+00 j 400 j +00 ]

Yot (Yl = [Yud (3.124)

j=0 j=0 j=0
ot chaque o, B ou 7; est dans R[[[Y]]] : méme I’équation sur le premier coefficient du
membre de droite, g, s’écrit formellement vo = ) o ﬁo(j ), somme infinie & laquelle on
ne peut donner de sens a priori car, sauf exceptions, chaque coefficient de > a]ﬂo(j ) (vu
comme une série trés formelle en o1, ..., Ty, ULy .o oy Uppy Uly ooy Uy e e e v - ) est lui-méme
une somme infinie de nombres, dont il faudrait analyser la convergence.

Au lieu de cela, on va utiliser la valuation définie au chapitre [3.3] pour analyser le
systéme -. En un sens, les coordonnées adaptées décrites a la section m
sont des coordonnées privilégiées telles que, si I'on considére les a;, 3; et v; comme des
séries en ces coordonnées (plutot qu’en x, u, 1..), on peut donner un sens a car,
précisément, chaque coefficient de ) «; 5o, est une somme finie de produits finis d’un
nombre fini de coefficients parmi ceux définissant les séries a; et Gy. Cette remarque est

sans doute plus pittoresque et éclairante que la construction générale qui suit, ou 'on

ne parle pas de coordonnées adaptées, ni de séries trés formelles.

3.4.4 Filtration du systéme d’équations sur II

Notons
Q. 2 (Al(A)[;t]) : (3.125)

et définissons les applications ® et ¥ par
D: Qo — (AYA)™ I AR (A2(A)[ &
II— dQ — 1l1eQ I~ dII — IIAIL

])me

(3.126)



120 Filtration des équations de la platitude

Le systéme (3.118])-(3.119) s’écrit évidemment
O(I) =0, Y(II)=0. (3.127)

Par ailleurs, les deux applications ® et ¥ satisfont les propriétés suivantes :

Proposition 3.44 Les applications ® et W Uériﬁenﬂ pour tout Il € Q et tout entier
J:
O+ 0;) = B + Ojy1 , } (3.128)
VII+0;) = ¥I) + 0;.
Démonstration : On a, pour tout II et A dans Qu, P(II + A) = O(II) + A e Q et
UII+A)=U(I)+dA—AAD-IIAA—AAA.Si ValA > j, on a, d’aprés (3.86))-
(3-90), Val(dA = AAID—IIAA—AAA) > j, et par ailleurs, comme Val) > 1 (parce
que  est un vecteur de 1-formes), Val(AeQ) >ji+1. N

Les quotients étant ceux évoqués dans la Proposition on note{ﬂ pour k € N,

o & (N /M) 5129
72 (W /A < (g / A2<A>[;i]k+1)mm - (3.130)
s e ()

D’aprés la Proposition [3.38] pour k& < oo, Qy et 7; sont des R-espaces vectoriels de

dimension finie, et on a plus précisément

0 ~ R(m2 R(L,k)) T, ~ R(mNo(l,k+1)+m2N(2,k)) .

)

La Proposition signifie qu’il existe, pour tout k (k = j — 1), des applications

mXxXm

Dy O — (Al(A)/Al(A)k+2)m et Up: Qp — (AZ(A)[%]/AQ(A)[%]H_Q

qui font commuter le diagramme suivant.

O x ¥

Qoo T
(3.132)
o e

9 On rappelle (voir section que les équations signifient que, pour tout II' €
(Al(A)[%])mxm tel que Val(Il — II') > j, on a nécessairement Val(®(II') — ®(II)) > j + 1 et
Val(W(Il') — W(ID) > ;.

197a définition de Qy est cohérente avec car A'(A)[4£]4+00 = {0}.
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On peut donc associer a toute solution II € O, de (3.127)) son représentant I € Qy

dans le quotient Qj, qui satisfait I’équation tronquée a ’ordre £ :
Op(II) =0, Yie(lI)=0. (3.133)

Rien n’indique en revanche qu'un II € @ solution de (3.133]) soit le “début” d’une
solution de (3.127)).

Passage de l'ordre k£ a Pordre k£ + 1. Un début de réponse a cette interrogation
consiste & déterminer si un IT € Q. solution de (3.133)) “se prolonge” en un I’ € Q11
solution de (3.133)) ou 'on remplace k par k + 1. Formalisons ceci. Soit

Sp 2 {IIeQu, ®(Il)=0et (1) =0} (3.134)
la partie de Qj qui est solution de (3.133)), ce qui se traduit par la suite exacte suivante,

pour tout k (i est l'injection canonique Sy — Q) :

o - 8 k. g XU oo (3.135)
Notons au passage que Sp est une sous-variété algébrique de l'espace vectoriel de di-
mension finie Qj puisque se traduit par mRo(1,k + 1) + m2R(2,k) équations
algébriques en m? R(1,k) coefficients des séries formelles définissant II. Voyons main-
tenant le passage de Sk a Sgy1. Qf est un quotient de Qpi1, et la Proposition @
entraine que la projection naturelle Qpi1 — Qj envoie Sgy1 dans Sy, si bien que sa
restriction & Siy1 définit pg @ Sgr1 — Sk. Tx étant également un quotient de 7j,1, on

peut écrire le diagramme suivant :

1 ! !

Pp1xVpyq
{0} — Spp1 — Qrn1 Tit1

lpk l l (3.136)

{o}HSkQQkM)%

1 ! !

Notion d’intégrabilité trés formelle. On est maintenant ramené a une situation
familiére. Dans la théorie de l'intégrabilité des systémes d’EDP (voir [3, 54]), on a
coutume de dire qu'un systéme est formellement intégrable si et seulement si, lorsqu’on

calcule une série formelle solution, les polynoémes solution & l'ordre k se prolongent tous
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en un polynome de degré immédiatement supérieur solution & I'ordre k+1, ou, suivant le
vocabulaire de 'appendice de [36], que tout polynéme solution a l'ordre k est “fortement
prolongeable”. Dans ces références, la notion d’ordre est I'ordre de différentiation, qui
revient a prendre la valuation classique sur les séries formelles, mais ’on obtient un
diagramme exactement semblable & (3.136]), et I'on dit (voir la condition (5) (page 397)
de [3, Chap. IX], ou la Définition 9 dans [54, Chap. III]), que le systéme d’équations est
formellement intégrable si et seulement si chaque pg est surjectif.

Ici, I’étude est seulement locale en un point (dans les références citées, on a cette
situation au dessus de chaque point), et la valuation est différente de celle définie par
les ordres de dérivation. La situation est toutefois trés semblable, quoique plus formelle
encore vu que le nombre de variables est potentiellement infini. On dira donc que le
systéme est trés formellement intégrable si toutes les applications pg sont

surjectives.

3.4.5 Reésultat principal : intégrabilité (trés) formelle

Théoréme 3.45 (Intégrabilité trés formelle de (3.118))-(3.119)))
Pour tout k € N et tout IT € S, il existe II' € Sy tel que pp(I') = II.

On aurait pu donner une version de ce résultat qui fasse intervenir beaucoup moins

de notations, et qui est évidement équivalente :

Théoréme 3.46
Pour tout j € N et tout Il € Q tel que ®(II) = O;1; et Y(II) = O;,
il existe Il' € Qoo tel que II' = II + O; et

O) = Oppa,  U(IT) = Opi .

Le fait que ces deux formulations sont équivalentes est une évidence. Avant d’établir

le Théoréme |3.45[ on donne deux lemmes utiles.

Lemme 3.47 Pour tout entier j, si Il € Q est tel que dII — II NIl = O, alors il
vérifie aussi d (ITATD) = Oj41.

Démonstration : dII = ILAIL + O; et IT = Oy entrainent dAIIAII = IIAIIAIL + O
et IANAIT=IIAIIAITI+ Ojy1; comme d (ITAIT) = dIIATL — II A dII, on obtient bien

la conclusion du lemme. W
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Lemme 3.48 Pour tout entier j, sill € QO est tel que dAII-1IAIl = O; et dQ)—11e§) =
Oj, alors il vérifie aussi d (I e Q) = Ojy1.

Démonstration : les deux relations vérifiées par Il ainsi que le fait, vrai pour toutes
1-formes, que I = O et Q = Oy entrainent dIle Q = (IIAIl) e Q4+ Oj;1 et [I0dQ =
[Te(ITeQ)+ Oj41; comme (ITNII)eQ =1Te (Ile) et d(I1eQ2) =dlle —IIedS2,

on obtient bien la conclusion du lemme. B

Démonstration du Théoréeme[3.75] . Soit IT € S;, C Qy, et II € Q. un représentant de
II. Le lemme avec j = k + 1, entraine d (—dII + II A II) = Ogo. Il existe donc,

d’aprés la proposition un X € (AI(A)[%])mxm tel que

Y = Opy1 et —dII+IIAID = dX¥+ Oy .

Alors II + X vérifie

d(II+%) — (I+X2)AII1+%) = Oyo (3.137)
et aussi, puisque X @ 2 = Ofy9 dés lors que X = Oy 1,

dQ — IT+X)eQ = Oz . (3.138)
D’apreés ces deux relations, le lemme [3:48] avec j = k + 2 entraine
QA0 (T +3)eQ) = Oy,

et donc l'existence de I' € (A1(A))™ tel que

I = Ok+27
dQ— (I +X)eQ = dI'+ Okys -

Puisque 2 est une base de A'(A), il existe un (unique) A € (.A[%])mxm tel que ' = Ae(),

et A = Op1. Les relations ci-dessus entrainent
40 — (T+5)eQ — d(AeQ) = O,
et finalement, vu que A o dQ2 = O3,

dQ — I+X+dA)eQ = Oiys.
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On aussi, d’apreés (3.137)),
dII+X+dA) — (M+XZ+dAA T+ X +dA) = Opyo

car la contribution de dA au premier terme est nulle et sa contribution au second est de
valuation au moins k42 car [T+ X + dA est de valuation au moins 1. Si I’'on prend alors

pour [T’ la classe de IT + X + dA dans le quotient Q1 1, on a clairement IT' € S;1. B

3.4.6 Interprétation des résultats

Dans le cas de systémes d’EDP (en un nombre fini de variables), l'intégrabilité
formelle en un point entraine tautologiquement ’existence d’une série formelle solution
(par exemple le théoréme 4.2 de [36], appendice, §4] est une tautologie si I’on dte “conver-
gente au voisinage de 0”) puisque construire des polyndmes de degrés croissants dont
les termes de mémes degrés coincident revient au méme que définir une série formelle
par ses sommes finies de degré croissant. Des efforts supplémentaires sont requis pour
montrer que, dans le cas de données analytiques, on peut choisir une série convergente.
En termes plus savants, la limite projective des ensembles de polynémes de degrés crois-
sants est I’ensemble des séries formelles, et non ’ensemble des séries convergentes. Bien
siir, s’il n’existe pas de série formelle solution, alors il n’existe pas de solution tout court,
ni analytique ni méme C'*.

Dans notre cas, quelle est la conséquence de la surjectivité de chaque pg sur les
solution du systéme lui-méme ? 11 est facile de voir que cette surjectivité permet
de définir un objet “trés formel” qui soit “solution”. Cet objet n’est pas en général un

élément de (Al(A)[% %H)me

c’est-a-~dire (cf. la fin de la section [3.4.3) que cet objet II solution s’écrit comme en
(3.122))-(3.123)), mais avec J = K = 400, chaque a4, étant une série trés formelle
et non pas formelle, c’est-a-dire ap 4 ;i1 € R[[[T]]] au lieu de ap g ;% € A.

])me

, mais de ce que 'on pourrait noter (A'(R[[[Y]]])[[

I

On vient de prouver qu’il existe toujours un tel objet, mais il reste du travail pour
décider si il existe un “vrai” II € (Al(A)[%])mxm solution de (3.127). En revanche, si
pour certains systémes il n’existait pas un tel objet, on aurait pu affirmer que (3.127))

n’a pas de solution.



Conclusion

Synthése Cette thése a tenté de répondre a la question de l'existence d’une paramé-
trisation d’un systéme différentiel sous-déterminé, i.e. la possibilité de démontrer son
inexistence si c’est le cas ou donner une paramétrisation si elle existe. Trouver une pa-
ramétrisation pour un systéme répond au probléme, mais il est trés difficile de savoir si
un systéme est non paramétrable sans préjuger d’un ordre de différentiation des fonc-
tions arbitraires du temps. A la question : “le systéme S admet-il une paramétrisation
d’ordre K 77, la réponse peut étre donnée par un calcul fini en exprimant un systéme
d’équation aux dérivées partielles dont les solutions, si elles existent, donnent la para-
métrisation d’ordre K attendue. L’intégrabilité des systémes aux dérivées partielles a
fait et fait encore I'objet de nombreuses études, notamment [67] et [3] pour la théorie
et [52] pour un aspect plus effectif. Cela donne un algorithme qui permet de vérifié si le
systéeme d’EDP est contradictoire, méme si les calculs peuvent exploser. Au contraire,
la question plus spécifique de la paramétrisation est restée trés longtemps négligée en
mathématiques, peu de résultats ayant été obtenus dans la seconde moitié du X X°

siécle & notre connaissance. Deux approches ont été considérées dans cette thése.

Néanmoins, si S n’admet pas de paramétrisation d’ordre K, il peut éventuellement
admettre une paramétrisation d’ordre K + 1. Alors, il faut écrire un autre systéme
d’équation aux dérivées partielles. Cette méthode ne permet pas alors de clore le pro-

bléme.

Dans cette étude, pour toute valeur possible de 'ordre de différentiation des fonc-
tions arbitraires du temps, l'écriture d’un systéme d’équations (et inéquations) aux
dérivées partielles dont ’existence d’une solution est équivalente & l'existence d’une

paramétrisation de cet ordre est obtenue.

La premiére approche a consisté & étudier de facon la plus exhaustive possible des

systémes généraux de faible dimension (trois pour ’état et deux pour le controle).

125
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L’étude n’a pas complétement répondu a cette attente, la question des systémes para-
métrables pour des petites dimensions n’est donc pas close. Le principal résultat obtenu
dans cette étude est, pour toute valeur possible de 'ordre de différentiation des fonctions
arbitraires du temps, l’écriture d’un systéme d’équations (et inéquations) aux dérivées
partielles dont I'existence d’une solution est équivalente & I’existence d’'une paramétri-
sation de cet ordre. Cette approche applique 'idée du passage au systeme d’EDP décrit
ci-dessus , 'apport de cette thése est d’avoir exprimé ce systémes d’équations aux déri-
vées partielles proprement pour tout ordre (k, ¢) de paramétrisation et d’avoir obtenu un
systéme simple de deux équations d’une variable ainsi que des inéquations donnant des
conditions nécessaires et suffisantes. Notons que le fait d’avoir établi que ces conditions
sont nécessaires et suffisantes permet de s’intéresser a ce systéme d’EDPs indépendam-
ment du systéme de controle ou de la question de paramétrages : toute solution pour
un tel systéme donne un paramétrage et toute contradiction entre les équations et les
inéquations prouve l'inexistence de paramétrage. J'espére que 'on pourra montrer que
ce systéme est toujours contradictoire, mais je n’ai pas pu arriver jusqu’a ce point. De
plus, les résultats de [51] —article technique, dont une preuve utilise un outil de calcul
formel pour obtenir une simplification par ailleurs mal comprise— sont une conséquence
des résultats obtenus ici par des raisonnements beaucoup plus directs.

Dans la deuxiéme approche, on étudie les équations de la platitude d’un point de
vue plus algébrique par la recherche d’un facteur intégrant inversible pour obtenir une
base exacte du module représentant le systéme différentiel étudié. On s’intéresse a la
platitude et non a des paramétrisations générales mais ici on ne préjuge absolument
pas de 'ordre de dérivations; on cherche plutét & donner un sens & des équations qui
font a priori intervenir une infinité de dérivées. L’étude n’a pu permettre d’exprimer
les conditions sur ce facteur intégrant garantissant son inversibilité. Il s’est avéré que
ce probléme affaibli I'a été trop car il est formellement solvable dans tout les cas et
semble donc faire peu obstruction a la paramétrisation. Il eut été bien entendu plus
satisfaisant d’obtenir au moins des conditions nécessaires plus fortes. Néanmoins, ce

travail est encore en cours a ’occasion d’une collaboration avec V. Chetverikov.

Perspectives Cette thése a suivi deux orientations : I’étude d’un cas particulier et
I’étude du probléme simplifié en dimension quelconque. Le but poursuivi a été de cir-
conscrire le probléme en cherchant une structure permettant de passer d’un probléme &

dimension fixe & un probléme général. Il n’est pas évident qu’une telle structure existe,
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si I’étude en petites dimensions nous améne & un systéme d’équations aux dérivées par-
tielles, elle utilise des résultats spécifiques & cette dimension comme la forme normale.
De plus, les calculs ayant été faits deviennent trés rapidement difficiles & conduire & me-
sure que les dimensions augmentent. Le probléme simplifié n’apporte lui aussi que peu
d’éléments de réponse quant & une éventuelle structure si ce n’est que l'affaiblissement
des contraintes que nous nous sommes données ferait disparaitre une telle structure si
elle existait.

La longue histoire mathématique de ce probléme nous a montré qu’il n’admet pas de
réponse aisé. Cette étude, avec ses forces et ses faiblesses le confirme. Il est néanmoins
remarquable que la relecture des résultats disponibles concernant la paramétrisation
de Monge continue a nous apporter des réponses. Il est donc envisageable d’étudier de
maniére plus approfondie la littérature sur ce sujet, nous avons par exemple peu exploité
les résultats de Goursat dans [18]. Bien entendu, cette remarque faite a posteriori ne
refléte que 'impossibilité d’exploiter ’ensemble des données d’un probléme pour qu’il
puisse étre réglé en un temps restreint. Il peut aussi étre envisageable d’étudier le
probléme pour des systémes moins généraux, comme les systémes polynémiaux, comme
autre angle d’approche et permettre des calculs plus circonscrits. Cependant, aprés avoir
étudié des exemples de systémes polynémiaux, ils ne semblent pas étre spécialement plus
évidents.

Les possibilités d’utiliser une classification des systémes différentielles paramétrables
pour la conception d’artefact plus facilement commandable ou pour le suivi de trajec-
toire nous donne de I'espoir quant & la possibilité de voir des travaux sur ce sujet se

développer dans 'avenir.
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A.1 Problem statement

A.1.1 The systems under consideration
This paper studies the solutions ¢ — (x(t),y(t), z(t)) of the scalar differential equation
z = hz,y,z,A) + g(z,y,z,\) & with N=g—z& (A1)

where ¢ and h are two real analytic functions Q — R, Q being an open connected subset of R?.

To g we associate a map G : ) — R* defined by
Ga,y,2,A) = (2,9, 2,9(2,y,2, 1)),
and we assume that
g4 does not vanish on @ and G defines a diffeomorphism Q — G(Q) . (A.2)

(g4 denotes the derivative of g with respect to its fourth argument). We denote by Q the open
connected subset of R® defined from Q by :

~

(,y,2,2,9) € & (2,y,2,9 - 2) € Q. (A:3)

From ¢ and h one may define 7 and J, two real analytic functions G(Q2) — R, such that

Gz, y,z,w) = (2,9, 2,7(x,y, z,w)) and 6 = ho G, i.e.

w:g(x,y72, )‘)<:>)‘:’Y(xvyasz) ; (A4)
h(x, y7 Z’ A) = 5(1:7 y’ Z’g(I7 y7 Z7 A)) ) i.e. 6(:1;7 y’ Z7w) = h(x’ y’ Z’ ,-Y(:I:7 y’ Z’ w)) * (A'5)

Then, to (A.1]), one may associate a control-affine system in R* with two controls
€= Xo(&) + w1 X1 () + w2 X5(§)

where £ € R* is the state, wy and ws are the two scalar controls that reads, in some coordinates

él = 1wy, 52 = ’7(61752753754) + 53’11/1 5 53 = 6(61762763)54) + f4’LU1 ) 54 = w2 . (A6)

One can eliminate w; and wy and, renaming &1, &9, &3,&4 as x,y, z, w, obtain the two following

relations between these four functions of time :

{ y:7($7yazaw)+za} (A?)

z=0(z,y,2z,w) + wk
(this can also be seen as a control system with state (x,y, z) and controls w and ).

We study system ((A.1) defined by g and h as above. Let us set some conventions :
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The functions v and § Unless otherwise stated, when using the notations v and 4, it is not
assumed that they are related to g and h by (A.4) and (A.5). However, g and h being
as above, there does exist such real analytic functions G(2) — R ; we will sometimes use

them and the representation (A.7)) of equation (A.1)).

Notations for the derivatives We denote partial derivatives by subscript indexes. For func-
tions of many variables, like ¢(u, ..., u®, v, ...,0®) in (A.10), we use the name of the
variable as a subscript : ¢, means dp/dv® ; p_. -1y means 32p/dzduF—1 in (A.16}b).
Since the arguments of g, h, v, § and a few other functions will sometimes be intricate
functions of other variables, we use numeric subscripts for their partial derivatives : ho
stands for Oh/dy, or gy 44 for 83g/ON3. To avoid confusions, we will not use nume-
ric subscripts for other purposes than partial derivatives, except the subscript 0, as in

(0, Y0, 20, Lo, Yo) for a reference point.

For derivatives with respect to time, we use the standard with the dot and ) for the j™

time-derivatives ; sometimes d/dt.

The following very elementary lemma —we do write it explicitly because the argument is
used repeatedly in the paper— states that no differential equation independent from (A.1) can
be satisfied identically by all solutions of (A.I]).

Lemma A.1.1 For M € N, let W be an open subset of R32M and R : W — R be some
smooth function. If any solution (xz(.),y(.), 2(.)) of system , defined on some time-interval
I =] —¢,¢[ and such that (2(t),z(t),...,cM (@), y(t), ...,y ™M (t)) € W for all t € T satisfies

R(z(),y(t),....y"0 (@), (1), ....2 (1) = 0,
for allt € I, then R is identically zero.

Proof : For any X € W there is a germ of solution of such that (2(0),z(0),...,z*)(0),
y(0),...,y™)(0)) = X. Indeed, take e.g. for z(.) and y(.) the polynomials in ¢ of degree M
that have these derivatives at time zero; Cauchy-Lipschitz theorem then yields a (unique) z(.)
solution of with the prescribed z(0). W

A.1.2 The notion of parameterization

In order to give somehow rigorous definitions without taking care of time-intervals of defini-
tion of the solutions, we consider germs of solutions at time 0, instead of solutions themselves.
For O an open subset of R”, the notation C5°(R, O) stands for the set of germs at ¢ = 0 of
smooth functions of one variable with values in O, see e.g. [10].

Let k and ¢ be two non negative integers and U an open subset of R¥+¢+2; we denote by U C
C5° (R, R?) the set of germs of smooth functions ¢ +— (u(t),v(t)) such that (u(t), u(t),...,u®(t),
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v(t),...,v0(t)) is in U for t = 0 (and hence for ¢ in a neighborhood of zero) :
U = {(u,v) € C(R,R?)|(u(0),a(0),...,u* (0),v(0),...,09(0)) € U}. (A.8)

This is an open set for the Whitney C* topology [16] p.42]. In the same way, for V C R2:+3
open, L € N, we denote by V the following set of germs of smooth functions t — (z(t), y(t), 2(t)) :

V= {(z,y,2) € Cg°(R,R?)|((0), (0), 2(0), £(0),5(0), ...,z (0),y(0)) e V}.  (A.9)

Definition A.1.2 (Monge parameterization) Let k, ¢, L be non negative integers, L > 0, and
X = (x0,Y0, 20, £0, Yo, - - - ,x(()L), y(()L)) be a point in Q x R2L-2 ((AZ is defined in ) A para-
meterization of order (k,£) at X for system s defined by

— a neighborhood V' of X in Q x R2L-2

— an open subset U C RFt+2 gnd

— three real analytic functions U — R, denoted @, 1, X,
such that, withU andV defined from U and V' according to —, andT : U — C(R,R3)
the map that assigns to (u,v) € U the germ I'(u,v) at t =0 of

x(t) o(u(t),a(t),...,u® (@), v(t),0(t),...,v0(t))
t— | yt) | =] v@),ald),..., u®(t),vt),o),...,.v00) | , (A.10)
2(t) x(u(t), a(t), ..., u® (@), v(t),0(t),. .., 0" (1))

the following three properties hold :
(i). for all (u,v) belonging to U, T'(u,v) is a solution of system ,
(#). the map T is open and T'(U) DV,

(iii). the two maps U — R3 defined by the triples (@um), Yyt s Xutr) and 0y Yoy Xo® )

are identically zero on no open subset of U.

Remark 1 (On ordering the pairs (k,f)) To compare two orders of parameterization (k,£) and
(K', 0", we use (total) lexicographic order or ordered pairs, i.e. (k,0) < (k',¢') means either
min{k, ¢} < min{k’,¢'} or min{k, ¢} = min{k’,¢'} and max{k,¢} < max{k’,¢'}. Hence order
(1,5) is smaller than (2,2).

Since u and v play a symmetric role, they can always be exchanged, and one can assume,
in the definition of a parameterization, that k < £. If this is assumed, (k,¢) < (k',¢') means
either k <k ork=k and ¢ < /.

Ezxample 1 Suppose that the function =y in depends on x,y,z only (this is treated in [51,
case 6 in Theorem 3.1]). For such systems, eliminating w does not lead to , but to the
simpler relation y — z& = v(x,y, z). One can easily adapt the above definition replacing
by this relation. Let us prove that this system § — z& = y(x,y, z) admits a parameterization of

order (1,1) at any (xo, Yo, 20, Lo, Yo) such that io + v3(o, Yo, 20) 7 0.
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In a neighborhood of such a point, the map (x,&,y,2) — (z,&,y,7v(x,y,2) + 2&) is a local
diffeomorphism, whose inverse can be written as (z,&,y,9) — (z,&,y, x(z, T, y,9)), thus defi-
ning a map x. Then x = u,y = v,z = x(u, 0, v,0) defines a parameterization of order (1,1) in

a neighborhood of these points.

Remark 2 The integer L only characterizes the number of derivatives needed to describe the open
set in which the parameterization is valid. This is illustrated in the above example, where L must

be taken at least equal to 1. Obuviously, a parameterization of order (k,€) at (zo, Yo, 20, To, Yo,

.,xéL),yéL)) is also, for K > L and any value of (sz+1),yéL+l), .. .,m(()K),y(()K)), a parame-
terization of the same order at (xo,yo, 20, L0, Yo, - - - ,:c(()K), y(()K)).

The above definition is local around some jet of solutions of . In general, the idea of
a global parameterization, meaning that I' would be defined globally, is not realistic; it is not
realistic either to require that there exists a parameterization around all jets (this would be
“everywhere local” rather than “global”) : the systems in example admit a local parametrization
around “almost every” jets, meaning jets outside the zeroes of a real analytic function (namely
jets such that & + v3(z,y,2) # 0). We shall not define more precisely the notion of “almost

everywhere local” parameterizability, but rather the following (sloppier) one.

Definition A.1.3 We say that system admits a parameterization of order (k,¢) somew-

here in Q if there exists an integer L, and at least one jet (xo,Yo, 20, L0, Yo, - - - ,méL),yéL)) S

O x R2L=2 ywith parameterization of order (k,f) at this jet in the sense of Definition

In a colloquial way this is a “somewhere local” property. Using real analyticity, “somewhere

local” should imply “almost everywhere local”, but we do not investigate this.

A.1.3 The functions S, T' and J

Given g, h, let us define three functions S, T and J, to be used to discriminate different
cases. They were already more or less present in [51]. The most compact way is as follows : let

w, w! and 1 be the following differential forms in the variables z, vy, z, A :

wl' = dy—zdz
w = —2¢g2dz+ (94,4 ha — gahaa) wh — ga4(dz —gdx) , (A.11)
n = dz—gdr—hsw'.

From (A.2)), wAw'An = 2¢g4% dzA dyA dz # 0. Decompose dwAw on the basis w,w!,n, dA, thus
defining the functions S, T and J :

T
dwhw = —(QSd)\/\n—l—Qd)\/\wl—kal/\n)/\w. (A.12)
94
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The expressions for S and T are the following (not that S/(g4)? is the Schwartzian derivative

of g with respect to its fourth argument) :

S=2g49244 — 3914>, T =2gshsas — 3gsahas. (A.13)

A.1.4 Contributions of the paper

Our (unachieved) goal is to give necessary and sufficient conditions on g and h for system
(A.1)) to admit a parameterization of some order.

If S=T = J =0, we prove that system (A.I]) admits a parameterization of order (1,2), at
all points except some singularities. This is Theorem adapted from [51].

If (S,T,J) # (0,0,0), we conjecture that system admits no parameterization of any
order. We are not able to prove this conjecture, but

— we prove (Theorem that system admits no parameterization of order less
thanf] (3,4),

— we prove (Theorem that a parameterization of order (k, ) is always related to a
solution of a system of PDEs (QE,Z)’; ),

— since a solution of this system of PDEs is also sufficient to construct a parameterization
(Theorem , the conjecture can be entirely re-formulated in terms of this (very

compact) system of partial differential relation.

To the best of our knowledge, the most general result available up to date on the class of
systems studied here is in [51] : the control system associated to g and h is “(z, u)-dynamic
linearizable” if and only if S = T' = J = 0. See section [A 7] for the relation dynamic linearization
or flatness and Monge parameterizations. It turns out (Proposition that “(x, u)-dynamic
linearizability” in the sense of [51] implies existence of a parameterization of order (k,¢) with k
and ¢ no larger than 3; hence Theorem[A:4.3] recalled above, allows us to recover all the results

from that paper.

Section introduces this partial differential system (&, f) and proves that a “regular
solution” of this system induces a parameterization of order (k, £). Section is devoted to some
special constructions for the case where S =T = 0. The main results are stated in Section [A.4];
necessary conditions are stated in a more detailed locally, and proved, in Section[A-5] Section[A~6]
is devoted to proving that the partial differential system (QE,Z ’f) cannot have regular solutions
unless (k,£) < (3,4). Finally, Section says a word of how our results translates to flatness

instead of parameterization.

lin the sense of the order on orders of parameterizations described in Remark
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A.2 A system of partial differential equations

A.2.1 The equation (QE,Z”X) ; regular solutions

For k£ and ¢ some positive integers, we define a partial differential system in k + ¢ + 1
independent variables and one dependent variable, i.e. the unknown is one function of k +
£ + 1 variables. The dependent variable is denoted by p and the independent variables by
w, @, .., uP ) 2 w0, .., v, Note that, although the name of the variables may suggest
some “time-derivatives”, time is not a variable here and there is no relation between the inde-
pendent variables v and © for instance.

Denote by F the following differential operator of order 1 (vector field) in RFT#+1 with

coordinates the k£ + £ 4+ 1 independent variables mentioned above :

k—2 P -2 P
- (i+1)_“ (i+1)_Y
F = Z; u O] + ZO v RG] (A.14)

where the first sum is zero if k¥ < 1 and the second one is zero if £ < 1.
Let Q be an open connected subset of R* and v, § two real analytic functions Q — R such
that

Y4 # 0 (A.15)
(partial derivative of v with respect to its 4" argument, see end of section|A.1.1)) at every point

in Q. Consider the system of two partial differential equations and three inequations :

Puts-0 (Fpz = 6(2,0,pz, Paa)) = Dyute-v (Fp = (2,0, pa, paa)) =0, (a)
Pulh=1) Pgyt=1) — Pgye-1) Pyee-1) =0, (b)
(613,’5) Pyut-1 # 0, (c)
Dye— # 0, (d)
Y1+ Y2 Pz + V3 Pow + V4 Paww — 0 # 0. (e)
(A.16)

To any p satisfying these equations and inequations, we may associate two functions ¢ and

7, and a vector field F defined as follows :

Doyle—1) —Fp+~(z,p, Dz, Pox) 9 9
- _ 7 = , E= . A17
Pyk-1) ! Pye-1) gau(k_l) Qu=1 ( )

We also introduce a differential operator D defined as

k4+0—2

1 O
D=F+4r——0+ y_ altV
i=0

o - (A.18)

Ju—D

It involves the additional variables , ...,z =1 ie. it is a vector field in R2**2¢ rather than

k—1 £—1
)z, oD

R¥+4+1 however, D will only be applied (recursively) to functions of u, . . . ,ul
(see D'p below), and the result is a polynomial in %, ... , k=1 with coefficients depending

onu,...,u* D z o .. 01D Such expressions are used to define “regular” solutions :



136 Parameterization of control systems of dimension 3 with 2 controls

Definition A.2.1 (Regular solutions of (@,;’,’; )) A regular solution of system (QE,Z,’;) is a real
analytic function p : O — R, with O a connected open subset of RET¢+1 such that the image
of O by (x,p, Pz, Paz) 18 contained in Q, a,b) are identically satisfied on O, the left-hand
sides of c, d,e) are not identically zero, and, for at least one integer K € {1,... k+£—2},

EDXp+#0 (A.19)

(not identically zero, as a function of u,. .. kD g oD g 2K on O x RX).

We call it K-regular if K is the smallest such integer, i.e. if ED'p =0 for all i < K — 1.

Definition A.2.2 We say that system (&, ’f) admits a regular (resp. K-regular) solution so-
mewhere in () if there exists at least an open connected O C RF¥H1 and a regular (resp.

K -regular) solution p: O — R.

Remark 3 It is easily seen that p is solution of (QE,Z’?) if and only if there exists o and T such

that (p, o, T) is a solution of

Fp+7_pu(k—1) :’Y(xapapzvprz) EPZO, Oz :0,

(A.20)
Fp, + TPy u(k—1) = 5(%1?,103571%1) Put-1) 0, 7, #0, 0 #0

Indeed, does imply the above relations with o and T given by ; mn particular,
7. # 0 is equivalent to (e) and o # 0 to (d); conversely, eliminating o and T in , one

recovers ((’3,3’@5 ). Note also that any solution of the above equations and inequations satisfies
Dpy = h(x,p, pe, Dp — pat) + g(2, p, pe, Dp — pat)d (A.21)

where g and h are related to vy and § by and .

A.2.2 The relation with parameterizations

Let us now explain the link between solutions of this system of PDEs and parameterizations

of system 1} Consider a solution p: O — R of (QE,Z”ES ). We saw in remark [3[ that 1 e) is

equivalent to 7, # 0; let (ug --- U((f’l))

be a point in O such that
Tz (Ugy - - ,u(()kfl), 0,00, . - - ,v((f*l)) #0. (A.22)
: (k) ,(6) 2 : ; o _
Chose any pair (ugy ', vy ) € R* (for instance with vy’ = 0) such that

(k—1) (e—1)

uék) —a(um...,uékil),vow..,v(()zfl))v(()z) =T(Ugy .. Uy s T, V05 Vg ) - (A.23)
Then, the implicit function theorem provides a neighborhood V of (u, ... ,uék), Vo, - - - ,v((f)) in
R¥+£+2 and a real analytic map ¢ : V — R such that ¢(uo, ... ,u(()k), Vgy v ,v(()z)) = x¢9 and

(. uF Y pue o) o, oY = w®) g, u D w0 D) of(R24)
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identically on V. Two other maps V' — R may be defined by

w(u,...,u(k)7v7...,v(€)) = p(u7...,u(k_1)7cp(--~),u,...71)(@_1)), (A.25)
Xy u® o 0Oy = (. u Y () e, oY), (A.26)

From these ¢, 1 and x, one can define a map I' as in (A.10) that is a candidate for a
parameterization. We prove below that, if p is a regular solution of (Qf,z’f ), then it is indeed
a parameterization. This is true at least away from some singularities; the following lemma

describes them. It is proved in the appendix.

Lemma A.2.3 Let O be an open connected subset of R***1 and p : O — R be a K-regular
solution of system (@,Z’és ), see , Define the map m: O x RE — RE+2 py

pm(u. . .u(k_1)7x’ v v(é—l))
p(u e u(k_1)7q;7v e U(Z_l))

W(U"'U(k‘ilxm v...v(zfl) .'L'.'L’(K)) — Dp(u...u(kil),zfu...v(e*l)’:b)

) 7

_DKp(u . .u(kil)’x’fu . .'U(‘g*l)’:'r. . x(K))
(A.27)

There exist two non-negative integers ig < k and jo < € such that ig + jo = K + 2 and

det( or o o o > (A.28)

Oulk—io) 7" Py (k=1)7 y(l=jo) > """ Py(€—1)
is a nonzero real analytic function on O x RX.

We can now state precisely the announced sufficient condition. The interest of this result is

discussed in Remark [l

Theorem A.2.4 Let p: O — R, with O C RFHHL open, be a K-reqular solution of system
(Q‘S,;Y”f ), and ig, jo be given by Lemma . Then, the maps p,,x constructed above define a
parameterization I’ of system of order (k, ) (see Deﬁm'tion at any jet of solutions

(0, Y0, 20, Lo, - - - ,x((JK),y'O, . 7y(()K)) such that, for some ug, ... ,uék_l),v(h . ,v(()z_l),
(ug, ... ,u(k_l),xo,vo, . ,v(()é_l)) €0,
k— —
ZO:pm(u()a"'vué 1)7/007"'7/0(() U,.’EO), (A29)

y[()Z) = Dip(u(h-- -aug)kil)fu()a--'7UéZ71)ax0a-~-ax(()i)) 0 < i < K’

the left-hand sides of c,d,e) are all nonzero at (ug, . . . ,u(k_l),xo,vo, . ,v((,é_l)), and the

function EDXp and the determinant are nonzero at point (ug, . . . ,u(()k_l), Loy .- 7xéK)7 0,

..,Uééil)) €0 x RE .
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Proof : Let us prove that I" given by , with the maps ¢, 4, x constructed above,
satisfies the three points of Deﬁnition Differentiating with respect to u(¥) and v
yields @, 07z = 1, ¢,0yTz = —o, hence the point (0 # 0 from ) To prove point
let u(.),v(.) be arbitrary and z(.), y(.), 2(.) be defined by (A.10). Differentiating and
, taking u(®) from 7 one has, with F' given by ,

§(t) = Fp+ o () Ep+a(t) 2(t),  2(t) = Fpy + 0! () Epy + (1) paa

where the argument (u(t)...u =D (t), z(t),v(t)...v=D(t)) for Fp, Fp, Ep, Ep, and p,, is
omitted. Then, implies, again omitting the arguments of p,., 4(t) = v(x(t), y(¢), 2(t), Prz)+
z(t)z(t), and 2(t) = 6(x(t), y(t), 2(t), Pxx) + Pzt (t). The first equation yields p., = g(x(t),y(t),
2(t),y(t) — z(t)@(t)) with g related to v by (A.4)), and then the second one yields (A.1]), with h
related to § by . This proves point The rest of the proof is devoted to point

Let ¢t — (x(t),y(t),2(t)) be a solution of (A.I). We may consider I'(u,v) = (z,y,z) (see

(A.10)) as a system of three ordinary differential equations in two unknown functions w,v :

u®) —J(u,...,u(kfl),v,...,v(zfl))v(@ —'r(u,...,u(kfl),m,v,...,v(éfl)) = 0, (A.30)
p(u,...,u(kfl),x,v,...,U(efl)) = y,(A.31)
px(u,...,u(k_l),m,v,...,v(e_l)) = 2.(A.32)

Differentiating (A.31) K + 1 times, substituting u®) from (A.30), and using the fact that
ED'p =0 for i < K (see Definition [A.2.1]), we get

_dy
ot
vOt) EDEp (u(t),...,u* V@), v(t),... .0 D(@), 2(t),..., 250 1))

Dip(u(t), ..., u* V@), v(t),..., 0"V @), z(t),...,29()) (t), 1<i<K,(A.33)

3 3 dK‘Hy
+ DI (u(t), . u® D (@), 0(1), 0TI, 2(0), . 2V () = e (1) (A34)
Equations (A.31)-(A.32)-(A.33]) can be written -
Y
(. u Y oY g )Y = ] (A.35)
y )

with 7 given by (A.27). Since the determinant (A.28) is nonzero, the implicit function theo-
rem implies that (A.32)-(A.32)-(A.33) is, locally, equivalent to a system giving explicitly u(¥—%)

CuE pE=do) (1) as functions of w, . . ., w0 gy o pEdo=) g (KD gy ()

and z. Let us single out these giving the lowest order derivatives :

wlkb=io) = fl(y, . ab—1=io=1) g pUdo=1) g (KD oy g (D)), (A.36)
’U(f*jo) = f2(U7 e ,’u,(kiliioil)ava . 7U(Z7j071)ax; cee ax(K)a 25 Yy 7y(K)) '
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Let us prove that, provided that (z,y, 2) is a solution of , system (|A.36]) is equivalent to
(A.30)-(A.31)-(A.32), i.e. to I'(u,v) = (z,y, 2). It is obvious that any ¢ — (u(t), v(t), 2(¢), y(¢), z(t))
that satisfies , (A-30), (A-31)) and (A.32)) also satisfies , because these equations were
obtained from consequences of those. Conversely, let t — (u(t),v(t), z(t),y(t), 2(t)) be such that
and are satisfied ; differentiating and substituting each time Z from
and (u(k=%0) ¢(¢=7o)) from , one obtains

uk=totd) — fLicy  qk=t=io=1) o, g(=do=1) g p(E+D) 5oy E+)) e N,
p=dotd) = f20(y, ... k=100 o W0l g (KD oy y(BHD) e N
(A.37)

Now, substitute the values of u(®=%) . 4®) yE=jo) ® from (A.37) into (A.30), (A.31)
and ; either the obtained relations are identically satisfied, and hence it is true that
any solution of and also satisfies (A.30)-(A.31))-(A.32)), or one obtains at least one
relation of the form (we assume k < ¢; if not put K + k instead of K + ¢) :

R(u,... Jultbm1=io=) gy p=dom ) g (BEO oy y(KH)) =0.

This relation has been obtained (indirectly) by differentiating and combining (A.T)-(A-30)-
(A-31)-(A-32). This is absurd because (A.30)-(A-31)-(A.32)-(A-33)-(A-34) are the only inde-
pendent relations of order k, £ obtained by differentiating and combining?] (A.30)-(A.31)-(A.32)
because, on the one hand, since DX p # 0, differentiating more (A.34) and (A.30) will produce

higher order differential equations in which higher order derivatives cannot be eliminated, and

on the other hand, differentiating and substituting Z from , u®) from and
¢ from for i = 1 yields the trivial 0 = 0 because p is a solution of (@,z ’f ), see the proof
of point above.

We have now established that, for (z,y,2) a solution of , T(u,v) = (x,y, 2), is equi-
valent to . Using Cauchy Lipschitz theorem with continuous dependence on the parame-
ters, one can define a continuous map s : V — U mapping a (germ of) (z,y, z) to the unique
(germ of) solution of (A.36) with fixed initial condition (u,...,u(F=%=1 o . pl—jo=1) =
(ug, .- - ,u(()k*i‘)*l)7 Vg, . .. ,végfjofl)) s is then a continuous right inverse (or a section) of T, i.e.
I" o s = Id. This proves point ]

2 In other words, (A.30)-(A.31)-(A.32)-(A.33)-(A.34), as a system of ODEs in u and v, is formally
integrable(see e.g. |3, Chapter IX]). This means, for a systems of ODEs with independent variable ¢,

that no new independent equation of the same orders (k with respect to u and ¢ with respect to v) can
be obtained by differentiating with respect to ¢ (an arbitrary number of times) and combining these
equations. It is known [3, Chapter IX] that a sufficient condition is that this is true when differentiating
only once and the system allows one to express the highest order derivatives as functions of the others.
Formal integrability also means that, given any initial condition (u(0),...,u*(0),v(0),...,v“(0))

that satisfies these relations, there is a solution of the system of ODEs with these initial conditions.
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A.3 Remarks on the case where S =T = 0.

We need some special constructions for the case where S =T = 0.

Lemma A.3.1 Consider an open subset Q of R*, and g and h two smooth functions Q —
R, and assume that S and T, given by , are identically zero. Then, for any point
(20, Y0, 20, M) € Q such that g4(xo, Yo, 20, Ao) # 0, there exists

- an open set W C R® and an open interval I C R such that (zo, Yo, 20, o) €Y =W x I C Q,

- and seven smooth functions W — R denoted by a°, a', a2, I;O, lA)l, &, ¢! such that

a® (gaaha —haaga) N2+ (2hags —hgaa)\—2hgs
—2(ga,aha —haaga)) N+ hgaa—2hsga

94,4 hy — h4,4 94
Rank =1 (A.38)
(—9914+29*) X —2gg4

G944 — 294>
—ga4X— 204

94,4

(this means that the first column is proportional to the second one, that cannot be zero for
gs#0). Then, & + &N #0 on Q, elp0 — p1e0 #£0 on W, and, for all x,y,z, X in €,

- . (CC Y,z )+ (m,y,Z))\
9(x,y, 2, \) = Oz, y,2) + e (a5, )N (A.39)
0 (,y,2) + &' (2,9, D)X + @(2,y, 2)N”
VA S TR P

Proof : By differentiating, one checks that the ratios between the elements of the second
column in (A.38) do not depend on A. Chosen as follows, the functions é, b, a' therefore do
not depend on A :

= (ha — gahas/92.4) N> + (2hs g1 /ga.a — h) X —2h ga/ga 4,
a' = —2(hs — gahaa/gaa) N+ h—2hygs/ga4,

if 94,4 7& Oa &2 — h4 — g4 h474 /g4,4’

) ) A.40
W= (—g+294%/914) X\ — 2994 /9a4, b =9—294%/ga4, ( )

= —X—2g4/gs4, & =1
a® = %h4,4 A2 — hg A+ h, al= —haa A+ hy, a? = %h474,

if g44 =0, A A
b0:794)\+gv bl:g47 60:13 61:0

The relation (A.39)) is a simple consequence of (A.38) or (A.40). B
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To analyze further the case of systems for which S = T = 0, let us assume that g and h
take the form (A.39)). Then define the differential forms in the three variables z,y, z :

Ol =dy—zdz, @®=b'de+a*e' —é'dz, @°=0"de+a'e! —dea. (A.41)
Denoting by & the point of coordinates x,y, z, equation (A.1]) can be written
(@1,6)@% 6 + @ +a=0. (A42)

Note that @', @% and @ are differential forms in the variables z,y, z only, but, from (A.38]),
@? is proportional to w defined in (A.11)), i.e. there is a functions k # 0, of the four variables
z,¥, 2, A\, such thaﬂ w = k&? . Hence, from (A.12), assuming S = T = 0 one has

J=0 & dwAw=0 & do*Ad?*=0 . (A.43)

Theorem A.3.2 If S =T = J = 0, then system admits a parameterization of order
(1,2) at any (zo, Yo, 20, To, Yo, Lo, Ho) € ((AZ X ]RQ) \ F, where F C O x R? is closed with empty

interior.

This is a consequence of [51l Proposition 4.5], although orders of parameterizations are not
given in [5I]. For the sake of self-containednes, let us however give a short proof. Proof : From
Lemma system can be written as where, from (A.43), do? A &% = 0.
Since, in addition, @' and @? are linearly independent there is a (local) change of coordinates
(Z,9,%) = P(z,y, z) such that ©* = k' dZ and &' = k" (dy — 2dz) with &’ # 0 and k" # 0; in
these coordinates, with &, a, b, ¢ some smooth maps, k # 0, system reads

Z=r(2,9,2) 2N+ a(@, §,2) A+ b(F,§,2) & + c(F,7,2) with X\ =§— 23 .
In R* with coordinates Z, ¢, 2, &, define the vector fields X, Y, 2 as follows, and compute the
bracket [V, Z] :
0 0

V.5 = —n

0z

(1]

(a+ &kK) 9

0 0 0
X:. _— P [ _— y = —
m(a:erZ >+(bx+c) 0z’ 0z

a5 pz " Tt
Since k # 0, [Y,E] and Y are linearly independent. Let ¢ be a function of four variables
(&,7, 2, %) such that Yo = 0 and [Y,Z]p # 0; since Yo = 0, one has [Y,Z]p = YEp. Define

¢ (3,9, %,2,7) = X(3,9, %, %) + 2 Zp(2, 9, 2, ) -

Since Y=y is nonzero real analytic, this is a closed subset of W x R? with empty interior :

F={(&i,3i%) e WxR?, YX@(%,§,% %)+ i YEp(F,§,% &) =0} .

3 In fact, from (A.12), S = T = 0 means that the Lie derivative of w along 9/9\ is co-linear to w,
and this classically implies that w itself is collinear to a from in three variables x, y, 2z, the first integrals
of 9/0\.
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At any point (#,7,2, %, %) € (W X R2) \ﬁ, the map

(9,28 )= (&, 05,50, 9555, 5,F )
is a local diffeomorphism ; let its inverse be
(2w 0. d, 8 ) (& 08, @i, 55 ).

Let then F' be the set of (z,y,z,2,9,%,§) € Q x R? such that

(Pl (:177 y’ Z)’ Pz(x’ y? Z)’ Pg(z7 y7 Z)7 Pl (:177 y’ Z? i’? y)’ Pl (z7 y7 Z? i? y? i}’ :y) ) G F
where P! and P! are computed according to (A.1]). Then, in a neighborhood of any (o, yo, 2o, <0,
G0, 0, 4i0) € (Q x R2) \ F, a parameterization (A.10) of order (1,2) is provided by
(r,y,2) = P_l(va J(U,u,ﬂ,f},’ﬁ) ; X(v,uy,9,0)). B

Now, let us turn to the case where J is nonzero.

Proposition A.3.3 Assume that the functions g and h defining system are such that S
and T defined by or are identically zero on Q, but J is not, and let (zo, Yo, 20, No) €
Q be such that J(xo, Yo, 20, Ao) # 0.

There exists an open set W C R® and an open interval I C R such that (x0,%0, 20, \o) €
Q=W x I CSQ, asmooth diffeomorphism P from W to P(W) C R3 and siz smooth functions
P(W) — R denoted k, a, B, a, b, ¢ such that, with the change of coordinates (Z,y,2) =

P(x,y,2), system reads

z=r(5,9,2) (y — (%, 9,2)2) (y - B(F,9,2) &) + a(Z,§,2) 2 +b(F,7,2) §+ c(F,7,2) (A.44)
and none of the functions k, o — 3, asz and B3 vanish on W.

Note that if no denominator appears in (A.39) (i.e. & =1 and &' = 0), then (A.39) is already
in the form 1) with ks = —&, a =2, 8 = Z+51/d2, a=0—alz, b=a', c=ad.
Proof :From Lemma/|A.3.1} g and h are given by (A.39). Let P!, P? be a pair of independent

first integrals of the vector field &' (3% + Za%) + 31% in the coordinates x,vy, z ; from (A.41])),
1

&', @2 span the annihilator of this vector field, and hence are linear combinations of dP! and
dP2. Possibly modifying P!, P2, the component on dP! of &! and &2 are nonzero, i.e. there
exists smooth function k', k2, f1, 2 such that &' = &’ (dP2 — ft dPl), k' #0,i=1,2. Now,
take for P2 any function such that dP'A dP?A dP? # 0. Decomposing &3, we get three smooth
functions p°, p', p? such that &* = p° (—dP®+ p' dP! + p*dP?).

From (A.41), &' A @2 Ae? = (b1e0 — 130&1) dz A dy A dz # 0 while, from the above
expressions, 0T AQ?AG3 = p¥ (f1 — f2) dP'A dP? A dP?; hence p® # 0 and f! — f2 # 0. Also,
implies dt A Q' #£ 0, implies d? A &% # 0, while, from the above expressions,
dot A @t = —(kH)2dPY A dP? A df? for i = 1,2; hence, recalling the above inequality,

P’ #0, fLl—f2#40, dP'AdAP?Adft, i=1,2. (A.45)
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Defining a change of coordinates ¥ = P'(z,y, 2),§ = P?(x,y,2),2 = P3(z,y, 2), with inverse
(z,y,2) = ¥(&,7,2), and six functions , o, 3,a, b, ¢ by :

kle
R = po

&0

O¢a a:f10¢7 ﬂ:f20¢7 a:plo¢a b:p201r/)7 Czﬁowa

equation (A.42) translates into (A.44) and (A.45) implies, since k' # Oand k? # 0, that k&,

o — B3, ag and (3 are nonzero. W

Equation (A.44), where o and [ play exactly the same role, is not really a particular case
of (A.1), but it would be with z instead of « or 5. Since a3 # 0 and 83 # 0,

(2,9,2) — A(Z,9,2) = (&,7,a(Z,7,2)) and (2,9,2) — B(%,7,%) = (2,9, (2,9, %)) (A.46)
define two local diffeomorphisms, both providing coordinates that turn to a system of
the form with h and g as in and ¢! = 0,8% = 1, but with different functions &’
and l;i; in both cases, ¢! = 0,¢° = 1). These two different possibilities for g and h yield two
possible sets of functions v and § —to be used in the differential system (@,Z ’és ), see —
computed according to and ; let us give their explicit expression :

w—m"(z,y, 2)

7 — ‘ 51 — 2,0 7,1 2,2, 2 - 1.2 A47
7(337y727w) ml71(x,y72) i n +n ’7+n fy ? Ze{ I’ } ( )

with (these are obtained from each other by interchanging « and f3) :
m'0 = (a1 +aas+ (a+ba)az)o A7, mh! = (kaz(a—F))o A7,
nt0=a30A7t) nll=(ag+baz)oAd™t, nl? =(kaz)oA™ !,

m20 = (B + BB+ (a+bB)PF3)o B, m?! =(kB3(3—a))oB™ !,
n*? =pB30B7", n*'=(Ba+bB3) 0 B7", n*?=(kf3) 0B,

(A.48)

A.4 Main results

The following theorem is central in this paper. The proof is very short because it relies on
local necessary conditions and sufficient conditions that are stated separately elsewhere. Since
the singularities are not the same for necessary and sufficient conditions, we do not give necessary
and sufficient conditions at a precise point ; but we use the “somewhere” as in Definitions
and

Theorem A.4.1 System admits a parameterization of order (k,f) somewhere in Q if
and only if

(i). either S=T =J =0 on Q (in this case, one can take (k,£) = (1,2)),
7). or S =T =0 on Q and one of the two systems 871’51 or 872’52 with %, 6° given by
kL ke

-, admits a regular solution somewhere in 0.
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(i3). or S and T are not both identically zero, and the system (@g’f) with v and ¢ defined
from g and h according to and admits a regular solution somewhere in Q.

Proof : Sufficiency : the parameterization is provided, away from an explicitly described set of
singularities, by Theorem if point [(1)| holds, and by Theorem if one of the two other
points holds. For necessity, assume that there is a parameterization of order (k,¢) at a point
(x,y,2,2,9,...,25) y@F)) in (ﬁ X RQL_Q)\F. From Theorems and it implies that
one of the three points holds. W

This theorem clearly gives some importance to the system of PDEs (QE,Z ’f ). Our conjecture
(Conjecture is that this system never has “regular solutions”, and this would imply the

Conjecture A.4.2 If dw Aw (or (S,T,J)) is not identically zero on Q, then system

does not admit a parameterization of any order at any point (jet of any order).

Remark 4 If our conjecture is correct, the systems (QEI;Y f) never have any regular solu-
tions, and the sufficiency part of Theorem (apart from case @[) s essentially void, and
s0 is Theorem[A.2.]} However, Conjecture is still a conjecture, and the interest of these
sufficient conditions is that they make the two conjecture —the above one on parameterizations
of system and Conjecture that only deals with a set of partial differential equalities
and inequalities— equivalent. For instance, if one comes up with a reqular solution of some of
these systems (Q‘S,Z”f ), this will yield a new class of systems that admit a parameterization, and

are probably flat.

We do have the following result, weaker than the conjecture because it is restricted to
“small” values of (k,#) (small in the sense of the order in remark |1} but still, the conjecture is

proved if k is 1 or 2 and ¢ arbitrary).

Theorem A.4.3 If system admits a parameterization of order (k,£), with k < ¢, at some
jet, then either S =T =J=0ork >3 and { > 4.

Proof : This is a simple consequence of Theorem and Proposition [ ]

Finally, note that the results of the present paper are sufficient to recover the results contai-

ned in the very technical paper [51]. The main result in that reference can be phrased :
“ (A.6) is (z, u)-dynamic linearizable (i.e. (x,u)-flat) if and only if S =T = J =07,

and the difficult part is to prove that S = T = J = 0 is necessary; in fact that proof is
very technical, and relies on some simplifications performed via computer algebra. From our
Proposition (z,u)-flatness implies existence of a parameterization of some order (k,/)
with £ < 3 and ¢ < 3. Hence Theorem does imply the above statement (provided that a
paramemetrization of order (1,2) for implies (z, u)-flatness for (A.6); this is elementary
seen the construction in the proof of Theorem .



Necessary conditions 145
A.5 Necessary conditions

A.5.1 The case where S and T are not both zero

The following lemma is needed to state the theorem.

Lemma A.5.1 If (S,T,J) # (0,0,0) and system admits a parameterization (v,¥,x) of

NONO

order (k,?) at point (xo,Yo, 20, - -, Ly ') € REEA3 then ¢, is a monzero real analytic

function.

Proof : Assume a parameterization where ¢ does not depend on u(*). Substituting in (A1)
yields

k+1

Since ¢ does not depend on u**+1) | differentiating twice with respect to w1 yields

X = Py (s + 91) , 0=y (has + g1.4) .

If ¢, was zero, then, from the first relation, x,mx would too, and this would contradict
point in Definition ; hence the second relation implies that h4 4 4 g4,4¢ is identically
zero. From point in the same definition, it implies that all solutions of satisfy the
relation : hy4(x,y, 2,9 — 2&) + gaa(2,y, 2,9 — 22)& = 0. From Lemma this implies that
ha4 and gy 4 are the zero function of four variables, and hence S =T = J = 0. This proves the

lemma. W

Theorem A.5.2 Assume that either S or T is not identically zero on S, and that system

admits a parameterization of order (k,¢) at X = (xo, Yo, 20, €0, Yo, - - - 7at:(()L),y[()L)) €O x R2L-2
with k, ¢, L some integers and p,1),x defined on U C RFHH2,
Then k > 1, £ > 1 and, for any point (uq, ... ,uék),vo, .. ,v(()[)) € U (not necessarily sent

to X by the parameterization) such that

P (k) (UO; v au(()k)vv07 LR 71}(()[)) 7é 07

there exists a neighborhood O of (ug, ... ,uék_l), o(ug - ’u(()é)) U0y - - - ,v(()é_l)) in RFHAHL and

a regular solution p : O — R of (G,l’f ), related to p,1,x by (fA.,%I), (TA,%I) and (TA,,%V, the
functions v and & being related to g and h by and .

Remark 5 From theorem if p is a K-regular solution (K < k+{—2), one can always
take L > K in the jet at which the parameterization is valid. In other word, the open set V of
germs of solutions in Deﬁmtion derives from V C Q x R2K-2,



146 Parameterization of control systems of dimension 3 with 2 controls

Proof : Assume that system (A.l) admits a parameterization (p,1,x) of order (k,¢) at

(20, Y05 20, Z0s Yoy - - - ,ZC(()L), y(()L)). Since ¢,,x) does not vanish, one can apply the inverse function

theorem to the map

(u,u,...,u(k),v,b,...,v“)) — (u,...,u(kfl),go(u,...,u( ,U,...,v(e)),v,...,v(f))

and define locally a function r of k + ¢ + 2 variables such that
o(u,a,..., u v, o, 7v(z)) =z < r(u,d,... kY g0, 71}(13)) =y (A.49)

Defining two functions p, ¢ by substitution of u*) in 4, x, the parameterization can be re-written

implicitly as

y :p(u”l.l/’_._’u(kil)"’lj,’v,/i],.'_”U(e)),
z=qu,i,..., u* Y 200, .. . 0v®), (A.50)
u® = r(u,d, .. D w0, 0®),
We now work with this form of the parameterization and u, w, . .., u*=V 2, &, %, ... v,0,...,00,
oD instead of w, i, ..., u® D wB) Dy o 0@ D

In order to simplify notations, we define (the vector field F is defined in (A.14)
P =Fp+rpye-n +0Ope-n + 0V, Q= Fq+rquu-1 + 0O + v Vg0 .

We shall prove later that £ > 1 and k > 1; until then, all terms involving £ — 1 or k — 1 are
assumed to be zero by convention. P and Q depend on u,,...,u* Y z v o,... v® D
but not on & ; Fp and Fq depend neither on & nor on v“*). When substituting in ,
using §y = P + @p, and 2 = Q + &q,, one obtains :

Q+iqy = h(z,p,q,\) + g(z,p,q, N with A =P +@(ps — q). (A.51)
Differentiating each side three times with respect to &, one obtains :

qe = (h4($7p, q, A) + g4(xap7 q, )\)I’) (pac - Q) + g(‘rap7 q, )‘)’ (A52)
0= (haa(z,p, ¢, N) + gra(z,p, ¢, \)E) (P2 — 0)* + 294(,p, ¢, N) (P2 — @), (A.53)
0= (haaa(2,p,q,\) + g1.4.4(x,p, 3, N)E) (pr — )* + 394.4(z, 0, ¢, N)(px — q)*.  (A.54)

Combining (A.53]) and (A.54) to cancel the first term in each equation, one obtains (see S and

T in (AT3)) -

(T(w,p, a,A\) + S(z,p,q, A)s’c) (p= —q)*> = 0. (A.55)

If T4 S was identically zero as a function of u, . .., u*=Y z v, ... v this would imply,
by Definition (point [(iD))), that all solutions (z(t), y(t), 2(t)) of (A1) satisty T(z,y, z,§ —
z&) + 2S(z,y, 2,9 — z&) = 0 identically ; this would imply that S and T are identically zero

functions of 4 variables, but we supposed the contrary. Hence g = p, .
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We first notice that this implies
A=P=Fp+rp,ae-1 + U(Z)p,l)(é—l) + U(“_l)pv(e) (A.56)
and that (A.52) yields p,. = g(z,p, ps, A), or, with ~ defined by (A.4),

A= (%, P, Po» Paz) - (A.57)

Since neither p nor Fp nor r depend on v+ these two equations yield Py = 0, ie. pis
a function of w,...,u* =V z v, ... v only. Then (A.56) and (A.57) imply (A.112) with
f = ~. Furthermore, r e # 0 because, from (A.49), r,« = 0 would imply ¢, = 0 and hence

contradict point of Definition We may then apply lemma (see appendix). If p
was a function of x only, then all solutions of should satisfy a relation y(t) = p(x(t)),

which is absurd from Lemma |A.1.1[; hence the (A.113) holds, this proves (A.16}c,d).
From (A.57), the left-hand side of (A.56) does not depend on v(®); hence, differentiating

both sides twice with respect to v¥) yields Ty Pyuk—1) = 0 since p,k-1 # 0, r must be
affine with respect to v, Let us call o and 7 the functions of u, ..., v =V 2z v, ..., 0¥ such
that

r =14 go® . (A.58)

Since p, ¢ = pa, A and ¢z = paa do not depend on v©), 1| implies that Q does not depend
on v® either ; with p, = ¢, and r given by (A.58), the expression of Q) i TP,y c—1) + Pyple—1)
while, from (A.56)), the expression of P, . Collecting this, one gets

OPuk—1) + Dyle—1) = OPgyti—1) + Pype—1) = 0 . (A.59)

Then, the expressions defining P and Q before yield, with r given by , P=X=
Fp+ mp,x-1 and Q = Fp, + Tpg—1). Both sides of are affine with respect to z,
hence it yields two relations : the coefficient of & yields and the constant term yields
Q = h(x,p,ps, A). Collecting this, we get

Fp - 7<xap7pa:7p$$) + Pyk—1)T = 07 Fpa: - 6<xapap$,pw$> + Pruk—1)T = Oa

with ¢ defined by ; eliminating 7, one gets a), while b) is obtained by elimi-
nating o in .

Now, to prove by contradiction K-regularity for some K < k-+/+ 1, assume that ED'p = 0
for 0 < i < k4 £. Then pg,p,..., Dty o a-+H=1) are 2k + 2¢ + 1 functions in
the 2k + 2¢ variables w, ..., u* =D o .. o@D gz . 2*+=1D At points where the Jacobian
matrix has constant rank, there is at least one nontrivial relation between them. From point
of Definition this would imply that all solutions of system satisfy this relation, say
R(z(t),y(t),...,y* =), 2(t),. .., =1 (t)) = 0, which is absurd from Lemma [ ]
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A.5.2 The case where S and T are zero

Again, we establish that, if J is not zero, any parameterization “derives from” a solution of
the system of PDEs ({A.16]). However, the situation is slightly more complicated : there are two
distinct (non equivalent) choices for v and d.

If J # 0, we saw, in section that possibly after a change of coordinates, system (|A.1]
can be written as , the we re-write here without the tildes :

2=k(y—az)(y—pz) + at+by+c, #0, a—F#0, g—j;ﬁo 2—5#0 (A.60)

and where &, a, 8, a, b, c are real analytic functions of three variables. We state the theorem for

this class of systems, because it is simpler to describe the two choices for v and 4.

Lemma A.5.3 If system admits a parameterization (p, 1, x) of order (k,¢) at a point,

then @, is a nonzero real analytic function.
Proof :After a change of coordinates (A.46[), use Lemma [

Theorem A.5.4 Let (0, Yo, 20) be a point where k, « — 3, ag and B3 are nonzero, and k, ¢, L
three integers. If system has a parameterization of order (k,f) at X = (xo, Yo, 20, To, Yo,
.,xéL), y(()L)) with ,1,x defined on U C R¥t42 then k > 1, £ > 1 and, for any point

(ug, ... ,uék), Uy .- ,v(()z)) € U (not necessarily sent to X by the parameterization) such that

P (k) (UOa e 7u(()k),v()7 e ,U(()z)) # 07

there exists a neighborhood O of (ug, . . . ,uék_l), o(ug -+ v(()é)) L, U0y - - 7@(()@—1)) in RFHAHL and a

reqular solution p : O — R of one of the two systems (5,32’51 ) or (5,{7;’62 ) with ~%, 6 given by

-, such that p,p, ¥, x are related by (A.24), (A.25) and (A.26)).

Remark [5] applies to this theorem in the same way as theorem
Proof : Like in the beginning of the proof of Theorem [A.5.2] a parameterization (¢, ), x) of
order (k, £) with ¢, # 0 yields an implicit form (A.50]). Substituting in (A.60]), one obtains an

identity between two polynomials in vtV and &. The coefficient of (v(“l))2 in the right-hand

side must be zero and this yields that p cannot depend on v(¥ ; the linear term in v**1) then

implies that ¢ does not depend on v either. To go further, let us define, as in the proof of

Theorem [A75.2]
P =Fp+rpye-n +vOpye-n, Q=Fq+rqu- +vOq e, (A.61)
with F' is defined in (|A.14)). The terms of degree 0, 1 and 2 with respect to & then yield

Q = k(x,p,q)P* + b(z,p,q)P + c(x,p, q)
4z = K(7,p,q) (2p2 — a(z,p,q) — B(x,p,q)) P+ a(z,p,q) + b(z,p, q)ps
0= (pm - a(x,p, q)) (pm - 6(x,pv q))
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From (A.60)), the factors in the third equation cannot both be zero. Let us assume

Pe —(x,p,q) =0, p—B(x,p,q) #0; (A.62)

for the other alternative, just interchange the roles of o and f in the sequel. The first and

second equations then yield

qz — a(l‘vpa q) - b(xapa Q)pw

P N H(l‘,p, q) (pz - ﬂ(xap7 q))

. Q=r(z,p,q)P* +b(z,p,q)P + c(z,p,q) .  (A.63)

Since a3 # 0, one can obtain from (A.62)), by the inverse function theorem, an expression

of q as a function of z, p and p, and hence of ¢, as a function of z, p, p, and p,,. Substituting

in yields P = f(z,p, Pz, Pza) for some smooth function f. Since P is given by 7
one may apply Lemma Like in the proof of Theorem [A75.2] we note that r,« = 0 would
imply ¢, = 0 and contradict point of Definition and also that it would be absurd
that p depend on z only because all solutions of would satisfy a relation y(t) = p(z(t))

(see Lemma ; hence (A.113)) holds.
From (A.63), P does not depend on v® . Since Pue-1 # 0, (A.61) then implies that 7 as-
sumes the form (A.58) with o and 7 some functions of the k+¢41 variables u, u, . . ., w1 g v,

0,...,v1 only. Since P and Q do not depend on v(¥), we must have (we added a third equa-
tion is a consequence of (A.62)) and the other two) :

OPy-1) +Pye-1y =0, 0quo-1) + G- =0, TPyut-1) + Prye-1) =0, (A.64)
and then P = Fp+ 1p, -1 and Q = Fq + 7q, -1 . Differentiating , we get
Pow = @1 + Q2py + @3Gz, Fpe + Tpguoe-1 = a2P +a3Q .
Substituting this in yields, with v and § given by ,
Fp+1pyo-n =@, 0,00, P2z) »  FPo + TPrue-1 = 6(%,D, Do, Paa) - (A.65)

Eliminating 7 between these two equations and then o between the first and last equations in

(A.64) yields the two relations (A.16fa,b).
For the proof of K-regularity with K < k+/¢+1and K < L + 1, see the end of the proof
of Theorem [A.5.2] above. B

A.6 On the solutions of system (@gf)

Conjecture A.6.1 For any real analytic functions v and 6 (with v4 # 0), and any integers
k, 0, the partial differential system (QE,Z’Z‘S) (see ) does not admit any reqular solution p.

System (&, ’f) is written in 1) ; for regular solutions, see Definitions and |A.2.2

We were not able to prove this for general integers k£ and ¢, but only if one of them is smaller
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than 3 or if £ = ¢ = 3. Since u and v play a symmetric role, there is no loss of generality in
assuming k < ¢ (i.e. naming u the variable that appears with the lesser maximum superscript).

The statement then takes the following form.

Proposition A.6.2 If system (@,;”f ), with k < ¢, admits a regular solution, then necessarily
k>3, >4 and the determinant

Py —1) Py k—2) Pyk-3)
Paute-1)  Pgyt=2)  Pruk-3) (A.66)

Prazut=1  Prguk-2)  Prgylk-3)

s a nonzero real analytic function.

Proof : This is an straightforward consequence of the four following lemmas. W

Lemma A.6.3 If p is a solution of system (QE,Z’?) and

B

(i). either it satisfies a relation of the type p, = a(x,p) with a a function of two variables,
(ii). or it satisfies a relation of the type g = a(x,p,p,) with a a function of three variables,

(iii). or it satisfies two relations of the type prox = (X, P, Pz, Paz) and
Fpuy + T0gpute—1) = V(2,0 Pry Daz ), With 1 and o two functions of four variables,

then it is such that ED'p = 0 for all i > 0 and hence it cannot be a regular solution of ((‘3,;“(5 ).

s

Proof : Point (1) implies point (2) because differentiating the relation p, = a(z, p) with respect
to z yields pgy = ag(z,p) + peay(x, p). Likewise, point (2) implies point (3) : differentiating
the relation p, . = oz, p,ps) with respect to x yields pros = au(x,p,pe) + Prp(x, D, pPa) +
Dzalp, (T, D, pg) while differentiating it along the vector field F' + 79/0u*~1) and using
yields Fpeg + Tpyyu—1) = V(2, D, Py Poa) (2,0, Pa) + 0(2, P, Doy Paw) p,, (2,0, Par)-

Let us prove that point (3) does imply the conclusion of the lemma. One has, from the two

relations in point (3), and (A.18]) and (A.20)),

Dp = 7($7papm7pzm) + ipz 3 Dpa: = 6(xapapzvpmz) + ftpmx s
Dpee = (2, D, P2y Paa) + T (2, Py Py Paar) -

This implies that ED'p = ED'p, = ED'p,, = 0 for all i > 0; indeed it is true for i = 0 and the
three formulas above allow one to go from i to i+1 (ED'z = Ex(® = 0 and ED'i = Ex(+1) =0
from the very definition of D and F). B

Dy (k—1) Dy(k—2)

Lemma A.6.4 Ifp is a solution of system (QE,Z"@‘;) and either k =1 or
' Pruk=1)  Pgy(k—2)
0, then around each point such that p, -1y # 0, there exists a function a of two variables such

that a relation p, = a(x,p) holds identically on a neighborhood of that point.
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Lemma A.6.5 Suppose that p is a solution of (@,Z’;) with

s

DPy(k—1) Dy (k—2)

L > k > 2 sy Pyk—1) 7é 0 ; 7& 0. (A67)

Prue—1)  Pgyk—2)

If either k = 2 or the determinant is identically zero, then, around any point where the
two quantities in are monzero, there exists a function « of three variables such that a
relation pg o = a(x,p,py) holds identically on a neighborhood of that point.

Lemma A.6.6 Let k = { = 3. For any solution p of (837’:’;s ), in a neighborhood of any point
where the determinant is monzero, there exists two functions o and v of four variables
such that Peey = (X, P, Pry Puz) ad FPry + TPppue—1) = V(T, D, Pry Pue) identically on a neigh-
borhood of that point.

In order to prove these three lemmas, let us introduce some notations and preliminaries.
First, with F' and E and 7 defined in (A.14) and (A.17)), define the vector fields

0

X:%, Y:F+TW (A.68)
X =[X,Y], Xo =[X1,Y], Ey, =[E)Y], E5 = [F»,Y]. (A.69)
Then obviously implies
Yp =92, p,pasPra),  YPr = (2,0, Prs D) - (A.70)
Also, since implies 7, # 0 and a simple computation yields
X1:Tm%, XzZ%%‘F('“)%? (A.T1)

these two vector fields are linearly independent. Then, since [ X, E] is zero, [X, X1] and [X, Es]
are collinear to 0/0u*~1) and [X1, X3], [Fa, X2], [X, E3] are linear combinations of 9/du*~—1)
and 9/0u*=2) (for [X, F], [X, F»] and [X, E3], we have used the fact that Xo = 0, see (A.20)),

one has
(X, X1] = AX1, [X1,Xa] = VX1 + N'Xs (A.72)
[X, E] = 0, [X, EQ] = /LXl 3 [X, Eg] = M/Xl + /,L//XQ 3 [EQ,XQ] = Z//Xl + V”XQ(A.’??))
for some functions A\, N, X/, ', /0" 0",

Proof :Proof of Lemma [A.6.4/From (A.16}c), y = p(u,...,u* D z v, ..., 0¢1) defines

local coordinates u, ... w2 y .z, v,..., 01, Composing p, by the inverse of this change of

coordinates, there is a function « of k + ¢ + 1 variables such that p, = a(u,..., uwk=2 p . x,
.., oY identically. If k > 2, differentiating with respect to both sides of this identity with
respect to u*~1) and u*~2) and using the determinant in the lemma implies that o does not

depend on its argument u*=2). To sum up, p and p, satisfy an identity

k—3)

pwza(u,...,u( ,p,x,v,...,v(é_l)),
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where the first list is empty if £ = 1 or k = 2. Now define two integers m < k—3 and n < £—2
as the smallest such that o depends on u,...,u"™ z,y,v,...,v(™, with the convention that
m < 0if k =1, k = 2, or @ depends on none of the variables u,...,u*=3) and n < 0 if «
depends on none of the variables v, ..., v¢=2). The lemma sates that m and n are both negative.
This is indeed true because, if one of them is non-negative, applying Y to both sides of the

above identity yields,

m n
Ype =0, Yp+ Y u™Va,m +> v ayq
i=0 i=0
where at least one of the sums is nonempty. Using , since prz = o +aay, one can replace
Yp with y(z,y, o, oy + ) and Yp, with 6(z, y, o, oy + ayy). Then, all terms of the above
equation depend on w,...,u™ z,y,v,...,v™ only except the last term of (at least) one of
the sums, that depends either on u(™*+1) or v("*1) so that the identity cannot hold identically
(by definition of these integers, a,,m) # 0 (resp. a,m) # 0) if m >0 (resp. n > 0)). A

Proof :Proof of Lemma |A.6.5From (A.67), one local coordinates (u, ..., u*=3) 2.y, 2, v,
o) by
y=0p(u,... D g ,v(é_l)), z=pg(u,... R g ,’U(Z_l)). (A.74)

In these coordinates, X and Y, defined in (A.68)) have the following expressions, with x and «

some functions to be studied further :

0 0 0
X = 24212 A.
8x+28y+aaz (A.75)
k—4 -1
0 1o} ) 0 ) o
_ - = v (i+1) _“Y (i+1) _~
Y = 78 +(5az +X8u(’“*3) +;u 0@ +;U ENO) (A.76)

where, in the expression of Y, the third term is zero if k¥ = 2, the fourth term (25;04 oo ) s

zero if k = 2 or k = 3, and the notations v and ¢ are slightly abusive :  stands for the function
(..., u*=3) gz y 20, 08D = g,y za(u, .., w3y 2o, 0ED))) and the
same for 6. With the same abuse of notations, (A.16le) reads

Xy—38#0. (A.77)

Since the inverse of the change of coordinates (|A.74]) is given by

w2 = x(u, . w2 oY) WD =y, BTy 2w, o),
and, in the original coordinates, (Uﬁ + ﬁ)u(k#) = %u(k_m = 8u(‘271)u(k_2) =0, see

(7). one has
Ex=Xx=X1x=0. (A.78)
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Then7 from "‘ ’

9 9
X, X1] = (X?y—-2X0-Ya) a% + (X?0 - XYa — Xi0) % : (A.80)

From these expressions and (A.72)), one has

Xy—§ X*vy-2X0+Ya

=0. (A.81)
Xé6—Ya X% —XYa-Xia

By definition of a, Xz = «. in the original coordinates, this translates into the identity
Doz = a(u, ..., u* =3 z pp,v, ... 711(5_1)). If k£ > 3, differentiating both sides with respect to
w1 4#=2) and u(*=3) we obtain that the determinant (A.66) is zero is and only if o does

(k=3) To sum up, under the assumptions of the lemma,

not depend on its argument u
a depends on w,...,u* ¥ z.y, z,0,..., 0D only (A.82)

with the convention that the first list is empty if kK =2 or k = 3.

Define two integers m, n as the smallest such that o depends on w, . .., u("™), 2, y, z,v, ..., 0™,
with the convention that m < 0 if m = 2 or o depends on none of the variables u, ..., u*=3)
and n < 0 if & depends on none of the variables v, ..., v, We have

m>0 = aum #0, n>0 = a,m #0. (A.83)

From (A.82) m is no larger that k — 4; hence y does not appear in the expression of Y :

m n

Ya = yay+d6a,+ Zu(”l)aum + Zv(”l)av(i) (A.84)

i=0 i=0

where the first (second) sum is empty if m (n) is negative. In (A.81)), all the terms depend
only on u,...,u™ z,y, zv,...,0 except Yo, XY and X;« that may depend on u("t1) if
m > 0 or on v+ if n, > 0.According to the above formula, these three expressions are, if they
depend on these variables, affine functions of u(™*1) and v("+1) with coefficients depending on
w, ..., ul™ x oy zv,..., 0" only, and the determinant in is then quadratic with respect

to u(™+1) and v(**1) ; the term of degree two comes from (Ya)?; it is :
1 n\?
(O‘u<m>u(m+ )+ oy myv ™t )> '

Then (A.81|implies that a,,m) and o, m) are identically zero. From (|A.83)), this implies that m
and n are negative, and by definition of these integers, this implies that « depends on (z,y, z)
only, yielding, in the original coordinates, an identity p,. = a(x,p,p,). B

Before proving Lemmal[A.6.6] we need to extract more information from the previous proof :
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Lemma A.6.7 Assume, as in Lemma that p is a solution of (@,Z”f) satisfying ,
but assume also that ¢ > k > 3 and the determinant is nonzero. Then [X, Es] = [X, E5] =

0.

Proof : Starting as in the proof of Lemma one does not obtain but, on the contrary,
since k > 3 and the determinant is nonzero, « is a function of wu,.. .,u(k’3),:z:,y,z,v,

.., v such that
k-3 #0 . (A.85)

Since Ep = Ep, = 0, one has, in these coordinates, £ = 8/81}“‘1), and the first equations in

(A.73) and (A.78) imply aye-1 = xye-1 = 0. (A.69) and (A.76) then yield Ey = §/0v(¢~2),

and

0
(X, Ba] = — ae—2) P

which implies, from the second relation in , the expression of X7 and the inequation
, that a2y, and p, and the bracket [X, Fs] are zero. This proves the first part of the
lemma; let us turn to [X, E3].

Computing Es5 from (A.69) and (A.76]) yields, since EF5 and X commute, and Xy = 0,
= Xp(-2) 6u(2_3) + 011((3_3) ,  [X, B3] = —(E3q) % . (A.86)
Let us examine equation . The only terms that depend on v*~2) are Yo, XY« and

Xja. Since Xy =0, we have

Es

Ya = xoauw-s + U(Z_Q)av(zfs) + O,
XYa = xXayw-3 + U(e_2)XOZU(273) + O,
Xia = —a, (X Oy (k—3) +’U(£_2)av<273)) + O,
where O denotes any function that depends on wu,...,u* 3 z v,z v,...,v¢ 3 only. Then,

with ¢ = x o e—3 + v a3, one has

X, - Xa, -
X¢= 220 by ith b = Xaye-s — aye-s —ou®Y (A.87)
Oy (k—3) Oy (k—3)
and equation (A.81) reads
C+0¢C—(Xy-08)bv*24+0 = 0. (A.88)
Differentiating with respect to X and using (A.87)) yields
Xa, k-
g Zutd o2y (2bv“*2) + (9) (+00?24+0 = 0.
Oy (k—3)
Then, eliminating ¢ between these two polynomials yields
1 O —(Xy=8)bo=D 4+ 0 0
0 1 O —(Xy=0)bov2 +0
27)20‘?;::" 2bv*=2 1+ 0 0v=2 1+ 0 0 =0
0 pRANCE] 2bo(t-2) 4+ O 02 40

o (k—3)
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((=2) . it must be

This resultant is a polynomial of degree at most three with respect to v
identically zero and its degree three coefficient is —4b3(X+ — §); hence b = 0. This implies,
from , that ¢ does not depend on v(*~2); but, considering , one has ( -2 =
Xp(e—2) Qy(k—3) + Que—3) = Eza. Hence Esa = 0, and this implies [X, E5] =0. B

Proof :Proof of Lemma The independent variables in (53?:’36) are u, u, i, T, v, v, V.

Since the determinant (A.66|) is nonzero, one defines local coordinates (z,y, z, w, v, v, ) by
y = p(u, 4,4, x,v,0,0), 2z=ps(u,a,i,z,0,0,0), W=Dpge(u,,i,z,v,0,0). (A.89)

In these coordinates, X and Y, defined in (A.68]), have the following expressions, with ¢ and «
some functions to be studied further :
0 0 0 0

_ 9,90, 90 90 A.

X 3x+zay+waz+aaw’ (A-90)
0 0 0 .0 .0

Vo= g 0 e T Tl (A-91)

Then, using, for short, the following notation I :

I = X7—6 #£0, (A.92)
one has
0 0 0
X1 = Fa—y—k(Xé—w)%%-(Xz/}—Ya)%, (A.93)
(X, X,] = (XI'—X&+4) 9 + (X2 - 2X¢ +Ya) 9 + (X% — XYa — Xi1a) 3{A.94)
oy 0z ow
Also,
0 0 0 0 0
EZ%, EQZ[El,Y]=¢ﬁ%+%, [X,EQ]:wi}&‘F(qu(k—l)—EQQ)%
but, from Lemma one has [X, Es] = 0, hence v = 0, E2 = /90 and a; = 0. Then
0 0 0 0] 0
E; = [%J/] = wo% t 355 (X, B3] = %& + (Xtpy — Eza) EE

but, from Lemma one has [X, F3] = 0, hence ¢, = 0, E3 = /0v and «, = 0. To sum

up,
E:%7 Eg:%, E3:%, (A.95)

a depends at most on (z,y, z,w) only and @ on (x,y, z, w,v).
Notation : until the end of this proof, O stands for any function of x,y, z, w only.
For instance, o = O.

The functions v and § also depend on x,y, z,w (they were functions of four variables to
begin with), and, since the vector field X involves only these variables, I', XT', X§, X2§ as well.
T X6 —1

From (A.72f), (A.93) and (A.94)), one has =0 . Hence
XT— X0+ X25-2X¢+Ya

Xy = %W L0y 4O (A.96)
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Then (A.93) yields
X1 = X{+9Xi+9°XE (A.97)

where X9, X! and X? are vector fields in the variables x,y, z, w only :

0 0 0 0 0 1 9
XV =r— — —, Xl=-= —, X?=_—_—" A.
1 8y+082+06w7 ! 8z+08w’ L7 9T dw (A.98)
Now define :
Y 9 0 P\ 0
= X -=— — - =] = A.
v LT ow 52 " © r)ow’ (A.99)
0 0 P2\ 0
= X{-¢°X] =T—+0_—- - =)= Al
Vv =YXy 8y+(96z+<0 21")811)’ (A.100)
so that
X1 =V —-yU (A.101)
and, from (A.91) and (A.97) one deduces the following expression of Xy = [X1,Y] :

Xo = (YY) U+ (X19) %ﬂpg L iwz (%,,8 +ol 08) + X3+ X9 (A.102)

22 dw 2T Oy 0z ow

where X4 and X§ are two vector fields in the variables x, v, 2, w only.

From this formula and 1) one has [Ey, X3] = (Yw)@ U = 1, U; hence, from the last
relation in , either 1, is identically zero or U is a linear combination of X; and X5. Let
us prove that, anyway, if U is a linear combination of X; and Xs, then v does not depend
on v. From , and , U and V are linearly independent and X; is a linear
combination of U and V' ; hence, if we assume, as we do now until the end of the proof, that U is
a linear combination of X; and X, then U,V is another basis for X, X5. Then, X5 and (from
the second relation in (A.72))) [U, V] must be linear combinations of U and V. From and

(A.100)),
X9 0 2 9 1 0
— — YO0 — W4+ W
r ow ¥ ow +9 +
where W' and W0 are two vector fields in the variables z,y, z, w only, and, finally, with Z' and
Z9 two other vector fields in the variables x, ¥, z, w only, one has, from (A.102)

[Ua V] =

r, 0 Yo O 0 0
— _ — 3w 2 (w7 il i 1 0
Xo = (YO)U ~T[UV] = ¢ 555 5+ <2Fay+032+08w)+w2 + 20,

This vector field, that does not involve any derivatives of 1, must also be a linear combination

of U and V. Now, computing the determinant with respect to 9/dy, 9/0z, d/0w, one has, from

(A.99), (A.100) and the above expression of Xo — (Yy))U —T'[U, V],
det (U, V, Xy — (Y)U —T[U,V]) = ;—“;w4+0¢3+0w2+0w+0:0 .

This polynomial of degree 4 with respect to 1 is nontrivial because, from (A.15), v, # 0; its
coeflicients depend on x,y, z, w only, hence v cannot depend on v. We have proved that both

« and ¥ depend on z,y, z, w only; this yields the identities in the lemma. W
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A.7 On flat outputs and differential flatness

Definition A.7.1 Let J be a non-negative integer. A pair A = (a,b) of real analytic functions
defined on a connected open subset U of Q x R27-2 ¢ R2/+3 45 g flat output of order J for
system at point X = (xo, Yo, 20, £0, Yo, - - - ,x(()L), y(()L)), with L > J if and only if there
exists a Monge parameterization of order (k,€) for some k and £ at this point X and, for U
and V possibly smaller than these given in Definition[A.1.2, one has the following property : a

germ (z(.),y(.), z(.),u(.),v(.)) €V X U satisfies if and only if it satisfies :

¥ u(t)vu(t)’ u(k)(t>7v(t)vv(t)> 71}(@ (t)) = x(t)
Y (u(t), u(t), uF) (1), v(t),0(t),...,v0@F) = y(t) (A.103)
x(u(t), a(t), ..., u® (@), v(t),0(t),. .., 00 (1)) 2(t)
u(t) = @ (0) 90), 2(0), 0), 3, 50), 50) .2 (0), 9(0) } o
(t) = a®(x(t), y(t), 2(t), (1), 9, E(), §i(t), ..., D (), y D (2))

System is called flat if and only if it admits a flat output of order J for some J € N.
We call a Monge parameterization endogenousﬂ if and only if there exists a flat output associated

to this parameterization as above.

The focus in this paper is on existence of a Monge parameterization, but flatness is just
slightly more restrictive : it means existence of a Monge parameterization of a special type, that
one could call, following th

In order to compare the results in the present paper with the results from [51] on flatness,
or dynamic linearizability, of , we shall need the following result, where the functions -~y
and ¢ in are supposed to be related to the functions g and h in according to
and .

Proposition A.7.2 If system is “(z,u)-dynamic linearizable” in the sense of [51)], then
admits a parameterization of order (k,£) with k <3 and ¢ < 3.

Proof : If system (A.6]) is “(z, u)-dynamic linearizable” in the sense of [51], then it admits a
flat output whose components are functions of &1, 2, €3 ¢4 w!, w?. In the coordinates of (A.1]),
this means existence of a flat output depending on z,y, z, A, &, A, i.e. a flat output of order 2,

but of a special kind : A(z,y, 2, 4,9, %,9) = a(x,y, 2, \, &, )\) Consider the map

a(z,y,z,\ , )\)
a(z,y, 2, \, &, \, &, \)
Q(z,y, 2, N, @, A, .23 AB)
a®(z,y, 2, \, &, PR ON A@)

(33,%2,/\,3':,/.\, - 7x(4),/\(4)) —

4 This terminology (endogenous vs. exogenous) is borrowed from the authors of [12} 43| ; it usually

qualifies feedbacks rather than parameterization, but the notion is exactly the same.
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Its Jacobian is 8 x 12, and has rank 8, but the 8 x 8 sub-matrix corresponding to derivatives
with respect to iAo,z @) has rank 4 only. Hence z, y, z, and A\ can be expressed as
functions of the components of a, &, d, a® | yielding a Monge parameterization of order at most
(3,3). 1

A.8 Proofs and lemma

This section is devoted to the following proof, and to stating and proving one lemma.

Proof :Proof of Lemma [A.2.3| For this proof only, the notation F; ; 0<i<k 0<
j < /) stands either for the following family of i + j vectors in REX+2 or for the corresponding
(K 4 2) x (i + j) matrix :

on or or or
‘E,j = (au(k_z)7.7 au(k_1)7 a’[}(é_])’ 7W> (A.IOB)

with the convention that if ¢ or j is zero the corresponding list is empty; F; ; depends on
wy . u®D oD 2D Let W, (1 < s < K +2) be the set of pairs (4,7) such
that i + j = s and the rank of F; ; is s at least at one point in O x RX i.e. one of the s x s
minors of F; ; is a nonzero real analytic function on O x RX. The lemma states that Wik 42
is nonempty ; in order to prove it by contradiction, suppose that Wi o = & and let s be the
smallest positive integer such that W, = @.

From (A.16}c), W contains (1,0), hence 2 < s < K +2 < k+ £+ 1. Take (7, j/) in W,_1;
Fir.j» has rank ¢’ + j’ (i.e. is made of ' + j" linearly independent vectors) on an open dense set
A C O x RE. Let the i1 < k and j; < £ be the largest such that Fi, ;o and Fy j, have rank
s —1 on A. On the one hand, since i’ + j' = s — 1 < k + £, one has either i < k or j/ < £. On
the other hand since W is empty, it contains neither (i’ + 1,5’) nor (¢, ' + 1) ; hence the rank
of Firy1,j is less than ¢/ + j' + 1 if ¢’ < k, and so is the rank of Fys jr4q if j <. To sum up,

i <k=i>i'+1, j<l=j>7+1

Now assume that (i1,j1) # (k,£) (the other case is treated later); possibly exchanging u

o o
? Buh—7 1)) Guf—d1) 2 " *

- . o on
and v, assume i; < k; all the vectors Sty - - - “s FulioTn are then

linear combinations of the vectors in F;: j/, while % is not :

Rank Fo o = i+ j,, (AIOG)
Rank .7:1‘1)]‘1 = 7 =+ j/, (A107)
0
Rank (&L(k—’]’;—l) s ﬂ/vjl) = 7;’ +j’ + 1 (A108)

on an open dense subset of O x R¥, that we still call A although it could be smaller. In a neigh-
borhood of any point in this set, one can, from (A.108), apply the inverse function theorem

and obtain, for an open  C RFHE+L 5 map Q — RY+'+1 that expresses ub—%) . k=1
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v(z’jl), v and w1 g functions of w, . . ., wF—11=2) ki) u(’“’i/’l), v,..., o=,
z,...,2%) and i’ 45’41 functions chosen among p,, p, Dp, . .., DXp (i’ 45’41 columns defining
an invertible minor in (67r/8u(k_i1_1) , .7-'1-/73-,)). Focusing on w*~1=1) one has
wk~ua- — B (u, R g (i) (R 1) (A.109)
v,. .. ,v“*jlfl),x, . ,:c(K),pm,p, . ,DKp)
where B is some smooth function of k + £ + 2K + 2 — ¢’ — j' variables and we have written all

the functions pg, p, Dp, ..., DE~1p although B really depends only on i’ + j’ + 1 of them.
Differentiating (A.109) with respect to u(k’i/), CoutkeD) v“*j/), ..., v one has, with

obvious matrix notation, (371? %—]j e aﬁ()TBﬂ;J Fir j» = 0, where the right-hand side is a line-
vector of dimension ' + j'; from (A.106)) and (A.107)), this implies that one also has
0B 0B 0B
= = ... | F, . =0, A.110
<apx 8p aDKlp) 1,J1 ( )

where the right-hand side is a now a bigger line-vector of dimension i; + j;. Differentiating

with respect to w*=i) . ok==1) (=) 5=i"=1) and using yields
that B does not depend on its arguments u(k_il),...,u(k_i/_l) and v(=71) ,v(z_j/_l). B
cannot depend on DXp either because ED¥p # 0 and all the other functions vanish on E,
then it cannot depend on z(5) either because () appears in no other argument, and

becomes
uk—i-1) — p (u, .. ,u(k_il_Q),v, .. ,v(g_jl_l),x, e ,x(K_l),pm,p, e 7DK_1p> .

Applying D, using (A.21) and substituting u*~**=1) from above, one gets, from some smooth
a,

wlkF=) = C’(u7 couFTnm2) g ) g 2D pp DKp) . (A.111)
empty if i1=k—2 empty if ji1=¢
Differentiating with respect to u(k_il), o ukD) U(Z_j,), oY yields
(gpc % a,froC:lp Fir j» = 0, the right-hand side being a line-vector of dimension 7’ + j'.

From (A.106)) and (A.107), 07 /0u*~*~1) is a linear combination of the columns of Fu 47, hence

one also has

(acao ac> L

dpe Op  ODK-1p) gulk—ir-1)

this means that the derivative of the right-hand side of with respect to uF~1=1) s
zero, but the derivative of the left-hand side is 1; hence (i1, j1) # (k,¢) is absurd.

Let us now examine the case where (i1,71) = (k,¢). Then the rank of Fj, is strictly

smaller than K + 2 at all points of O x R¥ (and equal to s — 1 < K + 2 on some open dense

subset of it). Around a point in this set, there is at least one function R (in fact K +2 — s

independent such functions) such that a non-trivial relation R(p,p,..., DXp,z,...,z(5)) =0
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holds and the partial derivative of R with respect to at least one of its K + 2 first arguments is
nonzero. Applying F to this relation, since p is K-regular, and, from , Dp, is a function
of py,p, Dp, x, &, we get that R does not depend on D¥p, and hence does not depend on z*)
either... applying ED, FD? and so on, we get finally a relation R(p,,p,z) = 0 with (R,,, R,) #
(0,0). Differentiating with respect to u*~1), one obtains R, ppy—1y + Rpp,e-1 = 0; hence,
from the first relation in c)7 R, # 0, and the relation R(ps,p,x) = 0 implies, in a
neighborhood of almost any point, p, = f(p, z) for some smooth function f. From Lemma
this would contradict the fact that the solution p is K-regular. W

Lemma A.8.1 Letp be a smooth function of u, ..., u* =D z v, ... vV r asmooth function
of u, ..., u* =V z v, ... 0O withr, e #0, and f a smooth function of four variables such that
k—2 -1
Z wp 6 4+ rpye-n + Z vy = f(x, Py ey Paz) (A.112)
i=0 i=0

where, by convention, Tp,x-1) s zero if k = 0 and the first (resp. last) sum is zero if k < 1

(resp. £ = 0). Then either p depends on x only or
k 2 1, EZ ]., Dy (k—1) 750, DPye—1) 7&0 (A].13)

Proof : Let m < k—1 and n < ¢ — 1 be the smallest integers such that p depends on
w,...,u™ z v, ... 0 if p depends on none of the variables w, ..., uF~1 (orwv,... ,v(e’l)),
take m < 0 (or n < 0). Then p,m) # 0 if m > 0 and p,m) # 0 if n > 0.

The lemma states that either m and n are both negative or k > 1, £ > 1 and (m,n) =
(k—1,¢—1). This is indeed true :
-ifm=k—1and k > 1thenn=/¢—1and ¢ > 1 because if not, differentiating both sides in
(A.112) with respect to v would yield 7, p, -1 = 0, but the lemma assumes that 7, # 0,
-ifm<k—lorm=0, becomes : " ulVp iy + 50 0 Yp 6y = f(,p, Dy Pas) ;
if m > 0, differentiating with respect to w(m+1) yields p,my = 0 and if n > 0, differentiating

with respect to u("+1) yields Pyny = 0; hence m and n must both be negative. W
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A translation of the David Hilbert’s article Uber den Begriff der Klasse
von Differentialgleichungen made by Ales Janka and David Avanessoff and
Daniel Robertz (2004).

We are going to concentrate our research on a differential equation of two functions

y and z of one variable x. The differential equation has the form

dam d m
F(G, . Ey S, 2 20) =0 (B.1)

daz™> ? dx

and we suppose that this differential equation was neither obtained by one (or multiple)
differentiation of an equation of the same form and of lower order, nor by their linear
combination.

Now, we set

oy Ay & dz d?
= go(xayadigvdmgw"a 7d7§-7dx§7"')7
L, dy A2 dz d?
77 = ¢(x7yaﬁ)dxga"'7zaéadxgv"')7 (BZ)
_ Ly Ay APy dz d?
C - X(x7y7%>dmZa"'721£7dx§7"')a

where the variable  and the functions y and z appear as arguments together with their

derivatives up to certain order, and express

dy _ T &Py _ @t gt
€ gp A (@2
d _ K e EIE-RGE
e e A (®2

as functions of z and y and z and their respective derivatives. Then in general (when
the functions ¢, ¥, x do not satisfy any particular constraint), one can obtain from
(B.2), by using (B.1]), expressions for the parameters z, y, z as functions of £ and n and

¢ as well as their derivatives w.r.t. £ as follows :

dn d? d¢ d2
x:9(5;777?27#7"'7(7?27@7'")7

dn d? d¢ d?
y:h(g;nad;gadg?)"'?Cadigvdggv"')a (B3)

dn d? d¢ d?
Z:k(f;nadigadé?v“‘)(ad*gadgg’-");

thereby (B.1) is transformed into a differential equation for the functions 1, ¢ of £ of

the form :

dv d dr d
DG, B, T 506 =0, (B.4)

About this transformation (B.2)), resp. (B.3), we say that it transforms the differential
equations (B.1) to (B.4) and back in an invertible integral-less way ; all differential
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equations which can be transformed from in an invertible and integral-less way to
are comprised into one class of differential equations.

The introduced notion of “invertible and integral-less transformation” and the notion
of the “class” is an analogue, in the theory of differential relations of two functions y(x)
and z(x), to the notions of the Riemann one-to-one (birational) transformation and the
Riemann notion of a class of algebraic equations within the theory of algebraic functions
of one variable.

Now, on the other hand, we set

x = p(t,w,wy,...,w),
Y= w(tuwuwla .. 'awT)v (B5)
z = x(t,w,wy,...,w),

where the functions ¢, 1 and x are not of that special kind, where they depend only on
one connection of their arguments ¢, wi, ..., w,. Here by w we mean some arbitrary
function of a variable ¢ and denote by

dw d'w
a’ T

w1 =

its derivatives w.r.t. t. We set

dy _ ¥ Py Y

de — ' dx? T / L B
dz _ X Pz _ XX (B.6)
dx 90/’ dIQ SO/Q ) MR |

where
¢ =2 — o wipy + Wapuy et W1 Puy s

Y =W = gy b wi e + wrthe, o W1,

and where by the quantities with indices wp we mean their derivatives w.r.t. wg. If,
after the substitution from and , the differential equation holds for
any function w(t), i.e. identically in ¢, w, wy, ..., w,, then we say that the differential
equation has an integral-less resolution . It shows up, that the following
Proposition holds : “All integral-lessly soluable differential equations build one and only
one class of differential equations”.

By Monge, the differential equations of first order in the form (ie. n = 1,
m = 1) are integral-lessly soluable; then by our general assumption, all differential

equations of first order must be invertibly integral-lessly transformable into each other.
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Actually, by Monge, one can find for any arbitrary differential equation of first order
d
Fla,y,z % %) =0 (B.7)

a function J(z,y,z,£) of the variables x, y, z and of one parameter £, such that the
differential equation (B.7)) can be obtained by eliminating the parameter £ from the

equations
0J &]@ OJQ 0, (B.8)

0z oyds  0zdz
0%J 0%J dy 0%J dz

9208 " OyoEdn T 9z0Edn (B.9)
Now, let us set
J(@,y,2,§) = n, (B.10)
8*](%2/7 275) _
76{ = (, (B.11)

and let us calculate from (B.8§]), (B.10)), and (B.11]) the quantities &, n, ¢ as functions of

dy dz
z,y, z, &, . Then

dn_dJ_<8J J dy 8sz>dx 01 _0J _ .

dc ~df \oz " oydr " 0zds)dE "o~ 9E

By this means we have thus obtained a transformation of the differential equation (B.7))

to the special form
dn
¢
Moreover, this transformation is invertibly integral-less, because by differentiation of

(B.11)) and by taking into account (B.9), it follows that

I (x,y.2,€) _ d¢
-oe o dg

C.

(B.12)

and from (B.10]), (B.11)), (B.12)) one can thereupon express x, y and z as functions of ¢,

d
n, ¢ and d—g.

As an example one can consider the differential equation
dz  (dy 2
de  \dz) ’

J =&+ 2y + 2,

for which
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and thus one obtains, by the definition of the integral-less transformation and its inverse,

the equations :

n = §2x+2§y+z,

¢ = 26x+2y,

?Tg = 2z,

2o+ =,
E+% = 0.

The integral-lessly soluable differential equations correspond to the class of rationally
soluable equations of two variables in the theory of algebraic equations, i.e. to the
algebraic formation of genus zero.

In the sequel, I would like to prove that, in any case, among the equations of se-
cond order there are some which do not belong to the class of integral-lessly soluable
differential equations.

For this purpose we first examine a special differential equation

dz _ <d2?/>2 (B.13)

dx dz?
and we suppose, in contrast to our assumption, that this equation has an integral-less
resolution
x = p(t,w,wy,...,w),
y=v(t,w,wi,...,w), (B.14)
z = x(t,w,wy,...,w),

where, like in (B.5|), w is an arbitrary function of ¢t and where one sets

dw _d'w
prE RN wr—dtr.

w1 =

Further we denote, like before, the partial derivatives by their indices ¢, w, wi, wo,
...and define for any function k of ¢, w, w1, ws, ...the abbreviation

,  dk
K :$:Ht+wlnw+w2/€w1+~--.

Except in the case when one of the functions ¢, ¥ or x is constant, neither of the
expressions ¢’, 1)’ and x’ is identically zero in all its arguments.

From now on, let w, be the highest derivative of the arbitrary function w which
actually appears in the right hand side of the integral-less resolution , and accor-

dingly let the expressions ¢, , Y, , Xw, not be all identically zero in all their arguments.
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From (B.14) we find that
dr ¢ QO+ w1y + WP, + T W1 0w,
de ¢ o1+ WiPw + Wapuw, + -+ W1 Pw, | ’
and if we set for short
,l/}/
n= VR
¥
we have :
d2y N &, _ T Wy + Wa by + 0 A Wrp 1 flw, + Wr 2w,y (B.17)

dz? ¢’ Pt T W1Pw + W2Pw, + -+ Wrt1Puw,

Using (B.15)) and (B.17)), the equation (B.13)) must be identically satisfied in the para-

meters t, w, wi, ..., wyyro. However, as the left hand side in 3;7: does not contain the
parameter w2, the right hand side must not contain it either, i.e. the term % must

not contain w, o, herewith, it follows identically

HPw, 1 = 0,

i.e. p is independent of w, 1. From this fact it follows, due to (B.17)), that the parameter
% is a fully linear or linear rational function of w, 41 and by our substitution, the right
hand side of (B.13) is a quadratic rational function of w41, by which the left hand side
of (B.15) becomes a linear function in w,;. Thus both sides can only be identically
equal, when each of the two expressions

/ /
% and %
is independent of w,41. From (B.15)), (B.17]) we clearly have

/

X
Puwr 57 = Xwrs
/

SOwr% = Hawy»
and as p is also independent of w,;1 by the previous argument, we also have, due to
(IB.16]),

Pw, b= P, -
If one of the parameters ¢, Yw,, Xw, Was identically zero, due to that relation every

one of them would have to disappear identically, i.e. ¢, 1, and xy would be independent

of w,, which would contradict our original assumption.
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The relations we have developed above are expressed in the form

W

¥ - Y B.18
n= o (B.18)
/
% - %, (B.19)
Wy
/
%7: %ﬁ. (B.20)
Wy

If the functions ¢, ¥, x contained only the arguments ¢, w, then , would
imply the equations
Yrow — Yuwipr = 0,
XtPw — Xwpt = 0,
and because ¢,, # 0, the functions ¢, ¥, x would be of the special kind, where they
depend just on one connection of the arguments ¢, w — a case which has been excluded
right at the beginning.
Due to these considerations we may suppose in that the order of the highest
differential quotient is r > 1.
Using

x = @(t,w,wy,...,w,),

we calculate the parameter w, as a function of ¢, w, w1, ..., wy_1, x and substitute the
resulting expression for w, in ¥ and x. The functions obtained by this operation are
denoted by

flt,w,wy,...,we—1,z) and g(t,w,wi,..., Wr—1,).

Let us in the sequel always denote by = that both sides of an equation are identically

equal in t, w, wy, ..., wy, as soon as one substitutes x = . Thus, we surely have
V=7 (B.21)
and
X=g. (B.22)
Finally, let us abbreviate for any functiorﬂ koft,w, wy, ..., Wr_1, T

K = ki +wiky + woky, + -+ + Wik, -

'NdT : The ’ sign is not % in case of functions of ¢, w, w1, ..., wr—1, T but remains the %—derivation

in case of functions of t, w, w1, ..., wy.
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By differentiating (B.21) w.r.t. ¢ we get
W=+ foy

and by differentiation w.r.t. w, we have

wwr = fﬂ?(p'uh"
By means of (B.18)) it follows that
1= fa (B.23)
and
fr=o. (B.24)

Also, it follows from (B.23) by using (B.19) that

/

I

and

(f.) =0 (B.26)
and finally, by (B.20)), from (B.22)) we obtain

X/

a = Gz (B‘27)
and

J =0 (B.28)

Now, we differentiate w.r.t. w, to obtain
(fo) Pw, + fuw,_ =0,
from which, due to , it follows that
fuw,_, =0.

However, as f and thus also f,,._, do not explicitly contain the parameter w,, it follows

also that
fwal = 0
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identically in ¢, w, wq, ..., w,_1, x, i.e. f does not contain the parameter w,_; explicitly
either. Because of the last argument, f’ does not contain the parameter w, explicitly,
and thus it follows from (B.24)) necessarily that

ff=0
identically in t, w, wy, ..., w,_1, x, i.e.
ft Fwifu+wafuw, + -+ Fwr—1fuw, , =0.
From these equations, it follows in turn that
for =0, fu_s=0, ..., fu=0, fr=0

by which we see that f cannot explicitly contain any parameter ¢, w, w1, ..., w,_1, but

it depends only on .

From (B.17) and (B.25]) we see that

d2y

@ = f TT
and from (B.15) and (B-27)

dz

% = Gz;

Thus the studied differential equation (B.13) is transformed into

_ f£2 .
gw— xax)

this shows that also g, is merely a function of z alone and hence, it follows that
g=X+W,

where X depends only on z and W depends only on ¢, w, wy, ..., w,—1. From (B.28]),
it follows that
W' =0,

i.e. W is constant ; then also g depends only on .

Thereby we conclude that in any case ¢, ¥, x depend only on one connection of the
parameters t, w, wy, ..., w, — a result which has been excluded right from the begin-
ning. Our original assumption cannot therefore be satisfied and thus the Proposition is

proved :
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The differential equation of a second order

dz _ (dy\"
de  \ dz?
has no integral-less resolution.

This conclusion, used for a special differential equation (B.13]), is valid also for more

general differential equations

dz d’y dy
—=F|-—=,-= B.2
dx (dx2’ dx,y,z,x> ' (B.29)

. . . . . . 2
if Fis not a linear or linear rational function of 2732’.

2
If F is a linear rational function of 37%, it can be rewritten in the form

d?y

dz o735+
o= dgzi (B.30)
@z T

where «, 3, v are some functions of z, y, z, % and 2 must not be identically equal to

ay. Moreover, one may also suppose that 3 is not identically zero, because in the case

6 = 0 we should have a # 0; and if we replace in

d?y
dZ o ad.l‘z
— =7
de Th+y

the function y by y + 22, we get a differential equation of the same form (B.30) with
the term (§ being non-zero.
Now, let us perform on (B.30) a special transformation (of Legendre)

d d
£ = & r = 3
n o=z -y y = £%-n (B.31)
¢ = =z z = G

we then obtain a differential equation of the form

2
i dy o+ B

dg — dg? 14Ty’

where now «, (, 7 became functions of &, n, (, Z—g. Since B # 0, the numerator of
2
the right hand side is surely quadratic in %, and thus we conclude with respect to

our previous considerations that the differential equation (B.30) has no integral-less



171

resolution. Herewith, the differential equation can have an integral-less resolution
only if F is a fully linear function of %.

The formulae propose an example of a transformation which permits an
integral-less inversion without any consideration of the underlying differential equation.
Contrary to the invertible integral-less transformations treated up to now, such inver-
tible integral-less transformations, which can be used as in for all functions y(x),
z(x), or n(§), C(£), respectively, may be called the “unlimited invertible integral-less
transformations” ; they are the analogue of the fully invertible rational transformations
(of Cremona) of two variables in algebra.

By the fact that we have proved the existence of differential equations which do not
have an integral-less resolution, we have shown that there exists, besides the class of the
integral-lessly soluable differential equations, at least one different class of differential
equations. By an argument analogous to the one used in the existence proof of the
non integral-lessly soluable differential equations, one can prove that there is an infinite
number of mutually different classes of differential equations. Let us briefly sketch this.

We consider the two special differential equations

ac [\’

—=|— B.32

dg <d€2> (B.32)
and )

dz d3y

g S I B.

dx <daz3> (B-33)
The first one of them, as it has been shown before, is not integral-lessly soluable, and

if we consider in the other equation Z—Z as the unknown, it follows that it is also an

equation with no integral-less resolution. Then, we have still to prove that there is no

transformation of the type

JJ:@(fﬂ?ﬂllw--ﬂ?mO’
y:ﬂ)(f»%ma-“anrvO’
z=X(§,ﬁ,U1,--~777raC)

by which one could transform (B.32)) to (B.33)). Here, we abbreviate

_dn _d™n
771—d£, ceey T]r—dgr.
Now, let us denote in general
! dr 2
K = —= = K¢ + kny + T12Kn, + -+ Tlr4+-1Kn, + T K¢

dg
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then we get

~

dz

X
dy _ ¢ _
de a = H,
d*y 1
proRe A
d3y 4

If there exists any transformation which transforms (B.32)) to (B.33), then by (B.34])
and (B.35) the equality (B.33|) must be identically satisfied in

57 M -5 Mr43, Cv

from here, we easily conclude for r > 3 that the expressions

></ I//
VA H, v, v
¥ ¥

must be independent of 1,41, Nr42, Nr+3 and therefore the identities

/

(PW % = XW ’
Onb = Yn,,
PV = Mg

Prr Z:T// = Up

hold. From these identities we conclude in a completely analogous way as before the
impossibility of our assumptions. In the cases r = 1, r = 2 we need, in order to achieve
the same, one special trivial consideration. Hereby, the existence of at least three dif-
ferent classes has been ensured. It is obvious how this method can be used to give an
existence proof of arbitrary many classes of differential equations.

For a deeper and a more systematic study of differential equations of the form (B.1))
and the notion of classes, methods from variational calculus are required. The following
Definitions and notations seem to be particularly needed :

Any pair of functions y(z), z(z) satisfying the differential equation identically
in z, is called a solution of . If now the differential equation can be trans-
formed by a invertible integral-less transformation into the differential equation ,
then in general, the solution of the transformed equation corresponds via
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to a solution of the original equation . However, there may be some solutions of
(B.1)) which cannot be represented using , i.e., as we say, which are “omitted”. On
the other hand, let us call “discriminating solutions” such solutions of for which
the first variation vanishes. By an invertible integral-less transformation, discriminating
solutions are mapped (at least partially) again to discriminating solutions. We discover
the fundamental meaning of these general notions first in an example of a first order dif-
ferential equation (of Monge). It shows up, that all discriminating solutions of Monge’s
differential equation, and essentially only these, are the omitted solutions.

We want to prove this statement for the discriminating solutions of Monge’s diffe-

rential equation, more specifically we take an example of the special differential equation

dz dy 2

By setting to zero the first variation of the integral

dy 2
= -1 d

of Monge

we get a differential equation

d2
Y _y,
dax?
and thus (accordingly) the discriminating solutions of (B.36)) are as follows :
=ax+b,
Y (B.37)
2z =a’x + c,

where a, b, ¢ are constants.
The integral-less resolution of is as follows :
x = t2wy — 2tw; + 2w,
Y = twy — wy, (B.38)
Z = wy.
Let
y=f(z), z=g(x)
be a system of solutions of the differential equation . In order to express this
system by the formulae , it is necessary and sufficient to find one function w(t)

which satisfies the two differential equations

twtt — Wy = f(tzwtt — 2twt + 2w), (B39)
wy = g(t*wy — 2tw, + 2w) (B.40)



174 A point of view on a class of differential equations
and for which the expression
T = tzwtt — 2tw; + 2w

is not constant, which means

dz
i tPwi # 0,
Le.
Wittt 7& 0. <B41)
By differentiation of (B.39), (B.40) w.r.t. ¢, we obtain
twyr = wy f' (B.42)
way = wing, (B.43)
or by (B.41) there is
1 = tf, (B.44)
1 = t3. (B.45)

Now if f, ¢ is not one of the discriminating solutions (B.37)), then f’ is not constant
and thus we can transform (B.44)) by an inversion into

1
tzwtt —2tuwy + 2w =h (t) , (B46)

where h is a function of % which is not constant. This differential equation for w is
surely always soluable. Let w® be one of its particular solutions.
From it follows by
9=
that also is fulfilled, if we substitute w for w therein. Herewith , will

also be satisfied for w = w" and as these equations have arisen through differentiation
of (B.39), , we retain from there the existence of two constants A and B such

that
tw, —w) + A = f(t*wd, — 2tw) + 2u°), (B.47)
w) + B = g(t*w), — 2tw) + 2u°). (B.48)
Now, let us set

1
w :w0+§Bt2—At,
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so that these functions satisfy by (B.47)), (B.48) the differential equations (B.39), (B.40)).
Moreover, by (B.46)) we get an expression

2wy — 2twy + 2w = thSt — 2tw? + 2w’

which is not equal to a constant. Thus we have shown that our solution can be indeed
expressed by .

On the other hand, let f, g be a discriminating solution, as it was given by .
Then (B.39) is transformed into

twyy — wy = a(t*wy — 2twy + 2w) + b.
By differentiating w.r.t. ¢ we obtain
(t — at2)wttt =0

and so

wyy = 0,

i.e. our solution cannot be represented by . Hence the Proposition about the fact
that the discriminating solutions and only these are the omitted solutions is completely
proved.

To conclude with, we should note that Monge’s differential equation gives at the
same time an example which shows that the discriminating solutions do not possess
an invariant character for the integral-less transformation. We have seen before that all
differential equations of Monge can be transformed invertibly integral-lessly into
a special form p

=6
and the latter equation obviously does not possess any discriminating solution at all.

The presented case is completely coherent with the previous statement, that for Monge’s

differential equations all discriminating solutions are at the same time omitted solutions.
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Résumé

Dans cette thése, nous nous sommes intéressés a la possibilité de paramétrer toutes
les solutions d’un systéme de contréle ou systéme sous-déterminé par des formules dé-
pendant de fonctions arbitraires du temps et de leurs dérivées jusqu’a un certain ordre.
Aprés avoir lié cette problématique a la problématique plus connue en contréle de la re-
cherche de sorties plates, nous nous sommes intéressés a deux points de vue. Le premier
point de vue est une étude en petites dimensions qui nous ameéne & des conditions né-
cessaires et suffisantes pour paramétrer un systéme de controle en termes d’intégrabilité
d’un systéme d’équation aux dérivees partielles “simple”. Pour le deuxiéme point de vue
nous considérons des dimensions quelconques et nous présentons un outil pour ’étude
des sorties plates et des conditions nécessaires qu’elles vérifient. Un premier résultat est
I'integrabilité “trés formelle”, notion qui est définie au préalable, des équations vérifiées

par ces sorties plates.

Abstract

In this PhD thesis, we were interested in studying the possibility to parameterize all
solutions of a control system with formulas depending on arbitrary time functions and
the derivatives of said time functions up to some order. After having linked this work
with more known problem of finding flat outputs, we kept two point of views. The first
one is a study in small dimensions that leads us to necessary and sufficient conditions to
parameterize a control system in terms of integrability of a "simple" partial derivative
system. In the secnd point, for any dimension, we present a tool to study flat outputs and
the necessary conditions flat outputs verify. A first result is "very formal" integrability

property, explained in the text, of the equations verified by the flat outputs.

Theése préparée & 'INRIA Sophia Antipolis dans le projet APICS
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