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Physique statistique des surfaces aléatoires et combinatoire
bijective des cartes planaires

Résumé :

Les cartes sont des objets combinatoires apparaissant en physique comme discrétisation naturelle
des surfaces aléatoires employées pour la gravité quantique bidimensionnelle ou la théorie des
cordes, ainsi que dans les modeles de matrices. Apres rappel de ces relations, nous établissons
des correspondances entre diverses classes de cartes et d’arbres, autres objets combinatoires
de structure simple. Un premier intérét mathématique de ces constructions est de donner des
preuves bijectives, élémentaires et rigoureuses, de plusieurs résultats d’énumération de cartes.
Par ailleurs, nous accédons ainsi a une information fine sur la géométrie intrinseque des cartes,
conduisant a des résultats analytiques exacts grace a une propriété inattendue d’intégrabilité.
Nous abordons enfin la question de I'existence d’une limite continue universelle.

Mots-clés : gravité quantique, modeles de matrices, géométrie aléatoire, systemes intégrables,
combinatoire énumérative, théorie des graphes

Statistical physics of random surfaces and bijective combi-
natorics of planar maps

Abstract :

Maps are combinatorial objects arising in physics as the natural discretization of random surfaces
used in two-dimensional quantum gravity or string theory, as well as in matrix models. After
recalling these relations, we establish correspondences between various classes of maps and trees,
that are other combinatorial objects with a simple structure. A first mathematical outcome
of these constructions are bijective, elementary and rigorous proofs of several results in map
enumeration. Moreover, we access to some fine information on the intrinsic geometry of maps,
leading to analytical exact results thanks to an unexpected integrability property. Finally we
address the question of the existence of a universal continuum limit.

Keywords : quantum gravity, matrix models, random geometry, integrable systems, enumerative
combinatorics, graph theory
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Introduction

Un théme a l'origine de cette these est ’étude de la physique et de la géométrie des sur-
faces aléatoires. Par surface, nous entendons un objet géométrique de structure bidimensionnelle,
modélisant par exemple une interface entre phases fluides ou solides, ou bien une membrane bio-
logique. Cependant, dans ces situations, la surface apparait comme sous-partie d’un espace plus
grand, a trois dimensions. Ici, nous considérons plutét des surfaces abstraites, sans référence a
un espace environnant, et nous nous intéressons a leurs propriétés intrinseques (métriques). Nos
motivations proviennent de développements relativement récents de la physique théorique : la
gravité quantique et la théorie des cordes. Pour la premiere, la notion de géométrie aléatoire
apparait au croisement des intuitions d’Einstein (la gravité résulte de la géométrie intrinseque
de V'espace-temps) et de Feynman (I’évolution d’un systéme quantique correspond & une super-
position de toutes les trajectoires possibles). Pour la seconde, bien qu’une corde soit un objet
unidimensionnel, la trajectoire qu’elle balaie au cours du temps forme une surface, qui constitue
I’espace fondamental de la théorie.

La formalisation mathématique d’une surface est généralement, dans le continu, une variété
différentielle et plus particulierement une variété riemannienne. Cependant, la description du
caracteére aléatoire d’une surface continue est encore un sujet délicat. Une approche courante en
physique, que nous suivrons, consiste a passer plutot par une modélisation discrete, pour retrou-
ver in fine des résultats continus, universels, en s’intéressant a des propriétés a grande échelle
ol les détails microscopiques influent peu. Les objets mathématiques correspondant aux surfaces
aléatoires discretes sont connus en combinatoire sous le nom de cartes : de fagon informelle il
s’agit de graphes tracés sans croisement d’arétes sur une surface de référence fixée (la sphére ou
le plan dans le cas des cartes planaires), découpant celle-ci en faces. La structure de graphe est en
effet bien adaptée pour modéliser une géométrie discrete, en attribuant par exemple une méme
longueur-unité a chaque aréte. Cependant cette notion a elle seule ne suffit pas a représenter une
surface, car un graphe peut aussi bien modéliser une géométrie de dimension arbitraire (penser
en particulier aux réseaux réguliers & d dimensions). Le plongement dans une surface de référence
permet de pallier ce probleme, en définissant de fagon naturelle une unité discrete d’aire associée
aux faces.

Nous rejoignons ainsi la combinatoire, domaine a priori disjoint de la physique. Le lien entre
ces disciplines n’est toutefois pas nouveau : en effet I’étude des propriétés statistiques d’un modele
discret se ramene typiquement a un probléeme d’énumération. Ainsi, la notion de fonction de
partition en physique statistique est tres proche de celle de série génératrice en combinatoire.
Cette analogie est 'un des fils conducteurs de cette these : 8’1l fallait donner un qualificatif au
domaine de nos travaux, nous choisirions celui de physique statistique combinatoire.

11



12 INTRODUCTION

Un bref historique

Les cartes furent introduites dans les années 1960 par le mathématicien W.T. Tutte dans
sa fameuse série d’articles « A census of ... » [1, 2| 3, 4], qui jettent les bases de leur théorie
énumérative. La motivation principale était alors de prouver le célebre théoreme des quatre cou-
leurs (que l'on peut formuler ainsi : les faces de toute carte planaire peuvent étre coloriées a
I’aide de quatre couleurs, de telle sorte que deux faces adjacentes soient toujours de couleurs
différentes). Si cet objectif n’a pas été atteing® , i1 n’en reste pas moins que ’approche novatrice
et intuitive de Tutte a stimulé de nombreux développements en combinatoire : en effet la struc-
ture simple des cartes planaires se préte bien a une « décomposition récursive », se traduisant
immédiatement en un systéme d’équations satisfaites par leurs séries génératrices. Les tentatives
de résolution de ces équations, dites de Tutte, aboutirent a de nombreux résultats généraux en
théorie des séries génératrices : méthode quadratique, théoréemes d’élimination de variables ca-
talytiques..JE Parallelement, I’étude des cartes s’enrichit d’aspects algébriques et algorithmiques
via un codage naturel par des permutations?. Celui-ci aboutit aux premieres preuves bijectives
d’énumération de cartes par Cori et al [5, 6.

Le lien avec la physique vient, quant a lui, dans les années 1970, et — comme nombre d’avancées
en physique théorique voire généralement en recherche — de maniere inattendue, sans rapport
a priori avec I’étude des surfaces aléatoires. C’est en effet par la théorie quantique des champs,
domaine alors en pleine effervescence, que la connexion s’établit. Plus précisément, dans la chro-
modynamique quantique (QCD) & N couleurs? aussi nommée théorie de jauge ou de Yang-Mills
U(N), les « diagrammes de Feynman », qui représentent de maniére graphique et compacte les
différents termes intervenant dans le calcul des grandeurs physiques, possédent une structure
spéciale, les assimilant de notre point de vue aux cartes. En particulier, 't Hooft nota que lorsque
N devient grand, les diagrammes ayant une contribution prépondérante sont de topologie pla-
naire, les autres topologies apparaissant comme corrections successives [7]. Si cette remarque
eut un impact limité en QCD, l'application la plus importante de cette relation se fit dans le
sens inverse, c¢’est-a-dire que les méthodes de théorie des champs purent alors étre utilisées pour
Pénumération de cartes : par des techniques asymptotiques exploitant I'invariance U (), Brézin,
Itzykson, Parisi et Zuber parvinrent en 1978 & retrouver certaines formules de Tutte [8]. Cette
approche suscita un véritable engouement dans la communauté physicienne quelques années plus
tard, lorsqu’il fut enfin suggéré d’employer les diagrammes planaires comme modeles discrets de
surfaces aléatoires [9, 10, 11]. Si le cheminement parait aujourd’hui bien indirect, la méthode dite
des modeles de matrices, introduite par Brézin et al, fut cependant une étape essentielle, ame-
nant de multiples généralisations et permettant la solution exacte (i.e. le calcul de la fonction
de partition) de plusieurs modeles dont 'emblématique modele d’Ising sur surfaces aléatoires
(12, 13].

Le travail présenté dans cette these s’inscrit au confluent de ’approche des combinatoristes
et des physiciens, peu exploré jusqu’ici en raison de grandes différences de méthode et de ter-
minologie. Une grande part des résultats obtenus releve de la combinatoire bijective, consistant
a rechercher des codages (si possible biunivoques) des objets étudiés — ici les cartes — en termes
d’objets plus simples — notamment les arbres — dont I’énumération est facile. Comme mentionné
plus haut, la combinatoire bijective des cartes fut initiée par Cori et al en utilisant le codage
des cartes par des permutations. Cependant, le premier véritable développement du sujet vint
durant la theése de G. Schaeffer [14], qui parvient a retrouver plusieurs résultats de Tutte par des
constructions plus géométriques. Par rapport aux précédentes, 'approche bijective a de multiples

1Une preuve assistée par ordinateur fut trouvée quelques années plus tard par Appel et Haken [15)[16].
2Voir par exemple le livre de Goulden et Jackson [17], ou 'article [18] et références incluses.

3Cf. [19,]20] et références incluses.

4Qui se trouve étre pour N = 3 couleurs la description correcte des interactions fortes en physique des particules.
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avantages. En premier lieu, elle conduit a des preuves & la fois élémentaires et rigoureuses, toujours
satisfaisantes sur un plan esthétique. De plus, elle préserve une information fine sur la géométrie
des cartes, permettant d’en saisir certaines propriétés statiques de maniere analytique. Ces deux
points seront illustrés abondamment au cours de cette these. Enfin, elle possede d’intéressantes
applications en informatique, en fournissant des algorithmes efficaces de génération aléatoire. Ce
dernier sujet n’étant pas du ressort de ce mémoire, nous renvoyons le lecteur intéressé a la these
de G. Schaeffer, par exemple.

Organisation du mémoire

L’organisation du mémoire est la suivante. Afin d’introduire une fois pour toutes la termino-
logie nécessaire, nous commencons par donner ci-dessous les définitions de notions utilisées tout
au long de cette these, en particulier la notion méme de carte.

Le premier chapitre est consacré a la motivation de ce travail, le lien entre les cartes et la
physique théorique. Nous dégageons deux axes majeurs, certes intimement connectés : d’une
part a la section 1.1, la théorie des intégrales de matrices initiée par larticle « BIPZ » [8];
d’autre part & la section[1.2, la gravité quantique bidimensionnelle et son pendant, la mécanique
statistique sur surfaces dynamiques. Ces deux sections ne représentent pas un travail original,
mais cherchent a donner un apercu synthétique de thémes désormais classiques. Nos premiers
résultats propres viennent & la section[1.3] discutant des modeéles de particules dures sur cartes
aléatoires introduits dans la publication I. Cette derniere contient une discussion élaborée de
la riche physique de ces modeles, que nous ne reprendrons pas completement ici, puisque notre
propos est avant tout d’illustrer par un exemple concret les idées des sections précédentes.

Le second chapitre présente une hiérarchie de bijections entre familles de cartes planaires et
d’arbres, qualifiables généralement d’arbres bourgeonnants. Ces constructions s’apparentent a la
méthode de la conjugaison d’arbres de Schaeffer [14]. La construction primordiale de la section
2.1, que nous voulons la plus élémentaire possible, lui est empruntée. Les sections suivantes,
[2.2] 2.3, [2.4, vont par ordre croissant de généralité. Les constructions qui y sont présentées
donnent des preuves bijectives, rigoureuses, de résultats également dérivables par les modeles
de matrices (& savoir, successivement le modele & une matrice, le modele & deux matrices, et le
modele a trois matrices en chaine). Toutes tournent autour du concept unificateur de charge,
qui reflete combinatoirement les contraintes de degrés apparaissant dans la méthode de solution
des modeles de matrices par polyndmes (bi-)orthogonaux. Ce chapitre constitue une synthese
des publications II, III, IV, de l’article proche de Bousquet-Mélou et Schaeffer [21], ainsi que de
résultats non-publiés.

Le troisieme chapitre est dédié a un autre de type de bijections géométriques entre cartes
et arbres, qualifiables & présent d’arbres étiquetés. A nouveau, le premier exemple d’une telle
construction est notamment di & Schaeffer. Nous présentons & la section [3.1 une construction
analogue, reliant les triangulations eulériennes aux arbres trés bien étiquetés, et reprise de la
publication VII. La section 3.2 est consacrée & une généralisation, qui apparalt comme « duale »
de la section [2.3] Nous y introduisons une nouvelle famille d’arbres, baptisés mobiles dans ’ar-
ticle VIII. De facon générale, les arbres étiquetés ont I'intérét d’avoir une structure relativement
simple, familiere des probabilistes. Aussi ont-ils été repris dans de multiples travaux, et four-
nissent une transition naturelle vers le dernier chapitre.

Le quatrieme et dernier chapitre emploie les résultats des chapitres précédents pour 1’étude de
propriétés géométriques des cartes et surfaces aléatoires. De fagon intéressante et inattendue, la
statistique de la distance est liée aux systeémes intégrables. La section 4.1 discute de la notion de
fonction & deux points dans les théories de gravité quantique et reprend pour 'essentiel 'article
V. La section [4.2 donne la solution générale d’une équation discréte intégrable, liée au rayon
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des quadrangulations. Elle correspond & la publication VI. La section [4.3 propose enfin une
derniere application a ’étude de la statistique des quadrangulations infinies, comme discuté dans
I’article VII. Ce chapitre est une illustration, non exhaustive, des intéressantes applications de
nos constructions bijectives.

Définitions générales

Cette section sert a définir l'essentiel des notions de théorie des graphes et des cartes qui
seront utiles par la suite.

Graphes

Un graphe est habituellement défini par la donnée d’un ensemble de sommets, d’un ensemble
d’arétes, et des relations d’incidence, que I’'on peut voir comme une application qui a toute aréte
associe deux sommets, ses extrémités. Nous considérerons ici des graphes non-orientés, c’est-a-
dire qu’il n’y a pas de distinction entre les deux extrémités d’une aréte (pour une aréte orientée,
nous distinguons lorigine et Pextrémité de laréte). Nous permettons aussi a priori Iexistence
d’arétes multiples — plusieurs arétes ayant la méme paire d’extrémités — et de boucles — une aréte
ayant un méme sommet & ses deux extrémités —°.

Le degré (ou la valence) d’un sommet est le nombre d’arétes qui lui sont incidentes, avec
multiplicité (une boucle est comptée deux fois). Pour tout entier k£ > 3, un graphe est dit
k-valent (ou k-régulier) si chaque sommet a degré k. Pour k petit, nous parlons respectivement
de graphe trivalent, tétravalent, etc.

Plongements cellulaires

Un plongement d’un graphe dans une surface (supposée compacte, connexe, orientable et sans
bord) est une application qui envoie chaque sommet du graphe sur un point de la surface, et
chaque aréte sur un arc simple ouvert, de telle sorte que :

— les images d’éléments du graphe (sommets et arétes) différents sont deux a deux disjoints,

— les relations d’incidence sont préservées, i.e. les extrémités de I’arc image d’une aréte sont

les points images des extrémités de celle-ci.

Le complémentaire de I'image du graphe peut étre décomposé en ses composantes connexes,
appelées faces. La notion d’incidence se généralise naturellement : deux « éléments » d’un graphe
plongé (sommet, aréte ou face) sont dits incidents si l'un est inclus dans la frontiére de lautre.
Ainsi, une aréte est incidente & deux sommets (ses extrémités au sens du graphe sans plongement)
et & deux faces (une pour chaque « bord »). Comme les extrémités, les deux faces incidentes &
une aréte peuvent étre confondues, on parle alors d’aréte séparante (ou aussi isthme). La notion
de degré s’étend aux faces : le degré d’une face est le nombre d’arétes qui lui sont incidentes,
avec multiplicité (un isthme est compté deux fois).

Le plongement d’un graphe dans une surface est dit cellulaire s’il vérifie la propriété supplé-
mentaire suivante :

— chaque face est un domaine simplement connexe.

On parle aussi de décomposition cellulaire de la surface, car le plongement définit une partition
de celle-ci en O-cellules (les sommets), 1-cellules (les arétes) et 2-cellules (les faces). Notons que
I’existence d’un plongement cellulaire impose que le graphe plongé est connexe.

5Dans certaines terminologies, les graphes pouvant avoir des arétes multiples et des boucles sont appelés
multigraphes.
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Cartes

Q=B[N

(@) (b) (€) (d)

F1a. 1 — Identifications de représentations de cartes planaires. (a) et (b) différent par une simple
déformation du plan, (¢) est obtenu pour un autre choix de face externe : il s’agit de trois
représentations d’une méme carte planaire, dont les faces ont degrés 2, 3, 5. (d) correspond &
une carte planaire différente, de faces de degrés 3, 3, 4, bien que le graphe planaire sous-jacent
soit identique.

Nous pouvons alors identifier les plongements cellulaires ne différant que par une transforma-
tion continue (homéomorphisme) de la surface. Ceci définit une relation d’équivalence, dont les
classes sont les cartes. Les déformations continues préservent les sommets, les arétes, les faces,
les relations d’incidence et les degrés : toutes ces notions restent définies dans les cartes.

De plus, il est bien connu que les surfaces compactes, connexes, orientables et sans bord sont
complétement caractérisées a déformation continue pres par un entier positif g appelé genre. Cette
notion s’étend immédiatement aux cartes, puisque deux plongements cellulaires équivalents ont
des surfaces-cibles de méme genre. Le genre est 1ié a la caractéristique d’Euler x par :

X =2-2g. (1)

Toute carte satisfait la relation :

X = #{sommets} — #{arétes} + #{faces}. (2)

Lorsque le genre est nul, la surface est la sphere, et on parle alors de carte planaire. Toute carte
planaire peut étre représentée sans croisement d’arétes dans le plan, par exemple par projection
stéréographique en choisissant un point a 'infini dans 'une des faces, appelée face externe. La
figure 1/illustre les identifications possibles entre représentations de cartes planaires.

La notion de carte planaire differe légérement de celle de graphe planaire : un graphe (con-
nexe) est dit planaire s’il posséde un plongement dans la sphere; il se peut qu’il possede en fait
plusieurs plongements inéquivalents, comme dans I’exemple de la figure pg!

Ainsi, une carte posséde une structure plus riche qu'un graphe. Outre la notion de face, nous
voyons que l'ordre cyclique des (demi-)arétes autour d’un sommet importe. Une telle remarque
permet de définir un codage des cartes par permutation§7. Nous parlerons de graphe sous-jacent
a une carte, pour désigner le graphe obtenu en « oubliant » les faces.

Une carte est dite k-valente si le graphe sous-jacent est k-valent (tout sommet a degré k). En
particulier pour £ = 3,4 nous parlons respectivement de cartes trivalentes, tétravalentes. Si, au

6Un méme graphe peut également avoir des plongements cellulaires dans des surfaces inéquivalentes, comme
dans les deux derniers cas de la figure[1.3 du chapitre/1.
7On parle alors de cartes combinatoires, par opposition aux cartes topologiques introduites par notre approche.
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contraire, les contraintes de degré portent sur les faces, nous parlons de triangulations (toutes
les faces ont degré 3), quadrangulations (toutes les faces ont degré 4).

Définitions liées aux cartes

Une carte enracinée est une carte ot une aréte, la racine, est marquée et orientée. Ceci revient
a marquer un sommet (1'origine), et une aréte qui y est incidente. Une carte o1 seul un sommet est
marqué est dite pointée. La plupart des résultats connus en énumération des cartes portent sur les
cartes enracinées, car le choix d’une racine leve ’ambiguité liée aux possibles symétries internes
(ou automorphismes). Nous ne discuterons pas plus ici de ce sujet, nécessitant d’introduire les
notions de carte étiquetée et de carte non-étiquetée. Par convention, une carte enracinée sera
représentée dans le plan avec la face externe a gauche de la racine.

EEEAR L

F1G. 2 — Une carte planaire enracinée et sa carte duale.

Nous pouvons ensuite remarquer que, dans une carte, les sommets et les faces jouent un
role symétrique : il existe en effet une transformation de dualité qui a toute carte associe sa
carte duale. Cette transformation revient trés précisément a échanger les notions de sommet
et de face, en préservant les relations d’incidence. Une illustration est donnée & la figure [2. La
transformation de dualité est involutive, & ’orientation de la racine preés pour une carte enracinée.
Les cartes trivalentes sont les duales des triangulations, les cartes tétravalentes les duales des
quadrangulations, etc.

Définitions communes aux graphes et aux cartes

Un chemin sur un graphe ou une carte est une suite d’arétes orientées consécutives, c’est-
a-dire que chaque aréte recoit une orientation telle que l'extrémité d’une aréte est 'origine de
I’aréte suivante. La longueur d’un chemin est le nombre d’arétes qui le constituent, son origine
est l'origine de la premiere aréte, son extrémité est 'extrémité de la derniere aréte. Un cycle est
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un chemin fermé (i.e. son origine et son extrémité sont identiques) et simple (i.e. il ne passe pas
deux fois par le méme sommet).

Un graphe ou une carte est dit biparti(e) si chaque sommet peut étre colorié en noir ou en
blanc, de telle sorte que chaque aréte relie un sommet noir 2 un sommet blanc. Remarquons
qu’il est nécessaire et suffisant que tout cycle soit de longueur paire. Plus généralement, pour
tout entier k > 2, un graphe ou une carte est dit k-coloriable si chaque sommet peut étre colorié
d’une de k couleurs, de telle sorte que chaque aréte relie deux sommets de couleurs différentes.

Un graphe ou une carte est dit eulérien(ne) s’il existe un chemin eulérien, c’est-a-dire fermé et
empruntant chaque aréte exactement une fois®. Tl est nécessaire et suffisant que chaque sommet
soit de degré pair et, pour un graphe, que celui-ci soit connexe. Les cartes planaires biparties
sont les duales des cartes planaires eulériennes ; cette propriété n’est toutefois vraie qu’en genre
zéro.

Arbres

Un arbre est un graphe ne contenant pas de cycle. Un arbre plan est une carte ne contenant
pas de cycle, qui ne compte alors qu'une face et est nécessairement planaire.

Nous considérons ici essentiellement des arbres plans, la notion d’enracinement étant celle
des cartes (les dénominations sont ici trés ambigués, car « arbre enraciné » désigne souvent un
arbre non plan avec un sommet marqué). Un arbre planté est un arbre plan avec un sommet
marqué de degré un.

8Par contraste, un chemin hamiltonien est fermé et passe par chaque sommet exactement une fois.
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Chapitre 1

Les cartes en physique

Les cartes sont régulierement apparues en physique depuis les années 70, bien qu’étant ra-
rement nommées ainsi. En premier lieu, dans ’étude de la chromodynamique quantique & N
couleurs (ou théorie de jauge U(N)), 't Hooft [7] a remarqué que les diagrammes de Feynman
ayant une contribution dominante dans la limite N — oo sont les diagrammes planaires, identi-
fiables a des cartes planaires, tandis que le terme sous-dominant correspond aux cartes de genre 1,
etc. Ce développement est appelé développement topologique de ’t Hooft. De fagon surprenante,
il eut un impact marqué dans un domaine différent de son domaine originel, par 'article [8] fonda-
teur de Brézin, Itzykson, Parisi, Zuber (« BIPZ »). En effet, un champ de jauge U(N) se réduit,
lorsque la dimension d’espace est nulle, & une matrice de taille V. Ceci établit une connexion
entre les cartes et la théorie des matrices aléatoires, autre sujet intensément étudié. A Paide
de techniques asymptotiques, Brézin et al. purent obtenir de fagon exacte plusieurs résultats
d’énumération de cartes, retrouvant certaines formules de Tutte par une méthode radicalement
différente.

Parallelement, les triangulations aléatoires furent considérées comme possible discrétisation
des surfaces employées pour la gravité quantique bidimensionnelle : la littérature a ce sujet étant
abondante, nous citons ici les articles fondateurs de Kazakov [9], David [10], Ambjgrn, Durhuus
et Frohlich [11], la revue de Di Francesco, Ginsparg et Zinn-Justin [22] (donnant de nombreuses
autres références) ainsi que le livre de Ambjgrn, Durhuus et Jonsson [23]. Par une analogie bien
connue en physique théorique, cette étude peut étre traduite dans le langage de la mécanique sta-
tistique, en termes de modeles définis sur des surfaces fluctuantes. Les résultats exacts fournis par
les modeles (intégrales) de matrice furent alors largement utilisés, et les prédictions ainsi obte-
nues présentent un accord presque miraculeux avec I’approche continue par les théories conformes
couplées au champ de Liouville [24, 25, /26]. Citons en particulier la solution du modele d’Ising
sur les cartes tri- et tétravalentes, obtenue par Kazakov et Boulatov [12}[13], qui met en évidence
I’existence d’une transition de phase et d’un point critique comme sur réseau bidimensionnel
régulier. Par la suite, de nombreux autres modeles ont pu étre résolus, et leurs comportements
critiques classifiés, voir la revue [22]. Enfin, de surprenantes connexions furent découvertes avec
des sujets fondamentaux des mathématiques : citons les relations intimes entre modeles de ma-
trices et systémes différentiels intégrables [27, (28, 29, 30], et les applications inattendues de la
gravité quantique & I’étude du mouvement brownien [31,32], ou au probléme combinatoire de
Pénumération des méandres [33].

Ce chapitre est organisé de la fagon suivante. Nous commencgons par introduire les intégrales de
matrices, en présentant tout d’abord leur relation avec les cartes via la technique des diagrammes
de Feynman, puis en utilisant des arguments liés a la théorie des grandes matrices aléatoires pour
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en déduire la solution du modele a une matrice, correspondant au probléme de I’énumération
des cartes arbitraires pour des nombres prescrits de sommets de chaque degré (« selon les degrés
des sommets »). Quelques aspects des intégrales multimatricielles seront enfin évoqués. Nous
passerons ensuite a une présentation conceptuelle de la gravité quantique et de la physique
statistique des surfaces aléatoires, dans le but de motiver le passage a une théorie discrete ol
la surface est modélisée par une carte. Enfin, nous illustrerons ces différentes idées par une
application a I’étude des modeles de particules dures sur les cartes aléatoires, introduits dans la
publication I.

1.1 Intégrales de matrices

Dans cette section, nous présentons la relation unissant les cartes a la théorie des matrices
aléatoires. Plus précisément certaines intégrales portant sur une ou plusieurs matrices hermi-
tiennes peuvent se réexprimer via un développement en diagrammes de Feynman — technique
courante issue de la physique des particules — en terme de séries génératrices de cartes. Une
situation particulierement intéressante, dite limite planaire, est obtenue quand la taille des ma-
trices tend vers l'infini : les diagrammes ayant une contribution dominante dans le développement
asymptotique des quantités étudiées correspondent précisément aux cartes planaires. Cette re-
lation se révele en outre une méthode de calcul tres puissante, puisque dans de nombreux cas il
est possible d’exploiter les propriétés de symétrie des intégrales matricielles pour en déduire des
expressions explicites (souvent de nature algébrique).

Un avertissement est toutefois nécessaire : la plupart des intégrales, des développements
en série et des passages a la limite considérés ici auront un sens analytique mal défini, voire
présentent un caractere divergent. Nous n’aborderons pas ces problémes ici, car cette question
est relativement indépendante de 'application au comptage des cartes (notre approche pouvant
étre traduite en termes de manipulations de séries formelles), et nous souhaitons conserver une
présentation heuristique sachant que les prédictions obtenues sont prouvables par des approches
purement combinatoires, comme nous le verrons dans les chapitres|2 et 3.

La section est organisée comme suit : nous commengons par rappeler la technique du dévelop-
pement en diagrammes de Feynman pour les intégrales matricielles ; nous présentons ensuite la
solution du probleme dit modeéle a une matrice, lié au comptage des cartes arbitraires selon
les degrés des sommets; enfin nous discutons brievement de la généralisation aux intégrales
multimatricielles, dont un exemple explicite sera traité plus loin (objets durs sur cartes planaires).

1.1.1 Diagrammes de Feynman pour les intégrales matricielles
Modele gaussien, théoréeme de Wick

Le développement en diagrammes de Feynman est, de fagon générale, une méthode systé-
matique de développement d’une intégrale a plusieurs parametres autour d’un point « gaus-
sien ». Dans le cas des intégrales matricielles, nous considérons donc tout d’abord une matrice
hermitienne aléatoire M de taille N, distribuée selon une densité gaussienne proportionnelle &
e~ (A/2)Tr M? (modéle gaussien). Plus précisément, la mesure gaussienne s’écrit :

N~LemA/2TMpyy (L.1)

ol A est un parametre arbitraire, N un facteur de normalisation ou fonction de partition, et DM
est la mesure de Lebesgue (invariante par translation) sur I’espace des matrices hermitiennes de
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taille N :
DM = [ dM;; [ | dM;;dM;;, (1.2)
i i<j
qui n’est autre que la mesure-produit sur les éléments de matrice indépendants de M. Notons
que la mesure de Lebesgue, ainsi que la mesure gaussienne (1.1), sont invariantes par conjugaison
par une matrice unitaire, c’est-a-dire par la transformation :

M — QMQ ™, Qe U(N). (1.3)

Cette invariance sera véritablement exploitée plus loin. En attendant, un calcul simple montre
que la fonction de partition est :

9 NZ%/2
N = /e*WQWMQDM = (”) (1.4)
A
tandis que la valeur moyenne du produit (ou corrélation) de deux éléments de matrice M;;, My,
est :
2T M2 N r AL DM 8406
(Mij My) = Je e =R (1.5)

N A

On peut alors exprimer les corrélations d’un nombre paiﬁ1 arbitraire d’éléments de matrice a
laide du théoréme de Wick (s’appliquant généralement & toute mesure gaussienne) :

La valeur moyenne du produit de 2n éléments de matrice est égale a la somme, portant sur
tous les appariements deux & deux des éléments, du produit des corrélations des éléments
appariées.

Par exemple, pour 4 éléments de matrice, nous avons :
(M, j, My, Miyjy Mija) = (M, j, My, ) (Mg Mi, 5, )
+ <Mi1j1Mi3j3><Mi2j2Mi4j4> (1'6)

+ <Mi1j1 Mi4j4><Mi2j2Mi3j3>'
et pour 2n éléments la somme porte sur :
2n—-=2n-1)2n—-3)---5-3-1 (1.7)
termes (nombre d’appariements de {1,2,...,2n}).

Notons des maintenant que ’ensemble de ces résultats peut étre étendu sans peine & un
modele gaussien & plusieurs matrices hermitiennes MM M@ .. M®) (ayant méme taille N ).
En effet considérons la mesure gaussienne généralisée :

1 &L
N~Lexp = > QapTr M WMD) | DMODM®P ... DMP) (1.8)

a,B=1
ol () est une matrice p X p réelle symétrique. La fonction de partition généralisée est :

- () 19

1Par parité la valeur moyenne du produit d’un nombre impair d’éléments de matrice est nulle.
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tandis que les corrélations de deux éléments de matrice sont :
M M) = (QMagSudyn. (1.10)

Enfin, le théoreme de Wick s’applique toujours en tenant compte de I'indice supplémentaire, par
exemple pour 4 éléments :
(a1) g rlaz) 5 r(as) g rloa)y (a1) j r(az2) (a3) 3 r(os)
<Mi1j1 Mi2j2 Miajs Mi4j4 > - <Mi1j1 Mi2j2 ><Mi3j3 Mi4j4 >

<M_(04_1)M(a_3)><M(042)M(9‘4)> (111)

i1J1 T 71373 i2j2 T i4ja

<M'(0{1)Mv(0t4)><M(042)M(a3)>'

11 t4ja i2j2 T i3]3

+ +

Diagrammatique du modeéle 4 une matrice

J j=k
f<—
) i i=1
M;; (M;j M) M M My

(a) (b) (c)

Fic. 1.1 — Eléments constitutifs des diagrammes de Feynman pour le modele & une matrice
hermitienne : (a) un élément de matrice, (b) deux éléments appariés formant une aréte, (¢) un
sommet de degré 3 provenant de Tr M3.

Revenons a présent au modele a une matrice hermitienne aléatoire, et considérons ’expression
formelle suivante :

f N T‘r(fM2/2t+V(M))DM
- [ e~ NTM2/2eD [

=n(tV) = <eNTfV<M)> (1.12)

comme fonction de V', un polynéme ou une série formelle :

Yo Tran (1.13)
n
n=1

(le changement de paramétre A = N/t s’avérera commode par la suite). En (¢, V) peut s'in-
terpréter comme fonction de partition pour un modele de matrice aléatoire soumis a une « per-
turbation » non-gaussienne. De facon générale nous parlons de la fonction de partition du modéle
a une matrice, le modele gaussien en étant un cas particulier pour V' = 0. Les diagrammes de
Feynman apparaissent lorsque nous considérons le développement formel en les v, :

V(z)

_ > (Noy Tr MRt S (Nwg Tr M?)F2

En(t, V)= () > ). 1.14

N(? ) <k A kl' : A 2k2k2! ( )
1= 2=
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Comme indiqué plus haut, nous ne discuterons pas ici de la convergence d’un tel développement,
qui peut étre considéré comme une définition de =y (¢, V) en tant que série formelle. Le coefficient

A (ki ke k N : . R
d’un mondéme donné vy vy2v4® ... (ol seul un nombre fini d’entiers k,, sont non nuls) est, & un
facteur pres, la valeur moyenne dans le modele gaussien d'un produit arbitraire de traces de
puissances de M :

((Tr M)F* (T M?)*2 (Tr M3)Fs .. ) (1.15)

Chacune des traces peut alors étre réécrite comme somme de produits d’éléments de M, par
exemple :

N
Tr M3 = Z M,j M, My;. (1.16)
i,j,k=1

ce qui nous ameéne & une somme (finie) de corrélations d’éléments de M, que nous devons enfin
apparier deux a deux de toutes les fagons possibles, en vertu du théoreme de Wick. Par la relation
1.5), un grand nombre de termes sont nuls, et les autres sont tous égaux a :

A~ Do nkn/2 _ (t/N)Z" nky /2 (117)

(tous les termes sont nuls si Y nk, est impair). Chacun de ces termes non-nuls peut étre mis en
correspondance avec un diagramme constitué des éléments illustrés sur la figure 1.1 :
— chaque élément de matrice M;; est représentée par une double ligne issue d’un point, ou
patte, chaque ligne portant un indice et une orientation comme indiqué sur figure [1.1-a,
— un appariement de deux éléments, donnant une contribution non-nulle d’apres (1.5), peut
étre représenté en connectant ensemble deux pattes pour former une aréte, de telle sorte
que les indices et orientations soient compatibles (figure [1.1-b)
— les différentes pattes provenant d’une méme trace (équation 1.16) forment un cycle, repré-
senté en un sommet illustrant les conservations d’indices (figure I.1-c).
Le développement de lexpression (1.15) fait intervenir tous les diagrammes constitués de > nk,
pattes, appariées en > nk, /2 arétes, et répartis en Y k,, sommets (avec respectivement k,, som-
mets de n pattes) ; elle est donc égale au nombre de tels diagrammes, multiplié par (¢/N) élevé
a la puissance du nombre d’arétes. Notons qu’en toute rigueur, le comptage doit se faire en
considérant que les pattes/éléments sont étiquetées, par exemple par l'ordre dans lequel ils appa-
raissent dans le développement de (1.15). Cependant, on identifiera par la suite les diagrammes
équivalents par réétiquetage, ce qui nécessite de compter avec un facteur de multiplicité, que
nous ne discuterons pas en détail ici.

FIG. 1.2 — Les trois diagrammes de Feynman apparaissant dans (Tr M3 - Tr M3).

A titre d’exemple, considérons la valeur moyenne (Tr M3 - Tr M?3) qui apparait comme coeffi-
cient de v2 : les diagrammes associés contiennent trois arétes et deux sommets a trois pattes, et
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sont de I'un des trois types illustrés sur la figure [1.2] Nous devons en principe placer les indices
matriciels sur les lignes de chaque diagramme, de toutes les fagons possibles d’apres les regles
illustrées sur la figure/1.1 : le nombre de choix possibles est de N élevé a la puissance du nombre
de « boucles » formées par les lignes d’indice. Sur la figure [1.2 les deux premiers diagrammes
ont trois boucles, tandis que le dernier n’en a qu’une. Cette différence est liée a la planarité des
deux premiers diagrammes, qui peuvent étre dessinés sans croisement d’arétes dans le plan, a la
différence du troisieme. Nous verrons plus bas 'importance de cette remarque. Nous devons enfin
tenir compte de la multiplicité de chaque diagramme : par un calcul (pédestre), les multiplicités
sont respectivement de 9, 3, 3, ce qui aboutit a la formule :

(Tr M3 - Tr M®) = (9N® + 3N3 + 3N)(t/N)? = (12 + %) t3. (1.18)

Si nous revenons & présent au développement formel (1.14), nous voyons que celui-ci peut se
réécrire généralement comme une somme sur tous les diagrammes (non indicés) avec :

— un poids t/N par aréte,

— un poids Nuv, par sommet de degré n,

— un poids N par boucle,

~ un facteur de symétrie égal & 1/ [, (n*k,!) fois la multiplicité du diagramme.?

Par un argument combinatoire standard, I’énergie libre Fn(t,V) = logEn(t,V) possede
un développement formel similaire, mais ou la somme porte uniquement sur les diagrammes
connexes (non-vides). Ce sont ces diagrammes qui correspondent précisément aux cartes, en
identifiant les boucles d’indices comme contours des faces. Ceci est illustré sur la figure 1.3
représentant de fagon plus explicite les cartes correspondant aux diagrammes de la figure [1.2 :
les deux premiéres sont des cartes planaires (de genre 0), la troisieme est torique (de genre 1).

F1G. 1.3 — Les cartes correspondant aux diagrammes de la figure [1.2: les deux premieéres sont
de genre 0, la derniere de genre 1.

Si nous considérons le facteur global associé a une carte quelconque dans le développement
de Fx(t,V), nous voyons que sa dépendance en N est égale & NX avec :

X = #{sommets} — #{arétes} + #{faces} (1.19)

qui n’est autre que la caractéristique d’Euler de la carte, liée au genre g par la relation x = 2—2g.
Il reste par ailleurs un poids vy par sommet de degré k, un poids ¢t par aréte{g, et le facteur de

20n peut montrer que le facteur de symétrie est I’inverse d’un nombre entier, correspondant au « nombre
d’automorphismes » du diagramme.

3 En toute rigueur, ce poids est redondant car il peut étre absorbé dans une redéfinition des poids par sommet
v — vktk/2 (ce qui correspond & un simple changement de variable M — M+/t dans les intégrales matricielles).
Cependant il assure que le développement formel reste fini a tout ordre en t, car il n’y a qu’un nombre fini de
cartes d’un nombre d’arétes fixé.
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symétrie. Ceci aboutit au résultat suivant :

L’énergie libre du modele & une matrice a le développement suivant dit topologique :
o0

Fy(t,V) =Y N>"2FW(tV) (1.20)
g=0

olt Vi(z) =307 g et F9)(t,V) est la série génératrice des cartes de genre g comptées

avec un poids v, par sommet de degré n, un poids ¢t par aréte, et facteur de symétrie.

La notion de développement topologique a été introduite par 't Hooft dans le cadre général
de l’étude des théories de jauge SU(N) [7]. Donner un sens analytique & ce développement est
un sujet délicat (bien qu'il soit juste comme identité entre séries génératrices en V'), mais si nous
ne nous encombrons pas de telles considérations, nous déduisons le corollaire important :

o V) _

N—o0

FO V) (1.21)

qui est la série génératrice des cartes planaires selon les degrés des sommets. La limite N — oo
est appelée limite planaire.
Nous terminons cette section en remarquant que la dérivée d’énergie libre

8F‘N (ta V)

En(t,V) =2t o

(1.22)
correspond a une somme sur les cartes enracinées (l’opérateur 2t% s’interprétant comme le
marquage et 'orientation d’une aréte), ce qui a pour effet de rendre tous les facteurs de symétrie
égaux a 1. Nous avons le développement topologique :

oo
En(t,V) =) N*2E9(V), (1.23)
g=0

ot B9 (t,V) est la séries génératrice des cartes enracinées de genre g selon les degrés des sommets.
Nous verrons plus loin comment exploiter les propriétés de symétrie du modele a une matrice
pour en déduire E©) (¢, V).

Généralisation aux modeles a plusieurs matrices

De facon générale, nous pouvons considérer une perturbation formelle du modele gaussien
a plusieurs matrices, défini par la mesure (1.8), par un facteur U(N)-invariant de la forme
N T V(MWD MDD MP) o4 V(2 2, ... ,Tp) est un polyndme ou une série & p variables. Par
une généralisation simple des arguments de la section précédente (en utilisant le théoréme de
Wick pour les intégrales multimatricielles), le développement de la fonction de partition ou de
I’énergie libre fait apparaitre des diagrammes de Feynman analogues aux précédents, mais dans
lesquels les pattes portent une couleur parmi p possibles, correspondant & l'indice « = 1,...,p
supplémentaire des matrices.

Dans le cas particulier ou :

P
V(zi,z2,...,2p) = szn—xz, (1.24)
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les pattes issues d’'un méme sommet portent toutes la méme couleur. L’énergie libre correspond
a une somme sur toutes les cartes dont les sommets sont coloriés en p couleurs, comptées avec :

— un poids N vﬁla) par sommet de couleur a et degré n,

— un poids Q;}B par aréte reliant un sommet de couleur o & un sommet de couleur j3,

— un poids N par face.
Apres le changement de parametre Q — N @, 'exposant de N dans le poids global d’une carte
est égal a la caractéristique d’Euler de celle-ci, et 1’énergie libre possede un développement
topologique comme précédemment.

A titre d’exemple, I’énergie libre du modéle a deux matrices :

[ exp (f% T MM, + Y, X T pe + 5, My M,”) DM, DM,

n n

[ exp (& Tr MoM,) DMDM,

log (1.25)

a un développement topologique en N faisant intervenir les séries génératrices des cartes biparties
de genre donné, avec un poids par sommet fonction du degré et de la couleur.

1.1.2 Solution planaire du modele & une matrice

Dans cette section, nous montrons comment exploiter 'invariance U(N) du modele & une
matrice pour en déduire la série génératrice E(®) (t,V) des cartes planaires enracinées selon les
degrés des sommets. En un premier temps, nous passons d’une intégrale sur les matrices hermi-
tiennes de taille N (soit un espace & N2 dimensions réelles) & une intégrale sur les valeurs propres
dont le nombre n’est « que » de N. Nous effectuons ensuite le passage a la limite N — oo, par
un argument heuristique de type « méthode du col », avant de présenter brievement ’approche
par polynémes orthogonaux.

Réduction a une intégrale sur les valeurs propres

Considérons a nouveau ’énergie libre du modele a une matrice :
N T‘r(fM2/2t+V(M))DM
fe—NTrMQ/Zt'DM

Fn(t,V) =log <6NTrV(M)> = log Je (1.26)

dont le comportement dominant & N grand correspond aux cartes planaires. Chaque intégrale
matricielle est invariante par conjugaison par une matrice unitaire €2, c’est-a-dire le changement
de variable M +— QMQ~!. En particulier I'intégrande ne dépend que des valeurs propres (réelles)
mi,Ma,...,my de M : nous souhaitons nous ramener a des intégrales sur ces quantités, qui ne
sont qu’en nombre N par rapport aux N2 composantes réelles indépendantes de M.

Soient m le vecteur (mq,ma,...,my) et Diag(m) la matrice diagonale dont les éléments
diagonaux sont les m; : Papplication (m,Q) — M = € - Diag(m) - Q~! parcourt 'ensemble des
matrices hermitiennes lorsque les m; décrivent R et 2 le groupe de matrices unitaires U(N). Ceci
ne fait que traduire le fait bien connu que toute matrice hermitienne peut étre diagonalisée dans
une base orthonormale. En termes de mesures, ceci se traduit par la relation :

N
DM = J(m)DQ] [ dm. (1.27)
i=1

Ici D) désigne la mesure de Haar sur U(N), i.e. la mesure invariante pour la structure de groupe.
J(m) est le jacobien de la transformation, qui ne dépend que de m par invariance U(N), et est
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proportionnel au carré du déterminant de Vandermonde :

A(m) = det (m!™) = [J(m; —ma). (1.28)

1<i,5<n
RNOVAS i<j

Cette propriété est bien connue en théorie des matrices aléatoires et est généralement attribuée a
Dyson. En terme d’intégrales, si nous considérons généralement une fonction f(M) qui ne dépend
que des valeurs propres, alors :

N
/ f(M)DM = Cx / f(Diag(m))AQ(m)Hdmi. (1.29)

La constante de proportionnalité Cp, sans importance ici car nous considérons le rapport de
deux intégrales, traduit I'intégration sur le groupe U(N). Nous obtenons ainsi :

fA2 H e ( m?/2t+V(mi))dmi
fA2 H e—Nm2/2tdm
f@N SN[nL]de

[ eN28 [m] N

Fy(t, V) =log
(1.30)

= log

avec :
N 2
Sxlm Eﬁz(_—+v%)+mzlog|mi—mj| (131)
i=1 i<j

et 81(\(/)) [m] = Sny[m]|,_,- Notons enfin que par symétrie nous pouvons restreindre I'intégration
au domaine ot my; < mo < -+ < My.

La limite planaire : méthode du col

Cette réécriture permet d’appréhender le comportement dans la limite planaire N — oo. De
fagon heuristique, la quantité Sy|[m| reste d’ordre 1, et la contribution dominante & ’énergie
libre est donnée par le maximum de cette quantité :

log [ eN*SnImlgN
N2

NmT%XSN[m]. (1.32)

Cette hypothese s’apparente a la méthode de Laplace et a la méthode du col, bien connues en
analyse ; toutefois, a la différence de celles-ci, la dimension de l'intégrale est ici également une
grandeur tendant vers I'infini. Une explication physique peut étre donnée comme suit : I'intégrale
[ eN*SnImlgNm, correspond & la fonction de partition (statique) d’'un gaz unidimensionnel de N
particules classiques (les valeurs propres), de positions m;, avec :

— un potentiel & un corps Vi(m;) = m?/2t — V(m;),

~ un potentiel & deux corps Va(m;,m;) = —2 log [m; — m;|
et pris & température 1/N. En Pabsence de Va, et dans 1’état fondamental & température nulle
(N — 00), toutes les valeurs propres sont a I’équilibre mécanique au minimum du potentiel V;
(proche de 0 si V' est une perturbation supposée petite). Cependant, le potentiel répulsif V3,
bien que d’ordre 1/N, modifie I'équilibre mécanique de fagon finie, car sa contribution totale au
potentiel vu par une particule est d’ordre 1. La température, infinitésimale également, n’induit
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par contre pas de perturbation a ’ordre dominant. L’état fondamental, pour IV fini, est donné
par les conditions d’équilibre mécanique : dSy[m]/dm,; = 0 (pour tout i), soit :

m; / 2 1
— = V'(m;) = —= — 1.33
t (m:) N Z m; — My (5%
J#i
oumi < msy < ...<my.Dans lalimite N — oo, les particules se répartissent selon une distribu-
tion continue? : le nombre de particules dans un intervalle infinitésimal [z, x + dx] est équivalent
4 Np(z)dz, ot p(z) est la densité au point x (nous avons donc p(z) > 0 et [*_ p(z)dz = 1).
L’équation (1.33) a alors la limite continue :

% —V'(z) = 2][_0; pafy_)‘;y, (1.34)

ol  désigne la valeur principale de I'intégrale. Cette équation n’est valable que pour z dans le
support de p. De méme, la limite continue de Sy|[m] est :

2

s = [ (=5 +v@ ) syt + [[1og]e - slotrt)dsay (1.35)

et cette quantité est maximale lorsque p vérifie (1.34)°, ce qui donne I’énergie libre planaire.

La suite de cette partie est consacrée & une « résolution » de I'équation (1.34) afin d’en
déduire la série génératrice des cartes planaires enracinées E(%) (t,V). Ceci est expliqué en plus
grand détail dans I’appendice A de ’article III.

Plutdét que de travailler avec la densité p, il s’avere commode de considérer la résolvante :

w(z):/M (1.36)

Z—x

qui est une fonction analytique possédant une coupure le long du support de p, et que 'on peut
relier a ’énergie libre planaire par :

1 < n OFO@V

n=1

o0

(on rappelle que V(z) = > ", “=2™). L’équation (1.34) peut se réécrire comme :

w(z)? — (% - V’(z)) w(z)+P(z) =0 (1.38)

avec P(z) = % —f Wp(x)dx, qui est un polynome lorsque V en est un : cette remarque
nous permet de déterminer complétement w(z) si nous supposons que le support de p est constitué
d’un unique intervalle [a, b] (« one-cut hypothesis »). Cette hypothese est physiquement motivée
par le fait que le potentiel a un corps V; mentionné plus haut ne possede qu'un seul minimum
(pour V traité comme une petite perturbation), autour duquel s’accumulent les valeurs propres.
Dans ce cas, w possede exactement deux points de branchement d’ordre 2 en a et en b, et la

solution de I’équation quadratique (1.38) est nécessairement de la forme :

w(z) = % (% V() + GV —a) (- b)) (1.39)

4Cette distribution s’interpréte le spectre continu d’une grande matrice aléatoire.
5Cette assertion peut étre vérifiée en calculant la dérivée fonctionnelle de S(p), mais nous devons tenir compte
des multiplicateurs correspondant aux contraintes [p =1 et p > 0.
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ol G(z) est un polynome. a,b et G(z) sont entierement déterminés par la condition w(z) ~ 1

lorsque z — oco. Comme expliqué en détail dans "'appendice de ’article III, la solution peut étre
simplifiée en introduisant les quantités auxiliaires :

_a+b _(b—ua 2 . R

oll o est une variable formelle. En effet, en posant z = Q(c), I'expression sous la racine dans
Iéquation (1.39) devient un carré parfait. En écrivant alors la condition w(z) ~ 1 quand z — oo
(équivalant & une condition sur le développement en ¢ = 0 pouvant s’exprimer via des intégrales
de contour), nous obtenons des relations déterminant R et S, et nous pouvons poursuivre ordre
par ordre le développement asymptotique de la relation (1.37) afin d’exprimer les dérivées de
I’énergie libre planaire. En notant enfin que la série génératrice des cartes enracinées F(?) est liée

< 9F©® . , .
agv _—, nous aboutissons au résultat final suivant :

La série génératrice des cartes planaires enracinées selon les degrés des sommets vérifie :

R+ 8% — 557 $, V' (Q(0))(0® + 280)do — t

EOt, V) 2in : (1.41)
avec Qo) =oc+ S+ g, R et S étant déterminés par les équations :
t do
=5 b VQEONT
it Je, o
(1.42)

t /
R=t+ %in - V(Q(o))do

et les conditions R, S — 0 quand t — 0. Cy désigne un contour positif autour de 0 arbitraire.

Il convient de mieux expliquer pourquoi ces identités constituent bien une « solution » du
modele a une matrice. Les intégrales de contour reviennent a extraire certains coefficients dans
V'(Q(o)), vu comme une série de Laurent. Lorsque V est polynémial, ces coeflicients sont des
polynémes en R et S, et les équations (1.42) constituent un systéme de deux équations algébriques
en R, S dépendant des parametres ¢t et V. Les conditions R, S — 0 permettent de sélectionner la
bonne détermination de la solution dans un voisinage de t = 0. E(?) est & son tour un polynéme
en RetS.

Plus généralement, V(x) peut étre une série formelle en . Dans ce cas, les équations (1.42)
déterminent le développement de R, S ordre par ordre en t et les coefficients de V. Nous pouvons
ainsi calculer le nombre de cartes pour des nombres arbitraires de sommets de chaque degré.

Présentons enfin une application simple ce résultat au cas des cartes trivalentes, c’est-a-dire
dont tous les sommets ont degré 3. Ceci revient & prendre V (x) = 23/3, dans ce cas les équations

1.41) et (1.42) se simplifient en :
R+ 5% —2R?S —t¢
t

EO —

S=t(S*+2R) R=t+2tRS (1.43)

E©) peut étre exprimé en fonction de S seul, qui est solution d’une équation cubique dépendant
de t. Par la formule d’inversion de Lagrang&, nous pouvons déduire le nombre de cartes planaires

6Une application plus explicite de cette formule importante est donnée au chapitre [3 (cf. équations (3.38) et
suivantes).
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trivalentes enracinées de 3n arétes, bien connu [34] :

22n+1(3p)N
thy = ————. 1.44
" (n+2)nl (144)

Polynémes orthogonaux

Une autre méthode courante dans 1’étude des matrices aléatoires est celle dite des polyndémes
orthogonaux, que mentionnons brievement ici car elle sera généralisée a certaines intégrales multi-
matricielles dans la section suivante. Rappelons qu’apres réduction a une intégrale sur les valeurs
propres, la fonction de partition du modele a une matrice s’écrit :

A2 . N(—mf/2t+V(mi))d ;
=t v) = LA e T s (1.45)
[ 82 TT, =N P,

La méthode consiste a remarquer que le déterminant de Vandermonde de taille N peut se réécrire,
par des manipulations de lignes, comme :

A = det - ; 1.46

(m) = det  pj_1(mi) (1.46)

pour toute famille de polynémes & une variable (p,)n>0 telle que p, est unitaire de degré n. Il
s’ensuit, par un calcul simple, que la fonction de partition peut se réécrire comme :

En(t V) =Cn(t)  det ( /oo pi_l(m)pj_l(x)eN(_xz/QH'v(z))dx) (1.47)

1<i <N \J_

ou C est tel que En(t,V = 0) = 1 (pour alléger les notations, nous omettrons les dépendances
possibles en N, ¢, V). Cette égalité est simplifiée si nous introduisons le produit scalaire :

o= " p(@)g(a)eN 2V E@) g, (1.48)

— 00

et choisissons les p, égaux aux polyndmes orthogonauz par rapport & ce produit : (p;, p;) = hid;j,
h; étant le carré de la norme de p;. L’équation (1.47) devient alors :

N-1
En(t,V)=C [] P (1.49)
n=0

Les polynomes orthogonaux peuvent étre construits explicitement par la procédure d’orthogo-
nalisation de Gram-Schmidt. En utilisant les contraintes d’orthogonalité des p,, nous pouvons
obtenir des relations de récurrence les reliant, et par 1a méme des relations de récurrence entre
les h,,. Il est alors possible de retrouver la limite planaire en étudiant la forme asymptotique de
ces équations : nous nous contenterons de mentionner ici que la quantité Q(o) = o + S + Ro 1,
introduite a la section précédente (équation (1.40)), trouve une nouvelle interprétation comme
limite de opérateur de multiplication par une valeur propre [28§] :

(Qpn)(x) = 2pn(2) = Pry1 + Snpn + RupPn—1 (1.50)

avec S, — S, R, — R lorsque n, N tendent vers I'infini avec n/N — 1.
Nous concluons par quelques remarques cette section consacrée a la solution du modele a une
matrice dans la limite planaire. Notons tout d’abord que 1’équation (1.49) est valable pour tout
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N : ceci permet de calculer le développement de 1’énergie libre au-dela de la contribution planaire
(en pratique les calculs deviennent rapidement inextricables au-dela du genre 1), et d’extraire
certaines informations « non-perturbatives » dans la dite double limite d’échelle [35,/36, 37]. Nous
ne présenterons pas ici une troisieme approche dite des équations de boucles’, qui s’apparente
dans le langage des cartes & la décomposition récursive de Tutte. Cette approche permet de
justifier rigoureusement notre solution du modele & une matrice : considérant w(z) comme une
série formelle multivariée en z,t,V (z est une variable « catalytique »), ’équation (1.38) peut
étre obtenue, la suite du calcul s’apparentant a des manipulations de séries formelles.

1.1.3 Intégrales multimatricielles

Considérons a présent une intégrale sur p matrices hermitiennes de taille N, de la forme :

/eN Tr(—%q(M(l),...,M(p))+V(M(1),...,M(”)))DM(l) .DM® (1.51)

ot q(z™, ... ,a:(P)) = Za,ﬁ Qagm(“)x(ﬁ) est la forme quadratique associée a la matrice réelle
symétrique définie positive @, et V un polynéme de la forme (1.24]). Nous avons vu que cette
intégrale est liée, par développement en diagrammes de Feynman, aux séries génératrices de

cartes dont les sommets sont coloriés en p couleurs. Nous souhaitons, comme pour le modele a
(@)

%

une matrice, nous ramener a une intégrale sur les valeurs propres m
Dyson :

grace a la formule de

DM o A2(m YD gV m (), (1.52)
Nous sommes confrontés a la difficulté suivante : si, d’apres (1.24), nous avons bien :
VMWD MY =v(mD L m ), (1.53)

la partie quadratique dépend des variables unitaires (%), sauf dans le cas trivial ot Q est
diagonale (ce qui nous rameénerait & p modeles & une matrice découplés, c’est-a-dire un produit
de série génératrices de cartes sans couleurs). Il est donc impossible de factoriser les intégrations
sur U(N) comme nous avons pu le faire pour le modeéle & une matrice. Cependant, dans un
certain nombre de cas, il est possible de surmonter cette difficulté a ’aide de la formule dite
de Harish-Chandra—Itzykson—Zuber (HCIZ) [40, 41]8 : pour Q € U(N), et A, B des matrices

diagonales d’éléments diagonaux respectifs a;,b; (i =1,...,N) :
Tr AQBQ ™! det; ; eaibj

P Aam 1.54

/e A(a)A(b) (1.54)

Cette formule peut étre exploitée comme suit. Nous définissons le graphe des interactions G du
modele de matrice comme le graphe simple dont les sommets sont 1,...,p, et ol les sommets
a et 3 (distincts) sont reliés par une aréte si et seulement si Q,,g # 0. Chaque aréte (a, 3)
de G correspond dans l'intégrale & un facteur N Tr(Qa, s M M /2) qui ne dépend des variables
unitaires que via la variable d’aréte Q(a)(Q(ﬂ))_l. Nous voyons que, lorsque G ne contient pas
de boucle, les variables d’aréte peuvent étre intégrées sur U(NV) indépendaunrnenﬂ5 a ’aide de
la formule HCIZ, et nous pouvons réécrire l'intégrale (1.51) comme portant sur les m(® seuls
[45] 46].

"Voir par exemple les notes de cours de B. Eynard [38] ou la thése de G. Bonnet [39].

8Nous n’évoquons pas ici les autres méthodes utilisant une décomposition sur les caractéres du groupe
symétrique [42,(43,/44].

9En présence de boucles dans le graphe des interactions, les variables d’aréte Q() (Q(B))_1 doivent avoir pour
produit 1 le long de chaque boucle.
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Apres cette réduction a une intégrale sur les valeurs propres, nous devons en étudier le
développement & N — oo. Etudier ce probléme dans toute sa généralité est trop difficile (malgré
quelques succes notables [47, 48,[49]), nous nous restreindrons ici au cas ou le graphe des in-
teractions est une chaine, ce qui revient a la condition Q, 3 = 0 si |@ — 3| > 1. Le modele &
deux matrices (1.25) correspond au cas p = 2. Un calcul simple montre que l'intégrale (1.51) se
réécrit :

p
[ ) (30 () [T, 159
a=1

Nous pouvons alors généraliser la méthode des polynémes orthogonaux a ce cas : introduisons la
famille des polynémes bi-orthogonauz (P, qn)n>o0 définis par les contraintes que, pour tout n, p,
et g, sont des polyndmes unitaires a une variable de degré n, et vérifiant la relation de dualité
(pi,q;) = hid; ;, our le produit bilinéaire est :

(pi,q5) = /pi(m)qg'(xp)eN(_%Q(xl’Iz""’x"HV(“7””27""%))dxld:c2...d:cp. (1.56)

Les polynomes bi-orthogonaux peuvent étre construits par une généralisation de la procédure de
Gram-Schmidt. En écrivant les déterminants de Vandermonde en termes de ces polynémes, nous
voyons que l'intégrale (1.55) est proportionnelle & Hg;ol h,. Comme dans le cas du modele a
une matrice, la limite N — oo s’étudie via les relations de récurrence sur les h,, induites par la
contrainte de biorthogonalité. Nous verrons un exemple d’une telle étude dans la derniere section
de ce chapitre.

1.2 Gravité quantique bidimensionnelle et mécanique sta-
tistique sur surfaces dynamiques

Dans cette section, nous introduisons la gravité quantique bidimensionnelle, et la mécanique
statistique sur surfaces dynamiques, de maniere essentiellement conceptuelle et heuristique, dans
le but d’en présenter le lien avec les problemes d’énumération de cartes.

1.2.1 Concepts
Relativité générale et mécanique quantique

Nous savons, depuis la théorie de la relativité générale d’Einstein, que la gravité correspond
a une déformation de I'espace-temps. Mathématiquement, celui-ci est décrit comme une variété
(pseudo-)Riemannienne, c’est-a-dire une variété différentielle munie d’une métrique. Classique-
ment, la métrique obéit a un principe de moindre action, ou ’action comprend un terme de
gravité pure dit action de Einstein—Hilbert :

Sgn = /(KR(I’) + A)/|det G(z)|d"x (1.57)

ou k,A sont des constantesilo, x est une paramétrisation de la variété de dimension n, G(z)
est le tenseur métrique en z, R(x) la courbure scalaire associée et /| det G(z)|d"z la forme

10Dans la relativité générale & quatre dimensions, x s’exprime en fonction des constantes usuelles c (vitesse de
la lumigre) et G (constante de Newton) par k = ¢*/167G y, tandis que A est la constante cosmologique, dont
I'existence est permise par les symétries.
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de volume invariante, de telle sorte que Sgy est invariant par reparamétrisation. Un éventuel
couplage a la matiere est décrit généralement par une action invariante Sp.¢ dépendant a la
fois du champ-métrique G, et d’autres champs externes que nous noterons globalement ®. Le
principe de moindre action s’écrit en annulant la dérivée fonctionnelle de ’action respectivement
par rapport au champ local ®(x), ce qui donne les équations du mouvement de la matiere, et
par rapport a G(x), ce qui donne les équations dites d’Einstein. Si nous considérons & présent
la quantification de la théorie, dans un cadre s’inspirant du formalisme de l'intégrale de chemin
de Feynman, nous devons considérer une « moyenne » sur toutes les trajectoires possibles : en
particulier, la fonction de partition (appelée aussi « amplitude du vide connexe ») de la gravité
quantique s’écrit informellement comme :

Zoc= Y. [[DG)[DD]er (Ser+Sma), (1.58)

topologies

Cette expression comprend une « intégration fonctionnelle » sur les champs G et @ a topologielm
fixée, mais celle-ci peut également fluctuer, et pour le calcul de Z nous sommons sur les différentes
topologies de variétés compactes orientables sans bord.

Considérons & présent le cas de la dimension n = 2, et d’'une métrique Euclidienne (définie
positive). Il est bien connu que la topologie des surfaces compactes orientables sans bord est
caractérisée par un invariant entier positif g : le genre. L’intégrale est la courbure scalaire y est
liée par la relation de Gauss-Bonnet : [ RVdet G = 4y = 4m(2 — 2g) (x est la caractéristique
d’Euler de la surface). L’action de Einstein-Hilbert s’écrit ainsi :

Sgy = 4mkx + AA[G} (1.59)

ou A= f Vdet G est Daire de la surface. Les équations d’Einstein ne comprennent pas de dérivées
du tenseur métrique G, qui n’est donc pas un degré de liberté dynamique ; pour cette raison la
gravité bidimensionnelle classique est dite triviale. La théorie quantifiée, en revanche, est non
triviale en raison des fluctuations de topologie!?. En I’absence de matiere, la théorie est dite de
gravité pure, et la fonction de partition prend la forme :
oo
Zapga = Y N7 / dAe MV, (A). (1.60)
g=0

N, X sont des constantes, et V,(A) est le « volume » de l'ensemble des métriques d’aire A sur
une surface de genre g. Ce facteur est a priori infini, et comme pour toute théorie de champs,
une régularisation doit étre introduite pour donner un sens a lexpression (1.60). Notons des
maintenant I’analogie qualitative entre cette expression et le développement de I’énergie libre du
modele & une matrice (1.20) : nous avons une méme somme sur les topologies, ou le genre est
couplé & une constante N (introduite toutefois par des raisonnements différents) ; 'intégration
sur laire A est un analogue continu a la notion de série génératrice. Nous verrons plus loin comme
pousser cette analogie au-dela du qualitatif.

Mécanique statistique

Il est bien connu qu’il existe une équivalence entre la mécanique quantique et la mécanique
statistique, via I'identification formelle :

— << [ =kpT (1.61)

110n entend par topologie la classe de la variété considérée & déformation pres.
120n notera que ce cadre est également celui de la théorie des cordes, ou la surface bidimensionnelle correspond
a la feuille d’univers de la corde, tandis que des champs externes ® décrivent le plongement dans ’espace-temps.
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ou h est la constante de Planck, § la température inverse, kg la constante de Boltzmann per-
mettant de donner une unité usuelle a la température T'. Cette identification s’assimile ainsi a
une continuation analytique. Ici, I'intégration sur la métrique bidimensionnelle s’apparente a une
moyenne sur l'ensemble des surfaces de genre fixé, et la fonction de partition en présence de
champs externes s’écrit généralement :

o0

Zsurfaces = Z N272g /[DG} [D(I)]ei)\A[G]eiﬁH[q)}G]- (162)
g=0

H[®, G] désigne le hamiltonien (énergie) d’une configuration donnée du champ ® dans la métrique
G, cette notion étant ’équivalent de I'action Sy,.¢ dans le langage de la mécanique statistique.
Pour une métrique G fixée, les configurations sont distribuées selon une loi de Boltzmann, avec
une probabilité proportionnelle & e =A™,

La fonction de partition (1.62) correspond donc & un modele de mécanique statistique sur

une surface aléatoire. Notons les remarques importantes suivantes :

— la moyenne sur la surface étant effectuée dans la fonction de partition, la géométrie est
une variable dynamique (« annealed »), par opposition & une variable gelée (« quenched »)
pour laquelle la moyenne serait effectuée sur 1’énergie libre. La situation est donc différente
de celle étudiée en physique des systemes désordonnés, bien qu’il soit possible en principe
de s’y ramener par la méthode des répliques.

— Le genre et laire de la surface peuvent fluctuer, mais sont couplés aux variables N et A :
ceci est semblable au formalisme grand canonique, et il est possible de se ramener a une
fonction de partition & genre et/ou aire fixés par une transformation de Laplace inverse.

— La surface est un espace abstrait. Si nous souhaitons étudier une surface plongée dans
I’espace, avec éventuellement des auto-interactions, nous devons le faire par I'introduction
de champs externes et de leur hamiltonien idoine.

Les résultats a venir pourront aussi bien s’exprimer dans le langage de la gravité quantique que
celui de la mécanique statistique. Nous choisirons celui qui nous semble le plus approprié.

1.2.2 Approche par discrétisation

Comme intégration fonctionnelle, I'intégration sur toutes les métriques, méme a topologie
fixée, est une opération mathématiquement mal définie. Il est plus commode de travailler avec
une somme discrete : le but de cette section est de montrer qu’il est naturel de considérer une
somme portant sur une famille de cartes.

Nous nous intéressons tout d’abord a des modeles discrets de gravité pure, avant de discuter
de 'extension aux modeles couplés a la matiere.

Modeles discrets de gravité pure

Soit une carte arbitraire dessinée sur une surface de genre g : nous pouvons définir une
métrique sur la surface, en identifiant par exemple chaque face de la carte avec un polygone
plat régulier de coté unité. L’aire s’exprime immédiatement en fonction des nombres de faces
de chaque degré. De plus, par recollement, la métrique est plate partout sauf aux sommets
de la carte, ou une courbure singuliere est localisée : ce fait peut étre vérifié par exemple en
considérant le transport parallele d’un vecteur, comme illustré sur la figure[T.4] Plus précisément,
dans le cas d’une triangulation, a chaque sommet s de degré k, est associée une courbure discrete
rs = 4m(1 — k;/6). Si nous sommons la courbure discréte sur tous les sommets, en notant les
identités :

Z 1 = #{sommets} Z k; = 2#{arétes} = 3#{triangles} (1.63)
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F1G. 1.4 — Transport paralléle autour d’un sommet de degré 5 d’une triangulation (les triangles
sont équilatéraux et les éléments en pointillés doivent étre identifiées). Le vecteur revient au
point de départ tourné de 60°, ce qui est la manifestation d’une courbure (singuliere) localisée
au sommet.

nous identifions la caractéristique d’Euler de la triangulation :
X = #{sommets} — #{arétes} + #{triangles}. (1.64)

Ceci donne un équivalent discret de la relation de Gauss-Bonnet :

/R\/det G- . (1.65)

Cette identité reste valable pour une carte arbitraire, la courbure discrete étant alors égale a
deux fois le déficit d’angle autour du sommet. Au final, 'action de Einstein-Hilbert s’exprime
naturellement dans le langage des cartes, comme combinaison linéaire de x et des nombres de
faces de chaque degré.

Nous voyons donc que la donnée d’une carte définit une surface ayant des propriétés métriques
simples. Il reste a se convaincre que la sommation sur une classe de cartes de genre fixé peut
remplacer une intégration fonctionnelle sur la métrique a topologie fixée, ce qui nécessite quelque
discussion & défaut d’une preuve formelle. De fagon heuristique, toute métrique continue sur
une surface peut étre discrétisée sous forme d’une carte (triangulation ou autre) dont toutes les
arétes auraient une longueur de I'ordre d’un pas de discrétisation a : lorsque ce pas a tend vers
0, on s’attend & ce que la métrique discréte induite par la carte converge (en un sens & définir)
vers la métrique continue. Plus précisément, nous voyons que le passage a une telle « géométrie
discrete » revient a discrétiser deux grandeurs physiques :

— la longueur, dont le pas correspond a une aréte de la carte,

— D'aire, dont le pas correspond & une face de la carte.

La limite continue est obtenue lorsque ces deux pas tendent conjointement vers zéro, tandis que
les échelles « macroscopiques » d’observation restent fixées. Ceci revient a considérer des cartes
de grande taille (nombres de faces, d’arétes et de sommets tendant vers 'infini).
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Tllustrons ceci par un exemple : le nombre de triangulations planaires enracinées de 3n arétes,
soit 2n triangles, est donné par dualité par I’équation (1.44), d’ou nous tirons I’équivalent asymp-

totique :
tn ~ (12v/3)"n~%/2/6 /7. (1.66)

En terme de la série génératrice T' = > ¢,2™ (z correspond & un poids par paire de triangles),
cette information se traduit, au voisinage du rayon de convergence z, = (12v/3)~! (point cri-
tique), par le comportement singulier dominant@ suivant :

Tlng & D (@/3)" 0% o (20 — )/, (1.67)
n

Nous pouvons donner un sens plus physique a cette équation en introduisant une unité d’aire
€ pour chaque triangle, de sorte que laire totale est A = ne. La limite continue est obtenue en
approchant le point critique comme 2 = z.e~*¢, puis en faisant tendre € vers 0 & A, X fixés : nous
voyons que la somme sur n dans (1.67) peut étre remplacée par une intégrale sur A :

Tlgipg o 63/2/ dAe M AT o (Ne)?/2. (1.68)

Cette expression est & comparer avec la forme (1.60) pour la fonction de partition de la gravité
pure : nous avons ici le terme dominant de genre 0 correspondant a une somme sur toutes les
surfaces planaires. Comme nous considérons ici des cartes enracinées, le marquage d’une aréte
équivaut & celui d’un point dans la surface : la contribution planaire & (1.60) est de la forme :

Zé%)QG x /dAe*AAAJ/2 o A2, (1.69)

A joue le role d’une constante cosmologique renormalisée, et € apparait comme échelle de coupure
(cut-off) & petite aire. Le point critique A = 0 est invariant d’échelle, et est caractérisé par
l’exposant critique dit de susceptibilité de corde' v=-1/2.

Nous voyons donc que I’énumération des triangulations planaires de grande taille présente les
aspects de la gravité quantique bidimensionnelle pure pour la topologie sphérique. La contrainte
de triangularité des faces n’est pas cruciale, et nous obtenons la méme limite continue pour
d’autres familles de cartes (quadrangulations, cartes biparties, etc). Ceci est un exemple manifeste
du principe d’universalité des phénomenes critiques. Considérons par exemple un modele de
cartes planaires quelconques, dans lequel nous associons a chaque face une aire positive arbitraire
fonction de son degré : le comptage des cartes d’aire donnée est, par dualité, une spécialisation
de la solution planaire du modele & une matrice donnée & la section [1.1.2] La série génératrice
E© correspond & une somme sur toutes les cartes, avec un paramétre z conjugué i l'aire. I
résulte de la solution planaire du modele & une matrice que, pour tout choix!® des aires des
faces, E(© posséde un rayon de convergence fini z., et au voisinage du point critique, nous avons
le comportement singulier dominant :

E© x (ze — x)%/2. (1.70)

sing

13Le comportement singulier dominant correspond au premier terme singulier dans un développement limité
au voisinage de x.. Ici deux termes réguliers, I'un constant, I’autre proportionnel & z. — z, apparaissent aupa-
ravant dans le développement ; en prenant deux dérivées par rapport & z nous obtenons un véritable équivalent
asymptotique divergent.

14Un exposant critique est souvent défini comme celui donnant la singularité d’une susceptibilité, c’est-a-dire
une dérivée seconde d’énergie libre. Il s’agit ici de la dérivée seconde par rapport a A.

150n imposera toutefois que le nombre de cartes d’aire inférieure & une valeur fixée est fini, par exemple en
imposant que les degrés des faces sont bornés.
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Nous pouvons alors suivre le méme raisonnement que pour les triangulations, en renormalisant
I'unité d’aire par un facteur e : la limite continue est identique et gouvernée par le méme exposant
critique v = —1/2 universel pour la gravité pure, alors que les modeles discrets different.

Le développement topologique des modeles de matrices permet en principe de pousser le rai-
sonnement au-dela du genre 0. Ainsi, si nous parvenons a calculer I’énergie libre du modele a
une matrice au-dela de la limite planaire, ou ne serait-ce que déterminer son comportement sin-
gulier au voisinage d’un point critique générique, nous pouvons en déduire des informations sur
la fonction de partition de la gravité quantique bidimensionnelle pure pour des topologies non-
sphériques. L’exercice peut étre mené pour les « petits » genres g = 1, 2,.. ., au prix de complica-
tions supplémentaires par rapport a la solution planaire. Citons également I'astucieuse méthode
de la double limite d’échelle, permettant d’envisager une formulation « non-perturbative » de la
gravité quantique, via une relation avec la théorie des équations différentielles intégrables; ce
programme semble malheureusement se heurter a des obstacles techniques fondamentaux (séries
non-sommables au sens de Borel, voir la revue [22]). Cependant, nous ne serons pas confrontés
ici a ces difficultés, car nous nous intéresserons par la suite presque exclusivement aux cartes et
surfaces planaires. En théorie des cordes, ceci correspond & une « limite semi-classique » ; la chose
est plus naturelle dans le langage de la mécanique statistique, que nous préférerons dorénavant.

Modéles couplés a la matiere

Nous avons jusque ici montré comment la structure de carte permet de donner un sens a
I'intégration fonctionnelle sur la métrique, et son application pour une théorie de gravité pure.
Un éventuel couplage a la matiere n’a été introduit que de maniere abstraite sous forme de
champs externes gouvernés par une action ou un hamiltonien. Il est trés naturel d’étendre notre
discrétisation pour la description de la matiére : de la méme maniére que les modeles discrets
sur réseau régulier sont fréquemment introduits pour régulariser les théories de champs dans un
espace plat, nous pouvons considérer des modeles discrets de matiere définis sur une carte, vue
comme réseau bidimensionnel irrégulier.

De fagon générale, étant donné un réseau bidimensionnel quelconque (régulier ou irrégulier),
un modeéle discret est défini en associant des variables (« degrés de libertés ») prenant des valeurs
dans un ensemble donné, souvent fini, & des éléments du réseau : sites, liens ou plaquettes
— correspondant dans le langage des cartes respectivement aux sommets, arétes et faces. Une
configuration C est la donnée des valeurs prises par tous les degrés de libertés, et apparait avec
une probabilité :

1
—— ¢ PHO), (1.71)

Zreseau

p(C) =

H(C) est I'énergie de la configuration, analogue discret du hamiltonien; prendre H(C) = +oo
revient & interdire la configuration C. La fonction de partition Z,esean permet de normaliser la
somme (discrete) des probabilités a 1.

Illustrons immédiatement ceci par un exemple : considérons des particules classiques « vi-
vant » sur les sites d’un réseau fini. Si les particules sont indiscernables, une configuration du
modele est entierement spécifiée par la donnée du nombre d’occupation n, pour chaque site s,
c’est-a-dire le nombre de particules présentes en s. ng est un entier naturel, arbitraire pour des
« bosons », égal & 0 ou 1 pour des « fermions ». En I’absence de contraintes supplémentaires,
nous avons un gaz parfait dont la statistique est triviale. Une contrainte tres simple aboutissant
a une physique non-triviale est la regle d’exclusion suivante : sur les deux sites aux extrémités
d’un lien se trouve un total d’au plus une particule. Ainsi, pour chaque site s, ny = 0 ou 1, et
si ng = 1 alors, pour tous les sites s’ voisins de s, n’, = 0. L’énergie d’une configuration peut
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F1G. 1.5 — Exemples de configurations d’un gaz de particules dures sur un réseau régulier (réseau
hexagonal) et un réseau irrégulier (trivalent). La régle d’exclusion stipule que deux particules
(points noirs) ne peuvent pas occuper des sites adjacents ou, ce qui est équivalent, que les zones
exclues (grisées) autour de chaque particule ne se chevauchent pas.

s’écrire :

HC)= Y 6(1—nmny)+pd n, (1.72)

<s,8'> s

ou la premiére somme, portant sur tous les liens du réseau, assure la régle d’exclusion (6(z)
vaut +oo si x = 0, 0 sinon), tandis que la seconde couple le nombre total de particules & un
« potentiel chimique » p. La regle d’exclusion correspond a une interaction a deux corps de type
« coeur dur », et nous appelons le modele sur réseau ainsi défini un modele de particules dures.
La fonction de partition du modele peut se réécrire comme :

C

ol la somme porte sur 'ensemble (fini) des configurations satisfaisant la régle d’exclusion, n(C) =
>« N5 est le nombre total de particules dans la configuration C, et z = e P appelé activité d’une
particule, est I'unique parametre du modele. Deux configurations de particules dures, 'une sur
réseau régulier, 'autre sur réseau irrégulier, sont représentées sur la figure [1.5] La prochaine
section sera consacrée a 1’étude de modeles de particules dures sur les cartes planaires. Nous
concluons cet exemple en mentionnant une variante du modele, ol les particules occupent non
plus les sites mais les liens du réseau : la régle d’exclusion stipule alors que deux liens partant
d’un méme site ne peuvent étre simultanément occupés. On parle alors de diméres durs.

Revenons a présent sur la relation entre modeles discrets sur réseaux, et les modeles continus.
Pour le calcul de la fonction de partition, nous effectuons dans le premier cas une somme discrete
> ¢ sur I'ensemble des configurations, ce qui correspond & l'intégration fonctionnelle sur les
champs externes [[D®] présente dans I'équation (1.62). Cependant, la somme & réseau fixé
équivaut dans le continu & considérer une métrique donnée. I’analogue discret de la fonction de
partition (1.62) est obtenu en effectuant une sommation supplémentaire sur le réseau, pris dans
une famille de cartes comme vu précédemment pour la gravité pure.

A nouveau, nous expliciterons cette procédure sur un exemple particulier : considérons le
modele des diméres durs sur une carte planaire tétravalente aléatoire (i.e. dont tous les sommets



1.2. GRAVITE QUANTIQUE 2D ET MECANIQUE STATISTIQUE 39

LSR5

2 3 2 3 2 3 2 3
1H~4 1&4 1%4 H 1%4
6 5 6 5 6 5 6 5
F1G. 1.6 — Le modele des dimeres durs sur les cartes tétravalentes : un exemple de carte munie de

dimeres durs, et la carte obtenue apres contraction des dimeres. Pour I'opération inverse, chaque
sommet hexavalent peut étre éclaté de 3 fagons.

ont degré 4). La fonction de partition grand canonique s’écrit :
Zadet = Z y#{sommets}z#{diméres} (174)

ou la somme porte sur l'ensemble des cartes planaires tétravalentes munies de dimeres durs
(cf figure 1.6). Une activité y et z est attachée respectivement & chaque sommet et chaque
dimere. Il s’avere que cette fonction de partition peut étre évaluée a ’aide du modele a une
matrice : chaque aréte occupée par un dimere peut en effet étre contractée, en fusionnant les
deux sommets incidents de degré 4 en un sommet de degré 6. La regle d’exclusion assure que
cette construction est non-ambigué, et les sommets non environnés de dimeres sont inchangés.
Nous obtenons ainsi une carte constituée de sommets de degrés 4 et 6. Réciproquement, nous
pouvons éclater chaque sommet de degré 6 de 3 fagons. La fonction de partition se réexprime
comme la série génératrice des cartes « tétrahexavalentes » comptées avec des poids y et 3zy?
par sommet de degré respectivement 4 et 6 (ceux-ci comptant pour deux sommets de degré 4 et
un dimere). Il s’agit bien d’un cas particulier du modele & une matrice (1.12), avec un polynéme
V(z) = yz*/4 + 32y?2°/6 [50].

Nous avons jusque ici présenté des arguments qualitatifs montrant comment les modeles dis-
crets sur cartes aléatoires permettent de donner un sens concret aux intégrations fonctionnelles
considérées pour la mécanique quantique ou statistique des surfaces. D’autres approches sont pos-
sibles : citons en particulier I’approche continue fructueuse par les théories conformes couplées au
champ de Liouville [24,[25,26]. Un accord quantitatif spectaculaire existe entre théories discrétes
et continues, au voisinage des points critiques, ce qui peut étre vu comme une manifestation du
principe d’universalité. Il est en effet bien connu que le comportement critique des modeles sur
réseaux bidimensionnels réguliers peut étre décrit par un petit nombre de parametres, dont 'un
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des plus importants est la charge centrale, notée c. La théorie de Liouville prédit, notamment,
que le modele correspondant sur réseau aléatoire possede un exposant de susceptibilité de corde
~v dépendant de c¢ via :

v = <1 (112 )25 -¢) (1.75)
Le cas de la gravité pure correspond a la théorie conforme triviale ¢ = 0 et on retrouve ainsi
~v(0) = —1/2. Le point critique du modele d’Ising correspond & ¢ = 1/2, d’on v(1/2) = —1/3,
en accord avec la solution exacte sur réseaux dynamiques [12| 13|. Mentionnons que d’autres
exposants critiques peuvent étre également prédits, et que I’identification avec les modeles discrets
est plus délicate dans le cas des théories conformes non-unitaires (comme pour la singularité de
Yang-Lee [50], rencontrée dans la section suivante). Une discussion plus poussée de ce sujet est
donnée par exemple dans I’appendice A dans la publication I.

1.3 Particules dures sur cartes aléatoires

Cette section est consacrée a la présentation de résultats sur les modeles de particules dures sur
les cartes aléatoires planaires dynamiques, introduits dans la publication I. Il s’agit d’une illustra-
tion des idées présentées dans les sections précédentes : nous verrons comment les intégrales ma-
tricielles permettent de trouver des solutions explicites pour ces modeles inspirés de la mécanique
statistique.

Les modeles de particules dures sur un réseau ont été introduits plus haut. Rappelons que
les configurations sont définies par la donnée de I’état (vide ou occupé) de chaque site, la régle
d’exclusion stipulant que deux sites adjacents ne peuvent étre occupés simultanément. Un poids
z est attaché a chaque site occupé.

Ces modeles ont été trés étudiés sur les réseaux bidimensionnels réguliers [51, 52) 53]. En
particulier, dans le cas du réseau triangulaire, le modele possede une solution exacte, découverte
par Baxter, a laide de techniques de type « matrice de transfert » [54, (55, 56]. D’un point de
vue physique, ces modeles présentent des propriétés critiques remarquables, avec une transition
de phase vers un état cristallin lorsque l’activité z par particule dépasse un seuil critique.

Nous considérons ici l'extension aux cartes planaires vues comme réseaux irréguliers. Il
convient de préciser la famille de cartes planaires choisies : nous étudierons successivement le
cas des cartes tétravalentes, puis des cartes biparties trivalentes. Ce choix est guidé a la fois par
des questions de simplicité technique, et d’intérét physique : en effet le caractére biparti joue un
role crucial dans le comportement critique du modele sur carte aléatoire. A 'opposé, bien qu’il
soit techniquement possible de considérer des cartes avec des sommets de degrés arbitraires, il
n’en résulterait pas de physique nouvelle. Ceci est discuté de fagon détaillée dans la publication I.
Nous nous contenterons de présenter ici ’esprit de la solution exacte par intégrales de matrices.

1.3.1 Particules dures sur cartes tétravalentes

Au vu de la section [1.1.1} il est facile de construire une intégrale matricielle exprimant la
fonction de partition des particules dures sur les cartes tétravalentes. Les sommets de la carte
étant tétravalents et dans deux états (occupé ou vide), nous devons considérer un modele & deux
matrices hermitiennes, notées A et B, de la forme :

_aAB) At B
Iy = log/eNTr( a4 ) papp, (1.76)

Le développement en diagrammes de Feynman de I fait apparaitre des cartes dont les sommets
sont étiquetés A ou B. La partie quadratique q(A4, B) = Qa4 A? +2QapAB+ QppB? détermine
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les poids par arétes du modele par le biais des éléments de la matrice inverse Q ', tandis que
les termes quartiques engendrent des sommets de degré 4. La regle d’exclusion peut étre réalisée
en prenant :

Qaa=0 Qip=Qps=1 Qpp=1 (1.77)
Le poids nul attachés aux arétes de type A — A revient de fait & les interdire, nous voyons donc

que les sommets A correspondent aux sites occupés. Pour les autres arétes, la regle d’exclusion
est satisfaite, et nous les comptons avec un poids 1. Par inversion, nous avons ainsi :

q(A,B) = —A? + 2AB (1.78)

Pour les poids par sommets, nous prenons v4 = yz, vg = y : y est une activité par sommet,
controlant la taille des cartes, tandis que z est I'activité par particule. La fonction de partition des
particules dures sur cartes planaires tétravalentes est égale a la limite de Iy/N? pour N — oo.

Cette fonction de partition peut s’exprimer en termes de polynomes bi-orthogonaux, comme
expliqué a la section [1.1.3. Considérons I'espace des polynomes & une variable z, que nous mu-
nissons du produit bilinéaire formel :

)= [ plaa®e = ) daay (1.79)

déterminant une famille unique de polyndmes bi-orthogonaux par les contraintes suivantes :

~ (pi, qj) = hidij

— pn et g, sont des polynomes unitaires de degré n.
Cette derniére propriété implique que les familles (py,)n>0 €t (gn)n>0 constituent chacune une
base graduée de ’espace des polynomes. Le développement d’un polynéme arbitraire r dans ces
bases est donné par :

(1 q)Pn = (P T
_ NPT 1.
P P e D (0

ou les coefficients s’annulent deés que n dépasse le degré de r. Notons enfin qu’en raison de la
parité de la mesure, p, et g, ne contiennent que des monomes dont le degré a méme parité que
n.

La contrainte de bi-orthogonalité permet d’écrire de nombreuses identités satisfaites par les
polynomes, pour in fine déterminer la fonction de partition. Considérons par exemple les dérivées
des polynomes : par la définition du produit bilinéaire (1.79) et une intégration par parties, nous
avons les identités :

1
N(p;?qj) = —(2pi, q5) + (pi, 2q;) — 2y(2°pi, q;)
1

N(Pm‘];) = (zplaQJ) - y(piax3Qj)'

(1.81)

Considérons la quantité (zp;,q;) : xp; étant de degré ¢ + 1, elle est nulle pour tout j > i + 1.
De plus, en vertu de la seconde identité ci-dessus, nous avons également une annulation pour
1 > j+3 en raison des degrés; enfin, par parité, la quantité est nulle pour i et j de parité opposée.
Il en résulte que xp; a une décomposition dans la base p de la forme :

TP; = Pit1 + Ti—1Pi—1 + 8i—3Di—3, (1.82)
le premier coefficient étant fixé par unitarité. De méme, xq; se développe comme :

Tq; = qjy1+Tj-1Gj—1 + 5;-3¢;—3. (1.83)
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Par convention, les coefficients r;, s;, 7;, 5; sont nuls pour ¢ < 0. Les polynémes dérivés possedent
une décomposition finie similaire, de terme de plus haut degré fixé : p! = ip;_1 + O(z*~2),
q) = igi—1 + O(x*=2). Nous pouvons alors écrire des relations de récurrence satisfaites par les
suites h,r,s,7,§, en écrivant les identités (1.81) pour divers choix de i et j. Par exemple, pour
J =1+ 3, la premiere identité donne :

Les autres relations'® sont plus lourdes, mais aisément calculables et simplifiables par un logiciel
de calcul formel ; nous nous contenterons de mentionner qu’elles fixent de fagcon unique les suites
h,r,s,7,§ a partir des conditions initiales. La fonction de partition est alors déterminée par la
relation vue a la section [1.1.3]:

N-—-1 h
In =) log UL (1.85)
n=0 hn

ou h%o) = hn|y:0, ce qui assure I'annulation de la série lorsque le poids par sommet est nul. Il
est & noter que les h,, possedent également une dépendance en N en raison de la définition du
produit bilinéaire (1.79).

Considérons a présent la limite planaire N — oo. Nous faisons ’hypothese que le comporte-
ment dominant de la somme (1.85) correspond aux valeurs de n du méme ordre de grandeur que
N, et que h, possede une limite d’échelle de la forme :

n

log hy, = N (N> + o(N), (1.86)
ol a(v) est une fonction continue de v = n/N avec a(0) = 0. Cette hypotheése peut étre motivée
par des arguments de type méthode du col, mais suppose en particulier log h,, ne présente pas
de comportement oscillant périodiquement en n. Nous voyons en particulier que v, = hpt1/hn
possede une limite finie v(v) = e®' ) De maniere similaire, les coefficients r,,, $p, 7n, 8, dans
les équations (1.82) et (1.83) possedent des limites continues r(v), s(v), 7(v), §(v). Les relations
de récurrence sur ces quantités, portant sur un intervalle fini d’indices, se réduisent dans cette
limite a des équations algébriques :

5= 2y® (1.87)
r = 3your
s = yv’.

Ce systeme de 5 équations fixe les quantités v,r,s,7,§ en fonction de v et des poids y et z
du modele. Par élimination, le systéme se réduit & une équation yv = ¢,(V), ou V = yv, et
(V) est une fraction rationnelle, de forme donnée plus bas, avec ¢,(0) = 0 et ¢/, (0) = 1. Ceci
détermine implicitement V (yv) = ye“/(”) dans un voisinage de 0. Par notre hypothese d’échelle,
la limite de I’équation (1.85) s’écrit :

Jim_ % - /01 (a(y) - a(o)(u)> dv = /01(1 —v)log (%) dv (1.88)

16Un systeme complet d’équations est obtenu en écrivant la premiere identité (1.81) pour j =i+ 3,4+ 1,5 — 1,
et la seconde pour j =¢+ 1,4 — 1,7 — 3.
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(avec aD(v) = a(v)| y:O)' La derniere réécriture est obtenue par intégration par partie, et
s’annule bien lorsque y — 0. Nous identifions en cette limite une série génératrice de cartes
planaires décorées, qui est la fonction de partition de notre modele. Par un changement de
variable v — V| nous aboutissons au résultat suivant :

La fonction de partition du modele des particules dures sur les cartes planaires tétravalentes
aléatoires, avec activités y par sommet et z par particule, est donnée par :

avec

3?2

(pZ(V) = V(l — 3ZV2) - (1_972)2

(1.90)

et en choisissant la détermination de ¢! s’annulant en 0.

Comme pour le modele a une matrice, il n’est pas forcément clair que ces équations sont
plus explicites que le modele de matrice initial. Un logiciel de calcul formel permet de calculer
Iintégrale pour obtenir une expression fonction de V', qui est déterminé implicitement par une
équation algébrique. Nous pouvons également considérer un développement ordre par ordre en y
et/ou z : les petits ordres peuvent étre comparés avec un comptage « manuel », et une expression
pour le terme général de la série peut étre obtenu par inversion de Lagrange (équation (3.25) de
[57)).

Notons de plus que, pour une valeur de z fixée, la fonction de partition Zyps possede un
développement analytique autour de y = 0 avec un rayon de convergence y.(z) fini. La quantité
log y.(z) peut étre interprétée comme ’énergie libre thermodynamique par site, pour des cartes
de grande taille fixée. Le rayon de convergence est déterminé par la premiére singularité de ¢!,
caractérisées par les équations algébriques :

Ye = L)Oz(‘/c)v (p/z(VvC) =0. (1'91)

Nous renvoyons a l'article I pour une discussion détaillée des solutions de ces équations. Men-
tionnons que pour une valeur de z générique (telle que ¢’/ (V.) # 0), le comportement singulier
au voisinage du point critique est V. — V o (y. — y)l/ 2 qui se traduit par un exposant critique
v = —1/2 pour la singularité de la fonction de partition : ZHp4\Smg o (y. — y)?~7. Ceci cor-
respond au comportement critique de la gravité pure, discuté a la section précédente. Pour une
valeur particuliere de z :

25
_=—-———(11v5+4+25) =—-0,151... 1.92
nous obtenons cependant un comportement non-générique, multicritique, lié a 'annulation de
¢ (V..). Nous avons V, —V o (y.—y)'/?, d’olt un exposant critique v = —1/3. Un autre exposant

critique décrit 'approche du point multicritique en fixant y = y.(z) et en faisant tendre z vers z_ :
le comportement singulier de 1’énergie libre thermodynamique est : log gc(z)|Sing x (z—2_)%72,
ol @ = 1/2 est appelé exposant thermique. Ce point multicritique est non-physique, car 'activité
par particule est négative. Il correspond cependant a une classe d’universalité bien connue sous
le nom de singularité de Yang-Lee, ici dans une métrique fluctuante [50]. Nous noterons enfin
que, contrairement aux modeles de particules dures sur réseau bidimensionnel régulier, il n’existe
pas de point critique de cristallisation.
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1.3.2 Particules dures sur cartes biparties trivalentes

Considérons a présent le modele des particules dures sur une carte bipartie : les sommets sont
coloriés de deux couleurs, par exemple noir et blanc, de telle sorte que chaque aréte est incidente
a un sommet de chaque couleur. Ceci vient en plus de 1’état vide ou occupé par une particule :
au total, il existe 4 types de sommets, d’ou 'idée d’introduire un modele a 4 matrices. Celui-ci
s’écrit :

SER N Y

JN = log/eXpNTr (AlAQ + As Az — A3As+y >DA1DA2DA3DA4

(1.93)
En effet, la partie quadratique dans I’exponentielle a pour respectivement matrice et matrice
inverse :

0 1 0 0 01 01
1 0 -1 0 1 0 0 0
0 -1 0 1 00 01 (1.94)
0 0 1 0 1 010

La matrice inverse donne les poids pour chaque type d’aréte : une aréte de poids 0 est interdite,
une aréte de poids 1 est autorisée. Les regles d’exclusion et de bicoloriabilité sont simultanément
réalisées, avec les identifications :

— A; < noir vide

— As < blanc occupé

— A3 < noir occupé

— A4 < blanc vide.
Les termes cubiques engendrent les sommets trivalents, avec un poids y par sommet et z par
particule.

De fagon remarquable, ce modele appartient a la classe des modeles de matrice en chaine,
introduite a la section (1.1.3). Jy peut ainsi étre exprimé en terme de polynomes bi-orthogonaux,
ol le produit bilinéaire est :

(p,q) = /p(al)q(a4)eNH(“1’ag’“3’“4)da1da2da3da4 (1.95)
H = aital ata G duit est St
avec H(ay,az,a3,a4) = —a1az + azaz — azay + y—5—* + yz=23-2. Ce produit est symétrique,

et nous avons affaire & des polynomes orthogonaux : (p;,p;) = h;d;;. Comme précédemment,
nous cherchons a écrire des identités satisfaites par les dérivées des polynomes, cependant la
présence de 2 intégrations supplémentaires empéche de « fermer » le systeme. Suivant I’approche
de Douglas [28], nous introduisons les opérateurs Q;, i = 1,2, 3,4, dont I’action sur un polyndéme
p est définie par :

Vg, (Qip,q) = /aip(al)q(a4)eNH(‘“’a""'a3’a4)da1dagda3da4. (1.96)

Q1 est 'opérateur de multiplication par la variable, mais ’action des trois autres opérateurs
dépend intrinsequement de la définition du produit scalaire. Par symétrie, (Q;p,q) = (p, Q5-:q),
d’ou la dualité @Q; = Q;_i. Ajoutons l'opérateur P de dérivation par rapport a la variable, nous
obtenons alors un systeme d’équation pour les opérateurs en écrivant que pour ¢ = 1,2,3,4 :

d
/ - (p(al)q(a4)eNH(a1,az,a3,a4)> daydasdazday = 0. (1.97)
7
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Par dualité, celles-ci se réduisent aux équations pour ¢ = 1,2 :
P
N =Q2 — yQ%
Q1= Q) +y2Q5.

Ces équations sont précisément les analogues des relations (1.81) du modele précédent, mais sont
exprimées ici indépendamment du choix d’une base. Par un raisonnement similaire au précédent,
nous pouvons étudier la décomposition de Q1p; et Q2p; dans la base des p;. Par des considérations
de degré et de symétri@, nous obtenons le développement suivant :

1 2 3
Q1p; = pit1 + 7“1(—)22%42 + Tg_)5pi75 + Tg_)gpifs

Q2pi = Ypit2 + 551_)1101‘71 + 81(-3)41%‘74

(1.98)

(1.99)

A nouveau, nous prenons la convention que les différents coefficients sont nuls dés que leur indice
est négatif. Ces décompositions donnent les éléments de la matrice semi-infinie de @1 et Qo
dans la base des polynomes orthogonaux : nous voyons que les seuls éléments non-nuls sont a
une distance bornée de la diagonale, ce qui est une propriété générale des modeles de matrice
en chaine dont les degrés des sommets sont bornés. Dans un langage opératoriel, introduisons
l'opérateur de décalage o défini par son action sur la base : op; = p;41, et son pseudo-inverse a
gauche o~ 1p; = p;_1 (avec 0 1py = 0). Les équations (1.99) se réécrivent alors :

Qr=0+rWoe 24,2575 4 358

(1.100)
Qo = yo? +sWa™t 4 s,

r @) G s 5(2) sont les opérateurs diagonaux dont I’action sur p; est, naturellement, la

@) @ .G (B (2 L’opérateur de dérivation P possede

multiplication par respectivement r;”’,r;”, 7", 5.7, s;

un développement analogue « triangulaire inférieur » : P/N = vo~! + ..., avec vp; = %pz
Nous avons la relation de dualité o' = vo~!, oll v est un opérateur diagonal lié aux normes h des
polynémes : vp; = (hiy1/hi)p;. Les opérateurs diagonaux sont auto-duaux. Nous pouvons alors
substituer dans les équations (1.98) et développer « ordre par ordrd!8 » en o. Nous aboutissons

en particulier au systéme suivant de 4 équations pour les 4 opérateurs inconnus v, (1, s(1) 52
14
s = 320" (vcr 1)

v=sl 4 yzzv (05(1)0_1 + o_ls(l)a)
(1.101)
) = yva_lva + yzs(l)o_ls(l)a + yZZ (8(2) + 023(2)0_2>

v=s _y (Tu) 4 UT<1>U—1)

On peut se ramener a de plus traditionnelles relations de récurrence en projetant ces relations
sur la base p;. Cependant cette forme permet de lire immédiatement la limite planaire N — oo :
dans celle-ci, les opérateurs diagonaux deviennent des fonctions continues de v, et o devient
un opérateur commutant, s’éliminant des équations (1.101). Par élimination, nous obtenons une
équation y?zv = o, (V), analogue au cas précédent avec ici V = y?zv. Par application au calcul
de la fonction de partition, nous aboutissons au résultat suivant :

170n notera en particulier que H(wa1,w?az,w?as,waq) = H(a1,az2,a3,a4) pour w racine troisitme de I'unité,
ce qui implique que pp ne contient que des mondmes dont le degré a méme résidu que n modulo 3.

18Quelque attention doit étre prise a la non-commutativité de o avec les opérateurs diagonaux, et au fait que
0=l =1 mais co~! # 1. Une méthode siire est de multiplier les équations (1.98) & droite par o (avec k > 0),
ou bien & gauche par (0 71)*, et d’extraire la partie diagonale.
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La fonction de partition du modele des particules dures sur les cartes planaires biparties
trivalentes aléatoires, avec activités y par sommet et z par particule, est donnée par :

I /Osa;(y) oL (V) (1 3 so(gV)> log (L) iV (1.102)

Y2z Y2z (V)
avec V 2
= _Zy%1-2v)? 1.1
o) = gy — 5V 0 -20) (1.103)

et en choisissant la détermination de ;! s’annulant en 0.

Comme pour le modele précédent, I'intégrale peut étre explicitée comme fonction de V' qui
est déterminé implicite. Le terme général du développement en série en y peut étre calculé par
inversion de Lagrange (équation (3.38) de [57]).

Nous pouvons aussi considérer le développement analytique de Zypsp autour de y = 0, pour z
fixé. A nouveau, le rayon de convergence, donnant I’énergie libre thermodynamique, est déterminé
par les singularités de ¢!, et les équations y. = . (V.), ©.(V.) = 0. Le comportement critique
générique est celui de la gravité pure, avec un exposant critique v = —1/2. Cependant, nous
observons un phénomeéne nouveau : le modele sur carte bipartie possede non pas un, mais deux
points multicritiques, ot ¢/ (V,) s’annule. Ces points sont obtenus en :

512
_=—-———=-0.16384 =32 1.104
3125 o (1.104)
et donnent un méme exposant critique v = —1/3. Le premier, pour z_ < 0, est comme pour le

modele précédent dans la classe d’universalité de la singularité de Yang-Lee avec un exposant
thermique o = 1/2. D’un point de vue analytique, y.(z) devient complexe pour z < z_, z_
apparaissant comme un « cusp » dans le graphe de y.(z) (rebroussement sur une branche non-
physique).

Le second est de nature différente, et possede l'intérét d’étre dans une région physique de
Iespace des parametres, puisque zy > 0. Analytiquement, il apparait comme un changement de
détermination de y.(z), au croisement de deux branches de solutions réelles de ¢’ (V.) = 0. Ceci
ne fait apparaitre de discontinuité de y.(z) qu’a la dérivée troisieme, qui s’interpréte comme un
exposant thermique @ = —1. La classe d’universalité est celle du modele d’Ising sur métrique
fluctuante [12, 13], et correspond & une transition de cristallisation, que nous pouvons expliquer
physiquement comme suit. Pour une activité par particule élevée, les configurations a nombre
élevé de particules sont favorisées, mais ceci entre en compétition avec la regle d’exclusion. Sur
un réseau biparti, il existe deux états « fondamentaux » maximisant naturellement le nombre
de particules : ceux-ci sont obtenus lorsque tous les sites d’une couleur donnée sont occupés (les
autres devant étre vides par exclusion). Pour z — oo, le systéme devra choisir entre ces deux
états fondamentaux. Il s’agit d’'un phénomene de brisure spontanée de symétrie, et nous pouvons
définir un parametre d’ordre comme la différence entre le nombre d’occupation moyen sur un
site noir et celui sur un site blanc. Le point critique z; correspond au seuil en-dessous duquel
le parametre d’ordre est nul, et au-dessus duquel il posséde une valeur non—nulldlg7 le systeme

19Ce fait n’est pas rigoureusement exact, car le paramétre d’ordre doit étre nul en raison de la symétrie noir-
blanc. Il conviendrait d’introduire une perturbation favorisant I’'un des états fondamentaux par rapport a 'autre.
Ceci peut étre fait par exemple par une légére extension de notre modeéle, en mettant un poids différent aux
sites occupés selon qu’ils sont noirs ou blancs. Dans ce cas nous verrions que le parametre d’ordre posséde une
valeur finie méme pour une perturbation infinitésimale, le signe du parametre d’ordre dépendant du sens de la
perturbation.
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étant alors a une transition de phase du premier ordre. I’absence de transition de cristallisation
dans le modele précédent peut se justifier par le fait que sur une carte générique non-bipartie, il
n’existe pas d’état fondamental naturel pour z grand.

1.3.3 Généralisations du modeéle

Les deux modeles précédents ont pu étre résolus a l’aide d’un modele de matrices en chaine,
a deux et quatre matrices respectivement. Une question naturelle est alors de déterminer si
d’autres modeles de matrices en chaine, comportant un nombre arbitraire de matrices, possedent
une interprétation en tant que modeles de particules dures.

Considérons par exemple un modele a trois matrices en chaine :

o — AL -
log/eNT ( 5 +A1A2 A2A3+V1(A1)+V2(A2)+V3(A3)>. (1.105)

2
Le choix particulier de la forme quadratique % — A1 Ay + Ay As est destiné a assurer que la

matrice de celle-ci est inversible, et que son inverse n’a que des éléments de matrice positifs, pour
une interprétation comme poids par aréte dans le développement en cartes. Précisément, nous
obtenons la matrice inverse :

1
0 (1.106)
1

_ o O
—_ =

Les poids par aréte sont 1, sauf pour les arétes de type A1—Ay et As—As qui sont interdites. Nous
pouvons interpréter ces contraintes en terme de particules vivant sur les sommets de la carte,
en introduisant la regle d’exclusion étendue suivante : sur deux sommets adjacents se trouve un
total d’au plus deux particules. Deux particules peuvent se trouver sur un méme sommet, mais
ceci impose que les sommets adjacents sont vides. As correspond ainsi aux sommets double-
ment occupés, A; aux sommets simplement occupés, et Az aux sommets vides. Les polynémes
Vi(A1), Va(As), V3(As) donnent les poids par sommets de chaque type et degré, et nous pouvons
résoudre le modele pour de tels poids arbitraires a ’aide de polygones bi-orthogonaux.

Cette regle d’exclusion étendue peut étre également considérée sur une carte bipartie, et
il apparait que le modele peut étre relié & un modele a six matrices en chaines, ou la forme
quadratique est A1 Ay — As Az + A3 Ay — A4 As + As Ag, et possede la matrice inverse :

01 0101
100 0 0O
00 01 01
101 000 (1.107)
00 0 001
1 01 010

L’identification des types de sites se fait avec la correspondance :
— A; < site noir vide,

— A, > site blanc doublement occupé,
— Aj < site noir simplement occupé,
— A4 < site blanc simplement occupé,
— Ajg <+ site noir doublement occupé,

— Ag < site blanc vide.
Les poids par aréte réalisent alors simultanément la régle d’exclusion étendue et la bicoloriabilité.
Nous pouvons a nouveau considérer des poids arbitraires par sommet de chaque type et degré. Ce
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modele a été étudié dans I dans le cas des cartes biparties trivalentes. La solution par polynémes
orthogonaux a été obtenue, et nous pouvons en déduire de fagon exacte le comportement critique
tres riche du modele. En particulier, nous mettons en évidence 'existence d’un point dans la
classe d’universalité dite du modele d’Ising tricritique, a la rencontre d’une ligne de transition
du premier ordre et d’une ligne critique du second ordre (dont chaque point est de type Ising).

Au-dela de cette regle d’exclusion étendue a deux particules, nous pouvons considérer une
version généralisée, définie pour tout entier k positif : la régle d’exclusion étendue d’ordre k
stipule que le nombre total de particules sur deux sites adjacents est au plus k. Dans ce cas, le
nombre d’occupation sur un site est un entier compris entre 0 et k. Le modele peut étre considéré
sur les cartes aléatoires, arbitraires ou biparties, et il est facile d’écrire un modele de matrice
exprimant sa fonction de partition. Pour le cas des cartes arbitraires, il convient d’introduire k41
matrices Ag, A1,..., Ag, A; est la matrice associée aux sommets ayant un nombre d’occupation .
La regle d’exclusion étendue se traduit, dans le langage des matrices, par une forme quadratique,
dont la matrice inverse a pour éléments :

g =0k—i—j), i,j=0,... .k (1.108)
ou f(n) =1sin >0, 0 sinon. L’'inverse de la matrice est alors donnée par :
Qij = ditjk — itjh+1 (1.109)
d’ou la forme quadratique :
k k
q(Ao, Ary. o Ag) =D A = Y Ay (1.110)
i=0 i=1

Cette forme peut étre réécrite pour mettre en évidence une structure de graphe d’interactions
en chaine :

k
q(Ag, Ar, . Ar) =2 (=) Ag(y Agigr) + (1)FAZ (1.111)
i=0
ol o est la permutation de {0,1,...,k} définie par :

{ ZE;z)+:1§ =k—1 1=0,..., LEJ (1112)

Le modele est donc soluble par polyndomes bi-orthogonaux, pour des poids arbitraires par sommet
de chaque type et degré, exprimant la fonction de partition en termes de fonctions déterminée
par un systeme d’équations algébriques.

De facon intéressante, le modele sur cartes biparties possede une forme tres similaire. Les som-
mets peuvent étre de 2k 4 2 types, selon le nombre d’occupation et la couleur : nous considérons

donc un modele a 2k + 2 matrices By, Ba, ..., Bak42, dans lequel la forme quadratique est :
2k—1
q(Bl,B27...7BQk+2) =2 Z(—l)lBiBi+1. (1113)
i=1

La matrice de cette forme est inversible, et les éléments de la matrice inverse @ ~! valent toutes
0 ou 1 selon I’équivalence :

;jl = 1< (¢ pair et j impair et ¢ > j) ou (j pair et i impair et j > 7) (1.114)
pour i,5 = 1,2,...2k + 2. Ceci définit les types d’arétes autorisées. L’interprétation en terme
de régle d’exclusion sur réseau bicoloriable se fait en identifiant chaque matrice & un type de

sommet, selon :
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— Bag;41 < site noir a ¢ particules

— Bajto > site blanc a k — i particules
ou i prend les valeurs 0, 1, ..., k. Nous pouvons, & nouveau, attacher un poids arbitraire & chaque
sommet dépendant de son type et son degré, et déterminer la fonction de partition du modele a
I’aide de polynomes bi-orthogonaux.
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Chapitre 2

Cartes planaires et arbres
bourgeonnants

La plupart des familles de cartes énumérables, tant par I’approche originale de Tutte que par
les modeles de matrices vus au chapitrell, possedent des séries génératrices de nature algébrique.
Dans un certain nombre de cas, il est possible d’obtenir une formule explicite pour le terme général
de la série, correspondant au nombre de cartes ayant des nombres prescrits d’arétes, de sommets
ou de faces de chaque type. Dans d’autres cas, nous pouvons exprimer la série génératrice a partir
de fonctions déterminées implicitement par un systéme fini d’équations algébriques (comme pour
les cartes énumérées selon les degrés des sommets, en imposant une borne sur ceux-ci). Enfin, les
cas les plus généraux (pour des degrés arbitraires) apparaissent comme limites des précédents,
et la série génératrice en tant que série formelle peut étre vue comme le point fixe unique d’une
certaine application contractante. Ces différents aspects évoquent I’énumération d’autres objets
combinatoires : les arbres. En effet, un arbre (enraciné) peut étre décomposé récursivement en
d’autres arbres : dans le langage des séries génératrices, ceci se traduit immédiatement par une
équation de point fixe. Dans de nombreux cas, les équations obtenues sont algébriques. Enfin,
certaines familles d’arbres sont énumérables par des formules explicites, pouvant souvent étre
obtenues par des arguments de combinatoire bijective.

Au-dela de ces similarités qualitatives, certaines familles de cartes possedent exactement la
méme énumération que des familles d’arbres (éventuellement définies de maniére ad hoc). Il existe
donc en principe une bijection entre elles, et il est naturel de se demander si une telle bijection
peut étre construite explicitement. Une approche systématique de ce sujet a été amorcée par
Schaeffer [14,/58,/59] 60, 61], qui parvint & redémontrer de nombreux résultats d’énumération de
cartes de maniere purement bijective, via des correspondances entre cartes et arbres. De facon
générale, les arbres considérés peuvent étre qualifiés d’arbres bourgeonnants (en anglais : blossom
trees) : il s’agit d’arbres plans, dont les sommets externes (de degré un) peuvent étre de deux
types particuliers : les feuilles et les bourgeons.

Dans ce chapitre, nous commengons par introduire les arbres bourgeonnants selon un raison-
nement di & Schaeffer [14], afin de retrouver de maniére bijective le nombre de cartes planaires
a n arétes. Nous montrerons ensuite comment étendre la construction pour retrouver la série
génératrice des cartes enracinées en fonction des degrés des sommets, calculée au chapitre [1 par
le modele & une matrice, et obtenue par Bender et Canfield [62] via une décomposition récursive
a la Tutte. Ceci reprend les résultats de la publication III. Nous passerons ensuite au cas des
cartes biparties, correspondant au modele a deux matrices : nous commencerons par présenter
la construction générale donnée par Bousquet-Mélou et Schaeffer [21] avant de nous concentrer

o1
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sur deux cas particuliers intéressants, discutés dans les publications II et IV. Dans une derniere
section, nous proposerons une extension a un modele de cartes a trois couleurs, correspondant
au modele & trois matrices en chaine [63].

La méthode des arbres bourgeonnants s’avere donc un outil puissant pour retrouver de
maniere combinatoire et bijective les résultats des modeles de matrices solubles par polynomes
(bi-)orthogonaux. Nous effectuons ici le programme pour les modéles a une, deux et trois matrices.
Les résultats récents [64] sur le modele des particules dures sur cartes bicubiques, correspondant
a un modele a quatre matrices, sont au-dela de la perspective de ce texte. Nous n’évoquons pas
non plus les variantes pour ’énumération de cartes ayant des propriétés de non-séparabilité ou
de connexité forte [59; 61].

2.1 Prémisses : le comptage bijectif des cartes planaires a
n arétes

2.1.1 Arbres bourgeonnants quartiques

Afin de motiver I'introduction des arbres bourgeonnants, suivons le raisonnement original de
Schaeffer. Depuis Tutte [4], il est connu que le nombre de cartes planaires enracinées a n arétes

est :
"= EE T ) =

Peut-on retrouver ce résultat de maniere bijective ? L’approche de Schaeffer consiste a d’abord
« deviner » des objets combinatoires simples comptés par une formule analogue, puis de chercher
a les relier aux cartes. Pour ce faire, réécrivons :

2
en:n+2~3"'cn (2.2)
ou ¢, = %_‘_1(27?) est le nombre de Catalan d’ordre n.

(@ (b)

FIG. 2.1 — Un arbre binaire complet planté (a), et un arbre bourgeonnant quartique associé (b).
Les sommets internes (ou noeuds) sont représentés par des ronds, les feuilles (distinctes de la
racine) par des fleches blanches, les bourgeons par des fleches noires, la racine par une « masse ».
Ces conventions seront gardées pour toutes les figures de cette section.
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Parmi les nombreuses interprétations combinatoires classiques des nombres de Catalan [65,
66], on retiendra celle-ci : ¢, est le nombre d’arbres binaires complets plantés a n noeud&il, la
figure [2.1-a montrant un tel arbre ayant n = 8 noeuds, ayant tous degré 32 ,ainsiquen—+1=9
feuilles, de degré 1. La racine, de degré 1, est considérée comme une feuille supplémentaire.

A partir d’'un arbre binaire complet planté & m noeuds, construisons & présent un arbre
bourgeonnant en connectant un bourgeon a chaque noeud. Plus précisément, pour chaque noeud
de l'arbre, sélectionnons 'un des trois secteurs délimités par les arétes incidentes, et plagons-y
une aréte menant a un sommet de degré un d’un type nouveau, appelé bourgeon, comme illustré
sur la figure[2.1-b. Chaque noeud a désormais degré 4 et est adjacent & exactement un bourgeon :
un arbre bourgeonnant ayant ces propriétés est dit quartique. Comme il y a 3™ fagons de placer
les bourgeons, le nombre d’arbres bourgeonnants quartiques a n noeuds est 3" - ¢,.

Nous voyons que le nombre d’arbres bourgeonnants quartiques différe seulement d’un facteur
(n +2)/2 de e,. L’idée de Schaeffer est alors d’associer une carte planaire & tout arbre bour-
geonnant, en reliant les bourgeons aux feuilles. Cette construction, appelée cloture, est présentée
dans la section suivante. Ensuite, nous verrons comment en déduire une énumération bijective
des cartes planaires, et comprendre le facteur manquant.

2.1.2 Des arbres aux cartes : la cloture

L’opération de cloture d’un arbre bourgeonnant consiste a considérer celui-ci comme le « sque-
lette » d’une carte planaire, les positions des feuilles et bourgeons étant 'information nécessaire
pour construire les arétes et faces manquantes de la carte. Plus précisément nous relions chaque
bourgeon & une feuille par une nouvelle aréte, suivant la procédure d’appariement définie comme
suit.

Etant donné un arbre bourgeonnant quartique a n noeuds, on parcourt le contour externe
(bord de la face) de I'arbre dans le sens direct : on rencontre successivement les 2n + 2 sommets
externes de l’arbre (i.e. n + 2 feuilles dont la racine, et n bourgeons). On commence par relier
chaque bourgeon suivi immédiatement d’une feuille & celle-ci. Comme illustré sur la figure[2.2}a,
on peut placer les nouvelles arétes de telle fagon qu’il n’y ait pas de croisement d’arétes, et que
tous les bourgeons et feuilles non appariés soient adjacents a la face externe. La procédure est
itérée sur les sommets externes restants : a chaque étape, on considere les sommets externes
non encore appariés, dans leur succession sur le contour de I’arbre, et on relie parmi eux chaque
bourgeon précédant immédiatement une feuille & celle-ci. Ce choix permet d’assurer qu’a chaque
étape, il n’y ait pas de croisement d’arétes, et que les sommets non appariés soient adjacents a
la face externe. De plus, comme il reste a chaque étape exactement deux feuilles de plus que de
bourgeons parmi les sommets externes non encore appariés, la procédure s’arréte lorsque tous
les bourgeons ont été appariés, laissant deux feuilles libres (figure 2.2-b).

On obtient la cloture partielle de 'arbre bourgeonnant initial en effacant a présent les bour-
geons et les feuilles appariées, et en fusionnant les arétes qui leur sont adjacentes (figure 2.2-c) :
il s’agit d’une carte planaire dont tous les sommets ont degré 4 hormis les deux feuilles non
appariées qui ont degré un.

Cependant cette construction n’est pas bijective : étant donné un arbre bourgeonnant quar-
tique, ses conjugués, obtenus par réenracinement, c’est-a-dire en marquant une feuille quelconque
et en considérant celle-ci comme nouvelle racine (figure [2.3ta), ont méme cléture partielle. En
effet 'appariement des feuilles et bourgeons est indépendant du choix de la racine parmi les
feuilles (figure 2.3tb).

LCe fait peut étre prouvé bijectivement via le codage des arbres binaires par les chemins de Dyck.
20n parle d’arbre binaire car, en remontant I’arbre depuis la racine, chaque noeud a exactement deux « fils »
(noeud ou feuille).
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@ (b

(€)

F1G. 2.2 — La cléture partielle de ’arbre bourgeonnant de la figure 2.1-b. (a) Premiere étape de
la procédure d’appariement. (b) Seconde et derniere étape de la procédure d’appariement. (c)
La cloture partielle obtenue par effacement des bourgeons et feuilles appariés.

Il se peut toutefois que la racine soit I'une des deux feuilles non appariées, auquel cas 1'arbre
est dit équilibré. Dans ce cas on acheve 'appariement en reliant ensemble les deux feuilles libres,
via une aréte orientée en direction de la racine. Ceci définit la cloture compléte de I'arbre équilibré
(figure 2.3-¢), qui est une carte planaire enracinée tétravalente (c’est-d-dire une carte planaire
avec une aréte marquée et orientée, et dont tous les sommets ont degré/valence 4). Pour la
représentation dans le plan, nous mettons par convention le point a I'infini dans la face a gauche
de la racine. Ce raffinement conduit au résultat suivant :

L’opération de cloture complete définit une bijection entre I’ensemble des arbres bourgeon-
nants quartiques équilibrés a n noeuds, et I’ensemble des cartes planaires tétravalentes en-
racinées a n sommets.

Nous prouverons plus loin un résultat plus général, mais décrivons des maintenant la construc-
tion inverse associant un arbre bourgeonnant quartique équilibré a toute carte planaire tétrava-
lente enracinée, qui se généralisera aisément.
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@) ®)

()

F1a. 2.3 — (a) Un conjugué équilibré de I’arbre de la figure 2.1-b. (b) Appariement des feuilles
et bourgeons. (c¢) La cloture complete correspondante.

2.1.3 Des cartes aux arbres : le découpage

Partant d’une carte planaire tétravalente enracinée a n sommets, on obtient un arbre en
en coupant certaines arétes, de fagon & supprimer tout cycle (ce qui revient & réunir toutes les
faces). On commence par couper l'aréte-racine en deux, en plagant une feuille au bout de chaque
demi-aréte. La feuille placée a l'origine de ’aréte-racine est marquée, et sera la racine de I’arbre
final.

Dans la carte résultante, les deux feuilles sont adjacentes a la méme face externe. On parcourt
alors successivement les arétes adjacentes a cette face externe, dans le sens direct en partant de
la racine : a chaque étape, on coupe 'aréte courante en deux si et seulement si elle est non-
séparante, c’est-a-dire si sa coupure laisse connexe le graphe sous-jacent courant. On place alors
respectivement un bourgeon au bout de la premiere demi-aréte et une feuille au bout de la
seconde, dans le sens de parcours. Lorsqu’on revient au point de départ, la face externe a été
réunie avec toutes les faces qui lui étaient précédemment adjacentes. On répete alors la procédure
en coupant les arétes non-séparantes le long du contour de la nouvelle face externe, toujours en
préservant la connexité, et ainsi de suite, jusqu’a ce que toutes les faces aient été réunies, c’est-
a-dire qu’il ne reste plus d’aréte non-séparante susceptible d’étre coupée.

La construction est illustrée sur la figure 2.4 : sur 'exemple présenté, deux tours de la face
externe sont nécessaires pour supprimer tous les cycles. En admettant pour l'instant que le
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F1G. 2.4 — Découpage en arbre de la carte planaire tétravalente de la figure[2.3Lc.

résultat du découpage est bien un arbre bourgeonnant équilibré (il n’est notamment pas évident
a priori que chaque noeud est connecté a exactement un bourgeon) et que ces deux constructions
constituent bien des bijections inverses 'un de I’autre, montrons a présent comment retrouver la

formule (2.1) de Tutte.

2.1.4 Application au comptage des cartes

Cloture et découpage relient bijectivement les arbres bourgeonnants quartiques équilibrés a
n noeuds aux cartes planaires tétravalentes enracinées a n sommets. A leur tour celles-ci sont en
bijection avec les cartes planaires arbitraires enracinées a n arétes, via une construction classique
toujours due & Tutte, illustrée sur la figure 2.5 :

— toute carte planaire tétravalente enracinée est bicoloriable des faces, mettons en noir et
blanc : en supposant que la face située a droite de l'aréte-racine est blanche, on place
un nouveau sommet dans chaque face blanche; les nouvelles arétes sont définies par les
contacts entre faces blanches au niveau des coins (figure 2.5:a). Ces nouveaux sommets
et arétes définissent une carte arbitraire dont les faces contiennent chacune exactement
une face noire de la carte tétravalente. Enfin on transfere naturellement le marquage de
l’aréte-racine.

— réciproquement a toute carte planaire enracinée on associe sa carte radiale : lorsque deux
arétes se succedent autour d’une face, on relie ensemble leurs milieux (figure 2.5tb).



2.2. CARTES ARBITRAIRES ET ARBRES BIEN CHARGES 57

Fi1G. 2.5 — Equivalence de Tutte entre cartes tétravalentes enracinées a n sommets et cartes
arbitraires enracinées a n arétes.

Il reste & montrer que les arbres bourgeonnants quartiques équilibrés a n noeuds est bien e,
comme défini par la formule (2.1). Pour ce faire, on remarque que, par réenracinement, on a une
bijection entre :

— I'ensemble des arbres bourgeonnants quartiques équilibrés a n noeuds avec marquage

d’une feuille quelconque (pouvant coincider avec la racine),

— I'ensemble des arbres bourgeonnants quartiques quelconques a n noeuds avec marquage

d’une feuille libre.
Un arbre bourgeonnant quartique a n noeuds ayant n + 2 feuilles dont deux libres, on en déduit
la relation :

n+2)-e,=2-3"-¢, (2.3)

qui donne 'identité voulue.

2.2 Cartes arbitraires et arbres bien chargés

Nous souhaitons a présent étendre ce type de preuve bijective & des résultats plus fins de la
combinatoire énumérative des cartes planaires. Ici, nous cherchons a retrouver bijectivement la
série génératrice des cartes planaires enracinées selon les degrés des sommets, calculée au chapitre
[1 via le modele & une matrice, et qui a été également obtenue via une méthode de décomposition
récursive par Bender et Canfield [62]. Il semble assez clair que la bijection de la section précédente
entre cartes planaires arbitraires et arbres bourgeonnants quartiques ne suffit pas : en effet le
degré d’un sommet dans une carte arbitraire devient le degré d’une face dans la carte tétravalente
radiale associée, qui n’est pas lisible de facon simple dans I’arbre bourgeonnant apres découpage.

Par contre, appliquer la procédure de cléture-découpage directement & une carte arbitraire
semble une voie plus prometteuse : en effet, la construction précédente consiste a remplacer des
paires bourgeon-feuille d’un arbre bourgeonnant par des arétes, les noeuds de I’arbre devenant des
sommets de la carte et leur degré étant bien évidemment inchangé. Nous procéderons en plusieurs
étapes : tout d’abord nous étendrons de fagon assez naturelle 'algorithme de découpage présenté
a la section [2.1.3] & des cartes non tétravalentes. Une description plus précise du procédé sera
donnée. La difficulté est de caractériser ensuite les objets obtenus : nous introduirons la notion
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importante de charge, permettant de définir les arbres bourgeonnants bien chargés. Nous explo-
rerons les propriétés des arbres bourgeonnants bien chargés et de leurs séries génératrices, avant
de revenir a 1’étude des conditions de bijectivité de I'opération de découpage, pour I'application
au comptage des cartes.

2.2.1 Généralisation du découpage et de la cléture

Cartes enracinées, & une patte, a deux pattes

4,0
|

Fi1G. 2.6 — Schéma de la décomposition d’une carte enracinée en un couple de cartes a une patte
ou en une carte a deux pattes.

y

—%

W\

Nous souhaitons généraliser ’algorithme de découpage de la section[2.1.3 aux cartes enracinées
arbitraires, non nécessairement tétravalentes. La premiere étape du découpage consiste a couper
I’aréte-racine, mais dans une carte non tétravalente cela peut rendre le graphe sous-jacent non-
connexe, ce qui distingue deux cas, schématisés sur la figure [2.6 :

— si aréte-racine est séparante, chacune des deux composantes connexes obtenues est une
carte & une patte (figure 2.7-a), i.e. une carte planaire avec marquage d’un sommet de degré
un,

— si aréte-racine est non-séparante, on obtient une carte ¢ deux pattes (figure [2.7-b), i.e.
une carte planaire avec marquage de deux sommets discernables (appelés respectivement
entrant et sortant) ayant chacun degré un et adjacents & une méme face.

Réciproquement, étant donné un couple de cartes & une patte, ou une carte a deux pattes (non
réduite & une aréte), on retrouve une carte planaire enracinée en reliant les pattes. Ceci établit
une bijection, et nous noterons que le nombre total de sommets d’un degré donné est conservé,
sauf pour le degré un en raison de I'ajout des deux pattes. Notre convention sera toutefois de ne
pas comptabiliser les pattes dans le comptage des sommets. L’intérét de cette décomposition est
que le découpage itératif en arbre bourgeonnant de la section [2.1.3 s’adapte aisément aux cartes
a une patte ou a deux pattes.

Cas des cartes a une patte

Dans une carte a une patte, la face externe est définie comme celle adjacente au sommet
marqué, qui est remplacé par une feuille-racine. On coupe alors, en suivant méme la procédure
qu’a la section|2.1.3, les arétes non-séparantes le long de la face externe, & partir de la racine, en
placant une paire bourgeon-feuille & chaque coupure. La figure[2.8 illustre ceci sur un exemple.
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(@) (b)

F1a. 2.7 — Exemples de carte & une patte (a) et de carte & deux pattes (b).

Apres un certain nombre de tours, on obtient ainsi un arbre bourgeonnant, comportant une
feuille de plus que de bourgeon. A la différence du cas tétravalent, la carte peut comporter des
sommets de degré un (autres que la patte), qui subsistent dans ’arbre bourgeonnant. Distincts
des bourgeons et des feuilles, ceux-ci sont considérés comme des sommets au méme titre que
les noeuds internes de l’arbre. Ainsi, le nombre de sommets de chaque degré est conservé (on
rappelle que le sommet marqué n’est pas comptabilisé par convention).

Il est instructif de considérer l'effet de la procédure de découpage sur la carte duale, comme
illustré sur la figure (2.9 Les arétes duales aux arétes coupées constituent un sous-graphe de la
carte duale, qui est un arbre couvrant. En effet, celui-ci est connexe et visite tous les sommets
(puisque le découpage fusionne toutes les faces avec la face externe) et ne comporte pas de boucle
(car le découpage préserve la connexité). Cet arbre couvrant n’est pas choisi arbitrairement, et
peut étre caractérisé comme la réunion des chemins minimauz ¢ gauche, définis comme suit.
Nous rappelons qu’un chemin sur un graphe ou une carte est usuellement défini comme une suite
finie d’arétes orientées consécutives, i.e. 'extrémité d’une aréte est I'origine de l’aréte suivante.
La longueur d’un chemin est le nombre d’arétes qui le constituent, son origine est 1’origine de
la premiere aréte, son extrémité ’extrémité de la derniere aréte. Un chemin est dit minimal s’il
n’existe pas de chemin de longueur inférieure ayant mémes origine et extrémité. Nous considérons
ici des chemins sur la carte duale, ayant pour origine le dual de la face externe : les chemins
minimaux menant au dual d’une face donnée sont évidemment tous de méme longueur (appelée
distance de la face a la face externe). Ils sont de plus en nombre fini, et nous pouvons les
ordonner « de gauche a droite » en fonction de leur position par rapport a la patte externd®. Nous
appelons finalement chemin minimal a gauche I’élément le plus & gauche de ’ensemble des chemins
minimaux menant au dual d’une face donnée. La procédure de découpage se caractérise alors en
notant qu’un aréte est découpée si et seulement si sa duale appartient a un chemin minimal &
gauche. Ce fait peut étre vérifié sur la figure 2.9, et nous notons de plus que les bourgeons et
feuilles sont placés respectivement a gauche et a droite des chemins minimaux a gauche (selon
leur orientation depuis la face externe). Nous utiliserons abondamment ces caractérisations, et
nous mentionnons que l'arbre couvrant des chemins minimaux a gauche étre également construit

3Plus précisément, pour deux tels chemins, nous définissons la notion de gauche et droite en examinant les
positions relatives de la premieére aréte non-commune aux deux chemins, par rapport & ’aréte précédente. Lorsque
les deux chemins difféerent dés la premiere aréte, c’est la patte externe qui permet de trancher.
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() o

F1c. 2.8 — Découpage d’une carte a une patte en arbre bourgeonnant. Ici, deux tours de la face
externe sont nécessaires.

par un algorithme appelé « parcours en largeur » (cf lemme 2.10 de [14]).

Considérons a présent l’arbre bourgeonnant obtenu apres découpage : la carte a une patte
initiale peut étre reconstruite par une simple application du procédé de cloture partielle introduit
a la section[2.1.2]: nous apparions récursivement chaque bourgeon & la premiere feuille disponible
dans le sens direct autour de I'arbre, de telle sorte que nous pouvons tracer sans croisement
les arétes reliant les paires ainsi formées. On constate immédiatement sur la figure 2.9 que
les appariements reconstituent précisément les arétes coupées, duales aux arétes des chemins
minimaux a gauche. Ce fait peut étre justifié plus précisément a ’aide de ’arbre couvrant : les
bourgeons immédiatement suivis de feuilles correspondent aux arétes « terminales » de 'arbre
couvrant, la premiere étape de 'appariement revient alors & effacer ces arétes, et nous itérons sur
les arétes terminales de I'arbre couvrant ainsi réduit. Nous reconstituons alors les arétes coupées
par fusion des paires bourgeon—feuille. Ici, il reste a la fin de la procédure une unique feuille non
appariée, qui redonne la patte externe de la carte, et correspond a la racine de I'arbre. Nous
voyons donc que Parbre est équilibré, au méme sens qu’a la section [2.1.2.

Ainsi, le découpage et la cloture constituent des bijections mutuellement inverses entre ’en-
semble des cartes a une patte, et une famille d’arbres bourgeonnants équilibrés. Cependant,
cette bijection est encore peu exploitable, car nous n’avons pas caractérisé cette famille autre-
ment qu’en tant qu’ensemble image par le découpage. Nous verrons plus loin les contraintes tres
particulieres sur ces arbres bourgeonnants, mais voyons a présent l’extension immédiate au cas
des cartes a deux pattes.

Cas des cartes a deux pattes

Le traitement des cartes a deux pattes est presque en tout point analogue a celui des cartes
a une patte. Les deux sommets marqués, tous deux adjacents & la face externe, sont également
remplacés par des feuilles. La procédure de découpage nécessite cependant de partir de 'une des
pattes, et nous choisissons de partir de la patte entrante. Nous obtenons apres découpage un arbre
bourgeonnant comportant deux feuilles de plus que de bourgeons. De méme que précédemment,
le nombre de sommets de chaque degré est conservé. Nous décidons par convention de placer
la racine de l’arbre sur la feuille a la patte sortante, ce qui simplifiera la caractérisation de la
section suivante. A nouveau, la procédure de découpage revient sur la carte duale a construire un
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Fia. 2.9 — La procédure de découpage vue sur la carte duale. Cette procédure revient a
sélectionner un arbre couvrant, qui est la réunion des chemins minimaux a gauche. Les en-
tiers sur la figure en haut a droite désignent les distances a la face externe. On notera qu’il existe
plusieurs chemins minimaux menant & la face a distance 2, et que nous sélectionnons le plus a
gauche par rapport & la patte externe (fleche).
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FiG. 2.10 — Le découpage d’une carte a deux pattes, a partir de 'arbre couvrant des chemins
minimaux a gauche.

arbre couvrant par réunion des chemins minimaux & gauche (minimaux depuis la face externe, &
gauche par rapport & la patte entrante). Ceci est illustré sur la figure[2.10.

Réciproquement, partant de I’arbre bourgeonnant obtenu par découpage, nous reconstruisons
la carte initiale par appariement des feuilles et bourgeons, puis fusion des paires ainsi formées
en arétes, ce qui reconstitue précisément les arétes coupées. Il reste a présent deux feuilles non
appariées, dont la racine de ’arbre; I’arbre est donc équilibré. Ces feuilles non appariées de-
viennent les pattes de la carte a deux pattes, et par la convention ci-dessus la racine indique la
patte sortante.

Comme précédemment, découpage et cloture constituent une bijection entre ’ensemble des
cartes a deux pattes et une famille d’arbres bourgeonnants équilibrés, qu’il convient de ca-
ractériser.

2.2.2 Arbres bien chargés : définition

Dans cette section, nous cherchons a caractériser les arbres bourgeonnants obtenus par le
découpage des cartes a une patte et a deux pattes. Nous verrons que ces arbres satisfont des
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contraintes tres fortes, dites contraintes de charge. De facon générale, la charge est définie comme
la différence algébrique entre le nombre de feuilles et le nombre de bourgeons. Ainsi les feuilles et
les bourgeons sont des charges élémentaires de +1 et -1 respectivement. La notion de charge joue
un role crucial dans ’étude des arbres bourgeonnants, nous verrons plus loin qu’elle apparait tout
au long des généralisations de la construction a des familles plus générales. Dans cette section,
nous étudierons successivement les arbres associés aux cartes a une patte, puis ceux associés aux
cartes a deux pattes.

Cartes a une patte et arbres de type S

F1G. 2.11 — Les deux configurations possibles d’une aréte non-coupée (en gras), séparant deux
sous-arbres T7 et T5. Les chemins minimaux & gauche menant aux deux faces incidentes sont
représentés, ainsi que les paires bourgeon-feuille correspondant aux deux chemins privés de leur
partie commune. Seules ces paires et la racine contribuent a la charge de T et Th, les propriétés
des chemins minimaux a gauche impliquant que les charges valent 0 ou 1.

Considérons une aréte non-coupée dans le découpage d’une carte a une patte. Cette aréte
est incidente a deux faces : la caractérisation du découpage par les chemins minimaux a gauche
impose des contraintes sur les distances de ces faces a la face externe, comme illustré sur la figure
[2.11. En effet, la différence entre ces deux distances est au plus de un, puisque les faces sont
adjacentes, et, lorsque la différence est de un, le chemin plus long doit étre a gauche par rapport
a la patte externe/racine (car ajouter la duale de 'aréte considérée au chemin plus court définit
un chemin minimal).

L’aréte considérée sépare deux parties de I'arbre bourgeonnant, qui sont deux sous-arbres
Ty et Ty (Ty contenant la racine de 1’arbre). La charge de Ty et T est entierement fixée par
la différence des distances : en effet les seuls appariements de bourgeons de 77 aux feuilles de
T (ou vice-versa) correspondent aux arétes des deux chemins minimaux au-dela de leur préfixe
commun, tandis que les appariements internes a 77 ou T ont une contribution globalement
nulle. En tenant compte des orientations des chemins minimaux, la charge de Ts correspond a la
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différence (positive) des distances, celle de T7 & son opposé auquel nous devons ajouter la charge
1 de la racine. Nous obtenons finalement que la charge de T} peut prendre les valeurs 0 ou 1,
celle de T5 étant alors respectivement de 1 ou 0.

Les arétes non-coupées correspondent aux arétes internes de ’arbre, c’est-a-dire plus précisé-
ment une aréte reliant deux sommets « ordinaires » (pouvant étre un sommet de degré un, distinct
d’une feuille ou d’un bourgeon). Nous voyons qu’un arbre bourgeonnant obtenu par découpage
d’une carte & une patte a la propriété suivante : chaque aréte interne sépare deux parties ayant
I'une charge 0, 'autre charge 1. Soit S ’ensemble des arbres bourgeonnants enracinés sur une
feuille ayant cette propriété (nous parlerons couramment « d’arbres de type S »). Soit de plus Sy
Pensemble des arbres de type S étant par ailleurs équilibrés au sens de la cloture (Pappariement
des feuilles et bourgeons laisse la racine libre). Alors I’arbre obtenu par découpage d’une carte a
une patte appartient a Sy, et nous verrons plus loin que ceci établit une bijection entre les deux
ensembles. Cependant, étudions a présent le cas des cartes & deux pattes pour aboutir a une
forme commune.

Cartes a deux pattes et arbres de type R

Le cas des cartes a deux pattes peut-étre étudié tres simplement & partir des cartes & une
patte. Nous pouvons en effet considérer la patte sortante d’une carte & deux pattes comme un
simple sommet de degré un. Dans ce cas, nous appliquons la procédure de découpage des cartes
a une patte pour obtenir un arbre de type S, ou la feuille-racine correspond a la patte entrante.
Ensuite, suivant la convention pour le découpage des cartes a deux pattes, nous réenracinons
Parbre sur le sommet de degré un correspondant & la patte sortante (qui est alors transformé
en une feuille). Cette construction est complétement équivalente & celle vue & la section [2.2.1,
puisque les pattes externes influent uniquement sur le choix des arétes coupées via le point de
départ de la procédure itérative, qui est dans les deux cas la patte entrante.

Du point de vue des charges, une différence est toutefois présente, selon que la patte externe
sortante est considérée comme un sommet de degré un (de charge 0) ou une feuille (de charge 1).
Considérons une aréte interne de I'arbre, donc une aréte non-coupée pendant le découpage. Celle-
ci sépare 'arbre en deux sous-arbres T3 et T5, T} contenant la patte externe sortante. Alors, en
utilisant la caractérisation des arbres associés aux cartes a une patte, nous voyons que 75 a charge
0 ou 1 quelle que soit la charge de la patte externe. Par complémentarité, T} a respectivement
pour charge 2 ou 1, lorsque nous respectons la convention de prendre la patte externe comme une
feuille-racine de ’arbre. T5, ne contenant pas la racine, est le sous-arbre descendant de 'aréte
interne considérée. Ainsi un arbre associé & une carte a deux pattes possede la propriété que tout
sous-arbre descendant d’une aréte interne a charge 0 ou 1. De plus, la charge totale est de 2,
en comptant la charge de la feuille-racine. Soit R I’ensemble des arbres bourgeonnants enracinés
sur une feuille ayant ces deux propriétés (« arbres de type R »), Rq le sous-ensemble des arbres
étant de plus équilibrés. Alors ’ensemble des cartes a deux pattes est envoyé par le découpage
dans Ry, et nous verrons plus loin qu’il s’agit d’une bijection. La caractérisation des arbres de
type R semble a priori plus faible que celle des arbres de type &, nous montrons a présent qu’il
est possible de les reformuler sous une forme unifiée, correspondant a une définition récursive
facilitant I’énumération.

2.2.3 Arbres bien chargés : énumération
Caractérisation récursive des arbres de types S et R

Les arbres de types S et R possedent la propriété suivante : tout sous-arbre descendant
d’une aréte interne a charge 0 ou 1 (rappelons qu’une aréte interne relie par définition deux
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F1a. 2.12 — Exemples d’arbres bien chargés de type S (charge 0) et de type R (charge 1). Les
charges sont portées par les feuilles (> — +1) et les bourgeons (» — —1). En coupant n’importe
quelle aréte, on obtient un sous-arbre descendant ayant charge 0 ou 1, ou réduit a un bourgeon.

sommets n’étant ni des feuilles ni des bourgeons, mais pouvant étre égaux a des sommets de
degré un ordinaires). Un arbre bourgeonnant enraciné ayant cette propriété est dit bien chargé.
Les arbres de types S et R sont des arbres bien chargés, enracinés sur une feuille, et possédant
respectivement une charge de 0 ou 1, ot par convention la charge d’un arbre enraciné est comptée
en excluant la racine (lorsqu’on souhaitera inclure explicitement la charge de la racine, on parlera
de charge totale). On vérifie aisément qu’il s’agit de définitions équivalentes des arbres de types
S et R.

En considérant alors les sous-arbres descendants d’un arbre bien chargé comme des arbres
enracinés a part entiere, nous constatons que ceux-ci sont eux-mémes bien chargés et de charge
0 ou 1, et sont ainsi identifiables a des arbres de types S ou R. Plus précisément, ceci n’est le
cas que pour les sous-arbres descendant d’une aréte interne, et nous devons aussi considérer les
cas « triviaux » :

— f Parbre réduit a une feuille reliée a la racine (qui est dans R, correspondant & la carte a

deux pattes réduite & une aréte)

— blarbre réduit & un bourgeon relié a la racine (qui est le seul sous-arbre descendant possible

de charge négative, et peut étre considéré comme bien chargé)

— larbre entier, mais nous exclurons ce cas en considérant des sous-arbres descendants

propres.
Nous pouvons alors écrire la caractérisation « récursive » suivante :

Un arbre bourgeonnant enraciné est bien chargé si et seulement si tous ses sous-arbres
descendants propres sont soit égaux & b (i.e. réduits & un bourgeon), soit de type S, soit de
type R.

Un arbre bourgeonnant enraciné est de type S (resp. R) si et seulement si il est bien chargé
et de charge 0 (resp. 1).

Notons qu’il s’agit d’une définition possible des arbres bien chargés, car ’ensemble des arbres
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bien chargés ayant un nombre d’arétes donné peut étre construit récursivement a partir des ceux
correspondant & des nombres d’arétes strictement inférieur. Introduisons la notation B pour
'ensemble des arbres bien chargés, et B(*) pour I'ensemble des arbres bien chargés de charge k
(S = B, R = BW). Considérons alors un arbre bien chargé, distinct de f ou b. La racine est
alors connectée & un sommet, soit n son degré. L’arbre possede alors n—1 sous-arbres descendants
issus de ce sommet, pouvant étre ordonnés par exemple de gauche a droite par rapport a la racine.
Ces sous-arbres sont soit égaux a b, soit de type S, soit de type R. Réciproquement étant donné
un (n— 1)-uplet d’arbres de {b} US UR, nous pouvons reconstruire par « recollement » un arbre
bien chargé dont la racine est connecté a un sommet de degré n. Cette décomposition établit une
bijection, que nous pouvons écrire formellement comme :

o0

B={flu{p}u | J{Va} x {BUSUR)""". (2.4)

n=1

V,, désigne un sommet de degré n isolé, de telle sorte que la bijection préserve le nombre total de
sommets de chaque degré. Nous pouvons spécifier une charge 0 ou 1, pour obtenir les identités :

seﬂj{ugx(w}uSURﬁg
n=1 (2.5)

oo

R {10 | J{Va} x ({0} USUR)Z!

n=1

ot la notation ({b} USUR)"_} désigne les (n — 1)-uplets d’éléments de {b} US U R dont la
somme des charges vaut k.

Application au calcul de séries génératrices

Un intérét des identités ensemblistes (2.4) et (2.5) est de pouvoir immédiatement se traduire
dans le langage des séries génératrices. Attachons en effet un poids v,, & chaque sommet de degré
n. Nous souhaitons de plus attacher un poids ¢ a chaque aréte dans le langage des cartes, ce qui,
apres découpage, peut s’exprimer dans le langage des arbres par un poids ¢ par aréte ne menant
pas a un bourgeon. Soient B, S, R les séries génératrices respectivement de B,S, R avec de tels
poids. L’identité (2.4) se réécrit alors :

B=t+1+Y to,(1+85+R)"". (2.6)

n=1

Les identités (2.5) nécessitent quand a elle de tenir compte de la charge. Ceci peut se faire en
constatant que la série génératrice des (n — 1)-uplets d’éléments de {b} US UR dont la somme
des charges vaut k peut est [07*1Q(o)" !, out Q(0) = o + S + £, et [0] désigne 'opérateur
donnant le coefficient de o dans une série de Laurent en o. Nous en déduisons :

S =10 Qo)

- (2.7)
R=t+to']> v,Q(o)" "
n=1
Ces équations sont identiques aux équations (1.42) du chapitre[l, avec V(z) = Y7, %™, et

en notant que [0] équivaut formellement & une intégrale de contour. Elles déterminent de facon
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unique une série formelle en ¢ et les vy, et trouvent ici une interprétation combinatoire. De facon
générale, pour la série génératrice B*) de B®*), nous avons Iidentité :

BW =11+ 0k -1 +to "] D> 0nQ(o) (2.8)

n=1

Ces équations seules ne permettent pas de calculer les séries génératrices des cartes a une patte
ou a deux pattes, car elles comptent des arbres non nécessairement équilibrés. Nous pallierons
ce probleme dans la section suivante.

2.2.4 Arbres équilibrés, application au comptage

Nous avons jusqu’ici exploré les conséquences des contraintes de charges, et leurs conséquen-
ces pour I’énumération des arbres bien chargés. Nous revenons a présent sur leur relation avec
les cartes, afin d’en déduire des expressions pour les séries génératrices de celles-ci. Ceci nécessite
une étude de la notion d’arbre équilibré.

Cartes a4 une patte et arbres de type S équilibrés

(@) (b)

FI1G. 2.13 — Deux arbres de type S : (a) le premier est équilibré et en correspondance biunivoque
avec une carte & une patte par cloture; (b) le second est non-équilibré et en correspondance
biunivoque avec un arbre bien chargé de charge 2 par réenracinement sur le bourgeon apparié a

la racine.

Nous avons vu plus haut que le découpage d’une carte a une patte lui associe un arbre de
type S, étant de plus équilibré, c’est-a-dire que I’appariement des bourgeons et des feuilles laisse
la feuille-racine non appariée (cf figure|2.13-a). Sy est 'ensemble des arbres de type S équilibrés.

Considérons un arbre de type S non équilibré (cf figure[2.13-b) : sa racine est alors appariée &
un bourgeon. Si nous réenracinons ’arbre sur ce bourgeon, nous obtenons un arbre bourgeonnant
de charge 2 (la charge totale reste de 1), et nous observons que celui-ci est bien chargé, car tout
sous-arbre descendant est un sous-arbre (non nécessairement descendant) de 'arbre de type S
initial, donc soit réduit a un bourgeon, soit égal & un arbre de charge 0, soit enfin égal & un
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arbre de charge 1, en vertu de la premieére définition des arbres de type S. Réciproquement étant
donné un arbre bien chargé, enraciné sur un bourgeon, et de charge 2, nous obtenons un arbre
de type S par réenracinement sur la feuille appariée a la racine. Ceci établit donc une bijection
entre S \ Sy et B®) | préservant les degrés des sommets. Ceci aboutit & 1’expression de la série
génératrice de Sy, employant les conventions et notations de la section précédente :

So=5—=1[0"%> vaQo)" (2.9)
n=1

(un facteur ¢ differe par rapport & expression de B (?)| car ici la racine est un bourgeon).

Il s’avere que Sy correspond a la série génératrice des cartes a une patte, comptées avec poids
vy, par sommet de degré n et poids ¢ par aréte. Ce fait peut étre vérifié a I’aide du modele a une
matrice, par une simple extension du calcul du chapitre[14. Ici, il s’agit d’une manifestation d’une
bijection entre ’ensemble des cartes a une patte et Sy, que nous avions évoquée précédemment.
Voyons comment achever de prouver I'existence de cette bijection : nous avons montré que par
le découpage associe a toute carte a une patte un arbre de type S équilibré, et que la cloture de
celui-ci redonne la carte initiale. Il reste a vérifier qu’étant donné un arbre de type S équilibré,
sa cloture donne une carte a une patte — ce qui est évident — dont le découpage redonne I’arbre
initial, ce qui nécessite quelque justification.

Considérons donc un arbre de type S équilibré, auquel nous associons une carte a une patte
par cloture. Le découpage de cette carte redonne bien ’arbre initial si la propriété suivante est
vérifiée : les appariements de bourgeons et feuilles constituent les arétes duales des
chemins minimaux & gauche dans la carte a une patte (les bourgeons étant & gauche par
rapport & l'orientation des chemins minimaux). Considérons une face f de la carte & une patte,
nous pouvons alors définir deux chemins sur la carte duale menant au sommet dual a f :

— le chemin minimal & gauche M(f), dont la longueur est la distance d(f) depuis (le dual

de) la face externe,

— le chemin P(f) constitué des arétes duales aux paires bourgeons-feuilles emboités séparant f
de la face externe. P(f) est orienté avec les bourgeons a sa gauche, et la longueur p(f) de ce
chemin est appelée profondeur (cette notion dépendant explicitement de ’arbre considéré).

Il convient de montrer que, pour toute face f, les deux chemins M(f) et P(f) sont identiques,
et en particulier que d(f) = p(f) (de fagon immédiate, d(f) < p(f)).

Supposons, pour une preuve par I’absurde que non. Soit X ’ensemble des faces f telles que
M(f) # P(f), par hypothese X = ). Considérons alors une face f dans X telle que d = d(f) soit
minimal (i.e, pour tout f’ dans X, d(f’) > d). Le chemin minimal & gauche M = M(f) vérifie
les propriétés suivantes :

— d est strictement positif car la face externe n’est pas dans X

— les d — 1 premieres arétes de M sont chacune duale a une paire bourgeon-feuille, car elles
forment un chemin minimal & gauche menant & une face f’ & distance d — 1 de la face
externe, n’appartenant donc pas a X,

— la d-iéme aréte n’est donc pas duale a une paire bourgeon-feuille, et est ainsi duale a une
aréte interne de 'arbre.

Cette aréte sépare deux sous-arbres 77 et Tb, ou nous supposons 71; a gauche par rapport a
Porientation f’ — f. Nous devons distinguer plusieurs cas, illustrés sur la figure 2.14]:

1. T1 a charge 0 et contient la feuille-racine,
2. Ty a charge 0 et ne contient pas la feuille-racine,

3. T7 a charge 1 et contient la feuille-racine,

. P . N (0 . . .
4La série génératrice des cartes & une patte n’est autre que agvl) exprimable selon 1’équation (1.37).
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3) 4)

Fia. 2.14 — Schéma de la preuve par I’absurde que les paires bourgeon-feuille constituent sont
duales aux arétes des chemins minimaux & gauche (voir texte). Nous considérons une face telle
que le chemin minimal & gauche M menant a son dual coupe une aréte interne de l'arbre, et
nous supposons la longueur d de ce chemin minimale : nécessairement, la d-ieme aréte du chemin
est duale & une aréte interne (en gras) , tandis que les précédentes sont duales & des paires
bourgeon-feuille (en pointillés). L ’aréte interne sépare deux sous-arbres : selon leur charge (0 ou
1) et la position de la racine, nous distinguons les cas 1,2,3,4. Dans tous les cas, nous en déduisons
une contradiction par l’existence d’un chemin menant & la face étiquetée d, plus court ou plus a
gauche que M.
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4. Ty a charge 1 et ne contient pas la feuille-racine.
Ces propriétés de charge se traduisent par des relations sur les profondeurs p(f) et p(f’), et les
positions relatives des chemins P(f) et P(f’). Dans tous les cas ci-dessus, nous obtenons une
contradiction :

p(f) =p(f') — 1, donc d(f) < p(f) =p(f') —1=d(f) —1=d(f) -2,
p(f) =p(f'), donc d(f) < p(f) =p(f') =d(f') =d(f) — 1,
p(f) =p(f"), donc d(f) < p(f) =p(f') =d(f') =d(f) — 1,
4. p( )=p(f)+ 1, donc d(f) < p(f) =p(f)+1=d(f")+1=4d(f), et P(f) est de méme

longueur et a gauche de M.

Ceci impose X = (3, et achéve de prouver que les opérations de découpage et de cloture sont des
bijections mutuellement inverses entre I’ensemble des cartes & une patte, et Sp.

Cartes a deux pattes et arbres de type R équilibrés

La discussion pour les cartes a deux pattes est tres similaire a la précédente. Nous avons vu
en effet que, par découpage, une carte a deux pattes donne un arbre de type R équilibré. Par
une simple extension de la preuve ci-dessus, nous pouvons montrer qu’il s’agit d’une bijection.
Cependant, une difficulté nouvelle se pose pour exprimer la série génératrice des arbres de type
R équilibrés en terme de celles d’arbres bien chargés sans contrainte d’équilibrage : en effet, pour
un arbre de type R non-équilibré, le réenracinement sur le bourgeon apparié a la racine ne donne
pas nécessairement un arbre bien chargé. Il est possible de pallier cette difficulté par une étude
plus précise de la structure d’un arbre de type R, et 'introduction de la notion de coeur. Nous
ne présenterons pas ici de le détail de cette discussion technique, qui peut étre trouvée dans la
publication III. Le résultat est Iexistence d’une bijection entre R\ Ro et B®) U (B?)2, qui se
traduit dans le langage des séries génératrices par :

(o) oo 2
Ry=R—[077] Z v, Qo) — ([0_2] Z vnQ(a)"_l> . (2.10)
n=1 n=1

La série génératrice des cartes enracinées

Nous pouvons enfin réunir les résultats précédents, afin d’obtenir de fagon bijective la série
génératrice des cartes enracinées en fonction des degrés des sommets. L’ensemble est récapitulé
dans le résultat suivant, dont on notera ’accord avec la solution du modele a une matrice :

Soient respectivement &, I'1, I'; I'ensemble des cartes planaires enracinées, ’ensemble des
cartes a une patte, 'ensemble des cartes a deux pattes. Soit m la carte & deux pattes réduite
a une aréte.

S (resp. R) est ensemble des arbres bourgeonnants bien chargés de charge 0 (resp. 1),
et Sy (resp. Ro) le sous-ensemble de S (resp. R) constitué des arbres équilibrés. B*) est
généralement l’ensemble des arbres bourgeonnants bien chargés de charge k.

Nous avons les bijections suivantes, préservant le nombre de sommets de chaque degré (en
excluant pattes, feuilles, bourgeons) :

5%F12UF2\{m} F1gSO FggRo

S\So=B®  R\R,=B® U (B2 (2.11)
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Pour les séries génératrices associées, avec un poids v, par sommet de degré n et un poids ¢
par aréte (ne menant pas & un bourgeon), nous avons les identités :

5o i+ —t
t
Ty =5=5—[o Q) (2.12)

2

Py =Ry =R~ [0 °Jo(Q) — ([o"*]0(Q))
ou S, R sont déterminés récursivement par :

S = tlo"Jv(Q)

- (2.13)
R=t+tlo" v(Q)

avec les notations Q = o + S+ £, v(z) =307 | v, [0%]0? = 6y

Nous retrouvons les mémes résultats qu’a la section [1.1.2, et en particulier les équations
(1.41) et (1.42). Nous avons ici une interprétation combinatoire claire des équations algébriques
intervenant dans la solution.

2.2.5 Le cas particulier des degrés pairs

Nous concluons cette section consacrée a 1’étude des arbres bourgeonnants associés aux cartes
planaires arbitraires par une discussion du cas particulier des cartes eulériennes, c’est-a-dire dont
les sommets ont tous un degré pair. La bijection entre cartes tétravalentes et arbres bourgeonnants
quartiques en est une spécialisation supplémentaire.

Du point de vue des cartes, la contrainte de parité des degrés apporte la simplification
supplémentaire : il n’existe pas de carte a une patte dont tous les degrés des sommets internes
sont pairs, comme vu par un simple argument de comptage. Les cartes enracinées sont donc en
bijection avec les cartes & deux pattes, en excluant la carte a deux pattes triviale a une aréte.

Du point de vue des arbres, nous notons I'absence d’arbres de type S : en effet pour un arbre
bourgeonnant dont tous les sommets ont un degré pair, la somme des nombres de feuilles et
de bourgeons, racine exclue, est impaire, ce qui implique que leur différence, égale a la charge,
est également impaire. Plus généralement, il n’existe pas d’arbre bien chargé dont la charge est
impaire. Les arbres de type R, quant a eux, peuvent étre caractérisés plus simplement : de chaque
sommet de degré 2n partent 2n — 1 sous-arbres descendants, soit réduits & un bourgeon (charge
-1), soit de type R (charge +1), et la somme des charges doit étre 1. Il y a donc exactement n — 1
bourgeons et n sous-arbres de type R. Ceci est une condition suffisante, et un arbre bourgeonnant
dont tous les sommets ont degré pair est de type R si et seulement si :

— il n’est pas réduit a un bourgeon,

— chaque sommet de degré 2n est attaché a exactement n — 1 bourgeons.

Ceci correspond a la définition des arbres eulériens donnée par Schaeffer [58].

Du point de vue des séries génératrices, il suffit d’imposer vs,+1 = 0 pour tout n, et R est

déterminé récursivement par ’équation :

R=t+t> v (2:__11> R", (2.14)
n=1
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2n—1

le facteur (n71

) s’interprétant comme le nombre de positionnements possibles des n — 1 bour-
geons autour du sommet de degré 2n relié a la racine. Par la formule d’inversion de Lagrangég ,
ou un raisonnement combinatoire, il est possible de calculer explicitement le terme général du
développement en série. Celui-ci correspond au nombre d’arbres de type R ayant, pour tout
n > 1, k, sommets de degré 2n, égal a :

V(=14 ki+ka+ . +kn+..\ o (20— 1\

1 TR e R TT (20 (2.15)

14 —1,k1,koy. . k... aA\n—1
ou £ =3  (n— 1)k, est le nombre de feuilles, le coefficient multinomial pouvant étre tronqué
au degré maximal. De méme, pour de mémes nombres de sommets de chaque degré, nous pouvons
calculer le nombre d’arbres de type R équilibrés, égal au nombre de cartes enracinées :

2 014kttt S 20— 1\ 016

f(é—Fl)( f—l,khkg,...,k’n,... )H(n—l) ’ ( )

Ces expressions different uniquement d’un facteur 2/(¢ + 1), ce fait remarquable pouvant étre

justifié par un argument de conjugaison étendant celui présenté & la section[2.1 pour le comptage

des arbres bourgeonnants quartiques.

Nous concluons en indiquant qu’il n’existe pas, a notre connaissance, de formule fermée

analogue étendant la formule (2.16) pour le nombre de cartes planaires enracinées ayant un
nombre fixé de sommets de chaque degré (non nécessairement pair).

2.3 Cartes biparties, arbres bicolores et applications

Dans cette section, nous mentionnons comment la correspondance entre cartes planaires et
arbres bourgeonnants peut étre adaptée aux cartes biparties, c’est-a-dire dont les sommets sont
coloriés en noir ou blanc, de telle sorte que chaque aréte est incidente a un sommet de chaque
couleur. L’objectif est d’énumérer bijectivement les cartes biparties en fonction des nombres
de sommet de chaque degré et couleur (« selon les degrés et couleurs des sommets »). Ceci
est équivalent au calcul de la série génératrice des cartes biparties avec un poids par sommet
fonction du degré et de la couleur, qui peut étre obtenue par ailleurs via un modele & deux matrices
soluble par polyndémes bi-orthogonaux. Bien que le caractere biparti semble induire une contrainte
supplémentaire sur les cartes, il s’agit d’une généralisation du probléeme de I’énumération des
cartes planaires arbitraires selon les degrés des sommets, car il existe une bijection évidente entre
celles-ci et les cartes biparties dont tous les sommets d’une couleur, par exemple noire, sont de
degré 2.

Bien que la procédure de découpage vue a la section précédente puisse s’appliquer indépen-
damment des couleurs des sommets, cette construction est peu exploitable : en effet une aréte
peut étre coupée en une paire bourgeon-feuille & des positions quasi-arbitraires dans 1’arbre,
induisant des contraintes de nature non-locale. Nous verrons que la procédure de découpage doit
étre modifiée, pour introduire une dépendance en la couleur qui assurera la « localité » des regles
dans ’arbre bourgeonnant.

Nous commengons par présenter quelques aspects de la construction la plus générale, proposée
par Bousquet-Mélou et Schaeffer [21] qui étendent la notion d’arbre bourgeonnant bien chargé
vue a la section précédente, et introduite dans la publication III. Nous considérerons ensuite

5Nous verrons une application explicite de cette formule au cas plus général des constellations dans le chapitre

3.
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deux cas particuliers, qui correspondent a des publications propres indépendantes : les cartes
bicubiques duales aux triangulations tricoloriables, pour 'article II, et les particules dures sur
cartes tétravalentes, pour l'article IV. Notre but est ici de présenter ces résultats dans un cadre
relativement unifié.

2.3.1 Des cartes biparties aux arbres bicolores bien chargés

F1G. 2.15 — Une carte bipartie & une patte. Le sommet externe (entouré) est supposé noir.

Dans cette section, nous montrons comment associer a toute carte bipartie un arbre bour-
geonnant. Comme mentionné plus haut, la procédure de découpage de la section [2.2] doit étre
modifiée puisque la contrainte de coloriage deviendrait alors non-locale sur 'arbre. La solution a
ce probleme parait simple : il suffit d’adapter le découpage pour aboutir a des arbres bourgeon-
nants dont les sommets sont coloriés en noir et blanc en alternant le long des arétes internes,
et tels qu'un bourgeon est toujours relié a un sommet noir, et une feuille toujours reliée & un
sommet blanc. Un arbre bourgeonnant ayant ces propriétés est dit arbre bicolordS. Ainsi, par la
procédure inverse de cloture, un sommet noir est toujours relié a un sommet blanc, et la carte
résultante est bien bipartie.

Nous traiterons ici principalement du cas des cartes a une patte, c’est-a-dire avec un sommet
de degré un marqué. Nous pouvons, sans perte de généralité, supposer que ce sommet est noir

(figure(2.15).

Découpage des cartes biparties a une patte

Le découpage itératif introduit a la section|2.1.3|peut étre adapté de la fagon suivante. Partant
d’une carte bipartie & une patte, on commence par remplacer le sommet noir de degré un marqué
par une feuille-racine. Nous effectuons alors un ou plusieurs tours successifs de la face externe

SDans nos conventions graphiques représentant les feuilles comme des fleches blanches, et les bourgeons comme
des fleches noires, il convient de considérer les fleches comme des « excroissances » des noeuds adjacents pour
apprécier pleinement la dénomination d’arbre bicolore.
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o o

F1G. 2.16 — Le découpage itératif d’une carte bipartie & une patte. En tournant autour de la face
externe, nous ne coupons une aréte non-séparante que si elle est orientée dans le sens noir —
blanc. Ici, deux tours sont nécessaires pour réunir toutes les faces.

dans le sens direct, en partant de la racine : nous coupons alors certaines arétes rencontrées en
une paire bourgeon-feuille, avec les regles suivantes : une aréte est coupée si et seulement si elle
possede simultanément les propriétés suivants :

— elle est non-séparante,

— dans le sens de parcours, son origine est noire et son extrémité blanche.

Cette derniere contrainte est la seule différence par rapport au cas des cartes arbitraires, et
assure qu'un bourgeon sera toujours relié & un sommet noir, et une feuille & un sommet blanc.
On voit facilement que la procédure s’arréte lorsque toutes les faces sont réunies, puisque par la
contrainte de bicoloriabilité, il existe toujours une aréte susceptible d’étre coupée tant qu’il reste
au moins une face interne. L’objet final est un arbre bicolore, et la procédure est illustrée sur la
figure[2.16. Les degrés et couleurs de chaque sommet sont préservés, et la carte a une patte peut
étre reconstruite par cloture de I'arbre bourgeonnant, les appariements de feuilles et bourgeons
reconstituant les arétes coupées en laissant la racine libre.

A nouveau, il est utile de considérer l'effet du découpage sur la carte duale (cf figure|2.17). Les
arétes de la carte duale d’une carte bipartie peuvent étre canoniquement orientées en imposant
que leur face & gauche est duale & un sommet noir. Nous aboutissons a la caractérisation suivante
du découpage : les duales des arétes coupées forment un arbre couvrant, constitué par les chemins
orientés minimauxr o gauche. Un chemin orienté est un chemin sur la carte duale respectant
I’orientation des arétes. Nous considérons toujours des chemins partant du dual de la face externe,
et pour une face donnée, nous sélectionnons le chemin orienté de longueur minimale, le plus a
gauche par rapport a la patte externe.

Cette caractérisation nous permet alors d’étudier les propriétés de charge des arbres obtenus.

Propriétés des arbres résultants

La caractérisation du découpage par les chemins orientés minimaux a gauche peut se traduire
aisément en terme de contraintes de charges dans I’arbre bourgeonnant obtenu. Etant donnés une
carte bipartie a une patte, et ’arbre bicolore associé par découpage, considérons une aréte interne
de ’arbre séparant deux sous-arbres T et T, T; contenant la feuille-racine, comme illustré sur
la figure 2.18] Nous distinguons deux cas selon les configurations des couleurs autour de I'aréte
choisie : dans le premier cas illustré, T; est appelé le sous-arbre noir et Ts le sous-arbre blanc,
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0

Fia. 2.17 — La procédure de découpage vue sur la carte duale. Nous sélectionnons un arbre
couvrant, comme la réunion des chemins orientés minimaux a gauche. Sur la figure du milieu,
nous indiquons les orientations canoniques des arétes duales, obtenues en imposant que la face
a gauche est duale a un sommet noir. Les entiers désignent les distances orientées depuis la face
externe.
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F1G. 2.18 — Les contraintes de charge autour d’une aréte interne de ’arbre obtenu par découpage
d’une carte bipartie a une patte. Les sous-arbres T et T sont dits noir ou blanc selon la couleur
de leur sommet incident a ’aréte. Les chemins orientés minimaux a gauche menant aux faces
incidentes sont représentés, avec leurs longueurs respectives k et [. Les paires bourgeons-feuilles
représentées correspondent aux parties non-communes aux deux chemins, et sont les seules a
contribuer aux charges de Ty (de charge 1+ 1 — k) et Ty (de charge k — l). L’aréte considérée
n’appartenant pas & un chemin orienté minimal & gauche, nous avons respectivement k& > [ sur
la premiere figure, et k <[4 1 sur la seconde figure. Nous constatons que dans les deux cas, la
charge du sous-arbre noir est < 1 tandis que la charge du sous-arbre blanc est > 0.

et inversement dans le second cas. Par ailleurs, ’aréte considérée est incidente a deux faces de
la carte, et nous introduisons les longueurs respectives k et [ des chemins orientés minimaux
a gauche y menant, selon la convention de la figure 2.18. Ces longueurs sont liées aux charges
des sous-arbres (la charge étant toujours définie comme différence des nombres de feuilles et de
bourgeons) : T a pour charge 1 + 1 — k en comptant la racine, et T5 a pour charge k — [, la
charge totale valant bien 1. Nous exploitons alors le fait que I'aréte considérée, interne a ’arbre,
n’appartient pas & un chemin orienté minimal a gauche : nous obtenons selon le cas illustré la
contrainte respective k > [, ou k <1 +1 7. Un arbre bourgeonnant obtenu par découpage d’une
carte bipartie possede ainsi les propriétés de charge suivantes :

— tout sous-arbre blanc a une charge positive ou nulle,

— tout sous-arbre noir a une charge inférieure ou égale a 1.
Il est de plus équilibré au sens de la cloture. On peut montrer que ’ensemble des arbres bourgeon-
nants bicolores vérifiant ces propriétés est précisément 'image de I’ensemble des cartes biparties a
une patte par ’application injective de découpage, et que la cloture constitue la bijection inverse.

"Dans le cas contraire, nous obtiendrions sur la premiére figure un chemin orienté strictement plus court, ou
de méme longueur et plus & gauche, menant & la face « [ » en traversant ’aréte interne, et sur la seconde figure
un chemin orienté strictement plus court menant a la face « k ».
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Arbres bicolores bien chargés

Comme pour le cas des cartes arbitraires, il est utile de mettre un temps la contrainte
d’équilibre de coté, et considérer la famille des arbres définis uniquement par les contraintes
de charges. Nous considérons ici des arbres bicolores enracinés, un tel arbre étant dit blanc ou
noir selon la couleur du sommet relié & la racine (mais les autres sommets sont bien bicoloriés!).
A nouveau, la charge de ’arbre est par convention comptée en excluant la racine, la charge totale
en l'incluant. Nous introduisons alors la définition suivante :

Un arbre bicolore enraciné est dit bien chargé si et seulement si tous ses sous-arbres descen-
dants propres sont de I'un des types suivants :

— f larbre réduit a une feuille reliée a la racine,

— b l'arbre réduit a& un bourgeon relié a la racine,

— un sous-arbre blanc et de charge positive ou nulle,

— un sous-arbre noir et de charge inférieure ou égale a 1.

b et f sont considérés comme des arbres bien chargés, de telle sorte que tout sous-arbre d’un
arbre bien chargé est lui-méme bien chargé. Nous introduisons les notations suivantes :

- ng) est I’ensemble des arbres blancs bien chargés de charge k,

- Bsk) est I’ensemble des arbres noirs bien chargés de charge k.
Par décomposition d’un arbre noir ou blanc bien chargé autour du sommet lié a la racine, nous
obtenons les bijections suivantes :

n—1
BH = | Jqver = [ {ryu | B
n=1 k<1 i
5:1 (2.17)
BE = | J{vey = [ {oyu | 8%
n=1 k>0 ek

La notation X"~,' désigne I'ensemble des (n — 1)-uplets d’éléments de I'ensemble d’arbres bour-
geonnants X, dont la somme des charges vaut k. {V,°} et {V,*} désignent respectivement un
sommet noir ou blanc de degré n isolé, de telle facon que le nombre total de sommets de degré
et couleur donnés est conservé. En introduisant un poids v;, (resp. vs) par sommet blanc (resp.
noir) de degré n, et un poids supplémentaire ¢ par aréte ne menant pas & un bourgeon (ce qui
correspond & un poids par aréte dans le langage des cartes), nous en déduisons les identités pour
les séries génératrices associées :

n—1
ng) _ t[ak] sz to + Z Bskl)akl
n=1 k<1
- (2.18)
BEk) _ t[ak] ZU; 0_71 + Z Bc()k’)ak/
n=1 k>0

. . ) . N . E k -
Ces équations déterminent de maniere unique les Bc(, ) et BS ) en tant que séries formelles en ¢
et les v2 et v®. Nous noterons que comme les sommes sur la charge k' sont tronquées d’un coté,
si nous prenons les v2 et vs nuls & partir d’un certain rang nmax (degrés bornés), les membres
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de droite des équations (2.18) sont polynémiaux en les B(()k) et Bsk) et nous pouvons extraire un
sous-ensemble fini et fermé d’équations.

A titre d’exemple, nous retrouvons les arbres bourgeonnants bien chargés de la section
précédente en prenant un poids par sommet noir v§ = t~'8, o, et nous pouvons identifier les
séries génératrices R et S définies par les équations (2.7) par :

§=B"=B" R-t=B"=B" o, =0 (2.19)

(le parametre formel o étant changé en o~ 1).

Arbres équilibrés, application au comptage

Revenons & présent a la contrainte d’équilibre. Nous avons vu que les cartes biparties a une
patte sont en correspondance biunivoque avec les arbres bicolores, blancs (la racine est une
feuille), bien chargés, de charge nulle (racine exclue), et équilibrés (la racine est non-appariée).
Considérons un arbre blanc bien chargé, de charge nulle, mais non-équilibré, c’est-a-dire que la
feuille-racine est appariée a un bourgeon. Par réenracinement sur celui-ci, nous obtenons un arbre
noir bien chargé de charge 2, et cette correspondance est bijective. Nous aboutissons au résultat
suivant, énoncé dans [21] :

Soit I’y 'ensemble des cartes biparties & une patte noire. ng) (resp. Bsk)) est ’ensemble
des arbres bicolores, blancs (resp. noirs), bien chargés, de charge k. Nous avons alors une
bijection :

BY ~r,uB? (2.20)

qui préserve les nombres de sommets de chaque degré et couleur.

Pour les séries génératrices associées selon les degrés et couleurs des sommets, nous avons :
0 —1p(2
r,=B" —+1B? (2.21)

ol BS,O) et B£2) sont déterminés via les équations (2.18).
Au prix d’une certaine complication technique, il est également possible d’étendre la construc-
tion & des cartes & deux pattes [21] :

Soit I'ee l’ensemble des cartes biparties a4 deux pattes noires (dans une méme face). Nous
avons une bijection :

2
BY ~r,,uB® U (B£2)) (2.22)

qui préserve les nombres de sommets de chaque degré et couleur.

Cette identité peut étre vue comme une extension de la derniére bijection (2.11). D’autres
identités bijectives peuvent étre obtenues dans le cas particulier ou tous les sommets ont des
degrés multiples d’'un méme entier k¥ > 1 [21]. Cependant, pour les cartes planaires biparties,
ces relations ne suffisent pas a exprimer en tout généralité, par un raisonnement bijectif, la série
génératrice des cartes enracinées selon les degrés et couleurs des sommets. Il n’est notamment
pas clair que celle-ci puisse s’écrire sous une forme qui serait manifestement algébrique lorsque
les degrés sont bornés.

Nous refermons a présent cette discussion tres générale pour nous consacrer a quelques cas
particuliers intéressants.
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2.3.2 Cartes bicubiques et triangulations tricoloriables

¢

A

Fi1G. 2.19 — Un arbre bourgeonnant bicubique.

Considérons a présent les cartes bicubiques, c’est-a-dire les cartes biparties dont tous les
sommets ont degré 3. Du point de vue des arbres bicolores bien chargés, cette contrainte de degré
impose une structure tres particuliere : en effet a chaque sommet noir est attaché exactement
un bourgeon (en excluant le cas de l'arbre réduit & un sommet noir et trois bourgeon). Un
arbre bicolore, enraciné sur une feuille, dont tous les sommets ont degré trois, et vérifiant cette
propriété, est appelé arbre bourgeonnant bicubique. La figure 2.19/ en propose un exemple.

Les arbres bourgeonnants bicubiques sont tres similaires aux arbres bourgeonnants quartiques
considérés a la section [2.1. Ils peuvent étre vus comme des arbres binaires complets plantés, sur
lesquels nous ajoutons des bourgeons, non pas sur les noeuds, mais au milieu des arétes internes
(donc avec deux positions possibles). Par conséquent, pour un nombre fixé n de sommets blancs,
le nombre d’arbres bicubiques est 277! - ¢, ol ¢, est le nombre de Catalan d’ordre n. La charge
totale d’un arbre bourgeonnant bicubique est de 3, et par appariement des bourgeons aux feuilles
et cloture partielle nous obtenons une carte a 3 pattes (cf figure [2.20). En raison des contraintes
de degré, il ne peut y avoir de cartes a une patte comme dans le cas général précédent.

Lorsque ’arbre est équilibré, nous définissons sa cloture complete en ajoutant un sommet
noir externe que nous relions aux trois pattes. Ceci donne une carte bicubique enracinée, comme
illustré sur la figure[2.21. Réciproquement, étant donné une carte bicubique, en effacant le sommet
a origine de la racine, puis en appliquant le découpage itératif des cartes biparties vu plus haut
(caractérisable en terme des chemins minimaux orientés & gauche), nous obtenons un arbre
bourgeonnant bicubique équilibré. Ceci établit une bijection. Le comptage des arbres équilibrés
peut se faire a I’aide d’un argument de conjugaison similaire & celui de la section [2.1/: un arbre
bourgeonnant bicubique & n sommets blancs ayant n+ 2 feuilles dont 3 non appariées, le nombre
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F1G. 2.20 — Appariement des bourgeons aux feuilles. Trois feuilles restent libres (dont ici la
racine), ce qui donne par cléture partielle une carte a trois pattes.

Fi1Gc. 2.21 — La cloture complete d’un arbre bourgeonnant bicubique équilibré, qui établit une
bijection avec l’ensemble des cartes bicubiques enracinées. Les cartes bicubiques enracinées
possedent un tricoloriage canonique des faces (ici représenté avec des entiers 1,2,3).
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d’arbres équilibrés parmi eux est :

3 3.2n1 2n
B R i 2.2
n+2 ‘ (n+2)(n+1)<n> (223)

ce qui correspond au nombre de cartes bicubiques enracinées a 3n arétes.

Par dualité, les cartes bicubiques correspondent aux triangulations tricoloriables, c’est-a-~dire
les triangulations dont les sommets peuvent étre coloriés de trois couleurs de telle sorte que deux
sommets adjacents sont de couleurs différentes. Sur la carte bicubique, il s’agit d’un tricoloriage
des faces, représenté sur la figure [2.21. Celui-ci est canonique & une permutation des couleurs
pres, en effet si nous fixons les couleurs autour de la racine (ici, « 1 » a gauche et « 2 » a
droite), toutes les couleurs sont déterminées de proche en proche autour de chaque sommet.
Avec nos conventions, les couleurs 1,2, 3 apparaissent successivement dans le sens direct autour
des sommets blancs, et dans le sens indirect autour des sommets noirs.

Fic. 2.22 — Etiquetage des arétes internes et des feuilles de I’arbre bourgeonnant bicubique par
les couleurs des faces de la carte : nous associons la couleur de la face & droite en tournant
autour des sommets blancs. Les étiquettes sont entierement déterminées par la structure de
I’arbre bourgeonnant, selon des regles simples.

Nous souhaitons alors énumérer plus finement les cartes bicubiques, en fixant le nombre de
faces de chaque couleur, ou de fagon équivalente calculer la série génératrice des cartes bicubiques
enracinées avec un poids z; par face de couleur i = 1,2,3. Pour ce faire, observons comment
I'information de couleur peut étre lue sur les arbres bourgeonnants bicubiques. Comme illustré
sur la figure[2.22, nous pouvons associer & chaque aréte interne ou feuille d’un arbre bourgeonnant
équilibré une étiquette portant la couleur de la face & droite en tournant autour des sommets
blancs. De méme, un bourgeon peut étre étiqueté par la couleur de sa face a gauche, cette
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étiquette étant identique celle de la feuille appariée. Les étiquettes obéissent aux regles locales
suivantes :
— les étiquettes 1,2, 3 apparaissent successivement dans le sens direct autour des sommets
blancs,
— elles apparaissent successivement dans le sens indirect autour des sommets noirs.
Ceci permet de fixer de proche en proche toutes les étiquettes a partir de celle de la racine, qui
est 2 par nos conventions.

Ly

N

1

Fia. 2.23 — Décomposition d’un arbre bourgeonnant bicubique autour de la racine, et au voisinage
d’un bourgeon. Les étiquettes sont fixées par les regles locales. Les sous-arbres partant d’un
sommet blanc (en hachuré) peuvent alors étre décomposés récursivement, nous illustrons ici le
cas des sous-arbres avec une étiquette 1, les autres cas étant obtenus par permutation circulaire
des indices.

\
\
\

Considérons a présent un arbre bourgeonnant bicubique, non nécessairement équilibré. Nous
pouvons alors étiqueter les arétes, feuilles et bourgeons selon les régles ci-dessus. La racine est
reliée & un sommet blanc, d’ou partent deux sous-arbres descendants. Ceux-ci sont soit réduits
a une feuille, soit sont constitués d’un sommet noir, relié d’une part a un bourgeon, d’autre part
& un autre sommet blanc. Ceci constitue une décomposition récursive illustrée sur la figure [2.23.
Notons que les configurations des étiquettes sont entierement fixées par les régles locales autour
des sommets. La décomposition récursive se traduit immédiatement dans le langage des séries
génératrices par les équations :

Ui =21+ U Us + UU,y

Uy = xo0 + UsUy + UsUs (224)
Us = 23+ UsUsy + U U3



2.3. CARTES BIPARTIES, ARBRES BICOLORES ET APPLICATIONS 83

ou Uj; est la série génératrice des sous-arbres descendants d’un sommet blanc, avec une étiquette ¢
sur la racine (cf figure[2.23), comptés avec un poids x; par feuille étiquetée i. La série génératrice
des arbres bourgeonnants bicubiques, enracinés sur une feuille étiquetée 2 selon nos conventions,
est alors :

$2U1U3 = U1U2U3(1 — U1 — U3) (225)

Nous comptons ainsi tous les arbres bicubiques, non nécessairement équilibrés. Les arbres non-
équilibrés peuvent étre réenracinés sur le bourgeon apparié a la racine, ce qui donne une bijection.
D’apres la figure 2.23/ donnant la décomposition au voisinage d’un bourgeon, la série génératrice
des arbres non-équilibrés est ainsi U;U3Us. Par soustraction, nous obtenons la série génératrice
des arbres équilibrés avec un poids z; par feuille étiquetée ¢, qui correspond en termes de cartes
bicubiques par un poids z; par face de couleur i. Nous aboutissons au résultat suivant :

La série génératrice des cartes bicubiques enracinées (duales aux triangulations tricoloriées),
tricoloriées canoniquement avec un poids x; par face de couleur i, vaut :

U1UU3(1 — Uy — Uy — Us) (2.26)
ou Uy, Us,Us sont déterminés en tant que séries formelles par :

Uiy =214+ U,U3 + U U4
Uy = 20+ UsUy + UsUs (227)
Uz = 23 + UsUz + U1 Us.

Ce résultat est proposé dans la publication II, et avait été obtenu auparavant via une solution
technique d’un modele de matrice [67]. A notre connaissance, il n’existe pas de formule explicite
pour le terme général de la série, correspondant au nombre de cartes bicubiques ayant des nombres
fixés de faces de chaque couleur.

Une extension aux cartes biparties k-valentes coloriées cycliquement est également proposée
dans la publication II, et se généralise pour & des familles de cartes appelées constellations [60].

2.3.3 Particules dures sur cartes tétravalentes

Le modele des particules dures sur les cartes planaires tétravalentes, introduit a la section
[1.3.1, apparait comme cas particulier de cartes biparties. Considérons en effet une configuration
de particules dures sur une carte tétravalente : comme illustré sur la figure 2.24] nous pouvons
lui associer une carte bipartie en ajoutant un sommet occupé (noir) bivalent au milieu de chaque
aréte reliant deux sites vides (blancs). Nous obtenons ainsi une carte bipartie dont les sommets
blancs ont degré 4, et les sommets noirs degré 2 ou 4. Réciproquement, étant donné une telle
carte, il suffit d’effacer les sommets noirs bivalents pour retrouver une configuration de particules
dures sur carte tétravalente. Notons que cette équivalence se manifeste également dans le modele
de matrice introduit & la section[1.3.1, puisque le terme —A? de la partie quadratique (1.78) peut
étre également traité comme « perturbation », engendrant les sommets de degré 2.

D’un point de vue combinatoire, la fonction de partition calculée & la section [1.3.1 possede
I'inconvénient de compter les configurations avec un facteur de symétrie. Nous préférons prendre
une dérivée par rapport au nombre d’arétes, ce qui correspond a considérer des cartes enracinées
ou, par découpage de I'aréte racine, des cartes a deux pattes. Plus précisément, nous introduisons
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F1G. 2.24 — Une configuration de particules dures sur cartes tétravalentes. Par ajout d’un sommet
occupé bivalent (en hachuré) au milieu de chaque aréte de type vide-vide, nous obtenons une
carte bipartie dont les sommets blancs (vides) ont degré 4, et les sommets noirs (occupés) ont
degré 2 et 4.

la série génératrice ['qe (resp. F::) des cartes planaires biparties & deux pattes externes® noires
(resp. & quatre pattes externes noires) dont les sommets (internes) sont de 'un des types suivants :

— sommets blancs de degré 4, de poids y,
— sommets noirs de degré 4, de poids yz,
— sommets noirs de degré 2, de poids 1.

Dans le langage des particules dures, nous parlerons de « fonction de corrélation a deux par-
ticules » (resp. « quatre particules »). Ceci permet d’obtenir la série génératrice E des cartes
planaires tétravalentes enracinées, munies d’une configuration de particules dures, avec un poids
y par sommet et z par particule, selon la relation :

E =T, +2y2Tgg. (2.28)

Cette relation résulte d’'une décomposition de la racine : pour une carte enracinée sur une aréte
vide-vide, la décomposition se fait au niveau du sommet noir bivalent ajouté au milieu, d’ou le
terme I'4,, tandis que pour une carte enracinée sur une aréte vide-occupé ou occupé-vide, nous
décomposons au niveau du sommet noir (occupé) tétravalent, d’ott le terme I'ss.

La procédure de découpage des cartes biparties indiquée a la section [2.3.1 s’applique aux
cartes a deux pattes, en remplacant les sommets noirs marqués par des feuilles. L’arbre résultant
est un arbre bicolore bien chargé de charge totale 2, dont les sommets internes sont de 1'un
des types indiqués. Il est de plus équilibré au sens de la cloture. Nous pouvons alors utiliser les
résultats de la section 2.3.1 : par nos contraintes de degrés, les équations (2.18) se réduisent au

80n rappelle que les pattes sont supposées adjacentes & une méme face, dite externe.
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systeme fermé suivant :

3
BY =y (t+ B)
2
B = s3yB{ (14 BY)
Y + (2.29)
B = B +3y2 (B + (BV)?)

BSY =1 4 3y2BY

On vérifie facilement que ce systéme est équivalent aux équations (1.87) obtenues par le modele
de matrice. En posant R = yBc(,l), V=y (t+ le)), 0 = y, nous obtenons les notations de
larticle IV.

Nous pouvons alors utiliser la bijection (2.22) pour obtenir une expression de I'es. La publi-

cation I'V propose de plus une discussion — technique — des cartes a quatre pattes. Nous résumons
les résultats sous la forme suivante :

Les fonctions de corrélation a deux et quatre particules du modele des particules dures sur
les cartes tétravalentes sont données par :

_ V3 + 2R3+ 6zRV?

lee = R
Yy
(2.30)
V6 + RV3 R* + TR?V3
Tee — V3 4 oR? — 320 T OV F 2T
o0 y
ou y est l'activité par site, z 'activité par somment, et R,V déterminés par :
R=3V?+9zRV?

(2.31)

V =y+ R+ 32R* +32V3.

Nous avons pu & nouveau donner une interprétation combinatoire aux équations algébriques
apparaissant dans la solution par intégrales matricielles, ici un modeéle a deux matrices.

Le modele des particules dures sur réseau biparti, plus intéressant sur le plan de la physique,
ne peut étre pas étre ramené a un probléme d’énumération de cartes biparties. En effet, il existe
quatre types de sommets, correspondant a un modele a 4 matrices. Une solution combinatoire de
ce modele nécessite d’introduire des arbres bourgeonnants comptés avec des signes, se simplifiant
in fine en vertu d’un principe d’« inclusion-exclusion » [64]. Ce principe semble pouvoir s’étendre
a un modele général de matrices en chaine.

2.4 Un modeéle a trois couleurs

Considérons a présent un modele de carte a 3 couleurs, dont les sommets sont coloriés par
exemple en noir, blanc et gris (que nous symboliserons dans le texte par e, 0,%). Nous ne
considérerons pas ici une contrainte de tricoloriabilité, mais seulement une regle plus faible :
il n’existe pas d’aréte reliant deux sommets noirs, ni d’aréte reliant deux sommets
blancs. Il manque ainsi une contrainte analogue pour les sommets gris pour définir un trico-
loriage des sommets. Cependant, ceci nous permettra d’obtenir une correspondance avec des
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F1a. 2.25 — Exemple de carte & trois couleurs. Un sommet noir de degré un (patte) est distingué.
Les arétes a deux extrémités noires, et celles a deux extrémités blanches, sont interdites.

arbres bourgeonnants. Notons également que les cartes arbitraires (resp. biparties) apparaissent
naturellement comme des cas particuliers de ces cartes, en imposant que tous les sommets sont
gris (resp. noirs ou blancs). Nous traitons ici du cas des cartes & une patte noire (cf figure 2.25),
qui forment un ensemble [.

2.4.1 Des cartes aux arbres tricolores bien chargés

Le découpage est une adaptation supplémentaire du procédé itératif introduit a la section
[2.1.3]et étendu aux cartes biparties & la section [2.3.1. Le sommet externe est remplacé par une
feuille-racine, et nous effectuons ensuite un ou plusieurs tours de la face externe & partir de cette
racine, en coupant lors du parcours une aréte en une paire bourgeon-feuille si et seulement si elle
possede simultanément les propriétés suivantes :

— elle est non-séparante,

— dans le sens de parcours, son origine n’est pas blanche,

— dans le sens de parcours, son extrémité n’est pas noire.

La procédure est illustrée sur la figure[2.26, et s’arréte lorsque toutes les faces sont réunies : on se
convainc en effet aisément que, en raison des contraintes de coloriage, il existe toujours une aréte
susceptible d’étre coupée tant qu’il reste au moins une face interne. On notera que lorsque tous
les sommets distincts de la patte sont gris, on retrouve la procédure pour les cartes arbitraires, et
lorsque tous les sommets sont noirs ou blancs, il s’agit de la procédure pour les cartes arbitraires.
Le découpage peut toujours étre caractérisé en terme de chemins minimaux a gauche sur la carte
duale, sous des contraintes d’orientation particulieres :

— les arétes sont orientées dans le sens direct autour des faces duales aux sommets noirs,

— les arétes sont orientées dans le sens indirect autour des faces duales au sommets blancs,

— les arétes duales aux arétes entre sommets gris sont non-orientées (ou de fagon équivalente,

possedent une orientation dans chaque sens).
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o o

Fia. 2.26 — Le découpage itératif d’une carte tricolore & une patte noire. En tournant autour de
la face externe, nous coupons une aréte si et seulement si elle est non-séparante, son origine n’est
pas blanche, et son extrémité n’est pas noire.

Par construction, les bourgeons sont attachés aux sommets noirs ou gris, et les feuilles (y compris
la racine) aux sommets gris ou blancs. Comme pour la carte, il n’existe pas d’aréte de 'arbre
reliant deux sommets noirs, ou deux sommets blancs. Un arbre ayant ces propriétés est dit
tricolore.

Comme pour les cas précédents, nos régles de découpage induisent des contraintes supplé-
mentaires, sur les charges des sous-arbres séparés par toute aréte interne. Un sous-arbre sera dit
noir, gris, ou blanc selon la couleur de son sommet incident a I’aréte considérée. Par examen des
différents cas, nous aboutissons aux regles suivantes :

— la charge de tout sous-arbre noir est inférieure ou égale a 1,

— la charge de tout sous-arbre blanc est positive ou nulle,

— une aréte reliant deux sommets gris sépare deux sous-arbres gris ayant charge 0 ou 1 (ce

qui n’est autre que U'intersection des deux contraintes ci-dessus).
Remarquons & nouveau que la restriction aux cartes arbitraires (gris) ou biparties (noir et blanc)
apparait clairement. Enfin, 'arbre obtenu par découpage d’une carte est équilibré au sens de la
cloture, qui redonne la carte initiale.

Considérons a présent la famille plus générale des arbres définis uniquement par les contraintes
de charge :

Un arbre tricolore enraciné est dit bien chargé si et seulement si tous ses sous-arbres descen-

dants d’une aréte interne sont de 'un des types suivants :

— un sous-arbre blanc de charge positive ou nulle,

— un sous-arbre noir de charge inférieure ou égale a 1,

— un sous-arbre gris, qui a une charge de 0 ou 1 si 'aréte dont il est issu est reliée & un autre
sommet gris.

Introduisons les notations suivantes, désormais usuelles :
— f Parbre réduit a une feuille relié a la racine,
— b ’arbre réduit a un bourgeon relié a la racine,
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- ng), Bsk), Bik) les ensembles des arbres respectivement blancs, noirs et gris, bien chargés
de charge k.
Par décomposition d’un arbre non réduit a une feuille ou un bourgeon autour du sommet relié &
la racine, nous obtenons les bijections suivantes :

n—1
B = | Jver < [ {ryu Y B uB™
n=1 k<1 k! ok
n—1
BV = | Jveyx [ pyu | BE v YB®” (2.32)
n=1 k'>0 k'
c=k
n—1
B = vy = [{ryuey U 80 | B8 uB® usl
n=1 k>0 k<1 —k

Ces identités peuvent immédiatement se traduire en termes d’équations récursives pour les séries
génératrices des arbres associés, avec un poids v, , vs, v, par sommet de degré n respectivement
blanc (V;?), noir (V,?), gris (V.F).

Par un raisonnement standard, nous pouvons montrer que les arbres tricolores bien chargés,
enracinés sur une feuille, équilibrés, de charge nulle, sont en bijection avec les cartes & une patteE.
De plus, les arbres non-équilibrés jouissant des mémes autres propriétés sont en bijection avec
les arbres tricolores bien chargés, enracinés sur un bourgeon, de charge 2. On obtient ainsi la
relation :

B uB® ~r,uB® uB® (2.33)

qui permet d’exprimer la série génératrice I',.

2.4.2 Comparaison avec le modele a trois matrices en chaine

L’énumération de notre modele de carte & trois couleurs peut se faire par une intégrale a
trois matrices avec interaction en chaine. En ordonnant les couleurs dans 1’ordre noir, gris, blanc,
nous voyons en effet que la matrice des poids par arétes, et son inverse la matrice de la forme
quadratique du modele, sont données respectivement par :

01 1 -1 1 0
1 1 1 1 -1 1 (2.34)
1 10 0 1 -1
La fonction de partition du modele de matrice associé s’écrit ainsi :
/eNTr(—%q(M.,M*,Mo)+V-(1VI-)+V*(M*)+V0(Mo))'DM.’DM*’DMO (2.35)

avee (Lo, Ty, To) = 2TeTy + 2T4To — x% — :cz — xg, tandis que V,, Vi, Vo engendrent les poids

des sommets de chaque couleur et de chaque degr@. La forme de l'interaction en chaine est

911 est évident qu’un arbre tricolore équilibré donne par cléture une carte & trois couleurs respectant les
contraintes. Montrer que découpage et cloture sont des bijections mutuellement inverses se fait par une extension
des arguments proposés pour les cartes arbitraires.

100n constatera que lorsque Vo = Vo = 0 (resp. Vi = 0), les intégrales sur les matrices Mo et Mo (resp. M)
sont gaussiennes et peuvent étre calculées explicitement, ce qui raméne au modéle & une (resp. deux) matrices.
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manifeste, et permet d’exprimer la fonction de partition a I’aide de polynoémes bi-orthogonaux.
Nous introduisons le produit bilinéaire :

(Do o) = / Do (0)po (20)eN (~30(@ase @) HVa @) 4V (0)4Ve(@0)) 4o dr dicy (2.36)

ainsi que les opérateurs de dérivation P,, P,, et de multiplication par une variable Qo, @+, Qo,
agissant par convention a gauche sur le polynéme p,. Par intégration par parties, nous aboutissons
aux identités opératorielles suivantes :

P, ,
N :Q* _Qo _V.(QO)
0= Qo + Qo - Q* - V*/(Q*) (237)
P, ,
ﬁ :Q* *Qo 7‘/0(620)

Les identités peuvent alors étre exprimées dans la base des polynémes bi-orthogonaux unitaires
De,, ; Do, , OU plus précisément via un développement en puissance de ’opérateur de décalage o agis-
sant comme op,, = ps,_,. Pour un opérateur ) ayant un développement > - wro™ (les wy,

n=—oo
sont des opérateurs diagonaux dans la base p,, ), introduisons la notation |, = =F wao™,
et de maniere analogue Q\> e et QI ﬂ Nous savons par exemple que :
Qo|§_1 = 0'71 (238)
(car Qepe,, = Pe,., + O(x7)), tandis que :
Pilsy=0 (2.39)
(car dualement Plp, = P, = O(x7)). Ainsi en combinant ces deux identités, et les deuxieme
et troisieme lignes du systeme (2.37), nous trouvons :
Qe =o'+ V*/(Q*)onL ‘/O/(QO”EO (2.40)
De facon similaire, nous pouvons obtenir :
Qo =ov+ V)(Q + V] (Q.
o (Qe)l<y (Qe)l<4 (2.41)

Qi=ov+o "+ V] (Qd)+ VIQo) + VI(Q:)|_o + VI(Q:)|_4

ol v est Uopérateur diagonal vp,, = (n/N)pe, . Dans la limite planaire, o devient un opérateur
commutant aux opérateurs diagonaux. Les identités ci-dessus correspondent précisément aux
décompositions récursives (2.32) via l'identification des séries génératrices :

BFo* = vIQJl_, BPe"=v/(Q.)l_, BF*=V/(Q.)_,. (2.42)

*

v apparalt comme un poids par feuille distincte de la racine.

Nous pouvons enfin exprimer la série génératrice I'y. Par un raisonnement standard, I'y est
la moyenne de N ! Tr M, dans le modeéle de matrices aléatoires, et peut s’exprimer en terme des
polynomes bi-orthogonaux :

MZ
@
5
3
id

(2.43)

n=0 p0n7pon)

1 Cette notation Q|_, differe de la notation précédente, plus usuelle, [0*]Q, d’une part car o n’est pas ici
nécessairement une variable commutante, d’autre part car, méme pour ¢ commutant, un facteur o est ajouté.
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soit dans la limite planaire :
1
T, — / (BSP) + BgO>) dv. (2.44)
0

Bio) + Bgo) est la série génératrice des arbres tricolores bien chargé, enracinés sur une feuille, de
charge 0. Par un argument combinatoire simple, 'intégrale sur v donne la série génératrice des
arbres étant de plus équilibrés : les arbres non-nécessairement équilibrés sont en effet en bijection
avec les arbres équilibrés avec une feuille quelconque marquée (ce qui s’assimile & action de
Popérateur L (v+) sur la série génératrice). On retrouve finalement :

r.=BY + B - B{» + B® (2.45)

avec un poids par feuille v = 1.

Nous concluons en indiquant que le modele a trois matrices en chaine le plus général peut
étre ramené a celui-ci : le modeéle le plus général a, & permutation des matrices pres, une fonction
de partition de la forme (2.35) ou la forme quadratique ¢ a pour matrice :

Gee (ex 0
Qo Gux  Quo (2.46)
0 @ oo

Par un changement de variable M; — A\;M; pour i = e, %, 0, nous pouvons ramener les termes
non-diagonaux a 1, puis fixer les termes diagonaux a -1 au prix d’une redéfinition de V,, Vi, V5.
Du point de vue des cartes, ceci revient a absorber les poids par arétes par une redéfinition des
poids par sommets, en introduisant éventuellement des sommets bivalents supplémentaires. Le
modele de particules sur cartes arbitraires, avec la regle d’exclusion a deux particules indiquée a
la section[1.3.3, peut étre résolu ainsi.



Chapitre 3

Cartes planaires et arbres
étiquetés

L’un des premiers résultats en combinatoire bijective des cartes est la bijection de Cori et
Vauquelin entre les cartes planaires enracinées et les arbres bien étiquetés [5], suivie par la
bijection d’Arques entre hypercartes (cartes eulériennes) planaires enracinées et arbres tres bien
étiquetés [6]. Ces bijections sont obtenues par une décomposition des permutations associées aux
cartes, et sont peu lisibles en termes des cartes topologiques.

Une autre bijection plus élémentaire entre cartes planaires enracinées et arbres bien étiquetés
a 6té trouvée plus récemment par Schaeffer et al. [68, 69]. Plus précisément, la construction
est effectuée sur les quadrangulations planaires enracinées ayant un nombre fixé k de faces,
duales aux cartes planaires tétravalentes enracinées de k sommets, elles-mémes en bijection avec
les cartes planaires enracinées de k arétes via la correspondance de Tutte. Les sommets de la
quadrangulation sont alors étiquetés par leur distance a ’origine de la racine et, par 'application
de regles locales tres simples sur les faces de la quadrangulation, nous construisons un arbre
de k arétes. Outre ses conséquences pour I’énumération de cartes, cette construction possede
un intérét immédiat puisque les étiquettes s’interpretent comme les distances a l'origine de la
carte : une information fine sur la géométrie des cartes est ainsi directement lisible sur les arbres
associés. De multiples applications ont été proposées [69, (70, [71], et certaines seront présentées
dans le chapitre 4]

Cette bijection présente certaines analogies avec la bijection entre cartes tétravalentes et
arbres bourgeonnants quartiques vue au chapitre 2. Nous notons tout d’abord que ces bijections
s’appliquent sur des ensembles de cartes liés par dualité. L’étiquetage des sommets de la qua-
drangulation par la distance a l’origine rappelle la caractérisation du découpage par les chemins
minimaux a gauche. Cependant, les algorithmes different : ’arbre bien étiqueté est construit
par I’application d’une construction indépendante dans chaque face, tandis que les chemins mi-
nimaux a gauche dépendent non seulement du choix de I'origine, mais également du choix de
I’aréte-racine incidente.

Dans ce chapitre, nous proposons une généralisation de cette bijection a d’autres classes de
cartes, introduite dans la publication VIII. Le cas le plus général est celui des cartes eulériennes,
énumérées selon les degrés et couleurs des faces; ce probleme correspond par dualité a ’énumé-
ration des cartes biparties selon les degrés et couleurs des sommets, abordée au chapitre 2.
Dans un souci de simplicité, nous commengons par présenter une premiere construction simple,
trés analogue a celle de Schaeffer, reliant les triangulations eulériennes et les arbres tres bien
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étiquetéeﬁ , introduite notamment dans la publication VII (d’autres résultats de cette publication
seront discutés dans le chapitre 4)). Nous donnons au passage un rappel de la bijection de Schaeffer.
Nous passons ensuite au cas le plus général de cartes eulériennes, en correspondance avec des
arbres étiquetés appelés mobiles, avant de présenter les simplifications de la construction dans
quelques cas particuliers remarquables. Mentionnons que cette construction a été reprise par
Marckert et Miermont [72].

3.1 Triangulations eulériennes et arbres tres bien étiquetés
Dans cette section, nous montrerons essentiellement 1’existence d’une correspondance entre

triangulations eulériennes planaires enracinées, et les arbres dits tres bien étiquetés, qui peut se
résumer par le résultat suivant :

Un arbre tres bien étiqueté est un arbre plan enraciné sur une aréte, dont les sommets portent
des étiquettes vérifiant les propriétés suivantes :

— les étiquettes sont des entiers strictement positifs,

— les étiquettes sur deux sommets reliés par une aréte different de 1 en valeur absolue,

— D'étiquette a l'origine de la racine est 1.

Il existe une bijection entre I’ensemble des triangulations eulériennes planaires enracinées a
3k arétes, et les arbres tres bien étiquetés a k arétes.

Nous verrons que la bijection peut étre construite de facon purement géométrique, ce qui
amenera un certain nombre de résultats auxiliaires, qui trouveront application dans le chapitre

4.

3.1.1 Des cartes aux arbres

Considérons une triangulation eulérienne planaire enracinée, c’est-a-dire une carte planaire
enracinée dont toutes les faces ont degré trois (triangulation) et tous les sommets un degré
pair (existence d’un cycle « eulérien »). Ces contraintes permettent de définir un étiquetage des
sommets, qui a son tour peut étre employé pour introduire des regles élémentaires de construction,
aboutissant a un arbre. Nous présentons tour a tour ces différentes étapes.

Nous notons 3k le nombre d’arétes de la triangulation, 2k correspondant au nombre de faces
par un simple argument de comptage, et k 4+ 2 correspondant au nombre de sommets par la
relation d’Euler.

Couleurs, orientations et étiquettes

Pour une carte planaire, la contrainte de parité des degrés des sommets est équivalente a
la bicoloriabilité des faces. Pour une triangulation planaire, ceci équivaut également & l'exis-
tence d’un tricoloriage des sommets, unique a permutation des couleurs pres. On notera que les
triangulations eulériennes sont duales aux cartes bicubiques considérées au chapitre [2, mais la
construction présentée ici est a priori différente.

Par convention, nous supposons que la face a gauche de I'aréte-racine est blanche, et nous la
prenons comme face externe pour la représentation dans le plan. Les autres faces sont coloriées

LCette bijection est donc & la bijection d’Arqués ce que la bijection de Schaeffer est & la bijection de Cori et
Vauquelin.
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Fia. 3.1 — Exemple de triangulation eulérienne planaire enracinée. Les faces peuvent étre bico-
loriées en noir et blanc, avec la convention que la face a gauche de la racine est blanche et prise
comme face externe. Les autres arétes peuvent alors étre orientées en demandant que leur face a
gauche soit blanche, et chaque sommet peut étre étiqueté par la longueur du plus court chemin
orienté depuis 'origine. Le résidu de I’étiquette modulo 3 constitue un tricoloriage des sommets.

alternativement en noir et blanc, comme illustré sur la figure 3.1. Le nombre de faces blanches
est égal au nombre de faces noires, donc a k. Les arétes peuvent étre orientées canoniquement en
imposant que, comme pour la racine, la face a gauche de chaque aréte soit blanche. Nous pouvons
alors étiqueter chaque sommet de la triangulation par la longueur minimale d’un chemin orienté
(i.e. une suite d’arétes orientées consécutives) y menant depuis l'origine de la racine. Cette
derniere est appelée tout simplement origine de la carte, et est le seul sommet d’étiquette 0, les
autres ayant des étiquettes strictement positives.

Regles de transformation locale

Considérons alors une face blanche de la triangulation eulérienne. Par définition des étiquettes
comme longueur des chemins orientés minimaux depuis 'origine, celles-ci augmentent d’au plus
de un dans le sens d’une aréte orientée. Par ailleurs, la tricoloriabilité des sommets implique que
I’étiquette augmente toujours de 1 modulo 3 211 s’ensuit que les étiquettes autour de la face sont
nécessairement de la forme n — n+1 — n + 2 dans le sens direct. Dans une telle configuration,
illustrée sur la figure[3.2, nous définissons la transformation locale par les opérations suivantes :

— conserver laréte n + 1 — n + 2,

— effacer les arétesn - n+1et n+2 — n.

Cette procédure est effectuée indépendamment dans les k faces blanches (n’ayant pas d’arétes
incidentes communes), ce qui définit ainsi un sous-ensemble de k arétes, de la carte constituant
un graphe. La figure [3.3 illustre cette procédure, appliquée a la triangulation eulérienne de la
figure 3.1. Il apparait que dans le graphe obtenu, I’origine est un sommet isolé, que nous excluons,
et les autres sommets sont dans une méme composante connexe, qui est un arbre plan (repris

2C’est d’ailleurs ainsi que ’on construit explicitement un tricoloriage, en notant que tous les chemins orientés
allant de l'origine & un sommet fixé possédent une méme longueur modulo 3.
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n+2
/ \\
N > n+1 n‘f

FiG. 3.2 — Transformation locale d’une face blanche d’une triangulation eulérienne. Les étiquettes
des sommets incidents sont nécessairement de la forme n — n+ 1 — n + 2, dans le sens de
Porientation (pour la face externe, le sens apparait inversé). On conserve alors l'aréte n+1 — n+2
(marquée en gras) en effagant les deux autres (en pointillés).

Fic. 3.3 — Application de la transformation locale & chaque face blanche d’une triangulation
eulérienne. Il apparait que le graphe obtenu (formé par les arétes en gras) est un arbre, qui peut
étre naturellement enraciné sur 'unique aréte adjacente a la face externe. Les étiquettes aux
extrémités de chaque aréte different de un : ’arbre est tres bien étiqueté.
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sur la figure [3.5). Ce fait sera justifié par la suite. La face externe étant blanche, une unique
aréte de 'arbre y est incidente et peut étre prise comme racine en conservant son orientation.
Par construction, les sommets de I’arbre portent des étiquettes, ayant les propriétés suivantes :
— la différence des étiquettes le long de chaque aréte de ’arbre est de +1,
— toutes les étiquettes sont strictement positives,
— la racine part d’'un sommet d’étiquette 1.
Nous obtenons donc un arbre tres bien étiqueté a k arétes.

Justification de la construction

F1a. 3.4 — Schéma de la preuve de I’absence de boucle dans le graphe obtenu par les regles de la
figure 3.2 (voir texte).

Une fois la transformation locale écrite, il est facile de voir pourquoi la procédure construit
bien un arbre. Supposons, en raisonnant par l’absurde, que le graphe contient un cycle. Ce
cycle passe par un certain nombre de sommets étiquetés : notons n le minimum des étiquettes
rencontrées, et considérons un sommet sur le cycle ayant étiquette n. Comme illustré sur la figure
13.4] la minimalité de n implique que les sommets adjacents sur le cycle ont une étiquette n+1 et,
par la définition de la transformation locale, nous concluons & l'existence d’un sommet étiqueté
n—1 dans lintérieur du cycle (c’est-a-dire dans la région délimitée par le cycle ne contenant pas
Porigine), ou éventuellement sur le cycle lui-méme. Ceci est absurde, car il existe alors un chemin
orienté de longueur n — 1 menant & ce sommet, qui rencontre le cycle en un sommet d’étiquette
m < n — 1, en contradiction avec ’hypothese de minimalité de n.

Nous avons ainsi montré que le graphe ne peut contenir de cycle, ce qui implique qu’il s’agit
d’une forét (réunion d’arbres disjoints). Un simple argument de comptage permet de conclure :
rappelons tout d’abord que, par construction, aucune aréte du graphe n’est adjacente a 1’origine,
et celle-ci est alors enlevée. La triangulation comptant k + 2 sommets (dont l'origine), la forét
compte k + 1 sommets pour k arétes : il s’ensuit que celle-ci est constituée d’un arbre unique,
la différence des nombres de sommets et d’arétes comptant le nombre d’arbres (composantes
connexes).

Ceci acheve de prouver que I'application de la transformation locale sur chaque face blanche
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d’une triangulation eulérienne de 3k arétes définit un arbre tres bien étiqueté de k arétes. Cette
construction établit une bijection, ce que nous prouvons en exhibant ’application inverse.

3.1.2 Des arbres aux cartes

F1G. 3.5 — Un arbre trés bien étiqueté. Il s’agit d’un arbre enraciné (la racine étant indiquée
par une fleche) dont les sommets peuvent avoir des degrés arbitraires. Les sommets portent des
étiquettes qui sont des entiers strictement positifs, variant de £1 le long de chaque aréte, et le
sommet a l'origine de la racine a pour étiquette 1.

Considérons & présent un arbre trés bien étiqueté, comme illustré sur la figure[3.5. Rappelons
que dans un arbre tres bien étiqueté, les sommets portent des étiquettes strictement positives,
différant de +1 le long de chaque aréte, et I’aréte-racine part d’un sommet d’étiquette 1. Notons
qu’il n’existe aucune contrainte sur les degrés des sommets. Nous commencgons par présenter la
construction avant de justifier qu’elle aboutit bien a une triangulation eulérienne.

Cordes, coins et triangles

Les arétes d’un arbre tres bien étiqueté peuvent étre naturellement orientées dans le sens des
étiquettes croissantes. Pour chaque aréte de arbre, mettons de type n — n+ 1 (n > 1), nous
tragons une corde partant du milieu de ’aréte, par la gauche de celle-ci, et menant & un sommet
d’étiquette n — 1. Le cas n = 1 est traité également, en ajoutant un nouveau sommet isolé,
d’étiquette 0, dans la face externe. Il s’avére que, & déformation (de la spheére) pres, il existe une
manieére unique de tracer les cordes sans croisement : en parcourant le contour de I’arbre dans
le sens indirect, chaque aréte de l’arbre de type n — n + 1 avec n > 2 doit étre connectée a son
coin successeur, c¢’est-a-dire le premier secteur incident a un sommet n — 1 rencontré sur la suite
du parcours. La validité de cette construction repose sur les propriétés des étiquettes de ’arbre,
et la figure[3.6 en présente une illustration.
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FiG. 3.6 — Positionnement des cordes sur un arbre tres bien étiqueté : chaque aréte de ’arbre est
naturellement orientée dans le sens n — n+1, et de son milieu part a gauche une corde menant au
premier coin n — 1 rencontré en parcourant le contour de 'arbre dans le sens indirect. Les arétes
1 — 2 sont reliées a un nouveau sommet isolé d’étiquette 0. Les contraintes sur les étiquettes de
I’arbre assurent que les cordes peuvent étre tracées sans croisement par emboitement.
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Fi1G. 3.7 — Les cordes tracées autour de 'arbre permettent de définir de nouvelles arétes, formant
un triangle orienté dans le sens direct.

A partir des cordes, nous pouvons définir de nouvelles arétes selon la construction illustrée
sur la figure[3.7]: pour chaque aréte n — n + 1, d’olt part une corde menant & un sommet n — 1,
nous ajoutons deux arétes afin d’obtenir un triangle n — 1 — n — n + 1 (en effagant la corde),
orienté dans le sens direct. Les cordes ne se croisant pas, nous obtenons une carte planaire. Dans
le cas de la racine de ’arbre, nous plagons les deux nouvelles arétes de telle fagon que le triangle
ainsi formé soit la face externe.

FiG. 3.8 — Construction de la triangulation eulérienne associée a un arbre tres bien étiqueté.
Nous tragons les cordes sur I’arbre, correspondant a celui de la figure[3.5/ apres déformation. Par
la régle de la figure[3.7, chaque corde donne une face (blanche) triangulaire, autour de laquelle
les orientations des arétes (non représentées ici) tournent dans le sens direct. Le complémentaire
est constitué de faces (noires) ayant une orientation opposée, qui sont également triangulaires.

Cette procédure est illustrée sur la figure [3.8. Nous obtenons une carte planaire, ayant par
construction un certain nombre de propriétés :
— Toutes les arétes sont orientées, et leur face a gauche est triangulaire, orientée uniformément
dans le sens direct.
— Par complémentarité, les faces & droite des arétes sont orientées uniformément dans le sens
indirect. Ceci définit une bicoloration des faces en blanc (sens direct) ou noir (sens indirect).
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— L’étiquette des sommets, positive, augmente de 1 ou diminue de 2 le long d’une aréte
orientée. Tout sommet étiqueté n > 1 est adjacent a au moins un sommet étiqueté n — 1,
et il existe un unique sommet étiqueté 0, l'origine. Ceci assure que ’étiquette correspond
a la longueur minimale des chemins orientés depuis 'origine.

— La carte peut étre réenracinée sur 'unique aréte 0 — 1 incidente a la face externe.

— Si k est le nombre d’arétes de I’arbre, la carte en compte 3k.

Il apparait de plus sur la figure[3.8 que les faces noires sont également triangulaires. De plus,
nous notons immédiatement que, en appliquant la construction de la section précédente a la
triangulation eulérienne ainsi obtenue, nous retrouvons l'arbre initial de départ. Pour achever
d’établir la bijection entre cartes eulériennes enracinées a 3k arétes et arbres tres bien étiquetés
a k arétes, il reste donc a justifier les points suivants :

— les faces noires obtenues par la présente construction sont triangulaires,

— partant d’une triangulation eulérienne planaire enracinée, I’application de la construction

de la section précédente, suivie de celle-ci, restaure la carte initiale.

Justification de la construction inverse

Considérons une face noire de la carte eulérienne associée a un arbre tres bien étiqueté. Par
construction, les arétes sont orientées dans le sens indirect autour de la face, et les étiquettes des
sommets augmentent de 1 ou diminuent de 2 dans ce sens. Par cyclicité, il existe nécessairement
une aréte incidente de type n+1 — n— 1, pour n > 1. D’apres la régle illustrée sur la figure (3.7,
une telle aréte est incidente a gauche a un triangle blanc n — 1 — n — n + 1, provenant d’une
corde issue de l'aréte n — n + 1 appartenant a ’arbre original. Nous pouvons alors distinguer
plusieurs cas, discutés sur la figure[3.9/: suivons le contour de I’arbre dans le sens direct, & partir
de 'aréte n - n+1:

— si Paréte suivante est de type n+1 — n+2 (cas a et b sur la figure[3.9), une corde en part

a gauche, et meéne a un sommet n. Suivons alors le contour a partir de ce sommet :

— si aréte suivante est de type n — n + 1 (cas a), une nouvelle corde part & gauche, vers
un sommet n — 1 qui est nécessairement le méme que celui initialement considéré. Ceci
résulte de la caractérisation des cordes par les coins successeurs.

— si aréte suivante est de type n < n—1 (cas b), ce dernier sommet n—1 est nécessairement
celui initialement considéré.

— si aréte suivante est de type n+1 < n (cas c et d), nous poursuivons le long du contour :

— si aréte suivante est de type n — n+1 (cas ¢), une corde part & gauche, nécessairement
vers le sommet n — 1 initial.

— si aréte suivante est de type n «— n — 1 (cas d), ce dernier est nécessairement sommet
n — 1 initial.

Dans tous les cas, les arétes de ’arbre, ou celles construites & partir des cordes, délimitent une
face triangulaire noire. Ceci acheve de justifier que la carte associée a un arbre tres bien étiqueté
est une triangulation eulérienne.

Montrons enfin que, partant d’une triangulation eulérienne planaire enracinée, a laquelle nous
associons un arbre tres bien étiqueté par transformation locale des faces blanches, nous retrouvons
la triangulation initiale par construction des cordes et faces blanches. En fait, il suffit de montrer
que, pour toute face blanche n —1 — n — n+1 de la carte (n > 1), donnant une aréte n — n+1
dans I'arbre, la corde issue de cette aréte est nécessairement connectée au sommet n—1 considéré.
Lorsque n — 1 = 0, ceci est automatiquement le cas. Lorsque n > 2, tous les sommets considérés
sont sur 'arbre, et nous sommes dans I'une des situations illustrées sur la figure [3.10 :

— En ajoutant a l'arbre les arétes n — 1 — n, n+ 1 — n — 1, nous obtenons une carte

comprenant trois faces : la face blanche considérée, et deux régions qui sont réunion de
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(d)

Fic. 3.9 — Configurations possibles d’une face noire de la carte eulérienne associée a un arbre
tres bien étiqueté. Cette face est nécessairement incidente a une aréte n+1 — n—1 pour n > 1,
provenant d’une corde issue d’une aréte n — n+ 1 de larbre (en bas). Plusieurs cas peuvent étre
distingués selon les étiquettes environnantes dans ’arbre, mais, comme expliqué dans le texte,
la caractérisation des cordes assure que, dans tous les cas, la face noire est triangulaire.
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F1a. 3.10 — Configurations possibles a priori d’une face blanche n — 1 — n — n+1 (n > 2)
d’une triangulation eulérienne, par rapport a ’arbre tres bien étiqueté associé. Comme expliqué
dans le texte, la seconde situation est impossible, et dans la premiere nous avons nécessairement
m > n. Ainsi, la corde issue de 'aréte n — n + 1 méne au sommet n — 1, et la face est restaurée
par la construction de la figure|3.7.

faces de la triangulation eulérienne originale.

— L’une de ces deux régions, dite intérieure, ne contient pas l'origine : les deux situations
illustrées sont possibles a priori.

— Sur le contour de l'arbre inclus dans la région intérieure, orienté dans le sens direct,
considérons une aréte arbitraire de type m — m + 1 : selon les regles de transforma-
tion locale définissant I'arbre (cf figure [3.2), nous en déduisons D'existence d’un triangle
blanc m — 1 — m — m + 1 inclus dans la région intérieure, celle-ci étant réunion de faces
de la triangulation originale). Le sommet m — 1 est nécessairement sur le contour car l’arbre
visite tous les sommets distincts de lorigine.

Nous voyons alors que nécessairement m > n, et que la seconde situation illustrée est impossible.
Supposons en effet, pour un raisonnement par I’absurde, que m < n : en suivant le contour a
partir du sommet m — 1 (distinct du dernier sommet n— 1), nous rencontrons nécessairement une
aréte m’ — m’ + 1 avec 0 < m/ < m, car les étiquettes varient de +1. En itérant le raisonnement
pour cette aréte, nous pouvons alors construire une suite infinie strictement décroissante d’entiers
positifs, ce qui est absurde. La seconde situation est impossible, car il y existe nécessairement
une aréte m — m + 1 sur le contour avec m < n — 1. Ainsi, la premiere situation est la seule
possible, et toutes les étiquettes sur le contour sont supérieures a n, hormis la derniere : le coin
successeur de 'aréte n — n + 1 est incident au sommet n — 1 et, par la construction de la figure
la face blanche est restaurée. Par bicoloriabilité, I’ensemble des arétes de la triangulation
sont restaurées, ce qui achéve de prouver la bijection.

3.1.3 Application a ’énumération

Voyons maintenant les conséquences de cette correspondance pour ’énumération des trian-
gulations eulériennes et des arbres trés bien étiquetés. Nous savons déja, depuis le chapitre 2, que
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les triangulations eulériennes planaires enracinées de 3k arétes sont duales aux cartes bicubiques
planaires enracinées de 3k arétes, en nombre :

3.2k1 2k
sy ( ) | (3.1)
(k+2)(k+1) \ Kk
Il s’avere cependant instructif de chercher a retrouver cette formule via la bijection avec les arbres

tres bien étiquetés.

Décomposition récursive des arbres trés bien étiquetés

FiG. 3.11 — Décomposition d’un arbre tres bien étiqueté par effacement de la racine. Lorsque les
composantes séparées ne sont pas réduites a un sommet isolé, elles peuvent étre identifiées a des
arbres enracinés.

Considérons un arbre tres bien étiqueté : I’aréte-racine relie deux sommets étiquetés respecti-
vement 1 et 2. En effacant ’aréte-racine, nous obtenons deux composantes connexes, contenant
chacune l'un de ces sommets. Ces composantes peuvent étre réduites aux sommets isolés, ou
bien peuvent étre elles-mémes vues comme des arbres enracinés, comme illustré sur la figure
[3.11. Cependant, I'un d’entre eux n’est pas un arbre enraciné, puisque ’aréte-racine part d’un
sommet 2.

Nous pouvons « fermer » cette décomposition récursive en introduisant, pour tout n entier,
Iensemble £,, des arbres plans enracinés dont les sommets portent des étiquettes vérifiant les
propriétés suivantes :

— les étiquettes sont des entiers strictement positifs,

— les étiquettes sur deux sommets reliés par une aréte different de 1 en valeur absolue,

— D’étiquette a 'origine de la racine est n.

Il s’avere commode d’inclure de plus 'arbre réduit a un sommet isolé d’étiquette n, formant un
singleton noté (n). Ainsi £; \ (1) n’est autre que ’ensemble des arbres trés bien étiquetés, et par
convention nous posons £, = (n) = () pour n < 0.

Nous pouvons alors immédiatement étendre la décomposition de 'aréte-racine vue plus haut :
étant donné un arbre de £, \ (n) (n > 1), par effacement de la racine, nous obtenons d’une part
un élément de L,, d’autre part un élément de £,,+1 U L,,—1. Cette décomposition récursive est
une bijection, valable pour tout n > 1 :

Lo 2n)ULy X (Lyp1ULpq). (3.2)
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Notons que le nombre de sommets ayant un étiquette donnée est conservé.

Le comptage des arbres trés bien étiquetés

La bijection (3.2) se traduit immédiatement par une équation pour les séries génératrices L.,
associées, avec un poids ¢ par aréte :

. 1 +th(Ln+1 + Lnfl) si n 2 1
Ln = { 0 si n<0 (3.3)

Le facteur ¢ correspond a ’aréte-racine, et assure que cette équation détermine les L, en tant

que séries formelles en ¢. Notons que ’équation pour n > 1 peut s’écrire aussi :

1
L, =
1- t(LnJrl + Lnfl)

(3.4)

et s’interprete alors comme une décomposition par effacement de 'origine de la racine, et de
toutes ses arétes incidentes.

L’équation peut étre interprétée comme une équation de récurrence non-linéaire en n, a
deux termes, valable pour tout n > 1. Cependant, nous n’avons a priori qu’une condition initiale
Ly = 0, ce qui ne suffit pas a déterminer la solution. Il convient en fait d’ajouter la condition
L, — L pour n — oo, ou L est solution de :

L=1+2tL? (3.5)

Cette équation détermine L en tant que série formelle en ¢, sous la forme :

1—V1I=8 =~ 1 [2k
L:T:;k—ﬂ<k)(2t)k. (3.6)

La convergence L, — L peut étre justifiée, au sens des séries formelles, en notant que par
itérations de I’équation (3.3), nous obtenons L = L,, + O(¢t™). D’un point de vue combinatoire,
cette limite peut se comprendre en notant que, par une translation globale des étiquettes, £,, est
en bijection avec I’ensemble des arbres plans enracinés, a sommets étiquetés, tels que :

— les étiquettes sont des entiers, augmentant de +1 le long de chaque aréte,

— D'origine de la racine a pour étiquette 0,

— toutes les étiquettes sont strictement supérieures a —n.

Ainsi, lorsque n — oo, £, a pour « limite » I’ensemble £ des arbres définis comme ci-dessus,
sans la derniére contrainte. Le développement de ’équation (3.6) s’interpréte immédiatement en
notant que le nombre de Catalan ¢ = kLJrl (Zkk) est le nombre d’arbres plans enracinés a k arétes
(sans étiquettes) : un élément de L est alors obtenu en choisissant la différence +1 des étiquettes
pour chaque aréte de 'arbre (par exemple dans le sens montant depuis la racine), soit un total
de 2F choix.

Revenons a présent a 1’équation (3.3) : nous verrons dans le chapitre |4 que, de fagon re-
marquable, une expression exacte de L,, peut étre obtenue, ce qui est une manifestation d’une
profonde propriété d’intégrabilité. Nous nous contentons de mentionner ici que 1’équation possede
une intégrale premiere discréte :

O(Ly, Lypt1) = (1 —tLy)(1 —tLyt1)(1 + tLyLypg)- (3.7)
On vérifie aisément que ’équation (3.3) implique que pour n # 0 :
O(Ly—1,Ln) = O(Ly, Lyy1). (3.8)
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Ainsi la quantité ®(L,, L,+1) est conservée (constante) sur n = 0,1,2,.... En particulier, si
nous prenons n = 0 puis n — oo, nous obtenons 1'équation ®(0, L,) = ®(L, L), qui se réduit via
I’équation (3.6) a

(1—8t)%/2 — 1 4 12t — 24¢?
32t2

i 3- 2k ! 2k
(k+2)(k+1)\ Kk

k:l

Li—1=
(3.9)

L1 —1 n’est autre que la série génératrice des arbres tres bien étiquetés avec un poids ¢ par aréte,
et également la série génératrice des triangulations eulériennes planaires enracinées avec un poids
t par face blanche. On notera enfin que tant L que L; ont un rayon de convergence en ¢ de 1/8.

Autres résultats d’énumération

Dans la construction associant a toute triangulation eulérienne planaire enracinée un arbre
trés bien étiqueté, le choix de la racine influe des fagons suivantes :

— Torigine de la racine sert de point de référence pour I'étiquetage des sommets (il est le seul

sommet d’étiquette 0),

— la face a gauche de la racine est supposée blanche, prise comme face externe pour la

représentation planaire, et permet d’enraciner naturellement I’arbre sur son aréte incidente

de type 1 — 2.
Il s’avere que, si le premier point est crucial, le second ne joue qu’un réle marginal : nous pouvons,
au prix d’une légere modification de la bijection, adapter la bijection au cas des triangulations
eulériennes planaires pointées, c’est-a-dire avec un simple sommet marqué qu’on appellera origine
(Penracinement revenant & choisir, de plus, une aréte lui étant incidente). On suppose de plus
qu'un bicoloriage des faces en blanc et noir est fixé. Ainsi, les arétes peuvent étre orientées
canoniquement, en imposant qu’elles tournent dans le sens direct autour des faces blanches;
I’étiquetage des sommets, par la longueur minimale des chemins orientés depuis 'origine, est
bien défini. Nous pouvons alors effectuer la transformation locale de la figure 3.2 dans chaque
face triangulaire blanche : le graphe obtenu est constitué de origine 0 isolé (que 'on efface),
et d'un arbre. Cet arbre est non-enraciné, tous ses sommets sont étiquetés par des entiers,
variant de +1 le long d’une aréte, et il existe nécessairement un sommet d’étiquette 1
(car il existe au moins un triangle blanc 0 — 1 — 2). Cette construction est une bijection, et la
construction inverse est obtenue a nouveau en tracant les cordes, la contrainte d’existence d’un
sommet d’étiquette 1 assure qu’une corde au moins lui est reliée a ’origine.

Cette bijection s’avere peu exploitable telle quelle pour I’énumération, car tant les cartes
pointées que les arbres non-enracinés peuvent posséder des symétries internes rendant leur
énumération difficile, en plus de 'absence de décomposition récursive évidente. Nous pouvons
toutefois considérer une triangulation eulérienne planaire pointée et enracinée, ou ’aréte-racine
ne part pas nécessairement de l'origine (mais est supposée orientée de maniére cohérente avec
une face blanche & gauche). Dans ce cas, la racine fournit une maniére naturelle d’enraciner
Parbre associé & la carte (construit en fonction de l'origine seule), mais quelque attention doit
étre portée au fait que cette aréte-racine peut, selon le cas, étre ou ne pas étre dans ’arbre :

1. si la racine est de type n — n + 1 et incidente & une face blanche n — 1 — n — n + 1, elle
est dans ’arbre et ’enracine naturellement,

2. si la racine est de type n — n + 1 et incidente a une face blanche n — n+1 — n + 2, elle
n’est pas dans I’arbre mais celui-ci peut étre enraciné sur 'aréte n + 1 — n + 2,
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3. si la racine est de type n — n — 2, nécessairement incidente a une face n —2 - n—1—n,
elle n’est pas dans ’arbre mais celui-ci peut étre enraciné sur l'aréte n — 1 — n.

Nous pouvons alors décomposer récursivement les arbres enracinés pour en déduire I’expression
des séries génératrices en fonction des L., mais il faut de plus tenir compte de la contrainte
d’existence d’'un sommet étiqueté 1. Cette derniere contrainte est facilement traitée en notant,
par exemple, que le sous-ensemble de L, correspondant aux arbres n’ayant pas de sommet
étiqueté 1 est en bijection évidente avec £, _1. Nous aboutissons in fine a 'expression suivante
pour les séries génératrices des triangulations eulériennes pointées et enracinées avec un poids ¢
par aréte, selon les cas discutés ci-dessus :

1. t(LnL’rH»l - Lnfan)7

2. t(Ln+1Ln+2 - LnLn+1)a

3. t(Lp-1Ly — Lp—o2Lp—1).
En sommant sur ces différents cas disjoints, pour n = 0,1,2,..., nous obtenons une série
télescopique de somme 3tL? = @, qui n’est autre que la série génératrice des triangula-
tions eulériennes planaires pointées et enracinées. De fagon similaire, L,, — 1 peut s’interpréter
comme la série génératrice des triangulations eulériennes planaires pointées et enracinées sur une
aréte de type m — m + 1 avec m < n.

Au-dela de ces résultats, qui trouveront plus ample application dans le chapitre [4, il serait

intéressant de parvenir a une interprétation combinatoire simple de la propriété d’intégrabilité,
c’est-a-dire de la relation ®(L,—1,L,) = ®(Ly, Lyy1), ot ® est donné par I’équation (3.7).

3.1.4 Analogie : quadrangulations et arbres bien étiquetés

Nous terminons cette section par une présentation tres analogue de la bijection originale de
Schaeffer et al. [68] 69] entre les quadrangulations planaires enracinées et les arbres dits bien
étiquetés. Rappelons qu’une quadrangulation est une carte dont toutes les faces ont degré 4. La
bijection est résumée dans le résultat suivant :

Un arbre bien étiqueté est un arbre plan enraciné sur une aréte, dont les sommets portent
des étiquettes vérifiant les propriétés suivantes :

— les étiquettes sont des entiers strictement positifs,

— les étiquettes sur deux sommets reliés par une aréte different de 1, 0 ou -1,

— D’étiquette a l'origine de la racine est 1.

Il existe une bijection entre I’ensemble des quadrangulations planaires enracinées a 2k arétes,
et les arbres bien étiquetés a k arétes.

On notera qu’un arbre tres bien étiqueté est un arbre bien étiqueté dans lequel aucune aréte
ne relie deux sommets de méme étiquette. Comme précédemment, la bijection peut étre obtenue
par une construction géométrique, que nous résumons comme suit.

Bijection
Partant d’'une quadrangulation planaire enracinée a k faces, nous pouvons étiqueter chaque
sommet par sa distance & 1’origine (de la racine), qui est la longueur minimale d’un chemin depuis

Iorigine. Par rapport au cas des triangulations eulériennes, il n’y a plus d’orientation des arétes,
ce qui est lié a 'absence générique de bicoloriage des faces. Par leur définition comme distance,
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Fia. 3.12 — Exemple de quadrangulation eulérienne enracinée. Les faces sont étiquetées par la
longueur du plus court chemin depuis 'origine. Le résidu de ’étiquette modulo 2 constitue un
bicoloriage des sommets.

les étiquettes sur deux sommets adjacents different au plus de un. De plus, par parité des degrés
des faces, la quadrangulation est bipartie (bicoloriable des sommets), et les étiquettes sur deux
sommets adjacents different donc exactement de un en valeur absolue.

Ceci permet de classifier les faces de la quadrangulation selon les étiquettes des sommets
incidents, comme illustré sur la figure|3.13/:

1. les faces simples, de la formen —n+1—n+2 —n+1,
2. les faces confluentes, de la forme n —n+1—n —n+1.

Nous introduisons alors les regles de transformation locale des faces, analogues a celle pour les
triangulations eulériennes, selon le type de face :

1. pour une face simple, sélectionnons l'aréte n+1 — n+ 2 ayant la face considérée a gauche,
2. pour une face confluente, sélectionnons une nouvelle aréte diagonale n +1 — n + 1.

Les arétes sélectionnées forment un graphe, plongé dans le plan sans croisement d’arétes.
Notons qu’il y a autant d’arétes sélectionnées que de faces dans la quadrangulation, soit k, car
une aréte ne peut étre sélectionnée que dans I'une au plus de ses faces incidentes. Par construction,
Iorigine 0 est un sommet isolé, que nous enlevons, et il apparait que le reste du graphe est un
arbre couvrant tous les autres sommets, comme illustré sur la figurel3.14. Ce fait peut étre justifié
par une preuve analogue a celle de la section précédente : le graphe ne contient pas de boucle
(ce qui résulte des regles de transformation locale, car pour toute aréte de l’arbre incidente a
deux sommets, il existe un sommet immédiatement a gauche ayant une étiquette strictement
inférieure) ; il s’agit donc d’une forét comptant k 4+ 1 sommets (la quadrangulation en comptant
k + 2 dont origine par la relation d’Euler) pour k arétes, donc ne compte qu'une composante
connexe. L’arbre est enraciné sur I'aréte sélectionnée dans la face externe, et est bien étiqueté
par construction.

Réciproquement, partant d’un arbre bien étiqueté, nous construisons une quadrangulation
enracinée par une construction similaire a la précédente. Ici, nous tragons des cordes non pas
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n+2 n+2

n+1 n+1

Fia. 3.13 — Transformations locales d'une face d’une quadrangulation. Les étiquettes des sommets
incidents sont nécessairement de la forme n — n+1 —n+2 — n + 1 (face simple) ou n —
n+1—n—n+1 (face confluente). Pour une face simple, nous sélectionnons aréte n + 1 —
n + 2 ayant la face a sa gauche (marquée en gras) ; pour une face confluente, nous sélectionnons
une nouvelle aréte diagonale n +1 — n + 1.

F1G. 3.14 — Application des transformations locales & chaque face d’'une quadrangulation (les
faces confluentes sont représentées grisées). Les arétes sélectionnées (en gras) forment un arbre
bien étiqueté, enraciné sur l'aréte sélectionnée dans la face externe.
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FiG. 3.15 — Construction des cordes sur un arbre bien étiqueté : chaque coin n de 'arbre est
relié & son successeur, le premier coin n — 1 rencontré apres lui sur le contour de 'arbre dans
le sens direct (ou un sommet externe 0 pour n = 1). Les fleches blanches sont dirigées vers le
successeur. D’un sommet part un nombre de cordes égal a son degré dans ’arbre. Lorsqu’un
coin n est immédiatement suivi d’un coin n — 1, la corde est assimilée & ’aréte de I'arbre les
reliant. On obtient une quadrangulation en transformant chaque corde en une nouvelle aréte, et
en effacant les arétes reliant deux sommets de méme étiquette.

entre les milieux des arétes et coins mais, comme illustré sur la figure |3.15 entre chaque coin
et son coin successeur (défini comme le premier coin rencontré sur le contour de l'arbre, dans
le sens direct, ayant une étiquette immédiatement inférieure). Les cordes triviales reliant deux
coins consécutifs sont assimilées aux arétes de ’arbre. Les propriétés des arbres bien étiquetés
assurent que :

— le successeur est bien défini pour tout coin, les coins étiquetés 1 étant reliés a un sommet

externe 0,

— les cordes peuvent étre tracées sans croisement.
Chaque corde est alors transformée en une nouvelle aréte, et les arétes de ’arbre reliant deux
sommets de méme étiquette sont effacées, ce qui aboutit a une quadrangulation enracinée sur
I’aréte menant a la racine de I'arbre. La vérification de cette construction, inverse de la précédente,
se fait selon des arguments similaires au cas des triangulations eulériennes.

Enumération

Comme précédemment, nous cherchons a énumérer les arbres bien étiquetés par décomposition
récursive de la racine. Nous introduisons plus généralement, pour entier n, I’ensemble M,, des
arbres plans enracinés dont les sommets portent des étiquettes vérifiant les propriétés suivantes :

— les étiquettes sont des entiers strictement positifs,
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— les étiquettes sur deux sommets reliés par une aréte different de 1, 0 ou -1.

— D'étiquette a l’origine de la racine est n.
Nous incluons de plus Parbre réduit & un sommet isolé d’étiquette (n), de telle sorte que My \ (1)1
est ’ensemble des arbres bien étiquetés, et par convention M,, = (n) = () pour n < 0. Par
décomposition de la racine, nous aboutissons a la bijection suivante pour n > 1 :

Mﬂ = <n> ) Mn X (MnJrl U Mn U Mnfl) (310)

car en effet la racine relie un sommet n & un sommet n+ 1, n ou n— 1. Pour les séries génératrices
associées avec un poids ¢ par aréte, nous obtenons :

v { 1+ tMy(Myy1 + My +M,—1) si n>1

0 si n<0 (3.11)

Cette équation détermine les M, comme séries formelles en t, et peut étre vue comme une
équation de récurrence non-linéaire & deux termes. Les conditions aux limites sont Mg = 0 et
lim,, .o M, = M, avec M solution de :

M =1+ 3tM? (3.12)

soit :

M =

1-V1-12t _ > %(21@) (30)" (3.13)

6t +1\k

s’interprétant comme série génératrices d’arbres sans contrainte de positivité des étiquettes (le
facteur 3 correspondant alors aux 3 différences possibles des étiquettes sur chaque aréte, en
comparaison du 2 précédent). La récurrence discrete (3.11) possede une intégrale premiere :

WMy, Myyr) = (1 — tMy, — tMyyp1)(1 4 tMy, My i), (3.14)

En écrivant I’équation (0, My) = (M, M) nous obtenons :

1—12¢)3/2 — 1 + 18t — 54¢?
M1—1:( t) + 18t — 54t
54¢2
0 o gk oA\ (3.15)
t
— (k+2) k+1)(k>

qui n’est autre que la série génératrice des arbres tres bien étiquetés, donc des quadrangulations
avec un poids ¢ par face. Le rayon de convergence est 1/12.

Comme précédemment, nous pouvons considérer plus généralement des cartes pointées (en
correspondance avec des arbres non-enracinés), dans lesquelles nous marquons une aréte non-
nécessairement incidente a l'origine. Par une discussion similaire au cas des triangulations eulé-
riennes, nous pouvons montrer que M — 1 est la série génératrice des quadrangulations pointées
avec marquage d’une aréte quelconque, tandis que M, — 1 correspond au marquage d’une aréte
de type m — m + 1 avec m < n.

En conclusion, les correspondances entre triangulations eulériennes et arbres tres bien étique-
tés d’une part, et quadrangulations eulériennes et arbres bien étiquetés d’autre part, présentent
une analogie profonde. Nous verrons dans la section suivante qu’elles apparaissent comme deux
cas particuliers d’'une construction générale plus complexe. Ces deux cas particuliers simples
sont & rapprocher des correspondances « duales » du chapitre |2 entre cartes planaires et arbres
bourgeonnants : les arbres bourgeonnants quartiques ou bicubiques en sont assurément les deux
cas les plus simples.
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3.2 Cartes eulériennes et mobiles

Dans cette section, nous présentons une construction générale reliant les cartes eulériennes
enracinées ou pointées a des arbres ayant une structure particuliere, appelés mobiles. Cette
construction a été introduite dans l'article VIII. Nous verrons que cette construction préserve
Pinformation sur les degrés des faces, ce qui permet une application a I’énumération.

3.2.1 Des cartes eulériennes pointées aux mobiles

Considérons donc une carte planaire eulérienne pointée, et voyons comment lui associer un
arbre. Les degrés des sommets sont pairs, ce qui équivaut a la bicoloriabilité des faces. En I’absence
d’aréte-racine, nous supposons qu’une bicoloration des faces en noir et blanc (parmi deux) est
donnée.

Regles de transformation locale

Fic. 3.16 — Exemple de carte eulérienne pointée. Les arétes sont orientées canoniquement en
imposant que la face a gauche de chaque aréte est blanche. Chaque sommet peut étre étiqueté
par la longueur minimale d’un chemin orienté y menant depuis l’'origine (qui est 'unique sommet
d’étiquette 0). Chaque aréte orientée relie un sommet d’étiquette m a un sommet d’étiquette
n<m-+1.

Comme pour les triangulations eulériennes, les couleurs des faces déterminent une orientation
pour chaque aréte, en imposant que la face a gauche de chaque aréte est blanche. La donnée
d’une origine (le sommet marqué) permet d’étiqueter chaque sommet de la carte par la longueur
minimale d’un chemin orienté de l'origine au sommet considéré, comme illustré sur la figure[3.16.
Cette définition implique que :

— tous les sommets ont une étiquette strictement positive, sauf 'origine qui a étiquette 0,
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n=m+1

Fia. 3.17 — Regles de transformation locale pour une carte eulérienne pointée. Dans chaque face
noire ou blanche, nous ajoutons un nouveau sommet respectivement noir ou blanc. Pour une
aréte de la carte (marquée en gras), reliant un sommet d’étiquette m a un sommet d’étiquette
n < m + 1, nous effectuons la construction suivante : si n = m + 1 nous tragons une nouvelle
aréte reliant le sommet n au sommet dans la face blanche, sinon nous avons n < m et nous
tragons une aréte reliant les sommets dans les deux faces incidentes, portant de part et d’autre
des drapeaux m et n.

— pour toute aréte orientée allant d’un sommet d’étiquette m a un sommet d’étiquette n,
nous avons n < m + 1.

Nous introduisons & présent des regles de transformation locale, généralisant celles pour les
triangulations eulériennes, de la facon suivante. A Tlintérieur de chaque face de la carte, nous
ajoutons un nouveau sommet, ne portant pas d’étiquette, mais colorié en noir ou blanc selon la
couleur de la face. Considérons alors une aréte de la carte : notons m 1’étiquette de son origine,
n Pétiquette de son extrémité. Nous distinguons alors les deux cas suivants, illustrés sur la figure
3.17:

— si n = m + 1, nous tragons une nouvelle aréte reliant le sommet n au sommet blanc dans

la face blanche a gauche de 'aréte,

— sinon, nous avons nécessairement n < m, et nous tragons une nouvelle aréte étiquetée

reliant les sommets noir et blanc dans les deux faces incidentes, portant des drapeaur m et
n respectivement a gauche et a droite dans le sens noir — blanc.
Une telle construction s’assimile a la sélection de certaines arétes dans la carte dérivée au sens
de Tutte [4], qui est la carte dont les sommets sont donnés par les sommets, arétes et faces de la
carte originale, et les arétes définies par les relations d’incidence. Cette transformation locale est
effectuée séparément pour chaque aréte de la carte eulérienne originale, et les nouvelles arétes
tracées constituent un graphe plongé dont les arétes sont en correspondance biunivoque avec les
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[+

F1ac. 3.18 — Comparaison avec la construction pour les triangulations eulériennes : par les regles
de la figure [3.17, chaque face noire donne un sommet noir de degré un, tandis que chaque
face blanche donne un sommet blanc de degré 3. Nous pouvons simplifier le graphe obtenu en
supprimant les sommets noirs et blancs, et les arétes étiquetées, tout en préservant la connectivité
entre sommets étiquetés. Nous retrouvons alors la régle de transformation locale pour les faces
blanches d’une triangulation eulérienne.

arétes de la carte.

Il apparait une différence par rapport au cas des triangulations eulériennes : ici, les transfor-
mations locales sont effectuées de facon indépendante pour chaque aréte, et de nouveaux sommets
et arétes sont ajoutés par rapport a la carte originale (pour les quadrangulations, nous avons déja
vu la nécessité d’ajouter de nouvelles arétes). Les triangulations eulériennes étant un cas particu-
lier de cartes eulériennes, comparons les regles ci-dessus a celles de la section précédente. Comme
illustré sur la figure [3.18] les étiquettes autour de chaque face d’une triangulation eulérienne
pointée sont de type n — n+ 1 — n + 2, tournant dans le sens direct autour des faces blanches
et indirect autour des faces noires. Par application des regles ci-dessus :

— chaque sommet dans une face noire n — n+1 — n + 2 est de degré un et relié par une

aréte étiquetée n + 2|n & un sommet blanc,

— chaque sommet dans une face blanche n — n+ 1 — n + 2 est relié aux sommets n + 1,

n + 2 et au sommet dans la face noire incidente a 'aréte n + 2 — n.
Nous pouvons alors supprimer les sommets noirs et blancs, et arétes étiquetées, tout en préservant
la connectivité entre sommets étiquetés : il apparait que cette simplification correspond aux regles
de la section précédente.

Si nous appliquons les régles de transformations locales & une carte eulérienne générale (cf
figure [3.19), il apparait que par construction, origine devient un sommet isolé dans le graphe
résultant, tandis que les autres sommets appartiennent tous a une méme composante connexe
qui est un arbre.

Ce fait peut encore étre justifié par une généralisation des arguments de la section précédente.
Supposons, en raisonnant par I’absurde, que le graphe contient un cycle : nous sommes alors dans
I'un des cas suivants, schématisés sur la figure 3.20]:

1. Si le cycle passe par au moins un sommet étiqueté, considérons un tel sommet ayant
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F1a. 3.19 — Application des transformations locales & chaque aréte de la carte eulérienne pointée
de la figure 3.16. Il apparait que, en excluant l'origine qui est un sommet isolé par construction,
le graphe résultant est un arbre.

FiG. 3.20 — Schéma de la preuve de I’absence de boucle dans le graphe obtenu par les regles de
la figure [3.17 (voir texte).
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une étiquette n minimale sur le cycle. Par les régles de la figure [3.17, nous en déduisons
l'existence d'un sommet d’étiquette n — 1 dans l'intérieur du cycle® ou sur le cycle lui-
meéme. Ceci est une contradiction : en effet un chemin minimal orienté depuis 'origine vers
ce sommet n — 1 rencontre le cycle en un sommet étiqueté m < n — 1.

2. Si le cycle ne contient pas de sommet étiqueté, celui-ci est constitué d’arétes étiquetées, et
il existe au moins un drapeau n dans I'intérieur du cycle. Par les régles de la figure[3.17, il
existe un sommet d’étiquette n dans l'intérieur du cycle, donc distinct de 1'origine, et un
chemin orienté depuis l'origine y menant rencontre le cycle en un sommet étiqueté, ce qui
est aussi une contradiction.

Ainsi, le graphe est une forét. On montre qu’il ne contient qu’'une composante connexe, en
plus de lorigine isolée, par un argument de comptage :
— il y a autant d’arétes que dans la carte eulérienne originale,
— les sommets correspondent a I'un des trois types suivants :
— les sommets étiquetés (dont lorigine) en correspondance avec les sommets de la carte
originale,
— les sommets blancs en correspondance avec les faces blanches,
— les sommets noirs en correspondance avec les faces noires.
Par la relation d’Euler appliquée a la carte originale, la forét compte deux arétes de moins que
de sommets, et est donc constitué d’un seul arbre en plus de 'origine.

Caractérisation des arbres obtenus : les mobiles

Les regles de transformation locale ci-dessus permettent d’associer a toute carte eulérienne

un arbre de structure particuliere :

— ses sommets sont de trois types : noirs, blancs ou étiquetés (par un entier),

— ses arétes sont de deux types : non étiquetées ou étiquetées (par une paire d’entiers). Les
arétes non-étiquetées relient un sommet blanc a un sommet étiqueté, et les arétes étiquetées
un sommet blanc & un sommet noir.

Les étiquettes des sommets sont des entiers strictement positifs, tandis que les étiquettes des
arétes sont des entiers positifs. Il existe nécessairement une étiquette 0 sur une aréte, car dans
la carte originale il existe au moins une aréte de type n — 0. D’autres contraintes sont héritées
de celles sur les étiquettes autour des faces de la carte.

.0
-
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FiG. 3.21 — Contraintes sur les étiquettes autour d’un sommet noir.

3L intérieur est la région délimitée par le cycle ne contenant pas l’origine.
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Considérons un sommet noir de ’arbre, provenant d’une face noire de la carte. Les arétes
incidentes & ce sommet sont toutes étiquetées, et par les régles de la figure[3.17, les drapeaux m et
n de part et d’autre d’une aréte (lus dans le sens indirect autour du sommet noir) vérifient m > n.
Considérons a présent deux arétes incidentes successives, délimitant un coin noir contenant
deux drapeaux m et n (toujours dans le sens indirect) : ce coin recouvre un certain nombre
p > 1 de sommets de la carte originale, dont les étiquettes sont nécessairement de la forme
m—m+1—---— m+p— 1. Nous en déduisons que n > m. Ceci achéve de caractériser les
contraintes sur les étiquettes autour d’un sommet noir, illustrées sur la figure [3.21.

FiG. 3.22 — Contraintes sur les étiquettes autour d’'un sommet blanc.

Considérons maintenant un sommet blanc de ’arbre, provenant d’une face blanche de la
carte. Les arétes incidentes a ce sommet peuvent étre soit non étiquetées et mener a un sommet
étiqueté, soit étiquetées et mener & un sommet noir. Par les régles de la figure 3.17] les deux
drapeaux m et n sur une aréte étiquetée (dans le sens indirect) vérifient m < n. Considérons a
présent deux arétes incidentes successives, délimitant un coin blanc : comme illustré sur la figure
[3.22, différents cas peuvent étre distinguées selon les types des arétes incidentes. Nous pouvons
récapituler ces différents cas en considérant le contour de I'arbre, suivi dans le sens indirect, sur
lequel nous rencontrons des coins (noirs, blancs ou étiquetés) ainsi que des drapeaux. Nous avons
alors les contraintes suivantes :

— un coin blanc, précédé d’un coin étiqueté m, est suivi d’un coin étiqueté m — 1 ou d’un
drapeau m — 1,
— un coin blanc, précédé d’un drapeau m, est suivi d’un coin étiqueté m ou d’un drapeau m.

La contrainte sur les coins noirs se réécrit sous une forme similaire :
— un coin noir, précédé d’un drapeau m, est suivi d'un drapeau n > m.

Nous définissons les mobiles bien étiquetés comme ’ensemble des arbres obéissant aux contraintes
ci-dessus, que nous récapitulons comme suit :
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Un mobile (eulérien) est un arbre plan dont les sommets peuvent étre blancs, noirs ou
étiquetés par un entier, et dont les arétes peuvent porter deux drapeaux contenant des
entiers, vérifiant les contraintes suivantes :

— les arétes sont de I'un des types suivants :

o e—f—o

n<m (3.16)

— les coins incidents a un sommet blanc sont de I'un des types suivants :

(3.17)

— les coins incidents a un sommet noir sont du type suivant :

(3.18)

Un mobile eulérien est dit bien étiqueté si les étiquettes des sommets sont strictement posi-
tives, les étiquettes des drapeaux sont positives ou nulles, et il existe un drapeau d’étiquette
0.

Il existe une bijection entre cartes eulériennes pointées et mobiles bien étiquetés.

L’un des sens de la bijection a été vu : par application des régles de transformation locale de
la figure[3.17, nous associons un mobile bien étiqueté a toute carte eulérienne pointée. Exhibons
a présent ’application inverse.

3.2.2 Construction inverse : des mobiles aux cartes

Considérons un mobile bien étiqueté, comme illustré sur la figure[3.231 Nous voyons ici com-
ment lui associer une carte eulérienne pointée, par une construction généralisant celles de la
section précédente.
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Fi1G. 3.23 — Exemple de mobile bien étiqueté.

Coins, drapeaux et cordes

Par rapport aux cas précédent, un mobile comporte des étiquettes sur certains sommets, mais
également sur les drapeaux. Nous généralisons alors la notion de corde de la fagon suivante :

— chaque coin étiqueté n est relié par une corde a son coin successeur, c’est-a-dire le premier

coin n — 1 rencontré sur le contour de I'arbre dans le sens indirect,

— chaque drapeau n est relié par une corde a son coin successeur, ¢’est-a-dire le premier coin

n rencontré sur le contour de I'arbre dans le sens indirect.
Les coins étiquetés 1, et les drapeaux 0, sont reliés a un sommet externe isolé 0.

Cette construction est illustrée sur la figure 3.24] et peut étre justifiée comme suit. Il résulte de
la définition des mobiles bien étiquetés que le successeur est bien défini, et que, a déformation de
la sphere pres, les cordes peuvent étre tracées sans croisement. En effet, par les contraintes (3.17)
et (3.18), la suite des étiquettes des coins ou drapeaux rencontrés sur le contour de ’arbre possede
la propriété suivante : un coin étiqueté m est suivi d’un coin ou drapeau d’étiquette
m — 1, et un drapeau étiqueté m est suivi d’un coin ou drapeau d’étiquette > m.
Considérons d’abord un sommet d’étiquette n :

— si n =1, son successeur est le sommet externe,

— si n > 2, suivons le contour de ’arbre dans le sens direct, et considérons la premiere

étiquette < n — 2 rencontrée (portée par un coin ou un drapeau) : celle-ci existe, puisqu’il
y a au moins un drapeau 0, et par la propriété ci-dessus, elle est immédiatement précédée
d’un coin n — 1 qui est le successeur du sommet n.
Pour un drapeau n, argument est similaire :
— si n =0, son successeur est le sommet externe,
— si n > 1, la premiere étiquette < n — 1 rencontrée sur le contour de I’arbre est immédiate-
ment précédée d’un coin n qui est le successeur du drapeau n.
On peut vérifier alors que les cordes peuvent étre tracées sans croisement : étant donné deux
coins ou drapeaux a et b, de successeurs respectifs a’ et V', il résulte de la caractérisation ci-dessus
que leurs positions correspondent a I'un des cas suivants :
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F1G. 3.24 — Les cordes dessinées sur le mobile bien étiqueté de la figure 3.23] Chaque coin (resp.
drapeau) étiqueté n est relié & son successeur, qui est le premier coin rencontré sur le contour de
Parbre dans le sens indirect portant une étiquette n — 1 (resp. n); pour n = 1 (resp. n = 0) le
successeur est un sommet externe isolé 0.

— a,b,d’, b’ sont tous sur le contour de ’arbre et apparaissent dans 'un des ordres cycliques
suivants :
—a—ad —=b—-V
—a—b—b —ad (les cordes a — a’ et b — V' sont dites emboitées)
— b est le sommet 0, a, a’, b sont sur le contour de l’arbre et apparaissent dans I’ordre cyclique
a — @’ — b (ou vice-versa en échangeant a et b)
— a’ et b/ sont tous deux le sommet 0.
Dans tous les cas, il est possible de tracer les cordes a — a’ et b — b’ sans croisement. Ceci reste
vrai globalement pour toutes les cordes, par exemple en construisant celles-ci itérativement le
long du contour. Le graphe constitué par le mobile et ses cordes constitue une carte planaire.

Des cordes aux arétes

Nous obtenons alors une carte en effacant toutes les arétes du mobile, et en ne gardant que
les cordes.? Plus précisément, les deux cordes issues d’'une méme aréte étiquetée sont fusionnées
en une seule aréte de la nouvelle carte. Les sommets noirs et blancs deviennent isolés, et sont
supprimés. Il s’avere que ces sommets sont en correspondance biunivoque avec les faces de la
nouvelle carte, qui est eulérienne. Nous pouvons en effet facilement voir que chaque face de la
carte contient au plus un sommet noir ou blanc.

Considérons tout d’abord un sommet noir du mobile. La configuration des cordes environ-
nantes est illustrée sur la figure [3.25 : pour un coin incident au sommet noir, contenant deux

411 est clair que la connexité est préservée, car les successions de cordes issues des coins étiquetés amenent au
sommet 0.
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AN

F1G. 3.25 — Configuration des cordes au voisinage d’un coin noir.

drapeaux m et n (n > m), le successeur du drapeau m est nécessairement le (n — m)-iéme suc-
cesseur du drapeau n. L’ensemble des cordes ainsi constituées, avec le coin, délimite une région
ne contenant aucun autre sommet noir ou blanc. En réunissant ces régions pour les différents
coins incidents au sommet noir, puis en effagant les arétes du mobile, nous obtenons une face ne
contenant que le sommet noir.

La situation est analogue pour les sommets blancs. Pour un coin incident & un sommet blanc,
divers cas sont & distinguer, comme illustré sur la figure 3.26] Par réunion, nous voyons que le
sommet blanc est contenu dans une face ne contenant pas d’autre sommet noir ou blanc.

Nous avons ainsi montré que chaque face de la carte contient au plus un sommet noir ou blanc.
En fait, chaque face en contient exactement un, comme vu par un argument de comptage :

— les sommets de la nouvelle carte sont les sommets étiquetés du mobile, et I'origine 0,

— les arétes de la nouvelle carte sont en correspondance biunivoque avec les arétes du mobile
(les arétes non étiquetées étant en correspondance avec les coins étiquetés, et les arétes
étiquetées donnant chacune deux cordes réunies en une nouvelle aréte).

Par la relation d’Euler exprimée dans le mobile et la nouvelle carte, nous voyons que le nombre
de faces de la carte est nécessairement égal a la somme des nombres de sommets noirs et blancs.

Nous vérifions enfin aisément, en examinant les différents types de cordes, que :

— la carte est bicoloriable des faces, donc eulérienne,

— en orientant chaque aréte de la carte avec la face blanche a gaucheE, les étiquettes a l'origine
m et a Pextrémité n vérifient n < m + 1.

La carte eulérienne est pointée au sommet 0, et nous voyons que les étiquettes des sommets
coincident avec la longueur minimale des chemins orientés depuis 'origine. Par application des
regles de transformations locales, nous retrouvons le mobile original. Pour achever d’établir la
bijection, il reste a montrer qu’étant donné une carte eulérienne pointée, et son mobile associé
par les transformations locales, par construction des cordes nous retrouvons la carte originale.
Ceci peut étre fait par une extension naturelle de ’argument pour les triangulations eulériennes,

50n notera que cette orientation ne coincide pas nécessairement avec le sens naturel des cordes.
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F1a. 3.26 — Configuration des cordes au voisinage d’un coin blanc.

que nous présentons comme suit.

Justification finale de la bijection

Considérons une carte eulérienne pointée, et son mobile associé par les transformations locales
de la figure [3.17]1 Nous souhaitons montrer que la construction des cordes reconstruit la carte
initiale. Il suffit en fait de montrer que les cordes redonnent précisément les arétes de la carte

initiale. Dans l'orientation canonique, une aréte de la carte eulérienne est de I'un des types
suivants :

1. une aréte n — n+1, reliant deux coins étiquetés n et n+1 (en considérant I'origine comme
coin étiqueté pour n = 0),

2. une aréte n — n’, n’ < n, coupée en deux par une aréte étiquetée n|n’ du mobile, et reliant
ainsi un coin étiqueté n au drapeau n, et un coin étiqueté n’ au drapeau n'.

Dans le premier cas, il s’agit de montrer que le successeur du coin n + 1 est le coin n; dans le
second cas, il s’agit de montrer que le successeur du drapeau n est le coin n (la preuve étant
identique pour n’). Ceci est automatique pour les coins 1 et les drapeaux 0. Sinon, nous sommes
a priori dans I'un des cas illustrés sur la figure[3.27 :
— En ajoutant au mobile aréte n — n+1 (cas 1) ou la demi-aréte n — n’ menant au drapeau
n (cas 2), nous obtenons une carte comprenant deux faces.
— Nous considérons la région intérieure, ne contenant pas l'origine, ce qui distingue les cas
1-a, 1-b, 2-a, 2-b.
— Sur le contour de l'arbre inclus dans la région intérieure, orienté dans le sens direct,
considérons un sommet étiqueté m (supposé distinct du dernier sommet dans les cas 1-
a, 1-b, 2-b), nécessairement suivi d’un sommet blanc : selon les reégles de transformation



3.2. CARTES EULERIENNES ET MOBILES 121

(1-b) (2-b)

FiG. 3.27 — Schéma de la preuve du fait que, pour une carte eulérienne pointée, les cordes dans
le mobile associé reconstituent les arétes originales de la carte (voir texte).
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locale définissant le mobile (cf figure[3.17), nous en déduisons I’existence d’un sommet m—1

dans la région intérieure, donc nécessairement sur le contour car le mobile visite tous les

sommets distincts de l'origine.
Nous voyons alors que nécessairement m > n, et les cas 1-b et 2-b sont impossibles. Supposons
en effet, pour un raisonnement par I’absurde, que m < n : le sommet m—1 est distinct du dernier
sommet sur le contour, et est donc suivi d'un sommet blanc. En itérant le raisonnement pour ce
sommet m’ = m — 1, nous pouvons construire une suite infinie strictement décroissante d’entiers
positifs, ce qui est absurde. Les cas 1-b et 2-b sont impossibles, car le raisonnement s’applique
au premier sommet m = n. Dans le cas 1-a (resp. 2-a), le successeur du coin n + 1 (resp. du
drapeau n) est bien le coin n et la corde ainsi créée reconstitue bien l'aréte (resp. la demi-aréte)
de la carte initiale.

3.2.3 Décomposition et énumération des mobiles

Nous souhaitons étudier les propriétés de décomposition récursive des mobiles pour une ap-
plication a I’énumération des mobiles et cartes eulériennes. Il est utile de commencer par discuter
plus précisément de la correspondance entre les faces d’une carte eulérienne pointée et les som-
mets (blancs ou noirs) du mobile associé.

Faces, étiquettes et mots cycliques

F1G. 3.28 — Relation entre les étiquettes autour des faces d’une carte eulérienne pointée, et les
arétes incidentes aux sommets non-étiquetés du mobile associé.

Considérons tout d’abord une face blanche de degré k d’une carte eulérienne pointée (cf figure
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[3.28), et les étiquettes des sommets incidents lues dans le sens indirect : il s’agit d’un mot cyclique
[n1ng . ..ng] constitué d’entiers strictement positifs tels que, pour tout ¢ = 1,2,. .., k, nous avons
ni+1 > n; — 1 (en identifiant ngr1 = n1). Chaque aréte incidente donne une aréte incidente au
sommet blanc dans le mobile associé :

— si ng41 =n; — 1, il s’agit d’'une aréte non étiquetée menant au sommet étiqueté n;,

— sinon m;41 > n, il s’agit d’une aréte étiquetée de type n;|n;11 menant au sommet noir

associé a la face noire adjacente.
Le sommet blanc est donc de degré k.

Pour une face noire de degré k, les étiquettes des sommets incidents lues dans le sens indirect
forment un mot cyclique [nins ... nk| tels que, pour tout 4, n,11 < n; + 1 (en bijection naturelle
avec les mots cycliques précédents par réflexion). Les arétes incidentes reliant deux sommets n;
et n;y1, avec n;1 < ny, correspondent, dans le mobile, & une aréte étiquetée n;|n;11 incidente
au sommet noir associé. Ce sommet a donc sur le mobile un degré ¢ inférieur a k. Cependant,
étant donné un sommet noir d’un mobile bien étiqueté, le degré de la face noire associée peut étre
facilement retrouvé a partir des étiquettes sur les arétes incidentes : dans un ordre cyclique, celles-
ci sont de la forme n1|nq, na|ns, ..., ng|ngy avec pour tout j = 1,2,..., ¢, n; > n’ et n’ <njiq,
et le degré de la face est :

(nj —nj+1). (3.19)

k;:
j=1

‘
J=

Nous voyons donc que les configurations des étiquettes autour des faces d’une carte eulérienne,
ou bien des arétes incidentes aux sommets noirs ou blancs d’un mobile bien étiqueté, sont codées
par des mots cycliques (le codage étant légerement différent entre les cas noir et blanc). La
longueur du mot cyclique correspond au degré de la face, et les contraintes sur deux éléments
successifs du mot traduisent exactement les contraintes (3.16), (3.17) et (3.18). Pour les mo-
biles non nécessairement bien étiquetés, les configurations des arétes incidentes sont codées par
des mots cycliques constitués d’entiers non nécessairement positifs, mais vérifiant les mémes
contraintes sur deux éléments successifs.

Notons qu’il n’existe pas de caractérisation similaire au niveau des sommets étiquetés : il ne
semble pas y avoir de relation simple entre les degrés (arbitraires) de ces sommets dans la carte
et dans le mobile.

Les demi-mobiles

Considérons une aréte d’un mobile : celle-ci sépare deux sous-arbres. Comme illustré sur la
figure[3.29, ces sous-arbres peuvent étre de types différents en fonction de I’aréte considérée. Il
est commode de conserver 'aréte et ses deux sommets incidents, en marquant celui de degré un :
les sous-arbres s’assimilent & des arbres plantés. Notons que les contraintes définissant les mobiles
restent valables dans les sous-arbres, sauf éventuellement au niveau du sommet distingué. Ceci
amene la définition suivante :

Un demi-mobile est un arbre planté dont les sommets peuvent étre blancs, noirs, ou étiquetés
par un entier, et dont les arétes peuvent porter deux drapeaux contenant des entiers, vérifiant
les contraintes (3.16), (3.17) et (3.18) au niveau de chaque aréte et chaque sommet noir ou
blanc distinct du sommet-racine.

Un demi-mobile est dit bien étiqueté si les étiquettes des sommets sont strictement positives,
les étiquettes des drapeaux sont positives ou nulles.
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Fia. 3.29 — Décomposition d’un mobile autour d’une aréte en demi-mobiles.

D’apres la figure 13.29] les demi-mobiles bien étiquetés peuvent étre classifiés selon les en-
sembles suivants :
— V,, lensemble des demi-mobiles bien étiquetés plantés sur un sommet blanc relié & un
sommet étiqueté n,
— V,, 'ensemble des demi-mobiles bien étiquetés plantés sur un sommet étiqueté n,
— Wym 'ensemble des demi-mobiles bien étiquetés plantés sur un sommet blanc incident &
une aréte n|m (n < m),
~ Wpn Uensemble des demi-mobiles bien étiquetés plantés sur un sommet noir incident a
une aréte m|n (m > n).
Nous prenons les conventions V,, = V, =0 pour n <0, et Wy, = ~m|n =0 pourm<0,n<0
oum <n.
Les demi-mobiles peuvent étre décomposés récursivement autour du sommet relié a la racine.

Considérons tout d’abord un élément de V,, : le sommet étiqueté n est incident a un nombre
arbitraire k > 0 d’arétes descendantes, ce qui se traduit par la bijection suivante :

1

Vn

G (f}n)k . (3.20)
k=0

Le cas des autres demi-mobiles est plus délicat, en raison des contraintes sur les arétes incidentes
aux sommets noirs ou blancs. Nous pouvons cependant utiliser le codage par les mots cycliques
vu ci-dessus. Considérons par exemple un élément de V, : le mot codant le sommet blanc relié &
la racine est de la forme [ning - -+ ny] avec ny = n—1, ng = n. Chaque i = 1,...,k—1 correspond
a une aréte descendante, délimitant un demi-mobile appartenant & V,, si niy1 = n; — 1, Wy jn..,
si ni11 > ny. Cette décomposition établit une bijection, que nous exprimons dans le langage des
séries génératrices.
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Séries génératrices des demi-mobiles

Attachons un poids vy a chaque sommet blanc de mot de code de longueur k, et un poids
vp & chaque sommet noir de mot de code de longueur k (qui se traduisent naturellement dans
le langage des cartes par des poids par face fonction de la couleur et du degré), et introduisons
les séries génératrices Vi, V,,, Walm; Wm|n associées respectivement & V,,, Vn, Wi m Wmm (avec
V,, = V,, = 0 pour n < 0, Wilm = ~m|n pour m < 0, n < 0 ou m < n). La décomposition
récursive de V, se traduit par :

') k—1

Vn - Z Z UZ H (V"16n7‘,+17n7‘,—1 + Wnl\nHrl) (321)

k=1 [’I’Llnz""l’bk]ENk 1=1
ni=n—1, ny=n

ou la seconde somme porte sur tous les mots [ning---ny] dont les éléments sont des entiers
naturels, de premier élément n; = n — 1 et de dernier élément n; = n (ce qui brise la cyclicité).
Les mots ayant une contribution non nulle sont ceux codant un sommet blanc d’un mobile.

De fagon similaire, pour m > n, W,,,, possede la décomposition récursive :

00 k—1
Wm|” = Z Z UZ H (Vn'i(sniJrlvni_l + Wni\niﬂ) : (3'22)
k=1 [nino--ny)eNF =1

ni=m, Neg=—"n

Un élément de W, eut, quant a lui, étre décomposé autour du sommet noir relié a la racine.
n|lm ; )
ans le mot codant [ning - --ng| (avec n; = n, ng = m), les successions n; — n; 11 = n; ne
D 1 t codant , , 1 + +1
correspondent pas a des arétes incidentes, et doivent étre comptées avec un poids 1 (car il n’y a
pas de sous-arbre descendant), ce qui se traduit par la relation :

0o k—1
Wn\m = Z Z UI: H (6ni+1,ni+1 + Wnl\n,_ﬂ) (323)

k=1[niny.--ny]eN* i=1
ni=n, ny=m

(pour m > n). Enfin, la bijection (3.20) se traduit par la relation :

V, = g;) (f/n)k = jvn. (3.24)

Ces relations déterminent de maniere unique les séries génératrices en tant que séries for-
melles en les vy, vy, et peuvent étre réexprimées de maniere plus compacte de la facon suivante.
Introduisons les matrices de transfert T°,T®, semi-infinies dont les éléments sont donnés pour
tous n,n’ > 0 par :

T3 = Virit0nwir + Wapw T = 0nr—1 + W (3.25)

n,n

(on notera que Ty 0 pour n > n' +1, T3 , = 0 pour n < n’ — 1). Nous avons alors les

, =
N
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équations :

Sz
I
PN ?r/\ —_
||M8
A
<
0
|
o
x>
|
A
v
3
|
L
3

o (3.26)
Wonjn = szm)’f-l)

k=1 mon
Wiim = (Zv;(TO)k—1>

k=1 n,m

A titre d’exemple, montrons comment ces identités se réduisent dans le cas des triangulations
eulériennes, c’est-a-dire en prenant vy = tdx 3, v = Jr,3. Nous voyons tout d’abord aisément
que, par les contraintes W, = W, |, = 0 pour m < n et les identités ci-dessus, que :

Wi = Wipjn = 0 sim > n + 2. (3.27)

Nous pouvons ensuite montrer par récurrence que Wi, ., Wi n1, V~Vn|n, W41 sont nuls : d’apres
les identités récursives vérifiées par ces quantités, ce sont des O(t), et par itération, des O(t*)
pour tout k, donc égales a la série nulle. Nous voyons par contre que W, ;10 =1 et Wn+2|n =
tVii2Vii1, et nous déduisons enfin pour tout n > 0 :

Vn = Vn+1 + Vn—l (328)

Nous retrouvons ’équation avec l'identification L,, = V,,, et les simplifications vues ci-dessus
traduisent dans le langage des séries génératrices la discussion illustrée a la figure [3.18.

Revenons au cas général : dans la limite m,n — oo avec la différence p = m — n fixée, les
séries génératrices Vn,Vn,Wn‘m, Wm|n tendent vers des limites respectives V, V,W_p,Wp, qui
constituent la solution invariante par translation des équations (3.26), et s’interprétent comme
séries génératrices de demi-mobiles généraux (sans contrainte de positivité des étiquettes). Pour
des poids vy, v; nuls a partir d'un certain rang, les équations se réduisent a un systeme fini
d’équations algébriques, dont on peut montrer 1’équivalence avec celui dérivant des équations
(2.18) pour les séries génératrices d’arbres bicolores bien chargés.

Enfin, notons que les équations (3.26) présentent une forme tres proche de la solution par
polynémes bi-orthogonaux du modele & deux matrices [28], défini par 1’énergie libre (1.25). Plus
précisément, les opérateurs « @ » agissant sur les polyndémes par la multiplication par une va-
riable, rencontrés & de multiples occasions dans le chapitre[1] possédent une décomposition dont
les coefficients obéissent des relations équivalentes aux équations (3.26), sauf la premiere qui se

réécerit sous la forme : 1
n

Vi=—" —. 3.29

n N 1 B Vn ( )
Ceci revient a compter les mobiles avec un poids supplémentaire n/N par sommet étiqueté n.
Il serait intéressant de savoir si cette analogie est la manifestation d’une relation plus profonde,

intrigante car N apparait comme parametre permettant d’énumérer les cartes par leur genre.

Séries génératrices de cartes eulériennes

Montrons maintenant comment appliquer les résultats ci-dessus a la détermination de séries
génératrices de cartes : nous avons vu que les cartes eulériennes pointées sont en bijection avec
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les mobiles bien étiquetés (qui sont des arbres non-enracinés). Chaque face de degré k, donnant
un sommet blanc ou noir dans le mobile, est codée par un mot de longueur &, et comptée avec un

poids vS, v selon la couleur. Pour se ramener au cas des demi-mobiles, il est nécessaire d’intro-

n ’n
duire un marquage d’aréte (transférable de la carte au mobile) pour « amorcer » la décomposition
récursive.

Considérons par exemple une aréte de la carte de type n — 1 — n : celle-ci correspond
dans le mobile & une aréte reliant un sommet étiqueté n & un sommet blanc, séparant deux demi-
mobiles appartenant respectivement a V,, et V,,. Cependant, un mobile bien étiqueté contient par
définition au moins un drapeau 0 (nous n’avons pas inclus cette contrainte dans la définition des
demi-mobiles bien étiquetés, pour simplifier leur décomposition récursive). Cette subtilité peut
étre contournée par un simple argument de translation, et nous obtenons la série génératrice des

cartes eulériennes pointées avec marquage d’une aréte n — 1 — n sous la forme :
ViV = Vi Vet = Vi = Voot — G 0. (3.30)

De méme, la série génératrice des cartes eulériennes pointées avec marquage d’une aréte m — n,
avec m > n, est :
WaimWinin = Wa—1jm=-1Wimn—1jn—1- (3.31)

Par sommation, nous obtenons la série génératrices des cartes pointées enracinées :
oo
V-1+ E W_,W, (3.32)
p=0
tandis que celles des cartes enracinées est :

Vi—1+ > WopmWo. (3.33)

m=0

3.2.4 Quelques cas particuliers d’intérét

Dans cette section, nous montrons comment la construction générale pour les cartes eulérien-
nes se simplifie pour certains cas particuliers.

Cartes arbitraires

Fia. 3.30 — Une carte arbitraire pointée et sa carte eulérienne associée, en transformant chaque
aréte en une face noire de degré 2. Les sommets sont étiquetés par la distance depuis 1'origine,
correspondant a la longueur minimale d’un chemin non-orienté.
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Les cartes arbitraires sont en bijection avec les cartes eulériennes dont toutes les faces noires
ont degré 2, obtenues en « épaississant » les arétes, comme illustré sur la figure [3.30. Ceci in-
duit une simplification importante des étiquettes des sommets : celles-ci correspondent, pour les
sommets de la carte arbitraire, a la longueur minimale des chemins non-orientés, ou distance,
depuis lorigine. En effet, les chemins non-orientés sur une carte arbitraire sont en bijection avec
les chemins orientés sur la carte bipartie associée (obtenus en contournant chaque face noire par
la droite).

p——e )y
Pt et q »—n—q

Fia. 3.31 — Simplification des mobiles associés aux cartes arbitraires.

Il s’ensuit que les étiquettes sur deux sommets adjacents different au plus de un. Les faces
noires, ayant degré deux, donnent dans le mobile eulérien associé des sommets de degré au plus
2 : les deux situations possibles sont illustrées sur la figure 3.31 :

1. un sommet noir de degré un, incident & une aréte étiquetée n + 1|n,
2. un sommet noir de degré deux, incident & deux arétes étiquetées n|n.
Nous effectuons alors les simplifications suivantes, selon le cas :
1. chaque sommet noir de degré un est supprimé, ainsi que son aréte incidente,

2. chaque sommet noir de degré deux est supprimé, en fusionnant les deux arétes incidentes
en une seule portant un drapeau unique n.

F1G. 3.32 — Le mobile simplifié associé a la carte de la figure [3.30.
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m] m

X o AR
nx=m nx=m

Fia. 3.33 — Contraintes sur les coins non-étiquetés des mobiles simplifiés.

Comme illustré sur la figure 3.32] nous obtenons ainsi un mobile simplifié, qui est un arbre
constitué de sommets étiquetés, et de sommets non-étiquetés, correspondant aux sommets blancs
du mobile eulérien. Les contraintes (3.17) se traduisent dans les mobiles simplifiés par celles
illustrées sur la figure [3.33. Réciproquement, étant donné un mobile vérifiant ces contraintes,
nous pouvons reconstruire de maniére unique un mobile eulérien dont les sommets noirs ont
un mot de code de longueur 2, associé ainsi a une carte eulérienne dont toutes les faces noires
ont degré 2. On peut aisément caractériser la correspondance entre cartes arbitraires et mobiles
simplifiés de maniere directe, a I’aide de regles de transformation locale :

— chaque aréte de type n — n + 1 d’une carte arbitraire est transformée en une aréte reliant
le sommet n + 1 au sommet non-étiqueté dans la face a gauche,

— chaque aréte de type n — n d’une carte arbitraire est transformée en une aréte portant un
drapeau n, reliant les sommets non-étiquetés dans les deux faces incidentes.

Du point de vue des séries génératrices, il suffit de prendre vy = 0y 2, et v = vy est un
poids par face de degré k dans la carte arbitraire. En posant, pour tout n > 0, R,, = V41 et
Sn = Whyn, et en introduisant la matrice de transfert semi-infinie :

Tn,n’ = 5n+1,n’ + Sn’(sn,n’ + Rn’énfl,n’ (334)
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(avec n,n’ < 0), nous pouvons écrire la décomposition récursive des demi-mobiles sous la forme :
1

1- (Z va’“)
k=1 n,n+1 (335)
S, = (Z Uka1>
k=1 nn

La premiere identité peut se réécrire R, =1+ (Z va’“*I)n_H’n. Dans la limite n — oo, R, et
Sy, ont respectivement pour limite R et S, quantités vérifiant les équations (1.42) et (2.7) des
chapitres T et[2, avec t = 1.
Toutes ces quantités s’interpretent en tant que séries génératrices des cartes planaires arbi-
traires avec un poids v par face de degré k, de la maniere suivante :
— R, —1 est la série génératrice des cartes planaires pointées, enracinées sur une aréte marquée
de type m — m + 1 avec m < n,
— S, est la série génératrice des cartes planaires pointées, enracinées sur une aréte marquée
de type m — m avec m < n,
— 2(R — 1) + 52 est la série génératrice des cartes planaires pointées et enracinées,
— Rp — 1+ 52 est la série génératrice des cartes planaires enracinées.
Par ailleurs, Ry et Sy coincident avec les séries génératrices des arbres bourgeonnants bien chargés
équilibrés respectivement de charge 1 et 0, comme vu au chapitre 2|

R, =

Les constellations

Pour un entier p > 2, une (p-)constellation [60] est une carte eulérienne vérifiant les propriétés
suivantes :

— chaque face noire a degré p,

— chaque face blanche a un degré multiple de p.

Pour une constellation pointée, dont les sommets sont étiquetés, les contraintes ci-dessus
induisent la propriété suivante : la différence des étiquettes le long de chaque aréte
orientée est congrue a 1 modulo p. Ceci est une conséquence facile du fait que tout chemin
orienté fermé sur une constellation a une longueur multiple de p, comme vu par un argument
de comptage. En particulier, les étiquettes lues dans le sens indirect autour des faces noires sont
nécessairement de la formen — n+1 —n+2 — --- — n+p—1. Par les régles de transformation
locale, le mobile eulérien associé ne compte que des sommets noirs de degré 1, avec une aréte
incidente de type n + p — 1|n. Nous pouvons alors simplifier le mobile en supprimant tous les
sommets noirs et leurs arétes incidentes : nous obtenons un p-mobile, qui est un arbre constitué
de sommets étiquetés, et de sommets non-étiquetés issus des sommets blancs du mobile eulérien.
Les arétes sont non-étiquetées, et nous voyons aisément que les coins non-étiquetés sont de la
forme de la figure 3.34] ol 'entier ¢ correspond au nombre d’arétes n + p — 1|n supprimées.

Du point de vue des séries génératrices, nous attachons, pour tout £ > 1, un poids wy a
chaque face blanche de degré kp. La série génératrice des demi-mobiles V,, vérifie :

1

1= (Z wk(%)’“”)
k=0

ou T}, est la matrice de transfert ayant, pour tous n,n’ > 0, les éléments :

(Tp)nm/ = Vné‘nfl,n’ + 5n+p71,n’~ (337)

v, (3.36)

n—1mn
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m]

\\ {E
7.\ n=m+1-q(p—1)

q=0

F1c. 3.34 — Contrainte sur les coins non-étiquetés d’un p-mobile.

V, — 1 correspond a la série génératrice des p-constellations pointées enracinées sur une aréte
de type m — m + 1, avec m < n. Dans la limite n — oo, V,; a une limite V vérifiant :

o0

~1
V=14 w (pkk )V(’"l)k. (3.38)
k=0

V peut étre développé en série par la formule d’inversion de Lagrange, comme suit. Considérons

la fonction :
(v) °
® = —
L+ 3000wy (PR vl Dk

et son inverse implicite p~1(¢) fixé par la condition ¢ ~1(0) = 0 (qui assure Pexistence d’un
développement en série formelle en 0). Alors V = ¢ ~1(1) peut étre exprimé par la formule de

Cauchy sous la forme :
o 1 ¢ (1)
V= — dt 3.40
35, G (3.40)

ou Cy est un contour positif autour de 0. Par un changement de variable ¢ = ¢(v) suivi d’une
intégration par partie, nous aboutissons a :

SR
= 2im Jo, np(v)”
x 1 < pk—1 "
— _— 1 (p—1)k by
S f (1 (M)

Nous pouvons développer 'intégrande a ’aide de la formule du multinéme : 'intégrale de contour
impose que seuls les termes de degré total —1 en v contribuent. Nous obtenons ainsi :

Voo Y (21@1(?7? - /f)nk>! 1 (pk - 1) " ()™ (3.42)

|
{nk ez (1 + 2 k1 (Pk —k — 1)nk)! e>1 Tk k

(3.39)

V-1

(3.41)

ou la somme porte sur toutes les suites {ny }r>1 d’entiers positifs non tous nuls. V' —1 correspond
a la série génératrice des constellations pointées enracinées sur une aréte de type m — m+ 1. Le
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terme général correspond au nombre de telles constellations ayant, pour tout £ > 2, un nombre
ny de faces blanches de degré pk. Nous pouvons en déduire une formule fermée pour le nombre
de constellations enracinées, grace aux remarques suivantes :
— le nombre total d’arétes est ), pkny, et le nombre d’arétes de type m — m + 1 est
(b —1) Xy b
— le nombre de sommets est 2+ > (pk — k — 1)ng,
— les constellations pointées enracinées sur une aréte quelconque sont en bijection avec les
constellations enracinées avec un sommet marqué.
Le nombre de p-constellations enracinées est ainsi :

o (k= k) 1 (pk—1\™
p(p — 1)>x (2+Z:(zk k_’“l nk,an (p ) . (3.43)

Cette forme coincide avec celle obtenue via les arbres bourgeonnants [60], et est I'une des formules
fermées connues les plus générales en énumération de cartes.

Cartes biparties

Les cartes biparties forment « 'intersection » de la classe des cartes arbitraires et des constel-
lations : ce sont des cartes arbitraires n’ayant que des faces de degré pair, et sont en bijection
avec les 2-constellations. Les mobiles associés sont ainsi constitués de sommets étiquetés et non-
étiquetés, chaque aréte reliant un sommet de chaque type. Les coins non-étiquetés vérifient la
contrainte de la figure [3.34 avec p = 2 (revenant a celles de la figure |3.33 en I’absence d’arétes
étiquetées).

Il s’ensuit que leur énumération est simplifiée, par rapport au cas des cartes arbitraires de
léquation (3.35), par la relation S, = 0. R, — 1 est la série génératrice des cartes planaires
biparties pointées enracinées sur une aréte m — m+1, avec m < n, et vérifie 'identité récursive :

1
1- (Zzo:O UZkTQk_l)n,nJrl

avec la matrice de transfert T}, v = 0ny1,n + Rp/Op—1,n/-

Pour v = tdg, 2, nous retrouvons le cas des quadrangulations, c’est-a-dire I’équation (3.11)
avec M,, = R, 1. Au niveau des mobiles, tous les sommets non-étiquetés ont degré 2, et peuvent
étre supprimés pour retrouver les arbres bien étiquetés.

R, =

(3.44)



Chapitre 4

Distance et intégrabilité

Ce chapitre est consacré & 'application des bijections présentées dans les chapitres 2 et 3|
pour I’étude de propriétés statistiques des cartes planaires. Les résultats obtenus sont exacts, de
nature analytique, et refletent 1’existence d’une surprenante relation avec la théorie des systemes
intégrables. Une telle connexion avait été observée dans les modeles de matrices (voir la revue
[22]), mais est sans rapport connu avec ce qui est présenté ici.

Nous commencons par étudier la fonction a deux points dans le contexte des cartes aléatoires :
comme proposé par Ambjgrn et Watabiki [73], cette quantité est un indicateur physique pertinent
de la structure des théories de gravité quantique, et en particulier des propriétés d’invariance
d’échelle. Ici, nous partons d’une formulation naturelle du probleme dans le cadre discret des
cartes aléatoires : nous montrons que la fonction a deux points peut étre calculée de maniere
exacte. Nous considérons ensuite la limite continue, obtenue selon un procédé analogue a celui
évoqué au chapitre [I. Le cas des quadrangulations, plus simple techniquement, est traité en
premier lieu, avant une extension au cas des cartes biparties. Les résultats présentés sont en
majeure partie ceux de la publication V.

Notre approche technique peut ensuite étre adaptée pour le calcul d’autres propriétés sta-
tistiques des cartes aléatoires. Ces propriétés sont généralement liées au « profil » des cartes
pointées, selon la terminologie de Chassaing et Schaeffer [69]. Nous étudions le rayon, qui est
la distance maximale d’un sommet a l'origine : nous obtenons une paramétrisation des séries
génératrices des quadrangulations de rayon prescrit en terme de fonctions elliptiques, subsistant
dans la limite continue. Ces résultats sont repris de la publication VI. Enfin, suivant la publi-
cation VII, nous étudions la distribution du profil d’'une quadrangulation aléatoire, notamment
dans la limite des cartes de taille infinie, oll nous observons le profil « local », c’est-a-dire a une
échelle finie.

4.1 La fonction a deux points

4.1.1 Motivations physiques

Informellement, la fonction a deux points désigne en physique la valeur moyenne du pro-
duit de deux « observables » (variables aléatoires) locales, c’est-a-dire mesurant une propriété
en deux points donnés de l'espace-temps. Dans le langage de la théorie des champs, on parle
aussi de propagateur (les observables sont alors des opérateurs). Pour une théorie invariante par
translation et rotation, la fonction a deux points ne dépend que de la distance entre ceux-ci.
L’étude de cette dépendance fournit une information non-triviale sur la physique du systéme : a

133
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grande distance, la fonction a deux points décroit normalement de maniére exponentielle, avec
une échelle caractéristique appelée longueur de corrélation (ou masse inverse). Cependant, a
un point critique, la fonction & deux points décroit plus lentement, comme une puissance de la
longueur ; la divergence de la longueur de corrélation est interprétée comme manifestation d’un
comportement invariant d’échelle.

Dans le contexte de la gravité quantique et des surfaces aléatoires, une subtilité provient
du fait que la distance est également une grandeur fluctuante. Une fagon naturelle de procéder
consiste a fixer la distance géodésique entre les deux points, c’est-a-dire la longueur du plus court
chemin entre eux par rapport a la métrique aléatoire. Selon les mémes notations informelles qu’au
chapitre |1, nous écrivons la corrélation de deux opérateurs ®; et ®5 dans une théorie continue
comie :

QMQ(r):i > / [DG|[D®]eH (SertSmar) / |det G(z1)|d"x1 %

ZQG

topologies
/ vV | det G(l’g)‘dnmg @1(3?1)@2(,@2) ) (7“(;<.’171, $2) — 7‘) (41)

ol Zqc est la fonction de partition (1.58) et rg(z1,x2) est la distance géodésique entre x1 et
To

1
relmen) = it [\ G000 0 0 (4.2
v(z1,22) Jo
la borne inférieure portant sur tous les arcs (différentiables) ~(¢), ¢ € [0,1] tels que v(0) =
x1, 7(1) = x2. Il s’agit bien d’'une quantité invariante par reparamétrisation de la variété. En
particulier, contrairement au cas d’une métrique fixe, une fonction a deux points non-triviale est
obtenue lorsque ®; et @5 sont pris égaux a U'opérateur identité I (c’est-a-dire &4 (z) = Po(x) =1
quel que soit x), et nous définissons la fonction & deux points G(r) de la gravité quantique comme :

G(r) = Gu(r). (4.3)

Cette quantité possede un sens méme pour une théorie de gravité pure, et contient une informa-
tion géométrique non-triviale, comme discuté par Ambjgrn et Watabiki [73]. Nous en présentons
ici les principales propriétés, dans le cas de la dimension n = 2, pour des surfaces a topologie
sphérique, avec une constante cosmologique A (c’est-d-dire que l'intégration sur les métriques
comporte un poids de Boltzmann e~*4 ol A est 1aire) gouvernant I’approche au point critique
A=0.

— Par intégration sur r nous obtenons le second moment de 'aire :

/00 G(r)dr = (A?) cc X7V (4.4)
0

ou I'exposant critique v (« de susceptibilité de corde ») vaut —1/2 dans le cas de la gravité
pure, comme vu au chapitre 1l

— A grande distance (r — oo) hors du point critique (A > 0) la fonction & deux points décroit
exponentiellement comme :

G(r) oc e /¢ (4.5)

ot £()\) est la longueur de corrélation, divergeant au voisinage du point critique comme :
E(A) ox A7V, (4.6)

Nous verrons plus loin que v = 1/4 pour la gravité pure.
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— A petite distance (r < £(N)), la fonction & deux points se comporte comme :
G(r) ocrt™n (4.7

7 est appelée dimension anormale de la fonction a deux points car n vaudrait 0 en ’absence
d’intégration sur la métrique a I’équation (4.1). Cet exposant est relié aux précédents par
la lov de Fisher :

y=v(2-n) (4.8)

Nous pourrons ainsi vérifier n = 4 pour la gravité pure.
Apres ces définitions, usuelles en théorie des champs, voyons comment définir une notion de
fonction a deux points dans la discrétisation des modeles de surfaces sphériques aléatoires a
I’aide des cartes planaires.

4.1.2 Définition discrete

Comme discuté au chapitre 1} nous considérons un modele discret ou la surface est une carte
planaire, la mesure sur les cartes étant définie en attachant un poids a chaque face, dépendant
éventuellement de caractéristiques de cette face comme son degré ou sa couleur (pour une carte
coloriée). Un analogue discret de la fonction & deux points (4.1) consiste en une somme sur toutes
les cartes avec deux « points » marqués soumis une contrainte de distance.

Nous considérons ici le cas des cartes biparties avec un poids vo, par face de degré 2n : par
les résultats du chapitre [3, la série génératrice des cartes planaires biparties pointées (i.e. avec
un sommet distingué appelé origine) avec marquage d’une aréte de type n—n + 1 (n et n + 1
désignent les distances & 1'origine des sommets incidents) est :

Gn = Rn — Rn,1 — 6n,0 (49)
ol R,, est déterminé par 1’équation (3.44) qui se réécrit :
(o)
R, =1+ Z”% (T%*l)nﬂm ) (4.10)
k=1
T est la matrice de transfert semi-infinie ayant pour coefficients :
Tn,n’ = 5n+1,n’ + Rn/énfl,n’ (411)

(pour n,n’ > 0), et les premiers termes apparaissant dans le membre de droite de ’équation

4.10) sont :

(T)nJrl,n = Rn
(T3)n+17n = Ry(Rpg1+ Ry + Rn—1) (412
(%) 110 = Bu(BusoRusr + Ry oy + 2Ry Ry + Ry Ry '

+ Rn72Rn71 + Rifl + 2Rn71Rn)
(avec la convention R, = 0 pour n < 0). De fagon générale (T2+~1) est un polynéme

n+1,n
homogene de degré k en les R; tels que |i — n| < k. La somme de ses coefficients est (2}5:11)'

L’équation (4.10) résulte de la bijection du chapitre[3 entre cartes planaires et mobiles (dans le
cadre simplifié des cartes biparties) ; G,, s’interpreéte alors comme une série génératrice de mobiles
bien étiquetés, enracinés sur un sommet n 4+ 1. Notons qu’il est également possible d’interpréter
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G, dans le langage des arbres bourgeonnants, vus au chapitre 2/: il s’agit de la série génératrice
des arbres bourgeonnants eulériens bien chargés, enracinés sur une feuille a profondeur n. Nous
ne discuterons pas ici de cette interprétation, qui est présentée en détail dans la publication V.
G, constitue un candidat a la définition d’une fonction a deux points discrete, ou n est la
distance entre les points. Pour étre précis, les deux points ne jouent pas un role symétrique,
puisque nous avons d’une part marquage d’un point, d’autre part d’une aréte (ce qui assure
Pabsence de facteurs de symétrie). Nous nous attendons cependant & ce que cette distinction ne
joue aucun role dans la limite continue, que nous discuterons plus loin. Remarquons les deux
faits suivants :
— pour n = 0, les points sont confondus, et Gy = Ry — 1 est la série génératrice des cartes
enracinées (i.e. avec un seul « point » marqué)
— par somme sur tous lesn >0, R—1= ZZOZO G, est la série génératrice des cartes avec un
sommet et une aréte marqués (i.e. avec deux « points » marqués sans contrainte).
Nous avons vu que R vérifie I’équation :

B 2k — 1\
R1+;v2k(k_l)R (4.13)

permettant d’obtenir une formule fermée pour le terme général de R vu comme série formelle.
Ry est alors déterminé en fonction de R par :

Ry=R— iu% 2k = 1) g (4.14)
o~ k—2

Nous nous intéressons ici & la détermination d’une expression générale pour R,,, que nous appelons
fonction & deuzx points intégrée (car elle correspond au marquage de deux points & une distance
inférieure ou égale a4 n). La fonction & deux points G,, en résulte par I’équation (4.9). Nous
commencons par le cas plus simple des quadrangulations, correspondant a vay = 5,2 (£ est un
poids par carré, ou paire d’arétes).

4.1.3 Le cas des quadrangulations
La fonction & deux points intégrée pour les quadrangulations vérifie I’équation :
R,=1+4+tR,(Rp+1 + Rn+ Ry—1) (4.15)

(pour n > 0 et R_; = 0), que nous pouvouns identifier & I’équation (3.11), avec M,, = R, 41 (nous
conservons cette derniére notation pour cette section). Cette équation détermine R,, comme série
formelle en ¢, tendant vers une limite R quand n — oo.

Il s’avere que R,, peut étre exprimé par une formule fermée, que nous donnons immédiatement
sous la forme suivante :

La fonction a deux points intégrée pour les quadrangulations est :

- (1 _ $7L+1)(1 _ xn+4>
R, = R(l — g t2)(1 — gnt3) (4.16)
ou z est solution de :
1 1—4tR
T+ —=—. (4.17)

T tR
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et :
1—+v1-12
lim Rn:Rzit.

n—o0 6t

(4.18)

On vérifie aisément que 1’équation (4.17) détermine une unique solution z = ¢ + O(t?) et,
par substitution, que R,, vérifie ’équation (4.15). De fagon plus constructive, nous expliquons ci-
dessous comment une telle formule peut étre « devinée ». Nous explorerons ensuite les propriétés
analytiques et asymptotiques de cette fonction a deux points.

Construction de la solution exacte

L’origine de cette formule peut étre vue de la fagon suivante : nous cherchons & déterminer la
solution de la récurrence non-linéaire (4.15) vérifiant R,, — R, ol R est la solution invariante par
translation de I’équation (donc n’a pas le bon comportement en n = —1). Une méthode courante
en physique est de rechercher d’autres solutions par un « développement perturbatif ». Ici, nous
écrivons :

R, = R(1—p,) (4.19)

ol p, est la perturbation, développable comme :
n=>_a"pll). (4.20)
i=1

« est le parametre du développement perturbatif, et nous déterminons les pgf ) par récurrence en

imposant que I’équation (4.15) est satisfaite a tout ordre du développement en «.

Au premier ordre, p%) vérifie ’équation linéarisée :

P = tR(py +4p0) + ) (4.21)

n—

La solution générale de cette équation est a priori combinaison linéaire de x™ et =", ou x vérifie

I’équation (4.17), qui n’est autre que 1’équation caractéristique de la récurrence ci-dessus. En
. 1 . - .
fait, nous devons prendre pﬁﬂ o z™ pour avoir une série formelle (i.e. ne comportant que des

puissances positives de t), et une convergence pour n — oo. Quitte a redéfinir «, nous pouvons

supposer p; ) =

Pour un ordre plus élevé i > 2, I’équation (4.15) développée a l'ordre i permet de déterminer

itérativement p,(f ) :

; 1
p - (x—i—;) D 4 o) Zp“ D+ 0D+ 0 ). (4.22)

Cette équation est satisfaite lorsque la dépendance en n est de la forme :
Pg) = Biz™ (4.23)

et (; vérifie la récurrence :

. 1 1 : 1
Bit1 (:c““l M ;) = BiBit1-; (3:3 ++ 1) (4.24)
j=1
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(avec /1 = 1). A priori, la forme (4.23) ne constitue qu’'une solution particuliere de 1’équation
(4.22), cependant la solution générale est obtenue en ajoutant une solution de 1’équation ho-
mogene x p!)| qui peut étre absorbée ordre par ordre par une redéfinition &« — o + Cr’. En
calculant alors les premiers ; par 'équation (4.24), nous reconnaissons la forme générale :

11—zt

= (i) 155 2

qui peut étre justifiée par récurrence. Par sommation nous obtenons la solution générale de
I’équation (4.15) tendant vers R pour n — oo :

(1 — Az 1)(1 — A" +4)

R, =R
" (1 = Az™*2)(1 — Aamt3)

(4.26)

avec A = a/(x(1—z)(1—=2?)). La condition R_; = 0 fixe A = 1, d’oli nous tirons enfin I'expression
(1.16).

A titre d’illustration, nous pouvons retrouver pour n = 0 la série génératrice des cartes
enracinées Gy = Rg — 1 = R—tR3 — 1 (apres élimination de x), et pour les petites valeurs de n,
nous pouvons calculer explicitement les premiers termes du développement en ¢ :

Gy = 2t + 9% + 541> + 378t* 4 2916t° + - - -
Gy =t + 8t + 65¢> + 554¢* + 4922¢° 4 - - . (4.27)
Gy = t2 + 1583 + 179t + 1995¢° + - - -

Les premiers nombres peuvent étre vérifiés par comptage « manuel ».

Notons enfin que nous pouvons retrouver l'intégrale premiére (3.14) & partir de la forme
générale (4.26) : posant en effet A, = Az™, nous pouvons en effet effectuer une élimination
algébrique de x et \,, entre les expressions de R,,, R, et ’équation (4.17)). En utilisant 'identité
R =1+ 3tR?, nous aboutissons & 1’équation :

w(Rm Rn-‘rl) = ¢(Ra R) (4'28)

avec ¢(Rn7Rn+1) = (1 — tRn — tRn+1)(1 + tRan+1)

Propriétés asymptotiques a distance finie

Explorons a présent les propriétés asymptotiques de la fonction a deux points. Notons d’abord
que toutes les séries formelles considérées (R, x, et par conséquent R,, pour tout n) possédent un
rayon de convergence analytique t(¢) = 1 /12. Ceci est relié au fait que le nombre de quadrangu-
lations & k faces a une croissance exponentielle dominante en 12%, quels que soient les marquages
(qui induisent des facteurs en puissance de n, sous-dominants).

Nous pouvons donc considérer R, x et les R,, comme des fonctions analytiques sur le domaine
|t| < t(9). Ces fonctions possédent une valeur finie en ¢t = t(¢) :

RO _9 @ _1 gl _gmthntd)

"t 2)(n13) (4.29)

Cependant, une singularité sous-dominante est présente : en paramétrisant I’approche au point
critique par ¢t = t(9e~¢, nous avons par exemple :

R=2 (1 — 2y O(e)) . (4.30)



4.1. LA FONCTION A DEUX POINTS 139

Nous retrouvons ’exposant critique v = —% de la gravité pure, vu au chapitre I : la singularité
principale est en €7, comme il se doit pour une susceptibilité (le marquage de deux points
s’apparentant & une dérivée seconde par rapport au parametre couplé a l'aire).

Il est bien connu en analyse que le développement d’une série au voisinage du rayon de
convergence est lié au comportement asymptotique de son terme général, en 'occurrence ceci
correspond a I’énumération asymptotique des quadrangulations pour un nombre &k de faces grand
mais fixé. Considérons d’abord le cas de R, donnant le nombre [t*]R de quadrangulations & k
arétes avec un sommet et une aréte marqués :

1 Rdt

t*"IR = — —— 4.31
[£"] 2im Je, th+1 (4.31)

Cp étant un contour positif autour de 0, inclus dans le domaine |t| < (). Nous effectuons le
changement de variable t — v = tR (soit t = v — 3v2, R=1/(1 - 3v)) :

1 1—6v dv
t"MR= —
[£"] 247 %Cg 1—3v (v — 3v2)k+1 (4.32)
~ 12k —3/2,-1/2

Ce dernier équivalent est obtenu par la classique méthode du col [74], appliquée au voisinage
de v(© =1 /6 ‘1‘; nous pouvons aussi employer 1’équivalent de Stirling dans la formule [tk]R =

3k 2n

wri(n): | o »
Le cas de Ry, donnant le nombre de quadrangulations enracinées a k arétes, est traité de

maniere analogue :

[t*]Ry ~ 12FE=5/22 n=1/2, (4.33)
Pour cet équivalent, nous pouvons procéder de maniere pédestre par la méthode du col (en
utilisant la relation Ry = R — tR?), ou bien nous rappeler la relation [t*]Ry = k%_g[tk]R.

Considérons & présent R,, pour une valeur de n fixée (mais finie) : nous exprimons [t*|R,,
comme une intégrale de contour, en utilisant ’expression (4.16) et en effectuant le changement
de variable ¢ — v. Nous pouvons alors appliquer a nouveau la méthode du C0P7 ce qui donne le
résultat rigoureux suivant :

o 1R
k;lingo [tk]Ro

3 n+1)n+4) 4 3 2
_— 1 2 14 4.34
2380 (11 2)(n 1 3) (5n" + 50n° + 179n” + 270n + 140) (4.34)

:Bn

B,, est proportionnel au nombre moyen d’arétes de type m—m + 1, avec m < n, dans une
quadrangulation pointée de taille « infinie » (i.e. avec un nombre total k& de faces grand) tirée au
hasard de maniere « uniforme ». Nous aboutissons au résultat suivant :

La valeur moyenne du nombre s, d’arétes de type (n — 1)—n dans une quadrangulation
pointée de k faces tend quand k — oo vers :

6 (n?+2n —1)(5nt + 20n3 + 27n% + 14n + 4)

(sn) = 35 n(n+ 1)(n+ 2) ' (4:35)

1On notera que le facteur (1 — 6v) du numérateur s’annule au col, et est responsable du comportement sous-
dominant k=3/2 remplacant le comportement « générique » k—1/2,

2Notons que z vu comme fonction de v n’est pas analytique au col v(¢) = 1/6, mais la combinaison de I’équation
(4.16) Vest par la symétrie z < 1/x.
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Cette quantité n’est autre que 4(B,_1 — B,_2), ol le facteur 4 peut étre obtenu simplement
par comparaison avec la valeur connue (s;) = 4. De maniére similaire, le coefficient [t*]log R,,
est proportionnel au nombre moyen de sommets a distance < n + 1 de 'origine :

La valeur moyenne du nombre r,, d’arétes de sommets a distance n de 'origine dans une
quadrangulation pointée de k faces tend quand k — oo vers :

(rn) = i

25 (M4 1)(Bn® + 100 +2) + 0n,1) (4.36)

D’autres propriétés statistiques des quadrangulations infinies seront discutées a la section 4.3.

Observons que tant (s,) que (r,) croissent asymptotiquement comme n® : ces quantités me-
surent en un sens le volume moyen de la « coquille sphérique » centrée en l'origine, de rayon
n et d’épaisseur unité. Par sommation sur n, nous obtenons le volume de la sphere de rayon n
centrée en 'origine, qui croit asymptotiquement comme n? : & grande échelle, une quadrangula-
tion « ressemble » & un espace (métrique) de dimension 4. Bien évidemment, les limites n — oo
et k — 0o ne commutent pas, un comportement non-trivial étant obtenu dans le régime k o< n*,
que nous présentons maintenant.

Propriétés asymptotiques a grande distance : limite continue

La discussion ci-dessus suggere qu'une limite continue non-triviale est obtenue lorsque nous
renormalisons 1'unité d’échelle de distance par un facteur «, tout en renormalisant 1’échelle de
taille par un facteur a*. Cet exposant 4 est la dimension fractale : celle-ci caractérise la relation
anormale entre les unités de longueur et d’aire dans une théorie de gravité pure 3,

De maniere plus précise, nous voyons que [t¥]R,, est a priori du méme ordre de grandeur
que [tF]R lorsque k — oo avec le rapport n/k'/* fixé (en effet [t*]R o k[tF]Ry tandis que
[t*]R,, o n*Ro|y). Nous faisons I’hypothése que le rapport de ces quantités possede une limite

d’échelle : N
[t Ry, n
i~ ® () (4.37)

® est une fonction d’échelle, que nous pouvons interpréter comme la fonction de distribution de

la distance entre deux points dans une surface aléatoire continue d’aire fixée. En effet, le rapport

k
[ft,lﬁ; correspond a la probabilité qu'un sommet tiré aléatoirement dans une quadrangulation

enracinée aléatoire (tirée uniformément) soit & une distance inférieure a4 n de la racine. Nous
prenons la limite continue de cette quantité en introduisant la distance renormalisée r et 1'aire
renormalisée A par :

r = ne'/t A = ke (4.38)

k
puis en prenant la limite ¢ — 0 & 7 et A finis. Nous avons ainsi [’Etk],]RéL — ®(r/AY*). L'inva-
riance d’échelle est manifeste. ® doit étre une fonction croissante sur Uintervalle [0, +oo|, avec

les propriétés suivantes :

3
P(u) ~ %U‘l pour u — 0 ®(u) — 1 pour u — +o00. (4.39)

3Un tel exposant peut étre également caractérisé par les « corrélateurs de boucles » calculables par modeles
de matrice.
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Le premier équivalent provient de l'identification avec 1’équivalent asymptotique de B, dans
I’équation (4.34), correspondant au régime 1 < n < k'/4,

Nous cherchons maintenant a traduire I’hypothese d’échelle dans le langage des séries généra-
trices. Le comportement asymptotique de [t¥] R, traduit le comportement singulier de la fonction
analytique R,, au voisinage du rayon de convergence (t — t(¢) = 1/12). Par 'équivalent (4.32)
nous avons :

12k n
k
(4180~ —aa® (7 (4.40)

(pour 1 € n kL 4). Ceci se traduit par le comportement singulier principal pour ¢ — t(¢) et
no (1- t/t(c))1/4 :

k

> (t/19) n

Rn|sing ~ Z 71_1/2]{:3/2@ (k_l/4) (441)
k=1

Comme pour I"équation (1.67) du chapitre |1, nous pouvons remplacer la somme sur k par une

intégrale, en paramétrisant ’approche au point critique par t = t()e=2¢
61/2 [e%S) A 5 r
o~ —— - —3/2
Rolsing ~ —75 / dAe M A-3/2¢ (Al ) (4.42)

Une telle expression peut étre comparée a celle obtenue a 'aide de la forme exacte (4.16) : notant
que 2 = 1 — v/6(\e)'/* 4+ O(¢'/?), nous obtenons le développement :

_ _ 3 1/2,1/2 .
SO N RS S S R

Une meilleure identification est obtenue en notant que :

lim Bt _ G
e—0 ¢l/2 sinh?(1/3/2r\1/4) (4.44)

=g 1/2 /000 e MAT32 (1 - (ﬁ)) dA

Cette derniére intégrale est convergente a condition que 1 — ®(u) tende assez vite vers 0 quand
U — 0.

L’équation (4.44) permet en principe d’exprimer ®. Une telle relation suppose la validité de
Ihypothese d’échelle (4.37), voyons maintenant comment justifier celle-ci par un calcul direct.
Nous partons de la formule de Cauchy :

1 R, dt
k _ n
(1R = 5 7400 R (4.45)

Nous effectuons alors le changement de variable ¢t — v = tR : le comportement asymptotique
de [t*]R,, est donné par le développement autour du col v(®) = 1/6, dans lequel nous pouvons
substituer le développement (4.43) %, pour retrouver la forme (4.40) (équivalant & ’hypothese

4Celui-ci correspond au développement autour du col v/v(¢) = 1 — €/2 + O(e), avec A = 1, d = ne'/4. En
posant el/2 = 7ik1/2a, Iintégrale de contour sur v se comporte a ’ordre dominant comme une intégrale sur a
de —oo & +o00. On peut vérifier que le terme d’ordre 1 dans le développement (4.43) donne une contribution nulle
pour des raisons de parité.
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d’échelle) avec :

1 [ 3
@(u):m/ e a2 1+ da. (4.46)

—o0 sinh? (\/gu ei”/4a1/4)

Cette expression peut étre vue comme inverse de la transformée de Laplace présente dans
léquation (4.44), dont nous pouvons justifier la convergence en vérifiant que pour u — oo,
1 — ®(u) a une décroissance exponentielle en e=Cu'?,

L’étude ci-dessus concerne la fonction a deux points intégrée R,,, mais le cas de la fonction a

deux points G, s’en déduit aisément :

Dans la limite continue, définie par t = (1/12)e=*¢, n = re~'/4, € — 0, la fonction & deux
points G,, = R,, — R,,_1 — d,,0 pour les quadrangulations possede le comportement singulier :

Gn,=3V6G (\/3/2 Ml/‘*) N3/ O(5/4) (4.47)

ou G est la fonction a deux points universelle de la gravité pure :

Glu) = <1 (4.48)

sinh® u

La forme (4.48) a été également obtenue par Ambjgrn et Watabiki [73] dans un modele de
triangulations, via une approche différente reposant sur un formalisme de matrice de transfert
[75]. A est la constante cosmologique renormalisée gouvernant ’approche au point critique A = 0,
et nous voyons que la longueur de corrélation définie par 'équation (4.5) est £(N) = 671/2\~1/4,
Nous identifions exposant critique v = 1/4, inverse de la dimension fractale, ainsi que I’exposant
1 = 4 en accord avec la loi de Fisher.

Pour une aire renormalisée A = ke fixée, les résultats sont alors :

Pour n  k'/4 > 1, nous avons 1’équivalent :

12k n
k
6w~ iragare (573) (4:49)

ol p s’interprete comme densité de la loi de la distance entre deux points aléatoires d’une
surface continue d’aire unité, liée & G par :

/Ooo e MA5/4), ( r ) dA =361 G (¢372dA1/4) . (4.50)

Al/4
Le moment d’ordre k£ de cette loi est donné par :

¢k —1)

/OOO rkp(rydr = 24/7
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L’équation (4.50) et les moments (4.51) coincident avec les expressions obtenues pour la loi du
minimum du support de 'excursion superbrownienne intégrée unidimensionnelle (ISE), calculée
par Delmas [76]. Cette relation n’est pas surprenante, étant donné que G,,/R s’interpréte comme
la loi du minimum pour un modele discret d’arbre plongé, dont la limite continue est décrite
par I'ISE (via le « serpent brownien » [69]). Mentionnons également les résultats récents liés de
Bousquet-Mélou [77].

() p(Y

0.6
0.8 0.5
0.6 0.4
0.3
0.4
0.2
0.2 0.1
i 2 3 2 35 U iz 3 3 U

Fia. 4.1 — La fonction de distribution cumulée ® et la densité p pour la distance entre deux
points aléatoires d’une surface continue d’aire fixée, dans une théorie de gravité pure.

La relation (4.46)) permet d’obtenir une forme intégrale pour p = @’ :

4 002 2 —t2
p(u)zm/o (262 — 3)e—"

cosh(2uv/3t) + cos(2uy/3t) + 8 cosh(uy/3t) cos(u/3t) — 10d
(cosh(2v/3t) — cos(u%ﬁ))2

Cette intégrale peut étre évaluée numériquement pour une valeur donnée de u. La figure [4.1]
donne une représentation graphique de ® et p.

Nous terminons cette section en remarquant que le développement (4.43) peut étre obtenu
directement en prenant la limite continue de I’équation (4.15), sans connaissance de la solution
exacte discrete. Plus précisément, un comportement non-trivial est obtenu avec ’ansatz :

1. (4.52)

R, =2 (1 ~ Fne'/ye/? 4 O(e)) (4.53)
ot F(u) est une fonction d’échelle. L'équation (4.15) est satisfaite a I'ordre €'/ si :
F//
% — F(u)?> =\ (4.54)

Nous vérifions que la fonction d’échelle du développement (4.43)) satisfait cette relation, avec les
conditions aux limites F'(u) — 1 pour v — oo (afin de retrouver le développement de R) et
F(u) &< u~2 pour u — 0 (pour obtenir le bon comportement dans le régime n < ¢'/4).

4.1.4 Généralisation au cas des degrés bornés

Revenons a ’équation générale (4.10) pour les cartes planaires biparties. Lorsque les degrés
sont bornés, c’est-a-dire qu'il existe m > 1 tel que vgi est nul pour k > m (et va,, # 0), cette
équation ne fait intervenir que les R; tels que |i — n| < m.
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Le cas m = 1 est trivial (R, = ﬁ, ce qui correspond aux cartes duales aux cycles). Le cas
m = 2 est celui des quadrangulations, quitte a redéfinir les poids pour éliminer v (ce qui revient
& « absorber » les faces de degré 2). Nous nous intéressons donc surtout au cas m > 3, et nous
discuterons plus particulierement le cas m = 3 équivalant au modele des dimeres durs sur cartes
tétravalentes.

Solution exacte générale

L’équation (4.10) est valable pour n > 0, avec la convention R, = 0 pour n < 0. Elle
détermine les R,, comme séries formelles en les vo, et pour n — oo R, tend vers R qui est
solution de I’équation (4.13), & présent algébrique de degré m. La convergence peut étre justifiée
en notant par exemple que, dans R — R,,, le coefficient de tout mondéme vé = vglvﬁz e vﬁ;;; est
nul dés que n > >0, (k — 1)4.

Il est naturel de chercher & généraliser I'approche précédente par développement perturbatif.
Nous écrivons a nouveau :

Ro = R(1— p,) (4.55)

et nous exprimons la perturbation p, comme :
o .
pn=> a"pl) (4.56)
i=1

en imposant que 1’équation (4.10]) est satisfaite a tout ordre en a.
(1)

Le premier ordre py,’ vérifie ’équation linéarisée, qui peut se réécrire comme :

m e S
_ - 1
P :E :U%Rk 1 }: E : ( l ) p’EI-‘:)-j (4.57)
k=1

j=—k+1 \  1=0

La solution générale de cette récurrence linéaire est combinaison linéaire des solutions exponen-
tielles en z™, ot x est solution de 1’équation caractéristique :

u Rl k-
1= ot i 4,
Sourtt 3|3 (11) . (458)

j=—k+1 \ I=1

qui se réécrit :

m k
2% — 1 1
— k—1
0= Xm(a?) =1- kil vop R l:E 1 ( -1 >U2k_25 (\/.E—F —\/E> (4.59)

ou U; est le polyndme de Chebychev de seconde espece d’ordre ¢ (vérifiant U, (2 cosh 8) = sinh(i+
1)/ sinh 6). x,(z) est un polynéme de degré m — 1 en = + 1, et I'équation (4.59) détermine
m — 1 solutions mgm), . ,xi,?i)l qui sont des séries formelles en les v (pour 1 < k < m). Ce
fait peut étre justifié par une récurrence sur m : le cas m = 2 correspond aux quadrangulations
discutées précédemment, et nous vérifions I’hypotheése d’induction en étudiant la dépendance
en vay, : Péquation (4.59) définit de maniére unique m — 1 séries formelles en vy, & partir des

« germes » :

<m>) — g(m=1) —1,...m-2
(xp S xp pOur p N ,m

(4.60)
(ngl"_) 1) =0
Vom —0
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A partir de la, nous notons plus simplement z;,, = ;" Le premier ordre est ainsi :

m—1
P = Z apT, (4.61)
p=1

ol les ay, sont des constantes indéterminées a priori, redondantes avec le parametre de dévelop-
pement «. La suite du développement peut étre calculée ordre par ordre. Nous observons que les
premiers termes coincident avec ceux de la forme générale :

(m), (m)

Uy U
B = Byt “62)
U’n+1un+2
avec :
m—1 l
u;m) = Z(—l)l Z H%ﬁgﬁmq H Cpi,p; (4.63)
1=0 1<py < <pr<m—1i=1 1<i<j<l
(zp — x;)g
Cp,p (1— xpx;,)z ( )

Cette formule, conjecturale, peut étre vérifiée pour les petites valeurs de m et les premiers ordres
du développement. Les constantes A, sont reliées aux coefficients a, de I'ordre linéaire (4.61) par
ap = 2p(1 — ) (1 — 22) A, Lorsque tous les Ay sont nuls sauf un, nous retrouvons I'expression
(4.26) pour R,,.

L’expression (4.63) est inspirée de la théorie des systémes intégrables : elle apparait comme cas
particulier de la « fonction tau & N solitons de la hiérarchie KP » [78]. Plus précisément, la forme
(4.26)) correspond & un « soliton » : pour x solution de I’équation x,,(x) = 0, il s’agit d’une
solution particuliere de ’équation non-linéaire (4.10), ou la dépendance en n est entierement
contenue dans le parametre ™ (z joue le réle d’'une « rapidité »). Pour m > 2, ceci conduit a
m— 1 solutions distinctes, et la solution générale est combinaison de celles-ci. Par non-linéarité, il
ne peut s’agir d’une combinaison linéaire, mais 1’expression (4.63) montre que I'interaction entre
solitons s’exprime comme combinaison des interactions a deux solitons. Cette propriété est une
caractéristique des systemes intégrables. Cette relation reste néanmoins mystérieuse, et il serait
intéressant d’en obtenir une meilleure compréhension. En particulier, le passage d’'un nombre
infini de « temps » continus dans la hiérarchie KP a une simple variable discréte n n’est pas
élucidé.

Comme expliqué dans la publication V, Pexpression (4.63) peut étre réécrite sous forme d’un
déterminant :

1— 22
(m) _ , — nt+m—-1_7" 7P
Hn 1§p,g’€§m71 <5p’p Ay 1-— mpxp,> (4.65)
et la compatibilité avec les conditions R,, = 0 pour n < 0 fixe :
1-— '
N= ] (4.66)

Ly — Ly
p#p PP

pour p = 1,...,m — 1. Par une derniere réécriture, nous aboutissons au résultat suivant.
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La fonction & deux points intégrée pour les cartes biparties dont les faces ont degré maximal
2m, avec un poids voi par face de degré 2k, est :

() 5 (m)

Un n+3
n+1un+2
avec :
gy = det (Un+2p—2(wp)) (4.68)

1<p,p’<m-—1

ot U; est le polynéme de Chebychev de seconde espece d’ordre i, et les w, sont les m — 1
solutions indépendantes de :

m k
2% — 1
1= RF1 Usje— 4.69
> oS (% ) (1.69)

et R est la série formelle solution de :

m

— A A
R1+kzlv2k<k_1)R . (4.70)

)

Notons que ﬂ%m) differe de uslm par une simple normalisation, et w, = /T, +1/,/T,.

Intéressons nous enfin & 'existence d’intégrales premieéres généralisant ’expression (4.28) pour
les quadrangulations. Réécrivons 1’équation (4.10) sous la forme :

Ry=1+) vyl (4.71)

n=1

ou (b%k) = (T%_l)

Nous avons (;57(11) = R,, et nous posons par convention (;5,(10) = 1. Alors nous conjecturons que pour
tous ¢,j > 0, la quantité (d)EJ)H — d)SL) 53) est une dérivée discreéte, c’est-a-dire qu’il existe une

ni1p €St UD polynéme homogene de degré k en les R, tels que |p — k| < n.

fonction z/},(f’j ) des R, telle que :

(6~ o080 = 09—y, (472

Nous voyons immédiatement que nous pouvons prendre pour tout ¢ > 0 :

¥ =0
o0 =0 + o (4.73)

P = gD
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tandis que les premiers cas non triviaux sont :

P = RyRps1 (Ry + Ryi1)

1?,(12’1) =R,Ryt+1 (Ry—1+ Ry + Ryy1 + Rpt2)

Y = RyRyi1 (Ro—1 Ry + Rug1 Rtz — Ryo1Rogo + (R + Rn+1)2) (4.74)
1/);273) = Ran—H (Rn—l + Rn + Rn+1 + Rn+2) X

(Rn—an + Rn+1Rn+2 + (Rn + Rn+1)2) .
Pour une valeur de ¢ et j donnée, 1Z)r(f ) peut étre calculé par un algorithme simple, aboutissant
a un polynéme homogene de degré i + j (i # 0) en les R, tels que n — max(i,j — 1) < p <
n + max(i, j — 1).
Les (9 permettent de définir une hiérarchie d’intégrales premieres associées a I'équation
(4.71)) : pour tout ¢ > 1, nous voyons que la quantité :

R R T (475
k=2

est identique aux rangs n — 1 et n si 'équation (4.71) est satisfaite. Pour une valeur de m fixée,
seules les intégrales premieres obtenues pour ¢ = 1,...,m — 1 sont a priori indépendantes (nous
voyons aisément que 'intégrale premiere pour ¢ = m est combinaison linéaire des précédentes
modulo I’équation (4.71)). L’existence de m — 1 intégrales premiéres indépendantes est cohérent
avec la solution générale convergente donnée par les équations (4.62) et (4.63) : par élimination
algébrique des 2(m — 1) quantités z;, et Az (p = 1,...,m—1) entre les 3(m — 1) équations cor-
respondant aux expressions de R, 42, .., Ry, Rntm—1 (soit 2(m — 1) équations) et I’équation
caractéristique exprimée pour chaque x,, (soit m — 1 équations), nous obtenons m — 1 contraintes
liant les R; (n—m+1 <4 <n+m—1) & R. Dans l’espace des solutions de la récurrence (4.71),
de dimension 2(m — 1), ces contraintes déterminent une variété de dimension et codimension
m — 1.

Le cas des cartes a faces de degré 4 ou 6

Comme illustration des résultats ci-dessus, considérons le cas m = 3, correspondant aux
cartes dont les faces ont degré 2, 4, 6. Ce modele est équivalent au modele des dimeres durs sur
cartes tétravalentes, évoqué au chapitre[I : comme illustré sur la figure [1.6, le modele équivaut
a un probleme d’énumération de cartes « tétrahexavalentes », duales aux cartes ici considérées
(les faces de degré 2 étant aisément « absorbées » par une redéfinition des poids).

La fonction a deux points R,, vérifie pour tout n > 0 :

R, =1+wvR, + U4Rn(Rn+1 + R, + Rn—l)"’
U6Rn (Rn+2Rn+1 + RiJrl + 2Rn+1Rn + RnJranfl"‘
2R, Ry 1+ R2_| +2R,_1R,_5) (4.76)

tandis que R,, = 0 pour n < 0. La solution exacte de cette récurrence prend la forme :

~(3)~(3
—(3) ~(3
ugw)rlugw)z

R, (4.77)
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ou R correspond a la limite quand n — oo, vérifiant :
R=1+wvR+3v,R* + 1006 R? (4.78)
tandis que la correction prend la forme :
@Y = Up(w1)Unya(w2) = Upya(w1)Un(ws) (4.79)

et w; = \/z; +1//x; (i = 1,2) correspondent aux solutions indépendantes de :
1 - 6 1
l=vot+vR(x+4+— | +toveR (2°+6z+16+ -+ — . (4.80)
x r oz

L’équation (4.76) implique que les quantités :

DO+ (vg = DY + B 4 vgpHY

B0+ (02 = DYED + 0D + vy Y (4.81)

sont constantes sur n = —1,0,... (I'expression des Wi tant donnée plus haut). La premiére
quantité suffit a exprimer Ry, en écrivant ’égalité des quantités pour n = —1 et n — oo, et se
ramene a 'intégrale premiere pour les quadrangulations pour ve = vg = 0.

Comme expliqué au chapitre 1, 'identification avec le modeles des dimeéres durs revient &
prendre :

vy =0 vy =y ve = 321> (4.82)

ou y est activité par site (tétravalent) et z est 'activité par dimere. Notre solution exacte peut
étre vérifiée pour les premiers ordres du développement en y et les premieres valeurs de n :

Go =2y +3(3+52)y + 18(3 4 102)y> + 18(21 + 1052 + 5022)y* + - - -
G1 =y + 424 32)y* + (65 + 2012)y> + 2(277 + 1305z + 58522)y* + - - - (4.83)
Go = (1 +32)y® + 3(5 + 212)y* + (179 + 10052 + 531z%)y* + - - -

(avec Gy, = R, — Ry,—1—0p0). L'ordre y? est en accord avec un comptage exhaustif (cf les figures
4 et 7 de Darticle V5).

Voyons maintenant les propriétés asymptotiques de la fonction a deux points : la discussion
présente du cas m = 3 sera étendue dans la section suivante. Nous utilisons la paramétrisation
(4.82) : dans toutes les séries considérées (R, R, 1, Z2), la variable formelle z peut étre remplacée
par un nombre fixé, donnant une série en une variable y dont chaque terme est bien fini. Posant
v = yR, Péquation (4.78) se réécrit :

y = v — 3v? — 30203 (4.84)

déterminant la série v = O(y). Celle-ci posseéde un rayon de convergence analytique fini |yo| fixé
par la condition :

d
0= <y> =1 6vp — 90202 (4.85)
dv ) _
Y=Yo

correspondant & la singularité yy de la fonction analytique implicite v(y) sur la branche telle que
v(0) = 0. Nous aboutissons & Pexpression de yo(z) sous la forme paramétrique suivante :

2 _1—6’[}0

2
=—Up—v z=
Yo=3h % 9002

(4.86)

5Nous y employons une définition équivalente de la fonction & deux points via les cartes & deux pattes.
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Pour z réel supérieur a z. = —%, vo est un réel tel que 0 < vy < % @, tandis que pour z < z,
vo (donc yp) a deux déterminations complexes conjuguées. On peut vérifier alors que toutes les
séries considérées possedent le méme rayon de convergence.

Pour une valeur de z donnée, générique (distincte de z.), nous retrouvons un comportement
asymptotique analogue a celui des quadrangulations : pour y = ype™ ¢, nous avons le comporte-
ment singulier :

R=R, (1 —CeV? 4 0(6)) (4.87)

d’olt un exposant vy = —%. Le terme général de la série en y (correspondant dans Uinterprétation
des dimeres durs a la fonction de partition pour un nombre fixé de sommets) posséde ainsi
I’équivalent :

[y¥]R o< (o) *k—3/2. (4.88)

Comme pour le cas des quadrangulations, nous pouvons ensuite étudier le comportement singulier
de R, (ou de fagon équivalente le comportement asymptotique de [t*]R,) : nous mettons en
évidence la méme dimension fractale 4, ainsi que la méme limite d’échelle (aux facteurs pres). Ceci
résulte du fait que, dans notre solution exacte, I'une des solutions = de I’équation caractéristique
présente un comportement singulier de la forme :

z=1-Ce/* +0(?) (4.89)

ce qui redonne le comportement d’échelle n oc e~/4 pour avoir Un(w) o< 1 —a™ d’ordre 1. Ces
multiples observations corroborent le fait qu'a z # z., le point critique atteint pour y = yo(z)
est dans la classe d’universalité de la gravité pure.

Considérons a présent le cas (plus intéressant) z = z., correspondant & la classe d’universalité
de la gravité quantique couplée & la théorie conforme décrivant la singularité de Lee-Yang [50].
Nous avons déja rencontré cette classe d’universalité dans les modeles de particules dures au
chapitre 1| Ici, les valeurs critiques sont :

1 1
S— == R.=3 4.90
=710 YT (4.90)
et le comportement singulier non-générique pour y = y.e” € est :
R=3 (1 — By 0(62/3)) . (4.91)

Ceci résulte de la détermination implicite (4.84) pour R, ou nous avons l’annulation supplémen-
2
taire de la dérivée seconde ZTZQJ pour y = y.. L’exposant critique 7 vaut ici —1/3, et nous avons :

[y*1R o 9FE—4/3 (4.92)
Nous observons ensuite que :
[yk}RO x 97@]677/3

lim [yk]R"

(4.93)

= Br(f) Br(f’) o n® pour n — oo.

Par un raisonnement analogue a celui pour les quadrangulations, nous obtenons une limite

d’échelle pour n o k'/¢ grand :
KR, n
AT D4 ( ) (4.94)

R "R

6La détermination % <o < % correspond & la singularité de v(y) sur une branche ne vérifiant par v(0) = 0.
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ou ®3 peut étre relié au comportement singulier de R,, :

R, =3 (1 — Fy(ne/6)el/3 4 0(62/3)) (4.95)
par les identités :
1 — 1 > —a,—4/3 _ -1/6
Fa(u) —1= 2 e a 1—®3(ua™""")) da
> (5) . (4.96)
30 (2) [ , ' .
P3(u) = () / e %'/3Im (e”/BFg (ue”/ﬁal/G)) da.
m 0

F35 peut étre évalué a partir de la solution exacte : les deux solutions indépendantes de I’équation
caractéristique tendent simultanément vers 1 avec le comportement singulier :

\/5+iV5 (4.97)

x=1-2a+e/% +O(/3) ay =

DN | =

d’ott nous tirons pour u = ne/® :

2

F(u)=1- 2% log W (sinh(au), sinh(a_u))

(a2 — a?) (a% sinh®(a_u) — a2 sinh*(aiu)) (4.98)

=1-2
(a . cosh(au) sinh(a_u) — a4 cosh(a;u) sinh(a,u))2

ou W(f1, f2) désigne le Wronskien f; f5 — f1 f2. En prenant la limite continue de ’équation (4.76),
nous observons que Fj3 est la solution de I’équation différentielle :

(F3)°
2

111
ljé

10 + (F3)? =1 (4.99)

_ F3F3” _

vérifiant F3(u) o< u=2 pour u — 0 et F3(u) — 1 pour u — oo. Jusque ici, Papproche au point
critique a été effectuée a z = z.. fixé : nous pouvons montrer, comme expliqué dans la publication
V que, dans l'espace des parametres (y, z) du modele, toute approche générique au point critique
(Ye, 2¢) donne la méme limite continue (le cas non-générique concerne ’approche le long de la
ligne y = yo(z)). F3 est un candidat pour la fonction & deux points de la gravité quantique
couplée a la théorie conforme décrivant la singularité de Lee-Yang, et ®3 la grandeur associée
pour une aire fixée. Cependant, cette identification est rendue délicate par les faits suivants :

— le point critique est dans une région non-physique de I’espace des parametres, car 'activité

par dimere (ou le poids par face de degré 6) est négative,

— dans l'interprétation des dimeres durs sur cartes tétravalentes, la distance correspond a la

longueur du plus court chemin sur la carte duale ne coupant aucun dimere (la « matiere »),
il ne s’agit donc pas d’une notion intrinseque a « ’espace-temps ».

Une conséquence du premier point est que, contrairement au cas des quadrangulations, ®g
n’est pas une fonction croissante sur [0, +oo[ (cf figure [4.2), et ne peut donc étre interprétée
comme distribution d’une variable aléatoire. Le second point pose la question de 'universalité
de la fonction a deux points, ce qui rejoint le probleme de I’ambiguité de la notion de dimen-
sion fractale dans la gravité quantique couplée & une théorie conforme non-triviale (voir [79] et
références incluses).
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/1.00001

2 4 6 8 o U

F1G. 4.2 — La fonction a deux points @3 a aire fixée de la gravité quantique couplée a la théorie
conforme décrivant la singularité de Lee-Yang. Il apparait que ®3 n’est pas une fonction crois-
sante, et ne peut étre interprétée comme fonction de distribution cumulée d’une variable aléatoire.

Points multicritiques généraux

Pour une valeur de m > 3 donnée, il est possible d’atteindre un point multicritique d’ordre
m, défini comme suit. Il est commode de prendre les poids par faces sous la forme suivante :

v =0 vy =9 vop = y* Lz pour 3< k <m (4.100)

que nous pouvons interpréter, par une construction analogue & celle de la figure [1.6, comme un
modele de « multimeres » sur cartes tétravalentes, avec un poids z/k par multimere de longueur
k — 1, et y par sommet. A nouveau, chaque ordre en y est un polynome en les zj, ce qui permet
de substituer & ceux-ci n’importe quel nombre. Posant v = yR, ’équation (4.13) donne :

"L 2k —1
y=v—3"-) (:_ ) )zku’“ (4.101)

k=3

ce qui détermine la série v = O(y). Celle-ci posséde un rayon de convergence analytique fini |yo|,
correspondant & la singularité yo de la fonction analytique implicite v(y) vérifiant v(0) = 0. yo

satisfait la condition : p
<dy> =0. (4.102)
v Y=Yo

2
Pour des z; génériques, la dérivée seconde d—‘Z est non nulle et nous retrouvons le comportement
? dv
critique de la gravité pure :

R =R, (1 —Ce? 4 O(e)) (4.103)
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pour y = yoe ¢, 'exposant critique étant v = —1/2. On vérifie alors que la fonction & deux
points R, posséde, aux facteurs pres, la méme limite d’échelle que pour les quadrangulations,
obtenue pour n oc e /4.

Cependant, pour certaines valeurs particulieres des zy, certaines dérivées successives de y(v)
peuvent s’annuler en vg : plus précisément, il existe un entier p < m tel que :

d &
(dyi) —0pour 1 <i<p <d—z> £0 (4.104)
v Y=Yo v Y=Yo

ce qui implique que pour y = yge™ € :

R =R, (1 — Ot 4 0(62/p)) . (4.105)

Le cas générique p = 2 correspond a la gravité pure comme ci-dessus. Pour p > 3, nous avons
un point multicritique d’ordre p, caractérisé par un exposant critique v = —1/p. Dans l'espace
des parametres zi, 3 < k < m, les points critiques d’ordre p forment une variété algébrique de
codimension p — 2. En particulier, il existe un unique point critique minimal d’ordre m, obtenu

pour :
k—1
m _ (=D*_(}) ( 6 )
zy = She1 — (4.106)
mo () Am—1
ou I’équation (4.101) devient :
(m) _ m) _ \"
Yo — Yy _ (vo o v) (4.107)
Yo Yo
avec : ) )
(m) _ M — (m) M= 2 4.108
vO - 6 yO - 6m ° ( N )

Le cas m = 3 correspond au point critique des dimeres durs sur cartes tétravalentes, discuté
ci-dessus.
Utilisons alors la forme exacte de R,, : 'équation caractéristique (4.59) peut se réécrire :

P (v ($ + % — 2)) _0 Po(u) = = (ml_l) (—u)l (4.109)

v(()m) —v

et nous observons que pour v — v(()m)7 I’ensemble des m — 1 solutions indépendantes de ’équation

caractéristique tend vers 1 avec :

z; =1—2a;¢/?™ + 0(e/™)  P,(242) = 0. (4.110)
Ceci permet d’identifier la dimension fractale 2m, et nous avons alors dans la limite continue
n o er/2m .
R, =m (1 — Fp(net/?m)el/m 4 0(62/’”)) (4.111)
avec :
d? ai—t
Fon(u)=1- QW 10g1g,§1§5n_1 (m smh(am)) . (4.112)

F,,, apparait comme fonction & deux points intégrée continue, et est reliée aux propriétés asymp-
totiques du coefficient [y*]R,, par :

[?k}R” ~ @m( n ) (4.113)
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ou la fonction & deux points ®,,, a aire fixée est reliée a F,, par les lois de transformation :

1 > —-a, —(m m — m
Fm(u)lml_‘(m_l)/o e/ (12 @, (ua=/2m)) da
r(mo1) (4.114)
O, (u) = mim/ el <6i7r/mFm (ueiﬂ/Zmal/Qm)> da.
0 0

En substituant ’expression (4.111) dans ’équation (4.10), nous obtenons que F,, vérifie I’équa-
tion différentielle :

Rm[Fm] = Rm[l] (4115)
ot R, désigne le résidu d’ordre m de la hiérarchie KAV [80], donné par la récurrence :

 F'Ru[F)

(wa[F] = RUIF] = FR,,[F] - —

Ro[F] = (4.116)

1

5
Ceci peut étre vu par une analogie avec les modeles de matrices, comme expliqué dans la publi-
cation V. F,,, vérifie de plus les conditions aux limites F,(u) oc u=2 pour u — 0 et F,(u) — 1
pour u — 00. F), est un candidat pour la fonction & deux points intégrée de la gravité quantique
couplée a la théorie conforme minimale (2,2m + 1) [22, 81]. Il s’agit bien d’une limite universelle,
en ce sens qu'une approche générique a tout point multicritique d’ordre m donne la méme limite
continue. Par dérivation, nous obtenons la fonction & deux points non-intégrée F! , et nous avons
les exposants critiques :

y=-1/m v=1/2m n=4. (4.117)

Cependant, les problemes soulevés dans le cadre du modele des dimeres durs ci-dessus se
posent a nouveau : les points multicritiques sont non-physiques car certains poids sont négatifs,
et la notion de distance est dépendante de la position des multimeres dans cette interprétation.
Le caractere non-physique des points multicritiques induit également la modification suivante :
F/, correspond & la fonction de corrélation Gg,a,, ol ®g est I'opérateur de dimension minimale
de la théorie conforme minimale (2,2m + 1) (couplée a la gravité quantique), qui possede une
dimension strictement négative des que m > 2. En particulier, ®( differe alors de 'opérateur
identité I. Une telle identification semble confirmée par une comparaison avec les approches
continues [24, 25, 26], permettant de prédire la valeur de -, voir la discussion en appendice A de
I. La dimension fractale 2m obtenue ici semble cependant en désaccord avec la prédiction continue
favorisée par les simulations numériques [79]. Une telle situation a été également obtenue dans le
cas du couplage de la gravité quantique & une théorie conforme de charge centrale ¢ = —2 [82], &
laquelle il a été proposé de remédier en introduisant une notion de « temps propre » distincte de
celle de distance géodésique. Alternativement, nous pouvons suggérer que la limite continue du
modele discret est décrite par une théorie continue dont ’action comprend un terme de gravité
pure distinct de ’action de Riemann-Hilbert usuelle, comprenant des dépendances d’ordre plus
élevé en la métrique ou la courbure.

Au-dela de ces remarques conjecturales, mentionnons que la bijection générale entre cartes
eulériennes et mobiles, présentée au chapitre[3 et introduite dans la publication VIII (postérieure
a la publication V) semble permettre d’étendre notre approche discréte. Cependant, 1’étiquetage
des sommets se fait par une distance dépendant d’une orientation des arétes, dont le role dans
la limite continue nécessite d’étre élucidé.
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4.2 Autour du rayon des quadrangulations

Considérons a nouveau I’équation (3.3) utilisée pour le calcul de la fonction & deux points des
quadrangulations (avec Uidentification R, = M,,_1) :

M, =1+ tM,(My1+ M, + M,_1) (4.118)

Nous avons vu & la section|4.1.3/que la forme de la solution convergeant pour n — oo est donnée
par 'équation (4.26), avec un parametre arbitraire A. Il ne s’agit pas de la solution générale de
cette récurrence d’ordre 2, car pour deux valeurs initiales M et Ms, une condition nécessaire
pour la convergence est que :

(M, M) = (M, M) (4.119)

comme & l’équation (4.28). Une question mathématiquement naturelle consiste & chercher la

solution générale de la récurrence (4.118). D’un point de vue plus physique (ou combinatoire), il
est intéressant de considérer la solution M,(lm)
- MM = MY =0

— pour 0 < n < m, M,(Lm) est une série formelle en ¢ non nulle a coefficients positifs

telle que, pour un certain entier m > 1 :

MT(Lm) peut étre interprété comme la série génératrice des arbres appartenant & M,, (ensemble
défini au chapitre[3) dont toutes les étiquettes sont strictement inférieures & m. Dans le langage
des cartes, Mr(lm) — 1 correspond a la série génératrices des quadrangulations planaires pointées
enracinées telles que :

— l'aréte marquée est de type i—: + 1 avec ¢ < n,

— tous les sommets sont a une distance strictement inférieure a m de 'origine.

Si nous définissons le rayon d’une quadrangulation pointée comme la distance maximale d’un
sommet a l'origine, la seconde propriété ci-dessus revient a dire que le rayon est strictement
inférieur a m.

Dans cette section, nous proposons une expression exacte pour M,gm), avant d’en discuter
la limite continue. Les résultats sont repris de la publication VI, ou la discussion est faite dans
le langage des arbres, et une interprétation probabiliste comme évolution d’une population est
proposée.

4.2.1 Solution exacte discrete

Pour des raisons de simplicité technique, il s’avere commode de commencer par considérer le
cas des triangulations eulériennes, gouverné par 1’équation :

Lp=1+tLy(Lps1+ Ln_1) (4.120)

qui, dans I’équation (3.3), est valable pour n > 0 avec la condition Ly = 0. Par un raisonnement
similaire a celui de la section[4.1.3, nous pouvons obtenir la forme de la solution convergeant
pour n — o0 :

(1 = Xz™ (1 — Az +5)

L, = L(1 eI e (4.121)

1 1
—=—-2 L=1+2L% 4.122
T+ = + ( )
Nous commengons par présenter la solution générale de ’équation (4.120), légérement plus simple,

la méthode s’étendant ensuite aisément au cas (4.118).
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La solution convergente (4.121) peut se réécrire sous la forme :

L, = [Ynttinss  Sinh(an+b)  L=1L (4.123)
Up+2Un+4
avec a = %1og z, b= %log A. Il est alors naturel de chercher une déformation de u,, sous forme

d’une fonction elliptique (et éventuellement une déformation de L, a, b). Plus précisément, nous
considérons le « g-analogue » :

oo
up = sinh(an +b) | | (1 — qjeQ(a"er))(l — qje_2(a"+b))
jl;[l (4.124)
= 20(an + B|7)
ol a = ima, b =imwf, et 0 est la fonction theta de Jacobi définie par [83] :
0(z|T) = 2isin(nz) H(l —2¢7 cos(2mz) + ¢*). (4.125)

Il
-

J

ol le ndme q est lié au paramétre modulaire T par ¢ = exp(2in). La fonction 6 est une fonction
entiere de z, et jouit des propriétés de quasi-périodicité :

0(z+1)=—0(z)  O(z+7)=—¢"22"9(2) (4.126)

(nous omettons la dépendance en 7 pour alléger les notations). De plus, 6(z) possede un zéro
simple en tout point du réseau Z+7Z (et seulement ceux-ci). Ces propriétés classiques permettent
d’aboutir a la solution générale de 1’équation (4.120]) : en y substituant notre ansatz et posant
z = a(n + 3) + 3, nous obtenons :

0(z —2a)0(2)0(z + 2a) = %9(2 —a)0(2)0(z + )+

tL(0(z —30)0(z + @)0(z + 2a) + 0(z — 20)0(z — @)0(z + 3))  (4.127)

qui est une identité elliptique trilinéaire. La méthode pour prouver une telle formule est classique :
on vérifie tout d’abord que les deux membres de ’équation vérifient les mémes propriétés de quasi-
périodicité en z, ce qui impose que leur rapport, qui est une fonction méromorphe, est doublement
périodique de périodes 1 et 7. On montre ensuite que ce rapport ne possede pas de pole : il en
résulte qu’il est constant par le théoreme de Liouville appliqué aux fonctions elliptiques. Ici, il
suffit de vérifier que le membre de droite de (4.127) s’annule pour tous les zéros (connus) du
membre gauche, c’est-a-dire pour z = —2a, 0, 2 modulo Z + 77Z. Le cas z = 0 est immédiat par
imparité de 0(z), tandis que pour z = +2a nous devons avoir :

0(2cr)

.
M= Gy

(4.128)

Enfin, il suffit de tester 1’égalité pour une valeur particuliere de z, par exemple z = «, et nous

obtenons :
tL = ( 99((202))2. (4.129)

Nous aboutissons ainsi au résultat suivant :
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La solution générale de la récurrence L, = 1+ tL,,(Ly+1 + Ly—1) est :

0(20)®  O((n+ Da+ B)0((n+5)a+ )

L, = 4.130
0(0)20(1a) ((n + 2o+ B)B((n + D) 1 ) (4.130)
ou t, « et le parametre modulaire de la fonction theta sont reliés par :
0()*0(40)
t= 4.131
0(20)° (4.131)

) vérifiant

Revenant a la notion de rayon, nous nous intéressons a la solution particuliere Lﬁ{"
Lém) = L,(f@n ) = 0, et possédant un développement en série en ¢t = 0 pour tout n tel que 0 < n < m:

nous avons alors : )
= = — 4.132
T +4 b @ ( )

L’équation (4.131) détermine implicitement le nome g. Comme expliqué dans la publication

VI, Li{”) possede un rayon de convergence to(m) strictement plus grand que 1/8 : ainsi, le
nombre d’arbres trés bien étiquetés a k arétes dont toutes les étiquettes sont < m croit comme
to(m)~* <« 8%. Nous mettons en évidence l'existence d’une autre valeur particuliere :

t(m) = é (1 — tan* <mL+4)> < é (4.133)

pour laquelle ¢ = 0 et lem) posséde une expression en termes de fonctions trigonométriques,
pendant du cas hyperbolique de I’équation (4.123) obtenu pour m — oo, ¢ — 00.
Par un raisonnement similaire, nous pouvons traiter alors le cas de I’équation (4.118) :

La solution générale de la récurrence M,, = 1 + tM,,(My4+1 + M,, + M, _1) est :

~0((n+ 1o+ 6)0((n+4)a+5)

M, =M 4.134
0((n+2)a+3)0((n+3)a + B) .
ou t,« et le parametre modulaire de la fonction theta sont reliés par :
~ 0(2a) ~ 0(a)0(2a) (0'() 16'(2a)
tM? =~ M=4 - . 4.135
0(3cx) 0'(0)0(3c) \ O(c) 2 60(2cx) ( )

2 , . . , . . PEN m
A nouveau, pour I’étude de la notion de rayon, nous considérons la solution particuliere M. fl )

vérifiant les conditions aux limites M(gm) = Mélm) = 0 obtenue pour :
_ ! 8= (4.136)
T 3 - ’

et pour ¢ déterminé implicitement par les relations (4.135). Le rayon de convergence de M,(Lm)
devient strictement plus grand que 1/12. La quantité Ml(m) — Ml(m_l)

génératrice des quadrangulations planaires enracinées de rayon m.

correspond a la série
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4.2.2 Limite continue

Nous cherchons & présent & définir une limite continue de LS{”) défini par les équations (4.130),

(4.131) et (4.132). Nous posons :

1 5 2w T

(4.137)
puis nous considérons la limite e — 0 avec \,w, r fixés. Nous identifions que L%m) a un dévelop-
pement de la forme :

L™ =2 (1 —3P(r)el/? + O(e)) (4.138)

ou P(r) désigne la fonction elliptique de Weierstrass [83, 184} 85], qui est I'unique fonction
méromorphe et doublement périodique n’ayant que des poles doubles en chaque point du réseau
2WZ+2wW'7. w et W sont les demi-périodes : w est défini par I’équation (4.137), tandis que w’ est
déterminée par I’équation (4.131) développée a l'ordre €, qui se réécrit :
4

g2(w,w’) = e (4.139)
ol go désigne le premier invariant elliptique, qui apparait dans le développement P(z) = Ziz +
22224+ 0(2*). L'expression (4.138) peut étre obtenue par manipulation de fonctions theta, ou bien
de maniére beaucoup plus directe en notant que P(z) est solution de I’équation différentielle :

P(2)"
6

—P(2)* = 3g2 (4.140)

ce qui correspond précisément a la limite continue obtenue par substitution dans I’équation
4.120), pourvu que la condition (4.139) soit vérifiée. La demi-période w est fixée par la condition
o = Lm =0 qui devient :

P(r)=P2w—r1)~ % pour r — 0. (4.141)
T

Pour un nombre de faces k fixé, nous avons la loi d’échelle :

8k n m
kyp(m)
[t"] L, 71.1/2k3/2T (k1/4, k1/4> (4.142)

ou la fonction d’échelle T est reliée & P par :

a2 [T aag-3)2 r 2w
373(1“)—1—77//0 e MA /<1T(W,m>>. (4.143)

La quantité RY™ définie par les équations (4.134), (4.135) et (4.136) possede la méme limite
continue aux facteurs pres :

t = 1 . _ 2w o
o 126 m= el/4 n_€1/4

R(™ =2 (1 — 2P (r)e? + O(e)) (4.145)
g2(w,w') = 3\ (4.146)

€—0 (4.144)
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La fonction F' = 2P est la solution générale de ’équation différentielle (4.54), pourvu que la
condition (4.146) soit vérifiée. Pour un nombre k& d’arétes fixé, nous avons le comportement

d’échelle :
12k 3 n 3 m
k m) = -
[ ]R% 7r1/2k:3/2T ( 2 k1/47 \/;k1/4> ’ (4.147)

La fonction d’échelle T est la probabilité asymptotique qu’une quadrangulation pointée enracinée
de k arétes soit de rayon inférieur & m et ait son aréte marquée a distance inférieure a n de
Porigine. Nous retrouvons I’équivalent (4.40) pour m > kY% o n.

La fonction d’échelle T donne la loi du support de 'ISE : plus précisément Y (a, a+b) (a,b > 0)
est la probabilité que le support de ’excursion superbrownienne intégrée issue de 0 soit inclus
dans lintervalle [—a,b]. Quelques moments de cette loi jointe ont été calculés par Delmas [76]
mais nous ne connaissons pas de formule générale fermée étendant I’expression (4.51).

4.3 Le profil des quadrangulations

Nous définissons le profil d’'une quadrangulation pointée comme la donnée des suites (7, $;)i>1
ou :

— 1; est le nombre de sommets a distance ¢ de l'origine,

— s; est le nombre d’arétes de type i—1 — i (ce que nous pourrions qualifier d’aréte & distance

1 — 1 de Porigine).

Cette définition étend légérement celle de Chassaing et Schaeffer [69] qui considérent la suite
(r;). Le rayon d’'une quadrangulation pointée, étudié ci-dessus correspond au plus petit m tel
que r; = 0 pour tout ¢ > m.

Nous montrons dans cette section comment obtenir certaines séries génératrices liées au profil
a l'aide de la bijection avec les arbres bien étiquetés. Les résultats sont repris de la publication
VII.

4.3.1 Séries génératrices

Nous souhaitons obtenir la série génératrice des quadrangulations planaires enracinées, comp-
tées avec :

— un poids t par face,

— pour tout ¢ > 1, un poids p; par sommet a distance i de 'origine,

— pour tout ¢ > 1, un poids o; par aréte de type (i — 1) — .
Par la bijection avec les arbres bien étiquetés du chapitre[3, cette série génératrice compte aussi
les arbres bien étiquetés, ¢ devenant un poids par aréte, p; un poids par sommet d’étiquette 1,
o; un poids par coin étiqueté i (équivalent & un poids par demi-aréte incidente & un sommet 7).
Pour appliquer la décomposition récursive, nous considérons plus généralement 1’ensemble M,
introduit au chapitre[3] Avec les poids ci-dessus, la série génératrice M, vérifie :

Mn _ {pn + tanMn(Un+1Mn+1 + UnMn + O-nfanfl) S% n = 17 (4148)
0 sinon.

Il s’agit d’une généralisation immédiate de I’équation (3.11)), qui est retrouvée lorsque tous les p;
et o; sont pris égaux a 1. Pour interpréter M,, en terme de cartes pointées enracinées, il convient
de se rappeler que les quadrangulations planaires pointées et enracinées sur une aréte (n —1)—n
sont en bijection avec les arbres de M,, contenant au moins un sommet d’étiquette 1 (et
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non réduits a celui-ci pour n = 1). Leur série génératrice est ainsi :

Mn — [Mn_l]Pi‘_Pi+1 - 57,,71 (4149)
Oi0it1
Le second membre correspond & la série M, _1 dans lequel nous effectuons les substitutions
pi — piy1 et o; «— 0441, ce qui revient par translation des étiquettes a compter les arbres de
M., ne contenant pas de sommet 1. La série génératrice pour les quadrangulations enracinées
est simplement M; — 1.

Nous nous intéressons a présent aux propriétés statistiques a distance finie, c’est-a-dire que
pour i supérieur a un certain seuil m, les poids p; et o; valent 1. Ceci implique pour pour n — oo,
M,, converge (au sens des séries formelles) vers M, défini a 1'équation (3.13)). De plus, nous avons
les équations :

Mm+1 =1+ tMm+1(Mm+2 + Mm+1 + UmMm)

(4.150)
M, =14+tM,(M,41+ M, + M,_1) pour n >m+1

ce qui implique, en vertu de 'intégrale premiere (3.14) :

Y(omMm, Mimy1) = O(Myg1, Miny2) = Y(Mpyo, Mpy3) = -+ = (M, M) (4.151)

En ne conservant que U'égalité ¢ (o, My, Mymy1) = (M, M), et les équations (4.148) pour
n = 1,...,m, nous obtenons un systéeme fermé de m + 1 équations déterminant les m + 1
inconnues M,,, n =1,...,m + 1. Nous aboutissons ainsi au résultat suivant :

Soit E(™) la série génératrice de Pensemble des quadrangulations planaires enracinées,
comptées avec un poids t par face, et pour tout ¢ = 1,...m, un poids p; par sommet a
distance i de origine, et un poids o; par aréte de type (i — 1)—i.

Alors E(™) est algébrique et déterminée par F(™) = M; — 1 ott M est solution du systeéme :

My = p1 +tor My (02 Mo + 01M7)
My = py +toa My (o3 M3z + o2 My + 01 M)

- (4.152)
Mmfl = Pm—1 + to—mflefl(O—mMm + o—mflefl + O'm72Mm72)

Mm = pm + tUmMm(Mm+l + UmMm + Um,—le—l)
V(o My, Mpi1) = (M, M)

avec M =1+ 3tM? (M, My11) = (1 —tM,, — t My 1) (1 + t M, M, 4 1).

Ilustrons ceci dans le cas m = 1. Dans la série génératrice E(!) pour les cartes enracinées,
t est un poids par aréte, p; est un poids par sommet adjacent a l'origine, o7 un poids par
aréte incidente a l'origine (équivalent & un poids par sommet adjacent & lorigine compté avec
multiplicité). Par le résultat ci-dessus, la série est déterminée par les équations :

M, = p1 +to My (Ma + 01 M) (4.153)

¢(01M17M2) = ¢(M7 M) ’
Par élimination de M, nous obtenons une équation cubique pour EM) = M; — 1, ayant une
unique solution qui est une série formelle (de puissances positives) de t.



160 CHAPITRE 4. DISTANCE ET INTEGRABILITE

4.3.2 Profil des cartes infinies : premiere approche

La connaissance de la série génératrice (™) permet en principe d’en extraire le coefficient
de t*, correspondant & une somme (finie) sur les quadrangulations enracinées & k faces (soit 2k
arétes). Ce coefficient peut étre interprété de maniere probabiliste comme suit. Considérons Qk
I’ensemble des quadrangulations enracinées a k faces, de cardinal :

2.3k 2k
= G IET L) 50

Q) est muni de la mesure de probabilité uniforme, et la valeur moyenne (espérance) associée est
notée <>Qk Soient, pour tout i > 1, les variables aléatoires r;, s; correspondant respectivement
au nombre de sommets a distance i de l'origine, et au nombre d’arétes (¢ — 1)—i. Alors nous

avons :
m
(B = ’Qk‘ <H pf"’af’> (4.155)
i=1 N
Cette quantité est un polynéme en les p; et les o;. Nous nous intéressons alors a la limite des
quadrangulations de grande taille, k — oo. Il s’avere que la mesure de probabilité uniforme sur
i « converge » quand k — oo vers une loi limite sur Qoo, I’ensemble des quadrangulations
planaires enracinées infinies. Nous ne précisons pas ici le sens de cette convergence, introduite
initialement par Angel et Schramm [86] dans le cas des triangulations, et étendue par Chassaing
et Durhuus au cas des quadrangulations [70]. Ici, nous observons qu’il existe une limite :

<H pi"ai"> = klgr()lo <Hpi"0i’> ) (4.156)
=1 Qoo =1 Qk

Plus précisément, nous montrons aisément qu’en prenant les p; et a; dans I'intervalle |0, 1], la série
génératrice E(™) posseéde un rayon de convergence en t égal & 1 /12, et posseéde un comportement
singulier dominant de la forme :

EM| o (1—12t)%/? (4.157)

sing

Pour m = 0, nous retrouvons la série génératrice des quadrangulations planaires enracinées
comptées avec un poids t par aréte, avec :

EO®O| = 2(1 —12t)3/2 (4.158)

sing
Par un argument classique, ceci implique que pour k — oo :

tk E(m) E(m) sin
[+] ~ ing (4.159)
[F]E@ " RO

sing

ce qui montre 'existence la limite (4.156), en notant que [tk]E(O) = ’Qk‘

La probabilité uniforme sur ’ensemble des quadrangulations enracinées n’est pas la plus
naturelle pour la statistique des cartes, car elle est « biaisée » en faveur des cartes ayant un
grand nombre d’arétes incidentes a l'origine. Plus précisément, nous considérons ’ensemble Qy,
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des quadrangulations planaires pointées infinies a k faces, muni de la mesure uniforme, sur lequel
les variables aléatoires r; et s; sont naturellement définies. Nous avons alors :

<H p:iofi> — I = <H p;”iafi> (4.160)
i=1 o i=1

QOO

ou la moyenne sur Q. est liée a celle sur Q. par :

T e 1 LA aT(m)
<H p:’lg;1> = <31 Hp;lgf%> X 01 80’1 . (4161)
=1 i1 o

5. (e

Cette identification revient a considérer que tirer uniformément une quadrangulation enracinée
revient a tirer une quadrangulation pointée puis tirer une aréte incidente a l’origine : ceci n’est
pas vrai pour une taille k finie en raison de la possibilité de symétries, mais semble plausible
pour k — oo car l'ensemble des cartes ayant des symétries non-triviales devient négligeable [87].
Ainsi ™) est proportionnel & la primitive de E(™) |sing s’annulant en O :

f’ E(m)’ o doy
rm — 01 __ sing 91 (4.162)
I E(m)| o doy
0 sing 01
'™ donne, par développement en série, la loi jointe des r;, s; pour i = 1,...,m.

A titre d’illustration, considérons le cas m = 1. Comme détaillé dans la publication VII,
I’équation cubique pour E) = M; —1, obtenue & partir des équations (4.153) permet d’exprimer
sa partie singuliere et ainsi parvenir & une équation pour I' = I'™ | que nous donnons dans le
résultat suivant :

Dans le modele des quadrangulations pointées infinies aléatoires, la loi jointe du nombre r; de

sommets adjacents a l'origine et du nombre s; d’arétes incidentes & ’origine est caractérisée

par la série génératrice I' = (p]*0;*) solution de :

60T +1)(I'+3) —o1 (2I'(1 +4T +T?) +3p (1 +1)*(24 1)) =0 (4.163)
avec la condition I' =1 pour a = p = 1.

Marginalement, les séries génératrices des probabilités d’avoir r; sommets adjacents a ’ori-
gine ou s; arétes incidentes a l'origine sont :

M 2 (BN (2
(P1>01:1_,/74—3p1 1_“Z_1(16) (n>p1

1/ [6+30, 11 13
F(l)) S 1) == o2 4 g3
( m=1 2 \V6=50, 371 T T gt T

et leurs premiers moments sont :

(4.164)

(s1) =i <<322>>:: 1%; <<;§>>: 15?? (4.165)
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s1 correspond au degré de Dorigine, et le premier moment (s1) = 4 peut étre confirmé en
notant que dans une quadrangulation a k faces, le nombre de sommets est k + 2 et la somme
de leurs degrés est 4k (deux fois le nombre d’arétes). Comme exemple d’information lie & la
fois & 71 et s1, nous pouvons calculer la probabilité que r; = s; (Lorigine ne posseéde pas de
voisins multiples), qui vaut (v/17 — 3)/2. Notons enfin que la fonction I'™) est analytique dans
le domaine :

3p101
>0 0120 —_—
p1= 1= 2(3 — 0'1)
Lorsque la derniére contrainte n’est pas satisfaite, un changement de comportement se produit :
au-deld de cette ligne critique, la série E(!) posséde un rayon de convergence en ¢ strictement
inférieur & 1/12. Sur la ligne critique, le rayon de convergence vaut 1/12, mais nous avons le
comportement singulier non-générique :

<1 (4.166)

EW] o (1—12¢)%4 (4.167)
sing
sauf pour le point particulier p; = §7 o1 = % ou :
EM| o (1—12t)12 (4.168)
sing

Dans le langage des arbres étiquetés, une interprétation physique claire comme transition de
décrochement est proposée dans la publication VII.

4.3.3 Profil des cartes infinies : schéma général

Pour une valeur arbitraire de m, I'™ est donnée par ’équation (4.162), ou la partie singuliere
E(m) |Sing peut en principe étre calculée & partir des équations (4.152) avec E(™ = M; — 1, dans
lesquelles nous effectuons in fine un développement autour de ¢t = 1/12.

De fagon remarquable, I'"™) peut étre obtenu directement par un calcul purement algébrique,
effectué exactement au point critique ¢ = 1/12. Revenons en effet & 1’équation fondamentale
(4.148), qui se simplifie pour n > m en 1’équation (4.150) : au point critique ¢t = 1/12, la solution
de cette derniere équation prend la forme :

(n+g"™)(n+ g™ +3)

M, =2
(n+ gm 4 1)(n 4 g(m) +2)

(4.169)

qui est valable pour tout n > m. Cette forme correspond a la solution générale telle que M,, —
M = 2 pour n — 00, et peut étre obtenue comme limite de ’équation (4.26). La condition initiale
g™ est fixée par compatibilité avec 'équation (4.150) pour n = m + 1, qui peut se réécrire :

(m) (m)
My, — 29 E g™ £ 3) (4.170)
(m+ gtm) + 1) (m + g(m) +2)

Cette quantité g™, solution d’une équation algébrique dont les coefficients dépendent des p; et
0y, est trés simplement reliée & T'™) par :

dgl™  orim)
80’1 o 60‘1

(4.171)

d’ou nous tirons le résultat suivant :
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Dans le modele des quadrangulations pointées infinies aléatoires, la loi jointe des nombres 7;
de sommets & distance ¢ de V'origine, et des nombres s; d’arétes (i — 1)—i, posséde la série

génératrice locale T™ = ([T, pI'of*) donnée par :

?

rm) — gtm) _ (g<m>) (4.172)

0'1:0

ot ¢(™ est donné par le systéme de m + 2 équations algébriques :

o1 M
M1 = p1 —+ 112 ! (O'QMQ + O'lMl)
oo M-
Ms = po + 212 2 (03M3 + 09 My + 01 M)

Um—le—l

M1 = pm—1+ 12 (UmMm + om—1Mpm—1 + Um_2Mm_2) (4173)
mMm
Mm = Pm + UT(Mm+1 + UmMm + O—mflefl)
o M. =g (mEg")(m g™ +3)
T T (m gt 4+ 1) (m 4 gt 4 2)
(m) 41 (m) 4 4
My oy = Gm+g™ +1)(m+g™ +4)

(m+ g™ +2)(m + g™ + 3)

et la condition ¢("™ = 0 quand tous les p; et o; valent 1.

Une tel résultat peut étre vérifie explicitement par le calcul pour les premieres valeurs de m.
Nous proposons ici un argument général, reposant sur une hypothese d’indépendance asympto-
tique que nous ne saurions justifier ici.

Pour tout n > 1, la quantité oy %Jg" peut étre interprétée comme la série génératrice des cartes
pointées, avec marquage d’une aréte (n —1)—n, et d’une aréte de type 0—1. Nous utilisons pour
cela Pexpression (4.149) en notant que le second membre ne dépend pas de 1. En considérant

la partie singuliere principale pour ¢ — 1/12, nous obtenons :

x <Sn81 H p:iof"> (4.174)
i=1 Qe

Il convient de noter que la constante de proportionnalité est indépendante des p; et o;. Dans la
limite n — o0, nous nous attendons & ce que s,, devienne indépendant des r;, s; pour i < m.
Bien qu’il convienne de mieux justifier cette hypothese de « localité », nous I'admettons ici, pour

obtenir :
<snsl H p?of"> = (sn) <51 Hp:’of’> (4.175)
i=1 i=1

et nous en déduisons la relation :

oM,
80’1

01

sing

orm)

oM,
Ch————
801

80’1

pour n. — 0o (4.176)

sing
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ol la constante de proportionnalité est indépendante des p; et ;. Nous cherchons a présent
exprimer le membre de gauche de cet équivalent : par 1’équation (4.150) pour ¢ < 1/12 et n > m,
M, est de la forme :

(1 _ /\(m)xn) (1 _ )\(m)xn—&-S)
(1 = Alm)gn+1) (1 — Am)gn+2)

M, =M (4.177)

ce qui correspond & la solution (4.26) convergente pour n — oo (avec x +z~ 1 +4 = (tM)~1). Le
parametre A(™) contient la dépendance entre les p;, o; pour i = 1, ..., m. Posant alors e = 1—12t,
nous avons les développements (connus) de M et x :

M:2(1—61/2+6—63/2+O(62)>
(4.178)
r=1—6e/* 4 3¢1/2 - 54ﬁ63/4+367 3937\2%65/44*0(63/2)

Le développement de A(™) est a priori inconnu, mais au point critique (e = 0), nous devons
retrouver 'expression (4.169) pour M,,, ce qui implique que :

A — 1= g™/t 40 (61/2> (4.179)

Nous avons de plus la condition :

M|, o e/? (4.180)

sing

qui fixe quelques termes de la suite du développement de A :

R L e P T
3
+3 <g<m> 2. g<m>4) e+ O0(/2)  (4.181)

Cette information suffit a obtenir ’équivalent (4.176), nous obtenons en effet :

1 2
My g = €2 <;n4 + = (29(’”) + 3) n® 4 O(n2)> (4.182)
d’oli nous tirons enfin :
oM, 4n3 g™
~ 3220~ pour n — 0o (4.183)
80'1 sing 7 80'1

. . . . ag(™  , rim) .
Ainsi, par comparaison avec 1'équation (4.176), gal et S0 sont proportionnels, et la constante

de proportionnalité peut étre calculée lorsque tous les p; et o; valent 1. De maniere immédiate

nous avons : - "
g™ gt
= 4.184
< 0oy )Pi_% <301 m:% ( )
o1=

;=

et par les équations (4.173) pour m = 1 nous obtenons aisément :

)2

11 g +69M 46 o (g(l) + 2) (9(1) + 3)

o1 3(gW+2) (W +4) " 2 (g0 +1) (¢ +4)

(4.185)
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Pour p; = o1 = 1, nous avons gt =0 et :

(1)
(55 )ye
Ooy Pz‘:}

O;,=

Ceci acheve de montrer ’égalité (4.171), car nous avons par ailleurs :

or(m)
< (90'1 )pizi - <31> =4

0=

165

(4.186)

(4.187)
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Conclusion et perspectives

Au coeur de ce mémoire, aux chapitres [2] et [3, nous avons présenté deux types de bijections
entre cartes et arbres. Ces deux constructions présentent de profondes similarités (elles sont
« duales »), néanmoins de subtiles différences ont empéché jusqu'ici d’obtenir une équivalence
directe.

La méthode des arbres bourgeonnants présente une similarité plus grande avec les intégrales
matricielles solubles par polynémes orthogonaux : en effet, les contraintes de charge dans les
arbres bourgeonnants traduisent, d’une certaine facon, les contraintes de degré des polynomes
et des opérateurs associés. Cette méthode facilite donc 'intuition d’une preuve combinatoire
pour les résultats des modeles de matrice : nous avons traité le cas du modele a une matrice
(section [2.2), du modele & deux matrices (section [2.3) et trois matrices en chaine (section 2.4).
Un cas particulier du modele & quatre matrices en chaine (particules dures sur cartes biparties
trivalentes, résolu a la section [1.3.2) a pu depuis étre traité [64]. Nous pensons avoir I’essentiel
des ingrédients nécessaires a une construction combinatoire liée au modele général de matrices
en chaine.

La méthode des arbres étiquetés vient dans un second temps. Bien que, comme dit plus haut,
elle ne soit pas directement équivalente a la précédente, nous pensons qu’elle peut s’en déduire
de maniére quasi-systématique : la méthode des arbres bourgeonnants utilise une procédure de
découpage des cartes par un « parcours en largeur » de la carte duale, correspondant & un
étiquetage particulier des sommets duaux ; lorsque cet étiquetage est connu, il est alors possible
de trouver des regles locales pour construire un arbre étiqueté. Dans cette esprit, les mobiles
associés aux modeles a trois et quatre matrices en chaine peuvent étre construits.

Une piste intéressante est la généralisation aux cartes de genre supérieur. Les procédés de
construction présentés ici conduisent naturellement aux « g-arbres » [14,[68], cartes & une face
de genre g qui sont 'extension naturelle de la notion d’arbre plan. Quelques subtilités sont
liées a leur énumération, on peut cependant espérer qu’une analyse fine de la structure des « g-
mobiles » fournisse une preuve combinatoire de ’ensemble des prédictions d’exposants critiques
par la théorie de Liouville couplée aux théories conformes minimales.

Au-dela des techniques employées ici, une question restant ouverte est celle de 'existence
d’une approche bijective pour I’énumeration de familles de cartes ne correspondant pas a un
modele de matrices en chaine, éventuellement attaquables par d’autres techniques [42,[43, 44,
47,/48,[49]. Le cas des graphes (et non cartes!) planaires mérite aussi considération.

Le chapitrel4 présente quant a lui quelques applications intéressantes a I’étude de la statistique
des cartes aléatoires. La méthode des arbres étiquetés semble plus ici adaptée, bien qu’une partie
de I'analyse puisse se faire via les arbres bourgeonnants, comme dans la publication V.

Concernant 'approche de la section 4.1, il serait bien évidemment utile de mieux comprendre
I'origine de la solution exacte et de la propriété d’intégrabilité. Quelques généralisations ont été
obtenues (notamment pour les constellations). La question de l'interprétation physique de la
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limite continue & un point multicritique reste posée.

Nous pensons que la solution elliptique de la section [4.2 peut étre généralisée aux équations
discretes correspondant a d’autres familles de cartes, en introduisant des fonctions theta de genre
supérieur. Il nous a été suggéré par B. Eynard que les équations discretes peuvent étre obtenues
par un modele de matrice, via un passage a la limite particulier. Cette relation reste encore mal
comprise.

Les résultats de la section [4.3] peuvent étre étendus & d’autres familles de cartes, grace a la
construction de la section (3.2, trouvée ultérieurement. Nous pensons que cette derniere peut étre
utile pour une définition probabiliste rigoureuse des cartes infinies ou continues, étendant les
approches existantes pour les quadrangulations [70,(71]. Un article est récemment apparu en ce
sens [72].

En dernier lieu, ce mémoire n’évoque que superficiellement la relation avec les arbres continus
et les processus de branchements spatiaux [88]. Nous pensons cependant qu’il s’agit d’une voie
trés prometteuse, et divers travaux récents [77,/89, 72] semblent conforter ce point de vue. La
notion de « carte brownienne » [71], récemmment introduite, serait aux surfaces aléatoires ce
que le mouvement brownien est aux marches aléatoires.

Dans ce cadre, l'existence de points multicritiques, connue dans le langage des surfaces, doit
pouvoir se traduire dans le langage des arbres continus, ce qui n’a pas été étudié jusqu’ici a
notre connaissance. Plus généralement, on peut s’attendre & ce que la relation entre surfaces
aléatoires et processus de branchement soit analogue a celle unissant les phénomenes critiques
bidimensionnels aux processus de croissance invariants conformes, et espérer qu’elle s’avere aussi
profonde et fructueuse!

Enfin, il est intéressant de voir que, en ce domaine, la communication entre physiciens et
mathématiciens semble se renforcer. Nous souhaitons que cette these y ait apporté une contri-
bution utile.
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