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SUR LA RESOLUTION NUMERIQUE DE
QUELQUES PROBLEMES NON LINEAIRES

INTRODUCT I OMN

Le travall présenté dans cette Thése peut se diviser
en trois parties dont chacune correspond a la modélisation d'un
phénoméne physique par une équation aux dérivées pértielles non
linéaire. Ces problémes'proviennent d’horizons divers (procédé
industriel de cristallisation, modéle d'éruptionssolaires, modéles
de corrosion électrochimique). Ils ont en commun de poser des
problémes d’analyse numérique de taille moyenne du point de vue
du calcul.

Je me suis particulidrement intéressé i 1’intéraction
entre les méthodes théoriques et numériques ainsi gu'a la réali-
sation de logiciels permettént la confrontation des résultats
avec les expériences et les modéles physiques. Ceci m'a permis
de travailler ep collaboration avec des chercheurs de disciplines
variées. ‘

~Cette introduction situe les problémes traités et les
résultats obtenus et 1'on trouvera 3 la fin les références des
articles constituant la thése ainsi qu‘une bibliographie sommaire.



PREMIERE PARTIE

SUR LA MODELISATION D'UNE EXPERIENCE DE
CROISSANCE CRISTALLINE

=

Cette partie est consacrée a la simulation d'un pro-
cédé industriel de fabrication de monocristaux (méthode
Czochralski [10] , [11]). Il s'agit de simuler 1'évolution d'une
interface liquide-solide dans des conditions thermiques bien
spécifiées (enceinte chauffée, &changes de chaleur .par rayonne;
ment et convection). C'est un probléme de surface libre parti-
culier (interface de cristallisation contrblée) régi par un
systéme d'équations elliptiques mixtes avec conditions aux limites
non linéaires de type Neumann.

Le schéma itératif de calcul de 1l'interface [11] néces-

site la résolution d'un probléme de la forme :

-Au = 0 dans @ ; N =T, v T

1 2
(1) u'r = 0
1
au _
“%n lp, = ¢

ol ¢ est un opérateur lipschitzien. On obtient pour (1) un
résultat d'existence lorsque ¢ est borné ou monotone (point
fixe par compacité). Lorsque ¢ est localement lipschitzien et
lorsqu'il existe une sous-solution et une sur-solution on a un
algorithme itératif convergent vers une solution de (1) :

Ay =0
u T = 0
n+1| 1

u

—2l x| = 6() + Au

an . n+1l I‘ n n
2
ol X est ajusté pour que 1l'itération u, u soit monotone.



On trouvera dans [12) une approche numérique par optimisation
dans le cas o ¢ est croissante.

Les propriétés de cet algorithme sont conservées dans
la discrétisation par &léments finis qui prend en compte la
symétrie axiale du probléme physique. Les essails numériques
réalisés avec le code d'éléments finis DELTA (A. Poncet [131)
ont confirmé les ré&sultats expérimentaux pour certains mono-
cristaux (germanium, silicium) et montré les limites du modele

pour d'autres.

Deuxitme PARTIE

SUR UN MODELE D’ERUPTIONS SOLAIRES

Le travail présenté dans cette partie résulte d'une
collaboration entre J. Heyvaerts (Observatoire de Meudun) ,
J.M. Lasry, M. Schatzman et moi-méme. J. Heyvaerts a proposé
un modéle pour 1'étude des éruptions solaires qui conduit a une
€quation elliptique semi-linéaire dans le demi-espace.
J.M. Lasry et M. Schatzman ont &tudié 1'existence et le compor-
tement & 1°'infini des solutions et je me suls consacré a la
résolution numérique de ce probléme en mettant au point un algo-
rithme et un code de calcul pour obtenir les branches de solutions
dépendant d'un paramétre pour une é&quation du type - Au = Af(u) .
Par une technique classique de sous—solutions et sur-
solutions on peut attelndre les branches stables du systéme. Nous
avons dans un premier temps avec J.M. Lasry ([21, [14]) proposé
un algorithme sur le principe de la mé&thode de Newton qui permet
par l'ajustement d'un paramétre supplémentaire de calculer les
solutions au voisinage des points de retournement et sur les
branches instables.



J'ai ensuite développé un algorithme de cheminement
(suivant un principe de H.B. Keller [15]) par intégration du
systéme différentiel obtenu en différentiant 1'équation
- Au - Af(u) = 0 . Cet algorithme est couplé avec une méthode
de discrétisation du type multigrille qui permet la résolution
au voisinage des points de retournements ([2]1, [5]1, [16 ). Cette
méthode se préte au calcul paralléle.

Un code de calcul intéractif a été écrit et les résul-
tats numériques fournissent une réponse qualitative quant aux
configurations du champ'magnétique lors des éruptions solaires
(C21, £31). ' N

En relation avec cette deuxiéme méthode nous avons
étudié avec C. Devys et J.M. Morel ([6]) un algorithme d'homo-
topie pour résoudre l'équation - Au = f(u). On définit la notion
de pseudo inverse et de pseudo déterminant pour des opérateurs
de type Laplace ce qui permet d'obtenir un résultat global justi-
fiant la méthode de cheminement et qui généralise les résultats

connus en dimension finie.

TROISIEME PARTIE

-

AUTOUR D'UN PROBLEME DE
LA CHIMIE DES SURFACES

La motivation initiale de ce travail est 1'étude de
1l'évolution d'une interface liquide-solide sous l'effet de forces
capillaires et de la diffusion en phase volume au niveau d'un
joint de grain (ligneAde dislocation dans le solide) ([171, [181]).

Outre son importance au niveau physique, 1l'intéré&t de
ce probléme est de fournir des équations non linéaires demandant
une analyse mathématique spécifique ([18]1, [19]) et des méthodes
numériques adaptées ([71, [81, [91).
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1. LE MODELE COMPLET, SIMULATION NUMERIQUE.,

Lorsqgue 1'on chauffe un métal polycristallin en présence
d’une phase liquide en éguilibre thermodynamigue avec ce métal,
des sillons apparaissent aux lignes d'émergence des joints de
grain dans la phase fluide. Ces gillons ont un angle diédre cons-
tant et évoluent approximati;gment de fagon homothétigue dans le
tl

pour une diffusion de surface. Nous &tudions ici le mo-

temps suivant une loi en
174

déle de diffusion en volume.

pour une diffusion en volume et
en

L'interface liquide-solide se déplace dans le sens du
gradient de concentration d’atomes de solides dans. le liquide. Ce
gradient & 1'instant t est obtenu en résolvant le probléme de
Dirichlet dans le domaine liguide avec une conditidh de Dirichlet
sur l'interface fonction de la courbure, ’

Le probléme est de calculer la forme de léinterface
gquasi-stationnaire qul s'&tablit guant t +» 4« |

R. Robert et moi-méme avons débuté 1'étude de ce probléme
dans le cadre d°une ATP commune avec l'Institut d°Electrochimie de
Grenoble. Nous avons fait une simulation par &éléments finis avec
le code DELTA ([(13]1, [20]). La simulation de 1°évolution de 1'inter-
face est délicate et colteuse pour plusieurs raisons :

i) 11 est nécessaire de ne pas créer d'oscillations sur
1’interface par des déplacements de trop grande amplitude ou des
déformations de la triangulation trop importantes dée gui altére
le calcul des gradients) ;

ii) il faut prendre un pas de temps petit et ténir compte de
la diffusion dans un volume suffisamment grand. '

Ceci nous a conduit a mettre au point une méthode pour .
diminuer le coft du calcul dans la résolution du probléme de
Dirichlet (ce travail a été conduit &galement avec J. Duchon ([71)).



A chaque itération sur 1l'interface on doit résoudre un

probléme de la forme :

-~ Au

0 dans //£L~\;\\~///,,,\\\
r

u = f
|r

(2)

L'existence et l'unicité d'une solution pour (2) est
montrée pour un ouvert § image bilipschitzienne d'un demi-espace ;
on travaille dans l'espace de Beppo-Levi des fonctions d'énergie
finie sur § dont on caractérise les traces sur I .

Lorsque  contient un demi-espace Ql ion utilise le
noyau de Poisson dans Q pour donner une formulation variation-

1

nelle dans Qy = 2 \ Ql équivalente a (2) . Cette méthode permet
un gain sensible en précision et en temps de calcul par rapport a

une troncature classique.

2. UN MODELE NON LINEAIRE APPROCHE.

Dans cette partie on &tudie une approximation de 1'équa-
tion d'évolution donnant la forme de 1l'interface ([81) .

Soit A! 1l'opérateur défini par transformation de Fourier
par Krf(é) |& %(&) . On a 1l'équation d'évolution approchée :

il

32w
2
%¥ - Al 90X =0
3wy 2, 3/2
(3) A+ (530 %)
)
5% (o) =t S w(0,x) = w,

=

La linéarisation de la courbure dans (3) conduit a étu-
dier 1'équation d'évolution integro-différentielle singuliére : -

W _ Dy AWy ~ 6
T A R (¢ ax) = 0 ol ¢ est une fonction donnée.
(4)

w(0,x) = w



L'existence d’une solution pour (4) est prouvée par une
méthode de Galerkin. Une estimation a priori suffisante est obte-
nue en utilisant une propriété de commutation de la multiplication
par ¢ et de l'opérateur A} dOe &4 R. Coifman et Y. Meyer [21],

Pour la résolution numérique on construit une approxima-
tion de H?*(IR) et une base permettant un calcul explicite des
coefficients de la matrice (pleine & cause de 1'opérateur pseudo-
différentiel A' ) associée au systéme différentiel discrétisé.

En cherchant des solutions de (3) sous la forme

wit,x) = £1/3 u(t”1/3x) on est conduit 3 1'équation stationnaire
en u
2 —-— N
u o~ xDu - —2 Al D u-2mé 372 = 0 , X € IR
au? (1+(Du) ?) .

(5)
D(OY) = t

od m>0,Ds= g; et § est la distribution de Dirac en 0 .

En procédant par régularisation elliptigque on définit
un algorithme du genre mé&thode de la paralléle qui permet d°&ta-
blir de fagon constructive l'existence d'une solution de (5) en
reprenant des estimations obtenues en [18). La résolution numéri-
que se fait par éléments finis avec une base adaptéé et la program-
mation de la méthode itérative a été réalisée sur micrd—-ordinateur°
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This anticle deals with the sesolution of » nonlinear boundary value problem arising from a

crystallisation expesiment. The mode) developed sequires that the heas equation be solved in-an open
bounded set £ of R? with mixed non-lincas boundary conditions. The existence of o unique solution is
shown using monotone operators. This same resubt can be found by a constsuctive method using lower
and upper solutions. The aumericul analysis of the problem is preseated. The axial symmeiry of
sevolution of 2 is allowed for by the use of sotationally invariant finite elements which allow the
problem to be reduced 10 one in two dimensions only.

3. The physical problem

The model ireated arises from an experiment in crystal growth by the Czochralski method
{2, 9). This is a method in which single crystals are pulled from a liquid melt. The material to
be crystallised is heated above its melting point in a crucible and a monocrystalline germ is
placed on the surface of the melt using a vertical holdes. The crystallisation occuss around this
germ. A pulling mechanism allows the holdes 1o be raised as the crystal forms. The final
product is a cylindrical monocrysial. '

The form of the liquid-solid intesface is an impostant factor in the quality of the
monocrystal. We have previously proposed a model which simulates the growth of the
monocrystal and which allows the form of the intesface to be determined [16].

We calculate here the heat distribution in the meli and in the solid crystal for a stationary
state of the interface. '

4.1 The system of equations for thermal exchange

Fig. 1 shows a schematic diogram of the oven in which the monocrystal is formed.
The experimental conditions allow the heat equation to be taken in a stationary form in £2, and
4, (see [16])):

AT=0 inf and g, )
where T is the temperature.

‘The boundary conditions arise from heat exchange by radiation (term in T), free convection
(term in (T ~ 7.)"*) and by the crucible temperature [15). They fall in two classes:

0045-7825/82/0000-0000/$02.75 © 1982 North-Holland
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holder
//
erm
g —
crystal
_/imeriace
-melt

2,

Ror]

Fig. 1. Schematic diagram of the crystal growth model.

(a) Dirichlet conditions:
T\, = T., the crucible temperature; )
and
Tl = T, the melting temperature; 3)

(b) Neumann conditions:

—A.%Il =a(T-T)¥+u,T - n; “@)
nir
and
-A,.?I =a(T-T)*+uT - n,; - o)
an |, , .

where a, A, A, are positive constants, T, is the ambient temperature and u,, u,, 75, M) are
positive bounded functions (see [15, 16] for more details).
The conditions at the liquid-solid interface I', are

T=T, ‘ ©)
or | oT
As on.~ A on, + flcos 6 )



I3

£. Wisomski, Heas equation with nondinear boundary conditions

z

interface

Fig. 2. The liquid-solid intesfuce.

where f represents the pulling speed and 8 the angle between the nosmal , to §2, and the
Oz-axis (sce Fig. 2). Also 9, = —y,. '

The system of equations (1)~(7), represents a free surface problem depending on the
pasameter /. A supplementary condition js imposed on the system: the pulling speed must be
such thag the intesface I, is always at m, (see Fig. 2). This condition completes the formulation
of the problem. ,

The solution of this model is carried out by iteration on the interface. At each iteration siep, for
@ fixed interface, two non-linear problems of the same type ase solved:

- (Py) consisting of (1), (3), (5) in ,;
(P) consisting of (1), (2), (4) in £,
We propase 1o solve P, which, afier change of variables can be written:

AT =0 in 02,,
‘(pl 'l“n:o,
_, 9T

Asal =T+ TP ta(T+ T~ T)* -y
on 12 .

and redesignated 2,, as shown.

2. Mathematical formulation of ¢he problem

We fisst secall some useful vesulis (see {1, 10}).

i

2.1. The trace operator and Green's formula

In what follows, £2 represents a regular bouided open set of R> with boundary I Leg
Yoiu— ul; be the trace operator on € '(@2). v extends into a bounded linear operator from
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H'(2) onto H"X(I") (see [10, 17] for the definition of the spaces). For u € €*({2) the operator
vi: 1= (du/dn)|r associates with u its normal derivative to I'. vy, is extended into a bounded
linear operator from H'(4, A)={u€ H'({2), Au€ L*(2)} into H™"*(I'). Introducing the
duality between H"*(I")y and H"*(I"), written (, ); Green’s formula becomes

ue an ve H 8 s
v H'(.Q) d Vv H'(.Q 4)

Av-ud2+ | Vu-Vod =y, yot)r.
2

N

Now let I, be a regular open set of {2 of non-zero measure. For h € L*(I'), 3,h represents
the function on L*(") equal to h on I', and zero elsewhere. Let j be the injection of H"*(I')
into L*(I"). %,j takes values in F{"*(I") and the projection operator o, so defined is continuous.
We put o, = 1— 0, and let o} represent the adjoint of o, (similarly o3 is the adjoint of o).

2.2. A new formulation for Py

We now regard the original physical problem as belonging to a class of non-linear problems
so as to be able to use the theory of monotone operators [3].

2.2.1. Modification of the non-linear condition on I,
If m represents a point on I, we have seen that the condition in the statement of problem
%, at the end of Section 1 can be written

- g—% (m)= )‘l (a(um)+ Ti— u) >+ uw(m)u(m)+ T)' — n(m))

where we are using «, u, A and 7, introduced in (5) above.
For x = u,— T; and m € I';, we set

[, m)= (/A )a(x + T;— u)'"> + p(m)(x + T)* — n(m)).

wp(m) and n(m) are positive functions and T; > u, > 0. The function x—Q.f(x, m) increases for
all fixed m € I',. .
Put
flu,— Ty, m), x=u,— Ty,
g(x,m)={ f(x, m), x€lu,-T,0],
(0, m), x=0.

g(x, m) is extended to include the zero on R X (I'\I). x = g(x, m) is monotone, increasing and

bounded on R.
An operator ¢ from L*(I") to L*(I') is associated with g and defined by:

@(u)(m) = g(u(n), m)
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where m € 13, ae.

PROPOSITION 2.1. ¢ is ¢ monotone Lipschiszian operator from L¥(1’) into l,’(l;).
FPROOF. Let w € L3(I); since 5 and # are in L.5(1) it follows that @ () bclongs to LX),
‘g(x, m)=g(y,m)<clx-y| onR x4 |

S0 |
e 6} = @ (oMl a2y = cllis - ?lﬂv«n .

The monotony of ¢ arises simply because gu, m) is monotone increasing with respect to u for
fixed m.
2.3. A class of mixed non-lincar problems

‘The condition on 1) is expressed in terms of the operator ¢ by
—dufan = @(u).

The experimental conditions impose upon ¢ the hypotheses:

(a) e(0)=0;

®) e(u.-T)=0. ‘

The problem %) can be put into the form of the following more general problem.
Find u € H'(§2, 4) such that

~Bu=0,
gogu ‘ Tyyols = (1] »
o+ elyau)) =0,

We now give the results concerning the uniqueness and existence of a solution for this class

" of problem. Two methods are described. The first uses monotone operators; the second which

is bascd on the techniques of lower and upper solutions (see [13] for example) leads quite

naturally to a numerical method. Refs. {7, 8] should be consulied for descriptions of the use of
optimisation methods. ' ‘

3. The existence and uniqueness of a solution to the problemy Py, Monotone method
This section depeads essentially on the following theorem for monotone operators.

THEOREM 3.1 (Surjectivity theorem, see [3)). Let V be a reflexive Banach space. Let A be an
operaor from V (0 its dual space V* having the following properties:
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(a) A is monotone, bounded and hemicontinuous;
(b) Limy. (Ao, 0)/|lv|| = +, where ve V,

then A is surjective from V onto V*,

The non-linearity of the problem 2y, resides in its Neuman condition at the boundary. We
pose the problem on the space

W ={ge H'(I'), o,g =0} .

W, with the induced norm, is a Hilbert space.
Let g € HY*(I'). Introduce u, as the solution of

~Au, =0, Yolly, = & .

The operator R:g - u, is an isomorphism from H"*(I) to the space {u € H ‘(02), Au=0}.
We now introduce the operator T: H"*(I')y—> H™"*(I') defined by

Tg = viRg + ¢(vuRg)
and A: W— W* with values

Ag = (i*o3Ti)g,
where i is the injection from W into H"*(I"). Note that {(Ag,, g)w = (Tg., g2)r
THEOREM 3.2 (Uniqueness theorem). Py has one and only one solution.

PROOF. We show first that the function A satisfies the hypothesis of Theorem 3.1.
A is bounded and hemicontinuous because ¢ is Lipschitzian and continuous [16]. We have

(Ag. —Ag, 81— Edw = (Tg. —Tg2 81— 82r

where (,)w denotes the duality between W* and W. Using Greens formula and the
monotone property of ¢ we find

(A= AL, 81— 2w = (v R(gi— )+ 0(8)— 0(g2), 81— &)1
z|IV(R(g: — g)lliz) -

Fncdnchs mcquallty [11] and the fact that R is by construction, an isomorphism from
H"(I") onto {u € H'(N2), Au = 0} give

(Agi— Aga, 81— g2)w =const. - ||g, — gl -

A is therefore monotone as well as coercive. Then by Theorem 3.1 above, 1 € W exists such
that A(f) = 0. As a direct consequence, R(t) is the only solution of Py.
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We now sct out the variational formulation of P

PROPOSITION 3.3. Let Hi(42)= {u€E H'(42), oyyots = 0). Then, u is the solution of Pu if and
only if 1 € Hi(03) and satisfies, for all v in H (D),

{ Vi - Vo di2 + (pyutt), yuo)y = 0.
0
The proof is readily carvicd out using Green's formula as in the linear case f16).

4. Relationship between the problem P, and the original physical problesy

1f we can show that the solution of the problem 2,, takes is values in the intesval fu, - T, 0)
we will have (4 + T,) as the solution to the original problem. ‘The physical problem has thus a
unique solution in the interval [u,, T;).

4.1. Positiveness in H'(42) »
We secall some resulis on the positivity of functions in H(0) (see [14, 16)). Let E be a

subset of . u€ H '(42) is said to be non-negative on E in the sense of H'(£2) if there exists a
sequence {u,,} functions from 6'(42) such that

i) u,=20o0n E;

(i) 2., = 1, strongly in H'(0). .

We set v* = sup(v, 0) and v~ = —inf(v, 0). The properties of v* and v™ are examined in detail
in {16]. In particular we have the three properties:

(1) v* and v™ are in H'(2);

Q) fuVo' -V df2 =0;

(3) Yots” - yott” = (yutd)" + (o) = 0.

PROPOSITION 4.1. Let u be the solution of Py. For almost every xin 0, u(x) € ‘y.. -7, 0).

PROOF. We show that u is negative by proving that 1* = 0. The variatioua( formulation
(Proposition 3.3) of P, with v =u* and u = u* — " yields

[, 9P a2+ 6o @uayd, ey = 0.
Since ¢(0) = 0 (see Section 2.3) and since ¢ is monotone, the Friedrichs inequdlity gives

0= [ 1930°F 402+ (o (Grund") ~ 0%, Crot) D+ (o ), Croa) e

= [ IVa' [ A2 = const. - i I3y -
[t]

Therefore u* = 0. In the same way it can be shown that « =y, — T,
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Thus, u+ T, satisfies the equations set up in section 1 and since physically the solution is
unique on £2,, u+ T; must be that solution.

5. A constructive method of solution for 2y lower and upper solutions
This method leads to an algorithm for calculating the solution which is enclosed by a set of
lower and upper solutions. The existence of a solution to Py is shown by the convergence of
the method.
LEMMA 5.1 (Positiveness lemma). Let u € H'(2) and A ER" such that
Au=0, oy =0, o3(Ayeu + yu)=0.

Then u=0.

PROOF. We show that 4™ = 0. Writing Green’s formula with « and u~ we find

0=-1] Au-u df2= I Vu - Vu d = (y.u, you )r
N

n

=— j [Vi |2 de2 — (Ayout + i, yout e + A{yolt, Yol r.
2

But o,you =0 implies that you™ = apyeu”. It follows that

OzﬁvafdQ+A¢W“7Ythﬂ%aﬂkmu+ymLymrh
and using Friedrichs’ inequality this becomes
0= [ VP 02 = const. - u v
Fe]

Therefore u™ = 0.

In order to resolve Py numerically we will construct a sequence of iterations which are
solutions of linear problems. A choice must be made for the linearisation procedure.

5.1. Linearisation of the problem Py
We use the following linearisation in order to construct a monotone sequence of iterations.
~Au, =0,
P, 1 oyt =0,

,03(/\')’0%; + 7!“n) = U;(——‘P(yuuu-—l)) + A'y()“'r--l
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where A, read and positive, is chosen such that
uz=v 2 —eyett) + p{yav) + Afyost — yuv) = 0.

It sullices 1o tuke A greater thun or equal to the Lipschitz constant since Lemma 5.1 clearly
shows that the correspondence u, -, —» 1, is monotone.

REMARK 5.2, The introduction of A amounts to lincarising in the form — duJdd, = wul_,
instead of — o/, = ujp-, (see [16]).

5.2, Construction of the iterations

The problem 2, has the form: given 1 € H*(I'), find u € '}, 4) such that

-Au =40,
9% TyYo = O »
o3Ayett + yu)=ai(t), AER".
THEOREM 5.3. The following two statemenis are equivalent:

@) u is solusion of P, ;
(it) u € H () and satisfies, for all v € ¥ },(43), the equality

V- Vo d62 + Ayos, o) = {8, yov)s.
7]

The problemy P, has a unique solstion which depends continuously on ¢.

The proof follows quite simply from the Lax-Milgram lenyna.
The operatos which associates with 1 € I }.,(42), the solution of 2,, an element 1 € H™ (") is
denoted by . The following diagram indicates the pathway from one iteration to the next.

M‘(ﬂ)—-—-—‘1———> H'\()
H"(I) H'™(I)
L) —22 5 1)

Recall from Section 2.1 that j is the injection from H"*(I') into L*(I"). It is obvious that A is
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a continuous operator from H'(2) into H'(£2) and that A is increasing in the sense that
| W=uae 2 Auy=Auw, ae. on {2,
The sequence of the iterations is given by u, = Au,._..v
DEFINITION 5.4. We call u a lower (or upper) solution it Au=u (or Au=< u).

PROPOSITION 5.5. (i) uy= u,— Ty is a lower solution of P,.
(ii) v" =0 is an upper solution of P,.

PROOF. Put u, = Auy. We have

AU~ ug) =0,
oyt — uy) = —(u, — T)>0,
a3 (Ave(th — w) + yi(t — 1)) = o 5(— @ (voto)) = 0,

since @(u,— 1) < 0. It follows from Lemma 5.1 that u, = Aup = uy,
(ii) The proof is identical with ¢(0) = 0.

5.3. The convergence of the iterations

THEOREM 5.6. The sequence of iterations u, = Atty—y, 0" = Av"™" converges strongly in H'(12)
to u (respectively 0). The solution of Py, is given by u = = u.

PROOF. We first show that u, converges. We have a sequence of measurable functions such
that .

i\

Ws=hs--sy,=---=<0.
Set u = sup, u,. The theorem of dominated convergence applied to (4 — u,)* shows that
u, = u, strongly in L*(£2). :

Suppose now that the sequence u, is bounded in H '?). {Au,, n € N} is relatively compact
in H'(42). (A transforms the bounded set into a relatively compact set since j* is compact and
¢ is Lipschitzian.) Thus, there exists a sub-sequence u, which converges strongly to u in
H'({2) and we have u = u.

It remains to be shown that w, is bounded in H '(£2). Use the variational form. For

w, € H;(£2) and Vo€ H} (),

j V“,, . VU d!) + A(')’()Um Yov)l' = <’ll“|’ 7(!”)1‘
N

where £, = = o(yolt,- 1)+ Ayyit,—,. Hence on taking v = u,:
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“V“,.'ﬁ Y = (-, }'u“n)r .

Since yotto = youty S - - - S pult, < - - - <0 the sequence you, is bounded in L3(I7). It follows that
IVeslliz, is bounded .md using Friedrich’s incquality, that «, is bounded in H'(42). Since 4 is
continuous on #'(42) at the limit we find that ¢ = Ay and in the same way D=AD. u—0is
the solution of ‘

—A(m-9)=0,
ay(u—-0)=0,
a3y — b)= 03— e rout) + @(vub)).

1 — b therefore satisfies
0= lIV{y ~ Ylixan + {@(rat) = p(yod), Yort — yub)-.

The monotony of ¢ and Fricdrichs’ inequality imply that ¢ = b= u is the unique solution
of fM

This method of upper and lower solutions yields an algorithm for the numerical calculation
of an approximation of Py. This is developed in greater detail in the next section.

REMARK 5.7. The above theoretical sesults can be extended to a non-linear Lipschitzian
operator ¢ from LX(0') into L%(F) by using the fixed point theory with compactness methods
(Schauder, Schacfler, as quoted in [46]).

6. ‘The numerical method

6.1. Rotational invariance of the problem P,,

Let (Ox, Oy, Oz) be osthonormal axes in R*. The domain £2, the boundaries [ , and 1, have
symmetry of revolution about the Oz-axis. We will show thai the soluuon u of Py, also has
this symmeltry.

NOTATION 6.1. Let R, be the rotational operator (Oz, 0):
‘%0 . M(xv Ys Z)"’ AI("‘" Yo, Z‘) »
where

Xeg=XKcosO—ysind, Yo=Xsinb+ycosé.

Ry leaves each of O, ", and 17 invariant.



I12

P. Witomski, Heat equation with nonlinear boundary conditions
QR is linear, continuous and one to one; its inverse is
Ro'=Ry.
We consider the mapping ¥, trom 9(£2)" into @(£2) defined by
Fp=poRy=,. |

P is an isometry from 6'(12) to €'(£2) in the norm of H'(£2); it extends by density to become
a lincar isometry from H'(£2) to H'(12) (see [16]).

DEFINITION 6.2. u € H'(12) is said to be invariant under rotation it V § ER Fou = u.

A density argument and the rotational invariance properties can be used to show that the
solution of Py, and %, are invariant under rotation about the Oz-axis (see [16]).

DEFINITION 6.3. The sub-space of H,({2) represented by the rotationally invariant func—
tions will be denoted V, namely,

V={u€eH (), VOER u,= u}.

PROPOSITION 6.4. (i) u is a solution of Py if and only if u € V and satisfies
Vu - Vo dQ +{e(yeut), yov)r =0, VveE V.
I
(i) w is a solution of P\ if and only if u € V and satisfies

A Vi - Vo d2 + A{yott, yo0)r = (= @(yot) + Ayot, yov)r

forallvinV.

The proof is obvious. It then becomes quite natural to introduce the lelowing.

6.2. Approximation to the problem Py, by finite elements of revolution

Given the symmeitry of revolution of the problem we seek the numerical solution of Py in a
finite dimensional sub-space of rotationally invariant functions.

0.2.1. The sub-space V, of V
Denote the following bourided open set of R? by
w=00{xy z)ER’ x>0,y=0}. '

We will suppose that w is an open polygonal set of R?. We take a triangulation J,, on &

' @(£2) is the space of infinitely differentiable functions on 2.
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delined by:

DY TET, TCao and U 1esy, T =@,

Gi) if 7, and T, belong to J,, then either T,0 13 = 8 or their intersection reduces 10 one
side or 10 o vestex; o

(i) if we set 1Y, =F 1Ne and 15 =006, then 'y, and £, are junctions of sides of
triangles. '

The quantity h parametesises the triangulation: it is the largest diameter of the triangles
consiructed.

We now associate the following sub-space with 9,

W, ={ue €¢"(a),vrTe Iy, uly afline},
Vi={uew,, i, =0} .

We denote by {b,) a basis of V. We now construct Vi, using the basis of ¥, by the mapping
S Lip(@)— Lip(f2)

defined by Sy(n, y, 2)= a/z(\/;rf?, z). Lip(®) Gsimilarly £2) denotes the space of Lipschit-
Zian functions on & (similarly on 0). his quite clear that the functions “b; produce a space V,
whose clements are invariant with respeet to rotations about the Oz-axis. We also have
dim V, = dim ¥, '

The problem @, is expressed in R? by introducing (see [1 1)

LHw)= gu measurable, [

-

ur drdz < -foo} ,
Hi(w) = {u € LYw); W, dnfoz € Li(w)) .
With the scalar product

uvrdrdz-lrj gﬁ-ﬁgtgﬁ~ﬂ)rdrdz,

(u, U)M’(w)=] Ww\Or Or 9z 3z

H(w) is a Hilbert space.

PROPOSITION 6.5. The mapping & extends into a linear continuous mapping from H}(w) o
H'(12) und gives

I esteans = \/2'rrlllllu:«w> .
PROOF (sce [16)).
From a practical point of view the problem reduces 10 4 classical solution ina domain of k2. The

integrals are taken with vespeet to the measure r dr dz. The scalar product f,, Vi - Vo di2 defines
4 norm on Vo which is equivaleat 1o the norm induced by H'(2). We will use the notation
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ru: the projection of V on V, in the sense of this scalar product; and

P the injection of V, into V.
In general we will omit p, in order to simplify the notation.

6.2.2. The problem Py (h)
‘The numerical solution of the problem 2,, by finite elements method consists in:

find u, € V, such that, for all v, € Vi,

Pu(h
" fr Viu - Vo, A2 +{p(youn), yovu)r = 0.
2

Pu(h) is solved by linearisation as explained in Section 5.2.

6.3. The algorithm for solving Pyy(h)

The linearisation of Py(h) leads to its reformulation as
given wj, € V,, find u, € V, such that, for all v, € V,,

P (h)
L Vi - Vo, A2+ Ayot, youn)r = (—@(Yows) + Ayown, YoUn)r .

#P.(h) has a unique solution u,,.
Let A, be the operator which associates the solution u, of P(h) with w,. We write qu for
the projection of V on V, in the sense of the modified scalar product:

[ Vi Vo d2+ Ay, yoo)r (A >0).
N

PROPOSITION 6.6. A, = q,Ap,.

PROOF. Let w, € V,. Ap,v, satisfies

fn V(Apusw,) - Vo d2 + Ayo(Apaws), yov)r = (e (yYows) + Ayows, Yov)r, YV E V.

Writing the orthogonality property for the projections we obtain

L X V(guApaws) - Vo, d€2 + AMYoGuAPWL), You)r =

= (=@ (Yown) + AYown, You)r, V v, EYV,.

So, quAp,w, is a solution of 2,(h). The uniqueness implies w, = A,w, = pApw, and we
conclude that A, = 4. ADPh. l
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6.3.1. Numcrical lower and upper solutions
We will take w, to be a numerical lower (upper) solution if

1‘;‘“4, =W, (A;,“h = “p,) .

The positiveness is taken in the classical sense since V, C €"(0).

6.3.2. Numerical algorithm ‘

The algorithm described uses the technigues of lower and upper solutions as in Section 5.
We obtain an enclosure of the solution. The proof of the convergence shows the existence and
the uniqueness of a solution of Py(h).

‘The algorithm is as follows: _

(1) Determination of a lower solution 1, and of an upper solution v},

(2) Construction of the sequence i,y = Bubhg-ay, and ph = A007"

We will show she convergence under the following hypothesis:

Let @, be the operator from L) to V, which associates with g the solution
b, (g) of the equation (Vy, € V,):

L , Va,(g) Vo, df2 + A(Vu‘Ph(g)» Yo )i = (8, YoUudr -
{NN)

@, is supposed to be paositive in the following sense

gao :; ‘ph(g)zo‘

This hypothesis is related to the discrete maximum principle and the notion of non-negative
triangulation (see [6]). We will develop this point later.

6.4. Convergence of the algorithm

The proof of the convergence of the algorithm is based on the increasing nature of A, which
we show in the following lemma. ‘

LEMMA 6.7. A, is an increusing operalor from VY, 10 V., in the sense that v} = vy > Awhz
Ahl)ﬁ.

PROOF. The choice of A allows us to write:
—@(rovi)+ Ayovd + p(rovd) = Ayvi =0 ae.on I,
(NN) S @u(-@(rovi) + Ayl + p(r00}) — M) =0,
which together with the linearity of @, is equivalent to

A;.U", - A,.vf. =0.
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THEOREM 6.8. Under the hypothesis (NN) we have:
(i) u =0 is a numerical upper solution, v, = u.— Ty is a numerical lower solution.
(i) The iterations uj = Ayui™" and v,, = Ayu-y, converge towards the unique solution of

@M(h).
PROOF. (i) We recall the hypothesis made in Section 2.3 concerning ¢. We have
0=¢0) and o¢(u,—T)=0.

Further —¢(0)=0 and (NN) above imply —A,(0)=0. u} is therefore a numerical upper
solution. Moreover it is easily verified that

Do~ ~ T)) = Ay(ua— T)— (u,— To).
¢(u,— T;) =0 and (NN) imply further that
Aua—T)y=u,— Ty .

von = U, — Ty is therefore a numerical lower solution.
(ii) The sequences uj and v,, thereby generated are monotone and from the increasing
nature of A, we obtain

; n . 1 0
VDoh SV S S0y = "SUp= SUp= Uy .

Since the sequences are bounded and monotone we have

limuj=uw, and limov, =uv, whenn->+wx,
n

n

The uniqueness of the solution of Py(h) is obtained as in the continuous case using the
coercivity, and we have w, = v, S

6.5. Sufficient conditions on the triangulation I,

We give the conditions on J, which ensure that the hypothesis (NN) is satisfied. They
should be compared to the conditions given in [6] in the case of the umform convergence of
the finite element method for a model Dirichlet problem. :

We will say that a triangulation 7, is non-negative if the followmg two hypotheses are
satisfied:

(7)i: For all h >0 and all triangles T € J,, the angles of T are strictly less than 3.

(9),: For all h >0 and all triangles T having a side common with 1%, the angle opposite
this side is less than 3w — &£ (¢ >0 independently of h).

The following proposition ensures that the hypothesis (NN) is satisfied.

PROPOSITION 6.9. Let G be the matrix of the linear system associated with P (h). Let
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X =[xy, ..., xng)) E RN be such that GX = 0. Under the h ypothesis (7), and (T), and for h
sufficiendy small, then, X = 0.

The proof is long and rather technical; the details can be found in [16).

6.6. Estimation of the error

We now estimate the crror between the theoretical solution of Py and the numerical

solution of Py(h).
() The theoretical solution u € V of Py, satisfies

} Vi - Vo di2 + (p(yutt), yov)r =0, YVE V.
(ii) The numerical solution 1w, € V), of P(h) salisfies
[ V- Vo a2+ o), v =0, Vv € Vi
(iii) We denote by u(h) the solution in V of
j‘ : Vu(h) - Vo &€ + Alyoulh), yov)r = (— @{yornts) + Ayunnts, yov)r, YV E V.

PROPOSITION 6.10. There exists a constang K independens of b such thas
llos = stullisreen = Kl — nustllrareany -

PROOF. We first show that a constant K, exists such that
Hoe = su(h Yooy = K llos — nsillsgraany -

We have

L ‘ IV~ 1)) d92 = (p(yannse) — @ (yots), yolte — u(h)))s
+ A(yulss(h) — ), yolss — u(Bh))e
+ A(yuls — ), yolis = u(h)))s.

Since ¢ is Lipschitzian, with constant lower than A, we obtain
[ {V(u — () 42 < 2 [lyo(oe = u(h)) - flyo(s — rae))l -
!t .

Using the Friedrichs’ inequality we obtain
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2A|lydf '
e — u(h)llzo S_JC".Z‘!"' fl = u(h M errcollu — "h“"u‘(a)

(where c is a constant), whence
l = u@l i = Killu = ntill i, -
Similarly we can show that a constant K, also independent of h exists such that
e = n(leroy = Kollu = nallscay »
wbere ruu(h) is the projection of u(h) on V,. The proof is therefore complete.

The evaluation of the error involved in replacing u by w, is &herefore reduced to estimating
the distance between u and V,.

6.7. A theorem of convergence

DEFINITION 6.11. The triangulation J,, is said to be regular if: ¥V h >0, all the angles of 7,
have a lower bound 6, > 0 (see [4]).

THEOREM 6.12. If the triangulation T, is regular then we have

En(} "u - I';,M"H‘(n) = 0, Yueyv.

The usual results cannot be applied directly since V,, has no polynomial basis. The problem
is reduced in two dimensions.

LEMMA 6.13. (see [16]). D(2) N V is dense in V for the norm H'({2).
The proof of Theorem 6.12 also requires

LEMMA 6.14. If the triangulation T, is regular, then ¥ u € ()N V there exists v, —> V,, such
that

lim "“ - v;,"”'(“) =0,
h-0

PROOF. Let u€ 9(2)NV; denoting its trace on @ by Tu, we have Tu|r, = 0. Since the
triangulation is regular the projection py,(Tu) on ¥), converges strongly to Tu in H'({2) (see
[5]). According to Proposition 6.5 we have

lu = Spvi (Tl sy = 1T = Fpy, (Tu)| vy
= \/27""T“ - pVh(T“)"ka) .
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Since 42 is bounded: || flusy = Kl - bisty, Spo(TU)E V, and therefore converges strongly
towards u in H'(4).

The proof of Theorem 6.12 now follows directly. .

Given u€ V, 4, is chosen in DN V such tha oo = Gl < e. According to Lemma
6.14, there exists vy, such thag lim,-.ofju — Onllsstany = ©. Therefore tinydlus — nllipgy < e, Ve >
0. The theorem is proved.

6.8. Numerical experiments

We now give the sesults of numerical calculations derived from the experimental values
obtained for the growth of a germanivm crystal. The results after three iterations are shown in
Fig. 3. We have used the values: '

initial lower solution T'=Ti=937°C in the mels,
" T=7-u.=513°C in the crystal,
initial upper solution T=T.=%7"C in the meh,
pper s T=T7,=937°C in the crystal.
The numerical experiments were carried out with the finite element code DELTA [12)
installed at the Institue of Applied Mathematics at Grenoble (.M.A.G).

Fig. 3. Triangulation of the domain. Issthermals in the mel with 1°C steps. Isothermals in the crystal with 20°C
steps. upper solutions; ------ lower solutions.
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RESUME

- On propose, sous des hypothéses convenables, une
méthode pour le calcul numérique d'une.branche de solutions
de 1'équation Au = AF(u) ot A est un opérateur linéaire
non borné fermé d'un espace de Hilbert H , F est non
linéaire de H dans H et X € IR. Connaissant une solu-
tion (Ao,uo) , on cherche la branche de solutions passant.
par (Ao,uo) . On suppose qu'il n'y a pas de bifurcations
secondaires le long de la courbe solution mais au plus des
singularités du type point de retouwnement.

La méthode consiste a montrer que (A,u) vérifie
a? voi§inage de (Ao,uo) une équation différentielle
(AX(s),u(s) = H(A(s),u(s)) que 1'on intégre ensuite numéri-
quement. Cette méthode s'inscrit dans la ligne d'un certains
nombre de travaux initialisés par HB Keller (cf. [5]1, [11],
[131,...). '

Elle permet l'adaptation automatique de 1'incré-
ment s pour passer de (A(s),u(s)) a (A(s+bds),u(s+lds))
en particulier au point de retournement. Cette adaptation
est faite en considérant 1'aspect dynamique du parcours de
la trajectoire des solutions.

Un deuxiéme point important est la méthode de calcul

~

du vecteur tangent a la courbe des solutions.

On est amené a résoudre des systémes linéaires creux,
non symétriques, oll 1la derniére ligne et la derniére colonne
sont pleines. La méthode développée s'appuie sur 1'adaptation
de la résolution du probléme de Dirichlet par décomposition

en sous domaines (méthode de Schwarz). Elle conduit a une

résolution en paralléle de petits systémes €lémentaires.

Les résultats numériques présentés sont ceux obtenus
pour un probléme elliptique provenant de la modélisation d'un probléme

d'astrophysique (éruptions solaires) (cf. [31).
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I . INTRODUCTION

On s'intéresse dans ce travail au calcul nunérique
d'une branche de solutions de 1'équation

Au = Af(u) u e » A e R

el M est un espace de Milbert, A un opérateur linéaire
non borné fermé de H dans H » de domaine D(A) dense
dans H . On supposera de plus que A est autoadjoint, a
résolvante cowpacte et que son spectre est borné a gauche.*'
£ est un opérateur non linéaire de Wl dans Il . Nous pré-

ciserons ultérieurement les hypothéses sur f (cf. § 1V).

On pose X = D(A) muni de la norme du graphe T
X est un espace de Hilbert. On note G 1'application de
R x X dans X définie par

G(Ar,u) = - Au + Af(u)

On cherche des solutions (i.e. des couples (A,u)) de
1*équation :

(E) G(a,u) =0 .

Notons :

G'[A*,u*) la différentielle de Fréchet de fau point (A*,u*).

Gi(A*,u*) (respeativement G&(A*,u*)) la différentielle
partielle de G par rvapport a 2 (respectivement u)
au point (A*,u*) |

¢f. [4] pour la terminologie usuelle.
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; . * Py
Nous supposerons dans la suite que G&(A*,u ) est un opérateur
non borne fenmé, de domaine D(A) , autoadfoint a rnésolvante
compacite.

Cette hypothése, qui sera vérifié au § IV lorsque nous étudie-

rons la régularité de 1'application u ~ f(u) , donne 3
G&(A*,u*) les propriétés suivantes

1. PROPOSITION

(1) Im G&(A*,u*) est fermée dans H

(2) dim Ker G'(\",u") = codim In G U =d< v

[}

(3) I[Ker Gl'l()\*,u*)]‘L Im G&(A*,u*) (orthogonalité dans H).

A'4
EAY

DEMONSTRATION
Elle se déduit de résultats classiques sur les opéra-

teurs a résolvante compacte (cf. [4]1) que nous résumons
dans le

2. LEMME

Soit T wun opérateur non borné fermé de H dans H

Si T est a résolvante compacte, 1Im T est fermée et
dim Ker T < + » . Si D(T) est dense et T autoadjoint
on a dim Ker T = codim Im T et [Ker T]J~ =lIm T

<

DEMONSTRAT ION
Le théoréme sur le spectre des opérateurs 3 résolvante
compacte ([4] p. 187) donne dim Ker T < + « . Montrons que

Im T est fermée dans H .

Soit Yo = T X0 , Yp T Y -
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Il existe §0 e € tel que (T- Eo € QS(u)
in décomposant H sous la forme H = Ker T @ Z il vient

=k +
Y

~
=
l)

Tz, = (T-gg0E )2,

~N
|

A
n = (T-€,) (rp-€,2,)

. . . N . -1
Supposons que zy soit borné. Par compacité de (T-¢,)
il existe une sous-suite notée encore zn qui converge
vers z . A la limite on a : '

N
i

(r-£,) "y 2)

Soit T z = y '
Il reste a prouver que z, €st borné. Supposons, en extra-
yant au besoin une sous-suite, que |kn||+ + o

z

z
S [ = 1T~ _l -
On pose u T . On a u, = (F-€) (“z T Eobp)
n n
Comme précédemment, on peut passcr 8 la limite et trouver
u = (T- £ ) ]( “€, u) avec |u|| = . D'od Tu =0, i.e.
u ¢ Ker T et u ¢ Z . Donc u =0 ce qui contredit ]| =

Les relations dim Ker T = codim Im T et [Ker I]L = Im T
découlent alors immédiatement du théoréme 5.13 p 234
(cf. [4]1) dans le cas T autoadjoint.

Rappelons waintenant quelques définitions sur la classification
des solutions de (B) .



116
3. DEFINITION

Soit (A*,u*) une solution de (E). (A",u®)  est
un point négulier de (E) si G&(A*,u*) admet un inverse
borné (i.e. G&_1(A*,u*) € ﬂS(H,X)?). Sinon on dit que
(A*,u*) est un point s.ingufien de (E)
Lorsque dim Ker G&(A*,u*) = codim Im G&(A*,u*) =1,
(A*,u”) est appelé point singulien simple.

oK

Notons v~ un vecteur de X qui engendre
Ker G&(Af,u*) et P* 1'application de H dans IR définie

par P*(u) = < u,v*> .

4. DEFINITION

Soit (A*,u*) un point singulier simple de (E)

On note G' , le représentant dans H de G'A(A*,u*)
A

Si P*(G'A*) # O on dit que (A*,u*) est un point. de
netounnement de (E)

X
X

0, onaen

Bi (A*,u*) est un point singulier simple et si P(G', %)

~

général a faire 3 un point de bifurcation L

¥* *
u L. Ul u*"..
A‘ o o A*
point néegulien point de netaunnement ' point de biﬁuncatioﬁ”

Dans ce travail nous n'étudierons pas le cas des points de
bifurcation.

" on en deduit que G0 u) T e B

T Voir [15] pour les conditions au deuxiéme ordre sur G.
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5. PROPOSITION

Les assertions suivantes sont équivalentes :
x -
(4) (A ,u*) est un peint de retournement

(5) dim Ker G4(A*,u*) =1 et G' £ Im G (A*,u*)
A

(6) dim Ker G'(A*,u™) = 1 et dim Ker G (A " ,u®) =1

X
FAY

DEMONSTRATION

(4) => (5) 1! faut simplement vérifier que G;* £ Im G&(x*,u*)

Supposons qu'il existe v eX tel que GJ(A*.u*)(V) =G
; A
On applique P G&(A*,u*) étant autoadjoint on obtient

P*(G‘A*) = < G&(A*,u*)(v),v* >y = < v,G&(A*,u*)(v*) >y = 0

ce qui contredit (4)

(5) => (6) soit (p,v) e Ker'GG(A*,u*) . On a

GO ru G, = 0

Comme G,/ In G (A*,u*) on en déduit que . = 0 et

Ker G'(A*,u™) = [0} x Ker GG(A*,U*) ,
d' ol dim Ker G*(A*,u*) = 1

(6) => (4) 1l résulte de la proposition 1, quel (\*,u*)
est un point singulier simple. Supposons maintenant que

p*(a;* ) =0 i.e. G;* e [Ker G&(A*,u*))‘ = Im G&(A*,u*)
((3) puop. 1). Il existe donc v ¢ D(A) tel que

GJ(A*,u*)(v) = G;* » Ce qui wontre que le couple (1,-v)
est dans Ker G'(A*,u”) . Comme (O,v*) ¢ Ker G'(A*,u*) et
dim Ker G'(A",u”) =1 ona v* =0 ce qui contredit

dim Ker G&(A*,u*) =
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6. DEFINITION
On dit que O est valeur réguliére de G si

dim Ker G’(A*,u*) = 1 pour toute solution
(A*,u") de (E)

A<

Nous supposerons par la suite que O est valeur
réguliére de G . Ceci revient a dire qu'il n'y a pas de
bifurcation le long des branches de solutions de G :

7. PROPOSITION

O étant valeur réguliére de G , les solutions de
(E) sont des points réguliers ou des points de
retournement.

<

DEMONSTRAT ION

Si dim Ker G&(A*,u*) =0 , ona Im G&(A*,u*) = H
et d'aprés le théoréme du graphe fermé [G&(k*,u*)]“] est
borné. Donc (A*,u*) est un point régulier de (E) . Si
dim Ker G&(A*,u*) =1, (A%,u*) est un point de retournement

car on vérifie 1'assertion (6) proposition 5.

X

On se propose maintenant de calculer les solutions
(A,u) au voisinage d'une solution (Ao,uo) connue. On étu -
diera le cas ol 1'on sait que ces solutions forment un arc
régulier [A(s),u(s)] paramétré par s sur un intervalle de
IR et composé de points réguliers ou de points de retournements.
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T4 . EXISTENCE D'UN ARC DE SOLUTIONS DIFFERENTIABLE AU
VOISINAGE D'UNE SOLUTION (A _,u, ) CONNUE

Nous examinerons simultanément le cas des points
réguliers et des points de retournement. L'existence d'un
arc de solution au voisinage de (Ao,uo) et sa régularité
se déduiront du théoréme des fonctions implicites (1] et

du lemme suivant

8. LEMME :

Soient B, et B, deux espaces de Banach et L

1 2
un opérateur borné de IR x B dans R x B2 de la

1
forme :
LR Lz L] : IR+ IR LZ : Bl -+ IR
L:
L3 L‘3 LS : IR Bz L4 : Bl -+ B2

1°/ Si Ly, est bijectif, L est bijectif (donc d'inverse
borné) si et seulement si

(1) Ly - LZL;“Ls - 0
2%/ Si L, est non inversible et vérifie
dim Ker L, = codim Im L, = 1
Alors L est bijectif (d'inverse borné)‘éi et seulement si
(2) LS(]) £ I L4

(3) Ly ¢ Im(L;)

<



1110

DEMONSTRATION c¢f Keller [5]

B

I1 est clair qu'au voisinage d'un point régulier
(Ao,uo) on peut paramétrer les solutions en A par appli-
cation directe du théoréme des fonctions implicites. I1
existe € > 0 tel que pour tout A e ]Ao-e,xo+e[ on ait
une solution unique wu(A) vérifiant G(rx,u(r)) = 0 ;
de plus A - u(ix) a la régularité de G

-~

Cette optique qui consiste a calculer u en fonction
de X ne permet pas de connaitre les solutions au voisinage
de points non réguliers. Il convient plutdt de calculer u
et A en fonction d'un paramétre supplémentaire s

Soit donc (Ao,uo)' une solution de (E) (régulieére
ou non). On prolonge le probléme (E) dans une famille

dépendant d'un paramétre en posant

L(x,u) - R(Ao,uo) - s

(E) H(s,A,u) =

s
G(A,u)

ol % est une forme linéaire continue sur IR x H (donc
sur IR x X). On choisit & de facon que )

(4) RIKer G'(Ao,uo) 7 0

On explicitera ¢ pér la suite.
On a H(O,Ao,uo) = 0 . En cherchant 1'existence de solutions

a 1'équation H(s,r,u) = O dans un voisinage de (O,xo,uo)‘

on trouvera les solutions pour (E) au voisinage de (Ao,uo).
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9 . PROPOSITION

Soit (Ao.uo) une solution de (E) . I1 existe un
voisinage V de (Ao,uo) dans IR x X et ¢ > 0
tels que pour tout s ¢ }-e,+te[ il existe (A(s),u(s))
unique dans V vérifiant H(s,A(s),u(s)) = O.
Ltapplication s -+ [X(s),u(s)] 3 la méme régularité
que G et on a G(A(s),u(s)) = 0O pour tout s ¢ J-g,tef .

X
EAY

DEMONSTRAT [ON

On a H(O,Ao,uo):O.Notons Ho[A,u](O’AQ’"o) la
différentielle de W par rapport 3 la variable (A,u) ¢ IR xX
Si Hlx'u](O,Ao,uo) admet un inverse contlnu de IR x H
sur IR x X , on applique le théoréme des fonctions implicites
a MN(s,i,u) et la proposition est démontrée.

2(A,u) est de la forme #(A,u) = &(A) + %(u) avec {
(rvespectivement a) forme lindaire continue sur H (respecti-
vement IR). On a

a 1
“iA,u](O’Ao'uo) =
[] ni
Gy(rgsuy) uu(xo.uo)

Appliquons le lemme 8 en posant By = X et B2;= n

i) Si (Ao.uo) est un point régulier G&()o,uo) admet
un inverse borné de H dans X . Vérifions que
~ - -1 . .
a - 2 G‘u (Ao,uo) Gi(AouO) # 0 - Il-?x1ste (u,v) ¢ _
Kef G'(Aoiuo) avec u # 0. [a - ¢ G& (AO,uO)Gi (Ao,uo)](p) =
=a(u) + 2(v) = 2(u,v) # 0 par construction de g
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ii) Si (Ao,uo) est un point de retournement, on a
par définition
1) dim KerAG&(AO,uo) = codim Im G'(Ao,uo)«= 1
2) Im G'(Ao,uo) n Im GG(AO,UO) = {0}
Comme % vérifie (4) a et £ ne peuvent nas €tre nuls.
Donc dim Im a = dim Im E =
Vérifions enfin que Ker & n Ker G&(Ao’uo) = {0}
1]
GU(AO’UO)(V)

Gl (h»ug) (V)

[}
i

Soit v tel que E(V) O . Alors

= ! 2 =
L(0,v) GA(AO,UO)(O) 0O et donc v 0

+

— X

1

L'équation différentielle vérifiée par 1'arc de
solutions au voisinage de (Ao,uo) est (cf. [1])

X(s)
. =-[H, 1 (5,A0),u(s)) 17! o HI(s,A(5),u(s))
u(s)

avec comme conditions initiales A(0) = A et u(0) = u

0 o

En explicitant ce systéme on obtient

(1(5)) (;i P ‘J ) -1 ( 1)
(E.D)¢ \u(s) G'(A(s),u(s)) Gl (A(s),u(s)) 0

A(0) = u(0) = u,

Le probléme du calcul d'un arc de solutions paramétrés s-(u(s),Ar(s))
devient donc un probléme de résolution d'une équation différentielle.
" Dans la pratique, aprés discrétisation , on a souvent suffisamment de
différentiabilité pour utiliser un solveur classique : la méthode de
Runge-Kutta par exemple.
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IL . CALCUL NUMERIQUE DES SOLUTIONS AU VOISINAGE

DIUNE SOLUTION (A, ,u,)

Les mwéthodes numéviques proposées pour le calcul
de branches de solution au voisinage des points de retour-
nement sout basées sur le principe du calcul d(’un arc de solutions (A,u
e fonction d'un param@tre s . L°équation G(A,u) = 0 est
couplée avec des relations supplémentaires pour former un
nouveau systéme H(s,A,u) = 0 . Les points singuliers pour
G sont réguliers pour N .

L'idée initiale de ces méthodes est dﬁe a Keller [S5]}.
Pour les développements de cette méthode voir EvRy, 1123, [13)
ainsi que la bibliographie et 1'article de synthése de
I.D. Mittelmann et H. Weber [10)dans lequel on irouvera une
liste de travaux assez exhaustive. ‘

Nous proposons ici une méthode de cheminement utijli-
sant 1'intégration numérique du systeme (E.D).
Deux points sont importants :

i) Le choix de la forme linéaire qui fournit 1'équation
supplémentaire. Nous prendrons une relation qui permet de con-
trdoler le vecteur vitesse (A(s),i(s)) le long de la trajectoire
des solutions (déplacement continu, sans rebrouésement). Avec -
un algorithwe de Runge-Kutta 3 pas adaptatif, ce vecteur vitesse
est automatiquement réduit aun passage des points de retournement.

ii)  Le calcul du second membre du systéme différentiel
(E.D). Dans le cas od A est un opérateur aux dérivées par-
tielles de type elliptique la watrice du systéme discrétisé est
Creuse et presque bande ; la derniére ligne et la dernidre
colonne sont pleines. En adaptant la méthode de partitionnement
de Schwarz on obtient une technique de résolution pour ce type
de matrices permettant le calcul en paralléle et le traitement
de systémes de grande taille.
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Précisons maintenant le premier point.

Soit (Ao,uo) une solution de (E) . On se donne un élément
(Ap,up) de IR x H qui n'est pas dans 1'orthogonal de

Ker G'(Ao,uo) . On prend alors comme forme linéaire continue
sur IR x H '

L(A,u) = Aph + (uT,u)

Par construction, £ ne s'annule pas sur Ker G'(Ao,uo)

Nous appellerons (AT,uT) Le vecteun témodin.

On déduit de la proposition 9 que le vecteur tangent a la
trajectoire des solutions au point " (A(s),u(s)) , s [0 €I,
est donné par le couple (u,v) solution de

)\Tp + (uT,V) = 1
(T)
GL(A(s),u(s))u + GL(A(s),u(s))v = O

D'aprés le lemme 8, on peut résoudre le systéme (T) tant
que (AT,uT) n'est pas orthogonal au Ker G'(A(s),u(s)) .

Choix du vecteun témoin :

Nous examinerons deux cas usuels

T.I PoAp =1, up = 0 . En reportant dans la premiére
équation de (E.D) on obtient A(s) = 1 ce qui revient a dire
que 1'on choisit A comme paramétre

Si (Ao,uo) n'est pas un point de retouwnement on peut

integrer (E.D) jusqu'a ce que (A(s),u(s)) soit un point
singulier. En effet si (A,u) est un point régulier.

L(A,u) # O et le systéme (T) est inversible en vertu du lemme §.
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Lorsque 1'on se rapproche du premier point de retournement
le systeme (T) devient difficilement inversible et 1'algo-
vithwe de Runge-Kutta & pps adaptati£ réduit 1'accroissement
en A ce qui donnc un point d'accumulation.

uc AR
", SERRERE :
i .
s L -
vecteur témoin 3\0 Q\C A

Pour franchir le point singulier (Ac,uc) il faut
prendre le choix suivant ‘

T, : Soit (Ay2u,) ~une solution de (E) . On note (Agru,)
un vecteur normalisé tangent a la courbe en (xo,uo) . On

pose g = XO et up = ﬁo - On peut intégrer (E.D) tant que

Y

(AT.uT) n'est pas orthogonal a. Ker G*(Ar(s),u(s)) car (T)
est alors inversible (lemme 8). 3

La relation Ap A+ (ugp,u) = 1 assure que le parcours
de la trajectoire se fait sans rebroussement. De plus, au
voisinage des points de retournement la condition se vérifie
avec une augmentation du wodule du vecteur tangent. L'algo-
rithme de Runge-Kutta 2 pas adaptatif réduit donc 1'incrément
$ ce qui donne un nombre plus imporvtant de points sur la
courbe. 11 faut actualiser et normaliser le vecteur témoin
au moiusiaprés le passage de chaque point de retournement et
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aprés chaque itération de Runge-Kutta. Sinon, on obtient comme

‘précédemment un point d'accumulation.

u | (A(s),u(s))
U%-
u,| :
A A F\

Le deuxiéme point concernant la méthode de résolution
du sytéme (T) sera explicité dans le paragraphe suivant sur
un exemple d'application. Le probléme est le suivant : aprés
discrétisation et réarrangement des équations on est conduit
4 inverser un systéme linéaire dont la matrice M a la
structure

M1]

My4

My, est de taille (n-1) x (n-1)

M]2 est de taille (n-1) x 1
MZ] est de taille (1) x (n-1)
M. est de taille 1 x 1

22
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Au voisinage des points de retournement, la matrvice
Mll devieat non inversible. Pour jnverser M il faut‘cher-
cher un pivot non nul dans MZI ce qui détruit la structure
bande de Mll (si elle est de cette forme). L'idée consiste
a rveportey les 8quations dans lesquelles apparaissent des
pivots nuls en fin d'@limination. On obtiendra pour finir un
systéme ﬁx = B de la forme

~

MS

MX = O =

~

T X

On résoud alors le syst@me en deux étapes.

i) Inversion par retour arriére du systéuwe QSXS = Bg

S
en prenant cowmme paramétres les valeurs X

ii) Résolution de &Cxc = Bo par une méthode directe et
reconstitution de X a partir des valeurs de couplage
X, calculées.

Si la watrice M est creuse, la méthode permet de respecter
cette structuwe. Dans le cas ol 1'opérateur A = - A nous
donnons une interprétation de cette wméshode dans le paragraphe

suivant.
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1V . UN EXEMPLE D'APPLICATION

Soit @ un ouvert régulier de IR? , de frontiére T
On se donne une application f de IR -~ IR et on définit
sur L*(R) 1'opérateur F par F(u)(x) = f(u(x))
p-t.x e Q . On notera de méme F'(u) : x -» £'(u(x)).

. On cherche des solutions du probléeme

i

- Au Al(u) sur
(r)

ulr = ()

Posons H = L2(Q) , D(-8) = {uv ¢ Hy(R) , Au e L2(Q)}

et G(A,u) = - Au - AF(u) . Sous des hypothéses convenables
pour f , G(A,u) est une application de IR x D(-A) dans
H et (A,u) est solution de (P} si et seulement si
G(A,u) = 0 .

10. PROPOSITION

1°/ Si £ est bornée sur tout compact, pour tout
ue D(-4) , F(u) e L2(Q)
2°/ Si  f' est bornée sur tout compact on a
i) Yueb(-a) , F'(u) e L@
ii) F est Gdteaux-différentiable de L2(Q)
dans L?*(R) ’
Lh différentielle en u est 1'opérateur borné
DE(u) ¢ v » F'(u).v
3°/ Si  f' est continue, F est continﬁment Fréchet
différentiable de L2?2(Q)* dans L?(Q)

B
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DEMONSTRAT [ON

1°/ Soit u e D(-A). Comme H2(Q)C ¢ @)
(c£. p. 41 [81) u est continu. On a :

|EE)| < Sup (£(r) | x| < |p]L)

f é€tant bornée sur tout compact on en déduit que
F(u) ¢ L™(R) , (donc 3 L2(Q)).

2%/ i) le raisonnement précédent appliqué af £
donne F'(u) ¢ L®(q) (

i1) Soit v ¢ L3(Q) . On a :

lim f,g(u'ﬂf‘.vl(xg)‘fiu(x)) = £ (u(x))v(x)
t-0

P.-t.Xx. € Q
commre F'(u) ¢ L®(Q) , on déduit du théoréme de convergence
dominée que u » F(u) est Giteaux-différentiable en u
La différentielle em u est 1'application DF(u)
v + F'(u).v , bornée de L2(Q) dans L2(Q) puisque

I () Vil gy < IF (e gy = IVIz gy -

3°/ Si f' est continue, u + F'(u) est cbutiuue de
L2(9) dans L2(Q) . ([7) p. 22), montrons:.que u -+ DF(u)
est continue de L?(Q) dans (L2(2)). On a :

HCDE(uy) -DFCup) )Vl 2 gy = HCF* (uy) -F* (up)) Vil 2 o) <
< “F'(“])‘F'(“z)|k2(g) . 'W|k2(ﬂ)
d'od ij(u])—DF(u2)||(L2(Q)) < "F‘(u])~F'(u2)“Lz(Q)

et la proposition est démontrée.

<
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11 . REMARQUE

En itérant le raisonnement précédent,si p ¢ CP(HI) R
I est de classe P ge L%(2) dans L%(9Q) ,

Etudions maintenant les propriétés de G

12 . PROPOSITION

i) G est une application Fréchet~différentiable de
R x D(-4) dans L2(Q) qui possdde 1la régularité
de f

ii) G&(A*,u*) €st un opérateur non borné de L2(Q) ,

~

fermé autoadjoint, i résolvante compacte.

o~

DEMONSTRATION

L'injection de D(-A) dans L2(Q) &tant continue,
le point i) est &vident avec 1la pProposition 10 et 1a
remarque 11. |

GL(A",u") = - A - A*Er(uY)
€st un opérateur non borné fermé de L2?2(Q) dans L2(Q) ,
autoadjoint, 3 résolvante compacte. A*F'(u*) est un opé-
rateur borné de L2(Q) , autoadjoint. En utilisant un théoréme
de perturbation ([4] p. 214) on obtient que = A - A*F'(u%)

est a résolvante compacte.
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kxplicitons maintenant la méthode numérique exposée
au paragraphe 3. Au voisinage d'une solution (Ao,uo) on a
un arc de solutions vérifiant le systéme différentiel

Ap K(s) ¢ (ug,u(s)) =0
~-F(u(s))A(s) - au(s) - A(s)F'(u(s))u(s) = O

AO0) = A, u(0) = u, (A(s),u(s)) e R x H (@)
Ap,up est le vecteur témoin normalisé précisé au parvagraphe
LT : par exemple un vecteur normalisé tangent en (Ao,uo),

Le probléme est de savoir calculer un vecteur tangent pour
chaque valeur du paramétre s . [} faut trouver:
(u,v) € IR x ué(n) vérifiant :

Ap bt (up,v) =1
(T)
- F(u(s)lu - av - A(s)F (u(s))v = O

Nous allons utiliser une méthode par décomposition du

domaine Q qui permet une résolution simultanée de petits
problémes élémentaires couplés. La résolution de ces équations
de couplage fournit les relations pour assembler la solution.

Cette méthode est une adaptation de la technique de Schwarz
pour montrer l'existence d'une solution au prqbléme de
Dirichlet. (Voir aussi [2} pour son utilisatidn dans les
problémes de mécanique des fluides). Elle est basée sur la
remarque suivante :

11. PROPOSITION

Soit Q' un ouvert inclus dans @ tel que
mes(aQ' nag) £0 .

S5i mes Q' est suffisamment petite, l'opérateur
- A - AF'(u) est inversible sur Q!

E
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DEMONSTRAT ION

Soit w e H'(Q')tel que wlaanan' =0 . 0On a 1l'estimation (cf. [8] ).

w2 0y > 1 '
ligz cqry 2 C_x mesvqan Mgz (o)

Comme F'(u) e Lm(Q) on a

ZC0

En prenant mes(Q') < on obtient donc un

I E" () [l ()
opérateur coercif et on conclut avec le théoréme de
Lax-Milgram.

12. REMARQUE

Le spectre de -/A est borné a gauche par un réel vy 3
AF'(u) @&tant un opérateur borné de L2(Q) son spectre
est borné par |A| . |[F'(u)||, . Le spectre de - A -AF'(u)

-~

est donc borné a gauche par vy - ]AI]F'(uMILw(Q) . On réduit
donc @ de facgon que la premiére valeur propre du Laplacien
soit plus grande que |A| |[F'(u)||, , ainsi O ¢ spectre de

- A - XF'(u)

<
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La mise en oeuvre de la méthode pour résoudre (T)
se décompose en trois Parties
- décomposition de Q en sous domaines 2
- Tésolution des probilémes élémentaires sur chaque sous
dowaines 2y
- résolution des équations de couplage et assemblage de 1la
solution. | '

Nous exposerons le principe de 1a méthode dans le
cas monodimensionnel. L'adaptation pour un ouvert de IR?
s¢ transpose aisément. On considére le probléme

- u' = AF(u) sur 10 1§
(1)
u(0) = u(1) = 0
Rappelons que la méthode de cheminement demande la résolution

du probléme tangent :

AT TR (uT,v) = 1
(2)
-~ u F(u) = v'" - AF'(uw)v = O

On se donne une partition réguliére de 10 1[ avec

n+l points, a =0 ,a =1 . ‘

On note 9; = la; a; -0 - La wesure des subdivisions est
choisie suivant la proposition 11 . Pour simplifier nous

supposerons que n = 3 .

9
—" N
$ t n 4
a0=0 al 3, as=l
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On discrétise Q, et @ et on résoud par différences

finies les problémes suivants

- el - Af'(u)ei = f(u) sur 5h 1=0,1
(3)
el(ai) = ei(a1+2) =0
r - hg - Af'(u)ho = 0 sur Qoh
(4) ¢
L ho(ao) = 0 ho(az) = 1
[ - h? - Af'(u)h] = 0 sur Q.
(5) ¢
. h1(a|) = h] (33) =0

Soient v(a1) et v(az) les valeurs (inconnues)
de l1la solution v de (2) aux noeuds a; et a,
La solution approchée Vi vérifie

(6) Vi, = W ey ¥ v(az)ho sur  Qup

(7) Vi Hoeq * v(al)h1 sur - Qg4

Les relations de couplage pour v(a]) et v(az) sont

obtenues avec
(8)  vy(a) = ueg(a) + v(ayhy
(9) Vh(aZ) =y 31(32) + V(a1)h]

La relation discrétisé& du vecteur témoin fournit la relation

manquante pour u

(10) T R N P NI
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Les relations de couplage (8), (9), (10) forment un
systéme linéaire qui se résoud dans la pratique avec une
méthode de Gauss avec recherche de pivot maximum. Lorsque
p,v(al) et v(az) sont calculés on assemble des solutions
Glémentuires avec les relations (6) et (7).

13. REMARQUES

1. Pour un probléme dans un ouvert rectangulaire

de IR?*, on prendra par exemple un découpage en bandes hori-
zontales. Si n (respectivement m) est le nombre de points
de discrétisation en x (respectivement y) et p 1le
nombre de sous-domaines la résolution de (ll)‘demande
(p-1)(2n+1) problémes de Dirichlet de taille (2m-p+3)/(p+1).
Mais ces résolutions sont adaptées au calcul en paralléle et
le gain en place mémoire est en 1/m si 1'on considére la
résolution en un seul bloc du systéme (1).

2. Dans les exemples pratiques, il faut normaliser
finement la condition témoin lorsque des différences de gran-
deur existent entre u et u (points de retournement trés
aplatis). Par un changement de variables, on se raméne au cas
ol toutes les composantes du systéme différentiel discrétisé
ont un poids équivalent.

EXEMPLE (cf. [3))

Dans ce papier est traité un probléme dvec conditions
mixtes. La méthode utilisée est celle décrite précédemment
avec les adaptations nécessaires. N
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[ - Au = AF(u) Q=10 1[ x 10 2

{ “ea, ~ 8

Ju
22 =0
\ BnIBQZ
(x-0.2)2(1-x)?2 si X ¢ [0 1]
F(x) =
0 sinon

Les figures suivantes donnent

a) la courbe u()) pour un point du domaine g
Remarquer que les points d'intersections ne sont pas
des bifurcations mais résultent de "l'aplatissement de

la surface solution sur IR .

b) Les courbes de niveaux relatives 3 certaines valeurs de A
(voir sur la courbe u()\) les numéros d'itérations

correspondants).
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A HOMOTOPRY METHOD FOR SOLVING AN EQUAT ION
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Abstract ;: We describe a homotopy algorithm for solving the equation
- du=F(u . To this end, we deflne a pseudo-inverse and a pseudo-determina
with sufficlent regularity properties, for operators of Laplacian type.

* The authors are Indebled to Jean-Michel LASRY and Michéle SCHATZMAN

for many valuable suggestions,
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In this paper, a homotopy algorithm is given to solve the following
problem ;
~Au=F{u) in Q
(1) {

u=0 on d ,

2
where ) is some bounded regular domain in R? ana F € C” (R,R) a given
3 . s )
function with compact support ., More precisely, we define a homotopy
continuation method as given recently in Alexander-Yorke [3], Chow and

Mallet-Paret and Yorke [4], Eaves-Saigal. [5], Kellog-L.i-Yorke [7], Smale [1

and others,

All these methods have been elaborated in order to numerically solve
finite dimensional problems of the type g (x) = x or glx) =y . In fact,
any pr‘oblerﬁ which can be shown to have a vso‘lution using topological degree,
or a cc;rtain generalization thereof, fits into the general framework of homotopy
continuation, Our aim is to generalize these methods to infinite dimensional
problems whose resolution involves L.eray-Schauder degree, Before expounding

our results, let us briefly explain the finite dimensional method worked out

in the preceding papers,

3* The compact support assumption is not so restrictive. Indeed,
let F be a more géner‘al function, In many cases, (for instance under
monotonicity assumptions on F ), one can find by some maximum principle
a L” - bound b for the solutions of (1) . Therefore, instead of F , we

can consider a troncature of F with compact support [-b, +b] .
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Let g:iRY-» RN bea - map. Suppose we are searching

for a u* such that . g ((u*)--u 0 . For this, define a 02 - homotopy

G 3 BN xR+ RY , such that G (u,1) = g fu) , and assun;e we know

some u_ such that 'G (uo,oﬁ = 0 , The main idea of the method Is that
for “almost every" homolopy G , the set [(u,A), G {u,A) = 0] defines

a curve in RN , us), (sb)s ¢p ° Passing through (uo,ob . This curve

can be numerically computed until a point of interest (A = )} Is encountered,

One moyes along the curve by solving a Cauchy problem as following :

P G4, fu,

(C) -g—%w - det [(;‘aﬂM fu,Ad])

fu@) , x ) = fu 0) .

fif A is a regular N x N - matrix, we sel A” = {det A) A » and we

extend by continuity the mapping A - A‘ to all N x N - matrix),

Then the problem of numerical computation s driven back to a
usual differential equation solver ., Moreover, one usually obtains constructive

proofs for existence theorems of the Brouwer type.

let us now return to our problem, We have lo solve g {u) = 0 »

with g(u) = = Au - F () and u € H; N H2 {Q) . Consiger the following

homotopy :
2 i 2
G H (O)ﬂHo&me";L(m .

with G luA) =Au+AF () + (0 -An , where h €L2 Q)

is arblirary. The associateda problem is

L]

~Au=pAFUW+-Ah in 0
(2) , .
! u=9 on dN.
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In order to extend the finite dimensional method expounded above,
the main difficulties are :
1) To obtain that the solution set {(u,)\)! of (2) is a regular curve,

2) To extend in a constructive way definitions of A‘ﬁ and det A to

infinite dimensional operators of the Laplacian type.

3) To show that the method provides a solution of (1),

We now summarize our results in this way, and give the plan of this paper,

First section, Using Smalels density theorem,f we prove that for most h
in L2 Q) , the set E of solutions (u,A) of (2) is a one-dimensional

ct . submanifold of H2 QN H; ) x R (see Theorem 1),

Second_section, Let h be as above, and (u (s),\ (s))

s €R be a smooth

arc of solutions of (2). Then G (u(s),A (s)) = 0 , and therefore :

(3) Gl ws)h () ut(s) + GL WshA (WA (s) =0 .

Here G! (u,\) : H2 N H; - L2 «)

v = Av+ AF'{ulv is a perturbation of A .

We define maps J : A = A*s and & : A= & (A) on a set of operators

of the Laplacian type, verifying AA“ =6 (A)ld , and Att A=25(A)ld .

\

These definitions are explicit, and they ensure that & and J are regular

enough to obtain classical solutions for (C) .

This is the object of Theorem 2, and will be treated in a general functional

framework,
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Thirg Section, Using the result of Seclion 1, and some compacily property
of the solution set of {2}, we prove that the algorithm (C) obtained In
Section 2 accomplishes its task : It provides a t* such l_hal A (&*) =1,

i&’

and then u (! Is a solution of (1) ., We show this In Theorems 3 and 4,

Thus we oblain a constructive existence proof of a solution for Problem (1),
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SECTION 1,

Theorem 1, Assume .the following property :

0 is a regular value of A, + F (.) , l.e. for every solution

u € H2 (1 H; w) of Au+ F(u) = 0 , the linear operator
(P)
v Av+ Fl(u) ., v

2 is onto,

Hz HH; - |

- Then there exists a residual subset R of L2 @) » such

that,for h in R , the set
E = {(u,)\}EHzﬂH(‘)(ﬂ) XR, GluA) = au+ AF() + (1 - A)h = 0}

is a one-dimensional CI - submanifold of H2 n H; Q) xR

In order to prove Theorem 1, assume first the next proposition :

Proposition 1. Suppose that, for every (u,A\) in E

G (u, A) 2 N H; @) xR~ LZ(Q) is an onto linear map. Then E is a

one-dimensional C] - submanifold of H2 N H(: Q) xR .

Proof of Theorem 1 :

Let Glu and G')\ be the partial derivatives of G :

G, (u,A) H2 N H; @) - L2 @)

v 2 GLuA)v = av+ AFi(u)v

L
Gh (u,A) : R » L2()

M SN (UM = p(FW) - n) .
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Thus we have ;: GV(u,)\) = (G'u(u,M. G‘A (u,A)) andg

G (u,A) (v,p) = av + AFY Uy + p(F) -h) for v € HzﬂH;(QD xR,
Lemma 1, Glu(u,).),as an operator from L.z(Q) to L.z(ﬂ) » Is self adjoint
with compact resolvent, and therefore P

() tm Gt (u,A) is closed in L)

daim Ker G'u(u,, A) = codim Im G!u(u,)\) < + o

) Ker G (u,X) = (Im G, fu, A

Remark. G! (u, A} s a Fredholm operator with index 0,

Lemma 1 is an Immediale consequence of a perturbation theorem of

Kato [8] th, 3,17, p.214),

In order to prove Theorem i, It is sufficlent, by Proposition 1, to
show thal for almost every h In Lzm) » the map G?¢ (u,A) s surjective

for (wA) In E = [{u), Glua) =0} ,

Define the auxillar map ;

Vi r2 R @ x RN 1] = x> L2@) = v o
0 Au + AF{u)

A=

and apply to ¥ Smalels density theorem (Abraham-Robbln'[l]).

(U. A) s\ (u3 )\, =

Densily theorem,

lLet X and Y be c'. manifolas, with X LindelSff (every open
cover of X has a countable subcover), anda ¥ ; X+ ¥ a c" - Fredhoim

map.
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Suppose that r > max (0, index U (x)) for every x in X . Then the set
of regular values of ¥, R\I’ = |y €Y, Y x€X, (y=¥(x) () is surjective)l

is a residual subset of Y .,

Recall that a map ¥ Cl ¢ X2 Y s said to be Fredholm if, for

every x € X , ¥I(x) is a linear Fredholm operator, i.e. :

(i) Ker W' (x) is finite-dimensional

(ii) Im W' (x) is closed and finite codimensional.

'

We define the index of Ji(x) to be :

Ind ¥t (x) = dim Ker ¥!(x) - codim Im ¥! (x) .

l.et us first admit that Smale!s theorem applies to ¥ with r = 2

Then, if h € Ry, ¥ (u,A) Is surjective for every (u,A) such that
Ylu,d) =0 (o Glu,A) =0, A £1).

But, for such a (u,\) , we have :

, ) ) (A+>\F‘(u) Fu) (A -1) - (Au+AF(U)))
Yilu, A) = (! (u,N), PL (u,A)) =
u R A A -1 " - 1)?
1 B |
(A+ Ft{u), F(u)-=n) =
A1 A-1

Gt (u,n) .

Therefore, if h € R, (UA) €EE anda If A #1 , Gl (u, L) is surjective.
According to Property (P) this result still holds for ) = 1 . Then applying

Proposition 1 concludes the proof of theorem 1,

‘We have now to verify the hypothesis of Smalel!s theorem

.

a) The map ¥ is Fredholm, and index ¥!(x) < 1 for every x in X

.
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Indeed, Wo{u,)\) = (‘If‘u fu, A, 0) + fo, ‘I’“ASU, Al

8 » } Au + A Fu)
A+ ) Fiqu), 0) ¢ —— 0, Flu) + )
A1 A= b~

with {8 + A Ff(u),0) (v,u) = av + ) F (Wv for (v,u) e H‘:()Hz Q) x R

Au+ \ F{u)
and (0, F({u) +

b tvud) = [Fou) +

Bu + A Fhlp .
bo- b -2

Now, by Lemma 1, A + )\ Fiu) = Gy )) Is a Frednolm operator with

null Index ana :

Ker {6 + A F1(u),0) = Ker (A + A Fo{u)) x R
M {4 + A FY(u),0) = tm (& + \ Fr(u)) .

Thus T = (A + ) £ u),0) 1Is a Fredholm operator with index 1,
Moreover, it Is well known (Lang [6] p.202) that, If T Is Fredholm andg
A a compact jinear Mmap, then T + A IsFredholm ang Index (T + A) = Index T

Au+ \ F{u)
Now A = {0, F{u) + =) Is of finite rank and then compact,
b -A .

We conclude that (u,A) is a Frednholm operator with index 1,

b) ¥ is Cz:x—#Y

Uising Sobolev embedding, It is easy to see that

Is C%, Then v Is c? x>y

e Hia - L2
u ? ~ oy

Proof of Propositjon 1 ¢ Wb are going to use two lemmas,
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L;emma 2 : The following relations are equivalent :
(i) aim Ker G, (u, A) =1 and Gl (u,A) £ Im Gt (u,2)

(ii) dim Ker C—B'u (U,A) = 1 and dim Ker G'(u,\) =1

(A point (u,A) which verifies one of these assertions is said to be a
turning point).

The proof is obvious,

L.emma 3 : G'(u,\) is surjective if and only if ;

dim Ker G!'(u,A) =1 ,

Proof : Assume G!'(u,A) is surjective. Let us consider two cases :

a) G'u(u,)\) is surjective :

o

Since  G! {u,\) is Fredholm with index 0, we have :

dim Ker G'u(u,)\) = 0 ., This implies :
?

GHuA) vy 1) = 0 & v = - (64 (A7 G tu, A))

and therefore Ker G!(u,\) = R ((Glu(o.'x,)\))-l G')\ (u, \), 1) is a one dimensional

subspace of H2 N H; ) xR .

b) G! (u,N) is not surjective :

Then Gl (uyn) £ Im G!,{u,A)  and since

dim Ker G! (u,}) = codim Im G!,(u,}) (Lemma 1), we have dim Ker G'u(u,)\) =

From Lemma 2, we obtain :
dim Ker Gl(u,\) =1

The converse is easy to check in the Same way,



1151

Now we can achieve the proof of Proposition § ;

By Lemma 3, dim Ker Gi{u,A\) = 1 for every (u,A) In E . wWe claim
that for every (u,\} In E there exisls a Cn—e chart from a nelghbourhood
of fu,\) to K .

We examine fwo cases ; o
a} dim Ker Gﬂu(uo,kob =0 |,

Thus we have codim Im G‘u(u,,)\gb =0 , So G'u(g,,A,) Is an
Jsomorphism from M2 () Hg(ﬂ) o L3@) . | |
it follows from the tmplicit Function Theorem that there exist a nelghbourhood
b of A, In R , a nelghbourhocoa V of (u,,A,) In HgﬂH; Q) xR ana

a cl- function ¢ : 8 H2 N H‘: Q) such that

ge(u,u =0 { fu, A} = (o ), 0)
{{y,d) € Vv A€

This defines a local chart of & at fu,,\,)

b) dim Ker G'u(uo,)\(,) = . (Tv.hen us, Ao Is a kuﬁnﬁng point),

Write now for u In Lz(ﬂ) VI un' + u, with

.“l € Ker G! (u,A,) ana u, €10m Gl (ug,A,) . In paraicq_bar P =y,
B8y Lemma 2, GY (ug,h o) £ Im GY,(ug,d.) 5 so the restriction of
Gllug, k) to Im Gt (uo,kp) X R s an lsomorphlism onto L.z(m .

By using the Inverse Mappling Theorem, we easlly deduce that the mapping ¥

defined by ;

(L A) = (U] + Uy, ) (g, G, M) = X tu, A)
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is a diffeomorphism from a neighbourhood V of (u,,A,} on a neighbourhood

Wooof (u Glu,,Ao)) . Thus we have :
H
{e(u,u -0 {(u,x) = x " tuy,0)
. &~
(u,\) € v (ul,O) €W

This provides a local chart of E at (ug,\,) .

l
I



. ) TR I R
SN U TN ...;‘.tu'.-'..,&a-..uil PR OO VO VO RPN Y y: S IR TR | SO SEIIIIIE T By

1153

SECTION 2,

A. DEFINITION OF A PSEUDO-INVERSE AND A PSEUDO-DETERMINANT .

Let H be a Hilbert space and VV a closed subspace of M

L

Consider the seg Jﬁ of self adjolnt operators A DA)C H~» with

e

compact pesolvent, bounded from below spectrum, and D(Ab;v =V
For every A In 4%; » V [Is a Hilbert space under the graph norm 3

ﬁlxllH + llellH . Note that if A and B are two elements of «22 s the

assoclaled graph norms are equivalent,

Theorem 2, There exist (and we consiruct exp!ﬂc!tly) a map

)

J g D (J) = %Jc LV, H) 2 L1, V) , that we note J (a) = A

and a map :

]

6 DO =FcLVHI»R  , 53 A% 0(a)

such that ;
§_
1) AA 6 (A) Id,
$a =
2) AfA = 5(A) la,,

3 (i) Ker A £ o) «» 8(A) = 0

() 1f Ker A = [0] , sgn 6(A) = (-1)° + Where p [s the total

multiplicity of the negatlve eigenvalues,
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4) (i) 6 is locally Lipschitz from J& to R

(ii) v is locally Lipschitz on the subset of the elements of B
such that dim Ker A €1

Remarks

1) The preceding properties allow us to call A“ pseudo-inverse of A ,

and 6 (A) pseudo-determinant. Note that if V = H = RN » 0 (A) = det A ana

Aﬁ s the matrix defined in Introduction,

.

2) It is possible to generalize the property 4 (ii) in the following way :
4 (i) bis : J is locally Lipschitz from £ to 2£(H,V) .

The proof of this result is somewhat tedious and we shall omit it here,

Proof of theorem 2,

Since A is self-adjoint with compact resolvent, it admits an

orthonormal basis of eigenvectors (el 1€01000r€ .. .) associated with

the eigenvalues )‘l = }‘,2 < ... S }‘n S ... , multiple eigenvalues being

counted repeatedly,

Relatively to this basis, we write A as an infinite matrix :

N h

\ N

Now, set N = sup {I /xis 1)



and 3

/

N

i=1 N

P # D}‘B
LN
0

AN

N
where & (A) = 0 A

jap o
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b (A)

AN*Z °oo

Clearly this definition does not depend on the chosen basls of

elgenvectors, Note that If

Al -5 a)a!

2), 3). Let us show now property 4) (I). We first iisl some technical tools

Lemma 4: Let AEL , ana 0

then ;

Inf
dim F = n
Fcv

Ay =

1

Proof : Let Fn be the subspace generated by (

have sup

| x € Fn

A s an lsomorphlism, we have simply :

nn

sup
‘X EF
lixtl =
)

(A x, x)H

(AX.K,H < An °

. A trivial computation provides |mmedlately properties 1),

)‘ € N Q\ «en’n GN detlned as above,

|
en,...,en) ; clearly we
|

!
t

°
°
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L.et now F be an arbitrary n-dimensional subspace of V

Since aim FNFL =21 , one can choose x € F ) F':_‘ verifying

n-1
“x“H =1,
Thus : x = X% X; e; and then (Ax,x)H= pX k‘ xfz }‘n .
I=Zn iZzn
Lemma 5. L.et Ao € & . Define on \V the norm
|lx||v = HxHH + “on“H ,and on £ (V,H) the corresponding norm ||. “V,H .

Then for every pair of elements of J(i' , A and B , which verify :
IA-All, (S% ana IB-All, . =+
o'V, H ™ 2 o'V, H ™~ 2 ’
one has

©) A, =p, tlA-Bl, 2+ 25w gl u D

(@) wy S Ag HIA=-BIy, @+ 2 s ], D

Here >‘n and M, are the nm elgenvalues of A and B respectively,

multiple eigenvalues being counted repecatedly,

Proof, For every x in V , we have :
< -
1 .
then IIA0 x“H < qullH + (“xl!H + IIAOXIIH) and therefore :

8)  lIA_ Xl = 2 IAx, + Ixl, -

On the same way :

(©) lIA Al = 2 B, + lxlly, .

Let E_ (resp. Fn) be the subspace of V generated by the

n first eigenvecors of an orthonormal eigenvectors basis for A (resp. B).



1157
Then, for every x € V with lellH =1 ,
Ax - Bx,x) = A -8l ., Ik, .
Hence (A X, x)H = (B x, X,H + A ~ B"V,H (i + IIAO xllH) ;
Therefore ;

sup {Ax,x)_ = sup (Bx,x), + llA - B|
4 H v, H

xéFn xéFn x

Wl =t - Hxllyy = 8 il = ¥

Recall that by temma 4 A S sup (A x, x)
‘ n X EF +
n

il =

and My = xseug;:  Bx, xDH
n
ol = 1

Moreover, according to (9) :

xEFn x €F
lixly = 1 lxdly =

0n

sup ‘"Aban = 2 sup B, + 1t =2 sup ﬂung,lpnn + 0.

LR N SR SOV ERTIPVY SRV )

sup (0 + JlA x)I,.) .
€F o

This provides relation (6). In arder to check {7), we exchange A and 8,

L.emma 6 : Note )\n the map A - kn(A) which assoclates to A Its

th

Then "n H wc £L(V,H) » R Is locally Lipschitz.

_ Proof ;

. 1) Fix an element Ao € w. with elgenvalues A% posey Ag see

n eigenvalue, multiple elgenvalues being counted repeatediy,

We first prove that the elgenvalues By and Hy of an operator B In 5é

A
are bounded If ||B - Ao“V,H = -
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Indeed, applying (6) to Ao and B provides ;
i
0 i
M St 0 )
and then : By = 2 )\? -1 (if My S o),
, - 0
and My =5 (2 A - 1) My 2 0)
Similarly we obtain by (7) :

b, = xg +~!2—(l + sup (|A‘I’|,lxg|) .

2) Let us consider now two operators A and B in 73 such that

1 1

From lemma 5 we deduce the following inequality ;

A -1, = 1A - Blly 1y 2+ sup (|2, ], RS P [V P [T ) I

Using the result of Paragraph 1) achieves the proof,

We are now able to prove property 4 (i) of Theorem 2

Notice that & (A) may be written

O =) If A=<

6 (A) = . 6 O‘i (A)) where

=g

1 6\ =1 if‘~}\21

0 - -1 0 0

3

BylLemma 6, if |A "Ao“V,H Is small enough, we have Ma 4 A >

and then ';

N
d(A) = 1 e(xi(A)) .
i=

1

The function & » being locally the product of N Lipschitz functions,

is still locally Lipschitz,
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Proof of properiy 4 {ii) of Theorem 2 :

Let A0 be an element of &?f such that dim Ker AO =

- °

Two eventualitles are to conslder 3

1) Ker A {o} .

Since isom (V,H) Is open, there exlists an open nelghbourhood W of

Ao In & such that :

A€ W= Ker A= {0} .

]

L]

Thus, from the definition of Al s we have 3
A€EwsAal-saiat |
Upon applying property 4 (1) ana reducing W If necessary, it follows

that &3 A= b(A) , A» A" | andso 4 A~ AP are Lipschitz

on W

2) Dim Ker AO = |

L]

Note 3 }.?_ ; he greatest strictiy negative elgenvalue of A, o
(-]

A? Its null eigenvalue,
R

and k? +1 |ts smallest strictly positive eigenvalue,
. [

et y be the circle with centre 0 and radjus
l}‘?o - " :
p=inf | —5— , A0 oriented in the direct sense,
2 i, + 1

Let W = {A€eX, “A‘A(,"v,HS"-l .

By Lemma 6 and inequalities (5) ana {6}, there readily exlsts a real 7 such

that every A in Wn verifies ;

(i) ')" (A) Is the unique eigenvalue of A enclosed by y ;
o

°

(i1} aist (y, spectrum of A ) 2%
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Consider, for A in W the orthogonal projection Q(A) on

n ?
the eigenspace associated to }‘i (A)
o

. Thus we have ;

.

Q) = —— [ z-A)"" ax (see Kato [5])
2ill “y

We wish to prove the mapping A =2 Q(A) is Lipschitz from
Wnc £L(V,H) 2 £L(H,V) . For this, let A and B be two elements of

w . We have ;
n

1
-1. -1 y
WMM-QBm%Vs;H& Iz - A"tz - B) Iy, ) laz]

then :

1
-1 -1
HQW~QMMNSZHWM—MMWVM-MMHW~MIHV.

Y

c

Therefore ||Q(A) - Q(BmH,V = --;-' HA - B“V,H_ .
P

Now, setting A, = \;{A) , A¥ may be written in the following way :

“ 6 (A) \
At ey - ) Q(A) + 6(A) (A + Q(A))™ .
1#10, 1+

Indeed, writing this formula relatively to the basis of eig_énvectors yields

the relation ;-

+ 6 (A) o !

which is obvious,
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Reducing WT\ if necessary, the mappings A - 171‘ B(J\if , A2 b(A) ,
14,
AN (A) , A~ Q(A) ana A= (A +Q(A))_' are clearly Lipschitz
Qo

on W'ﬂ . So is the mapping A = A“ . This achieves the proof of

Theorem 2,

B, PARAMETRIZING BY DIFFERENTIAL EQUATION (4) THE COMPONENT

OF MANIFOLD E__ WHICH CONTAINS (u,,0) .

For every (u,A) in V xR = HZ N H:) Q) xR ,;
- (3'u (u,A) = = A, = A Fr(u). is a self adjoint with compéct resolvent
operator. Its spectrum is bounded from below, its domain is V = HzﬂH; Q)
and it ranges in H = L_Z () . Upon applying Theorem 2 to this Operatorj,

we can define differential equation (4) in V

3
o

S2ts) = [o, uts),atsN] ¥ 61 tuts), A ts)
das .

@ { 2is) = 6 -6t wis),A(s))
as

(u(o),r(0)) = (u,,0) .

Readily for every solution (u (s),}\(s))s ¢ [0, T[ of (4) ;
]
G(u(s),r(s)) = G(u,0) =0

?

and then : (u (s),)\(s))s ¢ [o,T[ € E .
. ?

We claim that differential equation (4) is locally Lipschitz on an open U

containing E .,
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Indeed, for every (u,A) in E : dim Ker(G'u(u,l)) =1 .
Referring tolLemma. 6, there.exists a neighbourhood W of G'u(u,)\)
In £(V,H) such that for every A in W & : dim Ker A< 1,

But the mapping (u,1) - G! (u, A) 1s continuous from V x R to LV, H) .

Then by Lemma 6 there exists a ball B in V xR with centre (u,})

. U, A
such that for every (v,u) In Bu }‘ we still have :
3

dim Ker (G, (v, 71 ) I3 B

Set now ; U = U Bu)\'
(u\) ee ™

Thus, the following mappings'ar‘e locally Lipschitz :

A

{ (u,A) » Gt (y, A) »A-{(u,x) > G (u, )
Uc VxR £L(H,V)

Uc V.xR = £V, H)

{A-»A“ {A-»b(A)

Gl (U c £V, H) > £(H,V) G W) cLV,H » R .

Equation (4) 1s therefore iocally Lipschitz on U ., Then the branch of E

containing (u,,0) can be partially parametrized by the maximal solution

(u(s), X(S))s e [o,T[ of (4) .

*oe

o0

e

L 1]

e

L 1]
1~
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SECTION 3,

. ‘&
The_continuation méthod defined above provides a point (u{t*),le ))

such that A (tF) = 1 (so u(t*) is a solution of (1)) :

Theorem 3, Under the assumptions of Theorem 1, there exists a residual
set R of Lz Q) such that for every h In R the maximal solution

(uls), A (s)), ¢ [o, T[ ©f the differential equation (4) associatea with h
]

’
verifies

- 800N = Fuu')

¥ it
A <T, A(") =1 ana g ‘
' wlt) = 1! 0 HPa)

Proof,

l,et R be the residual set whose existence Is ensured by

Theorem 1, Fix h In R , Thus E » defined as iIn the Introduction,

°

Is a one-dimensional ! - submanifold of HZ2 N H; Q) xR

Following a classical way of the homotopy method, we wish to

prove successively that :

A, For s> 0 small enough, \f(s)> o

B. Solution (u(s),A(s)) for s> 0 does not “recross! the hyperplane
HE x 1@ xR,

C. Trajectory (u (S),X(S”S € [0, T[ ©€amnot be entirely enclosed in
]
HE N H x [0,1] .

Theorem 3 follows l'mmedlalely from A,, B,, C.
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Proof of A. Since all the elgenvalues of Laplaclan are strictly positive, we
obtaln by Theorem 2 (3 (i) 3

da\

as
Proof of B, Set t = inf |{s €0, T[ , A(s) = 0} . Thus by A,, 8> 0 , ana
A(s) 2 0 for sS4t . Therefore, If 1 <+'o , M{)S 0 .
But AV(1) = (-G (), 0)) = 8(-2) > 0 .

This s a contradiction,

Proof of C. First of all, prove the following assertions 3

0
Assertion 1 ; The set D = E N (Hz N Hg i) x [0,1]) st compact
in H2N H; W xR .

indeed, for every (u,A) In D ,

~bu=AFu) + (8 =-ANn .

Thus ||V ullz2 S 2 f Fludu dx + [njl 2 full 2
' 0 [y [y

Therefore, since (l s bounded ,
2 .
Wuall®, s C lIFll , Hull 5, + linll 5 Nl
A 12 3 2 2

for some constant C . Using Friedrichs-Poincaré's Inequality {Adams [2}),

It follows ghat

Ivul ,sC .
L

Thus 0O |s bounded in H:(QD x R ,and then relatively compact In
2 .
L@ xR . Let now (u ;) n’n en Pe a sequence in D , Then there

exists a subsequence which we silll note (u, )‘n’n ey o that converges

n 120 x R to some fu,d) In L2() x R ., Thus we have :

.

-bu, = "nF(“n“ - dh* AFW A+ (1 -An in 2

un *u ln Lz (U’ .
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2 2 2 1
Since (-A) is a closed operator ;. L) » L% () s UWEH HHO ) ’
and  ~Au = A F(u) + (1 ~A)n ., (Then, (u,A) € D ),

Now we have

u ?u in L.z(ﬂ),
fu > Au In L2 '

and therefore ;

2 ]
u . ?u in H nHo(m .

o e et e 2 et e o ?

i

Kitu, ) = L6, (w2 6y (1), 8 (-6, (u,A0)] .

K{u,A) Is the second member of (4). Then' K{u,A) never vanishes for

fuA) In |,

Indeed, daim Ker Gt (u, A =1 | Conslder two cases :

a) Dim Ker Gl (y,a) = [0} . Then, byTheorem 2 (),
6(G (u,A)) £ 0

b} Dim Ker Glu (u,A) =1 |, Let A‘ be the single null;élgenvalue of
o <

G! {u, ) .
(V) N :
Then | ;I}vi )‘l (Gﬂu (U,A\)) # 0 , and therefore (G'u (u, 7)) ’ £o0

i=1

(See the definition of J :t A A' ).

Assume, by contradiction, the trajectory (u (s),)\(s))s € [0, T( is
, »

contained in D , Then D being compact, there exists a sequence

( )ﬂ €N Such that ;

S
n

S = 7T S - oo
n a n

fug .(sﬂD,;\,(s)) - (Iui&o N some (u%, A" m oo
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Thus, by assertion 2 K (u*, )\*) # 0 , and Theorem 4 below provides an

immediate contradiction and achieves the proof of Theorem 3.

Theorem 4, Let H be a Hilbert space, and E a one-dimensional closed

C° - submanifold of H , Let K be a locally Lipschitz mapping from some
S )

open set UDE to H ., Assume the maximal solution (y (t))t € [0, T[

of the differential system

remains in E and is not periodic,

{ yi(t) = K(y(t))
(10)
y) =y, €EE

Then every adherent point y* of y(t) as t=> T is a stationary point

of (10} (i.e. Ky #0).

Proof, Assume, by contradiction, that for some sequence (sn)n €N converging

to T one has :
yis )~ v¥ ana kKy¥) £o .

Clearly, we can suppose that (sn’n €N Is an Increasing sequence,

Note that, since E is closed, y*EE .

Step 1 : Define an open ball B in H such that é‘c_“u_ s With centre y*

= o e o e e

and radius r small enough to ensure that the following conditions are realized :

a) Ky, KG N =3Ik N2 , vyed .

b) There exists t€[0,T[ such that y(f) ¢ B . (Indeed, the trajectory

Is not stationary).

c) There Is an homeomorphism h : BN E = ]o, [
of E),

. (h is a local chart



1167

Step 2 : Since yf(t) ¢ B , we can choose s, such that y(sn) €8

e aim wme B woes 000 wur

and s> § . Now consider the maximal Interval containing S,
§o= ]to,tl[ » Such that y(t) € B for every t In 3, 1§ Is open since,
at every point of H , there exists a local solution of (9),

Moreover ;3 1§ < t, < Sn< .

—— v e S B s

Step 33 We claim that ¢, <T , le, y(t) "eaves® B for some
‘ * .
If not, ‘the whole trajectory {y ()} would be enclosed in B |
l 6 [gOQT[ ' .
Apply now a classical property of the locally Lipschitz differentlal equations :

since y(1) does not explode as t-»> T , we would have : T = + o ,

But, by c) :

Lty KGFD = iy, KD 2 3 ik iy
at '

and then :

Iy 0, KOy D) = Gy (1), Ky™) + —— ™% .
. 2 :

Thus |ly(t)]l » + © , therefore y(t) would leave B8 » which contradicts

our assumption,

Step 4 We now prove that y ]t.,t‘[ + ENB ‘i‘is onto, l.e,
hey: ]lo,tn[ =+ J0,1[ Is onto. First remark that since the solution y (t)
of {10} Is not periodic, the mapping t * y({t} Is one to one. Thus the map
h oy ](”tl[ - Jo, i[ Is one to one, contlnuous and therefore monotone,

Then it has a limit A, as t - tt , and a limit Ay as 1 t"' .

Necessarily A, =0 , Ifnot, as t~2 t, , hiy()) would remain

In a compact interval [Ao. Ao + e] .
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Then y(t) would remain In the compact h™! ([AayAo + €]) and would admit

some adherent point in this compact as t = t

o L]

We would obtain ; y(t,) € h’l ([)\o,)\, + e]) c B ., This contradicts the

definition of t, . In the same way, we can prove x‘ =1

0 e Gve s e B o

Step 5 : Let us show now that y(t) Yreturns" in B for some t > tl

Thus it will Ypass agaln! by some point of the trajectory, and this contradicts

the nonperiodicity assumption,

Let S; Dbe some element of the sequence (sn)n GN such that s, >ty
and y(sp) EBNE . Such a sp exists by Step 3.

From Step 1 c), there exists 7 in ]0,1[ such that : y(SP) =n ') ana
then ; h o y(sp) =7 € ]o,1[ . But, by Step 4, we can find t, in ]to,t'[
such that h o y(t,) =1 ,

Thus Y(Sp) = y(tz) with sp > tz . This achieves the proof,

o0
K d
o
o0
[ 13
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PROBLEME DE DIRICHLET
DANS UN DOMAINE IMAGE BILIPSCHITZIENNE
D°UN DEMI-ESPACE

AAKKAhAKAKRE

Jean DUCHON, Raouf ROBERT, Patrick WITOMSKI
1.R.M.A.
Univensité Scientifique et Médicale de Grenoble
B.P. 53 X
38041 GRENOBLE CEDEX

Introduction

Ce travail tend & mettre em place un cadre théorique shrplé’ pour traiterx le
probléme de Dirichlet dans un damaine § image bilipschitzienne dun demi-
esPaoe,_ pUtilisant le noyau de Polsson pour un demi-espace contenu dans (, on
se raménera a4 résoudre un probléme variationnel dans une "bande".

De telles néthodes,‘ couplant éléments finis et intégrales de bord sont utilisées
pour les problémes extérieurs (cf. [11, [2]1, (81, [171).

On utilise 1'espace de Beppo-levi des fonctians d'énergie finie sur §, que
nous notons V1 () ; on évite ainsi d’avoir recours aux espacés de Sobolev a

poids (cf. [6]).
Le méme point de vue est développé dans [9] lorsque 2 est un demi-espace.

On caractérise 1'espace des traces de VI(Q) sur T, noté.vl/z(l‘) et on montre
que le probléme ; ¢

'

ue Vi@
Au = 0 sur Q ﬂ
Wp=f .,
/\/\/\.
admet une solution unique pour toute £ donnée f‘

dans Vl/z(l‘)° On donne ensulte une fornmlation
variationnelle équivalente du probléme dans la bande .
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Cette étude trouve sa motivation en [14 ]. La méthode a été testée sur diffé-
rents exemples qui font apparaitre un gain en précision et en temps de calcul
par rapport 3 une troncature classique.

~1

1 - LES ESPACES V1 (Q), v(l)(n) , V@)

Notations :

2 désigne un ouvert connexe de ‘IRn,a@(Q) 1'espace des fonctions indéfiniment
dérivables & support campact dans Q; D' (Q) 1'espace des distributions sur Q.
u

Si ue '(Q), on note : du=— i=1,...,n
et Vu = (alu,...,anu) X
2@ =@
B @ =fuet?@ | 3uer’@ i=1,...,n}
“P(R™) désigne 1'espace des fonctions‘€™ a décroissance rapide,'(R™) 1'espace
des distributions tempérées.
T désigne la transformée de Fourier d'une distribution tempérée u.
Nous travaillons dans ce qui suit dans l'espaoe de Beppo-Levi relatif a L Q)
(cf. Deny-Lions [5]) que nous notons :

Vi) =fue &'@ | 3ue?@  i=1,....n)
on le mmit de la semi-nomme |u|, = (fIVul ax) V2.
‘on vérifie (cf. [51) que cet espace seml-nome est complet. -

On munit également V (2) d'une topologie d'espace vectoriel. topologique locale-
ment convexe séparé, notée B , et définie par :

u *u pourfﬁsietseulenentsi Vuk-rVu dansIL ()
et\Jk'*udans@'(Q)

Proposition 1.1. :

L'espace V1(2) mmi de € est hilbertisable (i.e. il existe un produit scalaire
qui en fait un espace de Hilbert et qui donne la méme topologie).
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Démonstration s

Prenons p € £ () tellequefpdx==l\
et considérons :
(w,v) -IVu.Vvdx+fupdx ﬁpdx

on vérifie que c’est un produit scalaire sur ‘V Q) s
fﬂVulzdxn'rﬂfupdxﬂ =0 implique u = 0.
Q

Pour montxer que ce produit scalaire redonne bien la topologie , 11 suffit
de montrer que 3

Vo, + O dans L2 Q) et Ipukdx-vo implique

éu'(q;dx +0 pour toute ¢ e.9(ﬂ) Pour oela, on applique le théorame
de Kxylov (cf. [15] 3 pulsque “k + O dans IL2 (), 11 existe des cons-
tantescktellesqueuk G OdansL (ﬂ)
et donc f( )p dx = Ju, pdx - tendverso,d‘oﬂ —»0,oequiinplique
y +0 dgn:k:;k(ﬂ) Q“k Ck Ck

La camplétude est imnédiate toujours en appliquant le théoréﬁe de Kxylov. [1
On désigne par Vcl)(m 1*adhérence de o () dans vV (Q) pour la topologie séparée.
On a alors une version généralisée du théora&me de Poincaré.

1

Proposition 1.2.

Si le camplémentaire de Q n ‘est pas de mesure nulla‘ ),, sur V (2) la trace de
la topologie séparée de V}(Q) est définie par la nome (I qulz dx) 1/2

Démonstration :

I1 suffit de démontrer que sur JD() on a une inégalité ;
IIVu|2 dx + l)’ta«odxl2 s cf|vu)? ax
Q

ouoequi revient auuéme Vu -+ O dans IL (Q) inplique uk'-r'OdansQ Q).
Etendons 4 par O en dehors de @, alors u_ ¢ H(R") et Wy + 0 dans L3(RY),
appliquons encore le théoréme de Krylov : 11 existe des caonstantes Ck telles
que uk -G, + O0dans L2 (R™) et donc en considérant la restriction de ces
fonction a un campact de mesure strictement positive contenu dans le camplémen-
taire de 2, on obtient : C, * 0. Et doncuy +O0dans @' (). []

() Cette condition n’est pas optimale, il suffit que Q ne soit pas de
capacité nulle. (Cf. Deny-Lions [5]).
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On note V1 (Q) 1'espace dual de vé(m , on a immédiatement :

-1 n 2
V@ = {12131 £, | £ eL°(® 1=1,...,nh
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2. ETUDE POUR UM DEMI-ESPACE, TRACE ET RELEVEMENT

n désignera le demi espace R™ ™} x 10,4« de R® (nz2) et R™ ! son bord.

On note (x,y), x = (xh"’”"&x-l) un point de ]Rn—l x R et (£, n) les variables
duales par transfomqation de Fourier. On note :
v2(1Rn ) = fu e YmMY | aiu el (R"Y
3 ¢
et {£f Vzaiu e LE@®™ 1Y), 1 =1,...,0-1)

On munit cet espace de la semi-norme :

n-1
1 -1 2 1/2
lul, =—=— ¢ 71 |€]”" |3,u]* a)
3 /& 1= R 1
On note (u,v)1 le semi. roduit scalaire associg.
2

On vérifie facilement que v‘/ 2(m“"l) est complet pour cette semi-nomme et que pour
u eff(]Rn'-l), on a:

laly = /27 (1, _, 1el1®? ap /2,
2

On va montrer qu‘il existe un opérateur de trace y de Vl(n) sur Vl/2 n-1 ).
Cammengons pax remaxquer qu'il existe un opérateur de pmlmgeuent P Vl(n) vl(]x
verifiant  J 19 Puj? ax = 2 fqulz -

En effet, 11 suffit de considérer P d5fini par :
Pu(x,y) = u(x,y) siy20
et Pu(x,y) = u(x;y) sity<oO
Not.ons Y 1l'opérateur de trace usuel de Hloc(]R %) dans Hl/z Yy coume
V(]R ) cHl (R" ), considérons y o P, quemusnoterons tou]oursy . On a alors :

[ERPE S S Gt A

D D D D e 4t > o

Montrons que si u ¢ VI(JR"), YU € Vl/z(Rn.l).
Pour cela, on va approximer u pour la semi-nomme par des éléments deo@(mn) .
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Lemme 2.2. :

B(R") est partout densedans v (R") pour la semi-norme ()

Démonstration :

- = s wn  om -

Il suffit de vérifier que si u € Vl(]Rn) est telle que feru% dx =0 ¥ ¢ D(Rn),
alors u est constante. R

En effet, alors u est tempérée et vérifie Au=0 sur Rn, donc u est un polyndme
et comme son gradient est dans [ﬁ(mn)a c’est une oonstante. _ﬂ

Prenons donc ¢ D(R D) telle que V¢, ~ Vu dans ﬂ_(JR ). ‘Nous allons
maintenant utiliser une propriété de la trace sur D(RY .

Siue D(JRn), on a:

2 1 lg) [ as<y / Jvul®ax
r"?

Démonstration :

Ecrivons la fornmle d'inversion de Fourier:

utk,y) = £ OBV g ) e an
Rr® '
a'od ux,0 = 5 e * g 1 aE,ndn
]Rn~l R
N
soit Yu(E) = ;a(a.n)dn = - ,/lg‘ |‘7\’" (g, r))d.?
\/I 0 2
n
d‘od G S rge)? + nd Jacm |
R

()
On notera que si n3>3 D(R™) n'est pas dense dans V! (RD) pour la

topologie séparée cf. [11].
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et donc S lemt%ae s g lel?lee) 120 = L fvu)ax.
Rn~1 r? 41 RrP

On déduit du lemme 2.3, que wk est une sulte de Cauchy pour la semi-norme
dans V2R

Toujours d’aprés le théoréme de Krvlov, 11 existe des constantes telles

que (bk - Ck + u dans Lfoc(Rn)o Alors ¢k o= Ck + u dans Hioc(nn)’ et dOnc

Y = G+ Y dans nY/2 (g0
On conclut au moyen du lemme suivant:

bl LR a4

Si U est une suite de Cauchv pour la' semi-porme dans V]‘,/Z(Rn"l) et si uru
dans & (R™1) alors u e Vl/z(Rn‘l) et u -+ u pour la semd~porme. .

Puisque VI/Z(JRH"I) est camplet, i1 existe v tel que;

lg| "1/ 3/1}‘ T2 4% s 12, 1ay .

d'od TS > TV dans P (m™Y
et donc aiuk -+ Biv dansﬂ'(l}n-l)
n-1
et comne du d;u dans §*(R")
on a aiu = aiv rd=1...n1 Qo0 ue VVZ(RW'%)_- 0

La continuité de y pour les topologies séparées est inmédiate; en effet d'une
part 1'inégalité du lame 2.3, s'Stend par densité 3 toutes les fonctions de VI(R ")
et donc pour u € Vl(ﬂ).

)2 < 3 7 19u)? ax = s|vu|? ax
1/2 " RD n

&)
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D'autre part, si W - u pour la topologie séparée, Py, + Pu pour la topologie
séparée. "

Or le théoréme de Krvlov nous dit que
Py - C_ ~ Pu dans u! n

(R).
loc
Camme Pu, + Pu dans D' (RY), onaC ~O0 etdonc YPy - YPu dans$'(]Rn—l).

1/2

On va maintenant construire un relévement harmonique p : V .(]Rn"l) > vt '

a partir du noyau de Poisson.

Pour £ ¢ DR™Y), on considére :

. _ A
—y f@az= s &Y g

PE(,y) = & J T
n on-1 (yo+|x-z|°) r™1

R

ol Sn désigne 1'aire de la sphére unité de R™.

- e b e .- -

Pour toute fe¢ ,9(]1-‘{“‘1), onas:

A
Tivoe|%ax = 2n 1 |g||£() |%ax
]Rn-l

Dé&nmonstration :

Vérification directe a partir de 1'expression

. - A
pf(x,v) = le’;—-l elt‘lTXE e 21T|E'Y £(E)dE . n

On va maintenant étendre le relévement & tout 1'espace v/2 (w7 par densité.
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Lemme 2.6. ¢

DER™Y) est partout dense dans v'/2

(R™}) pour 1a semi-norme.

Demonstration :

-----------

Il suffit de montrer que si u ¢ sz (Rn"lb est orthogonal 3 tous les &léments

n«-
de D®R™) pour le semi-produit scalaire v, = ,, 1I.SI lﬂ ﬂ dg),
alors u est constant .

n=-1 .
T -1 = n-1 .
Supposons donc k=1 ]{n_llgl & aku $ df = O pour tout cp DR

] -1 "3 0 n-1 /\
ceci entraine |£| £k = O presque partout, et donc kz £y =Q ;
=
d'od Au = Q. Etoam\eus“.f", u est un polyndme et la condition 8k\15 Ll ’

loc

k = 1...n-1 impligque que tous les du sont nuls, et donc u est une constante. [I

Soit maintenant u ¢ V/ (R ) 3premns¢kee9(lln 1), ¢k+umur la
semi-nome. Il découle de la proposition 2.5. cue pq»k est une suite de Cauchy
pour la semi-norme dans V (i) , elle converge donc pour cette semi-norme vers
un certain &lément v e Vi m. :

Alors 11 existe une constante C telle que :

YW = uiC

En effet, il existe des constantes Ck telles que
p¢k - ¢ * Vv pour la topologie séparée,

dsoid Yo, - C) = ¢ = Cx * YV pour la topologie séparée
or “’k"ck tend vers u pour la sani-norme
donc YV = utC’

et on pose pu = v—C.
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On vérifie que pu ne dépend pas de la suite ¢k choisie.
On voit immédiatement que P vérifie les propriétés suivantes :

(1) p est continue pour les topologies sé&parées
(i) S Vou.Vpv dx = (u,v) 12 , W,V e 172 R
I

(iii) Yp = identité

R R L T LTS

Pour toute f donnée dans Vl/ 2 (Rn-l) u = s:f est 1'unique solution du prcbléme.

ue vl
Au =0 sur Il
yu = £

Démonstration :

Il est immédiat que u = pf est une solution. En effet, si ¢k + £ pour la
semi-norme, il existe des constantes Ck telles que p¢k -G ru dans ' () et
donc u est harmonique sur IT .

Unicité :
Soit u € V1 (M) telle que Au =0 et <yu = 0.
Alors, utilisant le principe de réflexion, on voit que nécessairement u = 0. []

On notera Vlﬂl') ={ue Vl(ﬂ‘)l xu = 0}

V; () est un espace de Hilbert pour le produit scalaire [ Vu Av dx.
I

Démonstration :

R e T L

e e e L LT LYY

on a vi(m = vy .
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Démonstration :

- s OB 0 W Cu 2 an B > -

Le résultat découle directement de la densité de H(N) dans V () . Pour vérifier
Ce dernier point, supposons que /Vu V¥ dx = 0 pour tout ¢ dans&)m) ; alors
on alu=0etya= Oceq\nentrLIneuSO. 0 '

Py —----a-

Les fonctions de V 1/2 (" 1) ne sont pas forc&ment bornées ; prendre par exenple
la fonction (Log(l+x ne pour a < 1/2, c’est une fonction de.vl/z(ll) car c'est
la trace sur R de la fonction (Iog(l+x2+y2))“ aguil est dans »VI(B 2) .
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3. TRACE ET RELEVEMENT POUR UN DOMAINE IMAGE BILIPSCHITZIENNE D'UN DEMI-ESPACE :

Dans ce paragraphe, m désigne le demi-espace ouvert {(x,xn) € ]Rn"1 X R'Xh> 0.
T le demi-espace fermé, Q un ouvert de R"?, T son adhérence.
On suppose qu'il existe un homéamorphisme ¢ : ™ + T tel que ¢ et o7 soient des
fonctions Lipschitziennes. | '
On va étendre a de tels ouverts les résultats du paragravhe 2, a savoir, 1l'existenc
d'un opérateur de trace et d'un relé&venent.
On désigne par ¢ la restriction de ¢ a R}

o : R ar=02 ¢ (x) = @(x,0).
Sur I' on définit une mesure superficielle do de la fagons suivante : pour toute
f continue & support compact sur I' on pose :

sfdo = I fob(x) (det ) /2 4y

r r" 0% axz
8¢1
e
3 x
ou 7 désigne le vecteur
ﬁ- -
n
9%
et —L . 2 le produit scalaire usuel.
9% 9%,
On vérifie par changement de variable que do ne dépend pas de ¢ (x )
Pour 0< S<1 et 1sp< 4 on définit : '

L ’.
V) = (uerl a0 s OO 4509 a5y < 4w}
PxT | x-y|P P

l/2'2(I‘) est 1l'espace des traces de Vl(ﬂ) .

Nous allons montrer que l'espace V
On voit par changement de variable que u ¢ V (') si et seulement si

Ued € V1/2'2(]Rn-1). On va voir que pour ce dernier espace, on a :

vI/202 (g0l | y1/2 poly

(*) pour la validité du changement de variable Lipshitzien voir [16].
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Et méme plus généralement, on a :

membacocananceewonoe

Pour tout s, 0< s8< 1, an a 3

i wb = v¥wk ol on note :

VRS = uew®S | Tl et s o €177 3012 ag<m, 1= 1,00,
IR

Démonstration : ,

9w om -t @ @ ce 0 DO

Montrons d'abord le lemme sulvant :

Lemme 3.2. :

R L TR p=popepy

Fany .'
oc n‘j"le) telle que aiu € Lioc » 1 =1,....,k. Alors, an a, pour

2
2 - IS u{x)-u
lulg, > k .k ‘L“E%)' + s'L dx dy

ROXR x-y|
[u]? P 112572 |3.4)2 ae
S 4u1 mrK i | |
2 2 1 2nixy .2 ax’
C*=Cs,k) =—=5 i [T I|% S5
g 4“2 Bk ‘xl +2s .

O an w0 e D € Be D P B a0

Par le changement de variable (x,y) + (x,y-x), on a :

2 _ 2
lulg, 2 =k "‘Tm‘i‘s‘ 2k latxth)-u ) |

cette quantité pouvant &tre &ventuellement +w,
Posant Thu(x) = u(xth), on a ; T, Wu e ¥

21lih.£_ k
2nih. E’-l)u =& 1 hj 3/}1

t ( )y = (e
e T, u-u =
h 2uih.§ j=1 ]
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donc ("rh u-u) € Li caomme produit d'une fonction mesurable bornée par une foncti<

localement sommable. L'intégrale ﬁzk | (t}, u-a) I d£ a donc un sens (elle peut &t
finie ou non) et est égale a :

Rk |7y, u- uI = J |u(x+h)--u(x)|2 dx d'aprés le théoréme de
R .

Plancherel.

D'autre part, les fonctions (localement sommables dans ]Rk)

2mih.E_ . ira
e 1l 5. et e} (Th u—u)A

2| g| ] ]
cofncident au sens des distributions sur R¥~ {0} donc presque partout, d'ol :

I(Th u--u)Al2 = -l—'d——- | (Th u"U)A(E) Iz

. 2
J=1 lE]
1 k I 21[11'1.&_1!2 2
=—5 I 5 | 3 ju(F,)I
4c =1 I3
k 2wih.g 2
42 1 dh |e -1| 2
Donc : |u| == I S s / |3 ul® ac
s,2 4“_2 =1 Rk 'hl +2s Rk I |2 3j
Appliquant le théoréme de Fubini, on obtient :
k
2 1 2,732 2mih.g . ,2 dh
luls, =— = /f_ |E] “lou|® & 1 |e -1 —s
5,27 47 55 Rk 3 Rk |n (<25
Posant x = |£|h dans la derniére intégrale, on trouve :
k £
2 1 25-2 (T2 2mix. 12 dx
lu|2 == 1 f |E] |3.u|® a& J, |e T -
s,2 4"2 =1 Rk J Rk |€| : |x|k+2S

mais cette derniére intégrale ne dépend pas de g et vaut par exemple :

2nixy 2 _dx

o le —dx
Rk lek+25

d‘'ol luls'2 =Cluly . 0
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Pour adxever la démonstration de la propositian, 11 suffit alors de voir que
oy,
Ve l::’ V2 e ot ue VP2 entraineajueLi .

ler point : V¥ eLy

En fait, toute fonction u de Ve se décampose en samme d'une foncticn analytique u,
etdeuzeH(Rk) (prendreul=au,ﬁ2=(l—a)u ol aeaﬂ(R ),
a(E) = 1 pour |&]| s 1).

’
2éme _point : 2 e W,

= atem wlean 0w

o a fu |2 s 2lu )? + 2|uly)-ux |2

d'od s ,
Ilu(x)lzdxfdy < 2/ax fjuly)|2ay + 2sax flu(y)*g(x)lz dy
Ixf<nv fyf<r fx|<v fy]<2 [xj<v {yl<y

et comme |x-y| sN+1 dans le domaine d‘inté&gration, il vient :

flue )2 ax s 2% uix) |2 ax + ck(N+1)k+2s ju liz ‘

[x|<n Ixf<1

c’est-a-dire que f|u|? dx ne croit pas plus vite & 1'infini
|x|<n
qu'une puissance de N. Donc u ¢ "f’,

e
Jéme point : w e V5'2=9 6ju € Lil,oc

- s > oo oo >

Soit u ¢ V32, le théorame de Fubini entralne que (e2"iM-

k

A
E_1)W e L2(dE) pour
presque tout h ¢ R, '

On peut donc choisir k vecteurs de nome s -le-ﬁ , 8oit hl,.., ,hk, formant une base
k 2uihi -E_ 2 2uiht £
de R", et tels que (e l)u ¢ L°. Ensuite, comne Ih £l s CNIe 1

pour |€] < N (puisque alors ]h E|l s1/2), ona :

k L L ‘ ’
P 2uih.g_ o~ 2
jil hj £ 0 FRRLE (e 1)U et ceci est dans L(|&|=N)

d'od 3ju ¢ L (|g]N), ceci pour tout N, donc dju e Ly . U]

Afin de définir trace et reldvement, montrons :

Proposition 3.3. L'application u + ue¢

o mlian .o oo~ aa

est un hareomorphisme de Vl(ﬂ) sur Vl (7) (pour les topologles séparées).
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Démonstration :

Soit u ¢ V (Q), alors u ¢ L (Q) et par changement de variable, on a, sur tout
compact K @

fux)dx = S  ued(y)|dets’(y)|dy
donc ued € L oc(™ puisque il existe C > 0O telle que |detd'(R)| 2z C presque

partout.
Montrons maintenant qu'on a au sens des distributions :

n . .
30 :
3 (ed) = L (dqu)ed oL (1)
2 j=1 j ax,v

C'est immédiat si u est régulidre (par exemple el sur Q) ;pour u e vi@), i1
suffit de montrer cette propriété pour toute au avec o € D(Q) (la propriété est
locale) autrement dit, on peut supposer u a support compact.
On considére alors une suite u de«@(m tendant vers u dans H (Q) c'est-d-dire :
W+ u dans L Q) et Vuk + Vu dans ﬂ‘.. (). On en déduit par changement de variable
queuk o ¢ tend vers u o@dansL (w) , de méme (3 uk) o & tend vers (agu) o ¢
dans L (m).
Or pour chaque W, ona:

n

_ 393
3,(y 0 @) —jil (25 ) o @ . -3.-}-%

et donc en passant a la limite dans @' (w) :

2,ao @) = : (35w o ¢ . 34
j=1 2

La propriété est ainsi démontrée pour toutes les fonctions de V1 (), ce qui montre
que uo ¢ ¢ Vl(ﬂ) .
Vérifions la continuité de 1'application u + u o ¢ . Soit L telle que uy +u dan:
D' (@) et Yy + Vu daps L (R), alors en appliquant le théoréme de Krylov, on voit
que : uk-»udanst (Q),onendédultqueukod>—>uo¢dansL (M) et donc

dans ' (w) ; d'autre part, la convergence des grandients dans L2 se dedult de la
 formule (1).



11 7

Le diagramme sulvant pemet alors de définir des opérat:eurs de trace et de
relévement y,p via les bijections Q et ¢

Viy—2% V)
MERIi Y|P
V) v Vi(R?)

)

N
ou o (u) uod

S =uo¢

On vérifie que cette trace coincide avec la trace locale obtenue dans L% (r)
lorsque T est au voisinage de chaque point le graphe d*une fanction Lipschitzienne
(cf. Necas (121) (),

On notera V () le sous espace de v Q) formé des Eléments de trace nulle. On a
alorxs :

sanlionocacwamnsons

Vl‘ () est un espace de Hilbert pour le produit scalaire s{ Vu Vv dx

Démonstration :

e @280 et o D @ e 4 w0

$ est une bijection lindaire de vi(R) sur v} (m) bicontinue pour les semi-normes
et qui transforme V;: Q) en v}.(n) et ce demier est séparé el oamplet.

e oo b 03 2 b 0 Oo 0 D > -

D(Q) est dense dans v;‘(m,

(x) Ce n'est pas toujours le cas ; 1'image bil pschitzienne d'une boule par
exemple n'est pas forcément un ouvert 3 frontiére Lipschitzienne
(cf. D. Chenais [3]).
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Démonstration :

" > o - e W - - - - o

Soit u € Vl(Q) , alors uo ¢ ¢ V (7) et d'aprés la proposition 2. 9 il existe une
suite ¢, deB(m) telle que ¢, * u o @ dans VR (n). Alors ¢ o & =+ dans V[ (@).
On peut donc approcher u dans Vl(Q) par des fonctions Llpschitmennes 4 support
compact dans . Il suffit alors d'approcher de telles fonctions par des fonctions
de D(Q) ce qui est immédiat (convoler avec une suite régularisante). (]

Corollaire 3.6. :

- - oo - - - -

1 1
V11 Q) = VO(Q) .

Démonstration :
L'inclusion v Q) < vl(sz) est évidente ; 1'6galits résu.lte du fait que vl(m est a
la fois oonplet et dense dans V (Q) pour la norme (f |Vu| a) /2, Q

4. LE PROBLEME DE DIRICHLET

2 désigne un ouvert vérifiant les hypothéses du paragraphe 3. On pose alors le
probléme suivant : :
pour £ donnée dans VI/Z(I‘), on cherche w telle que :

w e VHQ)
®) Aw = O dans Q
yw = £

on a le résultat suivant :

Théoréme 4.1.

e o e = s on o -

Pour toute f donnée dans Vl/ 2 (T), le problame (P) possdde une solution unique.

Démonstration :

Unicité : supposons que u ¢ Vli () et Au =0, on a alors éWV$dx = 0 pour toute
fonction ¢ de () et par densité (proposition 3.5.), on a f VuVvdx = O pour toute
fonction v e V%‘(Q) , et donc u = O (proposition 3.4.). &

Existence : posons F = pf ol p désigne un relévement de Vl/ 2 (I') dans V1 () . Posant
u = w-F le probléme devient :
{u AA0)
Aa = -AF
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qu'on peut écrire sous la forme variationnelle équivalente c

(PV) { ue V#(ﬂ)
VWX = -fVF.Tvdx W e Vo(@)
ou aencore 2 f
min { 3 sjvu)? ax + /VF.VG ax )
29 Q
lleV[l.(Q)

le probléme (PV) admet trivialement une solution unique. (]

De par le fait gue v}. Q) = V(l)(ﬂ) on est conduit 3 une formulation variationnelle
unique. Si on n‘avait pas cette égalité(*) o On pourrait chercher a résoudre &gale-
ment le probléme '

4
u e VO(Q)
fu = -AF
sott  Min { 3 /|vu|? ax + JVF.VV ax }
ned@) 8 f

probléme qui admet une solution unique.
Heuristiquement, la distinction entre ces deux problémes correspond 3 la distinctia
entre les deux conditions awx limites & 1'infini : u =0 (choix de V3()) et

22 = 0 (choix de VE@).
On va maintenant s'intéresser au cas ol contient le demi-espace X, 2 O et utilise:
le relévement harmonique construit pour ce demi-espace pour &crire un probléme
variationnel équivalent dans la bande comprise entre I' et 1'hyperplan x, = 0.

On notera % cette bande, @, le demi-espace et D 1'hyperplan. p désigne un reléve-
ment de v'/%(r) dans VA (@) hammonique sur 9,. Un tel relevement existe, 11 suffit
en effet de prendre un relé'veuent: queloonque dans V1 (Q) , de prendre sa trace dans
V‘V 2 (D) puis dem considérer le relévement hamonique de Vl/ 2 (D) dans v (Ql) .

Nous noterons VII, (@) 1'espace des restrictions 3 ) des €léments de Vll. (). on fera
attention au fait que cet espace n'est pas 1l'ensnble des distributions sur 90 de

(*) par exenple si n 2 3 et [31 bomé.
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gradient dans I, (Q ) dont la trace sur I' est nulle( )

lLes éléments de VI‘ (Q ) ont une trace dans Vl/ 2 (D), nous désignerons par Y 1 cet
opérateur de trace (il est clair que la trace des fonctions de V' (2) sur D ne
dépend que de la restriction de ces fonctions a QO) .

On peut alors reformuler le probléme :

Le probléme (PV) est équivalent au probléme variationnel suivant :

u e V ( 0)
(PVB) AOVqudx + (Ylu, Yy v) 1 = —QICV)F.Vvdx - ’(YlF, Ylv) 1
W e Vl( 2 2
ou encore @ .
. 1 —
Min {3 IIVuI ax + 35 |y1u|1/2 +  JVF.Vudx + (v,F, y,u), }
uev (2.) ‘o & 7
rto |
Démonstration :

Soit u solution de (PV) et v ¢ V}. Q).
écrivons :
[ VuVvdx = [VuWvdx + SVuVvdx
@ % 9 .
si u est solution de (PV), on a Au = -AF donc Au = O sur ﬂl ; on va utiliser ce
fait pour transformer 1'intégrale sur 821. :

Siue vl(nl) vérifie Au = O alors Vv € vl(szl), on a :
J yuvdx = (ylu, Ylv)1
Q1 5

Démonstration :

On a vu au paragraphe 2 que :

(ylu, ylv)l = f Yoy, u.voy,v dx
3 9

() cela est dﬁ au fait que méme lorsque T est 1l'hyperplan x = -a (a >0),
1'espace V (2 ) est strictement plus grand que l'ensemble des restrictions a
o des fonctions de VI(Q) Contre exenmple : prendre o e 9‘5 (IR) telle que
Ja(x)dx=0, u(x,y) = f a(t)dt, alors u e V' (Rx10,1[) mais u(x,0) § V2 (R).
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or ici YU =1 ;

d'autre part S Vu V(v—-pylv) dx = 0

Q .
puisque v-py,v estlde, trace nulle sur D (utiliser la densité deaﬂ(ﬂl) dans
Vi@,
I1 vient donc 3 f VuVwdx = f VuVvdx + (y,u, ¥,v)

o . e iy

o 2

siv désigne la restriction de u 3 ﬂo, on obtient en effectuant la méme opération

pour 1°'intégrale S VF.Vudx :
2

o, N
Qe V%.(QO) et )
_ — \, :
J WV + (v, 8,y,v), = -f VF.Vidx - (,Fov ), Woe vh@a)
e 7 % 3

Réciproquement si U est solution de (PVB) son extension u par‘pyllt‘i dans , est un
élément de Vi(2) et est solution de (PV). [] o

Il s'ensuit que le probléme (PVB) posséde une solution unique.

On peut aussi obtenir directement 1'existence et 1°unicitd d'une solution au
probléme (PVB) au moyen de la proposition suivante ;

Proposition 4.4, :

L'espace ’\\fll,(ﬂo) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire.

SVt ax + (yju, v;v),
% 2

Démonstration :

- e ws a0 0s > W 0o ® o @

Le seul point & vérifier est la complétude et pour cela il suffit de remarquer
que W‘rl.(no) mini de ce produit scalaire est isomorphe au sous-espace des fonctions
de V'%.(Q) qui sont hammoniques sur 2, et que ce dernier est fermé dans Vll,(fz) . Q
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5. APPROXIMATION DU PROBLEME DE DIRICHLET :

Pour résoudre numériquenment le probléme de Dirichlet, on va chercher une
approximation de V% () ou de V%(QO) suivant que 1'on chosit la formulation
variationnelle (PV) ou (PVB).

Etudions d'abord le cas de V; Q).

Soit QR' R > 0, une famille cmissante d'ouverts lipschitziens de réunion Q.
En prolongeant les éléments de H (QR) par O sur Q\Sl , on obtient un sous-espace
de V () que 1'on note H

- oo we ------—---c-

Pourtoutuevl(ﬂ) et tout € > O, il existe R > O tel que : dist (u,H )<e

(La distance étant celle du produit scalaire /Vu W dx).
f

Démonstration :

R e T

irmédiate par densité de Q) dans vli(m. (3.4.). Q

On remplace (PV) par le probléme variationnel.

Trouver ug e H

(BV) R | |
fVuRde=~fVFV\7dx VVeH
a

PV est la formulation variationnelle d'un probléme de Dirichlet classique dans
l'ouvert borné QR On a une solution unique.
Camparons maintenant les solutions.

I -G h F R

Soient u la solution de (PV) et U la solution de (PVR) .
Pour tout € > O, il existe R > O tel que :

J IV(u—uR)I2 dx < €
Q
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Demonstration :

Pour toutve H -, ana:
J Yug Viv=ug) dx = / Ya V{v=ug) ax
Q Q

d'od :

S v |? ax -1 |9 u-ug) |2 ax + £ |V(ug-v) |2
Q h

2 f |V(u-up) 2 ax
Q
et la proposition se déduit de (5.1.). [)

(]

On applique une méthode d'éléments finis classiques de type Pl, (cf. [4]), pour
résoudre (PVR)° Tous les résultats de convergence s’appliquent. Cette méthode,
utilisée en [14], sera comparée au §.6 avec celle associée 3 (PVB).

Etudions maintenant 1'approximation de vl(n )
Désignons par Vi 1'ensenble des fonctions de V'(Q ) qui sont nulles 3 1'extérieur
de QR on a alors :

Proposition §.3. :

iy A
Pour tout M e V}(ﬂo) et tout € > 0, 11 existe R > O tel que d;stﬁﬁ, Vk) < €.

Démonstration :

XY OR= P @ op=tp-g-Pug-iy

Soit u 1l'extension de u hamonique sur Ql, soit R >0 tel que dlst(u, HR) (’e,
alors 11 extste up « Hy telle que ! Viu-ug)? ax < €2, sott U la restriction de
ug an s on a uR € V et »

Sov@- )2dx+ hr1 Yl uRll/2 I V(u-uR) dx + J V(u—-pyluR)
_Qo o 91
et ceci s f V(u-uR) ax. (]

Q
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On remplace maintenant (PVB) par le probléme variationnel :

(PUBp)

Trouver Up € VR

J VuR W dx + (yl uR'YIV)l/z =~/ WW- (YIF’YIV)I/Z

Qo Qo

Vv e Wy

VR est un espace de Hilbert et (PVBR) admet une solution unique Camparons les

solutions :

L N L I LYY

- -

Soient u la solution de PVB et ug la solution de (PVBR).
Pour tout € > 0, il existe R > O tel que :

L |Vteug) ? @+ (v (wug), M (uug)) o, <€
e

Démonstration :

e T T

La démonstration se fait comme en (5.2.) en utilisant la proposition (5.3.).

D'un point de vue numérique, on va donc traiter le probléme (PVBg) . On utilisera
une méthode d'éléments finis de type P, (cf. [4]).

On construit une approximation de VR- On suppose que la frontiére T est polygonale
et on se donne une triangulation‘cR de % n Qn vérifiant lés propriétés
habituelles (cf. [4]). On pose : '

'U;i={v e‘ﬁo(ﬂ—(;) | V'I‘e‘tR VITE(PI et v(x) =0 a 1'extérieur de Qp}

U;z est un sous-espace de dimension finie de Vg. Si 1'on note
I o(respt ID) 1l'ensemble des indices des sammets appartenant
a SZO n QR (respt 4 D n QR), une base de'U;2 est donnée par les
fonctions {bi}, ie I v Ip, vérifiant bi(Nj) =§
sammet N, defR.

ij pour tout

Le probléme variationnel posé dans Ul; conduit a :

— e

( Trouver u = z u,b; vérifiant

ieIOUID 11

z Uj 5
Je IOUID QonQR jeID

-f VE.Vb; dx - (y,F,v;b;) 1/2 ieI vl
QonQR
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Explicitons leg temes (Ylbj’ylbi) V2"

Afin de simplifier le calcul, nous supposerons que les noeuds de la triangulation
sant équidistants sur D et nunérotés consécutivement. On obtient alors, pour

Nj, Ny D ®

1 A _1 d iy @
0y byovybydy 5 = - g I&l" by by ag - ]fR (vpe) ™ * by) by dx
En notant a = |1-1|
by Py = 3 (a42)? log |ar2] - 2(at1)? log |ar1]

2
+ 3 a® log |a| - 2(a-1)? 1og (a-1) + 22) 10g a2

avec "(ylbi,ylbi) 12 = 4 log 2
(ylbiaylbul) V2 = 9/2 log 3 - 8 log 2

Remarquons que la présence de ces temmes de bord rend pleine une partie de la
matrice du systéme linéaire 3 résoudre.

6. RESULTATS NUMERIQUES

Les formlations variaticnnelles (PV) et (PVB) conduisent 3 deux méthodes numsri-
ques pour calculer la solution du 'pmbléme de Dirichlet. I1 faut noter que la
méthode (PVB) est pratique lorsque 1'on veut la solution prés de I' (par exemple
sl 1l'on s'intéresse & la dérivée normale sur I', cf. [14]). Pom: avoir la solution
en dehors de @, on pourra utiliser 1'intégrale de Poissan & partir de la solution
calculée sur D.

Pour canparer les méthodes, nous avons choisi un domaine oorréspcndant: au probléme
de corrosion métallique traité en [14].
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Les triangulations de Qg et Qo 0 Qp coincident sur Q o N QR' I1 y a 234 triangles
dans Qo n QR et 490 triangles dans QR. La triangulation de @ 0 QR est sur la
figure n° 4

234 TRIANGLES

ﬁﬂure ne 4

a\

Pour le probléme (PVB), il y a 152 inconnues. La largeur de ;a bande est : 39
Pour le probléme (PV), il y a 273 inconnues. ‘
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6.1. Nous donnans tout d°abord une camparaison des xésultats pour une donnéde
sur I' qui est la trace de la fonction 3

u(x,y’ :-!. —2_&_5 °
T X +(y+7)

Pour le probléme (PV), nous donnons les résultats pour une condition de
Dirichlet (u = O sur anR\ ') et une condition de Neumann ( %;—% = 0 sur BQR ~T).
Les valeurs sont testées sur D.

X valeur exacte methode PVB +“§m1§¥ :ﬁgﬁgemw
0. 0.142857 0.141276 0.133799 0.151498
2. 0.132075 0. 130450 0.123719 0.141268
4. 0.107692 0.105473 0.099396 0.116952
6. 0.082352 0.079567 0.073676 0.092}11
8. 0.061946 0.058300 0.052295 0.072676
10. 0.046979 0.041720 0.035529 0.059213
12. 0.036269 0.027649 0.021465 0.050860
. 0.028571 0.012599 0.007468 0.046994
detinalPscul 9s8 3 17 s 17 s

Les temps de calcul indiqués ici concement la seule résolution du systéme linéaire.

Le rapport des temps est d'ailleurs dans celuil des incaonnues.
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La méthode (PVB) donne les résultats les plus proches de la solution exacte.

La méthode (PV) avec condition de Dirichlet sur aﬂR donne une solution inférieure
d la solution exacte tandis que la méthode (PV) avec condition de Neumann donne
e solution supérieure. Les résultats qui s'interprétent bien physiquement souli-
gnent le probléme du choix des conditions aux limites.

Les figures représentent les équipotentielles relatives 3 cet exemple. -

490  TRIANGLES 25 COURBES DE NIVEAU
NIVEAU MINI.= 0 '
NIVEAU MAXI.= 0.6000E00

ceca et ama e.ciuipo‘hcn\_\.encs exqc"es

M ¢ thode (PV) avec ¢ onditions

f_igurc ne 2
de Dirichlet SUr"aQR




11t 29

490  TRIANGLES 25 COURBES DE NIVEAU
NIVEAU MINI.= 0
NIVEAU MAXI.= 0.6000E00

Methode (2V) avee condifion

..ﬁiﬂurc, n:3 ,
de Neomann sur a.J'LR

~~~~~ - &qu(pot’en\'(c“cs exackes
25 COURBES DE NIVEAU

NIVEAU MINI.= 0
- NIVEAU MAXI.= 0.8000EQQ _

234 TRIANGLES

r. '& ”
Tigure nt 4 Mefhode (PVR)
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6.2. Nous avo