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Logic is the art of thinking and reasoning in strict accordance with
the limitations and incapacities of the human misunderstanding.
Ambrose Bierce, The Devil's Dictionary.

iii



v



Table des matiéres

1 Notions préliminaires

1.0 Notions générales . . . . . . . . . . . e e
1.1 Démonstrations et programmes . . . . . . . .. ..o oo e
1.1.1 Lambda-calculs typés . . . . . . . . . . e
1.1.2 Déduction naturelle pour les logiques intuitionnistes . . . . . .. ... ..
1.1.3 Isomorphisme de Curry-Howard-de Bruijn . . . . . . ... ... ... ...
1.2 Reéécriture . . . . . . L L e e
1.2.1 Généralités . . . . . . . .
1.2.2 Quelques propriétés et exemples importants . . . . . . ... ... ... ..
1.3 Déduction modulo . . . . . . ... L
1.3.1 Principes . . . . . . e

1.3.2 Deémonstrations normales en déduction naturelle modulo . . . . . . . . ..

Autour de l’interaction entre types, logique et réécriture

2.1 Calcul des Constructions Algébriques (CAC) et Higher-Order Recursive Path Or-
dering (HORPO) . . . . . . . . e

2.2 Un A-calcul avec motifs et substitutions explicites . . . . . . .. . ... ... ...

2.3 Réécriture de forme supérieure . . . . . . ..o Lo

Calcul de réécriture
3.1 Deéfinitions . . . . . . . o e e e e e e,
3.2 Confluence . . . . . . . .,

3.3 Expressivité . . . . . .o

Types pour la programmation

4.1 Types simples et polymorphes . . . . . . . . . . ... ... .. ..
4.1.1 Systémes de types . . . . . ...
4.1.2 Premiéres propriétés . . . . . ... Lo

4.1.3 Inférencedetype . . . . . . . .

© o ot Ot

15
19
23
23
25
28
28
31

35

35
38
42

47
47
50
53



Table des matiéres

4.2

Récursion typée . . . . . . .. ... ...

4.2.1 Typage d’'un point fixe . . . . . .

4.2.2 Formalisation de programmes définis par réécriture . . . . . . . . .. ...

4.3 A propos de la sémantique du systéme de types . . . . . . . ... ...

5 P2TS et normalisation dans p_, et pP

5.1

5.2

Systémes de types purs a motifs (P?TS)
5.1.1 Définitions . .. ... ... ...

5.1.2 Comparaison avec les P?T'S originaux . . . . . . .. .. .. ... .....

5.1.3 Propriétés . . . .. ... ... ..

Normalisation forte dans p_, et dans pP

5.2.1 Traduction non typée en lambda-calcul . . . . . .. ... .. ... .....

5.2.2 Traduction typée de p_, vers \w
5.2.3 Correction de la traduction typée

5.2.4 Extension au systéme dépendant

6 Calcul de réécriture et correspondance de Curry-Howard-de Bruijn

6.1 Termes de preuve riches pour la déduction modulo . . . . . ... ... ... ...

6.2

6.1.1 Représentation des conversions par réécriture dans les termes P?T'S

6.1.2 Aspects techniques . . . . . . ..
Vers une déduction naturelle généralisée
6.2.1 Au-dela de la déduction modulo .
6.2.2 Premiers résultats . . ... ...

6.2.3 Une théorie des types généralisée

Conclusion et perspectives

Table des figures

Index

Bibliographie

vi

87
87
87
91
92
97
97
104
110
115

121
121
122
126
134
134
139
144

149

153

155

157



Introduction

Les premiéres utilisations intensives de 'informatique dans la démonstration mathématique
remontent aux années 70. L’exemple le plus connu en est certainement la démonstration du
théoréme des quatre couleurs par K. Appel et W. Haken [AHK77] & l’aide d’un programme
qui vérifia systématiquement quelques 1400 cas parmi lesquels devrait nécessairement se trouver
un hypothétique contre-exemple. Si le nombre de cas & examiner a été réduit depuis, il est
remarquable qu’a ce jour on ne connaisse toujours pas de démonstration vérifiable a la main de
ce théoréme.

Cependant, 1'utilisation de logiciels écrits expressément pour traiter un probléme mathéma-
tique donné est sévérement limitée. D’une part, la correction de ces logiciels n’est pas garantie
et la démonstration fournie n’est donc acceptable qu’aprés plusieurs vérifications indépendantes.
D’autre part, le raisonnement proprement dit reste du ressort de I’humain, et on ne peut donc
pas réellement parler de démonstration automatique. Les travaux sur les A-calculs typés, initiés
par A. Church [Chu40] et H. B. Curry [Cur34| remédient & ces problémes en fournissant un cadre
trés général pour la démonstration assistée par ordinateur. En effet, le A-calcul fournit une re-
présentation linéaire des démonstrations, facile & manipuler par la machine indépendemment des
mécanismes retenus pour la démonstration et 'interaction avec 1'utilisateur. La seule procédure
dont la correction est cruciale est la vérification des démonstrations, qui se raméne en fait a une
vérification de typage pour un A-terme; ce noyau logiciel est en général réduit et donc facile &
certifier. Dans ce cadre, l'intégralité du raisonnement est vérifiée par la machine, ce qui permet de
corriger d’éventuelles erreurs de déduction dues & I’humain. Ainsi, la démonstration du théoréme
des quatre couleurs faite récemment a l’aide du logiciel Coq par G. Gonthier [Gon05] constitue
pleinement une démonstration assistée par ordinateur, a prior: plus fiable que les précédentes.

Deux écoles d’assistants & la démonstration ont évolué parallélement. On trouve ainsi les
logiciels fondés sur l'isomorphisme de Curry-Howard-de Bruijn [How80], les premiers ayant été
développés dans le projet AUTOMATH de N. G. de Bruijn [Bru70]. Ces assistants reposent sur
la correspondance entre un A-terme et une démonstration en déduction naturelle, ainsi qu’entre
un type et une proposition. Ils sont donc en quelque sorte confinés au paradigme de la déduction
naturelle ; en revanche, leur puissance déductive peut étre ajustée selon le systéme de types choisi,
puisqu’une démonstration correspond directement & une dérivation de typage.

L’autre école rassemble les différentes extensions du Logical Framework d’Edinburgh, intro-
duit par R. Harper, F. Honsell et G. Plotkin [HHP93|. L’idée centrale est ici de considérer un
systéme de types relativement faible, dépourvu de constructeurs de types d’ordre supérieur. Par
contre, ce systéme est suffisant pour manipuler des contextes et lier ou instancier des variables, ce
qui est généralement primordial pour la spécification d’un systéme formel. Toutes les structures
d’un systéme (expressions, assertions, régles de déduction) doivent alors étre décrites dans ce
métalangage au moyen de constantes dédiées. Par exemple, a une régle de déduction donnée cor-
respond une constante dont le type exprime qu’elle prend en arguments des démonstrations des
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prémisses de la régle et renvoie une démonstration de la conclusion. Les assertions elles-mémes
sont exprimées par des termes du métalangage, et on se donne généralement une constante qui
exprime qu’une assertion est démontrable. Le Logical Framework est donc une utilisation moins
directe mais plus souple du A-calcul comme représentation des démonstrations.

Deés ces débuts, il est apparu qu’on ne pourrait construire des démonstrations de grande enver-
gure que si le formalisme sous-jacent possédait une puissance calculatoire suffisante. L’évolution
vers une automatisation des calculs nécessaires & la démonstration se voit particulierement bien
dans le projet Coq [Coq04]. A la base des premiéres versions on trouve le Calcul des Construc-
tions, proposé par Th. Coquand et G. Huet [CH88], qui combine le pouvoir déductif de la logique
d’ordre supérieur et des types dépendants avec ’expressivité du polymorphisme. Par la suite,
Th. Coquand et Ch. Paulin-Mohring [CP90] ont étendu le formalisme avec des types primitifs
inductifs pour généraliser la relation de convertibilité sur les types. Enfin, la possibilité d’ajouter
une relation de réécriture a cette relation de conversion, ce qui ajoute encore & la capacité cal-
culatoire du systéme, a été étudiée successivement par J. Gallier et V. Breazu-Tannen [GBT89],
F. Barbanera [Bar90], J.-P. Jouannaud et M. Okada [JO95], M. Ferndndez [Fer93| et F. Blan-
qui [Bla05b].

D’un point de vue plus fondamental, I'idée de considérer une démonstration comme indépen-
dante des diverses étapes de calcul qui peuvent y advenir est connue sous le nom de principe de
Poincaré [BB02|. G. Dowek, Th. Hardin et C. Kirchner ont traduit ce principe pour les systémes
de déduction formels tels que la déduction naturelle ou le calcul des séquents, obtenant ainsi le
concept de déduction modulo [DHKO03]. Dans ce systéme formel, les régles d’inférence sont toutes
définies modulo une congruence sur les propositions, elle-méme généralement donnée sous forme
d’un systéme de réécriture.

Il est intéressant de noter une certaine uniformité de conception dans tous ces travaux :
les auteurs partent d’un systéme purement déductif existant, auquel ils ajoutent une forme de
réécriture qui se charge du calcul. Si on a alors bien les deux aspects a disposition, ils restent
relativement disjoints, et il faut parler de coopération entre calcul et déduction plutdt que d’une
réelle intégration. Une question qui se pose donc naturellement est de déterminer les résultats
que ’on pourrait obtenir & partir d’un unique formalisme dans lequel calcul et déduction sont
uniformément représentés.

Dans cette thése, nous apportons des éléments de réponse & cette question, puisque nous
étudions en quoi l'introduction du filtrage dans un calcul typé peut influer sur la logique et
les démonstrations qu’il permet de représenter. Plus particuliérement, nous nous intéressons au
calcul de réécriture (ou p-calcul) et & ses diverses variantes. Ce formalisme, qui étend le A-calcul
par des motifs et une théorie de filtrage a priori arbitraire, a été introduit par H. Cirstea et C.
Kirchner [CK01], initialement afin de décrire une sémantique du langage de régles et de stratégies
ELAN [BCD00].

Nous proposons plusieurs versions typées du p-calcul. Les premiéres sont fortement inspi-
rées du A-calcul simplement typé et du systéeme de types polymorphe introduit par J.-Y. Gi-
rard [GLT89]. Les propriétés usuelles de ce genre de systémes de types restent valides : la préser-
vation du type affirme qu’un terme bien typé conserve le méme type au cours de ses réductions;
I'unicité du typage assure qu’il n’y a pas d’ambiguité dans la fagon de construire un type pour
un terme donné; la décidabilité du typage garantit que le calcul d’un type peut étre effectué et
vérifié automatiquement. En revanche, nous verrons que, grace au filtrage, ces systémes de type
ne permettent que d’assurer un typage faible, au sens ou ils autorisent la définition de points
fixes (ce qui n’est pas le cas pour le A-calcul).
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Il est alors possible de représenter assez facilement des programmes. D’une part, on dispose
presque directement d’un paradigme fonctionnel avec motifs & la ML, pour lequel nous détaillerons
I'inférence de types polymorphes. D’autre part, on peut modéliser des programmes définis par des
régles de réécriture ainsi que certaines stratégies guidant ’application de ces régles. Par contre,
la terminaison est souvent trés liée & la consistance, et le p-calcul n’échappe pas a la regle :
les systémes de déduction correspondant & ces premiers systémes de types sont logiquement
incohérents si ’on ne restreint pas fortement les constantes utilisées dans les motifs.

Une autre famille de systémes de types a donc été établie, sur la base des Systémes de Types
Purs (PT'S) de S. Berardi [Ber88| et J. Terlouw [Ter89], qui sont d’autres systémes de types pour
le A-calcul. Dans I’adaptation pour le p-calcul, appelée P2TS, les types sont plus riches que dans
le systéme simplement typé, car les abstractions, et donc les motifs, y sont propagés sous forme
d’un autre opérateur de liaison qui permet de définir des types dépendants.

Encore une fois les propriétés usuelles sont vérifiées, mais il apparait que, contrairement au
cas du A-calcul, la formulation usuelle des types simples et son expression dans le cadre des
P2TS ne sont pas équivalentes. En effet, nous verrons que ’on peut démontrer la normalisation
forte des termes acceptés dans les P?T'S p_, et pP, ce qui exclut la formation des points fixes
mentionnés précédemment. La démonstration de normalisation forte proprement dite se fait au
moyen d’une réduction de p_, vers le systéme Aw du A-cube, et d’une réduction de pP vers p_..

Enfin, munis du résultat de forte normalisation dans pP, nous verrons comment le calcul de
réécriture peut étre utilisé dans le contexte des assistants & la démonstration. Encore une fois,
deux approches sont possibles. La premiére consiste & utiliser les P2T'S pour définir un Logical
Framework avec des capacités de filtrage, ce qui permet une représentation plus concise et plus
naturelle des structures que ’on veut décrire dans ce cadre formel. Par ailleurs, la possibilité
de représenter des régles de réécriture permet de définir naturellement des termes de preuve
pour la déduction naturelle modulo dans lesquels les étapes de conversion définies par réécriture
sont explicitement prises en compte. La représentation ainsi obtenue a ’avantage de rassembler
dans un méme p-terme la partie calculatoire et la partie déductive d’'une démonstration, 'une
ou l'autre pouvant étre effacée a volonté.

La seconde approche, plus prospective, consiste a étendre la déduction naturelle de sorte qu’il
existe des régles d’introduction et d’élimination non seulement pour les connecteurs logiques,
mais aussi pour chaque symbole de prédicat défini par la théorie dans laquelle on se place.
Nous généraliserons la notion de coupure pour tenir compte de ces nouvelles régles, et nous
démontrerons la correction et la complétude de ce nouveau systéme de déduction par rapport a
la logique du premier ordre munie d’axiomes adéquats. Nous proposerons un sous-langage du p-
calcul comme langage de termes de preuve. L’isomorphisme de Curry-Howard-de Bruijn est alors
étendu de sorte qu'une introduction correspond & une abstraction sur un motif qui comporte le
symbole de prédicat introduit ; similairement, une élimination correspond & l’application d’une
fonction & un argument dont le symbole de téte est le symbole éliminé. La théorie des types
résultante pour le calcul de réécriture est alors complétement différente, et nous en étudierons
quelques aspects métathéoriques.

Itinéraires de lecture Le chapitre 1 rappelle les définitions et propriétés de certains forma-
lismes que nous serons amenés a utiliser par la suite. Le chapitre 2 présente briévement trois
directions de recherche paralléles & la notre, qui s’attachent toutes plus ou moins & mieux com-
prendre les relations possibles entre un systéme de déduction (ou de typage) et la réécriture
ou le filtrage. Le chapitre 3 fait un état de I’art du calcul de réécriture, le formalisme autour
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Introduction

duquel D’essentiel de cette thése est construite. Toute la suite du manuscrit est dédiée aux dif-
férents résultats issus de mes travaux. Le chapitre 4 consiste en 1’étude d’une premiére famille
de systémes de types, dont on verra qu’ils sont trop permissifs pour définir un cadre logique,
mais qui permettent de représenter de nombreux aspects de la programmation par régles. Le
chapitre 5 fait I’étude d’une autre famille de disciplines de typage, plus adaptées a la déduction.
L’essentiel de ce chapitre est consacré a une démonstration de normalisation forte pour deux de
ces systémes, par le biais d’une réduction vers un A-calcul typé. Pour finir, le chapitre 6 pose les
bases de l'utilisation du calcul de réécriture en tant que langage de termes de preuve pour des
systémes déductifs, en lien étroit avec la déduction modulo.

Si les sections 1.1 et 1.2 peuvent aisément étre omises par le lecteur confirmé, il est recom-
mandé de lire la section 1.3 pour se familiariser avec la déduction modulo.

Le lecteur intéressé par les aspects les plus programmatoires pourra se diriger directement
vers les chapitres 3 et 4. Il trouvera également une formalisation intéressante du A-calcul par
valeurs dans la section 5.2.4.

L’amateur de théorie des types pourra se mettre en condition avec les sections 2.2 et 2.3. A
la lumiére de la discussion en section 4.3, il pourra étudier les systémes proposés au chapitre 5,
puis s’intéresser au systéme décrit en section 6.2.

Enfin, 'automatisation et 'introduction de la réécriture dans les assistants & la démonstration
sont couvertes principalement par les sections 2.1 et 6.1, cette derniére s’appuyant trés largement
sur les résultats du chapitre 5.

La lecture intégrale du manuscrit n’est évidemment proscrite pour personne.



Notions préliminaires

Ce premier chapitre rassemble quelques notions auxquelles nous ferons appel, ou desquelles
nous nous inspirerons par la suite. Nous traiterons notamment le A-calcul et la réécriture, les deux
formalismes & 'origine du calcul de réécriture. Nous présenterons également quelques systémes
de déduction naturelle et leurs liens avec le A-calcul.

1.0 Notions générales

Nous allons travailler sur différents formalismes. La plupart d’entre eux incluront une algébre
de termes, qui se définit & partir d’'un ensemble de constantes munies d’arités.

Définition 1 (Signature et arité)

1. Une signature X est une fonction d’un ensemble de constantes (généralement fini) vers les
entiers naturels.

2. L’entier X(f) est appelé arité de f. On écrira parfois f, pour signifier que f est d’arité n.

On notera en général les constantes a, b, ¢ si leur arité est nulle, et f, g, h sinon.
On écrira parfois abusivement ¥ au lieu de Dom(X). Ainsi l'expression f,, € X signifie que
f € Dom(X) et X(f) = n.

Définition 2 (Algébre de termes)

Etant donnés une signature ¥ et un ensemble de variables X, I’algébre de termes engendrée
par X (sur X ), notée T (X, X), est le plus petit ensemble tel que :

— toute variable de X est dans T (3, X) ;

- 81 fn € X et siles termes tq,...,t, € T(X,X), alors f(t1,...,ty) € T(X,X).

Les variables de X’ seront notées x, ¥, z ; les termes algébriques seront notés s, ¢, u. Lorsqu’il
n’y a pas d’ambiguité sur X et X, on appellera termes algébriques 1’ensemble des termes de
T(3,%).

Pour transformer des termes, que ce soit dans le A-calcul ou pour la réécriture, le mécanisme
élémentaire est la substitution.

Définition 3 (Substitution)

Etant donné un ensemble de termes T pouvant comporter des variables prises dans un en-
semble X, une substitution 0 est une application de X dans T qui ne différe de l'identité que
sur une partie de X.



Chapitre 1. Notions préliminaires

L’ensemble des variables x de X telles que 6(x) # x est appelé domaine de 0, noté Dom(0).
Si Dom(0) = {x1,...,z,} et pour tout i on a 0(x;) = t;, on pourra écrire 6 comme [r; =
tl .. .,JIn = tn].

Etant donnée une notion de variable libre FV qui & un terme de 7 associe un ensemble de
variables, la substitution 0 se prolonge en une application de T dans 7. Cette application agit
sur un terme en remplacant chacune de ses variables libres par son image par 6.

On notera cette application de fagon postfizée : son action sur un terme t est t.

Exemple 1 (Substitutions sur les termes algébriques)
Dans un terme algébrique t, on considérera généralement que toutes les variables sont libres.
Par conséquent, l’action d’une substitution sur un terme algébrique peut s’écrire

x0 = 0(x) si x € Dom(0)
0 = =z si x ¢ Dom(0)
flr,tn) = f(taf,... tn0)

Une notion liée a celle de substitution est la notion de contexte, qui peut étre vu comme un
terme paramétré.

Définition 4 (Contexte)
On se donne une variable spéciale O ¢ X.
Un terme CO est un contexte relativement a un ensemble de termes T si
— la variable O apparait une et une seule fois dans CU;
— la variable O est libre dans CL.
Pour tout terme t de T, on note C|t] le terme CO[O := t].

Exemple 2 (Contexte algébrique)
Lorsque T est une algébre de termes on obtient :

1. Le terme O est un contexte algébrique.

2. Sit; est un contexte algébrique et si les termes t; sont algébriques (pour tout j # i), alors
fn(t1,... ty) est un contexte algébrigue.

Par exemple CO = f(a,g(0,b)) est un contexte algébrique et pour tout terme t on a C[t] =
f(a,g(t,b)).

Nous définirons également diverses relations binaires sur les termes. Les différentes égalités
seront données de la fagon suivante.

Définition 5 (Théorie équationnelle)

Une théorie équationnelle sur un ensemble de termes T est la donnée d’un ensemble T
d’aziomes de la forme t =T u.

L’égalité =1 est alors la plus petite congruence, c.-a-d. la relation réflexive, symétrique, tran-
sitive et close par contexte (si t =1 u alors C[t] =1 Clu] pour tout CO) qui vérifie les aziomes
de T.

Une équivalence particuliére est 1’équivalence syntaxique.
Définition 6 (Equivalence syntaxique)

L’équivalence syntaxique = est [’égalité obtenue en prenant T = (.
Par exemple, sur une algébre de termes T :



1.0. Notions générales

- x =y si et seulement si x et y sont la méme variable de X ;
= flt1, ..o tn) = g(ur, ... up) si et seulement si f =g (doun=m) et siVi <n, t; = u;.
C’est la relation d’équivalence la plus fine possible sur T .

Remarque 1 (Equivalence définitionnelle)
On écrira parfois e £ t, ce qui signifie qu’on définit une ezpression e comme le terme t.

On définit également la notion de sous-terme, qui est un ordre sur les termes.

Définition 7 (Sous-terme)
Le seul sous-terme d’une variable x est x elle-méme.
Les sous-termes de fn(t1,...,t,) sont :
= fa(t1,. .. ty) lui-méme;
— chacun des sous-termes de t;, pour tout 1 < i <n.
Un terme u est un sous-terme propre de t si et seulement si u est un sous-terme de t et

u # t.

On définit d’autres relations binaires non symétriques, avec en général l'intention de les
considérer comme des méthodes de calcul, c’est pourquoi on choisira la notation — plutét que >
qui est & réserver pour un ordre.

Définition 8 (Relations binaires dérivées)
Etant donnés un ensemble de termes T et une relation binaire —C T x T, on définira les
relations suivantes (inductivement pour les clotures transitives) :
— la relation — est la cloture contextuelle de —, c.-a-d. t — t' si et seulement si il existe un
contezte CO et des termes s et s’ tels que t = Cls| et t' = C[s'] et s — §';
— la relation — est la cloture réflexive transitive de —, c.-a-d. t — t' si et seulement si
t=t
ou ;
37, t— At
— la relation — est la cloture réflexive transitive de — ;
— la relation = est la cloture réflexive transitive symétrique de — (souvent appelée conver-
t” —s» t/
sion), c.-a-d. t =t si et seulement sit =1t ou ", t =t" A ou

t/ —s» t”
Définissons deux propriétés abstraites essentielles de ces relations.

Définition 9 (Confluence, propriété de Church-Rosser)

1. Une relation — est dite confluente sur un ensemble de termes T si et seulement si
Vt,u,v, (t »uett—v) = Jw, (u—>w etv— w)
2. Une relation — vérifie la propriété de Church-Rosser si et seulement si :
Vu,v, u=v = Jw, (u— w et v— w)

On peut démontrer que la confluence est équivalente & la propriété de Church-Rosser.
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Pour fixer les idées, on peut donner une représentation graphique de ces deux propriétés : un
trait plein dénote une hypothése et des pointillés dénotent une conclusion.

t
U / \ v U: v
s w
confluence Church-Rosser

Définition 10 (Terminaison)
Une relation — est terminante sur un ensemble de termes T si pour tout t € T, toute chaine
de réductions t — t1 — to ... est finie.

Remarque 2
Cette définition équivaut & dire que — est un préordre bien fondé sur 7.

Enfin, lorsqu’on veut démontrer des propriétés de facon systématique, il est souvent commode
de décrire par un systéme formel les régles qui gouvernent ces démonstrations.

Définition 11 (Régle et systéme d’inférence)

Une régle d’inférence est la donnée d’un ensemble éventuellement vide d’hypothéses (ou pré-
misses) Hy, ..., Hy ; d’une conclusion C ; d’une condition d’application ¢ ; éventuellement d’une
étiquette L. On note une telle régle

(0) — (¢)

La condition d’application rassemble des prémisses dont la validité n’est pas décidée par le
systéme d’inférence.

Un systéme d’inférence est un ensemble de régles d’inférences. Le plus souvent, on donnera des
schémas de régles, autrement dit des régles valables pour toute instanciation de leurs paramétres.
Une conclusion C' est dérivable dans un systéme donné si :

— 4l existe une régle n’ayant aucune hypothése, dont la condition d’application est vérifiée, et

dont la conclusion est C;

— ou il existe une régle dont la conclusion est C', dont la condition d’application est vérifiée

et dont toutes les hypothéses sont dérivables.

Un enchainement de régles permettant de dériver une conclusion C' est appelé arbre de déri-
vation pour cette conclusion.

1.1 Démonstrations et programmes

Rappelons les notions fondamentales des A-calculs typés et des systémes de déduction na-
turelle, et voyons en quoi ils sont intrinséquement liés par 1’isomorphisme de Curry-Howard-de
Bruijn. La discussion de cette section est largement inspirée par les notes de M. H. B. Sgrensen
et P. Urzyczyn [SU9S].
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1.1. Démonstrations et programmes

1.1.1 Lambda-calculs typés

Le A-calcul, introduit par A. Church [Chu33]|, constitue un fondement de la théorie des fonc-
tions, puisqu’il permet de représenter explicitement 1’abstraction d’une variable et l'application
d’un terme & un autre. Il s’est rapidement avéré que ce formalisme trés simple était également
trés puissant, puisqu’il permet de représenter toutes les fonctions calculables au sens de Turing.
D’un point de vue sémantique, il est apparu que cette généralité pose probléme, puisque tout
terme peut étre appliqué a tout autre, y compris lui-méme, sans considération de domaine sur
lequel une fonction pouvait opérer.

Des systémes de types ont donc été définis pour le A-calcul, avec comme idée de base qu’une
fonction a pour type A — B si, appliquée & un argument de type A, elle renvoie toujours
une valeur de type B. Plusieurs extensions visant & rendre plus flexibles ces schémas de types
ont été proposées, puis unifiées dans un unique formalisme, le Calcul des Constructions, par Th.
Coquand et G. Huet. Par la suite et d’apreés les travaux indépendants de S. Berardi et J. Terlouw,
la structure composite de ce calcul et les généralisations possibles ont été mises en évidence par
H. Barendregt. C’est sa présentation, tirée de [Bar92|, que nous reprenons ici.

Définition 12 (Syntaxe et sémantique opérationnelle du A-calcul)
Les pseudo-termes du A-calcul typé sont définis par la grammaire

T == S| X | T T) | \X:T)\. T, | IX:T).T,

ot X est un ensemble infini de variables et S un ensemble de sortes. On utilisera les lettres
A, B, C pour dénoter des pseudo-termes arbitraires, et s, s1, sy pour des sortes.
Les variables libres FV d’un pseudo-terme sont définies par

FV(x) = {z}
FV(AB) = FV(A)UFV(B)
FVOwAB) = (FV(A)UFV(B))\ {z}
(

)
)
)
FV(z:A.B) = (FV(A)UFV(B))\ {z}

et ses variables liées sont définies de fagon complémentaire

BV() = 0
BV(AB) = BV(A)UBV(B)
BY(\z:A.B) = BV(A)UBV(B)U {z}
BY(Ilz:A.B) = BV(A)UBV(B)U {z}

Sur cet ensemble de termes on définit la relation de (B-réduction.
(Az:A.B)C —p Bz :=C]
On notera g, —»g et =g les relations dérivées de — 3.
Exemple 3 Appelons w le terme Ax.xx. Alors
ww = (Az.22)w —g ww. ..

Ce terme admet une chaine infinie (stationnaire) de (-réductions.
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Remarque 3 (Notations)
Pour faciliter la lecture des A-termes, nous suivrons plusieurs conventions :

1. L’application est prioritaire sur les abstractions. Par exemple A\z.xy se lit \z.(xy)

2. L’associativité par défaut est a droite pour les abstractions, et & gauche pour les applications.
Par exemple \x.\y.xyz se lit Ax.(A\y.(zy)z)

3. Nous utiliserons parfois la notation E(l,,n) pour désigner un «vecteurs de termesty, ..., ty,
qui sera utilisée en combinaison avec les conventions de notations pour les abstractions et
les applications. Par exemple \T(y ). YT(1.n) S€ lit AT1.. ATp.yT1 ... Tp.

Il est rare que 1’on compare deux A-termes de facon purement syntaxique. En effet, les substi-
tutions n’opérant que sur des variables libres, les noms utilisés pour les variables liées ne jouent
aucun role. On définira donc ’a-conversion comme la plus fine relation de congruence vérifiant
les équations suivantes :

A=o A Blsi=yl = B A=y A Blri=y)=u B
: — — (POUR y ¢ B) : — —
A:A.B =4 \y:A'.B Mz:A.B =, ITy:A".B

(POUR y ¢ B)

Etant donné un A-terme A, on pourra donc toujours considérer que FV(A) et BY(A) sont des
ensembles disjoints (condition d’hygiéne de Barendregt), quitte a considérer un autre A-terme
a-équivalent.

De cet ensemble de termes, on ne veut cependant pas tout conserver. D’une part, on éliminera
certains termes, par exemple ceux de la forme (I1z:A.B)C parce que dans les A-calculs standard il
ne représentent ni une fonction ni un type; d’autre part on interdira certains termes, par exemple
xx, parce qu’ils ne respectent pas les considérations de domaine évoquées plus haut. Les termes
légaux sont caractérisés par un systéme de types.

Définition 13 (Systémes de Types Purs (ou Pure Type Systems, PTS))

1. Un contexte I' est une liste finie ordonnée, éventuellement vide, de déclarations de types
de la forme z:A otz € X et A Ty. Si x:A €T on notera aussi I'(z) = A.

La notion de variable libre s’étend aux contextes par FV(I',x:A) = FV(I') UFV(A).

2. Un jugement de typage est un triplet I' = A : B signifiant que A admet pour type B sous
les hypothése de typage déclarées dans T'.

3. Un systéme de types purs est un systéme d’inférence pour des jugements de typage, dont
les régles sont données dans la figure 1.1. Ces régles sont paramétrées par trois ensembles
(S, A, R) qui sont respectivement un ensemble de sortes, de paires de sortes et de triplets
de sortes.

4. Un pseudo-terme A est dit 1égal s’il existe un contexte I' et un pseudo-terme B tels que
l'un des jugements ' A: B ouI' - B : A est dérivable.

Dans un tel systéme, il faut comprendre les sortes de S comme différents univers dans lesquels
sont classés les termes légaux. Les régles de typage se comprennent alors ainsi :

(AxI10M) et lensemble A décrivent la hiérarchie entre les sortes; on notera que c’est la seule
régle sans hypothése, et donc celle par laquelle toutes les dérivations de types doivent se
terminer ;

(START) exprime que toute variable apparaissant dans un terme doit avoir été déclarée dans le
contexte, et vérifie la bonne formation du type attribué a cette variable;
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1.1. Démonstrations et programmes

(AXIOM) ———— ((51,52) € A)
S1 1 89
'-A:
(START) B ( r¢l )
IoAFz: A\ s€S

(WEAK)FI—A:B Fl—C:s(ajggr)

IxCHA:B s€S
I'HFA:s; I''z:AF B : s

PROD ,82, ER
(PrOD) [ FIz:AB : 5 ((51,52,83) € R)

'k F:1lz:A.B I'kFa:A
't Fa: Bz := q

(APPL)

I''z:AFb: B I'FIIx:A.B:s

S

(aBS) TFAz:Ab: z:AB (s €5)
rrA:C I'EB:s / B=,C

(conv) < A >
I'A:B ses

Fi1G. 1.1 — Reégles d’inférence d’un systéme de types purs

(WEAK) assure la correction du contexte, en vérifiant qu’une méme variable n’y est déclarée
qu’une seule fois et que son type est bien formé;

(PROD) gouverne la formation des Il-abstractions, que 'on peut en premiére approximation
assimiler & des types, en fonction des régles autorisées dans ’ensemble R ;

(APPL) permet de typer une application, en vérifiant que I’argument fourni a est bien du type
attendu A et propage la valeur de cet argument dans le type du résultat;

(ABS) permet de typer une abstraction et déclenche la vérification de conformité de son type
relativement aux régles de produit autorisées;

(CcoNV) identifie tous les types bien formés [-convertibles entre eux.

Les cas les plus connus et les plus utilisés de ces systémes de types purs sont certainement
ceux du A-cube de Barendregt, qui correspondent pour la plupart & des systémes étudiés indé-
pendamment sous une formulation différente mais équivalente.

Exemple 4 (Les systémes du A-cube)

On se place dans le cas ot S = {x,0} et ou le seul aziome est A = {(x,0)}. De plus on
imposera que pour tout triplet (s1,s2,53) de R on ait sy = s3, et on se contentera donc d’écrire
(s1,52) € R. Enfin, on considérera que la régle (x,%) est toujours présente dans R.

Selon lesquelles des trois autres régles possibles (x,0), (O, x) et (O,0) apparaissent dans R,
on peut ainsi définir une collection de huit systéemes de types, que l’on représente traditionnelle-
ment sur les sommets d’un cube, les faces décrivant quelles régles ont été retenues.

Le Calcul des Constructions, qui correspond & \C, est obtenu en prenant les quatre régles
dans R, et on comprend ainsi mieux sa structure.

— Le systéme A_, correspond au \-calcul simplement typé [Chu40f, avec R = {(x,*)}.

11
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Aw O
A2 T AP2
(O.%) Aw — APw
/(;D /
A, AP

(0)

FiG. 1.2 — Le A-cube de Barendregt

— La régle (O, %) permet de construire des termes qui dépendent de types. On obtient ainsi
la notion de type polymorphe, et le systéme A2 correspond au systéme F de J.-Y. Girard
[Gir72, GLTS89].

~ La regle (O,0) permet de construire des types qui dépendent de types. Le systéme A\w,
qui inclut également la régle (OJ, %), correspond au systéme d’ordre supérieur Fw de Gi-
rard [Gir72, GLT8Y].

— La régle (x,00) permet de construire des types qui dépendent de termes [Bru70, HHP93].
Nous verrons dans la prochaine section le sens qu’on peut lui donner en logique.

Remarque 4 (Le \-calcul simplement typé)

On présente habituellement le \-calcul simplement typé sous une forme plus directe : les types
(qu’on notera T,0) sont de la forme

T = KT " —->T"

ot KC* est un ensemble de types atomiques (on notera 1 ou k un tel type) et les termes sont donnés
par

T o= X | AT T | Th- T

Un contexte I est alors un ensemble de déclarations de types x:7 ot une méme variable n’apparait
pas plus d’une fois, et les régles de typage sont celles de la figure 1.3.

I'z:7kb:0o I'-F:7—o0 I'ta:r
(VAR) ———— (ABS) (APPL)
erhkax:r I'EXerb:71— 0 I'Fa:o

FiG. 1.3 — Le A-calcul simplement typé

On peut montrer que ce systéme est équivalent au systéme \_, du A-cube, avec la traduction
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ci-dessous. Pour toute variable x telle que I'(x) = %, on se donne un type atomique L.

x| = =z eX silbx:A:x
lz| = 1z €K sil'Fa:x
|AB| = |A[|B|
[Ax:A.B| = \x:|Al.|B|
llz:A.B| = |A| — |B|
T, z:x| = |
T, z:A| = |T|,z:]A|

qui est réversible a condition de bien choisir la variable x lorsqu’on produit une Il-abstraction a
partir d’un type T — o.

Nous utiliserons indifféremment 'une ou lautre présentation, dans l’idée de rendre l’exposé
plus compréhensible.

Rappelons enfin quelques propriétés de ces A-calculs typés. La confluence n’est pas a propre-
ment parler une propriété du systéme de types, mais comme elle est équivalente & la propriété
de Church-Rosser, elle légitime la régle (CONV) en donnant une caractérisation pratique de la
condition B=3C.

Théoréme 1 (Confluence [Bar84])
La (B-réduction — g3 est confluente sur l’'ensemble des pseudo-termes 7.

Le théoréme de correction valide les régles de formation des types comme (PROD).

Théoréme 2 (Correction [GN91])
Dans tout PTS, siI'- A: B alors 3s€ S, (B=soul' B:s).

On pourra alors classer les termes légaux selon la sorte affectée & leur type. Par exemple,
dans les systémes du A-cube, on utilise parfois la nomenclature suivante :

— A est un objet s’il existe ' et Btelsque ' A: Bet ' B : x;

— A est un type s’il existe I' tel que I' = A : *;

— A est un constructeur s’il existe ' et Btelsque 'F A: Bet ' B : [J;

— A est un genre (en anglais kind) s’il existe I tel que '+ A : O.

La propriété suivante donne tout son sens & un systéme de types en tant que mécanisme
d’analyse statique. Elle exprime qu'un terme qui vérifie un jugement de typage continue & le
vérifier aprés des réductions arbitraires.

Théoréme 3 (Préservation du type [GN91])
Dans tout PTS, siT't- A: B et Ar»3 A" alorsT' - A’ : B.

Enfin, la normalisation forte n’est pas une propriété valide dans tous les PTS. Elle a été
étudiée pour de nombreux systémes en théorie des types, qui ne sont pas tous des instances de
PTS; nous nous limiterons ici au cas des systémes du A-cube.

Théoréme 4 (Normalisation forte [Coq85, Gir72, GN91|)

Dans tous les PTS du A-cube, si I' = A : B, alors il n’eriste pas de chaine de (-réduction
infinie partant de A ou de B. Autrement dit, la [B-réduction est terminante sur l’ensemble des
termes légaux.
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A titre indicatif, donnons les grandes lignes de la démonstration.

1. On définit les candidats de réductibilité comme des ensembles de pseudo-termes fortement
normalisants, vérifiant certaines propriétés comme la stabilité par réduction ou par une
forme d’expansion (la relation symétrique de —g).

2. On se donne une interprétation [ | qui a chaque type associe un candidat de réductibilité.

3. On démontre que pour tout terme A typable (c.-a-d. I' - A : B) et pour toute instanciation
6 de ses variables libres, A appartient & [B].

4. On en conclut que tout terme typable est fortement normalisant (puisque [B] C SN).

Exemple 5 Le terme ww de l'ezemple 8 n’est typable dans aucun systéme du A-cube. Par
exemple, en \-calcul simplement typé, une dérivation de type pour w serait de la forme

VAR VAR) —————
( )x:TI—:E:T'—>U ( )$ZT|_$17'/

(APPL)
z:Thxzr:0

(ABS)
FAvraxx:T—o0

mais alors la régle (VAR) imposerait 7 — 0 = 7 = 7' ce qui est impossible : aucun type T ne
peut étre un sous-terme de lui-méme. Par conséquent, w n’est pas simplement typable (et donc a
plus forte raison ww non plus).

A tout terme légal A on peut donc associer une forme normale en effectuant autant de (-
réductions que possible. De plus, la confluence assure que cette forme normale est unique, et
on la notera Nf(A4). On en déduit deux corollaires essentiels, valables dans chaque systéme du
A-cube.

Corollaire 5 (Décidabilité [Ben93|)
Dans tout PTS fortement normalisant, les deuz problémes suivants sont décidables :

1. Etant donnés un conteste T' et un pseudo-terme A, ewiste-t-il un pseudo-terme B tel que
I'+ A: B soit dérivable ?

2. Etant donnés un contexte I' et deuz pseudo-termes A et B, le jugement I' - A : B est-il
dérivable ?

En effet le calcul d’un type admissible pour un pseudo-terme A peut s’effectuer en choisissant
les régles d’inférence selon la structure de A. Les seules régles non guidées par la syntaxe sont
(WEAK), qui peut étre retardée jusqu’'au typage des variables, et (CONV), dont 'applicabilité
repose sur la condition B=gC'". Pour évaluer cette derniere, il suffit de calculer les formes normales
de B et de C' et de vérifier si elles sont a-convertibles.

Corollaire 6 (Consistance [GN91])
Dans tout PTS fortement normalisant étendant A2, il existe des pseudo-termes B tels que
F B : x et tels qu’aucun pseudo-terme A ne vérifie - A : B.

On parlera dans ce cas de types non habités. En effet on peut par exemple montrer que,
dans tous les systémes qui étendent A2, un terme A tel que - A : Ila: * .x n’admettrait aucune
forme normale, ce qui est contradictoire avec le théoréme 4. On peut d’ailleurs montrer que
I’habitabilité de ce dernier type est équivalente & l'inconsistance du systéme.

14



1.1. Démonstrations et programmes

1.1.2 Déduction naturelle pour les logiques intuitionnistes

Nous allons décrire différentes logiques intuitionnistes, par le biais de systémes de déduction
naturelle, introduits par D. Prawitz [Pra65|. Procédons de facon incrémentale : nous commen-
cerons par la logique propositionnelle minimale, puis nous verrons comment ajouter d’autres
connecteurs et passer a la logique des prédicats ou aux logiques d’ordre supérieur.

Définition 14 (Logique propositionnelle minimale PROP,,;,)
1. Le langage de formules de PROP,,;, est

DPin = VP ’ Dnin = Prin

ot VP est un ensemble infini de variables propositionnelles qu’on notera p, q. Les formules
seront notées ¢, P, V.

2. Un contexte I' est un ensemble fini non ordonné, éventuellement vide, de formules.
3. Un jugement est une paire I' b ¢ signifiant que la proposition ¢ est démontrable sous les
hypothéses énoncées dans T'.

4. Les jugements dérivables sont donnés par les régles d’inférence de la figure 1.4. Un arbre
de dérivation pour I' - ¢ est aussi appelé une démonstration de ce jugement.

Iyt o¢ I'Fy=9¢ 'y

=) ———— (=E)

(A7) T
oo TFv =0 Io

F1G. 1.4 — Logique propositionnelle minimale

Exemple 6 Un théoréme de PROP,;y, estp= (p=q) = q :

(Az) ——— M —— (Az) (Az) ————
PP =q,qFq »,p=qkEp=gq p=qpkp
(=I) =F)
(;XE)p,quFq:q p,p=qbkq
(1) p,p=qbkq
1) pEF(=q) =q

Fp=({p=9q =q

Ce systéme est trés simple et les propositions qu’il permet de formuler et de démontrer ne
sont intéressantes que pour une logique trés formelle et abstraite. Cependant, il nous servira de
systéme jouet pour exposer les concepts de base que nous manipulerons ensuite pour des systémes
plus complexes.

On peut d’ores et déja remarquer qu’il existe une régle d’introduction (= 1) et une régle
d’élimination (=FE) pour le connecteur logique = que nous avons utilisé dans notre langage de
formules. La régle (Ax) est celle qui permet d’utiliser directement les hypothéses énoncées dans
I'. Nous pouvons maintenant définir le concept de coupure.

Définition 15 (Coupure)

Une coupure dans une démonstration en déduction naturelle consiste en une régle d’introduc-
tion d’un connecteur immédiatement suivie d’une régle d’élimination pour le méme connecteur
et a la méme position.
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Ainsi, dans PROP,,;;,,, une coupure se présente sous la forme

D1
Ds
(1) Fyko
'ty =0¢ '
(=E)
I'o¢

qui correspond typiquement & introduire un lemme 1), le prouver séparément par la dérivation
D5, puis montrer ¢ sous I’hypothése ¢ dans la dérivation D;. Il est assez facile de voir que ce
détour n’est pas nécessaire : en effet, pour démontrer I" - ¢, on peut reprendre D; et la compléter
par des copies de Dy partout ou I’hypothése ¢ est utilisée. On obtient alors une démonstration
de cette forme :

Do Do
(A) 5 (Az) —; E
Fﬂ/}l—w F)’lzzjl_w Fll_'l)b Flll_w
Dy \ /
NV Lo
Dérivation D; originale Dérivation sans la coupure

Exemple 7 Dans l'ezemple 6, la sous-dérivation la plus a gauche comporte une coupure puisque
q = q est introduit puis éliminé aussitot. Par le mécanisme ci-dessus on obtient la démonstration
sans coupure

(Az) (Ag) ————

(=E) »p=qkEp=gq p=qpkp
1) p,p=qkq
Gﬁ)pFwémiq

Fp={p=q9=¢q

Il n’est cependant pas évident que cette méthode suffise & éliminer toutes les coupures ap-
paraissant dans une démonstration, ne serait-ce que parce que Dy peut elle-méme contenir des
coupures qui risquent d’étre dupliquées au cours du procédé. Nous verrons dans la prochaine
section comment 1’élimination des coupures dans une démonstration peut s’étudier comme la
(B-réduction dans un A-terme.

Introduisons maintenant les autres connecteurs usuels de la logique propositionnelle intui-
tionniste ainsi que les régles de déduction associées.

Définition 16 (Logique propositionnelle intuitionniste PROP)
Le langage de formules de PROP est donné par

O = VP|L|P=D|PAND|DVD
et les régles d’inférence du systéme sont celles des figures 1.4 et 1.5.
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'k 'k 'E¢A 'Eo¢A
(D) Fﬁ d () 2Dy 2L
b A L'k ¢ I
o) 'k ¢ o) I ) (wnrk¢v¢ L,o-9 T,k
LoV Tkova I
'L
Sl
¢

Fi1G. 1.5 — Les autres régles de la logique propositionnelle intuitionniste

On remarquera que la négation n’apparait pas dans notre langage de formules; en effet on
écrira ¢ = L plutot que —¢, ce qui est strictement équivalent dans toutes les logiques que nous
étudierons. On remarquera également qu'un méme connecteur peut avoir plusieurs variantes de
reégles d’introduction ou d’élimination, ce qui traduit leur symétrie. Enfin | n’a pas de regle
d’introduction : une fois démontrée 1’élimination des coupures, c’est ce qui nous permettra de
vérifier la consistance de la logique. Il parait d’ailleurs raisonnable de ne pas fournir de régle de
déduction dont la conclusion est systématiquement I’absurde.

Ces logiques sont dites intuitionnistes par opposition aux logiques classiques, que 1’on obtient
en ajoutant par exemple ’axiome du tiers exclu ¢V (¢ = L). C’est ce qui explique pourquoi nous
avons pu nous passer de la négation mais pas de I'implication par exemple, puisque dans un cadre
intuitionniste ¢ = 1 n’est pas équivalent & =¢ V. Le principal intérét est que les démonstrations
produites sont constructives : ainsi, si 'on prouve une disjonction, il faut préciser lequel de ses
facteurs est valide.

Exemple 8 Dans PROP, on peut démontrer p = ——p mais pas =—p = p. En effet, avec
Uabréviation vue plus haut, on a

(Azx) (Ag) ——
E)p,p:>J_|—p:>J_ p,p=LEFp

p,p=L1LF L
pE(p=1)=1
Fp=(p=L1)= 1)

(=1)
(=1)

mais pour démontrer ——p = p il faut utiliser par exemple pV (p = L).

On peut ensuite passer & la logique du premier ordre, qui ne manipule plus seulement des
propositions, mais aussi une algébre de termes et des prédicats sur ces termes.

Définition 17 (Logique du premier ordre intuitionniste PRED)

On se donne un ensemble X de variables algébriques, une signature ¥ qui associe & chaque
symbole de fonction f une unique arité n € N, et enfin un ensemble R de symboles de prédicats
eux aussi dotés d’une arité.

1. Une formule atomique est une expression r(ti,...,t,) ot r € R est un symbole de prédicat
d’arité n et ty,...,t, sont des termes algébriques.
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2. Le langage des formules du premier ordre de PRED est donnée par
dp = FA|J_ | dp = Pp | Pp ANPp | PpV op |VX.<I)p | dX.op

o FA est I’ensemble des formules atomiques.
On définit une notion de variables libres sur les termes et les formules :

FV(x) = {a}
FV(f(t,.. o tn) = FV((t,... b)) = FV(t)U...UFV(t,)
FV(p=1) = fvww FV(Vy) = FV(e) UFV(Y)
FV(Vzx.¢) = FV(Ex.¢) = FV(¢)\ {z}
FV(I,¢) = FVI)UFV(9)

Les régles d’inférence du systéme sont celles des figures 1.4, 1.5 et 1.6.

vI Ihe FY(T VE LFved
(V) TFvrd (z ¢ FV(I)) (VE) m
Ff—gb[m::t] I't3dz.¢ | NORSE T
() TFare (IE) TFo (x g FV(T 1))

F1G. 1.6 — Les régles spécifiques aux quantificateurs

Définition 18 Pour un prédicat unaire P et si la signature est telle qu’il existe au moins un
terme algébrique t, la proposition Vx.P(x) = Jy.P(y) est démontrable :

(Az)
(VE
()

Va.P(zx) - V. P(x)
Va.P(x) - P(t)
Va.P(x)F Jz.P(x)
FVz.P(z) = Jx.P(x)

L’idée de démonstration constructive prend ici tout son sens : pour démontrer une formule
existentiellement quantifiée Jz.¢ il faut pouvoir fournir un témoin pour la valeur de la variable x.
Ainsi, dans I'exemple précédent, il a fallu choisir un terme ¢, méme s’il était totalement arbitraire
et n’apparait plus dans la proposition démontrée. On commence également & voir en quoi une
démonstration peut s’apparenter & une fonction (et donc & un A-terme) : étre capable de produire
un témoin pour la démonstration d’une proposition revient bien & connaitre une fonction qui
prend en parameétres les hypothéses de cette proposition et retourne le témoin attendu.

Enfin, on peut s’intéresser aux logiques d’ordre supérieur, qui sont des extensions de PROP
et PRED dans lesquelles on s’autorise & quantifier (existentiellement et universellement) sur des
propositions. On obtient ainsi dans un premier temps la logique propositionnelle de second ordre
PROP2, dans laquelle on ne peut quantifier que sur des variables propositionnelles :

Py = VP|J_‘<I>2:>(I)2|(I)2/\(I)2|(I)2\/(I)2|VW.(I)2|3W.(I)2
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VI Ire FY( VE I vp.¢
( )m(]ﬁé () ( )m
F|—¢[p::19] I'-dp.¢ T',oF
() W (AE) Tro (p ¢ FV(IT))

Fia. 1.7 — Les régles spécifiques a la logique propositionnelle du second ordre

L’instanciation de ces variables propositionnelles liées se fait par des régles d’introduction et
d’élimination trés similaires & celles de PRED, données en figure 1.7

On peut ainsi démontrer des théorémes comme Vp.(p = p). En logique propositionnelle, on
pouvait déja démontrer ¢ = ¢ pour toute proposition ¢ mais on ne disposait pas d’'un moyen
d’exprimer la généralité d’une telle démonstration.

Il est alors naturel de vouloir définir des fonctions sur les propositions, par exemple une
fonction AN D d’arité 2 qui prend deux propositions et renvoie leur conjonction. On peut ensuite
définir des fonctions sur les fonctions, quantifier sur les fonctions, et ainsi de suite. La cloture
de toutes ces opérations améne & la logique propositionnelle d’ordre supérieur, dans laquelle on
peut par exemple représenter fidélement (et en conservant un point de vue intuitionniste) tous
les connecteurs uniquement au moyen de = et de V.

Les mémes extensions peuvent étre obtenues pour PRED, en quantifiant sur des symboles de
prédicats et en définissant des fonctions sur les prédicats.

1.1.3 Isomorphisme de Curry-Howard-de Bruijn

Correspondance entre \_, et PROP,,;,
Reprenons notre systéme de logique propositionnelle minimale PROP,,;, et comparons-le
avec les régles (VAR), (ABS) et (APPL) du A-calcul simplement typé.

(VAR) ——— (Az) ——
aerkx:T I' ok ¢
I'z:7Fb: NV

(aBs) —— 727 (o) ¥
'Flerb:Tt—0 'Fy=0¢
I'tF:7—0 l'Fa:r 'Fy=9¢ 'y
(APPL) (=E)
I'FFa:o I'o¢

F1G. 1.8 — Comparaison entre déduction et typage

Il apparait assez clairement une correspondance entre les types que ’on produit et les formules
que l'on démontre, & condition d’assimiler un type fléche & une implication. Cette correspondance
est méme plus profonde, puisqu’elle permet également d’identifier un A-terme & une démonstra-
tion, une introduction de = correspondant & une abstraction et une élimination correspondant
4 une application.

Théoréme 7 (Isomorphisme de Curry-Howard-de Bruijn [CF58, How80])
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Etant donnée la traduction | | des types et contextes en propositions et contextes :

| = p

T —o| = |7|=|o]
0 = 0

T, x:r| = |T|,|7]

1l existe une bijection de l’ensemble des A-termes simplement typés vers l’ensemble des dé-
monstrations de PROP,,;,, telle que

1. siT'F A: 71 alors limage de A est une démonstration de |T'| - |7| dans PROP,;, ;

2. toute démonstration de I' = ¢ dans PROP,,;, admet pour image réciproque un terme A tel
que A+ A:|p|7! avec FV(A) C Dom(A) et |A| =T.

On dira alors que A est un terme de preuve pour la proposition ¢ ou pour sa démonstration.

Exemple 9 La démonstration de p = (p = q) = q donnée a l’exemple 6 est isomorphe au
A-terme Az:pA\y:(p — q).(A\z:q.2)(yx)).

Les A-termes fournissent donc une facon pratique de représenter des démonstrations, et on voit
en quoi un raisonnement intuitionniste est comparable & une fonction : prouver une implication
¢ = 1 revient a transformer une démonstration de ¢ en une démonstration de .

La f-réduction détermine la sémantique opérationnelle du A-calcul, et & ce titre on pourrait
supposer qu’elle n’a pas réellement de sens au niveau des démonstrations. Il est donc remarquable
de constater qu’un radical (Az.A)B traduit exactement une coupure, et qu'un pas de S-réduction
correspond a I’élimination de cette coupure telle que présentée & la section précédente.

Exemple 10 Le \-terme donné a l’exemple 9, et qui correspond a une démonstration avec cou-
pure, contient effectivement le radical (Az.2)(xy). Sa forme normale est Az:p.\y:(p — q).(yx),
qui correspond bien o la démonstration sans coupure de ’exemple 7.

Ainsi, les propriétés connues sur les A-termes ont des conséquences immédiates sur les dé-
monstrations :
— un A-terme en forme normale représente une démonstration sans coupure;
— la préservation du type implique que I’élimination d’une coupure dans une démonstration
ne modifie pas la proposition démontrée ;
— la normalisation forte implique que toute démonstration admet une unique version sans
coupure qui peut s’obtenir par itération finie du processus d’élimination des coupures;
— la décidabilité du typage implique que la vérification des démonstrations est décidable.
On commence & voir en quoi cet isomorphisme nous permet de démontrer la cohérence des
logiques que nous étudions. En effet, s'il existe une démonstration de + 1, elle admet une
forme normale. Celle-ci ne peut alors se terminer ni par la régle (= I) puisque L n’est pas
une implication, ni par plusieurs applications de la régle (= F) puisque celles-ci devraient étre
précédées d’une régle d’introduction, formant ainsi une coupure. Le méme genre de raisonnement
peut étre mené pour PROP, PRED et les logiques d’ordre supérieur.

On peut ensuite traiter les autres connecteurs de la logique propositionnelle en étendant
la syntaxe du A-calcul avec des constructions simples, et la §-réduction avec le comportement
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attendu pour I’élimination des coupures. La conjonction induit ainsi des paires ordonnées et des
projections, alors que la disjonction induit un mécanisme de branchement :
Ty w= X[AT| T | (ThT) | mi(T)) | m(T))
| in(73) | in; (7)) | case(7y, X. Ty, X.T3) | botelim (7))
avec les régles de réduction additionnelles
7T1(A1,A2) —>ﬁ A1
ma(A1, A2)
case(ini(A),z.B1,y.Bs) —p DBilr:= 4]
case(in,(A),z.B1,y.B2) —p DBaly:= A

—>ﬁ A2

Les régles de typage, données en figure 1.9, reflétent de trés prés les régles associées aux
connecteurs. Comme pour l'implication, on peut constater que chacune des nouvelles régles de
B-réduction traduit I’élimination de la coupure correspondante.

THA :¢ TFAy:o

) Ay o w
FTFA: AW 'cA:9ny
(PRO™) F'Em(A): ¢ (PRO32) I'Fmy(A)
(CASE) F ~A:e (CASEs) P P4y
F'ing(A): oV F'Ein(A):oVe

F'FA: ¢V Iax:pb By v Ly By 9
I't case(A,z.By,y.By) : 0

(SWITCH)

T'FA: L

SR el (A) - &

FiG. 1.9 — Regles de typage pour les autres connecteurs de la logique propositionnelle

Montrons ensuite comment les autres systémes du A-cube correspondent aux diverses exten-
sions de PROP,,,;,

Correspondance entre AP et PRED

Le systéme AP permet de construire des types dépendant de termes, et a été souvent utilisé
depuis le projet AUTOMATH [Bru80| pour construire et vérifier des démonstrations formelles.
En effet, si I’on s’autorise & utiliser les A-termes pour représenter non seulement les démonstra-
tions mais aussi les termes algébriques, on obtient ainsi des propositions dépendant de termes
algébriques, autrement dit des prédicats. Ainsi, un symbole de relation n-aire P aura un type de
la forme Ilxq:e. ..Mz, % o0 ¢ est une constante de type réservée pour les termes algébriques.
On vérifie aisément que

vk E Iz, Ixyex O

c.-a-d. que P est un constructeur de types, en utilisant n fois la régle de produit (x,). Alors
pour tous termes algébriques t1,...,¢, on aura - Pt;...%, : * ce qui exprime bien que c’est un
type, autrement dit une proposition.
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On voit ici que des termes appartenant au niveau objet peuvent apparaitre dans un type, ce
qui justifie la notation des II-abstractions employée dans les PT'S, puisque le nom d’une variable
abstraite peut étre significatif méme dans le type (contrairement au cas simplement typé). Ce
méme mécanisme nous permet également d’exprimer la quantification universelle : si on a

TizubA:¢:*

autrement dit si ¢ est une proposition dans laquelle apparait (éventuellement) la variable algé-
brique x et si A est une démonstration de ¢, alors

I'F Az ATz

ce qui exprime que Az.A est une démonstration de Vx.¢. L’élimination de V se fait par application
d’un tel terme & un terme algébrique. Remarquons que nous sommes loin d’avoir utilisé tout ce
que AP permet d’exprimer : il est par exemple possible de définir plusieurs types pour les termes
algébriques (on parlera de logique multisortée), ou encore quantifier sur des fonctions. C’est cette
grande expressivité dans un langage pourtant assez simple qui explique que AP soit & la base du
Logical Framework [HHP93].

Correspondance entre A2, \w, \C' et les logiques d’ordre supérieur

Le langage A2 est symptomatique de l'isomorphisme de Curry-Howard-de Bruijn, au sens ol
il a été introduit simultanément par J.-Y. Girard comme langage de termes de preuve [Gir72] et
par J. C. Reynolds comme langage de programmation polymorphe [Rey74]. En effet, dans A2, on
peut définir des termes dépendant de types, autrement dit on peut quantifier sur des variables
propositionnelles. On obtient donc naturellement un langage de types qui correspond directement
au langage de formules de PROP2. Ainsi, le type Ia: . Ilz:cv.«r représente la proposition Va(a =
a). Le Aterme Aa: x JAz:a.xz (Uidentité polymorphe) représente une démonstration de cette
proposition, et en ’appliquant & une proposition quelconque ¢ on obtient une démonstration de
¢ = ¢. Le mécanisme d’instanciation des variables quantifiées universellement est donc ici aussi
complétement explicite.

De facon remarquable, la Il-abstraction permet de représenter tous les connecteurs dans A2.
Par exemple, L s’écrit Va.a, et la régle d’élimination (LF) se traduit par le fait que, si I' - A :
Ila: .« alors I' = A¢ : ¢ pour toute proposition ¢. Cette remarque explique également pourquoi
la consistance des PT'S qui étendent A2 (corollaire 6) entraine immédiatement la cohérence des
systémes de déduction naturelle correspondants.

Pour finir, les systémes Aw et AC', avec leurs types dépendant de types, permettent de mani-
puler des fonctions sur les propositions, et donc de passer & ’ordre supérieur. Par exemple, dans
AC, on peut fournir une définition uniforme du quantificateur universel : on pose

FALL = Ao Ap:(Ila: % ) Ia:a.(p a) @ Ha: * Ip:(Ila: * ).

Autrement dit, pour tout type A et pour tout prédicat P sur A, ona ALL P A=glla:A.(P a),
ce qui représente bien Va.P(a).

Pour conclure cette section, établissons un récapitulatif des correspondances mises en évidence
par 'isomorphisme de Curry-Howard-de Bruijn.
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A-calcul déduction naturelle
A-terme démonstration
type proposition
habitabilité prouvabilité
(B-radical coupure
normalisation | élimination des coupures
A-abstraction implication
paire conjonction
case disjonction

II-abstraction

quantification universelle

consistance

1.2 Reéécriture

cohérence

Si le A-calcul constitue un formalisme dans lequel s’expriment bien les notions de programma-

tion fonctionnelle, il reste un paradigme de calcul assez minimaliste, au sens o tout (jusqu'aux
entiers et booléens) doit étre représenté. Nous utiliserons donc surtout les aspects déductifs du
A-calcul ; pour tout ce qui est plutdt calculatoire, nous nous appuierons sur la réécriture et sur
le filtrage. La présentation faite ici s’appuie essentiellement sur les ouvrages de F. Baader et T.
Nipkow [BN98|, de C. et H. Kirchner [KK99|, et du collectif Terese [Ter02].

1.2.1 Généralités

Dans toute cette section on se donne une signature 3 et un ensemble de variables algébriques
X qui engendrent une algébre de termes 7 (3, X).

Définition 19 (Filtrage, subsomption, équation de filtrage)

1. Etant donnée une théorie équationnelle T sur T (X, X), pour deuz termes s et t pris dans
T(X,X), on dit que t subsume s modulo T, noté t <t s, si et seulement s’il eriste une

substitution 0 telle que s =1 t0. On appelle alors 0 un T-filtre de t a s.

Le plus souvent T est la théorie vide et =1 est en fait =. On omettra alors T et on parlera

de filtrage syntaxique.

2. Un systéme d’équations de filtrage S est un ensemble de paires de termes s;,t; que l'on
note {t; <<1?1- i Yier- Une solution d’un tel systéme est une substitution 0 telle que :

- Dom(0) = |J FV(t;);

el

— 0 est un T-filtre de t; a s; pour tout i € I.

On notera Sol(t <% s) l'ensemble des solutions de {t <% s}.

On appellera T la théorie de filtrage utilisée.

Exemple 11 Dans la théorie vide :

- f(z,y) subsume f(a,a), avec le filtre [x := a,y :=a];

- g(x) ne subsume pas h(a) car les symboles de téte g et h ne coincident pas ;

~ g(a) ne subsume pas g(x) (si a € X) car le filtre ne peut agir que sur g(a) qui ne com-
porte aucune variable (c’est Uunification et non pas le filtrage qui permet d’instancier des

variables dans les deux termes) ;
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- f(z,z) ne subsume pas f(a,b) car aucun des deuz filtres [x := a] ou [x := b] ne convient;
— t subsume t pour tout terme t de T (X, X);
— x subsume tout terme de T (X, X).

Le filtrage syntaxique est relativement facile & décider : pour résoudre un systéme d’équations
de filtrage {t; < s;}icr, il suffit d’appliquer, dans n’importe quel ordre et tant que possible, les
transformations de la figure 1.10 (dans le style de ’algorithme de filtrage de G. Huet [Hue76]).
Si 'on obtient F, alors le systéme est irrésoluble ; sinon, on obtient un systéme d’équations de la
forme {x; <’ s} ol une méme variable z; est toujours associée au méme terme s;. On en déduit
alors immeédiatement un filtre de ¢ & s.

Par la méme occasion, on peut voir que ces transformations donnent toujours le méme résultat
pour une équation de filtrage donnée. On constate donc que le filtrage syntaxique est unitaire :
s’il existe un filtre 6 de t & s, alors il est unique (au sens des valeurs prises par # sur les variables
de t), et on le notera donc ;) ; autrement dit Sol(t <<5 s) = {0<s)}-

{f(tr, .. tn) < fls1,...,8) U8 =  {t1 < s1,...,tn < 5,}US
{f(tlvvtn) <<?g(517"'75n)}US = F Slf?—ég
{f(ty,.. . ty) <’ 2}US = F
{r<’syuS = F siz<’s € S pourun certain s % s

FiG. 1.10 - Filtrage syntaxique

Pour d’autres théories, on pourra par exemple s’intéresser & la décidabilité du filtrage ou au
nombre de solutions potentielles d’une équation. On dira d’une théorie équationnelle T qu’elle
est une théorie de filtrage finitaire si toute équation de filtrage modulo T admet un nombre fini
de solutions. Les théories les plus usitées sont empruntées au domaine de 1’algébre : on choisit
dans la signature un ou plusieurs symboles associatifs, commutatifs, a élément neutre, etc.

Nous pouvons maintenant présenter les notions de régle, de pas, de systéme et de relation de
réécriture.

Définition 20 (Réécriture)

1. Une régle de réécriture est une paire de termes de T (X, X), notée | — r et éventuellement
assortie d’une étiquette £, telle que :
— le membre gauche | n’est pas une simple variable ;
— toute variable du membre droit r apparait également dans I.
Une régle est dite linéaire gauche si une méme variable n’apparait pas deux fois dans [.

2. Le terme t se réécrit en un pas en t’ selon la régle £ : 1 — r si et seulement si t = C[l0] pour
un certain conterte CO (autrement dit si | subsume un sous-terme de t) et si t' = C[r0).
Ceci définit une relation —, sur T (X, X).

3. Un systéme de réécriture (ou TRS) R est un ensemble de régles de réécriture, éventuelle-
ment explicitement accompagné de la signature 3.

4. La relation de réécriture —g associée au systéme R est l'union des relations — pour toutes
les regles ¢ de R. On pourra considérer les relations dérivées —r et =g (par définition
— est déja close par contexte).
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Une partie des symboles de la signature X sur laquelle on travaille ne sont jamais utilisés en
téte des membres gauches de régles de réécriture. Par conséquent, un terme ne contenant que
ces symboles est obligatoirement en forme normale (par rapport & —x) : on considére donc que
ces symboles sont des constructeurs des valeurs vers lesquelles on veut évaluer les termes.

Exemple 12 (Entiers de Peano) On peut définir les entiers avec deux constructeurs seule-
ment : 0 (d’arité 0) et S (d’arité 1). Un entier n est alors représenté par S(...S(0)) (avec
n occurrences de S). C’est le plus simple ensemble infini de termes que 'on peut définir par
constructeurs.

Ces constructeurs déterminent donc largement la structure des objets que ’on va manipuler.
S’ils n’apparaissent pas en téte des membres gauches, en revanche, on va souvent discriminer les
arguments des fonctions selon leurs constructeurs. Ainsi, une fonction f définie de fagon récursive
sur les entiers est typiquement représentée par un systéme de réécriture de la forme

{ f(0) a
f(5(x)) 9(f(x))

Par opposition, on dira des symboles apparaissant en téte des membres gauches qu’ils sont
définis, dans la mesure ou ils représentent des fonctions dont les régles de réécriture explicitent
la sémantique.

—
—

Par sa nature méme, la réécriture fournit un paradigme de calcul facile & manipuler car
trés déclaratif : tout est donné sous forme de régles qui peuvent s’appliquer n’importe ot dans
les termes, et on obtient ainsi une présentation d’une congruence complexe = uniquement en
décrivant des manipulations locales.

Dans une moindre mesure, on peut également partir d’une congruence =¢ pour obtenir un
systéme de réécriture. En effet, si =¢ est spécifiée par un ensemble d’équations {I = r}, le
systéme de réécriture {I — r,r — [ | l = r € £} engendre une relation de conversion =g
identique & =¢. On peut méme se contenter de considérer une seule des deux «orientations»
pour chaque équation, étant donné le caractére symétrique de =r. En revanche, ce procédé n’est
pas systématique puisqu’un axiome dans lequel un des membres est réduit & une variable ou
dont les deux membres n’ont pas les mémes variables ne donne pas immédiatement une régle de
réécriture.

On a donc un moyen agréable de présenter une théorie équationnelle. Cependant, rien ne
garantit a priori que cette présentation fournisse un moyen plus effectif de décider de 1’égalité de
deux termes. Le seul probléme de la bonne orientation d’un systéme d’équations est non trivial et
méme souvent sans solution satisfaisante. Dans la section suivante, nous présentons les propriétés
de confluence et de terminaison, qui donne tout leur sens aux systémes de réécriture en tant que
présentation des théories équationnelles.

1.2.2 Quelques propriétés et exemples importants

Une premiére étape pour qu’un TRS soit utilisable comme mécanisme de décision pour sa
fermeture réflexive symétrique transitive est de pouvoir se contenter d’appliquer les régles dans un
seul sens. Pour cela, il faut pouvoir réduire la relation de conversion =% a une relation orientée.

Définition 21 (Confluence)
Un systéme de réécriture R est dit confluent (ou Church-Rosser) si la relation de réécriture
associée —x est confluente (ou vérifie la propriété de Church-Rosser).
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Exemple 13 Avec la signature {to, fo, 71}, le systéme

b ~(~(z) — @ v
Ef —|t) —  f O
4 -(f) — t

est confluent : le seul risque est que la régle lo interfere avec application successive des deux
autres, mais dans tous les cas le résultat est le méme, comme montré ci-dessus pour —(—(t)).

Dans un tel systéme, pour décider de 1’égalité de deux termes, il suffit donc de leur trouver
un réduit commun. Cela dit, méme ce probléme est indécidable en général.

Exemple 14 Avec la signature {ao, f1,91}, le systéme

flz) — f(f())
g(xr) — g(g(z))
fla) — a
gla) — a

est confluent mais les termes f(a) et g(a), qui se réduisent tous les deux & a, ont chacun une
infinité de réduits différents (respectivement f"(a) et g"(a) pour tout n € N), qu’il faudrait
potentiellement tous examiner pour trouver le réduit commun.

Pour rendre un systéme de réécriture utilisable, on ajoutera donc une seconde condition :

Définition 22 (Terminaison) Un systéme de réécriture R est dit terminant si et seulement si
la relation de réécriture associée —x est terminante sur ’ensemble des termes de T (%, X).

Pour un tel systéme, on a donc une notion de forme normale selon —x, qui de plus est
unique si la propriété de Church-Rosser est vérifiée. Par conséquent, si on parvient & orienter
les équations de définition d’une congruence =¢ de facon & former un systéme de réécriture R
confluent et terminant, on obtient une procédure de décision pour le probléme du mot t :?5 S

1. calculer la forme normale ¢’ de ¢ en appliquant des régles de R autant que possible;
2. calculer la forme normale s’ de s de méme (par terminaison ces deux étapes terminent) ;

3. alors par Church-Rosser, s =¢ t si et seulement si s’ = t'.

Le confluence et la terminaison fournissent donc un critére de décidabilité trés commode ; on
se doutera cependant que la plupart des systémes de réécriture ne possédent pas 'une ou 'autre
de ces propriétés. Plutot que de transformer le systéme jusqu’a en obtenir une version utilisable
et qui engendre la méme relation de conversion, on préfére parfois imposer un certain controle
sur 'application des diverses régles de R. Pour cela, C. Kirchner, H. Kirchner et M. Vittek ont
défini la notion de stratégie [KKV95, Vit94].

Définition 23 (Stratégie, Systéme de calcul)
— Un pas de réécriture simple est la donnée d’une étiquette de régle et d’une position dans
un terme.
— Une stratégie S est un ensemble de séquences de pas de réécriture simples.
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— Un systéme de calcul est la donnée de :
1. un systéme de réécriture R dont toutes les régles sont étiquetées ;
2. une stratégie S.

— Le terme t se réécrit en t en suivant la stratégie S si et seulement s’il existe une séquence
de pas de réécriture dans S qui réécrit t en t'.

Exemple 15 Pour le systéme de réécriture de 'exemple 13, la stratégie S = {{5{}nen toujours
appliquée en téte des termes réécrit (et normalise) tous les termes convertibles a f. En revanche,
elle ne s’applique sur aucun terme convertible a t puisque pour ceuz-ci il est impossible d’appliquer
la regle £y en fin de réécriture.

On décrira généralement les stratégies sous une forme plus pratique; par exemple, pour le
langage ELAN, P. Borovansky a défini un ensemble de stratégies atomiques [Bor98| qui peuvent
étre combinées pour en construire des plus élaborées :

— une étiquette de régle est une stratégie;

— la stratégie S1; 59 désigne la concaténation des stratégies Sy et So;

— la stratégie one(Si,...,S,) donne le premier résultat de la premiére stratégie applicable
parmi ses arguments;
la stratégie repeat*(S) désigne l'itération de la stratégie S tant qu’elle est applicable;

— etc.

On peut également décrire la position a laquelle une régle s’applique de fagon plus abstraite.
On parle par exemple de stratégie de réduction du sous-terme le plus & gauche (leftmost), du
sous-terme le plus interne (innermost) ou le plus externe (outermost).

Pour conclure cette section, étudions un cas de non-confluence qui sera particuliérement
intéressant lorsque nous étudierons le calcul de réécriture.

Exemple 16 Le systéme de réécriture ci-dessous n’est pas confluent.

En effet, le diagramme de droite ne peut étre « fermés : e est en forme normale, et une plus courte
réduction de c(e) a e devrait passer par d(e,c(e)), qui lui-méme ne peut étre réduit qu’aprés une
réduction de c(e) a e.

Cet exemple a été proposé par J. W. Klop [K1o80]. I est particuliérement intéressant dans la
mesure oll les membres gauches des régles ne partagent aucun symbole (on parle de systéme sans
paire critique). Il apparait assez facilement que la non-confluence est ici due a la non-linéarité
de la regle d(z,z) — e.

On peut rendre la responsabilité de cette régle encore plus flagrante si on s’autorise & réécrire
des A-termes. En effet, en A-calcul (non typé), on peut définir un combinateur de point fixe,
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autrement dit un terme Y tel que pour tout terme M, on ait YM g M (YM). On peut alors
définir les termes suivants, dont on montre quelques réductions intéressantes :

C = Y(Qyird(z,yz))
C —3 (AyAed(z,yz)) C
—g Az.d(z,Cx)

A = YC

On voit que le A-terme C' reproduit le comportement de la constante c et de la seconde régle de
réécriture, tandis que A reproduit le comportement de la constante a et de la troisiéme régle. On
peut donc se passer de ces deux régles, d’ou la variante ci-dessous de l’exemple 16.

Exemple 17 Pour un A-calcul non typé, lajout d’une unique régle de réécriture non linéaire
gauche R = {d(z,x) — e} a la f-réduction produit un calcul non confluent. En effet, le \-terme
A défini ci-dessus se réduit selon —gur, d’une part a e, d’autre part a Ce, et ces deur termes
n’ont pas de réduit commun.

Avec cette formulation on voit un peu plus clairement que c’est en fait la présence simultanée
de non-terminaison et de non linéarité qui induit la non-confluence de la réduction étudiée. On
peut d’ailleurs démontrer que tout TRS sans paire critique, et vérifiant la terminaison ou la
linéarité, est confluent [Hue80, Toy87].

1.3 Déduction modulo

La déduction modulo a été proposée par G. Dowek, Th. Hardin et C. Kirchner [DHKO03]
comme un moyen de définir des démonstrations dans lesquelles les arguments calculatoires sont
occultés. La vérification et la recherche d’'une démonstration requiérent alors plus de puissance
de calcul, mais les démonstrations obtenues sont plus compactes, et surtout les étapes de rai-
sonnement y sont mises en évidence. Les travaux exposés dans le chapitre 6 ont été largement
influencés par ce formalisme.

1.3.1 Principes

Un premier constat a l'origine de la déduction modulo est que, en logique du premier ordre, il
est fastidieux de définir et d’utiliser des régles de calcul sur les termes algébriques. Prenons pour
exemple le cas de I'arithmétique, traité exhaustivement par G. Dowek et B. Werner [DW05]. Une
fagon de définir I'addition sur les entiers de Peano est de considérer les deux axiomes suivants :

vy.(0+y = y)
VaeVy.(s(x) +y = z+ s(y))

Les démonstrations se feront donc toutes dans un contexte I' non vide. Celui-ci devra également
contenir les axiomes concernant 1'égalité, comme la réflexivité Vz.(r = x) ou la transitivité

VeNyVz.(r =y ANy =2) =z =2).
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Une propriété aussi simple que 1 + 1 = 2 (qui s’écrit ici s(0) + s(0) = s(s(0))) requiert alors
la démonstration suivante :

(Az) FEVeVyVz(zr=yANy=2=12=2)
I'FVyVz.(s(0) +s(0) =y Ay =z = s(0) + s(0) = z)
) ' Vz.(s(0) + s(0) = 0+ s(s(0)) A0+ s(s(0)) = z = s(0) + s(0) = 2)
'k s(0) 4 s(0) =0+ s(s(0)) AO +(8§S(O)) = 5(s(0)) = s(0) + s(0) = s(s(0))

(VE)

(VE)

E:;) T FVaVy.(s(z) +y = = + 5(y)) "

E) I'FVYy.(s(0) +y =0+ s(y)) B I'Evy.(0+y=y)

D) 't s(0) + s(0) = 0+ s(s(0)) I'F0+s(s(0) = s(s(0))
' s(0)+s(0) =0+ s(s(0)) A0+ s(s(0)) = s(s(0))

(b)

(@)  (b)
I'F s(0) + s(0) = s(s(0))

(=E)

On est aisément convaincu qu’'une démonstration devient plus lisible et que le raisonnement
reste tout aussi valide et convaincant si on peut se passer de telles étapes. Cette idée de s’abs-
traire des étapes calculatoires dans une démonstration est connue sous le nom du principe de
Poincaré [BB02].

En déduction modulo, on choisit pour cela d’identifier les propositions selon une congruence =,
qui fera partie intégrante de la théorie dans laquelle on raisonne. Toutes les régles d’inférence sont
alors définies avec la possibilité de choisir un quelconque représentant de la classe de congruence
des propositions sur lesquelles on travaille. Par exemple, pour la logique minimale du premier
ordre, les régles deviennent celles de la figure 1.11. On notera qu’il faut annoter les régles du
quantificateur avec I'information nécessaire pour reconstruire la formule V..

(Az) ToFav sigp=1
=) sixwse) e ”%?@ZF”’ 0 (1) = 0)
)z, ¢) ; z Z si 2 Vr.g et ¢ FY(I)
(VE)(z, &, t) iz :ﬁ si 2 V. et O Pz = (]

FiG. 1.11 - Logique minimale du premier ordre modulo
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Ainsi, les deux axiomes précédents seront supprimés du contexte, et on déclarera plutdt que

I

O+y Y
s(z)+y =2 z+s(y)

Par conséquent il est immeédiat que s(0)+s(0) = s(s(0)) : dans une proposition, on peut donc ins-
tancier une méme variable x indifféremment par 'un ou ’autre de ces termes. La démonstration
précédente se réduit désormais a

(Az)

I Ve.(z = x)

(B e, w=e, O T 5 0) F 5(0) = s(5(0))

qui n’utilise plus que l'axiome de réflexivité. La congruence utilisée ici est décrite uniquement
au niveau des termes algébriques, mais il est possible également de considérer directement des
équations sur les propositions, par exemple

xxy>0 =2 (z>0Ay>0)V(<0Ay<0)

Encore une fois, les régles d’introduction et d’élimination s’appliquent quel que soit le représen-
tant choisi dans une classe de congruence; on peut donc avoir des démonstrations comme

F'Fexz>0Ay >0

VI
() Theaky>0

Il apparait assez rapidement que la congruence =2 doit étre définie avec soin, d'une part pour
que la logique définie soit cohérente, d’autre part pour que la recherche de démonstrations reste
réalisable. Comme on 1’a vu a la section précédente, il est souvent commode de présenter une
congruence sous la forme d’un systéme de réécriture. Dans toute la suite, on considérera que
la congruence = utilisée en déduction modulo est la relation de conversion =g associée & un
systéme de réécriture R composé :

— d’un ensemble de régles réécrivant des termes algébriques en termes algébriques ;

— d’un ensemble de régles réécrivant des propositions atomiques en propositions quelconques.
Par ailleurs on demandera généralement que le systéme R soit terminant et confluent, pour
assurer que la validité d’une démonstration soit toujours vérifiable.

Le résultat primordial de la déduction modulo est le lemme d’équivalence, qui en énonce la
correction et la complétude par rapport a la logique du premier ordre.

Lemme 8 (Equivalence [DHKO03])
Pour toute congruence =g définie par un systéme de réécriture qui réécrit des termes en
termes et des propositions atomiques en propositions, il existe une théorie Th telle que

I'F—, P siet seulement si Th,I' P
Lorsque la congruence est décidable, on a le résultat supplémentaire suivant :

Lemme 9 (Décidabilité [DHK03, DW03])

Pour toute congruence = décidable et définie par un systéme de réécriture qui réécrit des
termes en termes et des propositions atomiques en propositions, la vérification des démonstrations
en déduction modulo =x est également décidable.
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Les régles de réécriture dont le membre gauche est une proposition atomique peuvent consti-
tuer une définition pour le symbole de prédicat de cette proposition, par exemple

XCY — Ve(reX=z€Y)

donne bien une sémantique & C. Cependant, une telle régle a souvent un contenu déductif. Par
exemple, on peut caractériser un anneau intégre par la régle

zxy=0 — z=0Vy=0

alors que l'égalité et la loi multiplicative sont définies par leurs propres systémes de régles.
Une régle peut méme sembler n’étre que définitionnelle, et pourtant étre essentielle dans la
présentation d’une théorie. Par exemple, pour définir I'arithmétique comme une théorie modulo,
il faut introduire un symbole de prédicat N pour les entiers naturels, entiérement décrit par la
seule réegle

N(n) — Vp.(0ep=Vy.(N(y)=y€p=s(y) €Ep)=nep)

qui est elle-méme une traduction du schéma de récurrence.

On prendra garde & ne pas se laisser abuser par la notation — des régles de réécriture, qui
n’a rien & voir avec une implication : les propositions des membres gauche et droit doivent étre
équivalentes, puisque 'intention est toujours de définir une congruence.

1.3.2 Démonstrations normales en déduction naturelle modulo

Une fois défini un cadre de déduction aussi général, il est intéressant de chercher des critéres
de correction sur les systémes ainsi définis. Cette section s’inspire des travaux de G. Dowek et B.
Werner [DW03], qui ont étudié I’élimination des coupures et la cohérence au moyen de termes de
preuve trés semblables & ceux qu’on a vu pour la logique du premier ordre. On pourra comparer
ce langage de termes avec ceux proposés aux sections 6.1 et 6.2.

Dans un premier temps, montrons qu’une régle de réécriture mal choisie peut remettre en
cause la cohérence de la théorie. Par exemple avec I'unique régle

R — R=_1

on obtient la démonstration de F~ 1 suivante :

(Ar) ————— (M) =—— (A ————  (A)) ———
RF~R= 1 RF~ R RF~R= 1 RF~ R
(=E) (=E)
Rt~ L Rt~ L
(=1) (=1)
Foo R= L l‘g R
(=E)
Fo L

On remarquera que les deux sous-démonstrations sont exactement identiques, mais qu’on a choisi
deux représentants distincts pour leurs conclusions (de méme pour les différentes utilisations de
la regle (Ax)).

On a vu a la section 1.1 que normalisation et cohérence étaient souvent intimement liées,
et on pourrait donc croire que le probléme posé par cette régle est dii a sa non-terminaison,
ce qui a été initialement conjecturé. Cependant, Dowek et Werner en ont également donné une
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présentation terminante (et confluente) en imposant quelques étapes de déduction sur le membre
droit :
ReR — Vy(Vz.(yex=Rezx) = yeR = 1)

En effet ici la proposition R € R ne réapparait pas immédiatement, mais on peut la retrouver
en instanciant y par R grace a la régle (VE). On obtient alors une démonstration de F~ L trés
similaire.

On remarquera que la démonstration de F~ L ci-dessus comporte une régle (=1) suivie d’une
régle (=F) pour le méme connecteur =-. Si on tente de supprimer cette coupure par la méme
méthode que dans la section 1.1.2, on retrouve exactement la méme démonstration.

Comme pour la déduction naturelle, il semble donc pratique de chercher & éliminer les cou-
pures des démonstrations, puis de montrer la cohérence de ces démonstrations en forme normale.
On remarque cependant qu’il faut imposer une condition supplémentaire sur la congruence uti-
lisée :

Théoréme 10 (Cohérence des démonstrations normales [DWO03])

Si la congruence = est définie par un systéme de réécriture confluent, alors il n’eriste aucune

démonstration sans coupure de F~ L.

En effet, la confluence garantit que | n’est convertible & aucune autre proposition non atomique.
Il suffit alors de montrer que si F~ ¢ est démontrable, alors ¢ n’est ni atomique, ni L.

Comme on pourra s’en douter, les deux régles de réécriture vues plus haut donnent un
systéme de déduction qui ne vérifie pas I’élimination des coupures. G. Dowek et B. Werner ont
caractérisé une famille de systémes de réécriture pour lesquelles 1’élimination des coupures (et
donc la cohérence) sont vérifiées.

Définition 24 (Prémodéle)

Un prémodele pour la congruence = est un modéle pour la signature ¥ (au sens usuel des
modéles de la logique du premier ordre) tel que, pour toute paire de formules convertibles ¢ = 1)
et pour toute valuation de leurs variables libres, les interprétations de ¢ et de 1 dans ce modéle
sont identiques.

Théoréme 11 (Normalisation modulo [DWO03])

Pour toute congruence =2 admettant un prémodéle, la déduction naturelle modulo =2 vérifie
lélimination des coupures.

Nous ne rentrerons pas dans les détails de cette démonstration. Cependant, il est intéressant
de constater qu’elle utilise comme termes de preuve des A-termes, dont les régles de typage sont

les régles usuelles oul les types sont considérés modulo la congruence =2. Par exemple, pour les
variables, la A-abstraction et I'application, on a les régles

) e oraz g SOV
Lxipba Mg I'teM:9 TFxN:yp o
CD T SUEW@—d =8 T e MN: o 0= —9)

La @-réduction, quant a elle, doit étre légérement assouplie sur les constructions correspon-
dant & la disjonction et le quantificateur existentiel.

La construction d’un prémodéle dépend largement du systéme de réécriture considéré. Cepen-
dant, il est possible de la faire systématiquement pour certaines classes de systémes de réécriture,
entre autres :
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— les TRS qui ne réécrivent que des termes en termes;
— les TRS confluents et terminants sans quantificateurs (dans les membres droits).

Maintenant que nous avons rappelés les différentes notions que nous allons utiliser tout au
long de ce manuscrit, et qui sont largement & la base des travaux effectués, nous allons évoquer
trois formalismes voisins de nos recherches, dans la mesure ou ils sont consacrés & 'utilisation de
réécriture (ou de filtrage) dans un calcul typé avec un sens logique fort.
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Autour de l'interaction entre types,
logique et réécriture

Ce chapitre présente trois directions de recherche dont les principes et les motivations sont
trés similaires aux notres : ajouter une forme de réécriture & un calcul typé, et étudier les
propriétés de la logique sous-jacente. Pour éviter de nous égarer dans des subtilités techniques,
nous commettrons parfois quelques simplifications par rapport aux travaux originaux, tout en
tachant d’en conserver les idées principales.

Dans la section 2.1, nous présentons des variantes du calcul des constructions ot la relation
de conversion =g est étendue par une relation de réécriture sur les objets ou sur les types. Ceci
modifie donc le comportement du systéme de types, tout en conservant le systéme de réécriture
considéré comme un objet & part, externe au formalisme.

Dans la section 2.2, nous expliquons comment le fait d’ajouter des capacités de filtrage trés
précises au A-calcul permet de définir de nouvelles régles de typage qui mettent en évidence le lien
entre les motifs acceptables et le traitement des différents connecteurs logiques dans un calcul
des séquents.

Dans la section 2.3, nous évoquons une approche assez différente puisqu’elle ne s’appuie pas
directement sur un A-calcul typé : on part d’une sémantique en logique linéaire pour une forme
généralisée de la réécriture, puis on définit un langage de termes de preuves qui s’avére trés
similaire au calcul de réécriture, le formalisme que nous étudierons & partir du prochain chapitre.

2.1 Calcul des Constructions Algébriques (CAC) et Higher-Order
Recursive Path Ordering (HORPO)

L’idée de considérer un A-calcul (typé) dans lequel on peut ajouter a la [-réduction une
relation de réécriture —x n’est pas nouvelle. Dans le cas des A-calculs simplement typé et poly-
morphe, M. Okada d’une part [Oka89] et V. Breazu-Tannen et J. Gallier d’autre part [GBT89]
ont démontré que tout systéme R confluent et terminant préservait la normalisation forte du
systéme (la confluence ayant déja été montrée par Breazu-Tannen [BT88]).

Ce n’est cependant que récemment que cette étude a été étendue au cas des systémes avec
types dépendants, dont le calcul des constructions est un cas typique. En effet, dans ce cadre,
la nouvelle relation de réduction — gz modifie non seulement la sémantique opérationnelle des
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termes, mais aussi la relation de typage, car il faut considérer une régle de conversion adaptée :

(conv)

I'A:C I'-B:s (BzﬁuRc)
'A:B s€S

Les travaux de D. Walukiewicz-Chrzaszcz [WC03] et F. Blanqui [Bla05b] couvrent deux approches
de ce probléeme.

— La premiére prolonge les travaux de J.-P. Jouannaud et A. Rubio sur ’extension du Re-
cursive Path Ordering (RPO) a l'ordre supérieur [JR99]. Elle considére donc des régles de
réécriture dont le membre gauche peut étre un A-terme quelconque, mais qui ne s’appliquent
qu’au niveau objet (c.-a-d. aux termes ¢ tels que F¢: T : ).

— Le second, a 'opposé, s’appuie sur le Schéma général, initialement défini par J.-P. Jouan-
naud et M. Okada [JO95], et considére des régles de réécriture s’appliquant & tous les
niveaux (y compris dans les types) mais dont le membre gauche est algébrique unique-
ment.

La technique employée pour démontrer la normalisation forte est similaire dans les deux cas :
comme dans le cas du calcul des constructions, il s’agit de définir une interprétation des types
sous forme d’ensemble de termes fortement normalisants, mais en tenant compte des définitions
par réécriture. Comparons les conditions qui sont exigées sur la signature et sur le systéme de
réécriture R considéré afin de garantir la bonne formation des candidats de réductibilité.

Confluence de —jgur et préservation du typage Pour tenir compte de 'ajout de la ré-
écriture, la régle de conversion doit utiliser I’égalité =gur, qui n’est pas forcément décidable et
peut méme poser des problémes au niveau du typage : rien ne garantit a priori que deux termes
convertibles soient du méme type ni méme qu’ils soient typables. La condition simple consistant
a imposer que les membres gauche et droit de chaque régle soient bien typés et aient le méme
type conduirait a des régles non linéaires (a cause de multiples occurrences des variables de types
notamment), ce qui n’est pas souhaitable notamment pour les raisons vues a la section 1.2.2.

Dans le calcul des constructions algébriques, on résout ce probléme par la méthode usuelle :
on exige que la relation — gk soit confluente, et on peut se contenter d’exprimer la conversion
par B —«— C (c.-a-d. B et C ont un réduit commun). Comme on n’utilise plus la réduction —%
que dans le sens direct, la préservation du typage posera peu de problémes : il suffit d’assurer
que, si un membre gauche est typable, alors le membre droit 'est aussi (c’est le principe de base
du Schéma général). Par contre, on peut signaler que, pour certains systémes de réécriture, il
est plus difficile de démontrer que —gur est confluente lorsqu’on n’a pas encore démontré sa
normalisation forte. Notons enfin que, dans le cas ou il n’y a pas de régles au niveau des types,
il n’est pas nécessaire de démontrer la confluence de — g R.

Pour HORPO les choses sont différentes : les régles de réécriture utilisées ne sont pas fixées
a priori, et dans la régle de conversion, on remplace la condition B =g, g C par B —gur C
ou C —gur B, ce qui permet de simuler une conversion par plusieurs applications successives
de cette régle. De plus, pour décider de la condition B —x C il existe une régle d’inférence
supplémentaire (REW) dont voici une version simplifiée :

Tkl=r TFI:T Tkr:T
'+ C[6] —x Clré]

(REW)

ol > est I'ordre qui définit HORPO. Toutes les paires de termes (I, r) telles que [ > r sont donc
éligibles en tant que régles de réécriture. On constate que, d'une part, la réécriture des types
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qui est rendue possible par (CONV) est entiérement retranscrite dans la dérivation de typage;
d’autre part, & chaque pas de réécriture, il est vérifié que les membres gauche et droit considérés
ont un type commun. La correction de la conversion vis-a-vis du typage est alors assurée en un
sens tres fort :sil'F A: Bet'H A=pr A’ alorsT' - A’ : B.

Conditions sur les symboles constructeurs Les symboles constructeurs disponibles in-
fluencent largement le genre de fonctions récursives que 'on peut définir. Il a notamment été
montré par N. P. Mendler [Men87] que, si les types des symboles constructeurs ne vérifient pas
une condition de positivité, on peut en général obtenir facilement des points fixes et des incohé-
rences. Par exemple, un type 7" avec le seul constructeur ¢ : (T — U) — T n’est pas admissible.
On pourrait croire qu’il est impossible de produire un terme de ce type puisque ¢ attend un
argument utilisant lui-méme T'; cependant, il est possible de définir le terme

Fde.f(x)e: T —U

si le symbole f est de type T' — (T' — U). Alors c(Az.f(z)z) est de type T et on peut lui
appliquer le terme précédent. Pour se débarrasser de f et de c, il suffit de se donner la régle de
réécriture f(c(z)) — x, et le terme obtenu (Az.f(z)z)c(Az.f(z)x) n’est pas normalisant selon
—gur- C’est la présence de T' & gauche de la fleche dans le type de 'argument de f qui rend ce
«paradoxe» possible, et c’est ce genre de position (pour le type dont on donne un constructeur)
qui est interdite par la condition de positivité.

Une condition similaire est reprise dans CAC comme dans HORPO ; de plus on utilise une
condition d’étoile-dépendance. Celle-ci consiste & distinguer parmi les arguments d’un construc-
teur des parametres et des opérandes, les premiers pouvant apparaitre dans les types des seconds
(ce qui a du sens dés qu’on utilise des types dépendants). L’exemple typique est celui des listes
polymorphes : on se donne la constante list : ILA:x.x, de sorte que pour tout type 7, on a un type
list(7). Pour le constructeur cons : ITA: x Ilx: A.Ill:list(A).list(A), il faut alors que A soit un
parameétre puisqu’il apparait dans les types de x et [, alors que = et | peuvent étre des opérandes
puisqu’ils n’apparaissent dans aucun type. On demandera par la suite que, dans tout membre
gauche de régle, les paramétres soient des variables distinctes, et on aura donc tout intérét a
considérer un maximum d’arguments comme des opérandes pour accepter plus de régles.

Dans le calcul des constructions algébriques, on ajoute encore une notion d’accessibilité sur les
différents arguments de chaque constructeur. Un constructeur peut donc prendre des arguments
& peu prés quelconques tant qu’il n’est pas permis de discriminer sur ces arguments. Ceci permet
de décrire trés précisément sur quels sous-termes la récursion est susceptible de porter, et donc
d’avoir une notion assez fine de fonction récursive dont la terminaison est garantie.

Conditions sur les symboles définis Dans tous les cas, on se donne une précédence >p
sur les symboles et un ordre sur les arguments de chaque symbole, cet ordre étant défini par
une combinaison d’ordres lexicographiques et multiset. Dans HORPO, ceci induit directement
un ordre > sur tous les termes; dans CAC, on définit la cléture calculable qui impose, lors du
typage d’un membre droit de régle, que celui-ci soit plus petit que le membre gauche, et on peut
prolonger cette cloture en un ordre sur tous les termes. On peut alors montrer la stabilité des
candidats de réductibilité par rapport & la conversion : si I' = A =g r A’ alors [A] = [A'].
Pour HORPO, on a vu que la décroissance des régles était directement imposée dans la
dérivation de typage par la régle (REW). Pour CAC, une décroissance assez stricte est demandée
pour les régles de réécriture définies au niveau des types; par ailleurs, sur I’ensemble du systéme
de réécriture (& part éventuellement sur une partie totalement algébrique), on demande que les
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régles satisfassent le schéma général (c.-a-d. décroissance et typabilité). Signalons qu’en ajoutant
des annotations de taille sur les types, on obtient une caractérisation plus générale des systémes
de réécriture R pour lesquels —gur est normalisante, et de plus le typage est décidable [Bla04,
Bla0b5al.

Instances de ces calculs Il est intéressant de voir dans quelle mesure ces résultats sub-
sument des travaux précédents, notamment la démonstration de normalisation forte du calcul
des constructions inductives de B. Werner [Wer94].

Le CAC permet de simuler une version faible des constructions inductives [Bla05c|, dans
laquelle on ne considére pas d’n-réduction, et ol tout pas de calcul inductif —, est suivi d’une
normalisation selon —g3 (ce qui correspond d’ailleurs & la stratégie de réduction implantée dans
Coq [Coq04]). De plus, les types inductifs doivent étre admissibles, ce qui revient plus ou moins
a vérifier la condition d’étoile-dépendance.

Similairement, dans HORPO, on ne peut considérer que des types inductifs plats (c.-a-d. tous
leurs opérandes sont au niveau objet, ce qui assure que leurs régles d’élimination sont acceptées)
et compatibles avec HORPO (c.-a-d. il y a une décroissance entre le type formé et les types des
arguments de ses constructeurs).

Notons enfin que la déduction naturelle modulo peut étre vue comme un calcul des construc-
tions algébriques : les régles de déduction de la logique du premier ordre se traduisent en régles de
typage par I'isomorphisme de Curry-Howard-de Bruijn, et la conversion des propositions modulo
=r se traduit immédiatement en une régle de conversion dans CAC.

Pour montrer la correction d’une instance de la déduction modulo, on a donc le choix entre
construire un prémodéle comme on 1’a vu 4 la section 1.3.2, ou bien vérifier les conditions de CAC
ou de HORPO pour le systéme de réécriture utilisé. En particulier, on a vu que la déduction
modulo est toujours correcte si on se limite a de la réécriture au niveau des termes, et ce résultat
se retrouve immédiatement avec les conditions de normalisation forte dans CAC.

2.2 Un M-calcul avec motifs et substitutions explicites

Nous venons de voir qu’il est possible de modifier radicalement les régles d’évaluation et
de typage d’un A-calcul simplement en considérant un systéme de réécriture externe, dont la
relation de réduction va s’additionner & la S-réduction. On peut prendre le parti-pris inverse, qui
consiste & inclure des capacités de filtrage directement dans le calcul considéré. Il devient alors
plus difficile d’utiliser les résultats usuels sur la réécriture; par contre, on obtient un calcul plus
«expressify, au sens ol tout n’a pas a étre codé comme dans le A-calcul. Par ailleurs, on peut
espérer avoir un meilleur contréle sur la forme de réécriture que 1’on manipule.

C’est le choix qu’ont fait D. Kesner, L. Puel et V. Breazu-Tannen dans leur Typed Pattern
Calculus (T PC) [KPT96], ou la A\-abstraction se fait non plus sur une variable mais sur un motif.
La famille de motifs utilisés est volontairement restreinte afin d’obtenir des régles de typage en
correspondance étroite avec le calcul des séquents. Par la suite, S. Cerrito et D. Kesner ont
proposé une version appelée TPCgg [CKO04] ou le filtrage et la quasi-totalité des substitutions
sont traités explicitement, et oil un isomorphisme de Curry-Howard-de Bruijn avec le calcul
des séquents est clairement établi. C’est cette version que nous présenterons ici. On peut noter
que J. Forest a prolongé ces travaux avec le AP,-calcul [For02, For03], toujours basé sur les
mémes A-termes avec motifs, mais ol toutes les substitutions sont traitées explicitement et ol
les constructions du genre let . .. in ne sont plus nécessaires. La correspondance avec le calcul des
séquents est cependant moins immédiate.
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La grammaire des pseudo-termes de T PCgg est donnée dans la figure 2.1. On retrouve la
A-abstraction, mais qui porte sur un motif P. Celui-ci peut étre une simple variable, mais aussi
une paire (Pj, P;) (Pargument doit étre une paire), a laquelle correspond le type produit, une
somme (P |¢ P») annotée par une variable particuliére £ (I'argument doit étre une injection), a
laquelle correspond le type somme, ou une variable préfixée par I'opérateur f, qui impose qu’elle
ait un type fonctionnel. La contraction @ (I’argument doit étre subsumé par chacun des deux
motifs) et le joker _ ('argument est quelconque) ne correspondent pas & un type en particulier
puisqu’ils serviront & rendre compte d’opérations structurelles sur les séquents.

Pour que le filtrage ait un sens, on trouve les opérateurs réciproques des paires et sommes
dans les termes eux-mémes (paire, injections), ainsi qu’un opérateur de choix [ | | et un opérateur
de substitution explicite. Les variables £ servent & transmettre le résultat d’un filtrage sur une
somme & la construction [ | ]. Il n’y a pas de notion d’application comme en A-calcul : celle-ci
est décomposée en plusieurs constructions qui permettent de faire le filtrage explicitement. Le
terme let M be P in N a pour sémantique «filtrer M selon P pour instancier les variables de
N»; le terme (AP.J) of M is @ in N signifie «appliquer \P.J & M, puis filtrer le résultat
selon () pour instancier les variables de N »; enfin le terme z of N is P in M attend une
instanciation de z pour se réduire au précédent. Pour représenter une application M N on écrira
alors let M be fiz in (z of N is y in y). On pourra vérifier que, si M = AP.M’, alors ce terme se
réduit bien a let N be P in M’.

(Pseudo-termes) T = x| AP:1.T |(T,T) |inle(T) |inr(T) | [T | T | T[x/T]
llet Tbe PrrinT | zof Tis Pirin T | AP:7.T of T'is Pt inT
(Types) 7 == (|7 —>7T|7XT|T+T
(Motifs) P := x|tz |(P,P)| (Pl P)|Q(P,P)| _

Fia. 2.1 — Grammaire de TPCgg

Les régles de réductions permettent de bien comprendre le sens de ces différentes construc-
tions, et ce d’autant plus que le filtrage est explicite, et donc décomposé en opérations atomiques.
Nous ne donnerons pas ici les régles —.5 qui décrivent la propagation, ’évaluation et la compo-
sition de ces substitutions et qui sont assez standard.

Initialisation

(AP.J) of Mis@ in N —p let (let M be PinJ)be@in N
Filtrage

let (M7, Ms) be (P, Py) in N —p let Mj be Py in (let My be Py in N)
let M be Q(Py, Py) in N —p let M be Py in (let M be Py in N)

let inl(M) be (Py ¢ P2) in N —p let M be P; in N[{ :=1]
let inr(M) be (P1 |¢ P2) in N —p let M be Py in N[{ :=R]

let (AP.M) be fzin N —p N[z/A\P.M]
let M bexzin N —p Nlz/M]
let M be _inN —p N

On notera que les variables de choix £ ne sont pas traitées par des substitutions explicites.
En effet, ’action de la «substitution» [§ := K] (pour K valant L ou R) est assez particuliére sur les
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constructions de choix : elle leur communique les résultats des filtrages effectués sur les sommes.

[M [¢ N][€:=1] = MI[£:=1]
[M ¢ NJ[¢ :=R] = N[{:=R]
[M[¢ NJ[§:=K] = [M[g:=K]|¢ N[§:=K]]  si¢#¢

L’étude d’un calcul avec autant de régles est souvent fastidieuse : ici, méme le simple fait que
toute réduction d’un pseudo-terme donne & nouveau un pseudo-terme n’est pas immédiat. On
peut cependant démontrer la confluence du calcul :

Théoréme 12 (Confluence de TPCgs [CK04])

La réduction — définie comme la cloture par contexte de —p U —.5 est confluente sur les
pseudo-termes de T PCEg.

Cette propriété s’obtient par 1’étude de plusieurs sous-systémes de réduction :

1. La réduction ., est fortement normalisante.
2. La réduction .4 est confluente.

3. La réduction +— p—7}, sur les formes es-normales est confluente.

4. Si e — € alors leurs formes es-normales vérifient la relation (— p—7,)*.

5. Par le lemme d’interprétation [CHL96], la réduction — est confluente.

Le calcul des séquents, comme la déduction naturelle, est un paradigme de déduction qui
peut étre adapté & plusieurs logiques différentes. Au lieu de considérer des régles d’élimination et
d’introduction pour chaque connecteur, on ne considére plus que des régles d’introduction, mais
qui peuvent également porter sur les formules du contexte. La notion de coupure est ici primitive
au calcul : il existe une régle de coupure, et le théoréme d’élimination des coupures dit qu’on
peut démontrer les mémes propositions avec ou sans cette régle. Voyons quelques-unes des régles
de typage de T PCEg, que nous allons mettre en regard des régles qui leur correspondent dans
le calcul des séquents intuitionniste propositionnel.
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(VAR) —————— (Az) ————
Fz:7khax:7 I'AF A
I''P:7-M:o I''A+B
(—F) ARN (oR)
I'EAP:7TM:17—0 I'rA=10B
'EM:7 I'P:o-N:p '-A IBFEC
(L) —— ALY (=)
Iz:7—obkzof Mis P.oin N:p I'N'A= BFC
LP:1,Q:0FM:p A, BEC
(xL) . : (AL) ———————
L(P,Q):TxokM:p I AANBFC
'EM:T I'EN:o I'FA I'-B
(R) : (AR)
F'E(M,N):7x0 '-AAB
LP:7=M:p I'N'QQ:cFN:p INARC IBrC
(+L) (VL)
IPleQ):T+0F[M|¢N]:p I AvBFC
R 'EM:T R '-M:o R '-A R I'-B
(+1) (+#) M rrave YT avs

Pkinl,(M): 740 Fkinr.(M):7+0

I'-M:r I'z:7HFN:o
T+ Njz/M]:o L TrA DAEB
I'FM:7 T,P:7FN:o (cut) T'FB

I'Hlet M be P:tin N :o

(sub)

(let)

Une correspondance immédiate apparait entre abstraction, produit et somme et respective-
ment implication, conjonction et disjonction. On voit par ailleurs l'intérét d’avoir des motifs dans
les A-abstractions : la décomposition d’un motif dans le contexte permet de rendre compte des
régles d’introduction gauche des connecteurs. Enfin, le traitement des substitutions explicites et
des let donne directement un mécanisme de coupure. On peut voir de méme que les motifs de joker
et de contraction correspondent respectivement aux régles d’affaiblissement et de contractlon qui
sont des régles structurelles du calcul des séquents. On voit que la constructlon z of . co.in L.
permet de représenter la régle (= L) ; en revanche, le terme A\P.M of ...is...in...n est que le
précédent dans lequel la variable z a été instanciée, et son typage donne lieu 4 une regle dérivée
(comportant une coupure), ce qui s’explique par le fait qu’il n’est 1a que pour clore I’ensemble
des pseudo-termes par réduction.

Comme pour la déduction naturelle et le A-calcul, on a un véritable isomorphisme de Curry-
Howard-de Bruijn : non seulement les termes représentent des démonstrations, mais leurs réduc-
tions reproduisent le mécanisme d’élimination des coupures. En effet, les régles d’initialisation et
de filtrage explicite consistent & décomposer la formule de coupure selon ses connecteurs. Une fois
la formule décomposée au maximum (on a atteint des variables donc des axiomes), les régles de
propagation des substitutions explicites permettent d’échanger une coupure avec une régle d’in-
troduction d’un connecteur pour la rapprocher des feuilles de I'arbre de dérivation. Lorsqu’elle
atteint une variable, la substitution explicite s’évalue si nécessaire et disparait, de méme que la
coupure correspondante.

On peut enfin montrer les bonnes propriétés de ce calcul typé.

41



Chapitre 2. Autour de l'interaction entre types, logique et réécriture

Théoréme 13 (Préservation du type dans TPCgs [CK04])
SiTHT:7etT—T alorsTHT : 7.

La démonstration de ce théoréme est longue en raison du nombre de cas & étudier, mais le
seul cas qui semble vraiment poser probléme est celui du filtrage sur les sommes. En effet, comme
nous ’avons vu, les variables de choix £ sont les seules & ne pas étre traitées par des substitutions
explicites, et donc le filtrage sur les sommes modifie instantanément la structure interne du terme
alors que les autres constructions ne font que des décompositions et instanciations locales.

Théoréme 14 (Normalisation forte de TPCrg [CKO04])
Si ' T : 7 alors il n’existe pas de chaine infinie de réductions — a partir de T.

Comme pour la confluence, on étudie séparément les systémes —p et —.5, et on utilise les
formes es-normales pour montrer la normalisation de I’ensemble des termes typés.

Concluons par une rapide discussion sur les motifs acceptés : ici, ils sont trés fortement
conditionnés par les régles de typage inspirées du calcul des séquents. On obtient un paradigme
de calcul fonctionnel avec motifs et dans lequel on peut exprimer facilement des branchements ; il
peut donc sembler déroutant de ne pas pouvoir exprimer des motifs & la ML comme par exemple

#let rec plus = function
0, v >y
[(S x, y) -> S (plus x y)

Le probléme vient du fait que le type des arguments de plus est récursif, dans le sens ou le
constructeur S prend un entier et renvoie un entier. Il est possible d’ajouter ces mécanismes a
TPCgg, au prix d’'une construction de motif supplémentaire fold, de sa contrepartie dans les
termes et d'un opérateur de récursion explicite. Cependant, dans un tel cadre, la définition de
types récursifs reste assez fastidieuse, et la normalisation forte n’est évidemment plus valide.

2.3 Réécriture de forme supérieure

Dans la section 1.1, nous avons vu qu’un A-terme pouvait représenter une démonstration
dans une logique donnée. C. Schiirmann et A. Stump ont proposé de voir un chemin de réécriture
comme une démonstration dans un fragment de la logique linéaire [SS04]. Les « termes de preuve»
obtenus dépassent largement le cadre de la réécriture du premier ordre, et on peut en déduire une
notion de réécriture de forme supérieure qui permet de réécrire des régles (& ne pas confondre
avec la réécriture d’ordre supérieur, qui s’attache essentiellement & réécrire des \-termes).

Voyons tout d’abord la logique considérée et le lien avec la réécriture. Les régles données sont
celles de la logique linéaire : elles sont trés semblables & celles de la logique du second ordre, &
ceci prés que les hypothéses du contexte ne peuvent étre utilisées qu’une fois et une seule. C’est
ce qui explique que, dans la régle (—F), on partitionne le contexte en I" et T". Ainsi, dans cette
logique, on peut démontrer p — (p —0 q) —o ¢ mais pasp — (p —q) — (p o q —o 1) —o T
car il faudrait utiliser deux fois I’hypothése p. La seule régle supplémentaire ici est (CONG), qui
permet de travailler & l'intérieur d’un contexte algébrique C[], ce qui est souhaitable dés lors que
I’'on veut utiliser la réécriture.

L’idée est alors de voir une régle de réécriture A — B comme une trace de la démonstration
de la proposition A — B. La conjonction & permet de rendre compte des différents chemins de
réduction possibles & partir d’'un méme terme, et le contexte I' rassemble les différentes régles
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(Ax) (1) (Coxg) —— 22T
ONG
Y ArFA TFT T+ C[A] — C[B]
T,AF B FF4—-B T'FA
(o) 57— (—E) ;
TFA—-B T+ B
r-4 TFB T+ ALB '+ AUB
(&) (&E) ——— (&By) ————
T - ALB TrA T+ B
i LEA ) DA
THved T+ Az = {]

FiG. 2.2 — Logique linéaire + congruence

de réécriture utilisées (vu le cadre linéaire, I' contient autant de fois chaque régle que celle-ci est
utilisée).

On recherche alors une traduction [ | de la réécriture vers la logique linéaire telle que :

— sit —g t; pour tout ¢ € [1..n], alors [R] F [t] — [t1]& ... &[tn] ;

— si [R] F [t] — [t'], alors t —% .

Il faut pour cela traduire & la fois les termes, les ensembles de termes et les reégles de réécriture
en logique linéaire :

[x] = =
[f-tn)]l = f(IE], - [Ead)
[{t1,.. . tn}] = [t1]&...&[tn]
[l =r] = Vai...Ve,[l] — [r] ou FV() ={z1,...,zn}

On voit bien comment une occurrence d’une régle [ — r] dans le contexte permet de réécrire
un terme : application successive de régles (VE) permet d’instancier les différentes variables de
l et de r, puis la régle (CONG) permet de déterminer & quelle position la réécriture a lieu, et
enfin la régle (—F) effectue la réduction proprement dite.

Cependant, la correspondance obtenue n’est pas parfaite, et notamment beaucoup de dériva-
tions valides en logique intuitionniste ne représentent pas clairement une réduction de réécriture.
On a donc le théoréme suivant :

Théoréme 15 (Correction et complétude [SS04])
— Complétude : si t —r t; pour tout i € [1..n], alors [R] F [t] — [t1]& ... &[tn].
~ Correction restreinte : si [R] - [t] — [¢'] est dérivable avec au plus une seule utilisation
de la régle (CONG) en fin de dérivation, alors t —p t'.

La restriction sur la correction doit se comprendre ainsi : les régles usuelles de la logique
linéaire permettent de décrire le mécanisme de réécriture en téte des termes, a condition de
considérer une démonstration en forme normale (au sens de ’élimination des coupures). La régle
(CoNG) revient a placer cette réécriture a 'intérieur d’un terme, mais avec cette régle la notion
de démonstration normale n’est plus la méme, et donc on ne peut pas toujours se ramener &
un chemin de réécriture au sens usuel du terme. Le fait de lever la restriction sur (CONG) est
justement ce qui permet de définir la réécriture de forme supérieure.
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Une fois ce cadre défini, il est intéressant de ne pas se limiter & la réécriture du premier ordre,
dans la mesure oil on peut définir des régles comme (p — ¢q) — (¢ — p), qui réécrit une régle en
une autre régle. Il apparait assez vite qu’on peut conserver les régles de la figure 2.2 & la seule
condition de considérer les contextes comme des listes ordonnées. Ainsi, dans la régle (—F), il
faut nécessairement utiliser les hypothéses dans un ordre bien précis.

Exemple 18 (Logique linéaire ordonnée) En logique linéaire ordonnée, on peut démontrer
(p—q)—p—oq:

(Ag) ——M8 (Az)

(_OE)p—qup—oq pkEp
p—oqpkq

(—I)

p—oqkp-—ogq

=0 F(p—oq)—(p—q)

mais pas p — (p — q) —o q : on ne peut pas trouver une formule de coupure A telle que

TFA g T'FA

(—E) -
() p,p—oqkgq
(D) pk(p—q) —q

Fp—o(p—oq) —q

Le probléme de la seconde formule se comprend mieux si on regarde les buts intermédiaires
du point de vue de la réécriture. Par exemple, p - (p —o ¢) — ¢ n’a pas une interprétation
naturelle car p ne représente pas une régle.

On définit donc la réécriture de forme supérieure par simple extension des propriétés données
au premier ordre : t —x t' si et seulement si [R] F [¢] — [t']. Ceci permet d’exprimer assez
naturellement des mécanismes de haut niveau sur des fonctions, comme par exemple la génération
de programmes ou des opérations sur les variables liées.

Pour obtenir un calcul de réécriture (au sens de Stump et Schiirmann), il suffit d’ajouter aux
termes de la logique linéaire ordonnée une application @ avec la réduction

tQu — u' ssi uf —y u'0 (c-a-d. ub se réécrit en u'f selon tf) pour toute 0

Pour les termes clos, la condition de réduction est donc simplement u —; v/, ce qui correspond
bien & I’idée d’appliquer la régle ¢ au terme w.

Le calcul de réécriture que nous présenterons au prochain chapitre a une syntaxe trés similaire,
et ses régles de réduction s’écrivent ici (la troisiéme régle caractérisant le cas ou les structures
sont des ensembles) :

(l—ryat — {rhy,...,760,} ou Sol(l < t) ={01,...,0,}
{t1,...,tpx}Qu — {t1Qu,...,t,Qu}
{t1, . {ur, o yunty oty =t UL, Uy T )

On peut constater qu’elles sont admissibles, au sens ou leur membre gauche implique effecti-
vement leur membre droit. Il serait intéressant de voir si elles peuvent constituer (quitte a en
ajouter d’autres du méme genre) un ensemble complet de régles pour la logique de la figure 2.2.
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Pour conclure ce chapitre, notons quelques points communs et différences entre les trois for-
malismes évoqués et le calcul de réécriture sur lequel nous allons travailler :

1. Dans CAC ou dans HORPO, c’est bien de la réécriture, au sens le plus général du terme,
qui est ajoutée au A-calcul ; par contre, elle est encore considérée comme un objet externe,
et il n’est par exemple pas possible de passer une régle en argument d’une fonction. Dans
le p-calcul, les régles comme les termes seront des citoyens de premiére classe, qui peuvent
étre pris en argument et modifiés.

2. Dans T PCEg et les autres calculs avec filtrage explicite, la situation est inverse : le filtrage
est réellement intégré au calcul, mais par contre la classe de motifs considérés est relative-
ment restreinte. En p-calcul, nous considérerons des motifs plus généraux, la contrepartie
étant que nous ne pourrons pas définir des régles de typage aussi spécifiques.

3. La réécriture de forme supérieure est un peu en marge des deux précédents, mais on peut
tout de méme remarquer qu’elle ne nous donne pas un mécanisme de typage pour le p-
calcul, puisqu’une régle se traduit en une formule, et non pas en une démonstration d’une
formule. De plus la correspondance exacte entre notre calcul de réécriture et celui défini ici
reste & préciser.

Nous n’avons quasiment pas parlé ici de la réécriture d’ordre supérieure, qui consiste a réécrire
des A\-termes et constitue donc une autre approche de la combinaison de A-calcul et de réécriture.
Les formulations les plus connues sont les Combinatory Reduction Systems (CRS) [KOR93|, les
Higher-Order Rewrite Systems (HRS) |Nip91| et les Ezpression Reduction Systems (ERS) [Kha90].

Cependant, a notre connaissance, les aspects logiques de ces différents formalismes n’ont pas
été étudiés a ce jour. Pour une comparaison approfondie avec le p-calcul, le lecteur intéressé
pourra se référer aux travaux de C. Bertolissi [BCK05, Ber05].
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3

Calcul de réécriture

Dans ce chapitre, nous présentons le calcul de réécriture (ou p-calcul), sur lequel nous base-
rons toute la suite de notre étude. La premiére version, introduite par H. Cirstea et C. Kirch-
ner [CK01]| pour donner une sémantique & ELAN [BCD*00], est trés semblable au calcul vu en
section 2.3, notamment dans son traitement de la distributivité des ensembles. Cependant, nous
nous focaliserons sur une version mise au point avec L. Liquori [CKLO01|, qui met moins l’accent
sur la modélisation de la réécriture et qui est plus proche du A-calcul pur. Nous ferons quelques
rappels concernant la confluence du calcul et nous donnerons quelques exemples montrant son
expressivité.

3.1 Définitions

Comme pour TPCgs [CK04], on peut voir le calcul de réécriture comme un A-calcul o
I'abstraction porte sur un motif. Celui-ci peut étre quasi arbitraire, et donc la sémantique du
calcul dépend largement de la facon dont le filtrage est évalué. Rappelons que, pour cela, on se
donne une théorie équationnelle T qui détermine une égalité =t entre les termes (voir déf. 5).
Les solutions d’un probléme de filtrage P <<%7T A sont I'ensemble des substitutions {6;};c; telles
que PO; =1 A. Pour certaines théories T, un méme probléme de filtrage peut donc avoir plusieurs
solutions, et pour éviter le non-déterminisme, notre calcul avec motifs doit donc disposer d’un
moyen de représenter un ensemble de résultats.

En plus des A-termes et des motifs, on introduit donc une notion de structure T ! T qui
permet de rassembler plusieurs termes en un seul. En premiére approche, elle peut étre vue
comme une paire, mais on l'utilisera parfois comme un ensemble ou une liste ordonnée, en se
donnant une théorie équationnelle appropriée sur le symbole . Comme les régles sont elles-mémes
des termes, la structure permet de représenter non seulement des ensembles de résultats, mais
aussi des ensembles de regles, ce qui sera utile lorsque nous voudrons encoder la réécriture.

On en arrive donc & la syntaxe suivante :

(Motifs) P C 1,

(Termes) 1, == X|K|XP1,|1,7,| 1,17,
pour un ensemble (infini) de variables X’ et un ensemble (infini) de constantes K. On utilisera les
mémes conventions de notations et de priorité des opérateurs qu’en A-calcul. On notera qu’il n’y

a pas de signature & proprement parler, au sens ol les constantes de K ne sont pas munies d'une
arité particuliére. En effet, les termes algébriques sont représentés de fagon currifiée au moyen
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de l'application : si f est une constante, on considére la représentation

[z] = =
[ftr e t)l = ((FTaD) - )]

Par conséquent, une méme constante est susceptible d’étre appliquée & un nombre arbitraire
d’arguments. L’ensemble des motifs admissibles n’est pas fixé a priori, et la sémantique du calcul
dépendra donc largement de son choix. On peut cependant en citer quelques exemples.

Exemple 19 (Classes de motifs pour le calcul de réécriture)

1. La classe de motifs la plus simple est P = X qui, comme on le verra, redonne le \-calcul.
1l est souhaitable que X au moins soit inclus dans toute classe de motifs.

2. La classe des motifs algébriques
P = X|fP

simule ezactement ['union de toutes les algébres de termes T (K, X') que l’on peut construire
en assignant tous les choix d’arités possibles aux constantes de IC. C’est une des classes
que nous utiliserons le plus souvent.

3. Pour une classe de motifs donnée, on pourra se restreindre aux motifs linéaires.

4. En toute généralité, on peut choisir P = 71,. Il parait alors naturel de considérer un fil-
trage d’ordre supérieur (modulo [(3-conversion), mais il est possible également de vouloir
discriminer sur la forme d’une fonction, comme nous le verrons a la section 3.2.

L’abstraction étant généralisée, il faut revoir la notion de variable libre.

Définition 25 (Variables libres dans le calcul de réécriture)

FV(x) = {«}
FV(a) = 0
FVAB) = FV(A)UFV(B)
FV(AP.A) = FV(A)\ FV(P)
FV(A1B) = FV(A)UFV(B)

BY(x) = 0
BV(a) = 0
BV(AB) = BV(A)UBYV(B)
BY(AP.A) = BV(A)UBY(P)UFV(P)
BV(A1B) = BYV(A)UBV(B)

On vérifie aisément que, pour les motifs réduits & une variable, cette définition est conservative
par rapport au A-calcul. Encore une fois, on raisonnera généralement modulo a-conversion.

On peut alors définir les régles de réduction suivantes, paramétrées par la théorie équationnelle
modulo laquelle on fait le filtrage (rappelons que 6 € Sol(P <1 B) si et seulement si P§ =1 B).
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Définition 26 (Sémantique opérationnelle du calcul de réécriture)
Etant donnée une théorie équationnelle T, on définit deur réductions sur les p-termes :

(APA)YB —, Ab1)...0A0, si Sol(P<rB)=1{01,...,0,} avecn >0
(Aleg)B —» A1 Bl1AB

On notera —s la relation —, U —5, et 5, 5, =5 ses relations dérivées.

Soulignons immeédiatement la condition n > 0 dans la p-réduction : s’il n’existe aucun filtre de P
a B, cette réduction n’a pas lieu. En effet, comme montré & ’exemple 21, une instanciation ou
une réduction dans B peut donner lieu & de nouveaux filtres. Une réduction prématurée vers une
structure vide (qui d’ailleurs n’est pas présente dans la grammaire des termes) compromettrait
alors directement la confluence du calcul. Il nous faut donc distinguer deux notions :

Définition 27 (Radical, préradical)
En p-calcul, on appellera préradical tout terme (AP.A) B.
On appellera un tel terme radical seulement si P <<?T B admet au moins une solution.

Exemple 20 (Termes et réductions)

1. Avec un filtrage syntazique (T =10), on a

(Az.A)B +—, Alz:= B
(Aa.A)a =, A
(Aa.a)b est en forme normale, bien qu’il soit un préradical.
Afo).(92) (Fa) — (ga)
(A(foa)o)(faa) — a
AMfzx)x)(fabd) est en forme normale.

(Aa.bida.c)a 5 (Aab)al(Mac)a —, bl(rac)a —, blc

2. Dans une théorie ot fxy =1 fyx, on a

(Az.x)(fab) +—, fab
(A(faxy)z)(fab) —p albd

On notera qu’on ne considére qu’un filtre par classe d’équivalence, autrement dit on fait du
filtrage de classes plutét que du filtrage modulo.

Exemple 21 (Un préradical qui devient un radical)
Dans le terme (A(f x).(Aa.b) z) (f a), le préradical (Ma.b) x est en forme normale. Cependant,
la réduction externe le transforme en radical par instanciation de x :

(A(fx).(Aa.b)x) (fa) — (Aa.b)a +—, b

Remarque 5 (Théorie sur le symbole de structure ?)

Lorsque le symbole ! est purement syntazique, la structure associée d’un arbre binaire orienté
qui porte les termes au niveau des feuilles. Il est souvent commode de considérer une structure
de données plus souple, obtenue en considérant une autre théorie équationnelle sur( :

— 810 est commutatif, les structures sont des arbres binaires non orientés;
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- 810 est associatif, les structures sont des listes ordonnées ;

— si 0 est associatif et commutatif, les structures sont des multiensembles ;

— si est associatif, commutatif et idempotent (A A =1 A), les structures sont des ensembles.

On notera que dans les cas ot ! n’apparait pas dans les motifs (en particulier quand les motifs
sont algébriques), cette théorie ne modifie pas le filtrage.

Sauf mention ezplicite du contraire, on considérera généralement les structures comme des
ensembles.

3.2 Confluence

On peut voir assez rapidement que, selon la classe de motifs autorisés et la théorie de filtrage
choisie, le calcul peut ou non étre confluent. Nous allons ici donner un panel de contre-exemples
4 la confluence, et de conditions qui 1’assurent.

A propos du filtrage d’ordre supérieur

Dans le A-calcul, le filtrage d’ordre supérieur se fait en général dans un cadre typé. Par
ailleurs, il n’est pas encore totalement compris : les résultats les plus précis a ce jour sont la
décidabilité du filtrage modulo 1 a l'ordre 4, par V. Padovani [Pad00], et I'indécidabilité du
filtrage modulo 3 & l’ordre 6, par R. Loader [Loa03].

En imposant des restrictions sur la forme des motifs, il est possible de se détacher partielle-
ment du typage, comme cela est fait pour les Higher-Order Patterns de D. Miller [Mil91].

Dans le p-calcul, le filtrage d’ordre supérieur est actuellement a I’étude et aucun résultat & ce
sujet n’est connu pour l'instant ; par la suite nous éviterons donc de considérer des motifs trop
généraux, notamment des motifs comportant une A-abstraction.

Cas du filtrage syntaxique
Une premiére précaution & prendre, méme dans le cas simple du filtrage syntaxique, concerne
'utilisation de ’application. En effet, considérons ’exemple suivant :

(A(zy).y) (Az.2)(ab))

b ab

Selon qu’on choisit de résoudre d’abord le radical (Az.z) (ab) (réduction de gauche) ou le plus
externe (réduction de droite), on obtient deux résultats complétement différents et pour lesquels
on ne trouvera pas de réduit commun (ils sont tous deux en forme normale). Le probléme est di
ici & la variable x du motif (zy), qui est située a gauche de 'application (on dira qu’elle est en
position active ou fonctionnelle) et qui permet donc de faire du filtrage sur les fonctions.

On peut vouloir définir un filtrage syntaxique sur les fonctions pour discriminer selon leur
ezpression et non pas leur valeur, comme cela a été proposé dans [BCKLO03]. Dans ce cas, il
faut donc n’avoir que des constantes (et pas de variables) en position active. Ce filtrage est
trés prometteur dans le cadre de la transformation de programmes, mais son intérét pour la
déduction automatique est moins clair. Si 'on interdit a la fois les abstractions et les variables
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actives dans les motifs, on retrouve la classe des motifs algébriques (éventuellement étendue par
les structures), a laquelle nous restreindrons notre étude a partir de maintenant.

Pour montrer rapidement les problémes posés par le filtrage d’ordre supérieur en p-calcul,
voyons les solutions du probléme zy <’ (A\z.2) (ab) avec un filtrage du second ordre modulo
[Bn-conversion :

T =gy Az.2 T =gy Az.az T =gy Az.ab
Y =gy ab Y =pnb 1 quelconque

On constate que la derniére solution n’était méme pas envisagée dans nos différentes réduc-
tions. Un filtrage modulo p devrait considérer des solutions supplémentaires comme par exemple
x =, AP.az et y =, P[z := b] qui est une généralisation de la seconde solution.

Méme dans le cas des motifs algébriques, un autre probléme peut venir de la non-linéarité
(c.-a-d. quand une variable apparait deux fois dans un méme motif). Comme on l’a vu dans
I'exemple 17, la présence simultanée de A-calcul et de filtrage non linéaire compromet trés facile-
ment la confluence ; le calcul de réécriture n’échappe pas a ce travers, comme le montre I'exemple
suivant.

Exemple 22 On définit le combinateur de point fize Y exactement comme en \-calcul :
Yy £ ()\y.)\x.(x (yyaj))) ()\y.)\:r.(l‘ (yy:r)))
et on a bien, pour tout p-terme A, la réduction Y A, A(Y A). On définit alors les termes

suivants, qui sont tres similaires & ceux de l’exemple 17, a ceci prés que la régle non linéaire
d(z,z) — e est intégrée dans C'.

C = Y(yz(Adz2).e) (dz(yx)))
C =y (AAz.(Mdzz2).e)(dz(yz))) C
= Az (A(dzz).e)(dx(Cx))
A = YO
On a alors les réductions suivantes :
A ClA (Mdz2).¢) (dA(C A))
Ce (Mdzz).e)(d(CA)(CA))

La constante e est en forme normale, et dans la plus courte réduction de Ce a e, il faut
forcément réduire ses radicaur de téte. Au bout de quelques p-réductions on obtient le terme
(Mdzz).e)(de(Ce)), qui ne peut étre réduit en téte qu’aprés une réduction de Ce a e. Comme
on a supposé la minimalité de la réduction, on conclut par ’absurde que C e ne se réduit pas a
e, et donc les deur réductions amorcées ne confluent pas.
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De maniére générale, on supposera donc les motifs linéaires. Par la suite, nous donnerons des
systémes de types vérifiant la propriété de normalisation forte ; nous pourrons alors considérer &
nouveau des motifs non linéaires puisque le terme Y n’est pas typable.

Une fois ces contre-exemples mis en évidence, on peut s’attacher a trouver une condition
suffisante de confluence assez générale. Dans son étude sur le A-calcul avec motifs [00s90], V.
van Qostrom définit la condition suivante :

Définition 28 (Rigid Pattern Condition (RPC))
On dit qu’un motif P est rigide (ou qu’il vérifie RPC) si

VO, VA, PO—z A = A= PO’ avec 0 s o
En particulier, tout motif algébrique linéaire vérifie RPC.

On a alors le résultat général suivant :

Théoréme 16 (Confluence par RPC [BCKLO03])
Avec un filtrage syntazique, la relation 5 est confluente sur l’ensemble des p-termes dont
les motifs vérifient RPC.

Sauf mention explicite du contraire, a partir de la section 3.3, nous utiliserons donc unique-
ment des motifs algébriques linéaires et le calcul sera confluent.

Autres théories de filtrage

La discussion du paragraphe précédent est valable dans le cas du filtrage syntaxique; il est
assez facile de voir que méme une théorie de filtrage trés naturelle peut invalider la confluence
du calcul. Prenons par exemple un symbole f associatif :

f(ZII, f(y7 Z)) =T f(f(x,y), Z)

On a alors les réductions suivantes :

(A= (M(F2y)a) (Faz)) (o)

/ K

(A(fx y)-l’)l(f a(fbe)) (Az.a) (fbe)
p p
alfab clz

La non-confluence vient ici d’un «oubli» dans la réduction de droite : comme le radical interne
est réduit avant instanciation de z, il n’est pas possible de réarranger ’argument f a z pour trouver
les deux solutions du probléme de filtrage modulo 'associativité qui apparait dans la réduction
de gauche. C’est donc cette derniére qu’il faudrait considérer comme la bonne réduction ; de fait,
nous allons méme voir que, pour obtenir un calcul confluent dans les théories de filtrage non
syntaxiques en général, il faut fixer une stratégie d’évaluation, autrement dit un ordre bien précis
de choix des radicaux dans un terme donné.
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Stratégies de réduction

Nous avons vu qu’une facon d’assurer la confluence est de restreindre ’ensemble des motifs
acceptés. Cependant, dans tous les contre-exemples que nous avons vu, un des chemins de ré-
duction semblait préférable aux autres. On peut donc plutot choisir d’imposer des conditions
supplémentaires pour ’application de la régle — .

Définition 29 (Stratégie de réduction dans le p-calcul) Une stratégie de réduction dans
le p-calcul est la donnée d’un prédicat C sur les p-termes, et on modifie alors la régle —, comme
suit :

(APA)YB —, Ab101...0A0, si Sol(P<rB)=1{61,...,0,} avecn >0
et si B vérifie C

La condition C est souvent décrite par Uappartenance & un ensemble de termes.

Par exemple, on peut autoriser des variables & gauche de ’application dans les motifs tout
en conservant un algorithme de filtrage trés simple, & condition de s’assurer que ces variables ne
peuvent étre instanciées que par des constantes. La forme des arguments autorisés rappelle alors
le A\-calcul par valeurs de G. Plotkin [Plo75], adapté pour tenir compte du filtrage. Une étude
poussée de la confluence avec ce genre de motifs a été faite par B. Jay [Jay04].

Définition 30 (Valeurs dans le p-calcul) L’ensemble des valeurs V est défini par
V u= K|APT,|KV|[V1V

Plutdt que de s’intéresser & la forme des arguments, on peut tout simplement demander qu’ils
ne soient pas susceptibles d’évoluer.

Définition 31 (Valeurs rigides)
Un p-terme A est une valeur rigide s’il est clos (FV(A) = 0) et en forme normale selon 5.

On écarte ainsi le probléme vu dans le cas d’un symbole associatif, ou l'instanciation d’une
variable est susceptible de produire plus de solutions. Le résultat se généralise d’ailleurs pour
toute théorie de filtrage.

Théoréme 17 (Confluence par valeurs rigides [Cir00, Hou05])
Quelle que soit la théorie de filtrage choisie, la relation s est confluente sous la stratégie
d’appel par valeurs rigides.

Par la suite nous préférerons assurer la confluence par RPC, d'une part parce que nous
utiliserons essentiellement un filtrage syntaxique, d’autre part pour pouvoir facilement raisonner
sur la forme des motifs. Une partie de nos résultats restent valables quelle que soit la méthode
retenue pour assurer la confluence, d’autres demanderaient d’adapter la démonstration, ce que
nous signalerons lorsqu’il faudrait faire des changements importants.

3.3 Expressivité

Un premier constat, facile a faire mais fondamental, est que le p-calcul avec filtrage syntaxique
est une extension du A-calcul :
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Théoréme 18 (Simulation du A-calcul en p-calcul [Cir00])
Soit py la classe des p-termes sans structures et dont tous les motifs sont des variables.

1. La traduction des termes de py en \-termes est triviale (ce sont déja des \-termes).
2. La classe py est stable par ), et ne contient que des formes d-normales.

3. Pour tous A, A" € py, ona A— A" & A—gA.

Cette propriété assure immédiatement que le p-calcul posséde au minimum ’expressivité des
machines de Turing, autrement dit qu’on peut y représenter toutes les fonctions calculables. Par
la suite, lorsque nous définirons des systémes de types pour le p-calcul, nous montrerons qu’ils
constituent également une extension conservative des A-calculs typés correspondants.

Le lien avec la réécriture est un peu moins immédiat. En effet, on peut représenter une régle
I — r par 'abstraction Al.r, mais contrairement & la réécriture, une «régle» est consommeée par
la p-réduction correspondante. Par exemple, dans le systéme de réécriture composé de 'unique
régle f(z) — z, on a la réduction

f(f(f(a))) == [(f(a)) —=r fa) =R a

alors qu’en calcul de réécriture on a

A(f2)x) (f (f (fa)) = f ([ a)

et f(fa) est une forme normale. Pour obtenir a, il aurait fallu appliquer trois instances de
A(f z).x au lieu d’une. Ceci explique qu’on peut autoriser des membres gauches réduits & une
variable sans que cela entraine immédiatement des réductions non terminantes :

(Mz.(fx))ar, fa

alors qu’avec une régle de réécriture  — f(z) on aurait

a —r fla) =r f(f(a)) == f(f(f(@)rp...

La condition de régularité FV(r) C FV(I) n’est plus nécessaire non plus, dans la mesure ou
les variables libres de r sont susceptibles d’étre liées par un autre A et instanciées par d’autres
réductions, par exemple

(A(f2)Mgy)-(hay)) (fa)(gb) = (Mgy).(hay)) (gb) —, hab

Les régles d’évaluation en réécriture et en p-calcul sont donc sensiblement différentes ; cepen-
dant, on peut établir des correspondances assez fortes. Reprenons la traduction [ | des termes
algébriques donnée au début de ce chapitre et voyons les aspects de la réécriture que 'on peut
encoder. Dans un premier temps, on peut toujours représenter une réduction si on connait les
régles utilisées.

Théoréme 19 (Représentation d’un chemin de réécriture [CKO01])
Etant donnés un systéme de réécriture R et deuz termes algébriques t,t', sit —x t', alors il
existe un p-terme A tel que A[t] —,[t'].

De fagon plus générale, il est possible de simuler tout le comportement de certains systémes
de réécriture :
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Théoréme 20 (Représentation d’un systéme de réécriture [CLWO03])

Etant donné un systéme de réécriture R, il existe un p-terme A tel que pour tous termes
algébriques t,t' :

1. Si At] —[t'], alors t —x t'.

2. Si R est convergent et sit —r t', alors A[[t] —[t'].

Enfin, on peut méme préciser certaines stratégies d’évaluation dans la fagon dont on simule
le systéme de réécriture.

Théoréme 21 (Représentation d’un systéme de calcul [CLW03, CKLWO03])

Etant donné un systéme de réécriture R assorti d’une stratégie S suffisamment simple, il
existe un p-terme A tel que pour tous termes algébriques t,t’ :

1. Si A[t] —»[t'], alors t —r t' suivant S.

2. Sit —g t' suivant S, alors A[t] —[t'].

Nous ne justifions pas cette représentation de la réécriture pour l'instant ; nous y reviendrons
plus en détails dans la section 4.2.2, ot nous expliciterons la classe de stratégies que 1’on peut
représenter.

Autres travaux Pour conclure ce chapitre, énumérons quelques directions de recherche autour
du calcul de réécriture qui ne seront pas traitées dans ce manuscrit.

1. La relation avec la réécriture d’ordre supérieur, et plus particuliérement avec les Com-
binatory Reduction Systems [KOR93] a été étudiée par C. Bertolissi, H. Cirstea et C.
Kirchner [BCKO05].

2. Un mécanisme d’exceptions assurant la confluence a été introduit par G. Faure et C.
Kirchner pour une version antérieure du calcul [FK02].

3. Une extension du calcul en direction de la réécriture de graphes a été proposée par P.
Baldan, C. Bertolissi, H. Cirstea et C. Kirchner [BBCKO05].

4. La sémantique dénotationnelle du calcul est étudiée par G. Faure et A. Miquel [FMO05].

5. Plusieurs interpréteurs sont en cours d’implantation : celui de L. Liquori et B. Serpette est
congu en Scheme de fagon certifiée [LS04], et celui de G. Faure [Fau05] utilise un filtrage
explicite étudié dans [CFKO05].
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4

Types pour la programmation

Dans ce chapitre, nous allons étudier une premiére série de systémes de types pour le calcul
de réécriture, directement inspirés du A-calcul simplement typé. Nous commencerons par les
systémes dits & la Church (avec annotations de types) puis nous verrons les systémes a la Curry,
dans lesquels les types des variables liées doivent étre inférés. Nous verrons que la plupart des
propriétés d’un calcul typé sont vérifiées & 1’exception de la normalisation forte, c’est pourquoi
nous utiliserons ces types de préférence lorsque nous représenterons des programmes en p-calcul.
Nous montrerons comment exprimer une forme de récursion controélée, ce qui nous permettra
notamment de représenter les systémes de réécriture comme annoncé au chapitre précédent.
Nous conclurons ce chapitre par une étude de ces systémes de types du point de vue logique. Les
travaux présentés ici ont été publiés dans [CKLW03, CLW03, LW05].

4.1 Types simples et polymorphes

4.1.1 Systémes de types

Le premier systéme de types que nous allons définir est I’adaptation la plus immédiate possible
des types simples du A-calcul (voir déf. 4) au p-calcul. Le langage de types utilisé est toujours

T = KT —-T"

et un contexte I' associe aux variables de son domaine un unique type simple. De plus, le typage
est paramétré par une signature Y qui & chaque constante de K associe un unique type simple
(ce qui est plus précis que les arités utilisées pour les termes algébriques). Enfin, en A-calcul, a
chaque A-abstraction est associée le type de la variable. Comme on a ici un motif, il faut associer
& toute abstraction un contexte A donnant les types des variables sur lesquelles on abstrait. On
modifie donc la syntaxe des termes comme suit :

T uw= X|K|[AP:AT | T T | Tn 1 T

Exemple 23 (Contexte de typage d’un motif)
Dans le p-terme \(f xy).(gxy), les variables x et y sont liées.
Une version typée de ce terme s’écrit donc A(f zy):(z:7,y:0).(gx y).

Les régles de typage sont alors celles de la figure 4.1.
La régle pour 'abstraction ne se contente plus de copier le type de la variable abstraite &
gauche de la fleche, elle doit calculer un type pour le motif P et charger tout A dans le contexte.
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(fir)ex ks AT ke B:7
(VAR) ——M8M8M8@¥ ™ (CONST) ———— (STRUCT)
erbkysx: T ke fi7 'k AVB: T

I'N'AFy P:o F,AI—gA:TD A)— FU(P
ABS B
(aB8) 't APAA:0c—T (Dom(&) #)

'ty A:o— T I'tsB:o
'y AB: 1

(apPP)

FiG. 4.1 — Systéme de types simples pl pour le calcul de réécriture

La régle (STRUCT) impose que tous les membres d’une méme structure aient le méme type; on
pourrait étudier une régle plus générale inspirée de la régle (Al) de la déduction naturelle :

'y Ao 'tk BT
'ty AYB:o AT

(sTRUCT’)

en lien avec une notion de sous-typage pour éliminer les A. Cette notion de «type conjonction»
ne doit pas étre confondue avec les types intersections définis par H. Barendregt, M. Coppo et
M. Dezani [BCDC83], dans lesquels o et 7 doivent étre deux types admissibles pour un méme
terme. Une notion basique de type conjonction pour le p-calcul a été étudiée dans [L.S04]. Dans
ce manuscrit, nous nous restreindrons a la régle (STRUCT).

Dans un second temps, on peut étendre ce systéme avec des types polymorphes, qui com-
portent des variables de type. Ils correspondent aux types du systéme A2 du A-cube, mais on
peut les formuler sans utiliser la II-abstraction, & condition d’ajouter un lieur dans le langage de
types :

T i= XK T — T | VAT

ou X* est un ensemble (infini dénombrable) de variables de types qu’on notera o ou 4. On a
maintenant une notion de variable de type libre ou liée (qu’on notera FV* et BV*), qui s’étend
aux contextes.

FVi) = 0 BY*(t) = 0
FV (o —71) = FV*(o)UFV*(1) BV*(c — 1) = BV*(c)UBV*(1)
Fvi(a) = {a} BV*(a) = 0
FV*NVa.r) = FV*(1)\{a} BV*(Va.t) = BV*(1)U{a}
FVv*L,z:r) = FV*(I)UFV*(r) BV*(L,z:T) = BV*(I')UBV*(r)

La grammaire des termes est également étendue avec la possibilité d’abstraire sur des variables
de type et de passer des types en argument. Les motifs peuvent également comporter des types.

Qv = K|QvPyv | QvTy
Py == X | Qy
Ty, = X|K|XPe:AT,, | Ty, T, | Tp, 0 Ty, | AX" Ty, | T, T3
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Les variables libres et liées des termes sont étendues en conséquence ; on distingue les variables
de type des variables de terme.

V@) = (o) FVi@) = 0

FV(a) = 0 FV*a) = 0

FV(AB) = FV(A)UFV(B) FVAB) = FV'(A)UFV*(B)
FY(OPA) = FV(A)\ FV(P) FV*(AP.A) = FV*(A)UFV(P)
FV(A1B) = FV(A)UFV(B) FV(A1B) = FV(A)UFV(B)
FV(had) = FV(A) FVad) = FV(A)\ (o)
FV(AT) = FV(A) FV(AT) = FV*(A)UFV(r)

BV(z) = 0 BV (z) = 0

BV(a) = 0 BV*(a) = 0

BV(AB) = BV(A)UBV(B) BV*(AB) — BV*(A)UBV*(B)
BV(AP.A) — BV(A)UBV(P)U FV(P) BV*(AP.A) = BV*(A)UBV*(P)
BV(A1B) = BV(A)UBV(B) BV (A1 B) = BV*(A)UBV*(B)
BY(a.d) = BV(A) BV*(Aa.d) = BVH(A)U{a}
BV(AT) = BV(A) BV (A7) — BV*(A)UBV*(r)

Notons que dans une abstraction AP.A (ot P est un motif différent de «), les variables de type
apparaissant dans P ne sont pas liées par 'abstraction. Seule la A-abstraction sur les variables
de types est susceptible d’instancier ces variables.

(APA)YB —, Af11...1460, si Sol(P<1B)={0,....0
et Vi,Dom(0;) = FV(P)

n} avecn >0

A A)T — Ala:=17]
(Al ZAQ)B —» A1 Bl1AB

Enfin, aux régles de typage de pl s’ajoutent celles de la figure 4.2 pour ces deux nouvelles
constructions.
T f—g A:T

Fv*(T
(ABSTYPE) I'ks Aa.A : Va.r (a ¢ )

'ty A:Va.r
Fss Ao : Tl = 0]

(APPTYPE)

F1G. 4.2 — Reégles additionnelles pour le p-calcul polymorphe py

Exemple 24 (Quelques fonctions polymorphes)
— L’exemple le plus simple est identité polymorphe :

Fy dadz:a.z: Va.(a — «)
Pour tout A de type T, on a donc
Ao v:ax) T A=y (Azma) A —, A
- On peut définir des constructeurs polymorphes, par exemple
cons : Va.(ao — list — list)

En utilisant le filtrage, on peut alors définir une fonction qui récupére la téte d’une liste
quel que soit le type des éléments :

Fx AB.X(cons Bxl):(z:0,l:list).x : VB.(list — ()
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Donnons enfin une variante de ce systéme polymorphe. Dans le contexte des langages de
programmation fonctionnelle, le polymorphisme est souhaitable dans la mesure ou il permet de
définir des fonctions trés générales. Cependant, le fait de devoir manipuler des types explicitement
peut rendre un tel langage inutilisable en pratique. On peut donc considérer une version dans
le style a la Curry, ou les types n’apparaissent pas du tout au niveau des termes (pour le A-
calcul le polymorphisme a la Curry a été initialement introduit par R. Milner [Mil78]). Dans ce
cadre, il n’est plus nécessaire de raffiner la réduction +, puisque seules des variables de termes
apparaissent dans les motifs. On retrouve ainsi le langage de termes non typés de la section 3.1 :

Toe = X|K|IAPTpo | Toe Toe | Tpe 0 Tpe

Par contre, le langage de types 7) n’est plus suffisant. En effet, lorsque le type d’une constante
contient des lieurs et que cette constante est appliquée a des arguments, les types de ces arguments
ne peuvent pas toujours étre inférés & partir du type du terme, ce qui peut mettre en péril la
préservation du type.

Exemple 25 (Typage implicite et non-préservation du type)
Avec la signature ¥ = {a : 1,1 : list,cons : Va.(a — list — list)}, pour tout terme typable A
et pour tout B de type list, on aurait

(CONST) - -
( ) I'Fys cons : Va.(a — list — list)
APPTYPE
(aPP) I'ts cons : 7 — list — list 'kt AT :
APP
(aP) I'ts: cons A : list — list I'ts. B :list
APP

I'ts cons AB : list

Par conséquent on aurait la dérivation de type

: , (VAR) ,
T:k,y:list Fxy, consxy : list TR,y :listkFsx: kK

(ABSs) 5 ;
Fx Mconszy).x : list — K Fx consal : list

(APP) Fx (Mconszy).x) (consal) : k

Ce terme a donc pour type k (arbitraire !), or le terme se réduit & a qui a pour type ¢.

Pour éviter ce probléme, dans le type de chaque constante, il faut faire apparaitre toutes les
variables de type liées dans le type de retour. Ainsi le type proposé pour cons n’est pas admissible
car « n’apparait pas dans list. On obtient donc la grammaire de types

Tg w= XY K(TE) | T8 — T3 | VXT3

Pour caractériser les types corrects parmi ceux-ci, on ajoute un jugement de bonne formation
a Fy 7 qui fera partie des hypothéses de la régle de typage des constantes, et on étend le
systéme de types avec les régles d’inférence pour ce nouveau jugement. Les régles additionnelles
ou modifiées par rapport & py sont celles de la figure 4.3.

Exemple 26 (Fonctions polymorphes a la Curry)
Reprenons les termes de l’exemple 24.
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Formation des types des constantes

CONSTR) —— FV
( ) ol L(a) ( ) Fv o
a,fFs T atbs 7
(GEN) — (FUNCT) —
aty Vo7 abtsm — 7

Régles modifiées

Fs 7 . 5
(CONST) W (fT) S

(ABS) I''AFy P:o Ay A:7 (Dom(A) = FV(P)
ABS =
I'bs APA:0c— T o

( ) Py AT (o ¢ FVCS) ( ) I's A:Va.r
ABSTYPE) ———————— , APPTYPE
FI—ZA:VOM'a F'ky A:7[a = 0]

F1G. 4.3 — Regles spécifiques au systéme polymorphe a la Curry pyce

— L’identité devient naturellement polymorphe : s Az.x : Va.(ao — «) et il n’est plus néces-
saire de préciser le type de l'argument : pour tout A (typable) on a (\z.x) Ay, A.

- La déclaration de cons devient cons : Va.(a — list(a) — list(«)), et notre fonction de téte
de liste polymorphe devient Fx, X(conszl).x : V(.(list(B) — B).

Pour finir cette section, voyons le genre de théorie de filtrage que nous pourrons utiliser en
accord avec les types.

Définition 32 (Substitution bien typée)
Dans un contexte T', une substitution 6 est dite bien typée relativement & un contexte A si
1. Dom(0) = Dom(A);
2. pour tout (v:7) € A, ona'Fy 26 : 7.

Définition 33 (Théorie bien typée)

Une théorie équationnelle T est une théorie de filtrage bien typée si, pour tous termes P et
A tels que ')A by P:7 et ' by A: 7 avec Dom(A) = FV(P), toute solution de l’équation de
filtrage P <<%]1‘ A est bien typée relativement a A.

Dans le cadre des p-calculs typés, nous ne considérerons que des théories de filtrage bien
typées et finitaires (c.-a-d. tout probléme de filtrage admet un nombre fini de solutions).

Proposition 1 (Filtrage syntaxique et typage)
La théorie syntaxique est une théorie de filtrage finitaire et bien typée.

Démonstration : On a déja vu que le filtrage syntaxique était unitaire, et cela reste vrai dans

un cadre typé.
Le bon typage se démontre par récurrence sur la structure de P. Traitons le cas de pyco, qui
est le plus difficile.
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Si le motif est réduit 4 une variable x alors par hypothéseona ' AbFs z:7etI'Fg A 7,
ce qui assure immédiatement que I' Fy 20 : 7 puisque z6 = A.

Si le motif est un certain fP alors le terme A est de la forme fA. D’aprés les régles de
formation des types des constantes, le type de f est de la forme

Vag.(n — Vag.(ro — .. Vag.(ag, ..., aq) . ..))

ou toutes les variables liées apparaissent dans le type de retour ((ag,...,@,). Par consé-
quent, le type 7 commun & fP et fA est de la forme

vak+l.(Tk+1 — .. V@nb(a_l, N ,O'_k, (07 N O[_n) .. ))

obtenu en instanciant les premiers @; par des types 7; et en tronquant les k£ premiers 7; qui
correspondent aux k sous-termes P (resp. A).

Comme toutes les variables liées apparaissent dans le type de retour de f et comme les
variables libres dans ¥ ne peuvent étre liées par une régle (ABSTYPE), toutes les instan-
ciations de variables de type par la régle (APPTYPE) sont retranscrites dans les types
01,...,0%- Une méme variable de type est donc nécessairement instanciée par le méme
type lors du typage de fP ou de fA. Ceci assure immédiatement que, pour tout i < k, on
alLAF P :nja=o et 'F A :nja=o].

Par hypothése de récurrence, chacune des substitutions 0p,« 4, est bien typée, et donc la
substitution #p« 4 (qui s’écrit par exemple comme la composition de toutes ces substitu-
tions) est bien typée.

O

Pour terminer cette section, comparons ces systémes aux A-calculs typés correspondants.

Remarque 6 (Conservativité par rapport au A-calcul)

Pour les trois systémes pl, py et pyc, un A-terme représenté en p-calcul admet un type T si
et seulement s’il admet le méme type dans le systéme correspondant en A-calcul.

En effet, il n’est pas difficile de voir que les régles (VAR), (APP) et les différentes versions
de (ABSTYPE) et (APPTYPE) sont identiques G celles du A-calcul. La seule régle qui différe est
(ABS), mais lorsque le motif est une variable, elle devient

'z:okbz:0o Fx:obFA:7T
' Az:i(z0) Ao — T

La prémisse de gauche est trivialement vérifiée par la régle (VAR), et on a donc bien une régle
équivalente & (ABS) du A-calcul, avec le léger abus de notation consistant a remplacer le contexte
(z:0) par le type o dans \x.A.

Les autres régles de pl, py et pyc ne sont jamais utilisées pour typer un A-terme en p-calcul.

4.1.2 Premiéres propriétés

Voyons les propriétés vérifiées par ces systémes de types, adaptées des A-calculs correspon-
dants. En premier lieu, voici un lemme technique qui nous sera utile pour les démonstrations
suivantes.
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Lemme 22 (Génération dans pl et py)
Dans pl et py, la derniére régle utilisée dans une dérivation de typage ayant pour conclusion
I'ks A: 7 dépend uniguement de la forme de A :

si A =z alors la derniére régle utilisée est (VAR) et (v:17) € T';
si A= [ alors la derniére regle utilisée est (CONST) et (f:7) € ¥;
si A= A1 A alors la derniére régle utilisée est (STRUCT) avec 'y Ay :7 et Ty Ay i 75

si A= A\P:A.Ay alors la derniére régle utilisée est (ABS) et 7 =0 — 1 avec I',A by P: o et
F,A |_Z A1 CT1

si A= Ay Ay alors la derniére régle utilisée est (APP) et il existe un type o tel que I' by Ap :
c—Tetl'Fy Ay :0;

si A = \a.Ay alors la derniére régle utilisée est (ABSTYPE) et 7 = Va7 avec T' by Ay 1 1y et
a¢ FY(I);

si A= A0 alors la derniére régle utilisée est (APPTYPE) et 7 = Ti[a := o] avec I' Fx A; :
VOé.Tl.

Lemme 23 (Génération dans py¢)

Dans pyc, toute dérivation de typage ayant pour conclusion I' s, A : 7 se termine par un
certain nombre de régles (ABSTYPE) et (APPTYPE) précédées d’une régle dépendant uniquement
de la forme de A, et il existe un type 7', des variables de type @ et une substitution ¥ sur des
variables de type tels que T = Va.(7'9) et :

si A =x alors la derniére régle utilisée est (VAR) avec (x:7') € T';
si A= f alors la derniére regle utilisée est (CONST) avec (f:7') € X ;
si A= A1 Ay alors la derniére régle utilisée est (STRUCT) avec I'Fx Ay i7" et T'ky Ay i 7/

si A= AP.A; alors la derniére régle utilisée est (ABS) et il existe un conteste A tel que 7/ =
c—1ravec D, Ay Pioetl, Ay Ay 1y

si A= Ay As alors la derniére régle utilisée est (APP) et il existe un type o tel que I' Fx A; :
oc—T1 etlkys A 0.

Démonstration : Par simple inspection des régles de typage. O
Un autre lemme technique essentiel est la cloture du typage par substitution :

Lemme 24 (Substitution)
Pour tous contextes I', A, pour tout terme A et tout type T, on a :

1. Si 0 est une substitution bien typée relativement & A, si [, Ay A: 7, alors ' Fx A : 7.
2. SiT ks A7, alors pour tout type o on a I'la := 0| by Ala := 0] : T[av := 0.

Démonstration : Par récurrence sur la structure de A dans les deux cas. O

On peut maintenant démontrer une premiére propriété fondamentale : la préservation du
type, qui assure qu’'un objet ne change pas de type au cours de ses réductions.

Théoréme 25 (Préservation du type [CLWO03])
SiTky A:7 et si Az A alorsT by A2 7.
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Nous démontrons ce théoréme directement dans py puisque toute dérivation dans pl est une
dérivation dans py ; le seul point délicat est de s’assurer qu’on n’utilise pas les régles de py dans
les cas qui peuvent concerner pl.

Le cas du typage polymorphe & la Curry est trés similaire, & ceci prés qu’il faut a chaque fois
gérer les variables liées @ et la substitution de types ¥ du lemme de génération.
Démonstration : Dans un premier temps, procédons par récurrence sur la structure de A pour
déterminer ou a lieu la réduction.

Si A=AP:A.A; avec Aj—5 A} alorsT=0 — 71 avec Ay Proet T, Aby Ay 7.
Par hypothése de récurrence sur Ay, on a I',; A by A} : 71, d’ou

IMAFgP:o T,AbsAl:m
FEs AP:AA :0— 1

(ABS)

Si A=A 1Ay avec Aj 5 A (resp. Ay AY) alors Ty Ap i et Thy Ay o 7.
Par hypothése de récurrence sur A; (resp. As) on a I' 5 A : 7 (resp. I' by A5 : 7) d’ou
Tkg A 7 Tk Ay 7 ks Ay : 7 kg Ay e 7

; (STRUCT) ;
ks A 7 resp. 'k A" 7

(sTRUCT)

Si A= \a.A; avec Ay A alors 7 =Va.r avec 'y Ay i1y et ao ¢ FY(T).
Par hypothése de récurrence sur A, on a I' by A} : 74, d’ou
T f—g All T
I'Fx A A} Vaur

(ABSTYPE) (a ¢ FV(I))

Si A= A Ay avec Ay A) (resp. Ay Ab) alorsThy Aj:o—1et Ty Ay o,
Par hypothése de récurrence sur A; (resp. A2) onal' by A} : 0 — 7 (resp. I' Fx A} : o)
d’ou

Mk Al io—T 'ty Ay : o 'ty Ay:0— 7 kg AS o

(apP)

(app) 7 I
N S resp. ks A : 7

Si A= Ay0 avec A; 5 A} alors 'y Ay - Voury et 7 = 1o := o).
Par hypothése de récurrence sur A; on a I' by A} : Va.m; d’on
['kyg A) :Var
ke A7

(APPTYPE)

Si A= (AH 2A12)A2 avec A’ = A1 A3V A1g Ag alors 'y Aj1 1 A0 = T1et 'y Ay o,
doul'by Aj1:0 —T1et 'ty Ao : 0 — 7. Par conséquent

'ty Ajp:io— 71 'ty Ay i o 'ty Ag:o— 7 'ty Ay i o
(app) (app)
I'by A11As i 7T I'by A1gAs i 7T

Ity A -7

(STRUCT)

Si A= (AP:A.Ay) Ay avec A’ = A1010...0 A10, ou {6,...,0,} = Sol(P <1 Ay) alors
I'N'Abry P:oetT',Aly A1 : 7 et I' by As : 0. Par bon typage de la théorie de filtrage et
par application du point 1 du lemme de substitution 24, on a I Fy A16; : 7 pour tout i.
Par application de n — 1 occurrences de la régle (STRUCT), on a I' by A" : 7.
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Si A= (M\a.A1)o avec A’ = Aj[a:= 0] alors 7 = 7i[a := o] avec I' 5 A; : 71. De plus «a ¢
FV(I') donc I'ax := o] = I'. Par application du point 2 du lemme de substitution 24, on a
donc I' by Aj[a == o] : 11 := 0.

O

Corollaire 26
SiTky A:7 et si Ay A alors T by A’ 2 7.

Démonstration : On se raméne au cas d’un unique pas de réduction, par récurrence sur la
longueur de A ;5 A’

Si A= A’ alors trivialement I' by A" : 7.
Si A", Ay A" N A" ;5 A alors par préservation du type, I' bz, A” : 7. Par hypothése de
récurrence sur A” ;5 A’, on a donc également I' by A : 7.

O

Une seconde propriété importante est 'unicité du type, qui pourra faciliter les questions
d’inférence et de vérification.

Théoréme 27 (Unicité du type dans pl et py [CLW03, LWO05])
Pour tout contexte T', pour tout terme A, siT' by A: 7 et T by A: 7' dans py (resp. pl)
alors T =1,

Démonstration : Par récurrence sur la structure de A en utilisant le lemme de génération. Les
cas de base des variables et des constantes sont déterminés de facon unique, respectivement par
le contexte I et la signature X. O

Evidemment, dans le cas du typage & la Curry, il n’y a pas unicité :

Exemple 27 (Non-unicité du type a la Curry)
Comme le type des variables n’est pas précisé, dés qu’il y a une abstraction, on peut choisir
une infinité dénombrable de types : pour tout T, on a

(VAR) ———
TThEsx: T

(ABS)
Fe dex:7— 7

Le mécanisme d’abstraction et d’instanciation implicite montre encore mieux la versatilité du
systéme : pour tout type 7, on a

(vAR) ———
(aBS) Ty T o

Feder:a— o
(ABSTYPE)

Fy Az.z: Vo.(a — «)
(APPTYPE)

Fe dex:7— 71

Dans la prochaine section, nmous verrons qu’on peut définir une notion de type principal qui
représente tous les types possibles pour un terme donné.
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Enfin on peut s’intéresser a la décidabilité de certains problémes liés au typage.

Théoréme 28 (Décidabilité [CLW03, LWO05])
Dans les systéemes pl et py, les deur problémes suivants sont décidables.

1. Etant donnés un contexte T, un terme A et un type 7, peut-on dériver T by, A: 7%
2. Etant donnés un conteste I et un terme A, existe-t-il un type 7 tel que T'Fs A: 7%

Dans le systéme pyc, ces deur problémes sont indécidables.

Démonstration : Dans le cas de pl et py, commengons par montrer une réduction du premier
probléme au second : pour décider siT' by A : 7, il suffit de chercher un type 7’/ tel que I' -y, A : 7.
Si un tel type n’existe pas, alors 7 ne peut pas étre un type valide pour A. Réciproquement, si
7/ existe, alors par unicité, 7 est un type valide pour A si et seulement si 7 = 7.

On peut donc se contenter de donner des algorithmes d’inférence de type, ce que nous ferons
dans la prochaine section.

Daus le cas de pyc, on peut utiliser le résultat de J. B. Wells [Wel99] : la vérification et Iinfé-
rence de type dans le systéme A2 a la Curry sont des problémes indécidables. La réduction de ces
problémes & ceux que 'on considére est quasi-triviale, puisque nous considérons une extension
conservative du A-calcul : un A-terme est typable dans A2 si et seulement s’il est typable dans
pye avec filtrage syntaxique. O

4.1.3 Inférence de type

Complétons tout d’abord la démonstration de décidabilité de pl et py esquissée & la section
précédente, aprés quoi nous verrons comment restreindre pyc pour obtenir un typage décidable.
Cette section étend les résultats publiés dans [LWO05].

L’algorithme d’inférence de type pour py est donné dans la figure 4.4. Il est également correct
pour le typage dans pl.

Proposition 2 (Correction et complétude de l’inférence de type dans py)
Pour tout terme A et tout contexte I :

1. Si Type(A;T) = 7 alors T' by A : 7 dans py, ainsi que dans pl si A ne comporte pas
d’abstraction ni d’application de type.

2. Si Type(A;T) = false alors A n’est pas typable dans py avec le contexte T.
3. SiT bty A:7 dans pl (resp. py) alors Type(A;T) = 7.
4. Si A n’est pas typable dans py avec le contexte T', alors Type(A;T") = false.

Démonstration : Par récurrence sur la structure de A. O

L’indécidabilité du typage dans pyc est due au méme probléme que dans le cas du A-calcul :
le langage de types est trop important. En effet, la liaison de variables peut apparaitre n’importe
ou dans un type, ce qui empéche de controler 'utilisation des régles de typage (ABSTYPE) et
(APPTYPE). Nous adopterons donc la méme solution qu’en ML : on se restreindra désormais a
des schémas de type (notés o) ou les lieurs se trouvent tous en téte :

1L == X' |KNT2)|TL -T2
6 u= TZ|VX".6
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Type(A;T) £ Discriminer selon la forme de A :

A=x = T

ssi (x:7) €T
A=f = T

ssi (fir) e X

A=A1142 = Type(A; 1)

ssi Type(Aq; ') = T'ype(Az;T)
A= AP:A.Ay = Type(P;T,A) — Type(A1; T, A)

ssi Type(P;T, A) # false # Type(A1; T, A)
A= Al A2 = T2

ssi Type(A1;T) =11 — 10 et Type(Ag;T') =7
A= a4y = Va.Type(Ay;T)

ssi Type(Aq;T) +# false et a ¢ FV(T)

A=Ao = 7o = 0]
ssi Type(A1;T) = Va.r
sinon = false

FiG. 4.4 — Algorithme d’inférence de type dans py

Les contextes et les signatures associeront désormais un unique schéma de type o a chaque va-
riable (resp. constante), mais le systéme de types permettra de dériver uniquement des jugements
de la forme I' Fx A : 7, autrement dit on ne typera les termes qu’avec des types simples. Pour
passer d'un schéma & un type dans les régles pour les constantes et les variables, on définit une
relation < exprimant qu’un type 7 est une instance d'un schéma de type o.

. A — — A ) [———
o <r71ssioc=Va,.r et IT, 7= 7' [ag =74

De plus, pour ne pas perdre totalement ’aspect polymorphe du calcul, on ajoute une construction
similaire au let de ML dans le langage de termes : la contrainte de filtrage [P < B]A permet de lier
des variables par un motif P tout en sachant déja quel sera I’argument B a filtrer selon P. Cette
connaissance supplémentaire autorise une forme restreinte de polymorphisme dans la mesure ol
on peut généraliser certaines variables de type apparaissant dans les types des variables libres de
P.

< L < L 7< < < 17K
T, = X|K|MWTS|TSTS | T, TS | [P < TS,

A cette nouvelle construction on associe une régle de réduction trés similaire & 5, et les regles
de réduction sont donc :

(APA)B —, Af11...0 A0, si Sol(P<1B)=1{61,...,0,} avecn >0
[P< BJA — Ab10...0A0, si Sol(P<1B)=1{61,...,0,} avecn >0
(A1 1 A3)B — A1 BUAyB

Les régles de typage sont alors celles de la figure 4.5. La régle (MATCH) utilise une fonction
auxiliaire Gen(A;I") qui transforme les types des variables de A en schémas de types, en évitant
les variables libres dans I' pour ne pas créer d’incohérences.
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c<r Dby o oc<T
o) e (oo ) o0 7 (G )

I'ts B:my I'Ary P:my I,Gen(A;T) Fs Ao < BV*(A) =0 )

(MATCH)
I'Fx [P<<B]A:T2

(ABS)

AFs P:imy NAFs A:imy ( BY*(A) =10 )
ks APA: 7 — 7 Dom(A)=FV(P)

Les régles (ABSTYPE) et (APPTYPE) ne sont plus valables.

of Gen(r;T) 2 Vvar avec a = FV (1) \ FY(I)
Gen(x:1,A;T) = m::Gen(r;T), Gen(A;T)

Fi1G. 4.5 — Regles de typage spécifiques au fragment décidable du systéme polymorphe p\§<

Exemple 28 (Polymorphisme permis par la construction [ < |)

Prenons la signature & = {a:, bk, f1o — £ — 1}, Le terme (Az.f (za) (zb))(A\y.y) n'est pas
typable dans p§< car lors du typage la premiére abstraction, il faut fizer un type pour x, qui ne
peut étre a la fois 1 — 1 et Kk — K.

En revanche, le terme [z < \y.y] (f (xa)(x b)), qui admet les mémes réductions, est typable :

Fe Ayy:a— « ra—abFgria—a Gen(z:ao — a;0) by f(za)(xd) ¢
Trs o < Aal(f (wa) (@) -0

(MATCH)

On voit que Gen(x:ao — ;) affecte le schéma de type Va.(a — «) @ x, ce qui permet qu’il soit
appliqué a la fois a a et a b dans f (xa)(xb).

Il n’est pas trés difficile de vérifier que ce systéme vérifie les propriétés vues & la section
précédente : génération, substitution, préservation du type. Le typage n’est visiblement toujours
pas unique; cependant, par un léger abus de langage, on dira qu’un schéma de type est le type
d’un terme s’il représente tous les types qu’on peut lui attribuer :

Définition 34 (Type principal)
Un schéma de type o est un type principal pour le terme A dans le contexte I' si et seulement
St :
1. Sio=Va.1 alorsTFx A: 7.

2. Pour tout jugement de typage I' -x A : 7 dérivable dans p§<, onaoc<T.

Remarquons deux propriétés immeédiates :
— si o est un type principal pour A, alors ' Fx: A : 7 pour tout type 7 tel que o < 7
— le type principal d'un terme est unique modulo le renommage de ses variables liées.
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Nous sommes maintenant en mesure de présenter un algorithme qui infére un type principal
étant donnés un terme A et un contexte I'. Il démontre donc & la fois la décidabilité du typage et
I’existence d’un type principal pour tout terme. Cet algorithme est un raffinement de ’algorithme
W de L. Damas et R. Milner [DM82] pour un systéme polymorphe & la Curry dans le A-calcul;
cependant, nous suivrons ici la présentation plus moderne adoptée par F. Pottier pour 'inférence
de types dans Caml [Pot02].

Notre algorithme est trés similaire & celui du langage Caml [Cam04]. La principale différence
réside dans le traitement du filtrage, qui chez nous fait partie intégrante de ’abstraction au lieu
d’utiliser une construction match distincte.

L’algorithme W est donné dans la figure 4.6. Il prend pour arguments :

— le terme a typer A;

— l’environnement de typage I';

— un ensemble (infini dénombrable) de variables de type fraiches V dans lesquelles on pourra

se servir pour créer de nouveaux types.
Si A est typable, I’algorithme renvoie :

— un type 7 dont il suffit d’abstraire les variables libres pour obtenir un schéma de type

principal ;

— une valuation € des variables de types libres dans I" (qui servira notamment a instancier

les variables prises dans V) ;

— le sous-ensemble )’ des variables non encore utilisées dans V.

La fonction Inst (définie en bas de la figure 4.6) transforme un schéma de type en un type dont on
connait les variables libres. La procédure auxiliaire mgu calcule un unificateur plus général ; on
peut en trouver une description compléte par exemple dans [Rob65]. Notons que ’échec (false)
doit étre propagé strictement, et doit notamment étre renvoyé quand la procédure mgu échoue.

Théoréme 29 (Correction de W)
Si W A, V) = (130, V), alors TO s A 7.

Démonstration : Par récurrence sur la structure de A. Voyons les cas des variables, de 1'abs-
traction, de l'application et de la contrainte de filtrage (les constantes se traitent comme les
variables, et les structures comme les applications).
—~ Si A=z alors (1;V) = Inst(['(z); V) et § = Zd (la substitution identité). Par définition de
Instonal'(z) <7doulkFyax:T.
— Si A= AP.A; alors 7 = 110y — o et = 03001 ou 7,601, 72 et O sont calculés par des
appels récursifs sur les sous-termes P et A;.
Posons A = T a,. Par hypothése de récurrence on a I'0;, A0y Fx P : 1 et 0, A0 5 Ay :
T9. Par substitution sur les variables de type (lemme 24.2), on a aussi I'0, Af sy, P : 1105,
d’oll
I'o, A0y, P: 10, I'o, A0ty Ay : 1

(ABS)
T'0bs A\P. Ay : 11609 —

- Si A= A1 Ay alors T = au et @ = pofbyoby ot mbou = Top — ap et 11,01, 79, 0s sont
calculés par des appels récursifs sur les sous-termes A; et A,.
Par hypothése de récurrence on a I'0; by Ay : 71 et ['0105 by As : 75. Par substitution
sur les variables de type, on a aussi I'0 by, A1 : 716 et T'0 Fx As @ Top. Etant donné que
71024 = Top — i, On a

IOty Ay o — ap Ity As: mop
TOks A1 As : ap

(appP)
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W(T; A;V) £ Discriminer selon la forme de A :

A=z = (r;Zd;V')ou (m;V) =Inst(l'(z) ; V)
ssi x € Dom(I)

A=f = (7;Zd;V') ou (m;V) = Inst(T(f) ; V)
ssi f € Dom(T)

A=A1142 = (1;0,V) = (m2p ;005001 5 Va)
avec (11;01; V1) = W(I'; A3 V)
(72562, V2) = W(I'01; Ag; V1)
et u = mgu(m6s = 72)

A=APA; = (1;6;V) = (1102 — 12502 061;)Vs)
avec T = FV(P) et ag; € V;
(r1;01; V1) = W(I', Tia, s P sV \ {ag})
et (72;09; Vo) = W(I'0y, z:0,01 3 Ay V1)

A=A Ay = (1;0,V) = (ap ;jpobr001;V\ {a})
avec (11;601; V1) = W(I; A1;V)
(72;62;V2) = W(I'01; A25)1)
o €Yy

et u=mgu(rily =19 — )

A=[P<AlA = (1;0;V) = (13 ;030u002001;V3)
avec (71;01; V1) = W(I; A2 V)
T=FV(P)et a; €V
(25023 Vo) = W(I'01, T, ; P s Vi \ {o })
p = mgu(r16s = 72)
et (73;03;V3) = W(I'01020, 2:Gen(aOop 5 T01021) 5 Ay 5Vs)

sinon = false

Inst(Va.T ; V) £ (r[a:= 5] ; V\{B}) oilles § sont des variables distinctes prises dans V

Fia. 4.6 — L’algorithme W pour p§<

70



4.1. Types simples et polymorphes

- Si A=[P < Ay]A; alors 7 = 13 et § = O3 0 ot 103 = Top et 7, 61,72, 02, 73,03 sont
calculés par des appels récursifs sur les sous-termes Ao, P et Aj.
Posons A = T 7 ;. Par hypothése de récurrence on aI'6; by As : 71 et 0105, A 5 P : 1y
et ['0102103, Gen(Abap; T'010210)03 s Ay : 73. On voit assez facilement que

Gen(AfOp; T010210)05 = Gen(AbO2u03;T01020u03) car Dom(03) N Dom(T616ou) = 0

Par substitution sur les variables de type on a I'0 by Ay : 70u63 et T0, Aboubfs by P :
To103. Etant donné que 71024 = Tou, on a

Io |—g A2 . 7'192,&93
P@, Aeglu@g l_E P Tglueg P9192u¢93, Gen(Aeguﬂg; 1“9102;u93) l_Z A1 T3
0 s [P < AQ]Al 173

(MATCH)

O

Pour démontrer la complétude, il faut faire des manipulations un peu plus subtiles sur les
substitutions, notamment vérifier comment elles se comportent sur les nouvelles variables de type
que ’on introduit. On définit donc une égalité affaiblie sur les substitutions, qui sera suffisante
pour la démonstration.

Définition 35 (Coincidence)

Deuzx substitutions 01 et 65 coincident hors de V, noté 6, ¥ 02, si a1 = abls pour tout o € V.

En particulier, on remarquera que la grossiéreté de cette égalité croit avec l’ensemble de

. c s . . ¥ P
variables considéré : si V C V' et si 61 = 6, alors 01 = 0s.

On démontre alors trois propositions par récurrence simultanée. Dans ce théoréme et dans
sa démonstration, ¢ et 1) dénotent des substitutions.

Théoréme 30 (Complétude et principalité de W)
Pour tous V et T tels que VN FV*(T) =0, siTo by A: 7, alors :

1. W(T'; A; V) +# false ;

2. il existe 7, 0 et V' (uniques) tels que W(T; A; V) = (1560;V) ;

3. 7 =1Y et Y 1 o 0 pour un certain 1.
Démonstration : Par récurrence sur la structure de A. Comme pour la correction, nous ne
traitons que les cas représentatifs.

- Si A=z alors I'(z)¢p < 7/, dou I'(z) = Va.71 et 7/ = 71 ¢p[a= 7). Dans ce cas W n’échoue
pas et 7 = Inst(I'(z); V) = 71[a := 3] avec § = Zd. Prenons

b 2 =71 sur B=V\V
| ¢ ailleurs

=

On a alors 7/ = mpla=7] = nifa = [lp[B:=7| =T et ¢ ¥ .

- SiA=APAjalors 7 =7 - oul¢p,Aby P:7f et I'p,Abs Ay : 75 pour un certain
A tel que Dom(A) = FV(P). Par un renommage approprié des variables liées de A, on
peut toujours considérer que A = T : @ et étendre ¢ pour que le typage de P et Ay aient
eu lieu dans le contexte I'p, Ag.
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72

Par hypothese de récurrence, W(I', A; P;V \ {az}) = (71;601; V1) tels que 7{ = 791 et

1) o) 11 0 01 pour un certain . De plus V \ {a;} C V donc ¢ ¥ 1 0 0.

En particulier (I', A)¢p = (I, A)#11; donc par hypothese de récurrence W(I'01, Aby; A1; V)
= (72;02; Va) tels que 75 = To1)9 et 1y s 19 0 B3 pour un certain 5. De plus V; C V donc

+l
by = 1Py 0 Os.
Par conséquent, W(I'; \P.A;; V) n’échoue pas et renvoie (7103 — 79;6020071;)V>). D’ot, pour

Y =1y, ona:
T = (r1f2 = )Y =T = e =T T =1
¥ ¥ ¥
¢ =100 =13002001 =1pobyot

Si A= A; Ay alors il existe un type 71 tel que I'p s Ay : 7] — 7 et T by Ayt 7.

Par hypothése de récurrence, W(I'; A1; V) = (71;601; V1) tels que 71 — 7/ = 1191 et ¢ ¥
11 0 1 pour un certain ;.

En particulier, I'¢p = I'#11; donc par hypothése de récurrence W(I'01; Ag; V1) = (72;02;Va)

tels que 71 = To1bg et Yy e 19 0 B pour un certain o. De plus V4 C V donc 94 ¥ g 0 Bs.
Alors 13 = 1)9 o [ := 7'] est un unificateur pour 71605 et 72 — « :

T10203 = Tibathy = T = 7] — T = Tohy — afa =T = (12 — Q)Y3

Pour vérifier ces égalités on remarquera que 7 ne contient aucune variable de Vi, ni « a
fortiori. Par conséquent, l'unificateur le plus général de ces deux types est un certain u tel
que 13 = 1 o . Nous pouvons conclure : en effet 7/ = b3 = aup = 79 et

dZh1 00 Zappohrol Zahgolyobly Zehopuobyoby Z o

Si A = [P <« Ay)A; alors il existe un type 7| et un contexte A = Ty tels que I'g Fx,
Ay 7] et T'p,Ap by P: 7] et I'p,Gen(Ap;T') by A; : 72 (ol1, comme pour l'abstraction, ¢
est étendue convenablement sur Dom(A)).

Par hypothése de récurrence, W(T'; Ag; V) = (11;61; V1) avec 71 = 1111 et ¢ ¥ 11 0 1 pour
un certain ;.

En particulier Dom(01) N Dom(A) = 0 donc I'p, A¢p = (I'61,A));. Par hypothése de
récurrence, W(I'01, A; P; V1 \ {az}) = (12;02; Va) avec 71 = Taths et Yy e 19 0 B9 pour
un certain ¢9. De plus V; \ {az} C V donc 91 ¥ 1) 0 B.

On a alors 710212 = 11901 = 7| = T2t)2 (car 71 n’a pas de variables dans V), donc les types
7169 et 7o admettent un unificateur le plus général  tel que ¥y = 13 o u pour un certain

V3.

Jusqu’ici, nous avons vu que
¥ ¥ ¥
¢=1106p =1200300; =1P30pobyob
Y1 = 4poly =" yzopoby

Or aucune variable de V n’est libre dans I' et les variables libres de A sont les & donc

Lo, Ap =T¢, Apy = T610x)3, Abapaps = (01021, Abap1)1)3

Par hypothése de récurrence, W(T'610op, AbBopi; A1; Vo) = (735035 V3) tels que 7/ = 73104 et
3 e 14 0 O3 pour un certain 4. De plus Vo C V donc 13 ¥ 4 0 03.
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Pour 7 = 13 et § = 030 o6y 06 on a donc bien 7 = T4 etqﬁiwgouoégo@l
¢40030M0620012¢400.

Corollaire 31 (Décidabilité du typage dans p§<
Dans le systéme p§<, les deux problémes suivants sont décidables.

1. Etant donnés un contexte T', un terme A et un type 7, peut-on dériver 'Fs A7 2

2. Etant donnés un contexte I' et un terme A, existe-t-il un type 7 tel que T Fxy A: 7 %

L’algorithme W répond directement au second probléme. Pour le premier, par principalité, il
faut et il suffit que le type 7 soit une instance de celui trouvé par W, et on est donc ramené &
un probléme de filtrage modulo renommage des variables de variables de type liées.

4.2 Récursion typée

4.2.1 Typage d’un point fixe

Ces différents systémes de types étant des extensions conservatives de leurs homologues dans
le A-calcul, on pourrait croire qu’ils vérifient exactement les mémes propriétés. Or, il apparait que
la normalisation forte, I’'une des propriétés essentielles des A-calculs typés, n’est pas conservée :
les termes habituellement rejetés par les systémes de types du A-calcul le sont aussi ici, mais il
existe des termes non normalisants propres au p-calcul qui sont acceptés par les systémes tels
que pl. Pour bien comprendre pourquoi, regardons & quoi devrait ressembler une hypothétique
dérivation de type pour le A-terme ww :

(VAR) (VAR) ——
( )a::TI—a::V—>a r:ThHxz:v
APP

(ABS) z:Thxzx:0

ABS

FlXexz:(r—o0)—wv FlXxxx:1m—o0
F(Azzx)(Azxx):v

(APP)

En A-calcul simplement typé par exemple, on voit que pour que les deux utilisations de la
régle (VAR) soient valides, il faudrait que v = 7 = v — o, ce qui est impossible car aucun type
v ne peut étre un de ses sous-termes propres. Ceci traduit le fait qu’on a essayé d’appliquer = &
lui-méme, et donc que z (en tant qu’argument) devrait étre dans son propre domaine (en tant
que fonction).

Pour parvenir & typer un tel terme, il faut donc trouver un moyen pour que x accepte z lui-
méme comme argument. La solution classique est celle des types récursifs dont M. Coppo a montré
qu’ils permettent de typer tout A-terme [Cop85|. Pour typer w, on affecte a x le type ut.(t — t)
et on utilise un mécanisme de fold/unfold pour passer de pt.(t — t) a pt.(t —t) — pt.(t —t) et
inversement. Le terme

(Az.(unfold(z) z)) fold (Az.(unfold(z) z))

a alors pour type ut.(t — t) et il admet des réductions infinies selon la régle 3 et la régle
unfold(fold(A)) — A.

Dans p1, grace au filtrage, on peut obtenir un résultat similaire sans utiliser de types récursifs :
prenons une variable x de type ¢ — k; pour obtenir un terme de type ¢, il nous suffit de
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considérer une constante f de type (¢ — k) — ¢. On a alors la dérivation de typage suivante, ou
I (21— K).

ks f:i(t—kK) =0 'ty z:t— kK 'ty z:t— kK by fx:e
(apPpP) (apPpP)
ks fo:e ks z(fx):k

Fe AMfx)lax(fz):t— kK

(ABS)

On appellera désormais wy le terme A(f x):I'.z (f x). On a donc :

Fe f:(t—K)—1 Fswr:it—k

—  (aPP)
Fgwf:L—>/i l—szfib

Fewr(fwy) ik

(apPpP)

Et ce terme admet bien une chaine infinie de réductions (en fait c’est la seule possible) :

wi(fwp) = A(fa)a(fz))(fwy)
= o (f2)[r = wy]

= wr(fwy)
)

Il est bien entendu possible de définir de méme un combinateur de point fixe : pour z : 7 — 7T,
on se donne une variable y : ¢« — (7 — 7) — 7 et une constante f: (¢ — (1 = 7) = 7) — ¢ et
alors le terme

Y& Afy) ey (fy) o) (f Ay ez (y(fy)z)))

admet pour type (7 — 7) — 7 et, pour tout A de type 7 — T,

YiAd = A(YpA) =

4.2.2 Formalisation de programmes définis par réécriture

Cette section reprend des résultats exposés dans [CLWO03]. Nous allons utiliser des points fixes
en combinaison avec les capacités de filtrage du p-calcul afin d’encoder des systémes de réécriture
sous forme de p-termes. Pour cela, nous commencgons par étendre légérement la syntaxe pour
pouvoir détecter explicitement les échecs de filtrage ; nous montrons ensuite comment représenter
les TRS en général ainsi que certaines stratégies de réécriture.

Notons qu'un codage des systémes de réécriture a déja été donné pour une version antérieure
du p-calcul [CKO1]. Les apports des travaux présentés ici sont :

— ’adaptation de I’encodage dans la nouvelle version, ce qui n’est pas trivial car ’ancienne

version disposait de régles de congruence et de distributivité qu’on ne peut pas utiliser ici;

— un traitement plus atomique des échecs de filtrage (I’ancien encodage utilisait directement

un opérateur primitif first au lieu de le définir comme nous allons le faire au moyen de stk) ;

— ce nouvel encodage est typable.
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L’opérateur stk

On a vu qu’en cas d’échec de filtrage, la p-réduction n’avait pas lieu : par exemple, (Aa.b) ¢
est en forme normale. En revanche, nous n’avons pour l'instant aucun moyen dans le calcul
pour identifier de tels échecs. De plus, il nous est impossible de le différencier d’un échec non
définitif : par exemple, dans (Az.((Aa.b) z)) a, le sous-terme (Aa.b) x est en forme normale, mais
aprés instanciation de x par le radical externe, il devient le radical (Aa.b) a qui se réduit a a.

Pour cette section, nous ajouterons donc au calcul une constante dédiée stk avec I'idée qu’elle
représente tous les échecs de filtrage définitifs.

P = X | stk | KPStk
IZ-pstk e X | K | stk | )\'PStk:A,']'pStk | z];)stk IZ-pstk | IZ-pstk ) z];)stk

La sémantique exacte de stk devrait étre la suivante : si pour aucune instanciation et réduction
de l'argument, il n’existe de filtre, alors le p-radical se réduit a stk :

V91,92, VB,, Bo, ) B = PO, 5_’5 B’
(AP.A) B —gy stk

Cependant, une telle régle de réduction pose probléme dans la mesure ou la condition de ré-
duction semble indécidable. En effet, B peut contenir un A-terme ayant un nombre arbitraire
(éventuellement infini) de réductions possibles, qu’il faut a priori toutes explorer pour décider si
le filtrage selon P est possible.

On ne peut donc pas définir la sémantique opérationnelle de notre calcul de cette fagon.
Cependant, en pratique et plus particuliérement dans le cadre des TRS, il n’est pas nécessaire
d’étre aussi général. On se contentera donc de la condition suffisante suivante.

Définition 36 (Echecs définitifs)
La relation £ sur Ptk x ’];)Stk est définie comme suit :

stk Z ¢gB si g # stk

stk Z \Q.B

fP...P, Z ¢gBi...B, si f£qgounz#moudi, PLB;
fP Z stk

fP Z AQ.B

fP Z (AMQ.A)B siQZBoufPIZA

A partir de cette relation, on peut alors définir la réduction qui gouverne la détection des échecs.

Définition 37 (Réduction —y)
La relation —qy est définie par les régles :

(AP:A.A) B —qk stk siPZB
stkil A —gqx A
Alstk —g A
stk A —qi stk

On écrira —gy, Frsik et =gk les relations dérivées de —sii.
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Pour l'encodage des systémes de réécriture, on considérera donc que la sémantique opéra-
tionnelle des p-termes est donnée par la réduction suivante.

Définition 38 (Réduction r—;;tk)

t

La relation »—g K est définie comme g U5,

Montrons que la définition de la relation [Z est correcte, c’est-a-dire que les paires qui la
vérifient sont bien des échecs de filtrage définitifs.

Lemme 32 (Correction de Z)
Pour tous P et A, si PZ A alors V01,05, YA', A6, r—»pf;tk A = PO, # A

Démonstration : Par récurrence sur A. Précisons que la quantification sur P fait partie de
I’hypothése de récurrence, ce qui nous permettra de changer de motif lors des utilisations de la
récurrence.

Si A =2 alors on n’a jamais P I A;

Si A =g alors gf; = g est en forme normale. Par ailleurs, P [Z g si et seulement si P = f P
avec f # g ou P = stk. Il s’ensuit que Pfy = f P6; ou stk, qui ne peuvent en aucun cas
étre identiques a g.

Si A = stk alors P [Z stk n’est possible que pour P = f P. Immédiatement stkf; = stk est en
forme normale et ne peut étre identique & P0s.

Si A= A1 Ay alors P IZ A est impossible.

Si A= )Q.A; alors P [Z A impose que P # x. Mais alors A0y = AQ.A101 ne peut se réduire
qu’a un terme de la forme \Q.A}. Comme P est forcément stk ou un terme algébrique
différent d’une variable, Py # A\Q.A].

Si A = A; Ay quatre sous-cas sont & envisager. Les deux derniers sont les seuls cas utilisant
I’hypothese de récurrence.

Si P=stket A=gA;... A, avec g # stk alors A0y = g A101 ... Apb1—59 AL ... A} qui
ne peut se réduire & P60y = stk puisque g # stk.

SiA=gA... Ay et P=fP...P, avec f # g ou n # m alors de méme Af; ;s
g A} ... Al qui ne peut étre identique & POy = g Pi6y... P02 puisque f # g ou
n #£m.

SiA=gA,...A, et P=gP ... P, alors P IZ A impose que 3i, P; [Z A;. Mais encore
une fois A6 5 g A] ... A, avec A;01 ;5 A,. Par hypothése de récurrence sur A;, on
a Al # Pi0y, et donc g A} ... A}, # P0s.

Si A= (\Q.A1) B avec P # z alors Q [Z B ou P [Z A;. Dans le premier cas, par hypo-
thése de récurrence sur B, le terme B ne peut étre réduit & aucune instance de Q.
Par conséquent, le p-radical de téte de Af; ne sera jamais réduit, et donc A ne peut
pas se réduire & une instance de P. Dans le second cas, supposons que le radical de
téte de A6 puisse étre réduit (sinon on procéde comme dans le premier cas). Alors
on a

1n

avec A1010; 5 A, pour tout i. Par hypothese de récurrence sur A; (et pour les
substitutions 616,) aucun terme A/, ne peut étre identique a P6,.
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O

Corollaire 33 (Stabilité de [£)

La relation P [ A est conservée par substitution et réduction de A.

Il est donc légitime d’utiliser cette relation pour éliminer les échecs de filtrage définitifs dans
les structures.

Nous montrons maintenant la confluence de r—;f;tk grace au lemme de Hindley-Rosen [Ros73],
qui énonce que si deux relations confluentes —p et —g commutent, alors la relation —g U —g
est confluente. Nous savons déja que ;s est confluente (théoréme 16) ; démontrons deux lemmes
préliminaires.

Lemme 34 (Confluence et terminaison de —y)
La relation —gqy est confluente.

Démonstration : La terminaison est évidente puisque, dans les quatre régles données, la taille
des termes décroit clairement par +—¢y. Pour montrer la confluence, on peut donc se contenter
de montrer la confluence locale : si A gy A’ et A gy A” alors il existe B tel que A’ gy B

et A” stk B.
A
o\
A/ A//

stk....""é\ /é*""IIIStk
B

Cette derniére propriété se montre facilement : toutes les paires critiques (c.-a-d. les cas ou les
deux réductions ont lieu dans des sous-termes non disjoints de A) convergent vers stk, sauf le cas
stk ! A = A ! stk qui converge vers A. O

Avant de montrer que 5 et gy commutent, voyons un premier diagramme.

Lemme 35 (Commutation locale de ;5 et )
St A =g A et A5 A” alors il existe un terme B tel que A’ = B ou A'+—5 B et A" g B.

01 une réduction en au plus 1 pas, et donc ce lemme se traduit par le diagramme

A
N
A/ A//

On notera —

Démonstration : Lorsque les deux réductions ont lieu dans des sous-termes disjoints de A, le
diagramme est trivialement vérifié (avec une réduction effective A’ B).

Les paires critiques avec la relation +, ne posent pas de probléme particulier : par correction
de [Z, un terme (AP.A) B ne peut étre a la fois un p-radical et un stk-radical. Les stk-réductions
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ont donc forcément lieu dans A et B, et on ferme le diagramme grace a la stabilité de [Z par
substitution. On peut remarquer que le cas

stk A

stk YA

stk stk A

e stk

stk

/

est un de ceux a cause desquels on n’a pas forcément besoin d’une p-réduction pour fermer le
diagramme.

Les paires critiques avec +—; sont les plus importantes, puisque stk modifie le comportement
des structures. On voit ici une justification pour la quatriéme régle de définition de —g, qui est
nécessaire pour fermer le diagramme suivant :

(stk? A) B

stk \

AB stk B1AB
éstk

v
stk! AB

L stk

AB

Les autres cas ne posent pas de probléme particulier. O

Théoréme 36 (Confluence de —5** [CLWO03])

La relation »—;f;tk est confluente.

Démonstration : Comme on a vu que s €t —gik sont toutes deux confluentes, il ne nous reste
qu’a montrer qu’elles commutent : si Ay +»gy Az et Aj 5 A3 alors il existe un terme Ay tel

que As 5 Ay et Ag gy Ag.
Ay
o\
Ag_ _Ag

pci..""%x /é*"'....Stk
Ay

On procéde par récurrence sur la longueur de la réduction Aj ;s A3.

Si A; = A3 alors trivialement Az gy As.
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Si Ay 5 A 5 Az alors nous allons établir le diagramme suivant, qui est similaire a la démons-
tration du lemme de Newman [New42].

0,1
stk P\é\A/ /Stk \
3
N /
9
\ stk
po

Ay

Az

sy

Ay

Montrons qu’il existe 4% tel que A% gk A, et Ay 5% AL par récurrence sur la longueur

q 2 q 1 2 mw 2, P g

de A1 r>g Ao,

Si A; = Ay alors immédiatement A, = A convient.

Si Ay —gk A gk Ao alors on peut appliquer la commutation locale (lemme 35) : il
existe A% tel que Af r—>p§0’1 Al et A] g AL St Al = Al alors immeédiatement
Al gk Ay e Ao done A = Ay convient. Sinon, on peut appliquer 'hypothése
de récurrence sur la réduction plus courte A} —»qk Az, et donc il existe A} tel que
Al >y Ab et Ay5%1 Ay Par conséquent on a également A} rgy A oo Ab.

Il ne nous reste plus qu’a utiliser I’hypothése de récurrence sur la réduction A} ;5 A3

pour trouver un Ay tel que A5 5 Ay et Az > Ag. On a alors bien Ap 5 Ay puisque

A2 D—h;o’l AIQ ’_»p& A4.

Les deux réductions commutent, et on peut donc conclure grace au lemme de Hindley-Rosen. O

Voyons enfin I'incidence de stk sur le typage. Etant donné que stk est susceptible de remplacer
(AP.A) B pour n’'importe quelle valeur de A, la préservation du type n’est possible que si le terme
stk peut avoir tous les types possibles : on rajoutera donc la régle

(STUCK) ————
I'bystk: 7

Il serait possible de plutoét considérer une famille de constantes stk, qui garde l'information du
type de A, mais cela demanderait de faire des vérifications de type pour décider de ’application
de la réduction .

Les propriétés de génération, substitution et préservation du type restent valides; évidem-
ment, l'unicité et la décidabilité sont remises en cause. On peut les retrouver en imposant des
conditions raisonnables sur les termes : par exemple, si stk n’apparait que dans des structures
dont au moins un membre n’est pas stk, alors le type de stk dans cette structure est imposé par
les autres termes et donc le typage reste unique et décidable. Ce sera le cas de tous les termes

que nous définirons; notons cependant que cette condition n’est pas préservée par la réduction
stk
3
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Encodage de TRS

Pour alléger les notations, dans tout le reste de cette section, nous omettrons généralement
les types, mais tous les termes construits restent typables dans pl, & condition de bien choisir les
types des constantes rec utilisées. Commencons par montrer un exemple de point fixe incluant un
systéme de réécriture qui définit I’addition, aprés quoi nous donnerons une méthode systématique
de transformation d’un TRS en p-terme. On considére la signature

Y ={0:, St — v,add:t — 1 — ,reci(k — 1 — L) — K}
et on définit le p-terme

5 \(recs Aadd0y).y
plus = Alrecz). ( Wadd (S z)y).S (2 (recz) (add zy)) )

Comme dans le combinateur de point fixe usuel, la variable z va transporter une copie de
plus au fur et & mesure des réductions, et permettre des « appels récursifs». La figure 4.7 montre
comment ce terme calcule I'addition de deux entiers de Peano; les expressions m, m+n et m—n
sont des abréviations pour les termes S(...(S0)...) avec le nombre de S correspondant.

plus (rec plus) (addmm)
s (Madd0y).y) (addmm)
L (Aadd (S x)y).S (plus (rec plus) (addzxy))) (addmm)
= (Madd0y).y) (addmim)
! S (plus (rec plus) (addn — 1m))
sk S (plus (rec plus) (addn —1m))

— S [ (Madd0y).y) (addn —1m)
! (Madd (S z)y).S (plus (rec plus) (addzy))) (addn — 1m)

»—»thk S(..(S{ (Madd0y).y) (add0m) )...)
L (A(add (S x)y).S (plus (rec plus) (addxy))) (add0m)

o S (S m )...)
L (A(add (S x)y).S (plus (rec plus) (addxy))) (add0m)

sk S (... (ST))

= m-+n

FiG. 4.7 — Réductions d’'un p-terme encodant ’addition

Le terme plus(recplus) (addnm) admet évidemment des réductions infinies, mais la réduc-
tion de la figure 4.7 montre qu’il est faiblement normalisant. La réduction r gy élimine les n — 1
premiéres tentatives d’application de la régle A(add0y).y car 0 [Z 7 tant que n > 0; en fin de
réduction —gy détecte ’échec S'x [Z 0 ce qui permet d’éliminer le sous-terme non terminant. La
forme normale m+n (unique par confluence) est bien le résultat attendu.

Pour encoder le systéme de réécriture, il est ici suffisant de réappliquer z (rec z) & un seul
sous-terme dans les membres droits des régles; par contre, en général, on ne sait pas quels sont
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les sous-termes des membres droits susceptibles d’étre encore réécrits, et il faut donc prévoir un
mécanisme qui «essaye» des régles sur un terme et le laisse tel quel si aucune régle ne convient.

On peut définir un tel mécanisme grace a stk. En effet, si A, Ag,..., A, sont des termes,
posons

first(Ay, Ag, ..., A,) = Ax.((Astk.A, 22 Ay.y) (.. (Astk.Ay 2 Ay.y) (A1)
Alors on vérifie que, pour tout terme B, le terme first(A4q,..., A,) B s’évalue comme A; B si
{ Vj<i, AjB 3tk stk
A; B »—»/;tk fB
En effet, pour tout ¢ on a les réductions suivantes : si A; B s’évalue & stk
(Astk.Ai 1B U A\y.y) (Ai B) Fo3% (Astk.Aip1 B) stk 2 (Ay.y) stk 5% Aip1 B stk —qy Ai B
et si A; B »—»;;k f B alors stk Z f B et donc
(sth A1 81 Ayy) (4 B) 3% (st A1 B) (/B)2 (M) (f B) 3 stk /B v [ B

En particulier, on utilisera souvent first(Aq,..., A, A\y.y) B, qui essaye de méme les différents
A; B et renvoie son argument B a l'identique dans le cas ou tous les A; B échouent.

Nous sommes maintenant en mesure de donner un encodage d'un TRS R quelconque.

Définition 39 (Encodage d’un TRS en p-calcul)

Soit R = {l; — r;}"="" un TRS sur la signature ¥ = {ay,...,an}; soit z une variable non
utilisée dans R. Le terme [R] est défini comme suit (avec la représentation usuelle des termes
algébriques) :

Ay.z (recz)r,

Az (recz) ry,

[R] £ A(recz)first Ma1Z).z (Recz) (ay z (recz) x),

Mam, T).z (Rec z) (am z (rec z) ),

Ay.z (recz)r,

W(Recz) first |, (recz)rn,

Y.y

Pour évaluer un terme ¢ selon le systéme R, on évalue le p-terme [R] (rec[R])t. Notons que
cette représentation applique en fait une stratégie de réécriture bien précise. Dans les langages
comme Maude [CDE'03] ou Obj* [FN96], elle correspond & la stratégie locale £ (0 1 2 ...n)
pour toute constante f d’arité n, doublée d’un ordre sur les régles.

En effet, les régles sont d’abord essayées en téte des termes puisque rec z est le seul motif qui
filtre rec [R]. Si aucune régle ne convient, les termes A(a; T). . .. déclenchent I’évaluation dans les
sous-termes immeédiats. Ensuite, quand ces sous-termes ne sont plus réductibles en téte, I'identité
leur est appliquée, et le terme [R] (Rec [R]) relance une réduction de téte. Quand le terme est
en forme normale, ’identité s’applique et tous les [R] s’éliminent. Montrons que cette encodage
est correct et complet pour tout TRS convergent (autrement dit confluent et terminant).
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Théoréme 37 (Correction et complétude de I’encodage des TRS [CLWO03])

1. Pour tout TRS R, pour tous termes algébriques t et t/,

[R] (rec[R]) [t] »—»;;tk[[t’]] = t—»gt ett esten forme R-normale.

2. Pour tout TRS convergent R, pour tous termes algébriques t et t' tels que t' est en forme

R-normale,
t gt = [R](rec[R])[t] r—»;;tk I¢1

En particulier, la seconde propriété assure que [R] (rec[R]) [¢] est faiblement normalisant

pour tout terme algébrique t.
Démonstration :
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1. [R] (rec[R]) [t] ’—»;Stk[[t/]] = t gt

Définissons une fonction d’effacement | | qui va supprimer tous les sous-termes issus de
I’encodage de R et permet ainsi de récupérer le terme algébrique courant. Il suffit pour
cela de ne garder que des constantes en téte des applications :

|AA) ... Ay = A|A{ ... |A, si A est une constante
|AA] ... Ayl & |A]A1] ... |As) si A est une structure
|AA; ... A, 2 |A, sinon

A1 B] & |A si A %»/;tk stk

|A1B| = |B| sinon

Dans un terme A apparaissant le long de la réduction [R] (rec[R]) [t] r—»pf;tk [t'], on peut

distinguer :

— les p-réductions internes a [R] (avec les motifs rec z), qui ne modifient pas |4|;

— les d-réductions, les stk-réductions ainsi que les p-réductions pour les abstractions du type
Ma;T).z (Recz) (a; z (recz) x), qui sont chargées de distribuer [R] dans les différents
sous-termes et d’élaguer les échecs de filtrage. Encore une fois, ces réductions ne modifient
pas |A[;

— les p-réductions pour les abstractions Al;.z (recz)r; correspondant aux régles de R,
qui sont celles qui nous intéressent. Supposons donc que dans A on a un radical de
la forme (Al;.z (recz)r;)u pour un sous-terme u de |A|. Si la p-réduction peut effec-
tivement avoir lieu, A+, A’ et on a u = ;6 pour une certaine substitution 0, d’ou
(M;.z (recz) ri) ury, z (rec z) ;6. Par conséquent |A’| est exactement |A| dans lequel u a
été remplacé par 7;0, ce qui correspond bien & utiliser la régle I; — r; sur u.

On en conclut donc que les |A| distincts apparaissant le long du chemin de réduction
[R] (rec[R]) [t] »—»;5“‘ [t'] constituent un chemin de réécriture de |[R] (rec [R]) [t]| =t
a [t =t

Enfin, [#'] étant un terme algébrique obtenu par réduction de [R] (rec[R]) [t], toutes les

instances de [R] ont été supprimées. Ceci n’est possible que si I'identité Ay.y a été atteinte

dans tous les termes first(\ly.z (recz) ri,...,Ay.y), ce qui assure qu’aucune régle de R ne
pouvait étre appliquée nulle part, c.-a-d. que t’ est en forme R-normale.

. t—rt = [R] (rec[R]) [t] r—»;;tk [t'] si R est convergent.

On considére 'ordre suivant sur les termes : u < ¢ si et seulement si il existe un contexte
CO tel que t —x Clu] (autrement dit u est un sous-terme d’un réduit de t). Il n’est pas
difficile de se convaincre que =< est bien réflexif et transitif; son antisymétrie est due a la
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terminaison de R :si u < t et t < u, alors il existe deux contextes CJ et C'LJ tels que
t —r Clu] —r C[C'[t]], ce qui n’est possible que pour CO = O = C'0 et pour un chemin
de réécriture de longueur nulle, d’oll ¢t = u.

De plus, pour terme ¢, il existe un nombre fini de termes u tels que ¢ —x u (la longueur des
dérivations est bornée et le nombre de réductions possibles a partir d’'un terme donné est
fini). Comme chacun de ces termes n’admet qu’un nombre fini de sous-termes, le nombre
de termes u tels que u <t est fini également : il est alors immédiat que < est un ordre bien
fondé.

Montrons donc par récurrence Noetherienne sur =< que pour tout terme %, le p-terme
[R] (rec[R]) [t] se réduit a la forme R-normale de ¢ (qui est bien définie puisque R est
convergent).

(Cas de base) Les termes minimaux sont les constantes a d’arité nulle qui ne sont mem-
bres gauches d’aucune régle de R. Par conséquent, la seule abstraction de [R] qui
s’applique & une telle constante est Aa.z (Recz) a, et donc

[R] (rec[R]) a—5*[R] (Rec[R]) a

Dans ce second terme, il n’y a plus que les régles de R (qui ne s’appliquent pas a a)
et I'identité, donc on obtient bien a qui est sa propre forme normale.

(Cas inductif) Supposons donc que pour tout u tel que u < t, le terme [R] (rec[R]) [u]
se réduit a la forme R-normale de u. Deux cas sont & distinguer :

Si une régle de R s’applique en téte de ¢ alors c’est la premiére de ces régles qui
sera sélectionnée dans [R], et donc [R] (rec[R]) [t] »—»pf;tk [R] (rec[R]) [u] tel que
t —r u (en exactement un pas). En particulier u < t et donc par hypothése
de récurrence [R] (rec[R]) [u] »—»pf;tk [«'] qui est la forme normale de u et donc
également la forme normale de .

Sinon aucune des abstractions représentant les régles de R ne s’applique. Le terme ¢
s’écrit f(¢;) (ou le vecteur de sous-termes t; est éventuellement vide), et donc la
régle correspondant a la constante f s’applique :

[R] (rec[R]) [t] —5*IR] (Ree[R]) (f[R] (rec[R]) t:)
Chacun des t; est un sous-terme strict de ¢ donc t; < ¢, d’olt par hypothése de

récurrence [R] (rec[R]) [t:] »—»pf;tk [t:] ou t; est la forme R-normale de .

Sif (E) est en forme R-normale, alors aucune des abstractions représentant les
régles ne s’applique, et c’est I'identité qui est appliquée : [R] (Rec[R]) (f [¢])
r—»;;tk £ t1] qui est la forme normale de ¢.

Si une régle de R s’applique a f (Z) pour donner un terme wu, ’abstraction cor-
respondante s’applique et on a donc [R] (Rec[R]) (f [ti]) r—»lgtk [R] (rec[R]) [u]
avec u < t. Par hypothése de récurrence, [R] (rec[R]) [u] »—»;;tk[[u’]] qui est la
forme normale de u et donc également la forme normale de t¢.

O

Pour accompagner cette démonstration, on peut montrer des contre-exemples a la complétude
dans les cas oit le TRS R n’est pas convergent.
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1. Si R n’est pas confluent : pour R = {random — 0,random — 1}, on a la réduction
[R] (rec[R])random »—»Ff;tk 0 mais par contre random —x 1 n’est pas représenté dans le
p-calcul.

2. Si R n’est pas terminant : pour

g(x) — g(Sz)
R=<¢ g(z) — 0
f(o) — 0
on a f(g(0)) == ... == f(g(5"0)) == f(0) =r 0

mais [R] (rec[R]) ((90)) 3 ... =% [R] (rec[R]) £(IR] (rec[R]) g(S"0)) s ...

Nous avons ici utilisé 'opérateur first de fagon assez restrictive, mais des combinaisons plus
subtiles des diverses régles du TRS permettent d’encoder d’autres stratégies.

Exemple 29 (Encodage de systémes de calcul)
On peut modifier [R] pour simuler les stratégies de réduction suivantes :

1. En plagant les régles de propagation a; T — z(Recz)(a; z (recz)x), en début de first, on
obtient une stratégie innermost : les régles sont d’abord appliquées sur les sous-termes les
plus profonds.

2. Si au lieu de mettre toutes les régles dans un unique first, on hiérarchise un peu plus leur
application, on peut obtenir un contréle trés fin sur Uapplication de R.

Conjecture 1 (Encodage des stratégies d’ELAN)
Ce type d’encodage permet de représenter toutes les stratégies a la ELAN :
— les stratégies élémentaires que sont id, fail et les régles ont une représentation immédiate ;
— la stratégie first(Sy,...,Sy) se représente avec notre terme first ;
— la stratégie try(S) s’écrit simplement first(S, \y.y) ;
la stratégie repeatx(S) se représente a l'aide d’un point fixe supplémentaire pour itérer la
stratégie, couplé avec un try pour arréter litération quand la stratégie S ne s’applique plus.

Enfin, signalons que I’encodage [R] est typable dans pl si R est bien typé, autrement dit si
les membres gauches et droits de toutes les régles de R sont typables et ont le méme type. Le
type des constantes rec et Rec est alors (k — 7 — 7) — & si R manipule des données de type 7.

4.3 A propos de la sémantique du systéme de types

Pour bien comprendre ce qui fait que les systémes de types étudiés dans ce chapitre n’assurent
pas la normalisation forte, et puisque celle-ci est fortement liée & la consistance des systémes de
déduction, étudions le systéme pl a la lumiére de I’isomorphisme de Curry-Howard-de Bruijn.

Tout d’abord, on peut penser que les types des constantes de X jouent un réle important.
En effet, a cause de la régle (CONST), tous les types apparaissant dans Y. devraient étre vus
comme des axiomes dans la logique correspondante. Or la constante f utilisée dans le terme wy
a pour type (1 — k) — ¢, qui ne correspond pas & une tautologie de la logique propositionnelle.
On peut donc espérer recouvrer la normalisation forte en restreignant les types autorisés dans la
signature. Etudions trois candidats pour cette restriction.
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1. Une premiére idée est de n’autoriser que des tautologies : cependant, en considérant une
variante de wy dans lequel toutes les occurrences de ¢ sont remplacées par ¢« — ¢ et toutes
les occurrences de K par K — K, la constante f a alors pour type ((¢ —¢) — (k — K)) —
(¢ — ¢) qui bien est une tautologie, mais la dérivation de typage et les réductions sont les
mémes. Cette restriction est donc insuffisante.

2. On pourrait également considérer une restriction comme la condition de positivité due a N.
P. Mendler [Men87] et qui est utilisée dans le calcul des constructions inductives [Wer94] :
pour toute constante f,si f : 74 — ... — 7, — ¢ alors chacun des 7; doit s’écrire 757 —

.. Tin — K ol seul K peut éventuellement étre ¢ mais ¢ n’apparait dans aucun 7;;.
Avec une telle restriction, ’exemple de point fixe que nous avons donné ne peut étre
typé. Cependant, on ne peut transposer directement au p-calcul les résultats du calcul
des constructions inductives : en effet, dans CIC toutes les constantes sont vues comme des
constructeurs de types qui doivent étre donnés au moment de la déclaration de ce type,
alors qu’en p-calcul tout est donné par la signature sur laquelle on a en quelque sorte moins
de controdle. Considérons la variante suivante de wy :

wrg 2 A2 (Mg (f (99)x)

wio(flgwr) = AU@)((Agw)-(f (g e) (f (gwsy))

o (Mg y)-(y (f(99))) (gwyg)
=p Weg (f (gwfg))

Ce terme est & nouveau typable avec la signature {f:x — ¢,9:(t — k) — £} dans laquelle
chacune des constantes respecte la condition de positivité, mais en calcul des constructions
inductives cette situation correspond a des déclarations mutuellement dépendantes pour
les types ¢ et K.

3. Mentionnons enfin qu’un systéme de types simples trés similaire & pl et assurant la nor-
malisation forte a été étudié pour une version antérieure du p-calcul [CKO01]. Le cadre est
cependant assez différent de celui que nous étudions ici, puisque les régles de réduction du
calcul ne sont pas les mémes. En particulier, cette version comportait la réduction

(Congruence) (fA ... A)(fBy...By) — f(A1By)...(A,By)

qui a une incidence trés forte sur le systéme de types, puisqu’elle impose une surcharge de
toutes les constantes :si f : (11 = 01) — ... (1, = 0p) — (T — 0),alors f:7p — ...7, —
Tet f:o01,— ...0np — 0, et réciproquement. La signature doit alors affecter a chaque
constante une famille de types.

Par ailleurs, cette surcharge entraine immédiatement la stabilité des candidats de réduc-
tibilité par application des constantes, ce qui facilite largement la démonstration de leur
correction.

Une autre cause d’inconsistance, probablement plus significative, est la régle de typage de
Pabstraction (les autres régles étant identiques a celles du A-calcul). Dans le A-calcul simple-
ment typé, en effagant les termes de la régle (ABS), on obtenait une régle d’introduction pour
I'implication. Ici on trouve :

I'NAFs P:o Ay A:7 AR AR
'k APAA:0—T r'Fo=v

85



Chapitre 4. Types pour la programmation

Il y a donc un double probléme : d’une part, on construit une implication avec les deux
propositions ¢ et ¥ qui devraient plutot étre en conjonction, puisqu’elles sont démontrables dans
un méme contexte ; d’autre part, on décharge une partie A du contexte sans en garder de trace
dans la conclusion I' - ¢ = 1.

Partant de ce constat, on peut essayer de construire une régle d’abstraction qui ait un sens au
niveau logique. La proposition ¢ peut étre omise, dans la mesure ot elle correspond au typage de
P, qui n’est présent que pour assurer la bonne formation des termes. Par ailleurs, pour décharger
le contexte A, il faut le faire apparaitre dans la conclusion, & gauche d’une implication. On aurait
donc une régle du genre

I'zi:01,...¢n:0,Fx P:o I'z1:01,... 200, P A T ' o1,....¢0n F

I AP:(z1:01,...2p:0p).A /\ai—w' I+ /\¢z:>¢

i=1 =1

Cette régle est admissible du point de vue logique mais n’est pas tout-a-fait adaptée pour le

typage : il faudrait modifier également la régle d’application pour tenir compte du nouveau
n

typage des motifs. De plus, la conjonction /\ ¢; ne donne aucune information sur la facon dont
i=1

les différents o; sont organisés dans le motif P. Pour peu que ’argument comporte des sous-

termes ayant les mémes types mais soit construit différemment, il y a donc un risque d’instancier

des variables avec des termes n’ayant pas le bon type. Il faut donc enrichir le langage de types

de facon plus importante : le chapitre suivant est consacré a 1’étude d’une solution utilisant des

types dépendants.
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5

P2TS et normalisation dans p_, et pP

De la méme facon que les systémes de types du chapitre précédent étaient inspirés des sys-
témes de types simple et polymorphe du A-calcul, nous allons maintenant étudier les systémes
de types purs & motifs (P?T'S pour Pure Pattern Type Systems), introduits par G. Barthe, H.
Cirstea, C. Kirchner et L. Liquori [BCKLO03], qui sont une classe de systémes de types pour le
p-calcul inspirés des PT'S.

Nous commencerons par donner une description légérement restreinte des P2T'S, que nous
comparerons avec la formulation originale pour préciser et justifier les restrictions choisies. Nous
démontrerons ensuite la normalisation forte du systéme simplement typé, grice & une traduction
vers un systéme du A-cube. Enfin nous étendrons ce résultat au systéme avec types dépendants par
un mécanisme classique d’effacement des types dépendants. La démonstration de normalisation
forte dans p_, a été publiée dans [Wac04].

5.1 Systémes de types purs a motifs (P*TS)

5.1.1 Définitions

Tout comme dans le cadre des PT'S, nous ne ferons ici plus de différence syntaxique entre les
termes et les types : tous les pseudo-termes sont donnés au méme niveau, et c’est le systéme de
types qui fournira une classification si elle a lieu d’étre. On ajoute a la syntaxe une Il-abstraction
qui servira & représenter les types dépendants, ainsi qu’une construction [ < | appelée contrainte
de filtrage sur laquelle nous reviendrons. Comme pour les systémes de types pl et py, le typage est
G la Church : les abstractions sont décorées par un contexte A qui donne les types des variables
libres du motif. On remarquera que la contrainte de filtrage est un lieur et est donc aussi indexée
par un A.

P = X|KP
7, == S|X|K|T,T,| \P:AT, | IP:AT, | [P <a 1,7, | T, T,

Les motifs seront supposés linéaires dans toute cette section; dans la section 5.2, lors de la
traduction en A-calcul, cette restriction pourra étre levée. Lorsque le motif est réduit & une
variable, par similarité avec les PT'S et pour alléger les notations, nous écrirons parfois Az:C.A
au lieu de Az:(z:C').A. Lorsque les types sont évidents ou lorsque seules les réductions d'un
terme nous intéressent, nous omettrons les contextes A pour alléger les notations. Les notions
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de variable libre ou liée sont adaptées en conséquence :

FV
FV

) = {«}
a) 0

S

—

FV(AB) = FV(A)UFV(B)
FVAP:AA) = (FV(A)UFV(P)UFV(A))\ Dom(A)
FV(IIP:A.A) = (FV(A)UFV(P)UFV(A))\ Dom(A)
]—'V([P <a A]B) - ((J—'V( ) U FV(P) UFV(A))\ Dom(A)) UFV(A)
FV(A1B) = FV(A)UFV(B)
]-'V(Ax A) = FV(A)UFV(A)

BY
BY

—~

x) =

—~
= =

a) =
BV(AB) = BV(A)UBY(B)
BYV(AP:A.A) = BV(A)UBV(P)UDom(A)UBV(A)
BY(IIP:A.A) = BYV(A)UBVY(P)UDom(A)UBV(A)
BYV([P <a A]B) = BV(A)UBV(P)UBV(B)UDom(A)UBV(A)
BV(A B) BY(A) U BV(B)
BYV(A,xz:A) = BYV(A)UBV(A)

RSSO

Encore une fois, on raisonnera généralement modulo a-conversion.

Les régles de typage sont données dans la figure 5.1, ainsi que les régles permettant de
vérifier le jugement ¥ sig de bonne formation de la signature. Comme pour les PT'S, elles sont
paramétrées par un triplet (S,.4,R) qui donne respectivement ’ensemble des sortes, I’ensemble
des axiomes s; : s2 et 'ensemble des régles de produit admissibles.

Les régles elles-mémes sont trés similaires a celles des PT'S, a ceci prés que le motif P est
utilisé dans les types dépendants. Ceci rend le typage d’une application plus difficile : dans
les PT'S, on pouvait se contenter de substituer 'argument B & la variable x liée dans le type
dépendant. Ici, il n’existe pas toujours un filtre entre le motif P et 'argument B : il faut donc
pouvoir définir des préradicaux dans les types. Ceci justifie a posteriori la construction [ < | qui
est utilisée & cette fin. Elle est sensiblement équivalente & I’'une des propositions de R. Bloo, F.
Kamareddine, T. Laan et R. Nederpelt pour inclure une notion de II-réduction dans le A-cube.
Leurs autres solutions consistent & ne considérer qu'une préservation faible du type [KN96] ou a
étudier la II-réduction en conjonction avec des définitions et des substitutions explicites [KLNO03].
La régle (APPL) a pour prémisse I' Fy [P <a BJ]C : s qui force toutes les vérifications de
correction des types & étre faites plus haut dans la dérivation de typage. Dans les PTS, ces
vérifications étaient faites directement dans la régle de typage de 'application.

Les regles (S1G) et (WEAKY) assurent la correction de la signature; elles sont directement
empruntées a LF. Enfin, la régle (MATCH) peut étre vue comme une régle dérivée d’une abstrac-
tion immédiatement suivie d’une application, ce qui explique que c’est la sorte so et non pas sg
qui est utilisée dans sa conclusion.

Pour éliminer les contraintes de filtrage dans le cas ol un filtre existe, on conserve les mémes
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Ysig FxA:s fé&Dom(X)

Sia WEAKY es
(519) §sig ( ) 5, f:A sig (5€5)
(A ) 3l sig ( L e ) © )Zsig fiAeX
XIOM) —————— ,82) € ONST
Fmstisy s f: A
'k A:s 'k A: C 'k B: C
(VAR) (x¢T,se8) (STRUCT)
I'z:AbFysz: A 't AVB:C
'y A:B ThExC:s x¢Dom(l)
w r I'sesS
(WEAKT) IaCks A: B (w¢ls )

'k A: B ks C:
(Conv) > = S( 868)

ke A:C B=sC
I'N'AFy B:C ' IIP:A.C : s

(ABs) (s€S)
ks AP:A.B:IIP:A.C

'k A:IIP:AC 'Fy [P <A B]C:s
(APPL) (se8)
' AB: [P <a B]C

INAFs P A Ay A sy I'Abs C:s2 f Dom(A)=FV(P)
(ProOD)

I'Fy IIP:A.C : s3 (51,52,83) ER

I''Abs P:A ThyB:A TAFs Arsi IN'AEs Cisy [ Dom(A) = FV(P)
(MATCH) ( )

I'ky [P <a B]C : s9 Jss, (s1,52,83) € R

FIG. 5.1 — Régles de typage des P?T'S
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réductions que pour le p-calcul non typé auxquelles on ajoute la o-réduction :

(AP:A.A)B —, AfB11...0A60, si Sol(P <« B) ={61,...,0,} avecn >0
[P<a BJA —, Abf1)...0 A6, si Sol(P < B) ={61,...,0,} avecn >0
(AvB)C — AC1BC

Comme les contraintes de filtrage n’apparaissent que dans les types, la o-réduction n’est en fait
utilisée que dans la régle (CONV). On appellera contrainte irrésoluble un terme [P < B|C tel
que P ne subsume pas B (autrement dit un o-préradical qui n’est pas un o-radical). De méme
que pour les p-préradicaux, une contrainte irrésoluble [P < B]C peut devenir résoluble aprés
instanciation ou réduction de B.

On appellera —5 la relation — U —, U —5, et comme d’habitude 5, —s et =5 seront ses
relations dérivées.

Enfin, signalons que, par imitation du A-calcul, on s’intéressera plus particuliérement aux
systémes du p-cube.

Exemple 30 (Les systémes du p-cube)

Dans le cas ou S = {*,0} et ot le seul aziome est A = {(x,0)}, en imposant que tout triplet
de R soit de la forme (s1,s2,52) et que R contienne toujours au moins (x,*,x*), on définit une
collection de huit systémes de types. Nous verrons que chacun est une extension conservative du
systéme correspondant dans le \-cube.

pw pC
p2 ] pP2
(0,%) pw —— pPw
/(;,D) /
= (+0) pr

FiG. 5.2 — Le p-cube

Il nous faut cependant remarquer ici que, contrairement au A-calcul, les systémes sans types
dépendants ne sont pas équivalents & leur formulation avec des types fleches.

Remarque 7 (Non-équivalence des présentations)
Les systémes de types pl et p_, ne sont pas équivalents.

Nous avons vu au chapitre précédent que le terme fwy = f(A(fx):(z: — K).(x (f x))) est
typable dans pl, ce qui n’est pas le cas dans p_,. En effet, le type ¢ — « s’écrit ici Ily:(y:t).x;
posons alors I' = (z2:Iy:(y:t).k) et A = (2:Iy:(y:).x). Une dérivation de typage pour fwg
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devrait étre de la forme suivante :

(Ans) Abrsa(fz):k Fe(fz):Ak:s
BS
Iy 2z Hy:(yue). Fe wyp II(fx):Ak
(MATCH)
Fs, f:zT Fs [z <r wyle: *
Fs fwr: [z <r wyle

(APPL)

or la régle (MATCH) ne peut étre appliquée correctement ici, car le motif z et I'argument wy
n’ont pas les mémes types : ils différent par le motif de leur abstraction de téte, qui est y pour
z et qui est fx pour wy. Pour pouvoir appliquer cette régle il faudrait avoir le motif f x dans le
type de z, qui lui-méme est issu du type de f. On obtiendrait donc une circularité, & savoir que
f apparaitrait dans son propre type, ce qui est impossible en vertu de la régle (WEAKY).

La méme remarque est valable pour les systémes polymorphes : py et p2 ne sont pas équiva-
lents.

5.1.2 Comparaison avec les P*T'S originaux

Passons en revue les différences entre cette présentation et celle de [BCKLO03|. Les deux
premiéres résident essentiellement dans la formulation du systéme de types et ne constituent pas
un véritable changement dans la sémantique du calcul. La derniére est plus importante puisqu’elle
concerne le filtrage, dont nous avons considéré une version assez restreinte.

Signature

Nous avons ici distingué le contexte, qui donne les types des variables libres, de la signature,
qui donne les types des constantes. En plus d’une séparation claire des concepts, ceci assure
notamment que tous les types des constantes sont clos, grace a la régle (WEAKY).

Dans la présentation initiale des P2T'S, constantes et variables sont déclarées dans un unique
contexte, ce qui semble assurer un traitement uniforme de ces deux espéces de termes atomiques.
Pourtant, les seules régles d’inférence permettant de charger ou de décharger des déclarations de
types pour des constantes dans le contexte sont la régle (START) de typage des atomes et la régle
(WEAK). Par conséquent, dans une dérivation de typage, toutes les déclarations de constantes
peuvent étre repoussées au niveau du typage des atomes, ce qui revient plus ou moins & avoir
une signature séparée.

Contrainte de filtrage

L’utilisation que nous faisons ici de la construction | < ] est un peu plus limitée que dans
la plupart des présentations récentes du p-calcul (typé ou non). En effet on trouve souvent les
regles

(AP:A.A)B —, [P<aBJA
[P <a BJA — ABi1...1 40,

On remarquera cependant que, dans un tel calcul, il est toujours possible de placer les p'-
réductions immédiatement avant les o-réductions qui leur correspondent. Une séquence — , —;
correspond alors exactement & notre regle —,.

De plus, les contraintes de filtrage sont souvent considérées au niveau des termes, comme
nous l’avons fait dans le systéme p§<. Il serait possible ici de faire de méme, comme dans la
version initiale des P?T'S, mais cela conduit & la non-unicité du typage : en effet, un terme
comme [P < B|C doit alors étre typé par [P < B|D ou Fyx C : D, mais il y a alors ambiguité
avec la régle (MATCH) dans le cas ou D est (convertible a) une sorte.

91



Chapitre 5. P2TS et normalisation dans p_ et pP

Classe de motifs et filtrage utilisés

Pour les raisons évoquées au chapitre 3 (filtrage d’ordre supérieur, confluence), nous ne consi-
dérons que des motifs algébriques linéaires (pas d’abstractions, pas de variables actives et une
méme variable n’apparait qu’une fois). Notons que la confluence des P?T'S a été démontrée pour
une classe de motifs plus large (une extension de RPC, voir définition 28). Cependant, le filtrage
utilisé dans ce cas n’est pas un filtrage d’ordre supérieur mais un filtrage syntaxique étendu pour
certaines formes d’abstractions, dont la sémantique exacte reste & préciser.

Par ailleurs, on remarquera que, dans la définition des variables libres pour les P?T'S, toutes
les variables libres de P ne sont pas forcément liées par une abstraction : c’est A qui détermine
quelles variables sont liées. Nous avons ensuite imposé Dom(A) = FV(P) dans le systéme de
types, alors que dans [BCKLO03| cette condition est remplacée par Dom(A) C FV(P). Dans ce
cas il est possible d’instancier des variables dans les motifs, comme dans ’exemple suivant :

Az:(z:) M frey):(y:e)y) 3 = AMf3y):(y:e).y

Le terme A(fzy):(y:t).y représente donc un schéma de régle de réécriture f(z,y) — y dans
laquelle z est un paramétre que l'on peut choisir arbitrairement.

Cette généralisation du paradigme est séduisante, mais elle pose plusieurs problémes :

— l'instanciation d’une variable dans un motif peut créer un motif qui n’est pas conforme a

la classe choisie initialement ;

— si une variable est instanciée par un terme comportant un radical, il faut envisager des

réductions dans les motifs;

— il est possible d’encoder un filtrage non linéaire.

Les deux premiers points peuvent se résoudre soit par le choix d’une classe de motifs trés large (ce
qui pose les problémes de filtrage d’ordre supérieur évoqués au chapitre 3), soit par une stratégie
de réduction trés stricte.

Le dernier est plus problématique : comme nous ’avons vu sur I’exemple 22, un unique motif
non linéaire peut remettre en cause la confluence du calcul, or celle-ci nous sera nécessaire pour
étudier le systéme de types et démontrer la normalisation forte. A titre d’information, montrons
comment encoder la régle (dzz) — e :

Mdzy):(x:r,y:7).(Az:0.e) y)
Alors pour tous termes A et B,
()\(dxy):(x:T,y:T).((A:L‘:@.e) y)) (dAB) +—, (MA:l.e) B

qui se réduit & e si et seulement si A =5 B. Ceci ne signifie pas qu'un tel calcul n’est pas confluent,
puisqu’il faudrait également pouvoir définir des points fixes pour encoder totalement l’exemple
de Klop (exemple 17); le probléme se situe plutét dans la circularité des dépendances entre les
diverses propriétés que nous voulons démontrer sur le calcul.

5.1.3 Propriétés

Stipulons immédiatement que la confluence se démontre exactement comme dans le p-calcul
non typé, a ceci prés qu’il faut tenir compte des réductions dans les contextes, ainsi que de la
o-réduction, qui se comporte trés similairement & la p-réduction.

Théoréme 38 (Confluence dans les P2T'S [BCKLO03])
Avec un filtrage syntaxique, la réduction s est confluente sur l’ensemble des pseudo-termes
des P?T'S dont les motifs vérifient RPC.
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Le lemme de génération a toujours la méme forme, mais il faut raisonner modulo =, pour
tenir compte d’éventuelles applications de la regle (CONV).

Lemme 39 (Génération)
Dans tout P>TS, pour tout jugement de typage dérivable, il est possible de reconstruire une
dérivation en fonction de la forme de A :

sil' ks s: E alors E=gs" avec (s,s') € A;

sil'kFya:E alors E=5A avec (r:A) el etdscS, 'k A:s;

sil'ky f: E alors E=5 A avec (ftA)c X etIseS, Fx A:s;

sil'kFs AVB:E alors E=5C avecT'Fs A:C ety B:C;

si'Fs AP:A.B: E alors E=5IIP:A.C avec I'y/ Aty B: C et 3s€ S, ' [IP:A.C : s,

sil'kx AB: E alors E=5[P <A B]JC avec ' by A:TIP:A.C et3s € S, I' by [P <a B]C :
5

si [ Fx IIP:A.C : E alors 3(s1,s2,53) € R, A tels que E =553 avec I',AFx, P: AetT',AFx
A:sietT, Ay C: sy

si'by [P <a B|C : E alors 3(s1,s2,s3) € R, JA tels que E =559 avec T,A Fxy P : A et
'y B:AetDl,Arx A:s1etT',AFx C: so.

Démonstration : Par inspection des régles de typage, en remarquant que les régles (CONV) et
(WEAKT') ne modifient pas le sujet du jugement de typage, et que les régles d’affaiblissement
peuvent toujours étre repoussées jusqu’au niveau du typage des atomes. O

Le lemme de correction assure que tous les types utilisés sont bien formés.

Lemme 40 (Correction)
Pour tous pseudo-termes A, B, pour tout contexte I', si I' -5 A : B alors il existe une sorte
seS telle que ' v B:s ou B = s.

Démonstration : Par récurrence structurelle sur une dérivation de I' Fx; A : B. Les occurrences
de (WEAKT') peuvent étre omises car elles ne modifient ni A ni B.

Si la dérivation se termine par une des régles (Conv), (VAR), (ABs) ou (APPL), alors
I' by B : s est une prémisse immeédiate.

Si la dérivation se termine par une des régles (AxioM), (PROD) ou (MATCH), alors B € S.

Si la dérivation se termine par une régle (STRUCT), on conclut par hypothése de récurrence
sur 'une quelconque des prémisses.

Si la dérivation se termine par une régle (CONST), alors elle est précédée d’autant d’occur-
rences de (WEAKY) qu’il n’y a de constantes dans X, et I'une d’entre elles posséde la prémisse
Fsw B :s. O

Dans le cadre des P?T'S, la notion de substitution bien typée doit tenir compte des types
dépendants et donc de la présence éventuelle des variables d’un motif dans son type.

Définition 40 (Substitution bien typée dans les P?7T'S)
Dans un contexte I', une substitution 0 est dite bien typée relativement & un contexte A si

1. Dom(0) = Dom(A)
2. Pour tout (v:A) € A, on a I' by 26 : A6.
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On notera en particulier que si A est réduit a (x:A), cela signifie que I' Fy 26 : A car la
variable & ne peut pas apparaitre dans son propre type.
La définition d’un filtrage bien typé doit également tenir compte de cette modification.

Définition 41 (Théorie bien typée)

Une théorie équationnelle T est une théorie de filtrage bien typée dans les P>TS si, pour tous
termes P, A, B, pour tous contextes I, A, si ', Ay P: A etI' by B: A, alors toute solution
de l’équation de filtrage P <<%7T B est également bien typée relativement a A.

Le bon typage du filtrage syntaxique dépend a priori de la signature choisie, et en particulier
du type de chaque constante. Nous nous contenterons donc d’en faire ’hypothése systématique-
ment ; pour une signature donnée, il est en général assez facile de décider si le filtrage est bien
typé, car on peut examiner systématiquement tous les motifs selon leur constante de téte.

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer que les P?T'S sont une extension conser-
vative des PT'S.

Théoréme 41 (Conservativité par rapport aux PTS)

Pour tous pseudo-A-termes A et B, pour tout contexte I, le jugement T' = A : B est dérivable
dans un PTS (S, A,R) si et seulement s’il est dérivable dans le P?’TS (S, A,R), avec une
signature vide.

Démonstration : Tout d’abord, on peut voir qu’avec une signature vide, le filtrage syntaxique
est bien typé. En effet un motif ne peut étre qu’une variable : supposons donc I', x:C' by x : A
et 'y B : A Par génération A=, C et I' by C : s. La solution du probléme de filtrage <<6 B
est [x := B] et on a donc bien I' by, z[z := B] : C.

La signature étant vide, (WEAKY) et (CONST) ne sont jamais utilisées, et la régle (S1G) est
toujours valide.

Les termes considérés étant des A-termes, la régle (STRUCT) n’est jamais utilisée.

Les regles (Axiom), (WEAKT'), (CoNV) et (VAR) sont exactement identiques dans les PT'S
et dans les P2T'S.

Comme les motifs sont réduits a des variables, les régles (ABS) et (PROD) sont également
identiques a celles des PT'S, a condition de remplacer le contexte A = (z:A) par le type A. La
prémisse I', A by, 2 : A de (PROD) ne pose pas de probléme puisque A = (z:4) et la correction
du type A est vérifiée par la prémisse I'; A Fx A : s1.

Les seules régles pouvant poser probléme sont donc (APPL) et (MATCH), la seconde n’ayant
d’ailleurs aucune homologue dans les PT'S. Cependant, par génération, (MATCH) suit toujours
(APPL) pour démontrer sa seconde prémisse. Au pire elles sont séparées par des conversions et
des affaiblissements, qui ne modifient ni la contrainte de filtrage ni la sorte s. On a donc toujours
une sous-dérivation de la forme

I'>B:D T'xz:DFxy D:s; I'z:DFx C: sy
(MATCH)
'ty A:z:(x:D).C I'kFy [z <4:p BIC : 59

(AppPL)
I'kyx AB: [z <4.p B|C

La prémisse I', z:D by,  : D de la régle (MATCH) a été omise pour les mémes raisons que dans
le cas de (PROD) : elle est triviale.
Comparons avec une sous-dérivation pour le méme terme dans un PT'S :

'ty A:1lx:D.C ' B:D

(AppPL)
I'tx AB: Clx:= B
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Pour A, les prémisses de typage sont donc bien identiques en PT'S et en P?T'S. Pour le typage de
B, dans les P?TS, on demande I' -y, B : D donc les prémisses de typage de B sont identiques.
Enfin, pour l'attribution des sortes a D et C, il faut utiliser la correction du typage dans les
P2TS : le type de A est correct donc on a (pour un triplet (s1, sg,53) € R)

I'-D:s; Ie:DFC: s
I'F1Ilx:D.C : s3

(PROD)

La présence ou ’absence de la déclaration x:D dans le contexte de typage de D ne modifie pas
la validité de la dérivation de typage. O

Le lemme de substitution constitue une étape essentielle pour la préservation du type.

Lemme 42 (Substitution)
Pour tous pseudo-termes A et B, pour tous contextes I', A, pour toute substitution 0 bien
typée relativement a A, si ', Aty A: B alors ' by A6 : B6.

Démonstration : Par récurrence sur la structure de A, en utilisant le bon typage de 6 au niveau
des variables de Dom/(6). O

Lorsque la théorie de filtrage est bien typée, la préservation du type ne pose pas de probléme
particulier. Elle se démontre encore en commencant par le cas d’'un unique pas de réduction.

Théoréme 43 (Préservation du type [BCKLO03|)
Pour tous pseudo-termes A et B, pour tout conteste T', si T by, A : B et si A5 A’ alors
'k A" : B.

Démonstration : Par récurrence sur la structure de A.

Les cas ol la réduction n’a pas lieu en téte de A ne posent pas de probléme.

Les réductions (p) et (o) se traitent grace au lemme de substitution et au bon typage du
filtrage.

La d-réduction se traite en exploitant le fait que tous les membres de la structure ont le méme
type. O

Corollaire 44
SiT by A: B et si Ay A' alors T by A" B (par récurrence sur la longueur de A5 A').

La propriété d’unicité du type n’est pas vraie dans tous les P?>T'S : il faut s’assurer que la
formation des produits n’est pas ambigué. On notera que cette condition supplémentaire n’est
pas particuliére & notre calcul : c’est également le cas dans les PT'S. La condition donnée ici est
notamment vérifiée par tous les systémes du cube.

Théoréme 45 (Unicité du type) Soit un P2TS tel que :

~ 80 (s1:82) € Aet(s1:5h) €A, alors so = s ;

- si (s1,52,83) € R et (s1,52,53) € R, alors s3 = s5.
Alors pour tous pseudo-termes A, B, B’, pour tout contexte I, siI' sy A: BetI'Fy A: B,
alors B=,; B'.
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Démonstration : Par récurrence sur la structure de A. On utilise systématiquement le lemme
de génération, et on applique I’hypothése de récurrence sur les prémisses qu’il fournit. O

La propriété de normalisation forte n’est pas valable non plus dans tous les PT.S, mais
elle I’est notamment dans tous les systémes du A-cube. En ce qui concerne les P?TS, nous
la démontrerons dans la prochaine section pour les deux systémes p_, et pP. La technique de
démonstration employée sera la réduction vers un autre calcul fortement normalisant : nous
traduirons les termes de p_, dans le systéme Aw du A-cube, de sorte que tout terme typé se
traduise en un terme typé, et de sorte qu’une pod-réduction se traduise en au moins une [-
réduction. La normalisation forte de p_. sera alors une conséquence de celle de Aw. Nous réduirons
ensuite pP a p_,.

Pour les autres systémes du p-cube rien ne semble indiquer que la normalisation forte soit
invalide, mais & ce jour aucune démonstration n’a abouti.

Conjecture 2 (Normalisation forte dans le p-cube)
Dans tous les systémes du p-cube, pour tous pseudo-termes A, B, pour tout contexte T, si
I'Fx A: B alors A est fortement normalisant selon .

Nous pouvons immédiatement énoncer deux conséquences de la normalisation forte.

Théoréme 46 (Décidabilité du typage dans les P2TS)
Dans tout P?>TS fortement normalisant vérifiant l'unicité du typage, les deuz problémes sui-
vants sont décidables :

1. Etant donnés un contexte I' et deux pseudo-termes A, B, peut-on dériver T'Fs, A: B ?

2. Etant donnés un contexte T' et un pseudo-terme A, existe-t-il un pseudo-terme B tel que
'k A:B?

Démonstration : Par unicité du typage, le premier probléme se réduit a résoudre le second et
a décider de I’égalité modulo =5 de deux pseudo-termes. Cette derniere égalité est décidable par
comparaison des formes normales.

Enfin, 'inférence d’un type canonique se fait grace au lemme de génération et en utilisant
les informations de typage données dans les contextes A des abstractions et des contraintes de
filtrage. O

La consistance n’est pas & proprement parler une conséquence de la normalisation forte, mais
avec cette derniére elle assure que le type Ila: * .« n’est pas habité.

Théoréme 47 (Consistance dans les P>TS)
Dans tout P?TS étendant p2, il n'existe aucun terme A en forme normale tel que O Fx A :
Ila: * .x.

Démonstration : Par I'absurde : on suppose () Fx; A : Ila: * .x et A en forme normale. Par
inspection d’une dérivation de type pour ce jugement on trouve un radical ou une variable libre
dans A. O
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5.2 Normalisation forte dans p_. et dans pP

Comme nous l'avons dit & propos des PT'S (théoréme 4), les techniques de démonstration
de normalisation forte utilisent généralement une interprétation qui associe aux types des en-
sembles de termes. Typiquement, le type Ilx:A.B est interprété comme l’espace des fonctions
qui, appliquées & un argument de type A, renvoient une valeur de type B. Pour les P2T'S cette
technique semble échouer pour la raison suivante : 'interprétation d’un type IIP:A.C' devrait
étre également un espace de fonctions dont le domaine est formé de termes qui sont dans I’in-
terprétation du type de P, mais ces termes devraient également étre des instances de P dont les
sous-termes appartenant aux interprétations respectives des types des différentes variables de P.
Cette imbrication d’interprétations meéne rapidement & des circularités dans les définitions des
interprétations.

Nous utiliserons donc ici une autre technique de démonstration courante : la réduction vers
un autre calcul fortement normalisant. Nous allons donc définir une traduction du systéme p_,
vers le systéme Aw du A-cube, telle que tout terme typé se traduit en un terme typé, et telle
qu’une pod-réduction se traduise en au moins une G-réduction.

5.2.1 Traduction non typée en lambda-calcul

Pour des raisons de clarté de ’exposé, nous commencerons par définir la fonction de traduction
[ ] sur les pseudo-termes; nous utilisons le typage uniquement pour définir une notion d’arité
mazimale pour les constantes et les structures. Nous montrerons la correction de cette traduction
du point de vue des réductions.

Nous enrichirons ensuite la traduction pour tenir compte des types, et nous verrons que le
A-calcul simplement typé ne suffit pas : nous avons besoin de certains mécanismes de typage de
Aw pour reproduire ceux de p_,. La correction du point de vue des types sera démontrée dans la
section suivante.

Posons quelques conventions de notation pour la suite de ce chapitre : nous utiliserons Fx
pour les jugements de typage dans p_, et -, pour les jugements dans Aw.
Dans le systéme Aw, les types sont formés par des Il-abstractions Ilz:0.7. Cependant, si
x ¢ FV(71), on peut utiliser abréviation o — 7 du A-calcul simplement typé. Nous "utiliserons
dans deux cas en particulier :
— 8l b, o % alors b, 7 : * (on ne considére pas de types dépendants). La variable z
n’apparait alors pas dans 7.
- sik, o:0etk, 7:0, c-a-d. quand Ilz:0.7 est un genre, x ne peut pas non plus apparaitre
dans 7.

Préliminaires
Commencons par quelques lemmes techniques cruciaux pour la construction de la traduction.

Lemme 48
Dans p—,, siT'Fx A: 0O alors A = .

Démonstration : Par récurrence sur une dérivation pour le jugement I' Fx; A : J : on distingue

selon la derniére régle utilisée.

(ConsT) alors la regle (WEAKY) impose que by [ : s, ce qui est impossible (le seul axiome
de A est (x:0)).

(Ax10M) alors on a bien A = x puisque le seul axiome de A est (x : ).
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(WEAKTI') ou (STRUCT) on conclut par hypothése de récurrence sur la prémisse I' 5 A : [J.

(ConNV) ou (VAR) alors une prémisse impose I' by [ : s ce qui est impossible (le seul axiome
de A est (x: 0)).

(ABS) ou (APPL) ne conviennent pas car le type ne peut pas étre .

(ProD) ou (MATCH) ne conviennent pas car on aurait (si, s2,[J) € R or la seule régle de R
est (x, %, ).

O

Lemme 49 (Forme des types)

Dans le systéme p_. et pour un contexte I', on appellera type tout terme C tel que I' Fx C':
et tel que C ne comporte aucune structure.

Les types appartiennent alors tous au langage suivant :

C == X |K|IIP:A.C| [P < A|C

ol

— les variables de type = prises dans X sont telles que T, A s,  : x, les A étant des contextes
qui apparaissent dans les Il-abstractions et les contraintes de filtrage de C';

— les types atomiques ¢ pris dans IC sont des constantes de X telles que Fx ¢ : *.

Démonstration : Par récurrence sur une dérivation pour le jugement I' -y, C': * : on distingue
selon la derniére régle utilisée.

(CoNV) ne peut pas modifier le jugement I' Fy, C : *. En effet, on aurait alors I' by, C' : B
pour un certain B tel que B =5 x. Par correction, on aurait également I' -y, B : s pour une
certaine sorte s. Par confluence B+ * et donc par préservation du type I' -y * : s. Par
unicité, on trouve s = [ : on a donc I' x, B : [, ce qui d’aprés le lemme 48 assure que
B = x. La régle de conversion est donc ici superflue.

(AXIOM) ne convient pas car il n’existe aucun axiome (s; : *) dans A.
(WEAKTI') on conclut par hypothése de récurrence sur la prémisse I' by, C' : *.

(ConNsT) et (VAR) correspondent aux deux premiers cas de notre grammaire de types. La
variable z était présente dans le contexte initial ou a été chargée par une régle (PROD) ou
(MATCH).

(STRUCT) on a supposé que C ne comportait aucune structure.
(ABS) ou (APPL) ne conviennent pas car le type ne peut pas étre .

(ProOD) ou (MATCH) correspondent aux deux derniers cas de notre grammaire de types. Elles
imposent que s; = sy = s3 car la seule régle de R est (x,*,%), et donc on peut appliquer
I’hypothése de récurrence sur la prémisse I', A by C': *.

O

Remarquons que le fait de ne pas considérer de structures dans les types n’est pas vraiment
une restriction : aucune régle de typage ne permet de dériver des jugements I' by A : C ou C
est une structure.

Par ailleurs, notons qu’une variable x de type * ne peut étre abstraite dans p_,, ce qui lui
donne un statut quasi similaire & celui d’une constante. Sans perte de généralité, on pourra donc
toujours supposer que les types ne comportent pas de variables de type.
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Rappelons que les constantes sont données sans arité; cependant, les types nous permettent
de retrouver cette notion dans une certaine mesure. Le lemme suivant énonce une propriété rela-
tivement intuitive de p_, : un terme peut recevoir autant d’arguments qu’il y a de II-abstractions
dans son type.

Lemme 50 (Arité maximale)
Fizons un contexte I'. On définit [’arité maximale d’un type comme suit :

a(r) = 0
a() £ 0
a(IlP:A.C) & 1+ a(0)
a[P <a A]C) & a(C)
Pour tout terme A tel que ' 5 A: C, siT by AE(l..k) : D, alors k < a(C) et a(D) = a(C)—k.

Démonstration : On vérifie facilement que « est stable par conversion du type, car la variable
x qui se trouve tout a droite du type ne peut étre instanciée (il faudrait au moins se placer dans
le systéme p2).
On procéde par récurrence sur k.

si k=0 : trivial
si 0 <k : leterme Aﬁ(lnk) étant typable, ses sous-termes le sont aussi donc I' Fx; AF(I..k—l) t E.

Par hypothése de récurrence on a donc k — 1 < a(C) et a(E) = o«(C) — (k — 1).

Par génération, une dérivation de type pour AE(l_'k) doit utiliser la regle

ks AB( 1) : HIQ:AE, Iy [Q <A BilE) : s
Ths ABq.y : [Q <a BiEr

(AppL)

o E=5TIQ:A.E; et D =45[Q <a Bi]E;. On en conclut d’une part que a(E) = o(E,) +
1> 1donc a(C) = a(FE)+k —1 > k et d’autre part que a(D) = a(E;) = «(E) + 1 =
alC)—(k-1)+1=0a(C)—kF.

O

En particulier, on utilisera cette notion pour les constantes et les structures :

— siby f: C on notera oy la quantité a(C) que par abus de langage on appellera aussi arité
maximale de f;

- si'Fy A B: C on notera aup la quantité a(C).

Corollaire 51 (Compatibilité des arités dans une équation de filtrage)
Si un préradical (A(f F(lnp)).A) (g E(l..q)) ou [f?(l..p) < gE(lnq)]A apparait dans un terme
typable, alors ay —p = ay — q.

Démonstration : En effet on invoque alors forcément la régle (MATCH), dont les prémisses
imposent que I' Fy fﬁ(l_'p) :Aet T Fy gE(l_'q) : Af. Vue la forme des types dans p_.,
a(A) = a(Af) donc immédiatement ay —p = a(A) = ay —q.

En particulier, quand f = g, la condition oy —p = a4 —¢q se réduit & p = ¢, ce qui est essentiel
pour la résolution d’une telle équation de filtrage. O
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Traduction non typée

Rappelons que nous considérons des motifs algébriques et un filtrage syntaxique. Pour dé-
montrer les premiéres propriétés des P2T'S, nous avons supposé la linéarité des motifs; pour
I’encodage en A-calcul elle n’est pas nécessaire et nous pouvons donc nous placer dans ce cadre
un peu plus général.

Dans le cas d’un filtrage plus élaboré, il faudrait encoder une stratégie d’évaluation du p-calcul
dans le A-calcul. De plus il faudrait enrichir la traduction pour qu’elle engendre toutes les solu-
tions des problémes de filtrage, qui peuvent étre arbitrairement nombreuses. Nous conjecturons
que la plupart des théories équationnelles dites syntariques, caractérisées par C. Kirchner et F.
Klay [KK90], peuvent étre encodées. En effet, leur propriété fondamentale est qu’on peut les
décrire par l'application d’une seule régle en téte de terme, suivie par des manipulations dans
les sous-termes, ce qui semble possible & représenter avec des A-termes typés. Il est également
vraisemblable que le filtrage syntaxique sur les abstractions de [BCKL03| peut étre encodé.

L’algorithme de filtrage syntaxique que nous représentons en A-calcul se décrit par un algo-
rithme assez simple : vérifier si ’argument a la méme constante de téte que le motif (ce dont
on se dispense en fait dans la traduction), et relancer le filtrage sur chaque sous-terme avec le
sous-motif qui lui correspond. Si I'on considére un motif non linéaire, les différentes occurrences
d’une méme variable seront renommées, et les tests d’égalité inhérents au filtrage non linéaire
sont donc omis. Cette simplification est 'une des raisons pour lesquelles notre traduction est
compléte mais non correcte, au sens ou il peut y avoir, dans le A-terme obtenu, des S-réductions
qui ne correspondent & aucune réduction dans le p-terme initial. Pour démontrer la normalisation
forte, il nous suffit que le A-terme soit sujet & au moins autant de réductions que le p-terme, et
donc la complétude suffira.

La traduction est donnée en figure 5.3, par une fonction [ ] qui & tout p-terme associe un A-
terme. Toutes les variables que nous introduisons doivent étre fraiches ; elles sont toutes liées dans
le A-terme, sauf la variable x| qui restera libre. Nous 'utiliserons notamment pour représenter
certains échecs de filtrage, ainsi que comme «joker» pour des arguments inutiles de certains
A-termes. Rappelons que o (resp. aqp) dénote l'arité maximale de f (resp. de A B).

[

[=]
[]
[AQ B]

X

(1>

AZ(1.ap) A2(2T(1.ay))
Af(luaAzB)' (()\Z'[[A]]T(LaAzB))([[B]]j(LaAzB)))
[Ae.A] = Az.[A]
IMfPa.p)-Al & X (uTLps1.a;) NP ) AT (9110 p)-AD)
(en renommant les éventuelles occurrences de variables non linéaires dans F(l,,p))
[AB] 2 [A][B]

> >

(1>

FiG. 5.3 — Traduction non typée

Remarque 8 Pour les constantes f telles que oy =0 on a :

If] & Xzz
IMNFA] & du(u[A])

Détaillons quelques éléments clefs de cette traduction :
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— Dans [f], les variables z1 ... x4 ; sont vouées a étre instanciées par les arguments de f, ce
qui justifie a posteriori I’étude des arités maximales.

La variable z peut étre instanciée par toute fonction qui veut récupérer séparément les
différents arguments de f, et c’est ce qui permettra de faire du filtrage.

— Une structure [A B] n’est pas encodée exactement comme une paire du A-calcul : au lieu
d’écrire Az.(z A B) on prend (A\z.A) B. Ce terme est susceptible de se réduire en A, mais
encore une fois seule la complétude de la traduction nous intéresse, pas sa correction.

De plus, cette traduction facilitera la traduction des types : si A et B sont de type T,
alors (Az.A) B est également de type 7, ce qui correspond bien au type attendu pour
une structure. Par contre, Az.(z A B) est de type (1 — 7 — o) — o, ce qui rendrait la
traduction moins directe.

Comme pour les constantes, on utilise a4,p abstractions pour distribuer les arguments
dans la structure, ce qui correspondra aux d-réductions.

— Dans [A(f F(lwp)).A]], la variable u sera instanciée par I’argument de cette abstraction. Si
c’est un terme algébrique (par exemple gP(lwq)), il sera donc appliqué a ay — q occurrences
de z, qui ne joueront pas un role déterminant dans les réductions mais qui sont 1& uni-
quement pour compléter le motif dans les cas ol ¢ < ay, c.-a-d. que la constante g est
appliquée & moins d’arguments que ne le permet son arité maximale.

Le dernier argument est la traduction du filtrage sur les sous-motifs F(l..p)' Il instanciera z
dans [g] et chaque argument de g sera donc filtré contre le sous-motif qui lui correspond.
L’identité des constantes de téte f et g n’est pas vérifiée, ce qui est une autre raison pour
lesquelles la traduction est compléte mais non correcte.

Lorsqu’on considére des motifs non linéaires, il faut renommer les différentes occurrences
d’une méme variable dans les sous-motifs ?(1.,;0) ; une simple a-conversion & chaque forma-
tion d’un terme )‘F(l..p)’)‘y(p—i-l..a f).A suffit & effectuer ce renommage.

Exemple 31 (Traduction d’un terme)
Prenons ¥ = {a:, f:llz:(2:t).L}, d’'ot ag =0 et af = 1. Le terme (Ay.(A(f z).z)y) (fa) (les
types des variables sont omis) se traduit ainsi :
[A(f )] [/ [a]
— ——f
(M. ( D (u (Az)) y)) ( DAz (zz1)) Qw) )

[Ay.(A(f 2).2) o]

Montrons également comment les réductions sont reproduites par la traduction.

Exemple 32 (Traduction d’une p-réduction)
Le seul chemin de réduction du terme de l'ezemple 31 est :

Ay (A(fz).x)y) (fa) = (M[fx)a)(fa) = a

En particulier le préradical interne (A(f x).x)y ne peut étre réduit avant instanciation de y.
Voyons comment la traduction reproduit ce comportement : on choisit de réduire d’abord les
B-radicauz du sous-terme [(A(f x).z)y], et on constate qu’ici aussi l'instanciation de y est né-
cessaire pour terminer la réduction.
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A chaque pas de réduction, la \-abstraction sélectionnée et son argument sont soulignés.

(- (O (w2 ) ((Az1 Az (1) (w.0))
g ()\y.(y()\a:.x)))((&.)\z.(le))()\v.v)
=5 (Ay(y(Ae.z))) (Az.(2(Mv.w)))
5 (Az.(z(Aww))) (Az.2)
g (Az.x) (Av.w)
=g (Av.w)

= dl
Voyons également ce que donne un échec de filtrage.

Exemple 33 (Traduction d’un échec de filtrage)

Prenons cette fois ¥ = {g:Ilx:(x:0).e, f:llx:(x:).c}, d'ot les arités mazimales oy = ag = 1.
Le terme (A(f z).x) (gy) est en forme normale puisque les constantes de téte f et g différent.
Cependant, comme notre traduction ne tient pas compte des constantes de téte, cet échec de
filtrage ne se voit pas.

(
=5 (
—s 0 (Az.(zy)) Az.2)
=g (Az.a)y

Montrons alors la correction de cette traduction vis-a-vis des réductions. On commence par
vérifier que la traduction est stable par substitution, ce qui nous permettra par la suite de traiter
les p-réductions.

Lemme 52 (Cloture par substitution)
Pour tous termes A, By, ..., By, pour toutes variables x1, ...z, (différentes de z, ),

[Alz1 = By...2p = Bo]] = [Allz1:=[Bi]...2n = [Bn]] (5.1)

Démonstration : On remarque aisément que les variables libres (resp. liées) le restent dans la
traduction, et que x| est la seule nouvelle variable libre.

On proceéde par récurrence sur la structure de A. Les variables sont traduites par elles-mémes
et les constantes ne sont pas affectées par les substitutions, donc les cas de base ne posent pas
de probléme.

Dans tous les cas inductifs sauf celui de ’abstraction, la traduction de A utilise directement
la traduction de tous les sous-termes de A, donc la substitution se propage directement & ceux-ci.

L’abstraction se traite par une autre récurrence sur le motif P : on démontre que si A vérifie
I'équation (5.1), alors pour tous motifs P ... P, le terme )‘F(l..m)-A vérifie également cette
équation. Il s’agit ici essentiellement de vérifier que la fonction de traduction [ | s’évalue en
un nombre fini d’appels récursifs : les motifs ne sont pas affectés par la substitution donc la
propagation de la propriété (5.1) proprement dite au cours de 'induction est triviale.
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L’ordre sur les ensembles de motifs F(l,,m) est donné par la mesure suivante :

#Pa.m) = > #(P)
j=1
#x) = 1
#([Pa.p) = #(Pj) + oy +1
j=1

Vérifions que cette mesure décroit au cours de la traduction. Si le motif P; est réduit a une
variable alors c’est la régle de traduction [Ax.A] = Az.[A] qui s’applique et donc la mesure #
décroit de 1.

Sinon, on a un terme de la forme [\ fé(lnp).)\Pg ... AP,,.A]. La traduction décompose alors
le premier motif f@(l,.p) en ses sous-motifs ainsi qu’au plus o abstractions Az’, et la constante
f disparait. La mesure décroit donc au moins de 1 :

#(Q.p) ¥ (pr1.ay) < #Qup) Tap = #(fQu.p) — 1

Nous utiliserons le méme ordre pour traiter le cas des abstractions dans la démonstration du
théoréme 53. 0

Théoréme 53 (Simulation des réductions [Wac04])

Pour tous termes A et B, si Ay B, alors [A] +—»3[B] en un pas au moins.

Démonstration : Par récurrence sur la structure de A.

Comme pour le lemme de cloture par substitution, si la réduction a lieu dans un sous-terme
de A, I’hypotheése de récurrence s’applique immeédiatement puisque la traduction des sous-termes
apparait dans la traduction de A.

Si la réduction a lieu en téte de A, on distingue trois cas :

d-réduction :laréduction [(A B) C]+—3[AC ¢ B C] s’effectue en une -réduction exactement :
elle consiste & instancier la premiére des variables T(; o) de [A ! B] par C.

p-réduction : comme pour le lemme précédent, on vérifie en fait la propriété [(AP.A) B]
r—>p[[A¢9( P« B)]] pour un ensemble quelconque de motifs P. On procede par récurrence sur P
selon 'ordre induit par #.

si P =z ona [(Ax.A)B] = (Az.[A])[B] —s[A][z := [B]] qui d’aprés le lemme 52 est égal
a [A[z := B]].

siP=fP ... P, alors

AfPr...P)A)(fB1...Bp) = A0sp .. pP<fBi.. By
= AVp<ny) - -Op<n)

Alors la simulation de cette réduction commence par les (-réductions suivantes, oul
ay et p peuvent étre nuls mais au minimum la derniére 3-réduction, qui instancie la
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variable z, a lieu.

[A(fP ) A) (f Ba.p)]
= (( T(l.ayp)- ( T(L.xaf ))mu.p ) H(pﬂ..af) [[A?(l..p)')‘?(erl..af)-A]]

=5 (AT ) Az.(z HB]] 1.p) T (p+1. af))> TL(p+1..a5) [[)‘F(l.,p)’)‘y(p-i-l,,af)'A]]
=g (Az.(2 [[Bﬂ(l p) xJ-(p-‘rl o) ))[[)‘P >‘$ (p+1. ,af)'A]]
=g [P‘P >‘$ (p+1..ay) A]] [[B]] xJ. (p+1..ay)

Remarquons que dans le cas de motifs non linéaires, si le filtrage a lieu, alors tous
les sous-termes de l’argument qui correspondent & une méme variable = sont égaux.
Ceci justifie que, dans la traduction, nous pouvons choisir I’'un quelconque de ces sous-
termes indifféremment, et que les autres sous-termes peuvent instancier des variables
fraiches qui n’apparaissent pas dans le corps A de I’abstraction.

Par hypothése de récurrence sur P ... Py, les p réductions correspondant & ces nou-
veaux motifs sont correctement simulées. Les variables z;,,, ...z, sont instanciées
par z, mais comme elles n’apparaissent pas dans [A] ceci n’affecte pas les futures
réductions de [A]. On a donc

[A(f P1.p)-A) (f Ba.p)l
=g [[AP_(I..p)'A$lp+1..af)'A]] [[E]] xJ_(p—i-l .ouf)
= [[(AP(I..p)')‘x/(p—i-l,,af)'A) B( ]]mJ_ (p+1..ay)
=g [AYp<B)) - Op,<B,)] (par hypothése de récurrence)

= [A9yp .. p<sBi .5yl

Remarque 9 (Vers une traduction compléte et correcte)

Comme nous ’avons déja signalé, nous avons donné ici une traduction non typée compléte
mais non correcte, dans la mesure ot cela est suffisant pour démontrer la normalisation forte.
Néanmoins, si on ne considére que des motifs linéaires, il est possible d’assurer également la
correction au prix d’une traduction plus compleze.

Par ezemple, pour que l'algorithme de filtrage syntaxique encodé en A-calcul vérifie aussi
I’égalité des constantes de téte, il suffit de remplacer dans [f] le sous-terme Az.(z f(l,,af)) par
une projection A\Z(1.g)-(2i f(l..af)) ot S est la taille de la signature X et ou i est un indice
associé a la constante f. Réciproquement, on transforme [\(fP).A] en un S-uplet en appliquant
la variable u & un vecteur de S arguments dont seul le i® est [\P.A], les autres représentant
un échec. L’application d’une projection & un S-uplet correspond alors a vérifier [’égalité des
constantes de téte.

5.2.2 Traduction typée de p_. vers \w

Les réductions étant donc bien préservées par la traduction, voyons comment on peut traiter
les types. Nous commencerons par une étude relativement informelle des problémes posés par
le typage de la traduction, ce qui nous permettra par la méme occasion de voir pourquoi il est
pratique, voire indispensable, d’utiliser le systéme de types Aw.

Nous allons regarder de plus prés trois constructions fondamentales de la traduction :
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— le typage de la traduction d’une constante (qui justifie l'usage de termes dépendant de
types);

— le typage d’une variable (qui justifie 'usage de types dépendant de types);

— la traduction des contraintes de filtrage qui figurent dans les types de p_..

Par la suite, nous utiliserons la notation suivante, pour tous types o1, ...,0, de Aw.

ATa.ay £ TB:x ((Fa.a)— B) — B)

Cette notation n’est pas innocente : si on regarde le type ainsi défini comme une proposition dans
PROP2, il est exactement équivalent & la conjonction des propositions o1, ..., 0,. En particulier,
quand a =0, on a

AO £ 1185 )

Traduction d’une constante
Etudions donc le typage de la traduction d’une constante, en commencant par un exemple.
Supposons f : Ilz:e.e : alors ay = 1, d’ou la traduction ci-dessous, donnée avec un type possible.

Fo [f] =Az1.02.(2 21) 10— (6 = B) =

Ici o est un type supposé correct pour ’argument de f et 3 peut étre un type quelconque, que
l’on va déterminer a partir du type de z. Si on considére maintenant un terme B tel que [B] : o,
onadonct, [fB]:(c = p)—0.

Pour déterminer la valeur de (3, observons un type possible pour la traduction d’une abstrac-
tion :

Fo [MNf x).A] = Au. (u()\x[[A]])) ((0—=71)—>7y) =7y
ou 7 est le type de [A]. On constate donc que [A(f z).A] s’applique & [f B] si et seulement si

ce qui se réduit a la simple condition 7 = = v. Cependant, 3 apparait dans le type de [f] alors
que 7 est le type de [A]. Il faudrait donc que 'argument f B «devine» le type de retour de la
fonction qui va lui étre appliquée. Ceci n’est possible que si 'argument dépend d’un type, et que
la fonction elle-méme lui communique ce type. Nous utiliserons donc des types polymorphes, qui
permettent ce style de manipulations.

Dans notre exemple, il suffit de prendre § comme une variable de type et de modifier la
traduction comme suit (avec I’abréviation de type vue plus haut) :

If] & Az1.AB: % Az.(z21) 0 — Ao
INf2).A] 2 Mu.(u 7 Ao JA]) : (No) — T

et alors on a bien b, [A(fz).A][f B] : 7 pour tout B tel que [B] : o.

Le cas général se traite de fagon tout-a-fait semblable : le terme [f] a donc un type de la
forme o1 — ...00; = AT(1.a))-

Un autre intérét du polymorphisme est que la variable x| peut étre utilisée partout ou il
nous faut un terme quelconque avec un type arbitraire : nous prendrons z; de type II(¢ : *).c
(aussi écrit L), de sorte que si [I'] F,, o : %, alors [['] F, 10 : 0. Ceci suffit & ce que 'usage que
nous avons fait de x; dans la version non typée soit compatible avec le typage. Ainsi, dans la
traduction de A(f P ... P,).A, les ay — p occurrences de x| recoivent le méme type que les x,
auxquels ils correspondent.

105



Chapitre 5. P2TS et normalisation dans p_ et pP

Traduction d’une variable
Un autre point clef est le typage des variables. En effet, pour respecter le lemme de sub-
stitution des PTS, notre traduction devrait affecter le méme type & une variable et & tous les
termes susceptibles de 'instancier. Or, pour l'instant, des p-termes ayant le méme type dans p_,
peuvent étre traduits par des A-termes ayant des types assez différents. Considérons les exemples
suivants, ot ¥ = {v:x, aw, f : Hy:.e} :
z: Myt by x N LT
Fs Ay:ey @y
Fx Ayic.a @y
Fs f sy
Les trois termes A\y.y, Ay.a et f sont susceptibles d’instancier x puisqu’ils ont le méme type.
En revanche, si on suppose le type ¢ traduit par un type 3y, la traduction donne

Fuw Ay:ﬁy'y : ﬂy - ﬁy
Fo Ay:By.[a] : By — A
Fo [£] By — N\ DBy
On voit que la forme du type est toujours la méme, & ’exception du type de retour, qui peut
éventuellement utiliser 3,. Par conséquent, plutét que de traduire Ily:c.. par 3, — 3,, on se
donne une variable de type supplémentaire 5, qui permettra de construire le type de retour. La
traduction de Ily:c.c devient alors 3, — (3,08,, ou (3, est susceptible d’étre instanciée par un type
dépendent d’un type, ce qui justifie 'usage du systéme Aw.
Dorénavant, lorsqu’on traduira une abstraction Az.A, il faudra également ajouter la variable
0B dans le contexte; lorsqu’on traduira une application A B, il faudra abstraire sur (3, et passer

un argument supplémentaire qui permet de construire le type de retour attendu.
Dans nos exemples, en supposant que 3, : , la variable 3, doit étre instanciée comme suit :

My | Bei= APk f (AB:.3) By —p By
Ay.a | By =A0:x N0 | (AB:x . A\0)By—s A\0D
f Be:=AB:x . A\NB | (AB:*.A\B)Byr—p By

Nous définirons par la suite une fonction K(- ; -) chargée de calculer un genre convenable
pour les variables 3,. Par exemple ici il faut que G, : * — x.

Traduction d’une contrainte de filtrage Un troisiéme probléme qui peut se poser dans
la traduction typée est la présence de contraintes de filtrage dans les types de p_,.. Lorsqu'une
telle contrainte peut étre résolue, nous la simplifierons systématiquement pour se ramener le plus
possible au cas des types sous forme de II-abstractions.

Si toutefois un terme (AP.A) B a pour type [P < B|C et que cette contrainte ne peut étre
résolue, nous la représenterons de la fagon suivante : le terme sera traduit par [AP.A](w[B]), on
w est une variable fraiche que nous appellerons variable d’ajournement. En prenant -, w: 0 — 7y
si bk, [B] : o, on aura donc bien +,, [(AP.A) B] : 72 mais la réduction sera bloquée tant que w
n’est pas instanciée.

Si, & la suite d’une application ultérieure qui transforme B en B’, la contrainte peut étre
résolue, cela assurera que P et B’ ont le méme type; on instanciera alors w par 'identité, ce qui
supprimera ’encodage de la contrainte dans la traduction également. Ce mécanisme est détaillé
dans la traduction typée.
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La traduction typée

Comme nous allons produire des A-termes typés (& la Church), nous devrons indexer chaque
A-abstraction par le type de la variable qu’elle lie. Par conséquent, la premiére étape de la
traduction typée est de définir des traductions pour certains types.

Comme annoncé, pour toute variable x du p-terme & traduire, nous allons utiliser une variable
de (constructeur de) type f3,. Commencons donc par définir la fonction K(C ; k) qui calcule un
genre approprié pour ces nouvelles variables : I’idée est simplement de collecter dans k les genres
de toutes les variables qui sont liées dans C. Si z : C, alors on aura 3, : K(C ; ).

K(es k) & k—x
K(IIP:A.C; k) = K(C; k, K(Cy ; )(5:Cy)en))
K([P <a BIC; k) £ K(C; k)

Ensuite, nous pouvons définir les traductions de types proprement dites. Il nous faut pour
cela trois traductions mutuellement dépendantes.

(P) consiste, a partir du motif P, & trouver le type que doit avoir la variable u dans la traduction

[C15

[c)

d’une abstraction AP.A, ce qui est essentiel pour le typage des abstractions.

Les types que l'on va obtenir correspondent & 1’idée qu’on a pu s’en faire au paragraphe
précédent, lorsqu’on a étudié le typage des constantes. Par exemple, on aura

If gz aa) = A\ (Aloa]™), [o2]"2)

ce qui correspond bien & la facon dont nous avons traduit le filtrage : la forme des motifs
est conservée, mais les constantes de téte sont oubliées. La définition générale de () est la
suivante :

D. A : D.
(fP;A)= [[C']](]PA siAby fP:C
(z; A) £ [C]* siAkz:C
Pour alléger les notations, on omettra généralement le contexte A dans lequel sont déclarés

les types des variables de P, et on écrira simplement (P).

traduit le type C lorsqu’il est le type de la variable z. Intuitivement, il s’agit de traduire les
différentes Il-abstractions rencontrées dans C' a I'aide de la fonction (), de collecter dans
7 les 3, correspondant a toutes les variables liées dans C, et enfin d’avoir le type de retour
8.7, comme on ’a vu au paragraphe précédent sur le typage des variables. Les diverses
variables de type et les variables d’ajournement w p« py seront ajoutées au contexte.

[]% £ B4 si ¢ est atomique

[IIP:A.CJZ £ (P) — [[C’]];F ott les 3, correspondant aux y € Dom(A)
Y

[P <a BIC]Z 2 [C]2

traduit le type C lorsqu’il est le type d’une constante, et il difféere de [C]* uniquement par
le type de retour, qui ne sera pas de la forme (3,77 mais plutot A 7.

Cette définition n’est donc pas indispensable puisqu’on pourrait la retrouver par instancia-
tion judicieuse d'un f3,, mais nous la conservons pour ne pas trop obscurcir la définition
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de ().

(1>

[1f
[P:A.CTL

AT si ¢ est atomique

(]PD - [[C]]J% (1P)

1>

[P <a BICY £ [C]L

Munis de ces traductions de types, nous pouvons maintenant donner la traduction des
contextes, en figure 5.4.

Comme, au cours de la traduction, on ajoute et on retire des variables de types et des variables
d’ajournement dans le contexte, on définit [I'/A; C] qui est la traduction du contexte I" sachant
qu’on veut y typer [A]. Le troisiéme argument C' est initialisé au type de A, et dans certains
cas il est parcouru pour obtenir la traduction du contexte. Le cas de base est donné par [I'/ ; |
qui sera commun & toutes les traductions. Comme il a été dit plus haut, pour pouvoir utiliser la
variable x| partout ol un terme quelconque est nécessaire, nous lui donnons le type L, de sorte
que pour tout typeoc ona b, x,0: 0.

La traduction des termes est donnée en figure 5.5. Elle différe de la traduction non typée
essentiellement par les types manipulés dans la traduction des constantes et des abstractions, et
au niveau de 'application.

Lors de la traduction de l'abstraction sur une variable z, on ajoute également un certain
nombre de radicaux qui retranscrivent les termes apparaissant dans le type de x, et ce pour que
les réductions qui ont lieu dans les contextes A ne soient pas oubliées dans la traduction (dans
un type donné le nombre de o-réductions est borné mais dans [P < B|C le terme B peut se
réduire a priori indéfiniment). Cette technique est classique dans les traductions de systémes
dont les types peuvent comporter des termes.

La traduction de 'application dans le cas d’une contrainte résoluble utilise une notion de
mise a4 jour des variables engendrée par une contrainte, définie comme suit.

Définition 42 (Mise a jour des variables engendrée par une contrainte)
Soit une contrainte de filtrage P <A B.
La mise & jour des variables engendrée par cette contrainte est une substitution 0 telle que :

= Si [I/B;] ko [B] : (P)[Br = Ta(wepom(a))), alors
1. Pour tout x € Dom(A), on a 0(5y) = 7.

2. On pose 0(w(p<p)) = Av: (P)[Br := Te(zepom(a)]-®
3. Pour toute wg«p dont le type comporte une variable 3, € Dom(0), ajouter a 6 la
mise & jour des variables engendrée par (Q < D6.

- Sinon, 0(wp«p)) = wEP<<B) de type o — (P)0, ot o est le type de [B].

On notera que # est construite récursivement, mais que cette récursion est bien fondée : la
contrainte P < B ne peut mettre & jour une variable wo«p que si FV(D) N FV(P) # 0, ce qui
engendre un ordre bien fondé sur les contraintes. On notera également que :

— 4 une variable de type, 6 associe un type;

— a une variable d’ajournement, 6 associe soit une variable d’ajournement, soit ’identité.

Il peut sembler superflu de remplacer w par w’ dans le cas ol la contrainte n’est pas résoluble,
mais pour pouvoir lier une variable (3, il faut qu’elle n’apparaisse dans le type d’aucune variable
libre, et il faudra donc lier w avant de pouvoir lier les 3,.
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[0/ 1
[T, z:C/ ;]

[T,z:% /5 ]

[0/2;11P,:A,.C]
[T/z; [P <a BIC]
[T/;.]

[T/ f;TIPy:A,.C]
[T/f; [P <a BIC]
[T/ f;]

[T/A Q2 B;C]
[C/Az:C.A; a:C.DJ
[L/AP:A.A; TIP:A.C]

[[/AB; [P <a BIC]

[T/AB;[P <a B]C]

(> 1> >

> >

[I>

> >

1 | 1|

[I>

(1>

ZL'J_:J_
[T/ ] B::K(C5 ), 2:[C]" (siTksC:x)
[T/, =

[T/ CL By K(Cy 5 ) (ecyyean
[T/ C]
[[F/; ]]7ﬁx:K(Cx§ )
[T/ 75 CL By K(Cy 5 ), yenn)
[T/ f:C]
/5]
[T/A;CY,[T/B; C]
[T,x:C/A; D] \ =z
[T,A/A;C] \ Dom(P)
(I0/A;IP:AC] \ Brow) , [T/B; D], W
si 374, [[F/B7D]] Feo [[B]] : (]PD[/BJC = TSC]:CEDom(A)
ol 3., sont les variables mises & jour par P <A B

et w’ sont les variables d’ajournement créées par la mise & jour

[L/A;TIP:A.CY, [T'/B; D], wipsny : o — (P)
s1 [[F/B;D]] Fuw [[B]] coet 397—_967 0=p3 (]PD[ﬂ:c = Tx]reDom(A)

F1G. 5.4 — Traduction des contextes
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[2]
[/1

[A? B]

[Az:C.A]
[Mf Pra.p)AA]

[AB]

[AB]

(1>

(1>

(1>

(1>

[I>

X

AT: (]PD(l.,af))‘ﬁ: k Az ( (]PD(l..af) — ﬁ)-(zj(l..af))
ou l_E f : HP:A(L.Q/.).L
Az: (]PD(I..aAzB)' <)‘ZUHA]] f(1-~OlAzB)> ([[B]] f(l-»aAzB))
o I'Fy AVB:TIP:A¢ o, et [[/B;C] o [B]Z: o
Az:[CT* . (\gT-[A]) [D]
ot D sont les termes apparaissant dans C et [['] -, [D] : 7
Xz (f P).(u(@ 1 (P'D) par.ap) T [MPAG ) A" (P, g ,)-Al)
ou A by fﬁ(lp) : HP,:A(p-i-l,.af)’L et [T/A;C)FL[A]:T
(ABe-Mw.[A]) 0(8:) 6(w) [B]
ol 3., sont les variables mises & jour par P < B

si 37z, [I'/B; D] ko [B] 2 (P)[Br = Tzlsepom(a)
[A] (w [BI)

s1 ﬂﬁ) [[F/B’D]] Fu [[B]] : (]PD [ﬁm = Tx]xEDom(A)

FiG. 5.5 — Traduction typée

5.2.3 Correction de la traduction typée

Nous démontrons que cette seconde traduction préserve le typage et les réductions, ce qui

nous permettra de démontrer la normalisation forte (théoréme 57).

Lemme 54 (Correction du genre)
SiT by C : * alors pour un x frais quelconque [I'/x; C] F,, [C]* : *.

Démonstration : En particulier, dans [I'/z; C], on trouve ,:K(C ; ). La démonstration est
immédiate : par récurrence, dans la définition de K(C' ; k), les genres calculés pour les 3, sont

corrects, et donc celui calculé pour (3, l'est aussi.

Théoréme 55 (Préservation du typage [Wac04])

Sil'Fs A: C: * alors, pour une variable fraiche z,

Démonstration : Nous allons démontrer que 74 peut étre défini comme suit :

Tx

Tf
TAB
TAP.A
TAB
TAB

(> 1> e > 1> e
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ABy. N\ (]PnD(l..af) sif:IIP ... [Py,

TA

BT si FV(P) ==

TATz si 37, [['/B; D]ty [B] : (P)[Bz := Tz
T Ba sinon

Ira, [T/A;C) o [A] : [CT?(8: := 74
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Il est assez facile de voir que si deux p-types C' et C’ sont convertibles modulo =, alors
[C]?=5[C"]?, et donc on peut choisir un représentant quelconque du type de A. La démonstration
se fait par récurrence sur la structure de A. Rappelons que A est un terme et ne comporte donc
pas de contrainte de filtrage.

Pour une variable z on a

La sorte s est forcément *. Par le lemme 54, on a [['/z;C] ,, [C]* : *, d’on

[T/ 1,8: : K(C 5 ) b [O]" : %
[[F,x:C/; ]]hul'i [[C]]x

(VAR)

Pour une constante f on a
Y sig f:CeXx

Fs f:C

(ConsT)

Alors, dans la dérivation de X sig, on trouve ks C : s pour un certain préfixe ¥/ de X,
et la sorte s est forcément *. Il nous faut donc montrer que [0/f;C] ., [f] : [C]/. Les
contraintes de filtrage qui apparaissent dans C n’étant pas traduites dans [C]/, il suffit de

constater que les variables Z(;_, ) liées dans [f] ont bien les types (P) ) correspondant.

(L.ay
Quant au type de retour, par définition de [C]” il s’agit de A (P) (L..ay)> Qui est bien un

type valide pour A3: .)\z.(zf(lnaf)).
Il ne nous reste plus qu’a exprimer ce type comme [C]*[3, := 7¢] pour un certain 7. Il

suffit pour cela que 7 reconstruise les (P) a partir des 3, présents dans [I'/f;C], ce qui
est immédiat (& a-conversion prés des ) :

Tf = )‘B_y/\ (]PHD(l..af)

Remarquons que, d’aprés le lemme 54 et par définition de A, on a [A] F, A (P (Loaj) * ¥
et donc 77 a bien le méme genre que (..

Pour une structure A} B on a

'ty A:C 't B: C
'k AVB:C

(STrRUCT)

Par hypothése de récurrence [I'/A;C] + [4] : [C]?|8. := 74] et [I'/B;C] + [B] :
[C]?[8. := 7B|]. Rappelons que la structure n’est pas traduite comme la paire usuelle
du A-calcul mais comme (Az.[A])[B], et donc c’est bien le type de [A] qui sera celui de
[A B], ot 743 = TA-

Il ne reste qu’a constater que les variables 1 ... z,,,, liées dans [A ! B] ont bien les types
(P,) correspondants, ce qui est immédiat. Le contexte [I'/A ! B;C] est défini comme
I'union des deux contextes, ce qui permet bien de typer l'ensemble du terme [A ! B], a
condition d’utiliser les mémes (3, dans [A], dans [B] et dans les types des T(i..q.,,,)-

Pour une abstraction A\P:A.A on a
Ay A:C ' IIP:AC : s

(ABs)
I'ts AP:AATIP:A.C
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Alors nécessairement s = *.

Si P est réduit a une variable x alors dans la traduction x a pour type [C,]*.Par hypothese
de récurrence [I', 2:C, /A; C] by, [A] : [C]?[B2 := T4, et les termes [D] sont typables (c’est
la seule information nécessaire pour typer les radicaux (Ay....) [D], qui n’influent pas sur
le reste du typage). On en déduit que [['/Az.A;IIx.C] k-, [Az.A] : [Hx.C]?[5; = \By.T4].
Sinon, dans [A(f P(1.p))-A], la variable u a bien pour type (f P ). Il suffit donc de
) T [AP:A@ p)- A2 (]P,D(p-i-l..ozf)'A]] a pour type [C]*[8. := 7]

vérifier que um(
pour un certain 7.

Par définition (f P(1.)) = P ps1ay = N P py (P)piap-
Les arguments z; (P’) absorbent bien les premiers arguments attendus par u, puis T
instancie la variable de type liée dans A (P) (1.p)’ (P’) B Enfin, par hypothése de

récurrence, on a

p+l,,af

(p+1.a

[C/AP A" A;TIPITP.C] by [AP:A () A2': (P'), ttoap-Al [P (1. ) TP (p41..0)-CI?[B: = 7]

avec T = A\B,.7a ot 3, = FV(P, P’). Les variables libres des P’ ont été introduites uni-
quement pour la traduction, et donc on peut se dispenser des 3, correspondants.

On en conclut donc que [[I‘/)\f?(lnp).A;Hf?(lnp).C]] Fy [[)‘fﬁ(l..p)'A]] . (]f?(l..p)l) _
[[C]]Z[ﬂz = ABI(IG?V(?))TA] et on a

(]f?(l,,p)[) - [[C]]z[ﬂz = )\E(re}‘v(ﬁ))’TA] = [[Hf F(l..p)'cﬂz[ﬂz = )\E(xeyry(ﬁ))-TA]

On trouve donc bien
A —
TaP.A = ANBe.Ta

Pour une application AB on a

112

'k A:IIP:AC 'y [P <A B]C: s

(AppL)
'y AB: [P < B]C

Alors nécessairement s = *.

On distingue les deux cas envisagés en figure 5.5.

Si 37, [I'/B;D] ., [B] : (P)[B, := 7. alors on a [A B] = (\G,.\w.[A]) 6(5.) 0(w) [ B].
Par hypothése de récurrence sur A on a [['/A;IIP:A.C] b, [4] : [TIP:A.C]?[3. =
Tl
Vérifions qu’il est légitime d’instancier certains wg«p par l'identité : en effet, si
la contrainte Q < D est résoluble, alors -, [D] : (Q)[3, = Ty(yG}-V(Q))] et on
a ajouté les abstractions A3, et les arguments 7, correspondants. Par conséquent
Fo woen : (Q)[By =Ty ervion] = (QBy == Ty erv(q)l et on peut donc l'ins-
tancier par Ax: QQD[H(yer(Q))]'x- On a alors ([[F/A; IP:A.C] \ Be, E) ' Fy
(AByAw.[A]) Tt : [IIP:A.C]? (B, := Ta][Bs := 7). Or

[MP:A.CT[B = 7allfe = 7] = (P)Fe = 7] = [CIFB: := 7allBe = 7l

= (P)[Br == 1] = [CIEB: := 74]
= (]PD[ﬁx = Tm] - [[C]]Z[ﬁz = TAﬁ]
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Le type attendu pour l'argument correspond donc bien au type de [B], et le contexte
de typage de l’application est 'union des deux contextes, d’ou [I'/A B; [P <A B]C]
[AB] : [C]?|B: := TaTz), et donc

A R
TAB = TATx

Si #7,;, [U/B; D]+, [B]: (P)[B: := 2] ,alors on a [A B] = [A](w[B]) ot w a pour type
o — (P) (ou o est le type de [B]).
Par hypothése de récurrence, [I'/A;IIP:A.C] -, [4] : [TIP:A.C]*[8, := Ta], or

[MIP:A.C)?[B, :=T4a] = (P)— [[C]]Z—z[ﬁz = TA]
= (P) = [CI*[B: = 74 B:]

Le contexte de typage de l'application est l'union des deux contextes auxquels on a

ajouté la variable w, d’ou [I'/A B; [P <a B]C] ko [AB] : [C)?[B: := Ta (=], et donc

TAB £ TAE

Lemme 56 (Préservation des réductions)
Le lemme 52 (stabilité de la traduction par substitution) et le théoréeme 53 (& toute poo-
réduction correspond au moins une (-réduction) sont toujours valides dans la traduction typée.

Démonstration : La démonstration se fait de fagon trés similaire au cas non typé : nous n’avons
fait qu’ajouter des A-abstractions et des applications sur des types, sur les termes apparaissant
dans les p-types, et sur des variables d’ajournement. Il suffit donc de vérifier que celles-ci se
comportent correctement.

1. Les seules abstractions et applications sur les types apparaissent dans les traductions des
constantes, des abstractions et des applications. Il est immédiat qu’a une abstraction de
type correspond exactement une application de type.

Il suffit donc de vérifier que les variables de types ont le bon genre (lemme 54) et que les
A-termes produits par [ | sont bien typés (théoréme 55).

2. Les radicaux ajoutés dans Ax:C.A permettent de traduire les réductions de la forme

AP:A. A5 AP:A A, ou A’ est A dans lequel un type C' a subi une réduction ;. Ce
type C est nécessairement le type d’une variable x de P, et donc lors de la traduction
[AP:A.A], on traduit un certain Az:C.A’. Par conséquent, pour le sous-terme D de C' dans
lequel a lieu la réduction, le A-terme [D] apparait dans [AP:A.A] et donc par hypothése
de récurrence la réduction se traduit dans [D] également.
Lorsqu’on veut traduire la réduction d’un radical (AP:A.A) B, il suffit de réduire d’abord
tous les radicaux (Ay.[A']) [D] qui apparaissent dans [(AP:A.A) B]. La réduction de ces
radicaux ne pose pas de probléme, car les variables 7 sont fraiches, et la p-réduction fait
disparaitre le contexte A du terme original, et il n’est donc plus nécessaire de retranscrire
les termes [D] dans le terme traduit. On procéde ensuite comme dans le cas non typé.

3. Ce qui est plus important est de vérifier que notre utilisation des variables d’ajournement
est correcte. Nous démontrerons donc les deux propriétés suivantes.
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114

(a)

Les contraintes résolubles ne sont pas ajournées.
Soit un terme (AP.A) B tel que la contrainte P < B soit résoluble. Alors

7z, [[F/B;D]] Fu [[B]] : (P) [/Bcc = Tx]zEDom(A)

ol D est le type commun & P et B. Ceci assure en particulier que (AP.A) B n’est pas
traduit par [AP.A] (w [B]).

En effet, si cette contrainte est résoluble, on a B = POp . D’aprés le lemme 52, on
a donc [B] = [P][0p<B][Bz := Tzp). On verra dans le théoréme 55 (qui n’utilise pas
celui-ci) que [I'/P; D] F,, [P] : [D]?[B: := 7p] = (P).

Par ailleurs on a [['/P; D] \ B, C [['/B; D] et

[DF(5: = 75) = [DF[8: := 7p)Ba = 7as] = (P)[B := 720]

Le typage étant stable par substitution dans Aw, on en déduit [I'/B;D] +, [B] :
(]PD [ﬁw = Txe]'

Les contraintes devenues résolubles apparaissent dans le type.

Soit un p-terme (AP.A) B tel que la contrainte de filtrage P < B soit irrésoluble. Si
(AP.A) B est un sous-terme d’un terme A’ dans lequel la contrainte devient résoluble,
alors dans le typage de A’ la contrainte devient résoluble.

11 suffit pour cela de considérer un genre de forme o-longue pour les types. Procédons
par récurrence sur la structure de A’ :

Si A’ est le terme A lui-méme alors de fagon triviale la contrainte apparait dans
le type [P < B]C de A.

Si A’ = A; ! Ay alors nécessairement A’ et A; et Ay ont le méme type. Par hypothése
de récurrence, la contrainte [P < B] apparait dans le type de celui des deux sous-
termes A et As dont A est un sous-terme, et donc elle apparait dans le type de
A

Si A’ = \P.A; alors par hypothése de récurrence, la contrainte apparait dans le type
D de Ay, et donc elle apparait dans le type IIP.D de A'.

Si A = A; A; oul A est un sous-terme de A; par génération on a - A; : 11Q.C".
La contrainte [P < B]| ayant été supposée irrésoluble, A est donc un sous-terme
strict de A; ; par hypothése de récurrence, on peut prendre C’ tel que la contrainte
y apparait et donc elle apparait dans le type [Q < A3]C’ de A’. De plus si c’est
la o-réduction de la contrainte ) < As qui rend la contrainte P < B, alors on a
Q < A2]C" =, C"0g« 4, ou la contrainte P < B6 devient résoluble.

Si A’ = A; Ay o A est un sous-terme de As alors par génération + A; : 11Q.C’
et donc, comme A est un sous-terme de Aj, il apparait (et donc la contrainte
également) dans le type [Q < A3]C”" de A'.

Cette propriété justifie que les contraintes de filtrage qui deviennent résolubles peuvent
étre détectées lors du typage, et donc également lors de la traduction. Les instancia-
tions des variables d’ajournement effectuées lors de la traduction des applications sont
donc suffisantes, et dans le A-terme [A’] il ne restera de variables d’ajournement que
pour les échecs de filtrage définitifs.
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Théoréme 57 (Normalisation forte dans p_. [Wac04])
SiTFx A:C dans le systéme p_, alors A est fortement normalisant.

Démonstration :

Si 'y C : % alors, d’apres le théoréme 55, on a 37, [I'/A; C] Fy, [A] : [C]?[5: := 7]. Supposons
qu’il existe un chemin de réduction infini & partir de A. Par le lemme 56, il existe également
un tel chemin & partir de [A]. Mais par normalisation forte du systéme Aw (théoréme 4), le
terme [A] ne peut avoir de réductions infinies, et donc par contradiction, A est fortement
normalisant.

Si'ky C:0 alors A est un p-type. Vue la forme des types, les seules réductions qui peuvent
avoir lieu dans A sont :
— des o-réductions, qui sont en nombre borné par le nombre de contraintes de filtrage
apparaissant dans A.
— des réductions dans les termes qui apparaissent dans A, qui sont finies d’aprés le cas
précédent.

O

Pour étendre cette démonstration aux autres systémes du p-cube, deux pistes sont possibles.
D’une part, il est peut-étre possible de trouver des traductions des p-termes dépendant de types
et des p-types dépendant de types dans un systéme du A-calcul; une telle traduction ne serait
cependant pas une extension immédiate de la précédente, dans la mesure oll nous avons largement
exploité la forme des types pouvant étre formés dans p_.. D’autre part, comme montré par
exemple dans [GN91], en A-calcul il est possible de traduire un systéme avec types dépendant
de termes dans le systéme correspondant sur la face gauche du cube. Il est vraisemblable que
le méme genre de traduction fonctionne aussi systématiquement en p-calcul; nous verrons par
exemple dans la prochaine section comment encoder pP dans p_,, ce qui nous permettra de
démontrer la normalisation forte pour pP.

Revenons briéevement sur 'idée d’une démonstration par modeéles. L’encodage vu ici fournit
la base d’une interprétation, puisqu’on pourrait a priori interpréter un p-type comme l'interpré-
tation de sa traduction. En revanche, plusieurs problémes se posent : notamment, un type ne se
traduit pas toujours de la méme maniére selon le terme qu’il type, et la variable x : L est dans
tous les contextes de typage. Il reste intéressant de constater qu’on a pu interpréter le type d'un
motif comme une conjonction des types des différentes variables de ce motif, ce qui est assez
fidéle & l'intention annoncée a la fin du chapitre 4.

5.2.4 Extension au systéme dépendant

Théoréme 58 (Normalisation forte dans pP)
Tout p-terme typable uniqguement avec les régles de produit (x,*) et (x,00) est fortement nor-
malisant.

Démonstration : Suivons les grandes lignes de la démonstration de normalisation forte de
LF [HHP93|. Nous allons définir une traduction ¢ des sortes et des types, et une traduction
| | des pP-termes et types en p_.-termes et types, telle que | - | efface les types dépendants et
préserve les réductions. Nous utiliserons une constante particuliére 0 telle que Fx 0 : * et une
famille de constantes 7mp.A pour tout motif P et tout contexte A. La constante wp.A a pour type
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IIz1:0. .. z,:0.I1y:(IIP:e(A).0).0 ou n est le nombre de variables libres dans P.

ed) =0
e(x) £ 0
e(z) & x si Fpz:C: 0
e(f) & f si by f:C:0O
e(IIP:A.C) £ TP:e(A).e(0O)
e(AP:A.A) & £(A)
([P <a B]C) £ [P < (a) |Ble(0)
e(AB) £ £(A)
lz| & 2
Ifl = f
ITIP:A.C| & 7p.a |Ch]...|Cul (AP:e(A).|C))
siA=x1:Cy...2,:Cy
IAP:AAl £ AP:e(A).(A\y1:0... Ayn:0.|A]) |Cy ... |Ch)
siA=x1:Cy...2,:Cp
4Bl £ A1 Bl
|AB| = |A][B]
[P <a BIC| 2 [P <o) 1B (g0 . Ayni0C1) Gl . |Cul)

siA=x1:Cy...2,:Cy,

La fonction ¢ est étendue aux contextes et aux signatures, ou elle opére sur chaque type. La
correction de ces fonctions est assurée par trois lemmes :

L. SiTks B:C:0Ooul by B:Odans pP, alors e(I') b (x) e(B) : * dans p_..
2. Sil'Fy A: C dans pP, alors e(I') b.(x) |A] : €(C) dans p_..

3. Si A5 A, alors |Al =5 [A'| en au moins un pas.

Lemme 59
Sil'ts B:C:0 oul by B: 0O dans pP, alors €(T') o) e(B) : * dans p_.

Démonstration : Par récurrence sur la structure de B. Immédiat si by, B : . Les seuls cas

intéressants pour Fx B : C : [J sont 'abstraction et ’application :

Si B = AP:A.B; alors par génération C' =5 IIP:A.Cy avec I'; Ay By : Cy et I' by IIP:A.C
[, et donc par une seconde étape de génération I',; A Fx, Cy : L.

Par hypotheése de récurrence £(I',A) F sy €(B1) : *, et donc il en va de méme pour
AP:A.Bj.

Si B = By By alors par génération C'=5[P < By|Cy avec I' by, By : [IP.Cy et I' by [P <
By]Cy : O. Par une seconde étape de génération on trouve I' sy C} : [, et donc on a
I'ts By : IIP.Cy : O, d’o par hypothése de récurrence €(I") by (B; By) = ¢(By) : *

O

Lemme 60
Sil' ks A:C dans pP, alors e(T') .z |A| : €(C) dans p_..
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Démonstration : Par récurrence sur une dérivation de I' Fx A : C, en distinguant selon la
derniére régle de typage employée.

Si la derniére régle est (S1G), (WEAKY) ou (AXIOM) c’est immédiat. Pour toute prémisse
Fx C : s, d’aprés le lemme 59 on a . x) £(C) : *.

Si la derniére régle est

D’apres le lemme 59 on a €(I') F.(xy €(C) : *. Comme &(I',2:C)(z) = ¢(C) on a bien
e(l,2:C) Fo(zy o e(C).
Si la derniére régle est
> sig f:CeXx

(ConsT) T

Immeédiatement e(3)(f) = &(C) et d’aprés le lemme 59 on a . €(C) : *.
Si la derniére régle est (WEAKID') c’est immédiat : (', x:C) = &(I"),z:e(C) et d’apres le
lemme 59 on a &(I') F.x) €(C) : *.

Si la derniére régle est (CoNV) , il est facile de voir que si C' =5 B, alors £(C) =5 £(B), et
d’apreés le lemme 59 on a (I') F.(x) €(C) : *. On applique donc immédiatement 1’hypothése
de récurrence et une étape de conversion dans p_..

Si la derniére régle est
'ty A:C 'k B: C

'Fks AB: C

(STRUCT)

Par hypothése de récurrence £(I') F.(x) |A] : €(C) et e(T) bz [B] : e(C), d'ott e(I) F(x)
|[AB|:e(C)

Si la derniére régle est

I'N'AFs A:C ' IIP:AC : s
I'tx AP:AA:TIP:A.C

(ABs)

Par hypothése de récurrence £(I', A) s |A] : (C) et d’aprés le lemme 59 on a &(I") F(x)
e(IIP:A.C) : .

On a par ailleurs [AP:A.A| = AP:e(A).((Ay1:0. .. Adyn:0.|B|) |C1]...|Cp]), ot les n argu-
ments |C;| sont absorbés par les n abstractions sur les y;, et n’ont donc aucune incidence
sur le typage (par hypothése de récurrence on a €(T') F.(x) |Ci| : £(s) = 0 qui est bien le
type attendu pour y;).

On a donc effectivement £(T') F.(x) [AP:A.A[ : TIP:2(A).e(C) = e(ILP:A.C).

Si la derniére régle est

I'kFs A:IIP:A.C 'y [P <A B]C: s

(ApPpPL)
I'ks AB: [P <a B]C

Par hypothése de récurrence €(T') F.x) |A| : e(IIP:A.C) = [IP:e(A).e(C) et d’aprés le
lemme 59 on a £(I') bz ([P <a B]CO) : *, d'ott £(T) Fo(z) |AB| : [P <(a) |Blle(C) =
e([P <a B]C).

117



Chapitre 5. P2TS et normalisation dans p_ et pP

Si la derniére régle est

P,AFEP:A F,Al—EAisl F,Al—chSQ
Ff—g IIP:A.C: 59

(PrOD)

Par hypothése de récurrence £(I', A) . (x) |C| : €(s2) = 0 et de méme pour tout (z;:C;) € A
on ae(l',A) Fox |Ci] s €(s) = 0. Vu le type de mp.a, on a donc (I') bz [IIP:A.C|: 0 =
5(83).
Si la derniére régle est
I'N'AFs P:A T'hy B: A TWAFys A:s1 IJAF2 C: 59
'y [P <A B]C D)

(MATCH)

Notons que |P| = P. Par hypothése de récurrence on a donc e(I',A) ko) P @ e(A) et
e(l,A) Fosy |Bl s e(A) et e(T', A) oy |C| 2 e(s2) = 0.

Toujours par hypothése de récurrence, pour tout (z;:C;) € A on a e(I'A) by |Gy :
g(s) = 0 qui correspondent bien au type attendu par les y;.

On a donc bien £(T") s |[P <a B]C|: 0 = &(s3).

Lemme 61
St A A’ alors |A] 5 |A'| en au moins un pas.

Démonstration : Immeédiat : pour tout terme A, quel que soit le sous-terme B de A susceptible
de se réduire (y compris si B apparait dans un type), le terme |B| apparait dans |A|. Par ailleurs,
les p (resp. d)-radicaux sont traduits par des p (resp. d)-radicaux. O

Une premiére formalisation dans pP

En guise de transition vers le chapitre suivant, montrons une premiére utilisation de pP en
tant que «Logical Framework avec motifs», 1égitimée par la normalisation forte de ce systéme.
L’exemple suivant est da a L. Liquori [Liq05].

Dans [AHMP92], on trouve une formalisation en LF de A, le A-calcul avec appel par valeurs
de G. Plotkin [Plo75]. L’idée centrale de cette formalisation est d’utiliser deux types atomiques :
o (qui désigne tous les A-termes) et v (qui ne désigne que les valeurs, c.-a-d. les variables et les
A-abstractions). Pour exprimer que toute valeur est un terme, on utilise un opérateur de coercion
«!» et on a (entre autres) les constantes suivantes dans la signature :

' @ v—o
A ¢ (v—0)—w
Q : o—o0—o0

= : 0—0— %
By Ha:(v — o). Hyw. (Q(N(A\, 2),ly) = zy)
Pour représenter les A\-termes, on prend les variables dans v et on a donc

7| = lz Az.M| = DAz |M]) |M N| = @Q(|M],|N|)
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Dans pP , on peut utiliser le filtrage pour remplacer cette opération de coercion. On n’a donc
plus qu’un type atomique o, et la constante ! devient un simple marqueur syntaxique des valeurs.
L’appel par valeurs devient donc en fait une p-réduction qui filtre sur un motif de la forme !z.
La signature est modifiée comme suit :

Il o—o
Ay (IT'z:(z:0).0) — 0
@ : o—o0o—o0

= : 0—0—x%
By Ia:(Illz:(z:0).0). Iy:o. (@(!()\U x),y) = a:y)
La représentation des termes devient :
lz| = lo Az. M| = I\, (Mz:(x:0).|M]) |M N| = Q(|M|,|N|)

Ainsi, un radical (A\x.M) N sg’écrit @Q(1(A, Alz.|M|),|N|). D’aprés 'axiome [, ce terme est égal
a (Mz.|M])|N|. Enfin, si N est une valeur alors |N| s’écrit !N’ ot N’ est une variable ou une
A-abstraction, et donc (Alz.|M]) (IN") =,00|M|[z := N'].

On observe donc un glissement de la formalisation : au lieu de se faire totalement au niveau
des types (donc sémantiquement), une partie passe dans la syntaxe. Il semble donc possible
en général, lorsqu’on représente un systéme formel dans pP, de mieux séparer les concepts qui
donnent vraiment du sens au systéme de ceux qui sont purement formels et peuvent étre relégués
dans la syntaxe.
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6

Calcul de réécriture et correspondance
de Curry-Howard-de Bruijn

Dans ce chapitre, nous traitons certains aspects de 1'utilisation d’un calcul avec motifs tel
que le p-calcul en tant que langage de termes de preuve. En particulier, nous aborderons cette
question avec ’objectif de construire un assistant & la démonstration. Nous verrons que nous
pouvons établir des liens avec la déduction modulo, ce & quoi on pouvait s’attendre puisqu’elle
consiste a ajouter une forme de réécriture dans les systémes de déduction.

Dans la premiére section, nous décrirons comment utiliser les P?T'S pour représenter les
démonstrations en déduction naturelle modulo. Dans la seconde section nous étudierons une
variante de la déduction modulo pour laquelle nous définirons des termes de preuve avec motifs,
ce qui nous donne un nouveau systéme de types qui reste a étudier.

6.1 Termes de preuve riches pour la déduction modulo

Nous avons vu que la déduction modulo (voir section 1.3) est basée sur le principe de Poincaré,
consistant & occulter la partie calculatoire des démonstrations. Cela se traduit d’ailleurs dans les
A-termes de preuve pour la déduction modulo, qui sont trés concis. Cependant, dans le cadre
des assistants a la démonstration, il est souhaitable de vérifier d’autres propriétés, notamment
le critére de de Bruijn, selon lequel le noyau qui vérifie les démonstrations doit étre le plus
réduit possible (afin de pouvoir en montrer la correction & la main). Or, il est & craindre qu’un
assistant basé sur la déduction modulo doive intégrer une routine de réécriture, qui peut étre
assez fastidieuse & vérifier.

Nous allons donc assouplir le principe de Poincaré au sens otl, méme si la démonstration peut
étre effectuée et présentée sans tenir compte des étapes de calcul, nos termes de preuve conser-
veront une trace des pas de réécriture effectués, ce qui permettra de vérifier les démonstrations
en ajoutant uniquement un algorithme de filtrage & un algorithme de vérification de type usuel.

Nous commencerons par montrer comment sont construits les termes de preuve, puis nous
étudierons différents aspects techniques. Nous préciserons notamment la puissance de filtrage
nécessaire, et nous expliciterons la correspondance entre les termes et les démonstrations. Enfin,
nous discuterons de 1'utilisation concréte de ce langage de termes de preuve.

121



Chapitre 6. Calcul de réécriture et correspondance de Curry-Howard-de Bruijn

6.1.1 Représentation des conversions par réécriture dans les termes P?TS

Pour cette section, nous utiliserons une formulation légérement différente (mais logiquement
équivalente) de la déduction modulo. Au lieu de considérer les propositions modulo la congruence
= et donc d’avoir des conditions d’application du genre A = B sur toutes les régles, on considére
les régles standard de la logique du premier ordre (voir figures 1.4, 1.5 et 1.6), auxquelles on
ajoute une régle de conversion explicite (CONG).

The o
T ey

IR

(Cong) SI ¢ X4

Ainsi on peut garder une trace précise des étapes de calcul. La plupart du temps, nous considé-
rerons méme une application de la régle (CONG) pour chaque pas de réécriture effectué dans les
propositions. Pour simplifier la présentation, dans toute cette section nous nous placerons dans
la logique minimale (les seuls connecteurs sont = et V), mais ces travaux s’étendent facilement
aux autres connecteurs.

Voyons deux exemples, dans lesquels nous utilisons un prédicat d’égalité = binaire.

Exemple 34 (Une démonstration avec conversion sur les termes)

Considérons la théorie des groupes, dans laquelle les propriétés de I’élément neutre sont don-
nées par la congruence, avec notamment e x x = x. On peut alors par exemple démontrer que e
est le seul élément neutre, sans utiliser aucun azxiome de l’égalité :

(Az)
V) Vy(yxe' =y)FaVy.(yxe' =y)
Vy(yse =y)Foexe =e
(Cona) - - AVEC exe’ = ¢
Vy(yxe =y)Fxe =e
(=1)

FaVy.(yxe =y) =€ =e

Exemple 35 (Une démonstration avec conversion sur les propositions)
On peut représenter l’ensemble des entiers relatifs 7 par trois constructeurs 0, p et s (resp.
pour le prédécesseur et le successeur), en quotientant l’algébre des termes par la congruence

1l est alors naturel d’étendre la congruence sur les propositions de la fagon suivante :

>~

I

s(z) =y r=ply) et plx)=y T = s(y)

Dans ce cadre on peut démontrer l'injectivité du successeur :

(Az)
s(a) = s(b) F~ s(a) = s(b) B o~
(SONG) 5(@) = 5(b) F= a = p(s(0)) AVEC s(a);s(bw) b_ a=p(s(b))
(o) i raam OO
=D Fo s(a) =s(b) =a=0b
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Notons que chacune des deux congruences utilisées ici peuvent étre définies par un systéme
de réécriture, respectivement
exT — T

et
s(p(2))
p(s(2))
s(x) =y — x=p(y)

p(x) =y —x=s(y)
Les deux congruences sont décidables. Pour la premiére, c’est immédiat dans la mesure ou le
TRS associé est terminant et confluent; pour la seconde il faut passer par une technique de
complétion du TRS [KB70] afin d’avoir la confluence, ce qui est déja plus laborieux.

— Z
— Z

Intéressons-nous maintenant & la représentation linéaire des démonstrations. Dans le langage
de termes de preuve de Dowek et Werner [DWO03] (voir section 1.3.2), les deux démonstrations
précédentes s’écrivent respectivement Aa.(ae) et Aa.a. Ces termes de preuve constituent des
témoins, au sens ou ils contiennent I'information nécessaire & la reconstruction de la démonstra-
tion. En revanche, ils sont trop abstraits pour réellement représenter les démonstrations : il est
difficile de se convaincre que Aa.a est une démonstration de s(z) = s(y) =z = y.

Nous allons donc utiliser les P?T'S pour concilier les deux aspects des démonstrations en
déduction modulo. Les régles de déduction seront représentées par des termes issus du A-calcul,
et les régles de conversion seront représentés par des p-termes dans lesquels les régles de réécriture
utilisées apparaissent explicitement. Ces derniers termes rappellent largement les démonstrations
typiques du Logical Framework, dans la mesure ol nous utiliserons une famille de constantes qui
permettent de rendre compte des régles de conversion.

Le P?TS dans lequel nous nous placons est une variante de pC, et les travaux présentés ici
reposent donc sur la conjecture de normalisation forte pour ce systéme. Néanmoins, notre uti-
lisation des regles de produit ([0, %) et (O, ) sera assez restreinte, et la réduction présentée au
chapitre précédent s’adapterait vraisemblablement plus facilement au langage de termes consi-
déré ici qu’au systéme pC dans son intégralité. Par ailleurs, comme expliqué dans le prochain
paragraphe, nous distinguerons deux nuances de la sorte *, ce qui est assez commun lorsqu’on
représente la logique du premier ordre en théorie des types.

Une variante du systéme de types

Le probléme qui se pose lors de 'utilisation de pP (ou AP d’ailleurs) pour représenter la
logique des prédicats est qu’un terme B de type * peut représenter soit une proposition, soit un
ensemble. Pour lever cette ambiguité, I’approche proposée par S. Berardi [Ber88|, et implantée
dans Coq, consiste & utiliser trois sortes x°, P, [, ou *° et *P correspondent respectivement aux
ensembles et aux propositions (dans Coq elles sont nommeées respectivement Set, Prop et Type).
Ainsi, si Fy A : B : % alors A est un élément de ’ensemble B; si by, A: B : *P alors A est une
démonstration de la proposition B. La hiérarchie des sortes est donnée par les axiomes F x° : [
et - *P : [, et les régles de produit du systéme simplement typé sont

{(*8,*5) , (%%, %P) (*p,*p)}

Enfin, les types dépendant de termes utilisent la regle (x°, ) et les termes dépendant de types
utilisent la regle (O, #P).

Il est facile de voir que ’habitabilité et la normalisation sont équivalentes dans ces systémes
de types et dans les systémes correspondants du p-cube, grace & la fonction d’effacement *® — x
et *P — x. Diverses variantes sur ce principe ont été étudiées par H. Geuvers [Geu93|.
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Pour faciliter la lecture des termes de preuve, nous utiliserons les conventions de notation
suivantes :
— ¢, ¥, x € ® représentent des propositions, c.-a-d. que F ¢ : P ;
— i, v € Set représentent des ensembles, c.-a-d. que F p : *%;
— les variables o, 8 € X et les termes 7,7’ € 7, représentent des démonstrations, c.-a-d. que
Fa:¢:«P;
— les variables z,y € X* et les termes t,s € 7 représentent des termes et des fonctions
algébriques, c.-a-d. que - x : p @ *°.
Voyons maintenant comment représenter les termes et les propositions de la logique du premier
ordre dans ces systémes.

Définition 43 (Représentation de la logique du premier ordre en p-calcul)
On considére une signature multisortée, dont les sortes ne doivent pas étre confondues avec
, #P et . La signature que nous utiliserons dans pC' est définie comme suit.
— Pour toute sorte de la signature on prend un type atomique p tel que - p: %°.
— Pour toute fonction n-aire f : p1,...,un — p on prend une constante f telle que - f :
ey .. ey : %5,
— Pour tout prédicat n-aire p sur pi1X ... Xu, on prend une constante p telle que - p :
Hry:py .. Hep iy, P O,
Par ailleurs, on utilisera un contexte contenant les déclarations - x : p pour toute variable x de
sorte p considérée en logique du premier ordre.
Les termes et les propositions sont représentés ainsi :

*S

[«] £ =
[[f(tla s 7tn)ﬂ = f [[tl]] co [[tn]]
IpCti,. .. tn)] & plta] ... [tal
[¢ =] = Ha:[¢].[¥] ot « est une variable fraiche
[Vz.¢] = Hz:p.[d] ot p est la sorte de x

On voit aisément que pour tout terme t de sorte p on a b= [t] : p: %° et que pour toute proposition

¢ onalt [@] : .

Congruence sur les propositions

Pour rendre compte des conversions sur les propositions, nous utiliserons une constante dédiée
Rew? qui prend en argument une proposition ¢, un terme de preuve de cette proposition, une
régle de réécriture R et qui applique R & ¢. Comme le motif (c.-a-d. le membre gauche) de la
régle R apparait dans son type, il nous faut en fait définir une famille de constantes indexée par
les membres gauches des régles de réécriture :

Rew{ : IIg: P . ITR:(II(L:+P).+P) . Ila:¢p . R

Alors, pour une proposition ¢ dont une démonstration est 7, la proposition ¢’ obtenue en réécri-
vant ¢ selon la régle de réécriture | — 7 a pour terme de preuve Rew! ¢ (A.r) 7. Et le type de
ce terme est [l < ¢]r, qui est bien convertible & ¢'.

Les termes de preuve obtenus ici seront donc «hybrides», au sens ot :

— comme dans [DWO03], les régles de déduction de la logique du premier ordre seront repré-
sentées par des constructions du langage de termes de preuve, ce qui est typique de la
correspondance de Curry-Howard-de Bruijn;
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— les régles de conversion sont représentées par 1'utilisation de certaines constantes spécifiques
dans la signature, ce qui est typique d’un Logical Framework.
La famille de constantes Rewﬁ7 dépend directement du systéme de réécriture R qui définit la
congruence 2. Si ce TRS est fini, alors la famille est finie également.
On voit d’on vient I'utilisation des différentes régles de produit : la régle (x*,[0) est indispen-
sable pour typer les symboles de prédicats; ([J,[J) est nécessaire a la correction du type d’une
régle R qui réécrit des propositions; enfin ({J, *P) permet d’abstraire sur ¢ et R.

Congruence sur les termes

Nous venons de voir comment représenter ’application d’une régle de réécriture en téte d’une
proposition, et nous verrons dans la prochaine section que cela suffit en fait pour effectuer une
réécriture 4 une position arbitraire d’une formule, grace a une expansion appropriée de l'inférence
logique.

En revanche, quand il s’agit de réécrire un terme algébrique qui apparait dans une formule
(comme argument d’un symbole de prédicat p), nous devons déterminer exactement oul ce terme
se situe dans la formule. La réécriture sur les termes se fera donc au moyen de constantes dont
le type rappelle ’axiome de Leibniz, mais ol la démonstration de 1’égalité de deux termes est
remplacée par une régle de réécriture :

Rew; : TIg:(I(y:p).#P) . Iwzp . IR:(TX(L:pn).pe)
Ma:px . (¢(Rx))
Ici ¢ est une proposition dépendant d'un terme, et c’est ce terme que nous allons réécrire. Pour
tout terme algébrique t tel que [ — réécrit t en u en téte, pour toute proposition ¢t dont une

démonstration est 7, la proposition ¢ u a pour terme de preuve Rew; ¢ t (Al.r) . En effet, le
type de ce terme est ¢ ([l < t]r), qui est convertible & ¢ u.

Exemple 36
Les démonstrations des ezemples 34 et 35 ont pour termes de preuve respectifs

Aa.Rew?,, (A\y.(y=e)) (ex¢€') (A(exz).x) ()
et
Aa.Rewp ) (Mw.(a=w)) p(sb) (Ap(sz).2) (Rew’s’r:y (sa=sb) (M(sz=y).(z=py)) a)

Pour résumer cette section, la définition 44 donne la grammaire des p-termes que nous utili-
serons. Notons que la distinction entre termes algébriques et termes de preuve est implicitement
basée sur le systéme de types, mais que tous les termes produits par cette grammaire ne sont
pas typables.

Définition 44 (p-termes de preuve pour la déduction modulo)
Les p-termes de preuve pour la déduction modulo sont les termes bien typés de la grammaire

suivante
Termes algébriques T = K|X%|TT
Propositions ¢ = AP |IIXP:D.® | IIX*:Set.®
Schémas de propositions &, = IX°.Set.®
Régles de réécriture R u= MT:Set.T | \D: +P . D
Termes de preuve T, == AXP|AXP:DT,|T,T,| \X*:Set. T, | T, T

| Rew) @ R 7, | Rewj ®, T R 7,
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6.1.2 Aspects techniques

Nous allons voir que, pour une représentation compléte des démonstrations en déduction
modulo, il nous faudra parfois utiliser les régles de réécriture de droite a gauche. Ceci nous ménera
a considérer un filtrage légérement étendu, puisque les membres droits des régles qui réécrivent les
propositions ne sont plus nécessairement des propositions atomiques. Nous démontrerons ensuite
la correspondance entre termes de preuve et démonstrations, et nous conclurons cette section
par une discussion sur l'utilisation de ces termes de preuve.

Inversion des régles

11 est assez facile de voir qu'il est nécessaire d’appliquer les régles de réécriture de gauche a
droite et de droite & gauche, car la congruence = est définie comme la cloture réflexive, transitive
et symétriqgue de —x. Si par exemple une proposition 1 est démontrable et la seule régle dont
nous disposons est ¢ — 1, alors ¢ est démontrable puisque ¢ =2 1.

En supposant maintenant que 7 est un terme de preuve pour v, la seule facon vraisemblable
de construire un terme de preuve pour ¢ est Rewfb ¥ (Ap.@) m, ol on trouve la régle inversée
Y — ¢

On pourrait croire que le fait de considérer des régles de réécriture dans les deux sens de
lecture est une source immédiate de non-terminaison, mais il ne faut pas oublier que, dans les
termes de preuve que nous construisons, chaque régle de réécriture apparait une fois pour chacune
de ses applications. La décidabilité de la congruence 2 n’est d’ailleurs plus nécessaire, pour la
méme raison : nous gardons une trace de tous les pas de réécriture qui sont effectués. Le systéme
de réécriture R peut donc étre quasi arbitraire, et ni sa confluence ni sa terminaison ne sont
requises.

Voyons maintenant sur un exemple comment les régles inversées permettent d’appliquer une
régle de réécriture a I'intérieur d’une formule, bien que le terme de preuve Rew! ¢ R 7 ne permette
d’appliquer R qu’en téte de ¢. Supposons par exemple une inférence comportant la régle

'~ ¢1 = @2

(CoNGg) ——M =
'ty = ¢

ol la proposition ¢ se réécrit en 11 en téte. Il est alors possible de développer cette démonstration
en une démonstration équivalente mais telle que la régle de conversion a lieu sur ¢; uniquement :

(Az) ————
: L9 by
(Cong) 1 =%
B L1 b~ 1 = @2 L1 P 1
(=) 9y b @2
't = ¢

Dans cette démonstration développée, la régle (CONG) a pour prémisse 1)1 et pour conclusion
¢1 : la régle de réécriture ¢p; — 1 doit étre appliquée dans le sens inverse, alors qu’elle était
appliquée dans le sens direct lorsque la régle de conversion portait sur ¢; = ¢s.

Un point délicat dans 'inversion des régles de réécriture est ’existence de régles irréguliéres,
c.-a-d. dont le membre gauche comporte des variables qui n’apparaissent pas dans le membre
droit. L’application d’une telle régle de droite a gauche crée donc des variables libres, mais ce
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mécanisme s’avére assez adapté pour représenter des démonstrations génériques dont on peut
lier ou instancier les variables libres par la suite.

Par exemple, considérons un prédicat binaire last dont on veut qu’il soit vérifié si son second
argument est le dernier élément de la liste qui est son premier argument. Une facon de le définir
est d’utiliser la congruence définie par la régle irréguliére

last(y::(z::zz),2) — last(z:zz,x)

et de se donner un axiome LastAx : Va.last(z::nil, x).

Pour faciliter la lecture, nous écrirons [ pour le membre gauche last(y::(z::22), x) et r pour le
membre droit last(z::zz,x). La représentation de la régle Al.r est bien un terme clos, alors que
dans la régle inversée Ar.l la variable y est libre. Voyons quelques termes de preuve constructibles
& partir de cette régle de réécriture et de cet axiome.

— LastAxz b (qui correspond & une régle (VE)) est un terme de preuve clos pour last(b::nil, b).

— Rew? last(b::nil,b) (Ar.) (LastAz b), obtenu par un pas de réécriture, est un terme de
preuve pour last(y::(b::nil),b) ol y est une variable libre (rappelons que y apparait dans
[). On peut voir ce terme comme une preuve générique sur tous les y possibles.

— Ay.Rew? last(b::nil,b) (Ar.l) (LastAz b) est un terme de preuve clos pour la proposition
Vy.last(y::(b::nil), b), obtenu par une simple abstraction sur y (qui correspond & une régle
(V).

— (Ay.Rew? last(b::nil,b) (Ar.l) (LastAz b)) a est un terme de preuve clos pour la proposi-
tion last(a::(b::nil),b). Par réduction du radical externe, la régle de réécriture Ar.l devient
Ar.(l[y := al]), qui en est une instance close.

De méme il serait possible de construire des termes de preuve pour un nombre arbitraire d’élé-

ments dans la liste, soit de facon générique comme dans Vz; ... Va,.last(zy:(. .. (xy::(d:nil))), d),
soit en prenant des instances closes : last(ay::(. .. (an::(d::nil))), d).

Filtrage modulo a-conversion

Voyons maintenant le genre de problémes de filtrage qui se posent dans les termes de preuve
construits. Nous pouvons déja remarquer, vue la grammaire donnée dans la définition 44, que la
partie déductive de nos termes de preuve n’utilise que des variables comme motifs. Les problémes
de filtrage non triviaux sont donc tous dis aux régles de réécriture que les constantes Rew” et
Rew?® prennent en argument.

Le filtrage (et donc la réécriture) sur les termes algébriques ne pose pas de probléme : il s’agit
d’un filtrage syntaxique ordinaire.

Le filtrage sur les propositions atomiques est également syntaxique, puisqu’on considére un
symbole de prédicat comme une simple constante. Par contre, comme nous appliquons également
des régles de réécriture de droite a gauche, il faudra également pouvoir filtrer sur des propositions
non atomiques.

Nous avons représenté I'implication comme un type produit I[la:¢.9) ou a n’apparait pas dans
1, et la quantification universelle comme Ilz:u.¢, ou x peut apparaitre dans ¢. Il est donc visible
que la variable « n’est pas significative dans 'implication, alors que dans la quantification on
ne peut renommer la variable z qu’a condition de renommer toutes ses occurrences libres dans
¢. On constate du méme coup que les seules variables libres d’un motif de proposition sont des
variables libres dans des prédicats, qui ne peuvent donc étre que des variables algébriques.

Exemple 37 (Motifs de propositions non atomiques)
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- I13:(2#0).(y=0) représente 2#0 = y=0. Il subsume Ia:(t # 0).(t' = 0) pour toute variable
« et tous termes t et t'.

- Hy:int.(zxy = 0) représente Vy.(xxy = 0). Il subsume I1z:int.(txz = 0) pour toute variable
z et tout terme t.

Le filtrage devra donc se faire modulo a-conversion des variables liées.

Définition 45 (Variables libres, liées d’un motif de proposition)
Les variables libres et lies d’un motif de proposition sont définies par

FV(pty ... t,) = UVar(t;) BV(pty ... t,)) = 0
FV[Ma:p.p) = FV(¢)UFV(Y) BY(Ile:gpap) = BV(¢)UBV(W)U {a}
FVMz:pg) = FV(9)\ {z} BY(Iz:p.¢) = BV(¢)U {x}

Rappelons qu’une solution du probléme de filtrage P <, A est une substitution 6 telle que :

— Dom(0) = FV(P);

- Po =, A.

Un algorithme de filtrage modulo a-conversion est obtenu & partir de I’algorithme syntaxique
en renommant systématiquement les variables liées. Nous pouvons méme nous dispenser de cer-
tains de ces renommages en exploitant le fait que les variables a ne sont pas significatives.

Proposition 3 (Correction et complétude de ’algorithme de filtrage)
Les régles de transformation des problémes de filtrage de la figure 6.1 vérifient les propriétés
suivantes.

1. Tout probléeme de filtrage P <’ M a une forme normale unique selon ces régles.

2. Si cette forme normale est vide, alors P et M sont identiques G a-conversion preés.

3. Si cette forme normale est de la forme {x; < t;}icr avec I # 0, alors 6 = [z; := t;] est
lunique (modulo o) substitution telle que PO =, M.

4. Sinon, P ne subsume pas M.

{t1 <" 51, ty <" sy} US sif=g

{t; <" 51, tn < sy} US sip=gq
(P<’Q1, <" @} US

{Plx =2] <" Qy:=2]}US pour un z frais
L sit#t

{ft1,. . tn) <" g(s1,...,8,)}US
{p(t1,... . tn) < q(s1,...,s2)}US
{Ma:Py. Py <7 TIB:Q1.Q2} U S
{la:7.P <" My:0.Q} U S

{z<"t, 2<"t}IUS

LEEul

F1G. 6.1 — Filtrage sur les propositions

La correspondance

Enfin, précisons a quel point il existe une correspondance de Curry-Howard-de Bruijn entre
nos termes et la déduction modulo. Nous établirons une correspondance entre propositions et
types, ainsi qu’entre démonstrations et termes; nous verrons ensuite qu’'une partie seulement de
I’élimination des coupures se traduit par des réductions dans nos termes.

Commencons par définir deux fonctions pour traduire les termes (resp. les formules) de la
logique du premier ordre en termes algébriques (resp. types) de pC, et vice versa.
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Définition 46 (Correspondance entre propositions et types)

1. La traduction [ | : PRED — pC' est détaillée dans la définition 43. On peut l’étendre aux
contextes afin d’assigner une variable & chaque hypothése :

[T ¢l = [T] 24 : [4]

2. La traduction réciproque | | : pC — PRED consiste essentiellement a effacer de l'informa-
tion :
2| £ 2
[fti ot 2 f(tals s [ta])
pti .. tal = p(tal- s tal)
Hecpp| 2 [o] = [¢]
Mol 2 Valgl
D,a:0l £ T [g]
D, = [T

Théoréme 62 (Correspondance entre démonstrations et termes)

1. Tout p-type (sans contrainte de filtrage irrésoluble) habité par un p-terme de prewve (déf. 44)
représente une proposition démontrable :

F'tr:¢ = |T'|Fx|d

La congruence =2 est définie par l'ensemble des régles de réécriture apparaissant dans .

La démonstration de |T'| F~ |¢| est obtenue par une traduction directe de .

2. Toute proposition démontrable est représentée par un type habité par un terme de preuve :
F'Fe¢ = 3m, [I]F7:][d]

Les seules régles de réécriture apparaissant dans m sont des reégles définissant =.

La démonstration que représente w est une démonstration équivalente & la démonstration
originale de I' F~ ¢, obtenue par transformation des régles de conversion.

Comme dans un isomorphisme de Curry-Howard-de Bruijn usuel, un terme de preuve repré-
sente donc exactement une démonstration. Par contre, la symétrie n’est pas totale, puisqu’une
démonstration doit parfois étre transformeée en une autre démonstration (équivalente) pour trou-
ver un terme de preuve qui la représente.

Démonstration :

1. Ce sens de la correspondance est assez immédiat : par récurrence sur la structure de 7, on
efface les termes dans la dérivation de typage de 7.

m =« :alors (a:¢) € T, donc |¢| € [T'| et immeédiatement

Ar) ——
) a1
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Chapitre 6. Calcul de réécriture et correspondance de Curry-Howard-de Bruijn

= Ao’ : alors ¢ = Ha:dr.¢2 tel que T,y B 7' ¢ ¢o. Par hypotheése de récurrence
IT[, [¢1] Fae [¢2| d’ou

L[, |p1] Fe |2
IT| Fe |p1] = [02]

(=1)

et en effet |Tla:p1.02] = |1 = |Pal-

m = Xx.w’ : alors ¢ = ¢y tel que T, a:pu F 7' ¢1. Par hypothése de récurrence
IT| Fa [¢1] ot 2 ¢ FV(T') do

0| F= [1]

V) ————
) IT| Fo Va.|¢1]

(z ¢ FY(I))

et en effet |Ilz:p.¢1| = Va.|o1].
m=7'7n" : alors il existe v tel que I' F 7’ : Tla:p.¢p et T' = «” : 4. Par hypothése de
récurrence |I'| F~ |Ha:p.¢| et |T'| F~ |¢|. Or [Ma:p.¢| = || = |¢|, d’ou
IDlFe |l = ol [T = ]
IT| Fa |9

(=E)

m =7t : alors il existe deux types p et 1 tels que I' = 7/ : Ilz:pap et T = ¢ @ p, avec
¢ =[x := t]. Par hypothese de récurrence |I'| b~ [IIz:p.9)|; or [ILz:pap| = Va.[1)| et
[z = t]| = ||[z :=t] d’ou

0| o Va [
D) e [ = 1]

(VE)

7 = Rewl'¢/(Al.r)7’ : alors ¢p=5(l < ¢]r tel que I' F o’ : ¢'. Si le probleme de filtrage
| <’ ¢ n’a pas de solution, alors ¢ contient une contrainte de filtrage irrésoluble
et ne représente donc pas une proposition. Sinon, ¢ =, 10(;«4) et par hypothese de
récurrence |I'| F~ |¢/|; par ailleurs la régle Al.r réécrit ¢’ en ¢ et apparait dans 7w donc
o= ¢ dou

1| b= |¢]

(CONG) ———————  AVEC ¢ X ¢/
Tl F= ¢l

7 = Rewj¢'t(Al.r)n’ :alors ¢ =5 ¢/ ([l < t]r) telque ' 7" : ¢/(t). Si le probleéme de filtrage
| <’ t n’a pas de solution, alors ¢ contient une contrainte de filtrage irrésoluble et
ne représente donc pas une proposition. Sinon, ¢ =5 ¢’ (7"9(1<<t)) et par hypothese de
récurrence |I'| F~ |¢'(¢)]; par ailleurs la régle Al.r réécrit ¢'(t) en ¢ et apparait dans

7 donc ¢ = ¢/(t), d’ou

T = [ (2)] o
(Cong) W AVEC ¢ X ¢/(t)

2. L’autre sens de la correspondance demande plus de travail. Pour construire un terme de
preuve, nous devons transformer la démonstration de sorte que les conversions soient ap-

pliquées régle par régle et en téte des formules. Procédons en trois étapes.
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6.1. Termes de preuve riches pour la déduction modulo

(a) Pour chaque régle de conversion portant sur une congruence ¢ = v, par définition de
2 on a un chemin de la forme

et de longueur finie n. On peut donc remplacer cette régle de conversion par n régles
de conversion, chacune correspondant exactement & un pas de réécriture (dans le sens
direct ou inverse).

(b) La seconde étape consiste a développer les régles de conversion qui utilisent une régle
de réécriture sur les propositions de sorte que la réécriture ait lieu en téte de la
proposition. Soit donc une régle

'k
'k

¢

1%

(Cong) AVEC ¢ &R ¢

1%

oll «—»g désigne un unique pas de réécriture, dans un sens ou dans 1’autre. Distinguons

différents cas sur ce pas de réécriture.

— si ¢ «>R 1 en téte de la proposition, la régle de conversion est développée. On passe
alors a ’étape (c).

— sl ¢ = ¢p1 = ¢2 avec ¢ R Y1 et Y = Y1 = @9, alors on remplace la régle de
conversion par

(Az) ———
41 By
(CoNg) ———— ——
) [ b~ 91 = @2 LY b~ ¢
(=D L1 b~ ¢
') = ¢

et on développe la conversion sur ¢; = ¢;.
— sl ¢ = 1 = P2 avec ¢y R Y2 et Y = ¢1 = 1o, alors on remplace la régle de
conversion par

Ax) ————
[¢1 b~ o1 = o ( )P,<Z>1|‘%¢1
(=E)
[, ¢1 b= @2
(Cong)
[, ¢1 b o
(=)
ke g1 = 4o

et on développe la conversion sur ¢g = 9.

— si ¢ = Vx.¢1 avec ¢ > Y1 et Y = V.11, alors on remplace la régle de conversion
par

I'Fa Vo

T~ ¢
T b
T k= Va0,

(VE)
(Cong)
(V)

et on développe la conversion sur ¢; = 1.
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On remarque que, dans les prémisses de la démonstration développée, le contexte
est augmenté par une formule (¢); ou ¢;) , mais par un simple affaiblissement, les
démonstrations des prémisses restent valides.

(¢) Enfin, dans la troisiéme étape, on traduit les régles d’inférence en régles de typage.
Cette traduction est 'inverse de celle utilisée pour montrer ’autre sens de la corres-
pondance :

— les axiomes sont traduits par des variables;

I'introduction de = est traduite par une A-abstraction sur une variable «a;

— l’introduction de V est traduite par une A-abstraction sur une variable x ;

— DI’élimination de = et V sont traduites par une application ;

— la conversion sur les propositions (resp. sur les termes) est traduite en une construc-
tion Rew%7 (resp. Rew;). Pour les termes, c’est toujours possible; pour les proposi-
tions c’est possible puisque les deux étapes précédentes assurent que les réécritures
ont lieu pas par pas et en téte des formules.

Remarquons que le développement des conversions peut aussi se faire pour les autres
connecteurs de la logique du premier ordre.

O

Malheureusement, la correspondance ne se prolonge pas parfaitement & 1’élimination des
coupures. En effet, comme expliqué dans [DWO03], le principal probléme de la régle de conversion
explicite est qu’'une coupure n’est plus locale : elle est toujours formée d’une régle d’introduction
suivie d'une régle d’élimination mais qui peuvent étre séparées par un nombre arbitraire de
conversions. Par exemple, si p = ¢ alors la démonstration

(Az)
ph~p
(=)
F~p=1p
(Cong)
~q=p b~ q
(=FE)
l_g P
se réduit a
CoNG) —
( ) F~p

Dans nos termes de preuve, les conversions sont également représentées explicitement. Dans
certains cas, ceci n’empéchera pas que les coupures apparaissent comme des radicaux, par exemple
la démonstration ci-dessus a pour terme de preuve

(Aa:q.((Aﬂ:pﬂ)(RewZ q (A\q.p) a)))w

ot 7 est un terme de preuve pour g. Ce terme se réduit & Rew! ¢ (Ag.p) 7, qui représente bien
la démonstration réduite.

En revanche, si I'introduction et 1’élimination d’une coupure sont séparées par trop de conver-
sions, il se peut que le radical n’apparaisse pas dans le terme de preuve. Par exemple une coupure
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sur "implication dont la prémisse principale subit des conversions aura un terme de preuve de
la forme (Rew”... A\a.w...)7’, o le radical (Aa.7) 7’ est bloqué par les opérateurs Rew”. Ces
«coupures irréductibles» peuvent étre vues comme un symptome du manque de régles de réduc-
tion dans le langage de termes de preuve.

Conjecture 3 (Correspondance entre coupures et radicaux)
En ajoutant des régles de réduction du genre

Rew/¢ (AL.7) (Rewj, ¢ (N'r') m) /o w0 si l=0" N U=

a toute coupure on peut faire correspondre un (ou plusieurs) radicaux dans le terme de preuve.
Cette regle de réduction correspond a lélimination de ce que D. Prawitz appelle une coupure
folding-unfolding [Pra65]. D’autres régles de réduction peuvent étre obtenues en considérant une
condition de réduction plus générale que | =1 N1 = .

Liens avec d’autres formalismes

Un intérét important des termes de preuve construits ici est qu’ils contiennent assez d’infor-
mations pour produire d’autres types de témoins des démonstrations qu’ils représentent. Nous
allons notamment voir comment extraire le contenu déductif et le contenu calculatoire d’une
démonstration ; enfin nous proposons un fonctionnement pour un assistant & la démonstration
basé sur ces termes de preuve.

Il est possible de retrouver la structure logique d’'une démonstration a partir de son p-terme
de preuve : la fonction || || définie ci-dessous transforme un p-terme de preuve en un A-terme
de preuve qui représente (au sens vu a la section 1.3.2) la méme démonstration mais avec des
conversions implicites. Par conséquent, un p-terme de preuve 7 tel que ||7|| est en forme normale
représente une démonstration en forme normale.

I pC—A
el 2

Awprl = Az

el = Al

Peséal 2 gl

lwa’ll & ]| ||
|Rew! ¢ (ALr) ml| £ 7
IRew; ¢ t (A7) 7| & =

Ainsi, si la congruence est connue a priori, on peut :

R() : pC— TRS
R(z) = 0
R(Az:pm) £ R(r)
R(rt) = R(m)
ROaém) £ R(r)
R(r7') £ R(m)UR(n')
R(Rew! ¢ (Al.r) ) £ R(m)U{l —r}
R(Rewf ¢t (A\.r) ) 2 R(m)U{l —r}

D’un autre co6té, on peut également extraire d’une démonstration 1’ensemble des régles de
réécriture utilisées, par la fonction R( ) :
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— vérifier qu’aucune régle de réécriture non autorisée n’a été utilisée ;
— éventuellement caractériser le sous-ensemble utilisé du systéme de réécriture, et voir que
la démonstration peut se faire avec une puissance calculatoire moindre.

Un assistant a la démonstration basé sur ce formalisme pourrait étre simplement une ex-
tension de Coq avec des tactiques permettant de produire les constructions Rew® et Rew”. Il
serait cependant trés fastidieux de faire des démonstrations dans un tel environnement, puisque
’utilisation d’une régle de réécriture demanderait sensiblement le méme travail que 1'utilisation
de I'égalité de Leibniz.

Une méthode plus prometteuse serait d’utiliser un outil externe qui effectue les calculs et pro-
duit les termes de preuves correspondants. Une implantation d’un paradigme de démonstration
trés proche a déja été réalisée par Q.-H. Nguyen [KKNO02], puisque son outil utilise le langage a
base de régles ELAN pour vérifier I’égalité de deux termes relativement & un systéme de réécri-
ture, et produit un terme de preuve correspondant pour Coq. Du point de vue de 'utilisateur, le
processus de démonstration interactive reste le méme, avec la possibilité supplémentaire d’appe-
ler la tactique ElanRewrite pour mettre en forme normale tous les termes algébrique d’un but. 11
serait donc probablement possible d’utiliser 'interface Coq/ELAN pour construire un assistant a
la démonstration qui produise des p-termes de preuve.

6.2 Vers une déduction naturelle généralisée

Dans la section précédente, nous avons décrit comment utiliser le p-calcul comme un langage
de termes de preuve pour la déduction modulo. Si 'on imagine un assistant & la démonstration
basé sur la déduction modulo, ce langage de preuves facilite la vérification automatique des
démonstrations, mais du point de vue de l'utilisateur il ne facilite en rien la démonstration
interactive.

Nous allons voir ici les problémes qui peuvent se poser si on utilise la déduction modulo dans
un cadre de démonstration interactive, et nous proposerons un formalisme voisin, mais peut-
étre plus naturel d’utilisation. Nous en démontrerons la correction et la complétude, et nous
proposerons un langage de termes de preuve utilisant une forme de filtrage assez restreint.

6.2.1 Au-dela de la déduction modulo

Rappelons qu’en déduction modulo, les propositions sont considérées modulo une congruence,
elle-méme le plus souvent définie par un systéme de réécriture R qui réécrit :

— des termes en termes;

— des propositions atomiques en propositions quelconques.

Dans le cadre de la démonstration interactive, le premier type de régles semble souhaitable,
afin d’identifier des termes qui ne différent que par des étapes de calcul. Cependant, le second
type de régles peut étre une source de confusion, car il n’est alors pas toujours évident d’avoir une
idée précise de ce que signifie une proposition donnée. Lorsque R est confluent et terminant, il est
bien entendu toujours possible de considérer la forme R-normale des propositions, mais dans ce
cas on n’utilise toujours le méme représentant dans la classe de congruence de chaque proposition,
et on perd donc beaucoup de l'intérét d’avoir considéré une congruence sur les formules.

Un exemple
Pour illustrer ce propos, considérons un théoréme de la théorie des ensembles : ) C A et
étudions sa démonstration en déduction naturelle avec ou sans modulo.
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En déduction naturelle, il faut se donner une théorie 7h sous forme d’un ensemble d’axiomes
qui contienne au moins :

— la définition du symbole d’inclusion : VX.VY. (X CY & Vz(r € X =z €Y));

— l’axiome de définition de ’ensemble vide : Vz.(z € 0 = 1).
Le symbole < utilisé ici n’est pas un connecteur primitif de la logique, il n’est qu’une abréviation
pour la conjonction des deux implications.

Une démonstration dans PRED de la proposition considérée s’écrit

w(‘ij) ThEVXYY.(XCY &Vr(re X =3 aeY))
( ()/(\E)) ThtEOPCAsvVe(zebd=zeA)

ThtVe(zel=2ecA)=0CA

(4z) Thyz €DV (red= 1)
(VE) (Ax)
Th,x €Dtz ecd= 1L Th,xelrzel
(=E
Th,z ek L
T (LE)
xEPDFzeE A .
77L|_$€®:>1‘€A(:>)
(V1)

ThtVe.(x €=z € A)
Th-0C A

(=E)

Analysons rapidement cette démonstration : on peut repérer dans la branche de droite les trois
régles (VI), (=) et (LE) qui constituent le cceur de la démonstration. Tout le reste est constitué
d’axiomes, qui servent ici & utiliser les propositions de la théorie 7h, et de régles d’élimina-
tion, qui servent & sélectionner dans ces axiomes l'information qui est utile pour poursuivre la
démonstration.

En passant & la déduction modulo on s’abstrait effectivement des régles qui n’ont pas un
sens déductif essentiel dans la démonstration. Considérons par exemple une théorie vide et une
congruence définie par le systéme de réécriture

{XQY — Vz(reX=zxz€eY)
R —
zeh) — L

Une démonstration dans PRED modulo =% de ) C A devient (avec la formulation ou les conver-
sions sont implicites) :

_L;Aa:)ixem_gj_ (zeh = 1)

(I )xe(bl—ngA
(:>)I—g:r€®:>:n€A

) =5 0CA = Vo(zeh=aeA)

On retrouve bien nos trois régles essentielles de la démonstration sans modulo. Par contre, il
peut s’avérer plus difficile de construire une telle démonstration. En effet, en déduction naturelle,
la régle de déduction utilisée concerne toujours le connecteur de téte de la conclusion (si c’est une
introduction) ou d’une prémisse (si ¢’est une élimination). Ici, pour comprendre que la proposition
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() C A se démontre en utilisant une régle (VI), il faut tout d’abord I’évaluer par le systéme de
réécriture pour connaitre son connecteur de téte.

Dans toute cette section, nous allons étudier une variation sur le théme de la déduction
modulo, oll les régles de réécriture sur les propositions atomiques ne seront plus utilisées dans la
congruence, mais seront transformées en regles d’introduction et d’élimination pour des symboles
de prédicats. Dans notre exemple, cela donne

lzeXkzeY r'FXCY TFteX F'Htel
cI (xz ¢ FV(I)) (CE) VE) ———
r-xXcy I'HteY I'ko

Et on peut donc former une troisiéme version de la démonstration de () C A :

reEPFz e
reEPFxe A

(&) —ca

~—

qui est plus courte que celle en déduction modulo (les deux régles d’introduction ont été contrac-
tées en une seule) et ou les symboles introduits et éliminés apparaissent effectivement dans la
conclusion ou dans une prémisse. On peut également arguer que les régles d’introduction et
d’élimination ainsi définies pour C correspondent bien a la sémantique qu’on lui donne en ma-
thématiques.

Des régles de réécriture aux régles de déduction

Voyons maintenant comment, dans le cas général d’une proposition atomique P réécrite par
une régle P — ¢, on peut construire de nouvelles régles de déduction.

L’idée de base est d’effectuer les introductions (resp. éliminations) de tous les connecteurs
A, V et = apparaissant dans ¢, puis de collecter toutes les prémisses et conditions d’application
de la dérivation ainsi formée pour définir la nouvelle régle. Parfois plusieurs décompositions de
¢ peuvent étre suivies, ce qui donne lieu & des régles d’élimination multiples (les introductions
sont uniques pour les trois connecteurs considérés).

Exemple 38 SiP — QA(RAS)ona:

'R TFS TFQARAS) THQA(RAS)
TFQ TFRAS TFQA(RAS) THFRAS TFRAS
TFQA(RAS) TFQ TR THS

D’ou les regles

'-aQ@ 'R 'es I'=P I'=P I'eP

(PI) Trp PE) 70 PE2) 57 R PEs) T

Il peut également ne pas y avoir de régle d’introduction si ¢ = 1, comme c’était le cas pour
la définition de I’ensemble vide 0.
L’algorithme de décomposition de ¢ pour le calcul des nouvelles régles procéde comme suit.

Définition 47 (Calcul des régles de déduction associées a régle de réécriture)
Soit une régle de réécriture P — ¢. On initialise la procédure par le jugement I' F ¢* ou la
formule ¢ est marquée par *, ce qui signifie qu’elle doit étre décomposée.
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1. Pour trouver la régle d’introduction de P, on applique (de bas en haut) les régles de la
figure 6.2 tant qu’il reste des formules marquées auzquelles ces régles s’appliquent.

2. Pour trouver les régles d’élimination de P, on applique (de haut en bas) les régles de la
figure 6.3 tant qu’il reste des formules marquées auzquelles ces régles s’appliquent.

Enfin on collecte toutes les prémisses ainsi formées, les conditions d’application et la conclusion,
et on remplace ¢ par P pour bien obtenir des régles qui concernent P.

Tk¢* Tk TH ¢*
T (6A0) T F (Va.¢)* (@ ¢ FVD))
Iy o*
I'E(y =)

F1G. 6.2 — Calcul de la régle d’introduction

L'E(pny)* I'E(pAy) 't (Va.g)*
T+ ¢* T+ * TF (¢plx:=t])*
T (W=¢)* Tr ThL*
TH ¢ THY

Fi1G. 6.3 — Calcul des régles d’élimination

Remarquons que, si plusieurs régles de réécriture ont la méme proposition atomique P comme
membre gauche, on obtient plusieurs régles d’'introduction et d’élimination pour P.

Expliquons briévement pourquoi certaines sous-formules de ¢ ne sont pas marquées pour la

décomposition :

1. Dans le calcul des régles d’élimination, une seule prémisse est marquée parce que nous
appliquons ces régles du haut vers le bas. Si on marquait une autre prémisse, il faudrait
faire intervenir des introductions pour la décomposer. Par ailleurs, on ne marque jamais la
formule ¥ car elle est arbitraire et n’est pas une sous-formule de ¢.

2. Dans le calcul de la régle d’introduction, on ne marque pas les sous-formules qui, dans
la régle d’élimination correspondante, se retrouvent dans le contexte car on ne peut les
décomposer une fois qu’elles y sont.

3. On ne décompose pas les V ni les 3 pour préserver la complétude du systéme (voir lemme 63).

Un exemple typique est celui de 'implication, pour laquelle 'antécédent n’est pas marqué
dans la régle d’introduction, et la prémisse mineure n’est pas marquée dans la régle d’élimination.
En effet, supposons par exemple que P — (Q = R) = S, des introductions et éliminations
systématiques donneraient :

I Q=RF,S '+, P T,Q+,R

(PI) (PE)
T, P N

Pour permettre 1’élimination d’'une coupure associée a ces régles, nous avons choisi d’interdire la
décomposition de @ = R dans (P E), ce que décrivent les formules marquées.
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Un autre choix pourrait étre de décomposer également Q = R dans (P ), ce qu’aucune
régle de déduction naturelle ne permet. Il faudrait donc forcer une décomposition dans le style
des régles gauche du calcul des séquents, et méme ainsi on n’aurait pas une fagon immédiate de
réorganiser les prémisses pour éliminer la coupure :

I RF, S THr,.Q
T, P IQry R
T, S

/‘:'?/—\

Définition 48 (Systéme de déduction naturelle généralisé)

Etant donné un systeme de réécriture R = Ry U Rp tel que Ry réécrit des termes et Rp
réécrit des propositions atomiques, le systéme de déduction naturelle généralisé associé a R est
donné par :

— les regles de la logique du premier ordre ;

— les régles construites a partir de Rp ;
ot toutes les propositions sont considérées modulo =g,. On notera I' F ¢ les jugements dérivés
dans un tel systéme.

Notons enfin qu’un travail similaire peut étre conduit & partir du calcul des séquents mo-
dulo [DHKO03]. On obtient alors un calcul des séquents généralisé par de nouvelles régles gauches
et droites pour chaque symbole de prédicat défini par une régle de réécriture.

Comme il est possible en calcul des séquents de décomposer des formules & gauche comme &
droite du symbole I, la décomposition des formules est plus systématique qu’ici : en considérant
des connecteurs multiplicatifs, on peut décomposer sous les connecteurs V et 3. En revanche,
I'intérét du point de vu de la démonstration interactive est moins évident : les démonstrations en
calcul des séquents sont moins “naturelles’, au sens ol la structure des formules n’est plus lisible
dans les démonstrations qu’on effectue.

Travaux similaires

Jusque dans les travaux originels de D. Prawitz [Pra65], on trouve des régles de déduction
permettant d’introduire ou d’éliminer une proposition arbitraire. En effet, il propose d’ajouter
aux régles de la logique du premier ordre des régles de folding et d’unfolding grace auxquelles on
peut directement remplacer une proposition atomique P par une autre proposition () si ’axiome
P < (@ est présent dans la théorie. Comme remarqué par G. Dowek [Dow01], la déduction modulo
généralise la déduction naturelle avec folding-unfolding dans la mesure oil ces deux régles peuvent
étre présentées comme des étapes de conversion, qui sont implicites en déduction modulo. Notre
généralisation de la déduction naturelle va encore plus loin, puisqu’une unique régle effectue
non seulement le remplacement d’une proposition atomique P par sa définition ), mais aussi la
décomposition de @ selon ses différents connecteurs.

L’idée de créer des nouvelles régles d’inférence en contractant plusieurs régles n’est pas nou-
velle non plus : X. Huang a défini les démonstrations au niveau des assertions [Hua94], o comme
ici on essaye de porter la démonstration au niveau des concepts mathématiques manipulés. Par
contre, ses travaux et ceux qui en sont issus sont assez centrés sur la reconstruction de démons-
trations : on confie généralement le probléme & un logiciel de démonstration automatique, et on
cherche ensuite a présenter la démonstration obtenue sous une forme lisible. Méme si une démons-
tration est faite au niveau des assertions, sa vérification passe toujours par une phase d’expansion
pour revenir au niveau des régles de la déduction naturelle, alors que notre formalisme permet
de construire, présenter et vérifier les démonstrations au niveau des assertions.
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Cela dit, il pourrait étre intéressant de réutiliser la technique de chunking de Huang, qui
consiste a détecter dans une démonstration en déduction naturelle usuelle des sous-preuves cor-
respondant & une assertion. Nous aurions alors un moyen de récupérer des démonstrations anté-
rieures (faites en Coq par exemple) et de les rendre plus lisibles et donc plus faciles & maintenir
et & réutiliser.

On peut également citer les techniques de focalisation, proposées par J.-M. Andreoli [And92],
qui consistent & regrouper en une seule étape des inférences sur des symboles similaires : par
exemple

r'-P T+FQ TFR TFS
TFPAQ THFRAS r'P T+FQ TFR TFS
TH(PAQ)A(RAS) devient TH(PAQ)A(RAS)

Le but de cette manipulation est plus de réduire le non-déterminisme dans la recherche de
démonstration que d’avoir un mécanisme de démonstration de haut niveau : il permet d’identifier
des démonstrations équivalentes, mais ses aspects sémantiques sont assez restreints.

Enfin, le calcul CORE (pour conteztual reasoning) de S. Autexier [Aut05] permet un raison-
nement au niveau des assertions, grace & une notion de pas de démonstration trés générale, dont
la justification peut étre une définition, un lemme ou une hypothése. Il serait donc intéressant
d’étudier si notre déduction naturelle généralisée peut étre vue comme une instance de CORE.

6.2.2 Premiers résultats

Comme pour la déduction modulo, le lemme d’équivalence qui démontre la correction et la
complétude par rapport a la logique du premier ordre est un passage obligé. On notera d’ailleurs
qu’il démontre du méme coup 1’équivalence avec la déduction modulo.

Nous nous intéresserons ensuite a la notion de coupure dans ce cadre, et enfin nous étudierons
des instances particuliéres de systémes de déduction généralisés, qui permettent de représenter
la logique d’ordre supérieur ou les prédicats définis par induction.

Lemme 63 (Equivalence)
Pour tout systéme déduction naturelle généralisé associé a un TRS R, il existe une théorie
Th telle que I' -4 ¢ si et seulement si I',Th F ¢.

Démonstration : Pour construire la théorie 7h on procéde exactement comme en déduction
modulo. S’il n’existe pas déja un prédicat d’égalité =, on en ajoute un ainsi que les axiomes
correspondants. Chaque régle de réécriture [ — r se traduit alors en un axiome :

-VZ.(l=7r)sil—>reR;

- Vz.(ler)sil—=reRp
ou 7 est ’ensemble des variables libres dans [ et 7.

Voyons alors la correction et la complétude de 4 par rapport a cette théorie. Nous ne nous
préoccuperons pas de =g, ni des axiomes correspondants, qui se traitent tout-a-fait comme en
déduction modulo.

Si ', ¢ alors I',7h F ¢ : pour obtenir une démonstration de I', 7h I ¢, on peut reproduire
tels quels les regles de la logique du premier ordre ainsi que les axiomes de I' utilisés dans
la démonstration de I' 4 ¢. 11 suffit donc de traduire les régles d’inférence généralisées.
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Supposons par exemple une introduction généralisée induite par une régle P — ¢ :

Hy H,

(P 1) ©)

'k P
Par construction de cette régle d’inférence, il existe une démonstration en logique du pre-
mier ordre dont I’ensemble des prémisses est Hq,..., H,, dont les conditions d’application
sont celles de C et dont la conclusion est ¢.

Pour obtenir une démonstration de I', 7h = P utilisant les mémes prémisses, il suffit d’ajou-
ter 7h a T (ce qui est toujours possible par affaiblissement) et de compléter la démonstration
comme suit :

E
=E) T, 7Th+ P

Le cas de I’élimination se traite de facon tout-a-fait similaire : pour une régle

T+.P H .. H,

(PE) e ©

il existe une démonstration en logique du premier ordre ayant la méme conclusion, les
mémes conditions d’application, et les mémes prémisses excepté I' = P qui devient I' - ¢.
On peut donc également ajouter 7h par affaiblissement et compléter la démonstration
ainsi :

(Az)
) IN7Tht+-P <o
(=E) I Th-P=¢ T,Th+P H e Hy
I7Th ¢ /
T,7h+ C

Sil',7h - ¢ alors I' -1 ¢ : Comme 4 englobe la logique du premier ordre, toutes les régles
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d’inférence utilisées dans la démonstration de I', 7h - ¢ peuvent étre utilisées également
dans la démonstration que nous allons construire, & I’exception des régles (Az) qui utilisent
un axiome de Th. Par conséquent, pour démontrer la complétude de ., il suffit de voir que
tous les axiomes de 7h sont démontrables, autrement dit que tout proposition P définie
par une régle de réécriture P — ¢ peut étre démontrée équivalente & sa définition ¢.
Construisons une démonstration de ¢ - P la forme suivante :

(Az) - (Az) -

(PI) (barll_-i-(bl ¢7Fnl_+¢n
G+, P




6.2. Vers une déduction naturelle généralisée

ou les K sont des connecteurs choisis parmi A, V et = ; les ¢; sont des sous-formules de
¢ qui ont été marquées lors du calcul des régles (P 1) et (P E); les I'; sont constitués de
sous-formules de ¢.

On démontrera donc la proposition suivante : pour tout jugement I'; - ¢} rencontré dans
la construction de (P I), on a I';, ¢ F4 ¢;. En particulier, les prémisses de (P I) sont dans
ce cas, et donc on aura bien la démonstration recherchée. On procéde par récurrence sur la
construction de (P I) (remarquons que plus cette construction est petite, plus la formule
¢} est grande puisqu’on descend dans les sous-termes de ¢*) :

SiT;F ¢f est O - ¢* lui-méme alors trivialement I';,¢ F1 ¢ (et T; = ). Ce sont les
axiomes qui apparaissent tout en haut de notre démonstration de ¢ -, P.

SiI'; F ¢; est obtenu & partir de I'; - (¢; A ¢;)* alors par hypothese de récurrence on
al, ¢y ¢i A\ ¢;. Par application d'une régle (AE), on démontre I';, ¢ 1 ¢;.

SiI'; F ¢f est obtenu a partir de I'; - (Vx.¢;)* alors par hypothése de récurrence on a
I, ¢ b4 Va.¢;. Par application d’une régle (VE), on démontre I';, ¢ F4 ¢;.

Sily,¢; - ¢ est obtenu a partir de I'; - (¢; = ¢;)* alors par hypothése de récurrence
on al,¢ 1 ¢; = ¢;. Par affaiblissement pour ajouter ¢; dans le contexte puis par
application d’une régle (=E), on démontre I';, ¢;, ¢ 4 ¢;.

Pour I’autre sens de ’équivalence, la démarche est trés similaire : on construit une démons-
tration de P ¢ de la forme

PTyF, P ... PT it o PT,F. P ... P,Tnls d

(PE)

(PE)
P,T'y ¢ Py -y o

K1) e
Pty ¢

Pour cela, on procéde par récurrence sur une décomposition de ¢ selon les connecteurs A,
V et =. On démontre que pour toutes les prémisses P,I'; - ¢; ainsi obtenues, il existe une
régle d’élimination de P dont la conclusion est ¢; et dont les prémisses sont uniquement

P et des formules de I';. La démonstration se fait sur des sous-buts et sur des étapes de
construction de (P E), dont les prémisses et les (P E) sont des cas particuliers.

Si ¢; = ¢j A ¢y, alors la décomposition de ¢; donne les deux sous-buts P,I'; - ¢; et
P,T'; -4 ¢;. Dans la construction des (P E), lorsqu’on considére (¢; A ¢p)*, on
construit deux régles dont les conclusions sont obtenues a partir de ¢} et ¢;. Au-
cune nouvelle prémisse n’est créée, donc par hypothése de récurrence on a bien les
régles nécessaires.

Si ¢; = Vx.¢; alors la décomposition de ¢; donne le sous-but P,I'; - ¢; avec « ¢ I';. Dans
la construction des (P E), lorsqu’on considére (Vz.¢;)*, on construit une régle dont
la conclusion est obtenue a partir de ¢7 [z := t]. Aucune nouvelle prémisse n’est créée,
donc par hypothése de récurrence, en prenant ¢ = x, on a bien les régles nécessaires.

Si ¢; = ¢; = ¢, alors la décomposition de ¢; donne le sous-but P, I';, ¢; -4 ¢; et P,T';
¢r- Dans la construction des (P E), lorsqu’on considére (¢; = ¢)*, on construit une
régle dont la conclusion est obtenue & partir de ¢, et on ajoute la prémisse - ¢;.
Or ¢; a été ajoutée au contexte dans la décomposition de ¢; et donc on pourra la
démontrer.
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Si ¢; est atomique ou a un autre symbole de téte alorsla décomposition de ¢; s’ar-
réte, et on obtient une régle d’élimination pour P. Or P est dans le contexte P,T';,
et par hypothése de récurrence, toutes les autres prémisses ont été chargées dans I,
donc toutes les prémisses de (P E) sont démontrables.

La théorie 7h utilisée ici étant la méme que pour le lemme d’équivalence de la déduction
modulo, on a également le résultat suivant : le systéme de déduction généralisée associé & un
TRS R est consistant si et seulement si la déduction modulo =5 est consistante. O

Remarque 10 (Décomposition des disjonctions et quantifications existentielles)

Dans la construction des nouvelles régles d’inférence, nous n’avons décomposé la formule de
définition ¢ que selon N\, ¥V et =, et ce pour pouvoir démonitrer le lemme d’équivalence. En effet,
on pourrait ajouter un niveau de décomposition pour \V et 3, au priz de la complétude de -1 (la
correction reste valable). Un moyen de retrouver la complétude est de raisonner dans - avec le
sous-ensemble de la théorie Th composé des ariomes ¢ = P.

Définition 49 (Coupure généralisée)
Dans 4, les coupures sont celles de la logique du premier ordre auzquelles s’ajoutent celles
formées d’une régle (P I) immédiatement suivie d’une régle (P E).

Exemple 39 (Une coupure sur le symbole C)
La démonstration

.Dl
.D2 ;
: INNeeXkFizeY
————~ (€]) (z ¢ FV(I))
(c )F|—+t€X 'L XCY
B 'HyteY
se réduit a
.D2 .D2
.Dl
F'FiteY

Théoréme 64 (Elimination des coupures généralisées)
Dans 4, toute démonstration admet un représentant sans coupure si et seulement si sa
traduction en logique du premier ordre admet un représentant sans coupure.

Démonstration : Par application du lemme d’équivalence. Une coupure (P I)(P E) se traduit
en logique du premier ordre par n coupures correspondant aux n connecteurs rencontrés dans la
définition ¢ de P. O

Remarquons que si P — ¢1 K ¢9, les successions de régles (PI) (K E) et (KI) (PE) ne
peuvent pas étre des coupures, tout simplement parce que ces régles ne peuvent pas se succé-
der dans une démonstration valide : la prémisse principale de (K E) est une formule dont le
connecteur de téte est K alors que la conclusion de (P I) est une formule atomique, et vice versa.
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On voit aussi ici une justification a posteriori pour ne pas avoir considéré des régles de
réécriture dont le membre gauche est une proposition non atomique. En effet, si par exemple on
avait eu une régle ¢ A 2 — ¢, elle se serait traduit par une regle d’introduction

H, H,
['Eyabr Ao

et il aurait donc été possible de former la démonstration

(1)

(w1) H; H,
I+ A
(AE) + 1 N
L'Fy

dans laquelle le connecteur A est introduit puis éliminé mais qui ne peut pas étre simplifiée. La
notion de coupure serait donc obscurcie par des régles d’introduction et d’élimination supplé-
mentaires sur des propositions non atomiques.

Représentation d’autres logiques
Pour terminer cette section, observons ce qui se passe lorsqu’on formalise d’autres logiques
dans la logique du premier ordre. Par exemple, la logique d’ordre supérieur peut étre formulée
comme une théorie du premier ordre [Dow97]|. En déduction modulo, cela se représente par des
régles de réécriture comme
c(a(V,z)) — Vye(a(z,y))
Il est intéressant de constater que si on counstruit les régles d’introduction et d’élimination asso-
ciées, on retrouve des régles de déduction de la logique d’ordre supérieure :
'k e(a(x,y)) 'k e(a(V,z))
T 0 VD) P
e(a(V,x)) 't e(a(x,d))
On peut donc supposer que notre formalisme fournit une vision unifiée de plusieurs logiques ; pour
conforter cette idée, il faudrait étudier des représentations d’autres logiques comme la logique
modale, ce qui fera ’objet d’études futures.

Une autre piste de recherche prometteuse est la représentation des prédicats inductifs. La
représentation de l’arithmétique comme une théorie modulo proposée dans [DWO05] utilise le
prédicat suivant pour définir les entiers naturels :

neN — VP(0eP=Vm(meN=meP= S5m)ecP))

La régle d’élimination obtenue & partir de cette définition constitue alors une régle de démons-
tration pour les prédicats inductifs sur les entiers naturels :

'neN r-o0epP I'-Vm.(me P = S(m) e P)

(N E) TrnecP (P ¢ FV(I))

En poussant la décomposition un peu plus loin, on obtient une régle encore plus concise :

F'tneN r-o0ep I'mePkFS(m)eP
(N E) (P,m ¢ FV(I))
I'FneP

Il est vraisemblable qu’on puisse obtenir une telle régle pour tous les ensembles inductifs & partir
du moment ot on en trouve une représentation comme une théorie modulo.
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6.2.3 Une théorie des types généralisée

Dans cette derniére section, nous définissons un langage de termes de preuve avec motifs,
qui fait en partie le lien avec le p-calcul. Nous avons vu que, lorsqu’on utilise le A-calcul comme
langage de termes de preuve pour la logique du premier ordre, il faut ajouter des constructions
ad hoc pour chaque connecteur. En toute logique, il faudrait ici aussi considérer un nouveau
constructeur pour chaque régle (PI) ou (P E), puis définir de nouvelles régles de réduction
pour représenter ’élimination des coupures. Cependant, nos nouvelles régles sont en quelque
sorte dérivées des régles pour l'implication, la quantification universelle et la conjonction. Pour
traduire celles-ci en termes de preuve, il suffit donc de pouvoir transmettre dans une abstraction :

— des variables de démonstrations (pour les implications) ;

— des variables de termes (pour les quantifications) ;

— des projections (pour les conjonctions).

Nous rassemblerons donc toutes ces informations dans un motif; les projections elles-mémes
seront données par des p-termes qui sélectionnent une feuille dans un arbre de conjonctions, ce
qui généralise les projections du A-calcul.

Le langage de termes de preuve est donc celui des termes de preuve de la logique du premier
ordre, auquel s’ajoutent une construction d’arbres binaires (que ’on notera 7', U), un langage de
motifs et une abstraction correspondante :

A = T, | <A A>
Ty == AP(@;@;2).(2A) | Th P(t; Th; MA.Q)

Dans un motif P(T;@;z), les variables T seront instanciées par des termes algébriques; les va-
riables @ seront instanciées par des termes de preuve ; enfin la variable z sera instanciée par une
projection d’un arbre binaire vers une de ses feuilles.

Les régles d’introduction ont été construites de bas en haut. Pour trouver le terme de preuve
associé & une telle régle, on procéde comme suit.

Définition 50 (Calcul des régles de typage des \-abstractions)
Soit une régle d’introduction (P I) associée a une régle de réécriture P — ¢.

1. Pour chaque prémisse I'; = ¢;, on suppose un terme de preuve A;.

2. Reprendre la construction de la régle (P I).

3. Initialiser le calcul de la régle de typage au miveau des prémisses, en assimilant A; a
AP(;52).(24;).

4. Parcourir la construction de (P I) de haut en bas en suivant les régles de la figure 6.4 pour
produire un terme de preuve AP (T;@; z).(zA).

Une fois ce terme de preuve défini, on peut également construire les termes de preuve des
éliminations correspondantes.

Définition 51 (Calcul des régles de typage des applications)
Soit une régle d’élimination (P E) associée 4 une régle de réécriture P — ¢.

1. Pour chaque prémisse I' b 1 (sauf la prémisse principale), on suppose donné un terme de
preuve Cy. Pour la prémisse principale I' = P on suppose un terme de preuve A.

2. Calculer le terme de preuve \P(T;@; z).(zA") pour la régle d’introduction (P I) construite
a partir de la méme régle de réécriture P — ¢.
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I'FAP(T;@;2).(2A) : ¢F [ = AP(7; B; 2).(2B) : ¢*
' AP(Z,7;@,B;2).(2<A, B>) : (¢ Ap)*

I'FAP(T;@;2).(24) : ¢*

I, o) = AP(T; @5 2).(2A) @ ¢
I'EAP(T; o, @3 2).(24) : (v = @)

FiG. 6.4 — Calcul des régles de typage des A-abstractions

3. Reprendre la construction de la régle (P E).

4. Initialiser le calcul de la régle de typage en affectant o la prémisse principale I' F ¢ le terme
AP(Z;a;0B.08), ou A est le terme de preuve de I' = P et ot les T et @ sont les mémes que

pour (PI).

5. Parcourir la construction de la régle d’élimination (de haut en bas) selon les régles de la
figure 6.5 pour instancier les variables o, T et modifier la projection \(.53.

6. Les T et les @ non instanciés peuvent étre remplacés par des termes quelconques ; ils ne
joueront de toute fagon aucun réle dans les éventuelles réductions du terme de preuve.

T'FAP®E#B;MT.a): (pA)* I'-AP®EB; A T.a): (pA)*
I+ AP B; \T[a = <8,v>].8) : ¢* T+ AP®E B \Ta := <83,v>]7) : ¢*

I+ AP®E#B;AT.a): (¢ = ¢)* I'ECy:v
T+ AP(L; Blay = Cy); \T.q) : ¢*

'+ APt B; \T.a) : (Vy.¢)* '+ AP®E#B; \T.a): L*
T+ APy :=u); B; \T.a) : (¢y == u])* I' = A P(t; B; XT.botelim(a)) : ¥

F1G. 6.5 — Calcul des régles de typage des applications

Remarquons que lorsque la formule ¢ ne comporte pas de conjonction, la projection utilisée
est toujours Aa.ay, et on peut donc s’en dispenser.

Exemple 40 (Termes de preuve pour ’inclusion)
Notre définition de C utilise un témoin, charge une hypothése dans le contexte, et ne comporte
pas de conjonction. Les termes de preuve associés sont donc donnés par les régles de typage :

Nare XFA:zeY ''FA: XCY 'FB:teX

-y CFE
(1) F'FAc(zya52).(24) : X CY (€E) 'FAc(t;B;daa):teY

Ici la projection n’était pas nécessaire.
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Remarquons d’ailleurs que, si on dispose de ce genre de termes de preuve, les constructions
spécifiques a la conjonction ne sont plus nécessaires : on peut utiliser le filtrage.

I'FA:¢ I'EB:y
L'EANG;2).(2<A,B>) : o AN

T'FA: AW F'EA:9AY

I'HAAG; A<, B>.a) : ¢ (AE: I'FAAG; A<, 5>.8) 19

(AEY)

L’élimination d’une coupure généralisée est représentée par deux p-réductions successives :
la premiére —;, transmet les témoins ¢ et les lemmes B a la démonstration 7' d’un arbre de
conjonctions.

(AP(T;@;2).(2U)) P(&; B;AT.3) +—, (AT.8) (U[z:=t,a:= B])
La seconde sélectionne une feuille de cet arbre :
AT.B)U +—, A
ou A est le terme situé dans U a la méme position que § dans 7.

Il reste a étudier les propriétés de ce calcul typé. En particulier, il serait intéressant d’étudier
sa normalisation forte afin de pouvoir démontrer directement I’élimination des coupures sans
passer par I’équivalence avec la déduction modulo. La difficulté d’une telle étude est similaire &
celle de la déduction modulo : le systéme de types est paramétré par le TRS R puisque c’est &
partir de celui-ci qu’on construit les régles de typage.

Il est notamment intéressant de voir les régles d’inférence et les termes de preuve que ’on
obtient lorsqu’on considére des régles de réécriture incorrectes. Par exemple, la déduction modulo
devient inconsistante si on prend R = {R — R = L}, et d’ailleurs les démonstrations de
F~ | n’admettent pas de représentant sans coupure. Les régles de - associées & cette régle de
réécriture sont

IRk, L 'y R 'y R
(RI) ——— (RE)
'L R 'kHy L
La régle (R E) montre bien que R pose probléme, puisqu’elle permet d’introduire L & la seule
condition de savoir démontrer R. On peut construire la démonstration suivante de -4 L :

o) 2 W R R o) 2 W R R
RE) —= * (RE) — *
( Ri,y L R,y L

(RI) —= (RI) —=

RE) ha ha

( L

Lorsqu’on la décore avec des termes de preuve, on obtient la dérivation de typage suivante :

(Az) ——— (Az) ——— (Az) ——— (Az) ———
R a: R a:RFya: R R a: R a:RFya: R
(};f;) aRFLaR(a): L (};f;) aRFLaR(a): L
(E%E)) F+ AR(a).aR(a) : R (RD F+ AR(a).aR(a) : R

F+ (AR(a).a R(a)) R(AR(a).o R(e)) = L



6.2. Vers une déduction naturelle généralisée

Et il est facile de voir que le terme de preuve (AR(a).ae R()) R(AR().a R(c)) n’est autre que
le p-terme wy (fwy) vu & la section 4.2.1.

Retour sur les systémes de types pour le p-calcul et les logiques sous-jacentes

Les deux sections de ce chapitre abordent des problémes similaires mais relévent d’approches
quasiment opposées, qui chacune nous ont permis de mieux comprendre certains aspects du calcul
de réécriture.

Dans la premiére approche, nous nous sommes basés sur un systéme des P>T'S pour définir des
termes de preuve pour la déduction naturelle modulo. Les P2T'S étant eux-mémes une extension
des PT'S, il a été immédiatement possible de réutiliser le fait que les A-termes constituaient une
représentation linéaire des démonstrations en logique du premier ordre. Par contre, nous avons
utilisé les motifs et les capacités de filtrage présentes dans les P2T'S plutét dans le style d’un
Logical Framework, puisque l'utilisation d’une constante Rew” ou Rew® correspond exactement
a 'utilisation d’une régle (CONG).

Cette utilisation finalement assez restreinte du filtrage suggére que les P?T'S n’ont pas si-
gnificativement plus de pouvoir expressif du point de vue déductif que les PT'S. Un véritable
isomorphisme de Curry-Howard-de Bruijn pour les P?T'S, au sens oll un terme représente une
démonstration et se réduit de la méme facon, donnerait vraisemblablement une logique trés com-
parable & celles obtenues pour les PT'S correspondants. En revanche, la possibilité d’exprimer
des motifs et des régles de réécriture dans les termes augmente sensiblement la capacité de re-
présentation du calcul, et devrait donc permettre de spécifier des systémes formels complexes de
fagon plus lisible et efficace.

Pour la seconde approche nous avons suivi la démarche inverse : nous sommes partis d’un
systéme de déduction pour lequel nous avons cherché des termes de preuve appropriés, et pour
lesquels une forme limitée de filtrage s’avére utile. Il en découle un systéme de types pour un
fragment du p-calcul, que nous pourrons étudier en tant que tel pour voir s’il correspond & un
paradigme de programmation intéressant.

Dans ce nouveau systéme de types le filtrage correspond & une vision unifiée des régles
d’introduction, alors que I'application d’une fonction & un terme correspond & 1’élimination du
symbole de prédicat qui se trouve en téte de I’argument. Nous sommes donc probablement
plus proches d’un isomorphisme de Curry-Howard-de Bruijn étendu, au sens ou les mécanismes
supplémentaires (par rapport au A-calcul) correspondent précisément & un concept propre a la
logique dont nous représentons les démonstrations.
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Nous avons étudié différents systémes de types pour le calcul de réécriture, tous congus comme
des extensions conservatives de systémes de types pour le A-calcul. Ceci nous a permis de mieux
comprendre l'incidence du filtrage sur un calcul typé. On notera en particulier que la formulation
simplement typée et la formulation avec Il-abstractions, qui sont équivalentes dans le A-calcul,
ne le sont pas ici. Nous avons ensuite établi les bases pour l'utilisation du calcul de réécriture
dans le domaine de la logique, en proposant deux formalismes voisins de la déduction modulo
pour lesquels un langage de termes de preuve avec motifs est utile.

Typage

Nous avons montré que les versions avec types simples et polymorphisme vérifient la plupart
des propriétés usuelles : préservation du type, unicité et décidabilité du typage. Par contre, nous
avons vu également qu’elles autorisent la définition de points fixes, ce qui nous a conduit & les
étudier dans 'optique de la représentation de programmes.

Nous avons donc exploré I'inférence de types pour la version polymorphe du calcul, qui s’avére
demander des restrictions trés proches de celles faites dans ML, et confirme donc que ce langage
atteint les limites de la décidabilité du typage.

Ensuite, nous nous sommes intéressés plus particuliérement a l’encodage de systémes de
réécriture et des stratégies guidant leur application. Ceci nous a conduit & définir une réduction
étendue qui détecte certains échecs de filtrage. Nous avons démontré la correction et la confluence
de cette réduction, et nous avons détaillé comment elle permettait de représenter l’action d’un
systéme de réécriture par un p-terme typé.

En vue d’obtenir un calcul typé normalisant, nous nous sommes alors tournés vers les P>TS,
une famille de p-calculs avec types dépendants. Tout comme pour les types simples, la plupart
des propriétés usuelles ont pu étre démontrées par des techniques similaires & celles utilisées
pour le A-calcul. Nous avons également obtenu la normalisation forte pour deux systémes de
cette famille, par le biais d’une traduction vers le systéme Aw. La terminaison d'un calcul et la
consistance d’un systéme de déduction étant des propriétés trés liées, ce résultat légitime l'usage
des P?T'S comme langage de termes de preuve pour un systéme de déduction.

Logique

Partant du résultat établi pour les P?T'S, nous avons cherché 4 les utiliser dans un contexte
déductif, de la méme maniére que le A-calcul est utilisé pour représenter les démonstrations en
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déduction naturelle. Le filtrage et la possibilité de représenter des régles de réécriture suggérait
naturellement de s’intéresser & la déduction naturelle modulo, une extension de la logique du
premier ordre dans laquelle la réécriture joue un role important.

Nous avons établi comment utiliser un sous-langage des P2T'S comme langage de termes de
preuve pour la déduction modulo, ol chaque application d’une régle de réécriture est retranscrite
dans le terme de preuve. La représentation linéaire des démonstrations ainsi obtenue est plus
riche, dans la mesure ou elle favorise la vérification des démonstrations. Par contre, elle ne
constitue pas un isomorphisme de Curry-Howard-de Bruijn complet, au sens ot 1’élimination des
coupures n’est pas totalement retranscrite par les réductions des termes.

Nous avons ensuite proposé un second systéme de déduction, qui est une variante de la
déduction modulo dans laquelle les régles de réécriture sur les propositions sont transformées en
régles d’introduction et d’élimination qui généralisent celles de la logique du premier ordre. Nous
avons montré I’équivalence de ce formalisme avec la déduction modulo, et nous avons caractérisé
la notion de coupure liée aux nouvelles régles de déduction.

Pour obtenir une représentation linéaire des démonstrations, nous avons introduit un langage
de termes de preuve avec motifs qui permet de représenter uniformément toutes les nouvelles
régles de déduction, et dans lequel I’élimination d’une coupure se traduit par une forme de
filtrage. Ce systéme de déduction naturelle généralisé peut donc étre vu comme un autre systéme
de types pour un fragment du p-calcul.

Perspectives

Pour poursuivre les travaux exposés dans ce manuscrit, plusieurs directions de recherche
peuvent étre explorées. Du coté des systémes de types, il reste & démontrer la normalisation forte
dans les autres systémes du p-cube. Indépendamment de cela, il serait intéressant de considérer
des types conjonctions pour les structures; enfin le systéme de types induit par la déduction
naturelle généralisée mérite une étude a part entiére.

Normalisation forte des autres systémes du p-cube

Nous avons démontré la normalisation dans p_, et pP, et il reste donc six systémes a traiter
dans le p-cube. Il n’est pas évident que la technique de démonstration utilisée s’étende aux
autres systémes, dans la mesure ou la forme des types y est beaucoup moins contrainte.
Rappelons d’ailleurs que, dans le A-calcul, la normalisation forte de A2 et des systémes qui
I’étendent a également nécessité la conception d’'une nouvelle technique de démonstration,
& savoir les candidats de réductibilité.

Une piste de travail serait de bénéficier de la traduction de p_, en A-calcul typé pour
trouver une interprétation des p-types simples, et de s’appuyer sur celle-ci pour construire
des candidats de réductibilité appropriés a p2.

Types conjonctions pour les structures

Que ce soit dans le systéme simplement typé ou dans les P?T'S, nous avons utilisé une
régle de typage relativement restrictive pour les structures, dans la mesure ou elle impose
que tous les membres d’'une méme structure aient le méme type. Il est vraisemblable que
I'utilisation de types conjonctions et d'une notion de sous-typage permettrait de lever cette
restriction.
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L’utilisation de types conjonctions pour le p-calcul est un probléme difficile, dans la mesure
otl, méme dans les systémes de types a la P?T'S, une relation de sous-typage trop souple
invalide trés rapidement la normalisation forte des termes typés.

Systéme de types induit par la déduction naturelle généralisée

Les P?TS ont d’abord été étudiés comme un systéme de types puis comme un langage
de termes de preuve; pour la déduction naturelle généralisée, nous pourrions suivre la
démarche inverse, et étudier les propriétés du systéme de types que nous avons défini. Il
semble qu’on ne puisse y démontrer ’absurde par une démonstration en forme normale, et
par conséquent, établir des conditions de normalisation forte permettrait de démontrer la
cohérence des logiques correspondantes.

Concernant les systémes logiques présentés au chapitre 6, nous pourrions modifier la séman-
tique opérationnelle des p-termes de preuve pour la déduction modulo, afin qu’elle rende compte
exactement de I’élimination des coupures. Notre proposition de déduction naturelle généralisée
peut également étre améliorée, ne serait-ce qu’en décomposant totalement les formules lors du
calcul des nouvelles régles ; par ailleurs, nous pourrions y traiter des exemples plus conséquents
que ceux vus jusqu’ici, pour guider les futures améliorations & apporter.

Réductions supplémentaires dans les termes de preuve pour la déduction modulo
Nous avons remarqué que I’élimination des coupures en déduction modulo n’était pas to-
talement retranscrite dans les p-termes de preuve que nous avons défini. Il serait donc
intéressant de définir de nouvelles réductions sur les p-termes afin d’obtenir un isomor-
phisme de Curry-Howard-de Bruijn complet. Le calcul serait alors pourvu d’une nouvelle
sémantique opérationnelle qui pourrait faire I’objet d'une étude & part entiére.

Extension de la déduction naturelle généralisée aux connecteurs disjonctifs

Lors de la construction des nouvelles régles d’introduction et d’élimination, nous n’avons
pas décomposé les formules sous les connecteurs V et 3, sans quoi I’équivalence avec la
logique du premier ordre n’est pas valide. Il n’est pas exclu qu’on puisse traiter ces connec-
teurs également (et donc totalement décomposer une formule en propositions atomiques),
& condition de trouver la décomposition adéquate.

Dans le méme ordre d’idée, on pourrait étudier un calcul des séquents généralisé, ol on
considére de nouvelles régles gauches et droites sur les prédicats définis par réécriture. La
décomposition des formules y poserait vraisemblablement moins de problémes.

Représentation de logiques dans la déduction naturelle généralisée
Un moyen d’affirmer l'intérét et la généralité de notre systéme de déduction serait d’y
formaliser d’autres logiques, comme nous ’avons ébauché pour la logique d’ordre supérieur
ou pour les prédicats inductifs. Les logiques modales, par exemple, fournissent une famille
de systémes déductifs dont la représentation pourrait étre trés informative.

Pour finir, "implantation d’un ou plusieurs prototypes constituerait un complément appré-
ciable & cette thése. Le développement d’un logiciel basé sur I'un ou l'autre des systémes de
déduction présentés au chapitre 6 permettrait en effet générer plus facilement et plus stirement
des exemples & grande échelle.

Implantation d’un assistant utilisant des p-termes de preuve

Afin de justifier par la pratique l'utilité des p-termes de preuve que nous avons proposés
pour la déduction modulo, il serait intéressant d’implanter un assistant & la démonstration
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qui manipule effectivement cette représentation linéaire des démonstrations. Nous pourrions
alors comparer le noyau de vérification des démonstrations de ce logiciel avec différentes
expérimentations autour de l'introduction de la réécriture dans Coq par exemple.

Implantation de la déduction naturelle généralisée

152

Pour l'instant, nous n’avons vu que des exemples jouets dans notre systéme de déduction
naturelle généralisée. Une implantation permettrait d’y développer des démonstrations a
plus grande échelle, et donc de mieux cerner en pratique les intéréts et les limites de
ce formalisme. Il serait également intéressant de le faire tester par des utilisateurs peu
familiers avec la démonstration interactive, afin de mesurer si le formalisme correspond
mieux & l'intuition mathématique, comme nous l'avons allégué.
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Résumé

Le calcul de réécriture est un formalisme qui intégre les mécanismes fonctionnels du lambda-
calcul et les capacités de filtrage de la réécriture. Cette thése est consacrée & 1’étude de systémes
de types pour ce calcul, et & son utilisation dans le domaine de la déduction.

Nous étudions les propriétés et les applications de deux paradigmes de typage. Le premier est
inspiré du lambda-calcul simplement typé, mais il en différe par le fait qu’un terme peut étre typé
sans pour autant que ses réductions soient terminantes. Nous nous focalisons donc sur 'utilisation
de cette version typée pour la modélisation de programmes, notamment la représentation de
systémes de réécriture avec une stratégie de réduction.

La seconde famille de systémes de types que nous étudions est adaptée des Pure Type Systems,
et comporte des types dépendants. Nous en démontrons la normalisation forte (qui légitime
l'utilisation du langage en logique) par le biais d’une traduction vers un lambda-calcul avec
types dépendant de types.

Enfin nous proposons deux approches pour l'utilisation du calcul de réécriture en logique,
plus particuliérement en lien avec la déduction modulo. La premiére approche est une utilisation
des systémes avec types dépendants pour définir des termes de preuve pour la déduction modulo.
Dans la seconde, nous définissons une généralisation de la déduction naturelle et nous montrons
qu’une forme limitée de filtrage est utile pour représenter les régles de ce systéme de déduction.

Mots-clés: Lambda-calcul, réécriture, filtrage, typage, déduction, principe de Poincaré.

Abstract

The rewriting calculus is a formalism integrating functional mechanisms from the lambda-
calculus and matching capabilities from rewriting. This thesis is devoted to the study of type
systems for this calculus, and to its applications to the domain of deduction.

We study the properties and the applications of two typing paradigms. The first one is inspired
by the simply typed lambda-calculus, but it differs from it in the sense that even a well-typed
term may have a non-terminating reduction. Thus, we focus on the use of this typed version for
modeling programs, and especially for representing rewriting systems.

The second family of type systems we study is adapted from the Pure Type Systems, and
features dependent types. We show the strong normalization (which legitimates the use of the
language in logic) in two of these systems, via a translation into a lambda-calculus with types
depending on types.

Finally, we propose two ways of using the rewriting calculus in logic, more particularly in
relation with deduction modulo. In the first approach, we use the systems with dependent types
to define proof terms for deduction modulo. In the second case, we define a generalization of
natural deduction and we show that a restricted form of matching is useful in order to represent
the rules of this deduction system.

Keywords: Lambda-calculus, rewriting, pattern matching, type systems, deduction, Poincaré
principle.



