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� .G,(*�!$'�,h] � ���*� �;" ��
 ��
 ��� ��� : � ��� ��� ��D 	 ����� * ����� ��� � � ��� � � ��% ��� ' � � '.� 
 � � � � � � ����'&������� ����� � �'� 1+� �
q ⇒ q

����� � � ��� � 	������ �����'� � � �/
 � � � ��� � ���/� � � � � � � ��� 
 �&'���� �'��
 � ' � D 	������ � � ������� ����� � � � � 	�� 
 ���*����� ����� ���
� ���*� '&��������� �

(⇒E)

(Ax)
p, p⇒ q ` p⇒ q

(Ax)
p⇒ q, p ` p

(⇒I)
p, p⇒ q ` q

(⇒I)
p ` (p⇒ q)⇒ q

` p⇒ (p⇒ q)⇒ q

6 � �C" ����� ����	 ����� 

� ��	�
��Q����� ����� �&,@� � ���������%!`����� �?��� ���(S ���`Gc��� �=! � � �������5������������� ���5��	7������� 

	(r
	�

� 

��� � 

� �Q� 

� ����� �o�7��!���� ����� 

�������C) � � ����� 

� �er ���o,.� � 	�

�����&,.� �

D2
	 ��������� ���\r#!`P�!�������� ������� �Q�����

���5��	7�������f,@��� ������,.� ��� �%�*"OP������<�(��	�� � ,.��������
�� ���5�����%�(� 	������$�$�7�  �D �5� � ����������� �`� 

� � ��
 	���������

� � �
� ����������� ���5!%!���� � �#"O��� �=! � ��

������� ����� ���5��	7�������f� 

� �o��� �<�7��!���� ����� 

������� 	 �������;"O���8���!���������5!%!�� ��


β
r ���$�(� ���������a� 

� �����

λ
r �����8!��  

6 � �����.�(����� ��� �+! 

� � ������

� ������� 
���������� ������� �������������o� �8� �����o��� ��
������ � ,@� � 	�����	 � ��� ��������� ��� ��� � � �8���hr
����������������� 

� � ���C,.� ������������� �����N���H�7�$�(� ��������� 
���������� �����  

� %�+��$�O�����:� � �@�21d�LK:��MG7;,>!$#P�:!H�L�P� �������;�;,(')'�, �)����7;�O�����:�$�;��� �9, � ��� � �
# ��� ��� % � %�� 	 �  � ��
 � ����� 	�� � 
 / � ����� 	 ��� � � � � �

Φ ::= VP | ⊥ | Φ⇒ Φ | Φ ∧Φ | Φ ∨Φ

� � ��������� % �����
	#" � �  ����� ��'�� 	�� � � � � ��
 � � ��� ��'����'�����
	 ��� & %���� ��� � � � � � � �����
/ j



� � � � � ��
����*� ��� ����� ���*�
� � ��� �&% � � 
 
 ���

(∧I)
Γ ` φ Γ ` ψ

Γ ` φ ∧ ψ
(∧El)

Γ ` φ ∧ ψ

Γ ` φ
(∧Er)

Γ ` φ ∧ ψ

Γ ` ψ

(∨Il)
Γ ` φ

Γ ` φ ∨ ψ
(∨Ir)

Γ ` ψ

Γ ` φ ∨ ψ
(∨E)

Γ ` φ ∨ ψ Γ, φ ` ϑ Γ, ψ ` ϑ

Γ ` ϑ

(⊥E)
Γ ` ⊥

Γ ` φ

� � � � /  3  > ��� 
���������������� �����N������
 ����� � ,.� � 	�����	 � ��� ��������� ��� ��� � � �8��� �����������������

y � ����! 

��,.� ��� 
<,@� � ��
 ����� 

������� �C" 

	�	�

� 
�����	�
��-� 

� � � ������� ��

��� 

���f���&/ ���8!+�������Cl ��� �\_ ��� ���
������� � 


φ⇒ ⊥
	��=����1��N,.� �

¬φ
)����Q,.��� ����� ��������������!���� ���$,.��� ��

����� ��� 

� �����5������� ����� ����� � ,.� ���:,.� � � �5� �

���8���!��������� �  y ������! 

��,@� ��� 
U��� 

����!���� ��,@�C" ���M!`P�!���������� ����������� 	 ����� 
 ����� � 	��=� ����������� � 

����

� ���������
����� �����`�*" � � �����?�(� ��������� �5�n�*"O��� �=! � ��

�������C) ���<,.������� 
5�(��� �����������8F?!`���������  �p �(I �

⊥
�C" 
 	�
��`��� ����� ���

�*" � � �����?�(� ��������� �~��� �%/ �����H�7��!���� ������� �#"O��� �=! � ��

������� ���������5��	7�������k) ��" ����� ���`,.��� � �5� � 	 ���8!�������� 
 ���
�L�����hI���� ��
 ����� ������� 

� ���Q��� ��
 ����� � ,.� �  i6 � 	�

� 
����N�*" 

� � ��������� � 

����������
�A����+��� � � 	�
��J/ �5������� �N��� ����� ���H���
�7�$�(� ���������M����� � ��
 ����� ���=� ������� ����� �8F�������! 

��� ,@� ��!���� � �#" 
�A �8�������  

� ��� ����� � ,.� ��� ����� ���!� ����� � ���(� �����(��� � �'��� ��� 	�

� ��	�	 � ��� ������� 
��(' ����� � ,.� ��� ' � � �����?1+�*���\)L,.� � �#" �����5A�������� �
����
 4 �5��� 

� � 	�

� �\'!��! 	���� �#" 
B'!���5!��:�(� ��������� �\'����=�

φ∨(φ⇒ ⊥)
 � " ����� ����,@�����\'!	�� � ,@� � 	 �5����,.� ����� �5� �


������ � 	7� � �5� � 	�
������������ ��
 ����� 

�������%! 

��� 	�
������ �#" �=! 	�� ��� 

������� 	�

� �\'!��! 	�����)
	7������,.� �J� 

� ����� � 
5�!���
� � �8��� �����������������

φ⇒ ψ
�C" ����� 	�
����$,.��� ��

����� ��G

¬φ∨ψ
 5> � 	���� � ��� 	�

��� � ������P�� ������,.� � �������7��!���� ����� 

������� �

	����.�(��� ����������� � ����� �����8� ����� ����� � 

� � ���#) ��� �#" ��� 	����5�����+��� �&�!��� 4 ��� ���������C) � �~/ 
���� 	���������� ��� ���$,.� ������� � ���
/ 
������������ ��������

� � ���  

� .G, *h!�'�, � � ���*� � 
 / � : ���!�*� � � 	�� 
 ��� ��� � �
p ⇒ ¬¬p


�� �'��� � �
¬¬p ⇒ p

�!3 � � E � � : � * � '� " ������� * � ����� ��� * � � ��� � � � ��� � : ��� �

(⇒E)

(Ax)
p, p⇒ ⊥ ` p⇒ ⊥

(Ax)
p, p⇒ ⊥ ` p

(⇒I)
p, p⇒ ⊥ ` ⊥

(⇒I)
p ` (p⇒ ⊥)⇒ ⊥

` p⇒ ((p⇒ ⊥)⇒ ⊥)


�� � ��� �����
	 ��
���� �������
¬¬p⇒ p

�'�  ��� �,� ���'� �'� ��� � ���
��
���
 �����
p ∨ (p⇒ ⊥)

�

y � 	 ����� ��� �8��� ��� 	�
��������+G ��
 ����� � ,.� �`�(� 	�����! ����� �����!����)0,.��� � �%! 

��� 	7����� 	��=� ������������!���� �&�����
	�����	 � ��� ������� �;)7! 

��� 
�� �����*��� ��

� �L��A����Q��� �����8!���� ����������	����$�!��� 

��� �8��� �����������8!����  

� % + �;�O�����:� ��] �21d�LK��OMG7;,><�7 !$#&,(*���,(#e�L#&<$#P,>�)����7$�O���O���;�$��� �9, � � � � �
/ � � � 	 ��� ��� � � � �*� � 
�� � �

X
	��%* � ����� ��� ������� %�� �����?1+� ��� : ��� � ��� %������(��� �

Σ
1+��� � � � � ' ��� � ' � � 1+� �

� � 
 � � ��� 	��  ����' ��� ���
f

��� � � � � 1+� � � ���/� �
n ∈ N : � � � � & ��� � � � � ��
 �����

R
	�� � � 
��&� � ���
	�� ����� 	 � '����/�

� �	
 ��������� 	 � � ��� 	#" ��� �
� ���/� � �
����� � ��/ ���8!H����� 

���5! � ,.� � ��� ��� � � ��
 ����������� ���

r(t1, . . . , tn)
���
r ∈ R

��� ��� � � � 
 � � ��� 	�� ��� ��	 �(' ���
	#" � ���/� �

n
� �
t1, . . . , tn

� ��� � 	���� � ����
 ��� � � %�� ����� 1 �*��� �
/ _



��� � ������� � � ��� ����� ���*� ������� �'
 � ��� �/� ���

,B� # ��� ��� % � % � 	����H/ ���8!H���������(� 	�����! ����� �����!���"	�� � 
 3 � ����� 	 ��� ����� � � �

ΦP ::= FA | ⊥ | ΦP ⇒ ΦP | ΦP ∧ ΦP | ΦP ∨ ΦP | ∀X .ΦP | ∃X .ΦP

���
FA

����� � " � �*� ��
 ��� �
	����  +� ��
 � ����� ��� � 
 �?1+� ��� �
/ � 	 � & � ��� ��� � ������� ��� 	 �9* � ��� ��������� � ����� ��� � ����� ��� � � ��
 ���
� � �����  +����
 ��� ���.<

FV(x) = {x}

FV(f(t1, . . . , tn)) = FV(r(t1, . . . , tn)) = FV(t1) ∪ . . . ∪ FV(tn)

FV(φ⇒ ψ) = FV(φ ∧ ψ) = FV(φ ∨ ψ) = FV(φ) ∪ FV(ψ)

FV(∀x.φ) = FV(∃x.φ) = FV(φ) \ {x}

FV(Γ, φ) = FV(Γ) ∪ FV(φ)

# ��� ��� % �����,	#" � �  ����� ��' �
	�� � � ��� ��
 ���+������' ���/����� 	���� & %�� ����� � � � : � ��� � � ��� � �

(∀I)
Γ ` φ

Γ ` ∀x.φ
(x /∈ FV(Γ)) (∀E)

Γ ` ∀x.φ

Γ ` φ[x := t]

(∃I)
Γ ` φ[x := t]

Γ ` ∃x.φ
(∃E)

Γ ` ∃x.φ Γ, φ ` ψ

Γ ` ψ
(x /∈ FV(Γ,ψ))

� ��� � /  j  > ��� ����� ����� ��	V�����hIi,.� ��� 
��('<,@��

� ���hI�� 

���������

� %�+��$�O�����:� � � � ��� � � � � � � 	��('�� � � � � �'���
P

� � ��� � � ��� %�� ���(� ��� ��� � � ���'��� 1+� " �/� ��
 � � � � ��� 
 ��� �*�����
� � ��
 �
� � %�� ����� 1 �*�

t : � � ��� � � � �������(���
∀x.P (x)⇒ ∃y.P (y)

��� � 	�� 
 ��� ��� � ��� �%<

(⇒I)

(∃I)

(∀E)

(Ax)
∀x.P (x) ` ∀x.P (x)

∀x.P (x) ` P (t)

∀x.P (x) ` ∃x.P (x)

` ∀x.P (x)⇒ ∃x.P (x)

>�" � �7���%���o�7��!���� ����� 

������� ����� �����8� ����� ��� 	�������� ����� ���5��� ����� ����� � � 	 �5���-�7��!���� �������Q��� �&/ ���8!H�����
�\'!��������� ������� ����!���� �J,@��

� ���hIi���

∃x.φ
� �(/ 
���� 	 �5������� ��/ �5������� ����� ����!���� ��	 �5��� ��
 � 

�������K��� ��
 ��

����
�A����

x
 

m � � ���#)�� 

� � �#" �\'���! 	�����	������$�$����� �;)�� ��
N/ 

� �=��� � ������� ����� �����8!��
t
)5!`P�!����;" � ����� 

� � ����� 

����!���� � 

�8A�� ��� 

� ���

�����C" 

	�	�

� 
���� 	��=� �Q� 

� � ��
 	�����	 � ��� ������� �7��!���� �������  y � ���5!%!���� ���U��� 

����!���� �&G ����� � ��� ,@� ������� �
�7��!���� ����� 

��������	 ����� �k" 

	�	�

����� �����EG���� �[/ ��� ���������>R ��������� �:G����

λ
r �����8!�� T ��P�������� 

	�
�A����N��� 	����?�(��� ���

��� ����!���� � 	 �5��� ��
q�7��!���� ����� 

�������n�*" ��� � 	�����	 � ��� ������� ����� ����� �&A������nG ��������
��������j��� �f/ ��� ��������� ,@���
	�������� ��� 	�

� 
�!`��������� ����� �@F�	 �������������N��� ��������� 	�����	 � ��� �������������������5����� � ��������!���� � 

���������(�  

p �(I �C)�����	 ����� �k" � � ����������������
��(' ����� � ,@� �����*" �����!�����8��		�����������;)i,.��� ����� ������� �\'!����� ������� �����H�H2 y �
���:�d2Np�X � 

� � ������,.� ��� ��������� �k" 
��������������-G+,.��

� ���hI���� R �\'���������� ������� ����!���� � ��������� ������� ��� ����!���� � T �8���������
	�����	 � ��� ������� �  y � �5A�������� � 

� � ���V� 

� ����� 	�����! ����� ����! 	 � ��
 ����� � ,.� � 	�����	 � ��� ��������� ��� ������� ����������� �����!���
�d2 y �E{()i� 

� � ��
5,.� ��� ��� ��� � � 	 �����:,.��

� ���hI�����,.� � �8���:����� ��

����
�A�������	�����	 � ��� ��������� ��� ����� �

Φ2 ::= VP | ⊥ | Φ2 ⇒ Φ2 | Φ2 ∧ Φ2 | Φ2 ∨ Φ2 | ∀VP.Φ2 | ∃VP.Φ2

/ 0



� � � � � ��
����*� ��� ����� ���*�
� � ��� �&% � � 
 
 ���

(∀I)
Γ ` φ

Γ ` ∀p.φ
(p /∈ FV(Γ)) (∀E)

Γ ` ∀p.φ

Γ ` φ[p := ϑ]

(∃I)
Γ ` φ[p := ϑ]

Γ ` ∃p.φ
(∃E)

Γ ` ∃p.φ Γ, φ ` ψ

Γ ` ψ
(p /∈ FV(Γ,ψ))

� ��� � /  _  > ��� ����� ����� ��	V�����hIi,.� ���NG ��
 ����� � ,.� � 	�����	 � ��� ��������� ��� ���H�(� �����������������!���

>�" � � ��� 

� ����

�������w��� ����� � 

����
�A�������	�����	 � ��� ��������� ��� ����� � � ����� ���j/ 

� ��	�

�f����� ����� �����f�*" � � �����?�(� ��������� ���
�*"O��� �=! � ��

��������������� ���=! � ��

� ������G ����� �����:���H�H2Np�Xo)7������������� ���<I ������� /  _

y � 	 ����� 

� � �����7��!���� �������Q����� ������������!���� ���5!%!��
∀p.(p ⇒ p)

 �p � ����� � ,@� � 	�����	 � ��� ��������� ��� ����) ���
	 �5��� 

� �Q�7� 4 GU�7��!���� �������

φ ⇒ φ
	 �5��� ���5����� 	�����	 � ��� �������

φ
! 

��� ��� � �%�!����	 � � 

� ��	�
��Q�*" ��� !��;F����

�*" �\'�	����=!���� ��
 �L������� 

� � ���Q�*" ��� � ����� ���-�7��!���� ����� 

�������  
6 � ����� 

������� ��

�8�������-��� ���5������� �j�7�\I ��� �c�����U/ ��� ��������� � �8��� ����� 	�����	 � ��� ������� �;) 	�

� �\'���! 	����q��� �

/ ��� ���������
AND

�*" 

��� ���N{-,.����	��������`�����(' 	�����	 � ��� ������� � ��� ����� ������� ������� ����� 4 ��� ���������  y ��	 ����� ��� �8��� ���
�7�\I ��� �+������/ ��� ��������� � �8��� �����-/ ��� ��������� �;)~,.��

� ���hI���� �8��� �����Q/ ��� ��������� �;) ��� 

� � ���K��������� ���  ~> 
 ��� 1��8�����
��� ���5������� ����� ��		��� 

������� � 
�!`��� �&G ��
 ����� � ,.� � 	�����	 � ��� ��������� ��� ���+�*" �����!��� �8��		�����������;)�� 

� � ��
5,@� ��� ��� ���
	 ����� 	�

� �\'!��! 	���� ����	���������� ������Ii�7������!���� �8R ��� ��� ����� ������� 
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Γ, x:τ ` x : τ

(Ax)
Γ, φ ` φ

������� � Γ, x : τ ` b : σ

Γ ` λx:τ.b : τ → σ
(⇒I)

Γ, ψ ` φ

Γ ` ψ ⇒ φ

��� �	��� � Γ ` F : τ → σ Γ ` a : τ

Γ ` Fa : σ
(⇒E)

Γ ` ψ ⇒ φ Γ ` ψ

Γ ` φ
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�� ��� � � ��� � � � ���/��� ���*� � � '&��� � ��
�� ��� <

|ι| = p

|τ → σ| = |τ | ⇒ |σ|

|∅| = ∅

|Γ, x:τ | = |Γ|, |τ |
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Tλ ::= X | λX .Tλ | TλTλ | (Tλ, Tλ) | π1(Tλ) | π2(Tλ)

| inl(Tλ) | inr(Tλ) | case(Tλ,X .Tλ,X .Tλ) | botelim(Tλ)


������ ����� ����� �����N�������$�(� ��������� 
5�7�!� ��������� ��� �����

π1(A1, A2) →β A1

π2(A1, A2) →β A2

case(inl(A), x.B1, y.B2) →β B1[x := A]

case(inr(A), x.B1, y.B2) →β B2[y := A]
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� � ��� � � Γ ` A1 : φ Γ ` A2 : ψ

Γ ` (A1, A2) : φ ∧ ψ

� �+� ���
1 � Γ ` A : φ ∧ ψ

Γ ` π1(A) : φ

� �+� ���
2 � Γ ` A : φ ∧ ψ

Γ ` π2(A) : ψ

�	� ��� �
1 � Γ ` A : φ

Γ ` inl(A) : φ ∨ ψ

�	� ��� �
2 � Γ ` A : ψ

Γ ` inr(A) : φ ∨ ψ
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(∀E)

(∀E)
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(Ax)
Γ ` ∀x.∀y.∀z.(x = y ∧ y = z ⇒ x = z)

Γ ` ∀y.∀z.(s(0) + s(0) = y ∧ y = z ⇒ s(0) + s(0) = z)

Γ ` ∀z.(s(0) + s(0) = 0 + s(s(0)) ∧ 0 + s(s(0)) = z ⇒ s(0) + s(0) = z)

Γ ` s(0) + s(0) = 0 + s(s(0)) ∧ 0 + s(s(0)) = s(s(0))⇒ s(0) + s(0) = s(s(0))
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Γ ` ∀x.∀y.(s(x) + y = x+ s(y))

Γ ` ∀y.(s(0) + y = 0 + s(y))

Γ ` s(0) + s(0) = 0 + s(s(0))
(∀E)
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Γ ` ∀y.(0 + y = y)
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�A �8r
��� 

� ���U�����&��� 

	 ��� � 

��������

����� �����%� 

� �+��� �U�7��!���� ����� 

������� ����� �������@� � ���5� � ����� �5! �(� � ��� ��' � �*� 	��
� � � ��'�� ��� �OvJvJ|�{�
  

p �H�7�$�(� ���������H!��.�(�����7) ��� ��� ������� � 	 �5��� ������
��*" � ����� ���hI���� ����� 	�����	 � ��� ������� � ���������Q��� � ������� �8� ��� ��� ∼= )
,@���./ ��� 
 	�

������� � � ����� � 

� ���:��� ��
 �������������J� 

� � ��
5,.� ��� ��� ��� � 

��������� �  i �5������� ����� ����� �������*" � �(/t������� ��� ����� �


�������J�7�\I ������� 
 ����� ��
 	 � �����=A�� � � ������� � � ������� �J���j,.� ����������,.� � ����	������ ��� � 

� �:��� ��
 ����
���������� ������� �8� ��� ���
����� 	�����	 � ��� ������� � �8��� ������,.� ��� ��������� ��� 
�� 

� � ���  0� 

� �\'���! 	�����) 	 �5��� ��
 ����� � ,@� �%! � ���=! 

���j�(� 	�����! �����
�����!����) ����� ����� �����o����� ������� ��� � ����� �����&��� ��
9I ������� /  /4/  y � � ������� 
q,.�C" � ��/ 
���� 

��� ������� ����� ����� �����o�(�
,@��

� ���hI�� 

������� 
 ����� �#" � �(/ ���8! 

������������������� 

� ����	 �5��� ��������� �����8��� ������
+/ ���8!+�����

∀x.φ
 

(Ax)
Γ, φ `∼= ψ

���
φ ∼= ψ

(⇒I)
Γ, ψ `∼= φ

Γ `∼= ϑ

���
ϑ ∼= (ψ ⇒ φ) (⇒E)

Γ `∼= ϑ Γ `∼= ψ

Γ `∼= φ

���
ϑ ∼= (ψ ⇒ φ)

(∀I)〈x, φ〉
Γ `∼= φ

Γ `∼= ψ

���
ψ ∼= ∀x.φ

���
x /∈ FV(Γ)

(∀E)〈x, φ, t〉
Γ `∼= ψ

Γ `∼= ϑ

���
ψ ∼= ∀x.φ

���
ϑ ∼= φ[x := t]

� � � � /  /4/! > ��� � ,.� �-! � ���=! 

���H�(� 	�����! ����� �����!���-!��.�(�����
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��� � ������� � � ��� ����� ���*� ������� �'
 � ��� �/� ���

m � � ���#)!�����:�����(' 
B'!���5!�����	������$�$����� ��� ��������� � �8��	�	����=!`�����(������� ���\'!����) ��� ���9�7������

����� 
�	��=����1��N,@� �

0 + y ∼= y

s(x) + y ∼= x+ s(y)

� 

� ����� ���$,.� ��� � � �!����� �=!%!`�$�!��

��,@� �
s(0)+s(0) ∼= s(s(0))

�B� 

� ����� � 	�����	 � ��� �������C) ��� 	 ����������� � � � �8r
� 

� �������J��� ��!`P�!�� ��

����
�A����

x
� ���!�h_	������!%!���� ��	�

� �#" ��� �5� �#" 
������������ ����� �����8!����  (> 
+�7��!���� ����� 

�������

	������$�$����� ��� � �����$�(��� �N�7�������8! 

����G

(∀E)〈x, x=x, s(s(0))〉

(Ax)
Γ `∼= ∀x.(x = x)

Γ `∼= s(0) + s(0) = s(s(0))

,.��� �C" ����� � ��� ��	��=� �H,.� � �#" 
B'!���5!��f��� ��� `��\'�� ��� ���  ~> 
 ������� �8� ��� ���f����� � ������� ����� �����+�7������� ���`����� ,.� ��!���� �

�� ��� ��� 
�� ����� �����8!�����

� �L��A���� ,.� ���;)*! 

��� � � ������	 � �����=A����%��� 

����!���� �+��� ����� ��� �7�������H�!� ����������!���� �+�����
�$,.��

������� � ����������� 	�����	 � ��� ������� �;)!	�

� �\'���! 	����

x ∗ y ≥ 0 ∼= (x ≥ 0 ∧ y ≥ 0) ∨ (x ≤ 0 ∧ y ≤ 0)

p � �������Q��� ��/ �����;)!����� ����� �����N�*" � � �����.�(� ��������� ���:�*"O��� �=! � ��

������� �;" 

	�	�� � ,.� ��� ��,@� ���C,.� � ����� ����������	����������(r
� 

� � � � �������~� 

� ����� � ����
�� ���-��� ������� �8� ��� ����l�����	 �����:����� ��
 ����� �N�����N�7��!���� ����� 

������� � ���5!%!��

(∨Il)

   

Γ `∼= x ≥ 0 ∧ y ≥ 0

Γ `∼= x ∗ y ≥ 0

6 � 

	�	�

� 
���� 
�������g � 

	�� ����!���� �:,.� � ��
 ������� �8� ��� ��� ∼= ����� ��P��������7�\I ������
 ����������� �C).�*" ��� � 	�

��� 	 �5���
,.� ����
 ����� � ,@� �-�7�\I ����������� ��������������� ����)i�*" 
���������	�

����	 �5���:,.� � ��
 ����� � ������� �+���-�7��!���� ����� 

������� � ���������
��� 

� ��� 
�A����  � �5!%!�� ��� �#" 
 �?� G ��
 � ����������� 	������$�$����� ����) � � ���������5������� � ���5!%!��.���U����	���������� �����H��� �
������� �8� ��� �������5� � ��
9/ ���8!��c�*" ��� �8F!������!��U��� ���$������� �8�����  �X 

� � ���5����� ��
 �8��� ����) ��� ����� ��� �7������� 
a,@� �
��
 ������� �8� ��� ��� ∼= ����� � ������� ��� �7�$�(� ��������� !��?�(����� ����� ��
 ������

�������n��� ����� �������������

=R

���������� ���<GM���

��F�������!��-��� ���$������� �8�����
R

���5! 	 � ��� �

 �*" ������� ����!+A����H��������� ����� ���$������� � 

� �������������8!���� 

� �L��A���� ,.� ��� ��� �����8!���� 

� �L��A���� ,@� ���~l
 �*" ������� ����!HA����N��� ����� ����� ���$������� ��

� �K����� 	�����	 � ��� ������� � ��� ��

�?1+� ��� ��� 	�����	 � ��� ������� ��,@� ����������,.� ���  

� 

� 

� � ��������� ��� ����! 

������� 
 �L������� 

����!���� �9,.� ����� �8F!������!��
R

����� � �����8! � ��

� � ��� �����a`�� ��� �;) 	 �5���

�� �8�������N,.� ����
 ��

� � �!� ���-�*" ��� �+�7��!���� ����� 

������� � ��� �����5� 4 �5����� �L�����hI 
�A����  

> � �����8��� � 

� 	����=!������!��

����� ��
U�7�$�(� ���������q!��?�(����� ����� ��� ����!%!��o�*"O�$,@��� � 

����� ����)	,@��� ���a��� ��� ��� ��

������������������� ��� ��
 ���5! 	�� ���8����� 	�

� � 

	�	 ������G ��
 ����� � ,@� �Q�(� 	�����! ����� �����!���  

1d,(*g*h, � ���cMG7$�'&C+�'O, � B-,�� � ��� �:Q � �
� ����� � ��� � ��'&��� %�� � � ��' �

=R
	 � & � ��� � � � ��� � � ��� ��
 � 	�� ����� ' ���/�(����� 1+��������� ' ������	���� � ����
 ��� � �

� � ��
 ���
� � 	���� � � � � � �������(���*� ��� � 
 � 1 �*���
�+� � � � � � �������(���*� : �/� ��
 �'��� � ��� � � � � � ��� �
Th

� ���'����1+� �
Γ `=R

P
��� � � � � ��� ��
 � ��� ���

Th,Γ ` P

> ������,.� ����
 ������� �8� ��� ���������:�7����� � 
�A�����)�����
 ���������8��� � 

� �8��	�	�� ��!���� � 

� ��� �8��� � 

� � �

1d,(*g*h, ( � � %-B-��<$+*)$�)')�O�9%�� � ��� �:Q^I ��� �LQ � �
� ����� � ��� � � '&��� %�� � � ��' �

=R
	 � ' � 	 ������� � � 	�� &,� � � � ����� � � � � � ��
 �"	�� � � � ' ���/�(��� � 1+��� ����� ' ���/��	 ���

� � ��
 ��� � � � ����
 ��� � � 	 ��� ��� � � � ���/��� ���*� ��� � 
 �?1+�*��� � ��� � � � � �������(���*� : � � * � ��� &�'������ ��� 	 ��� 	�� 
 ���*����� ����� ���*�
�+� 	 � 	�� ' ���(��� 
 � 	�� � �

=R
��� � � % � ����
 � � � 	�� ' � 	 ��� � � �

2�|



� � � � � � 	�� ' ��� ��� 
�� 	���� �

> ��� ����� �����J��� ���$������� �8����������� � ���N!���!HA������ 
�� � � � �����K��� � 	�����	 � ��� ������� 

���5! � ,.� � 	 ��������� � ����� �����hr
�8� ���:��� �-�7�\I ��� ��������	 �5��� ��� �8F?!HA �����-��� 	����$�!��� 

����� ��������� 	�����	 � ��� �������C)�	�

� �\'���! 	����

X ⊆ Y → ∀x.(x ∈ X ⇒ x ∈ Y )

������� �QA������q��� ������! 

� ��� ,@� �oG
⊆
 � ��	 ����� 

� �;)���� ������� ��������� ��� 
����5������� ����� ����� �����.�a�7�$�(� �����h/� V� 

�

�\'!��! 	�����)���� 	 ����� � 

� 
������������ ���:��� 

��� � 
�� � � ����� ��� 	�

� ��
 ����� ���

x ∗ y = 0 → x = 0 ∨ y = 0



�������<,@� � �#"O��� 

� � ��� ��� ��
 �����-!+��� ��� 	�� ��� 

��� ��� ����� �9�7�\I ������� 	�

� ��������� 	�����	������ ��F�������!����<��� ����� �����  
W � � ����� ��� 	 �����<!`P�!�� ����!HA������ �C"OP������ ,.� �a�7�\I ��� ��������� ��� ����) ��� 	 �5����� 

� �MP������ ��������� ������� ��� � 

� � ��

	���������� � 

�������<�*" ��� � �������������  (� 

� �\'���! 	�����) 	 �5���J�7�\I ��� � �#" 

��� ���7!`����� ,.� � ���5!%!��N��� � ��������������!��.�(�����7)
� �~/ 
���� � � �����.�(��� ���o��� �8F?!HA �����+��� 	����$�!��� 

�

N
	 �5��� ��������� ��������� ��

�8���������;) ��� ��� ������!���� �H�7������� ��	�

� ��


��������������� ���

N(n) → ∀p.(0 ∈ p⇒ ∀y.(N(y)⇒ y ∈ p⇒ s(y) ∈ p)⇒ n ∈ p)
,@��� ����� ��� ���\r#!`P�!��Q��� � ��� 
5�(� ���������q�(� ��������! 
%��� ��������������� ���  

y � 	��������!� 
 � 

�����`G � � 	�
�� ��� ��

��������� 
�A7� ������	�

����
�� ��� 

�������
→

����� ����� �����-��� ���$������� �8������)*,@���
�C" 
 �������aG ����� � 
 �����H��� ���=! 	�� ��� 

������� ������� 	�����	 � ��� ������� �������N!���!+A������ � 
�� ��� � �����!����� ������� ����� �-P������
�$,@��� � 

����� �����k)�	7������,.� ���#" � � ����� ������� ����� ���5� 4 �5�����:���Q�7�\I ��� �N��� � ������� �8� ��� ���  

��� � ��� � ��� ��� � � 
 � � ����� � ����
 � ���
�!��� � ���!��� � ���
��� � � � ��
��!���
� � ��� ���
�

W � �N/ �����J�7�\I ���*��� � 
5�!���������7�$�(� ��������� 
�� � ��� �L������� 

�#)!� � ����� � � ����������� 

� �:��� � � ������� ���N����� ����� ���������
��� ������������������� �8��� ����� �8F!������!���� 

� � �����7�\I �����  � ������� ������������� �k" � � ��	�� ���N����� ��� 
�� 
��('f��� W  @X �kY ��Z ���[v� 
	 ����� ��� �OX 	 |�2�
 )L,.������� �[���8���!� � �#"O��� �=! � ��

�������j����� ���5��	7������� ��� ��
 ������������� ��� 
��U!��;F����j��� �����8!����[���
	���������� ������� � ��!HA���
�A������NG �����('j,.�C" ��� 
 �?� 	 �5��� ��
������ � ,.� ���(� 	�����! ����� �����!���  y � 	 �5����� 
 ���5! 	�

�����
������

��� 

���H���������8!���� 
������ �����(' 	�����	 � ����� 
��(' ������������� �cj! / ���cj! {! 

X 

� �H��� 	�����! ����� ����! 	 �k)~!���� ������� �&,.�C" ��� � ����� ���f�������$������� �8�����j! 

� ��� ��������� 	 ����� ����!���������� ���
� 
�� ������
 ������������� ���+������
 �������������  �� 

� �\'!��! 	���� 
������ �#" ����� ,.� � ����� ���

R → R⇒ ⊥

��� �5A�������� � ��
%�7��!���� ����� 

������� ���
`∼= ⊥

����� ��

� ��� �

(⇒E)

(⇒I)

(⇒E)

(Ax)
R `∼= R⇒ ⊥

(Ax)
R `∼= R

R `∼= ⊥

`∼= R⇒ ⊥
(⇒I)

(⇒E)

(Ax)
R `∼= R⇒ ⊥

(Ax)
R `∼= R

R `∼= ⊥

`∼= R

`∼= ⊥

y � ����! 

��,@� ��� 
�,.� � �����������(' ���5� �er �7��!���� ����� 

������� � ����� � �\' 
�������!���� � � ����� ��� ,@� ���k)5! 

����,@�C" ����
 ��� �������
�����(' ����	������ ��� � 

� �����!������� � ������	 �5������������� ����� ���=� ������� � Rz����!`P�!���	 �5���������N�!�h_	������� �����:����� � ��� 

������� �����
��
 ����� ���

(Ax)
T  

y � 
��?� G ��
 ������������� /  / ,@� � � ���8! 

� ��� 

������� ��� ������������� ���<��� 

����� � ���5������� � � � ���=!���!���� ��� � �����k)
��� ��� 	 �5����� 

� �f����� � ������� ���<,.� � ��� 	����5A�� ��!�� 	 � ��� 	�

����������� ����� ��� �����`���^G � 
 � ���(r �����8! � ��

�������C)
���H,.��� 
f������� ��� ����

����!���� � ����� 4 �����8�����  � ��	 ����� 

� �;)	X��;Y ��Z ��� 	 ����� ������� ��� ����� 

����!���� �-���������&��� �
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��� � ������� � � ��� ����� ���*� ������� �'
 � ��� �/� ���

	������ ��� � 

������� �����8! � ��

� ��� R ��� �����a`�� ��� ��� T �����=! 	 � � 

� �K,.� ��� ,@� ���E��� 

	 ���K���:�7�$�(� ��������� �8��� ���:!���!HA����
�!����� � �

R ∈ R → ∀y.( ∀x.(y ∈ x⇒ R ∈ x) ⇒ y ∈ R ⇒ ⊥ )
p � �\_ ��� ����� ��
 	�����	 � ��� �������

R ∈ R
� � ��� 

	�	�

� 
���� 	�
�� �=!%!`�$�!��

����!���� �;)C! 

��� ��� 	 ����� ��
 ���������5�������

��� � � ��� 

� ����

� �
y
	�

�

R
� �]�����oG ��
 ����� ���

(∀E)
 y � �5A�������� � 

����������� �&�7��!���� ����� 

������� ���

`∼= ⊥
�������

���=! � ��

� ���  

y � ����! 

��,@� ��� 
�,.� � ��
��7��!���� ����� 

�������f���
`∼= ⊥

���hr ��������� � ���5! 	 �������J��� � ����� ���
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����������C)�G �������!� �������c�*" 
 4 �5�������J��� � �������J� 

� � ��� ��

��� 

�������

� F 	 ��� �

T ∗
∀ ::= X ∗ | K∗ | T ∗

∀ → T
∗
∀ | ∀X

∗.T ∗
∀

���
X ∗ �����H��� ��� ����!HA���� R � �(I ���E�7��� �5!+A�� 
�A���� T ��� ��

����
�A������&����� F 	 ���&,@�C" ��� � ������� 


α
�5�

β
 y � 


! 

� � ������

� �-��� ��� ���������q������

����
�A���� 	��
�(� �*� � �=A���� �5��� � ���=Rz,.�C" ����� ������� 

FV∗

���
BV∗

T )i,.��� �;"O���������

��(' ����� ���\'������  

FV∗(ι) = ∅ BV∗(ι) = ∅
FV∗(σ → τ) = FV∗(σ) ∪ FV∗(τ) BV∗(σ → τ) = BV∗(σ) ∪ BV∗(τ)

FV∗(α) = {α} BV∗(α) = ∅
FV∗(∀α.τ) = FV∗(τ) \ {α} BV∗(∀α.τ) = BV∗(τ) ∪ {α}
FV∗(Γ, x:τ) = FV∗(Γ) ∪ FV∗(τ) BV∗(Γ, x:τ) = BV∗(Γ) ∪ BV∗(τ)

> 
�� � 
�!%! 

� ���&����� �����8!���� ��������� 

����!���� �-���������(� � 
������ ��
 	 � �����=A�� � � ���+�*" 
�A ����� 

� ��������������� � 

����
�A������
����� F 	 �����:��� 	�
��������:����� � F�	 ������� 

�����7!���� �  i> ���J!������h/ � 	 ��������� �N��� 

����!���� � ���5! 	 ��������������� � F�	 ���  

Q∀ := K | Q∀ P∀ | Q∀ T
∗
∀

P∀ ::= X | Q∀

Tρ∀ ::= X | K | λP∀:∆.Tρ∀ | Tρ∀ Tρ∀ | Tρ∀ o Tρ∀ | λX
∗.Tρ∀ | Tρ∀ T

∗
∀
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�� � � � ���

> ��� ��

����
�A������ � �=A���������� � � ����������� �����8!���������� �����������(� ������� ����� �]�$,@� ��� ����l ���q�!������� ����� ������� ��

����
�A������
����� F�	 �H��������

����
�A������N��� �����8!��  

FV(x) = {x} FV∗(x) = ∅
FV(a) = ∅ FV∗(a) = ∅

FV(AB) = FV(A) ∪ FV(B) FV∗(AB) = FV∗(A) ∪ FV∗(B)
FV(λP.A) = FV(A) \ FV(P ) FV∗(λP.A) = FV∗(A) ∪ FV∗(P )
FV(A o B) = FV(A) ∪ FV(B) FV∗(A o B) = FV∗(A) ∪ FV∗(B)
FV(λα.A) = FV(A) FV∗(λα.A) = FV∗(A) \ {α}
FV(Aτ) = FV(A) FV∗(Aτ) = FV∗(A) ∪ FV∗(τ)

BV(x) = ∅ BV∗(x) = ∅
BV(a) = ∅ BV∗(a) = ∅

BV(AB) = BV(A) ∪ BV(B) BV∗(AB) = BV∗(A) ∪ BV∗(B)
BV(λP.A) = BV(A) ∪ BV(P ) ∪ FV(P ) BV∗(λP.A) = BV∗(A) ∪ BV∗(P )
BV(A o B) = BV(A) ∪ BV(B) BV∗(A o B) = BV∗(A) ∪ BV∗(B)
BV(λα.A) = BV(A) BV∗(λα.A) = BV∗(A) ∪ {α}
BV(Aτ) = BV(A) BV∗(Aτ) = BV∗(A) ∪ BV∗(τ)

D ������� ��,@� �H� 

� �:��� ��
�A ����� 
����������
λP.A

R ���
P

�����:���9!������h/��!�h_*������� �����
α
T )�������� 

����
�A���������� � F 	 �



	�	�

� 

����� 

� ��� 

� �
P

� � ����� ��	�
�� � � ������	�

� �#" 
�A ����� 
����������  ~u�������� ��

λ

r 
�A ����� 
���������� �8��������� ��

����
�A������
����� F�	 ��� ����� �8� ������	����=A����Q�*" � � ��� 

� ������� ������� 

����
�A������  

(λP.A)B →ρ Aθ1 o . . . o Aθn
���
Sol(P�TB) = {θ1, . . . , θn}


������
n > 0���

∀i,Dom(θi) = FV(P )

(λα.A)τ →ρ A[α := τ ]

(A1 o A2)B →δ A1B o A2B
p �(I �C) 
��(' ����� �����<��� � F 	�

��� ���

ρ1
�;" 
 4 �5������� � ����� �����<��� ��
 I ������� X  { 	 �5��� �����<�����(' � �5������� �����

����� �����8� ��������� �  

� ��� ��
������ � Γ `Σ A : τ

Γ `Σ λα.A : ∀α.τ
(α /∈ FV∗(Γ))

� � �+��
������ � Γ `Σ A : ∀α.τ

Γ `Σ Aσ : τ [α := σ]

� � � � X  {  2���� ����� 
5�7�!� ��������� ��� ����� 	 �5�������
ρ
r � 

������� 	 ���=F?!�����	�� �

ρ∀

� .G, *h!�'�,N5C\ ��� 7;,('�MG7;,-� �@�:�;B4�����:�;� !H�:'OE *h�:#P! 0;,-�7�
= #." ��
 ��
 ��� � ��� ��� ��� ���/
 ����� ��� � �;" ��	��+� ���/� � � � � � 
�� � � � � <

`Σ λα.λx:α.x : ∀α.(α→ α)
� ��� � � �����

A
	�� �(�.� �

τ : ��� �"	 ��� '
(λα.λx:α.x) τ A 7→ρ(λx:τ.x)A 7→ρ A

= / � �*� � � 	 � & � �/� 	���� '&���*����� � ' � � � ��� � ��� � 
�� � � � ��� : � � �
��
���
 �����
cons : ∀α.(α→ list→ list)

3 �!� ���'� �'� ��� � ����& � ��� � %�� : ��� �*� � ��� � � � � 	 � & � �/����� �  +��� ' ���(��� 1 � � ��� '+���*����� � � � � � �"	3" ��� � � �'��� �
1+� ���!1+�*� � � ��� �����(� �*�
	���� � � ��
 � ���/��<

`Σ λβ.λ(cons β x l):(x:β, l:list).x : ∀β.(list→ β)
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��� 

�����U���
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�!%! 

�������q/ ��� ����������� ��� ����) ��� 	 ���=F.!�����	������8!�� ����� ���5����

� � 
�A����&� 

� � ��
%!����8����� ����� � 	 ���8!��������
�7�\I ��� �������*/ ��� ��������� � ������� �L������� 

�����  � ��	 ����� 

� �;) ����/ 

� �~���K��������� ��! 

��� 	7������������� � F�	 ��� �\'!	�� ����� ����!���� �
	 ����� �������!���f��� ����� ��

��� 

����� �.����� � ��� 
�A���� ��� 	�� 

��� ,@� �  y � 	 �����+����� ������� ��� �7�������H��� ��������������� � 

� �
��� ��� F ��� � � � � � ��� �5) ��� ����� � F 	 ��� �C" 

	�	�

� 

��������� � 	�
��&�(� ���5��� 
�� ��� ��� 
�� ����� �����8!�����R 	 �5��� ���

λ
r

� 

������� ��� 	 ���=F.!�����	������8!��&G ��
 � �����8F 
%����� � ��� ����

����!���� � � � �����.�(��� � 	�

� 2� �� � � � ��� � � � �O_ 0�
 T  �X 

� � ���
� 
5�!����) � � �C" ����� 	��=� � ����������� 

� ���&����� 
BS�� ������
����$�(� ���������

7→ρ
	7������,.� � � ��������������� � 

����
�A���������� �����8!����



	�	�

� 

��� ����� �:� 

� � �����[!������h/ �  y � ���������5������

� � ������� ��

��� 

������� �����8!���� � ��� � F 		���J��� ��
 �������������<2! / �

TρC
::= X | K | λP.TρC

| TρC
TρC
| TρC

o TρC

� 

� ����� ������) ��� ��

��� 

���+��� � F�	 ���
T ∗
∀

�C" ������	��=� � �8�(S � 

� �  ip � �\_ ���;)��������],@� ����� � F 	 �Q�*" ��� � ����� ��� 

� ���
����� ������� ������� � ��������� ���~,@� � ��������� ����� ��� 

� ��� ����� 

	�	�� � ,.�����EGJ����� 

�����7!���� ���;) ����� � F�	 ���~��� ����� 

�����7!���� ���
� ��	 ��������� ��	�
�� ���5� 4 �5�����HP�������� �(/z�������&G 	�

����� �+�(� � F 	 �`�(� �����8!���) ���f,@��� 	 �����Q!���������� ��� 	V����� � ��

	������ ������

�������q�(� � F�	 �  

� .G,(*�!$'�, 5L.4� bcEG!$+CKL,V��*�!$')��B-�O�9,>,-�e� ��� � !$#&%-�9,(# &C+a�����:� <$7 � EG!H,'�
" * � '
� � ��� %������(�����

Σ = {a : ι, l : list, cons : ∀α.(α → list→ list)} : � ��� �
� ����� � ����
 �
�(�.�*�������
A� � � ��� � � �����

B
	�� �(� �*�

list : ��� ����� � �/�

��� �+� �
��� �+� �

�����+��
������ �
� � ������
 �

Γ `Σ cons : ∀α.(α→ list→ list)

Γ `Σ cons : τ → list→ list

���
Γ `Σ A : τ

Γ `Σ consA : list→ list

���
Γ `Σ B : list

Γ `Σ consAB : list

� � � '&��� � � 1+� � � � ��� ����� � �/� � � 	�� ��� * ����� ��� 	�� �(� �*�

��� �+� �
������� �

���
x:κ, y:list `Σ cons x y : list

������� �
x : κ, y : list `Σ x : κ

`Σ λ(cons x y).x : list→ κ

���
`Σ cons a l : list

`Σ (λ(cons x y).x) (cons a l) : κ

� � � ����
 �
� 	 ����' � ����� �(� �*�
κ
$ � � ���/��� � �/� ��� ( : � � ��� � � ��
 ��� � ��� 	����/�
�

a
1+� � ��� ��� �
�(�.� �

ι
�

� �5������� � ����� ����	����5A�� ��!���)�� 

� ������� F�	 �-��� � ��
5,@� ������� ��� 

� ����)�� �	/ 
����J/ 

� ��� 

	�	�

� 
�������� ���5�������������
� 

����
�A���������� � F�	 � � � ������� 

� � ��� � F 	 �[��� �������5���  m � � ������� � F 	 � 	�����	 � ��� 	 �5���

cons
�C" ����� 	�
�� 
5�(! ��� ���=A����

� 

�
α
�C" 

	�	�

� 
���� 	�
��:� 

� �

list
 y ���5A�������� ������� � ��
 � � 
�!%! 

� ���H��� � F�	 ���

T ∗
C ::= X ∗ | K∗(T ∗

C ) | T ∗
C → T

∗
C | ∀X

∗.T ∗
C

� �5��� � 

� 
���������������� ������� F�	 ��� ��������������� 	�

�8! � �����('?r ���#) ��� 
 4 �5�����`��� 4 ������!���� �&���fA ����� �`/ ���8! 

�������

α `Σ τ
,@����/ ��� 
 	�

������� ����� �.F 	 �������������<��� ��
 ����� ���q��� � F 	�

���a����� ����� ��� 

� �����;)���� ��� ��������� ���

��F�������!��-��� � F 	 ��� 
������������ ����� �����:�*" � �(/z������� ����	 �5��� ����� �5����� 
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�5�M!��.�!�hIi����� 	�

��� 
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ρ∀
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�6�0��� � �.� ��� ���/
 � � ���
� � � � � � 
�� � � � ���

�G�L# *h+a�����:�D<;,(� � EG!d,-�"<$,-�"B-�:�;� �9+����9,-�

�	������� 
 � �
α `Σ ι(α)

�
FV �

`Σ α

� ����� � α, β `Σ τ

α `Σ ∀β.τ

��� 
���� 
 � α `Σ τ2

α `Σ τ1 → τ2

� 5-K�'�,-�e*��^<$�'+�%-,-�

�	��������
 � `Σ τ

Γ `Σ f : τ
(f :τ) ∈ Σ

������� � Γ,∆ `Σ P : σ Γ,∆ `Σ A : τ

Γ `Σ λP.A : σ → τ
(Dom(∆) =FV(P ))

� ��� ��
������ � Γ `Σ A : τ

Γ `Σ A : ∀α.τ
(α /∈ FV(Γ,Σ))

��� �	��
������ � Γ `Σ A : ∀α.τ

Γ `Σ A : τ [α := σ]

� � � � X  2  2N��� ����� ��	V�����hIi,.� ��� 
����8F!������!���	 ���=F.!�����	�� �+G ��
 � �����8F
ρ∀C

= #." � 	�� � ����� � 	�� * ��� � � �����(�������'����
 � � � � ��� � 
�� � � � � <
`Σ λx.x : ∀α.(α→ α)

� � �/�$� " ����� ��� ��� � �&' ����D
� � �'���
	�� ����� ' �'� ��� � � �(� �*�
	�� � " � � %���
��+� � < � ��� �
� ��� �

A
$ �(� � � ��� � ( ��� �

(λx.x)A 7→ρ A
�

= # ��	�� ' � � � ����� ��� 	 � '&��� � 	�� * � � ���
cons : ∀α.(α→ list(α)→ list(α)) : � � ��� ��� �  ����' ���(��� 	�� � � � �

	�� � � � � � � � � � 
�� � � � �
	�� * � �+� �
`Σ λ(cons x l).x : ∀β.(list(β)→ β)

�
� �5����I ��� ����������� �������������C) ���kF���� � ��� ���������&��� �������������o���+I � ��� 

���%,@� � � �5� ��	 �5��������� ������� � ������� ���


�����������
������ ������� F�	 ���  

� % + �;�O�����:� Q:54���G7 );� ���O��7 �����:� )���,(� � EG!H%(,��
� ���*� � � '&����� ��
�� �

Γ : ��� ��� � ���������(� ���(���
θ
����� 	 ��� �+A������ � F�	V��� ������

��� ����!���� ��G%��� ����� ���\'!���

∆
���

���
Dom(θ) = Dom(∆) >,-� � ��� � � �����

(x:τ) ∈ ∆ : ��� �
Γ `Σ xθ : τ

�
� % + �;�O�����:� QLQ@� b 0 %(�L# ��, )��O, � �FEG!H%-,'�

� ��� � � � � ����� � 1+�*����� ��� � � �'���
T
��� � � ��� � � � � ������	�� & � ��� � %��fA������ � F�	V��� ��� : � �����,� ����� � ����
����

P
� �

A
� ��� ��1+� �

Γ,∆ `Σ P : τ
� �

Γ `Σ A : τ
�7* � '

Dom(∆) = FV(P ) : � ��� � � � � � � ��� ��� 	��
�;" �;1+� � ���(��� 	��
& � ��� � % �

P �?
T
A
����� ��� �+� �(� �	� � � ��� ����� * ��
 � � �
�

∆
�

X 

� � ��� � 
5�!���9�����
ρ
r � 

����������� F�		���;) � �5� � � � ����� ��� �7����������� �U,@� �<���������������������f���jI � ��� 

���<A������

� F�	V����� ���JI ��� � 

� ����� R �  r GBr �  ����5��� 	����5A�� ��!��H����I � ��� 

��� 
5�(!����N��� � �5!HA����-I ���0��� �����=��������� � T  
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# � � � � ������� � ��� ����
�� 1+� � ��������� ��� � � � ��� � 	�� & � ��� � %�� & � ����� �/� �
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1 : σ → τ Γ `Σ A2 : σ

Γ `Σ A
′ : τ

������	  
� � �+� � Γ `Σ A1 : σ → τ Γ `Σ A′

2 : σ

Γ `Σ A′ : τ

�G�
A ≡ A1 σ

+ &�,-B
A1 7→ρδ A

′
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Γ `Σ A1 : ∀α.τ1

���
τ ≡ τ1[α := σ]
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1 : ∀α.τ1
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������ � Γ `Σ A′
1 : ∀α.τ1

Γ `Σ A′ : τ

�G�
A ≡ (A11 o A12)A2

+ &:,(B
A′ = A11A2 o A12A2
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Γ `Σ A11 o A12 : σ → τ
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Γ `Σ A2 : σ

)
�*" ���

Γ `Σ A11 : σ → τ
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Γ `Σ A12 : σ → τ
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��� �+� � Γ `Σ A11 : σ → τ Γ `Σ A2 : σ

Γ `Σ A11A2 : τ

�����+� � Γ `Σ A12 : σ → τ Γ `Σ A2 : σ

Γ `Σ A12A2 : τ

Γ `Σ A′ : τ

�G�
A ≡ (λP :∆.A1)A2

+ &�,-B
A′ ≡ A1θ1 o . . . o A1θn

���
{θ1, . . . , θn} = Sol(P �T A2)
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Γ `Σ A1θi : τ
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�^�
A ≡ (λα.A1)σ

+ &:,(B
A′ ≡ A1[α := σ]



�������
τ = τ1[α := σ]


 �����
Γ `Σ A1 : τ1

 CX�� 	��=� �
α /∈

FV(Γ)
����� �

Γ[α := σ] = Γ
 7� 
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����� �
Γ `Σ A1[α := σ] : τ1[α := σ]
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Γ `Σ A : τ
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A 7→→ρδ A
′ ��� � ��� Γ `Σ A′ : τ
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A 7→→ρδ A
′  

�^�
A ≡ A′ 
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Γ `Σ A′ : τ
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∃A′′, A 7→ρδ A

′′ ∧A′′ 7→→ρδ A
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Γ `Σ A′′ : τ
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� �@F�	 ��������� �j���

��������������� ��� �8���
A′′ 7→→ρδ A
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Γ `Σ A′ : τ
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ρ1

,-�
ρ∀

�OY 1 � �:QGI 1 � ��. � �
� ����� � ��� ��'&��� � ��
 � �

Γ : � ����� � ��� � � � ��
 �
A : ��� Γ `Σ A : τ

� �
Γ `Σ A : τ ′

	 ���*�
ρ∀

$������ � �
ρ1
(

� � � � �
τ ≡ τ ′
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� %(*��:�;� �9#P+a������� � � 
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Γ
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 � � �,�(�.� ��	�����* � ����� ��� ��� � " ��� � � � � � � � ' � � � : 	���� 1 �A" �'� � �
� ��������� ��� � ' ���(��� : ���
�*� � � ' � � �'���/�

� ����� � & � �/� � 	�� ��� 
 ��� ������� 	�� �(� �*����< � ��� � � �����
τ : ��� �

����� � �
��� � � �

x:τ `Σ x : τ

`Σ λx.x : τ → τ

# � 
 � '���� �'��
 � 	#" ��������� � ' ��� ��� � � 	3" � �*��������' � �����(��� �'
 ��� � ' �/� � 
���� ����� �+��'&� ��� 

��� �	
 � � * ����� �����/� ��� � 	��
� � ��� � 
���< � ����� � ��� � �(�.� �

τ : ��� �

�����+��
������ �
������� 
������ �

������� �
����� � �

x:α `Σ x : α

`Σ λx.x : α→ α

`Σ λx.x : ∀α.(α→ α)

`Σ λx.x : τ → τ

� ���*� � � ��� � ' � � � � � � � ' ���(��� : ������� * ����� ��� � 1+� " ��� �*�+��� 	 � & � �/� ��� ��� �����(��� 	�� �(� �*� 	���� � ��� 	�
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p �(I ����� 	 ����� �;" � � ����������������G ��
%�7����� � 
�A�� � � ���+��� ������� 

� � � 	����5A�� ��!���� � � ��� 
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b 0 %(�L# 5(*�,V5 � � � %-B-��<$+*)$�)')�O�9%��OY 1 � �:QGI 1 � �:.�� �
� ���*� � ��� � � � � ��
 ���

ρ1
� �
ρ∀ : � ����	 � ��
 � � ��� � ��
 ��� � ���0* ��� �/� �+��� � 	�� ' � 	 ��� � ��� �

� � 8 ������� 	 ��� � ��� � �"'&��� � ��
�� �
Γ : ��� � ����
 �

A
� �,� � �(� �*�

τ : �*� � � D ��� 	�� ��� * ���
Γ `Σ A : τ

�

,B� 8 ������� 	 ��� � ��� � �"'&��� � ��
�� �
Γ
� ��� � � ����
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 �'��� � D � D �/� ��� �(� �*�
τ
� ���#1+� �

Γ `Σ A : τ
�

� ���*� ����� � ��� ��
 �
ρ∀C : ' ��� 	�� �	
 � � ��� � ��
 ��� �+��� � � � 	�� ' � 	 ��������� �
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Γ `Σ A : τ
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τ ′
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Γ `Σ A : τ ′
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A
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τ ′
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A
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τ ≡ τ ′
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Type(A; Γ) = τ
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A :

A ≡ x ⇒ τ
�����

(x:τ) ∈ Γ

A ≡ f ⇒ τ
�����

(f :τ) ∈ Σ

A ≡ A1 o A2 ⇒ Type(A1; Γ)
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Type(A1; Γ) = Type(A2; Γ)

A ≡ λP :∆.A1 ⇒ Type(P ; Γ,∆)→ Type(A1; Γ,∆)
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� U L N3F

6= Type(A1; Γ,∆)
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���
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���
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Γ, x:σ `Σ x : τ

(
σ ≤ τ

x /∈ Dom(Γ)
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 � ∅ `Σ σ

Γ `Σ f : τ

(
σ ≤ τ

(f :σ) ∈ Σ

)

� � � 
�� � � Γ `Σ B : τ1 Γ,∆ `Σ P : τ1 Γ,Gen(∆; Γ) `Σ A : τ2

Γ `Σ [P � B]A : τ2

(
BV∗(∆) = ∅

Dom(∆) =FV(P )

)

������� � Γ,∆ `Σ P : τ1 Γ,∆ `Σ A : τ2

Γ `Σ λP.A : τ1 → τ2

(
BV∗(∆) = ∅

Dom(∆) =FV(P )

)
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Γ `Σ [x� λy.y]
(
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θ = Id

R ��
 �8�7A ����� �8��������� � ����� ��� ��� T  �� 

���7�\I ��� �������M���

Inst
��� 


Γ(x) ≤ τ
�*" ���

Γ `Σ x : τ
 

 u �
A ≡ λP.A1
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τ = τ1θ2 → τ2
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θ = θ2 ◦ θ1
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θ2
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Γθ,∆θ `Σ P : τ1θ2
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� ��� � � Γθ,∆θ `Σ P : τ1θ2 Γθ,∆θ `Σ A1 : τ2

Γθ `Σ λP.A1 : τ1θ2 → τ2
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A ≡ A1A2
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τ = αµ
���
θ = µ ◦ θ2 ◦ θ1
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τ1θ2µ = τ2µ → αµ
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τ1, θ1, τ2, θ2
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A ≡ x ⇒ (τ ; Id ;V ′)
���

(τ ;V ′) = Inst(Γ(x) ;V)
�����

x ∈ Dom(Γ)

A ≡ f ⇒ (τ ; Id ;V ′)
���

(τ ;V ′) = Inst(Γ(f) ;V)
�����

f ∈ Dom(Γ)

A ≡ A1 o A2 ⇒ (τ ; θ;V ′) = (τ2µ ;µ ◦ θ2 ◦ θ1 ;V2)

������

(τ1; θ1;V1) = W(Γ;A1;V)

(τ2; θ2;V2) = W(Γθ1;A2;V1)
���
µ = mgu(τ1θ2 = τ2)

A ≡ λP.A1 ⇒ (τ ; θ;V ′) = (τ1θ2 → τ2; θ2 ◦ θ1;V2)
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���

αx ∈ V1
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������

(τ1; θ1;V1) = W(Γ;A2 ;V)

x = FV(P )
���

αx ∈ V1
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plus (rec plus) (addnm)

7→→ρδ (λ(add 0 y).y) (addnm)

o (λ(add (S x) y).S (plus (rec plus) (add x y))) (addnm)

7→ρ (λ(add 0 y).y) (addnm)

o S (plus (rec plus) (addn− 1m))

7→stk S (plus (rec plus) (addn− 1m))

7→→ρδ S
(

(λ(add 0 y).y) (addn− 1m)

o (λ(add (S x) y).S (plus (rec plus) (add x y))) (addn− 1m)
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ρδ S (. . . (S
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(λ(add 0 y).y) (add 0m)

o (λ(add (S x) y).S (plus (rec plus) (add x y))) (add 0m)
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) . . .)

7→ρδ S (. . . (S
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m

o (λ(add (S x) y).S (plus (rec plus) (add x y))) (add 0m)

)

) . . .)

7→stk S (. . . (S m))

≡ m+n
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A1, A2, . . . , An
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JRK , λ(rec z).first














λl1.z (rec z) r1,

· · ·

λln.z (rec z) rn,

λ(a1 x).z (Rec z) (a1 z (rec z)x),

· · ·

λ(am x).z (Rec z) (am z (rec z)x),














oλ(Rec z).first









λl1.z (rec z) r1,

· · ·

λln.z (rec z) rn,

λy.y








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t
� �
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R
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FV(x) = {x}

FV(a) = ∅

FV(AB) = FV(A) ∪ FV(B)

FV(λP :∆.A) = (FV(A) ∪ FV(P ) ∪ FV(∆)) \ Dom(∆)
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! 

��� 	 �5��� 	 �5������� � � �����[��� � � 

����
�A����
βx

� �V/ 
����[,.�C" ��� ��� �C" 

	�	�

� 

�������-� 

� � ��� � F 	 ���*" 
�� ����� � ��

����
�A����
� �=A�����) ����� �	/ 
����!� 
`����� � � �����

w

 ��

� ����� 	 �5������� � � �����������

βx
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��� ,B� � � ��
�� � �'� ����� ���� +� � � � 	 ���*�
ρ→

� � 	 ���*�
ρP

J∅/ ; K , x⊥ : ⊥

JΓ, x:C/ ; K , JΓ/ ; K, βx : K(C ; ), x : JCKx (
���

Γ `Σ C : ∗)

JΓ, x: ∗ / ; K , JΓ/ ; K, x : ∗

JΓ/x; ΠPn:∆n.CK , JΓ/x;CK, βy:K(Cy ; )((y:Cy)∈∆n)

JΓ/x; [P �∆ B]CK , JΓ/x;CK

JΓ/x; ιK , JΓ/ ; K, βx:K(Cx ; )

JΓ/f ; ΠPn:∆n.CK , JΓ/f ;CK, βy:K(Cy ; )((y:Cy)∈∆n)

JΓ/f ; [P �∆ B]CK , JΓ/f ;CK

JΓ/f ; ιK , JΓ/ ; K

JΓ/A o B;CK , JΓ/A;CK, JΓ/B;CK

JΓ/λx:C.A; Πx:C.DK , JΓ, x:C/A;DK \ x

JΓ/λP :∆.A; ΠP :∆.CK , JΓ,∆/A;CK \ Dom(P )

JΓ/AB; [P �∆ B]CK ,
(
JΓ/A; ΠP :∆.CK \ βx, w

)
, JΓ/B;DK , w′

���
∃τx, JΓ/B;DK `ω JBK : LP M[βx := τx]x∈Dom(∆)

���
βx, w

� ��� � ������� 

����
�A������:! ��� ���NG 4 �5����	�

�
P �∆ B

���
w′

����� � ������� 

����
�A������N�*" 
 4 �5����� ��!���� �������$������	�

� ��
o! �����QG 4 �5���

JΓ/AB; [P �∆ B]CK , JΓ/A; ΠP :∆.CK , JΓ/B;DK , w(P�B) : σ → LP M
���

JΓ/B;DK `ω JBK : σ
���

@τx, σ=β LP M[βx := τx]x∈Dom(∆)

� � � � 3! X  =i � 
5�(� ���������q����� ����� ���\'!�����
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��� � ������� � ���
P 2TS

� �,������
�� � � � ����� ��� 	 ���*�
ρ→

� �
ρP

JxK , x

JfK , λx: LP M(1..αf ).λβ: ∗ .λz:( LP M(1..αf ) → β).(zx(1..αf ))
���
`Σ f : ΠP :∆(1..αf ).ι

JA o BK , λx: LP M(1..αAoB).
(

λz:σ.JAKx(1..αAoB)

)

(JBKx(1..αAoB))
���

Γ `Σ A o B : ΠP :∆(1..αAoB).ι
���

JΓ/B;CK `ω JBKx : σ

Jλx:C.AK , λx:JCKx . (λy:τ .JAK) JDK
���

D
����� � �����������8!���� 

	�	�

� 

����� 

� ��� 

� �

C
���

JΓK `ω JDK : τ

Jλ(f P (1..p)):∆.AK , λu: Lf P M.(u(x⊥ LP ′M)(p+1..αf ) τ JλP :∆(1..p).λx′: LP ′M(p+1..αf ).AK)
���

∆ `Σ f P (1..p) : ΠP ′:∆(p+1..αf ).ι
���

JΓ/A;CK `ω JAK : τ

JABK ,
(
λβx.λw.JAK

)
θ(βx) θ(w) JBK

���
βx, w

� ��� ������� � 

����
�A�������! ��������G 4 �5����	�

�
P � B

���
∃τx, JΓ/B;DK `ω JBK : LP M[βx := τx]x∈Dom(∆)

JABK , JAK (w JBK)
���

@τx, JΓ/B;DK `ω JBK : LP M[βx := τx]x∈Dom(∆)

� ��� � 3! 3  8i � 
5�(� ��������� � F�	V���

��� � � � � ��
 
��!� ���
���#��� � ����
 �	��� � ���
��� � � � � �

D �5� �+�7��!���� ������� �%,.� ����������� ����������������� 
5�(� ��������� 	�������������� ����� F�	�

��� ��������� ���$�(� ��������� �;) ���U,@���
� �5� � 	 ���8!�������� 
`���Q�7��!���� ������� ��
 � ���8! 

� ��� 

�������9/ �������"R ������������!��+3J_ T  
1d,(*g*h,V.�\ �FYZ�:#P#&,-B4������� <�7 K:,(�;#P,'�

� �
Γ `Σ C : ∗

� � � ��� � ����� � �
x
 �� � �'�+1+� ��� '.���61+� �

JΓ/x;CK `ω JCKx : ∗
�

� % *h��� � �9#&+a�����:� � p � 	�

����������� �����;)~� 

� �
JΓ/x;CK

) ��� �����5�����
βx:K(C ; )

 C> 
c�7��!���� ����� 

������� �����
�=!%!`�$�!��

��� � 	�

� ��������������� ����)	� 

� � ��
f�7�\I ��� ������� ���

K(C ; k)
) ����� ����������� � 

������� ����	 �5��� �����

βy
����� �

���������������k)����:����� � �����=��� � 

������� � 	 �5���
βx

�#" ����� 
�� �����  
�

b 0 %(�L# 5(*�,V.L.@�%� #&%-�9,(# &C+a�����:�D<$7 � EG!$+CKL, � � +CB �L\ � �
� �

Γ `Σ A : C : ∗
��� � ��� : � ��� � � � ��* � ��� �������  �� ���(' � �

z : ∃τA, JΓ/A;CK `ω JAK : JCKz[βz := τA]

� % *h��� � �9#&+a�����:� � D �5� � 

� ����� �N�7��!���� ��������,@� �
τA

	 �����:P������Q�7�\I ��� ���5!%!�� �8��� � �

τx , βx
τf , λβy.

∧
LPnM(1..αf )

���
f : ΠP1 . . .ΠPαf

.ι

τAoB , τA
τλP.A , λβx.τA

���
FV(P ) = x

τAB , τA τx
���
∃τx, JΓ/B;DK `ω JBK : LP M[βx := τx]

τAB , τA βx
��� � ���
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��� ,B� � � ��
�� � �'� ����� ���� +� � � � 	 ���*�
ρ→

� � 	 ���*�
ρP

6 � ����� 
�������gU/ 
���� ���j��� ����� �%,.� � ���J�����('
ρ
r � F�	 ���

C
���
C ′ � ��� � ����� ���������=A������f!��.�(�����

=ρσδ
) 

�������

JCKz=βJC
′Kz

) ��������� � ����	 ����� � � ������� ����������	���������� � 

� ��,@� ����������,.� �[�(��� F�	 �K���
A
 k> 
N�7��!���� ����� 

�������

����/ 

� � 	�

����������������� ��� ����� ��
 �����8� ���8�����-���
A
 C2 

	�	 ������� ��,@� �

A
�����J��� �����8!�� ��� � � ���5! 	 �������-����� �

	�
��:��� ����� ��� 

� � ���+���-I � ��� 

���  
�c��7 #87;�;, &C+C# �O+*)�'�,

x
��� +

���&��� � Γ `Σ C : s

Γ, x:C `Σ x : C
> 
����������

s
�����J/ �����$��!���� �

∗
 �� 

� ��� ����!%!��H3&X�) ����


JΓ/x;CK `ω JCKx : ∗
)7�*" ���

���&� � � JΓ/ ; K, βx : K(C ; ) `ω JCKx : ∗

JΓ, x:C/ ; K `ω x : JCKx

�c��7 #87;�;,>BJ��� �9�9+����9,
f
�:� +

����������
 � Σ sig f : C ∈ Σ

`Σ f : C
m �������;)*� 

� � ��
c�7����� � 

������� ���

Σ sig
) ��� �����5�����

`Σ′ C : s
	 �5���-��� ������� 

� � 	����\I7'��

Σ′ ���
Σ

)
��� ��
 � �������

s
�����Q/ �����$��!���� �

∗
 C6 � � �5� �-/ 
����Q����� �`!���� �������+,.� �

J∅/f ;CK `ω JfK : JCKf
 C> ���

����� ��� 

� � �����:����I � ��� 

����,@��� 

	�	�

� 

��������� ��� 

� �
C

�C"O��� 

� ��	�
�� ��� 
5�(��� ������� 

� �
JCKf

) � � �8�(S������
����� ��� 

������,.� � ����� � 

����
�A������

x(1..αf )
� � ������� 

� �

JfK
��� ��A������ ����� � F�	 ���

LP M(1..αf )

������������	 ����� 

� �  
3���

� � 
�� � F�	 �%��� �������5���;) 	�

�Q�7�\I ��� ������� ���

JCKf
� � �;" 

� � �Q��� ∧

LP M(1..αf )

)*,.��� �����-A������ ���
� F 	 ����

� � ��� 	 �5���

λβ: ∗ .λz.(zx(1..αf ))
 

6 � � � � �5� � ����������	��=� �H,.�C" G �\'�	����=!���� ��� � F�	 �����5!%!��
JCKz[βz := τf ]

	 �5���Q��� ������� 

� �
τf
 *6 �

�8�(S�� 	 �5����������
`,.� �
τf

��������� �����8������� �����
LP M

G 	�

����� �������
βy

	���������� ����� 

� �
JΓ/f ;CK

) ���H,.���
�������=!%!`�$�!��

� RtG

α
r ����� ������������� 	������N�����

βy
T �

τf , λβy.
∧

LPnM(1..αf )

2 ��! 

��,@� ��� ��,.� ��).�*" 

	������ ��� ����!%!��-3&X ��� 	�

���7�\I ��� �������9��� ∧ )!��� 

J∆K `ω

∧
LPnM(1..αf ) : ∗���:����� �

τf

&A������ ����!`P�!�� ���������Q,.� �

βz
 

�c��7 #87;�;,>� �9# 7;B4��7 #&,
A o B

��� +

��� 
 � 
�� 
 � Γ `Σ A : C Γ `Σ B : C

Γ `Σ A o B : C

� 

� �.F 	 �����������d��� ��������������� ���
JΓ/A;CK ` JAK : JCKz[βz := τA]

���
JΓ/B;CK ` JBK :

JCKz[βz := τB]
 U2 

	�	 ������� �<,.� � ��
 �����8� ���8����� �C" ����� 	�
�� ��� 
5�(��� ��� ���5!%!�� ��
 	�

� ���a� �8� ��� ���

�(�
λ

r � 

��������! 

��� ���5!%!��
(λz.JAK)JBK

) ���Q����� � ��" �����-A������ ��� � F�	 �%���
JAK

,.��� ����� 
 �����=���K���

JA o BK
)7�*" ���

τAoB = τA
 

6 ��� � ����������,@�C" G ����� ��� 

������,@� � ����� ��

����
�A������
x1 . . . xαAoB

� � �����J� 

� �
JA o BK

��� �JA������ ����� � F 	 ���

LPnM
������������	 ����� 

� ���;)����q,@��������� �=!%!`�$�!��

�  �> � ����� ���\'!���

JΓ/A o B;CK
�����j�7�\I ��� ���5!%!��

�#" ��������� �����+�����(' ����� ���\'������k) ���U,@��� 	 ���8!����&A������ ����� F 	 �����#" ��� � ��!HA����c�(� �����8!��
JA o BK

)~G
�������!� �������q�*" ����� � ������� ������!`P�!����

βy
� 

� �

JAK
)7� 

� �

JBK
���N� 

� ��������� F 	 ���:�����

x(1..αAoB)
 

�c��7 #87;�;,>+*)$� �9#&+CB4�����:�
λP :∆.A

�:�D+
���!� � � Γ,∆ `Σ A : C Γ `Σ ΠP :∆.C : s

Γ `Σ λP :∆.A : ΠP :∆.C
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��� � ������� � ���
P 2TS

� �,������
�� � � � ����� ��� 	 ���*�
ρ→

� �
ρP

m ������������������� 

� ����!���� �
s ≡ ∗

 
u �
P
����� ���$�(��� �EG���� � � 

����
�A����

x


��������� 

� � ��
 ��� 
5�(� ���������

x

�	 �5��� � F 	 �

JCxK
x  O� 

� �.F 	 �����������

��� ��������������� ���
JΓ, x:Cx/A;CK `ω JAK : JCKz[βz := τA]

) ��� ����� �����8!����
JDK

����� � � F 	�
�A������ R ��" �����
��
 ����������� �(/ ���8! 

������� ����������� 

� ����	 �5����� F�	 ��������� � 
5�!��� 
��('

(λy. . . .) JDK
)(,@��� �C" � �a`�� ��� � 	�
�� �8���

��� �����������(� � F�	�

��� T  y � ���c�7�$�(��� �:,.� �
JΓ/λx.A; Πx.CK `ω Jλx.AK : JΠx.CKz[βz := λβx.τA]

 
u � � ���C)�� 

� �

Jλ(f P (1..p)).AK
) ��
 ��

����
�A����

u

qA������ 	 �5��� � F�	 �

Lf P (1..p)M
 �6 ���8�(S��%����� �9���

�L�����hI�����,.� �
u(x⊥ LP ′M)(p+1..αf ) τ JλP :∆(1..p).λx′: LP ′M(p+1..αf ).AK


 	 �5��� � F�	 �
JCKz[βz := τ ]	 �5��������������� 

� �

τ
 

� 

�N�7�\I ��� �������
Lf P (1..p)M ≡ LP ′M(p+1..αf ) →

∧
LP M(1..p), LP ′M(p+1..αf )

 
> ����

�����7!���� ���

x⊥ LP ′M

�A �����8A ��� �9A������ ����� 	�����! ������� 

�����7!���� ��� 

���������(� � 	�

�

u
)�	7�����

τ� � ��� 

� ����� ��
 � 

����
�A����j��� � F 	 � � � ���<� 

� � ∧
LP M(1..p), LP ′M(p+1..αf )

 �p �(I �C) 	�

� �@F�	 �����������<���
��������������� ����)�����


JΓ/λP .λx′.A; ΠP .ΠP ′.CK `ω JλP :∆(1..p).λx′: LP ′M(p+1..αf ).AK : JΠP (1..p).ΠP ′
(p+1..αf ).CKz[βz := τ ]


������
τ ≡ λβx.τA

���
βx = FV(P , P ′)

 C> ��� � 

����
�A������ � �=A������+�����
P ′ ��� �+����� � � �����?�(��� �����Q�����hr

,.� ��!���� � 	 �5��� ��
 ��� 
5�(� ���������C)���������� � ��� 	 ����� ���-�!����	 ��� �����:�����
βx

������������	 ����� 

� ���  
y � ��� ����� ���=���j����� �q,.� �

JΓ/λf P (1..p).A; Πf P (1..p).CK `Σ Jλf P (1..p).AK : Lf P (1..p)M →

JCKz[βz := λβx(x∈FV(P )).τA]
��� ����


Lf P (1..p)M→ JCKz[βz := λβx(x∈FV(P )).τA] = JΠf P (1..p).CKz[βz := λβx(x∈FV(P )).τA]

y � �����5�����H����� �QA������

τλP.A , λβx.τA

� �:7;#87$�;,>+C!$!$')��BJ+a�����:�
AB

�:� +

�
� �+� � � Γ `Σ A : ΠP :∆.C Γ `Σ [P �∆ B]C : s

Γ `Σ AB : [P �∆ B]C

m ������������������� 

� ����!���� �
s ≡ ∗

 
y �9�!������� ����� �������:�����(' � 
�� ��� ����� 

�L��� ���<I �������+3! 3! 

�G�
∃τx, JΓ/B;DK `ω JBK : LP M[βx := τx]



������� ��� 

JABK = (λβx.λw.JAK) θ(βx) θ(w) JBK

 
� 

� �@F�	 ��������� �%��� ��������������� �����8���

A
��� 


JΓ/A; ΠP :∆.CK `ω JAK : JΠP :∆.CKz[βz :=
τA]

 
%������hI���� �9,@�C" � � ����� � ��� � ���=!�� �*" � � ��� 

� ������� ������� 

� � �

wQ�D
	�

� �#" � ����� ��� ��� ����� �\_ ���;)����

��
 ����� ��� 

� � ���
Q � D

����� ����� ���=�7A�����) 

�������
`ω JDK : LQM[βy := τy(y∈FV(Q))]

��� ���

 
 4 �5����� ����� 
�A ����� 
���������� �

λβy
��� ����� 

�����7!���� ���

τy
������������	 ����� 

� ���  �� 

� ����� ���$,.� ��� �

`ω wQ�D : LQM[βy := τy(y∈FV(Q))] → LQM[βy := τy(y∈FV(Q))]
��� ��� 	 �����&����� � �#" � � �er

� 

� ������� 	�

�
λx: LQM[βy := τy(y∈FV(Q))].x

 y � 
 

������� (
JΓ/A; ΠP :∆.CK \ βx, w

)
, w′ `ω

(λβx.λw.JAK) τx t : JΠP :∆.CKz[βz := τA][βx := τx]
 y �

JΠP :∆.CKz[βz := τA][βx := τx] = LP M[βx := τx]→ JCKz
βx

[βz := τA][βx := τx]

= LP M[βx := τx]→ JCKzτx[βz := τA]

= LP M[βx := τx]→ JCKz[βz := τA τx]
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��� ,B� � � ��
�� � �'� ����� ���� +� � � � 	 ���*�
ρ→

� � 	 ���*�
ρP

> � � F�	 � 

���������(� 	 �5��� �#" 

�����7!���� � ������������	 �����j����� �NA������ 
�� � F�	 �����
JBK

)���� ��� ����� ���\'!���
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! : v → o

λv : (v → o)→ v

@ : o→ o→ o

= : o→ o→ ∗

βv : Πx:(v → o). Πy:v.
(
@(!(λv x), !y) = x y

)
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|x| = !x |λx.M | = !λv(λx:v.|M |) |M N | = @(|M |, |N |)
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! : o→ o

λv : (Π!z:(z:o).o)→ o

@ : o→ o→ o

= : o→ o→ ∗

βv : Πx:(Π!z:(z:o).o). Πy:o.
(
@(!(λv x), y) = x y

)
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|x| = !x |λx.M | = !λv(λ!x:(x:o).|M |) |M N | = @(|M |, |N |)
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(λx.M)N

�;"O������� �
@(!(λv λ!z.|M |), |N |)
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B'!���5!��
βv
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�
G

(λ!z.|M |) |N |
 �p �(I �C) ���

N
�����-��� � ��
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�;"O������� �

!N ′ ��� N ′ �����-��� ����

����
�A������5� ��� �

λ
r 
�A ����� 
����������C) ���:����� �

(λ!z.|M |) (!N ′) =ρσδ|M |[z := N ′]
 

y � �5A ���������Q����� �Q��� � � ��������!���� �N��� ��
+/ ���8! 

� ��� 

������� � 
�� � �����M��������/ 

� ��������� 

����!���� ��
�� ��� ��� 
��
����� � F 	 ��� Rz����� � �]��! 

� ��� ,.� ��!���� � T )J��� � 	�

��������	�
���� � � 

� � ��
 ��F � � 
B'!�  [6 � ����!HA����q����� � 	 � �����=A����
��� �L������� 

�#) �������],@�C" ��� ����	���������� ���%��� �8F�������!��Q/ ���8!������ 

� �

ρP
)V���+! �����(' ����	�

����������� ����� ����	����-,@���

������� ��� � � � 

�=!���� �E�(������� � 
�� �8F�������!������ �����('o,.��� ����� � 	7������!���� �E/ ���8!������ ��� 	 ��������� �KP������������ ���������
� 

� ����
 �8F�� � 
B'��  

/4/ 1



��� � ������� � ���
P 2TS

� �,������
�� � � � ����� ��� 	 ���*�
ρ→

� �
ρP

/ {�|



�

� � � � � � �	� ��� � � �g� 
��	�g� � 
 � � ���g��
 � � � � � � � �

�	� � �	��� ����� ��� ���g���e�	� � � � �
	 �

X 

� � ��� ����

	�� ������) � �5� � ��� 

� ����� � ������� 

� � � 
���	 �������+��� �#" ����� � ��� 

������� �*" ��� � 

������� 
 �����U!������h/ � �����
,@� � ���

ρ
r � 

������� ��� � 

� �Q,.� � ��

��� 

���%��� �����8!����H��� 	����������  *p � 	�

����������� �����;) � �5� � 
�A ������������� � ���������

,@� ����������� 
 ����� �#" �5A 4 �������h/���� ����� �����8��� ���U��� 
���������� 

� �`G���
 �7��!���� ����� 

�������  �D �5� � ����������� �%,.� � � �5� �
	 �5������� ����� 
�A�� � �-����� � ����� � 
������ ��
f�7�$�(� ��������� !��?�(�����7) ���oGU,.� ��� ��� 	 �5��� 

� ���;" 

���������!��� 	7������,@�C" ��� ���
����� ���������QG�
 4 �5����������� ��/ ���8!��Q�������$������� �8�����H� 

� � ����� �8F!������!��������Q�7�$�(� ���������  

X 

� � ��
 	�����! � ����� �������������C) � �5� �j�7������� ����� � ���5!%!���� �j����� � ������� �����
P 2TS

	 �5��� ����	���������� ����� �����
�7��!���� ����� 

������� � ��� �7�$�(� ��������� ��

�8������� ��� !��.�(������ [X 

� � ��
 ������������� � ����������� � �5� �j���8���!��������� �c��� �
��

����

� ���-��� ��
H�7�$�(� ���������9!��?�(����� 	 �5��� ��
5,.� ��� ��� � �5� ���7�\I ��� ����� �:����� �����8!����:��� 	�����������
 ������!������h/ �k)
���-,@��� � �5� ��������� �-��� � �5����� 
�����F�������!��-��� � F�	 ���:,.��� ���������QG%���8���!�����  

�9� � � ���	����� �&� �+�	� � �:� �	
�� �&����� � �H� �;� �.��� �&�C��
 � 
 � � � �.� �

D �5� � 
������ � �?�+,.� � ��
:�7�$�(� ���������&!��.�(����� R ����� � ������������� /  2 T �����0A�
������ ����� ��� 	���� � ��� 	 �K���E� ��� � � 

����)
����� ������� 

� �JG�� ������� ����� ��
 	�

������� � 

��������

����� ���������E�7��!���� ����� 

������� �  � ����
 ��� ��� 
5�(��� �J�*" 

� � ���������J� 

� � �����

λ
r �����8!����o����	���������� 	 �5��� ��
M�7�$�(� ���������d!��?�(�����7)�,@��� ����� � ������� ����� �����  � ��	 ����� 

� �;)�� 

� � ��� � 
5�!���

����� 
���������� 

� ���HG ��
c�7��!���� ����� 

�������C) � � ����� ���5����

� � 
�A����`��� �L�����hI����Q�*" 
���������� 	�����	���� �������k) � ��� 
�!%!���� �
��� ' ����� ����� 	�� 	�� � � ��� � �i) ��������� ���$,@� ��� ��� � �;F 
�� ,@��� �L�����hI�� �����U�7��!���� ����� 

������� �M����� �jP������ ����	��=� �
���$�(��� � 	 � �����=A����=R 
BI � ��� 	 �5������� �����M!���� ����������
�������������������� G ��
`! 

� � T  y �;) � � ������G���� 

� ���!���o,.�C" ���

���������� 

� �HA�
���� �8��� ��
9�7�$�(� ��������� !��.�(�����q����� ��� � � ����� �����o��� � ���5����� � �j��� ���$������� �8������)�,.��� 	 �����oP������

�������g�/ 
������ �!����� ���QG �L�����hI����  

D �5� � 

� ����� �K����� � 
�� ���5��	�� � � ��� 	���� � ��� 	 �:���:� ��� � � 

��� 
�� ����� � ���C)�!`P�!�� ������
-�7��!���� ����� 

������� 	 �����
P��������\_ �����8��������� 	���������� ����� � 

� � ������� � ���5! 	����&��������� 

	 ���N��� � 

�������#)�� � � �����8!���������	���������������� �����er
��������� ����� ����� 
����+����� 	�
������ ���$������� �8����� �\_ �����8�����;) ���H,.��� 	 ���8!�������� 
f��� �L�����hI���� �������7��!���� ����� 

������� �
����
 4 �5��� 

� �:����� ,.� ��!���� �N����

� ������� ���7!��+����I � ��� 

���HG&����

� ������� ���7!��H�����L�����hI�� 

������� ��� � F�	 ��� ��� ���  

D �5� � ���5!%!���� ��������� � 	�

�H!���� ������� ���5!%!���� � ����� � ����� �����8��� ��� �����������8!����+����	�����������) 	7����� � �5� �
���8���!��������� �f�!�h_*������� ��� 
���	 ������� ����� ����� ,@� ���  �D �5� ��	������������������ � � ��� 
�!%!���� � ��
 	7������� 

� ���9���jI � ��� 

���
����������� 

� ����)���� � �5� � �\'!	�� ����� ��������� � ��
 ������������	 ����� 

� ��� ��� ����� ����� �����8!�������� �����J�7��!���� ����� 

������� �  7p �(I �C)
� �5� �:�!����������������� ����� �#" ����� � ��� 

������������� ���������+��� ������

��� 

���Q��� �����8!���������	����������  

/ { /



��� � ������� � � � � � � ' � � 	 ������� ' �����(� ��� � � '&��������� � ����	 ��� ' ��	�� � ����� �7D � ��* � � 	 D 	�� � � ��� � �
��������� � � ��
 �!� � � � � ���
���#���!��� ��� ��� 
 ���
����� � � 
 
 � �!� 
 � � ��
�� ��� � � �
��� ��� 
 � �!�

P 2TS

� �5��� ��������� �������������C)!� �5� ������� � ����������� ����� ��/ ���8!H����

������� � ���L������!���� ���!�h_	������� ���eR ! 

��������� � ,.� ��!���� �
�$,.��� � 

����� ��� T ��� ��
��7�$�(� ���������`!��?�(������ m � � �����`��� ����� ��� �7������� ����� 	�����	 � ��� ������� ��!��.�(��������
 ������� �8� ��� ���
∼=

���K����� ���*" 
������ �J����� �������!� ������� �J�*" 

	�	�� ��� 

�������<�(�����������
A ∼= B

�8��� ���5������� ����� ����� �����;) ��� ����� ��� �7�����
����� ����� ����� ��� 

��� 

��� ��� ��
������ � ,@� �c�(� 	�����! ����� �����!��� R ����� �&I ��������� /  X�) /  3 ��� /  j T ) 
��('7,@� ��� ����� ���

 4 �5�����-��� � ����� ���H��� ����� ������������� �\'�	�� ����� ��� � $ �&. ��"  

��������� � Γ `∼= φ

Γ `∼= ψ

� �
φ ∼= ψ

m � � ��� ��� 	 ����� � 

�������:��� ����� 
���� 	���������� �-�����:��� 

	 ���N��� � 

�������  �> 
 	��=��	�

���N�(� ����! 	 �k)�� �5� � ����� ��� �7�\r
��������� �J!`P�!������ � 

	�	�� ��� 

�������9��� ��
 ����� ��� � $ �&. ��" 	 �5����� ��
5,@� � 	�
������ ���$������� �8����� �\_ �����8����� 

� � �����
	�����	 � ��� ������� �  V� �5��� ���=! 	�� �hI���� ��
 	������ ��� � 

�������C)	� 

� � ���5����� ����������� ����������� � �5� � � �5� � 	���
���������� ��� 

� �
��
 ����� � ,.� �Q! � ���=! 

��� R ����� ��������� ������� ������������������� �

⇒
���
∀
T )7! 

��� ����� ��� 
 ��
��(' �;"O������������� ��/ 
���� ����!���� �


��('�
���������� ������� �������������  
% �;F���� �������(' �\'���! 	������;)�� 

� � ������,@� ����� � �5� ������� � ������� �:��� 	����$�!��� 

���*"O��� 

� � ���

=
A�� ��

� ���  

� .G,(*�!$'�,VQ�\ ��� �;,><$%(*��:�;� �9#&+a���O��� +�&:,-BNBJ�:� &�,-#&�����:� �P7 #='O,(� �9,-# *h,(�7�
� ���*����	�� � ��� � � �,� � � � ����� 	���� % � �����*��� : 	 ���*� � � 1 �*���/��� ��������� � ����� � � ��� 	�� � " ��� ��
 � � � ��� ������� �+��� � 	 ���'D

������� � � � � � '&��� % � �*� � ' � : �7* �&' ��������


 � ���
e ∗ x ∼= x
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∀y.(y ∗ e′ = y) `∼= ∀y.(y ∗ e
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∀y.(y ∗ e′ = y) `∼= e ∗ e′ = e

∀y.(y ∗ e′ = y) `∼= e′ = e
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`∼= ∀y.(y ∗ e
′ = y)⇒ e′ = e

� .G,(*�!$'�,VQ:.4��� �;,><$%(*��:�;� �9#&+a���O��� +�&:,-BNBJ�:� &�,-#&�����:� �P7 #='O,(�"!$#P�:!H�L���O�����:�;�7�
/ �
�*� � � ��� ������� � ��� ���,� " � �*� ��
 ����� 	����,� � ��������� ����� �����  ��

Z
�*� �,��� � �'� '.���*����� � ' � � ��� �

0 : p � �
s
$������ � �

� ��� � � � ����� 	��&' ��� � � ����� � ����� � '&' ����� � ���	( : �+� 1+� ������� � ������� �;" ��� %�� ��� ��	���� � ����
 ��� � � ��� � '&��� % � � � ��' �

s(p(z)) ∼= z ∼= p(s(z))
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π ≡ λα.π′
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φ=ρσδ Πα:φ1.φ2
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Γ, α:φ1 ` π
′ : φ2
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|Γ|, |φ1| `∼= |φ2|
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(⇒I)
|Γ|, |φ1| `∼= |φ2|

|Γ| `∼= |φ1| ⇒ |φ2|
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|Πα:φ1.φ2| = |φ1| ⇒ |φ2|
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π ≡ λx.π′
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φ=ρσδ Πx:µ.φ1
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Γ, x:µ ` π′ : φ1
B �=����A#t#�L��"%A�*!��� +�� �� !&����%������&!�

|Γ| `∼= |φ1|
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x /∈ FV(Γ)
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(∀I)
|Γ| `∼= |φ1|

|Γ| `∼= ∀x.|φ1|
(x /∈ FV(Γ))
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|Πx:µ.φ1| = ∀x.|φ1|
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π ≡ π′ π′′
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ψ
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Γ ` π′ : Πα:ψ.φ
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Γ ` π′′ : ψ
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|Γ| `∼= |Πα:ψ.φ|
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|Γ| `∼= |ψ|

B k �
|Πα:ψ.φ| = |ψ| ⇒ |φ|
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(⇒E)
|Γ| `∼= |ψ| ⇒ |φ| |Γ| `∼= |ψ|

|Γ| `∼= |φ|

π ≡ π′ t
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Γ ` π′ : Πx:µ.ψ
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Γ ` t : µ
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φ=ρσδ ψ[x := t]
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|Γ| `∼= |Πx:µ.ψ|
	����
|Πx:µ.ψ| = ∀x.|ψ|
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|ψ[x := t]| = |ψ|[x := t]
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(∀E)
|Γ| `∼= ∀x.|ψ|

|Γ| `∼= |ψ|[x := t]

π ≡ Rew
p
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φ=ρσδ [l � φ′]r
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Γ ` π′ : φ′
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l �? φ′
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φ
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φ=ρσδ rθ(l�φ′)
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|Γ| `∼= |φ
′|
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φ′
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φ
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π
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φ ∼= φ′
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����������� |Γ| `∼= |φ′|
|Γ| `∼= |φ|
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φ ∼= φ′

π ≡ Rewslφ
′t(λl.r)π′
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φ=ρσδ φ

′([l � t]r)
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Γ ` π′ : φ′(t)
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l �? t
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φ
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φ=ρσδ φ
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|Γ| `∼= |φ

′(t)|
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φ′(t)
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φ
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π
+�����&

φ ∼= φ′(t)
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����������� |Γ| `∼= |φ′(t)|
|Γ| `∼= |φ|
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φ ∼= φ′(t)
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��������� � Γ `∼= φ

Γ `∼= ψ
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φ↔R ψ
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↔R
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φ↔R ψ
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φ ≡ φ1 ⇒ φ2
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φ1 ↔R ψ1
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ψ ≡ ψ1 ⇒ φ2
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(⇒I)

(⇒E)
Γ, ψ1 `∼= φ1 ⇒ φ2

����� � � �
(Ax)

Γ, ψ1 `∼= ψ1

Γ, ψ1 `∼= φ1

Γ, ψ1 `∼= φ2

Γ `∼= ψ1 ⇒ φ2
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φ ≡ φ1 ⇒ φ2
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φ2 ↔R ψ2
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ψ ≡ φ1 ⇒ ψ2
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(⇒I)
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(⇒E)

Γ, φ1 `∼= φ1 ⇒ φ2
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Γ, φ1 `∼= φ1

Γ, φ1 `∼= φ2

Γ, φ1 `∼= ψ2

Γ `∼= φ1 ⇒ ψ2
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φ2
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φ ≡ ∀x.φ1
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ψ ≡ ∀x.ψ1
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(∀I)
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(∀E)

Γ `∼= ∀x.φ1

Γ `∼= φ1

Γ `∼= ψ1

Γ `∼= ∀x.ψ1
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‖ ‖ : ρC −→ Λ

‖x‖ , x

‖λx:µ.π‖ , λx:µ.‖π‖

‖π t‖ , ‖π‖ ‖t‖

‖λα:φ.π‖ , λα:φ.‖π‖

‖π π′‖ , ‖π‖ ‖π′‖

‖Rew
p
l φ (λl.r) π‖ , π

‖Rewsl φ t (λl.r) π‖ , π
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R(·) : ρC −→ & �Pe
R(x) , ∅

R(λx:µ.π) , R(π)

R(πt) , R(π)

R(λα:φ.π) , R(π)

R(π π′) , R(π) ∪R(π′)

R(Rew
p
l φ (λl.r) π) , R(π) ∪ {l → r}

R(Rewsl φ t (λl.r) π) , R(π) ∪ {l → r}
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OQK��W�aDNLWR_�SRUT�L��Y�dM%t��JI�T�OU�*�]W R_LN�XO_�NMSRUT�L }
∀X.∀Y.(X ⊆ Y ⇔ ∀x(x ∈ X ⇒ x ∈ Y ))

	

�

OXW�K2cYRUT��b�*�W�
�W�aDNLWR_�SRUT�Lg�W��OXW	�XLNMA�X�_IWOU��[�RU�W��}
∀x.(x ∈ ∅ ⇒ ⊥)

B
o=��M%t��_I�T�OU�

⇔
�W�SR_O_RUMG�ERU�XRWLGW	�^MS�:�JK�M:�WLb�^T�LWLN�^�X�G�X�WV��WVSR_��R_�SR 3=�W�EOQK�OUT�<fRU���N�f�fR_OWLGW	�^MS�����GW �WLN�BK�IWVG�X[�RQK'�SRUT�L

��T��WV�OQKb�^T�L �$T�LN�X�SRUT�Lh�W�^M �W�X�0cqR_���WO_RU�\K'�SRUT�LNMHB
%�LN�
�W�X�bT�LNMS�SVAK'�SRUT�Lg�NK'LNM � �VfFx �W�
OQK%�WVGT���TfMSR_�SRUT�Lh�^T�LNMGRU�W�XVG�^�*MNW	�^�XVSR_�

(⇒E)

(∧E)

(∀I)(∀I)

(Ax)
Th ` ∀X.∀Y.(X ⊆ Y ⇔ ∀x.(x ∈ X ⇒ x ∈ Y ))

Th ` ∅ ⊆ A⇔ ∀x.(x ∈ ∅ ⇒ x ∈ A)

Th ` ∀x.(x ∈ ∅ ⇒ x ∈ A)⇒ ∅ ⊆ A

(⇒E)

(∀E)

(Ax)
Th, x ∈ ∅ ` ∀x.(x ∈ ∅ ⇒ ⊥)

Th, x ∈ ∅ ` x ∈ ∅ ⇒ ⊥
(Ax)

Th, x ∈ ∅ ` x ∈ ∅

Th, x ∈ ∅ ` ⊥

Th, x ∈ ∅ ` x ∈ A
(⊥E)

Th ` x ∈ ∅ ⇒ x ∈ A
(⇒I)

Th ` ∀x.(x ∈ ∅ ⇒ x ∈ A)
(∀I)

Th ` ∅ ⊆ A
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(∀I)
�
(⇒I)

�X�
(⊥E)

���WR?�^T�LNMS�SR_�S�N�XL��ZOU�B�����WV`�W� OQK
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MG�XLNM �W�^�Y�N�X�SR 3P�^MAMG�XL��SRU�XO1�NK'LNM OQKe�W�X�bT�LNMS�SVAK'�SRUT�LGBGCZT�LNMSRU�W�XVGT�LNM��JK'V��acW�X���WOU�*�WLN�*�%AN�^T�VSRU�*[�RU�W�*�X���WLN�
�^T�L�<fVS�N�XLN�^�*�W�aDNLWRU�
�JK'V OU�
M%t�MG�G�X�b�
�W�
VG�^�^�XVSR_�S�WVG�

R =

{
X ⊆ Y → ∀x(x ∈ X ⇒ x ∈ Y )
x ∈ ∅ → ⊥

% LN� �W�X�bT�LNMS�SVAK'�SRUT�La�NK'LNM � �Vf�xn�bT��Y�WOUT
=R

�W�
∅ ⊆ A

�W�X[�RU�XL�� �"K\[]�^�BOQKP3"T�VS�*�WOQK'�SRUT�LqT�
eOU�^M��^T�L�[]�XV8n
MSRUT�LNMBMGT�L��BR_���WO_RU�XR_�G�^M�
 }

(∀I)

(⇒I)

(⊥E)

(Ax)
x ∈ ∅ `∼= ⊥

(x ∈ ∅ ∼= ⊥)

x ∈ ∅ `∼= x ∈ A

`∼= x ∈ ∅ ⇒ x ∈ A

`∼= ∅ ⊆ A
(∅ ⊆ A ∼= ∀x.(x ∈ ∅ ⇒ x ∈ A))

k LqVG�X�SVGT��W[]�YIWRU�XLqLNTfM`�SVGT�RUMEVG��<fOU�^M��^MAMG�XL��SRU�XO_OU�^M��W��OQK%�W�X�bT�LNMS�SVAK'�SRUT�LdMAK'LNME�bT��Y�WOUT�B ��K'VB�^T�L��SVG�f�YR_O
���X�W��MHW�K^[]�XVG�XV��WO_�NM��YR��e�XR_OU� �W�B�^T�LNMS�SVS�WR_VG���WLN�E�G�XO_OU�B�W�X�bT�LNMG�SVAK'�SRUT�LGB�f:Lb�as��X�\�]�XLb�W�^�Y�N�X�SRUT�LeLJK'�S�WVG�XO_OU�f�
OQK�VG��<fOU�B�W�E�W�^�Y�N�X�SRUT�Lb�W�SR_O_RUMG�^���^T�LN�^�XVSLN���GT�� �ST��WVGM:OU���^T�LWLN�^�X�G�X�WVP�W�E��qX�G���W�ZOQK��^T�LN�XO_�NMSRUT�L �pMGRY��W	�^MG�:�WLN�
R_L��SVGT��Y�N�X�SRUT�L 
=T��6�]W �WLN���WVG�X��RUMGMG� �pMSR���W	�^MS�=�WLN�`�XO_R_��R_LJK'�SRUT�L 
aB2Z,�XRm�^��T��WVc�^T����WVG�XLN�YVG�Z���N�:OQK��WVGT���TfMSR_�SRUT�L

�����
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∅ ⊆ A
MA���W�X�bT�L��SVG�e�XL{�W�SR_O_RUMkK'L��*�WLN��VG��<fOU�

(∀I)
��R_O=3mK'�W�
�GT��W�*�]W�K�I�T�VG� OXW	�X[�K'O_�N�XV��JK'V
OU�eM%t�MG�G�X�b���W�

VG�^�^�XVSR_�S�WVG�*��T��WV��^T�LWLJK
�U�SVG��MGT�Lh�^T�LWLN�^�X�G�X�WV��W����qX�G��B
x
K'LNMe�GT��W�G� �^�X�S�G��MG�^�X�SRUT�L=�ZLNT��NMqK'O_OUT�LNMq�X�S�N�YRU�XVa�WLN��[�K'VSRQK'�SRUT�LnMS�WVaOU�h�%AN�X�b���W�hOQK��W�^�Y�N�X�SRUT�L

�bT��Y�WOUTW�YT�
qOU�^MPVG��<fOU�^M��W��VG�^�^�XVSR_�S�WVG�
MS�WVZOU�^M`�WVGT���TfMSR_�SRUT�LNM�K'�GT���RU���N�^MELN��MG�XVGT�L��E�WO_�NM`�W�SR_O_RUMA�^�^MZ�NK'LNMEOQK
�^T�L�<fVS�N�XLN�^�f���eK'RUM:MG�XVGT�L��:�SVAK'LNM%3pT�VS�b�^�^M��XL�VG��<fOU�^M��]W R_L��SVGT��Y�N�X�SRUT�La�X�:�]W	�XO_R_��R_LJK'�SRUT�Lb��T��WV��W�^M:M�t��JI�T�OU�^M
�W���WVG�^�YRU�\K'�GMNB�x
K'LNMBLNT��SVG���acW�X���WOU�f�N�^�XOQK��WT�LWLN�

(⊆I)
Γ, x ∈ X ` x ∈ Y

Γ ` X ⊆ Y
(x /∈ FV(Γ)) (⊆E)

Γ ` X ⊆ Y Γ ` t ∈ X

Γ ` t ∈ Y
(∅E)

Γ ` t ∈ ∅

Γ ` φ
f:�BT�Ld���X�W�B�WT�LN�Y3"T�VS�b�XVB�WLN�
�SVGT�RUMSRU�X�b�
[]�XVGMGRUT�Lh�W��OQK��W�X�bT�LNMS�SVAK'�SRUT�L��W�

∅ ⊆ A
}

(⊆I)

(∅E)

(Ax)
x ∈ ∅ ` x ∈ ∅

x ∈ ∅ ` x ∈ A

` ∅ ⊆ A
���WRJ�^MS�P�WO_�NMP�^T��WVS�G� ���N�B�^�XO_OU���XLe�W�^�Y�N�X�SRUT�Le�bT��Y�WOUT � OU�^M`�W�X�0c�VG��<fOU�^M`�]W R_L��SVGT��Y�N�X�SRUT�LlT�L��`�X�G� �^T�L��SVAK��an
�G�^�^M%�XL �WLN�rMG�X�WOU��
��X�6T�
iOU�^M*M%t��_I�T�OU�^M�R_L��SVGT��Y�WR_�GM��X�*�XO_R_��R_LN�^M�K'�W�JK'VAK'RUMGMG�XL��%�as��^�X�SR_[]�X�b�XL����NK'LNM*OQK
�^T�LN�XO_�NMGRUT�LnT��n�NK'LNMr�WLN�h�WVG�X��RUMGMA��B k L����X�W�q��<�K'OU�X�b�XL��dK'V%<f�N�XVq���N�gOU�^MrVG��<fOU�^Ma�]W R_L��SVGT��Y�N�X�SRUT�L4�X�
�]W	�XO_R_��R_LJK'�SRUT�L K'R_LNMSR��W�aDNLWRU�^M���T��WV

⊆
�^T�VSVG�^MS��T�LN�W�XL��`IWRU�XLi@eOQKeMA�X�eK'L��SRU���N�����GW	T�L�O_�WR:�WT�LWLN�%�XL��eK2n

�%AN�X�eK'�SRU���N�^MNB

| (<*�&)X�� $ (<* - (3& �<�+0 & ����� &)( .	��
 &'X�� $ (+* - ( -��<- ��0D��� � �
��TNt]T�LNM �eK'R_L��G�XLJK'L����^T����b�XL��\�?�NK'LNMBOU�
�\K�MM<]�XLN�XVAK'O��]W �WLN�
�WVGT���TfMSR_�SRUT�LgK'�GT���RU���N�

P
VG�^�^�XVSR_�G�
�JK'V

�WLN��VG��<fOU�
P → φ

�WT�Ld���X�W�B�^T�LNMS�SVS�WR_VG���W�
LNT��W[]�XO_OU�^M VG��<fOU�^M �W�
�W�^�Y�N�X�SRUT�LGB
oFW RU�W�^�a�W�-IJK�MG�r�^MS�*�]W	�as��^�X�S�N�XV%OU�^M*R_L��SVGT��Y�N�X�SRUT�LNM � VG�^MS�GBc�XO_R_��R_LJK'�SRUT�LNM 
*�W�e�GT��NM*OU�^M6�^T�LWLN�^�X�G�X�WVGM

∧
�
∀
�X�
⇒
K'�W�JK'VAK'RUMGMAK'L�� �NK'LNM

φ
���W�WRUMB�W���^T�O_OU�^�X�G�XVB�GT��W�G�^MEOU�^ME�WVG�X��RUMGMG�^MB�X���^T�LN�YR_�SRUT�LNM��]W�K'�W�WO_RU�\K'�SRUT�L

�W�%OQKr�W�XVSR_[�K'�SRUT�LiK'R_LNMGR;3"T�VS�b�^�%��T��WV��W�aDNLWR_V
OQKbLNT��W[]�XO_OU��VG��<fOU��B �1K'V83pT�RUM��WO_�NMGRU�X�WVGM��W�^�^T�����TfMSR_�SRUT�LNM��W�
φ
���X�W[]�XL��EqX�SVG��MS�WR_[�RU�^M ���^�����WR��WT�LWLN��O_RU�X�i@a�W�^M�VG��<fOU�^M
�]W	�XO_R_��R_LJK'�SRUT�L �*�WO_�SR_�WOU�^M � OU�^M�R_L��SVGT��Y�N�X�SRUT�LNM

MAT�L��B�WLWRU���N�^MB��T��WV�OU�^M��SVGT�RUM �^T�LWLN�^�X�G�X�WVGM��^T�LNMSRU�W�XVG�^M�
aB
� 
 (<Y , $ ( ����� �

P → Q ∧ (R ∧ S)


� ��q

Γ ` Q

Γ ` R Γ ` S

Γ ` R ∧ S

Γ ` Q ∧ (R ∧ S)

Γ ` Q ∧ (R ∧ S)

Γ ` Q

Γ ` Q ∧ (R ∧ S)

Γ ` R ∧ S

Γ ` R

Γ ` Q ∧ (R ∧ S)

Γ ` R ∧ S

Γ ` S

�3r 

	�� ��� � M F
� ���

(PI)
Γ ` Q Γ ` R Γ ` S

Γ ` P
(PE1)

Γ ` P

Γ ` Q
(PE2)

Γ ` P

Γ ` R
(PE3)

Γ ` P

Γ ` S
ZxO����X�W�B��<�K'OU�X�b�XL���LN�
�JK�MMtlK^[]T�R_V��W��VG��<fOU���]W R_L��SVGT��Y�N�X�SRUT�L�MGR

φ ≡ ⊥
�W�^T����b�6��W	�X�AK'R_�BOU�
�\K�MB��T��WV

OQKb�W�aDNLWR_�SRUT�Lg�W��OXW	�XLNMG�X�JIWOU��[�RU�W�
∅
B

oFW�K'O	<]T�VSR_�%AW�b�*�W�*�W�^�^T�����TfMSR_�SRUT�Lg�W�
φ
��T��WVBOU�
�\K'OU�X�WOc�W�^MBLNT��W[]�XO_OU�^M VG��<fOU�^M��WVGT��^�^�W���^T����b�6MS�WR_�NB

|��+� �_����� � �! ��y\ $ .	$=0�� $B- (<*�&'X�� $ (+* - ( -_�+- ��0D��� � �!. *�*9� 0+�=� (<*�
E&)X�� $ ( - (3& �<�+0 & ����� &)(�a
� 
 �9d:	<� � � M F
� �A� � �C;C;���� � dO	 � �

P → φ
N�� � �=� � d � �
� � ��� � �5@ ��
��S;��
	 � �T@ � �5� � 	�	
F �J� �J�7d

Γ ` φ∗


	�� �

mR
 ���5	<� �
φ
���ad?� � �QxR	�; �9@ � � ∗ { ���5xR	 � � ��FD� � e �TxJ	7r ����� �o��
 �9d ��d � �5�+;��S

�9@L
��R;�� N

�����



� NGvLN�� � ���H	<� � �<;��
	��!d �O
D�E� ��dO	 � ���=� �9F<;��2; � �
� � ��; �

b+N � 
D	 ��d ��

	�k�� �w� � � M FD� ���^r �=�7d �Q
��
	L�Nd �O

� � �
P { 

� ��@�@#� �OxJ	 � dl� �3I � � �J� i �D	1dfgZ� ��� � M F
� � � � �1� �

e�FD	 � � � N>v d �
�rdtxJ	7r �=� � ���ad��5� � �7mJ
 ���5	<� ���H� � ��xJ	�;���� �
	�
�xJ	 ���=� � �5����� � M F
� ������r �%@�@#� �OxR	 ���rd N
vLN � 
D	 �.d �Q
D	<k���� � ����� M FD� ���1�^r ;�� ��� �=� ��d ��

�!� �

P { 
D� �%@�@#� �OxR	 ��dh� �Ai �D	1d ��� I ���jg � ����� M F
� � ��� ��� �
e�FD	 � � � N�� d �
�rdtxJ	7r �=� � ���ad��5� � �7mJ
 ���5	<� ���H� � ��xJ	�;���� �
	�
�xJ	 ���=� � �5����� � M F
� ������r �%@�@#� �OxR	 ���rd N

�B��e7�1

� �C

�=� ���Nd��Ed 

	0d����U� ���?@ �C;�� � ������� � ��� ����mR
 ����;���� { � � � �C

�2� � d ��

� � �^r ��@�@#� �O� ��d �O

� ��d � �s�C

�#�J�f	 ����

� {��dt
D� � ���9@#� �����
φ
@ ���

P
@L

	 �oI � ���Z
+I�d���� � �T� ��� � M F
� ���`xJ	 �?�S

�#��� ��� ���rd

P
N

Γ ` φ∗ Γ ` ψ∗

Γ ` (φ ∧ ψ)∗
Γ ` φ∗

Γ ` (∀x.φ)∗
(x /∈ FV(Γ))

Γ, ψ ` φ∗

Γ ` (ψ ⇒ φ)∗

������� � B z
�

CEK'OU�X�WOc�W�
OQK%VG��<fOU���]W R_L��SVGT��Y�N�X�SRUT�L

Γ ` (φ ∧ ψ)∗

Γ ` φ∗
Γ ` (φ ∧ ψ)∗

Γ ` ψ∗

Γ ` (∀x.φ)∗

Γ ` (φ[x := t])∗

Γ ` (ψ ⇒ φ)∗ Γ ` ψ

Γ ` φ∗
Γ ` ⊥∗

Γ ` ϑ

���	��� � B �
�

CEK'OU�X�WO��W�^MBVG��<fOU�^MB�]W	�XO_R_��R_LJK'�SRUT�L

� �X�eK'VG���NT�LNM1���N�f��MSR��WO_�NMSRU�X�WVGM�VG��<fOU�^M:�W�ZVG�^�^�XVSR_�S�WVG��T�L��1OQK �-qX�b�`�WVGT���TfMSR_�SRUT�LeK'�GT���RU���N�
P
�^T����b�

�b�X�_IWVG�_<�K'�N��AN�f�JT�LdT�IW�SRU�XL�� �WO_�NMSRU�X�WVGM VG��<fOU�^MB�]W R_L��SVGT��Y�N�X�SRUT�L �X�B�]W	�XO_R_��R_LJK'�SRUT�Lg��T��WV
P
B

f=cY�WO_RU���NT�LNMPIWVSRU�X[]�X�b�XL�����T��WVG���NT�R��^�XVS�AK'R_LN�^M�MGT��NM8n53"T�VS�*�WOU�^M��W�
φ
LN�6MGT�L����JK�M��eK'VG���N�^�^M ��T��WV�OQK

�W�^�^T�����TfMGR_�SRUT�L }
� B6x
K'LNMbOU�l�\K'OU�X�WO��W�^M�VG��<fOU�^Me�]W	�XO_R_��R_LJK'�SRUT�L=�`�WLN�dMG�X�WOU�d�WVG�X��RUMGMG�d�^MS�e�eK'VG���N�^�l�JK'VG�^�h���N�lLNT��NM
K'�W�WO_RU���NT�LNM*�^�^M
VG��<fOU�^M6�Y�iAJK'�W�
[]�XVGM�OU�TIJK�MHB4e�R�T�L �eK'VG���JK'R_���WLN�eK'�W�SVG���WVG�X��RUMGMA�f��R_O=3"K'�N�YVAK'R_�
3mK'R_VG� R_L��G�XVS[]�XLWR_VB�W�^MZR_L��SVGT��Y�N�X�SRUT�LNM���T��WVZOQK6�W�^�^T�����TfMG�XVNB �1K'VBK'R_O_OU�X�WVGM\�YT�LrLN���eK'VG���N� �GK'�eK'RUMZOQK
3"T�VS�*�WOU�

ϑ
�\K'V �XO_OU���^MG� K'V%IWR_�SVAK'R_VG�*�X��LGW	�^MS�B�JK�MB�WLN��MGT��NM8n53"T�VS�*�WOU���W�

φ
B

z B6x
K'LNM�OU�l�\K'OU�X�WO �W�qOQK�VG��<fOU�h�]W R_L��SVGT��Y�N�X�SRUT�L=�PT�L�LN�q�eK'VG���N�l�JK�M�OU�^M�MGT��NM8n53"T�VS�*�WOU�^Mr���WRm�:�NK'LNM
OQKgVG��<fOU�l�]W	�XO_R_��R_LJK'�SRUT�L��^T�VSVG�^MS��T�LN�NK'L��G�f�`MG�rVG�X�SVGT��W[]�XL��r�NK'LNM�OU�q�^T�L��G�ac��G�d�\K'V�T�L�LN�a���X�W�%OU�^M
�W�^�^T�����TfMG�XVB�WLN�Y3"T�RUMB���GW	�XO_OU�^MMtqMGT�L��NB

� B k L�LN�:�W�^�^T�����TfMG�:�JK�M=OU�^M
∨
LWRfOU�^M

∃
��T��WV��WVG�^MG�XVS[]�XVcOQKE�^T����WOU�X�S�N�W�`�Y�*M%tYMS�G�X�b� � []T�R_V=OU�X���b� ��� 
aB

%�L��acW�X���WOU�b�[t��WRU���N�r�^MS�%�^�XO_�WRZ�W�eOXW R_���WO_RU�\K'�SRUT�L=����T��WV6OQK����N�XO_OU�rOXW�K'L��G�^�^�^�W�XL���LGW	�^MS�*�JK�M6�eK'VG���N�
�NK'LNM�OQK VG��<fOU�Z�]W R_L��SVGT��Y�N�X�SRUT�L=�]�X�1OQK �WVG�X��RUMGMG�Z��R_LN�X�WVG�ZLGW	�^MS�1�JK�M��eK'VG���N�^�E�NK'LNM�OQK VG��<fOU�E�]W	�XO_R_��R_LJK'�SRUT�LGB
f:Li�as��X�\�cMS�W�W��TfMGT�LNM
�JK'V%�acY�X���WOU�r���N�

P → (Q ⇒ R) ⇒ S
�c�W�^M�R_L��SVGT��Y�N�X�SRUT�LNM��X�6�XO_R_��R_LJK'�SRUT�LNM

M%tYMS�G�X�eK'�SRU���N�^M �WT�LWLN�XVAK'RU�XL�� }

(P I)
Γ, Q⇒ R `+ S

Γ `+ P
(P E)

Γ `+ P Γ, Q `+ R

Γ `+ S

��T��WVE���XVS�b�X�S�SVG��OXW	�XO_R_��R_LJK'�SRUT�Ld�]W �WLN���^T��W�W�WVG��K�MAMGT��XRU�^�Y@6�^�^M`VG��<fOU�^M ��LNT��NM�K\[]T�LNM���ANT�RUMSR��]W R_L��G�XVG�YR_VG��OQK
�W�^�^T�����TfMGR_�SRUT�Lh�W�

Q⇒ R
�NK'LNM

(P E)
�N�^�
���N���W�^�XVSR_[]�XL���OU�^MQ3pT�VS�6�WOU�^MB�eK'VG���N�^�^MNB

����
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�#� �
�2����� � � 	 ��� K c�� 
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% L�K'�W�SVG�h��ANT�R c���T��WVSVAK'R_��qX�SVG�d�W�d�W�^�^T�����TfMG�XVe��<�K'OU�X�b�XL��
Q ⇒ R

�NK'LNM
(P I)

�P�^�d���GW�K'�N�X�WLN�
VG��<fOU���W���W�^�Y�N�X�SRUT�L LJK'�S�WVG�XO_OU��LN�*���XVS�b�X�NBLZxO;3"K'�N�YVAK'R_�
�WT�LN�J3"T�VG�^�XV��WLN���W�^�^T�����TfMSR_�SRUT�L{�NK'LNM�OU��MS�wt�OU�
�W�^MBVG��<fOU�^M6<�K'�N��AN�*�Y�d�\K'OU�X�WOc�W�^MBMG�^���N�XL��GM\�W�X���-qX�b�6K'R_LNMSR=T�LlLGW�K'�WVAK'R_� �JK�ME�WLN�Y3mK�h^T�LlR_���b�^�YRQK'�G�*�W�
VG�^T�V%<�K'LWRUMA�XV OU�^M��WVG�X��RUMGMA�^M���T��WV��XO_R_��R_LN�XVBOQK��^T��W�W�WVG��}
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���D~
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���W�W��TfMGT�LNM��JK'V ��!W�X���WOU�
�WLN�
R_L��SVGT��Y�N�X�SRUT�L � �XLN�XVAK'O_RUMG�^�
R_LN�Y�WR_�G���JK'V �WLN��VG� � OU� P → φ
}

(P I)
H1 . . . Hn

Γ `+ P
(C)

11K'V��^T�LNMS�SVS�N�X�SRUT�L��W�*�^�X�S�G�
VG� � OU�6��� R_L��p�XVG�XLN�^�f�JR_Oc��!�RUMG�G�
�WLN���W�X�bT�LNMS�SVAK'�SRUT�L �XLdOUT � RU���N�*�Y�d�WVG��$
��RU�XV�T�VG�YVG�
�WT�L��BO �	�XLNMA�X�)&WOU�
�W�^ME�WVG�X��RUMGMG�^M �^MS�

H1, . . . ,Hn
�Y�WT�L���OU�^M��^T�LN�YR_�SRUT�LNM ����K'�W�WO_RU�\K'�SRUT�L

MGT�L�� �^�XO_OU�^MB�W�
C
�X�B�WT�L�� OQK��^T�LN�XO_�NMGRUT�Lg�^MS�

φ
�

1�T��WV�T'&W�G�XLWR_V:�WLN�Z�W�X�bT�LNMG�SVAK'�SRUT�Lb�W�
Γ, Th ` P

�W�SR_O_RUMkK'L��:OU�^M�� /X�b�^M:�WVG�X��RUMGMG�^M � R_OWMS� �b�:����K5�ST���$
�G�XV
Th

(
Γ
�p�^�����WR��^MS�=�GT�� �ST��WVGM=��TfMGMSR-&WOU�:�JK'V�K � K'R-&WO_RUMGMG�X�b�XL���
��X�c�W�`�^T����WOU�X�G�XVcOQK��W�X�bT�LNMG�SVAK'�SRUT�L

�^T����b��MS�WR_��}

(⇒E)

(∧E)

(Ax)
Γ, Th ` φ⇔ P

Γ, Th ` φ⇒ P

H1

JJJJJJJJJ Hn

ttttttttt

Γ, Th ` φ

Γ, Th ` P

=���\K�M �W��O �	�XO_R_��R_LJK'�SRUT�L�MG���SVAK'R_�G�*�W� �"K��^T�Ld�GT��W�%$ ( $ �mK'R_� MSR_��R_OQK'R_VG�s}W��T��WV��WLN��VG� � OU�

(P E)
Γ `+ P H1 . . . Hn

Γ `+ C
(C)

R_O���!YRUMS�G�l�WLN���W�X�bT�LNMS�SVAK'�SRUT�Ln�XL�OUT � RU���N�g�Y� �WVG�X��RU�XVaT�VG�YVG� K ��K'L��rOQK � /X�b�g�^T�LN�XO_�NMGRUT�L=�POU�^M
� /X�b�^M��^T�LN�YR_�SRUT�LNM�����K'�W�WO_RU�\K'�SRUT�L=���X�BOU�^M � /X�b�^M �WVG�X��RUMGMA�^M���!W�^�X�W�G�

Γ ` P
���WR��W�X[�RU�XL��

Γ ` φ
�

	 L����X�W�q�WT�LN� � � K'OU�X�b�XL��hK5�ST��W�G�XV Th �JK'VqK � K'R-&WO_RUMGMG�X�b�XL��q�X�q�^T����WOU�X�G�XVlOQK��W�X�bT�LNMS�SVAK'�SRUT�LK'R_LNMSR7}

(⇒E)

(∧E)

(Ax)
Γ, Th ` P ⇔ φ

Γ, Th ` P ⇒ φ Γ, Th ` P

Γ, Th ` φ

QQQQQQQQQQQQ

H1 Hn

Γ, Th ` C

nnnnnnnnnnnnnnnnnn

� �
Γ, Th ` φ

.	$ -#&'*
Γ `+ φ

} � T����b�
`+

�XL � OUT'&��bOQKlOUT � RU���N�r�Y�i�WVG�X��RU�XV�T�VG�YVG�f�=�GT��W�G�^M6OU�^M�VG� � OU�^M
��� R_L��"�XVG�XLN�^���W�SR_O_RUMG�^�^M*�NK'LNM*OQKq�W�X�bT�LNMS�SVAK'�SRUT�L��W�

Γ, Th ` φ
���X�W[]�XL��)/X�SVG���W�SR_O_RUMA�^�^M*� � K'OU�X�b�XL��

�NK'LNM:OQK��W�X�bT�LNMS�SVAK'�SRUT�La���N�ELNT��NM�K'O_OUT�LNM��^T�LNMG�SVS�WR_VG�f� (�O �	��!Y�^�X�W�SRUT�Lr�W�^M:VG� � OU�^M (Ax)
���WRW�W�SR_O_RUMG�XL��

�WLbK !�RUT��b���W�
Th

��11K'V��^T�LNMG�^���N�XL��\�f��T��WV1�W�X�bT�L��SVG�XV�OQK��^T����WOU�X�S�N�W�B�W�
`+
�'R_OWMS� �b���W�Z[]T�R_V����N�

�GT��NM�OU�^M%K !�RUT��b�^M6�W�
Th

MGT�L��*�W�X�bT�L��SVAK�&WOU�^M\�1K'�W�SVG�X�b�XL����YR_�6���N���GT��W���WVGT���TfMSR_�SRUT�L
P
�W���NLWRU�

�JK'V��WLN�
VG� � OU���W��VG�^�^�XVSR_�S�WVG� P → φ
���X�W� /X�SVG�
�W�X�bT�L��SVG�^�%�^���WR_[fK'OU�XL��G�)(bMAK��W���NLWR_�SRUT�L

φ
�

� T�LNMS�SVS�WRUMGT�LNM �WLN�
�W�X�bT�LNMS�SVAK'�SRUT�Lg�W�
φ `+ P

OQK��pT�VS�b�
MS�WR_[fK'L��G�A}

(P I)

(K E)

(Ax) ���

φ,Γ1 `+ φ1 . . .

(Ax) ���

φ,Γn `+ φn

φ `+ P

�X¢��
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T�
 OU�^M
K
MGT�L��*�W�^M��^T�LWLN�^�X�G�X�WVGM%�*�NT�RUMSRUM*�JK'VS��R

∧
�
∀
�X�
⇒

	=OU�^M
φi
MGT�L��*�W�^M6MGT��NM%$ �"T�VS�*�WOU�^M6�W�

φ
���WR:T�L��
�X�G�%�eK'VG���N�^�^M�OUT�VGM��Y�{�\K'OU�X�WO:�W�^M�VG� � OU�^M (P I)

�X�
(P E)

	?OU�^M
Γi
MGT�L����^T�LNMG�SR_�S�N�^M
�W�

MGT��NM $ �pT�VS�6�WOU�^M �W�
φ
�

	 L��W�X�bT�L��SVG�XVAKq�WT�LN��OQKe�WVGT���TfMSR_�SRUT�LgMS�WR_[fK'L��G� }N��T��WV �GT��W� �$� � �X�b�XL�� Γi ` φ
∗
i

VG�XLN�^T�L��SVG�%�NK'LNM
OQK��^T�LNMG�SVS�N�X�SRUT�Lg�W�

(P I)
�JT�LhK

Γi, φ `+ φi
���:Ld�JK'VS�SRU�X�WO_RU�XV\�JOU�^M��WVG�X��RUMGMG�^M��W�

(P I)
MGT�L�� �NK'LNM

�^���\K�M\���X�E�WT�LN� T�LlK'�WVAK &WRU�XLrOQK��W�X�bT�LNMS�SVAK'�SRUT�LqVG�^�
�N�XVG�*�N�^�.� 	 La�WVGT��^�^�W���JK'VPVG�^�X�WVSVG�XLN�^��MS�WV`OQK
�^T�LNMS�SVS�N�X�SRUT�L �W�

(P I)
� VG�X�eK'VG���NT�LNM����N�%�WO_�NM
�^�X�S�G�%�^T�LNMG�SVS�N�X�SRUT�Li�^MS�����X�SR_�G�f���WO_�NM�OQK �"T�VS�*�WOU�

φ∗i
�^MS� � VAK'LN�W�
�W�WRUMA�����	T�Lh�W�^MA�^�XLN�d�NK'LNM�OU�^MBMGT��NM $m�G�XVS�b�^M �W�

φ∗

 }

� �
Γi ` φ

∗
i

(<* �
∅ ` φ∗

$ ����� Y��<YZ( K'OUT�VGMb�SVSR_[�RQK'OU�X�b�XL��
Γi, φ `+ φ

�p�X�
Γi = ∅


�� � �dMAT�L��bOU�^M
K !YRUT��b�^MB���WR�K'�W�JK'VAK'RUMGMG�XL��B�GT��W� �XL �JK'�W� �W��LNT��SVG�*�W�X�bT�LNMS�SVAK'�SRUT�Lg�W�

φ `+ P
�

� �
Γi ` φ

∗
i

(<* � -�� � ( � � 
Z, . & ��� & - (
Γi ` (φi ∧ φj)

∗ K'OUT�VGM��JK'V �%����T�� �N�^MG�6�W��VG�^�X�WVSVG�XLN�^�%T�L
K

Γi, φ `+ φi ∧ φj
�611K'V�K'�W�WO_RU�\K'�SRUT�Lg��� �WLN��VG� � OU� (∧E)

�NT�Ld�W�X�bT�L��SVG�
Γi, φ `+ φi

�
� �

Γi ` φ
∗
i

(<* � -�� � ( � � 
Z, . & ��� & - (
Γi ` (∀x.φi)

∗ K'OUT�VGM��JK'V ������T�� �N�^MA�
�W��VG�^�X�WVSVG�XLN�^�*T�LhK
Γi, φ `+ ∀x.φi

�611K'V�K'�W�WO_RU�\K'�SRUT�Lg��� �WLN�*VG� � OU� (∀E)
�WT�Lh�W�X�bT�L��SVG�

Γi, φ `+ φi
�

� �
Γi, φj ` φ

∗
i

(<* � -�� � ( � � 
E, . & ��� & - (
Γi ` (φj ⇒ φi)

∗ K'OUT�VGM��JK'V��%����T�� �N�^MG���W�1VG�^�X�WVSVG�XLN�^�
T�L K

Γi, φ `+ φj ⇒ φi
�&11K'V�K � K'R-&WO_RUMGMG�X�b�XL�����T��WV�K5�ST��W�G�XV

φj
�NK'LNM OU���^T�L��G��!��G�6�W�WRUM��JK'V

K'�W�WO_RU�\K'�SRUT�L���� �WLN�
VG� � OU� (⇒E)
�NT�Lg�W�X�bT�L��SVG�

Γi, φj , φ `+ φi
�

1�T��WVPO ��K'�W�SVG��MG�XLNM��W��O �	�^���WR_[�K'OU�XLN�^�f��OQK
�W�X�eK'VG�*�N���^MS�:�SVG�^M`MSR_��R_OQK'R_VG�T}fT�Le�^T�LNMG�SVS�WR_�P�WLN�B�W�X�bT�LNM%$
�SVAK'�SRUT�Lh�W�

P `+ φ
�W��OQK3�pT�VS�b�

(K I)

(P E)
P,Γ1 `+ P . . . P,Γ1 `+ φj

P,Γ1 `+ φ1
··· . . .

(P E)
P,Γn `+ P . . . P,Γn `+ φk

P,Γn `+ φn
···

P `+ φ

1�T��WV��^�XOQKY�?T�Ld�WVGT��^�^�W�*�JK'V VG�^�X�WVSVG�XLN�^�6MS�WVB�WLN�*�W�^�^T�����TfMSR_�SRUT�L��W�
φ
MG�XOUT�LdOU�^M��^T�LWLN�^�X�G�X�WVGM

∧
�

∀
�X�
⇒

� 	 Le�W�X�bT�L��SVG�����N�B��T��WV��GT��W�G�^MPOU�^M��WVG�X��RUMGMA�^M
P,Γi `+ φi

K'R_LNMSRJT'&W�G�XL��N�^M\�]R_O?��!�RUMS�G�B�WLN�
VG� � OU�����	�XO_R_��R_LJK'�SRUT�L �W�

P
�WT�L���OQKq�^T�LN�XO_�NMSRUT�L��^MS�

φi
�X�
�WT�L���OU�^M
�WVG�X��RUMGMG�^M*MGT�L��
�WLWRU���N�X�b�XL��

P
�X���W�^M �"T�VS�*�WOU�^M*�W�

Γi
��
cKq�W�X�bT�LNMS�SVAK'�SRUT�L MG� �mK'R_��MG�WV��W�^M�MGT��NM%$ &W�W�GM��X��MG�WV��W�^M��X�AK'���^M*�W�

�^T�LNMS�SVS�N�X�SRUT�L��W�
(P E)

�N�WT�L��BOU�^M��WVG�X��RUMGMA�^M �X��OU�^M
(P E)

MGT�L�� �W�^M��\K�M��JK'VS�SRU�X�WO_RU�XVGM��
� �
φi ≡ φj ∧ φk

K'OUT�VGMqOQK/�W�^�^T�����TfMSR_�SRUT�L4�W�
φi
�WT�LWLN� OU�^Ml�W�X��! MGT��NM%$ &W�W�GM

P,Γi `+ φj
�X�

P,Γi `+ φk
���
K'LNMgOQKo�^T�LNMS�SVS�N�X�SRUT�L �W�^M

(P E)
��OUT�VGMG�����	T�L��^T�LNMSRU�W�XVG�

(φj ∧ φk)
∗ ��T�L

�^T�LNMS�SVS�WR_�r�W�X��! VG� � OU�^Mr�WT�L��bOU�^Mb�^T�LN�XO_�NMGRUT�LNMeMGT�L��bT'&W�G�XL��N�^M (��JK'VS�SR_Ve�W�
φ∗j

�X�
φ∗k

� ' ��$
�X�WLN�rLNT��W[]�XO_OU�a�WVG�X��RUMGMG�aL��	�^MS���XVG�^�^�f���WT�LN�a�JK'V ������T�� �N�^MG�a�W�rVG�^�X�WVSVG�XLN�^�lT�L/K &WRU�XL�OU�^M
VG� � OU�^M LN�^�^�^MGMAK'R_VG�^M��

� �
φi ≡ ∀x.φj

K'OUT�VGM�OQK �W�^�^T�����TfMSR_�SRUT�L��W�
φi
�WT�LWLN�ZOU�`MGT��NM $ &W�W�

P,Γi `+ φj
K\[]�^�

x /∈ Γi
�	��K'LNM

OQKq�^T�LNMS�SVS�N�X�SRUT�L �W�^M
(P E)

�=OUT�VGMG�����	T�L �^T�LNMGRU�W�XVG�
(∀x.φj)

∗ �=T�L �^T�LNMS�SVS�WR_�*�WLN��VG� � OU�b�WT�L��
OQK6�^T�LN�XO_�NMSRUT�Lq�^MS�`T'&W�G�XL��N� (
�JK'VS�SR_VE�W�

φ∗j [x := t]
� ' �N�X�WLN� LNT��W[]�XO_OU���WVG�X��RUMGMA� L��	�^MS�Z�XVG�^�^�f�

�WT�LN�
�JK'V ������T�� �N�^MG�
�W��VG�^�X�WVSVG�XLN�^�f�J�XLd�WVG�XLJK'L��
t ≡ x

�WT�LhK�&WRU�XLdOU�^M�VG� � OU�^MBLN�^�^�^MGMAK'R_VG�^M��
� �
φi ≡ φj ⇒ φk

K'OUT�VGM�OQK��W�^�^T�����TfMSR_�SRUT�Lq�W�
φi
�WT�LWLN�BOU�BMAT��NM%$ &W�W�

P,Γi, φi `+ φj
�X�
P,Γi `+

φk
�
�
K'LNMEOQK%�^T�LNMS�SVS�N�X�SRUT�Lh�W�^M

(P E)
�YOUT�VGMG�����	T�Ll�^T�LNMSRU�W�XVG�

(φj ⇒ φk)
∗ ��T�Ld�^T�LNMG�SVS�WR_���WLN�

VG� � OU�q�WT�L���OQKg�^T�LN�XO_�NMSRUT�Lo�^MS��T'&W�G�XL��N� (h�JK'VS�SR_V��W�
φ∗k
���X��T�L�K5�$T��W�G�aOQKh�WVG�X��RUMGMG�

` φj
�

	 V
φj
Kg�X�G�qK5�$T��W�G�^�qK'� �^T�L��G��!��G�q�NK'LNM6OQKh�W�^�^T�����TfMSR_�SRUT�L��W�

φi
�X�%�WT�LN�aT�L���T��WVSVAKhOQK

�W�X�bT�L��SVG�XV��

�X¢ �
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φi

(+* ��.L� -2Y � * � ( - � . ��� .	� � &)(w* 6 Y �3- $ ( - ( � � � ( K'OUT�VGM�OQK��W�^�^T�����TfMSR_�SRUT�Lb�W�
φi
M���K'V%$

V*/X�G�f�=�X��T�LiT'&W�SRU�XL��*�WLN��VG� � OU�b���	�XO_R_��R_LJK'�SRUT�L ��T��WV
P

� 	 V
P
�^MS���NK'LNM*OU���^T�L��G��!Y�G�

P,Γi
�

�X�B�JK'V ������T�� �N�^MG�6�W��VG�^�X�WVSVG�XLN�^�f�?�GT��W�G�^M OU�^M�K'�W�SVG�^M��WVG�X��RUMGMG�^M T�L����X�G�*�*�JK'V � �^�^M��NK'LNM Γi
�

�WT�LN�
�GT��W�G�^M�OU�^MB�WVG�X��RUMGMG�^M �W�
(P E)

MGT�L�� �W�X�bT�L��SVAK�&WOU�^M��

cKh� �N�^T�VSRU�

Th
�W�SR_O_RUMG�^�rRU�XR��X�AK'L���OQKg� /X�b�a���N�r��T��WV%OU�aOU�X���b�a���	�^���WR_[fK'OU�XLN�^�a�W�aOQKg�W�^�Y�N�X�SRUT�L
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NNN D2

Γ `+ t ∈ X
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NNN D1

Γ, x ∈ X `+ x ∈ Y

Γ `+ X ⊆ Y
(x /∈ FV(Γ))

Γ `+ t ∈ Y
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�^T��W�W�WVG�
(P I)(P E)

MG�
�SVAK��Y�WR_�
�XLqOUT � RU���N���Y�a�WVG�X��RU�XV�T�VG�YVG���JK'V n �^T��W�W�WVG�^MB�^T�VSVG�^MG��T�LN�NK'L�� K'��! n �^T�LWLN�^�X�G�X�WVGMBVG�XLN�^T�L��SVG�^MB�NK'LNMEOQK�W���NLWR_�SRUT�L

φ
�W�
P

�
�

� �X�eK'VG���NT�LNM����N�%MSR
P → φ1K φ2

�?OU�^M�MS�N�^�^�^MGMSRUT�LNM��W�%VG� � OU�^M (P I) (K E)
�X�

(K I) (P E)
LN�

���X�W[]�XL��%�JK�M)/X�SVG�r�W�^M*�^T��W�W�WVG�^M\�c�GT��W�6MSR_���WOU�X�b�XL��6�JK'VG�^�r���N�e�^�^M�VG� � OU�^M6LN�����X�W[]�XL��*�JK�M%MG��MS�N�^�^��$
�W�XVb�NK'LNMb�WLN�l�W�X�bT�LNMS�SVAK'�SRUT�L�[fK'O_RU�W�E}�OQK��WVG�X��RUMGMG�q�WVSR_LN�XR_�JK'OU�d�W�

(K E)
�^MS���WLN� �"T�VS�*�WOU�d�WT�L��bOU�

�^T�LWLN�^�X�G�X�WVE�W�E�*/X�G�B�^MS�
K
K'OUT�VGMP���N�EOQK
�^T�LN�XO_�NMSRUT�Lr�W�

(P I)
�^MS�:�WLN� �pT�VS�6�WOU��K'�GT���RU���N�f�]�X�uk������9k�� �������

�X¢�
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	 Ln[]T�R_�dK'�NMGMSR�RU�XR��WLN�#�$�NMS�SR2�J�\K'�SRUT�L �w@L
������ � �O
 � �b��T��WVqLN�g�JK�MlK\[]T�R_Vd�^T�LNMSRU�W�XVG� �W�^MqVG� � OU�^Ml�W�
VG�^�^�XVSR_�S�WVG�
�WT�L��BOU���b�X�3&WVG� � K'�N�*�N�
�^MS�E�WLN���WVGT���TfMSR_�SRUT�LlLNT�LdK'�GT���RU���N�.�&�:Ll� � �X�\�WMSR��JK'VB��!W�X���WOU�
T�L
K^[fK'R_� �X�l�WLN�
VG� � OU� ψ1 ∧ ψ2 → φ

�W�XO_OU��MG�
MA�XVAK'R_���SVAK��Y�WR_� �JK'VB�WLN��VG� � OU����� R_L��SVGT��Y�N�X�SRUT�L

(ψI)
H1 . . . Hn

Γ `+ ψ1 ∧ ψ2

�X��R_O�K'�WVAK'R_� �WT�LN���X�G����TfMGMSR-&WOU�
�W� �pT�VS�b�XVBOQK��W�X�bT�LNMG�SVAK'�SRUT�L

(∧E)

(ψI)
H1 . . . Hn

Γ `+ ψ1 ∧ ψ2

Γ `+ ψ1

�NK'LNMBOQK����N�XO_OU�
OU�*�^T�LWLN�^�X�G�X�WV
∧
�^MS��R_L��SVGT��Y�WR_���W�WRUM �XO_R_��R_LN�*�eK'RUM ���WR=LN�
���X�W�B�JK�M /X�SVG��MGR_���WO_R2�J�^�.� 
cK

LNT��SRUT�L �W�a�^T��W�W�WVG�aMG�XVAK'R_�%�WT�LN�aT'&NMG�X�WVG�XRU�a�JK'V6�W�^M%VG� � OU�^M%��� R_L��SVGT��Y�N�X�SRUT�Lo�X�%���	�XO_R_��R_LJK'�SRUT�L�MS�W�W�WOU��$
�b�XL��AK'R_VG�^M�MS�WV �W�^M��WVGT���TfMSR_�SRUT�LNMBLNT�LhK'�GT���RU���N�^M��

� (<,�& � *�( �2��.L��� - � -! G.	�^� &'(<* $ -�� � * � (+*
1�T��WV��G�XVS��R_LN�XV��^�X�S�G��MG�^�X�SRUT�L=��T'&NMG�XVS[]T�LNM��^�����WR:MG�%�JK�MGMG�%OUT�VGMG�����	T�L �pT�VS�eK'O_RUMA������K'�W�SVG�^M
OUT � RU���N�^M

�NK'LNM�OQKrOUT � RU���N���Y� �WVG�X��RU�XV*T�VG�YVG�.� 1�K'V���!W�X���WOU�f��OQKrOUT � RU���N�����	T�VG�YVG��MG�W���XVSRU�X�WV����X�W� /X�SVG� �"T�VS�*�WOU�^�
�^T����b���WLN�*� �N�^T�VSRU�6�Y�g�WVG�X��RU�XV�T�VG�YVG� � ��T�� ~�
 � � �:Lg�W�^�Y�N�X�SRUT�L��bT��Y�WOUTW�?�^�XOQKbMG�*VG�X�WVG�^MG�XL��G�6�JK'V��W�^M
VG� � OU�^MB�W�
VG�^�^�XVSR_�S�WVG�6�^T����b�

ε(α(∀, x)) → ∀yε(α(x, y))
�xO��^MS��R_L��G�XVG�^MGMAK'L����W���^T�LNMS�AK'�G�XV����N�
MSR�T�Lh�^T�LNMG�SVS�WR_�BOU�^M�VG� � OU�^MB��� R_L��SVGT��Y�N�X�SRUT�L �X�B���	�XO_R_��R_LJK'�SRUT�L�K�MGMAT�$
�XRU�^�^M\�WT�LdVG�X�SVGT��W[]���W�^M VG� � OU�^MB�W���W�^�Y�N�X�SRUT�L��W��OQK�OUT � RU���N�
���	T�VG�YVG�6MS�W���XVSRU�X�WVG��}

Γ ` ε(α(x, y))

Γ ` ε(α(∀, x))
(y /∈ FV(Γ))

Γ ` ε(α(∀, x))

Γ ` ε(α(x, ϑ))

	 L*���X�W���WT�LN�ZMS�W�W��TfMG�XV����N��LNT��SVG���pT�VS�eK'O_RUMS�b�,�"T��WVSLWR_���WLN�P[�RUMSRUT�L6�WLWR2�J�^�`�W�P�WO_�NMSRU�X�WVGM�OUT � RU���N�^M
	 ��T��WV
�^T�L��pT�VS�G�XV%�^�X�S�G�bRU�W�^�f�cR_O��mK'�N�YVAK'R_�6�X�S�N�YRU�XV6�W�^M*VG�X�WVG�^MG�XL��AK'�SRUT�LNM�����K'�W�SVG�^M6OUT � RU���N�^M6�^T����b�eOQKqOUT � RU���N�
�bT��NK'OU�f�J�^�
���WR �"�XVAK�O �	T'&��S�X�B���	�X�S�N�W�^M �p�W�S�WVG�^M��

%�LN�aK'�W�SVG�a�WRUMS�G�a�W�aVG�^�*�N�XVG�*�N�d�WVGT��b�X�S�G�X�NMG�q�^MS�6OQKgVG�X�WVG�^MG�XL��AK'�SRUT�Lo�W�^M��WVG�^�YRU�\K'�GM�R_LN�Y�N�X�SR2�pM6� 
�K
VG�X�WVG�^MG�XL��AK'�SRUT�L �W�gO ��K'VSR_� �W�b�X�SRU���N� �^T����b�g�WLN�h� �N�^T�VSRU���bT��Y�WOUTi�WVGT���TfMG�^�g�NK'LNM � � � ��� � �W�SR_O_RUMG�gOU�
�WVG�^�YRU�\K'� MS�WR_[fK'L��B��T��WV �W���NLWR_VBOU�^M �XL��SRU�XVGMBLJK'�S�WVG�XOUM }

n ∈ N → ∀P.(0 ∈ P ⇒ ∀m.(m ∈ N ⇒ m ∈ P ⇒ S(m) ∈ P ))


cKeVG� � OU�6���	�XO_R_��R_LJK'�SRUT�L T'&W�G�XL��N��(e�JK'VS�SR_V��W�6�^�X�S�G���W���NLWR_�SRUT�L{�^T�LNMS�SR_�S�N��K'OUT�VGM��WLN�6VG� � OU�%�W�6�W�X�bT�LNM%$
�SVAK'�SRUT�Ld��T��WV�OU�^MB�WVG�^�YRU�\K'�GMBR_LN�Y�N�X�SR2�"MBMS�WV OU�^MB�XL��SRU�XVGM LJK'�S�WVG�XOUMT}

(N E)
Γ ` n ∈ N Γ ` 0 ∈ P Γ ` ∀m.(m ∈ P ⇒ S(m) ∈ P )

Γ ` n ∈ P
(P /∈ FV(Γ))

�:Ld��T��NMGMAK'L���OQK��W�^�^T�����TfMGR_�SRUT�Ld�WLd���X�l�WO_�NM�OUT�R_L=�NT�LhT'&W�SRU�XL�� �WLN�
VG� � OU���XLN�^T�VG���WO_�NMB�^T�LN�XRUMG��}

(N E)
Γ ` n ∈ N Γ ` 0 ∈ P Γ,m ∈ P ` S(m) ∈ P

Γ ` n ∈ P
(P ,m /∈ FV(Γ))

�xO?�^MS��[�VAK'RUMG�X�)&WOQK�&WOU�������	T�Le�W�WRUMGMG� T'&W�G�XLWR_V`�WLN�B�G�XO_OU� VG� � OU�B��T��WV��GT��NMPOU�^M`�XLNMG�X�)&WOU�^M`R_LN�Y�N�X�SR2�"M (��JK'VS�SR_V
�Y�l�bT��b�XL���T�
hT�Ld�XLd�SVGT��W[]�
�WLN�
VG�X�WVG�^MA�XL��AK'�SRUT�Lg�^T����b�*�WLN�
� �N�^T�VSRU�
�bT��Y�WOUT��

�X¢��
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K'LNM%�^�X�S�G�q�W�XVSLWRU�XVG�lMG�^�X�SRUT�L=��LNT��NM��W���NLWRUMGMGT�LNM��WL OQK'L � K � �l�W�r�G�XVS�b�^M��W�r�WVG�X�W[]�lK\[]�^�q�bT��SR2�pM\�

���WR �mK'R_�B�XLd�JK'VS�SRU�
OU��O_RU�XLhK^[]�^�*OU�
ρ
$x�\K'OU�X�WO ����T��NM K^[]T�LNM [��l���N�f�WOUT�VGMG�����	T�Ll�W�SR_O_RUMG��OU�

λ
$x�\K'OU�X�WOc�^T����b�

OQK'L � K � �%�W���G�XVS�b�^M��W���WVG�X�W[]�6��T��WV OQK�OUT � RU���N�*�Y�g�WVG�X��RU�XV�T�VG�YVG�f�JR_O��mK'�W��K5�ST��W�G�XV��W�^M��^T�LNMS�SVS�N�X�SRUT�LNM
�+�Ei�
��q��T��WVb�
�JK����N�h�^T�LWLN�^�X�G�X�WV��2�:Lo�GT��W�G�qOUT � RU���N�f�1R_O+�"K'�N�YVAK'R_�eRU�XR�K'�NMAMSRB�^T�LNMSRU�W�XVG�XVb�WL�LNT��W[]�\K'�
�^T�LNMG�SVS�N�X�G�X�WVa��T��WVq�*�JK����N�hVG� � OU� (P I)

T��
(P E)

�P�W�WRUMa�W���NLWR_Vl�W�hLNT��W[]�XO_OU�^MaVG� � OU�^Mq�W�dVG�^�Y�N�X�SRUT�L
��T��WVeVG�X�WVG�^MA�XL��G�XVaO �	�XO_R_��R_LJK'�SRUT�Ln�W�^Mr�^T��W�W�WVG�^M�� � �X���XLN�NK'L��\�ZLNTfMeLNT��W[]�XO_OU�^MeVG� � OU�^MaMGT�L��a�XL ���N�XOU���N�
MAT�VS�G�6�W�XVSR_[]�^�^M��W�^M�VG� � OU�^M���T��WV�O � R_���WO_RU�\K'�SRUT�L=��OQKe���JK'L��SR2�J�\K'�SRUT�L �WLWR_[]�XVGMG�XO_OU���X��OQKb�^T�L �ST�LN�X�SRUT�L�� 1�T��WV
�SVAK��Y�WR_VG� �^�XO_OU�^M%$x�XRN�XL��G�XVS�b�^M:�W�E�WVG�X�W[]�f��R_OYMG� �b�1�WT�LN���W�E��T��W[]T�R_V1�SVAK'LNMS�b�X�S�SVG�B�NK'LNM1�WLN��K�&NMS�SVAK��X�SRUT�Lw}
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�W�^M�[fK'VSRQK�&WOU�^M �W���W�X�bT�LNMS�SVAK'�SRUT�LNM � ��T��WV OU�^M�R_���WO_RU�\K'�SRUT�LNM�
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�W�^M�[fK'VSRQK�&WOU�^M �W�
�G�XVS�b�^M � ��T��WVBOU�^MB���JK'L��SR2�J�\K'�SRUT�LNM 
 	
�

�W�^M��WVGT �S�^�X�SRUT�LNM � ��T��WV�OU�^MB�^T�L �ST�LN�X�SRUT�LNM�
��
��T��NMaVAK�MGMG�X�3&WOU�XVGT�LNMa�WT�LN���GT��W�G�^Mq�^�^MrR_L��pT�VS�eK'�SRUT�LNMl�NK'LNMr�WL �bT��SR2� 	`OU�^Mr�WVGT �S�^�X�SRUT�LNMq�XO_OU�^M%$m� /X�b�^M
MA�XVGT�L��
�WT�LWLN�^�^M��JK'V��W�^M

ρ
$m�G�XVS�b�^M����WR1MG�XOU�^�X�SRUT�LWLN�XL����WLN�)�"�X�WR_O_OU�6�NK'LNM��WL K'V &WVG�%�W�%�^T�L �$T�LN�X�SRUT�LNM\���^�

���WR � �XLN�XVAK'O_RUMG��OU�^M��WVGT �$�^�X�SRUT�LNM��Y� λ $x�\K'OU�X�WO �
=��OQK'L � K � ���W���G�XVS�b�^M��W���WVG�X�W[]�
�^MS�E�WT�LN�
�^�XO_�WR��W�^MZ�G�XVS�b�^M��W���WVG�X�W[]�
�W��OQK6OUT � RU���N���Y�q�WVG�X��RU�XV
T�VG�YVG�f�WK'�N���N�XO�M6��K5�$T��W�G�XL��`�WLN���^T�LNMS�SVS�N�X�SRUT�Ll����K'V &WVG�^M &WR_LJK'R_VG�^M �p���N� O �	T�LrLNT��G�XVAK

T,U

����WLrOQK'L � K � ���W�

�bT��SR2�"M �X���WLN�6K�&NMS�SVAK��X�SRUT�Lh�^T�VSVG�^MS��T�LN�NK'L��G� }

A ::= Tλ | <A,A>

Tλ ::= λP (x;α; z).(zA) | Tλ P (t; Tλ;λA.α)

�
K'LNM
�WLi�bT��SR2�
P (x;α; z)

�=OU�^M�[fK'VSRQK�&WOU�^M
x
MG�XVGT�L���R_LNMG�AK'LN�XRU�^�^M��JK'V��W�^M
�G�XVS�b�^M%K'O � ��&WVSRU���N�^M
	=OU�^M
[�K $

VSRQK�&WOU�^M
α
MG�XVGT�L���R_LNMG�AK'LN�XRU�^�^M��JK'V��W�^ME�G�XVS�b�^MB�W���WVG�X�W[]� 	W�XL��NLlOQK*[fK'VSRQK�&WOU�

z
MG�XVAK6R_LNMS�AK'LN�XRU�^���JK'VE�WLN�

�WVGT �S�^�X�SRUT�Lg��� �WL�K'V &WVG� &WR_LJK'R_VG�
[]�XVGMB�WLN�
�W�*MG�^M �p�X�WR_O_OU�^M6�

=�^MZVG� � OU�^ME��� R_L��SVGT��Y�N�X�SRUT�LdT�L��E�X�G���^T�LNMG�SVS�WR_�G�^MZ�W� &JK�ME�XL �JK'�W��� 1�T��WVZ�SVGT��W[]�XVEOU���G�XVS�b���W� �WVG�X�W[]�

K�MAMGT��XRU� (��WLN���G�XO_OU�
VG� � OU�f�NT�Ld�WVGT��^�^�W���^T����b��MS�WR_���
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P → φ

N
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Γi ` φi {
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N
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� ��� �%	��#� ��

�Z� �T� � � M F
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(P I)

N
�<N�
 � � � � �D� � ��� ��� � � �
�G�J	<�`� � � � � M F
� �]� � � K @ ��F � �
	 � �=k�� �
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Ai
z

λP (; ; z).(zAi)
N

n#N � � ���C
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� � �
(P I)

� �9i �
	�� ��� I ��� ��� �%	 ��k��
�4� � ��� � M F
� ���T� � � �+5�FD	 � � � N n @L
D	 �
@ ��
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	 � � � 	�� ��� ��� �o� �p@ � �J	<k��

λP (x;α; z).(zA)
N

% LN� �pT�RUM6�^�b�G�XVS�b�a�W�b�WVG�X�W[]�e�W���NLWRm��T�Li���X�W�*� � K'OU�X�b�XL����^T�LNMG�SVS�WR_VG�eOU�^M*�G�XVS�b�^M6�W�e�WVG�X�W[]�r�W�^M
�XO_R_��R_LJK'�SRUT�LNM��^T�VSVG�^MS��T�LN�NK'L��G�^M��

|��+� �_����� - ��� � \ $ .	$=0�� $B- (<*�&'X�� $ (+* - ( �%6 , . �#( - (+* . ,�, $O��0+.L��� - � *Da
� 
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�

(P E)
� ���J
�����;��5zs	�� � � M F
� �5� � ��;C;C����� �O	 � �

P → φ
N

b�N � 

	 �o�Ji ��xJ	 � @ �C;�� � �����
Γ ` ψ

d ���
	�mT� ��@ �C;�� � �����u@ � ���2���P@ �
� �hg { 
D� ��	�@+@L
�������

�/�2; 	�� ��� ��� �5� �
@ � ��	�k��

Cψ
N � 

	 �T� �H@ �C;�� � �����p@ � ���#���P@ �D� �

Γ ` P


� �%	�@�@L
����T	<� ��� ��� � � �:@ � ��	�k��

A
N

v�N � �
�G�J	�� � �o� � ��� �%� �`� � @ � ��	<k �
λP (x;α; z).(zA′)

@L

	 � � ��� M F
� ���^r ��� � �Q
��D	L�#� ��

�
(P I)

�C

� ��� �%	 � ���
zH@ � ��� � � � ��� �s�#�J� � � M F
� �5� � ��;S;���� � �O	 � �

P → φ
N

�X¢f¢
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Γ ` λP (x;α; z).(zA) : φ∗ Γ ` λP (y;β; z).(zB) : ψ∗

Γ ` λP (x, y;α, β; z).(z<A,B>) : (φ ∧ ψ)∗

Γ ` λP (x;α; z).(zA) : φ∗

Γ ` λP (y, x;α; z).(zA) : (∀y.φ)∗
(x /∈ FV(Γ))

Γ, αψ :ψ ` λP (x;α; z).(zA) : φ∗

Γ ` λP (x;αψ, α; z).(zA) : (ψ ⇒ φ)∗

���	��� � � ¢
�

� K'OU�X�WO��W�^M�VG� � OU�^M �W�
� ���JK � ���W�^M λ $ K�&NMS�SVAK��X�SRUT�LNM

��N , �l@ � �J�#� � �o� � �C

� ��� ��	L�#� ��

�Z� �T� � � M F
� �
(P E)

N
n2N 
 � � � � �
� � �����p� �U� �
�G�J	�� � �9� ��� M F
� ��� � � K @ ��F � �J� � � ���#� �
� � z � �u@ ��;J� � �����7@ � ���#���P@ �D� �

Γ ` φ
� � ��� ��� �

AP (x;α;λβ.β) { 

	 A ������� �)��� �%� �T� �t@ � ��	�k��o� �
Γ ` P

���?
�	 � ���
x
�#�
α
�R

�4��� ��� � ��� ���HxR	 �

@L
D	 �
(P I)

N
� N � ���Q�C
D	 � � �A� � �C

� ��� ��	L�#� ��

� � ��� � � M F
� ���^r ;�� ��� �=� �.� ��

� dh� ��i �
	�� ���!I ���lg �����G

�y� ��� � M F
� � � � �s� �

5�FD	 � � � N � @L
D	 � �=� ��� �
�#��� � �H� ����k � � � �<I�� � �
α, x

���?�`
�� � 5 � ��� � @ ��
 	����#� ��

�
λβ.β

N
� N98 ���

x
��� � ���

α
�#

� �=� ��� �
�#��� ;��H@ �J	<k��J�4� ��� � ��� ���9@#� ���S;��o@ � ��� ��� ��� �%� ����xJ	 �����S

�#xJ	 ����� ��� �s� �

	R

	 � �Q
D�4�B� �)� 
D	 ���?m�� � 

� �
	��J	<� ���
� �o� �
� �H� ���o;�k���� �O	 ���=� ��� �C;��
	��#� �O
D� �o�
	 �����%� �o� �p@ � ��	<k � N

Γ ` AP (t;B;λT.α) : (φ ∧ ψ)∗

Γ ` AP (t;B;λT [α := <β, γ>].β) : φ∗

Γ ` AP (t;B;λT.α) : (φ ∧ ψ)∗

Γ ` AP (t;B;λT [α := <β, γ>].γ) : ψ∗

Γ ` AP (t;B;λT.α) : (ψ ⇒ φ)∗ Γ ` Cψ : ψ

Γ ` AP (t;B[αψ := Cψ];λT.α) : φ∗

Γ ` AP (t;B;λT.α) : (∀y.φ)∗

Γ ` AP (t[y := u];B;λT.α) : (φ[y := u])∗
Γ ` AP (t;B;λT.α) : ⊥∗

Γ ` AP (t;B;λT.botelim(α)) : ϑ

������� � � �
�

� K'OU�X�WOc�W�^M�VG� � OU�^M��W��� ���JK � �*�W�^M K'�W�WO_RU�\K'�SRUT�LNM

� �X�eK'VG���NT�LNM ���N�
OUT�VGMG���N�
OQK �"T�VS�*�WOU�
φ
LN���^T�����T�VS�G���JK�M �W�*�^T�L �$T�LN�X�SRUT�L=�?OQK��WVGT �S�^�X�SRUT�Lh�W�SR_O_RUMG�^�

�^MS���GT�� �ST��WVGM
λα.α

�?�X�BT�Ld���X�W�B�WT�LN�*M��	�XLh�YRUMS���XLNMG�XV��

� 
 (�YZ, $ (  � \ V (<&)Y (+* - (w,_&'( � � (w,2- � & $  >�O��0�$ � * � - � a
��
�� � �9�+; 57� � � ��

�A� �

⊆
	�� ��� � ���:	�� �j;���
 �=� { ��i � ��F � 	�� �Bi K @L
��=i M ���9� �
� �B� �u�C
D�4��� 
.��� { ��� � � �C

�9@L
 �����@ ���T� �o�C

� 	J

�2�#� �O
D� N 8 ���)�����%� ��� � �p@ � ��	�k�� �����J
���� ;�� �R

�4�?�+

�#�5��

�/� ;��B@ � ��� ��� � M F
� ���5� �)� K @ ��F �`q

(⊆I)
Γ, α:x ∈ X ` A : x ∈ Y

Γ ` λ⊆(x;α; z).(zA) : X ⊆ Y
(⊆E)

Γ ` A : X ⊆ Y Γ ` B : t ∈ X

Γ ` A⊆(t;B;λα.α) : t ∈ Y
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� �X�eK'VG���NT�LNM�����K'R_O_OU�X�WVGM����N�f�?MGR�T�L �YRUMS��TfMA�*�W�*�^� � �XLWVG�%�W���G�XVS�b�^M��W�*�WVG�X�W[]�f�?OU�^M��^T�LNMS�SVS�N�X�SRUT�LNM
MG���^�XR2�J���N�^M (�OQK��^T�L �ST�LN�X�SRUT�LhLN�
MGT�L��B�WO_�NMBLN�^�^�^MAMAK'R_VG�^M�}WT�Ld���X�W���W�SR_O_RUMG�XVBOU� �NO_�SVAK � �.�

(∧I)
Γ ` A : φ Γ ` B : ψ

Γ ` λ∧(; ; z).(z<A,B>) : φ ∧ ψ

(∧El)
Γ ` A : φ ∧ ψ

Γ ` A∧(; ;λ<α, β>.α) : φ
(∧Er)

Γ ` A : φ ∧ ψ

Γ ` A∧(; ;λ<α, β>.β) : ψ


��	�XO_R_��R_LJK'�SRUT�L/��� �WLN�e�^T��W�W�WVG� � �XLN�XVAK'O_RUMG�^�r�^MG��VG�X�WVG�^MG�XL��G�^�r�JK'V6�W�X��! ρ
$mVG�^�Y�N�X�SRUT�LNM�MS�N�^�^�^MAMSR_[]�^Ms}

OQK �WVG�X��RU�XVG�
7→ρ

�SVAK'LNMS�b�X�aOU�^Mb�G�X�bT�R_LNM
t
�X�bOU�^MrOU�X���b�^M

B
( OQK{�W�X�bT�LNMS�SVAK'�SRUT�L

T
��� �WL�K'V &WVG���W�

�^T�L �ST�LN�X�SRUT�LNM��

(λP (x;α; z).(zU))P (t;B;λT.β) 7→ρ (λT.β) (U [x := t, α := B])

�K�MG�^�^T�LN�W��MG�XOU�^�X�SRUT�LWLN�*�WLN� �"�X�WR_O_OU�
�W���^�X� K'V &WVG��}

(λT.β)U 7→ρ A
T�


A
�^MS��OU�
�G�XVS�b�*MSR_�S�N���NK'LNM

U
(%OQK�� /X�b�
��TfMSR_�SRUT�Lh���N�

β
�NK'LNM

T
�

�xOJVG�^MS�G� (*�X�S�N�YRU�XV`OU�^MP�WVGT��WVSRU�X�G�^MZ�W���^� �\K'OU�X�WO�� �����.�%�:Le�JK'VS�SRU�X�WO_RU�XV\��R_O�MG�XVAK'R_�PR_L��G�XVG�^MGMAK'L��E���	�X�S�N�YRU�XV
MkK�LNT�VS�eK'O_RUMAK'�SRUT�L �"T�VS�G�hK �NL��W�q��T��W[]T�R_Ve�W�X�bT�L��SVG�XVq�YR_VG�^�X�G�X�b�XL��rO �	�XO_R_��R_LJK'�SRUT�L��W�^Me�^T��W�W�WVG�^MeMAK'LNM
�JK�MAMG�XV �JK'VBO �	�^���WR_[fK'OU�XLN�^�%K\[]�^��OQKb�W�^�Y�N�X�SRUT�L��bT��Y�WOUT��&
cKe�YR��e�X�WO_�G�*��� �WLN���G�XO_OU�6�X�S�N�W�*�^MS��MSR_��R_OQK'R_VG�3(
�^�XO_OU�%�W�6OQKe�W�^�Y�N�X�SRUT�L��bT��Y�WOUT }?OU�*M��YMS�G�X�b�*�W�6� �����^M��^MS���JK'VAK'�b�X�SVG�%�JK'V�OU� & �+� R �W�WRUMG���N�*�.�	�^MG� (
�JK'VS�SR_V��W�
�^�XO_�WR2$x�XR������	T�Ld�^T�LNMS�SVS�WR_�BOU�^M�VG� � OU�^M��W�
� ���JK � �.�

�xO��^MG��LNT��AK'���b�XL��%R_L��G�XVG�^MGMkK'L����W��[]T�R_V�OU�^M�VG� � OU�^M6��� R_L��p�XVG�XLN�^�r�X��OU�^M��G�XVS�b�^M6�W�b�WVG�X�W[]�b���N��O �	T�L
T'&W�SRU�XL���OUT�VGMG�����	T�L��^T�LNMSRU�W�XVG���W�^M�VG� � OU�^M:�W�`VG�^�^�XVSR_�S�WVG�ER_LN�^T�VSVG�^�X�G�^M6�'1�K'V:��!W�X���WOU�f��OQK��W�^�Y�N�X�SRUT�L��bT��Y�WOUT
�W�X[�RU�XL��eR_LN�^T�LNMSRUMS�AK'L��G�hMSR�T�L��WVG�XLN�

R = {R → R ⇒ ⊥}
�:�X�b����K'R_O_OU�X�WVGMbOU�^Mb�W�X�bT�LNMS�SVAK'�SRUT�LNMe�W�

`∼= ⊥
L���K��Y�b�X�S�G�XL����JK�MB�W�
VG�X�WVG�^MG�XL��AK'L��
MAK'LNMB�^T��W�W�WVG�.� 
=�^MBVG� � OU�^M��W� `+

K�MAMGT��XRU�^�^M (��^�X�S�G�
VG� � OU�*�W�
VG�^�^�XVSR_�S�WVG�6MGT�L��

(R I)
Γ, R `+ ⊥

Γ `+ R
(RE)

Γ `+ R Γ `+ R

Γ `+ ⊥

�KaVG� � OU� (RE)

�bT�L��SVG��&WRU�XL ���N�
R
��TfMG�%�WVGT'&WOU�X�b�f���W�WRUMG�����	�XO_OU�����XVS�b�X����� R_L��SVGT��Y�WR_VG�

⊥
(rOQKqMG�X�WOU�

�^T�LN�YR_�SRUT�L��W��MAK\[]T�R_V �W�X�bT�L��SVG�XV
R

� 	 Lh���X�W�B�^T�LNMS�SVS�WR_VG�*OQK��W�X�bT�LNMS�SVAK'�SRUT�LgMG�WR_[�K'L��G���W�
`+ ⊥

}

(RE)

(R I)

(RE)

(Ax)
R `+ R

(Ax)
R `+ R

R `+ ⊥

`+ R
(R I)

(RE)

(Ax)
R `+ R

(Ax)
R `+ R

R `+ ⊥

`+ R

`+ ⊥

cT�VGMG�����	T�LgOQK��W�^�^T�VG�*K^[]�^�6�W�^M��G�XVS�b�^M �W���WVG�X�W[]�f�?T�LdT'&W�SRU�XL���OQK��W�XVSR_[�K'�SRUT�L��W��� ���JK � �*MS�WR_[fK'L��G��}

(RE)

(R I)

(RE)

(Ax)
α:R `+ α : R

(Ax)
α:R `+ α : R

α:R `+ αR(α) : ⊥

`+ λR(α).α R(α) : R
(R I)

(RE)

(Ax)
α:R `+ α : R

(Ax)
α:R `+ α : R

α:R `+ αR(α) : ⊥

`+ λR(α).α R(α) : R

`+

(
λR(α).α R(α)

)
R
(
λR(α).α R(α)

)
: ⊥

�X¢��
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�:�ER_O��^MS� �"K��XR_OU���W��[]T�R_V����N��OU���G�XVS�b���W���WVG�X�W[]� (
λR(α).α R(α)

)
R
(
λR(α).α R(α)

) L��	�^MS�BK'�W�SVG�����N�
OU�
ρ
$m�G�XVS�b�

ωf (f ωf )
[�� (%OQK�MG�^�X�SRUT�L ¢ � 
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ρ
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=�^MZ�W�X��!eMG�^�X�SRUT�LNMZ�W� �^� �
�JK'�WR_�SVG�
K�&�T�VG�W�XL��Z�W�^M`�WVGT'&WOU�X�b�^MEMSR_��R_OQK'R_VG�^MP�eK'RUM`VG�XOU�X[]�XL�������K'�W�WVGT��*�N�^M
���JK�MGR_�b�XL��1T��W��TfMG�^�^M � ���WR��*�JK��X�WLN�ZLNT��NM1T�L������XVS��RUM��W�`��RU�X��!6�^T����WVG�XLN�YVG�E�^�XVS�AK'R_LNM:K�MS���^�X�GM��Y�6�\K'OU�X�WO
�W��VG�^�^�XVSR_�S�WVG�.�

�
K'LNM=OQKE�WVG�X��RU�XVG�ZK'�W�WVGT��
�N�f� LNT��NMcLNT��NMcMGT����b�^M &JK�MG�^McMG�WV=�WL*M��YMS�G�X�b���W�^M
P 2TS

��T��WVc�W���NLWR_V��W�^M
�G�XVS�b�^M`�W�B�WVG�X�W[]� ��T��WVPOQK
�W�^�Y�N�X�SRUT�LaLJK'�S�WVG�XO_OU���bT��Y�WOUT��%
=�^M

P 2TS
�X�AK'L��Z�X��! $m� /X�b�^MZ�WLN����!��G�XLNMSRUT�L

�W�^M
PTS

��R_O�K6�X�G��R_���b�^�YRQK'�G�X�b�XL�� ��TfMGMGR-&WOU���W��VG�X�W�SR_O_RUMG�XVEOU� �mK'R_�E���N��OU�^M
λ
$m�G�XVS�b�^MB�^T�LNMG�SR_�S�JK'RU�XL��B�WLN�

VG�X�WVG�^MG�XL��AK'�SRUT�L{O_R_LN�\K'R_VG���W�^M��W�X�bT�LNMS�SVAK'�SRUT�LNM
�XL�OUT � RU���N���Y���WVG�X��RU�XV
T�VG�YVG�.� 11K'V
�^T�L��SVG�f��LNT��NM
K^[]T�LNM
�W�SR_O_RUMG��OU�^M*�bT��SR2�pM6�X��OU�^M*�\K'�JK��XR_�G�^M%�W���NO_�SVAK � �b�WVG�^MA�XL��G�^M%�NK'LNM�OU�^M P 2TS

�WO_�W�����6�NK'LNM*OU�bMS� ��OU�b��� �WL

=T � RU�\K'O��WVAK'�b� �`T�V 
����W�WRUMG���N�*O � �W�SR_O_RUMAK'�SRUT�L ��� �WLN���^T�LNMS�AK'L��G�

Rewp
T��

Rews
�^T�VSVG�^MS��T�LN�g��!NK��X�G�X�b�XL��

(%O � �W�SR_O_RUMAK'�SRUT�Lg��� �WLN��VG� � OU��� ����� �	���
� �X�S�G�r�W�SR_O_RUMAK'�SRUT�L �NLJK'OU�X�b�XL��bK�MGMG��"eVG�^MG�SVG�XR_L��G�a�Y� �NO_�SVAK � �qMS� �.� �XVG�e���N�bOU�^M P 2TS

L��	T�L��%�JK�M6MSR2$
� LWR2�J�\K'�SR_[]�X�b�XL����WO_�NM%�W�b��T��W[]T�R_V%��!Y�WVG�^MGMSR2�B�Y����T�R_L��%�W�e[��N�r�W�^�Y�N�X�SR2�����N�eOU�^M PTS ��%�Li[]�XVSR_�AK�&WOU�
RUMGT��bT�VS���WRUMS�b���W� � �WVSV�� $ ��T��ZK'VG� $x�W� �`VS�WR �$L{��T��WV�OU�^M

P 2TS
�=K'� MA�XLNM
T�
{�WL��G�XVS�b�bVG�X�WVG�^MG�XL��G���WLN�

�W�X�bT�LNMS�SVAK'�SRUT�Lr�X�`MG�EVG�^�Y�WR_�P�W��OQK�� /X�b� �"K��^T�L=�]�WT�LWLN�XVAK'R_�`[�VAK'RUMA�X�)&WOQK�&WOU�X�b�XL��E�WLN��OUT � RU���N���SVG�^M��^T���$
�JK'VAK�&WOU� (l�^�XO_OU�^M�T'&W�G�XL��N�^M*��T��WV�OU�^M

PTS
�^T�VSVG�^MS��T�LN�NK'L��GM�� ��L VG�X[�K'LN�
�N�f�=OQKa��TfMGMSR-&WR_O_R_�G�b���	��!Y�WVSR_�b�XV

�W�^M��bT��SR2�pM
�X�
�W�^M�VG� � OU�^M
�W�%VG�^�^�XVSR_�S�WVG�b�NK'LNM�OU�^M��G�XVS�b�^M�K'� � �b�XL��G�bMG�XLNMSR-&WOU�X�b�XL���OQKa�\K'�JK��XR_�G���W��VG��$
�WVG�^MG�XL��AK'�SRUT�Ll�Y�q�\K'OU�X�WOm�Y�X�Z�W�X[�VAK'R_�Z�WT�LN�����XVS�b�X�S�SVG���W��MS���^�XR2�J�XVZ�W�^MEM��YMS�G�X�b�^M,�pT�VS�b�XOUME�^T����WOU��!W�^ME�W�
�"K��^T�Ll�WO_�NM O_RUMSR-&WOU�
�X� � �e�\K��^�.�

1�T��WV6OQKlMA�^�^T�LN�W�rK'�W�WVGT��*�N�rLNT��NM6K^[]T�LNM%MS�WR_[�R�OQKd�W�X�eK'VG�
�N�eR_L�[]�XVGMG�w}cLNT��NM*MGT����b�^M6�JK'VS�SRUM*��� �WL
M��YMS�G�X�b�*�W�%�W�^�Y�N�X�SRUT�L ��T��WV�OU�^���N�XO�LNT��NM�K^[]T�LNM
�*�N�XVG�
�N���W�^M��G�XVS�b�^M��W�6�WVG�X�W[]�%K'�W�WVGT��WVSRU�^M ���X����T��WV
OU�^MG���N�XOUM��WLN� �"T�VS�b�bO_R_��R_�G�^�a�W� �NO_�SVAK � �aM���K\[]�XVG�b�W�SR_OU�.� �xOP�XL �W�^�^T��WOU�e�WL M��YMS�G�X�b�b�W�b� �����^M6��T��WV6�WL
� VAK � �b�XL����Y� ρ $x�\K'OU�X�WOm�����N�%LNT��NM���T��WVSVGT�LNM��X�S�N�YRU�XV��XL �AK'L������N�%�G�XO���T��WV
[]T�R_V
M�� R_O:�^T�VSVG�^MS��T�LN� (e�WL
�JK'VAK��YR � �b�*�W���WVGT � VAK'���eK'�SRUT�L�R_L��G�XVG�^MGMkK'L����

�
K'LNMd�^�{LNT��W[]�\K'�jM ��MS�G�X�b�{�W� � �����^MlOU� �NO_�SVAK � ���^T�VSVG�^MS��T�LN� ( �WLN�{[�RUMSRUT�L �WLWR2�J�^� �W�^MdVG� � OU�^M
��� R_L��SVGT��Y�N�X�SRUT�L=�cK'OUT�VGM
���N�6O ��K'�W�WO_RU�\K'�SRUT�L���� �WLN� �pT�LN�X�SRUT�L (r�WL �G�XVS�b���^T�VSVG�^MS��T�LN� (eO �	�XO_R_��R_LJK'�SRUT�L��Y�
M����)&�T�OU�{�W�{�WVG�^�YRU�\K'�h���WR�MG� �SVGT��W[]� �XL4�*/X�G�{�W�{O ��K'V � �W�b�XL���� ��T��NMdMGT����b�^Md�WT�LN� �WVGT'&JK�&WOU�X�b�XL��
�WO_�NMB�WVGT��*�N�^M���� �WLhRUMGT��bT�VS���WRUMS�b�6�W� � �WVSV�� $ ��T��ZK'VG� $x�W� �ZVS�WR �,Lh�X�G�XLN�Y�=��K'�hMG�XLNMBT�
hOU�^MB�b�^�\K'LWRUMS�b�^M
MS�W�W�WOU�X�b�XL��AK'R_VG�^M�� �JK'V
VAK'�W��T�VS��K'�

λ
$x�\K'OU�X�WO 
��^T�VSVG�^MS��T�LN�W�XL����WVG�^�XRUMG�X�b�XL��3(r�WL �^T�LN�^�X�W�*�WVGT��WVG� (eOQK

OUT � RU���N�*�WT�L��BLNT��NM�VG�X�WVG�^MA�XL��GT�LNM�OU�^MB�W�X�bT�LNMS�SVAK'�SRUT�LNM��

�X¢ 
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��T��NM�K^[]T�LNM1�X�S�N�YRU�`�YR � �XVG�XL��GM�M ��MS�G�X�b�^M��W��� �����^M=��T��WVcOU�`�\K'OU�X�WO��W�PVG�^�^�XVSR_�S�WVG�f� �GT��NM��^T�L �X�NM��^T����b�
�W�^ME��!��G�XLNMSRUT�LNM��^T�LNMA�XVS[�K'�SR_[]�^M��W��M��YMS�G�X�b�^ME�W��� �����^MZ��T��WVZOU�

λ
$x�\K'OU�X�WO � � �^�XR�LNT��NM�K6���XVS��RUME�W����RU�X��!

�^T����WVG�XLN�YVG�BO � R_LN�XRU�W�XLN�^�B�Y� �NO_�SVAK � �BMS�WV:�WLb�\K'OU�X�WON� �����.� 	 LbLNT��G�XVAK
�XL��JK'VS�SRU�X�WO_RU�XVZ���N�EOQK �"T�VS�*�WOQK'�SRUT�L
MSR_���WOU�X�b�XL��
� �����^���X��OQK �"T�VS�*�WOQK'�SRUT�L�K\[]�^�

Π
$ K�&NMS�SVAK��X�SRUT�LNM\�����WR:MGT�L��
�^���WR_[�K'OU�XL��G�^M
�NK'LNM�OU�

λ
$x�\K'OU�X�WOm�

LN��OU�bMGT�L����JK�M�RU�XR � ��T��NM*K\[]T�LNM*�XLNMS�WR_�G�b�X�AK�&WO_RPOU�^M &JK�MG�^M
��T��WV�O � �W�SR_O_RUMAK'�SRUT�L �Y� �\K'OU�X�WO`�W��VG�^�^�XVSR_�S�WVG�
�NK'LNM
OU�b�WT��eK'R_LN�r�W��OQKqOUT � RU���N�f�=�XL �WVGT���TfMAK'L��%�W�X��! �"T�VS�eK'O_RUMS�b�^M*[]T�RUMSR_LNM��W��OQKl�W�^�Y�N�X�SRUT�L��bT��Y�WOUT
��T��WV�OU�^MA���N�XOUM��WLhOQK'L � K � ���W�
�G�XVS�b�^MB�W�
�WVG�X�W[]�6K^[]�^���bT��SR2�"MB�^MS���W�SR_OU�.�

����� DBHB.

��T��NMEK\[]T�LNME�bT�L��SVG�
���N� OU�^ME[]�XVGMGRUT�LNMEK\[]�^��� �����^MEMSR_���WOU�^ME�X�E��T�O ���bT�VS���WRUMS�b��[]�XVSR2�J�XL���OQK*�WO_�W�JK'VS�
�W�^MP�WVGT��WVSRU�X�G�^ME�NMG�N�XO_OU�^MU}��WVG�^MG�XVS[fK'�SRUT�La�Y�a� �����f���WLWRU�XR_�G���X�E�W�^�XRU�NK�&WR_O_R_�G���Y�a� ���JK � �.��1�K'V��^T�L��SVG�f��LNT��NM
K^[]T�LNM�[��{� � K'OU�X�b�XL��*�����	�XO_OU�^M�K'�W�GT�VSRUMG�XL��
OQKa�W���NLWR_�SRUT�Li�W�%��T�R_L��GM ��!W�^M\���^�����WR�LNT��NM�Ka�^T�LN�Y�WR_�)(eOU�^M
�X�S�N�YRU�XV �NK'LNM�O �	T��W�SRU���N�*�W��OQK�VG�X�WVG�^MA�XL��AK'�SRUT�Lg�W���WVGT � VAK'���b�^M��

��T��NM�K\[]T�LNM:�WT�LN�`��!Y�WOUT�VG�ZO � R_L��p�XVG�XLN�^�Z�W�P� �����^M���T��WV�OQK []�XVGMSRUT�L6��T�O ���bT�VS���N�Z�Y���\K'OU�X�WOm�'���WRYM���K^[]�XVG�
�W�X�eK'LN�W�XVB�W�^MEVG�^MS�SVSRU�X�SRUT�LNM��SVG�^ME�WVGT��*�N�^MB�W���^�XO_OU�^M+�mK'R_�G�^ME�NK'LNM �"!Y���X���^T�L��NVS�b���WT�LN�
���N���^��OQK'L � K � �
K'�S�G�XR_L��BOU�^M O_R_��R_�G�^MB�W�
OQK��W�^�XRU�NK�&WR_O_R_�G�%�Y�l� ���JK � �.�

�:LNMS�WR_�G�f�ELNT��NMdLNT��NMlMGT����b�^MlR_L��G�XVG�^MAMG�^Ml�WO_�NMl�JK'VS�SRU�X�WO_RU�XVG�X�b�XL�� ( O �	�XLN�^T��NK � �{�W�{M���MG�G�X�b�^Ml�W�
VG�^�^�XVSR_�S�WVG���X�B�W�^MBMS�SVAK'�G� � RU�^M � �WRU�NK'L��BOU�X�WV�K'�W�WO_RU�\K'�SRUT�L�� � �^�XR�LNT��NM K��^T�LN�Y�WR_� (��W���NLWR_V��WLN�
VG�^�Y�N�X�SRUT�L
�X�G�XLN�Y�N�E���WRY�W�X�G�^�X�G���^�XVS�AK'R_LNM:�^�*�N�^�^M:�W���NO_�SVAK � �.� ��T��NM:K\[]T�LNM��W�X�bT�L��SVG�EOQK��^T�VSVG�^�X�SRUT�Lb�X�1OQK �^T�LY�N�N�XLN�^�
�W���^�X�S�G�6VG�^�Y�N�X�SRUT�L=�c�X��LNT��NM�K\[]T�LNM��W�X�AK'R_O_OU���^T����b�XL����XO_OU�����XVS�b�X�S�AK'R_���W�%VG�X�WVG�^MG�XL��G�XV
O ��K��X�SRUT�L ��� �WL
M��YMS�G�X�b�
�W��VG�^�^�XVSR_�S�WVG���JK'VB�WL

ρ
$m�G�XVS�b��� �����.�

�:Lr[��N�����	T'&W�G�XLWR_V`�WLq�\K'OU�X�WOJ� �����BLNT�VS�eK'O_RUMAK'L��\��LNT��NMPLNT��NMZMGT����b�^M�K'OUT�VGMP�GT��WVSLN�^M`[]�XVGM`OU�^M
P 2TS

�
�WLN� �mK'��R_O_OU���W�

ρ
$x�\K'OU�X�WOUM�K^[]�^�%� �����^M��W�X���XLN�NK'L��GM6� & T��W���^T����b�%��T��WV�OU�^M�� �����^M�MGR_���WOU�^M\�JOQKr�WO_�W�JK'VS��W�^Mb�WVGT��WVSRU�X�G�^Mr�NMS�N�XO_OU�^MaT�L��e�W� /X�SVG�h�W�X�bT�L��SVG�^�^Ma�JK'Va�W�^Mb�G�^�*�WLWRU���N�^MaMSR_��R_OQK'R_VG�^M ( �^�XO_OU�^Me�W�SR_O_RUMG�^�^M

��T��WV�OU�
λ
$x�\K'OU�X�WO �2��T��NMbK^[]T�LNMe� � K'OU�X�b�XL��rT'&W�G�XL���OQK�LNT�VS�eK'O_RUMAK'�SRUT�L �"T�VS�G�q��T��WVb�W�X��!�M ��MS�G�X�b�^M��W�

�^�X�S�G� �mK'��R_O_OU�f�?�JK'V OU�3&WRQK'RUM���� �WLN�6�SVAK��Y�N�X�SRUT�L []�XVGM OU�%M��YMS�G�X�b�
λω

�&
cKe�G�XVS��R_LJK'RUMGT�L ��� �WL��\K'OU�X�WO1�X��OQK
�^T�LNMSRUMS�AK'LN�^����� �WLaM ��MS�G�X�b���W���W�^�Y�N�X�SRUT�Ll�X�AK'L��Z�W�^MZ�WVGT��WVSRU�X�G�^MZ�SVG�^MPO_RU�^�^M ���^��VG�^MS�WO_�AK'�ZOU� � R_�SR_�b� O � �NMAK � �
�W�^M

P 2TS
�^T����b�
OQK'L � K � �6�W���G�XVS�b�^M �W�
�WVG�X�W[]����T��WV��WLhM ��MS�G�X�b�
�W�*�W�^�Y�N�X�SRUT�L��

# @BHB>%$�3%.

11K'VS�AK'L����Y�lVG�^MG�WO_�AK'�B�X�AK�&WO_R=��T��WV�OU�^M
P 2TS

�YLNT��NM K^[]T�LNMB�
�N�XVG�*�N� (%OU�^M��W�SR_O_RUMG�XVB�NK'LNM��WLd�^T�L��G��!��G�
�W�^�Y�N�X�SR2�$���W�%OQKb� /X�b�%�eK'LWRU�XVG�����N�*OU�

λ
$x�\K'OU�X�WO:�^MS���W�SR_O_RUMG�%��T��WV�VG�X�WVG�^MG�XL��G�XV
OU�^M��W�X�bT�LNMS�SVAK'�SRUT�LNM��XL

&X¢('
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�W�^�Y�N�X�SRUT�L LJK'�S�WVG�XO_OU�.� 
=� �NO_�SVAK � �%�X� OQKb��TfMAMSR-&WR_O_R_�G�*�W�*VG�X�WVG�^MG�XL��G�XV��W�^M VG� � OU�^M��W��VG�^�^�XVSR_�S�WVG�%MS� �.� �XVAK'R_�
LJK'�S�WVG�XO_OU�X�b�XL��e�W�qM�� R_L��G�XVG�^MAMG�XV (dOQK��W�^�Y�N�X�SRUT�L�LJK'�S�WVG�XO_OU�a�bT��Y�WOUTW���WLN�q��!Y�G�XLNMSRUT�L��W�eOQKgOUT � RU���N�a�Y�
�WVG�X��RU�XV�T�VG�YVG���NK'LNM�OQK����N�XO_OU�
OQK�VG�^�^�XVSR_�S�WVG� �$T��N���WLdV���OU��R_����T�VS�AK'L����

��T��NM�K^[]T�LNM �X�AK�&WO_R��^T����b�XL����W�SR_O_RUMG�XVB�WLhMAT��NM%$mOQK'L � K � �*�W�^M P 2TS
�^T����b��OQK'L � K � ���W���G�XVS�b�^M��W�

�WVG�X�W[]�B��T��WV�OQK��W�^�Y�N�X�SRUT�Le�bT��Y�WOUTW�]T�
b�
�JK����N��K'�W�WO_RU�\K'�SRUT�Lr��� �WLN��VG� � OU�B�W�EVG�^�^�XVSR_�S�WVG���^MS�1VG�X�SVAK'LNMG�XVSR_�G�
�NK'LNM%OU�r�G�XVS�b�q�W�e�WVG�X�W[]�.� 
cKhVG�X�WVG�^MG�XL��AK'�SRUT�L�O_R_LN�\K'R_VG�a�W�^M%�W�X�bT�LNMS�SVAK'�SRUT�LNMeK'R_LNMGRZT'&W�G�XL��N�a�^MG�6�WO_�NM
VSRU�
�N�f�B�NK'LNMlOQK �b�^MS�WVG�{T�
4�XO_OU� �"K\[]T�VSRUMG� OQK []�XVSR2�J�\K'�SRUT�Lj�W�^Md�W�X�bT�LNMS�SVAK'�SRUT�LNM6� 1�K'Vg�^T�L��SVG�f�B�XO_OU�{LN�
�^T�LNMG�SR_�S�N� �JK�MP�WLeRUMGT��bT�VS���WRUMS�b���W� � �WVSV�� $ ��T��ZK'VG� $x�W���ZVS�WR �,La�^T����WOU�X�\��K'�aMG�XLNMPT�
bO �	�XO_R_��R_LJK'�SRUT�Ll�W�^M
�^T��W�W�WVG�^M�L��	�^MS���JK�M��GT��AK'OU�X�b�XL���VG�X�SVAK'LNMA�XVSR_�G�
�JK'VBOU�^M�VG�^�Y�N�X�SRUT�LNM��W�^M��G�XVS�b�^M��

��T��NMlK\[]T�LNMd�XLNMS�WR_�G� �WVGT���TfMG���WLnMA�^�^T�LN��M ��MS�G�X�b� �W� �W�^�Y�N�X�SRUT�L=�B���WR
�^MS�q�WLN�g[fK'VSRQK'L��G�{�W� OQK
�W�^�Y�N�X�SRUT�Lh�bT��Y�WOUT��NK'LNMEOQK����N�XO_OU��OU�^MEVG� � OU�^M��W��VG�^�^�XVSR_�S�WVG�
MS�WVEOU�^ME�WVGT���TfMSR_�SRUT�LNM�MGT�L��Z�SVAK'LNM �pT�VS�b�^�^MB�XL
VG� � OU�^MZ��� R_L��SVGT��Y�N�X�SRUT�Lq�X�`���	�XO_R_��R_LJK'�SRUT�Lq���WR � �XLN�XVAK'O_RUMA�XL��E�^�XO_OU�^MP�W�BOQK
OUT � RU���N���Y�b�WVG�X��RU�XV`T�VG�YVG�.�%��T��NM
K\[]T�LNMZ�bT�L��SVG��O �	�^���WR_[fK'OU�XLN�^���W���^� �"T�VS�eK'O_RUMS�b��K^[]�^��OQK��W�^�Y�N�X�SRUT�La�bT��Y�WOUTW���X�PLNT��NMEK^[]T�LNME�\K'VAK��X�G�XVSRUMG�
OQK�LNT��SRUT�Lh�W���^T��W�W�WVG�
O_RU�^�*K'��!qLNT��W[]�XO_OU�^MBVG� � OU�^M��W���W�^�Y�N�X�SRUT�L��

1�T��WV`T'&W�G�XLWR_VP�WLN�EVG�X�WVG�^MG�XL��AK'�SRUT�LrO_R_LN�\K'R_VG���W�^M��W�X�bT�LNMS�SVAK'�SRUT�LNM\��LNT��NMPK^[]T�LNMPR_L��SVGT��Y�WR_�P�WLbOQK'L � K � �
�W�r�G�XVS�b�^M��W�r�WVG�X�W[]�qK\[]�^�a�bT��SR2�pM%���WRZ���XVS�b�X�%�W�rVG�X�WVG�^MG�XL��G�XV��WLWR2�"T�VS�b�X�b�XL����GT��W�G�^M%OU�^M%LNT��W[]�XO_OU�^M
VG� � OU�^Mh�W���W�^�Y�N�X�SRUT�L=� �X�q�NK'LNMqOU�^���N�XO�O �	�XO_R_��R_LJK'�SRUT�L ��� �WLN� �^T��W�W�WVG� MG�g�SVAK��Y�WR_�l�JK'Vl�WLN�0�pT�VS�b�{�W�
�NO_�SVAK � �.� � �BM��YMS�G�X�b���W���W�^�Y�N�X�SRUT�LeLJK'�S�WVG�XO_OU� � �XLN�XVAK'O_RUMG�����X�W���WT�LN� /X�SVG��[��b�^T����b�B�WLeK'�W�SVG�BM ��MS�G�X�b�
�W��� �����^M���T��WV��WL �pVAK � �b�XL����Y� ρ $x�\K'OU�X�WO �

� .10�2 � .:;c<?>��B.:2

1�T��WVq��T��WVGMS�WR_[�VG�hOU�^Ma�SVAK^[fK'��!���!Y��TfMG�^Mr�NK'LNMq�^�g�eK'L��NMG�XVSR_�\�E�WO_�NMGRU�X�WVGMa�YR_VG�^�X�SRUT�LNMl�W�gVG�^�*�N�XVG�
�N�
���X�W[]�XL�� /X�SVG�B��!Y�WOUT�VG�^�^M�� ���e� ���G�B�W�^M�M ��MS�G�X�b�^MP�W�E� �����^M\�]R_OWVG�^MS�G� (��W�X�bT�L��SVG�XVZOQK�LNT�VS�eK'O_RUMAK'�SRUT�L �pT�VS�G�
�NK'LNM OU�^M�K'�W�SVG�^MBM ��MS�G�X�b�^M �Y�

ρ
$x�X��&��.���xLN�W�X���XLN�NK'���b�XL����W���^�XOQKY�WR_O�MG�XVAK'R_�BR_L��G�XVG�^MAMAK'L����W���^T�LNMSRU�W�XVG�XV

�W�^Mb� �����^M��^T�L �ST�LN�X�SRUT�LNM���T��WV�OU�^M�MS�SVS�N�X�S�WVG�^M��:�XL��NL�OU�qM��YMS�G�X�b�q�W�q� �����^M�R_LN�Y�WR_���JK'V�OQK��W�^�Y�N�X�SRUT�L
LJK'�S�WVG�XO_OU� � �XLN�XVAK'O_RUMG�^���b�XVSR_�G���WLN���X�S�N�W�)(%�JK'VS� �XL��SRU�XVG�.�
� -��� �! $�"$# !&% " -�' " -��(%*),+-) # ! � %*�.) #/#10�# %*23 �) # + �

ρ
�54 � �6)

��T��NM�K^[]T�LNM��W�X�bT�L��SVG��OQK�LNT�VS�eK'O_RUMAK'�SRUT�Le�NK'LNM
ρ→

�X�
ρP
���X�:R_O�VG�^MG�G���WT�LN��MSR2!%M��YMS�G�X�b�^M (��SVAK'R_�G�XV

�NK'LNM`OU�
ρ
$x�X��&��.�%� OJL��	�^MG�P�JK�MZ�X[�RU�W�XL��E���N�BOQK��G�^�*�WLWRU���N���W� �W�X�bT�LNMS�SVAK'�SRUT�Lq�W�SR_O_RUMG�^��M��	�X�G�XLN�W��K'��!

K'�W�SVG�^M*M ��MS�G�X�b�^M �=�NK'LNM�OQKq�b�^MG�WVG�bT�
iOQK �"T�VS�b�b�W�^M*� �����^M����^MS�)&��\K'�N�^T��W���bT�R_LNM*�^T�L��SVAK'R_L��G�.�
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λ
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λ
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ρ
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�W�^MB�\K'LN�YRU�NK'�GM��W�
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ρ2
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�N�bR_L�[]�XVGMA�f�c�X���X�S�N�YRU�XV*OU�^M��WVGT��WVSRU�X�G�^M*�Y�iM��YMS�G�X�b���W��� �����^M����N��LNT��NM*K^[]T�LNM6�W���NLWR � � O
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∃
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OUT � RU���N� �Y�r�WVG�X��RU�XVZT�VG�YVG� L��	�^MS�P�JK�M`[�K'O_RU�W�.�%�xOJL��	�^MS�P�JK�M`��!Y�XO_�a�����	T�Lr�W�WRUMGMG�B�SVAK'R_�G�XVZ�^�^M`�^T�LWLN�^��$
�G�X�WVGM�� � K'OU�X�b�XL����p�X���WT�LN�*�GT��AK'OU�X�b�XL��
�W�^�^T�����TfMA�XV �WLN� �"T�VS�*�WOU�%�XLd�WVGT���TfMSR_�SRUT�LNM�K'�GT���RU���N�^M����
(��^T�LN�YR_�SRUT�L��W�
�SVGT��W[]�XVBOQK��W�^�^T�����TfMSR_�SRUT�L�K��W�^���JK'�G�.�
�
K'LNM6OU�b� /X�b�aT�VG�YVG�e��� RU�W�^�f��T�L���T��WVSVAK'R_�6�X�S�N�YRU�XV%�WL �\K'OU�X�WOZ�W�^M6MA�^���N�XL��GM � �XLN�XVAK'O_RUMG�f�1T�
 T�L
�^T�LNMSRU�W�XVG�%�W��LNT��W[]�XO_OU�^M�VG� � OU�^M � K'�N�*�N�^M��X���YVGT�R_�G�^M�MS�WV OU�^M �WVG�^�YRU�\K'�GM��W���NLWRUM �JK'V�VG�^�^�XVSR_�S�WVG�.� 
�K
�W�^�^T�����TfMSR_�SRUT�Lg�W�^M �pT�VS�6�WOU�^M �a��TfMG�XVAK'R_��[�VAK'RUMG�X�3&WOQK�&WOU�X�b�XL����bT�R_LNMB�W�
�WVGT'&WOU�X�b�^M��
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%�Lo�bT��]�XL ����K �bVS�b�XVaO � R_L��G�XV*/X�q�X�eOQK � �XLN�XVAK'O_R_�G�g�W�hLNT��SVG�gM��YMS�G�X�b�d�W�g�W�^�Y�N�X�SRUT�L�MA�XVAK'R_�r��� �
�"T�VS�eK'O_RUMG�XV`����K'�W�SVG�^M`OUT � RU���N�^M\�]�^T����b��LNT��NM�O ��K^[]T�LNMZ��&JK'�N�*�N����T��WVPOQK�OUT � RU���N� ���	T�VG�YVG��MS�W���XVSRU�X�WV
T��l��T��WVEOU�^M��WVG�^�YRU�\K'�GM�R_LN�Y�N�X�SR2�"M��6
=�^M�OUT � RU���N�^M��bT��NK'OU�^M\�Y�JK'VB��!Y�X���WOU�f� �"T��WVSLWRUMGMG�XL����WLN� �mK'��R_O_OU�
�W�
M��YMS�G�X�b�^MB�W�^�Y�N�X�SR2�"M �WT�L��BOQK�VG�X�WVG�^MG�XL��AK'�SRUT�Lh��T��WVSVAK'R_� /X�SVG�
�SVG�^M R_L��pT�VS�eK'�SR_[]�.�

1�T��WV �NLWR_V\��O � R_���WOQK'L��AK'�SRUT�L/��� �WL T��{�WO_�NMSRU�X�WVGM
�WVGT��GT�� �����^M*�^T�LNMS�SR_�S�N�XVAK'R_�*�WL �^T����WOU�X�b�XL��%K'�W�WVG��$
�XRQK�&WOU� ( �^�X�S�G�l� �N�^MG�.�3
=�d�W�X[]�XOUT��W���X�b�XL��q��� �WLoOUT � RU�XRU�XO &JK�MG�dMG�WV�O � �WL�T���O ��K'�W�SVG�h�W�^MbM ��MS�G�X�b�^Me�W�
�W�^�Y�N�X�SRUT�Lg�WVG�^MA�XL��G�^M
K'���
�JK'�WR_�SVG� � ���XVS�b�X�S�SVAK'R_�
�XL�� � �X� � �XLN�XVG�XV��WO_�NM �mK��XR_OU�X�b�XL����X���WO_�NM�M��WVG�X�b�XL��
�W�^MB��!W�X���WOU�^M ( � VAK'LN�W���^�
�N�XO_OU�.�
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=���\K'OU�X�WO��W��VG�^�^�XVSR_�S�WVG���^MS�Z�WL �"T�VS�eK'O_RUMS�b�����WR�R_L��G� � VG��OU�^MZ�b�^�\K'LWRUMS�b�^M �"T�LN�X�SRUT�LWLN�XOUMZ�Y�qOQK'�3&��NK $
�\K'OU�X�WO��X�ZOU�^ME�\K'�JK��XR_�G�^M��W� �NO_�SVAK � ���W��OQK�VG�^�^�XVSR_�S�WVG�.� � �X�S�G��� �N�^MG���^MS�Z�^T�LNMkK��XVG�^� (�O �	�X�S�N�W���W��M��YMS�G�X�b�^M
�W��� �����^M���T��WVB�^���\K'OU�X�WOm�N�X� (�MGT�Ll�W�SR_O_RUMAK'�SRUT�Lg�NK'LNMBOU���WT��eK'R_LN���W�
OQK��W�^�Y�N�X�SRUT�L��

��T��NMP�X�S�N�YRUT�LNM�OU�^M:�WVGT��WVSRU�X�G�^MZ�X�:OU�^MPK'�W�WO_RU�\K'�SRUT�LNMZ�W�B�W�X��!��JK'VAK��YR � �b�^MP�W��� ���JK � �.�'
c���WVG�X��RU�XV`�^MS�
R_LNMG�WR_VG���Y�6OQK'�3&��NK $x�\K'OU�X�WOJMGR_���WOU�X�b�XL���� �����f�'�eK'RUM�R_OW�XL��YR � �XVG�`�JK'V1OU���mK'R_������� �WL��G�XVS�b�E���X�W� /X�SVG�Z� �����
MkK'LNMc��T��WV�K'�W�AK'L������N�PMG�^McVG�^�Y�N�X�SRUT�LNM1MGT�RU�XL����G�XVS��R_LJK'L��G�^M�� ��T��NMcLNT��NM �"T��\K'O_RUMGT�LNM��WT�LN�`MG�WV=O � �W�SR_O_RUMAK'�SRUT�L
�W�h�^�X�S�G�d[]�XVGMSRUT�Lo� �����^�l��T��WV�OQK �bT��W�XO_RUMAK'�SRUT�L �W�l�WVGT � VAK'���b�^M ��LNT��AK'���b�XL��aOQK VG�X�WVG�^MG�XL��AK'�SRUT�L��W�
M ��MS�G�X�b�^M �W�
VG�^�^�XVSR_�S�WVG�*K^[]�^�*�WLN��MS�SVAK'�G� � RU���W��VG�^�Y�N�X�SRUT�L��
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O � �W�SR_O_RUMkK'�SRUT�L4�Y� OQK'L � K � � �XL�OUT � RU���N� �e�JK'VrOU�0&WRQK'RUMq��� �WLN�h�SVAK��Y�N�X�SRUT�L []�XVGMa�WL�OQK'�)&��NK $x�\K'OU�X�WO*K^[]�^�
� �����^M �W�X���XLN�NK'L����W�
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cK*�WVG�X��RU�XVG��K'�W�WVGT��*�N���^MS�P�WLN���W�SR_O_RUMAK'�SRUT�L
�W�^M`M��YMS�G�X�b�^M�K^[]�^��� �����^M��W�X���XLN�NK'L��GM`��T��WV��W���NLWR_V`�W�^M:�G�XVS�b�^MP�W�E�WVG�X�W[]� ��T��WV:OQK��W�^�Y�N�X�SRUT�Lr�bT��Y�WOUT��
�
K'LNM�OQK%MG�^�^T�LN�W�f�YLNT��NM �W���NLWRUMGMGT�LNME�WLN� � �XLN�XVAK'O_RUMAK'�SRUT�Lh�W��OQK��W�^�Y�N�X�SRUT�LdLJK'�S�WVG�XO_OU�
�X��LNT��NME�bT�L��SVGT�LNM
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��T��WV�VG�X�WVG�^MA�XL��G�XV OU�^MBVG� � OU�^MB�W���^�
M��YMS�G�X�b�
�W�
�W�^�Y�N�X�SRUT�L��

� - % # �54�$ � #�/ 
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& �N�`VG� ��VSR_�SR_L � �\K'OU�X�WO_�NM1RUM1K �"T�VS�eK'O_RUMS� R_L��G� � VAK'�SR_L � �p�WLN�X�SRUT�LJK'O��b�^�
�JK'LWRUMS�bM��pVGT�� � �N�ZOQK'�3&��NK $
�\K'OU�X�WO_�NM�K'LN�i�eK'�G�*�WR_L � �\K'�JK�&WR_O_R_�SRU�^M3� VGT�� VG� ��VSR_�SR_L � � & �WRUM6� �N�^MSRUM6RUM*�W�X[]T��G�^���GTd� �N�rMS�S�N��� T��B� �����
M ��MS�G�X�bM �pT�V�� �WRUMB�\K'OU�X�WO_�NM �?K'LN�q�GT�R_�GM K'�W�WO_RU�\K'�SRUT�LNM��GT�� �N���WT��eK'R_LhT��:�W�^�Y�N�X�SRUT�L��
� ��MS�S�N����� �N�:�WVGT����XVS�SRU�^M�K'LN��� �N�`K'�W�WO_RU�\K'�SRUT�LNM�T��Y� �`T � ���WR_L � �JK'VAK��YR � �bM�� & �N� �NVGMS�cT�LN��RUM=R_LNMS�WR_VG�^�

&%�g� �N��MSR_���WO �g� �����^� OQK'�3&��NK $x�\K'OU�X�WO_�NM ��&W�W�
R_�
�YR � �XVGM �pVGT�� R_��R_L � �N��MG�XLNMA�6� �JK'�
�X[]�XLiK �`�XO_O2$m� �����^�
�G�XVS�I�eK�� �JK\[]�*K6LNT�L�$m�G�XVS��R_LJK'�SR_L � VG�^�Y�N�X�SRUT�L�� & ���NM\� �`� �pT��X�NMET�Ll� �N���NMG��T���� �WRUME� �����^�q[]�XVGMSRUT�L �pT�V
�bT��W�XO_R_L � �WVGT � VAK'�bM �JK'LN�d�^MS���^�XRQK'O_O � �"T�V�VG�X�WVG�^MG�XL��SR_L � VG� ��VSR_�SR_L � M ��MS�G�X�bM6�

& �N�bMG�^�^T�LN� �mK'��R_O �{T��Z� �����bM��YMS�G�X�bM �Z�eMS�S�N����RUM6K��NK'�W�G�^� � VGT�� � �N� 1:�WVG� & �����#�%�YMS�G�X�bM\�=K'LN��"�\K'�S�WVG�^M*�W�X���XLN�W�XL��*� �����^M�� � ��M �NT � � �N��MG�SVGT�L � LNT�VS�eK'O_R-" K'�SRUT�L � � �WRU�
�iOU� � R_�SR_�eK'�G�^M�� �N�b�NMG��T��`� �N�
OQK'L � �JK � �bR_L{OUT � RU� ��R_L{� �`ThT��`� �N�^MG��M��YMS�G�X�bM\��[�RQKaKa�SVAK'LNMGOQK'�SRUT�L R_L��GTdKrOQK'�)&��NK $x�\K'OU�X�WO_�NM ��R_� �{� �����^M
�W�X���XLN�YR_L � T�Ll� �����^M��

��R_LJK'O_O �]� �Z�e�WVGT���TfMG�r� �`T �ZK���M�T��B�NMGR_L � � �N�rVG� ��VSR_�SR_L � �\K'OU�X�WO_�NM%R_L OUT � RU�f�c�bT�VG�r�JK'VS�SRU�X�WOQK'VSO �iR_L
VG�XOQK'�SRUT�L ��R_� �l�W�^�Y�N�X�SRUT�Ll�bT��Y�WOUT����xLq� �N� �NVGMS��K'�W�WVGT]K��*�=� �Z���NMA� � �N��M��YMS�G�X�bM ��R_� �l�W�X���XLN�W�XL���� �����^M
�GT �W���NLN�a�WVGT�T�� �G�XVS�bM �pT�V��W�^�Y�N�X�SRUT�L/�bT��Y�WOUT�� � L�� �N�qMG�^�^T�LN�/�\K�MG�f� �`�q�W���NLN�lK � �XLN�XVAK'O_R-" K'�SRUT�LoT��
LJK'�S�WVAK'O=�W�^�Y�N�X�SRUT�LhK'LN� �`��M �NT��n� �JK'��K6VG�^MS�SVSRU�X�G�^� �"T�VS� T����eK'�G�*�WR_L � RUMZ�NMG���p�WO?R_LlT�VG�W�XVE�GT*VG�X�WVG�^MA�XL��
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