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INTRODUCTION

. . .

Ce trauail est une contribution & la modélisation temporelle des sys-—
témes logiques. La premiére partie (chapitres I, II, III) est consacrée & la
définition des outils utilisés (algébre temporisée, structures al ébriques et
d'opérateurs). La seconde partie présente des applications & des prchblémes clas—

siques et propose des modéles rlus généroux.

Le chapitre I présente la théorie des algébres booléennes terporisées.
La notion de Quantité Booldenne Termporisée (€.B.T.), qui est une applicatior de
R dans 10,1} est d'abord introduite, ainst que l'algébre bocléenne sur I'ersem—
ble des Q.B.T. Il faut noter tct, que le probléme de la définition d'une algébre
booléenne sur 1'ensemble des §.B.T. q été traité dans une optique différente
dans (2) et (3).

Les Fonctions Booléennes Temporisées (F.B.T.), définies ensuite, sont
une généralisation des Q.B.T. car elles sont des applications de R dans un en-

semble de fonctions booléennes.

Les Polyndmes Booléens Terporels (P.B.T.) sont introdutts de fagon
classtque (voir par ex. (1)). Pour la minimisation des formes dans wne Algébre
Booléenne Temporisée nous avons élaboré wne théorie de consensus. On dérontre
qu'il existe deux types de consensus : consensus par rapport aux variakles boolé-
ennes et consensus temporels. Deux algorithmes de recherche de la base premiére
sont donnés. Dans le reste de ce chapitre des méthodes classiques sont utilisdes
pour résoudre des équations dans une algébre B.T. et pour définir la notion de

relation temporisée.




Le chapitre II est consacré aux définitions et aux propriétés de cer-
taines structures mathématiques d'opérateurs termporels (applications internes de

1'ensemble des Q.B.T.).

Les opérateurs de base sont les T-opérateurs (opérateurs retard);
1'image d'une Q.B.T. , y, pour un opérateur Tk, (keR), est obtenue en déca—
lant y par k, & droite ou 4 gauche, sutvant le signe de k. Il nous a paru inté-
ressant de créer & partir des T-opérateurs, les opérateurs du type ka ou x est
une Q.B.T. Cette généralisation s'est auérée par la suite fructueuse, car elle
nous a permis de trouver des structures plus intéressantes. Le gerbier G, traité
Jusqu'd la fin de ce chapitre, en est une. (e gerbier est utilisé a la descrip-

tion des réseaux de transition (Chapitre V).

Au chapitre III nous définissons un anneau d'opérateurs qut est une
généralisation de 1'anneau des polyndmes d retards, ("delay polynomials™), (28),
(29), (23), destinés q traiter le cas des ecircuits lindaires synchrones, dont les
coefficients de bouclage sont constants. On définit également une Transformée
Diseréte (4), (5), pour une .B.T. L'anneau d'opérateurs proposé est utilisé

pour la solutior des équations booléennes 4 retards.

Dans le chapitre IV nous étudions la simulation du fonctionnement tem—
porel des circuits logiques en utilisant des outils défints dans les chapitres
précédents. Dans un premier temps des modéles temporels d'éléments de circuits
legigues (portes, relats) sont élaborés. Ces modéles tienment compte des temps
de propagation des signaux, ainsi que de la propagation des aléas. Des critéres
garantissant le "bon" fonctiomnement temporel d'un systéme logique sont sonnés.
Par la simulatior du fonctionnement des circuits synchrones et asynchrones nous
présentons des algorithmes 1llustrés par plusieurs exemples. Il nous semble, que
la méthode proposée, grdce & 1l'utilisation de l'algébre B.T. nous permet d'ef-
fectuer une sirnulation plus fine que les méthodes existantes. A la fin de ce cha-
pitre nous présentons des modéles temporels permettant de décrire un circuit lo-

gique dont on a complétement simulé le fonctionmement.
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Dans le chapitre V, un modéle général est proposé pour la description
du fonctionrement temporel des systémes logiques : les réseaux de transition. Ce
sont des systémes dont la transition d'un état & un autre, (sous certaines con-
ditions), dure un temps non nul. Le gerbier G, défini au chapitre II, est utilisé
pour décrire, sous la forme d'un systéme d'équations booléennes d retards, L'évo-
lution d'un réseau de transition.

Y

La méthode de résolution de ce systéme a amené & défimir des Expres-
sions Réguliéres Booléennes (E.R.B.) qui sont des expressions réguliéres sur 1'en-
semble des opérateurs x k. On peut démontrer que, pour chaque E.R.B. 1l existe un
réseau de transition qui la "reconnalt', (et inverserent), et d'autre part, que
pour tout réseau de transition, L'E.R.B., R, qu'il 'reconnalt'" y détermine une
fonetion de transfert (pour des €.B.T. domnés aux ewntrées, on peut calculer, &
l'aide de R, la réponse du réseau).

.

Dans le chapitre VI le probléme de résolution des équaticns séquentiel-
les, (10, est traité, em utilisant l'algébre B.T. synchrone. Ce probléme a Fait
l'objet de plusieurs études tant dans le cas déterministe, (8), (3), (10), (1Z),

(14), que dans le cas général (10, (11), (13).

Nous croyons néanmoins, que ['utilisaticon des outils des chapitres I

et II nous permet de mieux cerner le probléme.

Nous démontrons qu'd toute équation séquentielle, quel que scit son
ordre (fini), on peut associer un réseau de transition codé, sans qu'il soit
nécessaire de la transformer par augmentation des variables. Chaque chemin de
longueur infinie du réseau de transition associé & ure équation séquentielle,
en détermine une solution. De plus, nous aqvons essayé de mettre en évidence, la
relation qui existe entre certaines propriétés du réseau associé & ure équation,

et sa solution.

Les Résequx de Contrdle de Processus de Paralléles (R.C.P.P.), pré-
sentés dans le VIIe chapitre sont des modéles pour la description et la concep-
tion de gros systémes logiques. Nous comparons le modéle proposé avee le réseau
de Pétri. Une méthode de caleul de 1'automate qut "simule" un R.C.P.P. ainsi que

des méthodes de réalisation directe sont données.




CHAPITRE -1-

ALGEBRE BOOLEENNE TEMPORISEE

1. QUANTITES BOOLEENNES TEMPORISEES

1.1. Définitions

Définition 1 : Une Quantité Booldenne Temporisée (Q.B.T) consistera er la dornée d'une

jol}

suite strictement croissante de valeurs réelles, tendant vers 1'infini

(tl, t2,... t:...) et d'une suite de valeurs bocoléennes (b, b

i B.ovl),

1000t by
On interprétera ceci comme une foncticon, £(t) du terps 3 valeurs boolé-

ennes, valant

bO pour t <t

b. pour t, £t <t, i=1,2,3...

I1 est claire, alors, qu'une Q.B.T. peut &tre définie Par un ensemble

d'intervalles fermés 3 gauche, ouverts 3§ drcite sur lesquels elle vaut 1.

L'ensemble des Q.B.T. sera désigné par V.

Sur V on définit 1'Algébre de Boole irnduite pour les cpérations
o) Addition (+) : £(t) + g(t) = b(t) ol

b(t) : b(t) = 1 <=> £(t) = 1 ou g(t) = 1 5 £(t), g(t), b(t) e V

B) Multiplication (*) : f(t) g(t) = h(t) ol h(%)

h(t) = 1 <=> f(t) = 1 et gt) = 15 £(t), g(t), hit) e v

Y) Complémentation (') :f'(t) = g(t) ou g(t)

f(t) = 1 <=> g(t)

0 5 £(t), g(t) e v




Nous appellerons (V, +, ., ') Algébre Bocléenne Temporisée.

Définition 2 : On appelle échelon une Q.E.T. f(t) telle que : die R, f(t) = 0 pour

t <1et £(t) = 1 pour t 3 1

Définition 3 : On appelle contre-échelon une Q.E.T. £(t) telle que : 3 j € R, f(t) = 1

pour t < j et f(t) = C pour t 3 J

Définiticn 4 : On appelle créneau une Q.B.T., f(t) telle que : i, 5 e R, i <5, £f(t) =

pour 1 £ t < 3 et £(t) = 0 partout ailleurs.

Définiticn 5 : Les réels i,j des définitioms 3), 4), 5) seront appelés respectivement

front montant et front descendant. Le front descendant (respectivement le

front montant) d'un échelon (contre-écrelon) sera par définition + ® (-=).

1.2. Régles pour effectuer les opérations entre Q.B.T.

Désignons par e, 1'échelon & front montant i et remarquons que l'ensemble

des échelons {ei } est fermé pour les opérations d'addition et de mul-

ieR
tiplication
e, + e = .
k n emln(k,n)
e =

k* €n emax(k,n)

Le complément d'un échelon e., désigné par e!, est le contre-échelon 2
12 1°? 1?2

front descendant 1.

On a
eﬁ * ei - er;"lax(k,n)
ei : eé - ex;lin(k,n)
e, + e: = I e; - el = B

oi I et B désignent respectivement le plus grand et le plus petit élément de

1'Algebre (I = 1 partout, B = O partout).




De méme le créneau & front montant i, et front descendant j, peut &tre

représenté par le produit e, ej

RFegle 1 : La somme booléenne de deux crénecux se réduit en un ceul si un front de 1'un

appartiert & l'intervalle fermé des £ fronts de 1'autre.

Affirmation 1 : Toute Q.B.T. peut €tre représentée comme une somme de créneaux et

d'échelcns.

1.3. Formes des Q.B.T}

Etant donné une Q.B.T. comme une. somme booélerre de créneaux, d'échelons
et de contre-échelons, on peut en appliguant la régle 1, en obtenir ure sorme
disjonctive comportant un nombre minimal de termes. On appellera cette forrme

Forme Disjonctive Minimale.

Affirmation 2 : La forme disjonctive minimale d'une Q.E.T. est unique.

Les termes d'une forme disjonctive peuvent €tre toujours ordennés ¢'une
telle fagon que les indices des échelons et des contre-échelons-qui-le cons-

~

tituent apparaissent dans 1l'ordre croissart jl’

P T i
3o Sop-1°721 Jon-1

est un front montant et j2P est un front descendant.

Alors une Q.B.T. f comportant un nombre fini cde termes peut se metire

sous la forme

e. el (al)
1 Jon-1 Ion

Hh
"
nmo™3

n

Remarquons que le complément f', d'une Q.B.T. f, & comme fronts rontants
H b
les fronts descendants de f et inversement comme fronts descendants les fronts

rontants de f. Alors le complément f' de la Q.B.T. f décrite pour (al) s'écrit :

fr = e! + 3 e. e! + e. (bI)
Iy n=l Jon Jon+1 ]Zm

En complémertant (bI) on obtient

m-1
f=e. (] (ef@ +e )) el C1)
jl n=1 2n ]2n+1 J2m




Cette dernidre forme de f sera appelée conjonctive. On peut également
définir une forme conjonctive minimale en établissant une régle analogue &

la régle 1 et démontrer qu'elle est unique.

Remarquons que le créneau e. el peut &tre exprimé par la disjonc-
Jon-1 Jon

tion e. O e.
Jon-1 don

Les termes de (al) étant disjoints on peut exprimer f comme la disjonc-

tion :

f= L& e, e C (aI)

ol A est l'ensemble des fronts montants et fronts descendants de f

¢ = I si f "commence" par un contre-échelon; sinon C = B.

Nous appellerons la forme (dI) forme 3 base d'échelons.

+ e =

. 1 1 1
Exemple 1 : el el + eg e7,1 + e9 ell 13




2. FONCTIONS BOOLEENNES TEMPORISEES

2.1. Définitions

Désignons par Fp A l'ensemble de Fonctions Booléennes (F.B.) & P composantes
2

et n variables booléernes simples.

Définitions 6 : Une Fonction Booléenne Temporisée (F.B.T.) 3 p composantes et n va-

riables consistera en la donnée d'une suite strictement croissante de réels

(tl, t .y ti,...) et d'une suite infinie de F.B. appartenant a F

2’-0 p,n

(F,, F ).

02 Fps wves Fiyun

On interprétera ceci comme une fonction F(t) du temps valant

r pour t < t

0 1

o= 2...
F. pour ti £t < ti+l » 1 1,

L'ensemble des F.B.T. & p composantes et n variables booléennes sera

désigné par Vv .
B P Toon

Nous définissons sur Vp N l'algebre booléenre induite pour les opéra-
>

tions

Addition (+) : F(t), G(t) e Vv

9kl

F(t) + G(t) = 8(t) <=> theR R S(tl) = F(tl) + G(tl)

Multiplication (.) : F(t), G(t) e V

b

F(t). G(t) = s(t) <=> thER s S(tl) = F(tl) G(tl)

Complémentation (') : F(t)e Vp

2

F'(t) = G(t) <=> thER s F'(tls) = G(t1)

On appellera l'algébre de Boole (VD T ') Algébre Booléenne Tem-
&0
porisée définie sur V
E]




REMARQUE 1 : (V) o, + srs d NV, e, ") .
?
REMARQUE 2 : L'Algébre de Boole définie sur Pp n est une sous algébre de
?
(Vp a0t ,+,'). En fait une fonction booléenne G € Fp n peut &tre considérée
b El

comme une F.B.T. valant G sur ]— o , + w[

n,la F.B.T. valant G pour

Nous désignons par le produit e G, G ¢ Fp
1]

t » i et zéro partout ailleurs.

De la méme fagon le produit ei G désigne la F.B.T. valant G pour t <1
et zéro partout ailleurs et e, eéG désigne la F.B.T. valant G pour i £ t <7J

et zéro partout ailleurs.

2.2. Formes des F.B.T.

2.2.1. Formes Booléennes «

1
Opérations mixtes : Dans (1) étant donné un vecteur booléen X =|, et
X
D
une quantité booléenne simple x, on définit les opérations mixtes
x,+ X, X
X +X Xp X
X+ x = Xe % = |,
X_+x X_ X
P P

On généralise ces opérations de la fagon suivante

P

Si f est une F.B. simple et I & VP’n étant décrite par (FO, Fl,...,Fi

t....) alors on définit

(tl’ Toseees Ty

F + f et F.f étant décrites respectivement par

(FO + £, F. + %, ..., Fi + f,....),(tl, Thseens togens)

1 1

(FO £, Fl'f’ C e ey Fi foovd) s (tl, Toseees ti,...)

. l ‘
Si Fp,n (wjf y2,...wrg > VP,

on peut trouver deux formes canoniques par rapport a ces variables, en

o (les vy étant des variables booléennes

mettant chaque élément (qui est une F.B.) sous forme canonique; ensuite
i1 suffit de factoriser chaque mondme ou monal 3 l'aide des opérations

mixtes définies précédemment
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Ainsi on obtient

- 1 2 n
Fp,n ( Wl,... Wn) =z Wl W2 ce Wn Fp,n( al, Oy an) (eI)
a; € {0,1}
ol o) ag
Fp’n (¥ oo ¥ ) = n (Wl t Y, LERRLI + Fp,r CH a ) (£1)
a. £ {0,1}
al {Wl si ul =1
ol V. =
1
y! sinon

Nous appelerons (el) Forme booléerne disjonctive et (£fI) Forme booléenne

conjonctive.

2.2.2. Formes Temporelles

Soit F une F.B.T. définie par (t,, t
p.n 1

]

greee tyaee )l (Foy FluuFi,o.

Alors on peut a l'aide de la remarque 2 la mettre sous la forme

[oe]
F = z F. e e% ,ol e =1 (glI)

Remarquons que cette forme comporte des termes disjoints le i-&me terme
étant le produit de la F.B. représentant la F.E.T. dans 1'intervalle
[ti, ti+liet du créneau correspondant. On appellera cette forme Forme

disjonctive temporelle de la F.B.T. F

p,n’

De la derniére expression (gl) on déduit d'ailleurs

e 0]
Fé n = z F! e e!
b -




D'ol on obtient

[s o]

F._= [] (F, +e! +e ) (hI)
L R S P

L'expression (hI) décrit Fp , comme un produit de termes dont le i-éme
H

est la somme de la F.B. représentant F " dans l'intervalle Eti, ti+lﬁ
3

et du complément du créneau correspondant.

On appellera cette forme Forme conjonctive temporelle.

On peut également trouver une Forme 3 base d'échelons pour toute F.B.T.

3 partir de (gI) de la fagon suivante

(o] [e o]
F = T F, e e! = I F (e, @© e ) =
T T T T i+1
[e o]
= FO I .Z @ (Fi ® Fi+l) e, (i1
i=0 i+1

Le passage de la forme (gI) & la forme (hI) et inversement est immédiat
tandis que pour passer de la forme (gy ) & la forme (iI) il faut cal-

culer les disjonctions des éléments successifs de la suite (FO, F .F

R

Le passage dans le sens inverse (d'une forme 3 base d'échelons a la

forme (gl)) est encore plus laborieux car il faut effectuer

XO I © Xl e, 32 X2 ey e ... ® .. =

)




3. AUTRES ALGEBRES TEMPORISEES

plus

Nous deonnons la définition de deux algébres temporisées cont on fera usage

tard.

ALGEBRE SYNCHRONE : Une Quantité Booléenne Synchrone (Q.B.S.) est une Q.B.T.

dont les fronts montants et descendants sont des entiers.

On désignera par V_ l'ensemble des Q.B.S.; (Vs, +, ., ') est une sous algébre

de (V, +, ., ') et sera appelé Algebre Synchrone.

(V+, +, ., ') : Nous représenterons par V+ l'ensemble des Q.B.T. f(t), telles

que £(t) = 0 pour t < 0. Nous pouvons définir sur Vv, une algébre booléenne

dont le plus grand élément sera désigné par e (eo(t) = 1 pour t > 0). Son

plus petit élément sera désigné par B également (B = 0 partout). L'algeébre

synchrone définie sur V, est exposée dans (21 et (22).

I1 parait que cette algébre soit plus appropriée pour le traitement des
problémes dont la solution se fait par méthodes de recurrence. C'est pour-

quoi elle sera utilisée dans les chapitres III, V, VI.

A remarquer que (V+, +, ., ') n'est pas une sous algébre de (V, +, ., ').

En fait, si on considére que e. ¢ V+,alors,(el)' e, @ e, = e,e! Si

1 0 1 0 "1

par contre, e, ¢ V alors e est le contre échelon valant 1 pour t < 1.

1
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4, POLYNOMES BOOLEENS TEMPORELS

4.1. Définitions

Définition 7 : On appelle variable booléenne temporelle (V.B.T.) toute variable ayant

comme support V.

Définition 8 : Un mondme booléen temporel (M.B.T.) est toute expression de la forme
N v N P p 2 v
Xy Rpees xq ofi o est un créneau, échelon ou contre-échelon et les Xy

o

sont des V.B.T. complémentées ou non. On appellera o, té&te de mondme et

. v i\ -
le produit m = XKoo xq corps du monome.

Un polyndme booléen temporel (P.B.T.) sera toute somme finie de mondmes

booléens temporels.

Il est clair qu'un P.B.T. & n V.B.T. représente une application de ye
dans V. Si on considére les V.B.T. d'un P.B.T. comme variables booléennes on a
alors,une F.B.T. élément de V, sc'est 3 dire une application de {I,B y P

H
dans V.

4,2. Formes des P.B.T.

Etant donné un P.B.T. f(xl,  SPERR Xn) on peut par des méthodes bien

connues (1) le mettre sous une des deux formes canoniques par rapport aux

V.B.T.
n by
£(xyees x ) = I £(byy Dysenes b_) N %) (31)
bs e{1,B} k=1
- Db
F(X, 000,y %) = (f(b!, bly..., ') + L ox ) (kI)
1 n 2 n k
k=1
. . bi
b, € {1,B} ou S si b, = I, x} sinon

Nous appellerons les formes (jI) et (kI) Forme canonique disjonctive

(respectivement conjonctive) par rapport aux V.B.T.




Soit I a, m. un P.E.T. (I, est un ensemble fini d'indices). Cherchons

iel
une base compléte orthogonale (23) pour l'ensemblel{ai }i . c'est 4 dire un

el
ensemble de Q.B.T. { bl’ b bn } tel que chaque oy soit exprimable comme

P

une combinaison booléenne pondérée des bi,ceux—ci étant maximaux pour cette

n
propriété et tels que I b, =1
i=1
p -’ r ~ :' ] 1
Par exemple, si {a; JiEI {el el, e, ej e 5}
alors {bi } o= {ei, e, eé, e, eé, e5,}

On peut alors exprimer ce P.B.T. par

n
f= I b, b (1)

ou h, est la somme des mondmes ms tels que b, < o,
J

. 1 1 1 . 1 T v =
Exemple 2 : e, ey x'y + e, = + €y g X'y

ei B + e el (xty') + e

1 -
3 es (x+ty) + e, x

3 5

On appellera la forme (1I) Forme disjonctive temporelle du P.B.T. f.

Etant donné un P.B.T. f,exprimé sous la forme (1I) on peut en

trouver une forme conjonctive temporelle aprés double complémentation.

n n n
f= I Db,h,= f'= [ b.h!= £z [ (b!+h.) (z1)
. 1 1 1 1 . 1 hs
1=1 1=1 1=1
Exemple 3 : Pour le P.B.T. de l'exemple précédent la forme conjonctive est

f=ze (el + e, +x+y") (eé + e

I3 1
. (eg 3 + Xt y) (e5 + %)

5

Forme 3 base d'échelons : Elle est obtenue & pertir de la forme dis-

jonctive en exprimant les bi également sous la méme forme

Exemple 4 : Pour le P.B.T. de l'exemple 2 la forme & base d'échelons est

' t T
e, (x+y") @& e, x' @ ec x' y.




S. MINIMISATION DES FORMES

Définition 8 : Soit X o, m; un polyndme B.T. On dit qu'un mondme am est en infé-
iel

riorité irrédondante avec T o, m, si
iel

(am)y ; oy m.) = am

iel *
et
(am (Z a. m,) # om pour ¥I' : I'€l
- i1
iel!
Propriété 1 : Soit amen infériorité irrédondante avec L O M s Alors toute lettre

iel
figurant dans ommne figure sous forme complémentée dans aucun des o m. (1).

Propriété 2 : Soit amen infériorité irrédondante avec L a, m. . Alors si une va-
zel
riable figure sous une seule forme dans 1'ensemble des m. elle figure dans
m (1).

Proposition 1 : Soit z o, m, une somme de mondmes B.T. dans laquelle les variables
iel
booléennes constituant les corps des mondmes o, my figurent sous une seule

forme. La condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe des mondmes

en infériorité irrédondante avec I a., m, est que T a; représente un
iel iel
créneau ou un échelon ou un contre-échelon. Alors, tout mondme en infériorité

irrédondante avec L o; m; est de la forme ( I ai) (N mi)xq, m étant

iel iel iel
un produit de lettres ne figurant pas dans les m; et le mondme ( Z ai)
iel
¢ 1 m;) est le consensus de cette somme.
igl

Démonstration : En effet, si am est en infériorité irrédondante avec b a; m, par
iel
la propriété 2, m < M m, =>m = (N mi)xv (w, étant un produit de lettres
igl iel

ne figurant pas dans les mi)
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On aura donc :

o (‘ﬂ mi) W(.Z ai) = q (-ﬂ mi)w
iel 1eTl iel

o (T ) w(z a)a Vo)
. . Il 3 l
iel iel iel
En donnant aux lettres figurant dans ( N m,) w des valeurs telles que
iel
(1 mi) W = 1 on obtient
iel

o (2 a.) =a
. 1
iel

o (I ai) £ Q
iel!

Pour que la derniére relation soit vraie, il faut que I a, scit un créneau
‘ ieI ~
ou un échelon ou un contre-échelon. En effet, dans le cas contraire, o serait
inférieur ou égal & un créneau, & un échelon ou un contre-é&chelon couvert par
L o, et il existerait au moins un I' tel que z a, = o
iel iel!

De plus, O ne peut pas etre inférieur & I o, pour la méme raison. Donc

iel
o =L o, Inversement, il est faclle de voir que si I a, est un créneau ou un
iel iel
échelon ou un contre-échelon, alors tout mondme de la forme ( £ o,) ( ﬂ m.) w

iel iel
est en infériorité irrédondante avec L a; mg
iel

On appellera ce type de consensus, ''consensus temporel'.

Proposition 2 : Soit I a, m, une somme de mondmes B.T. dans laquelle au moins une
iel
variable booléenne figure sous les deux formes.

Les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'il existe des mondmes en
infériorité irrédondante avec I a, m, sont
iel
a) [] o, représente un créneau ou un échelon ou un contre-échelon

igl

b) Le consensus booléen de I mg existe
iel




Aloprs tout mondme en infériorité irrédondante avec I a ; my est inférieur
iel
au mondme;
( r] a.) (consensus ( I mi)) qui est le consensus de cette somme.
iel iel

Démonstration : Soit m en infériorité irrédondante avec LI O, m . Alors les lettres
iel
figurant sous une seule forme dans les M figurent dans m et les conditions

d'infériorité irrédondante sont équivalentes aux conditions suivantes

om ( £ o, u,) = om
. 1 .
iel

om ( T u,) #am
il

ot u, est le produit des lettres de m. qui figurent dans les m, sous les
deux formes.

En donnant aux lettres constituant m des valeurs adéquates on obtient

a{(Z o, u.,)=a
. i i
iel

o( Z a. u.) #a
iel! +o1

La premidre relation signifie qu'il existe un intervalle de temps dans

lequel la fonction I o, m, est représentée par un élément C appartenant
iel
3V eta< C Deplus, pour que la derniére relation soit vraie, il faut
que
a) C soit un créneau ou un échelon ou un contre-échelon
b) o scit égal a C
Alors, toute t8te de mondme appartenant a l'ensemble { ai} iel doit

&tre supérieure ou égale a C 3

Sinon, nous aurions alors a; my < C<« I o my et a, m, ne figurerait
iel

pas dans la somme I . m,
iel




f
R

En conséquence, o = C &

e
m
H

Alors les conditions d'infériorité irrédondante deviennent

cm (£ u.) = Cm
; i
iel

Cm ( L ui) £ Cm
iel!

Comme les expressions Cm et £ u; sont indépendantes entre elles,
iel
il faudra que I u, = 1 et L U £ 1 ce qui est vrai si et seulement si
iel iel!

m est le consensus de I ms (1)
iel

Inversement, si [] o, est un créneau, un échelon ou un contre-échelen,

iel
et si le consensus m de I m, existe, on peut voir que ( f] a.,) m est le
. . PR
1el 1el
consensus de I o, m,
. ii
iel
On appellera le consensus de ce type, ''consensus par rapport aux

variables booléennes".

REMARQUE 3 : Si le consensus d'une somme de mondmes B.T. existe; il sera, ou bien

un consensus temporel, ou bien un consensus par rapport aux variables

booléennes, les deux cas étant mutuellement exclusifs.

Nous comnserverons la notion habituelle du mondme premier.
On rappelle que si q™ est un mondme premier de I Oy M., glors, on peut
iel
extraire de I o, m, au moins une somme partielle I «, m. dont am est le
iel ieIl’

consensus (1).

Nous donnons ci-dessous un algorithme pour le calcul de tous les mondmes
premiers d'un polyndme B.T. donné sous la forme I a; mg par application de la

rd i I
méthode des consensus. €




Algorithme A : On part d'une file de mondmes constituée de tous les mondmes figurant
dans la somme I Q. m,
\ 11
iel
1) On forme les consensus temporels d'un mondme a; m, avec les mondmes

O mj pour j > i

2) Aprés la formation de tous les consensus temporels de @, m,, on
compare chaque consensus formé aux mondmes de la file et aux autres
consensus formés. On supprime tout mondme qui est multiple d'un

autre.

3) On place les consensus trouvés d& la file., On fait i : = 1 + 1 et
on revient & 1), si o, m, n'est pas le dernier mondme de la file.

Sinon, on passe d 4).
4) On forme les consensus par rapport d une variable choisie Xj'

5) Aprés la formation de tous les consensus par rapport a xj on compare
chaque consensus formé aux mondmes de la file et aux autres consensus

formés. On supprime tout mondme qui est multiple d'un autre.

6) On place les consensus non supprimés dans la file. On remplace j
par j + 1 et on revient 3 4). On s'arréte lorsque on a formé les

consensus par rapport d toutes les variables.

Dans ce qui suit, on donne la démonstration de l'algorithme proposé.

Désignons pour

L, la liste des mondmes initiaux

Lt, la liste des consensus temporels obtenus avant de passer au pas 4) de

1l'algorithme.

Lb, la liste des consensus sur les variables booléennes temporelles, obtenue

en appliquant les pas 4), 5), 6) de l'algorithme sur la liste LU Lt

Proposition 3 : Le processus décrit par les pas 1), 2), 3) de l'algorithme donne tous

~

les consensus temporels que l'on peut former 3 partir de la liste initiale,

L, des mondmes.
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Démonstration : Il suffit de démontrér que le consensus temporel deq( m avec n'im-
1

1

porte quel consensus temporel (a, + o ) m m_  formé 3 partir des mondmes
k2 k3 k2 k3

k

o mooeto m ol k, <k, etk < Kqs appartient & la liste LULT.
2 2 3 3

O, Jm  m m
1 2 k3 kl k? k3

En fait, si le consensus (q, + ot existe, ¢a

k

implique que (a, + o, ) ou (a, + a_ ) sont encore des créneaux ou des
kl k2 kl k3

échelons ou des contre échelons.

cr . \
K ) m m ou (ak toay ) m  m Tigurent dans la

1 2 1 2 1 3 1 3

Donc, (ak + 0

liste et par conséquent (o, + a ot o ) me T m figurera dans la

kl 2 3 1 2 3

. t . .
liste LUL ™ comme le consensus de (ak + ak ) m m avec au moins un des

mondmes (o, + o ) m m et (o, + 0 J)m
kl k2 kl k? kl k3 1 3

s - b -
Proposition_4 : Tout consensus temporel entre un monome de L7 et un moncme de LULt

est couvert par un £lément (au moins) de Lot uLP.

. . - : N t
Démonstration : Soient a, xm, ag x! m deux monomes appartenant & LUL dont le con-

sensus par rapport aux variables booléennes existe : a, o my m_ -

. T . ,
Si o, m € LUL" et le consensus (OLt to, as) m, m_m_ existe, on démontrera

t r s
.. L4z t b
que celui-ci est couvert pour un élément de LUL™ UL".
. . x v AVER )
Si m_ contient x (mt = my x), alors le consensus temporel de o X m

. . . . . N t
avec ou bien G, x m_ou bien o x! mg exliste, et il appartient a LUL . De

plus, ce consensus étant ou bien (OLt + us) m_ @ ou bien (a, + ar) m,om

t t

il couvre (0, + o @ ) m_m m .
T r s t » s

Si par contre m, ne comporte la variable x sous aucune des deux formes,

t

alors il existe les consensus temporels de o, m,_ avec a, xm_ et o, x!

t M Mg
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é iv + +
Ces consensus étant respectivement (OLt ar) xm m et (oct as)

x! m, My ils appartiennent a LULt, donc le consensus par rapport & la va-
riable x de ces derniers appartiendra & Lb et sera exactement le mondme

+ i .
(OLt o, as) m, m, mg

: - b
--------- Tout consensus temporel entre deux monomes de L~ est couvert par un

élément (au moins) de LuLt ULb.

Démonstration : On va démontrer que : sio_o_m m_eta_ o m m sont des mondmes
r s r s Tt w t w

appartenant a Lb, consensus respectivement des paires des monomes
t .
m ''m T ' i rti a LU il
(ocr xm,,a  x S),(oct y e, 3,y mw) qui appartiennent a L et s e

consensus temporel (o o + G, & ) m_ m_ m_ m existe, alors il est couvert
r s T w r s t w

par un élément de LuLt ULb.

En fait, ou bien le produit m_ m_ ne contient pas y ou bien il le

contient sous une seule forme. S'il le contient, alors (at + o, as) m,mg m

* Pl 7z -t b
ou (aw oo as) m,om,m est couvert par au moins un élément de LUL uL™.

Pour des raisons tout 3 fait analogues, la proposition est vraie si le pro-

duit me M contient x. Si finalement m m_ ne contient pas y et m, m, D€

contient pas x, alors comme (0Lr a, t oy aw) est un créneau ou un échelon
ou un contre échelon, les consensus temporels

(ocr + at) Xy m_m

+ ' ! m
r t? (ar aw) Y M, My o (as * at) R

(ds + aw) x' y' mg m figureront dans la liste LuLt. En prenant les consensus

de ces 4 mondmes, par rapport d x et y, on trouve parmi ceux-ci

. . N
+ m m_ m, m ul appartient L .
(ar OLs 0"c aw) r s t w 4 PP @

Les propositions 3), 4) et 5) démontrent complétement l'algorithme.

Exemple 5 : Soit 3 calculer les mondmes premiers du polyndme B.T.

e xy' + eé yte, eé x! + ey Xy

1
1 €2




Par application de l'algorithme A on obtient

= 1 1 1 1 1
L e, ey xy / ey y / e, el X / ey %y

[
i

i [
eg X'y / Xy

|y
"

1 1
ez ¥y / e & x

D'ol la base compléte

1 1 1 1 s
e, el x / el y / e, eg x' / xy

REMARQUE 4 Soit A' l'algorithme obtenu & partir de 1'algorithme précédent A, en
exécutant dans l'ordre les pas 4, 5, 6 suivis des pas 1, 2, 3 et ern substi-
tuant L° par Lb et vice versa. Cet algorithme consiste & calculer d'abord

les consensus booléens et ensuite les consensus temporels.

Nous allens démontrer que l'algorithme A' nous donne également l'ensem-
ble des mondmes premiers. La démonstration est faite de fagon tout 3 fait

analogue 3 la précédente par les 3 propositions suivantes

Proposition_3' : Le processus décrit par les pas 1') 2') 23') de l'algorithme A' donne

tous les consensus booléens que l'on peut former 3 partir de la liste ini-

tiale L des mondmes.

Démonstration : Ce résultat est connu dans la théorie des consensus (1).

.. - t - . b
EQQE051tlon 4' : Tout consensus booléen entre un monome de L~ et un mondome de LUL

__________ +
st couvert par un élément (au moins) de Lot oLt.

Démonstration : Supposons que
b % b
) LU = ! £
ar mr, as ms e LUL", ut mt qt X mt = LUL

t
cons.temp.(Q m m - + m m
D. ( p Tpo O S) (ar as) P € L




ler cas : *

% . x % %
. . T = + m
et cons.bool ((ocr + as) X m Mg, a, x' my ) a, (OLr as) m, m My

Alors
— % % b
cons.bool. ( a, m., O mt) o, a mom € LUL
£ %
ons.temp.d m m J)=
et cons.tempd 4, QM MO, O S)
¥ % T . X %
= + > +
(g + oy o) momim, (e L) >a, (a +a)m m ng
% _ %
2e cas : 6 m_ =0 m X 6 m_ = 0o_m X
—————— r r r r S s s S8
x % N S X % %
et cons.bool. ((ar + as) X m Mmoo, Oy X mt) =0, (OLr + as) m m_ my
Alors
_ % % b
cons.bool. ( a, m., O mt) = o, 0 M m€ LUL
- % b
cons.bool. ( a Mo, O mt) = o o mo Mmoo € LUL
¥ % - S S * x % _t
et cons.temp.(ar o My ml, e a4 mo mt)- o (ocr + as) m, mg M€ L

Ce dernier est égal a
x % .
cons.bool ( (o +a ) xm m., a x'm)
r s r s t t

: - t
------------- Tout consensus booléen entre deux monomes de L~ est couvert par un

é1ément (au moins) de LULb ULt.

Démonstration : On supposera que :

b
1) @, m,, 0, M, O M, O M E LUL

t
2) cons.temp. (o_m,a m )= (o +a )m m €L
r r’ s s r s’ "r s

cons.temp. (o, m_, o m )
wow

t




3) Le consensus booléen

. . + L m + o m,om exliste
cons.bool. ( (ar as) m, M (at w) £ Ty )

On va démontrer que le consensus donné en 3) ci-dessus est couvert par

au moins un élément de LULt.

%
ler cas G m =Qa Xxm Qo m T & xXm
——————— r r r r s s s s
o, m_=a, x' o o =a x'"m
t ot t t ) Tw W w w
Alors
X % x % b
cons.bool.( o_xm, a_ x'm> ) =a_ o m m e LUL
r r’ Tt t r ot r Ut
% x X %
cons.bool. (a_ xme, a_ x' m ) = a a m> n* e Lol
S S T t s 't s t
* b3 * %
cons.bool. (a_xm, o x'm ) =a a m n¥e LU’
r r’ w w r w rw
% % % %
cons.bool. (o_ xm, o x'm ) =a o m nte LuLb
s s’ Tw w S W s W

On peut vérifier facilement que le consensus temporel des 4 derniers

consensus appartient 3 LY et i1 est égal au

ons.bool.( + ) + n,om
cons.bool (OLr as) m, m, (oLt aw) me T )

2e_cas
o m o Xxm,a, . m =o x'mn
T v T T’ Tt Tt t t
o m =o x'm', m_ ne contient pas x.
wow W W s
Alors
X % b
ons.bool( m m_ ) = m. m LUL
cons.bool o e Oy * o, o m + € U
X %
cons.bool{a_ m,a m ) =0 o m o e Lo’
r r’Tww T W r w
; X % b S .
Le consensus temporel de'a_m , o 0. m m » OO m_m appartient
s 8 Tr Tt r "t r wr W
< . t . - N b * %
dL etilestégala (o +a 0o, +a a) mm mm
s r 't r ow r s t w

Ce dernier est supérieur 3

. ( + ) + )
cons.bool (ar as) m, M, (at aw) m.m




* * . Py
s = T = ''m m m sont indépendants X
3e cas_ a, m, =0, xmo, G oW S o XD M, Mg, My dépend de
Alors
x X% b
Oons. . m = m € L
cons.bool (OLr m,, O, M ) a, o, m my LU

mx mx o m o m appartient a Lt et
t 'y £® s 8’ W W pparti =

Le consensus tempeorel de o, a

> e - x x
11 est al + + m m, m
est égal & (as a, t oo at) o Mg MW

Ce dernier mondme est supérieur a

cons.bool. ( (ar + as) m, m, (cxt + aw) m m )

Exemple 5': Soit & calculer les mondmes premiers de

ey eé xy' + eé yte, eé x' + ey XY

Par application de l'algorithme A' on obtient

el 1 1] 1 / 1 (]
L=e e)xy / el y / e, eg x / ey X Y

- 1 1
L e, ey X / ey eg ¥

L= eé x'y/ xy/ eé v
D'ol la base compléte

! 1 t 1
e, ey X / xy / e y / e, ec X




6. EQUATIONS ROOLEENNES TEMPORELLES

Un systéme d'équations booléennes temporelles sera un ensemble fini d'équa-
n
tions {Ui =V, } les U; et V, étant des P.B.T. d'une V.B.T. X simple ou
i=1

générale.
La théorie des équations booléennes étant bien connue, on se limitera &

montrer comment elle s'applique en ce cas

s}
J
o]

{U, = v.} <> {u, ® v. =11} <=> |1 (U. ® V.) = I
1 . 1 1 . . 1 1
1=1 1=1 1=1

ce qui se met sous la forme : f(X) = I.

x ) = I, ot f est un

Proposition 6 : La solution de l'équation B.T. f(xl, Xoseen X

P.B.T. existe si et seulement si

L £(b, by,.. b ) =1

by e {I,B}

Solution paramétrique : On cherche la solution de 1'équatien f(x,, x . s Xn) =1
A

5o

On peut écrire

x_ ) + %! £(B, x

f(xl,... xn) =% (1, Rpsees X 1

PEREE xn)

On en déduit

x, = £f'(B, Royoos xn) + u £(I, x

1

paes Xn)

(u, est un paramétre Q.B.T) sous la condition de possibilité

(B, Xpsees xn) + £(1, Rpseos Xn) = 1
Exemple 6 : Soit a résoudre
xy' te,xyt+te, x'=1I

2 3
On trouve comme solution
y = ey U, X = e; + W

ol u, w sont des paramétres Q.B.T.
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Solution par passage 3 la forme de Lagrange

Toute équation B.T. peut se mettre sous la forme

T ¢ X Xy e X = B (mI)

Lj e {I,B}

On peut en déduire des solutions particuliéres si la condition de

possibilité N c = B est vérifiée.
Ll L2... Ln

Lj e {I,B}

En fait, pour que le membre gauche de (mI) soit nul il faut que
chaque terme de la somme solt nul. Cette derniére condition se traduit
par un systéme d'inégalités dont la condition de compatibilité est préci-

sément la condition de possibilité ci-dessus.

On illustrera le processus d'obtention des solutions particuliéres

d l'aide d'un exemple.

Exemple 7 : Soit a résoudre
e eé x'y' + e, eL x y' + e, e& x' y + ey Xy = B
La condition de possibilité est satisfaite
e ey x' y' = B <=> (el eé € %) ou (el e) < y)
e, e& x y' = B <=> (x &€ eé + eq) ou (e2 e, € y)
ey e, x'y =B <=> (e3 e, < x) ou (y £ eé + eq)
e; Xy = B <=> (x € eé) ou (y € eé)

' ~ . Pd . Pl ] 1 ]
D'ou, par les inégalités e, &, <%, e, e, £y , y &€ e, + e,

y & e! on peut prendre (par exem le) = e!yx=¢e, el
5 prel ¥ = S35 1 %2

Les jeux des valeurs que l'on peut obtenir par ce systéme d'inégalités

sont donnés par la solution paramétrique de l'équation.
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7. RELATIONS TEMPORISEES

7.1. Les Matrices définies dans V

Désignons par Mo . l'ensemble des matrices m x n définies dans V.
1

Pour A, D € Mm o OP définit les opérations
3

Somme booléenne : A+ D =C / c.. = a,. + d,.
13 13 13
Multiplication booléenne : A D =C / c.. = a,. d..
ij i3 717
Complémentation : A' = C / ¢,. = a!',
13 1]
.. . . - p _
Disjonction : A @ D C / cij &5 & dij
Produit scalaire : a e V, Dg M ,abD=C/c,. =ad,.
m,n ij i3

Produit matriciel : Cette opération s'effectuant par combinaison de

deux opérations binaires élémentaires Ol et U, on la désigrera par

Nous désigrerons enfin par In la matrice unitaire d'ordre n et par Bm
‘9

la matrice m x n dont tous les éléments sont B.

7.2. Définitions

U U .

Définition 10 : Considérons les univers U goree U

lS

Une relation temporisée R(t) & m positions définie sur cet ensemble

d'univers consistera en la donnée d'un élément de V pour chaque m-uplet

de Ul X U2 Xeow X Um.

Par convention la relation R(t) sera vraie pour un m-uplet donné,
durant les intervalles de temps pendant lesquels la Q.BR.T. qui y est as-

'sociée est égale 3 1.
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I1 est clair qu'une telle relation est définie par une application

f:U; % Uy Xooox Um + V qui sera la fonction caractéristique de la re-

1ation. Les relations temporisées sont une généralisation des relations

indépendantes du temps.

Soit en particulier R, une relation temporisée binaire sur l'ensemble

P = {pl, Phseer Py } dont la fonction caractéristique est £ : P x P~ V.
Alors on peut définir la matrice A telle que aij = f(Pi’ pj). I1 est alors
évident que la relation rY (RS = Rq_% R) aura comme matrice associée
ad (a9 = a%71 1 A).
La matrice associée a la fermeture de la relation sera alors la somme
A*=ID+A+A2+A3+..+.. od A% = A%7hy A

Cette somme converge et pour Son calcul toutes les méthodes habituelles

sont applicables.

Définitions 11 : Un réseau porteur de P.B.T. consistera en la donnée d'un triplet

(x, P, £) ou
1

¥ : une variable B.T. générale (X =\é | )
m

P : ensemble fini d'objets (P ={p1, Doysres pn} )

f : une application de P x P dans j?(X) oG.CF(X) est l'ensemble des P.B.T.
de X.

Au triplet (X, P, f) on peut associer un réseau dont P est l'ensemble

d'articulations et la branche (pi, pj) porte f(pi, pj).

REMARQUE 5 : Un réseau porteur de P.B.T. génére pour chaque X € v™ une relation

temporisée binaire sur P.




Lxemple 8 :

I-27 =37~

Un réseau 3 relais idéaux peut étre considéré comme un réseau porteur

de P.B.T. Pour le réseau de la figure 1 on a

X275 Figure 1

La conductibilité entre les articulations 1 et 2 est : X, + xi xé

Pour des commandes données

= ' t
151,10 %2,5 7% 89,17 %10

*

1
[}
+
®
(U]
+
[0]

X, = el +e_ e} + e

t
3~ %17 %3 %,5 g %11

On obtient en substituant 3 l'expression précédente

t 1 1 ]
el,l te, eyt eges toeg €0

Cette Q.B.T. détermine par les intervalles ol elle vaut 1 les instants

auxquels il existe un chemin entre 1 et 2.
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CHAPITRE 11

GERBIERS D'OPERATEURS SUR V ET v,

1) L'OPERATELR T
1.1. L'opérateur T sur V

Définition 1 : Nous définissons l'ensemble des applications internes de V, ) KeR

k

T g(t) = g(t-k)

C'est a dire la multiplication d'une Q.B.T. g(t) par Tk donne la
Q.B.T. que l'on obtient a partir de g(t) en additionnant k a ses’
fronts. '

Propriété 1 : St f(t), g(t) € V, alors,

Kopee) + gre)) = 1€ fee) + 7% ge)

Propriété 2 : St f(t), g(t) € V, alors,

K ofe) gee)) = (8 £e)) (K gee))

Propriété 3 : St f(t) e V, alors,

i ree) ) =K pree
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N

Propriét 5t f(t), g(t) € V, alors

N
25N

K e @ gty = TR @ T get)

Propriété 5 : St f(t) € V, alors,
_ Kk
f(t) = v ft+k)
REMARQUE 1 : On peut facilement calculer 1'image par Tk de toute Q.B.T. en
additionnant k aux indices des échelons de ses 3 formes.
Les propriétés 1,2,3,4 se résument par la proposition suivante :

Proposition 1 : Soit f(xl, Logseoe xn) un polyndme B.T.

Alors, Tk f(x], Losenrs xn) = f(‘!.'k L1 Tk Lgyees T x )

1.2. L'opérateur T sur V_

Définition 2 : Nous définissons l'ensemble des applications intermes de V+’{Tk}ke:R:

& g() = glt-k) S(Kk)

e, pour k<0

oi S(k) = {
e, pour k>0

Propriété 1' : St f(t), g(t) eV, alors,

K oree) v ge) )= T pe) + T oglt)




Proeriété 2!

Propriété 4' :

Propriété 3' :

DEMONSTRATION :

Propriété 5 ' :

IT -3

Si f(t), g(t) e V,, alors
T (fre) gre) ) = (K ) )k gee))
st f(t), g(t) e V,, alors

k k

Fre) @ ge)) = CFE) ® 15 grt)
57 f(t) e V, alors,
k ro X .
(1t~ Ff(t)) = e, eé + 1 fl'(t) st k>0
{ x

T f'(t) sinon

) = (ED) @ ey

sik>o0: e e @ (K ED) =

= (% £(0)) =ep @ T (D) = el 4 TN £ (E)
t

Sik <0 : T8 £1(¢) = e. ®TF £(t) = (15 £(¢)

0

St f(t) € v, alors,

f(t) = Tk F(t+k) pour k < 0

]

re6) = 5 fleek) + £, pour-k > 0

ol f) est la restriction de f(t) dans 1'intervalle fo,x [

-40-
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Une proposition analogue 4 la précédente peut étre énoncée

pour les P.B.T. dont les variables sont définies sur V.

Dans ce cas :

f(Tk xl,Tk xz,..,rk xn) pour k € 0

Tk f(xz,xg,.. xn)

Tk f(xl,xg,.. xn) ey f(Tk xl,rk xg,..,Tk xn) pour k > 0

NOTA : Dans ce qui suit nous présentons la théorie des opérateurs T définis
sur V_. La théorie des opérateurs T définis sur V est & des détails prés
pareille. Par conséquent, seulement les points ou les deux théories dif-

férent seront signalés

1.3. Composition des opérateurs T.

Désignons par :

7 =, xeRrR v{o}}
7 ={t; kxeR U{o}}

0 : l'opération de composition des opérateurs

+ .
Alors Tk ot" = Tk " pour Tk, ™ e T+ ou bien

Proposition 2 : (T,, 0) et (T_, 0) sont des monoides d'applications internes de V.

+J

DEMONSTRATION : En effet pour r, s € T+ (oubienr, seT_)etxeV ona

(r 0 s) x =r(s x)
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Los < . P k .
NOTA : Pour éviter les parenthéses multiples tout opérateur T non suivi d'une
parenthése ouvrante ne s'appliquera qu'd la Q.B.T. qui le suit immédia-

tement. Ainsi

Ta Tb = 7t(a) 7T(b) = t(ab)
Tab = t(a) b
Définition 3 : Soit De M_ . On définit le produit Tk D=C / c,, = Tk
m,n ' 13 1]
Proposition 3 : T, et T_ opérent dans l'ensemble des matrices définies dans V,

1.4. Le monolde xs

Considérons les ensembles d'applications internes de v,

ae)
1"

_ {xs; xe Vv_, se T}

ae)
1]

{xs; XE V+, S€E T+}

C'est & dire dans les deux cas xs représente l'application interne de

V, qui est la composée d'une translation et d'un opérateur de T_UT,_.

Si on désigne par 0 l'opération de composition entre les éléments de P_

ou bien entre les éléments de P+ on peut constater que

1) L'opération est interne

ou x;, X £ V+ s S 32 € T+ ou bien S1s Sy eT_.

2 1’

2) (P_,0) et P+,O) sont des monoides et (T _,0), (T+,O) en sont respec-

tivement des sous monoldes.
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3) Les monoldes (P_,0), (P+,O) opérent dans V_.

En fait, (xl S 0 %, 52) y = %08 (X2 Sy vyl yev,

4) Le monoide (P_,0) de V_a un é1ément absorbant bilatéral auquel sont
égaux tous les éléments de la forme BTk. On désignera cet élément par

BTO.

5) Le monolde (P+,O) de V_ a un é1ément absorbant bilatéral, que l'on
P . ”~ O P4 P e
désignera également par BT , auquel sont &gaux tous ses éléments de

la forme ka ol % est tel que x(t) = O pour t > k.

6) Les monolides (P+,O),(P_,O) de V ont un élément absorbant bilatéral,

désigné par BTO, auquel sont égaux tous leurs éléments de la forme

BTk.

2) LE GERBIER (P,, + , 0)

2.1. Propriétés

On crée sur (P_,0) et P_,0) deux gerbiers respectivement G_ et G_ en

introduisant l'opération + (addition des opérateurs). On choisit dans
P 0 . . P
les deux cas comme &lément blanc (25) BT quil est l'absorbant bilatéral

pour la composition (0).

Tout élément de G_ et G_ peut 8tre considéré comme une application in-

terne de V _ de la fagon suivante

(; %, 8.y = ? Xy S; Vs ,oly eV, s, eTUT
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Propriété 6 : S% Y, Ys € v, alors

( * Si) (y1+y2) = ¢ Z z Si) y; * ( * X Si) Yo

Propriété 7 : x; 8 '+ Ty8 = (xz +txy) 85 s €T UT_, x5 %, €V

+
Propriété 8 : Les gerbiers G, et G_ opérent dans V.
DEMONSTRATION : En fait, si + a; s, et bj rj sont deux éléments de G+ cu

. 1 .
1 J

bien de G_, il suffit de démontrer que pour ¥y € V+

(C+a;s)0(H+ bj rj)) y = {+a; s+ bj rj) y)

i ] i 3
On a :
(+ a; s;) (4 bj rj) y) =(+a s;) (g b. r. y) =
i 3 1 - J
= = = 3 r
I a; s; (ijrjy) I oa; s (bj r; y) z (a; s; 0 bj -j)y
1 1,1 1,]

( t ota, s, 0 bj rj) y = (( tag si) 0 ( * bj rj)) N
13 1 3

Relation d'ordre sur G_ et G+ : Soient g1 et g, deux opérateurs ap-
partenant soit & G_ soit & G, . On établit la relation d'ordre

3 <=> > . 7
g, 3 g5 g, X g, ¥ pour ¥ % € \+

Conséquence : g4 > g, <> g + g, = g,
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Définition 4 : Un opérateur g, est appelé croissant si pour
¥x,y €V, x>y = gx) > gly)

Proposition 4 : Tout opérateur g € G_U G est croissant.

DEMONSTRATION : Il suffit de remarquer que si

X 2 y alors Tk X 3 Tk Ve

2.2. Fermeture d'un opérateur de G, UG_

Définition 5 : Soit g € G U G_.Lafermeture de g, désignée par gx, sera par

définition la somme

Propriété 9 : g~ 3 g

Propriété 10 : (g")" = g

Propriété 11 : g, by gy => gzx 5 ggx

Propriété 12 : g~ 0g~ =g

Propriété 13 : T # g0 gx = TO +g° 0g =g
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Propriété 14 : (TO + g)x = gx
REMARQUE 2 : Par les propriétés 9, 10, 11 on constate qu'il s'agit bien d'une

fermeture (30).

2.2.1. Q.B.T. stabilisées

Définition 6 : Une Q.B.T. simple f(t) sera appelée stabilisée s'il existe i, 3 ¢ R,

i <J tels que f(t) = L ou O pour t < i et t > j.

Le réel i (respectivement j) maximum (minimum) vérifiant la proprié-

z

té précédente sera appelé seull de stabilisaticn de f(t) 2 gauche

(& droite) et, il sera désigné par ss (£(t)) (ss+ (£en ).

La valeur stable 3 gauche (respectivement i droite) d'une Q.B.T.

stabilisée f(t) sera la valeur de celle 13 pour t < ss (£f(t))

(t > sst (£(t)) ) et sera désignée par vs (f(t)) (Vs+ (£ ).

Une Q.B.T. stabilisée f(t) sera qualifiée d'étendue finie si

vsT (F(t)) = vs~ (£(t)) = 0

2.2.2. Calcul de la fermeture d'un opérateur de G,

Nous montrons ci-dessous comment on peut calculer la fermeture d'un

é€lément de G+ dont les coefficients sont des Q.B.T. stabilisées.

s, + x

4finition . . - . A PN
Définition 7 Soit g ¢ G+ » g X, 8q > Sy + tox, s, - On désignera par

w(g) le plus petit exposant de T dans 1'opérateur.




Proposition & :

DEMONSTRATION :

Proposition 6 :

DEMONSTRATION :
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Soit xTO + g e G, avec wig) > 0

Alors xTO + gx = gx

On a TO + g 3 XTO + g 3> 8g

Par la propriété 11 : (% + g)x 3 (XTO ¥ g)x 3 g*

et par la propriété 14 : (XTO + g)x = gx

Soit g = xy S5 * s t T S, g€ G,, G, opérant sur V , tel

que les &, soient des Q.B.T. d'étendue finte. Alors g* se sta-

bilise.

11 suffit de démontrer la proposition dans le cas ou w(g) > 0.

m
soit 1 = min {ss (xi)}
i=1
m +
s = max {ss (xi) }
i=1

Remarquons que si g2 = ¥y 7 + Yy T +o Yy Ty

k
Alors min {ss’ (yi )} 3 1+ w(g)
i=1
K +
max {ss (yi )} € s
i=1

A partir de cette remarque on déduit qu'il existe q tel que
‘ s-1i

q _ 0
= Bt t < —— + 1
& et 4 w(g)




IT-11 -48-

* ~ . - .
Calcul de g dans le cas ol g a des coefficients se terminant par

un échelon.

Soit g = %, 8. + x

S~ 4 .. + X_ S e G les x. sont d'étendue
151 2 p? 8 +2

2 m m 1

finie ou bien se terminent par un échelon.

S1 k est le front montant le plus grand des x, on peut écrire tout

a; comme la somme x. I y. t Z ol y; est une Q.BE.T. d'étendue firie

L

et Zi (éventuellement) l'échelon e, . Donc on peut décomposer:

.

m I
BT 8B T o By oM B T T Yy Sy et & By T T & Sy
1=1 1=1
Par exemple
= ' ' ' + T
g = (e epte) T+ (e,eq ote;eq ) +e)
- 1 1 t
g 7 (e ey tegel) T+ (e, ey potegeg )T
=10} k = 10
g2 T + T : -

tant donné que g, & tous ses coefficients d'étendue finie, par la

4. g0

proposition précédente il existe g tel que g, =

Si on calcule les puissances successives de g, on trouve

g = gi ey g0g; * ey g2)2

g3 = gi + (ek gz)Ogi + (ek g2)209;l + (ek g2)3

g0l 2 gﬁ—l ; (ek g;Q)Ogi‘_2 ; (ek g2)20g1_3 ; e ; (ek g2>q—l
Mais comme g% = B0 i1 én résulte que

gq = (ek g2)0 gq_l et en général :

gi = (ey gQ)i_qgl gq_l pour i 3 g
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"
o
.
.
N
w

g =1 +tgtg tg Foot gq_2 ;(Toé(ek g2)+(ek g2)2 +..) 0 gq—l

. ‘ -2 . x -1
g* =04 g+ g2 Fo 4 gq 2 % (ek g2) 0 gq
no_ n-1 P
Remarquons que (ek g2) = (g2) O(ek g2) pour n > 1 et par consé-
quent on peut écrire
* 0 - . . -2 -1 ¢ * -1
g = 1T +g+ g2.. + gq + gq + (g2) 0 (ek g2) 0 gq

Lemme 1 : Soient ny, D + AQ N, teue

g 5

. . . - I
np des entiers positifs et E ‘Al n,

+ A_n_}

p %ol en l'ensemble des entiers engendrés par 1l'expression
i

A, on. + A2 n

17 .+ A_n_ou Ai sont des paramétres définis dans les

+ ..
2 P P

entiers naturels. Alors il existe s,(s € N),tel que chaque é&lément de E,

supérieur ou égal & s,soit un multiple du PGCD (nl, Nysees np).
", T T
Proposition 7 : Soit go= T AT ..+ T P un élément de G, ou
Mys Tgsees np sont des entiers

Alors gg peut se mettre sous la forme

[*S] . .
.. + . ..

gg =A+ (+ T 57’) oi A est une somme finie de T avec

=0

7 < s et 8= PGCD (nz,... np).




DEMONSTRATION :

REMARQUE 2 :

Proposition 8 :

ExemEle 1 :
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I1 suffit de remarquer que g; = ¥ 17 od
ietE

+ A n_}

E={\, n ..
1 2 PP %ie:N

1 + A2 n

x
g~ peut se mettre sous la forme
*

g = A + (
i

Ts + 61)

I +«8

0

Le lemme et la proposition précédente se généralisent pour n, ration-

nels positifs.

Par conséquent, la fermeture de g, g € G+, dont les cocefficients
sont des Q.B.T. stabilisées et les exposants des rationnels posi-

tifs, peut se mettre sous la forme :

@

% 0 ° : 'og-1 s + 61

Alors par le lemme précédent

- : o g-1 ¢ ) g-l
g =T +g+ .. +t¢g + A O(ek g,) C¢g O+ 1 0 (e g2)o g*’)

1=0
D'ol la proposition
Soit g € G, dont les coefficients sont des Q.B.T. stabilisées

et les exposants sont des ratiomnels positifs. Alors on peut

* .o e, . .
caleuler g~ en effectuant un nombre fini d'itérations.

Soit g € G+

g = e, 2} (e, eg + es) 15 (eé +ey) 1.8
On a

g = eé 11’2 ; e, eé Tl’sii (eé t e, eé) Tl’s
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Puissances successives de gy *

2 ., 2,7 . .3,6
gy ey T te,eygT

3 _ ., 4,5
€1 % Cu,8 "

n

BTO .Donc q = &4

(]
=
1]

D'autre part

g; = TO + Tl’5 + 11’8 ; 13 + T3’3 + 7T
5 v A v
e A E N
A=0 A=0

x <
Donc g est donné par

x_ 0 ¢ 2 3 % 3
g =1 +tg+g tg +g e glog

3) LES MATRICES DEFINIES SUR G, et G

-51-

Les matrices carrées définies sur G, et G_ forment respectivement des

+

gerbiers G, et G_M par rapport aux opérations :

M
1) addition (+) : &lément par élément

2) + : produit matriciel
0

De plus, une matrice élément de GM U G_y peut étre considérée

comme une application interne de l'ensemble des matrices carrées

de méme ordre définies sur V_ si on définit le produit mixte.

AW=2C
ol W = Hwij Il wij € V+ ) A :Haij I aij
¢ = [les4l Ci3 © i %% ki

¢ G_ ou bien aij e G

+




Propridté 15

Propriété 16 :

Définition 8 :

Proposttion S :
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(A+B) W=AW+BW

Gy et G_,, opérent dans l'ensemble des matrices carrées de méme

ordre définies dans V,.

La fermeture d'une matrice carrée, A, A g G U C_,, sera par défi

nition la somme

p¥ =1 +adina
n

A sob AP = AP g

Sott A € Gy UG_,, dont les éléments a.. ont des coefficients
.y | 75

., .. * .
d'étendue finie. Alors A~ se stabilise.

DEMONSTRATION Analogue a celle de la proposition 6.
NOTA : Le probléme du calcul de la fermeture d'une matrice A sera abordé dans

le chapitre V.
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CHAPITRE III

ANNEAUX-D 'OPERATEURS

Dans ce paragraphe, nous montrons comment 3 partir de P+ ou de F_ on peut

[N

définir un anneau d'opérateurs de V ou de V,+ L'anneau A, décrit ci-cdessous, gé-

s N

néré 3 partir de P+ et opérant sur Vv, semble €tre une généralisation de l'arneau

~

des polyndmes a retard ("delay polynomials) (28)(29).

1) L'ANNEAU A+

1.1. Définition

Définition 1 : Soit @ une opération définie de la fagon suivante

Désignons par A+ l'ensemble des sommes finies que 1'on peut former

a partir des éléments de P, et de cette cpération

A, = {xl S © X, 8,.... @ x5 3 X, s, € P, }i

n n 1

Nous interpréterons tout &lément de A, comme une application interme

de V
+

(xlsl®x282® ..... & xnsn)y:xlslyex282y®
®xnsny ouy eV,

I1 n'est pas difficile de constater que (A+, ® , 0) est un anneau non
RN . 0]
integre tel que x s € x s = Br .
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1.2. La pseudo-fermeture d'un opérateur de A+

1.2.1. Propriétés

Définition 2 : Solt a € A+, a = %y 8 & X5 Sy ® ... © X sn,(x:.L £ V+, s; € T+).

On désignera par W(a) le plus petit exposant de T dans 1'opérateur.

Définition 3 : Soit a € A, tel que W(a) > 0

La pseudo-fermeture de a, désignée par 3, sera par définition la
rie

=Toéaéa2é...@ P &....

1]
m

j 1]

Propriété 1 : Pour a € A, Wia) > 0
Y e aOc‘z“:TO ® 40a =24
Ce qui se met sous la forme plus intéressante :

0 0

T = (T é al Oc?:c‘iO(TO é a)l

Lemme 1 : Soit a € A+ avec W(a) > 0

Alors l'équation,% = a %,a une solution unique Z = B.

DEMONSTRATION : Supposons qu'il existe une solution 2 = Zl £ B

Alors puisque W(a) > 0 on aura

- < aem . .
ss (Zl) ss (a Zl) et par conséquent Zl £ a Zl

Lemme 2 : Soit a € A+, W(a) > 0 et l‘équation Z2=x @®a3id, x# B. Alors elle a

une solution unique qui est 2 = & x




DEMONSTRATION :

P

Propriété 2 :

DEMONSTRATION

ExemEle 1:

II1 - 3 -55-

On peut vérifier que 3 x est bien une solution. Scient Z. Z.
1’ 72

deux solutiens, Zl 4 22 .

Alors (Zl ) Zz) = a(Zl o] 22) => Zl e 22 = B => Zl = %2.

Sotent a, b € A, Wla), Wit} >0

- —_—
Alors 30b=(a @& b & LOoa)

-

Supposons que l'image de x, xeV. s par da0b est 3 : 8 =(30

Posons Zl = b x

Par les deux  égalités précédentes on a

Zl =X @b 21 et & = Zl & a B => Zl =32 & a sz

En substituant Zl dans la premiére équation on obtient

°*

2=(2 @& b ® boa)2 @ x
——7""_\\

D'od Z-(a ® b ® b 0a)x
- T —
Donc 3 0b=(a & b ® boa)

Cas particulier : a =b : 303 = (a0a)

Sorca:(el@ e, & e @ e7)T
- Alors
3 =10 é (e, & e. & e. ® e )1 é7 (e, & e.) T2
1 2 5 7 & 7
et 203 = TO :3) (e6 & e) T2
7
On a d'autre part
o . 2

a 0a= (e
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Propriété 3 : Soit a € A_,_ Wia) > 0
Alors (éz‘)k = (TO o (TO o a)k) , kel

DEMONSTRATION : Pour k = 1, c'est vrail

Supposons que pour k = n c'est également vrai :

()" = (TO o (° & )
/\
alors, (a)n+l = éo(TO @ (TO @ a)n) =
A

(° & (* @ ™)

par la propriété 20.

Propriété 4 : Soit a = x; 8, @ Ty Sgees @ .r.nsn,aeA+, Wia) > 0, k 3 0.
k . . _ .k : : k k
Alors T O(xz 5 @ x, 59..- @ xnsn)—(r x; 8, ® ... &1 xnsn)OT
DEMONSTRATION : Supposons que l'image de X, X € V+, par Tk 0 & est?:
= (15 03) x
Posons & x = zl => Zl =x @ (xl ch @ &) X Sn) '731

En multipliant par Tk on obtilent :

k _ .k k e ‘k k
T Zl-'r x @ (71 X, 84 ® .... 0T X Sn) (T Zl)
ou Z=Tkx@(Tkxs @...@Tkx s ) 2
171 n n
/“\
D'oﬁZ=(Tkx s é @Tkx S)(Tk x)
171 n n
/\
- _ k ’ ok k
Donc T 04&= (T Xy Sp ® ... @ xnsn)OT




Définition 4

Définition S
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1.2.2. Transformée d'une Q.B.T.

Une Q.B.T. f(t) sera appelée périodique s'il existe ketr,

ke R U0}, rerR tels que e, f(t) = e f(t+r). Les plus petits

k

k et r seront appelés respectivement indice et période de f(t).

Soit S un sous ensemble dénombrable de R'U {0}

On définit alors l'anneau commutatif AC opérant dans V_
k . k . . k .
1 2 n
A = {1 & T 8... & T ®...; k. € S}
c i
Cet anneau peut &tre considéré comme l'anneau des applications des

rd + rd .
sous ensembles démontrables de R U {0} dans 52. L'anneau des séries
formelles 3 retards défini pour le cas de l'algébre synchrone,

(voir par exemple (28), (29)), en est un cas particulier.

Il nous parait intéressant de définir une Transformée discréte

pour le cas asynchrone dans le sens (4) (5).

Soit (t) e V., 2(t) = %@ e = (@ %) e
+ a 0
o€l ael
On appellera 1'élément de Ac’ 2(T) = ® 1 transformée de la Q.B.T.
2(t) ael

Dans ce qui suit on supposera connus les résultats de (4) (5).
L'analogie entre la transformée définie et celle des références ci-
dessous étant évidente, on se limitera 3 montrer comment certains

résultats s'adaptent au cas de l'algdbre asynchrone.
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REMARQUE 1 : Le sous anneau A: des expressions de Ac’ comportant un nombre fini
de termes a des propriétés analogues a celles de l'anneau des poly-

nomes 2, (T) en ce qui concerne la divisibilité de deux expressions

Sip,gqeA

(el

* .
, on peut trouver r, S,t Ac, uniques tels que

p=q0s © r avec max {exposants de r} < max { exp. de q}

On dira alors que p = r (mod q)

5,3 éTu,z ; 3.1 éTz,a : 0

Par exemple pour p = T ® T & T
q = T3 @ TO on trouve
s = 1223 @ 122 o 001 et r = Tl’2 @ To’l e TO
De méme on peut vérifier que 1’1’5 @ TO’3 ® 1° divise ‘r6’3 @ TO
3 O ° .
puisque %53 @ t° =BT (mod % e %% e 9
En effet T6’3 8 ° (mod Thed @ 2% o TO) E
= (TO’3 oo e %o (TO’3 & 1°)
0(10’3 @ TO) 0 TO’3 ® TO (mod Tl,5 ® TO,,3 8 ’L'O) -
= (Tl’2 @TO)OTO’3 ® t° (mod e % e Y-
:BTO(mod Tl’s ® 793 o TO)

Proposition 1 : Soit b € A‘z s b= TM () T>‘2 &... 0 TM W(b) > 0, ou les X,
sont des rationnels. Alors il existe p, ratiomnel positif tel
que b divise ¥ @ 1Y,

DEMONSTRATION : Supposons que Xi1= Pi (pi €N, q; € N')

44
Soit M = PPCM (ql, Qs qn) et Li =M g Alors pour le
Ll I3 L2 . » L
polyndme bl =T 6 T ® ... ©® 1 il existe P tel que
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b, / TP ] ¥ et il est facile de voir que si

P s s
b, /1t © T alors b/ TP/M o o~

Soit Z(t) un élément de v, périodique de période r et d'indice

k = 0 . Alors elle est la solution de 1l'éguation

Z(t) = C(t) ® T Z(t) od C(t) est la description de la solution
dans l'intervalle [O,r (

On peut écrire:.

Z(T) = -%Sgl———- ou bien B(t) = _69131__%
T & = T80 T

(les deux écritures étant équivalentes)

Nous domnons, sans démonstration, deux propositions précisant

la nature des Q.B.T. 3 partir de leurs transformées.

Proposition 2 : Soit s(t) e V,
51 s(1)#B1%(mod Y e t*'), maxlexposants de s(1)} <r, s(t) se
termine par un échelon, alors, s(t) est la transformée
0 r
T8 T

d'une Q.B.T. périodique de période 2r et d'indice 0.

Proposition 3 : Sott s(t) e V,
St s(t) #Bro(mod 7 s ) et max feaxposants de s(1)}3 »,
alors, s(1) représente la transformée d'une Q.B.T.
e

périodique de période r ou 2r et d'indice supérieure a 0.
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Exemple 1 : Effectuer la disjonction des Q.B.T. périodiques dont les transformées
_ TO _ TO ) T2
sont sl(T) 2 sz(T) = 5 m
T8 T T ® T
. 3 3 7
On a sl(T) <) SQ(T) = = T i TO @ T8
T @ T T @ T
. [e o]
' ou = =
D'ol sl(t) 2] sQ(t) (s;(1) ® SQ(T)) e, 5_5?(88“3 @ 88i+7)
Exemple 2 : On cherche la Q.B.T. 3(t) qui a comme transformée
_ T e T3 ® T5’5 & 17’3
2(1) = 0 & 2,5
T ® T1°
. . . L 2,3
I )
On a : 3(T) = 2% e ® T -8 @ 1Ot
0 - 2.5
T e T
e e
D'ol : %(t) = e ® e, ® e © - — =
2,3 3 4,8 0 o <200
e. @ e
& 7,3
e @ e, @ e @ 2
1 3 3,5 0 @ 12:5

1.2.3. Calcul de la pseudo-fermeture d'un opérateur

o

s, @ & .. & x s

, .. . . c _
Proposition 4 : Soit a & A, Wla) >0, a==x 7 9 Sg Sy

1

dont les coefficients sont des §.B.T. d'étendue finie. Alors

& se stabilise.




DEMONSTRATION :
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n n
Soit i= min {ss (xg} et j = max {ss+ (%)}
p:l . p:l P
. 2 ’ i "
Remarquons que si a” = ¥y 8 @ Yy S5 8 ... & Yy Sy
k
Alors min {ss (yg} > i+W(a)
p=1
k
max {ss+ (y } <73
p=1 ?

a* = BT et q< i-j + 1

w(a)

Calcul de la pseudo-fermeture de a dans le cas ol ses coefficients

se terminent par un échelon .,

¢ @

801ta€A+, W(a)>0,a=xlsl ] 2y S, ®©.. & xnsntelque

les %, sont des Q.B.T. stabilisées.

On peut alors écrire : x, = y.

® Z. ol y. est une Q.B.T. d'étendue
i i i i

(k= méx {ss” (Xi)} ).

finie et Zi est (éventuellement) 1'échelon e
i=1

k

Donc on peut décomposer : a = a, @ e 2, (Cf. Pags 48]

Etant donné que a

0

;@ tous ses coefficients d'étendue finie, il existe

q : a% = Bt

Si on calcule les puissance successives de a on trcuve

i

a” = (e az)i—q+l 0 2%t pour 1 » g

Donc : 3=1° & a @ o 472 @ (e, a,) 0 2471

Remarquons que : (e az)n = (a2)n ! (ek a,) pour n > 1

pot i 3=t @ 2 6 .. @ 2% @ %t @ (3,0 (e a0
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. - 0
€ A , on salt calculer a, = T et par con-
c o a
T & a,

séquent on peut calculer 3 en effectuant un nombre fini d'itérations,

Etant donné que a,

d'ou la proposition :

Proposition &5 : Soit a € A, Wla) > 0. Alors on peut calculer la pseudofermeture
a en effectuant un nombre fini d'itération si les coefficients

de a sont des Q.B.T. stabilisées.

Exemple 3 : Seit a = (eo & ey @ e5»5)'fl’75 é e ’r?
a, = (e ® ea)Tl’75 é (eg @eS,S)TQ
a, = 15 g 12 K = 5,5
I S

Donca=1 @ a @ (a2)0(eka2)0a

Pour calculer 3

2
s - 0 ) ag Y (15,750
2 - . e - . 3
0 & <1275 & 2 O & 575 amo
ol a; = TO @ 11’75 @ T2 & T3’5 ® 1T O T5’25 © 15’50 @
@ T5’75 T6 © T7; @ T8 e T8’75 e T9 ® T9’75 10 @
eT].O,S e Tll & TJ_l.,.5 o 12 ® T3_2,25 ® 12,5 © T12’75 ®
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2) LES MATRICES DEFINIES SUR A,

Soit AM l'ensemble des matrices carées de méme ordre n définies sur A+.

Alors AN forme un anneau avec les opérations
]
@ : addition élément par élément

: multiplication matricielle

o® -

Une matrice A élément de AW peut €tre considérée comme une application
!
interne de l'ensemble de matrices carées de méme ordre définies dans V_, si

on définit le produit:

AWS=23
ou W = ||wij ” N wij € V+ s A€ AM
=lzgy s o2y = 5 G "k
Propriété 6 : A, B e AM , W une matrice de méme ordre défintie dans Vs alors

(A $ B) W=AW & BW

Propriété 6 : AMopére dans 1'ensemble des matrices carées de méme ordre définies

dans V-

Définition 6 : Soit A € A, A = ”aij || une matrice d'opérateurs telle que W(aij) >0

M?

On définit la pseudofermeture de A comme la somme

A=I_ @ A O A2 e ... @ AP o....

od AP = APt @ &
0
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Proposition 6 : Soit A = Hapq || une matrice A € A, telle que W(apq) > 0 et dont

les coefficients des éléments apq sont des Q.B.T. d'étendue

finie. Alors A se stabilise.

. 1 b 2 : o n
DEMONSTRATION: ¢ Soit a = x s ® x s, ® ... ® x s
jole} pq 1 pg 2 pq n
et posons i = min {ss” (x._)} j = max ss” (x5 )}
Pq jole]
P.q,T

Démonstration analogue d celle de la proposition 4.

-

Calcul de A dans le cas ol les éléments de A ont comme coefficients

des Q.B.T. stabilisées.

Soit A € AM A =||ain avec W(aij) > 0 et telle gque les coeffidents

de ses éléments sont des Q.B.T. stabilisées.

On peut alors écrire comme précédemment : A = Al o e A, ol

- A, est tel que les coefficients de ses éléments sont d'étendue

finie.

- A, est tel que ses éléments appartiennent & Ac'

2
+

- k = max {ss (a,. )}

. e ij

1]
Il existe alors g tel que A% =!|BTO||et on peut facilement dé&duire que
b= I 0 A 6 ......o0 AT @ (4) ® (e a) ® %7t

2 k 72
0 0

Calcul de A2 : Le déterminant de la matrice[To I + Az]est une
somme finie :

0 o 2 ki A . mo s

= 1 .

det (TI + A)=a, T @ 07T 63...6 a T ;o les ocie{evo,B.}
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Pour T = B 1'équation précédente donne :

de t

A2 =

Donc

A= TO

D'ou

Soit

Par conséquent de t (-‘L’OI + A2) b4 B’[O et

& (I o Az)_lé (e, &) © IS
0 0

16 A @...02%1

la proposition:

-~

Sott A e A, , A=la..ll, Wa..) > 0. Alors on peut calculer A
M 1d 1d

en effectuant un nombre finti d'itérations si les coefficients

des aij sont des @.B.T. quasi constantes.

1,5 2,5
(el & eg e e7) T (e3 1<) eg 53] e6) T
3,5

(e3 @ e8) T e, T
- 155 295.
(el e e ® e, @ e8) T (e3 & ec & eq © e8) T

. 3,5
(e3 @ e8) T (e2 ® eg) T

Il
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. * o 1° 7225
I @ A2 =
BTO TO ® T3’5
. 1 1,5 o 3,5 4 .5 %3
@et (1 & 2 0=a’ @ ° @ 7 & T)F 5T
T @7
[oe)
- . 21%
A=0 03
t s L] ] [ 3 L]
cl ay = TO (¢:] ‘rl’s (23] T3 @ 13’5 ® 14’5 © 15 e T6
. . . . L] .

[ g [}
GT7®T7’56T8®T8’5®T9®T’5® 0 4
A3 [ . 1
& Tll,S ® 12,5 ® TlS & 114,5 ® TlB

. - % 21\ To G T3’5 BTO
(I & A.) ZA,=(® 1 a,) 0
2 2 r20 0 °3

-66-




ITI - 15 -67-

3) EQUATIONS BOOLEENNES A RETARDS

Définition 7

~

Une égquation booléenne 3 retards sera toute équation de la forme

3.

f(y(t+ko), y(t+kl)?... y(t+kn)) = e, ol : f est un P.B.T.,

ki e RV u {0} , y(t) est une V.B.T.

Une équation booléenne & retards mise sous forme résolue sera toute

équation de la forme

y(t+k0) = f(y(t+kl), cens y(t+kn)) ol

f est un P.B.T., k; € RY U {0} » kg >k, pour 1 €i<n

Dans ce qui suit, on montre comment on peut résoudre certains types
d'équations booléennes 3 retards par passage a la forme galoisienne

et en utilisant l'anneau d'opérateurs A,

. Cas général

Soit une équation & retards mise sous forme résolue

y(tHkg) = £(y(trk ), oony y(trk D) od
f est un P.B.T.; y(t) est une V.B.T.; ki e r' U {0} et ko > ki, i#£0

Nous proposons une méthode itérative de résolution d'une équation de

ce type pour des conditions initiales , données. (y, est la des-
ype p Y K
0 0

{: v, =(e. ®e ) y(t)).
0 ko 0 kO

I1 nous a été impossible de trouver des critéres garantissant la

cription de y(t) & l'intervalle [O, k

convergence de la méthode, qui se résume ainsi

k. -k.

01 y(t+k0) 8 (e

- Exprimer : y(t+ki) =T (t)

@ e )y
i Koo Tk

k
- Mettre f(y(t+kl)... y(t+kn))sous forme galoisienne.

Alors 1'équation donnée se met sous la forme

W =C @ g(W) od
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W = y(t+k0)
g : est une expression booléenne comportant des retards

C : est le terme constant, Q.B.T. simple.

Calculer itérativement

W =C © g(Wi) pour 1 = 0,1,2,3,...

Considérons le registre 3 décalage nonlinéaire de la Fig. 1. On

veut calculer y(t) pour x(t) = €y ® e, ® e, o ® e 7 @

E]

® e3’75 @ €y © Cs ® e7’25 et conditiors initiales zéro

(y(t) = 0 pour 0 € t < 3,25). On supposera que le retard de propaga-

tion & travers les portes et les fils est négligeable.

+

X

11 1,05 11 o
T c 'y (‘L)

Fig1

On a :

y(t+3,25) = y(t+2,15) y(t+1l,1) x' @ y'(t) x
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Pour conditions initialies ©

Yy =x @& x' Tl’l Y T2’15 Y @ x T3’25 ¥{cl Y = y(t+3,25))

YO = x(t)

Y,5e @ &) @ e, 0 @ ey, B ey & & B ey O gy g
T, =¥y @ e @ e 0 B o5y, B e © gy

Donc @ y(t) = ey o5 @ e oo @ e o @ e oo @ eog 0 @ ey

3.2. Equations & retards linéaires

Une équation 3 retards linéaires sera toute éguation qui peut &tre

mise scus la forme

y(t) = C @ ay (t)

od a =T T @ f T ® ... & f T

.. . P . +
avec fi des coefficients variables en général et kK, ¢ B .
i

La solution unique est donnée par l'expressicn
y(t) = ac
Dans ce paragraphe nous montrons, commernt en certains cas on peut

calculer la solution quand les cocefficients f, sont des Q.E.T. sta-
4

bilisées données

ler cas : Les fi sont des Q.B.T. d'étendue finie. Alors il existe g fini

C ? . s .
tel que (a)% = BT” et on peut calculer la solution itérativement

(proposition 4).
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Exemple 6 : Soit & résoudre 1l'équation
Y=e, @@ (e, @ e, ® e, ® e )T é(e te,te.+te )TB’S)Y
1 0 1 2 5 2 3 S) 9

On calcule itérativement
YO = e
Yl=el@e3®e5®e6®e9
Y2=Y3=Y:el® ey @ e & eg @e6’5 ®88,5 ® eq

2e cas : Au moins , un des fi se termine par un échelon et les exposants

ki sont des rationnels. Dans ce cas le calcul de 4 C est possible

par la propcsition 5.

On peut en effet écrire a = ay €3] & 2, ou k est le front montant
le plus grand des fi et a, a tous ses coefficients d'étendue finie.
Par conséquent, il existe g fini tel que a? = BTO et

(a)* = (e a2)l5q+l (a)q_l pouf i3gq

Orn a donc

3 = TO ® a2 & ... © aq_2 @ (ek a2) 0 aq-l

a2 no._ . n-1

Mais comme (ek a2) = \a2) 0 (ek a2) pour n > 1

On obtient

=" @ a® ... ® ... %% @ 2971 @(52)‘0 (ek a2) 0 a97%

etaCc=(1t- ® a... ® a¥™H ¢ + (52) 0 ((e, a,) 0 3™ ¢ (aI1D)

Etant donné que a, a tous ses coefficients égaux a ey il existe

2
(pour la proposition 1) g, q ¢ A: tel que

(TO @ a2) 0g = 1 @ . Donc
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Par conséquent, la solution sera périodique si

((ek a2) o aq-l) C # BTO (med TO. é ™)

Soit & résoudre l'équation

_ 2 . 3,5y,
y = el®((eO®el@e2®e5)T @(82@e3@86@e9®910,?ﬁ )y

o}

On a

st (e Be e ®e)ld (. Be Be @e )t
1 0 1 2 5 2 3 8 c

a, = T3’5 k = 10,5

H
w

Par 1'exemple précédent (5) on a : q

Calculons itérativement

Yo T &1

e ®@(a; ey g ajde; =e; ey B e Qe @e De

<
[y
[}

)

y, =€, @ e3®e5®e6® 66,5@ e8,5® ey ® e12,5® ey

(remarguons que : Yy = (_[Oé a® ... 0 aQ‘l) c )

Tl . ]
at " C=y, @y, e6,5@‘38,5@‘%10,5@912,5@"‘14
0 } 3,5
3, =5 L — 38 8 T €55 T
T ®17°

y:ac:eleeaeeseee®?6,59es,saegeelz,sgelu@

10,59 ¢€,@e, 0e,, 0, 5
0 & 3.5

®




x(t)
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ou bien

_ - e De  Be
y—el@e3@e5966@e6’5®e8a5®e9@ 10,5 12 12,5

O .
L @ T3,5
(réponse périodique k = 10,5, r = 7)
Exemple 8 : Soit le registre & décalage linéaire de la Fig. 2

Si x(t) est la V.B.T. d'entrée, y(t) la V.B.T. de sortie et w(t)

>* son fonctionnement est décrit

la V.B.T. associée 3 l'entrée du retard -1
par le systéme : (on suppose le retard de propagation des signaux a tra-

vers les fils et les portes est zéro).

y(t) = w(t-1,1) @ w(t-3,3) © w(t-6,7)
w(t) = w(t) ® w(t-3,3)
Si on suppose, zéro conditions initiales (w(t) = 0 pour 0 < t< 6,7)

et on désigne par X, Y, W les transformées de x(t), y(t), w(t) on cbtient

Tl,l : 13,3 6,7) 0w

Y = ( @ ® 1

W=X T3’3 Y

D'ol Y:Tl’l@T3’3@T6’7 0 X
O g 390

Si on veut calculer la réponse du circuit pour

- =>
x(t) eoee3,2®e5®e7,l® 68,5
. . 1 [3 5
=> X = TO 5 13’2®T5®T7’l&)r8’
On obtient
noe 3 e . L] e ) 6 . 3 »
y = (1022 g ¢t ’Searll’se 111’7&)110’4®Tg’9®T9’ @TB’ ©

¢ ] 3 5.5 °* N 4 ® : .
8,2 6,7 R 6,1 4,3®T3,3@T1,1)/(T3,3®To)

W (H 14 2,2

Fig. 2
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®
67 7@ ey B ey 3@ e By B egy ®e @0, ®%0,0®

®e, . 6 Oe ® e ® e ® e e, B - Be Be, , @

e Be &e @
16,4916, 8016905 9015 8059, By By, Bey, Be,; B,y O o
TO @ T3,3

(y(t) est périodique, de période 6,6 a partir de 13,3).
3.3. Cas particuliers
3.3.1. Systéme décrivant les transitions d'un autcrmate linéaire

Un systéme d'équations décrivant les trarsitions d'un autcmate

linéaire est de la forme
Y(t+1) = A @& D Y(t)
od : A est une V.B.T. générale dépendant des entrées
Y(t) est une V.B.T. générale 3 déterminer
D est une matrice carée définie dans'{eo, B}.
On en déduit
Y(t+l) = C @ DT Y(t+l) od

C=A ©& D YOl(t); YOl(t) = (eg €>el) Y(t)

Posons Y(t+1l) = %; il nous reste & résoudre :

Z2=C ® DT %=>%:z=(E ® pr) te

ol E est la matrice unitaire de A+ (Cf. (5)).
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Soit & résoudre le systéme

e. ® e

0 1 0 0
Z = ® TZ
e, () e, B, B
On a : TO i
(£ @ b0t = (" 1@ T i’
T 109 T
Ce qui donne :
eg @ e
Zl
) e, © e,
Z = =
0 3
2 T @ 1
2
Z. = e @ ¢y Z. = e e; ®e
1 l@T.—-—a——— * 2 1 @O. 3
T @1 T e

3.3.2. Systéme d'équations séquentielles résolues de ler ordre

Soit le systdme d'équations séquentielles résolues
n
y (er1) = £, (y,(0)5ee yn(t))}i"l

Pour des conditions initiales données on peut le mettre sous

la forme
n
2, =a, & a, Tu, ®a. ~Tu. &®...da. n, Tu }
i 1,0 1,1 1 i,2 "2 1,271 om0 o
o 251
od : B, = yi(t+l) 5 {uy} est la base galoisienne pour l'en-
i=1
v n, ' n,2§l
semble {Zi} . {ai j} est un ensemble de Q.B.T.
> >

i=1 i=1, j=0
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En multipliant de fagon adequate les équations du systéme pré-

cédent, on peut en déduire un systéme de la forme

u=Cc & D1t U

Uy al,O S RRAERRRERE ?l,2—l
ou U = U, ,C = ?n,o ,D = t
u n a a n Tt a n n
2=1 2-1,0 - 2-1,1 2-1,2-1

La solution en est : U = (D1) C

Si les éléments de D sont d'étendue finie, la solution se
stabilise. Sinon, soit p le maximum des fronts mentants des éléments

de D se terminant par un échelon.

On peut alors écrire D = Dl @ ep D, ou Dl ne comporte que

des éléments d'étendue finie et D. est une matrice définie dans
2

{1,B}

0
I1 existe alors k tel gque (DlT)k = Bt , et
(0" = (e D T)n—k+l @ (D't)k_l pour n > k
En remarquant que (e D T)w = e ¥ 1V 12 solution s'éerit
E 4 p 2 ptw 2 )
- k-1 i ® s _s k-1
(bt) ¢ = T (DT) @ (e D. 10 (e_ (DT) c))
120 121 2 P

Si D, est périodique de période r et d'indice m la solution

2
s'écrit
k-1 i m s k-1
2= 0 (D1)°C (1@ DZT (e_ (DT) C)) @
P - P
i=0 s=1
r
m+1 m+l pX:2 s _s k-1
. D, (g=; Do T (ep (pT)” ) C)
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I1 en résulte que

1) La solution du systéme se stabilise si D a tous ses éléments

d'étendue finie ou bien si D, est nilpotente.

2) Sinon, la solution est en général périodique de période r ou 2r.
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CHAPITRE -1V-

SIMULATION DU FONCTIONNEMENT TEMPOREL DES SYSTEMES LOGIQUES

Nous nous proposons d'exposer ici des méthodes de simulation temporelle du
fonctionnement des circuits logiques en utilisant 1'Algébre B.T. Des modéles dyna-
miques sont proposés pour la modélisation des éléments des circuits logiques (relais,

portes, bascules, compteurs).

Il est clair que la nature de l'cutil utilisé ne nous permet pas la simu-

lation exacte du fonctionnement, celui-ci étant une algébre & 2 niveaux.

Nous croyons cependant, que les méthodes et modéles présentés,donnent une
approximation "satisfaisante" du fonctionnement réel, en ce qui concerne la détection
des aléas et leur propagation dans le circuit.

N.B. : Au cours de ce chapitre 1l'algébre (V, +, ., ') sera utilisée.

Hypothéses simplificatrices

1) Un signal logique réel sera représenté par une Q.B.T. comme le montre

la fig. 1.

2) Les retards de propagation 3 travers les fils étant petits devant les
retards 3 travers les éléments fonctionnels on les supposera soit nuls,

soit inclus dans ceux-ci.

50% 50% £ 174
| ! /4(

e
fed = o -
P

Figure 1
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1. MODELES DYNAMIQUES

1.1, L'ogérateur décalage asxmétrigue

P P P LT 2 £ s N +

Définition 1 : On définit l'opérateur ™ , décalage asymétrigue ou m,neR .
m,n < :

xeVv T°?"x =y ol yeV et est obtenu de la fagon suivante :

1) On élimine toute variation 010 de x de largeur inférieure ou égale

3 |m-n] si m 3 n et toute variation 101 de largeur inférieure ou

. x
égale & |m-n| si m < n en obtenant x .

< %
2) On décale par m les fronts montants de x et par n ses fronts
descendants.
I1 est facile de voir que si x ne comporte pas de variation de lar-

geur inférieure ou égale a Im-n| on a

m n .

T x % si m3> n
m,n_ _
T 7% = {

m n .

Tx + T X sinon

1.2.1. Relais & contacts ordinaires

Soit X(t) l'excitation d'un relais & contacts ordinaires (24). On
désignera par x(t) la fonction caractéristique du contact de travail

et par x(t) la fonction caractéristique du contact de repos (Fig.2).

() v
— X(t)

x(t)

Figure 2
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Supposons que le temps de parcours de la palette entre les deux contacts
est de p unités de temps et que la ﬁalette quitte un contact avec un
retard de i unités de temps par rapport aux fronts montants ainsi qu'aux

fronts descendants de l'excitation (Fig. 3). Il en résulte que

x(t) = TPty

;(t) 1’1+PX)'

(T

Si on suppose que X ne comporte pas de variations de largeur inférieure

ou égale & p alors

x(t) 7Py X

(1) = Tx' Py

l [ ] f X (t)
-410— -%UP«- -4L«- -4‘”6—
P | [ 1 ' T x ()
Aime e i o i
1 [ 1 x(t)

Figure 3
Remarquons que : x(t) x(t) = B
x(t) + ®(£) = Tx 6 1Py

2 . N ¢ i+
Par conséquent, dans les intervalles de temps ol T X @ *Py vaut 1,

on risque d'avoir un mauvais fonctionnement dd aux aléas.




V-4 -80-

1.2.2. Relais 3 contacts spéciaux

Soit le relais & contacts spéciaux (24) de la Fig. 4. On suppose que si
on applique une excitation, la palette libre vient s'appliquer contre
le contact de travail avec un retard p et l'autre quitte le contact de

repos avec un retard 1+p par rapport au front montant de l'excitation.

Si on supprime l'excitation, la palette libre vient s'appliquer
contre le contact de repos avec un retard p+i par rapport au front

descendant de 1'excitation (Fig. 5). Il en résulte que

x(t) = Tp’i+PX
x(t) = &i+p,ix f
X
A - ()

Figure 4

Si on suppose que les variations de X sont de largeur supé-

rieure d i, on a
i+
x(t) = TP% + 1°7PX

o) = () o+ (tTPx)

Remarquons que

x(t) X(t) = °X @ Py
%(t) + x(t) = 1

Par conséquent dans les intervalles de temps ol TPX ® Tl+pX

vaut 1 on risque d'avoir un maivais fonctionnement dd aux aléas.
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X(t)

-

WP

]
L

|

—2 WP e

Pe—
Il

x(t)

x(t)

Figure 3
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1.3.1. Caractéristiques dynamiques

Nous proposons 4 paramétres dont la donnée nous paralt suffisante

pour pouvoir déterminer le fonctionnement temporel d'une porte.

On appelle temps de propagation relatif au niveau logique 1, le réel m,
désignant 1l'intervalle de temps séparant le front d'une excitation &
1'entrée d'une porte et le front de la réponse due 3 cette entrée quand

la sortie change de 0 & 1 (Fig. 6)

On appelle temps de propagation relatif au niveau logique 0, le réeln.,
désignant 1l'intervalle de temps séparant le front de l'entrée et le

front de sa réponse quand la sortie change de 1 & 0. (Fig. 6).

| S -

Expérimentalement on trouve que :

1) m # n en général et que la différence absolue |m-n| peut &tre consi-
dérable.

Par exemple : Pour un NAND SN7400 on donne les valeurs typiques(31):m=llns
n = 7ns ; pour un NAND SN7412 : m = 35ns n = 8ns.

2) Les valeurs m, n dépendént de plusieurs facteurs, les principaux

étant la technologie utilisée, la fagon dont une porte est interconnectée
dans un circuit ( fan in, fan out),le temps de montée et le temps de
descente des signaux utilisés etc. C'est pourquoi les constructeurs don-
nent pour ces paramétres une valeur typique, une valeur maximum et une

valeur minimum .
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I1 peut arriver qu'une variation & l'entrée d'une porte n'ait pas
la durée suffisante pour l'exciter. Dans ce cas, la sortie varie mais
sans atteindre le niveau logique qui correspond & la réponse de la
porte idéale. Pour approximer donc, le fonctionrnement réel d'une porte,
il faut décaler par m les fronts montants de la réponse idéale et par
n ses fronts descendants en éliminant les variaticns de petite durée qui
ne se manifestent pas a la sortie de la porte réeile. Cette élimina-

m,n

tion se modélise bien dans le cas des relais ou en calculant T on

"efface'" certaines variations de durée inférieure ou égale & /m-n/.

I1 s'avére (expérimentalement) que la donnée des paramétres m et -
ne suffit pas pour la descriptiorn du fonctionnement d'une porte en ce

qui concerne la propagation des variations de petite durée.

C'est pourquoi on définit les deux paramétres suivants

a) d_ : Un réel positif désignant la largeur minimale d'une variation

1 .
de la sortie de la porte réelle, du type O 0 qui peut

€tre reconnue comme telle.

b) d_ : Un réel positif désignant la longueur minimale d'une variation

1

de la sortie de la porte réelle du type

1
N~ qui peut

etre reconnue comme telle.

Les paramétres dm et dn dépendent des caractéristiques techno-
logiques de la porte mais principalement du temps de montée et du

temps de descente des signaux utilisés.

z s e P . x
Par exemple : Il a &té trouvé expérimentalement  que pour un NAND

t. = 10ns on a : d_ = 12ns
d m

SN7400 fonctionnant & vide, pour to

t_ =t

- d 3,5ns on a: dm

6,505

ol on désigne par toett

4 le temps de montée et le temps de descente

des signaux utilisés.
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1.3.2. LeQ -opérateur : Nous définissons 1'ensemble des applications internes

de V

Q (m,n,dm,dn) (x) = y 3 %,yeV
oll y est obtenu a partir de x de la facgon suivante
a) On calcule e Py

PRSI . m,n 4t ess
b) On élimine toute variation de T *"x de type 010 de durée inférieure

a dm et toute variation du type 101 de largeur inférieure a dn'

Le modéle dynamique : Soit fI la fonction logique réalisée par une

porte idéale, alors le fonctionnement réel de la porte sera décrit par

I .
Q(m,n,dm,dn) of (Fig. 7)

£ a(mn, dmdy) | F—

Porte réelle Porte idéale
Fig. 7
Exemple 1 : Soit une porte NAND & 2 entrées Xis Xy dont les paramétres dynamiques
sont
m = lins, n = 7ns, 4 = Sms, d = 7ns, pour
Xy = 10«40' + 60+80' + S0
X, = 12' + 30°50' + 70°+95'

(Pour alléger 1l'écriture des Q.B.T. on représentera parfois e; par i).

Réponse idéale

Xi + xé z 10' + 12°30' + 40s70' + 80+380' + 85

Réponse réelle

(11,7,5,6) (xi + xé) = 37' + 51*77' + 91°+*97' + 106
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2. SIMULATION DU FONCTIONNEMENT DES CIRCUITS COMRINATOIRES

Définition §

Exeggle 2

Le fonctionnement réel d'un circuit logique consistera en la donnée de

son schéma logique et des paramétres dynamiques de ses portes.

En particulier, un circuit combinatoire 3 n entrées et m sorties définit
par son fonctiornement réel une application booléenne temporelle

F v v,

L'image par F d'un &lément X € V' peut &tre calculée en évaluant par

couches les réponses des portes réelles.

Seit le circuit combinatoire de la figure 8. Les paramétres dynamiques
de ses portes sont donnés par le tableau 1. Nous calculons sa réponse

pour

I' + 56" + G+10' + 11

= 11 Se1 '
xl 1t + 2+3 v+ u 7 x2

2' + 3*5' + 6°10°

= . iyt
X4 1+¢3 + 34" + 7 X,

(évaluation couche par couche; les fronts desentrées sont exprimés en

us).

La réponse réelle est : 1,004' + 1,012+2,008' + 3,012+4,008"' +

+ 5,005+6004' + 7,012+10,004' + 16,020 (Fig. 9).

6 7
+r>__::1>
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m (us) 0,005 0,006 0,007 0,007 0,007 0,007 0,007

n (us) 0,002 0,002 0,006 0,006 0,006 0,004 0,004

TAB., 1
dm (us) 0,003 0,004 0,004 0,005 0,004 0,003 0,004
d_ (us) 0,004 0,005 0,004 0,006 0,004 0,005 0,004
P7777777 774 YIS SIS ST SIS IS IS S 4 . v +
4 5 6 7 8 9 10 1
m i R + W /r77727) . . 7777 P —
0 2 3 5 é 7 8 9 10 14

7777777772227 77777722777 777777777
3 4 5 6 7 8 9 10 11
Reponse idedle

Q2722772 PIZ777728 = 7777777777227 77277 77A 277777
0 1004 1012 2008 3012 4008 5005 6,004 7012 8 9 40004 19020 14

Reponse reelie

Figure 9

2.2. Définitions

Définition 6 : On étend la définition 6 Ch.II pour les Q.B.T. générales

Une Q.B.T. générale sera appelée stabilisée si toutes ses compo-

santes sont des Q.B.T. stabilisées.

i:l
Si F(t) = . est une Q.B.T. générale stabilisée, alors
fn
- A n -
SS F(t) = min {SS (fi)}
i=1
n

ss* r(t) B max {ss* (£ }

i=1
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. vs' (£)) ‘vs" (£)
vst r(e) & vs® F(t) é\:

vst (£ ) : vs~ (£.)

n n

Remarquons que d'aprés la définition 6.ch. II, I et B sont des Q.B.T.
. + -
stabilisées ayant v$'I = vsTI = 1, vs'B = vs'B = 0.

On posera par définition :

ss’1 - ssTB=-o 58I =55B=z+w
Soit un circuit combiratoire 3 n entrées

X Z

|

m

X =|. et m sorties Z =
b
o

Soit également d(xi, zj) le retard minimum pour qu'une transition &

l'entrée x; se manifeste a la sortie Zy. Nous posons

6(xi) = min { d(xi,zj) }

1€j €m

et nous appellerons d(xi) Durée minimale absolue de transfert d'une

transition sur s -
De fagon analogue, soit D(Xi’zj) le retard maximum pour qu'une tran-

sition sur X, se manifeste en Zg Nous posons

A(Xi) = max { D(xi zj) }

léj\<m

et nous appellerons A(xi), Durée maximale absolue de transfert d'une

transition sur Xs o Dans l'exemple qui suit, on montre comment on cal-

cule § (Xi) et A(xi).
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Exemple 3 : On veut calculer 6(xl) et A(xl)_pour le circuit de la Fig. 10 dont

les portes ont m = llns,n 7ns.

1
)

d(xl,zl) = 11 + 7 = 18ns = D(x )

1°%1
d(Xl,ZQ) =7+ 11+ 7 = 25ns

D(xl,z2) =311+ 7 + 11 = 29mns

min {18, 25 } = 18mns

6(xl)

A(xl) max {18, 29 }= 29ns

Définition 8 : Soit U(t) une Q.B.T. simple ou générale et (tl,t2,...tk) un ensemble
ordonné et fini de réels, tel que son intersection avec l'ensemble des
fronts de U(t) soit vide. Alors le découpage de U(t) relatif a l'en-

semble (tl,t ..tk) est une liste de k + 1 Q.B.T. définies par la

22
régle R :
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R : (U(t), (tl,t2,...tk)) > (UO’Ul’
U(t) pour t; <t <t. .

ou Ui(t) = qult;)

UCt. )

our t » T.
1+1 pou it

4
<

U(t) pour t < t,

[
=
t
~
1
NN O

En particulier : Uo(t)

U(tl) pour t > t,

U(t) pour t > Ty

U(tk) pour t £ T

1 7
Exemple 4 : Pour U(t) =
ey e% + €g
e, I
R(UCE), (1,55 25 7,15 8)) > (|7 | 5

Propriété 1 : Soit (UO’UZ""’Uk) un déecoupage de la

semble (tz,t2,... J

x
Alors :
vstw o= vsTw.
7 - 7+1
et pour <

+ T - r
S5 (bi) <SS (bi+1)

-89~

'Uk)
t ’ |
l. e5 + e7 . I -!I :
2 1 3 in ’Ee-\
e3 e B g

Q.B.T. U(t) relatif I Ilen-

(k-1)

=0,1,...,

La propriété précédente est caractéristique de tout découpage d'une

Q.B.T. Il n'est pas difficile de démontrer que, étant donrée urne liste

(UgsUyse -

.,Uk) dont les éléments sont des Q.B.T. ayant le méme nombre

de composantes et satisfaisant les relations de la propriété précédente,




Définition 9 :

Proposition 1 :

ExemEle S :
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on peut déterminer une Q.B.T. unique dont la liste est un découpage

relatif & (tl,t ..tk)

22"
< + -
ot t; ¢ YssT(u, ) ssTwpl

Nous montrons ci-dessous comment on peut reconstituer la Q.B.T. unique

U(t) si on connalt un de ses découpages.

Soit 1l'opération binaire o (adjonction) interne dans V. Telle que
. + - + C ves
si f,f, eV, sS (fl) < S8 (f2) et VS (fl)- VS(£,) alors
si vsT(Ey=1
I
sinon

£, £
f.af, = '{ 172
102 £4f

1t

Dans tous les autres cas, l'opération n'est pas définie.
b

Nous étendons cette opération dans v

1 1 1 1

.S"“S

St (UO’U]""’Uk) est un découpage de la Q.B.T. U{t) alors

Utt) = U, alU, alU

0 7 ol

2..- ko

On peut vérifie{;qu'é partir du découpage de la Q.B.T. U(t) donnée a

l'exemple 4, on obtient par la proposition précédente U(t)




Proposition &

: Sotent U

Démonstration :

Proposition 3 :
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ing dewx Q.B.T. telles que U; o U, existe et G(X) un P.B.T.
tel que X ait le méme nombre de composantes que les v, (z=1,2)

. g - T
Alors : G(U, o Uy) = G(U,) a G(U,)
11 suffit de remarquer gque la valeur de G(Ui) d l'instant t, ne
dépend que de Ui(to).

La proposition suivante regroupe des résultats faciles a dé-

montrer, qui nous seront utiles dans ce qui suit

Soit un eircuit combinatoire ¢ n entrées X =

m sorties Z = /‘Z/ (X,2 sont des V.B.T) dcnt le forctiomnement réel

[

m
est déerit pour l'application B.IT. F : V' > V" Dpésignons pour il

1'application B.T. décrivant le fonctionnement du circutt tdéal.
Alors

1) rk F(X) = P(TkX)

2) PI(X) est un P.B.T. et si X est considéré comme variable booléenne

alors FI(X) est une fonction booléenne.

3) siUe{I,B}" et F(U) = W alors W e {I,B}"

et FL(VS (U)) = vS (W)

U
4) Si U = 'El est une Q.B.T. stabilisée, alors
U
n
vstru) = rrevstaon
et ;

VS E(U) = FL(vsT(u))
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Y1

U
n

5) S1 U = est une Q.B.T. telle que U, e{ I,B }pourl < i < T

et Ul est un échelon ou contre-échelon dont le front est K alors
tous les fronts de F(U) appartiennent & l'intervalle

[x+ sxp.x+ AxD]

Soit F(X) une application B.T. décrivant le fonctionnement réel d'un
circuit combinatoire et U une Q.B.T. ayant le méme nombre de composantes
que la V.B.T. X. Alors on dit qu'un découpage de U, (UO,Ul,...Uk) est

fiable pour le circuit donné si :

a U, o

F(UO 1

ve. O Uk) = F(UO) o F(Ul)a... o} F(Uk)

Exemple 6 : Soit le circuit combinatoire de la Fig. 11 dont les portes sont des
NAND ayant les mémes caractéristiques dynamiques : m = llms, n = 7ns,
dm = 5ns dn = 6ns
L
% X1 x +xl
4
X1 1 Xy Xz%3
X2 —
X3
Figure 1
1
Ul 10
Pour l'entrée U ={U, =1 I le découpage
U3 16
10! B
(UO’Ul) =(j1] ;s I \ ) n'est pas fiable
B 16"
En fait f£(U) = 23' + 38, £(Uy) = I,£(U) =1

et 23" + 38 £ Il =1
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Par contre, pour le méme circuit et pour l'entrée

10! 10! B
U =1 le découpage(| I| 3 1 ) est fiable
33 B 33"

En effet f(U) = I , f(Ul) =1, f(U2) =

2.4. Condition de non interférence de deux entrées successives

Soit F(X) une application B.T. décrivant le fonctionnement réel d'un

1

" circuit combinatoire et U(t) = une entrée Q.B.T. générale.

u
n

Soient également E E2 deux ensembles de transitions de U(t) qui gé-

l,

nérent deux combinaisons d'entrées C., C, successives (Fig. 12).

1’ 72
’-\ . ’o~\
’ \ i \
]
| | D! |
U, —! NS par
. Lo
1 l|
U, _—r—ll i
| ! I i
i
U, — =
I | : |
...... 4-- { i I
....... . | Lo
| : I |
Up — ! 1
| 1 —
I
: l' C_ c : 'l
\‘E—' I oo’ Cs 5
1 . 2 1
: ;

Figure 12

I1 est alors clair que les transitions d'un méme ensemble doivent se

10 By

doivent étre suffisamment éloignés entre eux pour que le fonctionnement soit

produire simultanément si possible tandis que les deux ensembles E

correct.
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En fait, il se peut que le retard de propagation d'une transition de
1'ensemble E, soit considérablement supérieur au retard de propagation
d'une transition de E- Ceci peut avoir comme résultat (dans le cas ou
El et E, ne sont pas suffisamment éloignés entre eux) l'interférence de
deux réponses qui devraient @tre discernables.

On peut donner une condition suffisante pour assurer la non interfé-

rence des réponses de deux entrées successives.
Soit (Ul,UQ) le découpage de U(t) entre E, et E, ((Ul,U‘) = (U(t), t,)
EN 4

ol t, est supérieur aux fronts de E, et inférieur aux fronts de EQ)'

Alors toute variation des sorties due aux transitions de l'ensemble El
ou 3 des transitions antérieures se manifestera en temps T
n

t € Max {(SS+(U%)+ A(x.))} v *
i=1 * *

De méme toute variation des sorties dile aux transitions de 1l'ensemble

El ou 3 des transitions postérieures se manifestera en temps t

n -2
+ 3 Min  {(SS (Wi S(x.N}
i=l 1 1

Donc, pour qu'il n'y ait pas d'interférence aux sorties il est suffi-

sant que
n + 1 n -2
Max  {(sS Uit A(xi))} < Min {(ss U+ d(xi))}
i=1 i=1

On appellera cette condition : Condition de non interférence.

Par ce qui précé&de on déduit

Proposition 4 : Soit F(X) l'application B.T. décrivant le fonctiomnement réel d'un

eircutt combinatoire, U une entrée &.B.T., et E], E, devx ensembles
de transitions de U(t) produisant deux combinaisons d'entrées succes-

sives. Alors une condition suffisante pour que les transitions des
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sorties correspondant 4 EZ et E2 n'interférent pas, est que le découpa-

ge (UZ,U2) de U(t) entre E, et E, soit tel que :

1

i + .Z 7,-Z 94 - 2
Max {(SS (U)+ A(.T-))} < Min L\So (U.>+ 6(.’1}.))}
i=1 ‘ ¢ =1 ks ’

~

Proposition & : Soit F(X) une application B.T. décrivant le fonctionnement réel d'un

eircutt combinatoire et U = v V% une entrée. Alors si le découpage

(UJ,UZ)’satisfait la condition de non interférence ce découpage est

fiable.

REMARQUE : On peut calculer la réponse d'un circuit combinatoire pour une entrée
U(t) en découpant 3 l'aide de la condition de non interférence en un décou-

page fiable (Ul,U2,...,Uk).

Ceci est particuliérement intéressant gquand U(t) est une Q.B.T. dont
la forme minimale comporte un nombre important de créneaux. Nous illustrons

1'idée par un petit exemple :

Exemple 7 : Soit le circuit de la Fig. 13, construit a& partir des NAND ayant tous
les mémes caractéristiques dynamiques : m = 1lns 4y n = 7ns gdm = 5nS;

d :61’18»
n

X, & X1 ) X1+Xz; >c X3,+X4X2= {?XMXz,Xs)

X2 X3

Figure 13

On a : 6(xl) 7+ 11 + 7 = 255, A(xl) = 29ns

d(xz) A(x2) = 7 4+ 11 = 18ns

l1lns

1
1

6(x3) 7ns,A(x3)
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1 10+20'" + 70
Si on prend comme entrée : U= U, = |15*30' + £0°+80"'
U3 ’ 30" + 43
10+20" 70

Alors son découpage : (U} U2) = (41530 H 60:80" )
30! 43

est fiable puisqu'il vérifie la condition de non interférence
Max {(20429); (30+18); (30+11)} < Mir {(70+25); (60+18); (43+7)}

=> 49 < 50

Par conséquent : F(U) = F(Ul) o F(Uz). On trouve :
1, _ 2y _ -
F(U™) = 41 F(U") = 50+78*95' =>

F(U) = 41%50+78+35"
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3. SIMULATION DU FONCTIONNEMENT DES CIRCUITS SEQUENTIELS ASYNCHRONES

Définition 11 :

Exemgle 8 :

Soit U(t) une Q.B.T. représentant une séquence de k+2 combinaisons

d'entrées et BO’ Ejseee Ek des ensembles de transitions de U(t) tels
que Ei contient les transitions par lesquelles on passe de la

(i+1)-idéme 3 la (i+2)-idme combinaison d'entrées. Soit également t; un
réel supérieur 3 tous les fronts des transitions de Ei—l et inférieur
3 tous les fronts des transitions de Ei (i = 1,2,...k). Alors le dé-

coupage (U(t), (tl,t2,... tk)) est le découpage en transitions simples

de U(t). Ce découpage étant unique pour une entrée dont les E, sont

suffisamment distants dans le temps sera désigné par : D.T.S (U(t))

D.T.S. (

H 1
e3 + e6 B e3

Soit le circuit asynchrone séquentiel de la Fig. 14,

X
s
X = 1. la V.B.T. associée 3 ses entrées primaires
~ .
m
9
L]
Q = . la V.B.T. associée & ses boucles de réaction.
9,
X4
= i

Figure 14

8

F(Q,X) l'application B.T. décrivant le fonctionnement réel du circuit

combinatoire que l'on obtient en coupant les boucles de réaction.
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On veut calculer la réponse de ce circuit pour une entrée donnée

u, () .
u(t) = . (Uev)
U, (t)
L'algorithme donné ci-dessous peut &tre appliqué sous les conditions
suivantes

CONDITIONS 1

1) Aucune entrée ne varie tant que le circuit évolue.

2) Tout changement des entrées doit se produire aprés la 'stabilisation"
du circuit, c'est 3 dire toute variation des entrées doit &tre suf-
fisamment éloignée des variations antérieures des entrées primaires

et secondaires pour qu'il n'y ait pas d'interférence. .

3) Le circuit doit ne pas comporter des cycles : cette condition ne doit
pas &tre nécessairement remplie pour pouvoir appliquer l'algorithme.
Néanmoins, une fois que le circuit se met & osciller on ne peut pas

continuer 3 simuler en variant les entrées 3 cause de la condition 1.

ALGORITHME B

1,2 K 0 i m
1) Caleuler D.T.S (U(t)) = (U5,U%,...,U") et U = |i-f e {,B}
]
Un
0 _ - e _ . MO
tel que U; = I si v§ (U,) = 1, sinor U; = B.
i i i
Si un état initial n'est pas précisé, alors chercher
n
QO e {I,B} tel que F(QO,UO) = QO .
Faire p := 0 1 :=1
2) Calculer F(QP,X) = Qp+l pour p = 0,1,2... et X := ut jusqu'a stabili-
s

S .
sation : F(Q l,Ul) = Q
S

Garder Q +
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3) 8i i < k alors faire
- 0 Vl , + Si
(Q7:= |:. |,00 v, = {I si vs" (Q ) = 1, B sinon} ; i := i+1;
A
n

aller & 2)); sinon s'arréter.
Sl 82 Sk
La réponse est donnée par : Q ~a Q "a. aqQ

Démonstration :

Les trois propositions suivantes démontrent complétement l'algorithme

S. . S.
Proposition 7 : St F(Q LUt =t

. S. S.
eV, @t e Vn),alors vsT(Q ¥) est un état

stable pour 1l'entrée vst (u*).

Démonstration : Si FI

est le P.B.T. décrivant le fonctionnement idéal du circuit com-
binatoire que l'on obtient en coupant les boucles, on a Par la pro-
position 3
S. . S.
I, + +
prevst (@ ), vsT wh ) =vst @)
S

Proposition 8 : La Q.B.T. @ v caleulée aprés application du pas. 2) de 1'algorithme,

est la réponse réelle du circuit 4 partir de l'état initial QO et

de 1'entrée U°.

Démonstration :

Dans ce cas, le circuit de la Fig. 14 est équivalent 3 sa présentation
spatio-temporelle. Fig 15

T i L

R

L.“:::;‘ : E —
j—— > ::::::’JL ______ _.::‘—::2 =
Q° Qt Q
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Le calcul itératif nous donne successivement les réponses des éléments de

la chaine.

Si le circuit réel a un état stable par l'entrée Ul et & partir de QO on

S. S. . S.
< .. .., . i i i 1
trouvera aprés un ncmbre fini d'itération, Q tel que F(Q ~, U ) = Q

ce dernier étant la réponse réelle du circuit.

7 o
Proposition 9 : La réponse réelle du circuilt est domnée par § ~ o @ ‘o ...0Q k.

Sl 82 Sk Sl 82 Sk
Démonstration : I1 faut démontrer que : F(Q ~"a Q “a ...aQ , U) =Q "aQ "a...aQ
S

z P - - 7z l ~ .
Q 1 est la réponse réelle du circuit pour l'entrée U™ a partir de

S s S
z - l
1'état VS~ (Q 7)) : F(Q Y, ut) =g *
S
On veut calculer la réponse du circuit a partir de 1'état VS (Q {)

pour l'entrée vl o U% c'est 3 dire on cherche Qx (QX e V) tel que

_ _ S
\'S Qx = VS (Q l) et P(Qx, Ula U2) = Qx. (Qx est unique le fonec-

tionnement étant déterministe).
1 2
U aU
S

9 1

La condition (2) page 98 signifie que le découpage de

relatif & (t ) ol t
+ Sl - 2
tl € ]SS @ T ) SS (U )L est fiable pour le circuit.
S
Mais, &tant donné que SS (@ 2)> SS(UQ)on en déduit que le découpage

1 H

1., 2 1 2
( v ; v ) de \U a U est fiable pour le circuit
S S S S
1 2 1 2
Q Q Q "aQ
(combinatoire).
S S S <
On aura donc F(Q locQ 2,;Ul<xU2) = Q 1 a Q 2 étant donné que
S S S S
2
F(Q Y, uh) = et F(Q 2, U%) =0
S S

rd 2 Pl ” P . »
Par conséquent, Qx = Q 1 a Q . Le résultat se généralise facilement.
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EXEMPLES

Dans ce gui suit on illustre l'algorithme par un certain nombre d'exemples.
Les résultats sont donnés par des tableaux dont les tétes de lignes correspondent

aus équipotentielles et les t@tes de colonnes aux entrées primaires.

Exemple 8 : Soit le compteur asynchrone mod2 décrit par le tableau 2. Le circuit

élaborant et est donné en figure 16. Les oftes sont des NAND
q, q, g 1o P

ayant les mémes paramétres dynamiques m = 22nsS,n = 1S, dm = dn = 5ns,

1
ql q2 X X
00 01/0 00/0
11 10/0 11/0
TAB.2 k
01 01/0 11/0
10 10/0 00/1

Dans le tableau 3 nous simulons le fonctionnement pour
x = 0+100 + 200+300"'

On trouve

S B S 159
1 2
Q = Q =
37 137'+159
S I S 337!
3 4
Q = Q =
2521 B

. 153+ 337" i
D'ol la réponse : Q = ‘ 1 l
37137'+159+252"
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(Pour ne pas compliquer le schéma, une sortie secondaire est désignée par

Qi et les entrées secondaires correspondantes par q:).
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L'ALGORITHME B SANS COUPER LES BOUCLES

t—

I1 n'est pas difficile de constater que la cétection d'un ensemble de
boucles n'est pas nédcessaire pour l'application de l'algorithme précé-
dent. Nous en donnons une autre version qui peut &tre utilisée quand

la détermination ¢'un ensemble de boucles rn'est pas évidente:

ALGORITHME B!

Soit U(t) la Q.B.T. qui détermine les entrées.

1) calculer 1a D.T.5 (U(t)) = (ut,u%,... US).

Numéroter les équipotentielles du circuit 1,2,... r sauf les en-
trées et associer & leur ensemble ure liste de r Q.E.T. simples.
0
U3
o L

i 9] . - <
caleuler U0 = e {1,8}" tel que CZ = Isivs (U, (2))=1

sinon UQ = B.
i

Chercher un état glcbal stable (si celul-cil n'est pas dornné), c'est

< g . 0 ¢ .G _C N N .

d dire une liste L~ = (f1, fl,..., £ ) ou.f.¢ {1,8B} peur 1L187r
12072 r i

tel que si on calcule la Q.B.T. pertée par
¢

o b

13 &r 3 partir des éléments de la liste L7 et de U~ on ia trcuve
égale & fj'

*

J 3

pour 1&£ 3 <r et & partir des éléments de la liste L~ et de U™.
0

R 1 s 0 % C e 0 £
Si £ 2 fj on remplace fi par f. dans la liste L . On répcte ce
~ -~ -
S.

processus jusqu'd stabilisation. Soit L = = (f

2) On calcule la Q.B.T. simple f portée par l'équipotentielle j

ainsi obtenue. Or mémorise la (.B.T. générale Q ~ dont les compo-
S.

P - . i .
santes sont les é&léments de l& liste L corresporndant aux égquipc-

tentielles des sorties.
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3) Si i < k alors faire

w® iz (v v ,... V) ol V. =T si vst gl = 1, V. = B sinon;
J

i := i+1; aller a 2))3

sinon s'arreter

S S S
La réponse est Q 1 a Q 2 ¢ ...00Q K
Exemple 10 : Scit la bascule R-S de la Fig. 17 dont les portes sont des NOR ayant
m= 12ns n = 8ns dm = 4ns = dn'
‘ " R 050" o
On veut calculer sa réponse U(t) = | = I pour L'= (I,R)
S 100+150"
0 50" B B
D.T.S (U(t)) = (l l 3 ’ 5 ;‘ ‘ )
B B 100 150"
On trouve
1 2
L™ = (8'; 20) L™ = (B3I)
L3 = (120; 108") L = (1,8)
R 1
Figure 17
Rz 27772 + t
0 50 : 100 150
0 50 100 150
ZI77777772 77777 7777777777777 77
1 8 120

20 108
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Soit la bascule J-K SN74H72 (31)

des NAND

Exemgle 11

74H01 ayant m = 10ns n = 7ns d_ = d = 4ns.

cl 5
Fig. 18
On veut calculer la réponse de la bascule pour
Ul' C 50+70'+150-170'+250-270"'+350-370"'+450- 470"'+550-570"
u(t) Uyl =19+ 0+100'+200-300'+5CC
US K 100+300'+400+ 500"
s . ' 2 0 _
3 partir de 1l'état g =1
On a
B 50j 70" B 150 170! v B} ,250; ,270'
D.T.S. (U(t)) =¢lo ] s fT )41 [ ]i003{ B[ 5 B |3 |200]; I
B B B 100 I I I
350 370! B us5C 47¢! B 550 570"
;| Blsf B ;I B B sf B [sf500lsd T 1511 )
B B 400 | I I 5001 ' E B

Nous montrons au tableau 4 comment on procéde

de la Fig. 18 dont les portes sont

B
300
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On trouve (Fig. 19)

204'+2387+504'+587

O
n

197+ 304'+497+604"

O
1]

(On désignera par Q la réponse qui dans le circuit icéal est le cemplé-

ment de Q).




Définition 12

Définition 13

Notation On
de 0
de 1

Si

est fiable et que l'on en a complétement simulé le

-109-

On appellera le fonctionnement d'un circuit asynchrone séquentiel

fiable si les conditions 1 et 2 de 1l'algorithme B sont remplies.

Soient les applications

L. : {e.}

_ .
+ ilier U Tel} g~ 11,8}

L : {e.} U {e!?l.

- 1 " ieR i ieR > 1.8}

telles que L, (x) I si x est un échelon, B sinon

L (x)

I si x est un contre-échelon, B sinon

désigne par fléche montante (4) le fait qu'une dquipotentielle passe
d 1 et pour fléche descendante le fait qu'une équipotentielle passe
a o.

on suppose que le fonctionnerment d'un circuit

asynchrone séquentiel

fonctionnement, on peut

cécrire celui-ci par un tableau de transition ou un systéme d'équations.

Nous illustrons d'abord 1l'idée par un exemple.

ExemEle 12

fonctionnement dans l'exemple 9.
pouse ne dépend que de 1'état présent et des

On peut alors décrire son fonctionnement par

Soit le compteur mod2 asynchrone dont on a compldtement simulé le
Son fonctionnement étant fiable, sa ré-
fronts des entiers primaires.

le tableau 2.

B,B B, +° % B,B
-------------------------------------- TAB. 5
8,1 B,I 290, 1350
I,B I,B 7%, B
. . IS :
. 1,1 > I, 77%x0 1,1
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Ce tableau est équivalent au systéme d'équations

L (x)g, +L (x)(q, g! +4d' q ngx' +q q' 7%
+ 1 - 1 32 1 32 1 2

%

T37x tq; 9, T52x')+ L (x) ¢

n
[nn)
~~
kg
Nt
—~
e
= -
Yel
N
4
fa)
'_J‘-
e

Q= L, q

~
1 72

ou d1» 9 e {I1,B} et le doublet (ql, qz) désigne 1'état présernt

e, U ',
X € .kl}iER {el}IER

Ql’ Q, efe.} U {e!} {1} U {B};, le doublet (Ql’Q2) définit la

i7ier ifier U

- s 4
réponse réelle.

On peut vérifier que l'on peut calculer la répcnse réeile d partir

du tableau ainsi qu'd partir des équations

Pour U(t) = 0-100' + 200+300' QS =B, QS = B or &
D.T.S. (U(t)) = (0; 100'; 200; 300') "
1

1
w
~J

PO b

;
Pour (ql,q2) = (B,B); U 0, on trouve Qi = B Q

Pour (ql’qQ) = (B,I); U° = 100', on trouve Q? = 1g¢ Q; = 137'+159
3 ) 3
Pour (ql,q2) = (I,I), UY = 200, on trouve ¢, = I Q2 = 2527
- 4o Lo N
Pour (ql,qg) = (I,B), U = 300", on trouve Q, = 2337' Q. = B
L &

D'od Q, = 159-337! Q2 = 37-137' + 154252

1
Cette exemple montre comment on peut décrire le fcnctionnement réel
d'un circuit séquentiel asynchrone dont on a complétement simulé le
fonctionnement fiable; c'est & dire dont on conralit la réponse & par-

tir de tout état et pour toute variation des entrées.

Si on suppose que deux entrées du circuit ne peuvent pas varier si-

multanémert (une seule peut changer de fagon croissante ou décrois-
. . . m

sante, les autres restant invariables) on trouve qu'il y a m, 2 va-

riations d'entrées possibles pour un circuit & m entrées. Pans ce cas,
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le tableau de transition décrivant le fonctionnement réel d'un circuit
séquentiel asynchrone comportera s lignes (ol S est le nombre d'états)

m
et m. 2 colonnes.

Exemple 13 : Pour la bascule R-S de l'exemple 10 on a les tableaux de transition

6 et 7 d'ol on obtient les équations

_ 8, .20
Q =L, (R)q TR" + (L_ (R) + L_ (S))ql + L, (8) (q; + qf T778)
Q, =L, (R) (q! 7°%R + q.) + (L (R) + L (38) + L, (s) 1°8
2 T P+ 0 Gy 92 - - 9 T by
R,S
a, 4,1 4,B +,1 +,B 1,4 I,v B,+ B,+
B - B — B - - 205 g
I - %R - I - - I I
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I1 est clair que l'utilisation des tableaux ce transition ou des sys-

tdmes d'équations définis ci-dessus, devient partiellement intéressante

dans

fois

teur

Exemgle 14

le cas ol le méme élément séquentiel asynchrone apparait plusieurs

dans un circuit dont on veut simuler le fonctionnement.

Dans l'exemple qui suit, on fait la simulation temporelle c'un comp-

asynchrone MOD4 construit & partir de bascules R-S.

Soit le compteur asynchrone MOD4 décrit par le taebleau 8. Le circuit

é€laborant 97595295 construit & partir de bascules R-S dont le fonc-

tionnement est simulé dans l'exemple 10, est donné en Fig. 19. Les

portes sont des NOR ayant m = 12ns, n = 8ns dp = dr = 4 rs.
On simule son fonctionnement pour x = 0°10C' + 200+3C0"' + 40C-500" +
+ 600+700' & partir de 1l'état
0 B
Q = IB (tableau 9)
B

41595593 x %!

oo owo ¢ oo

o o o

o e o

————————————————————————— TAB. 8
011 001/0 011/

o oot e

o ot oo

S e e
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T 4
4 5 R 49
Q2 . 7
9 20
h————
_ 5 X 4 ‘54
9.
%
o
x i 4 -
R | QA
L2 R,
{4 16
S
40
X A 3
q 2 12 Pa »—2—-Q3
x,_1 -
Y ;h‘-r:5i>> S3 |14 5,
9 4

Figure 19
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3.3. Les bascules synchrones

Une bascule synchrone est un bistable d une entrée privilégiée
(horloge) dont les sorties ne changent que juste aprés le front montant ou
bien le front descendant de cette entrée. On appellera ce front, front
d'excitation de la bascule. Le signal horloge est périodique et tel que le

circuit puisse se stabiliser entre deux fronts d'excitation successifs.

Nous simulons ci-dessous le fonctionnement d'une bascule D synchrone.
A remarquer que les sorties changent juste aprds le front montant de 1'hor-
loge, son front descendant ne provoquant aucun changement des sorties. Par

contre, la bascule J-K de l'exemple 1l a le front d'excitation négatif.

Exemple 15 : Soit la bascule D, SN7474 (31) de la Fig. 20 dont les portes sont

des NAND ayant m = llns,n = 7rzss,c1rr = dn = 5ns. On veut calculer la réponse

4

Q = ! d partir de 1'état global LO:(B,I,I,I,I,B) pour l'entrée
Q2
c 50+80'+150+180"
u(t) = =
ol 0-100"

Le tableau 10 donne les résultats obtenus par application de l'algo-

rithme_gl.

On trouve : Ql = 68 +175"
Q2 = 75'+168
r>——-1
}‘ 2
C 6 @

|
T

I ‘ Figure 20




Notation :

de réels périodique C, dont les éléments correspondent aux fronts d
)

tation : C = (CO,C
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B B 50 80" B 150 180!
. s a1 xowe e s
. s sw 11 ame s s
. ir a1
L T e e
T T
oy 11 xme e e mus Lt
we m e e rx awss
TAB. 10

On peut également décrire le ferctionnement® réel des bascules syn-

chrones par un tebleau de transiticn ou un systéme d'dquations sous la

condition suivante

CONDITION 2 :

Soit t 1'instant ol se produit le front de l'horlege qui excite la

bascule, alors les autres entrées doivent aveir ure valeur stabilisce
pendant un intervalle de temps [tC-Atl, tO+At2] ol les paramétres
Atl, At dépendent des caractéristiques technclogiques de la bascule
(voir par ex. (31)).

Etant donné que seulement les fronts montants ou biern les fronts descen-

dants d'une horloge activent le circuit, on la représentera par ure suite

+
Cionns C.eR,reR

IERRRE

Ci+l = Ci+ r
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C....) une horloge.

Définition 14 : Soit U(t) une Q.B.T. simple et C = (CO,Cl,... 5

Alors 1'échantillonnage de U(t) suivant l'horloge C sera une suite Uc(t)

définie dans {ei}igR u{B} :
.0 1 i
Uc(t) = (UC, Ugseees UC,...)
ol ‘ ‘
i _{eci Sl.U(Ci) :_l
c - .
sinon
Exemple 16 : Pour C = (0,10,20,30,40,50,...)
- ' v
U(t) = eg e15 * g €35 ¥ &y
Ue(t) = (Bseyge)p0e,058, 02850285057+ +)

On étend la définition précédente pour une Q.B.T. générale

Ui(t)
u(t) = . : L'échantillonnage de U(t) suivant une horloge

u_(t)

n

_ v . L2 iU, (1)
C = (CO, Cl""’ci"") sera la sulte générale. 1o
Uc(t) = (f. )
U (t)
. ne
]
®5 €37 T ©73
Exemple 17 : Pour U(t) = '
! 1
€7 €22 T 35 52
et C = (0,10,20,30,40,50,...)
Bl (%10 {%20] 1301} B B B 1 (%70
Up(t) = ( 5 5 5 ; 5 5 5 5
Bl e €50 B eqo e50 e60’ B
g0 €50
; ; Dt )
B B
N.B. Dans le cas ol la seule entrée du circuit est son horloge C = (CO’Cl""’ci"")
1'échantillonnage de cette entrée sera par définition C, =(ec > €0 srres €0 sees )

0 1 1
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Les deux exemples suivants montrent comment a l'aide du formalisme

introduit on peut décrire le fonctionnement des bascules synchrones.

ExemEle 18 :

La réponse de la sortie 9 de la bascule D dont le fonctionnement est

simulé dans l'exemple 15 est décrit par le tableau 11 ou bien par

1'équation

8

_ 1
Q, =L, (DO) (T

1
(On pose : L, (B) = B )

ou q, est défini dans {I,B}

Ql est défini dans {I,B}(J{ei}isR U{e!}

(D) *+ ;) + 1L, (DD q; T

25

|
i“ieR

Pour le meme exemple on donnait

C = (50,150,250,350,...)

- 1]
D =e5 100

((D')C)

Pour calculer la réponse 3 partir du tableau ou de l'équation on

évalue D, et (D')C

c
Do = (eggs By By Byent)
! =
(D' = (By e150s €502 ©3502°

)




ExemEle 19 :

Par état initial q, = B, Do =

IV - 43

! =
eso,(D )c B
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1 18 -
Ona Q) =L, (egq) Toegy = egq

= = ' =
Pour q, I’ Dy, B,(D )C €150 OB @

2 _ 25_, - At
Q) = Ly (eygg) Teis0 7 8495

= = ! =

Pour q; B, Dc B, (D )C €50
3 _
Ona-Ql—B
D'ol la réponse Ql o Q2 o Q3 & .. = e__qae! ¢ Ba B...= e e!
1 1 1 68 175 68 175

La réponse de la sortie q, de la bascule J-K dont le fonctionnement

est simulé 3 l'exemple 11 est donnée par le tableau de transition

TAB. 12, ou par 1l'équation

Q

1

_ 34 , 27
z ql( L, ((K')C))+ L, ( KC) T (KD )+ qi L, ( JC) T4

t 1] 1 Ve
A N WK B UKD 2 (T K
B B T27(JK') B T27(JK)
Cc : C
I I 1 IR LTI
c C
H
TAB. 12

Nous calculons 9, a partir de 1l'état initial q,

pour J = e

+ e

€ 500

1
200 €300

1]
T €400 ®s500

=1




La réponse
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c = (70, 170, 270, 370, 470, 570, 670,... )

précéderte.

comme dans l'exemple 18, 3 l'aide de 1'équation

On a :

Jo = (eg0s Bs @yg0s By By eggqs egpgs ©qgpsets)

KC = (B, €170% €970° B, €,70 B, B, B,...)

' = )

(K)o = (eqqs By By egg0s By €g0s €gpgs €gqgsees)
_ 1 _ 1 _ . 1 .

Pour q, = I, JC = e7o, KC = Bon a: Ql =1
_ 2 _ 2 2 _

Pour q, * I, JC =B , hc =eggona Ql = ey
- 3 _ 3 _ 3 _

Pour q; = B 4 Jo T epgpufe T eggg 0m a7 fggy
- 4 b . C

Pour q, = I, JC =B, KC = Bon a: Ql =1

Pour = I JS = B K5 e on a- Q5 = e!

9 Ve T F e Re T S0 PR G X1 T Ssou

- 6 _ 6 _ ‘ 6 _

Pour ql =B , JC = 6570’KC = Bon a: Ql = e597
- 7 . 7 _ . 7T

Pour ql =1, JC = 867O’KC = Bon a: Ql =1

= ' 1 = at
Q=T aejy, Gejg alaeg, adegg al = ey ¥

-120-
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4, SIMULATION DES SYSTEMES SEQUENTIELS SYNCHRONES

Les systémes séquentiels synchrones étant un cas particulier des sys-
témes séquentiels asynchrones, on peut utiliser les algorithmes B et B'

pour sinmuler leur fonctionnement.

Une simplification importante en est cependant possible si on suppose
que le circuit a le temps de se stabiliser entre deux fronts d'excitations

successifs de l'horloge. «
.1

Soit un circuit séquentiel synchrone dont X = |. sont des V.B.T.
X
m 41
associées aux entrées (l'horloge exceptée). Associons la V.B.T. Q = |.
G

d l'ensemble des sorties de ses éléments de mémorisation synchrones.

Nous supposerons que le fonctionnement de ces derniers est donné,
soit par leur schéma logique et les paramétres dynamiques de leurs portes,
soit par un systéme d'équations ou un tableau de transitions comme dans le
paragraphe précédent. (Dans ce cas, on doit supposer que la condition 2

doit etre vraie pour les éléments de mémorisation).

ALGORITHME C

Soit U(t) la Q.B.T. déterminant les entrées et C = (Cl’CQ""Ci")
l'horloge. »
UO
1) Calculer la D.T.S. (U(t) )= (Uh,u2,... ) ex 1% = 1] ¢ (1,3}
UO
m

tel que Ug = I si VS_(Ui(t» = 1, sinon Ug = B

Numéroter les équipotentielles du circuit (entrées et horloge excep-
tées) : 1,2,...r et associer 3 leur ensemble une liste de r Q.B.T.

simples L = (fl,... fr)'

0

q

.. 1
Choisir QO = d g-{I,B}n et calculer LO = (f§="' fg) pour

. [ O

9y

horloge inactif 3 partir de QO et uY.

Faire i := 1
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i

i 991 . : 0 i . .

2) Calculer Q = . d partir de L™, U” et C et ensuite L &
it
q,

partir de Ut et Ql. Garder Ql.

=

N . oot eivs
l,'\12,...vr) ol VJ = I sive (f;): 1,

3) Si i< k alors faire (LO:= (v

-

Vj = B sinon; i := i+l; aller 3 2)); siron s'arreter.

La réponse réelle est Ql o Q2 o ....(ka.

N.B. Dans cet algorithme, pour avoir un critére d'arrét commode, or suppose que
l'horloge s'arréte aprés 1l'échantillonnage de la réponse du circuit die & U
Si cette supposition n'est pas faite, il faut changer de critdre d'arrét

puisqu'on risque de ne pas trouver une réponse périodique éverntuelle.

Exemple 20 : On veut simuler le fonctionnement du compteur modl3 (22) de la Fig. 20
dont le fonctionnement idéal est décrit par le tableau 13. Les pertes

sont des NAND avec m = 11ns n = 7nS et les basculés sont des J-K

SN747C (31) dont le fonctionnement est décrit par les équations

7

(7o)

O
"

q(L (K")

18, ., ‘ 2
N o +L+(KC) T (KL) )+ g L+(JC)T

27 . . 18, -
qL+(KC)T (KC)+q (L+ (g )C)+L+<J)c T (uc) )

o
"

(o0 Q est la réponse de la sortie qui dans la bascule idéal correspond au

complément de Q).

On donne C = (50,150,250,350,450,...)

Nous simulons son fonctionnement & partir de 1l'état Qg = B Qg = B
Qg = B QS = B dans le tableau 14.
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TABLEAU 13

ETAT PRESENT ETAT SUIVANT
Q Q, Q Q Q, Q, Q4 Q
0 0 ¢ O 0 0 0 1
0 0 0 1 0 0 1 0
0o 10 o011
o0 11 o100
9100 o101
G101 o110
R
0 1 1 1 1 0 0 ¢©
Too0o0 1001
Too1 1010
TR
To 11 1100
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On peut décrire le fonctionnement d'un circuit séguentiel synchrone
3 1'aide d'un tableau de transition ou d'un systeme d'équaticns si les
conditions 1 et 2 sont remplies. Le tableau de transition comportera 2"
colonnes si le circuit a n entrées (l'horloge exceptée). En fait, dans le
cas synchrone ce ne sont pas les fronts des variations des entrées qui in-
fluencent 1'évolution du circuit mais les valeurs portées par certaines

équipotentielles & 1'instant de 1'échantillonrage.

Toute évolution se produit juste aprés le front d'excitation de

1'horloge qui sera utilisée comme référence pour déterminer les sorties.

Exemple 21 : Nous donnons le tableau de transition et le systéme d'équations dé-

crivant le fonctionnement du compteur modl3 de l'exemple précédert,

La variable x du tableau 14 est définie dans l'enserble

(eco, ecl, eci,....) ol C = (Co> cl,..., ci,...)

A partir du tableau de transition on trouve les E€quations

18

Q, = q! T27x + g1 '+
1 9 95 493 9 4, 9, 95 9y X q

g

RO -

1

) 27 18
Q7ay 9y q T Xt 9 q (4] 9t g ay) TR a9y (a3t ay)

27 18
t 1 1 1 v
Q3 (ql + q2) (q3 q T'x*qyq, T x tq, 94)

S , oy 27 18
Q, = q, (ql + q2) 7% + (qi + qé) q, T x!
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TABLEAU 14

9, 95 93 4 X

BBBB B, B, B, °'x
sesr oss, P, %0
cpre omoen

e e e e e e T - e

BIBSB B, I, B, 7°°x

N 51 2, 0
A
srrr e e,
trss nm s e
g
s noen ok
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CHAPITRE V

RESEAUX DE TRANSITION

1) RELATIONS DE TRANSITION

1.1. Définition

Définition 1 : Etant donné un ensemble P, une relation de transition sur P, con-

Lemme 1

. - . . +
sistera en la donnée d'une application f : P x P > R x v, -

On appellera l'ensemble support, P = {pl,pz,... pn} , ensemble de
places.

. . e +
Soit une relation de transition f : P x P > R x V+, sur P.

N +
Alors le doublet f(Pi’pj) = (kij’wij) ol kij e R, wij eV, sera

interprété de la fagon suivante
"Une transition de P; a pj peut se produire tous les instants t tels

que q)ij (t) = 1; la durée de cette transition sera de kij unités de

temps".
1.2. Composition des relations de transition

Considérons 1l'ensemble T_ x V,. Comme tout élément de T_ est un
endomorphisme de V, pour la multiplication on peut définir le produit

semi-direcct : (Sl’xl) % (32,x2) = (sl 0 Sys Xg (sl x2))

ou s,,8, € Vo Xps%y € V+.

(T x Vs %) est un monolde.

Soient (pi,pj) et (pj,pm) deux couples de places d'une relation de tran-

sition et (kij, wij)’ (kjm’ wjm) les doublets décrivant les transitions

correspondantes.
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Alors le prodult semi-direct

-k k. -( k.o tk.. )

i] N ]| - U oim ! 0 .
(T s wij(t))* (T 5 wjm(t)) = (T s W, o () LTS (t+]\ij))

1) J
1 x 7 . . . ] . ]! . + ’. . -._‘
nous décrit par le doublet (ki] + k]m, Vlj(t) J]m(t klj)) la transi

tion composée de 15 a P, en passant par pj. En fait, kij + kij est le

retard total que prend la transition composée, et la G.E.T.

wij(t) ij(t + kij) nous donne par les intervalles ot elle vaut 1 les

instants auxquels on peut quitter p; pour er atteindre P, (en passant

par p, aprés kij + kjm unités de temps). Le résultat précédent se gé-

néralise facilement

Soit (pi > Py ) (p
1 2 2 3 r-1 r

P x P.

Alcrs le produit semi-direct.

K. 5 . k. .
(1 *1 l2, v, C (1)) x (r T2 Yz, L)) 2oL %
_l, 12 s 12 ,_L3
Ry
(t "r-1° "r, wi 5 (t)) définit la transition composée & partir
r-1, r
de p. 4 p. en passant par les places p. ,... D.
i i i i
1 r 2 r-1

Soit (s,x) € T_ x v, (donec s x € P-)

Lemme 2 :
Alors l'application y : T_ x v, > P_ définie par x (s,x) = x s est un
épimorphisme du menoide (T_ x V.o %) sur (P_, 0).

DEMONSTRATION : C'est un résultat bien connu de la théorie des monoides.

Remarquons que l'applicationy :7T_ x {V+— {E}}-*{E_‘{BTO}}

est une bijection tandis que tout doublet (kij’ E) a comme

image BTO

> Py ) une chaine cde doublets de
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Etant donné que tous les doublets (kij’ B) sont interprétés de

la méme fagon : 'une transition ne peut pas se produire’ il en
résulte que l'utilisation du monoide (P-,0) simplifie le calcul

de la composée d'une relation de transition.

La composée d'une relation de transition et sa fermeture peu-
vent Stre calculées par des méthodes données dans (25) en

utilisant comme algébre de renseignement (G_, +, 0).

2) PROPAGATION DES MARQUES DANS UN RESEAU DE TRANSITION

2.1.

Définition 2

Définitions

. Un réseau de transition sera par définition le triplet (X,P,f) ol

X : ensemble fini de V.B.T, X = {xl,x2,.. X } , appellées variables

de contrdle ou variables d'entrée. On désignera par X également la

1
V.B.T. générale

Xoe w

m

P : ensemble fini d'objets appelés places (P = {pl, Pys P 1)

f : une application f : P x P =~ R+ X CF‘(X)‘oﬁ SF’(X) est l'en-
semble des P.B.T. de X.

Au triplet (X,P,f) on associera un réseau dont P est l'ensemble
d'articulations et la branche (pi’Pj) porte f(pi,pj). I1 est
d'ailleurs clair que pour chaque X appartenant a V, un réseau de

transition définit une relation de transition sur P.

Les réseaux de transition servent d modéliser un grand nombre de
systémes dont les états correspondent aux places et les conditions
dans lesquelles le systéme évolue d'un état 3 l'autre dans un cer-

tain temps, aux transitions.

Un probléme intéressant 3 voir est 1l'évolution du systéme a partir
d'une place ou d'un ensemble de places. Pour pouvoir suivre cette
évolution on supposera qu'd l'instant O chaque place initiale P;

émet un créneau de largeur unitaire C. Alors le créneau Cwij(t) se
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propage vers la place pj pour l'atteindre avec un retard kij' La
propagation & partir de pj se fait de la méme fagon. Nous appelle-

rons ces signaux marques.

La propagation des marques dans un réseau de transition peut &€tre

suivie de la fagon suivante

On associe a chaque place p; du réseau de transition une V.R.T.

qy telle que :@ soit

qi(t) est la somme booléenne des marques au moment ou leurs
fronts descendants atteignent la place P;- On dira alors que

les V.B.T. g, sont définies par rapport aux places d'arrivée.

soit,

qi(t) est la somme booléenne des marques au moment ol leurs
fronts montants atteignent la place P;- On dira alors que les

variables B.T. q; sont définies par rapport aux places de dé-

Eart .

D'aprés la définition d'une marque comme un créneau, on peut cons-

tater que

1) Une marque est un créneau de largeur variable en général, qui
peut disparaitre pendant sa propagation. Pour gque les marques
aient toujours une largeur multiple de 1l'unité de temps, il

faut que les retards des transitions soient des entiers.

2) Un réseau de transition dont les marques ne périssent pas pen-

dant leur propagation pour chaque X € V+ sera appelé défini.

I1 est clair que la condition nécessaire et suffisante pour qu'un

réseau de transition soit défini est que
n

1 - . ~ _
jEl gij (X) = egpypour 1 £ 1 & n, (ol f(Pi’pj) = (kij’ wij(X))).
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3) A partir d'une place plusieurs transitions sont possibles. Un
réseau de transition qui est défini et tel que & partir de cha-
que place une seule transition est possible & tout instant pour

chaque valeur de X, sera appelé déterministe.

La condition nécessaire et suffisante pour qu'un réseau de transi-

tion soit déterministe est que

Vi (x) Jﬁj (x) =B ,k#3J,1s<1ignetqu'il soit défini.

2.2. Solution d'un systéme décrivant la propagation des marques
2.2.1. Méthode itérative

Lemme 3 : L'équation Q = AQ + QO ou A € GM, A = Haijll et QO est une Q.B.T.
générale, a une solution unique, a* Qs si w(aij) > 0 pour chaque

€lément a.. de A.
13

DEMONSTRATION : Résultat connu (voir par ex. (27)).

Soit un réseau de transition (X,P,f).

Si on suppose que les variables ay associées & p; sont définies par
rapport aux places dlarrivée, les valeurs des as qui décrivent le dé-
placement des marques pour une configuration initiale sont données

par le systéme:

K. . k.. n
{ q(t) = 2x 37 Uy T o q () + qio}i—o U Q5o 7 &g
sl une marque se trouve initialement & la place P sinon Qg = E
k.. k..
Soit A la matrice n x n définie sur G, telle que aij = T ljuzij T




Alors le

La

On

Ce

ExemEle 1:

qui donne : Q = I Q.

O
i

! %10
Q= . QO = fe
qn an
solution de ce dernier est : Q = (A7)

Qi = At Qo pour i = 1,2,...

i=0 +
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systéme précédent s'exprime sous forme matircielle

AT Q + QO , ou AT est la transposé& de A.

peut calculer la solution itérativement en posant

Soit le réseau de transition de la Fig. 1

Figure 1

Le systéme décrivant les déplacements des marques est

2 2
= f i
ql Tx qu + T X' T q3 + qu

= T2 bl T2 + T2 rog? +
92 4 T 4y Ty

ffa)
w
t

=TT XT q2 + T X T q3 + q30
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- At 1 - ot -
Pour x = el + e2 el + e7 e8, qu el, q2o B, qSO B
On a
2
1 \] ' t i
q el F(e2e3+e5e8+e9)1 B (e3e4+e6e9+elO)T R a4
= B + (e.elte elte e! )T2 (e e'+e_elte )T2 B | q
4 2%37%4% ©9%10 3%7%6%9" %10 2
t 1 \ 1 1 1
qq B i B (ele2+e3e5+e8e9)T (ele2+e3e5+e8e9)T_ dq
D'ol on obtient par itération :
1
q, el B B B e6e7 e7e8 B B
- 1 1 '
Q| = B + e2e3 + B +1 B + B +| B + egblo + €118,
1 i 1 n
qa B B e8] eu_e5 3 B B
3 . - 1 1
Finalement : 9 = e toeg g
°g %10
q = e, e t T 5
2 273 Y@
- A
43 - €3 ©5
Note : Le fait que la solution ne peut comporter que des Q.B.T. stabilisées

ou périodiques est justifié dans les pages suivantes.




2.2.2.
(C)
9 910
Soit : = .
(0)
qp 9o

a(O)

11 0"

a(O)....

nl

Sclution par élimination successive des variables

(0)

in ql
() ‘
nn 4y

-135-

Un systéme décrivant le déplacement des marques dans un réseau

de transition. On peut appliquer la méthode de solutiorn par éli-

mination successive des variables propocsée dans (26).

La méthode consiste & obtenir & partir cu systéme initial Q =

q = A(O) qQ+ Qéo)
0 0 (k)
[?’r . ?'r al,k+l N
(k)
o .0 (x)
LBT - BT n,k+1
Qui sont définis par :
(k) _ (k-1) (k-1)
io T Y49 oty O
ag%) - ag%-l) aGk—l)
1] ij ik
(n

La solution est

des systémes § =

a(k)
l,n

-

"(k)
a -y
nn

a(k_l )*)

( kk

0 (akk

(k-1

k3

A(k> Q + Qék) tels que

(k)
910
NN

(k)
nC

. (k-1)

v %0
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Exemple 2 : Soit & résoudre le systéme

q; ¥ by tag; 9 ta,

q = by ta,;q T ay 9

On en obtient successivement

*

x )70 a

all b

1 tlegp tay 0 (e 120 9

»* 0 a

0 (ay, 12 %

+ (a + a

- x
Ay = by Fay; 0(a;)00D 20 T a5

2 21 11 1

2e élimination

b4 * %
0b. + (all) 0 al2O (a22 + anO (all) 0 a12) (b2 + (azlo (all)*bl))

¥ 0 a ¥

q, = (a., + a,, 0 (a 0 (all)6 bl)

22 T @51 11 0 (b, + a

12 21

2.3. Calcul de AX

La méthode de solution par éliminations successives est également une
méthode de calcul formel de la fermeture d'une matrice A de GM’ telle que

)>0.
W(aij) 0

En fait, les solutions & l'exemple précédent se mettent sous la forme

9 °11 €12 by

9, €21 €92 b,
ol

% % % * x
¢jq Tayp tajy 0apy 0layy tay 0 )" 0a)" 0a,) 0aj,

)
1
~~
[
+
o)
o
VY
WY
g
o
)

= (a + a
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*
Alors : all .a12 c1l le
421 Y, €21 €22

On peut donc exprimer la fermeture a* (A€ GM’ W(aij) > 0) 3 partir des

fermetures des éléments aij de A. Dans le cas ou les coefficients des aij

sont des Q.B.T. stabilisées et leurs exposants des rationrels, on peut la
calculer par des méthodes données dans le chapitre II. Alors l'image par
* Pl z . 3 7 .

A" d'une Q.B.T. gérérale stabilisée aura des composantes quil seront des

Q.B.T. stabilisées ou périodiques.
D'ou la proposition

Proposition 1 : Soit A = ”aij || une matrice de G, s W(ai;) > (,telle que tous
(%)

ses élérments ont comme coefficients des §.R.T. stakilisées et
comme exposants des rationnels positifs.

Alors
o a T .
a) On peut calculer A™ en effectuant un nombre Fini d'itératzons

. z . 2 g eae 4
b) Toute image pour A~, d'une Q.B.T. générale stakilisée, aura des

composantes qui seront des Q.B.T. stabilisées cu périocdiques.
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3) EXPRESSIONS REGULIERES BOOLEENNES

Définiticn 3

Définition 4

Proposttion 2 :

Proposition 3 :

+
Soit X une V.B.T. et F_ = {f ;£ g:fF(x), k e R° U {0}}, fF‘(x)
l'ensemble des P.B.T. de X.

Une Expression Réguliére Booléenne (E.R.B.) sur un ensemble de V.E.T.

X sera toute expression que l'on peut obtenir & partir de Fx en ef-

fectuant un nombre fini de fols les opérations : composition (0),

addition (+) et fermeture (%).

Soit (X,P,f) un réseau de transition, X = et A, D tels que

AGP, D& P.

On dit que le réseau de transition (X,P,f) reconnait 1'E.R.B., R(X),

si pour chaque X, @ppartenant El Vz la Q.B.T. R (XO) ei définit

par les intervalles ol elle vaut 1, les instants d'arrivée des marques

d toute place P;s Py € D pour conditions initiales

Nous appellerons A (resp. D) ensemble des places initiales (finales).

L'analogie entre les expressicns réguliéres et les E.R.B. est évi-
dente pour ce qui précéde. C'est pourquoi nous nous limitons 3 énon-
cer deux propositions établissant 1'équivalence entre la notion de
de 1'E.R.B. et du réseau de transition; pour leurs démonstrations

voir (27) page 215.

Toute solution d'un systéme décrivant les transitions des mar-

ques d'un réseau de transition (X,P,f) est une E.R.B. sur X.

Pour toute E.R.B. sur X on peut trouver un réseau de transition

qut la reconnait.
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Exemple 3 : Soit le réseau de transition de la Fig. 2 dont p, est la place ini-
tiale et p, est la place finale. On cherche 1'E.R.B. R(x) que le

Pl <
réseau reccnnalt.

Py
&

Fig. 2

x)

(“

Le systéme décrivant les déplacements d'une marque d partir de est
y P que a p D,

e
[aN
1]

e! + Tx1Q, t TX'TQ
“~

1 3

= ' !
q, ™'1q, + TX'Tq, t TXTqq
TXTQq,
D'ol on obtient
q, = el + TxT1q, *+ TX'T2XT2q
1 1 1 2

2.2
= ! '
q, = TX'Tq, + TR'TQ, T TXT XT q,

En résolvant par rapport a q; la premidre équation et substituant

dans ‘la deuxiéme, on a

2 3 . . 2
q, = x'T ((Tx'r)* ei) + (Tx'(12xT§O(T XYTJXT3) + Tx'T + TXT2XT ) 45
D'ol

x 2 . . * )
q, = (x! (T2XT) 0 (1 X'T3XT3) + TX'T + TXT2XT2) 0 (TX'(TQXT§O T)ei
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Par conséquent
R(x) = (Tx'('r2x'r)’b (sz'r3x13) Fox'T ¥ Txtgx‘tz)xo (TX'(TQXTfO T)

Une méthode indirecte de résolution d'un systéme d'équations décrivant

les déplacements d'une marque consiste & considérer le réseau de transi-
tion que ce systéme représente. Alors la Q.B.T. Vij qui donne les instants
auxquels une marque arrive de la place iniitale 1 3d la place finale pj

est obtenue de la fagon suivante

- Soit o l'opérateur qui correcpond & l'ensemble des chemins qui ménent

de Ps a Pj sans passage intermédiaire par pj.

- Soit B l'opérateur qui correspond 3 l'ensemble des chemins qui ménent

de p. 3 ..
© Py &Py

; = % '
Alors Vij (R™ 0 a) e

L'exemple suivant illustre la méthode

Exemple 4 : Pour l'exemple précédent, pour p; = p,;
5 =pyona

o = Tx'T 0 (TxT)x = Tx! (T2XT)xOT

B = Tx'T + TXT2XT2 + TX'T O ((TxT)xO ((tx'1)0 (TxT)))=

= 1x'T Frxrlxt? 4o (12x1)*o (T2X'T3XT3)
D'ol
(B¥oa)e! = (Tx'T + xrix7? + ' (2x0)¥0 (2x't3x1d))% 2 %
e] = (mx'T + xT7xT” 4 x' (T7%7T)70 (T7x'17x17))70 (1x' (t°x1) T)ei
(Cf. exemple 5)
%1
Notation : Soit R(X) une E.R.B sur X, X = |,
X
m
Nous représenterons par GR l'ensemble
0 o m
= .
Gg = {R(X7); ¥ X" eV, !}




Définition 5
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Soient Rl(Xl) et RQ(XQ) deux expressions R.B.
On dit que Rl(Xl) est inférieure ou égale a RQ(X2)((Rl (Xl)g; R, (X2))

L]
si pour ¥ g, € Gp , BgQ, g, €6y i g € &y Si Rl(Xl) < RQ(Xz)
1 2

et R2(X2) < Rl(Xl) on dit que Rl(Xl) et R2(X2) sont équivalentes.

Les E.R.B. ont l'inconvénient principal des E.R. ordinaires : on ne

sait pas décider si deux E.R.B. quelconques sont équivalentes.

En fait, si on calcule, pour l'exemple 3, et par la méthode suggérée

en page 140, 1'E.R.B. R(x) telle que = R(x) e!, on trouve
que q

o = TX (T2x'1')xo (T2X' (T3XT)xT2)

+

R = Tx (‘L’2X'T)x0 (T2XT2) + TX (sz"c)xo (sz' (TSXT)xO T3

x'T3)
D'old

3

R(x%) B*Oa=(‘rx (sz'T)*O (T2xT2) + Tx (T2X'T)x0 (T2X' (TSX_[)XO

3 3
0 k'K ¢ (TX (’x' 0 %0 (r3x (°x0)*12))

On a d'ailleurs, par le systéme de l'exemple 3
q, = TXTq, d'ol on trouve

. 9}
R(x) = txT 0 (Tx!' (szr)xu (T2X'T3XT3) + TX'T + Tngxr“)xo

0 (Tx! (T2XT)XOT)

Les deux E.R.B. sont équivalentes.

, A et D, deux

Soit (X,P,f) un réseau de transitions, X =

X
m

ensembles de places iniitales et finales et R(X) l'expression R.B.
que ce réseau reconnalt. Alors R(X) définit le quintuplet

(X,P,f,A,D) comme une application VT > V+
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Exemple 5 : Soit le réseau de transition donné en exemple 3 avec A = P, D = P,
= 1 ' 1
Nous calculons q2(t) pour X e + e, €3 toe, eg + e,

R(x) = g* 0 a= Tx' (t%x0)%0 (1% %xt®) + ot 4 TXT2XT2‘)xO

0 (tx! (TQXT)XO T)

On calcule d'abord B(ei)

2 x 1 - 1 1
(1°xT) (el e2) =e, e} te,el
1 2 % [ - '
T x' (1°xT) (el e2) e, e
On calcule R :
B = (e, e!l+te el+e. el)T +e T2 e el T3 + (e, e! + e e')‘tl1L
2 73 4 75 & 78 9 7 78 4 75 6 77

(B 0 B) (e2 eé) =B (e6 e;) = e, eé

(8% 0 8%) (e, el) =B.(e, el) = e

s 10
3 1y = 1 - 1
(Bo R (e2 e3) =8 (e9 elO) = ey els
(B OB (e, el) = Ble. el.)ze, . e
2 73 11 712 13 14

AN - (.0 ¢ R2 0 530 . _
D'ol q, = (T + B+ B+ R +.... +) e, eé =

1 ] -
28 T € g T g ey T ey 8yt =0
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CHAPITRE VI
RESEAUX DE TRANSITION CODES - EQUATIONS SEQUENTIELLES

Introduction : Dans ce chapitre on essale de mettre en évidence les liaisons entre

la notion de 1l'équation séquentielle et celle du réseau de transition codé. Cette
approche a été inspirée par la méthode de Wang,présentée dans (10) et a certaines
analogies avec les méthodes proposées dans (11) et (12). Néanmoins, l'utilisation
de 1l'algébre B.T. nous a permis de voir comment certaines propriétés des réseaux
de transition déterminent la nature des solutions des équations séquentielles et

[

inversement. Le résultat principal est qu'd toute équation séquentielle de n'importe
quel ordre fini, on peut assocler un réseau de transition (sans la transformer en
augmentant le nombre des variables). L'ensemble des chemins de longueur infinie

détermine l'ensemble des solutions.

1) PRELIMINAIRES

Au cours de deux chapitre qui suivent

a) L'algébre B.T. utilisée, sera l'algébre synchrone VS définie dans V-

b) On supposera que les réseaux de transition sont 3 retards unitaires;
c'est 3 dire que toute transition s'effectue en une ‘unité de temps.
Le retard unitaire étant donc sous entendu, on définira un réseau de
transition par (X,P,f) ou f : PxP ﬂ-C;%X)
Nous désignerons par fij(X) le P.B.T. f(Pi’pj) et NoOus sSupposerons
que le systéme d'équation décrivant les transitions d'une marque sont

toujours écrites par rapport aux places de départ.

n
qi(t+l) = .§ fji(x) qj(t) y 1 <1 gn
J=1
Soit A la matrice n x n telle que aij = fij(X)

Alors le systéme précédent s'écrit en notation matricielle

T

Q(t+1) = A % Q(t)
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Etant donné que Q(t) = T Q(t+1) + Qg on en obtient
- T t
Q(t+1) = A % TQ(t+1l) + A % Q

D'od Q(t) = Q + ((At)* (at + Q) (a VD)

~

Pour une valeur X.€ Vz de X et 3 partir d'une place initiale on peut

0
ainsi chercher le chemin (ou les chemins) d'une marque.

REMARQUE 1 : En particulier un chemin de longueur infinie (s'il existe) sera

2 P 00 n
représenté par un vecteur Q € Vs tel que

g t q, q. =B
© = e et g q. =
121 % O i
Exemple 1 : Pour le réseau de transition de la Fig.l il existe un chemin de lon-

gueur infinie & partir de la place P,
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On trouve :

B B B el B
Al = B B el e . Q,= |B
2 6 ’ 0
1
B B e, B e
& e B B B
1 t
eqe, L::] egel
% AL
Q = e.e! ® -
172 TQB T2
el
1
e ez
e,e! &
2 s 2
3 TO 8T
REMARQUE 2 : I1 est clair qu'un réseau de transition correspond 3 un semi auto-

mate (automate dont tous les états sont.observables) dont la fonction de

transition § est donnée par

6(q; > X)) = {qj; fij (X)) =1 }
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2) EXPRESSIONS SEQUENTIELLES DE PREMIER ORDRE PAR RAPPORT A CHAQUE VARIABLL

2.1. L'équation : g(X,Y,T_lY)= e,

2.1.1. Réseau associé

Définition 1 : Toute expression booléenne de la forme

g(yl(t), yl(t+l), y2(t), y2(t+l),..., yr(t), yr(t+l), X)

‘ yl(t)
ol  Y(t) = ) est une variable B.T.
yﬁ(t)
§l(t+l)
X(t) = . est un paramétre B.T.
xn(t)

sera appellée expression séquentielle de premier ordre, par rapport

3 chaque variable (ou d'ordre total r , celui-ci étant la somme des

ordres partiels).

Notation :

Nous désignons par Vr le vecteur binaire 3 r composantes qui représente (en

binaire ) le chiffre décimal V et par mi(Y) = YGX (ce dernier étant le condensé
multiplicatif de Y par rapport & vr (1)). r

Proposition : Soit g(X,Y,T—Z Y) une expressiorn séquentielle de ler ordre par rap-

port a chaque V.B.T. Yge Alors on peut la mettre sous la forme ca-

nonique disjonctive

-1
IoCys(X) mi(2) 7 m(¥)
0<ij<e’-1

ou les Cij(X) sont des P.B.T.de X.
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DEMONSTRATION : Les termes sont disjoints et X m.(Y)'r_lmj(Y) = eg

1
ogijg2t -1

Définition 2 : Un systéme d'équations séquentielles de premier ordre par rapport &
1

chaque V.B.T. est un ensemble d'équations U:.L(X,Y,.“f»l Y) = Vi(X,Y,T_ Y).

REMARQUE 3 : Un tel systéme peut se ramener 3 une équation de la forme
-1 _
g(X,Y, T~ Y) = e
Proposition & : Tout systéme d'équations booléennes récurrentes, de n'importe

quel ordre fini peut Etre réduit d une équation séquentielle

de la forme : g(X,Y,T—Z Y) = ep

DEMONSTRATION : voir (10)

Définition 3 : Soit g(X,Y,T *

y =1
= - n. T (Y
Y) = % ClJ(X) m, (Y) mj( )
ogijg2t-1
une expression séquentielle mise sous forme canonique.
Alors, on peut y associer de fagon biunivoque le réseau de transition

(X,P,f) ol

r
p = {mi<Y>}?

et £..(X) = C..{X).
120 ij i

J

On appellera ce réseau, réseau de transition associé & 1l'expression

séquentielle g(X,Y,T_lY).

Souvent on confondra une expression séquentielle et son réseau asso-

cié étant donné que les deux notions sont strictement équivalentes.

Exemple 2 : L'expression séquentielle‘

- - -1
g{x,y,T tyy = xy'T 1 y'+y'T Tyt x'y T ! vy+yT ! y correspond

au réseau :
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2.1.2. Méthode de solution

r.1
Lemme 1 : Le systéme d'équations {mi(Y) = qi} 2
i=0
21‘—1 21"_ 1
ou {q.} est tel que I q. = e, et Q. g. = B
i . . 1 0 1
1=0 1=0
pour i#j, a une solution unique
2F-1 T B si mj(_:. yi
{y. = I .. Q. } od a.. = {
* j=0 SRR | = ey ginon
oF1 r
DEMONSTRATION : On peut vérifier que {y, = I .. Q. J
e T R B

est une solution. De plus le systéme est équivalent a :
t 1
mO(Y) (qo+ql... tq y o+ ml(Y) (qo+ql+... tq DRI S
2=1 2-1
+

m
r.(Y) (g, tq, +...t q _ +q° ) = B
21 0 2%2 2%

La condition d'unicité de la soluticn decnne (15)

Poury i, 40 < 1i,j < 2f1

Donc le lemme est vrai.

Théoréme 1 : . o e P
R et Tout chemin de longueur infinie d'une rmarque, défini par

q,%*
Q = |. dans le réseau de transition assccié &
Q|
2P—1
L C..(X,) m-(Y)T_l m.(Y)h(otn X ,€ V"), nous définit une solution
R/ T At 0 3 " . i |
0<ij<ox1

. . sy "1 N
de 1l'équation L Cij(XO) mi(f)r s (Y) = e, par le systéme

0<%, <8%1
of
}2F1

I (Y) = q3 }°
=0
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Inversement, toute solution de l'équation séquentielle précédente déter—

mine un chemin de longueur infinie dans le réseau associé.

DEMONSTRATION : Remarquons que

"l - - § _l - B
;; cij(xo) mi(Y) T mj(Y) T ey <> izj Cij(xo) mi(Y) T mj(Y) =

_ - - r -1
<=> ¥1i,jP «1i,7 € 251 mi(Y) T mj(Y) s;.cij(xo) (b VI)

Pour i j arbitraires (0 < i,j < 2%1)

a; = B ou bien q T 1y B Si Qi T g £ B

© -7 o o ~7 o 0o -7 0
T

alors mj(Y) est un successeur de mi(Y) dans le chemin et par conséquent

i Ty < Cij(xo)

r
[e'e} -

pet

Donc la sclution du systéme {mi(Y) = Q3 ) ., est bien une solution de

1l'équation séquentielle.
b

. 0
Inversement soit {yi .

5 une solution. Alors les mi(Yo) satisfont aux

1
inégalités(b VI;sont disjoints et leur somme est e,- Donc ils définissent

un chemin de longueur infinie dans le réseau de transition associé.

Exemple 3 : L'équation : y'Tfl y' o+ y‘1fl v+t oe,! YT_l y + ei nyl y' = e
a comme solutiong !

y = B ety = e

Réseau associé : Fig.

Exemple 4 : Soit 1'équation : F192
-1 -1 -1
.1 ] 1] | 1 <7t <7 !
S0 Y1 Y T ) F ey vy Y T ) t vl v, T (ygyy) 4

1 1, 1 -1 Tey ! vt ok -
% Y1 Yo T T(yiyp) ted v vy T WYY £ yivy T (yyy,) = 9

Réseau associé : Fig. 1
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Solution pour conditions initiales vy = ei » Yo T B (place initiale

t
¥y ¥y)
t
y, = ©1 y. = e, el +e el t+e
1 0 m 2 2 173 4 75 6
T 81
Proposition & : L'équation T C*j(XO) mi(Y)‘flmj(Y) = e, n'a pas de solution st

z cij(x)g; e,

DEMONSTRATION : Evidente

2.1.3. Caractérisation des équations & partir du réseau associé

Définition 4 : Une équation séquentielle I Cij(X)mi(Y) T_lmj(Y) = e, sera appellée
ij

déterministe si le réseau de transition associé est déterministe.

Proposition 4 : Toute équation g(X,Y,T—ZY) = ep déterministe, .a une soluticn

et une seule pour des conditions initiales précises.

DEMONSTRATION : En fait, & partir de chaque place la marque a un et un seul choix

de transition.

Proposition & : Toute équation séquentielle déterministe,

est équivalente 4 un systéme de r équa-

o1 _
z Cij(X) mi(Y) 2 mj(Y) = e

. r
Oz, j<2=1
tions séquentielles résolu :

T-J Y= fk(X’Y) 1 <k £ r et inversement.

DEMONSTRATION : Si l'équation I Cij(X) mi(Y)T—lmj(Y) = e, aune solution unique
1]

s ~1 -1 1 s
par rapport a T Yo T Yoo +oa T yr alors on a par la condition

d'unicité de la solution d'une équation booléenne (15)

Pour j # S,(? Cijmi) (i Cismi) =B => 3 ¢ s, g Cij Cis m, = E =>
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D'ailleurs, la condition d'existence de solutions donne

. = = . . o= => .. =
.; Cij m 0 ; (; Ci]) M €0 g Clj €0
1) 13 J

La solution unique est donnée par
Ifly = N @ c..md= T Y1cC..) m.,od I, = 1l'ensemble des
k . . ij 1 .. ij i k
]€Ik i 1 ]EIK

chiffres décimaux V, tels que Vr a sa k-iéme composante égale a 0.

Inversement, étant donné le systéme

1
Ty, = I Q. m, l1<kgr (c VI)
acigof. <t 1
ol o . = aki(X), m, = m(Y)

On en déduit

r
) -1 ! =1y -
€ ~ [} ( (2 o s m) T Tyt (2 o) m) T yk) =
k=1 1 ;
- 1 )
= O\<i§$2—lmj (aoi, uli"'°> OLQEl,i) mi(Y) T m](Y) = eo

La derniére expression séquentielle représente un réseau de transi-

tion déterministe.

Définition 5 : Une équation séquentielleZCij mi(Y) T_l mj(Y) = e, sera appellée
définie si le réseau associé est défini.
Proposition 6 : Une équation séquentielle définie, L Cij mi(Y) T—Z mj(Y) = e,

1J

Y

est équivalente d un ensemble de systémes d'équations récurrentes du

type (¢ VI).

DEMONSTRATION : Voir démonstration de la proposition 5




Propositio

n 7

DEMONSTRAT

ION

REMARQUE &

ExemEle 5 :

VI - 10 -152-

Une condition suffisante pour que I Cij(X) mi(Y) T—J

oY) = e
g Y

0

a une solution pour chaque XE:V: et 4 pertir de chaque place initiale

est que le réseau associé soit défint.

En fait, 3 partir de chaque place une marque a au moirs un choix de

transition.

Nous n'avons pas pu trouver une C.N.S. sur les cij garantissant

l'existence des solutions & partir de chaque place.

z e s0N 1 2 . 1 1 -1 -1 - 1
Le réseau associé a l'équaticn el y'Ty tYyT Ty Te,n est pas
défini.
Solutions

Place initiale y' : y

"
[¢]

1
D

lace initiale y : vy

Opérations sur les réseaux de transition codés
2.2.1. L'algdbre booléenne des réseaux de transition ccdés

Il n'est pas sans intérét de considérer 1'Algébre Booléenne des
Réseaux de transitions codés.

Au cours de ce travail nous avons eu connaissance de l'article
de Beizer (16) sur le m@me sujet. Ce dernier propose la représenta-
tion d'un réseau de transition codé par un tableau semblable a un
tableau de Karnough que l'on peut facilement déduire a partir de
l'expression séquentielle associée. Il applique ce formalisme pour

traiter le probléme du test d'un réseau logique.

Dé&finition de 1'Algdbre 6 : Sur 1'ensemble

by
. oL
{(x, ﬁni(Y) }i=é , fj }j’ ou sur l'ensemble des expressions séquen-

tielles associées

3

A z C. (¥) m,(Y) i (Y) }. on définit les opérations
ik i k 3

0i, 5251
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Pour : Rl (X,Y) = fg Cij (X) mi(Y) T-l mj(Y)
R.(X,Y) = T C2. (X) m,(¥) T % m.(Y)
2 4 £5 ij i J

1°) Addition (+) @ Ry (X,¥) + R, (X,¥) = I (cij(x) 4 cij(x)) m, (¥) 71

m.(Y)
ij ]

2°) Multiplication () : Ry (X,¥) Ry (X,¥) = I el L) mo(n) T (Y
2 i3 ij 13 1 J
A\
3°) Complémentation('):(RlﬁX,Y)) = I (CJ]Ej

z ) mi(Y)T_lmj(Y)
ij

Relation d'ordre induit : Rl (X,Y) E_RQ (X,Y) <=> Cij(X) E_Cij(x),vi,j,

REMARQUE 5 : Il est facile de voir que

Sa) Deux réseaux déterministes, éléments de l'algeébre, sont incomparables.

(s'ils ne sont pas égaux).

5b) On peut exprimer tout réseau défini comme la somme de réseaux déterministes

et inversement tout réseau déterministe comme le produit de réseaux définis.
5¢) Rl (X,Y) g_RQ (X,Y) <=> "Toute solution de Rl (XO,Y) = e, est une solution

r — m”
de R2 (XO,&) = e, pour ¥ XOE:VS .

2.2.2. Le produit cartésien

L'opération du produit cartésien (20) des réseaux de transition
codés s'exprime de fagon assez simple par une opération entre les ex-

pressions séquentielles associées.

r

2f1 . 281
{mi (Y)) }i=o , £1) et 6, = (X,, {mi (Y,)} iz 0 f

1 2 )

Définition 7 : Soient Gl = (Xl,

2

deux réseaux de transition codés avec Ylf} Y, = g (ol Yl’ Y, sont des

V.B.T. générale & r et s compcsantes respectivement).




Proposition 8 :

DEMONSTRATION :
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On définit le produit cartésien Rl x R, comme le réseau de transition

r+s

- 2 -
Ry x Ry = (X, {m (V) } 5 g

1 , f) avec

- . - « . _ AS . .
X = Xl 9] X2 ; mi(Y)-- mil(Yl) miz(YQ),ou i=2 i i,

. ') m
et f: P xP, x P, xP2+_}-(Xl)xj-(x2)

telle que : £((p;,Pp,) (pi,p;)) = (plapt), £, (PQ’Pg))

Soient deux réseaux de transition codés G, et G, déerits respecti-

vement par les expressions séquentielles associées

-1
R (X,,Y,) = I C..(X. ) mAY.) T m.(Y))
17171 Osi,jSZ-Zwl 771 J "1
-1
R (Xo,Y,) = z ko (X,) m (Y,) T °m (Y,)
272271 06pq$2§ p,q & 'p "2 q "2

avec YJ{]YZ = ¢ Alors le prcduit booléen des expressions RJ(XJ,Y7),

Ry (Xg,Yy) donne 1'expression séquentielle associée au réseau G, x Gg.

to

2
Si on pose Y = (yll,... Yip Vo1 Yog) 1€ produit

-1
. v
Rl(xl’Yl) R2(X2,Y2) donne : z ws,n e ms(-) T mn(Y)
0£s,ng2 -1

aveec § = 2Pp+i W =C..k
s,n 3 pPq

n = 27qH

On peut voir que cette derniére expression est bien celle qui
représente le produit cartésien des résequx associés aux ex-—

pressions R] (XJ,YJJ et R2 (X2,Y2).




Proposition 9 :

DEMONSTRATICN

Proposition 10 :

DEMONSTRATION

Définition 8
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Le produit cartésien de deur réseaux définis est un réseau

défint,

. . . N _
En fait, si les expressions Pl(Xl’Yl) et R2 (X2,Y2, de la pro

position 8 correspondent & des réseaux définis alors

? i3 =&y s 0 £3 «2=1 \
=> (Z C Y (I k Y = e =>
J J P.q 0
et Ik = e ,0<q«<21 0< 5<2%1 0<gq<281
Psq 0

q
> 1 Cij kp,q = % 7 2 S,n = %

0<3 <281 0<n<2" 5L

0<q <281

Le produit cartésien de deux réseaux de transition déterministes

est un résequ déterministe.

Analogue & la précédente.

2.2.3. Projection d'un réseau de transition codé

Yl
Soit Y une V.B.T. générale Y = | . | et T une partition de ses
Y 1 2
i
" ¥ ¥
composantes en deux sous variables Yl = . Y2 = |
;l 2
k “n-k

telles que les composantés de chacune soient équivalentes par rapport

~

& T . On dira alors, que Y est partitionné en deux sous-variables

Yl’ Y2 (noté Y = (Yl,YQ)) et que Yl est la projection de Y suivant Y2

(désigné par Y, = P, (Y) , réciproquement Y, = P (Y)).
1 Y2 . 2 Yl

De fagon analogue, si Y = (Yl’Y2) on désignera par PY (V) 1l'entier
2

qui représente la projection du vecteur ﬁn suivant Y2.




Définition 9 :
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Inversement, étant donné Y = (Yl’YQ) et V, , vecteur booléen 3 k com-

k

posantes on désignera par S, (Vk) l'ensemble des vecteurs booléens

le vecteur V. .

d n composantes qui ont comme projection suivant Y2, K

-1
Etant donné R (X,Y) = L Cij(X) mi(Y) T - mj(Y) et Y2 sous variable
ij

de Y, on appellera projection de R (¥,Y) sulvant Y, (désigné

PY R(X,Y) ) le réseau abtenu a partir de R (X,Y) en éliminant tout
2

yiE:Yz.
Il est facile de voir que
1

P, (I o Coe () m () T m(Y)) =
2 ogijg2fr 13 J
-1
L P (X)m(Y) T " m (Y)
O€r,s <251 ©°S rol s 1
P T €y (0 vE Yy
ies _(r)
n
j eSn(s) k : Nb. de composantes de Yy

REMARQUE 6 : .81 Y = (Yl’YQ)’ alors PY (R (X,Y)) définit une partition ™, sur
e O 1
' - .
l'ensemble des coefficients {Cij} PERPTEIE chaque bloc comportant
22n—2k coefficients (au total 22k blocs). Egalement PY (R (X,Y))
2
P s - . A2n-2k
définit une partition Tys SU le meme ensemble, & 2 blocs de
cardinalité 22k chacun. Le produit T_. T, est la partition 0 sur
! T . .- { T € 58),
l'ensemble {Clj }O~Sl,j-$2gl (voir exemple & page I5%)
Proposition 11 : Soit R (X,Y) un réseau de transition et Y = (Y7,Y2) une parti-
tion de Y
Alors :

PY (R (X,Y)) PY (R (X,Y)) 3 R (X,Y)
1 2
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DEMONSTRATION : I1 suffit de remarquer que le coefficient de m,(Y) 171 mj(Y) de
la partie gauche de 1'inégalité est le produit
(Z C (X)) (L C. (X)) (d VI)
reA ¥ seh SsV
1 2
qul v582 ‘
ol : Al = Sn(PY (i) A, = Sn(PY (i
1 2
= Y - .
B, SD(PY'(j’) B, Sn(PY (3))
1 2
Chacune des sommes du prodult contient le terme Cij(X)' Donc 1'iné-
galité est vraie.
REMARQUE 7 : L'égalité se prodult soi l'expression(d VI)est égale 3 Cij(X) pour

Proposition 12 :

¥i,j 0<i,j<g 2%1. Dans ce cas le réseau de transition correspondant
a R (X,Y) = z N Cii(X) mi(Y) T_l m.(Y) est décomposable en
0<ij <281 J ]

-

paralléle et l'équation séquentielle R (X,Y) = e

(R (X,¥)) = e, P, (R(X,¥)) = e
1 0 Y2

o est gquivalente au

systéme P On dit alors que

Y 0°

R (X,Y) est décomposable pcour la partition (Yl’YQ)'

La signification de la proposition 11 est la suivante : Etant donné
un systéme séquentiel représenté par un réseau de transitions R (X,Y)

(R (X,Y))
Yy

représente le '"comportement' du réseau initial dont seulement les va-

(les y; sont des variables intermes) la projectioan

riables Yl sont observables (Y = (Yl’Y2)) (Cf. Beizer (16)).

Le produit P, (R (X,Y)) . Py (R (X,Y))correspond & une description

1 2

"approximative' du réseau R (X,Y). L'égalité a lieu ssi Yl’ Y2 sont

Y

mutuellement indépendants, ce qui correspond au cas de décomposition

en paralléle du systéme initial.

Un réseau de transition R (X,Y) = I Cij(X) mi(Y) T—Z mj(Y) est
ig
décomposable par rapport d toute partition de Y st {Cij(X) }i 3
3

est un ensemble de fonetions orthogonales.
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DEMONSTRATION : Dans ce cas l'expression(d VI)donne exactement Cij(X) les autres

termes étant nuls & cause de l'orthogonalité.

_ : -1
Exemple 6 : Soit z Pr,s mr(yl,y2) T ms(yl,Yz)
0&Lr«3
0£s €3
. -1
décomposable en z C,. m(y.) T  m.(y.) et
0«igl +J 1ol 17t
0gig1
T k m_(y,) flm(yQ
ospsy P23 P72 q°2
0<q<«l
On a
Coo ® Poo * Fop * Poo + Fip Kso T Poo * For * Fio Py
o1 ® For " Pos T For * Pag Ky T Ppe T Far t Fao * i
C =P + P + P + P, _ -
10 10 30 12 32 kOl = PO2 + Pio + PO3 + P13
Cip FFpg T Fg t Py + Py Kip T Pyt Fpg ¥ Py ¥ Py
D'olu
M= Bugs Pogs Pogs Pogs Pogs Pogs Pogs Poas Prgs Pags Pros Pags Prgs Pigs Pags Fag)
= . . - . p
My = (Bogs Poys Pros Prps Pogs Pops Pags Pays Pros Fogs Pras Poos Pogs Pags Pag)

T.. T, la O- partition sur {Pr }

1 2 ,8 0&Lrg3
0Ls«3
Lemme 2 : Si 1l'équation Rl (Xl’Yl) = ey n'a pas de solution & partir de la place

"/ 3 - ~ N
mi(Yl)’ alors l'éguation Rl(xl’Yl)' R2(X2,Y2) e, (ou RQ(X2,Y2) est une
expression séquentielle avec Yﬁq Y, = #) n'a pas de solution & partir de

" toute place codée par un mondme inférieur & mi(Yl)'
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DEMONSTRATION : Supposons que l'équation Rl(Xl,Yl) R2(X2,Y2) = e, a une solution

a partir de la place mj(Y) (o Y = Yl U Y2) telle que mj(Y)§§1ni(Yl)

~

_ . . "
et que Ri(xl’Yl) = e, n'a pas de solution & partir de mi(Yl). Etant
donné que Rl(Xl’Yl) R2(X2,Y2) = e, = Rl(Xl,Yl) = e, et R2(X2,Y2) = e,

et que Rl(Xl’Y1) RQ(XQ,YQ) correspond au produit cartésien des réseaux

'Rl(Xl,Yl) et R2(X2,Y2) on déduit que l'égquation doit aveir une sclu-

tion & partir de la place mi(Yl)' Absurde.

Proposition 13 : Soit l'équation R(X,Y) = e, et Y = (YZ,YZ) une partition de Y.

3% 1'équation P, (R(X,Y)) = e
Y2 0

la place mi(Yz) alors l'équation R(X,Y) = e n'a pas de solution

n'a pas de solution d partir de

a partir de toute place mj(Y) telle que : m;(Y)g;iﬁi(YZ).

DEMONSTRATION : A partir du lemme 2 et de l'inégalité

Py (R(X,Y)) Py (R(X,Y) ) 2 R(X,Y)
2 1
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3) EXPRESSIONS SEQUENTIELLES D'UNE VARIABLE D'ORDRE SUPERIEUR

I1 est bien connu que l'on peut résoudre une équation séquentielle d'ordre
partiel supérieur 3 1 en se ramenant au cas d'une équation séquentielle d'ordre
partiel 1 par rapport & chaque V.B.T. Nous proposons ici une méthode de résolu-

tion plus directe et moins encombrante.
3.1. Mondmes Canoniques Séquentiels

Définition 10 : Une expression séquentielle d'ordre k d'une V.B.T. simple y, sera

toute expression booléenne de la forme f(X,y(t), y(t+l),...y(t+k))

ol X est un paramétre B.T.

Proposition 14 : Toute expression séquentielle d'ordre k d'une V.E.T.
Y, F(X,y(t), y(t+l),... y(t+k)),a une forme canonique disjoretive
k+1
2-1
z S, (X) M. 7
= i (X) 7,(y) ol
a a o a
_ .0 1 1 _-2 2 -k T
Mi(y)—y Ty Ty ... T Y avec i, . = 0y, Oy, 0,
a., yeto,=1
et y v = { J
y' sinon
DEMONSTRATION . I1 suffit de remarquer que
M(y) () = B, pour i3, 0 ¢ i,5 « 21
o+l
et .§ Mi(y) = e,
1=0

On appellera Mi(y), mondme canonique ségquentiel d'ordre k.

Définition 11 : On dit que la F.B.S. g(t) comporte la séguence Qy &q-e- O, OU

a. €{0,1}, & partir de r, reN, si
i P

o; = g(r+i) pour 0O0<i<gn




Proposition 16 :

DEMONSTRATION

REMARQUE 8 :

Exemgle 7

Définition 12
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Par exemple la Q.B.S. ei t ey eé t e, comporte la séquence 011 &

partir de 2, et 3 partir de 6.

. % 7 %l % -« %k . .
Soit Mi(y) Ty T Y T Y .. T Yy , un mondme canonique

séquentiel et W EVS. Alors, Mi(wv £ B ssi W comporte une séquence
égale a Uy Ggees Ope

I1 suffit d'utiliser la définition d'une Q.B.S. comme une suite

de 0 et de 1 (22).

Si Mi(w) # B et ag = 1, alors Mi(w) est la Q.B.S. constituée 3 partir

de tous les créneaux de largeur 1 de W qui sont suivis par une sé-

quence a, Cye.. O Si par contre Mi(W) # B et oy = 0 alors, Mi(W)
est la F.B.S. constituée 3 partir de tous les créneaux de largeur 1
de W' qui sont suivis par la séquence ai aé... ui

s - ' 1
Solt W e, e + &g © + g

Pour k = 2, on trouve

1 - 1 1 '
MO(W) ] Ml(w) e, ) + e_el + e, e

"
®
®
+
D
[0}
=
~
=
~—

"
[0
1]
-+
0]

M2(W)

. Réseau associé 3 l'expression f(y(t), y(t+1),...y(t+k), X)

2k+]_.l

Soit l'expression séquentielle z Si (x) Mi(y). On y associe un
; i=0

réseau de transition & 2 places que l'on désignera par les entiers

1 . . . .
0, 1, 2450044 2 , ayant comme matrice d'incidence la matrice

N déFini
lal]] Qkxzk éfinie par




Exemgle 8

REMARQUE 9 :

VI - 20

Pour 0« i:ZQkQ}l a,. = 8. ssij
1] 3
k-1 . k
£1g2- .. = S.
Pour 2 i<2-1, al] Sj+2
Pour k = 1, k = 2 et k =
S
S S 0
E I ! EOIN
S S
2 3 SL+
B
k=1
SO Sl B B B
B B 82 S B
M(a) =| B B B B S
n
B B B B B
88 Sg B B B
B B SlO Sll B
B B B B 812
. B B B B B

sinon a..
i

21 ou j

k,sij =i -2k

B
S2
B

15

ou j=i-(2

-162-

21+ 1, sinon a,. = B
1]

k_
21y,

3 on cbtient les matrices,

B

S3
B
S

7

Le réseau de transition associé & une expression séquentielle d'une

V.B.T. d'ordre k,a la propriété

suivante

A partir d'une place représentée par l'entier décimal r tel que

r, =0,

k 172

1 et ; = o

u, = o k

" gaere Oy

tivement SX et SZ aveC‘xk+l = al

neee OLk

«vs Oy oOn peut atteindre deux places u et v dont

O par des branches portant respec-

neee

3

k

. . 1
Par conséquent, si on part d'une place r

que le premier élément de ;i

. . 2 3
atteint successivement les places r , r ,...

et zk+l = ul az aKO
avec ;l = Qo o, et on
k 1" Tk

soit égal & o, .

r

. Ces places sont telles
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Pour ce qui précdde il résulte que le réseau de transitions associlé
3 une expression séquentielle d'ordre k est isomorphe au graphe des
transitions de l'automate (registre 3 décalage) obtenu en mettant

en série k vretards unitaires Fig. 3.

Exemple 8 : On donne le réseau de transition associé & une expression séquentielle
pour k = 2 et k = 3.0n a remplacé les indices par les-nombres binai-

_res correspondants pour mieux montrer comment ils sont construits

(Fig. 4).

Fig 3

Ny oy -4 ety - 3

Fig. 4




3.3.

Théoréme 2 :

DEMONSTRATION :
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2k+;l
Solution de 1'équation z S, Mi(y) = e,
i=0 -
[o0]
5l
Soit @ = |. un chemin de longueur infinie du réseau associé
q '
231 oK1
2 =1
a l'expression séquentielle z EéMi(y)’ S, eV, Alors 1'égquation,
1=0
2ty k1
'E S; Mi(y) = ey, a comme solution z a;
=0 i:Zk_J

Inversement toute solution de cette équation définit un chemin de

longueur infinie sur le réseau associé.

Soit I = (rl,rQ,..., rm,...) un chemin de longueur infinie donné

comme une suite de places du réseau de transition associé et W la

Q.B.S

3
- t 1 1
W = uo el + ao el e2 + ao e, e

. P -1
le premier élément de ry

On va démontrer que W est une solution, c'est & dire

2k+}

M. (W) C 8.5 ¥, 06ixg 1

Supposons que g1 T BO Bl... Bk

Si W ne comporte pas la séquence 80 Bl... Bk, alors Mi(w) = B (et
1'inégalité est vraie).

Si W comporte la séquence BO Bl... BK, alors, le chemin comporte une

séquence de places successives dont les premiers éléments de code sont

successivement R B , B, . Par la remarque 8 cette séquence de
0° K q q

1200

places ne peut commencer que par la place codée BOBl"'Bk—l qui a

comme successeur par S, la place codée 8162...8 Fig. 5.

k’




ExemEle 10 :
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Figure 5

Donc par la remarque 7 : Mi(W) gési

. . . +
- Inversement, soit W une solution (Mi(w) S;Si,O i 2k ;l) alors.
elle nous détermine un chemin de longueur infinie.
e 1 { ] J 3 =
Par la remarque 7, si Mi(w) Z B avec fpg = Ogrer Oy alors 3 u
1) Mu(w) £ B,ou Uppq = Gqeee Oy 1 ou bien Yy T Gqeee O 0.

2) Tout créneau de Mi(W) est immédiatement suivi par un créneau

de M (W).
u

Soit @ ' M
Soit Ai(w) tel que e < ..i(W) - Si.

Prenons la place dont le code est a.....Q comme place initiale du

0 k-1

chemin. Puisque eiq; Mi(w),il existe u(u = BO B Bk) tel que

k+1 1t

1 3 - T _ 1 .
e, e g!Mu(W/ et Bi 0;,q Pour 1 0,..,(k-1). Par le fait que W est

une solution on & Mu(W)C_%let o est la 2eme place du che-

1 %2t %
min. On peut calculer les autres places par le méme processus. Le

chemin est de longueur infinie car la somme des M.(W) est égale 3 e
|

-

0

z

Soit a résoudre lfégquation

-1, -2 -3 -1 =2 -3

Te vy T_l y T y! T—3 y + ei y! T—l y'! T—2 v T—S y' o+
_ -3 -1 -2 -3
1 t 1 1 1t -
+ (el + e2) y't Ty T Tyt T Ty o+ (el e; t es) yT yT yT y's
= e
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Le réseau associé :

Fig 6

Solutions & partir de la place 001 (ce qui correspond & la con-
dition initiale Y03

= ty .
e, e3) :
e, eé e e&
y = ——————— ety = €5 e! ¢+ —— MM
TO @ 12

TO G)T2

Sclution & partir de la place 010 (ce qui correspond & la con-
dition initiale Vo3

= ey eé)
1
_ %1 %
y_
10(9 12
2k+ll
Proposition 17 : Sott L S; Mi(y) = LS, ees M
7=0

) ces (y) = e
aefp 300 "1 % %0 % % 0

une équation séquentielle d'ordre k par rapport & y. Alors elle

est équivalente 4 une équation séquentielle résolue,

k
" 2=1

T Y= I Ci Mi(y), sst le réseau associé est déterministe.
=0




DEMONSTRATION :

Définition 13

Corollaire

REMARQUE S

ExemEle 11 :
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On peut mettre l'équation donnée sous la forme

-k
z S, e.. Mo ... (y) 17 y+
a, € 0,1} Ay Mg o1 9 Op-1
+ I Sy v a oMy ttg () K y' o= e
a e{o,1} 70 k-1? 0 k-1

Pour qu'il existe une solution unique il est nécessaire et suf-

-fisant que (15)

+ S . = e

S v .
ao al ak_l,l ao al ak_l,o 0

pour ¥ Q.- € {0,1}

S S ‘o =B 0< 1g k-1

Gy @y Oq_qol Cg g Oy 150

On dira que l'éguation I S; M. (y) = e, est déterministe si son
i

réseau associé est déterministe.

L'équation I Si Mi (y) = e, a une solution et une seule, pour des
.;

conditions initiales précisées,si elle est déterministe.

Toute équation déterministe représente un registre 3 décalage 3 k
retards unitaires si k est l'ordre de l'équation. On peut définir

une réalisation canonique pour tout registre d décalage comme le montre
la figure ( 7 ). Les sorties du décodeur désignent les états du réseau
de transition associé, tandis que les entrées e, sont telles que

©; T Sik,l

A la figure 8, on donne la réalisation canonique d'un registre 3 dé-

calage & 3 retards.
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e ws o oo

Fig7

Fig. 8
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4) EXPRESSIONS SEQUENTIELLES A PLUSIEURS VARIABLES

4.1. Mondmes canoniques séquentiels

Nous généralisons les résultats du paragraphe précédent pour plusieurs

variables.

Définition 14 : Une expression séquentielle & p V.B.T. simples Yis Ygseeo Yp est
toute expression de la forme
(X, yl(t) ...... s ¥ (t+kl), y2(t),... yz(t+k2),..., yp(t),..yp(t+kp)).
p
La somme I k, = q est l'ordre de l'expression et ki est l'ordre
iz~
partiel de l'expression par rapport & la V.B.T. Ve
Proposition 18 : Toute expression séquentielle 4 p variables peut se mettre sous
la forme canonique disjonctive :
L. k S (X)_ M _(y, ) M (y)o.. ¥ _(y )
.+ 1 2 Y8
0\<al\<2111 a a?,.ap aZ ! a2 &P
¥q ]
Notation : Soit Y = i : ’ une V.B.T. Alors l'expression séquentielle
7p
. M- ( bl & 3 ] & -
M 7 (yl) M 5 (y2)... .dp \yp) sera appelée mondme canonique séquen
a a
tiel et sera désignée par Mo, p ().

a A o A

Définition 15 : Soit (Vl, Voaee VP) une liste de p séquences de valeurs booléennes.
W ()|
On dira que la Q.B.S. W(t), W{t) = : comporte (Vl’ V2,... Vp)
W_(t)
b

a partir de r si wi(t) comporte V. a partir de r.




Proposition 19 :

4.2.

ExemEle 11
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Soit M 1 2
Laae. .
partiel ki par rapport d Yoo

p (Y) un mondme canonique séquentiel d'ordre

Alors M ; (W) # B ss? la Q.B.S. W comporte

A A eoo ap

((al)k]+1 ,(a2)k2+1 s eeey (ap)k +1) d partir d'un entier natu-

rel r.

Réseau associé

Soit z % S.
0<25<2 t1

. .M, .(Y) une expression séquen-
~F1 74 7 (¥) P q
J =1 I 7z..

.7 1 7’2...7'p

tielle d'ordre partiel ki par rapport a la V.B.T. y; et d'ordre total

P
qQ= I k..

i=p *
On y associe un réseau de transitions & 29 places, chacune étant re-
présentée par un p-uplet (al, a2,... aP) tel que Oé§als 27%-1 de la
fagon suivante

— P .
Soit (al, a2,... aP) une place et (al)k a0, .._ai pour 1<igp.
i i

A partir de la place (al, aQ,... a?) on atteint la place (bl, b2,.. bP)
par la branche portant Scl C2... cP

v'  avec v e {0,1}

Nous donnons la matrice d'incidence du réseau associé 3 deux V.B.T.
la premiére étant d'ordre 1 et la seconde d'ordre 2. Nous donnons
également le réseau associé en figure 9.(Les quantités portées par

les branches sont omises).
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0,00 1,00 0,01 1,01 0,10 1,10 0,11 1,11
0,00 800,000 501,000 500,001 “01,001 B B B B
1,00 10,000 511,000 S10,001 °11,001 B B B B
0,01 B B B B 800,010 501,010 500,011 So1,011
1,01 B B B B S10,010 11,010 10,011  °11,011
0,10 Soo;loo 01,100 500,101 So1,101 B B B B
1,10 $10,100  °11,100 10,101 S11,101 B B B B
0,11 B B B B 00,110  So1,110 00,111 So1,111

1,11 B B B B 510,120 S11,110 S10,111  S11,111
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4.3. Solution de l'équation & . . M. . (YY) = e

Théoréme 3 :

DEMONSTRATION :

112... lP 1112... lP 0

o
Lo, 0,... 0)

Sott @ =
© &, k
Qecg =1 .. (£ F-1))

un chemin de longueur infinie du réseau associé ad 1'expression sé-
quentielle S(Y) = z S; vee g M; : (YY)

1 i 1
0sijs2kj+lz 1 p I p

Alors 1l'équation S(Y) = e, a comme solution :

- ®© p
Wp= ot 2 a8 ) Ve
Q, = 1
(on pose : (ai)k = aé a; ces aii)
i

Inversement toute solution de l'équation détermine un chemin de lon-—

gueur infinte.

Soit W la Q.B.S. générale définie 3 partir d'un chemin de lon-

gueur infinie. Il faut démontrer que Do+l
0<at <2 T -1

Mol a2, &P ) < Sal g2... P POWT (
1€i<p

ot

. i i i i .

Soit (a )k.+l ey aj... o pour 1€ 1sp
i i
Si W ne comporte pas ({;1) (;5) cevs (aD) ) 1'inégalité
k.+1° k. +1’ i k +1
1 2 P

est vérifiée.
Sinon le chemin comporte deux places successives (bl, b2, ... bP) et
(cl, 02,... cP) (on suppose que (cl,... cP) est successeur immédiat
de bl,... bP) telles qﬁe

i i 4 i
BTy =ay a0

i i

_ pour 1 £1 £p

i _ i i i
(c )k- Ay an .. 0y

1 1




[

ExemEle Z
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I1 en résulte que (cl, c2,... cP) est le successeur de la place
(bl, bz,... bP) par la branche portant Sal 22 P Donc 1'inéga-
1lité est vérifiée.

Pour la démonstration de l'inverse il suffit de remarquer que

1 W + 1
§i ¥ est une solution, M_1 2 p (W) # B, et
i i i i .
= < <
(a >ki+l Qg Opee. O pour 1 € i € p, alors,

1

1) (b, b%,... bP) tel que M l... .p (W) # B avec,
3, i i i1 ool
(b)) ,, =] oj.eoy BT, 00 8 e {0,1}
i i
2) Tout créneau de M1 2... P (W) est immédiatement suivi par un

créneau de Mbl b2... P (W).

Soit & résoudre l'équation

pour conditions initiales

= = !
Y10 7B ¥y 78

On construit le réseau de transition associé

Co

Fig. 10
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Préposition 20 : Soit z vl Sa1... aP

. ; P (Y) = e, une
0<a” <2 -1
équation séquentielle d'ordre partiel ki par rapport 4 Yo

Alors, elle est équivalente d un systéme d'équations séquen-

tielles résolu de la forme :

Ty = Ly Cpr o M1 o (Y
<2 k1

ss81 le réseau assccié est déterministe.

DEMONSTRATION : On peut mettre l'éguation donnée sous la forme
, -k, 1 -k 2 -
1« 2 o kP On
Zi k, Mal...gp ()2 Sa1 2., P01 ¥ T ¥y e T T H P
l .
0<d <2 =1 o e 10,1}
i :6i...6i i :éi...ﬁi ,i; <i<
avec (d )k- 1 L. et (a )k.+1 1 K, Q@ spour 1 £1&p
i i i i
Pour que 1'équation ait une solution par rapport &
-k -k -k
1 2 . .
T Y- T Ypseer T P yp i1 faut que
z .ok Mallep ¥ . . Sal... &P T %0
0<d <2 =1 a” e {0,1}
i i K
D'ou : . T Sal... LD T €y pour ¥d™, 0€£d €2 "1l etl i< p
ot e {0,1} !

Donc le réseau doit étre défini.
La condition nécessaire et suffisante d'unicité de la sclution se tra-
duit par (15)

[ -
2 LK My1,.. ap (V) Zi °al... ap Scl.,. op 7B
0gd g2 =1 ae {0,1}
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Pour (cl,... cP) # (al... aP) tels que

—

i _ i i i i = 1 i
(™) g T8]-++ S Y o (a )k.+l =8 ... S @
1 1 * *
. . S =
Ceci entraine : S 1~ p S,1, . 4p B

Donc le réseau associé est déterministe.

L,a démonstration de 1l'inverse est facile 3 faire comme la condition

de possibilité et la condition d'unicité de la solution sont des

C.N.S.
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CHAPITRE VII

RESEAUX DE CONTROLE DE" PROCESSUS PARALLELES

Les moyens dont on dispose pour la description des systémes séquentiels
s'avérent inefficaces. En fait, les langages de programmation sont trés peu struc-
turés au point de vue mathématique. De méme le modele classique des automates
s'avére particuliérement impuissant si on veut décrire un systéme séquentiel com-

pliqué car il se peut que le nombre d'états soit considérablement grand.

C'est pourquoi de nombreux travaux ont &té amorcés vers la recherche de
moyens de description des systémes séquentiels plus efficaces. La plupart de ces
travaux ont été effectués dans le cadre du projet MAC (MIT) et ont été inspirés

par les travaux de K.A. PETRI (14).

Dans ce qui suit, nous proposons un outil pour la conception et la des-

cription des systémes de contrdle des processus paralléles.
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1) RESEAUX DE CONTROLE DE PROCESSUS PARALLELES - RESEAUX DE PETRI

Nous rappellons la définition du Réseau de Petri donnée dans (18).

Définition 1

Un réseau de Petri est un réseau de noeuds et d'étoiles défini

par le quadruplet (T, P, B, POy od T = {t.... tm} est un ensemble

1

fini d'étoiles qui s'appellent transitions.
P = {pl... pnl}est un ensemble fini de noeuds appellés places
B = {bl, byeev b, } est un ensemble fini de branches de la forme

(%, ¥) qui connectent soit une place & une transition soit
une transition & une place.

PO : (PO C P) Distribution initiale cde marques et désigne par ses

é€léments les places portant initialement une marque.

Fonctionnement : Une place peut avoir une marque. On l'appelle

pleine si elle en a une, vide dans le cas contraire.

Les places d'entrée d'une transition sont les places a partir des-

quelles émanent des branches vers cette transition. De fagon analo-
gue, les places de sortie d'une transition sont définies comme
étant les places qui sont atteintes par des branches émanant de

cette transition.

Une transition a lieu si toutes les places d'entrée sont pleines.
Quand la transition a lieu on élimine les marques qui occupent les
places d'entrée de cette transition et on pose une marque sur chaque

place de sortie (de la méme transition).

On représente une place par le symbole :(:)

une transition par : —
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Exemple : (Holt (17)) 1 : Soient deux boules de billard se déplacant sur la méme

gﬁz o

Définition 2

trajectoire rectiligne et ayant la méme masse (Fig. 1). Les deux
extrémités renvoient les boules avec des chocs parfaitement élas-
tiques. On veut construire le réseau de Pétri qui simule le fonc-

tionnement du systéme.
Chaque boule a trois états
o : immobile, + : mouvement 3 gauche, + : mouvement a droite.

I1 est facile de trouver le réseau de Pétri (Fig. 2).

Figure 2

: Un Réseau de contrdle de processus paralléles consistera en la

donnée d'un S5-uplet (X, P, Q, T, PO) od

X = {x X }, ensemble fini de V.B.T. appelées variables d'entrée;

X

100

On représentera par X également la V.B.T. générale

X
n

P = {pl... P, }: ensemble fini d'objets appellés places

Q = V.B.T. générale dont les composantes sont en bijection avec les
4

places Q = [:
9y




Exemgle 2

Définition 3
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n
f : Une application f : P x P » j‘(Q,X) ou gﬁ(Q,X) l'ensemble des

fonctions booléennes simples de Q et de X.

PO . (PO C P) Ensemble des places initiales.

On appellera r.C.P.P. abstrait le quadruplet (X,P,C,F)

A un R.C.P.P. abstrait cn peut associer de fagon biunivoque un
réseau dont les articulations s'identifient avec les places et ou

la branche (pi, pj) porte f(pi, pj) que 1l'on désignera par fi;.
<

9

Seit ({x1}, {pl, pz} . , £) un R.C.P.P. ol f est donné par

9
le tableau 1. Le graphe de la figure 3 est une représentation de ce

R.C.P.P.

Pl Q,*tx a5 X 4ot

P, qi+x' ql X

Figure 3

: On définit comme précédemment une marque comme l'étre ayant les pro-

priétés suivantes

1) Une marque existe & la place P; 3 l'instant t <=> qi(t) = 1.

2) Une trancition a lieu & partir de p; vers p. a un instant t si

la place p, a une marque d l'instant t et fij (Qt), X(t)) =1

sinon la marque disparait. Toute transition dure une unité ce

temps.
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Visiblement pour une entrée déterminée Xy € Voo et 3 partir d'une
2

distribution initiale de marques, on peut définir, récursivement,
la distribution des marques dans le réseau associé d la structure
par le systéme
n
n
{q.(t+1) = £ f£. . (Q(t), X(1)) q.(t)}
1 s Js2 J .
J=1 i=1

On peut définir également une fonction de transitions, 68, pour un

R.C.P.P. & :?(P) x X "?(P),oﬁ ?(P) : ens. des parties de P.

Soient I, J des sous ens. de {1, 2,... 1 }

On désigne par PI : PI = {pi; ieI} et QI le vecteur booléen

1 si Py € Pp
dont la k-iéme composante q; * {
0 sinon

X, : vecteur booléen désignant les entrées & un instant

Alors GS(PI,XO) = { Py3 fij(QI,XO) =1, 1i¢ 1}

On peut représenter tout réseau de Pétri comme un R.C.F.P. | en

explicitant les conditions imposées par le fonctionnement (Fig. u).

Figure 4
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Ainsi le réseau de Pétri de l'exemple 1 est représentable par le

. . > 0«2 0<¢
R.C.P.P. de la figure 5. (On associe aux places 1,1 ,1,2,2 ,2 les
variables a,b,c,d,e,f respectivement).

Figure S
2) CONCEPTION DES SYSTEMES A L'AIDE DES R.C.P.P.
2.1. Equivalence des R.C.P.FP.
Réalisation d'une R.C.EF.P. : On ne doute pas qu'une F.C.F.P. abstraite

puisse &tre représentée par un réseau séquentiel ou la présence, ou
1'absence de marque est traduite par la présence ou ncn d'un 1 3 la

sortie d'un élément de mémorisaticn binaire qui correspond & une place.

Pour réaliser un R.C.P.P. avec des bascules R-S il suffit d'associet &

chaque place une bascule, comme l'indique la figure 6.
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Définition 4 : Deux R.C.P.P. abstraits (X,P,Q,fl) (X,P,Q,f.,) seront appellés

équivalents si ils ont le méme fonction de transition (ou si

les systémes qui décrivent leurs transitions sont identiques).
REMARQUE 2 : L'équivalence définie est trés stricte; cependant nous ne voyons

our l'instant 1l'intérét de définir une notion plus générale.
P P g

Exemple 3 : Les R.C.P.P. des figures 7 et 8 sont équivalents. Aussi le R.C.P.P

de la remarque 1 est éguivalent aux R.C.P.P. des figures 9a et gb.
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Figure 9b

2.2. Réseau de transition codé qui simule un R.C.F.P. abstrait

Etant donné un R.C.P.P. abstrait (X,F,Q,f) on peut 3 partir cu sys-

téme des équations

T
{qi(t+l) =

Hn ™3

fji (QCr),%x(t)) gj(t)}i:l

j=1
définir un réseau de transition codé déterministe. On dit que ce réseau
de transition simule le R.C.P.P. Evidemment deux R.C.F.P. équivalentes

sont simulées par le méme réseau de transition codé.

La fonction de transition ét du réseau de transition codé qui simule
r

une R.C.P.P. est définie a partir de 65

Si PI & P on désigne par : My Q) = quLl qQOM... q

q. si pj e P

~ Cli_{j I

qj sinon

S (g (@, X) = my (©) <= §,(FpXp) = F

J

Dans ce qui suit, on donne un algorithme pcur le passage & partir du
systéme d'équation (y) qui détermine les transitions d'une R.C.F.P. 3

l'expression séquentielle du réseau de trarsition codé qui la simule.




Exemgle u o

%%

=
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La justification de l'algorithme est basée directement sur la défi-
nition de &__.

tr
Bien sir la démonstration de la proposition 5 Ch. VI  pourrait &tre

utilisée dans le méme but.

5 . pe!
a) On forme un tableau & n lignes et 27 colonnes en mettant

- . -1 -
aux tetes de lignes les T q; et aux tetes de colonnes les mj Q.

. (Q)) par la fonction de X,

b) On remplit la case (T—lqi, ms

( fk (Q,X) qk) “ ,ou Q. : m. (Qj) = e

z . -
k 1 V“Qj J ]

c) Pour l'ensemble des fonctions de la i-éme colonne on cherche

une base orthogorale bi, b; cees b; et on forme 1l'expression
_ i -1 i -1 i -1
s; =my (Q (] T mil (Q + b, 1 mi2 (Q) +... + b T miP (Q))

my (Q) : mondme canonique ol qj figure sous la forme non complémen-
k

p .1 ) . -1
tée ssi bk est couvert par la fonction de la case (T lqs, ms (Q)).

2-1

d) L'expression

i e 13

s; donne 1l'expression séquentielle
0

i

associée au réseau de transition codé qui simule la R.C.P.P.

Soit 12 R.C.P.P. de la Fig. 10

Xz X1 %81 Figure 10




VIiI - 10
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-1 - . 1 1 '
T9p T 993 % T X % 9 9y
_l _ .
T Qp 9q; % *3q) Gt q % F 9 43 ¥
T—l = x! + !+ +
3 = 43 ¥ T 4y X T Qy Gy T 4y 43
On poses: x‘rxé <> 0, xi X = 1, X; X! <= 2, x, X < 3
D'ol le tableau 2
1 1 1] . 1 1 . 1] 1 t . 1] 1 t \]
91 99 93 %93 95 93 93 B 93 F 9y 9p 937 93 9 93 F 9 9 93 9y 929 7 9 99
0,1 0 0 0,1
1,3 1,3 1,3 2,3 2.3 0,1,2,3 0,1,2,3
0,2 0,2 0,2 0 0,1,2,3 0,1,2,3 0,1,2,3
TAB. 2

On dessine directement le réseau de transition codé qui la simule

(Fig. 11).
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REMARQUE 3

Figure 11

a) Les expressions I f,. (Q,X)gq_ du systéme
K ki k

n ,
fki (Q)X)qk} étant égales a B si ¥ q = B, la

{T q. = Z
k i=1

1

place mo (Q) sera une place puits dans le réseau de transition qui

simule un R.C.P.P.

b) La condition N.S. pour que le nombre des marques d'un R.C.P.P.

soit non nul pour toute entrée X € Vm et & partir de toute confi-

,0
guration initiale non vide, est que la somme des fonctions de chaque
colonne, sauf de la O-iéme soit égale a ey Uniguement dans ce cas

2 (Q) n'est pas atteint.




ExemEle 5 :
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c¢) L'algorithme présenté est inversible. On peut ainsi passer d'une
R.C.P.P. 3 un réseau de transition codé qui la simule et inversement
d'un réseau de transition codé, dont la place my (Q) est une place

puits, a& un R.C.P.P.
2.3. Générateur de marques

Pour qu'on puisse représenter tout réseau de transition codé par

un R.C.P.P. on introduit la notion de place générateur de marques.

Une place générateur de marques est une place qui comporte toujours une

marque pour n'importe quelle configuration initiale et ¥ entrée XOE:Vrr 0
i

C'est & dire un générateur de marques appartiendra d toute configuration

initiale et compertera une boucle portant eg.

L'adjonction d'une place générateur de marques & un R.C.P.P., me
change pas le nombre de places du réseau de transition qui la simule,

7

comme une telle place ne correspond pas & un élément de mémerisation.

L'algorithme décrit est valable dans le cas ol le R.C.P.P. comporte
un générateur de marques (cas ou la place mO(Q) du réseau de transition

n'est pas un état pults).

Nous modifions le réseau de transition de l'exemple précédent en
ajoutant les branches ((000),(010)) et ((000),(111)). Nous appli-
quons l'algorithme dans le sens inverse pour trouver un R.C.P.P.

qui est simulé par ce réseau de transition (Fig. 12).
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Figure 12
D'ol le tableau 3 :

- 9) 95 93 =q'lq§q3=q'lq2q§=qiq2q3=qlq§q§=qlq§q3_= q; 9y 43 ' 91 9y 9y

0,1 0,1 0 0,1
0,1,2,3 1,3 1,3 1,3 2,3 2,3 0,1,2,3 0,1,2,3
0,1 0,2 0,2 0,2 0,1,2,3 0,1,2,3 0,1,2,3
TAB. 3
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Le R.C.P.P. est : (Fig 13).

Figure 13

2.4. Conclusions

Les R.C.P.P, sont congus comme un moyen de description des systémes

séquentiels plus fort que les outils ordinaires comme un R.C.P.P. & n

places peut potentiellement décrire un automate & 2" états.

De plus, la conception des systémes est beaucoup plus facile puis-
qu'un R.C.P.P. (comme un réseau de Pétri) traduit de fagon directe son
fonctionnement. En ce point il faut sans doute ajouter que l'utilisation
d'un R.C.P.P. devient intéressante quand on a & décrire des processus

qui se déroulent en paralléle.

Par rapport aux réseaux de Pétri, c¢a nous permet d'introduire des

variables d'entrée sans nécessiter la complexité d'un systéme autonome.

De plus, les expressions quil conditionnent les transitions rendent
la description pilus concise que celle qu'on peut faire avec les réseaux

de Pétri. '

On donne un exemple simple

Soit 3 représenter l"évolution suivante

~

" . -~ » . ' - ” P
Une marque arrive a sl une marque. se trouvalt a4 l'instant précé-
1

dent a P, et Py, mais pas a p," (Fig 14).
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Figure 14

Pour décrire cette évolution par un réseau de Pétri, il faut créer
une place "complémentaire';pl, de la place p,; c'est d dire une place qui

a une marque ssi Py n'en a pas.

Nous scommes donc obligés d'augmenter le ncombre des places par rap-
port 3 la structure qui représente la méme évolution.
(Cette place 51 appartient 3 l'ensemble des places d'entrée de la transi-
tion qui méne 2 p, et est une place de sortie pour toutes les transitions

dont p, est une place d'entrée).
Nous donnons un exemple pour illustrer l'application des structures.
Exemple : On veut comstruire un automate qui commande le traffic d travers un tun-

nel & une seule voie ferrée qui est utilisé par des trains qui arrivent

dans les deux sens (Fig. 15).
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On suppose que l'on dispose
a) des signaux :
I- X, et x, désignant qu'un train s'approche du tunnel dans le
sens 1 et 2 respectivement.
IT - x, et x, désignant qu'un train vient de traverser le tunnel

3 Y

dans le sens 1 et 2 respectivement.

b) deux feux (Vl,Vi) (V2,Vé) aux entrées du tunnel indiquant si

l'entrée d'un train au tunnel est permise ou ron.

On souhaite que le systéme de commande soit tel que

- Vl et V2 s'il n'y a pas de train qui traverse le tunnel, ni de

train en attente.
- Vi et Vé s'il y a un train qui traverse le tunnel.
- Un train en attente dans le sens 1 a priorité par rapport & un

train en attente dans le sens 2. On supposerz qu'un seul train de

chaque c3té peut etre considéré en état d'attente.

Le R.C.P.F. qui réalise cette commande est donné par la figure 16.

On représente par

a; état d'attente du train Ti
ti : le train Ti traverse le tunnel
vi : feu vert autorisant Ti de traverser le tunnel.

Construction de l'automate : Les fonctions Vl et V2 sont combinatoi-

res. Le reste se décompose en deux automates hi et A, a 4 états
chacun (Figures 17 et 18). L'automate de commande est donné par la
figure 19 (Cl’CQ sont des circuits combinatoires réalisant Vl et

V, respectivement).
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Automate A1

V2

Figure 19
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