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Notations employées

De maniere générale (mais pas tout a fait systématique...), on a employé les conventions
résumées dans le tableau qui suit:

type d’objet type de caracteres exemple
vecteurs minuscules x
composantes des vecteurs minuscules indicées x;
ensembles de vecteurs majuscules doublées D
applications entre vecteurs majuscules F
ensembles d’applications | majuscules calligraphiées C>
graphes majuscules sans sérif G

Par ailleurs, les lettres ¢, u, v, w, z, y, z ont été réservées aux variables continues, et a, b, ¢, d
aux variables discretes. Les indices ont été repérés en général par les lettres 4, 7, k, [, m.
D’autre part, les notations suivantes ont été choisies:

R désigne la droite réelle.

R, désigne I’ensemble des réels positifs.

R* désigne les positifs stricts.

Z désigne I’ensemble des entiers.

N désigne ’ensemble des entiers positifs ou nuls.
Pour un entier n > 1, N, = {1...n}.

Pour E un ensemble quelconque et n € N, E" est I’ensemble produit Ex ™ fis x .
Ses vecteurs sont des vecteurs colonnes.

Pour E un ensemble quelconque et n,m € N, E"*™ est ’ensemble des matrices a n
lignes et m colonnes, a coefficients dans E.

Pour une matrice M, M7 désigne la matrice transposée.
Id est la matrice ou 'application identité, selon le contexte.

Pour E,F deux ensembles quelconques, F¥ est ’ensemble des applications de E dans
F.

Pour E un ensemble quelconque, Z(E) est I’ensemble des parties de E.

Pour un vecteur z € R", sgn(x) € {—1,0,1}" désigne le vecteur signe de x.

e = ((5f )jen, est le i"¢ vecteur de la base canonique de R".

Pour A un ensemble quelconque, # A désigne le cardinal de A.

Pour A un sous-ensemble d’un ensemble F, A¢ désigne le complémentaire de A dans
E: A°=F\ A

A est Dintérieur d’un ensemble A. Sauf mention contraire, cet intérieur est relatif.
A est adhérence d’un ensemble A.

DA est la fronticre d'un ensemble A: A = A4\ A.

V et A désignent respectivement le «ou» et le «et» logiques.
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Chapitre 1

Introduction non mathématique

1.1 Généralités sur la modélisation en biologie et motivation de
ce travail

Avant d’aborder plus en détails le modele mathématique étudié dans ce mémoire, il
convient de rappeler ce qui est aujourd’hui connu des phénomeénes modélisés. Ceux-ci
concernent un domaine de la biologie qui est sans doute parmi les plus actifs de nos jours,
soit la biologie moléculaire. Au sein de cette branche du savoir, les connaissances biolo-
giques actuelles sont caractérisées par un haut degré de précision, concomitant a 1'usage
de technologies de pointe. De ces deux aspects découle une grande abondance de résultats
et publications, comme en témoigne le célebre projet de décryptage du génome. Ce dernier
n’est qu'un ensemble de données cohérentes parmi les diverses productions de la micro-
biologie moderne. Il est typique a cet égard de constater que le vocable «donnée» vient
bien souvent remplacer celui de «connaissance», en ces matieres. Ainsi, le spécialiste peut
désormais accéder aux résulats expérimentaux les plus fins et les plus récents concernant
une macromolécule ou un organisme vivant étudié en laboratoire, via un base de données
accessible sur internet. Ajoutées a ses propres recherches, ces données lui permettront de
décrire avec une tres grande précision certains mécanismes biologiques, intégrant de plus
en plus de composantes, a une échelle de précision de plus en plus fine au fur et a mesure
que les données expérimentales s’accumulent.

Une telle richesse de connaissances nous montre un réel de plus en plus complexe, com-
posé d’une multitude d’objets interagissant selon des mécanismes multiples et évolutifs.
Un modele mathématique qui prendrait en compte la totalité des processus aujourd’hui
décrits via I'expérimentation serait impraticable, pour une machine comme pour ’esprit
d’un mathématicien. Dans ces circonstances, le langage parlé, agrémenté de termes tech-
niques, pourrait sembler plus approprié pour décrire et analyser de tels systemes en détails.
Néanmoins, le langage mathématique se préte mieux que tout autre au jeu des combinai-
sons, énumérations et transformations abstraites, dévoilant par 1a certaines structures
et certains invariants du réel qui échappent a 'appréhension directe. La physique et les
mathématiques appliquées en général, témoignent de l'efficacité (déraisonnable, dit-on...)
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des modeles mathématiques, c’est-a-dire de la mise en correspondance d’un phénomene
réel et d’un résultat mathématique, constitué de symboles et de figures pour I’essentiel. Les
mathématiques serviraient en quelque sorte a produire des signifiants universels, suscep-
tibles de donner du sens nouveau en les confrontant aux signifiés que la nature ne cesse de
nous fournir. En poursuivant cette image un peu simpliste, le signifié sera ici la régulation
génétique, et le signifiant mathématique une classe de systemes d’équations différentielles
affines par morceaux. De tels systemes fournissent une information de nature topolo-
gique, étant définis comme une version approchée de systémes lisses non linéaires. En tant
que tels, ils permettent un traitement analytique beaucoup plus avancé que les systémes
différentiables, ce qui se paie d’une perte de I'information quantitative, numérique, qu’ap-
portent ces derniers.

Un fait d’importance, toutefois, est que la pertinence des modeles plus quantitatifs est
assez largement douteuse. Ceux-ci sont en effet issus de simplifications des équations de
la cinétique chimique, reposant sur des hypotheses de type quasi-stationnarité. De telles
hypotheses limitent la précision des équations, mais sont assez réalistes, et largement em-
ployées. Plus génant est le fait que les équations différentielles de la cinétique chimique
supposent la présence d’une quantité importante, molaire, des réactants. Or nous verrons
que certaines substances agissent a tres faible concentration (quelques molécules) dans le
contexte de la régulation génétique. De plus, si un délicat travail d’expérimentation permet
de valider, avec une bonne précision, ces équations pour des systemes in vitro, les systémes
vivants sont tout autres, en interaction permanente avec de nombreux stimuli extérieurs,
que I’éprouvette dissimule. On sait I’ importance des theses d’I. Prigogine, qui souligne le
fait que les systemes réels sont en général éloignés de 1’équilibre thermodynamique.

Ce dernier fait est commun a la majorité des systémes biologiques: ce sont des systemes
ouverts, en contact avec de multiples autres systémes évoluant en parallele. Ceci entraine
une variabilité intrinseque des grandeurs caractéristiques du vivant, qui sont essentiel-
lement qualitatives. Les modeles mathématiques en biologie ne peuvent étre ceux de la
physique, et doivent s’appuyer sur des principes d’une autre nature. Les critéres que pro-
pose René Thom pour modéliser des phénomenes biologiques méritent ici d’étre rappelés.
Au paradigme physique de minimisation d’une énergie, il ajoute celui de stabilité d’un
systeme. La notion de stabilité qu’il développe est profonde, et ne saurait étre résumée
que grossierement. Il lui adjoint celle de généricité!, soulignant par 1 le fait que les
phénomenes observés, en tant qu’attracteurs? d’une certaine dynamique, se présentent
de maniere répétée a l’observateur, et doivent donc correspondre & un comportement
«fréquent» dans I’espace des systemes. Thom utilise d’autres notions, et sa pensée et riche
et complexe. Ce qui suit est donc une interprétation naive et simplifiée de ce qui peut se
lire dans [120, 121, 122, 123].

Les dynamiques des différents systemes vivants sont en concurrence permanente. Ainsi,
seules les dynamiques stables relativement aux perturbations subsistent, et peuvent étre
observées. Pour un systéme donné, le monde extérieur peut étre vu comme un ensemble
de parametres de controle, de sorte c’est la notion de stabilité structurelle qui est ici en
jeu, c’est-a-dire la stabilité par rapport aux perturbations du systeme lui-méme, au sein
d’un espace fonctionnel. Ceci permet de justifier I’approximation faite par Leon Glass,
d’équations lisses par d’autres équations, affines par morceaux, qui s’obtiennent par pas-

1. Une propriété est générique si elle est vérifiée par une intersection dénombrable d’ouverts denses.

2. Dans toute la suite de ce mémoire, le terme attracteur désignera l’ensemble w-limite d’au moins un
point de lespace d’états, pour un systéme dynamique (discret ou continu en temps, et en espace). Si
davantage de précisions sont nécessaires, elles seront données au cas par cas.
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sage a une limite de certains parameétres des équations de départ. Ce qui est ici souhaité,
c’est la conservation de propriétés de nature topologique lors de ce passage a la limite.
En particulier, on attend que les ensembles singuliers d’'un systéme dynamique restent
topologiquement conjugués apres perturbation (assez souvent, on doit bien sur se conten-
ter d’équivalences plus faibles que la conjugaison topologique). Ils sont dans 1’approche
thomienne le lieu caractéristique du systeme. Dans cette optique, Thom met en évidence
I’existence de singularités «universelles» pour les dynamiques obtenues par minimisation
d’un potentiel €, de Iespace-temps usuel R x R3, avec < 5 parameétres: ce sont les
7 catastrophes élémentaires, auxquelles tout ensemble minimal stable peut se ramener
par équivalence topologique. Les travaux de C. Zeeman font usage de ces outils pour
modéliser des phénomenes réels, et ont donné lieu a ce qu’on appelle désormais théorie
des catastrophes. On sait qu’un telle théorie s’appuie de maniere centrale sur la stabilité
structurelle des systemes dynamiques. Les espoirs qu’elle apportent furent en conséquence
fortement atténués, par la preuve par Smale du fait que les systémes dynamiques structu-
rellement stables ne forment pas un ensemble dense parmi tous les systemes dynamiques
différentiables, a la fin des années 1960.

Thom se place généralement dans ¢ °°, tandis que le modele qui est abordé dans ce mémoire
n’est pas continu. Ainsi, alors que pour Thom les singularités, avec leur caractere discret,
sont la manifestation d’une évolution essentiellement continue, les aspects discrets sont ici
donnés a priori, dans un modele mettant en jeu des aspects a la fois discrets et continus.
Cette approche est donc mathématiquement assez disjointe de celle de Thom. Les diffi-
ciles mathématiques qu’il emploie n’apparaitront donc pas telles quelles, mais on gardera
certaines de ses conceptions comme référence. Notamment, un point de vue géométrique
sur la structure des attracteurs et de leur bassin sera adopté.

Les réseaux de régulation génétique peuvent étre situés non seulement comme exemple
de systeme vivant, mais aussi comme instance typique de ce qu’il est désormais courant
d’appeler un systeme complexe. Ce terme désigne ce qui peut étre décrit abstraitement
comme un ensemble d’éléments de méme nature, structuré par des interactions définissant
un graphe, éventuellement orienté. Ce type de systeme englobe par exemple les réseaux
de neurones, les réseaux métaboliques, les sociétés humaines ou animales, les réseaux de
distribution électrique, internet... Leur taille importante se préte assez bien a un traite-
ment de type physique statistique [4]. S’en déduisent des propriétés génériques de nature
probabiliste, qui ne seront pas abordées dans ce mémoire. Il est a noter que le type de
propriétés qu’une telle approche met en évidence est valide pour des systemes réels tres
variés. Par exemple, la connectivité de ces structures complexes est supposée suivre une
loi de puissance [4] pour une large gamme de systémes réels.

Apres ces considérations générales, on peut se demander quel est I'intérét spécifique de
modeéles mathématiques pour les réseaux de régulation génétique. A la lumiere de ce qui
précede, il parait souhaitable qu’un tel modele fournisse une information qualitative, dont
la teneur ne soit pas sensible aux valeurs numériques exactes des parametres. Il est sou-
haitable également que soit prise en compte 'organisation spécifique des interactions. En
effet, les connaissances biologiques actuelles permettent des hypothéses assez précises sur
la structure d’un graphe d’interaction génétique, plus pertinentes que des considérations
trés générales sur les systémes complexes. Enfin, un réseau génétique n’étant jamais isolé,
mais en constant échange avec un milieu que la modélisation est contrainte d’ignorer, on
doit considérer un systeme dissipatif.
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Partant de ces présupposés, on peut construire un modele. L’objectif naturel serait alors
une analyse des dynamiques admissibles, et de la dépendance qu’elles entretiennent avec
les parametres du modele. Autrement dit, il serait idéal de fournir une description précise
des attracteurs, et des bifurcations survenant lorsque sont modifiés les coefficients des
équations. Ceci fait, il resterait a interpréter biologiquement cette description formelle.
Tout ceci forme bien siir un projet trop vaste, et tient lieu surtout d’objectif de travail, dans
la direction duquel des résultats méme partiels paraissent intéressants. De tels résultats
ont été obtenus ces derniéres années, ce qui a motivé la poursuite des recherches dans le
cadre de ce travail de these. Il est par exemple possible de décrire mathématiquement des
faits tels que 'homéostasie ou la différenciation cellulaire, et de les relier a la structure du
graphe d’interaction (cf. section 3.1.1). Le probleme de l'identification, tout comme des
questions purement mathématiques, sont encore largement ouverts. La technologie des
biopuces permet d’obtenir une image de I’état d’'un grand nombre de génes a un instant
donné. Associée a des méthodes statistiques, des modeles discrets de réseaux génétiques,
des méthodes d’analyse d’image et des connaissances biologiques sur la structure des
systemes, elles peuvent aboutir a 'extraction d’une matrice d’interaction d’un systeme
biologique réel [30]. Cette derniére peut étre reliée au nombre d’attracteurs du systeme,
grace aux résultats concernant les réseaux discrets et les boucles de retroaction (cf. sec-
tions 2.3, 3.1.1).

Il est temps maintenant d’entrer dans le vif du sujet, en décrivant le phénomene de
régulation génétique, et certains modeles mathématiques existants.

1.2 Aspects biologiques et épistémologiques de la régulation
génétique

1.2.1 Principe de la régulation génétique

La présentation biologique donnée dans cette partie ne prétend en aucun cas a l'ex-
haustivité, ni au détail biologique le plus fin. Le lecteur cherchant un apercu biologique
plus précis pourra se reporter a un ouvrage spécialisé, e.g. [82]. Les mécanismes seront ici
décrits de fagon naive et quelque peu abstraite. Ainsi, ce sont des phénomeénes biologiques
généraux, et en quelque sorte idéalisés qui vont étre présentés. Chaque systeme biologique
réel comportera des aspects tres spécifiques, qui débordent le cadre ainsi donné, sans tou-
tefois lui 6ter toute validité.

Tres sommairement, une cellule peut étre vue comme une petit poche organique, dont
la membrane est structurée en deux couches de lipides, auxquelles viennent se greffer de
nombreuses protéines permettant des échanges avec le milieu ambiant. Ces protéines mem-
branaires peuvent jouer le role de capteur, d’enzyme ou encore de pore. Une enzyme est
une protéine particuliere, dont le role est de catalyser des réactions chimiques spécifiques
(en se liant & une substance spécifique, appelée substrat). De nombreuses autres molécules
(cf. infra pour quelques unes d’entre elles) sont présentes dans la cellule, dont I’organisation
interne est tres complexe, et aujourd’hui encore incompletement connue. Pour un rapide
apercu de certaines contraintes physiques portant sur cette organisation, nous renvoyons
a [28]

La taille d’une cellule va de l'ordre du pm pour une bactérie, jusqu’a quelques dizaines de
pm pour les cellules de plantes. Les cellules animales se trouvent entre ces deux extrémes.
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Il existe des cellules de taille exceptionnelle: les fibres musculaires ou végétales peuvent
atteindre 30 cm, et les neurones jusqu’a 1 m.

A Tlintérieur se trouve le cytoplasme qui est surtout constitué d’eau. Il n’en contient pas
moins un nombre conséquent de protéines et autres organelles® (ou organites). Il est le lieu
principal du métabolisme de la cellule. Ceci inclus notamment les voies de transduction
du signal®, la glycolyse®, les recepteurs intracellulaires, et les facteurs de transcription©.
Ces dernieres protéines sont un élément clé de la régulation génétique. Leur fonction peut
étre activée ou désactivée par d’autres protéines, souvent comme étape finale de la trans-
duction du signal.

Certaines cellules, dites eucaryotes, possedent un noyau, qui contient I’ADN, et le nucléole,
qui sert a fabriquer les ribosomes. La fonction de ces derniers sera bientot expliquée. Les
cellules sans noyau sont dites procaryotes. Ce sont généralement des bactéries, qui sont
constituées d’une unique cellule ; la plus étudiée est sans doute Escherichia coli. Leur orga-
nisation est différente des eucaryotes. En particulier, il n’est pas rare que leur membrane
soit munie de flagelles ou de poils permettant respectivement des déplacements et des
regroupements de plusieurs cellules.

Quelle que soit la cellule considérée, la fabrication de protéine s’y déroule en deux étapes
successives :

1. transcription de 'ADN en ARNm
2. traduction de ’ARNm en protéine

Ce mécanisme est si universel qu’on 'appelle parfois dogme central de la biologie molécu-
laire. Ces deux étapes peuvent étre détaillées un peu.

L’ADN (acide désoxyribonucléique) est une macromolécule lourde, constituée de polymeres
de nucléotides. Ces derniers sont des molécules formées de I'association d’un nucléoside
avec de I’acide phosphorique. Un nucléoside est constitué d’un sucre (un pentose) et d’une
base azotée. Cette derniere peut étre de deux types, dits purique et pyrimidique. Une base
purique peut donner lieu a deux types de nucléotides: I’adénine notée A, et la guanine
notée G. Une base pyrimidique peut donner lieu a trois types de nucléotides: la cytosine
C, la thymine T, et 'uracine U. Il est bien connu que ’ADN est formé de deux séquences
complémentaires des nucléotides A, C, G et T, appariées deux a deux selon le schéma :

— A est complémentaire de T
— G est complémentaire de C

La molécule d’ARN est proche de ’ADN: le pentose est différent, et U remplace T. Elle
est de plus constituée d’un seul brin.

Sur '’ADN comme sur ’ARN, trois nucléotides successifs constituent un codon, dont le
role sera précisé avec le principe de la traduction.

La transcription peut maintenant étre décrite : les deux brins de ’ADN sont séparés
le long d’une séquence encadrée par des codons spécifiques. En considérant les choses de
maniere simplifiée, une telle séquence est ce qu’on appelle un géne. Une enzyme, ’ARN
polymérase (ARNp), parcourt alors cette séquence le long d’un des brins. Ce faisant, elle
génere un brin d’ARN dit messager, ARNm, complémentaire du brin d’ADN parcouru.
C’est un copie exacte du gene qui est ainsi effectuée lors de la transcription (comme son

3. Ce terme désigne génériquement toute partie élémentaire différenciée de la cellule.

4. Désigne I'enchainement de réactions modifiant un stimulus regu par la cellule.

5. Réaction exploitant le glucose pour produire de ’énergie.

6. Protéines se liant en un site spécifique de ’ADN pour controler sa transcription en ARNm.



16 CHAPITRE 1 : INTRODUCTION NON MATHEMATIQUE

1088080 e
contréle (+ ou -)

TRANSCRIPTION

ARNp) ARNm

protéines
TRADUCTION D
(ribosomes) D &

Fic. 1.1 — Schéma simplifé de la synthése des protéines, incluant le réle retroactif des facteurs de
transcription.

nom pouvait 'indiquer).

La traduction peut alors avoir lieu, apres transport de ’ARNm hors du noyau dans le
cas des eucaryotes. Cette étape est effectuée par des organelles complexes, les ribosomes.
Ils sont formés d’ARN et de protéines. Selon un mécanisme trop sophistiqué pour étre
détaillé ici, les ribosomes sont le lieu d’assemblage des polypeptides. Ces derniers sont de
longues chaines d’acides aminés, blocs de base de toutes les protéines. Les acides aminés
sont au nombre de 20, et chacun d’entre eux est décrit sur '’ADN (ou ’ARNm) par un
codon. L’ARNm est parcouru par un ribosome (en réalité, c’est plutot 'ARNm qui se
déplace, le ribosome restant & peu pres immobile [28]), qui assemble les acides aminés au
fur et & mesure que sont rencontrés les codons.

Les deux étapes précédentes permettent la synthese de toutes les protéines d’un étre
vivant, méme sommaire, a partir de son ADN. En particulier les protéines de structure,
constituant les cellules et les liquides intersticiels, ainsi que les enzymes et les facteurs de
transcription. Ces derniers peuvent lorsqu’ils sont activés se fixer sur '’ADN pour activer
ou inhiber la transcription d’une séquence. Ainsi se constitue une véritable boucle de
retroaction, du produit de cette synthese en deux étapes vers sa source. C’est ce processus
qui est a la base des réseaux de régulation génétique: un facteur de transcription peut
controler la syntheése d’un autre facteur, lui méme controlant la synthése d’une enzyme
agissant sur le premier facteur, ou ailleurs dans la cellule. De cette fagcon peuvent se
former des réseaux d’interactions positives et négatives entre molécules, via PADN. Il
faudrait pour plus de rigueur parler de controle transcriptionnel. Il existe en effet d’autres
mécanismes de controle lors de ’étape de traduction. Ils sont plus compliqués et moins
bien connus, et seront dans une large mesure ignorés par la suite.

La synthese des protéines est résumée sommairement sur la figure 1.1.

A titre culturel, on peut mentionner le premier systeme de régulation génétique mis en
évidence. Il s’agit de I'opéron lactose chez E. Coli, décrit pour la premiere fois au début
des années 1960 par Frangois Jacob et Jacques Monod [76]. Un opéron est un ensemble
de genes contigus, dont la transcription est controlée simultanément. Ce controle est le
fait d’un facteur de transcription, codé par un géne régulateur. Ce facteur de transcrip-
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F1Gc. 1.2 — Schéma simplifié des interactions de I'opéron lactose. On voit que globalement, le
lactose active la transcription de I'opéron, tandis que le glucose I'inhibe. Ceci est en accord avec
les besoins de la cellule. Les formes et tailles relatives des différentes protéines sont fantaisistes. En
simplifiant beaucoup, la fonction de la perméase est de permettre le passage a travers la membrane
de lactose extra-cellulaire, tandis que la (3-galactosidase dégrade le lactose en une molécule proche
du glucose, et qui comme celui-ci est utilisée dans la glycolyse.

tion a une affinité avec une zone de ’ADN située au début de 'opéron dans le sens de la
transcription : I’opérateur. Dans le cas de I’opéron lactose, ce sont trois genes qui forment
I’opéron. On les note Z, Y et A. Le gene régulateur est noté I. La zone cible du facteur de
transcription, sur ’ADN, est notée O (pour opérateur).

Sans détailler davantage, deux de ces geénes (le role du troisieme est mal connu) codent
pour des enzymes nécessaires a la dégradation du sucre lactose en glucose: Z code la (-
galactosidase et Y la perméase. Cette dégradation a une utilité pour la vie de la cellule
en ’absence de glucose, qui entre directement dans le cycle de la glycolyse. Or le facteur
de transcription lié & cet opéron inhibe la transcription: c’est un represseur. Il se trouve
désactivé par la présence de lactose, qui modifie sa conformation géométrique (on parle de
réaction allostérique). Par ailleurs une autre molécule, qui n’est pas & proprement parler
un facteur de transcription, active la transcription de 'opéron, et est absente en présence
de glucose (elle est utilisée dans la glycolyse). Le petit réseau ainsi constitué sera sans
doute plus clairement appréhendé sur la figure 1.2.

Cet exemple est 'un des plus simples qui se trouvent dans la nature, et I'on voit qu’il
met en jeu un certain nombre de parametres. Le schéma 1.2 est de plus tres simplifié
par rapport a la réalité. Notamment, le controle transcriptionnel n’est pas uniquement
di aux facteurs de transcriptions, et ceux-ci ne sont pas forcément controlés par une
protéine. Ainsi, un réseau n’est jamais purement génétique, et 'on doit tenir compte des
réactions métaboliques environnantes. Si I’on pousse davantage le souci de précision, on
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est rapidement confronté & d’immenses réseaux, incluant des dynamiques et des échelles
de temps variés. On va tenter dans la partie suivante de suivre les progres biologiques
de ces dernieres décennies concernant la connaissance et la compréhension de ces réseaux
génétiques et métaboliques. Ceci afin de mieux cerner la nature exacte des phénomenes
qui seront modélisés dans la partie mathématique.

1.2.2 Depuis les années 60 : de la découverte a l'ingénierie des réseaux

C’est comme on I’a vu au début des années 60 que sont mis en évidence les mécanismes
de régulation agissant lors de la synthese des protéines. Le fonctionnement des virus
bactériens (ou phages) est soumis a des principes similaires : ils inteégrent le code génétique
nécessaire a leur propre reproduction au sein de PADN de la bactérie infectée. Ce code
est soumis & un controle retroactif, de sorte qu’il peut étre exprimé (menant & la destruc-
tion de la cellule par éclatement) ou non. On parle respectivement de forme lytique et
lysogénique. Tout comme la synthese de la (G-galactosidase et de la perméase peut étre in-
duite par un signal chimique (la présence de lactose), le passage de la forme lysogénique a
la frome lytique peut étre déclenché par un rayonnement ultra-violet. Ainsi, les mécanismes
génétiques sous-jacents sont basés sur des principes communs, en particulier la régulation,
et la possibilité d’induction par un stimulus approprié.

Ces découvertes valent en 1965 le prix Nobel a Jacob, Monod et Lwoff. Elles indiquent que
les processus de la génétique, loin de se résumer au schéma simpl(ist)e ADN — protéine,
participent plutot de la cybernétique, telle qu’introduite par N. Wiener. Dans cette théorie
des systemes, les principes de boucle de retroaction et d’information sont centraux, et les
mathématiques sont un outil privilégié d’analyse. On pense bien str au travail célebre de
Von Neumann sur la théorie des automates reproducteurs [128], dont le schéma de des-
cription codée préfigure de maniére étonnante le fonctionnement de ’ADN (Von Neumann
propose ce modele en 1948 ; Watson et Crick obtiennent le prix Nobel en 1962).

Au dela de I'aspect strictement mathématique de ces notions, il est remarquable que ces
découvertes ont lieu alors que le structuralisme est trés en vogue [103], et que nombre de
disciplines tentent de dégager les relations en jeu dans les systemes qu’elles étudient. Il
s’agit alors d’expliquer les systémes par la structure des interactions qu’ils englobent, plus
que par la nature de leurs constituants. Si cette conception a été fort critiquée depuis, en
particulier pour son ignorance des spécificités et de I’évolution historique de tout systeme,
elle n’en demeure pas moins source d’inspiration, et la notion de graphe d’interaction
reste une clé pour la compréhension des réseaux génétiques (et des réseaux en général).
Par ailleurs, les travaux de R. Thom, dont on a vu qu’ils étaient un modele encore tres
inspirant dans le cadre de ce travail, sont fortement liés & ce courant de pensée [102], et
ils échappent assez largement aux critiques mentionnées de par le role central qu’y joue la
dynamique des systemes. Son point de vue sur cette approche structuraliste, tel qu’exposé
dans [122], chap. VII («Biologie et structuralisme»), mérite d’étre rappelé sommairement.
L’approche structuraliste est essentiellement basée sur une description par des diagrammes
de relations entre éléments d’un systeme, apportant par la une information essentiellement
qualitative et statique. Thom situe ce type de description a l’extrémité la plus simplifiée
et abstraite d’une échelle des modeles, dont ’autre extréme serait ’approche de type phy-
sique statistique déja mentionnée. Cette derniere se place en effet au niveau d’observation
le plus fin, et accede ainsi a une information quantitative. La complexité des systémes réels
impose toutefois & cette approche un traitement réductionniste des éléments en interaction,
et les quantités qu’elle dévoile sont de nature statistique. Entre ces deux extrémes, Thom
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suppose une famille continue de modeles susceptibles d’apporter des connaissances de na-
ture intermédiaire entre celles mentionnées, famille dans laquelle apparaissent ses modeles
catastrophistes. Il semble concevable d’inclure également le modele affine par morceaux
abordé dans cette these a ce niveau intermédiaire de modélisation, ou le quantitatif est
tres approché, mais ou une description de la dynamique des structures d’interaction (et
pas seulement de leur état «en moyenne» ) peut étre envisagée.

Tres rapidement apres l’exposition du concept d’opéron par Jacob et Monod, des
modeles mathématiques sont proposés pour décrire la dynamique d’un opéron. Ce sont
souvent des systemes d’équations différentielles non linéaires, dont la résolution et I’ana-
lyse questionnent aujourd’hui encore les mathématiciens appliqués [87, 88, 127, 131, 133].
Parallelement a cette étude de systemes locaux, les découvertes en biologie moléculaire
se multiplient trés rapidement. Les moyens informatiques évoluant a la vitesse que 'on
sait, des bases de données de grande taille voient le jour, démontrant bien vite ’exis-
tence de réseaux de régulation vastes et complexes. La compréhension biologique classique
du vivant est bien vite dépassée, et de nombreux champs techniques et théoriques sont
requis pour déchiffrer une quantité de données devenue trop abondante. L’informatique
et I’électronique sont bien str des outils précieux, a la fois comme moyens d’analyse et
comme champs techniques maitrisés, ou des réseaux de grande taille sont fréquents. Ainsi
depuis le milieu des années 1990, I’analogie entre circuits électroniques et réseaux de genes
a permis a plusieurs équipes de chercheurs de simuler des réseaux génétiques a l'aide de
circuits électroniques [73, 91, 90].

L’analogie entre ces deux types de systemes, I'un biologique et I'autre technique et manu-
facturé, va au-dela de la seule structure de graphe sous-jacente aux interactions d’éléments
nombreux. On a vu en effet que les genes régulés sont transcrits ou non, selon la présence
ou ’absence d’un inducteur spécifique. Le passage d’un état a l'autre se fait de maniere
rapide, si bien que le mécanisme en jeu est de type «tout ou rien», naturellement codé par
un parametre booléen (ou pris dans un ensemble fini discret). Alors, le contrdle coordonné
par plusieurs inducteurs se représente tres bien par une fonction booléenne, et peut donc
s’écrire a l'aide des fonctions logiques de base de type ET, OU, négation... Il y a donc une
similitude assez poussée entre un réseau génétique et un réseau de portes logiques.

Outre la simulation des réseaux biologiques par des circuits, beaucoup plus rapides et
économiques a construire que des expériences sur le vivant, cette analogie amene bien
str a voir les choses dans I'autre sens: un réseau de genes peut étre compris comme une
sorte de machine a calculer organique. Quels types de calculs peuvent servir & des orga-
nismes vivants? Quelle complexité algorithmique doit-on attendre dans ces réseaux? Des
modeéles mathématiques semblent fort adaptés a ce type de questions, qui seront abordées
section 3.4

Les prédictions sur les réseaux génétiques apportées par les modeles mathématiques,
alliées a la malitrise technique des biologistes, ont permis déja la synthese de réseaux
génétiques en laboratoire [13, 49, 53], dont le comportement dynamique est en accord avec
la théorie. En particulier, les phénomenes d’oscillations stables et de multistationnarité ont
été mis en évidence dans ces travaux. Les développements les plus récents dans le domaine
des réseaux de régulation en biologie cellulaire s’apparentent ainsi de plus en plus a une
véritable ingénierie des réseaux, ou I'informatique et les mathématiques appliquées ne sont
pas en reste [109, 73, 93]. Ce champ de recherches multidisciplinaires est extrémement ac-
tif, donnant lieu notamment & une littérature pléthorique. A titre indicatif, une recherche
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avec les mots clefs gene regulatory networks mathematical model, dans le moteur de
recherche Google, retourne pres de 60000 pages web. En ajoutant pdf, plus de 30000 liens
vers des documents pdf sont retournés. On comprendra, dans ces circonstances, que la
bibliographie fournie dans cette thése est nécessairement partielle par rapport a ce qui
peut se lire sur les modeles mathématiques de régulation génétique en général. Certaines
références généralistes fournissent des bibliographies tres étendues [73, 114]. L’article [35],
paru en 2002, est une revue de la littérature disponible fournissant plusieurs centaines de
références, avec un texte de synthese sur les différentes modélisation existantes.



Chapitre 2

Formalisations du probleme

Dans ce chapitre sont d’abord rappelées les grandes classes de modeles de réseaux
génétiques, leur justification et le contexte ou elles s’averent le plus utiles. Différents textes
de synthese sont disponibles dans la littérature, plus détaillés que la tres courte notice qui
suit [32, 35, 58, 114, 130]. En effet, la complexité des phénomenes de régulation génétique
donne lieu a des modélisations variées. Certaines sont ainsi fort éloignées du propos de ce
texte, et seront mentionnées sans autre précision, a titre culturel.

Dans un second temps, une présentation plus détaillée est fournie pour trois classes de
modeles :

— des modeles de type équations différentielles ordinaires, avec un second membre

différentiable comportant des termes de type sigmoides,

— des modeles discrets en temps et en espace,
— des modeles affines par morceaux, qui sont ’objet d’étude principal dans ce mémoire.

Quelques définitions et propriétés sont fournies dans les trois cas, puis des liens sont établis
entre ces trois classes de modeéles.

2.1 Quelques classes de modeles

Il semble important de signaler le grand nombre de modeles a caractére informatique,
et qui en tant que tels sont plus des langages de description et de manipulation, que
des modeles propices aux démonstrations mathématiques. De tels langages sont bien sou-
vent basés sur un schématisme visuel, de type graphe. Etant en général implémentés ils
peuvent étre utilisés avec des données expérimentales. On peut citer [2], qui fournit un
formalisme diagrammatique, [132] qui donne un outil de visualisation et d’analyse des
réseaux booléens de type Kauffman, ou encore [6] qui donne un modele général basé sur
les systémes hybrides. Enfin, 'outil GNA (pour Genetic Network Analyzer), développé par
I'INRIA, repose sur le modele linéaire par morceaux considéré dans ce mémoire [38]. Cet
outil est basé sur une approche qualitative, qui sera expliquée plus en détails au chapitre 3.
Bien d’autres outils peuvent étre trouvés, parfois associés a des bases de données biolo-
giques.
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Les systemes hybrides considérés en toute généralité incluent les modeles affines par
morceaux comme cas particulier. Informellement, un systéme hybride est un systeme dy-
namique faisant intervenir simultanément des variables discretes et des variables continues.
Ils sont un outil actuellement utilisé pour modéliser des réseaux biochimiques [6, 56, 85].
Les questions abordées par la suite seront valides dans un cadre plus restreint que celui,
tres vaste, des systemes hybrides (voir e.g. [5, 59, 113] pour des textes d’introduction sur
la théorie et l'algorithmique de ces systemes).

Les modeles stochastiques [57, 92] sont également assez répandus. Les équations aux
dérivées partielles, les équations différentielles qualitatives ou a retard apparaissent de
fagon récurrente (cf. [35, 114]). Bien str, certains modeles combinent ces approches, don-
nant lieu par exemple a des systéemes hybrides stochastiques, ou a des équations aux
dérivées partielles avec retard. Tous ces types de modeles sont plus proches de la réalité
biologique que ce qui sera considéré par la suite. Les processus biochimiques sont connus
pour étre largement marqués par les effets de bruits et d’incertitude, qui justifient ’emploi
d’outils stochastiques. L’utilisation des dérivées partielles et des retards est quant a elle
particulierement justifiée dans le cadre des cellules eucaryotes, dont la structure organisée
est sensible au phénomene de diffusion, et au transport non instantané de molécules. Les
cellules procaryotes sont aussi décrites plus exactement par des modeles incluant ce type
d’aspects.

La principale limitation de toutes ces approches provient justement de leur degré de
précision. Rendant les modeles difficiles & manipuler analytiquement, et chers en temps
de calcul pour ce qui est d’une approche numérique, ils sont en pratique utiles pour des
systemes de dimension «petite» (rarement au-dela de quelques dizaines d’équations). Nous
verrons que des modeles en apparence plus simplistes comme celui de Glass ont 1’avan-
tage d’étre adaptés pour des systemes ayant un grand nombre de variables. Or les réseaux
génétiques et métaboliques sont de grande taille (le génome d’un organisme est souvent
d’un ordre de grandeur de 10%). Le modele qui est au centre de ce mémoire est donc congu
pour répondre a d’autres types de questions que ceux mentionnés ici.

Deux modeles classiques peuvent maintenant étre présentés. Ces modeles seront réem-
ployés directement dans I’étude du modele affine par morceaux, qui est introduit a leur
suite. Aussi, la formulation qui en est donnée est concue pour ces emplois ultérieurs. Elle
est suivie d’une analyse superficielle, qui doit également dégager certaines notions utiles
par la suite.

2.2 Modeles différentiables incluant des sigmoides

Dans les modeles continus de réseaux génétiques, les variables d’intérét sont des concen-
trations en protéines, ARNm et autres molécules intervenant dans les mécanismes de
régulation. Leur évolution est décrite par un systéme d’équations différentielles ordinaires,
dont le second membre est classiquement composé de deux termes, ce qui s’écrit :

dx

— = G(x) — Az, 2.1
= G() 21)
ouz € U C R} est un vecteur de concentrations. L’espace d’états U est un borné de
R’ , souvent rectangulaire. A € R}*™ est une matrice diagonale dont les coefficients

diagonaux (A;...\,;) € (R%)" sont des taux de dégradation. Les termes correspondant
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modélisent la dégradation des différentes especes, et tiennent donc compte simultanément
des phénomenes de dégradation, de diffusion, et de dilution (due & la croissance). La fonc-
tion G : R} — R"} représente le taux de production des différentes especes. La régulation
est ici traduite par le fait que le taux de production de chaque variable est déterminé
par un ensemble d’éléments du réseau (y compris elle-méme, éventuellement). G est une
fonction nettement non linéaire.

Ceci entraine qu’un systéme de la forme (2.1) ne posseéde généralement pas de solution
analytique, et son étude s’appuie donc habituellement sur une approche numérique, as-
sociée a des considérations qualitatives sur la dynamique qu’il engendre. Ceci releve du
contexte tres riche des systemes dynamiques non linéaires, au sujet desquels de nombreux
ouvrages peuvent faire référence. On peut citer [9], qui est un classique sur les équations
différentielles, [23] pour un traitement assez informel (sans démonstrations), orienté cal-
cul numérique, [42] comme bon prérequis mathématique a la lecture de [120], ou encore
[43, 67] pour des traitements assez complets et accessibles des outils mathématiques de la
théorie des dynamiques non linéaires ou chaotiques. Le livre [24], créé par des physiciens
et disponible sur internet, est également tres bien fait. En ce qui concerne I'application de
ce type d’équations a la biologie, on peut mentionner [98, 111].

Cette théorie des dynamiques non linéaires est toutefois un contexte trop vaste pour étre ici
pertinente dans toute sa généralité. Les systemes tels que (2.1) sont en effet tres spécifiques ;
chaque composante G; de G' est une fonction R} — R, qui peut étre exprimée en général
au moyen de la fonction dite de Hill:

Vol

(), 05,p5) = W- (2.2)
J J

L’indice j indique que h™ s’applique & une coordonnée du vecteur z des concentrations.
Toutefois, pour alléger les notations, on omet cet indice dans ce qui suit : on note
ht(z, 0,p).

La fonction de Hill admet deux parametres: 6 est une valeur seuil, et p un exposant bio-
logiquement 1ié & la coopérativité!, et mathématiquement & la «raideur» de la fonction.
Lorsque p = 1, on parle de fonction de Michaelis-Menten. Cette fonction décrit ’action
catalytique d’une enzyme dans le cas le plus simple: sans coopérativité, sur un substrat
unique. Le cas p < 1 correspond a une coopérativité négative. Le cas p > 1 correspond a
une coopérativité positive. La courbe est alors une sigmoide (en forme de s), dont la pente

augmente avec I'exposant p. Ceci est représenté sur la figure 2.1.

Les fonctions de la forme (2.2) sont tres courantes dans la cinétique des réactions
biochimiques. Dans le contexte de la régulation génétique, la coopérativité est la norme,
de sorte que les fonctions de régulation sont tres souvent des sigmoides. Les sigmoides
peuvent étre représentées par d’autres classes de fonctions que les fonctions de Hill (2.2).
Elles sont trés souvent paramétrées par un réel p et un seuil 0, et tendent vers la fonction
de Heaviside au seuil 62 lorsque p — oo (ou parfois p — 0). Parmi ces classes de fonctions,
on peut mentionner les fonctions de la forme : T}M’ tanh(p(x — 0)), arctan(p(z —0)),
qui sont typiques. Dans un cadre plus général, une sigmoide peut ne pas étre donnée ex-
plicitement, mais seulement définie par une série d’hypotheéses portant sur ses limite (et

1. Il peut arriver qu’une enzyme admette plusieurs substrats. Lorsque sa liaison avec I'un d’entre eux
modifie son affinité aux suivants, on parle de coopérativité.

2. Traditionnellement, la fonction de Heaviside vaut 0 sur R* , et 1 sur R4. Tout au long de ce mémoire,
sa valeur change en un seuil 0, et non en 0.
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Fi1G. 2.1 — Fonction de Hill, pour différentes valeurs du coefficient p. Le seuil est fixé a 1. En ce
seuil, toutes les fonctions sont a la moitié de leur valeur maximale. La pente a I'origine vaut 0 pour
p>1et % pour p = 1. La dérivée n'est pas définie en 0 pour p < 1.

celles de sa dérivée) aux extrémités de son domaine, et 'existence d’un parametre pour
lequel elle tend vers la fonction de Heaviside. Ceci est en particulier I’approche développée
dans [106, 107, 108]. Il en sera question de fagon plus détaillée au chapitre 3. Dans cette par-
tie, on se restreint volontairement aux fonctions de Hill pour deux raisons. Tout d’abord,
ces fonctions ont une justification biologique, notamment ’exposant de Hill, qui est lié a
la coopérativité. Par ailleurs, diverses études (surtout numériques) [60, 64, 83, 84, 105],
montrent que la forme exacte des sigmoides utilisées n’est pas déterminante, et que des
fonctions différentes conduisent couramment & des dynamiques similaires.

On notera h™(x, 6,p) = 1 — h'(x, 6,p). Les fonctions taux de production G; s’écrivent
alors comme combinaisons linéaires, produits et compositions de termes de la forme
hi(l‘j, ej,pj).

Au vu du role central des fonctions de Hill, on peut noter ici quelques aspects for-
mels d’intérét. On ne considere que la fonction de Hill croissante, le cas de A~ s’en
déduisant aisément. A 6 et p fixés, ht : x — hT(z, 6,p) est un €*°-difféomorphisme
de [0, +oo[— [0, 1[. De plus,

oht paP~top P _
%(iﬁa 0,p) = (00 + ar)2 = ;th(UC, 0,p)h” (z, 0,p)
Oh™t xzPOP (Inx — In @)
8—(377 0,p) = (00 + 2772
La réciproque de AT, vue comme fonction de y, s’écrit :
1
_ Oyr
)y, 0,p) = ———
(1—y)?

On peut expliciter davantage les applications G;.
A chaque variable est associé un ensemble de seuils, qu’on notera pour i € N,, :

0; = {0i0 <01 <02 < <O} (2.3)
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Les seuils extrémaux ¢;o et 0;4, définissent les bords du domaine U. On convient de 1’égalité
0io = 0. A chaque seuil 6;; intérieur a U (i.e. j € Ny, _1) correspond également un coeffi-
cient de Hill p;;.

Ceci posé, on peut donner une forme générale pour les fonctions taux de production:

Gl(l') = gl (h+($17 511)7 ey h+($17 £1€I1)7 ceey h+($n7 gnl), ceey h+(mn7 fnqn)) (24)

ot l'on a noté les couples de parametres &;; = (6;5,pij), qui sont fixés dans I’écriture ci-
dessus,

g : R%igi — R est une application qui décrit les interactions a 1’échelle du systeme
complet : les fonctions de Hill décrivent la dynamique des interactions entre variables, i.e.
a un niveau local, tandis que G; décrit quelles sont les variables qui entrent en interaction.
La relation h™ =1 — h~ permet de n’utiliser que des fonctions 1t dans I’expression (2.4).

Le seul choix d’écrire les applications G; comme composées des G; avec des fonctions
de Hill restreint la classe des systemes étudiés. En effet, cette écriture interdit dans I'ex-
pression de G;(x) l'occurence de termes de 'une des deux formes: h*(zj, h* (zg, &), pjm)
et h* (x,05m, h* (zk, &k1))- De telles composées peuvent apparaitre dans certains modeles
de réseaux métaboliques [27]. L’étude qui en découle est fort difficile, et les termes de
cette forme restent peu fréquents; ils correspondent biologiquement & des mécanismes
de contréle du type inhibition (ou activation) d’inhibition (ou d’activation). Ceci est un
phénomene assez exceptionnel, dont on ignorera donc l’existence dans ce qui suit.

Ce cas rare exclu, les fonctions de Hill peuvent étre multipliées (traduisant I’action coor-
donnée d’éléments du réseaun), et les produits obtenus étre transformés par combinaisons
linéaires (traduisant la concomittance d’actions de la forme précédente). En accord avec
ce type d’hypotheses, une classe assez répandue pour les fonctions G;, dans le contexte de
la régulation biochimique, est constituée par les fonctions multi-affines [11, 14].

Meéme en se restreignant a une telle classe, voire a des G; encore plus simples, la non
linéarité des fonctions de Hill limite fortement tout traitement analytique d’un systéme
d’équations tel que (2.1). Restent les outils d’analyse numérique, dont les performances
sont indéniables pour des modeles spécifiques, mais qui permettent rarement de vérifier
des propriétés théoriques de classes entieres de systéeme. A cet égard, les modeles affines
par morceaux, qui seront introduits en section 2.4, sont souvent congus comme une ap-
proximation des modeles ici considérés. Approximation qui, bien que moins réaliste en
tant que modele, est plus propice a un travail analytique.

Pour conclure cette section, un objet important mérite d’étre présenté. En général,
chaque espece est affectée par un sous-ensemble strict des éléments du réseau. Autrement
dit, Iécriture (2.4) est surdéterminée : G; ne dépend pas de tous ses ) . ¢; arguments. Pour
préciser ceci, la notion de graphe d’interaction est souvent pertinente. On rappelle que la
matrice jacobienne de G en un point z est définie par:

JG(z) = (Zi ($)>i,j:1...n (2.5)

Remarque 2.1. Dans l’équation (2.1), le terme de dégradation ne correspond générale-
ment pas a des interactions entre especes du réseau, ce qui explique qu’on considére la
jacobienne de G seule, et non celle du second membre complet.
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Alors, en chaque point x de ’espace des phases, on définit un graphe d’interaction de
fagon tres naturelle par:
Définition 2.2 (graphe d’interaction). Gl(z) = (V, E) est un graphe orienté dont les
sommets représentent les variables x; : V = N,,.
Les arétes de E C'V x V sont données par les couples (j,1) tels que JGy;(x) # 0.

Chaque aréte de ce graphe peut de plus étre accompagnée du signe du terme corres-
pondant dans JG(z), voire du terme lui-méme pour en quantifier l'effet sur le systeme.
Le graphe ainsi défini est une donnée essentielle concernant la structure d’un réseau. Ses
liens avec la dynamique définie par (2.1) seront précisés section 3.1.1. On peut observer des
maintenant que ce graphe dépend a priori de la position z dans I'espace d’états. Comme la
structure de signe de JG est d’importance, ceci suggere de partitionner ’espace en régions
dans lesquelles le signe de chaque JG;; est constant.

Pour avoir une information plus globale sur le systeme, on peut également considérer un
graphe d’interaction GI(G) qui ne dépende pas de z, en définissant ses arétes comme:

{(j.i) eNZ | 3z € U, JGyj(z) # 0}

En d’autres termes, ce graphe est obtenu en superposant tous les Gl(x) pour x parcourant
son domaine U.

2.3 Modéles discrets

Les modeéles précédents sont des systemes dynamiques continus, sur un espace de phases
continu. On sait que ’analyse des orbites récurrentes de ces systemes correspond celle d’'un
systeme dynamique discret sur un espace continu (e.g. une section de Poincaré). Un autre
type de modele est ici abordé, qui consiste en une dynamique discrete sur un espace
discret. Biologiquement, on a vu que le fonctionnement d’un réseau génétique pouvait étre
considéré comme analogue a celui d’un circuit de portes logiques. C’est cette hypothese
qui est a la base des modeles discrets: chaque geéne y est décrit par un ensemble fini
d’états (niveaux d’expression). L’état global du réseau évolue en temps discret, chaque
état déterminant le suivant selon une loi explicite.

Dans un contexte un peu général, ce type de modeles peut étre abordé avec des points
de vue assez variés. On peut citer [110] pour une approche métrique, [128] pour une
approche de type automates, [129] qui emploie les outils et méthodes de la physique
(notamment statistique). Dans le contexte des réseaux génétiques, Stuart Kauffman est
connu pour avoir développé des modeles booléens synchrones [79, 80|, et René Thomas
pour ses études sur les modeles logiques généralisés (i.e. a plus de deux états), notamment
asynchrones [119, 124].

Dans la mesure ol les réseaux de régulation discrets seront réutilisés par la suite, on en
donne ici une formulation adaptée a ces usages subséquents. En particulier, un point de
vue géométrique, consistant a plonger le graphe orienté portant la dynamique dans N",
lui-méme vu comme sous-ensemble de R™, permettra d’établir un lien assez naturel avec
les modeles affines par morceaux. Ainsi le domaine, discret et fini, qui sert d’espace d’états
dans cette classe de systeémes est choisi comme suit :

n
D = ][N (2.6)
=1



2.3. Modeles discrets 27

n est le nombre de variables, c’est-a-dire de genes dans le réseau modélisé. Pour i € N,,, ¢;
est un entier désignant le nombre d’états discrets que peut prendre le gene i. Pour ¢; = 2
on est donc dans le cadre des modeles booléens, a deux états. De fagon générale, on notera
les éléments de D comme des chaines de caracteres, et non comme des vecteurs, de maniere
a alléger autant que possible I’écriture.

La dynamique synchrone est a premiere vue donnée par les itérés d’une application
F :D — D, qui & un vecteur a € D associe F'(a) = (Fy(a) ... Fy,(a)). Nous allons voir toute-
fois qu’une telle dynamique est bien peu réaliste, et que certaines notions supplémentaires
doivent étre introduites. Néanmoins, toutes les constructions qui vont suivre peuvent
étre entierement déduites du l’application F' et de son domaine . De plus F peut
étre interprétée biologiquement comme une représentation des interactions du réseau, in-
terprétation que nous développerons davantage dans cette section. Ainsi,

Définition 2.3 (réseau génétique discret (RGD)). Un tel réseau est défini comme
le couple R = (D, F), ou D est un ensemble discret de la forme (2.6), i.e. un produit de n
ensembles finis, et F = (Fy...F,) : D — D.

Pour F' quelconque, le successeur d’un état du réseau peut étre a priori arbitraire dans
D. Cependant, il est plus réaliste de contraindre les possibilités de succession entre états
du systeme.
Tout d’abord, les valeurs 1...g; prise par un gene i représentent des niveaux d’expression.
De tels niveaux d’expressions représentent ’activité d’un gene, c’est-a-dire la concentra-
tion ’ARNm ou de protéine qu’il permet de générer. Le passage d’un niveau a un autre
est donc dans la réalité un phénomene non instantané, mais s’écoulant de maniére conti-
nue. Il semble donc raisonnable de n’autoriser que des changements de £1 pour chaque
coordonnée de a, a chaque pas de temps. Ainsi, le successeur d’'un état a € D du réseau
peut étre défini comme :

SUCC(F,a) = a+ sgn(F'(a) — a). (2.7)

On note SUCC;(F, a) la i coordonnée de ce successeur. Si application F' est claire dans
un contexte donné, on notera parfois SUCC(a) pour abréger SUCC(F, a)

Par ailleurs, les génes réels changent d’état de fagon non simultanée, ce qui nécessite
la définition d’une dynamique asynchrone. Celle-ci doit permettre de ne modifier que cer-
taines des coordonnées du vecteur d’état a chaque pas de temps. De ce point de vue, la
successeur défini en (2.7) est un successeur synchrone. Pour formaliser une dynamique
asynchrone, et donc plus réaliste, on introduit la notion suivante :

Définition 2.4 (application partielle). Soient F': D — D, et I CN,.
L’application partielle d’indices I, notée FI, est donnée par:

ﬁl(a) = ZFZ(a)eZ + Z a;€;.

iel i€NR\T

FT est donc I’application ayant les mémes composantes que F' pour les indices dans I,
et laissant les autres coordonnées inchangées. On peut remarquer que FZ est I’application
identité, et FNn = F.

En un point a, on ne peut distinguer les applications partielles FI pour plusieurs ensembles
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I, différant seulement en des indices i tels que Fj(a) = a;. De fagon a reduire ce genre
d’ambiguité on note, pour + € {—, +}:

I*: D — 2(N,)
a +— I*(a)=1{ieN,|svcc;(F,a)—a; ==+1}.

Puis I(a) = I~ (a) UIT(a). Cette union est bien sir disjointe.
On a alors:
Proposition 2.5. F/(9)(a) = F(a), et plus généralement,

F'(a)=F(a), pour tout J D I(a).
De plus, pour J & I(a), on a toujours ij(a) # Fl(a).

démonstration.

Ces propriétés proviennent directement du fait que i € I(a) si et seulement si sgn(F;(a) —
a;) # 0, c’est-a-dire si et seulement si Fj(a) # a;. La définition d’application partielle
permet de conclure. O

Par ailleurs, les ensembles d’indices I*(a) permettent de donner une formulation ex-
plicite et simple de la fonction successeur :

succ(F,a) =a— Z e + Z €;. (2.8)

i€l (a) i€lt(a)

Une unique condition initiale pour un réseau génétique discret (D, F') peut donner lieu
a différentes dynamiques. Celles-ci sont déterminées par un choix des variables mises a
jour & chaque pas de temps. En attendant une discussion plus détaillée sur ce choix des
mises a jour, on peut donner une description abstraite des trajectoires.

Définition 2.6 (trajectoire d’un RGD). Une trajectoire, dans un RGD peut s’écrire
sous la forme générique suivante :

a® e D (2.9)
a"*tl = succ(Flk, db), Iy CN,. '
Pour une méme condition initiale a°, plusieurs choix des mises & jour I, sont bien sir
possibles. On note le temps k en exposant pour éviter toute confusion avec les coordonnées

a; des éléments a de .

Le choix de la suite (i) ci-dessus est comme on ’a dit déterminant. De plus, il sera
souvent plus pertinent de restreindre le choix d’une telle suite a un sous-ensemble strict
de (Z(N,))". Nous rediscuterons de ce choix un peu plus loin, mais deux types fort
répandus de restrictions sur cette suite peuvent étre mentionnés des maintenant. Ces deux
choix définissent des dynamiques pour un RGD, c’est-a-dire des ensembles de trajectoires
admissibles.

Définition 2.7 (dynamiques (a)synchrones). La dynamique synchrone (resp. asyn-
chrone), dans un RGD (D, F) est I’ensemble des trajectoires de la forme (2.9) de ce réseau
discret, telles que pour tout k € N, I, = N, (resp. #1I, =1).
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Au vu de la proposisition 2.5, une trajectoire synchrone peut de maniere équivalente
étre définie par la condition I = I(a*), Vk.
La probabilité que deux geénes voient leur niveau d’expression changer de fagon parfaite-
ment simultanée est bien faible. Aussi, la dynamique asynchrone, pour laquelle une variable
exactement est mise a jour a chaque pas de temps, est sans doute la plus réaliste, comme
il est dit notamment dans [119, 124, 126].

Les définitions d’application partielle et de successeur étant utilisées conjointement
dans I’équation (2.9), il semble intéressant de vérifier qu’elles sont compatibles, dans le
sens suivant :

Proposition 2.8. Considérant SUCC(F,-): D — D, on a SU/E/CI(F, a) = succ(F!, a).
démonstration.
On applique les définitions, qui nous donnent :

—~—

SUCC%Fﬂn = }:SUCCAPHﬂef+ E: a;e;

iel iENR\I
- Z (ai + sgn(Fi(a) — ai))e; + Z a;e;
iel ieN,\ T
= a+ ) sgn(Fi(a) — e
i€l
~ w00 e
el
= a+sgn ZFi(a)ez‘ + Z a;e; — a
i€l il
Cette derniere quantité est bien SUCC(ﬁI, a). O

Avant de poursuivre, illustrons les notions introduites sur un exemple simple.

Exemple 2.9.
On considére une application F sur D = N3 x N, telle que F(11) = 32.
application image de 11 ) ) R 3 .
15 39 Graphiquement, ceci peut étre représenté ainsi:
F 31
FiZ 12 RS
——{2} %0 E
succ 22 suee
— {1
suoot 21 —
— {2} sooctt
succ 12

On voit dans cet exemple une représentation graphique de D, sur laquelle des fléches
relient le point 11 a ses images par différentes applications, partielles ou non. On voit
notamment que [’application SUCC(F,-) peut étre congue géomélriqguement comme une
projection de F' sur un voisinage de rayon 1 des points ou on Uapplique : cette application
définit des déplacements dans D d’une longueur de 1 au plus dans chaque direction, le
sens et la direction de ces déplacements étant dictés par F'. On a donc bien une certaine
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continuité entre un point a et son successeur SUCC(F,a), comme désiré.

La représentation graphique de ’exemple précédent correspond en fait a une construc-
tion usuelle dans le cadre des réseaux génétiques discrets :

Définition 2.10 (graphe de transitions d’états). GT(D, F') = (V,€&) est un graphe
orienté dont les sommets sont les états du réseau:V = D.
Les arétes sont les couples (antécédent, image) pour une dynamique de la forme (2.9):

&= {(a,succ(ﬁf,a)) laeD, IcI(a),]+2 sil(a) #@} c D x D.

Au vu de la proposition 2.5, I’ensemble des arétes issues d’un sommet a serait inchangé
en remplagant I C I(a) par I C N,,, ci-dessus. Le fait d’exclure I = @ quand I(a) n’est
pas vide permet de ne pas introduire de points fixes factices dans la dynamique (on a vu
en effet que F? = Id).

Cette définition sera sans doute plus claire, illustrée par un second exemple :
Exemple 2.11.
F définie sur D = N3 x N3 est donnée par le tableau de gauche, de méme que SUCC(F, )
et 1(-). Le graphe de transition est déduit de ce tableau.

a | F(a) | succ(Fra) | I(a) Graphe de transition GT (D, F)
11| 32 22 {1,2}
12| 13 13 {2}
13| 23 23 {1}
21| 23 22 {2}
22| 13 13 {1,2}
23| 33 33 {1}
31| 31 31 o T / T / J
32| 21 21 {1,2}

; 11— (21 31
33| 31 32 {2} = 2L

On voit que les chemins infinis dans ce graphe GT(D, F') correspondent au trajectoires
du RGD (D, F), telles que définies en (2.9). On abrégera parfois en graphe de transitions,
ou encore graphe d’itérations I’appellation de ce graphe, usant ainsi des différents termes
rencontrés dans la littérature pour désigner cet objet.

Le graphe GT aurait pu servir de définition pour la dynamique d’un RGD. Donné en tant
que tel, comme ensemble de sommets et d’arétes, il ne permet toutefois pas de restituer
de fagon simple une application F' : D — D bien déterminée. Or c’est cette application qui
est bien souvent la donnée de départ lorsqu’on analyse un modele inspiré de phénomenes
biologiques réels (ce qui n’est pas le cas des deux exemples donnés plus haut).

Pour analyser le comportement dynamique d’un réseau discret néanmoins, le seul graphe
GT nous est une information suffisante. Considérons donc un graphe orienté tel que défini
en 2.10. Il génere un ensemble de trajectoires de la forme (2.9), dont la réunion forme un
espace de décalage, ou espace de shift, dans la terminologie de la dynamique symbolique.
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Nous renvoyons a ’annexe B pour les définitions et résultats de cette théorie dont nous
aurons l'usage. On note gt l'espace de shift constitué des mots infinis sur 'alphabet D
donnés par les chemins infinis sur GT, i.e. ensemble des trajectoires de la forme (2.9):

YoT = {a = (ak)keN e DV | V&, (o, a® 1) e 5} .

11 est connu que Yg1 est un shift de type fini (cf. annexe B), comme tous les shifts obtenus
au moyen d’'un graphe orienté [86]. Ainsi, on peut faire agir 'opérateur de décalage o sur
cet espace:

Vk € N, o(a)k = ot

obtenant un systéme dynamique symbolique (XgT,0).

Lors de la définition des trajectoire d’'un RGD, en (2.9), on a laissé en suspens la question
du choix d’une séquence I = (1), d’ensembles d’indices mis & jour, ne traitant que les cas
synchrone et asynchrone. L’ensemble ou les suites I prennent leurs valeurs est 2(N,,), que
I’on notera plus sobrement Z2,,. Cet ensemble est fini, et 'espace Z2Y est donc un décalage
plein. On note encore o l'opérateur de shift sur cet espace. On peut donc considérer les
stratégies de mise & jour I comme un systeme dynamique symbolique en tant que tel. De
fagon a comparer ce systeme dynamique avec le systéme (X7, 0) décrivant les trajectoires
du RGD, on va en fait considérer I’espace

zfzm.ﬂﬁz{a.l\aem, Ieg?fﬁ},
muni de I'opérateur de décalage suivant :

b’v . 2] — E[

aO.I0I1[2 T SUCC(ﬁIO,aO).Ilfg.. . (2.10)
On vérifie aisément que (X7,0) constitue un systéme dynamique symbolique usuel, en
munissant D comme &7, de la topologie discrete, et X7 de la topologie produit. Les éléments
de X1 sont constitués d’une condition initiale a?, suivie des ensembles d’indices mis & jour
le long d’une trajectoire du RGD issue de a”. On peut alors montrer que (Xgt,0) admet
un plongement dans (37,0), i.e. une injection continue commutant avec l'opérateur de
décalage. Ce plongement est induit par ’application suivante :

I: & — 2,
(a,b) +— Z(a,b) ={i € N, |a; #b}.
Par définition, un couple (a,b) € & vérifie b = succ(F!,a) pour un certain I C I(a).
On déduit alors de la proposition 2.5 que Z(a,b) est exactement cet ensemble I. Plus
généralement, pour b = Succ(F’,a) et I C N, on a: Z(a,b) = I N I(a).
5(a® b*)
2k

Le résultat suivant est valable pour la distance p(a,b) = sup; , telle que définie en

annexe B.

Proposition 2.12. L’application

(DYl — Xy

a=aala?. . — W(a) = aO.I(aO,al)I(al,aQ) . (2.11)
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est une isométrie, elle est donc continue et injective. De plus, le diagramme

P
YT — X

|

YT — X

commute, i.e. 1 oo = g o). L’application 1 est donc un plongement.

démonstration.

Soient a, b € YgT, tels que p(a,b) = 27K avec K € NU{oo}. Alors K = inf{k | a* # b},
i.e. pour tout k < K, on a a® = b¥, et a® # bX (pour K = oo, on ignore cette derniere
équation).

Par suite, pour tout 0 < k < K on a Z(a*~!,a%) = Z(b*~1,b%), d’ott I'on déduit

p(v(a), ¢(b)) <27F.

Si K = 00, i.e. a=b on a donc ¢(a) = ¥(b).
Sinon on a a’® # b, et o1 = pK-L,
Alors par définition de GT et Z, on a

aX = suco(FT@" ") oK1y et bE = succ(FTE 105 K1),

Que a et bX soient différents entraine donc Z(a®~1,a®) # T(a®~1,05) = T(bK-1,bF),
c’est-a-dire ¥ (a)® # (b)¥, ce qui prouve que 9 est une isométrie.
Reste a montrer que 1 commute avec I'opérateur de décalage. Ceci vient par simple

reécriture des équations (2.10) et (2.11) définissant respectivement o et v, en un point

a=a’.a'a®... quelconque dans Xgt:

Yoo(a) = vata®...)

= a'.Z(a",d®) I(a? d®). ..
Puis:

goy(a) = (. Z(d a")Z(a',a?)...)
= SUCC(ﬁI(“O’al), a®). Z(a',a?)...

Et par définition de GT, on a a! = SUCC(FVI(aO’al), a%), ce qui acheve la démonstration. O
De cette proposition, on déduit une borne supérieure pour ’entropie topologique d’un

RGD. Cette derniere est bien str définie comme étant celle du systéeme dynamique sym-
bolique induit par le graphe de transition GT.

Corollaire 2.13. L’entropie topologique d’un réseau génétique discret est majorée par la
dimension de son espace d’états :

h(XgT,0) < n. (2.12)
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démonstration.
L’existence du plongement v assure: h(XgT,0) < h(X7,0).
Or le nombre de mots de longueur k de ¥; = D x 2 est donné par:

Cette quantité est obtenue en distinguant les mots commencant par un symbole a € D, et
ceux constitués uniquement de symboles dans ’alphabet a #22,, = 2" symboles. Alors,

log #L,(X1) = log(#D +2") + n(k — 1) ~ nk pour k — oo.

On a donc: h(37,0) = n. O

Ce corollaire appelle deux remarques. Tout d’abord, 'entropie du sous-shift gt est tou-
jours majorée par celle du shift plein DY. Cette derniere est égale a

n
log #D = log H Q-

=1

Des lors que le systeme n’est pas binaire, il existe au moins un ¢; > 2, et la quantité ci-
dessus est strictement supérieure a n. Le corollaire précédent fourni donc une borne plus
fine que celle, immédiate, obtenue en considérant le shift plein, i.e. le systéme symbolique
d’entropie maximale. On remarquera au passage que la borne obtenue est ’entropie du
shift plein sur I'espace d’états d’un systéme binaire.

D’autre part, les deux résultats qui précedent montrent que ’ensemble des stratégies de
mise a jour, con¢u comme un systeme dynamique, génere des trajectoires plus complexes
(du point de vue de I’entropie topologique) que le systéme dynamique donné par le réseau
génétique discret lui-méme. Ceci n’est pas tres surprenant, si 'on observe que dans la
définition (2.9) une trajectoire est entierement déterminée par la donnée de a® et de la
stratégie I des mises a jour, pour F fixée. Ainsi, toute la complexité d’un trajectoire est
portée par le choix de I, ce que traduisent plus formellement la proposition 2.12 et son
corollaire.

Pour conclure sur les techniques de dynamique symbolique, signalons enfin que le
systeme (X7, ) des stratégies de mise a jour est un moyen pratique de définir des classes
de dynamiques. Notamment, les dynamiques synchrones et asynchrones de la définition 2.7
sont respectivement donnée par :

S = 5s(GT) = ¢ ({a.NoN, ... [a€D}) =9~ (D {(Nn)pen})

Sa = Da(GT) = ¢! <ID>. {I e PN |VkeN, JieN,, I = {i}}) .

Les deux sous-ensembles de Y; dont on considere ci-dessus I'image réciproque par 1 sont
clairement o-invariants et fermés, i.e. ce sont des sous-shifts de X;. Par injectivité de 1,
les dynamiques correspondantes dans GT sont conjuguées a celles engendrées par o sur
ces deux sous-shifts. Celui donnant les dynamiques synchrones est notamment fini, en
bijection avec D, ce qui traduit le déterminisme des dynamiques synchrones, et le fait
qu’elle ne peuvent donner lieu qu’a des trajectoires périodiques (incluant des points fixes).
Ainsi, ’entropie topologique des dynamiques synchrones est nulle, et celle des dynamiques
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asynchrones peut étre majorée. Pour ces derniéres en effet, le nombre de mots de longueur
p de ¥(,) est (#D + n)nP~! (calculé comme dans la démonstration du corollaire 2.13),
et de | conjugaison (3,,0) ~ (¢¥(Xa),0), on déduit facilement

h(Xa,0) < logn.

De maniere plus générale, on pourra définir des classes de dynamiques d’'un RGD données
par des ensembles de stratégies de mise a jour. Lorsque ces derniers ensembles sont des
sous-shifts de X7, ils sont topologiquement conjugués au sous-shift de (XgT,0) constitué
de leur image réciproque par .

Pour conclure cette section, on définit un deuxieme graphe associé a un RGD : le graphe
d’interactions. Celui-ci a déja été défini dans le cadre des modeles différentiables. Pour
donner une définition similaire dans le cas discret on a besoin de la notion de jacobienne
d’une application discrete. Une telle matrice peut étre définie dans le cas booléen de facon
assez naturelle (cf. [110]) : le coefficient d’indices (i, 7) vaut 1 si F; change de valeur lorsque
a; change de valeur, et 0 sinon. Ce n’est pas aussi simple si les variables peuvent prendre
plus de deux valeurs. En effet en un point a € D, il faut a priori considérer les différences
a gauche et a droite pour chaque coordonnée, et chaque composante de F' € & ; pour
1,7 € Ny

Aj Fi(a) = Fi(a) — Fi(a—e;) et AlFi(a) = Fi(a+e;) — Fi(a). (2.13)

La différence a gauche n’est pas définie pour a; = 1, de méme que la différence a droite
pour a; = g;. Ainsi, dans le cas booléen ou ¢; = 2, la différence a gauche n’est définie
qu’en a; = 2, et celle a droite en a; = 1 seulement. De plus, ces deux valeurs coincident :
en ne notant que la valeur de a; en argument de F; (les autres coordonnées de x peuvent
étre quelconques), on a en effet AjFi(l) = A; Fi(2) = F;(2) — F;(1). Cette quantité est
la différence booléenne mentionnée plus haut, si 'on substitue {0,1} a {1,2} et que 'on
effectue les calculs dans 'anneau de Boole.

Pour chaque couple (i, j), il y a donc a priori deux différences de la forme (2.13) dans le cas
général (¢; > 2). Néanmoins, I'observation faite pour le cas booléen peut étre généralisée
en remarquant 'identité :

Vi €Ny, VaeD, a; <gj, A;rFi(a) = A Fi(a+ej).

Ainsi, la distinction opérée en (2.13) est superflue: les différences de la forme AjFi pour-
raient suffirent. On conservera toutefois les différences a gauche et a droite, qui nous
semblent plus faciles a interpréter que ’emploi de la différence a droite d’un voisin de
gauche pour décrire la différence a gauche. Deux jacobiennes discretes sont donc définies.

Définition 2.14 (jacobienne discréte). Pour F : D — D, on note JE~ et JET les
matrices jacobiennes a gauche et a droite respectivement. Elle ne sont pas définies en tout
point de D :

Va € [[;in1{2... @i}, JE;(a) = AjF; (a)

Pour (i,j) € N,%, N
Va € [T, Ngi—1, JF;j“(a) = A;F"(a)

On peut comme dans la section précédente introduire un graphe d’interaction, dont
la définition est presque analogue a 2.2. La différence provient seulement du fait que les
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deux jacobiennes doivent étre prises en compte, sauf sur les bords du domaine .

Définition 2.15 (graphe d’interaction: cas discret). Gl(a) = (V, E) est un graphe
orienté dont les sommets représentent les variables a; : V =N,,.

Pour a € [[;_1{2...q; — 1}, les arétes de E C 'V x V sont données par les couples (j,1)
tels que

JF;(a)#0 Vv JF7(a)#0.

S’il existe un j € N,, tel que aj =1 (resp. aj = q;), la seule condition JFiij(a) # 0 (resp.
JF;;(a) # 0) entraine (j,i) € E (dans les deux cas, Uautre jacobienne discréte n'est pas
définic).

L’importance de ce graphe sera soulignée section 3.1.1.

2.4 Modeles affines par morceaux

Dans cette section, on présente enfin le modele qui est le sujet central de cette these.
Il s’agit d’une formulation sous forme d’équations différentielles affines par morceaux,
pouvant a ce titre étre située a un niveau intermédiaire entre les modeles continus et dis-
crets présentés précédemment. On en donne ici une définition générale, suivie de quelques
résultats simples, qui seront utiles par la suite.
Historiquement, c’est Leon Glass qui le premier propose 'usage d’équations affines par
morceaux pour décrire les réseaux de régulation génétique, au début des années 1970 [63,
62]. De ce fait, il est courant désormais d’appeler «réseaux de Glass» , ou «systémes de
Glass», cette forme particuliere d’équations affines par morceaux.
Ces équations sont conc¢ues comme une approximation des systemes non linéaires usuels,
tirant parti des outils d’analyse des systémes booléens [60]. Ce modele est donc dés son
origine une sorte de compromis entre précision de la description et maniabilité analytique.
Il a vocation & fournir une information surtout qualitative. Ses rapports avec les deux
classes de modeles entre lesquelles il se situe furent largement précisés depuis son inven-
tion. On montrera dans cette section que ce modele peut étre obtenu de fagon équivalente
par passage a la limite des coefficients de Hill dans une famille de systemes différentiables
de la forme (2.1), ou & partir d’un unique systéme discret, RGD tel que défini en 2.3.

2.4.1 Premiéres définitions

Commencons par donner la forme générale de ces systemes. Le principe de modélisation
est semblable au cas continu: on a affaire & un systeme d’équations différentielles dont le
second membre comprend un terme de production et un terme de dégradation :

d
d—”; =T'(z) — Az. (2.14)
A est la méme matrice diagonale que dans (2.1). De méme, € U C R} est un vecteur de

concentrations. L’application taux de production I' : U — U est constante par morceaux.
Sa définition est donc associée & une partition de U, donnée par des seuils exactement



36 CHAPITRE 2 : FORMALISATIONS DU PROBLEME

identiques a ceux associés aux modeles différentiables. On rappelle ici la notation choisie
pour de tels seuils:

@i = {910 < eil <0 < Qiqi}, (2.15)
pour ¢ € N,,.
Chaque 0;; est un réel positif. Le domaine ol est défini le systeme peut étre choisi ainsi :
U =T1,[0,0:q]. A chaque jeu de seuils (014, .., 60na,), un pavé peut étre associé :
n
Ba — Bal.“an - H[eiai—lyeiai]- (216)
i=1

Une telle région sera indifféremment appelée pavé, boite, rectangle ou cube (avec le préfixe
n- lorsqu’il sera utile d’en préciser la dimension). Le pavage de I’espace ainsi constitué est
illustré sur la figure 2.2. Les multi-indices repérant ces boites appartiennent a:

ce qui permet des maintenant d’entrevoir le lien entre les systemes de Glass et les systemes
discrets de la section 2.3. On peut dans cet esprit introduire ici I’application de discréti-
sation suivante:
d: U l%’a — D
a€D ) (2.17)
T — a tel que x € B,

Cette application est bien définie car les B, sont disjoints. On note d; les composantes de
d, pour i € N,,.

0,

Oaf

85

O |
056, €, 6, 05

3 :930
lr2
1

F1G. 2.2 — Pavage d’un systéme a trois variable, pour lequel g1 = 3, g2 = 2 et g3 = 2, c'est-a-dire
D= Ng X NQ X NQ.

Il sera également pratique de représenter les seuils bordant une boite a l'aide des
applications suivantes, pour ¢ € N, :

. : D — 0;\ {0} 07 : D — ©;\ {0}

K3
a +— B, 1 a +— O
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Ainsi, 0; (a) (resp. 6 (a)) est le seuil inférieur (resp. supérieur) dans la direction i, pour
la boite B,.

Dans chaque boite de la forme (2.16), la fonction I' est constante. Elle n’est pas définie
a priori sur la frontiere d’une boite B,. Cette ambiguité peut étre levée de différentes
fagons, qui seront précisées dans le chapitre 3.

Remarque 2.16. On pourrait donner une version plus générale des équations 2.14, dans
laquelle la matrice A est non pas constante, mais constante par morceaur. Néanmoins,
comme on le verra dans la suite de cette section, c’est l’aspect constant par morceaux des
quantités z—z qui détermine l’essentiel de la dynamique. Le choix de A\; constants permettra
donc d’alléger les notations, sans perte trop importante de généralité.

Décrivons maintenant les solutions d’un systeme de Glass. Au vu de la définition de
I', pour tout = € f)’a, avec a € D, équation (2.14) est réduite & un systéme d’équations
différentielles affines, avec une matrice diagonale. La solution d’un tel systéme est connue,
et s’écrit, en notant (71 ...7,)7 la valeur constante de I'(z) dans la boite considérée :

e (z,t) = z(t) = f +e M — f). (2.18)

On a noté p*: B, x R — U le flot associé au champ de vecteur de la boite B,.
Pour une condition initiale x € B, et en notant

T
f:(fl...fn)T=<z—1...z—:> (2.19)

A étant diagonale, chaque composante z;(t) est simplement donnée par :
zi(t) = fi+e Nz — f;),  ieN,.

Il apparailt clairement que le vecteur f est un point d’équilibre asymptotiquement stable
pour le flot ci-dessus, et que chaque composante z;(t) tend vers f; comme une fonction
strictement monotone de t. Ainsi, la trajectoire issue de x se dirige vers f, jusqu’a rencon-
trer la frontiere de B,. Par monotonie, une telle intersection est possible si et seulement
si il existe une valeur seuil comprise entre x; et f;, pour un ¢ € N,,. Autrement dit, si et
seulement si f ¢ B,. Si une telle intersection a lieu, I prend une nouvelle valeur associée a
une boite adjacente & B,, et f également. La solution issue de x peut alors étre prolongée
continiment par un nouveau morceau de trajectoire se dirigeant vers ce nouveau point f,
et le méme processus est répété tout au long des trajectoires. En raison de sa nature attrac-
tive, un point f associé a un boite est habituellement appelé point focal. Etant constant
dans chaque boite, elle-méme univoquement déterminée par son indice a, on notera f(a)
le point associé a la boite B,.

On peut énumérer les situations possibles au niveau d’une boite, en fonction de la dispo-
sition du point focal. Si ce point appartient a éa, c’est un point d’équilibre asymptotique-
ment stable. S’il appartient a U\ By, toutes les trajectoires issues de éa s’en échappent
en temps fini. Le cas f € 0B, est plus problématique. Il est donc exclu par hypothese
en général, ce qui n’est pas trop réducteur si 'on considere que la frontiere des boites est
une région de mesure (de Lebesgue) nulle dans U. Une hypotheése supplémentaire concer-
nant les points focaux est d’exclure le cas f ¢ U. Ceci afin d’assurer la conservativité du



38 CHAPITRE 2 : FORMALISATIONS DU PROBLEME

systeme, et le caractére borné des trajectoires. Ces deux restrictions peuvent se résumer en :

Hl. VaeD, f(a) €| B.
beD

Sauf mention contraire, cette hypothese sera faite dans toute la suite de ce mémoire.
On a dit plus haut que dans le cas f &€ B,, les trajectoires s’échappent en temps fini, ce
qui mérite d’étre précisé. Seules les directions 7 telles que x;(t) peut rencontrer un seuil
sont ici importantes. On les distingue donc:

Iout(Ba) = I(;Lt(Ba) U I;Lt(Ba)
= {ieNy[fi<t7(a)} U {ieNy|fi>0(a)}

On omettra la dépendance & B, lorsque le contexte permet de lever toute ambiguité. I\,
(resp. I,,,) est ensemble des directions selon lesquelles le flot peut sortir de By, en croissant
(resp. décroissant) avec le temps. On a pour chacune de ces directions une facette (parfois
appelée mur) de sortie associée, d’équation x; = 6; (a) ou z; = 6 (a). Par monotonie du
flot, tout point x d’une telle facette est un point de sortie, c’est-a-dire un point = vérifiant :
(x € Ba) A (Yt >0, ¢*(z,[0,t])  By).

Pour chaque i € I, le temps nécessaire pour atteindre le mur de sortie correspondant
depuis un point z € B, est donné par:

I <fi> siiel,,
Ai Ji—0; (a)
) P (2.20)
—1In <7+> si iell,

i\ fi — 0 (a)

. . . + — , . N . . .
Cette distinction entre I, et I, sera nécessaire a plusieurs reprises, compliquant

inutilement 'exposé. En effet, notons:

ai<x>=—fi]; f";(f) ool a; <x>=7fifji(f)'

TZ(.%') =

Puis, comme I, et I, sont disjoints, pour chaque i € Iy le signe +; € {—, +} tel que

1€ 1 ;fjt est bien déterminé. On obtient ainsi une notation plus compacte :
pour i € Iy, T7i(x)=—1In (azii (93)) )
On notera F; 'opposé de ;.

De facon générale, le temps de sortie est donné par:

7(z) = min {r(x)}. (2.21)
1€1out

En termes de flot, pour une condition initiale x € B,, Uapplication ¢®(z,.) : t — ¢®(z,t)
est & image dans B, pour t € [0, 7(z)].
En réinjectant cette quantité 7(z) dans ’équation du flot (2.18), on obtient le point de
sortie issu de x comme une fonction explicite de ce dernier. Autrement dit, on a une
application de sortie, ou application de transition B, — 0Bg, © — ¢*(z,7(z)), pour
chaque a € . En pratique, ces applications sont itérées de boite en boite le long des
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trajectoires, si bien que les itérés eux-mémes sont sur la frontiere d’une boite, sauf peut-
étre pour la condition initiale. Cette derniere peut étre choisie sur une facette sans perte
de généralité, ce qui donne une application de transition que 'on peut expliciter:

M*. 9B, — OB,

v Mo = f+ A@@) e — f). (2.22)

Ou f = f(a), et A(z) est la matrice diagonale dont les coefficients sont e~*7(%)

i € N,,. Pour une direction de sortie s € N,,, i.e. 7(x) = 75(z), les coefficents de A(x)
peuvent également s’écrire:

, avec

>

fo—6F(a)\ ™
Agi(z) = <7S :(a)
Js —@s
Il est ainsi possible de ramener un systéme d’équations différentielles tel que (2.14) a
I’étude du systeme dynamique discret obtenu en calculant les itérés des M sur I'union
des frontieres 0B,. Ceci sera détaillé au chapitre 4. Une illustration en est donnée sur la
figure 2.3.

)

023

F1G. 2.3 — Principe de calcul d’'une orbite a partir des itérés d'applications de transition M®. Dans
chaque boite, les trajectoires se dirigent vers le point focal associé, jusqu'a rencontrer un hyperplan
seuil. Le procédé est alors réitéré, avec le point focal de la derniére boite atteinte. Sur cet exemple,
f(33) € Bss, et I trajectoire représentée converge vers ce point d’équilibre asymptotiquement
stable.Les trajectoires sont rectilignes dans chaque boite, ce qui n'est le cas que lorsque tous les
taux de dégradation \; sont égaux, voir section 2.4.2.

En toute généralité 7(x), qui est défini comme minimum sur i des 7;(x), peut étre
atteint pour plusieurs indices ¢ simultanément. Ceci correspond géométriquement au fait
que M®zx appartient a l'intersection de plusieurs facettes de B,, c’est-a-dire a une face de
dimension k& < n — 1. L’énumération des cas (i.e. des k) possibles est envisageable, et ces
aspects combinatoires seront abordés ultérieurement (chapitre 3).
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Comme annoncé en début de section, on va maintenant associer a chaque systéme
affine par morceaux de la forme (2.14) un unique systeéme discret de la forme donnée a la
définition 2.3, et une famille de systémes différentiables de la forme (2.1).

2.4.2 Systeme discret associé a un systéme affine par morceaux

On a vu que l'application I' d'un systéme affine par morceaux de la forme (2.14)
est constante sur chaque boite B,, pour a € D. Ne tenant pas compte pour l'instant
des frontieres de boite, on peut décomposer cette application a ’aide de I'application de
discrétisation d (2.17):

5 d r
I't Usep Ba —> D —>Uqep Ba » (2.23)

ou ’ensemble image de 'application I' est strictement inclus dans la réunion des boites;
on restreint son image a:

I c | JBa\AJ 0B, (2.24)

acD a€bD

de telle sorte qu’aucun point focal (2.19) ne se trouve sur une frontiere de boite, confor-
mément a ’hypothese H1.
L’application des taux de production I' étant constante par morceaux, la restriction I'| 4

est constante pour chaque a. Ainsi, 'application I' ci-dessus est déterminée de maniere
unique par 1’égalité suivante :

Va €D,Yz € By, T(a)=T(z) =Ty .

On en déduit que I'application f, qui & un indice de boite a associe le point focal corres-
pondant, peut s’écrire ainsi:

f=A"T.

L’application discrete F'=d o f : D — D envoie alors chaque indice de boite sur 'indice
de la boilte contenant son point focal, dite boite focale. Elle est bien définie, deés lors que le
domaine (2.24) est exclu de I’ensemble image de f, ce que H1 garantit. Cette application
est déterminée de maniére unique par les parameétres A, I' et © d’un systéme affine par
morceaux. Un tel systeme permet donc de construire un réseau génétique discret unique
(D, F'), de la forme donnée & la définition 2.3. Nous renvoyons donc a la section 2.3 pour
ce qui concerne ’'étude de ce systeme.

Chaque systeme discret de cette forme peut en revanche étre obtenu a partir d’une infinité
de systemes affines par morceaux. En effet, pour toute application F : D — D, d~to F
associe a chaque indice de boite a l'intérieur d’une boite entiere: B F(a)- Alnsi, toute ap-

plication f donnant les points focaux telle que f(a) € B F(a) donnera lieu au méme réseau

discret. De plus, pour chaque application f ainsi choisie, une infinité de couples f, A
peuvent étre choisis de telle facon que f = AT

Nous allons maintenant donner les résultats simples qui concernent la comparaison d’un
systéme affine par morceaux et du systeme discret (D, F') qui lui est associé. Des résultats
tres similaires peuvent étre trouvés dans [115].
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L’application successeur associée a F', telle que définie en (2.7) prend ici la forme
spécifique suivante :

succ(F,-): D — D

a — a+sgn(do f(a)—a) (2.25)

On abrégera sUCC(F,-) en succ(-) dans la suite de cette section, F' étant fixée.
Remarquons que les ensembles d’indices I+ (a), et I szt(Ba) coincident. En effet, un in-
dice i appartient & I*(a) si et seulement si Fj(a) # a;. Pour F = do f, ceci est équivalent
a fi(a) €10, (a), 0 (a)[, cest-a-dire i € IZ,(B,).
De plus, les composantes non-nulles de succ(a) — a = sgn(d o f(a) — a) sont exactement
de la forme 4,1, pour i € I(a). En effet, +; a été défini dans la section précédente comme
le signe tel que i € I[fjt. Or ce signe est + si f; > 02-+, et —si f; < 67, ce qui est bien le
signe de d; o f(a) — a.

On peut énoncer deux propriétés simples en termes de comparaison des dynamiques.

Proposition 2.17.
F(a) =a <= succ(a) =a <= f(a) € B,.

démonstration.

Par définition, F(a) = a si et seulement si d o f(a) = a, c’est-a-dire si et seulement si
sgn(d o f(a) —a) = (0...0), c’est-a-dire succ(a) = a.

Enfin d o f(a) = a est encore équivalent & f(a) € B,, par définition de d. O

Autrement dit, les points fixes de F' et de sUCC sont confondus, et correspondent exac-
tement aux points focaux situés dans leur propre boite, qui sont comme on I'a vu des
points d’équilibre asymptotiquement stables.

Proposition 2.18. Pour I C N,, quelconque,
SU/E/CI(Q) =b#a < Jre B, M%% = x,7(z))€ B,N By

démonstration.

Prouvons I'implication =-.

Par définition, SU/E/CI(a) = b équivaut & b; = a; + sgn(d; o f(a) — a;), pour i € I. Seuls
les i € I N 1I(a) sont tels que a; # b;. Pour de tels 4, fi €]0; (a),8; (a)[. D’apres la section
précédente, le mur porté par {x; = Gz-i '} est atteignable par la composante ¢¢ du flot. Reste
a garantir I'existence d’un point x intérieur a B, tel que toutes ces composantes atteignent

un tel mur simultanément. Qu’une telle intersection se produise est encore équivalent & :

3z e B, VieINnI(a), m(x)= min 7;(z)
j€l(a)

Or au vu de (2.20), les fonctions 7; ont pour image

7 (167 (@), 67 (@) = [7:(6,). 7367 = [0,707)] .
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qui est d’intérieur non vide d’apres H1. Ainsi, pour 7% = min; 7; ((9? ), U'intervalle [0, 7%]
est d’intérieur non vide, et est inclus dans les ensembles images de toutes les fonctions ;.
On peut alors choisir des valeurs ¥ = --- =¥ < V11 ..., telles que les k premieres sont
minimales, et ce pour un k arbitraire. Toutes ces valeurs ayant un antécédent par toutes
les fonctions 7;, on a un vecteur x € 103@ tel que Tj(.l‘j) = 1J; pour tout j. En supposant
sans perte de généralité que I N I(a) = Ny, 'image par M® de ce point est alors par
construction dans l'intersection de murs requise.

Réciproquement, si un point = est envoyé par M sur une intersection de la forme B, N By,
la forme (2.18) du flot entraine que les coordonnées f; de f(a) soient hors de ]0; (a), 8 (a)]
pour b; # a;. Par monotonie, elles doivent de plus étre a gauche de cet intervalle si b; < a;

N . . o1 , .
et & droite sinon. Autrement dit, SUCC (a) = b, et <= est démontrée. O

Cette proposition signifie qu'un élément a € I admet un successeur b si et seulement
si une trajectoire issue de B, atteint By.

Les deux résultats fournis ici ne donnent qu’une information valable pour un unique
pas de temps. A cette échelle, les systemes affines par morceaux et discret ont des dy-
namiques similaires. En ce qui concerne des trajectoires entieres, ou des attracteurs, la
comparaison est moins évidente. Elle est le probleme principal du chapitre 6.

2.4.3 Systemes différentiables associés a un systeme affine par morceaux

Observons que les systemes différentiables de la forme (2.1) et les systemes affines par
morceaux de la forme (2.14) ne different que par les fonctions taux de production, dés lors
que les ensembles de seuils ©; sont supposés identiques pour les deux types de modeles.
On fixe dans cette section une telle fonction I' constante par morceaux, associée a un
systeme affine par morceaux.

Rappelons 'expression choisie dans le cas différentiable, a 1’équation (2.4):

G’L(x) — g’L (h+(l‘1, fll)a teey h+(l‘1, £1Q1)> ey h+(xn> gnl)a vy h+(xna Enqn))

olt &; = (05, pij) sont les parametres de la fonction de Hill A, eq. (2.2), cette derniére
tendant vers la fonction de Heaviside au seuil ¢;; lorsque p;; — +o0o. Plus précisément,
notons:
= min
b i€Np,jENg, Pij

Alors, lorsque p — +o00, pour tout z € U,

h(z) = (h*(z, &11)...hT (2, &y,)) — h =h(z) € {0, %7 1},

avec _
hij =1 siet seulement si x; > 0;;_1,
hij = % si et seulement si x; = 0;;_1,
hij =0 siet seulement si x; < 0;;_1

Les seuils 6;; sont ordonnés a i fixé, et de plus 0,0 = 0 pour tout i, et z; est toujours
positif. On a donc

{ E”:1:>Vj/<], Eij/zl,

Eil = 1. (*)
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Alors, pour z € J,cp B,, h(z) appartient au sous-ensemble de {0,1}2: % satisfaisant I'im-
plication (*). Notons Z* ce sous-ensemble. On vérifie sans difficulté qu’il est en bijection
avec D =[], Ny, via par exemple la bijection suivante :
®: 9 — D
h +— (max{j €Ny, | hij = 1})
€Ny,

Cette bijection est telle que pour € J,cp éa, on a

®oh(z) = d(x),
ou d est I'application de discrétisation définie en (2.17). En effet, on a par construction,
pour i € N, : B
[CI) o h(.%')]z =7 = x; > 9ij—1 et x; < GW

Ceci signifie exactement que la composante i de ® o h(x) est la coordonnée a; de 'indice
de la boite By, ...q, contenant x en son intérieur. Or cet indice est d(x), par définition de
d. N N

On a vu dans la partie précédente que I' peut s’écrire I od, pour une application I' : D —
U, Ba uniquement déterminée. Alors, la composée :

n

G=To®: 7 2~D—"~J,.p Ba (2.26)

est uniquement déterminée par le choix de f, et donc de T

On a vu par ailleurs qu’une classe de fonctions répandue pour le choix de G est formée des
applications multi-affines, c’est-a-dire affines en chacune de leurs variables. Or il est connu
que de telles applications sont entierement déterminées par la connaissance des images de
tous les points a coordonnées booléennes (voir [14]). Ainsi, si G est choisie multi-affine,
elle est enticrement déterminée par ses valeurs aux points de {0,1}2:%.

Plus précisément, en notant ky la valeur prise en k = (k11 ...kng,) € {0,1}2:% il est
prouvé dans [14] que I'unique application multi-affine G satisfaisant G(k) = Ky en tout k
est donnée par:

kij ki
G- hmg,) = Dt [ [ i’ (1= hug) =59
k 2%
Par analogie, on construit I’application multi-affine suivante :

G(hn1 - hng,) = > Gk) [ hi (1 = hig)' =, (2.27)
]

key*

ou G est application définie en (2.26). Ainsi, équation (2.27) fournit 'unique application
multi-affine telle que G o h prend les mémes valeurs que I' lorsque 'on passe a la limite
p — 400, et qui vaut 0 aux points booléens que h n’atteint pas.

Les seuils 0;; étant les mémes pour les systemes différentiables et les systemes affines par
morceaux, la procédure ci-dessus permet donc d’associer a une application I', et donc a
un systéme affine par morceaux, une unique application G. On en déduit une famille de
systemes différentiables, donnée par ’ensembles des G = G o h de la forme (2.4), rappelée
en début de section, pour toutes les valeurs positives des coefficients de Hill p;;. Ces der-
niers sont donc les seuls parametres du systeme différentiable obtenu dans cette section a
partir d’'un systeme affine par morceaux. Les relations entre les dynamiques de ces deux
types de modeles ont été étudiées, ce dont il sera rendu compte au chapitre 3.
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2.4.4 Sous-classes des systemes affines par morceaux

L’hypothese H1 ne sera pas levée par la suite. Un autre type d’hypothese peut étre
donné: certaines restrictions imposées a la classe générale de systemes de Glass donnée
par I’équation (2.14) permettent de définir des sous-classes, dont ’étude est plus aisée. On
peut d’ores et déja citer la classe des systémes de Glass binaires, définie par 'hypothese

H2 (réseau binaire). Vi € N,,, ¢; = 2.

Pour de tels systémes, chaque O; est de la forme {0,60;1,0;2}. Les 6;; sont les seuls
seuils susceptibles d’étre franchis par des trajectoires, et il est courant d’appliquer une
translation au systeme pour ramener ces seuils a 0, avec pour conséquence une nette sim-
plification de I’analyse. Cette sous-classe de systemes est de loin la plus étudiée. Dans le
cadre de ce mémoire, on ne se restreindra pas aux réseaux de Glass binaires, sauf mention
contraire.

Une autre hypothese tres souvent appliquée est la suivante :

H3 (taux de dégradation uniformes). IN € R, A = \d.

Bien que peu réaliste, cette hypothese est tres répandue. Elle permet en effet de beau-

coup simplifier le traitement mathématique, et repose sur la stabilité structurelle supposée
des systemes biologiques: ce qui est démontré pour A = Ald est supposé vérifié pour un
voisinage de AId dans R7*". Ce fait n’est pas démontré précisément & ce jour.
D’un point de vue géométrique, cette hypothese implique que dans chaque boite, les mor-
ceaux de trajectoires sont rectilignes, comme on peut le déduire de 1’équation (2.18). Ceci
se traduit notamment par le fait que 'application de transition (2.22) est dans chaque
boite B, une projection centrale, de centre f, sur la frontiere de B,. En effet, H3 implique
que A(zx) est proportionnelle & l'identité dans 1’équation (2.22), i.e. elle se raméne a un
terme scalaire, qu’on notera a(x). Sous H3:

Mz = f+a(x)(x—f), (2.28)

. 9Fi(q
Fiz60(@) Lhs a@) = max{ei(@)h.  (2.29)

Pour i € I a;(T) =
out Z( ) fz -y 1€1out

Dans la mesure ou «;(z) ne dépend que de la coordonnée z;, on se permettra de noter
abusivement «;(z;). On peut remarquer dés maintenant que cette fonction de x; est conti-
nue (et méme ), de domaine [0 (a), 8, (a)], et d’image un compact strictement inclus
dans [0, 1].

Pour: eI Lt, i.e. +; = +, elle est croissante, et son image est

fi — 0/ (a)
= U & 0] (2.30)
fi=6;(a)
Pouri e I_,, ie. +; = —, elle est décroissante et son image est
fi ~ 67 (a)
L2 ) o, 1), (2.31)

fi =07 (a)’
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Enfin, une troisieme hypothése permettant de définir une sous-classe des systemes de
la forme (2.14) est suffisamment répandue pour étre rappelée. Elle consiste a interdire
certaines configurations problématiques, qui seront abordées plus en détails au chapitre 3,
et qu’on schématise sur la figure 2.4. Ces configurations peuvent étre décrites de facon
informelle. Etant données deux boites adjacentes, c’est-a-dire dont l'intersection est une
facette commune, on considere la composante du champ de vecteurs normale a cette fa-
cette dans chacune des deux boites. Si cette composante est de signe opposé de part et
d’autre de la facette, il y a une indétermination sur cette derniére, du type mur blanc, ou
mur noir. Pour toutes les autres configurations possibles au voisinage d’une facette, on
parlera de mur transparent (cette terminologie est introduite au milieu des années 1990
par Plahte, Mestl et Omholt [104]).

Fi1G. 2.4 — Les deux ambiguités causées par I'autorégulation dans le cas de deux boites dans le
plan. Dans chaque boite, les fléches représentent le champ de vecteurs (dirigé vers un point focal
unique pour chaque boite). Ces deux situations sont souvent appelées mur noir (a gauche) et
mur blanc (a droite).

Avec les notations dont on dispose ici, cette hypotheése peut se formuler comme suit.

H4 (pas d’autorégulation). Pour tout a € D, et tout i € N, tout voisin ' = a+e; de
a dans D est tel que:

(di(f(a) = ar) (di(F(a)) = af) >0,

ou

ou encore:

di(f@) =a; et (dlf(®) - a) ()~ ar) > 0.

Plus simplement, ces hypotheses sont équivalentes au fait que tous les murs sont transpa-
rents.

Que les indices de boites vérifient une identité de la forme a’ = a + e; est équivalent
au fait que 'intersection W = B, N B, est un mur, inclus dans un hyperplan de la forme
{z; = 6;}. La premiere condition correspond au cas ou les points focaux des deux boites
adjacentes B, et B, sont tous deux "hors de leur boite dans la direction ¢”. Autrement
dit, c’est le cas i € I(a) N I(a’), qui entraine que des trajectoires peuvent s’échapper des
deux boites selon la direction 4. L’inégalité proposée assure alors que le flot est bien défini
au mur W (i.e. ce mur est transparent). Les deux autres cas correspondent respectivement
aux situations ¢ & I(a) Ni € I(d’), et @ & I(a’) ANi € I(a). Considérant par exemple le
premier cas, I'hypotheése H1 entraine que la composante ¢ du flot dans B, est non nulle

dans un voisinage de W, et s’éloigne de ce mur pour approcher f;(a). L’inégalité proposée
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a’ , . . ..
assure alors que le flot ¢ provenant de B, va dans ce sens également, interdisant ainsi
que W soit un mur blanc. On notera que sii & I(a’)Ai & I(a), alors W est nécessairement
un mur blanc, ce que nous avons exclu avec les conditions ci-dessus.

Biologiquement, cette derniere hypothese signifie que le réseau est supposé sans auto-
régulation, dans le sens suivant: si une variable z; traverse un seuil 6; (i.e. I'indice de
boite a; change), la iéme composante de sa vitesse ne change pas de signe. Autrement
dit, un réactant dans le réseau ne modifie pas son propre taux de production, au moins
qualitativement.

2.4.5 Récapitulatif

En résumé, on a donné dans cette section la définition d’un systeme affine par mor-
ceaux général, avec I’équation (2.14). L’application taux de production I' a été définie
comme constante par morceaux, les morceaux en question étant des n-rectangles ouverts.
Elle n’est pour I'instant pas définie univoquement sur les frontiéres de ces rectangles. On
a ensuite montré comment les trajectoires peuvent étre construites dans chaque boite,
introduisant ’application de transition M associée a une boite B,.

On a montré comment associer a chaque systeme affine par morceaux une famille de
systemes différentiables de la forme (2.1), paramétrée par la seule donnée de ses exposants
de Hill. Auparavant, on a également associé un unique réseau génétique discret & chaque
systeme affine par morceaux, pour lequel le choix d’une stratégie de mise a jour des va-
riables n’a pas été explicité. Ceci sera traité dans le chapitre 6.

Dans les deux cas, les systemes associés a un modele affine par morceaux ont été seule-
ment définis, et la question de leur dynamique a été laissée en suspens. Elle sera étudiée
dans les prochains chapitres. De facon a structurer cette étude, les systemes affines par
morceaux peuvent faire I'objet d’une taxonomie sommaire, établie sur la base des hy-
potheses de travail formulées au début de la présente sous-section. On peut récapituler ces
hypotheses :

— H1 sera supposée vraie dans toute la suite.

Les trois hypotheses suivantes serviront de critere de classification :
— H2 définit la classe des réseaux binaires.
— H3 définit la classe des réseaux a taux de dégradation uniformes.

— HA4 définit la classe des réseaux sans autorégulation, i.e. sans mur blanc ni mur noir.

Bien stir, ces trois criteres peuvent étre combinés, ce qui définit 8 classes de systemes,
de la plus générale donnée sans hypothese, a la plus simplifiée supposant H2, H3 et H4
satisfaites. C’est cette derniere classe de systéeme qui est la plus étudiée, et que désigne en
général dans la littérature le terme systeme de Glass (voir e.g. [45, 81] pour cette question
de vocabulaire). Toutefois, on usera parfois de ce terme pour désigner des systémes plus
généraux, en particulier non binaires. En effet, une des contributions de ce mémoire est que
I’hypothése H2 ne sera que tres occasionellement requise. On s’efforcera bien str d’éviter
toute équivoque, et les hypotheses employées seront rappelées chaque fois que cela sera
nécessaire.



Chapitre 3

Principaux problemes soulevés par les
modeles mathématiques

Comme le chapitre précédent peut le suggérer, les systemes affines par morceaux de la
forme (2.14), que nous rappelons:

% =T'(x) — Az, (3.1)
soulevent des questions variées. On peut distinguer deux grands types de problemes, cor-
respondant respectivement & 1’échelle des familles de modele, et a ’échelle des modeles
eux-mémes. Autrement dit, le premier type de questions se traduit géométriquement dans
des espaces fonctionnels, et le second type dans des espaces de phases (que nous appelle-
rons également espaces d’états). Ces deux catégories de questions sont grossierement :

e Quels sont les points communs des modeles affines par morceaux avec les autres
types de modeles? Quelles sont les propriétés spécifiques au cas affine par morceaux?

e Quelles dynamiques peut générer un systeme de la forme (3.1) 7 Comment décrire et
caractériser ses attracteurs?

Bien str, ces deux probléemes ne sont pas indépendants. En particulier, a 1’échelle des
classes de modeles, aucune taxonomie ne saurait se passer d’une caractérisation, méme
élémentaire, des dynamiques admissibles pour chaque modele. D’autre part, un aspect es-
sentiel, qui est masqué dans les deux questions précédentes, est le probleme de la validité
biologique des équations de la forme (3.1). D’un point de vue théorique, la nature classifi-
catoire des réponses appelées par les questions ci-dessus est a confronter aux connaissances
actuelles sur les réseaux de régulation biologique, et au «catalogue» de phénomenes qu’elles
constituent. D’un point de vue plus pratique, les questions de validation et d’identification
de modeles a partir de données expérimentales sont donc cruciales.

Dans ce chapitre, nous allons résumer les résultats disponibles dans la littérature, en sui-
vant un ordre thématique inspiré par la discussion précédente, et par les publications cor-
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respondantes dont nous avons eu connaisance. Dans une premiere section, nous discutons
de problemes ayant directement trait a la biologie, théorique tout d’abord, section 3.1.1,
puis expérimentale dans la sous-section suivante 3.1.2. Les sections 3.2 et 3.3 sont plus
techniques. La premiere concerne la défintion des solutions d’un systéme de la forme (3.1)
a l'intersection de plusieurs murs, ainsi qu’au niveau des murs blancs et noirs (voir sec-
tion 2.4.4). La seconde traite de I'analyse des attracteurs de systemes de la forme (3.1),
avec les problemes que cela souleve en termes de localisation, caractérisation et classifica-
tion.

3.1 Questions liées a la biologie

3.1.1 Boucles de rétroaction

Une question transverse, en ce sens qu’elle se pose indépendamment de la classe de
modele considérée, est celle des boucles de retroaction, et de leur influence sur la dyna-
mique des systemes. Cette question, que se posent les automaticiens et les cybernéticiens
depuis les origines de leur discipline est apparue assez t6t dans le contexte des réseaux
de régulation génétique, sous une forme ad hoc. Elle s’appuie sur I'interprétation suivante
des modeles mathématiques: la coexistence de plusieurs attracteurs stables pour un méme
systeme dynamique (appelée dans ce contexte multistationnarité) traduit le phénomene de
différenciation cellulaire. Cette interprétation est attribuée a M. Delbriick (fin des années
1940), ou plus anciennement & C.H Waddington (fin des années 1930). On trouvera une
discussion sur la paternité de cette idée dans [122], au chapitre XII («Une théorie dyna-
mique de la morphogénese»). Pour une illustration (mathématisée) sur un exemple simple
de la portée biologique de cette notion de multistationnarité, on pourra par exemple se
reporter a [22].

Dans le méme ordre d’idées, 'homéostasie, ou aptitude d’un organisme & maintenir cer-
taines quantités autour d’une valeur stable, se traduit mathématiquement par la présence
d’un attracteur stable, point d’équilibre ou cycle limite oscillant autour de la valeur a
maintenir.

Dans la mesure ou la structure des interactions est souvent une information reconstituable
a partir des données d’expérience, traitées informatiquement [3, 8, 101], la question de ses
liens avec la multistationnarité et la stabilité des attracteurs s’est posée naturellement a
plusieurs reprises, jusqu’a devenir un probléme tres étudié.

Tout comme dans le contexte de la cybernétique ou de 'automatique, les boucles de
retroaction se sont vite avérées déterminantes pour le fonctionnement des réseaux d’inter-
action biologiques. On attribue généralement a René Thomas la formulation explicite de
ces questions, dont une synthese était parue dans le livre [124] au début des années 1990,

et qui ont depuis donné lieu & de nombreuses autres études .

En résumant, René Thomas a formulé deux conjectures qui sont, de fagon informelle :

(1) Texistence d’une boucle de retroaction positive est une condition nécessaire a la mul-

1. La bibliographie de René Thomas étant abondante sur ces questions, qui ne sont pas l’ob-
jet principal de cette thése, nous renvoyons & sa page web pour davantage de références:
http://www.ulb.ac.be/cenoliw3/PERS0-PAGES/rthomas.html
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tistationnarité d’un systeme.

(2) lexistence d’une boucle de retroaction négative est une condition nécessaire a 1’exis-
tence d’au moins un attracteur stable dans ’espace d’états d’un systeme.

Pour étre plus précis, une boucle de retroaction est un circuit fermé dans le graphe d’in-
teraction Gl (voir définitions 2.2 et 2.15). Que l'on traite de modeles discrets ou continus
les arétes de Gl sont définies & partir des coefficients non nuls d’une matrice jacobienne.
Elles peuvent donc étre pondérées par la valeur de ces coefficients. En particulier, une
aréte (j,) est dite positive ou négative selon que le coefficient JFj; # 0 correspondant est
positif ou négatif. Le signe d’une boucle est celui du produit des poids associés aux arétes
le composant. Une boucle est donc négative si et seulement si elle comporte un nombre
impair d’arétes négatives.

Les résultats mathématiques publiés a propos des conjectures de Thomas concernent es-
sentiellement les modeles différentiables, tels qu’a la section 2.2. Bien souvent, la forme
donnée a ces modeles est plus générale que celle que nous avons fournie dans cette sec-
tion 2.2, et 'on suppose seulement que le vecteur d’état x € R"™ satisfait une équation
différentielle ordinaire :

dx
g F(x), (3.2)

ou F est réguliere, c’est-a-dire la plupart du temps €, avec r > 1.

La forme (3.2) dépasse largement le seul cadre des modeles de réseaux de régulation
génétique, et présente donc un intérét mathématique certain, en sus de l'interprétation
qui peut étre faite, en biologie théorique, de la coexistence de multiples attracteurs et de
leur stabilité.

Résumons sommairement les résultats dont nous avons connaissance. Nous ne prétendons
pas a ’exhaustivité, et une recherche bibliographique plus approfondie (parmi les publi-
cations existant en théorie des systémes et en informatique, entre autres) fournirait bien
d’autres références que celles citées dans la suite (notamment, la bibliographie de R. Tho-
mas, voir note 1). Les premieres approches formelles sont dues comme nous I'avons dit
a R. Thomas, et sont expliquées et discutées au moyen d’exemples dans le livre [124],
co-écrit avec R. D’Ari. Depuis cette époque, plusieurs preuves formelles ont été apportées
aux conjectures (1) et (2). Citons Plahte, Mestl et Omholt [106], qui fournissent 'une
des premieres démonstrations d’une version formalisée des deux conjectures, dans le cas
ot F est €. Peu apres, Gouzé [70] (dans le méme numéro parait [29] qui précise le role
des boucles de retroaction dans les réseaux biologiques et 'interprétation des conjectures
de Thomas et leurs avatars) et Snoussi [117] proposent d’autres démonstrations, valables
sous des hypotheses similaires. S’appuyant sur des outils de géométrie différentielle, une
démonstration de la conjecture (1) est donnée par Cinquin et Demongeot [25, 26], dans
le cadre plus général ou l'espace d’états est une variété différentiable, et non plus R".
Plus récemment, une démonstration de la méme conjecture (1) est également fournie par
Soulé [118], sous des hypotheses plus faibles de régularité de I’application F'.

Pour finir, signalons deux articles de R. Thomas et M. Kaufman parus en 2001 [125, 126],
qui traitent de cette question des boucles de retroaction dans le contexte général des
systemes dynamiques non linéaires. Une nouvelle conjecture y est proposée de maniere
informelle : une condition nécessaire a 'existence de dynamiques chaotiques est fournie
par l'existence d’une boucle dont le signe varie en fonction de la position dans ’espace
d’états, ou la coexistence d’une boucle positive et d’une boucle négative.
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Ces conjectures pourraient étre formalisées sans difficulté dans un cadre booléen ou
discret, en s’appuyant par exemple sur les notions de jacobienne discrete et de graphe
d’intéraction d’un systeme discret telles que celles définies a la section 2.3. Relativement
peu de résultats de cette nature sont parus (a notre connaissance) jusqu’a ce jour. On peut
citer [7, 30], ol est déterminé le nombre maximal de points fixes dans un réseau booléen
synchrone (les points fixes d’un réseau asynchrone sont les mémes, seuls les bassins d’at-
traction changent), pour un nombre fixé de boucles dans le graphe d’interactions. Selon la
répartition des signes de ces boucles, et le fait qu’elles sont d’intersection vide ou non, des
bornes sont données pour le nombre de points d’équilibres. Le lien avec les conjectures de
Thomas semble assez clair.

Pour conclure cette section, on peut se demander dans quelle mesure les conjectures de
Thomas peuvent étre formalisées (et démontrées) pour des modele affines par morceaux.
Pour ceux-ci en effet, la jacobienne est nulle presque partout, et n’est pas définie aux points
appartenant a un hyperplan seuil. Bien sir, la famille de systemes différentiables associée
a un systeme affine par morceaux (section 2.4.3) entre dans le cadre ot les preuves sont les
plus abouties et variées. Toutefois, la comparaison des points d’équilibres de cette famille
de systemes et de ceux du systeme affine par morceaux est loin d’étre évidente, comme
nous le verrons dans la section 3.2. De plus, cette famille est paramétrée par les coeflicients
de Hill, qui peuvent étre arbitraire. Pour différents choix de ces coefficients, il est possible
d’altérer les valeurs relatives des différentes fonctions de Hill. Plus précisément, le terme
1,7 de la jacobienne s’écrit :

Y dhye . 0G;
axj Z::d— ) gy, B(@)

pour h(z) = (hi1(x1) ... hng,(zn)) ot hij(z;) = h(zi, 0;,pi5), h étant la fonction de Hill
croissante (voir équation 2.4). Rappelons que la dérivée de cette fonction s’écrit :

Pjk— Hp]k
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On voit apparaitre un coefficient p;; devant cette dérivée, qui est toujours positive. D’autre

part, ne dépend pas des parametres des fonctions hj;. Son argument h est modifié

8h

par d’ eventuelles perturbations des pj, mais si plusieurs des dérivées partielles de G;

0G;
ont des signes différents, il est clair que le signe de —Z peut varier lorsque I’on modifie

ox

les valeurs relatives des exposants p;, (par exemple pojur G ayant des dérivées partielles
constantes). La structure du graphe d’interaction — et en particulier, 'existence et le signe
des boucles de retroaction — est donc sensible a ces parametres. Il semble par conséquent
fort difficile d’établir un lien entre les interactions dans un modele affine par morceaux et
celles effectives dans la famille de modeles différentiables associée.

Le plus naturel semble donc de définir le graphe d’interaction d’un modele affine par mor-
ceaux comme étant celui de 'unique modele discret associé (section 2.4.2). Ce graphe n’est
pas arbitraire: un aréte (j,4) y correspond au fait que si la variable x; change d’état (i.e.
sort de lintervalle |6, 9;[ > x;), alors la variable z; tend elle-méme vers une valeur limite
située hors de son propre état. Ceci correspond donc a une interaction qualitative, plus



3.1. Questions liées a la biologie 51

forte que la non annulation d’une jacobienne usuelle (i.e. la jacobienne d’une application
différentiable).

En ce qui concerne la formalisation et ’étude des conjectures de Thomas, on est donc
ramenés au cas des modeles discrets, dont on a vu qu’il est un domaine encore assez
ouvert aux recherches. Nous terminons donc cette section par une ouverture, plutot que
par des définitions ou résultats achevés. Soulignons seulement qu’une démonstration des
conjectures de Thomas pour les systemes affines par morceaux pourrait étre concue comme
critere de validité de ces systémes, en tant qu’ils modélisent des réseaux de régulation bio-
logique.

3.1.2 Analyse qualitative, identification, validation de modeéles

La question des boucles de retroaction a été beaucoup étudiée ces dernieres années, en
bonne partie sans doute parce qu’elle rejoint les préoccupations des biologistes, et dépasse
donc le seul cadre des recherches mathématiques. Un autre aspect transverse, est celui de
la validité de modeles tels que ceux présentés au chapitre précédent. C’est en confrontant
ces modeles a I'expérience que 'on peut éprouver leurs limites, afin de les améliorer, ou
d’en faire des outils de controle et d’aide a la compréhension des systemes biologiques de
régulation.

Cette question, qui en fait se ramifie en une multitude de problemes théoriques et pratiques,
est de premiere importance. Nous ne pouvons prétendre 1’épuiser ici, ou nous nous limitons
a un bref récapitulatif des méthodes employées avec les modeles discrets, différentiables et
affines par morceaux.

Tout d’abord, on peut distinguer deux types de données expérimentales produites par la
biologie moderne, requérant des techniques d’analyse spécifiques. Il s’agit d’une part des
données massives, de type biopuces, et d’autre part des données plus classiques issues
d’expériences sur des systemes de plus petite taille.

Les premieres sont nécessairement imprécises, et ne se prétent qu’a des travaux basés sur
une approche qualitative, c’est-a-dire associée a une modélisation discrete (voir e.g. [8]).
La question principale que posent de telles données est celle de I'identification de réseaux,
autrement dit de la reconstitution de la structure du graphe d’interaction. Une limitation
sérieuse est le grand nombre de variables (plusieurs milliers), et le petit nombre de mesures
faites au cours du temps. Le développement d’algorithmes d’identification de réseaux a
partir de données incompletes fait I’objet de recherches actives depuis quelques années.
Devant la tres grand richesse combinatoire des modeles discrets, 'efficacité des meilleurs
algorithmes est limitée par un nombre de calculs exponentiel [3, 33]. D’autres techniques,
reposant sur une modélisation linéaire par morceaux et non plus booléenne, ont été pro-
posées récemment par Perkins, Hallett et Glass, qui les ont testées sur un modele de la
morphogénese d’arabidopsis thaliana, ainsi que sur de grands réseaux aléatoires [101]. Il
semble que de telles méthodes soient tout a fait compétitives.

En ce qui concerne les données associées a des réseaux de taille plus raisonnable, sur
lesquels les mesures peuvent étre plus nombreuses et plus précises, I’emploi de modeles
différentiables est répandue. Les parametres de ces modeles sont alors ajustés a 'aide des
données d’expérience. Ce type d’étude s’appuie presque toujours sur I’emploi coordonné
de méthodes numériques et d’analyse qualitative d’équations différentielles ordinaires. Les
références étant nombreuses, on peut renvoyer au livre classique [98], ainsi qu’a quelques
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articles représentatifs de ce type d’approche [100, 112, 127, 131, 133].

Les modeles affines par morceaux se sont également avéré utiles a plusieurs reprises,
par exemple pour I’étude du déclenchement de la sporulation chez bacillus subtilis [39],
ou de la réponse d’escherichia coli & un stress nutritionnel [41]. L’approche employée
dans ces études consiste a ramener les équations en question a un graphe de transitions,
représentant le comportement qualitatif des solutions. Détaillons quelque peu ces tech-
niques, développées surtout par de Jong et ses collaborateurs [34, 37, 40]. Cette procédure
est assez proche de la représentation par un systeme discret, telle que définie a la sec-
tion 2.4.2. Plusieurs différences notables doivent toutefois étre soulignées. Tout d’abord, les
parametres des équations sont considérés comme des grandeurs qualitatives, dans le sens ol
ils sont seulement soumis a des contraintes de type inégalités, et ne se voient pas attribuer
de valeur fixe. D’autre part, de fagcon a tenir compte des phénomeénes d’autorégulation, les
arétes du graphe de transition sont non seulement les boites, mais également toutes leurs
faces de dimension inférieure (i.e. toutes les intersections possibles d’hyperplans seuils).
Dans les faces de dimension n — 1 ou moins, la dynamique est décrite au moyen d’une
inclusion différentielle, solution au sens de Filippov des équations de départ (voir section
suivante). En réalité, les solutions au sens de Filippov sont surapproximées, pour faciliter
I’analyse et 'implémentation. Cette derniere a été accomplie, donnant lieu a ’outil d’ana-
lyse GNA [38], développé en java.

Apres cette premiere section portant surtout sur les problemes liés a la modélisation
et a 'utilisation pratique des outils mathématiques, nous abordons dans les deux sections
qui suivent des questions plus techniques, posées par les modeles eux-mémes.

3.2 Sur la définition des solutions d’un systeme affine par mor-
ceaux

Dans la section 2.4.1, on a décrit la construction d’une application M?, équation (2.22),

associée a un systéme de la forme (3.1). Cette application envoie chaque point d’une boite
B, sur la premiere intersection de l'orbite issue de ce point avec la frontiere 0B,. On a
ensuite mentionné la possibilité d’itérer de telles applications de boite en boite, ce qui est
I’objet du chapitre 4. Au niveau d’une intersection H de plusieurs murs, on avait cependant
remarqué que le choix de 'application M?%, est indéterminé, 'indice a pouvant étre celui
de I'une quelconque des boites contenant H. En supposant bien définie une trajectoire, on
constate par ailleurs que ’ensemble w-limite de certaines d’entre elles est un point, situé
sur une telle intersection H (voir figure 4.3).
De plus, on a caractérisé les notions de murs blancs et noirs, qui sont exclus si I’hypothese
H4 est satisfaite. Sur de tels murs, la dynamique est indéterminée, les champs de vec-
teurs affines définis de part et d’autre étant de sens opposé, dans la direction normale
au mur. En 'absence d’autres constructions, tout point d’un mur noir W est station-
naire puisque, dans les deux boites portant ce mur, les trajectoires issues d’un voisi-
nage ouvert convergent toutes vers W (voir figure 2.4). On a vu également que les murs
non transparents correspondent biologiquement au phénomene d’autorégulation. Un tel
phénomene est tres fréquent dans les systéemes biologiques réels, et ne doit donc pas étre
exclu systématiquement. Autrement dit, 'hypothése H4 est une restriction sévere, qu’il
serait bon de lever.
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Toute cette discussion montre qu’il serait souhaitable de prolonger le domaine de définition
des trajectoires aux murs blancs et noirs, ainsi qu’a l'intersection de plusieurs murs. En
particulier, il est important de savoir caractériser les points d’équilibres appartenant a un
mur, ou a l'intersection de plusieurs d’entre eux. Suivant la terminologie introduite par
Snoussi et Thomas [116], qui est restée en usage, de tels points d’équilibre seront appelés
points d’équilibre singuliers. Les autres points d’équilibres sont donc dits réguliers.

Deux techniques différentes on été proposées pour définir les solutions sur tous les murs,
et sur leurs intersections. Elles sont résumées dans les deux sections qui suivent.

3.2.1 Perturbations singulieres d’un systéme continu ou différentiable

La premiere technique employée consiste a considérer un systeme d’équation différen-
tielles ordinaires & second membre régulier (au moins continu), et & perturber ce systéme
pour obtenir un systeme affine par morceaux. Cette perturbation se fait habituellement en
faisant tendre un (ou plusieurs) parametre(s) vers 0. Avec ce passage a la limite, certaines
fonctions de régulation tendent vers la fonction de Heaviside. Le probleme consiste alors
a étudier le comportement des attracteurs lors de ce passage a la limite. En pratique, les
attracteurs situés ”loin” des hyperplans seuils, ne posent pas de difficulté. Ceux situés dans
un voisinage critique de tels hyperplans requierent en revanche une analyse plus prudente,
et des outils plus élaborés.

Les premiers emplois d’un technique de ce type paraissent au milieu des années 1990
dans [104, 105], ou Plahte, Mestl et Omholt définissent une classe de fonctions de régulation
continues qu’ils appellent logoides. Ces fonctions sont un intermédiaire entre les sigmoides
de type Hill et les fonctions de Heaviside. Elles sont continues, et croissent strictement de
0 & 1 sur un intervalle de la forme |6 — g, 0+ % [, ou f est une valeur seuil, et § un parametre.
Lorsque ce parametre tend vers 0, toute fonction logoide tend vers la fonction de Heaviside.
Notant Z(x) = Z(x, 6,6) une logoide de parametres § et 6, telle que représentée sur la
figure 3.1, les auteurs cités considerent des systemes dont la forme générale peut s’écrire :

W = 6(@@) - (A + H(2Z@) e (33
ot Z(z) = (Z11(x1) ... Zng,(xn)), avec Zij(x;) = Z(x4, 0i5,0;;). Le terme A est une ma-
trice diagonale a coefficients positifs, qui assure la dissipativité du systeme. Pour alléger,
on suppose a partir de maintenant que tous les termes J;; sont égaux, et on note ¢ leur
valeur commune, strictement positive.

La forme (3.3) est semblable a (2.1), a ceci pres que les taux de dégradation ne sont
pas supposés constants, et que les logoides se substituent aux sigmoides. On a vu dans
la remarque 2.16 que le fait de choisir des taux de dégradation constants ou constants
par morceaux ne modifie que peu I’étude qui s’ensuit. Ainsi, il est possible d’associer un
systeme de la forme (3.3) & un systeme affine par morceaux, de fagon tres similaire a ce
qui a été décrit pour les systemes différentiables.

L’espace d’états d’un systeme tel que (3.3) se décompose en régions singuliéres et
réguliéres. Un région singuliere est un produit d’intervalles I; x --- x I, dont I'un au
moins est de la forme |0;; — g, 0;5 + g[ Dans ce dernier cas, on parle de J-intervalle. Les
régions singulieres sont appelées A-régions dans [104, 105]. Les § sont choisis de fagon a ce
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que deux J-intervalles soient toujours d’intersection vide. Dans chaque région singuliere,
on appelle variables primaires les x; appartenant & un d-intervalle, et variables secondaires
les autres variables. Lorsque p est le nombre de variables primaires, on dit que la A-région
est de dimension p (ou de d-dimension p). Une illustration est donnée sur la figure 3.1.

_____ T___+_____

01

F1a. 3.1 — Exemple de logoide (a gauche), et pavage de I'espace de phases d'un systéme plan
avec un seuil par variable (3 droite). Le régions singuliéres sont grisées: en gris clair ces régions
ont une variable primaire (i.e. sont de d-dimension 1), celle en gris foncé en a deux (i.e. est de
d-dimension 2). Dans les régions en blanc, les logoides ont une valeur constante, et la dynamique
est donc gouvernée par un systéme affine d'équations différentielles, dont le terme linéaire est
diagonal. Ceci est identique au cas affine par morceaux. Lorsque § — 0, une A-région singuliére
de d-dimension p tend vers une intersection de p murs, i.e. vers une face de boite de dimension
n — p. Le systéme tend vers un systéme affine par morceaux identique a ceux définis section 2.4.

Dans ce contexte de modélisation, on cherche alors a determiner les attracteurs d’un
systeme de la forme (3.3), et leur comportement lorsque 6 — 0. Dans [104], les résultats
démontrés concernent surtout les points d’équilibres. Les points réguliers ont un comporte-
ment identique dans un systeéme affine par morceaux et dans un systeme avec logoides. Le
cas des points singuliers est bien sur plus difficile. Il est montré que ceux-ci ne peuvent ap-
paraitre que si le systeme avec logoides de la forme (3.3) comporte des points d’équilibres
situés dans des A-régions. Ces derniers sont difficiles & expliciter en général, mais les
points singuliers qu’ils engendrent lorsque § — 0 peuvent souvent étre déterminés. Réci-
proquement, étant donné un systeme affine par morceaux, chacun de ses points d’équilibre
singuliers peut étre obtenu par passage a la limite § — 0, pour une large classe de systemes
avec logoides, i.e. § > 0, comportant des points d’équilibres situés dans des A-régions. Les
points d’équilibres singuliers asymptotiquement stables coexistent dans un systeme affine
par morceaux et dans un systéme avec logoides, et se confondent a la limite § — 0, a
condition de considérer une A-région n’intersectant aucun mur noir. Enfin, une trajectoire
périodique ne traversant que des murs transparents dans un systéme avec d > 0 tend vers
une trajectoire périodique d’un systeme affine par morceaux lorsque § — 0.

Le fait que les murs noirs, et donc l'autorégulation, soient une limitation aux résultats
ci-dessus est a remarquer. Ceci tend a montrer que ’approximation des fonctions de
régulation continues par des fonctions de Heaviside perd de sa validité en présence d’au-
torégulation.
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Poursuivant cette étude dans [105], les mémes auteurs définissent la classe générale des
systemes avec logoides de la forme (3.3) de fagon précise, puis montrent qu’il est possible
de calculer la jacobienne du systeme dans une A-région. Cette jacobienne est la somme
d’une matrice diagonale & termes strictement négatifs, et d’'une matrice de rang p, ou p
est la d-dimension de la A-région considérée. Cette derniere matrice est proportionnelle
a un terme %. Ainsi, lors du passage a la limite § — 0, la jacobienne devient équivalente
a cette matrice. La stabilité d’un point d’équilibre singulier est donc exactement celle de
cette matrice. D’autre part, la non annulation des lignes ou colonnes d’un sous-matrice de
la jacobienne calculée fournit une condition nécessaire a ’existence de points d’équilibres
singuliers. Cette condition est I’exacte transposition d’une condition formulée par Snoussi
et Thomas en termes de boucles de retroaction (voir section 3.3.1).

Dans la mesure ou les résultats obtenus pour les systemes avec logoides sont peu
sensibles a la forme exacte de ces fonctions, il était supposé possible de les étendre aux
systemes avec sigmoides (e.g. fonctions de Hill, voir section 2.2). Un tel travail fut accompli
par les mémes auteurs. Dans [107], la classe générale de systemes de la forme:

(jl—:f = F(z,2), (3.4)
ou F' est analytique en x et Z, est étudiée. Ce dernier vecteur est composé de fonctions
sigmoides: Z;; = S(xi, 6ij,q:5). S est une fonction analytique et inversible, d’inverse
analytique. Elle est de plus soumise a une liste de six hypothéses, assurant notamment sa
monotonie, le fait qu’elle tend ponctuellement vers la fonction de Heaviside pour ¢ — 0, et
le fait que sa dérivée est proportionnelle a % (voir le cas des logoides, et de la jacobienne
associée). Retenons que ces hypotheses sont vérifiées par les fonctions de Hill, écrites sous
la forme
/e

S($7 07Q) = .Tl/q _}_91/(]’

de sorte que c’est a la limite ¢ — 0 que cette fonction tend vers la fonction de Heaviside
au seuil 6.

Posant ¢ = max; j g;;, I'objectif est d’étudier le comportement de (3.4) lorsque ¢ — 0.
Etendant les définitions liées aux systemes avec logoides, les notions de variables pri-
maires et secondaires sont définies. Pour ceci, on définit tout d’abord un point d’équilibre
singulier comme suit: = est un point d’équilibre de (3.4), noté x(q) pour représenter sa
dépendance au parametre ¢. Notant 2° = lim, . z(q), (q) est dit singulier s'il existe un
i tel que x? = #;, pour un certain seuil 6;. Les variables primaires d’un point d’équilibre
singulier sont alors celles qui tendent vers une valeur seuil lorsque ¢ — 0. Dans ce nouveau
contexte, le nombre de variables primaires est appelé degré de singularité du point x(q).
Toutes les autres variables, appelées ici encore secondaires, sont tels que les sigmoides qui
en dépendent tendent vers une valeur booléenne B,. Pour un point x, de variables pri-
maires z, — 6, (z, et 6, sont des vecteurs), et de variables secondaires x5 — B (idem),
on définit la région singuliére SR(p, Bs) comme étant I'ensemble des T de méme limite que
x lorsque ¢ — 0. Les régions réguliéres sont celles pour lesquelles aucune variable ne tend
vers une valeur seuil. Ces régions sont tres similaires a celles définies pour les fonctions
logoides, et représentées figure 3.1.

Suite & ces définitions, les auteurs de [107] décrivent une méthode générale d’étude des
points d’équilibres singuliers de (3.4), de leur comportement et de leur stabilité lorsque
q — 0. Cette étude a des points communs avec le cas des logoides, avec la différence notable
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que les sigmoides sont analytiques, alors que les logoides sont seulement continues. Ainsi,
il est notamment possible avec les sigmoides d’écrire des développements a des ordres
supérieurs a 1, alors que seule la jacobienne des logoides peut étre évaluée, en certains
points. Ces méthodes sont appliquées a un modele de I’homéostasie du fer cellulaire des
mammiferes, également modélisée et étudiée dans [100].

Retenons que les modeles différentiables que nous avons définis aux sections 2.2 et 2.4.3
entrent parfaitement dans le cadre mis en place dans article [107].

Pour finir sur I'étude du passage & la limite SIGMOIDE — HEAVISIDE, mentionnons
article [108] paru en 2005, et di & Plahte et Kjoglum. Les systemes étudiés sont 1égerement
plus spécifiques que les précédents, et s’écrivent

Z—j =F(Z, q,P)—G(Z, q, P)z, (3.5)

ou Z est un vecteur de sigmoides identique a celui des systémes de la forme (3.4). Ces
sigmoides sont exprimées a partir d'une sigmoide de base Z;, au moyen de la relation

szl/lh‘j

7. — .
Y Ziq/qif + (1 - Zi)Q/qz‘j

Le réel g €]0, go] est un parametre global de raideur des sigmoides (analogue des exposants
de Hill), et P = {p;j} un ensemble de parametres représentant la raideur relative des
différentes sigmoides: p;; = ¢/¢;j. Les notions de domaines singuliers et réguliers sont
analogues au cas d’équations de la forme (3.4).

Le domaine ot1 sont choisis les g;; est noté |0, q%]. Le passage a la limite qui est considéré est
alors plus subtil que précédemment, les différents parametres p;; pouvant tendre vers des
valeurs distinctes, conduisant a des états stationnaires distincts. Plus explicitement, chaque
¢ij = ¢ij(q) est supposé différentiable en la variable ¢, avec les conditions q?j = ¢;j(qo) et
q?j (0) = 0. De plus, les limites suivantes

p* = hm
Y40 gi5(q)

sont supposées exister, P* = {p;-kj} étant appelé relative Hill exponent limit set, et désigné
par I'acronyme RHEL.

Pour un choix fixé de P*, et une solution (ou 'on ne fait pas figurer explicitement les
conditions initiales) z(¢, ¢, P) de I’équation (3.5), un solution z(¢, 0, P*) de I’équation
différentielle affine par morceaux obtenue a partir de (3.5) lorsque ¢ — 0 est définie par
Plahte et Kjgglum comme la limite

z(t, 0, P*) = limozr(t, q, P).
q—>

Un point important de cette définition, est que différents choix de P* définissent a priori
différentes solutions du systeme affine par morceaux, limite de (3.5). Ceci est a rapprocher
de la notion d’inclusion différentielle, traitée & la section suivante 3.2.2.

Les notions de domaines réguliers et singuliers sont définies de maniere plus détaillée que
dans les études précédentes. Les variables anciennement appelées primaires et secondaires
sont désormais dites respectivement réguliéres et commutantes (switching). Nous conser-
vons dans la suite 'appellation plus ancienne. Sans entrer dans les détails formels, il est
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possible avec cette définition de considérer les solutions du systéeme affine par morceaux,
y compris dans les hyperplans seuils. Ceci se fait par un changement de variable de la
forme :

zs = S"1(Z,, 0s,q), (3.6)

ou S est une sigmoide, et qui donne lieu a des phénomenes de couche limite au voisi-
nage des seuils. Des techniques de perturbations singulieres sont utilisées pour traiter ces
problemes. Intuitivement, le changement de variable ci-dessus a pour effet de ”dilater”
les domaines singuliers dans les directions de leurs variables primaires. Géométriquement,
ceci donne une partition en quelque sorte duale, ou les domaines a p variables primaires,
apparaissent comme des pavés de dimension n — p, lorsque ¢ > 0. A la limite ¢ — 0,
les domaines singuliers sont contractés en des hyperplans seuils (ou des intersections de
tels hyperplans). Cet "effet de zoom” sur les régions singuliéres permet d’y définir des
solutions.

Le dénommé ”résultat principal” de cet article peut maintenant étre énoncé. Il requiert
des hypotheses de régularité des différentes fonctions que nous ne détaillons pas, renvoyant
a [108]. Sous ces hypotheses, notons x(t, ¢, P) une solution de I’équation (3.5), pour g > 0.
Alors, sur toute séquence finie de domaines réguliers et singuliers, x(¢, g, P) approche uni-
formément la solution z(t, 0, P*), obtenue en utilisant le changement de variable (3.6),
puis des techniques de perturbations singuliéres dans ces différents domaines, et en raccor-
dant contintiment les solutions ainsi obtenues. Un résultat est également fourni concernant
les cycles limites. Etant donnée une orbite périodique I'(0, P*) obtenue par un passage a
la limite ¢ — 0 sur une solution de (3.5), il existe une valeur ¢; > 0 telle que (3.5) admet
une orbite périodique I'(¢q, P) pour tout ¢ €]0,q1[, avec I'(q, P) — T'(0, P*). Ce résultat
requiert des hypotheses de transversalité d’une section de Poincaré, et d’hyperbolicité d’un
point fixe d’une application de premier retour. Il y a également correspondance des points
d’équilibres, pour ¢ = 0 et pour un ensemble non vide de valeurs > 0 de q.

Illustrée sur des exemples, cette méthode met en évidence la possibilité de définir des solu-
tions d’équations affines par morceaux sur des hyperplans seuils et leurs intersections. Ces
solutions peuvent ”glisser” le long de ces hyperplans, et s’arréter sur des points d’équilibres
singuliers. Ces derniers peuvent correspondre a un ensemble de plusieurs points d’équilibre
dans le systeme (3.5), avec ¢ > 0, qui se trouvent confondus a la limite ¢ — 0. Ces équilibres
multiples peuvent étre assez élaborés, et inclure par exemple des foyers stables et des points
selles, reliés par des orbites hétéroclines. Pour différentes valeurs de ¢, ce équilibres peuvent
de plus étre qualitativement différents (i.e. des bifurcations peuvent se produire lorsque g
varie). Ceci montre donc que les systéme avec sigmoides peuvent donner lieu en général
a des dynamiques nettement plus complexes que les systémes affines par morceaux. Dans
ces derniers, les zones de forte non linéarité des premiers — ou peuvent se produire des
dynamiques non triviales — sont contractées, simplifiant les dynamiques en ces régions.

3.2.2 Solutions de Filippov

Une autre méthode pour définir rigoureusement les solutions de systemes affines par
morceaux sur les murs noirs ou les intersections de plusieurs murs a été proposée par Gouzé
et Sari [71]. Elle a donné lieu & une implémentation par de Jong, les mémes auteurs et
leurs collaborateurs [36]. Le principe de cette approche fait appel & une notion de solution
généralisée d’équations différentielles a second membre discontinu, due a A.F Filippov [50].
Ce mathématicien, et d’autres (spécialement des chercheurs russes), ont développé une
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théorie des équations différentielles présentant des discontinuités pour répondre aux be-
soins d’ingénieurs et d’automaticiens, qui avaient couramment a traiter de telles équations.
L’ouvrage [50] est une synthese des résultats et outils ainsi créés. Des notions similaires
apparaissent dans la littérature sur les systemes hybrides, dont les équations différentielles
a second membre discontinu sont un cas particulier.

Plusieurs notions de solutions sont définies dans [50], notamment pour des systémes
présentant des entrées. N’ayant pas a traiter de telles situations, nous nous contentons
de rappeler la notion de solution, dite dans la suite au sens de Filippov, qui est la plus
adaptée aux systemes affines par morceaux de la forme (3.1). Cette notion est celle retenue
dans [71].

Dans un contexte plus général que le notre, considérons f : R™ — R" continue par
morceaux (i.e. continue sauf sur un ensemble M de mesure de Lebesgue nulle). Dans [50]
f dépend aussi du temps, ce que nous omettons ici, n’en ayant pas I'usage. Filippov étudie
des systemes de la forme:

dx

- = f@). (3.7)
Une solution de cette équation est alors, par définition, une fonction x(¢) absolument
continue?, qui vérifie

dx

dt
presque partout. Pour tout x, F(z) est un sous-ensemble de R". Les différentes notions
de solution proposées par Filippov dans [50] sont autant de choix de cette application
multivaluée® F. Celle qui convient dans notre contexte est la plus simple, définie par :

e F(z) (3.8)

F(z)=vconv¢ lim f(z¥) . (3.9)

w*—?x
z* ¢ M

conv est ’adhérence de I’enveloppe convexe, qu’on appelera aussi enveloppe convexe fer-
mée. Une fonction = : R — R™ vérifiant I'inclusion différentielle (3.8) est appelée sélection
de cette inclusion. Pour une multi-application F': R™ — Z(R"), il est possible de définir
certaines notions de continuité. Elles sont définies au moyen des distances suivantes, sur

Z(R™):

d(X,Y) = sup inf ||z —yl2
reX YEY
dg(X,Y) = max{d(X,Y), d(Y,X)} (distance de Hausdorff).

Alors F' est dite
— semi-continue supérieurement sid(F(z),F(y)) — 0 quand = — y.

— continue sidyg (F(z),F(y)) — 0 quand  — y.

2. Une fonction f absolument continue peut étre définie comme étant l'intégrale de Lebesgue d’une
fonction g € L'. Pour ces deux fonctions, ’égalité f’ = g est vraie presque partout (f’ est la dérivée de f).
3. On parlera aussi de multi-application, ou encore d’application multivoque.
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Pour assurer l'existence de sélections absolument continues de (3.8), c’est-a-dire de solu-
tions de (3.7) il faut que F soit en tout point non vide, convexe et fermée, et qu’elle soit
semi-continue supérieurement. On dit alors que F' satisfait les conditions de base (basic
conditions).

Ces conditions de base assurent l’existence d’une solution de (3.7), mais pas 'unicité.
Celle-ci peut étre obtenue en ajoutant des conditions supplémentaires. En particulier, ceci
est possible si I'ensemble M de discontinuité est une réunion d’(hyper)surfaces?. Dans
toute la suite, nous faisons cette hypothese sur la structure de M. Alors si, pour chaque
surface S de M, les projections normales & S des champs de vecteurs (continus) définis par
f de part et d’autre de S ne s’annulent en aucun point, on a unicité de la solution. Si F'(x)
est un singleton pour tout x, on retrouve le cas classique des équations différentielles.

En regle générale toutefois, I'unicité n’est pas assurée au niveau d’une surface de dis-
continuité S. Sur cette surface, une solution de (3.7) est donc définie par une inclusion,
admettant plusieurs sélections. Cette inclusion s’écrit :

dz
— e F(x)NS.

dt (z)

Lorsque 'intersection ci-dessus est vide, I’équation (3.7) n’admet aucune solution sur la
surface S. Il est possible que cette intersection soit réduite & un point, et 'on a alors
existence et unicité de la solution sur S (ou le sous-ensemble de S sur lequel 'intersection
est un singleton).

Les équations affines par morceaux de la forme (3.1) correspondent bien aux cadre
défini par Filippov, et dont nous venons de rappeler quelques résultats basiques. La fonc-
tion notée ci-dessus f, est ici:

x+— I'(z) — Az,

ou I' est constante par morceaux. Elle est donc bien continue sauf sur un ensemble de
mesure nulle. Cet ensemble de discontinuité de I' est la réunion des hyperplans H;; =
{z | z; = 0;;}, pour i € N,, et j € Ny,. Avec les définitions de la section 2.4, il sera plus
pratique de traiter cet ensemble de discontinuité comme la réunion des murs de boites.
Sous I'hypothese H1, le domaine U = |, B, est en effet une région invariante et attractive,
de sorte qu’il est inutile de tenir compte des hyperplans H;; entiers. Alors, il sera pratique
de concevoir le domaine U comme support du complexe cubique (voir annexe A) formé par
I’ensemble des boites B,, équation (2.16), et de toutes leurs faces de dimension comprise
entre —1 et n (rappelons que @ est conventionellement de dimension —1, et apparait ici
uniquement pour satisfaire la définition d’ensemble cubique). On note C(U) ce complexe
cubique. On rappelle également (annexe A) que le squelette SK(B,) de la boite B, est
I'ensemble de toutes ses faces (i.e. C(U) =, SK(B,)).

Appliquées a ce cas particulier, les notions précédentes permettent de définir une so-
lution aux systemes de Glass, en tout point de U. Cette solution est comprise au sens de
Filippov, i.e. c’est une inclusion différentielle, dont [36, 71] fournissent une analyse. En
bref, ces deux articles montrent que les solutions au sens de Filippov sont, dans chaque

4. On appellera hypersurface, ou simplement surface, un ensemble S de R" de la forme {z € R" | h(z) =
0}, ot h: R™ — RP, pour p < n. On définit la régularité de S comme étant celle de h. Si h est affine, S est
un hyperplan. On emploiera abusivement ce terme pour des sous-espaces affines de dimension inférieure a
n — 1. Cette dimension sera signalée par un préfixe, si nécessaire
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face F de C(U), des trajectoires dirigées vers un ensemble focal, qui est défini comme ’en-
veloppe convexe fermée des points focaux des boites contenant la face F. Rappelons que
dans une boite By, I' est constante, de valeur I'(a), équation (2.23). Alors, on vérifie que
la forme générale (3.9) s’écrit pour nos systemes particuliers, dans une face F:

F(z) = conv {f(a) Az |Fe SK(BG)} . (3.10)

En effet, dans chaque intérieur de boite B,, T est constante, si bien que la limite de I'(x*),
pour z* — x et * € éa est égale a cette constante f(a). Les frontieres 0B, étant incluses
dans le domaine de discontinuité de I', seules les limites précédentes doivent étre prises en
compte pour appliquer la définition (3.9), ce qui nous donne exactement 1’ensemble (3.10).

L’ensemble focal (aussi appelé ensemble stationnaire cible (target equilibrium set) dans
[36]) de F peut alors étre défini. Lorsque la face F est une boite By,

f(Ba) = {f(a)},

ou f(a) est le point focal de la boite B,. Lorsque F est une face de C(U) de dimension
strictement inférieure a n:

f(F) = aff(F) nconv { f(a) | F € SK(B,)}, (3.11)

ou aff(S) est 'enveloppe affine d’un ensemble S (voir annexe A). Remarquons que l'ex-
pression ci-dessus inclut le cas précédent, par aff (B,) = R™. Cet ensemble focal joue alors
un role similaire & celui du point focal pour les trajectoires classiques (i.e. pas au sens de
Filippov) : I'inclusion

dx

— e F

ou F(z) est 'application multivoque définie en (3.10), admet des sélections absolument
continues dés lors que F'(z) est non-vide. Dans ce cas, on vérifie que pour z(t) € F,
dx

en écrivant explicitement la combinaison convexe
dx
pn :Zya(F(a)—Ax), Zl/a: 1, v,>0,
a a

puis en posant ‘Cll—f =0.

Ainsi, tout point de f est un point d’équilibre, tout comme le point focal f dans le cas
classique.

Il est de plus montré dans ’annexe de [36] que les solutions (au sens de Filippov) définies
dans une face F de dimension strictement inférieure a n (appelée dans cet article switching
domains) convergent de fagon monotone vers la projection sur U de ’ensemble focal f(F).
On entend par la que chaque coordonnée x;(t) d’une solution x(¢) est monotone par rapport
a t, et tend vers I’ensemble

i (£(F)) = {yi € [0,0i,] | v = (y1 ... yn) € £(F)}.

L’ensemble focal joue donc un réle analogue a celui du point focal: les solutions au sens
de Filippov tendent vers ’ensemble focal de la face les contenant. Si elles atteignent cet
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ensemble, elles se trouvent dans un état d’équilibre. Sinon, elles intersectent la frontiere
de F en temps fini. Au point d’intersection, la solution est dans une nouvelle face, dont
on peut calculer I’ensemble focal, puis le processus est réitéré.

Cette procédure assure l'existence de solutions en tout point, mais par leur unicité en
général. Pour avoir unicité, la méthode la plus naturelle consiste a choisir une solution
a ’aide de critéres imposés par la modélisation. Ce choix d’une solution spécifique est a
rapprocher de la méthodologie développée par Plahte et Kjgglum [108], qui est expliquée
dans la section précédente. Il est supposé que I'ensemble de solutions définies au sens
de Filippov est tres similaire a ’ensemble des solutions obtenues par passage a la limite
SIGMOIDES — HEAVISIDE dans un systeme différentiable. Cette supposition, qui mérite
d’étre formulée plus précisément, n’est pas démontrée a ce jour.

Pour conclure cette section, on peut remarquer que l'introduction de solutions au sens
de Filippov par [36, 71] permet de définir rigoureusement des trajectoires sur les murs
noirs. Sur un mur en effet, il existe deux boites voisines. L’ensemble focal est donc ’en-
veloppe convexe fermée de deux points focaux, et c’est par conséquent un segment. De
plus par définition d’un mur noir, ce segment intersecte nécessairement I’hyperplan seuil
portant le mur noir. Le mur étant de dimension n — 1, cette intersection est réduite a un
point. On a donc une solution unique sur un tel mur, dite solution glissante (sliding mode).
Ce type de phénomene est courant en théorie du controle.

Outre les solutions glissantes sur les murs noirs, Gouzé et Sari [71] étudient les points
d’équilibres singuliers (voir les sections précédente et suivante) a la lumiére de la théorie
de Filippov. Ils montrent que ceux-ci sont bien représentés par les solutions au sens de
Filippov. En particulier, les solutions glissantes peuvent atteindre un point d’équilibre
situé sur un mur noir, ce qui est plus juste que de considérer le mur entier comme station-
naire, comme le faisaient les études les plus anciennes. La stabilité des points d’équilibres
a également été étudiée depuis. Il sera question de ces travaux dans la prochaine section.

Les solutions au sens de Filippov permettent de construire un graphe de transitions
similaire & celui de la section 2.4.2, dont les sommets sont toutes les faces de C(U). Cette
construction permet une analyse qualitative des équations différentielles affines par mor-
ceaux de la forme (3.1), similaire a celle obtenue en construisant un réseau génétique
discret a partir d’un tel systeme. Toutes les trajectoires définies au sens de Filippov sont
représentées par un chemin dans ce graphe, mais certains chemins du graphe ne corres-
pondent en revanche & aucune trajectoire [36], tout comme dans le cas classique (voir en
particulier le chapitre 6). Un avantage important de cette technique est qu’elle permet de
faire apparaitre explicitement les points d’équilibre singuliers dans le graphe de transition,
ce que ne permet pas la construction de la section 2.4.2.

3.3 Attracteurs observés, outils de caractérisation

Un des aspects essentiels dans 1’étude de systemes de la forme (3.1) est I'analyse des
attracteurs qu’ils présentent. La dynamique de ces systemes étant confinée dans le do-
maine U = [[,[0, 6,4,] d’apres I'hypothese H1, des ensembles compacts invariants y sont
nécessairement présents. Comme d’usage, on distingue trois grands types d’attracteurs : les
points d’équilibres, les orbites périodiques et les orbites apériodiques. Parmi ces derniéres,
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on généralement une distinction supplémentaire entre les orbites chaotiques et celles qui
ne le sont pas, bien qu’il n’existe pas de définition universellement reconnue du chaos. Une
des plus répandue est par exemple donnée par Devaney [43], sous forme de trois conditions
A vérifier®.

Dans les trois prochaines sections, on rappelle brievement les travaux parus sur chacun
des trois types d’attracteurs mentionnés ci-dessus. Dans une quatrieme section, on traite
des travaux portant de maniere plus globale sur la structure du portrait de phase complet.

3.3.1 Points d’équilibre réguliers et singuliers

Les points d’équilibres réguliers sont comme on I’a vu les points focaux situés dans leur
propre boite. Leur étude ne pose aucun probleme particulier, et nous n’en parlons donc
pas davantage dans cette section.

On a déja défini la notion de point d’équilibre singulier a la section 3.2: ce sont les points
d’équilibres situés sur un hyperplan seuil. Les deux principales approches développées pour
les étudier ont été présentées dans la section précédente.

On peut mentionner encore trois résultats. Tout d’abord, Snoussi et Thomas introduisent
en 1993 la notion d’état caractéristique d’une boucle de retroaction (feedback loop charac-
teristic state) [116] . Un tel état est défini & partir d’une boucle de retroaction

( )

1 —

dans le graphe d’interaction. Supposant que l'interaction i; — 4,41 se fait en un seuil
noté 6;;, le résultat présenté dans cet article est le suivant: les seuls points d’équilibres
singuliers possibles sont ceux situés sur une intersection de la forme

{wy =0 30N {m, = 04, },

pour i1, ...,1%, formant une boucle de retroaction telle que décrite ci-dessus, ou apparais-
sant dans la réunion de plusieurs boucles distinctes (i.e. d’intersection vide deux a deux).
Ce résultat permet théoriquement de localiser tous les points d’équilibres, sans avoir a
évaluer toutes les faces de C(U). Il représente donc une économie précieuse dans ’explora-
tion de ces faces, dont le nombre augment exponentiellement avec la dimension du systeme.
Remarquons que ce résultat est 'exact analogue de celui obtenu par Plahte et al. dans [105],
décrit par eux a ’aide de la jacobienne des fonctions logoides, et que nous avons mentionné
a la section 3.2.

Un article de Devloo, Hansen et Labbé, paru en 2003 [31], introduit une fonction,
appelée image function, dont ’évaluation permet de localiser efficacement tous les points
d’équilibre d’un systéme similaire & ceux introduits par René Thomas. Ces travaux s’ap-
puient sur des techniques de programmation par contraintes. Nous n’en présentons pas les
détails ici, ces méthodes ne s’appliquant qu’indirectement aux systemes affines par mor-
ceaux. Leur intérét est néanmoins indéniable, pour les mémes raisons d’économie que le

5. 7). Existence d’un ensemble dense de points ayant un orbite périodique. i7). Sensibilité aux conditions
initiales. #73). Transitivité topologique. Une définition moins restrictive — due & C. Robinson — ne demande
pas 1), et est liée a la positivité de ’entropie topologique, voir annexe B.
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résultat de Snoussi et Thomas.

Enfin, un papier récent de Casey, de Jong et Gouzé [21] traite de la stabilité des points
d’équilibre. Ce travail repose sur la notion de solution au sens de Filippov, et sur le graphe
de transitions qui en découle (voir section précédente). Ces auteurs énoncent plusieurs
théoremes de stabilité et d’instabilité de points d’équilibre singuliers, reposant sur des
hypotheses purement qualitatives, portant sur la structure locale du graphe de transition
(incluant toutes les facettes de C(U)). Ils proposent également une conjecture du méme
type que leurs théorémes.

3.3.2 Cycles limites

Les orbites périodiques de systémes affines par morceaux de la forme (3.1) ont été
étudiées des les premiers travaux sur de tels systemes. Par ordre chronologique, les auteurs
traitant de orbites périodiques de fagon générale sont Glass et Pasternack [64, 65], puis
Mestl, Plahte et Omholt [94], et enfin Edwards [45]. Pour résumer, ces travaux reposent
sur 1’étude des points fixes de la composée d’applications de transition le long d’un cycle.
Les hypotheses H2 et H3 assurent que cette application de premier retour peut s’écrire
sous la forme

B Ax
1+ (y,x)’

et que les points fixes de M sont déterminés par les valeurs propres de la matrice A. Nous
avons généralisé ces résultats au cas ol I’hypothese H2 n’est pas requise, c’est-a-dire pour
des systemes non binaires. Nous renvoyons donc a la section 4.3 pour une présentation
détaillée de ces questions.

Mz (3.12)

Mentionnons un résultat qui n’est pas détaillé dans la section 4.3, et qui est démontré

dans [64, 65]. Dans ces articles, un lien est établi entre les cycles du graphe de transitions
et les cycles limite d’'un modele linéaire par morceaux associé (le résultat concerne les
réseaux binaires, et l'unique seuil de chaque variable est fixé a 0).
Un attracteur cyclique est un cycle C de GT tel que toute aréte de ce graphe adjacente a C
pointe dans la direction de C. La dimension d’un tel cycle est celle du plus petit cube de
GT qui contient C (dans le cas binaire, GT est naturellement porté par le n-cube {0,1}").
Alors, les auteurs montrent que si C est un attracteur cyclique de dimension n, 'une des
deux affirmations suivante est vraie:

o) il existe un cycle limite stable dans I’ensemble de boites associé au cycle C, que 1'on
note ®(C) C R, et toutes les trajectoires dans cet ensemble de boites convergent
vers ce cycle limite.

o) toutes les trajectoires dans ®(C) convergent vers l’origine Ogn.

Ce résultat apparait comme un cas particulier de I’étude menée dans [45], et étendue
dans la section 4.3 de ce mémoire. La discrimination entre les deux possibilités ci-dessus
peut étre faite en étudiant les valeurs propres de la matrice A de I’application de premier
retour associée au cycle C, équation (3.12).
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3.3.3 Attracteurs apériodiques

Outre les points d’équilibre et les orbites périodiques, il est avéré que les systemes dy-
namique définis par des équations de la forme (3.1) peuvent présenter des attracteurs non
périodiques. De tels attracteurs sont dits apériodiques de fagon générale, ce qui inclut plu-
sieurs types — qualitativement assez distincts — d’attracteurs. Le type le plus étudié est celui
des attracteurs dits chaotiques. On sait qu’'un tel vocable prend des définitions variables.
Toute une panoplie d’outils est donc disponible pour caractériser de telles dynamiques (cf.
par exemple [24, 43, 67]), dont on peut dire trés grossierement qu’elles correspondent aux
ensembles w-limite portant des dynamiques sensibles au conditions initiales, tout en étant
bornées.

L’étude de tels ensembles repose, comme souvent, sur un usage important des tech-

niques d’analyse numérique, et de simulation. Parmir les références les plus anciennes
soulevant la question des dynamiques chaotiques dans les réseaux de Glass, on peut citer
les deux papiers qu’il publie au début des années 1990 avec J. Lewis [83, 84]. Plusieurs
simulations numériques mettent en évidence la présence d’orbites chaotiques dans des
systémes de dimension supérieure a 6 (jusqu’a 50), tandis que seule la coexistence de plu-
sieurs cycles limites stables est démontrée pour un réseau de dimension 5. Ces papiers
traitent le cas binaire, i.e. sous H2, des réseaux affines par morceaux de la forme (3.1),
et ils montrent notamment que cette classe de systemes inclut les modeles de réseaux
neuronaux dus & Hopfield. Ces derniers correspondent & une fonction I' particuliere. Ils
introduisent la plupart des techniques qui seront employées par la suite dans les études de
ce type de phénomenes, et qui sont assez classiques en théorie des systéemes dynamiques
non linéaire.
En résumant, I’approche usuelle consiste a considérer dans un premier temps les trajec-
toires d’un systeme sur le graphe de transition GT. La présence dans ce graphe de structures
formées de plusieurs boucles imbriquées (structures que nous appelons irrationnelles dans
le chapitre 6), est une condition nécessaire a la présence d’orbite apériodiques. Une telle
structure S étant repérée, des simulations peuvent étre menées, qui mettent en évidence
trois types de phénomenes :

¢) la multistationnarité, avec coexistence de plusieurs attracteurs (cycles ou foyers
stables), associés a différents cycles présents dans S.

o) l'existence d’un unique attracteur périodique, pouvant parcourir plusieurs boucles
de S, et étre de longueur considérable (plusieurs centaines de boites).

o) l'existence d’un attracteur apériodique, présentant dans certains cas plusieurs as-
pects caractéristiques du chaos.

Les deux premiers cas renvoient a 1’étude des cycles limites, et donc a la section précédente.
Rappelons toutefois le travail de Gedeon [54], qui traite une classe de systémes binaire de
dimension 4, dont le graphe de transitions contient deux boucles partageant une paire de
sommets. Notons (1,p) une orbite périodique parcourant 1 fois I'une des deux boucles,
puis p fois la seconde, et ceci indéfiniment. Gedeon montre que pour tout p € N, il existe
de valeurs de parametres pour lesquelles le systeme étudié présente une orbite périodique
de type (1,p) (ou de type (p,1)). Il montre également qu’aucune valeur des parametres ne
conduit & une orbite (p, q), pour p > 1 et ¢ > 1.

Le dernier cas de la liste ci-dessus est abordé numériquement dans les deux articles [83,
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84]. Etant donné un sous-graphe de GT, plusieurs réseaux continus sont simulés, corres-
pondant & autant de valeurs des parametres. De facon notable, les modeles simulés incluent
notamment des sigmoides (représentées par des fonctions arctan), dont le parametre de
raideur est modifié de le sens de la limite SIGMOIDE — HEAVISIDE (voir section 3.2).
Les diagrammes de bifurcation présentés sont dans certains cas fort complexes, faisant
apparaitre des séquences de bifurcations similaires a celles communément appelées route
vers le chaos. Cet aspect n’est pas développé au-dela de I’évidence numérique.

Une autre technique consiste a étudier une application de premier retour sur un hy-

perplan H transverse a l'orbite apériodique numériquement détectée. Les comportements
statistiques en temps et en espace de cette application sont comparées comme suit: un
histogramme représente la répartition des valeurs prises par une coordonnée du vecteur
d’états (e.g. z1) pour deux types de simulation. D’une part, une unique trajectoire est
considérée, et les valeurs de 1 sont celles des intersections successives de 1'orbite étudiée
avec H. D’autre part, plusieurs trajectoires sont calculées, pour différentes conditions ini-
tiales, et les valeurs de z1 sont celles que prend cette variable lors de la k®*™° intersection
avec H pour ces différentes conditions initiales. Plusieurs choix de ’entier k£ sont traités.
Dans tous ces cas, les histogrammes obtenus sont trés ressemblants, ce qui indique 1’exis-
tence probable d’une unique densité invariante ergodique®, ce qui est caractéristique des
systemes chaotiques. Ici encore, seule une caractérisation numérique est proposée.
Des projections planes des attracteurs observés apparaissent comme des ensembles visuel-
lement semblables & ce qu'on appelle couramment des attracteurs étranges. Un exemple
représentatif de ce type de projection est donné sur la figure 3.2. Ce dernier attracteur est
tiré de l'article [95], publié en 1996 par Mestl, Lemay et Glass. L’apport principal de cet
article est la mise en évidence de cet attracteur, qui apparait dans le systeme a 4 variables
ci-dessous :

d _ _

% = 2(X2X3 + X2X3) — 1.2546 — $1(t)

dxz s S

ﬁ = 2(X1X4 + X1X4) —1.3762 — ZL'Q(t)

d _

% = 2X1 X5 — 0.8024 — x5(t)

dl‘4 S S

% = 2(X1X3 + Xg) — 1.2682 — l‘4(t) (313)

Les majuscules X; représentent la fonction de Heaviside H (z;), et les termes X; représen-
tent 1 — X, la version décroissante de la fonction de Heaviside.

6. Selon un théoreme de Birkhoff, les moyennes en temps et en espace d’une transformation ergodique
sont égales.
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F1G. 3.2 — Projections de I'attracteur étrange du systéme (3.13). condition initiale : (0.0001 0.1
0.1 0.1), 300 transitions. Simulation effectuée en Matlab (cf. chapitre 7)

Mathématiquement plus rigoureux que les précédents, ce travail caractérise 'attracteur
de la figure 3.2 aux moyens d’une approche a la fois numérique et analytique. Différents
outils sont employés pour caractériser cet attracteur. Son exposant de Lyapunov dominant
est évalué numériquement : il est strictement positif, ce qui est caractéristique du chaos.

Le sous-graphe de GT associé a cet attracteur est constitué de deux boucles a 10 som-
mets, notées A et B, qui ne different qu’en un seul sommet (qui correspond & une boite, de
dimension 4, dans ’espace des phases). Un mur W (de dimension 3) situé a l'intersection
de deux boites communes aux cycles A et B, est choisi comme section de Poincaré, et la
dynamique en temps discret de I’application de premier retour M sur ce mur est étudiée
précisément (au moyen d’outils mathématiques semblables & ceux présentés au chapitre 4,
en particulier). Notant M 4 et Mg, les applications respectivement associées aux deux
cycles, et D 4, Dg leurs domaines de définition respectifs, il apparait que chacune présente
un point d’éqilibre hyperbolique instable, situé dans son domaine. Sans entrer trop dans
les détails, les auteurs de [95] mettent en évidence la présence d’une région invariante de
W, dans laquelle se trouve un point homocline transverse (qui est explicitement calculé),
i.e. un point situé a lintersection transverse’ des variétés stable et instable d’un point
d’équilibre hyperbolique. Ce type d’intersection est connu pour entrainer la présence d’un
sous-ensemble de Cantor invariant, conjugué a un décalage plein (voir annexe B). Cet
ensemble peut néanmoins étre instable, et donc ne pas influencer le comportement asymp-
totique du systeme. L’analyse présentée garantit néanmoins la présence de sensibilité aux
conditions initiales dans la région invariante de W considérée, et donc de chaos.

Un dernier fait notable, s’exprimant en termes de dynamique symbolique, est que parmi
les mots sur 'alphabet { A, B} admissibles le long de I'attracteur étudié, aucune occurence

7. Deux variétés sont dites transverses, ou transversales, en un point lorsque leurs espaces tangents en
ce point sont supplémentaires [42].
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de BB n’est possible, alors que plusieurs A consécutifs peuvent apparaitre. Ceci suggere
un rapport avec le décalage du nombre d’or®. Cet aspect est développé dans le papier plus
récent de Edwards, Siegelmann, Aziza et Glass [46]. Nous renvoyons au chapitre 6 pour
un traitement systématique de la dynamique symbolique des réseaux affines par morceaux.

Suite a cet article plusieurs autres attracteurs étranges sont mis en évidence et étudiés

dans les systemes de Glass. Les deux papiers d’Edwards [45, 47] en sont de bons exemples.
Le premier traite de I’étude des systemes de Glass de fagon assez générale, tandis que
le second est principalement destiné a en décrire les dynamiques chaotiques: il contient
plusieurs exemples détaillés, et reprend notamment celui traité dans [95].
Dans les deux papiers ci-dessus, Edwards présente une méthode pour la détection et la
caractérisation des orbites apériodiques de systemes binaires. Les bases théoriques de cette
méthode sont développées plus complétement dans [48]. Le principe est le suivant: tout
cycle limite d’un systeme de Glass (binaire) est caractérisé par un point fixe d’une appli-
cation de la forme (3.12), dont le domaine de définition est défini par un cone polyédrique
(cf. [45], et le chapitre 4 de ce mémoire). Les points fixes sont obtenus par une analyse
des valeurs et vecteurs propres de la matrice au numérateur de (3.12). Considérant par
exemple deux cycles A et B ayant au moins une boite commune, a chaque mot w sur
I'alphabet {A, B} est associé un domaine (éventuellement vide), qui est ’ensemble de
points traversant la séquence de cycles caractérisée par w (ce domaine est I’équivalent des
domaines notés D, dans le chapitre 6). En notant

les applications de premier retour associées aux deux cycles, il apparait que la matrice
au numérateur de I’application associé & un mot w de la forme ABBAAB est le produit
ABBAAB. Ainsi, les questions théoriques soulevées concernent la présence de vecteurs
propres d’un produit de la forme précédente, dans un cone invariant par A et B. Ce type de
questions est formulé précisément dans [48], et résolu dans les cas ou A et B commutent,
ainsi que pour les systemes de dimension 2.

3.3.4 Etude globale du portrait de phase et classification des systemes

Nous avons vu dans les trois sections précédentes les types d’attracteurs les plus
répandus dans les systémes affines par morceaux de la forme (3.1). Naturellement, deux
questions plus globales peuvent étre posées:

— Quelle est la structure globale du portrait de phase d’un systéeme donné?

— Parmi tous les systemes, lesquels présentent 1'un des trois type d’attracteurs exposés
dans les sections précédentes? Dans quelles proportions sont présents ces trois types
d’attracteurs?

La premiere question a été principalement abordée par Gedeon [55]. La réponse qu’il
apporte est la suivante: considérant le graphe de transitions, il décompose ce graphe
en composantes fortement connexes. Il montre alors que cette décomposition induit une

8. Ce terme désigne le décalage de type fini sur 'aphabet {A, B}, dont I’ensemble de mots interdits est
réduit & BB. L’entropie de ce décalage est h = log 1 > 0, ol p est le nombre d’or (cf. [86], p.102).
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décomposition de Morse. Une telle décomposition est définie comme étant un ensemble
fini

M={M(q) | g€ (P,>)}

de compacts invariants disjoints, indexés par un ensemble fini muni d’un ordre partiel
strict >. Pour tout x € U\ Uq M(q), il existe un couple ¢ > r € P tel que

w(z) € M(r), a(r) € M(q),

ou a(x) et w(x) sont les ensembles «v et w-limite de z.

La décomposition de Morse proposée par Gedeon est valide pour les systemes binaires, et
s’applique a ce qu'il appelle ray-flow. Cette construction repose sur l'observation de [94],
selon laquelle des trajectoires issues d’'une méme demi-droite passant par 1’origine restent
colinéaires. En simplifiant, le ray-flow est la projection du flot sur la sphére unité, qui en
vertu de cette propriété est équivalente au flot des systemes binaires.

Gedeon prouve de plus que certaines composantes connexes soumises a des conditions de
structure, ne peuvent contenir d’autres attracteurs que des cycles limites et des points
d’équilibres.

La seconde question, qui porte sur 'ensemble des systemes, a été abordée a plusieurs
reprises. La plupart des études menées consistent a effectuer un grand nombre de simula-
tions numériques sur des réseaux aléatoires, puis a étudier les données obtenues au moyen
d’outils statistiques. Les études de ce type sont principalement les suivantes [66, 77, 96].
La derniere de ces références évalue surtout 'influence de la connectivité, i.e. le nombre
moyen d’arétes entrantes dans le graphe d’interaction (nombre moyen de variables dont
dépendent les composantes ; de l'application taux de production). Il en résulte que de
fortes connectivités (K € {9,...,15} dans un réseau de 64 variables) conduisent systéma-
tiquement a des comportements chaotiques. Ces derniers sont caractérisés par I’existence
d’un exposant de Lyapunov strictement positif.

La référence [66] évalue l'influence de la connectivité et d’un biais forcant une variable
booléenne (une fonction de Heaviside présente dans le second membre des systeémes) a
la valeur 1. Comme dans le cas précédent, il apparait que des connectivités élevées sont
génératrices de chaos (ici caractérisé par un exposant de Lyapunov positif, et ’absence de
cycle de longueur inférieure & 3000 boites). Une valeur critique est donnée par une rela-
tion entre les deux parametres évalués, au-dela de laquelle se présentent des dynamiques
chaotiques.

L’étude [77] décrit de facon plus détaillée I'influence des deux parametres que sont la taille
du réseau N et sa connectivité K, non seulement sur I’apparition du chaos, mais également
sur la présence de points d’équilibres stables, de foyers, et d’orbites périodiques. Pour ces
dernieres, la longueur et la période des cycles est également retenue. Il ressort de ce tra-
vail, que a K fixé, une augmentation du nombre de variables N accroit la probabilité de
présence d’orbites périodiques et chaotiques (ces derniéres étant largement minoritaires).
Inversement, a N fixé, une augmentation de K diminue le nombre de points d’équilibres
stables, au profit des foyers stables situés a l'intersection de plusieurs seuils. Les connecti-
vités considérées sont relativement faibles, et il semble que le nombre de cycles et d’orbites
chaotiques soit maximal pour K valant 2 ou 3.

Ces trois études considerent des réseaux binaires, a taux de dégradation uniformes, et sans
autorégulation, i.e. H2, H3 et H4 sont supposées. Comme dans tous les travaux parus,
H1 est également supposée vraie. Enfin, les références [77, 96] considerent des équations
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appartenant a la sous-classe des réseaux dits booléens”.

Notons que d’autres études proposent également des résultats de simulations numériques
sur de grands ensembles de réseaux [12, 44]. Toutefois, ces simulations y apparaissent
pour étayer un propos plus spécifique que les trois références précédentes, dont les données
numériques sont le sujet méme. Nous discuterons ces deux derniers articles plus en détails
dans la suite.

Un dernier aspect assez développé concerne la classification des attracteurs pouvant
apparaitre dans le portrait de phases d’un systeme affine par morceaux. Un papier de Glass
de 1975 [63] considere une version discrete de cette classification. I consideére des systemes
binaires, dont le graphe de transition GT peut donc étre plongé sur le n-cube {0, 1}". Usant
des symétries de ce cube et de résultats antérieurs [61], il définit des classes d’équivalences
pour ces attracteurs. Il compte 4 classes d’équivalences en 2 dimensions, et 112 en 3 di-
mensions. En ajoutant un critere tenant compte la dynamique du systéme linéaire par
morceaux associé, ces deux nombres tombent respectivement a 3 et 13. L’essence de ce
critere supplémentaire est que certaines configurations discretes non équivalentes donnent
cependant lieu aux mémes dynamiques. Par exemple lorsqu’il existe un point fixe dans
GT, correspondant & un point focal situé dans sa propre boite, et aucun cycle, toute les
trajectoires convergent vers ce point fixe, indépendamment de propriétés additionnelles de
symétrie.

Poursuivant ce type d’analyse, Edwards et Glass [44] précisent le nombre de classes
d’équivalences de la forme précédente (sans le second critere), et montrent qu’il augmente
extréemement vite avec la dimension de ’espace. Un minorant de ce nombre est en effet

2n2n—1
nl2n ’

lorsque 7 est la dimension. Pour donner un ordre d’idée, ce nombre est de I’ordre de 3 x 10%°
pour n = 5, et le nombre de classes d’équivalence en est trés proche.

Les auteurs illustrent leur propos au moyen de simulations numériques: un million de
réseaux de R?, choisis sans autorégulation et dans la classe booléenne (voir note de bas de
page 9). Il résulte de cette étude que méme avec seulement 4 variables et des hypotheéses
restrictives sur les parametres, une tres grande diversité des dynamiques est observée. En
effet, le nombre de réseaux binaires distincts dans R*, modulo les symétries du 4-cube,
et 11223994. Pour chaque réseau parmi cette multitude, une infinité de valeurs peut étre
choisie pour les parametres I' et A. Parmi le million de réseaux booléens analysés, les
attracteurs détectés sont répartis comme suit :

points d’équilibres de la forme f(a) € B, 555633
foyers 435410
orbites périodiques 5668 (3.14)
orbites périodiques dégénérées 2654
autres 635

ou les orbites «autres» sont supposées chaotiques. Les cycles dégénérés sont ceux inter-
sectant plusieurs seuils simultanément. En ce qui concerne les cycles détectés, différents
criteres qualitatifs sont employés pour tenter une classification. Il en ressort une grande

9. La classe des réseaux booléens est constituée des réseaux binaires, i.e. sous H2, dont tous les seuils
sont fixés & 0, et dont tous les points focaux appartiennent & {—1,+1}".
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diversité au sein méme de ces attracteurs.

Dans [12], Bagley et Glass se fixent comme objectif de compter et classifier les attrac-

teurs de réseaux génétiques discrets et continus. Les modeles discrets considérés sont ceux
introduits par S. Kauffman [60, 79], i.e. ils sont de la forme décrite a la section 2.3, dans le
cas ou les variables sont booléennes et les dynamiques synchrones. Les modeles continus
sont formulés a l'aide de sigmoides ou de fonctions de Heaviside, avec ’hypothese que
ces deux types de formulations produisent des dynamiques tres similaires. Dans premier
temps, I'étude du cas booléen est menée, s’appuyant sur des simulations numériques. Ces
simulations ont pour but de reproduire certaines conjectures de S. Kauffman — elles-mémes
basées sur des études numériques — portant sur le nombre moyen d’attracteurs dans un
réseau booléen de connectivité 2 [78]. Pour un réseau a m variables, ces conjectures an-
noncent un nombre moyen de /n attracteurs, et une longueur moyenne des attracteurs
cycliques également en /n, pour n grand!'?. En résumant un discussion assez détaillée,
on peut dire que ces conjectures sont globalement confirmées par les simulations de ces
auteurs, a condition de considérer la longueur médiane de cycles, et non leur longueur
moyenne.
Suite a cette étude du cas booléen, les modeles continus sont traités. Un essai de classifi-
cation de leurs attracteurs est effectué, reposant sur la structure discrete sous-jacente aux
modeles continus de réseaux génétiques (i.e. 'unique modele discret associé & un modele
continu, voir section 2.4.2). Deux criteres de classification des attracteurs sont explicités:
la longueur des cycles, dans le cas périodique, et I'utilisation de patrons de la forme

001 %« %10 %0% 1001 % %=, (3.15)

ou les * représentent des variables dont la valeur n’est pas fixée. Les autres variables sont
fixées, et définissent donc un sous-espace de ’espace des phases. Dans ce sous-espace, les
variables non fixées peuvent définir plusieurs attracteurs. Notamment, des sous-ensembles
de ces variables sont fournis par les composantes connexes du graphe d’interaction. Ceci
sera mieux illustré par un exemple. Considérons un réseau a 5 variables dont le graphe
d’interaction Gl est de la forme:

o 2 g P
®

ou les variables x; et x5 forment un sous-réseau indépendant dont les attracteurs sont
deux points d’équilibre stables * = (z7,2%) et & = (Z1,T2), et les variables x4, x5 et xg un
autre sous-réseau donnant lieu & un cycle limite stable C C R3. Alors le réseau total a deux
attracteurs périodiques: z* x C et T x C. Lorsque plusieurs attracteurs sont périodiques, les
produits de la forme précédente doivent également tenir compte des déphasages possibles
entre ces cycles, ce qui donne lieu a plus d’attracteurs du réseau global que le seul produit
du nombre d’attracteurs des sous-réseaux indépendants. Cette méthode de classification
ne parait pas sans rapport avec les travaux liant boucles de retroaction et dynamiques
d’un réseau (section 3.1.1).

10. Cette conjecture est souvent comparée aux grandeurs caractéristiques de I’espece humaine: environ
40000 genes, et 200 = /40000 cellules différenciées, ces derniéres étant généralement congues comme des
attracteurs stables du réseau génétique complet d’un organisme pluri-cellulaire.
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Un dernier fait notable est la mise en évidence, dans ce méme article [12], d'un attrac-
teur quasi périodique dans un réseau a 9 variables avec des sigmoides, et d’un attracteur
chaotique dans un réseau a 50 variables. Ce dernier coexiste avec une orbite périodique,
ces deux attracteurs ayant le méme patron de la forme (3.15), suggérant que ce critere
purement discret est insuffisant pour discriminer correctement les attracteurs d’un réseau
continu. Il semble toutefois vain de chercher & tirer des informations fines sur les attrac-
teurs continus d’un réseau a partir de sa seule structure discrete, et cet exemple ne diminue
en rien l'intérét des méthodes de classification proposées dans [12].

Dans [81], Killough et Edwards étudient les bifurcations dans un systéme de Glass. Cet
article est le seul a traiter systématiquement de ces questions. De part la nature linéaire
par morceaux des réseaux de Glass, une certaine classification des bifuractions est possible,
selon qu’elles affectent la structure discréte d’un systéme, ou seulement sa part continue.
S’appuyant sur un théoreme de caractérisation des cycles limites de systemes de Glass
(dont une généralisation au cas non binaire est donnée par les propositions 4.8 et 4.11 de
ce mémoire), les auteurs de [81] proposent de distinguer quatre types de bifurcations.

Le théoreme sur les cycles qu’ils emploient peut étre rappelé simplement : on se donne une
application de transition M d’une séquence périodique de boites, de la forme (3.12). On
note C' le cone polyédrique sur lequel cette application est définie en tant qu’application
de premier retour. Alors, M admet un point fixe z* si et seulement si z* € C, et que ce
point est un vecteur propre de la matrice A apparaissant au numérateur de M, associé a
une valeur propre p supérieure a 1. La stabilité (asymptotique) de x* est équivalente au
fait que la valeur propre u soit (strictement) dominante.

Les classes de bifurcations sont alors directement inspirées de ce théoreme et de ses hy-
potheses. Ce sont les suivantes :

(1) double-switching bifurcation: x* atteint 0C.
(2) cycle-collapse bifurcation: la valeur propre p atteint la valeur critique 1.

(3) cycle-destabilizing bifurcation: la valeur propre p devient inférieure en module & une
autre valeur propre de A

(4) structural bifurcation: un point focal atteint une valeur seuil, et change de boite.

La bifurcation (3), de destabilisation de cycle peut étre raffinée davantage, selon que 'on
a affaire a des valeurs propres complexes ou réelles, et dans ce dernier cas positives ou
négatives. De méme, certaines bifurcations de la forme (1), qui correspondent au fait que
I’orbite de x* traverse simultanément plusieurs seuils, peuvent donner lieu a des ambiguités.
Celles-ci dépendent des dynamiques des boites dont I'intersection est traversée par I'orbite
de z*, et sont lies aux concept de solutions au sens de Filippov (voir section 3.2). La
bifurcation (2) correspond & un passage cycle — foyer, de type bifurcation de Hopf.

Tous ces types de bifurcations sont étudiés en détails, usant notamment de concept is-
sus de la théorie des systémes dynamiques présentant des discontinuités (avec les ”C-
bifurcations”). Il semble en résumé que les bifurcations du type (1) soient les plus cou-
rantes. D’autre part les bifurcations de systemes de Glass sont comparées avec celles, plus
classiques, de systemes a second membre différentiable (avec des sigmoides). On sait que
dans ces derniers, la cascade de bifurcations menant d’un cycle limite a un attracteur
chaotique est souvent trés organisée, et se fait graduellement. Dans le cas des systéemes
de Glass, il est montré dans [81] que des phénomenes chaotiques peuvent apparaitre de
facon soudaine. Intuitivement, ceci est lié au fait que les fonctions de Heaviside ”com-
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priment” sur une valeur seuil le comportement non-linéaire des fonctions sigmoides (voir
section 3.2), substituant cette seule valeur seuil & un intervalle ouvert, o un parametre
peut varier contintiment. Un dernier fait peut étre mentionné: la coexistence d’un attrac-
teur chaotique stable et d’un cycle limite stable dans un systeme de RS est mise en évidence
dans [81], prouvant une fois encore que les systémes affines par morceaux peuvent générer
des dynamiques fort complexes et variées.

3.4 Pouvoir algorithmique des réseaux génétiques affines par
morceaux

Les trajectoires d’un systéme affine par morceaux traversant des séquences de boites,
chaque systeme engendre naturellement un langage, défini par le graphe de transitions
GT. Outre les questions de dynamique symbolique, cette aptitude a été traitée du point
de vue informatique, démontrant que les réseaux de Glass ont un pouvoir algorithmique
remarquable.

Ben-Hur et Siegelmann [16] montrent qu’'une sous-classes des systémes de Glass bi-
naires peut simuler toute machine de Turing a mémoire bornée. Cette sous-classe est
constituée des réseaux booléens (voir note de bas de page 9), et tels que toute boite admet
au plus une direction de sortie. Le principe de simulation est le suivant : les variables d’un
systeme sont dissociées en trois ensembles :

— un ensemble de variables joue le réle d’entrées,

— un autre ensemble de variables joue le role des sorties,

— la derniere variable sert de condition d’arrét. Fixée a un valeur inférieure a son seuil
lors de I'initialisation, elle indique 'arrét du calcul lorsqu’elle franchit ce seuil.

En considérant la suite des boites traversées depuis une certaine condition initiale, il est
possible de considérer les langages pouvant étre reconnus par un automate tel que ce-
lui construit avec cette procédure. Usant de ce type de techniques, les auteurs montrent
que toute machine de Turing & mémoire finie peut étre simulée. Ceci est d’autant plus
remarquable que les systémes affines par morceaux qu’ils considérent sont soumis a des
restrictions tres séveres, interdisant notamment tout attracteur plus complexe qu’un cycle
limite ou un point d’équilibre stable.

La capacité des modeles affines par morceaux qui est ici considérée est celle de reconnaitre
un langage. Si les dynamiques chaotiques n’apportent aucune capacité supplémentaire de
ce point de vue (tout langage reconnu par un systeéme chaotique peut aussi I’étre par un
systéme non chaotique), il est suggéré dans [16] que des dynamiques complexes pourraient
étre avantageusement considérées du point de vue des langages qu’elles peuvent générer.

Edwards, Siegelmann, Aziza et Glass [46] considérent cette aptitude et la rapprochent
des questions de dynamique symbolique. Cet aspect est surtout développé au moyen d’un
exemple, fourni par l'attracteur étrange présenté dans [95], et dont les équations sont rap-
pelées en (3.13). Dans ce systeme, la valeur 1.2546 apparaissant dans la premiére équation
est remplacée par un parametre c. On rappelle que attracteur associé & ces équations,
figure 3.2, est constitué de deux boucles, qu’on peut noter A et B. Pour la valeur ci-
dessus de c, les auteurs montrent que la dynamique symbolique de cet attracteur est un
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sous-décalage du shift du nombre d’or, de graphe associé:

A
A C.C. (3.16)
B

Lorsque ¢ varie, le langage induit par 'attracteur subit des modifications, passant d’un
décalage d’entropie positive tel que (3.16), a un décalage d’entropie nulle, associé a un
attracteur périodique. Lors de ce passage, certaines valeurs de ¢ donnent lieu & un attrac-
teur comportant quatre boucles: les deux précédentes, et deux nouvelles (i.e. traversant
des séquences de boites nouvelles), notées C et D. L’orbite périodique est associée au cycle
de symboles ABCABD, correspondant & 56 boites successives, et répété ad infinitum.
L’analyse détaillée de la dynamique symbolique de cet attracteur montre qu’il s’agit d’une
approche fructueuse. Il est toutefois difficile en général de décrire précisément le langage
associé a un attracteur. Le décalage (3.16), notamment, est seulement un sur-ensemble
des dynamiques qualitatives de 'attracteur étudié, et il n’est pas prouvé si 'inclusion est
stricte, ou si certaines valeurs de ¢ conduisent a 1’égalité des deux espaces de décalage.
Une suggestion est faite dans [46], enfin, & propos de Iidentification des réseaux génétiques
(voir section 3.1.2). Il est proposé en effet d’employer le langage induit par un attracteur,
pour reconstituer un partie du graphe d’interaction Gl d’un réseau. La diversité des mots
induits par un unique attracteur permet en effet, & ’aide de mesures répétées au cours
du temps, de reconstituer un grand nombre d’interactions, ce que ne permettent pas les
dynamiques plus simples ; orbites périodiques ou points d’équilibre. Cette suggestion n’est
toutefois pas completement formalisée, et reste un idée a exploiter plus minutieusement.
Il ressort de cet article que la caractérisation des dynamiques symboliques d’un systeme
affine par morceaux présentant du chaos est donc un probléme encore assez ouvert, mais
prometteur. Certains éclaircissements sont fournis au chapitre 6, notamment une forma-
lisation rigoureuse du codage des trajectoires dans un systéme sans autorégulation, ainsi
que certaines propriétés liées a l’entropie topologique.

Ceci est a rapprocher du travail de Namikawa et Hashimoto [99], qui comparent les
propriétés de systemes dynamiques symboliques en termes de génération de langage. Ce
travail traite de deux types de complexité:

— dynamique, caractérisée en termes d’entropie topologique.

— algorithmique, caractérisée en termes de langages formels.

Etant donnés un ensemble fini A, et une famille finie % d’applications f : A — A,
ils comparent les complexités des deux types ci-dessus pour des systemes dynamiques
symboliques définis sur .%, et ceux qu’ils engendrent sur A. On entend par 1a qu’un sous-
décalage (voir annexe B) F C .#% engendre le sous-décalage de A% suivant

YF = {a = (CLz)l S AZ ’ H(fz)l e F, Vi, Q11 = fz(az)} .

Il apparait que les deux types de complexité ci-dessus sont complémentaires, et qu’une
plus grande complexité algorithmique correspond a une plus faible complexité dynamique.
En terme d’entropie, on a en effet

h(Xr,0) < h(F,o0), (3.17)
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alors qu’il est possible de construire un décalage F dont le langage est récursivement
énumérable ', alors que celui de ¥ ne I'est pas. Autrement dit, le langage induit par F
est strictement plus simple que celui induit par X, alors que les complexités relatives de
ces deux décalages, évaluées en termes d’entropie, conduisent a une conclusion inverse.

Ces questions appellent des développements qui nous méneraient bien au-dela de notre
propos, est concernent 'informatique théorique et la théorie de la complexité. On pourra
par exemple consulter les références [10, 17] pour des résultats généraux sur le pouvoir
algorithmique des systéemes dynamiques — notamment ceux définis par morceaux.
Remarquons seulement que l'inégalité (3.17) est 'exact analogue, dans un contexte plus
général, de I'inégalité proposée au corollaire 2.13, entre les entropies d’un réseau génétique
discret et du décalage induit par ses stratégies de mise a jour. En effet, chaque stratégie

I = (Ij)}cy est équivalente a une suite d’applications partielles (ﬁ’l k) e’ Aussi, 'inégalité
€

du corollaire 2.13 est un cas particulier de (3.17), lorsque .Z = {F! | I ¢ 2(N,)},
et que les suites sont indexées par N au lieu de Z (ce qui ne change pas la validité de
I'inégalité (3.17)).

11. Nous renvoyons & [99] pour la définition, qui est un peu longue, et ne nous est pas indispensable ici.
Retenons que, dans la hiérarchie de Chomsky, cette classe de langages formels est la plus générale.
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Dynamiques régulieres du modele
affine par morceaux






Chapitre 4

Dynamique en temps discret sur un
espace continu

Comme il a été dit au chapitre 2, la grande majorité des résultats théoriques et
numériques concernant les réseaux affines par morceaux s’applique a la classe restreinte des
réseaux binaires, a taux de dégradation uniformes, et sans autorégulation, i.e. satisfaisant
les trois hypotheses H2, H3 et H4 définies dans ce méme chapitre. Cette derniére classe
est celle que désigne habituellement le terme réseauz de Glass. Une des références les plus
complétes concernant I’analyse de cette classe de systemes est due & R. Edwards [45]. Cet
article récapitule des résultats plus anciens sur le sujet, et en apporte de nouveaux. De
facon générale, une des questions les plus centrales concernant les systemes de Glass est
de caractériser les attracteurs d’un systeme donné.

Dans la section 2.4, une application de transition définie sur la frontiere des boites partitio-
nant ’espace des phases a été définie, équation (2.22). Nous allons dans ce chapitre préciser
la définition de cette application, en donner certaines propriétés, et fournir une premiere
caractérisation de son domaine de définition a 1’échelle de ’espace des phases entier. En
particulier, la derniere section 4.3 est consacrée a I’étude des orbites périodiques, et étend
’analyse menée dans [45] au cas de réseaux non binaires, i.e. ne vérifiant pas forcément H2.

4.1 Application de transition globale

Dans cette section, on considere un systeme de la forme (2.14), qu’on rappelle:

dx
pri I'(z) — Az,

satisfaisant la seule hypotheése H4, i.e. sans autorégulation.
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4.1.1 Propriétés locales

Rappelons que 'application de transition est définie dans un boite B,, pour a € D,
par M = p%(z,7(x)), avec

¢ (@, t) = a(t) = f+ e Mz - f),
ou f est le point focal de B,: f = f(a). Ceci s'écrit aussi, lorsque f ¢ By,:

Me: 9B, — 0B,
v Mor= [+ A - f).

ou A(x) est la matrice diagonale dont les coefficients sont

>

fs—G;tS(a))T;.

) = p—NiT(T) —
Aji(z) =e < A

Ci-dessus, s € N,, est une direction de sortie: 7(z) = 75(x) (voir eq. (2.21) pour la définition
du temps de sortie 7).
On a vu également que le flot est une fonction monotone du temps selon chacune des n
directions, pour une condition initial fixée. On en a déduit les directions potentielles de
sortie, qu’on rappelle:

Low(a) = I,,(a) U L)

= {ieN, [ fi<b @} U {ieN,|fi>6 (@}
Le signe +; € {—,+} tel que i € I, ;fjt étant univoquement déterminé pour tout i € I, on
usera de la notation 4;(a), ou +; seulement lorsqu’aucune ambiguité n’est possible, pour
le désigner dans la suite. Le signe opposé étant tout aussi bien défini, on le notera ;.
Les directions de I, (a) sont les seules suivant lesquelles le flot peut rencontrer le frontiere
de B, a partir d’une condition initiale en son intérieur. De la monotonie du flot, on déduit
que les régions de la frontiere atteignables depuis l'intérieur sont des facettes entieres,
qu’on appelle souvent murs dans la littérature. On les notera dans la suite:

W(a) = {z | z; = 05 (a)} N B,, pouri€N,. (4.2)
Ainsi, un mur VVZ-jE (a) est atteignable depuis B, si, et seulement si, i € Iout(a), et £ = =+;.
Tout point d’'un mur ne satisfaisant pas cette condition s’en échappe instantanément,
en direction de B,. On distingue donc les deux régions, dites respectivement sortante et
entrante:

- Byt = |J Wi = {x € Ba|7(2) = 0}
1€lout
- oBr =B 0B = | wru |J W uw),
i€lout iglout

Certains arguments a ont été omis, pour alléger 1’écriture. Les notions définies jusqu’ici
sont illustrées sur les figures 4.1 et 4.2.
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F1c. 4.1 — Une boite dans R3, avec
deux murs sortants: W, et Wy .
W*”"*:*-"’> Sl Ainsi, Iy = {1,2}, £1 = +, et

2 RS +o = —. Ainsi OB = W, U W, .

Jr
Wy —= .
-
1
— W
Wy

! ! i

Wy Wy Wy

F1G. 4.2 — Représentation dans le plan des deux régions OB (3 gauche) et 9B°“! (a droite). La
frontiére de la boite représentée figure 4.1 a été "dépliée”. L'échelle est arbitraire, le point de vue
est celui du point focal.

On peut maintenant énoncer une premiere propriété, immédiate :
OB =@ <= f(a) € B,.

Dans le cas o 9B # &, on peut montrer qu'une restriction de I'application M? est
bijective. Plus exactement, on a le résultat suivant :

Proposition 4.1. Supposons B2 #+ @. Alors la restriction au départ et & larrivée
sutvante

M GBZ" — OB,

que l’on note toujours M® de fagon abusive, est un homéomorphisme.

démonstration.

On omet dans cette démonstration I'indice de boite a € D, qui est fixé.

Par définition, Mz = ¢(z,7(z)), ol ¢ est le flot associé & un systeme dynamique affine.
Ainsi, M est continue si et seulement si 7 'est. Or 7 = min;ey,,, 7, et les 7; sont des
fonctions continues, comme nous ’avons vu dans la section 2.4.1. Ainsi 7, et donc M est
continue.
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L’injectivité découle du fait que x et Max sont par construction deux points d’une méme
orbite de ¢, et de la monotonie des composantes de ce dernier par rapport au temps.

La surjectivité, découle de la discussion précédant 1é définition de B2*, qui est clairement
I’ensemble image de M considérée sans restriction de domaine.

Etant donné que les régions B et B! sont clairement compactes, la continuité de 1’ap-
plication réciproque résulte d’un théoreme classique de topologie: une bijection continue
entre compacts est un homéomorphisme. O

Tout comme 'application M® prend une forme plus simple sous I'hypothese des taux
de dégradation uniforme H3, sa réciproque s’écrit sous cette méme hypothese :

(MY Ly = f+ By — f) (4.3)

avec

Vi € Nu, fiy) = max(a(y)), et Bly) = min{Fi(y)}. (4.4)
Ceci s’obtient de fagon strictement identique & lexpression (2.28), en considérant le flot
en temps inversé ¢(x, —t) = f +eM(z — f) au lieu de ¢(x,t) = f + e M(z — f).

4.1.2 Domaine de définition d’une application globale

Dans la section précédente, on a considéré I’application de transition, qui a un point
de l'espace d’états associe sa premiere intersection avec un frontiere de boite, a 1’échelle
d’un boite seule. On a montré que si cette boite a au moins une direction de sortie, cette
application de transition est localement un homéomorphisme. Concernant les boites sans
direction de sortie, leur point focal est situé en leur intérieur: c’est un point d’équilibre
asymptotiquement stable. Il semble naturel alors de définir I’application de transition au
niveau de telles boites comme une application constante, d’image ce point focal f. En de
tels points, on perd donc l'injectivité de I'application de transition. De plus, la frontiere
OU du domaine entier n’a pas d’antécédent dans U, d’apres 'hypothese H1. En effet,
supposer un antécédent a un tel point impliquerait I'existence d’un point focal extérieur
a U. En conclusion, il n’est pas possible en général d’obtenir une application de transition
inversible en tout point de I’espace d’états. On ne considerera donc dans cette section que
les itérés de M, et non ceux de son inverse: on traite donc d’un systeme dynamique a
temps croissant.

Traitons tout d’abord le cas des boites sans successeur. On note:

T = {aeD]| f(a)c By}

(4.5)
= {aeD|d(f(a)) = a},

I’ensemble des indices de boite terminaux.

Dans le cas d'un indice a & T, M est définie sur 9B Dans le cas d’un indice terminal,

on a B™ = 0B, et on a vu qu'il est naturel de définir M® comme ’application constante

d’image f(a). De fagon & pouvoir itérer cette application locale, on ajoute {f(a)} & son

domaine de définition, et on définit en ce point: M%f(a) = f(a).
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Alors, pour une boite quelconque, avec ou sans successeur, on définit le domaine sui-
vant :

Dom(M®) = 9B™» pour a € D\ 7, et (4.6)
Dom(M®) = 9B"™U{f(a)} pouracT. '
Ceci peut s’abréger en: Dom (M%) = dB" U (Ba N {f(a)})
On définit ensuite 'application de transition locale:
a. a fla) + A(@)(z — f(a)) sia€eD\T
Mz € Dom(M )+—>{ F(a) GacT (4.7)

ou la premiere ligne est exactement I’équation (4.1).

Remarquons qu’un mur est soit I'intersection W = dB, N 0B, de deux frontieres de
boites, soit l'intersection d’une boite unique avec le bord OU du domaine entier. Dans
la mesure ou OU n’a pas d’antécédent par le flot, on peut sans perte d’information ne
considérer que le premier cas. L’hypothese H4 d’absence d’autorégulation peut maintenant
étre invoquée. Selon cette derniere, si un mur W est sortant pour la boite d’indice b:
W C 9B{™, alors il est entrant pour la boite d’'indice a: W C OB™. En effet, B
et B2 forment une partition de la frontiere 9B, (qui est 'union des murs de B,), et
W C 0B2" contredirait ’hypothese H4. En conséquence, on a:

U oB.= ] 0B (4.8)

a€eD a€D

Des équations (4.6) et (4.8) on déduit que:

U Domm®) = | 9B, u | J{f(a)}

a€D a€eD a€T

est un domaine de définition envisageable pour une application de transition globale.

Un probleme subsiste néanmoins. Tout € | J, Dom(M?®) est dans le domaine d’une appli-
cation locale au moins. Il se peut qu’un tel x appartienne au domaine de deux applications
locales ou plus, ce qui pose bien sir un probleme de bonne définition. Le lieu de telles
ambiguités est clairement inclus dans ’ensemble des faces de boites de codimension 2 ou
plus. Par faces de boites, on entend produit cartésien de la forme F' = [[;", F; ou chaque
F; est de 'une des formes suivantes: {0;q, }, {0ia;+1}, ou [0ia,, 0iq;+1] (voir annexe A pour
plus de détails sur cette notion). La dimension d’un telle face est le nombre de F; qui ne
sont pas des singletons. Sa codimension est le nombre de singleton, i.e. n — dim F'.

On note .%, 'union des faces de codimension 2. Que le lieu ou le choix de application
locale est ambigu soit inclus dans % est immédiat. L’inclusion réciproque est fausse en
général, comme on peut le constater sur un exemple simple. Considérons en effet, un
systéme plan binaire: ses boites sont indicées par Ny x Ny = {11,12,21,22}. Supposons
que tous les points focaux soient situés dans la boite Bgo. Ainsi, 'unique réseau discret
associé a ce systeme (cf. partie 2.4.2) admet le graphe de transition suivant :

(@)

]

(1) —[21]
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Hormis la frontiere OU, ’ensemble %5 contient uniquement la 0-face composée du seul
point de coordonnées (011, 6021), intersection des 4 boites. Comme les champs de vecteurs
de toutes ces boites sont dirigés vers 10322, le flot en ce point n’est pas ambigu, et entre
dans cette boite, pour se diriger vers le point d’équilibre asymptotiquement stable f(Ba2).
D’autres exemples moins triviaux, pour lesquels les points focaux ne se trouvent pas tous
dans la méme boite, conduisent également & un flot bien défini en une face de Zs.

La caractérisation des cas menant a une ambiguité n’est pas évidente, et reste a accomplir.
Celle-ci doit tres certainement étre formulable de fagon combinatoire: en une face F' la
répartition des points focaux de toutes les boites contenant F' en leur frontiere doit fournir
un critere suffisant. En ’absence d’un tel critére, et pour simplifier I’analyse, nous avons
choisi d’exclure la totalité de I’ensemble sous-jacent a %5 du domaine de définition d’une
application globale. Puisqu’'une telle application doit étre itérée indéfiniment sur son do-
maine, il faut également exclure tout les antécédents de %9 par des applications locales.
En résumé, on peut définir le domaine suivant :

2 = | Dom(M*)\ | M~*(F)\ aU, (4.9)

a€D keN

ou I'application globale de transition est définie par exemple a ’aide de fonctions indica-
trices (14(x) =1sixz € A, et 0 sinon):

Mz = Z 1pom(may(T) M. (4.10)

a€D

Dans la définition (4.9) du domaine 2, les ensembles M ~*(.%;) sont des images réciproques
de %5 par le k*™° itéré de M. Implicitement, cela suppose donc que tous les itérés
précédents sont bien définis. L’ensemble Z devrait donc en toute rigueur étre défini de
maniere inductive. L’ensemble exclu des frontieres de boites est constitué des antécédents
de .Z3 en temps (i.e. nombre d’itérations) fini, et il est donc de mesure nulle.

Remarque 4.2. Dans la derniére phrase du paragraphe précédent, on confond temps fini
et nombre fini d’itérations. Si cette confusion est évitée dans le contexte du paragraphe
en question, il n’en est pas de méme pour un systeme affine par morceauz de la forme
que nous étudions. En effet, Edwards a montré [45] que ces systémes peuvent présenter
des trajectoires traversant une séquence infinie de boites en un temps fini. Il montre que
de telles trajectoires convergent toujours vers une face de Fo, comme l'orbite représentée
sur la figure 4.3. Formulé autrement ceci signifie que les temps de sortie le long d’une
trajectoire forment une série convergente, ou encore que le systéme hybride que consitue
le réseau affine par morceaux présente une exécution Zénon, cf. [59, 113]. Ce phénoméne
n’est cependant pas systématique pour les trajectoires telles que sur la figure 4.3, mais
mérite d’étre mentionné pour éviter les équivoques.

La topologie de 'ensemble & mérite d’étre discutée. Tout d’abord, ce n’est pas un
ensemble fermé dans |J, Dom(M?), et donc ce n’est pas un ensemble compact. Il est en
effet facile de construire une suite de point de 2 convergeant dans J, Dom(M?*), mais pas
dans Z lui-méme. En particulier, un telle suite peut étre une orbite du systeme dynamique
(2, M), dont I’ensemble w-limite n’est pas inclus dans 2. Les exemples les plus flagrants
de telles orbites sont donnés par les foyers stables situés a l'intersection de plusieurs fa-
cettes, tel qu'illustré figure 4.3. En général, le domaine 2 n’est pas non plus ouvert. En
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projection sur le plan x1-x2

T T T
0.6~ b

0.5 .

0.45- 4

0.35[ q

0.3 b

I I I I I I I I I
0.42 0.44 0.46 0.48 0.5 0.52 0.54 0.56 0.58

F1G. 4.3 — 9 n'est pas fermé: les intersection successives de cette trajectoire avec des hyperplans
(ici, des droites) seuils appartiennent 3 9, et convergent vers un point hors de cet ensemble.

effet, ce domaine admet comme complémentaire |, M ~%(.%), qui n’est a priori pas fermé,
étant une union infinie de fermés. Le cardinal de %5 étant fini, la seule possibilité pour
que cette union soit effectivement infinie, et non fermée, est ’existence d’une séquence
périodique de faces traversées par un ensemble d’orbites. On peut par exemple considérer
une orbite périodique — ou seulement récurrente — instable O. Il existe alors un voisinage
VYV = V(O) de cette orbite, tel que pour x € V, la trajectoire (/\/lkx)k s’échappe de V
lorsque k& — 400, et admet O comme ensemble a-limite, i.e. comme ensemble des va-
leurs d’adhérence lorsque k — —oo. Par continuité des solutions d’un systeme d’équations
différentielles affines par rapport aux conditions initiales, il peut exister des points z € V
dont Iorbite rencontre une intersection de seuils, i.e. une face appartenant a .%o, en temps
fini. Tous les points d’un telle orbite sont donc dans le complémentaire 2¢. Cependant,
la suite M™%z est adhérente & O, qui est incluse dans Z. Une suite extraite de cette
derniere est donc a valeur dans Z¢, et converge dans le complémentaire de ce domaine,
qui n’est donc pas fermé. Le seul obstacle a la construction d’un tel contre-exemple se-
rait I’absence d’orbites périodiques instables. Or il est avéré que de telles orbites existent.
Ceci apparaitra plus précisément dans la proposition 4.11. Plus concrétement, I’exemple
d’attracteur étrange proposé dans [95] — et discuté dans la partie 3.3 — présente un cycle
limite instable explicite. En I’absence de configurations de ce type, faisant intervenir un
ensemble invariant instable inclus dans &, ce dernier ensemble est ouvert.

Enfin, Z n’est pas une partie connexe. Ceci provient de ce que Z est inclus dans la
réunion des murs de boites, privés de leur frontiere. Ces intérieurs relatifs de murs sont
clairement disjoints. De plus Z est d’intersection non vide avec chacun d’entre eux, sans
quoi 'union Jy,cy M~F(Fy) doit recouvrir un mur, ce qui contredit le fait que cet ensemble
est de mesure nulle. Les composantes connexes de Z seront explicitées a la section 6.1.
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L’ensemble Z ainsi construit a donc une topologie non triviale en général. Ce n’est pas,
comme on I’a vu, le plus grand domaine sur lequel une application de transition globale
M puisse étre définie, avec tous ses itérés, mais la définition formelle d’un tel domaine
maximal est loin d’étre évidente. De plus, sur ce domaine M est continue. En effet, cette
application telle que définie en (4.10) est continue par morceaux, I’ensemble de ses points
de discontinuité étant donné par les frontieres de murs.

De cette facon le couple (2, M) est un systéeme dynamique & temps discret au sens usuel,
défini pour des temps croissants seulement.

Dans le cas des taux de dégradation uniformes, c’est-a-dire sous I’hypothese H3, les
itérés de M peuvent étre explicités. Ceci fait I'objet des deux sections suivantes. Ces deux
sections concernent donc des systemes satisfaisant les hypotheses H1, H3 et H4.

4.2 Itérés de I'application de transition le long des trajectoires

Sous I’hypothese H3, rappelons que sur la région entrante d’un boite B,, 'application
de transition s’écrit :

Mo = f)+a)(x - 1) = 5@+ =D (o pa).

ou ¢ est une direction de sortie pour z, et QLL le seuil de sortie associé. La fonction
a(x) = a(z,) est bien telle que définie en (2.29).

Comme la fonction « (qui dépend de la boite courante B, ce qu’on ne fait pas apparaitre
dans les notations pour les alléger) est définie comme un max, plusieurs application succes-
sives de M a des points d’un méme mur peuvent suivre des séquences de murs distinctes. A
chaque séquence de murs traversés successivement correspond un ensemble de conditions
initiales. Ceci peut étre explicité davantage. Soit a = a®...a**!
D, tels que les murs suivants sont bien définis, pour j € Ny U {0}:

une liste d’éléments de

W7 =9B%" N oBM.,.

Alors on note
k

Dy = (Y M™{ (W), (4.12)
=0

I’ensemble des conditions initiales dont les k premiers itérés par M appartiennent aux
murs W/ définis plus haut. Il peut arriver bien siir qu'un tel domaine D, soit vide.

Une description plus constructive de ces ensembles sera fournie dans la proposition 4.6.
Etant donné un domaine D,, les k premiers itérés de M sont bien définis, et suivent la
méme séquence de boites. On ne tiendra pas compte dans la suite de cette section des
itérés de M rencontrant une boite terminale, i.e. contenant son propre point focal. On a
en effet dans ce cas un point fixe de M, et il n’est pas utile de considérer les itérés sui-
vants. Par suite, étant donnée une liste a comme précédemment, on peut noter f1...f*
les points focaux des boites successivement intersectées par le flot, i.e. f/ = f(a’). De
méme, les indices ¢1, ..., désignent les directions de sorties dans chacune de ces boites.
La premiere itération est illustrée sur la figure 4.4, pour une bonne compréhension de cette
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numérotation.
A
/1 N
/7 Lo

// I{xLO - QL() }

y I

, I
( |
| I
| |
| |
I I
I I — ‘1

a’ x|y al {z, =0.,"}
A T 7
/ " /
, 1 i ,
! Y /
/ | I . /
/ | | . /
/ t + /
/ | I /
L - - - - - - = = -F—=-f-1----4 -1 - - - /
I I ’ fl
I T X
: // a2
%
by
Iy
I/
v
Fi1G. 4.4 — Premiére iteration de M le long d'une séquence de boites a’a'...a*. On peut

transposer le schéma ci-dessus a I'étape j (le cas présent estj =0). On a alors Mz € Wi =

OB N OB, |, ce mur étant porté par I'hyperplan {x,, = 0,,” (a’)}. L'itéré suivant M *1z se
trouve 3 l'intersection de la trajectoire issue de M7z, qui converge vers fi+1 et du mur Wi+l

On peut alors donner une forme matricielle a 1’expression (4.11), de méme qu’a celle
définissant les itérés de M sur le domaine D,.

Proposition 4.3. En tout point x d’un domaine D, tel que défini en (4.12), on a

F®) (2 — f1)
Vo € Do,  MFz=f"+A, , (4.13)
* k<F(k)(l‘_f1)7eLk>
ot l'on use de l'abréviation suivante :
A, =0, — fF, (4.14)

et ot la matrice F%) € R™" est définie comme le produit suivant, effectué de droite &
gauche :

FO) = 1;[[ el + A, Id] w15)

_ [( LA Td] = el + A,

pour k =2, et F() = Id.
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démonstration.

On procede par récurrence sur k. L’équation (4.11) fournit l'initialisation.

Supposons maintenant qu’a un certain rang k, M* s’écrit comme dans (4.13). Alors pour
x tel que, sur le mur W, la direction de sortie de I'itéré M*z soit 1541, on peut exprimer
MFEF1g 3 Taide de (4.11):

A
Mk+1$ — fk‘-i—l + k41 (Mkl' _ fk+1>
L )
(ka)bk+1 - LI:—}

expression dans laquelle 'hypothese de récurrence peut étre injectée avant calculs:

F(k)(x—fl) k+1
FO@— e !

Li+1 F(k) (x . fl)
<flC i ALk <F(k)(x - fl)aebk> - karl’ eLk+1>

(f* = el FW(z — 1) + A, F® (a — f1)
s <(fk - fk+1)ez[;F(k)(x - fl) + ALkF(k)(‘r - fl)veLk+1>

FHHD (g — 1y
Uht1 <F(k+1)(x — 1, eLk+1>

F+A,

Mg = A

fk:—f—l + A

fk—l—l +A

ott Pk = [(fF — fetlyel + A, Id] F*¥), en accord avec (4.15). O

1l est possible de montrer que la matrice F*) donnée en (4.15) est inversible.

Proposition 4.4. Pour tout k € N, la matrice F¥) est inversible, dés lors que H1 est
satisfaite.

démonstration.

Dans l'expression (4.15), F' (k) est un produit de matrices carrées n x n, qui ont toutes une
unique colonne comportant des éléments non nuls hors diagonale. Développant le long de
cette colonne, le déterminant de la matrice j de ce produit s’écrit :

d%«ﬂ—ﬂ“bi+&ﬁ@ = (A)"NA, - Y
= (057 — )N - Y,
d’ou 'on déduit : -
det(F®) = T[(A,)" 10 — £, (4.16)
j=1
qui est différent de 0 d’apres H1. O

Remarquons maintenant que I'expression (4.13) de la proposition 4.3 suppose que le
dénominateur (F*)(z— f1) e, ) est non nul. On peut voir que cette condition est automa-
tiquement satisfaite et exprimant les itérés de M sous une autre forme. Cette deuxieme
écriture est inspirée de l'observation de R. Edwards [45], selon laquelle le temps écoulé
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entre une condition initiale 2 et son image MP¥x peut apparaitre explicitement dans la
formulation de M¥*. Dans [45], ce fait est prouvé pour les systémes binaires. Il demeure
valide sans ’hypothese H2.

Proposition 4.5. Notons 7/(x) = 7(M7/~1z) le temps écoulé durant lintersection de la
jéme boite. Alors pour tout entier k,

k . ]...A .1;
exp _)\ E J €T = = ]“C 4

démonstration.
Rappelons tout d’abord que a(z) = e *7(*)_ dans 1’équation (4.11). On en déduit I'égalité
suivante : ) .
. . v . . FU (.%' _ f )
Mig — 1 = e @ (A1 — 15y = A, ' ]
x f (& ( Xz f ) J<F(J)(33—f1),ebj>
—\7I(z)

En projetant cette expression sur e,;, le scalaire e peut s’écrire sous la forme sui-

vante :

A,
<Mj—1x _ fj’ebj> ’

—\7I(z)

e
Or d’apres (4.13) et (4.15), on a:

(7771 = )l + A 1d] FU-D (o — f)

My — f = :
o PG~ 1), )
FO (g — 1

N ihetd Gl i N (4.18)

<F(J_1)(:C - fl)vebj—1>

d’ou il vient - .

e—)\Tj(x) — AL]’ <F(]_ )('r - f )7 eLj71>
<F(J)(1' - fl)vebj>

L’équation (4.17) s’obtient alors comme produit de termes de la forme ci-dessus. O

Il est clair que dans I’équation (4.17), la somme apparaissant dans I’exponentielle est
égale au temps écoulé le long de I’orbite issue de z, entre les points z et MFz. Ainsi,
le produit scalaire intervenant dans cette équation ne peut étre nul que si ce temps est
infini, et négatif. Une telle éventualité étant exclue, on a bien vérifié la non annulation de
<F(k)(x - f1)7eLk>‘

De la proposition 4.5 on déduit une expression de MF* équivalente & (4.13):

exp (-2, 7 (@)
A, .. A

: lk—1

Mbg = fF 4 F® (g — f1). (4.19)

I1 est maintenant possible d’expliciter les domaines Dj,, tels que définis en (4.12), sous
la forme d’un systeme d’inégalités.
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Proposition 4.6. Poura = a°...a""!, Uensemble Dy, tel qu’en (4.12) est défini de fagon
équivalent par les inégalités suivantes. Pour j € Ny, :

1

Vi € Lout(a?) \ {15}, Ael — Aiel | FO (@ — f1) > 0, (4.20)

5, [

L] Lj

AA

auzquelles doivent étre ajoutées les 2(n — 1) inégalités définissant le mur WO O Dj,.

thi = Giii(aj) désigne le seuil de sortie dans la directions i pour la boite B,;, et A; est
similaire a l'abréviation (4.14): Qiii - ff

Comme, pour chaque i, x — f! est multiplié & gauche par un vecteur ligne de dimensions
1 x n dans Uinequation (4.20), le systéme d’inéquations associé a chaque j peut étre écrit
sous forme matricielle : CU)(z — f1) > 0. Les lignes de C\9) sont données par (4.20).
démonstration.

La nécessité des inéquations définissant WO ne requiert aucune démonstration.

Les autres inégalités sont équivalentes a

(M ) > T (MI™1z),

ce qui signifie que ¢; est la direction de sortie de B,;, pour la condition initiale M —lg.
En effet, notons 27 = M7z pour plus de concision. L’inégalité ci-dessus s’écrit alors aussi:

1 J

J=1 _ fj Jj—
= f xy, — J
7 il i 0,

A; A

%

ceci devant étre vérifié pour i € Lpyui(a’) \ {¢;}. De fagon équivalente::

1 T AT (d=1 _ 4
AA, [ALjei Alebj} (x f7) >0.

Alors, par (4.19) et i~ — fi = 7@ (37 — f7), on aboutit a:

sl
P (A AZT ') FO(z - fh),

. Lj—1

I'inéquation (4.20) s’ensuit, I’exponentielle étant strictement positive. O

4.3 Analyse des orbites périodiques

Un cas particulier d’intérét, lorsqu’on étudie les itérés de M, est celui des orbites
périodiques. Cette section suit de tres pres ’analyse des orbites périodiques menées par
Edwards dans [45]. Cette derniere référence traite cependant du cas de réseaux binaires,
alors que H2 n’est pas requise ici. Si la méthode employée pour cette étude est la méme
que dans [45], le détail en est donc différent, et releve d’un cadre plus général.

Les orbites périodiques correspondent nécessairement a une séquence cyclique de boites,
ce qui nous amene & considérer dans cette section le cas d’une séquence de la forme
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telle que Dy # @, en notant a = a° ... a* al.
De la proposition 4.3 on déduit ’expression suivante

FO - £

Mz =+ A,
’ <F(£)($ - fl)vebo>

ew?, (4.21)

pour tout x € D, C WP,

La périodicité de a conduit a considérer une suite de murs, points focaux et directions de
sortie W7, f7 et tj ou j est considéré modulo £. De méme pour A,;. Il est clair cependant
que F) £ FO),

Remarquons que la restriction M* | p, n’est pas une application de premier retour de Poin-
caré en général. En effet, cette application envoie les points de Dy sur W0, de telle sorte
que certains points ont leur image hors de Dy. Ces derniers ont alors une image par M? qui
est a priori hors de W9. Toutefois, s’il existe une orbite périodique le long de la séquence
de boites indexée par a il est clair qu’un point fixe de M? lui est associé, et que ce point
fixe appartient a D,. De tels points fixes sont comme on va le voir fortement liés aux
vecteurs propres de la matrice F¢D | Si 1 est valeur propre d’une matrice M, on convient
de noter E, (M) I'espace propre associé. Noté sans argument F,, désignera EH(F(KH)).
Le lemme suivant sera utile par la suite.

Lemme 4.7. Soient u une valeur propre de FUH) | et v e E,.

Supposons N
fPHrRun{z |z, =0,°} # 2. (4.22)
Alors,
(FOy,e,,) #0.
démonstration.

On raisonne par I’absurde, supposant (F' @)y, e,) =0.
Ceci entraine

FDy = [(f°— Hel + A, 1d) FOv
= A FOy,

si bien que
(FH Dy e,) = 0. (4.23)

Alors comme F¢+1)

on déduit y,, = f}o

Un telle égalité reste valide en tout point de la droite affine f! +R(y — f!). En particulier,

si un point de cette droite appartient a ’hyperplan apparaissant dans (4.22), on obtient :
o = QLiOLO = f}o, qui contredit I’hypothese H1. O

v = v, avec u # 0 (d’apres la proposition 4.4), et en notant v = y— f1

On peut maintenant énoncer un résultat concernant les points fixes de MY,

Proposition 4.8. Soit ;1 € R une valeur propre de FU+Y) et v € E, = E,(FHD).

Alors le point
1

* ol

v (4.24)
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est un point fize de Mt dés lors que les deux conditions suivantes sont réalisées :

1

A 1, et % € Dy, (4.25)
ot l'on a noté
l
A=]JA, (4.26)
j=1

démonstration.
Tout d’abord, on applique une translation & l’expression (4.21):

FO@ - f')
<F(Z)(‘T - f1)7eL0>7

Mex_flzfo_fl—i_ALo

ce qui, comme on a pu le voir en (4.18), s’écrit aussi

M1t = <F(€)(:U_1fl) oy [ = ety + Ay Id) PO — )

F(Z—H)(x _ fl)
= FO@—D).e) (4.27)

D’ott on déduit que si z* est un point fixe de M, alors 2* — f! est un vecteur propre de
FUHD “associé & la valeur propre (FO(z* — f1) e, ).
Réciproquement, si v = y — f! est un vecteur propre, v € E,, alors y est un point fixe
seulement si:

= (FOv e,).
Ainsi,
1

* _ rl
T =T Oy, e

v

est un point fixe de M*, pourvu qu’il appartienne a son domaine Ds.
A premiére vue, il faut de plus que ’expression ci-dessus soit bien définie, et que

<F(Z)'U>eao> # 0.

En fait, d’apres le lemme 4.7, ceci est impliqué par z* € D,. En effet, on a
+,
Do c WO C{z|x,=0,"},

dotu z* € Dy = 2* € fl+Run{x |z, :0?:0“’}75@.
La seconde condition dans (4.25), qui concerne la valeur propre pu, provient de (4.17), dans
la proposition 4.5, qu’on applique ici en usant de abréviation (4.26) :

A
(F(E)(x - fl)’eL0>'

¢
exp | —A Z Tj(:lj) =
j=1

Comme le produit scalaire apparaissant ci-dessus est la valeur propre associée a un éventuel
point fixe, et que les temps 77 (z) sont clairement positifs, la condition souhaitée découle
immédiatement. a
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On peut remarquer que le signe de la quantité A, qui est attachée a un cycle limite,
est parfaitement déterminé par la parité de la demi-longueur g de ce cycle. Au passage,
on remarque donc aussi que la longueur £ est nécessairement paire.

Pour vérifier ceci, il suffit de constater qu'un cycle correspond & une séquence périodique

’ . ., . Lg
de murs traversés par le flot. Or si le flot traverse un mur, associé¢ au seuil 6,;7, en

croissant dans la direction ¢;, il doit traverser I'hyperplan {z,; = Gf?j} contenant ce mur
en décroissant dans la direction ¢; en un point ultérieur de la méme orbite, pour revenir au
point de départ. Le fait de croiser I’hyperplan en croissant selon la direction ¢; se traduit
par A,; < 0, et le fait de devoir le retraverser en sens inverse par I'existence d'un m tel
que A, > 0. Comme A est le produit de tous les Aj, on déduit simultanément la parité
de ¢ et I'identité suivante :

N

sign(A) = (—1)2.

Une autre remarque doit étre faite: dans la condition (4.25) portant sur p, le cas

= 1 est exclu. Ceci mérite d’étre souligné car A est une valeur propre potentielle de

b=

FUD “avec pour vecteur propre tout vecteur e; de la base canonique, pour i une direction
selon laquelle aucun mur n’est intersecté le long du cycle. De telles directions propres sont
données par I’équation (4.15), d’apres laquelle les i n’apparaissant pas comme direction de
sortie ¢; correspondent a des colonnes de F' (¢+1) nulles hors diagonale, et de terme diagonal

A.

Les cas de points fixes multiples, et de valeurs propres de multiplicité géométrique
strictement supérieure a 1, donnent lieu aux résultats qui suivent.

Proposition 4.9. Soient 2* et y* deuz points fizes distincts de ME.

Alors la droite affine z* + R(y* — 2*) = {va* + (1 —v)y* | v € R} portée par ces deux
points est invariante par application de ME.

démonstration.

D’apres la proposition 4.8, z* — f! et y* — f! sont vecteurs propres de F+1) de valeurs
propres p(z*) = (FO(z* — f1),e,) et u(y*) = (FO(y* — f1), e,,) respectivement. Alors,
pour un réel v, en notant z = vz* + (1 — v)y* un point de la droite portée par les deux
points fixes, on a:

(FOG = 1) e0) = vu(a®) + (1 = v)u(y").
Puis I'image de z s’écrit
Pz - f)
(FO(2 = f1),e4)
VEE @t — 1) (1= )FED (£

Mz = fl+

= S EOG - e T FOG =T e
B @) . A- ) .
= S FOe ey @ T OG- e )

Comme la somme des coefficients de z* — f! et y* — f! vaut 1, M’z est un point de la
droite z* + R(y* — 2*), qui est par conséquent invariante. O
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Il est bien évident que la droite affine de la proposition précédente n’est pas invariante dans
sa totalité, et que seule son intersection avec le domaine D, de M doit étre considérée.
Hors de Da, en effet, M* applique les points selon une séquence de murs autre que a, et
a donc une expression différente.

Proposition 4.10. Soit u une valeur propre de FEY - dont Uespace propre associé est
de dimension au moins 2.

Alors l’ensemble des points fixes donnés par des vecteurs de cet espace propre est un sous-
espace affine.

démonstration.

Ceci découle directement de la proposition précédente 4.9. En effet, si dim E,, > 2, et que
'on considere deux vecteurs distincts v = z* — f! et w = y* — f! de cet espace, avec z*
et y* comme points fixes associés.

Alors avec les notations adoptées dans la preuve de la proposition 4.9,

u(a) = uly") = = (FO(z = 1) e0y).

Ainsi, dans la derniere équation de cette preuve, on aboutit & M¢z = z. Autrement dit,
non seulement la droite affine portée par les points fixes x* et y* est invariante, mais elle
est en plus entierement constituée de points fixes. L’enveloppe affine (cf. annexe A pour
une définition) des points fixes est donc entierement constituée de points fixes. O

La méme remarque que pour la proposition 4.9 s’applique ici encore, et 'on doit
considérer l'intersection du sous-espace affine avec D,.

La proposition 4.8 permet de caractériser les points fixes de M’ en termes de vecteurs
propres de FUHD 1] est également possible d’analyser la stabilité de ces points fixes.
Proposition 4.11. Soient y une valeur propre de FUHYD | et v € E, tel que le point z*
défini comme dans la proposition 4.8 soit un point fixe de M.

Alors ce point fize est asymptotiquement stable si pour toute autre valeur propre n de
FUY on a Uinégalité
[l > Inl.

Si cette inégalité est large, x* est stable, sinon il est instable.
démonstration.
La jacobienne de M’ en un point x se calcule & partir de 'expression (4.27):

JME _ F(E—H) B F(Z+1)(x _ fl)eZ;F(E)
COFO@ - fY),e,) (FO@ - f1)en)?
ce qui se simplifie dans le cas d’un point fixe z*:

JMZ* _ F(Z-i—l) B (.CU* o fl)eLT;F(é) '
T (FO@ - [ e,)  (FO@r—f1),ey)
Appliquons cette jacobienne & z* — f1:

IMge(a® = f1) = (@ = f1) = (&* = 1) = 0.




4.3. Analyse des orbites périodiques 93

Etant donné un eventuel point fixe y* distinct du précédent, on a également :
TMae(y™ —a7) = IMi(y" = 1) = Mg (2™ = f1)
FED@— ) @ = e FOW — 1)

(FO@* - fN),e,)  (FO@ - f1),e)

(FOW@ — M) en) " —f1) (@ = FIFOG — 1) ew)
<F(K)( f )7eLO> <F(Z (‘T* - fl) eLO>

<F(£)(y* — 1)7ebo>

FO( — e 7

Ainsi, z* — f! est un vecteur propre de cette jacobienne, associé & la valeur propre 0. De
méme, tous les vecteurs de la forme y* — 2* sont également vecteurs propres de JM?E. De
plus, si 'on note pu(x*) la valeur propre de F ((+1) associée & la direction propre qui porte
x* — f1, la valeur propre de JM?! associée au vecteur y* — * est exactement

‘ wy) |
p(z*)

(4.28)

Si toutes les valeurs propres de F(+1) sont associées a des points fixes de M¢, on a donc
également tous les vecteurs propres de JM¢. En fait, il n’est pas nécessaire de considérer
des points fixes de M’ comme on peut le voir dans les calculs ci-dessus: il suffit de
considérer des vecteurs propres de F+1) de la forme 2* — f1 (et y* — f1), dont la valeur
propre est égale & (FO (z* — f1),e,,) (et (FO(y* — f1),e,)). Autrement dit, la condition
z* € Dy nintervient pas explicitement dans le fait de lier les vecteurs propres de F(¢+1)
et ceux de JMY. La seule limitation possible au fait d’obtenir tous les vecteurs propres
de JM? serait donc Dexistence d’une valeur propre multiple pour F(*+1). Si cette multi-
plicité est géométrique, la proposition 4.10 assure I'existence d’un sous-espace affine dans

¥
lequel JM! admet des vecteurs propres de valeur propre de la forme ZE;; = 1. Enfin,
si F+D) admet une valeur propre de multiplicité algébrique strictement supérieure a sa
multiplicité géométrique, on peut invoquer la continuité des valeurs propres de JM?¢ par
rapport aux variations de M’ (voir [45]). Ainsi, on peut partir d’une application perturbée
M telle que FED admet des valeurs propres de multiplicités géometrique et algébrique
égales, fournissant donc celles de JM?. En faisant tendre M* vers M¢, comme M dépend
contintiment de FU+Y) on vérifie bien que les valeurs propres de JM?! sont données par
celles de FU*D | dans ce cas encore.

Comme la stabilité d’un point fixe z* de M est classiquement déterminée en comparant
les valeurs propres de JMZ. & 1, on a le critere souhaité via (4.28). O

En résumé, on a fourni dans cette section un exact analogue des résultats de [45]
concernant les itérés de M et les orbites périodiques, élargissant leur validité au cadre de
réseaux non nécessairement binaires. Cette généralisation de résultats existant repose sur
les mémes méthodes que celles employée dans [45], et chaque proposition de cette section
trouve son analogue dans cette référence. On peut toutefois mentionner rapidement les
différences.

Tout d’abord, le point essentiel est que la ol intervenaient des espaces vectoriels, on doit
ici manipuler des espaces affines. Notamment, 'expression de M est plus compliquée,
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et ses points fixes se trouvent dans des translatés des espaces propres de F¢D | et non
plus dans ces espaces propres eux-mémes. Les valeur propres de cette matrice doivent ici
étre comparées a la quantité A, qui est déterminée par les points focaux et seuils de la
trajectoire, au lieu d’étre comparée a 1 dans le cas binaire.

Par ailleurs, dans le cas binaire, 'unique seuil dans chaque direction est préalablement ra-
mené a 0 par translation. Il s’ensuit qu’une ligne et une colonne la matrice FHD peuvent
étre supprimées sans perte d’information : a chaque itération, une coordonée du vecteur x
est nulle. Ici, plusieurs seuils peuvent étre rencontrés dans chaque direction, si bien qu’il est
indispensable de conserver tous les coefficients de F(+1) . Ceci permet d’expliquer le fait
qu’une valeur propre de la jacobienne est toujours nulle (cf. preuve de la proposition 4.11):
la dynamique se déroulant essentiellement de mur en mur, i.e. sur un espace de dimension
n—1, conserver n composantes introduit un dégénerescence. De facon un peu anecdotique,
on peut rapprocher ’emploi d’une coordonnée apparemment superflue de 'usage des coor-
données homogenes en géometrie projective. En effet, on a vu que dans le contexte présent,
ou H3 s’applique, M est dans chaque boite une transformation projective. Cette trans-
formation étant différente dans chaque boite, la coordonnée supplémentaire (qui définit
I'hyperplan seuil sur lequel on projette) doit étre conservée dans chaque boite au lieu
d’étre homogénéisée a 1 comme en géometrie projective.

Pour finir, mentionnons un résultat valable dans le seul contexte binaire: les trajectoires
issues d’'une méme demi-droite passant par 'origine restent sur cette demi-droite. Cette
propriété permet donc de projeter les trajectoires sur la sphére unité sans perte d’infor-
mation. Une telle technique a permis de prouver ’absence de dynamiques chaotiques dans
les systeémes binaires de dimension 3 [94], et d’étudier en détails les orbites périodiques
d’une classe de systemes de dimension 4 [54].



Chapitre 5

Partition des boites de I’espace des
phases

Dans ce chapitre, nous nous concentrons sur ’effet de 'application de transition M
a ’échelle d’un seule boite. En effet, une telle étude locale permet d’énumérer toutes
les configurations possibles, a isomorphisme combinatoire pres (cf. annexe A pour une
définition). Un telle étude serait trés vite impraticable pour les itérés de M, qui peuvent
suivre un nombre de chemins augmentant exponentiellement avec le nombre d’itérations.
Outre I'exhaustivité, on obtiendra certaines propriétés dont les conséquences en terme de
codage seront démontrées au chapitre 6.
Les résultats démontrés dans ce chapitre requierent les hypotheses H1 et H4.

5.1 Partition d’une boite seule

Pour distinguer les propriétés qualitatives possibles de M, on choisi de se baser sur
les transitions admissibles entre une boite et les boites voisines. Autrement dit, on va
s’attacher a décrire au mieux les ensembles D, introduits dans le chapitre précédent,
équation (4.12), pour des a formés de trois éléments de D, dont un est 'indice de la boite
considérée.

5.1.1 Définitions et notations

Comme on considére une unique boite, on abrégera systématiquement B, en B dans
ce chapitre. De méme, l'indice a sera omis dans toutes les notations ou il intervient nor-
malement : seuils, murs, points focaux, ensemble I,,; des directions de sortie etc. ..

La dynamique dans la boite B est rudimentaire: M envoie dB™ sur B°“. D’un point
de vue plus combinatoire, cependant, on va expliciter 'intersection des images des murs
constituant OB™ avec les murs constituant dB°%. Similairement, on va considérer aussi
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lintersection des image réciproques des murs formant 0B°% avec les murs formant 9B,
Les ensembles qui vont nous intéresser dans ce chapitre sont donc les suivants :

D;; = VVijE N M_I(Wjij) pour i € Ny, \ Iout, 7 € Tout-
Dy = W7 Mfl(Wjij) pour i, j € Loyt

(5.1)

and
RE = MWF) N W7 pouri€Ny\ Lout, j € Lout.

. 5.2
Ry = MWF) N W pouri,j€ L. (5:2)

Ainsi, Df]:- est une abréviation pour le domaine Dy, ol a = a F €;,a,a *; e; (F est 'opposé
de %), tel que défini en (4.12). De méme, D;; abrege Dy, ol a = a F; €;,a,a %; e;. On
rappelle que pour une direction de sortie ¢, le signe +; € {—,+} est tel que ¢ € I ijt, tandis
que F; est son opposé.

Les ensembles R;;, Rij; ne sont pas exactement de la forme D,, mais les images par M de
tels ensembles. En fait, on a la

Proposition 5.1.

Riij = M(Di) pour i € Ny \ Loy, j € Tout-
Rij = M(Dl]) pour ’L,j € Iout-

Si de plus H3 est vérifiée, i.e. les tauxr de dégradation sont uniformes, les complexes
polytopauz formés respectivement par les DF; et les R, (avec € € { ,+,—}) sont combi-
natoirement isomorphes. En particulier, chaque couple de la forme ij, Rfj est formé de
deuz polytopes combinatoirement isomorphes (voir annexe A pour les définitions).

démonstration.

Les deux égalités proviennent de ce que M : OB™ — OB°“ est bijective. L’injectivité
de M entraine en effet M(AN B) = M(A) N M(B), pour tous sous-ensembles A et B
du domaine de M. La surjectivité, d’autre part, entraine M(M~1(A4)) = A pour tout A
inclus dans I'image de M. Il suffit pour conclure d’appliquer ces propriétés aux définitions
(5.1) et (5.2).

Sous H3, nous avons vu au chapitre 2, équation 2.28, que les trajectoires sont recti-
lignes dans chaque boite et que M|p est une transformation projective. Les murs étant
des polytopes, ((n — 1)-rectangles), et les transformations projectives conservant la struc-
ture de polytope [74, 134], les ensembles (5.1) et (5.2) sont des polytopes. De méme, les
ensembles de la forme BN M_I(Wiii), pour ¢ € Iy, sont des polytopes.

L’existence d’un isomorphisme combinatoire provient du fait que le diagramme de Schlegel
est un tel isomorphisme (voir annexe A, définition A.14 et propriété A.15) et que, a j fixé,
le complexe formé par les Rf; et leurs faces de dimensions inférieures est exactement le

diagramme de Schlegel du polytope B N ./\/lfl(VVjij ), basé sur Wjij . Ayant montré que
M est projective, il reste pour prouver cette affirmation, a s’assurer que le point focal f
est derriere le mur Wjij (voir définition A.13) vu comme une face de B N /\/l_l(Wj 7).
Soit donc x un point intérieur & ce dernier polytope. x est alors intérieur a B. Les seuls
hyperplans de B susceptibles de séparer x et f sont par définition ceux portant les Wiii,
pour ¢ € I,,:. Par suite, x et f sont de part et d’autre de 'hyperplan seuil portant Wjij ,
et les seuls autres hyperplans susceptibles de séparer ces points sont ceux portant des

facettes de Mﬁl(Wjij ) qui ne sont pas des facettes de B. Ces derniéres sont clairement les
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séparatrices entre M~} (Wjij ) et les ensembles de la forme M~ (W), pour i € Ly \ {j}-

Une telle séparatrice est portée par I’hyperplan affinement engendré par la (n — 2)-face

Wk

+; . . ,
S NWT et le point f. Cet hyperplan contient donc f, et ne sépare pas x et f. O

Une premiere illustration des ensembles de la forme (5.1), (5.2) est fournie par les fi-
gures 5.1 et 5.2. Sur ces figures, ’hypothese H3 est supposée pour simplifier la représentation.
En général cependant, les frontieres des régions intérieures aux murs de boite ne sont pas
affines.

'
2
FiGc. 5.1 — Un boite dans R3, avec deux murs sortants: W1+ et W2+ Ainsi, Ty = {1,2}, et
+1 = 49 = +.

W, —= Doy
- +
‘ Ry — W
D - +
22 . 31 R?)l
- D _
31 31 . R22 R;—Q
— +
32 Do D32 - W;r
Ry

¢

W?)_

¢

Wl_

¢

Wy

FIG. 5.2 — Partition de OB™ (4 gauche, point de vue intérieur 3 B) et OB°“ (3 droite, vu de

confondus dans R3. L’échelle est arbitraire.

Nota Bene. Ayant montré I'isomorphisme des régions RS et D

Nl

I'extérieur de B). Les lignes pointillées sur la représentation " dépliée

€.
ij?

de OB™ relient des points

on ne s’occupe plus

que des ij dans la suite de ce chapitre. Toutes les propriétés énoncées pour ces derniers



98 CHAPITRE 5 : PARTITION DES BOITES DE L’ESPACE DES PHASES

sont valables pour les Rfj également, sauf mention contraire.

5.1.2 Propriétés

Une premiere propriété, visible sur les figures 5.1 et 5.2, est que les ensembles D;; et

+
Dy,

i.e. avec i & Iy, sont translatés I'un de autre.

Proposition 5.2. D; =D + 0 — 6, )e;.

démonstration.

Soit z € W, , et 2’ =z + (6 — 0;).

Montrons que = € Di; si et seulement si 2’ € D;;

z € Dy si et seulement si Uorbite issue de z sort de B selon la direction j, i.e. 7(z) = 7;(z).
Comme x et 2’ ont toutes leurs coordonnées égales, sauf z; = 6, et 2} = Q;F, et comme
i & Iout (cf. (5.1)), le temps de sortie 7(z) ne dépend pas de x;. On a donc 7(z) = 7(2/) =

7;(2'), ou de fagon équivalente Ma’ € w; Tie 2’ € D;; O

On montre maintenant que toutes les transitions entre murs entrants et sortants ne
sont pas admissibles. Ce résultat sera essentiel dans le chapitre 6.

Lemme 5.3. Il existe au plus un i € I, tel que D” #+ 2.

démonstration.

Supposons ¢ € N, tel que Dy # @. Alors il existe un point z* € W7, c’est-a-dire
tel que 7 = 6 et également tel que Mz* € Wiii, c’est-a-dire vérifiant le fait que
7(z*) = 7i(zf) = 7:(6]") est un minimum, strict car z* est dans lintérieur relatif de Dj; :

VEk € Lowt, k #i, 7i(x]) < (). (5.3)

Une autre propriété de 7; est que 7;(6;77) est le maximum de Pensemble {7;(xz;) | z; € [6;,6;

On déduit ceci des équations (2.30) et (2.31) donnant les images des fonctions af, et de
la décroissance de 7; par rapport a o *, équation (2.21). Ainsi, on a:

I}

Vi € Lout, Tz(x;k) = Tz(efl) = max TZ(J"Z)
zi€(0;,67]

De cette identité et de (5.3), on déduit une condition nécessaire a Dy # O

Vk € Iy, k # 1, max 7;i(z;) < max Tr(xg),
z;€[0; 0] z,€[0; .07 ]
qui ne peut clairement étre satisfaite par plus d’un indice i € I,y;. O

Remarque 5.4. D’apres le lemme précédent, le nombre d’indices i tels que DZZ #+ O est
0 ou 1. Le cas ot ce nombre est nul est rare, dans le sens ou il correspond & un ensemble
de parameétres de mesure nulle. Cet ensemble est défini par l’égalité de toutes les valeurs
mazimales des fonctions T;, c’est-a-dire des quantités 71(0?), pour © € Iy, dans le cas
#1lous = 2. Lorsque I,y ne contient qu’un élément ou aucun, il y a autant de directions
sortantes i que de D #+ .
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Le lemme 5.3 limite les trajectoires admissibles entre murs. Le résultat suivant montre
qu’il n’y a pas d’autre restriction de la méme forme.

Proposition 5.5. Pour tous i € Ny, j € Ipy, 1 # j, ete € { ,+,—1}, ij + .

démonstration.

Pour ¢ & I, la proposition 5.2 montre que D;; et D;; ne different que par une translation,
si bien qu’il suffit de ne considérer que I'un de ces deux ensembles. Rappelons que F; n’est
défini que pour ¢ € I,;. Une convention pratique pour mener cette démonstration sera,
lorsque i & Iy, de définir F; comme 'un quelconque des deux signes —, 4. Ainsi F; est
bien défini pour tout i € N,,, et il nous suffit de montrer formellement que

Fi -1 +5
wrnm (Wj ) (5.4)
est d’intérieur relatif non vide, pour ¢ € N, et j € I,y.

De méme 6;7* désigne 'un quelconque des deux seuils 6;, Hj , lorsque @ & 1.
L’intérieur relatif d’'un ensemble de la forme (5.4) est donné par I’égalité

Ty :0?',

et les inégalités

7i(z;) < (k) pour k € Ly \ {4}

Par (2.30) et (2.31), 'image de oy, est de la forme [af’“ (6,7%),1], pour k € IZ%. La borne
supérieure 1 provient de af’“(@j’“) =1

Les seuils successifs étant disctincts dans toutes les directions, 'image de aj est toujours
d’intérieur non vide. Ainsi, par (2.20) chaque 7 admet aussi un intervalle image d’intérieur
non vide, donné par

0, ;—: In(a* (674))].

En notant

-1
7= e )
on obtient donc un segment [0, 7¥] de longueur non nulle, contenu dans les ensembles images
de toutes les fonctions 7, pour k € I,,;. Le cardinal #1,,; étant fini, on peut toujours choi-
sir un ensemble de points dans I'intervalle précédent, de la forme: 91 > --- > Ju .. Ce
choix effectué, il existe un x; dans le domaine de la fonction 7}, tel que 7j(x;) = ¥41,,,. Tous
les autres 1, ayant un antécédent x,, par 'un des 73, k € Iy \ {j}. Ainsi, 7j(x;) = 7(x), et
tout point & € W, dont les coordonnées indexées par I,,; sont ainsi construites appartient
a U'intérieur relatif de I’ensemble défini en (5.4). O

Remarque 5.6. La condition i # j, dans laquelle réside la différence essentielle avec
le lemme 5.8, peut ne pas ressortir clairement dans la démonstration ci-dessus. Elle est
employée dans le fait de choisir x; dans le segment [9;, 9;] entier, alors que la valeur x;

50 & pFi
est firée a 6.
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5.2 Description minimale de la partition d’une boite

La proposition 4.6 caractérise les ensembles D,, au moyen d’un systeme d’inégalités. Ce
systeme est en général redondant, i.e. certaines inéquations peuvent en étre enlevées sans
modifier 'ensemble qu’il définit. De plus, les inégalités données requierent I’hypothese H3
des taux de dégradation uniformes. Dans le cas particulier simple des ensembles (5.1) et
(5.2), on peut aller plus loin et donner un systéme minimal (i.e. sans redondance), et va-
lable indépendamment de ’hypothese H3.

Proposition 5.7. Pour presque toute valeur des paramétres (i.e. valeurs seuils et coor-
données des points focauz), les ensembles D:; définis en (5.1), sont des cellules bornées
dont la frontiére est différentiable par morceaux. Leur intérieur (relatif) est défini sans
redondance par le systéme suivant :

Ty = 9153

Qk_ <R < 9;:, ke (Nn \ Iout) \ {Z}
Ak

ap(0F) < ag(ar) < aj(a) ™, k€ Tow \ {4, 5}

ozj(:cj) < 1.

Les inéquations suivantes peuvent également étre requises, sous certaines conditions :
- Si Djj # @, Uinéquation ozj(H;Fj) < aj(z;) doit étre ajoutée au systéme précédent.

1
~ Sii € Iy et Dy # @, Uinéquation o (057)> < a;(xj)*, doit étre ajoutée.

Par convention € désigne F; lorsque i € Iy, et € € {+,—} sinon.

démonstration.

La premiere ligne, égalité sur x;, garantit D7, C W7.

Les variables xy, pour k ¢ I, sont sans influence sur le temps de sortie. Par
conséquent, elles doivent uniquement satisfaire les inégalités

Qk_ <$k<92_.

Réciproquement, ces inégalités sont nécessaires pour assurer x € B. Lorsque i &€ I,y, il
est clair que x; n’apparait pas dans de telles inéquations.

Les variables xy, pour k € I, doivent quant & elles vérifier deux types de contraintes.
Tout d’abord, elles doivent étre comprises entre les deux valeurs seuil 0, et 0,‘:. Les fonc-
tions oy, étant continues et monotones, de domaine [0, ,6;] et d’'image o (67), 1], quel
que soit k € I, ces inégalités sur les seuils peuvent s’écrire de fagon équivalente

Vk € L\ {i},  an(07%) < ap(zr) < ap(67F) = 1. (5.5)

Ensuite, pour k # j, le temps de sortie associé 7 (x)) doit étre supérieur & 7;(x;), étant
donné que Dj; est inclus dans /\/lfl(Wjij ). Rappelons que par (2.20), les temps de sortie
sont égaux a

Ti(xR) = —)\ik In(ay(xg)).
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Alors, 13,(x)) > 7j(z;) entraine

>

k

Vk € Ty \ {j}, Ozk(.%'k) < Oéj(wj)TJ'. (5.6)
De a;j(x;) < 1 et de 'inégalité ci-dessus, on tire
ak.(xk) < 1.

Cette derniére est donc redondante dans (5.5), deés lors que k € Iy \ {j}, mais ne lest
pas pour ;.

Pour k € Iy, et k # i, 7, U'inégalité entre x et le seuil 0,?’“ n’est par contre par redoublée
par une inégalité de la forme (5.6). Ainsi a,(6;7*) < ay(zx) doit apparaitre dans le systeme,
pour k € Iy \ {i}.

La derniere inégalité qui doit étre discutée est celle donnant une borne inférieure a la
quantité o;(z;). Pour ce faire, rappelons que d’apres la démonstration du lemme 5.3,
lo)kk # & admet

1 1
VE' € Tow \ {k},  an(07%)% > ap(07F), (5.7)

comme ensemble de conditions nécessaires. Ce lemme garantit de plus que pour presque
toute valeur donnée aux parametres, il existe exactement un k tel que Dkk # &. Nous
supposons donc maintenant que cette propriété est vérifiée.
On distingue deux cas.
— Si i & Iy : la ¥ variable n’apparait pas dans les inéquations (5.6).
Si Dj; = @, il existe (pour presque toutes les valeurs de parametres) un k € oy \ {j}
pour lequel Dy # &. On en déduit

oL 1
ai(0]7)N < ar(67),
puis (5.5) et (5.6) entrainent
aj(efj) < ozj(xj).

Cette derniere inégalité est donc nécessaire uniquement si D;; # &, et dans ce cas
elle ne peut étre supprimée du systeme.

— Si i € Iy : par (5.6),

>

J

a(OF)™ < ay(a;), (5.8)

ce qui peut étre redondant avec
=
ij(ej ]) < Oéj(l'j), (5.9)

que l'on a déduit de (5.5). Alors, si Dy # & pour un indice k # i,7, les deux
A
bornes inférieures potentielles de a;(x;) ?ont majorées par oy, (6 *) %, d’apres (5.7).

Par (5.6) cette quantité minore a;(x;)% , et donc (5.8) et (5.9) sont toutes deux
redondantes.

Si en revanche Dj; # @ ou Dj; # @ (ou les deux dans le cas i = j), une borne
inférieure non redondante est respectivement donnée par (5.8) ou (5.9).



102 CHAPITRE 5 : PARTITION DES BOITES DE L’ESPACE DES PHASES

Le systeme donné dans I’énoncé de la proposition résume la discussion précédente. O

Le systeme donné dans la proposition 5.7 est bien constitué d’inégalités affines dans
le cas ou tous les \; sont égaux, i.e. Dy7; est un polytope dans ce cas. Ceci était connu, le
systeme fournit une description de ces polytopes en termes d’intersection de demi-espaces,
chacun d’entre eux définissant une facette (car le systéme est non redondant, cf. [134]).

L’expression d’un systeme définissant les domaines Rj; s’obtient a partir du systeme de
la proposition précédente, mais de fagon non triviale. On prend donc la peine de détailler
un tel systeme.

Proposition 5.8. Pour tous t,j, et €, l’ensemble Rfj peut étre décrit par un systéeme
d’inéquations sans redondance. Ce systéme est obtenu directement a partir de celui défi-

nissant ij, en employant les régles de transcription proposées dans le tableau suivant.
On désigne par x un point de Dw’ et par y un point de Rfj.
(in)équation pour Df; < (in)équation pour R
égalité x; = 05 — Y; = Hij
k¢ Iou z < 0 =y — fr <ﬁz’(yz’)_¥(9;—:—fk)
_ 2k
x>0, < yp— fi > Bi(yi) (0 — fr)
Ak
k€l \{i,5} | arlzr) <oj(z;)d < Brlyk) < Br(0;:%)
Ak
ag(zr) > ax(07F) Br(yk) > Bilyi) >
aj(z;) <1 o Bilyi) > 1
k
si Djj 7’5 6] a4 ( ) > OZJ(H:F ) — ﬁl(yl) Mio< ﬁ]( )
)\
S Dy#o aj(z;) > ai(6F)% o Bily) < Bi(0F)
Les fonctions (3, sont celles définies en (4.4), et intervenant dans la définition de M~1.
démonstration.
Soit x € Df;, et y = Mz € R; —M(Da)

Les égalités x; = 05 et y; = 9 = proviennent dlrectement des définitions de Df; et R;,.
Ensuite I’équation (4.4) et la deﬁmtlon de M~ conduisent aux égalités sulvantes.

_k
_ g —_
U = fk+04j($y) (ﬂck—fk)
D’ou 'on déduit :
Ak _ 2k
Vk € N, aj(z;)™ = Bilyi) Y. (5.11)

Les fonctions [ sont définies dans ’équation (4.4), pour tout k € N,,.
Comme les équations (5.10) entrainent que 6, < xj < 0,'; est équivalent a

>«|k

— fx >ﬂz(yz) (Yx — fr) > 0, — fr,
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le cas k € I, est démontré.
Toutes les autres regles s’appliquent a k € I,,,;. L’usage de la notation F; permet d’écrire:

oF* — fi
Biwe) Yo — fr
Alors toutes les regles s’obtiennent par application directe de (5.10) et (5.11). Quelques
calculs simples montrent en effet en partant de ces identités que les expressions de part et
d’autre d’un symbole < sont équivalentes.
Les deux dernieres regles sont un cas particulier des précédentes, traité a part car elles ne
s’appliquent que sous certaines conditions. O

La proposition 5.7 permet de compter les morceaux différentiables de la frontiere (sous
H3, les facettes) des régions Dy7;. Ces morceaux sont donnés en remplagant une inégalité
exactement par une égalité dans le systeme sans redondance décrivant ces ensembles. Les
frontieres des Rj; ont bien str le méme nombre de morceaux différentiables. On appelle
de tels morceaux facettes dans la suite, méme dans le cas ou H3 n’est pas satisfaite. Ce
sont des régions de dimension n — 2.

Proposition 5.9. Tout Dj; possede 2(n — 1) facettes, sauf si i & Iout ou Dy = O, et
simultanément Dj; = &, auquel cas il posséde 2(n — 1) — 1 facettes.

Cette proposition ne nécessite pas de preuve, étant un simple décompte des inégalités
données dans la proposition 5.7. Elle fournit un critére simple pour distinguer les configu-
rations qui ne sont pas combinatoirement isomorphes. Dans cet ordre d’idée, les figures 5.3
et 5.4 viennent ici compléter les figures précédentes 5.1 et 5.2, en faisant intervenir 3 di-
rections de sorties.

", _,.i??”:::"' Wy

Fi1G. 5.3 — Un boite dans R3, ayant trois murs sortants: W, W5 et W, Les lignes pointillées
relient les sommets de Doy et leurs images, i.e. les sommets de Ros.
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D
31 Doy ) W
< W, Wit > Ro
D3y D R l
Day 23
Ry
T Rsy R
13 23
) Wy —
WS Wl_ R12
Dqs Ris

FiG. 5.4 — Partitions de OB (sur la gauche, vue depuis I'intérieur de B) et 0B°“* (sur la droite,
vue depuis I'extérieur de B). L'échelle est arbitraire.

On peut notamment vérifier le lemme 5.3 sur ces deux paires de figures: dans les deux
cas, il y a au moins deux directions sortantes, dont un seule fournit un ensemble de la
forme D;; d’intérieur non vide (dans les deux cas, il s’agit de Dag).

En outre les figures 5.1 et 5.2 d’une part, et 5.3 et 5.4 d’autre part, illustrent les différentes
situations possibles pour les ensembles ij, en ce qui concerne le nombre de leurs facettes.
Il est possible que toutes les situations discriminées par la proposition 5.9 soient présentes
dans une méme boilte, mais ceci requiert au moins 4 dimensions. En effet un tel exemple
doit contenir une région D;; d’intérieur non vide, ayant 2(n — 1) facettes. Il doit également
comporter des ensembles Dji, avec j,k € Loy \ {7}, qui ont 2(n — 1) — 1 facettes. Ceci
nécessite 3 directions sortantes, comme dans les figures 5.3 et 5.4. Ainsi, pour doter cet
exemple d’une direction non sortante m, telle que les deux régions Dii ont 2(n — 1) fa-
cettes (comme les D3; de la figure 5.2) et Df;j, Dfnk n’en ont que 2(n — 1) — 1 (comme les
Dgﬁ de la figure 5.2), il faut une quatrieme coordonnée.

Cette discussion justifie I’écriture des systemes d’inéquations fournis par les proposi-
tions 5.7 et 5.8. En effet, il apparait ici que certaines configurations non équivalentes
combinatoirement peuvent étre distinguées grace a cette description. Que de telles confi-
gurations puissent n’apparaitre que dans des espaces de dimension supérieure motive a
posteriori le travail de nature calculatoire proposé dans ce chapitre: ’algebre compense
ici le défaut de visualisation.
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Chapitre 6

Discrétisation de l'espace et codage
des trajectoires

Dans ce chapitre, on aborde des questions relatives a la dynamique symbolique des
modeles affines par morceaux de réseaux génétiques. Pour une introduction rapide a la
dynamique symbolique, nous renvoyons a ’annexe B. Celle-ci décrit notamment les prin-
cipes généraux du codage des trajectoires d’un systeme dynamique quelconque, au moyen
d’un systeme dynamique symbolique. Ces principes sont appliqués dans ce qui suit au
systeme dynamique (2, M) défini au chapitre 4. Un élément essentiel étant le choix d’une
partition de l'espace d’états & du systéeme que 'on cherche a étudier, il sera également
fait usage des résultats obtenus dans le chapitre 5, sur la partition des frontieres de boites
portant 2.

Dans la premiere section, différents systéemes dynamiques symboliques associés au codage
des trajectoires de (2, M) sont définis. Les entropies topologiques de ces codages sont
comparées dans une deuxieme section.

Les hypotheses requises dans ce chapitre sont H1 et H4.

6.1 Systemes dynamiques symboliques associés a un systéme
affine par morceaux

La partition sous-jacente aux systemes affines par morceaux de la forme que nous
étudions permet naturellement d’associer un graphe de transitions a chaque paire (2, M),
conformément a la définition 2.10. Ce graphe, que l'on a noté GT (DD, F) est défini pour
un réseau génétique discret (D, F') (définition 2.3). Or on a vu a la section 2.4.2 qu’il est
possible d’associer un unique couple (D, F') a chaque systéeme de la forme (2.14), qu’on
rappelle :

Z—f =T'(x) — Az.
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Les trajectoires d’un tel systéeme qui sont bien définies pour tout temps ¢ peuvent a leur
tour étre ramenées & un unique systéme dynamique (%, M), comme on ’a montré au
chapitre 4. Les notations employées dans ce paragraphe désignerons donc des systemes
associés les uns autres dans la suite de ce chapitre. Schématiquement, les relations entre
ces systeémes peuvent étre représentées ainsi :

RN

(59“A4) o UD’PU

(T A)

Qui se lit : le systeme affine par morceaux défini par la donnée de I'application I et de la
matrice diagonale A détermine de maniere unique chacun des deux autres systemes. Le
systeme (2, M) permet de reconstruire les orbites du systéme initial de maniere univoque.
Les relations entre ce systeme et (D, F') sont toutefois peu claires pour l'instant. L’objet
de ce chapitre est justement de préciser ces relations.

Rappelons que le graphe GT (DD, F') contient a priori des arétes (a, SUCC(ﬁI,a)) pour
tout I C I(a) non vide, sauf si I(a) lui-méme est vide. Ce dernier cas est équivalent d’apres
la proposition 2.17 a l'existence d’un équilibre asymptotiquement stable en f(a) € éa. 1l
correspond par définition de 7, aux élément a € 7. N
Pour I(a) # @, la proposition 2.18 nous assure que la présence de I'aréte (a,Succ(F!, a))
dans GT(DD, F') est équivalente a I'existence d'un x € B, tel que M%x € By, OU

€= Z sgn(Fi(a) —a;) e; = Z +;e;.

el icl

Pour #1 > 1, ceci correspond exactement aux éléments ayant été exclus du domaine Z,
équation (4.9). Ainsi, les orbites de (2, M) correspondent dans GT aux seules arétes pour
lesquelles #1 = 1, c’est-a~dire aux dynamiques asynchrones, définition 2.7. Nous avons vu
dans la section 2.3 que ces dynamiques forment un espace de décalage.

Cet espace de décalage est constitué des mots infinis sur l'alphabet D, donnés par les
chemins infinis sur le sous-graphe de GT ayant mémes sommets, c’est-a-dire les éléments
de D, et dont les arétes sont :

Sa:{(a,aiiei)\aeD\T,z’eI(a)}U{(a,a)\aET}.

On note GT, ce graphe de transition associé aux seules dynamiques asynchrones du RGD
(D, F'). L’espace de shift qu’il engendre est noté 3,, et o est 'opérateur de décalage sur cet
espace. La comparaison entre les dynamiques des systemes (D, F') et (2, M) peut donc
maintenant étre précisée: elle consiste & comparer les deux systémes dynamiques (X,, o)
et (2, M). Comme d’usage, on va donc chercher une application de codage telle que le
diagramme suivant commute :

78 (6.1)
M\L \Lo‘
?
D = N

Selon les propriétés supplémentaires d’'une telle application de codage (continuité, injec-
tivité, surjectivité), on aura une comparaison plus ou moins précise de ces deux systémes
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dynamiques topologiques.

Un tel codage repose habituellement sur une partition de 'espace Z. Ici, ’espace des
phases ol est plongé Z est des sa définition partitionné par la donnée des boites B, a € D.
De plus, on dispose d’une application de discrétisation d qui envoie 'intérieur de ces boites
sur l'alphabet D. Cependant Z est contenu dans 'union des frontieres de boites (et des
points focaux situés dans leur boite), c’est-a-dire dans le complémentaire du domaine de
d. L’application que nous cherchons ne peut donc étre induite directement par d.

Une partition de & peut pourtant étre dérivée directement du découpage de 1’espace en
boites : celle donnée par les murs de ces boites. Z est en effet inclus dans la réunion des
facettes de boites, et des points focaux f(a), a € 7. Or, sous 'hypothese H4, toutes les
facettes de boites sont données par une intersection de la forme BZ"* N B;". Ainsi, il
existe pour chaque x € Z une unique paire (a,b) € D? telle que x € B2 N IB", ou un
unique a € 7 tel que x € 9B, U {f(a)}. Par suite, 'application suivante est bien définie:

(a,b) si  z€dBMNOB™.
O(z) =
(a,a) si x€0B,U{f(a)}, aveca € T.

Clairement, ® : 2 — &, est surjective. Remarquons au passage que ®!(a,b) sera un
moyen concis de dénoter l'intérieur relatif du mur situé a l'intersection de deux boites
adjacentes B, et By, en respectant I'orientation du flot, et en ne gardant que les points de
ce mur appartenant aussi a 2.

Comme ® est a valeur dans I'ensemble des arétes de GT,, et que X, est défini & partir de
ses sommets, on est amené a considérer un nouvel espace de décalage. Celui-ci est obtenu
a partir de I’application (32, définie dans I’exemple B.5. Il est constitué de mots infinis sur
I’alphabet formé des arétes de GT,:

k
gg}252(23)2{6260.6162... | vk, e'f:[e; ] € a A eé“:e?“}-
f

€

On a noté € et ef respectivement le sommet initial et le sommet terminal de laréte €”.

Suivant la procédure générale décrite dans [51] pour coder les trajectoires d'un systeme
dynamique topologique tel que (2, M), on introduit tout d’abord 'application :

E: 9 — PN
z — &(z) = (z, Mz, M?z,...).

Comme M est continue sur Z, on peut invoquer [51], qui garantit que £ est continue, injec-
tive, et commute avec 'opérateur de décalage sur 2, noté o. Ainsi, (2, M) et (£(2),0)
sont conjugués. Ce dernier systeme dynamique peut étre congu comme définissant une
dynamique symbolique sur un alphabet indénombrable. De ce point de vue, il est nette-
ment moins simple & analyser qu’un systéme dynamique symbolique usuel. La conjugaison
obtenue est néanmoins un résultat fort. La notation o pour 'opérateur de décalage sur
cet espace, bien qu'un peu abusive, ne devrait pas produire d’ambiguité par la suite.

Ensuite, ® induit naturellement une application définie ainsi:

O PN — ZLQ]
X = ((mk)keN) — (I>oo(x) = ((I)(l‘k))keN.



108 CHAPITRE 6 : DISCRETISATION DE L’ESPACE ET CODAGE DES TRAJECTOIRES

Cette fois-ci, ®o, transforme des mots infinis sur un alphabet indénombrable en mots
infinis sur un alphabet fini. C’est donc cette application qui constitue la véritable étape
d’approximation dans la procédure de codage des trajectoires. On vérifiera sans difficulté
que @, commute avec 'opérateur de décalage: .00 = 00D, (ol o agit respectivement
sur 2N et ZE]).

En combinant les deux étapes de cette procédure, on aboutit a 'application suivante :

p=brol: 9 —

T — ((ID(ka))kGN ,

qui semble un bon candidat pour compléter le diagramme (6.1) donné en début de section.
Une caractérisation intéressante de ¢ peut étre établie. Pour ce faire, on étend la définition
d’ensembles D,, équation (4.12). Ces derniers ont été introduits pour des mots a finis sur
I’alphabet D. Pour éviter certaines ambiguités, on ajoutera parfois un * a la notation Dj :

Dy =Dy = ﬂ M (@ et ")) (6.2)

1€EN

On notera alors D¥ = Dyo_ox = iy M~ (@7 (a?, at1)), pour k € N.

Pour la sous-classe des systemes satisfaisant H3, des domaines tels qu’en (6.2), définis
pour a € X,, sont caractérisés par un ensemble infini d’inégalités semblables a celles four-
nies a la proposition 4.6, dans le cas d’un a de longueur finie.

Proposition 6.1. L’application ¢ est constante sur chaque domaine Dy tel que defini
a équation (6.2). Ces derniers sont les composantes connexes de 9. Par suite, ¢ est
continue.

démonstration.

Soit € = (e¥)pen € s, On note a = By L(€) € X

L’image réciproque de € par @, est le produit de murs suivant :

ol (e)=J[ 27" ().
keN
Ce produit est inclus dans ’ensemble image de £, et par définition de £ son image réciproque
est exactement D,. Ceci se résume en :

Elod e) = ¢! (€) = Da.

Autrement dit, les antécédents par ¢ des éléments de 2[3 I sont les ensembles D,: ¢ est
bien constante sur de tels domaines.

Par ailleurs, chaque ensemble ®~1(a®, a'), pour (a,a') € &, est soit un sous-ensemble
de l'intérieur relatif d’un mur, soit un point focal situé dans sa propre boite. Dans les
deux cas, il est disjoint de tout autre ensemble de la méme forme. Ainsi, les composantes
connexes de Z sont nécessairement incluses dans de telles régions. Pour un mot infini
a=(a’,a'...),ona Dy C ®1(a’ a'). Alors, par définition de 2, équation (4.9), qu'on
rappelle :

2 = ) Dom(M*)\ | M7*(F,)\ aU,

a€D keN

il apparait que les seuls obstacles & la connexité d’un sous-ensemble de ®~*(a®, a') sont les
images réciproques M ~F(%y). Or les éléments de % sont les intersections de deux murs
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ou plus. Par suite, toute région intersectant quelque ./\/lfk(fg), pour un k € N, contient
des points dont les images par M* se trouvent sur des murs différents. Ce qui revient &
dire que les composantes connexes sont les ensembles de points suivant le méme itinéraire
en termes de murs rencontrés, i.e. les images réciproques de ¢, lesquelles sont comme on
I’a prouvé dans un premier temps les régions D,. O

On peut résumer les constructions précédentes, en complétant le diagramme (6.1),
laissé inachevé:

9 ") T B v, (6.3)

ol bk

7 —Se(2) Tl 2y,

On voit sur ce diagramme que 1'opérateur de décalage est noté o, quel que soit I'espace

de décalage sur lequel il s’applique. Cet abus de notation sera compensé par le contexte
ou seront employés ces différents opérateurs, contexte qui levera toute ambiguité.
Les fleches en pointillés repérent la non inversibilité de @, qui se répercute sur ’appli-
cation composée ¢. Plus que non inversible, ¢ n’est en général ni injective, ni surjective,
comme l'illustrent la figure 6.1 et sa légende. Les deux carrés, a droite et a gauche de ce
diagramme, représentent par contre des conjugaisons topologiques.

projection sur le plan x1-x2

*—¢o
08f-- - A A
Bk AR >0
0B . :
L <o :
oo R - i Va Ap Ac
L @
02 - C2
. : e e
D 02 0.4 06 ne 1

Fi1G. 6.1 — Exemple de systéme plan, comportant deux cycles limites. L’espace d'états est figuré
a gauche, et le graphe de transition asynchrone a droite. Sur ce dernier, C'1 et C2 abrégent des
séquences de murs évidentes. a et b tiennent également lieu d’abréviations pour des symboles de
A? = (Ny xN5)2. Le défaut d’injectivité de I'application ¢ est illustré par le fait que les deux cycles
limites sont attractifs pour un ensemble important d'orbites de (9, M), qui suivent la méme suite
de murs. L'absence de surjectivité apparait quant a elle en observant que tous les mots du langage
régulier (C1*aC2*b)* sont dans le langage induit par 22 alors qu'aucune trajectoire de (9, M)
ne traverse les deux cycles C'1 et C2.

Remarque 6.2. Dans le graphe de transition de la figure 6.1, certaines arétes ne sont
pas orientées. Ces arétes correspondent en fait o des murs blancs dans [’espace d’états,
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dont la présence a l'intérieur de cycles du plan est nécessaire. De tels murs sont moins
problématiques que les murs noirs, car ils sont instables, et donc non atteignables. Leur
inévitable présence dans une configuration comme celle illustrée ici suggére que ’hypothése
H4 devrait étre affaiblie, et autoriser les murs blancs, de facon a ne pas exclure trop de
dynamiques intéressantes. En dimension supérieure, toutefois, des configurations impli-
quant un ou plusieurs cycles peuvent étre construites sans faire apparaitre de mur blanc.

L’absence d’injectivité de ¢ est un défaut inévitable, dii au fait que les ensembles
D,, images réciproques de ¢, ne sont en général pas réduits a un point. La non surjec-
tivité, d’autre part, signifie que certains chemins infinis dans GT, ne correspondent pas
a une trajectoire de (2, M). Ayant déja remarqué au chapitre 4 que certains ensembles
D, peuvent étre vides pour a de longueur finie, 'existence de trajectoires artefactuelles
dans (3,,0) n’est aucunement surprenante. Il semble intéressant, par contre, d’étudier

I'ensemble ¢(2) & Eg}, et 'action de l'opérateur o sur cet ensemble. En effet, ¢(Z) est

par construction l’ensemble des éléments de » qui codent une trajectoire de (2, M).
On appelera donc trajectoires admissibles (pour le systeme affine par morceaux caractérisé
par I' et A) les éléments de ¢(2).

Avant tout autre développement, il n’est possible d’étudier des trajectoires dans ¢(2) que
E}, i.e. ¢’il est o-invariant et fermé. Comme il est
rappelé dans 'annexe B, ceci est équivalent au fait que ¢(2) est un sous-ensemble de Z?]
caractérisé par une collection de mots interdits. Or d’apres la proposition 6.1, ¢(2) est
I'image par (32 de I’ensemble des mots infinis a tels que Dg° # &. Ainsi, les mots interdits
dans ¢(2) sont ceux pour lesquels le domaine associé DZ°, composante connexe de Z, est
vide. Si D¥ = @ pour un entier &, le mot a®...a* est interdit dans ¢(2). Si en revanche
pour tout entier k, I’ensemble Dﬁ est non vide, mais que Dg° = (), D{j = &, on a un mot
infini interdit, ce qui contrevient & la définition d’espace de décalage. Ainsi, ¢p(2) est bien

si cet ensemble est un sous-décalage de X

o-invariant d’apreés (6.3), mais ce n’est généralement pas un fermé de EE]. Le systeme

dynamique que 'on étudie est donc l'action de o sur 'adhérence ¢(Z). Cet ensemble est
caractérisé dans la proposition ci-dessous, qui corrobore la discussion précédente.

Proposition 6.3.

qb(@):ﬁg({anaWkeN, Dg#@}).

démonstration.
On raisonne par double inclusion. Montrons d’abord C.
Partant de la définition p(a,b) = supy 5(a;,;bk), on montre facilement 1’équivalence sui-
vante :
pla,b) <e < Vk< —loge, af =0

pour un réel € > 0 arbitraire, et log le logarithme en base 2.

Soit maintenant a tel que fG2(a) € ¢(Z). Par continuité de (33, il existe donc une suite ay,
d’éléments de 35 ' (¢(2)), telle que p(a,ay) — 0 quand k — oo. Ceci s’écrit encore

Ve >0, dN >0, Vk > N, pla,a;) < e.
Cette derniere inégalité est a son tour équivalente a

Vi < —loge, a}; = d',
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et donc pour de tels i, D), = Dj. La suite (a;)) étant & valeurs dans ¢(2), on a D} # @
par la proposition 6.1, ce qui achéve de démontrer C.

On montre maintenant ’inclusion réciproque D.

Soit donc a € X, tel que pour tout k& € N, D¥ # @, Deux cas se présentent. Si D° # @,
alors par la proposition 6.1 on obtient f2(a) € ¢(Z) C ¢(2). Si par contre DJ° = &,
I’hypothese de non vacuité des domaines Dﬁ, ainsi que leur définition, nous assurent de
I’existence d'une suite (z¥); d’éléments de & dont les images par ¢, notées €* = ¢(z¥) €

$(2) vérifient :

Vi < k, e = (B2(a)), -

Alors au moyen de ’équivalence donnée au début de cette démonstration, on déduit que
p(B2(a), ex) — 0 quand k — oo. On a donc bien fa(a) € ¢(2). O

On a donc maintenant un systéeme dynamique symbolique (¢(Z), o), qui est un sous-

décalage de (EE],U). Comme on I’a vu, ¢ n’est pas surjective en général, et on a donc
affaire & un sous-décalage strict. De ceci, on peut déduie I'inégalité large

h (M, 0) <h (2[31,0) = h(%a,0)

sur les entropies topologiques des deux systemes. Nous allons améliorer cette comparaison
dans la section qui suit.

6.2 Comparaison des entropies topologiques

Nous allons montrer dans cette section que lorsque le graphe de transitions asynchrones
GT, contient un sous-graphe incluant plusieurs cycles d’intersection non vide, et que ce
sous-graphe est la structure «la plus complexe» contenue dans GT ,, on, en fait une inégalité
stricte entre I’entropie topologique de (EE], o) et celle des dynamiques admissibles pour
un réseau affine par morceaux. La démonstration de ce résultat requiert un lemme. 11 est
démontré dans [86] en tant que téhoréme 4.4.7, p.123. On rappelle que 4 désigne la va-
leur propre de Perron d’une matrice A & coefficients positifs (voir annexe B). Cette valeur
propre est le maximum des valeurs propres dominantes des composantes irréductibles de
A. Alors, on sait que Ientropie du systeme dynamique symbolique induit par la graphe
orienté de matrice d’adjacence A est égale a h = log 4.

Lemme 6.4. Soient A une matrice irréductible, et 0 < B < A, telle que B;; < A;; pour
un couple d’indices i,j. Alors up < pa.

La notation B < A signifie que pour tous les indices 4, j, on a B;; < A;;.

Rappelons également que lorsque A est la matrice d’adjacence d’un graphe orienté G,
on définit une relation d’équivalence «~ par

ie j = 3p,q €N, (AP);; #0et (A7) # 0,

i.e. c’est la relation dont les classes d’équivalence sont les composantes fortement connexes
de G. Une telle composante peut étre soit un sommet seul, soit un cycle, soit une structure
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plus complexe composée de plusieurs boucles partageant un sommet au moins. Dans les
deux premiers cas, qui ne génerent que des mots périodiques, on parlera de composante
rationnelle, et dans le dernier cas de composante irrationnelle.

On note [a] la classe d’équivalence d'un sommet a de GT, pour la relation «~, et on indexe
la matrice d’adjacence de GT, par ’ensemble DD des sommets, plutot que par des entiers.
Il serait possible de numéroter les éléments de DD, et ceci de fagon canonique. Néanmoins,
une telle numérotation ne facilite pas la lisibilité, et nous ’abandonnons donc.

Théoréme 6.5.

Soit GT, le graphe de transition asynchrone de l'unique systéme discret (D, F') associé a
un réseau affine par morceauz, de systeme en temps discret (2, M).

Si, dans toute composante fortement connexe irrationnelle de GT,, il existe un sommet
a €D, tel que pour au moins deux directions i1,i2 € Iny(a), on a pour j € {1,2},

a—eij

€ [a] et a+e;; € [a].

Alors,
h (M, a) < h(Za,0).

démonstration.

On suppose sans perte de généralité que +;, = +, pour j € {1,2}.

Comme 1 et i9 sont deux directions de sortie pour a, et comme H4 interdit ’existence de
murs blancs, on déduit que les couples (a —e;;, a) et (a,a+e;;), pour les deux valeurs de j,
sont des arétes de GT,. On a donc quatre arétes, dont les sommets sont tous par hypothése
dans la méme composante fortement connexe. Il existe donc un chemin de a+e;; aa— €,
pour les deux valeurs de j. Le graphe contient donc deux boucles de la forme

C )

a—eij%a%a—}—eij

ayant (au moins) le sommet a en commun.

Les composantes rationnelles induisent des systémes dynamiques d’entropie nulle. En ef-
fet, elles ne génerent que des mots périodiques. L’entropie topologique étant toujours une
grandeur positive ou nulle, celle de 3, est donc nécessairement égale a log i Apg» POUr le a
ci-dessus, ou un autre sommet satisfaisant les mémes hypotheses. A partir de maintenant,
[a] désigne la classe d’équivalence de valeur propre de Perron maximale: pu4 = p A

Alors, le lemme 5.3 nous garantit que I'un au plus des deux domaines D;,;, (a), D;j,i,(a)
est d’intérieur non vide, avec la notation fournie en (5.1) pour ces domaines. En d’autres
termes, I'un des deux mots de longueur 2:

afeij a .
I I P R R )

est interdit dans le sous-décalage ¢(Z). Posons par exemple

D;, = 9.

1111

Cette restriction portant sur les 2-mots, on est amené a considérer EE] plutot que le

décalage induit par GT,, c’est-a-dire X,. Ces deux espace étant conjugués, ils ont méme
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entropie. De plus, E?] peut également étre décrit au moyen d’'un graphe orienté, dont les

sommets sont les arétes de GT,, et les arétes sont exactement les couples (e, f) d’arétes
de GT, telles que le sommet initial de f coincide avec le sommet final de e. On note GTE]
ce nouveau graphe. On peut vérifier sans difficulté que les composantes rationnelles de
GT, correspondent a des composantes de méme nature dans GT?}, bien que leur nombre
puisse différer dans ces deux graphes. De méme, les composantes irrationnelles engendrent
des composante irrationnelles dans GTE}. On en déduit que dans ce dernier graphe, la
composante qui correspond & [a] est donnée par la classe d’équivalence [(a — e;;,a)] =
[(a,a +e;;)], ot j prend ses deux valeurs.

On note A la matrice d’adjacence de TG, Ses indices sont alors des couples d’arétes
de &,. Cette matrice admet une composante irréductible dont les indices sont dans la
classe associée a [(a —e;;,a)]. On note A% cette sous-matrice irréductible. Ses coeflicients
d’indices (a — e;;,a), (a,a + e;;) sont égaux & 1, pour les deux valeurs de j. Remplacant
le coefficient d’indices (a —e;,,a), (a,a + e;;) par 0. On obtient une nouvelle matrice B[[ﬂ
Cette matrice vérifie

o] <y

en vertu du lemme 6.4.

Ayant supposé D;,;, = &, il est clair que M est un sous-décalage du shift induit par la
matrice B2, obtenue en remplacant certaines entrées de Al par 0 comme décrit ci-dessus,
pour toutes les «~ classes irrationnelles. Il vient alors,

h (W7 U) < log gz (6.4)

La valeur propre de Perron de AP coincide avec celle de A, ces deux matrices engendrant

des shifts de méme entropie. Cette valeur propre est de plus par hypotheése celle de la
2] 2]

o]’ La valeur propre de Perron de B2, d’autre part, est celle de I'une de

sous-matrice A{

ses composantes irréductibles B[[f]], ou [b] peut a priori étre différent de [a]. Dans tous les
cas, on a la séquence d’inégalités suivante :

HplE = fpp < Pl < Hall = Hap) = 1A
Par (6.4), on a donc finalement :

h (M,U) <logia=h(Sa,o0).

En pratique, le graphe de transition GT, est une structure immense, dont 1’explora-
tion complete est impossible. En effet, ce graphe possede 2™ sommets dans le cas binaire,
davantage dans le cas non-binaire, et le nombre n de variables est amené a prendre des
valeurs de l'ordre de la centaine ou du millier, voire de la dizaine de milliers (I’étre humain,
par exemple, possede 30000 genes). Ainsi, on restreint presque toujours 1’étude a un sous
graphe invariant (c’est-a-dire sans aréte sortante), ou dont on sait que la région correspon-
dante dans Z porte un ensemble M-invariant. Par exemple, il est intéressant de considérer
une composante fortement connexe de GT,, et d’étudier la dynamique qu’il engendre. Ceci
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est notamment a rapprocher de la décomposition de Morse proposée par T. Gedeon [55]
pour les systeémes binaires (voir chapitre 3), qui est induite par la décomposition de GT,
en composantes fortement connexes. Si dans I'une de ces composantes il existe une boite
de la forme donnée dans le théoreme 6.5, alors la restriction de la dynamique a la région
correspondante de I'espace des phases est strictement plus simple (i.e. son entropie topo-
logique est inférieure) que celle portée par la composante en question.

Plus généralement, le théoreme 6.5 signifie que le taux de croissance du nombre de mots

générés par GT,, en fonction de leur longueur, est strictement supérieur a celui des mots
admissibles pour un systéme affine par morceaux de graphe de transition GT,. Asympto-
tiquement, la diversité des dynamiques admissibles pour un modele affine par morceaux
est donc négligeable par rapport a celle du graphe donné sans restriction. Autrement dit,
le seul graphe GT, fournit un tres grand nombre de trajectoires artefactuelles. Ce résultat
est seulement valide pour des graphes comportant une boite particuliere, ayant deux di-
rections de sortie selon lesquelles il existe également des trajectoires entrantes. Dans son
cadre de validité, il s’agit toutefois d’un théoréeme assez général, dans la mesure ou il ne
fait aucune hypothese sur les parametres du systeme affine par morceaux, autre que celles
liées a la structure du graphe des transitions. En somme, les hypotheses portent sur la
seule donnée des ensembles de directions sortantes I~ (a) et I (a), pour chacun des indices
de boites a € D. De plus, les hypotheses du théoreme portent sur la structure locale du
graphe de transition, pour en déduire une information sur l’entropie topologique, qui est
une caractéristique globale d’un systéme dynamique.
Une limitation doit encore étre mentionnée: le type de boucles imbriquées pour lesquelles
le théoreme 6.5 est valide ne peut aparaitre que pour un systéme non binaire. En effet, il
faut au moins trois états dans chacune des deux directions i1, 7o mentionnées dans ’énoncé
du théoreme. Il est cependant connu que les systémes non binaires sont bien souvent plus
réalistes lorsqu’il s’agit de modéliser des phénomenes biologiques réels.

Un dernier point mérite d’étre discuté avant de conclure ce chapitre. Il s’agit de la
notion d’entropie topologique. En effet, cette notion est bien définie pour un systeme dy-
namique topologique dont I'espace d’états est compact (cf. annexe B). En particulier, sa
définition n’est pas problématique pour les systemes symboliques, et on a méme vu un

moyen simple de la calculer pour les systemes sofiques. Ainsi, I’entropie h (qﬁ(.@), U> que

I’'on a majorée dans le théoreme 6.5 ne pose aucun probléme de définition. L’information
qu’elle apporte sur le comportement du systéme (2, M) est en revanche plus difficile a
déterminer. On a vu en effet que 'application de codage ¢ n’est en général pas injective.
On peut donc seulement affirmer que (¢(Z),0) est un facteur du systeme (2, M). En
supposant une entropie bien définie pour ce dernier, on peut seulement déduire du dia-
gramme (6.3) qu’elle est minorée par celle du premier systéme. Si tel est le cas, I'inégalité
fournie par le théoréeme 6.5 n’apporte donc aucune information supplémentaire sur la dy-
namique du systeme (2, M). De plus, on a vu que ¢(Z) n’est pas fermé en général, et
c’est donc sur son adhérence qu’'une entropie a été évaluée.

Pour un systeme tel que (2, M) cependant, la définition méme d’entropie topologique
est délicate. Le domaine Z n’est en effet pas compact. Il serait possible de travailler avec
un domaine compact, mais alors I’application ne serait plus continue, mais continue par
morceaux. Dans notre contexte, les deux formulations:

(7) application continue sur un espace non compact,
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(73) application continue par morceaux sur un espace compact,

sont équivalentes. Ceci nous amene donc a considérer la littérature portant sur les systemes
dynamiques (en temps discret) continus par morceaux, et sur les possibilités de les repré-
senter par des systémes symboliques. De tels systémes sont abordés dans la référence [51],
déja citée dans ce chapitre. La définition de I’entropie pour les applications continues par
morceaux n’est pas discutée dans [51], mais le codage des trajectoires y est défini comme
dans 'annexe B, a partir d’une partition. Celle-ci est donnée par les régions sur lesquelles
la restriction de 'application a itérer est continue. C’est exactement le type de codage
que nous avons adopté, et c’est également celui employé pour une classe de systemes plus
spécifique est beaucoup étudiée : les isométries par morceaux [68, 69]. Ces derniers systémes
ont fait I’'objet de recherches récentes, essentiellement parce qu’ils sont de définition simple,
tout en générant des dynamiques complexes, faisant notamment intervenir des régions frac-
tales. Ces régions forment le complémentaire (ou la frontiere) de I’ensemble régulier que
nous avons appelé Z (ou son analogue dans le contexte des isométries par morceaux), ce
qui tend a confirmer que la structure de cet ensemble est complexe. Pour revenir a I’entro-
pie, il est prouvé que de tels systémes ont une entropie nulle [20] . La définition d’entropie

employée dans cette démonstration est, transposée avec nos notations: h ( ¢(2), a). Au-

trement dit cette derniere est admise dans la littérature comme définition d’entropie to-
pologique de (2, M). Si certaines notions d’entropies existent pour des espaces généraux
(non nécessairement compacts), elles restent essentiellement théoriques [18, 75, 97], et
sont aujourd’hui encore ’objet de recherches. Dans ce contexte, il semble acceptable de

considérer h (gb(@),a) comme étant [’entropie topologique d’un systeme affine par mor-

ceauz. La construction de ¢ détaillée dans ce chapitre, comme la discussion qui précede,
montrent toutefois que cette définition d’entropie est en partie discutable.

1. La démonstration proposée dans [20] repose sur une notion de différentielle généralisée. La propriété
essentielle est alors qu’une isométrie par morceaux n’admet qu’un nombre fini de telles différentielles. Ceci
ne peut s’appliquer aux transformations par morceaux telles que M. Cette impossibilité est heureuse, car
une telle extension de la preuve de [20] aurait rendu le théoréme 6.5 trivial.
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Chapitre 7

Méthodes numériques et algorithmes
employés

Dans ce chapitre sont abordées les questions relatives a ’analyse numérique et algo-
rithmique de systémes affines par morceaux, de la forme (2.14). Les algorithmes usuelle-
ment employés pour 1’étude de ces systemes reposent sur la reformulation des équations
différentielles (2.14) sous forme d’un systéme dynamique en temps discret, telle que dé-
taillée au chapitre 4.

Le premier emploi explicite de simulations numériques basées sur cette formulation est
di a Glass et Pasternack [65], & la fin des années 1970. Si de nombreuses études s’ap-
puyant sur le calcul numérique des trajectoires ont été publiées depuis (voir en particulier
la section 3.3.4), les méthodes employées n’ont guere varié. L’exception notable est donnée
par les traitements récents de systémes incluant des éléments autorégulés, i.e. des murs
noirs (voir section 3.2). L’une de ces méthodes, basée sur la notion de solution d’équations
différentielles due a Filippov, a été implémentée par les auteurs qui 'ont introduite dans
un outil général d’analyse qualitative de réseaux génétiques [38]. Dans le cadre d’une ana-
lyse numérique — et donc quantitative — les solutions au sens de Filippov, qui sont des
inclusions différentielles, requierent des méthodes d’implémentation spécifiques, que nous
n’avons pas développées. Les méthodes présentées dans ce chapitre sont donc valides pour
simuler et étudier des systemes sans autorégulation, i.e. soumis a I’hypothese H4.
L’hypothése H1 est, on le rappelle, toujours supposée vérifiée.

7.1 Simulation de trajectoires
La simulation de trajectoires d’un systéme dynamique a n variables, de la forme (2.14),

qu’on rappelle:

dx
i I'(z) — Az, (7.1)
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consiste a calculer les itérés de I’application de transition M, définie a la section 2.4.1, et
étudiée plus en détails sous H3 au chapitre 4. Rappelons que dans une boite B,, cette
application s’écrit :

M*=M|p,: 0B, — 0B,

v M=+ A@)@ - f), (7:2)

ou A(z) est la matrice diagonale, dont le terme général admet plusieurs expressions
équivalentes (voir section 2.4.1):

- @\ V)
Aii(z) = ].Iélﬁff)( ij —]xj )
NN
= (s (st )

>

= (as(ws))*s
_ e—)\iTS(.%') _ e—)\ir(x)'

Il ressort de cette formulation que le calcul de cette application se ramene au calcul
successif des quantités suivantes :

ensemble des directions de sortie I(a).

1
direction effective de sortie depuis le point z: s = s(z,a) = arg max (o (x;))
J

expression de la matrice A(z).

Il est clair que chacune de ces étapes requiert au plus un nombre x n d’opérations
élémentaires. Une fois les trois quantités ci-dessus calculées, I'image d’un point z° € B,
peut étre évaluée, au moyen de (7.2). On peut alors calculer 'image par M du nouveau
point obtenu, 2! = Max?, et répéter ce processus un nombre fixé de fois.

L’algorithme ainsi obtenu est donc une simple boucle for. Deux cas particuliers peuvent
toutefois étre traités spécifiquement :

— les intersections simultanées de plusieurs,

— les points d’équilibres de la forme f(a) € B,.

Dans ce dernier cas, il est en effet inutile de poursuivre les calculs: f(a) est un point
d’équilibre asymptotiquement stable, qui est atteint en temps infini par la trajectoire cal-
culée.

Le premier cas correspond a un point du complémentaire de ’ensemble & défini au cha-
pitre 4, et sur lequel M est continue. 11 se traduit par le fait que la quantité s(x, a) calculée
en |2 est un sous-ensemble de N,, a au moins deux éléments. Dans le contexte de la si-
mulation nous choisissons, comme tous les auteurs, de définir les orbites en ces points, en
prenant comme successeur de la boite courante, la boite obtenue en mettant a jour toutes
les directions de I'ensemble s(z,a).

Ce choix de mise a jour semble le moins arbitraire : toutes les variables x;, pour j € s(z, a),
atteignent une valeur seuil, et donc un nouvel état qualitatif. Par conséquent, I’évolution
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qualitative — la transition sur le graphe GT — traduit cette évolution simultanée de plu-
sieurs variables. Notons que si de telles transitions sont rares en général, elles se produisent
de fagon beaucoup plus courante lorsque les systemes simulés présentent, pour des raisons
pratiques, certaines symétries. Ainsi, elles se produisent par exemple assez fréquemment
avec des systémes booléens (voir note de bas de page 9 du chapitre 3).

Un algorithme simple peut ainsi étre proposé pour le calcul d'un trajectoire dans un
systeme dont les fonctions taux de production I', et point focal f sont supposées connues,
ainsi que la matrice A et les valeurs de seuils ©;. I accepte une condition initiale z° et un
nombre maximal d’itérations en entrée, et retourne les intersections successives de 'orbite
issue de 20 avec des murs.

Entrée : r € R", nbiter.

Sortie : X € Rnxnbiter - qnbiter 7 o pnbiter

Initialisation % Evaluer a[0] tel que z € B,o]-
al0]«+ d(z).
X[0] « z.

Pour t=1-.- nbiter,

% Effectuer les étapes a (3],

% directions de sortie potentielles:
o S« {j | fi(ali-1]) gZ]Hj—(a[i—l]),ej(a[i—ﬂ)[}
Si S=0
Print "Point d’équilibre dans ---
la boite d’indice " ali-1]
Sortie de la boucle Pour
FinSi

% temps de sortie et directions de sortie effectives:
o Ti] « mingeg 7s(zs)

o 5 — argmingeg 7s(s)

% boite suivante :
o ali] —a+)cqtje;

Xi] «— f(ali-11) +exp ( — AT[i]) (X[i —1] - f(a[i—l]))

FinPour

TAB. 7.1 — Algorithme de calcul des trajectoires d'un systéme affine par morceaux. Remarquons
que le temps de sortie est égal a T;(x;), pour tout j faisant partie des directions de sortie effectives,
dont I'ensemble est stocké dans la variable S'.

Plusieurs remarques peuvent étre faites sur 'algorithme proposé, et écrit en pseudo-
code dans le tableau 7.1.
Tout d’abord, seules les intersections de murs sont calculées. Dans le cas ou A est propor-
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tionnelle a l'identité, i.e. sous H3, les trajectoires dans chaque boite sont des segments
rectilignes. Ainsi, la donnée des deux intersections d’une trajectoire avec 0B, détermine
entierement la trajectoire dans B, sous cette hypothese. Dans ce cas néanmoins, la forme
particuliere des itérés de M, présentée dans I’équation (4.13), proposition 4.3, suggere
I’emploi d’une procédure spécifique. En effet, on rappelle que M¥* g’%écrit dans ce cas, en
usant de Pabréviation A,, = Git’“ — [k

F® (@ — f1)
<F(k)($ - fl)vebk>’

k., _ rk
Mix=f"4+ A, (7.3)
sur un domaine ou les orbites suivent la méme séquence de boites, et avec une matrice
F®) définie récursivement par

FO—14 et R0 2 [(gk o poit)el | Abkld} F®O k=1 (74)

L’analyse des orbites périodiques est de plus équivalente a 1’étude des valeurs propres d’une
matrice de la forme ci-dessus.

Dans le cadre d’une étude sous I’hypothése H3, il semble donc judicieux, dans 1’algo-
rithme 7.1, d’utiliser la formule (7.4) & chaque pas de la boucle Pour, et d’en déduire
'intersection de mur X[i] a partir de I’équation (7.3), plutot qu’en utilisant la formule du
flot dans la boite courante.

La matrice F®Piter) poyrrait également étre ajoutée aux sorties de lalgorithme, avec
ses intermédiares F®), pour k < nbiter. Ces F*) peuvent en effet étre réemployés
ultérieurement pour l'analyse des orbites périodiques, dont il est question dans la sec-
tion suivante.

Sans cette hypothese H3 les sorties X, T et a de l'algorithme permettent de calculer
a posteriori tout point de I'orbite de x via la formule explicite du flot dans une boite:

2(t) = f(alid) +exp (= At = T() ) (X[ - f(alid)),
ou 7 est tel que T'[i] est la plus grande valeur du tableau T inférieure a t.

Les deux versions de 'algorithme, I'une dédiée aux systemes satisfaisant H3 et 'autre
valide quelle que soit la matrice A, ont été implémentées en Matlab. Leur utilisation
sera illustrée sur des exemples dans le chapitre 8. Notons ici, que conformément a la re-
marque 2.16, le choix d’une matrice A constante par morceaux, et non constante, n’a pas
d’influence sur le bon fonctionnement de I'algorithme 7.1. Ainsi, nos implémentations per-
mettent ’emploi de matrices constantes par morceaux.

7.2 Détection de cycles, analyse de stabilité

Dans le cas ou des systemes a taux de dégradation uniformes sont étudiés, les résultats
de la section 4.3 peuvent étre utilisés de fagon pratique. Si cette hypothese n’est pas satis-
faite, il peut tout de méme étre intéressant d’étudier les orbites périodiques éventuelles de
fagon numérique. Il n’existe toutefois pas d’expression simple de 'application de premier
retour dans ce contexte, ce qui exclut le type de traitement spécifique que permettent les



7.3. Génération de réseaux aléatoires 123

systemes ou A = Ald. Nous supposons donc dans cette section que H3 est satisfaite.
Le principe d’analyse de telles orbites est assez systématique et naturel, allant de 1’échelle
d’observation la plus grossiére a 1’échelle la plus fine:

(1) & partir de simulations, rechercher une séquence périodique dans la liste de boites,
a fournie par l'algorithme 7.1.

(2) a partir d’une séquence a périodique de période ¢, évaluer lapplication de premier
retour M?, équation (7.3).

(3) calculer les valeurs et vecteurs propres de la matrice F(¢+1),

Une fois I’étape (3) effectuée, on peut appliquer a la lettre les propositions de la sec-

tion 4.3. Ainsi, si un vecteur propre v est associé a une valeur propre u telle que ad > 1,

A

il fournit un point fixe potentiel de M¢, d’apres la proposition 4.8. Il reste & vérifier que

ce point, d’expression
7

* _ rl

/U7

appartient au domaine Dy. Cette vérification est effectuée & partir des matrices F9) et
des quantités A, pour les j < £ tels que a/ admet plusieurs directions de sortie. En vertu
de la proposition 4.6, 'appartenance a D, est en effet équivalente a la satisfaction d’un
ensemble d’inégalités linéaires, de la forme:

Vi € Lug(a®) \ {151, m Al — Al FO@ — 1) > 0,
pour j parcourant la séquence périodique a® - --a‘~laf = a® détectée en (2). Ainsi, il faut
avoir évalué A,, et F) a Iétape (2), ainsi que FUFD & Pétape (3). 11 faut également
évaluer les intermédiaires A,; et FU) pour vérifier appartenance & D,.

Toutes ces valeurs sont comme on 1’a vu nécessairement calculées par ’algorithme 7.1.
Il suffit donc de les stocker en mémoire lors du parcours de la boucle principale de cet
algorithme, pour obtenir toutes les données utiles & ’analyse des orbites périodiques.

Apres avoir vérifé x* € D,, on peut conclure sur la stabilité du point fixe z*, selon que
1 est une valeur propre dominante ou non.

En résumé, toutes les quantités nécessaires a la localisation et a I'analyse des points
fixes d’une application de Poincaré sont donc calculables simplement & partir des sorties
de 'algorithme 7.1. Ici encore les routines Matlab adéquates ont été implémentées, et nous
renvoyons au chapitre suivant, pour une illustration sur des exemples.

7.3 Génération de réseaux aléatoires

Comme on a pu le voir a la section 3.3.4, il est assez souvent fait usage de réseaux
aléatoires, pour étudier certaines propriétés générales de classes de modeles. L’immense
nombre de réseaux qualitativement distincts (voir section 3.3.4) proscrit en effet toute
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exhaustivité, ce qui suggere 'emploi de méthodes statistiques. Celles-ci sont donc fré-
quemment appliquées a des jeux de simulations, obtenus pour des ensembles de systemes
générés aléatoirement. Les méthodes employées pour construire de tels jeux de données
varient selon les résultats statistiques désirés, et doivent étre décrites avec quelques détails.
A notre connaissance, les seules études statistiques de ce type portent sur des systemes de
Glass soumis a des hypotheses restrictives assez fortes [66, 77, 96], e.g. & des systémes de
Glass booléens (voir note de bas de page 9, chapitre 3).

La raison essentielle de ces restrictions provient de la tres grande taille du graphe de transi-
tion GT d’un réseau affine par morceaux de dimension élevée : le nombre de sommets de ce
graphe augmente exponentiellement avec la dimension. Or le caractere qualitatif, ainsi que
Iexistence d’algorithmes de simulation peu cotiteux (voir section précédente), conduisent
naturellement a étudier des systémes en grandes dimensions. Comme une application taux
de production I' est déterminée par I'application I' : D — | J, B, (voir section 2.4.2), il est
nécessaire de connaitre les valeurs de cette application en tout point de I, i.e. pour chaque
sommet, de GT. Il est par conséquent impossible, en pratique, de représenter une telle ap-
plication, a moins de la soumettre a des hypotheses simplificatrices. Il est usuel, bien str,
de considérer des hypotheses motivées par des considérations de nature physique ou bio-
logique. Certaines restrictions toutefois, comme ’absence d’autorégulation, s’expliquent
essentiellement par un souci de simplification mathématique ou algorithmique, et ne cor-
respondent pas aux phénomenes réels.

On peut résumer 'approche la plus courante pour créer un réseau aléatoire, dont les
premiers emplois sont dus a S. Kauffman [80], dans le cadre de réseaux discrets, synchrones
et booléens. L’hypothese sous-jacente & cette technique est parfaitement justifiée par les
connaissances actuelles sur les réseaux génétiques réels: elle consiste a supposer que la
connectivité globale du réseau’® est bornée, et plutot faible. En pratique, on suppose cou-
ramment que cette connectivité est de 'ordre de 2 ou 3 pour des réseaux réels.

Ainsi, supposant une connectivité K, on procede en deux étapes. Tout d’abord, K entrées
sont choisies aléatoirement pour chaque variable, parmi les n possibles (ou n — 1 si l'au-
torégulation est exclue). Ensuite, une application booléenne {0,1}* — {0,1} est choisie
pour chacune des composantes de d o I'. Le nombre de valeurs booléennes & générer est
donc n2% = O(n), au lieu de n2" pour une application booléenne quelconque?. Pour K
faible, les valeurs en question peuvent donc étre stockées en mémoire, méme lorsque n
atteint des valeurs de l'ordre de la centaine ou du millier, ce qui est inconcevable dans le
cas général.

Chaque fonction booléenne ainsi générée est exactement ’analogue discret F' d’une appli-
cation I', décrit a la section 2.4.2. Une infinité de fonctions I' fournit la méme application
discrete F', comme on I'a vu dans cette section. Le choix d'un telle fonction revient a
sélectionner une valeur T'| B, = I'(a) pour chaque a € D, cette valeur étant a choisir dans
la boite d’indice F'(a). Ceci est habituellement contourné en se restreignant a la classe
des réseaux booléens. En effet pour ceux-ci, la valeur de I'(a) € {—1,1}" est uniquement
déterminée par celle de la boite Bp(q) qui la contient. Nous avons plutot opté, dans nos
propres simulations, pour un choix aléatoire de chaque valeur f(a), soumis a une loi de
répartition uniforme dans la boite Bp(q).

Ce choix est principalement justifié par le fait que les réseaux que nous avons traités ne

1. Le nombre de variables dont dépendent effectivement les composantes 7; de I'application taux de
production I', ou de fagon équivalente le degré entrant du graphe d’interactions Gl.
2. Que cette quantité soit un O(n) est bien sir vérifié uniquement lorsque K < n.
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sont pas binaires. Il eut été possible d’adopter une convention, prenant par exemple I'iso-
barycentre des sommets de la boite B4, pour chaque I'(a). Ce choix n’est en effet guere
plus arbitraire que celui de la classe booléenne. Pour cette derniére néanmoins, 'unicité
du seuil dans chaque direction conduit assez naturellement a le translater en 0, ne faisant
que déplacer une symétrie intrinseque au systéme. En présence de plusieurs seuils, les lon-
gueurs des cotés de boites, de la forme 0; (a) — 6; (a), sont variées. Ainsi, pour conduire &
une certaine uniformité, il faudrait non seulement translater, mais également renormaliser
par homothétie la taille des différentes boites. Une telle procédure semble d’une complexité
de mise en ceuvre comparable a celle de la simulation d’une répartition uniforme (qui est
pré-programmée dans la majorité des logiciels de calcul numérique). L’absence d’études
portant sur les systémes non binaires dans la littérature, et donc de résultats auxquels
comparer directement les notres, a finalement conduit a ce choix de valeurs I'(a) suivant
une loi uniforme.

Une méthode a été implémentée en Matlab, afin de générer une fonction I' aléatoire,

utilisable par ’algorithme 7.1 et sa variante adaptée aux systemes sous H3. En pratique,
on génere la fonction I': D — U, Ba, (voir équation (2.23)), d’ou 'on déduit I' = Tod de
fagon immédiate.
Cette méthode génere une application de connectivité K fixée, choisie assez faible (lorsque
n prend des valeurs élevées). Ceci est décrit dans le paragraphe précédent dans le cas
binaire, la généralisation au cas non binaire se fait sans difficulté : un ensemble I(i) C N,
de K entrées est généré pour chaque composante fi, comme dans le cas booléen, et ’'on
génere ensuite une application d’un ensemble fini dans un autre, de la forme

H Ng; — Ng;,
JEI(i)

au lieu d’une application booléenne {0,1}# — {0,1}. Dans, les deux cas, il s'agit de
générer un tableau d’entiers, et il n’y a donc pas de différence de fond entre les cas
booléen, et a plus de deux états. Chaque entrée de ce tableau, repérée par un élément
de (a;); € HJE 1(0) Ny, , est un entier b; € Ny, auquel on associe une valeur aléatoire ¥;
dans [0;,—1, 0] (avec une loi de repartition uniforme). Alors, pour tout a € D dont les
coordonnées dans I(i) sont fixées a la valeur a;, la fonction fz prend la valeur #; en a.
Cette procédure est décrite dans la table 7.2. Notons que certaines restrictions doivent étre
imposées aux valeurs notées 7;, pour respecter ’hypothese H1 : elles doivent étre hors de
Ai©; (ou ©; est 'ensemble des seuils dans la direction 4, équation (2.3)). Ceci n’apparait
pas explicitement dans la table 7.2, mais a été pris en compte lors de 'implémentation.

La procédure ci-dessus permet de générer une application I' constante par morceaux,
représentée en machine par les tableaux I et I';. Ces tableaux contiennent au total

n
nK-i—Z H q;j,

1=1 j€lI(3)

nombres entiers ou décimaux. Dans le cas ol tous les ¢; sont égaux a une valeur ¢, ce
nombre est n(K + ¢%), qui est donc linéaire en n lorsque K < n. L’application I' ainsi
stockée peut étre appelée par 'algorithme 7.1, via des appels a la fonction point focal
f = A"IT. Ceci a donné lieu & des jeux de simulations décrits dans le chapitre suivant.
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Entrée: K,neN, aeD=][,Ny

Sortie: I e (N,)**"
r;: HJE[(i) Ny, — U, Ba, pour i€ N,

Pour 1 =1--- nbiter,
% un ensemble de K éléments de N, est généré.

I(i) « rand(Zk(N,))

% un tableau est généré.
Pour (a;); € [];e1() No
b; +— rand(Ng,)
T [(@;);1— rand([0is,—1,0,])

FinPour

FinPour

TAB. 7.2 — Génération d’une application r:D— U, Ba aléatoire, de connectivité K fixée. Que
ce soit sur un ensemble fini, discret, ou sur un ensemble continu, la fonction notée rand génére
un élément aléatoire, suivant une loi de répartition uniforme. De telles fonctions sont notamment
disponibles en Matlab. Notons que pour exclure I'autorégulation, i.e. satisfaire H4, il suffit de
générer des ensembles d'entrées I(i) ne contenant pas i.

En pratique, la représentation des composantes I; comme des tableaux & K entrées
n’est pas la mise en ceuvre la plus simple. En effet, un parcours de ce type de tableau
correspond par exemple & K boucles for imbriquées. La connectivité K étant une entrée
de l'algorithme 7.2, on concoit qu’'une autre implémentation doit étre envisagée. Nous
avons opté pour une structure de liste, obtenue par un recodage de D = [ [, Ny, qui est un
ensemble produit, sur I'ensemble d’entiers Nyp. Ces deux ensembles finis étant de méme
cardinal, ils sont en bijection. Une telle bijection peut étre donnée explicitement :

n
v: D=][N, — Ngp
= ot (7.5)
a=(ai...a,) — an+2(aj—1)qu.
7j=1 k>j

Dans le cas binaire, tous les ¢; sont égaux a 2, et la relation ci-dessus est équivalente au
calcul de I'entier dont ’écriture en base 2 est (a1 —1) ... (ay, —1), les a; étant & valeur dans
Ny = {1,2}. On a en effet [[,.,; g = 2"/, et la formule ci-dessus est donc égale dans ce

cas a:
n

Z(aj - 1)2n—j’

j=1
qui est I’expression habituelle d’'un nombre entier en base 2.
De fagon plus générale, ¥ peut étre vue comme un numérotation des éléments de D,

classés selon l'ordre lexicographique. En effet, pour cet ordre, la premiere occurence de a;
a la place j se fait seulement lorsque les éléments situés aux places k > j ont pris toutes
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leurs valeurs a; — 1 fois. Or aj41...a, peut prendre g;i1...g, valeurs, ce qui permet
d’obtenir la somme dans la formule (7.5), en ajoutant bien str a,. Un exemple permettra
sans doute de mieux saisir 'action de ¥ sur D.

Exemple 7.1.
On explicite la numérotation ¥ dans le casn =3, et q1 =2, g =3, g3 =2

a=ajagaz || 111 112 121 122 131 132211 212 221 222 231 232
U(a) 1 2 3 4 5 6|7 8 9 10 11 12

Dans ce tableau, on voit que a1 garde la valeur 1 tant que asas n’a pas parcouru 1 fois
l'ensemble Ny, x Ng,, au niwveau du trait vertical, ce qui représente qaqs = 6 valeurs.
Ainsi, la premiére occurrence a1 = 2 se fait pour V(a) = (2 — 1)gags + 1 = 7. De méme,
as mne prend la valeur 3 que losrque as a parcouru son domaine No deux fois, i.e. pour
V(a)=(3—-1)gz+1=5.

Pour chaque ensemble produit [ jer
tement similaire & celle définie en (7.5):

@) Ng;, on peut définir une application U exac-

K-1
U (s, . ai) =aie + (@, = 1) [ Gim: o I(i)={ir...ix}
j=1

m>j
Grace a cette fonction, il est possible de stocker les entrées de fl dans une liste
Li = [b17 b27 o 7bqi1...qu]‘

Un appel de I'; en un point a dont les coordonnées sont @i, ... Qi pour I(3) = {iy...ix},
est alors équivalent & la sélection de Li[W® (ay, ... a;, ).
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Chapitre 8

Exemples et résultats

Ce chapitre est consacré a ’étude de simulations numériques et d’exemples, dont la
visée principale est d’illustrer les chapitres précédents. Il est divisé en deux sections. Dans
la premiere, les résultats de simulations menées sur des ensembles de réseaux générés
aléatoirement sont présentés. Les conclusions qui en découlent sont de nature statistique,
et portent essentiellement sur la probabilité d’occurrence des différents types d’attracteurs
possibles, parmi ’ensemble des systemes.

La deuxiéme section est consacrée a I’étude d’un exemple spécifique, constitué par un
systeme dont le graphe de transition contient une composante fortement connexe irration-
nelle, du type défini dans les hypotheses du théoreme 6.5. Le but de det exemple est donc
principalement d’illustrer ce théoreme.

Les hypotheses auxquels sont soumis les systémes pourront varier. H1 et H4 seront
systématiquement requises. Tout usage des autres hypotheses sera signalé dans le texte,
lorsque nécessaire.

8.1 Résultats de simulations représentatifs

On a vu dans le chapitre précédent une procédure permettant de générer aléatoirement
une application I' constante par morceaux, et donc un systéme dynamique affine par
morceaux de la forme traitée dans ce mémoire :

Ccli—f =T'(z) — Ax.

Dans la partie 3.3.4, on a également mentionné différentes études statistiques parues au
sujet des réseaux de la forme ci-dessus [12, 44, 66, 77, 96]. Toutes ces études concernent
des systemes binaires, c’est-a-dire tels que pour tout ¢ € N,,, ¢; = 2. L’une des principales
questions abordées dans ces études est celle de I'influence relative de la connectivité K et
du nombre de variables n sur les dynamiques observables. A titre d’exemple, la répartition
des différents types d’attracteurs du jeu de un million de réseaux a 4 variables simulés
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dans [44] est rappelée sur le tableau de 'équation( 3.14).

Les attracteurs présents dans les systemes binaires et non binaires étant de méme na-

ture, et les outils servant a les caractériser étant également tres similaires — notamment en
ce qui concerne 'analyse des orbites périodiques — il nous a semblé intéressant de mener
une étude sur des ensembles aléatoires de réseaux affines par morceaux non binaires, afin
de comparer les dynamiques «en moyenne» de ces réseaux.
La génération aléatoire de réseaux est donnée par ’algorithme de la table 7.2 et la ma-
trice des taux de dégradation A a toujours été choisie égale & I'identité. Etant donné un
systeme ainsi généré, il est possible de calculer des trajectoires de ce systeme grace a
I’algorithme 7.1. Comme on I’a vu a la section 3.3, les attracteurs peuvent étre classifiés
sommairement en quatre classes représentées sur la figure 8.1:

) points d’équilibres asymptotiquement stables, de la forme f(a) € éa, que nous ap-
pellerons neeuds?,

o) foyers, situés a l'intersection de plusieurs murs,
e) orbites périodiques,
o) autres.

Les constructions de la section 4.3 sur les orbites périodiques peuvent, comme on 'a

vu au chapitre précédent, étre implémentées et appliquées a des exemples numériques. De
méme, les nceuds sont détectés directement par ’algorithme 7.1. Enfin, les foyers peuvent
étre repérés automatiquement avec 'ordre de précision que permettent les machines ac-
tuelles, en vérifiant que la norme M¥**T1z — M¥*2 tend vers 0 avec k, le long d’une orbite
{Mkaz} parcourant une séquence périodique de boites. Seules les orbites «autres » ne
peuvent étre caractérisées de facon automatique.
De telles orbites sont généralement considérées comme chaotiques. Il n’est pas exclu tou-
tefois que ces trajectoires soient en fait périodiques, de période tres longue, en termes de
nombre de boites traversées. Elles peuvent également étre quasi-périodique 2, ce qui est un
phénomene difficile a caractériser numériquement. Ceci explique pourquoi de telles orbites
sont habituellement confondues avec des trajectoires chaotiques.

Dans le méme esprit que les travaux mentionnés a la section 3.3, nous avons mené
quelques études numériques sur des ensembles de réseaux générés aléatoirement, selon la
procédure 7.2. La différence essentielle avec les études déja parues tient au fait que les
réseaux générés et analysés ne sont pas binaires. Pour toutes nos simulations, on a choisi
des systemes a trois états discrets par direction: D = [], N3. De tels systemes seront dits
ternaires dans la suite.

La table (8.1) ci-dessous récapitule les résultats obtenus pour des systemes dans R*,
sans auto-régulation, pour les différentes connectivités K possibles. Pour chaque valeur
de K, 10000 réseaux ont été générés, puis une condition initiale aléatoire a été calculée.
L’algorithme 7.1 a été appliqué a cette condition initiale pour 1000 pas de temps, ou moins
si un noeud était rencontré. Les itérés calculés ont ensuite été envoyés en entrée d’une

1. En accord avec 'emploi du terme node dans la littérature anglophone, notamment [44].

2. Une orbite est dite quasi-périodique si elle s’écrit comme somme d’orbites périodiques dont les périodes
sont incommensurables [23]. Une telle écriture n’est pas unique, mais le nombre p des orbites périodiques
apparaissant dans la somme est uniquement déterminé. De telles trajectoires sont alors portées par un
p-tore, qui est un ensemble w-limite du systéme dynamique dont elles sont solutions.
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4 3
35 2.8

3 2.6
2.5 2.4

2 2.2
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2.8 3.3
2.6 3.2
2.4 3.1
2.2 3+ a4

2 2.9
1.8 2.8
1.6 2.7

0 10 20 30 20 40 60 80

F1G. 8.1 — Les quatre types d’orbites rencontrés, ici obtenus dans des systémes a 4 variables. Dans
chaque cas, la premiére des quatre coordonnées du vecteur d’états est représentée en fonction du
temps. En haut a gauche, un noeud : I'algorithme s'arréte dés que le noeud est détecté, et il faut
donc ajouter une branche d’exponentielle tendant vers la limite f, pour présenter I'orbite entiére.
En haut a droite, un foyer stable. En bas a gauche, un cycle limite stable. En bas a droite, aucune
sous-séquence périodique n'est détectée parmi 10 000 itérations de |'algorithme 7.1.
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routine d’analyse d’orbites périodiques, cf. section 7.2. Si au bout de ces 1000 itérations,
aucun attracteur n’était détecté, 4000 itérations supplémentaires ont été calculées, puis
envoyées a leur tour en entrée de la routine précédente. Les nombres d’attracteurs de
chaque type ainsi détectés sont alors répartis ainsi:

K 1 2 3

noeuds 8799 5728 4514

foyers 949 2367 2336 (8.1)
orbites périodiques 873 2007 1996

autres 100 253 260

Ces résultats doivent étre discutés, notamment en comparaison de la table (3.14),
reprise de [44], et qui concerne on le rappelle 1 million de réseaux booléens?, avec n = 4
et K = 2. En effet, si les nombres d’attracteurs sont bien ordonnés de la méme fagon —
nceuds, foyers, cycles, autres — les proportions ne sont pas identiques. En particulier, le
nombre d’attracteurs périodiques est assez nettement supérieur a ce qui est observé dans
le cas de réseaux booléens, de méme que le nombre d’attracteurs indéterminés.

N

1.95¢, . . | ]

Fi1Ga. 8.2 — Une orbite récurrente non périodique apparaissant dans un réseau de dimension 4.
Aucun cycle limite n'est détecté dans cette portion de trajectoire calculée en Matlab. La nature
exacte de l'orbite ainsi simulée reste indéterminée : régime transitoire précédant un point d’'équilibre
ou un cycle limite, orbite quasi-périodique, chaos?

En ce qui concerne ces derniers, un fait notable est le nombre d’itérations valant au
plus 5000 qui ont été calculées pour chaque condition initiale, contre 30000 dans [44]. Ceci,
ajouté au fait que des réseaux non binaires sont susceptibles de donner lieu a des régimes
transitoires plus longs, de méme qu’a des orbites périodiques plus longues, suggere que

3. On rappelle que les réseaux booléens sont définis par ’existence d’un seul seuil par direction, fixé a
0, par des points focaux & valeurs dans {—1,+1}", et des taux de dégradation tous égaux a 1.
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certaines trajectoires classées «autres» dans notre étude ne sont pas chaotiques. Ceci, déja
inévitable dans le cas booléen doit se produire avec des proportions plus importantes dans
notre contexte. Toutefois, 'existence d’orbites présentant de nombreuses caractéristiques
du chaos est, tout comme dans le cas binaire, avérée. La figure 8.2 fournit I’exemple d’une
trajectoire classée «autre» dans le tableau (8.1).

Concernant le plus grand nombre d’orbites périodiques, plusieurs facteurs permettent
de l'expliquer. Tout d’abord, le fait de traiter des réseaux non binaires est bien sur
déterminant. En effet, les foyers apparaissent a 'intersection de plusieurs boites formant
une boucle dans le graphe de transitions. Dans le cas non binaire, des boucles dans ce
graphe peuvent traverser des séquences de boites dont deux sont d’intersection vide. Une
telle boucle donnera donc lieu a un trajectoire périodique, plutét qu’a un foyer. Ceci tend a
augmenter la probabilité d’occurence d’orbites périodiques dans les réseaux non binaires.
Cette analyse est corroborée par 1’étude d’orbites périodiques spécifiques, qui s’averent
assez complexe, du fait des multiples seuils traversés dans chaque direction. La figure 8.3
représente une trajectoire périodique apparaissant dans un systeme ternaire de R%. On
voit que cette orbite traverse plusieurs seuils dans les différentes directions, un phénomene
impossible dans le contexte des systemes binaires.

4
- W A
2 i
1 Il Il Il Il Il Il Il Il
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
4 T T T T T T T T
x? WW\/ 1
2r i
l | | | | | | | |
0 5 10 15 20 25 30 35 40 a5
35
x3 3 J
25 Il Il Il Il Il Il Il Il
0 5 10 15 20 25 30 35 40 a5
35
xa 3| |
25 1
2 | | | | | | | |
0 5 10 15 20 25 30 35 40 a5

FiG. 8.3 — Une orbite périodique stable d'un réseau ternaire dans R*: chaque coordonnée est
représentée en fonction du temps. Ce cycle travers 94 boites successives. Les seuils sont 2 et 3
dans chaque direction. Un fait intéressant est que certaines boftes sont traversées plusieurs fois
par cette orbite, qui est donc composée de plusieurs boucles imbriquées dans GT.
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Remarquons que la longueur importante du cycle de la figure 8.3 n’est aucunement éton-
nante, des cycles tres longs (plusieurs centaines de boites) ayant été observés dans les
réseaux booléens [44].

Par ailleurs, la répartition uniforme des points focaux au sein des boites lors de la génération
d’un réseau aléatoire est une procédure assez distincte de la génération d’un réseau booléen,
au sein de la classe des réseaux binaires. Il n’est donc pas anormal d’observer des com-
portements différents du cas booléen dans cette étude de réseaux ternaires, générés avec
la méthode de la table 7.2.

On peut remarquer ici que le total de attracteurs détectés, pour chaque ligne du ta-
bleau (8.1), n’est jamais égal a 10000. Ceci tient essentiellement & deux faits. Tout d’abord,
la routine d’analyse des orbites périodiques retourne tous les points fixes de "application
de transition associée a une séquence périodique de boites, c’est-a-dire tous les vecteurs
propres fournissant un point fixe appartenant au domaine de cette application, cf. sec-
tion 7.2. Ainsi, une unique trajectoire peut permettre de détecter plusieurs orbites, non
asymptotiquement stables. En particulier, il est courant qu’un cycle limite stable contienne
un foyer instable en son intérieur, ou réciproquement qu’'un foyer stable contienne un cycle
instable — ou semi-stable — dans son bassin d’attraction. Ceci explique le nombre supérieur
a 10000 d’attracteurs parfois obtenu. D’autre part, certaines trajectoires ont été rejetées
de l'analyse, car peu fiables numériquement. Ceci provient principalement du fait que
certaines matrices de la forme F¢*1) sont presque singuliéres. Un calcul de leurs valeurs
propres serait inconséquent, et les simulations présentant des coefficients inférieurs a 10~1°
ont été ignorées pour contrer ce type d’imprécisions. Ceci explique le nombre inférieur a
10000 d’attracteurs obtenus pour K = 3.

Pour finir, I'influence de la connectivité doit étre abordée. L’étude la plus proche de

celle menée ici se trouve dans [77], et concerne des réseaux booléens sans autorégulation.
Ici encore, le nombre de cycles limites que nous observons est assez nettement supérieur
a celui du cas booléen, pour les trois valeurs de la connectivité K. En accord avec cette
étude, toutefois, le nombre de noeuds décroit lorsque K augmente, au profit du nombre de
foyers. Toujours en accord avec cette étude, nous observons dans le tableau (8.1) que le
nombre maximal de cycles est atteint pour K = 2. Enfin, on observe le méme ordre pour
les nombres des différents types d’attracteurs, quelle que soit la connectivité.
L’étude fournie par [77] est plus large, et analyse également 'influence de la dimension,
pour des réseaux de toutes dimensions entre 3 et 9. Nous n’avons pas mené d’étude aussi
complete. Il ressort du cas de la dimension 4, que la différence principale apportée par
I’ajout de seuils est la présence plus importante d’orbites périodiques stables. Notons que
quelques milliers de simulations effectuées sur des systemes aléatoires de dimension 3 n’ont
donné lieu qu’a des trajectoires non chaotiques. Ceci pousse & conjecturer que les systeémes
non binaires de dimension 3 ne peuvent donner lieu & des trajectoires chaotiques, ce qui
est seulement démontré pour des systemes binaires de R3, comme nous I'avons déja si-
gnalé dans ce mémoire [94]. Nous ne pouvons toutefois nous appuyer sur autre chose que
des simulations numériques pour vérifier cette conjecture, qui appelle donc des travaux
ultérieurs.
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8.2 Un exemple particulier : triple boucle dans R?

Outre les études portant sur de grands nombres de réseaux aléatoires, I’analyse de
systemes particuliers est possible, spécialement en dimension peu élevée. Nous considérons
dans cette partie des systemes définis dans R3, caractérisés par un graphe de transitions
GT, présentant une composante fortement connexe irrationnelle du type défini dans le
théoreme 6.5. Cette classe de systemes nous permettra donc d’illustrer ce théoreme, es-
sayant de tirer avantage des possibilités de visualisation que présente la dimension 3.
Plus précisément, on suppose que GT, contient trois cycles C!, C2, C3, ayant un unique
sommet ¢ en commun :

oo (D G

avec ' = a + e;. On convient que @ = a, quel que soit i. On suppose de plus que

toutes les composantes fortement connexes distinctes de [a] = [a’!] = [a?] = [a*®] sont
rationnelles, cf. chapitre 6. Dans la suite, on identifiera les cycles C?, et les séquences de
boites correspondantes.

La structure supposée de la composante [a] implique que I(a) = I (a) = N3, tout comme
I’exemple représenté sur les figures 5.3 et 5.4. Par ailleurs, le lemme 5.3 entraine que 'une
au plus des régions D;; est d’intérieur non vide. On pose donc

Dy #3 et Do =D33=0. (83)

Dans un premier temps, on considere le cas ou |J; C* est une région invariante, en impo-
sant que a soit le seul sommet ayant plusieurs successeurs. Enfin, on suppose que les trois
cycles ont la méme longueur ¢, ce qui apparait implicitement dans (8.2). Ainsi, la composée
M = M|, Bin : OB — OB est bien définie, et c’est une application de premier retour
au sens usuel.

Ces seules hypotheses définissent une famille de graphes de transitions, dont chacun est
associé a une infinité de modeles affines par morceaux, comme on I’a vu dans la partie 2.4.2.
On peut appliquer le théoreme 6.5 a cet ensemble de systemes. A cet effet rappelons que
I’entropie topologique vérifie I'identité suivante :

h(X,o") =(h(X, o), (8.4)

pour tout systéeme dynamique (X, o), et tout entier ¢, cf. annexe B. Ainsi, I'inégalité
stricte énoncée dans le théoreme 6.5 pour les systémes dynamiques (¢(2),0) et (Xa,0)
est vérifiée si et seulement si la méme inégalité tient pour les systémes a £ pas de temps
(0(2),0%) et (Xa,0"). Le graphe de transitions de ce dernier est bien défini: il a pour
matrice d’adjacence A’ si A est la matrice d’adjacence du graphe de transitions GT,. On
note donc GT4 ce graphe orienté. Le sous-ensemble de GT% induit par 'union des cycles
U, C? n’est pas fortement connexe. Cependant, l'identité o%(a) = a, et le fait que pour tout
i€ Ngettout je{0...0—1}

(o)~ (a¥) = {a'7,a¥,a¥},

entralnent que ce sous-graphe se décompose en composantes fortement connexes de la
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forme suivante:

.
N

C2

()
()
iy

F1G. 8.4 — Sous-graphe de TG associé a I'union de cycles U, C’. Le sommet a est un point fixe,
mais il existe trois arétes a — a, données par les trois cycles C*. Pour tout j € Ny_1, les trois
sommets a'7,a?, a® forment une composante fortement connexe de la forme représentée a droite.

En associant le symbole i & chaque cycle C?, on aboutit & un étiquetage des graphes
orientés de la figure 8.4, qui donne lieu a un décalage sofique, cf. annexe B. Les arétes du
graphe de gauche sont déja étiquetées. Quant au graphe de droite, une aréte est munie de
'étiquette 4 si et seulement si son sommet initial est . En effet lorsque j > 1, le seul
successeur de a* est a”*!, d’apres (8.2) et les hypotheéses formulées plus haut. Dans les
deux cas, on a affaire au décalage plein & 3 symboles: (N3)N. L’entropie (topologique) de
ce décalage est log 3. D’apres (8.4) on a donc

L

h(Xa,0) = 7

log 3.

Concernant les trajectoires de (¢(Z), o), on peut tenir compte du fait que
Doy = D33 = @. (85)

En effet, ceci entraine que a® (resp. a®) n’est en fait pas atteignable via les cycles dont
le dernier sommet est a — ey (resp. a — e3). Ceci provenant du fait que le premier sommet
suivant ¢ dans un cycle C* est comme on l’a choisi a + e;. De cette derniere hypothese on
déduit aisément que pour tout i € N il existe un j € N3 tel que a1 = a — e;. Le fait
que a soit I'unique sommet commun au trois cycle implique de plus que ces trois indices j
sont distincts. Autrement dit, il existe une permutation w € &3 telle que pour tout ¢ € N,
a1l =a— ex(;)- Alors, (8.5) implique que les arétes (a”il(Z)j, an) et (a”71(3)]’, a3j) sont
superflues dans GT,.

Ainsi, au lieu d’une matrice d’adjacence 3 x 3 entierement composée de 1, cet espace de
décalage est inclus dans le décalage induit par le graphe associé a une matrice d’adjacence
dont les entrées m~1(2),2 et 771(3), 3 sont nulles et toutes les autres égales & 1. Il y a donc
C’g = 3 cas possibles, obtenus d’apres les 6 valeurs possibles de 7, en tenant compte des
symétries du graphe de transition. Les trois valeurs propres dominantes* correspondantes
sont (calculs effectués a ’aide de Maple9.5) :

1+ V2~ 2.41421,

. /108 + 1269 + /108 — 121/69
6

4. En vertu du théoréeme de Perron-Frobenius, voir annexe B, ces matrices a coefficients positifs ou nuls
admettent toutes une valeur propre réelle strictement positive, égale a leur rayon spectral.

~ 2.32472,
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et

- V28 + 84+/3i + /28 — 84/3i
6
Dans les trois cas, la valeur obtenue est bien strictement inférieure a 3, ce qui est une
illustration du lemme 6.4.
Par suite, et en notant p la valeur propre prenant 'une des trois valeurs ci-dessus, on a la
majoration

~ 2.24698.

n (307),0) < 7 lox(n),

qui est strictement inférieure a I’entropie de GT,, donnée plus haut.

L’inégalité stricte obtenue, cas particulier de 1’énoncé du théoreme 6.5, et valide in-
dépendamment des valeurs précises des parametres du systeme dynamique (2, M). Les
seules hypotheses concernent en effet le graphe de transitions GT,. En (8.3), on a de plus
supposé D11 # @ ce qui, d’apres le lemme 5.3 est toujours vrai pour un unique D;;. La
méme hypothese appliquée a ¢ = 2 ou ¢ = 3 aurait bien str conduit a une inégalité iden-
tique.

Il semble maintenant naturel d’étudier la dynamique de systémes (2, M) dont le
graphe de transitions satisfait les hypotheses précédentes. En particulier, la borne supérieure
%log(,u) est strictement positive pour les trois valeurs possibles de u, ce qui est ca-
ractéristique de systemes chaotiques.

Dans cet esprit, nous avons mené une série de simulations numériques, sur des exemples
dont le graphe de transitions est celui de la figure 8.5. Ce graphe satisfait les hypotheses
données au début de cette partie. Il correspond a la permutation

(123
™\la23 1)

101
110/,
111

et donc a la matrice d’adjacence

dont la valeur propre dominante est la deuxieme de la liste fournie plus haut dans le texte,
valant a peu pres 2.32472. Dans la suite, le symbole i désigne cette valeur.

Tous les points focaux ont été fixés de fagon & garantir cette forme du graphe GT ., avec des
valeurs générées aléatoirement. Seul le point focal f(a) = f(222) — qui est celui de I'unique
boite dans [, C' ayant plusieurs successeurs — a été modifié dans une série d’expériences
numériques.

Un millier de valeurs de ce point ont été générées, réparties aléatoirement dans la
boite Bsss, en accord avec la figure 8.5. Pour chacune de ces valeurs, une trajectoire a
été calculée pour 10 conditions initiales différentes, choisies uniformément dans Bogo, puis
200 itérations de ’algorithme 7.1 ont été calculées. Dans tous les cas, ces simulations ont
aboutit a des trajectoires non chaotiques, comprenant un a trois cycles limites. Un exemple
représentatif des cas comportant trois cycles est donné sur la figure 8.7. Ceci suggere donc
que ’entropie topologique de systemes dont le graphe GT, est celui de la figure 8.5 est
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Biss Bass Bsss
Bias
C2
Bus P Bssz
cs a
et
Bii2 i Bss1
Bgsa1
Cl
Bi11 Bs1: Bs11

L

1

F1G. 8.5 — Un graphe de transition GT, spécifique, pour lequel les hypothéses formulées au début
de cette partie sont vérifiées. Les arétes dont ['orientation n'est pas figurée sont dirigées vers I'union
U, C'. Certaines d'entre elles ne sont pas univoquement orientées : elles correspondent 3 des murs
blancs dans I'espace des phases d’un systéme continu. Ceci peut étre évité dans R3, en augmentant
le nombre de seuils dans chaque direction. Ce nombre de seuils est ici limité a 2 par variable, de
facon a simplifier 'analyse et la présentation. Pour ce nombre de seuils, 3 cycles de longueur
{ = 6 ne peuvent étre obtenus sans mur blanc. Ces derniers sont néanmoins sans influence sur les
trajectoires incluses dans | J, C'. Seules certaines boites sont numérotées, pour alléger la figure.

non seulement majorée par %log(u), mais que 'on a en fait une entropie nulle.

Si la présence de chaos dans les systémes binaires a trois dimension est impossible [94],
il ne paralt pas impossible que les systémes non binaires puissent générer des compor-
tements chaotiques. Dans 'exemple de la figure 8.5 toutes les boites sauf Bsgs ont un
unique successeur, i.e. une région sortante réduite a un unique mur. Les images des 5
murs entrants d’une telle boite sur son unique face de sortie sont de la forme représentée
sur la figure 8.6. On voit notamment que l'aire de Ry; = W, N M(W[ ) = M(W] ) est
strictement inférieure a celle de W .

+
R31

3
Ry, Ry R3;

Ity

F1G. 8.6 — Exemple de région sortante O BS“, pour une boite sortante ayant un unique successeur.
Ici, on a I(a) = I (a) = {1}, de sorte que dB%** = W, (a). Voir les chapitres 4, et surtout 5,
pour les notations employées.

I’image de ce domaine Ri; sera a son tour contenue dans un autre domaine, de I'une
des deux formes apparaissant sur la figure 8.6: R;;, contenu dans l'intérieur d’un mur, ou

RZ?E, adjacent a la frontiere d’un mur. Itérant M le long du cycle C!, on constate que I'image
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résultant M(WW,") sera strictement incluse dans I'intérieur relatif WQ_ , et contractée dans
toutes les directions, C! — entierement constitué de boites ayant un unique successeur, en
dehors de B, — étant porté dans GT, par un cube plein, i.e. de dimension 3. Il en est de
méme des images M(W, ) C Wy et M(W; ) € Wi, calculées respectivement le long des
cycles C? et C3, qui sont tous deux également portés par des cubes pleins.

L’action de 'application M est donc contractante selon toutes les directions, et ses even-
tuels points fixes n’admettent notamment pas de variété instable: ils ne sont pas hyper-
boliques. Il semble dans ces conditions que seuls des cycles limites, des nceuds et de foyers
puissent étre observés, en accord avec la figure 8.7.

1 15 s : x1

FiG. 8.7 — Coexistence de trois cycles limites stables. A gauche, les coordonnées d’un vecteur de
R3 en fonction du temps, pour trois conditions initiales. A droite, les trajectoires correspondant
3 ces trois conditions initiales, représentées dans R® sans le régime transitoire (i.e. les premiéres
itérations de I'algorithme 7.1), pour faciliter la visualisation. Les seuils intérieurs au domaine U
sont {2,3} dans chacune des trois directions. Numériquement, le calcul des applications de premier
retour et de valeurs propres associées indiquent que ces trois cycles limites sont stables.

Pour conclure cette partie, on rappelle que le graphe GT,, figure 8.5, induit un systéme
dynamique symbolique d’entropie topologique strictement positive. Le théoreme 6.5 nous
assure que ’entropie de tout systéeme affine par morceaux présentant ce graphe de transi-
tion est en fait strictement inférieure a celle obtenue par GT, seul. Puis il apparait qu’une
telle entropie est trés certainement nulle dans ce cas. Ceci vient appuyer la conjecture
formulée a la fin de la partie précédente, selon laquelle les réseaux de dimension 3 ne
présentent pas de trajectoire chaotique, méme lorsqu’ils ne sont pas binaires. Une voie
de recherche, pour démentir cette conjecture, consisterait a analyser des systemes pour
lesquels d’autres boites que B, admettent plusieurs successeurs. En effet, on peut observer
sur les figures 5.2 et 5.4 du chapitre 5, que 'image d’un mur peut étre dilatée dans une
direction, et contractée dans l'autre, lorsqu’une boite admet au moins deux successeurs:
c’est le cas de W5 sur ces deux figures. Ceci pourrait permettre d’engendrer des points
fixes hyperboliques de M, qui peuvent a leur tour donner lieu a des orbites homoclines,
génératrices de chaos (voir la partie 3.3, et la discussion sur le systéme (3.13) présentant
du chaos). Cette suggestion reste entierement a formaliser, ce qui tient lieu d’ouverture
pour des travaux futurs.

Enfin, pour des dimensions supérieures ou égales a 4, 'existence d’orbites chaotiques est
avérée. Il semble donc possible d’observer de telles dynamiques en une région associée a
un sous-graphe de GT, satisfaisant les hypotheses données au début de cette partie, prises
sous une forme plus générale. Une telle forme devra ne supposer que 'existence de plusieurs
boucles partageant un sommet a dans GT,, satisfaisant les hypotheéses du théoreme 6.5.
Autrement dit, les cycles C* donnés en (8.2) peuvent notamment étre au nombre de n, si
n est la dimension de 'espace d’états considéré. Le début de I'analyse menée dans cette



140 CHAPITRE 8 : EXEMPLES ET RESULTATS

partie se généralise sans difficulté a de tels systemes de dimension quelconque. L’entropie
d’une composante formée de n boucles de longueur ¢ partageant un unique sommet est
notamment :

7 logn.

Le travail nouveau doit concerner d’éventuelles trajectoires apériodiques de systemes af-
fines par morceaux possédant un tel graphe de transitions. Ici encore, c’est a de futurs
travaux que renvoie cette discussion.



Quatrieme partie

Conclusion et annexes
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Conclusion et perspectives

Le travail présenté dans cette theése concerne un classe particuliere de systemes d’é-
quations différentielles affines par morceaux, utilisées en biologie. Plus spécifiquement, ces
équations servent comme modeles des réseaux de régulation génétique, et de leur compor-
tement dynamique.

Dans une premiére partie, les phénomenes biologiques modélisés par ces équations sont

décrits sommairement. Ces phénomenes ayant été découverts a une époque assez récente,
et faisant 1’objet de recherches nombreuses et variées, les grands courants de ces travaux
ont été rappelés au chapitre 1.
Parmi ces recherches, la modélisation mathématique est un objet d’attention majeur de-
puis une trentaine d’années au moins, prenant des formes diverses. Le chapitre 2 est
donc consacré a une présentation des principales classes de modeles rencontrées dans la
littérature sur les réseaux génétiques. L’accent a été mis sur trois classes de modeles:

— les systemes d’équations différentielles ordinaires faisant intervenir des sigmoides,
— les modeles discrets en temps et en espace,
— les modeles affines par morceaux.

Un formalisme spécifique & notre propos est exposé dans ce chapitre, qui permet d’établir
des liens explicites entre les trois classes de modeles ci-dessus. Certains résultats nou-
veaux sont proposés concernant la dynamique symbolique des modeles discrets. Ce cha-
pitre s’acheve sur la définition des sous-classes les plus étudiées de modeles affines par
morceaux.

Dans le chapitre 3, un récapitulatif des travaux parus sur les modéles affines par morceaux
est proposé. Ces modeles étant tres souvent rapprochés des formalisations discretes ou
différentiables, ces travaux prennent des directions variées, en particulier basées sur les
connaissances concernant ces deux autres classes de modeles.

Dans une seconde partie, un travail de nature théorique est proposé, dont I’objet prin-
cipal est de préciser les relations entre modeles affines par morceaux et modeles purement
discrets. Dans ce but, une reformulation des premiers en termes d’itérations d’une ap-
plication notée M sur un domaine de R™ est proposée au chapitre 4. Dans ce chapitre,
on étend l'analyse des orbites périodiques a une classe de systemes plus large que ce qui
peut se trouver dans la littérature : la classe des réseaux non binaire, définie au chapitre 2.
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La structure, polyédrique, du domaine de M est analysée plus en détail au chapitre 5, a
I’aide d’outils de géométrie combinatoire rappelés en annexe A. En particulier, un lemme
est énoncé dans ce chapitre, dont les répercussions en termes de dynamique symbolique
sont analysées au chapitre 6.

La cadre de la dynamique symbolique — dont les aspects qui nous sont utiles seront trouvés
en annexe B — s’avere en effet particulierement adapté pour décrire les liens entre modeles
purement discrets et modeles affines par morceaux. De plus, ce cadre étant également pro-
pice a I’étude de dynamique chaotiques, il permet de borner la complexité de celles-ci pour
des systemes affines par morceaux. Cette borne, stricte, est fournie dans le théoreme 6.5,
et provient justement des modeles purement discrets.

Dans une troisieme partie enfin, des résultats de nature numérique sont présentés. Dans
le chapitre 7, les principaux algorithmes employés sont décrits. Ils concernent la simulation
de trajectoires, ’analyse des orbites périodiques et de leur stabilité, ainsi que la génération
de systemes aléatoires. Ces algorithmes ont été implémentés en Matlab, ce qui donne lieu
a des jeux de données qui sont proposés et étudiés au chapitre 8.

Ces données concernent tout d’abord un ensemble de plusieurs milliers de réseaux aléatoires
de dimension 4. Elles sont comparées a des travaux de méme nature disponibles dans la
littérature. Dans un second temps, un exemple plus spécifique est étudié, avec le but princi-
pal d’illustrer le théoreme 6.5. Cet exemple, ainsi que le jeu de simulations précédent, nous
conduisent a conjecturer ’absence de chaos dans les systémes non binaires en dimension 3.

Outre les travaux qu’appelle cette conjecture, de nombreuses perspectives s’ouvrent a
Iissue de ce travail de these.
Tout d’abord, I'extension de résultats théoriques a des classes de systémes plus larges
semble indispensable. Les deux limitations principales que nous avons di nous fixer sont
I’absence d’autorégulation, et I'uniformité des taux de dégradation. C’est la premiere de
ces deux restrictions qui est la plus excessive en termes de modélisation, et qui doit donc
étre traitée en priorité. Les travaux existants ont recours a la notion de solution d’équations
différentielles discontinues due a Filippov pour traiter 'autorégulation. Les méthodes de
dynamiques symbolique, de par leur nature qualitative, se prétent assez bien a I’étude de
dynamiques provenant d’applications multivaluées. Ainsi, il parait souhaitable d’étendre
les techniques du chapitre 6 a des systemes dont les solutions sont définies au sens de
Filippov. Cet aspect implique également le développement d’outils numériques et algo-
rithmiques spécifiques.
Une autre direction pour de futurs travaux est I’étude des dynamiques chaotiques dans
les systemes affines par morceaux non binaires. Bien que largement étudiées, ces trajec-
toires sont en effet encore incompletement comprises, et ont surtout été analysées dans le
contexte des réseaux binaires. L’étude de réseau non binaires est donc a poursuivre de ce
point de vue, et I’absence de chaos conjecturée & la fin du chapitre 8 pour ces systemes en
dimension 3 reste & démontrer, ou a infirmer par I’exposition d’un contre-exemple.
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Annexe A

Rappels sur les polytopes

On rappelle dans cette annexe quelques définitions et résultats de base concernant les
polytopes convexes. Le lecteur désireux d’une présentation plus détaillée pourra se repor-
ter a [52, 74] pour des textes succincts, ou a 'une des références [15, 72, 134] pour un
point de vue plus complet. La littérature sur le sujet abonde, les polytopes apparaissant
naturellement dans des cadres variés, comme la géométrie affine, la géométrie algébrique,
la topologie, ou encore la programmation linéaire et 'optimisation combinatoire pour un
versant plus applicatif. Ils sont donc étudiés de facon purement théorique aussi bien que
d’un point de vue algorithmique, étant de par leur nature discrete et finie implémentables
sur un ordinateur.

Dans cette étude sur les systemes de Glass, on a fait appel a certaines notions sur les po-
lytopes sans les définir rigoureusement, ce qui est le propos de cette annexe. Les résultats
seront ici donnés sans démonstration. De facon informelle, la notion de polytope généralise
aux dimensions supérieures les polygones du plan, et les polyedres de R3.

Dans toute la suite R™ est un espace affine, et la notion de sous-espace - point et hyperplan
notamment - est également a prendre au sens affine.

En reégle générale toutefois, les définitions et propriétés données seront indépendantes de
la position exacte des polytopes dans R™. Elles concerneront donc la nature intrinseque
des polytopes, et seront de nature plutét combinatoire. On peut donner deux définitions:

Définition A.1 (V-polytope). Pour X C R" fini: X = {2, i=1...N}

N
P=conv(X)={> X' [N >0, > \=1}
=1 i

Définition A.2 (H-polytope). Pour A € R™*" et b € R™*!
P =P(Ab) ={z e R"| Az < b},

(ot Uinégalité est a prendre ligne a ligne), est un polyédre. Un polytope est un polyédre
borné.
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On remarque au passage qu'un polytope, en tant que fermé borné de R™, est un en-
semble compact.
Un résultat essentiel est alors le fait que ces deux définitions de polytopes sont équivalentes.
On attribue ce résultat a Weyl, Minkowski, entre autres.

Théoreme A.3. Tout V-polytope peut étre décrit par un ensemble fini d’inégalités af-
fines. Réciproquement, tout H-polytope de R™ peut étre décrit comme enveloppe convexe
d’un ensemble fini de points de R™.

On omettra donc les préfixes ‘H et V, sauf pour insister sur une représentation parti-
culiére si le contexte s’y préte.
On définit la dimension d’un polytope comme étant celle de I’espace affine qu’il engendre,
cette derniere étant celle de I’epace vectoriel direction. On désignera parfois par n-polytope
un polytope de dimension n. On rappelle pour cela la définition :

Définition A.4 (sous-espace affine engendré). par un ensemble de points X :

N
aff(X) :{Z)\ixi]xl...xNeX, Z)‘i: 1}.
i=1 -

C’est le plus petit sous-espace affine contenant X. On Uappelle aussi parfois enveloppe
affine.

Par ailleurs, I'image d’un polytope par une application affine de la forme x — Az + b
est un polytope, et 'intersection d’un polytope et d’un sous-espace affine également. Deux
poytopes P et Q) sont dits affinement équivalents s’il existe une application affine ¢ telle
que ¢(P) = @, et la restriction ¢ : aff(P) — aff(Q) est une bijection.

De méme qu’un polyedre est structuré en sommets, arétes et faces, on peut décomposer
un n-polytope P en faces de dimension k pour k = —1...n, avec la convention que & est
une face de dimension —1, et P est I'unique face de dimension n. Une face de dimension
k sera appelée k-face en général, et il est courant d’appeler sommets les O-faces, arétes les
1-faces, et facettes les n— 1-faces. De facon générale, une k-face de P est un k-polytope
inclus dans la frontiere de P. Pour chaque k € {—1...n} on notera SKj(P) I'’ensemble
des k-faces de P (le k-squelette de P), et SK(P) =, SKy(P).

Intuitivement, une face est l'intersection du polytope considéré avec un hyperplan affine.
Cependant, une intersection quelconque ne sera pas en général une face, et pour choi-
sir correctement ’hyperplan intersecté on utilise la notion d’hyperplan d’appui (support
hyperplane). On rappelle qu'un hyperplan affine peut étre défini sous la forme

H=H(v,b) ={z e R"|(z,v) =b}
ou (.,.) est le produit scalaire usuel sur R”. On note alors
H™ =H (v,b) ={z e R"|(z,v) < b}
le demi espace fermé de bord H, et HT = H™(v,b) le demi espace obtenu en changeant

le sens de 'inégalité. Alors,

Définition A.5 (hyperplan d’appui). Hyperplan affine H tel que PNH # @ et P C H™
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0,

F1a. A.1 — Representation en graphe du treillis gradué associé au carré (2-cube)

On pourrait de facon équivalente choisir des demi espaces de la forme H ™, ou encore
des demi espaces de signe quelconque, du fait de 1'égalité H(v,b) = H(—v, —b). Pour un
hyperplan support, on dit que I'inégalité définissant le demi espace contenant P est valide
pour P. Alors, on sait de plus que H N P est une face de P.

D’un point de vue un peu plus algébrique, les faces d’un polytope sont alors structurées
d’une fagon particuliere. Rappelons a cet effet les définitions suivantes:

Définition A.6 (ensemble partiellement ordonné gradué (graded poset)). En-
semble ordonné (P, >) admettant un unique maximum 1, un unique minimum 0 et une
fonction rang r : P — N telle que :

~r(0)=0etp<q=r(p) <r(q

-p<qetr(p)—r(q>1=>IFHeP, p<t<qg

Définition A.7 (treillis (lattice)). Ensemble partiellement ordonné tel que tout couple
(p,q) admet un minimum, donné par la relation pA\q (meet), et un mazimum pV q (join).

Définition A.8 (atome, coatome). Soit L un treillis gradué. On appelle :
— atomes les éléments minimauz de L\ {0} (éléments de rang 1)
— coatomes les éléments mazimauz de L\ {1} (éléments de rang r(1) — 1)

L est atomique si tout élément est join d’un ensemble d’atomes
L est coatomique si tout élément est meet d’un ensemble de coatomes.

Dans le cas des polytopes, les faces ont naturellement une structure de treillis, en
prenant C comme ordre partiel: (SK(P),C) est donc le treillis des faces de P. Plus
précisément, on a:

Théoréme A.9. Les treillis de faces de polytopes convexes sont finis, gradués, atomiques
et coatomiques.

G N H est lintersection des faces G et H

GV H est Uintersection de toutes les facettes contenant G et H.

La fonction rang est: r(G) = dim(G) + 1.

Les atomes sont les sommets, et les coatomes les facettes.
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On peut maintenant parler d’isomorphisme combinatoire entre polytopes, désignant par la
le fait pour deux polytopes d’avoir des treillis de faces isomorphes (en tant que treillis). Le
type combinatoire d’un polytope est alors la classe d’équivalence pour la relation induite
par cet isomorphisme.

Le treillis SK(P) possede bien d’autres propriétés, de nature combinatoire mais inter-
prétable géométriquement, que nous ne rappelerons pas car elles ne nous intéressent pas
directement. On peut cependant mentionner quelques faits, assez intuitifs:

Propriété A.10. Soit P C R™ un polytope, et F' une face quelconque. Alors:

— les faces de F' sont exactements les faces de P incluses dans F :
vk € {—1 R n}, SKk(F) = SKk(P) NF
- F=Pnaff(F)
— toute intersection de faces de P est un face P (ie. SK(P) est stable par N)

De nombreuses constructions sur les polytopes sont possibles, et certaines grandes
classes de ces compacts sont bien décrites. Comme on se limite ici aux polytopes en tant
qu’ils interviennent dans ’analyse des systemes de Glass, on va maintenant expliciter cer-
tains objets et transformations utiles a notre étude.

Le polytope le plus simple est comme son nom peut 'indiquer le n-simpleze, ici dénoté
A,. Cest 'enveloppe convexe de n+1 points affinement indépendants, c’est-a-dire tels
que A, est de dimension n. Toutes les faces d’un simplexe sont elles-méme des simplexes
de dimension inférieure. Ay, Ay et Ag sont respectivement un segment, un triangle et
un tetraedre. Cet objet est particulierement utile de le cadre du calcul numérique, car il
permet de définir un champ de vecteurs de fagon univoque étant donnée sa valeur aux
sommets du simplexe. Ceci en fait la cellule de base des discrétisations de type élément
fini. De méme en géométrie algorithmique, la triangulation est bien souvent le type de
discrétisation privilégié, en particulier pour la calcul du volume [19]. Tout ceci a titre
d’exemple informatif.

Dans le cadre des systemes de Glass, c’est le cube qui sert de brique de base pour la
décomposition de l'espace d’états. A contrario des simplexes, les cubes forment un en-
semble stable pour le produit cartésien.

Considérons donc le n-cube unité C,, = [0,1]" = conv({0,1}") (parfois appelé hypercube
pour n > 3), qui est obtenu a partir d'une boite d’un systéme de Glass par simple chan-
gement d’échelle. Les deux formes données pour définir C,, montrent de suite que ce cube
possede 2n facettes (données par des équations x; = 0 ou x; = 1 pour i = 1...n), et 2"
sommets (les points de coordonnées dans {0,1}").

Les faces non vides du n-cube sont des k-cubes, pour £k = 0...n, obtenues en fixant n — k
composantes & 0 ou 1, les autres a valeur dans [0, 1]. On en déduit que le nombre de k-faces
est CﬁZ”_k. Outre ces aspects combinatoires, le cube est caractérisé d’un point de vue plus
géométrique par un groupe de symétries miroir (ie. par rapport & un hyperplan). Nous
ne développerons pas cet aspect, qui est essentiellement ’ceuvre de H.S.M. Coxeter dans
ses études sur les polytopes réguliers, et donne lieu a une théorie algébrique qui va bien
au-dela de ce travail.

Le 4-cube C4 peut-étre projeté dans R3 de facon visuellement assez parlante grace au
schématisme du diagramme de Schlegel, mentionné dans le texte. Dans le cas général,
ce diagramme se fait sur la frontiere d’un polytope, qui est une structure un peu plus
générale que celle de polytope: c’est un complexe polyédrique (cas particulier du concept
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plus abstrait encore de complexe cellulaire, qui est un ingrédient essentiel de la topologie
algébrique). On adapte la définition donnée dans [72, 134], en choisissant les polytopes
comme cellules de base au lieu des polyedres. On n’a en effet rencontré que des polyedres
bornés.

Définition A.11 (complexe polytopal). Collection finie € de polytopes de R™ telle
que :

- Pe%= SK(P)C%, i.e. toutes les faces de P appartiennent au compleze € .

- P,Q € ¢ = PNQ est une face commune de P et Q (ie. PNQ € SK(P)NSK(Q)).

La dimension de C est alors le mazimum des dimensions de ses éléments. L’ensemble
sous-jacent est souvent noté |C| = Jpee P.
Si toutes les faces de C sont des cubes, on parle de complexe cubique

Un complexe polytopal ne possede pas la structure de treillis ordonné gradué d’un

polytope en général, car il ne possede pas d’élément maximal unique pour l'inclusion. En
ajoutant un maximum artificiel, on obtient bien une telle structure.
Plus précisément, un complexe € hérite du treillis de faces de chacun des polytopes le
composant. On gradue ce treillis de la méme facon qu’un polytope, par la dimension.
Dans le cadre des complexes polytopaux, on étend facilement la notion de k-squelette,
comme ensemble des polytopes de dimension k appartenant a %. Ceci peut s’écrire:
SKi(€¢) = {P €% |dim(P)=k}. € est alors exactement l'union de ses k-squelettes,
pour k € {—1...n}. On peut également considérer SKj(%) comme réunion de tous les
SKy(P), pour P € ¢ de dimension > k.

Exemple A.12. P étant un polytope,
— L’ensemble SK(P) de ses faces est un complexe polytopal.

— L’ensemble SK(OP) des faces de sa frontiére, est un complezxe polytopal inclus dans
le précédent (dont l’ensemble sous-jacent est OP U P).

— Le pavage en boites de l'espace d’états d’un systeme de Glass est un complexe cu-
bique, avec des cubes de la forme T[]} [05j,,0ij,+1]-

— De méme, la collection des frontiéres de ces boites (dont l’ensemble sous-jacent a été
choisi comme domaine de l'application de transition M), et de toutes leurs faces,
est aussi un complexe cubique.

On va maintenant expliciter la construction du diagramme de Schlegel, en s’inspirant
encore une fois de [134].

Définition A.13. Soit P un n-polytope, F une face propre de P et x € int(P).

On note Hy,...H)y les hyperplans affines définissant les facettes de P (et donc P lui-
méme).

Un point yr est dit derriere F' si x et yp se trouvent de part et d’autre de tous les hyper-
plans H; contenant F', et du méme coté de tous les H; ne contenant pas F'.

On en trowvera une illustration plane sur la figure A.2.
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Fi1c. A.2 — lllustration : les points y. sont
"derriére” les faces indiquées par leur indice

Fic. A.3 — Image par I'application M as-
sociée au point f, situé derriére la face F,

--"H d’'un point x intérieur au polytope (ici un
polygone).

- - B .“f

Le diagramme de Schlegel fait également intervenir une transformation projective, qui
est 'exacte analogue de 'application de transition définie en (2.28), dans le cas de taux
de dégradation uniformes. On la redéfinit ici pour un polytope quelconque P, et une
facette F' de P. On suppose que F' est définie par I'inégalité (a,x) < b (avec les notations
précédentes: F = H(a,b) N P et P C H (a,b)). Pour un point f situé derriere F', et
r € P,
b— <CL, f>

(a,2) —(a, f)

Cette application, schématisée sur la figure A.3, est strictement identique a ’application
de transition dans un réseau de Glass, f jouant ici le role du point focal.

Mz = f+ (z—1J)

On peut maintenant définir le:
Définition A.14 (diagramme de Schlegel). de P basé sur la facette F :
D(P,F) = {M(G) |G e L(P)\ {P, F}} CF
Ce diagramme a la propriété suivante, déja mentionnée plus haut.

Propriété A.15. D(P, F) est une subdivision polytopale de F' combinatoirement équiva-
lente au complexe polytopal C(OP \ {F'}).

Ou par subdivision polytopale de F' on entend: complexe polytopal ayant F' comme
ensemble sous-jacent ; par exemple, une triangulation est une subdivision simpliciale.
Le diagramme de Schlegel a été initialement introduit comme outil de visualisation de po-
lytopes en dimension 4, via une projection sur une de leurs facettes (qui sont de dimension
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3). On trouvera des exemples de diagrammes de Schlegel sur la figure A.4.

F1a. A.4 — Quelques exemples de diagrammes de Schlegel : pour les simplexes A4 et A3 (3 gauche),
et les cubes C4 et Cs (a droite). Ces polytopes sont réguliers: toutes leurs k-faces sont affinement
isomorphes a k fixé. Ainsi la facette sur laquelle on projette est ici indifférente.
Il est & noter que ’équivalence entre D(P, F') et C(OP \ {F'}) est uniquement combi-
natoire, et qu’on n’a notamment pas d’équivalence affine entre ces deux complexes. Ceci
provient essentiellement du fait que ’application M est non linéaire.
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Annexe B

Rappels sur la dynamique symbolique

Cette annexe est destinée a fournir un rapide apergu des outils et résultats de base de

la théorie des systemes dynamiques symboliques. Elle est principalement congue comme
complément au chapitre 6, ou il est fait usage de notions ici définies. La dynamique sym-
bolique a des origines assez anciennes, et s’est vue employée depuis dans des contextes
variés. Le court compendium ici fourni est donc, comme le précédent sur les polytopes,
tres partiel en comparaison de la littérature, prolifique, sur le sujet et ses ramifications.
Les résultats sont fournis sans démonstration.
Historiquement, il semble que J. Hadamard soit le premier, en 1898, a employer des
méthodes semblables a celles ici présentées, pour décrire les lignes géodésiques de sur-
faces a courbure négative. Le principe de base de cette approche est schématisé sur la
figure B.1. Depuis cette époque, de nombreux développements ont vu le jour, et cette
théorie s’est appliquée a des systemes dynamiques variés. Parmi les domaines ou la dy-
namique symbolique s’applique avec succes ont peut citer les itérations de fonctions de
I'intervalle, les automorphismes du tore, les billards, les systemes dynamiques non linéaires
ou chaotiques, ou encore le codage, les langages formels et les automates finis, avec des
points de vue plus ou moins applicatifs. Dans le contexte des dynamiques non linéaire,
on peut mentionner 'usage de cette méthode pour coder la dynamique du célebre «fer
a cheval» de Smale, et montrer que c’est un systéeme chaotique. Pour une présentation
accessible sur les systémes dynamiques non linéaires, ou la dynamique symbolique est
traitée, on renvoie a la référence en ligne [24], ou aux livres [43, 67]. Le texte [86] est notre
référence principale. Ce livre est consacré entierement a la dynamique symbolique, et a
ses applications en théorie du codage. Il contient de trés nombreuses références.
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Fic. B.1 — Présentation schématique d'un usage courant de la dynamique symbolique; le mot
0121434145 code le morceau de trajectoire représenté.

Le terme dynamique symbolique renvoie a un type particulier de systemes dynamiques
discrets. Ces systémes ont un espace d’états de la forme ¥ C A% (ou & C AY), ot A est un
ensemble fini: un «alphabet», dont les éléments sont donc souvent appelés des symboles.
La dynamique sur un tel espace de suites, ou «mots infinis» sur A, est définie par une
application de décalage (shift en anglais), définie comme suit :

o: A% — AZ

a= (ai)ieZ — ([a(a)]i - aiH)ieZ

ol les suites peuvent naturellement étre indexées par N au lieu de Z, avec pour conséquence
la non-inversibilité de o. Comme l’emploi de la dynamique symbolique au chapitre 6
concerne des systéme non inversibles, on se place & partir de maintenant dans ¥ 4 = AY.
Le systeme (X 4,0) est appelé full shift dans la littérature anglophone. On appelera ici
shift plein ce systeme. Un systéme dynamique symbolique général est de la forme (3, o|y),
ou le sous-ensemble X satisfait certaines conditions de fermeture. Ces conditions peuvent
prendre deux formes équivalentes.

Chaque élément d’un shift ¥ étant un mot infini w = wy - wiws ..., on est naturellement
amené a considérer le langage dont les éléments sont les mots wy, . . . wy44 apparaissant dans
une suite w € ¥. On note £,(X) 'ensemble des mots de longueur p apparaissant dans les
éléments de X, et L(X) = U ey L£p(2).

La premiere caractérisation est la suivante:

Définition B.1 (espace de décalage (shift space)). Un espace de décalage est un
sous-ensemble 3 C X 4 caractérisé par un ensemble F C L(X 4) de mots finis sur A, qui
n’apparaissent pas dans les éléments de ¥ : L(X) = F¢=L(X4) \ F.

On appelle souvent F ensemble des blocs interdits de 3.

On usera parfois de la terminologie anglophone dans la suite. Une abréviation pratique
de "espace de décalage” sera ”décalage” (shift), ou ”sous-décalage” (subshift) lorsqu’il
s’agit d’un sous-espace strict de X 4.

La définition ci-dessus permet d’introduire immédiatement une classe importante de dé-
calages: les décalages de type fini (subshift of finite type). Ce sont ceux pour lesquels
I’ensemble des mots interdits F est fini. De facon informelle, les décalages de type fini sont
les espaces de mots infinis définis comme chemins infinis sur un graphe orienté, dont les
arétes fournissent les symboles (pour étre plus exact, pour représenter tous les décalages
finis par de tels graphes, il faut que les arétes codent pour des mots, et non pour des
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symboles seuls, cf. [86] p.41).

Notons ici qu’un espace de décalage est entierement déterminé par son langage : la donnée
de L(X) et celle de ¥ sont équivalentes, les mots interdits de ¥ étant ceux de L(X)¢
(complémentaire dans £(X 4)). Tout langage ne définit cependant pas un espace de dé-
calage. Ceux qui engendrent un tel espace doivent vérifier certaines conditions (voir [86],
p.10).

Proposition B.2 (langage d’un espace de décalage). Soit L un langage sur l’alphabet
A. C’est un langage de shift space si et seulement si, pour tout w € L :

(a) tout sous-mot de w appartient a L,

(b) il existe deux mots non vides de L, u et v, tels que uwv € L.
L’unique espace de décalage de langage L est alors celui dont les mots interdits sont ceux
du complémentaire L.

La deuxieme caractérisation des espaces de décalage est de nature topologique. Bien
souvent, A est muni de la topologie discréte, donnée par la distance discrete: §(a,b) = 1
sia#bet 0sia=>h. X4 estalors doté de la topologie produit, donnée par la distance :

5(a”, bk)
keN
A laquelle on préfere parfois cette distance, qui lui est équivalente :
5(a”, bk)

pla,b) =sup ———=
(8.b) ken  2F

On a maintenant donner une deuxieme définition d’espace de décalage, équivalente a
la précédente (voir [86], p. 179 pour une démonstration de cette équivalence).

Définition B.3 (espace de décalage (shift space)). Un espace de décalage est un
sous-ensemble ¥. C X 4 compact, et o-invariant (i.e. o(X) C X).

On peut montrer que X 4 est lui-méme un compact. Il s’ensuit qu’il est suffisant pour
un sous-espace Y d’étre fermé et o-invariant, pour étre un espace de décalage.

Un fait remarquable maintenant, est que o est une application continue pour 'une
quelconque des distances d, p. En effet, on montre facilement

p((a),5(b)) = 20(a,b),

et o est donc 2-lipschitzienne pour p.

Notant abusivement o = |y, pour plus de concision, (X, o) est donc un systéeme dynamique
topologique (i.e. 3 est un espace topologique) en temps discret. Supposant qu’il approche
un autre systeme dynamique (X, f), ou X est un espace topologique et f une application
continue sur cet espace, on cherche classiquement a comparer les dynamiques de ces deux
systemes au moyen d’une application continue ¢ : X — X, telle que le diagramme suivant :

x 2

o

X ——

(B.1)
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commute, c¢’est-a-dire ¢ o f = o 0 ¢. On distingue alors les trois notions suivantes:

Définition B.4 (facteur, plongement, conjugaison). Si l'application ¢ telle que le
diagramme B.1 commute est
— surjective on dit que (X,0) est un facteur de (X, f), et ¢ un code facteur (factor
code) de X sur X. On dit aussi que ¢ est une semi-conjugaison, et que (X, f) est
une extension de (X,0).
— ingective on dit que ¢ est un plongement (embedding) de X dans 3.
— bijective, on dit que (X,0) et (X, f) sont topologiquement conjugués (topologically
conjugate), et 'on note (X,0) ~ (X, f).
Toutes ses définitions s’appliquent pour deux systémes dynamiques topologiques, et pas
seulement aux systemes symboliques.

Les espaces considérés étant généralement compacts, si ¢, qui est continue, est aussi bi-
jective alors c’est un homéomorphisme. Ce cas, qui est celui de la conjugaison topologique,
est le résultat le plus fort qu’on puisse obtenir pour comparer deux systemes dynamiques
topologiques. En particulier il est connu que ¢ envoie toute orbite de (X, f) sur une orbite
de (X, 0), et les propriétés suivantes sont invariantes par conjugaison : points fixes, orbites
périodiques et leur période, orbites denses, transitivité topologique, entropie topologique
(cf. infra).

On donne maintenant un exemple de conjugaison entre deux sous-décalages qui, outre
son intérét illustratif, nous sera utile dans le chapitre 6.

Exemple B.5. Soit (X,0) un sous-shift sur l’alphabet A. On définit l’espace des p-mots
2Pl de & (pth higher-block shift space) au moyen de l'application suivante :

0 al a2
o1 al a2 a3
Bpra=a.aa"...—

Alors, SP) = {Bp(a) | a € L} est un espace de décalage sur l'alphabet AP. Les symboles de
cet alphabet ont €té écrits verticalement ci-dessus, ce qui est usuel et permet une meilleure
lisibilité. De plus, 3, est une conjugaison topologique entre ces deux espaces. Intuitive-
ment, ceci est a relier au fait que deux blocs apparaissant successivement dans I’équation
ci-dessus ont p—1 symboles en commun. Ainsi, un mot infini et son image par 3, sont une
donnée équivalente : I'un permet de construire ’autre de facon univoque. Nous renvoyons
a [86] pour une démonstration formelle (facile) de nos affirmations.

Une conséquence de cette conjugaison concerne les décalages de type fini. On a défini ces
derniers comme induits par un graphe orienté dont les arétes fournissent l’alphabet. Ils
peuvent de maniére équivalente étre définis a partir d’un graphe orienté dont les sommets
sont lalphabet. En effet, un aréte étant une paire orientée de sommets, la conjugaison (B[
etablit I’'équivalence de ces deux définitions.

Outre les décalages de type fini, une autre classe importante est constituée par les
décalages sofiques (sofic shifts). Ici encore, plusieurs caractérisations peuvent en étre don-
nées. L'une d’entre elle, pratique, est la suivante: les décalages sofiques sont les facteurs
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des décalages de type fini (cf. [86], p.70). Ce sont également les décalages définis comme
ensemble de chemins infinis sur un graphe orienté étiqueté, les étiquettes étant définies
comme une application des arétes du graphe sur un alphabet fini. Autrement dit, les shifts
sofiques sont les shifts dont le langage est accepté par un automate fini (dont tous les états
sont initiaux et terminaux).

Au vu de ces caractérisations, cet ensemble contient strictement les décalages de type finis.
Un exemple de décalage strictement sofique (i.e. sofique, mais pas de type fini) est donné
par le décalage pair (even shift) : sur ’alphabet {0, 1}, il est constitué des séquences telles
que deux 1 successifs sont séparés par un nombre pair de 0. L’ensemble F = {10%P+11 | p €
N} de mots interdits dans cet espace est infini. Le décalage pair est cependant bien décrit
par le graphe ci-dessous:

0
1 C o/\o
0
Un autre caractérisation encore, est de définir les shifts sofiques comme sous-ensembles de
> 4 définis par un ensemble régulier de mots interdits. On voit bien encore que les shifts
de type fini forment un sous-ensemble strict des shifts sofiques.
La classe des décalages sofique est notamment intéressante parce qu’il est possible pour
cette classe d’évaluer une grandeur importante : I’entropie topologique.
Cette quantité est définie pour un systeme dynamique toplogique général (X, f), avec X
compact.

Définition B.6 (entropie topologique - cas général). Deux séquences finies de points
de X : (zo,...,xp) €t (Yo, ..., yp) sont dites e-distinguables si:

35 € {0,...,p}, d(zj,y;) > ¢,

ot d est une distance sur X.

On note N(p,e) le nombre mazimal de segments d’orbites de longueur p qui sont e-
distinguables (bien défini car X est compact et f continue).

Alors, on définit l'entropie topologique par :

log N
h(X, f) :iim limsupw.

=0 p—too p

De facon conventionnelle, le log ci-dessus est choisi a base 2. En général, on note plutot

h(f), et 'on parle d’entropie topologique de I’application f. Nous conserverons toutefois la
notation ci-dessus, principalement parce qu’il arrivera qu’on use abusivement de la méme
notation pour une application et sa restriction a un sous-ensemble de son domaine. Ceci
en particulier pour 'application de décalage o.
Cette définition se préte assez peu aux investigations numériques, telle quelle. Intuitive-
ment, 'entropie h mesure le taux de croissance asymptotique du nombre d’orbites dis-
cernables: ce nombre est équivalent & 2", pour p — oo, lorsque p est la longueur des
segments d’orbites. Il est prouvé qu’'un systéme ayant une entropie topologique stricte-
ment positive satisfait aussi les définitions les plus courantes de systéme chaotique (e.g.
dépendance sensible aux conditions initiales ! et transitivité topologique ?).

1.3n > 0,Vz € X,V V(z) un voisinage ouvert de z, 3y € V(z),Ip > 0, d(fP(x), fP(y)) > n.
2.V U,V ouverts, Ip > 0, fP(U) NV # @.
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Dans le cas d’un systéme dynamique symbolique, la définition précédente prend une

forme plus simple:
log #L,(%
h(%,0) = lim Lﬁu().
p—00 P

Par exemple, on déduit de cette expression que I’entropie (on omettra sans ambiguité pos-
sible ’épithete topologique) du décalage plein sur un alphabet a N symboles est log V.
Comme 1 < #L£,(X) < NP pour ¥ non vide, on 'encadrement 1 < h(X,0) < logN.

On peut maintenant donner quelques propriétés de ’entropie topologique :
= h(X, f?) = ph(X, f) pour p €N (et fP = fo---of).

— si (Y, g) est un facteur de (X, f), alors h(Y, g) < h(X, f).

— si (X, f) admet un plongement dans (Y, g), alors h(X, f) < h(Y, g).

- si (X, f) ~ (Y, g), alors h(Y,g) = h(X, f).

Cette derniere propriété, d’invariance par conjugaison, est I'un des intéréts majeurs de
cette quantité. Un autre intérét est la possibilité de calculer cette entropie pour une large
classe de systeme: les systemes sofiques définis plus haut.

Pour montrer comment ce calcul est possible, quelques notions supplémentaires doivent
étre introduites (elle sont pour l'essentiel reprises de [86], chapitre 4).

Dans le cas ou un systéme dynamique symbolique est défini par un graphe orienté (éven-
tuellement étiqueté) G, on note g l'espace de décalage correspondant.

Considérons un graphe orienté G = (V| E), doté de n sommets: on identifie V' et N,,.
La matrice d’adjacence A = A(G) € {0,1}"*™ est définie par: A;; = 1 si et seulement si
(i,7) € E. 1l est alors connu que

(AP)y; =k = il existe k chemins de longueur p de i a j dans G.

Notamment, la trace Tr(AP) est donc égale au nombre de points périodiques de période p.
On définit la relation d’équivalence suivante sur V :

’L<‘vv‘>j <~ EIp,qEN,(Ap)ij#Oet (Aq)ji#o,

qui admet comme classes d’équivalence les composantes fortement connezes de G, parfois
appelées aussi composantes irréductibles. La matrice d’un graphe fortement connexe est
dite irréductible. L’irréductibilité d’un graphe est équivalente a la transitivité topologique
du systeme dynamique (Xg, ).

On rappelle maintenant une version d’un théoreme célebre :

Théoréme B.7 (Perron-Frobenius). Soit A # 0 une matrice irréductible. Alors A ad-
met un vecteur propre v positif, associé a une valeur propre simple, strictement positive
wa. Sin est un autre valeur propre de A, alors |n| < pa. Tout vecteur propre positif de A
est un multiple de v 4.
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Le point essentiel, en ce qui nous concerne ici, est I’existence d’une valeur propre do-
minante et positive p4, pour A irréductible.
Etant donnée une matrice A A coefficients positifs, il est possible de mettre A sous forme
triangulaire par blocs, les blocs diagonaux étant les matrices d’adjacence des composantes
fortement connexes de G. De tels blocs sont appelés composantes irréductibles de A. Pour
ceci, on construit un graphe orienté dont les sommets sont ces composantes fortement
connexes. Un aréte (I,J) dans ce graphe est définie par l'existence d'un i € I et d'un
J € J, tels que i ~» j, ol i ~» j est bien str défini par Ip € N, (AP);; # 0. Ce nouveau
graphe est alors sans cycle, ce qui se traduit par le fait que sa matrice d’adjacence peut
étre mise sous forme triangulaire. Cette procédure, et le calcul du polynome caractéristique
d’un matrice triangulaire par blocs, conduisent au résultat suivant :

Théoréme B.8. On soit A la matrice d’adjacence d’un graphe G.
Soient A1, ..., A les composantes irréductibles de A. On appelle valeur propre de Perron
de A la valeur propre suivante: ua = DaX 4, -

1ENE

On a alors
h(Xg,0) = log pia.

On remarquera notamment que p4 est le rayon spectral de A.

D’autres invariants par conjugaison peuvent étre calculés pour les systemes dynamiques
symboliques: on a vu plus haut que le nombre de points périodiques en est un (en pre-
nant garde que Tr(AP) "compte” aussi tous les points périodiques dont la période divise
p). On peut également mentionner les fonctions zéta qui sont souvent étudiées (cf. [24, 86]).

Maintenant qu’on a montré comment calculer 'entropie d’un systeme sofique, on va
conclure cette annexe en présentant une méthode générale permettant de ramener un
systeme dynamique topologique & un systeme symbolique. Le principe de cette méthode
est celui représenté sur la figure B.1.

On se donne donc un systéeme dynamique topologique (X, f). En général X est compact
et f continue. On se donne également une partition

P ={P,P,.. Py}

de X, ou les P; sont des ouverts disjoints, et U P; = X. On code alors les trajectoires
1€ENpN

de (X, f) au moyen de 'alphabet A = Ny. Un mot a; ...a, € AP sur cet alphabet est dit
admissible si '

() F7(Pa) # 2.

€Ny
Un mot infini est dit admissible si tous les mots finis apparaissant dans sa séquence le sont.
On définit alors ¥ comme l’ensemble des mots infinis admissibles: (X, 0) est un systéme
dynamique symbolique approchant (X, f).
Un cas particulier essentiel est le suivant : pour a € 3 on note

Dp(a) = m f_i(Pai)a
1€Np

qui est un sous-ensemble de X (c’est exactement l’ensemble D, défini a I’équation (4.12),
pour un a de longueur p).
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Par compacité de X, 'intersection

m Dy(a)

peN

est non vide. Dans le cas ou c’est un singleton notons ¢ ’application qui a a associe le
point composant ce singleton. On dit alors que P fournit une représentation symbolique de
(X, f). Si de plus X est de type fini, on dit que P est une partition de Markov. 1l est bien
sur difficile en général de construire une telle partition, et ’on pourrait méme se demander
s’ill est seulement possible d’en construire une. Plusieurs exemples attestent qu’'une telle
construction est possible: les itérations d’une fonction de l'intervalle, les automorphismes
du tore de dimension deux T? = R?/Z2, ou encore les difféomorphismes hyperboliques de
type axiome A sont les exemples les plus fameux pour lesquels des partitions de Markov
ont été proposées. Nous renvoyons a [1] pour une étude détaillée et accessible sur les par-
titions de Markov.

Lorsque P fournit une représentation symbolique de (X, f), 'application ¢ est un code
facteur de (X,0) sur (X, f). Ce code facteur conserve certaines propriétés intéressantes,
qui peuvent donc étre étudiées dans (3, o) au lieu du systeéme initial. Parmi ces propriétés
on recense :

— la transitivité topologique.
— le mixage topologique.
— la densité de I'ensemble des points périodiques.

La propriété de mixage topologique, plus forte que celle de transitivité, admet les car-
catérisations suivantes:

— Pour un systéme dynamique topologique (X, f):
vV U,V ouverts, Ipg > 0,Vp > po, fF(U)NV # 2.
— Pour un espace de décalage:
Y(u,v) € (£(2))?,3po € N,Vp = po, Fw € L, (L), uwv € L(X).
— Pour un espace de décalage défini par un graphe, de matrice d’adjacence A:
dp >0, Vi,j, (AP);; > 0.

La derniére propriété définit une matrice dite primitive. La valeur propre de Perron p 4

d’une telle matrice est strictement dominante: toute autre valeur propre 7 est telle que
Inl < pa.
Toutes ces propriétés sont spécialement intéressantes dans le cas de dynamiques chao-
tiques, ou en tout cas assez complexes. Le fait de pouvoir les caractériser simplement
explique en bonne partie la popularité des méthodes de dynamique symbolique dans le
contexte de I'analyse du chaos et des phénomenes non linéaires.

Pour conclure cette annexe, mentionnons ’existence de versions probabilistes de la dy-
namique topologique (et donc symbolique). Sans entrer dans les détails, de tels systemes
sont de la forme (X,B,m, f), ou (X,B,m) est un espace probabilisé, et f : X — X
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une application préservant la mesure m (i.e. VB € B,m (f*I(B)) = m(B)). La théorie
ergodique traite de tels systemes, pour lesquels les notions présentées plus haut ont un
équivalent, défini en termes de mesure (grosso modo, on demande aux propriétés d’étre
vérifiées presque partout au sens de m). Notamment, ’entropie d'un tel systeme est définie
relativement & une mesure f-invariante (i.e. préservée par f), et porte le nom d’entropie
métrique. Historiquement, cette notion d’entropie a précédé celle d’entropie topologique, en
ce qui concerne I’étude des systemes dynamiques®. Nous n’en détaillons pas la définition,
n’ayant pas 'usage de cette notion. Retenons seulement que ’entropie topologique est la
borne supérieure, pour toutes les mesures f-invariantes, des entropies métriques associées
(ce résultat est appelé principe variationnel).

3. L’entropie topologique est définie en 1965 par Adler, Konheim et McAndrew. La notion probabiliste
d’entropie est introduite essentiellement par Kolmogorov et Sinai a la fin des années 1950, tandis que celle
relative a la théorie du codage est due & Shannon, a la fin des années 1940.
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