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Présentation générale

Ce mémoire contient mon travail de recherche de ces dernieres années, et expose
le contenu des articles [4, 5, 22, 14, 23, 19, 18, 20, 21, 12, 15, 17, 16] en vue de
I’obtention de 1’Habilitation a Diriger les Recherches. 11 est constitué de quatre
parties. Les deux premieres présentent une synthese des themes sur lesquels se
sont concentrés ’essentiel de mes travaux. Les deux dernieres parties résument
brievement des articles dont les sujets, bien que liés a ce qui précede, doivent étre
traités séparément.

La premiere partie est consacrée a I’étude d’'un modele mathématique pour les
atomes et molécules relativistes, et détaille les résultats obtenus dans les articles
[5,4, 17, 16]. Nous motivons d’abord le probléeme par le rappel de quelques résultats
physiques et mathématiques liés a ce probleme (§ 1-3); la suite s’articule autour de
la construction de la fonctionnelle énergie de notre systeme (§ 4), puis de I’énoncé
des résultats principaux obtenus (§ 4 et §5), en particulier ceux sur l'existence de
minima sans ou avec contraintes pour cette fonctionnelle, et leurs propriétés.

La seconde partie présente un aspect des liens qui existent entre la dynamique
pour des modeles quantiques régis par I’équation de Schrodinger, et les propriétés
multifractales des mesures spectrales. Nous donnons ici les résultats obtenus dans
[22, 23, 19, 18, 20, 21]. Dans les paragraphes § 1 et § 2 nous exposons la problé-
matique et définissons les objets nécessaires a la présentation des divers résultats
énoncés dans les paragraphes § 3 et § 4.

La troisieme partie résume les résultats obtenus dans [14, 15] et qui concernent
Iexistence d'un état fondamental pour un modele d’atome relativiste. Le modele
en question differe de celui exposé dans la premiere partie parce que d’une part
la problématique est tout autre, et d’autre part le modele inclut les interactions
avec les photons transverses, mais est plus restrictif puisque nous imposons des
hypotheses mathématiques supplémentaires.

La derniere partie reprend de maniere concise larticle [12] dans lequel nous
obtenons un résultat sur la condition de liaison et I'existence d’un état fondamental
pour le hamiltonien de Pauli-Fierz qui décrit ’énergie de systemes atomiques non
relativistes couplés au champ de photons.



Partie 1. Modeles d’atomes et de molécules relativistes

Les électrons dans les atomes lourds, en particulier ceux qui sont “proches” du
noyau, sont soumis a des effets relativistes importants. Il est nécessaire de pren-
dre en compte ces effets relativistes si 'on veut, par exemple, décrire précisément
les niveaux d’énergie des atomes. Ainsi, dans une description non relativiste, 1’or
n’aurait pas sa couleur jaune, le mercure ne serait pas liquide a température am-
biante, etc. (cf. [100, 103, 102]).

L’équation de Dirac trouve son origine dans les premiers travaux en mécanique
quantique, comme une tentative d’unifier une description relativiste des particules
avec la mécanique quantique. Le but ici n’est pas de donner une introduction
historique détaillée, car ce n’est pas dans les compétences de I'auteur. Mais le
lecteur n’aura pas attendu cela pour satisfaire sa curiosité dans ce domaine, et
pourra relire les nombreux ouvrages qui y sont consacrés (cf. par exemple [122] ou
[110]). Nous rappellerons cependant brievement 'origine de ’équation de Dirac,
sa motivation et quelques-unes de ses propriétés, puisqu’elle est au centre de cette
premiere partie.

Il faut noter que la description en mécanique quantique d’une particule relativiste
al’aide de I’équation de Dirac ne reste pas sans ambiguité. Cela est di en particulier
a 'apparition d’états d’énergies arbitrairement négatives pour 'opérateur de Dirac
et a I'interprétation de ces états. Cet opérateur joue cependant un role fondamental
dans la théorie des champs quantiques.

Cette premiere partie est organisée comme suit: nous commengons par com-
menter brievement le choix des unités du probléme physique (§ 1) et nous donnons
la définition de 'opérateur de Dirac ainsi que sa motivation physique (§ 2). Nous
présentons alors (§ 3) deux modeles pour des systemes électroniques relativistes a
plusieurs particules (hamiltonien de Brown-Ravenhall et Equations de Dirac-Fock)
avant de donner le hamiltonien formel Hio,pme de I'électrodynamique quantique (§ 4,
Equation (1.18)). Nous construisons ensuite, a partir de ce hamiltonien formel, la
fonctionnelle E7F qui est au centre de notre approche. Pour cela, nous commencons
par rappeler les définitions nécessaires a la compréhension de Hyypme (§ 4.1), en par-
ticulier, pour tout choix de ’espace a un électron $),, nous construisons 1’espace
de Fock § associé pour les états électroniques et positroniques, les opérateurs de
création et d’annihilation sur cet espace § et les champs d’électrons/positrons;
nous restreignons ensuite notre probleme en considérant une approximation de
type Hartree-Fock, que l'on construit a l’aide de la notion d’états quasi-libres
(§ 4.2.1). Nous décrivons alors (§ 4.2.2) le probleme de fagon équivalente, mais
mathématiquement mieux adapté pour la résolution, en considérant I’ensemble
convexe des matrices densité a une particule, ce qui nous permet d’en déduire
l'existence d’une famille de fonctionnelles E7F (Définition 4.14), indexée par le
choix de construction de l'espace de Fock fermionique §, i.e., par le choix de
I'espace a un électron $H,. Nous étudions alors les propriétés générales de ces
fonctionnelles (Théoremes 4.17-4.24), en particulier sa positivité qui est reliée a la
physique du probleme. Nous montrons ensuite dans § 4.4 que sous une contrainte
qui correspond physiquement a décrire des systemes atomiques de charge totale
fixée (Définitions 4.31 et 4.32), EXF admet des minima (Théoreme 4.34), dont les
propriétés (Théoreme 4.36) sont liées a celles des solutions des équations de Dirac-
Fock projetées. Nous terminons dans §5 par la comparaison des solutions d’un
probléme variationnel (1.66) de type max-min pour E#¥ — motivé par des résultats
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de Mittleman [92] — avec les solutions des équations de Dirac-Fock (Théoremes 5.1,
5.4 et 5.5).

1. CHOIX DES UNITES.

A priori, dans un travail mathématique, le choix des unités est sans impor-
tance. Cependant, comme nous voulons décrire des modeles de la Physique, il est
nécessaire de travailler avec certaines constantes pour une description raisonnable
du systeme: vitesse de la lumiere, constante de Planck, charge et masse au repos
d’une particule, etc. Les équations que nous étudierons incluent ces constantes
physiques.

D’autre part nous allons voir que pour les modeles relativistes, les valeurs des
constantes sont importantes, aussi bien pour des notions mathématiques “usuelles”,
comme le domaine des opérateurs ou les inégalités fonctionnelles, que celles plus
spécifiques qui concernent la validité des théoremes énoncés.

Il est bien connu que 1'on peut effectuer certains changements d’échelles qui per-
mettent de se “débarrasser” de certaines constantes: partant de I’équation initiale
avec toutes ses constantes physiques, un changement de variables permet d’obtenir
des équations ou seul un rapport entre les constantes intervient. Mais contraire-
ment aux équations de Schrodinger (cas non relativiste), on ne peut pas éliminer
toutes les constantes, sous peine de ne pas étre capable de décrire correctement le
probleme initial.

Dans ce manuscrit, a I’exception du début du paragraphe suivant, on utilisera es-
sentiellement le systeme d’'unités qui ne fait intervenir que la constante de structure

fine

62

o=
4drthe
ou e est la charge de I'électron, h est la constante de Planck et c la vitesse de la
lumiere. La valeur physique de « est approximativement 1/137.0359895 [24].
Dans ce choix d’unité, la masse m de I’électron peut étre fixée comme égale a 1.

2. LE PROBLEME A UN SEUL ELECTRON

La premiere équation d’onde relativiste est proposée par Schrodinger [109], puis
redécouverte (en particulier) par Klein et Gordon [77, 55]: pour un électron de
masse m et de charge e, si on applique les regles de substitution

0
—ih E —ih—
p — —ihV | —>18t

a la relation classique énergie/impulsion relativiste
E = +/c?p? + m?ct

cela conduit a I’équation de Klein-Gordon

— ﬁ28_2
ot?
ou A = Z?Zl 02 /0?x; est le laplacien. Cette approche n’est cependant pas sat-
isfaisante si I'on inclut le vecteur magnétique A et le potentiel électrique ¢ (voir
par exemple [122]), car elle ne permet pas de retrouver les valeurs des niveaux
d’énergies atomiques de fagon précise, en particulier la structure fine des niveaux
(séparation de certains niveaux d’énergie) de I'atome d’hydrogene.

(t,x) = (=RPA+m*c!) Y(t,x), tER, xR’
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En 1928 Dirac propose une équation qui tient compte de la structure interne
de ’électron, le spin, qui est linéaire d’ordre un dans les dérivées temporelles et
linéaire dans les dérivées d’espace. Le calcul des valeurs propres dans le cas de
I’atome d’hydrogene donne alors des résultats bien meilleurs que précédemment
pour les niveaux d’énergie.

2.1. L’opérateur de Dirac libre. L’équation d’évolution pour un électron libre
(i.e., en I'absence de champ électromagnétique), relativiste est donnée par

L OU(t, )

ou Dy est 'opérateur de Dirac, appelé aussi opérateur de Dirac libre, et qui s’écrit
dans le choix d’unités de §1:

(1.2) Dy = —ix - V +mp.

Cet opérateur agit sur I'espace de Hilbert § = L*(R?) ® C* des quadrivecteurs
P(z) = P(x,0), x € R¥ et 0 € {1,2,3,4}. Ici, R? est 'espace des positions pour
la particule électron. On utilise la notation o - V := Zf’zl ;0/0x;, c’est a dire

a = (o, a9, ag). Dans la représentation standard, les matrices 4 x 4 hermitiennes
a; et (B sont données par

12 (o §) =0 %)

ol 01, 09 et o3 sont les trois matrices de Pauli

(1.4) o, = ((1) (1)) , Oy = (? Bi> , 03 = ((1) _01) :

Rappelons quelques propriétés de 'opérateur Dy

Théoréme 2.1. (c.f. par ezemple [119])
L opérateur Dy est essentiellement auto-adjoint sur C3°(R?) x C*, et auto-adjoint
sur l'espace de Sobolev D (Dy) = H'(R?) ® C*. Le spectre de Dy est

0(Dg) = 0ac(Do) = (—o0, —m| U [m, +00)
0l T, est le spectre absolument continu.

2.2. Un électron en champ électrique et champ magnétique. L’opérateur
de Dirac DAV pour une particule de charge —e dans le champ électrique eVV (V
est le potentiel électrique) et le champ magnétique B :=V x A, A = (Ay, Ay, A3)
étant le vecteur potentiel magnétique, est donné par

1
DA =a - (-V 4 eA) +mpB+eV
i

sur § = L*(R3) @ C*.

Nous rappelons ci-dessous quelques résultats sur le caractere auto-adjoint de cet
opérateur (c.f. [71, 33, 65, 119, 93])

Nous commencons par un résultat assez général pour des potentiels réguliers de
type coulombien, en ’absence de champ magnétique.
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Théoreme 2.2. [121, 108, 107, 123, 124, 125, 94, 95, 76] Nous supposons que le
potentiel électrostatique V' est un opérateur de multiplication par ep(x)1ca tel que
sup [xe?¢(x)| <7,
xeR3\ {0}
alors
o Siy < 3/2, DV est essentiellement auto-adjoint sur C*(R®\ {0}), et
auto-adjoint sur D (Dy) = H*(R3?) ® C*. De plus,

Oess(D*Y) = 0(Dy) = (—00, —m] U [m, +0).

LY \/5/2 < v < 1, lopérateur D%V admet une extension auto-adjointe parti-
culiere DOV vérifiant H'(R?) @ C* ¢ ®(D%) ¢ H2(R?) @ C*. De plus,

Jess(-DO’V) = U(D0> = (—OO, —m] U [m, +OO>
Remarque 2.3. Ce théoréme inclut le cas du potentiel de Coulomb
V(x) = —eZ/|x|.

Dans ce cas particulier on utilisera alors pour l'opérateur de Coulomb-Dirac la

notation

e?7

(1.5) Dy ::Do—l—V::—ia-V—l—mﬁ—W.
Dans le cas physique ot e* ~ 1/137, le premier point du théoréme précédent est
vrat pour Z < 118 et le second point pour Z < 137, ce qui permet de couvrir tous
les atomes actuellement connus dans la nature.

Le résultat sur la stabilité du spectre essentiel est plus général que celui présenté
ici (c.f. par exemple [119, Théoreme 4.7]).

Les deux théoremes suivants traitent du cas avec champ magnétique. Nous
donnons ici les versions démontrées par Helffer-Nourrigat-Wang [65] et Mohamed-
Parisse [93].

Théoréme 2.4. [65] Supposons A € C=°(R* R?). Alors DAC est essentiellement
auto-adjoint sur C°(R3) @ C*, et auto-adjoint sur D (Dy) = H'(R3) @ C* et

o(D*0) C (o0, —m] U [m, +00)

De plus, le spectre et le spectre essentiel de DAC sont des ensembles symétriques
par rapport a l'origine.

Théoreme 2.5. [71, 93] Soient V(x) et W (x) deuz potentiels électriques (opéra-
teurs de multiplication) tels que
ci(x
V(X) =e (CO(X) + Zj\il |XJ—<—Rz|) s
j

W(x) et les c;(x) sont dans C=(R%R),

sup; sup, €c;(x)| < 1/2,

V(x)—0 et W(x)—0, quand|x|— oc.

Supposons de plus que A € C°°(R3;R3).
Alors DAVTW = - (2V 4+ eA) + mf +e(V + W) est auto-adjoint sur D (D)
et
O-ess(DA7V+W) - O-ess(DA’O)'
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2.3. L’interprétation de Dirac. Revenons un instant au probleme dun électron
libre. Dans le cas non relativiste, le hamiltonien (observable énergie), donné par
lopérateur de Schrédinger (ou Landau pour une particule en champ magnétique,
ou Pauli si la particule admet un spin) a un spectre qui est borné inférieurement.
L’apparition d’un spectre non borné inférieurement dans le cas relativiste pose de
sérieux problemes du point de vue de l'interprétation physique. On verra plus tard
que cela induit aussi des problemes mathématiques non triviaux.

En effet, par émission de photons, une particule dans un état d’énergie F; donnée
a une probabilité non nulle de passer a un état d’énergie inférieure Ey des que Ej est
dans le spectre du hamiltonien. Ainsi, si 'opérateur de Dirac libre est I’observable
énergie pour une particule (électron) libre, cette derniére, quel que soit son état
initial, évoluerait en émettant une quantité infinie d’énergie!

Des 1928, Dirac [41, 42, 44, 43] donne une interprétation du spectre d’énergies
négatives de cet opérateur en introduisant deux nouvelles notions importantes: une
mer infinie de particules virtuelles, correspondant aux énergies négatives, que 'on
appellera mer de Dirac, et une nouvelle particule, le positron.

L’idée de Dirac est d’utiliser le Principe de Pauli, qui interdit a deux particu-
les d’occuper un méme état quantique, et de considérer que le vide est constitué
d’une infinité d’électrons “invisibles” virtuels et n’interagissant pas entre eux, oc-
cupant tous les états d’énergies négatives. Cette infinité d’électrons est appelée
mer de Dirac. Ainsi, en vertu du principe de Pauli, puisque le vide remplit tous
les états quantiques d’énergies négatives, un électron “ordinaire” (par opposition
aux électrons virtuels) ne peut alors occuper que des états d’énergie positive, et le
probleme d’émission infinie d’énergie ne se pose plus.

Une lacune, ou trou, dans la distribution des électrons d’énergies négatives
représente alors une énergie cinétique positive, celle d'un positron.

—m m
i 0 i

. J J/
g v~

mer de Dirac (électrons virtuels) électrons

Cette interprétation de Dirac a connu un grand succes, puisqu’elle a permis
d’anticiper I'existence de cette anti-particule avant son observation, puis de deviner
certaines propriétés du positron, comme par exemple le fait qu’il a méme masse
que I’électron, qu’il est de charge opposée, qu'un électron et un positron peuvent
s’annihiler (occupation d’une lacune dans le spectre d’énergies négatives par un
électron d’énergie positive), etc.

Par cette procédure, il apparait que le choix du vide détermine aussi les états
quantiques électroniques et positroniques. D’autre part, ce choix de la mer de Dirac
reste arbitraire, et dépend du probleme étudié.

Ainsi, dans le cas libre, pour le probleme a un électron, le choix naturel pour
I'espace des états positroniques est le sous-espace spectral négatif x(_oo,0)(Do)$ de
I'opérateur de Dirac libre Dy; de méme, pour une particule dans le champ électrique
d’un noyau fixe de charge eZ, 'espace des états positroniques sera naturellement
X(~o00,0)(Dz)$, ol I'on rappelle que Dy = DO —¢Z/Ix| st Topérateur de Coulomb-
Dirac (1.5). Dans ce dernier cas, le calcul des plus petites valeurs propres de
X(0,400)(Dz) D7 (état fondamental et états excités), qui correspondent aux plus
petites énergies positives de I'opérateur D, est en bon accord avec les mesures
expérimentales, et permet d’expliquer la structure fine de ’atome d’hydrogene (sont
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cependant négligés ici, entre autres, les effets de polarisation du vide, les corrections
radiatives dues au champ de photons, le temps de retard du potentiel a deux corps,
c.f. [101))

3. LE PROBLEME A N ELECTRONS: OPERATEURS A N CORPS, HAMILTONIEN
DE BROWN ET RAVENHALL, EQUATIONS DE DIRAC-FOCK

Si le probleme a une particule admet une explication rationnelle a l'aide de
I'interprétation de Dirac, ce n’est pas le cas du probleme a N électrons lorsque I'on
veut utiliser une approche similaire.

Nous considérons un modele ou les interactions électrons/électrons sont sup-
posées instantanées, ce qui ne devrait pas étre le cas dans une théorie relativiste
complete, mais apparait suffisant comme premiere approximation (c.f. [117, 92,
101, 29]). Si Dy est le hamiltonien pour le probléme a une particule (§ 2.2, 2.3), le
hamiltonien Hy pour N électrons relativistes devrait étre

N 2
e 1
1.6 H :E/‘D o+ — E:
( ) N — Z’Z+2 | _X]‘

. . XZ
1<i<j<N

agissant sur Pespace 9y = AN, (L*(R?) ® CY). L’antisymétrie de I'espace $Hy
tient compte du principe de Pauli selon lequel deux particules fermioniques iden-
tiques ne peuvent pas se retrouver dans le méme état quantique. Ici, la notation
Dy, signifie
Dy i=1x...x1x Dy x...x1.

~~

jeme
L’opérateur de multiplication par 1/|x; — x;| est le potentiel d’interaction instan-
tanée entre le i-eme et le j-eme électron. C’est le potentiel de répulsion coulombien
a deux corps. Pour N > 2, le spectre de 'opérateur Hy est constitué de toute la
droite réelle, et déja pour N = 2, Brown et Ravenhall [27] ont argumenté qu’il ne
pouvait pas y avoir de valeurs propres car le systeme pouvait effectuer des transi-
tions vers des états avec un électron d’énergie tres négative et un électron d’énergie
tres positive. Ceci pose le probleme de I'interprétation du spectre de Hy.

3.1. Le hamiltonien de Brown et Ravenhall. A nouveau en utilisant 'inter-
prétation de Dirac, une solution envisagée a été de se débarasser des états positro-
niques, et de remplacer Dz par Ay DzA, ol Ay := X(0,40)(Do). On obtient alors
le hamiltonien sur $y

; N

Hy o= )iy A (i) Do Ay ()

2

1.7 €
(1.7) +10y A+($z‘)/\+(%‘)m/\+($i)/\+(%‘)
1<i<j<N v J
Ceci implique que P'on choisisse 9, = A, (L*(R?) ® C') comme espace & un
électron.

Ce modele est du a Brown et Ravenhall [27]. II a été étudié intensivement plus
tard entre autre par Sucher [115, 116], Hardekopf et Sucher [63, 64], Evans et al.
[50], Tix [120]. L’opérateur Hy admet des états liés, mais les calculs des valeurs
propres associées ne sont pas en bon accord avec les mesures physiques des énergies
des états liés dans le cas des atomes lourds, c’est a dire pour Z grand. Modifier $)
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en choisissant comme projection Ay := x(0,400)(Dz), ce qui correspond au schéma
suivant

—m m
Spectre de Dy : -+ ——m I I |
N 7 A g
vV Vv
électrons virtuels électrons réels

ne conduit a un choix raisonnable que dans le cas d'un “petit” nombre N d’électrons
(c.f. [92] et références incluses), mais insatisfaisant pour Z et N grands.

Une question naturelle est alors: existe t-il un espace a un électron £, pour
lequel Hy serait le bon hamiltonien & étudier? Un résultat formel d & Mittleman
[92] permet de répondre par l'affirmative. Dans § 4 et 5, nous apporterons d'un
point de vue rigoureux des éléments de réponse a cette question.

3.2. Les équations de Dirac-Fock. Pour des modeles non relativistes, une ap-
proximation de I’énergie pour des systemes électroniques est donnée par la fonction-
nelle de Hartree-Fock. Celle-ci est obtenue comme la valeur moyenne (1, H354q))
de 'opérateur de Schrodinger a N particules

Schréd al e/ e? 1

[ Schrod. A, — — )+ — ’
" ;< " X) 2 Z xi —
dans des états quantiques ¥ de type déterminants de Slater.

La réduction de I'espace des états quantiques AN, (L?(R3) ® C*) & I’ensemble des
déterminants de Slater sera désignée dans la suite par “approximation de Hartree-
Fock”, quel que soit 'opérateur a N particules utilisé. Dans cette approximation,
un systeme de N électrons est représenté par le déterminant de Slater W d’une
famille orthonormale ® de N fonctions de L*(R?) ® C*: ® = (¢, -+ ,n). Les
vecteurs y, sont aussi appelés orbitales. On a alors

1
m det((pi(xj))'

Les déterminants de Slater sont les états quantiques les plus simples qui respectent
I’antisymétrie imposée par le principe de Pauli.

La fonctionnelle de Dirac-Fock a été proposée pour la premiere fois par Swirles
[117] comme une approximation de 1'énergie d'un systéeme de N électrons rela-
tivistes. Cette fonctionnelle de Dirac-Fock (cf. Définition 3.1) est I’analogue
relativiste de la fonctionnelle de Hartree-Fock. Elle est obtenue en appliquant
I'approximation de Hartree-Fock & l'opérateur Hy défini dans (1.6) pour lequel
Iopérateur —A de H3™54 est remplacé par Popérateur de Dirac Dy (1.2).

Par analogie avec le cas non relativiste, bien que la fonctionnelle (¥, HyW)
obtenue ne soit pas bornée, on détermine ses points critiques sous la contrainte de
restriction aux états de Slater en résolvant les équations d’Euler-Lagrange associées
qui conduisent (& une transformation unitaire pres) aux équations de Dirac-Fock
(1.13) (cf. e.g. [46]).

Cette approche a connu un grand succes en chimie quantique car les équations
de Dirac-Fock se résolvent numériquement, et les résultats obtenus sont en bon
accord avec les mesures expérimentales (voir par exemple [75, 39, 54, 101]).

Cependant, la justification de cette approche du point de vue de la physique
est discutable car la fonctionnelle de Dirac-Fock (1.9) est construite a partir de
l'opérateur (1.6) qui ne tient pas compte de l'interprétation de Dirac, et n’est pas
bornée inférieurement. Une justification partielle de ce modele est apportée dans

(1.8) U(zy,...,xN) =
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[47] (ou le résultat qui nous intéresse est rappelé dans le Théoreme 3.4) et [48].
Dans le paragraphe § 5, nous avons aussi motivé cette approche en établissant le
lien avec un modele construit a partir de I’électrodynamique quantique (QED) (cf.
détails dans [17] et [16]).

Définition 3.1 (Fonctionnelle de Dirac-Fock). Soit s I’ensemble
5= {(I) = (gph o 790]\/)7 i € H1/2(R3) X C4}

On appelle fonctionnelle de Dirac-Fock:
(1.9)

s - R
gpr . —|Ra(z,v)|?

¢ (U, HyY) =330 (i, Dzoi) + 2/%( )pq)(‘i)_ ’y|¢< DL iy
ou Hy est le hamiltonien relativiste donné par (1.6), pe(X) est la fonction scalaire
densité électronique

(1.10) polx) = Y (@i(a), pileN)er = 30 D leilx, o)

Ro(x,y) est la matrice 4 x 4 d’échange,

(1.11) Zsoz ) @ @ily)",

et |Ro(z,y)|* = tr(Ro (2, y) Re(,y)").

Les propriétés mathématiques d’une telle fonctionnelle sont tres différentes de
celles obtenues dans le cas non relativiste. Cela est du au fait qu’elle n’est pas
bornée inférieurement. Cependant, en se basant sur le cas non relativiste, les
“bons candidats” pour étre les états liés du systeme sont les points stationnaires
de la fonctionnelle £PF(.) sous la contrainte d’orthogonalité et de normalisation
pour ® = (¢1,...,¢oN):

(1.12)
(I)EE:Z {(517"'75 ) <£j7€k> ]k}

={(&1,..-,¢n) € (Hl/Q(RB) ® CA‘)N;Z/@'(X’ )&k (X, 0)dx = 01}

Comme la fonctionnelle de Hartree-Fock, la fonctionnelle de Dirac-Fock (1.9) est
invariante sous I'action du groupe unitaire U(N). Ceci implique que pour toute
matrice u = (u;;) de U(N), si & = (1,2, -+ ,on) € ¥ est un point stationnaire,
alors u.® = (D, w1, -+, >, unipr) est aussi un point stationnaire. Ainsi, toute
U(N) orbite de points critiques contient une solution faible des équations de Dirac-

Fock [46]
(113) H@QOk = €k Pk, k= 1,N
ou ® = (¢1, ..., on) et Hg est Popérateur de Dirac-Fock associé a & défini par

(1.14) Hgé=Dyzé+e? </ %dy) &(x) — 62/ —Rq>(x,y)§(y)dy

x —yl



L’opérateur
(1.15) VV§ = Zf@ _'l)Z

est interprété comme le potentiel de champ moyen créé par les N électrons dans
Iétat (p1,...,0N).

Ces équations de Dirac-Fock ont été étudiées de facon rigoureuse par Esteban et
Séré [46, 47, 48, 49] et Paturel [98].

Rappelons ici deux résultats essentiels. Le premier est du a Esteban et Séré,
amélioré par Paturel pour les conditions sur N et Z.

Théoréme 3.2. [46, 98] Supposons amax(Z, N) < w2, N < Z+1 (Z > 0). Alors

2 T
T2
il existe une suite (") = (o7, ..., ©R) de points critiques pour la fonctionnelle de
Dirac-Fock (1.9) restreinte a l’ensemble ¥ (1.12).
Les fonctions ¢7, ..., ¢} satisfont la contrainte de normalisation (p%, ©}) = Ok,

elles sont régulieres en dehors du point 0, elles décroissent exponentiellement ainsi
que leurs dérivées quand |x| tend vers linfini, et sont des solutions fortes dans
WL3/2(R3) x C* des équations de Dirac-Fock

Heonpy =€, 1< k<N,

avec
O<er<m, (k=1,--- N).

De plus, quand n tend vers l'infini, €} tend vers m.

Remarque 3.3. i) Dans ce théoréme, seules sont mentionnées les solutions pour
lesquelles les multiplicateurs de Lagrange €, sont positifs car on me s’intéresse
qu’auz énergies positives. Il faut noter que les valeurs €; ne permettent pas de
retrouver directement les énergies des états liés du systeme. En effet, pour ® =
(01, ,on) solution des équations de Dirac-Fock (1.13), énergie EPY(®) n'est
pas éqale a sz\il ¢;. Cependant, le Slater U engendré par ® = (o1, -+ ,on) est une
approximation d’un état lié (expérimental). De plus, par un résultat connu sous
le nom de “Théoreme” de Koopmans, les valeurs m — €;, représentent l’énergie
nécessaire pour ioniser le systéme (arracher un électron), si l’on suppose qu’enlever
une orbitale électronique de (@1, -+ ,¢oN) sans changer les autres orbitales est
bien adapté pour décrire le processus d’ionisation. Dans le cas non relativiste
[106], et pour le cas des couches pleines, le Théoréme de Koopmans est validé
numériquement (mais non démontré rigoureusement).

ii) Bien qu’obtenu sans tenir compte de l'interprétation de Dirac, la pertinence
du Théoreme 3.2, comme nous l’avons déja mentionné ci-dessus, est donné d’une
part dans le Théoréme 3.4 ci-dessous du a Esteban et Séré, et d’autre part dans le
paragraphe 5.

Le résultat suivant de Esteban et Séré donne des propriétés intéressantes des
solutions des équations de Dirac-Fock dans le cas de systemes proches des systemes
non relativistes, i.e., pour lesquels la vitesse de la lumiere ¢ est grande. Pour cela,
il faut introduire un changement d’unité faisant explicitement apparaitre la vitesse
de la lumiere ¢, et pour lequel m = h = 1 et Ze?/(4wh) = 1. On utilisera a
nouveau dans le paragraphe § 5 ce systeme d’unités. Pour plus de clarté, nous
notons explicitement la dépendance en ¢ de 'opérateur de Dirac libre:

(1.16) H.:= —ica- V + *B.
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On a alors o(H,) = (—o00, —c*] U [¢?, +00). L'opérateur de Dirac-Fock associé a ®
est alors

(L17)  Hoob(a) = He(x) - /f’d5> /%@”“%y

x —y]

Théoréme 3.4. Si 0 < N < Z+ 1 et ¢ > 1, alors il existe une solution ®° des
équations de Dirac-Fock telle que

EPE (%) =inf{EPF (D) |® = (¢1,...,0N)EY, X(—o000)(Ho)pi =0,i=1,--- N}
=inf{EPF(®) |® = (p1,...,9n) €N, ® solution des équations de
Dirac-Fock: Hep; = €05, €,>0,i=1,--- N}

Le vecteur @5 =: (¢Y,...,¢%) est interprété comme I'état fondamental du sys-
teme; de plus, il est le “plus petit” élément tel que ses orbitales ¢9, ... % soient
purement électroniques, au sens de lUinterprétation de Dirac, (c.f. § 2.3) pour
I'opérateur de Dirac-Fock H.q, dont le champ moyen Wg, est engendré par les
orbitales oY, ..., % ellesmémes: X (0 +o0)(He,00)@h = €Y.

Ce théoreme montre que la résolution des équations de Dirac-Fock permet de
retrouver en partie l'interprétation de Dirac (paragraphe § 2.3) dans les régimes ou
c est grand. Ainsi, la théorie de Dirac-Fock est partiellement motivée, mais seule-
ment a posteriori. On aimerait cependant retrouver ces résultats lorsque le point
de départ est une théorie, méme simplifiée, tenant compte de l'existence des an-
tiparticules (positrons). L’électrodynamique (QED), bien que mathématiquement
mal définie dans un cadre géneral, est un bon point de départ pour discuter des
systémes électrons/positrons.

4. LE PROBLEME A N ELECTRONS: CHAMP ELECTRON-POSITRON

Une approche pour traiter le probleme a N électrons est de partir du hamiltonien
formel de ’électrodynamique quantique (QED) qui permet a la fois de traiter du
probleme a N > 2 électrons et de tenir compte de l'interprétation de Dirac du
§ 2.3.

(1.18)
1 27
Hformel - /dl’ ‘1/ [a -V — GA ) -+ mﬂ — €|— \I/(I) .
X

_/M/-W%w LGNS iy TR

x -yl 87

Un des objectifs est de dériver une fonctionnelle a partir de ce hamiltonien formel de
la QED qui permette de justifier les équations de Dirac-Fock. En QED, le nombre
de particules n’est pas a priori conservé. Cela présente I’avantage d’inclure les no-
tions de “mer de Dirac”, et d’anti-particules (positrons dans notre cas); cependant,
cela implique une difficulté supplémentaire d'un point de vue technique.

Dans ce chapitre, on simplifiera le probleme en supposant que l’énergie du
champ des photons transverses couplé au courant est donné par un champ clas-
sique et indépendant du temps, i.e., B sera considéré comme un champ magnétique
classique et A comme un vecteur potentiel magnétique classique. On supposera
de plus que le potentiel magnétique A = (A;, Az, A3) est tel que d'une part
B :=V x A € L?(R3 C?) et d’autre part, D*V est auto-adjoint, avec domaine de
forme Hz(R3) @ C*.
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Dans la suite, les paragraphes § 4.1 a § 4.4 sont consacrés a la présentation des
résultats mathématiques [5, 4]. Une partie de ces résultats ont déja été obtenus
du point de vue théorique (non rigoureux) par Mittleman [92] puis Chaix, Iracane
et Lions [29, 30]. Dans le paragraphe § 4.1 nous explicitons 1'expression formelle
(1.18). Dans § 4.2, nous construisons la fonctionnelle de Hartree-Fock: nous com-
mengons par donner une expression bien définie (1.29) de 'énergie a partir de
Hiormel ; nous réécrivons ensuite cette énergie a 'aide des états p (1.30), ce qui nous
permet de définir sa restriction aux états quasi-libres (généralisation de la notion
de déterminants de Slater pour les modeles a nombre de particules non défini).
Nous donnons alors un équivalent du probleme variationnel associé (recherche de
I’énergie fondamentale du systeme), énoncé a 'aide des matrices densité a une par-
ticule, ce qui nous permet d’identifier les termes qui conservent la charge ou pas,
de travailler sur un espace convexe, et de “transférer” le role de 'ordre normal (i.e.,
le choix de $);) sur 'espace variationnel (Proposition 4.11). Dans le paragraphe
§ 4.3, nous étudions le probleme de la stabilité dans le cas des modeles libre, atom-
iques et moléculaires (Théoremes 4.17 a 4.23). Nous présentons aussi un résultat
important sur le role du choix de 'espace ), (Théoreme 4.24).

4.1. Un modele simple en électrodynamique quantique. Nous définissons
ici les objets nécessaires a la compréhension de Hi,me €t qui nous permettrons
d’obtenir 'expression d’une fonctionnelle mathématiquement bien définie et physi-
quement bien motivée pour décrire notre probleme. Nous suivons ici essentiellement
les notations utilisées dans [119] et [5].

Espace de Fock. Soit § I'espace de Hilbert séparable $) = L*(R?) ® C*. Etant

donné un sous-espace fermé $, de §), on définit 'espace a un électron SS:) =9..
L’espace a un positron est 3(_1) = C(ﬁi), ou C' est 'opérateur de conjugaison

de charge défini par (C¥)(x) = ifasth(z), a et [ étant les matrices de Dirac
(1.3) (c.f. [72] pour une construction avec et sans opérateur de charge). On a

C(—ia.(V —eA) + ep)C7! = —(—ia.(V + eA) — ep)

Les projections sur $, et H_ := (f)Jr)L sont notées respectivement Ag L et Ag_.
Le sous-espace a n-électrons est le produit tensoriel antisymétrique
SS:T) .: /\ ﬁ—f—;
v=1
et celui a m-positrons est
= N\ 09
v=1
On pose S(f) = S(,O) := C. L’espace de Fock total est
(1.19) 3= P (3@ ® S(_’””’)) .

n,m=0

L’espace de Fock permet donc de considérer des états a nombre de particules indé-
terminé.
Le produit scalaire sur § est naturellement défini pour § > T = (Y™™),, <y et

F2E = (E™™)pmen par
(T,2)5 := Z (T("’m), E(n7m)>81")®3(_m)'

n,m>0
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(c.f par exemple [119] pour plus de détails)
Opérateurs de champ. On note par x = (x,s) un élément de G := R? x
{1,2,3,4}. Soient f, g € $. On définit tout d’abord sur § l'opérateur d’annihilation

d’un électron a(f). Sur le sous-espace S (1) ®%’(,m), lopérateur a( f) agit de la fagon
suivante:

(1.20)  (a()Y) ™™ (21, ..., s 1, - - Ym)
:\/n—i-l/da:(A;,+f)(x)¢(”+1’m)(x,x1,...,J;n;yl,...,ym)
G

ou dz est le produit de la mesure de Lebesgue dans la variable x et de la mesure
de comptage dans la variable s:

4
dr = /dx.

Par linéarité, cela définit un opérateur borné sur §. On notera que I'application
f+— a(f) est antilinéaire.
Nous construisons ensuite l'opérateur de création d’un électron a*(f). Sur l'es-

pace Sffl) ® S(_m), a*(f) agit de la fagon suivante:

(1.21) (a*(f)w)("’m)(xl, e TR Yy ey Ym)

Z “/\;JJr x])w("fl’m)(ml, e Ty TR Y, e Um)

(ot on adopte la convention qu’un exposant négatif ou nul dans 1) signifie I’élement
zéro). Comme précédemment, cet opérateur s’étend a un opérateur borné sur tout

5.

On a la propriété a(f)* = a*(f), ce qui signifie que a*(f) est 'adjoint de a(f).
L’application f — a*(f) est linéaire.

On définit ensuite l'opérateur d’annihilation d’un positron b(g) par

(1.22) (b)) ™™ (z1, ... T Y1y - - s Ym)
= (=1)"Vm+ 1/ dy [CAs gl(y) "™ D (@1, 03 Y301, - - Ym),
G
et l'opérateur de création d’un positron b*(f) par

(1.23) (b*( )w)("’m)(xl,.-- Tni Y155 Ym)

Z k+1 CAﬁngyk) ¢(n,m—1)(m1’ ey Ty Yty - 7@/% s 7ym)

\/_

Par antilinéarité de C', 'application g — b(g) est linéaire et I'application g — b*(g)
est antilinéaire.

Notons que pour tout f € 9, a(f) et b(f) annihilent le vecteur vide 2 := 1 €
SSE) ® S(,O), e, Vfen, a(f)2=0b(f)2 = 0. Cette propriété caractérise d’ailleurs
le vide & une phase pres (c.f. [119]).

Les opérateurs de champ () sont définis sur I'espace de Fock § par

U(f) = alf) +0°(f).
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Cet opérateur est borné sur § et I'application f — W(f) est anti-linéaire. L’opé-
rateur adjoint U*(f) = a*(f) + b(f) est borné et lapplication f — W*(f) est
linéaire.

Nous avons les relations d’anticommutation suivantes (CAR) :

{a(f), alg)} = {a*(f), a*(9)} =0,
{a(f), a*(9)} = (f, Mo, 9)-
(1.24)  A{o(f), blg)} = {b"(f), b"(9)} =0
{07(f), b(9)} = (f, Ag_g)
{a*<f)’ b(g)} = {(f(f), b*(g)} = {a(f>7 b*(g)} = {a(f>7 b(g>} =0

Ce qui implique aussi les relations d’anticommutations pour ¥

(W), W)} = (W (), ¥(g)} =0,
(1.25) () vy = (f. 9).

I1 faut noter que ¥(f) n’est pas un opérateur d’annihilation. Cependant, il peut
étre considéré comme tel si on utilise I'interprétation de Dirac pour laquelle le vide
2 décrit la mer de Dirac; on a alors que W(Ag_f) = b*(Ag_ f) annihile un électron
virtuel de la mer de Dirac, i.e. crée un trou = un positron.

Opérateur de charge. Soit (e;);~0 (resp. (€;)i<o) une base de $, (resp. H_).
On appellera opérateur de nombre N, 'opérateur auto-adjoint sur §, non borné,

N:=> "a*(er)ale;) + Y b"(ei)b(es)

>0 1<0

et opérateur de charge QQ 'opérateur auto-adjoint sur §, non borné,

Q=) a'(eale;) — Y b*(e;)b(es).
>0 <0
pour ¥ état pur tel que U™ £ 0 et W) = 0 si (4,5) # (n,m), ||[¥]| =1, on a
(U,NU) =m+n, et (¥,Q¥) =n—m.

Ainsi la charge électrique est I'opérateur —eQ.

Ordre normal. La procédure d’ordre normal, notée : :, est la suivante. Dans
toute expression qui s’écrit comme la somme d’un produit d’opérateurs de création
et d’annihilation, dans chaque terme de la somme, les opérateurs de création sont
déplacés a gauche des opérateurs d’annihilation. Pour chaque transposition ef-
fectuée dans un terme, on multiplie celui-ci par —1. Par exemple:

L 20" (g1)a( fr)a* (f1)b* (g2) + a(f1)b"(g1) + b"(g1)al(fr) :
= 2b*(g1)a* (f)b* (g2)a( 1) — b*(g1)a(fr) + b (g1)a( f1)

Une autre facon de décrire ’ordre normal est de dire qu’on anticommute les opéra-
teurs de création et d’annihilation de maniere a obtenir dans chaque terme tous les
opérateurs de création a gauche des opérateurs d’annihilation; cette opération d’an-
ticommutation est effectuée méme pour des opérateurs qui n’auraient pas le droit
d’anticommuter (comme dans le premier terme de 1’exemple ci-dessus: d’apres les
relations (CAR) (1.24), a(f1) et a*(f1) n’anticommutent pas).

Pour comprendre 'utilité d'une telle transformation, regardons un exemple sim-
ple (c.f. aussi [119, § 10.2.4]). Soient A = A* un opérateur sur ), tel que A soit
dans l'espace &1(9) des opérateurs a trace. Fixons $), un sous-espace fermé de $),
posons §_ = (H,)*. On fixe une base orthonormale {... e_5,e_1,¢eg,€1,...} de
$H ou les vecteurs avec des indices strictement négatifs sont dans _ et les vecteurs
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avec des indices positifs ou nuls sont dans $,. Considérons alors 'opérateur sui-
vant, qui est la seconde quantification de 'opérateur A,

AV = > ey, Aey) U™ (e) U (e;).
(i,5)€Z2

Cette définition est indépendante du choix de la base (c.f. [119, §10]). On obtient
immédiatement

AU = 37 pisolei, Aej)a*(er)ale;) + 325 j<oleir Aej)b(ei)b* (e;)
+ X is0j<olei Aej)a(€)b*(e;) + 50 jsol€ir Aej)b(ei)ale;)
et d’apres ce qui précede
D AP = Zi20j20<6i7 Aej)a*(ei)ale;) — Zi<0,j<0<ei7 Ae;)b*(e;)b(e;)
+ D is0.<0(€is Aeg)a(e)b(e;) + X2 g jsoleis Aej)blei)ale;)
Ainsi, d’apres (1.26), (1.27) et les relations (1.24), on obtient
AV U — : AU = Z <6iaA€j>(b(€i)b*<€j> -+ b*(e])b(el)

1<0,5<0

= (e, Ae;) = tr(Ag_Ahg_).

1<0

(1.26)

(1.27)

Comme d’autre part pour le vide €2 € § on a

(Q AV WQ)5 = (e;, Ae;) = tr(Ay_AAy_),
i<0
cela signifie que l'opération d’ordre normal sur AUVWU* consiste a retrancher a cet
opérateur la constante (2, AV*WQ)s.

Formellement, si on remplace A par l'opérateur de Coulomb-Dirac D, et pour
un choix quelconque de $_ — disons par exemple $_ = X(—000)(Dz)$, pour
fixer les idées — l'opération d’ordre normal consiste a enlever 1'énergie (infinie)
tr(Ag_DzAg_) = —o0, qui est 'énergie de la mer de Dirac x(—c,0)(Dz), et le vide
) a une énergie nulle

(Q,: AU : Q) = 0.

Il est important de noter que I'ordre normal appliqué a des termes quartiques
en U, U* ne se résume pas uniquement a retrancher une constante infinie (c.f.
par exemple [29, 30, 60, 61]). Les termes quartiques apparaissent lorsque 1'on
second quantifie un opérateur sur H? (ou A;—; 2 $), comme par exemple 'opérateur
d’interaction a deux corps.

Fonctionnelle énergie. A I'aide de ce qui précede, nous allons écrire ici rigou-
reusement, sous certaines conditions sur T € §, ce que signifie

<T7 Hforme1T>§-

Cela conduira aux formulations (1.29), (1.30), (1.39) et (1.43) de I’énergie.
Fixons une base orthonormale {... e_5,e_1,€q,€1,...} de § ou les vecteurs avec

des indices strictement négatifs sont dans $_ et les vecteurs avec des indices positifs

ou nuls sont dans ... Nous supposons de plus que tous les e; sont dans H/?(R?)®

C*. D’autre part, on notera a; := a(e;), ai = a*(e;), b; = ble;), bf = b*(e;),
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W, == a; + b} et U7 := a} + b;. Nous noterons par (D*V), ; les éléments de matrice
de Vopérateur de Dirac DAV
(DAy)iJ = <ei> DA’V€J’>>
et par W, .., les éléments de matrice du potentiel de Coulomb a deux corps

W(xy) =1/lx -yl ie,

Wit = (e @ e, Wey @ 1) = / dm/ dy 62‘@)@3‘(9)%@)65(?/)'
e e

x —y]

(On rappelle la notation [, dx = S Jzs dx).

Soit T € § tel que
(1.28)

DDA U Thgl 4+ Y (Wil (0, U050, 0 : T)g] < o0
(i,5)€2? (i,4,k,1) €74
alors

<TaHformelT>3 = Z (DA’V)Z'7]‘<T,3 \II:\I/J : T>g
(1.29) ()er”
+ > Wi (T W0 s
(i, 1) EZA

Cette définition n’est a priori pas indépendante du choix de la base. Cependant, on
verra que la fonctionnelle £77" que nous allons étudier, définie par(1.39) et (1.43),
est indépendante du choix de la base.

La question de définir rigoureusement Hg,noi comme opérateur auto-adjoint,
borné inférieurement reste cependant ouverte. Dans le cas particulier ou m = 0,
il est possible de démontrer, grace a un exemple diu a Solovej, que I'infimum de
(T, Hiprme T) 3 sur les états T vérifiant la condition (1.28) est égal & —oo. De plus,
comme on le verra plus loin (c.f. Théoréeme 4.24 et Remarque 4.25), le caractere
“borné inférieurement” dépend drastiquement du choix des espaces ., et $H_ qui
conditionnent entierement ’ordre normal : :.

4.2. Etats quasi-libres - Matrice densité - Fonctionnelle de Hartree-Fock.
Comme c’est le cas dans [92] et [29, 30], et afin d’établir une connection entre la
fonctionnelle (T, Heorme Y)z et les équations de Dirac-Fock, nous allons étudier
notre fonctionnelle sur un ensemble plus “restreint” que ’espace de Fock qui va
généraliser la notion de déterminants de Slater (1.8).

Comme dans le paragraphe précédent, nous avons ici fixé un sous-espace fermé
94 C $H = L*(R?) ® C* et son orthogonal $_ := H, T, ainsi que deux bases (e;)i<o
et (e;)i>0 de ces deux espaces.

4.2.1. Etats quasi-libres. Par analogie avec le cas non relativiste (c.f. par exemple
[9]), un formalisme bien adapté a notre probleme est celui des états quasi-libres ou
états de Hartree-Fock généralisés. Pour plus détails, voir par exemple [3] ou [9)].

Définition 4.1 (Etat). Soit B(F) l'ensemble des opérateurs bornés de § dans §.
On appelle état sur B(F) toute forme linéaire p sur B(F) telle que

e p est borné.
e p est positif (i.e., p(A*A) >0).
e p(1)=1.
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Un état pur est un état p pour lequel il existe T € § tel que pour tout A € B(F),
p(A) = (T, AT);.

Dans la suite, nous noterons par ® [’ensemble des états p qui ont une énergie
finie, i.e., tels que

S OUDA )l oG Ui )+ Y Wil Ip(c U700 )] < oo

1,JEZL (4,9,k,1)€Z4

Définition 4.2 (Energie). Pour tout p € D, l’énergie du systeme dans l’état p est
(1.30)

1
g(p> = Z(DA’V)i,j p( \II:\IJ Z VVZJ klp \I[?\P;\I/lqjk Z) + — /3 B2.
R

= 8
1,J€EL (z 3,k,1)€Z4

Si py € D est un état pur associé a T € § (voir Définition 4.1), cette définition
de Iénergie coincide avec (1.29): (T, Hiprma Y) = E(pr).

Définition 4.3 (Etat quasi-libre). On appelle état quasi-libre p un état qui vérifie
les deux propriétés suivantes

e Pour toute suite finie d’opérateurs dy,ds,- -+ ,dog, ot d; est l'un quelconque

des opérateurs a(f), a*(f), b(f), ou b*(f), on a p(dids---dox—1) =0 et

pldady -~ dox) = > (=1 p(do1)doz)) -+ pldoiarc—1)doarc)

oeS
ou S est l'ensemble des permutations o telles que o(1) < o(3) < --- <
02K — 1) et 0(2i — 1) < o(2t) pour tout 1 < i < K. Ceci implique en
particulier

(1.31) p(didadsds) = p(didz)p(dsds) — p(dids)p(dada) + p(dida)p(dads).
e L’état p a un nombre fini de particules, i.e., pour

§ — 8

(1.32) Ny o (T + b T)

étant l'opérateur nombre [119, § 10], on suppose
p(N) < oo.

On notera par ®yp 'ensemble de tous les états quasi-libres p d’énergie finie, c’est
a dire 'ensemble des états quasi-libres qui sont dans ®.

(1.33) DOur={pe€D| p est quasi-libre}

Remarque 4.4. i) Soit py un état pur, i.e. YA € B(F), pr(4) = (T, AY);3.
Si la seule composante non nulle de Y est dans g(iN) de Uespace de Fock § (pour
un certain entier N donné), alors py est un état quasi-libre si et seulement si la
composante non nulle de T est un déterminant de Slater a N orbitales 1, ..., pN

(voir la définiton (1.8)). Dans le cas particulier ot T est “seulement dans” SSFN),



17

avec ), = X[O,Jroo)(DA’V)ﬁ un calcul simple montre qu’on a les €galités suivantes

* Q * *
E(pr) = Z(DA’V)M pr(: U0 ) + B) Z Wi gk pr(c U050,y )

i,jEL i,k €L
AV TR . a S PR P .
= Y (DA (T, T T+ 5 > Wi (T, U000 2 T)g
i,jEZ irj, k€L
- |05(2)2lp5 ()|
B OIS Sy g S
k=1 1<z;£]<N Y
wi(r)p;( i\Y) Pi\T
1#] R
L’expression de droite est evactement ['énergie EPY(®), ou ® = (1, ,0oN) et

EPE(.) est la fonctionnelle de Dirac-Fock définie par (1.9).
ii) L’ensemble des états quasi-libres n’est pas un ensemble conveze. Il suffit pour
s’en convaincre de prendre deux états purs py,, pr, associés a deuzr déterminants

de Slater distincts: Ty = (Y™™, avec

1™ =0, si (m,n) # (0,2)
fl(Xl,Tl)fQ(X2>T2) - f?(xlaTl)fl(XQaTZ)
V2

Tgog) (xla 1:2) - T§072) (Xh T1; X2, 7—2) —

et To = (Tg’”’")), avec
™™ =0, si (m,n) # (0,2)

T§0’2)(x1,:c2) _ T§0,2)<X1,7_1;X2’7_2) _ 91(X1,7'1)g2(X277'2) - 92(X1,7'1)g1(X277'2)

V2

4.2.2. Matrice densité a une particule (1-pdm). Les matrices densité a une particule
(1-pdm) jouent un role fondamental pour la structure mathématique dans la théorie
de Hartree-Fock, puisqu’elles forment un ensemble convexe.

Etant donné que les états quasi-libres permettent d’exprimer les corrélations
p(didy - - - dg) a partir des 2-corrélations p(d;d;), la fonctionnelle (1.29) peut se
réexprimer, pour des p quasi-libres, a 'aide des 2-corrélations p(: ViU, :), p(:
W05 0) et p(: UiWs 1), Comme cela est fait dans [9, Section 2.b] et [5], il est alors
naturel d’associer a chaque état p I'opérateur I', sur § x § dont les éléments de
matrice, définissant I',, sont donnés par.

(1.34) (B Tog) = p (9" (1) + (@)W (h1) + " (Ra)] )

ot h = (h1, ha) € 2, g := (g1, g2) € H? et étant donné f = >, ., \ey, on définit
= D vez Aier. Notons ici que ces définitions dépendent a priori du choix des

bases de $H, et H_ (c.f. [9]), mais que les fonctionnelles E7F que nous étudierons
seront indépendantes de ce choix.

v

Remarque 4.5. i) Pour pe ® etl', = ( Z* _ ), les €léments de matrice v;;

de v dans la base (€;);ez sont

= p(: WV 1) = plaja;) — p(bia;) + p(bja;) + p(bj0;),
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qui ne contiennent que des termes qui diminuent la charge de 2 (i.e. augmente
la charge électrique de 2e): aja; annihile deux électrons, bfa; crée un positron et
annihile un électron, etc.

Les éléments de matrice v;; de v sont

Yij = p(: U7V; ) = plaja;) + p(a;b}) + p(bia;) — p(b3bi)
et ne contiennent que des termes qui conservent la charge: aja; crée et annihile
un électron, a;b; crée un €lectron et un positron, etc.
Ainsi, Uopérateur v est la partie qui ne conserve pas la charge (terme de paire),
alors que l'opérateur v est la partie qui conserve la charge.

ii) La matrice Ty, est celle obtenue si on ne tient pas compte de l'ordre normal,
i.e., st p €9, la matrice “non renormalisée” 'y, est donnée par

(9. Turh) = p (19 (02) + W(G2) (W (1) + 0" (h2)])
Ainsi, Iy, pourrait étre vue comme la 1-pdm d’un systeme pour lequel le vide serait

constitué d’une infinité d’électrons d’énergie négative. En particulier, pour p = pq

) : ([ Ay O
(Q étant le vide), T, = 0 Ag,

Cependant, Ty, & 61(9), et ce n’est donc pas une 1-pdm.

), et on retrouve la mer de Dirac Ag_.

Avant de donner 'expression équivalente de la fonctionnelle £(p) en terme des
opérateurs I',, il nous faut d’abord résoudre le probleme de la représentabilité, i.e.,
le probleme inverse de (1.34): étant donné un opérateur I" sur ) X 9, sous quelles
conditions peut-on trouver un état p quasi-libre, p € D, tel que I' = I',, avec I,
donné par (1.34)?

Définition 4.6. Soit § un espace de Hilbert séparable. On notera par S,(H),
p € [1,00), la p-classe de Schatten (c.f. [26]), i.e.,

(1.35) S,(H) ={A€B(H); tr|A]P < oo}
On notera G (9) l'ensemble des opérateurs compacts sur $).

Définition 4.7 (1-pdm). On appelle matrice densité a une particule (1-pdm en
abrégé), tout opérateur I' € &1(H X H) qui vérifie
HI=T"et-1<I'<1
i) I' = ( Z* 87 avec 7 = v* et v' = —v (ou t signifie transposé, i.e., on
requiert que (e;,ve;) = —(e;,ve;)).

Remarque 4.8. L’ensemble des matrices densité a une particule est convexe. En

particulier, si I' = ( 7* U_> est une 1-pdm, alors on montre aisément que

v =

—v* -7 0 -7
est aussi une 1-pdm.

I":= ( " v ) est aussi une 1-pdm, et donc, par convezité, I'" := ( v 0 )

Proposition 4.9.

Pour toute matrice de densité a une particule I' = ( z* 117 ) qui vérifie

A7 0 ’Y+A3§7 v
o<r, =r 2 = — | <1
N +(O Am) ('U* 1—(’Y+Ab_))_
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il existe un état quasi-libre p qui vérifie la relation (1.34) avec I' =T, (voir [9] et
[5]).

Pour les probléemes de minimisation qui nous intéressent (c.f. § 4.3 et § 4.4), cette
proposition nous permet d’étudier une fonctionnelle définie sur I’espace convexe des
matrices de densité a une particule, plutot que sur I’espace non convexe des états
quasi-libres.

4.2.3. Fonctionnelle de Hartree-Fock.
Soit I' = ( 7* v > une 1-pdm. On note

vt =y

(1.36)  v(w,y) =Y (envepel@)e;(y), v(w,y) =Y (e re)ex)e;(y),

R/ ijez

= ny(az,x).

On remarquera que les fonctions v(z,y) et p,(x) sont indépendantes du choix de

et

la base; par contre, v(z,y) dépend de ce choix car I'application f = 3" Ape, — f =
> Aker peut varier si on change de base. Cependant, les fonctionnelles définies en
(1.39) et (1.43) sont indépendantes du choix de la base.

Soit

(1.37) Dlf.g) = (1/2) [ dsdyFola(y)lx 31

le produit scalaire de Coulomb.
Nous définissons ’ensemble convexe X des matrices de densité a une particule
suivant:

(1.38)
— ) .p_ (Vv Ay O
%.—{Flpdm,F—(U* —7)’O§F+(O A5~,+>§1’
AV v, ) (@, y)P?
(DA )+ [ eyl s EO 4 Dl )|+ [ ey T < o).
Définition 4.10. La fonctionnelle de Hartree-Fock est définie par
X —- R
1.39 gnr 2 2
(1.39) tr(DAVy) —i— ‘ dedy +e*D[py, p,]

x — %
——/’7 d dy + — / B?
8

La partie €/2 [ |v(x,y)|*/|x — y|dzdy du potentiel d’interaction a deux corps
est appelée terme de paire; la partie e2D[p,, p,] est appelée terme direct, et la
partie €2/2 [ |y(z,y)|*/|x — y|dzdy est appelée terme d’échange.

Proposition 4.11. Soient I', une matrice de densité associée a un état quasi-libre
p par la relation (1.34), alors, pour E(.) définie par (1.30), on a [’égalité

(1.40) E(p) = £ (T).
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De plus
(1.41) inf{€(p) ; p € Dyp} =inf{E"(T); I € X}

Preuve. La preuve de (1.40) est la conséquence d'un calcul direct (c.f. [5]) et
'égalité (1.41) est une conséquence de la Proposition 4.9 et de (1.40). O

4.3. Stabilité. Nous présentons maintenant les résultats de stabilité du systeme
pour la fonctionnelle EHF ci-dessus. Ces résultats ont été donnés pour la premiere
fois dans [30], sans preuve rigoureuse; La preuve de ces résultats et leurs extensions
ont été établis dans [5, 4, 28, 70]. Nous donnerons ici la preuve dans le cas le plus
simple (Théoreme 4.17).

Définition 4.12 (Stabilité). (c.f. [80], [5]) On dira qu’un systéme dont les états
possibles p sont dans un ensemble 20, et dont l'énergie dans l’état p est E(p), est

stable (ou M-stable) si

plélﬁfng( p) > —o0.

On rappelle que X est I’ensemble des matrices densité a une particule, d’énergie
finie, défini par (1.38). On a
Lemme 4.13.
(1.42) inf{EPF(T); T € X} =inf{E"F(T); TeX, T = ( g 0_7 )}
Preuve. L’inégalité non triviale est la conséquence directe de la Remarque 4.8 et

du fait que les termes contenant v dans E7F(-) sont positifs. U

Comme conséquence de ce lemme, on se restreindra par la suite a 1’étude de
la fonctionnelle £7F sur I'ensemble des I' dans X qui sont diagonaux, i.e., pour
lesquels v = 0.

Définition 4.14. Par abus de notation, on définira la fonctionnelle

(1.43) Froe gHF(( 0 27 >)

1
= tr(D*Y5) +€*D[p,, py] — / (@ d dy + — S / B2,
T JRr3

aussi appelée fonctionnelle de Hartree-Fock.

7 0 _ ) soit dans X sont alors:
0 -7

Les conditions pour que I = (
Y€ 61('6)’ Y= 7*7 _Af.‘lf < 8 < Af.)+
Nous définissons ainsi Y (9) 'espace variationnel suivant:
D(H1) ={1€6i(), v=7" —Ns. <7< As,,

AV [y (,y)”
(DAY )]+ (Dl )|+ [ dedy 2L
On notera que cet espace variationnel dépend explicitement du choix de I'espace
a un électron ..

(1.44) < oo}
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4.3.1. Cas d’un systéme libre: A = 0, V = 0. Nous considérons d’abord le cas d'un
systeme libre, i.e., celui d'un systéme électrons/positrons en 1’absence de champ

électromagnétique: l'opérateur de Dirac que I'on considere est donc 'opérateur de
Dirac libre Dy := D%°.
Y

2
e x,
Nous montrons d’abord que le terme d’échange 5} / ’T—
X

-yl

dxdy peut étre
controlé par énergie cinétique libre tr(D%%y).

Proposition 4.15. Soit k une fonction complexe Lebesque-mesurable sur R3 x R3,
et dont la transformée de Fourier dans la deuxieme variable est aussi mesurable.
Alors, linégalité de Kato (1.95) (Kato [74], V, §5, Formula (5.33), voir aussi
Herbst [67]), donne, pour tout x fizé,

2 1
(145> — <l{3<X, ')7 |'——X|k(X7 >> < <k5(X, ')7 |V’]€(X, >> :

7

Corollaire 4.16. Pour tout v € 9(Hy), on a, en notant y(x,y) le noyau de
Uopérateur ~y (cf (1.36) ),

h/ X, T1;Y, T2 ’
x =yl

(1.46) dxdy < Str[(|V] ® 1)) < St(ID°]?),
T1,T2= 1
Théoreme 4.17.
On choisit comme sous-espace a un électron
9+ = Xo,00) (D)9
Alors, pour tout o := e € [0, 4/7], on a

1.47 inf E7F(y) = £HF(0) =0,
(1.47) ot (7) (0)

et dans lapprozimation de Hartree-Fock, le systéme constitué d’électrons/positrons
relativistes libres est stable, avec pour état fondamental unique le vide.

Preuve. On utilisera les notations suivantes:

Vit = Ao, YAg,, Yoo = Ay YAg_, oy = Ao YAg,, Y- = Ag, 7N

Comme v € P(H4),ona 0 < v+ Ay <let0<(y+Ag )2 <1. Ceci implique

les relations

2
Yir Fr+-7-+ <
(1.48) ++ + ’72+ T++
Vet Vb= Y S =Y

On a alors, d'une part
tr(| DY) = tr [ID° (vt + 71 + 74— +7-2)7]
(1.49) = tr {| DI [(V3 4 +ver-—1) + (o + 7))}
< tr [|D*|(y1y = 7-)] = (D),

ou dans la derniere inégalité on a utilisé les relations (1.48), et ou la derniere égalité
est vraie parce qu’on a choisi 4+ = X[o,00)(D*?)$. Les inégalités (1.46) et (1.49) et
la positivité du produit scalaire de Coulomb D|p., p,| (c.f. [81, § 9.8]) impliquent
(1.50)

e*m
EM7(y) = (D) + €2 Dlpy, py] = / / !x - y| 2 (1= =)ux(D*),
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ce qui prouve (1.47) puisqu’avec notre choix d’espace §, tr(D%%~) > 0.
L’unicité est une conséquence triviale du fait que ¥y # 0, v € 9 (), EFF(y) >
(1 = 5)e(|D%] 7)) > 0. O

Dans [70], Hundertmark et al. ont montré que pour ce méme choix $, =
X(0,400) (D@D, 51 v := €? > 4/7, alors le systéme est instable: inf,egs,) EXF(7) =
—00.

4.3.2. Cas d’un systeme dans le champ électrique d’un noyau fize de charge eZ.
Nous supposons ici que notre systéme électrons/positrons est en présence d’un
noyau atomique fixe de charge eZ (i.e., qui contient Z protons). L’opérateur de

Dirac associé est alors D%V ot V est le potentiel de Coulomb V(x) = ’lTe|Z
Lemme 4.18. Pour tout r € [0,1/2) on a
|D%Y| < }DO’O — r/|x\| /(1 —2r).

Preuve. Posons k := 1/(1 — 2r). L’inégalité de Hardy (1.96) implique

(1.51) [/ 1x[[| < 2[[(=A +m?) 2y < 2[D*0||.
Donc on a, pour tout £ > 1

1—k
(152) 0] < k100w + S s < w000+ L L.
2 2k |x]
d’ou
E—1Y\ 1

1.53 D% < k*(D% — [ —— | —)?

(1.5 (DO < R ) )
ce qui permet de conclure puisque 'application racine carrée est monotone pour
les opérateurs. O

Théoréme 4.19. [5]
On choisit comme espace a un électron
N4 = Xo,400) (D) 9.
Alors pour tout o := e* et Z tels que a, Z > 0 et a < 4(1 — 2aZ)/w, on a

inf EHF(~) = EHF(0) =0
YEV(94) ™) )

ce qui siginifie que dans l’approximation de Hartree-Fock, le systéme électrons/po-
sitrons dans le champ d’un noyau fixe de numéro atomique Z est stable, avec pour
état fondamental unique le vide.

Preuve. Elle est similaire a la preuve du 4.17, jusqu’a (1.49), en remplagant partout
D%% par D%V, On utilise alors le Lemme 4.18 qui donne

s 00 o
| | - 4(1 —2aZ) x|
sous la condition 2aZ < 1. O

(1.54) yD°0| <

Dans [28], Brummelhuis et al. ont amélioré ce théoreme en obtenant des con-
ditions moins restrictives sur «a et Z qui permettent de couvrir les cas de tous les
atomes connus dans la nature.
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FIGURE 1. Cas A # 0, V = —eZ/|x|. La courbe estime par en
dessous la valeur critique du couple («, aZ), pour lequel I’énergie
EHT () est positive. Sur la ligne et en dessous, la fonctionnelle est
positive. Pour la valeur physique de la constante de structure fine
on obtient la stabilité jusqu’a aZ =~ 0.49500002, i.e., Z ~ 67.8328171.

4.3.3. Cas d’un systéme dans un champ électromagnétique. Nous rajoutons ici un
champ magnétique classique, i.e., on suppose qu’en plus du champ crée par un
noyau fixe, les particules sont aussi couplées a un champ magnétique B :=V x A|
oll A est un potentiel vecteur. L’opérateur de Dirac & une particule est alors DAV
avec V' = 1/|x| potentiel de Coulomb.

Théoréme 4.20. [5]
On suppose que le potentiel vecteur A a une énergie finie, i.e., pour B :== V x A,
Jgs B? < 00. On choisit comme espace a un €lectron

4 1= X(0rr00) (D*Y) 9,

e., qui dépend explicitement du potentiel vecteur A. On suppose que € € (0,1],
a €10,4/7] et Z € [0,00) vérifient la condition

(1.55) Ly, ((1 _— 4(% 12y - 5 )_2 (1- €2 < 81

ot L1 3 est la constante dans l'inégalité de Lieb-Thirring pour les moments d’ordre
1/2 [84] (voir ’Anneze A “Inégalités fonctionnelles”, Inégalité (1.99)). Alors

inf E7F(y) >0
YEY(H+) () =
Remarque 4.21. Contrairement aux Théorémes /.17 et /.19, on a ici, pour B #
0, EHF(0) > 0. Au vu de la preuve, on conjecture aussiinf,cq s ) EXF () < EXF(0)
(affirmation non démontrée ici).

Plutot que de donner explicitement la valeur optimale de € qui permet de saturer
I'inégalité (1.55), nous montrons la courbe (Figure 1) définie par I’égalité dans
(1.55), et qui donne une estimation par en dessous de la valeur critique de « en
fonction de Z séparant les zones de stabilité et d’instabilité.

Preuve. La preuve est basée sur 'inégalité diamagnétique (Simon [111] and [82] [La
derniere référence contient une erreur de typographie dans la formule (5.4): dans
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I'exposant, la quantité —t doit étre enlevée]), l'inégalité de Birman-Koplienko-
Solomyak [25] qui permet de se ramener a l'opérateur de Pauli, puis les inégalités
de Hardy et de Lieb-Thirring [84]. Voir les détails dans [5]. O

D’un point de vue technique, il apparait dans la preuve détaillée de ce théoreme
(c.f. [5]) quil est crucial d’inclure l'effet du champ magnétique dans le choix de
I’espace a un électron $),, bien que nous n’ayons pas démontré I'instabilité lorsque
I’on ne l'inclut. Dans le cas de modeles relativistes ot I’énergie cinétique est donnée
par un opérateur de type Brown et Ravenhall (1.7), le choix de ’espace & un électron
doit inclure le champ magnétique, sinon le modele est instable (c.f. par exemple
les travaux de Lieb, Siedentop et Solovej [83]).

4.3.4. Stabilité de la matiere. On considere désormais que notre systeme est soumis
au champ électrique créé par plusieurs noyaux, i.e., nous étudions ici des molécules.
Si on suppose de plus la présence d’un potentiel magnétique extérieur A, 'opérateur
de Dirac a considérer est

1
DA = a - (-V +eA)+mB+eV.
i

ou 'opérateur —V est le potentiel électrique de K noyaux de charge eZ, situés en

Rl, . ,RK, 1.e.,

(1.56) V(x) = — Z ‘X iZRk’

Le potentiel vecteur A est supposé tel que l’mductlon magnétique B = V x A soit
de carré intégrable.

Notons ici que sous ces conditions et les conditions sur a = e? et Z des
Théoremes 4.22 et 4.23, Popérateur DAV est auto-adjoint, avec domaine de forme

HY2(R?) @ C.
Dans ce cas, la fonctionnelle énergie pour notre systeme est donnée par

2
(157) €)= u(DAy) v+ [ Mczwdymzﬂpm

/vay dudy + /B2
81

ot U =" .. per 2%/ IRy — Ry| décrit Pénergie des noyaux.
Le premier résultat est donné dans le cas A = 0.

Théoréeme 4.22. [4] On choisit comme espace a un électron

4= X[o,00) (DY) (9)

avec
(1.58) —eZZ Xre(%).
|X — Rk|

et ou T, ={xeR> : |x—R,| <|x— Rk|,Vk =1...K} est la k-éme cellule
de Voronoi. Soit Lyo3 la constante de l'inégalité de Lieb-Thirring [85] pour les
moments d’ordre 1/2. Pour e € (0,1), a € [0,4/7] et Z € [0, 00) tels que

1
—4(= =12
6 M Dz >0,
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FIGURE 2. Cas A =0, V(x) = ZkK:l eZ/|x — Rg|. La courbe
donne une estimation par en dessous des paires (a, aZ) critiques
pour lesquelles I'énergie E4F () est positive. Pour la valeur physique

a =~ 1/137.0359895, on obtient aZ ~ 0.489576,

ie., Z ~ 67.089649.

La courbe en pointillés est celle obtenue précédemment dans le cas

d’un seul noyau de charge Z.

87 (3+64(3 + 15 + 113)) L1j23(f — 1)

(1—e—m22 41 —1)a222)3

on a

inf EHF(~v) >0
YED(H+) (7) B

Preuve. (c.f. détails dans [4])

La preuve comporte cing étapes:

e On remplace l'opérateur D%Y par D%Vefr; pour cela, on réduit le potentiel
de Coulomb V', dans chaque cellule de Voronoi, a un potentiel de Coulomb

effectif Vg créé par un seul noyau.

e On borne l'énergie d’échange /2 [ dx [ dy|y(x,y)|*/|x — y| par 'énergie

cinétique tr(D%V~).

e On controle la différence entre 1'énergie cinétique et 1’énergie cinétique
modifiée tr(D%"ef~) en utilisant 1'inégalité de Birman-Koplienko-Solomyak

2
37?2 <1,

25

(1.98) [25], qui permet de se ramener a un opérateur de type Schrodinger.

e On estime I’expression obtenu a I’aide d’une inégalité de Hardy locale dé-
montrée par Lieb et Yau [86, Formula (5.2)] et qui remonte a Dyson et
Lenard [45] (voir (1.97) dans I’Annexe A “Inégalités fonctionnelles”).

e On applique alors l'inégalité de Lieb-Thirring [84] pour les moments d’ordre
1/2 afin d’estimer la trace (voir ’Annexe A “Inégalités fonctionnelles”,

Inégalité (1.99)).

Dans le théoreme suivant, on étend le résultat du Théoreme 4.22 au cas avec

champ magnétique B := V x A, d’énergie finie.

Théoreme 4.23. [4] Soit

9+ = [X0,00) (D)) ().

O
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FIGURE 3. Cas A # 0, V(x) = ZkK:l eZ/|x — Rg|. La courbe
donne une borne inférieure pour les valeurs critiques de (o, aZ) pour
lesquelles I'energie E7F(.) est positive. Pour la valeur physique a ~
1/137.0359895, on obtient aZ ~ 0.48, i.e., Z ~ 67.14. La ligne en
pointillé est celle obtenue pour le cas d’'un modele a un seul noyau
(c.f. Théoreme 4.19)

On suppose que € € (0,1), € € (0,00), a € [0,4/7] et Z € [0, 00) vérifient

2 9
1
(1.59) 1—ec— ”12‘ —4(= —1)a2Z2 >0,
€
St (3+64(:+L1 + L)L I _121+4¢
(1.60) 7T< + (3 + 102+2112)> 1/2:3(5 )3 (1+e )a3Z2 <1,
(1—e— =2 —4(1 —1)a22?):
et
161 87TL1/273(1 — 6)2(]. + %) o g 1
w202 1 279\ 3
(1—e—T5 —4(; —1)a?Z?)2
Alors on a

inf 77 (y) > 0.
€D () =
Les valeurs de € et € sont des parametres que 1'on peut choisir librement tant que
(1.59), (1.60) et (1.61) restent vrais. La Figure 3 est obtenue pour une optimisation
numérique de ces valeurs de € et €.

Preuve. La technique est similaire a celle utilisée pour la preuve du théoreme 4.22.
On utilise en plus une inégalité diamagnétique relativiste (c.f. [82, Appendix], voir
aussi Annexe A) pour controler énergie d’échange «/2 [ dx [ dy|y(z,y)?/|x — y|
par Iénergie cinétique tr(DAV~y). Puis, apres avoir utilisé 1'inégalité de Birman-
Koplienko-Solomyak, qui ramene le probleme a une estimation de trace avec un
opérateur de Schrodinger avec champ magnétique, on utilise I'inégalité diamagnéti-
que usuelle pour les opérateurs de Schrodinger (Simon [111]; voir aussi I’Annexe A)

O

4.3.5. Optimalité du choizx de ’espace a un électron. Comme cela a été montré dans
les paragraphes 4.1 et 4.2, le choix de l'ordre normal n’est pas unique; il dépend
du choix de 'espace a un électron §,. Pour I’étude de notre fonctionnelle E#F| 1a
dépendance en $), apparait sur le sous-espace variationnel (9 ).
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Dans le théoreme suivant, on discute de 'optimalité du choix de ’espace $.
Pour cela, on définit 1’énergie fondamentale

1.62 E($.):= inf &"F

(1.62) (91):= _inf £77(3)

ou $H, est un sous-espace fermé de § tel que la projection orthogonale sur .
(H_ = (9H,)1), laisse le domaine D(D%Y) invariant. On notera S I'ensemble de

ces sous-espaces. On a alors le résultat suivant:

Théoréme 4.24. [5] Soit l'opérateur de Dirac D*V avec des valeurs de o et Z
comme dans le Théoréme 4.20, et tel que 0 & o(D%").
Pour tout $1 dans S\ {X[o,+00)(D*Y)$H} on obtient

(1.63) B(94) < 0= E(xo.100 (D*V)9).

Preuve. Pour les détails, c.f. [5]. La preuve est basée sur I'observation suivante:
supposons qu’il existe deux vecteurs orthonormés p et n tels que p € $,ND (DY),
n € H_NDDO) et vérifiant R(p, D*Vn) # 0. On fixe comme base de $
...,€e_1,€0,€e1,... telle que e_; =n, eg = p, et ¢; € H_ pour des indices i négatifs
et e; € $H, pour des indices ¢ positifs. Soit le vecteur ¢ dans l'espace de Fock §
défini par ¢ = (1 — e)2Q + ealb* |Q, ot € € (—1,1), et Q est le vide. On peut
montrer que p := |@){p| est un état quasi-libre, de 1-pdm associée

T = v 0_ v = 625071‘15071‘ 6(1 - 52)%51—15@',0
0 - ’ 6(1 — 62)552'7_15‘70 —62(5]‘70(5170 ’
ol &y, est le symbole de Kronecker. Un calcul simple montre que Iénergie E#7(v)
est

EMT(y) = 2eR(p, D*V'n) + O(*),
i.e., on a un terme linéaire en ¢ non nul, plus un terme d’ordre supérieur en e.

Donc, en choisissant correctement le signe de €, et pour e suffisamment petit, on
obtient

B((5,)) < EM(7) < 0.
[l

Remarque 4.25. Le Théoreme 4.2/ exprime le fait que si l'on ne choisit pas
pour espace a un électron ., = X(_oovo)(DO’V)fJ, le minimum de la fonctionnelle
ERY sur lespace variationnel ) ($,) est strictement négatif, et donc, inférieur a
Uénergie du vide v = 0 (1-pdm associée au vide S de l'espace de Fock), ce qui est
une contradiction avec l'intuition physique.

D’autre part, ce théoreme permet d’exprimer [’énergie fondamentale sous la
forme d’un max-min, comme cela est proposé par Mittleman [92] dans le cas des
systémes a charge totale fixée et exposé dans le paragraphe § 4.4, (1.66):

. HF - HF HF
oy weggmg ) wem(x<,;ﬁf<DOvV>ﬁ>g (7) = £7200).
4.4. Minimisation de la fonctionnelle énergie a charge totale du systeme
fixée. [17]

Le paragraphe précédent était essentiellement consacré au probleme de la sta-
bilité, i.e., puisque 'on est a nombre de particules non fixé, il s’agissait essentielle-
ment de montrer que pour un “bon” choix de I'espace a un électron $, I'énergie
du vide était positive (en fait nulle) et que c’était la plus petite énergie possible.
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Il s’agit maintenant d’étudier des systemes atomiques relativistes. Pour cela,
nous allons étudier la méme fonctionnelle £ que précédemment, mais en forcant
le systeme a avoir une charge totale fixée. Par abus de langage, on appellera charge
I'entier ¢ tel que la charge physique du systéme électrons/positrons est en fait égale
a —qge. Pour T dans l'espace de Fock §, on a déja défini la notion de nombre de
particules dans (1.32). Le concept de charge est défini sur § par l'opérateur (c.f.
(119, § 10])

.5 — 35
(1.64) iy S (et — 6hY)
La charge de I'état quantique T € § est alors
(T,QY)3.

On montre alors pour une matrice densité a une particule v € &;(5)) que la charge
est donnée par

(1.65) charge de v = try = tr(A;yAL) + tr(A_yA_)

En particulier, tr(A,yA ) représente le nombre d’électrons pour le systeme décrit
par v et —tr(A_yA_) est le nombre de positrons.

Nous allons restreindre notre étude au cas de particules dans le champ électro-
statique créé par un noyau fixe de numéro atomique Z, et en I'absence de champ
magnétique. L’énergie cinétique du systeme est donc donnée par 'opérateur de
Coulomb-Dirac

2
Dy :=D% =Dy + eV := %a-V—l—mﬁ—%
On peut élargir la classe des potentiels V' pour lesquels les résultats de ce paragraphe
restent vrais: il suffit que les singularités de V' soient au plus coulombiennes, et il
est nécessaire que 'on ait une décroissance a l'infini en e*Z/|x].

L’approche développée par Brown et Ravenhall [27] pour étudier les modeles
atomiques relativistes consiste, comme on I’a vue dans § 3.1, a fixer un espace a un
électron $), et la projection A sur cet espace. Le hamiltonien de Brown et Raven-
hall (1.7) est obtenu par restriction a 'espace & N électrons AY | (A, (L*(R?) @ C*))
du hamiltonien de Dirac a N particules (1.6). Dans le cas d’atomes lourds a grand
nombre d’électrons, lorsqu’on choisit Ay comme la projection sur le sous-espace
spectral positif de 'opérateur de Dirac libre Dy ou de l'opérateur de Coulomb-
Dirac Dy, le calcul numérique donne des valeurs pour les états liés inférieures a
celles mesurées expérimentalement (c.f. [92] et références incluses) .

Selon Mittleman [92], le bon choix de A est celui pour lequel I’énergie de ’état
fondamental est la plus haute, comme c’est le cas pour le probleme sans restriction
de charge (voir Théoreme 4.24 et remarque 4.25). Cela signifie que pour le probleme
a charge totale fixée ¢, le choix physiquement raisonnable de I'espace a un électron
94, est celui qui conduira a la valeur inf,egq, ), try=q 77 (7) la plus élevée. Ceci
conduit a considérer un principe variationnel de type “max-min” suivant

- HF
(1.66) Sfip veﬁ(ﬁin)f tw:qg .
Toujours selon Mittleman, les équations d’Euler associées devraient conduire, au
niveau heuristique, aux équations de Dirac-Fock traitées par Esteban, Séré et Pa-
turel [46, 98, 47] pour le probleme a N = ¢ électrons.
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Dans ce paragraphe § 4.4, nous montrerons que pour un ensemble raisonnable
de sous-espaces . C $, le probleme de minimisation admet une solution (pas né-
cessairement unique), et que tous les minima sont des 1-pdm associées a des états
purs (i.e., des déterminants de Slater), électroniques, et qui vérifient des équations
de Dirac-Fock. Le probleme variationnel (1.66) sera discuté dans § 5.

4.4.1. Définition du probleme. On imposera la restriction raisonnable suivante:
I’espace a un électron sera un sous-espace spectral d’un opérateur de Coulomb-Dirac
plus champ moyen qu’on appellera opérateur de Dirac-Fock. Le champ moyen sera
celui créé par un systeme de charge totale ¢’ donné.

Pour p € [1,00), on rappelle que &,() = {A € B(9) ; tr|A|P < oo} est la classe
de Schatten d’ordre p (voir (1.35)).

L’ensemble des 1-pdm admissibles pour décrire le champ moyen est donné par

Définition 4.26. Soit F' [’espace de Banach de tous les opérateurs auto-adjoints
§ définis sur §, et tels que la norme ||0]| := || |Do|'/? 0 |Do|'/?||s, soit finie.

Pour § € F, on notera (A,) la suite de ses valeurs propres, et (,) une base
orthonormale de vecteurs propres associés; Le noyau intégral associé a § est d(x, y),
avec

(1.67) 0(,y) = D> Abal(@)€aly)

On notera sa densité & une particule par ps(x) == S t_; 37 | ().
Nous définissons maintenant les opérateurs de Dirac-Fock.

Définition 4.27. L’opérateur de Dirac-Fock dont le potentiel électrostatique de
champ moyen est crée par un systeme dans l’état 6, |5 € F', est

1 Z
(1.68) DY =V +mf — it aW® (o =¢?).
1 X

Le potentiel de champ moyen W© est donné par
(1. 69) W =0 _x0)
ot o9 le potentiel direct, est Uopérateur de multiplication par
ps(y)
(1.70) o9 (x) 1= / d
s [X — Y
et X Uopérateur d’échange (ou potentzel d echcmge) est défini par

) =

Proposition 4.28. Pour § tel que |§| € F, Uopérateur W© est borné, ce qui
implique que D) est auto-adjoint, de méme domaine que l'opérateur de Coulomb-
Dirac Dy; Pour aZ € [0,4/3/2), on a donc

(DY) = H'(R®) ® C*.

De plus, Uopérateur WO est relativement compact par rapport ¢ Dy, ce qui im-
plique

Uess<D(6)) = Uess(DO) = (—OO, _m] U [ma OO)
(c.f. preuves dans [17])
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Définition 4.29 (Espace a un électron). Pour 6| € F, on définit l’espace a un
électron f)f) associé comme étant le sous-espace spectral positif de 'opérateur de
Dirac-Fock D). La projection Af) sur ce sous-espace est donc

5) . D)
(1.72) AY = Xporro0) (D).
Avant de définir nos espaces variationnels, notons la propriété suivante

Proposition 4.30. Pour tout v € F' on a

Itr<Dzv|+1/2‘/dx/d P1(X)P1(y) 'O” ‘+1/2‘/dd )}

Preuve. Pour ~ et 4/ dans F', on a, en utilisant leur décomposition spectrale pour
exprimer leur noyau (c.f. (1.67)) et en appliquant I'inégalité de Cauchy Schwartz

< 00,

(1.73)
LWE

‘// IX—YTyd v |//ZA ZX@ |X—Y|

S Pl @) 2, 116 (y Pl (X)op (¥)
d dy 0 2 Y dxd
S// %yl // x—yl Y

Ce qui montre que le terme d’échange est controlé par le produit scalaire de
Coulomb. D’autre part, en utilisant 'inégalité Kato, on a

(1.74) Jaeleu@p a0 < S v

Ce qui permet de conclure par sommation sur p et v. O

Cette proposition nous permet de définir les espaces variationnels suivants

Définition 4.31. Etant donnés o tel que 0| € F et ¢ € Ry, en notant A®
1— AQ, on définit les ensembles suivants

DO = PAYH) = {7 e & ( =", —AD <~y < AP
2
[tr(Dzv)| + /dx/ p7 p7 —/d:ﬁdy—h(x’y>| < oo}
2 x -yl
= {yeF| -AY <y <Dy
30 = {[yeF | =AY <y < AP AD9AD =0},
3V = {ye3P0<try<q},
5
3 = {re3? uy=q}.
On notera que tous ces ensembles sont inclus dans F'. Les ensembles @ 30) et

3((15) sont convexes. De plus, pour v € 3 on a, par définition, v, := A PyA(‘S >0
et y__ = (1— Agf))'y(l - Af)) < 0. On observera aussi que ’ensemble 3(‘5 est un
sous-ensemble de ). Dans le premier, on a supposé que (1 — A(f))yA(f) =0, ce
qui signifie, d’un point de vue de la physique, que 'on a interdit les corrélations de
paires électrons/positrons.
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En suivant la méme méthode que celle du paragraphe 4.2, nous définissons
I'énergie EAF dun systeéme électrons/positrons de charge fixe égale a ¢, sans cor-
rélation de paires, dans 'approximation de Hartree-Fock, et pour un espace a un
électron donné par f;(f) = Af)ﬁ. On obtient une expression similaire & (1.39) de la
Définition 4.10, sans potentiel magnétique A ni champ magnétique B. On montre,
comme dans le Lemme 4.13, que le probleme de minimisation est équivalent si on
omet dans T' les parties v qui ne conservent pas la charge (on notera cependant
que tr Z* 117 > = tr ( g (17 )) On obtient alors, comme dans (1.43), une
fonctionnelle qui ne dépend que de ~:

Définition 4.32 (Fonctionnelle de Hartree-Fock & charge totale fixée).

0 5 R
1.75 gxr . 3
(1.75) v = tr(Dgy) +aQly, 9],
on
(1.76) Q'S@Xsw - B

(7,7 = Dlpy, py] = E[v,7],
D].,.] est le produit scalaire de Coulomb défini par (1.37) et E.,.] est I’énergie

|X J— jr|

4.4.2. FExistence et propriétés des minima.

gHF

Proposition 4.33. La fonctionnelle énergie est bien définie sur 3%

(c.f. preuve dans [17])

Nous énoncgons maintenant les deux résultats principaux de ce paragraphe. Le
premier est un théoréme d’existence de minimum pour la fonctionnelle E#% re-
. N 6 Id . L4 ’ . .
streinte a 3((9(1) . Le second établit les propriétés des minima.

Théoréme 4.34. [17]/Ezistence d’un minimum] Soient q un entier strictement
positif, & un élement de F, 6 > 0. On suppose de plus que pour la constante
sutvante

d = sup{r : |Ds| > 1Dy}
on a
ma(l/4 + max{trd, q}) < (d — 4atrd).

Alors, la fonctionnelle EXE restreinte a Sgsq) admet un minimum dans Bgz).

Remarque 4.35. Un calcul simple qui utilise ['inégalité triangulaire pour la norme
opérateur et 'inégalité de Hardy (1.96) montre que

d>1-—2e7.

Preuve. Nous ne donnons ici que quelques étapes clefs de la preuve. Pour les détails,
c.t. [17].
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e Nous démontrons tout d’abord que la fonctionnelle &| 3(5> est bornée infé-

rieurement. La stratégie est similaire a la preuve de la stabilité établie dans

le Théoreme 4.19. Cependant, comme l'espace a un électron est défini a

partir d’'un opérateur de Dirac-Fock, cela nécessite en plus de controler le

potentiel moyen W par 1’énergie cinétique libre Dj.

Nous montrons ensuite que I’on peut choisir la suite minimisante de £7F |3gs)
q

purement électronique car on a la propriété suivante: pour tout vy € 3(52,
il existe 7, € 35‘2 positive et R € 3(8%) tels que v = 7. + R et £ (q,) <
EHT (). De plus, I'égalité n’est vraie que si v > 0.
On prouve de plus qu’il suffit de considérer des suites minimisantes qui sont
des projections; en effet, on démontre que pour tout v € 3(8‘2, il existe une
projection P = P? € 3(8‘;) telle que
ENT(P) < €M (y)
ou 'égalité n’a lieu que si v est déja une projection.
A ce stade, on a donc montré
: HF 4 : HF )
inf{€7(7) | € 35} = inf{€""(7) [0 < v € 35)}.
= inf{EM(7) |0 <y =127 € 35}

Or, une matrice densité a une particule ~ telle que v € 3aq et v =72 est
une projection de rang q:

q
V= Z o) (@i, @i € H(R?) © C, Agf)%' = ¥i-

Le probleme de minimisation est donc réduit a un probleme plus “classique”
de type Hartree-Fock a nombre de particules ¢ déterminé. Réécrit a ’aide
des déterminants de Slater, ce probleme de minimisation devient avec les
notations du paragraphe 3:

N

inf{z<%DZ%>+ : //hp( )pé(Y)—\ch(fE,y)PdXdy

— x =yl

| © = (p1,...,9q),¥i € H1<R3) ® C47 Af)%’ = 901'}

La derniere étape consiste a montrer que pour toute suite minimisante 7,
(qui peut étre choisie comme une suite de projections de rang ¢), la suite
(Il7ll7) est bornée pour la norme ||.||r donnée dans la Définition 4.26); Il
existe donc une limite faible v,,. Pour conclure, il suffit de démontrer alors
qu’on a la propriété de semi-continuité inférieure

lim inf £4(7,) > €7 (7s0).

Ceci est démontré en scindant la fonctionnelle énergie £ de la fagon sui-
vante

SHF(,Y") =tr (X(erOO)(D(é))(D((S) - m)X(m,Jroo)(D((s))’Yn)
+ 1 (X(0.m) (D) (D = m) X [0y (D)) — artr(y;,)
+ OétI‘(X((s)fyn) + O‘Q<7m ’Yn) +mq .
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et en montrant que chaque terme est semi-continu inférieurement.

0

Théoréme 4.36. [17]|/Propriétés des minima/ Soient ¢ un entier strictement posi-
tif, 0 un élement de F', 6 > 0. On suppose de plus que pour la constante suivante

(définie dans [28])
d :=sup{r ; |Dz| > r|Do|},
on a
ma(l/4 + max{trd, q}) < (d — 4atrd).

Alors, toute 1-pdm ~ minimum de SHF|3(5> vérifie v = v* = 4% = Af)fy/\f). De
9q

plus, v commute avec l’opérateur de Dirac-Fock projeté A(f)D(V)ASf), i.e.,
[, AP DAY <o,

En particulier, il existe une famille orthonormale de q orbitales @1, ..., 4 €
AVq N (HY(R3) @ CY), telle que

q
v = Z |pi) (il ,
i=1
et
(1.77) AYDOIND o = eis, (=1, ..., q),
avec €1, ..., €, € [0,m].
Nous pouvons aussi établir la propriété classique suivante:

Proposition 4.37 (Il n'y a pas de couches non-pleines pour les opérateurs de
Dirac-Fock projetés). Sous les mémes hypothéses que le Théoreme 4.34, les q réels
€1, ..., € définis par (1.77) sont les q plus petites valeurs propres de A@D(‘S)Af).

De plus, si €,1 est la (q+ 1)-éme valeur propre (en comptant la multiplicité) de
lopérateur de Dirac-Fock projeté Af)D(“’)A(f), alors pour tout 1 = 1,--- ,q, on a
les inégalités strictes €; < €g41.

(c.f. preuves dans [17]).

Le Théoreme 4.36 montre que toute matrice densité a une particule v, qui
minimise la fonctionnelle A7 (1.75) restreinte & BS? correspond a un déterminant
de Slater construit a partir de g orbitales ¢; (i = 1,---,q), qui sont purement

, . ) . .
électroniques car ¢; € Sf)i) . En d’autres termes, on a les relations suivantes:

o U(zy, -+ ,x,) = det(p;(z;)) déterminant de Slater engendré par les ¢,

e F27T = (Tmm), . en tel que Y™™ = WU pour (n,m) = (g,0) et Y™™ =0
sinon,

e py est I'état pur associé a Y (c.f. Définition 4.1),

o[, = ( gmin [i%mn ), est la 1-pdm associée a py, donnée par la relation
(1.34).
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D’autre part, puisque les minima peuvent étre considérés comme des détermi-
nants de Slater purement électroniques, cela signifie que le probleme de minimisa-
tion étudié ici est finalement équivalent au probleme de minimisation de la fonction-
nelle (¥, Hy¥) sur I'ensemble des déterminants de Slater {¥ = det(y;(z;)) | s €

fj(f), i=1---,q}, et ou

N
- 1 2
Hy =) AD@)DzoAD () + 5 Y AV @AY ()
=1

1<i<j<N

AL ()M ().

x; — x|

Nous retrouvons ainsi I’étude, dans ’approximation de Hartree-Fock, des hamil-
toniens de type Brown et Ravenhall (§ 3.1).

Idéalement, nous aimerions maintenant discuter de la partie maximisation pro-
posée par Mittleman [92] (voir (1.66)), afin de déterminer le “bon” espace a un
électron a considérer. Nous ne sommes pour l'instant pas en mesure de donner
un théoreme général d’existence et de caractérisation du maximum. Cependant, ce
probleme sera abordé dans la section § 5 et certains résultats partiels seront donnés
concernant ce probleme.

5. LIENS ENTRE LA FONCTIONNELLE DU CHAMP ELECTRON/POSITRON £HF gt
LES EQUATIONS DE DIRAC-FOCK

Dans cette section, nous présentons quelques résultats rigoureux en liaison avec
une conjecture de Mittleman (c.f. début du paragraphe § 4.4) .

Dans le Théoreme 5.1 du paragraphe § 5.1, nous établissons un lien entre les so-
lutions des équations de Dirac-Fock et les points critiques de E7F (plus précisément
les points critiques de la fonctionnelle obtenue & partir de £7F en explicitant la
dépendance en A, , projecteur orthogonal sur ).

Dans le paragraphe § 5.2, nous démontrons (Théoremes 5.3-5.5) dans quels cas,
pour g € N fixé, le principe variationnel
(1.78) e?:= sup inf £7F(y),

0EF tré=q 763((9?

similaire a (1.66), conduit a des solutions auto-consistantes de type Dirac-Fock
pour (4,7), i.e., dans quels cas on a [D® ] =0, v = Y7 |p:){p4] et les p; sont
solutions des équations de Dirac-Fock DMy, = €;;.

5.1. Les points critiques vérifient les équations auto-consistantes de Dirac-
Fock. Nous montrons dans ce paragraphe que les points critiques d’une fonction-
nelle similaire & £ sont des solutions des équations de Dirac-Fock (1.13).

Nous introduisons tout d’abord quelques notations. D’apres l'interprétation de
Dirac (c.f. § 2.3), la projection A® peut étre considérée comme la matrice densité
a une particule de la mer de Dirac, sauf que cette matrice densité ne vérifie pas la
condition de trace finie car nous avons trA') = +o0 .

La projection A® est 1a mer de Dirac sous I'influence d'un noyau de charge eZ
et d'un nuage d’électrons/positrons de distribution donnée par d.

On définit alors les matrices densités non renormalisées par

Yur = AD 47,

qui représentent des sytemes d’électrons, inclus ceux virtuels de la mer de Dirac.
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Ces matrices densités non renormalisées sont positives, exprimant le fait qu’ici
les positrons apparaissent comme des “trous” dans la mer de Dirac.

On considere ici comme ensemble admissible de projections A_, toutes les pro-
jections orthogonales sur £).

Nous exprimons alors notre fonctionnelle de Hartree-Fock a ’aide de la mer de
Dirac A_ et des matrices densité non renormalisées ,,.. Cela présente I’avantage
que la dépendance en A_ de I’énergie devient explicite, et que la contrainte —A_ <
v < Ay devient 0 < 7, < 1, i.e. indépendante de A_. Pour un entier ¢ € N donné,
nous définissons I’ensemble

=, ::{(%T, A_) € B(9)? | Yur, A_ projections orthogonales, (V. — A_) € &1,

(= A) = @, Dz(ur — M) € 61,10z, ] € BS), [Dz, 7] € BS)}

et la fonctionnelle énergie ¢ suivante :
QEHF . Eq — R
(Yurs A=) = tr (Dz(yur — A2)) + aQVur — Ay yur — A,
ou Q-] est définie dans (1.76) comme la différence de l'énergie directe et de

I’énergie d’échange. On notera que pour A_ et d tels que (7, — A_) € 309 alors
GHF(’VumAf) = gHF(fVuT —A).
Nous pouvons alors établir le théoreme suivant

Théoréme 5.1. [17] Supposons que (Yur, A_) € 2, soit un point critique de E1F.

Alors, pour v := v, —A_ on a
(1.79) (DD 4] = [DY),A] = 0.
(c.f. preuve dans [17])

Remarque 5.2. L’équation (1.79) implique [D) 4] = 0. Si de plus le point
critique (Yur, A=) vérifie (Yur — A_)? = (yur — A_) := 1, alors il existe une famille
orthonormale (p;)i=1.., de H'(R?) @ C* telle que

v = Z!%)(%\

et qui vérifie les équations de Dirac-Fock (non projetées)
DM o; = eiip;.

5.2. Solutions du probleme “max-min” et solutions des équations de
Dirac-Fock. Dans ce paragraphe, nous étudions quelques cas d’atomes pour les-
quels on peut montrer soit que les solutions du probleme (1.78) sont aussi solutions
des équations de Dirac-Fock, soit, au contraire, que les solutions de (1.78) ne sont
pas solutions d’équations de Dirac-Fock. Les deux types de résultats sont énoncés
dans la limite non relativiste. Pour cela, il nous faut changer de systeme d’unités
pour l'opérateur de Coulomb-Dirac afin de faire apparaitre explicitement la vitesse
de la lumiere c.

Dans le systeme d’unité ot la constante de Planck A vaut 1, la masse de 1’électron
vaut 1, et Ze? = 4mey, (Z=nombre de protons dans le noyau) 'opérateur de Dirac
libre s’écrit
(1.80) H, = —ica-V +¢3,
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ol ¢ > 0 est la vitesse de la lumiere et a, § sont les matrices de Dirac données par
(1.3)-(1.4). L'opérateur de Coulomb-Dirac est

H.+Vy
ol le potentiel électrostatique est
Vi im s (1/x),

n étant la densité de charge du noyau, i.e. [n =1 dans le systéme d’unités choisi.
On suppose de plus que n est une fonction réguliere de R3, radiale et & support
compact; ceci implique que V, : R? — (=00, 0) est une fonction réguliere, négative,
et radiale qui vérifie

1
vx € R?, T <Va(x) <0, et |x|Vu(x) =—1 pour |x| suffisamment grand.
X
La condition de régularité sur n exclut le cas de la singularité coulombienne en
1/|x| pour le potentiel V;. Il s’agit cependant d’un point purement technique, et les
Théoremes 5.3-5.4 ne devraient pas changer dans le cas d’un potentiel coulombien.
L’opérateur H. + V, est essentiellement auto-adjoint, et pour ¢ > 1, son spectre
est

o(H.+Vy) = (—o0, —1JU{A], A5, ... FU[L, +00),
avec 0 < Af < A§ < ... et limg_ oo A = 2 (c.f. [119)]).
On notera

(1.81) M; = Ker(H, + V, — 1)

les sous-espaces spectraux associés aux A{, et leurs dimensions respectives sont
notées

(1.82) N; = dim(M;)

Nous définissons maintenant notre fonctionnelle de Dirac-Fock de maniére ana-
logue & (1.9): pour N € N fixé, on pose

N
Ec.a(P) :Z/RS(S% (He + Va)gi)cadx
=1

L@ // pa(X)pa(y) — |R¢’(x’y>|2dxdy,
2 J Jr3xr3 Ix -yl

oll a := e? > 0 est la constante de structure fine, ® est le N-uplet (¢1,...py) de

fonctions orthonormées de H'/2(R%) @ C*, et pg et Ry sont définis comme dans
(1.10) et (1.11) par

(1.83)

Ro(z,y) = ¢i(z) @ @iy)",

=1

et |Ro(z,y)|* = tr(Ro(z,y) Re(z,y)").
Pour noter le fait que la famille (1, ... o) est orthonormée, on écrira

(1.84) Gram»® =1y .
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Pour ® = (y,...,0n) C (HY?(R?) @ CHN donnée, Gramz>® = 1y, on définit
I'opérateur de Dirac-Fock associé de fagon similaire a (1.17) par

(A noter cependant le préfacteur o devant le potentiel moyen engendré par ¢ qui
n’était pas nécessaire dans (1.17)).

On a vu d’une part dans la théorie de Dirac-Fock que les résultats de Esteban et
Séré [46, 47] ont montré qu'un bon candidat pour étre ’énergie fondamentale de
notre systeme atomique relativiste était donné par (c.f. Théoreme 3.4)

(1.85)
Ega =inf{&a(P) |P = (¢1,-- -, ON)s X(—00,0)(Hac)pi =0, pouri=1..N}

=inf{&. »(P) | solution des équations de Dirac-Fock Hg .; = €;;, € > 0}

De plus, Esteban et Séré [47] ont montré qu'il existe ®° solution des équations de
Dirac-Fock telle que &.,(®°) = E,,.

D’autre part, en se basant sur ’'approche de Mittleman [92] et les Théorémes 4.34,
4.36 et 5.1, de fagon similaire a (1.78), on peut considérer comme énergie fonda-
mentale de notre systeme atomique la quantité

) 0€Ftré6=N,6>0 763%‘5]3, )

oll on a utilisé les notations du paragraphe 4.4 et ou l’espace variationnel 3(6%
et la fonctionnelle £/ sont obtenus comme dans les Définitions 4.31 et 4.32 en

remplagant partout Dy par H. + V,, i.e., pour Af) = X(o,oo)(Hc + Vi + aW(5)) et
AD =1 =AY
30 ={reF| =AY <7< AP, AD90D =0, try = N}
et
gHF | 39 — R
oy e tr((He+ Va)y) + Q1)

Dans [16], nous avons établi trois résultats principaux. Le premier donne une
inégalité entre les deux énergies fondamentales (1.85) et (1.86) qui est toujours
vérifiée pour ¢ > 1 et pour des valeurs faibles a < 1 du couplage avec le potentiel
de champ moyen. Le second résultat montre que les deux quantités sont égales, et
atteintes pour le “méme” état fondamental, lorsque 1’on considere une perturbation
(v petit) du cas linéaire (o = 0) d’atomes avec des couches pleines. Le dernier
résultat montre qu’il existe cependant certains cas pour lesquels les solutions du

probleme (1.85) ne correspondent pas a des solutions auto-consistantes du probleme
de supinf (1.86).

Théoréeme 5.3. [16] Pour tout ¢ > 0 assez grand il existe a. > 0 tel que V0 < o <
O, ON a
el < Ega.

&)

Théoréme 5.4. [16]/Perturbation du cas linéaire des couches pleines/
Supposons qu’il existe k € N tel que N = Zle N; (N; définis par (1.82)). Alors,
pour tout ¢ > 0 assez grand et o > 0 suffisamment petit, on a
0 0

c,aa — et
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De plus, les deuz problémes variationnels (1.85) et (1.86) sont atteints par la méme
solution, i.e., il existe ®° = (9,..., %) C (HY?(R?) @ CHN, Gram2®° = 1y,
telle que pour 7° = L, [@0) (6] on a® € 35 et
Eo =& (0") = inf (1) = et = Eca(®).
7639';\?)

Théoréme 5.5. [16] [Bifurcation du cas linéaire des couches non-pleines/
Supposons qu’il existe k € N tel que N =1+ 3 N; (N; défini par (1.82)).
Soit ®g = (2, ..., %) une solution du probléme (1.85). Si c est suffisamment

grand et o petit alors, pour v° = SN (L], on a

(1.87) Bl =Ea(®) > inf E17(7).

~€35n
En particlulier, le couple (v°,~") n’est pas solution du probléme supinf (1.86).

Remarque 5.6. i) Puisque le potentiel V, est multiplicatif, les valeurs propres A¢
de H. + V, sont toutes dégénérées. (c.f. par exemple [119], [97], [11]). Donc la
condition N = 1 + Zle N; correspond bien au cas de couche non-pleine, et le
Théoreme 5.5 n’est pas vide.

i) L’inégalité (1.87) ne signifie pas que les deux quantités e? , et E) , ne sont
pas €gales. Dans le cas N =1, qui est un cas particulier de couche non pleine, on
peut méme montrer qu’il existe 6° tel que pour toute solution ®° de (1.85), si on
note ¥° la 1-pdm qui correspond a ®°, la paire (6°,~°) est solution de (1.86), et que

Ega = gC,a(CDO) = e(c]a = 1nf gg{aF(’y) = ScHozF(’yO)'
: : a3, :

Cependant, dans ce cas, on a v° # 6°.

Nous présentons ici les idées de preuves du premier théoreme et un shéma suc-
cinct des preuves des Théoremes 5.4 et 5.5. Les preuves completes et rigoureuses
des Théorémes 5.3 & 5.5 se trouvent dans [16] et utilisent des résultats de [47, 49, 17].

Preuve du Théoreme 5.3. On montre tout d’abord qu’il est possible de
réécrire les deux fonctionnelles &, et SfaF de facon a ce qu’elles agissent sur les
mémes variables:

On définit la grassmanienne

Gn(HY?) := {X sous-espace de H/*(R?) @ C*; dim¢(X) = N}.

Grace a l'invariance par transformation unitaire de la fonctionnelle £ définie par
(1.9), on obtient pour toute matrice unitaire u € U(N) et tout ® = (pq,...,pn) €
(H'(R*) @ CHY,

(1.88) Eeau®) = Eca(P),

avec la notation (u®), = >, up.
Ainsi, on peut redéfinir &, . sur Gy (H'?) par

Eual )= [ (1 (He + Vel

- 2
La // pa(x)pa(y) — |Re(z,y)| dxdy.
2 J Jraxrs x —yl

(1.89)
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ot a := e* > 0 est la constante de structure fine, {¢1,... oy} est une base or-

thonormale quelconque de X et ® est le N-uplet (¢1,...oN).
On peut alors écrire en utilisant (1.85) et (1.89) et en notant Hx . un opérateur
de Dirac-Fock associé & X € Gy (HY?)

(1.90) By, =inf{&..(X) | Hx.X = X}.

Dans la suite, on utilisera indifféremment les expressions & ,(X) et &.,(P) pour
désigner la méme quantité.
D’apres le Théoreme 4.36, pour d opérateur positif fixé dans F', on obtient

(1.91)

N
inf M7 (y) =if{EMT () [ 7= leieil, i € AVH N HVA(R?) @ C1}

€3N i=1
_ _ ] (%) 1/2 (3 4
=inf{&. o(X) | X=Span{p1,...,on}, pi € AVHNHZ(R’) @ C*}.

Nous définissons maintenant une famille de projecteurs “proches” de la projection
sur le sous-espace spectral positif de 'opérateur de Dirac libre H..:

Soit A un projecteur orthogonal sur L2(R3)®@C*, dont la restriction & Hz (R?)®C*
est un opérateur borné sur H %(RB’) ® C*. Etant donné € > 0, on dira que A est
e-proche de Ay . := X(0,+00)(H.) si pour tout ¢ € Hz(R?) ® C*, on a

(et ety (aa2)sf

Remarque 5.7. Pour ¢y > 0 donné, on peut montrer que si ¢ est assez grand et
o = e? est assez petit, alors pour tout 6 € F, § > 0, X(0,00)(He + Vi + aW©)) est
go-proche de AT .

1
<e H<—02A+c4>41/1‘ ,
L2(R3,C4)

L2(R3,C4)

Dans [47], Esteban et Séré ont montré que pour ¢ assez grand et €, et « petits,
pour tout projecteur orthogonal A ey-proche de A4 . on a

(1.92) B, = inf Sp - EealX)
' X+€GN(AHY?)  xeqyml/2)
AX=X

Pour § € F fixé, § >0ona,pourc>let0<a<1

VE3SN XpeGnAP HY?)
< inf sup Eea(X)
XieGnAWPHI2) x ¢ Gn(HY?)
Af)X =Xy
= E°

c,a’

ou pour la premiere égalité on a utilisé (1.91), et pour l'inégalité on a utilisé (1.92)
et la Remarque 5.7.

Ceci montre e, < E? ..

Idée de preuve du Théoreme 5.4. Pour o = 0, puisque 'on considere un cas
de couche pleine, il existe une solution X unique du probléme variationnel (1.90)
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qui définit E7 ,_,
k
X' =P M; € Gu(H'),
i=1
ot M; sont les sous-espaces propres de H, + Vj, définis par (1.81). De plus, X° est
aussi solution du probleme variationnel qui définit eg’azo puisque

e? =inf{€..(X") | X € GN(X(0,+OO)(HC7X0)H1/2)}.

c,a=0
Par le théoreme des fonctions implicites, on peut montrer qu’il existe un voisinage
Q de X et une fonction h : [0,ap) — Q telle que X* := h(a) est 'unique solution
des équations de Dirac-Fock avec constante de couplage «a suffisamment petite.
Pour cet espace X® = h(«), le principe variationnel

inf{gc,a<X> | X € GN(X(Q—&—OO)(HC,XQ)HI/Q)? }

admet une solution unique X dans GN(X(O,JFOO)(HQXQ)HVQ) au voisinage de X°,
et qui d’apres les égalités (1.77) du Théoreme 4.36 est solution des équations de
Dirac-Fock projetées

(193) X(O,-i—oo)(HC,XQ)HC,XC“X(O,—FOO) (HC,X‘I)SO’LQ = E?SO?? L= 17 s 7N7

pour une certaine base {¢%, ..., %} de X* Comme X est aussi une solution des
équations de Dirac-Fock projetées (1.93) (i.e., (1.93) restent vrai si on remplace
X% par X%), et que X est dans un voisinage de X", par unicité de X%, on obtient
X = X“.

Idée de preuve du Théoréme 5.5. Elle est basée sur la propriété suivante
(démontrée dans [16] sous les hypotheses du Théroréme 5.5):

Soit @ = (Y, ..., %) une solution du probleme (1.85) alors il existe une matrice
A € SU(2) telle que
(1.94) X(—qu)(H(bo,c) (A [ J gbo) 7& 0

ou pour Ry € SO(3) étant la rotation associée a A par la relation (Rux) -0 =
A(x-0)A™1 et olt en décomposant ¢y = ( Po.1 ), on définit Aeg := ( A e do )

®o,2 Aepya
et (Ao por)(r) = Agor(R, 7).

La propriété (1.94) implique que pour ¢ € X[o,4o00)(Hey,c)$ défini par Grame.,
1et X[0,+oo)(HAo¢o,c)¢+ € Span(A d (/50); ona ¢y # Aedgy.

D’autre part, d’apres [47], A e ¢y est 'unique maximiseur du probléme varia-
tionnel SUD, 0, (Haegy o)é=Awgo, Gramé=1 Eeal(§). On a donc &.,(A e gg) > E.n(dt).
Comme on a aussi trivialement &, ,(¢4) > Infy ) o (Hyy o)e=€ Ecall) et que &, est
invariante par l'action de Ae, on obtient

Eeu =&.,(Ae > inf E.o(&) = iInf SfaF .
o) = Eualetn)> L E©) =t ENEC)
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ANNEXE A. INEGALITES FONCTIONNELLES

Nous rappelons ci-dessous quelques-unes des inégalités fonctionnelles utilisées
dans la Partie 1.

Inégalité de Kato. [74, chap. V, §5]
Soit Hy la fermeture de 'opérateur essentiellement auto-adjoint —A sur C§°(R?).

Alors pour u € D(H,'?) et a € R3 on a
(1.95) /|x—a|_1|u( Wdx < = /|l€| la(k)[2dk < = <|H0|u u) .

Inégalité de Hardy. [74, chap. V, §5 (5.30) et chap. VI, §4 (4.24)], [119]
Pour v € D(Hy), a € R? on a

(1.96) /|x — a7 |u(z)Pdx < 4/ |Vu(z)|*de = 4/1{:2|a(k‘)|2dk‘ )
La méme inégalité reste vraie pour un vecteur u a quatre composantes.

Inégalité de Hardy locale. [86, Formule (5.2)]

Soit R un point quelconque de R?® et d un réel positif. Si By(R) est la boule
dans R? de centre R et de rayon d, alors, pour tout f € L?(B4(R)) tel que Vf €
L*(B4(R)) on a

wor) [ vseopaz g [ (G - 0 B ) o

Inégalité diamagnétique pour les opérateurs de Schrodinger. [111]
Soit A € L2 (R3 R3), alors, pour tout u tel que |u| € H'(R?), on a

/V|u! /| —iV — A)ul?.

Soit A une fonction de classe C! de R? dans R?, alors, on a I'inégalité ponctuelle
Viul| < [(V —iA)y]

et donc, pour toute fonction mesurable V' sur R3; et tout u € Q(V) tel que |u| €
H'(R?), on a

(Jul, (=A+V)[ul) < (u, ((-iV = A)* + V)u) .

Inégalité diamagnétique pour les opérateurs relativistes. [82, Formule

(5.7)]

Pour tout u € D(|p|),
(lul, Ipl[ul) < (u, |p+ Alw).

Inégalité diamagnétique pour 'opérateur de Pauli. [83, Formule (5.2)]
Supposons VA € L?(R3); alors pour u € D(|p|), on a I'inégalité

(lul, Iplful) < Z\pz+A i)l u) -

Inégalité de Birman-Koplienko-Solomyak. [25], [83, Théoréme 3]
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Soit p > 1 et soient C' et D deux opérateurs linéaires positifs et auto-adjoints
tels que [CP — Dp]l,/ P soit de classe trace; alors, [C' — D]_ est classe trace et

(1.98) tr[C' — D]_ < tr[C? — D?]M/P
(ici [A]_ désigne la partie négative de 'opérateur auto-adjoint A)

Inégalité électrostatique. [82, Formule (3.11)]
Soient Ry, ..., Rg, K points dans R?. On définit

Z X1, (
E d V, =7 E Lk
Vix) |X—Rk\ and. Ven(x ‘X_Rk|

oll X, est la fonction caracterlsthue de T, :={xeR?: |x—RH| < |x—Ry|,Vk =
1...K } Alors, pour toute mesure de Borel bornée v sur R? (pas nécessairement
p081t1ve on a

K
aZ?

/RS/R3 Ix —y| tdv(x)dv(y )_O‘/RS(V(X)—Veﬁ“(X))dV( )+aU>? .

k=1
ou di :=min{|Ry — R;|/2 | j=1,...,K, j #k}.
Inégalité de Lieb-Thirring. (cas d =3 et v =1/2) [85]

Soient p une constante positive, A un champ de vecteurs réel dont le gradient

est de carré intégrable, et V une fonction réelle de L*(R?). Pour V, := (|[V|+V)/2,
on a

_ A2 112 Lij23 9
(1.99) tr{[( ¥ — A)? —V]" }g 5 /R3v+.

Inégalité de Sobolev. [79]
Pour tout u € L*(R?),

vl =3 (%) ful?
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Partie 2. Dynamique quantique et spectre multifractal

Il est bien connu depuis les fameux Théoremes RAGE, dus a Ruelle, Amrein,
Georgescu et Enss, [105] que les propriétés dynamiques des paquets d’ondes solu-
tions de I’équation de Schrodinger

Oy

(2.1) { o = Hu
Vimg = ¢

sont liées aux propriétés spectrales du hamiltonien H.

Ces dernieres années, un grand nombre de résultats a établi que les propriétés
fractales des mesures spectrales sont caractéristiques de I’étalement des paquets
d’ondes solutions de (2.1). Ce type d’analyse a été initié par Guarneri [57], puis
raffiné par la suite [34, 78, 38, 13, 20| (c.f. [20, 59] pour une liste plus complete de
références).

Nous présentons ici les théoremes les plus généraux que 1’on puisse obtenir qui
relient les propriétés fractales des mesures spectrales et I'étalement des paquets
d’ondes ; mesuré a 'aide des moyennes temporelles des moments d’ordre p (voir
(2.3), (2.6) et (2.7) ci-dessous pour les définitions).

Dans le paragraphe § 1, nous commencons par rappeler les définitions des mo-
ments d’ordre p et de leurs exposants de croissance (Définitions 1.1, 1.3, 1.5 et
1.6). Nous donnons ensuite dans § 2 les définitions et les propriétés essentielles
des dimensions fractales que nous considérons. Nous énongons alors les théoremes
principaux sur les bornes supérieures des exposants de diffusion (Théoremes 3.4
et 3.5). Dans le paragraphe § 4 nous donnons quelques résultats sur des bornes
inférieures pour les exposants de diffusion dans le cas particulier de hamiltoniens H

qui sont des matrices de Jacobi (Théoreme 4.1). Tous ces résultats sont démontrés
dans [22, 23, 18, 19, 20, 21].

1. DYNAMIQUE QUANTIQUE - EXPOSANTS DE DIFFUSION

A priori, la notion d’étalement de paquets d’ondes est liée a la notion de “posi-
tion”. Cela sous-entend que I'espace vectoriel des états quantiques v est construit a
partir de I'espace des configurations R? (en dimension 3), ot x € R? est la position.

Nous débutons cependant par une définition des moments d’ordre p assez géné-
rale, telle qu’elle est donnée dans [20].

Soit $) un espace de Hilbert séparable muni du produit scalaire (.,.) et H un
opérateur auto-adjoint sur . On notera 1, = e~ la solution & l'instant ¢ de
I’équation de Schrédinger (2.1) de condition initiale donnée ).

Définition 1.1 (Moments d’ordre p: cas géneral). Soit l'opérateur

X = Z n{., en) en.

neN
Pour p € R, p >0, on définit le moment d’ordre p pour 1 a l'instant t par
i 2
(2.2) [[X PP ][0 = " nlP|(r, en) .

neN
et la moyenne temporelle du moment d’ordre p pour 1 a l'instant T est

I . I
(23)  {(XP)or =7 / llxe ]| de = / %mmm, en)dt.



44

Remarque 1.2. i) L’espace $) n'ayant pas été précisé, la définition permet de
travailler non seulement dans la variable position x, mais aussi en variable de
Fourier k.

ii) Il est important de noter que la quantité ({|X|P))yr dépend a priori du choix
de la base (e,).

Il est naturel d’étudier séparément les 2 cas particuliers: $ = L*(R?), appelé cas
continu et § = (%(Z%), appelé cas discret, pour lesquels nous définissons les valeurs
moyennes des moments d’ordre p de fagon sensiblement différente de celle donnée
par (2.3). Nous utiliserons cependant la méme notation.

Définition 1.3. Supposons § = (*(Z4). Soit (8,)neza la base canonique de $), pour
laquelle le produit scalaire agit de la facon suivante: (0,,v) = ¥(n). Soit H un
opérateur auto-adjoint sur §. On pose alors

(2.0 (XPor =7 [ 3 WPl

nezd
Remarque 1.4. Les seules différences notables avec la Définition 1.1 sont que la
base est fizée, et que son indexation se fait sur Z¢ au lieu de N.
Définition 1.5. Supposons $§ = L*(R%). On définit
1 /7
(25 (XPo =7 [ 1P 0ol
0

Les exposants de croissance des moments d’ordre p, appelés aussi exposants de
diffusion sont définis par

Définition 1.6. Soit $ un espace de Hilbert séparable, et H un opérateur auto-
adjoint sur $). Alors, pour les valeurs moyennes des moments d’ordre p > 0 définies
par (2.3), (2.4) ou (2.5), les exposants inférieurs de diffusion sont

1 X|P
(2.6) o™ (¢,p) = lim nf %
et les exposants supérieurs de diffusion sont

1 X|P

Remarque 1.7. En toute rigueur nous devrions faire apparaitre une dépendance
dans le choix de la base pour ces exposants de diffusion.

2. DIMENSIONS MULTIFRACTALES DES MESURES

Nous définissons les dimensions multifractales des mesures qui nous intéressent,
et donnons quelques-unes de leurs propriétés. Nous nous restreindrons au cas de
mesures sur R, positives et finies, car ce cadre est suffisant pour les résultats que
nous obtenons.

Définition 2.1. [Dimensions de Hausdorff et de “packing”] Soit p une mesure
borélienne réelle, positive et finie. La dimension de Hausdorff de p est [51, 99].

(2.8) dimp () = p — ess-sup,egy,, ()
et la dimension de “packing” est

(2.9) dimp(p) = p1 — ess-sup,ep, ()
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ou

(u(lz — e,z +¢])) Ly log (u([z — &, 2 + €]))
loge et (@) = hr?_%lp loge

_ . . .log
v, () = llgrilglf :
pour x €supp p, et vy, (v) = v, (x) = +oo pour x €supp ju.

Le sup essentiel ess-sup des v*(x) est défini de la facon suivante: on prend
un ensemble de mesure p pleine et on calcule le supremum sur cet ensemble des
quantités v£(x). On prend alors Uinfimum sur tous les ensembles de mesure pleine.

Remarque 2.2. Les définitions ci-dessus ne sont pas celles qu’on donne usuelle-
ment, mais elles leurs sont équivalentes (c.f. [118, 51, 99]).

Définition 2.3. [Dimensions fractales généralisées] ([66], [35])
Soit ;1 une mesure de Borel positive. On considere
I (] — o0, 1{U[L, 400[) x (0,1) — [1,00]
3 (0.2) o [ il — £, + 2))1 Ydp(a)
Les dimensions fractales généralisées inférieures et dimensions fractales générali-
sées supérieures de |1 sont respectivement

D7, (q) =liminf 10g Iu(g. )
K =0 (q—1)loge

(2.10) .
0og ]u(Q> 5)

ot ces deux quantités valent +00 si, pour un certain € > 0, I, prend la valeur +oo.

Remarque 2.4. Dans la littérature, de nombreuses définitions similaires existent
qui sont aussi dénommées “dimensions fractales généralisées”, mais qui ne sont
pas équivalentes a (2.10) dans le cas général ([62], [96] ).

On a les propriétés suivantes:

Proposition 2.5. [21] Soit p une mesure de probabilité borélienne.
i) D (q) et D} (q) sont des fonctions décroissantes de q €] — oo, 1{U[1, +o0].
ii) Pour tout q € (—o0, 1),

Dy (q) > dimy ().
iii) Pour tout ¢ € (—o0, 1),
D (q) > dimp(n).
i) Si pu est a support compact, alors pour tout q € (0, 1),
0<D,(qg) <Dy(q) <1
(c.f. preuves dans [21])

Proposition 2.6 (Equivalences). [20, 21]
Soit p une mesure de Borel de probabilité.
e Soit h € C§°([0,1]) une fonction positive telle que fol h(z)dz = 1. On définit

1 si|lw| <1
(2.11) R(w) _{ )2 si jw] > 1,
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ot h est la transormée de Fourier de h. Soit

Ko = [ ) ([t ita - y>/s>)q1.

Si Dif(s) < 400 pour tout s € (0,1), alors les valeurs de D (s) (s € (0,1))

restent inchangées si on remplace 1,(q,€) par K,(q,€) dans les définitions
(2.10):
.. logK,(q,¢) _ . log K,.(q,¢)
2.12 1 fom t 1 —— 1277 — Df(q).
(2.12) gy (g —1)loge pla) e T (g —1)loge » )
o Dimensions de Rényi généralisées. Soit a; = p([je, (j+1)e)), ( € R).
Nous définissons

S, : (0, 1{U]1, +00[) x]0,1[ — ]0, oc]

(qa 8) = ZjeZ ag‘
Les dimensions de Rényi généralisées étant définies par
_ . log Su(g,€) : log S,(g,¢)
RD =1 f——=—"r2 "7 et RD(q)=1 —
w (@) o (g—1)loge ’ ¢ () mgisoup (g—1)loge
on a, pour tout ¢ >0, q # 1:
D, (¢9) = RD;(q) , D;(q) = RD;(q).
e Soient
10, +00x]0,1] — 10,00
#e (q,¢) — %fRM([CL’—E,I—i—g))qdl’ '
et
log L log L
d, (q) = lim inf log Lu(a,€) et df(q) =limsup M.
a clo (¢g—1)loge K ci0 (¢g—1)loge

Alors, pour tout ¢ >0, ¢ # 1
D, (q)=d,(q) . D;(q)=d;(q).
(c.f. preuves dans [20, 21])

3. BORNES INFERIEURES DES EXPOSANTS DE DIFFUSION ET DIMENSIONS
MULTIFRACTALES

Le premier résultat rigoureux qui relie les moments d’ordre p avec les propriétés
fractales des mesures spectrales est diu a Guarneri [57]. Ce résultat permet en
particulier de considérer des opérateurs de Schrodinger H de la forme —Ay; + V
sur £2(Z%) (—Ay est Iopérateur aux différences finies qui se substitue au laplacien
dans le cas discret).

Théoréme 3.1. [Guarneri [57]] Soit H un opérateur auto-adjoint sur (*(Z%), 1 €

(2(Z9), ||| = 1. Soit py la mesure spectrale associée ¢ H et a . S’il existe un
exposant « tel que
(2.13) Jde < 400, Ve €]0,1], Ve € R py(r —e,x +¢) < ce”

alors pour tout p > 0, il existe une constante c, telle que pour tout T" > 1

(X)) g > e, T
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ot ((| X))y est donné par (2.4). En particulier nous avons

- p
(2.14) a (¢Y,p) > as.

Remarque 3.2. i) La condition (2.13) est extrémement restrictive. En particulier,
il est facile de construire des mesures i absolument continues par rapport a la
mesure de Lebesque, pour lesquelles le plus grand exposant o qui vérifie (2.13) est
aussi proche de zéro que l’on veut. Ceci montre bien que le résultat (2.14)est loin
d’etre optimal puisque dans le cas de mesures spectrales absolument continues, on
s’attend a obtenir des exposants a~ (1, p) supérieurs ou égauz a p/d, i.e., pour
Uinégalité (2.14), on s’attend a obtenir o = 1.

it) Dans (2.14), la borne inférieure sur l’exposant de diffusion est linéaire en p.

Ce résultat a été étendu par Combes [34] a des opérateurs de la forme H =
—A +V sur L2(RY). Par la suite, des travaux de Guarneri [58], Last [78], DelRio,
Jitomirskaya, Last et Simon [38], puis Barbaroux, Combes et Montcho [13] ont
permis d’affiner le Théoreme 3.1 et de remplacer I'exposant «, par des exposants
supérieurs. Nous donnons ici une version dans le cas discret § = (*(Z%).

Théoréme 3.3. [Last [78]] Soit H un opérateur auto-adjoint sur (*(Z49), ¢ €
C(Z%), ||| = 1. Soit py la mesure spectrale associée a H et a 1. Alors,

(2.15) 0™ (6,p) = dimy ().
et
(2.16) 0t (,p) = dimp(p)?.

ou dimp (py) et dimp(py) sont respectivement les dimensions de Hausdorff (2.8)
et de Packing (2.9) de .

A nouveau, les exposants qui apparaissent a droite dans les inégalités (2.15) et
(2.16) sont linéaires en p.

Ce résultat reste cependant non optimal dans plusieurs cas: tout d’abord, Simon
[113] a construit un exemple d’opérateur H sur £*(Z) et un état ¢ dont la mesure
spectrale est purement ponctuelle, pour lequel a* (¢, 2) = 2. Or, pour les mesures
ponctuelles p , on a toujours dimy(u) = dimp(p) = 0. Ceci met déja en évidence
que les dimensions fractales dimy et dimp ne refletent pas des propriétés assez
fines de la mesure p. D’autre part, De Bievre et Forni [37] ont montré que pour les
modeles quasipériodiques, les exposants de diffusion a*(1,2) sont génériquement
égaux a 2, méme lorsque les dimensions de Hausdorff des mesures spectrales sont
proches de zéro. Enfin, des études numériques sur des modeles quasipériodiques,
dues & Mantica [89, 90], ont mis en évidence que les exposants de diffusion a™ (1, p)
peuvent étre surlinéaires en p.

Pour remédier & ces problémes, nous avons montré dans [23, 18, 19, 20] que 'on
peut borner inférieurement les exposants de diffusion (1), p) & 'aide de quantités
exclusivement caractéristiques de la mesure spectrale ¢, qui dépendent explicite-
ment de p, et qui améliorent de fagon drastique les théoremes précédents.

Théoréme 3.4. [Cas discret] [18, 20] Soit H un opérateur auto-adjoint sur (*(Z4),
v e 229, |9 = 1. Soit wy la mesure spectrale associée ¢ H et a 1. On suppose
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de plus que p,; est a support compact. Alors,

(2.17) o (,p) 2 Dy, <1+1p/d> g.
et
(2.18) ot (,p) = D, (ﬁz) o

(Preuve: c.f. [20]).

Pour énoncer I'analogue du théoreme ci-dessus dans le cas $ = L*(RY), il est
d’abord nécessaire de rappeler la définition des classes de Kato ([112]): une fonction
réelle W sur R? est dans la classe de Kato K si elle vérifie

pour, d > 3 lim,\ o [supXERd f|X—Y|§a |X — Y[~ (Y)| dY} =0,

pour, d =2 lim,\o [supXeRg le—Y|§a In(|X — Y| )W () dY] =0,
pour, d =1 SWxer Jix_yi< W()][dY <oo.

On dira que W est dans K si et seulement si Wy; est dans Ky pour tout [ > 0,
ol x; est la fonction caractéristique de la boule dans R? de rayon [ et centrée &
I'origine.

Théoréeme 3.5. [Cas continu/ [19] On considére H = —A+V un opérateur auto-
adjoint sur L*(RY), avec V =V, —V_, V, := sup{0,V}, V_ := sup{0, -V} tel
que Vi € K¢ et V_ € K4. Soient 1 € L*(RY), ||¢|| =1 et py la mesure spectrale
associée a H et a 1. On suppose de plus que p,; est a support compact. Alors,

(2.19) o (,p) 2 Dy, (1 +1p/d> g
et
(2.20) o*(,p) = D, <ﬁz) o

Remarque 3.6. i) La Proposition 2.5 montre que les inégalités (2.17)-(2.20) sont
plus fines que (2.15) et (2.16).
ii) On peut construire aisément (c.f. [20]) des mesures ponctuelles pour lesquelles
les dimensions fractales généralisées D,(q), q €0, 1], ne sont pas trivialement zéro.
ii1) On peut aussi fabriquer des mesures p telles que les dimensions fo(q) soient
strictement décroissantes pour q €)0, 1].

(Preuve: c.f. [19]).

Nous donnons ici quelques étapes clefs de la démonstration du Théoreme 3.4.
Pour plus de simplicité, on considérera que U'intégrale dans (2.4) est sur I'intervalle
[—T,T] au lieu de [0, 7.

Pour chaque valeur de T, le principe consiste a “extraire” de ¢ la partie qui
diffuse le “plus vite”, en posant ¢ = ¢+, (p,s) = 0. On choisira en fait le vecteur
v de la forme F(O)y ou E(.) est la famille spectrale de 'opérateur H et O est un
ensemble mesurable bien choisi qui varie avec T'.

Etape 1. Pour

1 422
By(T,N) := T/R Z [y, en) [2e™ /T dt

n|<N
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on a
Bw(T,N)
= BJ(T,N)— B,(T,N) + éR/ > (e Mg e ) (e M e,y e T dt
In|<N
@21)< ol + / S [ e ) [ @y
In|<N

1
2

< 1ol (VA e‘(x‘y)2T2/2du¢(w)duw(y))

2

(2.22) x /2| > wn(@)on(y)Pdpg () dpy (y)

[n|<N

S(?N)d/Q

ou dans I'inégalité (2.21) on a utilisé que pour tout n il existe deux fonctions u,, et
vy, Tespectivement f, et 11, mesurables telles que

(e en) = / @ dug(a) et (e Y e,) = / e o (@)dpy ().
Etape 2. On a

(XPer 2 S & / e /T P |4, ) Pt

[n|>N

> const NP(1 — By (T, N)).

En utilisant (2.22) et en optimisant sur N pour que

a2 (Vi [ e wdu) =12

nous montrons que

lipl>+e/

(J e 2dp, () dpy (y))"

Ftape 3. On maximise le membre de droite dans (2.23). On obtient alors, pour
tout v > 0

(X = constog )/ [ g (= G~ 1) T dnoto)

Cette inégalité et la Définition 2.3 permettent de conclure.

(2.23) ((|X|P))ypr > const

4. BORNES SUPERIEURES DES EXPOSANTS DE DIFFUSION ET DIMENSIONS
MULTIFRACTALES

Nous présentons ici une partie des résultats de [22]. Nous n’énoncerons le résultat
principal que dans le cas le plus simple; celui des matrices de Julia.

Le résultat général donne une borne supérieure (non triviale) pour les exposants
de diffusion, a l'aide des dimensions multifractales (2.3), lorsque le hamiltonien
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H est une matrice de Jacobi associée a une mesure p construite a ’aide d’une
application de Markov.

4.1. Ensemble de Julia et mesure de Bernoulli. Nous commencons par con-

struire une mesure de probabilité p a partir d'une application de Markov: soit I

un intervalle de R, I} < I3 < --- < I} une famille finie d’intervalles de Iy, fermés et

deux a deux disjoints. On consideére une application polynomiale réelle S telle que

pour tout [ € {1,---, L}, Papplication S, restriction de S & I, est bijective de I}

dans I, d’'inverse S; ' de classe C°°. On suppose de plus que S(Io\UE, I} N1y = (.
Soit X¥ I'ensemble des codes de longueur N de {1,..., L}, i.e.,

Y ={o= (0, - ,0n); o; €{1,...,L}},

et on désigne par ¥, les codes de longueur infinie. On note par S~ (1) la réunion
des LV intervalles disjoints suivants

S™N(Ip) = Ugexr Syt 0 5, 0 0.5, (1)

On suppose qu’il existe 0 < a < 1 et ¢ > 0 tels que pour tout N € N, et tout
oeX¥,

1S; oS o0 ST (Ig)| < cd,
(|.] est la mesure de Lebesgue). L’ensemble
J = ﬂNSiN<[0)

est appelé ensemble de Julia. On construit sur cette ensemble de Julia la mesure
de Bernoulli, en posant, pour tout N € N,

[ (5;1 05;21 O 05;]3(]0)) — =N
4.2. Matrices de Julia. A partir de la mesure p que nous venons de construire,

nous définissons la matrice de Julia comme la matrice de Jacobi associée a u:
Soit B = (P,)nen la famille des polynémes orthogonaux normés associés a p, i.e.

R
Cela induit la relation de récurrence
EP,(E) =tp1Poi1(E) + v, Py(E) + t, P 1(E), n>0,

ou v, € R et t, > 0 sont deux suites bornées, et ot on a posé P_; = 0.

L’isomorphisme de L?(RR, du) sur ¢*(N) qui a la base B associe la base canonique
(07 )nen, transforme 'opérateur de multiplication par E sur L*(RR, du) en 'opérateur
auto-adjoint H sur ¢*(N) défini par

H(n) = to1(n+ 1) + tatb(n — 1) + v0o(n), 0> 1.

On notera que la mesure p est la mesure spectrale de dy associée a H.
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4.3. Borne supérieure pour les moments de diffusion des matrices de
Julia. Dans [22], nous avons démontré le résultat suivant:

Théoreme 4.1. [22] Soit H la matrice de Julia associée a la mesure p construite

dans § 4.2, alors, il existe p. > 0 tel que les exposants de diffusion supérieurs
a™ (09, p) associés a oy vérifient

+5 < D/L(l_p>2a 0<p§pcv
a(00,p) S 9 | Pe— -

ot Dy(1—a) =D, (1—-a)=DS(1—a) sont les dimensions fractales généralisées
définies par (2.10) (dimensions supérieures et inférieures égales dans ce cas parti-
culier).

(preuve: c.f. [22]).

Remarque 4.2. Ce résultat combiné avec le Théoréme 3.4 (qui s’applique aussi
au cas (*(N)), montre que pour des valeurs de p proches de zéro, on a

Dyl =) = D) < 0 (bo.p) < " () < DulL—p)
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Partie 3. Etat fondamental pour un modeéle en électrodynamique
quantique avec coupures ultaviolette et infrarouge [14, 15]

On considere un Hamiltonien en jauge de Coulomb, qui décrit des électrons et des
positrons relativistes interagissant avec le champ de Coulomb transverse. Il s’agit
d’une extension du résultat obtenu par [40] puisque nous incluons ici les interactions
coulombiennes de la densité de charge avec elle-méme, avec ordre normal de Wick.

Nous faisons I’hypothese supplémentaire que le hamiltonien que nous étudions
possede des coupures ultraviolette et infrarouge dans les moments des photons et
des électrons/positrons. Ceci se traduit par I'introduction dans les interactions de
fonctions de coupure. Cette hypothese nous permet d’obtenir un opérateur bien
défini (auto-adjoint) et de démontrer 'existence d’un état fondamental.

Ce type de résultats a déja été obtenu pour des modeles d’électrons non rela-
tivistes (c.f. par exemple [1, 7, 114, 8, 53, 68, 69, 56]), dans le cas & un seul électron
relativiste [2, 91], et dans le cas d’un hamiltonien de type Brown et Ravenhall couplé
au champ électromagnétique [87].

1. CONSTRUCTION DU HAMILTONIEN

Nous reprenons ici les notations de [15]. Soit §p l'espace de Fock pour les
électron /positrons relativistes, ou le sous-espace a un électron est celui donné par
le sous-espace spectral positif de 'opérateur de Coulomb-Dirac (voir par exemple
les détails dans [119] ou [15]):

Hp =ca- V+6moc —€|—|.
X

Soit v = (j,mj, k;) le triplet des nombres quantiques moments angulaire et spin-
orbite: j = 3,32 ...;m; = —j,—j+1,---,j—1,j; k = £(j + 3). On appelle
byn = b(1,,,) Vopérateur de création de 'état propre ¢, de Hp. Pour v, +(p, z)
étant les états propres du continuum de Hp associés aux énergies +w(p) := +(p*+
m%c‘l)% (0 < p = |p|, p moment de la particule), on définit les projecteurs P, 4
(ot on utilise la décomposition Xpmee2,+oo[(Hp) = @4 L*(Ry) et X|—co,—moe2) (Hp)
®,L*(R;)), les opérateurs d’annihilation b, 1 (¢)) = by (P, +1)) et les distributions a
valeurs opérateurs b, ¢ (p) tels que b, 4 (¢)) = fR+ by +(p) P, +1dp (pour les détails,

cf. par exemple [104]).
Le hamiltonien pour I'opérateur de Dirac-Coulomb quantifié est donné par

D)= X Bttt 3% [ dpeo) )00

e=+,— 7
Ici, (E5,)yn sont les valeurs propres de l'opérateur de Coulomb-Dirac Hp pour
un électron dans le potentiel de Coulomb d’un noyau fixe, ponctuel, de charge
Z < 118.
On a
0 < Ep:=infl,,

Ici, mg est la masse de l'électron et c est la vitesse de la lumiere. L’opérateur
dI'(Hp) est auto-adjoint sur Fp et son spectre ponctuel contient celui de Hp.

Soit maintenant §pn 1'espace de Fock photonique en jauge de Coulomb. Soient
au(k) (resp. ay(k)) les opérateurs d’annihilation (resp. creation) associés aux

polarisations transverses €,(k), = 1,2 du photon.
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Le hamiltonien Hyy, du champ électromagnétique quantifié est

Hy= ) / &k w(k) a (k) au(k)
p=1,2 7/ R?
ouw(k) = c|k|. L'opérateur Hy), est auto-adjoint dans §p, et son spectre est [0, 00).
L’espace de Fock pour les électrons, les positrons et les photons est ’espace de
Hilbert

g:gD ®3ph-

Le hamiltonien libre H, sur § pour les électrons, positrons et photons est
HO = dF(HD) & ]-ph +1p® th7

défini sur
D (dI'(Hp) ®@ 1,0) ND (1p ® Hpp) -

Hy est un opérateur positif et auto-adjoint qui a le méme spectre ponctuel que
dI'(Hp). Son spectre continu est le demi-axe des réels positifs.

Les interactions entre électrons, positrons et photons que nous considérons con-
tiennent deux termes. Le premier est l'interaction de la densité de courant avec
les photons transverses. Le second est 'interaction de Coulomb de la densité de
charge avec elle-méme, avec ordre normal : : de Wick.

Dans chacune de ces interactions, nous imposons des fonctions de coupures
qui permettent d’obtenir un opérateur bien défini (borné inférieurement et auto-
adjoint).

Le premier terme d’interaction Hl(l) est donné par

HOY —

Y / B (Ggw,w(k)b;,nbw,,ga;(k)+h.c.>

vy ml p=1,2

+ Z Z Z /d%dp (Gﬁ,e,%w(p; k) (b:,nbw,e(p)

e=+,— 'Y7’Y/7n N:172

—i—b:’e(p)b7,7n>a:1(k) v h.c.>

+3 % / Bk dp dp’ (Gi,_m,(p,p’; k) <b§,+(P)b§c—(Pl>

vy n=1,2

(P 01 8) + )

+ Z Z Z /dsk dp dp’ <GZE7%V,(p,p’;/c)bi’ﬁ(p)bwlﬁ(p')aZ(k) —l—h.c.).

6:+77 ’77’7/ /"‘:172

Pour décrire le second terme, nous devons d’abord introduire quelques notations
supplémentaires. Dans le cas des électrons, la variable ¢ sera utilisée pour décrire
le couple (v,p) dans le cas d’électrons “dans le continuum” (énergies supérieures
a moc?), et (y,n) dans le cas des états liés’, et [d€ := 3 [dp+ 3. . Dans le
cas des positrons, la variable { sera égale & (7, p) avec [ d€ = Zﬂ/ [ dp. Le second

terme d’interaction H 1(2) est alors défini par
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HY =

/d£1d§2d§3d§4 FO(&, 69, &5, €003 (617 (£2)b1 (£3)b—(64)
+ /d§1d§2d§3df4F(2 (81, &2, &3, €4)b7 (§1)0¢ (§2)be(€3)be (§4)

e=+,—

+ Z /d£1d€2d§3d54 (&1, &, €5, D7 (E1)De(E2)be (€3)be(E4)

,Jri

L6 €0, 6o, €001 ()b (E2)b1(60)b(6)
+ [ dendsadéades (FO(61, 60,60, 60600 €0 (€060

+FO(Er &, 0, €03 (€)1 GV (&b (61))
+3 / 46106 FO (61, &0 (€00 (&)

> / dgvdgy (P60, 008 (6082 (6) + FL0 (60, €0)bu(E)b ()

it
otl, pour £ = (y,n), b*(£) = b%n. De plus, on suppose

F(l)(£17§27£3554) = F(l)(£37547€17€2)
Fe(z)(&,&,fs,&) = F€(2)(€47€37€27§1)

et
FO(&,8) = Fe(s)(€27£1)7 €=+,—

Définition 1.1. Le hamiltonien total pour des électrons et positrons relativistes
couplés au champ de photons transverses est

H(g1,92) = Ho + g1 H}” + 92H1(2) ®1,
ou g; (i =1,2) sont des constantes de couplage réelles.
2. RESULTATS PRINCIPAUX
Soient, pour = 0,1, 2,

1/2
Cﬂ - ( Z / ’dev nﬁ (k)ﬂd3k>
pn=1,2

Yy m.e

1/2
" Z (Z /]RJXRJr |Gd€’y’7 n p, )|2w(/{:)_’8dpd3k>

e=+,— p=1,2 \,y

1/2
> 1D G (0,0 B) Pw(k)Pdpdp’ &k |
- R3><R+ xR+

r  p=12

oure {{+ +}H{+ -} {-
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On pose aussi

F2(&,6,&,61) = FP(&1,6,63,6) — FP (&1, 6,61, )

Nous avons alors les résultats suivants

Théoréme 2.1. [15] Supposons que FU) € L? (j =1,---,6). De plus, on fait les
hypothéses Cy < 0o, C1 < oo et pour Ey = inf I, ,,

|91 lgal (1 2),a 2),a
(3.1) ECt g SSIFON+ IED N+ [ F2) ) <1

Alors H(g1,g2) est auto-adjoint sur D(Hy).

Théoréme 2.2. [15] Supposons que F9) € L? (7 =1,---,6), Cy < 0o, C} < oo et
Cy < 00. De plus, on fait 'hypothése que (3.1) est vraie. Alors il existe gy > 0 tel
que pour |g1| + |g2| < go, Uinfimum de l'opérateur auto-adjoint H(g1,gs) est une
valeur propre.
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Partie 4. Condition de liaison pour un modele en électrodynamique
quantique non relativiste [12]

On considere ici le hamiltonien de Pauli-Fierz Hy z (voir Définition 4.2) pour un
systeme de N électrons non relativistes avec spin dans un champ électrostatique
créé par un noyau fixe, ponctuel, de charge Z, et couplé au champ de radiation
des photons. Cet opérateur agit sur ’espace de Hilbert $ := ﬁi’, ® § ou .6% est
I'espace des états a N électrons, et § est I’espace de Fock bosonique.

La condition de liaison que nous étudions ici est une condition physiquement na-
turelle que 1’on souhaite observer dans le cas des systemes atomiques qui possedent
des états liés; de facon grossiere, on dit que la condition de liaison est vraie si
I'énergie fondamentale (au sens infimum du spectre de l'opérateur Hy ;) aug-
mente lorsque 'on sépare le systeme (/N électrons + noyau) en deux: si on appelle
E(N,Z) :=info(Hy z) 'énergie fondamentale du Hamiltonian Hy z, la condition
de liaison est

(4.1) E(N,Z) < E(N',Z)+ E(N — N',0), pour tout 0 < N' < N.

En d’autres termes, cette condition signifie que les N électrons préferent “vivre”
ensemble avec le noyau — aucun d’eux ne “veut” s’échapper du systeme pour devenir
un électron libre —, et ceci devrait impliquer en particulier que I’énergie fondamen-
tale Ey z est une valeur propre du hamiltonien Hy .

Réciproquement, si I’énergie totale est diminuée lorsque 1’on scinde le systeme —
disons N’ électrons libres d'une part et N — N’ électrons avec le noyau de charge Z
d’autre part — alors ’énergie fondamentale du systeme total devrait correspondre
a un état délocalisé, i.e., ce n’est pas une valeur propre de Hy 7.

Ce probleme a été étudié dans le cas d’'un hamiltonien de Schrodinger a plusieurs
particules, en 'absence de champ magnétique, par Kato [73] pour ’atome d’hélium,
et Zhislin [126] pour tous les autres atomes. Les résultats ont donné lieu au fameux
théoreme HVZ (voir par exemple [36]), qui permet de montrer que la condition de
liaison implique que I'infimum du spectre est une valeur propre (existence d’un état
fondamental).

Pour un systeme atomique décrit en électrodynamique quantique non relativiste
par le hamiltonien de Pauli-Fierz, I'existence d’un état fondamental a été démontrée
par Bach, Frohlich et Sigal dans une série d’articles [6, 7, 10]. Le résultat a été
établi dans le cas d’une petite constante de couplage décrivant la force du terme
d’interaction électrons/photons.

Récemment, Griesemer, Lieb et Loss ont montré [56, Theorem 2.1], pour une
importante classe de modeles non relativistes en QED et sans restriction sur la
constante de couplage du terme d’interaction, que si la condition de liaison (4.1)
est vérifiée, alors I'énergie fondamentale du hamiltonien est une valeur propre.

Le résultat que nous présentons ici [12] établi que la condition de liaison est vraie
dans le cas de I'atome d’hélium, i.e., pour Hy—g z—2. Ce résultat a été démontré
indépendamment et simultanément dans le cas de tous les atomes et ions positifs
par Lieb et Loss [88].

1. DEFINITIONS

Le hamiltonien de Pauli-Fierz Hy z pour un systeme de N électrons dans le
champ électrostatique d'un noyau de charge Z, et couplé au champ de radiation
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électromagnétique quantifié est
N

Hy 7z :Z {(—iVU ® ]f + \/aAf(ZEg))Q + \/50' . Bf(ZL‘g) + V(ZL’@) X If}
(4.2) =1
Z W( |$k—$g|)®[f+[el®Hf

1<k <N

l\DI»—t

L'opérateur Hy ; agit sur l'espace de Hilbert $ = 9% @ §, ot H% (N < o00),
est I'espace de Hilbert pour les états a N électrons non relativistes, donné par
I’ensemble des fonctions antisymétiques de (L?(R?) @ C?)V | ou C? tient compte du
spin de I’électron.

L’espace de Hilbert & un photon est donné par L?(R3) ® C2. L’espace de Fock

photonique est alors
F=ps,

neN
ot Pespace & n photons ) = @™ (L2(R3) @ C2) est le produit tensoriel symétrique
de n copies de L*(R?) ® C.

Nous travaillons dans le systeme d’unités pour lequel A = ¢ = 1, et ou la masse
de Délectron vaut m = 1/2. La charge de 1'électron est e = \/a, ot « &~ 1/137 est
la constante de structure fine, qui sera considérée ici comme un parametre.

L’opérateur qui couple un électron au vecteur potentiel magnétique est

C k ikz —ikx *
Z /R3 27r|’k\|1/2 (k) [€% @ ar(k) + e * ®ax(k’)}dk.

Les opérateurs de création et d’annihilation a}, a} satisfont les relations de com-
mutation usuelles

[ay (k), a3 (k)] = 0(k — K")dxw,  [aw(k), ax(K))] = 0,

et il existe un unique vecteur €2, € § (& une phase pres), appelé vide photonique,
qui satisfait ay(k)Qpn = 0 pour tout k € R3 et A € {1,2}. Les vecteurs ¢, (k) € R?
sont les deux vecteurs polarisation, orthonormés, et orthogonaux a k,

(ko, —k1,0) k
(k) = —/——=~ and galk) = — Ney(k).

La fonction ((|k|) décrit la coupure ultraviolette. On supposera que ¢ est de classe
C', et & support compact.
L’opérateur qui couple un électron au champ magnétique By = divA; est

B¢(x) = Z Sa([k]) 2=k x ie)(k) [eik”” ® ax(k) + e " ® af\(k:)}dk;.

Dans 'équation (4.2), o = (01,02, 03) est le vecteur a trois composantes des ma-
trices de Pauli

0 1 0 —i 10
= (o) = () (o )

L’opérateur énergie H; du champ de photons est

=3 [ ke ko k)ar
A=1,2
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Les potentiels V' et W sont relativement —A bornés, avec borne relative zéro et
satisfont pour ~ et vy positifs:

(4.3) Vi(z) < —f—| 2| > ro,

(4.4) W(x) < % 2| > 7o.

Une hypothese clef du Théoreme 2.1 est 'existence d’un état fondamental pour
I'opérateur “énergie propre” a un électron a moment total fixé égal a zéro. Plus
précisément, soit T' I'opérateur énergie propre pour un électron libre couplé au
champ électromagnétique quantifié:

T = (-iV, ® I; + VaA;(z))’ + Vao - By(z) + I, ® H;.

Cet opérateur est invariant par translation et commute avec l'opérateur moment
total Ptot

Piot = pa @Iy + 1 @ Py,

oupg et Pr=>",_,, [ ka}(k)ax(k)dk sont respectivement les opérateurs moments
pour l'électron et le’photon.

Soit Hp = C?®F 'espace de Hilbert correspondant au moment total fixé P € R3
(H = fﬂg dPHp). Pour chaque valeur donnée de P, la restriciton de T" a Hp est
donnée par (c.f. [31])

Tl = T(P) = (P — Py +/aA;(0))* + vVao - By(0) + Hy.
On note
Y :=info(T) et ¥y :=inf o (7(0)).
Nous présentons maintenant de fagon précise les deux hypotheses du Théoreme 2.1.

Condition ¢;.
i) X =23
ii) X est une valeur propre de 7'(0), de sous-espace propre associé &y, .
iii) Il existe €y € &x, avec un nombre fini de photons, i.e.,

<NthQ, Qo> <,

ou Ny, = Z)\:Lz [ ai(k)ax(k)dk.
iv) La fonction propre 2y satisfait, pour A = 1,2 et py € (6/5,2],

| Virax (k)| € LFO(R?) + L*(R?)

Remarque 1.1. La condition i) a été démontrée pour tout o« > O par Frohlich
dans le cas du modéle de Pauli-Fierz sans spin [52].

Dans le cas incluant le terme o - B (inclusion du spin) il a été démontré par
Chen dans [32] que pour « suffisamment petit, la condition est aussi vérifiée.

L’existence du sous-espace propre Es,, dans i) a éte montrée pour a suffisamment
petit par Chen, puis Chen, Vougalter et Vugalter dans [31] et [32].

La preuve des conditions iii) et iv) a été faite dans [12]

Ainsi, pour a suffisamment petit, la condition &; est vérifiée.
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La deuxieme hypothese dont nous avons besoin est la suivante: pour M € N,
soit Hys 7 le hamiltonien de Pauli-Fierz pour M électrons donné par I'égalité (4.2)
en remplacant N par M.

Condition ¢,.

i) L’opérateur Hy;, admet un état fondamental
(4.5) TeH=993,
avec un nombre fini de photons: (N,,T,T) < co.
ii) Pour A = 1,2 et py € (6/5,2],
I(Ler ® Viax(k)) Y| € L™ (R?) + L*(R).

iii) Soit x; (i = 1,... M), le vecteur position des électrons. Alors,

M
<XNM®Q>T65
=1

2. RESULTATS PRINCIPAUX

Pour M € N, on notera I'énergie fondamentale de Hy; 7 par
EM,Z = iIlfO'(HM’Z).
On a

Théoreme 2.1. Pour N € N, supposons que les conditions €, et & soient vérifices
pour M = N — 1, et supposons que les potentiels V et W satisfont (4.3) et (4.4),
avec vo/v1 > (N —1). Alors,

(46) EN7Z < EN—l,Z + 2.

Remarque 2.2. Si l'on fait I’hypothese que le systeme avec M électrons satisfait la
condition de binding (4.1), alors il a été démontré dans [56] que le systéme possede
un €tat fondamental qui satisfait la condition €5. En particulier, ’état fondamental
de l’atome d’hydrogene vérifie €,.

Ce théoreme établit ainsi que sous les conditions &€; et €5, cela coute en énergie
d’arracher un électron au systeme.

Les conditions sur V' et W couvrent le cas particulier des potentiels coulombiens
V(z) = —82/|a et W = B/zl.

D’autre part, dans [56], il a été montré que si I'on arrache tous les électrons du
systéme, on accroit I'énergie totale: Eyn z < Ey z + Eny.

Ceci combiné au Théoreme 2.1 et a [56, Theorem 3.1] conduit au résultat suivant
danslecas N = Z = 2:

Théoreme 2.3. Le hamiltonien de Pauli-Fierz pour l’atome d’hélium
2
Hyz =Y {<_1vw ® I+ Vads ()’ + ao - By(z) — 2 @ ff}
=1
+m®lf+]el®Hf

a un état fondamental pour tout o < ay, i.e., inf o(Hy o) est une valeur propre de
H272.
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Produit scalaire de Coulomb, 19

QED, 10

Relation énergie/impulsion, 2
Relations d’anticommutation, 13
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