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Introduction

Les composants optoélectroniques sont des éléments clés des réseaux de télécommunication qui
font désormais partie de notre quotidien. Les réseaux terrestres sont pour la plupart des réseaux
optiques à très haut débit (on arrive à des débits d'environ 8 Tbits/s en utilisant la méthode de
multiplexage en longueur d'onde). Pour assurer le transfert des informations d'un bout à l'autre d'un
réseau optique, des interfaces optoélectroniques sont nécessaires. Il faut pouvoir émettre des signaux
lumineux et les véhiculer sans erreur à travers l'ensemble du réseau. Les lasers à contre réaction dis-
tribuée (DFB) qui sont des sources monochromatiques permettent l'émission de ces signaux lumineux
dans les �bres optiques. Ces signaux, au cours de leur acheminement dans les �bres, subissent des
atténuations : ils se dégradent. Ils peuvent être régénérés à l'aide d'ampli�cateurs optiques à semi-
conducteur (SOA) ou bien par l'utilisation de �bres optiques dopées avec des terres rares telles que
l'erbium. Cette dernière technique nécessite un pompage électronique qui est réalisé par des lasers
de puissance de type Fabry-Pérot.

La réalisation de ces composants qui comprend l'épitaxie et la technologie auxquelles il faut
ajouter la caractérisation pour évaluer leurs performances s'étend sur environ six mois. Le coût de
fabrication de ces composants est, par ailleurs, très élevé. Il est donc préférable de pouvoir évaluer
au mieux leurs performances avant de commencer un cycle de fabrication. C'est dans cet objectif que
s'inscrit la modélisation et la simulation des composants.
On peut aborder la simulation selon deux axes di�érents. Le premier consiste à utiliser une simulation
complète rendant compte de tous les phénomènes physiques et de la géométrie. C'est le cas des ap-
proches complètement quantiques ou des simulations tridimensionnelles. Avec ce type de simulation
on traduit de manière exhaustive le fonctionnement du composant mais ceci au détriment du temps
de calcul qui est très long : une petite partie de la simulation peut s'étendre sur plusieurs jours. Il
devient alors di�cile d'envisager un nombre important de simulations en changeant les paramètres
de la structure à simuler. Le deuxième consiste à utiliser des modèles physiques très simpli�és pour
accélérer les calculs. Un autre avantage attrayant est la rapidité de mise en ÷uvre numérique de ces
modèles. Ce type de simulation n'est pas très adapté non plus car on demande à l'utilisateur de nom-
breux paramètres de simulation pour rendre compte des phénomènes physiques qui ont été négligés
dans le modèle. Cela demande donc de la part de l'utilisateur une connaissance du comportement du
composant avant de le simuler ce qui est contraire à l'objectif de la simulation.
On doit donc trouver un compromis en adaptant le schéma de simulation en fonction du type de
Modélisation et simulation des composants optoélectroniques à puits quantiques 9



Introduction

composant que l'on veut simuler. Autrement dit, prendre en compte les phénomènes physiques les
plus marquants.

Les premiers lasers à semiconducteur étaient composés d'homojonctions. À cause de la di�usion
des porteurs, leur courant de seuil était très élevé. H. Kroemer [1] et Zh. I. Alferov [2] ont proposé
le concept d'hétérostructure de manière à bloquer les porteurs. L'introduction de puits quantiques a
permis d'augmenter la zone de longueurs d'onde d'émission. Le calcul des états électroniques dans
les composants à multipuits quantiques est donc à la base de la simulation. L'objectif de ce travail de
thèse était de mettre en ÷uvre une méthode permettant d'accélérer le calcul de ces états. Plusieurs
méthodes purement numériques telles que la méthode des éléments �nis ou celle des di�érences �nies
ont déjà fait l'objet de mise en ÷uvre. Ces deux approches font appel à un maillage de la structure.
D'autres comme la méthode de la matrice de transfert ou celle des ondes planes nécessitent un dis-
crétisation de l'énergie. Nous tenterons d'évaluer comparativement toutes ces méthodes

Le but �nal de cette thèse est de contribuer à la réalisation d'un simulateur e�cace et convivial.
Dans ce but, trois axes de progrès ont été visés :

� une meilleure prise en compte des lois et des constantes physiques avec un très petit nombre
de paramètres ajustables demandés à l'utilisateur. Par exemple, l'absorption inter-sous bandes
de valence est déterminée directement à partir d'un calcul sophistiqué des états liés de valence,
prenant en compte l'intéraction spin-orbite;

� un choix de la méthode de calcul permettant d'éviter les "tournevis numériques" comme le
maillage ou un nombre de fonctions d'interpolation à �xer par l'utilisateur;

� un souci de convivialité qui a pesé sur le choix des outils de développement s'orientant vers une
programmation orientée objet.

En�n, bien que cette thèse n'ait pas un but expérimental, il était essentiel d'inclure dans ce travail
une comparaison théorie/expérience sans laquelle il eut été di�cile de se prononcer sur l'intérêt réel
des avancées sur le plan numérique et physique.

La présentation de ce travail comprend deux parties. La première partie présente le modèle phy-
sique utilisé pour le calcul du gain. Nous rappelons les états électroniques dans les semiconducteurs
et notamment dans les structures à puits quantiques. Un chapitre présente les di�érentes méthodes
permettant le calcul des états liés dans les puits quantiques. Nous détaillons ensuite notre approche
pour le calcul de ces états, objet de ce travail de thèse. Il était intéressant de comparer notre méthode
avec celle des éléments �nis, qui est couramment employée. Pour �nir cette première partie, nous nous
attardons sur le calcul pratique du gain et de l'absorption inter-bandes de valence dans les structures
à multipuits quantiques.
Dans la deuxième partie, nous présentons les modèles physiques du simulateur dans lequel nous avons
intégré le calcul du gain pour des structures à multipuits quantiques. Nous présentons le modèle de
10



transport de dérive-di�usion ainsi que le couplage électrique-optique semi-classique. Lorqu'on est en
présence de puits quantiques, les modèles classiques ne sont plus valables. Il faut donc faire appel
à des modèles plus complexes pour rendre compte des phénomènes de transport dans ce type de
composant. Nous essaierons alors de présenter l'approche de la matrice de densité simpli�ée. Un
chapitre est ensuite dédié à la présentation du simulateur de façon pratique en détaillant la base des
matériaux disponibles et leurs caractéristiques. Un chapitre concernant la mesure du gain en dessous
du seuil sur des lasers Fabry-Pérot termine cette partie.

Modélisation et simulation des composants optoélectroniques à puits quantiques 11
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Première partie

Une nouvelle méthode de calcul du gain





Chapitre 1

Modèle du gain optique

L'objet de ce chapitre est de présenter les phénomènes physiques qui interviennent dans les hé-
térostructures III-V, matériaux semiconducteurs. Pour simuler le comportement des composants op-
toélectroniques actifs, il est nécessaire de calculer précisément le gain (ou l'absorption) optique en
fonction de la structure microscopique. On cherche donc à comparer le nombre de photons émis ou
absorbés par rapport au nombre de photons injectés dans la structure active du composant.

Les structures optoélectroniques sont généralement constituées de quatre parties (voir �gure 1.1) :
� d'une couche active, elle même constituée de plusieurs couches de taille quantique (de l'ordre
du nanomètre);

� de couches de con�nement optique de manière à éventuellement guider un mode optique pour
optimiser l'interaction lumière-matière;

� de couches de contact permettant l'injection de porteurs;
� d'empilements macroscopiques extérieurs à ces trois éléments pour mieux évacuer la chaleur
que nous ne considérerons pas dans la présente analyse.

Le problème du gain concerne principalement la couche active, nous nous intéressons essentielle-
ment au cas des structures à multipuits quantiques. Ce problème a déjà fait l'objet de nombreuses
études publiées [3�12].

1.1 Les hétérostructures III-V
Les semiconducteurs constituent un cas particulier des cristaux de valence caractérisés par une

conductivité importante à température ordinaire. Ces cristaux sont réalisés soit à partir des éléments
de la colonne IV (C, Ge, Si...) ou par combinaison d'éléments des colonnes III et V (GaAs, AlAs,
InSb...) ou encore des colonnes II et VI (ZnSe, CdTe...). Ils sont appelés cristaux de valence à cause
de la liaison chimique qui réalise la cohésion du matériau. Le modèle le plus simple qui décrit cette
Modélisation et simulation des composants optoélectroniques à puits quantiques 15



Chapitre 1. Modèle du gain optique

contacts

confinement optique

structure active

Fig. 1.1 � Schéma d'un composant optoélectronique

liaison est de type LCAO (Linear Combination of Atomic Orbitals).
F. Seitz propose une classi�cation non restrictive des cristaux solides selon cinq types [13]:

� les métaux;
� les cristaux moléculaires;
� les cristaux ioniques;
� les cristaux de valence;
� les semiconducteurs.
Par le terme de solide, on entend un ensemble cristallin d'atomes et de molécules; c'est-à-dire que

l'on s'intéresse aux matériaux dont les atomes sont rangés aux n÷uds d'un réseau périodique dont
le motif élémentaire est représenté sur la �gure 1.2 pour les semiconducteurs à base d'éléments des
colonnes III et V du tableau de Mendeleiev.

Dans les composés III-V, chaque atome III est en con�guration tétraédrique avec quatre atomes V
(voir �gure 1.2). Les orbitales moléculaires sont des hybridations de type sp3 où s et p sont les orbitales
atomiques des atomes isolés :

|s〉, |px〉, |py〉, |pz〉
Ces orbitales (voir �gure 1.4) sont déduites en résolvant l'équation de Schrödinger, Hψ = Eψ où
H est le hamiltonien de l'électron dans son mouvement autour du noyau, somme de son énergie
cinétique p2/2m0 (p = − i ~∇) et de son énergie potentielle V dans le champ coulombien du noyau
(�gure 1.3), en supposant que l'on a un seul électron en interaction avec le noyau atomique :

H = − ~2

2m0

∇2 + V (r) (1.1)

Pour des atomes contenant plusieurs électrons, ce sont les électrons de la couche externe qui vont
participer aux liaisons chimiques et à la conduction électrique. On s'intéresse alors aux états des
16



1.1. Les hétérostructures III-V

t1

t2

atomes III

atomes V

a

t3

u

Fig. 1.2 � Maille élémentaire d'un composé III-V. Le vecteur u représente le décalage entre les deux
réseaux III et V. Les vecteurs t1, t2 et t3 pemettent de dé�nir la translation qui décrit l'ensemble du
cristal

r

V (r)

Fig. 1.3 � Énergie potentielle d'un électron dans le champ coulombien du noyau

Modélisation et simulation des composants optoélectroniques à puits quantiques 17



Chapitre 1. Modèle du gain optique

électrons de valence en considérant un potentiel V écranté dû à la présence des électrons de la couche
interne.

Lorsqu'on couple plusieurs atomes pour former une molécule, et par suite, un cristal, les états
électroniques de la structure sont des combinaisons linéaires des états atomiques décrits précédem-
ment. Dans le cas d'un matériau où le nombre d'atomes est de l'ordre de 1023 par cm3, les niveaux
d'énergie des électrons se couplent pour former deux types d'états : des états de conduction qui vont
permettre le transfert des charges à travers la structure et des états de valence qui participent à
la cohésion du cristal. Le nombre de niveaux d'énergie est su�samment élevé pour que l'on puisse
considérer une continuité de l'énergie et parler de bandes d'énergies qui sont nommées respectivement
bande de conduction et bande de valence comme cela est montré sur la �gure 1.5. Il existe cependant,
entre ces deux bandes, une zone d'énergie que les électrons n'occupent pas. La hauteur de cette zone
est appelée énergie de gap Eg. Le semiconducteur est caractérisé par le fait qu'à T=0 K, tous les
états de valence sont occupés alors que les états de conduction sont libres.

orbitale pzorbitale pyorbitale pxorbitale s

Fig. 1.4 � Orbitales atomiques s et p

L'intérêt des semiconducteurs réside dans le fait qu'ils peuvent à la fois conduire des charges et
permettre l'émission stimulée par le passage d'un électron de la bande de conduction à la bande
de valence. La longueur d'onde λ du photon ainsi émis correspond à l'énergie E nécessaire pour
passer d'une bande à l'autre (E = h c/λ). Dans une �bre optique en silice, les signaux lumineux les
moins atténués correspondent aux longueurs d'onde 1,3 et 1,55 µm. Les matériaux qui permettent
facilement d'obtenir ces longueurs d'onde sont les semiconducteurs composés III-V. Ces composés
cristallisent dans le réseau Zinc-Blende, ce réseau est formé de deux réseaux cubiques à faces centrées
Zn et S dont l'un est décalé par rapport à l'autre selon le vecteur u = (a/4,a/4,a/4), où a est la
distance inter-atomique. L'ensemble du cristal peut être décrit en appliquant la translation de vecteur
t = t1 + t2 + t3 à la maille élémentaire; autrement dit, la position de chaque atome du cristal peut
se déduire de celle d'un atome de la maille élémentaire représentée �gure 1.2 par le vecteur t :

t = n1 t1 + n2 t2 + n3 t3 (1.2)
18



1.1. Les hétérostructures III-V

..

.

..

.

niveau de Fermi à T=0 K

occupés
états de valence :

états de conduction :
libres

Énergie

1023 états Eg
Ef :

Fig. 1.5 � États électroniques dans un semiconducteur en prenant en compte tous les atomes

où n1, n2 et n3 sont des entiers. Le réseau de périodicité t est appelé réseau direct ou réseau de Bravais.
Cette périodicité du cristal va permettre de déterminer les états électroniques dans le semiconducteur
sans avoir à considérer, en même temps, les 1023 atomes.

1.1.1 États électroniques dans les semiconducteurs
Le calcul des états en prenant en considération toutes les particules du cristal dont le nombre

est de l'ordre de 1023 paraît prohibitif. En e�et, il faudrait calculer des valeurs propres de matrices
dont les dimensions seraient du même ordre de grandeur. On se sert donc de la structure périodique
du cristal pour rendre le calcul plus accessible. Les états électroniques dans les semiconducteurs se
déterminent en résolvant l'équation de Schrödinger :

H ψ = E ψ (1.3)
H étant le hamiltonien et E, un état propre du système associé à la fonction d'onde ψ.

H ψ(r) =

(
1

2m0

p2 + V (r)

)
ψ(r) = E ψ(r) (1.4)

p étant le moment cinétique de l'électron.
Le potentiel V , vu par un électron dans le cristal, étant périodique : V (r+ t) = V (r), le théorème

de Bloch [14] permet d'écrire la fonction d'onde de l'électron sous la forme suivante (fonctions de
Bloch) :

ψk(r) = uk(r) e
ik·r (1.5)
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V (r)

r

Fig. 1.6 � Image 1D simpli�ée du potentiel vu par un électron dans un cristal

k étant le vecteur d'onde et les fonctions uk contenant la périodicité du réseau.

k =
n1

N1

k1 +
n2

N2

k2 +
n3

N3

k3 (1.6)
où N1, N2 et N3 sont les nombres de n÷uds du réseau direct dans les directions de t1, t2 et t3.

k1 = 2 π
t2 × t3

(t1, t2, t3)
k2 = 2 π

t3 × t1
(t1, t2, t3)

k3 = 2 π
t1 × t2

(t1, t2, t3)
(1.7)

Les vecteurs k1, k2 et k3 dé�nissent le réseau réciproque dont la maille élémentaire est appelée
zone de Brillouin. Cette zone est représentée dans le cas d'un réseau cubique à faces centrées sur la
�gure 1.7.

On montre également [14] que les fonctions uk doivent véri�er l'équation aux valeurs propres
suivante : (

1

2m0

(p+ k)2 + V (r)

)
uk(r) = Ek uk(r) (1.8)

De nombreuses méthodes ont été mises en ÷uvre pour résoudre cette équation aux valeurs propres
a�n de déterminer les bandes d'énergie :

� la méthode LCAO (Linear Combination of Atomic Orbitals) consiste à écrire les orbitales
moléculaires sous forme de combinaison linéaire des orbitales atomiques;

� la métohde OPW (Orthogonalized Planes Waves) décrit les états électroniques à partir des états
de l'électron libre perturbé par la périodicité du cristal. Elle nécessite de traiter séparément les
états de la couche interne et les états de valence;

� la méthode du pseudopotentiel permet de calculer à la fois les états de conduction et de va-
lence en prenant en compte les états de la couche interne par un potentiel équivalent appelé
pseudopotentiel.

La résolution de cette équation donne, en utilisant la méthode du pseudopotentiel [15], les bandes
que l'on peut voir sur la �gure 1.8 dans le cas du GaAs [10].
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Fig. 1.7 � Zone de Brillouin d'un réseau cubique à faces centrées
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Fig. 1.8 � Bandes d'énergie du GaAs dans la zone de Brillouin
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Le moment cinétique de l'électron n'est pas su�sant pour décrire l'ensemble des états électroniques
possibles. On introduit alors un moment cinétique tenant compte du spin de l'électron, qui pour une
même valeur énergétique peut avoir l'un des deux états notés : | ↑ 〉 et | ↓ 〉. La fonction d'onde prend
alors une forme bidimensionnelle. On ne peut pas négliger cet élément qui lève la dégénérescence
des bandes Γ7 et Γ8 en k = 0 et favorise ainsi les transitions optiques à grandes longueurs d'onde
entre ces deux bandes appelées IVBA (Intra-Valence Band Absorption). Si l'on considère l'interaction
Spin-Orbite, le hamiltonien est alors modi�é et l'on doit résoudre [14] :(

1

2m0

(p+ k)2 + V (r) +
1

4m0
2 c2

(σ ×∇V (r)) · (p+ k)

)
uk(r) = Ek uk(r) (1.9)

σ représente les matrices de Pauli :

σx =

(
0 1

1 0

)
; σy =

(
0 −i
i 0

)
; σz =

(
1 0

0 −1

)
(1.10)

À T = 0K, lorsque la bande de conduction est vide et que les bandes de valence sont remplies, il
ne pas y avoir de transfert de charges dans la structure. À température ambiante, certains électrons
passent de la bande de valence vers la bande de conduction. Il peut y avoir alors un déplacement des
charges, la structure devient conductrice. Ce transfert entre ces deux bandes est également important
pour les interactions lumière-matière. Dans le cas des bandes du GaAs (�gure 1.8), le minimum de la
bande de conduction ainsi que le maximum de la bande de valence se trouvent tous les deux au centre
de la zone de Brillouin, en Γ. On dit que le matériau est à gap direct. Lorsque ces deux extrema ne
sont pas tous les deux en Γ, on dit que le matériau est à gap indirect c'est le cas, par exemple, du
silicium (voir les bandes �gure 1.9a) et du germanium (voir les bandes �gure 1.9b). La conservation
des moments implique que si l'on passe d'un état de la bande de valence caractérisé par un moment
kv à un état de la bande de conduction carctérisé par kc, on doit avoir : kc = kv + kopt (règle de
conservation des k). Le moment dû au photon étant négligeable devant celui de l'électron, on doit
avoir : kc = kv.

1.1.2 La méthode k · p et le modèle de Kane
Pour les composants optoélectroniques, les bandes intéressantes pour les transitions optiques sont

les bandes Γ6, Γ7 et Γ8 au voisinage du point Γ. E.O. Kane [16] propose, en utilisant la méthode k ·p
pour résoudre l'équation (1.9), une approximation parabolique de ces bandes d'énergie au voisinage
du centre de la zone de Brillouin (k ∼ 0). On écrit le hamiltonien de l'électron en faisant la somme
d'une partie non perturbée (indépendante de k) : H0 et d'une perturbation dépendante de k : H ′(k).

H0 =
1

2m0

p2 + V (r) +
~

4m0
2 c2

(σ ×∇V (r)) · p

H ′(k) =
~2

2m0

k2 +
~
m0

k

(
p+

~
4m0 c2

σ ×∇V (r)

) (1.11)
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a)

b)

Fig. 1.9 � Structures de bandes du Si a) et du Ge b) montrant un gap indirect
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Chapitre 1. Modèle du gain optique

On suppose connues les solutions de l'équation non perturbée :
H0 un0 = εn0 un0 (1.12)

Ces états, servant de base au calcul, sont notés :
� |S ↑〉 et |S ↓〉 pour les états de conduction qui correspondent à la même valeur propre Es;
� |X ↑〉, |X ↓〉, |Y ↑〉, |Y ↓〉, |Z ↑〉 et |Z ↓〉 pour les états de valence qui correspondent à la même
valeur propre Ep. Les états de conduction, comme les états de valence sont donc dégénérés.

L'application de la théorie des perturbations dans le cas où des états sont dégénérés conduit à un
système matriciel pour traduire le couplage entre ces états. Kane a montré que l'on peut obtenir une
matrice bloc-diagonale en prenant la base suivante :

| i S ↓〉,
∣∣∣∣X − i Y√

2
↑
〉
, |Z ↓〉,

∣∣∣∣−X + i Y√
2

↑
〉

| i S ↑〉,
∣∣∣∣−X + i Y√

2
↓
〉
, |Z ↑〉,

∣∣∣∣X − i Y√
2

↓
〉

Ayant choisi la base de solutions du hamiltonien non perturbé, on peut développer une solution
générale en fonction de cette base en appliquant la théorie des perturbations indépendantes du temps
pour des états dégénérés, au second ordre. Les éléments de correction au premier ordre sont nuls pour
des raisons de parité des états de base. Le calcul conduit à la matrice suivante :

H =

[
Hint 0

0 Hint

]
(1.13)

où :

Hint =


Es 0 kP 0

0 Ep − ∆
3

√
2∆

3
0

kP
√

2∆
3

Ep 0

0 0 0 Ep + ∆
3

 (1.14)

Le paramètre de Kane P et l'énergie ∆ (énergie de Split-O�) entre les bandes Γ7 et Γ8, sont :

P = −i ~
m0

〈S|pz|Z〉

∆ =
3 i ~

4m0
2 c2

〈
X

∣∣∣∣∂ V∂ x py − ∂ V

∂ y
px

∣∣∣∣Y〉 (1.15)

En modi�ant l'origine des énergies pour avoir Ep = −∆/3 et Es = Eg, le hamiltonien d'interaction
devient :

Hint =


Eg 0 kP 0

0 −2 ∆
3

√
2∆
3

0

kP
√

2∆
3

−∆
3

0

0 0 0 0

 (1.16)
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La dernière bande étant découplée des autres, on a une valeur propre E ′ = 0, les autres étant déduites
du polynôme caractéristique :

E ′(E ′ − Eg)(E
′ + ∆)− k2P 2(E ′ + 2 ∆/3) = 0 (1.17)

Pour une valeur très petite de k2, les trois valeurs propres seront très proches de E ′ = Eg, E ′ = 0

et E ′ = −∆. La dépendance de l'énergie selon k2 s'obtient en remplaçant E ′ successivement par
Eg +E(k2), 0 +E(k2) et −∆ +E(k2) dans l'équation (1.17). La variation d'énergie E(k2) étant très
petite devant Eg et ∆, on peut établir les approximations suivantes (les quatre valeurs propres du
hamiltonien sont notées Ec, Ehh, Elh et Eso) :

Ec(k) = Eg +
~2 k2

2m0

+
k2 P 2(Eg + 2 ∆/3)

Eg(Eg + ∆)

Ehh(k) =
~2 k2

2m0

Elh(k) =
~2 k2

2m0

− 2 k2 P 2

3Eg

Eso(k) = −∆ +
~2 k2

2m0

− k2 P 2

3(Eg + ∆)

(1.18)

On a donc une approximation parabolique de la dispersion des bandes d'énergie au voisinage de
k = 0. Cependant, ce modèle n'est pas su�samment précis car le couplage avec les autres bandes
d'énergie a été négligé, il en résulte une erreur sur la masse e�ective des trous lourds. Même si dans
les applications optoélectroniques, seules les bandes Γ6, Γ7 et Γ8 nous intéressent, le couplage avec
les autres bandes est tel qu'il ne peut être négligé. Il faut donc faire appel à un modèle plus précis.

1.1.3 Le modèle de Luttinger-Kohn
Le modèle proposé par Luttinger-Kohn [17] prend en compte l'in�uence des autres bandes sur les

bandes de trous lourds, de trous légers et de Split-O�. On sépare les bandes selon deux groupes A et
B. Les bandes auxquelles on s'intéresse particulièrement qui sont les bandes de valence Γ7 et Γ8 sont
dans le groupe A et toutes les autres sont dans le groupe B. On note que la bande de conduction est
prise en compte dans le groupe B. On développe la fonction d'onde sur la base des fonctions uj 0(r),
solutions de l'équation (1.9) en k = 0 :

uk(r) =
A∑
j′

aj′(k)uj′ 0(r) +
B∑
γ

aγ(k)uγ 0(r) (1.19)

Le hamiltonien est décomposé en deux parties :

H = H0 +H ′ (1.20)
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avec :
H0 =

p2

2m
+ V (r)

H ′ =
~
m0

k · Π

Π = p+
~

4m0 c2
σ ×∇V

(1.21)

Pour les fonctions d'onde de la classe A, on considère trois bandes dégénérées deux fois :

u1 0(r) =

∣∣∣∣32 ,32
〉

=
−1√

2
|(X + i Y ) ↑〉

u2 0(r) =

∣∣∣∣32 ,12
〉

=
−1√

6
|(X + i Y ) ↓〉+

√
2

3
|Z ↑〉

u3 0(r) =

∣∣∣∣32 ,−1

2

〉
=

1√
6
|(X − i Y ) ↑〉+

√
2

3
|Z ↓〉

u4 0(r) =

∣∣∣∣32 ,−3

2

〉
=

1√
2
|(X − i Y ) ↓〉

u5 0(r) =

∣∣∣∣12 ,12
〉

=
1√
3
|(X + i Y ) ↓〉+

1√
3
|Z ↑〉

u6 0(r) =

∣∣∣∣12 ,−1

2

〉
=

1√
3
|(X − i Y ) ↑〉 − 1√

3
|Z ↓〉

(1.22)

Ces fonctions sont solutions de l'équation :

H(k = 0)uj 0(r) = Ej(0)uj 0(r) (1.23)
en posant le changement d'énergie suivant :

Ej(0) = Ep +
∆

3
= 0 pour j = 1,2,3,4 (1.24)

Ej(0) = Ep −
2 ∆

3
= −∆ pour j = 5,6

En suivant [10], on cherche les états électroniques du groupe A :
A∑
j′

(UA
jj′ − Eδjj′)aj′(k) = 0 (1.25)

où :

UA
jj′ = Hjj′ +

B∑
γ 6=j,j′

H ′
jγ H

′
γj′

E0 − Eγ
(1.26)

L'e�et des autres bandes, celles du groupe B, est bien pris en compte dans l'élément UA
jj′ :
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UA
jj′ =

[
Ej(0) +

~2 k2

2m0

]
δjj′ +

~2

m0
2

B∑
γ 6=j,j′

∑
α,β

kα kβ p
α
jγ p

β
γj′

E0 − Eγ
(1.27)

Le hamiltonien obtenu est de la forme :

H = −



P +Q −S R 0 −S/
√

2
√

2R

−S∗ P −Q 0 R −
√

2Q
√

3/2S

R∗ 0 P −Q S
√

3/2S∗
√

2Q

0 R∗ S∗ P +Q −
√

2R∗ −S∗/
√

2

−S∗/
√

2 −
√

2Q∗
√

3/2S −
√

2R P + ∆ 0√
2R∗

√
3/2S∗

√
2Q∗ −S/

√
2 0 P + ∆


(1.28)

où :

P =
~2 γ1

2m0

(kx
2 + ky

2 + kz
2)

Q =
~2 γ2

2m0

(kx
2 + ky

2 − 2 kz
2)

R =
~2

2m0

[
−
√

3γ2(kx
2 − ky

2) + i 2
√

3γ3kx ky

]
S =

~2 γ3

m0

√
3(kx − i ky)kz

(1.29)

Nous avons ainsi une description plus complète des états électroniques dans la bande de valence.

1.2 Approximation de la fonction enveloppe
Lorsqu'on utilise des hétérostructures, les deux phénomènes importants, à prendre en compte, sont

la quanti�cation due à la faible épaisseur des couches et la contrainte due à la di�érence de maille
atomique des couches déposées sur le substrat. Le premier phénomène auquel nous nous intéressons
est la quanti�cation dans la direction (z) (voir �gure 1.10).

Le modèle décrivant la densité de probabilité électronique dans les hétérostructures III-V est
celui de la fonction d'onde enveloppe. Ce modèle revient à écrire que l'onde de Bloch de base dans
chaque couche, gouvernée par les états "atomiques" propres à chaque matériau, est modulée par une
enveloppe lentement variable à l'échelle de la distance inter-atomique :

Ψ(r) = ψ(z)u(r) (1.30)
où u(r) est périodique à l'échelle atomique et ψ(z) est la fonction enveloppe. Ce modèle est largement
inspiré de la théorie de masse e�ective qui décrit les orbitales hydrogénoïdes d'un électron sur une
impureté dont le niveau est proche de la bande [3, 4].
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X

Y

Z  (direction de croissance)

SC2 SC3SC1

Fig. 1.10 � Dé�nition des axes

a

d

SC1 SC2 SC3

Fig. 1.11 � Potentiel vu par un électron dans une hétérostructure

28



1.3. E�ets de la contrainte

Avec une hétérostructure, la périodicité du potentiel est rompue de par la di�érence des matériaux.
L'électron n'est plus soumis à un potentiel uniquement périodique comme cela est montré sur la
�gure 1.11, le hamiltonien est alors de la forme :

H =
p2

2m0

+ Vc(r) + V (r) (1.31)
où Vc(r) est le potentiel périodique propre à chaque matériau et V (r) est un potentiel lentement

variable en fonction de r. Si V (r) = 0, les solutions de l'équation de Schrödinger (1.3) sont des ondes
de Bloch.

Nous proposons la notation suivante : (z) désigne la direction perpendiculaire aux couches et (xy),
le plan parallèle à celles-ci. Pour la suite, nous dé�nissons kρ, le module du moment kρ, parallèle aux
couches :

kρ
2 = kx

2 + ky
2 (1.32)

En toute rigueur, il faudrait considérer l'énergie suivant kx et ky car les courbes d'énergie constante
sont anisotropiques dans le plan (kx, ky). Cependant, en suivant une approximation axiale et en
prenant uniquement kρ comme paramètre, il est possible d'obtenir un hamiltonien diagonal sans
perdre l'essentiel de la physique concernant le couplage des bandes de valence [7].

1.3 E�ets de la contrainte
La condition nécessaire à une bonne hétéro-épitaxie est évidemment que les deux matériaux aient

d'une part la même structure cristalline et, d'autre part, des paramètres de maille voisins. Lorsque
les paramètres de maille sont di�érents, le matériau constituant la couche de plus grande épaisseur
impose sa maille à l'autre, au moins au voisinage de l'interface. Ceci entraîne l'existence, dans le
matériau de faible épaisseur, d'une contrainte biaxiale dans le plan des couches [10].

Prenons le cas de deux cristaux comme le montre la �gure 1.12.

Après épitaxie, le dépôt est déformé par le substrat (voir �gure 1.13). Soit ~X =

 x

y

z

, la position
d'un atome de cristal du matériau SC1 avant épitaxie. Sa nouvelle position est ~X ′ = ε ~X avec :
ε =

 εxx 0 0

0 εyy 0

0 0 εzz

, tenseur de déformation du cristal dans le cas d'une déformation biaxiale.

εxx = εyy =
a0 − a

a
= ε, c'est le substrat qui impose sa maille.

a0 étant le paramètre de maille du substrat et a celui de la couche déposée. De plus, la théorie de
l'élasticité nous permet d'écrire les relations constitutives entre le tenseur d'élasticité C, le tenseur
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X

Z

dépôt : SC1

substrat : SC2

paramètre de maille : a

paramètre de maille : a0

Fig. 1.12 � Cristaux non contraints

Z

X
tension compression

SC2

SC1

SC2

εxx > 0

εzz < 0

εxx < 0

εzz > 0

SC1

Fig. 1.13 � Structures contraintes

30



1.3. E�ets de la contrainte

de contrainte σ et le tenseur de déformation ε :
σij =

∑
k,l

Cij,kl εkl (1.33)

Dans le cas d'un matériau linéaire et isotropique :
σzz = Czz,xx εxx + Czz,yy εyy + Czz,zz εzz (1.34)

et Czz,xx = Czz,yy notés C12 (Czz,zz est noté C11 car Czz,zz = Cxx,xx dans ce cas). On a alors :
σzz = 2C12 εxx + C11 εzz. Le matériau ne subissant aucune contrainte, autre que la pression
atmosphérique qui peut être négligée, suivant l'axe (z) (σzz = 0), on a :

εzz = −2
C12

C11

εxx (1.35)
La contrainte entraîne une variation du potentiel comme cela est montré dans le cas d'un puits
contraint en compression sur la �gure 1.14.

bande de valence

sans contrainte

bande de conduction

avec compression

χ χEg Eg

av σhy

2 b σsh

ac σhy

Fig. 1.14 � Déformation du potentiel en fonction de la contrainte (cas de la compression)

Pour la bande de conduction, Vc = χ + ac (εxx + εyy + εzz), où χ est l'a�nité du matériau et ac,
le potentiel de déformation.

Vc = χ+ 2 ac

(
1− C12

C11

)
εxx (1.36)

Pour la bande de valence, la contrainte a pour e�et de lever la dégénérescence trous lourds - trous lé-
gers, on a alors deux potentiels di�érents :

Vh = χ− Eg + av (εxx + εyy + εzz) +
b

2
(εxx + εyy − 2 εzz)
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Vh = χ− Eg + 2 av

(
1− C12

C11

)
εxx + b

(
1 +

2C12

C11

)
εxx (1.37)

Vl = χ− Eg + av (εxx + εyy + εzz)−
b

2
(εxx + εyy − 2 εzz)

Vl = χ− Eg + 2 av

(
1− C12

C11

)
εxx − b

(
1 +

2C12

C11

)
εxx (1.38)

En posant les quantités suivantes : σhy = 2
(
1− C12

C11

)
εxx, contrainte hydrostatique, σsh =

(
1 + 2C12

C11

)
εxx,

contrainte de cisaillement, on peut alors établir la variation du gap dans le matériau :
Eg, h = Vc − Vh = Eg + (ac − av)σhy − b σsh (1.39)
Eg, l = Vc − Vl = Eg + (ac − av)σhy + b σsh (1.40)

Le matériau GaxIn1−xAsyP1−y est souvent utilisé à partir d'un substrat InP, on dit qu'il est contraint
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Fig. 1.15 � Variation de la déformation du matériau Ga0.2In0.8AsyP1−y,contraint sur InP, en fonction
de y

sur InP. C'est en faisant varier la concentration des éléments que l'on va pouvoir modi�er le gap et
l'a�nité des matériaux pour choisir la longueur d'onde d'émission d'un laser. Nous avons �xé la
concentration en Ga à 0.2 et nous avons tracé les déformations selon les axes (x) et (z) en faisant
varier la concentration en As de 0.2 à 0.8. Nous avons alors deux zones de contrainte comme nous
pouvons le voir sur la �gure 1.15. La première correspond à la zone de tension pour une concentration
en As inférieure à 0.437 et pour une concentration en As supérieure, le matériau est alors contraint
en compression. Pour une concentration en As de 0.437, le matériau est en accord de maille sur InP :
il n'y a pas de contrainte.
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1.4 Hamiltonien des électrons

1.4.1 Hamiltonien des électrons dans la bande de conduction
Lorsque l'énergie de gap Eg est su�samment élevée, on peut négliger le couplage entre la bande

de conduction et la bande de valence. Cette approximation est notamment valable pour les matériaux
à base de GaAs ou d'InP, très utilisés dans les composants optoélectroniques. Pour calculer l'onde
enveloppe des états de conduction, il faut résoudre l'équation de Schrödinger selon l'approximation
de Ben-Daniel-Duke [11] :(

−~2

2

∂

∂ z

(
1

me

∂

∂ z

)
+

~2kρ
2

2me

+ Vc(z)

)
Ψ(z) = EΨ(z) (1.41)

où Vc est le potentiel de conduction donné en (1.36), me est la masse e�ective de l'électron. Cette
formulation prend en compte la dispersion en énergie selon le plan parallèle aux couches ainsi que
la contribution à l'a�nité et la variation hydrostatique de l'énergie de conduction. Sans couplage, la
relation de dispersion en énergie selon kρ est donnée selon l'approximation parabolique :

Ec(kρ) = Ec(0) +
~2

2me

kρ
2 (1.42)

Cependant cette approximation n'est pas toujours valable surtout quand la structure comporte des
matériaux dont la masse e�ective dans chaque matériau est très di�érente. Un exemple montrant une
di�érence entre l'approximation parabolique et le calcul exact est donné au chapitre 3.2.

1.4.2 Hamiltonien des trous dans la bande de valence : description matri-
cielle

Le problème des états de valence est plus complexe en raison de la dégénérescence des trous
lourds et des trous légers et de la proximité de la bande dite de split-o� (spin-orbite). Les deux
bandes de trous lourds et de trous légers se trouvent alors découplées à la fois par la quanti�cation
du mouvement dans la direction z et par la contrainte bi-axiale. Le modèle faisant intervenir ces
deux contributions est le modèle de Pikus-Bir [18]. La représentation de la fonction d'onde des états
au voisinage du gap dans un semi-conducteur IV ou III-V est donnée par les huit combinaisons de
moment orbital et de spin (modèle de Kane ou de Luttinger). En découplant la bande de conduction
on retient six états. La méthode de perturbation des états dégénérés conduit à un hamiltonien 6×6

qui peut être factorisé en deux blocs 3×3 [19]:

Hv =

 H
U

0

0 H
L

 (1.43)

Cet hamiltonien est écrit dans une base B1 ayant subie une transformation unitaire à partir de
la base B2 des fonctions de Bloch, B1 = U B2 avec :
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B1 =



|1〉
|2〉
|3〉
|4〉
|5〉
|6〉


B2 =



∣∣∣∣32 ,32
〉

∣∣∣∣32 ,12
〉

∣∣∣∣32 ,− 1

2

〉
∣∣∣∣32 ,− 3

2

〉
∣∣∣∣12 ,12

〉
∣∣∣∣12 ,− 1

2

〉



(1.44)

et

U =



α 0 0 −i α∗ 0 0

0 i β −β∗ 0 0 0

0 0 0 0 −iβ −β∗

α 0 0 −iα∗ 0 0

0 −iβ −β∗ 0 0 0

0 0 0 0 −iβ −β∗


(1.45)

où α = exp(−i 3φ/2)/
√

2, β = exp(−i φ/2)/
√

2 et tan(φ) = kx/ky.
Hv représente la factorisation du hamiltonien, chaque sous-hamiltonien 3× 3 étant donné par :

H
U,L

v = −


P +Q− Vh R∓ i S

√
2R± i√

2
S

R∗ ± i S∗ P −Q− Vl
√

2Q± i
√

3
2
S

√
2R∗ ∓ i√

2
S∗

√
2Q∗ ∓ i

√
3
2
S∗ P + ∆so − V

 (1.46)

avec :
P = ~2

2m0
γ1(kρ

2 + kz
2)

Q = ~2

2m0
γ2(kρ

2 − 2 kz
2)

R = ~2

2m0

√
3
(
γ2+γ3

2

)
kρ

2

S = ~2

2m0
2
√

3 γ3 kρ kz

V = χ− Eg
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H
U

v =


−~2

2

(
1

mhkρ
kρ

2 − ∂
∂ z

(
1

mhz

∂
∂ z

))
+ Vh(z) −~2

2

(
1
mR

kρ
2 − 1

mS
kρ

∂
∂ z

)
−~2

2

(
1
mR

kρ
2 + 1

mS
kρ

∂
∂ z

)
−~2

2

(
1

mlkρ
kρ

2 − ∂
∂ z

(
1
mlz

∂
∂ z

))
+ Vl(z)

−~2

2

( √
2

mR
kρ

2 − 1√
2mS

kρ
∂
∂ z

)
−~2

2

(
√

2
m0

(
γ2 kρ

2 − 2 ∂
∂ z

(
γ2

∂
∂ z

))
−
√

3/2

mS
kρ

∂
∂ z

)
+ b σsh

−~2

2

( √
2

mR
kρ

2 + 1√
2mS

kρ
∂
∂ z

)
−~2

2

(
√

2
m0

(
γ2 kρ

2 − 2 ∂
∂ z

(
γ2

∂
∂ z

))
+

√
3/2

mS
kρ

∂
∂ z

)
+ b σsh

−~2

2

(
1

mskρ
kρ

2 − ∂
∂ z

(
1
msz

∂
∂ z

))
+ Vs(z)

 (1.47)

où γ1, γ2 et γ3 sont les paramètres de Luttinger que l'on peut relier aux masses e�ectives des matériaux
non contraints par les cinq relations suivantes :

mhz =
m0

γ1 − 2 γ2

et mlz =
m0

γ1 + 2 γ2

mhkρ =
m0

γ1 + γ2

et mlkρ =
m0

γ1 − γ2

msz = mskρ =
m0

γ1

(1.48)

∆so étant l'énergie entre le haut de la bande de valence et la bande de split-o�.
V est la di�érence entre l'a�nité χ et l'énergie de gap Eg, V = χ− Eg.
En tenant compte des contraintes :

� pour les trous lourds, Vh = V + av σhy + b σsh

� pour les trous légers, Vl = V + av σhy − b σsh

La fonction d'onde associée à la partie haute du hamiltonien, de dimension 3, sera notée :

ψv =


ψhhv

ψlhv

ψshv

 (1.49)

1.5 Élements de calcul du gain matériau et de l'absorption
Les états électroniques étant connus, on peut alors calculer le gain matériau. Il s'agit d'évaluer

le rapport entre le nombre net de photons et le nombre de photons injectés dans la zone active du
composant. Quand on utilise les semiconducteurs pour les lasers ou les ampli�cateurs optiques, il
faut pouvoir évaluer les phénomènes schématisés sur la �gure 1.16, à savoir :

� l'absorption où l'énergie ~ω d'un photon est utilisée pour permettre à un électron de passer
d'un état Eb de la bande de valence vers un état vide Ea de la bande de conduction tels que
Ea − Eb = ~ω;
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bande de conduction

bande de valence

absorption émission spontanée émission stimulée

h̄ ω h̄ ω h̄ ω

h̄ ω

Eb Eb

Ea EaEa

Eb

Fig. 1.16 � Schéma des transitions radiatives entre un état de la bande de valence et un état de la
bande de conduction

� l'émission spontanée où un électron passe d'un état Ea de la bande de conduction vers un état
vide Eb de la bande de valence en émettant un photon d'énergie ~ω = Ea − Eb;

� l'émission stimulée où un photon d'énergie ~ω vient interagir avec le semiconducteur pour
favoriser le passage d'un électron d'un état Ea de la bande de conduction vers un état vide Eb
de la bande de valence en émettant un deuxième photon identique au premier.

L'interaction entre les photons et les électrons dans un semiconducteur est décrite par le hamil-
tonien suivant :

H =
1

2m0

(p− eA)2 + V (r)

=
p2

2m0

+ V (r)− 1

2m0

(p ·A+A · p) +
e2A2

2m0

(1.50)

Ce hamiltonien peut se mettre sous la forme :
H = H0 +Hint (1.51)

avec :
Hint ' −

e

m0

A · p (1.52)
Le terme e2A2/2m0 a été négligé car |eA| � |p|.

Le nombre de photons injectés Ninj est égal au rapport de l'intensité optique S reçue par l'énergie
d'un photon de pulsation ω :

Ninj =
S

~ω
(1.53)
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Le potentiel vecteur A du champ optique est de la forme :

A = A0 cos(k r − ω t)u (1.54)
u étant le vecteur unitaire dans la direction du champ électrique.
Les champs électrique et magnétique se déduisent des équations de Maxwell :

E(r,t) = −∂A
∂ t

= −ω A0 sin(k r − ω t)u (1.55)

H(r,t) =
1

µ
∇×A = − 1

µ
A0 sin(k r − ω t)k × u (1.56)

On peut alors en déduire l'intensité optique en faisant la moyenne du vecteur de Poynting :

S = | 〈E(r,t)×H(r,t)〉 | = nr c ε0 ω
2A0

2

2
(1.57)

nr étant l'indice réel du matériau considéré, µ la perméabilité magnétique, ε0 la constante diélectrique
du vide et c la vitesse de la lumière dans le vide.
Le nombre de photons injectés est S divisé par l'énergie d'un photon :

Ninj =
S

~ω
=
nr c ε0 ω A0

2

2 ~
(1.58)

Le nombre net de photons Nnet est égal à la di�érence entre le nombre de photons émis Rc→v par le
passage d'un électron de la bande de conduction vers un trou de la bande de valence et le nombre de
photons absorbés Rv→c par le passage d'un électron de la bande de valence vers un état vacant de la
bande de conduction. Ces deux quantités se calculent d'après la règle d'or de Fermi :

Rv→c =
2

V

∑
n,m

∑
kρ

2π

~
|〈Ψn|Hint|Ψm〉|2 δ(En

c − Em
v − ~ω) fv(1− fc) (1.59)

Rc→v =
2

V

∑
n,m

∑
kρ

2π

~
|〈Ψn|Hint|Ψm〉|2 δ(Em

v − En
c − ~ω) fc(1− fv) (1.60)

n parcourant les états de conduction et m les états de valence. Le premier facteur 2 vient du fait que
l'on prend en compte les deux états de spin possibles pour l'électron [10, �3.7]. Comme nous l'avions
abordé au paragraphe 1.1.1, la règle de conservation des moments implique que les moments de deux
états électroniques permettant une transition via l'émission ou l'absorption d'un photon doivent être
identiques. C'est pour cela que, dans les expressions de Rv→c et Rc→v, la somme est faite sur le même
moment kρ pour les états de conduction et de valence.
D'autre part, l'électron à l'état n est caractérisé par la fonction d'onde :

Ψσ
c,n =

eikρ·r
√
C

ψc,n(kρ, z) |s σ〉 (1.61)
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où σ =↑ ou ↓, la constante C étant choisie de manière à normer la fonction d'onde : |Ψσ
c,n| = 1

Pour un trou, s'agissant de la partie haute du hamiltonien, on a :
ΨU
v,m =

eikρ·r
√
C

[
ψhhv,m(kρ, z) |1〉+ ψlhv,m(kρ, z) |2〉+ ψshv,m(kρ, z) |3〉

] (1.62)
pour un état de la partie basse du hamiltonien :

ΨL
v,m =

eikρ·r
√
C

[
ψhlv,m(kρ, z) |4〉+ ψllv,m(kρ, z) |5〉+ ψslv,m(kρ, z) |6〉

] (1.63)
U et L représentant la partie haute et basse du hamiltonien des trous de la bande de valence (1.46).
Les facteurs d'occupation des bandes de conduction et de valence fc et fv sont donnés par les relations
suivantes :

fc =
1

1 + exp
(
Ec−Efc

kB T

) et fv =
1

1 + exp
(
Ev−Efv

kB T

) (1.64)

fc et 1 − fc représentent, respectivement, l'occupation des électrons et des trous dans la bande de
conduction. De même, fv et 1 − fv représentent, respectivement, l'occupation des électrons et des
trous dans la bande de valence.
Le nombre net de photons Nnet est donc :

Nnet = Rv→c −Rc→v =
2

V

∑
n,m

∑
kρ

2π

~
|〈Ψn|Hint|Ψm〉|2 δ(Em

v − En
c − ~ω) (fv − fc) (1.65)

or :
〈Ψn|Hint|Ψm〉 = − eA0

2m0

ê · pc v (1.66)
l'élément de matrice pcv dépendant des fonctions de Bloch, incluant également les fonctions enve-
loppes. On peut donc exprimer le nombre net de photons émis en fonction de A0 :

Nnet =
π e2A0

2

V ~m0
2

∑
n,m

∑
kρ

|ê · pc v|2 δ(Em
v − En

c − ~ω)(fv − fc) (1.67)

Le rapport de Nnet par Ninj permet de calculer le gain matériau en fonction de la longueur d'onde des
photons, de l'indice réel du matériau, de l'interaction photon-électron et de l'occupation des bandes
d'énergie :

gmat = −Nnet

Ninj

=
π e2

nr ε0 cm0
2 ω

2

V

∑
n,m

∑
kρ

|ê · pc v|2 δ(Em
v − En

c − ~ω)(fc − fv) (1.68)

Pour l'absorption interbande de valence givba, le calcul est identique mais on va évaluer les transitions
entre électrons et trous à l'intérieur de la bande de valence, comprenant les états liés de trous lourds,
de trous légers et ceux de la bande de split-o� :

givba =
π e2

nr ε0 cm0
2 ω

2

V

∑
n,m

∑
kρ

|ê · pnm|2 δ(Em
v − En

v − ~ω)(fmv − fnv ) (1.69)

Le calcul des éléments de matrice optique pour le gain et l'IVBA ainsi que le problème de la fonction
de Dirac seront abordés au chapitre 5.
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1.6 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons rappelé les bases du calcul du gain et de l'absorption IVBA dans les

hétérostructures III-V. Le modèle présenté repose sur un calcul détaillé des bandes non paraboliques
en présence d'hétérostructure ou de forte contrainte biaxiale. Les hétérostructures sont traitées par
la fonction enveloppe et les contraintes par un modèle de maille atomique imposée par le substrat
(nous ne considérons pas de relaxation de la contrainte). Compte tenu de la complexité du problème,
la méthode numérique de résolution est déterminante pour l'obtention de résultats valables dans un
temps de calcul numérique raisonnable.
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Chapitre 2

Les di�érentes méthodes de calcul de la

fonction enveloppe

La forme de Ben-Daniel-Duke (1.41) n'a pas de solution analytique si la masse e�ective et le
potentiel varient en fonction de l'axe (z). Dans le but d'améliorer à la fois la précision et l'e�cacité
selon le type de structure que l'on veut simuler, nous comparons plusieurs méthodes de calcul des états
liés et des dispersions des bandes d'énergie dans les hétérostructures. On peut classer ces méthodes
de calcul selon qu'elles sont essentiellement numériques (di�érences �nies, éléments �nis) ou bien
semi-analytiques (ondes planes, matrice de transfert). Cependant, a�n de situer notre travail, nous
préférons présenter ces techniques selon qu'elles s'appuient ou non sur la méthode de Galerkin, qui
sera l'objet du présent travail.
En e�et, nous proposons une nouvelle approche particulièrement e�cace et rapide en temps de calcul
que nous avons appliquée dans le cas de potentiels constants par morceaux. Elle peut cependant
être plus générale et s'appliquer si la forme du potentiel entre les puits peut être dé�nie de manière
analytique.

2.1 Méthodes non Galerkin

2.1.1 Méthode des di�érences �nies
Il s'agit d'une des plus anciennes techniques numériques de résolution des équations di�érentielles

ou aux dérivées partielles décrite par Euler [20] et commentée par Ames [21]. Cette méthode est
utilisée pour des problèmes discrétisés via les développements de Taylor. Si f(z) est une fonction
univoque, continue et indé�niment dérivable dans R on démontre qu'il existe un réel ξ (z < ξ <

z + ∆z) tel que :

f(z + ∆z) = f(z) + ∆z f ′(z) + . . .+
(∆z)n

n!
f (n)(z) +

(∆z)n+1

(n+ 1)!
f (n+1) f(ξ) (2.1)
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De même :
f(z −∆z) = f(z)−∆z f ′(z) +

(∆z)2

2!
f ′′(z) + . . . (2.2)

De ces deux relations, on peut déduire trois approximations pour f ′(z) :
f ′(z) =

f(z + ∆z)− f(z)

∆z
+O(∆z) décentrée avant (2.3)

f ′(z) =
f(z)− f(z −∆z)

∆z
+O(∆z) décentrée arrière (2.4)

f ′(z) =
f(z + ∆z)− f(z −∆z)

2 ∆z
+O(∆z2) dérivée centrée (2.5)

et une approximation pour la dérivée seconde :
f ′′(z) =

f(z + ∆z) + f(z −∆z)− 2 f(z)

(∆z)2
+O(∆z2) (2.6)

où O(y) tend vers 0 comme y. Il est intéressant de noter que l'approximation en dérivée centrée est
meilleure dans la mesure où le terme d'erreur est en O(∆ z2) alors qu'il est en O(∆ z) dans les autres
schémas.
Pour l'équation de Schrödinger (1.41) (cas des électrons dans la bande de conduction), l'utilisation
de ces schémas peut conduire à un problème discrétisé qui est sensiblement di�érent du problème
original :

∂

∂z

(
1

m

∂ψ

∂z

)
+ V ψ = E ψ (2.7)

discrétisé sur un maillage uniforme, z = zi z+ ∆z = zi+1 z−∆z = zi−1. Le hamiltonien est alors
dicrétisé en chaque n÷ud i du maillage représenté sur la �gure 2.1:

Hi =

(
1
m
∂ ψ
∂z

)
i+1/2

−
(

1
m
∂ ψ
∂z

)
i−1/2

∆z
+ Vi ψi

=

(
1

mi+1/2

ψi+1−ψi

∆z

)
−
(

1
mi−1/2

ψi−ψi−1

∆z

)
∆z

+ Vi ψi

=
1

(∆z)2

[
1

mi+1/2

ψi+1 +
1

mi−1/2

ψi−1 −
2

mi

ψi

]
+ Vi ψi

(2.8)

L'opérateur ainsi discrétisé, portant sur −→ψ = (ψ1, . . . ,ψN), n'est plus hermitique si mi+1/2 6= mi−1/2,
ce qui peut conduire à des problèmes de recherche des valeurs propres. Il convient donc de veiller
scrupuleusement au schéma de discrétisation. Nous reviendrons sur les propriétés du hamiltonien
discrétisé au paragraphe 4.5.

La discrétisation du hamiltonien des trous dans la bande de valence (1.47) conduit à la diagona-
lisation d'une matrice tridiagonale par blocs.
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ψ

 

 

Fig. 2.1 � Fonction d'onde du premier niveau d'énergie dans une structure à deux puits quantiques;
la fonction d'onde est en trait plein, la bande de conduction est en tirets

2.1.2 Méthode de la matrice de transfert
La méthode de la matrice de transfert consiste à propager la fonction d'onde à travers chacune

des couches de l'hétérostructure comme cela est schématisé sur la �gure 2.2. Cette méthode a été
présentée par S.L. Chuang [22]. La fonction d'onde est écrite sous forme de combinaison linéaire
d'une onde transmise et d'une onde ré�échie. Pour la bande de conduction :

ψ(z) = Aej ki (z−zi) +B e−j ki (z−zi) (2.9)
où ki =

√
2m∗

i |Vc i−E|
~ est le vecteur d'onde.

Dans le cas de la description complète d'un état de la bande de valence, il faudrait considérer un
état à 6 dimensions : 2 fois (trous lourds + trous légers + split-o� ). On aurait alors six composantes
pour dé�nir la fonction d'onde. Nous présentons la méthode restreinte au cas de la partie haute
du hamiltonien et en négligeant le couplage avec la bande de split-o�. Le hamiltonien utilisé dans
l'article de Chuang est celui présenté dans le chapitre précédent (voir 1.4.2), restreint au couplage
trous lourds � trous légers qui peut se mettre sous la forme :

H = −

[[
P +Q+ ζ R̃

R̃∗ P −Q− ζ

]
+ Vh(z)

]
(2.10)

où R̃ = |R| − i|S|.
La diagonalisation du hamiltonien conduit à deux valeurs propres :

EH,L − Vh(z) = P ±
√

(Q+ ζ)2 + R̃ R̃∗ (2.11)
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z

Ec

z1 z2 z3 z4 z5 z6

ψ+

ψ−

Fig. 2.2 � Décomposition de la fonction d'onde électronique dans le cas de la méthode de la matrice
de transfert suivant le schéma d'une onde propagative et d'une onde ré�échie

associées aux vecteurs propres :

FH =

[
F1H

F2H

]
=

[
P − (Q+ ζ)− E

−R̃∗

]
(2.12)

et
FL =

[
F1L

F2L

]
=

[
R̃

E − P − (Q+ ζ)

]
(2.13)

Les valeurs propres et vecteurs propres du hamiltonien sont fonctions des paramètres matériaux
donc sont di�érents pour chacune des couches de la structure et ont des termes en kρ2, kz2, kx2 et
ky

2. On peut donc exprimer kz2 en fonction de E. L'équation (2.11) peut donc s'écrire sous la forme :
kz

2 = A(E)±B(E) (2.14)
Cela donne donc quatre valeurs pour kz : ±kHz et ±kLz .

Dans chaque couche j de l'hétérostructure, la fonction d'onde prend la forme d'un vecteur à deux
composantes :

ψj(z) =

[
ψHj(z)

ψLj(z)

]
= AHj FHj e

i kHj
z (z−zj) + ALj FLj e

i kLj
z (z−zj)

+BHj F
−
Hj e

−i kHj
z (z−zj) +BLj F

−
Lj e

−i kLj
z (z−zj) (2.15)

où :
� kH et kL sont les vecteurs d'onde des trous lourds (H) et des trous légers (L).
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� FH , FL, F−
H et F−

L sont les vecteurs propres correspondant aux valeurs propres E du hamilto-
nien H.

La continuité, aux interfaces, de la fonction d'onde ψj et de l'opérateur vitesse :[
u ∂
∂ z

v

−v w ∂
∂ z

] [
ψHj

ψLj

]
(2.16)

permettent d'établir la relation de récurrence suivante entre les di�érents coe�cients :

Mj


AHj

ALj

BHj

BLj

 = Mj+1Pj+1


AHj+1

ALj+1

BHj+1

BLj+1

 (2.17)

Dans la première et la dernière zone de la structure qui sont des barrières de potentiel, la fonction
d'onde doit être évanescente ce qui implique AH1 = AL1 = 0 et BHN = BLN = 0. On peut alors
établir l'équation de dispersion suivante :

0

0

BH1

BL1

 = U


AHN

ALN

0

0

 (2.18)

où
U = M1

−1M2 P2M2
−1 ...MN PN

=

[
Ua Ub

Uc Ud

] (2.19)

les blocs Ua, Ub, Uc et Ud sont de dimension 2× 2. On peut alors chercher les états liés en annulant,
par exemple, le déterminant de Ua. On est amené à résoudre : det|Ua| = 0.

Pour une valeur E de l'énergie, on propage l'onde à travers la structure. Si cette valeur correspond
à un état stationnaire du système alors les continuités de la fonction d'onde et de l'opérateur vitesse
doivent être assurées à chaque interface. De plus, les conditions aux limites impliquent : ψ(−∞) =

ψ(+∞) = 0. C'est donc en parcourant l'axe des énergies et en testant chacune des valeurs que l'on
va pouvoir déterminer les états liés de la structure.
Cette méthode s'est avérée di�cile de mise en ÷uvre. En e�et tout repose sur la précision en énergie
pour résoudre det|Ua| = 0. Quand un grand nombre de sous-bandes de valence sont couplées, une
très faible erreur en énergie provoque un changement de sous-bande inexact. Nous reviendrons sur
ce problème à propos de la structure à con�nement séparé (SCH) au paragraphe 4.6.

2.1.3 Méthode des ondes planes
La méthode proposée par D. Gershoni [23] pour le calcul des états dans les hétérostructures est

basée sur le modèle de Kane, modi�é par Pikus-Bir pour tenir compte des contraintes. Il s'agit d'une
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méthode k.p généralisée sur la base 8× 8:
|s ↑〉, |px ↑〉, |py ↑〉, |pz ↑〉
|s ↓〉, |px ↓〉, |py ↓〉, |pz ↓〉

On obtient un hamiltonien du type :

H =

[
G Γ

−Γ∗ G∗

]
(2.20)

où G et Γ sont des matrices de dimension 4× 4. Les résultats de la méthode k.p donnent des termes
en k2, kj et kikj (j = x,y ou z) avec la règle :

kj →
1

i

∂

∂ xj

L'équation générale de Schrödinger est :
H0Ψ =

(
p2

2m0

+ V (r)

)
Ψ = EΨ (2.21)

où V (r) contient l'ensemble des potentiels vu par un électron (SO, contrainte, ...). Dans cette mé-
thode, l'approximation de la fonction enveloppe est également utilisée :

Ψ(r) =
∑
n

Un(r)Fn(r) (2.22)

Un(r) sont les fonctions d'onde de centre de zone et Fn(r) sont les fonctions enveloppes. n parcourt
les états les plus proches du gap en centre de zone. En appliquant l'équation de Schrödinger à (2.20)
et (2.22), on obtient 8 équations di�érentielles couplées :∑

n

[H(r,k)]m,n Fn(r) = E Fm(r) (2.23)

Les auteurs proposent une modi�cation du système di�érentiel pour tenir compte des conditions aux
interfaces qui sont :

Ψ(z) continue
1

m

∂Ψ(z)

∂ z
continue Q ∂

∂ xj
→ 1

2

[
Q ∂
∂ xj

+ ∂
∂ xj

Q
]

Q ∂
∂ xi

∂
∂ xj

→ 1
2

[
∂
∂ xj

Q ∂
∂ xi

+ ∂
∂ xi

Q ∂
∂ xj

]
La dépendance spatiale des paramètres matériaux est exprimée en fonction de sauts en x = x0 :

Q(x) = QA + (QB −QA)Θ(x− x0) (2.24)
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avec :

Θ(x− x0) =
0 x < x0

1 x ≥ x0

(2.25)

Dans l'article de Gershoni, on introduit volontairement des fonctions de Dirac à l'interface qui se
traduisent par des développements en série de Fourier avec de nombreux termes :

Fn(r) =
∞∑
j,l,m

Fn(j,l,m)φj,l,m(x,y,z) (2.26)

où φj,l,m sont des ondes planes :

φj,l,m(x,y,z) =
1√
V
e

2 i π(j x
Lx

+l y
Ly

+m z
Lz

) (2.27)

Pour obtenir l'équation de dispersion en k, on multiplie l'équation (2.23) par φ∗j,l,m(x,y,z) et on
intègre :

∑
n′ j′ l′m′

Hnn′(j
′ l′m′, j l m)Fn′(j

′ l′m′) (2.28)

où n et n′ vont de 1 à 8 et j l m j′ l′m′ avec autant de termes que le développement en série de Fourier
le permet. Si le problème de F ne dépend que de x, on peut se passer de projeter sur l et m ce qui
conduit à un problème de dimension 8×M , M étant le nombre de composantes de Fourier :

Fn(x) =
J∑

j=−J

Fn(j)φj(x) e
i kx y+i kz z (2.29)

(kx et ky sont arbitraires et sont en fait des paramètres du problème). Les éléments de matrice sont
donnés par :

Hnn′(j
′, j, ky, kz) =

X∫
0

φ∗j′(x)Hnn′

(
x, ky, kz,

∂

∂ x

)
φj(x) d x (2.30)

Pour une simple hétérojonction, on retrouve bien la méthode de la matrice de transfert.
Cette méthode est connue pour être sûre et stable contrairement à la matrice de transfert. Ce-

pendant l'introduction explicite des fonctions de Dirac pour respecter les conditions de raccord fait
qu'un très grand nombre d'ondes planes doit être pris en compte. On aboutit alors à une matrice
séculaire pleine ce qui se traduit par un temps de calcul prohibitif.
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2.2 Méthode de Galerkin

2.2.1 Présentation de la méthode de Galerkin
Considérons, par exemple, une équation di�érentielle à deux dimensions (2.31), linéaire de la

forme générale :
L(u(x,y)) = 0 (2.31)

sur un domaine D de R2 où L est un opérateur di�érentiel linéaire et u, une fonction de deux variables
dé�nie sur le domaine D. Les conditions aux limites étant données par : S(u(x,y)) = 0. La méthode
de Galerkin [24] permet d'écrire une solution approchée en décomposant la fonction cherchée u sous
forme de combinaison linéaire de fonctions fi véri�ant S(fi) = 0 dont on connaît les expressions
analytiques :

u(x,y) = u0(x,y) +
n∑
i=1

ai fi (2.32)
Soit R, le résidu apparaissant en remplaçant (2.32) dans (2.31) :

R = L(u) = L(u0) +
n∑
i=1

ai L(fi) (2.33)
Les coe�cients ai sont obtenus en résolvant le système d'équations :〈

R fk

〉
= 0, k = 1,...,n (2.34)

Le produit scalaire étant dé�ni de la manière suivante :〈
f g

〉
=

∫∫
D

f ∗g dx dy (2.35)
f ∗ étant le conjugué de f .

2.2.2 La base des éléments �nis
La méthode des éléments �nis est un cas particulier de la méthode de Galerkin. Dans le logiciel

ETHER (Etude du Transport dans les HEtéRojonctions) [25], le problème 1D est discrétisé suivant
les éléments �nis de Lagrange d'ordre n, on écrit la fonction d'onde cherchée sous la forme :

ψ(z) =
∑
j

aj ϕj(z) (2.36)

où j parcourt les n÷uds du maillage de la structure. La fonction ϕj, j étant un n÷ud d'un élément
K, est dé�nie de la manière suivante :

ϕj(z) = 0 en dehors de K, (2.37)
ϕj(z) =

n+1∏
i=1, i6=j

zi − z

zi − zj
sur K. (2.38)
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0

1

zjzj−1 zj+1

z

ϕj−1 ϕj

Fig. 2.3 � Éléments �nis de Lagrange au premier ordre

Les fonctions de base à l'ordre 1 sont représentées sur la �gure 2.3.
C'est le passage à la formulation faible, c'est-à-dire la projection sur les fonctions de base, qui

permet de résoudre le problème. L'équation (1.3) est multipliée par une fonction de base et est ensuite
intégrée sur la fenêtre de calcul. Pour la bande de conduction, par exemple, on obtient :∑

K

(∫
K

−~2

2

∂

∂ z

(
1

m∗
∂ ψ(z)

∂ z

)
ϕi(z) dz +

∫
K

V (z)ψ(z)ϕi(z) dz

)
=
∑
K

∫
K

E ψ(z)ϕi(z) dz (2.39)
En intégrant par parties, on a :
(∑

K

[
−~2

2
ϕi(z)

∂ ψ(z)

∂ z

]
K

)
+
∑
K

(∫
K

~2

2m∗
∂ ψ(z)

∂ z

∂ ϕi(z)

∂ z
+

∫
K

V (z)ψ(z)ϕi(z) dz

)
= E

∑
K

∫
K

ψ(z)ϕi(z) dz (2.40)
Les continuités de la fonction d'onde et de l'opérateur vitesse ainsi que les conditions aux limites

de Neumann pour ψ ou de Dirichlet pour ϕ impliquent :∑
K

[
−~2

2
ϕi(z)

∂ ψ(z)

∂ z

]
K

= 0 (2.41)
En remplaçant ψ par sa forme linéaire, nous avons :∑
j

aj

(∑
K

∫
K

(
~2

2m∗
∂ ϕj(z)

∂ z

∂ ϕi(z)

∂ z
+ V (z)ϕj(z)ϕi(z)

)
dz

)
= E

∑
j

aj

(∑
K

∫
K

ϕj(z)ϕi(z) dz

)
(2.42)

On doit donc résoudre un système aux valeurs propres de dimension n :

A

 a1...
an

 = E B

 a1...
an

 (2.43)
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Les éléments des matrices A et B sont respectivement :
Ai,j =

∑
K

∫
K

(
~2

2m∗
∂ ϕj(z)

∂ z

∂ ϕi(z)

∂ z
+ V (z)ϕj(z)ϕi(z)

)
dz (2.44)

Bi,j =
∑
K

∫
K

ϕj(z)ϕi(z) dz (2.45)

On voit que la méthode des éléments �nis repose sur deux paramètres importants qui sont K (dé�nis-
sant le maillage) et n, l'ordre des éléments. Maintenant, si nous appliquons cette méthode à la même
discrétisation de l'équation de Schrödinger au paragraphe �2.1.1 en di�érences �nies, nous voyons que
la méthode des éléments �nis conduit à un opérateur discrétisé hermitique : Aij = Aji

∗ et Bij = Bji.

L'application de cette méthode au hamiltonien des trous dans la bande de valence (1.47) conduit
à une matrice tridiagonale par blocs :A11 A12 A13

A21 A22 A23

A31 A32 A33

 ψ = E

B11

B22

B33

 ψ (2.46)

Si la fonction d'onde s'écrit sous la forme :
ψ = ( |ψh(z1), . . . , ψh(zn) |ψl(z1), . . . , ψl(zn) |ψs(z1), . . . , ψs(zn) | ),
les sous-matrices A11, . . . , A33, B11, . . . , B33 sont des matrices réelles tridiagonales symétriques.
On peut changer l'ordre d'écriture de la fonction d'onde en regroupant les termes, non plus en fonction
de leur état (trou lourd, trou léger ou état de la bande de split-o�) mais en fonction du maillage :
ψ = ( |ψh(z1), ψl(z1), ψs(z1) |, . . . , |ψh(zn), ψl(zn), ψs(zn) | ). On est alors conduit à rechercher les
valeurs propres d'une matrice bande à 11 diagonales non nulles.

2.2.3 La base des états du puits simple
Nous abordons ici, la méthode développée au cours de ce travail de thèse pour le calcul des état liés

dans une structure à multipuits quantiques. Elle sera décrite de façon plus exhaustive au chapitre 3.
Il est intéressant de noter que les puits ne doivent pas forcément être identiques. On peut faire varier
leur largeur et la hauteur des barrières qui les entourent. Cependant, contrairement à des méthodes
plus générales comme celle des éléments �nis ou de la matrice de transfert, notre traitement ne peut
s'appliquer que si l'on peut identi�er des puits dans la structure.
La méthode de Galerkin n'impose pas de règle particulière sur le choix des fonctions de base excepté
le fait qu'il faut pouvoir calculer les produits scalaires dé�nis en (2.35). L'idée, dans une structure à
plusieurs puits quantiques, est de se servir des états des puits simples constituant la structure pour
constituer la base de la combinaison linéaire. On calcule d'abord les états des puits supposés isolés
comme sur la �gure 2.4a. Dans chacun des puits, on a un seul état : dans le puits 1, on a un état
associé à la fonction d'onde que l'on note ϕ1, dans le puits 2, un état associé à une fonction d'onde
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ϕ2. Puis on couple les puits pour calculer les états dans l'ensemble de la structure. Dans l'exemple
considéré, les deux puits sont identiques et l'association de leur état conduit à deux états liés dans
la structure complète comme nous pouvons le voir sur la �gure 2.4b. Ces deux états, E1 et E2, sont
associés aux fonctions d'onde notées ψ1 et ψ2, combinaison linéaire de ϕ1 et ϕ2 :

ψ1 = ϕ1 + ϕ2

ψ2 = ϕ1 − ϕ2

(2.47)

Les états des puits sont alors modi�és pour former les états de la structure. Cette technique peut
s'apparenter à la méthode LCAO où l'on calcule d'abord les états atomiques (on suppose l'atome
isolé) puis on couple ces états pour calculer les états moléculaires.

L'avantage d'une telle base de calcul est multiple :
� il n'y a pas besoin de mailler la structure;
� les fonctions de base choisies ont déjà la forme des fonctions que l'on cherche, exponentielles et
sinusoïdales;

� à condition de calculer analytiquement les intégrales des produits scalaires, le temps de calcul
est fortement réduit.

Il peut être, par ailleurs, intéressant d'évaluer l'erreur faite en utilisant cette base de fonctions. Ceci,
en comparant à 1 les deux quantités suivantes :

H ψ1(z)

E1 ψ1(z)
et H ψ2(z)

E2 ψ2(z)
(2.48)

On peut alors en déduire l'erreur faite en fonction de z.
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0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

puits 2puits 1

a)

ϕ2ϕ1

z (Å)

0 200 400 600 800 1000

b)

ψ2=ϕ1-ϕ2

ψ1=ϕ1+ϕ2

z (Å)

Fig. 2.4 � Fonctions d'onde de deux puits couplés (b) contenant chacun un état lié lorsqu'ils sont
indépendant (a)
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2.3 Conclusion
Nous avons présenté les di�érentes méthodes pour calculer les états liés d'une structure à multi-

puits quantiques ainsi que leurs fonctions d'onde associées.
L'utilisation des di�érences �nies et des éléments �nis nécessitent un maillage de la structure dont les
résultats vont dépendre. Les calculs seront également liés au choix du domaine de simulation car c'est
sur ce domaine que sont appliquées les conditions aux limites. De plus, dans le cas des di�érences
�nies, le hamiltonien est modi�é car c'est sa forme discrétisée qui est utilisée.
L'approche par la matrice de transfert semblait intéressante par son caractère très général mais la
di�culté de mise en ÷uvre reste un inconvénient majeur.
Dans le cas d'une structure où l'on peut identi�er des puits de potentiel pour lesquels il est possible
d'avoir une expression analytique des états liés, la méthode que nous proposons semble très e�cace.
La mise en ÷uvre est détaillée dans le chapitre suivant.
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Chapitre 3

Méthode de Galerkin sur la base des états

du puits simple

Dans ce chapitre, nous allons détailler l'application la méthode de Galerkin sur la base des états
du puits simple [26]. Après un rappel sur ce que sont les états liés dans un puits de potentiel, nous
montrerons comment l'appliquer dans le cas de couplage entre puits pour une seule bande (cas de
la bande de conduction). Dans un deuxième temps, nous décrirons son application dans le cas de
bandes couplées (cas de la bande de valence) pour lesquelles le hamiltonien a une forme matricielle.
Il faut donc, dans ce cas, pouvoir identi�er les fonctions de base en décomposant le hamiltonien en
plusieurs parties.

3.1 Les états liés du puits simple
La base de la méthode est le calcul des états liés dans un puits de potentiel. Nous cherchons à

résoudre l'équation de Schrödinger selon l'approximation de Ben-Daniel-Duke (1.41).
Prenons le cas d'un puits simple asymétrique (cas de la �gure 3.1); la recherche des états liés

conduit à des solutions de la forme [27] :

ϕn(z) =


Ag,n exp(kg,n z) z ≤ 0

Aw,n sin(kw,n z + δn) 0 ≤ z ≤ Lw

Ad,n exp(−kd,n z) z ≥ Lw

(3.1)

où :
kg,n =

√
2m∗

g (Vg − En)

~
kw,n =

√
2m∗

w En

~
kd,n =

√
2m∗

d (Vd − En)

~
(3.2)

m∗
g, m∗

w et m∗
d étant la masse e�ective de l'électron dans, respectivement, la barrière de gauche, le

puits et la barrière de droite.
En e�et, dans chaque matériau, la masse e�ective et le potentiel sont constants. Dans la barrière de
gauche ϕg(z) = Ag exp(kg z), dans le puits ϕw(z) = Aw sin(kw z + δ) et dans la barrière de droite
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Z

Energie

E2

E3

Lw

SC2 SC3

VdVg

SC1

E1

Fig. 3.1 � Puits de potentiel asymétrique (les barrières de gauche et de droite ne sont pas identiques)

ϕd(z) = Ad exp(−kd z). Les conditions aux interfaces :
ψ continue

et
1

m∗
∂ ψ

∂ z
continue

permettent d'écrire le système d'équations :

Ag = Aw sin(δ)

Ag
kg
m∗
g

= Aw
kw
m∗
w

cos(δ)

Aw sin(kw Lw + δ) = Ad exp(−kd Lw)

Aw
kw
m∗
w

cos(kw Lw + δ) = −Ad
kd
m∗
d

exp(−kd Lw)

(3.3)

On a donc :
tan(δ) =

m∗
g

kg

kw
m∗
w

tan(kw Lw + δ) = −m
∗
d

kd

kw
m∗
w

(3.4)

d'où l'équation de dispersion :
kw Lw + arctan

(
m∗
g

kg

kw
m∗
w

)
+ arctan

(
m∗
d

kd

kw
m∗
w

)
+ nπ = 0 (3.5)

Les états liés dans le puits sont situés en-dessous de la barrière de plus bas potentiel: Vinf=min(Vg, Vd).
Cette limite pour E = Vmin nous permet de connaître le nombre d'états con�nés dans le puits en
fonction de la masse e�ective de l'électron dans chaque matériau, des barrières de potentiel et de la
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largeur du puits. Nous changeons de notation pour expliquer la façon de calculer le nombre d'états
liés. Nous notons Vsup le plus grand potentiel et les masses dans les barrières sont maintenant notées
m∗
inf et m∗

sup respectivement dans la barrière de plus bas potentiel et dans la barrière de plus haut
potentiel. On peut alors écrire l'équation de dispersion :

kw Lw + arctan

(
m∗
sup

ksup

kw
m∗
w

)
+ arctan

(
m∗
inf

kinf

kw
m∗
w

)
+ nπ = 0 (3.6)

Lorsque E → Vinf ,
arctan

(
m∗
inf

kinf

kw
m∗
w

)
→ π

2
(3.7)

On peut alors en déduire le nombre d'états liés nétats dans la structure :

nétats = 0.5 +
2Lw

~
√

2m∗
w Vinf +

1

π
arctan

(√
m∗
sup Vinf

m∗
w |Vg − Vd|

)
(3.8)

Le nombre d'états étant connu, on peut chercher, par dichotomie la valeur des états liés pour
chaque n de 1 à nétats.

3.2 Application aux états de la bande de conduction

0

puits 3

puits 2

puits 1

z5z4z3z1 z2 z6

z

E12

E11

E22

E23

E13

Énergie

Fig. 3.2 � Bande de conduction faisant apparaître plusieurs puits quantiques; les états Eij sont les
états calculés dans chacun des puits découplé des autres

Dans le cas d'une structure comparable à celle représentée sur la �gure 3.2, nous proposons
d'utiliser la méthode de Galerkin pour déterminer les états liés directement à partir de chacun des
puits isolés. Cela revient à projeter la fonction d'onde sur la base formée par les états calculés dans
chaque puits isolé.
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On note ϕij, la fonction d'onde associée à l'état i dans le puits j. Soit ψ, une fonction d'onde de
l'ensemble de la structure. On la décompose sur chacun des états calculés dans les puits supposés
découplés :

ψ(z) =

Npuits∑
j=1

Nétats(j)∑
i=1

cij ϕij(z) (3.9)
où Npuits est le nombre de puits dans la structure et Nétats(j), le nombre d'états liés dans le puits j.

En notant le résidu R = H ψ − E ψ, on doit avoir :
〈R |ϕkl 〉 = 0

〈H ψ − E ψ |ϕkl 〉 = 0
(3.10)

Soit, en remplaçant ψ par son expression :
Npuits∑
j=1

Nétats(j)∑
i=1

cij 〈ϕij |H |ϕkl 〉 = E

Npuits∑
j=1

Nétats(j)∑
i=1

cij 〈ϕij |ϕkl 〉 (3.11)

On est alors ramené à résoudre un système linéaire :
M ~C = E R ~C (3.12)

où ~C et E sont, respectivement, les vecteurs propres et les valeurs propres de la matrice R−1
M .

Les composantes du vecteur ~C sont les coe�cients de la combinaison linéaire.
Les éléments de la matrice M sont : Mij,kl = 〈ϕij |H |ϕkl 〉, représentant les intégrales de couplage.
Les éléments de la matrice R sont : Rij,kl = 〈ϕij |ϕkl 〉, représentant les intégrales de recouvrement.

Connaissant la forme des fonctions d'onde dans toute la structure, les éléments des matrices M
et R sont calculés de façon analytique :

Mij,kl =

+∞∫
−∞

ϕij
†(z)

[
−~2

2

∂

∂ z

(
1

m∗
j

∂ ϕkl(z)

∂ z

)
+ Vc(z)ϕkl(z)

]
︸ ︷︷ ︸

I(z)

dz

=

z1∫
−∞

I(z) dz +

z2∫
z1

I(z) dz + · · ·+
+∞∫
zN

I(z) dz

(3.13)

Rij,kl =

+∞∫
−∞

ϕij
†(z)ϕkl(z)︸ ︷︷ ︸
J(z)

dz

=

z1∫
−∞

J(z) dz +

z2∫
z1

J(z) dz + · · ·+
+∞∫
zN

J(z) dz

(3.14)
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On décompose les intégrales sur les N+1 couches de la structure (sur la structure représentée sur
la �gure 3.2, N = 6). Nous avons pris le soin de véri�er qu'il n'y a pas de problème de convergence
des intégrales en prenant des ondes évanescentes dans les barrières extrêmes. Autrement dit, pour
z ≤ z1, k > 0 donc ∫ z1−∞ I(z) dz et ∫ z1−∞ J(z) dz convergent. Et pour z ≥ zN , k < 0 donc ∫ +∞

zN
I(z) dz

et ∫ +∞
zN

J(z) dz convergent.

Prenons l'exemple de la �gure 3.2, les fonctions de base sont les suivantes :
ϕ11, ϕ21, correspondent à l'état de base et au premier état excité du puits 1 isolé.
ϕ12, ϕ22, correspondent à l'état de base et aux deux premiers états excités du puits 2 isolé.
ϕ13, ϕ23, correspondent à l'état de base et aux deux premiers états excités du puits 3 isolé.

Les matrices M et R sont donc :

M =

〈ϕ11 |H |ϕ11 〉 · · · 〈ϕ11 |H |ϕ23 〉... . . . ...
〈ϕ23 |H |ϕ11 〉 · · · 〈ϕ23 |H |ϕ23 〉

 (3.15)

R =

〈ϕ11 |ϕ11 〉 · · · 〈ϕ11 |ϕ23 〉... . . . ...
〈ϕ23 |ϕ11 〉 · · · 〈ϕ23 |ϕ23 〉

 (3.16)

La fonction d'onde d'un état n de la structure va s'écrire sous la forme :
ψn(z) = c1 ϕ11 + c2 ϕ12 + c3 ϕ22 + c4 ϕ13 + c5 ϕ23 (3.17)

n étant la n-ème valeur propre associée au vecteur propre (c1, c2, c3, c4, c5) de la matrice R−1
M .

Nous avons appliqué ce calcul dans le cas de la structure composée de couches en Ga0.2InAs0.43P
(formant des barrières) et en Ga0.2InAs0.75P dont le diagramme de bande est représenté sur la �-
gure 3.3.

Nous avons comparé la dispersion des sous-bandes de conduction dans le cas d'une approximation
parabolique et dans le cas plus exact où nous calculons les états avec la méthode de Galerkin pour
chaque valeur de kρ sur la �gure 3.4. Nous voyons nettement sur cette �gure que l'approximation
parabolique n'est plus valable dans le cas où on couple plusieurs puits quantiques. En e�et, il faut
prendre en compte la di�érence des matériaux : d'une part les puits ne sont pas forcément identiques
et d'autre part la présence des électrons dans les barrières n'est plus négligeable lorsque les puits
sont couplés. L'erreur de l'approximation parabolique est négligeable pour de petites valeurs de kρ
pour les états de plus basse énergie (Ec1 et Ec2) mais devient importante (Ec3 et Ec4) pour des états
proches du niveau d'énergie de la barrière même pour kρ = 0 dans le cas de l'état Ec5.
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Fig. 3.3 � Diagramme de bande d'une structure composée de couches en Ga0.2InAs0.43P (barrières)
et en Ga0.2InAs0.75P (puits)
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Fig. 3.4 � Sous bandes de conduction montrant une di�érence entre l'approximation parabolique
(carrés) et le calcul plus exact pour chaque valeur de kρ (traits pleins)
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3.3 Extension au problème de la bande de valence
Dans ce paragraphe, nous généralisons l'application de la méthode de Galerkin au calcul des états

liés des trous dans la bande de valence. Nous rappelons que dans le modèle considéré, la fonction
d'onde enveloppe d'un état i de valence est de dimension trois et peut s'écrire sous la forme :

ψv,i =

ψh,iψl,i

ψs,i

 (3.18)
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Fig. 3.5 � Bande de valence faisant apparaître une di�érence entre le potentiel vu par les trous lourds
(HH) et celui vu par les trous légers (HH); les puits sont en GaInAsP (80Å)et les barrières en InAsP
(80Å), la structure étant contrainte sur substrat InP

Le hamiltonien de valence Hv (1.47) peut se décomposer en plusieurs parties :
Hv = H0 +Hso +Hkρ (3.19)

Le hamiltonien H0 est un hamiltonien diagonal sans aucun couplage entre bandes. On calcule les
états liés de chacune des bandes supposée isolée : bande de trous lourds, bande de trous légers et
bande de Split-O�. Le hamiltonien H0 +Hso permet, en prenant en compte le couplage avec la bande
de Split-O�, le calcul des états de valence en kρ = 0. On sépare H0 et Hso pour pouvoir calculer
séparément les états de trous lourds, de trous légers et ceux de la bande de Split-O�. En e�et, comme
nous pouvons le voir dans l'exemple de la �gure 3.5, les puits de potentiel pour chacune des bandes
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de valence ne se situent pas forcément au même niveau dans la structure.

H0 =


~2

2
∂
∂ z

(
1

mhz

∂
∂ z

)
+ Vh 0 0

0 ~2

2
∂
∂ z

(
1
mlz

∂
∂ z

)
+ Vl 0

0 0 ~2

2
∂
∂ z

(
γ1
m0

∂
∂ z

)
+ Vso

 (3.20)

Hso =

 0 0 0

0 0
√

2 ~2

2m0

∂
∂ z

(
2 γ2

∂
∂ z

)
+ b σsh

0
√

2 ~2

2m0

∂
∂ z

(
2 γ2

∂
∂ z

)
+ b σsh 0

 (3.21)

Hkρ = −~2

2


1

mhkρ
kρ

2 1
mR
kρ

2 − 1
mS
kρ

∂
∂ z

√
2

mR
kρ

2 + 1√
2mS

kρ
∂
∂ z

1
mR
kρ

2 + 1
mS
kρ

∂
∂ z

1
mlkρ

kρ
2

√
2 γ2
m0

kρ
2 +

√
3/2
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kρ

∂
∂ z

√
2

mR
kρ

2 − 1√
2mS
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∂
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√
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kρ
2 −

√
3/2

mS
kρ

∂
∂ z

γ1
m0
kρ

2

 (3.22)

Le hamiltonien H0, étant diagonal, permet de traiter chaque bande de façon découplée et de nous
ramener au problème précédent �3.1. En e�et, nous pouvons séparer les calculs dans chaque type de
bande : trous lourds, trous légers et Split-O�.
Nous allons donc déterminer la base des fonctions de base en résolvant pour chacune des bandes
q = h,l,s les solutions ϕ0

q de l'équation :
~2

2

∂

∂ z

(
1

mqz

∂ ϕ0
q

∂ z

)
+ Vq(z)ϕ

0
q = E0

q ϕ
0
q (3.23)

En traitant ce problème, on peut donc savoir le nombre d'états de valence con�nés dans la
structure et avoir une base de décomposition des fonctions d'onde des trous. Pour avoir un calcul
plus précis des états de valence en kρ = 0, il faut appliquer la méthode de Galerkin en considérant la
somme H0 +Hso qui couple les trous légers et les états de la bande de split-o�.
Une fois la base établie, on peut alors faire le calcul général pour n'importe quelle valeur de kρ. Le
problème est plus complexe qu'au paragraphe précédent dans la mesure où la fonction d'onde est
multidimensionnelle. Pour établir la matrice dont la diagonalisation permet le calcul des états liés,
nous avons regroupé les termes selon leur indice h, l ou s :

R =


〈ϕ0

h,i|ϕ0
h,j〉 〈ϕ0

h,i|ϕ0
l,j〉 〈ϕ0

h,i|ϕ0
s,j〉

〈ϕ0
l,i|ϕ0

h,j〉 〈ϕ0
l,i|ϕ0

l,j〉 〈ϕ0
l,i|ϕ0

s,j〉

〈ϕ0
s,i|ϕ0

h,j〉 〈ϕ0
s,i|ϕ0

l,j〉 〈ϕ0
s,i|ϕ0

s,j〉

 (3.24)

M =


〈ϕ0

h,i|Hh,h|ϕ0
h,j〉 〈ϕ0

h,i|Hh,l|ϕ0
l,j〉 〈ϕ0

h,i|Hh,s|ϕ0
s,j〉

〈ϕ0
l,i|Hl,h|ϕ0

h,j〉 〈ϕ0
l,i|Hl,l|ϕ0

l,j〉 〈ϕ0
l,i|Hl,s|ϕ0

s,j〉

〈ϕ0
s,i|Hs,h|ϕ0

h,j〉 〈ϕ0
s,i|Hs,l|ϕ0

l,j〉 〈ϕ0
s,i|Hs,s|ϕ0

s,j〉

 (3.25)
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Nous détaillons ci-dessous les éléments servant à l'assemblage de la matrice M .
Pour les termes diagonaux :

Hh,h = −~2
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mhkρ

kρ
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1
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+ Vh(z)

Hl,l = −~2
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(3.26)

Pour le couplage entre bande de trous lourds et bande de trous légers :
Hh,l = −~2

2
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∂

∂ z

)
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(
1
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∂
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) (3.27)

Pour le couplage entre bande de trous lourds et bande de Split-O� :

Hh,s = −~2

2
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2mS

kρ
∂

∂ z

)

Hs,h = −~2
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Pour le couplage entre bande de trous légers et bande de Split-O� :

Hl,s = −~2
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γ2 kρ
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∂
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√
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kρ
∂

∂ z

)
+ b σsh

(3.29)

Ce couplage, même s'il est faible n'est pas négligeable et il est important de le prendre en compte.
L'application de notre méthode au cas de la �gure 3.5 donne la dispersion des sous-bandes de valence
de la �gure 3.6. Il est important de noter que les bandes de se croisent pas.

Il nous paraissait intéressant, à titre informatif, de montrer la di�érence de dispersion des sous-
bandes de valence lorsqu'on tient compte ou non du couplage avec la bande de Split-O� et avec les
approximations paraboliques correspondantes (voir �gure 3.7).
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Fig. 3.6 � Sous bandes de valence prenant en compte les états liés de trous lourds et légers ainsi que
ceux de la bande de Split-O�
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Fig. 3.7 � Di�érence des sous-bandes de valence entre l'approximation parabolique et le calcul exact.
En a) et b), pas de couplage avec la bande de Split-O�; en c) et d), prise en compte du couplage avec
la bande de Split-O�
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3.4 Conclusion
Dans ce chapitre nous avons proposé une nouvelle base de fonctions pour appliquer la méthode de

Galerkin a�n de résoudre l'équation de Schrödinger, dans l'approximation de la fonction enveloppe,
pour des structures à multipuits quantiques.
Nous avons d'abord appliqué notre méthode au calcul des états liés des électrons dans la bande de
conduction. Ensuite, nous avons généralisé la méthode au cas des bandes couplées pour calculer les
états liés des trous dans les bandes de valence.
La contrainte majeure liée à cette méthode est la nécessité de pouvoir identi�er des puits de potentiel,
éléments de base de notre calcul.
Dans cette approche, la bande de conduction est découplée des autres bandes. Nous pourrions étendre
la méthode au cas des structures où l'énergie de gap n'est plus su�samment importante pour négliger
le couplage entre la bande de conduction et les bandes de valence.
De plus, nous traitons ici le cas des bandes plates, c'est-à-dire que le potentiel est supposé constant
dans chacune des couches de l'hétérostructure. Il serait intéressant d'étendre également la méthode
en présence de champ électrique extérieur. En e�et, en présence d'un champ électrique externe,
le potentiel n'est plus constant dans chaque matériau mais varie de façon linéaire comme cela est
représenté sur la �gure 3.8. Les états liés dans chacun des puits de ce type de structure peuvent être
déterminés par les fonctions d'Airy.
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Fig. 3.8 � Bandes de conduction et de valence dans une structure à puits quantiques en présence
d'un champ électrique externe
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Chapitre 4

Comparaison entre les éléments �nis et la

base des états du puits simple

Dans ce chapitre, nous comparons les fonctions d'onde et les bandes d'énergie calculées par les
méthodes des éléments �nis et la méthode des états du puits simple. Le logiciel ETHER (Étude
du Transport dans les HÉtéRojonctions) est basé sur la méthode des éléments �nis et nous avons
implémenté notre nouvelle méthode dans le logiciel BCBV (Bande de Conduction - Bande de Valence).
L'utilisation de ces deux logiciels permet de mettre en évidence les di�érences de résultat observées
entre ces deux méthodes, plus précisément l'erreur liée à la résolution du problème discrétisé. Pour
nous aider à comprendre cette erreur, nous nous appuierons sur une analyse numérique de la méthode
des di�érences �nies. Des approches telles que les di�érences �nies ou celle de Galerkin conduisent à
la diagonalisation de matrices a�n de déterminer les états con�nés dans une structure à multipuits
quantiques. Ce sont les vecteurs propres issus de cette diagonalisation qui vont in�uencer l'allure des
fonctions d'onde car ce sont les coe�cients des combinaisons linéaires sur lesquelles on développe les
fonctions cherchées. Le problème de couplage intervient au niveau des états de conduction lorsqu'on
couple plusieurs puits et ne peut être négligé même dans le cas d'un puits simple au niveau des états
de valence car on couple plusieurs bandes.

4.1 États résonnants
Une manière intéressante d'aborder le problème du couplage entre plusieurs puits quantiques est

celui du cas d'états résonnants. Prenons une structure comprenant trois puits quantiques (�gure 4.1b).
Les largeurs des puits ont été choisies de manière à ce qu'il y ait un état de même valeur en énergie
dans chacun des puits lorsqu'ils sont isolés. Dans notre exemple, il s'agit de l'état du puits 1 : E11,
du deuxième état du puits 2 : E22 et du troisième état du puits 3 : E33 (voir �gure 4.1a). Lorsqu'on
couple les puits pour former la structure de la �gure 4.1b, les fonctions d'onde correspondantes à
ces états ne s'évanouissent pas alors que le calcul dans le cas du puits isolé impose une expression
exponentielle décroissante à l'extérieur du puits. Le fait que ces états aient la même valeur en énergie
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conduit à une forte présence de ces états dans les trois puits comme le montrent les fonctions d'onde
sur la �gure 4.1c : les états résonnent entre eux. Avec un calcul par éléments �nis comme cela est
représenté sur la �gure 4.2, il faut faire attention à l'ordre des éléments choisi pour avoir des fonctions
d'onde correctes. Dans ce cas, les éléments �nis d'ordre 1 (�gure 4.2a) ne sont pas su�sants, il faut
faire appel au moins à l'ordre 3 (�gure 4.2b) pour avoir le résultat attendu. Avec le calcul que nous
avons développé, les fonctions d'onde apparaissent sans erreur, il n'y a pas besoin d'ajuster ni le
nombre, ni la forme des fonctions de base pour obtenir le bon résultat.
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4.1. États résonnants
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Fig. 4.1 � Fonctions d'onde d'états résonnants dans une structure à trois puits quantiques; a) États
calculés dans les puits isolés; b) États de puits couplés; c) Fonctions d'onde des états qui résonnent
calculées par BCBV
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Fig. 4.2 � Fonctions d'onde d'états résonnants dans une structure à trois puits quantiques; calculées
par : a) Ether P1, b) Ether P3 et c) Ether P5
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4.2 Problème de couplage de deux puits identiques
Une autre comparaison qui nous a semblé intéressante est le cas de deux puits identiques fai-

blement couplés. La structure de test choisie est constituée de 2 puits en GaAs entourés par des
barrières en Ga0.7Al0.3As. La bande de conduction de cette structure est représentée �gure 4.3. Pour
la méthode des éléments �nis, nous avons choisi des polynômes d'ordre 5 avec un maillage d'environ
un millier de points sur la structure.

GaAs GaAs

0.
24

31
7 

eV

Ga0.7Al0.3AsGa0.7Al0.3As Ga0.7Al0.3As

80 Å 80 Å

E1 E2

E4E3

Lb

Fig. 4.3 � Bande de conduction faisant apparaître deux puits couplés

Si l'on prend deux puits strictement identiques, on s'attend à ce que les fonctions d'onde soient
symétriques ou antisymétriques. Lorsque les puits sont très couplés (Lb = 80 Å), les deux méthodes
produisent des résultats identiques et corrects (voir les �gures 4.4a et 4.4b).

Si les puits sont peu couplés (Lb = 300 Å), les matrices de couplage dans le calcul par éléments
�nis sont mal conditionnées et le bruit numérique conduit à des résultats erronés. Les résultats entre
les deux méthodes di�èrent. On voit sur la �gure 4.5a que la symétrie ou antisymétrie des fonctions
d'onde n'est plus respectée.

Le choix de l'ordre des éléments est très important. Nous avons calculé les fonctions d'onde avec
Lb = 300 Å avec des éléments �nis d'ordre 1. Les résultats �gure 4.6 montrent que ni les symétries
ni le théorème d'oscillation [27] ne sont respectés. Le théorème d'oscillation prévoit que la fonction
d'onde ψk correspondante au k-ème état lié doit s'annuler k-1 fois. Il était pourtant véri�é avec les
éléments �nis d'ordre 5. Les fonctions d'onde ψ1 et ψ2 semblent être inversées ainsi que les fonctions
ψ3 et ψ4. En e�et, la fonction ψ1 ne devrait pas couper l'axe des abscisses alors que la fonction ψ2

devrait le couper une fois. Il en est de même pour les deux autres : la fonction ψ3 devrait couper deux
fois l'axe des abscisses alors que la fonction ψ4 devrait le couper trois fois.
Nous avons fait plusieurs essais en faisant varier l'ordre des éléments �nis ainsi que le nombre de
n÷uds du maillage, nous avons regardé dans chacun des cas si le théorème des oscillations ainsi
que les symétries des fonctions d'onde étaient respectés. Les résultats �gurant dans le tableau 4.1
montrent que dans les meilleurs cas, seul le théorème d'oscillation est respecté. Nous n'avons pas
réussi à obtenir la symétrie des fonctions d'onde. Le cas des éléments �nis P3 avec 111 points de
maillage est particulier car il n'apparaissait aucun couplage entre les puits. Les fonctions d'onde
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Fig. 4.4 � Fonctions d'onde de deux puits couplés séparés de 80Å; a) calculées par ETHER; b) cal-
culées par BCBV
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Fig. 4.5 � Fonctions d'onde de deux puits couplés séparés de 300Å; a) calculées par ETHER avec des
éléments �nis P5; b) calculées par BCBV
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étaient localisées dans chaque puits.

Ordre des éléments Nombre de n÷uds Symétrie Oscillations
P1 89 non oui
P1 106 meilleure non
P1 156 non oui
P1 256 meilleure non
P3 97 non non
P3 111 - -
P3 166 non non
P3 271 meilleure non
P5 81 non non
P5 101 non oui
P5 151 non oui
P5 251 non oui

Tab. 4.1 � Observation de la symétrie des fonctions d'onde et du théorème d'oscillation dans le cas
de deux puits identiques faiblement couplés (séparé par une barrière de 300Å)
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Fig. 4.6 � Fonctions d'onde de deux puits couplés séparés de 300Å et calculées avec des éléments
�nis P1
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4.3 Cas du puits large
Un autre problème de couplage concerne les bandes de valence. En e�et, même si l'on considère

des matériaux où l'énergie de gap est su�samment grande pour traiter de façon découplée les bandes
de conduction et de valence, on ne peut négliger le couplage entre les trous lourds et les trous légers.
Le fait que les masses des trous lourds et des trous légers s'inversent suivant le direction kρ fait
que l'on doit observer une non parabolicité des sous bandes d'énergie. Cette propriété est aussi bien
respectée lorsqu'on utilise la méthode des éléments �nis et notre nouvelle méthode. Cependant, les
résultats ne sont pas les mêmes. En e�et, comme nous pouvons le voir sur les �gures 4.7a et 4.7b,
les courbures de bandes sont di�érentes. Nous avons alors pris le cas d'un puits très large (300 Å) et
comparé chacun des résultats aux bandes du matériau massif. On s'attend donc à ce que les bandes
données par le calcul quantique se rapprochent des bandes calculées dans le cas du matériau massif.
Ce qui est bien le cas pour les résultats avec une base de Galerkin sur les puits simples mais pas
dans le cas des éléments �nis P1. La structure de test est un seul puits quantique de 300 Å en GaAs
entouré de deux barrières en GaAlAs.
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Fig. 4.7 � Bandes de valence d'un puits de 300Å; a) calculées par ETHER; b) calculées par BCBV
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Fig. 4.8 � Comparaison des bandes de valence entre un puits quantique large (calculées par BCBV)
et le matériau massif correspondant dans la cas d'un puits en GaAs

4.4 Comparaison avec une référence
Nous avons également comparé les résultats par rapport à une référence bibliographique de G. Bas-

tard et J.A. Brum [11]. La structure de test est un puits en GaAs entouré de deux barrières en
Ga0.7Al0.3As. Nous avons comparé les résultats pour deux largeurs de puits di�érentes : 100 et 150 Å.
Nous pouvons observer sur la �gure 4.9 les di�érences entre la référence en traits pleins, la méthode
que nous avons développé en triangles et la méthode des éléments �nis en carrés. Il y a un très bon
accord entre la référence et notre méthode. Par contre les résultats fournis par les éléments �nis
di�èrent. Cette di�érence est plus prononcée dans le cas du puits de 100 Å (4.9a) que dans le cas du
puits de 150 Å (4.9b).
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Fig. 4.9 � Comparaison des trois premières bandes de valence d'un puits quantique entre la référence
[11] en traits pleins, ETHER en carrés et BCBV en triangles; a) pour un puits de 100Å; b) pour un
puits de 150Å
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4.5 Étude numérique de l'équation de Schrödinger
Le problème du couplage relevé au paragraphe 4.2 dans les méthodes discrétisées peut être illustré

grâce aux di�érences �nies. Pour illustrer notre propos, nous allons nous attacher à résoudre de façon
analytique l'équation de Schrödinger dont le hamiltonien est discrétisé. Les détails de calcul sont
donnés en annexe A. Nous considérerons, par souci de simpli�cation, une écriture normalisée de
l'équation et nous négligeons l'e�et des masses. L'équation à résoudre est alors la suivante :

−∂
2 ψ

∂ z2
+ V ψ = E ψ (4.1)

Prenons, dans un premier temps, le cas d'un puits de potentiel in�ni comme montré sur la �gure 4.10
où z ∈ [0,Lw]. Le fait que le puits soit in�ni permet de poser les conditions aux limites c'est-à-dire

z

Potentiel

0

0

h

i−1 i i+11

N points

Lw

+∞ +∞

Fig. 4.10 � Puits de potentiel in�ni

que les fonctions d'onde sont nulles aux bords du puits. Autrement dit : ψ(0) = 0 et ψ(Lw) = 0. En
discrétisant l'équation (4.1) avec un schéma centré, on obtient l'équation suivante :

ψi+1 + ψi−1 − 2ψi
h2

+ Vi ψi = Eψi (4.2)
Dans le cas du puits de la �gure 4.10, Vi est nul. La recherche des solutions conduit alors au calcul
du déterminant de dimension N suivant, en posant a = 1/h :∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 a− E −a 0 · · · 0

−a . . . . . . . . . ...
0

. . . . . . . . . 0... . . . . . . . . . −a
0 · · · 0 −a 2 a− E

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 (4.3)
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Le calcul de ce déterminant peut se faire de façon analytique. En e�et, on peut établir une relation
de récurrence entre les déterminants ∆n, ∆n−1 et ∆n−2 des rangs n, n-1 et n-2 :

∆n = (−2 a− E) ∆n−1 − a2 ∆n−2 (4.4)

Les valeurs propres En, solutions de l'équation (4.1) sont :

En = 2 a
(
1− cos

(ϕn
2

)) (4.5)

où ϕn = nπ/(N + 1). Ceci est un résultat bien connu [28] qui nous servira de point de départ.
Pour simpli�er le problème du couplage de deux puits, nous prenons une structure de deux puits
entourés de barrières in�nies (voir �gure 4.11). Ceci permet de poser des conditions aux limites en
annulant les fonctions d'onde aux bords de la structure. Dans les deux puits, nous supposons un
maillage identique de N1 points et un maillage de N2 points dans la barrière servant de couplage aux
puits. L'énergie de la barrière est W.

Potentiel

0

zone 3

z
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W
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L2 L3
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L1

N2 points

N1 points
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N1 points

Fig. 4.11 � Deux puits de potentiel semi-in�nis couplés

Le déterminant conduisant à l'équation séculaire peut se décomposer en blocs tridiagonaux chacun
d'eux étant symétrique mais dont le potentiel V est di�érent selon la région. Pour deux potentiels
di�érents la relation (4.4) peut être généralisée :

∆
(1,2)
N1+N2

= ∆
(1)
N1

∆
(2)
N2
− a2 ∆

(1)
N1−1 ∆

(2)
N2−1 (4.6)

Le changement de potentiel est pris en compte dans les sous-déterminants notés ∆(i). En prenant
V = 0 dans les puits et V = W dans la barrière de la région 2, on peut déduire l'équation séculaire
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d'après (4.6) :

∆ =

(
sin((N1 + 1)ϕ)

sin(ϕ)

)2
sinh((N2 + 1)χ)

sinh(χ)

− 2
sinh(N2 χ)

sinh(χ)

sin(N1 ϕ)

sin(ϕ)

sin((N1 + 1)ϕ)

sin(ϕ)

+

(
sin(N1 ϕ)

sin(ϕ)

)2
sinh((N2 − 1)χ)

sinh(χ)
= 0

(4.7)


E = 2 a (1− cos(ϕ))

χ = a argch
(

1 +
W − E

2 a

) (4.8)

Dans le cas d'états quasi dégénérés (N2 � N1), les deux solutions de l'équation (4.7) ne peuvent être
facilement calculées. Nous pouvons cependant décomposer cette équation de façon à faire apparaître
deux équations distinctes :

sin((N1 + 1)ϕ)

sin(N1 ϕ)
=

sinh(N2 χ)± sinh(χ)

sinh((N2 + 1)χ)
(4.9)

En utilisant l'équation (4.9) plutôt que l'équation (4.7), nous obtenons des fonctions d'onde qui
respectent le théorème des oscillations. En e�et, l'utilisation directe de programmes d'algèbre linéaire
pour résoudre l'équation (4.7) dépend de l'implémentation des programmes, de la précision numérique
des ordinateurs et bien sûr du nombre de points de maillage N1 ainsi que du pas de discrétisation h.
Ce problème est contourné en séparant les deux parties de l'équation (4.9). Ce problème n'apparaît
pas en utilisant la méthode de Galerkin sur la base que nous avons proposée au chapitre 3.

4.6 Hétérostructure à con�nement séparé (SCH)
Dans le modèle que nous avons utilisé, nous n'avons pas pris en compte les états électroniques

du continuum, c'est-à-dire les états dont le niveau d'énergie est situé au-dessus des barrières de
potentiel. Nous nous sommes donc intéressé à des structure de type SCH (Separate Con�nement
Heterostructure) comme représentée sur la �gure 4.12 et dont le rôle dans le composant est de guider
le mode optique. Les grandes largeurs de ces couches de con�nement (typiquement de l'ordre de
600Å) par rapport à la largeur des puits nous permet de prendre en compte des états se rapprochant
des états du continuum dont l'énergie est située entre les potentiels Vc1 et Vc2 de la �gure 4.12.

La fonction d'onde s'écrit :
� dans la zone 1, ψ(z) = A1 exp(k1 z) +B1 exp(−k1 z)

� dans la zone 2, ψ(z) = A2 sin(k2 z) +B2 cos(k2 z) si E < Vc2

ψ(z) = A2 sinh(k2 z) +B2 cosh(k2 z) si E ≥ Vc2

� dans la zone 3, ψ(z) = A3 sin(k3 z) +B3 cos(k3 z)
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Fig. 4.12 � Bande de conduction d'une hétérostructure à con�nement séparé

� dans la zone 4, ψ(z) = A4 sin(k4 z) +B4 cos(k4 z) si E < Vc2

ψ(z) = A4 sinh(k4 z) +B4 cosh(k4 z) si E ≥ Vc2

� dans la zone 5, ψ(z) = A5 exp(k5 z) +B5 exp(−k5 z)

Les vecteurs d'onde ki sont exprimés en fonction de l'énergie E et de la masse e�ective des électrons
dans chaque zone i :

ki =

√
2m∗

i |E − Vci|
~

(4.10)

Dans les zones 1 et 4, les fonctions doivent être évanescentes donc les coe�cients B1 et A5 sont nuls.
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Les conditions aux interfaces, ψ continue et 1
m∗

∂ ψ
∂ z

continue conduisent aux déterminants suivants :∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1 0 0

m2 k1 0 −m1 k2 0

0 cos(k2 L2) sin(k2 L2) −1

0 −m3 k2 sin(k2 L2) m3 k2 cos(k2L2) 0

0 0 0 cos(k3 L3)

0 0 0 −m4 k3 sin(k3 L3)

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

−m2 k3 0 0 0

sin(k3 L3) −1 0 0

m4 k3 cos(k3 L3) 0 −m3 k4 0

0 cos(k4 L4) sin(k4 L4) −1

0 −m5 k4 sin(k4 L4) m5 k4 cos(k4 L4) m4 k5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(4.11)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1 0 0

m2 k1 0 −m1 k2 0

0 cosh(k2 L2) sinh(k2 L2) −1

0 m3 k2 sinh(k2 L2) m3 k2 cosh(k2L2) 0

0 0 0 cos(k3 L3)

0 0 0 −m4 k3 sin(k3 L3)

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

−m2 k3 0 0 0

sin(k3 L3) −1 0 0

m4 k3 cos(k3 L3) 0 −m3 k4 0

0 cosh(k4 L4) sinh(k4 L4) −1

0 m5 k4 sinh(k4 L4) m5 k4 cosh(k4 L4) m4 k5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(4.12)
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Chapitre 4. Comparaison entre les éléments �nis et la base des états du puits simple

Il y a deux déterminants suivant que l'on considère une énergie au-dessus ou au-dessous de Vc1.
Les états con�nés sont déterminés en étudiant les zéros du déterminant en fonction de l'énergie. La
précision du calcul est très importante pour les états situés en-dessus de Vc1.

0 200 400 600 800
-0.3

-0.2

-0.1

0.0

0.1

0.2

a)

∆E=10-4 eV

F
o

n
ct

io
n

s 
d

’o
n

d
e

 (
u

.a
.)

z (Å)

0 200 400 600 800

-0.10

-0.05

0.00

0.05

0.10

b)

∆E=10-8 eV

F
o

n
ct

io
n

s 
d

’o
n

d
e

 (
u

.a
.)

z (Å)

Fig. 4.13 � Fonctions d'onde d'une structure de type SCH. a) La précision sur l'énergie est de
10−4 eV. b) La précision sur l'énergie est de 10−8 eV.

On peut voir sur la �gure 4.13a que les fonctions d'onde des deux premiers états, qui ont une
valeur au-dessous de Vc1, sont fausses lorsque la précision sur le calcul de l'énergie est trop faible
de l'ordre de 10−4 eV . Si le calcul est plus précis, de l'ordre de 10−8 eV , les fonction d'onde que
l'on peut voir sur la �gure 4.13b sont alors correctes. L'erreur se produit pour les fonctions d'onde
dont l'état est situé au-dessous du potentiel Vc1 et s'explique par le fait que la forme de la fonction
d'onde dans les zones 2 et 4 est en sinh et cosh. Les coe�cients Ai et Bi sont déterminés en �xant
un des coe�cients de façon arbitraire et en déduisant tous les autres à partir des conditions de
raccordement aux interfaces une fois l'énergie propre trouvée. L'imprécision sur l'énergie va entraîner
une erreur sur les coe�cients surtout lorsqu'il s'agit des fonctions en sinh et cosh faisant appel à la
fonction exponentielle qui va fortement ampli�er l'erreur due au manque de précision sur l'énergie.
Ceci peut expliquer la di�lcuté de mise en ÷uvre de l'approche par la matrice de transfert présentée
au paragraphe 2.1.2 proposée par S.L. Chuang [22].
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Chapitre 5

Calcul pratique du gain

L'objet de ce chapitre est de préciser les éléments des matrices optiques servant au calcul du gain
et de l'absorption interbande de valence que nous avons évoqué au paragraphe 1.5. Il faut di�érencier
le calcul du gain de celui de l'IVBA car dans le cas de la formulation du gain, on s'intéresse aux
transitions entre les électrons de la bande de conduction et les trous de la bande de valence alors que
dans le cas de l'IVBA, il s'agit de transitions entre les électrons et les trous de la bande de valence.
Nous proposerons, par ailleurs, une formulation du gain local, qui prend en compte le fait que les
fonctions d'onde ne sont pas localisées uniquement dans les puits de potentiel mais s'évanouissent
dans les barrières.

5.1 Éléments de matrice optique du gain
Nous rappelons l'expression du gain optique utilisé dans le modèle :

gmat =
π e2

nr ε0 cm0
2 ω

2

V

∑
n,m

∑
kρ

|ê · pc v|2 δ(Em
v − En

c − ~ω)(fc − fv) (5.1)

La somme discrète sur kρ peut se transformer en somme continue par la relation :
1

V

∑
kρ

=
1

La

∫ +∞

0

kρ
2π

dkρ

∫ 2π

0

dφ

2π
(5.2)

où La est la largeur de la zone active. Dans le cas d'un puits quantique, cette largeur est égale à la
largeur du puits quantique et si la structure est composée de plusieurs puits quantiques découplés,
la largeur de la zone active correspond à la somme des largeurs de chacun des puits.

Pour calculer les éléments de matrice optique du gain matériau, on doit évaluer le terme |ê ·pcv|2 :

|ê · pσ ηc v |2 = |〈Ψσ
c,n|ê · p|Ψη

v,m〉|2 (5.3)
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où σ réfère au spin et η à la partie haute U ou basse L.

|1〉 = α

∣∣∣∣32 ,32
〉
− i α∗

∣∣∣∣32 ,− 3

2

〉
|2〉 = i β

∣∣∣∣32 ,12
〉
− β∗

∣∣∣∣32 ,− 1

2

〉
|3〉 = −i β

∣∣∣∣12 ,12
〉
− β∗

∣∣∣∣12 ,− 1

2

〉
|4〉 = α

∣∣∣∣32 ,32
〉
− i α∗

∣∣∣∣32 ,− 3

2

〉
|5〉 = i β

∣∣∣∣32 ,12
〉
− β∗

∣∣∣∣32 ,− 1

2

〉
|6〉 = −i β

∣∣∣∣12 ,12
〉
− β∗

∣∣∣∣12 ,− 1

2

〉

(5.4)

Nous rappelons que α = exp(−i 3φ/2)/
√

2 et β = exp(−i φ/2)/
√

2.
À partir de là, il faut considérer les deux types de polarisation TE (transverse électrique) et TM
(transverse magnétique) pour calculer les éléments de matrice optique |ê · pcv|2 ( [12]). Plaçons nous
dans le cas d'une polarisation TE où le champ électrique est suivant la direction x ou y.
Prenons un état de spin ↑ pour un électron de la bande de conduction et un état U pour un trou de
la bande de valence :

|ê · pσ ηc v |2 = |〈Ψ↑
c,n|px|ΨU

v,m〉|2

= |〈ψc,n|ψhhv,m〉〈S ↑ |px|1〉+ 〈ψc,n|ψlhv,m〉〈S ↑ |px|2〉+ 〈ψc,n|ψshv,m〉〈S ↑ |px|3〉|2

= |〈S|px|X〉|2
∣∣∣∣(−α√2

)
〈ψc,n|ψhhv,m〉+

(
−β∗√

6

)
〈ψc,n|ψlhv,m〉+

(
−β∗√

3

)
〈ψc,n|ψshv,m〉

∣∣∣∣2
=
|〈S|px|X〉|2

12

{
3 |〈ψc,n|ψhhv,m〉|2 + |〈ψc,n|ψlhv,m +

√
2ψshv,m〉|2

}
(5.5)

De la même manière, on calcule ces éléments dans le cas d'une polarisation TM :

|ê · pσ ηc v |2 =
|〈S|px|X〉|2

3

∣∣∣∣〈ψc,n|ψlhv,m − 1√
2
ψshv,m

〉∣∣∣∣2 (5.6)

pour les matériaux III-V, on prend en moyenne : |〈S|px|X〉|2 = 23 em0/2.

La règle d'or de Fermi dans les expressions (1.59) et (1.60) ne peut être appliquée aussi brutalement.
En e�et, les électrons et les trous sont en forte interaction avec d'autres excitations élémentaires :

� les phonons
� les plasmons

Le calcul exact de la somme de toutes les interactions via les phonons par exemple, aboutissant à
une transition réelle de la bande de conduction vers la bande de valence via des niveaux virtuels est
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hors de portée. Une approche phénoménologique consiste à remplacer les fonction de Dirac par une
Lorentzienne car :

lim
γ→0

γ

γ2 + Et
2 = π δ(Et) (5.7)

d'où :
δ(Em

v − En
c − ~ω) → ~/τin

(En
c − Em

v − ~ω)2 + (~/τin)2

1

π
(5.8)

où τin est le temps de relaxation intrabande. τin ayant la dimension d'un temps peut être assimilé à un
temps de collision interne (∼ 0.1ps). D'autres formes d'amortissement collisionel non lorentzien ont
été donnés, voir par exemple [29] pour une fonction gaussienne, cependant l'approche par la matrice
de densité au paragraphe 6.4 fournit une justi�cation de la transformation (5.8).
Le gain matériau gmat s'écrit alors :

gmat =
e2

nr ε0 cm0
2 ω Lz

∑
n,m

∫ +∞

0

|ê · pσ ηc v |2
(fc − fv) (~/τin)

(En
c − Em

v − ~ω)2 + (~/τin)2

kρ
π
dkρ (5.9)

À partir de l'expression du gain (5.9), on peut calculer séparément les termes d'absorption βv→c entre
la bande de valence et la bande de conduction ainsi que l'émission spontanée αsp entre la bande de
conduction et la bande de valence :

βv→c =
e2

nr ε0 cm0
2 ω Lz

∑
n,m

∫ +∞

0

|ê · pσ ηc v |2
fv(1− fc) (~/τin)

(En
c − Em

v − ~ω)2 + (~/τin)2

kρ
π
dkρ (5.10)

αsp =
e2

nr ε0 cm0
2 ω Lz

∑
n,m

∫ +∞

0

|ê · pσ ηc v |2
fc(1− fv) (~/τin)

(En
c − Em

v − ~ω)2 + (~/τin)2

kρ
π
dkρ (5.11)

Ceci est donc la formulation du gain en ne prenant en compte que les transitions entre les électrons
de la bande de conduction et les trous de la bande de valence. Mais des transitions sont également
possibles entre les trous et les électrons de la bande de valence.

5.2 Élements de matrice optique de l'IVBA
Y.C. Chang et R.B. James [30] ont dérivé le hamiltonien de Luttinger-Kohn pour le calcul des

éléments de la matrice optique a�n d'évaluer les transitions intrabande de valence en prenant en
compte les bandes de trous lourds et de trous légers (hamiltonien 4×4). T. Cho et al. [31] ont étendu
le calcul en tenant compte du couplage avec la bande de Split-O� (hamiltonien 6×6). L'absorption
givba s'écrit :

givba =
e2

nr ε0 cm0
2 ω V

∑
n,m

∑
kρ

|ê · Pnm(kρ)|2
(fm − fn) (~/τin)

(En
v − Em

v − ~ω)2 + (~/τin)2
(5.12)

avec : ê · Pnm = (~2/m0) ê ·
∑

i j(P
mn
i j Omn

i j +Qmn
i j Dmn

i j )

V est le volume de la structure, i et j parcourent la base B2 du hamiltonien des trous. Les éléments
de matrice Pmn

i j et Qmn
i j sont donnés par la matrice :
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

A1 B C 0 D E

B∗ A2 0 C F G

C∗ 0 A2 −B G F

0 C∗ −B∗ A1 −E∗ D

D∗ F ∗ G∗ −E H 0

E∗ G∗ F ∗ D∗ 0 H


(5.13)

Les éléments de cette matrice sont résumés dans le tableau 5.1.

ê · P ê ·Q
A1 −(γ1 + γ2) kx 0

A2 −(γ1 − γ2) kx 0

B 0 i 2
√

3 γ3

C −
√

3 γ2 kx + i 2
√

3 γ3 kz 0

D 0 −
√

6 γ3

E i
√

6 γ2 kx + 2
√

6 γ3 ky 0

F i
√

2 γ2 kx 0

G 0 −3
√

2 γ3

H −γ1 kx 0

Tab. 5.1 � Coe�cients dé�nissant les éléments des matrices ê · P et ê ·Q

Les éléments Omn
i j et Dmn

i j sont calculés à partir des intégrales de recouvrement des fonctions
d'onde :

Omn
i j =

∫ +∞

−∞
ϕmi (z)∗ ϕnj (z) dz

Dmn
i j = −i

∫ +∞

−∞
ϕmi (z)∗

∂ ϕnj (z)

∂ z
dz

(5.14)

Ces pertes IVBA, comme le gain, sont calculées à partir des intégrales de recouvrement des
fonctions d'onde mais ici, ϕi est un élément de la fonction d'onde des trous associée au hamiltonien
exprimé dans la base B2. Or les fonctions d'onde ont été calculées dans la base transformée B1. Il
faut donc utiliser la transformation unitaire U pour calculer les intégrales de recouvrement :

ϕ1

ϕ2

ϕ3

ϕ4

ϕ5

ϕ6


= U−1



ψhh

ψlh

ψsh

ψhl

ψll

ψsl


(5.15)
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

∣∣3
2
,3
2

〉∣∣3
2
,1
2

〉∣∣3
2
,−1

2

〉∣∣3
2
,−3

2

〉∣∣1
2
,1
2

〉∣∣1
2
,−1

2

〉


=



exp(i 3φ/2)√
2

0 0 exp(i 3φ/2)√
2

0 0

0 −i exp(i φ/2)√
2

0 0 i exp(i φ/2)√
2

0

0 − exp(−i φ/2)√
2

0 0 − exp(−i φ/2)√
2

0

i exp(−i 3φ/2)√
2

0 0 −i exp(−i 3φ/2)√
2

0 0

0 0 i exp(i φ/2)√
2

0 0 −i exp(i φ/2)√
2

0 0 − exp(−i φ/2)√
2

0 0 − exp(−i φ/2)√
2





|1〉
|2〉
|3〉
|4〉
|5〉
|6〉


(5.16)

Les éléments ϕi sont maintenant exprimés en fonction de l'angle φ et givba devient :

givba =
e2

nrm0
2 c ε0 ω La

∑
m,n

∫
kρ

(fm − fn) (~/τin)
(En

v − Em
v − ~ω)2 + (~/τin)2

kρ
2π

(∫ 2π

0

|ê · Pnm(kρ)|2
d φ

2π

)
dkρ

(5.17)
Le calcul de l'IVBA sera donc plus long que celui du gain car les éléments de matrice optique sont
donnés dans la base du hamiltonien de Pikus-Bir non diagonal. Les fonctions d'onde étant calculées
dans la base du hamiltonien diagonalisé, il faut donc ajouter le calcul de l'intégrale sur φ.

5.3 Gain local
Une approximation très usitée consiste à considérer que les porteurs sont con�nés uniquement

dans les puits. Ceci serait le cas avec des barrières de potentiel in�nies mais en pratique, les barrières
de potentiel sont �nies et la présence de porteur dans les barrières n'est plus négligeable surtout
lorsque les puits sont couplés. Ceci est également justi�é pour des états proches des barrières et
notamment dans le cas des trous légers. La densité volumique de porteurs est calculée en supposant
une répartition uniforme dans le puits et uniquement dans le puits :

n =
1

2π La

∫ +∞

0

kρ

1 + exp
(
E−Ef

kB T

) dkρ (5.18)

La dimension de n est en [L−3].
Dans une structure à plusieurs puits quantiques, on va évaluer une densité surfacique, on ne divisera
pas par la largeur du puits :

ns =
1

2π

∫ +∞

0

kρ

1 + exp
(
E−Ef

kB T

) dkρ (5.19)

La dimension de ns sera alors en [L−2].
En 2D si on regarde la variation du gain en fonction de z, on a :

gmat(z) = gwH(0,La)

=
g2D

La
H(0,La)

(5.20)

Modélisation et simulation des composants optoélectroniques à puits quantiques 91



Chapitre 5. Calcul pratique du gain

où la fonction H(0,La) vaut 1 dans le puits et 0 à l'extérieur du puits.
Au lieu de la fonction H(0,La), on peut prendre quelque chose de plus réaliste, en multipliant les
facteurs d'occupation des bandes fc et fv respectivement par le module carré des fonctions d'onde
des électrons et des trous : |ψc|2 et |ψv|2.
On peut alors écrire une expression du gain en fonction de z :

g(z) =
e2

nr ε0 cm0
2 ω

∑
n,m

∫ +∞

0

|ê · pσ ηc v |2
(fc |ψc(z)|2 − fv |ψv(z)|2) (~/τin)

(En
c − Em

v − ~ω)2 + (~/τin)2

kρ
π
dkρ (5.21)

Cette formulation n'est pas rigoureuse mais redonne bien le gain intégré sur la structure.
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Chapitre 6

Principaux modèles utilisés pour les

composants actifs

6.1 Description du composant

À chaque composant est associé un procédé technologique de fabrication dont les éléments prin-
cipaux sont :

� l'épitaxie des couches dans la direction (z);
� les masques utilisés en lithographie pour le plan (x,y), résultant également par une mise en
forme sur di�érents niveaux (z) par gravure ou recroissance de couches.

Il n'est pas de notre propos de détailler ce procédé. En revanche pour les lasers et les ampli�cateurs
à semiconducteurs (SOA) nous utilisons dans les modèles une description également séparée en (z)

et plan (x,y) 6.1. Cependant cette description est simpli�ée en comparaison avec la géométrie et
l'analyse physico-chimique des composants réels.

En général, le modèle tiendra compte de toutes les couches épitaxiées dans la direction (z). Il est
à noter qu'une certaine imprécision demeurera toujours quant aux valeurs annoncées des paramètres
(compositions, épaisseurs, dopage).
Pour la description dans le plan (x,y), les simulateurs ETHER et BCBV tiennent compte de la largeur
du ruban auquel est appliqué une tension. L'utilisation d'un ruban étroit (largeur de l'ordre de 1 à
2 µm) est imposé par le caractère monomode transverse à respecter pour éviter de perdre de l'énergie
sur les modes d'ordre supérieur et pour conserver la qualité du champ lointain. La largeur du ruban
doit être réduite aux deux extrémités pour favoriser le couplage aux �bres optiques (voir schéma de
la �gure 6.2) dont la largeur de mode fondamental est dans la gamme de 5 à 10µm. Le rétrécissement
dû au ruban permet d'adapter à peu près la taille du mode guidé à celui de la �bre optique. Les
logiciels ETHER ou BCBV tiendront compte des variations du ruban pour l'optique mais pour le
transport et le calcul du gain, seule la direction (z) est prise en compte.
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zone active

zone de recouvrement
porteurs−photons

ruban

x

y

z

Fig. 6.1 � Schéma d'un composant optoélectronique

mode propagé

adaptateur de mode

fibre optique

y

x

Fig. 6.2 � Schéma d'un couplage composant-�bre à l'aide d'un adaptateur de mode
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6.2 Le modèle de dérive-di�usion
L'intérêt des composants optoélectroniques est de pouvoir utiliser les propriétés optiques des

matériaux pour convertir l'énergie électrique en énergie optique ou inversement. Pour optimiser ce
processus, il faut d'une part conduire les porteurs mais également favoriser une zone de transitions
radiatives en bloquant les porteurs dans cette zone; ceci, en mettant un matériau permettant de
former une barrière de potentiel.
Pour cette raison, les structures ne sont pas homogènes : il n'y a pas le même matériau dans toute la
structure. L'inhomogénéité dans la structure peut être classée suivant sa taille:

� si cette taille est de l'ordre de la longueur d'onde de De Broglie λDB = (2π ~)/
√

3m∗ kB T

associée à l'électron dans le semiconducteur (typiquement entre 10 et 50 nm), le transport et les
propriétés optiques sont très perturbées. On rencontre plusieurs exemples d'inhomogénéité de ce
type à propos des MOS, des hétérojonctions, des puits quantiques et des diodes tunnel. Ceci agit
de façon très particulière sur les fonctions d'onde comme nous l'avons évoqué au paragraphe 1.2
et sur le transport. Le niveau d'altération est tel que tous les modèles quasi hydrodynamiques
(Drude-Zener, par exemple) dans lesquels les porteurs de charge sont assimilés à des particules
classiques munies de leur masse e�ective ne sont plus valables;

� si la taille est très grande devant toutes les grandeurs physiques microscopiques qui caractérisent
les porteurs de charge (longueur d'onde de De Broglie, libre parcours moyen), on peut admettre
que le potentiel électro-statique varie de façon assez molle pour ne pas altérer les solutions
locales de l'équation de Schrödinger. On considérera alors l'énergie de la particule en fonction
de sa position dans l'espace réel et du vecteur k bien que le principe d'Heisenberg [32, p.28]
mentionne qu'on ne peut déterminer avec précision à la fois la position dans l'espace réel et
l'impulsion k d'une particule. Cependant les erreurs faites sont d'autant plus faibles que la
variation du potentiel est plus lente;

� si la taille est comprise entre la dimension microscopique et macroscopique, c'est le cas dit
mésoscopique. C'est le cas le plus di�cile à traiter qui ne peut être résolu par aucune des
méthodes classiques.

Nous nous plaçons dans le cas d'une simulation à une dimension. C'est-à-dire que l'on considère
que les couches semiconductrices qui composent la structure à simuler ont des dimensions latérales
(selon les axes x et y) très grandes par rapport à l'épaisseur (qui est selon z). Le potentiel électrosta-
tique ainsi que toutes les grandeurs physiques donnant l'état des charges peuvent être représentées
suivant l'axe z (voir �gure 6.3). En admettant que les potentiels aux deux extrémités sont bien
déterminés, les lois de l'électrostatique se résument à l'équation de Poisson qui relie la constante
diélectrique du matériau εR, le champ électrique F (Fx,Fy,Fz) et la charge ρ :

div (εR F ) = ρ (6.1)
On peut exprimer la charge ρ en fonction des concentrations volumiques des électrons n, des trous p
ainsi que celles des ions donneurs N+

d et accepteurs N−
a : ρ = e (p−n+N+

d −N−
a ). De plus, le champ
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électrique est relié au potentiel ϕ par la relation :
F = −∇ϕ (6.2)

Le modèle choisi est à une dimension selon z, l'équation de Poisson peut donc s'exprimer de la
manière suivante :

∂

∂ z

(
εR

∂ ϕ

∂ z

)
= e (n− p−N+

d +N−
a ) (6.3)

A cette équation, il faut associer les conditions aux limites portant sur les potentiels aux extrémités
du composant qui peuvent être, par exemple (�gure 6.3-a) :

ϕ(0) = ϕ0

ϕ(Ls) = ϕ1

(6.4)

Pour étudier de façon complète les phénomènes de transport dans les semi-conducteurs, il faudrait
résoudre, en toute rigueur, l'équation de Boltzmann faisant intervenir le temps t, la fonction de
distribution dans la sous-bande i considérée fi dépendante de la position r, et le moment k :

∂ fi
∂ t

+
q

~
F ·∇k fi + vk ·∇r fi = S0(fi)−

fi
τ0

+ Se(fi)−
fi
τe

(6.5)
Il y a autant d'équation de Boltzmann couplées que de sous-bandes i. S0 et Se sont les termes de
collisions et de recombinaison-génération (R-G). Les paramètres τ0 et τe traduisent respectivement un
temps de collision interne entre les particules et un temps R-G. L'indice i réfère au niveau d'énergie
considéré, c'est-à-dire qu'il faut résoudre autant d'équations de Boltzmann qu'il y a de sous-bandes
d'énergie.
En toute rigueur, la solution du transport exige que l'on résolve l'équation de Boltzmann (6.5) de
façon auto-consistante avec l'équation de Poisson (6.1).
Cette résolution semble complexe, notamment s'il faut tenir compte de tous les états électroniques.
En pratique, la plupart des phénomènes sont bien décrits par le modèle, plus simple, de dérive-
di�usion-recombinaison. Dans ce modèle, on considère la forme intégrée de l'équation (6.5) qui est
l'équation de continuité des charges pour les électrons et les trous, tenant compte de la génération G
et de la recombinaison R des porteurs :

∂ n

∂ t
+

1

q
div (Jn) +R−G = 0

∂ p

∂ t
+

1

q
div (Jp) +R−G = 0

(6.6)

q étant la valeur algébrique de la charge (dans le cas de l'électron q = −e, dans celui d'un trou
q = e).
Deux phénomènes interviennent dans le terme de courant J que l'on peut décomposer en deux
parties : J = JD + Jd, JD étant le courant de dérive et Jd celui de di�usion.
Un des phénomènes de transport qui apparaît en milieu inhomogène, c'est le courant de di�usion : les
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Fig. 6.3 � Courbes en fonction de z représentant en a)le potentiel, en b)le gradient de potentiel et en
c)la densité de charges d'une structure de type p-i-n
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porteurs tendent à aller des régions les plus peuplées vers les régions les moins peuplées. Il correspond
au terme vk ·∇r fi de l'équation (6.5). Ce phénomène est décrit par la loi de Fick qui relie les courants
de di�usion des porteurs Jdn et Jd p aux concentrations d'électrons n et de trous p :

Jdn = eDn ∇n

Jd p = −eDp ∇p
(6.7)

où Dn et Dp sont les constantes de di�usion des électrons et des trous.
Le deuxième correspondant au terme F ·∇k fi de l'équation (6.5) est dû à l'action du champ électrique
F qui produit un courant JD que l'on appelle courant de dérive :

JDn = e n µn F

JDp = e p µp F
(6.8)

Au voisinage de l'équilibre, on montre que les constantes de di�usion peuvent être reliées aux mobilités
par la relation d'Einstein :

Di =
kB T

e
µi (6.9)

En régime stationnaire où ∂ n/∂ t = ∂ p/∂ t = 0 et en considérant seulement la direction z, les relations
de dérive-di�usion (6.6) associées à l'équation de Poisson (6.3) forment le système d'équations suivant :

∂

∂ z
Dn

∂ n

∂ z
− ∂

∂ z
nµn

∂ ϕ

∂ z
−R +G = 0

∂

∂ z
Dp

∂ p

∂ z
+

∂

∂ z
p µp

∂ ϕ

∂ z
−R +G = 0

∂

∂ z

(
εR

∂ ϕ

∂ z

)
= e (n− p−N+

d +N−
a )

(6.10)

C'est le système d'équations de base qui est résolu dans le logiciel BCBV que nous présentons au
chapitre 7.

De manière à optimiser les composants, on introduit des puits quantiques qui agissent de façon
particulière sur les phénomènes de transport.
Pour étudier les phénomènes de transport, on doit alors distinguer deux parties :

� la partie massive (3D) du composant où l'énergie est continue dans les trois directions. On peut
y appliquer les théories classiques;

� la partie quantique (2D) dans laquelle l'énergie est quanti�ée selon la direction perpendiculaire
aux interfaces.

Comme nous l'avons déjà évoqué, l'équation (6.5), intégro-di�érentielle est di�cile à résoudre.
Dans les hétérostructures, on va simpli�er l'équation en supposant que le terme de courant de di�usion
est négligeable devant le terme de courant de recombinaison (schématisés sur la �gure 6.4). En régime
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courant de diffusion
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zone dopée n

courant de recombinaison

Fig. 6.4 � Schéma des di�érents termes de courant dans la zone active

permanent :
∂ n

∂ t
= −1

e

∂ Jn
∂ z

−Rcv = 0

∂ p

∂ t
=

1

e

∂ Jp
∂ z

−Rcv = 0

(6.11)

La conservation du courant implique :
∂

∂ t
(Jn + Jp) = 0

⇒ Jn(z) + Jp(z) = constante
(6.12)

Rcv = Bsp(np− ni
2) ⇒ n(z) = eRcv z (6.13)

En intégrant sur la partie de la zone active, c'est-à-dire de 0 à Lz, on a :
J = eRcv Lz (6.14)

et par conséquent : {
Jp(x) = e Rcv(Lz − x)

Jn(x) = e Rcv x
(6.15)

Ce résultat justi�e que dans les modèles ultra-simpli�és l'équation de continuité se réduit à :
∂ n

∂ t
=

1

e
divJn −Rcv =

I

eVol
−Rcv (6.16)

où Vol est le volume actif du matériau, Vol = Lz Lx Ly avec I = S J soit le courant perpendiculaire
total.
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6.3 Couplage électrique-optique semi-classique
Dans ce chapitre n désigne l'indice du matériau, N et P les concentrations volumiques des por-

teurs. La simulation des composants optoélectroniques nécessite la description du champ électro-
magnétique ou la fréquence optique, que nous appelons champ optique. On admettra que le champ
électrique E de l'onde optique, distinct du champ électro-statique F , varie comme:

E = E(r) ei ω t (6.17)
où ω est la pulsation reliée à la longueur d'onde dans le vide par ω = k0 c = 2π c/λ. Le champ
magnétique H associé sera toujours relié à l'induction B par B = µ0H , c'est-à-dire que les milieux
considérés n'ont pas de propriété magnétique particulière. En revanche les charges électriques �xes
et en mouvement créent une relation complexe entre l'induction électrique D et le champ E:

D = ε0 εE (6.18)
ε est la permittivité diélectrique à la pulsation ω elle peut être très di�érente de sa valeur à ω = 0,
εR déjà vue à propros de l'équation de Poisson statique du modèle de dérive-di�usion. Les vecteurs
E et H obéissent aux équations de Maxwell [33]:

∇×E = −∂B
∂ t

= −µ0
∂H

∂ t
(6.19a)

∇×H = J +
∂D

∂ t
= J + ε0 ε

∂E

∂ t
(6.19b)

En électronique classique, il est usuel d'éliminer arti�ciellement la densité de courant J de l'équa-
tion (6.19b) en dé�nissant une permittivité complexe ε :

ε = εR −
i σ0

ω ε0 (1 + i ω τ)
(6.20)

où σ0 est la conductivité à fréquence nulle et τ le temps de relaxation de la vitesse des porteurs. Les
e�ets de conduction des porteurs libres à la fréquence optique seront donc inclus dans la constante
diélectrique ε, cette contribution à la partie imaginaire de ε est usuellement appelée "absorption
plasmon", l'équation (6.19b) devient alors :

J =
σ0E

1 + i ω t
→ ∇×H = ε0 ε

∂E

∂ t
(6.21)

L'utilisation de la constante diélectrique haute fréquence ε permet de rassembler (6.19) en une seule
équation :

∇×∇×E − ω2

c2
εE = 0 (6.22)

La conductivité introduite dans l'équation (6.21) ne fait intervenir que les interactions entre porteurs
d'une même bande (e�et Joule). En présence de transitions inter-bandes ou inter-sous-bandes, la
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susceptibilité diélectrique est également modi�ée. La partie imaginaire =(ε) est directement liée au
gain optique par la relation :

=(ε) =
g n̄

k0

(6.23)
où g est le gain, k0 le vecteur d'onde dans le vide et n̄ l'indice réel. Les transitions au voisinage du
gap font également intervenir une variation de l'indice réel qui est un phénomène primordial pour les
composants actifs (c'est ce phénomène qui conduit au "chirp" des lasers).
Deux approches sont alors possibles.
La première est celle d'Henry et al. [34] et, admettant de petites variations de l'indice et du gain
linéaires avec la concentration de porteurs N , elle permet d'écrire :

αH = constante = −2 k0

∂ nr

∂ N
∂ g
∂ N

= −2 k0
δ nr
δ g

(6.24)

où nr est la partie réelle de l'indice. En rassemblant alors (6.23) et (6.24), on peut résumer la variation
de ε :

ε = n̄2 − αH
n̄ g

k0

+ i g
n̄

k0

(6.25)
La deuxième approche est de considérer le calcul du gain optique faisant intervenir l'élargissement
spectral par une fonction :

g →
∑
k, j

Ak j
Γ

∆ωk j
2 + Γ2

(6.26)
La partie réelle de l'indice peut être calculée de la même façon :

δ nr → − 1

2 k0

(∑
k, j

Ak j
∆ωk j

∆ωk j
2 + Γ2

)
(6.27)

Cette seconde méthode est plus précise que la première car on constate généralement que le coe�-
cient de Henry αH dé�ni par (6.24) est loin d'être constant dans toute la plage de longueur d'onde
intéressante.
Il y a lieu d'intégrer dans ε la contribution des transitions inter-sous-bandes et en particulier entre
sous-bandes de valence (IVBA) comme cela a été calculé au chapitre 5. Les modélisations élémentaires
simpli�ent le problème en posant :

gnet = g − αnPN − αpPP − αIV BAP (6.28)
où αn,pP sont relatifs à l'absorption plasmon (collisions intra-bandes) et αIV BA un coe�cient d'ab-
sorption IVBA. Pour une longueur d'onde constante, cette approximation n'est pas trop fausse.
Cependant l'approche consistant à calculer en même temps le gain et l'absorption IVBA en fonction
de λ,N et P nous paraît meilleure et plus cohérente. La résolution générale de (6.22) dans la géo-
métrie des composants est assez di�cile, il y a lieu de simpli�er le problème pour le rendre soluble
par les méthodes numériques courantes. La géométrie étroite et allongée du composant tel qu'il est
schématisé sur la �gure 6.1 permet de l'assimiler à un guide d'onde optique et de séparer les variables
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x et y de la variable z, direction de propagation. Si nous nous intéressons à la composante Ex et en
posant k0 = ω/c :

4T Ex +
∂2Ex
∂ z2

+ k0
2 εEx +

∂

∂ x
(E ·∇ ln(ε)) = 0 (6.29)

À partir des conditions aux limites sur E et H autour du composant et sur les facettes d'entrée et
de sortie (z = 0 et z = L) la résolution de (6.29) peut être faite par propagation tranche par tranche
en calculant Ex(z + dz) à partir de Ex(z).
Une approche plus simple consiste à ne considérer que les modes de propagation pour lesquels les
variables (x, y) sont complètement séparées :

Ex = Ex(x,y) e
−i β z (6.30)

Une telle solution sera obtenue si le guide est invariant par translation selon z, mais il faudra toujours
associer une petite composante Ez qui n'est pas nulle pour les guides optiques contrairement au cas
des guides d'ondes électroniques. Un tel mode est appelé quasi-TE (Transverse Electrique).
En considérant un vecteur Hy on obtient des équations analogues à (6.29) et (6.30) dé�nissant des
modes quasi-TM (Transverse Magnétique). Une description plus complète régissant les modes quasi-
TE et quasi-TM est donnée dans la référence [35]. Pour un guide non invariant par translation nous
continuerons d'utiliser les modes quasi-TE et quasi-TM en admettant une variation très lente des
dimensions latérales. Cette hypothèse n'est pas absurde si la longueur du composant (de l'ordre du
nm) est très grande devant les dimensions transverses (de l'ordre du µm). En reportant (6.30) dans
(6.29) on obtient alors :

4T Ex +
∂

∂ x

(
Ex

∂ ln ε

∂ x

)
+ (k0

2 ε− β2)Ex = 0 (6.31)
Pour un guide plan (dimensions latérales in�nies selon x) Ex et ε étant indépendants de x on aboutit
à une recherche des modes propres analogue à la recherche des états propres du puits quantique pour
l'équation de Schrödinger aux conditions aux limites près. Les conditions aux limites sur le champ Ex
parallèle aux interfaces est la continuité (modes TE) alors que pour Ex perpendiculaire aux interfaces,
il faut considérer la continuité de D = εE [36]. Pour les valeurs propres de β véri�ant (6.31) on dé�nit
aussi l'indice e�ectif β = k0 neff .
Pour un guide plan avec une seule couche guidante d'indice n1 et un indice externe n0, l'équation de
dispersion peut être obtenue analytiquement :

tan

(
K Ly

2

)
=

√
n2
eff − n2

0

n2
1 − n2

eff

(6.32)

Cette solution simple donnée par (6.32) conduit à un champ Ex variant comme les premières fonctions
d'onde du puits quantique (voir 6.5).

En général, dans le problème électrique-optique couplé, on n'utilisera pas l'équation (6.32) car
l'indice de la couche active est complexe et variable avec la concentration de porteurs. Cependant
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Ly
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Ex
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Fig. 6.5 � Deux premiers modes propres de l'équation (6.32)

cette méthode peut être appliquée pour résoudre de façon approchée le problème du facteur de
recouvrement. On appelle facteur de con�nement Γ le facteur qui relie le coe�cient d'ampli�cation
du mode (=(β)) avec le gain du matériau. Nous avons vu que pour une onde plane, ce facteur est 1
puisqu'on a directement une onde en exp(i ω t−i k z+g z/2). Avec un champ Ex optique comme celui
qui est tracé sur la �gure 6.5 seule la partie du champ recouvrant la couche active pour 0 < y < Ly

contribue au gain. On aura donc :
gnet = Γ gmat (6.33)

avec :
Γ =

∫∫
Ωa
Ex

2 dx dy∫ +∞
−∞

∫ +∞
−∞ Ex

2 dx dy
(6.34)

où Ωa est le domaine du matériau ayant du gain. Pour un gain matériau gmat constant par morceaux,
la densité de photons variant comme |Ex|2, on a βi = gnet/2 (β = βr + i βi). Le calcul de Γ pour le
mode fondamental du guide est un élément essentiel de la modélisation du composant.
Le couplage électrique-optique semi-classique consiste donc à inclure l'e�et des porteurs de charges
et les transitions entre états électroniques dans le milieu actif dans la constante diélectrique optique
ε :

� e�et du gain optique;
� e�et des transitions intrabandes;
� e�et des transitions inter sous-bandes.

En parallèle, le couplage des photons aux électrons par les équations de transport est directement
inclus dans la continuité des charges, par le taux d'émission Rstim :

Rstim = Nphot g vg (6.35)
où vg est la vitesse de groupe et Nphot la densité volumique de photons. Il est d'usage de décomposer
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Nphot pour un mode se propageant dans la direction (z) :
Nphot = NP (z)A(x,y) (6.36)

avec une norme à 1 pour la fonction de forme A. NP est la densité de photons par tranche dans la
direction (z).

Ayant déjà introduit les pertes optiques liées aux charges électriques, il convient de reporter
d'autres pertes dans le composant :

� pertes par di�usion sur les bords du guide
� pertes par rayonnement, conversion du mode
� pertes aux facettes des miroirs pour un laser

Le modèle de Adams [28] revu par P. Brosson [37] met en ÷uvre une équation d'évolution très simple
par les deux modes contra propagatifs F+ et F− ainsi que l'émission spontanée ampli�ée (ASE)
convertie dans ces modes S+ et S− :

dF±

d z
= ±1

2
g F± (6.37)

avec Nphot(z) = S+ + S− + |F+|2 + |F−|2.
L'équation (6.37) et ses analogues pour S+ et S− sont largement utilisées pour la modélisation
"tranche par tranche" des lasers et des ampli�cateurs optiques [38].
L'approche semi-classique peut paraître trop "bricolée" compte tenu du calcul quantique détaillé qui
est fait dans les chapitres précédents. Nous allons évoquer dans les paragraphes suivants en quoi
consiste une approche quantique raisonnable au moyen de la matrice de densité et ce que l'on peut
raisonnablement en attendre.

6.4 Approche par la matrice de densité
Cette approche n'est pas complètement quantique, le champ optique reste décrit par un champ

électromagnétique classique, comme au paragraphe précédent. L'approche par la matrice de densité
est nécessaire si la distribution statistique des porteurs s'écarte notablement de la distribution à
l'équilibre. En particulier, on peut soupçonner que le principe d'exclusion de Pauli qui n'autorise que
deux états à occuper pour le même k entraîne un appauvrissement de la probabilité d'occupation
autour de k, si la fréquence des transitions interbandes est très élevée. Ce "trou" dans la distribution
se produira pour une valeur de kρ telle que :

Eg +
~
2

(
1

mc

+
1

mv

)
kρ

2 = ~ω (6.38)
où mc et mv sont les masses de densité d'états, respectivement, pour les sous-bandes de conduction
et de valence.

Les énergies Ef c,v =
~2 k2

ρ

2mc,v
+ Ec,v correspondent aux énergies des quasi-niveaux de Fermi. La

condition (6.38) associée au fait que le gain optique correspondant est positif correspond au critère
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Fig. 6.6 � Distribution des porteurs faisant apparaître les déformations de fc et fv autour de Efc et
Efv

de Bernard-Dura�ourg [39]. Si les processus de di�usion intrabande, principalement électron-phonon,
autorisant les changements de vecteur d'onde et/ou d'énergie ne sont pas très fréquents, une forte
inversion et une densité de photons élevée entrainera une déformation notable des distributions
statistiques des porteurs fc et fv dans les bandes. Ce phénomène est appelé "spectral hole burning".
Pour un laser au dessus du seuil la concentration en porteurs ne change pas trop, en revanche le taux
d'émission stimulée est directement proportionnel à la densité de photons et continue d'augmenter
avec le courant. En utilisant les relations du modèle ultra simpli�é (6.16) :

I

e V ol
∼= −

(
∂ n

∂ t

)
stim

= Rstim = Nphot g vg (6.39)
où Nphot est la densité de photons, g le gain optique et vg la vitesse de groupe associée au �ux de
photons.
Un traitement heuristique et radical de la déformation de fc et fv autour de Efc et Efv consiste à
modi�er (6.39) en écrivant :

Rstim =
Nphot g vg

1 + κNphot

(6.40)
c'est-à-dire que Rstim a une valeur limite de saturation. On peut concevoir intuitivement que le temps
limite associé sera donné par :

τsat =
κ

∂ g
∂ N

vg
≤ τin (6.41)

En e�et si la fréquence des transitions stimulées devient très grande devant τin les distributions fc
et fv doivent se déformer notablement. C'est principalement pour décrire ce phénomène que certains
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auteurs ont abordé le transport électronique fortement couplé au champ optique par le biais de la
matrice de densité.
Nous ne reviendrons pas sur la dé�nition et l'équation de mouvement de la matrice de densité [27].
Dans ce contexte, une bonne introduction en est faite par Asada [40, 41] dont nous rappelons ici les
grandes lignes. Supposons que nous puissions calculer pv, la probabilité d'occupation de l'état d'un
électron |ψv >. La matrice de densité statistique, en utilisant la notation de Dirac est donnée par
l'opérateur ρ :

ρ =
∑
v

|ψv > pv < ψv| (6.42)
Cette matrice permet de calculer la valeur moyenne statistique sur un grand ensemble de réalisations
des états |ψv >. Pour toute observable associée à l'opérateur A :

A =
∑
nm

ρnmAmn = Tr(ρA) (6.43)
L'équation de Liouville quantique qui gouverne l'évolution de ρ dans le temps :

∂ ρ

∂ t
=

1

i ~
[H, ρ] (6.44)

où H est le hamiltonien total agissant sur un électron qu'il est usuel de décomposer en trois termes :
H = H0 +Hc +H ′ (6.45)

où :
� H0 est le hamiltonien à 1 électron du cristal rigide idéal donnant les bandes dans l'approximation
de la fonction enveloppe (voir paragraphe 1.2);

� Hc est le hamiltonien associé au champ électrique de l'onde optique E:
Hc = −e r ·E (6.46)

� H ′ est un hamiltonien perturbant le cristal rigide par exemple dû au couplage électron-phonon.

Pour référer les éléments de matrice de ρ il conviendrait de rechercher l'équation d'évolution de ρi k cj k′ v,
ρi k cj k′ c et ρi k vj k′ v, car il faudrait bien distinguer les sous-bandes selon qu'elles sont relatives aux états de
conduction ou aux états de valence.
Dans l'approche simpli�ée [41], on admet que l'e�et de H ′ sur l'évolution de ρ se traduit par trois
temps de relaxation τn, τs et τin, tandis que les commutateurs [H0, ρ] et [Hc, ρ] sont calculés rigou-
reusement.
Développant (6.44) sur les éléments diagonaux ρnn et non diagonaux ρnm (n est un état de conduction
et m un état de valence) il vient :

∂ ρnn
∂ t

=
∑
n′

(ρnn′Rn′ n −Rnn′ ρn′ n)
E

i ~
− ρnn − ρ̃n

τn
− ρnn − ρn

τs
+ Λn (6.47a)

∂ ρnm
∂ t

= i ωnm ρnm +
∑
n′

(ρnn′Rn′m −Rnn′ ρn′m)
E

i ~
− ρnm

τin
(n 6= m) (6.47b)
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6.4. Approche par la matrice de densité

où Rnm est l'élément de matrice de e r, ωnm = En − Em, E le champ électrique aux fréquences
optiques, ρ̃n la distribution en quasi équilibre (distribution de Fermi-Dirac en présence de la pompe),
ρn la distribution à l'équilibre, τs le temps d'émission spontanée, Λn le taux de génération (pompe)
et τin un temps de collision e�ectif agissant sur ρnm (n 6= m), que l'on prend usuellement égal à :

1

τin
=

1

2

(
1

τc
+

1

τv

)
(6.48)

Le terme de pompe Λn ne peut être calculé rigoureusement dans cette approche, il nécessitera une
théorie prenant en compte l'inhomogénéité dans l'espace de ρ (terme en ∇r ρnm) comme dans l'équa-
tion de Boltzmann (6.5).
Pour l'analyse ultérieure on peut se contenter d'admettre que les distributions en quasi équilibre ρ̃n
sont obtenues à partir du courant par les termes de génération Λn tels que :

I

e
=

∫
V ol. actif

∑
n

Λn d
3r (6.49)

Pour obtenir la constante diélectrique contenant le gain et la variation d'indice, on calcule la moyenne
de la polarisation P . On développe ρ et P selon les puissances de E :{

ρ = ρ(0) + ρ(1)E + ρ(2) |E|2 + . . .

P = P (1)E + P (3)E3 + . . .
(6.50)

Du fait que Rnn = 0 (règle de sélection) il vient deux résultats essentiels :

ρ(1)
nm =

ρ
(0)
nmRnm − ρ

(0)
mmRnm

i ω + 1
τin
− ωnm

E

i ~

P = N
∑
n

|Rnm|2
ρ

(0)
nn − ρ

(0)
mm

i ~
E

1
τin

+ i (ω − ωnm)

(6.51)

et pour la partie linéaire du gain :

g =
ω

n2 ε0 ~
N
∑
n

|Rnm|2(ρ(0)
nn − ρ

(0)
mm)

(ω − ωnm)2 + (1/τin)2

1

τin
(6.52)

Ces résultats coïncident exactement avec l'approche précédente (5.9) et justi�ent mieux l'origine de
la Lorentzienne qui était introduite de façon arti�cielle dans les chapitres précédents.
Notons en�n que le développement (6.50) permet d'obtenir les termes d'ordre supérieur, en particulier
la dépendance de g avec |E|2. On écrit de façon générale, pour un mode p :

gp = gp −
∑
q

Bp q |Eq|2 (6.53)

Il est indispensable de calculer l'e�et de tous les modes sur le gain. Nous ne reproduirons pas ici les
calculs de ρ(2)

nn et ρ(3)
nn ainsi que de P (3) [40]. Une expression intéressante peut être utilisée dans une
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Chapitre 6. Principaux modèles utilisés pour les composants actifs

modélisation poussée du gain :
Bp q =

~ωp
2n2 ε0

∫ +∞

Eg

< R4 > (fc − fv) gc v (I1 + I2)

i (~ωq − Ec v) + (~/τin)
dEc v

I1 =<
(

2 (τc + τv)

τin(~ωp − Ec v)2 + (~/τin)2

)
I2 =<

[(
1

i (~ωp − Ec v) + (~/τin)
+

1

−i (~ωq − Ec v) + (~/τin)

)
·
(

1

i ~(ωp − ωq) + (~/τc)
+

1

i ~(ωp − ωq) + (~/τv)

)]
(6.54)

< désignant la partie réelle. Si l'on veut conserver une variation phénoménologique de g avec Nphot, on
voit donc qu'il convient d'utiliser (6.53) plutôt que (6.40), les deux formes ne pouvant être réductibles,
la génération de nombreux modes parasites contribuant à réduire d'autant le gain par le mode
principal.
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Chapitre 7

Développement d'un outil logiciel e�cace

Le logiciel de simulation BCBV [42], dont l'élaboration fut commencée au laboratoire du C.N.E.T.
Bagneux, est un programme écrit en C++ [43]. Son développement s'est ensuite poursuivi au sein
du Groupement d'Intérêt Économique OPTO+. Ce programme résout, à une dimension, les équa-
tions de transport et de Poisson pour un empilement de couches semi-conductrices. Le diagramme
des bandes : BC (pour bande de conduction), BV (pour bande de valence) est une représentation
commode de l'état électrique d'une structure semi-conductrice. Au niveau du développement, le lan-
gage de programmation utilisé permet la programmation orientée objet. L'avantage de ce type de
programmation est une très grande modularité des programmes. On peut donc assembler très fa-
cilement, dans un même logiciel, des éléments de programme di�érents. L'outil de développement
logiciel est Borland C++ Builder [44] qui permet la gestion et l'utilisation de nombreux composants
tels que l'interface graphique pour permettre l'interaction avec l'utilisateur comme, par exemple, les
fenêtres de dialogue ou le tracé de courbes.

7.1 Paramètres matériaux, prise en compte de la contrainte
L'ingénierie des bandes nécessite un classement des matériaux semi-conducteurs. Dans le logiciel

BCBV, les matériaux sont classés de la manière suivante :
� les alliages binaires et semiconducteurs usuels → Si, Ge, GaAs, AlAs, InP, InAs, GaP;
� les alliages ternaires → GaAlAs, InAlAs, InAsP, GaInP, GaInAs;
� les alliages quaternaires → GaInAsP, GaInAlAs;
� les super-réseaux qui sont des empilements alternés et périodiques de deux matériaux ABA-
BAB...qui ne peuvent ni être assimilés à des alliages ni se comporter comme une suite de
couches ayant des propriétés individuelles car la période est comparable à la longueur d'onde
de DeBroglie. La structure de bande est donc particulière;

� les couches graduelles qui comportent une variation continue de paramètre selon la direction
(z). Cette variation s'appuie sur les paramètres des deux matériaux qui l'encadrent.
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Chapitre 7. Développement d'un outil logiciel e�cace

Binaires et usuels Ternaires Quaternaires
Si Ga1−xAlxAs GaxIn1−xAsyP1−y

Ge In1−xAlxAs AlyGaxIn1−x−yAs
GaAs GaxIn1−xP
InP GaxIn1−xAs
AlAs GaInAlAs
InAs SiGe
GaP
GaInAs47
AlInAs48
GaInP51

Tab. 7.1 � Liste des matériaux disponibles dans BCBV

Dans la colonne des matériaux binaires et usuels, nous avons regroupé deux matériaux particu-
liers : Ga0.47In0.53As et Al0.48In0.48As qui sont en accord de maille sur l'InP. À partir de ces deux
matériaux, on place dans la colonne des ternaires du tableau 7.1 le GaInAlAs qui est un quaternaire
particulier : (Ga0.47In0.53As)x(Al0.48In0.48As)1−x
Pour chacun des matériaux pouvant être utilisés, il faut déterminer ce qu'on appelle les paramètres
matériaux. La base de données repose en fait sur les matériaux de la première catégorie les paramètres
des matériaux des autres catégories étant déterminés à partir de ceux-ci. Les paramètres matériaux
comme l'énergie de gap, l'a�nité, la masse e�ective des électrons, les paramètres de Luttinger, la
mobilité des électrons et des trous, etc sont renseignés dans un �chier de données pour les matériaux
binaires.

7.1.1 Loi de Végard
Lorsqu'on fait une structure avec des matériaux ternaires et quaternaires, les paramètres maté-

riaux sont calculés par la loi de Végard.
Les matériaux ternaires T sont formés à partir de deux matériaux binaires AC et BC ayant un
élément commun. Si x est la concentration en A, 1 − x est la concentration en B (par exemple le
matériau GaxIn1−xAs est formé de GaAs et de InAs), un paramètre matériau PT de ce ternaire varie
selon une loi linéaire, fonction du paramètre A et de celui de B :

P (x) = (1− x)PAC + xPBC (7.1)
Pour les matériaux quaternaires de type AIIIBIIICVDV, comme le GaxIn1−xAsyP1−y, on n'a plus une
loi linéaire mais une loi quadratique :

P (x,y) = x y PAC + x (1− y)PAD + y (1− x)PBC + (1− x) (1− y)PBD (7.2)
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7.1. Paramètres matériaux, prise en compte de la contrainte

Pour les matériaux quaternaires de type AIIIBIIICIIIDV comme le Ga1−x−yInxAlyAs ne portant que
trois matériaux AD, BD, CD :

P (x,y) = (1− x− y)PAD + xPBD + y PCD (7.3)
Pour certaines propriétés physiques, ces formes sont insu�santes. Cela concerne essentiellement

le gap direct, l'a�nité, les mobilités, les lois de vitesse et l'indice optique au voisinage du gap.

7.1.2 Lois spéci�ques

Matériau Gap direct (Eg) A�nité (χ)
Ga1−xAlxAs
x ≤ 0.4 1.424 + 1.247x 0.65 (Eg − 1.424)

x > 0.4 1.923 + 1.247x+ 0.997x2 0.3242 + 0.8106x+ 1.2763x2

GaxIn1−xAs 0.36 + 0.66227x+ 0.40176x2 −0.53− 0.3134x+ 0.8434x2

AlxIn1−xAs 0.36 + 1.902x+ 0.767x2 −0.53 + 0.6623x+ 1.1377x2

GaxIn1−xP 1.35 + 0.6998x+ 0.55022x2 −0.22 + 0.76x

(GaInAs47)1−x(AlInAs48)x 0.76 + 0.49x+ 0.20x2 −0.491 + 0.541x

GaxIn1−xAsyP1−y 1.350 + 0.668x− 1.068 y ∆Ev = 0.06x+ 0.4 y

+0.758x2 + 0.078 y2 −0.15x y

−0.068x y − 0.322x2y + 0.03x y2 ∆Ec = χ

= χInp − 1.35 + ∆Ev + Eg

In1−x−yGaxAlyAs 0.36 + 2.093 y + 0.629x χ = −0.72 (1.43− Eg)

+0.577 y2 + 0.436x2

+1.013x y − 2x y (1− x− y)

Tab. 7.2 � Tableau regroupant les lois plus exactes de variation de gap et d'a�nité pour certains
matériaux

Le tableau 7.2 regroupe les lois plus appropriées pour le calcul du gap direct et de l'a�nité qui
sont des paramètres fondamentaux pour la simulation des composants, ainsi que les paramètres de
Luttinger, les masses e�ectives et l'indice optique [45].

7.1.3 Contrainte sur InP ou GaAs
Les deux substrats utilisés à OPTO+ sont le GaAs et l'InP. Nous avons présenté l'e�et de la

contrainte sur les bandes d'énergie au paragraphe �1.3. Ici nous en rappelons les principales caracté-
ristiques en présentant les paramètres utilisés dans BCBV.
Les déformations du cristal sont fonction de la maille du substrat a0[substrat] et de celle du matériau
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Chapitre 7. Développement d'un outil logiciel e�cace

que l'on dépose a :
εxx =

a0[substrat]− a

a

εzz = −2 εxx
C12

C11

(7.4)

Notons Ea = ac − av, le potentiel de déformation hydrostatique. Pour les matériaux utilisés dans
BCBV, de manière générale, on a 2/3 de déformation dans la bande de conduction et 1/3 dans la
bande de valence :

∆Ec =
4

3
Ea

(
1− C12

C11

)
εxx (7.5)

∆Ev = −2

3
Ea

(
1− C12

C11

)
εxx (7.6)

Soit Eb, le potentiel de déformation de cisaillement :
ξ = −Eb

(
1 + 2

C12

C11

)
εxx (7.7)

On dé�nit le gap contraint Ehydro
g dû à la déformation hydrostatique :

Ehydro
g = Eg + ∆Ec −∆Ev (7.8)

Et les deux gap contraints correspondants aux trous lourds et aux trous légers sont donc :
EHH
g = Ehydro

g + ξ

ELH
g = Ehydro

g − ξ
(7.9)

L'a�nité contrainte χ du matériau considéré peut donc être déduite par la relation :
χ = χnon contraint + (Ehydro

g − Eg) (7.10)
Nous avons regroupé ces notations sur la �gure 7.1
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bande de valence

sans contrainte

bande de conduction

avec compression

χ Eg Ehydro
g

χ

−ξ

ELH
g

EHH
g

ξ

Fig. 7.1 � Paramètres matériaux liés à la contrainte

7.1.4 Mobilité des porteurs, loi de vitesse
La mobilité des porteurs (µn pour les électrons et µp pour les trous) est un paramètre important

de la simulation pour caractériser le déplacement des porteurs dans la structure. C'est un coe�cient
positif tel que :

Jn = e n µn ∇ fn

Jp = e p µp ∇ fp
(7.11)

On part de lois de vitesse de dérive en fonction du champ :

vD = µ(F )F (7.12)

µ(F ) étant positif, on prendra une loi paire : µ(−F ) = µ(F )

Pour simpli�er ce point, on prendra F = |F | pour la suite de cette présentation:

µ = µ0
1 + α(F/Fc)

n

1 + β(F/Fc)n+1
(7.13)

de telle sorte que si F →∞ alors la vitesse vD tend vers une vitesse limite vL :

vL = µ0 Fc (α/β) (7.14)
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Cette forme reproduit assez bien une loi avec un pic de vitesse vpic supérieur à la vitesse limite.
η =

1
µ0 Fc

vpic
− 1

Fc =
β vL
αµ0

α =
vL vpic

η µ0 (vpic − vL)Fc

β =
vpic

η (vpic − vL)

(7.15)

Si vpic < vL, il n'y a plus de maximum, on change alors de forme de loi :
µ = µ0

F√
1 + (F/Fc)2

(7.16)
Dans la base de données des matériaux, on renseigne les paramètres µ0, vpic et vL. On procède à un
calcul éventuel par une loi de Végard selon la classe du matériau. Cependant, µ0 dépend aussi du
dopage. Pour un ternaire, on a :

µ0 =
xµ0(B) + (1− x)µ0(A)

(1 + ΓDND)q
(7.17)

Pour le GaAs : {
ΓD = 5.5 10−17

q = 0.233

Le logiciel BCBCV permet également d'e�ectuer des simulations sur des structures de type super-
réseaux comportant un grand nombre de puits et de barrières identiques.

7.1.5 Cas particulier des super-réseaux
Les super-réseaux sont des structures formées d'un empilement périodique de couches à partir de

deux matériaux di�érents de manières à former une succession périodique de puits et de barrières
(voir �gure 7.2).

Contrairement aux multipuits quantiques, la mobilité perpendiculaire a un sens si le champ élec-
trique n'est pas trop élevé.
Dans BCBV, connaissant a, b, xa, xb, on calcule la suite des mini-bandes :

� mini-bande Γ électrons;
� mini-bande X et L (peuvent in�uer �gure 7.3);
� mini-bandes HH et LH.
A partir de cela, on calcule la mobilité dans l'approche du temps de relaxation constant :

vD = µ0

I1

(
∆

2 kB T

)
I0

(
∆

2 kB T

) |F |
1 + (F/Fc)2

(7.18)
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WW B B B W BB

a
b

Γ2

Γ1

X1

Fig. 7.2 � Diagramme de bande d'un super-réseau avec les mini-bandes Γ et X

GaAs AlAs

Γ1

X1

L1

Γ2

'
1
e
V

Fig. 7.3 � Diagramme de bande d'un super-réseau constitué de GaAs et d'AlAs
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Fc =
~
d τ

(7.19)
� d = a+ b est la période;
� ∆ est la largeur de mini-bande calculée par Kronig-Penney [3];
� τ est le temps de collision unique et constant dans ce modèle simple;
� I0 et I1 sont les fonctions de Bessel modi�ées.

On voit que si le champ devient trop élevé, le modèle de dérive-di�usion ne peut plus marcher car la
vitesse tend vers zéro et non pas vers une limite.

7.2 Intégration du calcul du gain
Comme nous l'avons évoqué en introduction de ce chapitre, le logiciel BCBV propose une interface

d'entée (voir �gure 7.4) agréable à l'utilisateur.

Fig. 7.4 � Fenêtre de départ du logiciel BCBV

Il peut alors, à partir de cette fenêtre, entrer par couches de matériaux la structure qu'il veut
simuler. Prenons le cas d'un laser typique dont la zone active est constituée d'une couche d'InP do-
pée P, d'une série d'alternance de couches Ga0.2In0.8As0.43P0.57 et Ga0.2In0.8As0.75P0.25 puis pour �nir
d'une couche d'InP dopée N. Le diagramme des bandes de conduction et de valence est donné sur la
�gure 7.5. Lorsqu'on applique une tension aux bornes de cette structure, le diagramme des bandes se
modi�e sous l'in�uence du champ électrique externe appliqué. On peut alors voir sur la �gure 7.6b
que dans la zone des puits quantiques, les bandes sont presque plates. On peut donc considérer que,
dans chaque couche, l'a�nité et le gap sont constants. On peut ainsi calculer les états con�nés de
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7.2. Intégration du calcul du gain

la structure ainsi que le gain par la méthode que nous avons développée au chapitre 3. On peut
également supposer que les niveaux de Fermi, en pointillés sur la �gure 7.6, sont constants dans la
zone des puits quantiques.
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Fig. 7.5 � Bandes de conduction et de valence d'une structure laser à multipuits quantiques sans
tension appliquée; b) zoom de la partie encadrée de la �gure a
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Fig. 7.6 � Bandes de conduction et de valence d'une structure laser à multipuits quantiques avec une
tension appliquée à ses bornes; b) Zoom de la partie encadrée de la �gure a

La structure du logiciel est donnée sur le schéma 7.7. Après que l'utilisateur ait constitué sa
structure à partir de la base des matériaux du logiciel, chacun des paramètres matériaux (comme le
gap, l'a�nité, la masse e�ective des porteurs, la mobilité des porteurs, etc.) est calculé en fonction
de la contrainte éventuelle. Il est également possible d'utiliser un matériau hors de la base existante
à condition de renseigner tous les paramètres nécessaires à la simulation. Le module de gain est
directement accessible depuis la fenêtre 7.4, on a alors la fenêtre 7.8 qui sert d'interface pour entrer
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les paramètres de la simulation du gain. Ces paramètres sont :
� la plage de longueurs d'ondes, Lambda min et Lambda max en µm;
� le Nombre de points en Lambda;
� la plage de densités de porteurs, Densité porteurs min et Densité porteurs max en cm−3;
� le nombre de courbes de gain (nombre de densités de porteurs di�érentes, Nombres de densités.

Lorsque le calcul est fait, le logiciel fournit les états liés dans la bande de conduction, dans la bande
de valence en séparant les états de trous lourds et de trous légers. Ces états sont donnés en kρ = 0.
On obtient également le gain di�érentiel g0 et la densité de transparence n0 (pour chaque type de
polarisation TE et TM) en admettant que dans les MQW, le maximum de gain varie de façon linéaire
en fonction du logarithme népérien de la densité de porteurs soit :

gmax = g0 ln

(
n

n0

)
(7.20)

Cette loi étant donnée par une approximation linéaire faite à partir du maximum de gain pour chaque
courbe, on donne le coe�cient de régression linéaire.
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matériaux

Bandes

Masses

Lois

Vitesses

Contrainte

Température
à l’équilibre :
Diagramme des bandes

et de valence hors équilibre
Calcul des bandes de conduction

QW et MQW
GainModes

optiques
Tension

Calcul des courants

Gain différentiel

Densité de transparence

des couches isolées
Paramètres matériaux

choix d’une structure
Dialogue :

Données

Équation de Poisson non linéaire

Éclairement

Fig. 7.7 � Position du module du calcul du gain dans BCBV
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Fig. 7.8 � Module de gain du logiciel BCBV
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Chapitre 8

Mesure du gain sous le seuil

La simulation étant destinée au dimensionnement des composants, il est maintenant indispensable
de procéder à une validation des calculs que nous avons présentés, en particulier au chapitre 3. Une
méthode de mesure du gain basée sur la structure de laser à cavité Fabry-Pérot permet d'obtenir
la dépendance spectrale du gain net (gain modal diminué des pertes internes) pour une structure
guidante à puits quantiques (schématisée sur la �gure 8.1). Cette méthode permet d'obtenir directe-
ment les courbes de gain en fonction de la longueur d'onde, paramétrées par le courant total (situé
en dessous du courant de seuil). Les courbes théoriques étant paramétrées par la densité de porteurs
dans la couche active, il convient donc d'établir un lien entre le courant total et la densité de porteurs
pour établir un lien entre les deux familles de courbes (simulation et mesures).

ruban

contacts

puits quantiques

SCH

guide de courant

Fig. 8.1 � Coupe 3D de la structure d'un laser de type pn-BH
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Chapitre 8. Mesure du gain sous le seuil

8.1 Structure de test : le laser pn-BH
Les lasers sur lesquels nous avons e�ectué des mesures sont représentés, en coupe, sur la �gure 8.1.

Nous avons fait des mesures sur un laser de longueur d'onde d'environ 1,3µm référencé par le numéro
de plaque 1.3 et un de 1,55µm référencé par le numéro 1.55. La technologie de ces deux type de laser
est semblable. Le substrat utilisé est l'InP. On part de ce substrat pour faire croître, par épitaxie,
les di�érentes couches du composant. Le laser a une structure BRS (Buried Ridge Structure) [46]
dont le schéma serait celui représenté sur la �gure 8.2 sans les zones 2, c'est-à-dire que la partie
centrale du laser (zone 3) est enterrée de manière à être protégée. La matière présente autour du
laser (zone 1) favorise les courants de fuite. Une solution, simple à réaliser, consiste à implanter des
ions H+ dans la partie dopée p, autour de la zone active, mais avec cette technique, on est limité en
courant (' 250 mA). Une autre solution, plus complexe à mettre en ÷uvre, consiste à générer deux
régions dopées n (zone 2) des deux côtés de la zone active de façon à y guider le courant. Ce type de
laser est appelé laser pn-BH (pn-Buried Heterostructure) [47].

p

zone 2

zone 4

zone 3

zone 1

n n

n

Fig. 8.2 � Coupe 2D, plan (x,z), d'un laser de type pn-BH

La zone active est constituée de plusieurs puits quantiques formés par succession de GaInAsP
avec di�érentes fractions molaires pour constituer des puits de potentiel.
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8.1. Structure de test : le laser pn-BH

Fonction Composition Épaisseur(nm)
Bu�er InP 500
Bu�er InP 475
SCH-1 GaInAsP
MQW(barrières) GaInAsP 8
MQW(puits) GaInAsP 8
SCH-2 GaInAsP
Spacer InP
Autre GaInAsP 50
Spacer InP 20

Tab. 8.1 � Épitaxie de la plaque 1.3

Fonction Composition Épaisseur(nm)
Bu�er InP 500
SCH-1 GaInAsP
MQW(barrières) GaInAsP 10
MQW(puits) GaInAsP 8
SCH-2 GaInAsP
Spacer InP
Cladding InP 20

Tab. 8.2 � Épitaxie de la plaque 1.55
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Chapitre 8. Mesure du gain sous le seuil

8.2 Brève description de la méthode Hakki-Paoli
B.W. Hakki et T.L. Paoli [48] ont proposé une méthode permettant la mesure du gain au-dessous

du seuil laser. Cette méthode s'appuie sur la mesure du spectre de la cavité laser pour un courant
donné, inférieur au courant de seuil.
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Fig. 8.3 � Puissance émise par une cavité laser Fabry-Pérot en fonction de la longueur d'onde

La mesure de la puissance en fonction de la longueur d'onde donne un spectre comme celui
représenté sur la �gure 8.3. Le spectre fait apparaître des maxima (Pmax) et des minima (Pmin) que
l'on peut relier au gain par la relation (voir annexe C) :

g = gmod − αi =
1

2Lz
ln(R1R2) +

1

Lz
ln

(√
Pmax +

√
Pmin√

Pmax −
√
Pmin

)
(8.1)

où gmod est le gain modal, produit du gain matériau gmat par le facteur de recouvrement Γ. R1 et R2

sont les coe�cients de ré�ectivité aux facettes et αi traduit les pertes dans la cavité. Pour obtenir la
valeur des pertes de la cavité, on peut les mesurer sur le spectre de gain obtenu. À la transparence,
i.e. gmat = 0 et g = αi. Le problème qui se pose dans la pratique est de mesurer un gain pratiquement
nul. Le bruit intervient alors de façon très importante et il devient impossible d'évaluer αi.

Une mesure complémentaire consiste à mesurer le courant de seuil d'un même type de laser mais
avec des longueurs di�érentes. La puissance émise par le laser est nulle jusqu'au courant de seuil Ith
et varie ensuite linéairement en fonction du courant :{

P = 0 I < Ith

P = ηd(I − Ith) I ≥ Ith
(8.2)

126



8.2. Brève description de la méthode Hakki-Paoli

1500 1520 1540 1560 1580 1600 1620 1640
-35

-30

-25

-20

-15

-10

-5

0

5

10

15

20

25

30

35

40

αi

gth

 I=3   (mA)

 I=3.5 (mA)

 I=4   (mA)

 I=4.5 (mA)

 I=5   (mA)

 I=5.5 (mA)

 I=6   (mA)

 I=6.5 (mA)

 I=7   (mA)

λ (nm)

G
a

in
 n

e
t 

(c
m

-1
)

Fig. 8.4 � Mesure du spectre de gain d'un laser de la plaque 1.55
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Fig. 8.5 � Simulation du gain avec BCBV d'un laser de la plaque 1.55
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Chapitre 8. Mesure du gain sous le seuil
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Fig. 8.6 � Simulation du gain avec BCBV d'un laser de la plaque 1.55 prenant en compte le spectre
d'IVBA (mêmes densités de porteurs que pour la �gure 8.5)
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Fig. 8.7 � Mesure de la puissance en fonction du courant pour di�érentes longueurs de lasers
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8.2. Brève description de la méthode Hakki-Paoli

où ηd est le rendement quantique externe. Une mesure est représentée sur la �gure 8.7.
Or ηd peut être exprimé [49] en fonction de la longueur L du laser :

1

ηd
=
αi
ηi

2L

ln
(

1
R1R2

) +
1

ηi
(8.3)

ηi étant le rendement quantique interne.
Pour les structures qui nous intéressent, le coe�cient de ré�exion aux facettes est le même pour

les deux donc R1 = R2 = R et par conséquent :
1

ηd
=

αi

ηi ln
(

1
R

) L+
1

ηi
(8.4)

En reportant chacune des mesures de ηd en fonction de la longueur, on peut en déduire les coe�cients
αi et ηi. Dans le cas de la �gure 8.7, αi est de l'ordre de 6 cm−1.

En plaçant g−αi = 0 sur la �gure 8.4, on constate que la première courbe à I = 3mA est proche
des conditions de transparence si l'on admet que l'absorption aux grandes longueurs d'onde est de
30 cm−1 environ sur toute la plage de courant.
Sur cette même �gure, nous pouvons également placer la valeur gth pour le seuil du laser :

gth =
1

2L
ln(R1R2) (8.5)

Nous avons donc une expression de g−αi incluant les pertes plasmon et IVBA pour des concentrations
de porteurs entre la transparence et le seuil. En comparant avec la �gure issue de la simulation 8.5,
obtenue avec les paramètres suivants :

� τin = 0.1ps;
� λmin = 1500nm et λmax = 1640nm;
� nmin = 1.1e18 cm−3 et nmax = 2.2e18 cm−3.

nous relevons quelques caractéristiques :
� le maximum de gain de la dernière courbe (I=7mA) juste avant le seuil correspond bien à la
condition de seuil (8.5);

� la condition de transparence est obtenue pour g − αi = 0 et semble correspondre à un gain
maximum nul pour la première courbe (I=3mA).

En revanche, aux plus grandes longueurs d'onde, le maximum de gain est négatif ce qui correspond à
une absorption excédentaire. Les courbes obtenues sont trop dispersées dans cette plage de longueurs
d'onde (λ > 1600nm) pour que l'on puisse en déduire une loi phénoménologique, mais l'ordre de
grandeur de l'absorption supplémentaire correspond bien à la somme de deux contributions à savoir
l'IVBA et les pertes par porteurs libres. La di�érence entre les simulations des �gures 8.5 et 8.6 est
la prise en compte du spectre de l'IVBA en fonction de la longueur d'onde dans la simulation de la
�gure 8.6. Cette prise en compte permet de se rapprocher qualitativement et quantitativement des
mesures représentées �gure 8.4.
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Chapitre 8. Mesure du gain sous le seuil

Ces courbes g(λ,I) peuvent être rapprochées des courbes théoriques g(λ,n) à condition d'établir
une bonne variation du courant avec la densité de porteurs. Dans ces conditions il faut connaître
plusieurs paramètres avant de calculer cette dépendance (voir approche semi-classique) :

� τn et τp contribuant au terme RRSH ;
� CAUN et CAUP pour tenir compte de l'in�uence de l'e�et Auger;
� B du terme Rspon, le taux d'émission spontanée.

En prenant également en compte l'absorption plasmon qui intervient directement dans le calcul de
la constante diélectrique et en tenant compte du facteur de recouvrement Γ :

Γ =

∫∫
SA
|Ex,y|2 dx dy∫∫

ST
|Ex,y|2 dx dy

où SA est la zone active et ST est la surface totale (8.6)
On peut alors simuler complètement, dans un modèle électrique-optique couplé, les variations du
courant en fonction de la densité de porteurs avec la tension appliquée.
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Fig. 8.8 � Variation de la densité de porteurs en fonction du courant total

Nous avons obtenu la courbe 8.8 avec la suite de paramètres suivants :
− CAUG = 2e-29 cm6 s−1;
− B = 0.8e-11 cm3 s−1;
− τn = 0.8e-9 s;
− τp = 0.8e-9 s.
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8.2. Brève description de la méthode Hakki-Paoli

Pour comparer les valeurs absolues du gain di�érentiel, il faut pouvoir relier le gain modal au gain
matériau. Pour cela nous devons calculer le facteur de recouvrement Γ (8.6). Ce facteur est calculé par
le logiciel ALCOR [50] qui permet également le calcul des modes optiques tels ceux représentés sur
la �gure 8.9 pour la structure. Dans le cas du laser que l'on veut simuler, ce facteur est : Γ = 0.0713.

Fig. 8.9 � Calcul des modes d'un laser de la plaque 1.55 par Alcor

La comparaison directe des deux familles de courbes est très di�cile. En revanche, on peut
comparer les ordres de grandeur du gain di�érentiel g0 obtenu en ajustant les variations du maximum
de gain gmax avec la densité de porteurs n pour une loi :

gmax = g0 ln

(
n

n0

)
(8.7)

Si le courant varie comme nγ, cette loi peut être transformée en :
gmax =

g0

γ
ln

(
I

I0

)
(8.8)

Pour la simulation, le gain di�érentiel est g0 = 80 cm−1 alors que pour les courbes expérimentales, on
a g0 = 43 cm−1. Il faut néanmoins tenir compte du coe�cient γ. Une autre comparaison intéressante
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Chapitre 8. Mesure du gain sous le seuil

est celle de la variation de la longueur d'onde λmax correspondante au gain maximum pour chaque
valeur de courant. Pour les mesures cette variation est comprise entre 1566 et 1572 nm alors que pour
la simulation, cette plage est légèrement décalée, entre 1572 et 1587 nm.
Une analyse similaire pourrait être e�ectuée avec les courbes de gain mesuré pour un laser de la
plaque 1.3, représentées sur la �gure 8.10.
Ces mesures ayant été faites en �n de thèse, nous n'avons pas eu le temps d'a�ner tous les paramètres
de simulation, et notamment de prendre en compte la renormalisation du gap (BGR). Un autre
élément important est la variation de l'indice en fonction de la densité de porteurs.
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Fig. 8.10 � Mesure du spectre de gain d'un laser de la plaque 1.3
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Conclusion

L'objectif principal de cette thèse était de fournir une approche physique précise des structures
à multi-puits quantiques s'écartant notablement de l'application brutale des méthodes discrétisées
(comme celles des éléments �nis ou des di�érences �nies).
Nous avons montré que pour le calcul du gain optique et des paramètres associés (δnr, taux d'émission
spontanée) une méthode de Galerkin avec une base de fonctions bien choisie présentait plusieurs
avantages :

� élimination des "tournevis numériques", donc assurance de la reproductibilité des résultats pour
di�érents utilisateurs du logiciel de simulation appliqué aux mêmes structures semiconductrices;

� meilleure précision des résultats et robustesse plus grande pour les cas limites (faible couplage
des puits, limite quantique-classique).

Par ailleurs, nous avons détaillé quel était le point faible des méthodes discrétisées dans le cas de deux
puits couplés. Nous avons également établi le lien entre le transport semi-classique et les fondements
d'un modèle statistique raisonnable à partir du modèle d'Asada de la matrice de densité. Ceci, pour
un semi-conducteur soumis à un �ux de photons de densité moyenne et en couplage avec la résolution
de l'équation de Helmholtz pour le mode optique.
Une telle modélisation à partir des données de base des matériaux constituant les puits, les barrières
et les autres couches semi-conductrices du composant, laisse très peu de paramètres ajustables à la
disposition de l'utilisateur. Il fallait donc également valider cette approche en comparant les pré-
dictions du modèle avec quelques résultats expérimentaux. Nous avons montré une validation assez
satisfaisante par le spectre de gain de deux lasers de longueurs d'onde di�érentes dans une plage
de densité de porteurs entre la transparence et le seuil. Quelques imprécisions restent néanmoins à
clari�er.
Un des buts de la simulation est de permettre aux concepteurs de composants de dimensionner les
paramètres géométriques et physico-chimiques qui entrent dans la fabrication (compositions, épais-
seurs et dopage des couches de quaternaire par exemple). Dans ce but nos calculs de gain pour les
multipuits quantiques non identiques ont été intégrés dans un logiciel convivial (BCBV). Le travail de
développement logiciel correspondant n'a pas été explicité dans ce mémoire de thèse, bien qu'ayant
occupé une part importante du temps.
Les perspectives de notre travail peuvent être tracées dans deux directions. Dans la première direc-
tion, nous proposons de généraliser la méthode de Galerkin sur la base des puits simples en tenant
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Conclusion

compte du champ électrique local sur chaque puits et d'un potentiel de forme quelconque entre deux
puits. Les fonctions d'onde de base d'un puits sous champ étant parfaitement connues (fonctions
d'Airy). Un tel développement permettra d'inclure les composants à électro-absorption dans BCBV.
Dans la seconde direction, nous proposons de calculer plus précisément les e�ets obtenus aux fortes
densités photoniques et électroniques en utilisant les termes d'ordre supérieur de la matrice de den-
sité. Un tel développement permettrait de mieux modéliser les ampli�cateurs à puits quantiques en
régime de saturation optique ou électrique.
Pour les deux développements que nous proposons, le principe d'éviter le maillage et les méthodes
discrétisées peut être maintenu, hormis pour le découpage en tranches dans la direction de propa-
gation qui est nécessaire pour tenir compte des variations dans cette direction. Par ailleurs, le choix
des outils de programmation (C++) permet d'espérer que le développement du logiciel de simulation
puisse survivre à la durée de cette thèse.
En�n, les lecteurs familiers de la physique des semiconducteurs pourront s'étonner que l'approche
des modèles à un électron, y compris pour la matrice de densité, aient été exclusivement utilisés
dans ce travail. Il est probable que des modèles plus précis, associés à des expériences fournissant des
résultats moins bruités permettront d'introduire des modèles physiques à "N corps" pour obtenir un
meilleur accord modèle-expérience.
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Notations

Pour alléger les écritures de ce document, nous avons choisi de noter les vecteurs en gras plutôt
que de les marquer avec une �èche. Par exemple, le vecteur dont les composantes sont désignées par
rx, ry et rz sera noté r au lieu de ~r.

Constantes physiques
Voici les principales constantes physiques utilisées :

e = 1,60218.10−19 C, charge élémentaire d'un électron
c = 2,99792458.10+8 m.s−1, vitesse de la lumière dans le vide
h = 6,62618.10−34 J.s, constante de Plank
~ = 1,054589.10−34 J.s, constante de Plank divisée par 2π

m0 = 9,10953.10+8 Kg, masse de l'électron dans le vide
ε0 = 8,8542.10−12 F.m−1, permittivité du vide
µ0 = 4 π.10−7 H.m−1, perméabilité du vide
kB = 1,38066.10−23 J.K−1, constante de Boltzmann
~ω = h c/λ = 1.2398/λ est exprimée en eV si λ est en µm, c'est l'énergie d'un photon

Lexique
� MQW (Multi Quantum Wells) : multipuits quantiques;
� SOA (Semiconductor Optical Ampli�er) : ampli�cateur optique à semiconducteur;
� DFB (Distributed Feed Back) : laser à contre réaction distribuée;
� BRS (Burried Ridge Structure) : laser à zone active enterrée;
� pn-BH (pn-Buried Heterostructure) : laser à zone active enterrée mais dont les courants de fuite
sont limités par deux régions dopées n;

� IVBA (Inter Valence Band Absorption) : absorption intra-bande de valence ou inter-sous-bandes
de valence;

� ASE (Ampli�ed Spontaneous Emission) : émission spontanée ampli�ée.
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Annexe A

Équation de Schrödinger discrétisée

Dans cette annexe, nous détaillons les calculs qui ont permis d'aboutir à une expression analytique
de l'équation séculaire permettant de trouver les niveaux d'énergie de deux puits couplés avec la
méthode des di�érences �nies .

Déterminant d'une matirce tridiagonale
La discrétisation de l'équation de Schrödinger simpli�ée (4.1), appliquée au cas d'un puits de

potentiel in�ni, conduit au déterminant de dimension N + 1 dont il faut trouver les racines :
N 2 a− E −a 0 · · · 0

−a . . . . . . . . . ...... 0
. . . . . . . . . 0... . . . . . . . . . −a

0 0 · · · 0 −a 2 a− E

= 0 (A.1)

Le calcul de ce déterminant peut se faire de façon analytique. En e�et, on peut établir une relation
de récurrence entre les déterminants ∆n, ∆n−1 et ∆n−2 des rangs n, n-1 et n-2 :

∆n = (−2 a− E) ∆n−1 − a2 ∆n−2 (A.2)
L'équation caractéristique associée est donc :

r2 − (2 a− E) r + a2 = 0 (A.3)
dont les solutions sont :

r1,2 =
2 a−E±

√
E(E−2 a)

2
si E < 0

r1,2 =
2 a−E± i

√
E(E−2 a)

2
si 0 ≤ E ≤ 2 a

(A.4)
On peut alors en déduire le déterminant total :

∆N =
rN+1
1 − rN+1

2

r1 − r2
(A.5)

Modélisation et simulation des composants optoélectroniques à puits quantiques 143



Annexe A. Équation de Schrödinger discrétisée

avec r1 6= r2. Le fait que le déterminant soit nul permet d'écrire :(
r1
r2

)N+1

= 1 (A.6)

On peut donc écrire les solutions sous la forme :
r1
r2

= e i ϕn avec n entier (A.7)

où ϕn = (2nπ)/(N + 1).
r1
r2

=
r1

2

r1 r2
=
r1

2

a2
= e i ϕn → r1

a
= e i

ϕn
2 (A.8)

r1
r2

=
r1 r2
r22

=
a2

r22
= e i ϕn → r2

a
= e−i

ϕn
2 (A.9)

on a alors : (r1 + r2)/a = exp(iϕn/2) + exp(−iϕn/2) = 2 cos(ϕn/2).
Or on sait que r1 + r2 = 2 a− E, on peut donc exprimer E en fonction de ϕn :

En = 2 a
(
1− cos

(ϕn
2

)) (A.10)

Cas d'un puits semi-in�ni
Prenons maintenant le cas d'un puits de potentiel semi-in�ni comme celui représenté sur la �-

gure A.1. Le déterminant est alors de la forme :

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 a− E −a 0 · · · 0 0 · · · · · · · · · 0

−a . . . . . . . . . ... ... ...
0

. . . . . . . . . 0
... ...... . . . . . . . . . −a 0 · · · · · · · · · 0

0 · · · 0 −a 2 a− E −a 0 0 0 0

0 0 0 0 −a W + 2 a− E −a 0 · · · 0

0 · · · · · · · · · 0 −a . . . . . . . . . ...... ... 0
. . . . . . . . . 0... ... ... . . . . . . . . . −a

0 · · · · · · · · · 0 0 · · · 0 −a W + 2 a− E

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(A.11)

Nous notons ∆
(1)
N1
, le déterminant relatif à la zone 1 sur N1 points de maillage et ∆

(2)
N2
, celui relatif

à la zone 2 sur N2 points de maillage :
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∆
(1)
N1

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 a− E −a 0 · · · 0

−a . . . . . . . . . ...
0

. . . . . . . . . 0... . . . . . . . . . −a
0 · · · 0 −a 2 a− E

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

xy
N1

∆
(2)
N2

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

W + 2 a− E −a 0 · · · 0

−a . . . . . . . . . ...
0

. . . . . . . . . 0... . . . . . . . . . −a
0 · · · 0 −a W + 2 a− E

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

xy
N2

(A.12)

r
(1)
1 et r(1)

2 sont les solutions caractéristiques de la zone 1; r(2)
1 et r(2)

2 sont celles de la zone 2. Nous

z

Potentiel

0

zone 1 zone 2

W

0

N2 points

N1 points

+∞

L2L1

Fig. A.1 � Puits de potentiel semi-in�ni

pouvons écrire les relations de récurrence :
∆

(2)
N1+1 = (W + 2 a− E) ∆

(1)
N1
− a2 ∆

(1)
N1−1 (A.13)

∆
(2)
N1+2 = (W + 2 a− E) ∆

(2)
N1+1 − a2 ∆

(1)
N1

(A.14)
La solution se développe à partir de l'équation caractéristique suivante :

ρ2 − (W + 2 a− E) ρ+ a2 = 0 (A.15)
∆

(2)
N1+0 = C1 + C2 = ∆

(1)
N1

(A.16)
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∆
(2)
N1+1 = C1 ρ

(2)
1 + C2 ρ

(2)
2 (A.17)

On a alors :
∆

(1,2)
N1+N2

=
(r1

1)
N1+1 − (r1

2)
N1+1

r1
1 − r1

2

(r2
1)
N2+1 − (r2

2)
N2+1

r2
1 − r2

2

− a2 (r1
1)
N1 − (r1

2)
N1

r1
1 − r1

2

(r2
1)
N2 − (r2

2)
N2

r2
1 − r2

2

∆N1 =
r1
N+1 − r2

N+1

r1 − r2
= r1

N 1− uN+1

1− u

∆
(1)
N1

=
(r1

1)
N1+1 − (r1

2)
N+1

r1
1 − r1

2

= (r1
1)
N1 1− (u1)N1+1

1− u1

(A.18)

Pour la notation, nous avons choisi la convention suivante : l'indice du haut fait référence au domaine
et celui du bas à la solution 1 ou 2 de l'équation caractéristique.

On peut également écrire :
1− uN+1

1− u
= 1 + · · ·+ uN =

1− uN

1− u
+ uN (A.19)

∑
N

=
∑
N−1

+uN avec ∑
N

=
1− uN+1

1− u
=

N∑
0

up (A.20)
∑

N∑
N−1

=
1− uN+1

1− uN
et ∑

N−1

=
1− uN

1− u
=

1− (
∑

N −
∑

N−1)

1− u
(A.21)

donc : ∑
N

= 1 + u
∑
N−1

(A.22)
(
r1
1

)N1
(
r2
1

)N2
∑1

N1

∑2

N2

= a2
(
r1
1

)N1−1 (
r2
1

)N2−1
∑1

N1−1

∑2

N2−1
(A.23)

r1
1 r

2
1

a2

[
1 + u1

∑1

N1−1

] [
1 + u2

∑2

N2−1

]
=
∑1

N1−1

∑2

N2−1
(A.24)

Vient de la relation entre ∑1
N1−1 et ∑2

N2−1.
On peut approcher les solutions de l'équation de dispersion en s'inspirant des solutions exactes.

En = 2 a

[
1− cos

(
nπ

N1 + 1

)]
(A.25)

r1
1,2 = a e± i ϕn ϕn =

2 (nπ + δn)

2 (N1 + 1)

nπ + δn
N1 + 1

(A.26)
Pour l'autre équation caractéristique (δn = 0 pour W = ∞) :

r2
1,2 = a e± i χn χn = argch

(
1 +

W − En
2 a

)
(A.27)

D'où l'équation de dispersion qui relie δn et χn :
(r1

1)
N1+1 − (r1

2)
N1+1

(r1
1)
N1 − (r1

2)
N1

= a2 (r2
1)
N2 − (r2

2)
N2

(r2
1)
N2+1 − (r2

2)
N2+1

(A.28)
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ei (nπ+δn) − e−i (nπ+δn)

e
i (nπ+δn)

N1
N1+1 − e

−i (nπ+δn)
N1

N1+1

= a2 eN2 χn − e−N2 χn

e(N2+1)χn − e−(N2+1)χn
(A.29)

On a ainsi :
sin(nπ + δn)

sin
(
(nπ + δn)

N1

N1+1

) =
sinh(χnN2)

sinh(χn (N2 + 1))
(A.30)

Nous allons ensuite étendre le calcul au cas de deux puits semi-in�nis et couplés.

Cas de deux puits semi-in�nis couplés
Couplons maintenant deux puits semi-in�nis comme cela est représenté sur la �gure A.2.

Potentiel

0

zone 3

z

zone 1 zone 2

W

0

L2 L3

+∞

L1

N2 points

N1 points

+∞

N3 points

Fig. A.2 � Deux puits de potentiel semi-in�nis couplés

∆
(1,2)
N1+N2

= ∆
(1)
N1

∆
(2)
N2
− a2 ∆

(1)
N1−1 ∆

(2)
N2−1 (A.31)

∆
(1,2,3)
N1+N2+N3

= ∆
(1,2)
N1+N2

∆
(3)
N3
− a2 ∆

(1,2)
N1+(N2−1) ∆

(3)
N3−1 (A.32)

∆
(1,2)
N1+(N2−1) = ∆

(1)
N1

∆
(2)
N2−1 − a2 ∆

(1)
N1−1 ∆

(2)
N2−2 (A.33)

On a donc le déterminant général suivant :
∆ =

(
∆

(1)
N1

∆
(2)
N2
− a2 ∆

(1)
N1−1 ∆

(2)
N2−1

)
∆

(3)
N3
− a2

(
∆

(1)
N1

∆
(2)
N2−1 − a2 ∆

(1)
N1−1 ∆

(2)
N2−2

)
∆

(3)
N3−1

= ∆
(1)
N1

∆
(2)
N2

∆
(3)
N3
− a2

(
∆

(1)
N1−1 ∆

(2)
N2−1 ∆

(3)
N3

+ ∆
(1)
N1

∆
(2)
N2−1 ∆

(3)
N3−1

)
+ a4 ∆

(1)
N1−1 ∆

(2)
N2−2 ∆

(3)
N3−1

(A.34)

∆ = ∆
(1)
N1

∆
(2)
N2

∆
(3)
N3
− a2 ∆

(2)
N2−1

(
∆

(1)
N1−1 ∆

(3)
N3

+ ∆
(1)
N1

∆
(3)
N3−1

)
+ a4 ∆

(1)
N1−1 ∆

(2)
N2−2 ∆

(3)
N3−1 (A.35)
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∆
(i)
Ni

=
(ri1)

Ni+1 − (ri2)
Ni+1

ri1 − ri2
ri

2 − (Vi + 2 a− E)ri + a2 = 0

Si E > Vi alors ri = a exp(± i ϕ)

Si E < Vi alors ri = a exp(±χ)

Dans le cas particulier où N1 = N3, V1 = V3 = 0 et V2 = W alors :
∆N1

1 = aN1
sin((N1 + 1)ϕ)

sin(ϕ)
∆N1−1

1 = aN1−1 sin(N1 ϕ)

sin(ϕ)
(A.36)

∆N2
2 = aN2

sinh((N2 + 1)χ)

sinh(χ)
∆N2−1

2 = aN1−1 sinh(N2 χ)

sinh(χ)
∆N2−2

2 = aN2−2 sinh((N2 − 1)χ)

sinh(χ)(A.37)

∆N3
3 = ∆N1

1 ∆N3−1
3 = ∆N1−1

1 (A.38)

On est alors conduit à l'équation de dispersion suivante :

∆ =

(
sin((N1 + 1)ϕ)

sin(ϕ)

)2
sinh((N2 + 1)χ)

sinh(χ)
− 2

sinh(N2 χ)

sinh(χ)

sin(N1 ϕ)

sin(ϕ)

sin((N1 + 1)ϕ)

sin(ϕ)

+

(
sin(N1 ϕ)

sin(ϕ)

)2
sinh((N2 − 1)χ)

sinh(χ)
= 0 (A.39)
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Annexe B

Forme intégrée de l'équation de Boltzmann

Cette annexe a pour objectif de rappeler le lien entre l'équation de Boltzmann (6.5) et sa forme
intégrée (6.6).
L'équation de Boltzmann traduit l'évolution dans le temps des distributions des porteurs f en fonction
du champ électrique F , de la di�érence de répartition des porteurs dans l'espace ∇rf et des collisions
Sk(f)− (f/τk) :

∂ f

∂ t
+
q

~
F ·∇k f + vk ·∇r f = S(f)− f

τk
(B.1)

L'intégrale sur k de la distribution donne la densité de porteur. Pour les électrons :
n =

∫
k

f(k) d3k (B.2)
La densité de courant J est donnée par le troisième terme :∫

k

vk ·∇rf d
3k =

1

q
divJ (B.3)

Si l'on suppose que f est symétrique dans la zone de Brillouin alors :
q Fz
~

∫
∂ f

∂ k
d3k = 0 (B.4)

S'il n'y a pas de génération ou de recombinaison de porteurs :∫ (
S(f)− f

τ

)
d3k = 0 (B.5)

On a alors pour les électrons et les trous :
∂ n

∂ t
+

1

q
divJn = 0

∂ p

∂ t
+

1

q
divJp = 0

(B.6)

où q est la valeur algébrique de la charge : pour les électrons q = −e et pour les trous q = e.

∂

∂ t

(
1

q
F

)
+

force de dérive︷ ︸︸ ︷
q

~

∫
vk (F ·∇kf) d3k+

force de di�usion︷ ︸︸ ︷∫
vk (vk ·∇rf) d3k = − J

q τ
(B.7)
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Annexe C

Mesure du gain en dessous du seuil

L'intérêt de cette annexe est de détailler la relation entre la puissance émise par le laser et le
spectre de gain.

mode guidé

zone de propagation

R2R1

F1

F1T

M1 M2

Fig. C.1 � Propagation d'un mode optique dans une cavité laser

Considérons une onde incidente sur le miroir M1. L'amplitude de l'onde ré�échie par ce miroir
est : F1T =

√
R1 F1. Elle se propage suivant la constante de propagation k− j α2 , où α est la constante

d'atténuation. Après de multiples ré�ections sur les deux miroirs M1 et M2, le champ du mode
incident guidé s'écrit sous la forme :

F1T = F1

∞∑
n=0

(√
R1R2

)n
exp(−2 j n k L− nαL)

=
F1

1−
√
R1R2 exp(−αL) exp(−2 j k L)

(C.1)

L'amplitude maximale correspond à :
F1T,max =

F1

1−
√
R1R2 exp(−αL)

(C.2)
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L'amplitude minimale correspond à :
F1T,min =

F1

1 +
√
R1R2 exp(−αL)

(C.3)

Les expressions (C.2) et (C.3) peuvent être reliées√
Pmax
Pmin

=
F1T,max

F1T,min

=
1 +

√
R1R2 exp(−αL)

1−
√
R1R2 exp(−αL)

(C.4)
Cette relation peut être transformée en :

√
R1R2 exp(−αL) =

√
Pmax

Pmin
− 1√

Pmax

Pmin
+ 1

(C.5)

Ce qui donne donc la relation entre le gain net et le spectre de la puissance mesurée :

α =
1

2L
ln(R1R2) +

1

L
ln

(√
Pmax +

√
Pmin√

Pmax −
√
Pmin

)
(C.6)
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MODÉLISATION ET SIMULATION DES COMPOSANTS
OPTOÉLECTRONIQUES À PUITS QUANTIQUES
Ce travail de thèse a pour objet la mise en ÷uvre d'une méthode de calcul des états liés dans les structures

à multipuits quantiques. Il participe ainsi à l'amélioration des outils de simulation permettant d'optimiser

les composants avant leur réalisation.

Nous présentons le modèle physique utilisé ainsi que les di�érentes méthodes couramment employées pour le

calcul de ces états. Une comparaison avec le calcul par éléments �nis du premier ordre montre un avantage

majeur de notre approche dans des cas limites usuels comme le couplage de deux puits identiques ou le calcul

des bandes de valence d'un puits quantique large, ainsi qu'en terme de rapidité. La �nalité de ce calcul est

l'évaluation du gain matériau, élément de base de la simulation des composants.

Ce nouveau module vient compléter le simulateur BCBV dont nous rappelons les principaux modèles tels

que celui de dérive-di�usion et du couplage électrique-optique en semi-classique. Cependant, la présence de

zones quantiques peut nécessiter une approche par la matrice de densité pour rendre compte, de manière

plus précise, des phénomènes de transport.

Pour �nir, nous tentons de comparer les résultats de la simulation du gain avec des mesures e�ectuées à

partir de lasers de type Fabry-Pérot.

Mots clés
optoélectronique, multipuits quantiques, méthode de Galerkin, gain matériau

MODELISATION AND SIMULATION OF OPTOELECTRONIC
DEVICES BASED ON QUANTUM WELLS
The main goal of this work is the implementation of a new method to calculate bound states in multiquantum

well devices. It focuses on the improvement of simulation tools and therefore helps the design of optoelectronic

devices prior to their fabrication.

We describe the physical model used as well as the classical methods usually employed for this calculation.

Compared to �rst order �nite element approach, our method deals correctly with borderline cases like coupling

of identical wells or valence bands calculation of large wells and is also advantageous in terms of computational

time. The aim of this calculation is the material gain evaluation that is the basis for device simulation.

Our new module completes the BCBV simulator of which we will describe the main models such as that

of drift-di�usion and electro-optic coupling in the semi-classical approach. However, the quantum wells can

require a density matrix approach to take into account transport phenomena more precisely.

Finally, we try to compare simulation results with experimental measurements taken from Fabry-Perot lasers.

Key words
optoelectronic, multiquantum wells, Galerkin method, material gain


