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CHAPITRE |

Introduction Générale

Cette these est consacrée a deux sujets distincts : 1’étude des principes conditionnels
de type Gibbs et les inégalités de transport. Le matériel constituant ce travail est issu de
trois articles :

e Deviations bounds and Gibbs conditional principle for thin sets, article écrit en col-

laboration avec Patrick Cattiaux.

e Conditional principles for random weighted measures, a paraitre dans la revue
ESAIM P&S.

e A large deviation approach to some transportation cost inequalities, article écrit en
collaboration avec Christian Léonard.

Premiere partie : principes conditionnels

La théorie des Grandes Déviations étudie le taux de décroissance exponentielle des
probabilités de certains systemes aléatoires. D’une maniere informelle, une suite de va-
riables aléatoires (/V;);cn+ a valeurs dans un espace 3 suit un Principe de Grandes Dévia-
tions (P.G.D) s’il existe une fonction I : ¥ — R* U {400} telle que pour tout ensemble
C mesurable, on ait

P (N, € C) ~ e 1O, lorsque n — 00,

ennotant [(C') = inf{I(z), 2 € C'}. Lafonction I est appelée la fonction de taux du P.G.D.
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La définition rigoureuse d’un P.G.D est énoncée ci-dessous :

Définition. Soit (3, B) un espace mesurable muni d’une topologie séparée. On dit qu’une
suite de variables aléatoires (INV,,),, a valeurs dans ¥ suit un Principe de Grandes Dévia-
tions de bonne fonction de taux I, si

1. La fonction I : ¥ — R est une fonction inf-compact, ie Vr > 0,{I < r} est
compact.

2. Pourtout C' € B, on a

liminfllogIP’(Nn € () > —inf {I(a) Lo € é} :

n—oo M

et
limsupllogIP’(Nn €C) < —inf{I(0):0€C}.
n—oo N

Dans certaines situations, on veut non seulement estimer les probabilités d’événe-
ments rares, mais aussi €tre capable de décrire I’évolution la plus probable du systeme
lorsqu’un tel événement se produit. On s’intéresse alors au comportement asymptotique

d’objets de la forme :
L(N,|N, eC). LD

Un théoreme qui précise le comportement de ce type d’objet est appelé dans la littérature
Principe conditionnel.
Le conditionnement N,, € C' peut se comprendre de deux manieres différentes :

e Ce conditionnent peut représenter une évolution particulierement indésirable du
systéme ; connaitre sa réalisation la plus probable peut permettre de reparamétrer
le systeme pour éviter des dégats.

e Ce conditionnement peut également faire partie intégrante de la modélisation en
représentant une contrainte matérielle effective. Prenons I’exemple de NV utilisateurs
partageant k ressources : si les ressources €taient infinies, les ressources utilisées
par les N utilisateurs seraient modélisées par N vecteurs aléatoires indépendants
et identiquement distribués a valeurs dans N* : X, ..., Xy ; ces ressources étant
finies la loi réelle d’un utilisateur typique est

N
LX) X, eC|,
=1

avec C' = Hle [0, N;]. Le nombre d’utilisateurs étant supposé trés grand, on cher-
chera a calculer

N k
. 1
N1—1>r—Ii-1t>o£ X, N;Xl c H[O,Tz]

Le calcul de cette limite releve du principe conditionnel de Gibbs que nous allons
voir plus loin.
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D’une maniere générale, la suite de probabilités (I.1) s’accumule exponentiellement
rapidement sur I’ensemble des minimisants de la fonction de taux I sur C, comme le
montre la proposition suivante que 1’on doit a D.W. Stroock et O. Zeitouni (voir [64]).

Notation : Pour tout ensemble A de 3, nous noterons I(A) = inf{I(0) : 0 € A}.

Proposition. Soit > un espace polonais muni de sa tribu borélienne et (N,,),, une suite
de variables aléatoires a valeurs dans X qui satisfait un P.G.D. de bonne fonction de taux

] —_—

L. Si C un ensemble mesurable tel que Ic = 1(C) = 1(C), alors P(N,, € C) > 0 pour
tout n assez grand, et en posant L := {o € C : I(0) = I¢}, on a pour tout ouvert " tel
queI C T,

1
limsup —logP (N, € I'“|N,, € C) < 0.
n

n—oo

En particulier, si T = {o*}, alors

L(N,|N, €C) —— 6, 1.2)

n—-+00
au sens de la convergence étroite sur P (X) .

Démonstration. Si I est un ouvert tel que Z C I, alors
1 1 1
—logP (N, €T“|N, € C)=—logP (N, el“NC)——logP(N,, € C).
n n n

Grace au principe de grandes déviations, on en déduit que

1 _ o
limsup —logP (N, € T°|N,, € C') < —[(T°NC) + I(C).
n

n—oo

On voit facilement que I(I'* N C') > I et, par conséquent,

1
limsup —logP (N,, € I'“|N,, € C') <0.
n

n—oo

En particulier, si Z = {o*}, alors pour tout ensemble F’ fermé, on a

limsupP (N, € F [N, € C') < 0,+(F),

n—-+o0o

ce qui signifie que £ (N,, |N,, € C') — d,+, étroitement dans P (X). O
n—-1+oo
Le cas ou la fonction de taux I est strictement convexe sur son domaine et 1’ensemble
C' est convexe est particulierement favorable, puisque dans ce cas Z contient au plus un
point.
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Quelques principes conditionnels classiques

Voyons les principes conditionnels associé€s aux principes de grandes déviations clas-
siques.

Principe conditionnel pour la moyenne empirique

Soit ;2 une mesure de probabilité sur un espace de Banach B. Sur le dual topologique
B’, on définit la Log-Laplace de y par :

YA€ B, Au\) =log / e dp.
B
La transformée de Cramér A, de p est par définition la transformée de Fenchel-Legendre
de A, c’est-a-dire

Ve e B, Aj(r)=sup{(\ z)—A.(\)}.

AEB/
Le théoreme de Cramér affirme que si (X;); est une suite de variables aléatoires i.i.d de
n
loi p, et si 0 € domA,, alors la moyenne empirique M,, = — Z X suit un principe de
n

i=1

grandes déviations sur B de bonne fonction de taux A,

Sous I’hypothese supplémentaire
vt > 0, / el dy < +o00,
B

on peut montrer que A, est strictement convexe sur son domaine. Le principe conditionnel
associé a ce P.G.D, appelé le plus souvent [oi faible des grands nombres conditionnelle’,
affirme alors que, pour tout ouvert convexe C' tel que C' N dom A7, # 0,
L(M,|M, € C) —— §,, étroitement sur P(X), (L3)
n—-—+00
ou z* est I'unique minimisant de A}, sur C. Ce point x* est appelé point dominant de
C'. Cette notion a été introduite et étudiée en dimension finie par P. Ney dans [52, 53],

puis généralisée par U. Einmalhl et J. Kuelbs dans [31] et [40]. Elle permet d’obtenir un
raffinement des bornes de grandes déviations de la forme :

aln—l/Qe—nAL(ax*) < ]P)(Mn c O) < a2n—1/26—nAZ(m*)’

les constantes o et ap dépendant, entre autre, de maniere subtile de la géométrie de C'
au voisinage de z*. Dans [41], J. Kuelbs et A. Meda ont utilisé cette technologie pour

len anglais, Conditional weak law of large numbers.
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démontrer des versions plus précises de (I.3) : ils obtiennent, sous diverses hypotheses,
des vitesses ¢,, explicites telles que
P(|M, —2"|| <en|M,€eC) ——1.

n—-—+o00

Le principe conditionnel de Gibbs

Le principe conditionnel de Gibbs a pour objet le comportement limite de la mesure
empirique d’une suite de variables aléatoires (X;); indépendantes et identiquement distri-

buées :
n
1
- - E 6X1"
n <
=1

sous la contrainte L,, € C'. Le célebre théoreme de Sanov affirme que si les X; sont i.i.d
de loi p et a valeurs dans un espace polonais X, alors la suite (L,,),, satisfait un P.G.D de
bonne fonction de taux H ( . | 1) définie par

dv .
H(y],u):{ leog<du)dy siv << i |

+00 sinon.

ceci pour la topologie de la convergence étroite et la tribu borélienne associée (voir le
théoreme I1.21 pour des extensions). La fonction H ( . | i) s’appelle distance de Kullback

ou entropie relative. La encore, si C' est un ensemble convexe tel que H(C'|u) = H (U| 1),
alors
L(L,|L, € C) ——,, étroitement sur P (P(X)), (L4)

n—-+oo

ol 1* est ’unique minimisant de H ( . | ) sur C. La probabilité ;* est appelée I-projection
de 1 sur C'. Le chapitre II de cette these sera consacré a cette notion introduite et étudiée
par 1. Csiszér dans [18, 19]. C’est également a 1. Csiszdr que 1’on doit la premiere dé-
monstration de (I.4) pour des ensembles C' convexes (voir [19]).

C’est une question de Mécanique Statistique qui a motivé 1’étude de L£(L,|L, € C) :
on suppose que les (X;); représentent des particules, chaque particule ayant une énergie
F(X;) et on s’intéresse a la loi conditionnelle de (X, ..., X}) (k fixé) sachant que le
nuage de particules a une énergie moyenne donnée :

(L, F) = ZF

Le nombre de particules étant tres grand, le probleme mathématique se résume a calculer
la limite suivante :

hl’f L(Xy,..., XL, € C), (I.5)
avec C' = {V ePX): [ y Fdv e la,b] } Comme le montre le lemme suivant, détermi-

ner la limite de (I. 5) pour tout k& € N*, revient a déterminer la limite de £(L,|L,, € C),
lorsque n — +o00.
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Lemme (Propagation du chaos). Si X est un espace polonais et si, pour tout n € N¥,
1" est une probabilité symétrique sur X" (ie p" est invariante par permutations des co-
ordonnées), alors les deux propositions suivantes sont équivalentes :

1. Laloide L, = £ 37" 6, sous u™ converge étroitement vers .

2. Pour tout k € N* et pour toutes fonctions f1, ..., fi continues bornées sur X, on a

n—-+o0o

filz) - folzp) dp® —— | filar) - fulzg) dp*®"
Xk Xk

Démonstration. Voir I’annexe A ou la preuve du lemme 3.1 de [65]. O
En appliquant ce résultat avec p" = M p®", on voit que (1.4) équivaut a
pe(Ly, € C)
Vk e N*, L(Xi1,...,Xi|L, €C) — wer, (1.6)

De plus, pour un ensemble C' de la forme

C = {yeP(X),/Xdee [a,b]},

nous verrons dans le chapitre I1, que la [-projection p* est en général une mesure de Gibbs
dp* = Z Yexp(—BF) du.

Ainsi, pour tout k, les variables (X1, ..., X}) sont conditionnellement asymptotiquement
indépendantes et identiquement distribuées, avec pour loi limite une mesure de Gibbs.

Principe conditionnel pour des mesures a poids aléatoires

Donnons nous une mesure de référence R sur un espace polonais X, ainsi qu’une
famille de points (z}');—1. , choisis de telle sorte que

n—-+o0o

(on peut prendre par exemple les réalisations d’une suite i.i.d de loi ) et posons
L, = L z”: AT 1.7)
n — n o Uz .

avec (Z;); une suite de variables aléatoires a valeurs réelles i.i.d de loi p. Ces mesures a
poids aléatoires ont été introduites en mécanique statistique par Ellis ef al. dans [32] et en
théorie de I’estimation par Gamboa ef al. dans [22, 35, 36, 21].
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Sidom A, =R, la suite (L, ),, suit un P.G.D sur M(X) (ensemble des mesures finies sur
X ) équipé de la topologie de la convergence étroite de bonne fonction de taux

IM(P]R):/XA; (j—;) dR.

On peut trouver une preuve de ce résultat dans [26] (thm 7.2.3). SiI’hypotheése dom A, = R
n’est plus vérifiée, la fonction de taux fait apparaitre des termes singuliers (voir [32] et
[50D.

Sans surprise, si C' est un convexe de M (X) tel que IM(8*|R) =1,(C|R),ona

L(Ly|L, € C) — g (1.8)

n—-4oo

la mesure R* étant I’'unique minimisantde I, (. |R) sur C.

L’intérét théorique de ce résultat est qu’il donne une interprétation probabiliste de
certaines procédures de selection utilisées en statistique. Une question fréquente en mo-
délisation est la suivante : comment retrouver la loi d’'un phénomene aléatoire a partir de
certaines observations moyennes de celui-ci ? Ce probleme est le plus souvent mal posé et
il s’agit de sélectionner un élément dans 1I’ensemble C', généralement tres grand, de toutes
les mesures (de probabilité ou non) conformes aux observations empiriques. Dans certains
cas, on dispose d’un modele a priori R. L’objectif est de modifier R de telle sorte qu’il
s’ajuste aux observations. Dans [20], I. Csiszar a posé les axiomes de ce qu’on est en droit
d’attendre d’une procédure de sélection avec a priori. Il ressort de ce travail qu’une telle
procédure est le fruit de la minimisation sous contraintes de deux types de fonctionnelles.
Ces deux classes de fonctionnelles sont les distances de Bregman sur lesquelles nous ne
reviendrons pas et les y-divergences, c’est-a-dire les fonctionnelles de la forme

L = [ o (55) an

la fonction ~y étant convexe et positive. Cette classe de fonctionnelle contient notamment
I’entropie relative, obtenue pour la fonction v(x) = zlogz + 1 — z. Les fonctions de taux
des P.G.D associés aux mesures aléatoires L,, (définies par (I.7)) sont des y-divergences.
On remarquera, en particulier, que I’entropie relative est obtenue en prenant des poids Z;
poissonniens de moyenne 1. Le principe conditionnel (I.8) permet ainsi de comprendre
de maniere plus probabiliste le minimisant de I, (. |R) sur C. Celui-ci est théoriquement
simulable grace a une méthode d’acceptation-rejet basée sur les observations de L,,. Une
telle méthode est, bien entendu, irréalisable en pratique puisque I’événement L,, € C se
produit avec une probabilité tendant exponentiellement rapidement vers 0. ..
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Présentation des chapitres

Le probleme auquel s’attache cette these est celui des contraintes fines. Comment
donner un sens a
L(N,|N, eC)

lorsque P(N,, € C') = 0 pour une infinité d’entiers n ?

L’idée la plus satisfaisante d’un point de vue théorique serait de définir cette probabi-
lité en utilisant une désintégration exacte de la mesure. Ce point de vue a été développé
dans [69, 74, 11] dans le cas particulier de I’étude de

ou X; est une suite i.i.d de variables aléatoires, et ¢,, une suite de nombres réels. Dans
[69], T. Tjur a montré que si ¢, = nE[X;], alors (1.9) converge vers £(X;). Dans [74],
S. Zabell a étudié la convergence de (1.9) lorsque ¢, = nE[X] + d,, d,, étant une suite
de limite nulle. Il a obtenu des vitesses explicites pour d,, garantissant la convergence de
(1.9) vers £(X). Enfin, dans [11], J. Van Campenhout et T. Cover ont étendu les résultats
précédents a des suites ¢,, de la forme ¢,, = nx + d,,, x pouvant étre différent de E[X;].
Cette approche, fondée sur une désintégration exacte, semble difficile a mener en toute
généralité.

Un point de vue plus raisonnable est celui adopté par Stroock et Zeitouni dans [64]. Il
consiste a grossir la contrainte fine C, en considérant une famille croissante (C.). d’en-
sembles mesurables et a étudier

lim lim P(N, € .|N,€C.).

e—0n—-4o0
Quand la famille (C.). est bien choisie, cette limite est celle qu’on attend, a savoir le mi-
nimisant de la fonction de taux sur I’ensemble C'. Ce point de vue n’est pas toujours satis-
faisant. Prenons I’exemple du principe conditionnel de Gibbs, ie L,, = % >, dx,, suppo-
sons que C' soit fermé pour la topologie de la convergence étroite et tel que H (C'| 1) < 400
et posons C. = {v € P(X),d(v,C) < e}, ot d(., .) est une distance métrisant la
convergence étroite. A ¢ fixé, L(L,|L, € C.) converge étroitement vers Opx, ptf étant
la I-projection de y sur C. (cela résulte des premiers résultats de Csiszér sur le principe
conditionnel de Gibbs). Par ailleurs, on voit facilement, en utilisant certains résultats de
Csiszar sur la géométrie des I-projections, que 9, g d,-. Dans ce cas précis, on voit

que la formulation en double limite n’apporte rien de nouveau.

L’ objectif de cette premiere partie est d’obtenir une formulation en limite simple de
certains principes conditionnels. Partant d’une contrainte fine convexe C', on cherchera a
construire explicitement une suite décroissante C,, de convexes dont I’intersection est C'
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et telle que £(N,|N,, € C,) converge vers le minimisant de la fonction de taux sur C.
Sous cette forme, nous adoptons un point de vue intermédiaire entre celui hypothétique
de la désintégration et celui de la double limite. Dans 1’exemple précédent, nous serons
en mesure, sous certaines hypotheses, de construire explicitement des suites ¢,, de limite
nulle telles que £(L,|L,, € C;,) converge quand n — +o0o vers ¢,-. Si, dans le cas d’une
contrainte convexe C' épaisse, la convergence de £ (N,, |N,, € C') vers le minimisant de la
fonction de taux sur C' relevait de maniere directe du principe de grandes déviations satis-
fait par /V,,, ce n’est plus le cas avec notre approche. Celle-ci requiert des bornes exactes,
c’est-a-dire non-asymptotiques, pour le controle des petites probabilités.

Cette premiere partie comporte quatre chapitres. Le chapitre II est un chapitre prélimi-
naire sur I’entropie relative. Les chapitres III et IV sont consacrés au principe conditionnel
de Gibbs et le chapitre V au principe conditionnel pour des mesures a poids aléatoires.
Voyons, maintenant plus en détail le contenu de chacun d’eux.

Résumé du chapitre I11
Dans ce chapitre, L, = — Z dx, est la mesure empirique d’une suite i.i.d de loi p
n
=1
sur un certain espace polonais X. L'objectif de chapitre est de donner des conditions
suffisantes pour que

n—-+o00

avec C,, une suite décroissante d’ensembles convexes de P(X') d’intersection C' et p* la
I-projection de p sur C' (c’est-a-dire I’'unique minimisant de H ( . | u) sur C).

En fait, nous étudierons ce probleme sous une autre forme (qui est équivalente a la
précédente, tant qu’on ne s’intéresse qu’a la convergence étroite) : nous chercherons a
démontrer que

VkeN*,  pt pi=L(X1,..., Xi|Ly € Cp) —— p*®". (1.10)

n—-+00

Ce qui rend cette forme plus agréable est que 1’on dispose de I'inégalité suivante

1
H (F‘gnk| U:;@k) < _W log (P (L, € Cy) enH(Cn\u)) :
7
la probabilité /7, étant la I-projection de 41 sur C,,. Cette inégalité qui est due a 1. Csiszdr,

s’applique des que les C;, sont fermés en un certain sens. Grace a ce contrdle, nous verrons
au théoreme II1.36 que pour des topologies raisonnables, la condition

liminfllogP(LneCn)Z—H(C’|u). (L11)

n—-4oo N
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est suffisante pour avoir (I.10). Cette condition assez naturelle ne releve pas du théoreme
de Sanov. Cependant, en reprenant sous une forme un peu modifiée, la technique classique
du recentrage exponentiel, on montre a la proposition II1.46 qu’une condition suffisante
pour (I.11) est

lim p**"(L, € C,) = 1. (L.12)

n—-+4o0o

Comme p* appartient a C),, pour tout n, il s’agit donc de préciser la loi faible des grands
nombres pour L,, sous p*®".

Lorsque C' est défini par une contrainte de type moment, c’est-a-dire lorsque C' est de
la forme

C:{ueP(X):/XqueK},

avec ' une fonction mesurable a valeurs dans un Banach séparable et K un convexe, une
maniere naturelle de grossir C' est de poser, pour tout £ > 0

(Js:{uep(é\’):/XqueKE}

ou K*° est un e-voisinage de K. Il s’agit ensuite de trouver des suites ¢, telles que
C, = C,, vérifie (I.12). Pour cela, nous ferons appel a des inégalités de type Bern-
stein (en dimension finie) ou Yurinskii (en dimension infinie) qui garantissent que si Y;
est une suite i.i.d de loi p*,

1« 2
wWE (L, € C,) >P| |- E F(Y;) —/ Fdu || <e, | ~=1—e "
n 4 X
i=1

Typiquement, nous pourrons donc autoriser des vitesses de rétrécissement €,, en n—la avec

a < % Pour ce type de contraintes, le résultat le plus intéressant de ce chapitre est le théo-

reme II1.61 qui traite de la dimension finie. Sous des hypotheses tres peu restrictives, nous
: n *Qk _

obtenons la convergence en entropie de pug;, , vers p*“" et pour k£ = 1 la convergence a

lieu en un sens encore plus fort.

Pour aborder le cas d’une contrainte convexe fine C' générale, nous allons tirer partie
de la métrisabilité de la topologie de la convergence étroite et poser pour tout € > 0

C-={vePX):dv,C)<e},

d étant une distance métrisant cette topologie (on considérera les métriques de Prokhorov
et de Fortet-Mourier ). En utilisant des résultats de S.J. Kulkarni et O. Zeitouni, nous
verrons que si X est compact, on dispose de la borne suivante :

_ 2
(L, € CF) > 1 — Np(a) (d, i) e (1.13)
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oll Np(x) (d, ) est le nombre minimal de boules de rayon e (pour la distance d) né-
cessaire pour recouvrir I’espace compact P(X’). En un mot, pour obtenir (I.13), I’idée
est de recouvrir le complémentaire de C° par des boules B; de rayon ¢/4, d’utiliser
la majoration classique p**"(L, € B;) < e "H(Bil") guivie de I’inégalité de Pinsker
d(v,u*) < /2H (v|p*). Clairement, pour que C, := C® vérifie (1.12), il faut que la
suite €, tende vers 0 suffisamment lentement pour permettre au terme de grandes dévia-
tions e /8 de compenser la croissance du nombre de boules. Des estimations "trac-
tables" de Np(x) (J, 5) en fonction de Ny () existent (voir le lemme I11.93). Elles per-
mettent, a chaque fois que I’on sait estimer Ny (¢), de calculer des vitesses de rétrécisse-
ment &,, explicites (voir le corollaire III.101 et la proposition II1.105).

Si I’espace X n’est plus compact, on peut mettre en place une procédure d’approxi-
mation de p* par des probabilités a supports compacts et déduire des résultats précédents
des conditions suffisantes sur ¢,, pour que C), vérifie (I.12). C’est I’objet des propositions
II1.106 et II1.109. Cette fois, un autre facteur entre un jeu : il faut que p* soit rapidement
approchée par des probabilités portées par des compacts dont 1’entropie métrique n’ex-
plose pas trop rapidement. Ceci requiert une bonne connaissance de p* (typiquement de
sa queue de distribution).

Nous terminons ce chapitre par une application de ces méthodes dans un cadre phy-
sique plus concret : une interprétation statistique des ponts de Schrodinger et des proces-
sus de Nelson. On s’intéresse aux comportements étranges de grands nuages de particules
browniennes. Si Xi,..., Xy sont N particules browniennes indépendantes, le probléme
est de déterminer 1’évolution la plus probable du nuage sachant que celui-ci a été trouvé
avec une distribution approximativement égale a v; aux instants ¢ € [ (/ étant un sous
ensemble de [0, 1]). Posant

C(n) = {V e P(C([0,1],RN) :Vt € I,V, = I/t},

il s’agit d’estimer

lim L(Ly|Ly € C(i)).

N—+4o00

Ceci reste bien slir formel, puisque la contrainte C'(1;) est une contrainte (convexe) fine.
Pour de bons flots de marginales (1), le probléme de 1’existence de la I-projection W*
de W (mesure de Wiener sur C'([0, 1], R?)) sur C(1;) a été étudié par différents auteurs.
Dans le cas out / = {0, 1}, on parle de ponts de Schrodinger et pour I = [0, 1], de
processus de Nelson. Dans les deux cas, nous montrons comment construire des suites €y
explicites telles que

Nl—lg-looﬁ (LN ‘LN € C(Vt) ) = 51/\)*
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Résumé du chapitre IV

Le chapitre IV donne une interprétation en terme de principe conditionnel de Gibbs
d’une méthode de calibration destinée a la finance et proposée par M. Avellaneda, C.
Friedman, R. Holmes et D. Samperi dans [2]. Le probleme est de modéliser un actif finan-
cier par un processus de diffusion de loi notée QQ, solution d’une équation différentielle
stochastique :

dX; = o(t, X;) dB; + by dt (1.14)

et vérifiant E [F'(X7)] = 1 pour une fonction F' donnée et une date T fixée. Ici, le drift by
est fixé par I’absence d’arbitrage.

Le drift b, étant fixé, on ne peut jouer que sur le coefficient de diffusion, ce qui,
d’apres le théoreme de Girsanov, ferme la porte a une méthode de calibration fondée
sur la minimisation de 1’entropie relative par rapport a une diffusion a priori Q,,. L’idée
développée par Avellaneda et al. dans I’introduction de [2] est de minimiser 1’entropie
relative sur des versions discrétisées des processus. Supposons donnée, pour tout o, une
suite Q7 de chaines de Markov convergeant vers Q. Certains schémas d’approximation
classiques, comme le schéma d’Euler ou les arbres trinomiaux, vérifient

1 1

- H(Qz| Q%) — (olog) = E, U q(o*(Xy, 1), 08(t, X)) dt| , (1.15)
n—-+0oo 0

ou la fonction ¢ dépend du schéma d’approximation choisi. Se fondant sur cette propriété,

Avellaneda et ses coauteurs proposent de minimiser les fonctionnelles de la forme I( . |oy)

sous la contrainte E, [F/(X7)] = 1, ou E,[.] désigne I’espérance par rapport a la loi Q,.

Les problemes de minimisation sous contraintes de I’entropie relative étant naturelle-
ment liés au principe conditionnel de Gibbs, nous chercherons a interpréter le minimisant
Q* de I( . |og) sous la contrainte E, [F/(X7)] = 1 comme une limite de la forme

Q" = lim B o [Lm, | Lm, € Q"] (1.16)

n—-400

N

o L, :C([0,1],R)™ — P(C([0,1],R)) : (w1, ... wm) — = > b,

e Q" est I’ensemble des Q" vérifiant la contrainte E” [F'(X7)] ~ 1,
e m, est une suite d’entiers a préciser.
Ce résultat parait raisonnable, puisqu’a n fixé,

lim E g, yor [Ln|Ln € Q"] € Argmin {H (Q| Q%) .Q € "}

m—-+o0o (QO‘O

et qu’au vu de (I.15), on peut espérer que ce dernier ensemble soit proche de Q*.
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Nous ne serons en mesure de démontrer une convergence du type (1.16) que pour
un schéma d’approximation donné : les arbres trinomiaux (voir le théoreme 1V.29). En
particulier, pour diverses raisons, notre preuve ne permet pas de traiter le schéma d’Euler.
Néanmoins, grace a ce résultat, la minimisation sous contrainte des fonctionnelles de la
forme I( . |og) trouve une justification plus rigoureuse.

Résumé du chapitre V

Dans le chapitre V, nous nous plagcons dans le cadre des mesures a poids aléatoires, ie

1

ou I’on rappelle que les Z; sont i.i.d de loi . et les z7* tels que % Yo 0zn cOnverge vers
une certaine probabilité de référence R sur I’espace X considéré.

Ici, nous chercherons a démontrer des convergences de la forme

E[L,|L, € C.,] —— R", I1.17)
n—-+00
ot C est une contrainte convexe fine et R* est le minimisant de I, (. |R) sur C'. En fait,
nous ne pourrons considérer que des ensembles C' définis par des contraintes de type
moment, ¢’est-a-dire de la forme

S(F,K) = {PE./\/I(Q‘():/FalPEK}7 avec I : X — R* et K convexe de R”,
x

ensemble que nous grossirons en S(F, K°) := {P € M(X): [, FdP € K°} . La rai-
son de cette restriction est qu’ici, contrairement au principe conditionnel de Gibbs, la
forme algébrique particuliere de R* est utilisée dans la preuve et cette forme n’est connue
que dans ce cas précis.

Pour démontrer (I.17), nous chercherons a coller au plus pres a ce qui a été fait dans
le cadre du principe conditionnel de Gibbs. L’outil clef du chapitre IIT était I’'inégalité de
Csiszér .

H(ug|p*) < ——log (P (L, € C) B (1.18)
n

o g = L(X4|L, € C) = E[L,|L,, € C] et u* est la I-projection de y sur C. Grace a
I’inégalité de Pinsker, on déduisait de (I.18) que

9
ey — w*[lvr < \/—ﬁlog (P (L, € C)erH(Clm), (1.19)
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Dans les raisonnements, c’est cette derniere inégalité que nous utilisions effectivement,
et c’est donc une inégalit¢ du méme style que nous voulons obtenir dans le cadre des
mesures a poids aléatoires. Si R, . := E[L,|L,, € S(F, K¢)] jouera le role de pg,, celui
de p* sera joué non pas par R*, mais par une certaine mesure 7, _ appelée minimisant
de U’entropie sur la moyenne. Ces mesures ont été introduites et étudiées par Gamboa et
al. dans [22, 35, 36, 21]. Lorsque dom A, = R, I'une des manieres de les définir est la
suivante : en notant R, = £ 3" | dzn, lamesure I, _ est le minimisant de la y-divergence

discrétisée
_ dP \ _—
I PRn = A* e an
(PR = [ 8 ()

sur I’ensemble S(F, K¢). La suite de fonctions I,(.|R,) converge en un sens suffisam-
ment fort vers I,(. |R) pour que la suite de ces minimisants sous contrainte converge éga-
lement vers le minimisant sous contrainte de I,,( . |?). Autrement dit, les 12, _ convergent
vers R} (voir le théoreme V.8). L'inégalité qui généralise (1.19), et qui est le résultat prin-
cipal de ce chapitre, est de la forme suivante :

R -1 )y (R, o)
|Rnc = By ||, <Q ( —log [P(Ln € S(F, K7))entntfin, D , (1.20)

avec () une fonction concave dépendant de y (voir la proposition V.26). Si €,, est une suite
de limite nulle, la suite R}, . converge vers R* (voir le théoréme V.8). Ainsi, pour montrer

(I.17), il suffit de contrdler le membre de droite de (1.20). Cette derniere étape fait inter-
venir des outils déja utilisés dans le chapitre I1I : recentrage exacte et bornes a la Bernstein.

La démonstration de (I.20) est assez proche de celle de (I.18). L’ ingrédient nouveau est
donné par la proposition V.17 qui dit essentiellement que pour toute mesure de probabilité
1 sur R, on peut construire une fonction () concave, positive croissante et nulle en 0 telle
que

Vv € P(R),

kw—kmkmmmm»

Ce résultat, qui est largement inspiré des travaux de S.G. Bobkov et F. G6tze sur I’inégalité
de transport T (voir [4]), est aussi ce qui a orienté cette these vers une étude des inégalités
de transport et de leurs liens avec les grandes déviations.
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Seconde partie : Inégalités de transport

Si v et u sont deux probabilités sur un espace mesurable X etsi ¢ : X — RT est
une fonction mesurable, on définit le cofit de transport optimal 7.(u, ) de p sur v de la
maniere suivante :

T(u,v) = inf // c(x,y)dr(z,y), (1.21)
X2

mE(,v)

ou I’ensemble TI(u, v) est ’ensemble des mesures de probabilité sur X2 ayant p pour
premiere marginale et v pour seconde. Pour faciliter les écritures, nous supposerons tou-
jours que ¢ est symétrique, c’est-a-dire qu’elle vérifie c(x,y) = ¢(y,x). De la sorte,
To(p,v) = 1.(v, p). Lappellation coiit de transport optimal vient de ce qu’en interprétant
dm(x,y) comme une masse prise en x et déposée en y et en considérant qu’un tel transport
élémentaire coiite le prix ¢(x,y), on peut voir [ [, ¢(x,y) dr(x,y) comme le coiit total
engendré par ’opération et 7.1, v) comme le meilleur coit possible. Si le centre d’intérét
principal en théorie du transport est I’étude des plans de transport optimaux, c’est-a-dire
des couplages 7 réalisant I’infimum dans (I.21), un autre sujet a pris ces dernicres années
un essor certain, c’est celui des inégalités de transport. On dit que p vérifie une inégalité
de transport s’il existe une fonction F' telle que

Vv e P(X), T(v,p) < FH(v|p). (1.22)

Ces inégalités ont été introduites par K. Marton et M. Talagrand dans [47] et [68]. La
raison de I’étude de ce genre d’inégalités est leurs liens avec les inégalités de concentra-
tion. Le chapitre VI comportant une introduction assez détaillée sur le sujet, nous nous
permettrons de ne pas alourdir celle-ci et de passer a la présentation succincte de nos
résultats.

Résumé du chapitre VI

Ce chapitre introduit la notion d’inégalités de transport convexes (I.T.C). Une probabi-
lité 11 sur un espace X satisfait I'LT.C T.(6*, a), ot 6 est une fonction convexe appartenant
a une certaine classe C, si

Vv e P(X), 6" (M) <H(v|p), (1.23)

a

la fonction 6* étant la conjuguée convexe de . Les diverses inégalités de transport démon-
trées ces dernieres années peuvent toutes se mettre sous cette forme. Le premier objectif
de ce chapitre est d’étendre au cas général un certain nombre de résultats démontrés uni-
quement dans des cas particuliers. Nous obtiendrons, notamment une formulation duale
a la Bobkov-Gotze ainsi qu’une formule générale de tensorisation a la Marton-Talagrand.
Le second objectif est d’établir des liens entre ces I.T.C et la théorie des Grandes Dévia-
tions : nous montrerons comment certaines techniques de Grandes Déviations permettent
d’étudier les inégalités de transport et inversement, comment ces inégalités de transport
permettent d’obtenir des inégalités de déviations.
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Résumé du chapitre VII

Dans ce chapitre nous démontrons des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une
probabilité p vérifie (1.23). Notre résultat principal (le théoreme VII.50) dit essentielle-
ment que si § se comporte comme 22 au voisinage de 0, alors pour toute fonction de cofit
c(x,y) = q(d(z,y)) avec ¢ une fonction convexe positive sur R n’explosant pas trop
rapidement, I’L.T.C (I.23) est équivalente a une propriété d’intégrabilité de la forme :

30 > 0, //2 @) dy(x)du(y) < +oo.
X

Ce résultat généralise completement les résultats de Djellout, Guillin et Wu sur 1’inégalité
de transport T, ainsi que ceux, plus généraux, de Bolley et Villani (voir [27] et [5]).
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II.1 Introduction

Ce chapitre a pour but de regrouper les différents résultats concernant 1’ entropie rela-
tive dont nous aurons besoin dans cette these. Egalement appelée distance de Kullback,
I’entropie relative entre deux mesures de probabilité v et u est définie par

dv )
H(v|p) = fXIOg <du) dv S%V<<,U
00 sinon.

Cette fonction joue un role fondamentale dans différents domaines des mathématiques :
théorie de I’information, théorie des grandes déviations, inégalités fonctionnelles (Inéga-
lités Sobolev-Logarithmiques, Inégalités de transport), concentration de la mesure, cali-
bration de modeles. . .

Apres avoir passé en revue dans la section I1.2 quelques propriétés de bases de 1’entro-
pie relative et notamment 1’importante formule de décomposition (I1.4), nous aborderons
I’aspect métrique de la distance de Kullback, avec I'inégalité de Pinsker (II.13) et son
extension récente (II.16) qui comparent la convergence au sens de la norme en variation a
la convergence en entropie.

La section II.3 est consacrée au théoreme de Sanov, qui affirme que pour diverses
topologie, H ( . | 1) contrdle les grandes déviations de la mesure empirique

1 n
L,= ﬁ;%

d’une suite de variables (X;); indépendantes et identiquement distribuées de loi .. Grace
a ce théoreme, pour un ensemble A donné, les points u* € A tels que

H(p'| p) = int{H (v] ), v € A},

apparaissent comme les scénarios les plus probables de la grande déviation L, € A.
Lorsque A est convexe, il existe au plus un tel ©* qui s’appelle projection entropique de p
sur A.

La section 1.4 présente différents résultats, que 1’on doit principalement a I. Csiszdr,
concernant les projections entropiques, également appelées I-projections ou projections
de Csiszdr. La projection en entropie jouit notamment d’une propriété rappelant 1’inéga-
lité de Pythagore de la projection euclidienne (voir (I1.26)). Dans le théoreme I1.41, nous
verrons que, sous certaines hypotheses, on dispose d’une formule explicite pour la projec-
tion entropique sur un convexe défini par une contrainte de type moment. Comme nous
utiliserons ce théoreme a de multiples reprises, nous en donnerons une preuve complete
reposant sur des résultats élémentaires d’analyse convexe.
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I1.2 Entropie relative

I1.2.1 Définition et premieres propriétés
Dans ce chapitre, (X, B) est un espace mesurable, M(X') désigne ’ensemble des

mesures finies sur (X, B), et P(X) celui des mesures de probabilité sur (X, B).

Définition II.1. Soient v, € P(X). L'entropie relative de v par rapport a u, notée
H (v| p) est définie par

H(v|p) = fx10g<g—z>dl/ siv <<
00 sinon.

Proposition IL.2. Pour toute ;n € P(X), H( .|p) est une fonction convexe positive, ne
s’annulant qu’en i et strictement convexe sur {H (.| u) < 4+o00}.

Nous conviendrons d’appeler la formule (I.4) de la proposition suivante Formule de
décomposition de I’entropie relative :

Proposition I1.3. Soient p € P(X) et v € P(X"), n € N*. On a, en désignant par v; la
" marginale de v,

H(u|u®”):H(V‘y1®---®yn)+ZH(1/i|u) (IL.4)
i=1

Démonstration. Voir, par exemple, la preuve du lemme 7.3.25 de [26]. [

I1.2.2 Entropie relative et norme en variation
Norme en variation

On désignera par B(X), I’ensemble des fonctions mesurables bornées sur (X, B).
B(X') sera muni de la norme || . || s,

[flloc = sup | f ()|
TeEX
Définition IL5. Pour toute v € M(X'), la norme en variation de v, notée ||v||yr est
définie par :

Wllyr = sup{/dez/ . F e B ||f]l < 1}. (IL6)

Remarque IL.7.
Clairement M (X') est inclus dans le dual topologique de B(X'); d’apres la formule
(I1.6), la norme en variation de v n’est autre que sa norme en tant que forme linéaire
continue sur B(X).
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On dispose d’autres formules pour la norme en variation :

Proposition IL.8.

1. Si o est une mesure positive finie, et v € M(X) est absolument continue par rap-
port a a, alors

dv
||V||VT:/ d_ do (H9)
X (6%
2. Sip,vePX),
1
lv = ullve = 5 sup{v(A) = p(A)} (IL10)
AeB

Inégalité de Pinsker

L application (v, 1) — H (v| ) n’est pas une distance, néanmoins on peut lui associer
une notion de convergence :

Définition IL.11. On dit qu’une suite (v, ),en d’éléments de P(X) converge en entropie
vers (1 € P(X) si, et seulement si, lilf H (v, p) = 0.

La convergence en entropie est une convergence en un sens assez fort, comme le
montrent les propositions suivantes.
Commencons par la célebre inégalité de Pinsker :

Proposition I1.12 (Pinsker, [55]). Pour toutes v, i € P(X),
v —pllve < V2H(v| 1) (I.13)

En particulier, si v,, converge en entropie vers i, alors ||v, — |y —— 0.
n—-+0o00

On peut aller plus loin grace a la proposition

Proposition IL.14. Si (v,),en converge en entropie vers p, alors pour toute fonction
mesurable f : X — R telle que fX eMldp < +oo pour un certain t > 0, on a :

lim /fdl/n:/fd,u.
n——+0o00 X X

Démonstration. Voir, par exemple, la preuve du lemme 3.1 de [18]. [
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Pour finir, citons un résultat récent de F. Bolley et C. Villani qui propose une version
pondérée de 1’inégalité de Pinsker :

Proposition II.15 (Bolley-Villani, [5] thm 1). Soit x : X — R" une fonction mesu-
rable. Il existe une constante numérique C' > 0 indépendante de x telle que pour toute
€ P(X), onait :

Vv e P(X), V>0,

C
v xallvr < & (1 +og [ o du) (VEGTm +H( ). aLie)

Remarque I1.17.

Nous utiliserons (II.13) et (I.16) dans le chapitre suivant consacré au Principe Condi-
tionnel de Gibbs, et nous reviendrons sur ces inégalités dans la seconde partie de cette
these consacrée aux Inégalités de Transport. Nous y verrons en particulier une autre
preuve de (I1.16). A titre documentaire, nous incluons ci-dessous une preuve classique
de (II.13).

Démonstration de la proposition 11.12.
Si H (v| u) = +oo, I'inégalité est vraie.
Supposons donc que H (v| 1) < 400 et notons h = Z_Z' D’apres (I1.9),

v~ ullvr = [ 1h=1ld
x
Or, pour tout x > 0,
3(x—1)? < (4+2z)(vlog(x) — v+ 1). (I1.18)

Donc

1
h—1| < —v4+2h\/hlogh —h + 1.
| ‘—\/g v hlog

Donc, d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

2

1
1 3
v— g—[/4+2hd4 [/hlogh—h+1d/,b
H HVT \/g N v

— VZH ([,
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I1.3 Le théoréeme de Sanov

I1.3.1 La version classique

Le théoreme suivant donne la version la plus classique du théoreme de Sanov. Ici, X
est un espace polonais, I’ensemble P(X’) des probabilités sur X est muni de la topologie
de la convergence étroite, ie la moins fine rendant continues les applications

P(X)—>R:I/v—>/gdu, g € Cy(X),
X

Cy(X) étant I’ensemble des applications continues bornées sur X'. On munit P(X) de sa
tribu borélienne.

Théoreme I1.19. Si (X;);cn+ est une suite de variables aléatoires indépendantes et iden-
1 n
tiquement distribuées de loi 1, alors la suite L,, := — Z dx, suit un principe de grandes
n
i=1
déviations sur P(X), muni de la topologie de la convergence étroite et de sa tribu boré-
lienne, de bonne fonction de taux H ( .| 1) . Autrement dit, pour tout ensemble A mesu-
rable, on a

n—oo M

— inf {H(ym),u € ;1} < liminfllogIP’(Ln €A
et

1 —
limsup —logP(L, € A) < —inf {H (v|p),v € A}.
n

n—oo

11.3.2 Extensions du théoreéme de Sanov

Le théoreme I1.19 a été généralisé par différents auteurs pour des topologies plus fortes
que la topologie de la convergence étroite.

Cadre : Nous nous donnerons une classe (G, d’applications mesurables sur X et a va-
leurs réelles et nous poserons

Pa(X) = {z/ € P(X):VgeQ, /X]gydu < +oo}.

Nous munirons Pg(X) de
¢ la GG-topologie, ie 1a moins fine rendant continues les applications

Pg(X>—>RZI/P—>/ng/, ge G
x

e la G-tribu, ie la tribu engendrée par ces mémes applications.
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Nous supposerons que G contient B(X'), I’ensemble des applications mesurables bornées
sur X'. Sous cette hypothése, on voit facilement que Pg(X) est séparé.

Nous dirons que i € Pg(X) vérifie I’ hypothése de Cramér forte, si
Vge G, Yt>0, / 9l dp < +o00. (I1.20)
X

La version suivante du théoreme de Sanov est due a P. Eichelsbacher et U. Schmock.

Théoreme I1.21 (Eichelsbacher-Schmock, [30], thm. 1.7). Si u vérifie I’hypothese de

Cramér forte, alors pour toute suite (X;);en+ de variables aléatoires i.i.d de loi y, la
n

suite L, = — Z dx, suit un principe de grandes déviations sur Pg(X), muni de la G-
n
i=1
topologie et de la G-tribu, de bonne fonction de taux H (. | ) .
Remarque I1.22.
e D’apres le point 1 de la proposition II.34, sous I’hypothese (11.20),
H(v|p) < oo = v € Pg(X).
e Le théoreme I.21 n’est pas la derniere généralisation du théoreme de Sanov : dans
[46], C. Léonard et J. Najim ont montré comment on pouvait s’affranchir de I’hy-
pothese de Cramér forte.

I1.4 Projections entropiques

I1.4.1 Définition et relation de Pythagore

Notation : Pour toute partie A de P(.X), nous noterons :
H(A|p) :=inf{H(v|p):ve A} e RT U{+o0}

Définition I1.23. Soient i € P(X) et C un convexe de P(X) tel que H (C| ) < +o0.
On appelle I-projection ou projection entropique de 1 sur C tout élément v € C' tel que :

H(v|p) =H(Clp)

Remarque 11.24.

e La fonction H (. | p) étant strictement convexe sur {H (.| 1) < 400}, une mesure
de probabilité ;. admet au plus une I-projection sur C'. Nous noterons, en général,
w* cette I-projection.
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e Le théoreme de Sanov permet d’interpréter cette notion de I-projection : en écrivant
schématiquement que pour tout A mesurable,

P(L, € A) ~ ¢ HAIW,
on voit que pour un ensemble convexe C,
P(L, € C) = P(L, ~ u").

La I-projection p* de p sur C' apparait donc comme le scénario le plus probable de la
grande déviation L,, € C. Nous verrons, au chapitre suivant, une autre interprétation
des I-projections grace au Principe Conditionnel de Gibbs.

Le théoréme suivant, que I’on doit a I. Csiszdr, établit une sorte de relation de Pytha-
gore pour les I-projections :

Théoreme I1.25 (Csiszar, [18], thm. 2.2). Soient ;i € P(X) et C un ensemble convexe de
P(X) tel que H (C| ) < +00. Si pu posséde une I-projection p* sur C, alors

Vv e C, H(v|p) >H(v|p*)+H( w). (11.26)

I1.4.2 Projections entropiques généralisées

Théoréme I1.27 (Csiszdr, [18], thm. 2.1 ). Soient u € P(X) et C un ensemble convexe
de P(X) tel que H(C|p) < +o0. Il existe une unique probabilité 1* appartenant a
I’adhérence de C' pour la norme en variation vers laquelle converge en variation toute
suite (U )nen d’éléments de C telle que HETOO H (v, p) =H(C| p).

Définition I1.28. On appelle la probabilité p* du théoreme précédent la I-projection gé-
néralisée, ou la projection entropique généralisée de p sur C'.

Remarque I1.29.
e En général, si i1* est la I-projection généralisée de p sur C, I’inégalité

H(p ) <H(Clp)

peut étre stricte.

o Il résulte du théoreme I1.27 que p possede une I-projection sur tout ensemble
convexe C' fermé pour la norme en variation tel que H (C| ) < 4o00. Nous ver-
rons, dans la section suivante, d’autres criteres topologiques garantissant I’existence
d’une I-projection.
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La proposition suivante caractérise les I-projections généralisées par une relation de
Pythagore :

Proposition I1.30 (Topsoe, [70], thm. 8). Soient i € P(X) et C' un ensemble convexe
de P(X) tel que H (C|p) < +oo. Une mesure de probabilité o € C' est la I-projection
généralisée de 1 sur C' si, et seulement si,

Ywel, H(vip)>H(vla)+H(C|p). (IL.31)

I1.4.3 Criteres d’existence d’une projection entropique

Nous avons vu au théoreme I1.27 précédent qu’une condition suffisante pour qu’une
mesure admette une I-projection sur un ensemble convexe C' était la fermeture de C' pour
la norme en variation. Nous allons présenter dans cette section des criteres pour d’autres
topologies.

Plagons nous dans le cadre de la section 11.3.2 :

Nous dirons que p € Pg(X) vérifie I hypothése de Cramér faible, si
Vge G, dt>0, /Xetg dp < +oo. (I1.32)
Rappelons que p € Pg(X) vérifie I hypothése de Cramér forte, si
Vg€ G, Vt>0, / 9! dp < +o0, (11.33)
X

La proposition suivante est due a P. Eichelsbacher et U. Schmock :

Proposition I1.34 (Eichelsbacher-Schmock, [30], thm. 1.7).
1. Si p € Pg(X) vérifie I’hypothése de Cramér faible, alors pour tout a > 0,

{veP(X): H(v|p) <a}

est inclus dans Pg(X)

2. Sip € Pg(X) vérifie I’hypothése de Cramér forte, alors pour tout a > 0,
{reP(X): H(v[p) <a}

est de plus compact et séquentiellement compact pour la G-topologie.
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On en déduit les corollaires

Corollaire 11.35. Si p vérifie I’hypothese de Cramér faible (11.32) et si C' est un convexe
de P(X) tel que H (C| 1) < 400, alors C et Cg := C' N Pe(X) ont la méme projection
généralisée.

Démonstration.
Tout d’abord, grice au point (1) de la proposition I1.34, H (C| ) = H (C¢/| ). Ensuite,
si v, est une suite d’éléments de C telle que H (v, | i) — H (C| p), alors c’est éga-

lement une suite d’éléments de C telle que H (v, | 1) — H (Cg| ). On en déduit,

grice a la proposition I1.27, que C et C ont la méme projection généralisée. [

Corollaire I1.36.
Si p vérifie I’hypothese Cramér forte (I1.20), alors |1 posséde une I-projection sur tout
ensemble convexe C' C Pg(X) fermé pour la G-topologie tel que H (C| 1) < 4o0.

Démonstration.

Soit (¥, )nen une suite d’éléments de C' telle que H (v, | v) — (C|p). Si M est

un majorant de H (1| p1), alors pour tout n € N, v,, € CN{H(.|p) < M}, etce
dernier ensemble est séquentiellement compact pour la G-topologie. Par conséquent, on
peut extraire de v, une sous-suite convergeant vers un certain ¥ € C. Comme pour tout
e>0,v, € {H(.|p) < H(C|p)+ ¢} pour tout n assez grand, on en déduit que
H(v|p) < H(C|p) + € ceci étant vrai pour tout €, on a H (v| ) < H(C|u), et par
conséquent v est la I-projection de p sur C'. [

I1.4.4 Représentation des projections entropiques

Dans cette sous-section, nous allons donner 1’expression de la I-projection (générali-
sée) pu* d’une probabilité ;. sur un ensemble convexe C' défini par une contrainte de type
moment, ie de la forme

C:{VEP(X):/XF(x)dVEK}

ou F' : X — B est une application a valeurs dans un espace de Banach B et C' est un
convexe fermé de B.

Le théoreme I1.41 est di a I. Csiszar (voir [18] thm. 3.3 et [19] thm. 2 et 3). La
preuve que nous proposons de ce résultat est différente de la preuve de Csiszar et re-
pose sur quelques notions élémentaires d’analyse convexe (théoreme de Fenchel, sous-
différentiabilité, etc.). On pourra consulter les articles [43, 45, 44] de C. Léonard pour des
résultats tres généraux concernant la représentation des I-projections (et autres minimi-
sants de fonctionnelles d’énergie).
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Cadre et notations
e (B, | .||) sera un espace de Banach séparable, muni de sa tribu borélienne. Le dual
topologique de B, B’ sera muni de la topologie forte.
e [': X — B sera une application mesurable.
e Nous désignerons par i, I’'image de p par I’application F'. La transformée de La-
place de up sera notée Z, elle est définie par :

VAe B, Zp(\) = / My,
x

On désignera par Ay la Log-Laplace de pp définie par Ap := log Z et par A}, la
transformée de Cramér de yx, qui vaut par définition :

Ap () = sup {(A, z) = Ap(A)}

AeB’/

e /{ sera un convexe fermé de B et nous poserons

C:{VEP(X): /||F||dl/<—|—00 et /quEK},
X x

o [, F dv est I'intégrale au sens de Bochner.

Nous ferons I’hypothese suivante :
Hypothése I1.37.

1. Mexistet > 0 tel que/ elFll dy < oo,
X

2. Le domaine de A, défini par dom Ap := {\ € B’, Ar(\) < 400}, est ouvert dans
B’

Remarque I1.38.

e Sous I’hypothese (I1.37), on voit facilement que A g est Gateaux-différentiable sur
dom Ar et que

1
VAe B, VAp(\) = / FeMg
F(A) 7o 00 ) 1

e Sipourtoutt > 0, fx el dy < +o00, on sait d’apres le corollaire I1.36 (en prenant
G = B(X) UA{]||F||}), que 1 admet une I-projection sur C' (qui est fermé pour la
G-topologie), a condition bien stir que H (C'| u) < +o0.
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Nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme I1.39. Sous I’hypothése 11.37, si la fonction
H() = Ap(A) — inf (A, 9)

atteint son minimum, alors H (C|p) = sup {in}f{(A,y} - AF()\)} et 1 admet une I-
xeB' | Y€
projection p* sur C' qui s’écrit :

o)

*

M:

pour tout \* minimisant H.

Démonstration. On pourra consulter les livres [38], [58] et [59] pour une définition de la
notion de sous-différentiabilité utilisée ci-dessous. Soit \* un minimisant de H. Posons

ox(A) = —yigff((A,y). Pour tout A € B, ettoutt > 0,ona:
o (N + t);) — o (\*) > AR\ + t);) — AF()\*)‘ (IL40)

La fonction A étant Gateaux-différentiable sur son domaine, le second membre de (11.40)
a pour limite —(\, VA (\*)) quand t — 0. On en déduit, en notant o (A*; \), la dérivée
directionnelle de o selon le vecteur A\, que

VA€ B, ol (M) > (A, —VARA)).

Autrement dit, —VAp(\*) € 0og(N*) (le sous-différentiel de o en A\*). Or o n’est
autre que la fonction de support de — I, et d’apres [59] p. 35-36,

Do (N*) = {z €-K, (\,2) = ‘§££<A*’y>}

Par conséquent,

VARV) €K et (M VAR(N)) = inf (V).
Yy
e F)

Posons " = mu, alors [, Fdp* = VAp(X\*) € K etdonc p* € C.
F

De plus, pour toute v € C',on a:

d du*
H(y],u)—/Xlog(d—;)dl/—i-/)(log(d'[:b)du

~H (v i) + <A*,/Xpdy> ARV

=H(V|u*)+H(u*|u)+<X‘,/XFdV>—<A*,/Xqu*>
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Or,comme v € C,on a

</\*,/ de> > inf (\*)y) = <)\*,/ qu*>.
X yek X
Donc H (v| p) > H (v| p*) + H (pu*| ), et u* est la I-projection de y sur C. O

Notations : Nous noterons co A, 1’enveloppe convexe d’un ensemble A. Rappelons
qu’en dimension finie, 1’intérieur relatif d’un ensemble convexe A, noté ri A, est I’in-
térieur de A pour la topologie de I’espace affine engendré par A.

Théoreme 11.41. Sous [’hypothese (11.37), si 'une des deux hypothéses suivantes est réa-
lisée
1. B est de dimension finie, et 1i K Nrico Sp # (), Sr étant le support de jir,

2. K est d’intérieur non vide et K N co Sp # (),

alors H (C| ) = max { inf (A, y) — AF()\)} et pour tout \* ou le supremum est atteint,

AeB’ | yeK
aaal I d C
Y= ————q est la I-projection de 1 sur C.
2 Zn( )\*>M pProj 2
Remarque 11.42.

On a toujours (voir par exemple le lemme 2.4 de [23]) :

dom A}, = co Sp.

En dimension finie, on a donc ri dom A}, = rico S (voir [38] proposition 2.1.8 p. 36).
L’hypothése 1. précédente est donc équivalente a ri K Nridom A% # () et 'hypothese

2. équivaut quant a elle & K N dom A% # (.

La démonstration du théoreme I1.41 repose sur le théoreme de dualité de Fenchel dont
voici une version simple (voir [38] (2.3.2) p. 228 pour le point 1, et [9] thm. [.11 pour le
point 2) :

Théoréme I1.43. Soient g1,92 : B — R U {+00} deux fonctions convexes s.c.i non

identiquement égales a +oo définies sur un espace vectoriel normé B.
Ona

nf{gi(x) + g2()} = max{—g;(=A) — g(A)},

si l'une des deux hypotheses suivantes est réalisée :
1. B est de dimension finie, et ridom g, N ridom gy # (),

2. Il existe o € B tel que g1(x) < +00, ga(xg) < 400, et g, est continue en xy.
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Démonstration du théoréeme 11.41 :
0 size K

+00  sinon
D’une part 23 (\) = sup(\, y), et d’autre part (A})* = Ap (voir, par exemple, [9] thm.
yeK

1.10).
D’apres la remarque 11.42, sous 1’hypothése 1, on a ridom ¢, N ridom A} # (), et sous

Notons 125 I’indicatrice de K, définie par 15 (x) = {

I’hypothese 2, il existe g € K tel que Aj(z9) < +00 et 1x est continue en z,. Donc,
d’apres le théoreme 11.43, on a

inf A*(z) = igjfB{A*(x) +1x(x)} = max { inf (\,y) — AF()\)} :

zeK AeB’ | yeK

En particulier, la fonction H(\) = Ap(\) — in[f; (A, y) atteint son minimum.
ye
On conclut grace au lemme I1.39. 0

Le théoréme précédent n’est plus valable si I’hypothese ri K Nrico Sg (resp. K Mco Sk)
n’est pas satisfaite. En effet, considérons la probabilité p = %50 + %51 € P(R) etle

convexe
C:{VEP(R):/xdy21}.
R

Clairement, dom A, = R est ouvert, mais |1, +o00[N[0, 1] = (.
Calculons la I-projection de p sur C. Tout d’abord, 6, € C, et H(6i|p) = @.
De plus, v < p < Ja € [0,1],v = (1 — a)dp + ad;. Comme

/xd((l—a)50+a51):a21<:)0z:1,
R

on en déduit que §; est la I-projection de p sur C'. Clairement §; n’est pas de la forme
652?

md,u(x).

Pour conclure ce chapitre, nous allons montrer que le théoreme I1.41 est également
mis en défaut si le domaine de A, n’est pas ouvert.

Proposition 11.44. Soit 1 € P(R) telle que supp it = R et dom A, =] — o0, 1]. Po-
sons dp*(z) = Ae—(l) du(x) et a = fod,u*. Pour tout a > «, u* est la I-projection
1

généralisée de |1 sur le convexe C, défini par

Ca:{VEP(R):/|x]d1/<+oo et /de/Za}.
R R

De plus, pour tout a > o, on a H(Cy| ) = a — A,(1).



IL.4. Projections entropiques 43

Avant de passer a la preuve, commengons par quelques remarques :

Remarque I1.45.
e La proposition précédente s’applique par exemple pour des probabilités p de la
forme du(z) = me’x]lw dxz, avec b > 1.

e Sia > «, alors bien que ]a, +0o0o[ soit d’intersection non vide avec I'intérieur de
I’enveloppe convexe du support de i, la probabilité 1 n’admet pas de I-projection
sur C,, (1* ¢ C,). Ceci prouve que le théoreme I1.41 n’est plus valable si dom A,
n’est pas ouvert.

e On a vu que pour tout a > o, H(C,| t) = a — A,(1). En particulier, sia > a ona

H(Co|p) > H(p" ) -

e Sia < ay < ag,alors Cy, C Cy,.Les ensembles C,, et C,, ont la méme projection
entropique généralisée p*. Pourtant H (C,, | 1) < H(C,,| ).

o)

Démonstration. Soit a > «; pour tout n > 1, posons dy,, = 0, ]
MY, n

dpu.

Premiere étape :

Nous allons montrer que pour tout ¢ € R*, la suite (A, (t))n>1 est croissante.

En effet, pour tout ¢ > 0 fixé, on peut écrire A], (t) = ¢(n), o1 la fonction ¢ :]0, +-00[— R
est définie par

() — oz )
o € du(x)
Or,
o) = ue™ [ et dp(x) — e [ xe du(x) - e [ xe dp(x) — e [ we™ dp(z)

(fy et du(x))’ (fy et du(x))’

o . . , L
Ainsi, ¢ est croissante, et par conséquent, (AM <t))n2 | est aussi croissante.

Deuxiéme étape : Montrons que pour tout n > 1, A7, (t) —
n — 400

Pour toute > 0,on a:

Syl = nle du(e) _ o o = nle® dp(z)
Ty <&+ o
J7 e du(x) Jy e du(x)

- (n —&)et™== [0, n — € ajp M0, —¢]
et 0
- et(N—E/Q)M[n — 5/27 n] ,u[n — 6/2, n]

[ A5, (8) =] <

=c+(n—e¢)

Ainsi, pour tout € > 0,
limsup [A], (t) —n| <e.

t——+00



44 II. Entropie relative, théoréme de Sanov et projections entropiques

Comme ¢ est arbitraire, on en déduit que A}, (t) P
— T 00

Troisieme étape : Montrons qu’il existe une suite décroissante ¢,, > 1 définie pour tout
n > [a] + 1telle que A}, (t,) = a.
Procédons par récurrence sur n > [a] + 1 :

e Pour n = ng := [a] + 1, la suite A], (1) étant croissante, on a

Hng ~ n—+4oo Hn

N, (1)< lim A (1) :/:pdu* =a<a.
R
D’autre part, tlim A, . (t) = nog > a. Donc, d’apres le théoreme des valeurs inter-
——+00 n
médiaires, il existe 1 < ¢y, tel que A}, (tn,) = a.

e Supposons 1 < ¢, construit. Comme précédemment, ALn+1(1

suite A}, (¢) étant croissante pour tout , on a Aj,  (t,) > A
<

< a. De plus, la
(t,) = a. Donc,
thi1 < t, tel que

/
R N . o Bnt1 "
d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe 1

A,/Mn+l (tn+1> = da.

n

Quatrieme étape : Montrons que la suite ¢,, converge vers 1 et que H (C,| 1) < a—A,(1).
Posons

etnx

7 ) dfty,.

dpin(x) = 7. (6

Alors,

_ die, dit,
H(ln) = [ log % dii + [ log 0 dy
R R 2

dpiy
= /(tnx — Ay, (t,)) dity(z) — log 1[0, n]
R
© tha — Ay, (t,) — log 1[0, n, (11.46)
ol () vient de
/ rdp,(x) = A, (t,) = a. (I1.47)
R

L’équation (I1.47) entraine que 1, € C,. En particulier, d’apres (I1.46), on a pour tout n
H(Cu|p) < tpa— A, (t,) —logpl0,n] (11.48)

La suite ¢,, étant décroissante et minorée par 1, elle converge vers un certain ¢ > 1. On
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obtient en utilisant le théoréme de Fatou en (I1.49), et (I1.48) en (11.50) :

thx
lx . €
e d,u:/hmmf]I n—— dp
l@ o e 0 ]

< liminf Ay, (t) (IL.49)
< liminf (tna —log u[0,n] — H (Cal ) (IL.50)
—la—H(C,lp).

On en déduit que ¢ € dom A, =] — 00, 1] et comme ¢ > 1, on a ¢ = 1. En passant a la

limite dans (I1.48) grace au théoreme de convergence dominée, on obtient
H(C,lp) <a—A,(1) (IL51)

Cinguiéme étape : Finalement montrons que H (C,| 1) = a — A, (1) et que p* est la I-
projection généralisée de p sur C,,.
Pour toute v € C,, on a

*

) d
H(vl) = H (vl i) + | Tog v

=H(v|u") —i—/x—Au(l)dV

R
> H (v| ) +a— A1) (I1.52)
> H(v|p") +H(Col ). (IL53)

Dans ce calcul, (I1.52) résulte du fait que v € C, et (I1.53) vient de (IL.51). De (I1.52), on
déduit que H (C,| 1) > a—A, (1), ce qui d’apres (I1.51) entraine que H (C, | i) = a—A,(1).
Enfin, d’apres le théoreme 11.30, I’inégalité (I1.53) prouve que p* est la I-projection géné-
ralisée de p sur C,. [
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II1.1 Introduction

III.1.1 Présentation du probléme

Le probleme que nous allons aborder dans ce chapitre est issu de la Mécanique Statis-
tique : on considere un grand nombre de particules, modélisées par des variables X7, ..., X,
indépendantes et identiquement distribuées de loi ¢ sur X et on cherche a déterminer la
loi d’une particule typique, sous la contrainte que le nuage de particules se trouve a un
niveau d’énergie moyenne donné, c¢’est-a-dire

c (Xl %iF(Xi) _ a> ,

ol F'(X;) désigne I’énergie de X;. Le nombre de particules étant élevé, le probleme est
de déterminer la limite quand n — +oo de la quantité précédente. Plus généralement, on
cherche a calculer

lim £(X;|L,€C),
n—-—+00
ou C désigne un ensemble de probabilités, et L, = % > i, 0x,, la mesure empirique de
I’échantillon.
Si C' est convexe, on montre sous de bonnes hypothéses que

lirf L(Xy|L,eC)=u",
ou u* est la I-projection de 1 = L£(X;) sur I'ensemble C. Ce résultat, démontré pour la
premiere fois par Imre Csiszar dans [19] avec une grande généralité, porte le nom de Prin-
cipe Conditionnel de Gibbs. L’ objet ug. := L (X |L,, € C') peut, grace a I’échangeabilité
des X;, se réécrire sous la forme

/,LTCLv == Eu®n [Ln|Ln € O]

Sous cette forme, on voit que le Principe Conditionnel de Gibbs décrit le comportement
moyen de la mesure empirique L,, lorsque I’on fait un "zoom" sur la grande déviation
L,eC.

Pour que cette loi conditionnelle soit bien définie, il faut imposer que C' vérifie

p?"(L, € C) >0, pour tout n assez grand. (IIL.1)
L’objet de ce chapitre est de mettre en place des moyens permettant de considérer ce

que nous appellerons des contraintes fines, c’est a dire des ensembles C' ne vérifiant pas
I’hypothese (IIL.1).
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III.1.2 A propos de la littérature

Avant de présenter nos résultats concernant les contraintes fines, nous allons rappeler
les résultats classiques de Csiszdr, Stroock et Zeitouni sur le Principe Conditionnel de
Gibbs. Sauf mention contraire, nous nous placerons dans le cadre suivant : X’ est un espace
mesurable ; I’ensemble P (X) des mesures de probabilité sur X’ est muni de la T-topologie,
c’est-a-dire la topologie la moins fine rendant continues les applications v — [ [,
avec f mesurable et bornée, et de la tribu engendrée par ces mémes applications.

Les contraintes épaisses

On doit le résultat suivant a I. Csiszar.

Théoréme II1.2 (Csiszar, [19] thm. 1). Soient p € P(X) et C' un ensemble convexe

mesurable de P(X) fermé pour la T-topologie tel que H(C| ) = H (C| u) < 400, pour
toute suite (X;); i.i.d de loi i et pour tout k € N¥,

:ug,k’ = ‘C(Xla s 7Xk|Ln € C) S P<Xk)

est bien définie pour n suffisamment grand et converge en entropie vers 1*®*, o i* est la
I-projection de . sur C.

Remarque II1.3.
e D’apres le théoreme de Sanov, la condition H(C'| ) = H(C|pu) < +oo entraine
que
1
—logP(L,, € C) — —H(Clp). (I11.4)
n n—-+oo

Par conséquent, P(L,, € C') > 0 pour tout n assez grand et j¢; ;, est bien définie.

e Le théoreme III.2 est en fait valable pour une topologie un peu plus fine que la 7-
topologie et pour des ensembles presque complétement convexes (voir la remarque
A.6 pour une définition).

e La preuve de ce théoreme est une conséquence immédiate de (II1.4) et de la remar-
quable inégalité

k) < ———log (P(Ly € C)e" W), (IIL5)

n 1
H (NC,k —= [n k}]

que nous utiliserons également de maniere intensive dans ce chapitre (voir [19] thm.
1, (2.17) ou I’annexe A pour une preuve).
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Les conditionnements non convexes sont trait€s dans le théoréeme suivant de D.W.
Stroock et O. Zeitouni :

Théoreme II1.6 (Stroock-Zeitouni, [64] ). Soient p € P(X') et A un ensemble mesurable
de P(X) tel que H(A| j1) = H (A| p) < +o00. Posons H = {v € A:H(v|p) =H(A|p) }.
Pour tout ensemble mesurable 1" tel que H C 1(i ona
1
lim sup — log u®" (L, ¢ T'|L, € A) <0 (I11.7)
n—+oo T

Remarque IIL.8.
L’inégalité (I11.7), qui est une application assez simple du théoréme de Sanov, signi-
fie essentiellement que la loi conditionnelle de L,, sachant que L, € A s’accumule
exponentiellement rapidement sur I’ensemble H.

Grace a un argument combinatoire, 1’inégalité (III.7) permet de démontrer des résul-
tats sur la convergence de £(X1,..., Xy|L, € A). Dans la proposition suivante, X est
un espace polonais et P(X) est muni de la topologie de convergence étroite et de sa tribu
borélienne.

Proposition IIL9 (Stroock-Zeitouni, [64] ). Soient u € P(X), et A un ensemble mesu-
rable de P(X) tel que H(A|p) = H (A| 1) < +o0.

1. Si'H = {u*}, alors, pour tout k € N*, L( X1, ..., Xy|L, € A) converge étroitement
vers 1* % dans P(XF).

2. La suite L(X:|L,, € A) est précompacte et I’ensemble de ses valeurs d’adhérence
est inclus dans to'H.

On pourra consulter le chapitre 7 de [26] pour une exposition classique de ces résultats.

I’approche classique des contraintes fines

Le cadre suivant a été concu par D.W. Stroock et O. Zeitouni dans [64] pour aborder
des conditionnements fins. On se donne
e une famille croissante (As)s~o d’ensembles mesurables, c¢’est-a-dire telle que

5<5/$A5CA5/,
e une famille croissante (Fj)s d’ensembles fermés telle que
Vo >0, AsC Fy,

on pose
A=A e Fy=[()Fs.
§>0 §>0
et on fait I’hypothese suivante
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Hypothese II1.10. 11 existe u* € Ay tel que
H (p*p) = H(Ao| ) = H (Fo| ) < +o0,

tel que pour tout § > 0,
we (L, € As) —— 1.

n—-+00

On a alors le théoreme suivant

Théoreme II1.11 (Stroock-Zeitouni, [64]). Sous [’hypothése I11.10, pour tout ensemble
mesurable I" contenant H = {v € Fy : H(v|u) =H (Aol p)}, ona

1
lim lim sup — log u®" (L,, ¢ T'|L,, € As) < 0 (I11.12)
n

0—0 noioo
De plus, si X est polonais et si H = {u*}, alors, pour tout k € N*,

lim lim £(Xy,...,Xk|L, € As) = u*,

6—0n—-+4oo0

au sens de la convergence étroite sur P(XF).

Différentes extensions du Principe Conditionnel de Gibbs

Depuis les travaux de Csiszar, Stroock et Zeitouni, le Principe Conditionnel de Gibbs
a été généralisé dans trois directions différentes et complémentaires :

e En généralisant le théoreme de Sanov pour des topologies plus fortes que la 7-
topologie, P. Eichelsbacher et U. Schmock dans [30] suivis de C. Léonard et J.
Najim dans [46], ont permis de considérer de nouveaux types de contraintes.

e Dans [6], E. Bolthausen et U. Schmock ont obtenu un Principe Conditionnel de
Gibbs pour les mesures d’occupations de chaines de Markov uniformément ergo-
diques.

e A. Dembo et O. Zeitouni se sont intéressés dans [25] a la convergence d’un bloc de
taille croissante de marginales. Ils ont montré que pour des ensembles convexes C'
définis par des contraintes de type moment, ie

C:{VGP(X): /deeK} avec F:X —R? et K convexe,
X

on pouvait, sous certaines hypotheses, trouver une suite k&, —— +oco d’entiers
n—-+0o0

telle que

— 0.
n—-+o0o

HE(Xl, cee 7an|Ln € C’) _ M*®kn

vT

I1s ont obtenu des vitesses explicites pour k,,. Cette étude a été reprise par A. Dembo
et J. Kuelbs dans [24] pour une fonction £’ a valeurs dans un espace de Banach.
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III.1.3 Survol du chapitre
Contraintes fines approchées

Dans ce chapitre, nous allons étudier un nouveau moyen d’aborder les conditionne-
ments convexes fins. Nous nous intéresserons au comportement limite de

L(Xy,...,X|Ln € Cy),

ot (C),), est une suite décroissante de convexes. Nous montrerons, sous diverses hypo-
theses, que
L(X1,..., Xp|Ln € Cp) —— p**,
n—-+00
. L _
avec u* la I-projection de p sur C' = ﬂ Ch.
neN
Ici, C' doit étre vu comme une contrainte fine, et la suite (C,,),, comme une suite de

contraintes épaisses convergeant vers C'. Concrétement, nous considérerons deux types de
grossissement :

1. Si C est défini par une contrainte de type moment, ie

C:{VGP(X): /XqueK},

F étant une application de X’ dans un espace vectoriel normé (B, || . ||), nous gros-
sirons C' en relaxant la contrainte a € pres :

ng{ygp(,}(); /Xquer},

ot K¢ ={zr e B,3r' € K, ||z — 2| <e}.
2. Si C est un ensemble convexe quelconque de P(X), muni de la topologie de la
convergence étroite, nous prendrons un e-voisinage de C', ie nous considérerons

Cc:={vePX): el dv0)<e},

ou d(., .) est une distance métrisant la topologie de la convergence étroite sur
P(X).
Dans ces deux situations, nous chercherons a déterminer explicitement des vitesses de
rétrécissement ¢, telles qu’en posant C;,, = C., , dans le premier cas et C;,, = C*", dans le
second, on ait
L(X1,...,Xi|L, € Cp) —— p*** au sens de la convergence en variation.

n—-+4+o0o

La principale difficulté technique que nous rencontrerons est qu’ici, contrairement a
I’approche classique développée dans le théoreme III.11, le conditionnement dépend de
n ; les bornes asymptotiques fournies par le théoreme de Sanov ne pourront donc pas €tre
directement appliquées.
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Cadre et notations

Avant de passer en revue nos résultats, précisons le cadre et les notations de notre
étude. Dans tout ce chapitre, X sera un espace polonais. L’ensemble des mesures de pro-
babilité sur X sera noté P(X’). Comme a la section I1.3.2, nous nous donnerons G, un
sous-espace vectoriel d’applications mesurables sur X" et a valeurs réelles et nous pose-
rons

PG(X):{ueP(X): Vg € G, /Xlgldu<+00}-

Nous munirons Pg(X) de la G-topologie et de la G-tribu (voir section I1.3.2). Nous sup-
poserons toujours que I’ensemble Cj,(X') des fonctions continues bornées sur X est inclus
dans G. Concretement, G sera dans la suite 1’un des espaces suivants :

Cy(X) (topologie de la convergence étroite),

B(X), ensemble des applications mesurables bornées (7-topologie),
L(X,p)={f:X — R, mesurable tq. 3t > 0, [, 'Vl dp < 400},
LAX, p) ={f: X — R, mesurable tq. Vt > 0, [, 'Vl dp < +00}.

Pour tout entier n > 1 et tout z € X", nous poserons

Nous considérerons une probabilité ;1 € P(X) et pour tout ensemble A C Pg(X) tel
que {z : L* € A} est mesurable et tel que, pour tout n, u®"(L,, € A) > 0, nous définirons
la mesure de probabilité p; , sur X k par :

,u®”(a: € X*: (v1,...,74,) €EB et L° EA)
pe(Ly, € A) ,

VB € B®ka lu’Zl,k:(B) =

B étant la tribu borélienne de X
Si (X;); désigne une suite de variables aléatoires i.i.d de loi p, uy , n’est autre que

L((Xy,....Xp) |LY € A).

Pour & = 1, nous noterons /'3 a la place de 3 ;.
Remarquons que 1y € Ps(X) et que, pour toute fonction g € G, on a, grice a I’échan-
geabilité des X;
E (L), 9)Ta(L;)]
du'y(z) = . ey 113
[ st i) = g2 am.13)
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Principaux résultats du chapitre
e Section IIL.2 : Résultats Généraux

Dans la section II1.2, nous nous placerons dans le cadre abstrait défini ci-dessus. Le
résultat principal de la section est le théoreme suivant

Théoreme I11.14. Soit (C,,),>1 une suite décroissante d’ensembles convexes de P (X)

+oo
fermés pour la G-topologie et C' = ﬂ Ch.
n=1
On suppose que :

1. H(C|p) < +o0,
2. w admet une I-projection j1* sur C,
3. lim H(Cy|p) =H(Clp),
1
4. limJirnf—logu@)”(Ln €C,)>—H(C|p).
n—+oo N
Alors, pour tout k € N¥, Mémk converge en variation vers ,u*®k dans P(Xk).
Idée de la preuve.

Ce théoreme se démontre assez facilement a partir de 1’inégalité de Csiszar (IIL.5).
En effet, grace a (II1.5), on obtient, en notant ), la I-projection généralisée de u sur C), :

H (//Cl‘n,k} M:L@k) < —glog (H®n(Ln e Cn)enH(Cnm))

=~ Dlog (4" (L € G W) 4 K[H (O ) — H (Col )]

Les conditions 3 et 4 du théoreme III.14 entrainent que le membre de droite tend vers 0.

L’inégalité de Pinsker permet de conclure que H/ﬂé P “;®k“VT —— 0. Enfin, les
w n——+o0
conditions 2 et 3 entrainent facilement que ‘ ek — ek HVT —— 0. O
n—-+oo

Si p vérifie la condition de Cramér forte (I1.20), alors, d’apres le théoreme I1.21, les
grandes déviations de L, sont contr6lées par la bonne fonction de taux H( . |u). Par
ailleurs, grace a la régularité de H ( . | 1), les conditions 2 et 3 du théoréme précédent sont
automatiquement vérifiées. En revanche, méme dans ce cadre régulier, la vérification de
la condition

lim inf > log 4®"(L,, € Cy) > —H (C| 1) (IIL15)

n—+oo M

ne reléve pas du théoreme de Sanov.
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Pour obtenir (I11.15), nous aurons besoin de bornes inférieures non-asymptotiques (va-
lables pour tout n) pour les probabilités de grandes déviations de L,,.
La borne inférieure suivante (voir proposition 111.44), due a D.W. Stroock et J.D. Deu-
schel,

1

. (L, e Ct
n

wen (L, € C,)

1
+ H1og we (L, € C,) — (111.16)

neu® (L, € Cy,)
permet de remplacer la condition (III.15) du théoreme II1.14 par la condition plus simple

lim (L, € C,) = 1. (I11.17)

n—-+o00

Dans la mesure ou p* € C,, pour tout n, la condition (III.17) est une condition de type loi
des grands nombres.

Toujours dans la section II1.2, nous essaierons d’améliorer la convergence de (i, vers
p*. Dans le cas ol GG est I’espace d’Orlicz L. (X, 1) (voir la page 65 pour des rappels sur
les espaces d’Orlicz), nous nous intéresserons a la convergence forte de y¢, vue comme
une forme linéaire continue sur L. (X', 1). Nous poserons pour tout £ € L. (X, 1)’ (le dual
topologique de L. (X, i),
1Nz := sup (L, f),

JEL, (X,p)
IFII-<1

ot || . ||~ est la norme de Luxembourg sur I’espace d’Orlicz L. (&X', u).
La proposition suivante donne une condition générale pour obtenir la convergence de ji¢,
vers £1* au sens de la norme || . [|* :

Proposition II1.18. Sous les hypothéses du théoréme I1l1.14, notons h,, = ddﬁ, ou (i) est
)

la I-projection généralisée de v sur C,, et supposons que (hy,), soit une suite bornée de
L, (X, p) pour un certain p > 1, alors ||, — pu*

— 0.
n—-+00

T

Idée de la preuve. En utilisant la généralisation II.16 de I’inégalité de Pinsker, on montre
que

Vi, e € Po(X),
d p
v — s < C, (1+log/ d—ij du> (\/H(ylyu2)+H(y1\y2)>, (IL.19)
X

o P, (X) = Pr.(xu)(X) et Cp est une constante ne dépendant que de p.

On obtient le résultat en reprenant pas a pas la preuve du théoreme III.14 pour £ = 1
mais en en utilisant cette fois ’inégalité (II1.19) (avec 1, = () a la place de I’'inégalité
de Pinsker. 0J
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e Section II1.3 : Conditionnement par des contraintes de type moment

Dans cette section, G = L.(X, i) et on s’intéresse au cas particulier important d’un
conditionnement de la forme

C:{VGPT(X):/XFCZVGK}

avec F' une application mesurable a valeurs dans un espace de Banach séparable B muni
de sa tribu borélienne et K un convexe fermé de B. On supposera que ||F'|| € L, (X, ),
de sorte que C' est fermé.

Comme nous I’avons expliqué plus haut, nous grossirons C' de la maniere suivante :

Cn = {VEPT(X) : / Fdv e Kan},
x

ou K*» = {x € B :d(z,C) < ¢,} et g, est une suite de réels positifs décroissant lente-
ment vers 0.

Dans cette section, Zp, Ap et A}, seront respectivement la transformée de Laplace, la
Log-Laplace et la transformée de Cramér de j., image de p par F'.

Le résultat principal de cette section est le théoréme suivant, o B est un espace de
dimension finie.

Théoreme I11.20.
On suppose que

e B3 est de dimension finie,
e domAp :={\ € B : Ap(\) < 400} est ouvert dans B’,
e L’enveloppe convexe du support de |, co Sg est d’intérieur non vide.

Si K est un convexe fermé de B tel que K N co Sp # 0, alors

1. p possede une I-projection yi* sur C = {v € P,(X), [, Fdv € K},

2. Il existe ¢ € RY tel que pour toute suite €, € RT de limite nulle telle que
*®k

lim nsi E]é, —|—oo], la suite u¢, . converge en variation vers [*®%, pour tout
n——+o0 M
keN,onC,={veP(X), [,Fdve K"}

3. De plus,

*
we, =l = O

4. Enfin, pour tout k, ji¢, . converge en entropie vers W,
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Idée de la preuve. Tout d’abord, on montre, en utilisant les résultats de la section 11.4.4
du chapitre précédent, que p admet sur C' (resp. sur C),) une I-projection p* (resp. ;) qui

s’écrit
e F)

) < e >
) — resp. =——u |,
b=z P i = 2"

avec \*, (resp. A ) I’'unique minimisant de la fonction

H\) =Ar(N) — (A y) (resp. H,(A\) = Ap(X) — inf () y>) :

inf
ye K ye Ken

De plus, en utilisant des techniques classiques d’optimisation convexe, on voit que
lim,, .4 A% = A*. Cela entraine facilement que

lim H(Cp|p) =H(Clp).
n—-+o0o
D’apres les résultats de la section III.2, la seule chose a vérifier pour obtenir la conver-
gence en variation de ¢, 4, vers W est que

W€ (L, € C,) — 1.

n—-4o0o

Or,

n

IS E) - | Faw

i=1 X

@ (Ly € Cp) > P (

< 8n> ;
avec Y; une suite i.i.d de loi p*.
On voit facilement qu’il existe § > 0 tel que [, €’17l dy* < +00. On peut donc appliquer
I’inégalité de Bernstein et conclure que
> en> ~ e En,

(R

Ainsi, si ne2 ——— +00, la convergence en variation est démontrée. Nous verrons qu’en
n—-+00

travaillant plus finement, on peut méme prendre des suites &, ~ \/Lﬁ

Pour montrer que ||uf, — p*||° —— 0, il suffit de s’assurer que h, = %= est
n T n—+oo H

bornée dans L, (X, i), pour un certain p > 1. Ceci découle facilement de

/(du’é)pd _ Zp(pAy)
—2 ) dp =
2\ du ZFO‘Z)])

de la convergence de A\ vers \* et du fait que dom Z est ouvert. OJ
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Si B = R, on peut améliorer la vitesse de grossissement €,,. On montre a la proposi-
tion II1.70, en utilisant I’inégalité de Berry-Esseen (voir (II1.72)), que les conclusions du
théoreme I11.20 restent valables pour ¢,, = % avec0 < a < 1.

Le reste de la section III.3 est consacrée a des généralisations du théoreme précédent
pour des fonctions F' a valeurs dans un espace de Banach de dimension infinie. Sous
de bonnes hypotheses, la convergence en variation de fi¢, , vers @ est démontrée au
théoreme II1.76. La preuve est sensiblement la méme que celle esquissée ci-dessus, a ceci
pres que I'inégalité de Bernstein est remplacée par sa généralisation infini-dimensionnelle
donnée par le théoreme de Yurinskii (voir théoreme II1.77). En revanche, la convergence
pour la norme || . ||= semble pour I’instant hors de portée.

e Section I11.4 : Contraintes plus générales - Controles par recouvrement.

Dans cette section, nous revenons au cadre classique ot G = C(X) et nous mettons
en place une méthode permettant de traiter le cas d’une contrainte convexe fine C' gé-
nérale. Nous munirons P(X’) d’une distance d métrisant la topologie de la convergence
étroite. Dans tout ce qui suit, d sera ou bien la distance de Fortet-Mourier (voir (I11.87))
ou bien la distance de Prokhorov (voir (111.88)).

Les grossissements de C' considérés dans cette section sont de la forme

Cn={rvePX),dv,C) <e,};

I’objectif étant de construire explicitement des suites (£, ),, de limite nulle telles que

Rk

n *
:U’Cn,k 1% )

n—-+o00

au sens de la convergence en variation sur P(X*). D’apres les résultat généraux de la
section IIL.2, la seule chose a montrer est que

1AL, 1) < £) —— 1. (I1.21)

n—-+00

Le cas compact. Dans un premier temps, nous supposerons que X est un espace mé-
trique compact. Un résultat classique (voir le théoréme I11.92) entraine que (P(X),d)
est lui aussi un espace métrique compact. Pour montrer (I11.21), nous allons utiliser une
technique développée par S. Kulkarni et O. Zeitouni dans ’article [42]. Cette technique
permet d’obtenir des controles non-asymptotiques faisant intervenir des nombres de re-
couvrement pour les probabilités de grandes déviations de L,, (voir [42], théoreme 1).
Rappelons que si K est une partie compacte d’un espace métrique (), d), le nombre de re-
couvrement de niveau ¢, noté Ny (d, K, ), est par définition le nombre minimal de boules
ouvertes de rayon € nécessaires pour recouvrir K. La méthode de [42] permet d’obtenir
la proposition suivante
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Proposition II1.22. Soit A une partie mesurable de P(X). Pour tout v € P(X), on a

VE >0, vO(L, € AS) < Npg)(d, A, €)e 1A% ]) (IML.23)

en notant A* .= {v € P(X): d(v, A) < &}
En appliquant la borne (I11.23) avec A = B(u*,¢)¢ et £ = £, on obtient

,U*@m(Ln c B(M*>5)C) < NP(X) (B(/L*,S)C, Z) e—nH(B<H*7%)C ,u*)'

En notant Npx) (J, 6) = Np(x) (J, P(X), 5) et en utilisant I’inégalité de Pinsker

d(v,p) < |lv = pllvr < V2H (V] p),

on obtient - ,
,u*®"(Ln S B(,LL*,S)C) < Np(/\/) (d, Z) e s,

Ainsi, la condition (II1.21) est vérifiée pour toute suite (£, ),, de limite nulle telle que

_ 2

Np ) (d, %”) ¥ ——0 (11.24)
Pour rendre la condition (I11.24) plus facilement vérifiable, nous utiliserons le lemme 1 de
[42] qui permet de démontrer que

) 1o\ Nx(de/2)
Ve > 0, Np()()(d, 8) < (?) . (IIL.25)

Grace a la majoration (II1.25), nous obtiendrons le
Corollaire II1.26. Pour toute suite €,, > 0 de limite nulle telle que

2
% + log(e,) Ny <d, %”) s +oo, (I11.27)

n—-4o0o

(e, . converge en variation vers ji*®* dans P(X*).

Nous verrons a la proposition II1.105 que pour tout espace métrique compact (X, d), il
existe toujours au moins une suite (&, ),, de limite nulle vérifiant la condition (II1.27). Par
ailleurs, la littérature abonde en estimations des nombres de recouvrement Ny (d, ) qui
permettent via le critere (II1.27) de calculer des vitesses de rétrécissement (&, ),, explicites.
Par exemple, si X’ est une partie compacte de R, et d la distance euclidienne, on a la
majoration classique Ny (d,e) < 5 pour tout £ assez petit (voir proposition II1.85), on
en déduit facilement que, dans ce cas, on peut prendre ¢,, = n—la avec 0 < a < — (voir

q+2
proposition I11.104).
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Extension au cas non-compact. Pour étendre les résultats précédents au cas ot (X', d)
n’est plus compact, nous allons mettre en oeuvre une technique d’approximation. On
commence par approcher p* par la probabilité pj = #*I(f;() ©*, o K est un compact
de X' ; pour cette probabilité i}, € P(K), on dispose de la borne

2
_n&
n-g

e

16 Nic(d.§)
VES 0, WS (L € Blul€) > 1— (Te)

Un argument technique assez simple permet d’en déduire la borne suivante :

Pour tout £ > 0,

166)1\71{(6@5) e

e (d<Ln,0> ssmu*(m) > (K" (1 - ( 5 ) Canas)

La borne (II1.28) permet de calculer des vitesses de rétrécissement (g,),, comme le
montre la proposition suivante :

Proposition IIL.29. Soient C' un convexe fermé de P(X) tel que H (C| ) < 400 et u*
la I-projection de v sur C. S’il existe une suite (K,), de compacts inclus dans X et une
suite &, > 0 de limite nulle telles que :

2
w1 e % +log(&.) Ni, (d, %") —— oo, (II130)

alors, pour toute suite €, de limite nulle telle que €, > &, + 2u*(K}), la suite jg., |,
converge en variation vers j1*®* dans P(X").

Nous verrons a la proposition (III.109) que si % est continue et bornée sur X, alors le

critere (II1.30) peut étre remplacé par la condition plus faible

2

WK, —— 1 et n 4 log(€,) Nk, (d, %) — 5 400, (IIL31)

n—4o0o 8 n—-4o00

Les criteres (I11.30) et (II1.31) sont nettement plus difficiles a vérifier que le critere (I11.27)
du cas compact, le support de la probabilité ;1* devant étre bien approximé par une suite
de compacts pas trop gros (au sens de I’entropie métrique). Par exemple, si I’on se place
dans R, on doit disposer d’informations précises sur la queue de distribution de p* pour
étre en mesure de calculer des vitesses de rétrécissement explicites.
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Proposition II1.32. Soient C' un convexe fermé de P(R?) tel que H (C| ) < +oo et u*
la I-projection de i sur C.

1. S’il existe a > q tel que

/ zl|” du(z) < +o0, (I11.33)
X

1—-4 . .
alors pour €, = %, avec b < 775 Wen, ), CONVerge en variation vers Wk,
En particulier, s’il existe v > 0 tel que f)( el (x) < 400, on peut prendre
b< 5

2. S’il existe a > 0 tel que (111.33) soit satisfaite et si on suppose en plus que log %
1

est continue et bornée, alors on peut prendre b < P

La probabilité p* étant en général mal connue, I’hypothese (I11.33), ou tout autre hypo-
these d’intégrabilité, est difficile a vérifier. On dispose néanmoins du résultat élémentaire
suivant

Proposition I11.34. S’il existe a > 0 et A\ > 0 tels que
/ M dp < 400, (I11.35)
X

et siv € P(X) vérifie H(v|p) < +oo, alors [, ||z||*dv < +oo. En particulier,
les conclusions de la proposition 111.32 restent inchangées si I’on remplace I’hypotheése
(111.33) par I’hypothese (111.35).

Applications a I’étude des ponts de Schrodinger et des processus de Nelson. Nous
terminerons ce chapitre par une interprétation des ponts de Schrodinger et des processus
de Nelson. Ces processus sont les I-projections de la mesure de Wiener sur des convexes
fermés de la forme

Cr) ={V eP(C(0,1],RY)) : VYt e I, V,=uv},

ou [ est un sous-ensemble de [0, 1] et (1) est une famille de probabilités sur R?. Pour
de bons flots de marginales (1;);cs, nous déterminerons des suites &,, explicites telles que

WL = L(Xy, . XLy € C(1)™) ——— wWrek,

n—-+00

ol X; est une suite i.i.d de loi W.
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III.2 Résultats généraux

Rappelons que dans cette section, G désigne un sous-espace vectoriel d’applications
mesurables sur I’espace polonais (X, d) contenant 1’ensemble C,(X') des applications
continues sur X. L’ensemble Pg(X) de toutes les mesures de probabilités v sur X’ telles
que Vg € G, [, |g|dv < 400 est muni de la G-topologie et de la G-tribu introduites a
la section 11.3.2.

Dans la suite, nous fixerons un élément 1 de Pg(X) et nous étudierons le comporte-
ment asymptotiques des suites de la forme

e = L(X1, ., XLy € Cy)

avec (X;); une suite i.i.d de loi u et C,, une suite décroissante de convexes de Pg(X).

III.2.1 Convergence en variation

Le théoreme suivant a pour but de dégager un lot de conditions suffisantes garantissant
la convergence en variation de p¢;, . vers (% la probabilité p/* étant la I-projection de

psur C =N C,.

Théoréme I11.36. Soit (C,,),>1 une suite décroissante d’ensembles convexes de Pg(X)
+o0

fermés pour la G-topologie et C' = ﬂ Ch.

n=1
On suppose que :

1. H(C|p) < +o0,
2. p admet une I-projection p* sur C,
3. lim H(Co|p) =H(Clw),

1
4. liminf — log u®**(L,, € C,) > —H (C| p).

n—4oo N

Alors, pour tout k € N*, u¢, | converge en variation vers ek dans P(XF).
La preuve de ce résultat repose sur le théoreme suivant, du a I. Csiszar.

Théoreme IIL.37. Soitr A un ensemble convexe fermé de Pg(X). On suppose que
H (A| 1) < +o0 et on note p*, la I-projection généralisée de ji sur A.
Si n®"(L,, € A) > 0, alors pour tout k € {1,...,n}, ona

1
[n/k]

H (14 4| 10°%) < —— log (u®"(Ly, € A)emHAW) (IT1.38)

Démonstration. Voir I’annexe A.
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Démonstration. On a, en notant ), la [-projection généralisée de p sur C,,,

Hfugnk B “*®kHvT < H“g k- *®kHvT + ||“*®k *®k||VT (IIL.39)
< \J2H (g, o] ) + (28 (o] o) (II1.40)
— \/2H (p, 1] e*) + \/QkH (g ) (I11.41)

ou (III.39) vient de I’inégalité triangulaire, (I11.40) de I’inégalité de Pinsker (II.13) et
(II1.41) de la formule de décomposition de I’entropie (11.4).

Comme p* est la I-projection de o sur C, p* appartient a C' et donc aussi a C),. Par
conséquent, d’apres I’inégalité de Csiszar (11.26),

H(Clp) =H ([ p) = H(p*| pn) + H(Col 1) - (I1.42)

Ainsi, d’apres I’hypothese (3) du théoreme, H (*| i) tend vers 0.

*Qk

Pour prouver la convergence en variation de p¢, . vers p*“%, il suffit donc, d’apres

(IIL.41), de montrer que hm H (g, 1| 15®*) = 0. Or, d’apres 'hypothese (4), pour n

assez grand, on a u®”(L E C ) > 0. On peut donc appliquer le théoreme I11.37 avec
A = (), ce qui entraine
* k n n
H (g, o] 175) < =~ log (u®" (L € Cp)e M)

= ~Clog (4 (L € C)e W) 4 k[ (C )~ H (Gl )]

D’apres ’hypothese (3), le dernier terme tend vers 0 et d’apres 1’hypothese (4),

1
limsup ——log (u®"(L,, € C,)e" ) < 0.
n—-+o0o n

Remarque I11.43.
Notons

LIX, p) = {g mesurable : Vs € R, / el dy < —i—oo} :
x

Si G C L%(X, ), alors, d’apres la proposition I1.36, ;v admet une I-projection sur
le convexe fermé C vérifiant H (C| ) < +o00. Par ailleurs, d’aprés le point 2 de la
proposition I1.34, H (.| 1) est une bonne fonction de taux sur Pg(X'), donc, d’apres
le point (a) du lemme 4.1.6 de [26], on a H (C,,| ) i H (C|p). Ainsi, dans ce

cadre régulier, il suffit de vérifier les hypotheses 1 et 4.
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Pour vérifier la condition

1
liminf—logu@)”(l)n €C,) >—H(C|p),
n—+oo N
il est indispensable de disposer de bornes inférieures exactes (non-asymptotiques) pour le
théoreme de Sanov. La proposition suivante, démontrée en exercice dans le livre de J.D.
Deuschel et D.W. Stroock, fournie une telle borne :

Proposition I11.44. Soient A une partie de P(X) telle que {x : LT € A} est mesurable
etv € Pg(X) telle que v < et v®" (L, € A) > 0. Alors,

v (L, € A°) 1

1
- ®n nH(v|p)) > _ I S T ®n
nlog(,u (L, € A)e ) > —H(v|p) V(L € A) +nlogy (L, € A)

ey (4

Démonstration. Voir I’annexe A. ]

Le corollaire suivant exploite I’'inégalité (II1.45) et permet de remplacer I’hypothese 4
du théoréme II1.36 par une condition de type loi des grands nombres :

Corollaire II1.46. Sous les hypotheéses 1,2, et 3 du théoreme 111.36, ug, . converge en

variation vers *®* dans P(X*), dés que

lim p**"(L, € C,) = 1.

n—-+4oo
Démonstration.

1
11 suffit de montrer que I, := ——log (u*"(L,, € C,)e" ™ (")) est majoré par une suite
n

de limite nulle. Or, en appliquant la proposition I11.44 avec A = C,, et v = p* (qui vérifie
H (p*| p) =H(C| p) et u*®"(L,, € C,) > 0 pour n assez grand), on obtient :

P (L € CF) 1

1
I, <H(C - =1 *@n(r, € C, ,
et comme lirf W (L, € C,) = 1, le membre de droite tend vers 0. l

II1.2.2 Convergence forte dans L. (X, 1)’

La convergence en variation donnée par le théoréme II1.36 n’est pas toujours satisfai-
sante. En effet, si I’on prend C' = {v € Pg(X) : fx fdv =a}, avec f € G non bornée,
la convergence en variation de j¢, vers p1* n’est pas assez forte pour pouvoir affirmer que

lim /fdpgn:/fd,u*:a.
n—+too Jx X
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En fait, la convergence en variation d’une suite v, vers v n’est autre que la convergence
forte de v, vers v en tant que formes linéaires continues sur B(X). Si (G, || . ||¢) est un
espace vectoriel normé, la bonne notion de convergence serait la convergence pour la
norme || . ||, définie pour toute forme linéaire ¢ continue sur G par :

[l = sup (£,9).

lglle<1
La proposition III.51 suivante donne une condition suffisante qui garantit la conver-

gence forte de p, vers 1* dans le cas ot G est ’espace d’Orlicz L, (X, ).

Rappels sur les espaces d’Orlicz.
Rappelons qu’une fonction de Young est une fonction 6 : R — [0, +0oc| convexe, paire et
telle que

6(0) =0, 0(s) —— o0, dso >0, 6(sg) < +o0.

S§——+00

Si u est une mesure de probabilité sur un espace mesurable (X, 3), on définit les deux
espaces

S

Lo(X, 1) = {g:X—>R,mesurable:E|s>O, / G(g) <+oo}
X

et
Lo(X,p) = {g : X — R, mesurable : Vs > 0, / 0 (%) < —i—oo} .
X

On note Ly(X, i) (resp. L§ (X, 1)) ’ensemble des classes d’équivalence de fonctions de
Lo(X, ) (resp. LE(X, 1)) pour la relation d’égalité p-presque slirement.

On définit sur Ly (X, ;) une norme, appelée norme de Luxembourg, par

S

Vg € Lo(X, 1), ||9||9=inf{8>01/9(g> duél}.
X

On montre que (ILy (X, 1), || - ||¢) est un espace de Banach ; c’est I"espace d’Orlicz associé
a la fonction 0.

Si 6 est une fonction de Young, sa conjuguée convexe 6* définie par

0*(t) = sup{st — 6(s)}

seR

est encore une fonction de Young.
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L’inégalité de Young
Vs, t € R, st <0(s)+60%(t)

permet de démontrer que si f € Ly(X, p) et g € Ly« (X, ), alors

foela(X,pn) et / |faldp < 2| fllollg]le~- (111.47)
X

Par suite, un élément de Ly (X, 1) peut &tre vu comme une application linéaire continue
sur Lg(X, 1v). En général, le dual topologique de LLy(X, 11) est strictement plus gros que
Ly« (X, pt). En revanche, on a la proposition suivante :

Proposition I11.48. Si 0 est une fonction de Young partout finie, alors le dual topologique
de Lg(X, ) peut étre identifié a Ly« (X, p), c’est-a-dire que pour toute forme linéaire
continue { sur L§(X, 1), il existe une unique fonction g, € Lg- (X, p) telle que

Vi e La(X.p), (g) = /X Ford.

Dans ce qui suit, nous considérerons les espaces d’Orlicz £, (X, 1) et L2(X, u) asso-
ciés a la fonction 7(z) = el*l — 1 — |z|. Pour tout £ € IL.(X, 11)’, nous noterons

107 =sup{(l,g9) : geL(X,pn),|gll- <1}

Dans la suite, nous supposerons que G = L. (X, 1) et nous noterons P, (X') a la place de
,PET(‘X’:U‘) <X>‘

Si v € P,(X) est absolument continue par rapport a i, alors 1’application

Lo (X, p) *RigH/ng
X

est bien définie et est linéaire. Le lemme suivant donne une condition nécessaire et suffi-
sante pour que cette forme soit continue :

Lemme I11.49. Une probabilité v € P.(X) absolument continue par rapport a . est une
forme linéaire continue sur IL.(X, ) si, et seulement si, H (v| 1) < +o0.

Démonstration. Siv € L. (X, u)’, alors larestriction de v a L% (X, ) appartienta L (X, i)
et, d’apres la proposition IL.48, L*(X, u)" ~ L,«(X, ), ou 7° = zlog(x) + 1 — x. 1l
existe donc h € L.« (X, ) telle que

vge LX), [ gdv= [ ghd,
X X

et on en déduit que v = hu. Comme h appartient a L.« (X', ), il existe ¢ > 0 tel que

/(th)log(th)+1 —thdp=tH (v|p)+1—t+tlog(t) < +oo,
x
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etdonc H (v| ) < +o0.
Réciproquement, si v € P,(X) est telle que H (v| 1) < +o0, alors h = j—/‘; € L«(X,pn).
D’apres I’inégalité (I11.47), on a donc

/gdv
X

ce qui prouve que v € L (X, u)'. O

Vg € L (X, ),

T

_ ] / ghdu‘ < 2gll-[Ih
X

Remarque II1.50.
| En particulier, u¢, appartient a L (X', )",

La proposition suivante donne une condition suffisante pour que ¢, converge vers ji*
au sens de la norme || . ||~ :

Proposition II1.51. Sous les hypotheses du théoréme II11.36, notons h,, = déf et suppo-

sons que (hy), soit une suite bornée de LL,(X,p) pour un certain p > 1, alors
*
l1&, = w || —— 0.

Démonstration. Soient vy et v, deux éléments de P,(X) et ¢ € L (X, p) telle que
9]l < 1. Tout d’abord,

/gdm—/gdug
X X

D’apres (I1.16), pour tout 6 > 0, on a

< ¢ (1+10g/ ol d,,g) (\/H(u1|y2)+H(u1|u2)>, (I11.52)
vT 0 X

ou C' est une constante numérique.

< H gl — lglvs
vT

H gl — gl

1/p
Prenons vy = hpu, avec { / hpdu} < M, alors, d’apres I'inégalité de Holder,
X

1/
/ 9 dyy < M { / ePoldl dul , (111.53)
x x
avec p'tel que & + —; = 1. Comme [[g|, < 1, 0n a/ eld —1—|g|dp < 1, donc
x

(@) 2
/e|9|du§2—l—/]gldu§2+\/§ /%du
X X X

(1)

§2+\/§\//69—1—|g|du§2+\/§§4>
X
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(i) venant de I’inégalité de Cauchy-Schwarz et (ii) de I’inégalité %2 <ell —1 x|

Ainsi, en prenant § = 1 dans (I11.53), on a / el9/P" dyy < 4YP M et (111.52) donne
X

<pC (1 + log(41/P’M)) (\/H(ullw) + H(V1|V2)) :

H gl — gl
vT

dl/g

p 1/p
Par conséquent, pour toute v, € P (X) telle que { / (d_) du] ,ona
X K

Vl/l EP (X)
|1 — el < p'C (1 + log( 41/p M) ) <\/ (v1|ve) + H (1] 1 ) . (II1.54)

Pour démontrer la proposition, il suffit de reprendre mot a mot la preuve du théoréeme
I11.36, avec k = 1, en appliquant en (IIL.40) I"inégalit€ (I11.54) (avec vy = ug, ety = py)
a la place de I’inégalité de Pinsker. 0

III.3 Conditionnement par des contraintes de type mo-
ment

Dans cette section, G = L.(X, ) et nous nous intéresserons a un conditionnement
défini par une contrainte de type moment, ie I’ensemble C' sera de la forme

C:{UGPT(X):/XFCZVEK}

avec F' une application mesurable a valeurs dans un espace de Banach séparable (B, || . ||)
telle que || F'|| € £,(X, u) et K un convexe fermé de B.

Nous grossirons C' de la manieére suivante :

C, = {VEPT(X) : / Fdv e Ken},
X

ou K = {x € B : d(z,C) < g,} et g, est une suite de réels positifs décroissant
lentement vers 0. Les théoremes II1.61 et III.76 donnent des vitesses explicites pour ¢,
dans un cadre fini-dimensionnel et infini-dimensionnel.

Notations. Nous désignerons par pr 'image de p par I’application F'. Le support de
i sera noté Sp. La transformée de Laplace de yr sera notée Zp ; elle est définie par

VAe B, Zp(\)= / eM .
x
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Enfin, on notera A la Log-Laplace de ;1 définie par A := log Z.

Pour montrer la condition

1
lim inf —log u®"(L,, € C,,) > —H(C| ), (I11.55)

n—-4oo M

nous utiliserons la borne inférieure exacte donnée par la proposition suivante.

Lemme II1.56. Si ;1 admet une I-projection p* sur C' de la forme p* = 6< ( )u, avec

\* € B, alors pour tout € > 0,

1 . 1 1<
—log (u®™(L,, € C.)e" B IWY > ZlogP | ||= FY;—/Fd* — |IA*le.
108 (" (L € Cen o) = Ctog® (|23 P — [ P INE
(I11.57)
avec (Y;); une suite de variables i.i.d de loi .
Démonstration. Voir I’annexe A. L]
Remarque II1.58.
Pour obtenir (IT1.55), il suffit d’apres I'inégalité (II1.57) de montrer que
l P F(Y; a < I11.
og ( Z / dp* _en>mo, (I11.59)

Cette derniere condition est strictement plus faible que la condition

1
H»<_
ni

S P - [ Fa
i=1 X
du corollaire I11.46.

III.3.1 Cas d’un espace de dimension finie

Dans cette section, nous supposerons que 5 est de dimension finie et nous noterons ¢
sa dimension. Nous travaillerons sous les hypotheses suivantes.

Hypothese I11.60.
l. domAp :={\ € B'": Ap(\) < 400} est ouvert dans B,

2. L’enveloppe convexe du support de 1ir, co Sr est d’intérieur non vide,

3. K estun convexe fermé de B tel que K N co S # 0.
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Ces hypotheses vont nous permettre d’utiliser les résultats de la section 11.4.4 sur la
représentation des projections entropiques.

Théoreme II1.61. Sous les hypothéses 111.60,
1. p possede une I-projection p* sur C' = {I/ € P(X): fx Fdv e K}.

2. Il existe ¢ € R* tel que pour toute suite £, € RT de limite nulle telle que
*®k

lir+n nsi E]é, —|—oo], la suite ,ugmk converge en variation vers |1*“%, pour tout
keN,onC,={veP(X): [, Fdve K}.
3. De plus, ||pg, — p* 0.

T n—+4oo

4. Enfin, pour tout k, ji¢, . converge en entropie vers W,

Pour démontrer (II1.59), nous ferons appel a ’inégalité de Bernstein donnée par le
theoréme suivant :

Théoreme II1.62. Si Y1, ...,Y,, sont des variables aléatoires réelles indépendantes cen-
trées, telles qu’il existe M > 0 et vy, ..., v, > 0 tels que

!
ElY|"] < 5-M" %,

alors, pour tout t > (),

1 ¢
P(Yl—i-"'+Yn2t)SGXP(—§U+tM), avec UV =vy+ -+ Uy,
Démonstration. Voir par exemple [71], 2.2.11 p.103. 0

Corollaire II1.63. Soit Y; une suite de variables aléatoires réelles indépendantes, de
moyenne nulle, alors

Y+ 1Y, nt?
vi>0 Pl TS < e TL64
= < n = )-eXp( 2M(2M+t)>’ (I11.64)

avece M =inf {A>0:Vi=1...n, E[r(%)] <1}, out(z)=el—1—|z|

Démonstration. Si M = 400, ’inégalité est vraie.
Si M < +o00, alors pour tout 7 = 1...n, on a pour tout m > 2 :

!
E(|Y|"] < 5-M™ %,

et donc
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avec v; = 2M?. Donc, d’apres le théoreme 111.62, on a

nt?
PYy+---+Y,>nt) < - .
Vit —n)—eXp( 2M(2M+t)>

O]

D’apres le théoreme I11.36, nous aurons également besoin de certaines propriétés de
continuité des I-projections par rapport au grossissement ; celles-ci sont démontrées dans
le lemme ci-dessous.

Lemme II1.65. Sous les hypotheses I11.60,

1. Ap est strictement convexe,

(A F)
e
2. u admet une I-projection p* sur C, qui s’écrit pi* = mu, avec \*, 'unique
F
minimisant de la fonction H(\) = Ap(\) — inf(()\, Y),
ye
eAnF)
3. w admet une I-projection (), sur C,,, qui s’écrit |, = mu, avec \;, l'unique
F\"\n

minimisant de la fonction H,(\) = Ap(\) — illl{f (A ),
ye Ken

4. De plus, liril Ar = \et lirf H(C,|p) =H(C|p).
Démonstration.
1. Si A1, Ag € dom Ap, en posant g(t) = Ap(tA; + (1 —¢)\2), pour t € [0, 1], on voit faci-

fementque o' (1) = [ (e = ) = [0 = A0 die)) djir (x), avec fir ~ pir.

Par suite, ¢”(t) = 0 si, et seulement si, Ay — A; est constante sur co Sr. Comme co S est
supposé d’intérieur non vide, cela entraine A\; = \,, et Ap est donc strictement convexe
sur son domaine.

2. Par hypothese, K N co Sr # (), donc ri K N co S # (. D’apres le théoreme 1141, p
possede une I-projection p* sur

52{V€P(X):/|]F||du<+oo et /FdI/EK},
x x

mais, d’apres le corollaire I1.35, p* est la I-projection généralisée de p sur C'. Comme
H (u*| 1) < 400, le point 1 de la proposition I1.34 entraine que p* appartient a P, (X)) et

donc p* est la I-projection de p sur C. Dfa plus, d’apres le tl_léoréme 141, p* = % K
avec \* € Argmin H. Comme A est strictement convexe, il en est de méme pour H qui

n’admet donc qu’un seul minimisant.
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3. Idem.

4. Clairement,
H,(\) = H(\) + e,]|All-
On en déduit que dom H,, = dom H et que H,, converge simplement vers / sur dom H.
Admettons un instant que la suite (\),, soit bornée et considérons une valeur d’adhérence
A de (%), ainsi qu’une sous-suite (A}, ) convergeant vers \.
Pour tout &,
Hy, (Ay,) = inf Hy, (A) < Hy, (AY),

AEB’
donc par convergence simple,

limsup Hy, (\,,,) < lim Hy, (\*) = H(\") (I11.66)

k——+o0 —+0o0

De plus, par semi-continuité inférieure de H :

H(A) < liminf H,, (,,). (I1.67)

De (111.66) et (I11.67), on déduit que
H(\) < HO\).

Comme H n’admet qu’un seul minimisant, on a nécessairement A = \*. La suite (\*),
est une suite bornée admettant \* pour seule valeur d’adhérence; elle converge donc
vers \*. En particulier, (II1.66) et (I11.67) sont valables pour n; = k et par conséquent,

hIJ? inf H,, = inf H. Ceci entraine, d’apres le théoreme I1.41, que H (C,,| 1) converge

vers H (C| p).

Montrons a présent que la suite (), est bornée. Comme coOSF = doni A% (voir la
remarque 11.42), il existe o € K N dom A%. Posons H(X\) = Ap(\) — (A, z). On a
clairement H < H < H,. Comme H,,; < H,, la suite inf H,, est décroissante. Donc
H,, atteint son minimum sur {Hn <inf Hy + 1} C {f[ <inf Hy + 1}. 11 suffit donc de

montrer que pour tout k € R, {f] < k} est borné.
Or,
{Hg k} — {/\ €B :VreB, (\z)< k+H*(x)}

Mais H* () = A% (z + ) et donc 0 € dom H*. Une fonction convexe étant continue sur

o

I'intérieur de son domaine, on en déduit que si r > 0 est tel que B(0,r) C dom H * ona
pour tout \ € {1::[ < k’},

sup (A, z) < k+ sup H*(z) < 400,

llzll<r l[zl|<r
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et donc {]:l < k;} est borné. O

Démonstration du théoreme I11.61 :
1. C’est le point 2. du lemme III.65.
2. D’apres le théoreme 111.36, et le point 4. du lemme II1.65, il suffit de montrer que

hmlnf—log,u "(L, € C,)>—H(C|p)

n—-+oo M

D’apres la borne inférieure exacte (I11.57) du lemme II1.56, si (Y;); est une suite i.i.d de

loi ¥,
lim 1nf—log < (L, € C’n)e"H(“*‘”)) > hmmf—log[P’ <|| Fd,u < 5n> -
n—+oo M n—+oo N

Soit (e, ..., e,) une base de B ; notons fi, ..., f; les composantes de F' sur cette base.
Par équivalence des normes en dimension finie, il existe mq, mo > 0 tels que

my max |z;| < ||z]| < mg max |z
Jj=l...q j=l..q

<epn sup
Jj=1l...q

1—qmaXIP<

n

:LZF(Y@-)—/ Fdp*

i=1 X

On a donc
P( an] f] Xl)] =
)
> —cn |-
ma

Comme m; max |fi1 < ||F'||, pour pouvoir appliquer I’inégalité de Bernstein (II1.64), il
=1l..q

ij f] Xl)]

suffit de montrer que | F|| € L (X, u").
Or, d’apres la formule de représentation du théoréme I1.41 et ’inégalité de Holder, on a
pour tout p > 1

1 .
PN gyt — _/ (Pl F) g,
/X Zr(N) Ja
X .

<t o] [l

avec p' tel que +-; = 1. Comme dom A est ouvert, il existe p > 1 tel que pA* € dom Ap.
Pour un tel p, le membre de droite de (III.68) est fini pour tout ¢ assez petit, puisque
IF] € L (X, ).

Soit M = max Hfj —/ fidu
Jj=l..q X

maxIP’(

(I11.68)

, alors d’apres (I11.64), on a
Lr(X,u*)

1 n(en/ms)?
> e | <2exp (- :
= s ) = eXp( OM(2M + &, /)

ij E[f;(X1)]
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Donc
o1 . .1 n(en/mz)?
2+ ®n nH(p 1)) > - — —
%Elfcg n log <M (Ln € Cn)e ) - %Qﬂf n tog (1 2aexp ( 2M (2M + e,/ mz2)
(II.69)
Posons ¢ = (2myM)?1og(2q) et supposons que ¢ := lirf ne2 > ¢, alors
n—-rod
n(e,/ms)? c

2M(2M+5n/m2) n—-+00 (QmQM)Q

Comme 2ge i W72 <1, on en déduit que le membre de droite de (II1.69) est nul.

3. D’apres la proposition I11.51, il suffit de montrer qu’il existe p > 1 tel que (d“—") soit

dp
bornée dans L, (X, 11).
*\ P *
x \ dp Zp(A)P

Or,

Comme N\’ converge vers \* (lemme II1.65), Zr(\’) est bornée. Par hypotheése, dom A g
est ouvert ; il existe donc p > 1 et r > 0 tels que B(pA*,r) C dom Ap. Il existe alors ng
tel que pour tout n > ng, pA; € B(pA*,r), et donc

Zp(pAy) < sup  Ap(z) < 4o0.
z€B(pA*,r)
4. Montrons enfin la convergence en entropie :

*Rk
H (pg, o] 122%) = H (g, o 0" +/Xlog#;®k dug, i

d *
= H (4, 1| 1) + ’f/ log == dyi,
X oy,

= H (pg,, x| 1) + B H (1

du*
. +k/1 d(pr, — ).
o) k| log e (1, = 1)

*Qk
n

On a vu dans la preuve du théoreme 111.36 que H (p’ém k‘ 0
geaient vers 0. Il suffit donc de montrer que

) et H (,u*! ,ujl) conver-

Or,
In = / fod(pg, — 1) avec  f, = (A =\ F).
X

Comme ||pg — p*

— 0, il suffit de montrer que la suite f,, est bornée dans
n—-roo

L, (X, u). Comme pour, n assez grand, ||\ —\*|| < L,ona|f,| < || =X||F| < ||F||
etdone 1, < | 1171

*
T

< +o0. La suite (f,,),, est donc bien bornée dans L. (X, ). O

T
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En dimension 1, on peut améliorer la vitesse de rétrécissement ¢,, :

Proposition I11.70. Si B = R, les conclusions du théoréme I11.61 restent valables pour
5n:n%,avec()<a< 1.

Démonstration. Lecasa < % releve du théoreme I11.61. On supposera donc que a € [1/2, 1].
En reprenant les notations précédentes, il suffit de démontrer que

n

1
n—-+oo N n < 1
1=

1
liminf — log P (

< sn> =0, (IIL.71)

avec Z; = F(Y;) — [, Fdp*, Y;iid deloi p*, ete, = —, a € [1/2,1].

na’

On voit facilement que E [|Z;|¥] < o0 pour tout k& € N. Notons 0 = E[|Z|?],

1 n
k = E[|Z|?] et R, la fonction de répartition de N ; Z;.

D’apres I'inégalité de Berry-Esseen (voir par exemple le théoreme 2.1.30 de [63]), on a
en notant ¢ la fonction de répartition de la loi gaussienne centrée réduite

sup | Ry (z) — ®(x)]

K
<10——— II1.72
zeR - \/ﬁag ( )

Donc

() ()

o o

()2 () e

Vien
_ 2 _\/ﬁ/ T et/ gy 108
\/ﬁ \/27‘(’ 0 03

["5" e e/ _ 10i] = .

\ 2T o3

IN
S
~__
I

v
LS

>

S

1 2 1_
= aveca € [1/2,1, on a a,, ~ 7=,n? " Par

1
conséquent, hIJP — log(a,) = 0, ce qui prouve (II1.71). O
n—+o0o N,

On voit facilement que, pour ¢, =
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II1.3.2 Cas d’un espace de dimension infinie
Convergence en variation

Nous travaillerons sous les hypotheses suivantes :

Hypothese I11.73.

1. B estun espace de Banach séparable de type 2, ie il existe a > 0 tel que pour toute
suite (Z;); de variables aléatoires indépendantes centrées et de carré intégrable, on
ait

EZ + -+ Zal?] <a[E[|Z)%] +-- +E[I1Z)]]. (I11.74)

2. Le domaine de Ar est ouvert.

3. K estun convexe fermé de B tel que la fonction

H(A) = Ap(A) = inf (A, y)

yeK
atteigne son minimum.

Remarque II1.75.
e [’hypothese 1. nous sera utile pour utiliser le théoréeme de Yurinskii ; elle est bien
stir réalisée si B est un espace de Hilbert.

e L’hypothese 3. est en particulier réalisée si K = {x}, avec zg = VAr(\g).

e D’apres le lemme I1.39, I’hypothese 3. précédente garantit que ;. admet une I-
projection p* sur

C:{VGP(X):/||F||dV<+oo et /FdVEK}
X x

. s . (X*,F) e .
qui s’écrit pu* = % 4, pour tout A* minimisant H.

e D’apres le corollaire 11.35, 1* est aussi la I-projection de p sur

C::{VGPT(X):/XFdVGK}.

Théoreme IIL.76. Soit c,, = o avec ¢ > y/a Var,- (F) ont a est la constante de (I11.74)

et C, = {V € P(X): fx Fdv e K‘E"}. Sous les hypotheses 111.73, g, . converge en
variation vers *®* pour tout k € N*.
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Nous utiliserons le théoréeme suivant di a Yurinskii :

Théoréme II1.77 (Yurinskii, [73], théoréme 2.1). Soit (Z;); une suite de variables aléa-
toires indépendantes a valeur dans B telle qu’il existe b et M > 0 tels que, pour tout
1 € N* on ait : "

vk>2, E[|Z]] < S M2 (IIL78)

Alors, en posant S,, = Z Zi

=1
>0, P(IS.]| > E S]]+ nt) < exp (-2 (IIL.79)
, 'l > n nt) < exp S .

Démonstration du théoréeme I11.76 :
D’apres le théoreme I11.36, il suffit de vérifier que H (C,,| i) converge vers H (C| p) et

1
que limJirnf —log u®"(L,, € Cp) >—H (C| p).
n—+oo N
Montrons que hIJEl H(C,lp)=H(C|p):

Tout d’abord, d’apres le lemme 11.39, H (C| ) = —inf H. De plus, on voit facilement
grce au théoréme de Hahn-Banach que [, F'du* € co Sp. Par conséquent, KNco Sp # 0,

et a fortiori, K N coSr # (). Le théoreme I1.41 entraine donc en particulier que
H(Cy|p) = —inf H,, avec H,(A) = Ap(\) — mf <)\ y). Comme (H,), converge
ye

simplement en décroissant vers H sur dom H, on a

inf H <inf H,, < H,(\*) —— inf H

n—-+00

etdonc lim inf H, = inf H.

n—-+o0o
1
Montrons que liminf —log u®"(L, € Cy,) > —H(C|p) :
n—+oo N

D’apres le lemme II1.56, il suffit de montrer que si (Y;); est une suite i.i.d de loi p*,

ZF /Fd,u

En raisonnant comme dans la preuve du théoreme II1.61, on voit que || F'|| € L, (X, u*).
On voit alors facilement que (II.78) est valable pour Z; = Y; — f y Frdp”, avec

HF fX ey © b = v2M. Comme B est supposé étre de type 2,

[||Sn||] < VE]||S,]? ] < Vano, avec 0 = /El[|| Z1]|?], de sorte que, d’apres (I11.79),

\/50 1 t?
§ FOG) — | Fdw|| < Y2 4t) >1—exp(—zne—— ) .
< / VI I Wy vy v,

Ainsi, en prenant £, = avec ¢ > +/ao, (I11.80) est vérifiée. O

n—-+oo N,

1
lim —logP (

< €n> = 0. (111.80)

\/7’
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Convergence forte dans L. (X', )" ?
On fera les hypotheses suivantes :

Hypothese II1.81.

1. B estun espace de Banach séparable de type 2,

2 G = La(X, ) et | F|| € La(X, ), ie ¥t > 0, / P gy < oo,
X

3. K estun convexe fermé de B tel que la fonction

H(A) = Ap(A) = inf (A, y)

inf
yeK
atteigne son minimum.

4. Tl existe une suite (A% ),, bornée dans B’, telle que, pour tout 7, A minimise

H,(A\) =Ap(X) — inf (\y).

yeKen

Théoreme II1.82. Sous les hypothéses précédentes, les conclusions du théoreme I11.61

sont valables pour toute suite ¢,, = \/iﬁ avec ¢ > y/a Var,-(F) oit a est la constante de
(111.74).

Démonstration.
Par rapport au théoreme II1.76, la seule chose nouvelle a vérifier est que (

dpiy,
L
dans IL,,(X, pt) pour un certain p > 1. Si M > O est tel que Vn € N, ||\ < M, alors on

a pour tout p > 1

/ <du:)p dM: f)(‘ ep<A:z:F> du fX epM”FH du
x (

<
o [ e T ) = ([ I d)?

) est bornée
n

< +o00.

Remarque I11.83.

Nous ne connaissons pas de condition suffisante raisonnable dans un espace de dimen-
sion infinie garantissant I’hypothese 4. précédente. Lorsque B est de dimension finie,
nous avons vu dans la preuve du point 4 du lemme II1.65 (page 72) que la bornitude
de la suite A\’ était vraie sous des hypotheses assez faibles. Malheureusement, les ar-
guments que nous avons utilisés pour démontrer cette propriété ne sont plus valables
en dimension infinie.
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III.4 Contraintes plus générales - Controles par recou-
vrement.

Pour aborder des conditionnements définis par des contraintes plus générales que
celles prises en compte dans les sections précédentes, nous allons développer une mé-
thode basée sur les nombres de recouvrement. Dans toute la suite, (X', d) sera un espace
polonais. L’ensemble P(X) des mesures de probabilité sur X' sera muni de la topologie
de la convergence étroite, ie G = C,(X') (I’ensemble des fonctions continues bornées sur
X) et de la tribu borélienne associée a cette topologie.

II1.4.1 Nombres de recouvrement

Définition I11.84. Soit K une partie compacte d’un espace métrique (), d). Pour tout
e > 0, le nombre de recouvrement de K de niveau €, noté Ny(d, K, ¢), est le nombre
minimal de boules ouvertes de rayon ¢ nécessaire pour recouvrir K.

Autrement dit,

p
Ny(d, K,e) = inf {p e N*: dB,,...B,, boulesderayone tq K C U BZ}
i=1
Les propositions suivantes donnent des exemples classiques d’estimation des nombres
de recouvrement :

Proposition II1.85. Soit B une boule fermée de rayon r > 0 dans R? muni de la distance
euclidienne d, alors

q
Ve >0, Nga(d,B,e) < (1+2£> .

En particulier
q
Ve <r, Nad(d,B,e) <3¢ <f> .
€
Démonstration. Voir par exemple le théoreme I1.4 du chapitre VII de [75]. [

Dans la proposition suivante, que nous utiliserons a la fin de ce chapitre, on s’intéresse
au recouvrement d’une boule holderienne :

Proposition I11.86. Soit X' I’ensemble des fonctions continues de |0, 1] dans R?; posons
pour tout R, M > 0 et a €]0, 1]

K(R,M,a) = {a:EX:|x(O)| <R et supM §M},
alors

Ve 0 Ne(l: e KR ML 0)2) < cilane) (£) enp (@(a,q) (—)) .
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Démonstration. Voir le théoreme 2.7.1 page 155 de [71]. [

II1.4.2 P(X) en tant qu’espace métrique.

Afin de calculer des nombres de recouvrement sur P(X’), nous devons équiper cet
ensemble d’une distance métrisant la convergence étroite. Nous considérerons deux dis-
tances classiques sur P(X) : les distances de Prokhorov et de Fortet-Mourier.

Les distances de Prokhorov et de Fortet-Mourier.

La distance de Fortet-Mourier, que nous noterons dgy( ., . ), est définie de la maniere
suivante :

Yy, vy € P(X), dpy(vi,ve) = sup {/ o duy —/ godl/g}, (I11.87)
peBLip(X,d) \Jx X
lellBr <1

ot BLip(X, d) est I’ensemble des fonctions Lipschitziennes bornées sur X, et

lellzr = llelles + llllLip,

B lo(x) — o(y)|
ol = sup { G200}

La distance de Prokhorov, que nous noterons dp( ., . ), est définie par

avec

Vi, ve € P(X),

dp(v1,v2) = inf {a >0: sup {ri(A) — (A} < a} , (IIL.88)

A borélien
ot A ={zx € X :d(z,A) < a}.
La proposition suivante donne un résultat de comparaison entre dp, drps et || . ||y

2t2
2+t

¢ (dp(vi, 1)) < dpy(vi,v2) < 2dp(1n, 1), (IIL.90)

Proposition I11.89. Pour toutes vy, v, € P(X), on a en posant ¢(t) =

et
1
dpv (v, v2) < |ln —vo|lve et dp(vi,1n) < §HV1 — vsllvr. (IL9T)
Démonstration. Pour I'inégalité (I11.90), voir le probleme 5 p.312 et le corollaire 11.6.5
du chapitre 11 de [29]. L’inégalité dpys(v1,v2) < |11 — va||yr est immédiate.
Montrons que dp(v1,v2) < 5|lv1 — va|vr. Pour tout a > 0, on a

1

sup  {11(A) —12(A%)} < sup {n(A) —1a(A)} = v — rellvr.
A borélien A borélien 2
En prenant o = 3||1 — va||yr, et en revenant a la définition de dp, on en déduit le

résultat. O]
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Notation : Dans la suite, d désignera I’'une ou I’autre des distances précédemment défi-
nies. Rappelons le résultat classique suivant :

Théoréme I11.92. Si (X, d) est un espace polonais, d définie par (I11.87) ou (I11.88) est
une distance métrisant la topologie de la convergence étroite et (P(X),d) est un es-
pace polonais. Si de plus (X,d) est un espace métrique compact, il en est de méme de

(P(X),d)

Démonstration. Voir par exemple le chapitre 11 de [29]. [

Estimation des nombres de recouvrement de P ().

Notations : Lorsque (X, d) est compact, nous noterons plus simplement Nx(¢) a la
place de Nx(d, X, ) et Np(x)(d, €) ala place de Np(x)(d, P(X), ) (d’apres le théoreme
I1.92, (P(X), d) est compact).

Une question naturelle est d’estimer Np(v)(d, €) en fonction de Ny (¢), dans le cas ol
(X, d) est compact. Le lemme suivant est du a S.R. Kulkarni et O. Zeitouni.

Lemme I11.93 (Kulkarni-Zeitouni, [42], lemme 1). Si (X, d) est un espace métrique com-
pact, on a pour tout € > 0,

Nx(e)

Grace a I'inégalité (I11.90), on voit que Bp(v, 5) C Bras(v,¢); on en déduit immé-
diatement le

Lemme II1.95. Si (X, d) est un espace métrique compact, on a pour tout € > 0,

46) Na(e/2)

Npy(dpar,€) < <?

Remarque I11.96.
D’apres les lemmes précédents, 1’inégalité

4 Nx(e/2)
—€> (I11.97)

Ve >0, Npld,e) < ( 5

est valable pour d = dp et d = dpy. Pour éviter un traitement séparé des deux
métriques, nous utiliserons toujours la majoration (II.97) méme si, dans le cas de la
distance de Prokhorov, celle-ci est un peu moins fine que (I11.94).
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A titre indicatif, nous montrons ci-dessous comment, en s’inspirant des techniques de
[42], on peut obtenir directement une version un peu moins précise du lemme I11.95.
Preuve directe du lemme I11.95. Soite > 0. Posons p = Ny (¢), et considérons By, ..., B,,
p boules de rayon ¢ recouvrant X
Pour tout7 = 1...p, posons A; = B; — (A1 U...U A;_4). Les A; sont tous non vides
(sinon cela contredirait la minimalité de p) et forment une partition de X'. On choisit dans
chaque A; un point z; et on note J;, la masse de Dirac centrée en z;.

Pour tout entier n, posons :
2

SRS

Y, = {VEP(X)SV:CZ151+“'+ap5p,ai€ {0,

On voit facilement que le cardinal de ), est Cn -1t
De I'inégalité n! > e (” 1) ,on déduit pourp > 2etn > p:

_(ntp-1)---(n+1) (n+p—1)r"t
e PESA] =T o)

— 1)1 -1 p—1 p—1
e P
e (=1)” p P p—1

e

p—1 p
< 6p72 (22) op—1 < (46;”)
p p
) < (4en)
b

Soity € P(X).Pour touti = 1...p — 1, il existe un unique a; € {0, = n, cee 1} tel que
a; <v(A;) < a;+=;posons a, = 1—(a;+- - ~+a,_1) et définissons v = a1 61+ - -+a,0),.

Ainsi :

Si ¢ est une fonction 1-Lipschitzienne telle que |¢| < 1, on a

‘/sodv pdv| = Z/ pdy — /sodv

(@:)] dy + o(:)[v(A:) — ail

sZAww o(a)| dy(z +Zw%m )~ ai
=1 %

p—1

S2€ZW(Ai)+Z[7(Ai)—CM]+|7(A)‘%‘-25‘1‘22 ) — a;]

=1

1
<242l "2
n
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En prenant pour ¢ < 1, n = E(p/e) > 0, on obtient :

dF]M(’)/7 l/) S 4e

1Vl < (ﬁ)
9

166 NX(5/4)
Npxy(dpum,€) < (—)

et

on en déduit

3

II1.4.3 Le cas compact

Dans cette sous-section, (X, d) est un espace métrique compact. Pour tout A ensemble
mesurable de P(X'), nous noterons pour tout € > 0,

A ={rePX): dv,A) <e}.
La proposition suivante est démontrée dans [42] :

Proposition I11.98. Soit A une partie mesurable de P(X). Pour tout v € P(X), ona :
Ve >0, 1P(L, € A) < Npx)(d, A, e)e (A1),

Démonstration. L'espace (P(X),d) étant compact, A est une partie totalement bornée
de P(X). Soit £ > 0; posons p = Np(X)(J, A, ¢) et considérons By, ..., B, des boules
fermées de rayon € recouvrant A.

On a clairement

p
VI (Ly € A) <> v (L, € By)
=1
Or, d’apres le théoreme I11.37, pour tout ensemble convexe fermé B, on a

v®"(L,, € B) < e "HBW),
Les boules B; étant convexes et fermées, on en déduit que pour tout: = 1...p,
v¥"(L, € B;) < e M H(BilY)
et comme B; C A*, H(B;|v) > H(A*|v). O

Corollaire II1.99. Soient C' un convexe fermé de P(X), tel que H (C|p) < 400, et * la
I-projection de . sur C. Alors, pour tout n € N,

(L, € CF) > 1 — Np(a) (J, i) e (I11.100)
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Démonstration. En notant B(u*, ) la boule ouverte de rayon ¢, on a
W (L € C°) = ™" (L € B(p",€)) = 1 — p"*" (L € B(p”,€)").
D’apres la proposition II1.98, pour tout £ > 0, on a
*Qn * c * c —-n * e c2&|,,*
(L € B, 2)%) < Npgo(B(u', )¢, €)e (B0,

Prenons ¢ = i, alors

7 * ¢ € " ce . € c
Np(x) (d,B(u €) ’Z) < Np(x (d,z) et B(u',e)</2 =B (M ’5) ,

Or, pour tout v € B (,u*, %)C, d’apres le point 2 de la proposition I11.89 et 1’inégalité de
Pinsker (I1.13), on a

- 7 * 1 * 1 *

sid = dpm, H(VW)2§HV—M H%/TzidFM(%M)ZZ

s 7 * 1 * * €

Sld:de H(V’M)EEHV_HJH%/TZQdP(VaM)2Z§>
donc, dans les deux cas,

*@n * c 7 € 7n£

WM Lo € B1',2)%) < Npqy (4, 7) 75
O
Corollaire II1.101. Soient C' un convexe fermé de P(X) tel que H (C|p) < +o0, et pi*
la I-projection de p sur C. Pour toute suite (€,), de réels strictement positifs de limite

_nin

nulle telle que Np(x) (J, %") e —— 0, ona pige, i I W@ en variation dans
P(XF).

Démonstration. D’apres le corollaire I11.99,

_ 2
W (Lo € C) 2 1= Npgay (4, ) e

et donc p**"(L,, € C*») ——— 1. On conclut en utilisant le corollaire III.14. O

n—-+0o0o
En utilisant la majoration (I11.97) de Np(x)(d, €), on obtient sans peine le
Corollaire I11.102. Si ¢,, > 0 est une suite de limite nulle telle que
2

%5” +log(en) N (%”) —— +ox, (I11.103)

alors ., , converge en variation vers j*®* dans P(X*).
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La condition (II1.103) est assez simple a utiliser pour déterminer des vitesses de rétré-
cissement explicites :

Proposition II1.104. Si pour tout ¢ assez petit, Ny(e) <
Ep = nia,pourtouto <a< L

(o]
=, alors on peut prendre

a+2
Démonstration.
2 2
n 1
o+ log(e) N () 2 Tt 4 a8 log(e)

n—-+4oo

1
=nl™2 <§ - a8qalog(n)n“(q+2)_1> — 400

]

D’apres la proposition II1.85, le résultat précédent s’applique en particulier si X’ est
un compact de R?. Des que I’on dispose d’une estimation explicite des nombres de re-
couvrement Ny (c) (et la littérature sur le sujet est assez abondante), on peut calculer
des vitesses de rétrécissement ¢,, explicites. Le point fort du critere (II1.103) est qu’il est
toujours applicable, comme le montre le résultat théorique suivant :

Proposition II1.105. Pour tout espace métrique compact (X, d), il existe au moins une
suite (&), décroissante a valeurs dans [0, 1] telle que

ne? 5
" 1] )N <_”> ,
3 + Og(€ ) X 3 m +00
Démonstration. En posant N (¢) = 8Ny (), il s’agit de montrer qu’il existe une suite ¢,
telle que
ne2 + log(e,)N(g,) —— +o0.

n—-+00

Considérons la fonction
log(e)N (e
f:0,1] - R" e — —%.

Clairement, f est décroissante et lim+ f(e) = 4o0. Soit (uy), une suite décroissante a
e—0

valeurs dans ]0, 1] telle que nu? —— +00; la suite w,, := f(u,) est croissante et tend
n—-+00

vers +o00.
Pour tout n, notons :

k, = max {k € N* tel que wy, < y/n}.

Pour n assez grand, k,, est bien défini.
Premier cas :
Supposons que pour tout n assez grand, k,, < n, et posons :

En = Uy, pour tout n € [ky, knip, [, avec p, == inf{p > 1tq k4, > kn}.
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Alors, pour n assez grand, on a d’une part :

2 _ .2 2
ne, = nuy > kyu; ——— +00,

n——4oo

et d’autre part,

1
2 4 log(e,)N(e,) = 2(1—“}’““>> N .
ne; + log(e,)N(e,) = ne;, o) =2 e, NG — +00

Second Cas :

Supposons a contrario, qu’il existe une suite p; strictement croissante telle que &, > p;.
Cela revient a supposer qu’il existe une suite p; telle que pour tout ¢, w,, < ,/p;. Pour tout
n, soit ¢(n) I'unique entier tel que . € [Py(n), Py(n)+1[; POSONS €, = u,, ., on a alors

) 2
ne;, > Pom)Upyy " roe +oo,

et

w n
ne? +log(en)N(g,) = ne2 (1 - M) > ne? (1 _ Pl ))

II1.4.4 Extension au cas non-compact
Résultats généraux

Dans cette section, (X, d) sera un espace polonais quelconque. Pour étendre les résul-
tats de la section précédente, notre stratégie est, en un mot, de se ramener au cas compact
en invoquant le caractere tendu d’une probabilité sur un espace polonais.

Proposition I11.106. Soient C' un convexe fermé de P(X) tel que H (C| ) < +oo, et ui*

la I-projection de . sur C. Pour tout compact K inclus dans X, on a pour tout £ > 0,
166) Nie(§)

— e

§

En particulier, s’il existe une suite (K,,),, de compacts inclus dans X et une suite &, > 0
de limite nulle telles que :

52

o (L0, ©) < €20 (0)) 2 (K (1 -( ) (1L107)

2

alors, pour toute suite (&), de limite nulle telle que €, > &, + 2p*(Ky,), la suite pg., |,
converge en variation vers ;1*®* dans P(X*).
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1
Démonstration. Posons jip- 1= — (I[(()u*
Ona
_ Ty
i 1) < i = wllvr = [ | 1] e
K l K X M*(K)

1 * * c\ __ * c
= (/L*(K)_l)u (K) + p"(K°) = 2" (K°),

donc, d’apres I'inégalité triangulaire,

Vv e P(X), dv,pn) < d(v, i)+ 2u" (K°).

Par conséquent,

B, €) { € PX) : d(, C) s5+2m<KC>},

et
e (J(Ln, C) < &+2u"(K C)) > W (Ln € Bl €))

2;1,*®"(LNEB(/L*K,§) et Vi=1...n, [EiGK)

= 1" (K)" 1" (Lo € B(pj, €)) -
D’apres le corollaire I11.99 et (111.97), on a :

16e> Nie(§) =
— e

(" (L € Bl ) 2 1= Noao (G6/2) e 21~ (7 ;

)

ce qui démontre (II1.107).
Si (K,,)n et (&,), vérifient (II1.108), alors p*®"(L, € C*") —— 1, ce qui entraine,

n—-+o0o

d’apres le corollaire III.14, que j.-,, ;, converge en variation vers ** dans P(X*). [

Sous des hypotheses plus contraignantes sur %, le critere (II1.108) peut étre un peu af-
faibli :

Proposition II1.109. Soient C' un convexe fermé de P(X) tel que H (C| u) < +oo, et u*
la I-projection de p sur C'. Silog dd% est continue et bornée sur X, et s’il existe une suite
(K,,)n de compact inclus dans X, et une suite &, > 0 de limite nulle telles que :

alors pour toute suite ¢, de limite nulle telle que €, > &, + 2u*(K¢), la suite Hésen g
converge en variation vers ;1*** dans P(X*).
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Démonstration. Posons h = log % ; pour toute > 0, ona:

p#" (L, € C°) > p®"(Ly, € B(p",€))
- / g o) (Ln)e ™M dpren
Xn
= e "W / L (e ) (L)1) dyren

> ¢ MA@ e (L, € B, )
en notant
A(e) = sup (v—p*h).
VEB(,U‘*vs)

Ainsi
1 1
- log (1*"(L,, € C’E)enH(C“‘)) > —Ae) + - log p**" (L,, € B(p*,€)).  (IL111)

L application v — |  h dv étant continue en ¥, on voit sans peine que A(g) — 0. Par

e—0

conséquent, si &,, est une suite de R* de limite nulle, on a

1 1
lim inf — log (1®"(L ) M) > lim inf — log " (L, € B(i*, ,)).
im in nog(,u (L, € C)e )_%min —log (L, € B(i*,e4))
(II1.112)
Or, d’apres I’inégalité (I11.107), pour tout compact K et tout{ > 0,on a:

1
- log pu**" (Ln € B(u, &+ 2u*(KC))) > log " (K)+

NK(%) 2
l1og (1 - (@) e"%> (IL.113)
n §

Par conséquent, si K, et &, sont deux suites vérifiant (III.110), on a, d’apres (II1.112)
et (II1.113), pour toute suite ¢,, de limite nulle telle que &,, > &, + 2u*(K¢) :

1
lim inf — log (u®"(L,, € Csn)e"H(C“‘)) > 0.

n—+oo M

D’apres le théoreme II1.36, ceci entraine que pi., ; converge en variation vers W@ dans
P(XF). O]
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Quelques exemples

Dans cette section, nous supposerons que X = R?. La proposition suivante montre
comment des renseignements sur la queue de distribution de p* permettent de trouver des
vitesses de rétrécissement :

Proposition II1.114. Soient C' un convexe fermé de P(R?) tel que H (C| 1) < +00 et p*
la I-projection de . sur C.

1. S’il existe a > q tel que

/ l|z||* dp* () < +o00, (IL.115)
X

-4 . .
alors pour €, = T% avec b < =5, la suite it ;, converge en variation vers ek,
En particulier, s’il existe uw > 0 tel que fx e"lell dy*(x) < +o0, on peut prendre
b< s

2. S’il existe a > 0 tels que (I11.115) soit satisfaite et si on suppose en plus que log %
1

est continue et bornée, alors on peut prendre b < IR

Démonstration.
1) En posant M = [, ||z||*dp* (), on a pour tout R > 0

M M

Wl >R < @ wEORY = (1-3)

oy

En prenant R, = n‘, avec ¢ > I, on a en posant K,, = B(0, R,,)

M)”
— 1

naec n—-+00

) = (1-

De plus, d’apres la proposition I11.85,

W (5) = () v

En choisissant &,, = #, avec b > 0,0n a

n 2 g nl—?b
?n + log(ﬁn)NKH (gn) > 3 (1 — 8bM'’ 10g(n)ncq+b(‘1+2)—1) S

1—cq

En particulier, si b < R

alors, d’apres la proposition II1.106, la suite
En = En + 2/’L*<K'I?L)

est telle que pi/,z, , converge en variation vers ek,
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Comme ac > letb < 1,8, < % + 232 < 2 pour n assez grand. Ainsi, la suite

nac J—
_ 2 . l—cq 1 . -2
€n = 73 convient pour tout b < ) et c > -, autrement dit, pour tout b < R

2) D’apres la proposition II1.109, I’hypothese ¢ > % est inutile et peut €tre remplacée par
¢ > 0. On en déduit que ¢,, = %, avec b < q% convient. [

Remarque I11.116.
e On voit dans cette proposition que 1’hypothese

*

dp
1
og i

continue et bornée,

permet d’améliorer les vitesses de rétrécissement.

e [’hypothese (III.115) ou toute autre hypotheése d’intégrabilité portant sur p* n’est
pas facile a vérifier. En particulier le fait que p vérifie (III.115) n’entraine pas né-
cessairement qu’il en soit de méme pour p*. En toute généralité, il ne semble pas
que I’on puisse aller au dela du résultat élémentaire suivant :

Proposition II1.117. S’il existe a > 0 et A\ > 0 tels que
/ Ml dp < oo, (IIL.118)
X

et siv € P(X) vérifie H(v|p) < +oc, alors [, ||z||*dv < +oo. En particulier, les
conclusions de la proposition Il11.114 restent inchangées si [’on remplace [’hypothese
(I11.115) par ’hypothese (111.118).

Démonstration.

1 dv . )1 a dv dv dv
:cadu:—/)\ xa—d,ug—[/ eMlel —1du+/—log—+1——du

/x” | AJx Il dp Al x xdp " dp dp
1

:—V NI dy — 1+ H (v| p) | < +o0.
A Lx

(x) venant de I’inégalité de Young : xy < e* — 1+ ylog(y) + 1 —y. ]
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II1.4.5 Applications a I’étude des ponts de Schrodinger et des proces-
sus de Nelson

Dans cette section, ) désignera ou bien R? ou bien une variété riemanienne lisse
de dimension ¢ connexe et compacte qui sera équipée de sa mesure naturelle dv. Nous
poserons X = C/([0,1],)), ensemble des fonctions continues a valeurs dans ). Un
€lément générique de X’ sera noté (x(t)),co,- L'espace X' sera muni de la distance
doo(2,y) = sUp,epo 1) d(x(s), 2(t)). Ici, W sera la mesure brownienne sur ) (associée
a I’opérateur de Laplace-Beltrami) de loi initiale . Le but de cette section est de donner
une interprétation statistique des ponts de Schrodinger et des processus de Nelson grice

aux techniques développées dans les sections précédentes.

Dans [62], E. Schrodinger a posé la question suivante :

"Imaginez que vous observez un systeme de particules en diffusion, qui soit
en équilibre thermodynamique. Admettons qu’a I’instant donné t, vous les
ayez trouvées en répartition a peu pres uniforme et qu’a t; > t, vous ayez
trouvé un écart spontané et considérable par rapport a cette uniformité. On
vous demande de quelle manicre cet écart s’est produit. Qu’elle en est la
maniére la plus probable ?"

A cette question, la théorie des grandes déviations peut donner des éléments de réponse.
Si Xy, ..., X sont des variables aléatoires indépendantes de loi YV modélisant les parti-
cules (en I’absence de contraintes), la loi de probabilité que 1’on cherche a déterminer est
formellement

P(Ly € . |Ly € C(vy,11)), (II1.119)

ot C'(vp, 1) est 'ensemble des probabilités sur X’ ayant pour marginales 14 & I’instant
to = 0 et vy a l'instant £, = 1. Le nombre de particules étant élevé, on est ramené au
calcul de la limite de (III.119), quand N — 4-00. Toujours formellement, cette limite
est identifiée par le Principe Conditionnel de Gibbs comme étant la I-projection de W
sur le convexe C'(vg, 11 ). La contrainte L,, € C(1y, 1) est trop fine pour pouvoir définir
(ITI.119) ; il faut donc la relaxer. On trouvera dans le chapitre 1 du livre [1] de R. Aebi une
formulation en double limite de ce principe conditionnel. Ici, nous allons grossir C' (v, v )
en posant, pour tout € > 0

C(VQ,I/l)E = {V € P(X) : d(Vo, I/Q) S e et d(Vl, 1/1) S 5},

ou V) (resp. V) désigne la marginale de V a I’instant ¢ = 0 (resp. t = 1). Nous cherche-
rons, comme précédemment, des vitesses ¢, telle que

W’Vl

En,

Li=L(X1, . Xy | Ly € Clug, )., ) —— W,

n—-+0o

W* étant la I-projection de W sur C'(vy, ).
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Commencgons par rappeler quelques résultats classiques caractérisant cette I-projection.
Soit V appartenant a C'(v, v ). Désignons par V, ,, (resp. W,, ) la distribution condition-
nelle de V (resp. W) sachant que z(0) = u et (1) = v. Remarquons que W, , n’est autre
que la loi du pont brownien allant de « a v. Notons également 1 1 (resp. fi,1) la loi de
(2(0),z(1)) sous V (resp. W). En écrivant que

(VW) ZH(V0,1|MO,1)+/H(Vu,v’Wu,v) a1 (1, v),

il est clair que, si elle existe, la I-projection YWW* s’écrit :

W* = / Wu,v d:U’Ek)7 1(“7 U),
avec 1, 1 la I-projection de fio,1 sur

M(vg, ) ={a € P(Y xY):apg =1y, 01 =11}

Notons p et p; les marginales de VV aux instants O et 1. La probabilité 1 ; est absolument
continue par rapport a jip ® g1 ; sa densité sera notée p(u, v). Le lemme suivant donne a
la fois une condition suffisante pour que H (zu,1| [I(2p, 1)) < 400 et une formule de
représentation de i ; :

Théoréme II1.120. Si H (v o) < 400, H (11| 1) < +oo et silogp € Li(vy X 17)
alors H (o, 1| (v, 1)) < +o00.
De plus,

d/ial

dﬂo, 1

(u, v) = f(u)g(v),

pour tout couple (f, g) de fonctions mesurables vérifiant le systeme d’équations

du
o (u) = fu) [ p(u,v)g(v)du (v)
dpto 1.121
{ 9 (0) = g(v) [ plu, v) f(u)dpio () (120
Démonstration. Voir la proposition 6.3 de [13] et [33] p. 161-164. O

Au final, sous les hypotheses du théoreme précédent, on a

aw*
aw

f((0))g(x(1)),

pour tout couple (f, g) de fonctions vérifiant le systeme (I11.121).
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Proposition II1.122. Sous les hypothéses du théoreme 111.120, V.. | converge en varia-
tion vers W*®k pour toute suite ¢, de limite nulle telle que, pour toute suite (Y;) i.i.d de
loi vy et toute suite (Z;) i.i.d de loi vy, on ait

lim P(d(L), ) <e,) =1 et lim P(d(L7,1n) <e,) =1,

n—-+00 n—-+00

1 < 1 <
ennotant : LY = — E Sy, et LZ = — E 07,
n n
i—1 i=1

Démonstration. D’apres le corollaire I11.14, il suffit de montrer que

W (L, € C(vy,v1)e,) — 1, (I11.123)

n—-+o0o

Or,

(1 (1
W*®n (Ln S C(V07 Vl)én) = W*@m (d <ﬁ Z 5X’L(0)7 V0> <epet d (ﬁ ;5)(2'(1)7 Vl) < 5n)
(1 (1
> 1— W*®n (d (ﬁ Z(in(O)a VO) > €n> - W*®n <d ﬁ ZéXi(I% V1> > 5n>
1

=1-P(d(L),v) >e,) —P(d(LL,1n) >¢,).
Ainsi, (IT1.123) est vérifiée des que

lim P(d(L),v) <e,) =1 et lim P (d (L7

n—-4o00 n—-4o00

Corollaire 111.124. Sous les hypotheses de la proposition précédente, la convergence en
variation de W | vers W*®¥ est assurée :

1. si )Y est compacte, pour toute suite €, telle que
2

S log(e) Ny (2) —— +o0,

n—-+o0o

2. si Y = R et s’il existe a > q tel que

vi e {12, /||J:H“dui(x)<+oo,
X

1-4
a

q+2°

2
pour g, = =5, avec b <
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Démonstration.
1. Cela vient de (II1.100) et de (I11.97).
2. Immédiat, d’apres la proposition III.114. 0

Remarque I11.125.
D’apres la proposition III.105, dans le cas compact, il existe toujours une suite ¢,
2
vérifiant "2 4 log(e,) Ny (%) ——— -+oc. Par exemple, si ) est un compact de R?,

n—-4o0o
on peut prendre ¢,, = n—la pour tout 0 < a < q% (d’apres la proposition I11.104) .

Une généralisation naturelle de la question de Schrodinger est la suivante : quelle est
la distribution la plus probable du nuage de particules, sachant que toutes les marginales 14
pour ¢ € [0, 1] sont fixées ? Que ce probleéme soit connecté avec I’existence de processus
de diffusion de Nelson (voir [12] et [51]) a été remarqué pour la premiere fois par H.
Follmer. Ce point de vue a été approfondi par P. Cattiaux et C. Léonard dans la série
d’articles [15, 16, 17].
Dans ce qui suit, nous supposerons ) = RY et nous nous donnerons une famille (1), de
probabilités sur R?. Nous poserons

C(y) ={V eP(X):Vte€[0,1,V; = 1},
et pour tout € > 0,
C ) ={VeP@X):d(V,C((n)) <e}.
Le théoréme suivant est une application des techniques de la section précédente ; nous en

discuterons les hypotheses un peu plus loin.

Théoreme II1.126. Supposons que VW posséde une I-projection VWW* sur le convexe fermé
C' (1) et que celle-ci vérifie : log % est continue bornée. Si, de plus, la loi initiale j1y de
W vérifie
C
VR >0, wuo(llz]| >R)< T avec k > 0,

alors, pour toute suite ¢, de la forme £, = (logn)™", avecr < %, la suite W , converge

En,

en variation vers YW*®*.

Démonstration. D’apres la proposition I11.109, il suffit de trouver une suite k&, de com-
pacts de X et une suite &, de réels strictement positifs et de limite nulle telles que

2
WH(K,) —— 1 et % +log(&,) Nk, <£—") —— 400.

n—-+4oo 8 n—-+4o0o

Ceci étant fait, toute suite ¢,, de limite nulle telle que ¢,, > &, + 2W*(K¢) fera I’ affaire.

Comme 47 est bornée par un certain D > 0, on a W*(K¢) < DW(KY) ; en particulier,
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il suffit de trouver K, et &, vérifiant

2
W) ——1 et 2 og(,)Ni, () —— oo,

n—-+o0o 2 " 8 n——+o0o
et de prendre ¢,, > &, + 2DW(KY).
La régularit¢ Holder d’ordre o < % des trajectoires browniennes rend naturelle 1’intro-
duction des compacts :

—x(t
KR M,a):=<2xeX:|z(0)] <R et sup MSM :
stefon] |8 —t|*
o R, M >0eta < 3.

En appliquant le critere de Kolmogorov (voir, par exemple, le théoreme (2.1) du chapitre
1 de [57]), on obtient :

WK (R, M,a)) < po(|ll| > R) + C(p,a) M7, (IIL.127)

pour tout p > 1.
De plus, d’apres la proposition II1.86, on a

s (§) 2t (2 e s (2')

En prenant, K,, = K(R,,, M,,, a,), avec
R, = (alogn)t%k, M, = (blogn)%, et &, = (clogn)_%,
on voit, apres quelques calculs, que la quantité

2
" 4 g6 Vi (£

est majorée par
n (log n)_%a [A1 + Ay log(clogn) (log n)q+27a pe@abe—1|

ol A; et A ne dépendent plus de n. Pour tout ¢ fixé, on peut choisir b tel que ¢y (v, ¢)bc—1 < 0.
Ceci étant fait, la quantité précédente tend vers +oo lorsque n — +o0. Enfin, grace a
(II.127), on a

ap

4+ 2DW(KC) < (clogn)”a 4+ 2CD(alogn)” « 4+ 2DC(p, o) (blogn) ™«

()(/

et pour tout o/ < a, cette derniere quantité est majorée pour n assez grand par ¢,, = (logn)™ «.
]
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Remarque I11.128.

e [’hypothese log % continue bornée est indispensable. Sans cette hypothese, on
pourrait penser appliquer la proposition III.106, quitte a obtenir des vitesses de
grossissement moins bonnes. Mais pour étre appliquée, cette proposition requiert
que

WHK,)" —— 1

n—-+o0o

WH(K®) = o (1) |

n

et ceci impose

En supposant, ce qui est raisonnable que % € L, (X, W), le critere de Kolmogo-
rov nous donne

W (K (Ru, My, 0)) < pro(ll2]| = Ra) + C(p, )M, 7.
En particulier, on doit prendre M, en n%, a > 0. On se convaincra qu’un tel choix
de M, n’est plus compatible avec I’existence d’une suite &,, vérifiant

2

n n
Tn + log(ﬁn)NKn (%) m “+00.

e Cette condition, log % continue bornée, est difficile a vérifier. En effet, en général,
on sait simplement que cette densité a la forme d’une densité de Girsanov :
aws  dvy
dWw n d/L(] ’

avec 1 1
G = exp </0 B(t,x(t))dx(t) —/O |B(t,:p(t))]2dt)

et G n’est pas continue en général. Pour clore cette section et ce chapitre, nous nous
contenterons de donner un exemple simple de flot (1), pour lequel la I-projection
est connue et vérifie cette hypothese de continuité.

Soit U : R? — R une fonction bornée de classe C? a dérivées bornées. L’ équation
différentielle stochastique

dXt == dBt - VU(Xt)dt,

admet, pour toute variable aléatoire X, donnée, une unique solution (forte). Notons V' la
loi de cette solution, et pour tout ¢ posons v; = L(X;). On supposera, en outre, log g—:g est
continue bornée.

On a alors la
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Proposition IIL.129. La probabilité V° est la I-projection de W sur C(v;) et log % est
continue bornée sur X. En particulier, les conclusions du théoreme II1.126 sont valables.

Démonstration. Le premier point est assez classique et est démontré par exemple dans
[15]. Le second point résulte de la forme explicite de la densité (voir, par exemple, le
lemme 2.2.21 de [61]) :

= e (U(:c(O)) _ (1) - %/O VU2 - AU] (a(s)) ds) .
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IV.1 Introduction

IV.1.1 Une méthode de calibration

Un probleme important en mathématiques financieres est celui de la calibration :
On cherche a modéliser un actif financier par un processus de diffusion solution d’une
équation différentielle stochastique :

dSt = O'(t, St) dBt + b(t, St) dt. (IVI)

Pour des raisons d’ordre économique, le drift b est fixé : b(t,z) = by € R. 1l s’agit de
trouver un coefficient de diffusion o tel que

E[F(Sr)] =1, IV.2)

ol 7" €]0, 1] est un instant fixé et £ une fonction positive.
Dans [2], M. Avellaneda, C. Friedman, R. Holmes et D. Samperi ont proposé la mé-
thode suivante :

e on se donne un modele a priori o et une fonction ¢ : R> — R* continue nulle sur
la diagonale,

e on prend comme solution du probleme de calibration, la fonction ¢* qui minimise
la fonctionnelle :

o I(olog) = E, {/0 q(0*( Xy, 1), 05 (t, Xy)) dt| |

sous la contrainte (IV.2), ot (X;)icp,1] désigne le processus canonique, et E,|.]
I’espérance par rapport a la loi de la solution de (IV.1).

Le choix de ces fonctionnelles I( . |og) repose sur un raisonnement heuristique, mené
dans I’introduction de [2], que nous allons retranscrire ci dessous.

IV.1.2 Justification heuristique de cette méthode

Posons 3, I’ensemble des fonctions o : R x [0,1] — R* continues telles que
info > 0etsupo < +oo. Pour tout 0 € 3, il y a existence faible et unicité en loi
pour I’équation différentielle stochastique :

dSt = O'(t, St> dBt + bo dt. (IV3)

Nous noterons Q,, 1a mesure de probabilité sur P(C|0, 1]) ainsi définie. Pour tout ¢ € [0, 1],
on posera : Yw € C|0, 1], X;(w) := w(t).
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Pour déterminer une solution au probleme de calibration exposé plus haut, une pre-
micre idée consisterait a utiliser la méthode de minimisation de I’entropie relative, a sa-
voir, fixer un modele a priori Q,,, avec oy € %, et prendre comme solution la probabilité
Q* minimisant H ( . | Q,,) sous la contrainte

/F(XT) dQ = 1.

Cette approche est totalement inadaptée. En effet, d’apres le théoreme de Girsanov, Q*
sera solution de
dSt = O’O(t, St) dBt + bdt. (IV4)

avec b # by. Ainsi la méthode de minimisation de I’entropie relative fournie une réponse
au probleme "orthogonal" qui est de maintenir fixe le coefficient de diffusion et de chan-
ger le drift afin de garantir (IV.2).

L’idée proposée par Avellaneda et ses coauteurs est de minimiser 1’entropie relative
sur des versions discrétisées des processus. Pour tout o € >y C X, ¥, étant un certain
sous-ensemble de ¥, ils supposent donnée une suite (Q”),, de mesures de probabilité sur
C10, 1] telles que :

1. Q2 —— Q,, au sens de la convergence étroite,

n—+oo
2. QZ <Xﬁ Xb?"'aXleO) :QZ (XE Xﬂ)

3@ (Xo = Xa + (0t — k) [Xum — X| B << B =1,
IIs remarquent que certains schémas d’approximation classiques (schéma d’Euler, arbres
trinomiaux...) vérifient en outre :
4, \V/O'I,O'Q c 20, le ~ QZQ,
5. Pour tout (0g,0) € 32,

1 1

- H (QZ‘ (@Zo) — E, {/ q(o*( Xy, 1), ag(t, X4)) dt] :=1I(olog), (AV.5)
n—-roo 0

ol ¢ : R? — R est une fonction convexe nulle sur la diagonale, dépendant du

schéma d’approximation choisi.

Se fondant sur (IV.5), ils proposent alors de minimiser sous contraintes I( . |og) pour ré-
soudre le probleme de calibration, car il parait naturel de penser que la solution du pro-
bléme de minimisation sous contraintes de H ( . ‘ ng) va converger quand n tend vers
I’infini vers la solution du probléme de minimisation sous contraintes de I( . |oy).

Le but de cette section est d’éclaircir un certain nombre de points délicats de ce rai-
sonnement heuristique et de connecter cette approche a un principe conditionnel de Gibbs
multi-échelles.
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Une interprétation en terme de Principe Conditionnel de Gibbs est naturelle. En effet,
si I’on pose

Ly : C[0,1]™ — P(C[0,1]) : (wi, ..., wn) — %25%,

alors, pour n fixé, on s’attend a ce que
Egpem (L |{Lm, F(X7)) =1 et L, prochede {Q}, 0 € ¥y}]
converge, lorsque m tend vers 400, Vers
Argmin {H (Q}| Q%) .0 € Sy tq. (Q} F(Xy))=1}.
En admettant que

Argmin {H (Q}|Q})) .0 €%y tq. (Q), F(Xp)) =1} —— Qo-,

n—-+o00

avec 0* = Argmin {I(c|oy),0 € ¥y tq. (Q,, F(Xr)) = 1}, on peut espérer trouver
une suite m,, telle que

Egpemn (Lo, [{Lim,, F(X7)) =1 et L, prochede {Q}, o € ¥}] — Qo

Dans la suite, nous choisirons les arbres trinomiaux comme modele d’approximation
(voir la section suivante pour leur définition) et nous verrons qu’il est, malheureusement,
difficile de mener a bien notre programme en dehors de ce cadre.

IV.2 Approximation d’une diffusion par un arbre trino-
mial

IV.2.1 Approximation d’une diffusion par une chaine de Markov

Introduisons quelques notations. On désignera par 2 I’ensemble C ([0, 1], R) des ap-
plications continues de [0, 1] dans R ; les applications coordonnées sur ) seront notées
Xy, t € ]0,1]. En notant ¥ I’ensemble des fonctions o : R x [0, 1] — R™* continues telles
que inf 0 > 0 et sup o < 400, on a le résultat classique suivant :

Théoreme IV.6. Soient o € Y eth : [0,1] x R — R continue, alors I’équation différen-
tielle stochastique

dSt = O'(t, St) dBt + b(t, St) dt, SO = 2 (IV7)

admet au moins une solution faible et il y a, de plus, unicité en loi.
Pour tout xy € R, nous noterons Q, y, ,, € P(Q2) la loi commune de toutes les solutions
de (IV.7) issues de x.
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Le théoreme suivant, di a D.W. Stroock et S.R.S Varadhan, donne un moyen pour
approximer les Q, ; ., par des chaines de Markov :

Théoreme IV.8. (Stroock et Varadhan)
Pour tout n € N* et t € [0,1], soit (II"(¢, z, .)), un noyau de transition de R dans R. Si
(Q™),, est une suite de mesures de probabilité sur (), vérifiant

(1) Q"(Xo =) =1,

(3) Q" (Xew € . ‘Xﬁ,...,Xo) — 1" (g,Xﬁ, )
et s’il existe o € Y etb: [0,1] x R — R continue bornée telles que

a. sup n/ (y — x)* "(t, , dy) < +oo
neN,zeR  Jiy—z|<1
t€0,1]
et

sup n
neN, zeR
t€[0,1]

b. VR >0, sup n/ (y — 2)* 1" (t, x, dy) — o*(t, x)
z€[—R,R] ly—z|<1
te[0,1]

< +00,

/|— |<1(y —x)II"(t, z, dy)

—_— 0’
n—-+4o0o

— 0,

c. VR>0, sup n/ (y — o) II"(t, z,dy) — b(t, )
ly—z|<1

z€[—R,R] n—-+oo
t€(0,1]
d Ve>0, sup nll"(t,z,R—[x—¢c,x+¢]) ——0,
z€R, te[0,1] n—+oo

alors Q" converge étroitement vers Qg p, .

Dans tout ce qui suit, zp = 0 et nous noterons Q. a la place de Q. 5 o.

IV.2.2 Définition des arbres trinomiaux

Donnons nous deux nombres 0 < G pin < Tmax €t by € RT. Posons
Yo ={0:]0,1] X R —]0min, Omax|, continues}
et pour € < by,
B.={b:[0,1] x R —]by — €, by + €[, continues} .

Précisons que I’ensemble C ([0, 1] x R, R) des applications continues de [0, 1] x R dans
R sera toujours muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact.
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Nous allons maintenant définir une classe de processus appelés arbres trinomiaux
permettant d’approximer les diffusions Q, ;, avec 0 € ¥y et b € B.. Pour cela, nous
fixerons deux nombres « et s vérifiant

a >0, bp>s>0, 0< 0mn < Omax < Q.

et nous poserons, pour tout n € N* et tout (y, z) € R?

2
mn(y’ Z) = ZZ? + 2043\/5
T03) = o = i
" (y,z) =1-%

Il est clair qu’il existe ny € N* ne dépendant que de oyin, Tmax, 0o €t s tel que, pour
tout (¥, 2) € [Tmins Tmax] X [bo — s, by + s], le vecteur [m"(y, z), 7" (y, 2), d"(y, z)] soit un
vecteur de probabilité a coefficients tous strictement positifs.

Définissons pour tout (o,b) € ¥y x By, n > nget (t,x) € [0,1] x R,

ou(t,z, ) =m"(0,0)(t, x)éH% +1"(0,b)(t,x)6, + d"(0,b)(t, ),

=

Pour tout ¢, (IT} (¢, 7, . )). est un noyau de transition de R dans R.
Pour tout (0, b) € Xy x B, on considere la probabilité Q7 , sur (22, G) définie par :

(1) QF4(Xo=0)=1,
(2) Zb = Xi + (nt — k) X%—Xg],ﬁﬁtﬁ%>=17 (IV.9)
(3) Quy(Xem € ‘Xk LX) =10 (5 X, )

Les processus Q , sont appelés arbres trinomiaux (issus de 0). Nous noterons E} ;. ],
I’espérance par rapport 2 Q7 ;. Le support de Q7 , est clairement I’ensemble €2, C €2 dé-
fini par

—w(0) =0
Q, =qwe: —w(ﬂ)— () {—% \%}, pouri=0,...,n—1
—w affine sur [£, L] pouri=0,...,n—1

(2,, est un ensemble fini (de cardinal 3").

IV.2.3 Convergence des arbres trinomiaux

Proposition IV.10. Soit (¢,,) une suite de réels strictement positifs convergeant vers zéro,
avec €, < s. Pour toute suite (0,,),, d’éléments de >, convergeant vers o € ¥ uniformé-
ment sur tout compact et toute suite b,, € B., la suite (an bn) converge étroitement

vers Qq b,

n>ng
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Démonstration. On voit facilement que pour n assez grand

nf e ) = 0 (o0, 2),bt,2)) + (ot ), b, )

—z|<1

= UZ(t,l‘),

n / (4 — 2)TI2 (¢, 2, dy) = 02 [m" (o (¢, 2), b{t, 2)) — d"(o (¢, z), b(t, )]

y—a|<1 vn
= b(t, ),
et
nIly o (t, 2, R — [z —e,2 4 ¢]) = 0.
Le résultat découle alors du théoreme IV.8. O]

IV.3 Principe conditionnel de Gibbs

IV.3.1 Introduction

Introduisons quelques notations supplémentaires. Pour tout ¢ > 0, £ désignera le
sous-ensemble de P(€2) défini par

5::{@679(9):'/F(Xm)d@—1‘<g}, (IV.11)
et D7, ’ensemble des probabilités Q sur €2 vérifiant les propriétés suivantes

(2) @(thXng(mf—k) [X%—Xg]fé SM) =1, (IV.12)
(3") F(o,b) € Xg x B. tels que Q (XL-I—I €. |X

Nous poserons
Fl=& 0D, (IV.13)

Enfin, pour ¢ > 0 et m € N*, la probabilité¢ R?, € P(Q2) est définie (quand cela est
possible) par

R?,m(w> = E(QZO,I;O)(@m [Lm |Lm c fsn]
_ ( Zo,bo)®m{<wl7 o 7wm) € Qn W = W, Lm(wl, . ,u)m) c fgn}
( 7(;':07b())(grn{(u)l’'''7<'{)?’)’L) EQn:Lm(w17-.-7wm) efg} ’
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1 m
Ly ()" = P(Q) : (Wi, W) — Lip(wr, .. wm) = p” Zdwi
i=1

Nous ferons plus loin des commentaires sur les raisons du choix de I’ensemble D7
(voir section 1V.3.4). Avant cela, détaillons le contenu de ce qui va suivre dans les pro-
chaines sections.

Dans la section 1V.3.2, nous nous intéresserons au comportement asymptotique de
R? ,,, lorsque € et n sont fixés et m tend vers +-o00. Pour cela, nous montrerons que D_ est
un ouvert convexe de P (£2,,) (voir proposition IV.15), ce qui nous permettra de conclure
dans la proposition IV.18, grace a une version du Principe Conditionnel de Gibbs (théo-
reme IV.19), qu’ae > 0 et n fixés,

Tk

n
_—
lRenn €

m—-+00

ou Q7" est la I-projection de Q7 , sur Fr, ie I'unique probabilité Q € F7 telle que

H (@‘ ng,bo) =H (f_?| ng,bo)'

Dans la section 1V.3.3, nous étudierons les probabilités Q7*. Nous montrerons dans
la proposition IV.20 que Q7* est un arbre trinomial. Ensuite nous nous intéresserons
au comportement asymptotique des Q2" lorsque n tend vers +o0o. Dans la proposition

n

oo, bo) converge, en un sens proche de la

IV.21, nous montrerons que o — — H ( e b| Q
n :

I'-convergence, vers

o I(o|og) = E, {/0 q(0*( Xy, 1), 08 (t, Xy)) dt| ,

T T OP — X X
q(z,y) = log (;) Ejtlog (oﬂ—y) [1_§_ :

Grace a cela, nous montrerons que si, pour une suite (£,), bien choisie, la suite Q*
s’exprime sous la forme

avec

Qr = QP avec o, précompacte, (IV.14)
alors ses valeurs d’adhérence sont de la forme Q- ;, avec ¢* un minimisant de I( . o)
sous la contrainte (IV.2) (voir proposition 1V.23).

A partir des résultats des sections précédentes, nous serons en mesure de montrer dans
la section IV.3.4, sous I’hypothese (IV.14), que toutes les valeurs d’adhérences de RY
m,, étant une suite d’entiers tendant vers 400, sont également de la forme Qg+ 5, (voir
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proposition IV.24). En particulier, si le probléeme de minimisation de I( . |o0() posseéde une
unique solution ¢*, nous aurons

n

En, Min Qo*,bo?

n—-+o0o

ce qui apportera une interprétation partielle de la méthode d’ Avellaneda : la probabilité
Qo+, 1, fournie par cette méthode de calibration est la limite d’une suite de probabilités
conditionnelles définies a partir d’une suite de discrétisations de la diffusion de référence
Qo b,- Dans cette section nous essaierons également de lever I’hypothese (IV.14) qui est
difficilement vérifiable. Pour cela, nous remplacerons > par un sous-ensemble compact
)1 bien choisi. Cela aura un prix : la perte de la convexité de D?. En faisant I’hypothese
que I (. |op) admet un unique minimisant, nous établirons un résultat de convergence sa-
tisfaisant pour R . Nous terminerons cette section par un résultat de convergence va-
lable pour des schémas d’approximations plus généraux, mais le cadre dans lequel nous
nous placerons sera encore trop restrictif pour accueillir les schémas de type Euler.

IV.3.2 Convexification des arbres trinomiaux et Principe Condition-
nel de Gibbs a n fixé

Considérons I’ensemble 7" défini par

/];Tl = {QZ,[)’U € ZOab € BE} )
qui est ’ensemble des arbres trinomiaux sur €2,, associés a des diffusions ayant un drift
dans la bande |by—¢, by+¢[. Cet ensemble n’est pas convexe, car une combinaison convexe

de processus de Markov n’est plus un processus de Markov. Nous allons chercher a inclure
7" dans un ensemble convexe qui ne soit pas trop gros :

Proposition IV.15. L’ensemble DI défini par (IV.12) est un ouvert convexe de P(S,,) qui
contient 1.

Démonstration. 11 est clair que D contient 7.
Montrons que D est convexe. Soient Q; et Q; dans D! vérifiant la propriété (3)° de
(IV.12) avec (o1, by) et (09, by). Pour tout u € [0, 1], posons

Quiw = (1 —1u)Q +uQy

Les propriétés (1) et (2) de (IV.12) sont trivialement vérifiées par Q;,,. Montrons que
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@14, vérifie aussi (3)" :

avece
(L) U)o ey
e\ n' _(1—u)Q1<X%:0‘_’Z>+uQ2<X%:a_i> o
. uQZ(Xizxa/_%) 02(1 a_k)
(- w@ (X, = %) +uQ, (X, = o) “\n' Vi

et

On voit facilement sur ces formules que (0144, b11) € Xo X B..
Montrons que D est un ouvert de P(€2,,).

Tout d’abord, on voit sans peine qu’il existe ¢ > 0 ne dépendant que de oyin, Tmax» Do, S €t
a tel que, pour tout Q € D et tout |j| < k < n,

@(X:Zj—\/(%)>c.

Posons, quand cela est possible, pour |j| < k <netQ € P(,) :

Fy Q) = ayvn

(IV.16)
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et

Gr,;(Q) = a - -
(X = %)
(IV.17)
Ces applications sont continues sur I’ensemble ouvert
QeP©) Vil <k<n Qx.=I%)>
n . — ) /n'7 E = —= C
j L=
et on voit facilement que
Q (XE = \]/_O%> > C,
er?@v“”SkSn’ Fk,]( )€]b0—€,b0+€[,
Gk»j(Q) e]O-r2r1in7 O-glax['
On en déduit facilement que D7 est ouvert dans P(€2,,). O
Proposition IV.18.
Soite > 0; si F est nonvide, alors R, est bien définie pour m assez grand et converge

quand m tend vers +oc vers la I-projection Q2 de Q7 sur F?.

Cette proposition repose sur la version suivante du Principe Conditionnel de Gibbs :

Théoreme IV.19.

Soient X un ensemble fini et |1 une probabilité sur X chargeant tous les points de X. Si C
est un ensemble ouvert convexe non vide de P(X), alors it = E,em [Ly, |L,, € C] est
bien définie pour m assez grand et converge lorsque m tend vers +oc vers la I-projection
w* de p sur C.

Démonstration.

Comme p charge tous les points de X', on voit facilement que H (v| ;1) < 400 pour toute
v € P(X). Par conséquent, H (C| 1) < +o00. De plus, I’application v +— H (v| u) est
continue sur P(X), donc H(C| ) = H (6{ 1t). D’apres la proposition 119, on en déduit
que i¢y w O

m—-+00

Démonstration de la proposition IV.18.
L’ensemble F" est un ouvert convexe. De plus, on voit facilement que Q7 charge tous
les points de €2,,. Le résultat découle donc directement du théoreme IV.19. 0J
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IV.3.3  Etude des I-projections de Q! , sur F"

Etude a n fixé

Comme on vient de le voir, si " est non vide, la I-projection de Q7 sur F. Nous
la noterons Q7. La proposition suivante établit que Q”* est un arbre trinomial issu de 0.

Proposition IV.20. Posons pour tout o € 3, b € B., ¢ < s :

t dngb(t Z, ) p
qab o bO( ’ y> dHZO bo( )\y)
et
thUObO(t’x):H(Hthx : {Hcrobo ))

Alors

1.

anb n—1 ;
HQO'b 00, bo <E’X;’Xl+nl>
Uo bo i—0
2.

(ng“@ao bo ZE { o,b;00,b0 (%’X:L)]

3. Si Q vérifie la propriété (IV.12) pour des fonctions o € g et b € B, alors

Lo (X:) = Lap, (X2).

pour touti =0,...,n— L

En particulier,
/F(X[nnﬂ)d@:/ < m)d@

4. De plus, on a la formule
(Q{ Q5. bo) =H (@’ Q5 p ) + H @Z b} (0 bo .

T 2 * 134 . n
5. La I-projection de Q  sur FI # 0, notée QI* s’écrit sous la forme Q. ;. avec

of € Ygeth € B..

00, bo
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Démonstration. (1) et (2) se vérifient simplement.
(3) Procédons par récurrence sur % :

- c’est vrai pour i = 0 : Lo (Xo) = Lgr , (Xo) = do.
- supposons que pour un certain i € {0,...,n — 1}, on ait :

Lo (X%) = Lqp, (X%) ,

Alors, pour toute fonction f continue,
s ()] o B () ] = 5[ (2.3,
n n n n n
)
= Eqn , {Hﬁ,b (;X;L,f)} =Eqr , [E@;b [f <X%> ’X%H
-5 [1(x2)

[ F(¥ix)da= [ F(Xix) aqz,

~~
N——
| I |

En particulier,

et
Qe Fl & Q) , e F
4)
dQ
= |1 d
(Q‘QUO bo) /Og (ono b0> Q
o d@ d o,b
_/log (d@ﬁ,b> d@+/ (ono b0> )
d ol
=H(@\@Z,b>+/1og <d ‘”’ )d@
Uo,bo

Mais

Joo () [ el 5 )

-1 . n—1 .
_ZO |:gboob0 (%,Xi”—ZE [hﬁbgobo (%,X)}
H(

Q70| Q5. 10)
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D’ou la formule :
H (Q| ng,bo) =H (@‘ QZ,IJ) +H (@ZJ?} @Zmbo) :

(5) Comme Q™ appartient a F7, il existe un couple (0%, b*) € g x B tel que Q™* vérifie
(IV.12). D’apres le point (4),

H(Q| Q2 5) = H(Q| Q% ) + H(QL . | Q2 4)

Pour conclure, il suffit donc de montrer que Q7. ;. € Fr.
Soit (Qp),, une suite d’éléments de F* convergeant vers Q7*. Chaque Q, est associée a
un couple (0,,b,) € Xy x B.. Or, pour tout [j| < k < n,

b (552 = Fs@)

et

ok ay _ A
o, (5’%) = G, ;(Qp),

ol les fonctions Fj, ; et G, ; sont définies par (IV.16) et (IV.17). Ces fonctions étant conti-
nues, on a, pour tout |j| < k < n,

p (ki (ko
PAn’vn) poteo " \n’y/n

2 (F g (o) k aj
PAn’"n) ot V" \n'y/n)’

On en déduit aisément que

et

Q0

n
* Pk e
p—>+oo anvbn

D’apres le point (3),
Q€ 7= Q5,, €72,

ce qui prouve que Q7. ;. est adhérent a F. [
n»rn
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Etude asymptotique

Dans cette section on étudie, pour un bon choix de (&,), les valeurs d’adhérence de
1 n

Convergence de 11 (-]Qz )

Pour ¢ € X, on pose :

Io|oo) = E, 4 [ /O (0?1, X,), 02(6, X)) dt] |

avec

x\ x o —z x
q(z,y) = log (5) §+log (aQ—y) [l_ﬁ]

Proposition IV.21.

1. Si (g,)n est une suite de réels positifs convergeant vers zéro, alors pour toute suite
b, € B.,, ettout o € ¥, ona:

H(Qr

0, bn

Zo,bo)

n n—-4oo

I(U|00).

2. Si(0,)n est une suite d’éléments de Y.y convergeant vers o € Y.y uniformément sur
tout compact, alors, sous les mémes hypotheses

H ( Znybn{ @go,bo)
n

lim inf
n—-+00

> 1(o|op).

Démonstration.
1. Montrons qu’il existe une constante /' > 0, ne dépendant que de o, Oyin, Omaxs bo €t S,
telle que :

K
}h" . — q(oQ,U(Q])‘ <E,x) < — (Iv.22)
’ n n

pour tout (k,z) € {0,...,n — 1} x =Zet (0,b) € Y x B,
En effet, pour tout (0, b) € 3y x B, :

log [%} m" (0, b) — {log (Z—;Z) +log (1 + %) ~ log <1 + %—%)}

" o2 n b
202 2a4/n
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log [%} d"(o,b) = {log (Z—;) + log (1 = %) — log (1 - ;—Z—%)]

r"(o,b) a? — o? o?
1 ———| r"(0,0) =1 — ) |1 - =
o |t oo = (5 5) [
Or, on voit sans peine, en écrivant la formule de Taylor avec reste intégral a 1’ordre 2, que
pour e € {—1,1},

2

gya eya 1 [ eya K

su lo 1+ — + — < ’

i) g< ﬁx) N 2( m> <=
y€[bo—s,bo+s]

avec K qui ne dépend que de o, Tpmax, Tmin, bo €L S.
On en déduit (IV.22), apres quelques calculs.

Posons

et
1
o= /0 a(02(t, X,), 02(t, X,) dt.
La fonction ¢ est continue bornée sur [02, o2 ]2
La suite ($™),, est une suite de fonctions continues sur €2, uniformément bornées, conver-
geant simplement vers ®, qui est aussi continue bornée sur 2.
Montrons que la convergence de ®" vers ¢ est uniforme sur tout compact. La fonction g

2

est Lipschitzienne sur [02,,, 02,.]? ; nous noterons M une constante telle que

lq(z,y) — q(2",y")| < M(Jx — 2| + |y — ¢']).
Nous noterons A le module de continuité de o2, ie

Alu) = sup  |o*(s,2) — o*(ty)],

[t—s|+|y—z|<u

et Ay celui de o2.
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Avec ces notations, on a

n—1 . ) .
1 i y
n 4 q <02 <57X,’L> 708 (E’X:»)) —/0 q(0'2<t7Xt),O'§(t7Xt))dt
q <02 (i,Xi) ,og (i,X1>) — q(a2(t,Xt),0§(t,Xt))' dt
non n'

o2 <3,Xi) — 02(t, X,)

"~ | =

+ dt

n n

[e=]

=

<M | sup |0°(s,X,) = 0*(t, Xe)|+ sup |og(s, Xs) — Jg(t,Xt)|]

1 1
_|5_t|§g ls—t|<.

<M | sup A(fs — ]+ [Xs = X4]) + sup A0(|S_t’+’Xs—Xt’)]

[ [s—t|<+ |s—t|<L
L (1 1

<M|Al =4 sup [Xs—X¢| | +A0|[ =+ sup |X;— X
L\ st o js—y<t

D’apres le théoreme d’ Ascoli, si .A est un compact de 2, alors

sup sup |Xs— X —— 0.

we A |t75|§% n—-+00

On en déduit que

On a, d’apres (IV.22) :

SH(Q2, | Q) —E

n o,bn 00, bo o,bn

[@"]] <

S

ou K ne dépend que de @, Omax, Tmin, Do €t S. On en déduit facilement, en utilisant la
convergence uniforme sur tout compact de la suite (®"),, et la tension de la suite Q7 , (2
est polonais) que :

1
lim — H (@Z,bn}@ﬁmbg) = 1(o]oy).

n—oo N,
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1 Q5 .
(an bn| @o’g bo) = n /log <d - bn) d@an,bn

Uo bo

1 / Qg b o, b
== [log| =22 |dqQy, , + / = |4Q5, 0.,
= (an bn| Qa bn log ( 2.0 ) d@gn,bn

aobo
1 dQr
z—/log ) aqr
n dUobO sy In

D’apres la proposition IV.20,

- Og n On, bn = On, bn
n d 00, bo

enposant
m™ (o, by) (0, by)
k" =log [ — "\ m™(0, bn) + log | ———"2_) (0, by,
g(mn(o_mbo)) (0, bn) g(qnn(%bo) (0, bn)

d"(o,by)
Flog [ =22 ) av(o,. b,

On voit facilement qu’il existe une constante K ne dépendant que de o, Tpin, Tmax, bo €t S
telle que pour tout R > 0,

sup KBy ol(b2) SK  sup o, — ol(t @),
|z|<R, te[0,1] ’ lz|<R, te[0,1]

Comme an’ p, converge étroitement vers Qs, 5, c’est une suite tendue. On en déduit, en
particulier, que pour tout 3 > 0, il existe R > 0 tel que

t€[0,1]

Qo (sup X, < R) >1-3.

Par suite, comme |k"| et !h? ‘ sont bornées par M ne dépendant que de o, o,

bn 500, b0



IV.3. Principe conditionnel de Gibbs 117

Omax»> Do €t S, 0n a

. n—1 .
)] o)
i=0

Un, n [ Z ‘hU bn 500, bo kn’ ]I[()’R]( sup |Xt‘) + 2M(1 o 5)
tel0,1]
<K sup |an—a|(t,m)+2M(1—6).
|z|<R, te[0,1]
On en déduit que
: 1~ i
st (1w (2o) |- mnn [F i (30:) |
i=0

et le méme raisonnement qu’au point 1. montre que

n—1 .
n 1 n 1
E%bn lﬁzhfﬁbn;ao,bo (;le)] m I(a|o).

=0

Convergence des I-projections.
Notons

Mp = Argmin {I(a|ao), o € Y, /F(XT) dQg, b, = 1}

et supposons que

MpnXy #0.

Soit ¢ € Mg N 3, on pose

£, = min (‘/F(X[HHTO dQy 4, —1‘ —i—l/n,s).

La suite (&,), est une suite de réels strictement positifs majorés par s et convergeant vers
z€ro.

Proposition IV.23. Supposons qu’il existe une suite (0F),, d’éléments de X, précompacte
dans ¥ (pour la topologie de la convergence uniforme sur tout compact) et une suite
(b3, )n d’éléments de B., telles que QC* = Qy. .. Alors les valeurs d’adhérence de (QC7),,

sont de la forme Q.- ,, avec 0* € Mp.
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Démonstration.

Gréce a la précompacité de la suite o), on voit facilement, d’apres la proposition
IV.10, que la suite (Q?:)n est précompacte et que ses valeurs d’adhérence sont de la

forme Q,~ p,, avec o* € E_g tel que f F(X7r) dQu+ b, = 1.

Prenons Q,~ 5, une valeur d’adhérence et ¢ : N — N strictement croissante telle que
— 0.

(n) n—-+00
Comme Q} , € F',ona

a,bo

(el onn) (e e
o e

)
g0, bo

Le membre de droite converge vers 1(G|og) et, d’apres la proposition IV.21,

L ot )
17ILI£+1210f o) > 1(c%|09).
Donc
I(c%|og) < I(a]oy)
et par conséquent * € Mp. 0

IV.3.4 Principe conditionnel de Gibbs (suite et fin)
Un premier résultat de convergence pour les arbres trinomiaux
Nous pouvons a présent démontrer la

Proposition IV.24. Supposons que I’ensemble My N Xy # () et posons

= min (‘/ nT] anbo ‘—i— 1/n,s> ,

ou & est un élément de Mg N Y. Supposons de plus qu’il existe une suite (o7'),, d’élé-
ments de Y, précompacte dans X (pour la topologie de la convergence uniforme sur tout

compact) et une suite (b )n d’éléments de B., telles que la I-projection Q" de Q0,5 SUF

]—“g s’écrive Q7" = Q. .. Sous ces hypotheses, il existe au moins une suite (mn)n d’en-

tiers, m, ———— 400 telle que les valeurs d’adhérence de la suite (R? m )n soient de
n—-+00 n, Mn

la forme Qy+ 4, avec 0* € Mp.
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Démonstration.
Tout d’abord, Q7 , € FI. . L'ensemble ' étant non vide, Q7" est bien définie. D apres
la proposition V.18,

Repm o Qe
dans P(£2,). On voit facilement, en utilisant un théoreme de prolongement des fonctions
continues, que la convergence a lieu également dans P(€2). Si dpp( ., . ) désigne la dis-
tance de Fortet-Mourier sur P(£2), il existe donc m,, tel que

En,Mn)? En n—-400
Par conséquent ( Qmmn)n et (Qg:)n ont les mémes valeurs d’adhérence dans P(f2).
D’apres la proposition IV.23, celles-ci sont de la forme Q,- ;,, avec 0* € Mp. 0

Remarque IV.25.

L’hypothese selon laquelle les I-projections Q7 s’écrivent sous la forme Q. ,., avec
o, une suite précompacte de X est difficilement vérifiable. Une idée naturelle pour
éviter cette hypothese serait de remplacer dans la définition de DI ’ensemble
par un sous-ensemble compact (pour la topologie de la convergence uniforme). Cela
conduit a une autre difficulté : D] n’est plus convexe. En effet, en se reportant a la
preuve de la proposition IV.15, on voit que la propriété assurant la convexité de D”
est la suivante :

Si 01,02 € g et sipourtout ¢ € {0,%,... 1} ettout z € {\“/—’%, ke [—n,n]},
.. € [0,1], alors il existe 0 € X telle que

o?(t,x) = etyxo%(t, x)+(1— st,x)ag(t, x), (IV.26)
pour tout (t,z) € {0,1,...,1} x {f}—’%, k= —nn}

Clairement, (IV.26) ne peut pas étre satisfaite par un sous-ensemble compact de >
non réduit a un point.

Avant de voir dans quelle mesure on peut se passer de la convexité de D”, remarquons
que celle-ci découle de la forme tres particuliere des noyaux de transitions utilisés pour
définir les arbres trinomiaux (plus précisément leur linéarité par rapport a (o2, b)). Si
par exemple, Q7 , est un schéma d’Euler, IT7 , (%, x, ) est une loi gaussienne. Une
combinaison convexe de lois gaussiennes n’étant plus gaussienne, on voit, en se re-
portant a la preuve de la proposition IV.15, que D n’est plus convexe.
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Un second résultat de convergence pour les arbres trinomiaux
Nous ferons I’hypothese suivante :
Mp ={o"}, avec o" €Y.
Pour tout 0 € ¥, désignons par A, , le module de continuité de o sur le compact

[0,1] x [—ay/n, an/n], ie

A o(e) = sup {|a<t,x> (s, p)] s 5t € 0,13,y € [—av/A, av/i]
|t —s|+ |z — y] Ss}

et posons

Y= {O’ €2 Vn € N*, An,o < 2An7g*}.
D’apres le théoreme d’ Ascoli, on voit facilement que >J; est précompact pour la topologie
de la convergence uniforme sur tout compact.

L’ensemble D y. est I’ensemble des probabilités Q sur {2 vérifiant

2) Q (Xt = X + (nt — ) [XM - Xk] Ec< %) =1, (IV.27)

3

n

(3") 3I(o,b) € ¥y x B. tels que Q <XL+1 €.

Nous poserons
Flg, =& NDLy, (IVv.28)

et
RZ . =Eq, , )om (L | L € Fl's, ] -
On a alors le théoreme suivant
Théoreme 1V.29. Si ,, = min (’f F <Xﬂ> dQG. 4, — 1) +1/n, s), alors il existe au
moins une suite (m,,),, d’entiers, m,, —n> ~+o00 telle que la suite (R?ﬂmn)n converge

n—-+o0o
vers Qy« .

Démonstration. L ensemble Dg 5, est ouvert; en effet, on voit facilement que Dg’ 5, est
I'intersection de I’ouvert D et de I’ensemble des probabilités Q € P (£2,,) vérifiant pour
tout 7| < k <mn,

)

aj oq

vinooVn

ko p

’\/Gk,j((@) - \/Gp,q(@)‘ <2A, ( k

n n
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ou les fonctions Gy ; sont définies par (IV.17). On en déduit facilement que D7 5, est
ouvert. L’ensemble F' . est donc lui aussi ouvert dans P (€2,,) et contient Q7. , . La
fonction P(€,) — R U {+o0} : Q — H(Q|Qp, ,,) étant convexe et partout finie
(Q5, 4, charge tous les points de (2,), elle est continue (P(©,) est un simplexe de R3"),
etona

H (F&,El‘ ng,bo) =H (fgL,EJ onybo) :

D’apres le point 2 de la proposition II1.9, la suite (R?m m)m est bien définie pour m assez
grand et on a

n —_= n
dFM (Ran,nw CcOo MF) — O,
m—+00
ou MY désigne

{Q € fenn,ih - H (Q‘ ng,bo) =H (fsr;,xl‘ ng,bo)} )

Comme,

dpar (R?n,m, @a*,bo) < drm (R’;‘n,m@M}?) + sup  dpy (Q, Qo 4, ) ,
Qe M?,

il suffit de montrer que

sup  dpa (Q,Qpr ) —— 0.
Qe MY n—=00

L’ application Q — dpps (Q, Q,+ 5, ) étant convexe et continue, on a

sup dpwy (Qa@a*,bo): sup dpn (Q>@U*,bo)-
Qe MY Qe M,

L’ensemble M étant compact, il existe Q™* € ML, tel que

sup dFM (Qa@a*,bo) = dFM (Qn*’@a*vb()) :

Qe M,

En raisonnant de la méme maniere qu’au point (5) de la proposition IV.20, on voit qu’il
existe (0, bF) € Xy x B, tel que

Qn* _ n
— * * .
Jnvbn

En raisonnant comme dans la proposition V.23, on voit que
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Un résultat général de convergence

Placons nous dans un cadre plus général et supposons donnés un ensemble compact
IC de 32 (pour la topologie de la convergence uniforme sur tout compact) avec oy € K et
pour tout o € K etb € B., une suite (Q’; b)n de P (2) vérifiant les hypotheses suivantes :

Hypothese 1V.30.

1. Pour tout n € N,o € K,b € B.,t € [0,1], il existe un noyau de transition
(112 (¢, z, . ))x de R dans R tel que

(1) Q5 (X0 =0)=1,
(2) Q7, Xt:Xg—i-(nt—k‘) [X%—X

k
(3) @, (Xen €. ’X%,...,X()) =1, (
IvV.31)

2. Si (g,)y, est une suite de réels strictement positifs de limite nulle, alors pour toute
suite (0,,), d’éléments de K convergeant vers o € K uniformément sur tout com-
pact et toute suite b,, € B._, la suite ( o, bn)n converge étroitement vers Q, ;.

3. Pour tout (0,b) € K x B.,

H (Q?b‘ QZMO) < +o00.

De plus, il existe une fonction q : R? — RT continue et nulle sur la diagonale, telle
qu’en posant

1
I(U|Uo) :]EO- |:/ q(O’Q(Xt,t)7O'§<t,Xt))dt s
0
on ait, pour toute suite (¢, ), de limite nulle et toute suite b, € B.,

H ( Z,bn‘ ngbo)

n n—-+oo

Vo € K, I(ooy), (IV.32)

et pour toute suite (0,,), d’éléments de K convergeant vers ¢ € K uniformément
sur tout compact,

lim+inf > 1(oloy). (IV.33)

H (an,bn| ng,bo)
n

4. D’ensemble D - est ’ensemble des probabilités Q sur (2 vérifiant

(1) QXo=0)=1,
2) Q(Xt:Xg%—(nt—k) [Xk 1 —Xﬂ :

(3") F(o,b) € K x B, telsque@(Xp 1 €.

n
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Nous poserons
Flx =& NDlk, (IV.35)

avec £ défini, comme précédemment, par (IV.11).

Nous supposerons que pour tout n, il existe un compact §2,, de €2 tel que pour tout
€, on ait pour toute Q € D x, Q(€2,) = 1. Nous supposerons, de plus, que D ;-
est un fermé d’intérieur non vide de P ().

5. Nous supposerons que la fonction I(o|op) atteint son minimum en un unique point
o*de{oc e K: [F(Xr)dQ,p =1}.

1
6. Enfin, nous poserons ¢, = ‘ / F ( >d@a b — ‘ + — et nous supposerons
n

que

H(F | Q) H(f;;,,c ) (IV36)

(¢}
ou F  désigne I'intérieur de F' ) dans P (£2,,).
Sous ces hypotheses, nous avons le résultat suivant

Théoreme IV.37. Il existe au moins une suite (m,,),, d’entiers, m,, ———— +oc telle que
n—-+4o0o

la suite (R” mn) converge vers Qg « p,.

Démonstration.
Notons M, I’ensemble des minimisants de H ( . ’ Q5. bo) sur F'
Gréce a I’hypothese (IV.36), on a d’apres le point 2. du théoreme I11.9,
On voit, en raisonnant comme dans la preuve du théoreme (IV.29), qu’il suffit de montrer
que
sup drar (Q, Qo= p,) —— 0.

Qe M7 n——+00
Soit Q™ € M7 tel que QSL}\E dra (Q, Qo by) = dpar (Q™, Qp+ 4, ) ; montrons que
e Mg

Q™ € FI k. On voit de la méme manicre q_u’ au point (4) de la proposition IV.20 que
pour toute Q € F ., il existe (0,b) € K x B, tel que

Q} QUOJ’O =H (Ql @Z,b) +H ( o, b‘ QUO bo)

et
fﬂ

5n7
n

et on en déduit, en particulier, qu’il existe (o7, b%) € K x B., tel que Q™ = Qp. ;.. En

n’-n
raisonnant comme dans la proposition IV.23, on voit que



124 IV. A propos d’une méthode de calibration en finance




CHAPITRE V

Principes conditionnels de type Gibbs pour des
mesures a poids aléatoires

Sommaire
Va Introduction . ... ... ...ttt nneens 126
V.1.1 Méthodes d’analyse convexe pour des problémes inverses mal
POSES . . e 126
V.1.2  Une interprétation probabiliste de ces méthodes . . . . . . . . . 127
V.1.3 Le probleme des contraintes fines . . . ... ... ... .... 128

V.2 Minimisation sous contraintes des ~y-divergences et procédé M.E.M 129

V.3 Résultatsprincipaux . . . . . . . . vt v v v ittt e e e 134
V.4 Inégalitésde typetransport . . . . . . . . v v v v vttt et 135
V4.1 Résultats généraux . . . . . ... ... 135
V.4.2  Quelques majorations explicites . . . . . . ... ... ... .. 140
V.5 Principe conditionnel ... .................. .. ... 142

V.5.1 Majoration de la distance en variation entre 1’estimateur baye-
sien et estimateur MEEM. . . . . . ... ... ... ...... 142

V.5.2 Convergence des estimateurs bayesiens . . . . ... ... ... 146




126 V. Principes conditionnels de type Gibbs pour des mesures a poids aléatoires

V.1 Introduction

V.1.1 Méthodes d’analyse convexe pour des problémes inverses mal
posés

Le probleme d’identifier un modele régissant un certain phénomene sur la base d’ob-
servations partielles se pose dans de tres nombreux domaines, comme la tomographie,
I’astronomie, ou encore la finance. Nous nous concentrerons dans la suite sur le probleme
inverse suivant appelé Probléeme des moments :

Retrouver une mesure finie P sur un espace mesurable (X, B) satisfaisant

/ Fz)dP(z) € K V1)

avec F = (fy,..., f,) une application mesurable a valeurs dans R* et K un convexe de
RE.

Dans de nombreuses situations, on dispose d’un modele de référence R sur (X, B)
qu’il s’agit de modifier pour qu’il satisfasse (V.1).
Afin de sélectionner un élément de

S(FK) = {P € M(X): /XF@;) AP(z) € K} ,

une méthode classique consiste 2 minimiser une fonction de coiit I ( . | R) convexe positive
et nulle en R. L’une des méthodes les plus populaires est de minimiser 1’entropie relative
par rapport a R, ie de prendre I(P|R) = H (P| R) (a condition que P et R soient des
probabilités.). Dans les célebres articles [18, 19], I. Csiszdr a donné des résultats précis
sur la forme algébrique du minimisant (la I-projection de R sur S(F, K)) et dans [20], le
méme auteur a fourni une justification axiomatique de cette méthode.

Plus récemment, J.M. Borwein et A.S. Lewis ont étudié dans [7, 8], la minimisation
sous contraintes de fonctionnelles I (. |R) ayant la forme suivante :

P10 = [ o (G ) dR 0P ) = aopr (1)

ol R est une probabilité sur X', v : R — [0, +oc] est une fonction convexe, P, est la partie
absolument continue de P par rapport a R, P; sa partie singuliere et Py, = P;” — P, estla
décomposition de Jordan de P (voir section V.2 pour la définition de a,; et b,). Borwein
et Lewis ont obtenu la représentation des minimisants de I, (. |R) sur des ensembles de
la forme S(F, K) (voir [7, 8], [21] thm 2.2 et 2.4, et [43, 44] pour des extensions de ces
résultats). L’intérét des y-divergences tient dans la possibilité d’imposer, par un bon choix
de v, des contraintes non-linéaires supplémentaires a la densité de la solution (voir [21]

pour plus d’informations sur le sujet).
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V.1.2 Une interprétation probabiliste de ces méthodes

La théorie des grandes déviations fournit une belle interprétation de la méthode de
minimisation de 1’entropie relative, via le théoreme de Sanov et le principe conditionnel
de Gibbs : si X; est une suite i.i.d de loi R, alors pour de bons ensembles convexes '
de P(X), la loi conditionnelle X; sachant que L,, = % > i, 0x, appartient a C' converge
étroitement vers la I-projection R* de R sur C'. Autrement dit : Si [’on force la mesure
empirique de (X1, Xo, ..., X,) a appartenir a C, la loi de X, est modifiée de telle ma-
niére qu’elle converge vers la I-projection R* de R sur C.

Dans [36], F. Gamboa et E. Gassiat ont établi qu’une grande classe de y-divergences vé-
rifient des propriétés analogues : elles gouvernent les grandes déviations d’une suite de
mesures aléatoires, et pour ce P.G.D, un principe conditionnel de type Gibbs est valable.

Avant d’exposer leurs résultats, introduisons quelques notations :

Pour toute mesure de probabilité v sur R?, nous noterons Z,, A, et A} la transformée de
Laplace, la Log-Laplace et la transformée de Cramér de v, définies respectivement par :

Vs eRY, Z,(s) = /exp (s,z)dv(z) € RT U {400}

Vs e RY A,(s) =log(Z,)(s) € RU{+o0}
Ve RY  AN(t) = suRp{(s,t> — A (s)} € RY U {+c0}
seR™
Rappelons que le domaine d’une fonction convexe f : V' — R U {+o0}, noté dom f est
I’ensemble défini par :
domf={zxeV: f(r) <+oo}.

Théoreme V.2. (Gamboa, Gassiat, [36] thm 3.4)
Soient X un espace métrique compact, R une probabilité sur X dont le support est [’es-

. : , 1O
pace X tout entier et (z})1<i<n une famille de points de X telle que — Z Oyn converge
neN* n - ‘
i=1
étroitement vers R. Soit |1 une mesure de probabilité sur R telle que dom Z,, =] — «, (3],
avec a, 3 > 0.
Si (Z;); est une suite i.i.d de loi p, alors la suite (L), de mesures a poids aléatoires

définie par
1 n
Ln = — Zléxn

satisfait un principe de grandes déviations sur M(X'), muni de la topologie de la conver-
gence étroite, de bonne fonction de taux :

I, (P|R):/XA; (‘;—%) AR + P~ (X) + BPH(X).
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(voir également [26] thm 7.2.3, [32] et [S0] pour un résultat plus général.)

De plus, en supposant que P(L,, € S(F, K)) > 0 pour tout n assez grand et en posant
E[L, D) (Lo)]

P(L, € S(F,K))’

ils ont montré, sous certaines hypotheses sur lesquelles nous reviendrons plus tard, que
R, convergeait vers R*, I'unique minimisant de I, (. |R) sur S(F, K) (voir [36] et le
théoreme V.15 pour une formulation plus précise).

R, = E[Ln|L, € S(F, K)] =

Remarque V.3.

Ce principe conditionnel de type Gibbs donne un sens bayesien a la minimisation de
~v-divergences :

R est un modele a priori, ne satisfaisant pas la contrainte | + F'dR € K. On va mo-

difier R de la maniere suivante : on commence par discrétiser R en se donnant une
n

. . =~ 1 Y
famille (z7')1<i<n de points de X telle que L,, = — E 0, converge étroitement vers
neN* n“ ‘
=1

R (x} est par exemple une suite de réalisations indépendantes de 1), puis on repon-
~ 1 &
dére L,, de manicre aléatoire : L, = — Z ZiOyn.
(s 1

La suite
Rn - E[Ln|Ln € S<F7 K)]?

qui est la moyenne de toutes les réalisations de L, satisfaisant | +FdL, € K,
converge alors vers le minimisant de la y-divergence I, (. |R) sur S(F, K).

V.1.3 Le probléme des contraintes fines

Comme pour le principe conditionnel de Gibbs, se pose le probleme de donner un sens
a
R, =E[L,|L, € S(F,K)],
lorsque P(L,, € S(F, K)) = 0 et quand on ne dispose pas d’une désintégration explicite.
Pour autoriser ce genre de conditionnement, nous allons reprendre la méme idée que celle
développée dans le chapitre III, a savoir : relaxer la contrainte en prenant un €,-voisinage
de K, avec une suite (£,,),, convergeant suffisamment lentement vers 0 pour garantir que
P(L,, € S(F, K*)) > 0, pour tout n € N*. Nous prouverons dans le théoreme V.16 que,
sous certaines hypotheses,
lim E[L,|L, € S(F,K™)] = R", (V4)

n—-4o00

avec €, > \/%7 .
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La preuve de ce résultat est, dans ses grandes lignes, analogue a celle du théoréeme
II1.61 du chapitre précédent. La principale nouveauté est la proposition V.26 qui va jouer
le réle du théoreme I11.37 de Csiszar. La preuve de cette proposition s’inspire des travaux
de Bobkov et Gotze sur I'inégalité de transport T;. Nous reviendrons en détails sur ce
sujet dans la seconde partie de cette these consacrée aux inégalités de transport.

V.2 Minimisation sous contraintes des y-divergences et
procédé M.E.M

Cette section est consacrée a la minimisation sous contraintes des y-divergences. Nous
présenterons des résultats de Borwein et Lewis (théoreme V.6) et I’approche de la Mini-
misation de I’Entropie en Moyenne (M.E.M.) (théoréme V.8) de Gamboa et Gassiat.

Nous ferons les hypotheses suivantes :

Hypothese V.5.

1. X estun espace métrique compact ; I’ensemble M (X') des mesures de Borel finies
sur X est muni de la topologie de la convergence étroite, ie la moins fine rendant
continues les applications P +— (P, f), f continue sur X,

2. R est une mesure de probabilité sur X dont le support est I’espace X tout entier,

3. F = (fi,..., fx) : X — R est une application continue sur X ayant des compo-
santes linéairement indépendantes,

4. K estun convexe compact de R¥.

Rappelons que
S(FK) = {PeM(X):/FdPeK}
X

Théoréme V.6. (Borwein-Lewis, [8])
Soit v : R — [0, +00] une fonction convexe s.c.i et notons a., < b, les extrémités de
[e]

dom . On suppose que y est derivable, strictement convexe sur dom -y et s’annule en un
[¢]

point de dom . Soit 1\ la conjuguée convexe de v, ie

Y(s) =7"(s) = sup{st —(t)}.

teR

Notons ay, < 0 < by, les extrémités de dom 1.
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Supposons qu’il existe S € S(F, K) telle que S < R et %> €la,,b,[ Rps.

Sous ces hypotheéses, la fonctionnelle L, (. |R), définie sur M(X) par

L PIR) = [ o (G5 )dR e+ bupr )~ s ()

atteint son minimum sur S(F, K).
De plus, tout minimisant R* de L, (. |R) sur S(F, K) est de la forme :

R*=¢g"R+ o,

ou

o g(z) =" (v*, F(x)),

o v* est 'unique minimisant de la fonction

H@zémemwmm— (v,9),

inf
yeK
e o est singuliere par rapport a R.

De plus, siv* appartient a Uintérieur de {v : [, 1 (v, F(z)) dR(z) < +o0}, alors I'unique
minimisant de 1, (. |R) sur S(F, K) est R* = g*R. C’est en particulier le cas lorsque
domvy = R.

(Pour une preuve, voir [8], ou I’appendice A de [21]; voir CL pour une extension).

Le théoreme suivant présente le procédé de Minimisation de 1’Entropie sur la Moyenne
(M.E.M) développé dans [22, 34, 35, 36] par D. Dacunha-Castelle, F. Gamboa et E. Gas-
siat, qui donne un autre point de vue sur la minimisation des ~y-divergences. Nous ferons
les hypotheses suivantes :

Hypothese V.7.
1. p est probabilité sur R telle que dom A, =] — o, f[, avec o, f € R¥ U {400},
1 n
2. (21)i<i<n C X est une famille de points de X’ telle que — Z d,» converge étroite-
neN* n - ¢
=1
ment vers R,

3. Il existe go : X —]a,, b,| continue, telle que goR € S(F, K), ou a, < b, sont les
extrémités de I’enveloppe convexe fermée du support de (i,

4. La fonction H, définie sur R¥ par

H(v) = /XAM (v, F(x))dR(x) — inf (v,y),

yeK

atteint son minimum en un unique point v* appartenant a I’intérieur de son domaine.
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Nous regroupons dans le théoreme suivant différents résultats prouvés dans [35] et
[36], avec un petit raffinement aux points 4 et 5 :

Théoréme V.8. (Gamboa-Gassiat [36], thm. 2.1)
1 n
Pour tout n € N*, soit L,, : R" — M(X) définie par L,(z) = — E 2i0gn.
/’/L 7
i=1

Pour tout € > 0, soit K* = {x € R¥ : 3y € K, d(z,y) < e}, oit doo(,y) = max(|z; —
yil,i =1...k). Pourtoutn > 1ete > 0, soit

IL,(K°) = {v € PR") : E,[(L,,, F)] € K°}

Alors, sous les hypotheses (V.5) et (V.7), on a :

1. 1l existe ng > 1 tel que pour tout ¢ > 0, u®" admet une I-projection [, e SUT
I, (K°).

2. Pourn > ng, |, . a l’expression suivante :

*
* exp <wn75’ > XN avec U)* _
n,e Z@(w* ) n,e
pE\%n, e

(v, F(a2))

et vy, . est un minimisant de la fonction H,, . définie sur R¥ par

Hoe(0) = 3 A (0, Flaf) = inf (v,).

yeKe

3. Pour toutn > ng, ona:
* 1 - * n
R =K, [L)= - Z N (v F (@) O
i=1

4. Pour toute suite £, € R™ convergeant vers 0, v}, _ converge vers v* (I'unique mi-
nimisant de H)

5. Pour toute suite €, € R™ convergeant vers 0, la suite R, _ converge étroitement
vers R*, l'unique minimisant de 1,, (. |R) sur S(F, K), qui s’écrit

R* =N, (v*, F(.))R.

(On trouvera une preuve de ce théoreme dans I’annexe B.)
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Remarque V.9.

On notera plus simplement yi,, Ry, vy, efc ala place de piy, o, Ry, o, v, o €fc

Les Ry, . seront appelés les estimateurs M.E.M..

Sidom A, = R, I'hypothese (4) de (V.7) est automatiquement satisfaite .
SiI’hypothese (4) de (V.7) n’est pas satisfaite, les estimateurs M.E.M. ne convergent
pas en général, (voir [36] thm 2.1 pour des résultats sur les points d’accumulation).

La proposition suivante permet de mieux comprendre les estimateurs M.E.M :

Proposition V.10. On suppose que dom A, = R, et on pose R, = % > Oz Soit S un
ensemble convexe de P(X). Les deux propositions suivantes sont équivalentes :

1. La fonction1,( . |R,,), définie sur M(X) par

_ AP\ _
I PRn = A* R an7
(PR = [ #(an)

atteint son minimum sur S en un point R;.

2. La mesure de probabilité *™ admet une I-projection |1’ sur le convexe
I, = {v € P(R") : E,[L,] € S}.
Dans ces conditions, R}, est unique et on a la relation :

R, =E

*
n :U'n

[Ln]-

Remarque V.11.
En revenant aux notations et aux hypotheses du théoreme V.8 et en supposant en plus
que dom A, = R, on en déduit en particulier que pour tout € > 0, la mesure R, _ est

I’unique minimisant de la fonction
— dP __
X an

sous la contrainte P € S(F, K¢).

Démonstration. Remarquons, tout d’abord, que

— . 1 &
L,(P|R,) < 400 = (32 eR", P= EZZZ-(SQJ? = Ln(z)> :

=1

De plus, pour tout z € R", on a

L, (Lu(2) |Rn) = %ZA;(%) = % "on(2). (V.12)
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Comme dom A, = R, on a I'identité classique suivante

“an(2) = inf {H (v|p®") ;v e P(R") telle que /xdy = z} : (V.13)

et pour tout z € dom A;@m, I’inf est atteint.

(Voir, par exemple, le théoreme 5.2 de [28]; on peut aussi appliquer la version I1.21 du
théoreme de Sanov pour une suite i.i.d de loi u®", avec G contenant la fonction identité
de R", et conclure grace au principe de contraction et au corollaire 11.36.)

Ainsi, pour tout z € dom A7, il existe un unique v, € P(R") tel que

I, (Ln(z) ‘En> = %H (va] ")

Clairement, si z € S, alors v, € II,,. On en déduit, en particulier, que
— 1
inf{I,(P|R,) : P € 8} > —H (IL, | u®") . (V.14)
n

Montrons que 2. implique 1. :
Soit i 1a I-projection de ®" sur I1,, ; d’apres (V.12) et (V.13), on a

1 1
b (B0 [R) = 2 ([ wii)) < 21

1
p) = Lu (1) ).

D’apres (V.14), on en déduit que I,(.|R,) atteint son minimum sur S au point
R = E,: [Ly).

n

Montrons que 1. implique 2. :
Soit z* € R" tel que

f{1(P[R,) : P €S} = L(Ln(=")|Rn) = %H (e 2.

Siv €11, alors

—_

1
EH (Vz*

M®n) < IM(EV[LnHEn) < o H (V‘ N@m) .

La probabilité v, est donc la I-projection de p*" sur II,, eton a L,(2*) = E, [L,]. O
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V.3 Résultats principaux

Le résultat que nous voulons étendre est le suivant :

Théoreme V.15. (Gamboa-Gassiat, [36] thm 2.3)
Sous les hypotheses (V.5) et (V.7), si K est d’intérieur non vide alors I’ estimateur bayesien

g .o BuenLalls(rio (Ln))
e (L, € S(F,K))

est bien défini pour tout n suffisamment grand et converge étroitement vers R*, ['unique
minimisant de 1, (. |R) sur S(F, K).

Notre résultat principal est le suivant :
Théoreme V.16. Sous les hypotheses (V.5) et (V.7), si €, est suite de réels strictement

positifs convergeant vers 0 et telle que lim ne? = +oo, alors I’estimateur bayesien
n——+00

E,en[LyLs(pren)(Ln)]
,U®n(Ln S S(F7 KEn))

R, ., =
est bien défini pour tout n assez grand et converge étroitement vers R*, [’unique minimi-
santdel, (. |R) sur S(F, K).

Introduisons des notations supplémentaires :
e Pour tout v € dom Z,,, 1, est la mesure de probabilité€ sur R définie par :

%(m) _ expux
dp ()’

et pour tout n > 2 et tout u € dom Z7

w2
M’?n:uul®®lj’un

e Q désigne I’ensemble des fonctions continues, concaves, croissantes, nulles en 0 et
non bornées définies sur R+,
La preuve du théoréme V.16 repose sur la proposition suivante dont la démonstration
est tres proche de celle du théoréeme de Bobkov et Gotze sur I’inégalité de transport T,
(voir [4] thm 3.1) :

Proposition V.17. Pour tout segment J C| — «, 3], il existe une fonction Q; € Q telle
que, pour toutu € J etv € P(R) :

/Rxdu(x) —/Rxd,uu(x)

< QuH (v ).
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Remarque V.18.

Si pu est telle que, pour tout s € R, A7/(s) < M (par exemple, si y a un support
compact ou si x4 est une mesure gaussienne ), on peut prendre @ ;(x) = v/2Mx. Dans
ce cas, I'inégalité précédente n’est qu’un cas particulier de 1’inégalité de transport T}
(voir [4], théoreme 3.1). D’autres exemples explicites seront donnés dans la section
V.4.2. Nous reviendrons plus en détail sur ce type d’inégalités dans la seconde partie
de cette these.

En utilisant notamment les inégalités de Csiszar (I1.4) et (I1.26), nous déduirons de ce

résultat une majoration de la norme en variation entre R, ., et R _ de la forme suivante :

Rp. — R <0 Ziog [un((L,, F) € Koyt ealn™) (V.19)
H ) n»EnHVT n (< > )

ou ) € Q ne dépend pas de n (voir proposition V.26). Cette inégalité est I’analogue du
théoreme II1.37 de Csiszar. Comme, d’apres le théoreme V.8, R;‘L’ ., converge vers ", il
suffira de montrer que le membre de droite de (V.19) tend vers 0, pour montrer que 7, .,
converge également vers R*. Le controle du membre de droite de (V.19) se fera par des
moyens analogues a ceux mis en oeuvre dans la preuve du théoreme II1.61 du chapitre III :
une borne inférieure exacte de déviation (lemme V.27) et une inégalité de type Bernstein
(lemme V.25).

V.4 Inégalités de type transport

V.4.1 Résultats généraux

Nous aurons besoin du lemme suivant :
Lemme V.20. Si k : [0,7[— Ry, r € RL U {400} est telle que lim, o k(t) = 0 et
lim; ., k(t) = 400, alors la fonction Q) définie par

VaeR,, Qa)= inf {9 +k(t)}

tejo,r[ Lt
appartient a Q.
Démonstration.

a
-Pourtouta > 0,t — ;—I—kz(t) est une fonction positive donc Q(a) = Oirtlf {% + k:(t)} eR,
<t<r

et Q est bien définie sur R .. De plus, Q(0) :01<12£ {k(t)};or PH(I) k(t) = 0,donc Q(0) = 0.

- () étant un infimum de fonctions affines, elle est concave.
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-Si0 <a<d <r,alors, pourtout ) < t < r,ona

% k() < % + k().

En passant a I’infimum, on obtient Q(a) < Q(a’) et on en déduit que (@ est croissante.

Qn
- Soit (ay,), telle que a,, —— 0; pour tout 0 < ¢t < r, on a Q(a,) < -+ k(t) et

n—-+4oo
donc lim sup Q(a,) <k(t). Comme Oirtlfk(t) =0, il s’ensuit que limsup Q(a,)=0 et Q
n—-+00 <t<r n—-+o0o
est donc continue en 0.

- Enfin soit (a,,), telle que a,, —— 400 ; montrons que Q(a,,) —— +oo. () étant
n—-+00 n—-+oo

a
croissante, il suffit de prouver que Q(a,,) n’est pas bornée. Pour tout n, t — — + k(t) est

une fonction admettant +-co comme limite en 0 et en 7, il existe donc £, tel que

Qp

Q(an) = E"" k(tn).

Par conséquent,
a
lim sup Q(a,,) > limsup — V lim sup k(t,,).

n—-+o0 n—+oo Un n—-+o0
Si (t,,)n est bornée,

. an
lim sup — = 400
n—-—400 n

et si (t,), ne Iest pas (r = +00),

lim sup k(t,) = +oo.

n—-4oo

Dans tous les cas, ()(a,,) n’est pas bornée.
Ainsi ) est un élément de Q. OJ

Démonstration de la proposition V.17 : Pour tout u €] — «, (3],

Z,,(t) = /Rexp(ta:)% du(z) = %

donc dom Z,, =] — o —u, f — ul.

Soitt €] —a —u, 3 — ul,

t( /R v dv(z) — /R J;d,uu(x)> _ /R gu(x) du(z) + log [ /R o=l g (]
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en posant

g:(x) Zt(ﬂs - /R yduu(y)) — log { /R et(m‘f“d““(ynduu(fv)} :

Clairement,

/eXp g dpy, = 1.
R

Or, d’apres la formulation variationnelle de I’entropie relative, on a

H(VIMU)ZSUP{/ng:/eXp gdﬂuél}.
R R

/gtdusmm»
R

De plus, en remarquant que A, (u) = [, 3 dju,(y), on voit facilement que

Par conséquent,

log UR otz Jfzyduu(y)) duu(l‘)] = At +u) — Ap(u) — A, (u) == q(t,u).

Ainsi, pour tout t €]0, 8 — u],

/Rxdu(a})—/Rq;dﬂu(x) < H(V|MU) +Q(t u)

t t

et, pour ¢t €]0, o + ul,

/Rxduu(x) - /Rxdl/(x) < H (v] o) - q(—t,u).

t t

La fonction A, étant convexe, g est positive.
Si J = [a, b], posons r = min(a + a, 3 —b) € RY U {400} ; alors, pour tout 0 < ¢ <,
on peut écrire

/Ra:dy(m) —/R:Edpu(x)

_ 2
W) | atu) +al=tu) +8

- t t
Posons )
k(t) _ maXuEJ(Q<tJ u) :_ Q(_tv U)) +1 )
Alors, pour tout u € J,
H
/xdu(:c) - / xdpy,(z)| < H (] 1) + k(t).
R R t
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En passant a I’'infimum pour 0 < ¢ < r, on obtient

/Rxdy(x) —/Rycd,uu(a:)

Qs(a) = inf {g+k(t)}.

o<t<r Ut

Montrons que k vérifie les hypotheses du lemme 4.1 :

< Qy(H (] ),

avec

e Sir =400, k(t) >t donc 1tlier k(t) = 4o0.
e Sir=o«+a < +oo, alors

g(=t,a) _ Aula—1t) = Au(a)

k(t) 2 =——= p + A (a).
Comme . lini Ay(a—t) =+oo,0ona . linrJlr k(t) = +o0.
e Sir=[(—0b< 400, on voit de méme que lim k(t) = +oo.

t—B—b
Donc, dans tous les cas, }fim k(t) = +o0.
—r

Montrons que PI% k(t) = 0.
Soit 0 < t,, < rtelle que ¢, R 0 ; pour tout n, il existe u,, € J tel que
Q<tn7 un) + Q(_tna un)

k‘tn — tn
(ta) - +

Supposons que pour tout n, k(t,) > € > 0. La suite (u,), étant bornée, il existe ¢ tel que
Ug(n) T Uo € K. Or, d’apres la formule de Taylor-Lagrange, A7/ étant positive, on a
n—-roo

q(to(m)s Us(m) + Atomys Upin)) < oy Sup { A (1), UE [Ug(m)— L(n)s sty + towm)] }

Donc k(t4(n)) P 0. Contradiction, donc 111% k(t)=0etQ, € Q. O
Corollaire V.21. Pour tout segment J inclus dans | — «, 3] et tout u € J", on a pour toute
v e PR")

1 H on

- / z dv(x) _/ :vdpff’"(x) <Qy (M) ,

n n n 1 n
en posant

U?n:UU1®"'®Uun

et

n

el = 3 Jail.

i=1
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Démonstration. Nous noterons v;, la 7™ marginale de v.

Ona
/n rdv(x) — /n T du"(z) /n x;dv(x) — /n x; du™(x)

/R zdvi(z) — /R 2 djta, ()| -

Comme pour touti € {1,...,n}, u; € J, ona, d’aprés la proposition V.17,

/R z dvi(z) — /R @ djty, ()
/nxdy(x)—/nxd,uf?”(x)

La fonction () ; étant concave, on a, d’apres I'inégalité de Jensen,
n
>_i—1 H (vl uui))

/nxdu(x)—/nxdyff"(x) ISQJ( -

D’apres la formule de décomposition entropique (I11.4),

n

:%Z

1 i=1

1 n
:5;

1

n

Donc
1

n

< =37 QuH (1] )

1 i=1

1

n

H(v|pi") =H(m @ @u)+ Y H(wi|m,).

i=1

En particulier,
n

S (1) < H (0] 7).

=1

La fonction () ; étant croissante, on en déduit que

/ rdv(e) - / wdp"()

1

n

< Q, (H(VLM§")> '
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V.4.2 Quelques majorations explicites

Nous donnons dans cette section quelques majorations élémentaires de la fonction ()
intervenant dans la proposition V.17.

Proposition V.22. Si i est telle que, pour tout u € R, A}, (u) < M, alors on a pour toute
vePR)ettourueR:

/Rxdv(x) —/Rmduu(x)

Démonstration. D’apres la formule de Taylor-Lagrange, pour tout u, ¢ € R, il existe a tel
que

< V2MH (v] )

a(t,u) = Mu(u+ 1) = Ay (u) = tA) (u) = Ay (a).
Donc ¢(t,u) < t22M ; en reprenant la preuve de la proposition V.17, on voit que I’on peut

prendre k() = . Un simple calcul donne alors : Q(z) = v2M. O

Exemples :

- p est a support inclus dans [a, 0]

Le support de 41, est également inclus dans [a, b] et A7, (u) = Var(u,) < (b — a)*.
Dans ce cas, on peut donc prendre Q(z) = (b — a)v/2z.

-u=7Z"'eYdr,avecU" >c>0:
La probabilité p satisfait alors une inégalité de Poincaré de constante % (pas nécessaire-
ment optimale), ie

Var,(f) < / (f)2() dpu(z).

C

Or p, = %dw et V = U(x) + ux vérifie également V" > ¢ > 0, donc p,, vérifie
HAR ., . 2 A
également une inégalité de Poincaré avec la méme constante.

En particulier, en prenant f(x) = x, on obtient

1 1
A (u) = Var(u,) = Var,, (z) < -

Dans ce cas, on peut donc prendre Q(z) = /2.

C
Le lemme suivant va nous permettre, dans certains cas, de majorer la fonction () par une
fonction continue, croissante, positive, nulle en 0, mais non concave en général.

Lemme V.23. Soit k : [0, +0o[— R une fonction de classe C* telle que k(0) = k'(0) = 0
etk >c> 0.

Posons V(t) = f(f uk” (u)du = tk'(t) — k(t).

Alors
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1. Pour tout a € Rt

¢ HO — wa)

t 0t

Q(a) = int {

2a
2. De plus, pour tout a € RY, Q(a) <k’ (w / ?>
, . a  k(t) -
Démonstration. 1) Pour touta > 0, g, : t — n + - admet +o0o0 comme limite en 0 et

+00; g, atteint donc son minimum en un point ¢, tel que ¢/, (t,) = 0, c’est-a-dire tel que
U(t,) = a. La fonction ¥ étant strictement croissante, on a t, = ¥~ (a) et ceci reste vrai
pour a = 0. De plus,

k(ta) k/(ta)ta - k(ta)

a a ta ta

2 .
2)a = [," uk"(u)du > fg“ cudu = c%‘l. Donc t, < 4/ 27“ et k&’ étant croissante, on a

mwzkwasw(¢%>.

Exemples :

- o est la loi de Poisson de parametre A > 0

OnaA,(u) =Ae"—1)etA,(u+t) + A (u—1t) —2A,(u) = 2 e"[cosh(t) — 1].

Soit M > 0; en posant k(t) = 2XeM[cosh(t) — 1], on a en reprenant la preuve de la
proposition V.17, pour tout v € [—M, M] et toute v € P(R)

/R zdv(z) — /R © dpi (@)

avec Qy(a) = inf {% + @}

De plus k'(t) = 2)\eM sinh(t) et k”(t) = 2 e™ cosh(t) > 2X\eM, donc, d’apres le lemme
précédent,

< Qu(H (] ),

M
Qu(a) < 2XeM sinh ( ‘ )\ a) :

Ainsi, pour tout u € [—M, M] et toute v € P(R),

éxm@g—éx@M@)gzmMmm<¢if£§ﬂﬂ».
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- o est la loi exponentielle de parametre A
En adaptant 1égerement la preuve du lemme précédent, on obtient :
Pour tout u < b < A et toute v € P(R) telle que H (v p1,,) < 1,

2 H (v] ptu)
/Rxdu(x)—/Rxd/vLu(x) < N BT —H ()

V.5 Principe conditionnel

V.5.1 Majoration de la distance en variation entre I’estimateur baye-
sien et I’estimateur M.E.M.

D’apres le théoreme V.8, il existe n tel que, pour tout n > ng et tout € > 0, la probabilité
[, - st bien définie et s’€crit

_,®

/’L:L, e Iuwg e

Lemme V.24. Pour toute suite <, de réels positifs convergeant vers 0, il existe m > ng et
un segment J C| — «, 3] tel que

Vn>m, w,. €J" et NrelX, (W, F(z)elJ

n,e

Démonstration. D’apres le point (2) du théoréme V.8,
(Fa1),v5.2,)
n,en
(F(zp), v 2,.)

La fonction F' étant continue sur le compact &X', il existe N >0 tel que || F(z)|| < N pour
tout z € X. Pour touti € {1,...,n}, on a, d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

[(F(ap),v; ) — (Fa), o) < Nju; . —v*]|
et donc
inf (v*, F(z)) — N |jv} ., —v*[| < (w} ., ), < sup(v*, F(z)) + N ||v} . —v*
weX o T gex "

D’apres I’hypothese (4) de (V.7), v* € dom H. On voit facilement que

dom H = {v € R* : Vz € X, quad(v, F(z)) €] — o, B[} .
Grace a la compacité de X', on a

—a < inf (v*, F(x)) < sup(v*, F(z)) < [.

zeX reX

D’apres le point (5) du théoreme V.3, vy, _ converge vers v*; le résultat en découle faci-
lement. u
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Lemme V.25. 1l existe M > 0 et ny > nyg tels que pour tout € > 0 et n > ny,
2

ne
* € > _ =
W (L F) € K¥) > 1 %exp( ZM(QMH)) ,

(out k est la dimension de fonction F = (f,..., fr).)
Démonstration.

Premiere étape :
Montrons que pour tout segment J C| — «, (3], il existe M > 0 tel que, pour tout u € J et

J =2,
[l [wdn@
R R

En notant 7(z) = el — 1 — |2| et I(u, M) :/
R

J
dpu(z) < jIMY.

] <z - fRAdeu(x)

) dji,(2), on voit

facilement que
sup({(u, M)) —— 0.

ue J M ——+o0

Par conséquent, il existe M > 0 tel que sup(/(u, M)) < 1.

ue J
Or,
X2 |2 = fprdp(@)] dp(2)
o R R u u
J:

donc, pour toutw € Jetj > 2,ona

Jio |2 = Jo ()] dpu(2)

Ve < I(u,M) <1.

Deuxieme étape :

Montrons que pour tout segment J C| —«, S et tout N > 0, il existe M > 0 tel que, pour
toute suite 71, . .., Z, de variables aléatoires indépendantes avec L£(Z;) = ., u; € J et
toute suite avy, . .. a,, € R telle que |o;] < N, on ait :

_ ne?
P(‘Z—m‘>€)§2€xp —m

o 1L
ouZ:E;aiZietm:E[?}.

D’apres la p}emiére étape, il existe My > 0 ne dépendant que de J tel que pour tout 7, on
ait
vji>2 E [|Zi ~ B[Z] ﬂ < jIMj.
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On en déduit que pour tout 7,
Vi>2, E [\ai(Zi - E[Zi])|j] < I (MoNY.
En prenant M = MyN, le résultat découle de I’inégalité (I11.64) du corollaire I11.63.

Troisieme étape :

A présent, montrons le lemme.

Soit ¢, = (n,1,- -+ k) = Ep: [(Ln, F)] € K.
Alors,

p (L F) € K°) 2 i (|[{Ln, F) = el < )
=1 = 15, ([(Ln, F) = cnlloo > €)

k n
1
21—2 u;<z: >5)
p=1

n ; zifp(%)) = Cnp
Les fonctions f, étant continues sur le compact X, il existe N > 0 tel que |f,(z)| < N
pour tout p et z € X. De plus, d’apres le lemme V.24 appliqué a la suite ¢,, = 0, il existe
ni > ng et un segment J C| — «, (] tel que, pour tout n > nq, w € J". Ainsi, d’apres
la deuxieme étape, on peut conclure qu’il existe M > 0 tel que, pour tout € > 0 et tout
n > nq, on ait

77/52
S “((Ln, F) € K¥) >1—2kexp |- | .
Ve 20, p,((Ln, F) € K%) > eXp{ 2M(2M+5)}

Nous pouvons maintenant prouver la

Proposition V.26. Si ¢, est une suite de réels strictement positifs de limite nulle telle que

lim ne? = +oo, alors
n—-+00

1. 1l existe ny > ny tel que, pour tout n > ny, IR, ., et th ., sont bien définies.

2. Il existe () € Q telle que, pour tout n > no,
1 i o
Ry, — R; <Q(—1 [‘X’” Lo, F) € Kon)et(mhenln )}
B = Bl < @ (5 08 [ (L ) & 10

Démonstration.
(1) Pour n > ng, p, et piy, . sont bien définies. De plus, d’apres le lemme V.25, il existe
ny > ng et M > 0 tels que, pour tout n > nq,

ne

2
(L, F) € K) > 1 — 2k exp |——n |
(L F) € K*) e
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Comme ne? ——— +o0, il est clair que i’ ((L,, F) € K°») —— 1. En particulier,

n—-+4oo n—-—+oo

il existe my > ny tel que, pour tout n > my, p'((L,, F) € K) > 0. Comme u®" est
équivalente a ', on en déduit que pour tout n > my, u*"((L,, F) € K*) > 0 et en
particulier, I?,, ., est bien définie.

(2) D’apres le lemme V.24, il existe un segment J C| — «, 3] et my > nyg tels que,
pour tout n > my, wy, . € J". Soitv, ., € P(R") définie par
L Ls(r rcen) (L)
e uen(L,e S(F, Ken))

D’apres le corollaire V.21, on a pour tout n > ny = max(my, ms), en posant Q = Q;

l / rdv, ., (x) —/ zdp _ (v)| <Q (H(Vn,sn|:un,sn)>
n n . 1En , 0
Mais
1 n
HRn,sn n EnHVT == Z (/ Zi an,sn<dZ) —/ Zi du;gn(dz)) 51?
ni ! ' ! VT
<= Z / Zi an En dZ) —/ Zi du;gn (dz)

1

n

/ v, @)~ [ 2di @)
Donc, pour tout n > no,

HR”vEn n €n||VT - Q ( n

Or, on voit facilement que

Un, e, € 1L, (K).
En appliquant I’inégalité (I1.26) de Csiszdr, on a
H (Ve | 157) > H (Ve | p,2,) +H (e, | 157) -
De plus, un simple calcul montre que

H (vn,e, | 1®") = —log [u®"((Ly, F) € K*)]

et donc
H (Vn75n| Iu’:,,gn) S _log |:I[,L®n(<Ln’F> e KE”)QH(”Z,%’N(@")} .

La fonction () étant croissante, on obtient, pour tout n > no,

[Bae, = B e llyr < @ (—110g 1 (L, F) € K*0)e <“fl»fn|“®">D .
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V.5.2 Convergence des estimateurs bayesiens

Nous aurons besoin du lemme suivant, tres similaire a la proposition 111.44 :

Lemme V.27. Dés que pf ((L,, F) € K¢) >0, 0ona

wer)] < H Q™) (1 1
- <IMM%F%WD

1 N
~log W ((Ly, F) € K?)e"01°7) | >
1 1 1
“log [ ({Ln, F) € K)] — —

Démonstration. La probabilité ;®™ étant équivalente a i, on a
1 (Loy F) € K°) > 0= 5 (Lo, F) € K°) > 0,
Ona

g [1°" (L, F) € K°)] =+ log [/ e (o D) ®n]

1 dp®"
R

1
= —1 21 ([ F KoY
n 8 [ Jan dy 5L, F) € K°) ”"] o 108 [ (Lo, F) € K°))

n

L= ((Ln, F))
pi({Ln, F) € K¥)

1 dp®™ (L, F)) 1 dp®™\ T ((Ly, F))
—log { / dpiy, | =~ / log dpiy,-
n redsy, g ((Ln, F) € K°) n Jen o \dpy, ) pn (L, F) € K9)

B (Lo, F))
l%@%)%wmmem>

In= ! /log <du—®n)dﬂ*—l/log(du®n> ]I(Ks)c(<Ln,F>) du
" npiy,((Ln, F) € K€) Jgn ~\dp, "on Jge o \dpy, ) ((Ly, FY€KE)
“H Qg 1 /1 dy, >d,u;; Ty (Lns F))
R

T (I F) € K9 1 Ja B\auen ) dpem i (Lo, F) € K7)

En appliquant I’inégalité de Jensen avec la probabilité (L), on obtient

1
De plus, en posant /,, = — / du,,ona

n

Mais la fonction x — x log(x) étant minorée par —%, ona

L[ g () 5 e lEn ) o 1)K

n apn ) dper (Lo, Fy € K5 = " nep (L, F) € K7)

1
> — :
— nepy (L, F) € K¥)
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Ainsi,

1 . . —H (| p®")
- log [1®"((Ly, F) € K°)] > i (L F) € K

+ = log [ (L, F) € K]

1 1
ne i ({Ln, F) € K°)

)

. . . H{ pn
et on obtient le résultat en ajoutant <“+ aux deux membres. [
Démonstration du théoréme V.16.
11 suffit de montrer que lim ||R, ., — R _ ||, = 0.
n—-+o0o e En VT

D’apres le point (2) de la proposition V.26, il existe () € O et n, tel que, pour tout n. > no,
_1 * RXn
R,.,— R <o(=1 [ en((L,, FYe Ko )eH (el )] .
e = Bl = @ (5 108 [ (L Y K70
La fonction () étant continue, croissante et nulle en 0, il suffit de majorer
_1 mn € H( * ’ ®n)
B,, := —log [u ((Ly, F) € K)e \Fimenltt }
n

par une quantité convergeant vers 0.

Ecrivons
B, = B711 + Bf”
avec
-1 |, @n
B, = — log [M®”(<Ln,F> e Ken)eMlwil® )}
n
et

1
2 _ *
B —n[H(un

") = H (o | 157
Par un simple calcul,

w - ((F(mf),v;;)/\; (F(xf),vn) — Ay (F(xf‘),v;;)),

n n “
=1

H (1, En :u®n 1 ¢ ny % / AR AW
| ):—Z(<F<xi>,vn,%>Au<F<xi>,vn,en>—AM<F<xi>,vn,en>)-

n
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Grace a I’hypothese (2) de (V.7), au point (4) du théoreme V.8 et au lemme V.24, on voit
H( 5, |p®m) H( ., [127)
1 n n

et convergent vers la méme limite 7, lorsque n

facilement que
tend vers +00 :

I= /){(F(:z:),v*}AL (F(x),v")dR(x) — /XA# (F(x),v")dR(x).

En particulier,

B ——0.
n
n—-+o0o

Finalement, grace aux lemmes V.25 et V.27, on voit facilement que B! est majoré par une
quantité convergeant vers 0. 0

'Remarque : I = I,(R*|R)
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VI.1 Transport de masse

VI.1.1 Le probleme de Monge-Kantorovich

Le probléme de trouver le moyen le plus économique de boucher un trou avec un tas
de sable a été proposé vers 1780 par I’'ingénieur Gaspard de Monge. Si sa formulation
initiale peut sembler un peu désucte, cette question a posé et pose encore des problemes
mathématiques d’une grande difficulté et est a 1’origine de théorémes puissants ayant des
répercussions dans des domaines tels que la théorie des probabilités, les équations aux
dérivées partielles, I’analyse fonctionnelle ou I’'isopérimétrie.

Dans la formulation qu’en a donné Kantorovich, le tas de sable est représenté par un
espace de probabilité (X, i) et le trou, par un espace de probabilité (), v).

e Le coflit nécessaire pour acheminer de la masse de X’ sur ) est représenté par une
fonction ¢ : X x ) — R, appelée fonction de coiit.

e Un plan de transfert de 1 sur v est une probabilité 7 € P(X x ))) ayant pour pre-
miere marginale p et pour seconde v.

e Le coiit de transport associé a ce plan de transfert est

= [ el ()

Dans cette derniere intégrale, dr(z,y) représente la quantité de masse prise en x et
déposée en y et c(x,y) dr(x,y), le colit engendré par cette opération. La quantité du(z)
représente la masse totale au point z ; dire que 7 admet x pour premiere marginale, s’écrit
formellement du(x) = |- y dm(z,y), ce qui s’interprete en disant que la totalité de la masse
en x a été distribuée. De la méme maniére, dv(y) représente la quantité de masse que peut
recevoir y et dv(y) = [, dr(x,y) signifie que y recoit exactement cette masse.

e Le coliit de transport optimal est
T(p,v) =inf {I[r] : m € U(u,v)},
ou IT(4x, v) est I’ensemble des plans de transfert de y sur v.

Le probleme de Monge, dans la formulation de Kantorovich, est donc de trouver des
plans de transfert  optimaux, ie tels que
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On pourra consulter les deux ouvrages ([56] et [72]) de référence sur le sujet pour des
résultats caractérisant les plans de transferts optimaux pour certaines fonctions de cofit.

Pour la suite, nous n’aurons besoin que du résultat basique suivant (voir [72], thm.
2.18p.74):

Théoréme VI.1. Soit c une fonction de coiit sur R de la forme c(z,y) = q(z — y) avec q
une fonction convexe positive paire. Si i, v € P(R) ont pour fonctions de répartition F'
et G, la probabilité T € P(R?) de fonction de répartition H(z,y) = min(F(z), G(y))

appartient a 1l(u, v) et
To) = [[ clon
R2

VI.1.2 La dualité de Kantorovich-Riibinstein

Le théoréme suivant, appelé théoreme de Kantorovich-Riibinstein, donne une formu-
lation duale du cofit de transport optimal :

Théoréme VI.2.
Soient X et Y des espaces polonais, 1 € P(X) etv € P()), etsoitc: X x) — RTU{+oc},
une fonction de coiit continue.

Posons :

o [I(u,v), ’ensemble des mesures de probabilité m sur X x ), telles que m a pour
premiere marginale | et pour seconde v,

o &, I’ensemble des couples de fonctions (p, 1)), ¢ (resp. 1) continue bornée sur X
(resp. Y), vérifiant :

Vr,y e X, o(x) +(y) < c(z,y),

alors

inf {// c(x,y) dﬂ(x,y)} = sup {/ wdu—l—/z/}dl/}, (VL3)
mell(p,v) XXy (p)ed. (Jx y

et linfimum dans le membre de gauche de (V1.3) est atteint.

De plus, si (X, d) est un espace polonais, alors

inf {// d(az,y)dﬂ(x,y)} = sup{/ gpd,u—/ odv: ¢ e BLipl(X,d)},
mell(p,v) XxX X X

(VL4)
ou BLip, (X, d) est I’ensemble des fonctions 1-Lipschitziennes, bornées sur X.
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Remarque VLS.
En désignant par ¢° I’ensemble des couples (¢, 1/;) de fonctlons semi-continues supé-
rieurement sur X et ) vérifiant o(x) + ¢ (y) < ¢(z,y), pour tout (x,y) € X x ), on
aaussi 7.(v,u) = sup {/ pdu+ wdl/}
(py)edz \Jx

Exemple : Dans cet exemple, nous allons nous placer dans une situation qui ne releve
pas du théoreme précédent. Soient X’ un espace mesurable et x : X — R™ une application
mesurable. Définissons une semi-métrique d, sur X" par

Vo,y e X, dy(z,y) = (X(@) + x(¥)) Tazy- (VL.0)

On voit facilement que si x s’annule en au plus un point, d, est une vraie distance sur X’
La proposition suivante exprime le colit de transport optimal associ€ a d,.

Proposition VL.7. Si B, (X') désigne I’ensemble des fonctions ¢ mesurables bornées sur
X telles que Nz € X, |p(x)| < x(x), alors

Vp,v € P(X), T (p,v)= sup {/gpdu—/gpdu}.
veB (x) LJx X

En particulier, si fx X dv < 400 et fx X dp < 400, alors

Tax (i, v) = [Ixp — xv|vr

Démonstration. (Voir aussi la preuve de la proposition 7.10 de [72] et le lemme 7 page
23 de [49])

Tout d’abord, si ¢ € B, (X), on a clairement p(x) — ¢(y) < d(x,y); donc, pour tout
mell(u,v),ona:

/deu—/xsodvz//ﬂsow)—sa(y)dﬂé//Xde(fv’y)dﬂ(x,y)'

On en déduit que 7y (p1,v) > sup {/ odu — / gody}.
peBy(x) LJx X
Pour montrer 1’inégalité opposée, considérons la probabilité 7* € P(X?), définie pour

toute f mesurable bornée sur X2 par

@@ = [ feodunne

(VLS)
+ é / . fla,y)d(p —v)(z)dp —v)-(y),
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ol j1 A v = i — (j1=V)y et = (5 — 1) (X) = (1 — 1) (X).
On vérifie facilement que 7* € I1(u, v).
De plus,

I aenar =< [] 0@+ xo) sy da =) @) dlu =)0
<o ] @+ x) =)@ =)

Z/Xxd(u—V)++/Xxd(u—V)—

Z/de—VI
X

et on voit facilement que/ xdlp—v|= sup {/ odu —/ gpdu}. O
X peB(x) LJx X
Remarque VIL.9.
e Siy=1,

Ta(,0) = = vllvr = 2inf {P(X £ Y) 1 £(X) = i £(Y) = v},
e Si on se place dans un cadre discret X = {z1,...,z,,...}, 7 est défini par :

©(,9) = min(u(e), v()), siw =y; (i )4 (@)~ v)-(9), sinon

et correspond a la stratégie qui consiste a laisser en place la masse commune
(min(u(x),v(x))) et a distribuer I’excédent de p par rapport a v ((u — v)4(x))
aux endroits y ol 1(y) < v(y) proportionnellement au déficit de i par rapport a v

G (p—v)-(y).

Lemme VI.10. Une fonction 1) est 1-Lipschitzienne pour d, si, et seulement si, elle s’écrit
Y =a+p aveca € Ret |p| < x.

Démonstration. 1l est clair que toute fonction ¢ = a + ¢, avec a € R et |p| < x est
1-Lipschitzienne pour d,. Réciproquement, si ¢ est une fonction 1-Lipschitzienne pour
d,,, alors pour tout (x,y) € X2, ona

Y(z) — x(x) < Py) +x(y),

donc
a =sup{y(z) — x(z), € X} < +o0.

Posons ¢ = v — a, alors

o(r) — x(z) = ¥(z) — x(v) —sup{¢(z) — x(v), z € X} <0.
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Ainsi ¢ < x. De plus, pour tout z,y € &,

donc

et par suite

p(z) + x(z) = sup{e(y) — x(y), y € X} =sup{Y(y) —x(y), y € X} —a=0.

Donc p > —x. 0
Remarque VI.11.

En notant, BLip,(X,d,) I'ensemble des fonctions mesurables bornées et 1-
Lipschitziennes pour d,, la proposition V1.7 s’énonce :

Ty (0 v) = sup {/s@dﬂ—/wh/}-
@€eBLip, (X,dy) \Jx X

VI.1.3 Inégalités de Transport
Le sujet que nous allons aborder dans ce chapitre et le suivant est celui des Inégalités
de Transport. Fixons X un espace mesurable (en général, X’ sera un espace polonais) et
une fonction de coilit ¢ : X x X — R* sur X symétrique, ie telle que
Y,y € X, c(z,y) = c(y, ).
Sous cette hypothese de symétrie, nous aurons

Vv, u € P(X), To(v,p) = T, v).

Nous dirons, provisoirement, qu’une probabilité ;o vérifie une inégalité de transport,
s’il existe une fonction F' telle que

Vv e P(X), T.(v,p) < FH(v|p)). (VI.12)

L’étude des inégalités de transport est un sujet assez récent, initié par les travaux de
K. Marton et M. Talagrand.
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Bref historique sur les inégalités de transport.

L’inégalité de Pinsker (1964). La premiere inégalité de transport est 1I’inégalité de Pins-
ker : si X est un espace mesurable, on a

Vv, pe P(X), v —pllve < V2H(v|p).

C’est une inégalité de transport dans la mesure o, comme on I’a vu a la proposition
V1.7, 1a norme en variation est le cofit de transport optimal associé a la fonction de cofit

(,y) = 2W(apy).

Les premiers travaux de K. Marton (1986). Dans I’article [47], K. Marton obtient la
généralisation suivante de I’'inégalité de Pinsker :

Théoreme VI.13. Soit X = X} x X, - - - X X, un produit d’espaces mesurables ; on définit
sur X, la distance de Hamming, notée dy( . , . ), par la formule

dH<I7 y) = Z ]I{ivﬁéyi}'
=1

Sipourtouti=1...n, u; € P(X,;), alors en posant i = j13 @ jia @ + -+ @ fu,, ON A

W € P(X), Tay(v.) < \[SH(V ).

| Remarquons que, pour n = 1, on retrouve bien I’'inégalité de Pinsker.

Remarque VI.14.

Pour démontrer ce théoreme, K. Marton utilise un argument de couplage astucieux sur
lequel nous reviendrons dans la section VI.2.4. Le résultat précédent répond, dans un cas
particulier, a la question suivante :

Si pour tout 1 = 1...n, p,; vérifie (VI.12) avec une fonction F;, quelle inégalité de
transport vérifie i1 Q g Q -+ Q Ly ?

Nous aborderons en détail ce probleme de la tensorisation des inégalités de transport
dans la section VI.2.4.

Une conséquence intéressante du théoreme VI.13, est I’obtention de résultats de concen-
tration assez fins pour les mesures produit. Grace a un argument d’une grande simplicité,
appelé depuis argument de Marton (voir la proposition VI.81), K. Marton déduit du théo-
reme VI1.13 le résultat suivant :
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Proposition VI.15. Si X est un vecteur aléatoire a composantes indépendantes a valeurs
dans X = X; X Xy - -- x X, alors pour tout ensemble mesurable A, on a

n 1 2¢2
> P X, A) > —1 — <e w.
vt >0, (dH( , )_t—l—\/2 Og(IP’(XeA)>>_€

Ce résultat est tres proche des résultats de concentration de M. Talagrand (voir les
articles [66] et [67]). Dans [48], K. Marton étend les résultats précédents au cas Markovien
(u (resp. X) est une probabilité Markovienne (resp. une chaine de Markov)).

Travaux autour de I’inégalité T,. Soit (X', d) un espace polonais; nous dirons que
p € P(X) satisfait I’inégalité de transport Ts(c), si

Vv e P(X), Te(v,u) <cH(v|p). (VL.16)

L’inégalité (VI.16) est plus couramment écrite sous la forme équivalente suivante :

Vv e P(X), Wylv,u) < /cH(v|p), (VL.17)
ot Wy(v, ) = +/Ta2(v, ).

M. Talagrand est le premier a avoir démontré (VI.16) pour les mesures gaussiennes
sur R” muni de la distance euclidienne standard.

Théoreme VI.18 (Talagrand, [68]). La loi gaussienne standard sur R" vérifie I'inégalité
To(2) sur R™ muni de sa distance euclidienne.

Pour démontrer le théoreme précédent, Talagrand commence par démontrer, par des
moyens assez élémentaires, que la loi gaussienne standard sur R vérifie Ty(2) pour
d(x,y) = |z — y|. 1l constate ensuite que ’inégalité Ty jouit d’une remarquable pro-
priété de tensorisation avec invariance de la constante. En reprenant les techniques de
couplage de Marton, il obtient la

Proposition VI.19. Si pour touti = 1...n, y; est une probabilité sur R vérifiant T(c),
alors la probabilité j1; @ s @ - -+ @ p, vérifie aussi I'inégalité Ty(c) sur R™ muni de sa
distance euclidienne.

Le théoreme VI.18 découle alors immédiatement du cas n = 1 et de cette propriété de
tensorisation. Par ailleurs, grace a I’argument de Marton, le théoreme VI.18 lui permet de
montrer que pour tout Borélien B,

2
1 1 1
Ve > ([2log ——, (B )>1—exp| —=|e—4/2log )
TN ; ( S (B)
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ol ~y est la loi gaussienne standard sur R", et B° = {x € R",d(x, B) < €}. Ce résultat
de concentration est quasi optimal.

Dans [54], F. Otto et C. Villani ont étudi€ les liens existant entre I’'inégalité T et les
inégalités de Sobolev-logarithmiques et de Poincaré. Ils ont obtenu le résultat suivant

Théoreme VI1.20 (Otto-Villani (2000), [54]). Soient ® une application de R™ dans R telle
que =% soit intégrable et ;1 la mesure de probabilité sur R™ définie par

W g
avec Z = [ e *dx.
1. Si p vérifie une inégalité de Sobolev logarithmique de constante c, c’est-a-dire que
pour toute fonction f de classe C*,

Ent, (f2) < C/ny? d,

alors p vérifie I'inégalité To(c) sur R™ muni de la distance euclidienne.
2. Si p vérifie l'inégalité To(c), alors p vérifie I'inégalité de Poincaré de constante &,
c’est-a-dire que pour toute fonction f de classe C1,

Var,(f) < § [ 11T du

Ces résultats ont ét€ redémontrés de maniere plus simple par S.G. Bobkov, I. Gentil et
M. Ledoux dans [3]. Le probleme de savoir si I'inégalité Ts est équivalente a 1’inégalité
de Sobolev-Logarithmique ou non, n’a pas encore été résolu. On pourra consulter [14]
pour des éléments de réponse.

Travaux autour de I’inégalité T,. Soit (X, d) un espace polonais ; on dit que i € P(X)
vérifie I’inégalité de transport T (¢), si

Vv e P(X), Ta(v,p) < cH(v|p). (VL.21)

Cette inégalité de transport est strictement plus faible que 1’inégalité T,. En effet,
grace a I’'inégalité de Jensen, il est clair que

Vv,p € P(X), Talv,p) < v/ Te(v,p),

et par conséquent,
p satisfait To(c) = p satisfait T (c).

D’apres I’argument de Marton, T est associée a un phénomene de concentration gaus-
sienne : grossierement, si /. satisfait une inégalité T, alors pour tout ensemble mesurable
Atel que u(A) > 3, ona

((A%) > 1—¢e%",  pour tout ¢ assez grand,

ou A°* = {z € X : d(x, A) > ¢} (voir la proposition VI.81 pour un énoncé précis).
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Dans [4], S. G. Bobkov et F. Gétze ont obtenu un critere dual pour (VI.21). Ils ont
montré le résultat suivant :

Théoreme VI.22 (Bobkov-Goétze (1999), [4], thm. 3.1). Une probabilité 1 sur X vérifie
T1(c) si, et seulement si, pour toute fonction @ 1-Lipschitzienne, on a

2
Vs € R, / e*?dp < exp <s/ pdu+ cs—> : (VI1.23)
X X 4

A la différence de I’inégalité T, qui est en relation avec d’autres inégalités fonction-
nelles non triviales, I’inégalité de transport T; se résume a une propriété d’intégrabilité,
comme le montre le théoréme suivant, di a H. Djellout, A. Guillin et L. Wu.

Théoreme V1.24 (Djellout-Guillin-Wu,[27], thm. 3.1). Soit j1 une probabilité sur X ; il y
a équivalence entre les deux propositions suivantes :

1. Il existe ¢ > 0 tel que y vérifie Ty(c).
2. Il existe e > 0 tel que [, e dp(z)dp(y) < +oc.

Nous préciserons plus loin le lien qui existe entre c et €.

Dans [5], F. Boley et C. Villani, ont obtenu des versions pondérées de 1’inégalité de
Pinsker :

Théoreme VI1.25 (Bolley-Villani, [5], thm. 1).
Soit x : X — R, une fonction mesurable. Alors pour toute v € P(X),

3 1
(i) |xv — xullvr < <§+log/ @) du(ﬂc)) (\/H(Vlu) + §H(V|u)> ;
X
(ii) | = xullvr < \/1+log [, X dpu(z) /2 (V] ).

Remarquons que, d’apres la proposition VI.7,

||XV - XMHVT = Iix(’/a M),

avec d,, définie par (VI.6). Si I'inégalité (ii) est une inégalité T, au sens classique, I’in-
égalité (i) est une inégalité de transport faisant intervenir la fonction F(z) = = + /x et
non plus la fonction F'(x) = /x.

Grace a ces deux généralisations de I’inégalité de Pinsker, Bolley et Villani ont pu
affiner le lien entre les constantes c et £ du théoreme VI1.24. Elles leur ont, par ailleurs,
permis d’obtenir toute une famille d’inégalités de transport pour des colts de la forme

c(z,y) = d(z,y),p> 1.
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Survol du chapitre

Ce chapitre a pour but d’introduire la notion d’inégalités de transport convexes, no-
tion qui englobe tous les cas particuliers introduits plus haut, d’étudier certaines de leurs
propriétés (on établira, notamment, une formule générale de tensorisation) et de les mettre
en relations avec des inégalités de type Grandes Déviations.

Si 6 est une fonction convexe appartenant a une certaine classe C que nous définirons
plus loin, et si ¢ est une fonction de colit symétrique sur un espace mesurable X', on dira
que p € P(X) satisfait I'inégalité de transport convexe 7.(0*, a), si

Vv e PX), 6 (M> <H(v|p), (V1.26)

a

la fonction 6* étant la conjuguée convexe de la fonction convexe 6.

Par ailleurs, si ® désigne une classe de fonctions mesurables bornées sur un espace
mesurable & telle que ¢ € ® = —¢ € P, nous poserons

Vv, ve € P(X), |1 — a]lg = sup {/ wd —/ gpdug}
ped X X

et nous dirons que ;1 € P(X) vérifie I'inégalité T4 (6%, a) si

Vv e P(X), 6 (@) <H(v|p). (VL27)

Les inégalités de la forme (VI.27) ne sont plus, a proprement parler, des inégalités de
transport. Les semi-normes || . || sont des généralisations naturelles des cofits de transport
optimaux associés a des fonctions de cofits métriques.

e Section VI.2 : Inégalités de transport convexes.

Dans la section V1.2.2, nous démontrerons une généralisation du critere (VI.23) de
Bobkov et Gotze. Si ¢ est continue sur un espace polonais (X', d), nous verrons au théo-
reme VI.38 que p satisfait 7,.(6*, a) si, et seulement si, pour tout couple (¢, ) € ., on
a

Vs >0, /Xexp s(p() + (1, ) du(x) < expb(as). (VI.28)

En particulier, si ¢ = d, p satisfait 7,;(6*, a) si, et seulement si, pour toute fonction
@ € BLip1(X,d) ,ona

Vs >0, /Xexp s(p(x) — (u, ) du(x) < expb(as). (VL.29)
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De méme, p vérifie I'inégalité T4 (60", a) si, et seulement si, pour toute fonction ¢ € ¢,
ona

Vs >0, /Xexp s(e(x) — (u, ) du(x) < expf(as). (VL.30)

Les criteres précédents n’ont pas un caractere pratique, mais se révéleront d’une grande
utilité théorique, notamment pour les questions de tensorisation. La preuve que nous don-
nons de (VI.28) est tres différente de celle de Bobkov et Gotze ; elle utilise des outils
classiques en Théorie des Grandes Déviations : théoremes de Cramér et Sanov, principe
de contraction, efc. On pourra consulter [37] pour plus de détails sur les liens entre les
Inégalités de Transport et les Grandes Déviations.

La proposition VI1.48, de la section VI.2.3, donne une interprétation probabiliste des
inégalités de la forme T5(0*, a). Nous montrons qu’il y a équivalence entre

Ve PX), 0" (v - plly) < H(vlp).

et

Vt > 0,Vn € N, supP
ped

(sO(Xl) +- -+ o(Xa)

- > (u, ) + t) < e ),

avec (X)r>1 une suite i.i.d de loi p.

Cette correspondance entre inégalités de type transport et bornes de déviation non asymp-
totiques permet, par exemple, de retrouver I’'inégalité de Pinsker a partir de 1’inégalité
de Hoeffding, et I’'inégalité (i) du théoreme VI.25 a partir d’une version de I’inégalité de
Bernstein.

Dans la section VI.2.4, nous démontrons une propriété générale de tensorisation des
inégalités de transport convexes. Si ¢; est une fonction de cofit sur &} et ¢, une fonction
de colit sur &5, nous noterons c; & ¢y la fonction de cofit définie sur X; x X, par

v(xay) € (Xl X X2)2> C1 @02(557?/) = 01(1’17%) + 02(372,3/2)-

D’une fagon assez générale, nous montrerons que si pour i € {1, 2}, p; est une probabilité
sur X; vérifiant I’inégalité de transport convexe

VVEP(Xi), 9:<Z1(V7N2)) SH(”““)?
alors, la probabilité 1; ® o vérifie
Vv € P(X1 x Xa), (61 + 02)" (Zeyoes (v, 11 ® p12)) < H (V| 1 @ po) .

En particulier, si p vérifie T.(6*, a) sur X, alors p®" vérifie :

®Xn
Vv e P(X™), nb* <M) < H (v|p®"), (VL31)

na
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en notant
n

Vo, y e X", @"c(z,y) = Zc(mi, Yi)-
i=1
D’apres (VI.31), une condition suffisante, pour qu’il y ait tensorisation avec invariance
de la constante est donc que 6* soit linéaire (c’est bien siir le cas pour T5).

Nous proposerons deux manieres de démontrer cette propriété de tensorisation :

e soit de maniere directe, en construisant un couplage astucieux de v sur j; ® o (le

couplage de Marton),

e soit de maniére indirecte, en utilisant le critére dual (VI.28).
La premiere méthode, due a K. Marton, a de loin le plus fort contenu intuitif et théorique.
En revanche, elle pose des problemes de mesurabilité assez délicats. La seconde, due a M.
Ledoux, est nettement moins intuitive. Elle est, par contre, beaucoup plus rapide a mettre
en oeuvre et permet d’éviter ce probleme de mesurabilité.

e Section VL.3 : Applications des L.T.C.
Cette section est consacrée aux liens entre les inégalités de transport convexes associées a
un colit métrique (c = d) les inégalités de concentration et les inégalités de déviations.

La proposition VI.81 est une version générale de 1I’argument de Marton. On montre
que si i est une probabilité sur un espace polonais (X', d) qui vérifie I'inégalité T,(6*, a),
alors pour tout ensemble mesurable A C X, tel que p(A) > % ona

w(A®) > 1 —exp (—29*(6 — 7")) : (VL.32)
avecr = 0" (alog(2)), et A°={zx € X : d(z,A) < e}.

La suite de cette section montre comment la propriété de tensorisation des inégalités
de transport associées a un colit métrique permet d’obtenir des inégalités de déviations
pour des fonctions de variables aléatoires indépendantes.

Le point de départ est le résultat élémentaire suivant :
Si p vérifie I'inégalité T,(6*, a), alors pour toute fonction ¢ 1-Lipschitzienne, on a

VE>0, (e () +t)<e ), (V1.33)

(Voir la proposition VI.83.)
Par tensorisation, on en déduit que si F' : X" — R est une fonction 1-Lipschitzienne pour
la distance ®"d, alors

VE>0, P(F(Xi,..., X)) >E[F(X,,... . X)) +t)<e G, (VL34
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En particulier, en appliquant VI.34 a

Flo, ... ) —sup{w(ml) ot ) —n/){gpdu},

ped

ou ® est un ensemble dénombrable de fonctions 1-Lipschitziennes, on obtient

Vit >0,Vne N, P <sup<Ln —p,p) > E [Sup(Ln - /L,g0>:| + t) < e‘"e*(ﬁ),

ped ped

—_ 1N
ennotant L,, = - > 1" | dx,.
Par cette approche, on peut obtenir des versions (un peu moins précises) de résultats
comme le théoreme de Yurinskii ou des bornes a la Talagrand-Ledoux-Massart pour les
processus empiriques.

Remarque VI1.35.
Il va sans dire que les résultats de ce chapitre n’ont d’intérét que si I’on dispose de
criteres effectifs permettant de démontrer qu’une probabilité p satisfait une inégalité
de transport donnée. Le chapitre suivant est consacré a ce probleme. On y démontre
notamment des conditions nécessaires et suffisantes pour les inégalités de transport
convexes associées a un colit métrique.

V1.2 Inégalités de transport convexes

VI.2.1 Définitions

e Nous noterons C, la classe des fonctions 6 : R — RT U {+o0}, convexes, semi-
continues inférieurement, 6(0) = 0, dom 0 = [0, ay[, avec ay €]0, +o0c]. Remar-
quons que si f € C, alors  est non bornée sur son domaine.

e Pour # € C, la fonction convexe conjuguée de 6 sera notée 6%, elle est définie par :

Vt € R, 60*(t) = sup{st — 0(s)},

0* est convexe, positive, s.c.i, et on voit facilement que 6* est identiquement nulle
sur R™.
e Dans tout ce qui suit, les fonctions de cofit sur X seront toujours supposées symé-
triques, ie
Ve,ye X, c(x,y) = c(y,x).

Sous cette hypothese,

V(p,v) € P(X)?, To(p,v) = Te(v, p).
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Définition VI.36. Soit @ € C. Nous dirons que i € P(X) satisfait I’inégalité de transport
convexe (I.T.C) T.(6%, a), si

Vv e P(X), 0 (M) <H(v|u). (VI.37)

a

V1.2.2 Formulation duale des 1.T.C

Le théoreme suivant généralise le théoreme VI1.22 de Bobkov et Gétze. Il permet d’ob-
tenir, grace au théoreme VI.2, une traduction de (VI.37).

Théoreme VI.38. Soient (X, d) un espace polonais, 6 € C, u € P(X) et ¢ une fonction
de coiit continue sur X.
1l 'y a équivalence entre :

1. p satisfait T,(0%, a),
2. Pour tout (p,v) € O, et tout s > 0,

/X exp s(p(z) + (1, ¥)) da(z) < expB(as).

En particulier, si c(x,y) = d(z,vy), il y a équivalence entre :
1. p satisfait T;(6%, a),
2. Pour tout v € BLip,(X,d) et tout s > 0,

/X exp 5(ip(x) — {11, 0)) dp(x) < expB(as).

Démonstration. D’apres la formule de dualité, y satisfait 7.(6*, a) si, et seulement si,

1
Vv e P(X), & (— sup {/gpdu+/¢dp}> <H(v|p).
a(py)ee. LJx x

La fonction #* étant continue et croissante, ceci équivaut a

9* (IXQOCZV—i-wad,U/

a

Vo) € B, W € P(X), ) <H(u| ),

soit, pour tout (¢, ) €

vVt e R, 0*(t)§inf{H(V|,u):V€77(X),/gpdu—i—/wdu:at}
x x

Soit (X;); une suite i.i.d de loi y; posons L, = Z dx,. D’apres le théoreme de Sa-

nov, (L), suit un PG.D sur P(X) muni de la 7- topologle de bonne fonction de taux
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H (.| p). La fonction ¢ étant bornée, I"application : P(X) — R : v +— [, ¢ dv est conti-
1 n

nue. D’apres le principe de contraction, / pdL, = — Z ©(X;) suit un P.G.D de bonne
X N

fonction de taux

I(t) = inf{H(ym) v E P(X),/)(wzy = t}.

1 n
Or, d’apres le théoréeme de Cramér, — Z ©(X;) suit un P.G.D de bonne fonction de taux
n
i=1
A7, définie par
AL(t) = sup {ts — Ag(s)},

seR

Aolo) =tog ([ (o))

Par conséquent, par unicité de la fonction de taux, I(t) = A7 (t). En particulier,

inf{H(uW):yeP(){),/XgodVJr/deu:at}:Af; (m-/xwdu).

Ainsi p satisfait T.(0*, a) si, et seulement si, pour tout (¢, 1)) € @,

avec

VteR, 0°(t) <A (at —/ wd,u> , (VL.39)
X

ce qui équivaut a
Vs € R, 6(as) > Ay(s)+ s/ vdp
X

soit
Vs € R, / exp s(e(x) + (i, ¥)) dp(x) < exp(as)
x
et comme 6(s) = +oo pour s < 0, on obtient le résultat. O
Remarque VI1.40.

Pour démontrer le théoreme VI.38, il est également possible de reprendre la preuve
originale du théoreme 3.1 de [4].

Nous étudierons plus particulierement le cas d’un coflit métrique sur un espace polo-
nais, cas pour lequel on dispose de la formule :

Vv, p € P(X), Ta(v,p)=  sup {/ sodu—/sodV}'
) X X

©€EBLip, (X,d
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Si maintenant ¢ désigne une classe quelconque de fonctions mesurables bornées sur un
espace mesurable X quelconque, telle que

pED=>—ped, (VL41)

||u—V||?£>=Sup{/ s@du—/s@dV},
ped X X

on obtient une classe plus générale de fonctionnelles sur P(X)? englobant en particulier
les Z4( ., . ). Une classe de fonction ® vérifiant (V1.41) sera dite symétrique.

alors, en posant

Pour les fonctionnelles || . ||5, on a la

Proposition VI.42. Soit 0 € C, u € P(X). Il y a équivalence entre :
1. p satisfait Te(0*, a), ie

a

v eP(X), ¢ <—”” - “”(D) < H(v| )
2. Pour toute p € P et tout s > 0,
[ expsliota) = (o) due) < expoas)
X

Démonstration. Idem. O]

VI.2.3 Quelques exemples

Dans cette sous-section, nous allons voir comment utiliser le critére dual pour retrou-
ver certaines I.T.C bien connues.

Inégalité de Pinsker

La preuve de I’inégalité de Pinsker que nous allons donner est issue de [49] . Le lemme
suivant porte le nom de lemme d’Hoeffding :

Lemme V1.43. Si X est une variable aléatoire a valeurs dans |a, b], alors

52 (bfa)2
8

Vs >0, E [esx} < EXI+

(V1.44)
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Démonstration. Posons A(s) = logE [e**]. Il est clair que, A(0) = 0 et A'(0) = E[X]
De plus, si p désigne la loi de X, on voit facilement que A”(s) est la variance de la
probabilité p, définie par :

dpis () = exp(st)

du A(s)
b b—
Or, si Y est une variable aléatoire a valeurs dans [a,b],ona |Y — a4 —2'— ‘ < ( 5 a)’ donc
a+0\’ (b—a)?
Var(Y) = inf E[(Y — a)?] < E <Y - ) < 1
P " (b — a)Z
Comme 5 a son support dans [a, b], on en déduit que A" (s) < 1 O
Corollaire VLI.45. Si ju et v sont des probabilités sur un espace mesurable X, on a
1 2
§HM_VHVT <H(v|p) (VL46)
Démonstration. Remarquons que |[p — v|lyr = [|p — v[|};, (x> avec Bi(X) I'ensemble

des fonctions mesurables ¢ telles que || < 1. Or, d’apres le lemme VI.43, pour toute
¢ € By(X), on a pour tout s > 0,

2

S

[ expste— () du < exp .
X

ce qui entraine (V1.46), d’apres la proposition VI1.42. 0

Remarque V1.47.
On voit dans cette preuve que 1’inégalité de Pinsker (VI.46), et I'inégalité de Hoeff-

ding :
P(}/l_i_—i—yn zt) Seint2/27
n

valable pour toute suite Y; de variables aléatoires indépendantes centrées et a valeurs
dans un segment de longueur 2, reposent toutes deux sur le lemme VI.43. Il y a en fait
un lien général entre les .T.C et les bornes de déviations exactes, comme le montre la
proposition suivante.
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Un lien général entre L.T.C et inégalités de déviations

Proposition VI.48. Soit ® une classe symétrique de fonctions mesurables bornées sur un
espace mesurable X. Les trois propositions suivantes sont équivalentes :

1. wePX), 0 (lp—vls) <H(v[p)),
2. Vo ed, Vs >0, / exp s(p — (i, ) du < exp 6(s),
X

p(X1) + -+ (X5

3. Voed VYn>1, Vi>0, P ( > </L, 90> —i—t) < efng*(t)’

avec (Xy)g>1 une suite i.i.d de loi .
Démonstration. On a déja vu dans la proposition VI.42 que les propositions (1) et (2)
étaient équivalentes.

Montrons I’équivalence de (2) et (3). Tout d’abord, d’apres I'inégalité de Chernoff clas-
sique, on a, pour tout n et tout ¢ > 0,

JECIESETES

> () + t) < e,

ol v* est la transformée de Cramér de p(X), X de loi u. Or (2) entraine immédiatement
que
Vi >0, 6°(t) <y (t+ (1))

Par conséquent, (2) implique (3).
Réciproquement, d’apres la borne inférieure du théoreme de Cramér, (3) entraine que :

Ve >0, —inf{y"(u),u €]{u, ) +t,+ool[} < —0%(1),

donc, si (1, ) +t € dom ~*, v* étant croissante sur |(u, p), +0o[, on a

Y (s ) +1) > 07(2),

inégalité qui reste vraie pour tout ¢ > 0, a cause du caractere s.c.i des deux fonctions.
Enfin la propriété
VE>0, 0°(t) <y () +1)

entraine facilement (2) par conjugaison convexe. 0

Remarque VI1.49.

Cette proposition établit un pont entre les I.T.C et certaines bornes exactes de dévia-
tions. La propriété de tensorisation des I.T.C développée dans la section V1.2.4 va nous
permettre d’établir des bornes exactes de déviations pour une plus grande classe d’ob-
jets. Avant cela, nous allons voir comment la généralisation de 1’inégalité de Pinsker
(VII.10) proposée par F. Bolley et C. Villani peut se retrouver a partir d’une version
de I’'inégalité de Bernstein.
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Inégalité de Pinsker pondérée et inégalité de Bernstein
Dans [5], F. Bolley et C. Villani, ont obtenu, par des moyens purement analytiques,

une version pondérée de 1’inégalité de Pinsker :

Proposition VI.50. Soit x une fonction mesurable positive sur un espace de mesurable
X. Sip,v € P(X) sont telles que [, x du < +oo et [, x dv < 400, alors

3 1
o= xulvr < (5 +1og [ van) (VAGTI 4+ 3H0A0) o1
X

A TI’instar de I’inégalité de Pinsker qui €tait une traduction de I’'inégalité de Hoeffding,
nous allons voir que (VI.51) est une traduction (a un facteur numérique pres) de la version
suivante de 1’inégalité de Bernstein.

Proposition VI.52.
1. Si X une variable aléatoire réelle centrée et M = inf {)\ >0:E [ Tl] < 2}
alors

52 .
VseR, E [QSX} < 601(MS), avec 91(3) — { 1—s SZ' s € [07 1[
+00  sinon

(VL.53)
2. En particulier, si X1, ..., X, sont des variables réelles indépendantes centrées, en
posant M = inf{)\ >0:Vi=1...n, E [elﬁﬂ} < 2}, ona
2
VE>0, P(Xy+---+ X, >nt) < e (VIHA) (V1.54)

Démonstration.
(1) Par définition de M, on a

1x) < E[|X]"
=1

E[1X1"]
k!

< M*. Par conséquent, pour tout s € [0, -,

Donc, pour tout k£ > 2,

sX _1_’_2.019
k=

“+oo
(SM)2 01 (sM
<14 sfMF =1+ 2 <),
p 1—sM

(2) On déduit du premier point que E [ s(Xut- +X“)} < "1 M) 1 e résultat en découle

{éﬁ—l) sit € RY o

facilement en calculant : 65 () = .
sinon
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Remarque VIL.SS.
L’inégalité (VI.54) n’est pas la véritable inégalité de Bernstein. La forme habituelle
de cette inégalité est donnée dans le théoréme suivant

Théoreme VL.56. Si X4, ..., X, sont des variables aléatoires réelles indépendantes
centrées, telles qu’il existe M > 0 et vy, ...,v, > 0 tels que
|
E[|X:|™] < %Mm‘%i, (VL57)

alors, pour tout t > (),

+2

PXi+---+X,>1) < e‘ém, avec vV =v1+ -+ U,. (VI.58)

Si les variables X; ne sont pas bornées, I’hypotheése (VI.57) n’est pas évidente a véri-
fier. Une condition suffisante plus tractable est la condition de type Orlicz suivante

Y; 1
E [eVil/M 1 — % M? < Ui (VL59)

En affaiblissant encore (VI.59), on obtient I’inégalité de la proposition VI.52, ou aucun
terme de variance n’apparait. D’une maniere générale, nous ne serons pas en mesure
d’inclure des termes de variance dans nos inégalités.

Introduisons 1’espace d’Orlicz IL, (X', ) associé a la fonction de Young p(t) = elfl — 1
et munissons le de sa norme de jauge || . ||, (voir p. 65).

Proposition VL.60. Soit O une classe symétrique de fonctions mesurables bornées sur un
espace de probabilité (X, ). Si ® = {o — (u : p),p € P} est une partie bornée de
Ly (X, 1), alors ju vérifie Ty(67, M), avec M = sup [l — {1, 2)]|,

ped

Autrement dit,
we P, vl <200 (VAT + 31 (00))
Démonstration. D’apres 1’inégalité (VI.53), pour toute ¢ € ® on a:
Vs € R, /XGXPS(SO — {1, ¢)) dp < exp 01 (Ms),
donc, d’apres la proposition V1.42,

Y ePX), O <””_T“”©) < H(v| p)
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Comme 07! (x) = 2/ + z, on a de maniére équivalente

WePX), v —ully < 2M (x/H(Vlu) n §H<V|u>)
]

Corollaire VI.61. Si d( ., .) est une distance mesurable sur un espace mesurable X et
p € P(X) telle que

36 > 0, // UwY) dy(x) du(y) < +oo,
X2

alors, en posant M = ||d( ., .)||lL,(x2, u=2), on a en notant BLip, (X, d) I’ensemble fonc-
tions mesurables bornées 1-Lipschitziennes pour d

1
WP = bl <200 (VEGTH + JHOAD)  (V62)

Démonstration. Remarquons que pour tout A > 0, on a pour toute ¢ € BLip, (X, d)

/Xp<|w (w, )dﬂ< //X (Is@ ey )I)du(x)du(y)
//X < )du( ) dp(y),

(x) venant de I'inégalité de Jensen. Ainsi  sup  |j¢ — (i, ¢)||, < M et le résultat
©€EBLIp, (X,d)
découle de la proposition VI.60. [

Remarque VI1.63.
Nous verrons a la section VII.4.1 du prochain chapitre que

logff)ﬂ V) dp(x) duly )
log(2)

En particulier, pour d = d,, on obtient, sous les hypotheses de la proposition VI.50

(., )Lz, pe2y < 14+

Vv e P(X),

2log |, eXdu
Ixv —xpllvr <2 (H—lo{g’z ) (\/ (V) + 5 H ym)

inégalité qui ne differe de (VI.51) que par des facteurs numériques.




VI.2. Inégalités de transport convexes 173

V1.2.4 Tensorisation des I.T.C

Dans cette sous-section, nous chercherons a répondre a la question suivante : si fi;
et 112 sont deux probabilités satisfaisant chacune une 1.T.C, quelle I.T.C vérifie la mesure
produit fi1 ® pig ?

Introduisons quelques notations :

e Sicy,...,c, sontdes fonctions de colit définies sur respectivement sur des espaces
X1, ..., X, nous noterons @, c; ou plus rapidement &;c;, la fonction de coiit dé-
finie sur X} x --- x A&, par

V(:c,y)e()(1><~~><)€n)2, iz, y) Z:cz Tiy i)

e Si f1,..., f, sont des fonctions convexes s.c.i définies sur R, leur inf-convolution
est la fonction notée f10f, - - - Of, ou encore O, f;, et définie pour tout = € R par

fi8fe - Ofy(z) = mf{ fi(21) + fa(@2) + -+ falzn) 2 =21+ 22+ -+ 20}

Théoreme VI.64. Si pour touti = 1...n, p; est une probabilité sur un espace polonais
X; satisfaisant 'LT.C

Vo€ P(X), 0 (T(vous) < H(v| ).

avec pour tout i, ¢; une fonction de coiit continue symétrique sur X; telle que
Vr;, € X;,  ci(wi, ) =0

et; € C,alors 11 @ -+ @ p, € P(Xy X - -+ X X,) satisfait 'LT.C

Vo eP(Xyx - x X)), 07005007 [T, (v, @) < H(v| @ ). (VL6S)

Nous donnerons deux preuves de ce résultat. La premiere, qui utilise un argument de
couplage di a K. Marton, est la plus satisfaisante d’un point de vue théorique, mais elle
pose un probleme de mesurabilité peu évident sur lequel nous reviendrons. La seconde,
qui utilise la version duale des [.T.C donnée par le théoreme VI1.38 généralise un argument
de M. Ledoux.
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Preuve par couplage :
Nous nous restreindrons aucas X; = --- = X, = R.

Si v € P(R™), nous noterons v; sa marginale sur R"™! et y — 1y(.|y) désignera un
noyau de transition de R"~! dans R tel que

v(dz) = ve(dxy |z, ... xp_1)1(dxy, . .. dT,_q).

Autrement dit, si X = (Xj,...,X,) est de loi v, alors v, est la loi de (X,...,X, 1)
et vo( . |y) est une version réguliere de la loi conditionnelle de X, sachant (X, ..., X,,_1).

On a alors les propositions suivantes :

Proposition VL66. Si v € P(R"), a; € P(R" V)etay € P(R), alors

H(v|og ® as) = H (| aq) + / H(vo(. |y)| az) dvi(y). (VL.67)
R
Démonstration. Voir par exemple la preuve du théoreme D.13 de [26]. [

Proposition VI.68. Si c| est une fonction de cofit sur R"~* et ¢, une fonction de coiit sur
R de la forme c5(x,y) = q(x — y), avec ¢ : R — R une fonction convexe paire, alors,
pour toute v € P(R™), a; € P(R"™1), ay € P(R), ona

z@amm®agSZJWan+/ﬁaw«wx%mW@> (VL69)
R

Démonstration. Pour tout y € R"!, soit 7 la probabilité sur R? ayant pour fonction de
répartition
HY(s,1) = min {ay(] — 00, s]), 15(] — 00, ][y)} -

D’apres le théoreme VI.1,
meannly) e Toan(ly) = [ cdr
R2
Comme pour tout ¢ € R, y — (] — 00, t]]y) est mesurable, on en déduit que pour tout
(s,t) € R?, 1a fonction
yHﬂg(]—OO,S]X}—OO,t]) (: Hy(svt»

est mesurable. Par un argument de classe monotone, on en déduit que pour tout A Borélien
de R?, la fonction

y — m5(A)
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est mesurable. Pour tout m; € Il(ay,1;), on peut donc définir une probabilité 7 sur
R" x R" = (R""! x R)? par

/fdﬂz/f(xl,mg,xg,m)d7r§3(x2,x4)d7r1(ac1,x3).

Clairement, 7 € II(a; ® aw, V). De plus,

/Cl@CQdﬂ'—/
-l—/ (w2, x4) dy? (22, 24) dm1 (21, 3)

(21, 23) dmy? (29, x4) dmy (21, 3)

¢y dm +/’];2 vo( . |x3), ag) dmy(xy, 3)
:/Cl d7T1+/7:;2(V2(.|I3),042) dV1($3>

On en déduit que pour tout m; € II(avy, 1),

Toywe, (V00 @ ) < /01 dmy +/7;2(1/2(.|:v),0z2)d1/1(x),

d’ou le résultat en optimisant en 7. [

Remarque VI1.70.
La méme preuve fonctionne sur des espaces plus généraux s’il existe un noyau de
transition y — 75 de Xy X - - - X X, _; dans X, tel que pour tout y, 5 € I(az, v5(. |y))
et 7., (ag, v2( - [y)) = [, cadmj. Cestle cas en particulier, si ¢; = d,,, comme nous
le verrons a la proposition VI.73.

Proposition VI.71. Si pour tout © = 1...n, p,; est une probabilité sur R satisfaisant
I'LT.C

Vv e P(R), 07 (7., (v,w)) <H(v| ),

avec pour tout i, ¢; une fonction de coiit de la forme c;(x,y) = q;(r — y) avec q; une
fonction convexe positive paire, alors |11 @ -+ - ® p, € P(R") satisfait I'.T.C

Vv e P(R™), 0;00;5---00 [Ta,., (v, Q)] < H(v| ®; ;). (VL.72)

Démonstration. Par récurrence sur n.
Posons ¢y = ®7~'¢; qui est une fonction de cotit sur R* ™, oy = 11 ®- - @p, 1 € P(R"1)
et 05 = 67005 --- 0607 _,. Supposons que

Yv e PR™Y), 6T, (v,a1)] <H(v|ay).
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Soit v € P(R"); définissons v, et v5(.|y) comme précédemment. D’aprés ’inégalité
(VI.69), on a

7;069071(’/7 a1 ® Mn) < 720(1/17 041) + /7;”(”2( . ‘x)nun) dl/1<$>-

Donc

(1)
05805 (Teoee, (v, a1 ® 1)) < 0506, (Tco(vl,oq) + /Tcn(mb %), pin) dvl(fv)>

<65 (T, + 6 ([ T0al o)) (o)

<05 (T ) + [0 (T, (o)) i)
2 H ) +/H<u2<.|x>mn> dn ()

DH @ ® ),

ou (i) vient de la croissance de 65067, (ii) de la définition de 1’inf-convolution, (iii) de
I’inégalité de Jensen, (iv) de I’hypothese de récurrence et de I’ T.C satisfaite par 1, et (v)
de la formule (VI.67). L]

Comme nous 1’avons annoncé plus haut, la preuve précédente reste valable pour la
tensorisation des cofits le :

Proposition VI.73. Si pour tout 1 = 1...n, u; est une probabilité sur un espace mesu-
rable X; satisfaisant I'.T.C

Vv € P(R>7 91* (%x,(’/a :ul)) <H (V‘ :ui) ’
avec pour tout i, X; une fonction mesurable positive et 0; € C, alors la probabilité
p1 ® - @ py € P(X) X -+ X X,) satisfait 'LT.C
Vv e P(Xy X -+ x X,), 6700500 [Toa, (v, Q)| <H(v|@; ;). (VLT4)

Démonstration. Clairement, il suffit de montrer que si (X7, o), (X2, a2) sont des espaces
de probabilité, ¢1(., .) est une fonction de colit mesurable sur X7 x X et y : Xy — RT est
une fonction mesurable, alors pour toute v € P(X; x X,), avec v < a1 @ s,

Teroa, (Vo0 ® ag) < T (vi,00) + | Ta (n2(. |21), a2) dvy (1), (VL75)

X1

avec v(dxy, dxy) = hy(xq)ho(xa|x1)aq (dzy) o (dxs) et vy = hy.cq, va( . |21) = ho( . |21).0.
Or, en se reportant a la preuve de la proposition VI.7, on sait que

T (o)) = [ (5.7 (5.0,
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avec m," défini par

[ stsyams 5.0 - /X F(s,) dlaz A va( -21))(s)

1

T 1) /xg f(s,t) d(az — va( . [21))+(s) d(aa — va(. [21))-(2),

m(

avec m(z1) = (ag —va( . |z1)) 1 (As). On voit alors facilement que x; — 75 est un noyau

de transition, ce qui, d’apres la remarque VI.70, assure la validité de (V1.75). [l

Exemple : En prenant xy; = --- = x,, = 1 et en utilisant I'inégalité de Pinsker (V1.46)
sl —vl[}r < H(v|p), on obtient immédiatement la généralisation suivante de I’inéga-
lité de Pinsker due a K. Marton :

Proposition VI.76. (Marton [47]) Soient (X1, j11), ..., (X, i) des espaces de probabi-
lité. Considérons la distance de Hamming sur X, X --- X X, définie par

dy (2, y) = Z Lo 2y, -
i=1

Alors iy @ - -+ @ iy, satisfait Tyn, (%2, \/ﬁ), ie

Vv € P(X X - x Xy, Tap (Vo @+ @ pup) < \/SHMM@---@M”).

Tensorisation via le critére dual : Soit ¢( ., . ) une fonction de cott symétrique, conti-
nue sur un espace polonais X telle que ¢(z, z) = 0, pour tout € X'. Remarquons qu’en
posant pour toute fonction ¢ semi-continue supérieurement bornée (s.c.s.b) sur X,

Qep(r) = ;g/{,{w(y) +c(z,y)},

Qcp est s.csb (Vxr € X, info < Q.p(x) < ¢(z)) et on voit facilement a partir du

théoreme VI.2, que
T.(v,p) = sup {/ chdv—/wdﬂ}
© s.c.s.b X X
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Le critere du théoreme VI.38 peut se reformuler sous la forme :

(W eP@), o (T <H 10 )
&
(Vgp s.c.s.bsur X, Vs> 0, / 5% dyy < 69(8)+8<u,¢>>
- X
(vgp € Cy(X), Vs >0, /xesw dp < 69<s>+s<u,ea>> .

Démonstration du théoréme V1.64.
Il suffit de traiter le cas n = 2. D’apres la remarque précédente, on a pour¢ = 1,2 :

Vos.csbsurX;, Vs>0, / 39 dpy; < ebils)Tsinie) (VL.77)
X;

De plus, comme 67065 = (01 + 02)* (voir par exemple la théoreme 2.3.1 p. 227), il suffit
de montrer que

Vo € Cyp(X) x Xy), Vs >0, // e5Qc1@cr P diy @ g < 01(9)+02(s)+s{p ®p2,0)
X1 XXQ

(VL.78)
Or,

Qeyae,(r1,m2) = inf  {p(y, 2) + c1(21, y) + cao(z2, 2)}
(y,z)eXlXXz

= inf {inf {gp(y,z)+02(:E2,z)}+cl(:£1,y)}

yeX; | zex
= Qe ¥z, (1),

en posant ¢, (y) = Zien}; {o(y, 2) + co(xa, 2)} qui est s.c.s.b sur Aj.

Donc, d’apres (VI.77),

// echlEBCz‘/’ dlul ® o :/ (/ equ‘sz(u’Cl) dﬂl(xl)) dﬂ2($2)
X1><X2 X2 Xl

§/ 6501(5)+5<H17@x2(-)> dpia(a5).
X

o) = [t (pl1,2) + calen, 2} dpa(an)

< inf {/X (1, 2) dpa (1) —1—62(3:2,2)}

2EXo

= QC295($2)’
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avec 9(z) = | x, P(@1,2) dpa (1) qui est continue sur X>. En appliquant une nouvelle
fois (VI.77), on obtient :

// 65Q61€B62<P d'ul ® fo S 691(5)/ 65Q62¢3($2) dl’L?(‘T?)
X1><X2 XQ

< e01(8)+02(s) o5(n2,8)

— 01(8)+02()+s(m1®p2sp)

Remarque V1.79.
Il n’y a pas de propriété de tensorisation générale des inégalités de la forme T4 (6%, a).
Néanmoins, on dispose de la proposition suivante :

Proposition VI.80. Soient (X;, B;),i = 1...n des espaces mesurables. Pourtouti = 1...n,
d; est une métrique sur X; et BLip,(X;, d;) est ’ensemble des applications 1-Lipschitziennes
pour d; et B; mesurable. Si pour tout i, ji; est une probabilité sur (X;, B;) vérifiant I'in-
égalité :

Vv € P(X;), 0] (“V - MH*BLipl(Xi,di)) < H(v|w),

avec 0; € C, alors 11 ® - - - @ i, Vérifie
Vv e P X -- X X,),
6;0---00, (HV — Q- ® MnH*BLipl(HXi,eaidi)) SHW[ @ @ pn) .
Démonstration. 11 suffit de montrer la proposition pour n = 2. D’apres la proposition
V1.42, il suffit de montrer que pour toute ¢ € BLip;(X) X Xy, d; @ dy), ona

/ 5P 8(p1@p2) dpn @ 1o < e01(8)+02(s)
Xl ><X2

Or, pour tout s > 0,

X1 2

(1)
/ / eselrne2) dpa(z2)dp (1) < /exp (3/90<$1,$2)du2(952) + 92(3)) dpa (1)
x Jx X
(4t

2 exp (01(8) +0s(s) + S/w(ﬁh T2) d#l<$1)dﬂ2($2))

Xl ><X2

ou (i) vient du fait que pour tout x; € Aj, la fonction xo +— ¢(x1,25) appartient a
BLipy(Xy,dy), et (ii) du fait que z; — fX2 o(x1, x9) dug(x2) appartient & B Lipy (X, dy).
O
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VI.3 Applications des L.T.C

Dans cette section, nous allons rappeler un certain nombre d’applications bien connues
des inégalités de transport pour un colit métrique.

VI.3.1 Inégalités de concentration

Le procédé utilisé dans la preuve de la proposition suivante est connu sous le nom
d’argument de Marton :

Proposition VI.81 (Marton, [47]).
Soit (X, d) un espace polonais et i € P(X). Si p satisfait I'inégalité Ty(0*, a), alors pour

tout ensemble mesurable A C X tel que p(A) > %, ona:

w(A%) > 1 —exp (—0* (E — r)) : (VL.82)

a

avec r = al*!(log(2)) et A° = {x € X : d(x, A) < &}.

Démonstration. Pour tout A, B mesurables tels que pu(A) > 1, u(B) > 0, notons

w0 _u(.nB)

Alors, d’apres I’inégalité triangulaire (voir, par exemple, la preuve du théoréme 7.3 de
[72]) et ’inégalité de transport satisfaite par i, on a :

Tapas pip) < Talpa, ) + Ta(ps, ) < a™ " (H (pal p) ) + a6 (H (pp| 1) )
= af* ' ( —log p(A)) + ad* ' ( — log u(B))
< abf* " (log(2)) + ad* ' ( — log u(B))

Or, sim € I(ua, pp), alors 7(A x B) = 1, car
T ((A X B)) <m(A°x X) 4+ 7(X X B) = pua(A°) 4+ pp(B) =0

En particulier, si B = A%, on a pour tout 7 € I1(pa, ftacc) :

//X d(z,y) dr = //AA d(z,y)dr > e,

et par conséquent Zy(jia, ftasc) > €.
Alinsi,
e < ab* " (log(2)) +ad* ' (- log u(B)),

et I’inégalité (VI.82) s’en déduit immédiatement. [
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Proposition VI.83. Soient X un espace mesurable, d une distance mesurable sur X et
1 € P(X) telle que [, d(xo,x) dpu(x) < 400 pour au moins un xo € X. Si yu satisfait
T'BLipy (x,4) (0%, a), alors pour toute fonction mesurable  1-Lipschitzienne pour d, on a

V>0, (o> (ue)+t) <e () (V1.84)

Démonstration.
D’apres la proposition VI.42, pour toute ¢ € BLip, (X', d), on a

Vs > 0, / e du < dlas)Fs(ue), (VI.85)
X

Si maintenant ¢ € Lip, (X, d), en posant ¢, = ¢ A n V —n, on voit, par convergence
dominée, que (VI.85) reste vraie pour . On obtient alors (VI.84) grace a la majoration
de Chebycheyv :

e ¢>+t><mf/ 10 g < inf 09 = o),
X

VI1.3.2 LT.C et inégalités de déviations

La propriété de tensorisation des I.T.C associées a des colits métriques permet de
déduire des inégalités de déviations pour une classe enrichie d’objets :

Proposition VI.86. Soient (X, ) un espace mesurable, d une distance mesurable sur
X et p € P(X) vérifiant Iinégalité Tprp, (x.q)(0°,a) et telle que, pour tout v € X,
fX x,y)du(y) < +oo. Si X; est une suite de variables aléatoires i.i.d de loi u, alors
pour toute fonction F : X" — R mesurable et 1-Lipschitzienne pour la distance ®"d
définie par

@nd<x7y) = d<x17 yl) +o Tt d(l’n, yn>>

ona
Vn e N*, V>0, P(F(Xy,...,X,)>E[F]+1t) <e 0" ten)

ou de maniere équivalente,

VneN, Yu>0, P (F(Xl, ., Xn) > E[F] + an*~! <%>) < e,

En particulier,
1. si F est une classe dénombrable d’applications mesurables 1-Lipschitziennes pour

(Lmso>—/90dﬂ,
X

d, alors en notant Zf = sup
peF

ona

YneN*, Vt>0, P(ZI >E[Z]]+t) <e W), (VL.87)
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, alors en notant

2. si (X,||.||) est un espace de Banach et d(z,y) = |z —y
Xi+---+ X,
Ly = — xdu, ona
n X

nEN, V20, P(|Z.] 2 E|Z]]+1) < e,

Démonstration. On voit facilement, d’apres le théoreme VI.64, que i1y ® - - - ® p,, satisfait
I’inégalité de transport Tnq(n6*, an). On conclut grace a la proposition VI.83. Pour le
reste, on rappelle qu'un sup d’applications 1-Lipschitziennes est 1-Lipschitzienne. [

Exemples :  S’il existe § > 0 tel que [, e**@¥)dp(x)du(y) < +oo, alors, d’apres le
corollaire VL.61, u vérifie I'inégalité Trip, (x.a) (07, M), avec 0;(t) = (V1+1— 1)2 et

M = inf {)\ >0 [[, 5 du(z)du(y) < 2}. La proposition V1.86 entraine que, pour
toute classe F d’applications mesurables 1-Lipschitzienne pour d,

7 2
vneN, Vt>0, P(Z] >E|[Z]]+t) < (Vi)

Si X est un espace de Banach et d = || . ||, alors, sous les mémes hypotheses :

VneN, Vi>0, P(|Zd] > E[|Za]] + 1) <e (VY

Pour que les bornes de la proposition VI.86 soient utilisables, il faut étre capable
de montrer que le terme d’espérance E [Zf } tend vers 0 et d’estimer la vitesse de cette
convergence.

Le résultat suivant permet de conclure lorsque d est la distance euclidienne sur R :

Théoreme VI.88.
Soit p une mesure de probabilité sur R? telle que

c= / |z]|9"° dp < +o0. (VI1.89)
Alors, il existe une constante D ne dependant que de c et de q, telle que
E [T3(Ly, 1)) < Dn~ a4, (V1.90)

oi T(v, p) = nf{ [ [l — y|*dr(z,y) : 7 € T(p,v)}.
Démonstration. Voir le théoreme 10.2.1 de [56] (volume II). ]

En notant 77 (v, u) = inf{ [ ||z — y||dr(z,y) : m € II(i,v)}, on a d’apres I'inégalité de

Jensen :
Ti(v, 1) < VTo(v, ).
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Corollaire VI.91. Soit 11 une probabilité sur R?, vérifiant (VI.89) et 'inégalité de trans-

port

wep@n, o (L) <.

a

alors, pour toute classe F de fonctions 1-Lipschitziennes, on a pour tout u > 0,

Vn2<@> : P(Z,fzu)éeXp<—n9*(E— @))

U a anati

ou D est la constante de (VI1.90).

Démonstration. 1l suffit de remarquer que, d’apres le théoreme VI.88, on a

E (2] <E[Ti(La, )] < VE[T(La, )] < VD™ w5,
puis d’appliquer (VI.87). [
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VII.1 Introduction

VII.1.1 Cadre

Dans ce chapitre, nous nous placerons dans le cadre suivant :
e X sera un espace mesurable,
e ® sera une classe de fonctions mesurables bornées sur X' qui sera supposée symé-
trique ie, p € ® = —p € .
e i sera une probabilité de référence sur X,
e Pour toute v € P(X), nous poserons

HV—MIIEZSHP{/ wdv—/sodu},
ped X X

e Enfin, C désignera la classe des fonctions § : R — R™ U {+0c}, convexes, semi-
continues inférieurement, 6(0) = 0, dom 6 = [0, ag[, avec ag €]0, +00],

Pour 6 € C, nous dirons que p satisfait 1’inégalité de transport convexe T4 (6%, a), si

a

Vv e P(X), 0 (M) <H(v|p). (VIL1)

L’ objectif de ce chapitre est d’obtenir une condition nécessaire et suffisante pour que p
vérifie (VII.1). Nous allons voir que (VIL.1) est en lien avec des propriétés d’intégrabilité
exponentielle des éléments de P.

Introduisons I’espace d’Orlicz de type exponentiel suivant :

Lge(X,p) = {ap mesurable : 3\ > O,/ exp 0* (%) du < —I—oo}
X

qui sera muni de la norme de Luxembourg :

Il = mf{A =0 [ o (M) i < }
X A

ou 7 est un nombre réel strictement supérieur a 1.

Dans ce qui suit, Cg,qq désignera I’ensemble des fonctions 6 € C quadratiques a
[’origine au sens suivant :

Jsp > 0,c9 >0, Vs e[0,s9], 0(s) > cos® (VIL2)
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Le résultat principal de ce chapitre est le théoreme suivant :

Théoreme VIL.3. Soit 0 € Cyyaq, il y a équivalence entre
1. Il existe a > 0 tel que p satisfait To (0%, a),
2. & ={p—(p, 1), p € ®} est une partie bornée de Ly (X, 11).

Plus précisément,

1
(p satisfait To (0", a)) = (V(b ed, o — (om0, < I 1a.)

et
<v¢ ed, lo— (o], < M.> = (u satisfait To (0%, \/rmgM)) — (VIL4)
ou

_ 1 1) s :
My = emax (m, 5) ouu € [0,1] est tel que .

3
\/1u——u§86@ et 1liu§2

La preuve de ce théoreme repose sur un résultat assez ancien de Kozachenko et Os-
trowski (théoréme VII.25) qui fournit une majoration de la transformée de Laplace d’une
variable aléatoire vérifiant une condition d’Orlicz. En prenant pour ¢ la boule des fonc-
tions 1-Lipschitziennes d’un espace polonais (X, d), on déduit immédiatement du théo-
réme VIL3 un résultat concernant I’inégalité T;(0*, a) (voir théoréme VII.38). En utilisant
une idée de F. Bolley et C. Villani, on obtiendra le théoreme suivant qui concerne des [.T.C
associées a des colits non-métriques :

Théoréme VILS. Soient (X, d) un espace polonais et c( . , . ) une fonction de coiit sur X
s’écrivant sous la forme c(x,y) = q(d(x,y)), avec ¢ : RT — R une fonction convexe
strictement croissante, satisfaisant la condition A, ie

JK >0, VxeR' ¢(22) < Kq(x),

Pour tout 0 € Cyyq4, les deux propositions suivantes sont équivalentes :

) <w ),

a

2.3 >0, / /X expt’ (C(xb’ y)> dp(z)dp(y) < +oo.

1. 3a >0, VvePX), 0 (
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VIL.1.2 A propos de la littérature.

Les liens entre intégrabilité exponentielle et inégalités de transport ont été étudiés
dans deux articles récents (voir [27] et [5]). Dans [27], H. Djellout, A. Guillin et L. Wu
ont établi la premiere condition nécessaire et suffisante pour une inégalité de transport de

la forme :
Ta(v, 1) < ar/2H (v| p) (VIL6)

IIs ont obtenu le

Théoreme VIL7. (Djellout, Guillin, Wu, [27],thm 3.1)

Si v vérifie (VIL.6), alors pour tout § €)0, 1|, // Sd@v)* dy(z)dp(y) < +oo.
X2

Si // M@ du(2)du(y) < +oo pour un certain § > 0, alors p satisfait (VIL6) avec
X2

4 = sup (VIL8)

k>1

lek" Sz d(z,y)* du(z )du(y)]l/%
25)!

et on a la majoration :

<L ()] <o o

Dans [5], F. Bolley et C. Villani ont démontré une version pondérée de 1’inégalité de
Csiszar-Pinsker-Kullback :

Théoreme VIL.10. (Bolley, Villani, [5], thm 1)
Soit x : X — R™, une fonction mesurable. Alors pour toute v € P(X),

(i) [[xv—xpllvr < <; + log/ (@ du(a;)) (\/m+ %H (v] M)) :

(ii) |[xv — xpllvr < \/1—|—10ng6>< *du(x)\/2H (v] ).

En utilisant la majoration (voir [72], prop. 7.10)
T (v, 1) < 207 Y|d(zo, )P — d(zo, . )Pv|vr, (VIL11)

ils déduisent du théoréme VII.10, les résultats suivants :
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Corollaire VIIL.12. (Bolley,Villani, [5] cor. 3 et 4)
Pour toute v € P(X), on a pour tout p > 1 :

1/2p
(i) T (v, 1) < Cy [H (] p)? + (%Iu)) ]
avec
1/(3 5dz0.3) Y
o . (2 20,2)P
N T )
(ii) Tar (v, 1) < CoH (v| )/,
avec

1 ’ Ve
=2 inf |—([1+1 dd(wo,)""
2 xm;36>0[25 ( + Ogl[;e dp(z)

En particulier, pour p = 1, la constante (5 figurant au point (ii) du théoreme précédent est
nettement meilleure que 1’estimée fournie par (VIL.9). Néanmoins, dans la section VIIL.4,
nous montrerons qu’une majoration plus fine de (VIL.8) permet d’obtenir, a un facteur
numérique pres, la constante de Bolley et Villani.

VII.2 Conditions nécessaires pour une I.T.C.

Commencons par une remarque élémentaire réduisant la classe des fonctions 6 admis-
sibles. Si ® n’est constituée que de fonctions u-ps constantes, || — ul|; = 0 pour toute
probabilité v < 1 ; nous exclurons donc ce cas d’étude triviale dans ce qui suit. On a la

Proposition VIL13. Si i satisfait Te (0", a), alors
Jsg > 0,c9 >0, Vsc[0,85], 6O(s)>cos’. (VIL.14)

Démonstration. On peut supposer que a = 1. Soit ¢ € P une fonction non constante ;
notons A, (s) = log [, e*? dy. Alors,

Ap(s) = s{pop) 1
Slir(r)l+ d = = §Var#(<p) > 0.

Comme, d’apres la proposition VI.42, A (s) — s{p,p) < 6(s), on en déduit que

0
lim igf @ > 0, ce qui entraine facilement (VII.14). O]
s—0 S
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Rappelons quelques notations :
e On désignera par Cg,q4, 1a classe des fonctions convexes s.c.i. § : R — RT U {400}
telles que § = 400 sur | — 0o, 0], #(0) = 0 et 0 vérifie (VIL.14).

e Pour ¢ € ®, nous noterons ¢ = ¢ — {p, ), et o= {p,p € D}

Les deux propositions suivantes donnent des conditions nécessaires pour 7o (0, a) et
Td<9*, CL) .

Proposition VIL.15. Si p satisfait T (0*, a), alors D est une partie bornée de Ly« (X, ).
Plus précisément, pour tout r > 1,

. r—+1
Vee®, o~ {pmlig < —a

Proposition VIL.16. Si (X, d) est un espace polonais et si ji vérifie Ty(0*, a), alors

/252 el <d<§c7by>> dp(x)dp(y) < +oo

Pour prouver les propositions VII.15 et VII.16, nous aurons besoin des lemmes suivants :
Lemme VII.17. Soit X une variable aléatoire réelle telle que E [65|X |]

moins un 6 > 0. En notant ~v* la transformée de Cramer de X, on a

< 400, pour au

* 1
vee (0,1, E[e7®] < 1ji

Lemme VIL18. Si ¢ est une fonction mesurable telle que (o, i) = 0 et si
Ja >0, VseR, / e dp < ftalsh), (VIL19)
X

alors ¢ € Lge«(X, p) et on a, pour tout r > 1,

(r) < r+1
el < " a.

Démonstration du lemme VII.17. Le domaine de v*, dom ~*, est un intervalle d’extré-
mités a < b, a € RU{—o0},b € RU {+oc}. Pour tout t > 0, v* étant convexe s.c.i,
{7* < t} est un intervalle fermé d’extrémités a < a(t) < b(t) < b.

Donc, pour tout ¢ > 0

P(y*(X) > t) = P(X < a(t)) + P(X > b(t))

Soit m = E[X]. Comme v*(m) = 0, on a a(t) < m. Or pour tout u < m, il est bien
connu que :
P(X <u) <exp(—7*(u)) (VIL.20)
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Si a(t) > a, on voit facilement grace a la continuité de v* sur |a, b] que v*(a(t)) = t;
donc, d’apres (VIL.20),
P(X < a(t)) <e ™

Sia(t)=a,ona:

(@) ii
P(X <a)= lim P(X <a—1/n) < lim exp(—y"(a—1/n)) 9 Yim 0=0

n—+0o0o n—-+o0o n—-+oo
(i) venant de (VIL.20), et (ii) de a — 1/n ¢ dom ~*.
Ainsi, dans tous les cas, P(X < a(t)) < ef, et de méme, P(X > b(t)) < e "
D’ou
Vt>0, P(HH(X)>t) <2 (VIL21)

Enfin, une intégration par partie donne, en utilisant (VIL.21) en (x) :

B[] = [ R0 > 1/ di = | "+ / P () > te) di

—00 —00

* +oo
< 1+2/ p(1-1/0)t gy — 1+5. 0
0 1—e¢

Démonstration du lemme VII.18. Soit X une variable aléatoire de loi 1. Notons A, la
Log-Laplace de ¢(X), alors (VII.19) exprime que A,(s) < 6(als|), ce qui entraine, en
[¢]

prenant les conjuguées convexes que Vi € R, 6* (—) <A} (t). Par conséquent, d’apres

le lemme VII.17, on a pour tout € € [0, 1] :

o [659*(@(5)\)} <F [eeA;(w(X))} < I+e¢
- 1-—

Or, 6* étant convexe, on a pour tout t € R : 0*(e|t]) < £6*(¢), et donc

B [ 9*<€Iw(x)\)] < 1+e¢
e a < .

1—¢
Enfin
1+4+¢ r—1
<resel —m—r,
1—¢ r+1
donc
[ (0 1WMXH)
]E e (r+1)a S/r’
d’ou +_1
. T
el < —a
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Démonstration de la proposition VII.15.
Soit ¢ € ®; d’apres la proposition VI.42, (VII.1) équivaut a

Vs >0, log/ e dy < 0(as).
X
Comme —¢ € P, on a aussi
Vs <0, log/ e g < f(als|).
X

Ainsi, ¢ satisfait (VII.19) et donc, d’apres le lemme VIL.18, ¢ € Lgy« (X, 1) et pour tout
r> L@l < o O

Démonstration de la proposition VII. 16.
D’apres ce qui précede, pour toute fonction ¢ 1-Lipschitzienne bornée, on a pour tout
eel0,1]

1+e¢
1—¢

[ et llet@) (ol duto) <

En utilisant la continuité a gauche de 6%, un argument d’approximation et le théoréeme de
Fatou, on déduit que cette inégalité reste vraie pour toute fonction ¢ 1-Lipschitzienne non
bornée. En particulier, pour tout 2y € X et pour toute € [0,1[ona:

/X exp e0*(|d(x, 20) — (d( ., 70), )] /a) du(x) < +00

Or, en notant m = (d( ., zg), ), ona

— d — 2
// 3e0*(d(.,.)/3a) dﬂ®2 //eXp?)gH*( x, ?;) m X (yaz(;) m —1—3—?)(1”2(3:,3/)
(u( 2
<

/exp g0 (|d(x,xo) —ml|/a) d,u(x)) 0" 2m/a) < 4o
X

ou (i) vient de I'inégalité triangulaire et de la croissance de 6* et (ii) de la convexité de 6*.
11 suffit de prendre ¢ = 1/3, pour obtenir le résultat. U
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VIL.3 Conditions suffisantes pour une I.T.C. convexe. Cri-
teres intégraux.

Dans cette section, nous allons voir que les propositions VII.15 et VII.16 admettent
des réciproques partielles dans le cas ot 6 € C,yq4, hypothése que nous ferons dans toute
cette section.

VIL.3.1 Majoration de la transformée de Laplace d’une variable aléa-
toire de Ly (X, ).

Les résultats que nous allons exposer maintenant sont issus du travail de Kozachenko
et Ostrovski (voir [39] et [10] p. 63-68). Commengons par une

Définition VIL.22. Nous dirons que ¢ vérifie la propriété Suby (X', 1) si, et seulement si,
(p,p) =0et
da >0, VseR, log/ e**du < 6(als|) (VIL.23)
X

Clairement, une fonction mesurable ¢ telle que (¢, u) = 0 vérifie Suby( X, ) si, et seule-
ment si,

—1 s
i) = sup (8

< +00,
s#0 ||

et dans ce cas, on voit facilement que 3;(¢) est le plus petit a pour lequel (VIL.23) est
vérifiée.
La proposition suivante est immédiate :

Proposition VIL24. 1 satisfait Ty (0%, a) si et seulement si pour toute ¢ € ®, 54(p) < a.

r

Avec ces nouvelles notations, le lemme VII.18 s’énonce :
-1 . _
el < 55(®).

Bi(p) <+oo et (p,u)=0])=
( )-5

L’ outil principal de cette section est le théoréeme suivant dii a Kozachenko et Ostrovski :

Théoreme VIL.25. [] existe une constante my ne dépendant que de la fonction 0, telle que

Vi € L (X, 1) telle que (p, 1) =0, B3() < Vrmgl|p|gy..
On peut prendre :

1 1
my = e max =
(9—1(2) co(1 — u) U>

u u

< t
m_S@\/C_g ¢ 1—u —

ouu € [0, 1] est tel que
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Remarque VII.26.
On peut montrer (voir [10] thm 4.1) que (3, est une norme sur
LY. (X, 1) = {p € Lge-(X,p), {p,u) = 0}, qui est donc, d’apres le théo-
réeme VIL.25, équivalente a la norme de Luxembourg || . Hgg

Pour démontrer le théoreme VII.25, nous allons introduire la quantité intermédiaire sui-

vante :
: 0= (k) e ]
By () = sup - ok avec  |lo|lx = || dp
k>2 X

Proposition VIL27. Si ¢ € Ly (X, 1), alors 52(¢) < /rllo||%)

Cette proposition est immédiate au vu du lemme suivant :

Lemme VIL.28. Pour toute v € Ly« (X, ), on a pour toutk > 1 :

1/k
lellk < 2 loll - (VIL.29)
0— ( ) Ef

Démonstration du lemme VII.28. Si k > 1, alors, pour tout z > 0, on a

xkefa*(:p) _ xke sup,>o{sz—0(s)} _ — inf {l’ (s)— Sm}
s>0
< supinf { 2Fe?®) =521 < inf ) qup LaFe—52 1
z>%) s>0 { } s>0 leg { }

Or, on voit facilement que pour s > 0, sup {xk e_sz} = (—) - En particulier, en pre-
x>0 €S

nant s = 0~'(k), on a

Ainsi,

I k
k 0*(x
Ve >0, z2"< (—Gl(k)> e @),

On en déduit, en prenant x = %, avec A > (0 puis en intégrant par rapport a x que

ol <3 [ [ ]

Donc en prenant A = ||g0||g6),, on obtient (VIL.29). O
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Démonstration du théoreme VII.25.
Gréce 2 la proposition VIL.27, il suffit de démontrer I'inégalité 35 () < mg33 ().
Une majoration préliminaire :

/ ”du—lJer,/ "“du<1+zk, ol

—1+ :% (Q‘j(z)) <I|90|Ik _lk(k))k

kk
Comme WS ¢*, on a, en posant m = e ()

s ms |k)
/X du<1+2( ) (VIL30)

Majoration pour les petites valeurs de s :
Dans toute la suite de la démonstration, v désignera un nombre réel appartenant a [0, 1]
tel que :

u
< spr/cC et < 2. VIL.31
Vi 91/ Co T —u = ( )

. Pour |s| < s1, on a, d’apres (VIL.30)

2 2
m|s| m|s|
mls| Go), (75)
efdu <1+ (—) 1+~ <1y~ =)
/ z

uf=1(2)

Posons s; =

m|s| _
m|s|
=1+c¢
“1o-1(2) /o1 — u)]

Or

m|s| msy u ()

< = < S0,
0=1(2)/co(1 — u) (2)v/co(1 —u)  /co(1 —u)

(%) venant de (VIIL.31).
Dongc, en posant ¢; = ,onapour |s| < s;

0=1(2)\/cp(1 —u

/ e du <14 0(c1|s]) < expb(ci|s]). (VIL.32)
X
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Majoration pour |s| > sy :
Pour tout |s| > s, soit k, I’'unique entier > 2, tel que :

m|s| ms|
> t _— VII.33
= > e D) <u ( )
Posons
Ay (s) i: m|s| F ot A(s) f m|s| k
s) = s) = .
1 01 (k) i 61 (k)
k=2 k=ks+1
1
Tout d’abord, d’apres (VIL.33), ks < 6 (M), donc pourtout2 < k < kg, 0 (M) z > 1.
U u
Par conséquent, 6! étant concave et croissante, on a pour tout 2 < k < k,
k k k
071 (k) > 071 | —Omlsl) | = — 87 (Blmls) = oL
0 (m) 0 (mlsl) (m)
On en déduit que pour tout 2 < k < kg,
()
m|s| u
0-1(k) — k
D’ou
k k
ks § (M) ks § (M)
k=2 k=2
Par ailleurs,
() X uk+! ud (@) @) (mls|
A < k= < <2<k, <O—). VIIL.35
2(8)_Zu l—u ~1l—uw — "= %~ (u) ( )

k=ks+1

ol (i) et (iii) découlent de (VIIL.33) et (ii) de (VIL.31).
Finalement, d’apres (VIL.30), (VIL.34) et (VIL.35), on a

m|s|

/Xes“’dug 1+ Ai(s) + Ag(s) < 1+§:9<_> ny (m|3‘)

5
ke @ (sl g
:Zugexp9(¢>

k!
k=0
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Ainsi, d’apres (VIL.32), pour tout s € R,

/ e dp < expl(cals]),
X

avec

2(p) max : l
co = el () (91(2) co(1—u)’ u) ;

ce qui entraine (3} (¢) < mgBi(p). O

VIL3.2 Applications aux L.T.C.

Grace au théoreme VIIL.25 et a la proposition VII.24, on déduit sans peine le

Théoreme VIL.36. Soit 0 € Cyyqq, il y a équivalence entre
1. Il existe a > 0 tel que y satisfait To (0%, a)
2. & ={p— (o, 1), € B} est une partie bornée de Lg- (X, 11).

Plus précisément,

. . * —+ 1
w satisfait To (0", a) = (VQO €d, |- (o M>HE0* < 1 )

et
(Vgp €D, lo— (o] < M) = u satisfait Te (0", /rmeM ) (VIL37)

ot my est la constante définie a la proposition VII.25.
De méme, dans le cas d’un cofit métrique, on a le

Théoreme VIL.38. Soient (X, d) un espace polonais et 0 € Cyyqq. Il y a équivalence entre

1. Il existe a > 0 tel que u satisfait Ty(0%, a).
2. Il existe b > 0 tel que [[,, exp 6* <d(” ) dp(z)du(y) < +oc.

Plus précisément,

w satisfait Ty(0%, a) = // exp 6* ( L y)) du(x)du(y) < +oo
X2
et
2. = p satisfait Ty(0*, \/rmeM) (VIL.39)
avec M := ||d(., )H

Lo« (x2,u2)
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Démonstration. 11 suffit de montrer que pour toute ¢ 1-Lipschitzienne pour d., .), on a

e — (o, 1) || e < lld(., ]I .

E6* (x2,u2)

Or, pour tout A > 0, on a

. (1) .
/69 (Je(x)={p,u)|/N) d,u(x) < // 60 (|9"("")_9"(y)|/’\)d,u(:v)du(y)
X2
(i0) il
< / / N dp()dp(y)
X

On obtient (i) grace a I’'inégalité de Jensen appliquée a la fonction convexe
U(z) = exp(6*(|z])) et (ii) vient du caractere 1-Lipschitzien de . O

VII.4 Exemples et estimation des constantes.

VII.4.1 Estimations des normes de jauge.

Le lemme suivant donne une majoration élémentaire des normes de Luxembourg in-
tervenant dans les résultats précédents.

Lemme VIL.40. Soit 0 € Cyyqq, €t 7 > 1.

1. Sidom 0* =R, alors pour toute p € Lgg(X, 1),

1 longeXp(f)*(5|sO|))dM)
5’ 4 log(r)

V8 >0, o]\, < max (

2. Si dom 0* est majoré, alors Lgg- (X, 1) = Loo(X, 1) et

a Y olloo < el < 7ol @lloo

avec a la borne supérieure de dom 6* et rg« = sup{z : 0*(x) < log(r)}.

Démonstration.

(1) Posons A = ||¢

1
é?. Si< 50U si / exp 0" (6|p|) du = 400, il n’y a rien & montrer.
x

1
Supposons donc que A > 5 et que / exp 0" (0|p]) du < +oc.

X
On a alors

i A8 (i) (4i1)
Y0 /expg* el dy g/expw* J¢l dp < /expe*(é\soI)du
X A X A X
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ou (i) vient de la définition de la norme de jauge, (ii) de 1’'inégalité de Jensen, et (iii) de
I'inégalité 0*(|x| /M) < 6*(|z|)/M, pour tout M > 1.

(2) Tout d’abord,

(/ e (el/) dp < —|—oo> = (Jo| <ar pps.)
X

Ainsi, Lgp«(X, 1) C Loo(X, 1), et en prenant A = ||90Hgg, ona [|¢le < a|]g0||gg*. Par
ailleurs,

/ O IR gy < 0 (lolle/)
X

[llso
T+

Donc en prenant A = , le membre de droite est majoré par r et on en déduit que

Loo(X, 1) C Lpgs(X, 1) et HsoH(E?)*S—,,,O* :

]

Remarque VIL.41. Il est facile de voir que si 6 € C,yq4, dom 6 est borné si, et seulement

si, dom 0 = R et liIJP @:a<+oo.
S——+00 S

VII.4.2 Exemples.

+00  sinon
et donner, dans ce cas particulier, un contrdle plus approprié des constantes.

: . . £ sis e RY
Nous allons étudier les L.T.C. associées a la fonction : f5(s) = ¢ 2

+2 . +
P L teR :
Un calcul immédiat donne 63(t) = 02 znoi . Dans un premier temps nous al-

lons voir comment raffiner 1’approche de Djellout, Guillin et Wu pour obtenir les bornes
de Bolley et Villani, a un facteur numérique pres. Nous aurons besoin de la proposition
suivante :

Proposition VIL42. Soit X une variable aléatoire centrée telle que E[e?X"] < +o0 pour
un certain 0 > 0. Alors, pour tout s > 0,

E [eSX] < exp by (\/§SCM> ,

1 si X est symétrique,
avecc=14 , .
3.1 sinon.

De plus, on a la majoration

,etM:inf{)\ZO:E[exp (%)} §e}.

1 2x2
V6>0, M< 5\/1+10g113 [e“é( } (VIL43)
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Démonstration. Tout d’abord, il est démontré dans [10], page 7, que pour tout s > 0, on

< X (s0)PE [ X2

k=0

c valant 1 dans le cas ol la variable X est symétrique, et v/3.1 dans le cas contraire.

2k KIE[X 2k
En posant (X)) =sup [ % 2" ME[XH] , on a clairement
k1 (2k)!

E [e**] < expbs (scB(X)).
Montrons que 5(X) < V2M -

En utilisant I’inégalité 22k < (—) e 2 , on en déduit
e

k
E |:X2k} S e (%) M2k

e
(en particulier, /E[X?] < V/2M). Par conséquent, pour tout k& > 1,

28 EIE [ X2 2%% kK"
<e. 2k
(2k)! T 7 (2k)lek

En utilisant la formule de Stirling, ie

1
\V/p 2 17 E||6P| S E; p' =V 27Tp'pp'€7p+9p7
p

on trouve facilement X
28 KIE [X2F]  etsE

< M2k7

ekl - V2

puis pour £ > 2,
|2k KIE[X2F] et
M S <M < V2M.

(2k)! 25

Montrons I’inégalité
M < \/ 1+ logE [exﬂ (VIL44)

Si M < 1 est vraie. Supposons M > 1;ona
M2
2
M =F |:€2)1f/12:| <E [eXTQ] .
X2

Donc M? < logE [eXTQ} <1+ 1logE [GT]. On obtient, ensuite (VII.43) en appliquant
(VIL.44) a la variable aléatoire §.X . O
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On en déduit le
Corollaire VIIL.45.
1. Si ® est une partie de Lggs (X, ),

Vv € PX), |v—plls < V2V3IM\2H (v] 1) (VIL46)

ou M = sup{||g0 (o, N>HE9 , Q€ <I>}.
2. Si (X, d) est un espace polonais et s’il existe § > 0 tel que

/ / ) dp(a)dp(y) < +oo,
XQ

alors,
Vo € P(X), To(v,p) S V2Id(-, 5, ey VZH (V) (VILAT)

De plus,

(.. >HLE9* v, \/1+1og/ @) dyy(z)dpy).
X2

Pour terminer cette section, nous allons voir comment obtenir directement les bornes
de Bolley et Villani sans passer par 1’estimation des normes de jauge. Nous aurons besoin
du lemme suivant :

Proposition VIL.48. Si X une variable aléatoire symétrique et centrée telle que
E[eX’] < +00, alors

2
Vs >0, E [esx] < exp ((51\2/[) ) ,

avec M = /1 + 2log E [eX*/2].

Démonstration.
Pours < 1,ona

+o0 2k 2% 52k 2% i <
sX <1+Z E X ] +Z i[; :|_]E’|:682X2/2:| SE[eXQ/Q] 7

en utilisant I'inégalité (2k)! > 2*.k! en (i), et I'inégalité de Jensen en (ii).
Pours > 1,

82
E [esx] <E [652/2+X2/2] < */’F [exi’/z}
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Ainsi, pour tout s > 0, on a

2 2 s? M 2
E[esx] < IR [eX /2] — exp ((82) ))

avec M = /1 + 2logE [eX?/2]. O
On en déduit facilement le corollaire suivant.

Corollaire VIL49. Soit x : X — R™, une fonction mesurable. Alors, pour toute v € P(X),

Ixv = xpllvr < \/1 +4log/ X dp(x)/2H (V] p).
X

VILS LT.C. convexes pour des fonctions de colit non mé-
triques.

Dans cette section, nous allons utiliser les résultats des sections VII.2 et VIL.3 pour
étudier les I.T.C. associées a des cofits de transport de la forme c(x, y) = ¢(d(x,y)).

Dans toute la suite, ¢ : Rt — R™ sera une fonction convexe strictement croissante,
et (X, d) un espace polonais. Nous poserons ¢(z,y) = ¢(d(z,y)) et nous noterons 7. le
colt de transport optimal associé a c.

Le résultat principal de cette section est le théoreme suivant :

Théoreme VIL.50. Si 0 € Cyyqq et si q satisfait la condition A,, ie
JK >0, VreR" ¢22) < Kq(x),

alors les deux propositions suivantes sont équivalentes :

7.
1. 3a >0, VveP(X), 9*(@)§H(V|M),

2.3 >0, / /X expt’ (C(xb’ y)) dp(z)dp(y) < +oo.

Pour démontrer le théoréeme VII.50, nous allons généraliser 1’approche développée dans
[5], en commencant par étendre 1’inégalité (VIL.11) a d’autres transformations convexes ¢
que les fonctions puissances :

Proposition VIL51. Soit zy € X, et posons pour tout x € X, x(z) = 3q(2d(x, x9)),
alors

Ve P(X), q(Talv,p) < Te(v, p) < |Ixv — xpllvr (VIL52)
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Démonstration. Tout d’abord, pour tout 7 € II(v, ), on a, d’apres I’inégalité de Jen-

sen, ¢ ( / d(z,y)dr(x,y ) / / )) dm(z,y); on en déduit immédiatement
X2

la premiere inégalité.
Pour tout , y € X, on a en utilisant I’'inégalité triangulaire et la convexité de ¢

C(SL’, y) = Q(d<x7 y)) S Q(d<x7 Q:0) + d(y7 yO))
< L lg(d(z, 20)) + q2d(y, z0))

2

= x(@) + x(y)-
Donc, c(z,y) < dy(x,y), et par conséquent, To(v, ) < Tg (v,p) = |Ixv — xpllve,
(d’apres la proposition VL.7). 0

Démonstration du théoreme VII.50.
Montrons que (1) entraine (2). D’apres I'inégalité VII.52, (1) implique que pour toute

veP(X),ona
o* (M) <H(v|p).
()

Comme z +— 0* <q—> est convexe s.c.i, le théoreme VII.16 entraine qu’il existe a > 0

a

d -
tel que / / exp 0" (w) dp?(z,y) < +oo. Soit n un entier naturel tel que
X2 a
2™ > @ ; on a alors, en utilisant la condition A,
Ve € R, ¢(r) = Q< x) <q<2 1;) SK”q@).
a a a

Par conséquent,

//X?Xp v (C%Z ) //eXp 9*( (= y)/a)) dp(z)dply) < +oo.

Montrons que (2) implique (1). D’apres le théoréeme VII.38 appliqué a d,, il suffit de
montrer qu’il existe o € X et u > 0 tels que

//expe*( : )du <//expe*( ));W("“”O)))du%wo.

Or, en utilisant une nouvelle fois la condition A, et la convexité de ¢, on voit sans peine

K 2
que la derniere intégrale est majorée par { / exp 0" (—c( ) ,:L‘O)) d,u} . Mais, par hy-
X u
. « [ c@,y) -
pothese, exp 6 5 du(z)du(y) < +oo, donc en particulier, pour y presque
XQ

1
tout x5 € X, / exp 0" (ZC( ) ,xo)) dp < 400, d’ou le résultat, en prenant u = Kb. [
X
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ANNEXE A

Annexe du chapitre I

A.1 Preuve du lemme Propagation du chaos

Montrons le lemme suivant que nous avons utilisé dans 1’introduction :

Lemme (Propagation du chaos). Soit X un espace polonais, et pour tout n € N*, soit j1"
une probabilité sur X™. On suppose que chaque 11" est symétrique, ie pour toute permu-
tation o de {1,...,n}, p" o f71 = p", ennotant f, : (x1,...,2,) = (To(1), - - -+ Towm))-
1l y a équivalence entre les propositions suivantes :

; _ 1y n L
1. Laloide L, = - 3" | 0, sous ji"* converge étroitement vers ¢,,-.

2. Pour tout k € N* et pour toutes fonctions f1, ..., fr continues bornées sur X, on a

n—-+00

@) felad o |G Sl d,

Démonstration. Montrons que 1 implique 2 :
Soit fl, o Jk € Cb(.)(),

‘/Xk fl(xl)mf’“@’“)d/“‘n_/xk fi(@y) - folzg) du*

k
<| [ a0 s ae = [ 1[50
k

|11

" i=1

+

(Lo £ o = [ i) )




206 A. Annexe du chapitre I1I

Le deuxieme terme tend vers O par hypothese ; reste a voir qu’il en est de méme du pre-
mier. Or, celui ci peut s’écrire :

/Xk [m > Al@ew) - felwow) H< Zézf>]

0’6671
ol G,, désigne I’ensemble des permutations de {1,...,n}.
Soit M un majorant des f;, on a en notant §(k, n) I’ensemble des applicationsde {1, ..., k}
dans {1,...,n}:
I= Z fi(@omy) - fel@om)) Z fi(@aq)) - fr(@amw)
aEGn 0463 (k,n)
(n—k)! 1 1
S Z < n! - m fl (xa(l)) e fk(xoz(k:)) + ﬁ Z fl(xa(l)) s fk(xa(k))
€S(k,n) €8 (k,n)
injectives non injectives

(5 ) ()] )

qui tend vers 0 quand n — oc.

Montrons que 2 implique 1 :

Notons @,, = L£,»(L,,). Pour montrer que (),, converge étroitement vers d,,+, il faut mon-
trer que pour tout ouvert O de P(X'), on a

lim inf @,,(O) > 0,+(O).

n—-4oo

Cela revient a démontrer que pour tout ouvert O contenant x*, on a

Qn(0) —— 1. (A.1)

n—-4oo

Par définition de la topologie de la convergence étroite, il suffit de montrer que (A.1) est
vraie pour O de la forme
ca

6{1/673 ‘/fldy—/f,du

avec o; € Rt et f; € Cy(X). Comme (A.1) est stable par intersection finie, il suffit de
traiter le cas p = 1.
Or, si f € Cy(X), alors

| = f>du—n22 Fs ) = LS [ s e
1

f(@1)? flen)f(x)dp™ = 2(u f) [ flas)du” + (u", f)?

n Xxn n Xxn xXn
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qui tend vers 0, d’apres 2.
Grace a I’inégalité de Markov, on en déduit que

Qn{y: /dez/—/xfdu* <a}:un(

/deLn—/deu*

<a) ot

n—-4o0o

]

A.2 Controles non-asymptotiques pour le théoreme de Sa-
nov

A.2.1 Bornes supérieures exactes :

Le premier théoreme de cette annexe est dii a I. Csiszar.

Théoreme A.2 (Csiszar, [19] thm. 1). Soit A un ensemble convexe fermé de Pg(X). On
suppose que H (A| 1) < 400 et on note j* la I-projection généralisée de y sur A.
Si p®"(L,, € A) > 0, alors pour tout k € {1,...,n}, ona

1
/K]

On en déduit immédiatement le corollaire suivant dont nous nous servirons dans la
section I11.4 :

H (ph | W) < ——=log (u®"(L, € A)e" AW (A3)

Corollaire A.4. Si A est un convexe fermé, tel que H (A| 1) < 400 alors pour tout n > 1,
P (L, € A) < e mHAW), (A.5)
Démonstration. Tout d’abord,

A, Ta(L)
dper — p#n(L, € A)

et on calcule facilement

H (4, 1) = =log u®"(Ly, € A).

De plus, les marginales unidimensionnelles de 1} ,, €tant toutes égales a 'y, on a, d’apres
la proposition I1.4

H (| p®") =H (ph | (Wh)®") +nH (k| 1),

et d’autre part,

H (| 9") =H (| (W5)™") + nH (ph| 1)
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On en déduit que

H (g% | 1) = H (| ") + 0 [H (] ) — H (pig] )]

Admettons un instant que p’; € A; alors, d’apres la proposition 11.26 , on a

H (pi|p) = H (il ) = H(A| p)
et donc
H (| p®") > H (ph | ") +nH (Al p) .

Soit
—log (,U®n(Ln c A)enH(Am)) >H (quﬂl} M*@n) )

En appliquant encore une fois la proposition II.4 , on voit facilement que
H (| 17€7) = [n/KJH (i 4| 172*)

D’ou le résultat. Pour finir, montrons que u'; appartient a A. Pour cela, posons
Mea(X) = {y e M(X):Vg €@, / lgld|v| < —i—oo} :
X

L’ensemble M (X') sera muni de la G-topologie, ie la moins fine rendant continues les
applications v +— | y9dv, avec g € G. Pour cette topologie, Mg(X) est un espace
vectoriel topologique localement convexe qui a pour dual topologique :

Ma(X) ={v—(v,g9): g9 € G}.

Par hypothese, GG contient ’ensemble C,(X') des applications continues bornées ; on en
déduit facilement que P (X') est fermé, et que M (X) est séparé.

Si 7 n’était pas dans A (qui est fermé dans M (X)), il existerait, d’apres le théoréme
de Hahn-Banach, une fonction g € G telle que :

(U, 9) <inf{(v,g) : v € A} = a.

E[(L, 9)Ta(Ly))]

<:u’Avg> - P(Lg c A)

X
P(LX € A)

> =«

- contradiction. L]
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Remarque A.6.

Dans [19], I. Csiszdr, a établi I’inégalité (II1.38), sans hypothese topologique sur A,

mais pour des ensembles A presque complétement convexes :

e Un ensemble A est dit completement convexe si pour tout espace de probabilité,
(2, A, P) et tout noyau de transition N : Q — A, la mesure de probabilité
N.P € P(X) définie par N.P(B) = [, N(w, B) dP(w), appartient 2 A.

e Un ensemble A est dit presque complétement convexe s’il existe une suite croissante
A, de sous-ensemble completement convexes de A telle que

ANPHX) C A,

ou P;(X) désigne les mesures de probabilité ne chargeant qu’un nombre fini de
points.

A.2.2 Bornes inférieures exactes :

La proposition suivante, démontrée en exercice dans le livre de J.D. Deuschel et D.W.
Stroock, donne une borne inférieure non-asymptotique pour le théoreme de Sanov.

Proposition A.7. Soient A une partie de Pg(X) telle que {x : L} € A} est mesurable,
v e Pa(X), avecv < pet v¥" (L, € A) > 0. Alors,

1 v (L, € A°) 1
~1 en(r. e A nH(vlw)) > _H R St L A Rl n(r. e A
~log (1" (Ly € A)e ) > —H(v|p) (L, e ) T piear (I d)
1
— A.8
nev® (L, € A) (A-8)
Démonstration. _
Posonsh:jl’:%,etA:{xeX":LﬁeA et h(zx) > 0}.
Alors,

_ B ~€—logh(z) V®n T
€ A) 2 () = [0 o) = (D) o @,

Donc, d’apres I’inégalité de Jensen,

 Jzlog h(xz dv®n
ven(A) '

log 11%™ (L, € A) > log v®"(A)

Comme H (v®"| u®") = [log h(x) dv®", on en déduit que

~ ®n| ,On — ®n
log M®n(Ln € A) > log V®n(A) - H (:®H(|£) ) + fAc log ];;i)(}gf) dp (A.9)
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Or, pour tout 7 > 0, xlogz > —1, donc
[

[zlogh(@)h(z) dp" — per(A) 1 (A.10)
ven(A) ev®n(A) T ev®n(A)

Enfin, en reportant (A.10) dans (A.9) et en utilisant les relations suivantes :
H (v*"| p®") =nH (v|p) et Ve (A) = v®(L, € A),
on obtient facilement (A.8). ]

Considérons a présent le cas particulier d’un convexe C' défini par des contraintes de
type moment ie, C' est de la forme

C’—{I/EP(X):/HF||dV<+oo et /FdVEK},
x x

avec F': X — B une application mesurable a valeurs dans un espace de Banach séparable
muni de sa tribu borélienne et K un convexe fermé de B.
Pour tout € > 0, nous poserons

Cs—{VEP(X)I/HFHdV<+OO et /FdVGKE},
X x

ot K¢ ={r e B:d(z,K)<e}.
Nous noterons Z la transformée de Laplace de yp, image de p par F, et Ap, sa Log-
Laplace.

Lemme A.11. Si p admet une I-projection p* sur C s’écrivant u* = %u, avec
\* € B, alors pour tout € > 0,
< 6)

+ M. (A12)

n

%ZF(Y@-)—/ Fdy*

1 . 1
— —log (u*"(L, € C.)entiln ‘“)) < ——logP (
n n i=1 x

avec (Y;); une suite de variables i.i.d de loi ji*.

Démonstration.

du du
Xmn _ x . *Q@n
p"(Ly € C:) = / Tc. (L) e (1) dy (7,) dp™" ()

d ES
- [teunes (—n <Ln,1og i >) apen ()
1

. du*
_ ) / I, (LF) exp (—n <Ln i log 1 >) 4 ()

dp




A.2. Controles non-asymptotiques pour le théoreme de Sanov 211

Or, log %’L—* = (A, F) — Ap(\*), et donc

dp* 1<
i=1 X
/de—/qu* <5}CC€,
X x

,u (L € C) nH(p"|p) > /H55<Li)e_n<)‘*vi2?1 F(xi)_fXFdM*>dlu*®n(x)

Posons

é’gz{yep /||F||dy<+oo et ‘

on voit que

> e / o E3) ()
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ANNEXE B

Preuve du théoreme V.8

La preuve du théoreme V.8 est contenue en plusieurs morceaux dans les articles de F.
Gamboa et E. Gassiat ([34, 22, 35, 36]). Par soucis de clarté, nous donnons ci-dessous une
preuve complete de ce théoreme.

Nous aurons besoin du lemme suivant qui donne la convergence des solutions d’une
suite de problemes de minimisation de fonctions convexes (voir [60] pour des résultats
plus généraux).

Lemme B.1. Soit (H,,),, une suite de fonctions convexes définies sur R* & valeurs dans
R U {400} et H une fonction convexe sur R* a valeurs dans R U {+o0}.
Supposons que

(o]
e pour tout n, ) #dom HC dom H,,
e pour tout n suffisamment grand, I’ensemble Argmin H,, de tous les minimisants de
H,, soit non vide,

(o]
o H admet un unique minimisant v* appartenant a dom H,
o
e la suite (H,), converge simplement vers H sur dom H,

alors, pour tout € > 0, il existe N € N tel que pour tout n > N,

Argmin H,, C B(v*,¢)
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Démonstration. Raisonnons par I’absurde, et supposons qu’il existe » > 0 tel que

o
B(v*,r) Cdom H et une suite (v} ),, telle que, pour tout n, v € Argmin H,, et |v};—v*| > r.

Premiere étape :
Soitv,, € B (v*, g) telle que

H,(v,) = min {Hn(v) veDB (v*, g)}

La suite (v,,), est bornée; soit v une valeur d’adhérence de cette suite, et ¢ telle que
lim ¥y = 0. (Hy), est une suite de fonction convexes convergeant simplement vers

n——4oo
(o] (o]

H sur dom H, la convergence est donc uniforme sur tout compact inclus dans dom
(voir par exemple [38], Thm 3.1.4 p.105). En particulier,

| Hot @om)) = H(Ogim)| < [[Hom) = Hl| o (e 1) 772 0

’3 n—-4oo

De plus, par continuité de H, H (Ug(n)) ——— H(v), donc Hy(n)(Vp(n)) —— H (D).

n—-+00 n—-+00
Or, Hyn)(Ugn)) < Hy(ny(v*), donc en passant a la limite, H(v) < H(v*). La fonction
H n’atteignant son minimum qu’au point v*, on en déduit v = v*. Par conséquent (v,,),,
converge vers v*.

Deuxieme étape :

Pour tout n € N, la fonction A, : [0,1] — R : t — H,(vi + t(v, — v})), est croissante.
Soit t,, € [0,1] tel que 2 < |v% + £, (0, — v};) — v*| < 7.

Posons z, = v} + t, (v, — v};), alors pour tout n,

2
Ho(z) < Ho(3,) et é’ <zp— vt <7 (B.2)

Quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que (z,), converge vers z vérifiant

2r . . 5
Y < |z —v*| < r. La suite (H,), convergeant uniformément vers H sur B(v*,7), on

conclut facilement que lirf H,(z,) = H(z) et, en passant a la limite dans 1’inégalité
n—-roo

(B.2), que H(z) < H(v*), ce qui entraine que z = v* - absurde. O
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Démonstration du théoréme V.8.
Preuve des points 1. et 2.
Pour toute v € P(R"),

donc
IL,(K*)={r e PR") : A,E,[Z] € K*}.

Notons S,,#x, le support de ;*”, et admettons un instant que

dng, Vn > nyg, A_l(K) N co §u®” # . (B.3)

n

Nous prouverons (B.3) plus loin. Remarquons que 1’on a aussi, pour tout £ > 0,

Vn >ng, A;NK®)NcoS,en # 0 (B.4)
dom Z,en =] — o, B[" étant ouvert, on peut appliquer le théoréme I1.41 et conclure que

e 11®" admet une I-projection i _ sur IT,, (%), ce qui prouve le point 1.,
o iy, . vérifie

duy . exp(Abuy,, )

dpen Zyon(Atur )’

n'n,e

ot u’ _ € R* est un minimisant de

Gn,c(u) = Ayen (ALu) — inf (u,c).

S
Mais, pour tout z €] — a, B[
Agon () = Ap(@1) + -~ + Ay ()

et pour tout u € R¥,
(F(at), %)
Al u =
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Par conséquent,

o) = o3 () - g ()]

U
= nH, . <—)
n
= minimise H,, ..

donc u;, . minimise G, . si, et seulement si, —=
(Fa1),vn.)

etwy, . = : , on obtient le point 2.
(P vi.e)

*
Up,

*
Un, e

*
En posant v, . =

Preuve du point 3.

1 n
=1

mais, pour tout w €] — a, 3,
[ i =2y w),
R

donc, pour tout ¢
[ i ) = [ i o = (w00 = K (vl P )
R R
et
1 n
R . =— N (v F(x])) dpn
n, e n; ,u<vn,s7 ($z>> i

Preuve de (B.3).
Montrons qu’il existe ng tel que pour tout n > ny,

ATHK) ﬂco§“®n # 0

Soit J,, I’enveloppe convexe (fermée) du support de 1. On voit facilement que co Syen = J)/.

o

Montrons donc, que pour tout n assez grand, il existe 2" € (J,)" tel que A, 2" € K.

o
Notons C),(X') I’ensemble des fonctions continues sur X et a valeurs dans .J,,.
Pour toute g € C,,(X), nous poserons :
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Remarquons que pour toute g € CM(X ),

n

An"(g) = [% OVCATIC NN SPEEVALE

=1

On en déduit, d’apres I’hypothese (2) de (V.7), que pour toute g € C),(X),

Anz2"(g) —— [ g(x)F(z) dR(z).

n—-+00 X

Or, d’apres I’hypothese (5) de (V.7), il existe g € C,,(X) telle que

o = /Xgo(x)F(x) dR(z) € K.

Raisonnons par I’absurde et supposons qu’il existe une suite strictement croissante d’en-
tiers (n,), telle que pour tout p et toute g € C,(X),

Ap, 2, (9) # co-

Pour tout p, {A,,,z,,(9) : g € C,,(X)} C R est convexe et ne contient pas co.
D’apres le théoréme de Hahn-Banach, il existe u,,, € R” tel que [|u,, || = 1 et

(Un,,co) > sup <unP,Anpznp(g)>.
ge Cu(X)

Par compacité, on peut supposer que u,,, COnverge vers u.
Pour tout g € C,(X), (un,, co) > (tn,, Ay, zn,(g)) donc, en passant a la limite dans cette
inégalité, on obtient

(u,co) > <u,/Xg(x)F(:v) dR(x)>.

Par suite pour toute g € C),(X),

(u [ - m@r@anrw) <o

Soit B la boule unité de C'(X’) (ensemble des fonctions continues sur X).
Alors pour r > 0 assez petit, gy + 7B C C,(X). On en déduit que pour toute g € 75,

<u, / g(x)F(z) dR(:c)> < 0 ce qui entraine par symétrie et homogénéité que, pour
X
toute g € C'(X),

; g(z) (u, F(x)) dR(z) = 0.

On en déduit que
R((u, F(a)) = 0) = 1
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et ceci entraine, d’apres ’hypothese (1) de (V.7), que
(u, F(x)) = 0 pour tout x € X,
ce qui contredit I’hypothese (3) de (V.7).

Preuve du point (4).
La fonction

H(.)—/XAM.,F(x»dR(x)—inf(.,y>

yeK
vérifie ]
domH ={veR" :Vz e U, (v,F(2))€]—apb[}
et on a clairement

dom H C dom H,, .,

ou H, ., estlafonction convexe donnée par

1 < N :
H, ., (v) = - ; A, (v, F(z})) — yé%£n<v, y).
Pour tout v € dom H, la fonction A, (v, F(.)) est bornée, donc d’apres 1’hypothese (2)
de (V.7), (H,, ., ). converge simplement vers H sur dom H. De plus, d’apreés I’hypothese

(6), la fonction H atteint son minimum en un unique point v* € dom H.
On peut donc conclure, en utilisant le lemme B.1, que vy, . converge vers v*.

Preuve du point (5).
Pour toute g € C'(X),on a

1 n
(Bren0) = =D M (on e, Fal) g(a7).
=1

Le lemme V.24 entraine qu’il existe un segment .J inclus dans | — «, 5[ et m tel que pour
tout n > m,

Vn>m, (vi_ F(@}))eJ et VeelX, (@, F(x)) el

N, En )

Si M = sup AZ(:L‘), on a donc, d’apres I’inégalité des accroissements finis,
zed

* 1 - * n n * *
(Rieu9) = - 2N, (07 Fai) glaf)| < Msuplgl-sup | F|LJo" —v} ., [| —— 0.
=1

n,E&n menll oo
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Enfin,
%ZAL (W, F(z)) g(al') = <%Z(5x;u/\; (v*,F())g()>

et comme A}, (v*, F'(.))g(.) € C(X), on ad’apres I'hypothese (2) de (V.7)

(Bren9) — ; Ay (", F(z))g() dR (),

™ En n—-+o0o

ceci pour toute g € C'(X). O
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